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Introduction

L'objectif de cette thèse est d'étudier le comportement asympto-
tique de certaines suites d'objets mathématiques issus de la théorie
des processus empiriques. Nous distinguons deux types d'objets. D'une
part, nous étudions des objets dérivés du processus empirique uniforme,
d'autre part, nous nous intéressons aux accroissement du processus em-
pirique indexé par un classe de fonctions (ou processus empirique gé-
néralisé).

0.1 Le processus empirique uniforme

Dans un premier temps, nous établissons quelques résultats concer-
nant le processus empirique uniforme, noté �n(�), et dé�ni de la façon
suivante. Soit (Ui)i�1 un suite i.i.d. de variables aléatoires uniformément
distribuées sur [0; 1]. Pour tout entier n � 1, on pose

Fn(t) :=n
�1]f1 � i � n; Ui � tg; t 2 [0; 1]; (0.1.0.1)

�n(t) :=n
1=2
�
Fn(t)� t

�
; t 2 [0; 1]: (0.1.0.2)

Ainsi, �n(�) est un processus stochastique sur [0; 1] décrivant l'écart
entre la fonction de répartition empirique Fn(�) et la fonction de ré-
partition d'une loi uniforme sur [0; 1]. Nous dé�nissons également le
processus des quantiles �n(�) de la façon suivante, pour tout entier
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n � 1.

F�1
n (t) := inffu 2 [0; 1]; Fn(u) � tg; t 2 [0; 1]; (0.1.0.3)

�n(t) :=n
1=2
�
F�1
n (t)� t

�
; t 2 [0; 1]: (0.1.0.4)

Ces quatre processus on été beaucoup étudiés, principalement pour leur
intérêt statistique (voir par exemple les livres de Shorack et Wellner [91]
et de Csörgö et Revesz [17]). En e�et, de nombreuses statistiques basées
sur des échantillons i.i.d. de variables aléatoires réelles peuvent s'expri-
mer comme des fonctions de ces quatre objets. Citons, par exemple,
l'estimation de la densité par la méthode du noyau, par projection tron-
quée ou par la méthode des k points les plus proches (voir par exemple
[11] et [89]), les L-statistiques [56], l'estimateur de Hill pour les lois de
type Paréto (voir, par exemple, [37, 31]), ou la méthode du bootstrap
(voit, par exemple, [90, 58]). Notre étude de �n et �n se présente comme
suit.

Chapitre 1.

Dans ce chapitre, nous faisons plusieurs rappels concernant la géo-
métrie gaussienne, ou théorie des mesures gaussiennes dans les espaces
de dimension in�nie. En particulier, nous donnons la dé�nition d'es-
pace autoreproduisant et d'énergie gaussienne (ou norme hilbertienne)
associés au processus de Wiener W (�) sur [0; 1], ainsi que de la boule
de Strassen S1.

S1 :=
n
f : f(0) = 0;

df

d�
= f 0 existe; et

Z
[0;1]

f 02(t)dt � 1
o
:

(0.1.0.5)
En�n, nous citons les résultats issus des travaux de Grill [55], Gorn
et Lifshits [54], De Acosta [2] et Berthet et Lifshits [9]. Les travaux
de ces chercheurs ont abouti à l'établissement d'inégalités de "petites
boules". Par inégalités de petites boules, nous entendons des inégalités
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de contrôle, lorsque T !1, des probabilités de type

P

�������W
T
� f

������ � V(T )
�
;

où
lim
T!1

V(T ) = 0;

et où
jj f jj:= sup

t2[0;1]
j f(t) j :

Chapitre 2.

Dans ce chapitre, nous établissons deux types de résultats.
Les travaux de Finkelstein [49], Deheuvels [27, 25], Mason [76], et De-
heuvels et Mason [33] ont abouti a des résultats appelés lois fonction-
nelles standard du logarithme itéré. A titre d'exemple, Mason a
établi le résultat suivant. Posons log2(t) := log(log(t _ e)); t � 0.

Théorème (Mason, 1988)
Pour toute suite de constantes strictement positives (an)n�1 véri�ant,
lorsque n!1,

0 < an < 1; an # 0;
nan " 1;

nan= log2 n!1;

on a presque sûrement

�n(an�)p
2an log2 n

 S1: (0.1.0.6)

Ici, le symbole " " signi�e que l'ensemble d'adhérence de la suite
(2an log2 n)

�1=2�n(an�); n � 1, pour la norme uniforme jj � jj, est
égal à S1.
En nous inspirant des travaux de Berthet [7], nous établissons, dans
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un premier temps, des vitesses de recouvrement dans certaines lois
fonctionnelles standard du logarithme itéré (voir le théorème 2.2.2 dans
le �2.2 et le théorème 2.2.3 dans le �2.2.2). Par exemple, nous montrons
qu'il existe un réel positif �0 > 0 tel que, pour toute suite de constantes
(an)n�1 véri�ant, lorsque n!1,

0 < an < 1; an # 0;
nan " 1;

nan=(log2 n)
7=3 !1;

on a presque sûrement

lim sup
n!1

�0(log2 n)
2=3 inf

g2S1

������ �n(an�)p
2an log2 n

� g
������ � 1:

Ce résultat donne une idée de la vitesse à laquelle la suite (2an log2 n)
�1=2�n(an�);

n � 1 est attirée par son ensemble d'adhérence S1. Nos travaux s'ins-
pirent de ceux de Berthet [7], et se basent essentiellement l'approxi-
mation forte de Komlós, Major et Tusnády [66, 67] ainsi que sur une
inégalité de recouvrement pour le processus de Wiener due à Talagrand
[95].

Dans un second temps, nous établissons des lois de type Chung-
Mogulskii pour le processus empirique local �n(an�) (théorème 2.3.3
dans le �2.3.1). En utilisant les inégalités de "petites boules" présentées
dans le chapitre 1, ainsi que l'approximation forte de Komlós, Majors
et Tusnády, nous montrons que, pour certaines fonctions f 2 S1, il
existe une constante �f > 0, et une suite (Tn;f)n�1 qui tend vers 1,
telles que, sous certaines conditions sur la suite (an)n�1, on a presque
sûrement

lim inf
n!1

Tn;f

������ �n(an�)p
2an log2 n

� f
������ = �f :

Ce résultat généralise un résultat établi par Deheuvels [26], en couvrant
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le cas où f 2 S1 véri�e, en plus de certaines conditions de régularité,
1Z

0

f 0
2
(t)dt = 1:

0.2 Accroissements du processus empirique géné-
ralisé

Malheureusement, l'étude du processus empirique uniforme devient
plus délicate dans Rd, à cause de problèmes liés à la transformation des
quantiles. Un cadre théorique permettant l'étude de variables aléatoires
i.i.d. à valeurs dans un espace mesurable plus général (par exemple
R
d; d � 1) est la théorie des processus empiriques généralisés.

Nous dé�nissons maintenant cette notion, restreinte au cas multidi-
mensionel.
Soit (Zi)i�1 une suite i.i.d. de variables aléatoires à valeurs dans Rd,
et soit G une classe de fonctions réelles boréliennes sur Rd. Pour tout
entier n � 1 on pose

Tn(g) :=
nX
i=1

�
g(Zi)� E

�
g(Zi)

��
; g 2 G:

Pour n � 1 �xé, Tn(�) est un processus stochastique indexé par G.
Nous étudierons dans cette thèse une classe d'objets mathématiques
dérivés de Tn(�), appelés accroissements du processus empirique
généralisé. Ce type d'objet, que nous dé�nissons ci après, a été in-
troduit pour la première fois par U.Einmahl et Mason [45]. Pour tout
z 2 Rd, pour tout réel h > 0 et pour tout entier n � 1, on pose

Gn(g; h; z) :=
nX
i=1

g
�Zi � z

h1=d

�
� E

�
g
�Zi � z

h1=d

��
; g 2 G:

Il d'agit là de l'estimateur à noyau de la densité classique (à une norma-
lisation près), dont le noyau g varie dans la classe G. Ainsi, si G est une
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classe de fonctions uniformément bornées, les Gn(�; z; h); z 2 Rd; h >

0; n � 1 peuvent être considérées comme des trajectoires aléatoires
bornées sur G. Nous traitons donc les Gn(�; z; h); z 2 Rd; h > 0; n � 1

comme des variables aléatoires à valeur dans un espace vectoriel de fonc-
tions réelles bornées B(G), convenablement choisi pour des raisons de
mesurabilité (voir la dé�nition 4.1.3 dans le �4.1.3), et muni de la norme
sup usuelle :

jj 	 jjG:= sup
g2G

j 	(g) j :

Dans [77], Mason a établi une loi fonctionnelle uniforme du logarithme
itéré pour ces suites de processus, lorsque la taille de fenêtre h := hn
décroît avec n en satisfaisant les hypothèses de Csörgö-Revesz-Stute
suivantes, lorsque n!1,

(HV 1) 0 < hn � 1; hn # 0; nhn " 1;

(HV 2) nhn= log n!1,
(HV 3) log(1=hn)= log2 n!1;

et sous des conditions sur la taille de la classe de fonctions G (voir
(HK1)-(HK5) dans le �4.1.1).

Théorème (Mason, 2000)
Soient H un compact de Rd d'intérieur non vide, (hn)n�1 une suite
de constantes strictement positives satisfaisant les hypothèses (HV1)-
(HV3) (voir �4.1.1), et G une classe de fonctions véri�ant (HK1)-(HK5)
(voir �4.1.1). Soit (Zi)i�1 une suite de variables aléatoires i.i.d dont la
loi sur Rd admet une densité f (par rapport à la mesure de Lebesgue),
telle que f est continue et strictement positive sur H. Supposons qu'il
existe � > 0 tel que f soit uniformément continue sur l'ensemble suivant
(dilaté d'ordre � de H) :

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
; (0.2.0.7)
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où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Alors on a presque
sûrement

(i) lim
n!1

sup
z2H

inf
	2K

������ Gn(�; z; hn)�
2f(z)nhn log(1=hn)

�1=2 �	
������
G
= 0; (0.2.0.8)

(ii)8	 2 K; lim
n!1

inf
z2H

������ Gn(�; z; hn)�
2f(z)nhn log(1=hn)

�1=2 �	
������
G
= 0:

(0.2.0.9)

Ici, K est un compact de
�B(G); jj � jjG �, explicité dans le chapitre

1.

Notre contribution à l'étude des Gn(�; hn; z); z 2 H; n � 1 lorsque
hn converge vers 0 lorsque n!1 est présentée comme suit.

Chapitre 1.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques détails sur l'ensemble limite
K apparaissant dans (0.2.0.8) et (0.2.0.9). En e�et, cet ensembleK est la
boule unité de l'espace autoreproduisant associé au processus gaussien
(WG(g))g2G, centré, dont la fonction de covariance est dé�nie par

Cov
�
WG(f);WG(g)

�
:=

Z
Rd

f(z)g(z)dz; f; g 2 G: (0.2.0.10)

Les notions d'espace autoreproduisant et d'énergie gaussienne (notée J)
associés à un processus gaussien ayant la forme de WG(�) sont dé�nies.
Ainsi, K peut être vu comme l'ensemble des fonctions 	 2 B(G) dont
l'énergie gaussienne J est inférieure à 1.

Chapitre 3.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques rappels sur la notion de
principe de grandes déviations. En particulier, nous citons un résultat
dû à Arcones [3] (théorème 3.3.1). Ce résultat donne un critère néces-
saire et su�sant pour qu'une suite de processus stochastiques satisfasse
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un principe de grandes déviations. Ce critère est très semblable au cri-
tère le plus utilisé pour montrer la convergence en loi d'une suite de
processus stochastiques.
Nous introduisons ensuite la notion de principe de grandes dévia-
tions uniforme pour les tableaux triangulaires de variables aléatoires.
Par exemple, nous dirons qu'un tableau triangulaire de variables aléa-
toires (Xi;n)n�1; i�pn, à valeurs dans Rd satisfait le principe de grandes
déviations uniforme pour un tableau triangulaire de réels strictement
positifs (�n;i)n�1; i�pn et pour une fonction réelle J sur Rd, lorsque

lim
n!1

max
i�pn

�n;i = 0;

pour tout ouvert O � R
d on a

lim inf
n!1

min
1�i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i 2 O

��
� � inf

z2O
J(z):

pour tout fermé F � R
d on a

lim sup
n!1

max
1�i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i 2 F

��
� � inf

z2F
J(z):

Cette notion n'apporte, en elle même, rien de nouveau dans la théorie
des grandes déviations. Cependant, elle s'avère être un outil très utile
dont nous faisons usage dans les preuves des théorèmes 4.2.3, 4.3.2
et 5.2.1. En nous inspirant directement des travaux de Mason [77],
Lynch et Sethuraman [75], Arcones [3], Cramér [15] et Cherno� [13],
nous établissons plusieurs critères permettant de conclure qu'un tableau
triangulaire (Xn;i)n�1; i�pn satisfait un principe de grandes déviations

Chapitre 4.

Ce chapitre comporte deux résultats principaux. Ces résultats sont
des extensions du théorème de Mason cité plus haut (voir (0.2.0.8),
(0.2.0.9)).
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Dans un premier temps, nous étudions le comportement joint des couples

�
Gn(�; hn;1; z)�

2nhn;1 log(1=hn;1)
�1=2 ; Gn(�; hn;2; z)�

2nhn;2 log(1=hn;2)
�1=2�; z 2 H

lorsque n!1, et lorsque les deux suites (hn;1)n�1 et (hn;2)n�1 véri�ent
les trois conditions (HV1)-(HV3), tout en étant signi�cativement di�é-
rentes. Par "signi�cativement di�érentes", nous entendons qu'il existe
0 < d1 < 1 tel que

(HV 4) limn!1 log(hn;1)= log(hn;2) = d1; 0 < d1 < 1:

Cette hypothèse est véri�é, par exemple, lorsque hn;1 et hn;2 sont des
puissances de n d'indices di�érents. En nous inspirant des méthodes
développées par Mason [77] et Deheuvels [27], nous établissons le théo-
rème suivant.

Théorème 4.2.3.
Soient H un compact de Rd d'intérieur non vide, (hn;1)n�1 et (hn;2)n�1
deux suites de constantes strictement positives satisfaisant les hypo-
thèses (HV1)-(HV4) (voir �4.1.1), et G une classe de fonctions véri�ant
(HK1)-(HK5) (voir �4.1.1). Soit (Zi)i�1 une suite de variables aléatoires
i.i.d dont la loi sur Rd admet une densité f (par rapport à la mesure
de Lebesgue). Supposons qu'il existe � > 0 tel que f soit continue et
strictement positive sur l'ensemble suivant :

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
;
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où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Alors on a presque
sûrement

(i) 8(	1;	2) 2 K0; lim
n!1

inf
z2H

max
n������	1 � Gn(�; hn;1; z)�

2nhn;1 log(1=hn;1)
�1=2 jjG; jj 	2 � Gn(�; hn;2; z)�

2nhn;2 log(1=hn;2)
�1=2 ������Go = 0;

(ii) lim
n!1

sup
z2H

inf
(	1;	2)2K0

max
n������	1 � Gn(�; hn;1; z)�

2nhn;1 log(1=hn;1)
�1=2 jjG; jj 	2 � Gn(�; hn;2; z)�

2nhn;2 log(1=hn;2)
�1=2 ������Go = 0:

(0.2.0.11)

Ce résultat est présenté et prouvé dans le �4.2. Le compact K0 est
un ensemble dérivé de l'ensemble K.

Dans un second temps, nous étendons le résultat de Mason (voir
(0.2.0.8) et (0.2.0.9)) en montrant que ce résultat est vrai uniformément
et hn � h � ehn, lorsque (hn)n�1 et (ehn)n�1 véri�ent (HV1)-(HV3).
Ainsi, nous montrons le théorème suivant.

Théorème 4.3.2.
Soit (hn)n�1 et (ehn)n�1 deux suites de réels véri�ant (HV1)-(HV3), et
soit G une classe de fonctions réelles sur Rd véri�ant (HK1)-(HK5). Soit
H un hypercube fermé d'intérieur non vide, et soit (Zi)i�1 une suite
de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur Rd admet une densité f (par
rapport à la mesure de Lebesgue). Supposons qu'il existe � > 0 tel que
f soit continue et strictement positive sur l'ensemble suivant :

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
; (0.2.0.12)
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où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Alors on a presque
sûrement

(i) lim
n!1

sup
hn�h�ehn;z2H

inf
	2K

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h))

�	
������
G
= 0;

(ii) 8	 2 K; lim
n!1

sup
hn�h�ehn

inf
z2H

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h)

�	
������
G
= 0:

Ce résultat est présenté et prouvé dans le �4.3.

L'outil principal des preuves des théorèmes 4.2.3 et 4.3.2 est l'établis-
sement de principes de grandes déviations uniformes pour les tableaux
triangulaires de processus

�
2f(z)nhn log(1=hn)

��1=2
Gn(�; hn; z); n �

1; z 2 H. Grâce aux méthodes proposées par Mason [77], et avec les
outils développés dans le chapitre 3, nous montrons que ce tableau tri-
angulaire véri�e, sous (HV1)-(HV3), le principe de grandes déviations
du processus gaussien (WG(g))g2G (voir (0.2.0.10)). Ainsi, sans utiliser
de théorème d'approximation forte, il est possible d'établir ce genre de
principe de grandes déviations. Ces derniers constituent l'outil principal
pour établir des lois fonctionnelles du logarithme itéré.

Chapitre 5.

Ce chapitre est consacré à l'étude du comportement de Gn(�; z; hn)
dans le cas suivant. Tout d'abord, la suite (hn)n�1 ne véri�e pas (HV1)-
(HV3), mais les conditions suivantes.

(HV E1) 0 < hn < 1; hn # 0; nhn " 1
(HV E2) nhn= log n! c > 0,

Ce domaine de vitesses de convergence pour la suite (hn)n�1 est appelé
"domaine de non invariance" ou "domaine d'Erdös-Rényi". En e�et,
Erdös et Rényi ont établi le premier résultat dans ce domaine [48], puis
ce résultat a été étendu par de nombreux chercheurs. En particulier,
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Deheuvels et Mason [33] ont établi une loi fonctionnelle uniforme non
standard du logarithme itéré pour les accroissements du processus em-
pirique uniforme, dont une application importante en statistique non
paramétrique est un théorème de non consistance forte uniforme de
l'estimateur à noyau de la densité sur R. En nous inspirant des tra-
vaux de ces chercheurs, nous donnons une loi limite non standard pour
Gn(�; z; hn), sous les hypothèses (HVE1)-(HVE2), et en se restreignant
au cas où la classe de fonctions G est

G :=
�
1[0;s1]�:::�[0;sd]; (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d

o
:

En enlevant le paramètre de centrage (qui n'a plus aucun rôle sous
(HVE1)-(HVE2)), notre étude se porte �nalement sur l'objet suivant.
Pour tout z 2 R

d véri�ant f(z) > 0 et pour tout s = (s1; : : : ; sd) 2
[0; 1]d, on pose

�n(z; hn; s) :=

nP
i=1

1[0;s1]�:::�[0;sd]

�
Zi�z

h
1=d
n

�
cf(z) log n

: (0.2.0.13)

En utilisant les résultats du chapitre 3, nous établissons un principe de
grandes déviations uniforme non standard pour le tableau triangulaire
de processus (�n(z; hn�))n�1; z2H . Il est ainsi montré que ce tableau
triangulaire de processus suit le principe de déviations modérées d'un
processus de Poisson standard sur [0; 1[d. Nous établissons alors la loi
fonctionnelle uniforme standard suivante.

Théorème 5.2.1.

Soit (Zi)i�1 un échantillon i.i.d dont la loi sur Rd admet une den-
sité f . Soit H un compact d'intérieur non vide de Rd, et soit � > 0.
Supposons que f est continue et strictement positive sur l'ensemble
suivant :

H� :=
n
z0 2 Rd; inf

z2H
jj z0 � z jjRd< �

o
; (0.2.0.14)
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où jj � jjRd désigne la norme euclidienne sur Rd. Soit (hn)n�1 une suite
de constantes véri�ant (HVE1) et (HVE2). Alors on a presque sûrement

(i) 8z 2 H;8g 2 �cf(z); lim
n!1

inf
n
jj �n(z

0; hn; �)� g jj; z0 2 H
o
= 0;

(0.2.0.15)

(ii) lim
n!1

sup
z2H

inf
n
jj �n(z; hn; �)� g jj; g 2 �cf(z)

o
= 0: (0.2.0.16)

Ici, les ensembles �cf(z); z 2 H sont des compacts issus de la théo-
rie des déviations modérées d'un processus de Poisson standard sur
[0; 1]d(voir le �5.1).
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Chapitre 1

Rappels concernant les variables

aléatoires gaussiennes

Si cette thèse concerne le processus empirique, nous aurons à utili-
ser des outils mathématiques issus de la théorie relative à la géométrie
gaussienne. Dans ce chapitre, nous avons pour but de donner un cadre
théorique su�sant pour dé�nir les objets et les outils que nous utili-
serons dans les preuves des lois du logarithme itéré présentées dans ce
document. Le premier sous-chapitre établit un cadre théorique pour les
mesures gaussiennes de Radon dans un espace de Banach séparable. On
y dé�nit la notion d'espace autoreproduisant ainsi que l'énergie gaus-
sienne. Dans le second sous-chapitre, nous montrons qu'un processus
stochastique peut induire une mesure gaussienne de Radon sur un es-
pace de Banach de fonctions uniformément continues. Nous considérons
un cas particulier de processus gaussiens indexés par une classe de fonc-
tions, et nous donnerons des expressions de l'espace autoreproduisant
et de l'énergie gaussienne associés à ce type de processus. Dans ces deux
premiers sous-chapitres, nous nous contenterons de donner des dé�ni-
tions et des résultats déjà bien connus en géométrie gaussienne. C'est
pourquoi il y aura peu de preuves. Nous renvoyons par exemple à [73]
pour des résultats étendus ainsi qu'à leur preuves. En�n le troisième
sous-chapitre concerne les inégalités dites de "petites boules" pour le
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processus de Wiener. Ce sous-chapitre énonce les résultats issus des
travaux de De Acosta [2], Gorn et Lifshits [54], et Berthet et Lifshits
[9]. Ces résultats seront utilisés dans la preuve de lois limites de type
Chung-Mogulskii pour le processus empirique local, dans le �2.3.1

1.1 Mesures gaussiennes sur un espace de Banach

La notion de mesure gaussienne s'étend aux espaces vectoriels topo-
logiques localement convexes. Nous nous limitons au cas des espaces de
Banach séparables.

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 (Mesure gaussienne sur un espace de Banach séparable)
Soit (E; jj � jj) un espace de Banach séparable. On dit qu'une mesure de
probabilité � sur les boréliens de (E; jj � jj) est une mesure gaussienne
lorsque toute forme linéaire continue sur (E; jj � jj) suit une loi gaus-
sienne sous �. On dit que la mesure gaussienne � est centrée lorsque
toute forme linéaire continue sur (E; jj � jj) suit une loi centrée sous �.

Une mesure gaussienne a des propriétés de concentration particulières
lorsqu'elle est de Radon. Nous dé�nissons ici cette notion.

Dé�nition 1.1.2 (Mesure de Radon) On dit qu'une mesure de pro-
babilité � sur un espace topologique (E;O) est de Radon lorsque pour
tout borélien B de (E;O), et pour tout � > 0, il existe un compact K
de (E;O) inclus dans B véri�ant

�(B) � �(K) + �:

On dit que � est régulière lorsque pour tout borélien B de (E;O), et
pour tout � > 0, il existe un fermé F de (E;O) inclus dans B véri�ant

�(B) � �(F ) + �:
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On dit que � est tendue lorsque, pour tout � > 0 il existe un compact
K de (E;O) véri�ant

�(K) > 1� �:

1.1.2 Noyau associé à une mesure de Radon gaussienne

Les propriétés de linéarité des mesures gaussiennes permettent de
dé�nir les notions suivantes.

Dé�nition 1.1.3 Soit � une mesure gaussienne centrée sur un espace
de Banach séparable (E; jj � jj). Nous notons E 0 le dual topologique
de (E; jj � jj), et, comme E 0 � L2(�), nous dé�nissons E� comme la
fermeture de E 0 dans l'espace de Hilbert L2(�).

Propriété 1.1.1 Pour tout z 2 E�, il existe un unique élément de E
noté I(z) tel que, pour tout g 2 E�, on ait

g(I(z)) := E�(gz): (1.1.2.1)

I(�) dé�nit une application linéaire injective L2(�)-continue sur E�.

Dé�nition 1.1.4 (Énergie gaussienne) Soit z 2 E� , et h=I(z). On
dé�nit l'énergie gaussienne de h par

J(h) = J�(h) :=jj z jj2L2(�)
:

Par convention, pour h 2 E � I(E�), on pose

J(h) =1:

Dé�nition 1.1.5 (Espace autoreproduisant) On appelle espace au-
toreproduisant d'une mesure gaussienne (noté H�) l'adhérence de l'image
de E� par I, adhérence prise au sens de la norme

p
J(�).

Dé�nition 1.1.6 (Noyau d'une mesure gaussienne) Pour une me-
sure gaussienne �, on dé�nit le noyau associé à �

K :=
n
h 2 H�; J�(h) � 1

o
:
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1.1.3 Variables aléatoires gaussiennes de dimension �nie

Nous considérons ici des mesures gaussiennes dans Rp, p � 1 entier.
La propriété suivante nous sera utile dans le �3.4.

Propriété 1.1.2 Soit � une mesure de Radon sur un espace de Banach
séparable (E; jj � jjE), et soit L un application linéaire continue de
(E; jj � jjE) vers un autre espace de Banach séparable (F; jj � jjF ). Soit
�L la mesure image de � par L. Alors �L est une mesure de Radon
gaussienne dont l'espace autoreproduisant est

H�L = L(H�);

et dont l'énergie gaussienne est

J�L(l) := inf
�
J�(e); e 2 E; L(e) = l

	
; l 2 L:

La proposition suivante donne l'énergie gaussienne et l'espace autore-
produisant d'une mesure gaussienne de dimension �nie.

Propriété 1.1.3 (Noyau associé à un vecteur gaussien) Soit X
un vecteur gaussien sur Rp de matrice de variance-covariance �, et
soit �X la mesure gaussienne induite par X. On a

H�X = Im(�1=2);

J�X(x) = inf
�
y0�y;�y = x; y 2 Rp

	
; x 2 Rp:

1.1.4 Inégalité de concentration, formules de translation

L'espaceH� est une direction privilégiée qui détermine les propriétés
de concentration d'une mesure de Radon gaussienne. Nous donnons ici
deux propriétés de cet espace.

Théorème 1.1.1 [Formule de translation] Soit h=I(z) 2 H�. La me-
sure �h image de � par la translation de vecteur h est absolument
continue par rapport à �, de densité

d�h
d�

= exp
�
z(�)� 1

2
jj z jj2L2(�)

�
:
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Inégalité 1.1.1 [Inégalité isopérimétrique gaussienne] Soit � une me-
sure gaussienne sur (E; jj � jj). On a, pour tout A borélien de (E; jj � jj),

�
�
f 2 E; inf

g2A
jj f � g jj� u

�
� �

�
u+ ��1

�
�(A)

��
;

où � est la fonction de répartition d'une loi normale centrée réduite.

Preuve : Le chapitre 11 dans [73] donne une preuve détaillée et pro-
gressive de ce théorème. �

Le théorème précédent n'est pas exactement l'inégalité isopérimé-
trique gaussienne, mais seulement une conséquence qui, dans les usages,
a hérité de son nom.

1.2 Processus gaussiens réguliers

Dans ce sous-chapitre, nous dé�nissons la notion de processus gaus-
sien, et nous montrons que certains processus gaussiens peuvent induire
une mesure de Radon sur un espace de Banach séparable.

1.2.1 Dé�nitions

Nous donnons ici une série de dé�nitions.

Dé�nition 1.2.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble quel-
conque, et soit (
;A; IP) un espace probabilisé. On appelle processus
stochastique indexé par T toute famille de variables aléatoires réelles
dé�nies sur 
 indexée par T .

Dé�nition 1.2.2 (Processus gaussien) On appelle processus gaus-
sien (resp. gaussien centré) indexé par T , tout processus (X(t))t2T tel
que, pour toute famille �nie (t1; : : : ; tp) de points de T , le vecteur aléa-
toire (X(t1); : : : ; X(tp)) suit une loi gaussienne (resp. gaussienne cen-
trée) dans Rp.
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Dé�nition 1.2.3 (Semimétrique intrinsèque) Soit (X(t))t2T un pro-
cessus tel que

8t 2 T; X(t) 2 L2(P):

On dé�nit la semimétrique suivante sur T

�X(s; t) :=

q
E
�
X(t)�X(s)

�2
:

Dé�nition 1.2.4 (Modi�cation d'un processus) Soit (X(t))t2T un
processus dé�ni sur un espace (
;A; IP) . On dit qu'un processus (Y (t))t2T ,
dé�ni sur (
;A; IP) est une modi�cation de (X(t))t2T lorsque, pour
tout t 2 T on a

X(t) = Y (t) p:s:

Remarquons que deux processus modi�cation l'un de l'autre ont la
même semi-métrique intrinsèque.

Dé�nition 1.2.5 (Processus séparable) On dit qu'un processus (X(t))t2T
indexé par un espace métrique (T,d) est séparable s'il existe un sous
ensemble dénombrable T 0 � T tel que, pour tout ouvert O de (T,d), on
ait

sup
t2O

X(t) = sup
t2O\T 0

X(t)

avec probabilité 1.

Proposition 1.2.1 Soit (X(t))t2T un processus stochastique. Si (T; �X)
est séparable, alors (X(t))t2T admet une modi�cation séparable.

Dé�nition 1.2.6 (Normes de Orlicz) Soit � une fonction convexe
croissante sur [0;1[ , telle que �(0) = 0. La quantité

jj X jj�= inf
n
C > 0 : E

�
�
�j X j

C

��
< 1
o

dé�nit une norme appelée norme de Orlicz engendrée par �, ou �-
norme.
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Exemples :
Pour p>0, le choix de � : t! tp aboutit à la norme Lp classique. Nous
noterons la fonction particulière suivante.

�2(x) = exp(x2)� 1: (1.2.1.1)

Les �-normes issues de fonctions convexes croissant rapidement vers1
permettent d'établir des bornes supérieures de queues de distributions
très fortes, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 1.2.1 (Inégalité de Markov pour les � -normes) On a,
pour tout t>0

P

�
j X j> t

�
� 1

�( t
jjXjj�

)

dès lors que cette norme est �nie.

Preuve : Pour tout t > 0 on a

P

�
j X j> t

�
� P

�
�
� j X j
jj X jj�

�
� �

� t

jj X jj�
��

�
E

�
�
� jXj
jjXjj�

��
�( t

jjXjj�
)

=
1

�( t
jjXjj�

)
:

La propriété est ainsi démontrée. �

1.2.2 Une condition su�sante pour la continuité des trajec-
toires

Nous rappelons ici une condition su�sante pour qu'un processus
gaussien (X(t))t2T ait des trajectoires régulières sur l'espace semimé-
trique (T; �X), où �X est la semimétrique intrinsèque de (X(t))t2T (voir
la dé�nition 1.2.3).
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Dé�nition 1.2.7 (Nombre d'emboîtement) Soit (T; d) un espace
semi-métrique. Soit � > 0 �xé, on dé�nit

N (�; T; d) := min
n
n � 1 : 9(t1; : : : ; tn) 2 T n; 8t 2 T; 9i 2 f1; : : : ; ng; d(t; ti) < �

o
:

Cette quantité est appelée nombre d'emboîtement de la classe T pour le
rayon � et la semi-métrique d. La notion suivante est primordiale pour
contrôle la régularité d'un processus stochastique.

Dé�nition 1.2.8 (Intégrale de Dudley) Soit (T; d) un espace semi-
métrique. On dé�nit

D(T; d) :=
1Z
0

p
log(N (�; T; d))d�:

Cette quantité est appelée intégrale de Dudley de la classe T pour la
semimétrique d.

Théorème 1.2.1 (Une condition su�sante de continuité des trajectoires)
Soit � une fonction convexe croissante nulle en 0, telle qu'il existe une
constante strictement positive c > 0 véri�ant

lim sup
x;y!1

�(x)�(y)

�(cxy)
<1:

Soit (X(t))t2T un processus séparable sur un ensemble T muni d'une
semi-métrique d, et tel que

8s; t 2 T; jj Xs �Xt jj�� Cd(s; t):

Alors il existe une constante K ne dépendant que de � et C telle que,
pour tous � > 0; � > 0 on ait������ sup

s;t: d(s;t)��
j Xs�Xt j

������
�
� K

h �Z
0

��1
�N (�; T; d)

�
d�+���1

�N 2(�; T; d)
�i
:

(1.2.2.1)
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Corollaire 1.2.1.1 Sous les hypothèses du théorème précédent, on peut
choisir K, fonction de � et C seulement , tel que

������ sup
s;t2T 2

j Xs �Xt j
������
�
� K

diam(T;d)Z
0

��1
�N (�; T; d)

�
d�:

Preuve : En choisissant � = � = diam(T; d) , on remarque que
N (�; T; d) = 1. Ainsi

������ sup
s;t2T 2

j Xs �Xt j
������
�
� K

diam(T;d)Z
0

��1
�N (�; T; d))

�
d�+ diam(T; d)��1(1)

= K

diam(T;d)Z
0

�
��1
�N (�; T; d)

�
+ ��1(1)

�
d�

� 2K

diam(T;d)Z
0

��1
�N (�; T; d)

�
d�:

En e�et, ��1(N (�; T; d)) est décroissante. �

Corollaire 1.2.1.2 Soit (Xt)t2T un processus d-séparable véri�ant
1Z
0

��1(N (�; T; d))d� <1;

et véri�ant, pour tous s; t 2 T ,
jj Xt �Xs jj�� Cd(s; t):

Alors (X(t))t2T admet presque sûrement des trajectoires uniformément
continues sur (T; d).

Preuve : En minimisant en � puis en � l'expression (1.2.2.1), on montre
aisément qu'il existe une fonction eA(�) de limite nulle en 0 et telle que,
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pour tout � > 0 on ait������ sup
d(s;t)��

j Xt �Xs j
������
�
� eA(�):

Soit � >0 �xé, et soit n � 1 un entier �xé. Nous appliquons l'inégalité
de Markov pour les �-normes (propriété 1.2.1) pour obtenir l'existence
de �n(�) > 0 véri�ant

P

�
sup

d(s;t)��n(�)
j Xt �Xs j� �

�
� 2�n:

Ainsi, pour � > 0 �xé, on aX
n�1

P

�
sup

d(s;t)��n(�)
j Xt �Xs j� �

�
<1:

En appliquant successivement le lemme de Borel-Cantelli à une suite
�k tendant vers 0, on obtient le résultat voulu. �

Corollaire 1.2.1.3 Soit (Xt)t2T un processus gaussien centré, de se-
mimétrique intrinsèque �X , tel que

1Z
0

p
log(N (�; T; �X))d� <1: (1.2.2.2)

Alors (X(t))t2T admet une modi�cation dont les trajectoires sont p.s
uniformément continues sur T (pour la semimétrique �X), et

������ sup
s;t2T 2

j Xt �Xs j
������
�2
� K

diam(T;d)Z
0

p
log(N (�; T; �X))d�;

où K est une constante universelle.

Preuve : Si l'intégrale de Dudley (1.2.2.2) est �nie, alors T est bien sûr
précompact pour �X , donc séparable. (Xt)t2T admet donc une version
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séparable d'après la proposition 1.2.1. De plus, un calcul direct montre
que, pour tous s; t 2 T ,

jj Xt �Xs jj�2=
r

8

3
�X(s; t):

Puis on applique les deux corollaires précédents. �

1.2.3 Mesure gaussienne engendrée par un processus gaus-
sien régulier

Nous donnons ici notre dé�nition de "processus gaussien régulier".

Dé�nition 1.2.9 (Processus régulier) Soit (Xt)t2T un processus gaus-
sien de semimétrique intrinsèque �X . On dit que (Xt)t2T est régulier
s'il est séparable et si

1Z
0

p
log(N (�; T; �X))d� <1:

D'après le corollaire 1.2.1.3, nous savons qu'un processus gaussien régu-
lier (Xt)t2T a des trajectoires presque sûrement à valeur dans l'espace
UC(T; �X), espace de Banach des fonctions uniformément �X-continues
sur T , muni de la norme sup usuelle

jj z jjT := sup
t2T

j z(t) j :

Nous allons montrer que (Xt)t2T induit une mesure gaussienne de Ra-

don sur les boréliens de
�
UC(T; �X); jj � jjT

�
.

Propriété 1.2.2 Dans
�
UC(T; �X); jj � jjT

�
, la tribu des boréliens est

engendrée par la famille d'applications
n
�t; t 2 T

o
, où, pour tout

t 2 T on a posé

�t :
�
UC(T; �X); jj � jjT

�
! R

	 ! 	(t):
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Preuve : Soit T0 un sous ensemble dénombrable dense dans le pré-
compact (T; �X). Soit 	1 2 UC(T; �X) et � � 0. Par continuité des
trajectoires, il y a égalité des sous-ensembles suivants de UC(T; �X).n

jj 	�	1 jjT� �
o
=
\
t2T0

n
j 	(t)�	1(t) j� �

o
=
\
t2T0

n
�t(	) 2 [�t(	1)� �;�t(	1) + �]

o
:

Ainsi, la tribu engendrée par les boules fermées est incluse dans la
tribu engendrée par les �t; t 2 T . Comme

�
UC(T; �X); jj � jjT

�
est

séparable, la tribu des boréliens est engendrée par les boules. On conclut
alors aisément la preuve de la propriété 1.2.2.�

La propriété précédente nous assure donc qu'un processus régulier
(X(t))t2T induit une mesure de probabilité �X sur les boréliens de�
UC(T; �X); jj � jjT

�
.

Propriété 1.2.3 Soit X(�) := (X(t))t2T un processus régulier, et soit
L une forme linéaire continue sur UC(T; �X). Alors L(X(�)) suit une
loi gaussienne.

Preuve : Toute forme linéaire continue sur E = UC(T; �X) s'écrit sous
la forme

L = L� : 	 2 UC(F ; �X) !
Z
F

	(f)d�(f);

où � est une mesure de Radon sur (T; �X). Pour tout entier n � 1 �xé,
construisons une partition de (F ; �X) d'ensembles disjoints (Ai;n)i=1:::pn
dont les �X-diamètres sont tous inférieurs à 1=n. Dans chaque Ai;n, nous
choisissons un élément noté fi;n. On dé�nit alors l'application.

Ln : UC(T; �X) ! R

	 !
pnP
i=1

	(fi;n)�(Ai;n):
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Comme X(�) := (X(t))t2T est un processus gaussien, Ln(X(�)) suit
une loi gaussienne. De plus, pour tout 	 2 UC(T; �X) on a

lim
n!1

Ln(	) = L(	):

Ainsi, L(X(�)) suit une loi gaussienne en tant que limite presque sûre
de variables aléatoires gaussiennes. �

Lemme 1.2.1 Soit (X(t))t2T un processus gaussien régulier. Pour tout
� > 0, il existe un compact de

�
UC(T; �X); jj � jjT

�
véri�ant

P

�
X(�) 2 K

�
� 1� �:

Par conséquent, (X(t))t2T induit une mesure tendue sur les boréliens
de
�
UC(T; �X); jj � jjT

�
.

Preuve : Soit � > 0 �xé. En appliquant l'inégalité de Markov pour les
�-normes (voir la propriété 1.2.1) conjointement au théorème 1.2.1, on
peut, pour tout entier k � 1, choisir un �k > 0 su�samment petit pour
avoir

P

�
sup

�X(s;t)��k

j Xt �Xs j> 1

k

�
� �2�k:

Notons

K =
1\
k=1

n
sup

�X(s;t)��k

j Xt �Xs j� 1

k

o
En appliquant le théorème d'Arzela-Ascoli, K a pour adhérence un
compact, et

P

�
X(�) =2 K

�
�

1X
k=1

�2�k = �;

ce qui conclut la preuve du lemme. �

Lemme 1.2.2 Un processus (X(t))t2T régulier induit une mesure ré-
gulière sur les boréliens de

�
UC(T; �X); jj � jjT

�
.
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Preuve : Un raisonnement classique montre que la sous collection des
boréliens suivante est une tribu :n
B; 8 � > 0; 9O ouvert; F ferm�e; O � B � F; P

�
X(�) 2 F�O

�
� �
o
:

Il su�t donc de montrer, d'après la propriété 1.2.2, que toute boule fer-
mée est dans cette tribu, ce qui est une conséquence directe du fait que
(X(t))t2T induit une mesure tendue et que, pour tout 	1 2 UC(T; �X)
et tout � � 0 on an
	 2 UC(T; �X); jj 	�	1 jjT� �

o
=
\
n�1

n
	 2 UC(T; �X); jj 	�	1 jjT< �+

1

n

o
:

�

Dé�nition 1.2.10 Pour une processus régulier (X(t))t2T , nous note-
rons �X la mesure gaussienne de Radon induite par (X(t))t2T .

Dé�nition 1.2.11 (Processus gaussien indexé par une classe de fonctions)
Soit (E;B;m) un espace mesuré, et F une classe de fonctions réelles
dé�nies sur E, et de carrés m-intégrables. On dé�nit alors (à une ver-
sion près) le processus gaussien indexé par F noté

�
X(f)

�
f2F

comme
le processus centré ayant pour fonction de covariance

Cov(Xf ; Xg) =

Z
fgdm; f; g 2 F :

Nous donnons quelques exemples de processus gaussiens indexés par
des classes de fonctions.
Exemples :

1. Soit � la mesure de Lebesgue sur [0; 1]. Une construction du mou-
vement brownien sur [0; 1] est faite en considérant comme espace
mesuré ([0; 1];B[0; 1]; �) et comme classe de fonctions

F :=
n
1[0;t]; t 2 [0; 1]

o
:

Ainsi
W (t) := X(1[0;t]); t 2 [0; 1]:
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2. Le pont brownien peut être construit de la même manière en consi-
dérant

F :=
n
1[0;t] � t1[0;1]; t 2 [0; 1]

o
;

classe de fonctions dé�nies sur l'espace mesuré ([0; 1];B[0; 1]; �).
Ainsi on peut dé�nir

B(t) := X(1[0;t] � t1[0;1]); t 2 [0; 1]:

3. Soit (H;B;P) un espace probabilisé, et F une classe de fonctions
de carrés P-intégrables sur H. On dé�nit le P-pont brownien sur
F en considérant la classe de fonctions

F 0 :=
n
f � EP(f)

o
:

On dé�nit alors

BP(f) := X(f � EP(f)); f 2 F :

1.2.4 Noyau associé à un processus régulier

Un processus régulier (X(t))t2T induit une mesure gaussienne de
Radon �X . Nous allons donner une expression plus aisée à manier de
l'énergie gaussienne J�X de l'espace autoreproduisant H�X et du noyau
K�X , notions dé�nies dans le �1.1.2.

Théorème 1.2.2 Soit � une mesure gaussienne de Radon centrée sur
un espace de Banach séparable (E; jj � jj). Soit (L;< �; � >L) un espace
de Hilbert, eI un opérateur linéaire de (L;< �; � >L) dans (E; jj � jj)
et eI� son opérateur adjoint. Supposons que l'on ait, pour tout couple
(L1; L2) de formes linéaires continues sur (E; jj � jj),

L1

�eIeI��L2

��
= Cov�(L1; L2):

Alors
H� = eI(L):
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De plus
8h 2 H�; J�(h) = inf

u2eI�1(h)
jj u jj2L :

Corollaire 1.2.2.1 Soit (H;B;m) un espace mesuré, et soit, F � L =

L2(H;B;m) une classe de fonctions. Soit (X(�)) un processus gaussien
centré indexé par F , basé sur un espace probabilisé (
;A; IP), ayant
pour fonction de covariance

Cov
�
X(f); X(g)

�
:=

Z
H

fgdm:

Supposons que (X(�)) est régulier. Soit �X la mesure de Radon gaus-
sienne induite par (X(�)) sur UC(F ; �X). Alors on a

H�X =
n
	 2 UC(F ; �X); 9l 2 L2(H;B;m); 8f 2 F ; 	(f) =

Z
H

fldm
o
;

et

J�X(	) := inf
nZ
H

l2dm; l 2 L2(H;B;m); 8f 2 F ; 	(f) =
Z
H

lfdm
o
; 	 2 UC(F ; �X);

(1.2.4.1)
avec, par convention, inf ; =1.

Preuve : Posons
L := L2(H;B;m)

muni de son produit scalaire canonique que l'on note < �; � >L. Posons
aussi �

E; jj � jj � := �UC(F ; �X); jj � jjF �:
Soit maintenant L une forme linéaire continue sur

�
E; jj � jj �, néces-

sairement de la forme

L� : 	!
Z
T

	(f)d�(f);
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où � est une mesure de Radon sur
�F ; �X�. Remarquons que, pour

toute mesure de Radon sur
�F ; �X�, on aZ

F

EP

�
X(f)2

�
d�(f) =

Z
F

jj f jj2L2(H;m) d�(f) <1: (1.2.4.2)

En e�et, comme, X(�) est régulier, il s'ensuit que �F ; �X� est précom-
pact. Comme � est �nie, et que, pour tous f; g 2 F ,

�2X(f; g) := Var
�
X(f)�X(g)

�
=jj f � g jj2L2(H;m);

on en déduit (1.2.4.2). Pour L�1; L�2 deux formes linéaires continues, re-
marquons que, par application du théorème de Fubini (grâce à (1.2.4.2)),

Cov�X

�
L�1; L�2

�
= EP

�
L�1

�
X(�)�L�2

�
X(�)��

= EP

�Z
F

X(f)d�1(f)

Z
F

X(f)d�2(f)
�

=

Z
F

Z
F

EP

�
X(f)X(f 0)

�
d�1(f)d�2(f

0)

=

Z
F

Z
F

�Z
ff 0dm

�
d�1(f)d�2(f

0): (1.2.4.3)

En vue d'appliquer le théorème précédent, posonseI : L ! E

l ! 	 : 	(f) =< l; f >L=
R
lfdm; f 2 F :

Par application de l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour < �; � >L, eI est
bien une application continue de (L;< �; � >L) vers (E; jj � jj). Posons
maintenant eI�(L�) :=

Z
F

fd�(f) 2 L:

Ici, l'intégrale est prise au sens de Bochner dans l'espace L2(m) muni de
sa norme canonique et de sa tribu de boréliens. Cette intégrale est bien
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dé�nie d'après (1.2.4.2). On constate ensuite queeI� est bien l'adjoint deeI pour (L;< �; � >L) et (E; jj � jj). En e�et, pour toute forme linéaire
continue L� sur UC(F ; �X) et l 2 L on a

< eI�(L�); l >L=

Z
H

�Z
F

fd�(f)
�
(u)l(u)dm(u)

=

Z
F

< f; l >L d�(f) (1.2.4.4)

= L�(eI(l)):
La permutation d'intégrales dans (1.2.4.4) est licite en conséquence de
(1.2.4.2). On a alors, d'après (1.2.4.4),eIeI�(L�1) : f ! < eI�(L�1); f >L

=

Z
F

d�1(f
0)

(1.2.4.5)

Puis, d'après (1.2.4.3),

L�1(
eIeI�(L�2)) =

Z
F

Z
F

< f; f 0 >L d�1(f
0)d�2(f)

= L�1(K(L�2)):eI véri�e donc bien les hypothèses du théorème 1.2.2. Ainsi, en notant
�X la mesure gaussienne de Radon induite par (X(t))t2T , on a

H�X =
n
	 2 UC(F ; �X); 9l 2 L2(H;B;m); 8f 2 F ; 	(f) =

Z
H

fldm;
o
;

et l'énergie gaussienne associée à �X est dé�nie par

J�X(	) := inf
nZ
H

l2dm; l 2 L2(H;B;m); 8f 2 F ; 	(f) =
Z
H

lfdm
o
; 	 2 UC(F ; �X);

(1.2.4.6)
avec, par convention, inf ; =1. �
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Remarque 1.2.1 Si l'on note L�(F) le sous-espace de Hilbert de L2(H;B;m)

engendré par F , l'expression précédente peut être réduite à

J(	) := inf
nZ
H

l2dm; l 2 L�(F); 8f 2 F ; 	(f) =
Z
H

lfdm
o
; 	 2 UC(F ; �X);

(1.2.4.7)
où l'ensemble apparaissant dans (1.2.4.7) est soit un singleton, soit
l'ensemble vide. De cette expression de l'énergie gaussienne, nous dé-
duisons aussi que le noyau associé à �X est

K�X =
n
	 := 9l 2 L�(F);

Z
H

l2dm � 1; 8f 2 F ; 	(f) =
Z
H

lfm
o
:

(1.2.4.8)

Exemples

1. L'espace autoreproduisant associé au mouvement brownien sur
[0; 1] est (� désignant la mesure de Lebesgue)

H�W =
n
f : t!

tZ
0

f 0d�; f 0 2 L2([0; 1]; �)
o
;

dont la boule unité (que nous appelons "noyau" dans cette thèse)
s'écrit de la façon suivante.

K�W =: S1 =
n
f 2 HW :

1Z
0

f 02d� � 1
o
:

2. L'espace autoreproduisant associé au pont brownien est

H�B =
n
f : t!

tZ
0

f 0d�� t

Z
[0;1]

f 0d�; f 0 2 L2([0; 1]; �)
o

=
n
f 2 H�W : f(1) = 0

o
:
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1.3 Inégalités de petites boules pour le processus
de Wiener

Dans cette annexe, nous donnons des détails sur la boule de Strassen
S1 dé�nie par

S1 :=
n
f : f(t) =

tZ
0

f 0(u)du; t 2 [0; 1];

1Z
0

f 02(t)dt � 1
o
:

Pour tout f 2 RS1, posons

J(f) :=

1Z
0

f 0
2
(t)dt:

Il s'agit de l'énergie gaussienne associée au processus de Wiener sur
[0,1]. Posons aussi, pour une fonction f réelle bornée sur [0; 1],

jj f jj:= sup
t2[0;1]

j f(t) j :

Nous donnons également des égalités exponentielles qui décrivent l'ef-
fort que doit produire un mouvement brownien pour approcher les élé-
ments de l'ensemble de Strassen S1. Ces outils sont le fruit des travaux
de Csáki [16], Grill [55], Gorn et Lifshits [54], Berthet et Lifshits [9], De
Acosta [2] et Lucas [74], et seront utilisés pour obtenir les lois de type
Chung-Mogulskii (�2.3.1).

1.3.1 Intérieur la boule de Strassen

Les fonctions dont l'énergie est strictement inférieure à 1 sont traitées
en premier lieu ici.

Dé�nition 1.3.1 (Intérieur de S1) On pose

S�1 := ff 2 S1 :
1Z

0

f 02(t)dt < 1g:
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Dans [2], De Acosta a établi les bornes exponentielles suivantes.

Proposition 1.3.1 Soit f une fonction de RS1, noyau associé au pro-
cessus de Wiener W . Pour tout r � 0, on a, lorsque �!1

P

�
jj W �

p
2�f jj�

p
2r

�

�
= exp

�
� � �2

16r2
+ J(f)

�
�2(1 + o(1))

�
Preuve : Voir [2], théorème 3.3.�

Le résultat précédent ne peut constituer un outil complet pour l'éta-
blissement de limites inférieures exactes que si l'argument de l'exponen-
tielle peut prendre les valeurs (1 + �)�2 et (1 � �)�2 en faisant varier
r > 0. Ceci n'est possible que lorsque J(f) < 1, et la vitesse d'approche
d'une telle fonction f par (2T log2(T ))

�1=2W (T:) est alors de l'ordre
de log2(T )

�1 lorsque T ! 0 .

1.3.2 Bordure de la boule de Strassen

Le critère qui détermine la fréquence des visites de W (�) dans une
petite boule autour d'une fonction f est le comportement de la perte
d'énergie globale autour de f .

Dé�nition 1.3.2 (Perte d'énergie globale) Nous posons, pour f 2
S1 et � > 0 :

�f(�) := 1� inf
jjg�f jj��

J(g)

Si la perte d'énergie à rayon � > 0 autour d'une fonction f est grande,
alors le processus de Wiener aura peu de di�culté à approcher f . Ainsi,
pour établir des inégalités de petites boules, le comportement de �f en
zéro semble jouer un rôle crucial. Dans [55], Grill a donné un premier
contrôle de la vitesse d'approximation d'une fonction par un processus
de Wiener en fonction du comportement de �f en 0. Ceci est décrit
dans le théorème suivant.
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Dé�nition 1.3.3 (Fonction de Grill) Pour tout T > 0 �xé, on dé-
�nit �f(T ) comme l'unique solution de l'équation en � suivante

��2�f(�
�1) =

�2

16T 2
: (1.3.2.1)

Théorème 1.3.1 (Grill, 1991) Soit f 2 S1. Pour tout � > 0, il existe
 > 0 tel que, lorsque T !1 on a

P

�
�f(T )

������ Wp
2T

� f
������ � (1� �)

�
� exp

�
� T � 

�f(T )

2T

�
;

P

�
�f(T )

������ Wp
2T

� f
������ � (2 + �)

�
� exp

�
� T + 

�f(T )

2T

�
:

Preuve : Voir [55].�

On peut aisément véri�er que �f(T ) ! 0 si T ! 1. Remarquons
que �f(T ) véri�e, en conséquence de sa dé�nition :

�f(T )
3�f(�f(T ))

�f(T )
=

�2

16T 2
(1.3.2.2)

Or nous allons maintenant voir que la limite de �f (D)
D lorsque D ! 0

est toujours non nulle. Nous noterons V(f) la variation totale d'une
fonction réelle sur [0; 1].

Proposition 1.3.2 (Talagrand) Une fonction f de S1 telle que J(f) =
1 peut s'écrire f = I(z), z étant une forme linéaire continue, si et
seulement si f 0 admet une Lebesgue version à variation �nie. Une telle
version est alors unique, et continue sur [0; 1]. De plus, on a

lim
D!0

�f(D)

D
= 2
� j f 0(1) j +V(f 0)� � 2:

En�n, si f s'écrit f = I(z) avec z non continue et si J(f) = 1, alors
on a

lim
D!0

�f(D)

D
=1:
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Preuve : Pour les résultats sur le comportement de �f en 0, nous
renvoyons à [69]. �

Le théorème précédent, en conjonction avec (1.3.2.2), nous permet
déjà d'établir la propriété suivante

lim
T!1

T�2=3�f(T ) <1:

De plus, (1.3.2.1) nous assure que, pour une fonction de la bordure de
S1, on a

lim
T!1

T�1�f(T ) = 0:

Dé�nition 1.3.4 Nous notons Sbv
1 l'ensemble des fonctions de S1 d'éner-

gie 1, dont le dérivée admet une Lebesgue-version à variation bornée
sur [0; 1].

Les travaux de Gorn et Lifshits on permis d'a�ner les bornes exponen-
tielles du théorème 1.3.1 lorsque f 2 Sbv

1 . D'après la proposition 1.3.2,
les fonctions de Sbv

1 sont les seules à véri�er la condition suivante

lim
T!1

T�2=3�f(T ) =: �f > 0: (1.3.2.3)

On posera, pour f 2 Sbv
1 ,

rf(T ) := T 2=3; T > 0: (1.3.2.4)

Dans [54], Gorn et Lifshits ont donné une expression de �f , et ont établi
l'inégalité exponentielle plus précise que celle du théorème 1.3.1. Ainsi,
si f 2 Sbv

1 , alors f 0 est identi�able à une fonction de répartition de
mesure signée à variation �nie sur [0; 1], que nous notons �f . On note
�acf ; �

e
f la décomposition de Lebesgue de �f en la somme d'une mesure

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue � (notée �acf )
et d'une mesure étrangère à � (notée �ef). D'après les travaux de Gorn
et Lifshits [54], la constante �f est l'unique solution de l'équation en �

A�3
�
f 0(1) + V(�ef)

�� 1Z
0

�f

�
4�3

d�acf
d�

(u)
�
du:
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Ici, �(�) est la fonction de Csáki (voir par exemple [54]). [9] ont ensuite
amélioré de la même façon l'inégalité du théorème 1.3.1 lorsque f admet
une dérivée à variation localement in�nie.

Dé�nition 1.3.5 On appelle S liv
1 l'ensemble des fonctions f de S1

telles que
1R
0

f 02(t)dt = 1 et telles que f 0 admette un version ayant

la propriété suivante : il existe x1; : : : ; xk 2 [0; 1] tels que, pour tout
� > 0 on ait

V
� kX

i=1

f 01f[0;1]�[xi��;xi+�]g

�
< V

� kX
i=1

f 01f[xi��;xi+�]g

�
=1:

On posera, lorsque f 2 S liv
1 ,

rf(T ) := �f(T ); T > 0; �f(T ) := 1: (1.3.2.5)

Dé�nition 1.3.6 On appelle S�1 l'ensemble

S�1 := S liv
1 [ Sbv

1 : (1.3.2.6)

Inégalité 1.3.1 (Inégalités de petites boules) Soient f 2 S�1 et
� > 0. Il existe + = +(�; f) > 0 et � = �(�; f) > 0 tels que,
pour tout T > 0 su�samment grand, on ait

P

�
rf

�T 2

2
)
�������W

T
� f

������ � (1 + �)�f
�
� exp

�
� T 2

2
+ +

r2
f(T

2=2)

T 2

�
;

(1.3.2.7)

P

�
rf

�T 2

2

�������W
T
� f

������ � (1� �)�f
�
� exp

�
� T 2

2
� �

r2
f(T

2=2)

T 2

�
(1.3.2.8)

Preuve : Ce résultat est une synthèse des travaux de Grill [55], Gorn
et Lifshits [54] et Berthet et Lifshits [9]. Cette synthèse est faite dans
[8]. �
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Chapitre 2

Le processus empirique uniforme sur

[0,1]

Nous considérerons dans tout ce chapitre une suite de variables aléa-
toires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1], que nous noterons (Ui)i�1. Nous
dé�nissons alors, pour n 2 N, les variables aléatoires suivantes.

Fn(t) :=n
�1]f1 � i � n; Ui � tg; n � 1; t 2 [0; 1]; (2.0.2.1)

F0(t) :=0; t 2 [0; 1];

F�1
n (t) := inffu 2 [0; 1]; Fn(u) � tg; t 2 [0; 1]; (2.0.2.2)

�n(t) :=n
1=2
�
Fn(t)� t

�
; n 2 N; t 2 [0; 1]; (2.0.2.3)

�n(t) :=n
1=2
�
F�1
n (t)� t

�
; n � 1 t 2 [0; 1]: (2.0.2.4)

Dans cette partie nous récapitulons un ensemble de résultats utiles
concernant le comportement asymptotique presque sûr de �n(�) et �n(�),
ainsi que de leurs accroissements. Bien entendu, nous ne pouvons pré-
tendre à l'exhaustivité, et nous ne mentionnerons que les lois limites
fonctionnelles les plus classiques. Nous présentons ensuite de nouveaux
résultats concernant les vitesses exactes de convergence dans certaines
lois du logarithme itéré.
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2.1 Lois fonctionnelles du logarithme itéré

2.1.1 Relative compacité

La notion "relativement compacte" prend deux sens bien distincts
dans cette thèse. La première concerne les suites d'un espace métrique.

Dé�nition 2.1.1 Soit (E; d) un espace métrique et K un compact de
(E; d). On dit qu'une suite de points (xn)n�1 est relativement compacte,
d'ensemble d'adhérence K, ce que l'on notera xn  K, lorsque les deux
conditions suivantes sont remplies.

limn!1 d(xn; K) = 0;

8x 2 K; lim infn!1 d(xn; x) = 0:

Nous dé�nissons maintenant la notion de relative compacité pour une
suite d'ensembles

Dé�nition 2.1.2 Une suite d'ensembles (�n)n�1 d'un espace métrique
(E; d) est dite relativement compacte vers un ensemble K lorsque les
conditions suivantes sont remplies.

limn!1 supx2�n
d(x;K) = 0;

supx2K lim infn!1 d(x;�n) = 0:

Remarque 2.1.1 L'introduction de ces notions en théorie du proces-
sus empirique a été réalisée par Deheuvels (voir en particulier [33]).
Dans ce chapitre, les termes " " sont implicitement associés à la to-
pologie uniforme sur B[0; 1], espace des fonctions CADLAG sur [0; 1],
que l'on a muni de la norme sup usuelle

jj f jj:= sup
� j f(t) j; t 2 [0; 1]

	
: (2.1.1.1)

On rappelle qu'une fonction est dite CADLAG sur [0; 1] lorsqu'elle est
continue à droite sur [0; 1[ et qu'elle admet une limite à gauche en tout
point de ]0; 1].
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2.1.2 Lois fonctionnelles standard du logarithme itéré pour
le processus empirique uniforme : quelques résultats
fonctionnels déjà connus

La loi fonctionnelle du logarithme itéré (LFLI) obtenue par Finkel-
stein [49] concerne le processus empirique uniforme sur [0; 1]. Rappelons
que l'ensemble de Strassen S1 est la boule unité du noyau associé au
mouvement brownien sur [0; 1] (pour plus de détails, voir le �1.2.4)

S1 =
n
f : f(0) = 0;

df

d�
= f 0 existe; et

Z
[0;1]

f 02(t)dt � 1
o
; (2.1.2.1)

tandis que l'ensemble de Finkelstein (boule unité du noyau associé au
pont brownien) est dé�ni par

S2 :=
n
f 2 S1; f(1) = 0

o
: (2.1.2.2)

Dé�nition 2.1.3 (Norme hilbertienne) Pour f 2 RS1, on notera
jj f jj2H :=

R
[0;1]

f 02(t)dt.

La LFLI de Finkelstein s'énonce comme suit.

Théorème 2.1.1 [LFLI pour le processus empirique, Finkelstein, 1971]
Avec probabilité 1, on a

�np
2 log2 n

 S2:

Preuve : Voir [49].�

Ce résultat est d'un grand intérêt statistique, puisqu'il permet d'ob-
tenir sans e�ort des lois du logarithme itéré pour toutes les statistiques
qui s'expriment comme une fonction continue (pour la norme jj � jj) du
processus �n. On peut donc obtenir ainsi des intervalles de con�ance
presque-sûrs pour de telles statistiques. L'étude de l'estimation de la
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densité fait naturellement intervenir la notion d'accroissements du pro-
cessus empirique. Nous citons à cet e�et un important résultat de De-
heuvels et Mason ([33]) qui décrit le comportement des accroissements
du processus empirique sur un intervalle d'intérieur non vide.

Théorème 2.1.2 (Deheuvels, Mason, 1992) Soit I=[a,b] un inter-
valle de [0,1] d'intérieur non vide. Soit an une suite décroissante vers
0 satisfaisant les hypothèses suivantes (appelées conditions de Csörg®-
Révész-Stute).

(CRS1) 0 < an � 1; an # 0; nan " 1;

(CRS2) nan= log n!1,
(CRS3) log(1=an)= log2 n!1:

Posons

�n :=
n�n(t+ an�)� �n(t)

2an log(1=an)
; t 2 [a; b� an]

o
:

Alors on a, avec probabilité 1, �n  S1.

Preuve : Voir [33] .�

Remarque 2.1.2 Le théorème précédent établit qu'une suite d'ensembles
de fonctions aléatoires est relativement compacte. De tels résultats sont
appelés lois fonctionnelles uniformes du logarithme itéré (LFULI).

Application : intervalles de con�ance uniformes pour l'esti-
mateur à noyau de la densité
Le théorème précédent a permis d'établir la loi du logarithme itéré
suivante qui améliore le résultat similaire obtenu par Stute en 1982.

Corollaire 2.1.2.1 Soit (Xi)i2N une suite i.i.d de v.a.r admettant une
densité strictement positive et uniformément continue sur un intervalle
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I=[a,b] d'intérieur non vide. Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt à
support compact et à variation �nie. Notons

fn(x) =
1

nan

nX
i=1

K
�Xi � x

an

�
� E

�
K
�Xi � x

an

��
:

Sous les hypothèses CRS1-CRS3, on a presque sûrement :

lim
n!1

p
nan supx2I fn(x)=

p
f(x)p

2 log(1=an)
=

vuutZ
R

K2d�;

lim
n!1

p
nan infx2I fn(x)=

p
f(x)p

2 log(1=an)
= �

vuutZ
R

K2d�:

(2.1.2.3)

Preuve : Voir [33].�

En�n, Mason a obtenu une loi du logarithme itéré concernant un
seul accroissement du processus empirique uniforme

Théorème 2.1.3 [LLI pour le processus empirique local, Mason, 1988]
Soit an une suite de réels positifs décroissante vers 0 véri�ant :

nan %1;

nan= log2 n!1:

Alors avec probabilité 1, on a

�n(an�)p
2an log2 n

 S1:

Preuve : Voir [76]. �
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2.1.3 Représentation de Bahadur-Kiefer et conséquences sur
le processus des quantiles

La représentation de Bahadur-Kiefer permet d'exprimer le processus
des quantiles �n en fonction de �n. En e�et, on a presque sûrement

sup
t2[0;1]

j Fn(F�1
n (t))� t j= 1

n
;

ce qui conduit à

sup
t2[0;1]

����n(t+ �n(t)

n1=2
) + �n(t)

��� = 1

n1=2
: (2.1.3.1)

Or on peut voir graphiquement que jj �n jj=jj �n jj presque sûrement,
ce qui conduit, en appliquant une version étendue du théorème 2.1.1,
au résultat suivant :

Théorème 2.1.4 (Kiefer, 1969) On a presque sûrement :

lim sup
n!1

n1=4(log n)�1=2(log2 n)
�1=4 jj �n + �n jj= 2�1=4:

Preuve : Voir [65].�

En conséquence, la loi du logarithme itéré suit immédiatement pour
�n, ce qui est énoncé dans le théorème suivant.

Théorème 2.1.5 (LFLI pour le processus des quantiles) On a presque
sûrement :

�np
2 log2 n

 S2
En ce qui concerne le processus des quantiles local, Mason et Einmahl
[43] ont établi un théorème du même genre que celui de Kiefer. Pour
0 < an < 1, on dé�nit

Rn := sup
t2[0;an]

j �n(t) + �n(t) j;

ainsi que

rn := (n=an)
�1=4(log2 n)

1=4(log(nan) + 2 log2 n)
1=2:
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Théorème 2.1.6 (Représentation de Bahadur-Kiefer locale, Einmahl, Mason)
Soit (an)n�1

une suite de constantes véri�ant nan %1, an &  2 [0; 1]

et nan= log2 n!1.

1. Si  = 0, alors on a presque sûrement

lim sup
n!1

r�1n Rn � 21=4:

2. Si de plus on a log(nan)= log2 n ! 1 alors la majoration précé-
dente est une égalité.

3. Si 0 <  � 1=2, alors on a presque sûrement

lim sup
n!1

r�1n Rn = 21=4(1� )1=4:

4. Si 1=2 �  � 1 alors on a presque sûrement

lim sup
n!1

r�1n Rn = 2�1=4�1=4:

Preuve : Voir [43] . �

On retiendra du théorème 2.1.6 que, sous les hypothèses du théorème
2.1.3, on a rn(2an log2 n)

�1=2 ! 0 lorsque n ! 1, et donc presque
sûrement

lim
n!1

Rn(2an log2 n)
�1=2 = 0:

Ainsi le théorème 2.1.3 combiné avec le théorème 2.1.6 implique le co-
rollaire suivant :

Corollaire 2.1.6.1 Sous les hypothèses du théorème 2.1.3, on a presque
sûrement

�n(an�)
(2an log2 n)

1=2
 S2:
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2.1.4 Applications des LFLI en statistiques

L'intérêt statistique des LFLI est montré dans la proposition sui-
vante

Proposition 2.1.1 Si (xn)n�1 est une suite de points de (E; d) relati-
vement compacte vers un ensemble K, et si � est une fonction continue
de (E; d) vers un espace métrique (E 0; d0), et si (�n)n�1 est une suite
de fonctions convergeant uniformément vers � sur un voisinage de K,
alors �n(xn) �(K) dans (E 0; d0).

Preuve : Il s'agit là de topologie élémentaire �.

On peut alors établir les lois du logarithme itéré pour toutes les
statistiques Tn := �n(�n) ou Tn := �n(�n) par exemple. Ainsi des
résultats ont été obtenu pour la statistique de Kolmogorov-Smirnov,
la statistique de Cramér-Von Mises, les tests d'ajustement ([84]), le
bootstrap ([90], ([58]), l'estimateur à noyau de la densité (processus
empirique local), l'estimateur de la densité basé sur les k points les
plus proches ([11], [89], [33]), certaines L-statistiques (voir [5]), ou les
tests de rang ([56]).

2.2 Vitesses de recouvrement dans les LFLI stan-
dard

Notons ici, pour deux ensembles A et B de B([0; 1]),

jj A;B jj:= inf
� jj f � g jj; f 2 A; g 2 B	: (2.2.0.1)

Il s'agit là d'un abus de notation, car la notation (2.2.0.1) ne dé�nit
pas une norme.

Dé�nition 2.2.1 On notera B0 la boule unité de
�
B[0; 1]; jj � jj �.

54



Le théorème 2.1.2 nous assure que, presque sûrement,

lim
n!1

jj �n;S1 jj= 0:

Berthet [7] a trouvé une borne supérieure de vitesse pour jj �n;S1 jj.
Ainsi, il a établi le théorème suivant :

Théorème 2.2.1 Soit an une suite véri�ant, en plus des conditions
du théorème 2.1.2, la condition

lim
n!1

nan
(log n)7=3

=1

Alors existe une constante universelle �1 > 0 telle que :

8� > �1; P(�n � S1 + � log(1=an)
�2=3B0 a:c:r) = 1

Où a.c.r signi�e "à partir d'un certain rang".

Ce type de résultat rentre dans la catégorie de l'étude des "vitesses de
recouvrement". Dans ce paragraphe, nous poursuivons le travail com-
mencé par Berthet en établissant des vitesses de recouvrement pour
d'autres lois du logarithme itéré déjà connues en topologie uniforme.
L'outil fondamental de toutes les preuves est une inégalité de recouvre-
ment pour les processus de Wiener et le pont brownien (propositions
2.2.2 et 2.2.1). Les outils "classiques" seront utilisés : approximation
forte par des processus gaussiens, Poissonisation, et lemmes d'associa-
tion par blocs. Nous commençons par établir des vitesses de recouvre-
ment pour la LLI de Finkelstein.

2.2.1 Vitesses de recouvrement dans le théorème de Finkel-
stein

Nous établissons ici des vitesses de recouvrement dans le théorème
2.1.1.
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Théorème 2.2.2 Il existe une constante universelle L0 >0 telle que,
pour tout choix de � > L0 , on ait avec probabilité 1

�np
2 log2 n

2 S2 + �(log2 n)
�2=3B0 a:c:r:

Preuve : Posons

bn := (2 log2 n)
1=2;

�xons � > 0 quelconque, et considérons la suite

�n := �(log2 n)
�2=3:

La preuve sera divisée en plusieurs sous-parties.

Construction "KMT"

En se basant sur les travaux de Komlós, Major et Tusnády (voir [66]),
nous pouvons supposer que les Ui sont basés sur un espace (
;A; IP),
sur lequel est basée une suite de ponts browniens Bn véri�ant, pour
trois constantes universelles C1; C2; C3 strictement positives, et pour
tous n � 1 et z � 0, l'inégalité suivante :

P

�
jj �n �Bn jj� C1

log n+ z

n1=2

�
� C2 exp(�C3z): (2.2.1.1)

Grâce à cette inégalité, nous pourrons ramener l'étude des vitesse de
recouvrement concernant �n à celle de Bn.

Une suite sous-géométrique

Si les démonstrations de LLI classiques mettent à pro�t les proprié-
tés de suites géométriques, l'étude des vitesses de recouvrement néces-
site l'usage de suites sous-géométriques, dont les propriétés sont plus
intéressantes, comme nous allons le voir plus loin.
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Dé�nition 2.2.2 (Une sous-suite) On dé�nit la suite en k suivante

nk :=
h
exp

�
k exp

�
� (log k)1=6

��i
; k � 1; n0 := 0: (2.2.1.2)

Rappelons ici que [u] est la partie entière de u, c'est à dire [u] � u <

[u] + 1.

Ce type de suite possède les propriétés intéressantes des suites géomé-
triques ( log2 nk se comporte comme un log k), mais ses termes sont
moins espacés, ce qui accroît su�samment la précision dans les lemmes
d'association par blocs pour considérer une suite décroissante de �n au
lieu d'un � �xé.

Propriété 2.2.1 La suite nk a les propriétés suivantes, lorsque k !
1
1.

1� nk
nk+1

= exp
�
� (log k)1=6(1 + o(1))

�
2.

log2 nk = log k � (log k)1=6 + o(1)

3. Si (an)n�1 est telle que nan % et an &, alors on a, lorsque k !
1,

1 � ank
ank+1

� nk+1
nk

= exp
�
exp

�
� (log k)1=6(1 + o(1))

��
:

Preuve : Les points 1 et 2 découlent d'analyse de routine. Le point 3
est une conséquence des points 1 et 2, de la croissance de nan et de la
décroissance de an . �

Lemmes d'association par blocs

Pour k � 1, on dé�nit

Nk :=
n
nk + 1; : : : :; nk+1

o
(2.2.1.3)
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lorsque nk + 1 � nk+1, et Nk := ; sinon. Remarquons que, par crois-
sance de nk, les Nk; k 2 N sont disjoints deux à deux, et[

k�0

Nk = N:

Remarquons également que, pour tout k su�samment grand, Nk 6= ;.
Nous pouvons donc, pour n 2 N �xé, dé�nir k(n) comme étant l'unique
entier k tel que n 2 Nk. Nous allons dans un premier temps étudier la
suite de fonctions suivante :

gn :=
1

n
1=2
k+1bnk+1

Hn; k = k(n);

avec

Hn(t) := n(Fn(t)� t); t 2 [0; 1]: (2.2.1.4)

Les lemmes suivants mettent à pro�t les propriétés stochastiques du
processus empirique pour se ramener à l'étude d'une sous suite.

Lemme 2.2.1 Soient p1 > 1 et q1 > 1 deux réels conjugués, c'est à
dire véri�ant 1

p1
+ 1

q1
= 1. Notons, lorsque Nk 6= ;,

mp1;k := min
n2Nk

P

� 1

n
1=2
k+1bnk+1

jj Hnk+1
�Hn jj� 1

p1
�nk+1

�
:

Alors
P

� [
n2Nk

n 1

n
1=2
k+1bnk+1

Hn =2 S2 + �nk+1
B0

o�
� 1

mp1;k
P

� 1

n
1=2
k+1bnk+1

Hnk+1
=2 S2 + 1

q1
�nk+1

B0

�
:

Preuve : Soit k un entier assez grand pour avoir Nk 6= ;. Notons, pour
n 2 Nk,

An :=
n 1

n
1=2
k+1bnk+1

Hn =2 S2 + �nk+1
B0)
o
; n 2 Nk;
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et

Bn := An �
[

nk+1�i<n

Ai:

On a

mp1;kP

� [
n2Nk

n 1

n
1=2
k+1bnk+1

Hn =2 S2 + �nk+1
B0

o�
= mp1;k

X
n2Nk

P(Bn)

�
X
n2Nk

P(Bn)P
� 1

n
1=2
k+1bnk+1

jj Hnk+1
�Hn jj� 1

p1
�nk+1

�
=
X
n2Nk

P

�
Bn \

n 1

n
1=2
k+1bnk+1

jj Hnk+1
�Hn jj� 1

p1
�nk+1

)
o�
: (2.2.1.5)

La ligne (2.2.1.5) découle du fait que, pour n � 1; p � 0, Hn+p � Hn

est indépendant des Hi; i � n. On remarque ensuite que

Bn \
n 1

n
1=2
k+1bnk+1

jj Hnk+1
�Hn jj� 1

p1
�nk+1

o

� Bn \
n 1

n
1=2
k+1bnk+1

Hnk+1
=2 S2 + 1

q1
�nk+1

B0

o
:

Ceci conclut la preuve du lemme. �

Il reste à contrôler mp1;k , ce qui est l'objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.2 Pour tout choix de p1 > 1 et q1 > 1 conjugués, on a,
pour k su�samment grand,

mp1;k � 1=2:

Preuve : Soit k un entier tel que Nk 6= ;, et soit n 2 Nk quelconque.
Si n = nk+1 , alors trivialement mp1;k = 1. Si n < nk+1, alors, comme

Hnk+1
�Hn =loi Hnk+1�n;
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il s'ensuit que

P

� 1

n
1=2
k+1bnk+1

jj Hnk+1
�Hn jj� 1

p1
�nk+1

�
= P

�
jj �nk+1�n jj�

1

p1
�nk+1

r
nk+1

nk+1 � n
bnk+1

�
� P

�
jj �nk+1�n jj�

1

p1
�nk+1

s
1

1� nk
nk+1

bnk+1

�
(2.2.1.6)

� 2 exp

�
� 2�2nk+1

p21
b2nk+1

� 1

1� nk=nk+1

��
; (2.2.1.7)

L'inégalité (2.2.1.7) vient de l'inégalité de Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz
(proposition 5.5.1). En�n, en se rappelant �n := �(log2 n)

�2=3, les pro-
priétés de nk (propriété 2.2.1) nous assurent que, lorsque k !1,

exp

�
� 2�2nk+1

p21
b2nk+1

� 1

1� nk=nk+1

��
=exp

�
� 4�2

p21

��
log k

��1=3
exp

�
(log k)1=6

��
(1 + o(1))

��
:

Comme
exp((log k)1=6)(log k)�1=3 !1

lorsque k !1, on en déduit que

lim
k!1

1�mp1;k = 0:

Ceci qui conclut la démonstration du lemme �

Utilisation de l'approximation KMT et des inégalités de recouvrement
pour le pont brownien

Au vu des lemmes 2.2.1 et 2.2.2, nous nous intéressons maintenant
à la suite de probabilités suivante�

P

��nk+1

bnk+1

=2 S2 + 1

q1
�nk+1

B0

��
k�1
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Nous allons montrer que cette suite est sommable, a�n d'appliquer le
lemme de Borel-Cantelli. Soient p2 > 1; q2 > 1 deux réels conjugués.
On peut décomposer les probabilités précédentes en

P

��nk+1

bnk+1

=2 S2 + 1

q1
�nk+1

B0

�
� P

�
jj �nk+1

�Bnk+1
jj� 1

p2q1
�nk+1

bnk+1

�
+ P

�
Bnk+1

=2 bnk+1
S2 + 1

q2q1
�nk+1

B0

�
=: PKMT

k (�; p1; q1; p2; q2) + P
Tal
k (�; p1; q1; p2; q2): (2.2.1.8)

Les deux lemmes 2.2.3 et 2.2.4 qui vont suivre montrent que les deux
termes de (2.2.1.8) sont sommables en k .

Lemme 2.2.3 Pour tout choix de p1 > 1; q1 > 1 conjugués et de p2 >
1; q2 > 1 conjugués, on aX

k�1

P
KMT
k (�; p1; q1; p2; q2) <1:

Preuve : Rappelons que bn := (2 log2 n)
1=2. Comme

log n

n1=2
= o(�nbn)

lorsque n ! 1, et en appliquant l'inégalité (2.2.1.1), nous avons, à
partir d'un certain rang,

P
KMT
k (�; p1; q1; p2; q2) =P

�
jj �nk+1

�Bnk+1
jj� 1

p2q1
�nk+1

bnk+1

�
� P

�
jj �nk+1

�Bnk+1
jj� C1

log(nk+1) + n
1=2
k+1

1
2p2q1

�nk+1
bnk+1

n
1=2
k+1

�
�C2 exp

�
� C3

n
1=2
k+1�nk+1

bnk+1

2p1q1

�
:

Puis les propriétés asymptotiques en k de nk+1 (propriété 2.2.1) nous
assurent que, lorsque k !1,

C2 exp
�
� C3

n
1=2
k+1�nk+1

bnk+1

2p1q1

�
= C2 exp

�
� C3n

1=2
k+1

1

2p2q1
�(log k)�1=6

�
1 + o(1)

��
:
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Nous concluons alors la preuve du lemme 2.2.3 en remarquant que nk �
exp(k=2) à partir d'un certain rang. �

Pour la preuve du lemme suivant, nous aurons besoin d'une inégalité
de recouvrement due à Talagrand.

Proposition 2.2.1 [Inégalité de recouvrement pour le pont brownien]
Soit B(�) un pont brownien. Il existe deux constantes universelles K et
L ainsi que �0 >0 telles que, pour tous 0 < � < �0 et c>0, on ait

P

�
B =2 cS2 + �B0

�
� K exp

�L
�2
� c�

2
� c2

2

�
Preuve : Il s'agit là d'une conséquence directe des résultats de Tala-
grand dans [95], en supprimant la première coordonnée dans la décom-
position dyadique de B(�) Pour plus de détails, voir [1], annexe F.�

La constante L apparaissant dans la proposition 2.2.1 apparaît dans
le lemme suivant.

Lemme 2.2.4 Supposons que � > (2L)1=3. Alors on peut choisir p1 >
1; q1 > 1 conjugués, ainsi que p2 > 1; q2 > 1 conjugués tels queX

k2N

P Tal
k (�; p1; q1; p2; q2) <1:

Preuve : En appliquant la proposition 2.2.1, nous avons, pour tout
entier k su�samment grand,

P
Tal
k = P

�
Bnk+1

=2 bnk+1
S2 + 1

q1q2
�nk+1

bnk+1
B0

�
� K exp

�
�
� �

q1q2
� L(q1q2)

2

2�2

�
(log2 nk+1)

1=3 � log2 nk+1

�
:

Si � > (L=2)1=3, alors on peut choisir q1 > 1 et q2 > 1 su�samment
petits de telle sorte que

�p
2q1q2

� L(q1q2)
2

�2
=:  > 0:
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Ainsi, grâce aux propriétés de la suite (nk)k�1 (propriété 2.2.1), on a,
lorsque k !1,

P
Tal
k = O

�
exp

�
� (log k)1=3(1 + o(1))� log k + (log k)1=6 + o(1)

��
:

Comme, lorsque k !1,


2(log k)

1=3 � (log k)1=6

2 log2(k)
!1;

on en conclut que la suite PTalk est sommable. �

Première conclusion. En appliquant le lemme de Borel-Cantelli,
nous pouvons d'ores et déjà a�rmer que pour � > L=2)1=3 , la suite de
fonctions dé�nie par

(gn)n�1 :=
� �n
bnk+1

; k = k(n)
�
n�1

;

véri�e, avec probabilité 1,

gn 2 S2 + �nB0 a:c:r:

Il reste à contrôler la distance entre gn et b�1n �n , en montrant que celle
ci est négligeable devant (log2 n)

�2=3. Ceci est l'objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.5 Avec probabilité 1, lorsque n!1 on a

jj gn � �n
bn
jj= o((log2 n)

�2=3):

Preuve : On a

jj gn � �n
bn
jj=

� bn
bnk+1

� 1
�
jj �n
bn
jj :

Une application du théorème de Finkelstein (théorème 2.1.1) montre
que le second terme de la relation ci dessus tend est borné par 2 lorsque
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n ! 1. On constate ensuite que, lorsque k ! 1, uniformément en
n 2 Nk, on a � bn

bnk+1

� 1
�
�
� log2 nk+1

log2 nk

�1=2
� 1

� 1

2

� log2 nk+1
log2 nk

� 1
�

� 1

2

nk+1

nk
� 1

log nk log2 nk
:

Au vu du point 1 de la propriété 2.2.1, ce terme est clairement un
o((log2 nk)

�2=3) lorsque n!1. �

Grâce au lemme précédent, on complète aisément la preuve du théo-
rème 2.2.2. �

La représentation de Bahadur-Kiefer (théorème 2.1.4) nous permet
d'établir un théorème similaire au théorème 2.2.2, concernant cette fois
ci le processus des quantiles �n dé�ni par (2.0.2.4)

Corollaire 2.2.2.1 [Vitesses de recouvrement pour le processus des
quantiles] La constante L0 dé�nie dans le théorème 2.2.2 est telle que
pour tout choix de � > L0, on a presque sûrement,

�np
2 log2 n

2 S2 + �(log2 n)
�2=3B0 a:c:r:

Preuve : Il su�t d'appliquer l'approximation de Bahadur-Kiefer (théo-
rème 2.1.4). Ainsi nous avons presque sûrement, pour tout � > 0 �xé,

jj �np
2 log2 n

+
�np
2 log2 n

jj� (1 + �)(log n)1=2

23=4n1=4(log2 n)
1=4
; a:c:r:

Or, lorsque n!1,

(1 + �)(log n)1=2

23=4n1=4(log2 n)
1=4

= o((log2 n)
�2=3):

On en déduit aisément le résultat annoncé. �
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2.2.2 Vitesses de recouvrement dans la LFLI pour le proces-
sus empirique local

Dans ce sous-chapitre nous établissons des vitesses recouvrement
pour le processus empirique local �n(an�). Rappelons que S1 est dé�ni
par

S1 =
n
f : f(0) = 0;

df

d�
= f 0 existe; et

Z
[0;1]

f 02(t)dt � 1
o
:

Notre résultat s'énonce comme suit.

Théorème 2.2.3 [Vitesses de recouvrement du processus empirique
local] Soit an une suite de constantes réelles positives véri�ant les condi-
tions suivantes.

nan %1;
nan

(log2 n)
7=3

!1; an & 0:

Alors il existe une constante universelle L1 > 0 telle que , pour tout
choix de � > L1, on a, avec probabilité 1,

�n(an�)p
2an log2 n

2 S1 + �(log2 n)
�2=3B0 a:c:r:

Remarque 2.2.1 L'hypothèse nan(log2 n)�7=3 ! 1 est plus restric-
tive que celle du théorème 2.1.3, c'est à dire nan= log2 n ! 1. Nous
sommes "obligés" ici de faire cette hypothèse, a�n de pouvoir appli-
quer l'approximation KMT et se ramener ainsi à un raisonnement sur
un processus de Wiener. Le comportement asymptotique presque sûr de
(2an log2 n)

�1=2�n(an�) lorsque nan(log2 n)�1 !1 et nan(log2 n)�7=3 6!
1 n'est pas couvert par nos résultats et demeure un problème ouvert.

Preuve : Nous posons encore une fois

bn :=
p
2 log2 n;

et pour � > 0 �xé,
�n := �(log2 n)

�2=3:

La preuve du théorème sera divisée en plusieurs parties.
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Arguments de sous-suites, association par blocs

Nous considérons la sous suite nk dé�nie par (2.2.1.2), ainsi que les

"blocs" correspondants Nk dé�nis par : Nk :=
n
nk + 1; : : : :; nk+1

o
lorsque nk + 1 � nk+1, et Nk := ; sinon.
Nous établissons deux lemmes d'association par blocs similaires aux
lemmes 2.2.1 et 2.2.2. Nous rappelons que Hn(�) est dé�ni par Hn(t) =

n(Fn(t)� t); t 2 [0; 1]:

Lemme 2.2.6 Soient p1 > 1; q1 > 1 deux réels conjugués. Soit k un
entier tel que Nk 6= ;, et soit n 2 Nk. Notons

mk;p1 := min
n2Nk

P

� 1p
nk+1ank+1

bnk+1

jj Hn(ank+1
�)�Hnk+1

(ank+1
�) jj� 1

p1
�nk+1

�
:

On a alors

P

� [
n2Nk

n Hn(ank+1
�)p

nk+1ank+1
bnk+1

=2 S1 + �nk+1
B0

o�
� 1

mk;p1

P

� Hnk+1
(ank+1

�)p
nk+1ank+1

bnk+1

=2 S1 + 1

q1
�nk+1

B0

�
:

Preuve : La preuve est similaire à celle du lemme 2.2.1, en remplaçant,
pour n 2 Nk, Hn(�) par a�1=2nk+1Hn(ank+1

�).�

Lemme 2.2.7 Soit p1 > 1 un réel. Sous les hypothèses du théorème
(2.2.3), il existe un rang k � 1 à partir duquel mk;p1 � 1=2.
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Preuve : Soit k � 1 un entier su�samment grand pour avoir Nk 6= ;.
On a (en remarquant que la cas n = nk+1 est dégénéré)

1�mk;p1

= sup
n2Nk;n 6=nk+1

P

� jj Hnk+1
(ank+1

�)�Hn(ank+1
�) jj

(nk+1 � n)1=2
� 1

p1
�nk+1

bnk+1

�nk+1ank+1

nk+1 � n

�1=2�
� sup

n2Nk; n6=nk+1

P

�
sup

t2[0;ank+1
]

j �nk+1�n(t) j�
1

p1
�nk+1

bnk+1

� nk+1ank+1

nk+1 � nk

�1=2�
� sup

n2Nk; n6=nk+1

P

�
sup

t2[0;ank+1
]

j �nk+1�n(t) j
1� t

� 1

p1
�nk+1

bnk+1

� nk+1ank+1

nk+1 � nk

�1=2�
:

(2.2.2.1)

Or, comme le soulignent Shorack et Wellner (voir [91], p.133, propo-
sition 1), (1 � t)�1�n(t) est une martingale en t 2 [0; 1] pour tout
entier n �xé. Rappelons ici l'inégalité de Doob-Kolmogorov pour une
sous-martingale positive M(�) presque sûrement "CADLAG" sur un
intervalle [0; c] (voir la remarque 2.1.1). Pour tout � > 0 on a

P

�
sup
t2[0;c]

M(t) � �
�
� E

�
M(c)2

�
�2

: (2.2.2.2)

Pour n 2 Nk; n 6= nk+1 �xé, nous appliquons l'inégalité précédente à
la sous-martingale positive (1� t)�1 j �n(t) j; t 2 [0; 1]. Ainsi

P

�
sup

t2[0;ank+1
]

j �nk+1�n(t) j
1� t

� 1

p1
�nk+1

bnk+1

� nk+1ank+1

nk+1 � nk

�1=2�

�
E

���nk+1�n
(ank+1

)

1�ank+1

�2�
p21

2�2(log2 nk+1)
�1=3 nk+1

nk+1�nk
ank+1

=
p21(1� nk

nk+1
)(log2 nk+1)

1=3

2�2(1� ank+1
)2

: (2.2.2.3)

Au vu de la propriété 2.2.1 (points 1 et 2), ce terme tend vers 0 lorsque
k !1. Ainsi, en combinant (2.2.2.1) et (2.2.2.3), il vient

lim
k!1

1�mp1;k = 0;
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ce qui implique le résultat souhaité. �

"Poissonisation" et approximation KMT

Considérons le processus empirique "Poissonisé"

e�n(t) := n1=2
�1
n

�nX
i=1

1[0;t](Ui)� t
�
; (2.2.2.4)

où �n est une v.a. indépendante de l'échantillon (Ui)i2N, et suivant une
loi de Poisson d'espérance n. Par convention nous posons

P
;

= 0. On

dé�nit aussi e� comme un processus de Poisson standard centré, c'est-
à-dire e�(t) := ]

�
i � 1;

iX
j=1

�j � t
	� t; t > 0 (2.2.2.5)

où les �i; i � 1 constituent une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant une loi exponentielle d'espérance 1. Nous allons utiliser
le lemme de "Poissonisation" suivant. Nous appelons ici T0 la tribu en-
gendrée par les boules de

�
B([0; 1]); jj � jj �. Nous aurons besoin du

lemme suivant.

Lemme 2.2.8 Soit 0 <  < 1=2 . Pour tout ensemble A 2 T0 , on a

P(�n(�) 2 A) � 2P(e�n(�) 2 A):

Preuve : Ce lemme est une simple conséquence d'un lemme de Pois-
sonisation bien connu (voir par exemple [33]), que nous avons mis en
annexe (lemme 5.5.1) � .

Dans le but d'appliquer le lemme de Borel-Cantelli, nous nous inté-
resserons aux probabilités de type

P

�e�n(an�)
an1=2bn

=2 S1 + �nB0

�
; k � 1: (2.2.2.6)
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Par "construction KMT", nous faisons référence aux travaux de Komlós,
Major et Tusnády [66], et de Deheuvels et Mason [31]. Ces travaux nous
permettent de supposer que le processus e� dé�ni par (2.2.2.5) est basé
sur un espace probabilisé (
;A; IP), sur lequel est basé un processus
de Wiener W (�) tel que, pour trois constantes universelles strictement
positives C1; C2; C3 , on a, pour tous T > 0; z � 0,

P

�
jj e�(T �)�W (T �) jj� C1 log T + z

�
� C2 exp(�C3z): (2.2.2.7)

Remarquons aussi que�e�n(t)
�
t2[0;1]

=loi

�
n�1=2e�(nt)�

t2[0;1]
: (2.2.2.8)

L'inégalité (2.2.2.7) va nous permettre de ramener l'étude du comporte-
ment des suites de probabilités dé�nies par (2.2.2.6) à celle du processus
de Wiener. Pour ce faire, nous e�ectuons la décomposition suivante :
soient p1 > 1; q1 > 1 et p2 > 1; q2 > 1 deux couples de réels conjugués
deux à deux (1=pl + 1=ql = 1; l = 1; 2). Nous avons, à partir d'un
certain rang,

P

��nk+1
(ank+1

�)
ank+1

1=2bnk+1

=2 S1 + 1

q1
�nk+1

B0

�
� 2P

�e�nk+1
(ank+1

�)
ank+1

1=2bnk+1

=2 S1 + 1

q1
�nk+1

B0

�
= 2P

� e�(nk+1ank+1
�)

(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
=2 S1 + 1

q1
�nk+1

B0

�
� P

�
jj W (nk+1ank+1

�)� e�(nk+1ank+1
�) jj� 1

q1p2
(nk+1ank+1

)1=2bnk+1
�nk+1

�
+ P

� W (nk+1ank+1
�)

(nk+1ank+1
)1=2bnk+1

=2 S1 + 1

q1q2
�nk+1

�
=: PKMT

k (�; p1; q1; p2; q2) + PTal
k �; p1; q1; p2; q2): (2.2.2.9)

Les deux lemmes suivants vont montrer que les deux suites dé�nies en
(2.2.2.9) sont sommables.
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Lemme 2.2.9 Soient p1 > 1; q1 > 1 et p2 > 1; q2 > 1 deux couples de
réels conjugués deux à deux (1=pl + 1=ql = 1; l = 1; 2), et soit � > 0.
Sous les hypothèses du théorème 2.2.3 onX

k�1

PKMT
k <1:

Preuve : Remarquons que, lorsque k !1,
p
nk+1ank+1

bnk+1
�nk+1

log(nk+1ank+1
)

=
�p2�nk+1ank+1

log2 nk+1

�1=6 (nk+1ank+1
)1=3

log(nk+1ank+1
)

�
1 + o(1)

�
(2.2.2.10)

!1:

Ainsi, à partir d'un certain rang, on a

PKMT
k (�; p1; q1; p2; q2)

� P

�
jj W (nk+1ank+1

�)� e�(nk+1ank+1
�) jj�

p
nk+1ank+1

bnk+1
�nk+1

2p2q1
+ C1 log(nk+1ank+1

)
�

� C2 exp
�
�
p
2�C3

2q1p2

p
nk+1ank+1

(log2 nk+1)
�1=6

�
:

Comme il a été supposé que nan=(log2 n)
7=3 !1, on voit que le terme

précédent peut être majoré asymptotiquement par exp(�2 log2(nk)) .
�

La preuve du lemme suivant se base sur une inégalité de recouvre-
ment établie par Talagrand [95].

Proposition 2.2.2 [Inégalité de recouvrement pour une mesure de Wie-
ner (Talagrand)] Il existe des constantes universelles strictement posi-
tives L, �0 et c0 telles que, pour tous 0 < � < �0 et 0 < c < c0 on
a :

P

�
W =2 cS1 + �B0

�
� exp

� L
�2
� c�

2
� c2

2

�
La constante L apparaissant dans la proposition précédente va interve-
nir dans le lemme suivant.
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Lemme 2.2.10 Pour tout choix de � > L1 = (L=2)1=3, il existe q1 > 1

et q2 > 1 su�samment petit pour avoir, sous les hypothèses du théo-
rème 2.2.3, X

k�1

PTal
k (�; p1; q1; p2; q2) <1:

Preuve : Rappelons la propriété d'homogénéité suivante :

��1=2W (��) =loi W (�): (2.2.2.11)

On déduit de cette propriété que pour tout entier k su�samment grand,

PTal
k (�; p1; q1; p2; q2) = P

�
W =2 bnk+1

S1 + 1

q1q2
�nk+1

bnk+1
B0

�
:

Nous appliquons la proposition 2.2.2, pour k u entier su�samment
grand, c := bnk+1

= (2 log2 nk+1)
1=2 et � := �nk+1

bnk+1
=q1q2 = (

p
2�=q1q2) (log2 nk+1)

�1=6.
Il vient alors

PTal
k (�; p1; q1; p2; q2) � K exp

�
�
� �

q1q2
�L(q1q2)

2

2�2

�
(log2 nk+1)

1=3�log2 nk+1
�
:

Les propriétés asymptotiques de nk (propriété 2.2.1) nous assurent en-
suite que cette dernière suite est sommable. �

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, on voit que, pour tout
� > L1 := (L=2)1=3, on a presque sûrement

Hn(ank+1
�)p

2nk+1ank+1
log2 nk+1

2 S1 +B0�nk+1
a:c:r: (2.2.2.12)

Pour achever la preuve , il nous reste à contrôler les termes entre les
nk.

Lemme 2.2.11 [Contrôle entre les nk] Sous les hypothèses du théo-
rème 2.2.3, on a presque sûrement

lim
k!1

max
n2Nk

(log2 nk+1)
2=3
������ Hn(ank+1

�)�
2nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2� �n(an�)�

2nan log2 n
�1=2 ������ = 0:

71



Remarque : Nous avons fait ici la convention

max ; = �1:

Si l'on démontre le lemme 2.2.11, alors la preuve du théorème 2.2.3
s'achève en combinant ce dernier avec (2.2.2.12).

Preuve : Notons, pour k � 1 tel que Nk 6= ; et pour n 2 Nk

�n := 1�
� nan log2 n

nk+1ank+1
log2 nk+1

�1=2
:

Nous décomposons la di�érence en appliquant l'inégalité triangulaire.
Ainsi ������ Hn(ank+1

�)
(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
� �n(an�)�

2nan log2 n
�1=2 ������

�
������ �n(an�)
(2an log2 n)

1=2
�n

������+ ������n1=2�n(an�)� n
1=2
k+1�nk+1

(an�)�
2nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2 ������

+
�������nk+1

(an�)� �nk+1
(ank+1

�)�
2ank+1

log2 nk+1
�1=2 ������

=: An +Bn + Cn:

Contrôle de An

Clairement, on a

max
n2Nk

log2 nk+1�n �
�
1�

� nkank log2 nk
nk+1ank+1

log2 nk+1

�1=2�
(log2 nk+1)

2=3

� (log2 nk+1)
2=3

�
1�

� nk log2 nk
nk+1 log2 nk+1

�1=2�
:

Quelques calculs classiques d'analyse et la propriété 2.2.1 montrent que

lim
k!1

�
1�

� nk log2 nk
nk+1 log2 nk+1

�1=2�
(log2 nk+1)

2=3 = 0: (2.2.2.13)
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Puis, en combinant le théorème 2.1.3 avec (2.2.2.13), il vient

lim
k!1

(log2 nk+1)
2=3max

n2Nk

An = 0 p:s:

Contrôle de Bn

Soit � > 0 �xé. En remarquant que an � ank; n 2 Nk, nous déduisons
qu'il nous su�t de contrôler la probabilité suivante, lorsque Nk 6= ;.

P

�
max
n2Nk

jj n1=2k+1�nk+1
(ank�)�n1=2�n(ank�) jj� �

�
nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2

(log2 nk+1)
2=3

�
:

Remarquons que, pour tout n 2 Nk,

n
1=2
k+1�nk+1

(ank�)� n1=2�n(ank�) = Hnk+1
(ank�)�Hn(ank�): (2.2.2.14)

Nous allons utiliser l'inégalité maximale suivante, due à Montgomery-
Smith et Latala.

Proposition 2.2.3 [Inégalité de Montgomery-Smith-Latala] Soit (E; jj
� jj) un espace de Banach. Il existe une constante ec telle que, pour toute
suite X1; : : : ; Xn de variables aléatoires i.i.d. dans E, mesurables pour
la tribu engendrée par les boules ouvertes de (E; jj � jj), et pour tout
� > 0 on a

P

�
max
i=1:::n

jj
iX

j=1

Xj jj� �
�
� ecP� jj nX

j=1

Xj jj� �=ec�:
Preuve : Voir [82] ou [71].�

Nous appliquons la proposition précédente à l'espace de Banach�
B([0; 1]); jj � jj �, dé�ni dans la remarque 2.1.1, aux variables aléatoires
Xi(�) := 1[0;ank �](Ui); i 2 Nk lorsqueNk 6= ;, et � := �(nk+1ank+1

)1=2(log nk+1)
�1=6.

Il existe donc une constante ec telle que, pour tout entier k su�samment
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grand (en se rappellant l'égalité (2.2.2.14) et que an #)
P

�
max
n2Nk

(log2 nk+1)
2=3 jj n1=2k+1 �nk+1

(an�)� n1=2 �n(an�) jj� �(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
�

�P
�

max
n2Nk; n6=nk+1

jj Hn(ank�)�Hnk+1
(ank�) jj� �(nk+1ank+1

)1=2(log2 nk+1)
�1=6

�
=P
�

max
nk+1�n<nk+1

jj
nk+1X
j=n

Xj jj� �(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�

�ec P� jj nk+1X
j=nk+1

Xj jj� �ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�

=ec P� jj Hnk+1
(ank�)�Hnk+1(ank�) jj�

�ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�
:

(2.2.2.15)

Posons vk := nk+1�nk. Rappelons que e�(�) a été dé�ni par (2.2.2.5) et
rappelons l'égalité en loi (2.2.2.8). Nous appliquons l'inégalité de Pois-
sonisation du lemme 2.2.8 et l'approximation forte (2.2.2.7). Ainsi, il
existe un processus de Wiener W (�) tel que, pour tout entier k su�-
samment grand,

P

�
jj Hnk+1

(ank�)�Hnk+1(ank�) jj�
�ec(nk+1ank+1

)1=2(log2 nk+1)
�1=6

�
= P

�
jj Hvk(ank�) jj�

�ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�

� 2P
�
jj v1=2k

e�vk jj�
�ec(nk+1ank+1

)1=2(log2 nk+1)
�1=6

�
= 2P

�
jj e�(vkank�) jj� �ec(nk+1ank+1

)1=2(log2 nk+1)
�1=6

�
� 2P

�
jj e�(vkank�)�W (vkank�) jj�

�

4ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�

+ 2P
�
jj W (vkank�) jj�

�

4ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�
:

(2.2.2.16)

En faisant un raisonnement similaire à celui de le preuve du lemme
2.2.9, on montre aisément que le premier terme de l'inégalité précé-
dente est asymptotiquement majoré par exp(�2 log2 nk+1) et est donc
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sommable en k. Pour contrôler le second terme de l'inégalité précédente,
nous utilisons maintenant une inégalité bien connue. Pour tous T > 0

et � > 0 on a

P

�
jj W (T �) jj� �

�
� 2 exp

�� �2

2T

�
:

Ainsi

P

�
jj W (vkank) jj�

�

4ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�

�2 exp
�
� �2

16ec2vkanknk+1ank+1
(log2 nk+1)

�1=3
�
: (2.2.2.17)

Or la propriété 2.2.1 nous assure que, lorsque k !1,

nk+1
vk

ank+1

ank
(log2 nk+1)

�1=3 = exp
�
(log k)1=6

�2
3
+o(1)

���
log k

��1=3�
1+o(1)

�
:

On en déduit alors aisément que la suite

P

�
jj W (vkank) jj�

�

4ec(nk+1ank+1
)1=2(log2 nk+1)

�1=6
�
; k � 1

est sommable. En se rappelant (2.2.2.16) et (2.2.2.15), on en déduit que
la suite de probabilités

P

�
max
n2Nk

jj n1=2k+1�nk+1
(ank�)�n1=2�n(ank�) jj� �

�
nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2

(log2 nk+1)
2=3

�
est sommable. Ainsi, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, il vient
que, presque sûrement,

lim sup
n!1

Bn � �:

Comme � > 0 a été choisi arbitrairement, il s'ensuit que

lim
n!1

Bn = 0:
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Contrôle de Cn

Posons �k :=
ank
ank+1

. On a

P

�
max
n2Nk

(log2 nk+1)
2=3 jj �nk+1

(an�)� �nk+1
(ank+1

�)p
2ank+1

log2 nk+1
jj� �

�
� P

�
sup
���k

(log2 nk+1)
2=3 jj �nk+1

(ank+1
��)� �nk+1

(ank+1
�)p

2ank+1
log2 nk+1

jj� �
�

� 2P
�
sup
���k

jj e�(nk+1ank+1
��)� e�(nk+1ank+1

�) jj� �

p
2nk+1ank+1

log2 nk+1

(log2 nk+1)
2=3

�
� 2P

�
jj e�(nk+1ank�)�W (nk+1ank�) jj�

�

8

p
2nk+1ank+1

log2 nk+1

(log2 nk+1)
2=3

�
+ 2P

�
jj W (�k�)�W (�)p

2 log2 nk+1
jj� �

4(log2 nk+1)
2=3

�
(2.2.2.18)

Grâce à (2.2.2.7) on montre que le premier terme de (2.2.2.18) est som-
mable, en faisant un raisonnement similaire à celui de la preuve du
lemme 2.2.9. Pour contrôler le second terme dans (2.2.2.18), nous uti-
lisons l'inégalité suivante pour les accroissements du processus de Wie-
ner, que l'on retrouve par exemple dans [91], p.536.

Inégalité 2.2.1 Soit 0 < a < 1 et 0 < u < 1. On a, 8� 2 R

P

�
sup

t�1;h�a
j W (t+ h)�W (t) j� �

p
a
�
� 64

au2�
exp

�
� (1� u)2

�2

2

�

Preuve : Voir [91], p536.�.

Nous appliquons cette inégalité avec a := �k � 1, � := (�k �
1)�1=2(log2 nk+1)

�1=6�=4 et u = 1=2 pour obtenir, pour k su�samment
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grand,

P

�
jj W (�k�)�W (�)p

2 log2 nk+1
jj� �

4(log2 nk+1)
2=3

r
ank+1

ank

�
� 1024

�
(�k � 1)�1=2(log2 nk+1)

1=6 exp
�
� �2

128(�k � 1)(log2 nk+1)
1=3

�
� 1024

�
exp

�
� �2

256(�k � 1)(log2 nk+1)
1=3

�
(2.2.2.19)

Dans (2.2.2.19), nous avons utilisé le fait que (log2 nk+1)
1=3
�
�k�1

�! 0

lorsque k ! 1. Un raisonnement d'analyse élémentaire montre que
(2.2.2.19) est le terme général d'une suite convergente.

Nous avons donc montré que, presque sûrement

lim sup
n!1

�
An +Bn + Cn

�
= 0;

ce qui achève la preuve du lemme 2.2.11.�

Grâce à la représentation de Bahadur-Kiefer locale (théorème 2.1.6),
nous sommes en mesure d'établir un théorème similaire au théorème
2.2.3, mais concernant cette fois ci �n(an�) au lieu de �n(an�). Rappelons
que �n a été dé�ni par (2.0.2.4). Dans le corollaire suivant, la constante
L1 est celle donnée par le théorème 2.2.3.

Corollaire 2.2.3.1 [Vitesses de recouvrement pour le processus des
quantiles local] Si an satisfait, en plus des hypothèses du théorème 2.2.3,
la condition

lim
n!1

(nan)

(log2 n)
11=3

=1; (2.2.2.20)

alors pour tout � > L1 on a presque sûrement

�n(an�)p
2 log2 n

2 S1 + �(log2 n)
2=3B0 a:c:r:
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Preuve : En appliquant le représentation de Bahadur-Kiefer locale
(théorème 2.1.6), on remarque qu'il su�t de démontrer que, lorsque
n!1,� log2 n

nan

�1=4� log(nan) + 2 log2 n

2 log2 n

�1=2
= O

�
(log2 n)

�2=3
�
:

En faisant le rapport des deux termes, on voit que le seul terme "posant
problème " est le terme log(nan) dans le deuxième facteur, terme qui
pourrait l'emporter relativement à log2 n au point de faire tendre le
deuxième facteur vers1. Cependant, log(nan) est vraiment plus grand
devant log2 n seulement si an n'est pas trop petit, et dans ce cas le
premier facteur va tendre plus vite vers 0.
Formalisons cette idée : si nan � (log n)3 et n � 4; alors

un :=
(log2 n)

1=4+2=3

(nan)1=4

� log(nan) + 2 log2 n

2 log2 n

�1=2
� (log2 n)

11=12

(nan)1=4

�5 log2 n
2 log2 n

�1=2
=

r
5

2

�
(log2 n)

11=3

nan

�1=4

:

Le terme de droite tend bien vers 0 grâce à l'hypothèse (2.2.2.20). Main-
tenant, si nan � (log n)3, et n � 4, alors, comme log(nan) � log n on
a

un � (log2 n)
11=12

(log n)3=4

� log n+ 2 log2 n

2 log2 n

�1=2
� (log2 n)

11=12

(log n)3=4
�(log n)1=2;

où ici
� := sup

n�4

log n+ 2 log2 n

2 log2 n log n
:

On a donc majoré un par une suite qui tend vers 0, ce qui conclut le
preuve du corollaire 2.2.3.1.�
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2.2.3 Applications des vitesses de recouvrement en statis-
tiques

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent peuvent être uti-
lisés pour obtenir des lois limites du même type pour certains estima-
teurs. Dans un premier temps, nous allons voir que les théorèmes 2.2.2
et 2.2.3 "se conservent" par composition à gauche avec une application
continue. Dans un second temps nous donnerons quelques exemples
d'applications possibles en statistiques.

Transport des vitesses de recouvrement par une application continue

Nous allons voir comment les résultats de vitesses de recouvrement
peuvent aboutir à des résultats du second ordre pour les lois du lo-
garithme itéré d'estimateurs. Voici une proposition autour de laquelle
s'articulent toutes les applications de vitesses de recouvrement pour les
statistiques.

Proposition 2.2.4 [Transport des vitesses de recouvrement] Soit (E; jj
� jj) un espace vectoriel normé, K un compact de (E; jj : jj) et �
une fonction continue de (E; jj : jj) vers un espace vectoriel métrique
(E 0; jj : jj0). Soit (fn)n�1 une suite de points de E et �n une suite posi-
tive telle que

fn 2 K + �nB0 a:c:r;

où B0 est la boule unité de (E; jj : jj) . Alors
1. Il existe une fonction A(�) = A�;K(�) continue en 0, et telle que

lim
�!0

A(�) = 0;

sup
x2K; y2E; jjx�yjj��

jj �(x)� �(y) jj� A(�):

2. On a de plus

�(fn) 2 �(K) + A(�n)B
0
0 a:c:r:;

79



où B0
0 est la boule unité de (E 0; jj � jj0).

Preuve : Il s'agit là de topologie élémentaire. �

Remarque 2.2.2 Nous savons que �n est de l'ordre de L0(log2 n)
�2=3

(ou L1(log2 n)
�2=3 selon le théorème impliqué). Trouver une borne su-

périeure pour ces deux constantes parait indispensable pour réellement
parler d'application statistiques. Cela reste encore un problème ouvert.

Intervalles de con�ance presque sûrs

Voici plusieurs exemples d'intervalles de con�ance asymptotiques
presque sûrs pour des statistiques dans un cadre non paramétrique.
On considère dans ce sous-paragraphe un échantillon i.i.d (Xi)n�1 de
loi F sur R

La statistique de Kolmogorov-Smirnov
En appliquant directement le théorème 2.2.2, il vient que pour tout
� > 0 on a presque sûrement à partir d'un certain rang

sup
x2R

j Fn(x)� F (x) j�
�2 log2 n

n

�1=2
+

21=2L0(1 + �)

n1=2(log2 n)
1=6
:

Une classe de L-statistiques
En reprenant les travaux de Bhaskara Rao et Tomkins [5], nous pouvons
établir des vitesses de recouvrement pour certaine L-statistiques.

Proposition 2.2.5 (Vitesse de recouvrement pour certaines L-statistiques)
Soit (Xi;n)1�i�n la statistique d'ordre basée sur un échantillon i.i.d. de
loi F . Soit J une fonction lipschitzienne sur [0,1] et H une fonction
réelle telle que la fonction K(�) := H

�
F�1(�)� véri�e, pour une certaine

fonction � de limite nulle en 0

8t 2 [0; 1]; 8h 2 [0; 1� t]; j K(t+ h)�K(t)� hK 0(t) j� h�(h):

(2.2.3.1)
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Soient � et �2 l'espérance et la variance de la v.a. J(U)K(U), où U
suit une loi uniforme sur [0,1], et soit

 :=

1Z
0

j K 0(t)J(t) j dt: (2.2.3.2)

Supposons qu'il existe � > 2=3 tel que

lim
h!0

�(h)(log(1=h))� = 0: (2.2.3.3)

Alors la suite de statistiques

Ln :=
1

n

nX
i=1

J(
i

n
)H(Xi;n); n � 1

satisfait presque sûrement, pour tout � > 0,

j Ln � � j� �2
�2 log2 n

n

�1=2
+

21=2L0(1 + �)

n1=2(log2 n)
1=6
a:c:r:

Preuve : En appliquant la transformation des quantiles, nous savons
qu'il existe une suite i.i.d (Ui)i�1 de loi uniforme sur [0,1] telle que l'on
ait pour tout i � 1,

Xi = F�1(Ui):

Soit (Ui;n)i�n l'échantillon ordonné basé sur (U1; : : : ; Un). On a alors

Xi;n = F�1(Ui;n):

On en déduit que

Ln � � =
nX
i=1

�
J(
i

n
)� n

i
nZ

i�1
n

J(t)dt
�1
n
K(Ui;n) +

1Z
0

J(t)
�
K
�
F�1
n (t)

��K(t)
�
dt

=:An +Bn:
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Contrôlons d'abord An. Comme J est lipschitzienne, on a

j An j� jj J jjLip
n2

nX
i=1

j K(Xi;n) j

=
1

n2

nX
i=1

j K(Xi) j :

En appliquant la loi forte des grands nombres, il vient que, presque
sûrement, lorsque n!1,

j An j= O(
1

n
): (2.2.3.4)

Puis, en mettant à pro�t l'hypothèse (2.2.3.1), on a

���Bn �
1Z

0

J(t)K 0(t)n�1=2�n(t)dt
��� � ��� 1Z

0

n�1=2�n(t)�(n
�1=2�n(t))dt

���
=: Cn:

(2.2.3.5)

En appliquant le corollaire 2.2.2.1, et au vu de(2.2.3.3), il vient que
presque sûrement, lorsque n!1,

Cn = o
��2 log2 n

n

�1=2
(log2 n)

�2=3
�
: (2.2.3.6)

En�n, la fonctionnelle

	(f) :=

1Z
0

f(t)J(t)K 0(t)dt; f 2 B([0; 1]);

est -lipschitzienne sur
�
B(0; 1); jj � jj � ( est dé�ni par (2.2.3.2)). On

applique alors le corollaire 2.2.2.1 pour en déduire que, pour tout � > 0,

 
� �np

n log2 n

�
2 	(S2)+[�L0(1+�)(log2 n)

�2=3; L0(1+�)(log2 n)
�2=3]a:c:r:

(2.2.3.7)
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Nous renvoyons à l'article de Rao et Tomkins [5] pour la preuve du fait
que 	(S2) = [��; �]. Ainsi la preuve s'achève en combinant (2.2.3.4),
(2.2.3.6) et (2.2.3.7). �

2.3 Lois fonctionnelles de type Chung-Mogulskii

Une autre classe de problèmes concernant les lois fonctionnelles du
logarithme itéré est la suivante. Supposons qu'une suite fn satisfasse
fn  K dans un espace métrique (E; d). Cela implique que pour tout
point f 2 K on a

lim inf
n!1

d(fn; f) = 0:

On cherche alors à trouver la vitesse de convergence dans cette limite.
Autrement dit, on cherche une suite vn !1 et un réel � > 0 véri�ant.

lim inf
n!1

vn d(fn; f) = �:

De tels résultats constituent des ra�nements dans les LFLI, et sont sou-
vent appelés lois limites de type Chung-Mogulskii, ces deux chercheurs
ayant chacun établi des résultats pionniers dans ce domaine (voir [14]).
Pour ce genre de travaux, l'outil fondamental est le contrôle précis des
probabilités de "petites boules", c'est à dire, pour f 2 S1 �xée, les
probabilités

P

�
jj W
Tn
� f jj� v�1n

�
;

avec Tn ! 1 et vn ! 1 lorsque n ! 1. Le choix pertinent de vn
dépend de la fonction f choisie au préalable, c'est pourquoi nous in-
vitons le lecteur à prendre connaissance préalablement à la
lecture de ce paragraphe des notations et des résultats dé-
taillés dans le �1.3. Dans [8], Berthet a obtenu les vitesses exactes
de convergence de l'ensemble �n dé�ni dans le théorème 2.1.2 vers sa
limite. Ces résultats ont été établis dans un cadre plus général, car
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l'intervalle ouvert dans lequel varie t est ici remplacé par une suite
monotone d'intervalles Tn. Pour f 2 S1, on dé�nit

!fn := inf
t2Tn

jj ��n(an; t)p
2(log(1=an) + log2 n)

� f jj;

où

��n(an; t) := �n(t+ an�)� �n(t):

Nous donnons ici la restriction du résultat de Berthet au "domaine d'in-
variance" classique. Rappelons que S�1 est dé�ni dans le �1 (dé�nition
1.3.6).

Théorème 2.3.1 Soit f 2 S�1 . Supposons que, en plus des hypothèses
du théorème 2.1.2, la suite an satisfait les conditions suivantes

lim
n!1

log(1=�(Tn))

log(1=an)
= 0;

lim
n!1

nan
log nrf(log(1=an))

=1;

lim inf
n!1

log(nan)

log2 n
> 3 ou lim sup

n!1

log(nan)

log2 n
<1:

Si, de plus, f 2 Sbv
1 [ S liv

1 , supposons que

lim
n!1

rf(log(1=an))

log(1=an) log2 n
=1:

Alors, avec probabilité 1, on a

lim
n!1

rf(log(1=an))!
f
n = �f :

Preuve : Voir [8]�.
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2.3.1 Lois fonctionnelles de type Chung-Mogulskii pour le
processus empirique local

Dans [26], Deheuvels a établi des lois fonctionnelles de type Chung-
Mogulskii pour le processus empirique local �n(an�) lorsque f 2 S�1 ,
c'est à dire lorsque

1R
0

f 02(t)dt < 1 (voir annexe2) , avec une condition

sur an un peu plus contraignante que celle imposée dans le théorème
2.1.3.

Théorème 2.3.2 [Deheuvels, 2000] Soit an une suite de constantes
strictement positives véri�ant, en plus des hypothèses du théorème 2.1.3
la condition suivante

lim
n!1

nan
(log2 n)

3
=1: (2.3.1.1)

Soit f 2 S�1 . On a, avec probabilité 1,

lim inf
n!1

(log2 n) jj
�n(an�)�

2an log2 n
�1=2 � f jj= �

4
p
1� J(f)

Preuve : Voir [26].�

Nous présentons ici une extension du résultat ci dessus, concernant
cette fois ci les fonctions de S�1 (voir (1.3.2.6) dans le �1.3). Les fonc-
tions rf et les constantes �f utilisées dans le théorème ci dessous sont
dé�nies dans le �1.3 (voir aussi, par exemple, [8]). Les conditions sur an
dépendent de f , mais sont toutes au moins aussi faibles que celles du
théorème précédent. Dans [8], ces hypothèses ont déjà été conjecturées.

Théorème 2.3.3 [Lois de type Chung-Mogulskii généralisées pour le
processus empirique local] Soit f 2 S�1 , et an une suite de réels véri�ant,
en plus des hypothèses du théorème 2.1.3, les conditions suivantes.

lim
n!1

nan
log2 nr2

f(log2 n)
=1; (2.3.1.2)
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et
lim an log2 n = 0: (2.3.1.3)

Alors on a , avec probabilité 1,

lim inf
n!1

rf(log2 n)
������ �n(an�)p

2an log2 n
� f

������ = �f :

Remarque 2.3.1 On sait (voir �1.3) que pour toute fonction f 2 S1�
SBV
1 on a, lorsque L!1,

rf(L)=L
2=3 !1;

et que pour f 2 SBV
1 on a

rf(L)=L
2=3 ! � > 0:

Ainsi, la vitesse de recouvrement du théorème 2.2.3 apparaît comme
vraisemblablement optimale, puisque c'est la vitesse la plus lente que
l'on puisse avoir dans le théorème 2.3.3, lorsque f 2 SBV

1 . Le problème
du calcul exact de la constante L1 dans le théorème 2.2.3 n'est pas
encore résolu.

Remarque 2.3.2 La condition (2.3.1.2) est nécessaire pour utiliser
l'approximation forte (voir [66]), ce qui laisse le problème suivant ou-
vert. Si an est une suite de réels telle que

nan= log2 n!1; nan=(log2 n)r2
f(log2 n) 6! 1;

alors le théorème 2.1.3 est valide, tandis que les lois de Chung-Mogulskii
associées au théorème 2.1.3 demeurent inconnues à notre connaissance.

Remarque 2.3.3 Il semble impossible de se passer de l'hypothèse (2.3.1.3),
car nous ne pouvons nous en passer pour ramener l'étude de �n(an�)
à l'étude de sa version "Poissonisée". Nous ne pouvons dire si cela
est juste un problème technique, ou si d'autre phénomènes s'observent
lorsque (2.3.1.3) n'est pas véri�ée. Cela reste un problème ouvert.
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Preuve. Rappelons tout d'abord deux propriétés asymptotiques de rf

(voir �1.3).

lim
L!1

L�1rf(L) � 1; (2.3.1.4)

lim
L!1

L�2=3rf(L) � 1: (2.3.1.5)

Le principal outil utilisé dans cette preuve est l'inégalité suivante.

Inégalité 2.3.1 [Probabilité de petites boules autour d'une fonction
cible] Soient f 2 S�1 et � > 0. Il existe + = +(�; f) > 0 et
� = �(�; f) > 0 tels que, pour tout T > 0 su�samment grand,
on ait

P

�
rf(

T 2

2
) jj W

T
� f jj� (1 + �)�f

�
� exp

�
� T 2

2
+ +

r2
f(T

2=2)

T 2

�
;

(2.3.1.6)

P

�
rf(

T 2

2
) jj W

T
� f jj� (1� �)�f

�
� exp

�
� T 2

2
� �

r2
f(T

2=2)

T 2

�
(2.3.1.7)

Preuve : Ce résultat est une synthèse des travaux de Grill [55], Gorn
et Lifshits [54] et Berthet et Lifshits [9]. Cette synthèse est faite dans
[8]. �

Nous divisons la preuve en deux parties distinctes.

2.3.2 Preuve de la borne inférieure dans le théorème 2.3.3

Soit f 2 S�1 . Nous allons montrer dans ce sous-chapitre qu'on a
presque sûrement :

lim inf
n!1

rf(log2 n)
������ �n(an�)�

2an log2 n
�1=2 � f

������ � �f : (2.3.2.1)

Fixons � > 0.
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Étape 1 : Poissonisation et approximation forte

Soit e� dé�ni par la relation (2.2.2.5), et soit W (�) un processus
de Wiener construit pour véri�er les inégalités de (2.2.2.7). Pour tout
n su�samment grand, nous appliquons l'inégalité de Poissonisationdu
lemme 2.2.8. Ainsi, en se rappelant la dé�nition de e�n dans (2.2.2.4) et
l'égalité en loi (2.2.2.8), on a, pour tout entier n su�samment grand,

P

�
rf(log2 n)

������ �n(an�)p
2an log2 n

� f
������ � �f(1� 2�)

�
� 2P

�
rf(log2 n)

������ e�n(an�)p
2an log2 n

� f
������ � �f(1� 2�)

�
= 2P

�
rf(log2 n)

������ e�(nan�)p
2nan log2 n

� f
������ � �f(1� 2�)

�
� 2P

�
rf(log2 n)

������ W (nan�)p
2nan log2 n

� f
������ � �f(1� �)

�
+ 2P

�������W (nan�)� e�(nan�)������ � �
p
2nan log2 n

rf(log2 n)

�
=: 2P1;n + 2P2;n: (2.3.2.2)

Par hypothèse, on a

lim
n!1

p
nan log2 n

rf(log2 n) log2 n
=1;

et, d'après (2.3.1.4)

lim
n!1

p
nan log2 n

rf(log2 n) log(nan)
� lim

n!1

r
nan

log2 n log(nan)
:

Or d'après (2.3.1.5) et (2.3.1.2), on voit que

lim
n!1

nan
(log2 n)

7=3
=1:
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Ceci assure donc que

lim
n!1

�

2

p
2nan log2 n

rf(log2 n) log(nan)
� lim

n!1

�

2

s
2nan

log2 n log(nan)
=1:

(2.3.2.3)
Ainsi, en appliquant (2.3.2.3) avec l'approximation KMT, c'est à dire
l'inégalité (2.2.2.7) avec T := nan, il vient qu'à partir d'un certain rang
on a

P2;n �P
�
jj W (nan�)� e�(nan�) jj� � log(nan) + �

2

p
2nan

rf(log2 n)

��
�C2 exp

�
� C3�

p
2nan

2rf(log2 n)

�
� exp(�2 log2 n): (2.3.2.4)

La dernière inégalité a lieu pour n su�samment grand, en vertu de
l'hypothèse (2.3.1.2). Pour contrôler asymptotiquement P1;n, nous ap-
pliquons l'inégalité 2.3.1 en conjonction avec (2.2.2.11). Ainsi, lorsque
n!1 on a

P1;n =P
�
rf(log2 n)

������ W

2 log2 n
� f

������ � �f(1� �)
�

(2.3.2.5)

=O

�
exp

�
� log2 n� �(�; f)

r2
f(log2 n)

2 log2 n

��
: (2.3.2.6)

Nous allons maintenant utiliser des techniques d'association par blocs.
Considérons une fois de plus la sous-suite nk dé�nie par (2.2.1.2). En
appliquant des lemmes d'association par blocs similaires aux lemmes
2.2.6 et 2.2.7, il vient que, pour k su�samment grand, (voir (2.2.1.4)
pour la dé�nition de Hn),

P

� [
n2Nk

������ Hn(ank�)�
2nkank log2 nk

�1=2 � f
������
1
� �f(1� 3�)

�
� 2P

������� Hnk(ank�)�
2nkank log2 nk

�1=2 � f
������
1
� �f(1� 2�)

�
�4P1;nk + 4P2;nk: (2.3.2.7)
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Ici, l'inégalité (2.3.2.7) est due à l'inégalité (2.3.2.2). En tirant pro�t des
propriétés de nk (propriété 2.2.1), et grâce aux majorations (2.3.2.4) et
(2.3.2.6), il vient que, lorsque k !1

P1;nk + P2;nk = O
�
exp(� log k � 2 log2 k)

�
:

Nous appliquons alors le lemme de Borel-Cantelli, et en déduisons que,
pour tout � > 0, presque sûrement,

lim inf
k!1

rf(log2 nk)
������ Hn(ank�)p

2nkank log2 nk
� f

������ � �f(1� 3�): (2.3.2.8)

Étape 2 : Contrôle des oscillations entre les nk.

Nous rappelons que Hn(t) = n(Fn(t) � t); t 2 [0; 1]:, et que Nk =

fnk + 1; : : : ; nk+1g. Il nous reste à contrôler, pour nk < n � nk+1 la
distance ������ Hn(ank�)�

2nkank log2 n
�1=2 � �n(an�)�

2an log2 n
�1=2 ������:

Pour cela, nous allons établir un lemme similaire au lemme 2.2.11.

Lemme 2.3.1 Sous l'hypothèse nan=(log2 n)r2
f(log2 n) ! 1, on a

presque sûrement

lim
k!1

rf(log2 nk+1)max
n2Nk

������ Hn(ank+1
�)�

2nk+1ank+1
log2 nk+1

�1=2 � �n(an�)�
2nan log2 n

�1=2 ������ = 0:

(2.3.2.9)

Preuve La preuve suit un schéma très similaire à celle du lemme 2.2.11.
Notons, pour k � 1 tel que Nk 6= ; et pour n 2 Nk

�n := 1�
� nan log2 n

nk+1ank+1
log2 nk+1

�1=2
:
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En appliquant l'inégalité triangulaire, nous avons presque sûrement������ Hn(ank+1
�)

(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
� �n(an�)�

2nan log2 n
�1=2 ������

�
������ �n(an�)
(2an log2 n)

1=2
�n

������+ ������n1=2�n(an�)� n
1=2
k+1�nk+1

(an�)�
2nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2 ������

+
�������nk+1

(an�)� �nk+1
(ank+1

�)�
2ank+1

log2 nk+1
�1=2 ������

=: An +Bn + Cn:

Contrôle de An

Clairement, on a

max
n2Nk

(log2 nk+1)�n � (log2 nk+1)

�
1�

� nkank log2 nk
nk+1ank+1

log2 nk+1

�1=2�

� (log2 nk+1)

�
1�

� nk log2 nk
nk+1 log2 nk+1

�1=2�
:

Ce terme tend presque sûrement vers 0 lorsque k ! 1 d'après la
propriété 2.2.1. En appliquant ensuite le théorème 2.1.3, il vient que,
presque sûrement, on a

lim
k!1

(log2 nk+1)max
n2Nk

An = 0:

Contrôle de Bn

Soit � > 0 �xé. Nous cherchons à contrôler la probabilité suivante,
lorsque Nk 6= ; (rappel : an � ank lorsque n 2 Nk).

P

�
max
n2Nk

jj n1=2k+1�nk+1
(ank�)�n1=2�n(ank�) jj� �

�
nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2

rf(log2 nk+1)

�
:

En appliquant l'inégalité de Montgomery-Smith-Latala (voir la preuve
du lemme 2.2.11) il existe donc une constante ec (indépendante de �)
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telle que, pour tout entier k su�samment grand (en se rappellent que
an #)

P

�
max
n2Nk

rf(log2 nk+1) jj n1=2k+1 �nk+1
(an�)� n1=2 �n(an�) jj� �(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
�

=P
�

max
n2Nk; n6=nk+1

jj Hn(ank�)�Hnk+1
(ank�) jj� �(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
�rf(log nk+1)

��1�
=P
�

max
nk+1�n<nk+1

jj
nk+1X
j=n

Xj jj� �(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
�rf(log nk+1)

��1�
�ec P� jj Hnk+1

(ank�)�Hnk+1(ank�) jj�
�ec(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
�rf(log nk+1)

��1�
:

(2.3.2.10)

Posons vk := nk+1 � nk. Rappelons que e�(�) a été dé�ni par (2.2.2.5)
et rappelons l'égalité en loi (2.2.2.8). Nous appliquons l'inégalité de
Poissonisationdu lemme 2.2.8 et l'approximation forte (2.2.2.7). Ainsi,
il existe une processus de Wiener W (�) tel que, pour tout entier k
su�samment grand,

P

�
jj Hnk+1

(ank�)�Hnk+1(ank�) jj�
�ec(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
�rf(log nk+1)

��1�
= P

�
jj Hvk(ank�) jj�

�ec(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
�rf(log nk+1)

��1�
� 2P

�
jj v1=2k

e�vk jj�
�ec(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
�rf(log nk+1)

��1�
= 2P

�
jj e�(vkank�) jj� �ec(2nk+1ank+1

log2 nk+1)
1=2
�rf(log nk+1)

��1�
� 2P

�
jj e�(vkank�)�W (vkank�) jj�

�

4ec(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
�rf(log nk+1)

��1�
+ 2P

�
jj W (vkank�) jj�

�

4ec(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
�rf(log nk+1)

��1�
:

(2.3.2.11)

En appliquant l'hypothèse (2.3.1.2), il vient que exp(�2 log2 nk+1) et
est en k (pour plus de détails, voir (2.3.3.9), (2.3.3.10) et (2.3.3.11), où
un raisonement similaire est e�ectué) . Pour contrôler le second terme
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de l'inégalité précédente, nous appliquons l'inégalité

P

�
jj W (T �) jj� �

�
� 2 exp

�� �2

2T

�
; T > 0; � > 0:

Ainsi, d'après (2.3.1.4), nous avons

P

�
jj W (vkank) jj�

�

4ec(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2
�rf(log nk+1)

��1�
�P
�
jj W (vkank) jj�

�

4ec(2nk+1ank+1
log2 nk+1)

1=2(log nk+1)�1
�

�2 exp
�
� �2

16ec2vkanknk+1ank+1
(log nk+1)

�1
�
: (2.3.2.12)

Or la propriété 2.2.1 nous assure que, lorsque k !1,

nk+1
vk

ank+1

ank
(log nk+1)

�1 = exp
�
(log k)1=6

�
1+o(1)

���
log k

��1�
1+o(1)

�
:

On en déduit alors aisément que la suite

P

�
jj W (vkank) jj�

�

4ec(nk+1ank+1
)1=2(log nk+1)

�1=6
�
; k � 1

est sommable. En se rappelant (2.3.2.11) et (2.3.2.10), on en déduit que
la suite de probabilités

P

�
max
n2Nk

jj n1=2k+1�nk+1
(ank�)�n1=2�n(ank�) jj� �

�
nk+1ank+1

log2 nk+1
�1=2

rf(log2 nk+1)

�
est sommable. Ainsi, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, il vient
que, presque sûrement,

lim sup
n!1

rf(log2 n) Bn � �:

Comme � > 0 a été choisi arbitrairement, il s'ensuit que

lim
n!1

rf(log2 n) Bn = 0:

Contrôle de Cn

Posons �k :=
ank
ank+1

. Le contrôle de Cn suite le même schéma que dans la

93



preuve du lemme 2.2.11. Ainsi, nous majorons la probabilité suivante

P

�
jj W (�k�)�W (�)p

2 log2 nk+1
jj� �

4rf(log2 nk+1)

r
ank+1

ank

�
� 1024

�
(�k � 1)�1=2(log2 nk+1)

1=2 exp
�
� �2

128(�k � 1)(log2 nk+1)

�
� 1024

�
exp

�
� �2

256(�k � 1)(log2 nk+1)

�
(2.3.2.13)

Dans (2.3.2.13), nous avons utilisé le fait que (log2 nk+1)
�
�k � 1

�! 0

lorsque k ! 1. Un raisonnement d'analyse élémentaire montre que
cette suite est le terme général d'une suite convergente.

Ainsi, nous avons donc montré que, presque sûrement

lim sup
n!1

rf(log2 n)
�
An +Bn + Cn

�
= 0;

ce qui achève la preuve du lemme annoncé.�

Remarquons que rf(log2 n) � rf(log2(nk+1)) pour n 2 Nk, car rf

est croissante (voir �1.3). Ainsi, en combinant (2.3.2.8) et (2.3.2.9), il
vient que, presque sûrement,

lim inf
k!1

rf(log2 n)
������ �n(an�)p

2nan log2 n
� f

������ � �f(1� 3�):

La preuve de (2.3.2.1) s'achève en faisant tendre � > 0 dénombrable-
ment vers 0.

2.3.3 Preuve de la borne supérieure dans le théorème 2.3.3

Nous allons maintenant montrer que

lim inf
n!1

rf(log2 n)
������ �n(an�)�

2an log2 n
�1=2 � f

������ � �f : (2.3.3.1)
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Nous posons pour tout entier k � 1 :

enk := k2k

vk := enk+1 � enk
gk :=

en1=2k+1�enk+1
(a

enk+1
�)� en1=2k �

enk(aenk+1
�)�

2enk+1aenk+1
log2 enk+1�1=2 (2.3.3.2)

Notons, pour un usage ultérieur, les propriétés suivantes de (enk)k�1 qui
nous seront utiles. Lorsque k !1 on aenkenk+1 � 1

e2k2
;

log2 enk = log k + log2(k) + log(2) + o(1):

Étape 1 : Étude de gk

Remarquons que les gk; k � 1 sont mutuellement indépendants, et
que, pour tout entier k � 1,

gk =loi
v
1=2
k �vk(aenk+1

�)p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1 :
Notons T0 la tribu engendrée par les boules de

�
B([0; 1]); jj � jj �. Nous

ramenons l'étude asymptotique de gk à celle d'un processus de Poissone�(t) := ]
�
i � 1;

iP
j=1

�j � t
	� t; t > 0(voir (2.2.2.5)) grâce au lemme

suivant :

Lemme 2.3.2 [Poissonisation inverse]
Supposons que les hypothèses du théorème 2.3.3 sont véri�ées, c'est à
dire, lorsque n!1,

an # 0; nan " 1;
nan

log2(n)rf(log2 n)
2
!1;

an log2 n! 0:
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Alors il existe deux suites de constantes positives (bk)k�1; (b0k)k�1 vé-
ri�ant X

k�1

bk + b0k <1;

ainsi qu'un entier k0 tel que, pour tout k � k0, on a, quel que soit
A 2 T0

P

�e�(vkaenk+1
�) 2 A

�
� bk � b0k � 2P

�
v
1=2
k �vk(aenk+1

�) 2 A
�
:

Remarque 2.3.4 L'hypothèse an log2 n ! 1 joue un rôle important
dans la preuve de ce lemme. Or, si on regarde les hypothèses du théo-
rème 2.1.3, on voit que l'on rajoute une hypothèse contraignante par
rapport à ce dernier. Ainsi on se demande naturellement si cette hy-
pothèse doit être imposée pour une raison fondamentale, ou juste pour
des raisons techniques. Le problème reste ouvert à ce niveau de notre
étude.

Preuve : Posons

uk :=

s
4 log2 vkenk+1aenk+1

:

Sous l'hypothèse (2.3.1.2), on sait que uk ! 0 lorsque k !1.

Notons également

�(t) := e�(t) + t; t > 0;

R1;k := �(vkaenk+1
); R2;k := �(vk)� �(vkaenk+1

):

Pour k �xé, ces deux variables sont indépendantes et suivent des lois de
Poisson de paramètres respectifs vkaenk+1

et vk(1 � a
enk+1

). Soit A 2 T0
�xé. Notons :

Ek :=
ne�(vkaenk+1

�) 2 A
o
:
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Pour tout k � 1 entier, posons

bk := P

�
R1;k < (1� uk)vkaenk+1

�
b0k := P

�
R1;k > (1 + uk)vkaenk+1

�
On a alors

P(Ek) � P

�
Ek \

�
R1;k 2 [(1�uk)vkaenk+1

; (1+uk)vkaenk+1
]
	�

+ ak+ bk

Nous allons montrer que bk et b0k sont sommables en k. Pour cela,
nous rappelons tout d'abord l'inégalité de Cherno� pour une variable
aléatoire de Poisson X, d'espérance N > 0. Pour tout � > 0 on a

P

�
X � N(1 + �)

�
� exp

�
�N

�
(1 + �) log(1 + �)� �

��
; (2.3.3.3)

et pour tout 0 < � < 1 on a

P

�
X � N(1� �)

�
� exp

�
�N

�
(1� �) log(1� �) + �

��
: (2.3.3.4)

Nous appliquons l'inégalité (2.3.3.3) avec X := R1;k, N := vkank+1
et

� := uk, pour k � 1. Ainsi

ak � exp
�
� vkaenk+1

�
(1 + uk) log(1 + uk)� uk

��
:

Comme (1 + u) log(1 + u) � u � u2

2 lorsque u ! 0 et uk ! 0 lorsque
k !1, il s'ensuit que, lorsque k !1,

exp
�
� vkaenk+1

�
(1 + uk) log(1 + uk)� uk

��
= exp

�
� vkaenk+1

u2k
2
(1 + o(1))

�
(2.3.3.5)

= exp
�
� 2 log2 enk(1 + o(1))

�
:

(2.3.3.6)

Ceci montre bien que bk est sommable. De la même manière, on montre
que b0k est sommable en appliquant l'inégalité (2.3.3.4) à X := R1;k,
N := vkank+1

et � := uk.
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D'après la remarque de Shorack et Wellner (voir par exemple [91],
p. 339), il nous reste à montrer que

P

��
Ek\R1;k 2 [(1�uk)vkaenk+1

; (1+uk)vkaenk+1
]
	� � 2P(Ek j �(vk) = vk);

à partir d'un rang k0 indépendant de A 2 T0. Posons (j désignant
un entier)

Kk := inf
n
P(R2;k = vk � j)

P(�(vk) = vk)
; j 2 [(1� uk)vkaenk+1

; (1 + uk)vkaenk+1
]
o
:

(2.3.3.7)
On a, par l'indépendance de R1;k et R2;k,

P

�
Ek \

�
R1;k 2 [(1� uk)vkaenk+1

; (1 + uk)vkaenk+1
]
	�

�
[(1+uk)vkaenk+1

]+1X
j=[(1�uk)vkaenk+1

]

P(Ek \
�
R1;k = j

	
)

� K�1
k

[(1+uk)vkaenk+1
]+1X

j=[(1�uk)vkaenk+1
]

P(Ek \
�
R1;k = j

	
)
P(R2;k = vk � j)

P(�(vk) = vk)

= K�1
k

[(1+uk)vkaenk+1
]+1X

j=[(1�uk)vkaenk+1
]

P(Ek \
�
R1;k = j

	 \ �R2;k = vk � j)
	

P(�(vk) = vk)

� K�1
k P(Ek j �(vk) = vk):

Il est donc su�sant de montrer que Kk ! 1 lorsque k !1. En posant
l = vk � j dans (2.3.3.7), nous avons

Kk = inf
n
P(R2;k = l)

P(�(vk) = vk)
; l 2 [vk(1�aenk+1

)�vkaenk+1
uk; vk(1�aenk+1

)+vkaenk+1
uk]
o
:

Par souci de notation, posons v0k := vk(1 � a
enk+1

), en se souvenant
que R2;k suit une loi de Poisson d'espérance v0k. Par application de la
formule de Stirling, on sait que

P(�(vk) = vk) � 1p
2�vk

:
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Puis, une étude de variations de la suite�
P(R2;k

�
= l)

l2
�
vk(1�aenk+1

)�vkakuk;:::;vk(1�aenk+1
)+vkakuk

	
montre que

P(�(vk) = vk)Kk = min(P1;k; P2;k);

où

P1;k := P(R2;k = [v0k � vkaenk+1
uk]);

et

P2;k := P(R2;k = [v0k + vkaenk+1
uk] + 1):

Puis, en appliquant la formule de Stirling, et en posant u0k := a
enk+1

ukvk=v
0
k,

on a, lorsque k !1,

P1;k =
v0

[v0k�vkank+1uk]
k

[v0k � vkank+1uk]!
exp(�v0k)

�
� v0k
v0k(1� u0k)

�v0k(1�u0k) exp(�v0k)
exp(�v0k + v0ku

0
k)
(2�v0k)

�1=2

� (2�v0k)
�1=2(1� u0k)

�v0k(1�u
0
k) exp(�v0ku0k)

= (2�v0k)
�1=2 exp

�
� v0k

�
(1� u0k) log(1� u0k) + u0k

��
:

Comme (1� �) log(1� �) + � � �2

2 lorsque �! 0, et en se rappelant la
dé�nition de uk, on en déduit que lorsque k !1

P1;k = (2�v0k)
�1=2 exp

�
� 2a

enk+1
log2 enk+1(1 + o(1))

�
:

Ainsi, en se rappelant l'hypothèse (2.3.1.3) on a, lorsque k !1,

P1;k � (2�v0k)
�1=2:

De la même façon, on montre que P2;k � (2�v0k)
�1=2 lorsque k ! 1,

ce qui achève la démonstration du lemme 2.3.2.�
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Nous appliquons le lemme 2.3.2 en conjonction avec l'approximation
KMT. Rappelons que e�vk est dé�ni en (2.2.2.4) par

e�n(t) := n1=2
�1
n

�nX
i=1

1[0;t](Ui)� t
�

et rappelons l'égalité en loi (2.2.2.8). SoitW (�) un processus de Wiener
construit pour véri�er les inégalités (2.2.2.7). Soit � > 0 �xé. On a,
pour tout entier k su�samment grand,

P

�
rf(log2 enk+1) jj gk � f jj� (1 + 2�)�f

�
� 1

2
P

�
rf(log2 enk+1) jj v

1=2
k
e�vk(aenk+1

�)p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1 � f jj� (1 + 2�)�f
�
� 1

2
bk � 1

2
b0k

� � 1

2
P

�������e��vkaenk+1
�)�W (vkaenk+1

�)
������ � ��f

p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
rf(log2 enk+1)

�
+

1

2
P

�
rf(log2 enk+1) jj W

p
vkp

2enk+1 log2 enk+1 � f jj� �f(1 + �)
�
� 1

2
bk � 1

2
b0k

=: � 1

2
eP1;k +

1

2
eP2;k � 1

2
bk � 1

2
b0k (2.3.3.8)

Nous allons dans un premier temps montrer que eP1;k est sommable.
D'après, (2.3.1.5) nous avons, lorsque k !1,

vkaenk+1

r2
f(log2 vk) log2 enk+1 � enk+1aenk+1

r2
f(log2 enk+1) log2 enk+1

� 1

2

� enk+1aenk+1

(log2 enk+1)7=3
�

� vkaenk+1

(log2 vk)
7=3
;

et ainsi, lorsque k !1, nous avons, d'après l'hypothèse (2.3.1.2),

lim
k!1

vkaenk+1

(log2 vk)
7=3

=1: (2.3.3.9)
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De plus, d'après (2.3.1.4), nous avons, lorsque k !1,

(log vkaenk+1
)rf(log2 enk+1)p

2enk+1aenk+1
(log2 enk+1) �2 (log vkaenk+1

) log2 enk+1p
2enk+1aenk+1

(log2 enk+1)
=2

(log vkaenk+1
)

(enk+1aenk+1
)3=14

s
2enk+1aenk+1

(log2 enk+1)7=3 :
Nous en déduisons, d'après (2.3.3.9) que, lorsque k !1,

log(enk+1aenk+1
) = o

�
��f
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
rf(log2 enk+1)

�
: (2.3.3.10)

Il vient que, pour tout entier k su�samment grand (rappelons que C1

est dé�nie dans (2.2.2.7)),�
C1 log(enk+1aenk+1

)+
��f
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
2rf(log2 enk+1)

�
�
�
��f
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
rf(log2 enk+1)

�
;

ce qui implique que (C2 et C3 sont les constantes strictement positives
apparaissant dans (2.2.2.7))

eP1;k � P

�������e��enk+1aenk+1
�)�W (enk+1aenk+1

�)
������ � C1 log(nan) +

��f
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
2rf(log2 enk+1)

�
�C2 exp

�
� C3

��f
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
2rf(log2 enk+1)

�
: (2.3.3.11)

La dernière inégalité est une application de (2.2.2.7) avec

z :=
��f
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
2rf(log2 enk+1) :

Puis, (2.3.1.2) nous assure que, pour tout entier k su�samment grand
on a eP1;k � exp

�
� 2 log2 enk+1�:

Or

log2 enk+1 = log(k + 1) + log2(k + 1) + o
�
k�2(log k)�1

�
: (2.3.3.12)
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Ainsi, la suite ( eP1;k)k�1 est sommable.

Nous allons maintenant montrer que la suite ( eP2;k)k�1 est non som-
mable, ce qui nous permettra de déduire que, par (2.3.3.8),X

k�1

P

�
rf(log2 enk+1) jj gk � f jj� (1 + 2�)�f

�
=1: (2.3.3.13)

Comme vk � enk+1 lorsque k ! 1, il vient que, pour tout k su�sam-
ment grand on a

eP2;k =P
�
rf(log2 enk+1)������ W

p
vkp

2enk+1 log2 enk+1 � f
������ � �f(1 + �)

�
�P
�
rf(log2 enk+1)������ Wp

2 log2 enk+1
������ � �f(1 +

�

2
)
�

(2.3.3.14)

Pour un entier k su�samment grand, nous appliquons l'inégalité 2.3.1,
et ainsi eP2;k � exp(� log2 enk+1):
Ceci nous assure, d'après (2.3.3.12), que eP2;k n'est pas sommable, et
donc (2.3.3.13) est vraie. Comme les gk; k � 1 sont mutuellement
indépendants, nous pouvons appliquer la deuxième partie du lemme de
Borel-Cantelli. On en déduit que, presque sûrement,

lim inf
k!1

rf(log2 enk+1) jj gk � f jj� �f : (2.3.3.15)

Nous rappelons que gk est dé�ni par (2.3.3.2).

Étape 2 : Quasi-indépendance

Cette étape a pour but de contrôler la suite suivante.������gk � �
enk+1

(a
enk+1

�)p
2a

enk+1
log2 enk+1

������:
Ceci montrera que (2enk+1aenk+1

)�1=2�
enk+1

(a
enk+1

�) a un comportement
asymptotique presque sûr très similaire à celui des gk. Nous appelons
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ce phénomène "quasi-indépendance", car les gk sont mutuellement in-
dépendants.

Lemme 2.3.3 [Quasi-indépendance] Nous avons presque sûrement :

lim
k!1

(log2 enk+1)������gk � �
enk+1

(a
enk+1

�)p
2a

enk+1
log2 enk+1

������ = 0: (2.3.3.16)

Preuve : Remarquons d'abord que, presque sûrement������gk � �
enk+1

(a
enk+1

�)p
2a

enk+1
log2 enk+1

������ = ������ penk �en(aenk+1
�)p

2enk+1aenk+1
log2 enk+1

������:
Soit maintenant � > 0 quelconque. Nous appliquons l'inégalité de Doob-
Kolmogorov (2.2.2.2) à la sous martingale (1� t)�1 j �n(t) j; t 2 [0; 1].
Ainsi

P

�
log2 enk+1������ penk �enk(aenk+1

�)p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1
������ � �

�
� P

�
sup

0�t�a
enk+1

����enk(t)
1� t

��� � �
p
2enk+1aenk+1

log2 enk+1penk log2 enk+1
�

� enk log2 enk+1
2�2enk+1aenk+1

E

���
enk(aenk+1

)

1� a
enk+1

�2�
=

enk log2 enk+1
2enk+1�2(1� a

enk+1
)
:

Comme, lorsque k !1,enkenk+1 � 1

e2k2
; et log2 enk+1 � log k;

nous pouvons donc appliquer le lemme de Borel-Cantelli, et en déduire
le résultat souhaité.�

Fin de la preuve de la borne supérieure dans le théorème 2.3.3

En se rappelant (2.3.1.4) on voit que (2.3.3.16) implique que, presque
sûrement,

lim
k!1

rf(log2 enk+1)������gk � �
enk+1

(a
enk+1

�)p
2a

enk+1
log2 enk+1

������ = 0:
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En combinant ce dernier résultat à (2.3.3.15), il s'ensuit que, presque
sûrement,

lim inf
k!1

rf(log2 enk+1)������ �
enk+1

(a
enk+1

�)
(2a

enk+1
log2 enk+1)1=2 � f

������ � �f :

Ceci conclut la preuve du théorème 2.3.3.�
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Chapitre 3

Principes de grandes déviations

uniformes

Ce chapitre traite des principes de grandes déviations pour des suites
de variables aléatoires. En e�et, il s'agit là de l'outil principal dont nous
nous servirons dans les preuves des di�érents résultats présentés dans
la suite de cette thèse. L'objectif de ce chapitre est double. En premier
lieu, nous donnerons quelques rappels concernant certains résultats de
grandes déviations déjà connus et, par la même occasion, le lecteur
pourra se familiariser avec ces notions. En second lieu, nous présentons
la notion de principe de grandes déviations uniforme (GDU). Cet outil
est du même type que les principes de grandes déviations, à la di�é-
rence près qu'il permet de contrôler uniformément les probabilités de
grandes déviations de tableaux triangulaires de variables aléatoires.
Conventions. Dans tout ce chapitre, nous faisons, par souci de sim-
plicité de calculs, les conventions suivantes

sup ; = max ; = �1; (3.0.3.1)

inf ; = min ; =1: (3.0.3.2)
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3.1 Dé�nition du principe de grandes déviations

Le premier résultat que l'on peut quali�er de principe de grandes
déviations est le théorème de Cramér-Cherno�.
Soit X1 une variable aléatoire réelle. On dé�nit la fonction de Laplace
(pouvant prendre des valeurs in�nies) de la façon suivante :

LX1
(t) := E

�
exp(tX1)

�
; t 2 R; (3.1.0.3)

et pour t 2 R, on dé�nit la fonction de Cramér-Cherno� de la façon
suivante :

JX1
(t) := sup

u2R; LX1
(u)<1

tu� log(LX1
(u)); t 2 R: (3.1.0.4)

En�n, pour un ensemble A quelconque et pour une fonction réelle J
sur A, on dé�nit

J(A) := inf
�
J(x); x 2 A	: (3.1.0.5)

Théorème 3.1.1 (Principe des grandes déviations de Cramér-Cherno�)
Soit (Xi)i�1 une suite de v.a.r i.i.d dont la loi admet une fonction de
Laplace LX1

�nie sur un voisinage de 0. On a, pour tout F fermé de
R,

lim sup
n!1

1

n
log
�
P(Xn 2 F )

�
� �JX1

(F );

et, pour tout O ouvert de R,

lim inf
n!1

1

n
log
�
P(Xn 2 O)

�
� �JX1

(O):

Preuve : Voir [15] et [13].

Remarquons que JX1
est convexe, positive ou nulle, et que J(F ) > 0

pour tout fermé F séparé de la moyenne théorique des Xi. Ainsi, la
probabilité que Xn appartienne à cet ensemble décroît de façon quasi
exponentielle. J(F ) mesure asymptotiquement cette vitesse. Ainsi, J
peut s'interpréter comme un "coût stochastique" : plus un ensemble F
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est coûteux, plus la probabilité que Xn visite F décroît rapidement.
Depuis, de nombreux résultats ont été établis pour des variables non
i.i.d dans Rd (Ellis [47]), et également pour les processus stochastiques
à accroissements indépendants (Varadhan [99], Lynch et Sethuraman
[75]). Commençons par dé�nir de façon plus générale le principe des
grandes déviations pour une suite de variables aléatoires.

Dé�nition 3.1.1 (Fonction de coût) Soit (E;O) un espace topolo-
gique. On dit qu'une fonction réelle J sur E est une fonction de coût
lorsque, pour tout M > 0, l'ensemble�

z 2 E; J(z) �M
	
;

est un compact de (E;O).

Dé�nition 3.1.2 (Principe de grandes déviations) Soit (Xn)n�1
une suite de variables aléatoires à valeurs dans un espace topologique
(E;O) , muni de sa tribu Borélienne. Nous supposons que les (Xn)n�1
sont mesurables pour une sous-tribu T de la tribu Borélienne. Soit J
une fonction de coût de (E;O), et soit (�n)n�1 une suite de constantes
strictement positives qui tend vers 0 lorsque n ! 1. On dit que
(Xn)n�1 satisfait le principe de grandes déviations pour (�n)n�1 et J
relativement à T si les deux conditions suivantes sont remplies :

1. Pour tout F fermé de (E;O) appartenant à T , on a

lim sup
n!1

�n log
�
P(Xn 2 F )

�
� �J(F ): (3.1.0.6)

2. Pour tout O ouvert de (E;O) appartenant à T , on a

lim inf
n!1

�n log
�
P(Xn 2 O)

�
� �J(O): (3.1.0.7)

Cette dé�nition peut convenir aux suites de processus stochastiques
indexés par un ensemble T , dont les trajectoires sont bornées. Ces der-
niers peuvent être vus comme des variables aléatoires à valeurs dans
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L1(T ), ensemble des fonctions réelles bornées sur T , muni de la norme
sup classique, c'est à dire

jj 	 jjT := sup
t2T

j 	(t) j : (3.1.0.8)

Remarque 3.1.1 Par commodité, si T n'est pas précisée dans l'énoncé
d'un principe de grandes déviations (GD), il sera sous entendu qu'il
s'agit de la tribu des Boréliens de l'espace topologique (E;O) dans le-
quel on s'est préalablement placé.

Une propriété clé des principes de grandes déviations (GD) est le prin-
cipe de contraction énoncé dans le théorème suivant. Ce théorème
montre que les principes des grandes déviations sont conservés par les
applications continues.

Dé�nition 3.1.3 (Tribu engendré par les boules) Dans un espace
métrique (E; d), on dé�nit Td comme la tribu engendrée par les boules
ouvertes de (E; d).

Théorème 3.1.2 (Principe de contraction, Donsker, Varadhan,1966)
Soit (E; d) un espace métrique. Soit (Xn)n�1 une suite de v.a mesu-
rables pour une sous-tribu T des Boréliens de E, contenant Td. Suppo-
sons que (Xn)n�1 satisfait le principe de GD pour une suite (�n)n�1 et
une fonction de coût J , relativement à T . Soit f une fonction conti-
nue de (E; d) dans (E 0; d0) mesurable de T vers une sous-tribu T 0 des
Boréliens de (E 0; d0) contenant Td0. Alors la suite

(Yn)n�1 = (f(Xn))n�1

satisfait le principe de GD relativement à T 0, pour (�n)n�1 et pour la
fonction de coût suivante.

Jf(y) = inf
n
J(x); f(x) = y

o
:

Preuve : Voir [39]. �
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3.2 Variables aléatoires de dimension �nie

Ce sous-chapitre traitera exclusivement des principes de grandes dé-
viations pour des suites de variables aléatoires dans un espace vectoriel
normé de dimension �nie. Pour tout entier d � 1 et pour tous x; y 2 Rd

on pose

< x; y >:=
dX
i=1

xiyi; ; (3.2.0.9)

jj x jjRd:=
� dX
i=1

x2i
�1=2

: (3.2.0.10)

3.2.1 Fonction de Laplace et grandes déviations

Un théorème utilisé très fréquemment dans cette thèse est dû à Ellis.
Il donne une condition su�sante pratique à véri�er pour qu'une suite de
variables aléatoires satisfasse un principe de grandes déviations (GD).

Théorème 3.2.1 (Ellis 1984) Soit (Xn)n�1 une suite de v.a à va-
leurs dans Rd. Soit (�n)n�1 une suite strictement positive tendant vers
0. Supposons que

1. Pour tout t 2 Rd , on a

lim
n!1

�n log
�
E
�
exp(��1n < t;Xn >)

��
=: l(t);

(la limite peut être in�nie).

2. Le vecteur nul appartient à l'intérieur de l'ensemble de dé�nition
de l.

D(l) :=
n
t 2 Rd : l(t) <1

o
:

3. l est une fonction semi-continue inférieurement et convexe sur Rd.

4. l est di�érentiable sur l'intérieur de D(l).
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5. Pour toute suite tn dans l'intérieur de D(l) convergeant vers un
point frontière de D(l), on a

jj r l(tn) jjRd !1:

où r désigne le gradient.

Alors (Xn)n�1 satisfait le principe de GD pour (�n)n�1 et pour la fonc-
tion de coût

J(�) := sup
t2Rd

< �; t > �l(t):

Preuve : Voir [47]. �
Les suites de variables aléatoires gaussiennes sont simples à étudier du
point de vue des grandes déviations : il su�t d'étudier la suite des
variances et des espérances.

Théorème 3.2.2 (Principe de GD pour les vecteurs gaussiens)
Soit (Xn)n�1 une suite de vecteurs gaussiens à valeurs dans Rd, d'es-
pérances et variances �n et �n. Soit (�n)n�1 une suite positive qui tend
vers 0. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe � 2 Rd et � matrice d� d tels que, lorsque n!1,

�n ! �; �n�n ! �:

2. (Xn)n�1 satisfait le principe de GD pour (�n)n�1 et la fonction de
coût

J(t) := inf
n
(u� �)0�(u� �); 2�(u) = t

o
:

Preuve : Il s'agit là d'une conséquence du théorème 3.2.1. Pour plus
de détails, voir [3]. �

3.2.2 Principe de grandes déviations uniforme pour les v.a.
gaussiennes

A�n d'établir des lois uniformes du logarithme itéré, nous aurons,
dans la suite de cette thèse, à travailler simultanément sur plusieurs
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variables aléatoires et contrôler uniformément leurs probabilités de dé-
viations par rapport à un ensemble limite. Dans ce paragraphe, nous
développons une théorie des grandes déviations uniformes pour les va-
riables aléatoires de dimension �nie, et ce dans le but d'avoir les outils
nécessaires pour les besoins de cette thèse. Les résultats présentés ici
se basent sur les résultats de Lynch et Sethuraman [75].

Dé�nition 3.2.1 (Tableau triangulaire de vitesses) On appelle ta-
bleau triangulaire de vitesses tout tableau triangulaire de réels stricte-
ment positifs

�
�n;i
�
n�1;i�pn

véri�ant

lim
n!1

max
i�pn

�n;i = 0:

Dé�nition 3.2.2 (Principe de GDU) Soit (Xn;i)n�1; 1�i�pn un ta-
bleau triangulaire de v.a. à valeurs dans un espace topologique (E;O),
mesurables pour une sous-tribu T des Boréliens de (E;O), et soit
(�n;i)n�1; 1�i�pn un tableau triangulaire de vitesses. On dit que le ta-
bleau triangulaire (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de grandes dévia-
tions uniforme (GDU) pour (�n;i)n�1; i�pn et une fonction de coût J ,
relativement à T lorsque les deux conditions suivantes sont remplies :

1. Pour tout fermé F 2 T , on a

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i 2 F )

�
� �J(F ): (3.2.2.1)

2. Pour tout ouvert O 2 T , on a

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i 2 O)

�
� �J(O): (3.2.2.2)

Remarque 3.2.1 Dans le cas où T n'est pas spéci�ée, nous considé-
rons alors implicitement la tribu des Boréliens de (E;O).

Le premier résultat présenté ici concerne les espaces mesurés produit,
c'est à dire la façon dont les principes de grandes déviations uniformes
(GDU) sont conservés en faisant le produit tensoriel de mesures. Pour
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cela nous introduisons les notions de "principe de GDU faible", et "prin-
cipe de GD-tension uniforme". Ces notions sont inspirées des notions
introduites par Lynch et Sethuraman [75].

Dé�nition 3.2.3 (Principe de GD-tension uniforme) On dit qu'un
tableau triangulaire

�
Xn;i

�
n�1; i�pn

à valeurs dans Rd véri�e le prin-
cipe de GD-tension uniforme pour le tableau triangulaire de vitesses
(�n;i)n�1; i�pn lorsque, pour tout M > 0, il existe un compact K tel que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i =2 K)

�
� �M:

Dé�nition 3.2.4 [Voisinage d'un ensemble] Soit (E; d) un espace mé-
trique. Pour z 2 E, on note

z� :=
�
z0 2 E; d(z; z0) < �

	
;

et pour tout A � E, on note

A� :=
[
z2A

z�:

Propriété 3.2.1 Si (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GD uniforme
pour un tableau triangulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et une fonction de
coût J , alors, (Xn;i)n�1; i�pn véri�e le principe de GD-tension uniforme
pour (�n;i)n�1; i�pn.

Preuve : Soit M > 0 �xé, et soit (rl)l2N une énumération d'un en-
semble dense dans Rd. Comme J est une fonction de coût, les ensembles

�k := fJ � 2kMg; k � 1

sont des compacts de Rd. Soit k � 1 un entier. On peut recouvrir
�k d'un nombre �ni de boules de rayon 1=k et dont le centre est un
rl; l 2 N (en e�et,

S
l2N

r
1=k
l = R

d). Il existe donc un ensemble �ni Ik � N

tel que
�k � A(k) :=

[
l2Ik

r
1=k
l :
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Ainsi, nous avons

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P
�
Xn;i =2 A(k)

�� � �J(Rd � A(k)) � �2kM;

et donc, pour tout entier n su�samment grand on a, pour tout i � pn,

P
�
Xn;i =2 A(k)

� � exp
�� ��1n;ikM

�
:

On peut donc trouver un recouvrement plus grand

�k � B(k) :=
[
l2Jk

r
1=k
l ; Ik � Jk;

tel que pour tout n � 1 entier et pour tout i � pn on ait

P
�
Xn;i =2 B(k)

� � exp
�� ��1n;ikM

�
: (3.2.2.3)

L'ensemble

K :=
1\
k=1

B(k)

est un fermé précompact, donc un compact de Rd. De plus, pour n
entier et i � pn, on a, d'après (3.2.2.3),

P(Xn;i =2 K) �
1X
k=1

P(Xi;n =2 B(k)) � e��
�1
n;iM

1� e�M
:

La preuve se conclut alors aisément. �

La notion de GD-tension uniforme sera utilisée en conjonction avec
la notion de GDU faible (explicitée ci après).

Dé�nition 3.2.5 [Principe de GDU faible] Un tableau triangulaire
(Xn;i)n�1;i�pn à valeurs dans R

d satisfait le principe de GDU faible pour
un tableau triangulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et pour une fonction
de coût J lorsque les deux conditions suivantes sont remplies :

1. Pour tout compact K de Rd on a

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i 2 K)

�
� �J(K): (3.2.2.4)
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2. Pour tout ouvert O de Rd on a

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i 2 O)

�
� �J(O): (3.2.2.5)

Les deux notions introduites précédemment se combinent dans la pro-
priété suivante.

Propriété 3.2.2 Soit (Xn;i)n�1; i�pn un tableau triangulaire de v.a. vé-
ri�ant à la fois le principe de GD-tension uniforme et le principe de
GDU faible pour une fonction de coût J et un tableau triangulaire de
vitesses (�n;i)n�1; i�pn. Alors (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GDU
pour (�n;i)n�1; i�pn et J .

Preuve : Soient F un fermé tel que J(F ) < 1, l < J(F ) et M > l

�xés. Choisissons K un compact tel que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i =2 K)

�
� �M: (3.2.2.6)

Nous appliquons alors le principe de GDU faible véri�é par (Xn;i)n�1; i�pn
au compact F \ K. Ainsi, comme l < J(F ) � J(F \ K), et grâce à
(3.2.2.6), on a, pour tout entier n � 1 su�samment grand, et pour tout
i � pn,

P(Xn;i 2 F ) � P(Xn;i 2 F \K) + P(Xn;i =2 K)

� exp
�
� ��1n;il

�
+ exp

�
� ��1n;iM

�
:

Comme M > l, il vient aisément que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i 2 F )

�
� �l:

La preuve est achevée pour, car l < J(F ) est arbitraire. �
Nous allons maintenant montrer que ces deux notions s'étendent faci-
lement au produit tensoriel de deux mesures.
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Propriété 3.2.3 Soient (Xn;i)n�1; i�pn (à valeurs dans R
d) et (Yn;i)n�1; i�pn

(à valeurs dans Rd0) deux tableaux triangulaires de v.a. satisfaisant cha-
cun le principe de GDU faible pour un même tableau triangulaire de
vitesses (�n;i)n�1; i�pn et les fonctions de coût respectives J1 et J2. Sup-
posons de plus que

8n � 1; i � pn; Xn;i??Yn;i;
?? désignant l'indépendance stochastique.
Alors le tableau triangulaire

�
(Xn;i; Yn;i)

�
n�1; i�pn

véri�e le principe de

GDU faible pour (�n;i)n�1; i�pn et la fonction de coût suivante

J(z1; z2) := J1(z1) + J2(z2); z1 2 Rd; z2 2 Rd0:

Preuve : Il est aisé de véri�er que J est bien une fonction de coût. Soit
maintenant O un ouvert de Rd � Rd0, � > 0 et (z1; z2) 2 O tel que

J(O) � J(z1; z2) � J(O) + �:

Il existe un ouvert produit O1�O2 contenant (z1; z2) et inclus dans O.
Ainsi, par indépendance,

P

�
(Xn;i; Yn;i) 2 O

�
� P

�
Xn;i 2 O1

�
P
�
Yn;i 2 O2

�
:

Remarquons que

J(O1 �O2) = J(O1) + J(O2):

Nous appliquons le point (3.2.2.5) du principe de GD faible uniforme
de
�
Xn;i

�
n�1; i�pn

à l'ouvert O1, et nous appliquons le point (3.2.2.5)
du principe de GD faible uniforme de

�
Yn;i
�
n�1; i�pn

à l'ouvert O2. On
a alors, à partir d'un certain rang n, et uniformément en i � pn,

P

�
(Xn;i; Yn;i) 2 O

�
� exp

�
� ��1n;i(J1(O1) + J2(O2) + �)

�
= exp

�
� ��1n;i(J(O1 �O2) + �)

�
� exp

�
� ��1n;i(J(z1; z2) + �)

�
� exp

�
� ��1n;i(J(O) + 2�)

�
:
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Ainsi,

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P

�
(Xn;i; Yn;i) 2 O

��
� �J(O)� 2�:

Comme O et � > 0 sont arbitraires, on en déduit que le point (3.2.2.5)
du principe de GDU faible de

�
(Xn;i; Yn;i)

�
n�1; i�pn

est vrai.
Soit maintenantK un compact, et l < J(K). Pour p � 1 entier, et pour
A � R

p, notons A l'adhérence de A dans Rp. Pour tous (z1; z2) 2 K, on
a J1(z1) + J2(z2) = J(z1; z2) > l. Ainsi, par semi-continuité inférieure
de J1 et J2, on peut trouver deux ouverts O1

(z1;z2)
et O2

(z1;z2)
contenant

respectivement z1 et z2, et tels que

J1(O
1
(z1;z2)

) + J2(O
2
(z1;z2)

) > l: (3.2.2.7)

Choisissons ensuite un ouvert produit N 1
(z1;z2)

�N 2
(z1;z2)

tel que

N 1
(z1;z2)

� O1
(z1;z2)

; N 2
(z1;z2)

� O2
(z1;z2)

: (3.2.2.8)

Ainsi, en notant N(z1;z2) = N 1
(z1;z2)

�N 2
(z1;z2)

, on a le recouvrement sui-
vant

K �
[

(z1;z2)2K

N(z1;z2):

On extrait du recouvrement ainsi obtenu un recouvrement �ni, que l'on
notera

K �
N[
j=1

N(zj1;z
j
2)

�
N[
j=1

N 1
(zj1;z

j
2)
�N 2

(zj1;z
j
2)
:

Ainsi, pour tout entier n � 1 on a, par indépendance entre Xn et Yn,

P

�
(Xn;i; Yn;i) 2 K

�
�

NX
j=1

P

�
Xn;i 2 N 1

(zj1;z
j
2)

�
P

�
Yn;i 2 N 2

(zj1;z
j
2)

�
:
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Soit � > 0 quelconque. Pour 1 � j � N �xé, nous appliquons le
point (3.2.2.4) du principe de GDU faible pour

�
Xn;i

�
n�1; i�pn

et pour

le compact N 1
zj1;z

j
2

. Ainsi, pour tout n su�samment grand, et pour tout
i � pn on a

P

�
Xn;i 2 N 1

(zj1;z
j
2)

�
� exp

�
� ��1n;i

�
J1
�
N 1

(zj1;z
j
2)

�� �
��
: (3.2.2.9)

De la même façon, nous obtenons, pour tout n su�samment grand et
pour tout i � pn,

P

�
Yn;i 2 N 2

(zj1;z
j
2)

�
� exp

�
� ��1n;i

�
J2
�
N 2

(zj1;z
j
2)

�� �
��
: (3.2.2.10)

En combinant (3.2.2.9) et (3.2.2.10), il vient que, pour n assez grand,
uniformément en i � pn, on a

P

�
(Xn;i; Yn;i) 2 K

�
� N max

j=1;:::;N
exp

�
���1n;i

�
J1
�
N 1

(zj1;z
j
2)

�
+J2

�
N 2

(zj1;z
j
2)

��2���:
(3.2.2.11)

Or d'après (3.2.2.7) on a, pour tout j = 1 : : : N ,

J1
�
N 1

(zj1;z
j
2)

�
+ J2

�
N 2

(zj1;z
j
2)

�� 2� > l � 2�;

et ainsi, d'après (3.2.2.11) on a

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P

��
Xn;i; Yn;i

� 2 K�� � �(l � 2�):

La preuve se conclut en remarquant que l � J(K) et � > 0 sont
arbitraires. �

De la proposition précédente, nous pouvons conclure que le principe
de GDU faible est conservé en faisant le produit tensoriel de mesures.
Or le principe de GD-tension uniforme se conserve lui aussi par produit
tensoriel de mesures, comme nous allons le voir plus loin. Nous pouvons
alors en déduire la proposition suivante.
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Proposition 3.2.1 Soient (Xn;i)n�1; 1�i�pn et (Yn;i)n�1; 1�i�pn deux ta-
bleaux triangulaires de v.a. à valeurs dans Rd et Rd0 respectivement, et
tels que

8n � 1; i � pn; Xn;i??Yn;i:
Supposons de plus que ces deux tableaux triangulaires véri�ent le prin-
cipe de GD uniforme pour le même tableau triangulaire de vitesses
(�n;i)n�1; i�pn, et pour les fonctions de coût respectives J1 et J2. Alors
le tableau triangulaire

�
(Xn;i; Yn;i)

�
n�1;i�pn

satisfait le principe de GD

uniforme pour (�i;n)n�1; i�pn et la fonction de coût :

J(z1; z2) := J1(z1) + J2(z2); z1 2 Rd; z2 2 Rd0:

Preuve :On remarque d'abord que le tableau triangulaire
�
(Xn;i; Yn;i)

�
n�1;i�pn

satisfait le principe de GD-tension uniforme pour (�i;n)n�1; i�pn. En e�et,
soit M > 0 quelconque, et K1; K2, compacts de Rd et Rd0 respective-
ment, tels que

lim sup
n!1

max
i�pn

log
�
P

�
Xn;i =2 K1

��
� �2M;

lim sup
n!1

max
i�pn

log
�
P

�
Yn;i =2 K2

��
� �2M:

Le compactK1�K2 véri�e donc, pour tout entier n su�samment grand
et pour tout i � pn,

P

��
(Xn;i; Yn;i

�
=2 K1 �K2

�
� 2 exp

�
��1n;iM

�
:

Ainsi,
�
(Xn;i; Yn;i)

�
n�1;i�pn

satisfait le principe de GD-tension uniforme

pour (�i;n)n�1; i�pn. On applique ensuite les deux propositions précé-
dentes. �

Corollaire 3.2.2.1 Soit X une variable aléatoire gaussienne sur Rd,
centrée réduite. Soit (�n;i)n�1; i�pn un tableau triangulaire de vitesses.
Posons, pour tout entier n � 1 et pour tout i � pn,

Xn;i := �
1=2
n;iX:
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Alors le tableau (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour le
tableau triangulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et pour la fonction de coût
suivante

J(x1; : : : :; xd) :=
1

2

dX
j=1

x2i ; (x1; : : : ; xd) 2 Rd:

A�n de généraliser le principe de GDU à des suites de v.a gaussiennes,
nous établissons les propositions suivantes. Rappelons que Td est dé�nie
dans la dé�nition 3.1.3.

Proposition 3.2.2 (Principe de contraction) Soit (E; d) un espace
métrique. Soit

�
Xn;i

�
n�1; i�pn

un tableau triangulaire de v.a mesurables
pour une sous-tribu T des Boréliens de E contenant Td. On suppose
que

�
Xn;i

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour un tableau trian-
gulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et pour une fonction de coût J . Soit f
une fonction continue de (E; d) dans (E 0; d0) mesurable de T vers une
tribu T 0 contenant Td0. Alors le tableau triangulaire�

Yn;i
�
n�1; i�pn

=
�
f(Xn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU relativement à T 0, pour (�n;i)n�1; i�pn et
pour la fonction de coût suivante.

Jf(y) = inf
n
J(x); f(x) = y

o
:

Preuve : La preuve suit les mêmes principes que dans [39] �.

Nous établissons un principe de contraction étendu qui nous sera
utile par la suite. Rappelons que, pour tout entier p � 1, jj � jjRp est
la norme euclidienne usuelle sur Rp. Rappelons également que Tjj�jj est
dé�nie dans la dé�nition 3.1.3.

Proposition 3.2.3 (Principe de contraction étendu) Soit (E; jj � jjE
) un espace vectoriel normé. Soit (�n;i)n�1; i�pn un tableau triangulaire
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d'applications lipschitziennes de (E; jj � jjE) dans Rp et � une applica-
tion de (E; jj � jjE) dans Rp, telles que

sup
n�1

sup
i�pn

sup
x;y; x6=y

jj �n;i(x)� �n;i(y) jjRp

jj x� y jjE = C <1; (3.2.2.12)

et

8x 2 E; lim
n!1

sup
i�pn

jj �n;i(x)� �(x) jjRp= 0: (3.2.2.13)

Soit (Xn;i)n�1; i�pn un tableau triangulaire de v.a à valeurs dans E,
satisfaisant le principe de GD uniforme pour un tableau triangulaire
de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et une fonction de coût J , relativement à
une tribu T contenant la tribu engendrée par les boules Tjj�jj. Alors�
�n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour le tableau trian-

gulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et pour la fonction de coût

J�(y) := inf
x2��1(y)

J(x):

Preuve : Notre preuve se décompose comme suit : nous montrons
d'abord que

�
�n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU faible pour
(�n;i)n�1; i�pn et pour la fonction de coût J� (voir la dé�nition 3.2.5).
Ensuite, nous montrons que

�
�n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de
GD-tension uniforme pour (�n;i)n�1; i�pn et pour la fonction de coût J�.
Ainsi, la proposition sera démontrée en appliquant la propriété 3.2.2.
Soit O un ouvert de Rp tel que J�(O) < 1, et soient � > 0 et y0 tels
que

J�(O) � J�(y0) � J�(O) + �: (3.2.2.14)

Comme J�(y0) < 1, on en déduit y0 a au moins un antécédent par
�. Par dé�nition de J�, nous pouvons donc choisir x0 2 E véri�ant
�(x0) = y0, et véri�ant

J�(y0) � J(x0) < J�(y0) + �: (3.2.2.15)
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Soit 0 > 0 tel que y00 � O. Rappelons que y00 est dé�ni dans la dé�ni-
tion 3.2.4, en considérant la norme euclidienne jj � jjRp. Par hypothèse
(3.2.2.12) on a

jj x� x0 jjE< 0
2C

)jj �n;i(x)� �n;i(x0) jjRp<
0
2
;

et, pour n su�samment grand, on a, d'après l'hypothèse (3.2.2.13),

max
i�pn

jj �n;i(x0)� �(x0) jjRp<
0
2
:

Ainsi, par transitivité on a, pour tout entier n su�samment grand et
pour tout i � pn,

P

�
�n;i(Xn;i) 2 O

�
� P

�
�n;i(Xn;i) 2 y00 )

�
= P

�
jj �n;i(Xn;i)� �(x0) jjRp< 0

�
� P

�
jj �n;i(Xn;i)� �n;i(x0) jjRp<

0
2

�
� P

�
jj Xn;i � x0 jjE< 0

2C

�
:

Soit x0=2C0 la boule ouverte de (E; jj � jjE) de rayon 0=2C. Nous appli-
quons le point (3.2.2.2) du principe de GDU que véri�e (Xn;i)n�1; i�pn,
à l'ouvert x0=2C0 . Ainsi

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P

�
�n;i(Xn;i) 2 O

��
� �J�x0=2C0

�
:

Puis, d'après (3.2.2.14) et (3.2.2.15) on a

J
�
x
0=2C
0

� � J(x0
� � J�(y0) + � � J�(O) + 2�;

ce qui permet de conclure le point (3.2.2.2) du principe de GDU à
démontrer dans cette proposition.
Nous allons maintenant montrer que pour tout compact K de Rp on a
(rappelons que A désigne l'adhérence de A)

lim
�!0

J�
�
K�
�
= J(K): (3.2.2.16)
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Soit K un compact, et l < J�(K). La compacité de K et la semi-
continuité inférieure de J� permettent d'obtenir le recouvrement �ni
suivant :

K �
N[
i=1

y�ii ;

avec, pour tout i = 1 : : : N ,

J�
�
y2�ii

�
> l:

Ainsi, en choisissant � := mini=1:::N �i, il vient que

K� �
N[
i=1

y2�ii ;

et donc
J�
�
K�
� � min

�
J�
�
y2�ii

�
; i = 1 : : :M

	
> l:

Ainsi (3.2.2.16) est démontrée.
Soit maintenant K un compact de Rp. Soit M > J(K). D'après la
propriété 3.2.1, (Xn;i)n�1; i�pn véri�e le principe de GD-tension uniforme
pour

�
�n;i
�
n�1;i�pn

(voir la dé�nition 3.2.3). Nous pouvons donc choisir
K 0 un compact de (E; jj � jjE) tel que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P
�
Xn;i 62 K 0

�� � �2M: (3.2.2.17)

Un raisonnement d'analyse montre que, lorsque n ! 1, �n;i(x) !
�(x) uniformément en x 2 K 0 et en i � pn. Ainsi, pour tout � > 0, il
existe un rang n0 à partir duquel

8n � n0; 8x 2 K 0; 8 i � pn; �n;i(x) 2 K ) �(x) 2 K�:

Ainsi, pour n � n0, et pour tout i � pn on a

P

�
�n;i(Xn;i) 2 K

�
� P

��
�n;i(Xn;i) 2 K

	 \ �Xn;i 2 K 0
	�

+ P
�
Xn;i =2 K 0

�
� P

�
�(Xn;i) 2 K�

�
+ P

�
Xn;i =2 K 0

�
: (3.2.2.18)
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En appliquant le principe de contraction de la proposition 3.2.2, il vient
que, pour tout entier n su�samment grand on a, uniformément en
i � pn,

P

�
�(Xn;i) 2 K�

�
� exp

�
� ��1n;iJ�

�
K

���
: (3.2.2.19)

CommeM > J(K�) et en se rappelant (3.2.2.17), on a, pour tout entier
n su�samment grand et pour tout i � pn,

P

�
Xn;i =2 K 0

�
� exp

�
� ��1n;iM

�
� exp

�
� ��1n;iJ�

�
K

���
: (3.2.2.20)

En combinant (3.2.2.19) et (3.2.2.20) dans (3.2.2.18), il vient que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P
�
�n;i(Xn;i) 2 K)

�� � �J�(K�):

En appliquant (3.2.2.16) et en faisant tendre � vers 0, nous pouvons
conclure que

�
�n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU faible.
Il reste à montrer que

�
�n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

véri�e le principe de GD-
tension uniforme pour

�
�n;i
�
n�1;i�pn

. SoitM > 0 quelconque. D'après la
propriété 3.2.1, (Xn;i)n�1; i�pn véri�e le principe de GD-tension uniforme
pour

�
�n;i
�
n�1;i�pn

. Il existe donc un compact K de (E; jj � jjE) véri�ant

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i =2 K

��
� �M: (3.2.2.21)

K est borné en norme par un réel L. On conclut que �n;i(K) est borné
par 2CL. Ainsi

P

�
jj �n;i(Xn;i) jjRp> 2CL

�
� P

�
Xn;i =2 K

�
:

Ainsi, grâce à (3.2.2.21), le compact de Rp

eK :=
n
x 2 Rp; jj x jjRp� 2CL

o
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véri�e

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P

�
�n;i(Xn;i) =2 eK�� � �M:

Ceci permet de conclure à la GD-tension uniforme de
�
�n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

,
et de conclure ainsi la preuve. �

Nous allons maintenant établir un principe de GDU pour un tableau
triangulaire de v.a. gaussiennes sur Rd.

Proposition 3.2.4 Soit
�
Xn;i

�
n�1;i�pn

un tableau triangulaire de v.a.
gaussiennes centrées sur Rd, dont les matrices de variance sont

�
�n;i

�
n�1;i�pn

.
Soit

�
�n;i
�
n�1;i�pn

un tableau triangulaire de vitesses tel que

lim
n!1

max
i�pn

jj ��1n;i�n;i � � jj
Rd2= 0;

où � est une matrice de variance-covariance sur Rd strictement posi-
tive. Alors (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn
et pour la fonction de coût suivante

J(z) :=
1

2
z0��1z; z 2 Rd:

Preuve : Posons, pour tout entier n � 1 et pour tout i � pn,

Wn;i := �
�1=2
n;i Xn;i;

de façon à voir la relation

Xn;i = �
�1=2
n;i �

1=2
n;i �

1=2
n;iWn;i

=: �n;i
�
�
1=2
n;iWn;i

�
:

Or les �n;i véri�ent les hypothèses de la propriété 3.2.3, avec pour li-
mite � := �1=2. Il su�t donc de montrer que

�
(�n;i)

1=2Wn;i

�
n�1;i�pn

satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn et pour la fonction de
coût suivante.

J(z1; : : : zd) :=
1

2

dX
i=1

z2i :
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Ceci est vrai grâce au corollaire de la propriété 3.2.1 en remarquant
que les Wn;i sont gaussiens centrés réduits. Ils induisent donc une me-
sure gaussienne qui est le produit tensoriel de loi normales centrées
réduites.�

3.2.3 Fonction de Laplace et principe de grandes déviations
uniforme

Nous établissons maintenant un outil qui nous sera utile dans la
démonstration du théorème 5.2.1, dans le chapitre 5.

Proposition 3.2.5 Soit
�
Xn;i

�
n�1;i�pn

un tableau triangulaire de v.a.
réelles et

�
�n;i
�
n�1;i�pn

un tableau triangulaire de vitesses satisfaisant,
pour une fonction de coût J strictement convexe, positive, et s'annulant
en une valeur �,

8a > �; lim
n!1

max
i�pn

����n;i log �P�Xn;i � a
��

� J(a)
��� = 0; (3.2.3.1)

8a < �; lim
n!1

max
i�pn

����n;i log �P�Xn;i � a
��

� J(a)
��� = 0: (3.2.3.2)

alors
�
Xn;i

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour
�
�n;i
�
n�1; i�pn

et
pour la fonction de coût J .

Preuve : Soit F un fermé strictement séparé de � (cas non trivial).
Notons t0 := inf(F \ [�;1]) et t1 := sup(F \ [�1; �]). Alors , par

convexité de J , J(F ) = min
�
J(t0); J(t1)

�
.

Nous appliquons (3.2.3.1) à a := t0 > � et nous appliquons (3.2.3.2) à
a := t1 < �. Ainsi, pour � > 0 �xé, à partir d'un certain rang n, on a,
uniformément en i � pn,

P

�
Xn;i 2 F

�
� P

�
Xn;i 2 [t0;1]

�
+ P

�
Xn;i 2 [�1; t1]

�
� exp

�
� ��1n;i(J(t0)� �)

�
+ exp

�
� ��1n;i(J(t1)� �)

�
� 2 exp

�
� ��1n;i

�
J(F )� �

��
:
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On en déduit que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i 2 F

��
� �J(F ) + �;

ce qui permet de conclure le point (3.2.2.1) du principe de GDU à
démontrer pour (Xn;i)n�1; i�pn. Pour prouver le point (3.2.2.2), remar-
quons qu'il su�t de montrer que pour tout intervalle ]a; b[ on a

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i 2]a; b[

��
� �J(]a; b[): (3.2.3.3)

En e�et, soit O un ouvert de R tel que J(O) < 1. Pour � > 0 arbi-
traire, il existe x 2]a; b[� O tels que J(x) � J(O)+�. Alors, pour tout
entier n � 1 et pour tout i � pn on a

P

�
Xn;i 2 O

�
� P

�
Xn;i 2]a; b[

�
:

Ainsi, en appliquant (3.2.3.3) on a

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i 2 O

��
� �J(]a; b[):

On peut alors conclure au point (3.2.2.2) en remarquant que J(]a; b[) �
J(x) � J(O) + �, � > 0 étant arbitraire.
Nous allons donc montrer (3.2.3.3). Soient a < b quelconques.
Si � < a, alors par stricte convexité et par continuité de J on a
J(]a; b[) = J(a). Puis, pour � > 0 �xé, en appliquant (3.2.3.1) et
(3.2.3.2) on a, pour tout entier n su�samment grand,

min
i�pn

P

�
Xn;i 2]a; b[

�
� min

i�pn
P

�
Xn;i > a

�
�max

i�pn
P

�
Xn;i � b

�
� exp

�
� ��1n;i(J(a) + �)

�
� exp

�
� ��1n;i(J(b)� �)

�
� 1

2
exp

�
� ��1n;i(J(a) + �)

�
: (3.2.3.4)

La dernière inégalité a lieu si � > 0 est su�samment petit pour avoir
J(a) < J(b) � 2�, ce qui est possible car J(a) < J(b) par stricte
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convexité de J , fonction atteignant son minimum en �<a<b. Ainsi
(3.2.3.3) est véri�ée. Le cas b < � se traite de façon similaire.
Il nous reste donc à traiter le cas où � 2]a; b[ . Remarquons que, pour
tout � > 0 su�samment petit, on a ]� + �; b[�]a; b[. En appliquant
(3.2.3.4), il vient que

lim inf
n!1

min
i�pn

�n; i log
�
P

�
Xn;i 2]a; b[

��
� lim inf

n!1
min
i�pn

�n; i log
�
P

�
Xn;i 2]�+ �; b[

��
�� J(�+ �): (3.2.3.5)

Comme � > 0 est arbitrairement petit, que J est continue en � et
que J(�) = 0 = J(]a; b[), le point (3.2.2.2) du principe de GDU pour
(Xn;i)n�1; i�pn est bien véri�é. Ceci conclut la preuve de la proposition
�

3.2.4 Un principe d'invariance pour les lois de dimensions
�nies

Le contrôle �n de la distance entre deux suites de mesures est un
outil très utile pour l'étude des grandes déviations. Ainsi, si deux suites
de v.a.r ont des lois su�samment proches et si l'une d'elles satisfait un
principe de GDU, alors l'autre suite satisfait aussi le même principe de
GDU. Dé�nissons d'abord la distance de Lévy-Prokhorov. Rappelons
que A� est dé�ni dans la dé�nition 3.2.4.

Dé�nition 3.2.6 (Distance de Lévy-Prokhorov) Soient F et G deux
distributions sur Rk, muni de la distance euclidienne usuelle. On note

�(F;G; �) = sup
A bor�elien

max
n
j F (A)�G(A�) j; j G(A)� F (A�) j

o
:

(3.2.4.1)
On notera aussi (distance de Lévy-Prokhorov)

�(F;G) = inf
n
�; �(F;G; �) � �

o
:
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Proposition 3.2.6 Soient (Xn;i)n�1;i�pn et (Yn;i)n�1;i�pn deux tableaux
triangulaires de variables aléatoires sur Rk , dont les lois sont respec-
tivement (Pn;i) et (Qn;i). Faisons les hypothèses suivantes :

1. (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour un tableau de vi-
tesses (�n;i)n�1; i�pn et pour une fonction de coût J .

2. Pour tout � > 0 on a

lim
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
�
�
Pn;i; Qn;i; �

��
= �1:

Alors (Yn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn et
la fonction de coût J .

Preuve : Soit O un ouvert de Rk. Soit M > J(O), et x 2 O tel que
J(x) < M . Il existe � > 0 tel que x2� � O. Par hypothèse, pour tout
entier n su�samment grand, on a

8i � pn; an;i := �(Pn;i; Qn;i; �) � exp
�� 2M��1n;i

�
: (3.2.4.2)

Posons, pour n � 1 et i � pn,

bn;i := Pn;i(x
�);

où x� est dé�nie dans la dé�nition 3.2.4 (nous munissons ici Rk de sa
norme euclidienne usuelle). On a, pour tout n su�samment grand, et
pour tout i � pn,

Qn;i(O) � Qn;i(x
2�) � bn;i � an;i � 1

2
bn;i:

La dernière inégalité à lieu à partir d'un certain rang, et découle du fait
que

lim
n!1

max
i�pn

an;i=bn;i = 0: (3.2.4.3)

En e�et, en appliquant le principe de GD uniforme pour (Xn;i)n�1; i�pn
et pour l'ouvert x�, on a

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
Pn;i(x

�)
�
� �J(x�) � �M;
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ce qui, en conjonction avec (3.2.4.2), nous assure que (3.2.4.3) est vraie.
On en déduit alors que

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
Qn;i(O)

� � lim inf
n!1

min
i�pn

�n; i log bn;i

� �J�x�� � �J(x) � �M:

Comme M > J(O) est arbitraire, le point (3.2.2.2) du principe de
GDU pour

�
Yn;i
�
n�1; i�pn

est démontré. La preuve du point (3.2.2.1)
dans le principe de GDU pour

�
Yn;i
�
n�1; i�pn

se fait de façon similaire,
en utilisant de plus le fait que, pour F fermé,

F =
\
�>0

F �:�

Les travaux de Zaitsev sur la fonction génératrice des moments ont
permis le contrôle de la distance de Lévy-Prokhorov entre une mesure
P sur Rk et son analogue gaussienne, c'est à dire la mesure gaussienne
sur Rk ayant les mêmes moments d'ordre 1 et 2 que P. Rappelons que
jj � jjRk et < �; � > ont été dé�nis respectivement par (3.2.0.10) et
(3.2.0.9).

Dé�nition 3.2.7 Soit k � 1 un entier. On dé�nit Ak(�) comme l'en-
semble des mesures de probabilité P sur Rk véri�ant les conditions sui-
vantes :

1. La fonction en z

�P(z) := log

Z
Rk

e<z;x>dP(x)

est �nie et analytique sur l'ensemble

D :=
n
z 2 Rk : jj z jjRk � < 1

o
:
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2. Pour tous u; v 2 Rk et pour tout z 2 D on a��� @
@u

@2

@v2
�P (z)

��� �jj u jjRk � < �v; v >;

où � est l'opérateur de covariance de P, et

@

@u
�P(z) := lim

�!0

�P (z + �u)� �P (z)

�
; u 2 Rk; z 2 D:

On notera aussi Bk(�) l'ensemble des mesures sur Rk dont la fonction
caractéristique H s'exprime sous la forme suivante : pour tout t 2 Rk,

H(t) := exp

�
i < �; t > �1

2
Q(t)+

Z
0<jjxjj��

�
ei<x;t>�1� i < x; t >

1+ jj x jj2
�1+ jj x jj2

jj x jj2 dG(x)

�
;

où G est une mesure �nie concentrée sur fjj x jj� �g n f0g:
Nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Théorème 3.2.3 (Zaitsev, 1987) Soit � > 0 et P 2 Ak(�). Soit
�(P) la mesure gaussienne ayant mêmes moments d'ordre 1 et 2 que
F. On a

�(P;�(P)) � c1(k)�(j log(�) j +1);
et, pour tout � > 0

�(P;�(P); �) � c2(k) exp
�
� �

c3(k)�

�
;

où cm(k); m = 1; 2; 3 ne sont fonction que de k .
L'énoncé du théorème reste vrai si on suppose que P 2 Bk(�) au lieu
de Ak(�).

Preuve : Voir [101] et [102].�

Corollaire 3.2.3.1 Soit (Pn;i)n�1;i�pn un tableau triangulaire de me-
sures de probabilités sur Rk tel que

�
�(Pn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le prin-
cipe de GDU pour un tableau triangulaire de vitesses

�
�n;i
�
n�1;i�pn

et
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une fonction de coût J . Supposons qu'il existe un tableau triangulaire
de vitesses (�n;i)n�1; i�pn véri�ant

lim
n!1

max
i�pn

�n;i
�n;i

= 0;

et tel que , pour tout n � 1 et pour tout i � pn, on ait

Pn;i 2 Ak(�n;i):

Alors (Pn;i)n�1; i�pn véri�e le principe de GDU pour
�
�n;i
�
n�1; i�pn

et
pour la fonction de coût J .

Preuve : Il su�t de combiner le théorème précédent avec la proosition
3.2.6. �

3.3 Principe de grandes déviations uniforme pour
les processus stochastiques

Le sujet de ce paragraphe est de rappeler la notion de principe de
grandes déviations pour les processus stochastiques bornés, puis d'énon-
cer un critère caractérisant ce type de principe de GD. Ensuite, nous
établirons des théorèmes de grandes déviations uniformes pour les ta-
bleaux triangulaires de processus stochastiques, outils qui seront utilisés
dans les preuves de la plupart des résultats de cette thèse.

3.3.1 Principe de grandes déviations pour les processus sto-
chastiques bornés

Rappelons que pour toute fonction z bornée sur un ensemble T , on
note

jj z jjT := sup
t2T

j z j :
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Nous notons L1(T ) l'ensemble des fonctions réelles dé�nies et bornées
sur T .
Hypothèse : A partir de maintenant, nous appellerons B(T ) un en-
semble fermé de (L1(T ); jj � jjT ), muni de la distance issue de jj � jjT .
Pour t 2 T , on dé�nit l'application projection coordonnée en t de la
façon suivante :

�t : B(T ) ! R

z ! z(t):

Nous appellerons T0 la tribu de B(T ) engendré par la famille
�
�t; t 2

T
	
, et Tjj�jjT la tribu engendrée par les boules ouvertes de

�B(T ); jj � jjT�
. Nous supposerons dans tout le reste de ce chapitre que

Tjj�jjT � T0:

Dé�nition 3.3.1 (Processus stochastique) Nous appellerons ici pro-
cessus stochastique toute application basée sur un espace probabilisé
(
;A; IP), à valeurs dans B(T ), et mesurable pour A et T0.

Dé�nition 3.3.2 (Probabilité extérieure) Soit X(�) un processus
stochastique indexé par un ensemble T , et basé sur un espace probabilisé
(
;A; IP). Pour tout ensemble A � L1(T ) on note

P
�(X 2 A) := inf

�
P(X 2 B); B 2 T0; A � B

	
:

Remarque 3.3.1 Bien sûr, si A 2 T0; alors P�(X 2 A) = P(X 2 A).
Ce sera toujours le cas dans les preuves des résultats présentés dans
cette thèse.

Dans toute cette thèse, les principes de grandes déviations que nous
énonçons pour des suites de processus sont implicitement associés à la
tribu T0. Ainsi, nous reformulons la dé�nition de principe de GD pour
les processus stochastiques de la façon suivante :
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Dé�nition 3.3.3 (Principe de GD pour les processus stochastiques)
Soit�
Xn(�)

�
n�1

une suite de processus stochastiques à trajectoires bornées

indexés par un même ensemble T . Soit J une fonction de coût sur
(B(T ); jj � jjT ), et soit (�n)n�1 une suite de constantes strictement po-
sitives convergeant vers 0. On dit que

�
Xn(�)

�
n�1

satisfait le principe

de GD pour
�
�n
�
n�1

et pour la fonction de coût J lorsque les deux
conditions suivantes sont véri�ées :

� Pour tout fermé F 2 T0, on a

lim sup
n!1

�n log
�
P
�
Xn(�) 2 F

�� � �J(F ): (3.3.1.1)

� Pour tout ouvert O 2 T0, on a

lim inf
n!1

�n log
�
P
�
Xn(�) 2 O

�� � �J(O): (3.3.1.2)

Ici les termes "ouvert" et "fermé" font référence à l'espace métrique�
B(T ); jj � jjT

�
.

Arcones [3] a récemment décomposé le principe des grandes déviations
pour ces processus en deux conditions : un principe de grandes dé-
viations pour les lois marginales de dimension �nie, et une condition
d'équicontinuité asymptotique. Ainsi, l'étude des grandes déviations
peut suivre une démarche similaire à celle de l'étude de la convergence
en loi de suites de processus.

Théorème 3.3.1 (Arcones, 2000) Soit (Xn(�)) n�1 une suite de pro-
cessus stochastiques indexés par un ensemble T , basée sur un espace
probabilisé (
;A; IP), et soit (�n)n�1 une suite de réels strictement po-
sitifs qui tend vers 0. Faisons les trois hypothèses suivantes :

1. Il existe une semi-métrique � sur T qui rend T précompact.

2. (GD pour les coordonnées) Pour tout entier p � 1 et pour tout
(t1; : : : ; tp) 2 Rp la suite de variables aléatoires

�
Xn(t1); : : : ; Xn(tp)

�
n�1
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satisfait le principe des GD pour (�n)n�1 et pour une fonction de
coût

Jt1;:::;tp : R
p ! R:

3. (Equicontinuité asymptotique) Pour tous � > 0 et M > 0, il
existe � > 0 tel que

lim sup
n!1

�n log
�
P
�
�

sup
t;s: �(t;s)��

j Xn(t)�Xn(s) j> �
��

� �M:

Alors (Xn(�))n�1 satisfait le principe de GD pour (�n)n�1 et pour
la fonction de coût

J(z) := sup
p2N; (t1;:::;tp)2Rp

Jt1;:::;tp
�
z(t1); : : : ; z(tp)

�
; z 2 B(T ):

Réciproquement, supposons que (Xn(�)) n�1 satisfait le principe de
GD pour une fonction de coût J . Alors les trois assertions sui-
vantes sont vraies.

4. Pour tout entier p � 1 et pour tout (t1; : : : ; tp) 2 Rp la suite de
variables aléatoires

�
Xn(t1); : : : ; Xn(tp)

�
n�1

satisfait le principe

de GD pour (�n)n�1 et pour la fonction de coût

Jt1;:::;tp(u1; : : : ; up) = inf
n
J(z); (z(t1); : : : z(tp)) = (u1; : : : up); z 2 B(T )

o
:

5. On peut trouver une semi-métrique � sur T qui rend T précompact.
Plus précisément, on peut choisir � de la façon suivante.

�(s; t) :=
X
k�1

k�2�k(s; t);

où, pour k � 1 on a posé

�k(s; t) := sup
n
j u1 � u2 j; Js;t(u1; u2) � k

o
:

6. Pour tous � > 0 et M > 0, il existe � > 0 tel que

lim sup
n!1

�n log
�
P
�
�

sup
t;s: �(t;s)��

j Xn(t)�Xn(s) j> �
��

� �M:
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Preuve : Voir [3] .�

Remarque 3.3.2 Montrer le principe de GD pour une suite de pro-
cessus revient donc à étudier d'abord les marginales de dimension �nie
de ces processus. Puis, si ces marginales satisfont le principe de GD,
alors il reste à prouver le critère d'équicontinuité asymptotique.

Nous donnons ici un théorème d'extension pour les suites de couples de
processus indépendants.

Théorème 3.3.2 (Principe de GD pour les couples de processus indépendants)
Soient

�
Xn(�)

�
n�1

et
�
Yn(�)

�
n�1

deux suites de processus indexés res-
pectivement par T et T 0, et dé�nis sur un même espace probabilisé
(
;A; IP). Soit (�n)n�1 une suite strictement positive tendant vers 0.
Supposons que

1.
�
Xn(�)

�
n�1

satisfait le principe de GD pour (�n)n�1 et une fonction
de coût J1.

2.
�
Yn(�)

�
n�1

satisfait le principe de GD pour (�n)n�1 et une fonction

de coût J2.

3. Pour tout n � 1 on a Xn ?? Yn.

Alors, en posant jj � jj:= max(jj � jjT ; jj � jjT 0), la fonction

(f; g)! J(f; g) := J1(f) + J2(g)

est une fonction de coût de
�B(T )�B(T 0); jj � jj �. Dans cet espace mé-

trique, la suite
�
(Xn(�); Yn(�))

�
n�1

satisfait le principe de GD pour �n
et J , relativement à la tribu engendrée par les projections coordonnées.

Preuve : On véri�e aisément que J est une fonction de coût. Pour
prouver le point (3.3.1.2) de ce principe de GD, il su�t de reprendre
mot pour mot la preuve de la proposition 3.2.1. Nous allons main-
tenant montrer le point (3.3.1.1) du principe de grandes déviations
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pour
�
Xn(�); Yn(�)

�
n�1

. Soit F un fermé de
�B(T ) � B(T 0); jj � jj �

tel que J(F ) > 0 (cas non trivial). Soit 0 < a < J(F ). Le compact

K :=
n
(f; g) : J(f; g) � a

o
est disjoint de F . Il existe donc � > 0 tel

que
inf

(f;g)2F; (f 0;g0)2K
jj (f � f 0; g � g0) jj� 3�: (3.3.1.3)

Rappelons que P� a été dé�ni dans la dé�nition 3.3.2. En appliquant le
théorème 3.3.1, nous savons qu'il existe deux semimétriques � et �0 sur
T et T 0 telles que

8� > 0; lim
�!0

lim sup
n!1

�n log
�
P
�
�

sup
�(s;t)��

j Xn(s)�Xn(t) j� �
��

= �1;

8� > 0; lim
�!0

lim sup
n!1

�n log
�
P
�
�

sup
�0(s;t)��

j Yn(s)� Yn(t) j� �
��

= �1;

et telles que (T; �) et (T 0; �0) soient précompacts. Soit donc � > 0 et n0
tels que pour tout n � n0, on ait

P
�
�

sup
�(s;t)��

j Xn(s)�Xn(t) j� �
�
� exp

�� 2a��1n
�
; (3.3.1.4)

P
�
�

sup
�0(s;t)��

j Yn(s)� Yn(t) j� �
�
� exp

�� 2a��1n
�
: (3.3.1.5)

Or T � T 0 est précompact pour la semi-distance d := max(�; �0). On
recouvre donc cet ensemble d'une réunion �nie de d-boules de rayon
� et de centres (t1; s1); : : : :; (tp; sp). Pour chaque (t; t0) 2 T � T 0 on
choisit et on dé�nit �(t; t0) = (�1(t; t

0);�2(t; t
0)) comme égal à l'un

des (ti; si); i = 1 : : : p, tel que d((s; t); (ti; si)) < �. Considérons alors
l'application suivante :

	 : (f; g)!
�
	1(f; g);	2(f; g)

�
:=
��
f(t1); : : : ; f(tp)

�
;
�
g(s1); : : : g(sp)

��
:

Rappelons que K� est dé�ni par

K� :=
n
(	1;	2) 2 B(T )�B(T 0); inf

(	01;	
0
2)2K

jj 	1�	0
1;	2�	0

2 jj< �
o
:
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D'après (3.3.1.3) on a, pour tout entier n su�samment grand, par sous-
additivité de P�,

P

��
Xn(�); Yn(�)

� 2 F�
�P
��
Xn(�); Yn(�)

�
=2 K2�

�
� P

�
	
��
Xn; Yn

��
=2 	(K�)

�
+ P�

�
sup

(t;t0)2T�T 0
max

�
j Xn(t)�Xn(�1(t; t

0)) j; j Yn(t)� Yn(�2(t; t
0)) j

�
> �
�
:

(3.3.1.6)

Or, d'après (3.3.1.4) et (3.3.1.5), on a, par sous-additivité de P�,

P
�
�

sup
(t;t0)2T�T 0

max
�
j Xn(t)�Xn(�1(t; t

0)) j; j Yn(t)� Yn(�2(t; t
0)) j

�
> �
�

�P�
�

sup
�(s;t)��

j Xn(s)�Xn(t) j� �
�
+ P�

�
sup

�0(s;t)��
j Yn(s)� Yn(t) j� �

�
�2 exp

�
� 2a��1n

�
(3.3.1.7)

Nous savons, d'après le théorème 3.3.1 combiné avec la proposition 3.2.1
que la suite

�
	
�
Xn(�); Yn(�)

��
n�1

satisfait le principe de GD dans R2p

pour (�n)n�1 et pour la fonction de coût suivante :

Jt1;::;tp;s1;:::sp(x1; : : : xp; y1; : : : yp)

= inffJ1(z); z 2 B(T ); 8i � p z(ti) = xig+ inffJ2(z); z0 2 B(T 0); 8i � p z0(si) = yig
= inffJ1(z) + J2(z

0); z 2 B(T ); z0 2 B(T ); 8i � p; (z(ti); z
0(si)) = (xi; yi)g:

Remarquons que si l'on munit R2p de la norme jj x jj:= maxfj xi j
; 1 � i � 2pg, alors on a 	(K�) = 	(K)� (voir la dé�nition 3.2.4).
Remarquons aussi que, par dé�nition de J et de Jt1;:::;tp;s1;:::;sp, on a

	(K) =
n
u 2 R2p; Jt1;:::;tp;s1;:::;sp(u) � a

o
:

Par semicontinuité inférieure de Jt1;:::;tp;s1;:::;sp, on sait que

Jt1;:::;tp;s1;:::;sp(R
2p �	(K)�) > a:
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Ainsi, en appliquant le principe de GD véri�é par
�
	
�
Xn(�); Yn(�)

��
n�1

au fermé R2p �	(K)� on a, pour tout entier n su�samment grand,

P

�
	
��
Xn; Yn

��
=2 	(K�)

�
� exp

�� ��1n a
�
: (3.3.1.8)

En combinant (3.3.1.6), (3.3.1.7) et (3.3.1.8), on déduit qu'à partir d'un
certain rang, on a

P

�
(Xn(�); Yn(�)) 2 F

�
� 4 exp

�
��1n a

�
:

Ainsi
lim sup
n!1

�n log
�
P

�
(Xn(�); Yn(�)) 2 F

��
� �a:

La preuve est achevée car a > J(F ) est arbitraire. �

3.3.2 Grandes déviations uniformes pour les tableaux trian-
gulaires de processus

Pour les travaux de cette thèse, nous avons établi un principe de
grandes déviations uniforme (GDU) pour les tableaux triangulaires de
processus stochastiques. Rappelons que la notion de tableau triangu-
laire de vitesse est dé�nie dans la dé�nition 3.2.1. Nous faisons les
mêmes hypothèses que dans le début du �3.3.1.

Dé�nition 3.3.4 (Principe de GDU pour les processus stochastiques)

Soit
�
Xn;i(�)

�
n�1;i�pn

un tableau triangulaire de processus stochastiques

à trajectoires bornées indexés par un même ensemble T , et dé�nis sur
un même espace probabilisé (
;A; IP). Soit J une fonction de coût sur
(B(T ); jj � jjT ). On dit que

�
Xn;i(�)

�
n�1;i�pn

satisfait le principe de

GDU pour un tableau triangulaire de vitesses
�
�n;i
�
n�1;i�pn

et pour la
fonction de coût J lorsque les conditions suivantes sont véri�ées.

� Pour tout fermé F 2 T0, on a

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i(�) 2 F )

�
� �J(F ):
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� Pour tout ouvert O 2 T0, on a

lim inf
n!1

min
i�pn

�n;i log
�
P(Xn;i(�) 2 O)

�
� �J(O):

Ici, "ouvert" et "fermé" font référence à l'espace métrique
�
B(T ); jj

� jjT
�
.

En regardant de près la démonstration du théorème 3.3.1, on peut re-
marquer que cette preuve peut être reprise entièrement dans un contexte
de grandes déviations uniformes. Ainsi, nous pouvons énoncer le théo-
rème suivant :

Théorème 3.3.3 Soit
�
Xn;i(�)

�
n�1; i�pn

un tableau de processus sto-
chastiques indexés par un même ensemble T , basé sur un espace proba-
bilisé (
;A; IP), et soit (�n;i)n�1; i�pn un tableau triangulaire de vitesses.
Faisons les hypothèses suivantes :

1. Il existe une semi-métrique � sur T qui rend T précompact.

2. (GD pour les marginales de dimension �nie) Pour tout en-
tier p � 1 et pour tout (t1; : : : ; tp) 2 Rp, le tableau triangulaire de
variables aléatoires�

Xn;i(t1); : : : ; Xn;i(tp)
�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour le tableau de vitesses (�n;i)n�1; i�pn
et une fonction de coût

Jt1;:::;tp : R
p ! R:

3. (Equicontinuité asymptotique) Pour tous � > 0 et M > 0, il
existe � > 0 tel que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P
�
�

sup
t;s: �(t;s)��

j Xn;i(t)�Xn;i(s) j> �
��

� �M:
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Alors (Xn;i(�))n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour
�
�n;i
�
n�1;i�pn

et pour la fonction de coût suivante :

J(z) := sup
p�1; (t1;:::;tp)2Rp

n
Jt1;:::;tp

�
z(t1); : : : ; z(tp)

�o
; z 2 B(T ):

Réciproquement, supposons que (Xn;i(�))n�1; i�pn satisfait le prin-
cipe de GDU pour

�
�n;i
�
n�1;i�pn

et pour une fonction de coût J .
Alors :

4. Pour tout entier p � 1et pour tout (t1; : : : ; tp) 2 R
p, la suite

de variables aléatoires
�
Xn;i(t1); : : : ; Xn;i(tp)

�
n�1; i�pn

satisfait le

principe de GDU pour le tableau de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et la
fonction de coût

Jt1;:::;tp(u1; : : : ; up) := inf
n
J(z); z 2 B(T ); (z(t1); : : : z(tp)) = (u1; : : : up)

o
:

5. On peut trouver une semi-métrique � sur T qui rend T précompact.
Plus précisément, on peut choisir � de la façon suivante.

�(s; t) :=
X
k�1

k�2�k(s; t);

où
�k(s; t) := sup

n
j u1 � u2 j; Js;t(u1; u2) � k

o
:

6. Pour tous � > 0 et M > 0, il existe � > 0 tel que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P
�
�

sup
t;s: �(t;s)��

j Xn;i(t)�Xn;i(s) j> �
��

� �M:

Preuve : Il su�t de reprendre mot pour mot les arguments d'Arcones
dans la preuve du théorème 3.3.1, et remplaçant les bornes de probabi-
lités, pour n �xé, par des bornes de probabilités uniformes en i � pn.
�

Une autre formulation du théorème 3.3.3
Nous nous intéressons aux points 1, 2 et 3 du théorème 3.3.3. Il s'agit
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là du critère dont nous nous servons dans plusieurs preuves des résul-
tats de cette thèse. Les conditions 2 et 3 peuvent s'interpréter de la
façon suivante : on contrôle les probabilités de grandes déviations des
processus discrétisés sur une grille (t1; : : : ; tp) (condition 2), que l'on
choisit su�samment �ne pour que le terme d'oscillations entre les ti
soit négligeable (condition 3). Ainsi, on peut légitimement s'attendre
à pouvoir relâcher les conditions 1, 2 et 3 en trois conditions faisant
intervenir une suite de grilles denses dans T . Nous énonçons ces trois
conditions.

Proposition 3.3.1 (Un autre écriture du théorème 3.3.3) Soit
�
Xn;i(�)

�
n�1;i�pn

un tableau triangulaire de processus stochastiques indexés par T , basés
sur un même espace probabilisé (
;A; IP), et soit (�n;i)n�1;i�pn un ta-
bleau triangulaire de vitesses. Supposons que

�
Xn;i

�
n�1; i�pn

et T véri-
�ent les trois conditions suivantes :

1. Il existe une semi-métrique � rendant T précompact.

2. Il existe une suite de grilles emboîtées (Tp)n�1, sous-ensembles
�nis de T tels que

S
p�1

Tp est dense dans T pour la semi-métrique

�. De plus, pour tout p � 1, en notant Tp := ft1;p; : : : ; tkp;pg, le
tableau triangulaire�

Xn;i(t1;p); : : : ; Xn;i(tkp;p)
�

satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn et pour une fonc-
tion de coût Jp sur Rkp.

3. Pour tous � > 0 et M > 0, et pour tout entier n su�samment
grand, il existe une partition

T =

kp[
i=1

Ai

telle que pour tout i � kp il existe un unique élément de Tp noté
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t(Ai), appartenant à Ai, et telle que

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P
�
�
max
i�kp

sup
T2Ai

j Xn;i(t)�Xn;i(t(Ai)) j� �
��

� �M:

Alors (Xn;i(�))n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn
et pour la fonction de coût

J(z) := sup
p�1

Jp

�
z(t1;p); : : : ; z(tkp;p)

�
:

Preuve : La preuve suit les mêmes principes que celle du théorème
3.3.1.

Nous donnons également un théorème d'extension d'un principe de
GDU à un tableau triangulaire de couples de processus indépendants,
outil utilisé dans les preuves des théorèmes du �4.

Théorème 3.3.4 (Principe de GDU pour les couples de processus indépendants)
Soient

�
Xn;i(�)

�
n�1; i�pn

et
�
Yn;i(�)

�
n�1; i�pn

deux tableaux triangulaires
de processus indexés par T et T 0 respectivement, et dé�nis sur un même
espace probabilisé (
;A; IP). Soit (�n;i)n�1; i�pn un tableau triangulaire
de vitesses. Supposons que

1.
�
Xn;i(�)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn
et une fonction de coût J1 .

2.
�
Yn;i(�)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn et
une fonction de coût J2.

3. Pour tout n � 1; i � pn, on a Xn;i??Yn;i.
Alors, en notant jj � jj:= max(jj � jjT ; jj � jjT 0), la fonction

(f; g)! J(f; g) := J1(f) + J2(g)

est une fonction de coût de
�
B(T ) � B(T 0); jj � jj

�
. Dans ce même

espace, le tableau triangulaire
�
(Xn;i; Yn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe

de GDU pour (�n;i)n�1; i�pn et J relativement à la tribu engendrée par
les projections coordonnées.
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Preuve : Il su�t de reprendre la preuve du théorème 3.3.2.�

Nous donnons maintenant un principe de contraction légèrement
étendu. Il s'agit de l'analogue de la proposition 3.2.3 pour les processus
stochastiques.

Proposition 3.3.2 Soit
�
Xn;i

�
n�1; i�pn

un tableau triangulaire de pro-
cessus stochastiques indexés par T . Soit (	n;i)n�1; i�pn une suite d'ap-
plications de (B(T ); jj � jjT ) vers (B(T 0); jj � jjT 0) (avec T 0 précompact
pour une semi-distance �) satisfaisant , pour une fonction lipschit-
zienne 	,

sup
n�1

sup
i�pn

sup
x;y; x6=y

jj 	n;i(x)�	n;i(y) jjT 0
jj x� y jjT = c <1; (3.3.2.1)

et
8x 2 Rd; lim

n!1
max
i�pn

jj 	n;i(x)�	(x) jjT 0= 0: (3.3.2.2)

On suppose que (Xn;i)n�1; i�pn satisfait le principe de GDU pour un ta-
bleau triangulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�pn et pour une fonction de coût
J . Supposons aussi que les 	n;i sont mesurables par rapport à T0 et
T 0
0 , tribus engendrées par les projections coordonnées de B(T ) et B(T 0)

respectivement (voir le début du �3.3.1). Alors
�
	n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

sa-
tisfait le principe de GDU, relativement à T 0

0 , pour (�n;i)n�1; i�pn et pour
la fonction de coût

J	(z) := inf
�
J(z0); z0 2 B(T ); 	(z0) = z

	
:

Preuve : Pour tout entier p � 1 et pour tout (t01; : : : ; t
0
p) 2 T 0p, consi-

dérons l'application projection suivante :

� = �t01;:::;t
0
p
: X 2 B(T 0)!

�
X(t01); : : : ; X(t0p)

�
:

On voit aisément que le tableau triangulaire
�
� � 	n;i

�
n�1; i�pn

véri�e
les hypothèses de la proposition 3.2.3, avec (E; jj � jj) :=

�B(T ); jj
� jjT

�
. Ainsi, en appliquant la proposition 3.2.3, il vient que le tableau
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triangulaire
�
�(	n;i(Xn;i))

�
n�1; i�pn

véri�e le principe de GDU pour�
�n;i
�
n�1;i�pn

et pour la fonction de coût suivante

J��	(u1; : : : ; up) := inf
�
J(z); z 2 B(T );��	(z)� = (u1; : : : ; up)

	
:

Ainsi le point 2 du théorème 3.3.3 est démontré. Il nous reste à montrer
l'équicontinuité asymptotique c'est à dire le point 3 dans le théorème
3.3.3. Soit M>0 quelconque, et soit K le compact de

�
E; jj � jjE

�
dé�ni

par
K :=

n
f 2 B(T ) : J(f) �M

o
:

Remarquons que par semicontinuité inférieure de J , on a, pour � > 0

quelconque (voir la dé�nition 3.2.4 pour la dé�nition de K� , pour la
norme jj � jjT ),

J
�
B(T )�K�

�
> M:

Ainsi

lim sup
n!1

max
i�pn

�n;i log
�
P

�
Xn;i =2 K�

��
� �M: (3.3.2.3)

Un raisonnement d'analyse montre que, sous l'hypothèse (3.3.2.2), on a,
lorsque n!1, 	n;i(x)! 	(x) uniformément en x 2 K et en i � pn.
Ainsi, pour tout entier n su�samment grand, et pour tout i � pn on a

y 2 K ) 	n;i(y) 2 	(K)� : (3.3.2.4)

Puis l'hypothèse (3.3.2.1) combinée avec (3.3.2.4) nous assure que, pour
tout entier n su�samment grand, et pour tout i � pn, on a

x 2 K� ) 	n;i(x) 2 	(K)(1+c)� : (3.3.2.5)

Or 	(K) est un compact de
�B(T 0); jj � jjT 0 �, et T 0 est précompact

pour une semi-distance � par hypothèse. D'après le théorème d'Arzela-
Ascoli appliqué à 	(K) dans l'espace

�B(T 0); jj � jjT 0 �, il existe � > 0

tel que
sup

f2	(K); t1;t22T 0; �(t1;t2)��
j f(t1)� f(t2) j � �:
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Ainsi, par contraposées successives on a

P

�
sup

t1;t22T 0; �(t;t0)��
jj (	n;i(Xn;i))(t1)� (	n;i(Xn;i))(t2) jjT 0� (3 + 2c)�

�
� P

�
	n;i(Xn;i) =2 	(K)(1+c)�

�
� P

�
Xn;i =2 K�

�
:

Ainsi, d'après (3.3.2.3),

lim sup
n!1

max
i�pn

log
�
P

�
sup

t1;t22T 0; �(t;t0)��
j (	n;i(Xn;i))(t1)�(	n;i(Xn;i))(t2) j� (4+c)�

��
� �M:

Le point 3 dans le théorème 3.3.3 est donc démontré. En appliquant
alors le théorème 3.3.3, nous pouvons conclure que

�
	n;i(Xn;i)

�
n�1; i�pn

satisfait le principe de GDU pour
�
�n;i
�
n�1;i�pn

et pour la fonction de
coût

J 0(z) := sup
p�1; (t01;:::;t

0
p)2T

p

J�t01;:::;t
0
p
�	

�
z(t01); : : : ; z(t

0
p)
�
:

Remarquons que cette fonction de coût ne dépend pas des 	n;i, mais
uniquement de leur limite 	. Ainsi, la suite

�
	(Xn;1)

�
n�1

satisfait le
principe de GD pour (�n;1)n�1 et pour la fonction de coût J 0 relative-
ment à la tribu T 0

0 . Or, d'après le principe de contraction (théorème
3.1.2), nous savons que la suite

�
	(Xn;1)

�
n�1

satisfait le principe de
GD pour (�n;1)n�1 et pour la fonction de coût J relativement à la tribu
T 0
0 . Par unicité de la fonction de coût dans un principe de grandes dé-

viations (voir [3]), on en déduit que J = J 0, ce qui conclut la preuve de
la proposition 3.3.2. �

3.4 De la dimension �nie à la dimension in�nie :
forme explicite de la fonction de coût

Dans l'étude des grandes déviations d'une suite de processus, la dé-
marche préconisée par le théorème 3.3.1 est la suivante : on étudie
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d'abord les lois de dimensions �nies des processus, puis on véri�e la
condition d'équicontinuité asymptotique. La fonction de coût pour la
suite de processus est alors entièrement dé�nie par

J(z) := sup
p�1; (t1;:::;tp)2T p

Jt1;:::;tp
�
z(t1); : : : ; z(tp)

�
; z 2 B(T ):

Cette dé�nition de J n'étant pas très explicite, il serait intéressant d'en
trouver une forme plus commode pour les calculs. Or, dans certains cas,
on peut exprimer Jt1;:::;tp de la façon suivante :

Jt1;:::;tp(u1; : : : ; up)

:= inf
nZ
H

	((x))dm(x) : 8j � p;

Z
H

ftj(x)(x)dm(x) = uj

o
;

(3.4.0.6)

où (H;B;m) est un espace mesuré, m est mesure positive, 	 une
fonction convexe, et (ft)t2T est une collection de fonctions mesurables
pour (H;B). L'in�mum précédent est donc pris en faisant varier 
dans l'ensemble des fonctions mesurables pour (H;B), et par conven-
tion inf ; = 1. La proposition suivante donne une forme explicite de
supp�1; tp;:::;tp2T Jt1;:::;tp.

Proposition 3.4.1 (Forme explicite de J) Supposons que Jt1;:::;tp s'ex-
prime comme en (3.4.0.6), et que 	 est la fonction conjuguée d'une
fonction � satisfaisant

�(0) = �0(0) = 0

et
lim
x!1

x�1�(x) =1:

Supposons de plus que

1. Pour tout a <1
sup

nZ
H

	(j (x) j)dm(x) :

Z
H

	((x))dm(x) � a
o
<1:
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2. Pour tous t 2 T et � > 0,Z
H

�(� j ft(x) j)dm(x) <1:

3. (T; d) est précompact, où

d(s; t) :=
1X
k=1

2�kmin(dk(s; t); 1);

et

dk(s; t) := sup
n��� Z

H

(ft�fs)(x)(x)dm(x)
��� : Z

H

	((x))dm(x) � k;  bor�elienne
o
:

Alors on a, pour tout z 2 B(T ),
sup

p�1; t1;:::;tp

Jt1;:::;tp(z(t1); : : : ; z(tp))

=:J(z) = inf
nZ
H

	()d� : 8t 2 T
��� Z
H

ft(x)(x)dm(x)
��� <1; et

Z
H

ft(x)(x)dm(x) = z(t)
o
:

Preuve : Voir [3] .�

Exemple 1 : l'énergie gaussienne d'un processus gaussien
régulier
Nous invitons le lecteur à prendre connaissance des dé�nitions du �1.2
préalablement à la lecture de la suite de ce paragraphe.

Soit (H;B;m) un espace mesuré, et soit F � L := L2(H;B;m) une
classe de fonctions. Soit (X(�)) un processus gaussien centré indexé par
F , basé sur un espace probabilisé (
;A; IP), ayant pour fonction de
covariance

Cov
�
X(f); X(g)

�
:=

Z
H

fgdm:

Notons �X la semi-métrique intrinsèque associée à (X(�)). Supposons
que (X(�)) est régulier.
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Soit �X la mesure de Radon gaussienne induite par (X(�)) sur
�
UC(F ; �X); jj

� jjF
�
. D'après le corollaire 1.2.2.1, nous savons que

J�X(	) := inf
nZ
H

l2dm; l 2 L2(H;B;m); 8f 2 F ; 	(f) =
Z
H

lfdm
o
; 	 2 UC(F ; �X);

(3.4.0.7)
avec, par convention inf ; =1. Soit p � 1 un entier, et soient (K1; : : : ; Kp) 2
Fp quelconques. L'application

� :
�
UC(F ; �X); jj � jjF

�
! R

p

	 !
�
	(K1); : : : ;	(Kp)

�
est continue et linéaire. Ainsi, en appliquant la proposition 1.1.2, nous
savons que l'énergie gaussienne associée au vecteur gaussien

�
X(K1); : : : ; X(Kp)

�
, que nous notons JK1;:::;Kp

, est donnée par

JK1;:::;Kp
(u1; : : : ; up)

= inf
n
J�X(	); 	 2 UC(F ; �X);

�
	(K1); : : : ;	(Kp)

�
= (u1; : : : ; up)

o
;

(u1; : : : ; up) 2 Rp: (3.4.0.8)

En combinant (3.4.0.7) et (3.4.0.8), il vient que, pour tout (u1; : : : ; up) 2
R
p,

JK1;:::;Kp
(u1; : : : ; up) = inf

nZ
H

g2dm; 8i � p;

Z
H

gfidm = ui

o
:

On retrouve bien l'expression de (3.4.0.6). Puis on voit facilement que
les hypothèses de la proposition 3.4.1 sont véri�ées et ainsi, pour tout
	 2 B(F), on a

sup
n
JK1;:::;Kp

�
	(K1); : : : ;	(Kp)

�
; p � 1; (f1; : : : ; fp) 2 Fp

o
= inf

nZ
H

2(x)dm(x); 8f 2 F ; 	(f) =
Z
H

f(x)dm(x)
o
: (3.4.0.9)
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Exemple 2 : la fonction de coût associée au processus de Pois-
son standard Notons

h(x) := x log x� x+ 1; x > 0: (3.4.0.10)

Soit d � 1 un entier. On notera M([0; 1[d) l'ensemble des fonctions de
répartitions de mesures positives �nies sur [0; 1[d. Soit f 2 M([0; 1[d).
Pour une fonction f 2 M([0; 1[d), on notera, pour tout Borélien de
[0; 1[d,

f(A) :=

Z
A

df: (3.4.0.11)

Si f 2 M([0; 1[d) admet une dérivée f par rapport à la mesure de
Lebesgue �, alors on pose

I(f) :=

Z
[0;1[d

h(f 0)d�: (3.4.0.12)

Si f n'est pas absolument continue par rapport à �, alors on pose

I(f) :=1:

Pour p � 1 entier et pour ~i = (i1; : : : ; id) 2 f1; : : : ; 2pgd on pose

Ap
~i
:=
�
2�p(i1 � 1); 2�pi1

�� : : :� �2�p(id � 1); 2�pid
�
:

On dé�nit également la fonction Ip sur R2pd de la façon suivante. Pour
tout x = (x1;1;:::;1; : : : ; x2p;1;:::;1; : : : ; x2p;:::;2p;1; : : : ; x2p;:::;2p) on pose

Ip(x) :=
X

1�i1�2p;:::;1�id�2p

2�pdh
�
2pdxi1;:::;id

�
:

Proposition 3.4.2 Pour toute fonction f 2M([0; 1[d), on a

I(f) = sup
p�1

Ip

�
f(Ap

1;1;:::;1); : : : ; f(A
p
2p;1;:::;1); : : : ; f(A

p
2p;:::;2p;1); : : : ; f(A

p
2p;:::;2p)

�
:
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Preuve : Remarquons d'abord que, lorsque g 2M([0; 1[d) admet une
dérivée de Radon-Nikodym g0 par rapport à la mesure de Lebesgue �,
on a pour tout entier p � 1, par application de l'inégalité de Jensen,

Ip(g) =
X

1�i1�2p;:::;1�id�2p

2�pdh
�
2pd
Z
Ap
~i

g0d�
�

�
X

1�i1�2p;:::;1�id�2p

Z
Ap
~i

h(g0)d�

=I(g): (3.4.0.13)

Nous aurons besoin du théorème suivant.

Théorème 3.4.1 (Approximation d'une dérivée de Radon Nikodym)
Soient P et Q deux mesures positives �nies sur un espace mesurable
(�; T ). Soit (Tp)p�1 une suite de sous tribus de T , croissante, de li-
mite T . Pour tout entier p � 1, notons respectivement Pp et Qp les
traces de P et Q sur Tp. Supposons que, pour tout entier p � 1, Qp est
absolument continue par rapport à Pp, de dérivée de Radon-Nikodym
notée fp. Alors, fp converge Q+P presque partout vers une fonction f ,
éventuellement in�nie, lorsque p!1. De plus le couple de mesures

Q(� \ �L <1	); Q(� \ �L =1	)
est la décomposition de Lebesgue de Q en la somme d'une mesure abso-
lument continue par rapport à P (à gauche) et d'une mesure étrangère
à P (à droite).

Preuve Voir [18], page 63.�

Suite de la preuve
Soit g 2 M([0; 1[d). Notons Q la mesure associée à g, et Considérons
P comme égale à la mesure de Lebesgue sur [0; 1[d dans le théorème
précédent. Pour p � 1, notons Tp la tribu de [0; 1[d engendrée par la
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partition n
Ap
~i
; ~i 2 f1; : : : ; 2pgd

o
:

Clairement, la tribu engendrée par
S
p�1

Tp est la tribu des Boréliens de

[0; 1[d. De plus, pour tout entier p � 1, Qp est absolument continue par
rapport à Pp, dont la dérivée de Radon-Nikodym est (voir 3.4.0.11)

fp :=
dQp

dPp
(x)

=
X

~i2f1;:::;2pgd

1Ap
~i
(x)Qp(A

p
~i
)

=
X

~i2f1;:::;2pgd

1Ap
~i
(x)g(Ap

~i
): (3.4.0.14)

D'après le théorème 3.4.1, nous savons que fp converge Q+ �-presque
partout vers une fonction f . Remarquons que, pour tout p � 1 on aZ

[0;1[d

h(fp)d� = Ip(g): (3.4.0.15)

Premier cas
Supposons que g est absolument continue par rapport à �, et que I(g) >
0 (cas non trivial). D'après le théorème 3.4.1, on sait alors que f est
�+Q-presque partout �nie et qu'il s'agit de la dérivée de g par rapport
à �. Soit l < I(g) quelconque. Il existe 0 < � < 1 tel queZ

�<f<1=�

h(f)d� > l:

Par continuité de h, sur [�; 1=�], et comme fp ! f � + Q-presque
partout lorsque p!1, il vient que

lim inf
p!1

h(fp)1f�<fp<1=�g � h(f)1f�<f<1=�g
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� + Q-presque partout lorsque p ! 1. En appliquant le lemme de
Fatou, il vient que

lim inf
p!1

Z
�<f<1=�

h(fp)d� � lim inf
p!1

Z
�<f<1=�

h(fp)d� =

Z
�<f<1=�

h(f)d� > l:

On en déduit d'après (3.4.0.15) que Ip(f) > l pour tout entier p suf-
�samment grand. Comme l < Ip, et en se rappelant (3.4.0.13), on en
déduit que

sup
p!1

Ip(g) = I(g):

Deuxième cas
Supposons maintenant que g n'est pas absolument continue par rapport
à �. D'après le théorème 3.4.1, on sait que, lorsque p!1, fp converge
�+Q-presque partout vers une limite f telle que Q(f =1) =: � > 0.
Soit l(�) la fonction dé�nie par

`(x) := x�1h(x) = log(x)� 1 + x�1; x > 0:

Clairement, limx!1 `(x) =1. Soit l > 0 quelconque, et soit A > 0 tel
que

inf
x>A

`(x) >
2l

�
:

Comme fp converge � + Q-presque partout vers f lorsque p ! 1, il
s'ensuit que, pour tout entier p su�samment grand, on a

Q(fp > A) > �=2:
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Ainsi, comme fp est la densité de Qp par rapport à �, on a

Ip(h) =

Z
]0;1[

h(fp)d�

=

Z
fp2]0;1[

`(fp)fp d�p

�
Z

fp2]0;1[

`(fp)dQp

�
Z

fp2]A;1[

`(fp)dQ

�2l

�
Q(fp > A)

>l:

Ainsi, comme l > 0 est arbitraire, il vient que

lim
p!1

Ip(f) = +1:

La preuve de la proposition 3.4.2 est donc achevée.�
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Chapitre 4

Une étude des accroissements du

processus empirique généralisé

4.1 Introduction

4.1.1 Objet étudié

Dans cette partie, nous considérons toujours un échantillon i.i.d
(Zi)i�1 à valeurs dans Rd. On dé�nit, pour z 2 R

d; h > 0 et K une
fonction réelle Borélienne sur Rd,

Gn(K;h; z) :=
nX
i=1

K
�Zi � z

h1=d

�
� E

�
K
�Zi � z

h1=d

��
: (4.1.1.1)

Il s'agit là de l'estimateur à noyau de la densité, à un terme multipli-
catif près. U. Einmahl et Mason [45] ont eu récemment l'idée de faire
varier K dans une classe de fonctions G, pour faire de Gn(�; h; z) un
processus empirique indexé par une classe de fonctions. Nous étudions
ici exclusivement ces processus, que nous appelons accroissements du
processus empirique généralisé.

Remarque 4.1.1 En choisissant

G1 :=
n
1[0;t]; 0 � t � 1

o
; (4.1.1.2)

et en considérant les Zi comme des v.a. uniformes sur [0; 1], le pro-
cessus Gn(�; h; z) s'identi�e clairement à n1=2

�
�n(z+h�)��n(z)

�
. On
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reconnaît ici les accroissements fonctionnels du processus empirique
uniforme.

Le problème principal dans l'étude du comportement asymptotique des
Gn(�; z; h) est qu'il n'existe pas de construction de type K.M.T (voir
(2.2.2.7) et (2.2.1.1)) pour le processus empirique indexé par une classe
de fonctions. Cependant, les recherches sur le processus empirique de ces
deux dernières décennies (citons les travaux de Talagrand [97], Mason
[76], U.Einmahl et Mason [45, 43], et Arcones [3]) ont permis la mise au
point d'un nombre su�sant d'outils pour établir un principe de grandes
déviations pour les processus Gn(�; hn; z) lorsque (hn)n�1 satisfait les
conditions de Csörg®-Révész-Stute, c'est à dire

(HV 1) 0 < hn � 1; hn # 0; nhn " 1;

(HV 2) nhn= log n!1,
(HV 3) log(1=hn)= log2 n!1:

Dé�nition 4.1.1 Soit F une classe de fonctions sur Rd. Pour une
mesure de probabilité Q sur Rd, et pour une fonction réelle f sur Rd

on pose

Q(f) :=

Z
Rd

f(z)dQ(z);

et pour � > 0 on pose

N (�;F ; Q) :=min
n
p � 1; 9(f1; : : : ; fp) 2 Fp; 8f 2 F ; 91 � k � p;

Q
� j f � fk j2

� � �2
o
:

Ainsi, N (�;F ; Q) est le nombre minimal de boules de L2(Q)-rayon �

nécessaire pour recouvrir F . En�n, pour � > 0 on dé�nit

N (�;F) := sup
n
N (�;F ; Q); Q probabilit�e

o
:
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Les résultats présentés dans cette partie se basent tous sur les hypo-
thèses suivantes concernant la classe G. Posons

Id := [0; 1]d; (4.1.1.3)

ainsi que

F :=
n
K
�
�(� � z)

�
; z 2 Rd; � > 0; K 2 G

o
: (4.1.1.4)

Notons ici jj � jjRd la norme euclidienne sur Rd. Nous faisons les hypo-
thèses suivantes.

(HK1) limjjujj
Rd!0 supK2G

R
Rd

(K(x)�K(x+ u))2dx = 0;

lim�!1 supK2G
R
Rd

�
K(�x)�K(x)

�2
dx = 0 ,

(HK2) 8K 2 G; supx2Rd j K(x) j� 1 ,
(HK3) 8K 2 G; 8x =2 Id; K(x) = 0;

(HK4) 9C > 0; v > 0; 80 < � < 2; N (�;F) � C0�
�v0.

Pour palier le problème de mesurabilité, nous faisons également l'hypo-
thèse usuelle

(HK5) G est séparable point par point.

Par "séparable point par point" nous entendons qu'il existe un sous-
ensemble dénombrable G0 de G tel que pour tout K 2 G il existe une
suite de G0 qui converge point par point vers K.
Remarque 4.1.2 La classe

G2 :=
n
1f[0;t1]�:::�[0;tp]g; (t1; : : : ; tp) 2 [0; 1]d

o
véri�e les hypothèses (HK1)-(HK5). En particulier, G2 véri�e (HK5)
car la classe

F2 :=
n
K
�� � z

�

�
; � > 0; z 2 Rd

o
=
n
1f[0;t1]�:::�[0;tp]g; (t1; : : : ; tp) 2 Rd

o
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est identi�able à une classe de Vlapnik-�ervonenkis (voir [98], chapitre
2.6).

Remarque 4.1.3 Si K est une fonction réelle sur Rd à variation bor-
née, bornée par 1, et telle que

8x =2 Id; K(x) = 0;

alors la classe de fonctions
�
K
	
véri�e les hypothèses (HK1)�(HK5).

En particulier, G3 :=
�
K
	
véri�e (HK5) car la classe de fonctions

F3 :=
n
K
�� � z

�

�
; z 2 Rd; � > 0

o
est reliée à deux classes de fonctions dont les sous-graphes forment
une classe de Vlapnik-�ervonenkis. Pour plus de détail concernant cet
argument, nous renvoyons à [87], chapitre 2.

4.1.2 Processus gaussien associé aux Gn(�; h; z)
Pour une classe de fonctions F quelconque, et pour 	 une fonction

réelle bornée sur F , on notera

jj 	 jjF := sup
f2F

j 	(f) j : (4.1.2.1)

Les résultats que nous allons présenter plus loin montrent que, sous
certaines conditions, les processus Gn(�; h; z) convenablement norma-
lisés se comportent comme le processus gaussien que nous dé�nissons
comme suit. Nous invitons le lecteur à prendre connaissance du �1.2,
et nous noterons L1(G) l'espace des fonctions réelles bornées sur G.
Dé�nition 4.1.2 (Processus WG(�)) Nous appelons WG(�) le proces-
sus gaussien indexé par G, centré, et dont la fonction de covariance est

Cov
�
WG(K);WG(K

0)
�
=

Z
Rd

K(t)K 0(t)dt; K;K 0 2 G:
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Si G véri�e (HK4), alors WG(�) est un processus régulier (cf de�nition
1.2.9). Nous notons J := JG l'énergie gaussienne associée à la mesure
induite par WG(�). Nous appelons K := KG le noyau associé à WG(�),
c'est à dire l'ensemble

K :=
n
	 2 L1(G); J(	) � 1

o
:

Nous soulignons les deux propriétés suivantes de J . La notion de fonc-
tion de coût est donnée dans la dé�nition 3.1.1.

Propriété 4.1.1 (Propriétés de J) Soit L�(G) l'espace de Hilbert
engendré par G, pour le produit scalaire suivant :

< g; g0 >0:= �(g; g0) =

Z
Rd

g(z)g0(z)dz:

Alors on a, pour tout 	 2 L1(G),

J(	) = inf
nZ
Rd

f 2(z)dz; f 2 L�(G); 8g 2 G; 	(g) =
Z
Rd

f(z)g(z)dz
o
:

(4.1.2.2)
En conséquence, le noyau K = KG est l'ensemble des fonctions (voir
�1.2.4)

	f : G ! R

g ! R
Rd

f(t)g(t)dt; (4.1.2.3)

pour f variant dans L�(G), et véri�antZ
Id

f 2(t)dt � 1:

En�n, J est une fonction de coût sur l'espace de Banach
�
L1(G); jj

� jjG
�
.

Preuve : Le point (4.1.2.2) est une conséquence de la remarque 1.2.1,
en choisissant H := R

d, muni de ses Boréliens, et en choisissant m
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comme la mesure de Lebesgue. Le fait que J soit une fonction de coût
vient du fait que, comme WG(�) est régulier on a (voir �3.4)

J(	) := sup
p�1;(K1;:::;Kp)2Gp

JK1;:::;Kp

�
	(K1); : : : ;	(Kp)

�
:

Ainsi, J est semi-continue inférieurement sur
�
L1(G); jj � jjG

�
en

tant qu'enveloppe supérieure de fonctions semi-continues inférieures sur�
L1(G); jj � jjG

�
. Soit a � 0 quelconque. Par application de l'inégalité

de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire < g; g0 >0, on déduit que
l'ensemble n

	 2 L1; J(	) � a
o

est uniformément équicontinu sur l'espace métrique précompact
�F ; jj

� jj0
�
, jj � jj0 étant la norme issue de < g; g0 >0. �

4.1.3 Processus empiriques et mesurabilité

Si les Gn(�; h; z); h > 0; z 2 R
d sont indexés par une classe de

fonctions G véri�ant (HK2), ces processus ont des trajectoires presque
sûrement bornées sur G. Nous pouvons donc les considérer comme des
variables aléatoires à valeurs presque sûrement dans L1(G). Le pro-
blème est que nous voudrions considérer des événements du typen

jj Gn(�; h; z)�	 jjG� �
o
; (4.1.3.1)

où � > 0 et où 	 appartient à l'ensemble KG. Ainsi, il faut s'assurer
que les boules ouvertes apparaissant dans l'expression (4.1.3.1) sont
bien mesurables pour les Gn(�; h; z). C'est ici que l'hypothèse (HK5)
joue un rôle. En e�et, pour 	 2 KG, il est aisé de constater via le
théorème de convergence dominée que, si une suite (Km)m�1 2 GN
converge point par point vers K 2 G, alors, pour tout entier n � 1 et
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pour tous h > 0; z 2 H on a

lim
m!1

	(Km)! 	(K)

lim
m!1

Gn(Km; h; z) = Gn(K;h; z):

Ainsi, grâce à l'hypothèse (HK5), on a pour tous h > 0, � > 0 et z 2 H
et n � 1 entier,n

jj Gn(�; h; z)�	 jjG� �
o
=
\
K2G0

n
j Gn(K;h; z)�	(K) j� �

o
(4.1.3.2)

Dé�nition 4.1.3 (Dé�nition de B(G)) On appelle B(G) l'ensemble
des fonctions 	 réelles bornées sur G, telles que si

�
Kn

�
n�1

! K point

par point lorsque n!1, alors

lim
n!1

	(Kn) = 	(K):

Remarque 4.1.4 Notons, pour f 2 G, l'application projection coor-
donnée

�f(	) := 	(f); 	 2 B(G);
et notons T0 la tribu engendrée par les applications projections coor-
données

�
�f ; f 2 G

	
. Nous pouvons considérer les Gn(�; h; z) comme

des variables aléatoires dont l'espace d'arrivée est
�B(G); T0�. Grâce

à l'hypothèse (HK5) et à l'égalité (4.1.3.2), les boules ouvertes de la
forme

	� :=
n
	0 2 B(G); jj 	�	0 jjG< �

o
; � > 0; 	 2 K; (4.1.3.3)

ainsi que les ensembles de la forme

A� :=
[
	2A

	�; A � K; � > 0; (4.1.3.4)

appartiennent à la tribu T0.
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Remarque 4.1.5 L'espace B(G) est sous-espace vectoriel fermé de�
L1(G); jj � jjG

�
, ensemble des fonctions réelles bornées sur G, muni de

sa norme sup usuelle. D'après l'hypothèse (HK5) et l'égalité (4.1.3.2),
nous déduisons que la tribu Tjj�jjG de

�B(G); jj � jjG � engendrée par les
boules est bien incluse dans T0. Ainsi, l'hypothèse faite au début du
�3.3.1 est bien véri�ée, et nous pourrons donc appliquer les théorèmes
du �3.3.

4.2 Comparaison de deux tailles de fenêtre signi�-
cativement di�érentes

Nous citons ici un résultat établi par Mason. Soit H un compact de
R
d. Nous notons ici

�n;h :=
n G(�; h; z)
(2nh log(1=h))1=2

; z 2 H
o
:

rappelons que l'espace B(G) est spéci�é dans la dé�nition 4.1.3, et que
la norme jj � jjG est dé�nie dans (4.1.2.1). En�n, K est dé�ni au début
du �4.1.3, et le symbole "  ", signi�ant "relativement compact avec
ensemble d'adhérence...", est dé�ni dans le �2.1.1.

Théorème 4.2.1 [LFULI pour les accroissement du processus empi-
rique généralisé, Mason, 2002] Soient H un compact de Rd d'intérieur
non vide, (hn)n�1 une suite de constantes strictement positives satis-
faisant les hypothèse (HV1)-(HV3) (voir �4.1.1), et G une classe de
fonctions véri�ant (HK1)-(HK5) (voir �4.1.1). Soit (Zi)i�1 une suite
de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur Rd admet une densité f (par
rapport à la mesure de Lebesgue), telle que f est continue et strictement
positive sur H. Supposons qu'il existe � > 0 tel que f est uniformément
continue sur l'ensemble suivant

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
; (4.2.0.5)
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où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Alors avec
probabilité 1 on a

�n;hn  K

dans
�B(G); jj � jjG �.

Preuve : Voir [77]. �

Nous allons maintenant nous intéresser à l'étude simultanée des ac-
croissements généralisés du processus empirique pris en un même point
z, mais avec deux tailles de fenêtre (hn;1)n�1 et (hn;2)n�1 signi�cati-
vement di�érentes (voir (HV4) plus loin), et véri�ant toutes deux les
hypothèses de Csörg®-Révész-Stute (HV1)-(HV3). Par exemple, il peut
s'agir de deux fonctions puissances d'indices di�érents. Nous étudierons
l'objet suivant :

�n :=
n� Gn;1(�; z)

bn;1f(z)1=2
;
Gn;2(�; z)
bn;2f(z)1=2

�
; z 2 H

o
; (4.2.0.6)

avec
bn;` :=

�
2nhn;` log(1=hn;`)

�1=2
; ` = 1; 2;

et

Gn;`(K; z) :=Gn(K;hn;`; z)

=
nX
i=1

K
�Zi � z

h
1=d
n;`

�
� E

�
K
�Zi � z

h
1=d
n;`

��
; ` = 1; 2: (4.2.0.7)

4.2.1 Hypothèses sur les tailles de fenêtre, ensemble limite
de �n

Nous supposons que (hn;1)n�1 et (hn;2)n�1 véri�ent (HV1)-(HV3)
(voir �4.1.1), et nous faisons l'hypothèse que (hn;1)n�1 et (hn;2)n�1 ont
des vitesses signi�cativement di�érentes dans les sens suivant.

(HV 4) limn!1 log(hn;1)= log(hn;2) = d1; 0 < d1 < 1:

163



Rappelons que S1 est la boule de Strassen dé�nie par (2.1.2.1), que

jj f jj:= sup
t2[0;1]

j f(t) j

et que, pour f 2 S1;

jj f jj2H :=
1Z

0

f 0
2
(t)dt:

Deheuvels [27] a établi le comportement presque sûr de �n dans le cas
réel, c'est à dire lorsque G = G1 (voir (4.1.1.2)). Ainsi, il a établi la
LUFLI suivante. Pour des raisons d'identi�cation (voir (4.1.1.2)), nous
posons, pour (f1; f2) 2 Tn les fonctionsef` : [0; 1] ! R

t ! f`([0; t]); ` = 1; 2:

Théorème 4.2.2 (Deheuvels, 2000) Supposons G = G1, que les (Zi)

sont uniformément distribuées sur [0,1], et que (hn;1)n�1 et (hn;2)n�1
véri�ent (HV1)-(HV4). Posons

S 0 :=
n
(f1; f2) 2 S2

1 ; d1 jj f1 jj2H + jj f2 jj2H� 1
o
:

On a presque sûrement

(i) 8(g1; g2) 2 S 0; lim inf
n!1

inf
(f1;f2)2�n

max
n
jj ef1 � g1 jj; jj ef2 � g2 jj

o
= 0;

(ii) lim
n!1

sup
(g1;g2)2�n

inf
(f1;f2)2S 0

max
n
jj ef1 � g1 jj; jj ef2 � g2 jj

o
= 0:

Preuve : Voir [27].�

Notre but est ici d'étendre le théorème 4.2.2 à une classe de fonc-
tions G satisfaisant (HK1)-(HK5), et reprenant les outils utilisés par
Mason dans la preuve de son théorème 4.2.1. Pour cela, il nous faut
d'abord avoir une idée de l'ensemble limite de �n, qui doit être une
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généralisation de l'ensemble S 0 lorsque G est quelconque (au lieu de G1
dé�nie par (4.1.1.2)). La norme hilbertienne jj f jj2H peut s'interpréter
comme l'énergie gaussienne associée au mouvement brownien W sur
[0,1] (voir le �1.2.4), et cette énergie détermine les propriétés grandes
déviations de W . De plus, K est le noyau associé au processus gaussien
WG(�), dont l'énergie gaussienne est J (voir la dé�nition 4.1.2). Ainsi,
comme J détermine les propriétés de grandes déviations de WG(�), il
paraît naturel de dé�nir l'ensemble limite de �n de la façon suivante

K
0 :=

n�
	1;	2

� 2 K2; d1J(	1) + J(	2) � 1
o
:

4.2.2 Énoncé du résultat

Nous énonçons maintenant une loi fonctionnelle uniforme du loga-
rithme itéré pour �n. Pour (	1;	2) 2 B(G)2, on pose

jjj (	1;	2) jjj:= max
� jj 	1 jjG; jj 	2 jjG

	
: (4.2.2.1)

Théorème 4.2.3 Soient H un compact de Rd d'intérieur non vide,
(hn;1)n�1 et (hn;2)n�1 deux suites de constantes strictement positives sa-
tisfaisant les hypothèses (HV1)-(HV4) (voir �4.1.1), et G une classe de
fonctions véri�ant (HK1)-(HK5) (voir �4.1.1). Soit (Zi)i�1 une suite
de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur Rd admet une densité f (par
rapport à la mesure de Lebesgue). Supposons qu'il existe � > 0 tel que
f est continue et strictement positive sur l'ensemble

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
;

où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Alors on a
presque sûrement

(i) 8(	1;	2) 2 K0; lim
n!1

inf
(	01;	

0
2)2�n

max
n
jj 	1 �	0

1 jjG; jj 	2 �	0
2 jjG

o
= 0;

(ii) lim
n!1

sup
(	1;	2)2�n

inf
(	01;	

0
2)2K

0
max

n
jj 	1 �	0

1 jjG; jj 	2 �	0
2 jjG

o
= 0:
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En d'autre termes, �n est presque sûrement relativement compacte
(voir �2.1.1) d'ensemble limite K0 dans l'espace métrique

�B(G)2; jjj
� jjj �.
Avant de prouver le théorème 4.2.3, nous faisons quelques remarques
concernant les hypothèses (HK2) et (HK3).

4.2.3 Une remarque sur les hypothèses du théorème 4.2.3

Les hypothèses (HK2)-(HK3) peuvent être rendues moins restric-
tives, moyennant quelques e�orts supplémentaires. Cependant, nous
avons choisi de les renforcer, et cela dans un souci de clarté unique-
ment. Ainsi, par des arguments de translation et d'homogénéité, on
constate que les théorèmes 4.2.3, 4.2.1 et 4.3.2 (voir plus loin) restent
vrais si les hypothèses (HK2) et (HK3) sont remplacées par les deux
hypothèses plus générales suivantes :

(HK20) 9M > 0; 8K 2 G; supx2Rd j K(x) j�M;

(HK30) 9M > 0; 8K 2 G; 8x =2 [�M;M ]d; K(x) = 0:

A titre d'exemple, nous montrons que le théorème 4.2.1 reste vrai sous
ces deux hypothèses.
Soit G une classe de fonctions véri�ant (HK1), (HK2'), (HK3'), (HK4)
et (HK5). Il existe donc M > 0 tel que

8K 2 G; sup
x2Rd

j K(x) j�M;

8K 2 G; 8x =2 [�M;M ]d; K(x) =0:

Notons ~M := (M; : : : ;M) 2 Rd. Pour toute fonction réelle g sur Rd,
on notera g la fonction suivante

g(z) :=
1

M
g
�z + ~M

2M

�
; z 2 Rd:
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Alors, la classe de fonctions

G 0 :=
n
g; g 2 G

o
véri�e les cinq hypothèses (HK1)-(HK5) du théorème 4.2.1. Soit mainte-
nant (Zi)i�1 une suite i.i.d. de variables aléatoires, dont la loi commune
sur Rd admet une densité f continue et strictement positive sur une
ensemble H�, avec H un compact d'intérieur non vide, et � > 0. Soit
également (hn)n�1 une suite de constantes strictement positives véri-
�ant les hypothèses (HV1)-(HV3). Clairement on a, pour tout entier n
su�samment grand,

H � h1=dn
~M � H�=2: (4.2.3.1)

Un raisonnement d'analyse montre que l'ensemble KG0 peut s'exprimer
en fonction de KG de la façon suivante.

KG0 :=
n
	1 2 KG0; 9	2 2 KG; 8g 2 G; 	1(g) = (2M)d=2M�1	2(g)

o
:

(4.2.3.2)
Remarquons en�n que, pour tout entier n � 1, pour tout h > 0 et pour
tout z 2 Rd on a, presque sûrement pour tout g 2 G,

Gn(g; h; z) =
1

M

 
nX
i=1

g
�Zi � z + h1=d ~M

2Mh1=d

�
� E

�
g
�Zi � z + h1=d ~M

2Mh1=d

��!
=

1

M
Gn

�
g; (2M)dh; z � h1=d ~M

�
: (4.2.3.3)

Considérons maintenant la suite (hn)n�1 :=
�
(2M)dhn

�
n�1

. Cette suite

véri�e les hypothèses (HV1)-(HV3) à partir d'un certain rang. D'après
(4.2.3.1), (4.2.3.2) et (4.2.3.3) nous savons que, pour tout entier n suf-

167



�samment grand, on a presque sûrement

sup
z2H

inf
	22KG

������ Gn(g; hn; z)p
2f(z)nhn log(1=hn)

�	2

������
G

=sup
z2H

inf
	22KG

sup
g2G0

��� Gn(g; hn; z)p
2f(z)nhn log(1=hn)

�	2(g)
���

=sup
z2H

inf
	12KG0

sup
g2G0

���(2M)d=2

M

Gn

�
g; hn; z � h

1=d
n

~M
�

q
2f(z)nhn log

�
(2M)d=2=hn

� � (2M)d=2

M
	1(g)

���
� sup

z2H�=2

inf
	12KG0

(2M)d=2

M

������ Gn(�; hn; z)q
2nf

�
z + h

1=d
n

~M
�
hn log

�
(2M)d=2=hn

� �	1

������
G0
:

(4.2.3.4)

Nous appliquons le théorème 4.2.1 à la suite (hn)n�1, la classe de fonc-
tions G 0 et le compact d'intérieur non vide H�=2. Comme f est continue
et strictement positive sur H�, on en déduit aisément que, presque sû-
rement,

lim
n!1

sup
z2H�=2

inf
	12KG0

������ Gn(�; hn; z)q
2nf

�
z + h

1=d
n

~M
�
hn log

�
(2M)d=2=hn

��	1

������
G0
= 0:

En�n, d'après (4.2.3.4) nous déduisons que, presque sûrement,

lim
n!1

sup
z2H

inf
	22KG

������ Gn(g; hn; z)�
2nhn log(1=hn)

�1=2 �	1

������
G
= 0: (4.2.3.5)

Posons maintenant, pour tout entier n � 1, ehn := (2M)�dhn. La suite
(ehn)n�1 véri�e les hypothèses (HV1)-(HV3) pour tout entier n su�sam-
ment grand. Soit maintenant H � H un hypercube non vide véri�ant,
pour un réel  > 0, H

 � H. Un tel ensemble H existe car H est
supposé d'intérieur non vide. Clairement on a, pour tout entier n suf-
�samment grand,

H � H + eh1=dn
~M: (4.2.3.6)
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Soit maintenant 	2 2 KG. D'après (4.2.3.2), nous savons que l'applica-
tion réelle 	1 dé�nie sur G 0 par la relation

	1(g) = (2M)d=2M�1	2(g); g 2 G (4.2.3.7)

est un élément de KG0. D'après (4.2.3.7), (4.2.3.6), et (4.2.3.3), on a,
presque sûrement à partir d'un certain rang,

inf
z2H

������ Gn(�; hn; z)p
2nhn log(1=hn)

�	2

������
G

= inf
z2H+eh

1=d
n

~M

sup
g2G

��� Gn(g; hn; z � eh1=dn
~M)q

2nf
�
z � eh1=dn

~M
�
hn log(1=hn)

�	2(g)
���

=
M

(2M)d=2
inf

z2H+eh
1=d
n

sup
g2G

��� Gn

�
g; (2M)dehn; z � eh1=dn

~M
�

M
q
2f
�
z � eh1=dn

~M
�
nehn log �1=(2M)dehn� �

(2M)d=2

M
	2(g)

���
� M

(2M)d=2
inf
z2H

sup
g2G

��� Gn

�
g; (2M)dehn; z�

M
q
2nf

�
z � eh1=dn

~M
�ehn log �1=(2M)dehn� �

(2M)d=2

M
	2(g)

���
=

M

(2M)d=2
inf
z2H

sup
g2G

��� Gn

�
g;ehn; z�

M
q
2nf

�
z � eh1=dn

~M
�ehn log �1=(2M)dehn� �	1(g)

���
=

M

(2M)d=2
inf
z2H

������ Gn

��;ehn; z�
M
q
2nf

�
z � eh1=dn

~M
�ehn log �1=(2M)dehn� �	1

������
G0
:

(4.2.3.8)

En appliquant le théorème 4.2.1 à la classe G 0 à la suite (ehn)n�1 et au
compact de Rd d'intérieur non vide H, et en se servant de la régularité
de f sur H�, nous concluons que le majorant dans (4.2.3.8) converge
presque sûrement vers 0. Ainsi, on a presque sûrement

lim
n!1

inf
z2H

������ Gn(�; hn; z)�
2nhn log(1=hn)

�1=2 �	2

������
G
: (4.2.3.9)
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En combinant (4.2.3.5) et (4.2.3.9), nous concluons que le théorème
4.2.1 est vrai lorsque G véri�e (HK1), (HK2'), (HK3'), (HK4), (HK5).

Pour démontrer le théorème 4.2.3, nous allons prouver séparément
la partie (i) et la partie (ii) du résultat énoncé.

4.2.4 Preuve de la partie (i) du théorème 4.2.3

La preuve de la partie (i) du théorème 4.2.3 sera divisée en plusieurs
étapes.

Étape 1 : Subdivision de H.

Dans le but d'appliquer un lemme de "Poissonisation" (voir, plus
loin, le lemme 4.2.1), nous choisissons un sous-hypercube ouvert non
vide H 0 de H tel que :

P (Z1 2 H 0) � 1=2:

Un tel choix est possible car H a été supposé d'intérieur non vide.
Soient (a1; : : : ; ad) les dimensions de H 0. Fixons

0 < � < min
k=1:::p

ak; (4.2.4.1)

et 0 < � < 1.

Dé�nition 4.2.1 (Une relation d'ordre partiel) Pour deux vecteurs
~i = (i1; : : : ; ip) 2 Rd et ~j = (j1; : : : ; jd) 2 Rd, on notera ~i � ~j lorsque,
pour tout l = 1; : : : ; p on a il � jl.

Dans tout ce chapitre, ~i et ~j désigneront des éléments de (N�
f0g)d. Par un argument de translation, nous pouvons supposer que le
vecteur nul (0; : : : ; 0) 2 Rd est le "coin inférieur gauche" de H 0, c'est à
dire

(0; : : : ; 0) 2H 0

8z 2 H 0; (0; : : : ; 0) �z:
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Posons

~1d := (1; 1; : : : ; 1)(d� fois):

Nous divisons ensuite H 0 (de façon incomplète) en sous-hypercubes
disjoints, notés

z~i + h
1=d
n;1 I

d; ~1d �~i � ~Mn (4.2.4.2)

où

z~i := �~1d + h
1=d
n;1 (1 + �)~i; ~1d �~i � ~Mn; (4.2.4.3)

et

~Mn =
�
Mn;1; : : : ;Mn;d

�
:=

�h a1 � �

(1 + �)h
1=d
n;1

i
; : : : ;

h ad � �

(1 + �)h
1=d
n;1

i�
:

(4.2.4.4)
Remarquons que, comme hn;1 ! 0 lorsque n ! 1, et en vertu de
(4.2.4.1), la subdivision précédente comporte au moins un élément pour
tout entier n su�samment grand, c'est à dire ~1d � ~Mn. Puis chaque
hypercube z~i+h

1=d
n;1 I

d est lui même divisé en sous-hypercubes disjoints,
notés

z~i;~j + h
1=d
n;2 I

d;

avec

z~i;~j := z~i �
�

d
h
1=d
n;2
~j; ~1d � ~j � ~mn; (4.2.4.5)

avec

~mn =
�
mn;1; : : : ;mn;d

�
:=
h�dhn;1
hn;2

�1=di~1d: (4.2.4.6)

D'après l'hypothèse (HV4), on sait que, pour tout entier n su�samment
grand, les subdivisions décrites précédemment comportent au moins un
élément, c'est à dire ~1d � ~mn. Remarquons que, lorsque n ! 1, les
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quantités suivantes véri�ent

Mn :=
dY

k=1

Mn;k = h
(�1+o(1))
n;1 = h

�d1+o(1)
n;2 ; (4.2.4.7)

mn :=
dY

k=1

mn;k = h
d1�1+o(1)
n;2 : (4.2.4.8)

Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que la subdivision de H 0

véri�e la propriété suivante.

(~i;~j) 6= (~i0;~j0))�z~i;~j + h
1=d
n;2 I

d
	 \ �z~i0;~j0 + h

1=d
n;2 I

d
	
= ;; (4.2.4.9)

~i 6=~i0 )�z~i + h
1=d
n;1 I

d
	 \ �z~i0 + h

1=d
n;1 I

d
	
= ;: (4.2.4.10)

En�n, pour tout ~1d �~i � ~Mn; ~1d �~i0 � ~Mn; ~1d � ~j � ~mn on a�
z~i;~j + h

1=d
n;2 I

d
	 \ �z~i0 + h

1=d
n;1 I

d
	
= ;: (4.2.4.11)

Choisissons maintenant (	1;	2) 2 K0 quelconque. Posons, pour n � 1

entier, pour h > 0 et z 2 H,

Ln;`(�; z) := Gn;`(�; z)
bn;`f(z)1=2

=
1

bn;`f(z)1=2

nX
k=1

K
�Zk � z

h
1=d
n;`

�
�E
�
K
�Zk � z

h
1=d
n;`

��
:

(4.2.4.12)
Rappelons que 	�

1 et 	
�
2 sont les boules de jj � jjG-rayon � et de centres

respectifs 	1 et 	2 (voir (4.1.3.3)). On dé�nit ensuite les événements
suivants.eEn;~i =

eEn;~i(	1;	2; �; �)

:=
n
Ln;1(�; z~i) 2 	�

1

o
\

~mn[
~j=1

n
Ln;2(�; z~i;~j) 2 	�

2

o
;~1d �~i � ~Mn;

(4.2.4.13)eEn = eEn(	1;	2; �; �)

:=

~Mn[
~i=1

eEn;~i: (4.2.4.14)
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Étape 2 : Contrôle de P(En) par "Poissonisation"

Pour n �xé, soit �n une variable de Poisson d'espérance n, indépen-
dante de la suite (Zi)i�1 . On considère alors la version "Poissonisée"
du processus empirique

�n;`(K; z) :=

�nX
i=1

K
�Zi � z

h
1=d
n;`

�
� E

�
K
�Zi � z

h
1=d
n;`

��
; K 2 G; z 2 H;

(4.2.4.15)
et plus généralement on dé�nit

�n(g) :=

�nX
i=1

g(Zi)� E(g(Zi)); g 2 G; (4.2.4.16)

avec par convention X
;

:= 0:

Dé�nissons maintenant les événements suivants.

En;~i =En;~i(	1;	2; �; �)

:=
n �n;1(�; z~i)
f(z~i)

1=2bn;1
2 	�

1

o
\

~mn[
~j=1

n �n;2(�; z~i;~j)
f(z~i;~j)

1=2bn;2
2 	�

2

o
;~1d �~i � ~Mn;

(4.2.4.17)

En =En(	1;	2; �; �)

:=

~Mn[
~i=1

En;~i: (4.2.4.18)

Nous allons nous servir du lemme de Poissonisation suivant.

Lemme 4.2.1 (Poissonisation) Soient (F1; :::;Fp) des classes de fonc-
tions de Rd et soit A � R

d un Borélien tel que

81 � i � p; 8f 2 Fi; 8x =2 A; f(x) = 0;
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P(Z1 2 A) � 1=2:

Soit B un événement mesurable pour le p-uplet de processus suivant :�
(�n(g1))g12F1

; : : : ; (�n(gp))gp2Fp

�
:

Alors on a
P(B j �n = n) � 2P(B):

Preuve : Notons

�0n =

�nX
i=1

1A(Zi); �00n =

�nX
i=1

�
1� 1A(Zi)

�
:

Ces deux variables suivent des lois de Poisson de paramètres respectifs
np et n(1�p), où p := P (Z1 2 A). De plus, presque sûrement, �0n+�

00
n =

�n. On a alors

P(B j �n = n) =

nP
k=1

P((B \ f�0n = n� kg) \ f�00n = kg)
P(�n = n)

Par indépendance (voir le lemme 4.2.3 plus loin), il vient que

P(B j �n) =

nP
k=1

P(B \ f�0n = n� kg)P(�00n = k)

P(�n = n)

�

� nP
k=1

P(B \ f�0n = n� kg)�max1�k�n P(�
00
n = k)

P(�n = n)
:

Une étude de suite appliquée conjointement à la formule de Stirling
montre que

max
k�n

P(�00n = k)=P(�n = n) � 2:

Ainsi

P(B j �n = n) �2
nX

k=1

P(B \ �0n = n� k)

�2P(B):
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Nous avons prouvé le lemme 4.2.1. �

Remarquons maintenant que, d'après l'hypothèse (HK3), on a, pour
tout K 2 G, pour tout entier n � 1, et pour tous ~1d � ~i � ~Mn; ~1d �
~j � ~mn,

supp

�
K
� � � z~i

h
1=d
n;1

��
� z~i + h

1=d
n;1 I

d;

supp

�
K
�� � z~i;~j

h
1=d
n;2

��
� z~i;~j + h

1=d
n;2 I

d:

Ici supp(f) :=
�
f 6= 0

	
et Id := [0; 1]d. De plus

~Mn[
~i=1

�n
z~i + h

1=d
n;1 I

d
o
[

~mn[
~j=1

n
z~i;~j + h

1=d
n;2 I

d
o�

� H 0;

et P(H 0) � 1=2: Nous pouvons donc appliquer le lemme de Poissonisa-
tion 4.2.1 et obtenir la majoration suivante

P
�fEn

c� � 2P
�
En

c
�
; n � 1: (4.2.4.19)

Ici, pour un événement A, on note Ac l'événement complémentaire de
A.

Étape 3 : Un principe de grandes déviations

Pour contrôler eEn, nous allons utiliser un principe de grandes dé-
viations uniforme dû à Mason. La fonctionnelle J apparaissant dans
la proposition suivante est l'énergie gaussienne associée au processus
WG. Pour plus de détails sur J , nous renvoyons à la dé�nition 4.1.2.
Rappelons que T0 est dé�ni dans la remarque 4.1.4.

Proposition 4.2.1 (Mason, 2003 ) Considérons le tableau triangu-
laire � �n;1(�; z~i)

bn;1f(z~i)
1=2

�
n�1; ~1d�~i� ~Mn

:
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Considérons la topologie induite par la norme uniforme sur B(G). Sous
les hypothèses du théorème 4.2.3, on a

8 O 2 T0 ouvert : lim inf
n!1

min
~1d�~i� ~Mn

1

log(1=hn;1)
log
�
P

� �n(�; z~i)
bn;1f(zi)1=2

2 O
��

� �J(O);

8 F 2 T0 ferm�e : lim sup
n!1

max
~1d�~i� ~Mn

1

log(1=hn;1)
log
�
P

� �n(�; z~i)
bn;1f(zi)1=2

2 F
��

� �J(F ):
Ce principe de grandes déviations uniforme est vrai pour le tableau
triangulaire�

b�1n;2f(z~i;~j)
�1=2�n;2(�; z~i;~j)

�
n�1;~1d�~i� ~Mn; ~1d�~j�~mn

;

en remplaçant log(1=hn;1) par log(1=hn;2).

Preuve : Voir [77]. �

Un résultat analytique sur K

Rappelons que K est caractérisé par (4.1.2.3). Nous aurons besoin
du lemme suivant :

Lemme 4.2.2 Supposons que G véri�e (HK2). Soit 	 = 	f1 2 K telle
que

J(	) =

Z
Rd

f 21 (z)dz � 1;

et soit 0 < � < 1. Alors

J(	�) � (1� �)2J(	): (4.2.4.20)

Preuve : En remarquant que f2 := f1(1 � �) véri�e J(	f2) = (1 �
�)2J(	f1), il su�t de montrer que jj  f1 �  f2 jjG< � . Cela vient du
fait que, sous (HK2), pour toute fonction K 2 G on a, en appliquant
l'inégalité de Cauchy-Schwarz,��� Z

Id

(f1(t)� f2(t))Kd�
��� < 1� �:
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Étape 4 : Preuve de la partie (i) du théorème 4.2.3

Nous allons utiliser une propriété du processus de Poisson dé�ni par
(4.2.4.16). Cette propriété est une généralisation de la propriété d'indé-
pendance des accroissements d'un processus de Poisson standard. Rap-
pelons que, pour une fonction réelle f dé�nie sur Rd, supp(f) désigne
l'ensemble

�
f 6= 0

	
.

Lemme 4.2.3 [Indépendance] Soit F1; : : : ;FN une collection �nie de
classes de fonctions réelles sur Rd telles que

8i 6= j; 8(f; g) 2 Fi �Fj; supp(f) \ supp(g) = ;: (4.2.4.21)

Posons 1 � q � N , et pour un entier n � 1�
�q(f)

�
f2Fq

:=

�nX
i=1

f(Zi)� E
�
f(Zi)

�
:

Alors les (�q)q=1::N sont mutuellement indépendants dans le sens sui-
vant. Pour q � N , soit Tq la tribu de B(Fq) engendrée par les coor-
données de �q. Alors pour tous A1 2 T1; : : : Aq 2 Tq on a

P

�
�1(�) 2 A1; : : : :;�q(�) 2 Aq

�
= P

�
�1(�) 2 A1

�
�: : :�P

�
�q(�) 2 Aq

�
:

Preuve : Il su�t de montrer l'indépendance des projections coordon-
nées. Choisissons arbitrairement un jeu de fonctions fi;q; q = 1 : : : N; i =

1 : : : nq telle que 81 � q � N; fi;q 2 Fq. Nous devons montrer quen�
�1(fi;1)

�
i�n1

; :::;
�
�N(fi;N)

�
i�nN

o
forme N "blocs" mutuellement indépendants. Notons � la fonction ca-
ractéristique de ce vecteur aléatoire, et , pour 1 � q � N �xé, notons
�q la fonction caractéristique du vecteur aléatoire (�q(fi;q))i�nq . Il nous
su�t donc de montrer que, pour tous (t1;1; : : : ; tn1;1; : : : ; t1;N ; : : : ; tnN ;n) 2
R
n1 � : : :� RnN on a

�(t1;1; ::tn1;1; ::; t1;N ; :::; tnN ;N) =
NY
q=1

�q(t1;q; :::; tnq;q): (4.2.4.22)
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Soit k � 1 un entier. Comme les (Zi)i�1 sont indépendants de �n, il
vient que, conditionnellement à �n = k, le vecteur aléatoire�

�1(fi;q)
�
q�N;i�nq

suit la loi d'une somme de k vecteurs aléatoires i.i.d de loi commune
celle de

(fi;q(Z1))q�N;i�nq :

Notons  la fonction caractéristique de ce vecteur aléatoire, et pour 1 �
q � N , notons  q la fonction caractéristique du vecteur (fi;q(Z1))i�nq .
Il vient, après application de la Formule de Bayes, en conditionnant par
rapport aux valeurs de �n,

�(�) = exp
�
n( (�)� 1)

�
;

81 � q � N; �q = exp(n( q � 1)):

Il nous su�t donc de montrer que

8~t = (t1;1; ::; tnN ;N);  (~t)� 1 =
NX
q=1

( q(~tq)� 1);

où ~tq = (t1;q; :::; tnq;q); q = 1; : : : ; N . Notons, pour 1 � q � N �xé,

eAq =

nq[
i=1

supp(fi;q);

eAN+1 = R
d � (

N[
q=1

eAq):

Posons aussi pq = P(Z1 2 Aq); 1 � q � N + 1. Pour tout 1 � q � N

on a donc

 q(~tq) = E
�
ei<

~fq(Z1);~tq> j fZ1 2 eAqg
�
pq + (1� pq):
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En e�et ~fq(Z1) := (f1;q(Z1); : : : ; fnq;q(Z1)) = (0; :::; 0) si Z1 =2 eAq. De
la même façon, en notant ~f = (f1;1; : : : ; fnN ;N) on calcule :

 (~t) =
NX
q=1

E
�
ei<

~f(Z1);~t> j Z1 2 Aq

�
pq + P(Z1 2 eAN+1):

Si Z1 2 Aq on a < ~f;~t >=< ~fq; ~tq > par dé�nition des Aq. De plus,

par hypothèse (voir (4.2.4.21)), on a P(Z1 2 AN+1) = 1�
NP
q=1

pq. On a

donc

 (~t) =
NX
q=1

E(ei<
~fq(Z1);~tq> j Z1 2 Aq)pq +

�
1�

NX
q=1

pq

�
=1 +

NX
q=1

( q(~tq)� 1):

Ceci prouve le résultat souhaité, ~t étant arbitraire. �

Notons de façon générale Ac comme le complémentaire de l'événe-
ment A. Rappelons que En(	1;	2; �; �) est dé�nie par (4.2.4.18) et queeEn(	1;	2; �; �) est dé�ni par (4.2.4.14). Les trois étapes précédentes
nous permettent d'établir le lemme suivant.

Lemme 4.2.4 Sous les hypothèses du théorème 4.2.3, pour tout choix
de � > 0, � > 0 et (	1;	2) 2 K0 on a

P

� \
m�1

[
n�m

eEc
n(	1;	2; �; �)

�
= 0: (4.2.4.23)

Preuve : En partant de la majoration (4.2.4.19), on a

P( eEc
n) � 2P(En

c); n � 1:

Or, en se rappelant (4.2.4.17), on sait que

P(En
c) = P

� \
~1d�~i� ~Mn

En;~i
c
�
:
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Remarquons que, d'après (4.2.4.9), (4.2.4.10), et (4.2.4.11), pour tout
K 2 G et pour tous ~1d �~i; ~i0 � ~Mn; ~1d � ~j; ~j0 � ~mn, on a

(~i;~j) 6= (~i0; ~j0)) supp

�
K
� � � z~i;~j

h
1=d
n;2

��
\ supp

�
K
�� � z~i0;~j0

h
1=d
n;2

��
= ;;

(4.2.4.24)

~i 6= ~i0 ) supp

�
K
� � � z~i

h
1=d
n;1

��
\ supp

�
K
�� � z~i0

h
1=d
n;1

��
= ;; (4.2.4.25)

et

8~1d � ~j � ~mn; ~i;~i
0 � ~Mn; supp

�
K
�� � z~i;~j

h
1=d
n;2

��
\supp

�
K
�� � z~i0

h
1=d
n;1

��
= ;:

(4.2.4.26)
Ces propriétés sont des conséquences du fait que pour tout K 2 G on a
supp(K) � [0; 1]d, d'après (HK3). Ainsi, (4.2.4.25) combiné au lemme
4.2.3 nous assure que les événements En;~i;

~1d �~i � ~Mn sont mutuelle-
ment indépendants. Il s'ensuit que, comme 1 � u � exp(�u); u > 0,
on a

P

� \
~1d�~i� ~Mn

En;~i
c
�
=

Y
~1d�~i� ~Mn

�
1� P�En;~i

��
� exp

�
�

X
~1d�~i� ~Mn

P
�
En;~i

��
� exp

�
�Mn min

~1d�~i� ~Mn

P
�
En;~i

��
: (4.2.4.27)

De plus, (4.2.4.26) combiné avec le lemme 4.2.3 nous assure que

P(En;~i) = P(En;~i;1)� P(En;~i;2);

où ici

En;~i;1 :=
n
f(z~i)

�1=2b�1n;1�n;1(�; z~i) 2 	�
1

o
;

En;~i;2 :=
[

~1d�~j�~mn

n
f(z~i;~j)

�1=2b�1n;2�n;2(�; z~i;~j) 2 	�
2

o
:
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Posons maintenant

En;~i;~j :=
n
f(z~i;~j)

�1=2b�1n;2�n;2(�; z~i;~j) 2 	�
2

o
: (4.2.4.28)

Rappelons ici que bn;` := (2nhn;` log(1=hn;`))
1=2; ` = 1; 2. D'après

(4.2.4.24) combinée avec le lemme 4.2.3, nous savons que

P(En;~i;2) = 1�
Y

~1d�~j�~mn

�
1� P(En;~i;~j)

�
� 1� exp

�
�

X
~1d�~j�~mn

P(En;~i;~j)
�

� 1

2
min

�
1;mn � min

~1d�~j�~mn

P(En;~i;~j)
�
:

L'inégalité précédente se déduit de l'inégalité classique 1� exp(�a) �
1=2 min(1; a) pour tout a � 0. Ainsi,

Mn min
~1d�~i� ~Mn

P(En;~i) �Mn min
~1d�~i� ~Mn; ~1d�~j�~mn

P(En;~i;1)P(En;~i;2)

�Mn min
~1d�~i� ~Mn

P(En;~i;1)�
1

2
min

n
1;mn min

~1d�~i� ~Mn

min
~1d�~j�~mn

P(En;~i;~j)
o

=:
1

2
min

n
Mnan;Mnmnana

0
n

o
; (4.2.4.29)

avec

an := min
~1d�~i� ~Mn

P(En;~i;1);

a0n := min
~1d�~i� ~Mn

min
~1d�~j�~mn

P(En;~i;~j):

Comme J(	1) � 1 et d1J(	1) + J(	2) � 1 (voir la dé�nition de K0

dans le �4.2.1), il existe �0 > 0 su�samment petit pour avoir

max
n
d1

�
(1��)2J(	1)+2�

0�1
�
; (1��)2

�
d1J(	1)+J(	2)

�
+2�0�1

o
< ��0:

(4.2.4.30)
Nous appliquons ensuite les deux principes de grandes déviations de la
proposition 4.2.1 aux boules ouvertes respectives 	�

1 et	�
2 (rappelons
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que ces deux ensembles sont dé�nis par (4.1.3.3)). Ainsi, pour tout
entier n su�samment grand on a

an � exp
�
� (J(	�

1) + �0) log(1=hn;1)
�
;

a0n � exp
�
� (J(	�

2) + �0) log(1=hn;2)
�
:

De plus , au vu du lemme 4.2.2 et de (4.2.4.29), il vient que, pour tout
n su�samment grand,

Mn min
~1d�~i� ~Mn

P(En;~i) �
1

2
min

n
Mnh

(1��)2J(	1)+�
0

n;1 ;Mnmnh
(1��)2J(	1)+�

0

n;1 h
(1��)2J(	2)+�

0

n;2

o
:

De plus, en se rappelant (4.2.4.7) et (4.2.4.8) il vient que, pour tout
entier n su�samment grand,

Mn min
~1d�~i� ~Mn

P(En;~i) �
1

2
min

n
h
d1

�
(1��)2J(	1)+2�

0�1
�

n;2 ;h
(1��)2

�
d1J(	1)+J(	2)

�
+2�0�1

n;2

o
:

On a ainsi, grâce au choix de �0 > 0 par (4.2.4.30), pour tout n su�-
samment grand

Mn min
~1d�~i� ~Mn

P(En;~i) �
1

2
h��

0

n;2 :

En revenant au début du calcul (4.2.4.27), il vient que

P(En
c) � exp

�
�Mn min

~1d�~i� ~Mn

P(En;~i)
�

� exp
�� h��

0

n;2

�
:

En se rappelant (HV3) on a

lim
n!1

h��
0

n;2= log n =1:

Ainsi, la suite
�
P
�
Ec
n

��
n�1

est sommable, et donc
�
P( eEc

n)
�
n�1

est aussi
sommable, d'après (4.2.4.19). La preuve du lemme 4.2.4 se conclut en
appliquant le lemme de Borel -Cantelli. �
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Pour conclure la preuve de la partie (i) du théorème 4.2.3, il nous
reste à contrôler la distance entre Ln;1(�; z~i) et Ln;1(�; z~i;~j), uniformé-

ment en ~1d � ~i � ~Mn; ~1d � ~j � ~mn. La proposition suivante jouera
un rôle fondamental dans cette démonstration, ainsi que dans de nom-
breuses démonstrations qui suivront. Pour une fonction réelle g sur Rd,
on pose

Tn(g) =
nX
i=1

g(Zi)� E(g(Zi)); g 2 F : (4.2.4.31)

Rappelons que N (�;F) est dé�ni dans la dé�nition 4.1.1.

Proposition 4.2.2 Soit F une classe de fonctions réelles boréliennes
sur Rd telle que

sup
g2F

Var(g(Z1)) � � 2h;

avec � > 0 , et telle qu'il existe trois constantes strictement positives
M;C et v véri�ant

N (�;F) � C��v;

sup
g2F

sup
z2Rd

j g(z) j�M:

Soit � > 0 quelconque. Il existe une constante universelle A2 > 0 et un
paramètre D1(v) > 0 ne dépendant que de v tels que, pour tout n � 1

entier et pour tout h > 0 véri�ant les deux conditions

K1 := max
n4Mp

v + 1

�
;
M�

� 2

o
�
� nh

log(1=h)

�1=2
; (4.2.4.32)

K2 := min
� 1

� 2M
; � 2
	 �h; (4.2.4.33)

on a

P

�
max
1�m�n

jj Tm(�) jjF� (�+�)D1(nh log(1=h))
1=2
�
� 4 exp

�
�A2

��
�

�2
log(1=h)

�
:
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Preuve : La preuve de cette proposition s'inspire grandement des tra-
vaux de U.Einmahl et Mason, et est basée sur deux résultats, l'un ob-
tenu par Talagrand [97] et l'autre obtenu par U.Einmahl et Mason [45].
Par la suite, (�i)i�1 désigne échantillon (de Radenmacher) suivant une
loi uniforme sur f�1; 1g, indépendant des (Zi)i�1.

Théorème 4.2.4 (Talagrand, 1994) Soit F une classe de fonctions
réelles boréliennes sur Rd telle que, pour un certain M>0, on a

sup
g2F

sup
z2Rd

j g(z) j�M:

Alors il existe des constantes universelles strictement positives A1 et A2

telles que, en supposant que tous les ensembles apparaissant ci dessus
sont mesurables,

P

�
max
1�m�n

jj Tm jjF� A1

�
t+ E

�
sup
g2F

j
nX
i=1

�ig(Zi) j
���

� 2
�
exp(�A2t

2=n�2F) + exp(�A2t=M)
�
;

où

�2F := sup
g2F

Var g(Z1):

Théorème 4.2.5 (Einmahl, Mason) Soit F une classe de fonctions
réelles boréliennes sur Rd, et soit G une enveloppe mesurable de F , c'est
à dire une fonction véri�ant, pour tout z 2 Rd,

sup
f2F

j f(z) j� G(z):

On suppose que les conditions suivante sont véri�ées pour certaines
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constantes �; v; C > 1; � � 1=(8C).

E

�
G2(Z1)

�
��2;

N (�;F) �C���; 0 < � < 1;

�2F := sup
g2F

E

�
g2(Z1)

�
��2;

sup
g2F

sup
z2Rd

j g(z) j� 1

2
p
v + 1

(n�2= log(� _ 1=�))1=2:

Alors il existe une constante universelle A3 > 0 telle que, si

sup
g2F

��� nX
i=1

�ig(Zi)
���

est une variable aléatoire Borélienne, alors

E

�
sup
g2F

j
nX
i=1

�ig(Zi) j
�
� A3(vn�

2 log(� _ 1=�))1=2:

Dans la preuve de la proposition 4.2.2, nous utiliserons les notations
introduites dans les deux théorèmes précédents. Remarquons que si�

nh
log(1=h)

�1=2
> K1, h � K2 � 1=M� 2, et h � K2 � � 2, alors les deux

conditions suivantes sont véri�ées :

log(M _ 1=� 2h) = log(1=� 2h) � 2 log(1=h); (4.2.4.34)

2M � 1

2
p
v + 1

� n� 2h

log(1=h)

�1=2
: (4.2.4.35)

En combinant (4.2.4.34) et (4.2.4.35), il vient que

2M �
s

1

2(v + 1)

� n� 2h

log(M _ 1=� 2h)

�1=2
:

Ainsi, en choisissant � =M et � = � 2h dans le théorème 4.2.5, on a

M � 1p
2v + 1

s
n�2

log(� _ 1=�)
:
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Ainsi, en appliquant le théorème 4.2.5, on a

E

�
sup
g2F

��� nX
i=1

�ig(Zi)
���� �A3�

�
vnh log(M _ 1=� 2h)

�1=2
=A3v�

�
nh log(1=� 2h)

�1=2
:

Le dernière égalité vient de l'hypothèse (4.2.4.34). En appliquant le
théorème 4.2.4 et en choisissant

D1 := max(A1; A1A3

p
v);

on a pour tout � > 0,

P

�
max
1�m�n

jj Tm(�) jjF� (� + �)D1

�
nh log(1=h)

�1=2�
� P

�
max
1�m�n

jj Tm(�) jjF� A1

�
A3�

�
vnh log(M _ 1=(� 2h))

�1=2
+ �
�
nh log(1=h)

�1=2��
� P

�
max
1�m�n

jj Tm(�) jjF� A1

�
E
�
sup
g2F

j
nX
i=1

�ig(Zi) j
�
+ �
�
nh log(1=h)

�1=2��
� 2 exp

�
� A2

�2nh log(1=h)

nh� 2

�
+ 2 exp

�
� A2

�(nh log(1=h))1=2

M

�
(4.2.4.36)

Or, en supposant que M�=� 2 � K1 � (nh= log(1=h))1=2, alors le
deuxième terme de l'expression (4.2.4.36) est inférieur au premier terme,
et ainsi

P

�
sup

1�m�n
jj Tn(�) jjF� (�+�)A1(nh log(1=h))

1=2
�
� 4 exp

�
�A2

�2 log(1=h)

� 2

�
;

ce qui conclut la preuve de la proposition 4.2.2. �

Étape 5 : Contrôle d'oscillations

D'après l'hypothèse (HK1), nous savons qu'il existe un "module de
continuité" A(�); � > 0, croissant en �, et véri�ant (jj � jjRd désignant
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la norme euclidienne usuelle sur Rd)

lim
�!0

A(�) =0;

sup
K2G; jjujj

Rd��

Z
Rd

�
K(z + u)�K(z)

�2
dz �A(�)2; � > 0

sup
1=(1+�)���(1+�)

sup
K2G

Z
Rd

�
K(�z)�K(z)

�2
dz �A(�)2; � > 0: (4.2.4.37)

Rappelons que Ln;1 est dé�ni par (4.2.4.12), que D1(�) est un paramètre
apparaissant dans la proposition (4.2.2), et que H�=2 est la couronne
autour de H de rayon �=2 pour la distance euclidienne (voir (4.2.2.2)).

Proposition 4.2.3 Sous les hypothèses du théorème 4.2.3 on a presque
sûrement

lim sup
n!1

sup
z2H�=2; jjsjj

Rd��

jj Ln;1(�; z)�Ln;1(�; z+sh1=dn;1 ) jjG� 8D1(2v)A(�):

Preuve : Nous appliquons la proposition 4.2.2. Posons enk = 2k et

eNk :=
�
nk + 1; : : : ; nk+1

	
:

Pour tout entier k � 1 posons

Fk =
n 1

f(z)1=2

�
g
�� � z

h
1=d
n;1

�
�g
�� � (z + shn;1)

h
1=d
n;1

��
; g 2 G; z 2 H�=2; jj s jjRd� �; n 2 eNk

o
:

Soit � > 0 un minorant de f sur H�=2. Un raisonnement simple montre
que d'après l'hypothèse (HK4), pour 0 < � < 1, on a (voir la dé�nition
4.1.1)

N (�;Fk) �
�
N
���
2
;F
��2

��C222v��2v
�
��2v

= : C 0��v
0

: (4.2.4.38)
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Soit maintenant g 2 G; z 2 H; s 2 Rd tel que jj s jjRd� �, et n 2 eNk

quelconque. On a

�n(g; z; s) :=
1

f(z)
Var
�
g
�Z1 � z

h
1=d
n;1

�
� g
�Z1 � (z + sh

1=d
n;1 )

h
1=d
n;1

��
� 1

f(z)
E

��
g
�Z1 � z

h
1=d
n;1

�
� g
�Z1 � (z + sh

1=d
n;1 )

h
1=d
n;1

��2�

=
1

f(z)

Z
R

�
g
�y � z

h
1=d
n;1

�
� g
�y � (z + sh

1=d
n;1 )

h
1=d
n;1

��2
f(y)dy

=
hn;1
f(z)

Z
Rd

�
g(u)� g(u+ s)

�2
f(z + h

1=d
n;1u)du:

Dans l'égalité précédente, nous avons e�ectué le changement de variable
u = h

�1=d
n;1 (y�z). Supposons sans perte de généralité que � � 1. Comme

supp(g) � [0; 1]d (hypothèse (HK3)), on a

�n(g; z; s) �A(�)2 sup
u2[0;1]d

���f(z + uh
1=d
n;1 )

f(z)

���hn;1
�A(�)2 sup

u2[0;1]d

���f(z + uh
1=d
n;1 )

f(z)

���2h
enk+1;1:

L'inégalité précédente est due au fait que d'après (HV1), pour k � 1

entier et pour n 2 eNk,

hn;1 =
nhn;1
n

� enk+1henk+1;1

n
� enk+1henk+1;1enk = 2h

enk+1;1:

Par régularité de f sur H�, on a, pour tout entier n su�samment grand

sup
u2Id

���f(z + uh
1=d
n;1 )

f(z)

��� � 2: (4.2.4.39)
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Ainsi

sup
f2Fk

Var(f(Z1)) = sup
n2 eNk; z2H�=2; g2G; jjsjj

Rd��

�n(g; z; s)

�4A(�)2h
enk+1;1:

Nous appliquons alors la proposition 4.2.2 avec � = � = 2A(�), en se
rappelant que, d'après (HV1) on a, pour tout n 2 eNk,

2bn;1 � b
enk+1

;

avec bn;` := (2nhn;` log(1=hn;`))
1=2; ` = 1; 2; n � 1. Rappelons que,

pour toute fonction réelle Borélienne g sur Rd, on a posé

Tn(g) :=
nX
i=1

g(Zi)� E
�
g(Zi)

�
:

D'après les hypothèses (HV1)-(HV3) on déduit aisément que h := hn;1
satisfait asymptotiquement les conditions (4.2.4.32) et (4.2.4.33) de la
proposition 4.2.2, avec � = � = 2A(�); n := enk+1; M := 1=�, et C 0; v0

dé�nis par (4.2.4.38). Ainsi, pour tout entier n su�samment grand, on
a

Pk;�

:=P
� [
n2 eNk

sup
z2H�=2; s2Rd; jjsjj

Rd��

jj Ln;1(�; z)� Ln;1(�; (z + shn;1)) jjG� 8D1(v
0)A(�)bn;1

�
=P
� [
n2 eNk

sup
z2H�=2; s2Rd; jjsjj

Rd��

jj Ln;1(�; z)� Ln;1(�; (z + shn;1)) jjG� D1(v
0)(�+ �)2bn;1

�
� P

�
max
n2 eNk

sup
z2H�=2; s2Rd; jjsjj

Rd��

jj Ln;1(�; z)� Ln;1(�; (z + shn;1)) jjG� D1(v
0)(�+ �)b

enk+1;1

�
� P

�
max

1�n�enk+1

jj Tn jjFk
� D1(v

0)(�+ �)(enk+1henk+1
log(1=h

enk+1
))1=2

�
� 4 exp

�
� A2 log(1=hnk+1;1)

�
:
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L'hypothèse (HV3) nous assure que log(1=h
enk;1)= log k ! 1 lorsque

k ! 1. Nous concluons la preuve de la proposition 4.2.3 en appli-
quant lemme de Borel-Cantelli à la suite sommable (Pk;�)k�1, et en se
rappelant que v0 := 2v. �

Fin de la preuve de la partie (i) du théorème 4.2.3 : Nous
rappelons que

jjj 	1;	2 jjj:= maxfjj 	1 jjG; jj 	2 jjGg; 	1;	2 2 B(G):

Tout d'abord, remarquons que l'ensemble limite K0 est un compact de
B(G)2 muni de la norme uniforme produit jjj � jjj dé�nie par (4.2.2.1).
Soit maintenant 0 < � < 1 arbitraire. On choisit ensuite � > 0 su�sam-
ment petit pour avoir 8D1(2v)A(�

1=d) < �, où D1(�) est le paramètre
"universel" apparaissant dans la proposition (4.2.2). On inclut ensuite
K
0 dans une réunion �nie de boules de rayon � > 0 pour la norme

jjj � jjj, que nous écrivons

K
0 �

p[
k=1

fB�((	1;k;	2;k)); (4.2.4.40)

avec ici

fB�((	1;	2)) :=
n
(	0

1;	
0
2) 2 B(G)2; jjj 	1 �	0

1;	2 �	0
2 jjj< �

o
:

Nous divisons ensuite l'hypercube H 0 de la façon décrite dans l'étape 1
(�4.2.4). Pour 1 � k � p �xé, nous appliquons le lemme 4.2.4 au couple
de fonctions (	1;k;	2;k) pour en déduire que, presque sûrement, pour
tout entier n su�samment grand,

min
~1d�~i� ~Mn;~1d�~j�~mn

max
n
jj Ln;1(�; z~i)�	1;k jjG; jj Ln;2(�; z~i;~j)�	2;k jjG

o
< �:

(4.2.4.41)
Ensuite, remarquons que l'on a découpéH 0 su�samment �nement (voir
(4.2.4.5)) de façon à ce que, pour tout entier n su�samment grand, et
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pour tous ~1d �~i � ~Mn, ~1d � ~j � ~mn, la relation suivante soit véri�ée

9s; jj s jjRd� �1=d; Ln;1(�; z~i;~j) = Ln;1(�; z~i + sh
1=d
n;1 ):

Au vu de la proposition 4.2.3 nous concluons que presque sûrement,
pour tout entier n su�samment grand,

max
~1d�~i� ~Mn; ~1d�~j�~mn

jj Ln;1(�; z~i)� Ln;1(�; z~i;~j) jjG< 8D1(2v)A(�
1=d) � �:

(4.2.4.42)
Ainsi, en combinant (4.2.4.41) et (4.2.4.42), on a presque sûrement,
pour tout entier n su�samment grand,

min
~1d�~i� ~Mn;~1d�~j�~mn

max
n
jj Ln;1(�; z~i;~j)�	1;k jjG; jj Ln;2(�; z~i;~j)�	2;k jjG

o
< 2�:

(4.2.4.43)
Soit maintenant (	1;	2) 2 K0 quelconque. D'après (4.2.4.40), il existe
1 � k � p tel que

(	1;	2) 2 eB�

�
	1;k;	2;k

�
; 1 � k � p:

Ainsi, en appliquant l'inégalité triangulaire dans (4.2.4.43), on a presque
sûrement, pour tout entier n su�samment grand,

min
(	01;	

0
2)2�n

max
n
jj 	0

1 �	1 jjG; jj 	0
2 �	2 jjG

o
< 3�: (4.2.4.44)

La preuve de la partie (i) du théorème 4.2.3 se conclut en répétant
(4.2.4.44) successivement à une suite (�m)m�1 tendant vers 0 lorsque
m!1. �.

4.2.5 Preuve de la partie (ii) du théorème 4.2.3

Nous �xons d'abord � > 0 une fois pour toutes.

Étape 1 : Discrétisation de H

Rappelons que, par hypothèse, f est strictement positive et continue
sur un voisinage de H noté H� (voir (4.2.2.2)). Soit 0 < � < �=4 un
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paramètre que nous ajusterons en fonction de �. Notons (a1; : : : ; ad) les
dimensions de H. Par commodité de notations seulement, nous suppo-
sons que H est un hypercube. Il s'agit en fait du pire des cas, car le
nombre de subdivisions sera le plus important. Rappelons que la rela-
tion d'ordre � est dé�nie dans la dé�nition 4.2.1. Par un argument de
translation, nous pouvons supposer que le vecteur nul (0; : : : ; 0) 2 Rd

est le coin "inférieur gauche" de H, c'est à dire

(0; : : : ; 0) 2H
8z 2 H; (0; : : : ; 0) �z:

Pour  > 0 �xé on pose

nk := [(1 + )k]; (4.2.5.1)

et

Nk :=fnk�1 + 1; : : : ; nkg si nk�1 < nk (4.2.5.2)

Nk :=; sinon:
Nous soulignons que, pour tout  > 0, l'ensemble Nk est non vide
pour tout entier k su�samment grand. Posons ensuite ([u] désignant
la partie entière de u)

~Mk =
�
Mk;1; : : : ;Mk;d

�
:=
�h da1

�h
1=d
nk;1

i
+ 1; : : : ;

h dad

�h
1=d
nk;1

i
+ 1
�
;

(4.2.5.3)

~mk =
�
mk;1; : : : ;mk;d

�
:=
�hh1=dnk;1

h
1=d
nk;2

i
+ 1; : : : ;

hh1=dnk;1

h
1=d
nk;2

i
+ 1
�

(d� fois):

(4.2.5.4)

Nous rappelons que dans tout ce chapitre,~i et ~j désignent des éléments
de
�
N�f0g�d, et que ~1d := (1; : : : ; 1) 2 Rd. Pour ~1d �~i � ~Mk on pose

z~i =
�

d
h
1=d
nk;1
~i:
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Remarquons que, d'après (HV1), pour  > 0 �xé, et pour tout entier
k su�samment grand, on a (avec Id := [0; 1]d)

H �
[

~1d�~i� ~Mk

z~i + �h
1=d
nk;1

Id � H�=2: (4.2.5.5)

Pour ~1d �~i � ~Mk et pour 1 � ~j � ~mk, on pose

z~i;~j = z~i �
�

d
h
1=d
nk;2
~j:

Ainsi, pour tout ~1d �~i � ~Mk, on a

z~i +
�

d
h
1=d
nk;1

Id �
[

~1d�~j�~mk

z~i;~j +
�

d
h
1=d
nk;2

Id:

Remarquons que, lorsque k !1;

Mk :=
dY
i=1

Mk;i = h
�1+o(1)
nk;1

= h
�d1+o(1)
nk;2

; (4.2.5.6)

mk :=
dY
i=1

mk;i = h
d1�1+o(1)
nk;2

: (4.2.5.7)

Remarque 4.2.1 A partir de maintenant, tous les résultats seront
vrais pour tout choix de � > 0 dans la construction des z~i; ~1d � i �
~Mk; z~i;~j;

~1d � ~j � ~mk. � > 0 sera choisi en fonction de � > 0 à la �n
de la preuve.

On introduit ensuite une suite auxiliaire d'ensembles discrets, qui sera
très proche de (�n)n�1 (au sens de jj � jjG), dès lors que  > 0 a été
choisi su�samment petit. Pour tout entier k su�samment grand pour
avoir Nk 6= ;, pour tout entier n 2 Nk, pour tout K 2 G; z 2 H et
pour ` = 1; 2 on pose

Hn;`(K; z) :=
1

f(z)1=2

nX
i=1

K
� Zi � z

hnk;`
1=d

�
� E

�
K
� Zi � z

hnk;`
1=d

��
: (4.2.5.8)
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Remarquons que, si l'on pose, pour n 2 Nk,

�n;` :=
hnk;`
hn;`

; (4.2.5.9)

et

K�(�) := K(�=�1=d); � > 0; K 2 G; (4.2.5.10)

alors on a l'égalité suivante pour tous K 2 G; z 2 H; ` = 1; 2 :

Hn;`(K; z) :=f(z)
�1=2Gn;`(K�n;`; hn;`; z)

=bn;`Ln;`(K�n;`; z):

On pose ensuite, lorsque Nk 6= ;, et pour tout entier n 2 Nk,

�0
n :=

n�Hn;1(�; z~i)
bnk;1

;
Hn;2(�; z~i;~j)

bnk;2

�
; n 2 Nk; ~1d �~i � ~Mk; ~1d � ~j � ~mk

o
;

où nous rappelons que

bn;` := (2nhn;` log(1=hn;`))
1=2; ` = 1; 2:

Lorsque k est tel que Nk = ;, on pose �0
n := ;.

Étape 2 : Contrôle de la distance entre �net �0
n

Rappelons que �n est dé�ni par (4.2.0.6) et que Ln;`; ` = 1; 2 est
dé�ni par (4.2.4.12). Rappelons aussi que D(v) > 0 est un paramètre
"universel", c'est à dire ne dépendant que de v.

Lemme 4.2.5 On a, pour tout choix de  > 0, avec probabilité 1,

lim sup
n!1

sup
1=(1+)���1; z2H�=2; K2G

j Ln;`(K�; z)� Ln;`(K; z) j� 2D1(v)A();

(4.2.5.11)

lim sup
n!1

sup
z2H�=2

jj Ln;`(�; z) jjG< 8D1(v); ` = 1; 2: (4.2.5.12)
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Par conséquent, pour ` = 1; 2 et 0 <  < 1 on a

lim sup
n!1

inf
(	1;	2)2�n; (	01;	

0
2)2�

0
n

jjj 	1 �	0
1;	2 �	0

2 jjj

� 16D1(v)
�
A(2) + A(�)) +

�
1� 1p

1 + 2

��
: (4.2.5.13)

Preuve.
La preuve de l' assertion (4.2.5.11) est très similaire à la preuve de la
proposition 4.2.3, en considérant cette fois ci, pour k � 1 entier, les
classes de fonctions suivantes :

Fk;1 :=
n
f(z)�1=2

�
K
�� � z

h
1=d
n;1

�
�K

�
�
� � z

h
1=d
n;1

��
;

2k < n � 2k+1; (1 + )�1 � � � 1; K 2 G; z 2 H�=2
o
;

Fk;2 :=
n
f(z)�1=2

�
K
�� � z

h
1=d
n;2

�
�K

�
�
� � z

h
1=d
n;2

��
;

2k < n � 2k+1; (1 + )�1 � � � 1; K 2 G; z 2 H�=2
o
:

Nous allons maintenant prouver l'assertion (4.2.5.12). Posons pour tout
entier k � 2, enk := 2k, et considérons la classe de fonctions

eFk;1 :=
n
f(z)�1=2K

�� � z

h
1=d
n;1

�
; K 2 G; z 2 H�=2; enk < n � enk+1o:

En utilisant des arguments similaires à ceux de la preuve de la pro-
position 4.2.3, il vient que, pour tout entier k su�samment grand on
a

sup
f2 eFk;1

Var
�
f(Z1)

� � 4h
enk+1

: (4.2.5.14)
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Soit � > 0 un minorant de f sur H�=2. Un raisonnement simple montre
que d'après l'hypothèse (HK4), pour tout 0 < � < 1, on a

N (�;Fk) �
�
N
���
2
;F
��2

��C222v��2v
�
��2v

=:C 0��v
0

: (4.2.5.15)

Nous rappelons que N (�;F) est dé�ni dans la dé�nition 4.1.1. D'après
(HV 1) et (HV 2), et d'après (4.2.5.14), eFk;1 véri�e les hypothèses de
la proposition 4.2.2, avec M := 1=�, h := hnk;1, � := 2, � := 2, pour
tout entier k su�samment grand. Nous appliquons alors la proposition
4.2.2 pour avoir, dès que k est su�samment grand, (Tn est dé�ni par
(4.2.4.31), Gn;1 est dé�ni par (4.2.0.7) et Ln;1 par (4.2.4.12)),

ePk; :=P� [
enk<n�enk+1

sup
z2H

jj Ln;1 jjG� 8D1(v)
�

=P
� [

enk<n�enk+1

sup
z2H

jj f(z)�1=2Gn;1(K; z) jjG� 4D1(v)� 2bn;1
�

(4.2.5.16)

�P
�

max
1�n�enk+1

jj Tn(g) jj eFk;1
� D1(v)(�+ �)b

enk+1;1

�
�4 exp �� A2 log(1=henk+1

)
�
:

D'après (HV3), log(1=h
enk+1

)= log2(enk+1) ! 1 lorsque k ! 1. On en
conclut aisément que ePk; est sommable en k. En appliquant le lemme
de Borel-Cantelli, (4.2.5.12) est démontrée lorsque ` = 1. La preuve
pour ` = 2 est identique.
Nous prouvons maintenant (4.2.5.13). Soit k un entier tel que Nk 6= ;,
soit n 2 Nk et soit z 2 H. D'après la construction des z~i et des z~i;~j
(voir �4.2.5), il existe ~1d � ~i = ~i(z) � ~Mk et ~1d � ~j = ~j(z) � ~mk tels
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que

jj z � z~i(z) jjRd��hnk;11=d � �hn;1
1=d; z~i(z) 2 H�=2; (4.2.5.17)

jj z � z~i(z);~j(z) jjRd��hnk;21=d � �hn;2
1=d; z~i(z);~j(z) 2 H�=2: (4.2.5.18)

En appliquant l'inégalité triangulaire, nous avons, pour tout K 2 G, en
se rappelant que �n;1 := hnk;1=hn;1,���Hn;1(K; z~i)

bnk+1;1
� Gn;1(K; z)

f(z)1=2bn;1

��� � bn;1
bnk+1;1

j Ln;1(K�n;1; z~i)� Ln;1(K; z~i) j

+
�
1� bn;1

bnk+1;1

� j Ln;1(K; z~i) j

+ j Ln;1(K; z~i)� Ln;1(K; z) j; ~i =~i(z)
=:An(K; z) +Bn(K; z) + Cn(K; z):

Nous contrôlons d'abord An(K; z). Remarquons que, dès lors que k est
su�samment grand, on a, d'après (HV1), (1 + 2)�1 � �n;1 � 1 pour
tout n 2 Nk. Ainsi, par croissance de bn;1 et d'après (4.2.5.11), on a,
pour tout entier k su�samment grand et pour tout n 2 Nk,

sup
K2G; z2H

An(K; z) � sup
K2G; z2H;(1+2)�1���1

j Ln;1(K�; z)� Ln;1(K; z) j :
(4.2.5.19)

Ainsi, en appliquant (4.2.5.11), il vient que, presque sûrement,

lim sup
k!1

max
n2Nk

sup
K2G; z2H

j An(K; z) j� 8D1(v)A(2): (4.2.5.20)

Pour contrôler Bn(K; z), remarquons que, pour tout k su�samment
grand et pour tout n 2 Nk, on a�

1� bnk�1;1

bnk;1

� � �1� bn;1
bnk;1

� � 1: (4.2.5.21)

De plus, en se rappelant que nk :=
�
(1+)k

�
; k � 1, et d'après (HV1),

on a

lim inf
k!1

bnk�1;1

bnk;1
� 1p

1 + 
: (4.2.5.22)
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En combinant (4.2.5.21) et (4.2.5.22), il vient que, pour tout entier k
su�samment grand et pour tout n 2 Nk, on a presque sûrement

sup
K2G;z2H

j Bn(K; z) j�
�
1� 1p

1 + 2

�
sup
z2H

jj Ln;1(�; z) jjG :

En appliquant (4.2.5.12), il vient que

lim sup
k!1

max
n2Nk

sup
K2G; z2H

j Bn(K; z) j� 8D1(v)
�
1� 1p

1 + 2

�
: (4.2.5.23)

Nous contrôlons maintenant Cn(K; z). Pour cela nous rappelons la rela-
tion (4.2.5.17), et nous appliquons la proposition 4.2.3 pour en déduire
que, presque sûrement,

lim sup
k!1

max
n2Nk

sup
K2G; z2H

j Cn(K; z) j� 8D1(v)A(�): (4.2.5.24)

Puis en combinant (4.2.5.20), (4.2.5.24) et (4.2.5.23), on en déduit que
presque sûrement

lim
k!1

max
n2Nk

sup
z2H

������Hn;1(�; z~i(z))
bnk;1

� Gn;1(�; z)
f(z)1=2bn;1

������ � 8D1(v)
�
A(�)+A(2)+

�
1� 1p

1 + 2

��
:

(4.2.5.25)
Par un raisonnement similaire, on montre que, presque sûrement,

lim
k!1

max
n2Nk

sup
z2H

������Hn;2(�; z~i(z);~j(z))
bnk;2

� Gn;2(�; z)
f(z)1=2bn;2

������
�8D1(v)

�
A(�) + A(2) +

�
1� 1p

1 + 2

��
: (4.2.5.26)

En combinant(4.2.5.25) et (4.2.5.26), on voit que (4.2.5.13) est démon-
tré. �

Étape 3 : Étude de �0
n

Nous dé�nissons le sous-ensemble suivant de B(G)2.

K :=
n
(	1;	2) 2 B(G)2; d1J(	1) + J(	2) � 1

o
:
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Rappelons que l'on a dé�ni la norme suivante

jjj 	1;	2 jjj:= max
n
jj 	1 jjG; jj 	2 jjG

o
; 	1;	2 2 B(G)2:

Nous dé�nissons le voisinage de K pour la norme jjj � jjj de la façon
suivante :

K� :=
n
(	1;	2) 2 B(G)2; inf

(	01;	
0
2)2K

jjj 	1 �	0
1;	2 �	0

1 jjj< �
o
:

Rappelons que D1(v) est un paramètre ne dépendant que de v (v est
dé�ni dans (HK4)), dont l'existence est assurée par la proposition 4.2.3.
Nous allons montrer dans un premier temps que, pour tout choix de
 > 0 su�samment petit et pour tout choix de � > 0, on a, presque
sûrement à partir d'un certain rang,

�0
n � K4D1(v)�:

Nous utilisons les notations de la proposition 4.2.3. Dé�nissons les évé-
nements suivants, pour k � 1 tel que Nk 6= ;, et pour n 2 Nk.

En;~i;~j := En;i;� :=
n�Hn;1(�; z~i)

bnk;1
;
Hn;2(�; z~i;~j)

bnk;2

�
=2 K4D1(v)�

o
; (4.2.5.27)

En = En;� :=
[

~1d�~i� ~Mk

[
~1d~j�~mk

En;~i;~j; (4.2.5.28)

E
0
k = E

0
k;� :=

[
n2Nk

En: (4.2.5.29)

Pour tout entier k tel que Nk 6= ; et pour tout n 2 Nk, on dé�nit

An = An;�

:=
n

max
~1d�~i� ~Mk; ~1d�~j�~mk

���������Hnk+1;1(�; z~i)
bnk;1

� Hn;1(�; z~i)
bnk;1

;
Hnk+1;2(�; z~i;~j)

bnk;2
� Hn;2(�; z~i;~j)

bnk;2

���������
� 2D1(v)�

o
: (4.2.5.30)

Nous commençons par établir le lemme préparatoire suivant. Rappelons
que nk :=

�
(1 + )k

�
; k � 1.
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Lemme 4.2.6 Soit � > 0 �xé. Sous les hypothèses du théorème 4.2.3,
il existe 0(�) > 0 tel que, pour tout choix de 0 <  � 0(�), il existe
un rang k0; tel que

8k � k0;; 8n 2 Nk; P(An;�) � 1=2:

Preuve : Soit k un entier tel que Nk 6= ;, et soit n 2 Nk quelconque.
Notons Ac le complémentaire d'un événement A. Rappelons que Mk et
mk sont dé�nis respectivement par (4.2.5.6) et (4.2.5.7). On a

P

�
An

c
�
�Mk max

~1d�~i� ~Mk

P

�
j Hnk;1(�; z~i)�Hn;1(�; z~i) j> 2D1(v)�bnk;1

�
+mk max

~1d�~i� ~Mk;~1d�~j�~mk

P

�
j Hnk;2(�; z~i;~j)�Hn;2(�; z~i;~j) j) > 2D1(v)�bnk;2

�
=:Mkan +mkcn: (4.2.5.31)

Nous allons montrer que, si l'on choisit  > 0 su�samment petit, alors
cette quantité tend vers 0 uniformément en n 2 Nk, lorsque k ! 1.
Pour cela, considérons la classe de fonctions suivante :

F 0
k =

n
f(z)�1=2K

�� � z

hnk;1

�
; K 2 G; z 2 H�=2

o
:

Soient K 2 G et z 2 H. En e�ectuant le changement de variable
u := h

�1=d
nk;1

(y � z), il vient que

Var

�
f(z)�1=2 K

�Z1 � z

h
1=d
nk;1

��
�
Z
Rd

�
K
�y � z

h
1=d
nk;1

��2f(y)
f(z)

dy

=hnk;1

Z
Rd

K2(u)
f(z + h

1=d
nk;1

u)

f(z)
du:

Comme f est continue est strictement positive sur H�, et d'après
(4.2.4.39), (HV1), (HK2) et (HK3), on a, pour tout entier k su�sam-
ment grand,

sup
g2F 0k

Var(g(Z1)) � 2hnk;1: (4.2.5.32)
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Soit � > 0 un minorant de f 1=2 sur H�=2. Remarquons que F 0
k véri�e,

pour tout 0 < � < 1, la condition (d'après (HK4))

N (�;F 0
k) � N (��;F) � C��v��v := eC��v: (4.2.5.33)

De plus, pour tout entier k su�samment grand, et pour tout ~1d �~i �
~Mk, comme z~i 2 H�=2, on a

P

�������Hnk;1(�; z~i)�Hn;1(�; z~i)
������
G
> 2D1(v)�bnk;1

�
�P
�
sup
g2F 0k

j
nkX

k=n+1

g(Zk) j� 2D1(v)�bnk;1
�
:

Ainsi, d'après (4.2.5.31) on a, pour tout entier k su�samment grand,
uniformément en n 2 Nk

an � P

�
sup
g2F 0k

j
nkX

k=n+1

g(Zk) j� 2D1�bnk;1

�
:

Rappelons que

Tn(g) :=
nX
i=1

g(Zi)� E
�
g(Zi)

�
; g 2 G:

Choisissons 0 <  � �2 pour avoir �(1 + )1=2�1=2 � 1. On a alors,
pour tout entier k su�samment grand, uniformément en n 2 Nk,

an �P
�
sup
g2F 0k

j
nkX

k=n+1

g(Zk) j� 2D1(v)�(1 + )1=2

1=2
� 

1 + 

�1=2
bnk;1

�
�P
�
sup
g2F 0k

j
nkX

k=n+1

g(Zk) j�
��(1 + )1=2

1=2
+ 1
�
D1(v)

� 

1 + 

�1=2
bnk;1

�
�P
�
jj Tnk�n jjF 0k�

��(1 + )1=2

1=2
+ 1
�
D1(v)

� 

1 + 

�1=2
bnk;1

�
:
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Dans l'inégalité précédente, nous avons utilisé l'égalité en loi suivante.� nkX
i=n+1

g(Zi)
�
g2F 0k

=loi

�
Tnk�n(g)

�
g2F 0k

:

Remarquons ensuite que, lorsque k !1,

nk � nk�1 � nk; (4.2.5.34)

(


1 + 
)1=2bnk;1 �

�
(nk � nk�1)hnk;1 log(1=hnk;1)

�1=2
: (4.2.5.35)

D'après (HV1)-(HV3), et d'après (4.2.5.34), il existe un rang k1; tel
que, pour tout entier k � k1;, h := hnk;1 véri�e les hypothèses (4.2.4.32)
et (4.2.4.33) de la proposition 4.2.2, avec M := 1=�, n := nk � nk�1
� := 2�(1 + )1=2�1=2, � := 2 et eC; v dé�nis par (4.2.5.33), ainsi que
l'inégalité suivante (d'après (4.2.5.35)) :� 

1 + 

�1=2
bnk;1 � 2

�
(nk � nk�1)hnk;1 log(1=hnk;1)

�1=2
: (4.2.5.36)

Il vient que, pour tout entier k � k1 on a, uniformément en n 2 Nk,

an �P
�
jj Tnk�n jjF 0k�

��(1 + )1=2

1=2
+ 1
�
D1(v)

� 

1 + 

�1=2
bnk;1

�
� P

�
jj Tnk�n jjF 0k�

�2�(1 + )1=2

1=2
+ 2
�
D1(v)

�
(nk � nk�1)hnk;1 log(1=hnk;1)

�1=2�
= P

�
max

m=1;:::;nk�nk�1

jj Tm jjF 0k� (�+ �)D1(v)
�
(nk � nk�1)hnk;1 log(1=hnk;1)

�1=2�
Nous appliquons ensuite la proposition 4.2.2. On obtient ainsi, pour
tout entier k su�samment grand,

max
n2Nk

an �4 exp
�
� A2

��
�

�2
log(1=hnk;1)

�
�4 exp

�
� A2

�2(1 + )


log(1=hnk;1)

�
:

Si 0 <  < 2�2=A2, alors lorsque k !1 on a

max
n2Nk

an = o(h2nk;1);
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et donc, d'après (4.2.5.6),

lim
k!1

max
n2Nk

Mkan = 0: (4.2.5.37)

Remarquons ensuite que les mêmes arguments peuvent s'appliquer en
remplaçant hnk;1; bnk;1 par hnk;2; bnk;2, ce qui permet de déduire, par une
méthode similaire, que, si  > 0 est su�samment petit, alors

lim
k!1

max
n2Nk

mkcn = 0: (4.2.5.38)

La preuve du lemme se conclut en combinant (4.2.5.37) et (4.2.5.38).�

Le lemme précédent a été établi dans le but d'appliquer une in-
égalité maximale classique de type Ottaviani. Nous rappelons que les
événements En;�; E

0
k;� et An sont dé�nis respectivement par (4.2.5.28),

(4.2.5.29) et (4.2.5.30).

Lemme 4.2.7 Sous les hypothèses du théorème 4.2.3, pour tout choix
de 0 <  � 0(�), il existe k tel que

8k � k; P(E
0
k) � 2P(Enk;�=2):

Fixons 0 <  � 0(�). Grâce au lemme 4.2.6, on choisit k0() tel que,
pour tout entier k � k0(), on ait

8n 2 Nk; P(An;�) � 1=2: (4.2.5.39)

Posons
Bn := En;� �

[
nk+1�l�n�1

El:

En vertu de (4.2.5.39) on a, pour tout entier k � k0(),

1

2
P(E

0
k;�) =

1

2

nkX
n=nk�1+1

P(Bn) �
nkX

n=nk�1+1

P(Bn)P(An;�):

Puis remarquons que An et Bn sont indépendants, et que

An \Bn � Enk+1;� \Bn:
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Ainsi

1

2
P(E

0
k) �

1

2
P

�
Enk+1;� \

nk[
n=nk�1+1

Bn

�
� P(Enk;�=2):�

Nous allons maintenant établir un principe de grandes déviations
uniforme (voir la dé�nition 3.2.2 dans le �3.2.2) pour un tableau trian-
gulaire de couples de processus empiriques "Poissonisés". Considérons
les versions "Poissonisées"�
�nk;1(�; z~i);�nk;2(�; z~i;~j)

�
de
�
Gnk;1(�; z~i); Gnk;2(�; z~i;~j)

�
, c'est à dire

�nk;1(�; z~i) =
�nkX
i=1

K
�Zi � z~i

h
1=d
nk;1

�
� E

�
K
�Zi � z~i

h
1=d
nk;1

��
;

�nk;2(�; z~i;~j) =
�nkX
i=1

K
�Zi � z~i;~j

h
1=d
nk;2

�
� E

�
K
�Zi � z~i;~j

h
1=d
nk;2

��
:

Nous soulignons que, d'après la construction des z~i; z~i;~j;~1d � ~i �
~Mk; ~1d � ~j � ~mk, et d'après (HK3), on a , pour tout entier k suf-
�samment grand, pour tous ~1d � ~i � ~Mk; ~1d � ~j � ~mk, et pour tout
K 2 G,

supp

�
K
�� � z~i

h
1=d
nk;1

��
\ supp

�
K
�� � z~i;~j

h
1=d
nk;2

��
= ;:

En en déduit d'après le lemme 4.2.3 que, pour tout entier k su�sam-
ment grand et pour tous ~1d �~i � ~Mk; ~1d � ~j � ~mk,

�nk;1(�; z~i) ?? �nk;2(�; z~i;~j): (4.2.5.40)

Pour (	1;	2) 2
�B(G)�2, rappelons que

jjj 	1;	2 jjj:= max
� jj 	1 jjG; jj 	2 jjG

	
:

Rappelons aussi que la fonction de coût J est dé�nie dans la dé�nition
4.1.2. La proposition suivante est vraie quel que soit le choix de  > 0,
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et quel que soit le choix de 0 < � < �=4 pour construire la subdivision
de H (voir �4.2.5).

Proposition 4.2.4 Dans l'espace
�
B(G)2; jjj � jjj

�
, le tableau trian-

gulaire �� �nk;1(�; z~i)
bnk;1f(z~i)

1=2
;
�nk;2(�; z~i;~j)
bnk;2f(z~i;~j)

1=2

��
n�1; ~1d�~i� ~Mk; ~1d�~j�~mk

satisfait le principe de grandes déviations uniformes pour le tableau
triangulaire de vitesses

�
1

log(1=hnk;2)

�
n�1; ~1d�~i� ~Mk ;~1d�~j�~mk

, la fonction de

coût

J 0(	1;	2) := d1J(	1) + J(	2);

et pour la tribu engendrée par les projections coordonnées de
�
B(G)2; jjj

� jjj
�
(voir remarque 4.1.4).

Preuve : En appliquant la proposition 4.2.1, et en se rappelant que,
par l'hypothèse (HV4), lorsque k !1,

log(1=hnk;1) = (1 + o(1))d1 log(1=hnk;2);

il vient immédiatement que les tableaux triangulaires� �nk;1(�; z~i)
bnk;1f(z~i)

1=2

�
n�1; ~1d�~i� ~Mk; ~1d�~j�~mk

et � �nk;2(�; z~i;~j)
bnk;2f(z~i;~j)

1=2

�
n�1; ~1d�~i� ~Mk; ~1d�~j�~mk

satisfont le principe de grandes déviations uniforme (GDU) pour le ta-
bleau triangulaire de vitesses (voir la dé�nition 3.2.1)

�
log(1=hnk;2)

�
n�1; ~1d�~i� ~Mk; ~1d�~j�~mk

et pour les fonctions de coût respective J et d1J . Puis nous appliquons
le théorème 3.3.4, ce qui est possible d'après (4.2.5.40).�
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Comme J est semi-continue inférieurement sur
�B(G); jj � jjG �, on

en déduit que J 0 est semi-continue inférieurement sur
�B(G)2; jjj � jjj �.

Ainsi pour � > 0 �xé il existe �1 > 0 tel que

J 0
�
B(G)2 �K2D1(v)�

�
� 1 + 2�1: (4.2.5.41)

Posons Enk;~i;~j et Enk comme les analogues deEnk;~i;~j
etEnk (voir (4.2.5.27)

et (4.2.5.28)), en remplaçant les processus empiriques par leur versions
Poissonisées, c'est à dire

Enk;~i;~j := Enk;i;� :=
n��nk;1(�; z~i)

bnk;1
;
�nk;2(�; z~i;~j)

bnk;2

�
=2 K4D1�

o
; (4.2.5.42)

Enk = Enk;� :=
[

~1d�~i� ~Mk

[
~1d�~j�~mk

Enk;~i;~j; : (4.2.5.43)

(4.2.5.44)

Nous appliquons le lemme 4.2.7, il vient que, pour tout choix de 0 <

 � 0;�, et pour tout entier k su�samment grand, ( ~Mk et ~mk sont
dé�nis par (4.2.5.6) et (4.2.5.7))

P

�
E 0
k;�

�
� 2P

�
Enk;�=2

�
(4.2.5.45)

� 2Mkmk max
~1d�~i� ~Mk;~1d�~j�~mk

P

�
Enk;~i;~j;�=2

�
: (4.2.5.46)

En appliquant le lemme de "Poissonisation" 4.2.1 à chaqueEnk;~i;~j;�=2
; ~1d �

~i � ~Mk; ~1d � ~j � ~mk, il vient que, pour tout entier k su�samment
grand,

P

�
E 0
k(�)
�
� 4Mkmk max

~1d�~i� ~Mk;~1d�~j�~mk

P

�
Enk;~i;~j;�=2

�
:

D'après la proposition 4.2.4 et d'après (4.2.5.41) on a, pour tout entier
k su�samment grand,

4Mkmk max
~1d�~i� ~Mk;~1d�~j�~mk

P

�
Enk;~i;~j;�=2

�
� 4Mkmkh

(1+�1)
nk;2

:
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Or Mkmk = h
�1+o(1)
nk;2

lorsque k ! 1 (voir (4.2.5.6) et (4.2.5.7)).
D'après (HV3) on déduit que, pour k su�samment grand

P

�
E 0
k(�)
�
� 4

h�1
nk;1

:

D'après (HV3), nous savons que, pour tout entier k su�samment grand,
on a

P

�
E 0
k(�)
�
� 4

h�1
nk;1

� 1

k2
:

Nous rappelons la dé�nition des trois ensembles suivants :

K :=
n
	 2 B(G); J(	) � 1

o
;

K :=
n
(	1;	2) 2 B(G)2; d1J(	1) + J(	2) � 1

o
;

K
0 :=
n
(	1;	2) 2 B(G)2; J(	1) � 1; d1J(	1) + J(	2) � 1

o
=
�
K� B(G)

�
\ K:

Nous soulignons que K est un compact de
�B(G); jj � jjG � et que K et

K
0 sont des compacts de

�B(G)2; jjj � jjj �, d'après la propriété 5.1.1. En
appliquant le lemme de Borel-Cantelli à la suite sommable (P(E 0

k;�)k�1),
on conclut que, pour � > 0 �xé, si 0 <  < 0;�, alors on a presque
sûrement, pour tout entier n su�samment grand,

�0
n � K4D1(v)�:

En appliquant le point (4.2.5.13) de la proposition 4.2.5, nous dédui-
sons, via l'inégalité triangulaire, que l'on peut choisir  > 0 et � > 0

su�samment petits pour avoir presque sûrement, pour tout entier n
su�samment grand,

�0
n � K8D1(v)�:

Autrement dit, on a presque sûrement

lim sup
n!1

sup
(	1;	2)2�n

inf
(	01;	

0
2)2K

jjj (	1 �	0
1;	2 �	0

2) jjj� 8D1(v)�:

(4.2.5.47)
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D'autre part, en appliquant le théorème 4.2.1, nous savons que, presque
sûrement,

lim
n!1

sup
z2H

inf
	2K

������Gn;1(�; z)
bn;1

�	
������
G
= 0: (4.2.5.48)

Nous allons montrer qu'en combinant (4.2.5.47) et (4.2.5.48), on peut
conclure la preuve de la partie (ii) du théorème 4.2.3.
Soit (	1;	2) 2 B(G)2 quelconque véri�ant à la fois

inf
(	01;	

0
2)2K

jjj (	1 �	0
1;	2 �	0

2) jjj� 8D1(v)� (4.2.5.49)

et
inf
	2K

jj 	1 �	 jj< 8D1(v)�: (4.2.5.50)

Par dé�nition et par compacité de K, et d'après (4.2.5.49), il existe
(	0

1;	
0
2) 2 B(G)2 véri�ant d1J(	0

1) + J(	0
2) � 1 et tels que

jjj (	1 �	0
1;	2 �	0

2) jjj< 8D1(v)�:

Si J(	0
1) � 1, alors on a automatiquement (	0

1;	
0
2) 2 K0, et donc

inf
(	01;	

0
2)2K

0
jjj (	1 �	0

1;	2 �	0
2) jjj� 8D1(v)�:

Si J
�
	0

1

�
> 1, alors, d'après (4.2.5.50), et par compacité de K, il existee	1 2 B(G) véri�ant

jj 	1 � e	1 jjG< 8D1(v)�:

Or, comme 0 � J
�e	1

�
< 1J

�
	1

�
, il vient que (e	1;	

0
2) 2 K0 et, d'après

(4.2.5.49) et (4.2.5.50), on conclut que

jjj (	1 � e	1;	2 �	0
2) jjj< 8D1(v)�;

ce qui implique que

inf
(	01;	

0
2)2K

0
jjj (	1 �	0

1;	2 �	0
2) jjj� 8D1(v)�:
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On a donc montré que, si (	1;	2) véri�e à la fois (4.2.5.49) et (4.2.5.50),
alors

inf
(	01;	

0
2)2K

0
jjj (	1 �	0

1;	2 �	0
2) jjj� 8D1(v)�:

On en déduit donc, en combinant (4.2.5.47) et (4.2.5.48), que l'on a
presque sûrement

lim sup
n!1

sup
(	1;	2)2�n

inf
(	01;	

0
2)2K

0
jjj (	1 �	0

1;	2 �	0
2) jjj� 8D1(v)�:

(4.2.5.51)
La preuve se conclut en remarquant que � > 0 est arbitraire, et que
D1(v) ne dépend aucunement de � > 0 (voir (HK4) ainsi que la propo-
sition 4.2.2 pour plus de détails).�
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4.3 Uniformité en la taille de fenêtre

4.3.1 Présentation du problème

Dans ce sous-chapitre, nous continuons l'étude de Gn(�; h; z), objet
dé�ni dans le �4.1.1. Nous invitons le lecteur à prendre connaissance
des dé�nitions et notations que nous avons introduites dans les �4.1.1,
4.1.2 et 4.1.3. En pratique, la taille de fenêtre n'est pas choisie a priori,
mais plutôt en fonction des données, dans le but le plus souvent d'amé-
liorer le biais de l'estimateur à noyau de la densité. Ainsi, la taille de
fenêtre devient une variable aléatoire dont on ne connaît pas à priori le
comportement. C'est pourquoi il parait intéressant d'étudier la consis-
tance uniforme et la vitesse de convergence de l'estimateur à noyau de
la densité centré, en s'autorisant de faire varier la largeur de bande h
dans un intervalle [hn;ehn] �]0; 1] le plus large possible. U. Einmahl et
Mason [46] ont établi un résultat pionnier dans cet axe de recherche en
établissant le résultat de consistance suivant pour une classe d'estima-
teurs construits selon la méthode du noyau. Rappelons que N (�;F) est
dé�ni dans la dé�nition 4.1.1.

Théorème 4.3.1 [Einmahl, Mason, 2000] Soit
�
(Xi; Yi)

�
i�1

une suite

i.i.d de v.a. à valeurs dans Rd+r telle que X0 admette une densité
bornée. Soit K une fonction réelle sur Rd+r. Pour x 2 Rd et h > 0,
posons

gn;h(x) :=
1

nh

nX
i=1

K
�x�Xi

h1=d
; Yi

�
: (4.3.1.1)

On suppose de plus que la classe

F :=
n
K(z � ��; �); z 2 Rd; � > 0

o
satisfait

N (�;F) � C��v; 0 < � < 1;
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pour deux constantes C > 0 et v > 0. Alors pour tout choix de c > 0,
il existe une constante G(c) > 0 telle que, presque sûrement, on a

lim
n!1

sup
c logn
n �h�1; x2Rd

p
nh j gn;h(x)� E(gn;h(x)) jp

log(1=h) + log2 n
= G =: G(c):

Preuve.
Voir [46]. �

Nous nous intéressons au cas de l'estimation de la densité, c'est à
dire au cas où K est constant par rapport à son second argument. On
sait, d'après le théorème 4.2.3, que lorsque l'on ne considère qu'une
suite de tailles de fenêtre (hn)n�1 véri�ant les conditions de Csörg®-
Révész-Stute (HV1)-(HV3) (voir �4.1.1), on a presque sûrement, sous
les conditions du théorème 4.2.3,

lim
n!1

sup
z2H

jj Gn(�; hn; z) jjGp
2f(z)nhn log(1=hn)

= sup
	2K

jj 	 jjG : (4.3.1.2)

Ainsi, lorsque les G(�; hn; z) sont indexés par la classe
�
K
	
, où K

est une fonction réelle à support compact et à variation bornée, alors
(4.3.1.2) devient

lim
n!1

sup
z2H

j Gn(K;hn; z) jp
2f(z)nhn log(1=hn)

=

vuutZ
Rd

K2(z)dz =: eG: (4.3.1.3)

Cette constante eG ne dépend pas de la vitesse hn, sous les conditions
(HV1)-(HV3). Nous allons montrer que (4.3.1.3) reste vraie uniformé-
ment en hn � h � ehn, où (hn)n�1 et (ehn)n�1 sont deux suites véri�ant
(HV1)-(HV3) (voir �4.1.1). Autrement dit, sous les hypothèses du théo-
rème , on a presque sûrement 4.2.1,

lim
n!1

sup
hn�h�ehn; z2H

jj Gn(�; h; z) jjGp
2f(z)nh log(1=h)

=

vuutZ
Rd

K2(z)dz = eG:
(4.3.1.4)
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Le résultat que nous présentons est un résultat fonctionnel, dont (4.3.1.4)
sera une conséquence. Nous rappelons que, pour une classe de fonctions
G véri�ant (HK4), l'ensemble K := KG est décrit dans le �4.1.3, et qu'il
s'agit de la boule unité de l'espace autoreproduisant associé au proces-
sus gaussien centré dont la fonction de covariance est

Cov
�
WG(K);WG(K

0)
�
:=

Z
Rd

K(z)K 0(z)dz;K;K 0 2 G:

Pour plus de détails, nous renvoyons à la dé�nition 4.1.2. Rappelons
également que, pour toute une fonction réelle 	 dé�nie sur une classe
de fonctions F , on a posé

jj 	 jjF := sup
f2F

j 	(f) j : (4.3.1.5)

Théorème 4.3.2 Soient (hn)n�1 et (ehn)n�1 deux suites de réels vé-
ri�ant (HV1)-(HV3), et soit G une classe de fonctions réelles sur Rd

véri�ant (HK1)-(HK5). Soit H un compact de Rd d'intérieur non vide,
et soit (Zi)i�1 une suite de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur Rd

admet une densité f (par rapport à la mesure de Lebesgue). Supposons
qu'il existe � > 0 tel que f est continue et strictement positive sur
l'ensemble

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
; (4.3.1.6)

où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Alors on a
presque sûrement

(i) lim
n!1

sup
hn�h�ehn;z2H

inf
	2K

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h))

�	
������
G
= 0;

(ii) 8	 2 K; lim
n!1

sup
hn�h�ehn

inf
z2H

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h)

�	
������
G
= 0:

Preuve.
La preuve est naturellement divisée en deux parties. Dans le �4.3.2
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nous démontrons le point (i) du théorème 4.3.2. Dans le�4.3.3 nous
démontrons le point (ii) du théorème 4.3.2.

4.3.2 Preuve de la partie (i) du théorème 4.3.2

Nous éviterons de donner trop de détails dans les parties de démons-
tration similaires à celles du théorème 4.2.3. Fixons � > 0 une fois pour
toutes. Nous allons montrer que, presque sûrement,

lim
n!1

sup
hn�h�ehn;z2H

inf
	2K

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h)

�	
������
G
� 4�: (4.3.2.1)

Étape 1 : Subdivision

Nous introduisons les paramètres suivants, que nous ajusterons en-
suite en fonction de � > 0 pour obtenir le résultat voulu. Soient  >
0; 0 < � < �=4 (voir (4.3.1.6)) et 1 < � � 2 des paramètres que nous
ajusterons en fonction de � > 0. Posons, pour tout entier k � 0,

nk := [(1 + )k]: (4.3.2.2)

Pour tout entier k � 1, nous considérons la discrétisation suivante de
l'intervalle [hnk;ehnk�1

] � [hn;ehn].
h(Rk)
nk

:=ehnk�1

h(l)nk :=�
lhnk; l = 0 : : : Rk � 1; (4.3.2.3)

où Rk véri�e la condition

�Rk�1hnk � ehnk�1
� �Rkhnk; (4.3.2.4)

c'est à dire, [u] désignant la partie entière de u,

Rk :=
h log(ehnk�1

=hnk)

log(�)

i
+ 1: (4.3.2.5)
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Pour 0 � l � Rk, on inclut H dans une réunion de cubes disjoints,

d'arrête d�1(�h(l)nk)
1=d

, notés

�k;l;j :=
�
zk;l;j + d�1(�h(l)nk)

1=d
]0; 1]d

	
1 � j � Jl; (4.3.2.6)

de façon à avoir les inclusions suivantes pour tout entier k � 1 et
pour tout entier l = 0 : : : Rk (rappelons que 0 < � < �=4 et que
hn < 1; n � 1).

H �
Jl[
j=1

�k;l;j � H�=2: (4.3.2.7)

Remarquons que, comme la construction (4.3.2.6) impose que les �k;l;j; 1 �
j � Jl soient disjoints pour tout entier k � 1 et pour tout 0 � l � Rk,
on a toujours

Jl � C

h
(l)
nk

; k � 1; 0 � l � Rk; (4.3.2.8)

où C := C(�) dépend uniquement de � > 0 et des dimensions de H.
Pour tout entier k � 1, posons

Nk := fnk�1 + 1; : : : ; nkg; (4.3.2.9)

lorsque nk�1 < nk, et Nk := ; sinon. Nous soulignons que, quel que
soit le choix de  > 0, l'ensemble Nk est non vide pour tout entier k
su�samment grand. Pour � > 0 et A � B(G), nous rappelons que

A� :=
n
	 2 B(G); inf

	02A
jj 	�	0 jjG< �

o
:
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Notre preuve commence par la décomposition suivante, pour k � 1 �xé,
su�samment grand pour véri�er Nk 6= ;.
Pk := P

� [
n2Nk;h2[hn;ehn];z2H

n
inf
	2K

������ Gn(�; h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 �	
������
G
> 4�

o�

� P

� [
h2[hnk ;

ehnk�1
];z2H;n2Nk

n Gn(�; h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 =2 K4�
o�

� P

� [
0�l�Rk; 1�j�Jl; n2Nk

n Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 =2 K2�

o�
+P

�
max

n2Nk;0�l�Rk�1;1�j�Jl
sup

h
(l)
nk
�h�h

(l+1)
nk

;z2�k;l;j

������ Gn(�; h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2
� Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)�

2f(zk;l;j)nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 ������G > 2�

�
=: P1;k + P2;k: (4.3.2.10)

Notre but est de montrer que la suite (Pk)k�1 est sommable, pour en-
suite appliquer le lemme de Borel-Cantelli. Pour cela, nous procéderons
en deux temps. Nous allons d'abord montrer que, pour tout choix de
 > 0 su�samment petit dans l'expression des nk; k � 1, et pour tout
choix de � > 1, 0 < � < �=4, la suite (P1;k)k�1 est sommable. Ensuite,
nous montrons que, pour un choix judicieux de  > 0; � > 1; � > 0

su�samment petits, la suite (P2;k)k�1 est sommable.

Étape 2 : Contrôle de P1;k par Poissonisation

Nous contrôlons ici P1;k en appliquant des techniques d'association
par blocs et des techniques de Poissonisation. Le lemme suivant nous
permettra d'appliquer un raisonnement de contrôle par blocs similaire
à l'inégalité d'Ottaviani (voir proposition 5.6.1).

Lemme 4.3.1 Sous les hypothèses du théorème 4.3.2, pour tout choix
de � > 0; � > 0; � > 1, il existe 0;� > 0 tel que, pour tout choix
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de 0 <  < 0;�, il existe un entier k0;�; véri�ant, pour tout entier
k � k0;�;,

max
0�l�Rk; 1�j�Jl; 1�m�nk�nk�1

P

������� Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

������
G
> �
�
� 1=2:

Preuve. Il su�t de montrer que, pour tout choix de � > 0; � > 0; � > 1,
il existe 0;� > 0 tel que, pour tout choix de 0 <  < 0;�, il existe un
entier k0;�; véri�ant, pour tout entier k � k0;�;,

max
0�l�Rk; 1�j�Jl

P

�
max

1�m�nk�nk�1

������ Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 ������G > �

�
� 1=2:

Pour tout entier k � 1 et pour tous 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, posons

Fk;l;j :=

�
f(zk;l;j)

�1=2K
�� � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

�
; K 2 G; z 2 H

�
:

Soit � > 0 un minorant de f 1=2 surH�=2. Un raisonnement de comptage
de boules montre que, pour tout entier k � 1 et pour tous 0 � l �
Rk; 1 � j � Jl, on a

N (�;Fk;l;j) � N (��;F) � �C��v���v =: eC��v; 0 < � < 1:

(4.3.2.11)
Nous renvoyons à l'hypothèse (HK4) et à la dé�nition 4.1.1 dans le
�4.1.1 pour plus de détails. Posons

vk := sup
z2H; u2[0;1]d

���f
�
z + eh1=dnk�1u

�
f(z)

���:
Les propriétés de régularité de f sur H� nous assurent que

lim
k!1

vk = 1:

Soient maintenant k � 1, 0 � l � Rk; 1 � j � Jl et K 2 G quel-

conques. Un changement de variables classique u = h
(l)
nk

�1=d
(u � zk;l;j)
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montre que, sous (HK3),

Var
�
f(zk;l;j)

�1=2K
�Z1 � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

��
�h(l)nk

Z
[0;1]d

K2(u)
f
�
zk;l;j + uh

(l)
nk

1=d�
f(zk;l;j)

du

�h(l)nkvk:

La dernière inégalité vient de la dé�nition de vk, de (HK2), ainsi que du
fait que, d'après la construction (4.3.2.3) on a h(l)nk � ehnk�1

: Reprenons
maintenant les notations de la proposition 4.2.2, avec � := 2 et � := 2,
M := 1=� et eC; v dé�nis par (4.3.2.11). Quel que soit le choix de 0 < 

dans la dé�nition de nk nous savons, d'après (HV 1) et (HV 2), que,
pour tout entier k su�samment grand, on a�(nk � nk�1)hnk

log(1=hnk)

�1=2
� K1; ehnk�1

� K2;

où K1 et K2 sont deux paramètres apparaissant dans la proposition
4.2.2. On a donc, pour tout 0 � l � Rk,�

(nk � nk�1)h
(l)
nk

log(1=h
(l)
nk)

�1=2

� K1; h
(l)
nk
� K2:

Ainsi, d'après la construction (4.3.2.3), pour tout entier k � 1 su�-
samment grand, et pour tout choix de 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, la
classe de fonctions Fk;l;j véri�e les hypothèses (4.2.4.32) et (4.2.4.33)
de la proposition 4.2.2, avec h := h

(l)
nk et n := nk � nk�1. De plus, en

choisissant  > 0 su�samment petit, on a, à partir d'un certain rang
k(),

4D1(v)
p
nk � nk�1 � �

q
inf
z2H

f(z)nk:

Nous rappelons que D1(v) est un paramètre ne dépendant que de v > 0

(voir la proposition 4.2.2), et que v > 0 apparaît dans (4.3.2.11) et dans
l'hypothèse (HK4). Ainsi pour tout entier k � k() on a, pour tout

217



choix de 0 � l � Rk; 1 � j � Jl,ePk :=P� max
m�nk�nk�1

jj Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j) jjG� �
�
2f(zk;l;j)nk log(1=h

(l)
nk
)
�1=2�

� P

�
max

m�nk�nk�1

jj Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j) jjG� 4D1(v)
�
2(nk � nk�1)h

(l)
nk
log(1=h(l)nk)

�1=2�
:

Rappelons que, pour toute fonction réelle Borélienne g dé�nie sur Rd,
on a posé

Tn(g) :=
nX
i=1

g(Zi)� E
�
g(Zi)

�
:

Nous appliquons la proposition 4.2.2 à la classe Fk;l;j, avec � := � = 2,
n := nk � nk�1, h := h

(l)
nk , M := 1=�, et eC; v dé�nis par (4.3.2.11).

Ainsi, pour tout k � k(), on aePk � P

�
max

m�nk�nk�1

jj Tm jjG�
�
�+ �)D1(v)

�
(nk � nk�1)h

(l)
nk
log(1=h(l)nk)

�1=2�
� 4 exp

�
� A2

��
�

�2
log(1=h(l)nk)

�
� 4 exp

�� A2 log(1=ehnk�1
)
�
:

Ainsi, après avoir �xé  > 0 su�samment petit, il existe un rang k()
à partir duquel on a

max
0�l�Rk; 1�j�Jl

P

�
max

m�nk�nk�1

������ Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

������
G
> �
�
� 1=2;

ce qui conclut la preuve du lemme 4.3.1. �

En appliquant la proposition 5.6.1, nous concluons que, lorsqueNk 6=
;, pour tous 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, si la condition

max
1�m�nk�nk�1

P

������� Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

������
G
> �
�
� 1=2

est véri�ée, alors on a

P

� [
n2Nk

n Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)))

1=2
=2 K2�

o�
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� 2P
� Gnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2
=2 K�

�
: (4.3.2.12)

Nous appliquons alors le lemme 4.3.1. Ainsi, pour tout choix de � >
0; � > 0; 1 < � < 2, il existe 0;� > 0 tel que, pour tout choix de
0 <  � 0;�, on peut appliquer asymptotiquement en k l'inégalité
(4.3.2.12) pour tous les 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, et obtenir ainsi (P1;k
est dé�ni par (4.3.2.10))

P1;k �
RkX
l=0

JlX
j=1

P

� [
n2Nk

n Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))
�1=2 =2 K2�

o�
�2

RkX
l=0

JlX
j=1

P

� Gnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 =2 K�

�
�2

RkX
l=0

C

h
(l)
nk

max
1�j�Jl

P

� Gnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 =2 K�

�
(4.3.2.13)

=:2

RkX
l=0

C

h
(l)
nk

max
1�j�Jl

Pk;l;j:

La ligne (4.3.2.13) découle de (4.3.2.8).
Posons, pour K 2 G, n � 1 entier, h > 0 et z 2 H,

eGn(K;h; z) :=

�nX
i=1

K
�Zi � z

h1=d

�
� E

�Zi � z

h1=d

�
; (4.3.2.14)

�n étant une variable de Poisson d'espérance n indépendante de l'échan-
tillon (Zi)i�1, avec par convention

P
;

= 0. Comme f est bornée sur

H�=2, et comme ehn ! 0 on a, pour tout entier k su�samment grand,

max
0�l�Rk; 1�j�Jl

P

�Z1 � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d
2 [0; 1]d

�
� 1=2:
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Nous pouvons donc appliquer le lemme de Poissonisation 4.2.1 à chaque
Pk;l;j; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl. Ainsi, en posant

P
0
k;l;j := P

� eGnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2
=2 K�

�
; (4.3.2.15)

on a, pour tout entier k su�samment grand,

P1;k � 2

RkX
l=0

C

h
(l)
nk

max
1�j�Jl

Pk;l;j � 4

RkX
l=0

C

h
(l)
nk

max
1�j�Jl

P
0
k;l;j: (4.3.2.16)

A�n de contrôler uniformément les P0k;l;j , nous allons établir un principe
de grandes déviations uniforme (voir la dé�nition 3.3.4 dans le �3.3.2).

Étape 3 : Un principe de grandes déviations uniforme

Rappelons que T0 est la tribu de l'espace de Banach
�B(G); jj � jjG �

engendrée par les projections coordonnées (pour plus de détails, voir
la remarque 4.1.4 et la dé�nition 4.1.3). Nous rappelons également que
J est l'énergie gaussienne associée au processus gaussien centré WG(�)
(voir la dé�nition 4.1.2), et que

K =
n
	 2 B(G); J(	) � 1

o
:

Nous allons établir le principe de grandes déviations uniforme suivant :

Proposition 4.3.1 (Un principe uniforme de grandes déviations)

Considérons un tableau triangulaire d'éléments de H, noté
�
zk;l;j

�
k�1;0�l�Rk; 1�j�Jl

.

Sous les hypothèses du théorème 4.3.2, les deux assertions suivantes
sont vraies :

1. Pour tout fermé F appartenant à T0, on a

lim sup
k!1

max
0�l�Rk; 1�j�Jl

1

log(1=h
(l)
nk)
� log

�
P

� eGnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2
2 F

��
�� J(F ): (4.3.2.17)
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2. Pour tout ouvert O appartenant à T0 , on a

lim inf
k!1

min
0�l�Rk; 1�j�Jl

1

log(1=h
(l)
nk)
� log

�
P

� eGnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk(log(1=h

(l)
nk))

1=2
2 O

��
� �J(O):

Ici les termes "ouvert" et "fermé" renvoient à l'espace de Banach�B(G); jj � jjG �.
Preuve.
Cette proposition est en fait le principe de grandes déviations uniforme
(GDU) pour le tableau triangulaire� eGnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)�

2f(zk;l;j)nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2�k�1;0�l�Rk;1�j�Jl

;

pour la fonction de coût J , et pour le tableau triangulaire de vitesses

�k;l;j :=
1

log(1=h
(l)
nk)
; k � 1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl: (4.3.2.18)

Pour plus de détails sur ces notions, nous renvoyons au �3.3.2 où sont
données les dé�nitions adéquates. Nous allons appliquer le critère su�-
sant donné dans le théorème 3.3.3 (voir �3.3.2). Il nous faut donc véri�er
les points 1, 2 et 3 de ce théorème 3.3.3.

Grandes déviations uniformes pour les coordonnées Nous allons mon-
trer que le point 2 du théorème 3.3.3 est bien véri�é. Soit (K1; : : : ; Kp)

une collection �nie quelconque de fonctions de G, que nous supposons
sans perte de généralité non liées par une relation linéaire. Notons, pour
tout k � 1 entier, et pour tous 0 � l � Rk; 1 � j � Jl,

Yk;l;j :=
1�

2f(zk;l;j)nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2

�
� eGnk(K1; h

(l)
nk
; zk;l;j); : : : ; eGnk(Kp; h

(l)
nk
; zk;l;j)

�
: (4.3.2.19)
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Pour tous k � 1; 0 � j � Rk; 1 � l � Jl on dé�nit Wk;l;j comme
l'analogue gaussien de Yk;l;j, c'est à dire la variable gaussienne ayant
les mêmes moments d'ordre 1 et 2 que Yk;l;j. Ce vecteur aléatoire est
centré, de matrice de variance-covariance

�k;l;j(r; r
0) :=

Cov
� eGnk(Kr; h

(l)
nk ; zk;l;j); eGnk(Kr0; h

(l)
nk ; zk;l;j)

�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk

�
log(1=h

(l)
nk)
� ; (r; r0) 2 f1 : : : dg2:

Or, un conditionnement par �nk conduit à l'égalité

Cov
� eGnk(Kr; h

(l)
nk
; zk;l;j); eGnk(Kr0; h

(l)
nk
; zk;l;j)

�
=E

�
Cov

� eGnk(Kr; h
(l)
nk
; zk;l;j); eGnk(Kr0; h

(l)
nk
; zk;l;j)

�����nk�+ Cov

�
E

� eGnk(Kr; h
(l)
nk
; zk;l;j)

����nk�;E� eGnk(Kr0; h
(l)
nk
; zk;l;j)

����nk�
=E
�
�nkCov

�
G1(Kr); G1(Kr0)

�
+ Cov

�
�nkG1(Kr); �nkG1(Kr0

�
=nkCov

�
G1(Kr); G1(Kr0)

�
:

Ainsi,

�k;l;j(r; r
0) =

Cov
�
G1(Kr; h

(l)
nk ; zk;l;j); G1(Kr0; h

(l)
nk ; zk;l;j)

�
2f(zk;l;j)h

(l)
nk

�
log(1=h

(l)
nk)
� ; (r; r0) 2 f1 : : : dg2:

Après un changement de variable u = h
(l)
nk

�1=d
(y�z), on a, sous (HK3),

�k;l;j(r; r
0) =

�
2f(zk;l;j) log(1=h

(l)
nk
)
��1

�
� Z
[0;1]d

Kr(u)Kr0(u)f
�
zk;l;j + h(l)nk

1=d
u
�
du

� h(l)nk

Z
[0;1]d

Kr(u)f
�
zk;l;j + h(l)nk

1=d
u
�
du�

Z
[0;1]d

Kr0(v)f
�
zk;l;j + h(l)nk

1=d
v
�
dv

�
:

(4.3.2.20)

Posons maintenant

�(r; r0) :=
1

2

Z
[0;1]d

Kr(z)Kr0(z)dz; (r; r
0) 2 f1 : : : dg2;
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et rappelons que �k;l;j et dé�ni par (4.3.2.18). Clairement on a, d'après
(4.3.2.20), pour tous (r; r0) 2 f1 : : : pg2,
j ��1k;l;j�k;l;j(r; r

0)� �(r; r0) j

�
Z

[0;1]d

Kr(u)Kr0(u)

�f�zk;l;j + h
(l)
nk

1=d
u
�

f(zk;l;j)
� 1

�
du

+
h
(l)
nk

f(zk;j;l)

Z
[0;1]d

Kr(u)f
�
zk;l;j + h(l)nk

1=d
u
�
du�

Z
[0;1]d

Kr0(v)f
�
zk;l;j + h(l)nk

1=d
v
�
dv

=:e�k;l;j: (4.3.2.21)

Soit L un majorant de f sur H�=2 et soit � > 0 un minorant de f
sur H�=2. D'après (4.3.2.21), (4.3.2.7) et (HK2) on a, pour tout entier
k � 1 et pour tous 0 � l � Rk; 1 � j � Jl,

j e�k;l;j j� sup
u2[0;1]d

���f
�
zk;j;l + uh

(l)
nk

1=d�
f(zk;l;j)

� 1
���+ L2

�
h(l)nk

� sup
z2H; u2[0;1]d

���f
�
z + ueh1=dnk�1

�
f(z)

� 1
���+ L2

�
ehnk�1

(4.3.2.22)

= : evk:
La dernière inégalité est une conséquence du fait que, d'après la construc-
tion (4.3.2.3), on a toujours h(l)nk � ehnk�1

; 0 � l � Rk. Comme f est
strictement positive et continue sur H�, il vient que

lim
k!1

evk = 0:

On en déduit alors que

lim
k!1

max
0�l�Rk; 1�j�Jl

jj ��1k;l;j�k;l;j � � jj
Rp2= 0:

Ainsi, en appliquant la propriété 3.2.4, on déduit que (Wk;l;j)k�1; 0�l�Rk; 1�j�Jl

satisfait le principe de grandes déviations uniforme pour (�k;l;j)k�1; 0�l�Rk; 1�j�Jl
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et pour la fonction de coût

JK1;:::Kp
(x1; : : : ; xp) :=(x1; :; xp)

01

2
��1(x1; : : : xp)

= inf
n
y0�y; �y = (x1; : : : ; xp); y 2 Rp

o
;

= inf
n
y0y; y 2 Rp; (2�)1=2y = x

o
; ; (x1; : : : ; xp) 2 Rp:

(4.3.2.23)

Ici, y0 désigne le vecteur transposé de y. Dans l'expression (4.3.2.23),
on reconnaît l'énergie gaussienne associée au vecteur gaussien dont la
matrice variance-covariance est 2� (voir �1.1.3). C'est donc l'énergie

gaussienne associée au vecteur gaussien
�
WG(K1); : : : ;WG(Kp)

�
(voir

la dé�nition 4.1.2). Nous allons maintenant appliquer le corollaire du
théorème 3.2.3, en montrant que Yk;l;j etWk;l;j ont des lois su�samment
proches pour la distance � (voir (3.2.4.1) pour la dé�nition de �). Nous
invitons le lecteur à prendre connaissance de la dé�nition 3.2.7 dans le
�3.2.4, préalablement à la lecture de la suite de cette preuve.
Nous allons montrer que, pour tous k � 1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl,
on a (voir la dé�nition 3.2.7)

Loi
�
Yk;l;j

� 2 Ap(�k;l;j);

avec
�k;l;j := B

�
2nkh

(l)
nk
log(1=h(l)nk)

��1=2
;

B étant une constante qui ne dépend que de f . Dé�nissons, pour k �
1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, le vecteur aléatoire de Rp suivant :

Xk;l;j :=
�
2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk
log(1=h(l)nk)

��1=2�
Km

�Z1 � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

�
� E

�
Km

�Z1 � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

���
m=1:::p

;

Lk;l;j(t) :=E
�
exp

�
< t;Xk;l;j >

��
t 2 Rp;

< �; � > désignant le produit scalaire canonique sur Rp. Un calcul direct
en conditionnant par rapport à �n (voir (4.3.2.14)) montre que, pour
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tous k � 1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl et pour tous t 2 Rp,

�k;l;j(t) := log

�
E

�
exp

�
< Yk;l;j; t >

���
= nk

�
Lk;l;j(t)� 1

�
; (4.3.2.24)

où l'on a posé par convention log(1) :=1. D'après (HK2) et le fait que
f a un minorant strictement positif sur H, les fonctions �k;l;j et Lk;l;j

sont �nies et analytiques sur Rp. De plus, en appliquant le théorème de
convergence dominée, on a, pour tout t 2 Rp,

@

@u

@2

(@v)2
�k;l;j(t) = nk

@

@u

@2

(@v)2
Lk;l;j(t)

= nk E

�
@

@u

@2

(@v)2

�
exp

�
< t;Xk;l;j >

���
= nk E

�
< v;Xk;j;l >

2< u;Xk;l;j > exp
�
3 < t;Xk;l;j >

��
:

(4.3.2.25)

Soit � > 0 un minorant de f 1=2 sur H. D'après l'hypothèse (HK2), et
en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a presque sûrement,
pour tout t 2 Rp,

j< t;Xk;l;j >j�jj t jjRp

1

�
�
2nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 : (4.3.2.26)

En utilisant (4.3.2.26) dans (4.3.2.25), il vient que, pour tout t 2 Rp,��� @
@u

@2

(@v)2
�k;l;j(t)

��� � jj u jjRp

�
�
2nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2v0�k;l;jv exp

�
3

jj t jjRp

�
�
2nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2�:

(4.3.2.27)
Ici, v0 désigne la transposée de v. D'après (HV1) et (HV2), nous savons
que, pour tout k su�samment grand on a, uniformément en 0 � l � Rk,

3

�
�
2nk(log(1=h

(l)
nk))
�1=2 � 3

�
�
2nk(log(1=ehnk�1

))
�1=2 � 1 (4.3.2.28)
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Ainsi en utilisant (4.3.2.28) dans (4.3.2.27), on voit que, pour tout entier
k su�samment grand, pour tous 0 � l � Rk; 1 � j � Jl et pour tout
t 2 Rp tel que jj t jjRp< �

�
2nk log(1=hnk)

�1=2
, on a��� @

@u

@2

(@v)2
�k;l;j(t)

��� � e3 jj u jjRp

�
�
2nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2v0�k;l;jv:

Ainsi, en posant �k;l;j := e3��1
�
2nk(log(1=h

(l)
nk))
��1=2

, il vient que, pour
tout k su�samment grand, et pour tout 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, on a
(voir la dé�nition 3.2.7)

Yk;l;j 2 Ap(�k;l;j):

Puis remarquons que

�k;l;j
�k;l;j

=
e3

�

vuut log(1=h
(l)
nk)

2nkh
(l)
nk

=
e3 log(1=h

(l)
nk)

�

q
2nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)

� e3

�

s
log(1=hnk)

2nkhnk
:

Or, d'après (HV2), on sait que ce majorant tend vers 0 lorsque k tend
vers 1. On peut donc appliquer le corollaire du théorème 3.2.3 dans
le �3.2.4, et en déduire que (Yk;l;j)k�1;0�l�Rk;1�j�Jl satisfait le prin-
cipe de grandes déviations uniforme pour le tableau triangulaire de
vitesses (�k;l;j)k�1;0�l�Rk;1�j�Jl et pour la fonction de coût JK1;:::;Kp

(voir
(4.3.2.23)), et ceci quel que soit p � 1 entier et (K1; : : : ; Kp) 2 Gp.

Equicontinuité asymptotique Nous allons montrer simultanément que
les points 1 et 3 du théorème 3.3.3 (voir �3.3.2) sont véri�és. Nous
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choisissons la semi-métrique suivante :

d(K;K 0)2 :=

Z
[0;1]d

(K �K 0)2:

Remarquons que d est la distance L2 issue de la loi de probabilité
uniforme sur [0; 1]d. Ainsi, d'après (HK4), nous déduisons que F et G
sont précompactes pour d, et le point 1 du théorème 3.3.3 est véri�é
pour d. Il su�t maintenant de montrer que pour tous M > 0; � > 0,
il existe e� > 0 tel que

lim sup
k!1

max
0�l�Rk;1�j�Jl

�k;l;j

� log
�
P

�
sup

K;K 02G; d(K;K 0)�e�

��� eGnk(K;h
(l)
nk ; zk;l;j)� eGnk(K

0; h
(l)
nk ; zk;l;j)q

2f(zk;l;j)h
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)

��� � �
��

� �M:

Rappelons ici que �k;l;j est dé�ni dans (4.3.2.18). Fixons M > 0 et
� > 0. Pour k � 1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl, et pour e� > 0, on dé�nit la
classe de fonctions suivante :

Fk;j;l;e� :=
n
f(zk;l;j)

�1=2(K �K 0)
� � � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

�
; d(K;K 0) � e�o:

Soit D1(2v) le paramètre "universel" apparaissant dans la proposition
4.2.2, et v > 0 la constante apparaissant dans (HK4). Nous avons, pour
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tous k � 1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl,
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K;K 02G; d(K;K 0)�e�
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nk ; zk;l;j)q

2f(zk;l;j)nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)

��� � 2D1(2v)�

�

=P
������� eGnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)�

2nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 ������Fk;l;j;e� � 2D1(2v)�

�
=

1X
m=1

P

�
�nk = m

�
P

������� Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�1=2 ������Fk;l;j;e� � 2D1(2v)�

�
�P
�

max
m=1;:::;2nk

������ Gm(�; h(l)nk ; zk;l;j)�
2nk log(1=h

(l)
nk))
�1=2 ������Fk;l;j;e� � 2D1(2v)�

�
+ P

�
�nk > 2nk

�
=:ePk;l;j;1 + ePk;l;j;2: (4.3.2.29)

Pour k � 1 entier �xé, nous appliquons l'inégalité de Cherno� (voir
(2.3.3.3) et (2.3.3.4) dans le �2.3.3) à la variable de Poisson �nk . Ainsi,
pour tout entier k � 1 on aePk;l;j;2 � exp

�� (2 log 2� 1)nk
�
; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl: (4.3.2.30)

Soit � > 0 un minorant de f 1=2 sur H. Un raisonnement de comptage
de boules montre que, d'après (HK4) (voir la dé�nition 4.1.1 pour plus
de détails),

N (�;Fk;j;l;e�) �
�N (��=2;F)�2 � 22v��2vC2��2v =: C 0��v

0

; 0 < � < 1:

(4.3.2.31)
Rappelons que, d'après (HK1), il existe une fonction réelle positive
croissante, notée A(�), telle que

lim
�!0

A(�) =0;

sup
K2G; jjujj

Rd��

Z
Rd

(K(z + u)�K(z))2dz �A(�)2; � > 0

sup
1=(1+�)���(1+�)

sup
K2G

Z
Rd

�
K(�z)�K(z)

�2
dz �A(�)2; � > 0: (4.3.2.32)
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Soient maintenant k � 1; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl des entiers
quelconques et soient K;K 0 2 G quelconque tels que d(K;K 0) � e�.
Un changement de variables u = h

(l)
nk

�1=d
(y � zk;l;j) montre que, sous

(HK3),

Var

��
K �K 0

��Z1 � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

��
�h(l)nk

Z
[0;1]d

�
K(u)�K 0(u)

�2f�zk;l;j + h
(l)
nk

1=d
uh

(l)
nk

1=d�
f(zk;l;j)

du

�A(e�)2h(l)nk sup
u2[0;1]d

���f
�
zk;l;j + h

(l)
nk

1=d
u
�

f(zk;l;j)

���
�A(e�)2h(l)nk sup

z2H; u2[0;1]d

���f
�
z + eh1=dnk�1u

�
f(z)

���:
La dernière inégalité vient du fait que h(l)nk � ehnk�1

par construction.
La régularité de f > 0 sur H� montre qu'il existe un rang k à partir
duquel on a, uniformément en 0 � l � Rk; 1 � j � Jl,

sup
g2Fk;j;l;e�

Var
�
g(Z1)

�
� 4A(e�)2h(l)nk : (4.3.2.33)

Supposons sans perte de généralité que e� > 0 est su�samment petit
pour véri�er 2A(e�) � �. Reprenons maintenant les notations de la
proposition 4.2.2, avec � := �; � := 2A(e�), M := 1=�, n := 2nk et
C 0; v0 dé�nis par (4.3.2.31). D'après (HV1) et (HV2), nous savons que,
pour tout entier k su�samment grand, on a

K1 �
s

2nkhnk
log(1=hnk)

; ehnk�1
� K2;

où K1 et K2 sont deux paramètres apparaissant dans la proposition
4.2.2. Ainsi, lorsque k est su�samment grand, on a, pour tout l =
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0; : : : ; Rk (en vertu du fait que hnk � h
(l)
nk � ehnk�1

),

K1 �
vuut 2nkh

(l)
nk

log(1=h
(l)
nk)
; h(l)nk � K2:

Ainsi, toutes les classes Fk;l;j;e�; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl véri�ent les
hypothèses (4.2.4.32) et (4.2.4.33) de la propriété 4.2.2 avec n := 2nk,
h := h

(l)
nk , � := 2A(e�), � := �, M := 1=�, et C 0; v0 dé�nis par (4.3.2.31)

(en particulier, v0 := 2v). Rappelons que, pour toute fonction réelle
Borélienne g dé�nie sur Rd, on a posé

Tn(g) :=
nX
i=1

g(Zi)� E
�
g(Zi)

�
:

En appliquant la proposition 4.2.2, il vient que, pour tout entier k
su�samment grand, et pour tous 0 � l � Rk et 1 � j � Jl,

ePk;l;j;1 � P

�
max

m=1:::2nk
jj Tm jjFk;l;j;e�

� D1(v
0)
�
� + 2A(e�)�q2nkf(zk;l;j)h

(l)
nk log(1=h

(l)
nk)
�

� 4 exp
�
� A2

�2

2A(e�)2 log(1=h(l)nk)
�
: (4.3.2.34)

Ici, A2 > 0 est la constante universelle apparaissant dans la proposition
4.2.2. Nous soulignons que (4.3.2.34) est vraie pour tout e� > 0 véri�ant
2A(e�) � �. En choisissant e� > 0 su�samment petit, on a

A2�
2

2A(e�) > M:

Ainsi en combinant (4.3.2.30) et (4.3.2.34), il vient que, pour tout entier
k su�samment grand,ePk;l;j � 4 exp

��M log(1=h(l)nk)
�
+ exp

�� (2 log 2� 1)nk
�
:

Puis, comme, lorsque k !1,

max
l=0:::Rk

log(1=h
(l)
nk)

nk
=

log(1=hnk)

nk
! 0;
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il vient que, pour tout entier k su�samment grand, et pour tous 0 �
l � Rk; 1 � Jl, on a

exp
�� (2 log 2� 1)nk

� � exp
��M log(1=h(l)nk)

�
;

ce qui entraîne ePk;l;j � 5 exp
��M log(1=h(l)nk)

�
:

Ceci permet aisément de conclure que le point 3 du théorème 3.3.3 est
véri�é.

Fin de la preuve de la proposition 4.3.1 En appliquant le théorème
3.3.3, nous déduisons des deux paragraphes précédents que le tableau
triangulaire � Gnk(�; h(l)nk ; zk;l;j)

(2f(zk;l;j)h
(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

�
k�1;0�l�Rk;1�j�Jl

satisfait le principe de grandes déviations uniforme pour la fonction de
coût

I(	) := sup
p�1; (K1;:::;Kp)2Gp

JK1;:::;Kp
(	(K1); : : : ;	(Kp)); 	 2 B(G)

et pour le tableau triangulaire de vitesses�
(log(1=h(l)nk))

�1
�
k�1; 0�l�Rk;1�j�Jl

:

Or, pour tout p � 1 et pour tous (K1; : : : ; Kp) 2 Gp, la fonction de
coût JK1;:::;Kp

dé�nie par (4.3.2.20) et (4.3.2.23) est l'énergie gaussienne

associée à
�
WG(K1); : : : ;WG(Kp)

�
, où WG(�) est le processus gaussien

centré et régulier dé�ni dans la dé�nition 4.1.2. Nous renvoyons au �3.4
pour la preuve du fait que, pour tout 	 2 B(G), on a

sup
p�1; (K1;:::;Kp)2Gp

JK1;:::;Kp
(	(K1); : : :	(Kp)) = J(	):

La preuve de la proposition 4.3.1 est donc achevée.�
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Étape 4 : Sommabilité de (Pk;1)k�1

Toujours pour � > 0; � > 0; � > 1 �xés, et 0 <  � 0, nous
appliquons le principe de grandes déviations uniforme de la proposition
4.3.1 à l'ensemble suivant, fermé de

�
B(G); jj � jjG

�
:

B(G)� (K�) :=
n
	 2 B(G); inf

	02K
jj 	�	0 jjG� �

o
:

Par semicontinuité inférieure de J (voir la propriété 4.1.1), il existe
�1 > 0 tel que

J
�
B(G)� (K�)

�
= 1 + 2�1:

Ainsi l'inégalité (4.3.2.16) devient, pour tout entier k su�samment
grand, (rappelons la construction (4.3.2.3))

P1;k �4
RkX
l=0

C

h
(l)
nk

exp

�
�
�
J
�
B(G)� (K�)

�
� �1

�
log(1=h(l)nk)

�

� 4C

RkX
l=0

h(l)nk
�1

� 4Ch�1
nk

RkX
l=0

��1l

� 4C

��1 � 1
h�1
nk
��1(Rk+1):

Nous rappelons que C > 0 est ici un paramètre ne dépendant que de � >
0 et des dimensions deH. En se rappelant queRk � log(ehnk�1

=hnk)= log(�)+

1 par dé�nition, il vient que

P1;k � 4C�2�1

��1 � 1
eh�1
nk�1

:

Or d'après (HV3), on a eh�1
nk�1

� log(nk�1)
�2 pour tout entier k su�-

samment grand. En se rappelant que nk :=
�
(1 + )k

�
; k � 1, nous en

déduisons que la suite (Pk;1)k�1 est sommable, et ceci, quel que soit le
choix de  > 0, de � > 0 et de � > 1.
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Conclusion 1 La conclusion des étapes 1 à 4 est la suivante : quel que
soit le choix de � > 0; � > 0; 1 < � < 2, il existe 0 = 0;� (voir le
lemme 4.3.1) tel que, pour tout choix de 0 <  < 0, la suite (P1;k)k�1
soit sommable.

Contrôle de P2;k

Nous rappelons que P2;k est dé�ni dans (4.3.2.10). Dans ce sous-
chapitre, nous allons montrer que, pour � > 0 �xé, on peut choisir
� > 0, � > 1 et  > 0 su�samment petits pour que la suite (P2;k)k�1
soit sommable. Nous rappelons que Nk, h

(l)
nk et �k;l;j sont dé�nis respec-

tivement par (4.3.2.9), (4.3.2.3) et (4.3.2.6). En appliquant l'inégalité
triangulaire, nous avons, pour tout entier k � 1 véri�ant Nk 6= ;,

P2;k

:= P

�
sup

n2Nk;0�l�Rk�1;1�j�Jl

sup
h
(l)
nk
�h�h

(l+1)
nk

;z2�k;l;j

������ Gn(�; h; z)
(2f(z)nh log(1=h))1=2

� Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

������
G
> 2�

�
� P

�
sup

n2Nk;0�l�Rk�1;1�j�Jl

sup
h
(l)
nk
�h�h

(l+1)
nk

;z2�k;l;j������ Gn(�; h; z)�Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

������
G
> �
�

+ P

�
sup

n2Nk;0�l�Rk�1;1�j�Jl

sup
h
(l)
nk
�h�h

(l+1)
nk

;z2�k;l;j

Bk;n;h;z

������ Gn(�; h; z)
(2f(z)nkh

(l)
nk log(1=hnk))

1=2

������
G
> �
�

=: P2;1;k + P2;2;k;

où l'on a dé�ni, pour k � 1 su�samment grand, pour n 2 Nk, 0 � l �
Rk � 1; 1 � j � Jl, z 2 �k;l;j; h

(l)
nk � h � �h

(l)
nk ,

Bk;n;h;z :=
���
s

2f(zk;l;j)nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)

2f(z)nh log(1=h)
� 1
���: (4.3.2.35)
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Contrôle de P2;1;k Nous voudrions que P2;1;k soit le terme général d'une
série convergente en k, pour peu que � > 0 et � > 1 aient été choisis
su�samment petits pour construire les subdivisions de [hnk;

ehnk�1
] et

de H (voir (4.3.2.3) et (4.3.2.6)). Pour démontrer cela, décomposons

P2;1;k �
X

0�l�Rk; 1�j�Jl

P

�
max
n2Nk

sup
z2�k;l;j

������ Gn(�; h; z)�Gn(�; h(l)nk ; zk;l;j)
(2f(zk;l;j)nkh

(l)
nk log(1=h

(l)
nk))

1=2

������
G
> �
�

=:
X

0�l�Rk; 1�j�Jl

P2;1;k;j;l (4.3.2.36)

Considérons, pour tout entier k � 1 su�samment grand pour avoir
Nk 6= ;, et pour tous 0 � l � Rk � 1 et 1 � j � Jl la classe de
fonctions suivante :

F 0
k;j;l :=

n
f(zk;l;j)

�1=2
�
K
�� � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

��K�� � z

h1=d
��
; z 2 �k;l;j; h

(l)
nk
� h � �h(l)nk ; K 2 G

o
:

Remarquons que, par construction des �k;l;j (voir (4.3.2.6)), on a, pour
tout z 2 �k;l;j,

jj z � zk;l;j jjRd� h(l)nk
1=d
�1=d; (4.3.2.37)

jj � jjRd désignant la norme euclidienne usuelle sur Rd. Un changement

de variable u = h
(l)
nk

�1=d
(y � zk;j;l) montre que, pour tous 0 � l � Rk,

1 � j � Jl et K 2 G, on a

Var

 
f(zk;l;j)

�1=2

�
K
�Z1 � zk;l;j

h
(l)
nk

1=d

��K
�Z1 � z

h1=d

�!

�h(l)nk
Z

[0;1]d

�
K
�
u
��K

�h(l)nk
h

1=d

u+
zk;l;j � z

h1=d

��2f
�
zk;l;j + h

(l)
nk

1=d
u
�

f(zk;l;j)
du:

(4.3.2.38)

Or d'après l'inégalité (a + b)2 � 2(a2 + b2), on a, pour tous 0 � l �
Rk; 1 � j � Jl, z 2 �k;l;j; h

(l)
nk � h � �h

(l)
nk , en se rappelant (4.3.2.37)
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et le fait que � � 2,Z
[0;1]d

 
K(u)�K

��h(l)nk
h

�1=d
u+

zk;l;j � z

h1=d

�!2

du

�2
Z

[0;1]d

 
K(u)�K

��h(l)nk
h

�1=d
u

�!2

du

+ 2

Z
[0;1]d

 
K

��h(l)nk
h

�1=d
u

�
�K

��h(l)nk
h

�1=d
u+

zk;l;j � z

h1=d

�!2

du

� sup
��1=d���1

Z
Rd

�
K(u)�K(�u)

�2
du+ sup

jjsjj
Rd�(h

(l)
nk
�=h)

1=d

h

h
(l)
nk

Z
Rd

�
K(u)�K(u+ s)

�2
du

�2A2(�1=d � 1) + 2
h

h
(l)
nk

A2
�
(h=h(l)nk)

1=d
�1=d
�

�2A2(�1=d � 1) + 4A2(2�1=d): (4.3.2.39)

Nous rappelons ici que A(�); � > 0 est croissante en � et est dé�nie
par (4.3.2.32). De plus, comme par construction on a h(l)nk � ehnk�1

, il
vient que

sup
u2Id

���f
�
zk;l;j + h

(l)
nk

1=d
u
�

f(zk;l;j)

��� � sup
u2[0;1]d; z2H

���f(z + eh1=dnk�1u)

f(z)

���
=:vk: (4.3.2.40)

La régularité de f sur H� nous assure que

lim
k!1

vk = 1:

Ainsi, en combinant (4.3.2.39), (4.3.2.40) et (4.3.2.38), il vient que, pour
tout entier k su�samment grand, on a, pour tous 0 � l � Rk; 1 � j �
Jl,

sup
g2F 0k;l;j

Var
�
f(Z1)

� � 5
�
A2(�1=d � 1) + A2(2�1=d)

�
: (4.3.2.41)
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En se rappelant le raisonnement appliqué pour obtenir (4.3.2.34), on
voit que le même raisonnement peut être appliqué aux F 0

k;l;j. Ainsi,
choisissant � > 0 et � > 1 su�samment petits (0 < � < ��; 1 <

� < ��), on a, pour tout entier k su�samment grand, et pour tous
0 � l � Rk et 1 � j � Jl,

P2;1;k;l;j � 4 exp
�� 2 log(1=h(l)nk)

�
: (4.3.2.42)

Nous ne donnons pas ici les détails du raisonnement pour aboutir à
(4.3.2.42), car celui ci est très similaire au raisonnement utilisé pour
aboutir à (4.3.2.34). En se servant de (4.3.2.42) dans (4.3.2.36), il vient
que pour tout entier k su�samment grand, on a (rappelons la construc-
tion (4.3.2.3))

P2;1;k �4
X

0�l�Rk�1; 1�j�Jl

h(l)nk
2

�4
X

0�l�Rk�1

Ch(l)nk

�hnk � 4C
X

0�l�Rk�1

�l

=hnk � 4C
�Rk � 1

�� 1

� 4C�

�� 1
ehnk�1

:

L'inégalité précédente est une conséquence du fait que, par construc-
tion,

Rk � log(ehnk�1
=hnk)

log(�)
+ 1:

Rappelons également que C est un paramètre ne dépendant que de
� > 0 et des dimensions de H. D'après l'hypothèse (HV3), il vient queX

k�1

P2;1;k <1: (4.3.2.43)
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Contrôle de P2;2;k Rappelons que, pour tout entier k su�samment
grand, on a posé

P2;2;k :=P
�

sup
n2Nk;0�l�Rk�1;1�j�Jl

sup
h
(l)
nk
�h�h

(l+1)
nk

;z2�k;l;j

Bk;n;h;z

������ Gn(�; h; z)
(2f(z)nkh

(l)
nk log(1=hnk))

1=2

������
G
> �
�
;

où Bk;n;h;z est dé�ni par (4.3.2.35). Décomposons tout d'abord, pour
tout entier k véri�ant nk�1 < nk,

P2;2;k �
X

0�l�Rk�1; 1�j�Jl

P2;2;k;l;j;

où ici

P2;2;k;l;j := P

�
max
n2Nk

sup
z2�k;l;j ; h

(l)
nk
�h��h

(l)
nk

Bk;n;h;z

������ Gn(�; h; z)�
2f(z)nkh log(1=h

(l)
nk)
�1=2 ������G � �

�
:

Soit k un entier su�samment grand pour avoir Nk 6= ;, et soient 0 �
l � Rk et 1 � j � Jl, h

(l)
nk � h � �h

(l)
nk ; z 2 �k;l;j et K 2 G

quelconques. On a, en utilisant la relation ab� 1 = (a� 1)b+ (b� 1)

Bk;n;h;z =

�����
s

2f(zk;l;j)nkh
(l)
nk log(1=h

(l)
nk)

2f(z)nh(log(1=h)
� 1

�����
�
�����
�vuut2f(zk;l;j) log(1=h

(l)
nk)

2f(z) log(1=�h
(l)
nk)

� 1

������
s
nkh

(l)
nk

nh
+

�����
s
nkh

(l)
nk

nh
� 1

�����
�
�����
�vuut2f(zk;l;j) log(1=h

(l)
nk)

2f(z) log(1=�h
(l)
nk)

� 1

������
s
�nk
nk�1

+

�����
s
�nk
nk�1

� 1

�����:
(4.3.2.44)

Or on sait que, lorsque k ! 1, on a nk=nk�1 ! (1 + ). De plus, on
peut supposer sans perte de généralité que 1 < � < 2. Ainsi, pour tout
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entier k su�samment grand et pour tout 0 � l � Rk, on a

1 �
s
�nk
nk�1

�2(1 + 2)1=2

�2(1 + 2) (4.3.2.45)

De plus, f est strictement positive et continue sur H� et

lim
k!1

max
l=0:::Rk

h(l)nk = lim
k!1

ehnk�1
= 0:

Ainsi, par construction des �k;l;j (voir (4.3.2.6)), on a

lim
k!1

max
0�l�Rk; 1�j�Jl

sup
z2�k;l;j

���f(zk;l;j)
f(z)

� 1
��� = 0: (4.3.2.46)

En�n, pour tout entier k � 1 entier �xé et pour tout 0 � l � Rk on a

1 � log(1=h
(l)
nk)

log(1=�h
(l)
nk)

=1 +
log(�)

log(1=�h
(l)
nk)

�1 + log(�)

log(1=�ehnk�1
)
:

Nous en déduisons, d'après (HV1), que

lim
k!1

max
0�l�Rk

��� log(1=h(l)nk)
log(1=�h

(l)
nk)

� 1
��� = 0: (4.3.2.47)

En se servant de (4.3.2.45), (4.3.2.46) et (4.3.2.47) dans (4.3.2.44), nous
déduisons que lorsque k est su�samment grand, on a, pour tous 0 �
l � Rk; 1 � j � Jl,

Bk;n;h;z � 2(1 + 2) + 2: (4.3.2.48)
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Ainsi, il existe 1;� > 0 tel que, pour tout 0 <  < 1;�, on ait

lim inf
k!1

inf
n2Nk; z2H; hnk�h�

ehnk�1

�B�1
k;n;h;z � 2(1 + 2�1=212D1(v); (4.3.2.49)

où A2 et D1(v) sont dé�nis par la proposition 4.2.2, et où v > 0 est
donné dans l'hypothèse (HK4). Considérons, pour tout entier k � 1 et
pour tous 0 � l � Rk et 1 � j � Jl, la classe de fonctions suivante :

Fk;l;j :=
n
f(z)�1=2K

�� � z

h1=d

�
; z 2 �k;l;j; h

(l)
nk
� h � �h(l)nk

o
:

Soit k un entier su�samment grand pour avoir Nk 6= ;, et soient 0 �
l � Rk et 1 � j � Jl, h

(l)
nk � h � �h

(l)
nk ; z 2 �k;l;j; K 2 G quelconques.

Un changement de variables u := h�1=d(y � z) montre que, d'après
(HK2) et (HK3),

Var
�
K
�Z1 � z

h1=d

��
�h

Z
[0;1]d

K(u)
f(z + h1=du)

f(z)
du

��h(l)nk sup
z2H; u2[0;1]d; h

(l)
nk
�h��h

(l)
nk

���f(z + h1=du)

f(z)

���
�2h(l)nk sup

z2H; u2[0;1]d

���f(z + eh1=dnk�1u)

f(z)

���:
La dernière inégalité découle du fait que � � 2 et que h(l)nk � ehnk�1

par
construction. Ainsi, par régularité de f sur H�, et d'après (HV1), il
vient que, pour tout entier k su�samment grand et pour tous 0 � l �
Rk et 1 � j � Jl, on a

sup
g2Fk;l;j

Var
�
f(Z1)

�
� 4h(l)nk : (4.3.2.50)

Soit � > 0 un minorant de f 1=2 sur H. Un raisonnement similaire à
celui de la preuve du lemme 4.3.1 dans le �4.3.2 montre que, pour tout
entier k assez grand, toutes les classes Fk;l;j; 0 � l � Rk; 1 � j � Jl
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véri�ent les hypothèses (4.2.4.32) et (4.2.4.33) dans la proposition 4.2.2,
avec � := 2, � := 21=2A

�1=2
2 ,M := 1=�, n := nk, h := h

(l)
nk et eC; v dé�nis

par (4.3.2.11). Supposons que 0 <  < 1;�, de façon à véri�er (4.3.2.49)
Il vient alors que, pour tout entier k su�samment grand et pour tous
0 � l � Rk; 1 � j � Jl, en appliquant la proposition 4.2.2,

P2;2;k;l;j �P
�
jj Tn jjFk;l;j

� 4D1(v)
�
2nk log(1=h

(l)
nk
)
�1=2�

�P
�
jj Tn jjFk;l;j

� D1(v)(� + �)
�
2nk log(1=h

(l)
nk
)
�1=2�

�4 exp
�
� A2

�2

� 2
log(1=h(l)nk)

�
=4h(l)nk

2
:

En poursuivant le calcul de la même façon que pour le contrôle de P2;1;k,
on conclut que, si 0 <  < 1;�, alorsX

k�1

P2;2;k <1: (4.3.2.51)

Conclusion 2 En combinant (4.3.2.43) et (4.3.2.51), nous concluons
que pour tout choix de � > 0, il existe ��; ��; 1;� tels que pour tous
choix de 0 < � � ��; 0 <  � 1;�; 1 < � � ��; on aitX

k�1

P2;k <1: (4.3.2.52)

Étape 6 : Fin de la preuve de la partie (i) du théorème 4.3.2

En combinant les conclusions 1 et 2, on voit que pour � > 0 �xé, il
existe �� > 0; 3;� > 0; �� > 1 tels que, pour tout choix de 0 <  � 3;�;

0 > � � ��; 1 < � � ��, on aitX
k�1

�
P1;k + P2;k

�
<1:
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En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, dans (4.3.2.10), on en déduit
que

lim
n!1

sup
hn�h�ehn;z2H

inf
	2K

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h)

�	
������
G
� 4�: (4.3.2.53)

La preuve de la partie (i) 4.3.2 du théorème est alors achevé car � > 0

est arbitraire. �

Remarque 4.3.1 Un coup d'oeil attentif à la preuve de la partie (i)
du théorème 4.3.2 montre que l'hypothèse (HK3) peut être remplacée
par l'hypothèse plus générale suivante

(HK30) 9M > 0; 8K 2 G; 8x =2 [�M;M ]d; K(x) = 0:

4.3.3 Preuve de la partie (ii) du théorème 4.3.2

CommeK est un compact de
�B(G); jj � jjG � (voir la propriété 4.1.1),

cet ensemble peut donc être recouvert d'un nombre �ni de boules de
rayon �, pour � > 0 arbitraire. La preuve de la partie (ii) se ramène
donc à montrer que, pour tous 	 2 K et � > 0, on a presque sûrement

lim
n!1

sup
h2[hn;ehn]

inf
z2H

������ Gn(�; h; z)p
2f(z)nh log(1=h)

�	
������
G
� 4�:

Nous �xons donc 	 2 K et � > 0 une fois pour toutes.

Étape 1 : Subdivision

Considérons un cube d'intérieur non vide

H 0 = [a1; b1]� : : :� [ad; bd] � H;

tel que P(Z1 2 H 0) � 1=2. Un tel choix est possible car H est supposé
d'intérieur non vide. Soit � > 1 un paramètre que nous �xerons plus
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tard. Pour tout entier n � 1, nous construisons le maillage suivant de
l'intervalle [hn;ehn].

h(l)n :=�lhn; l = 0 : : : Rn � 1; (4.3.3.1)

h(Rn)
n :=ehn;

avec (ici [u] désigne la partie entière de u)

Rn := [log(ehn=hn)= log(�)] + 1;

de façon à avoir

�Rn�1hn � ehn < �Rnhn:

Pour tout n su�samment grand pour véri�er eh�1n dQ
p=1

(bp � ap) > 2,

posons, pour tout 0 � l � Rn,

J l :=
h 1

h
(l)
n

dY
p=1

(bp � ap)
i
� 1 � 1: (4.3.3.2)

Pour 0 � l � Rn �xé, on divise H 0 en sous-hypercubes disjoints inclus
dans H 0 (ici Id := [0; 1]d)

�n;l;j := zn;l;j + h(l)n
1=d
Id; 1 � j � J l: (4.3.3.3)

Étape 2 : Un résultat intermédiaire

Nous allons montrer que, quel que soit le choix de � > 1, on a
presque sûrement

lim sup
n!1

sup
0�l�Rn

inf
z2H

������ Gn(�; h(l)n ; z)q
2f(z)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )

�	
������
G
< �: (4.3.3.4)
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Nous avons, pour tout entier n su�samment grand,

Pn := P

�
sup

0�l�Rn

inf
z2H

������ Gn(�; h(l)n ; z)q
2f(z)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )

�	
������
G
� �

�

�
RnX
l=0

P

� J l\
j=1

������ Gn(�; h(l)n ; zn;l;j)q
2f(zn;l;j)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )

�	
������
G
� �

�
:

(4.3.3.5)

Rappelons que eGn(�; h; z), dé�ni par (4.3.2.14), est la version "Poisso-
nisée" de Gn(�; h; z). Pour tout entier n � 1, et pour tous 0 � l �
Rn; 1 � j � J l, nous dé�nissons l'événement suivant.

En;l;j = En;l;j;	;� =

������� eGn(�; h(l)n ; zn;l;j)q
2f(zn;l;j)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )

�	
������
G
< �

�
:

(4.3.3.6)
Nous appliquons le lemme de Poissonisation 4.2.1 à chaque terme de
(4.3.3.5). Ainsi, dès lors que n est su�samment grand on a,Ac désignant
le complémentaire d'un événement A,

Pn � 2

RnX
l=0

P

� J l\
j=1

������ eGn(�; h(l)n ; zn;l;j)q
2f(zn;l;j)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )

�	
������
G
� �

�

=: 2

RnX
l=0

P

� J l\
j=1

Ec
n;l;j

�
:

Or, d'après le lemme 4.2.3, et comme les �n;l;j; 1 � j � J l sont
disjoints deux à deux pour n su�samment grand et 0 � l � Rn �xés,
nous déduisons que les événement En;l;j; 1 � j � J l sont mutuellement
indépendants. Ainsi, pour tout entier n su�samment grand et pour tout
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0 � l � Rn on a

P

� J l\
j=1

������ eGn(�; h(l)n ; zn;l;j)q
2f(zn;l;j)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )

�	
������
G
> �

�

=P

� J l\
j=1

Ec
n;l;j

�

=

J lY
j=1

�
1� P(En;l;j)

�

� exp
�� J lX

j=1

P(En;l;j)
�

(4.3.3.7)

� exp
�
� J l min

1�j�J l
P(En;l;j)

�
:

L'inégalité (4.3.3.7) est une conséquence de l'inégalité 1�u � exp(�u); u 2
R. Remarquons que

P
�
En;l;j

�
= P

�
Gn(�; h(l)n ; zn;l;j)q

2f(z)nh
(l)
n log(1=h

(l)
n )

2 	�

�
;

avec
	� :=

n
	0 2 B(G); jj 	0 �	 jjG< �

o
: (4.3.3.8)

Rappelons que la fonction J est l'énergie gaussienne associée au proces-
sus gaussienWG(�) (voir la dé�nition 4.1.2). La semicontinuité inférieure
de J (voir la propriété 4.1.1) nous assure qu'il existe �2 > 0 véri�ant

J(	�) = 1� 2�2: (4.3.3.9)

Nous allons maintenant appliquer un principe de grandes déviations
uniforme similaire à celui décrit dans la proposition 4.3.1. Rappelons
que T0 est la tribu de

�B(G); jj � jjG � engendrée par les projections
coordonnées (pour plus de détails, voir la remarque 4.1.4).
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Proposition 4.3.2 (Principe de grandes déviations uniforme)
Sous les hypothèses du théorème 4.3.2, les deux assertions suivantes
sont vraies.

1. Pour tout fermé F appartenant à T0, on a

lim sup
n!1

max
l�Rn; 1�j�J l

1

log(1=h
(l)
n )

log
�
P

� eGn(�; h(l)n ; zn;l;j)�
2f(zn;l;j)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )
�1=2 2 F��

� �J(F ):

2. Pour tout ouvert O appartenant à T0 , on a

lim inf
n!1

min
l�Rn; 1�j�J l

1

log(1=h
(l)
n )

log
�
P

� eGn(�; h(l)n ; zn;l;j)�
2f(zn;l;j)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )
�1=2 2 O��

� �J(O):

Ici les termes "ouvert" et "fermé" renvoient à la topologie engendrée
par jj � jjG.

Preuve : La preuve est très similaire à celle de la proposition 4.3.1,
nous n'en donnerons donc pas les détails.�

Nous appliquons la proposition précédente à la boule ouverte O :=

	� dé�nie par (4.3.3.8). Ainsi, pour tout entier n su�samment grand
on a, d'après (4.3.3.9),

min
0�l�Rn; 1�j�J l

P(Ek;l;j) � h(l)n
1��2

:

Rappelons que

J l :=
h 1

h
(l)
n

dY
p=1

(bp � ap)
i
� 1:
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Il s'ensuit alors que, pour tout entier n su�samment grand, en notant

C :=
dQ

p=1
(bp � ap) (voir 4.3.3.2),

Pn �
RnX
l=0

exp
�
� J lh

(l)
n

1��2
�

�
RnX
l=0

exp
�
�
� C
h
(l)
n

� 2
�
h(l)n

1��2
�

� (Rn + 1) exp
�
� C

2
ehn��2�

�
�
2 +

log(ehn=hn)
log(�)

�
exp

�
� C

2
eh��2
n

�
:

D'après (HV2), log(1=hn) = O(log n) lorsque n ! 1, et, d'après
(HV3), pour tout n su�samment grand, on a C

2
eh��2
n � (log n)2 >>

2 log n. On en déduit que X
n�1

Pn <1;

ce qui prouve (4.3.3.4), par application du lemme de Borel-Cantelli.

Étape 3 : Contrôle des oscillations

Il reste donc à montrer, pour � > 0 �xé que, pour � > 1 su�samment
petit, on a presque sûrement

lim
n!1

max
0�l�Rn

sup
z2H; h

(l)
n �h��h

(l)
n

������ Gn(�; h; z)
(2f(z)nh log(1=h))1=2

� Gn(�; h(l)n ; z)
(2f(z)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n ))1=2

������
G

�3�: (4.3.3.10)

Pour � > 1 �xé et pour K 2 G, posons

K�(�) := K
� �
�1=d

�
:
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Pour n � 1 entier �xé et pour h 2 [h
(l)
n ; �h

(l)
n ], posons

1 � �0 = �0(h; n) := h=h(l)n � �;

0 � u0 = u0(h; n) := 1= log(1=h):

On a alors, presque sûrement, pour tout entier n � 1 et pour tous
h 2 [h

(l)
n ; �h

(l)
n ]; z 2 H; K 2 G

Gn(K;h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 =
�h(l)n log(1=h

(l)
n )

h log(1=h)

�1=2 Gn(K�0; h
(l)
n ; z)�

2f(z)nh
(l)
n log(1=h

(l)
n )
�1=2

=
�
�0�1

�
1 + u0 log(�0)

��1=2 Gn(K�0; h
(l)
n ; z)�

2f(z)nh
(l)
n log(1=h

(l)
n )
�1=2

=: �(�0; u0)
Gn(K�0; h

(l)
n ; z)�

2f(z)nh
(l)
n log(1=h

(l)
n )
�1=2 :

(4.3.3.11)

Remarquons que
lim

�0!1; u0!0
�(�0; u0) = 1: (4.3.3.12)

Notons, pour plus de commodité,

	n(K;h; z) :=
Gn(K;h; z)�

2f(z)nh log(1=h)
�1=2 :

Supposons que 1 � � � 2, et considérons la classe de fonctions

G 0 :=
n
K�; K 2 G; 1 � � � 2

o
:

Rappelons que l'hypothèse (HK3') est formulée dans la remarque 4.3.1.
Clairement, G 0 véri�e les hypothèses (HK1), (HK2), (HK3'), (HK4) et
(HK5). On peut donc appliquer la partie (ii) du théorème 4.3.2. Ainsi,
on a presque sûrement

lim
n!1

sup
hn�h�ehn; z2H

inf
	2KG0

������	n(�; h; z)�	
������
G0
= 0; (4.3.3.13)
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où KG0 est le noyau associé au processus gaussienWG0(�), centré, indexé
par G 0, et dont la fonction de covariance est

Cov
�
WG0(K);WG0(K

0)
�
:=

Z
Rd

K(z)K 0(z)dz; K; K 0 2 G 0:

Pour plus de détails sur la construction de KG0, nous renvoyons à la
dé�nition 4.1.2 et à la propriété 4.1.1. Soit � > 0 et 1 � �0 � 2, et soit
	 2 KG0. Par dé�nition de KG0 (voir le �4.1.3), il existe ef 2 L�(G 0),
sous espace de Hilbert de L2(Rd;m) engendré par G 0 (m désignant le
mesure de Lebesgue), telle que

Z
Rd

ef 2(z)dz � 1; (4.3.3.14)

et telle que, pour tout g 2 G 0 on ait

	(g) =

Z
Rd

ef(z)g(z)dz:

Ainsi, pour tout K 2 G on a

����	(K�0)�	(K)
��� ���� j �� 1 j 	(K�0)

���+ ���	(K�0)�	(K)
���

=(�� 1)
��� Z
Rd

ef(z)K�0(z)dz
���+ ��� Z

Rd

ef(z)�K�0(z)�K(z)
�
dz
���:

(4.3.3.15)
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Remarquons que, comme G véri�e (HK2) et (HK3), on aZ
Rd

K2
�0(z)dz =

Z
Rd

K2
� z

�01=d

�
dz

=�0
Z
Rd

K2(z)dz

=�0
Z

[0;1]d

K2(z)dz

��0
�2: (4.3.3.16)

Nous appliquons alors l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (4.3.3.15).
Ainsi, en se servant de (4.3.3.16) et de (4.3.3.14), il vient que

j �� 1 j
��� Z
Rd

ef(z)K�0(z)dz
���+ ��� Z

Rd

ef(z)�K�0(z)�K(z)
�
dz
���

�2 j �� 1 j +
�Z
Rd

�
K
� z

�01=d
��K(z)

�2
dz
�1=2

(4.3.3.17)

En se rappelant que G véri�e (HK1), on en conclut que

lim
�0!1; �0!1

sup
K2G

����0	(K�0)�	(K)
��� = 0: (4.3.3.18)

Ainsi, en se rappelant (4.3.3.12), nous pouvons choisir � > 1 et u > 0

su�samment petits pour avoir

sup
	2KG0

sup
1��0��; 0�u0�u

sup
K2G

j �(�0; u0)	(K�0)�	(K) j� �: (4.3.3.19)

De plus, pour tout entier n su�samment grand, on a

8h 2 [hn;ehn]; 0 � u0(h) = log(1=h)�1 � log(1=ehn)�1 � u:
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Ainsi, pour un choix convenable de � > 1, on a, presque sûrement
(d'après (4.3.3.11)) à partir d'un certain rang,

max
1�l�Rn

sup
z2H;h

(l)
n �h��h

(l)
n

������ Gn(�; h; z)
(2f(z)nh log(1=h))1=2

� Gn(�; h(l)n ; z)
(2f(z)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n ))1=2

������
G

� sup
1��0��; 0�u0�u

sup
h2[hn;ehn]; z2H

sup
K2G

j �(�0; u0)	n(K�0; h; z)�	n(K;h; z) j

En appliquant (4.3.3.19), l'inégalité triangulaire pour la norme jj � jjG0
conduit à la majoration suivante, presque sûrement (d'après (4.3.3.11))
à partir d'un certain rang.

lim sup
n!1

max
1�l�Rn

sup
z2H;h

(l)
n �h��h

(l)
n

������ Gn(�; h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 � Gn(�; h(l)n ; z)�
2f(z)nh

(l)
n log(1=h

(l)
n )
�1=2 ������G

� 2�+ sup
	2KG0

sup
1��0��; 0�u0�u

sup
K2G

j �(�0; u0)	(K�0)�	(K) j

� 3�:

Ceci prouve (4.3.3.10). La preuve de la partie (ii) du théorème 4.3.2 est
alors conclue en combinant (4.3.3.10) et (4.3.3.4).�

4.4 Applications du théorème 4.3.2

Dans ce sous-chapitre, nous donnons deux applications du théorème
4.3.2 pour connaître le comportement asymptotique presque sûr d'esti-
mateurs à noyau. Dans le �4.4.1, nous appliquons le théorème 4.3.2 pour
connaître le comportement asymptotique presque sûr de l'estimateur à
noyau de la densité, lorsque la largeur de bande est aléatoire, mais dont
on connaît "à peu près" le comportement presque sûr. Dans le �4.4.2,
nous donnons une méthode pour estimer la densité de copule d'une loi
jointe par la méthode du noyau, puis nous établissons un résultat de
consistance uniforme presque sûre de cet estimateur.
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4.4.1 Une application à l'estimation de la densité sur Rd

Nous donnons maintenant une application possible du théorème
4.3.2 à l'estimation de la densité, lorsque la suite de largeurs de bande
(h�n)n�1 est aléatoire. Nous nous restreignons au cas où la classe G ap-
paraissant dans le théorème 4.3.2 est un singleton

�
K
	
, où K est un

noyau borné, à support compact, et à variation �nie sur Rd. D'après
la remarque 4.1.3 et d'après le �4.2.3, les théorèmes 4.2.1 et 4.3.2 sont
applicables à la classe

�
K
	
. Notre idée est la suivante : soient (hn)n�1

et (ehn)n�1deux suites de constantes véri�ant (HV1)-(HV3). Sous les
hypothèses du théorème 4.3.2, nous savons que, presque sûrement,

lim
n!1

sup
z2H

sup
hn�h�ehn

��� Gn(K;h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 ��� =
vuutZ
Rd

K2(z)dz: (4.4.1.1)

Si (h�n)n�1 est une suite aléatoire véri�ant, presque sûrement à partir
d'un certain rang hn � h�n � ehn, alors on pourrait se servir de (4.4.1.1)
pour avoir une borne supérieure pour la quantité��� Gn(K;h

�
n; z)�

2nh�n log(1=h
�
n)
�1=2 ���: (4.4.1.2)

Il est cependant nécessaire de lever une ambiguïté qui apparaît dans
l'expression (4.4.1.2). En e�et, dans le �4.1.1, nous avons dé�niGn(K;h; z)

pour toute constante h > 0 de la façon suivante :

Gn(K;h; z) :=
nX
i=1

K
�Zi � z

h1=d

�
� E

�
K
�Zi � z

h1=d

��
(4.4.1.3)

=
nX
i=1

K
�Zi � z

h1=d

�
�
Z
Rd

K(u)f
�
z + h1=du

�
du: (4.4.1.4)

Bien entendu, si h�n dépend stochastiquement des (Zi)i�1, alors les ex-
pressions (4.4.1.3) et (4.4.1.4) prennent un sens di�érent, et l'expression
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(4.4.1.4) fait apparaître un "paramètre de centrage aléatoire", à savoir

E0(K;h
�
n; z) :=

Z
Rd

K(u)f
�
z + h�n

1=du
�
du 6= E

�
K
�Zi � z

h�n
1=d

��
:

Pour appliquer le théorème 4.3.2 à l'estimation de la densité pour une
largeur de bande aléatoire h�n, nous devons prendre l'expression (4.4.1.4)
pour dé�nition des Gn(K;h; z); n � 1; h > 0; z 2 Rd, ce qui revient
à centrer l'estimateur à noyau de la densité autour du paramètre (aléa-
toire) E0(K;h

�
n; z). Nous énonçons un premier résultat.

Proposition 4.4.1 (Un résultat de consistance uniforme) Soient
(hn)n�1 et (ehn)n�1 deux suites de réels véri�ant (HV1)-(HV3), et K
une fonction réelle sur Rd, bornée, à support compact et à variation �-
nie. Soit H un hypercube fermé d'intérieur non vide, et soit (Zi)i�1 une
suite de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur Rd admet une densité
f (par rapport à la mesure de Lebesgue). Supposons qu'il existe � > 0

tel que f est continue et strictement positive sur l'ensemble suivant :

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
; (4.4.1.5)

où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Soit (h�n)n�1 une
suite de variables aléatoires véri�ant, presque sûrement à partir d'un
certain rang,

hn � h�n � ehn:
Alors on a presque sûrement, selon la dé�nition (4.4.1.4),

lim
n!1

sup
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 =

vuutZ
Rd

K2(z)dz; (4.4.1.6)

lim
n!1

inf
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 =�

vuutZ
Rd

K2(z)dz: (4.4.1.7)
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Preuve.
Notons

�2 :=

Z
Rd

K2(z)dz:

Nous appliquons d'abord le théorème 4.3.2 aux suites (hn)n�1 et (ehn)n�1
et à la classe de fonctions G :=

�
K
	
. L'ensemble KG est alors un en-

semble de fonctions dé�nies sur la classe
�
K
	
, qui peuvent donc sim-

plement être identi�ées à des réels. Cet ensemble KG peut être identi�é
de la façon suivante :

KG :=
n
��2; �2�2 � 1

o
:

Ainsi, en appliquant le théorème 4.3.2, on a presque sûrement

lim
n!1

sup
hn�h�ehn

sup
z2H

inf
�2�2�1

��� Gn(K;h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 � ��2
��� = 0;

(4.4.1.8)

8� 2 [���1; ��1]; lim
n!1

sup
hn�h�ehn

inf
z2H

��� Gn(K;h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 � ��2
��� = 0:

(4.4.1.9)

Soit A un événement de probabilité 1 sur lequel se réalisent (4.4.1.8),
(4.4.1.9) ainsi que, pour tout entier n su�samment grand,

hn � h�n � ehn: (4.4.1.10)

Alors, lorsque l'événement A est réalisé, on a, en combinant (4.4.1.8),
(4.4.1.9) et (4.4.1.10),

lim
n!1

sup
z2H

inf
�2�2�1

��� Gn(K;h
�
n; z)�

2f(z)nh�n log(1=h
�
n)
�1=2 � ��2

��� = 0;

(4.4.1.11)

8� 2 [���1; ��1]; lim
n!1

inf
z2H

��� Gn(K;h
�
n; z)�

2f(z)nh�n log(1=h
�
n)
�1=2 � ��2

��� = 0:

(4.4.1.12)
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En combinant (4.4.1.11) et (4.4.1.12), avec � = +� ��1, il vient alors
que, presque sûrement,

lim
n!1

sup
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 = �;

lim
n!1

inf
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 = ��:

La preuve de la proposition 4.4.1 se conclut alors. �

Nous savons que les suites de tailles de fenêtre de la forme hn :=

n��; n � 1, avec � 2]0; 1[, véri�ent les conditions (HV1)-(HV3), de
même que toute les suites déterministes (hn)n�1 véri�ant les conditions

lim sup
n!1

log(1=hn)

log n
<1;

lim inf
n!1

log(1=hn)

log n
> 0:

La proposition suivante montre que les deux conditions précédentes
constituent un critère su�sant pour qu'une suite aléatoire (h�n)n�1 vé-
ri�e presque sûrement (4.4.1.6) et (4.4.1.7).

Proposition 4.4.2 K une fonction réelle sur Rd, bornée, à support
compact et à variation �nie. Soit H un hypercube fermé d'intérieur
non vide, et soit (Zi)i�1 une suite de variables aléatoires i.i.d dont la
loi sur Rd admet une densité f (par rapport à la mesure de Lebesgue).
Supposons qu'il existe � > 0 tel que f soit continue et strictement
positive sur l'ensemble suivant :

H� :=
n
z 2 Rd; inf

z02H
jj z � z0 jjRd< �

o
; (4.4.1.13)

où jj � jjRd est la norme euclidienne canonique sur Rd. Soit (h�n)n�1 une
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suite de variables aléatoires véri�ant, presque sûrement

lim sup
n!1

log(1=h�n)

log n
<1; (4.4.1.14)

lim inf
n!1

log(1=h�n)

log n
>0: (4.4.1.15)

Alors on a presque sûrement, selon la dé�nition (4.4.1.4),

lim
n!1

sup
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 =

vuutZ
Rd

K2(z)dz; (4.4.1.16)

lim
n!1

inf
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 =�

vuutZ
Rd

K2(z)dz: (4.4.1.17)

Preuve. Rappelons que

�2 :=

Z
Rd

K2(z)dz:

Pour k � 1 �xé, posons

h(k)n := n�
�
1� 1

2k

�
; eh(k)n := n�

1
2k ; n � 1:

Clairement, les suites (h(k)n )n�1 et (eh(k)n ) véri�ent (HV1)-(HV3). Ainsi
d'après , (4.4.1.8) et (4.4.1.9), les événement suivants ont une probabi-
lité de 1 :

Ak :=
n

lim
n!1

sup
h
(k)
n �h�eh

(k)
n

sup
z2H

inf
�2�2�1

��� Gn(K;h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 � ��2
��� = 0

o
;

Bk :=
n
8� 2 [���1; ��1]; lim

n!1
sup

h
(k)
n �h�eh

(k)
n

inf
z2H

��� Gn(K;h; z)�
2f(z)nh log(1=h)

�1=2 � ��2
��� = 0

o
:

En�n, si une suite (hn)n�1 véri�e

1

k
< lim inf

n!1

log(1=hn)

log n
� lim sup

n!1

log(1=hn)

log n
< 1� 1

k
;
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alors on a, pour tout entier n su�samment grand,

h(k)n � hn � eh(k)n : (4.4.1.18)

Pour tout entier k � 1, posons

Ck :=
n1
k
< lim inf

n!1

log(1=h�n)

log n
� lim sup

n!1

log(1=h�n)

log n
< 1� 1

k

o
:

D'après les hypothèses (4.4.1.14) et (4.4.1.15), on a

P

�[
k�1

Ck

�
= 1:

Posons en�n eC :=
[
k�1

Ck \
\
k�1

Ak \
\
k�1

Bk:

D'après les remarques précédentes, on a P
� eC� = 1: Soit maintenant

! 2 eC quelconque. Il existe donc k � 1 entier tel que ! 2 Ak\Bk\Ck.
D'après (4.4.1.18) et d'après les dé�nitions de Ak et de Bk, il vient que

lim
n!1

sup
z2H

inf
�2�2�1

��� Gn(K;h
�
n; z)�

2f(z)nh�n log(1=h
�
n)
�1=2 � ��2

��� = 0;

(4.4.1.19)

8� 2 [���1; ��1]; lim
n!1

inf
z2H

��� Gn(K;h
�
n; z)�

2f(z)nh�n log(1=h
�
n)
�1=2 � ��2

��� = 0:

(4.4.1.20)

En combinant (4.4.1.19) et (4.4.1.20), avec � = +� ��1, il vient alors
que,

lim
n!1

sup
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 (!) = �;

lim
n!1

inf
z2H

Gn(K;h
�
n; z)�

2nf(z)h�n log(1=h
�
n)
�1=2 (!) = ��;

ce qui prouve le résultat annoncé. �
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4.4.2 Application à l'estimation de la densité de copule :
construction et étude d'un estimateur à noyau

Dans ce sous-chapitre, nous nous intéressons à l'estimation de l'objet
suivant :

Dé�nition 4.4.1 (Fonction de copule, densité de copule) Soit (X,Y)
un couple de v.a.r. de loi jointe donnée par une fonction de répartition
H, et notons F et G leurs fonctions de répartition marginales respec-
tives.
On appelle fonction de copule la fonction de [0; 1]2 dans [0; 1] dé�nie
par

C(u; v) := H(F�1(u); G�1(v)):

Cette fonction donne une mesure de la dépendance. En e�et, si X??Y
alors on a

8(x; y) 2 [0; 1]2; C(x; y) = xy :

On suppose que H admet une densité strictement positive fX;Y sur un
carré [a; b]� [c; d]. Notons fX et fY les densités des marginales F et G.
Alors C est dérivable sur ]F (a); F (b)[�]G(a); G(b)[. On appelle densité
de copule de H sur ]F (a); F (b)[�]G(a); G(b)[ la fonction

c(u; v) :=
@2

@u@v
C(u; v); (u; v) 2]F (a); F (b)[�]G(a); G(b)[:

Remarque 4.4.1 Remarquons que, pour tout (u; v) 2]F (a); F (b)[�]G(a); G(b)[,
on a

c(u; v) =
fX;Y (F

�1(u); G�1(v))

fX(F�1(u))fY (G�1(v)):

On reconnaît alors le rapport entre la densité du couple (X; Y ) et le
produit des densités, avec une échelle modi�ée par F�1 et G�1.

L'intérêt de la densité de copule c est que cette fonction permet de me-
surer la dépendance locale entre deux variables. En e�et, de nombreux
phénomènes ne sont stochastiquement liés entre eux que s'il prennent
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des valeurs extrêmes, ou alors seulement quand il prennent des valeurs
moyennes. Un valeur élevée de c signi�e qu'il y a une forte dépendance
locale entre X et Y , tandis qu'une valeur faible de c signi�e une faible
dépendance locale.

Construction d'un estimateur de c

De la même façon que pour l'estimation d'une densité de probabilité,
l'idée naturelle pour construire un estimateur d'une telle densité de
copule est d'étudier l'estimateur de la fonction de copule sur une fenêtre
dont les dimensions convergent vers 0. Dans cette partie, pour une
fonction réelle c sur R2, on notera

c[u; u0; v; v0] = (c(u0; v0)�c(u; v))�(c(u; v0)�c(u; v))�(c(u0; v)�c(u; v)):
Nous rappelons que

Fn(t) :=]
�
1 � i � n; Xi � t

	
; t 2 R; n � 1;

Gn(t) :=]
�
1 � i � n; Yi � t

	
; t 2 R; n � 1;

F�1
n (t) := inf

�
u 2 R; Fn(u) � t

	
; t 2 R; n � 1;

G�1
n (t) := inf

�
u 2 R; Gn(u) � t

	
; t 2 R; n � 1:

Deheuvels (voir par exemple [19, 20]) a proposé l'estimateur empirique
suivant pour la fonction de copule

Cn(u; v) := Hn(F
�1
n (u); G�1

n (v)):

Le premier estimateur naturel de c, en se basant sur Cn, est construit
en considérant les accroissements de ce dernier, c'est à dire

cn(u; v) := Cn[u; u+ hn; v; v + hn];

où (hn)n�1 est une suite de largeurs de bande convergent vers 0 lorsque
n!1.
Puis, comme pour l'estimation à noyau de la densité, l'idée vient de
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"convoler" cet accroissement de Hn par un noyau plus régulier que
l'indicatrice de [0; 1]2. On obtient ainsi la classe d'estimateurs suivante :
pour tout "noyau" K, on pose

cn(K; u; v) :=
1

nh2n

nX
i=1

K
�Xi � F�1(u)

hn;1(u)
;
Yi �G�1(v)

hn;2(v)

�
où

hn;1 := F�1
n (u+ hn)� F�1

n (u) = X([nu+nhn])
n �X([nu])

n ; u 2 [0; 1]

et

hn;2 := G�1
n (v + hn)�G�1

n (v) = Y ([nu+nhn])
n � Y ([nu])

n ; v 2 [0; 1];

sont des variables aléatoires dépendant de u et v. Rappelons que X(i)
n

désigne la i-ième observation de l'échantillon (Xi)i=1:::n, classé dans
l'ordre croissant en valeurs.

LULI pour cn autour d'un paramètre de centrage.

Notons bien que hn;1(�); hn;2(�) sont des largeurs de bande dépendant
du point d'estimation (u; v), et que ce sont des variables aléatoires
dépendant des (Xi; Yi)i�1. Ainsi, le biais de l'estimateur cn est très
délicat à étudier. Nous avons décidé de changer le paramètre de centrage
en rendant d'un certaine manière les hn;1(�); hn;2(�) "indépendants" des
(Xi; Yi)i�1. Nous posons, pour tout (u; v) 2]0; 1[2,

eEn(K; u; v) := Z
R2

K
�F�1(u)� u0

hn;1(u)
;
G�1(v)� v0

hn;2(v)

�
fX;Y (u

0; v0)du0dv0

et
c0n(K; u; v) := cn(K; u; v)� eEn(K; u; v):

La proposition suivante est une application des lois fonctionnelles uni-
formes du logarithme itéré pour les accroissements du processus des
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quantiles, obtenues par Deheuvels et Mason [33]. On obtient ainsi le

comportement presque sûr de
�
hn;1(u); hn;2(v)

�
, asymptotiquement en

n et uniformément en (u; v).

Proposition 4.4.3 Supposons que (h2n)n�1 satisfait (HV 1)� (HV 3).
Supposons que fX et fY sont uniformément continues et strictement
positives sur des intervalles respectifs [a�; b+] et [c�; d+] � [0; 1]

avec  > 0 . Alors F et G sont des bijections de [a; b] vers [F (a); F (b)]
et de [c; d] vers [F (c); F (d)] respectivement. De plus on a presque sû-
rement

lim
n!1

sup
u2[F (a);F (b)]

��� hn
hn;1(u)fX(F�1(u))

� 1
��� =0; (4.4.2.1)

lim
n!1

sup
v2[G(c);G(d)]

��� hn
hn;2(v)fY (G�1(v))

� 1
��� =0: (4.4.2.2)

Preuve.
En utilisant la représentation des quantiles, nous pouvons supposer qu'il
existe une suite i.i.d (Ui)i�1 uniformément distribuée sur [0; 1], basée
sur le même espace probabilisé que les (Xi)i�1, et véri�ant, pour tout
entier i � 1,

Xi = F�1(Ui):

Notons

eFn(t) :=]�1 � i � n; Ui � t
	
; n � 1; t 2 [0; 1];eF�1

n (t) := inf
�
u � 0; eFn(u) � t

	
; n � 1; t 2 [0; 1];

�n(t) :=n
1=2
� eF�1

n (t)� t
�
:
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On a, pour tout u 2 [F (a); F (b)], en appliquant l'inégalité des accrois-
sements �nis,

F�1
n (u+ hn)� F�1

n (u) = F�1
� eF�1

n (u+ hn)
�
� F�1

� eF�1
n (u)

�
=

1

fX(F�1(un))

� eF�1
n (u+ hn)� eF�1

n (u)
�

=
1

fX(F�1(un))

�
hn +

1

n1=2
(�n(u+ hn)� �n(u))

�
;

avec un = un(u) 2 [u; u + hn]. En appliquant la LFULI pour les ac-
croissements de �n (voir [33]), il vient que, presque sûrement,

lim
n!1

sup
u2[F (a);F (b)]

���hn + n�1=2
�
�n(u+ hn)� �n(u)

�
hn

� 1
��� = 0

et

lim
n!1

sup
u2[F (a);F (b)]

j un � u j= 0:

Comme fX est uniformément continue sur [a� ; b+ ], il vient que

lim
n!1

sup
u2[F (a);F (b)]

��� hn
hn;1(u)fX(F�1(u))

� 1
��� = 0:

Ainsi, (4.4.2.1) est prouvée. La preuve de (4.4.2.2) est similaire.�
La proposition précédente nous permet d'établir le résultat suivant.

Proposition 4.4.4 Soit (hn)n�1 une suite de constantes telle que la
suite (h2n)n�1 satisfait (HV 1) � (HV 3), et soit K une fonction réelle
Borélienne sur Rd, à support compact et à variation bornée. Soit

�
(Xi; Yi)

�
i�1

une suite de variables aléatoires i.i.d. dont la loi jointe admet une
densité uniformément continue et strictement positive sur un rectangle
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]a� ; b+ [�]c� ; d+ [ où  > 0. Alors on a presque sûrement

lim sup
n!1

sup
u2[F (a);F (b)]; v2[G(c);G(d)]

p
nh2nfX(F

�1(u))fY (G�1(v))c0n(K; u; v)p
2fX;Y (F�1(u); G�1(v)) log(1=h2n)

�
vuutZ
Rd

K2(z)dz; (4.4.2.3)

lim inf
n!1

inf
u2[F (a);F (b)]; v2[G(c);G(d)]

p
nh2nfX(F

�1(u))fY (G�1(v))c0n(K; u; v)p
2fX;Y (F�1(u); G�1(v)) log(1=h2n)

��
vuutZ
Rd

K2(z)dz: (4.4.2.4)

Preuve.
Comme fX;Y est continue est strictement positive sur ]a�; b+[�]c�
; d+[, on en déduit qu'il existe 0 > 0 tel que fX

�
F�1(�)� soit conti-

nue et strictement positive sur ]F (a)�0; F (b)+0[, tel que fY
�
G�1(�)�

soit continue et strictement positive sur ]G(c) � 0; G(d) + 0[, et tel

que fX;Y
�
F�1(u); G�1(v)

�
soit continue en (u; v) et strictement posi-

tive sur ]F (a) � 0; F (b) + 0[�]G(c) � 0; G(d) + 0[. Soit � > 0 �xé.
Pour tout (u; v) 2 [F (a); F (b)] � [G(c); G(d)], il existe un cube fermé
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d'intérieur non vide �u;v = �1
u;v��2

u;v véri�ant les conditions suivantes

�u;v �]F (a)� 0

2
; F (b) +

0

2
[�]G(c)� 0

2
; G(d) +

0

2
[;

(4.4.2.5)

sup
u1;u22�1

u;v

���fX�F�1(u1)
�

fX
�
F�1(u2)

� � 1
��� <�=2; (4.4.2.6)

sup
v1;v22�2

u;v

���fY �G�1(v1)
�

fY
�
G�1(v2)

� � 1
��� <�=2; (4.4.2.7)

sup
(u1;v1)2�u;v; (u2;v2)2�u;v

���fX;Y
�
F�1(u1); G

�1(v1)
�

fX;Y

�
F�1(u2); G�1(v2)

� � 1
��� <�=2: (4.4.2.8)

On a donc le recouvrement suivant :

[F (a); F (b)]� [G(c); G(d)] �
[

(u;v)2[F (a);F (b)]�[G(c);G(d)]

�u;v

�]F (a)� 0

2
; F (b) +

0

2
[�]G(c)� 0

2
; G(d) +

0

2
[:

(4.4.2.9)

Comme [F (a); F (b)]� [G(c); G(d)] est compact, on extrait de (4.4.2.9)
un recouvrement �ni, que l'on note

[F (a); F (b)]� [G(c); G(d)] �
P[
p=1

�up;vp

�]F (a)� 0

2
; F (b) +

0

2
[�]G(c)� 0

2
; G(d) +

0

2
[:

(4.4.2.10)

Pour tous �1; �2 > 0, nous notons

K�1;�2(u; v) := K
� u
�1
;
v

�2

�
; (u; v) 2]0; 1[2:
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Pour 1 � p � P �xé, considérons la classe de fonctions suivante :

Gp;� :=
n
K�1;�2;

�1

fX
�
F�1(up)

� 2 [1��; 1+�]; �2

fY
�
G�1(vp)

� 2 [1��; 1+�]
o
:

(4.4.2.11)
Notons

�2 :=

Z
Rd

K2(u; v)dudv:

Remarquons que, pour tout �1; �2 > 0, on aZ
Rd

K2
� u
�1
;
v

�2

�
dudv = �1�2�

2:

On en déduit que

sup
K 02Gp;�

Z
R2

K 02(u; v)dudv = �2(1 + �)2fX
�
F�1(up)

�
fY
�
G�1(vp)

�
:

Rappelons que KGp;� est dé�ni dans la dé�nition 4.1.2. L'inégalité de
Cauchy-Schwarz combinée avec la dé�nition de KGp;� nous assure que

sup
	2KGp;�

sup
g2Gp;�

	(g) = sup
K 02Gp;�

vuutZ
R2

K 02(u; v)dudv

=�(1 + �)
q
fX
�
F�1(up)

�
fY
�
G�1(vp)

�
(4.4.2.12)

inf
	2KGp;�

inf
g2Gp;�

	(g) =� sup
K 02Gp;�

vuutZ
R2

K 02(u; v)dudv

=� �(1 + �)
q
fX
�
F�1(up)

�
fY
�
G�1(vp)

�
:

(4.4.2.13)

Clairement, la classe de fonctions Gp;� véri�e les hypothèses (HK1)-
(HK'2)-(HK'3)-(HK4)-(HK5) (voir le �4.2.3). Nous appliquons le théo-
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rème 4.2.1 à Gp;� et à la suite (h2n)n�1. On a donc, presque sûrement,

lim
n!1

sup
(u;v)2�(up;vp)

inf
	2KGp;�

sup
g2Gp;�

��� Gn

�
g; (F�1(u); G�1(v)); h2n

�
�
2nh2nfX;Y

�
F�1(u); G�1(v)

�
log
�
1=h2n

��1=2 �	(g)
��� = 0:

(4.4.2.14)

On en déduit alors, en utilisant (4.4.2.12) et (4.4.2.13), que

lim
n!1

sup
(u;v)2�(up;vp)

sup

fX

�
F�1(up)

��1�
�12[1��;1+�]; fY

�
G�1(vp)

��1�
�22[1��;1+�]

Gn

�
K�1;�2; (F

�1(u); G�1(v)); h2n�
2nh2nfX;Y

�
F�1(u); G�1(v)

�
log
�
1=h2n

��1=2
= sup

	2KGp;� ; g2Gp;�

=�(1 + �); (4.4.2.15)

lim
n!1

inf
(u;v)2�(up;vp)

inf
fX

�
F�1(up)

��1�
�12[1��;1+�]; fY

�
G�1(vp)

��1�
�22[1��;1+�]

Gn

�
K�1;�2; (F

�1(u); G�1(v)); h2n

�
�
2nh2nfX;Y

�
F�1(u); G�1(v)

�
log
�
1=h2n

��1=2
= inf

	2KGp;� ; g2Gp;�

=� �(1 + �): (4.4.2.16)

Soit maintenant Ap;� un ensemble de probabilité 1 sur lequel se réalisent
(4.4.2.1), (4.4.2.2), (4.4.2.15) et (4.4.2.16). Soit ! 2 Ap;� quelconque.
On a donc, d'après (4.4.2.1), pour tout entier n su�samment grand et
pour tout (u; v) 2 �up;vp,

hn;1(u)(!)

fX
�
F�1(u)

�
hn
2 [1� �=2; 1 + �=2]:
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Ainsi, d'après (4.4.2.6), on a, pour tout entier n su�samment grand,

hn;1(u)(!)

fX
�
F�1(up)

�
hn
2 [1� �; 1 + �]: (4.4.2.17)

De la même façon, en combinant (4.4.2.2) et (4.4.2.7), on a, pour tout
entier n su�samment grand,

hn;2(u)(!)

fY
�
G�1(vp)

�
hn
2 [1� �; 1 + �]: (4.4.2.18)

En combinant (4.4.2.17) et (4.4.2.18), on a, pour tout entier n su�sam-
ment grand et pour tout (u; v) 2 �up;vp,

c0n(K; u; v) 2
n
Gn

�
K�1;�2; (F

�1(u); G�1(v)); h2n

�
;

fX
�
F�1(up)

��1�
�1 2 [1� �; 1 + �]; fY

�
G�1(vp)

��1�
�2 2 [1� �; 1 + �]

o
:

Ainsi, d'après (4.4.2.15) et (4.4.2.16), on a, pour tout entier n su�sam-
ment grand et pour tout (u; v) 2 �up;vp,

c0n(K; u; v)�
2nh2nfX;Y

�
F�1(u); G�1(v)

�
log(1=h2n)

�1=2 (!)
� sup

fX

�
F�1(up)

��1

�12[1��;1+�]; fY

�
G�1(vp)

��1

�22[1��;1+�]

Gn

�
K�1;�2; (F

�1(u); G�1(v)); h2n

�
�
2nh2nfX;Y

�
F�1(u); G�1(v)

�
log(1=h2n)

�1=2
��(1 + �)

q
fX
�
F�1(up)

�
fY
�
G�1(vp)

�
(4.4.2.19)

��(1 + �)2
q
fX
�
F�1(u)

�
fY
�
G�1(v)

�
: (4.4.2.20)

La ligne (4.4.2.19) est une conséquence de (4.4.2.12) et (4.4.2.12), et
la dernière ligne est une conséquence de (4.4.2.6) et (4.4.2.7). Comme
1 � p � P est arbitraire, il vient que, presque sûrement, pour tout
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entier n su�samment grand, on a

sup
(u;v)2�up;vp

q
fX
�
F�1(u)

�
fY
�
G�1(v)

�
c0n(K; u; v)r

2nh2nfX;Y
�
F�1(u); G�1(v)

�
log(1=h2n)

� �(1 + �)2:

Comme � > 0 est arbitraire, il vient que, presque sûrement,

lim sup
n!1

sup
(u;v)2�up;vp

q
fX
�
F�1(u)

�
fY
�
G�1(v)

�
c0n(K; u; v)r

2nh2nfX;Y
�
F�1(u); G�1(v)

�
log(1=h2n)

� �:

De la même façon, on montre que, presque sûrement,

lim inf
n!1

inf
(u;v)2�up;vp

q
fX
�
F�1(u)

�
fY
�
G�1(v)

�
c0n(K; u; v)r

2nh2nfX;Y
�
F�1(u); G�1(v)

�
log(1=h2n)

� ��:

La preuve de la proposition 4.4.4 est alors achevée.�
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Chapitre 5

Domaine de non invariance pour les

accroissements du processus

empirique multivarié

5.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement limite des
accroissements du processus empirique multivarié sur Rd, dans le cas
où la suite de tailles de fenêtre (hn)n�1 est dans le "domaine de non
invariance", ou "domaine d'Erdös-Rényi". Nous entendons qu'une suite
de réels (hn)n�1 est dans le domaine de non invariance lorsqu'elle véri�e,
lorsque n!1,

(HV E1) 0 < hn < 1; hn # 0; nhn " 1;

(HV E2) nhn= log n! c > 0.

Soit (Zi)i�1 une suite i.i.d. à valeurs dans Rd, dont la loi commune
admet une densité f . Pour tout z 2 Rd tel que f(z) > 0 et pour tout
s = (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d, on dé�nit

�n(z; hn; s) :=

nP
i=1

1[0;s1]�:::�[0;sd]

�
Zi�z

h
1=d
n

�
cf(z) log n

: (5.1.0.1)
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Remarquons que, pour z et n �xés, �n(z; hn; �) est presque sûrement la
fonction de répartition d'une mesure positive �nie sur [0; 1[d. Pour tout
Borélien A � [0; 1[d, on notera la mesure de A associée à �n(z; hn; �)
de la façon suivante.

�n(z; hn; A) :=

Z
[0;1[d

1A(s)d�n(z; hn; s):

Nous notons B([0; 1[d) l'espace vectoriel des fonctions réelles bornées
sur [0; 1[d, et pour tout f 2 B([0; 1[d), nous notons

jj f jj:= sup
z2[0;1[d

j f(z) j : (5.1.0.2)

Il nous sera plus pratique de considérer les processus �n(z; hn; �); n �
1; z 2 R

d; f(z) > 0 comme des fonctions de répartition aléatoires,
plutôt que comme des variables aléatoires à valeurs dans B([0; 1[d).
Dé�nition 5.1.1 On dé�nit M([0; 1[d) comme le cône des fonctions
de répartition de mesures positives �nie sur [0; 1[d. Pour A � [0; 1[d et
g 2M([0; 1[d), on notera

g(A) :=

Z
A

dg: (5.1.0.3)

M([0; 1[d) est un fermé de
�B([0; 1[d); jj � jj �.

Remarque 5.1.1 A partir de maintenant, nous considérons les�n(�; hn; z)
comme des variables aléatoires à valeurs dans M([0; 1[d), muni de la
tribu engendrée par les projections cooronées.

Le comportement asymptotique en n des �n(z; hn; �) lorsque (hn)n�1
véri�e les conditions (HVE1) et (HVE2), est déterminé par les proprié-
tés de déviations modérées d'un processus de Poisson homogène sur
[0; 1[d. Ces déviations modérées sont décrites par la fonction de coût
suivante (voir la dé�nition 3.1.1 pour plus de détails).
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Dé�nition 5.1.2 (Fonction de coût I) Soit c > 0. Pour une fonc-
tion réelle g 2 M([0; 1[d) admettant une densité g0 par rapport à la
mesure de Lebesgue �, on pose

I(g) :=

Z
[0;1[d

h(g0)d�; (5.1.0.4)

où

h(x) := x log x� x+ 1; x 2]0;1[; (5.1.0.5)

h(0) =1:

Pour toute autre fonction g 2M([0; 1[d), on pose

I(g) :=1:

On dé�nit ensuite pour tout c > 0,

�c :=
n
g 2M([0; 1[d); I(g) � 1=c

o
: (5.1.0.6)

La propriété suivante montre que I est bien une fonction de coût sur�M([0; 1[d); jj � jj �.
Propriété 5.1.1 (Propriétés de I) I est une fonction de coût sur�M([0; 1[d); jj � jj �. Autrement dit, pour tout c > 0, �c est un compact
de
�M([0; 1[d); jj � jj �.

Preuve. Pour p � 1 entier et pour ~i = (i1; : : : ; id) 2 f1; : : : ; 2pgd on
pose

Ap
~i
:=
�
2�p(i1 � 1); 2�pi1

�� : : :� �2�p(id � 1); 2�pid
�
:

On dé�nit également la fonction Ip sur [0;1[2
pd

de la façon suivante :
Pour tout x = (x1;1;:::;1; : : : ; x2p;1;:::;1; : : : ; x2p;:::;2p;1; : : : ; x2p;:::;2p) 2 [0;1[2

pd

,
on pose

Ip(x) :=
X

1�i1�2p;:::;1�ip�2p

2�pdh
�
2pdxi1;:::;id

�
:
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En appliquant la proposition 3.4.2, nous savons que, pour toute fonction
g 2M([0; 1[d), on a (voir la notation 5.1.0.3)

I(g) = sup
p�1

Ip

�
g(Ap

1;1;:::;1); : : : ; g(A
p
2p;1;:::;1); : : : ; fgA

p
2p;:::;2p;1); : : : ; g(A

p
2p;:::;2p)

�
:

En conséquence, I est une fonction semi-continue inférieurement sur�M([0; 1[d); jj � jj � en tant que limite croissante de fonctions semi-
continues inférieurement sur

�M([0; 1[d); jj � jj �. Comme M([0; 1[d)

est un fermé de
�B([0; 1[d); jj � jj � et que I est semi-continue inférieu-

rement sur
�M([0; 1[d); jj � jj �, nous en déduisons qu'il nous su�t de

montrer que, pour tout a > 0, l'ensemble �a est relativement compact
dans

�B([0; 1[d); jj � jj �. Pour cela, nous allons appliquer le théorème
d'Arzela-Ascoli. Nous munissons [0; 1[d de la norme suivante.

jj s jj1:= max
i=1;:::;d

j si j; s := (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d: (5.1.0.7)

Rappelons que � est la mesure de Lebesgue sur [0; 1[d. Clairement on
a (h est dé�ni par (5.1.0.5))

lim
x!1

h(x)

x
=1: (5.1.0.8)

Soit � > 0 quelconque et soit A > 0 tel que

inf
x>A

h(x)

x
>

1

a�
: (5.1.0.9)

Clairement on a, pour tout g 2 �a,Z
�
g0�A

	 g0

a�
d� �

Z
�
g0�A

	 h(g0)

g0
g0d�

�
Z

[0;1[d

h(g0)d�

�1

a
:
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Ainsi Z
g0�A

g0d� � �: (5.1.0.10)

Posons � := A�1d�1�. Soient s; s0 2 [0; 1[d tels que jj s�s0 jj1� � (voir
(5.1.0.7)), et soit g 2 �a quelconques. On a, en notant s = (s1; : : : ; sd)

et s0 = (s01; : : : ; s
0
d),

j g(s0)� g(s) j=
��� Z
[0;s1]�:::�[0;sd]

g0d��
Z

[0;s01]�:::�[0;s
0
d]

g0d�
���

�
Z

[0;s1]�:::�[0;sd]�[0;s01]�:::�[0;s
0
d]

g0d�; (5.1.0.11)

Ici, � désigne la di�érence symétrique, c'est à dire A�B := (A�B) [
(B � A) pour deux ensembles A et B. Or, comme jj s � s0 jj1� �, il
vient que

�
�
[0; s1]� : : :� [0; sd]�[0; s01]� : : :� [0; s0d]

�
� d� � �

A
:

Ainsi, en combinant (5.1.0.11) et (5.1.0.10), nous avons

j g(s0)� g(s) j=
Z

[0;s1]�:::�[0;sd]�[0;s01]�:::�[0;s
0
d]

�
g01g0�A + g01g0�A

�
d�

�A�
�
[0; s1]� : : :� [0; sd]�[0; s01]� : : :� [0; s0d]

�
+ �

=2�:

Ainsi, �a est un ensemble uniformément jj � jj1- équicontinu, et donc
relativement compact dans

�B([0; 1[d); jj � jj � ce qui conclut la preuve
de la propriété 5.1.1. �

En s'inspirant des travaux d'Erdös et Rényi [48], Deheuvels et Ma-
son ont établi une loi fonctionnelle uniforme du logarithme itéré non
standard pour le processus empirique uniforme c'est à dire dans le cas
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où d = 1 et où les Zi suivent une loi uniforme sur [0; 1]. Nous rappe-
lons que, pour toute fonction f dé�nie et bornée sur [0; 1[d, nous avons
dé�ni la norme

jj f jj:= sup
t2[0;1[d

j f(t) j :

Théorème 5.1.1 (LFULI non standard, Deheuvels Mason, 1992)
Soit (Zi)i�1 une suite i.i.d. uniformément distribuée sur [0; 1]. Soit
(hn)suite une suite de constantes véri�ant (HVE1) et (HVE2), avec
d = 1. Alors on a presque sûrement, pour d = 1,

lim sup
z2[0;1�hn]

inf
f2�c

jj �n(z; hn; �)� f jj= 0;

8f 2 �c; lim
n!1

inf
z2[0;1�hn]

jj �n(z; hn; �)� f jj= 0:

Preuve.
Voir [33]. �

En nous inspirant de leurs travaux, nous établissons un théorème
similaire dans le cas multivarié.

5.2 Énoncé du résultat

Voici l'énoncé de notre résultat.

Théorème 5.2.1 (LFULI non standard) Soit (Zi)i�1 un échantillon
i.i.d dont la loi sur Rd admet une densité f . Soit H un compact d'in-
térieur non vide de Rd, et soit � > 0. Supposons que f est continue et
strictement positive sur l'ensemble suivant.

H� :=
n
z0 2 Rd; inf

z2H
jj z0 � z jjRd< �

o
; (5.2.0.12)

où jj � jjRd désigne la norme euclidienne sur Rd. Soit (hn)n�1 une
suite de constantes véri�ant (HVE1) et (HVE2). Alors on a presque
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sûrement

(i) 8z 2 H;8g 2 �cf(z); lim
n!1

inf
n
jj �n(z

0; hn; �)� g jj; z0 2 H
o
= 0;

(5.2.0.13)

(ii) lim
n!1

sup
z2H

inf
n
jj �n(z; hn; �)� g jj; g 2 �cf(z)

o
= 0: (5.2.0.14)

Remarque 5.2.1 L'expression de (ii) et (i) est moins claire que dans
le théorème 5.1.1 du fait que le processus empirique multivarié n'est
pas homogène : le nombre de points capturés dans une fenêtre de taille
h
1=d
n autour d'un point z est en moyenne de nhnf(z) � cf(z) log n.

Cette moyenne varie avec z 2 H, ce qui n'est pas le cas dans le théo-
rème 5.1.1, où les (Zi)n�1 suivent une loi uniforme, et où f est donc
constante.

La preuve du théorème 5.2.1 sera naturellement divisée en deux parties,
consacrées la première à la preuve de la partie (i) du théorème 5.2.1 et
la seconde à la preuve de la partie (ii) du théorème 5.2.1.

5.3 Preuve de la partie (i) du théorème 5.2.1

5.3.1 Subdivision de H

Soit z 2 H, g 2 �cf(z), et � > 0 �xés. Rappelons que

g� :=
n
g0 2M([0; 1[d); jj g0 � g jj< �

o
: (5.3.1.1)

Par semicontinuité inférieure de I dans
�M([0; 1[d); jj � jj � (voir la

propriété 5.1.1), on sait qu'il existe un réel �1 > 0 tel que

I
�
g�
�
=

1� 3�1

cf(z)
: (5.3.1.2)

Considérons un hypercube d'intérieur non vide H 0 := [a1; b1] � : : : �
[ap; bp] tel que P

�
Z1 2 H 0

�
� 1=2, et tel que

inf
z02H 0

f(z0)

f(z)
>

1� 2�1

1� �1
: (5.3.1.3)
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Nous divisons ensuiteH 0 en cubes disjoints zi;n+]0; h
1=d
n ]

d
; 1 � i � mn,

oùmn est le nombre maximal de cubes disjoints que l'on peut construire
tout en véri�ant

mn[
i=1

n
zi +

�
0; h1=dn

�do � H 0: (5.3.1.4)

Remarquons que, lorsque n!1, on a

mn = h�1+o(1)n : (5.3.1.5)

Pour tout entier n � 1, notons ��n la version "Poissonisée" de �n,
c'est à dire, pour s := (s1; : : : ; sp) 2 [0; 2[d,

��n(z; hn; s) :=

�nP
i=1

1[0;s1]�:::�[0;sd]

�
Zi�z

h
1=d
n

�
cf(z) log n

; (5.3.1.6)

où �n est une variable aléatoire de Poisson d'espérance n, indépendante
de l'échantillon (Zi)i�1. En appliquant une technique de Poissonisation
(voir par exemple [77]), il vient que, pour tout entier n � 1 su�sam-
ment grand,

P

� \
z02H

n
�n(z

0; hn; �) =2 g�
o�

� P

� \
z02H 0

n
�n(z

0; hn; �) =2 g�
o�

� P

� \
1�i�mn

n
�n(zi;n; hn; �) =2 g�

o�
� 2P

� \
1�i�mn

n
��n(zi;n; hn; �) =2 g�

o�
=: 2P

� \
1�i�mn

En;i

�
: (5.3.1.7)

Notons pour une fonction f sur [0; 1[d, supp(f) := ff 6= 0g. Re-
marquons que, pour tout entier n su�samment grand, et pour tous
1 � i 6= i0 � mn et pour tout s = (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d, on a

supp
�
1[0;s1]�:::�[0;sd]

�� � zi;n

h
1=d
n

�� \ supp
�
1[0;s1]�:::�[0;sd]

�� � zi0;n

h
1=d
n

��
= ;:

(5.3.1.8)

276



Ainsi, d'après un propriété élémentaire des processus de Poisson com-
posés, nous déduisons que, pour tout entier n � 1, les événements
En;i; 1 � i � mn sont mutuellement indépendants. Ainsi, d'après
(5.3.1.7), nous avons, pour tout entier n su�samment grand,

P

� \
z02H

n
�n(z

0; hn; �) =2 g�
o�

� 2
Y

1�i�mn

P
�
En;i

�
� 2

Y
1�i�mn

�
1� P

�
��n(zi; hn; �) 2 g�

��
� 2 exp

�
�mn min

1�i�mn

P

�
��n(zi; hn; �) 2 g�

��
(5.3.1.9)

Pour aboutir à l'inégalité (5.3.1.9), nous avons utilisé la relation 1�u �
exp(�u); u � 0. Dans le but de contrôler le majorant dans (5.3.1.9)
nous allons établir le principe de grandes déviations uniforme suivant.

5.3.2 Principe de grandes déviations

La proposition suivante fournit l'outil principal de la preuve du théo-
rème 5.2.1. Nous renvoyons aux dé�nitions 3.3.4 et 3.2.1 pour les dé�-
nitions des notions qui apparaissent dans la proposition suivante.

Proposition 5.3.1 (Principe uniforme de grandes déviations)
Soit (zi;n)n�1; 1�i�mn

un tableau triangulaire quelconque de points de H.
Sous les hypothèses du théorème 5.2.1, le tableau triangulaire�

��n(zi;n; hn; �)
�
n�1; 1�i�mn

satisfait le principe de grandes déviations uniforme dans (M([0; 1[d); jj
� jj) pour le tableau triangulaire de vitesses

�n;i :=
1

cf(zi;n) log n
; n � 1; 1 � i � mn; (5.3.2.1)

et pour la fonction de coût I.
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Remarque 5.3.1 Nous soulignons que la proposition 5.3.1 est valable
quelle que soit la valeur de c > 0 dans l'hypothèse (HVE1).

Preuve.
Nous allons appliquer la proposition 3.3.1. Pour cela nous devons mon-
trer les hypothèses 1, 2 et 3 de cette proposition sont véri�ées. Nous mu-
nissons [0; 1[d de la norme euclidienne usuelle. Pour tout entier p � 1,
on divise le cube [0; 1[d en petits cubes disjoints d'arrête 2�p, notés

[0; 1[d:=
[

1�i1�2p;:::;1�id�2p

C~i;p;

où, en notant ~i = (i1; : : : ; id), on a posé

C~i;p :=
�i1 � 1

2p
; : : : ;

id � 1

2p

�
+ [0; 2�p[

d
: (5.3.2.2)

Clairement, la réunion d'ensembles[
p�1

n� i1
2p
; : : : ;

id
2p

�
; 1 � i1 � 2p; : : : ; 1 � id � 2p

o
est dense dans [0; 1[d.

Un lemme préliminaire

Rappelons que h est dé�nie par

h(x) := x log x� x+ 1; x > 0; h(0) :=1;

et rappelons aussi que, pour tout g 2M([0; 1[d); et pour tout Borélien
A � [0; 1[d, on a posé

g(A) :=

Z
[0;1[d

1A dg: (5.3.2.3)
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Lemme 5.3.1 Supposons que les hypothèses du théorème 5.2.1 sont
véri�ées. Alors, pour tout p � 1 et pour tout ~i0 2 f1; : : : ; 2pgd, le
tableau triangulaire de v.a. réelles�

��n(zi;n; hn; C~i0;p)
�
n�1; 1�i�mn

satisfait le principe de grandes déviations uniforme sur [0;1[ pour le
tableau triangulaire de vitesses

(�n;i)n�1; i�mn
:=
� 1

cf(zi;n) log n

�
n�1; i�mn

et pour la fonction de coûteIp(x) := 2�pdh
� x

2�pd
�
; x � 0: (5.3.2.4)

Preuve : Soit p � 1, et soit~i0 2 f1; : : : ; 2pgd. Nous allons appliquer la
proposition 3.2.5. Nous montrons (3.2.3.1), puis la preuve de (3.2.3.2)
suivra un schéma identique. Pour un entier n �xé, et pour tout 1 � i �
mn, dé�nissons la variable aléatoire suivante (voir (5.3.2.3)).

Vi;n;~i0 := cf(zi;n)(log n)��n(zi;n; hn; C~i0;p):

Posons aussi
pi;n;~i0 := P(Z1 2 zi;n + h1=dn C~i0;p): (5.3.2.5)

Clairement, pour tout entier n � 1 et pour tout 1 � i � mn, la variable
aléatoire Vi;n;~i0 suit une loi de Poisson d'espérance npi;n;~i0 . Comme f est
uniformément continue et strictement positive sur H� (voir 5.2.0.12),
et comme �(C~i0;p) = 2�pd, il vient que

lim
n!1

max
1�i�mn

��� pi;n;~i0
f(zi;n)2�pdhn

� 1
��� = 0: (5.3.2.6)

Ainsi, pour tout a > 2�pd et pour tout entier n su�samment grand, on
a

min
1�i�mn

acf(zi;n) log n

npi;n;~i0
> 1: (5.3.2.7)
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Nous appliquons ensuite l'inégalité de Cherno� pour une variable de
Poisson de paramètre npi;n;~i0 . Ainsi, pour tout entier n su�samment
grand pour véri�er (5.3.2.7), on a, pour tout 1 � i � mn,

P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

�
= P

�
Vi;n;~i0 � acf(zi;n) log n

�
� exp

�
� npi;n;~i0h

�acf(zi;n) log n
npi;n;~i0

��
:

(5.3.2.8)

Or d'après (HVE2) et (5.3.2.6), on a

lim sup
n!1

max
1�i�mn

pi;n;~i0
f(zi;n)hn

h
�acf(zi;n) log n

npi;n;~i0

�
� 2�pdh

� a

2�pd

�
: (5.3.2.9)

En combinant (5.3.2.8) et (5.3.2.9), et en se rappelant la dé�nition deeIp dans (5.3.2.4), il vient que
lim sup
n!1

max
1�i�mn

1

cf(zi;n) log n
log
�
P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

��
� �eIp(a):

(5.3.2.10)
Soit maintenant y > a quelconque. Si on montre que

lim inf
n!1

min
1�i�mn

1

cf(zi;n) log n
log
�
P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

��
� �h(y);

alors comme y > a est arbitraire, et par croissance de eI sur [a;1[, on
aura bien

lim inf
n!1

min
1�i�mn

1

cf(zi;n) log n
log
�
P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

��
� �h(a):

Notons � la fonction de Laplace d'une variable de Poisson standard,
c'est à dire

�(t) := exp
�
exp(t)� 1

�
; t 2 R: (5.3.2.11)

Notons que h est la fonction conjuguée de log �, c'est à dire, pour tout
z > 0,

h(z) = sup
u2R

zu� log
�
�(u)

�
; (5.3.2.12)
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où le sup est atteint quelque soit z > 0. Soit donc u0 l'unique réel
véri�ant

h(2pdy) = sup
u2R

2pdyu� log
�
�(u)

�
=2pdyu0 � log

�
�(u0)

�
; (5.3.2.13)

c'est à dire, après calcul, eu0 = 2pdy. Soit F la loi d'une variable de
Poisson standard, et F0 la mesure dé�nie par la densité suivante

dF0(x) := �
�
u0
��1

exp(u0x)dF (x): (5.3.2.14)

Notons "*" l'opérateur de puissance convolution pour les mesures in�-
niment divisibles, c'est à dire, pour tout L > 0 et pour tout t 2 R,

1Z
�1

exp(itx)dF �L(x) :=

 1Z
�1

exp(itx)dF (x)

!L

:

Remarquons que, pour tout L > 0, on a

dF �L
0 (x) = �

�
u0
��L

exp(u0x)dF
�L(x): (5.3.2.15)

Remarquons aussi que, pour tout entier n su�samment grand et pour
tout 1 � i � mn, on aZ

R

xdF0(x) =�
�
u0
��1 Z

R

x exp(u0x)dF (x)

= �
�
u0
��1

exp
�
exp(u0)� 1 + u0

�
= eu0

= 2pdy: (5.3.2.16)

La dernière égalité vient de la dé�nition de u0 (voir (5.3.2.13)). Soit
� > 0 arbitraire tel que [y � �; y + �] � [a;1[. Pour tout entier
n � 1 su�samment grand, et pour tout 1 � i � mn, on sait que
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cf(zi;n)(log n) ��n(zi;n; hn; C~i0;p) a pour loi F �npi;n;~i0 , où pi;n;~i0 est dé-
�ni par (5.3.2.5). Il s'ensuit que

P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

�
� P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) 2 [y � �; y + �]

�
=

Z
x

cf(zi;n) logn
2[y��;y+�]

dF �npi;n;~i0(x)

� exp
�
� u0(y + �)cf(zi;n) log n

�
�

Z
x

cf(zi;n) logn
2[y��;y+�]

exp(u0x)dF
�npi;n;~i0(x)

� exp
�
� cf(zi;n)(log n)u0(y + �) + npi;n;~i0 log

�
�(u0)

��
�

Z
x

cf(zi;n) logn
2[y��;y+�]

dF
�npi;n;~i0
0 (x)

:= ai;n;~i0;� � bi;n;~i0;�: (5.3.2.17)

La ligne (5.3.2.17) est une conséquence de (5.3.2.15), avec L := npi;n;~i0.
Soit n � 1 un entier su�samment grand (d'après 5.3.2.6) pour véri�er

max
1�i�mn

��� npi;n;~i0
2�pdcf(zi;n) log n

� 1
��� � u0 log

�
�(u0)

��1
�: (5.3.2.18)

Soit 1 � i � mn quelconque. On a

cf(zi;n)(log n)u0(y + �)� npi;n;~i0 log
�
�(u0)

�
� 2�pdcf(zi;n) log n

�
u02

pd(y + �)� log
�
�(u0)

�
+ u0�

�
� 2�pdcf(zi;n) log n

�
h
�
2pdy

�
+ u0(2

pd + 1)�
�

= cf(zi;n)
�eIp(y) + 2�pd

�
2pd + 1

�
u0�
�

� cf(zi;n)
�eIp(y) + 2�u0

�
: (5.3.2.19)
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Ainsi, quelque soit � > 0, on a,pour tout entier n su�samment grand
et pour tout 1 � i � mn,

ai;n;~i0;� � exp
�
� cf(zi;n) log n

�eIp(y) + 2u0�
��
; (5.3.2.20)

où u0 ne dépend que de y > a. Nous allons maintenant montrer que,
quel que soit le choix de � > 0, on a

lim
n!1

min
1�i�mn

bi;n;~i0;� = 1: (5.3.2.21)

Soit � > 0 quelconque. Soit n un entier su�samment grand pour véri-
�er, d'après (5.3.2.6),

y � �

y + 2�pd�
< min

1�i�mn

npi;n;~i0
2�pdcf(zi;n log n)

� max
1�i�mn

npi;n;~i0
2�pdcf(zi;n log n)

<
y + �

y � 2�pd�
:

(5.3.2.22)
On a alors, pour tout 1 � i � mn,

npi;n;~i0
2�pdcf(zi;n) log n

� [y � 2�pd�; y + 2�pd�] � ]y � �; y + �[: (5.3.2.23)

Ainsi, pour tout entier n su�samment grand, et pour tout 1 � i � mn,
on a

bi;n~i0;� =

Z
x

cf(zi;n) logn
2]y��;y+�[

dF
�npi;n;~i0
0 (x)

�
Z

x

np
i;n;~i0

2pd
2[y��2�pd;y+�2�pd]

dF
�npi;n;~i0
0 (x)

=

Z
x

np
i;n;~i0

2[2pdy��;2pdy+�]

dF
�npi;n;~i0
0 (x):

Or d'après, (5.3.2.16), nous savons que y2pd est l'espérance de la loi
F0, et donc, par convolution, a2pdy est l'espérance de F �a

0 pour tout
a > 0. De plus, F0 admet un moment d'ordre deux, car F a tous ses
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moments exponentiels �nis. En notant, v0 la variance de la loi F0, nous
en déduisons que, pour tout a > 0, la variance de la loi F �a

0 est av0,
par convolution. Pour n su�samment grand, et pour tout 1 � i � mn,
nous appliquons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev à la loi F

�npi;n;~i0
0 .

Ainsi

1� bi;n;~i0;� �
v0

�npi;n;~i0
: (5.3.2.24)

Soit � > 0 un minorant de f sur H. Rappelons que � désigne la mesure
de Lebesgue sur [0; 1[d. Pour tout entier n et pour tout 1 � i � mn, on
a

pi;n;~i0 =

Z
zi;n+h

1=d
n C~i0;p

fd�

��hn�(C~i0;p)
=�hn2

�pd: (5.3.2.25)

En combinant (5.3.2.24) et (5.3.2.25), il vient que (5.3.2.21) est démon-
tré. En combinant (5.3.2.17), (5.3.2.20) et (5.3.2.21), nous concluons
que, pour tout choix de � > 0 véri�ant [y � �; y + �] � [a;1], on a,
pour tout entier n su�samment grand et pour tout 1 � i � mn,

P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

�
� 1

2
exp

�
� cf(zi;n) log n

�eIp(y) + 2u0�
��
:

(5.3.2.26)
Ainsi en se rappelant que

�n;i =
1

cf(zi;n) log n
; n � 1; 1 � i � mn;

on a

lim inf
n!1

min
1�i�mn

�n;i log
�
P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

��
� �eIp(y)� 2u0�:

(5.3.2.27)
La preuve du point (3.2.3.1) de la proposition 3.2.5 se termine comme
suit. Pour l > eIp(a) on choisit d'abord y > a tel que eIp(a) < eIp(y) <
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l (rappelons que eIp est continue et strictement croissante sur [a;1[.
Notons que u0 ne dépend que de y > a. On choisit ensuite � > 0

su�samment petit pour avoir eIp(y)+2u0� � l et [y��; y+�] � [a;1].
On alors, d'après (5.3.2.27),

lim inf
n!1

min
1�i�mn

�n;i log
�
P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

��
� �l:

Comme l > eIp(a) est arbitraire il s'ensuit que
lim inf
n!1

min
1�i�mn

�n;i log
�
P

�
��n(zi;n; hn; C~i0;p) � a

��
� �eIp(a):

(5.3.2.28)
En combinant (5.3.2.10) et (5.3.2.28), on en déduit que le point (3.2.3.1)
de la proposition 3.2.5 est véri�é. Par une méthode similaire, on montre
que le point (3.2.3.2) de la proposition 3.2.5 est véri�é. Nous appliquons
alors la proposition 3.2.5 pour en conclure que le tableau triangulaire�

��n(zi;n; hn; C~i0;p)
�
n�1; 1�i�mn

satisfait le principe de grandes déviations uniforme pour le tableau
triangulaire de vitesses (�n;i)n�1; i�mn

et pour la fonction de coût eIp. Le
lemme 5.3.1 est donc démontré.�

Principe de grandes déviations uniforme pour les marginales

Nous rappelons que ��n(�; hn; z) est la version "Poissonisée" de
�n(�; hn; z), dé�nie en (5.3.1.6). En appliquant le lemme 5.3.1, nous
savons que, pour tout ~i0 = (i1; : : : ; id); 1 � i1 � 2p; : : : ; 1 � id � 2p,
le tableau triangulaire�

��n(zi;n; hn; C~i0;p)
�
n�1; 1�i�mn

satisfait le principe de grandes déviations uniforme (voir la dé�nition
3.2.2) pour (�n;i)i�i�mn

et pour la fonction de coût eIp. Or, pour tous
n � 1; ~i0 6=~i1 2 f1; : : : ; 2pgd, on a

C~i0;p \ C~i1;p = ;:
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Nous en concluons, d'après les propriétés élémentaires d'un processus
de Poisson composé, que les variables aléatoires

��n(zi;n; hn; C~i0;p);
~i0 2 f1; : : : ; 2pgd

sont mutuellement indépendants. Pour tout entier n su�samment grand
et pour tout 1 � i � mn, dé�nissons le vecteur aléatoire à valeurs dans
[0;1[2

pd

suivant :

Xi;n :=
�
X~i0

�
~i02f1;:::;2pg

d

:=
�
��n(zi;n; hn; C~i0;p)

�
~i02f1;:::;2pg

d
; n � 1; 1 � i � mn:

Ainsi, nous pouvons appliquer la proposition 3.2.1, et déduire que le
tableau triangulaire (Xn;i)1�i�mn

satisfait le principe de grandes dévia-
tions uniforme sur [0;1[2

pd

pour (�i;n)1�i�mn
, et pour la fonction de

coût suivante :

Jp(x) :=
X

~i2f1;:::;2pgd

2�pdh
� x~i
2�pd

�
; x 2 [0;1[2

pd

: (5.3.2.29)

Dans l'expression précédente, on a noté x := (x~i)i1�2p;:::;id�2p. Rappelons
que les C~i;p; p � 1; ~i 2 f1; : : : ; 2pgd sont dé�nis par (5.3.2.2). Nous
dé�nissons maintenant la fonction suivante :

Rp : [0;1[2
pd !

�
M([0; 1[d); jj � jj

�
x ! Rp(x)(s1; : : : ; sd) :=

P
C~i;p�[0;s1]�:::�[0;sp]

x~i ; (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d:

Il est à noter que pour n � 1; 1 � i � mn le processus Rp(Xi;n) sur
[0; 1[d véri�e presque sûrement

Rp(Xi;n)(s1; : : : ; sd) = ��n

�
zi;n; hn;

[2ps1]

2p
; : : : ;

[2psd]

2p

�
:

De plus, les Rp sont des applications continues, ce qui nous permet
d'appliquer le principe de contraction de (voir par exemple [39]). Ainsi,
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on en conclut que le tableau triangulaire�
��n

�
zi;n; hn;

[2ps1]

2p
; : : : ;

[2psd]

2p

��
n�1; 1�i�mn

satisfait le principe de grandes déviations sur [0;1[2
pd

pour (�n;i)n�1; 1�i�mn

et pour la fonction de coût suivante :

Ip(f) := inf
n
Jp(x); x 2 [0;1[2

pd

; Rp(x) = f
o
; (5.3.2.30)

avec par convention inf ; = 1. Ainsi, lorsqu'une fonction f s'identi�e
à une mesure positive purement atomique dont les atomes sont dans
l'ensemble n� i1

2p
; : : : ;

id
2p

�
; 1 � i1 � 2p; : : : ; 1 � id � 2p

o
;

alors f admet un antécédent unique par Rp, et au vu de (5.3.2.29) on
a (voir (5.3.2.3) pour plus de détails)

Ip(f) =
X

i1�2p;:::;id�2p

2�pdh
�f(C~i;p)

2�pd

�
:

Dans les autre cas, f n'admet pas d'antécédent par Rp, et donc

Ip(f) =1:

Nous renvoyons au �3.4 pour la preuve du fait que, pour tout f 2
M([0; 1[d) on a

sup
p�1

Ip(f) = I(f): (5.3.2.31)

Equicontinuité asymptotique

Nous allons maintenant montrer le point 3 de la proposition 3.3.1.
Pour p � 1, nous considérons la partition suivante.

[0; 1[d=
[

~i2f1;:::;2pgd

C~i;p;
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où

C~i;p :=
�i1 � 1

2p
; : : : ;

id � 1

2p

�
+
�
0; 2�p

�d
:

Notons, pour tout~i = (i1; : : : ; id) 2 Rd

~i� 1 := (i1 � 1; : : : ; id � 1):

Pour prouver le point 3 de la proposition 3.3.1, il nous su�t de montrer
que, pour tous � > 0 et M > 0, il existe un entier p � 1 tel que

lim sup
n!1

max
1�i�mn

�n;i

log
�
P

�
max

~i2f1;:::;2pgd
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

��
��M: (5.3.2.32)

Or, pour tous entiers strictement positifs n et p, et pour tout 1 � i �
mn, on a

P

�
max

~i2f1;:::;2pgd
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

�
�2pd max

~i2f1;:::;2pgd
P

�
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

�
:

(5.3.2.33)

Comme ��n(z; h; s) est presque sûrement croissante en s1; : : : ; sd, il
vient que, pour tout n � 1, pour tout 1 � i � mn, pour tout entier
p � 1 et pour tout ~i 2 f1; : : : ; 2pgd,

P

�
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

�
= P

�
��n

�
zi;n; hn; 2

�p~i
����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� � �

�
(5.3.2.34)

=: Pi;n;~i;p: (5.3.2.35)
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Notons ~i = (i1; : : : ; id), et posons

�i;n;~i;p

:=P

�
Z1 � zi;n

h
1=d
n

2
�h

0;
i1
2p

h
� : : :�

h
0;
id
2p

h
�
h
0;
i1 � 1

2p

h
� : : :�

h
0;
id � 1

2p

h��
;

(5.3.2.36)

et

�~i;p := �
�h

0;
i1
2p

h
� : : :�

h
0;
id
2p

h
�
h
0;
i1 � 1

2p

h
� : : :�

h
0;
id � 1

2p

h�
:

Clairement cf(zi;n)(log n)

�
��n

�
zi;n; hn; 2

�p~i
����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i�

1)

�
suit une loi de Poisson d'espérance n�i;n~i;p. De plus, comme f est

continue et strictement positive sur H�, on a

lim
n!1

min
1�i�mn; ~i2f1;:::;2pg

d

cf(zi;n)(log n)�~i;p
n�i;n;~i;p

= 1: (5.3.2.37)

En�n, on a, pour tout entier p � 1,

max
~i2f1;:::;2pgd

�~i;p � d2�p: (5.3.2.38)

Soit p un entier su�samment grand pour véri�er

d2�p <
�

2
: (5.3.2.39)

En combinant (5.3.2.37), (5.3.2.38) et (5.3.2.39), il vient que, pour tout
entier n su�samment grand, pour tout 1 � i � mn et pour tout
~i 2 f1; : : : ; 2pgd, on a

cf(zi;n)� log n

n�i;n;~i;p
� �

2�~i;p
> 1: (5.3.2.40)

Nous appliquons alors l'inégalité de Cherno� à la variable aléatoire de

Poisson cf(zi;n) log n

�
��n

�
zi;n; hn; 2

�p~i
����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
�
.
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Il vient alors que, pour tout entier n su�samment grand, pour tout
1 � i � mn et pour tout ~i 2 f1; : : : ; 2pgd, on a

Pi;n;~i;p

= P

�
cf(zi;n)(log n)

�
��n

�
zi;n; hn; 2

�p~i
����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
�� � �cf(zi;n) log n

�
� exp

�
� n�i;n;~i;ph

�cf(zi;n)� log n
n�i;n;~i;p

��
: (5.3.2.41)

Ainsi, si p véri�e d2�p < �
2 , alors, d'après (5.3.2.37) et (5.3.2.40), pour

tout n su�samment grand, et pour tous ~i 2 f1; : : : ; 2pgd, on a

Pi;n;~i;p � exp
�
� 1

2
cf(zi;n)�~i;p(log n)h

� �

2�~i;p

��
:

Il vient, d'après (5.3.2.33)et (5.3.2.35)

P

�
max

~i2f1;:::;2pgd
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

�
�2pd max

~i2f1;:::;2pgd
exp

�
� 1

2
�~i;pcf(zi;n)(log n)h

� �

2�~i;p

��
(5.3.2.42)

Or, lorsque x ! 1, on a h(x) � x log x. Il existe donc AM;� > 0 tel
que

inf
x�AM;�

h(x)

x
>

8M

�
: (5.3.2.43)

D'après (5.3.2.38), nous pouvons choisir p su�samment grand pour
avoir

min
~i2f1;:::;2pgd

�

2�~i;p
> A�;M : (5.3.2.44)

Il vient alors que, pour tout entier n su�samment grand, pour tout
1 � i � mn, et pour tout ~i 2 f1; : : : ; 2pgd on a

Pi;n;~i;p � exp
�� cf(zi;n)2M log n

�
: (5.3.2.45)
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En combinant, (5.3.2.45) avec (5.3.2.33) et (5.3.2.35), on a, pour tout
entier n su�samment grand et pour tout 1 � i � mn,

P

�
max

~i2f1;:::;2pgd
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

�
� exp

�� 2Mcf(zi;n) log n+ log(2pd)
�
:

Soit � > 0 un minorant de f sur H. On a, pour tout entier n su�sam-
ment grand et pour tout 1 � i � mn,

2Mcf(zi;n) log n� log(2pd)

Mcf(zi;n) log n
= 2� log(2pd)

M�c log n

> 1: (5.3.2.46)

On en déduit alors que, pour tout entier n su�samment grand et pour
tout 1 � i � mn, on a

P

�
max

~i2f1;:::;2pgd
sup
s2C~i;p

j ��n

�
zi;n; hn; s

����n

�
zi;n; hn; 2

�p(~i� 1)
� j� �

�
� exp

��Mcf(zi;n) log n
�
:

Ceci montre que (5.3.2.32) est vraie. La preuve de la proposition 5.3.1
est alors achevée, en appliquant la proposition 3.3.1 avec (5.3.2.31)�

5.3.3 Fin de la preuve de la partie (i) du théorème 5.2.1

Rappelons que

g� :=
�
f 2M([0; 1[d); jj f � g jj< �

	
:

En revenant à (5.3.1.9), nous appliquons le principe de grandes dé-
viations uniforme de la proposition 5.3.1 à l'ouvert g�. Ainsi, d'après
(5.3.1.9) et (5.3.1.2), il vient que pour tout entier n su�samment grand,
on a

P

� \
z02H

n
�n(z

0; hn; �) =2 g�
o�

� 2 exp
�
�mn min

1�i�mn

n�
f(zi;n)

f(z) (1�2�1)
�
:
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En se rappelant (5.3.1.3) et (5.3.1.5), il vient que, pour n assez grand,

exp
��mn min

1�i�mn

n�
f(zi;n)

f(z) (1�2�1)
� � exp

�
n�1
�
:

Il s'agit là du terme général d'une série convergente. On peut donc
appliquer le lemme de Borel-Cantelli pour la suite de probabilités

P

� \
z02H

n
�n(z

0; hn; �) =2 g�
o�
; n � 1

et en déduire que, presque sûrement,

lim
n!1

inf
n
jj �n(z

0; hn; �)� g jj; z0 2 H
o
� �:

La preuve de la partie (i) du théorème 5.2.1 se conclut alors aisément,
car z 2 H; g 2 �cf(z) et � > 0 sont arbitraires.

5.4 Preuve de la partie (ii) du théorème 5.2.1

Fixons � > 0 et posons, pour tout entier k � 1,

nk :=
�
(1 + )k

�
: (5.4.0.1)

Posons aussi, pour tout entier k � 1,

Nk := fnk�1 + 1; : : : ; nkg; (5.4.0.2)

lorsque nk�1 < nk, et Nk = ; sinon. Nous soulignons que, quel que
soit le choix de  > 0, l'ensemble Nk est non vide pour tout entier k
su�samment grand. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.4.1 Pour tout � > 0 et pour tout L > 0 il existe � > 0 tel
que, pour tout L0 2 [(1 + �)�1L;L], on ait

�L0 � ��L: (5.4.0.3)
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Preuve : Soit 0 < � < 1 et L > 0 �xés. Un étude des variations de h(�)
(voir (5.1.0.5)) montre que h(�) est strictement décroissante sur ]0; 1]
et strictement croissante sur [1;1[. De plus, h(�) est une bijection de
[1;1[ vers [0;1[, dont la bijection réciproque h1(�) est lipschitzienne
sur [h(1 + �);1[. Il existe donc A1;� > 0 véri�ant

1 + � � x � y; h(y)� h(x) � A1;�(y � x) (5.4.0.4)

De la même façon, h(�) est une bijection strictement décroissante de
]0; 1] vers [0;1[, dont la bijection réciproque h2(�) est lipschitzienne
sur [h(1� �);1[. Il existe donc A2;� > 0 véri�ant

0 < y � x � 1� �; h(y)� h(x) � A1;�(x� y): (5.4.0.5)

Posons

� := min
�1
2
�LminfA�1

1;� ; A
�1
2;�g; 1

	
:

Soit L0 2 [(1 + �)�1L;L] quelconque , et soit g 2 �L0 quelconque.
Rappelons que � désigne la mesure de Lebesgue. Posons

g01 :=h1
�h(g0)
1 + �

�
1fg0�1g + h2

�h(g0)
1 + �

�
1f0<g0<1g; (5.4.0.6)

g1(s) :=

Z
[0;s1]�:::�[0;sd]

g01d�; s = (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d: (5.4.0.7)
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On a alors

I(g1) =

Z
[0;1[d

h(g01)d�

=

Z
g0�1

h

�
h1

�h(g0)
1 + �

��
d�+

Z
0<g0<1

h

�
h2

�h(g0)
1 + �

��
d�

=

Z
[0;1[d

h(g0)

1 + �
d�

� 1

L0(1 + �)

� 1

L
:

Rappelons que jj g jj:= supz2[0;1[d j g(z) j; g 2M([0; 1[d). Il reste donc
à prouver que jj g1� g jj� 2�, et le lemme sera démontré, car � > 0 est
arbitraire. D'après (5.4.0.4) et (5.4.0.5), nous avonsZ

g0�1+�

j g01 � g0 j d� =

Z
g0�1+�

g0 � g01d�

�A1;�

Z
g0�1+�

h(g0)� h(g01)d�

=A1;�

Z
g0�1+�

h(g0)
�
1� 1

1 + �

�
d�; et (5.4.0.8)

Z
0<g0�1��

j g01 � g0 j d� =

Z
0<g0�1��

g01 � g0

�A2;�

Z
0<g0�1��

h(g0)� h(g01)d�

=A2;�

Z
0<g0�1��

h(g0)
�
1� 1

1 + �

�
d�: (5.4.0.9)
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En�n, lorsque 1 � g0 � 1 + � on a, par construction, 1 � g01 � g0 �
(1 + �). De même, lorsque 1 � � � g0 � 1, on a 1 � � � g0 � g01 � 1.
On en déduit avec (5.4.0.8) et (5.4.0.9) que

jj g1 � g jj�
Z

[0;1[d

j g01 � g0 j d�

�
Z

[0;1[d

maxfA1;�; A2;�gh(g0)
�
1� 1

1 + �

�
d� + � (5.4.0.10)

��+ maxfA1;�; A2;�g
L0

�(1 + �)�1

��+ maxfA1;�; A2;�g
L

�

�2�:
La dernière ligne découle du choix de min

�
1
2�LminfA�1

1;� ; A
�1
2;�g; 1

	
au

début de la preuve. La preuve du lemme 5.4.1 est donc terminée. �

5.4.1 Découpage de H

Rappelons que
�M([0; 1[d); jj � jj � est le cône des fonctions de ré-

partition de mesures positives �nies sur [0; 1[d. Rappelons également
que, pour tout A �M([0; 1[d) et pour tout � > 0, on a dé�ni

A� :=
n
g 2M([0; 1[d); inf

g02A
jj g � g0 jj< �

o
: (5.4.1.1)

Rappelons en�n que I est semicontinue inférieurement dans
�M([0; 1[d); jj

� jj � (voir la propriété 5.1.1). Ainsi, pour tout z 2 H, il existe �z > 0

tel que

I
�
M([0; 1[d)� ��cf(z)

�
=

1 + 3�z
cf(z)

: (5.4.1.2)

comme f est continue et strictement positive surH�, et grâce au lemme
5:4:1, on peut trouver un cube ouvert Hz non vide contenant z, et
véri�ant

Hz � H�=4; (5.4.1.3)
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inf
z1;z22Hz

f(z1)

f(z2)
� 1 + �z

1 + 2�z
; (5.4.1.4)[

z02Hz

�f(z0) � ��cf(z); (5.4.1.5)

P

�
Z1 2

[
z2Hz

�
z + hnk

1=d[0; 1[d
	� � 1=2: (5.4.1.6)

Ainsi, on a le recouvrement suivant :

H �
[
z2H

Hzl � H�=4:

Comme H est un compact de Rd, on peut en extraire un recouvrement
�ni, que nous notons

H �
L[
l=1

Hzl � H�=4; (5.4.1.7)

où tous les Hzl véri�ent (5.4.1.3), (5.4.1.2), (5.4.1.4) et (5.4.1.5), avec
z := zl. Notre problème est donc réduit à montrer que, pour tout
l = 1 : : : ; L, on a, par exemple

lim sup
n!1

sup
z2Hzl

inf
g2�cf(zl)

jj �n(z; hn; �)� g jj� 10� p:s: : (5.4.1.8)

Fixons 1 � l � L, et renommons Hzl en Hl pour moins de lourdeur de
notations. Nous allons maintenant découper Hl.

5.4.2 Découpage de Hl

Notons
Hl := Hzl =]a1; b1[� : : :�]ad; bd[:

Soit 0 < � < �=4 un paramètre que nous �xerons plus tard en fonction
de �. Pour tout entier n � 1, nous construisons un recouvrement de Hl

par des pavés disjoints deux à deux

Hl �
[

1�i�mnk

n
zi;nk + (�hnk)

1=d[0; 1[d
o
� H�=2; (5.4.2.1)
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avec

mnk :=
dY

p=1

h bp � ap
(�hnk)

1=d

i
+ 1; (5.4.2.2)

où [u] désigne la partie entière de u. Remarquons que mnkest le nombre
minimal de cubes nécessaires pour parvenir à (5.4.2.1).

5.4.3 Associations par blocs

Rappelons que Nk := fnk�1 + 1; : : : ; nk�1g si nk�1 < nk et Nk = ;
sinon. Nous posons maintenant, pour tout entier k tel que nk�1 < nk,
et pour tous n 2 Nk; z 2 H; s 2 [0; 2[d,

Hn(z; s) :=
1

cf(z) log nk

nX
i=1

1[0;s1]�:::�[0;sd]

�Zi � z

h
1=d
nk

�
: (5.4.3.1)

Nous allons d'abord montrer que, quel que soit les choix de � > 0 et
 > 0, on a presque sûrement

lim sup
n!1

sup
1�i�mnk

inf
g2�cf(zl)

jj Hn(zi;nk; �)� g jj� 2�: (5.4.3.2)

Pour cela, considérons les probabilités suivantes, pour tout entier k
su�samment grand :

Pk := P

� [
1�i�mnk

[
n2Nk

Hn(zi;nk; �) =2 �2�
cf(zl)

�
:

On a, pour tout entier k su�samment grand,

Pk � mk max
1�i�mnk

P

� [
n2Nk

Hn(zi;nk; �) =2 ��cf(zl)

�
: (5.4.3.3)

Nous allons maintenant appliquer une technique d'association par blocs
classique basée sur l'inégalité d'Ottaviani. Pour cela, nous établissons
le lemme suivant.
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Lemme 5.4.2 Pour tout choix de 0 <  < �=8 dans la dé�nition des
nk, on a, sous les hypothèses du théorème 5.2.1, pour tout entier k
su�samment grand,

sup
z2H

max
n2Nk

P

�
jj Hnk(z; �)�Hn(z; �) jj� �

�
� 1

2
:

Preuve Soit 0 <  < �=4. Pour tout entier k � 1 et pour tout z 2 H,
posons

pnk;z := P

�Z1 � z

h
1=d
nk

2 [0; 1[d
�
:

Comme f est continue est strictement positive sur H�, et d'après
(HVE1), on a

lim
k!1

sup
z2H

��� nkpnk;z
cf(z) log nk

� 1
��� = 0:

Ainsi, pour tout k su�samment grand, on a

sup
z2H

nkpnk;z
cf(z) log nk

� 2: (5.4.3.4)

De plus, comme nk =
�
(1 + )k

�
; k � 1, on a, pour tout entier k

su�samment grand,
nk � nk�1

nk
� 2: (5.4.3.5)

Soit k � 1 un entier tel que Nk 6= ;, soit n 2 Nk véri�ant n 6= nk (cas
non trivial) et soit z 2 H quelconques. On a

P

�
jj Hnk(z; �)�Hn(z; �) jj� �

�
=P
�

sup
(s1;:::;sd)2[0;1[d

nkX
i=n+1

1[0;s1]�:::�[0;sd]

�Zi � z

h
1=d
nk

�
� �cf(z) log nk

�
�P
� nkX
i=n+1

1[0;1[d
�Zi � z

h
1=d
nk

�
� �cf(z) log nk

�
:
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En appliquant l'inégalité de Markov, et en se rappelant (5.4.3.4) et
(5.4.3.5), il vient que, pour tout entier k su�samment grand,

P

� nkX
i=n+1

1[0;1[d
�Zi � z

h
1=d
nk

�
� �cf(z) log nk

�
�(nk � n)pnk;z
�cf(z) log nk

�nk � nk�1
nk

nkpnk;z
�cf(z) log nk

�4

�
(5.4.3.6)

�1

2
:

La ligne (5.4.3.6) est une conséquence de (5.4.3.4) et (5.4.3.5). Le lemme
5.4.2 est donc démontré. �

En appliquant le lemme 5.4.2 et en appliquant une inégalité maxi-
male issue de l'inégalité d'Ottaviani (voir par exemple [33]), il vient
que, pour tout entier k su�samment grand et pour tout 1 � i � mnk ,
on a

P

� [
n2Nk

Hn(zi;nk; �) =2 �2�
cf(zl)

�
� 2P

�
Hnk(zi;nk; �) =2 ��cf(zl)

�
: (5.4.3.7)

Nous rappelons que, pour tout entier n � 1, ��n(z; hn; �) est la version
"Poissonisée" de �n(z; hn; �) (voir (5.3.1.6)). En se servant de (5.4.3.7)
dans (5.4.3.3), il vient que, pour tout entier k su�samment grand,

Pk � 2mk max
1�i�mnk

P

�
Hnk(zi;nk; �) =2 ��cf(zl)

�
= 2mnk max

1�i�mnk

P

�
�nk(zi;nk; hnk; �) =2 ��cf(zl)

�
� 4mnk max

1�i�mnk

P

�
��nk(zi;nk; hnk; �) =2 ��cf(zl)

�
(5.4.3.8)

Le dernière ligne est obtenue en utilisant une technique de Poissoni-
sation (voir par exemple [76]). Nous appliquons ensuite la proposition
5.3.1 au fermé de

�M([0; 1[d); jj � jj � suivant :
M([0; 1[d)� ��cf(zl):
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Ainsi, pour tout entier k su�samment grand, on a (en se rappelant
5.4.1.2)

Pk � 4mnk max
1�mk

exp
�
� f(zi;nk)

f(zl)
(1 + 2�zl) log nk

�
:

De plus, d'après (5.4.1.4), il vient que, pour tout entier k su�samment
grand,

Pk � 4mnk exp
�� (1 + �zl) log nk

�
:

Or, lorsque k !1 on a, d'après (5.4.2.2),

mnk = h�1+o(1)nk
= n

1+o(1)
k ;

et ainsi, Pk est le terme général d'une série convergente. On applique
ensuite le lemme de Borel-Cantelli, ce qui prouve que (5.4.3.2) est vraie
presque sûrement, et ceci, quel que soit le choix de  > 0 dans l'expres-
sion des nk, et quel que soit le choix de � > 0 dans le découpage de Hl

(voir (5.4.2.1)).

5.4.4 Contrôle des oscillations entre nk�1 et nk

Rappelons que nk :=
�
(1 + )k

�
; k � 1 et que Nk := fnk�1 +

1; : : : ; nkg pour tout entier k su�samment grand. Notre but est main-
tenant de montrer que, presque sûrement,

lim sup
k!1

sup
z2Hl

min
1�i�mnk

max
n2Nk

jj Hn(zi;nk; �)��n(z; hn; �) jj� 7�; (5.4.4.1)

par un choix judicieux de � > 0 dans le découpage de Hl (voir (5.4.2.1),
et par un choix judicieux de  > 0 dans l'expression des nk; k � 1.
Nous aboutirons à ce résultat en établissant deux lemmes.

Lemme 5.4.3 Il existe �� > 0 tel que, quel que soit le choix de 0 < � <

�� dans la discrétisation de H (voir 5.4.2.1), et quel que soit le choix
de  > 0 dans la dé�nition des nk; k � 1, on ait presque sûrement

lim sup
k!1

max
n2Nk

max
1�i�mnk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ � �:
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Preuve : Pour tout entier k tel que Nk 6= ;, on a

P

�
max
n2Nk

max
1�i�mnk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�

=P
� [

1�i�mnk

[
n2Nk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�

�mnk max
1�i�mnk

P

� [
n2Nk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�

(5.4.4.2)

Soit k � 1 un entier, soit 1 � i � mnk et soit z 2 zi;nk +(�hnk)
1=d[0; 1[d

quelconques. Notons zi;nk := (z1i;nk; : : : ; z
d
i;nk

), z := (z1; : : : ; zd) et Zj :=

(Z1
j ; : : : ; Z

d
j ); j � 1. Remarquons que, pour tout p = 1:::d, on a zpi;nk �

zp � zpi;nk +(�hnk)
1=d. Ainsi, pour tout entier j, on a presque sûrement,
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pour tout (s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d

0 �
���1�

0;s1

�
�:::�

�
0;sd

��Zj � z

h
1=d
nk

�
� 1�

0;s1

�
�:::�

�
0;sd

��Zj � zi;nk

h
1=d
nk

����
=
���1

z+
�
0;h

1=d
nk

s1

�
�:::�

�
0;h

1=d
nk

sd

�(Zj)� 1
zi;nk+

�
0;h

1=d
nk

s1

�
�:::�

�
0;h

1=d
nk

sd

�(Zj)
���

=1n�
z+
�
0;h

1=d
nk

s1

�
�:::�

�
0;h

1=d
nk

sd

�	
�
�
zi;nk+

�
0;h

1=d
nk

s1

�
�:::�

�
0;h

1=d
nk

sd

�	o(Zj)

+ 1n�
zi;nk+

�
0;h

1=d
nk

s1

�
�:::�

�
0;h

1=d
nk

sd

�	
�
�
z+
�
0;h

1=d
nk

s1

�
�:::�

�
0;h

1=d
nk

sd

�	o(Zj)

(5.4.4.3)

�
dX
l=1

1n�
zl;zl+slh

1=d
nk

�
�
�
zli;nk

;zli;nk
+h

1=d
nk

sl

�o(Z l
j)

Y
1�p6=l�d

1�
zp;zp+h

1=d
nk

sp

�(Zp
j )

+
dX
l=1

1n�
zli;nk

;zli;nk
+h

1=d
nk

sl

�
�
�
zl;zl+h

1=d
nk

sl

�o(Z l
j)

Y
1�p 6=l�d

1�
zpi;nk

;zpi;nk
+h

1=d
nk

sp

�(Zp
j )

�
dX
l=1

1�
zli;nk

+slh
1=d
nk

;zli;nk
+h

1=d
nk

(sl+�1=d)
�(Z l

j)
Y

1�p 6=l�d

1�
0;zpi;nk

+h
1=d
nk

(sp+�1=d)
�(Zp

j )

(5.4.4.4)

+
dX
l=1

1�
zli;nk

;zli;nk
+�1=dh

1=d
nk

�(Z l
j)

Y
1�p 6=l�d

1�
0;zpi;nk

+h
1=d
nk

sp

�(Zp
j )

= : Xj;k;i;�(s): (5.4.4.5)

Pour aboutir à la ligne (5.4.4.3), nous avons utilisé le fait que j 1A �
1B j= 1A�B + 1B�A. Pour aboutir à (5.4.4.4), nous avons appliqué la
relation zli;nk � zl � zli;nk + �1=dh

1=d
nk ; l = 1:::d.

D'après (5.4.4.5), et comme les Xj;k;i;�(�) sont positifs, il vient que, pour
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tout entier k su�samment grand et pour tout 1 � i � mnk , on a

P

� [
n2Nk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�

�P
� [
n2Nk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d
sup

s2[0;1[d

nX
j=1

���1[0;s1]�:::�[0;sd]�Zj � z

h
1=d
nk

�
� 1[0;s1]�:::�[0;sd]

�Zj � zi;nk

h
1=d
nk

���� � �cf(zi;nk) log nk
�

�P
� [
n2Nk

sup
s2[0;1[d

nX
j=1

Xj;k;i;�(s) � �cf(zi;nk) log nk
�

�P
� nk[
n=1

sup
s2[0;1[d

nX
j=1

Xj;k;i;�(�) � �cf(zi;nk) log nk
�

�P
�
jj

nkX
j=1

Xj;k;i;�(�) jj� �cf(zi;nk) log nk
�
: (5.4.4.6)

Rappelons que jj x jj1:= maxi=1;:::;d j xi j; x 2 R
d. Pour tout s =

(s1; : : : ; sd) 2 [0; 1[d et pour tout l = 1; : : : ; d, notons

s(l) :=(s1; : : : ; sl�1; 0; sl+1; : : : ; sd);

~� :=(�1=d; : : : ; �1=d) 2 Rd

~�l :=(1fl=1g�
1=d; : : : ; 1fl=dg�

1=d):

Remarquons que, pour tout entier k su�samment grand pour avoir
mnk > 1 (voir (5.4.2.2) et pour tout 1 � i � mnk , on a presque
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sûrement, pour tout s 2 [0; 1[d,

0 �
nkX
j=1

Xj;k;i;�(s)

= cf(zi;nk)(log nk)

� dX
l=1

�
�nk(zi;nk; hnk; s+

~�)��nk(zi;nk; hnk; s+
~� � ~�l)

+ �nk(zi;nk; hnk; s
(l) + ~�l)��nk(zi;nk; hnk; s

(l))
��

� 2dcf(zi;nk)(log nk) sup
s;s02[0;2[d; jjs0�sjj1<�1=d

����nk(zi;nk; hnk; s
0)��nk(zi;nk; hnk; s)

���:
(5.4.4.7)

Nous rappelons que, pour tout entier n � 1, ��n(z; hn; �) est la version
"Poissonisée" de �n(z; hn; �) (voir (5.3.1.6)). En combinant (5.4.4.7) et
(5.4.4.6), il vient que, pour tout entier k su�samment grand et pour
tout 1 � i � mnk ,

P

� [
n2Nk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�

�P
�

sup
s;s02[0;2[d; jjs0�sjj1<�1=d

����nk(zi;nk; hnk; s
0)��nk(zi;nk; hnk; s)

��� > �(2d)�1
�

�2P
�

sup
s;s02[0;2[d; jjs0�sjj1<�1=d

�����nk(zi;nk; hnk; s
0)���nk(zi;nk; hnk; s)

��� > �(2d)�1
�
:

(5.4.4.8)

Pour aboutir à la ligne (5.4.4.8), nous avons utilisé une technique de
Poissonisation (voir par exemple [77]), (5.3.1.6), ainsi que (5.4.1.6) pour
plus de détails). Remarquons maintenant que, pour tout k � 1 et pour
tout 1 � i � mnk , on a presque sûrement, pour tout s 2 [0; 1[d,

��nk(zi;nk; hnk; 2s) = ��nk(zi;nk; 2
dhnk; s): (5.4.4.9)

Posons ehn := 2dhn. Nous invitons le lecteur à prendre connaissance de
la notion de principe de grandes déviations uniforme (voir dé�nitions
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3.3.4 et 3.2.1). Clairement, ehn véri�e les hypothèses (HVE1) et (HVE2),
avec ec := 2�dc. Nous pouvons donc appliquer la proposition 5.3.1, et
en déduire que le tableau triangulaire�

2d��nk(zi;nk; hnk; 2�)
�
k�1; 1�i�mnk

satisfait le principe de grandes déviations uniforme dans
�M([0; 1[d); jj

� jj � pour la fonction de coût I et pour le tableau triangulaire de
vitesses �

(c2�df(zi;nk) log nk)
�1
�
k�1; 1�i�mnk

:

Notons
�M([0; 2[); jj � jj[0;2[d

�
l'ensemble de fonctions de répartitions

de mesures positives �nies sur [0; 2[d, munie de la norme sup usuelle
sur [0; 2[p. En appliquant le principe de contraction (voir par exemple
[39]), nous en déduisons que le tableau triangulaire�

2d��nk(zi;nk; hnk; �)
�
k�1; 1�i�mnk

satisfait le principe de grandes déviations uniforme dans
�M([0; 2[); jj

� jj2
�
pour le tableau triangulaire de vitesses�

(c2�df(zi;nk) log nk)
�1
�
k�1; 1�i�mnk

;

et pour la fonction de coût suivante.

I(g) := inf
�
I(f); f 2M([0; 1[d); f(2�) = g(�)	

=I

�
g
�1
2
�
��

:

Soit � > 0 un minorant de f sur H. Comme I est une fonction de coût
sur

�M([0; 2[); jj � jj2
�
, l'ensemble

� :=
n
g 2M([0; 2[d); I(g) � 4

2�d�

o
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est un compact de
�M([0; 2[); jj � jj2

�
. En appliquant le théorème

d'Arzela-Ascoli, il existe �� > 0 tel que

sup
g22�d�

sup
s;s02[0;2[d;jjs0�sjj1���

j g(s0)� g(s) j< (4d)�1�: (5.4.4.10)

Choisissons 0 < � < �� quelconque dans la construction des zi;nk; k �
1; 1 � i � mnk voir (5.4.2.1). Pour tout A � M([0; 2[d)) et pour tout
� > 0, posons

A� :=
n
g 2M([0; 2[d)); inf

g02A
jj g � g0 jj2< �

o
:

Par semicontinuité inférieure de I, nous savons que le fermé

F :=M([0; 2[d)� �
2d�
8d

véri�e

I(F ) >
4

2�d�
:

Ainsi, en combinant (5.4.4.8) et (5.4.4.10), pour tout entier k su�sam-
ment grand et pour tout 1 � i � mnk , on a

P

� [
n2Nk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�

�2P
�

sup
s;s02[0;2[d; jjs0�sjj1<�1=d

�����nk(zi;nk; hnk; s
0)���nk(zi;nk; hnk; s)

��� > �(2d)�1
�

�2P
�
��nk(zi;nk; hnk; �) =2

�
2�d�

� �
8d

�
=2P

�
2d��nk(zi;nk; hnk; �) 2 F

�
�2 exp

�
� 3

4
I
�
F
�
c2�df(zi;nk) log nk

�
�2 exp

�
� 3� c2�df(zi;nk)

�c2�d
log nk

�
�2 exp �� 3 log nk

�
: (5.4.4.11)

306



En combinant (5.4.4.11) et (5.4.4.2), nous obtenons que, pour tout en-
tier k su�samment grand,

P

�
max
n2Nk

max
1�i�mnk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

������Hn(zi;nk; �)�
f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ > �
�
� 2mnknk

�3:

(5.4.4.12)
Or, quel que soit les choix de � > 0 et  > 0, on a, lorsque k !1,

mnk = h�1+o(1)nk
= nk

1+o(1):

La preuve du lemme 5.4.3 se conclut alors en appliquant le lemme de
Borel-Cantelli à la suite sommable en k dans (5.4.4.12). �

Lemme 5.4.4 Sous les hypothèses du théorème 5.2.1, il existe 1;� > 0

tel que, pour tout choix de 0 <  < 1;� dans l'expression des nk; k � 1,
et pour tout choix de � > 0 dans la construction des zi;nk; k � 1; 1 �
i � mnk (voir (5.4.2.1)), on ait presque sûrement

lim sup
k!1

max
1�i�mnk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d
max
n2Nk

�������n(z; hn; �)� f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������ � 6�:

Preuve : Soit  > 0 �xé. Pour tout entier k su�samment grand, pour
tout 1 � i � mnk , pour tout z 2 zi;nk + (�hnk)

1=d[0; 1[d, pour tout
n 2 Nk et pour tout s 2 [0; 1[d, on a presque sûrement

�n(z; hn; �)� f(z)

f(zi;nk)
Hn

�
z; �� = log nk

log n
Hn

�
z;
�hnk
hn

�1=d
s
�
� f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; s):

(5.4.4.13)
L'ensemble �cf(zl) est un compact de

�M([0; 1[d); jj � jj � (voir la pro-
priété 5.1.1). On en déduit que

lim
T!1;�!1

sup
g2�cf(zl)

jj Tg(�1=d�)� g(�) jj= 0: (5.4.4.14)

D'après (5.4.3.2) et d'après le lemme 5.4.3, nous savons que, presque
sûrement, pour tout entier k su�samment grand, pour tout 1 � i �
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mnk , pour tout z 2 zi;nk + (�hnk)
1=d[0; 1[d, et pour tout n 2 Nk, on a

inf
g2�cf(zl)

������ f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)� g

������ < 3�:

Ainsi, en appliquant l'inégalité triangulaire, et d'après (5.4.4.13), on a
presque sûrement, pour tout entier k su�samment et pour tout n 2 Nk,�������n(z; hn; �)� f(z)

f(zi;nk)
Hn(z; �)

������
�5�+ sup

g2�cf(zl)

sup

1�T�
f(zi;nk

) lognk
f(z) logn ;

hnk
hn

���1

jj Tg(�1=d�)� g(�) jj

�5�+ sup

g2�cf(zl); 1�T�
f(zi;nk

) lognk
f(z) lognk�1

;
hnk

hnk�1
���1

jj Tg(�1=d�)� g(�) jj :

(5.4.4.15)

La dernière ligne est une conséquence de la décroissance de (hn)n�1.
D'après (HV E1), on sait que, pour tout entier k � 1 on a nk�1

nk
�

hnk
hnk�1

� 1. De plus, on a, par régularité de f sur H� et par dé�nition
des nk,

lim
k!1

max
1�i�mnk

sup
z2zi;nk+(�hnk )

1=d[0;1[d

f(zi;nk) log nk
f(z) log nk�1

=1; (5.4.4.16)

lim
k!1

nk�1
nk

=(1 + )�1: (5.4.4.17)

Ainsi, en choisissant  > 0 su�samment petit, le terme dans (5.4.4.15)
devient inférieur à 6�, pour tout entier k su�samment grand et pour
tout 1 � i � mnk . Le lemme 5.4.4 est démontré. �

Fin de la preuve de la partie (ii) du théorème 5.2.1

En combinant les lemmes 5.4.4 et 5.4.3, nous concluons qu'il existe
� > 0 et  > 0 su�samment petits pour que (5.4.4.1) soit véri�ée
presque sûrement. Nous combinons ensuite (5.4.4.1) avec (5.4.3.2), pour
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obtenir que, presque sûrement, pour tout entier n su�samment grand,

sup
z2Hl

inf
g2�cf(zl)

jj �n(z; hn; �)� g jj� 9�:

D'après (5.4.1.5), nous en concluons que presque sûrement on a, pour
tout entier n su�samment grand,

sup
z2Hl

inf
g2�cf(z)

jj �n(z; hn; �)� g jj� 10�:

Nous répétons cet argument pour tout l = 1 : : : L (voir (5.4.1.7)). Ainsi,
presque sûrement, pour tout entier n su�samment grand, on a

sup
z2H

inf
g2�cf(z)

jj �n(z; hn; �)� g jj� 10�:

La preuve de la partie (ii) du théorème 5.2.1 est donc achevée car � > 0

est arbitraire.�
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Annexe : Inégalités concernant le

processus empirique

Dans cette partie, nous citons des inégalités concernant le processus
empirique, que nous utilisons dans l'établissement des LFLI de cette
thèse.

5.5 Inégalités concernant le processus empirique réel

La première inégalité, due à Dvoretsky, Kiefer et Wolfowitz, montre
que la norme uniforme du processus empirique a une distribution "sous-
Gaussienne".

Proposition 5.5.1 (Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz) Il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout t > 0, on ait

P

�
sup
u2[0;1]

j �n(u) j� t
�
� C exp

�
� 2t2

�
:

Preuve.
Voir [41]. Massart a montré que l'on peut choisir C = 2. �

Une technique très souvent utilisée dans la manipulation du proces-
sus empirique est la Poissonisation. En e�et, il est remarquable que
nFn (voir (2.0.2.1)) soit distribué comme un processus de Poisson sur
[0,1] (noté �n(�)) d'intensité n, conditionné par �n(1) = n. Ainsi, si on
s'intéresse au processus empirique partout sauf autour de 1, on peut se
ramener à l'étude d'un processus de Poisson qui a la propriété agréable
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d'avoir ses accroissement indépendants. Rappelons que B([0; 1]) dé-
signe l'espace des fonctions continues à droite sur [0; 1[, et admettant
une limite à gauche en tout point de ]0; 1].

Lemme 5.5.1 (Poissonisation de �n) Soit 0<a<1. Il existe une constante
Ca telle que, pour tout ensemble A � B[0; 1] qui rend Fn mesurable,
on a

P(nFn 2 A) � CaP(�n 2 A):

Preuve.
Voir par exemple [33].�

5.6 Inégalités concernant le processus empirique in-
dexé par une classe de fonctions

Rappelons que
�
L1(T ); jj � jjT

�
est l'espace de Banach des fonctions

réelles bornées, dé�nies dur T , muni de la norme sup usuelle

jj z jjT := sup
t2T

j z(t) j :

L'inégalité maximale suivante, due à Ottaviani, constitue un outil im-
portant dans l'établissement de lois du logarithme itéré.

Inégalité 5.6.1 (Inégalité d'Ottaviani) Soient X1; : : : Xn des pro-
cessus stochastiques indépendants, indexés par le même ensemble T.
Alors pour tous �; � > 0 on a

P

�
max
k�n

jj
kX
i=1

Xi jjT> �+ �
�
�

P

�
jj

nP
i=1

Xi > � jjT
�

mink�n P
�
jj

nP
i=k

Xi jjT� �
� ;

dés lors que toutes ces probabilités sont dé�nies.
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Preuve.
Voir par exemple [98], A.2.11.�.

L'inégalité suivante sera énormément utilisée dans les diverses preuves
de cette thèse. Elle constitue l'outil de base des lemmes d'association
par blocs.

Proposition 5.6.1 (Inégalité de type Ottaviani) Soit (Xn(�))n=1;:::;N
des processus stochastiques à valeur dans L1(T ), véri�ant, pour tout
n = 1; : : : ; N , et pour tout 1 � i � n� 1,

(XN �Xn) ?? Xi (5.6.0.18)

Soit A � L1(T ) et � > 0 quelconques. Supposons que

min
n=1;:::;N

P
� jj XN �Xn jjT� �

�
� 1

2
: (5.6.0.19)

Alors on a

P

� N[
n=1

inf
g2A

jj Xn � g jjT� 2�
�
� 2P

�
inf
g2A

jj XN � g jjT� �
�
:

Preuve Voir, par exemple [27].�
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