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Introduction

Le but de cette thése est d’étudier les théories des champs conformes a deux di-
mensions et leur interprétation géométrique. Les travaux présentés sont motivés par la

théorie des cordes dans des espaces-temps courbes et y trouvent leur application.

Pourquoi les cordes : Le siécle dernier nous a légué une description de la Physique
basée sur deux piliers complémentaires et cependant incompatibles. D’un coté, la re-
lativité générale qui décrit I'interaction gravitationelle & I’aide d’une théorie classique
pour les champs de la matiére et de la métrique sur un espace-temps. De 'autre coté,
le modéle standard qui décrit les interactions fortes et électrofaibles a ’aide des théo-
ries quantiques des champs de jauge comme le photon, mais ou ’espace-temps et sa
métrique sont fixés. Dans les deux cas, ces théories sont en excellent accord avec les ex-
périences dans leurs domaines d’application, qui sont hélas disjoints : respectivement, le
trés grand et peu énergétique pour la relativité et le trés petit et trés énergétique pour
le modéle standard. Cependant, il existe méme dans 'univers actuel des objets trés
denses qui nécessitent une théorie quantique de la gravitation — les trous noirs. Idéale-
ment, une théorie quantique de la gravitation unifiera la relativité générale et le modéle
standard, qui serviront de phares dans la recherche de cette théorie fondamentale de

la Nature.



La relativité générale n’est pourtant pas directement quantifiable ; la raison vient du
fait que les interactions quantiques entre deux points de I'espace-temps divergeraient
a trés courtes distances, échappant a toute régularisation (contrairement au modéle
standard ou ces divergences peuvent étre régularisées). La quantification de la gravita-
tion semble en effet proner l'introduction d’une distance minimale entre les points de
I’ “espace”, ce qui n’est pas compatible avec une théorie de la géométrie de I’espace,
comme l'est la relativité générale. Une fagon d’introduire cette taille minimale est de
prendre pour objets fondamentaux de la théorie, non pas des particules ponctuelles,

mais des cordes ayant une certaine longueur.

La théorie des cordes est donc un essai d’unification de I'interaction gravitationelle
et des interactions de jauge, dans le sens ou elle prétend décrire, dans une certaine
approximation, la gravitation et les autres interactions. Il s’avére que, comme nous
le verrons dans le chapitre 1, sa dynamique est dictée par la théorie des champs qui
décrit le plongement de la corde dans l'espace. Il s’agit d’une théorie des champs a
deux dimensions sur la surface bidimensionelle balayée par la corde, dite sa surface
d’univers. Le pas suivant est donc de quantifier ce systéme, ce qui méne & des théories

quantiques conformes a deux dimensions.

L’image de la corde va néanmoins beaucoup plus loin. Elle nous permet de pen-
ser tout de suite a des cordes fermées (comme des cercles) ou ouvertes (comme des
bouts de ficelle), ainsi qu’a des processus dynamiques reliant les deux. En particulier,
toute interaction entre cordes est facilement visualisée en termes des surfaces d’univers
se rejoignant et se séparant, généralisant les diagrammes de Feynman. Ceci permet
une approche perturbative a la théorie des cordes en “deuxiéme quantification” : pour
prendre en compte toutes les auto-interactions des cordes, la perturbation se fait dans
le nombre de boucles de cordes (plus précisément dans la caractéristique d’Euler des
surfaces d’univers) ce qui oblige & considérer des surfaces d’univers avec toute sorte
de topologies. Cependant, il est clair de par cette image qu’il existe une interaction
"de base", soit I'interaction & trois cordes. En plus, et contrairement & la particule
ponctuelle, la corde étant unidimensionelle est sensible a la topologie de I'espace — elle
peut notamment s’enrouler, décrire des noeuds, etc. L’utilité de cette image est que
tous ces faits intuitifs sont formalisés par les théories conformes définies sur la surface
d’univers.

Les propriétés des théories conformes des champs & deux dimensions font de cette

formulation perturbative de la théorie des cordes un formalisme plein de mérites pour



un physicien théoricien. La symétrie conforme contraint fortement ’espace-cible du
modéle sigma, en fixant notament sa dimension (& D = 10 si la théorie est supersymé-
trique et D = 26 si la théorie n’a pas de fermions), et y impose dans ’approximation
appropriée la relativité générale. Si une corde est ouverte, ses extrémités sont confinées
a des sous-variétés de I’espace-temps — les D-branes — qui sont, tout comme les cordes,
des objets dynamiques de la théorie. Sur les D-branes sont définis des champs de jauge
qui généralisent ceux du modéle standard, par exemple le champ électromagnétique.
En effet, il existe cinq théories des cordes différentes & dix dimensions, qui sont reliées
entre elles par des relations appelées dualités. Certaines de ces dualités peuvent étres
décrites au sein des théories conformes, et se traduisent par des transformations des
cordes, des D-branes et des champs d’espace-temps. Dans cette thése, il nous suffira de
souligner qu’il existe dans ce sens une unique théorie des cordes a dix dimensions, et

nous nous intéresserons seulement a son secteur bosonique.

Compactifications et dynamique : La théorie des cordes n’arrive pas pour au-
tant & prédire le modéle standard, ni explicitement ni de maniére unique. Comme nous
I’avons mentionné, la taille des cordes a une borne supérieure, la longueur de Planck;
ceci permet de compactifier ’espace-temps dans des dimensions ayant cette longueur
pour taille minimale, pour réduire le nombre de dimensions (presque) plates de 10 aux
3+1 dimensions observées. Or la symétrie conforme, ayant fixé la dimension de 1’espace-
temps & D = 10, impose aussi des contraintes importantes a ces compactifications. Si
la forme exacte de ces contraintes n’est pas connue en toute généralité, beaucoup de
familles de solutions ont néanmoins été trouvées, notamment les compactifications sur
des tores ou sur des variétés de groupes, les modéles dits de Wess, Zumino et Witten.
Dans chacune de ces solutions, une multitude de configurations de D-branes est pos-
sible. A ’échélle de (basses) énergies typiques du modéle standard, ces configurations
de D-branes ménent & autant de théories des champs différentes dans ’espace-temps.
Ceci rend impossible en pratique sinon en principe de chercher au cas par cas la bonne
compactification, qui décrirait I'univers observé. Il est donc mieux de chercher plutot
un principe pour cette sélection. Pour acquérir une meilleure compréhension de ce pro-
bléme, il est néanmoins utile de comprendre un grand nombre de compactifications

possibles, et d’enquéter sur les transitions possibles entre diverses compactifications.

I1 faut donc considérer les cordes dans des espaces courbes (le cas de ’espace plat
étant résolu et ayant moins d’intérét du point de vue phénomenologique ou pour les

théories conformes elles-mémes). Au-dela de la métrique, qui est un tenseur symétrique



a deux indices g¢,,, la symétrie conforme du modeéle sigma implique alors 1’existence
d’autres champs d’espace-temps comme un champ antisymétrique a trois indices, H,,,-.
Ces compactifications sont alors définies non seulement par la géométrie de 1’espace-
temps mais aussi par les champs antisymétriques sur 1’espace-temps et sur les éven-
tuelles D-branes. Les champs antisymétriques étant étroitement liés a la topologie de
I’espace, un riche éventail d’interactions entre des aspects mathématiques de ces com-
pactifications et la théorie des cordes est ainsi assuré.

Cette formulation perturbative de la théorie des cordes spécifie donc au départ
la configuration classique de ces champs d’espace-temps. Pourtant, une théorie de la
gravitation quantique devrait par elle méme produire la dynamique qui, aux énergies
typiques du modéle standard, sélectionne la compactification observée. Pour étudier
cette dynamique, il est important de rappeler que la notion d’espace-temps continu
est incompatible avec la nature quantique des champs physiques, et doit donc émer-
ger en tant que concept effectif & basse énergie, c’est-ad-dire dans la limite classique
des modéles sigma. Au niveau quantique, nous devons cependant nous attendre & des
phénoménes comme ’effet tunnel, décrivant des transitions quantiques entre différents
espaces. L’étude de ces transitions est le sujet de la théorie des champs de cordes; de
ce point de vue, il est important de mieux connaitre et les espaces de compactification
possibles, et les transitions possibles entre ces espaces. Des progrés peuvent étre faits

en considérant des cordes et des branes dans des espaces-temps courbes.

Plan de cette thése : Les travaux presentés dans cette thése portent sur le role
des champs antisymétriques dans des espaces courbes et leur origine dans les théo-
ries conformes sur les surfaces d’univers. Ce programme admet naturellement deux
approches complémentaires, I'une qui cherche & classifier les configurations de champs
possibles & I’aide des théories conformes exactes, et ’autre qui cherche a étudier la
dynamique de ces champs en déterminant avec précision les contraintes venues de la
symétrie conforme sur la surface d’univers.

Cette thése présente des contributions dans ces deux directions de recherche, dont
les bases sont présentées dans un premier chapitre introductif. Nous y introduisons les
modeles sigma non-linéaires, qui décrivent le plongement de la corde dans un espace
cible, et rappelons la symétrie conforme du systéme, ainsi que ’anomalie de Weyl.
Nous rappelons aussi comment l'invariance d’échelle du systéme permet de dériver des
actions effectives pour les champs d’espace temps. Ces concepts seront présents dans

I’ensemble de la thése.



La suite de 'exposé se concentre d’abord sur ’étude des théories conformes & deux
dimensions et leur interprétation géométrique en termes de cordes dans des espaces
courbes. Dans le chapitre 2 la construction algébrique des théories conformes ration-
nelles (qui y est rappelée) sera mise en oeuvre pour construire des familles de modéles
particuliérement intéressants. Il s’agit de modéles dont la limite semi-classique est bien
définie et qui doivent donc avoir une description en termes de modéles-sigma. Nous
montrons ainsi comment construire des théories conformes dont les espaces cibles sont
des quotients généraux de variétés de groupes compacts par des sous-groupes abéliens
finis. Cette construction est trés générale et nous explorons I'intérét du cas particulier
des quotients de SU(2) pour la théorie des cordes. Certains modéles correspondent
a des quotients avec des singularités; toutefois, dans le cas général ou les quotients
sont réguliers, leur riche topologie nous oblige & mieux définir le modéle sigma, car les
subtilités de la définition des champs antisymétriques jouent un réle fondamental. Ceci

généralise aux espaces-cibles courbes la torsion discréte de Vafa.

Ces aspects topologiques sont aussi essentiels pour le cas des cordes ouvertes, ex-
plorées dans le chapitre 3. Cette fois-ci il s’agit d’étudier les D-branes, et les champs
de jauge définis sur elles, dans les modéles construits dans le chapitre précédant. Nous
commencons par le cas le plus simple des variétés de groupe, ou les états de bord sont
bien compris et leur géométrie connue. Nous proposons une forme générale pour le
champ électromagnétique F' sur les D-branes; a ’aide de ’action effective de Born—
Infeld nous étudions leur la position (quantifiée), leur stabilité et leur spectre. Il s’avére
alors que ces résultats sont en accord avec la théorie conforme exacte. Forts de ces ré-
sultats, nous considérons les D-branes dans les quotients de groupes, ol nous trouvons
des D-branes plus générales que celles étudiées précédemment. En particulier, les états
de bord construits dans la formulation algébrique incluent des D-branes dites frac-
tionnaires, dont nous étudions la géométrie et les propriétés de 'action effective. Ces
D-branes apparaissent en groupes qui partagent la méme géométrie ; toutefois elles sont
différentiables par leurs différents champs antisymétriques. Finalement, nous utilisons
le fait que certaines de nos théories sont liées par la dualité T pour y construire un
autre type de D-branes, dites de type B. Comme nous le montrons, ces D-branes ont
des propriétés trés différentes de celles déja considérées, notamment elles peuvent avoir
des bords et la méme dimension que I'espace cible. Leur étude en termes d’une théorie
effective de I'espace-temps est donc problématique. Il est alors temps de reconsidérer

I’action effective d’espace temps.
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Dans le chapitre 4 nous quittons donc les théories conformes exactes au profit des
actions effectives, le but étant de considérer des D-branes de dimension maximale dans
un espace courbe général. La stratégie est de calculer les contraintes imposées par ’'in-
variance d’échelle sur le champ électromagnétique F' sur une telle D-brane, c’est-a-dire
la fonction (g, au deuxiéme ordre dans la théorie de perturbations. Nous développons
la méthode générale et présentons le résultat dans le cas ou ’espace cible est paralléli-
sable (ce qui est le cas des groupes et de leurs quotients). L’importance de ce résultat
réside dans le fait qu’il est valable & tous les ordres en F. En prenant la limite F
grand les bords des cordes deviennent coincés sur des points de la D-brane, soit sur
des DO-branes. Or, en prenant la limite /' grand de la fonction [z, nous trouvons
les équations du mouvement de ces D0-branes, ce qui munit la D-brane d’une struc-
ture non-commutative. En particulier, nous pourrions ainsi déterminer les premiéres
corrections & l'effet diélectrique dues a une courbure non-négligeable de 1’espace-cible.

Le chapitre 5 contient les conclusions et précise quelques directions futures de re-

cherche ouvertes par les travaux présentés dans cette thése.

Le travail de thése présenté dans ce mémoire a donné lieu auz publications suivantes :

— [BorRS01| Pedro Bordalo, Sylvain Ribault, Christoph Schweigert, Fluz stabiliza-
tion in compact groups, JHEP 10 (2001), 036.

— |BorWO03] Pedro Bordalo, Albrecht Wurtz, D-branes in lens spaces, Phys.Lett. B568
(2003) 270.

— [Bor03] Pedro Bordalo, Discrete Torsion and WZW orbifolds, Phys.Lett.B582
(2004) 86.

— [BorCS04| Pedro Bordalo, Lorenzo Cornalba, Ricardo Schiappa, Towards Quan-
tum Dielectric Branes : Curvature Corrections in Abelian Beta Function and
Nonabelian Born-Infeld Action, hep-th/0409017
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Chapitre 1

Des théories conformes

a la théorie des cordes

Les théories quantiques bidimensionnelles des champs avec symétrie conforme, ou
théories conformes en bref, sont étudiées intensivement depuis plus de vingt ans.
L’émergence de ces théories est liée au domaine de la physique statistique, ou des
théories conformes sont utilisées pour décrire des systémes physiques a deux dimen-
sions dans leurs points critiques. Il s’agit de systémes dont les fonctions de corrélation
sont covariantes sous des transformations de coordonnées z* — y*(x) dont effet sur

la métrique est un changement local d’échelle

Yab(F) = Yab(§) = €70 (Z) (1.0.1)

Ces reparamétrisations, des difféomorphismes qui préservent les angles et donc partielle-
ment les formes sur la surface ot le systéme est défini, sont appelées les transformations
conformes.

A deux dimensions, il existe une infinité de générateurs de telles transformations,
ce qui contraint les théories conformes de telle sorte qu’elles sont exactement solubles.
Ce fait est a la base de I'utilité des théories conformes bidimensionnelles en physique et
de I'interét qui leur est porté par les mathématiciens. En effet, les théories conformes
permettent de décrire des phenomeénes critiques en physique statistique, mais aussi des
systémes quantiques en 1+1 dimensions (’effet Hall quantique fractionnaire et I'effet
Kondo) ; elles sont aussi liés & des sujets mathématiques comme la théorie des noeuds
(théories topologiques, donc invariantes conformes) ou encore, comme nous le verons
dans cette thése, a la géométrie non-commutative.

Toutefois, I'interét majeur des théories conformes bidimensionnelles est pour nous
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Des théories conformes a la théorie des cordes

leur role dans la formulation perturbative de la théorie des cordes; dans ce cas, loin
d’étre vérifiée "expérimentalement", la symétrie conforme est un prérequis a la co-
hérence méme de cette formulation de la théorie. Elle n’en est pas moins riche en
conséquences, et est largement a l'origine de notre compréhension de la physique des
cordes. Dans ce premier chapitre nous rappelons des aspects des théories conformes bi-
dimensionelles pertinants pour les travaux de cette thése, en particulier leur role dans
la formulation perturbative des théories des cordes.

Notre exposé se centrera notamment sur la limite classique de certaines théories
conformes et sur son interprétation géométrique. Nous commengerons donc par étudier
la symétrie conforme dans des théories classiques des champs, suivi par les théories
quantiques dont nous analyserons les spectres. La deuxiéme partie du chapitre décrit
I’interprétation géométrique de ces théories, ainsi que certaines de ses conséquences
comme la nécessité de la compactification et I’émergence des D-branes. Le chapitre
finit avec quelques remarques sur le lien entre la renormalisation des théories a deux

dimensions et la dynamique de la théorie des cordes.

Finalement, un mot sur les références. Les sujets traités dans ce chapitre sont bien
documentés ; une introduction exhaustive aux théories conformes, avec références et
notes historiques, peut étre trouvée dans le livre de Di Francesco et colaborateurs
|DiF96|. Le lien avec la théorie des cordes est traité par exemple dans le livre de
Polchinski [Pol98]. Pour certains résultats moins standard ou plus récents, nous réferons

aux articles originaux.

1.1 Les modéles sigma non-linéaires

Nous commencons par I’étude d’une corde test qui se propage dans I’espace-temps.
Si les cordes doivent étre les objets fondamentaux de notre théorie, elles se doivent d’étre
compatibles avec et la relativité générale et le modéle standard. De la compatibilité
avec la relativité générale a 4 dimensions, nous apprenons que les cordes doivent avoir
une masse de l’ordre de la masse de Planck, Mp = 1.22 x 102GeV,! soit en d’autres
mots étre trés petites, de U'ordre de la longueur de Planck L, = 1.6 x 10~33¢m. ¥

Ceci nous assure d’abord que les cordes ne sont pas visibles a I'oeil nu, mais surtout

HNous utilisons des unités telles que i =1, ¢ = 1.

2Ceci s’applique aux seules cordes fermées dont le spectre inclut le graviton. Des solutions de cordes

"macroscopiques” peuvent aussi étre utiles [BraVag9).
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qu’il existe un hiatus assez large entre les énergies typiques du modéle standard (de
lordre de 103GeV) et celles des cordes. Malheureusement, cela veut aussi dire que les
effets typiques des cordes sont pour l'instant hors de portée expérimentale et renforce
notre motivation d’explorer les phénoménes de "basse énergie" (basse par rapport a
Péchelle des cordes), dont U'interprétation géométrique de 1’espace-temps. Finalement,
notons que cette longueur des cordes, notée ¢, est en quelque sorte la longueur minimale
de notre théorie, au dessous de laquelle il n’a plus de sens de parler de géométrie. Ceci

est en fait un prérequis pour une théorie de la gravitation quantique.

Au cours du temps la corde balaye une surface bidimensionelle ¥, appelée la surface
d’univers. Cette surface peut se "coupler" a des champs d’espace-temps & deux indices,
tels que la métrique g,,,. Pour étudier les propriétés de ces espace-temps, il est utile d’y
étudier la propagation des cordes en négligeant l’effet que le passage de celles-ci produit
sur l’espace ambiant (par exemple en le courbant). En d’autres mots, nous souhaitons
considérer les cordes comme des "particules test", ce qui implique que la constante de
couplage de la théorie, dénotée g, soit trés faible (nous serons plus précis sur ce point
plus bas).

La dynamique de la corde test est donnée en termes de son plongement X*(o?)
dans I'espace-temps, ot o’ sont des coordonnées sur ¥. L’action qui décrit le plonge-
ment dépend alors des champs scalaires X*(c*) et d’une métrique v4;(0’) sur . En
tant que fonctionnelle génératrice d’observables physiques, ’action doit réaliser le prin-
cipe d’équivalence, c’est-a-dire qu’elle doit étre invariante sous des reparamétrisations
locales de I’espace-temps. Ceci pose des restrictions a sa forme; en particulier le la-
grangien doit étre un scalaire que ce soit du point de vue de I’espace-temps ou du point
de vue de la surface d’univers. Si ’on demande en plus que I’action soit invariante sous
le groupe de transformations de Poincaré dans ’espace-temps, on aboutit au modéle

stgma non-linéaire, aussi dit action de Polyakov

1 i ij ij v
o /dza vV —det v (77 g, (X) + € B,, (X)) 0,X"0; X

% / do'\/=det v®(X)RP (v) (1.1.2)

SP(X“,%']') -

Le modéle a un seul paramétre libre, o/, qui par analyse dimensionelle vérifie o/ ~ (2.
Nous avons introduit ici d’autres champs d’espace-temps, un champ antisymétrique
B,,,(X) (i.e. une forme de rang deux que 'on suppose fermée pour le moment) et un

champ scalaire ®(X) nommé le dilaton. Ces champs apparaissent dans une extension
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de la relativité générale, la supergravité (qui en est en fait la seule extension possible)

et il est tout & fait naturel de les inclure ici.

L’action Sp mérite plusieurs remarques. L’action Sp définit un modéle non-linéaire
a cause de la dépendance des "couplages" g, B et ® des champs de “position” X*. Pour
des champs B, ® nuls, 'action Sp mesure la surface balayée par la corde, et en ce sens
c’est la généralisation directe a deux dimensions de ’action qui décrit la trajectoire
d’une particule test qui se déplace dans un espace-temps donné. En présence du champ
B, cependant, la surface balayée par la corde est mesurée avec la métrique dotée d’une

connexion I'? avec un terme de torsion d’espace-temps

By _ v
FW = FW

1
— 3 (VB)ZV (1.1.3)
Le dilaton, par contre, est couplé & la courbure intrinséque R (v) de la surface 3. Ce
terme est donc lié a la topologie de X ; en particulier quand le dilaton est constant, ce

terme en mesure la caractéristique d’Euler y

1 )
X= - /d201\/ —det yRP (%) (1.1.4)

Dans l'intégrale de chemin, le dilaton définit les poids rélatifs des interactions des cordes
a différentes topologies : il est relié & la constante de couplage des cordes par g, = €®.

Dans notre régime de cordes test nous négligerons le dilaton dans la suite.

Nous avons aussi supposé que la surface d’univers X est orientée (et sans bord).
Des surfaces non-orientables jouent aussi un role dans la théorie des cordes et sont
intéressantes du point de vue de la théorie conforme, mais ne sont pas du domaine de
cette thése. Par contre, les surfaces avec bord, qui décrivent la propagation des cordes
ouvertes, seront le sujet du chapitre 3 (avec une introduction dans la section 1.1.3).

Dans ce qui suit, nous supposerons aussi que la métrique v est euclidienne, et non
pas minkowskienne comme nos motivations physiques (et ces formules) peuvent laisser
supposer. Les raisons sont techniques : les théories conformes sont developpées pour
des surfaces euclidiennes et en particulier la seule variété de Riemann compacte qui
admette une métrique minkowskienne est le tore [BE81]. En tout cas, la théorie des
cordes résultante (qui implique I'intégration fonctionelle sur I’espace des métriques) est

censée étre équivalente [Pol98].

D’autres tenseurs antisymétriques d’espace-temps peuvent aussi apparaitre dans les

théories de supergravité, par exemple quand le champ B n’est pas fermé dB = H ; c’est
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le cas des espaces-temps courbes, qui nous intéresserons tout au long de la these. Il
existe aussi d’autres champs de degré plus elevé (que 3), par exemple les champs dits de
Ramon-Ramond, qui n’ont aucun couplage naturel a la surface d’univers >.. Toutefois,
ces champs peuvent étre considérés nuls sans incohérence ; c’est le cas de la théorie des

cordes bosoniques, qui est le domaine de cette thése.

1.1.1 L’invariance conforme

Il est facile de constater que ’action Sp est invariante par la transformation dy-
namique (1.0.1), dite de Weyl, de la métrique. Nous rappelons maintenant comment
ce fait collabore avec la symétrie par reparamétrisations de la surface d’univers pour
que le modéle sigma soit classiquement invariant par des transformations conformes,
et ceci pour toute valeur des couplages g, B, ®.

Les difféeomorphismes (reparamétrisations) sur la surface d’univers éliminent deux
degrés de liberté du systéme, et permettent de choisir des coordonnées 7,0 (appelées
isothermales) sur X telles que la métrique soit de la forme ~,(c’) = e“@) 5. La
symétrie de Weyl implique que cette métrique est équivalente & la métrique d,5, et n’est
plus un champ dynamique de 1’action. Il nous reste alors les champs scalaires X*(o?)
qui décrivent le plongement de la surface d’univers dans l’espace cible. Nous avons
cependant une symétrie résiduelle qui consiste dans les difféeomorphismes qui préservent
la métrique a un facteur d’échelle prés, c’est-a-dire les transformations conformes sur
Y. Nous aboutissons donc & une théorie de champs scalaires avec invariance conforme.
Ainsi au niveau classique, et a4 deux dimensions, 'invariance par reparamétrisation et
I’invariance de Weyl impliquent 'invariance conforme. Par contre, au niveau quantique
I'invariance conforme sera formulée a partir de 1’algébre de Virasoro (1.1.9) dont la
réalisation ne connait pas toujours de limite classique. Surtout, la symétrie conforme
imposera des contraintes sur les “couplages” g, B et ®. Ainsi, méme si notre corde test
ne change pas les champs d’espace-temps, son existence implique des contraintes fortes

sur ces derniers, comme nous le verons dans la section 1.2, .

Pour introduire le formalisme d’opérateurs, nous considérons le tenseur d’énergie-
impulsion qui mesure la dépendance du systéme par rapport a des variations de la
métrique, 3

0S

(%) = —QW (1.1.5)

3Dorénavent, nous écrirons S pour I’action de Polyakov.
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Les équations de mouvement impliquent que 7,;, = 0, et en plus le systéme est invariant
par des transformations de Weyl (1.0.1) si et seulement si la trace T vaut zéro. Il
est maintenant utile d’introduire des coordonnées z = o + i7 et Z = o — i1, dans
lesquelles la trace s’écrit 27s. Les deux composantes non-nulles 7' = T,, et T = T
sont contraintes par la conservation du tenseur énergie-impulsion, 9T = 0 et 9T = 0.
La symétrie conforme est donc associée a une infinité de courants conservés, a savoir

les modes L,, du tenseur holomorphe 7'(z)

T(z) =Y #Ln (1.1.6)

nez
et les L, du tenseur antiholomorphe T(%z). ¥ L’algébre engendrée par les L, peut
étre calculée dans le cas d’un espace cible plat. En effet, les coordonées z, z réalisent
les deux structures complexes de la surface 3, et les générateurs L, (respectivement
L;) agissent comme des générateurs de transformations holomorphes (respectivement

antiholomorphes) sur les champs scalaires,
Ly, =—2""09, Ly =—2""0, avec m €Z (1.1.7)
Alors les L,, vérifient les relations de commutation
(L, L] = (m —n) Ly, (1.1.8)

qui définissent ’algébre de Wit. Cette algébre n’admet pas de représentations irréduc-
tibles de plus haut poids, et il n’y a donc pas d’intérét de la promouvoir telle quelle
comme l'algébre de symétrie d’une théorie quantique. Cependant, la quantification

canonique de la théorie apporte des changements cruciaux a cette situation.

La symétrie conforme au niveau quantique. Toujours dans le cas plat, aprés
quantification canonique, les courants L,, vérifient une version étendue de I'algébre de
Wit, & savoir ’algébre Vir de Virasoro

[Lyn, L] = (m — 1) Lypin + %m(mQ — 1)din (1.1.9)

Le symbole c est un générateur central de 1’algebre, que par abus de notation nous
identifierons toujours avec sa valeur (un nombre réel appelé la charge centrale) dans

la représentation concernée. Une valeur non-nulle de la charge centrale implique une

¥Nous avons choisi de développer T autour de z = 0; en quantification radiale, ceci correspond &

localiser 1’état initial & z = 0.
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brisure "douce" de I'invariance de Weyl, dans le sens ou 72 = SR®, ou R® est la
courbure intrinséque de Y. Nous prendrons toujours des algébres de symétrie gauche
et droite isomorphes, ce qui impliquera en pratique que ¢ = ¢.** Cette brisure douce,
appellé aussi anomalie de Weyl, ne peut étre conservée dans la théorie des cordes
compléte a cause des interactions, et nous verrons dans la section 1.2 comment 1’éviter

sans retomber sur les problémes posés par ’algébre de Wit.

L’algébre de symétrie de Virasoro est la structure fondamentale des théories confor-
mes. Ici nous 'avons derivée & partir de certaines reparamétrisations de notre modéle
sigma non-linéaire avec espace-cible plat, mais 'algébre apparait aussi dans des sys-
témes statistiques classiques (le modéle d’Ising et autres modéles statistiques) ou il
n’y a pas de surface d’univers; et dans la section 1.2.1 nous trouverons Vir a partir
d’une algébre de courants correspondant & des isométries sur une variété de groupe.
Contrairement a l’algebre de Wit, Vir a une riche structure de représentations que nous
rappelons ici briévement. Les représentations irréductibles de plus haut poids sont dé-
finies par deux valeurs, la charge centrale c et la valeur propre sous le générateur L,
appelé le poids conforme h. L’état de plus haut poids, denoté |h)., donne origine sous
I’action des opérateurs de “descente” L_,,, avec m > 0, & toute une famille d’états,
dits descendants, qui forment le module de Verma V), . de |h).. Les états accessibles au

systéme sont donc de la forme
|hYe ® |h)e € Vir @ Vir (1.1.10)

ou l'on considére ¢ = ¢. Pour nos propos, il suffit de considérer les états de plus haut
poids, dits aussi états primaires, et nous identifierons souvent |h). avec le module
de Verma correspondant. Notons, cependant, que ’espace de Fock H inclut tous les

descendants. L’hamiltonien dans cet espace est H = Ly + L.

La factorisation (1.1.10) du spectre, en quelque sorte une hypothése de quantifica-
tion d’une théorie conforme compléte pour des cordes fermées, implique une factori-
sation dans la fonction de partition d’une théorie de cordes fermées. Toutefois, toute
combinaison de couplages gauche-droit d’états dans 1’espace de Fock ne donnent pas
une fonction de partition “physique”. La formulation des contraintes physiques et la
classification de toutes les fonctions de partition d’algébre donnée (avec une charge

centrale donnée) qui les satisfont est donc un sujet d’intérét évident. Vu les travaux

1571 existe des théories dites hétérotiques ot les algébres chirales ne sont pas isomorphes.
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présentés dans cette thése, nous nous concentrons maintenant sur les résultats concer-
nant cette classification, évitant les considérations sur les fonctions de corrélation dans

ces théories.

1.1.2 Spectre et fonctions de partition

Une théorie conforme est considérée physique, ou naturelle [MS88|, si elle est locale
et si elle peut étre définie sur toute surface de Riemann Y. Le principe de localité est une
contrainte sur la structure des divergences a courte distance entre deux opérateurs ; ces
contraintes ne nous intéresseront pas beaucoup parce qu’en général une seule solution
au maximum en est connue pour un spectre donné. En supposant cette condition
satisfaite, ou de facon équivalente que la théorie est bien définie sur la sphére ¥ = S2,
nous pouvons considérer la surface suivante, qui est le tore ¥ = T?. Pour que la
théorie soit bien définie sur le tore, il faut que toute amplitude soit invariante par les
transformations conformes du tore.

Commencons par I’amplitude la plus simple, celle du vide qui n’a aucune insertion
de champs. Cette amplitude peut se calculer en faisant se propager une corde fermée un
certain temps aprés lequel la corde se referme sur elle-méme : ceci correspond & prendre
la trace de l'opérateur d’évolution (I’hamiltonien H) sur le spectre, soit au calcul de
la fonction de partition de la théorie. Etant donnée la forme (1.1.10) du spectre, la

fonction de partition s’écrit
Z = Try [qLo—c/24q—Eo—c/24] =P g = T (1.1.11)

Le nombre complexe 7 définit la structure complexe du tore. Les transformations
conformes définies globalement sur T2 donnent les transformations modulaires PSL(2,7Z)

sur 7

b
Tﬂﬂ, avec ad—bc=1 et a,b,c,d €N (1.1.12)
cT+d

L’amplitude du tore (1.1.11) doit donc étre invariante modulaire. Le fait trés puissant
demontré par Moore et Seiberg [MS88| est que, pour des théories ayant un nombre
fini d’états (dites rationnelles), la localité et I'invariance modulaire de (1.1.11) assurent
non seulement la bonne definition de la théorie sur le tore mais aussi sur toute autre
surface de Riemann. Ainsi motivé, 'effort de classification des fonctions de partition
invariantes modulaires ne s’est plus arrété, et nous en rappellerons quelques résultats

dans la section 2.2.1.
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Entretemps, plusieurs remarques sont en ordre. Tout d’abord, le groupe modulaire
PSL(2,7) a deux générateurs

1
T:7T—=717+1et S:7— —— (1.1.13)
T

L’invariance sous le générateur T implique que les couplages gauche-droite dans (1.1.11)
vérifient h = h mod 1 pour ¢ = ¢ L’invariance sous S est plus difficile 4 imposer. 11 est

trés utile d’introduire le caractére d’'un module de Verma V, .
Xhe(T) = TlrvhychO_c/24 (1.1.14)

La premiére exigence est donc que 'action de S sur I'espace des caractéres soit fermée.
Comme nous le verrons dans le chapitre 2, cette action est connue dans le cas des
théories rationnelles, c’est-a-dire ot le nombre de champs primaires est fini, et fait
I’objet d’intenses études dans le cas des théories conformes non-rationnelles les plus
simples. Finalement, les caractéres dépendent explicitement de la charge centrale. Ceci
vient de la transformation du plan au cylindre du tenseur 7' qui, vue la brisure douce
de la symétrie de Weyl, n’est pas un champ primaire.

Jusqu’ici nous avons considéré seulement des cordes fermées. Il est temps de voir

ce qui se passe avec les cordes ouvertes.

1.1.3 Cordes fermées, cordes ouvertes

En incluant un bord 0% a la surface d’univers >, la théorie conforme devient
plus compliquée et plus intéressante. Du point de vue classique, les transformations
conformes sont alors contraintes de préserver le bord, ce qui s’avére étre équivalent a la
condition 7' = T sur le tenseur énergie-impulsion au bord. En termes des générateurs

L, L, cela devient
L,=1L, sur 0% (1.1.15)

Physiquement cette condition revient & dire qu’aucune énergie ne passe a travers le
bord. En tout cas, cette condition implique que 'algébre de symétrie de la théorie n’est
plus Vir ® Vir mais la sous-algébre de Virasoro diagonale. En méme temps, > n’est
plus une surface de Riemann et a la rigueur il n’y a plus de champs holomorphes ou
anti-holomorphes. Pour un traitement rigoureux des théories conformes rationelles sur

des surfaces d’univers arbitraires, voir [FRS02].
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F1G. 1.1 — Dualité corde ouverte — corde fermeée.

L’image de la corde nous est utile encore une fois pour constater qu’une théorie
de cordes ouvertes inclut nécessairement des cordes fermées. Considérons une corde
ouverte qui se propage et se referme sur elle méme. Moyennant une transformation de
coordonées sur Y, ceci peut se voir aussi comme la propagation d’une corde fermée, voir
figure 1.1. Nous avons introduit ici des surfaces B, B’ qui répresentent les conditions
aux bords de la corde ouverte. Ces surfaces sont les fameuses D-branes, dont nous

reparlerons dans la section 1.2.2.

Les conditions aux bords sont formalisées par des “états de bord” B qui agissent sur

les champs sur l'intérieur de la corde, des éléments de I'espace de Hilbert H,
B-H®..@H—C (1.1.16)

Les états de bord sont en pratique définis par les fonctions de corrélation des états de
‘H en leur présence. La théorie est alors définie a 1’aide de la fonction de partition qui
décrit les états de 'intérieur de la corde qui se propagent entre les états de bord B, et

B,

ouv

O — Ty, glo~/12 (1.1.17)

Ceci est I'amplitude pour 'anneau décrit par la figure 1.1. La cohérence de la théorie
sous la dualité corde ouverte — corde fermée impose alors des conditions sur cette
amplitude. Ainsi, tout état de bord vérifiant (1.1.15) n’est pas admissible pour une
certaine théorie de l'intérieur de la surface d’univers. Les contraintes sur ces états ont
été formulées par J. Cardy [Car89] pour les états de bord symétriques dans des théories

rationnelles, comme nous le rappelons dans le chapitre 3.

L’étude des spectres de cordes fermée Z (1.1.11) et ouverte A°Y (1.1.17) nous

occupera les chapitres 2 et 3, notamment leur lien & I'interprétation géométrique des
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théories conformes. Retournons donc maintenant au modéle sigma non-linéaire et a son

interprétation géométrique.

1.2 Des cordes dans I’espace-temps

Quel rapport entre les propriétés algébriques des théories conformes bidimension-
nelles (algébre de symétrie Vir ® Vir, invariance modulaire de la fonction de partition)
et une théorie de 1’espace-temps? Pour esquisser une réponse, revenons & la formu-
lation des théories conformes par des modéles sigma non-linéaires (1.1.2) et prenons
la limite semi-classique o/ — 0.}¢ Dans cette limite, nous retrouvons l'interprétation
géométrique de la corde test plongée dans une configuration donnée de champs de fond
9y, Bu- A ces champs de fond sont associés des champs de la théorie conforme, comme
GuwOXHOXY (2)e* X" o X(z) sont les fluctuations quantiques des champs X (z) du
modéle sigma. Par la correspondance entre champs de la CF'T et états de son espace de
Hilbert, le spectre de notre CFT inclut naturellement des états d’oscillations de tous
les champs apparaissant dans le modéle sigma, et en particulier celles de la métrique.
Il y correspond une théorie d’espace-temps, qui comprend alors une particule qui a
toutes les propriétés d’un graviton et est donc dans ce sens une théorie quantique de la
gravitation. Heureusement, la dynamique effective de cette théorie accomode la théorie
de la relativité générale, comme nous le verrons dans la suite du chapitre.

Rappelons entretemps que la théorie conforme comporte des tours d’états descen-
dants, en nombre N croissant de dérivées de X auxquels on peut attribuer une masse
d’espace-temps m? ~ (N —2)/a’. Par conséquent, les états massifs devenant trop lourds
dans la limite semi-classique o' — 0, seuls les états de masse nulle nous intéresseront
par la suite de la thése; ils correspondent précisement aux champs qui apparaissent

dans le modéle sigma bosonique, et sont appelés par la suite de champs de fond.

Voyons maintenant sous quelles conditions le modéle sigma (1.1.2) définit une théo-
rie quantique avec symétrie conforme. Nous avons vu que la symétrie conforme implique
I’annulation de la trace du tenseur d’énergie-impulsion ; celle-ci peut étre calculée en

termes des champs de fond

Ty = 35,0X"0X" + 3,0X X" + o R®) (1.2.18)

v

¥ Toutes les théories conformes n’ont pas de limite classique naturelle; certaines, 4 I'image des
modéles minimaux, n’ont pas de formulation lagragienne naturelle (sauf en termes de cosetes, voir

plus loin) et sont formulées de fagon purement algébrique.
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oil les 3"@mPs sont les coefficients de Weyl des couplages du modéle sigma. Ce sont des
tenseurs dans 1’espace-temps que 1'on calcule perturbativement en o/, voir le chapitre
4. Les générateurs L, de I'algébre de Virasoro peuvent ainsi étre exprimés en termes
des champs de fond [CMPF85]; la symétrie conforme (1.1.9), éventuellement avec une
charge centrale non nulle, pose alors des conditions sur les configurations de ces derniers.
En particulier, ’annulation de 1’anomalie de Weyl (& dilaton constant) détermine la
dimension de I’espace-temps & D = 26 dans le cas bosonique ou D = 10 dans le cas o1l
la théorie d’espace-temps correspondante n’a pas de modes instables, ou tachyons. Les
équations de la relativité générale, elles, proviennent des conditions Bﬁu = _Ey =0a
une boucle. Plus précisément ces conditions dépendent aussi du champ H et du dilaton.
Toujours a dilaton constant, on a

1
9, =Ry, — ZHM,H,f" +0(a), D = VaH,, + O(c). (1.2.19)

ot R, est le tenseur de Ricci de la métrique g,,.. Le calcul des fonctions 5 (1.2.18) pose
de nombreux problémes, et nous le ferons en toute généralité au chapitre 4 & ’ordre de

o/, soit deux boucles.

La détermination de la configuration de champs de fond qui décrivent 'univers
observé est bien siir un des buts centraux de la théorie des cordes. Le fait que la super-
gravité soit retrouvée comme une approximation a basse énergie de la théorie des cordes
est un indicateur que cela doit étre possible, au moins approximativement. Toutefois,
a ce jour, aucun principe n’a été trouvé qui permette de choisir une configuration de
champs de fond, ou un wvide, parmi les autres sinon que celui ci doit étre compatible
avec la physique déja connue. Nous sommes en tout cas amenés a compactifier 6 (ou 22)
dimensions de ’espace-cible de notre modéle sigma pour en rester aux 3+ 1 dimensions
presque plates observées (voir néanmoins [KaRa01]).

tout en vérifiant les conditions 5 = 0 de facon exacte. Or, non seulement ces condi-
tions ne sont pas connues a toutes les ordres en o comme la donne d’une solution g, B
ne suffirait pas a décrire le spectre et les interactions des cordes dans cette compacti-
fication. Heureusement, il existe une large catégorie d’exemples de théories conformes
exactes avec une formulation lagrangienne, et donc une limite semi-classique, dont
I’espace-cible est courbe : ce sont les théories avec des symétries étendues par rapport
a Vir x Vir, dont les modéles de Wess-Zumino-Witten sont un exemple. Ces théo-
ries sont un des principaux outils dans I’étude des compactifications de la théorie des

cordes, qui font le sujet de la section suivante.
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1.2.1 Compactifications et Dualités

Le tore, états vrillés et torsion discréte & la Vafa. La compactification la plus
simple est celle sur un tore 7¢ = U(1)¢, obtenue en imposant des conditions de perio-
dicité sur les coordonnées X* = X* 4+ 2nR* pour u =1, ..., /(. Cette compactification
fournit aussi le premier exemple de la relation entre le spectre de la théorie conforme
et les champs antisymétriques de I’espace-temps, voire sa topologie. Commengons par
le modéle sigma non-linéaire défini sur le cercle T = S, avec la métrique plate et un
champ B nul; c’est une théorie conforme exacte avec charge centrale c = 1 et fonction

de partition

1
Z - |7](7—)|2 Z q(n/R+mR/2)2/2q—(n/R—mR/2)2/2 (1_2'20)

mneZ

Cette expression mérite des remarques importantes. Chaque état est caractérisé par
deux entiers m,n € Z. La direction périodique de S! rend possible un effet propre a
la théorie des cordes, & savoir I'existence d’états d’enroulement de la corde dans ces
directions. Ces états peuvent étre compris comme la généralisation des conditions pé-
riodiques des champs de plongement, car en effet nous pouvons avoir une multitude de
conditions aux bords X (c+427) ~ X (0)+2mRm. Le champ X (z) n’est alors périodique
qu’a m tours prés, et m est appelé nombre d’enroulement (tandis que n est le nombre
quantique d’impulsion). Les états avec m # 0 sont I'exemple le plus simple d’états
vrillés. Du point de vue de la CFT, un état vrillé |h) ® |h) est caractérisé par le fait
que la représentation gauche |h) n’est identique & la droite |h) qu’a une transforma-
tion de symétrie prés. Certaines symétries de ’espace-temps sont ainsi correlées a des
symétries du spectre, comprises en termes de théorie des représentations de 'algébre
étendue, et sont ainsi de vraies symétries de la théorie. Nous verrons dans le chapitre
2 comment profiter de ces symétries pour construire d’autres théories conformes ayant
I’espace quotient souhaité.

En général, les théories conformes ont d’autres symétries qui ne sont pas évidentes
du point de vue de ’espace-temps, mais qui peuvent néanmoins avoir une interpréta-
tion géométrique dans la limite semi-classique. Par exemple, la fonction de partition
du tore (1.2.20) est invariante sous I’échange des états d’enroulement et d’impulsion !
Cet échange est un cas particulier de la dualité T. L’action de cette dualité sur les
champs X (z) de la CFT implique une action sur les champs d’espace-cible, qui revient
essentiellement & échanger R et o’/ R. La dualité implique en particulier que le systéme

a une taille minimale, de 'ordre de R ~ v/ &' ~ [, comme on I’a annoncé plus haut.
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Quand le rayon du cercle S* est de la forme R? = p/q, avec p,q € Z, les symétries
de Virasoro sont étendues par des nouveaux courants J = i0X et B+ = ¢*VEX (gt
de méme pour les courants droits); les champs primaires de Vir s’organisent alors
dans un ensemble fin: de champs primaires pour l'algébre étendue : la théorie devient
donc rationnelle. Les bosons compactifiés aux points rationels seront trés utiles dans

la formulation des théories quotients construites dans le chapitre 2.

Il s’avére que pour des compactifications sur des tores avec rang ¢ > 2 on peut
définir plusieurs invariants modulaires du type de (1.2.20), qui différent précisément
dans leur contenu en états vrillés. Vafa a montré que les différents choix d’états vrillés
correspondent aux choix du champ de fond B,,,, compatibles avec la topologie du tore
T*, ce qu’il a nommé torsion discréte [Va86]. Voici un premier exemple de 'importance
des champs antisymétriques dans les espaces cibles de théories conformes; la surface
d’univers étant de dimension 2, la corde interagit avec les formes de rang 2 d’espace-
temps, ainsi qu’avec les formes de rang 1 pour les cordes ouvertes. En particulier,
plusieures théories conformes sont possibles pour une méme géométrie. Dans le chapitre

2, nous généraliserons 'effet de torsion discréte au cas des espaces courbes.

Les cordes dans les espaces courbes. Nous avons vu que dans les espaces courbes,
I’annulation des fonctions béta (1.2.19) a dilaton constant impliquent que le champ
B n’est plus fermée et un champ antisymétrique H = dB de degré 3 apparait. La
facon dont H se couple a la corde via un modéle sigma fera 1'objet de la section 2.1.
Un tel espace-cible rend la quantification du modéle en général trés difficile; il existe
cependant une classe d’exemples ou l’espace-cible a assez de symétries pour qu’un
plongement approprié de la corde garantisse la symétrie conforme de la théorie. Ces
modéles, nommés de Wess-Zumino-Witten (WZW), décrivent la propagation des cordes
dans des variétés de groupes. Un groupe G agit sur lui méme a droite et & gauche,
donnant lieu & une large famille de symétries, qui forment une algébre isomorphe a
gr X gg ou g =Lie(G). Avec des champs de fond g, H assez naturels ces modéles
sont exactement invariants conformes [KniZa84|[Wit84|[GW86|. Nous nous bornons a
indiquer ici comment la symétrie conforme de ces modéles est assurée algébriquement.
A Dalgébre de symétrie g, avec générateurs J¢, correspond une algébre affine dont les

générateurs sont les courants J définies sur la feuille d’'univers par

Je=Y 2N

nel
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et un génerateur central k£ qui vérifient

[Ty ) = £ T

+ kMmO n.0- (1.2.21)

ol f% sont les constantes de structure de g. En particulier, g coincide avec la sous-
algébre "horizontale" génerée par les J§. Dans des représentations irreductibles de plus
haut poids, le générateur k prend des valeurs entiéres et positives, appelés le niveau
des représentations. L’algébre de Virasoro est alors obtenue par la construction de

Sugawara
1
L,=——— SJAJe 1.2.22
2(k‘—|—gv) g; mYn—m ( )

et en particulier la charge centrale ¢ dépend du niveau k£ comme

k dim(g)
= —" 1.2.2
¢ k+gY ( 3)

ou g" est un entier caractéristique du groupe nommeé le nombre dual de Coxeter (e.g.
g¥ = N pour SU(N)).

Les modeles WZW sont étudiés moins dans 1’espoir de trouver une compactification
réaliste de la théorie des cordes que pour étudier les effets de la courbure de ’espace-
temps dans la théorie des cordes. Nous pouvons en particulier nous demander s’il
existe une généralisation de la dualité T" a ces modéles et comment elle opére dans
I’espace-cible. Nous pouvons aussi jauger certaines des symétries de ces modéles pour
créer d’autres espace-cibles pour la propagation des cordes. Toutes ces questions seront

abordées dans le chapitre 2.

1.2.2 D-branes

Retournons maintenant aux cordes ouvertes. La surface d’univers a maintenant un
bord 9%, et il faut ajouter un terme correspondant a notre modeéle sigma (1.1.2) de la

forme

SO (XK (07, 7)) = }g A X)X (1.2.24)

ou A, est une forme de rang 1 dans Iespace (remarquez I'absence de facteur o'.)
Rigoureusement, cette formule n’est valable que pour une corde se propageant dans

un espace-cible plat. Explorons pour l'instant ce cas déja assez utile, et laissons les
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définitions générales pour le chapitre 3. Les conditions au bord associées a ’action
SPY 4 Sp sont

Guw0s X" +i(B,, + 21’ F,,)0. X" =0, sur OX. (1.2.25)

Ici ' =dA est le champ associé au potentiel A,. Ainsi le champ de jauge F' fait son
apparition dans la théorie des cordes. Nous ’avons pris ici implicitement comme un
champ de jauge U(1) mais, en général, ce groupe de jauge peut étre quelconque; ces
degrés de liberté suplémentaires sont connus sous le nom de facteurs de Chan-Paton.

Notons que c’est la combinaison
F,uz/ - B“y + 27TO/FMV (1226)

qui joue un role dans les conditions au bord. Il faudra en particulier qu’elle soit inva-
riante par des transformations de jauge associées au champ B dans des espaces courbes.

Dans le cas plat, les conditions au bord (1.2.25) peuvent donner deux cas extrémes,
les conditions de Neumann avec 7 = 0 et 0,X = 0 et les conditions de Dirichlet
avec F — oo et donc 0,X = 0. Ces derniéres impliquent que les bords de la corde
sont fixés dans une hypersurface localement paralléle & 0X. Ces hypersurfaces dans
I’espace-temps sont précisément les D-branes de la figure 1.1 — "D" de Dirichlet et

"brane" de membrane.

Du point de vue de I’espace temps, les D-branes sont définies par leur géométrie,
soit leur univers branaire, et aussi par les champs d’espace-temps définis dessus, comme
le champ F' (pour la corde bosonique). Autrement dit, les D-branes correspondent a des
configurations de champs localisées dans un espace-temps donné : il fut sur cette forme,
de solitons de la théorie de la supergravité, qu’elles furent d’abord remarquées. Nous
laissons pour le chapitre 3 le lien avec les états de bord B, de la théorie conforme sur
.. Pour I'instant, notons que la dualité 7', qui agit sur des champs X en échangeant les
modes d’enroulement et ceux d’impulsion, échange aussi les conditions de Dirichlet et
de Neumann sur le bord. La géométrie des D-branes, en particulier leur dimension,
en est changée, tout comme les champs de jauge. Dans le cas de D-branes plates
dans la présence d'un champ B fermé, 'action de la dualité T est décrite par les
régles de Buscher qui mélangent la métrique g et le champ B [Busch88|]. Toutefois, la
généralisation de ces régles pour le cas des espaces cibles courbes n’est pas connue.
Soit la description exacte des D-branes présentée dans le chapitre 3 soit la description
perturbative des D-branes obtenue dans le chapitre 4 dans la limite semi-classique

pourraient servir a mettre des contraintes sur ces regles.
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Du temps et des espaces non-compacts. Comme il se doit pour des théories
d’espace-temps, les théories des cordes ont une dimension non compacte de temps, dé-
crivant une variété minkowskienne & 10 dimensions. Pendant des décennies on étudia
les compactifications des 6 dimensions supplémentaires, et leurs conséquences sur la
physique de I'univers minkowskien R . De nos jours, beaucoup d’effort est consacré
a l'étude de la théorie des cordes dans des configurations de champs de fond qui dé-
pendent du temps de fagon moins triviale, notamment pour des scénarios de cosmologie.
L’univers minkowskien R(%) est remplacé par des modéles de WZW sur des groupes
de Lie non-compacts, comme SL(2,R) [GRS03| ou le groupe de Heisenberg (les ondes
planes) [EGKRO02|, ou encore des quotients de ces espaces [KuLo092|. Une telle généra-
lisation & des espaces minkowskiens courbes implique maintes difficultés techniques car
les théories conformes qui décrivent la propagation des cordes dans des espaces non-
compacts sont non-rationnelles, et admettent des ensembles continus d’états (comme
on pourra le voir déja au niveau de 'espace des fonctions (2.1.13)). Dans une théorie
avec cordes ouvertes, on peut ajouter une dépendance des conditions aux bords par
rapport au temps [Ba02] tout en gardant ’espace-temps plat, mais 1a encore il s’agit
d’un modele jouet difficilement généralisable & des espaces courbes.

Dans cette thése, nous nous soucierons seulement des espaces-cibles compacts et
euclidiens. Nous verrons dans la section suivante comment ceci nous permet tout de
méme d’étudier la dynamique de la théorie des cordes dans un sens de la théorie des

champs de cordes.

1.3 Dynamique des cordes et renormalisation

La formulation perturbative de la théorie des cordes presentée jusqu’ici a deux in-
suffisances importantes. La premiére est qu'une description exacte en termes de théories
conformes n’est disponible pour le moment que pour des familles de géométries assez
restreintes — les variétés de groupes, compactes ou non, et certains de leurs quotients
(une contribution a cette derniére famille est I'objet du chapitre 2). Il est vrai que,
comme nous venons de le mentioner, certaines de ces géométries peuvent néanmoins
jouer un role important dans des solutions de cordes, voire dans la cosmologie des
cordes.

Toutefois, et ceci nous méne a la deuxiéme insuffisance, 'invariance conforme de la
théorie sur la surface d’univers est une condition nécessaire a la propagation classique

des cordes dans un espace donné; en d’autres mots, les théories conformes corres-
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pondent & des points stationnaires — i.e. des “états du vide” — d’une certaine théorie
des champs de cordes, et analoguement les états excités des cordes correspondent a
des fluctuations quantiques des champs de cordes autour de ces configurations du vide.
Or, nous sommes intéressés par la dynamique de la théorie des cordes en dehors de ces
configurations du vide, par exemple par la probabilité de transition entre deux états
stables (points conformes) différents. Ces informations semblent étre au dela des ca-
pacités de notre formulation perturbative de la théorie des cordes, puisque celle-ci est
confinée aux points ou la théorie sur la surface d’univers est conforme. Cette tautologie
n’est néanmoins pas tout & fait exacte : il faut clarifier ce que nous entendons par
dynamique de la théorie des cordes, et ce qu’on peut en comprendre du point de vue
de la théorie sur la surface d’univers.

Nous avons vu que les “équations du mouvement” 3%*"P = ( pour les champs de
fond nous assurent que la théorie est conforme et n’a pas d’anomalie de Weyl, c’est-
a-dire que sa charge centrale c vaut zéro. Bien que I’anihilation de ’anomalie de Weyl
soit nécessaire pour la théorie des cordes, nous voulons imposer ici la seule invariance
conforme, laissant la valeur de ¢ > 1 arbitraire. Pour des applications & la théorie des

cordes, nous pouvons nous borner ultérieurement a des théories avec ¢ = 10 ou ¢ = 26.

Dans des conditions assez générales, 'invariance de la théorie sous des variations
rigides d’échelle est équivalente 3 son invariance conforme [Pol88]. A la place des équa-
tions 3 = 0 nous considérons donc I’annulation des fonctions béta des champs de fond
c(XH)

o _,00(X) _
pO=A— =5 =0 (1.3.27)

ol par cohérence les 3¢ dépendent seulement des couplages renormalisés et non pas
de Péchelle A (voir (4.0.3)). Les conditions précises sous lesquelles 3¢ = 0 impliquent
l'invariance conforme, et leur relation avec les coefficients de Weyl 3 peuvent étre
trouvées dans |Ts86|, [Ts87|, [Ts93| et [BorCS04]. Dans cette thése nous considérons
les équations § = 0 comme les équations du mouvement de la théorie des cordes.
Toutefois, par leur définition méme, les fonctions béta sont calculées dans une confi-
guration de champs de fond donnée. Néanmoins, pour avoir une formulation de la
théorie indépendante du choix du vide nous pouvons chercher la théorie des champs
de corde d’oul découlent ces équations du mouvement. Il s’agit de dériver une action
effective pour les champs d’espace-temps dans le sens ol l'infinité de champs massifs

de la théorie des cordes, qui ont un spin supérieur a 2 et qui ne sont pas pris en compte
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dans le modele sigma, sont mis a zéro. En effet, déja a une boucle les fonctions béta des
champs bosoniques de corde fermée sont en accord avec les équations de mouvement
correspondantes de la supergravité. Regardons de plus preés le cas de la corde ouverte.

Dans ce cas, la configuration de champs de corde fermée est fixée et ’espace des
modules est ’espace de champs au bord de la surface d’univers. Prenant des coordonées
locales \; de cet espace, que I’on suppose de dimension finie, la proposition pour étendre
I’action d’espace-temps hors de couche de masse, dans le voisinage des points conformes
[HMTO04] est

0S8 ;

ou K;; est une métrique, dite de Zamolodchikov, sur I’espace des champs de bord.
Ainsi, les fonctions béta décrivent non seulement les solutions classiques de la théo-
rie des champs de cordes mais, du moins infinitesimalement, décrivent par le flot du
groupe de renormalisation 1’evolution du systéme hors de la couche de masse dans le
voisinage des points conformes. Il est naturel de se demander si (1.3.28) peut avoir un
domaine de validité plus vaste, pour des trajectoires de longueur finie entre deux points
conformes dans I’espace de modules. Ainsi, les fonctions béta codifieraient et les points
stationnaires de I’action et les pairs de points reliés par des processus dynamiques de la
théorie d’espace-temps. Ceci est en gros la proposition de A. Sen [Sen99| selon laquelle
les processus dynamiques en théorie des champs de cordes (ouvertes) correspondent &
des processus de renormalisation dans la théorie sur (le bord de) la surface d’univers
de la corde. Il est donc souhaitable de déterminer les fonctions 3¢ avec une grande
précision. Ceci est le sujet du chapitre 4 de cette thése. Dans la section suivante, nous
examinons en plus grand détail la fonction 57 du champ de jauge des cordes ouvertes
et nous verrons comment ceci peut aider dans 1’étude de la dynamique (au sens de hors

de couche de masse) des D-branes.

1.3.1 L’action de Born-Infeld

Revenons donc aux équations de mouvement 72 = 0 (1.2.18). Dans la présence
d’un bord, ol 'on impose la condition d’invariance conforme 7' = T, il faut ajouter a
cette trace un terme 370 X*(z) qui dépend du champ de jauge A,(X) sur la D-brane
(1.2.24). La fonction 55(X) dépend en général de la configuration des champs de fond
de corde fermée, g, B. Elle fut calculée dans plusieures configurations de champs de

fond : dans le cas plat, avec g, = 7, et B, = 0, '’équation de mouvement corres-
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pondante n’est autre que I’équation de Maxwell, ﬂi = V¥F,, = 0. Plus généralement,
quand le champ B n’est pas constant et ’espace cible est légérement courbé, les équa-
tions du mouvement pour le potentiel A deviennent (toujours avec un dilaton constant
[ACNY8T7])

ﬂi = Gaﬁvafgu + fagﬂsﬁfl =0, (1.3.29)

o H = dB et G’ est I'inverse de la métrique de corde ouverte, définie par

G = (L)aﬁ . (1.3.30)

g+ F sym

Ici F est la combinaison des champs antisymétriques donné par (1.2.26) et les indices
montent avec la métrique (de corde fermée) g,,. Evidemment, le champ F étant dé-
finie sur la D-brane, ’action effective que ’on recherche ’est aussi. Pour écrire cette
action il faut donc partir d’un univers branaire donné D et considérer son plongement
p: D — M dans I'espace-temps M comme un champ de la théorie. Avec ces considé-
rations, 'action effective qui correspond aux équations de mouvement (1.3.29) est la

généralisation suivante de ’action de Born et Infeld

Spi(p, F) = / Vdet (p*g +p* B+ 27F) (1.3.31)
D

On reconnaitra ici une généralisation de la mesure du volume de D, qui inclut aussi
la combinaison F = p*B + 2ma’F. Nous montrerons dans le chapitre 3 que, malgré
son origine & une boucle, ’action Sp; décrit de fagon trés précise les D-branes dans les
modéles WZW, méme dans le régime de grande courbure. Ces études illustreront en
particulier comment la présence du flux de F permet 'existence de D-branes qui ne

sont pas des surfaces minimales.

Il existe cependant deux directions dans lesquelles 'action Sp; doit étre généralisée :
pour décrire des D-branes dans un espace courbe général, et pour décrire des D-branes
sur des géométries non commutatives. Dans cette thése nous nous concentrons sur
la premiére direction de généralisation. Toutefois, comme nous le verons a la fin du
chapitre 4, ces généralisations sont en fait liées par une application de type Seiberg-
Witten. Dans la section suivante nous illustrons comment la version non-commutative
de ’action Born-Infeld peut étre utilisé pour obtenir de I'information sur la dynamique

des D-branes.
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1.3.2 D-branes non-commutatives

Dans [SW99|, Seiberg et Witten ont considéré la théorie des cordes ouvertes dans
un espace-temps doté d’une métrique g plate et d’'un champ F constant. Ils ont fait
correspondre & la théorie classique, c¢’est a dire la théorie conforme sur un disque, une
théorie effective des champs sur un espace non-commutatif dont la multiplication est

définie par le produit *,; de Moyal

i

f(@) *ar g(w) = €229 % f(x 4+ y)g(x + y)|y.=0 (1.3.32)
ou le paramétre de non-commutativité © est la contrepartie antisymétrique de la mé-
trique de corde ouverte (1.3.30)

1 w
O = 2rd (7) (1.3.33)
9 + F antisym

En particulier, les coordonnées sur cet espace vérifient les rélations de commutation

[ah, z¥] = iOH.

Etant perturbative en o, cette correspondence est particuliérement utile dans la
limite ot o ~ /7 avec  — 0. Toutefois, pour assurer que les tenseurs G, © (et donc
Pespace non-commutatif) aient une limite non triviale, il faut plutot prendre une double
limite en faisant au méme temps F ~ 1/7, tout en gardant la métrique g fixée. Dans
cette limite, le spectre et les interactions de la théorie conforme sur le disque s’écrivent
facilement en termes de fonctions et intégrales sur un espace non-commutatif ayant
O~ F L

Nous pouvons nous demander ce qu’il advient des conditions au bord (1.2.25) dans
cette correspondance. La double limite conspire pour qu’elles deviennent des conditions
de Dirichlet dans toutes les directions, décrivant ainsi des D0O-branes. Il est intéressant
d’étudier leur dynamique, faisant usage de ’action de Born—Infeld, ou plus précisement
de sa version non-abélienne définie sur I'espace non-commutatif. Notre idée, explorée
dans le chapitre 4, est que dans la limite de grand F les équations de Born-Infeld
peuvent se reécrire essenciellement en termes du tenseur © et ont ainsi une interpréta-
tion naturelle en termes de DO-branes non-commutatives. Par exemple, les équations

de Maxwell (i.e., les équations (1.3.29) avec H = 0) deviennent
VIFL =0 — [z, 2", 2"]]=0 (1.3.34)
(la variation de P’action Sp; est relié aux fonctions béta par §Sp;/dA, = @“"ﬁf, et

les indices dans ’espace non-comutatif montent et descendent avec ©). Ces considéra-

tions tiennent encore quand le champ B (et donc la combinaison F) est fermé mais
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non-constant, dans lequel cas le produit de Moyal doit étre remplacé par le produit de
Kontsevich (4.3.75) pour prendre en compte les variations de © [Kon97] [CF00][CS02].
En particulier, les rélations de commutation des x* deviennent dépendantes de la po-

sition.

Il est intéressant de suivre le méme raisonemment a partir de configurations de corde
fermée plus générales, notamment des espaces courbes. Tout comme pour ’action de
Born et Infeld, ceci ne peut se faire que perturbativement dans la magnitude de ces
champs. Par exemple, nous verrons dans le chapitre 4 que les équations de mouvement

(1.3.29), valables dans la limite de H = dB petit et courbure négligeable, deviennent

[Ty, [2",2"] —iHF 2] = 0 (1.3.35)

ce qui admet deux solutions, I'une triviale [z*, 2¥] = 0, et I’autre non-triviale [/, 2"| =
iH!"x7. Dans le cas des variétés de groupe G le régime souhaité est donné par la double
limite, géométrique o/ — 0 et de grand rayon o’k — oo. Dans cette limite le champ H
est petit et ’équation (1.2.19) implique que la courbure est négligenciable par rapport a
H. Or, nous verrons dans le chapitre 2 que H est donné par les constantes de structure
de l'algébre g =Lie(G); dans cette solution les positions des D0O-branes ne sont donc
pas indépendantes mais forment des représentations de g, les mémes représentations
qui paramétrisent les D-branes symétriques que nous étudierons dans le chapitre 3.
On peut vérifier en plus que cette solution est moins énergétique que la solution que
nous avons appelée triviale. L’interprétation physique est que, dans la présence d’un
petit champ H, il apparait un tachyon de corde ouverte qui pousse les DO-branes a se

condenser dans une version "floue" d’une D-brane de dimension supérieure.

Ce mécanisme, appelé d’effet diélectrique, a été exploré d’abord par Myers [Mye99]
et par Alekseev, Recknagel et Schomerus [ARSO00]|. Ici, le lien entre le champ H et les
constantes de structure de I'algébre est essentiel dans la dérivation et de 1’état final de
la condensation et de la stabilité de cet état. Toutefois, la condensation de D-branes
induite par présence d’'un champ de flux est un effet assez général, et a été illustré
a la suite de ces travaux dans des configurations de supercordes ol des Dp-branes se
condensent dans des D(p+2)-branes [CCHO1|. Dans le chapitre 4 nous trouvons des

corrections a l’effet Myers pour des espaces-temps courbes.
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1.4 Commentaires finaux

Nous terminons ce chapitre introductif par quelques commentaires visant & récapi-
tuler le contexte de cette thése et en cadrer les résultats.

Nous avons vu que, a 'image des extensions supersymétriques de la Rélativité
Générale, la théorie des cordes prévoit ’existence de champs antisymétriques d’espace
temps. Nous considérons dans cette thése ceux qui se couplent aux cordes via le modéle
sigma non-linéaire bosonique, soit le champ B ou plus généralement le champ H = dB,
ainsi qu’un champ électromagnétique F' pour les cordes ouvertes.

Notre but est donc d’étudier la description microscopique de ces champs, donnée
par le modéle sigma, ou plus généralement des théories conformes bidimensionnelles.
Cette description nous réserve quelques surprises, des phénoménes inhérents a la théo-
rie des cordes, comme la torsion discréte a la Vafa (section 1.2.1) qui illustre Iexis-
tence de plusieures choix possibles de champ B, et donc de théories différentes, dans
un méme espace-temps; et l'effet diélectrique (section 1.3) qui décrit I’espace-temps
non-commutatif effectivement vu par des DO-branes, et dont le paramétre de non-
commutativité est relié au champ F = B + F. Nous étudions et géneralisons ces deux
phénoménes dans cette thése, respectivement dans les chapitres 2 et 4. Le chapitre 3
est dédié a I’étude des D-branes dans la présence du champ H et leur dépendence du
choix de torsion discréte. Nous étudions aussi le couplage des branes au champ F, qui
jouera un role important dans leur interprétation géométrique.

Il faut toutefois se rappeler ces champs antisymétriques ne sont que des concepts
utiles dans un régime perturbatif donné de la théorie des cordes. Par exemple, nous
avons vu que la dualité T mélange le champ B, avec la métrique dans la théorie des
cordes bosoniques. Cette dualité agit néanmoins au niveau des théories conformes, ce
qui dans le cadre de la théorie des cordes veut dire perturbativement dans le couplage
gs- Toutefois, il existe d’autres dualités non-perturbatives, qui échangent les régimes de
faible et forte couplage et qui n’ont pas de réalisation en termes de théories conformes.
On connait néanmoins leur action sur certaines configurations de champs de fond;
c’est le cas de la dualité S qui échange branes de differentes dimensions, et les champs
de la corde bosonique avec ces ceux de Ramond-Ramond. Il serait intéressant d’étu-
dier comment les différents phénomeénes décrits ici se transforment sous ces dualités,

perturbatives ou non-perturbatives.
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Chapitre 2

Champ H et cordes fermeées dans des

espaces compacts

Le chapitre précédent a expliqué comment la théorie des cordes nous incite a chan-
ger de paradigme dans ’étude de la physique de I'espace-temps, faisant des théories
conformes sur la surface d’univers de la corde 'objet principal d’étude. Nous avons
vu aussi I'importance d’étudier les théories conformes avec une limite semi-classique,
dont D'interprétation géométrique est la description des cordes test qui se propagent
dans un espace-cible courbe et compact. Dans ce chapitre nous étudierons donc les
cordes fermées sur les variétés de groupes compacts et en construirons des générali-
sations, comme des espaces quotients. Le but en est double : d’un coté étudier les
propriétés de la propagation de cordes dans des espaces courbes, de 'autre déterminer
I’interprétation géométrique d’une large famille de théories conformes.

Une conséquence de ce nouveau paradigme est que les symétries de la théorie de
I’espace-temps correspondent & des symétries dans la théorie conforme bidimensionelle
qui décrit la propagation des cordes dans cet espace. Dans ce chapitre, nous précisons
cette idée; notamment nous montrerons comment l’identification de telles "vraies"
symétries d’espace-temps sert aussi dans la construction de nouveaux espaces-cibles,
obtenus en jaugeant lesdites symétries.

Ainsi motivé par la théorie de cordes et son interprétation d’espace-temps, le quo-
tient d’une théorie conforme (dans le cas de quotients par des symétries discrétes, les
"orbifolds") est en fait une opération naturelle, indépendamment d’une éventuelle li-
mite classique et d’une interprétation géométrique postérieure. Bien que notre intérét
soit dans cas ou et les symétries & jauger et les théories quotientées ont une inter-

prétation géométrique, notons au passage qu'il existe (et nous en rencontrerons des
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examples) une large classe de théories qui n’ont pas de limite semi-classique. Ces théo-
ries peuvent tout de méme jouer un réle dans la construction de configurations de la
théorie des cordes.

A cause de ce nouveau paradigme, nous sommes menés i la question de la clas-
sification des théories conformes bidimensionelles. Dans cette thése il sera question
seulement des théories conformes rationnelles, celles dont le nombre d’états primaires
est fini (éventuellement pour une algébre étendue par rapport a I’algébre de Virasoro).
Dans ce chapitre, section 2.2, nous rappellerons les résultats existants sur la classifi-
cation dans ce cas, notamment le formalisme des courants simples et I’appliquerons a
la construction des modéles des cordes dans des variétés de groupes (modéles WZW).
Dans la section 2.3 nous considérons des orbifolds de ces modéles. Pour ce faire, il est
util de faire un survol des modéles sigma sur des espaces courbes généraux, et c’est
par 14 que nous commencons. Tout ceci concerne les cordes fermées, les cordes ouvertes
faisant ’objet du chapitre 3.

Le sujet étant trés vaste et la littérature assez compléte, ce rappel sera nécessaire-
ment sommaire et portera sur les seules notions dont nous aurons besoin par la suite,

avec des fréquents renvois aux références.

2.1 Modéles sigma sur des espaces courbes

Dans cette section nous compléterons notre présentation des modéles de WZW
introduits dans la section 1.2.1, en présentant l’action, les courants conservés et le
spectre. Nous ferons attention & la quantification de la constante de couplage et mon-
trerons aussi comment en tirer la limite semi-classique et l'interprétation géométrique.
Ensuite, nous élargirons nos considérations a des espaces-cibles plus généraux, en étu-

diant les contraintes topologiques qu’il faut prendre en compte.

2.1.1 Les modéles sur les variétés de groupes

Considérons d’abord le cas d’un groupe G compact, simple et simplement connexe.
L’action S"#" du modéle WZW sur G est telle que les courants J? qui générent
lalgébre g =Lie(G) sont des symétries du systéme. Les champs de fond du modéle,
comme la métrique g, doivent donc étre invariants sous ’action du groupe & gauche
comme & droite, et aussi non-degenerés — en effet, 'existence d’une métrique non-

degenerée est une condition nécessaire a la propagation des cordes [FOS94|. Pour des
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groupes simples, ces conditions spécifient & un facteur multiplicatif preés la métrique

définie a l'origine de G par la forme de Killing sur g

K(XY) = L Ty, (Ady, Ady) (2.1.1)

mgV
(ou la trace est dans la représentation fondamentale de g et ¢g* est son nombre dual de
Coxeter). Notons cependant que pour les groupes non-semi simples il existe d’autres
choix possibles, menant & des modéles WZW différents [FOS94|. La métrique est pro-
longée a tout élément g du groupe par translation, et nous adopterons la normalisation

suivante
G (XL YY) = (X0, V) = k K(97'X,.97'Y,) (2.1.2)

ou k est une constante sur laquelle nous reviendrons plus loin. Cette métrique sert aussi
pour définir une base orthonormée de 1’algébre g. La courbure mesuré par la métrique

(2.1.2) vérifie, dans une base quelconque de champs de vecteurs

1
ZHHVWH;;) (2.1.3)

Ruwp =

ou H,,, est une forme de rang 3 sur G (dont les indices montent et descendent avec la
métrique), invariante & gauche et a droite, et définie par la forme de rang 3 naturelle

sur ’algébre
H(X.Y, Z) = —(X,[Y, 2)) (2.1.4)

En particulier, & l'origine de G le champ H,,, coincide avec les constantes de struc-
ture de I’algébre pour des coordonnées orthonormées. Muni de cette configuration de
champs, le groupe est donc solution aux équations de mouvement (1.3.27) a une boucle.
C’est en effet une variété parallélisable, car en plus de (2.1.3) on a aussi V*H,,,, = 0.
Ajoutons que les variétés parallélisables sont conjecturalement des solutions & toutes
les ordres en o des équations de mouvement 5 = 0 [BCZ85|. Toutefois, ceci ne nous
assure pas qu’'un modéle sigma avec une telle configuration est en fait une théorie
conforme exacte. Pour le prouver, il faut plutot retrouver l’algébre de Virasoro au

niveau quantique.

Les champs du modéle sigma prennent leurs valeurs dans G, ce sont des éléments

g(z, z) du groupe. En utilisant la métrique (2.1.1), nous pouvons écrire

1 o1 e,
SV = Q_/d"dT(g@-g,ga@ + _/M<9 'dg, g dg. g7 dg]).  (2.1.5)
P

™ 3T
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L’action SW#W fait intervenir deux termes : le premier, usuel, est I'intégrale du terme
cinétique sur la surface d’univers ¥ ; le deuxiéme terme, dit de Wess-Zumino (WZ) et
qui généralise le terme antisymétrique du modéle sigma (1.1.2), est I'intégrale du champ
H sur une variété M de dimension 3. Quelle est cette variété M et quels champs g y

sont définis ?

La seule contrainte sur M est que son bord coincide avec le plongement de > dans
G, soit OM = ¢(X). Quant aux champs g, il s’agit simplement de I’extension des
coordonnées du bord g(X) vers 'intérieur de M. Selon la topologie de G, un certain
nombre de sous-variétés M feront I’affaire — menant & une ambiguité de S"4"W de la

forme

/ H:/ H- [ H (2.1.6)
AM My Mo

ot AM est une sphére S3. La définition correcte du modéle quantique de WZW (2.1.5),
au moyen de I’exponentielle de ’action e WZW, implique donc que I'intégrale de la forme
H de rang 3 sur toute sphére de G soit un multiple de 27, c’est-a-dire que H soit un

élément du troisiéme groupe de cohomologie de G.
H e H*(G,7) (2.1.7)

Donc k est quantifié, et une analyse des facteurs numériques implique que £ € Z. On
appelle k le niveau de la théorie. En comparant S"'4" avec le modéle sigma Sp cette
analyse implique aussi que k est relié au rayon du groupe G par k = R*/a’; donc, &
rayon fixé, la limite semi-classique o’ — 0 du modéle sigma devient k — oc.

La condition (2.1.7) est la premiére contrainte topologique a la propagation des
cordes sur des espaces courbes que nous rencontrons. Naturellement, ces contraintes
s’expriment en termes des groupes de cohomologie, d’abord par la cohomologie de
de Rham (2.1.7) qui est directement liée aux formes différentielles sur 'espace-cible;
mais aussi par la cohomologie de Cech qui inclut aussi des formes locales, dont nous

expliquerons la pértinance plus tard. Ces constructions sont résumées dans [Bor03].

SWZW ont des solutions de la forme g =

Les équations de mouvement de 1’action
a(z)b(z) ou a, b sont des fonctions holomorphes arbitraires. Ces solutions admettent les

courants conservés

J(2) = —kdg g1 (2), J(Zz)=kg '0g(%) (2.1.8)
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Il est utile d’écrire les courants en termes d’une base {t*} de l'algébre g, J(z) =
S J%(2)t* et de facon analogue pour J(2). Les modes des J?, définis par J%(z) =
> nez 2" 1JS forment alors une représentation de I’algébre affine g, (1.2.21) de niveau
k : I’algébre de symétrie du modéle WZW sur G est donc g ®gy. La symétrie conforme
est assurée par la construction de Sugawara (1.2.22), dont nous rappelons ici la relation

entre la charge centrale et le niveau

c= %ﬂlﬁ") (2.1.9)
Remarquons que dans la limite géométrique k& — oo, la charge centrale tend vers
la dimension du groupe dim(g); c¢’est pourquoi en théorie des cordes nous sommes
intéressés seulement par les groupes dont la dimension est inférieure ou égale a 10,
comme SU(2) et SLy(R). Il est important de ne pas confondre la symétrie g; du
systeme et la dimension de 1’espace-cible, car cette derniére n’est pas sans ambiguités
dans le régime quantique ; un exemple est le cas du modéle WZW sur SU(2) au niveau
k=1 ou c=1 - cette théorie est en effet le boson compactifié sur un cercle de rayon
R = o/, et lespace-cible a donc dimension 1 (pour les niveaux intermédiaires il n’y a

pas d’interprétation géométrique).

Tout comme pour ’algébre de Virasoro, nous pouvons définir des états primaires
correspondant aux représentations irréductibles de plus haut poids |A) de gx. Un dé-
tour par la théorie des représentations de g; est maintenant nécessaire pour décrire le

spectre ; pour un exposé détaillé voir [DiF96].

Un apercgu de représentations. La forme de Killing, restreinte & la sous-algébre de
Cartan de gy, (générée par k et par les éléments de Cartan {H{ de g, aveci =1,...,r
ou r = rang(g)), fournit un isomorphisme entre celle-ci et ’espace des poids de gy. Les
poids affines peuvent donc étre écrits dans la base {w;} des poids fondamentaux duaux

aux co-racines de gy
A=) dwi = (A (2.1.10)
i=0

Nous nous intéressons aux poids dont les coefficients \; sont des entiers non-négatifs
— les plus hauts poids, formant un ensemble noté PF. Or, d’aprés les relations de
commutation (1.2.21) on peut montrer que k = >_._ A\;a), ot a; sont des coefficients
entiers qui ne dépendent pas de k. Dans les cas les plus simples, comme pour G =

SU(N), on a a/ = 1; nous nous plagons dans ce cas par la suite.
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Etant donnée cette contrainte sur les \;, nous concluons que Pf est un ensemble
fini. Les représentations de plus haut poids de g; sont donc, contrairement au cas de
I’algébre de Lie g, en nombre fini. Le modéle de WZW d’un groupe compact a alors un
nombre fini d’états primaires, ce qui en fait une théorie rationnelle. La construction de
Sugawara assure que ces états sont aussi primaires par rapport a l’algébre de Virasoro,

avec des poids conformes

(A A +2p)
hy = —— "/ 2.1.11
S T ( )
Ici p = [1;1,...,1] est un élément important de PF, appelé le vecteur de Weyl. L’en-

semble Pf est un domaine fondamental pour ’ensemble des poids entiers de gy ; tout
autre poids entier a une image en Pfj par I'action du groupe de Weyl. Il se peut que
deux états aient le méme poids conforme, dans lequel cas ils sont conjugués et dénotés

A et A\°. Dans plusieurs cas, comme pour g = so(4NV), tous les états sont auto-conjugés.

Nous pouvons maintenant écrire la fonction de partition du modéle de WZW sur
gy Le spectre inclut tous les états dans P¥ couplés aux états conjugués. En termes des

caractéres de gy,

Zy"W =3 xa Xae(7) (2.1.12)
AeP¥

Cette fonction de partition est dite de conjugaison de charge; dans les cas ot la conju-
gaison de charge est non-triviale, il existe un invariant modulaire différent ot les états
sont couplés diagonalement, Z = > x - x». Ceux-ci sont appelés invariants modulaires
diagonaux. Ces deux cas sont les exemples d’invariants modulaires les plus simples
que nous rencontrerons par la suite. Leur invariance modulaire découle du fait que les
matrices S, T décrivant les transformations modulaires des caractéres y, sont unitaires
et que ’action de la conjugaison de charge consiste a en prendre le compléxe conjugué.
Nous retournerons a la classification des invariants modulaires avec symétries g, dans

la prochaine section.

Limite semi-classique et interprétation géométrique. Avant de continuer, deux
remarques sont utiles. L’une est que, comme pour toute théorie quantique, la descrip-
tion de la théorie (2.1.12) par laction S™W#W est valable seulement dans la limite

semi-classique k — oof!. Dans cette limite, les oscillations quantiques qui forment le

HPlus précisément, il s’agit de la limite d’une suite dénombrable (car k est quantifi¢) de théories

conformes.
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spectre (2.1.12) doivent étre reproduites par des champs scalaires sur G, c’est-a-dire
par des fonctions sur G. C’est en effet ce qui se passe, selon le théoréme de Peter-Weyl,
qui exprime les fonctions sur un groupe en termes de ses représentations irréductibles

de plus haut poids
Fonct(G) ~ @perepR @ R° (2.1.13)

Plus généralement, ’espace des fonctions sur ’espace-cible d’'une théorie conforme
forme (une partie de) son spectre dans la limite semi-classique. Nous disons une partie
puisque 'espace des fonctions ne peut pas inclure les états vrillés. Cette caractérisa-
tion peut parfois étre utile dans la mesure oil souvent ’ensemble des états non-vrillés
présents dans la théorie suffit & déterminer le spectre complet par des conditions de
cohérence que nous rappellerons bientot.

Par contre, comme nous I’avons vu avec ’exemple du modéle SU(2);, dans le régime
ou k est petit, c’est 'interprétation méme de ’espace-cible qui est mise en cause — ce qui
convient a la théorie des cordes, pour laquelle un tel régime correspond a la gravitation

quantique.

Les groupes compacts, non simplement connexes : le cas de SO(3). Comme
illustration de ces idées, prenons le cas de G = SO(3). Ce groupe n’est pas simplement
connexe, étant défini comme le quotient de SU(2) par I’action & gauche de son centre
Zy = {e, —e}. L'espace des fonctions sur SO(3) est formé de ces fonctions sur SU(2)
qui sont invariantes par l'action du Z., f(g) = f(—g). Ces fonctions correspondent
aux représentations de su(2); dont les poids sont divisibles par deux; en particulier, le
niveau k doit étre pair pour que cette théorie existe.

Le fait que £ soit pair a aussi une autre interprétation géométrique. Pour que le
modéle sigma puisse étre défini sur 'espace quotient, non seulement la métrique et le
champ H doivent étre bien définis (ce qui est le cas puisqu’ils sont bi-invariants), mais
la quantification de la trois-forme doit aussi étre respectée, ce qui implique que k doit
étre pair. Ce raisonnement s’applique a tous les groupes simples et non simplement
connexes. Par exemple, pour un modéle WZW sur PSO(N + 1) le niveau se doit d’étre
multiple de N, car PSO(N + 1) = SU(N)/Zy.

On peut aussi considérer des quotients par des groupes finis plus grands que le
centre. En effet, SO(3) est un cas particulier d’une famille de modéles qui (en général)

ne sont plus des variétés de groupes mais pour lesquels on a néanmoins obtenu une
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description exacte [MMSO01],[BorWO03] et utilisée en théorie des cordes [GPS93] : il

s’agit des espaces de lentilles
L,=5SU(2)/%Z, (2.1.14)

Dans la section suivante nous construisons le terme de Wess—Zumino pour ce type
de quotients de variétés de groupes. Nous montrerons ensuite que ces constructions

correspondent effectivement a des théories conformes exactes.

Avant de continuer, un mot sur les modéles de WZW sur des groupes non-compacts.
Le caractére fini de 'espace Fonct(G) en haut, et la rationalité de la théorie conforme
correspondante, sont dus a la compacité de G. Nos considérations semi-classiques nous
indiquent donc que pour un groupe non-compact le spectre aura au moins une partie
continue. Les théories conformes non rationnelles, correspondant & des groupes non-
compacts, sont beaucoup plus compliquées que les théories rationnelles dont il est
question ici; les plus simples d’entre elles, comme SL(2,R), font aujourd’hui I'objet
d’un travail intense, largement parce que ce groupe en particulier a une trés grande

importance en théorie des cordes.

2.1.2 Les modéles sur des espaces courbes généraux

Nous avons remarqué, lors de la présentation du modéle de WZW (2.1.5) sur des
groupes compacts simples, le role de la topologie de I’espace-cible dans la définition du
terme de Wess-Zumino, notamment pour la quantification du niveau. Les contraintes
résultantes de la bonne définition de ce terme, crucial pour la symétrie conforme du
modéle, sont de nature différente selon que ’espace-cible est un groupe simplement
connexe, non simplement connexe voire non-compact. Ici nous nous intéressons a la
définition du terme de WZ dans des espaces compacts et leur quotients. Nous verrons
ensuite que pour un méme espace cible ce terme n’est pas en général défini de fagon

unique.

Considérons d’abord une variété quelconque M munie d’une métrique g. Comme
I'indiquent les équations du mouvement du modéle sigma (2.1.5), si le tenseur de Ricci
de g est non-nul, il faut introduire d’autres champs sur M pour que M puisse étre
I’espace cible d’une théorie conforme. Dans le cadre de la corde bosonique, il existe
plusieurs possibilités pour le choix de ces champs, soit I'introduction d’une forme H de

rang 3, soit du dilaton, soit d’'une combinaison des deux. Nous étudierons ces solutions
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perturbatives dans le chapitre 4 mais pour faire le contact avec les constructions exactes
de la section précédente nous considérons ici des variétés M munies aussi d’une forme
H, laquelle par les arguments standard est quantifiée, H € H3(M,Z).

Toutefois, les arguments standard assez rapides du premier chapitre ont ignoré un
certain nombre de subtilités d’origine topologique et ils ne sont plus corrects dans des
variétés dont la topologie est plus compliquée. En effet, I'objet “forme H de rang 3”
désigne un ensemble de donnés connu en Mathématiques sous le nom technique de
classe de cohomologie de Deligne de dégrée trois. Un nom plus commun en physique
est celui de gerbe. Le probléme se résume a ce que le terme de Wess-Zumino, qui s’écrit

schématiquement
RN (2.1.15)

ou X : X — M est le plongement de la surface d’univers dans M, implique la spé-
cification d’une deux-forme potentiel “B = d~'H” dont la forme induite par X*(z)
serait intégrée sur X ; pour les cordes ouvertes il faut aussi spécifier une forme A de
rang 1 telle que, "A = d~'B", sur X(93). Hormis quelques cas simples les formes B
et A ne sont pas définies sans ambiguités par la seule forme H. Ceci rappelle de Deffet

Bohm-Aharonov en électrodynamique quantique.

Pour donner un sens au terme de Wess-Zumino (2.1.15) il faut donc regarder cette
structure de plus prés. En généralisant le cas d’un fibré ligne, on définit des formes
B; de rang 2 sur des ouverts {O;} formant un recouvrement suffisamment fin de M,
telles que dB; = H dans O; et que B; — B; = dA;; sont des formes exactes de rang 2
sur O;; = O; U O;. Les formes A;; de rang 1 doivent encore étre bien définies sur les
triples intersections O;ji, c’est-a-dire A, — Ay + Ajj = igi},idgijk pour des fonctions
de transition g;;, a des valeurs dans U(1) telles que gjngy9i195;, = 1. La donnée de
(Giji, Aij, B;), pour un atlas {O;}, définit la gerbe associée & H.

L’ingredient essentiel pour la définition du terme de Wess-Zumino est la relation
d’équivalence entre plusieurs choix de triplets (g;jx, Aij, Bi). Cette relation d’équiva-
lence agit sur B comme B; ~ B; + dII; pour des formes II; de rang 1; ceci est accom-
pagné par des modifications sur les autres éléments A;; et g;;, du triplet. A T’aide d’un
choix de triangulation de X le terme de WZ peut alors étre défini de facon compatible
avec cette relation d’équivalence et indépendante de la triangulation choisie [Al85].
Comme le modéle sigma dépend du choix de la classe d’équivalence [g;;x, Aij, Bi, il

nous importe de les classifier.
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Suivant [GaRe02] notons I'ensemble de ces classes par W (M, H). Si H n’est pas
quantifiée cet ensemble est trivial, mais dans le cas ou H l’est on peut montrer que
W (M, H) admet une action libre et transitive du groupe de cohomologie H?(M, U(1)).*?
En particulier, il y aura autant de termes de WZ, et donc de modéles-sigma, différents

que d’éléments dans H?(M,U(1)). Cette action s’écrit en général
(gz‘jm Aij, Bz’) - (uz’jkgz'jka Az’j, Bi)

ou u;;, sont des fonctions & valeurs dans U(1).

Soulignons que tout groupe de cohomologie ici doit étre pris au sens de cohomologie
de éech, et en général inclut des éléments d’ordre fini, c’est-a-dire de torsion. Seuls les
sous-groupes d’ordre infini peuvent étre identifiés a la cohomologie de de Rham, soit
des formes sur M. Pour tout quotient d’un groupe de Lie G il s’avére que le groupe
de cohomologie H*(M,Z) n’a pas de torsion ; dans ce cas l'action de H%(M,U(1)) sur

W (M, H) devient formellement une transformation de jauge globale
(9ijn: Aijs Bi) = (gijk, Aij, Bi + F) (2.1.16)

ou F' représente une forme fermée de rang 2 sur M. L’action sur le terme de WZ est

donc

eiSWZ N eifc FijaXi‘(;XjeiSWZ (2.1.17)

ou C est le 2-cycle de M enveloppé par X (X). L’expression (2.1.16) est plutot formelle,
car H*(M,U(1)) a en général des éléments de torsion. L’expression (2.1.17) est toutefois
bien définie, une fois que tout élément de H?(M,U(1)) évalué sur un 2-cycle C donné
peut &tre écrit sous la forme d’une phase, comme dans (2.1.17), pour une forme F

locale. Nous appelons le choix de classe en W (M, H) de torsion discréte.

Le role de H?(M,U(1)) dans des variétés M quelconques a été étudié par Sharpe
(voir e.g. [Sh00]) dans le but de généraliser la notion de torsion discréte (géométrique)
introduite par Vafa sur le tore et mentionnée dans la section 1.2.1. En effet, les variétés
ayant un groupe H?(M,U(1)) non-trivial ne sont pas (jusqu’a maintenant) habituelles
en théorie des cordes, mais des exemples sont faciles & construire, comme nous le verrons

en étudiant des quotients de variétés courbes par des sous-groupes discrets. Ici notre

20n dira, par abus de langage, que H%(M,U(1)) paramétrise W (M, H). En termes techniques
précis, W (M, H) est un torseur sur H2(M,U(1)).
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but est précisément de montrer comment ces subtilités sont capturées et généralisées
par la théorie conforme exacte sous-jacente lorsqu’on traite des quotients de variétés
de groupe compacts.

Pour ce faire, il suffit en effet de considérer des quotients de groupes simples, simple-
ment connexes et compacts G, puisque tout groupe compact est le quotient du produit
d’un tel groupe avec un tore (qui, étant plat, ne soutient pas une trois forme H). Soit
donc M le quotient d’un tel G par un sous-groupe discret (et donc fini) I' sous une
action que nous nommons p mais ne précisons pas pour l’instant. Ce quotient sera
denoté M = G/,T. Etant discret et fini, ' est de la forme I' = Z,, x - X Z,_ o
r < rang(G). La métrique et le champ H sont invariants par translations sur G et sont
donc hérités par le quotient, ce qui lui permet d’étre 1’espace-cible d’'un modéle sigma
avec symétrie conforme tant que la quantification de H est préservée. Si a 'origine H
est quantifié par multiples de k, soit H € H3(G, kZ), ceci implique que I'ordre n; de
chaque facteur de I' doit étre un diviseur de k ; toutefois, ceci n’est pas véritablement
une contrainte vu que nous pouvons prendre k arbitrairement grand (notamment dans
la limite géométrique de la théorie conforme). Pour étre concret, nous nous concen-
trons sur G = SU(N + 1), la généralisation pour d’autres groupes simples, simplement

connexes et compacts étant sans difficultés.

Le calcul de H*(G/,I',U(1)). Nous allons d’abord déterminer le groupe H*(G/,T', U(1))

paramétrisant la torsion discréte géométrique pour G/,I'. Nous utiliserons plusieurs
résultats de cohomologie des groupes, et de cohomologie singuliére, pour laquelle une
bonne référence est [Bro82|. Notons que pour G simplement connexe, et une fois que
mo(G) = 0, nous avons

H*(G/,T,U(1)) = H*(T,U(1),

méme quand l'action de I' n’est pas libre, auquel cas le membre de gauche est la
cohomologie I'-équivariante. Notons que le membre de droite est indépendent de p. En
tout cas, ceci nous permet de travailler exclusivement avec la cohomologie des groupes

finis. En outre, on peut montrer que pour un tel groupe on a
HYT,U(1)) = H(T', Z) (2.1.18)

pour tout entier ¢ positif. Rappelons que I est de la forme I' = Z,,, x ... X Z,,,, puisque
c’est un sous-groupe abélien discret de SU(N +1). Heureusement, la cohomologie d’un

produit direct de groupes X X Y est liée a la cohomologie des groupes X et Y via la
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formule de Kiinneth. Un calcul par récurrence, exposé dans [Bor03|, permet alors de

déterminer H*(T',Z) avec le résultat suivant pour la torsion discréte géométrique
H*(D,U(1)) = H*(T,Z) = ®i<jZgeatni,n,)» (2.1.19)

ou gcd dénote le plus grand dénominateur commun. Le nombre de modéles sigma
différents ayant G/, I" pour espace-cible est donc >, _; ged(n;, n;). Nous avons vu dans
cette section les ambiguités impliqués dans la définition d’un modéle sigma avec espace-
cible courbe. Nous allons nous tourner maintenant vers la description algébrique de ces

théories conformes.

2.2 Fonctions de partition et torsion discréte

Nous avons vu dans le chapitre 1 que la théorie conforme associée & un modéle sigma
a comme algébre de symétrie le produit tensoriel de deux algébres chirales g X gp,
ol g p contiennent I'algeébre de Virasoro. Une telle théorie est dite théorie conforme
compléte, construite a partir des algébres chirales g p. Des théories conformes chirales,
avec pour algébre de symétrie une algébre chirale g, peuvent aussi étre définies; c’est le
cas par exemple de la théorie qui décrit I'effet Hall quantique. Toute théorie conforme
chirale donne lieu & une théorie conforme compléte (avec go = gp = g).

L’étude des théories conformes complétes se divise alors en deux parties, d’abord
I’étude des données chirales et ensuite ’analyse des couplages des secteurs gauche
et droit. Dans la section précédente nous avons donné un apercu de la théorie des
représentations des algebres chirales affines gy ; dans cette section nous considérons
les fonctions de partition possibles, pour des théories dont les algébres chirales sont
isomorphes, go ~ gp. A 'image de ce que nous avons présenté pour les modéles de
WZW, nous prétendons déduire I'interprétation géométrique de ces théories a partir

de la limite semi-classique de leur spectre.

2.2.1 Fonctions de partition et courants simples

Les objets principaux de notre étude sont donc les fonctions de partition (2.2.30),
et cette section est dédiée a leur classification. Les fonctions de partition des théories

conformes rationnelles sont de la forme

Z= Z Zwxa(T)xn (1), (2.2.20)

k
AN EPE
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ol Zy,y sont des entiers positifs. Il s’agit de déterminer des conditions sur les Z »» qui
assurent que Z soit “physique”. Nous nous concentrons sur la condition que Z doit étre
invariant modulaire, c’est-a-dire que Z,, commute avec les transformations modulaires
SetT.

Ce sujet a été développé longuement par plusieurs auteurs (voir [SY90],|GRS91]
et leurs références) et rend compte de deux cas de figure : la plipart des invariants
modulaires sont du type dit de courants simples; les autres sont appelés exceptionnels.
Comme le nom l’'indique, ceux-ci sont en nombre trés réduit par rapport aux autres
— en effet, les invariants modulaires exceptionnels sont un phénoméne de niveau k fini
et, n’ayant donc pas de limite semi-classique, ne nous intéresseront pas par la suite.
Le but de cette section est donc de décrire le formalisme des courants simples. Nous
commencons par rappeler des structures algébriques associées aux spectres des théories

conformes rationnelles.

Rappelons que le caractére locale de notre théorie nous assure que la divergence de
courte distance entre deux opérateurs est déterminée par un développement du produit
d’opérateurs (I'OPE) de la forme

Oy, (2)0n, (w) ~ Y (2 —w)s M Hhg, (2.2.21)

A3

Les OPEs définissent donc un produit, dit de fusion, dans I’ensemble des états primaires

Oy, + Dy, = > N D, (2.2.22)

A3
ou les regles de fusion N; /{\13)\2 sont des entiers positifs qui comptent la multiplicité de
l'opérateur ®,, dans 'OPE de ®,, et ®,,. Cet ensemble d’opérateurs a en plus un
élément distingué, ’état du vide (correspondant a la représentation triviale). Cet opé-
rateur agit comme l'identité des régles de fusion, et nous le noterons parfois par 1.
Avec cet élément, les états primaires forment un anneau sous la fusion, et cet anneau

est commutatif et associatif.

Il peut exister, en plus de I'identité, des champs primaires ayant des inverses sous le
produit de fusion. Ce sont précisément les courants simples. Un tel champ, noté J, est
tout aussi bien caractérisé par le fait que sa fusion avec tout autre champ A contient

un seul élément,

CI)J*(I))\ = (I)J)\. (2223)
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Les champs primaires s’organisent donc en orbites des courants simples. Ceux ci en-
gendrent un groupe abélien, appelé le centre de la théorie, qui est associé a des symétries

accidentelles de la théorie comme le montre une analyse des régles de fusion
JA A
N =N (2.2.24)

D’aprés (2.2.23), on peut leur associer des charges de monodromie (définies modulo

des entiers)

Q1) = hj +hy = hyy (2.2.25)

qui décrivent la transformation de la matrice modulaire S (1.1.13) le long de I'orbite
de J

Siau = VWG, (2.2.26)

La charge de monodromie est conservée dans le sens ou Q (11 * p2) = Qs (p1) + Qs (12)
mod1. Ceci montre que le générateur de la symétrie associée a J est exp(2mi@Q ;). On
peut aussi définir ’ordre n; de J, soit le plus petit entier positif tel que J"7 = 1. Tout
courant simple vérifie 2njh; € Z. Ceux qui en plus vérifient n;h; € Z sont en quelque
sorte bosoniques et constituent le centre effectif Z de la théorie. Rappelons encore que

la matrice S détermine les régles de fusion via la formule de Verlinde

f Sr a0 o
N =2 — (2.2.27)

o

d’otl on retrouve les symétries (2.2.24). Comme examples de courants simples, rappelons
que dans le cas des modéles WZW, le groupe G est isomorphe au centre du groupe de
Lie.

De par ces liens entre les courants simples et les matrices modulaires nous pouvons
nous attendre & pouvoir construire des invariants modulaires (2.2.20) & partir des cou-
rants simples. Armés du centre effectif de la théorie, nous considérons le cas général
des fonctions de partition ol les champs gauches et droits sont reliés par ’action de

courants simples
Zyye 70 seulement si 3J : A = JN (2.2.28)

Les invariants modulaires de ce type portent le nom d’invariants modulaires de type

courant simple. 1ls généralisent les invariants modulaires de type conjugaison de charge
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et ont été classifiés par Schellekens et collaborateurs [SK90],[SY90],[GRS91] avec les

résultats que nous rappelons maintenant.

Il faut tout d’abord choisir le sous-groupe des courants simples G C Z qui inter-

viennent dans (2.2.28). Ce groupe, étant fini et abélien, est de la forme
G ="1Zn, X...xX 1Ly, (2.2.29)

Il nous sera nécessaire de choisir une base pour ce groupe, c’est-a-dire des générateurs
J; d’ordre n;, par rapport a laquelle un élément général du groupe s’écrit J° = II;.J;".

D’aprés 'interprétation des courants simples comme des symétries de la théorie, on
pourrait penser que la fonction de partition est physique quand le champ ®, est couplé

au champ &, seulement si A a une monodromie triviale sous .J, soit

exp(Qs(A) =1

Ceci est en effet le cas quand J a spin entier; I'invariant modulaire résultant est dit
de type extension car les algébres chirales sont étendues pour englober les symétries J.
Par contre, la formule de Verlinde suggére que des automorphismes A,y des régles de
fusion ménent aussi a des invariants modulaires avec 7,y = A,y (dont la fonction de
partition diagonale).

Pour le cas général, les auteurs de [SK90| ont introduit la matrice R des mono-
dromies relatives des courants. Il s’agit d’'une matrice symétrique g x ¢ définie par
Ri; = Qu,(J;) = h(J;) + h(J;) — h(J; % J;). La condition sur la monodromie se réécrit

alors comme

1
QJZ(A) + 5 ZRZ']'SJ' €.
J

Cette expression est appropriée dans la presque totalité des cas*®; nous devons ce-
pendant nous demander s’il existe des modifications de cette condition qui préservent
toujours l'invariance conforme et les autres conditions que doit respecter notre fonction
de partition.

Ces modifications peuvent en effet se calculer explicitement ; elles s’obtiennent en

remplacant la matrice R par une matrice X de méme dimension dont la partie symé-

137] existe des cas & niveau fini ou il faut introduire la torsion discréte pour obtenir I’invariance

conforme.
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trique est fixée par la condition*
X+X'=R.

On peut alors montrer que la forme générale d’un invariant modulaire physique de type

courant simple est

zZ=Y > (H 02(Q, () + Xijsj)> XAX 7o (2.2.30)

A Jfeg \i=1
ou dz(a) = 1 si a € Z et vaut zéro le cas échéant, tel que la partie antisymétrique de
X obéit aux conditions
Lij

—=, 2y € Z, avec n;j = ged(ng;). (2.2.31)

ij

Xz‘j =

Tout comme pour la matrice R, les éléments de la matrice X sont définis modulo
des entiers. La partie antisymétrique de la matrice X est appelée la torsion discréte
algébrique et sera I'objet principal de notre étude dans ce chapitre.

L’expression (2.2.30) mérite quelques commentaires de plus. Il est évident que le
choix de torsion discréte affecte seulement les couplages non diagonaux, avec s; # 0,
dans l'invariant modulaire. Nous trouvons ainsi que les théories conformes de type
courant simple se groupent en familles de théories qui partagent les mémes secteurs
non-vrillés, et dont les éléments se distinguent par les secteurs vrillés, c’est-a-dire par
la torsion discréte. En plus, I'algébre chirale peut étre étendue de fagon différente a
gauche et & droite; ces extensions sont en effet déterminées, respectivement, par les
noyaux gauche et droit de la matrice X. D’aprés la sommation sur tout le spectre et
tout le groupe G de courants simples, la formule (2.2.30) ne dépend évidemment pas du
choix des générateurs .J;. Finalement, il convient de rappeler qu’a ce jour tout invariant
modulaire physique connu de théories conformes rationnelles est de cette forme, avec
I’exception des dits invariants exceptionnels qui n’ont pas de limite semi-classique.

Nous illustrons ce formalisme dans le cas le plus simple, celui des modéles WZW.

2.2.2 Groupes, espaces quotients et torsion discréte

Le modéle de WZW Gy, (2.1.12) est I’exemple le plus simple d’une théorie définie

par une fonction de partition de type conjugaison de charge, pour ’algébre chirale

HLes éléments diagonaux de R sont en effet définies modulo 2 par une contrainte aditionelle [SY90],

et donc tous les éléments de X sont définis modulo 1.
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gi. Toutefois, par rapport & une sous-algébre u C gy la fonction de partition (2.1.12)
ne sera plus diagonale mais encore de type courant simple (plus précisément de type
extension). Dans cette section, nous appliquons le formalisme des courants simples pour
construire ces fonctions de partition, et nous en profitons pour noter quelques aspects
de l'interprétation géométrique de la torsion discréte.

Nous considérons donc ici les modeles G, du point de vue des sous-algébres chirales
u(1)}, ou 7 est le rang de G (comme auparavant, G est un groupe simple, simplement
connexe et compact). u(1)" est la sous algébre commutative maximale de g =Lie(G).
La charge centrale associée est ¢ = r et les champs primaires sont denotés ¢z, avec
n = (ni,...,n,) ou les étiquettes prennent les valeurs n; = 0,...,2k — 1. Le poids
conforme du champ ¢5 est

hga) = Z—; (2.2.32)

=1

Les régles de fusion sont aussi trés simples

¢m * Cbn = Cbm—i-n (2233)

ou m + n est défini modulo 2k. La base de la construction est la décomposition des
représentation irréductibles de l’algébre gj en celles de l'algébre u(1)}. En termes de
caracteres, on a

= D xaumxp (n), (2.2.34)

HEP/KQY

ou P est le réseau des poids de Palgeébre de Lie (horizontale) g et QY est le réseau
de ses co-racines. Les fonctions de branchement x, ,(7) introduites ici peuvent étre
considérées comme des caractéres d’une autre théorie, la théorie du coset®® G/U(1)",
que nous appellerons aussi des parafermions [FZ85|. Les principales propriétés des
cosetes dont nous aurons besoin sont déja évidentes dans formule (2.2.34) et la théorie
de représentations des algébres affines. En particulier, les champs primaires des cosetes
ont deux étiquettes (A, ) soumis aux régles de sélection A — pu € @ et leurs poids

conformes sont
W) = h(Pa) — h(dy).
Nous pouvons ainsi montrer que la fonction de partition de type conjugaison de charge

du modéle Gy, est de type courant simple par rapport a 1'algébre g/u(1)" x u(1)" avec

le groupe de courants simples G = Q/kQ.

> Nous garderons ce mot anglais pour indiquer le quotient d’un espace par ’action d’un groupe

continu.
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Par souci d’étre concret, et pour suivre la section précedente, nous considérons le
cas de g = su(N + 1), dont la sous-algébre abélienne maximale est u(1)". Le but est
donc de formuler le modéle SU(N + 1), pour un niveau k quelconque, en tant que
modéle de I'algebre chirale su(N + 1);/u(1)Y x u(1)V. Le choix d’une base {X;} pour
le réseau P des poids de su(N + 1) donne une base pour le réseau P’ des poids de
u(1)N, que par abus de notation nous identifions avec {X;}.

Les champs primaires de su(N+1); ont donc pour étiquette le vecteur )= Zf\il JiXi,
tandis que les champs primaires de u(1)" s’écrivent m = Zf\il mi;, avec les régles
de sélection m; = j; mod 2. Le champ primaire parafermionique a donc 1’étiquette
général (7,m), quoique, a cause de 'automorphisme extérieur de su(N + 1), il existe
une redondance dans I’étiquettage des champs primaires. Cet automorphisme est ex-

plicitement
w(]) = (kf - Z]z) AL jide - Gy (2.2.35)

et l'identification de étiquettes qui s’en déduit est (7,71) ~ (wj,m + le) Avec ces
caveats, les champs primaires de notre algébre chirale gy /u(1)" ® u(1)" s’écrivent
(7, 7 7).

Dans cette notation, en utilisant la décomposition des caractéres (2.2.34), notre

fonction de partition (2.1.12) est une somme de termes de la forme

Fa s (2.2.36)

3
=

X7m;
On voit immédiatement, a l'aide de (2.2.33), que les courants simples J; présents
agissent simultanément comme m; — m; + 2 et comme m; — m; + 2; leur forme
explicite est J; = <6, 2Xi; 2XZ> ol les coefficients non-nuls sont dans la position 7. Le
groupe de courants simples associé a (2.2.36) est donc G = ZY. Comme le réseau des
racines est Q = Z", nous retrouvons le résultat G = Q/kQ.

Cependant, pour définir la fonction de partition obtenue par ce choix de G, il faut
encore spécifier la matrice X de torsion discréte (2.2.31). Il s’agit d’une matrice de
taille N x N et pour N > 1, c’est-a-dire pour des groupes plus grands que SU(2), il
existe un choix de la partie antisymétrique dont les éléments sont de la forme x;;/k.
Comme la fonction de partition (2.1.12) est symétrique, la torsion discréte correspon-
dante vaut zéro, z;; = 0. La limite de & grand est alors bien définie, et le spectre de la
théorie approche ’espace de fonctions sur le groupe SU(N + 1). Nous retrouvons ainsi
I’interprétation géométrie de ce modéle WZW comme la déscription de la propagation
des cordes dans ’espace-cible SU(N + 1).
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Evidemment, d’autres choix de torsion discréte sont tout aussi valables, et conduisent
a des fonctions de partition plus compliquées. Cependant, une fois que le couplage
gauche-droit dépend explicitement du niveau, pour prendre la limite semi-classique il
faut choisir la facon dont la torsion discréte croit avec k, tout en respectant sa quan-
tification (2.2.31). Nous délaissons ce probléme au profit de 1’étude de théories avec

groupes de courants simples plus généraux.

2.3 Les quotients G/I" des variétés de groupe

La construction précédente préserve explicitement la symétrie u(1)Y du modéle,
correspondant aux champs primaires ¢,3. Nous pouvons en profiter pour jauger des
symétries de la théorie u(1)". Ces symétries sont engendrées par 'action de groupes
discrets, soit du type rotation (sans point fixes) ¢z — ¢ 45 soit du type réflexion
¢m — O_. Les premiéres sont engendrées par 1’action de courants simples, tandis que
la deuxiéme peut étre vue comme une T-dualité. Considérons d’abord la possibilité
de jauger les symétries engendrées par les courants simples (nous reviendrons aux T-

dualités dans la section 2.3.1).

Tout d’abord, nous devons connaitre ’ensemble des courants simples, plus pré-
cisément le centre effectif Z. Dans le cas de su(N + 1);/u(1)™ x u(1)", nous avons
7 =7 xZ¥ , o le premier facteur est le centre effectif des parafermions et le deuxiéme
celui des bosons. Pour jauger un sous-groupe discret I" des symétries u(1)" dans la théo-
rie, notre groupe de courants simples doit étre isomorphe a I, agissant seulement sur
les bosons.

Il serait particuliérement intéressant, notamment en vue d’une application a la
théorie des cordes, de combiner cela avec nos résultats de la section précédente. Nous

considérons ainsi le groupe de courants simples
G=7ZN xT (2.3.37)

ot le premier facteur agit, comme pour le modéle WZW sur SU(N + 1), diagonalement
sur les parafermions et les bosons, et ol I' agit seulement sur les bosons. La prédiction
naive de l'interprétation géométrique d’une telle opération est que la théorie résultante
décrit la propagation des cordes fermées dans une certaine géométrie quotient G/I". De
tels espaces sont importants en cosmologie ainsi qu’en théorie des cordes, en particulier
les espaces de lentilles SU(2)/Z,.
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La principale question abordée dans ce chapitre est donc : ewxiste-t-il une inter-
prétation géométrique pour chaque élément de la famille de théories dont le groupe de
courants simples est ZY x ' ? Autrement dit, il s’agit de trouver une interprétation géo-
métrique pour la torsion discréte. Cette question est résolue en trois temps. Le premier
pas a été abordée dans la section 2.1, ol nous avons étudié la définition des modéles
WZW sur des quotients discrets de groupes; ici nous étudierons en détail les fonctions
de partition de cette famille de théories et finalement dans la section 2.3.1 nous relie-
rons les deux approches en trouvant l'interprétation géométrique pour (la plipart de)

ces modéles.

Evidemment, il est trés intéressant d’étudier comment certaines propriétés de ces
théories dépendent du choix de torsion discréte. Cela a été fait notamment dans
[FHSSWOO] en ce qui concerne les états de bord possibles, et nous en parlerons en

détail dans le chapitre 3.

Penchons-nous d’abord sur le groupe I' de courants simples. Etant un groupe discret
et abélien (c’est un sous-groupe de Z), il est de la forme I' = Z,,, x ... X Z,, ou n;
sont des diviseurs de k et certains facteurs Z; peuvent étre triviaux. Il peut y avoir
plusieurs sous-groupes de Z isomorphes a [' mais nous pouvons admettre, sans perte de
généralité, que les générateurs de I' s’écrivent naturellement dans la base {XZ}, c’est-
a~dire que les générateurs IW; de I agissent sur la i-éme sous-algébre u(1) (orthogonale
aux autres pour la forme de Killing), comme m! — m/ + 2k/n;, pour i = 1,..., N.
De facon plus concise, W; = (5, 0; i—’%) (ot les deux premiéres étiquettes dénotent les

parafermions).

Le groupe G étant déterminé, quels sont alors les choix de torsion discréte ? Un coup
d’oeil aux conditions (2.2.31) révéle la structure suivante pour la matrice X. La matrice
est écrite dans la base (J;, W) avec 4, j = 1,..., N et la notation est la suivante : nous
voulons maintenir la méme indexation pour les courants J; (les générateurs de Z7)
et de W; (les générateurs de I'), puisque tous les deux agissent sur la méme sous-
algébre u(1)™. Les éléments de matrice qui mélangent les J; sont donc notés z;;, ceux

mélangeant les J; et les W, s’écrivent y;; et ceux mélangeant les WW; sont appelés z;;.

D’aprés la définition de la matrice X (2.2.31) et des poids conformes des états

bosoniques (2.2.32) nous avons donc
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0 Tiz _2-yn Y21
k ni no
—_z1iz : y12 _ 2=y
k : ni n2
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_TIN 0 _YIN - _2-yNN
_ k ni ny
X(@ij, vij, 2ij) =
0 Z12
ni2
Z12 0
ni2
ZN—1,N
NN-1,N
_ZIN . 0
L NN .

(2.3.38)

Etant données les contraintes que doit satisfaire X, nous voyons que le groupe qui

“paramétrise” le choix de torsion discréte est

N
N(N-1)
=1

i<j

ot les trois termes paramétrisent les choix de z;;, y;; et 2;; respectivement.

Rappelons que notre but est de déterminer I'interprétation géométrique de la torsion
discréte algébrique. La comparaison des degrés de liberté correspondants dans D(G)

avec les choix possibles pour la torsion discréte géométrique

H*T,U(1)) = & D Zeawm,n)) (2.3.40)
i<j

suggére que le choix de la connexion B (2.1.19) est pris en compte par le troisiéme
terme en D(G). Une fois que ce choix prend en compte toutes les transformations
possibles de I’espace-cible, donné par le triplet (M, g, H), nous devons nous attendre
a ce que le deuxiéme terme @), ZY en D(G) corresponde a un changement d’espace
cible. C’est en effet ce que nous allons montrer. Quant au premier terme en D(G), nous
maintiendrons les paramétres x;; a zéro, pour les raisons évoquées a la fin de la section
2.2.2.

La fonction de partition (2.2.30) pour des valeurs arbitraires des parameétres v;;, 2;;

s’écrit alors

Z(ig z) =Y ) | D Xaa@Xw@Xie@Xe® | (2.341)

7 s m,m/ (3)
@, ()
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ol nous avons denoté un courant simple général comme J¥ = (IL;J;") (ILW;") avec

§=1(s1,...,5N,81,--.,8n). Les régles de selection sont
m; —m, = Z (yij + i) EE- mod k (2.3.42)
1 ; J 5] nj J ’
k zii k k
;o= i — 1)s; — —35; AT d —, 2.3.43
M s s S et a4

avec w; = m; + 2s;, w, = m, + 2s; + 2%51'. Nous avons aussi adopté la notation X/ (s) =
Hz‘XZS ()S(;) pour le produit de caractéres de u(1) et nous rappelons que n;; = ged(n;, n;).

Notons que le choix y;; = —1 implique m; = m} mod k, ce qui, avec I'identification
des champs par 'automorphisme (3.1.3) et la décomposition de représentations (2.2.34),
indique que ce choix préserve l'algébre chirale gauche su(N + 1);. Nous verrons dans
la section 2.3.1 que cela correspond & quotienter le groupe SU(N + 1) par I'action
de T' a droite. Mais pour comprendre I'interprétation géométrique du modéle (2.3.41)
pour un choix quelconque de torsion discréte, nous considérons d’abord une famille

particuliérement intéressante de quotients de SU(2).

2.3.1 La géométrie de la torsion discréte

SU(2) et les espaces de lentilles. Un espace de lentille (généralisé) L, ) est un

quotient du groupe SU(2) par la relation d’équivalence

p+1 p—1
2

grw?2 gwz, (2.3.44)

oulw € Z, C SU(2) est un élément d’ordre n. Dans la notation de la section précédente
nous pourrions écrire L, ) = SU(2)/p Zy. Ici p est défini modulo n, car w™? est un
élément central d’ordre 2, et nous avons donc n espaces de lentilles généralisés pour un
sous-groupe Z, (le choix du générateur w n’étant pas pertinent). Les espaces de lentilles
usuels correspondent au quotient par I'action droite ou gauche de Z,, soit p = 1 ou
p = —1 respectivement. En termes de coordonnées d’Euler g(, 0, ¢) = ei373¢i501i50s

la relation d’équivalence devient

1 —1
X~ X+ ol + , O~ P — Py g (2.3.45)
n n

Si n et p ne sont pas premiers entre eux le quotient a des points fixes. Sinon, les espaces
L, p) sont réguliers et leurs topologies sont trés similaires, dépendant seulement de n

— en particulier, leur groupe fondamentale est m (L, ) = Z,. Mais tous les L,
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ont aussi la cohomologie (et I'homologie) de la trois-sphére S*, H“?(L, ), Z) = 0 et
H*(Lnp),Z) = Zj; ils ont donc fourni & Poincaré un contre-exemple & sa premiére
conjecture sur la caractérisation de la sphére d’aprés sa seule homologie. En fait, il
faut recourir a la théorie des noeuds pour distinguer géométriquement les espaces de
lentilles réguliers [A19]. Il est assez amusant, et peut étre pas un hasard, que la théorie
conforme accomplisse la méme tache.

Finalement, le groupe H?(Ly, ), U(1)) de torsion discréte géométrique est trivial et
donc il existe sur L, ,) une seule classe de connections B pour un champ H quantifié.
Les espaces de lentilles nous permettent donc de nous concentrer sur le deuxiéme terme

Z,, de la torsion discréte algébrique (2.3.39).

Notre stratégie sera d’abord de construire les opérateurs de vertex généraux dans
le quotient (2.3.44) et ensuite de chercher une fonction de partition invariante modu-
laire avec des termes de cette forme. La classification des invariants modulaires nous
permettra alors d’identifier cette fonction de partition et d’identifier I'interprétation

géométrique de la torsion discréte algébrique qui y apparait.

Le quotient (2.3.44) brise la symétrie su(2), X su(2)r pour en préserver seulement
une symétrie u(1)y x u(1) g ; nous retrouvons ’algébre chirale su(2)x/u(1)ar X u(1)g ol
k est un multiple de n. Rappelons la décomposition (2.2.34) des caractéres de su(2)y

dans ceux de u(1)qy
2%—1

su(2 u
XS = Z X Xl tan

mjm0d2

Les courants générant 1’algebre u(1); X u(1)x subissent aussi I'action (2.3.44)

Jp=gldg~w'T JLw T, Jp=dg gt ~cw T Jpw'T,  (2.3.46)
ce qui induit une relation d’équivalence dans ’ensemble des champs primaires du facteur

u(1)ox de la théorie

Xm ™~ Xm—(p—l)sa )Zm ~ Xm_(p+1)%- (2347)

Notons la différence de signe entre le secteur gauche et le secteur droit. Ici le fait
que p est défini modulo n est lié a I'identification des champs parafermioniques Vj,,, ~
Vie—jmtk-

Partant de la fonction de partition de SU(2);, ou les champs sont couplés avec

leurs conjugués, et imposant l'identification (2.3.47) nous trouvons la forme du terme
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général de la fonction de partition de I’espace de lentilles L, ;)

XimXm—(p-1)£5 'ij)—Cw—(pH)%gl’ (2.3.48)

ou 5; est un entier défini modulo n et qui peut étre interprété comme un nombre
d’enroulement. En faisant appel aux régles de fusion de u(1) (2.2.33), remarquons que
les secteurs gauche et droit dans ces termes sont reliés par des courants simples. Un
calcul simple révéle alors que le groupe de courants simples exigé est le groupe fini et
abélien G = Zj, X Z,, ce qui est de la forme (2.3.37).

Pour trouver un invariant modulaire, nous pourrions commencer par imposer aux
termes (2.3.48) l'invariance sous le générateur 7' des transformations modulaires (en
d’autres mots que hy, = hr mod 7Z) et ensuite trouver une combinaison linéaire (a
coefficients entiers positifs) de ces termes qui soit invariante sous le générateur S. Il
faudrait alors vérifier plusieurs conditions, comme 'unicité de l’identité et ainsi de
suite, pour qu'un tel invariant modulaire soit déclaré une fonction de partition d’une
théorie conforme.

Cependant, comme nous 1’avons vu, tout cela est pris en compte par la classification
des fonctions de partition de type courants simples. Nous savons qu’il existe exactement
une telle fonction de partition physique dont les termes sont tous de la forme (2.3.48).
C’est

k
_ E E E —PF, ULk PFy Uk
Z (L(nyp)> - X]m Xm/ Xj7m+251Xm/+251+2E§1 2.3.49)
Jj=0 s1,51 mfm’:(p+1)%.§1
m+m/=(p—1) %§1+51) mod 2n

Ceci coincide avec la fonction de partition générique (2.3.41) ayant ce méme groupe de

courants simples, moyennant I’identification des paramétres

P =Y

Le choix de p, qui détermine le quotient G/, I, est donc paramétré par le groupe de
torsion discréte D(Zy x Z,) = Z,. L’égalité des fonctions de partition en tant que
fonctions explicites des caractéres implique que les théories conformes sont identiques.
Nous avons donc montré que les différents choix de torsion discréte algébrique de type y
correspondent géométriquement a des espaces-cibles différents obtenus par les quotients

(2.3.44). En particulier, pour p = —1 nous retrouvons la théorie sur 1’espace lentille
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usuel L, = SU(2)/Z,, ou la symétrie SU(2), est préservée

k
S _ _
Z(Ly) =Y x;"" ST bR (2.3.50)
=0

I k
m—m’=0 mod 2%

m+m/=0 mod 2n

Configurations T-duales. Les caractéres de u(1)y sont, en tant que fonctions du

paramétre modulaire 7, explicitement donnés par

u 1 r2 T
Xn(l)zk (Q) — ﬂ Z qk , q= o2 :
na r€Z+n/2k
et vérifient donc x,,(7) = x_,(7). Ainsi, la fonction de partition Z(L,,) est invariante

sous la transformation m’ — —m/, ou en d’autres mots
Z(L) =27 (Lﬁ) (2.3.51)

L’involution m’ — —m/ est une conjugaison de charge dans le facteur u(1),, et peut
s’interpreter comme une T-dualité. En particulier nous concluons que le modéle SU(2)
est T-dual au modele SU(2)/Zy.

Par contre, il n’est pas facile d’identifier les modéles T-duaux aux espaces lentilles
généralisés L, ;). Sil est certain que cette involution ne préserve en général pas le choix
de torsion discréte, on s’attend a ce que les modéles duaux soient toujours des espaces

lentilles généralisés.

Le cas général. Aprés les quotients de SU(2), passons maintenant au cas général
d’un groupe compact, simple et simplement connexe GG et un sous-groupe discret abélien
I' = Z, x...xZ,, dont certains facteurs Z,, peuvent étre triviaux. Prenons de
nouveau le cas de G = SU(N + 1) pour comparer avec la section précédente. Notre
expérience avec les espaces lentilles généralisés suggére que les paramétres de torsion
discréte y;; sont liés au choix de la relation d’équivalence, appelons-la p(y;;), qui définit
Pespace-cible G/, I' de la théorie.

Nous construisons la relation d’équivalence p(y;;) explicitement en suivant le chemin
inverse de celui parcouru plus haut : ici nous partons des termes dans la fonction de
partition (2.3.41) pour en arriver a I’action p définissant le quotient. Par inspection des
régles de sélection (2.3.42,2.3.43) pour les secteurs gauche et droit, la forme générale
des caractéres de la théorie su(N + 1)/u(1) x u(1) avec G = ZY x T est

X7,m(3) X! (8) X7,0(3) X' () (2.3.52)
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avec les regles de sélection

k_
m; — m; = Z (yij + 52',]') ;Sj mod k& (2353)

j J

k
i z]: (?JJ ,J) n; J ( )
Nous sommes donc en train d’imposer une identification entre les champs primaires de
u(1)" gauches et droits respectivement ; nous avons simultanément
Xm ™~ Xm+zj(yij+5i,j)%’ >_(m ~ )_Cm_i_zj(yij_(gi’j)_, (2355)

J 'y

Tout comme en (2.3.46), ces équivalences déterminent 'action de I' sur les courants
Jr, Jr de Palgébre u(1), x u(1)g conservée. De cette action nous dérivons 'action de
I sur SU(N + 1). Le résultat est

g~hEghft i=1,...,N (2.3.56)

oil les générateurs hl, hl sont donnés par

yiit+1

hE=w T Mgt RE=w, T Mjw; ¥ (2.3.57)

K3 3

Ici, les w; sont des éléments d’ordre n; le long de N directions du tore maximal de
SU(N + 1). Cette structure généralise la relation (2.3.44) et fournit l'interprétation
géométrique des parameétres y;;. De nouveau, si y;; et n; ne sont pas premiers entre
eux l'action (2.3.56) aura des points fixes et la structure de ces derniers sera assez

compliquée.

La généralisation de la torsion discréte a la Vafa. Ayant détérminé les espaces-
cibles est G/, T,

D1 aux résultats de la section 2.1, nous savons qu’il existe plusieurs théories conformes
dont I'espace-cible est G/, I', pour autant de choix de connexion B pour la trois-forme
H. Rappelons que ce choix est paramétré par la deuxiéme cohomologie H*(G/, T', U(1))

dont laction sur le modéle sigma fut donnée en (2.1.17), et que nous reprenons ici

1S

oS _y ot Jo FijoX1ax7 is

o les X® avec i = 1,..., N sont maintenant des bosons libres sur les sous-groupes
U(1)® du tore maximal de SU(N + 1). Nous avons aussi déterminé que le groupe de

torsion discréte géométrique est de pure torsion (2.1.19). Cette phase, notons-la ¢(C'),
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est donc une racine de 1'unité, qui dépend seulement de la classe de homologie du
cycle C, soit de la classe du plongement de > dans ’espace-cible. Il faut comprendre
comment ce choix peut affecter le spectre de notre théorie.

On s’interesse donc a amplitude du tore ¥ = T2. Dans le formalisme d’intégrale
de chemin, la fonction de partition devient une somme sur les différents secteurs to-
pologiques [X (T?)], pésés par des phases ¢(X(7?)). Ces mémes phases apparaissent
dans la fonction de partition de type courant simple Z (2.3.41). Pour identifier le choix
de torsion discréte avec le choix de connexion B il resterait a identifier les secteurs
topologiques dans la somme Z. Cette comparaison directe est toutefois assez difficile,
puisque la factorisation gauche-droite du spectre n’estt pas explicite dans le forma-
lisme d’intégrale de chemin. Il est plus utile en revanche d’étudier les courants Jt, J&
de la théorie. Celles-ci sont définies a partir du lagrangien £ du modéle sigma selon

I’expression

Y,
t—- [E— . 2.3.
T =5exy T T saxy (2:3.58)

Ces courants vont étre modifiés simultanément dans les directions i, j telles que Fj;

n’est pas nul
T, = T+ FudX®,  Jp— Jp— Y Fu0X* (2.3.59)
Ceci implique que les champs primaires respectifs vont voir leur charge varier de

m; — m} + F,;—35,
k

Fuls, (2.3.60)
n

)

!
w; 7

ol 5, est le nombre d’enroulement de +(X) sur le 2-cycle C. La phase en(2.1.17) étant
une n;;-éme racine de 'unité, nous avons Fj; = z;;/n;; pour un certain entier z;;. Par
inspection, nous montrons alors que I’action de HQ(G/p r,uQ)) = Di<jLoged(niny) SUT
le spectre correspond a changer le choix du parametre z;; de torsion discréte algébrique
(2.3.38). Les coordonnées § des courants simples peuvent étre considérées comme des
nombres d’enroulement. Ceci généralise les résultats de Vafa obtenus pour le tore a

tous les groupes et leurs quotients du type (2.3.56).

Sommarisons les résultats de ce chapitre : tout espace G/, I', ou I' est un groupe
abélien et fini dont l’action p sur G est de la forme (2.3.56) est 'espace-cible d’une

théorie conforme. L’action p, ainsi que le choix de connection B du gerbe définit par
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H, correspondent au choix de torsion discréte algébrique dans la théorie conforme.
Nous discuterons des applications & la théorie des cordes, notamment des espaces de

lentilles L, ), dans le chapitre 5.



Chapitre 3

Champ F' et cordes ouvertes dans

des espaces compacts

Dans le chapitre précedant nous avons considéré des cordes fermées et orientées,
plus précisément des modéles sigma définis sur des variétés ¥ sans bord et avec une
orientation donnée. Dans ce chapitre nous étudions les cordes ouvertes, décrites par
des modéles sigma sur des surfaces X avec bord, dans les espaces quotients construits
dans le chapitre précédent.

Nous commencons par rappeler la définition de ces modéles dans le cas général oul
. est plongée dans un espace-cible courbe, ainsi que le role joué par la topologie de
cet espace et par les champs g, H qui y sont définis. De nouveau, on considérera le
cas des modéles avec des algébres de courants (les modéles WZW et les généralisations
construites dans le chapitre précédant) o des conditions aux bords de ¥ préservant la
symétrie conforme au niveau quantique sont connues, voir section 3.2. Ces conditions
sont étudiées du point de vue algébrique dans la section 3.3 pour le cas général des
théories conformes de type courant simple, menant a la construction d’états de bord
(symeétriques) de la théorie. Cette construction permettra de trouver, dans la section
3.4, l'interprétation géométrique de ces états de bord, soit I'univers branaire des D-
branes correspondantes. Ceci est le premier but des travaux présentés dans ce chapitre.

Rappelons que plusieurs des modéles quotients construits dans le chapitre 2 sont
reliées par la dualité 7' (2.3.51). Nous montrons comment cette dualité agit sur les
conditions aux bord et donc sur les D-branes. Nous déterminons ainsi des D-branes,
dites de type B, en particulier dans tous les groupes compacts simples et simplement
connexes. Ces branes présentent des propriétés assez remarquables, comme la possibilité

d’avoir la dimensions maximale et, par conséquent, des bords. Nous apportons quelques
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précisions a leur interprétation géométrique par rapport aux résultats de Maldacena,
Moore et Seiberg [MMSO01].

Les D-branes jouent un role crucial dans notre compréhension de la théorie des
cordes ; en raison de leur description en termes d’états de bord de théories conformes,
nous verrons qu’elles en sont des objets dynamiques de plein droit (pour ce sujet, une
bonne référence est [AS02]). Tout comme le modéle sigma pour les cordes, il existe une
action d’espace-temps qui décrit la dynamique des D-branes et qui doit étre quantifiée.
A ce stade, cette action n’est accessible qu’indirectement par des calculs de théorie
conforme, comme nous le verrons dans le chapitre 4. Pour les cas les plus simples, il
s’agit de I’action de Born et Infeld Spy (1.3.31). L’interprétation géométrique des D-
branes pose alors plusieurs questions intéressantes : quel champ de jauge y est défini?
ces configurations sont-elles stables sous cette action? Autant de questions auxquelles
nous donnerons réponse (du moins pour les branes symétriques) dans la section 3.5.
L’étude des actions effectives de basse énergie pour des configurations plus générales
est poursuivie dans le chapitre 4, notamment en ce qui concerne la géométrie non-

commutative sur les D-branes et la condensation des tachyons de cordes ouvertes.

3.1 Modéle sigma de corde ouverte

Du point de vue du modéle sigma classique, la présence d’un bord 9% implique que le
plongement X (3) n’est plus, en général, le bord d’une sous-variété M de dimension trois
dans l'espace-cible, ce qui appelle a une redéfinition du terme de Wess-Zumino [ uH
(2.1.15). Ecrivant le bord d'une variété M de dimension 3 comme OM = X (X)UQ, la

situation peut étre corrigée en remplagant le terme [ H de Wess—Zumino (2.1.15) par

/MH—/Q;E (3.1.1)

ou F est une forme de rang 2 sur une variété D englobant @ telle que dF = H|p [KS96].
Par définition, le bord X (0X) est collé avec le disque Q C D (avec des orientations
opposées) pour tout choix de plongement X, et donc la variété D codifie 'information
géométrique des conditions aux bords de notre corde; nous I'appellerons ici I'univers
branaire de la D-brane, ou brane tout court, voir la figure 3.1.}

Pour que le modéle sigma soit bien défini dans la formulation d’intégrale fonction-

nelle de la théorie, 'expression (3.1.1) doit étre définie modulo 27k pour un certain

HDans cette thése, le terme D-brane dénote ceux des états de bord qui ont une limite semi-classique.
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FI1G. 3.1 — Une corde ouverte sur une D-brane .

k € Z; comme pour le terme de Wess—Zumino, ceci meénera a des conditions topolo-
giques sur I’espace-temps. Une premiére considération est que pour une méme confi-
guration de champs de corde fermée (g, H) il y aura plusieurs solutions (Q,F) de
D-branes, car le modéle-sigma admet différentes conditions de bord qui préservent la
symétrie conforme. Une classification partielle des conditions au bord conformes fera
I’objet de la section 3.3.

Une autre conséquence immédiate de la formule (3.1.1) est que, si le champ H est
nul alors F peut étre définie globalement et au niveau classique il n’y aura aucune
contrainte sur la géométrie des D-branes D. En plus, par le lemme de Dolbeault F
est localement exacte, soit 7 = dA pour une forme A, de rang 1 définie sur (). Nous

retrouvons le terme de bord S%* (1.2.24)

/H—/f: Adr. (3.1.2)
M Q o%

C’est le cas notamment des espace-temps (Ricci-) plats, allant des tores et des ondes
planes aux variétés de Calabi-Yau. Les seules restrictions aux univers branaires D dans
ces cas sont d’ordre topologique dans le sens ou les branes doivent s’enrouler autour
de cycles non-triviaux.

Par contre, si le champ H est non-trivial alors F est défini seulement localement
et peut s’écrire a 'aide de la connexion B (voir la section 2.1). Ceci implique que les
D-branes D sont des sous-variétés de M de dimension inférieure, faute de quoi H serait
exact. Les conditions topologiques précises pour la bonne définition (classique) de D
pour tout plongement X sont plus contraignantes; elles sont exprimées en termes de
cohomologie relative de H et F [FOS94|.

Avant d’examiner les conditions aux bords et les D-branes correspondantes dans les

modeles de WZW, une remarque générale sur la 2-forme F est utile. Comme suggéré
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par (3.1.2), F peut s’écrire sur la D-brane comme la somme
F = B|p + 2nd/F (3.1.3)

ou F' est une forme de rang 2 fermée définie sur la D-brane. Une fois que c’est F
qui est couplé a la D-brane dans le modéle sigma, il se doit d’étre invariant sous
les transformations de jauge du champ B; le champ F' est donc défini & une telle

transformation de jauge prés.

3.2 Cordes ouvertes dans les variétés de groupes

Nous retournons maintenant aux modéles WZW, soit les théories conformes décri-
vant des cordes dans des groupes compacts. Les théories de cordes fermées sont, comme
nous I’avons vu au chapitre 2, définies a 'aide des courants gauches J¢ et droits J%, gé-
nérateurs de 'algébre de symétrie g X gp, sur la surface d’univers X ; pour les cordes
ouvertes il faut imposer des conditions aux bords 0X et il est naturel de le faire en
termes des courants. Nous pouvons considérer par exemple la condition de "collage"

suivante
J*=J* sur 9% (3.2.4)

Le mérite de ces conditions aux bords est qu’elles préservent une sous-algebre g diago-
nale dans 'algébre de symétrie originale g X gp. Le fait que cette algébre de symétrie
de dimension infinie soit préservée non seulement assure l'invariance conforme de ces
conditions aux bords, car la construction de Sugawara assure que L,, = L,, au bord ; elle
fait aussi espérer que, comme pour le cas des cordes fermées, il soit possible de résoudre
la théorie quantique. Effectivement, la condition (3.2.4) caractérise complétement un
ensemble d’états de bord de la théorie quantique ; ces états de bord, dits symétriques,
sont obtenus par la construction de Cardy que nous rappelons dans la section 3.3.
Dans cette section nous présentons quelques considérations semi-classiques sur les
D-branes dans les groupes. En effet, le fait que la condition de collage (3.2.4) soit décrite
au niveau de I’algébre de Lie g et non pas d’une algeébre des courants g implique que
le collage est bien défini dans la limite semi-classique £ — oo et qu’une interprétation
géométrique est donc possible. De plus, nous verrons dans la section 3.5 que ’analyse
semi-classique, valable & priori dans ce seul domaine, méne dans le cas des modéles

WZW & des résultats exacts. Tout ceci fait des états de bord dans des variétés de
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groupes le laboratoire idéal pour étudier les D-branes soit du point de vue de la théorie
conforme per se soit du point de vue de la théorie des cordes.
Toutes ces considérations sont aisément adaptées pour des conditions de collage de

la forme
J* =wJ* sur O% (3.2.5)

oll w est un automorphisme de ’algébre g. Nous verrons a partir de I’équation (3.2.7)
que le cas d’automorphisme extérieur est significativement différent du cas d’automor-

phisme intérieur (qui est essentiellement le cas symétrique (3.2.4)).

Soulignons qu’une théorie conforme sur une surface avec bord est définie par deux
structures : la théorie conforme sur l'intérieur de la corde (’algébre de symétrie, le
spectre, les produits d’opérateurs) et la symétrie préservée par le bord. La difficulté
de ces conditions de collage “minimales” L, = L, réside dans le fait que, du point
de vue de I’algebre de Virasoro, les théories que nous avons considéré jusqu’ici sont
irrationnelles et non-diagonales et la construction de Cardy ne s’applique plus. En
effet, dans I’ensemble des théories conformes qui ont une limite semi-classique, des
états de bord “minimaux” ont été construits seulement pour le cas du boson libre (et
compactifié¢), en déformant les états de bords symétriques [GRWO02]. La construction
des états de bord généraux pour les modéles de WZW reste donc un probléme ouvert
bien que quelque progrés ait été fait dans ce sens [FRS02].

Toutefois, des états de bord qui brisent la symétrie de g peuvent aisément étre
construits en imposant des conditions de collage symétriques a des courants générant

des sous-algébres h C g. Nous ferons usage de cette construction dans la section 3.3.2.

D-branes symétriques et classes de conjugaison. Commencons par voir ce que
nous disent les conditions de collage (3.2.5) sur la géométrie des D-branes. Partant de

la définition des courants (2.3.46), la condition J = w.J se réécrit
(1—-wo Ady)g 0,9 = (1+wo Ad,)g 0,9, (3.2.6)

o Ad,(h) = ghg™! dénote l’action adjointe du groupe sur lui-méme, et nous avons
repris les coordonnées o,7 sur ¥ dont le bord est choisi &4 ¢ = 0. La dérivée 0,9
du champ g le long du bord de la surface d’univers est un vecteur tangent a I'univers
branaire de la D-brane correspondante. Or, (3.2.6) implique que g~'d,g est dans I'image

de (1—woAd,) (vu que (1+wo Ad,) est inversible et commute avec (1 —wo Ad,)). Cela
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veut dire que 0.g est un vecteur tangent a la sous-variété w o Ad,. L'univers branaire
correspondant a (3.2.6) est donc la classe de conjugaison (vrillée par w) de g, donné

par
C2 = {hgw(h)™,Vh € G} (3.2.7)

Nous avons dit que les condition de collage symétriques caractérisaient une certaine
famille de D-branes et nous avons montré comment en déduire des univers branaires;
nous montrons maintenant comment, de fagon cohérente avec les résultats de [KS96], la
condition (3.2.6) permet de spécifier aussi des deux-formes F, sur ces univers branaires.
En effet, sur une classe de conjugaison (vrillée) donnée, 'opérateur (1 —w o Ad,) est
inversible et (3.2.6) devient une application linéaire de g dans g. Utilisant la métrique
(de Killing)

g(u,v) = (g u, g ') (3.2.8)

nous pouvons faire correspondre a cette application une forme de rang 2 sur C; qui a

deux vecteurs (u,v) tangents a la classe de conjugaison associe le nombre

1+ wo Ad
_ [ -1 g —1
Fo(u,v) <g oo Ad,” v>

Nous pouvons vérifier que dF, = H, mais seulement sur I'univers brannaire C, et non

(3.2.9)

pas dans des directions qui y sont orthogonales, conformément & (3.1.3).

Toutes ces considérations étant d’ordre semi-classique, il est temps que nous nous
tournions vers la description exacte des états de bord dans les théories quantiques. Le
but est de décrire les D-branes symétriques pour ’ensemble des théories considérées
dans le chapitre 2.

Soulignons toutefois la structure de la théorie classique, car elle sera préservée dans
le cas quantique : la définition du modéle sigma de corde fermée est indépendante des
termes de bord, ce qui nous permet de d’abord fixer la configuration de corde fermée et
ensuite déterminer les D-branes possibles dans cette configurations. En d’autres mots,
dans le régime de corde test (g5 trés petite) nous pouvons ignorer la réaction inverse

des D-branes dans ’espace-cible de la théorie conforme.

3.3 Etats de bord et torsion discréte

La présence d’un bord sur la surface ¥ introduit dans le systéme une échelle macro-

scopique, notamment la distance au bord. Si la distance au bord devient un paramétre
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physique de la théorie, elle joue un role dans les fonctions de corrélation ; en effet, si
par exemple sur le plan complexe la symétrie de dilatation implique I’annulation des
fonctions a un point, celles ci auront des valeurs non-nulles dans la présence d’un bord,
ol cette symétrie est brisée. Cette valeur (A\(2)), dépend de la distance du point d’in-
sertion z au bord et des conditions au bord ; plus précisément, la donnée de I’ensemble
des fonctions & un point d’une théorie définit son état de bord B.

Une théorie conforme dans une surface avec bords est donc définie non seulement
par sa fonction de partition Z mais aussi par les états de chaque bord et encore par
les champs qui y sont confinés.

Les fonctions & un point définissent une action des états de bord sur les champs de
la théorie qui sont définis a I'intérieur de . Il est utile de trouver une base pour cette

action, dans la forme des blocs conformes |i)), dans laquelle les états de bord s’écrivent
B, =) Bili)). (3.3.10)

Cette expression mérite plusieurs explications. Les étiquettes ¢ des blocs conformes,
ainsi que leur action sur ’espace de Hilbert, sont déterminés par la symétrie préservée
par le bord ; par exemple, pour les conditions au bord symétriques des modéles WZW

les blocs conformes vérifient
(Jo — wldy) |i)) = 0. (3.3.11)

Pour déterminer les blocs conformes, aussi connus comme états d’Ishibashi, il convient
de se souvenir de la méthode des images de I’électromagnétisme. On peut considérer
la fonction (\(z)) sur, disons, le demi-plan complexe supérieur ¥ = H = {z € C :
Im(z) > 0}, comme une fonction a deux points sur le plan complexe C avec des
insertions A(z) et A°(Z). Les blocs conformes sont donc en correspondance avec ces états
dans le spectre qui sont couplés a leur conjugué (on voit bien que une telle construction
est impossible pour les états vrillés.) Les états de Ishibashi peuvent, comme nous 1’avons
vu, briser certaines symétries de la théorie de la masse, du moment que la symétrie
conforme L,, = L, soit préservée sur le bord.

Quant aux états de bord, leurs étiquettes a (et en particulier leur nombre), sont
plutot déterminés a partir de contraintes de cohérence de la théorie, dites contraintes
"de couture" |Lew92|,|PSS96]; la premiére d’entre ces contraintes est la compatibilité
du spectre de la corde ouverte avec la dualité corde ouverte — corde fermée illustrée

dans la figure 1.1.
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Les champs définis sur de bord sont des champs primaires de 1’algébre préservée
par les conditions au bord (3.3.10). Leur spectre est donné par la fonction de partition
de corde ouverte, c¢’est-a-dire Pamplitude de ’anneau (1.1), qui décrit la propagation
de la corde ouverte le long d’une boucle. Avec des conditions B,; aux bords, celle-ci

s’écrit pour une théorie rationnelle
ZZU(Q) _ <Ba‘e27rt(Lo—C/12) ‘Bb> — Z "isz’(Q)a (3312)

ot les coefficients de Panneau n!, comptent le nombre (entier non-négatif) de copies du
champ ); dans le spectre, et ¢ = e?™ ol t est le paramétre modulaire de I’anneau. Une
insertion d’un champ \; sur le bord implique donc un changement de la condition de
bord a vers la condition b si n’, est non nul; un coefficient plus grand que 1 indique une
dégénérescence des champs de bord, c’est-a-dire qu’il existe plus d’un champ de bord
interpolant entre B, et B, qui est dans la méme représentation de I'algébre chirale. 11
existent alors d’autres nombres quantiques qui soulévent cette dégenerescence, mais ils
ne nous serons pas utiles par la suite.

A l'aide d’une transformation modulaire t — —1/¢, cette amplitude décrit la pro-
pagation d’une corde fermée avec conditions initiale B, et finale B, (figure 1.1). Cette

amplitude s’écrit
AL () = (ByJe 7 (Posttislome/2)|g,). (3.3.13)

La condition de cohérence, dite de Cardy, qui s’impose due a la dualité corde ouverte

— corde ferméee est que
(1) = AL (1), (3.3.14)

Etant donnée la transformation modulaire nécessaire pour passer d’une interprétation
a l'autre, la condition de Cardy remplace pour les cordes ouvertes la condition de

I'invariance modulaire pour les cordes fermées.

L’ingrédient fondamental pour ces calculs, plutot qu’une expression explicite pour
les états de Ishibashi qui en général n’est pas connue, est 1'identité suivante qui donne

les blocs conformes & deux points en termes de caractéres
({ulermie ot bome2) ) =y, (2¢) (3.3.15)

Dans les cas qui nous intéressent, les théories conformes rationnelles de type courant

simple, ces contraintes nous permettent déja de déterminer les coefficients de bord B!
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reliant les états de bord aux états d’Ishibashi (3.3.10). Ceci dit, c’est un fait hautement
non trivial, quand il est démontré, que le nombre d’états de bord égale celui de blocs
conformes (ce qui est une condition nécessaire pour la cohérence de la formulation

(3.3.10), compte tenu de la linéarité de I’action des blocs conformes).

3.3.1 Etats de bord du type courants simples

Le cas le plus simple, celui d’une théorie conforme avec fonction de partition de
conjugaison de charge, a été étudié par Cardy [Car89| : dans ce cas, tous les états dans
le spectre sont 'diagonaux’ et les états de Ishibashi sont donc en correspondance avec
le spectre ; en particulier les états de bord et les états de Ishibashi sont paramétrés par
les mémes étiquettes. C’est le cas des conditions aux bords (3.2.4) des modéles WZW
considérées dans la section précédente.

De la méme fagon que les fonctions de partition de type courant simple généralisent
la fonction de partition de conjugaison de charge, nous nous attendons a ce que la
construction de Cardy admette une généralisation par 1'utilisation des courants simples.
Plutot qu’a des états diagonaux \;, nous devons nous intéresser & des orbites d’états
sous le groupe de courants simples G et notamment a la possibilité d’avoir des points
fixes, codifiés par les sous-groupes stabilisateurs S; = {F € G : F'x A\; = \;}. En effet,
les états de Ishibashi seront en correspondance avec les paires ();, F') ou \; sont des
états diagonaux de la symétrie préservée par le bord, et les courants simples F' € §;

vérifient

Remarquons la dépendance de cette condition par rapport a la torsion discréte X. Ceci
est en fait une ansatz qui reproduit les résultats connus et émerge assez naturellement
de la formulation plus axiomatique des théories conformes rationnelles présentée par
Fuchs, Runkel et Schweigert [FRS02].

Quant aux états de bord, ils sont en correspondance avec les orbites de G dans
I’espace des états primaires ; et de nouveau il faut résoudre la dégénérescence introduite
par des points fixes. Pour cette résolution, il faut en général raffiner la notion de
stabilisateur S; et introduire son sous-groupe le centre effectif C;. Cependant, pour
les théories dont il est question ici il s’avére que C; = S;, et nous laissons tomber ces

subtilités, renvoyant le lecteur intéressé a [FHSSWO0O0]. Les états de bord ont alors des
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étiquettes a = [\;, ¥] on \; sont des représentants des orbites de G et 1 est un caractére
de C; (qui évidemment ne dépend que de l'orbite );). Il est montré dans [FRS02| que

le nombre d’états de bord ainsi obtenus coincide avec celui des états d’Ishibashi.

Nous pouvons maintenant présenter la formule pour les coefficients de bord, qui

consiste a nouveau d’un ansatz,

B [ 6] arSj
GO = AISIC] /S0

oll ap est une phase et la matrice S¥ généralise les transformations modulaires pour

(F)*, (3.3.17)

les secteurs avec points fixes. L’amplitude de I'anneau (3.3.12) devient

ouv v |b,
e =" Ar by, (3.3.18)
ou la notation Al['a [fp)ﬁb} généralise les coefficients ngb avec les étiquettes correctes,
v [bay] " Ly
A[a,wa}b - Z B(u,J)[a,wa}B(M,Jc)[wb}su- (3.3.19)
(w,)

En introduisant les coefficients de bord (3.3.17) dans cette expression, on peut montrer

que les coefficients A’[’a EZZ]M

que pour les états de bord symétriques les coefficients n’, égalent les régles de fusion

de ’anneau sont résolument des entiers positifs. Etant donné

i (2.2.22), ceci qui généralise la formule de Verlinde (2.2.27).
L’interét de présenter ce formalisme est bien sur de I'appliquer & la construction
des états de bord symétriques dans les théories conformes décrites au chapitre 2. Dans
notre cas, il s’agit de construire dans les variétés G/,I" des états de bord qui préservent

Palgébre de symétrie g/u(1)" x u(1)".

3.3.2 Etats de bord dans les quotients de groupes

Nous commencons par utiliser ce formalisme pour étudier les états de bord dans
les espaces de lentilles généralisés L, ,; en effet, ceux-ci présentent déja la plupart des
phénomeénes pertinents, comme l’existence de points fixes (des branes fractionnaires)
et la possibilité de construire par dualité T des états qui brisent la symétrie g/u(1)" x
u(1)" (des B-branes). La généralisation a de quotients d’autres groupes ne pose pas de
problémes supplémentaires.

Rappelons de la section 2.3.1 les notations de la théorie décrivant la propagation

des cordes dans les espaces lentilles. L’algébre de symétrie est su(2)g/u(1) x u(1),
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avec des champs primaires de la forme (j,m;n); le groupe des courants simples est
G = Zy X Z,, engendré par Jy, Jo tels que Ji(j,m;n) = (j,m+2;n+2) et Jo(j,m;n) =
(7,m;n + 2k/n); et le spectre, qui dépend du choix de torsion discréte, est donné en
(2.3.49). 1l existe des points fixes si et seulement si n, et par conséquent &k qui en est un
multiple, est pair. Les points fixes sont de la forme (k/2,m;n) dont les stabilisateurs
sont {Q, K} ~ Zy avec  I'identité et K = (0, k;0) (ou il faut rappeler I'identification

des champs (j,m;n) ~ (k — j,m + k;n) dans le secteur parafermionique).

Blocs conformes. Les blocs conformes sont alors étiquetés par
(1, Q) avec p= (j,rn,rn) et Q=1(0,0,0), (3.3.20)
avec 0 <r <2k/n et 0 <j<k; et pour les points fixes nous avons de plus
(u, K) avec p=(k/2,k/2+rn,k/2+rn) et K =(0,k,0), (3.3.21)
avec 0 <r < 2k/2. En somme, le nombre d’états d’Ishibashi est

(k+4)k/n sinest pair,
#I = (3.3.22)
(k+ 1)k/n sinon.
Remarquons que méme si le nombre d’états d’Ishibashi ne dépend pas de la torsion
discréte, les étiquettes de ces états, et leurs propriétés, en dépendent. Nous écrivons
ces états sous la forme |A; 7,7, F)) = |A; 7,mn)) | A; rn))Y(Dr et choisissons la norma-

lisation

(A7, F'|qho® 10k A g By = 608,08 p 0 Yot (0%) x5V%(g?). (3.3.23)

Etats de bord symétriques. Passons maintenant aux états de bord, qui sont éti-
quetés par les orbites de G dans I’ensemble des états primaires. Il est facile de voir

qu’un ensemble représentatif de ces orbites est donné par
p=(3.0,L+s) avec 0<j<|k/2] (3.3.24)

ou |k/2] est la partie entiére de k/2 (I'indice muet ¢ sert a assurer les régles de sélec-
tion des parafermions, c’est-a-dire que j — n soit pair). Nous notons donc les états de
bord par |A, [p,,]). On peut vérifier que leur nombre égale le nombre (3.3.22) d’états
d’Ishibashi.
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Déterminons maintenant les coefficients de bord (3.3.17), d’abord pour le cas sans
points fixes, c’est-a-dire avec n impair. Dans ce cas les stabilisateurs sont triviaux et
leur caractére est ¢ = 1. La matrice S de la théorie su(2);/u(1) x u(1) se décompose

comime suit

Sy = 2850 @8 ) (500 ), (3.3.25)
avec
1 imnn! SU(2) 2 . (U+DE+)
Sv) S5U@ . (3.3.26
n,n /2ke F ’ 757 k+2 Si k‘+2 7r ( )

Pour les états de bord de type A réguliers, nous trouvons le résultat

gsv@
A g sy =vn > e TET A Q). (3.3.27)
. SU(2)
i s 0,

2[(+rn)

Examinons maintenant le cas n pair, ou il existe des stabilisateurs non-triviaux et
il faut prendre en compte le caractére ¢/ du centre effectif dans les coefficients de bord
(3.3.17.). Ceux-ci affectent seulement les états de bord avec j = k/2 (les autres étant

de la forme (3.3.27)) auquel cas nous trouvons les états de bord fractionnaires

\% k S ), T, T n,n+s .
‘A7 k/2757¢> = —n Z b /77 ML |A;j,7", Q>> (3328)
2 7=0,2,..., k SQ,(j,TTL,T‘TL)
r=0,1,..., 2k/n—1
aKw(K)SK rn ™ n,n+s
+ Z (k/?,k/Q—l— ,k/2+ ),(k/2, ,n+ ) |147 k/277", K>> 7
r01 oo /n1 /59, (k)25 2-4rm ke 24 vm)

ol la matrice S généralisée est

1 K.SU@) = timm'm 1 i (ol
S([ig/2m’,m’)7(k/2,n,m) ~k Sk/27k/(2) et = & D! ) (3.3.29)

avec D = e /8 |BorWo3|.

Etats de bord T-duaux. Rappelons du chapitre 2 qu’ayant construit les théories
conformes décrivant la propagation des cordes fermées sur le quotient SU(2)y/Z,, (ou
la symétrie SU(2) gauche est préservée) nous avons aussi déterminé les théories T-
duales, soit SU(2)y/Zy,. Nous venons maintenant de construire les états de bord dans
chacune de ces théories, et la question se pose de savoir ce qu’il arrive aux états de bord

par la dualité T. Une simple analyse des dimensions des D-branes (tout comme une
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énumeération des états de bord (3.3.22)) nous révéle que ces états, que nous appellerons
maintenant de type A, ne peuvent étre en correspondance par la dualité — il doit donc
exister de nouveaux états de bord dans ces théories, que nous appellerons de type B.
Suivant [MMSO01| nous pouvons déterminer ces nouveaux états a 1’aide du fait qu’il
doit exister une correspondence entre les fonctions a un point des deux cotés de la
dualité, dont nous connaissons les spectres. Comme la dualité T agit sur la partie u(1)
droite de I'algébre de symétrie par un changement de signe, nous trouvons que les blocs
conformes de type A de la théorie SU(2)y/Z,, sont transformés en blocs conformes de
type B de la théorie SU(Q)k/Z%

|B; g, rk/n,rk/n, Q) = |A; 4, vk /n)) | By rk n)) U0k, (3.3.30)

ol le B sert a nous rappeler que nous avons changé le signe de la partie gauche du bloc

conforme u(1),

| Bk /n))V Ok o= |—rk/n, vk /n))V D,

Clairement, ces blocs conformes sont non-nuls seulement quand —rk/n = rk/n mod
2k, soit r = 0 mod n. Les états de bord de type B sur SU(2)./Z, qui correspondent

aux états de bord de type A non-fractionnaires sur SU(2);/Zx sont alors

SU(2)

S‘ U inrk/ns’
|B;j’7 3/>£k,n = \/]{,‘/n E %e— kk/ A,]77’k‘/n>>PFk|B7T]{f/n>>U(l)k,
J=0,1,...k SO ;,](2)
r=0,1,..., 2n—1 ),
2[(j+rk/n)

ol les coefficients de bord, et la normalisation des blocs conformes, sont préservés par la

dualité T. Le méme raisonnement s’applique aux états de bord de type B fractionnaires

k2 S l,rk/n,rk/n n,n+s .
|B; /2, 5, )% = /n< Yo 2O R0 | A ke )y PR By k) U Ok

2

7=0,2,..., k V SQ,(j,rk/n,rk/n)

Q w K SK T n TR/N n,n—+s
I Z K ( ) (k/2,k/24+rk/n.k/2+rk/n),(k/2,nn+ )|147 §+Tk/n>>PFk|B7 %—H”/{:/H»U(l)k

04 o1 /59, (k )2k 24k ke 241k )

Rappelons que les notations ag, 9 (K) furent définis aprés la formule (3.3.17). Nous
reviendrons aux états fractionnaires de SU(2); en plus de détail pour en déterminer

I'interprétation géométrique.

La fonction de partition de ’anneau. Dans ce paragraphe nous déterminons les

spectres de corde ouverte avec les états de bord construits en haut, et étudions leur

).
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dépendance dans la torsion discréte. Ici nous vérifions que la formule générale pour le
spectre (3.3.19) donne bien des coefficients entiers positifs. En particulier, quand n est

impair nous trouvons, en utilisant les propriétés d’unitarité de la matrice modulaire S,

que
A vl — G20 o ') N (3.3.31)
ol Nj;jb sont les régles de fusion de SU(2);, données par
L si ‘ja - ]b‘ S j/ S min{ja +jba 2k — ja - ]b}
NI, =3 et Gu+jri =0mod?2, (3.3

0 sinon.

Par contre, quand n est pair il existe de points fixes. Pour le cas de deux états de bord

dont aucun n’est fractionnaire, nous trouvons

(@' m') [ose]  _ c2k i’ k/2—j'
A =6 M (sq—sp+n'—m/) <N]]-ajb - Nja/jb ’ ) : (3.3.33)
Si un, et seulement un, des états de bord est un point fixe le calcul est trés similaire
parce que les éléments non triviaux de la matrice SX de résolution de points fixes

(j/7n/7m/) [j 78 } _ 2k i’
s’annulent et nous trouvons Ay 5, 7 T =6 /”(sa—sb+n’—m’)Ng/z’jb
si nous considérons deux conditions aux bords dont les orbites ont des points fixes, il

. Finalement,

faut prendre en compte les caractéres ; des centres effectifs C; = Z,. Le résultat est
-/ n/ m/ E s
A(?€7 ) )[27 bvwb}

1 i’ . _ . . .
P = 552’“/”(sa—sb+n’—m’) (Ni T mwawbsm((ﬂé)w))-
275117 a 22

22

Remarquons qu’en dépit du facteur 1/2 ceci est toujours un entier (positif), car le

facteur Ng & est non nul exactement quand sin((j’ +3)m) Dest, et aussi que s,—s; +
22

n’ —m' est pair a cause du delta de Kronecker dans le pré-facteur. Pour conclure, les

coefficients de cette amplitude sont donc

(6% N/, st 2n
. k/2— ! . . .
AV b o < 5 X <N.7qajb + Nja{jb ’ ) S1 2|n et ]a’]b # k/2
¢ 5 X N]{/Zjb si 2n et gy #k/2, jo=Fk/2
[ 0 361 (L a1 HH 0 ) i 2 et o = K2

avec les notations § = 0%/ (s,—s,+n'—m’), et {|k signifie "¢ divise k". Notons que
toutes les amplitudes dépendent seulement de la différence s, — s;, ce qui est essentiel
pour 'interprétation que nous allons donner & ce nombre quantique, a savoir que les
branes avec s # 0 correspondent a des moyennes pour ’action du groupe Z, de branes

symétriques vrillées dans ’espace de recouvrement.
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3.4 A-branes, B-branes et branes fractionnaires
dans G/I

La construction algébrique de la section précédente nous assure ’existence des états
de bord B;? donnés par (3.3.17). La question se pose sur la limite semi-classique k — oo
de ces états et de leur éventuelle interprétation géométrique. Nous comprenons l'inter-
prétation géométrique dans le sens le plus large, incluant non seulement la géométrie
de I'univers branaire mais aussi les champs définis dessus, voir section 3.1. Ce probléme
a été étudié pendant la derniére décennie par des groupes variés avec des méthodes que
nous utiliserons dans la suite. Dans cette section, nous déterminerons la géométrie des
univers branaires correspondant aux états de bord symétriques, laissant pour la der-

niére section de ce chapitre I’étude des champs définis sur la brane et leur dynamique.

A-branes dans les variétés de groupe. Pour étudier 'interprétation géométrique
des états de bord, il importe de rappeler que ces états sont des combinaisons linéaires de
blocs conformes. L’action linéaire des blocs conformes sur I’espace des représentations
de l'algebre affine g;, avec un niveau k fixe se restreint naturellement aux représenta-
tions correspondantes de la sous-algébre horizontale g =Lie(G) et donc, par le théoréme
de Peter-Weyl (2.1.13), a la troncation de 1’espace des fonctions sur G' compatibles avec
ce niveau. Dans la limite semi-classique £ — oo I'espace des blocs conformes peut ainsi
s’identifier avec ’espace des fonctions sur GG ; d’aprés les considérations classiques de la
section 3.2 sur des conditions au bord et les classes de conjugaison, nous nous attendons
a ce qu’'un état de bord symétrique d’'un modéle WZW corresponde & une fonction loca-
lisée dans une classe de conjugaison. Nous rappelons cette démonstration de [FFFS00]
ici et généralisons cet étude a toutes les D-branes, de type A, B, fractionnaires ou non,

construites dans la section précédente.

Prenons le cas du modéle SU(2), & niveau k fixé. Le bloc conforme B;/ correspond

a la fonction Bj/(g) donnée par

= > Bk, @5,) (v, 1R (9)]5,,), (3.4.34)

Jmp,mpg
ou les v/, forment une base des états de la représentation de SU(2) de plus haut poids
j et V est le volume de SU(2).
Avant de continuer, notons que tout dans la définition (3.3.10) des états de bord, des

étiquettes des blocs conformes aux valeurs des coefficients de bord, dépend du niveau
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k. Rappelons que j' est aussi un plus haut poids de 1'algébre gy, dont la projection y;/

27rz'yj/

sur g =Lie(G) est associée & un élément de G par gy = e . Toutefois, la projection

dépend du niveau selon y; = ]f;:}’j . Il faut donc définir comment, dans la limite de grand
niveau, I'étiquette j' de B, varie avec k. En vue d’une interprétation géométrique nous
choisissons de maintenir y; fixé, et donc j' croit avec k.

Le support de la fonction Bj/(g), qui est ce que nous souhaiterions appeler I'univers
branaire, est en fait I’espace entier. Toutefois, dans la limite £ — oo, la fonction Bj/(g)
devient localisée autour de la classe de conjugaison Cg, [FFFS00], et nous confirmons
linterprétation géométrique prévue dans (3.2.7) des D-branes dans des variétés de
groupes en termes de classes de conjugaison. Le nombre fini de valeurs de 1’étiquette
j" méne & une quantification de la position des D-branes dans G,
2mi

exp ! gy €L =@ _

ou LY est le réseau des plus hauts poids associés a la racine simple a.

A-Branes et B-branes dans des quotients de groupes. Prenons maintenant le
cas des espaces de lentilles réguliers. Les fonctions (3.4.34), définies sur SU(2), sont
projectées sur le quotient L,, = SU(2)/Z, si et seulement si elles sont invariantes par
I’identification g ~ ¢ e H ont H est le générateur du tore maximal qui englobe le sous-
groupe Z, par lequel on quotiente ; alors f (vﬁnL ®2~J%’1R) = ( seulement pour mgr = 0 mod
n. Encore faut-il, pour utiliser les blocs conformes Bj,, = BJ¥ BYW de 1a théorie L,,
décomposer les fonctions sur SU(2) en des fonctions sur I'espace SU(2)/U(1) xU(1), ce
que nous faisons en écrivant v v/ = w{m n)
dans I'espace des fonctions telles que Bg(l)(en,_m) = 0g,n0q,m €t que

/2 €n,—m- Nous prenons des normalisations

B]P};kl( ‘(YmL-i-mR)/Q) 5 7]/627”161 ymp+mpg + 5] k— ]/527“]431 2k ymp+mpg* (3'4'36)

Les états de bord de type A non-fractionnaires (3.3.27) sont donc localisés sur 1’espace

lentille par les fonctions

Bisl)=vn Y SpDl o (95) = Biolgs) (3.4.37)

i’=0,1,...,
r=—k/n, k/n+1 k/n—1
2|(3"+rk1)

ol nous avons utilisé les notations

A suE | J +1 . , o
S]’J' = Sj,j’( ) SU(2) ) gs:=¢ & Hg ) et DJm,TL(.Q) = <U£n‘RJ(g)|U£L> )
So7jl V
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avec la convention que les éléments de la matrice D’ sont nuls si |m|, |n| > j. En particu-
lier, pour SU(2), nous retrouvons les classes de conjugaison B; (g) = PO S; 5 X (gs)-
Dans des espaces de lentilles généraux cettes A-branes sont donc les projections de
combinaisons invariantes de D-branes dans le SU(2) de recouvrement. Cettes branes
pré-images sont vrillées par un automorphisme intérieur qui se manifeste dans la rota-

tion g — g5 (ne pas confondre avec la constante de couplage de la théorie des cordes).

Pour les états de bord fractionnaires de type A, un calcul analogue nous révéle que

~ Vkky ik
Bsy(9) = 5 Z S,J/Df«kl vy (9s) + \/7 - k:/nOZ Dk/2

§'=0,2,....k r==+k/2
r——k/n —k/n+1,..., k/n—1

Les deux branes (correspondant aux choix 1y = +1) ont le méme profil pour tout k
sauf si k/n est pair, & cause du terme en §; /n.0° Toutefois, dans la limite géométrique,
ce terme est sous-dominant; nous établissons ainsi un fait important, a savoir que
les branes fractionnaires ont le méme univers branaires. Ces univers branaires sont
cependant distingués par le choix de la connexion B du champ H, comme nous le

verrons plus bas.

Il est plus intéressant d’étudier ces nouvelles branes de type B, obtenues par la dua-

lité T. Nous avons vu dans la section précedente que les blocs conformes de type B sont

de la forme BE

er(em_m) = Orky.nO—rkym- Alors le profil des B-branes non fractionnaires

est donné par

=Vk/n ) Sk/zu'DmQ,er(gs) BP(9), (3.4.38)

j’=0,1,...,
r= On 2|(5' +Tk2)

avec s = 0,...,2n—1, ou s = 0,...,n—1 dans le cas ou 2|n,2{k/n. Pour les branes de

type B dans SU(2) nous trouvons
Blo)=vVk D 8y Dholgs) + VES;s Dfy(g:) (3.4.39)
§'=0,2,..., 2[k/2]
La brane de type B fractionnaire (qui apparait quand k/n est pair) a la forme

~ \k/n N ) k/n 1
BSB: (9) = 2/ Z Sk/2,j’Df«k2,rk2(gs)+520¢e 5 km(ﬂs)\/ ‘// ( )4 (3.4.40)

3'=0,2,....k
r=0,n

De nouveau, par comptage de puissances en k nous constatons que le terme en
)
qui différe entre les branes fractionnaires disparait dans la limite semi classique. De

nouveau, toutes les branes fractionnaires ont donc le méme univers branaire.
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Remarques. Rappelons que du point de ’espace-cible, les D-branes sont définies
par leur l'univers branaire D et aussi par le champ F qui y vit. Comme pour le
choix de connexion B étudié dans le chapitre 2, le champ subit une action du groupe
H?(G/T,U(1)), ou plus précisement de sa restriction sur D, H*(D,U(1)). Or, il s’avére
que ce groupe est trivial sauf si 'univers branaire D est invariant par I' [GaRe02], c’est-
a-dire précisément le cas de branes fractionnaires. Donc, les branes fractionnaires se
distinguent par les champs électromagnétiques qu’elles portent. Ces champs ont été
construits explicitement dans le cas des branes fractionnaires équatoriales de SO(3)
[C02].

Les résultats obtenus ici pour les branes dans les espaces lentilles généralisés peuvent
étre transposés au cas général des quotients G/,I. Les D-branes dans ces espaces sont

les projections des ensembles invariants sous I' de D-branes (vrillées) dans G.

3.5 Action de Born-Infeld et stabilisation
par le flux de F

Les résultats de la section précédente posent un probléme : les univers branaires des
branes de type A dans les variétés de groupes sont des classes de conjugaison et donc
des sous-variétés contractiles dans les groupes et leurs quotients. La question se pose
du point de vue de la théorie d’espace-temps si ces D-branes sont stables et par quel
mécanisme. Ce probléme a été résolu pour le cas de SU(2) dans [BDS00] avec la pro-
position du mécanisme de stabilisation par le flux du champ électromagnétique ; dans
cette section nous généralisons ce mécanisme a tous les quotients de groupe construits
en haut. Nous rentrons ainsi dans le sujet qui nous occupera pendant le reste de cette
thése, & savoir les action effectives qui régissent la dynamique des D-branes dans leur

interprétation d’espace-temps : I'action de Born-Infeld et ses généralisations.

Nous dérivons 'action de Born-Infeld (1.3.31) et en calculons certaines corrections
dans le chapitre 4, selon les idées déja exposées dans la section 1.3. Ici nous reprenons

cette action (a dilaton nul)

Sp1(p, F) = / Vdet (p*g + p*B + 27F) (3.5.41)
D

et I'utilisons comme le principe dynamique qui controéle les D-branes symétriques, dans

la limite semi-classique £ — oo. Que cette application soit avisée, méme dans cette
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limite, n’est pas évident puisque Sp; a été trouvée comme l'action effective pour des
D-branes dans I’espace plat. Le résultat central de cette section (généralisant [BDS00])
est que 'action Sp; reproduit néanmoins exactement les résultats de la théorie conforme

pour tout k£ (& un décalage et une troncation du niveau k prés).

Les variables dynamiques qui entrent dans la description (3.5.41) des univers bra-
naires sont le plongement p(D) de cet univers dans ’espace-temps (et non pas la surface
D en soi) et le champ F' défini sur D. Pour adapter I’action de Born-Infeld aux branes
symétriques dans les groupes compacts, dont les univers branaires sont des classes de
conjugaison (3.2.7), nous avons besoin de mieux connaitre la géométrie de celles ci. Par
les arguments standard (les classes de conjugaison d’un groupe abélien étant toutes tri-
viales) il suffit de se pencher sur les groupes compacts, simples et simplement connexes.
Pour la plupart des éléments g dans GG, ceux dits réguliers, il s’avére qu’il existe un seul
tore maximal T contenant g, qui forme aussi le commutant C(g) de g (le sous-groupe
de G des éléments qui commutent avec g). Le tore maximal est de la forme 7" = U(1)"
ou r est le rang de (G. Les classes de conjugaison des éléments réguliers sont donc
diffetomorphes & G/T. Pour les éléments restants, qui appartiennent a plusieurs tores
maximaux, les classes de conjugaison seront plus petites. Ces résultats sont résumés

dans le fait que pour un groupe compact ’application

q:G/TxT — G
a(gT,h) — ghg™ (3.5.42)

est surjective. Cette application n’est toutefois pas injective, car les classes de conju-
gaison intersectent en général un tore maximal en plus d'un point. Pour arriver a
une paramétrisation correcte des classes de conjugaison il faut prendre en compte le
sous-groupe de G qui laisse T" globalement invariant par 1’action adjointe, soit le norma-
lisateur N (7') de T'. Or, non seulement est 7" un sous-groupe de N (7), il faut souligner

qu’il s’agit méme d’un sous-groupe d’ordre fini; le quotient est le groupe de Weyl
W = N(T)/T (3.5.43)

Le groupe de Weyl ne dépend pas du choix du tore puisque dans un groupe compact
tous les tores sont conjugués. Les classes de conjugaison sont donc paramétrées par le
quotient T'/WW. Puisant dans l'interprétation géométrique des D-branes de la section
précédente, nous nous concentrerons sur les D-branes réguliéres et nous remplacons D
dans laction de Born—Infeld par C, = ¢,(G/T,).
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Il faut encore spécifier les champs dynamiques Fj, sur les classes de conjugaison Cy,.
Nous connaissons déja la forme F = B+2nF (1.2.26) construite a I’aide des conditions
aux bord J = J. Toutefois, le champ F peut étre absorbé par une transformation de
jauge pour le champ B; les données de F et H ne suffisent donc pas a déterminer
F'. Nous devons donc faire une ansatz pour F'. Heureusement, il existe une forme
de rang 2 canonique définie sur chaque classe de conjugaison : la deux-forme dite
de Kirillov [Kir99|. Cette forme est en effet fermée et non singuliére, et définit la
structure symplectique de la classe de conjugaison (dont la dimension est, d’aprés
(3.5.42), toujours paire). Nous I’écrivons comme une famille de formes Fj, sur G/T,

paramétrée par h € T,./W
21 Fy,(u,v) := 2(exp h, [g"u, g~ ), (3.5.44)

ol g € G est un représentant quelconque de 1’élément, g7 de G/T a qui les vecteurs u, v
sont tangents. Le choix de pré-image de h par I’exponentielle correspond a différents
choix de F}, ; toutefois, ces choix correspondent précisément a des grandes transforma-
tions de jauge de la connexion B, telles que la somme F (3.1.3) en est indépendante.
Nous pouvons vérifier que chaque F}, est fermée et non dégénerée pour h constant. Mais
pour considérer des fluctuations du plongement p(D) il faut définir F dans le voisinage
de chaque classe de conjugaison réguliére. Ceci est accompli en étendant F}, sur G/T
vers une forme de rang 2 sur G/T x T, qui vaut zéro dans des directions tangentes a T,.
Ainsi nous pouvons aussi déterminer la connexion B en inversant la rélation (1.2.26), et
le résultat vérifie évidemment dB = H sur G,. Cet ansatz (3.5.44) pour F' sera justifié
par 'accord de ses résultats avec la théorie conforme. Pour I'instant nous constatons
que la condition que F}, soit un champ de force sur la D-brane implique que F' soit

quantifié
F, € H*(G/T, 7). (3.5.45)

Ceci implique & son tour une quantification de la position i de la D-brane, comme nous

le verrons dans la prochaine section.

3.5.1 Les solutions classiques et la quantification de F'

Solutions classiques. Pour vérifier que nos configurations (G /T, F},) sont en effet
des solutions classiques stables des équations du mouvement de ’action de Born-Infeld,

nous calculons les fluctuations linéaires et quadratiques de I’action sous des variations
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du champ de jauge A, sur la brane et de son plongement dans G. Commencons par les
fluctuations linéaires de l'action. Avec la notation M), = ¢;G + ¢; B + 2nF,, ot h €T

paramétrise les classes de conjugaison, nous pouvons écrire

5 SB] qh, Fh \/ det Tl" ( l(SMh) (3546)

G/T
En ce qui concerne les variations du plongement p, on peut montrer que toute fluctua-
tion 0, M), vérifie Tr (Mh_léth) = 0; cette identité dépend du choix de F' et implique
que 5151)531 = 0. Pour ce qui est des variations A du champ de jauge, la variation de
I’action s’écrit

s Spr(an, Fy) = Vdet (M) Tr (M;7* d(54))

G/T

:_Lﬁﬁ@m<dawmwﬁ)

De nouveau, en utilisant explicitement la configuration G/T et F}, on peut montrer que
le facteur d ( det (M) M, 1) s’annule, ce qui implique que la fluctuation de I'action
due a la variation du champ de jauge est nulle. Nous avons donc bien trouvé des
solutions des équations du mouvement. Avant de vérifier que ces solutions sont stables,
il convient de trouver quelles sont finalement les positions des branes permises par la
quantification (3.5.45) du champ F.

Quantification de la position des branes. La condition (3.5.45) se traduit par le
fait que, pour toute sphére S* dans 'univers branaire G/T', I'intégral [, F}, doit étre un
entier. L’ensemble des sphéres S? dans G/T est paramétré par la deuxiéme homologie
Hy(G/T). Heureusement, il est facile de trouver une base pour Ho(G/T'), comme suit :
a toute racine a de I'algébre g =Lie(G) nous pouvons associer la sous-algébre su(2),
générée par la co-racine H® et des combinaisons linéaires des opérateurs £, L’image
de cette sous-algébre dans G par Papplication exponentielle est isomorphe soit & SU(2)
soit & SO(3). Dans les deux cas, le quotient a droite par 7" donne des deux-sphéres
S dans G/T. En plus, les sphéres ainsi obtenues engendrent H,(G/T), d’ou nous
concluons qu’il suffit d’étudier le cas de SU(2).

Dans ce cas, la quantification 3.5.45 implique que exp~'h soit de la forme 27\ /k ou
A est un poids intégral de su(2). Pour un groupe quelconque nous trouvons alors que

les positions des branes peuvent s’écrire en fonction du réseau des poids

2
iy 37 (3.5.47)

exp'h e L=a!_ e
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ou les LY sont les réseaux des poids de chaque sous-algébre su(2),. Remarquons que,
comme avant, nous devons quotienter le réseau L par I'action du group de Weyl affine
W (une éxtension du groupe de Weyl (3.5.43) qui prend aussi en compte le générateur
de l'algébre affine correspondant au niveau), ce qui nous méne & un nombre fini de

branes sur G.

Nous pouvons maintenant comparer ce résultat avec le résultat exact de la théorie
conforme. Le réseau (3.5.47) coincide avec le résultat exact (3.4.35) & deux décalages
prés : une dans le niveau k par le nombre dual de Coxeter, et une dans les poids par le
vecteur de Weyl. En particulier, si une brane ponctuelle, correspondant au poids zéro,
parait une autorisée par notre analyse géométrique, elle ne ’est pas du point de vue
de la théorie conforme. Soulignons que, modulo ces modifications assez naturelles, les
résultats géométriques et les résultats exacts sont en accord pour toute valeur de k
(et non seulement dans la limite semi-classique k& — oo, comme attendu). Cet accord
se propage aussi au spectre des cordes ouvertes avec ces conditions aux bords, comme

nous allons le voir.

Spectre des fluctuations et stabilité des solutions. Pour calculer les fluctua-
tions quadratiques de l’action de Born-Infeld, il nous faudra considérer I’espace de
fonctions sur G/T. Pour cela, nous considérons d’abord des coordonnées x; sur G/T et
ensuite construisons les champs de vecteurs e;(z) tangents & G/T comme la projection

U sur lespace I'm(1 — Adpy,-1), out h est un

orthogonale du vecteur m;(z) = (9,,h) h™
représentant dans G de Porbite hT dans G/T et t est un élément quelconque du tore
maximal (dont évidemment ces quantités ne dépendent pas). Alors nous introduisons

une métrique v sur G/T a l'aide de la forme de Killing sur G, par

7ij(@) = (@), (2)) (3.5.48)
A cette métrique correspond la dérivée covariante, donnée en termes des coordonnées

ZI; par

V' = ——0;y/det vy 3.5.49
m J ety ( )

Le Laplacien de cette dérivée, O = V?0;, peut aussi étre obtenu comme ’opérateur de
Casimir quadratique de l'action & gauche du groupe G sur ’espace de fonctions sur
G/T. On peut montrer [BorRS01| que les équations du mouvement correspondant a

I’annulation des fluctuations quadratiques de Sg; sont

Of=0 (3.5.50)
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ou f est une fonction quelconque de G/T dans g. Pour interpréter les solutions comme
des oscillations de la D-brane, il faut ajouter une direction temporelle au systéme,
G x R. Sur G/Ty, I’équation (3.5.50) devient alors une équation aux valeurs propres
du Laplacien O de la métrique de corde ouverte. Nos solutions sont donc stables dans
la mesure ot ces valeurs propres sont positives, de fagon & annuler la contribution
négative venant des oscillations selon R. En fait, il a été constaté dans [FFFS00| que
ce spectre est bien la limite semi-classique du spectre obtenu pour les D-branes par des
méthodes de théorie conforme.

Plus précisément, d’aprés le théoréme de Peter et Weyl, les solutions f sont dans
la représentation adjointe R,; de G et I'opérateur de Casimir est bien évidemment
un scalaire. La solution générale de (3.5.50) est donc de la forme R,; ® Ry ou Ry
est une représentation quelconque avec Casimir nul. La condition de jauge enléve une

représentation isomorphe & Ry du produit R,q ® Rp.

Comme annoncé, les résultats pour les positions et le spectre des D-branes coin-
cident donc avec la théorie conforme pour tout k, & quelques détails prés. Les détails
sont de nouveau le décalage du niveau par le nombre dual de Coxeter, k — k + ¢V, le
décalage des poids A par le vecteur de Weyl p et la troncation du spectre pour que les
représentations soient unitaires du point de vue de ’algébre affine g. Nous montrons

maintenant comment cet accord s’étend aussi aux quotients des modéles WZW.

Application aux branes dans les quotients de groupe. Ce mécanisme de sta-
bilisation des branes de type A dans les groupes simples et compacts peut étre utilisé
pour établir des résultats similaires pour les branes dans les quotients de ces groupes,
du moins dans le cas ou ce quotient n’est pas singulier.

Nous avons vu dans la section 3.4 que (l'univers branaire d’) une A-brane non
fractionnaire dans l’espace quotient G/7 I' est la projection dans cet espace d’une
union de classes de conjugaison (éventuellement vrillées) dans G. Dans la limite de
grand niveau, l'univers branaire des branes fractionnaires peut aussi étre vu comme
une telle projection et la discussion qui suit s’applique aussi dans ce cas.

Le mécanisme de stabilisation est valable pour chaque pré-image des branes de
I’espace-quotient, tandis que les champs F' dont les flux stabilisent les D-branes dé-
pendent du choix de la pré-image seulement par un facteur multiplicatif, comme on
peut le voir d’aprés (3.5.45).

Le probléme variationnel dans ’espace quotient peut maintenant étre repris comme
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un probléme variationel dans G. L’action de Born-Infeld pour la brane dans I’espace
quotient est proportionnelle & la somme des termes de Born—Infeld décrivant chaque
brane dans ’espace de recouvrement. Chacune de ces branes images dans G est une
solution stable du probléme variationnel de Born—Infeld, et en particulier la valeur
de l'action est stable par les fluctuations qui survivent a la projection dans l’espace
quotient. Donc, les branes de type A construites dans la section 3.4 dans les espaces G /T"

sont des solutions aux équations de mouvement de Born-Infeld. Dans le cas particulier
de SO(3) = SU(2)/Zs, ces résultats ont été obtenus en [C02].

Cette analyse avec ’action de Born—Infeld a aussi été appliquée au cas des branes
de type B dans les théories parafermioniques [MMSO01|, avec des résultats également
satisfaisants : pourtant, pour des B-branes de dimension supérieure, il n’est pas clair
quelle ansatz prendre pour un champ F' stabilisateur de ’action de Born—Infeld. En
effet, vu que ces branes ont en général des bords et ne sont donc pas des sous-variétés
de ’espace ambiant, il se pose aussi le probléme de définir la contribution du bord de
la brane. En dépit des résultats obtenus pour les théories parafermioniques, donc, la
définition de 'action effective pour les branes de type B n’est pas encore tout a fait
comprise.

Dans le chapitre suivant nous étudions des corrections aux équations de mouvement
de Born-Infeld pour des D-branes de dimension maximale dans des espaces courbes
assez généraux (incluant notamment les quotients des groupes). Le but cependant ne
sera pas d’en étudier la stabilité, comme nous I'avons fait ici, mais d’explorer le lien

avec des univers branaires non-commutatifs.



Chapitre 4

Champs F', H et les cordes

dans des espaces courbes généraux

Dans ce chapitre nous reprennons le raisonnement de la fin du chapitre 1 (sec-
tion 1.3), qui rappelle le lien entre les fonctions béta du modéle sigma sur la surface
d’univers et les équations de mouvement des champs d’espace-temps. Dans le but de
déterminer des corrections aux équations de mouvement du champ F', nous calculons

ici des corrections & la fonction 3% (1.3.29) dies a la courbure de I’espace-cible.

Rappelons que la fonction béta est définie comme la variation du couplage renorma-
lisé A, par rapport a I’échelle d’énergie A de la théorie (1.3.27). Le couplage renormalisé

est déterminé pertubativement en termes de A et du couplage nu
Ay =) Tu[AN)(InA)" (4.0.1)
La fonction béta s’écrit alors

Bu(Ay) = mIy[A%)(In A)™! (4.0.2)

ou par cohérence le coté droit ne doit pas dépendre de A. Inversant la rélation (4.0.1)

on trouve que

Bu(Au) =T1[A] (4.0.3)

et les termes suivants I';, ¢ > 1 sont déterminés iterativement a partir de I'; [OD86].
Notre tache est donc de calculer I'y, c’est-a-dire les divergences en In A des contretermes

au couplage A,,.
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Avant d’embarquer dans ce calcul, il convient de prendre en compte certaines limi-
tations qui y sont inhérentes.
— les fonctions béta sont perturbatives dans la constante de couplage o/, que comp-
tabilise le nombre de boucles;
— & plusieurs boucles, les contretermes (et donc les fonctions béta) ne sont pas
définis uniquement, mais dépendent du schéma de régularisation ;
— le calcul se fait en perturbant une solution connue, c’est-a-dire que les fonctions
béta sont dépendantes de la configuration de champs de corde fermée de départ.
Tandis que la premiére propriété est évidente du contexte perturbative ot nous
nous trouvons, les deux autres peuvent apparaitre comme des obstacles importants
a tout progrés dans cette direction. Il est utile de souligner dans ce sens que non
seulement les fonctions béta mais aussi la classe de leurs solutions dépend du schéma de
régularisation. Nous verrons dans la section 4.2 que ces propriétés pourront cependant,
étre tournées a notre avantage ; la dépendance du schéma de régularisation se traduira

comme le possibilité de redéfinir les dégrées de liberté d’espace-temps.

La fonction béta de F' fait donc intervenir les champs de corde fermée par le plon-
gement de la D-brane dans l’espace-temps. Ainsi, 3 dépend du choix des champs
de corde fermée (g, H, ®) ; ceux-ci doivent étre solutions des équations de mouvement
respectives, a 'ordre pertinente en «'.

Le plongement introduit néanmoins des difficultés additionelles qui peuvent étre né-
gligées dans un premier abord. Ici nous considérerons donc le cas d’un plongement tri-
vial, c’est-a-dire une seule D-brane maximale dans I’espace-temps. Une D-brane maxi-
male est telle que son univers branaire couvre tout I’espace-temps. On pourrait objecter
que les conditions de quantification du champ H ne sont pas compatibles avec une telle
D-brane. En effet, comme nous I’avons vu dans le chapitre 2 la quantification de H
meéne a des D-branes de dimension inférieure dont la position est quantifiée. Néan-
moins, ces effets topologiques sont visibles seulement dans la théorie exacte, a tous les
ordres en «'. Par contre, nos calculs sont perturbatifs en H, ce qui est en quelque sorte
incompatible avec un champ H quantifié. Il va de méme que notre D-brane ne doit pas
se conformer aux restrictions topologiques et peut donc étre maximal. Notons aussi
que ce raisonnement est a la base de la dérivation de I'action de Born-Infeld dans les
articles pioniers sur le sujet [ACNY87|[CLNY87|[AT8S].

Nous commencons par exposer la théorie de perturbations avec la méthode de dé-



91

veloppement autour d’une configuration de champs de fond*'. Notre étude est restreint
a la classe d’espaces-cibles parallélisables. Une variété M est parallélisable si elle admet
un choix de connection, éventuellement avec torsion, tel que le transport paralléle est
trivial. En d’autres mots, M admet une métrique g et une 3-forme H fermée telles que

le tenseur de Riemann avec torsion

i i 1 1
Riwpe = Rupo + §VPH”“” — §VUH,,W + ZHWH*W — ZHWHAVP (4.0.4)

est nul. Une variété parallélisée (on dira aussi parallélisable, par abus de language) est

donc munie de champs g, H vérifiant

1
Rywpo + ZHWHA,M =0, VuH,o=0, HyuHy =0 (4.0.5)

ou V, est la dérivative covariante par rapport a la métrique. Comme exemples de
variétés parallélisables, citons les espaces plats (RY, TV) ott H = 0, et aussi les variétés
de groupes et leurs quotients construits dans le chapitre 2 ou la métrique est donné
par la forme de Killing (2.1.1) et le champ H est déterminé a partir des constantes de
structure du groupe (2.1.4).

Il a été montré dans [BCZ85| qu’une variété parallélisable munie d’un champ de
dilaton constant est une solution des équations de mouvement de la corde bosonique
fermée & I'ordre de deux boucles. De plus, on estime que ces configurations sont des
solutions exactes des équations du mouvement — ce qui est en effet le cas des exemples
mentionnés dans le paragraphe précédant, les modeles de WZW et leurs quotients.
Toutefois, pour notre but de calculer la fonction béta & deux boucles, le résultat de
[BCZ85| est suffisant.

Dans les sections 4.1 et 4.2 nous présentons une méthode de calcul qui nous per-
met de calculer la fonction béta de fagon ezacte en F. Nous complétons ce calcul a
I’ordre de deux boucles pour le cas des espaces parallélisables. Notons cependant que,
a quelques détails techniques prés, cette méthode est applicable a toute configuration
de corde fermée et pour toute nombre de boucles. L’interét des espaces parallélisables
reside dans le lien avec la théorie de Born-Infeld non-commutative et l'effet diélec-
trique (1.3.35). Pour d’autres résultats dans la littérature concernant des corrections a
Spr (par exemple en calculant des amplitudes de diffusion en théorie des cordes) voir
[BBG99|[Fot01].

H'En anglais, background field expansion.
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Dans la section 4.3, nous passons a la théorie non-abelienne, suivant le raisonnement
exposé dans le chapitre 1. Nous classifions les termes pouvant exister dans I’action non-
abelienne & cet ordre de théorie de perturbations; toutefois, par des raisons que l'on
exposera a la fin de la section 4.1, nous ne serons pas en mesure de déterminer les

coefficients de ces termes.

4.1 Théorie de perturbations sur la surface d’univers

Considérons une corde ouverte libre, dont la topologie est celle d’un disque D avec
un choix d’origine ; le disque est muni de coordonnées complexes z = re, ott r € [0, 1]
est la coordonnée radiale et § paramétrise le bord 0D = S'. Nous pouvons aussi fixer
la métrique euclidienne, qui dans ces coordonées s’écrit ¢, = %dzdi. Le choix d'une
surface d’univers compacte comme le disque est trés utile, essentiellement car le spectre

des fluctuations sur le bord (compact) est discret.

Etant donnée cette configuration classique des champs x*(z, ) sur la corde, nous
nous intéressons maintenant a des petites déviations a cette configuration. Pour cela,
nous utilisons la méthode d’expansion autour d’une configuration de cordes [BCZ85]
qui consiste a reécrire le champ quantique X* comme une perturbation du champ
classique z* par une fluctuation quantique &, comme X (2)* = z*(2) + £#(z). Plus
précisément, les nouveaux champs quantiques seront les champs de vecteurs géodesiques
(" qui relient les points #* aux points Z(z) + g(z) dans I'espace-temps. La théorie de
perturbation du modéle sigma (1.1.2) qui en résulte est une expansion en puissances

de (* et de ses dérivées,
_ (%) (n) — 1 d"
S = E SW avee SY = Slp(s)]]s=o (4.1.6)

ot p(s) est la géodésique qui relie les points x(z) et x(z) + £(2), et dont le vecteur
tangente est ((z). Le terme S™Y) est d’ordre O(¢™). Ceci nous assure aussi que toutes
les couplages entre les (* seront aussi des tenseurs d’espace-temps définis au point .
En effet il s’avérera, au moins a 'ordre O((?), que ces couplages peuvent étre écrites au
moyen de certains tenseurs d’espace-temps bien connus, comme le tenseur de Riemann

généralisé R, ou la combinaison de champs

Fu = By +21d'F,,. (4.1.7)
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Ce dernier fait est une vérification non triviale de la cohérence du développement. En
effet, nous avions constaté dans le chapitre précédent que cette combinaison est la seule
invariante sous les transformations de jauge pour le champ B. Les espaces-cibles qui
nous intéressent, les variétés parallélisables, ont R = 0, ce qui simplifie beaucoup le

développement (4.1.6).

Pour obtenir les équations de mouvement sur les champs classiques z*, nous calcu-

lons le premier terme dans le développement

1
S — —/ (—29,,C"(D0"2")) +
5

4o/

]g (G Do — iF,m0pz”) " (4.1.8)
>

2/
De cette expression, nous déduisons les équations du mouvement pour z*(z, z)
D, =

v . v _

(90" — iF 0, 0p )‘az =

0 (4.1.9)
0 (4.1.10)
ou D, est la dérivée covariante agissant sur des vecteurs ( d’espace-temps par rapport

4 la connexion avec torsion
(Du0)" = (Dal)" = SH G e (4.1.11)
(DaQ) = 0uCF + TV CPDua” (4.1.12)

Considérons maintenant les ingrédients nécessaires a notre calcul perturbatif, & com-

mencer par le propagateur.

4.1.1 Le propagateur

Le terme quadratique S®, dont est déduit le propagateur, s’écrit (voir I’Appendice
A de [BorCS04|)

SO = /EguuDaC“D“C”+

l

4o/ 4o

72 (Ve Futh O+ FuCDic).

Ceci présente deux problémes. Premiérement, les couplages sont des fonctions sur
I’espace-temps. Pour en arriver & un terme cinétique standard nous introduisons des

vielbeine, c¢’est-a-dire des champs classiques e/ (z) définis localement et vérifiant

G () = eﬁ(x)ef(m)dw, eﬁ(m)e“B(x) — 618, (4.1.13)

Il s’avére que, quand I’espace est parallélisable, on peut choisir les vielbeins eﬁ tels que
[BCZ85]

e, Dot = 0,¢* (4.1.14)
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oil nous avons paramétrise les fluctuations quantiques par le “champ” (“4(z, z) donné

par

Az, 2) = eﬁ(m)(“(z). (4.1.15)

Plus généralement, pour un champ tensoriel quelconque sur un espace parallélisable on

a

Al ° o Am Vl DY l/n /’L17... 7/"Lm — A17...7Am
€ 6B1 eBmDaTul,--- - 8GTBl,---,Bn (4116)

€ur " Cum Wn,

En particulier, d’aprés (4.1.10), (4.1.11) et (4.1.12) on a sur le bord 0% de la surface

d’univers

1
DyC"[os = €y (80CA - §H§CCA-7:539$D) B> (4.1.17)

Le terme quadratique peut donc se reécrire

JAB /aaCAaaCB+ : Fap(lop¢?
>

/ /!
Ao Al Jo5,
l

+

Aol fgg (VA?BC + fADHgEfEc) CAQBang (4.1.18)

Nous retrouvons ainsi le terme cinétique habituel, au prix d’introduire plusieurs vertex a
deux points, ce qui nous méne au deuxiéme probléme. Ces vertex doivent étre considérés
des vertex d’interaction vu que les champs F et H dépendent de la position sur la
surface d’univers. Notons cependant que pour F constant, il aurait été possible d’inclure

le deuxiéme terme de la premiére ligne, F45(4dy(?, dans un terme cinétique de la forme

1
4o

/(9A35ab + Fape™)0,¢10,¢P (4.1.19)
>

Poursuivons cette remarque, puisqu’elle sera pertinante pour notre calcul. Le propaga-
teur 1145 = (¢4(2)¢(5(w)) de cette théorie a donc une partie symétrique et une partie

antisymétrique. Nous retrouvons ainsi la métrique de corde ouverte (1.3.30),

. 1 (A,B) 1 1 AB
= — — 4.1.2
¢ <g+f) (9+799—F) ( 0)

et son contre-part antisymétrique (1.3.33)
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Le propagateur dans le disque est alors (voir [BorCS04|)*

1

O{/

48z, w) = 048 A(2, w) + GAPB(2, w) + ¢g*P [C(z,w) +D(z,w)] (4.1.22)

ou z,w sont des coordonnées (compléxes) sur le disque, et

A(Z’UJ):ln(i:;Z)’ B(z,w) = —2In|l — zw|
Z—w L _
C(z,w) =1In m' ., D(z,w) = 5(’22 + ww). (4.1.23)

Ce propagateur satisfait aussi aux conditions au bord

(9450,117C + iF 450117 0, (4.1.24)

}az -

Bien que F ne soit pas constant, nous verrons dans la section 4.1.4 que cette construc-
tion donne lieu a une sorte de propagateur effectif. Pour I'instant, nous considérons
seulement le terme g p pour la partie cinétique de D’action libre, ce qui revient a

mettre 482 = 0 et G = ¢g*” dans les expressions ci-dessus.

4.1.2 Les vertex

Pour trouver tous les vertex qui peuvent former des diagrammes & deux boucles,
nous devons mener le développement de I’action jusqu’a I'ordre S™. Nous avons inclus
ce calcul dans I’Appendice A de [BorCS04|. Dans la section précédente nous avons déja
identifié les vertex & deux points. Pour les vertex a 3 et 4 points, il suffit de consulter
les résultats de cet Appendice et utiliser les équations (4.1.10-4.1.12) pour les écrire en
termes des champs quantiques (4.

Rappelons cependant que les contre-termes a faz A, 0pz" incluent des vertex ayant
au mazimum un facteur de Jyx. Listons maintenant les vertex de notre théorie qui
vérifient cette contrainte. Tous les vertex ont un signe —1 car la métrique sur X est

euclidienne et le poids dans I'intégrale fonctionnelle s’écrit e=.

Vertex dans ’intérieur de la surface d’univers. Il existe deux vertex dans 'in-

térieur de X, dont aucun n’a une insertion de Oyx.

2Le jacobien du changement de variables (4.1.15) est égale & 1, et donc la mesure d’intégration de

I'intégrale de chemin n’est pas modifiée.
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1 1

e / Tryx €C'0.070C", (4.1.25)
1 1

T oma 1 / Trrxr ¢'¢70.¢5%0"¢h. (4.1.26)

Ces vertex ont les structures tensorielles suivantes

0
Tk = gHIJK, (4.1.27)
1
Trxe = =5 (HixsHyp + HyraHiy) (4.1.28)
12
1
= 73 (Rrgrm + Rykrr) - (4.1.29)

Notons que 77, est totalement antisymétrique, tandis que 77,5, est explicitement

symétrique dans les indices I, J et K, J.

Vertex sur le bord de la surface d’univers. Il existe deux types de vertex sur

le bord, selon qu’ils aient ou non une insertion de dyz. Nous listons d’abord ceux sans

&;x.
! My ¢'0¢” (4.1.30)
2w Jos ’
J
2m,2,7{ Mryr ¢'¢70s¢K, (4.1.31)
Ko L
s 3,% Mrkr ¢'¢7¢%asC", (4.1.32)
qui ont les structures tensorielles
My = %]—“AB, (4.1.33)
i
M[JK - § (V]f][{ + VJF[K) (4134)
1 1 M rrN
MIJKL — g V[VL]FKL - ﬁfIMHJNHKL + SymIJK . (4.1.35)

Tous les vertex M, ...;, sont explicitement symétriques dans les indices I, ..., [,,_;. Les
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vertex sur le bord ayant une insertion de Jyx sont

1 1
- — ¢ Npy¢'¢? 4.1.
1 1
_ — N Ied oK 4.1.37
g Nk S (4.137)
1 1
— — N Lokl 4.1.
s Mok (16 (41.38)
Les tenseurs Ny,..;, sont explicitement symétriques dans tous les indices I, - - -, [,,. Ils

sont donnés par

Niy = % (ViFix + ViFrx + FiaHYY Fion + Foua H™ Fen ) 0™

i 1
NIJK = g <VIVJfKL — ZfIMHL%VHgL + vaJMH;‘{JNf%V + smeK) 8993L,
i 3 3
Nikr = (VIVNKFLM = ViFuaHipHiy + 5ViVaFraHipFip
1
—g}} AHHE H FD 4 sym, JKL) g™ (4.1.39)

Avec les vertex T', M et N, et le propagateur libre déterminé plus haut, nous pouvons
maintenant former tous les diagrammes qui contribuent a la fonction béta de F' a deux

boucles, dans des espaces parallélisables.

4.1.3 Les diagrammes

Avant de présenter les diagrammes & deux boucles qui contribuent pour la fonction
béta, quelques mots s’'imposent sur les possibles contributions. Il s’agit de calculer tous
les contre-termes a deux boucles, c’est-a-dire les diagrammes du vide (sans insertions
extérieures) et irréductibles & une particule (i.e. ceux qui ne se factorisent pas en dia-
grammes a un boucle, dont les divergences sont comprises dans le calcul de la fonction
béta & une boucle). De plus, nous n’aurons pas besoin de considérer les diagrammes
a deux boucles construits avec des contre-termes & une boucle, puisque ils seront des
puissances supérieures de InT" (4.0.2).

Deuxiémement, nous verrons dans le paragraphe suivant que méme les diagrammes
sans aucun facteur explicite de dx peuvent cacher des divergences susceptibles de contri-
buer a la fonction béta. Nous appellerons ces diagrammes de type-¢’, tandis que les dia-
grammes avec une insertion de dz seront appelés de type-d (cette notation deviendra
claire aprés I’équation (4.1.41)).

A une boucle nous trouvons un diagramme de type-§ et un de type-o’
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w () o (O
)

N@

FiG. 4.1 — Diagrammes a une boucle.

N@) M®) NG MG N@ pr3) M@ N©)
TG T3
TG) T3 T
o[5] 4[6] o[7] o8]
NG N@) MG NE@) N®)

F1G. 4.2 — Diagrammes & deux boucles de type ¢.

La notation est prise du cas ot la surface d’univers est le demi-plan supérieur; en

particulier, le bord 0% est la ligne horizontale foncée.

Diagrammes de type-0 & deux boucles. Les diagrammes de type-6 ont une in-
sertion explicite de dyx qui dans le cas des espaces parallélisables vient toujours d’un
vertex N sur le bord. Tous les diagrammes de ce type a deux boucles sont présentés
dans la figure 4.2. Nous verrons que seuls les diagrammes 3,4,6,7 et 8 contribuent a

la fonction béta.

Diagrammes de type-d’ a deux boucles. Tous les diagrammes de type-0’ sont
déssinés dans la figure 4.3. Ces diagrammes de n’ont pas d’insertion de dx. Nous verrons
qu’ils peuvent néanmoins avoir des divergences ultralocales qui contribuent a la fonction

béta. C’est le cas des diagrammes 1,2 et 3.

Pour voir comment régulariser et calculer ces diagrammes, nous devons maintenant

analyser plus en détail la structure de leurs divergences.

4.1.4 La méthode de calcul

Nous commencons par les diagrammes de type-d qui sont plus simples conceptuelle-
ment. Nous décrivons la méthode de calcul et, aprés avoir obtenu le propagateur effectif

exact en F', nous illustrons la méthode par le calcul de deux diagrammes de type—o.
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5’[1|M §'2] -@(3) o)
N@ M® M -
®3)
(5 mom GO
'3 Y4 — B
= ol 5

F1G. 4.3 — Diagrammes a deux boucles de type ¢'.

Comme le nom l'indique, la méthode de développement autour des champs de fond
que nous avons utilisé sépare les fluctuations quantiques ¢(* des champs de fond, qui
eux dépendent toujours de la position dans 1’espace-cible. Ceci implique que la forme
générale d’un diagramme est schématiquement (rappelons que les diagrammes de type—

) ont exactement un vertex de type N)

O N (001 (8] - O,fx(6,)]
<C(0,0,---0,) (4.1.40)

ou les O; sont des vertex quelconques (de type M ou 7T') dans des positions 6; sur le
bord (pour simplifier les notations nous omettons les coordonnées radiales ainsi que les
indices d’espace-cible) et le vertex de bord de type N est dans la position 6. Le facteur
crucial est le C'(0,0,---0,), qui est le corrélateur des champs ¢#(#,r) du diagramme
en question. Or, par des arguments standard de théorie des champs (voir par exemple
|AT88]), les contretermes a des couplages du modéle sigma sont des fonctions locales
dans I'espace-cible. En particulier, la divergence dans le corrélateur C est donc une
fonction locale dans les coordonnées 6, §; et par analyse dimensionnelle doit étre de la

forme
clne (2m)"1L;6(6 — 0;) (4.1.41)

ou c est un certain tenseur d’espace-temps qui ne dépend pas des coordonnées sur la
surface d’univers. La forme de la divergence justifie le nom de diagramme de type-9.

La fagon la plus simple de le calculer est de considérer ’intégrale
de do, dé, n PO
—— - —=C(0,6,---0,) = clne (2m)"11;0(6 — 6;) + termes réguliers(4.1.42)
2 27 27

Alors, en dépit du fait que les diagrammes sont hautement non-locaux dans ’espace-

temps, leur divergence est locale et donnée par

dé
clne %NOlu-On(@)
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ce qui donne la contribution suivante a la fonction béta
Aﬂmagl’M = CN01 ce On

Sur le disque, le calcul de ¢ (4.1.42) est plus facile dans ’espace des impulsions.

Les vertex dans 1’espace des impulsions. Analysons un a un les différents types
de vertex. Dans le passage a ’espace des impulsions sur le disque, nous devons prendre
les couplages (qui ne dépendent que de z#) pour des constantes. Un vertex général de

type M s’écrit ainsi

1 dé
e § 56" 0) -
1
= D~ (maMig, 4oy r,) Gy GO, m, (4.1.43)

m;

ou cycy,..; dénote la somme sous les permutations cycliques des indices. Les vertex M

dans 'espace des impulsions sont donc

Z % (maMi,..q, + cycy,..p,) 05, m, (4.1.44)
m;
En particulier, le vertex a deux points M®), c’est-a-dire F45¢20C?, prend la forme
i(my — mo)Mag Omytms,-
Analoguement, les vertex de type N, n’ayant pas de dérivées, sont donnés par
—Nrp,..1,05°, m;- Les vertex de type T' sont légérement plus compliqués a cause de la
dépendence dans la coordonnée radiale, et leur forme dans ’espace des impulsions

peut étre trouvé dans [BorCS04].

Le propagateur habillé. Nous sommes maintenant en mesure de calculer le propa-

gateur effectif. Rappelons que le propagateur libre est
T8 (2, w)o = ¢ (B(z,w) + C(z,w) + D(z,w)) (4.1.45)

ot les fonctions B, C, D ont été donnés dans (4.1.23). Or, la fonction D ne dépend que
des modules des coordonnées radiales zZ et ww, ce qui dans ’espace des impulsions
revient & un terme & impulsion zéro. D ne contribue donc pas aux aux divergences
associées aux grandes impulsions. D’un autre c6té, la fonction C s’annule quand un
des vertex est sur le bord. Cette fonction contribue donc seulement & des propagateurs

entre des vertex de type 7', soit un propagateur de 7' vers lui-méme. Toutefois, nous
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VooV v vV vV VvV v
o———O ®----90 [ NN /\<<. .\\\f\\/\<‘.
F FF

F1G. 4.4 — Le propagateur habillé.

avons vu que les divergences sont locales, et a I’evidence localisées sur le bord puisque
nous habillons le propagateur avec des insertions de A/®. Donc, dans le but de calculer

la fonction béta nous considérons le propagateur libre
'8 (2, w) = o/ ¢*PB(z, w) (4.1.46)

ou, dans ’espace des impulsions

, : Inl
HE?B(xew‘, ye’ﬁ) = o/g4P Z (zy) e ima=p) (4.1.47)

Maintenant nous voulons calculer la contribution des diagrammes de facon exacte en
F. Pour cela, la stratégie est d’«habiller» le propagateur libre avec toutes les insertions
possibles du vertex de bord M. Nous représentons graphiquement le propagateur
libre par une ligne coupée et le propagateur habillé par une ligne continue, voir la
figure 4.1.4. Dans cette notation diagramatique, nous avons croisé les propagateurs
ol agit la dérivée 9y dans le vertex F. Dans le terme (¢ + 1), il existe 2° choix de
contractions ; toutefois, toute choix de contraction donnant le méme résultat, il émerge
ce facteur combinatoire qui s’annulera contre le facteur de symétrie associé aux vertex
F.

Par cette procédure, chaque diagramme dans les figures 4.1 & 4.2 donne origine a
une suite de diagrammes dont chaque terme, évalué avec le propagateur (4.1.47), est
divergent. Pour régulariser ces divergences, nous introduisons un régulateur exponentiel

e~<I"l dans le propagateur libre pour tronquer les grandes impulsions,

. . 1 )
152 (26, ye'P) — O/Z Tl (zy)Inl e=in(a=B) g=elnl (4.1.48)
£0

Pour tout e positif, les diagrammes seront a présent écrits en termes de séries uni-
formément convergentes. Cette régularisation suffit & calculer la fonction béta & une
boucle, ot l1a coupure € pour les grandes impulsions a remplagé la coupure I' & courtes

distances.
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La fonction béta a une boucle. En guise d’exercice, nous calculons maintenant la
fonction béta du champ F a une boucle. Ceci permettra d’illustrer certains aspects de
la méthode présentée en haut, notamment la localité des divergences et ’habillement
du propagateur. Les mémes résultats ont déja été obtenus dans [ACNY87] et liés aux
équations de mouvement de l'action de Born — Infeld dans la présence d’un champ H
faible.

Nous commengons par le diagramme 4[1], donné par #a/ $os N1 (¢1¢7). Ceci est

illustré diagramatiquement dans la figure 4.1.4.

I | | { | X
'\ /: \\ //"\\ /r \\/,\”,\/\/r
= —e 4 + >—e—e |-
N®) N®) N@  F NQFF

F1G. 4.5 — Le calcul exact en F' du diagramme J[1].

D1 a la localité des divergences et a I’antisymétrie de F tous les diagrammes avec
un méme nombre, disons a, d’insertions de F contribuent également. Ceci compense
le facteur combinatoire qui apparait due aux choix d’ordre pour les insertions de F.
Les diagrammes avec a impair s’annulent par antisymétrie de F, tandis que pour les
diagrammes avec a pair il reste une seule somme

[e.e]

1
d et e —ne, (4.1.49)
n

n=—oo

telle que la divergence en In e ne dépend pas du nombre a d’insertions. Nous pouvons

donc sommer toutes les insertions de F dans le propagateur comme

1 1 1J
5 e 5 = =G". 4.1.50
Z Fnr Fryaln (g TF 9 g— ]_—) ( )

n

Nous retrouvons ainsi la métrique de corde ouverte G (1.3.30) et (4.1.20).
Tournons nous maintenant vers le diagramme §'[1],

’
A , N , N
! \ / \ / \/
ot Lok T \ !
I [ ~ ~
vy, N7 y\/ A
— >—0—o

= —e— + o—e +---
F F F FFF

F1G. 4.6 — Le calcul exact en F' du diagramme §'[1].
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Il n’est pas difficile de vérifier que chaque terme s’annule par symétrie des vertex.
Toutefois, la détermination du propagateur habillé est plus subtile que pour le dia-
gramme de type-J. Nous reviendrons a ce probléme dans la section prochaine, ol nous
déterminerons une forme générale du propagateur habillé effectif pour un diagramme
arbitraire. Pour conclure, le résultat de ce paragraphe est d’avoir retrouvé la fonction
béta & une boucle Bxdyx™ = N;;G!/, soit

iGIJ
e ="

(VIFJK+VJf[K+f[MH§wNFKN+fJMH;\4NfKN> (4.1.51)

[’annulation de [ est équivalent aux équations de mouvement de Born—Infeld (1.3.29).
Toutefois, cette régularisation s’avére trop naive pour les diagrammes & deux boucles.
Dans le prochain paragraphe, nous développerons donc une méthode de régularisation

qui sera applicable a tout diagramme, et en effet & tout nombre de boucles.

La procédure de régularisation. Pour voir ce qui échoue avec cette régularisation,
considérons un diagramme de type co. Comme avant, en intégrant les insertions de F
le long des deux propagateurs, les insertions deviennent localisées sur un méme point
sur le bord. Si nous avons a insertions de F dans la boucle avec impulsion n, et b dans
I’autre, nous obtenons des sommes du type
L —clinlatimpy) , _9
> e ~—7lne (4.1.52)

n2

n,m

car chaque insertion augmente de 1 le coefficient du régularisateur e. Les expressions
pour les diagrammes de type 6 sont similaires, une fois la conservation de I'impulsion
prise en compte. Notons que, contrairement a 1’équation (4.1.49), les divergences ici
dépendent explicitement des nombres a, b d’insertions de F. La sommation de tous ces
termes serait donc de la forme 3° -, (F*)"/(F*)**¢ qui n’ont pas d’expression fermée
en termes des tenseurs de corde ouverte GG, ©. En effet, ces sommes sont des sommes
infinies de fonctions ¢ de Lerch, pour lesquelles nous ne connaissons pas d’expression
analytique. Cette situation est malheureuse puisqu’il sera pour nous un point central
de pouvoir prendre la limite de grand F.

Toutefois, les calculs & deux boucles sont dépendants de la régularisation. Nous
pouvons donc chercher une procédure de régularisation dont le propagateur effectif soit
écrit en termes des tenseurs de corde ouverte G.O. Il en résulte une nouvelle fonction

béta, et des changements correspondants dans I’espace des solutions des équations du

mouvement 37 = 0. Du point de vue de I’espace-temps, les différentes régularisations
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€ e € € €
€ 2 2 3 3 3
o----o o - ~® o - o
+ —— f —e—e—
F F F

F1G. 4.7 — La procédure de régularisation.

correspondent & une redéfinition des champs [Ts93|. Nous reviendrons a ce point a la

fin de cette section.

En regardant 1’équation (4.1.52), on voit que le probléme vient du fait que, pour a #
b, chaque propagateur a en effet une régularisation différente des impulsions. L’idée pour
résoudre ce probléme est d’imposer que le régularisateur de chaque propagateur avec
n unités d’impulsion reste constante & e~™¢, indépendamment du nombre d’insertions
de F, comme illustré dans la figure 4.7. Ceci est cohérent avec le fait que tous les
vertex sont & impulsion zéro et en particulier que le vertex F ne change pas I'impulsion
dans le propagateur. Clairement, ceci régularise la théorie, méme si chaque terme du
développement dans la figure 4.7 est traité de fagon légérement différente. En plus, cette
procédure est applicable & tout diagramme, indépendemment du nombre de boucles;

en particulier, elle reproduit les résultats des diagrammes a une boucle.

Avec cette régularisation, nous arrivons a une expression analytique pour le propa-
gateur habillé effectif, a toutes les ordres en F. Les termes avec avec un nombre pair
2a d’insertions de F donnent origine a la métrique de corde ouverte, comme pour le
diagramme 6[1] (4.1.50).

Prenons maintenant les termes avec un nombre impair 2a + 1 d’insertions de F et
integrons les amplitudes correspondantes sur les positions de celles-ci, sauf ’insertion
du milieu. En sommant sur a et utilisant la localisation des divergences et I’antisymétrie

de F, nous retrouvons le tenseur antisymétrique de corde ouverte (1.3.33), (4.1.21)

1 M 1 NJ

Le nombre impair de dérivées assure que le cette partie du propagateur est impair dans
I’impulsion n, de facon consistante avec I'antisymétrie de ©. Ainsi, nous retrouvons

pertubativement le propagateur habillé (4.1.55).

Il existe une facon plus expedite de voir que le propagateur effectif est donné par

(4.1.55). En effet, étant donné que dans l'espace des impulsions nos couplages sont des
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tenseurs constants, nous pouvons inclure le vertex Fap(29,¢? dans le terme cinétique

usuel, menant a un propagateur de la forme

1 1
= 4.1.54
<|n|gAB — QinMAB) (\N\QAB + n]:AB) ( )

En termes des tenseurs de corde ouverte G, © (4.1.20,4.1.21), nous avons finalement

In|

, , In| .
HAB(IEZQ, yez,@) _ Z (GAB (.ny) + @AB (.ny) ) 6—zn(a—,6) 6—e|n\ (4155)

Id n
n#0

Il convient de souligner que ce propagateur n’est valable que pour calculer les diver-
gences des diagrammes (car il fait usage du fait que pour ce but on peut considérer
les couplages constants) et en ce sens c’est un propagateur effectif. La méthode de
développement utilisée permet donc d’obtenir un résultat exact en F', et le prix a payer
est 'introduction d’autres vertex de bord, avec des dérivées de F'. Le résultat est donc
valable pour un champ F' qui n’oscille pas excessivement.

Ce que nous avons dit jusqu’a ce point est suffisant pour traiter les diagrammes de

type-0. Nous examinons maintenant le cas des diagrammes de type—¢'.

Les diagrammes de type—)’. Ces diagrammes ne contiennent pas de facteur NV et

donc pas de insertion explicite de Jpz. De forme schématique, ils s’écrivent

O S OL(B)01[a(6)] -+ Oula(6,)] X
<C(0,0, - 0,) (4.1.56)

ou nous avons choisi I'opérateur O arbitrairement parmi les insertions de vertex, et
comme avant nous supprimons la dépendence radiale et les structures tensorielles des
vertex. Nous voulons comprendre la structure des divergences ultra-violettes du cor-
rélateur C'(6,0,---6,). La divergence de C en Ine est similaire au cas (4.1.41) des

diagrammes de type-o
Ine Y D (4.1.57)

avec 1 = 1,--- ,n, et les ¢; étant toujours des tenseurs constants; mais par analyse

dimensionnelle les D; sont de la forme
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La présence du facteur ¢ justifie le nom de ces diagrammes. La contribution a la

fonction béta est donc

ABydpr™ =Y ¢ 0 01-+-0,0; - O, (4.1.59)

Notons que la fonction béta ne dépend pas du choix arbitraire de O, car différents choix
changent le résultat (4.1.59) par une forme exacte de rang 1 qui peut étre absorbé par un
choix de jauge de F. Essayons plutét de mieux comprendre les facteurs 9,0;. Supposons
par simplicité que O; est donné par un tenseur S47; d’aprés (4.1.10) et (4.1.11) nous

avons alors

6951\]\2 = 6%6”1\78955
1 1
= M, (D955+§ g[,f;a@xksg—éﬂgof;amsg) (4.1.60)

Etant donné que Dy = dyz*V, nous arrivons a I’expression finale qui est explicitement

covariante dans I’espace-temps

2

Ce résultat peut étre facilement étendu a des tenseurs O; arbitraires. Notons que dii au

1 1
0oShy = (VLS% + S Hp Fi Sy — §H}\'}AJ-“£‘S,¥) Opz* (4.1.61)

facteur ¢’ dans la divergence de C' nous retrouvons le facteur dy2* dans la divergence

du diagramme.

Il nous reste de trouver les tenseurs ¢;. Ceux-ci peuvent se calculer par I’expression

déde, dé, . ,
vl gC(Q, 6y ---0,)sin(f; — 0) = ¢;In e + termes réguliers  (4.1.62)

L’insertion du facteur sin(f; — ¢) implique que les diagrammes peuvent étre calculés
comme avant aux modifications suivantes prés. Les vertex O, pour j # i sont toujours
a impulsion zéro, mais le vertex correspondant & O; a une impulsion totale égale a 1,
et sa structure tensorielle M ou T est remplacée par OM ou JT, respectivement. Par
contre, le vertex correspondant & O a une impulsion totale égale & —1. Finalement, la
procédure de régularisation adoptée en haut est encore valable pour ces diagrammes.
Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour calculer la fonction 57 a

deux boucles.

4.2 La fonction béta a deux boucles

Nous arrivons maintenant au coeur de ce chapitre, aprés avoir présenté les princi-

paux outils dans cette longue introduction. Dans les paragraphes suivants nous illus-
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trons les procédures exposés par le calcul de deux diagrammes de type—d et deux de
type-d’ a deux boucles, suivis du résultat final pour 7. L’étude détaillé de tous les

diagrammes (4.2) et (4.3) est inclus dans appendice C de la référence [BorCS04].

4.2.1 Le calcul des diagrammes

Des diagrammes de type-6. Commencons par un diagramme de type co, disons
le diagramme §[4]. Supposons que les vertex sont aux points ¢ et ¢ sur le bord. Le

diagramme s’écrit

1 2
(%) %%dede,MIJKLNRS<<I§J<Ka¢<L(9)CR<S(9’)> (4263)

Graphiquement, les contractions possibles sont (le trace dénote une dérivé agissant sur

AVANRN AN

MO N®

un propagateur)

F1G. 4.8 — Le calcul du diagramme §[4].

Il est utile de définir le propagateur partiel 1% comme la partie du propagateur I1%

(4.1.55) avec impulsion fixée n
I/ = (WG” + = @”) ~Inle (4.2.64)

Avec toutes ces considérations, la premiére contraction en (4.8) s’écrit

/ oo
Z m HiRHJSHKL [GIRGJS @IR@JS} @KL Z %6—6(2n+m)
m,n=1

~ 8 [GIRGJS . @IR@JS] @KL Ine

ou le prime sur la somme sert & nous rappeler d’omettre les termes singuliers. Dans
la deuxiéme contraction dans (4.8), les indices symétrisés RS sont contractés avec les
indices antisymétrisés K, L — cette contraction vaut donc zéro.

En incluant tous les facteurs numériques, la contribution AB37, [4] du diagramme
d[4] a la fonction béta est donnée par
8(a')’

oy NrsM; k0" (GG + ©0) 55 (4.2.65)
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Considérons maintenant la contribution d’un diagramme de type 6, par exemple le

diagramme 0[3],

3[3] = f{ dp Ny yoger / 49 Npjx ]{ d¢' Ngs (C'¢70p¢" - (¢ 04¢CK" - (ROp 5.

Pour écrire les contractions d’une forme plus compacte, nous introduisons la notation

suivante

~ 1
It = ~ T THE NG 15 4 4.2.66
" <|n|91J+n.7:U—N1J) n e Nt ( )

Le correlateur s’écrit

1 ~ A S ’ A rrr A ' ’
TMusk My Y (ﬁnf T2 TUK 4 ompI T 12K T ) Sminsp.  (4.2.67)

m7n7p

La conservation d’impulsion est imposé par les fonctions 0 : m, n, p sont les impulsions
des trois propagateurs qui sortent du vertex Mk, pour un total de m+n+p. De cette
expression nous gardons seulement les termes qui ont un seul facteur de dyz*. Ceci veut
dire que nous développons cette expression en remplagant tour & tour exactement un

ﬁn par un II, NII,, dans toutes les positions possibles, soit explicitement

1
_§MABCMRST Z <P2 (HNH)SR HﬁSHgT +mp (HNH)SR HﬁTHSS) Omtn-tp
m,n,p
1
— MapcMpsr > pPIIRS (INTL) T Gy (4.2.68)
m,n,p
1
—3MascMpsr Y mp (HﬁR (INTHET TCS 4 TART2T (HNH)SS> Sty
m,n,p

Esquissons maintenant la méthode de calcul pour ce type de diagrammes. Commencons
par la premiére ligne : en développant les propagateurs II,, & impulsion fixée (4.2.64)
en termes des tenseurs GG, 0, on trouve les structures tensorielles présentées dans les

tables plus bas. Ces structures sont associées & des sommes de la forme

S~ Z %5m+n+p ) R~ Z %(Ln—i-n—i-p )

respectivement pour le premier et le deuxiéme termes. Nous divisons le domaine de
sommation en des sous-domaines I, ot n, m sont positifs; 11, ou n,p sont positifs, et

111 ot m, p sont positifs. Les sommes partielles sont alors

S[ ~ —1116, S[[N—IDG, S[[[NIDE,

R[ ~ 1116, R[[NIDE, R[[[N—IDG.
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dans les sommes de 1’expréssion(4.2.68). Ecrivant I’expréssion (4.2.68) en termes de

ces sommes élémentaires, qui peuvent apparaitre avec un facteur +1, on trouve les

coefficients suivants pour les diverses structures tensorielles : pour le premier terme

AR,BS,CT T

GNG)GG -

_l’_
GNG)00 +

/\Ar\a/\/\r\ﬁ
=
\_/\_/\_/9\/\/\_/
Q
@
+

et pour le deuxiéme terme

AR,BT,CS

@

=
\_/\_/\_/\_/9\_/\_/\/

Q

o)
e T

17 II1

— + 3lne
+ —lne
+ —Ine
+ 3lne

—Ine

o+

— —Ine

—Ine

+ +
|

— —  —lIne

I 111
Ine
Ine

Ine

+ o+ o+

Ine
— 3lne
— 3lne
— 3lne
3lne

+ o+ o+

+
|

Passons maintenant aux deuxiéme et troisiéme lignes du diagramme (4.2.67). Les

sommes qui y apparaissent sont de la forme

o—c(nl+m))

D

n,m

~In%e (4.2.69)

et ne contribuent donc pas pour la fonction béta & deux boucles. La contribution du

diagramme 6[3] pour la fonction béta est ainsi donnée par I'expression assez longue

Aﬁ]\]_/—[ [3] anM = —MABC (3MRST + MRTS’) [(GNG + @N@) GG]AR7BS’CT
+Mapc (MRST — MRTS) [(GNG 4 @N@) @@]AR,BS,CT
+MABC (MRST - 3MRTS) [(GN@ + GNG) (G@ + @G)]AR,BS,CT ‘
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Un diagramme de type-0’. Nous passons maintenant aux diagrammes de type-¢’,

voir figure 4.3. Considérons comme exemple le diagramme §’[2]. Nous obtenons

1 .
T (Mapep (—m) + Mpepa (n — W) + Mepag (—n) + Mpapem)

i(2n — W) dMgg AR TISPIICLY 4 (W« —W)

ou l'on prend W = 1. Ceci donne origine a deux types de termes, I'un qui dépend

explicitement de €
n
6% (m (Mapep — Mpape) +n (Mepap — Mpepa)) (ILdMID AP ISP
et 'autre qui n’en dépend pas

(m (Magep — Mpape) +n (Mpepa + Mcepag)) (HdMH)ﬁB ner.

]

Une analyse détaillé de ces expressions révéle que la contribution du diagramme §'[1]

a la fonction béta est

Aﬂj\}/—[ [1’] 8@$M == (MABCD — MBCDA) (GdN@ + @dNG)AD GBC . (4270)

4.2.2 La fonction Bf 4 deux boucles — termes de courbure

Ayant exposé les méthodes de calcul des divergences des diagrammes de type 0 et
de type ¢’, nous exposons ici les résultats. Les calculs peuvent étre consultés dans la

référence [BorCS04|. Les diagrammes qui ne contribuent pas sont
8[1] =96[2] =0[5] =0, et &3] =04 =0

Parmi les diagrammes qui contribuent a la fonction béta, nous retrouvons les dia-
grammes déja trouvés dans [AT88| dans le cas plat (out H = 0) et a ’ordre F'? — c’est-
a~dire 6[3], 0[4] et §'[3]; et nous avons aussi de nouveaux diagrammes qui émergent
soit & une ordre en F' plus élevée (0'[1]), soit qui dépendent de la courbure de 'espace,

comme 0[6], §[7], §[8] et ¢'[2]. Ces derniers dépendent de puissances plus élevés de la
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trois-forme H. Explicitement, la contribution des diagrammes de type J est

§[3] = —Mapc (3Mpsr + Mgrs) [(GNG + ONO) GG HPCT (4.2.71)

+Mape (Mrsr — Mprs) [(GNG + ONO) 0] FBSCT
+Mupc (Mpst — 3Mprs) [(GNO + ONG) (GO + @G)]ARBS,CT
0[4] = 2t Mapep (GNG + @N@)AB P
0[6] = =TapcTapc (GNG +ONO) (3GG + @@)]AACBB’,CC’
F2Tapc T [(GNO + ONG) (GO + 0G)|*4- P8 ¢

§[7] = 4TupcMa e 2 (ONO + GNG) OO — (GNO + ONG) (GO + 6G)| 485

5[8] = Tapcp (GNG + ONO)P GCP

tandis que la contribution des diagrammes de type 0’ est

8 [1] = (Mapep — Mpepa) (GAMO + 0dMG)*P GFC (4.2.72)
1
0'[2] = M, 4,4,0Mp, 5,5, [~2000 + 30GG + 3GOG — AGGE) 1 PrA2BAsBs |

1
+3Ma,434,0Mp, 5,5, (00O + 20GG — 5GOG + 2GGO]A B A B AsBs
(S, [3] - 6iMABCTA/B/C/
[(GdMO + 8dMG) OG — (GdMG + 0dMO) 0] BE-C¢

Le résultat de cette section est que dans un espace parallélisable (tel que les équa-
tions de mouvement pour les champs de corde fermée fonctions béta pour les couplages
de corde fermée sont nulles & deux boucles), la fonction béta pour le champ F de corde

ouverte est donnée par
By =D _olil+ > ol (4.2.73)
i j

Nous rappelons que ce résultat est exact en F' et est valable pour le schéma particulier
de régularisation que nous avons adopté. Il est connu que un changement de schéma de
régularisation équivaut a un redéfinition des champs d’espace-temps de la théorie des
cordes [Ts93]. Ce qui est invariant sous ces redéfinitions sont les coefficients de Weyl
(3 (1.2.18), dont 'annulation n’est pas nécessairement équivalente & 3 = 0 [Ts87]. En
tout cas, nous avons souligné que notre interét est dans les solutions avec symétrie
conforme (avec brisure douce de 'invariance de Weyl), et pour ce cas les fonctions
béta sont 'objet pertinant [Pol88|. En particulier elles permettent de contraindre la
structure des corrections a l'action Born-Infeld non-abelienne, comme nous montrons

dans la prochaine section.
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4.3 Champs antisymétriques

et géométrie non-commutative

4.3.1 Action de Born-Infeld non-abelienne

L’idée que relie les équations de mouvement du champ F', exactes en F', aux équa-
tions de mouvement des DO-branes dans un espace non-commutatif est trés simple.
Rappelons du chapitre 1 que dans la limite de F' trés large’, les conditions au bord
(1.2.25) deviennent des conditions de Dirichlet 9, X* = 0 dans toutes les directions
X" et décrivent donc des DO-branes. D’autre part, les équations de mouvement de F
sont écrites en termes des champs de corde ouverte (G, ©, F ainsi que les champs de

corde fermée g, H. Dans cette limite, nous avons par exemple pour les tenseurs de corde

ouverte
1\" 1 1 1\" 1
) o | = - - | —g— e — (9,u>\(9)\1/
e <G) (2ma)? <FgF) N (2ma)? T
=00 21 \ F - 27l ' e
ol nous avons écrit 0*" = (%)W. Dans le contexte de D’application de Seiberg et

Witten aux cordes ouvertes dans ’espace plat, oit F' est constant, c’est ce 6 qui définit
le produit de Moyal (1.3.32) dans ’espace non-commutatif. Méme quand F' n’est plus
constant, on peut montrer que 6 définit toujours une forme sympléctique. Le produit
non-commutatif associé est alors le produit de Kontsevich [Kon97|, dont les premiers

termes incluent déja des corrrections dans des dérivées de # au produit de Moyal

) 1
fxg = fg+ %ewau FOug = $0"670,0, 0,009 —
1

EQW‘(‘%\QW (auanacrg - an8u809> + 0(93) (4-3-75)

En particulier, les coordonnées vérifient les rélations de commutation [z#, z¥] = 6",
Moyenant une expansion perturbative du type de (4.3.74) en termes de 6, les équations
du mouvement de F' peuvent donc étre reécrites perturbativement en termes de poly-
nomes dans les positions z# des DO-branes et le champ H. La difficulté technique qui

se pose de ce coté est de bien établir cette expansion perturbative.

Inversement, ces équations de mouvement pour les DO-branes doivent decouler d’'une

généralisation de I'action de Born Infeld non-abélienne, et présentent donc un moyen

13La definition précise de large dans 1’espace des matrices n’est pas trés pertinente ici, nous pouvons

prendre comme mesure par exemple le déterminant.
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d’étudier cette généralisation. L’action de Born-Infeld non-abélienne est donnée par

(voir par exemple [Cor00|)

1 ot v
S:—W'ﬁ([w, |[zH, z¥]) (4.3.76)

ou la multiplication est donnée par le produit de Moyal. Les équations de mouvement

correspondantes ont été mentionnées (1.3.34) dans le chapitre 1

() 2[z*, [2*,2"]] = 0 (4.3.77)

Nous partons de ’hypothése que ’action non-abelienne correspondante au cas des
cordes ouvertes dans un espace courbe est toujours définie sur un espace plat dont le
produit non-commutatif est donné par (4.3.75); et que les équations de mouvement
sont données en termes de monomes dans des coordonnées z*, leur commutants et

possiblement dans le champ H (la métrique plate est implicite).

Pour trouver ces équations, nous pouvons ainsi considérer tous les monoémes pos-
sibles dans z# et H et essayer d’en déterminer les coefficients par comparaison avec la

limite de grand F' des équations du mouvement de F'.

Trois difficultés techniques se posent a ce programme. La premiére, déja mentionnée
dans la section précedante, est que les équations 3 = 0 que nous y avons déterminés ne
sont pas les équations du mouvement complétes de F. Les coefficients de certains mo-
nomes pourraient donc étre incorrectes. Une deuxiéme difficulté est liée au passage entre
mondmes en z* et tenseurs en 6 ; en effet, ceci fait usage du produit non-commutatif,
que nous utilisons perturbativement en 6. Nous verrons que la précision a garder dans
ce produit dépend du nombre de boucles que nous considérons. Troisiémement, le pas-
sage entre les tenseurs en 6, soit la limite de grand F' des équations du mouvement, et

la version compléte de ces équations n’est pas sans ambiguités.

Malgré ces difficultés, nous jugeons digne d’interét de classifier les monomes perti-
nents en z*, H, dans 'attente de résultats définitifs en ce qui concerne les équations
du mouvement. Comme nous le verrons, la classification est particuliérement simple et
peut déja donner de 'information sur la structure de la généralisation de ’action de

Born-Infeld non-abelienne.
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4.3.2 Classification des corrections de courbure

Il faut tout d’abord bien établir ’expansion perturbative des équations du mouve-

ment. Ceci s’écrit
ﬁ _ (O/)_lﬁ(l) + (a/)06(2) I (O/)Z—Qﬂ(ﬁ) 4. (4378)

ou ¢ dénote le nombre de boucles. Dans ces notations, o’ a dimension de longueur L?,
tandis que g, B sont sans dimensions et I a dimensions de longueur L~2. En particulier
H a dimension L' et 6 a dimension L? comme attendu. Une fois que chacune des
fonctions 5 est exacte en F', on peut maintenant en prendre la limite o/ F' trés large.
On obtient

© By
6 - Z (a/)N’

N

ou chacun des ﬂ](\f) ne dépend pas de o’.

Du coté de la théorie non-abelienne, une analyse dimensionelle nous révelle qu’il

existe deux expansions perturbatives : d’une part le monéme générique a la forme
n—m
<\/a’> z™H" (4.3.79)

D’autre part, dans la limite géométrique que nous considérons ici, le champ H varie
avec la taille de ’espace cible, H ~ R~'. Pour voir comment le monéme x™H" varie,
regardons le cas des modéles de WZW ; alors R ~ [,v/k ot I, est la longueur typique

des cordes et 1'échelle typique d’une classe de conjugaison (1'univers branaire des branes

symétriques) varie comme x ~ N % ~ N \I/E a N fixé. Donc, nous trouvons que dans le
cas des modéles de WZW

TH ~ (%)mm (4.3.80)

Cette double expansion en o' et en k n’est pas inattendue, car nous avons vu en effet

que la limite de petite courbure que nous considérons ici est double, o/ — 0 et o’k — oo.

Il faut maintenant comprendre quels monoémes " H™ peuvent contribuer & quels
termes dans I’expansion (4.3.78). Pour commencer nous examinons le cas du terme

[a#, z¥][x*, x] dans (4.3.76). Les équations de mouvement correspondantes se reécrivent

()2 [z", [2", 2"]] = i(a)) 2 [a", 0"] = —(a) 20" 050" + - - -
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Avec la rélation § = F~1 ceci devient

o 1 PH 1 o
(O{ ) 0 (F) (F) ame =0 (4381)

ce qui coincide avec la limite de grand F de ’équation du mouvement ) = 0 & une
boucle avec H = 0 (1.3.29), comme on peut le vérifier en utilisant (4.3.74). Par contre,
le terme en H des équations S = 0 (1.3.29), de la forme FHF, se reécrit comme
mﬁﬂg“ ce qui donne le deuxiéme terme des équations de matrices avec H non nul
(1.3.35) menant a l'effet diélectrique. Nous voyons donc que 1’équation du mouvement
a une boucle correspond aux termes ™ H" dans I’action non-abelienne avec m+n = 4.
Un simple contage de puissances nous méne alors a I'hypothése que les corrections
a ¢ boucles commencent avec les monémes ™ H™ avec m +n = 2{ + 2. Avec cette
hypothése, la contribution des 3) a ’action non-abelienne s’organise dans le tableau

suivant

HO | x X (=1 x |[£=2
H'| x |/=1] x |[£=2]| x

(4.3.82)
H?| rien X /=2 X
H?| x |[/=2]| x X
H*| /=2 x X

Les (3° contribuent bien sur aux monémes ¢ droite de la diagonale m + n = 2( +
2, avec les termes sous-dominants en F'. Toutefois ces mondmes recoivent aussi des
contributions de boucles supérieures, et les résultats que nous trouverions ainsi ne

"..." Les 3 peuvent contriber

seraient pas pertinents et ont donc été notés avec un
aussi aux termes & gauche de la diagonale, si dans le passage entre leur limite de grand
F et les mondmes l'on utilise de termes du produit de Kontsevich (4.3.75) quadratiques
ou plus en 6. Toutefois, nous nous attendons & que ces mondémes ne soient pas nouveaux,
dans le sens ou ils seraient absorbés dans la correction, ordre par ordre, du produit de
Moyal vers le produit de Kontsevich dans ces expressions a gauche de la diagonale.
Finalement, les x dénotent des mondmes qui ne peuvent pas apparaitre dans 1’action.

Une analyse plus détaillé de ce tableau peut étre trouvé dans [BorCS04|.

Il existe une autre difficulté dans la correspondence entre les actions abelienne et
non-abelienne, qui réside dans les ambiguités méme des définitions de chacune de ces

actions. Nous avons vu qu’a deux boucles les fonctions béta dépendent du schéma de
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régularisation, ce qui se traduit pour les équations de mouvement dans des possibles
redéfinitions des champs. Du coté non-abélien, la redéfinition des champs revient & un
changement de coordonnées, i.e. un difféomorphisme z# — x* + x*(x). On réduit ainsi
le nombre de monomes indépendants a considérer. En particulier, on voudrait imposer
que l'action non-abelienne soit explicitement invariante par translation. Avec toutes
ces contraintes, le nombre de monomes pertinents est réduit a 5, par exemple trois
mondmes du type 2 H°, deux mondémes du type 2°H? et un monéme du type x°H,
dépendant des structures que l'on choisit d’éliminer sous la redéfinition des champs.
En tout cas ces cinq coefficients déterminent sans ambiguité I'action de Born et Infeld
non-abelienne a I'ordre de deux boucles, et donc la généralisation de 'effet diélectrique

a cette ordre. En effet, ’action dans I’espace plat est connue a deux boucles,

1 5 5 1
4@,2T1"([1’“7$ J[2", 2"]) — 61203

Ceci fixe les coefficients des termes 28 H?, un seul étant non nul. Les autres monomes

S =— Tr ([z*, 2 ][z", 27][x7, 2#]) (4.3.83)

sont explicitement
v v 1 14 (od o
H2HHVPT1"([$“7$ ]xp) ’ HHV)\H)\agHangl"([ZL’“,x ]xp> ) WHHVPTT([xuux H$p,l’ ]x )
Pour le cas particulier d’une variété a trois dimensions, comme SU(2), nous avons
H, = Heyo et les équations de mouvement sont
(1+a/k  H?) [ X', [ X7, Xa]]+§a’(H+a’/<;2H3)eaij (X, X )= [ [[X, X7, [X7, X)) = 0
T
ou les incognites se résument aux deux coefficients ki, ko. Néanmoins, cette équation
permet d’écrire la correction a l'effet Myers (1.3.35), perturbativement en o/
i v ia 1773 1 ijk vk
(X' X =——|H+d'H’ | k1 —ky— == | | "X (4.3.84)
2 872

La structure algébrique de la solution est ainsi préservée.

Faisant le chemin inverse & celui presenté au debut de cette section, ces termes
permettent de déterminer a leur tour la limite de F’ grand des équations de mouvement
pour F'. Toutefois, il existe beaucoup d’extensions & F' fini de cette limite ; par exemple

pour I’équation de mouvement du premier terme

H?H,, e[t 2" = 2mid/ @7 (H*FygHL OM) + - - (4.3.85)
1

= 2mia/©"" <H2prﬁH5” (5) ]—""“Y) T

, 1 oA
— 2rmia'©" <H2H“Va.7:p/u.7:au.7:m (5) @M) .
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Donc, méme si tous les coefficients identifiés par cette classification étaient connus,
nous n’aurions pas pour autant achevé la détermination des équations du mouvement
de F' dans toute généralité. Ce probléme majeur de la théorie des cordes resiste donc,

encore et toujours, a 'invahisseur.
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Chapitre 5
Conclusions et perspectives

A la fin de cette thése, je souhaiterais revenir aux principaux résultats et leur

application & certains problémes en théorie des cordes.

Cordes fermées dans des espaces compacts : Tout le long de la thése nous nous
sommes mis dans le cadre de la formulation perturbative de la théorie des cordes & partir
de théories conformes sur la surface d’univers d’une corde test. Nous avons souligné
I’importance de trouver 'interpretation géométrique de ces théories conformes, prenant
pour exemple les modéles WZW sur les variétés de groupe. Dans le deuxiéme chapitre
nous avons donc exploré quelles géométries sont passibles d’étre des espaces-cibles de
théories conformes rationnelles de type courants simples. Nous avons ainsi retrouvé les
variétés quotient G/,I', out G est un groupe de Lie compact et I' est un sousgroupe
abélien dont 'action p sur G est relié & des parameétres de la théorie conforme, la torsion
discréte. Cette méme torsion discréte détermine encore le choix de champ de fond B sur
G/,I. En plus d’illustrer les liens assez remarquables entre théorie conforme et topologie
(puisque de tels espaces sont distinguibles seulement par des invariants topologiques
assez évolués), cette classification met a notre disposition un ensemble d’espaces qui
pourraient jouer un role important dans les compactifications de cordes : les espaces

de lentilles généralisés L,, .

Les espaces lentilles canoniques L, ; = SU(2)/Z, apparaissent déja en plusieurs
contextes en théorie des cordes, par exemple dans une configuration de trou-noir
|GPS93|. Ils apparaissent aussi dans une configuration ou n objets 6-dimensionelles
appelés NS5-branes sont mises sur le quotient C/Z,, [DG98]. Des calculs préliminaires

indiquent que les espaces de lentilles généralisés correspondent a une configuration de
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n NS5-branes sur le quotient C/Z,, défini par
21— w2, 29 — wWP29. (5.0.1)

On peut voir de plusieures facons qu’une telle configuration brise la supersymétrie de
I’espace temps, menant a des tachyons (de corde fermée) d’espace-temps. Toutefois, la
théorie sur la surface d’univers a la méme supersymétrie que celle correspondant & L, ;.
On peut perturber cette théorie par 'opérateur pertinant correspondant au tachyon, et
en étudier 1’évolution sous le groupe de renormalisation. Ceci fournit donc une méthode
d’étudier la condensation de tachyons de corde fermée dans des solutions courbes de la

théorie des cordes.

Cordes ouvertes dans des espaces compacts : 1l est plus facile, pourtant, d’étu-
dier la condensation des tachyons de corde ouverte sur des D-branes. Dans le troisiéme
chapitre, nous avons donc procédé a la classification des D-branes dans les espaces
G/,I" et a leur interprétation géométrique. Ceci illustre géométriquement des phéno-
ménes intéressants des états de bord, comme la résolution des états fractionnaires (ou
dégénerés), et les états de bord de type B, obtenus par dualité T.

Nous avons aussi étudié la description effective de ces D-branes en termes de I’action
de Born-Infeld. L’étude a révelé le mérite de cette description pour des espaces de la
forme G/,I', qui est en excellent accord avec les résultats exacts de la théorie conforme.
En outre, la version non-abelienne de Born-Infeld permet d’étudier la condensation de
D-branes dans un espace non-commutatif (I’effet diélectrique). Pour comprendre ce
phénoméne dans un espace-temps (commutatif) général, nous avons calculé dans le
quatriéme chapitre des corrections aux équations de mouvement de Born-Infeld dues a
la courbure de 'espace (4 deux boucles). Notre méthode permet plus précisément de
déterminer les équations béta a tous les ordres en o’ dans un espace-temps arbitraire
(pas nécessairement compact). Nous avons aussi classifié les contributions possibles a
ces équations du coté de la théorie non-abelienne. Toutefois le lien entre les versions
abeliennes et non-abeliennes de ’action effective n’est pas bien contrélé & deux boucles
en théorie de perturbations. Nous esperons resoudre ce lien dans le futur, obtenant ainsi
une meilleure compréhension de la condensation des D-branes dans des espaces-cibles

courbes.
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