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à ���utwzy|�~�Ý����u����z}�Iß �u��t{z}Ö}~�z}�ut(�uz�~�Þuá}x{zÓß
â �u�gzy| × ��|G�Óx{�ã�Ó|Iß t{��susg��tw~{zy�ut}ß
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� z�Ò����u��t�����x�~{����~(��� ���g��t{�'t{z}Ï�z}t{Öy��zyt à ���utwzy|�~�Ý����u����zy� �uzÍÏ�� � Ò�����t�twz��y� �G��|ux���z à ���g���
t�� ~�����t{z��£��� ���G�u��t{����z�sg���ut��£�uz$­wz�s��u��xwx{z(Ô¹Ï�z}|uzyt^Ï�zyx$~{t�� ÒÓ�������uz(t{z}ÖÜÞuzytwÖÜÞuz Ø�� z(���u��x{�u��x^~{t{á}x
t{v}Öy��|�|G����xwx���|�~yßN����|uxw���£���! Ú Þ�t{��xÕ~���s�Þ ¬ ÖÜÞ£æ"zy����zytÕ~ ßN��� � Ò�����tÍ��ÖyÖ}zys�~{v���z¹�u��tw����z}t�Ï � ~{Þuáyxwz� 
�u�#" v}t{zy|�~{x�Ï���Ï�zy|�~�x Ø

� z�t{z}Ï�z}t{Öy��z�ÒT��Ò�z}Ï�z}|�~^��zyxRt{��susg��tw~{zy�utwxyß â �u�gzy| × ��|G��x{����|¹z}~�$��u���uxÕ~�� ¬ ����|u��~{~{� ß ��� �[Ò�����t
��Ö}Öyzys ~�v^�uz^����t{z$Ö}z Ï�vyÏ�����t{zR����|ux{�%�T�&� ���'�ÍÏ�z}ÏÆ�utwzyxN�u�,­w�utwÔ��uz^��zy��t¨��|�~�z}t)(}~Nsg���ut¨Ö}z}~w~�z^~�Þuá}x{z Ø

� z»x{�u��x�vy������zyÏ�zy|�~�twzyÖy��|u|G����x{x��Ó|£~����'� s�z}t{xw��|u|uz}x�� Ò�z}Ö*�T����­+� ���
su� ����x{Ö}��~�z}tyßIz¦~°Ï,(}Ï�z
Öy�����ã�Ó����twzyt��Ó�LÖy���ut{x��uz�Ö}z}~w~�z�~{Þuáyxwz�ß |u��~���Ï�Ï�zy|�~.-����uxwzysusgz����!$�susg��������|u����ß à ��t{z}|0/y� Ú ��t1�
|G�����G��ß32���Ö}���ã��x Ú ���uÖÜÞu���u� ß54�z¦Ò ��|6-�t��ÓÞG��Ï'ß37���|98�x{t{��zy�WßNÝ,��t{��x è ��������|uz�ß ¬ ÔT��ÒÓ����| â ���u���u��~yß
8�|u��� â ��|uå�z}� ß â �Ó���u� ¬ ��|�~Ü�ÓÖÜÞu�ã��t{��ß â ��Ö �Ót{�u� ¬ ÖÜÞu����susG��ß^z¦~:$����utwzyÖÜÞ�~ é �utw~)/ Ø;� z'Ò����u�ut{����x
t{z}Ï�z}t{Ö}��zyt�~{����~�sG��tw~{��Ö}�u����áyt{z}Ï�z}|�~ ¬ Ô � ÒÓ����| â ���G������~�s����ut(|u��x�����Öy��x{x{����|ux�z}~�x{zyx�zy|uÖ}���ut{����z<�
Ï�zy|�~�x Ø

� z twzyÏ�zytwÖy��z'����x{x{��~{���ux���zyx�Ï�zyÏÆ�utwzyx»�u� à è�=?>A@ ��z Ï�� � Ò�����t»��Ö}Öy�uz}������� ß�|u��~���Ï�Ï�zy|�~
Ý,tw�u|u� × ��ÖÜÞuz¦~�z¦~CB�����ÒT��z}t�Ý����gzy����|IßIz¦~��Ó�ux{xw� × ��t{Ö}� è ��Ö}Öy�'z}~ × ��twÖ�Ý"zy������|D�£�u�^��|�~°�u��z}|
Ò����u��� Ï�z��u��|u|uz}t���zy�utwx(� Ò ��x(x{�ut(Öyz¦~{~{z°~{Þuáyxwz ØE� z�Ò����u��t�����x(���ux{xw�NÏ�z}|£~{����|�|uzyt���z�x{����~{��z}| �uz
× ��tw��zF� Ú Þutw��xw~{��|uz à v¦Ò£ÔG��2��'Hy�Wß ¬ ÔT��ÒT��z?7��Ó���ã�I�KJG�������ã��ßL$�|u|u��z â ��ÖÜÞu��t{�»z}~M7�z}|u��x Ý,z}t{|u���N�£�u�G��|£~
�u��zy| ��vytwv�~�����~{zyx(��z}x�Öy��Ï�su����Ö � ~�����|ux�����Ï���|u��xÕ~�t�� ~���Ò�zyx�xw�utwÒ�zy|£�uz}x Ø

@ |�OG|IßÓ­wz�xw�u��x(Þuz}�ut{z}��� �uzÍt{z}Ï�z}t{Ö}��zyt�Ï��QP ��Ï�������z�ß�Ï�zyx���Ï���x"z}~��u��zy| x{sgvyÖ}�ã����zyÏ�zy|�~R$�|u�
sg���ut�Ï�� � Ò�����t�xw����~�z}|£�µ�G��|�x�Ö}z}~w~�z°zy|�~�twzysutw��x{z Ø





¬ �¨��z = ����~ � è �u��xwx���|�~�Ï � � ÒÓ����~�Ö}��|uxw�u��~{v
� ÒÓ��|�~���� zyÏÆ�G�Ót)�£�uzyt��G��|�x���� Ú t{vy�Ó~�����|Iß
­+� ���ut{����x t{zyÖ}��Ï�Ï ��|��uv �£�uzy� �£�uz^ÖÜÞu��x{z^�uzRs����ux¨xw��Ï�su��z Ø
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à z �u��~Æ�uz Ö}z}~{~{z ~�Þ�áyx{z zyxw~Æ��� v¦~��u����zyt���z}x�~�Þ�vy��tw��zyx��uzyx�ÖÜÞG��Ï�suxÆÖy��|�P ��t{Ï�zyx. µ�uz}���L�u�#�
Ï�zy|uxw����|ux z}~,��z}�ut"��|�~�zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|���vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz ØTà zyx,~{t�� ÒÓ������sutwvyx{z}|�~�vyx�xw��|�~�Ï���~�� Ò�v}x,sG��t �ã�
~�Þ�vy��tw��z��uz}x�Ö}��t{��zyx��G��|ux(�uz}x�z}x{sG�ÓÖyzyxK� ~{zyÏ�sux�Ö}���ut{�gzyx(z¦~�Ô ~�t{����Ò�z}|£~���z}�ut(��sus�����Öy�Ó~�����| Ø

H�I)JLK7MNJOI)P�QSRUTWV!I�KGXORUTZY à z�xw��á}Öy��z��uz}t{|u��zyt |u���ux"����vy���uv��u|uz��uz}x{Öytw��s�~{����|��uz��ã� è Þ�ÔTx{� �£�uz
�G��xwvyz»x{��t°��zy��� s�������zytwx�Öy��Ï�su��vyÏ�zy|�~Ü����t{z}x�z}~°Ö}zysgzy|u�G�Ó|£~°��|uÖy��Ï�sG�Ó~{���u��zyx Ø 7Q� �u| Ö#[�~{v�ßI����t{z<�
�ã� ~���ÒT� ~�v���v}|uvyt{����zN�£�u����vyÖytw��~�� � ��|�~�z}t���Ö¦~�����| ��t�� ÒT��~Ü� ~�����|uzy����z  �� � �����uzÍ��� �u|uz�~�Þuv}��t{��z�Ö}�ã��xwx{� �£�uz
sg���ut���z}x(ÖÜÞG��Ï�sux(�uz����¹Ï �Ó~{��á}t{z�z¦~���z����ÆÏ�v¦~�t{� �£�uzÍx{�ut(�u| zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�x Ø 7�zÍ� � ����~{t{zÍÖ#[�~{v�ß
��zÍÏ�� ��áy��z�xÕ~Ü��|��G��t{� �£�u�N�uvyÖ}t{��~���z}x(��|�~�z}t���Ö¦~�����|uxRP ��tw~{zyx�z}~�vy��z}Ö}~{t{�%P �����u��z}x? �� � �����uz��uz}x�~{Þuvy���
t{��zyx �£�G��|�~�� �£�uzyxÆ��zyx�ÖÜÞu��Ï�s�x��uz�­{���u��z�Öy��Ï�Ï�z¹��z�suÞu��~{��|IßNÏ�����x��!\ � � zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�sux�z¦~�x{�
Ï�v}~�tw� �£�uz�xw��|�~ O���v}x Ø 7���|�x"��zyx^�uzy�'�»Ö ��x}ß£Öyzyx^~�Þ�vy��tw��zyxRxw��|�~,z}|�zF� Öyzy����z}|£~"��Ö}Öy��tw� � Ò�zyÖ���zyx^zF�'�
sgvyt{��zy|uÖ}zyx��G��|ux���zy��t{x �u��Ï�����|uz}x��&� ��s�su����Ö �Ó~{����|Iß��T��� xw��|�~$Þuv}�ã��x �u��xZ­w����|�~{x ¯ t{z}x{sgzyÖ¦~���Ò�zyÏ�zy|�~ ßÓ��z
~�twáyx"��t���|���z}~,s�z}� vy|uz}t{��v¦~�� �£�uz�s�����t"����t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{v(z}~���z�~{t{áyx"s�z¦~�� ~�z}~"~�twáyx,v}|uzytw��v}~{� �£�uz�sg���ut
��z�Ï��T�uá}��z�xÕ~Ü��|u�u��t{� Ø$Ú zysgzy|u�u��|�~ ßR���"z<� ��xÕ~�z Ï�(yÏ�z �G�Ó|ux¹� � �u|u� Ò�zytwx»��Ö}~{�uzy�,�uzyx¹���£­wz}~�xÆ~{t{á}x
�uz}|ux{z}x �£�u��|uvyÖ}zyxwx{��~{zy|�~��u|uz�~{Þuvy��tw��zA�T�u��|�~�� �£�uz���z��ã����t�� ÒT��~Ü� ~�����|Z]���zyx,~{t{���ux,|u����twx Ø 8��uv ����z<�
Ï�zy|�~ ßÓ�u|uz�~�Þ�vy��tw��z��£�G��|�~{� �£�uz��uz�������t{�[ÒT� ~Ü�Ó~{����|��u|u� Ouzyt�������t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{v"��vy|uv}t�����z�z}~^��z,Ï�� �uá}��z
xw~���|u�G�Ót{�Iß3�£�u�RxwzytwÒT��t{��|�~°�uz»suÞG��twzyxÍ�G��|�x°����t{z}ÖÜÞuzytwÖÜÞuz �uz»Ö}z}~{~{z¹~�Þuv}��t{��zCP ��|u�G��Ï�zy|�~�����z¹�uz
�ã� 2��Ó~���t{z Ø
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à ��t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{vR��vy|�vyt��Ó��z |�� z}xw~
s�����tw~Ü�Ó|£~�sG��x��u��twzyÖ¦~�zyÏ�zy|�~5�£�G��|�~��#O����u��z��Ó����t{����xw��|ÍÒ ��zy|�~$���
P ��� ~ �£�uz¹��z}x���|�~�z}t���Ö¦~�����|ux �£�G��|�~{� �£�uzyxÍz}|£~{t{z»�uz}��� sg����|�~�x��uz¹� � zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�sux��u��Ò�zytw��zyt{����z}|£~
 µ~�twáyx»Öy���utw~{zyx»�u��xÕ~Ü��|�Öyzyx}ßRvyÖÜÞG�ÓsusG��|�~:  ~{����~{z t{vy���u�ã��tw��x{�Ó~�����|�� Ö}��|�~�t{����twzyÏ�zy|�~»���pÏ�� �uá}��z
xw~���|u�G�Ót{� �C\�Öyz}x��u��Ò�zytw��zy|uÖ}zyx�sgzy� Ò�zy|�~?(¦~�t{z�t{v}���u�ã�Ót{��xwvyz}x�� ØTà �.�£�G�Ó|£~{� OGÖy�Ó~�����| ��z��ã�Í��t{�[ÒT� ~Ü� �
~�����|µxwzyÏÆ����z�z}|Àz+"�z}~�sut [�|�zyt�� � ��|£~{t{�T�u�uÖ¦~�����| ��� �u|uz��u��xÕ~Ü��|uÖ}z�Ï���|u��Ï �Ó��z�z}|£~{t{z¹��zyx�sg����|£~{x���z
� ��� zyxwsG��Öyz	�Üß�Öyz:�£�u� |�� zyxÕ~¹sG��x�Öy��Ï�sG�Ó~{���u��z»�[Ò�zyÖ �u|�z�~�Þ�vy��tw��z��uz ��� ��v}��Ï�v¦~�tw��z»�uz � � z}x{sG�ÓÖyz�ß
Öy��Ï�Ï�z�� � z}xw~���� t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{v���v}|uvyt{����z Ø�
 |uzCP �%�y��| ��� ��|�~�t{�T�u�u��t{z�Öyz}~w~�zÆ~���������zÍÏ���|u��Ï�����z°z}xw~���z
sutwzy|u�utwz sg���ut°���T­wz¦~�xQP ��|��G��Ï�zy|�~Ü���'�L��z �ã� ~�Þ�vy��tw��z�ßN|u��|ÉsG��x��uzyx�sG��tw~{��Ö}�u��z}x�sg��|uÖ¦~��uz}����z}xyß
Ï�����x���zyx(Öy��tw�uzyx�� Ô���|�~��u|uzÍÖ}zytw~�����|�z°����|u����zy�ut Ø
à ��~�Þuv}��t{��z��uz}x�Öy��tw�uzyx�z}xw~(�u��|uÖ��u| z}x{x��Ó�I��� �u|u� OuÖ �Ó~{����|���z�� � ��|�~�z}t���Ö¦~�����| ��t{� Ò � ~Ü�Ó~{����|�zy����z

z}~»��zyx»��|�~�z}t���Ö¦~�����|ux¹�uz�­{���u��z�ß$�G�Ó|ux»��z�xwzy|ux��!\pzy����z�sutwv}~{zy|u���uvyÖ}t{��twz�ß$�u��|ux»�u|uz Öyz}tw~�����|uz
��sus�t{�L� ��Ï��Ó~�����|Iß
���Ù��t�� ÒT��~Ü� ~�����|mz¦~ ��zyx�����~{t{zyx���|�~�z}t���Ö¦~�����|ux Ø 8��(x+� � Ò�á}t{z �£�uzÓß"Ö}��Ï�Ï�z |u����x
��zÆÒ�zytwt{��|ux��G��|ux���z¹ÖÜÞG�Ósu��~{t{z
��ß¨x��'��ÔT|G��Ï�� �£�uz�zyxw~��u��Ö}~�v}z�su��tÍ�ã� ~�Þuv}��t{��z���zyx°ÖÜÞG��Ï�sux.�£�u�
�uv}Öyt{� ~¹��z s�����|u��zyÏ�zy|�~¹�uz �ã�ÀÖ}��t{��z'�u��|ux¹� � zyxwsG��Ö}z Ø 8���x�� ����� ~¹��� �u|uz ~�Þ�vy��tw��z��uz}x�ÖÜÞu��Ï�s�x* 
�uz}���p�u��Ï�z}|ux{����|ux¹x{��t����Àx{�ut1P ��Öyz �u���u��Ï�zy|�x{����|uzy����z �u���ã� Ô�v}z sG��t¹�ã�ÀÖ}��t{��z�ßR�u� ~�z x�� x{��t P ��Ö}z
��� �u|u� Ò�zytwx ØGà z�sG�Óx�x{�u� Ò��Ó|£~�zyxw~(����|uÖ��uz �£�G��|�~{� OGz}t�Öyz�xÕÔ xÕ~�á}Ï�zÓßGÖyz �£�u�IÏ�áy|uz  »��zyx�~�Þ�vy��tw��zyx
�£�G��|�~�� �£�uzyx(Öy��|�P ��t{Ï�zyx  ¹�uz}���'�u��Ï�zy|�x{����|ux Ø
à � ��Ï ����z��uz��ã�µÖ}��t{��z ÒÓ�µ|uv �Ó|uÏ�����|ux���zy���uÖy���us`su����x�������| Ø @ ����z�|u���uxÆsgzyt{Ï�z}~��uz�sgzy|��

x{z}tÆ~���� ~¹�uz x{����~�z  À��zyx»Öy��tw�uzyxCP z}t{Ï�vyz}x
� Öy��Ï�Ï�z��uz}x¹ÖyzytwÖy��zyx��Æ���`����Ò�z}tw~�z}x�� Öy��Ï�Ï�z��uz}x
�g����~�x��uz OGÖyz}����z��¦ßg����|ux{�3�£���! �uz}x�sutw� Ö}zyxwx{�ux���ÔT|G��Ï�� �£�uzyx�t{z}���ã�Ó|£~(��zyx��uzy�'� Ø @ |ÀsG��tÕ~���Öy�u����zyt}ß
~�����~�z(��|�~{zyt��ÓÖ}~�����|�zy|�~�twz�Ö}��t{�uz}x,z}xw~ P ��Öy����zyÏ�zy|�~RÒT��xw�G������x{v}z(zy|�~{zytwÏ�z}x ��zyx,xw�ut P �ÓÖyzyx"��� �u|u��Ò�zytwx
x{z't{z�­w������|G��|�~»z}~�x{z'x{v}sG��t��Ó|£~yß^��vy|uv}t�������x{��|�~»��zyx��u������t��ÓÏ�Ï�zyxÆ��z JGz}ÔT|uÏ���| Ø Ú z}Öy�(sgzyt{Ï�z}~
�u|uz°��s�sut{�TÖÜÞuz°s�z}tw~���t{�G�Ó~{��Ò�zQ »�ã�Æ~�Þ�vy��tw��zÍ�uzyx�Öy��t{�uz}x�z}|��
��zy��� ��á}Ï�z �£�G��|�~{� OGÖy�Ó~�����|��¹¯Gsg���ut
sutwzy|u�utwz�zy| Öy��Ï�s�~{z�~�����~�z}x���zyx(�Ó��~���� ��|�~�z}t���Ö¦~�����|ux �uzyx(Öy��t{�uz}xyßu���Æs�z}tw~���t{�G�Ó~{����| x{z P ��� ~��G��|�x
��z�|u��ÏÆ�utwz»�uz»������Öy��z}x��uz»Öy��tw�uzyx�� su���uxÍsutwvyÖ}��x{v}Ï�z}|�~��u��|uxÍ�ã��Öy��t���Ö¦~�v}t{��xÕ~�� �T��z¹��� @ �u��zytÍ�uz}x
x{��t P ��Ö}zyx¹��� �u|u� Ò�zytwx���Ö}z �T�������u������z, ÀÖy��|�x{����vyt{z}tÆ�uz}x¹x{�ut1P ��Öyz}x��&� �u|���Ò�z}t{x»� Ò�z}Ö�~���� ~�z x{��tw~�z
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à zyx�~�Þ�vy��tw��zyx �T�u��|�~�� �£�uz}xÍ�u���u��Ï�z}|ux{����|u|uz}����zyx��uzyx�ÖÜÞG�ÓÏ�suxÍ� Ò�zyÖ¹xwÔTÏ�v}~{t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z�ß ���
~�Þ�vy��tw��zyx Ö}��|�P ��twÏ�z}x zy|k�ut{z<P
ß�x{��|�~ v}~����u��v}zyx ��|�~�z}|ux{� Ò�z}Ï�z}|£~ �uz}su�u��x su���ux �uz`ÒT��|u�Ó~L�Ó|ux Ø
à � v}Ï�z}t{��z}|uÖyz ��z Öyzyx ~{Þuvy��tw��z}x zyxw~ ����v}z ���B�u��Ï�����|uzµ�uz ���ÉsuÞ�ÔTx{� �£�uz xÕ~Ü�Ó~{��xw~{� �£�uzÓß��!\B�uz}x
~�Þ�vy��tw��zyx�Öy��|�P ��t{Ï�zyx�x{��|�~¹��~{������x{v}zyx°s����ut��uv}Öytw��t{z �uzyxÆxÕÔTxw~�á}Ï�z}x¹suÞ�ÔTx{� �£�uz}x* µ�uz}���`�u��Ï�z}|��
x{����|ux��u��|ux(��z}�ut{x�sg����|£~{x�Öytw��~�� �£�uzyx Ø 8��Ix+� ������~��uz�xÕÔTxw~�á}Ï�z}x�����|�~(��zyx�P ��|uÖ}~{����|ux,�uz�Öy��twt{v}�ã�Ó~{����|
x{��|£~ÍÖ}�[Ò��Ót{�ã�Ó|£~{zyx�xw���ux��uz}xÍ~{t���|�x P ��twÏ �Ó~{����|�x��uz¹Ö}� ��t{�u��|�|uvyz}x xa → ya(x) ����|�~Í� � z+"�z}~Íx{��t
�ã�ÆÏ�v}~{t{� �T��z�zyxw~��u|'ÖÜÞG��|���zyÏ�zy|�~����TÖ ������� v}ÖÜÞuzy����z

γab(~x) → γab(~y) = eσ(~x)γab(~x)
� � Ø Î Ø � �

Ú zyxNtwzysG��t{��Ï�v}~�tw��x{�Ó~�����|uxyß¦�uz}x ��� "�vy��Ï���t{s�Þu��xwÏ�z}x&�£�u��sutwvyx{z}twÒ�zy|�~
��zyxN��|�����z}xIz}~N�u��|uÖ^sG��tw~{��z}����zF�
Ï�zy|�~$��zyx�P ��twÏ�z}x
xw�ut$�ã��x{�ut1P ��Öyz��C\¹��z,xÕÔTxw~�á}Ï�z�z}xw~R��v+OG|u�Wß�xw��|�~^��susgzy��vyzyx
��zyx ; =;�C9���N�?G=\�V�C;>EF?G9��
D@?G9eN�?G=\�����¦Ø

� �uzy�'� �u��Ï�z}|ux{����|uxyß�����z<� ��xÕ~�z¹�u|uz¹��|�OG|u� ~�v��uz¹��vy|�vyt�� ~�zy��t{xÍ�uzÆ~�z}����zyx�~{t���|ux1P ��t{Ï��Ó~{����|ux}ß
Öyz �£�u� Öy��|�~�t{����|�~(��zyx,~{Þuvy��tw��z}x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx��uz�~{zy����z�xw��tw~{z �T�&� z}����z}x�x{��|£~�zF�u�ÓÖ}~�z}Ï�z}|�~(x{�����u�u��z}x Ø
Ú zRP ����~$zyxw~M ��ã���u��x{z(�uz(� � ��~{����� ~�v �uzyxR~{Þuvy��tw��z}xRÖy��|�P ��t{Ï�zyxR�u���u��Ï�zy|uxw����|�|uzy����zyx�zy|�suÞ�ÔTx{� �£�uz�z}~
�uz�� � ��|�~�z}t)(}~A�£�u� ��zy��t�zyxÕ~�sg��tw~{v�sG�Ót���z}x�Ï��Ó~{ÞuvyÏ��Ó~���Öy��zy|ux Ø @ |µz+"�z}~ ß���z}x�~{Þuvy��tw��z}x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx
sgzyt{Ï�z}~w~�z}|£~"�uz��uvyÖ}t{��t{z��uzyx"suÞuzy|���Ï�á}|uzyx"Öytw��~�� �£�uzyx^zy|�suÞ�ÔTx{� �£�uz�xw~Ü� ~���xÕ~�� �T��z�ß�Ï�����x^����x{x{�g�uz}x
xwÔTxÕ~�áyÏ�zyx �£�G��|�~{� �£�uzyxÍz}| �-, �¹����Ï�zy|uxw����|ux � � � z+"�z}~ > �������£�G��|�~�� �£�uz P t���Ö¦~�����|u|G����t{z°z}~Í� � z+"�z}~
4���|u�u� � �Gz}����zyx�x{��|£~����uxwx{�N����vyx? »�uzyx�x{�®­wz}~�x�Ï��Ó~�Þuv}Ï � ~�� �£�uz}x�Öy��Ï�Ï�z��ã�Æ~�Þuv}��t{��z��uzyx�|u�Tzy�u��x
� ~{Þuvy��t{��z}x�~���sg��������� �£�uz}xyß��u��|uÖ»��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�z}x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx ����� z}|uÖy��t{z�ß¨Ö}��Ï�Ï�z¹|u���uxÍ��zÆÒ�z}t{��|�x
�G��|�x�Ö}z}~w~�z�~�Þuá}x{zÓßE ¹���»��vy��Ï�v}~{t{��z�|u��|�� Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~�� Ò�z Ø

= ����~�z<P ����x}ß�� � ��|£~{zyt (}~�Ï �®­wz}�ut��uzyx�~{Þuvy��t{��z}x�Ö}��|�P ��twÏ�z}x��u���u��Ï�zy|uxw����|�|uzy����zyx�z}xw~�sg���ut�|u���ux
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¬ ����zyxIÖ}��t{��zyxN�u��� Ò�zy|�~ (¦~�t{z^��zyxI���£­wz}~�x3P ��|��G��Ï�zy|�~Ü���'���uzR|u�Ó~�t{z$~{Þuvy��t{��zÓßyz}����z}xIx{z^�u����Ò�z}|�~N���!(¦~�twz
Öy��Ï�sG� ~�������zyx°� Ò�z}Ö z}~¹��� twzy�ã� ~���ÒT� ~�v»��vy|�vyt��Ó��z z¦~¹��z�Ï��T�uá}��z�xw~Ü�Ó|u�G��tw� Ø 7�z �ã� Ö}��Ï�sG�Ó~����u������~{v
� Ò�z}Ö°����t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{v���vy|uv}t�����z  ÆÑ¹�u��Ï�zy|uxw����|�xyß�|����ux(��sus�t{zy|���|ux?�£�uz���z}x�Öy��tw�uzyx��u����Ò�z}|�~��[Ò�����t
�u|uz�Ï �Óx{x{z°�uz�� � ��t{�utwz���z��ã�»Ï���x{xwz��uz è ����|uÖÜå�ß MP = 1.22 × 1019 -�z ä ß ‡1 x{����~�zy|À��� ����~{t{z}x
Ï���~�x�(¦~�twz°~{t{áyx(sgz}~{��~�z}xyßu��z°� � ��t{�utwz��uzÍ�ã�¹����|����uzy��t��uz è ����|uÖÜå Lp = 1.6 × 10−33cm

Ø ‡2
Ú zyÖ}�G|u���ux ��xwx{�utwz���� ���g��t{�*�£�uz(��z}x^Öy��tw�uzyx^|uz(x{��|£~ sG�Óx$Ò ��x{���u��z}x� Í� � �Tzy����|£�Iß�Ï�����x
x{�utÕ~�����~

‡1 
��	����������������������������� ���!�#"����#�$���%�&�('	��� ~ = 1 ) c = 1 *
‡2 +,��-$�.��/ 021 1 ���3'	���40���56�7��� �����8-9�	:#���&�<;=��:�>?"����8�������@���4��1A�&-B�#:��4�%�A-9�����@�%��C�:D0FE.�!�#��� *FG ���8�7�	�%� ���������8����-9�	:#���&�H >I0	-9:#�	�#-9��1���'�� �&� H 1J�$��E��$����02�A�����LK9�#:��M���#�%�����ON P4:#0�QR0�S	T&U *
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�£��� ���^z<� ��xÕ~�z��u|ÉÞu���Ó~��ux���xwx{z�/��ã��tw��z�zy|�~�twz ��z}x�v}|uzytw����z}x�~�ÔTsu� �T��zyxÆ�u�LÏ��T�uáy��z»xw~Ü�Ó|u�G��tw��� �uz
� � ��tw�ut{zÍ�uz 103 -�z ä ��z}~�Öyzy����z}x���zyx�Ö}��t{�uz}x Ø × ����Þuzy�utwzy�uxwzyÏ�zy|�~ ß�Öyz}�ã�¹Ò�zy� ~Í���uxwx{� �u��twz.�£�uz���zyx
z+"�z}~{x�~�ÔTsu� �£�uzyx��uzyx�Öy��tw�uzyx�x{��|�~�s����ut(� � ��|uxÕ~Ü��|�~�Þu��twx���z�sg��tw~{vyz°z<� sgvyt{��Ï�z}|�~Ü����z°z¦~�t{zy|�P ��t{Ö}z
|u��~{t{z�Ï���~{��ÒÓ�Ó~{����| ��� z<� su����t{z}tÆ��z}x�suÞuv}|u��Ï�áy|uz}xÆ�uz � �G��x{xwz�vy|�zyt{����z � � �G��xwx{z sG�Ót�t��Ósus���tw~Q 
� � vyÖÜÞ�zy����z��uzyx�Öy��t{�uz}x��¦ßg�u��|�~�� � ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����| ��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz��uz°� � zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�x Ø J
��|u����z}Ï�z}|£~yß
|u��~{��|ux3�£�uz^Öyz¦~{~{z"����|u���uz}�utI�uz}xNÖy��tw�uzyx}ß |���~�v}z `s ß[zyxÕ~ zy| �£�uzy� �T��z"xw��tw~{zR�ã������|u���uz}�ut¨Ï���|u��Ï�����z�uz�|���~�twz�~�Þ�vy��tw��z�ß ������zyx{xw���ux(�uz����%�£�uzy����z(���g|�� ��su���ux��uz�x{zy|�x��uz�sG��tw��z}t,�uz���vy��Ï�v}~{t{��z Ø Ú zyÖy�
zyxÕ~�zy| P ����~���| sutwvytwz��£�u��x(sg���ut(�u|uz�~{Þuvy��tw��z��uzÍ���Æ��t�� ÒT��~��Ó~�����| �£�G��|�~�� �T��z Ø

$��»Öy���ut{xR�u�¹~{zyÏ�suxR�ã��Ö}��t{��z��G���ã� Ô�z��u|uz�x{��t P ��Ö}z������u��Ï�z}|ux{����|uzy����z Σ ß���s�s�z}��vyz�����x{��t P ��Ö}z
��� �u|u� Ò�zytwx Ø Ú z}~w~�z(x{��t P ��Ö}z�sgzy� ~"xwz � Öy���us���zyt �  Í��zyx^ÖÜÞG��Ï�sux^��� zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�x; Í�uzy�'�»��|u����Öyz}xyß
~�z}��x��£�uz��ã��Ï�v}~{t{� �£�uz gµν Ø è ���ut^v}~����u��z}t ��zyx^sutw��sut{��v}~{vyxR�uz(Öyz}x"z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux}ß£���uz}xw~ ��~�����z��&� Ôv}~{�u�u��zyt
����sutw��sG����� ~�����|��uz}xRÖy��tw�uzyxRz}|¹|uvy��������z ��|�~�� � z+"�z}~ �£�uz���z,sG�Óx{x��Ó��z��uz�Ö}zy����zyxK��Ö}� sutw� ���u��~
x{��t�� � zyx{su��Öyz°��ÏÆ���ã��|�~ � sG��t�zF��z}Ï�s���z�zy|'��z�Öy���utw�G��|�~	� Ø @ |'�&� ��� ~�t{z}x(Ï���~{xyßu|����ux�x{���uÞG��� ~���|ux
Öy��|ux{���uvytwzyt���z}x�Öy��tw�uzyx�Öy��Ï�Ï�z��uz}x � sG��tw~{��Ö}�u��z}x,~�z}xw~ � ßGÖyz �£�u�¨��Ï�su��� �£�uz �£�uzÍ���ÆÖy��|uxÕ~Ü��|�~{z��uz
Öy���usu�ã�Ó��z��uz�����~�Þuv}��t{��z�ß �uvy|u�Ó~�vyz gs ßux{��� ~,~{t{áyx�P �Ó���u��z � |����ux�x{z}t{��|�x�s����ux�s�t{vyÖ}��x�xw�ut�Öyz�sg����|�~su���ux��G��x � Ø
à � � Ô |u��Ï�� �£�uz �uz �ã� Öy��tw�uz ~�z}xw~�zyxw~��u��|u|uvyz'zy|p~�z}t{Ï�zyx»�uz x{��|*su����|u��z}Ï�z}|£~ Xµ(σi)

�G��|�x�� � zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�xyß �C\ σi x{��|�~Í�uz}xÍÖy�T��t{�u��|u|uvyz}x�x{�ut Σ
ØIà � ��Ö¦~�����| �£�u�$�uv}Öyt{� ~���z�su����|���z<�

Ï�zy|�~���vysgzy|u�`�Ó����twx��uz}x�ÖÜÞG�ÓÏ�sux�x{Öy���ã����t{z}x Xµ(σi) z}~���� �u|uz Ï�v}~{t{� �T��z γab(σi) xw�ut Σ
Ø @ |

~Ü�Ó|£~��£�uzRP ��|�Ö}~�����|u|uz}����z,��v}|uvyt{�Ó~�tw��Öyz��&� ����x{zytÕÒÓ���u��z}x^suÞ�Ô xw� �£�uz}xyß£� � ��Ö}~{����|��u����~$t{v �Ó����xwzyt$��z�sutw��|��
Öy��s�zÍ��� v��£�u� ÒÓ����z}|uÖyzÓßgÖ�� z}xw~1�K � �u��twzN�£��� zy����zÍ�u��� ~ (}~�twz���|�Ò��Ót{�ã�Ó|£~{z�x{����x��uz}x�twzysG��t{��Ï�v}~�tw��x{�Ó~�����|ux
���TÖ �Ó��zyx°�uz�� � z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux ØRÚ z}Öy��sg��x{z �uzyx¹twzyxw~{t{��Ö}~�����|uxQ µx�� P ��twÏ�z ��z}|`sG��tw~{��Ö}�u����zyt°��z ��� �
��t{��|u����zy|¹�u��� ~�(}~{t{z(�u|»x{Öy���ã�Ó��t{z;�T��z�Ö}z�xw����~$�u��sg����|£~$�uz�Ò ��z���z�� � z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�suxR��������sg����|�~
�uz(ÒT�uz���z��ã��xw�ut P ��Ö}z��&� �u|���Ò�z}t{x Ø ¬ ��� � ��|��uz}Ï ��|��uz�z}| su���ux��£�uz�� � ��Ö¦~�����|»x{��� ~"��|�Ò��Ót{�ã�Ó|£~{z�x{����x
��z»��tw���usgz���z�~{t���|ux1P ��t{Ï��Ó~{����|ux���z è ����|uÖy��t{v��G��|�x�� � z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�sux}ß���| ���g����~{��~���� � ?#A�� 
=�
�:E24��V� 9N?G9�3�
�E 9"�	�CE =D� ß ���ux{xw�N�u��~���Ö¦~�����| �uz è ��� Ô���åÓ�[Ò

SP (Xµ, γij) =
1

4πα′

∫
d2σi

√
−det γ

(
γijgµν(X) + εijBµν(X)

)
∂iX

µ∂jX
ν

+
1

4π

∫
d2σi

√
−det γΦ(X)R(2)(γ) � � Ø � Ø Ð �

à zÍÏ��T�uáy��zÍ���u|'x{z}�u� sG��t��ÓÏ�á¦~�t{zÍ�����utwz�ß α′ ß �£�u�NsG��t���|G��� ÔTx{zÍ�u��Ï�zy|�x{����|uzy����z�Ò�vyt{�#OGz α′ ∼ `2s
Ø

2����ux��[Ò���|ux���|�~�tw� �u����~¹��Öy����� ����~{t{zyx�ÖÜÞG��Ï�sux»��� zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�suxyß �u|mÖÜÞG��Ï�s*��|�~{��xwÔTÏ�v}~{t{� �£�uz
Bµν(X) � � Ø z Ø �u|uzQP ��twÏ�z°�uzÆt{��|u����zy��� �T��z¹� � ��|µxw�ususg��x{zCP z}t{Ï�vyz�sg���ut���z�Ï���Ï�zy|�~	��z}~��u|
ÖÜÞG��Ï�sÀxwÖ ��������twz Φ(X) |u��Ï�Ï�v°��z°�u�����Ó~���| ØgÚ zyx�ÖÜÞu��Ï�s�x���susu��t�����x{xwzy|�~��G�Ó|ux��u|uz�z<�T~�z}|ux{����|
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�uz°�ã�»t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{v���vy|�vyt��Ó��z�ß���� �:B����:= 4C=	��
,E ;�� � �£�u��z}|µz}xw~�zy| P ��� ~(�ã�»x{z}�u��z°z<�T~�z}|ux{����|Àsg��x{xw���u��z��
z}~(���IzyxÕ~(~�����~A CP ��� ~�|G�Ó~{�ut{z}�¨�uzÍ��zyx���|uÖy���ut{z���Öy� Ø
à � ��Ö¦~�����| SP Ï�v}t{� ~�z�su���uxw��z}�ut{x t{z}Ï ��t �£�uzyx Ø�à � ��Ö}~{����| SP �uv<OG|u� ~��u|�Ï��T�uáy��z(|u��|�� ����|�v ����t{z

 �Ö ����x{z(�uz(�ã���uv}s�z}|u�G��|�Öyz��uzyx � Ö}���usu������zyx � g ß B z}~ Φ ��zyx^ÖÜÞG��Ï�sux^�uz �
sg��x{� ~�����|�� Xµ Ø è ����t
�uz}x�ÖÜÞG��Ï�sux B,Φ |T����xyß � � ��Ö}~{����| SP Ï�z}x{�utwz��ã�°x{�ut1P ��Öyz��G�Ó�ã� Ô�v}z�sG��t"�ã��Ö}��t{�uzÓß�z¦~�zy| Ö}z�x{z}|uxÖ%� zyxÕ~»�ã�À��v}|uvyt{������x��Ó~{����| �u��twzyÖ¦~�z   �uz}���`�u��Ï�z}|ux{����|uxÆ��z � � ��Ö}~{����|6�£�u�,�uvyÖ}t{��~Æ�ã� ~{t��®­wz}Ö}~�����t{z
��� �u|uz(sG��tÕ~���Öy�u��z,~�z}xw~ �£�u��x{z(�uvys��ã��Ö}z��u��|ux^�u|�zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�x ����|u|uv Ø @ |�sutwvyx{z}|uÖyz��u��ÖÜÞG��Ï�s
B ß£Öyz}s�z}|u�G��|�~yß��ã�Íx{��t P ��Ö}z��G����� Ô�vyz�sG��t"�ã�ÍÖy��tw�uz�z}xw~,Ï�z}x{�utwvyz�� Ò�zyÖ����°Ï�v}~{t{� �£�uz��u��~{vyz���� ��|uz
Öy��|u|uz<� ����| ΓB � Ò�zyÖ°�u| ~�z}t{Ï�z°��zÍ~{��t{xw����| �&� z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�sux

ΓB,γµν = Γγµν −
1

2
(∇B)γµν

� � Ø � Ø Ì �
à z��u���ã�Ó~{��|Iß£sG��t�Ö}��|�~�twz�ß�z}xw~(Ö}���usu��v  Æ�ã�°Öy���utw�u�utwz���|�~�tw��|uxwá��£�uz R(2)(γ) �uz�����x{�ut1P ��Öyz Σ

ØuÚ z
~�z}t{Ï�z�zyxÕ~(�u��|uÖÍ����v  ¹�ã��~{��s�����������z���z Σ �Gz}| sG�Ótw~���Öy�u����z}t;�£�G��|u�'��z��u�����Ó~���| zyxw~�Ö}��|uxw~���|�~ ßGÖ}z
~�z}t{Ï�z�zy|'Ï�z}x{�utwzÍ�ã�ÆÖ �Ót���Ö¦~�vytw��xÕ~�� �£�uzÍ��� @ �u��z}t χ

χ =
1

4π

∫
d2σi

√
−det γR(2)(γ) � � Ø � Ø Ñ �

7���|�x�� � ��|£~{vy��t{����z
�uz"ÖÜÞ�zyÏ���|Iß[��zR�u�����Ó~���|���v+OG|u� ~
��zyxNsg�����ux¨twvy���Ó~��#P x¨�uzyx ��|�~�z}t���Ö¦~�����|uxN�uzyx Öy��t{�uz}x
 ¹�u� "�vytwzy|�~�z}x�~{��sg����������zyx�¯u���Iz}xw~�t{z}����v  ¹���»Ö}��|uxÕ~Ü��|�~�z°�uzÍÖy���usu�ã�Ó��z��uzyx�Öy��t{�uz}x�sG�Ót gs = eΦ

Ø
7���|�x�|���~�twz°twvy����Ï�z��uzÍÖy��tw�uzyx�~�z}xw~�|u���ux(|uv}��������zytw��|ux���z��u�����Ó~���| �G��|ux(�ã�Æxw�u��~{z Ø

2�����x¹� Ò���|ux»�Ó�ux{xw��x{�us�s���xwv �T��z��ã�µxw�ut P �ÓÖyz ��� �u|u� Ò�zytwx Σ zyxw~»��t{��z}|�~�vyz � z}~Æx���|ux¹�g��tw� � Ø
7�z}x�xw�ut P ��Ö}zyx�|u��|�� ��t{��zy|�~Ü�Ó�u��z}x�­w���uzy|�~����uxwx{�(�u|*t [���z �u��|ux��ã�À~�Þuv}��t{��z �uzyx�Öy��tw�uzyx�z}~�xw��|�~
��|�~{vyt{z}x{x{��|�~�zyx��u�'s�����|�~(�uzÍÒ ��z°��z�����~�Þuv}��t{��z°Ö}��|�P ��twÏ�zÓßuÏ�����x�|�z°xw��|�~�su��x(�u� ����Ï �Ó��|uz���z
Öyz¦~{~{z�~�Þuá}x{z Ø è ��t(Öy��|�~{t{z�ß���zyx�xw�ut P �ÓÖyzyx�� Ò�z}Ö��g��tw�Iß��£�u�¨�uv}Öytw��Ò�z}|�~����Æsut{��sG�����Ó~{����| �uzyx(Öy��t{�uz}x
����Ò�zytÕ~�zyx}ß�x{zytw��|�~���z�x{�®­wz}~��u�'ÖÜÞG��su� ~�t{z°Ì
�W� Ò�zyÖ°�u|uzÍ��|�~�tw� ���uÖ}~{����| �G�Ó|ux(�ã�¹x{z}Ö}~�����| � Ø � Ø Ì � Ø

7���|ux�ÖyzN�£�u�Nx{�u� ~ ßG|u���ux�xw�ususg��x{z}t{��|�x�����x{x{� �£�uz°�ã�¹Ï�v¦~�tw� �£�uz γ z}xw~�zy�uÖ}��������zy|�|uz�ßuz¦~�|���|sG��x"Ï���|uå��[æ(xwåT��zy|u|�z�Öy��Ï�Ï�z�|���x,Ï���~�� ÒÓ�Ó~�����|uxRsuÞ�ÔTx{� �T��zyx � z¦~�Ö}zyxMP ��t{ÏÆ�u��zyx �^sgzy��Ò�zy|�~(�ã�Ó��x{xwzyt
x{��sus���x{zyt Ø
à z}xÆt�����x{��|�x�xw��|�~�~�z}ÖÜÞu|u� �T��zyx ¯N��z}x�~�Þ�vy��tw��zyx°Öy��|�P ��t{Ï�zyx�x{��|�~��uz}Ò�zy����sus�v}zyxÆsg���ut
�uz}xÆx{�ut1P ��Öyz}x¹zy�uÖ}�����u��z}|u|uzyx�z}~¹z}|`sG��tÕ~���Ö}�u����zytÍ�ã�'x{z}�u��z ÒÓ��tw��v¦~�v ��z â ��zyÏ���|u| Öy��Ï�sG��Ö¦~�z:�£�u�
���uÏ�z}~w~�z��u|uz�Ï�v¦~�t{� �£�uz�Ï���|�å��[æ(x{å£��z}|u|uz�zyxw~���z»~���twz , Ý @ Q �*. Ø @ | ~�����~�Ö ��x}ß���� ~{Þuvy��t{��z��uz}x
Öy��t{�uz}x twvyxw�u��~���|�~�z � �£�u�G��Ï�s���� �£�uz"� � ��|�~�v}��t�� ~�����|.P ��|uÖ¦~�����|uzy����z�xw�utR� � zyxwsG��Ö}z���zyx^Ï�v¦~�tw� �£�uzyx �
zyxÕ~
Öyz}|ux{v}z.(¦~�twz°v+�£�u��ÒÓ����zy|�~�zV, è ���=i8Q�. Ø

7Q� ����~�twzyx$~{zy|uxwzy�utwx"�Ó|£~{��xÕÔ Ï�v}~{t{� �T��zyx$��� zyxwsG��Ö}z<� ~{zyÏ�sux^s�z}��Ò�z}|�~,�Ó�ux{xw�G��susG�Ót�����~�t{z �G��|�xR��zyx
~�Þ�vy��tw��zyx
�uz�x{�usgzytw��t�� ÒT��~{v�ß�su��tRz<� zyÏ�su��z��£�G��|u�»��z,ÖÜÞG��Ï�s B |&� z}xw~^sG��x P z}t{Ï�v dB = H ��Ö�� z}xw~



���`� � R T � I X �UQ>RUTZT�P������ �OI�� � Q>P �����<PSK$R T � �

��z�Ö ��x��uzyxÆz}x{sG�ÓÖyzyxK� ~{zyÏ�sux¹Öy����t{�gzyxyß��T���,|u����xÆ��|�~�v}t{z}x{x{z}t{��|�xÆ~�����~¹���É����|u�À�uz����'~{Þuáyxwz Ø 8��
z<� ��xw~�z����ux{xw����� ����~{t{z}x$ÖÜÞG��Ï�sux$�uz,�uzy��twv�su���ux$zy��z}Ò�v � �£�uz�Ì �¦ß sG��t$zF��z}Ï�s���z,��zyx$ÖÜÞu��Ï�s�x
�u� ~�x$�uz
â ��Ï���|�� â ��Ï���|u�Iß
�£�u��|�� ��|£~����uÖy��|'Ö}���usu������z�|G�Ó~���t{zy�& Æ�ã�°x{�ut1P ��Öyz���� �u|u� Ò�z}t{x Σ

Ø = ����~{z+P ����xyß
Öyz}x,ÖÜÞG�ÓÏ�sux"s�z}��Ò�z}|�~R(}~{t{z�Ö}��|uxw���uv}t{vyx,|T����x x���|ux"��|uÖ}��Þuv}t{zy|�Öyz�� Ö%� zyxw~���z(Ö ��x"�uz����Í~{Þuvy��t{��z��uz}x
Öy��t{�uz}x��g��xw��|u� �£�uz}xyß �£�u�NzyxÕ~���z��u��Ï�����|uz��uzÍÖyz¦~{~{zÍ~{Þuáyxwz Ø
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8��"z}xw~CP �ÓÖy����z»�uz Ö}��|uxw~��Ó~�z}tC�£�uz � � �ÓÖ}~�����| SP zyxÕ~Æ��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�z�sG��t��ã� ~�t{��|ux P ��t{Ï��Ó~�����| � ÔG�|G��Ï�� �£�uz�� � Ø Î Ø � �©ß¨�u��~{z»�uz�é z}ÔT�Wß ��z����'Ï�v}~{t{� �£�uz Ø 2�����x�t{��susgzy����|ux�Ï�����|£~{zy|G�Ó|£~°Ö}��Ï�Ï�zy|�~
Öyz P ��� ~�Ö}������������t{zÆ� Ò�zyÖ��ã��xwÔTÏ�v}~{t{��z¹su��t�t{z}sG��t��ÓÏ�v¦~�t{��x��Ó~{����|�x��uz»�ã��xw�ut P �ÓÖyz»��� �u|u��Ò�zytwx°sg���ut
�£�uz���z¹Ï�� �uá}��z¹xw����Ï�� x{��� ~ÍÖy�ã�Óx{x{� �£�uzyÏ�zy|�~���|�ÒÓ��t{����|�~ÍsG��tÍ�uzyxÍ~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����|ux�Ö}��|�P ��twÏ�z}xyß
z}~(Ö}zyÖ}� sg���ut�~{����~{zÍÒÓ����zy�ut���zyx(Öy����su�ã����zyx g, B,Φ Øà zyx��u�#" v}��Ï���t{suÞ���x{Ï�zyx � twzysG�Ót���Ï�v}~{t{��x{�Ó~�����|ux �(xw�ut��ã��x{�ut1P ��ÖyzÆ�&� �u|���Ò�z}t{x�v}����Ï���|�zy|�~���zy���
�uz}��t{v}x��uzÆ������z}tw~{v��u� xÕÔ xÕ~�á}Ï�zÓß¨z}~�sgzytwÏ�z¦~{~�z}|�~��uz¹ÖÜÞu����x{��t��uz}x�Öy�T��t{�u��|u|uvyz}x τ, σ � ��susgzy��vyzyx
��xw��~�Þ�zyt{Ï�����zyx��Æxw�ut Σ ~{zy����zyx��£�uzÀ�ã� Ï�v}~�tw� �£�uz x{��� ~ �uz �ã�DP ��t{Ï�z γab(σi) = eω(σi) δab

Ø à �
xwÔTÏ�v}~{t{��z,�uz�éLz¦ÔT�G��Ï�su��� �T��zM�£�uz(Öyz¦~{~{z�Ï�v¦~�t{� �£�uz�zyxÕ~ v��£�u��ÒÓ����zy|�~�z� Í����Ï�v}~�tw� �£�uz δab ßÓz}~^|�� zyxÕ~su���ux��u|µÖÜÞG��Ï�s ��ÔT|G��Ï�� �£�uz���z�� � ��Ö¦~�����| Ø 8���|u���ux�t{z}xw~{z¹������t{x���zyx�ÖÜÞG��Ï�sux�xwÖ ��������twzyx Xµ(σi)
�£�u���uvyÖ}t{��Ò�zy|�~���z s�����|u��zyÏ�zy|�~ ��zµ�ã� x{��t P ��Ö}zµ��� �u|u� Ò�zytwx��G��|�x � � zyxwsG��Ö}z Ö}���u��z Ø 2�����x�� Ò���|�x
Öyz}s�z}|u�G��|�~R��|uz,xÕÔ Ï�v}~{t{��z"twvyx{���u�uz}����z �£�u�TÖy��|uxw��xÕ~�z��G�Ó|ux
��zyx �u� "�vy��Ï���twsuÞu��xwÏ�z}x �T��� sutwvyxwzytwÒ�zy|�~
�ã��Ï�v¦~�tw� �£�uz  ��| P ��Ö}~{zy�ut��&� v}ÖÜÞuzy����zÆsutwáyx}ßIÖ%� zyxÕ~ �K I���u��t{z���zyx�~{t���|�x P ��twÏ �Ó~{����|�x�Ö}��|�P ��twÏ�z}x�x{�ut
Σ
Ø 2����ux(���g����~{��xwx{��|ux,�u��|uÖ  Æ��|uz�~�Þ�vy��tw��z��uz�ÖÜÞG��Ï�sux�x{Öy���ã����t{z}x�� Ò�z}Ö°��|�Ò��Ót{�ã�Ó|uÖyz�Öy��|�P ��t{Ï�z Ø

$���|ux{� ��� |u��Ò�z ���µÖy�ã�Óx{x{� �£�uz�ß�z}~  ��uz}���µ�u��Ï�zy|uxw����|�xyßG� � ��|�ÒÓ��tw�ã��|uÖ}zÍsG��t�t{zysu��t���Ï�v}~{t{��x��Ó~{����| z}~
� � ��|�ÒÓ��tw�ã��|uÖ}z��uz�é z}ÔT�G��Ï�su��� �£�uzy|�~R� � ��|£ÒÓ��tw�ã��|�Öyz�Ö}��|�P ��twÏ�z Ø è ��t^Ö}��|�~�t{zÓßT���»|u��Ò�z �����£�G��|�~�� �T��z
� � ��|�ÒÓ��tw�ã��|uÖ}z�Öy��|�P ��t{Ï�z x{z}t��9P ��t{ÏÆ�u��vyz  sG��tÕ~���t¹��z � � ��
 4��*(#=D� A���� E =;���,?G= ? � � Ø � Ø i �Æ�u��|�~��ã�
t{vy������x��Ó~{����| |uz¹Öy��|u|G����~�sG��x�~{��� ­w����t{x��uz¹����Ï���~�zÍÖ}�ã��xwx{� �£�uz Ø ¬ �utÕ~���� ~ ßI��� xwÔTÏ�v}~�tw��z¹Ö}��|�P ��twÏ�z
��Ï�sg��x{z}t��Í�uzyx�Ö}��|�~�t��Ó��|�~�z}x,x{��t���z}x �
Ö}���usu������z}x � g ß B z}~ Φ

Ø $���|ux{�Wß£Ï,(}Ï�z�x{�g|u��~�twz�Öy��t{�uz�~�zyxÕ~
|uz(ÖÜÞG��|���z�su��x"��zyx^ÖÜÞG��Ï�sux ��� zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�xyßTx{��|�z<� ��xÕ~�z}|uÖyz���Ï�su��� �T��z��uzyx Öy��|£~{t�����|�~�zyx�P ��tÕ~�zyx
x{��t�Ö}zyx(�uz}t{|u��zyt{x}ß�Öy��Ï�Ï�z�|u���ux(��z�Ò�zytw��|ux��G��|ux(�ã�ÆxwzyÖ¦~�����| � Ø Ð ß Ø
è ����t���|�~�tw� ���u��twz���zNP ��t{Ï�������x{Ï�z���� ��sgvyt�� ~�zy��t{xyß |u���ux�Ö}��|uxw���uv}t{��|ux���z�~{zy|uxwzy�ut���� vy|�zyt{����z<�

��Ï�su�u��x{����| �£�u�(Ï�z}x{�utwz ���Ù�uv}s�z}|u�G��|�Öyzµ���*xwÔTxÕ~�áyÏ�zµsu��t»t���susg��tÕ~: Ù�uzyx»ÒÓ��t{���Ó~�����|ux¹�uz'�ã�
Ï�v}~�tw� �£�uzÓß ‡3

T ab(~x) = −2
δS

δγab(~x)
� � Ø � Ø � �
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à zyx$v+�£�G�Ó~�����|ux$��z�Ï�����Ò�z}Ï�z}|£~$��Ï�su��� �T��zy|�~ �T��z Tab = 0 ß�z¦~Rzy|¹s����ux���z,xÕÔTxw~�á}Ï�z�z}xw~R��|�Ò��Ót{�ã�Ó|£~
sG��t¹��zyx»~�t��Ó|ux P ��twÏ � ~�����|ux¹�uz éLz¦ÔT� � � Ø Î Ø ����x{�(z}~�x{z}�u��z}Ï�z}|�~�xw�(�ã�À~�t{��Öyz T aa ÒÓ����~�/yv}t{� Ø 8��zyxÕ~�Ï�����|�~{zy|G��|�~���~{����z ��� ��|�~{t{�T�u�u��twz ��zyx Ö}� ��t{�u��|�|uvyz}x z = σ + iτ z}~ z̄ = σ − iτ ß �G��|ux
��z}x)�£�uz}����z}x��ã��~�t{��Öyz»x+� v}Öyt{� ~ 2Tzz̄

ØNà z}x��uz}���ÙÖy��Ï�sg��x��Ó|£~{zyxÍ|u��|'��|£�u����zyx T = Tzz
z¦~ T̄ = Tz̄z̄x{��|£~�Öy��|�~{t�����|£~{zyx�sG��t�����Ö}��|uxwzytwÒÓ�Ó~{����|µ�u�µ~�z}|ux{z}�ut�v}|uzytw����zF����Ï�su�u��x{����|Iß ∂T = 0 z}~ ∂̄T̄ = 0

Ø
à ��xwÔTÏ�v}~�tw��zÆÖ}��|�P ��twÏ�z�zyxw~Í����|uÖ¹��xwx{�TÖy��vyz* ��u|uz¹��|�OG|u� ~�vÆ��z¹Öy���ut{��|�~�x�Ö}��|ux{z}twÒ�vyxyß  �x{�[Ò�����t
��z}x�Ï��T�uz}x Ln ���'~{zy|uxwzy�ut�Þu������Ï���t{suÞuz T (z)

T (z) =
∑

n∈Z

1

zn+2
Ln

� � Ø � Ø 7 �

z}~ ��zyx L̄n �u�i~�z}|ux{z}�ut'��|�~���Þu������Ï���twsuÞuz T̄ (z̄)
Ø ‡4 à � ������áy��t{zÀz}|u��zy|��ut{v}z sG�Ót ��zyx Ln sgzy��~

(}~{t{z¹Öy����Ö}�u��v}z¹�G��|uxÍ��z�Ö ��xÍ��� �u|Ùzyx{su��Öyz»Öy���u��z¹s��ã�Ó~ Ø @ | z+"�z}~ ß¨��zyx�Ö}� ��tw�u��|uv}zyx z, z̄ t{vy������x{z}|£~��z}xÍ�uzy��� xÕ~�t{��Ö}~���t{zyx�Öy��Ï�su��z<� zyx°�uz��ã� x{�ut1P ��Öyz Σ ßNz}~���zyx°��v}|uvyt{�Ó~�z}�ut{x Ln � t{zyxws�z}Ö}~{��Ò�z}Ï�z}|�~
Ln̄
�(������x{xwzy|�~�Ö}��Ï�Ï�z°�uzyx���vy|uv}t��Ó~{zy�utwx��uz°~�t��Ó|ux P ��twÏ � ~�����|ux(Þu������Ï���twsuÞuz}x � t{zyxws�z}Ö}~{��Ò�z}Ï�z}|�~

��|�~���Þu������Ï���t{suÞuz}x��^x{�ut(��z}x(ÖÜÞG��Ï�sux(x{Ö �Ó�ã����t{zyx}ß

Lm = −zm+1∂, Lm̄ = −zm+1∂̄, avec m ∈ Z � � Ø � Ø B �
$�����t{x,��zyx Lm Ò�vyt{�#OGzy|�~���z}x�t{zy���Ó~�����|ux���z°Ö}��Ï�ÏÆ��~Ü� ~�����|

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n
� � Ø � Ø Q �

�£�u� ��v+OG|u��x{xwzy|�~�� � ������á}�ut{z��uz�éi��~ ØuÚ z¦~{~{zÍ������á}�ut{z�|�� �Ó�uÏ�z¦~�sG��x,�uz�t{z}sut{v}x{zy|�~��Ó~�����|ux���twt{v}�u�uÖ<�
~����u��z}x��uz»su����x°Þu����~°s������ux}ß¨z}~°���$|&� ÔÙ� �u��|uÖ�sG��xÍ��� ��|�~{vyt)(¦~°�uz���� sut{��Ï�����Ò�����t�~{zy����zC�£�uz}����z
Öy��Ï�Ï�zÀ� � ������áy�utwzÀ�uz xwÔTÏ�v}~{t{��z �&� �u|�z ~{Þuvy��t{��zD�£�G�Ó|£~{� �£�uz Ø�Ú z}s�z}|u�G��|�~yß����6�£�G��|�~��#OGÖ �Ó~{����|
Ö �Ó|u��|u� �T��z��uzÍ�ã�Æ~�Þuv}��t{��zÍ��susg��tw~{z��uzyx�ÖÜÞG��|���zyÏ�zy|�~�x�Öytw�uÖy�������  �Ö}z}~{~{zÍx{��~{�G�Ó~{����| Ø

� � T ����� 
,KGP>R V!I���� I�K � R �<J �OP � R��<J MNJ ����
$P MNJOR � = ��� ­w���ut{x¹�G�Ó|uxÆ��z�Ö ��x�su�ã�Ó~yß
�Ósut{á}x
�£�G��|�~��#OGÖ � ~�����|�Ö ��|���|u� �£�uzÓßu��z}x�Öy���ut���|�~{x Lm Ò�v}t{� Ouzy|�~(�u|uz�Ò�zyt{xw����| v¦~�zy|��u�uzÍ�uz�� � ������áy�utwz���zéi��~yß0 »x�� Ò�����t�� � ������áy�utwz V ir �uz ä ��t���xw��t{�

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n

� � Ø � Ø i �
à z xwÔTÏÆ�g����z c zyxÕ~»�u|p��vy|uv}t��Ó~{zy�ut»Ö}zy|�~�t{�����uz � � ������áy�utwz�ß �£�uz sG��t¹�����ux»�uz |u��~��Ó~�����|É|u����x
����zy|�~��#OGzytw��|ux�~����®­w���ut{x�� Ò�z}Ö x�� ÒÓ����z}�ut�� �u| |u��ÏÆ��t{z�t{vyz}� ��susgzy��v»��� D����C= 4�� D��:9<;>=;��
=� ���G��|�x
�ã� twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����| Öy��|uÖ}zytw|uvyz Ø 
 |uz�ÒÓ����zy�ut�|u��|���|£�u����z»�uz��ã� ÖÜÞG��tw��z�Ö}zy|�~�t{����z���Ï�su��� �£�uzÆ�u|�z

‡4 
��	����0FE	������-������3�7� � � ��"�E��$����1�1A��: T 02���#��� : ��� z = 0 � �$� '���02���#���A-�0 �#�%�	� :#0	����0��%� ) -9�&-9�8-9�	:�:#����1A�	�����
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���`� � R T � I X �UQ>RUTZT�P������ �OI�� � Q>P �����<PSK$R T � �

�utw��x{��t{z � �u���uÖ}z � �uz�� � ��|�Ò��Ót{�ã�Ó|uÖyz»�uz»éLz¦ÔT� ßN�G��|ux���z»x{z}|ux��C\ T aa = c
12
R(2) ßN�!\ R(2) zyxw~��ã�

Öy���ut{�u��t{z»��|�~�tw��|uxwá��£�uz»�uz Σ
Ø 2����uxÍsut{z}|u�ut{��|ux°~{��� ­w����t{x��uz}x�������áy��t{zyx���z�xÕÔTÏ�v¦~�t{��z¹�����uÖÜÞ�z

z}~��ut{��� ~�zÆ��x{��Ï���twsuÞuzyx}ß Ö}z �T���$��Ï�su��� �£�uzyt{��z}|Ùs�t��Ó~{� �£�uzC�£�uz c = c̄
Ø ‡5 Ú z}~{~{z¹�ut{��x{�utwzÆ�u����Öyz�ß

��susgzy����v �Ó�ux{xw�Í��|u��Ï�������zµ�uz é z}ÔT� ß,|uz s�z}��~�(}~�twz Öy��|uxwzytÕÒ�vyz �G��|ux ���L~�Þuv}��t{��z �uzyx Öy��t{�uz}x
Öy��Ï�su��á}~{z  °Ö ���uxwz��uz}x���|�~�z}t���Ö¦~�����|uxyß£z¦~�|u����x,Ò�z}t{t{��|ux��G��|�x��ã�Íx{z}Ö}~�����| � Ø Ð�Ö}��Ï�Ï�zy|�~"� � v}ÒT��~{zyt
x��Ó|ux(t{z}~{��ÏÆ�gzyt�xw�ut(��zyx(sutw���u��áyÏ�zyx�sg��x{v}x�su��t(� � ������á}�ut{z��uz�éi��~ Ø
à � ������áy��t{z��uz(xÕÔ Ï�v}~{t{��z��uz ä ��t���xw��t{��z}xw~ �ã��xw~�tw�uÖ}~{�ut{zRP ��|��G��Ï�zy|�~Ü����z��uz}x^~{Þuvy��t{��z}xRÖy��|�P ��t1�

Ï�zyx Ø 8�Ö}� |����ux�� � �[Ò���|ux��uzytw��Ò�vyzC �sG��tÕ~���t���z�Ö}zytw~�����|�zyx�t{zysu��t���Ï�v}~{t{��x��Ó~{����|ux���z�|u��~{t{zÍÏ�� �uá}��z
x{����Ï�� |���|�������|uvy����twz»� Ò�zyÖ zyx{su��ÖyzF��Öy���u��z�su���Ó~ ßNÏ�����xÍ� � ������áy�utwz���susG��t{����~�����x{x{� �G��|�x��uz}x�xwÔTxK�
~�á}Ï�z}x»xw~Ü� ~���xÕ~�� �T��zyx»Öy����x{xw� �£�uzyx � ��z Ï��T�uáy��z���� 8�x{��|u� z¦~��Ó��~�twzyx»Ï��T�uá}��zyx»xÕ~Ü�Ó~{��xw~{� �£�uz}x��Æ�!\m���
|�� ÔÙ�'su��xÍ�uz�xw�ut P �ÓÖyz���� ��|u��Ò�zyt{x���z¦~��u��|ux°�ã� x{z}Ö}~�����| � Ø Ð Ø �»|u���uxÍ~�tw����Ò�zyt{��|ux V ir  sG��tÕ~���t
��� �u|uz ������á}�ut{z��uz�Öy���ut{��|�~�xÆÖ}��t{twzyxws���|��G��|�~  µ��zyx���x{��Ï�v}~{t{��zyx°x{�ut��u|uz�ÒÓ��tw��v¦~�v��uz ��tw���usgz Ø
Ú ��|�~�t{����twzyÏ�zy|�~� �� � ������áy�utwzR�uz"éi� ~ ß V ir ���u|�z,t{��ÖÜÞuz,xÕ~�tw�uÖ}~{�ut{z"�uz,twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����|ux5�£�uz�|u����x
t��Ósus�z}����|�x���Ö}� �utw��á}Ò�zyÏ�zy|�~ Øuà z}x(t{zys�t{vyxwzy|�~Ü� ~�����|ux(��t{twvy�u��Ö}~����u��z}x,�uzÍsu���ux�ÞG�Ó��~(s������ux�xw��|�~(�uv<�
OG|u��zyx�sG��t���zy���µÒ��Ó��zy��t{xyßg�ã��ÖÜÞG��tw��zÆÖyz}|�~�t��Ó��z c z}~��ã��ÒÓ����zy�ut�sut{��sut{z�x{���ux���z���vy|uv}t��Ó~{zy�ut L0

ß
��susgzy��vÍ��z �<?GE>A�� D@?G9eN�?G=\���

h
Ø�à � v}~Ü� ~���z�su���ux(ÞG����~�sg�����ux}ßu�uz}|u��~�v |h〉c ßG����|u|uz°��t{������|�z�x{����x� � ��Ö¦~�����|L�uz}x���s�v}t��Ó~{zy�utwx¹�uz��
�uz}x{Ö}zy|�~�z	� L−m

ß$�[Ò�zyÖ m > 0 ß� µ~{����~{z��u|uz P ��Ï�������z»��� v}~��Ó~�x}ß
�u� ~�x �uzyxwÖyzy|��G��|�~�x}ß �T��� P ��twÏ�z}|�~���z�Ï�� �u����z��uz ä z}t{Ï�� Vh,c �uz |h〉c Ø�à z}x�v}~��Ó~�x,��ÖyÖ}zyx{xw���u��zyx��Ó�xwÔTxÕ~�áyÏ�zÍx{��|�~��u��|uÖÍ�uzÍ���QP ��t{Ï�z

|h〉c ⊗ |h̄〉c̄ ∈ V ir ⊗ V ir � � Ø � Ø �[Î �
�!\À� � ��|µÖy��|ux{���uáytwz c = c̄

Ø è ���ut�|u��x�sut{��sg��x}ß���� xw���»~��uzÆÖ}��|uxw���uv}t{zyt���zyx�v}~��Ó~�x��uzÆsu���ux�ÞG�Ó��~
sg�����ux}ß��u� ~�x'���uxwx{�Ív}~��Ó~�x sutw��Ï�����twzyxyß"z}~ |u���ux ���uzy|�~��#OGzytw��|ux x{����Ò�z}|£~ |h〉c �[Ò�zyÖÙ��z Ï�� �u����z�uz ä zyt{Ï��µÖ}��t{twzyx{sg��|u�u��|�~ Ø 2���~���|uxyß Öyz}s�z}|u�G��|�~ ß��T��z�� � zyxwsG��Öyz �uz JG�TÖÜå H ��|uÖy����~�~{���ux���zyx
�uz}x{Öyz}|u�G��|�~{x Ø�à � ÞG��Ï���� ~���|���zy|��G��|ux(Ö}z}~�zyx{su��Öyz°zyxÕ~ H = L0 + L̄0

Ø
à �*P ��Ö¦~���tw��x{�Ó~�����| � � Ø � Ø �[Î �,��� xws�z}Ö}~�twz�ß�zy| �£�uzy� �T��z�xw��tw~{z°��|uzÍÞ£ÔTsg��~�Þ�áyx{z��uz �£�G��|�~��#OGÖ � �

~�����|Ù��� ��|uz�~{Þuvy��tw��z�Öy��|�P ��t{Ï�z�Ö}��Ï�su��á¦~�z�s�����t��uz}x�Ö}��t{�uz}xQP zytwÏ�v}zyx}ß���Ï�su��� �£�uz¹�u|�z,P ��Ö¦~���tw�#�
x�� ~�����| �G��|uxÍ�ã�:P ��|uÖ}~{����| �uz»sG�Ótw~�� ~�����|À��� �u|uz¹~�Þ�vy��tw��zÆ�uz»Ö}��t{�uz}x P zyt{Ï�vyz}x Ø = ����~{z+P ����xyß ~{����~�z
Öy��ÏÆ�u��|u����xw��| �uz»Öy����su�ã����zyxÍ�����uÖÜÞ�z<����t{��� ~Í��� v¦~Ü�Ó~{x��u��|uxÍ� � zyxwsG��Öyz��uz�JG� ÖÜåµ|uz�����|u|uz}|£~�sG��x
�u|uz P ��|uÖ}~{����|`�uz su��tw~{��~�����| ��suÞ�ÔTx{� �£�uz	� Ø^à � P ��twÏÆ�u�ã� ~�����|L�uz}x¹Öy��|�~�t{����|�~{zyx»suÞ�ÔTx{� �£�uz}x»z}~»�ã�
Öy����x{xw� OGÖy�Ó~�����|`�uz ~���� ~�zyx���z}x P ��|uÖ}~{����|�x���z sG�Ótw~�� ~�����|`��� ������á}�ut{z �u��|u|uvyz �W� Ò�zyÖµ��|uz ÖÜÞG��t{��z
Öyz}|�~�t��Ó��z��u��|u|uv}z��.�£�u� ��z}x�x{�Ó~���x P ��|�~�zyxÕ~¹�u��|uÖ��u|Lxw� ­wz}~Æ��� ��|�~�vyt (}~�v}ÒT����zy|�~ Ø ä �L��z}x�~{t�� ÒÓ�����

‡5 � �<�95��3� �#�O������� � "$�	:����������%���&� � "$��"$:#�2�#��'�� �&����� �%�&�(02��C���� :��&��-�� �%:D02�����4� � �������(1�0	��������>?��:#1 � �&� *
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sutwvyx{z}|�~�vyx(�G�Ó|ux�Öyz¦~{~�z�~{Þuáyxwz�ßu|u���ux�|u���ux�Ö}��|uÖ}zy|�~�tw��|ux(Ï �Ó��|�~�z}|G��|�~�x{��t���zyx,t{vyxw�u��~��Ó~�x�Ö}��|uÖ}zyt1�
|G��|�~"Öyz¦~{~�z�Öy����x{xw� OGÖy�Ó~�����|Iß�v¦Ò � ~Ü��|�~"��z}x"Ö}��|ux{���uvyt{�Ó~�����|ux x{�ut ��z}x P ��|uÖ}~{����|ux �uz�Öy��twt{v}�ã�Ó~{����|»�G��|�x
Öyz}x�~�Þuv}��t{��zyx Ø

��������� ��� � ��� ��� ��� ��� 
 ��� ����
	��
�����
��
� ��� ����



 |uz(~�Þ�vy��tw��z�Öy��|�P ��t{Ï�z�z}xw~"Öy��|�x{����vyt{v}z�suÞ�ÔTx{� �£�uz�ß ����|u�Ó~��utwzy����z�, × ¬ Q8Q'.Wß£x{�gzy����z�zyxÕ~����TÖ �Ó��z
z}~ xw�Tz}����zRs�z}��~ (}~�twz"��v+OG|u��z"xw�utN~�����~{z^x{�ut1P ��Öyz �uz â ��zyÏ���|u| Σ

Ø®à z"sutw��|uÖ}��sgzR�uz ���TÖ ������~�v�zyxÕ~
�u|�z
Öy��|£~{t�����|�~�z�x{��t ����xw~{t{�uÖ¦~��utwz��uz}x^�u��Ò�zyt{��zy|uÖ}zyxM ÍÖ}���utÕ~�z(�u��xÕ~Ü��|�Öyz(zy|�~�twz(�uzy������s�v}t��Ó~{zy�utwx���Öyz}x
Öy��|£~{t�����|�~�zyx(|uz°|u����x���|�~�vytwzyxwx{zytw��|�~�sG�Óx��gz �Ó�uÖy����sµsG��twÖyzN�£��� z}|µ��v}|uvyt{���¨�u|uz°x{z}�u��zÍxw������~{����|
���HÏ �I����ÏÆ�uÏ zy|rz}xw~µÖy��|u|£�uz s����ut �u|rxws�z}Ö}~�twzL�u��|u|uv Ø @ |rxw�ususg��x��Ó|£~µÖyz¦~{~�zÙÖy��|u�u��~{����|
x�� ~���x1P ����~{z�ß ��� �uz P �%�y��| v+�T����ÒÓ����z}|�~�z �£�uz°�ã��~�Þ�vy��tw��z�zyxÕ~��u��z}|'��v+OG|u��zÍx{�ut(�ã�ÆxwsuÞuá}t{z Σ = S2 ß
|u����x sg����Ò���|ux'Öy��|uxw���uv}t{z}t ���mxw�ut P ��Ö}z xw�u��ÒÓ��|�~{z�ß?�£�u��z}xw~ ��z ~���t{z Σ = T2 Ø è ���ut �£�uzÙ�ã�
~�Þ�vy��tw��z°x{��� ~��u��zy| �uv+OG|���z�xw�ut���z°~{��t{zÓß����3P ����~A�T��z�~���� ~�z���Ï�s�����~{�u�uzÍx{����~���|�ÒÓ��t{����|�~�z°sG��t���zyx
~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����|ux"Öy��|�P ��t{Ï�zyx(�u� ~���twz Ø
Ú ��Ï�Ï�z}|0�y��|�x�sG��t�� � ��Ï�su����~����uz����Æsu����x�x{��Ï�su��z�ßTÖyzy����z���� ÒT���uz �£�u�I|�� �»���uÖy��|uzÍ��|uxwzytw~{����|

�uz�ÖÜÞu��Ï�s�x Ø�Ú z¦~{~{z���Ï�su��� ~��u�uz sgzy��~
x{z�Ö �Ó��Öy����zyt zy|CP �Ó��x��Ó|£~
x{z�s�t{��sG�Ó��zyt$��|uz�Öy��t{�uz;P z}t{Ï�vyz���|
Öyz}tw~�����|�~{zyÏ�sux^��sutwáyxR��z��£�uzy� �ã��Ö}��t{��z�x{z�t{z<P zytwÏ�z�xw�ut$zy����zF��Ï�(yÏ�z�¯ÓÖyzyÖ}�GÖy��twt{z}x{sg��|u�� �sut{z}|u�utwz
�ã� ~{t���Ö}z���z�� � ��s�v}t��Ó~{zy�ut���� v}Ò������ ~�����| � � � ÞG��Ï�����~{��|u��zy| H ��x{�ut°��z¹xws�z}Ö}~�twz�ßNx{����~����ÙÖ ����Öy�u�$��z�ã��P ��|uÖ}~{����|`��z sG��tw~{��~{����| �uz �ã�µ~{Þuvy��tw��z Ø !$~Ü��|�~»�u��|u|uvyz ��� P ��t{Ï�z � � Ø � Ø �[Î �°�u�px{sgzyÖ¦~�twz�ßR�ã�
P ��|uÖ¦~�����| �uzÍsG��tÕ~���~{����| x�� vyÖytw��~

Z = TrH

[
qL0−c/24q̄L̄0−c/24

]
, q = e2πiτ , q = e2πiτ . � � Ø � Ø � � �

à zL|u��ÏÆ�ut{z Öy��Ï�su��z<� z τ ��v+OG|u� ~À����xw~{t{�uÖ¦~��utwz`Öy��Ï�su��z<� zL�u�«~���twz Ø�à z}xµ~�t{��|ux P ��t{Ï��Ó~�����|ux
Öy��|�P ��t{Ï�zyx �uv+OG|���zyxN�������G����zyÏ�zy|�~�x{�ut T2 �u��|u|uz}|�~���zyx ~{t���|�x P ��twÏ �Ó~{����|�x Ï�� �u���ã����t{zyx PSL(2,Z)x{��t τ

τ → aτ + b

cτ + d
, avec ad− bc = 1 et a, b, c, d ∈ N � � Ø � Ø �[Ð �

à � �ÓÏ�su����~{�u�uz���� ~{��t{z � � Ø � Ø � � �"�u��� ~��u��|�Ö (}~�twz E 9�
��C=:E`�C9<;��#� ?#ACB�
2�CE =D�¦Øuà z P ��� ~�~�twáyx�su�u��x{x{��|�~
�uz}Ï���|�~{t{v sG��t × � ��t{z z}~ ¬ zy���gzytw�], × ¬ Q8Q'.�z}xw~*�£�uz�ßRsg���ut¹��zyx¹~�Þuv}��t{��zyx»� Ô��Ó|£~��u|p|u��ÏÆ�ut{z
OG|u����� v¦~Ü�Ó~{x � �u� ~�zyx =;�C;>EF?G9<9"� 
�
=��� �¦ßÓ�ã�����TÖ �Ó����~{v"z¦~ � � ��|�ÒÓ��t{����|uÖyz"Ï��T�u�u������twz"��z � � Ø � Ø � � �
��xwx{�utwzy|�~
|u��|µx{zy����zyÏ�zy|�~Í�����g��|u|uz¹�uz<OG|u� ~�����|µ�uz¹����~�Þ�vy��tw��zÆxw�ut���z°~���twzÆÏ�����x����ux{xw�
xw�ut�~���� ~�z¹��� ~�t{z
x{��t P ��Ö}z��uz â ��zyÏ���|u| Ø $���|ux{�RÏ���~�� Ò�vÓß¨� � z+"���tw~Í�uz�Öy����x{xw� OGÖy�Ó~�����| �uzyx P ��|uÖ¦~�����|uxÍ�uz�sG��tw~{��~{����|
��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�z}x�Ï��T�u�u�ã�Ó��t{z}x(|uzÆx�� zyxÕ~�su���ux���twt)(¦~�v�ßgz}~�|u���ux�zy| t��Ósus�z}����zyt{��|uxA�£�uz}� �£�uz}x�t{vyxw�u��~��Ó~�x
�G��|�x����Æx{z}Ö}~�����|µÐ Ø Ð Ø � Ø
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@ |£~{t{z¦~�zyÏ�sux}ßGsu���uxw��z}�ut{x�twzyÏ���t)�£�uz}x�x{��|�~(zy|'��tw�ut{z Ø = ����~���� ���g��t{�Iß���z���tw���usgz�Ï��T�u�u������twz
PSL(2,Z) �¹�uz}���'��vy|�vyt�� ~�zy��t{x

T : τ → τ + 1 et S : τ → −1

τ
� � Ø � Ø �[Ì �

à � ��|�Ò��Ót{�ã�Ó|uÖyzRxw���uxN��z^��v}|uvyt{�Ó~�z}�ut T ��Ï�su��� �£�uz �£�uz^��z}x Ö}���usu������z}x �����uÖÜÞuzF���utw����~{z �u��|ux � � Ø � Ø � � �
Ò�v}t{�#OGzy|�~ h = h̄ Ï��T� 1 s����ut c = c̄

Ø à � ��|�Ò��Ót{�ã�Ó|uÖyz�x{����x S zyxÕ~�su����x,�u� ��Ö}����zA ���Ï�s���xwzyt Ø 8���z}xw~~�twáyx(��~{����z���� ��|�~�t{�T�u�u��t{z���z D	�C=;�UD:;E�:=D� ��� �u|'Ï��T�u�u��z��uz ä zytwÏ � Vh,c
χh,c(τ) = TrVh,c

qL0−c/24 � � Ø � Ø � Ñ �
à ��sutwzyÏ���á}t{z(z<� ����zy|uÖ}z�zyxÕ~��u��|uÖ �£�uz�� � ��Ö}~{����|»�uz S x{�ut � � zyxwsG��Öyz��uzyx"Ö ��t{��Ö}~{áytwzyx�xw����~�P zytwÏ�v}z ØÚ ��Ï�Ï�z |u���ux ��z Ò�zytwt{��|ux �G��|ux���z'ÖÜÞG��su� ~�twzÀÐ ß^Ö}z}~{~{zÀ��Ö¦~�����|�z}xw~ Öy��|u|£�uz �G��|ux���z Ö �Óx �uz}x
~�Þ�vy��tw��zyx�t��Ó~{����|�|uzy����zyx}ßRÖ%� zyxÕ~ �K I���u��t{zµ�C\*��z |u��ÏÆ��t{zµ��zµÖÜÞG��Ï�sux�s�t{��Ï�����t{zyx»z}xw~ OG|�� ß^z}~ P �Ó��~
� � ���T­wz¦~Æ��� ��|�~{zy|uxwzyx»v}~{�u�uzyx¹�u��|ux¹��z�Ö ��x¹��zyxÆ~�Þ�vy��tw��zyx�Öy��|�P ��t{Ï�zyxÆ|u��|���t{�Ó~�����|u|uz}����z}xÍ��zyx�su���ux
x{��Ï�s���zyx Ø J
��|G����z}Ï�z}|�~ ß���zyx Ö ��t{��Ö}~{áyt{z}x,�uv}s�z}|u�uz}|£~�z<� su����Öy� ~�zyÏ�zy|�~^�uz��ã��ÖÜÞG��tw��z�Ö}zy|�~�t{����z Ø Ú zyÖy�
ÒT��z}|£~��uz°�ã�¹~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����| �u�'su�ã�Ó|µ���'Ö}ÔT����|u�utwzÍ�u� ~{zy|uxwzy�ut T �£�u� ßuÒT�uz��ã�¹�ut{��x{�utwzÍ�u���uÖ}z
�uzÍ�ã�ÆxÕÔTÏ�v¦~�t{��z��uz�éLz¦ÔT� ßG|�� zyxÕ~�sG�Óx���|'ÖÜÞu��Ï�s'sutw��Ï�����twz Ø

� �ux)�£��� ��Ö}�^|u���ux°� Ò���|�x�Öy��|ux{���uvytwv�xwzy�u��zyÏ�zy|�~��uzyx°Öy��tw�uzyx P zytwÏ�v}zyx Ø 8��Rzyxw~°~�z}Ï�s�x°��z�Ò�����t
Öyz �£�u�¨xwz°su��x{xwz�� Ò�z}Ö���zyx(Öy��t{�uz}x�����Ò�z}tw~�z}x Ø

��������� � ��� 
�� � ��� ����� � ��� ����� 
�� � ��� ��� � � � �

@ | ��|uÖ}���G�Ó|£~ �u|b�g��t{� ∂Σ  m�ã�mx{�ut1P ��ÖyzÉ�&� �u|���Ò�z}t{x Σ ß��ã�`~�Þuv}��t{��zLÖ}��|�P ��twÏ�zÙ�uz}ÒT��zy|�~
su���uxÆÖy��Ï�su��� �£�uv}z�z}~¹s����ux¹��|£~{vytwzyx{x{��|�~�z Ø 7��ps�����|�~Æ�uz�ÒT�uz Öy����x{xw� �£�uzÓß$��z}x�~�t{��|ux P ��t{Ï��Ó~�����|ux
Öy��|�P ��t{Ï�zyxRxw��|�~��Ó����twxRÖy��|�~�t{����|�~{zyx^�uz�sut{v}x{zytÕÒ�z}t,��z��g��tw�Iß�Öyz �£�u�Gx�� � Ò�áytwz (¦~�t{z�v��£�u� ÒÓ����z}|£~M ��ã�
Öy��|u�u��~{����| T = T̄ xw�ut���z°~{zy|uxwzy�ut�vy|uz}t{����z<����Ï�s��u��xw����| ���µ����tw� Ø @ |µ~�z}t{Ï�zyx���zyx���vy|uv}t��Ó~{zy�utwx
Ln, L̄n

Ö}zy���»��z}ÒT��z}|£~

Ln = L̄n sur ∂Σ � � Ø � Ø �6� �
è Þ�Ô xw� �£�uz}Ï�z}|£~�Ö}z}~{~{z Öy��|u����~�����|Étwz}ÒT��z}|£~� À����t{z:�T�&� ����Öy�u|uz'vy|�zyt{����z�|uz su��x{xwz  À~{t�� Ò�z}t{x»��z
�g��t{� Ø @ |¹~{����~^Ö �Óxyß�Öyz¦~{~{z�Ö}��|u�u� ~�����|¹��Ï�su��� �£�uz;�£�uz(� � ������áy�utwz��uz(xwÔTÏ�v}~{t{��z���z��ã��~�Þ�vy��tw��z�|�� zyxÕ~
su���ux V ir ⊗ V ir Ï �Ó��x�����x{���uxK�
������áy��t{zÆ�uz ä ��t��Óx{��tw� �u�ã������|G����z Ø @ |ÙÏ�(yÏ�z�~�z}Ï�sux}ß Σ |&� z}xw~
su���ux��u|uz»xw�ut P ��Ö}z¹�uz â ��zyÏ���|u|Àz¦~N  �ã� tw�����uz}�ut����
|�� Ô ��su���ux��uz¹ÖÜÞG��Ï�sux�Þu������Ï���t{s�Þuzyx����
��|�~�� ��Þu������Ï���t{s�Þuzyx Ø è ���ut���|�~�t��Ó��~�z}Ï�z}|�~�t{�������utwzy��� �uz}x�~�Þuv}��t{��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x�t��Ó~{����|�zy����zyx x{�ut
�uz}x�xw�ut P �ÓÖyzyx���� �u|u� Ò�zytwx��Ót{�u� ~�t��Ó��t{z}xyßTÒ�����t!,!J â ¬ Î�Ð�. Ø
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B B′ B B′ B B′

������� � Ø ��] 7��G����� ~�v�Ö}��t{��z°����Ò�z}tw~�z�] Öy��tw�uz P zytwÏ�v}z Ø
à � ��Ï ����z �uz ���µÖy��tw�uz |u����x¹zyxw~���~{����z zy|�Öy��twz �u|uz P ����xÆs����utÆÖy��|uxw~��Ó~�z}t �T�&� �u|�z ~{Þuvy��t{��z

�uz Öy��t{�uz}x���� Ò�zytÕ~�z}x���|uÖy����~»|uvyÖ}zyxwx�����t{zyÏ�zy|�~��uzyx»Ö}��t{�uz}x�P z}t{Ï�vyz}x Ø Ú ��|uxw���uv}t{��|�x��u|�z'Ö}��t{��z
����Ò�zytÕ~�z �£�u�Ix{zÍsutw��sG����z�z}~(x{z�twz+P z}t{Ï�z�x{�ut(zy����z�Ï,(}Ï�z ØG× �[Ô�z}|u|G��|�~��u|uz�~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����| ��z
Öy�T��tw�u��|uv}zyx$xw�ut Σ ß�Ö}zyÖ}��sgzy��~Rxwz,Ò�����t$�Ó�ux{xw�uÖy��Ï�Ï�z"����sut{��sG�����Ó~{����|°��� �u|uz�Ö}��t{�uzMP zyt{Ï�vyzÓß Ò�����t
OG����t{z�� Ø � Ø 2����ux°�[Ò���|ux°��|�~�tw� ���u��~���Öy�$��zyx°x{�ut1P ��Öyz}x B,B′ �T���Rt{vys�t{zyxwzy|�~�z}|�~Æ��z}xÍÖy��|u����~�����|ux
�������g��t{��x��uz �ã�ÙÖy��tw�uzµ��� Ò�zytÕ~�z Ø�Ú zyx x{�ut1P ��Öyz}x�x{��|�~ ��zyx�P ��Ï�zy�uxwzyx 7?���ut{��|uzyx}ß"����|�~�|u����x
t{z}sG��tw��zytw��|ux��G�Ó|ux(�ã�Æx{z}Ö}~{����| � Ø Ð Ø Ð Ø
à zyx^Öy��|��u��~{����|ux^�Ó���»�g��t{�ux^xw��|�~MP ��twÏ �Ó����xwvyz}x$sG��t^�uz}x���v}~��Ó~�x^�uz(�g��t{��� B �£�u���Ó����xwx{zy|�~ x{��t

��z}x�ÖÜÞG��Ï�sux(x{�ut(� � ��|£~{vytw��zy��t��uzÍ�ã�ÆÖ}��t{�uzÓß��uzyx(vy��vyÏ�zy|�~�x(�uzÍ� � z}x{sG��Ö}zÍ�uz > ������z}tw~ H ß
B : H⊗ . . .⊗H → C � � Ø � Ø ��7 �

à zyx(v}~��Ó~�x(�uz°�g��t{� x{��|£~�z}|µsut{�Ó~�� �T��z��uv+OG|���x�sG��t���z}xRP ��|uÖ}~{����|�x��uz�Ö}��t{twvy���Ó~�����|��uz}x�v¦~Ü�Ó~{x���z
H z}|µ��zy�ut(sutwvyx{z}|uÖyz Ø à �¹~�Þuv}��t{��zÍzyxw~�������t{x(�uv<OG|u��z. »� � �����uz���z°���*P ��|uÖ}~{����| �uz°sG��tÕ~���~{����| �£�u�
�uv}Öyt{� ~���z}x�v}~��Ó~�x���z�� � ��|�~�v}t{��z}�ut,��z°����Öy��t{�uz �£�u�IxwzÍsut{��su����zy|�~(z}|£~{t{z���zyx�v}~��Ó~�x���z�����tw� Ba z}~
Bb

Aouv
ab = TrHab

qL0−c/12 � � Ø � Ø �6B �
Ú zyÖ}��z}xw~�� � ��Ï�s�����~{�u�uz�sg���ut�� � ��|u|uzy���µ��vyÖytw��~�sG��t��ã� OG���utwz � Ø � Øgà ��Öy��Þuvytwzy|uÖ}zÆ�uz����»~{Þuvy��t{��z
x{���ux �ã�É�u�G�Ó����~{vµÖ}��t{�uz ��� Ò�zytÕ~�z ]*Öy��tw�uzDP zytwÏ�v}z ��Ï�s���xwz ������t{x���zyx Öy��|��u��~{����|ux x{�ut Öyz¦~{~{z
��Ï�su��� ~��u��z Ø $���|�x{� ß�~�����~»v¦~Ü�Ó~��uz �g��t{�`Ò�vyt{�#O���|�~ � � Ø � Ø �6� ��|�� zyxÕ~�sG��x����uÏ���xwx{������z�sg���ut¹�u|�z
Öyz}tw~�����|uz�~{Þuvy��tw��z��uz°� � ��|�~{vyt{��zy�ut,�uz����¹x{�ut1P ��Öyz°��� �u|u��Ò�zytwx Øgà zyx�Öy��|�~�t{����|�~{zyx(x{�ut�Öyz}x�v¦~Ü�Ó~{x���|£~
v}~{v�P ��t{Ï��u��v}zyx
su��t ��Ø�Ú ��tw��Ô , Ú ��t	Q8i'.Gsg���ut$��zyx$v¦~Ü�Ó~{xR�uz��g��t{�¹xÕÔ Ï�v}~{t{� �T��zyxR�G��|�xR�uzyxR~�Þ�vy��tw��zyx
t�� ~�����|u|uzy����z}xyßTÖy��Ï�Ï�z�|����ux(��z�t{��susgzy����|ux��G��|ux(��z�ÖÜÞG��su� ~�t{z°Ì Ø
à � v¦~��u�uz ��zyx x{sgzyÖ¦~�t{z}x �uz Öy��tw�uzyx P z}t{Ï�vyz Z � � Ø � Ø � � �»z}~ ����Ò�zytÕ~�z Aouv

ab
� � Ø � Ø �6B ��|u����x

�TÖyÖy��s�z}t�� ��z}x�ÖÜÞG��su� ~�twzyx�Ð z}~°Ì�ß |u��~Ü�ÓÏ�Ï�zy|�~���zy�ut�����z}|D  � � ��|�~�z}t{sutwv}~Ü� ~�����|À��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uzÆ�uz}x
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~�Þ�vy��tw��zyx
Öy��|�P ��t{Ï�zyx Ø�â z¦~�����t{|u��|�xR�u��|uÖ�Ï�����|£~{zy|G�Ó|£~$���»Ï��T�uá}��z x{����Ï ��|���|�������|uvy����twz^z}~  �x{��|
��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����| ��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz Ø

����� 5&�(§ �,�Í�
� �(§�� ��¤ §�¡�A��(§��'�°�,� ���N� � �'§

� �uzy�Rt{��susg��tw~Íz}|£~{t{z»��z}x�sut{��sut{��v}~�v}x°������v}�ut{� �£�uzyx��uz}x�~�Þuv}��t{��zyxÍÖy��|�P ��t{Ï�zyx��u���u��Ï�zy|�x{����|��
|uz}����z}x �W������áy��t{z��uz(xwÔTÏ�v}~{t{��z V ir⊗V ir ß���|£ÒÓ��tw�ã��|�Öyz�Ï�� ���u�ã����t{z"�uz(�ã� P ��|uÖ¦~�����|¹�uz(sG��tw~{��~{����| �
z}~»��|uz ~�Þuv}��t{��z �uz � � zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�x�� è ���ut»zyx)�£�u��x{xwzyt��u|uz t{v}s���|�x{z�ß^twz}Ò�z}|u��|ux,  �ã� P ��twÏÆ���
�ã� ~�����|Ù��zyx�~{Þuvy��tw��z}x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx�sG��t��uzyxÆÏ��T�uáy��zyx°x{����Ï � |u��|�� ����|uv ����t{z}x � � Ø � Ø Ð �Íz¦~Æsutwzy|u��|�x
�ã� ����Ï�� ~�zÆxwzyÏ��#� Öy�ã�Óx{x{� �£�uz α′ → 0

Ø ‡6 7���|uxÆÖ}z}~{~{z ����Ï���~�zÓß |u���ux�twz}~�tw����Ò���|uxÆ� � ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|
��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz��uz(�ã��Ö}��t{�uz(~�z}xw~ su����|u��v}z��u��|ux^�u|uz�Öy��|�OG���ut{�Ó~�����|»�u��|u|uv}z���z�ÖÜÞu��Ï�s�x"�uzRP ��|��
gµν, Bµν

Ø�� ÖyzyxRÖÜÞu��Ï�s�x$�uz�P ��|u��x{��|�~ ��xwx{�TÖy��v}x$�uz}x$ÖÜÞG��Ï�suxR�uz�����~�Þ�vy��tw��z,Ö}��|�P ��twÏ�zÓßÓÖ}��Ï�Ï�z
gµν∂X̂

µ∂̄X̂ν(z)eikµXµ ß
�C\ X̂(z) xw��|�~¹��z}x��G�uÖ¦~��G� ~�����|uxC�£�G��|�~�� �£�uzyxÆ��zyxÆÖÜÞG�ÓÏ�sux X(z) �u�
Ï�� �uá}��z"x{����Ï � Ø è ��tR����Öy��twt{z}x{sg��|u�G��|�Öyz(zy|�~�twz(ÖÜÞG��Ï�sux^�uz��ã� Ú J = z}~^v¦~Ü�Ó~{xR�uz(x{��|»zyxwsG��Ö}z��uz
> �����gzytÕ~ ß���zÆxws�z}Ö}~{t{z»�uz¹|u��~{t{z Ú J = ��|uÖy����~�|G� ~��utwzy����zyÏ�zy|�~���zyxÍv}~��Ó~�x��&� ��xwÖy�����ã� ~�����|ux���zÆ~����ux
��z}x�ÖÜÞu��Ï�s�x���susu��t�����x{x{��|�~��u��|ux���z�Ï��T�uáy��z°xw����Ï���ßuz¦~�z}|ÀsG��tÕ~���Ö}�u����zyt�Ö}zy����zyx��uz°�ã�»Ï�v¦~�t{� �£�uz Ø
8���Ô`Ö}��t{twzyx{sg��|u���u|uz ~�Þ�vy��tw��z ��� zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�xyß��£�u�(Öy��Ï�sut{z}|u��������twx¹�u|uz sG��tÕ~���Öy�u��z �T���(�
~�����~�z}x"��zyx sut{��s�t{��v¦~�v}x"��� �u|���t�� ÒT��~{��|�z¦~,z}xw~"�u��|uÖ��G��|ux Öyz�x{z}|ux��u|�z�~{Þuvy��tw��z?�£�G��|�~�� �£�uz��uz��ã�
��t{�[ÒT� ~Ü�Ó~{����| Ø > z}�ut{z}�ux{z}Ï�z}|�~ ßT�ã����ÔT|G��Ï�� �£�uz�z<" z}Ö}~{��Ò�z��uz(Öyz¦~{~{z(~{Þuvy��t{��z(�ÓÖyÖy��Ï��T�uz��ã��~{Þuvy��tw��z
�uzÍ�ã�Ætwzy���Ó~�� Ò � ~�v���vy|uv}t�����z�ßuÖ}��Ï�Ï�z�|u���ux���z�Ò�z}t{tw��|ux��G��|ux(�ã�¹xw�u��~{z��u� ÖÜÞu��su��~{t{z Ø
â �Ósus�z}����|�x�z}|£~{t{z¦~�zyÏ�sux �£�uz��ã��~{Þuvy��t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z�Ö}��Ï�s���tÕ~�z°�uzyx�~����utwx���� v}~��Ó~�x��uzyxwÖyzy|'�

�G��|�~{xyß�zy|'|u��ÏÆ��t{z N Öyt{����x{x{��|�~��uz���vyt{� Ò�v}zyx��uz X̂ �������£�uz}��x���| sgzy� ~��Ó~w~�tw���u�uz}t��u|uz°Ï �Óx{x{z
��� zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�sux m2 ∼ (N−2)/α′ Ø è ��t�Ö}��|uxwv��£�uzy|�~yß���z}x�v¦~Ü�Ó~{x
Ï���x{xw� P xN�uz}Ò�zy|G�Ó|£~R~{t{��s°�����ut{�ux
�G��|�x��ã������Ï���~{z�x{z}Ï�� ��Öy����x{xw� �£�uz α′ → 0 ßgx{zy����x���zyx�v¦~Ü�Ó~{x��uzÆÏ���xwx{z�|£�u����z�|u���ux���|�~�vytwzyxwx{zytw��|�~sG��t��ã�'x{�u� ~�z��uz �ã�'~{Þuáyxwz��$����x°Öy��twt{zyxws���|u�uzy|�~»sutwvyÖ}��x{z}Ï�z}|�~»�����LÖÜÞG��Ï�suxC�£�u�,��susG��t{����xwx{z}|£~
�G��|�x���z�Ï��T�uá}��z�xw����Ï��Æ����x{��|u� �£�uz�ßGz¦~(x{��|�~���susgzy��v}x�sG��t����»xw�u��~{z��uz D������+���WA�� N�?G9)A�Ø
ä �[Ô���|ux Ï�����|�~�z}|G��|�~Rxw���ux �T��zy����zyxRÖ}��|u�u� ~�����|ux$��z�Ï��T�uáy��z�x{����Ï � � � Ø � Ø Ð �
�uv+OG|���~^�u|uz�~{Þuvy���

t{��z��£�G��|�~�� �T��z�� Ò�z}Ö,xwÔTÏ�v}~{t{��z^Ö}��|�P ��twÏ�z Ø 2����ux�� Ò���|�x�ÒT�Q�£�uz �ã��xwÔTÏ�v}~{t{��z Öy��|�P ��t{Ï�zR��Ï�su��� �£�uz
� � ��|u|£�u���Ó~�����|À�uz»��� ~{t���Ö}z»�u�Ù~{zy|uxwzy�ut°��� vy|uz}t{����z<� ��Ï�su�u��xw����| �gÖyz}����z<��Ö}�$sgzy��~N(}~{t{z»Ö �Ó��Öy����vyz»z}|
~�z}t{Ï�zyx��uz}x�ÖÜÞu��Ï�s�x���z P ��|u�

T aa = β̄gµν∂X
µ∂̄Xν + β̄Bµν∂X

µ∂̄Xν + β̄ΦR
(2) � � Ø Ð Ø ��Q �

‡6 	 �	�����&�I�����I� � "$�	:������ -9��� ;=��:#> �&�?�</ ����� 1�0	� ��� ���%>?�%����-$��0	�����3'	��� ��0 �#� :����%��� � -$�$:��#0��%� �&� ) � � / �%>I0�C�� ���&�
>?��� �$�����6> ��� ��>I02��5 ) �</ �	��� 1�0	�6��� ;=��:#>6� �30 �#�%�	� �302C	:#0�C����$� ���I��0 �#� :����%����
 ��0���;��$� �#�$:#>?���6� � -9���7�$���&� ) E�����:
1 �������������
�4�9����������;=��:#>6� ��"$�&�����M; 0��$��� 1 � :#�$>?�$����02��C�"�� :#��'�� � *
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�!\���zyx β̄champs x{��|£~���zyx Öy�Tz ��Ö}��zy|�~{x��uz�é z}ÔT�g�uzyx�Ö}���usu������z}x,�u��Ï��T�uáy��z�xw����Ï�� ØTÚ z�xw��|�~��uz}x
~�z}|ux{z}�ut{x��G��|ux�� � zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�x �£�uzÆ� � ��| Ö ����Öy�u��z�sgzytÕ~��utw�G�Ó~{��Ò�z}Ï�z}|�~�zy| α′ ß�Ò�����t���z°ÖÜÞG��su� ~�t{z
Ñ Ø à z}xÍ��vy|uv}t��Ó~{zy�utwx Ln �uz»� � ������áy�utwz��uz ä ��t��Óx{��tw� s�z}��Ò�z}|£~�����|ux{�5(}~{t{z»z<� sutw��Ï�vyx�z}|Ù~{zyt{Ï�zyx�uz}x�ÖÜÞG��Ï�sux��uz P ��|�� , Ú�× è J>Q��6. �u����xwÔTÏ�v}~�tw��z�Ö}��|�P ��twÏ�z � � Ø � Ø i �¦ßTv}Ò�zy|�~��uz}����zyÏ�zy|�~�� Ò�zyÖÍ�u|�z
ÖÜÞG��tw��zRÖyz}|�~�t��Ó��zR|u��|°|£�u����z�ß}s���xwz^������t{xI�uz}xNÖy��|u����~�����|ux¨xw�ut¨��z}x¨Öy��|�Ou���ut�� ~�����|ux¨�uzRÖyz}xN�uzytw|u��z}t{x Ø
@ |ÉsG��tÕ~���Öy�u����zyt}ßN� � ��|u|£�u�ã� ~�����| �uz � � ��|u��Ï�������zÆ�uz é z}ÔT� �  µ�u���ã�Ó~{��| Ö}��|uxÕ~Ü��|�~	�°�uv}~{zyt{Ï���|�z �ã�
�u��Ï�z}|ux{����| �uz�� � zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�suxR D = 26 �G��|�x���z�Ö ��x��g��xw��|u� �£�uz���� D = 10 �G��|ux���z�Öy��x��!\
�ã��~�Þ�vy��tw��z��&� z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�sux�Ö}��t{twzyx{sg��|u�u��|�~�z�|�� ��sG�Óx��uz�Ï��T�uzyx"��|uxÕ~Ü���u��zyx}ß ����~Ü��ÖÜÞ�Ô���|ux ØGà z}x
v��£�G� ~�����|ux��uz»�ã� t{z}�ã�Ó~{��ÒT��~{v���v}|uvyt{����zÓßIzy����z}xyßIsutw�[Ò ��zy|u|�zy|�~���zyx°Öy��|u����~�����|ux β̄gµν = β̄Bµν = 0  
�u|uz"�����uÖy��z Ø è ���ux
s�t{vyÖ}��xwvyÏ�zy|�~RÖyz}x$Öy��|u�u��~{����|�x��uv}s�z}|u�uz}|£~ �Ó�ux{xw���u�¹ÖÜÞG�ÓÏ�s H z}~
�u�¹�u�����Ó~���| Ø
= ��� ­w���utwx? ������ã� ~���|�Ö}��|uxÕ~Ü��|�~ ß���|'�

βgµν = Rµν −
1

4
HµλσH

λσ
ν +O(α′), βBµν = ∇λH

λ
µν +O(α′). � � Ø Ð Ø ��i �

�!\ Rµν
zyxw~$��z"~{zy|uxwzy�utR��z â ��ÖyÖ}� �uz"�ã��Ï�v}~{t{� �T��z gµν Ø�à z�Öy����Ö}�u� ��zyx�P ��|�Ö}~�����|ux β � � Ø Ð Ø �eQ �Nsg��xwz�uz�|u��ÏÆ��t{zy�'� s�t{���u��áyÏ�zyx}ßTz¦~,|����ux,��zRP zyt{��|ux,z}|�~�����~�z���vy|�vyt��Ó����~{v���� ÖÜÞG�Ósu��~{t{z�ÑC �� � ��t{�utwz���z

α′ ßux{����~(�uz}���'�����uÖy��zyx Ø
à �L�uv}~{zytwÏ���|G�Ó~�����|m�uzÀ�ã� Öy��|�Ou���ut�� ~�����|*�uzÀÖÜÞu��Ï�s�x��uz P ��|�� �T�����uv}Öyt{� Ò�z}|£~ � � ��|u��Ò�zyt{x

���uxwzytÕÒ�v�z}xw~,�u��z}|�x��ut"��|��uzyx �u��~{x,Ö}zy|�~�t{�������uz��ã��~�Þuv}��t{��z���zyx,Ö}��t{��zyx Ø à z P �Ó��~��£�uz����°xw�usgzyt1�
��t{�[ÒT� ~�v^x{��� ~
twz}~{t{����Ò�vyz�Ö}��Ï�Ï�z^�u|uz,��susutw�L����Ï � ~�����|. ��G��xwx{z�v}|uzytw����z �uz,���(~{Þuvy��t{��z �uz}x
Öy��t{�uz}x
zyxÕ~��u|µ��|u�u��Ö �Ó~{zy�ut �£�uzÆÖ}zy�ã���u��� ~ (¦~�t{z�s���xwx{���u��zÓß��Ó�ÀÏ�����|ux���sus�t{�L� ��Ï��Ó~�� Ò�zyÏ�zy|�~ Ø = ����~{z+P ����xyß
 �Öyz�­w���utyß ���uÖy��|Ùs�t{��|�Öy��sgzÆ|�� ��v}~{vÆ~�tw����Ò�v*�£�u�$sgzytwÏ�z¦~{~{zÆ�uz¹ÖÜÞu����x{��t��u|uz¹Ö}��|�OG����t��Ó~{����|À��z
ÖÜÞG��Ï�suxÍ�uz*P ��|u�Iß¨��� �u| 
,E>A�� ßIsG��twÏ��R��zyx°����~{t{z}x°xw��|u��| �£�uz�Öyz}���u�^Öy�R������~ (¦~�t{z�Öy��Ï�sG� ~�������z
� Ò�z}Ö��ã��suÞ�Ô xw� �£�uz��uv�­) �Öy��|u|£�uz Ø 2����ux$xw��Ï�Ï�z}x�z}|Æ~�����~
Ö ��x$��Ï�z}|uvyx� �Öy��Ï�sG�ÓÖ}~��#OGzyt 7 � ���»Ð�Ð �
�u��Ï�z}|ux{����|ux$�uz(� � z}x{sG��Ö}z<� Öy������z��uz(|u�Ó~�t{z�Ï��T�uáy��z�x{����Ï ��sg���utRz}|�twzyxÕ~�zyt ���'� 3+1 �u��Ï�zy|uxw����|�xsutwzyx)�£�uz°su���Ó~�z}x����ux{z}twÒ�vyzyx � Ò�����t�|uvy��|uÏ�����|�x!,!4Í� â ��Î � . � Ø
~���� ~,z}| Ò�v}t{� OG��|�~���z}x,Ö}��|u�u� ~�����|ux β̄ = 0 �uzAP �%�}��| zF����Ö}~{z Ø B�t}ßT|���|�x{z}�u��z}Ï�z}|�~�Öyz}x�Öy��|u�u�#�~�����|ux^|uz�xw��|�~�sG�Óx,Öy��|u|£�uzyxR Í~���� ~�zyx"��z}x,��tw�ut{z}x,zy| α′ Öy��Ï�Ï�z��ã�Í�u��|�|uz���� �u|uz�x{������~�����| g, B

|uz°x{����t{����~�sG��xA �uvyÖ}t{��t{z°��z°x{sgzyÖ}~{t{zÆz¦~���zyx���|�~�z}t���Ö¦~�����|ux���zyx�Ö}��t{��zyx��u��|ux�Ö}z}~w~�zÆÖ}��Ï�su��Ö}~{�#�
OGÖy�Ó~�����| Ø > z}�ut{z}�ux{z}Ï�z}|�~ ß ���¨z<� ��xÕ~�z��u|uz°�ã��tw��zÍÖ �Ó~{vy����tw��z°��� z<� zyÏ�su��z}x���z�~�Þ�vy��tw��zyx�Öy��|�P ��t{Ï�zyx
z<����Ö¦~�z}xµ� Ò�z}Ö �u|uzDP ��t{Ï��u�ã�Ó~{����|*�ã����t{��|u����zy|u|�z�ß,z¦~ �u��|uÖ �u|�zÙ����Ï���~{z xwzyÏ��#��Ö}�ã��xwx{� �T��z�ß��u��|£~
� � zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z�zyxÕ~�Ö}���utw��z»¯GÖyzÍxw��|�~���zyx�~�Þ�vy��tw��zyx�� Ò�z}Ö���zyx(xwÔTÏ�v}~�tw��z}x�v¦~�z}|u�u�uz}x�sG��t(t{��susg��tw~
 V ir × V ir ßR�u��|�~»��z}x»Ï��T�uáy��zyxÆ��z é zyxwx1� � �uÏ���|u��� éi��~{~{zy|`xw��|�~���|�zF��z}Ï�s���z Ø Ú z}x¹~�Þuv}���t{��zyx�x{��|�~��u|À�uz}x�sut{��|uÖy��sG�����'����~�����x(�G��|ux�� � v}~{�u�uz���zyx�Ö}��Ï�sG��Ö}~{� OGÖy�Ó~�����|ux(�uz��ã��~{Þuvy��t{��z°�uz}x
Öy��t{�uz}xyß �£�u��P ��|�~���z�xw� ­wz}~��uzÍ�ã�ÆxwzyÖ¦~�����| xw�u��ÒÓ��|�~�z Ø
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,R � Q �	� � � � � à �ÆÖ}��Ï�sG��Ö}~{� OGÖy�Ó~�����|����Æsu���ux
x{��Ï�s���z�zyxÕ~�Ö}zy����zÍx{�ut��u| ~{��t{z T ` = U(1)` ßg����~�z}|£�uz�z}|µ��Ï�sg��x���|�~��uz}x�Öy��|u�u��~{����|�x���z�sgzyt{�����
�u��Öy��~{v�x{��t���zyx(Öy�T��t{����|u|uv}zyx Xµ = Xµ + 2πRµ s�����t µ = 1, . . . , `

Ø�Ú z¦~{~�z°Öy��Ï�sG�ÓÖ}~��#OGÖ � ~�����|
P ���utw|u��~�����x{x{����z°sut{z}Ï���zyt�z<� zyÏ�su��z��uzÆ����twzy���Ó~�����| z}|�~�t{z���z°x{sgzyÖ}~{t{zÆ��zÆ�ã�¹~�Þuv}��t{��z�Ö}��|�P ��twÏ�z
z}~���zyx(ÖÜÞG��Ï�sux���|�~���xÕÔTÏ�v¦~�t{� �£�uzyx��uz°� � zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�xyßuÒ�����t{z°x��¹~���s�����������z ØGÚ ��Ï�Ï�zy|0�}��|ux(sG��t
��z�Ï��T�uáy��z�x{����Ï �¹|u��|'������|uv �Ó��t{z��uv+Ou|u�Nx{�ut���zÍÖyz}t{Ö}��z T 1 = S1 ß�� Ò�z}Ö��ã�¹Ï�v}~{t{� �£�uzÍsu���Ó~�z�z¦~���|
ÖÜÞG��Ï�s B |£�u� � Ö%� zyxw~(��|uz�~�Þ�vy��tw��z�Ö}��|�P ��twÏ�z�z<����Ö}~{zÍ� Ò�zyÖ�ÖÜÞu��t{��z�Öyzy|�~{t�����z c = 1 z¦~�P ��|uÖ¦~�����|
�uzÍsG��tÕ~�� ~�����|

Z =
1

|η(τ)|2
∑

m,n∈Z

q(n/R+mR/2)2/2q̄(n/R−mR/2)2/2 � � Ø Ð Ø Ð�Î �

Ú z}~w~�z zF��s�t{zyxwx{����|pÏ�v}t{��~{z �uz}x¹t{z}Ï ��t �£�uzyxÆ��Ï�sg��tÕ~Ü��|�~�z}x Ø
Ú ÞG�%�£�uz v¦~Ü�Ó~¹z}xw~»Öy��t���Ö¦~�v}t{��xwv�sG��t
�uz}��� zy|�~{��zytwx m,n ∈ Z

ØNà � �u��t{zyÖ¦~�����| s�v}t{���T�u� �T��zÆ�uz S1 t{z}|u�Ùs���xwx{���u��z¹�u|Ùz+"�z}~°sutw��sutwz* 
�ã� ~�Þuv}��t{��z �uz}x¹Öy��tw�uzyx}ß� µx{�[Ò�����t�� � z<� ��xÕ~�zy|�Öyz���� �:;$�C;�� A�
 �:9<=@?GB�
=� ���:9<; �uz��ã�'Öy��tw�uz �G��|�xÆÖyz}x
�u��t{zyÖ¦~�����|ux ØgÚ z}x�v¦~Ü�Ó~{x�sgzy��Ò�zy|�~ (¦~�t{z°Öy��Ï�sutw��x(Öy��Ï�Ï�zÍ�ã�¹��vy|�vyt��Ó����x{�Ó~�����| �uzyx�Öy��|��u��~{����|ux�sgv<�
t{��� ��� �£�uzyx^�uz}x,ÖÜÞG�ÓÏ�sux"�uz�s�����|u��zyÏ�zy|�~ ß£Ö �Ót"z}|�z+"�z}~,|u���ux"s���� Ò���|ux,� Ò�����t"�u|�z�ÏÆ�u� ~�� ~��u�uz(�uz
Öy��|u�u��~{����|�x
���'���g��tw�ux X(σ+2π) ∼ X(σ)+2πRm

Ø�à z�ÖÜÞG�ÓÏ�s X(z) |�� z}xw~^�Ó����twx�sgvytw���T�u� �£�uz
�£��� � m ~�����t{x�sutwáyxyßGz¦~ m z}xw~���susgzy��v�|u��ÏÆ�utwz���� zy|utw���u��z}Ï�z}|�~ � ~Ü�Ó|u�u��xR�£�uz n zyxÕ~���z�|u��ÏÆ�ut{z
�£�G��|�~�� �£�uz �&� ��Ï�su����x{����| � Ø$à zyx�v}~��Ó~�x�� Ò�zyÖ m 6= 0 x{��|�~�� � z<� zyÏ�su��z ��z su���ux�x{��Ï�s���z ��� �:;a�C;��

,=/E�
�
=���¦Ø 7�� sg����|�~���z»ÒT�uz¹��z���� Ú J = ß¨�u| v¦~Ü�Ó~�ÒTt{������v |h〉 ⊗ |h̄〉 z}xw~°Ö ��t{��Ö}~{vytw��x{v¹su��t���zCP �Ó��~
�£�uz��ã� t{zys�t{vyxwzy|�~Ü� ~�����|L������ÖÜÞuz |h〉 |�� zyxÕ~Æ����zy|�~�� �T��z, '�ã� �utw����~{z |h̄〉 �£���! �u|�z�~�t{��|ux1P ��t{Ï�� �
~�����| �uz°xwÔTÏ�v¦~�tw��zÍsut{á}x Ø Ú zytÕ~Ü����|uzyx�xwÔTÏ�v}~�tw��z}x��uz°� � zyxwsG��Ö}z<� ~{zyÏ�sux�x{��|�~�����|uxw�¨Öy��twt{z}��vyz}x  »�uz}x
xwÔTÏ�v}~{t{��z}x��u�Ùx{sgzyÖ}~{t{zÓß¨Öy��Ï�sut{��x{z}x�zy| ~�zytwÏ�z}x��uz¹~�Þuv}��t{��zÆ�uz}x�twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����|uxÍ�uz»� � ������áy��t{z
v}~{zy|u���uz�ß�z}~�x{��|�~��Ó��|uxw� ��z�ÒTt�����zyx�xwÔTÏ�v}~�tw��z}x��uz��ã�¹~�Þuv}��t{��z Ø 2����ux�Ò�zyt{tw��|ux��u��|ux���z°ÖÜÞG��su� ~�t{z
Ð�Ö}��Ï�Ï�zy|�~,sut{�%O�~�zyt,�uz�Öyz}x�xwÔTÏ�v}~�tw��z}x�s����ut,Ö}��|uxw~{t{�u��t{z��&� ��� ~�t{z}x,~�Þ�vy��tw��zyx,Öy��|�P ��t{Ï�zyx�� Ô���|�~
� � zyxwsG��Ö}zN�£�u�Ó~���z}|�~�xw���uÞG�Ó��~�v Ø

@ |'��vy|uv}t����Wß���z}x�~�Þuv}��t{��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x���|�~(��� ����~�twzyx(xwÔTÏ�v}~{t{��z}xR�£�u�I|uz�xw��|�~(sG��x�v}ÒT���uzy|�~�z}x
�u�Àsg����|£~��uz�ÒT�uz��uzÆ� � z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�sux}ß�Ï�����x �£�u� s�z}��Ò�z}|£~Í|�v ��|uÏ�����|ux�� Ò�����t��u|uzÆ��|£~{zytwsut{v¦~Ü� �
~�����| ��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz��u��|ux°�ã� ����Ï�� ~�zÆxwzyÏ��#��Ö}�ã��xwx{� �T��z Ø è �Ót�zF��z}Ï�s���z�ßN��� P ��|uÖ}~{����|Ù�uz�sG��tw~{��~{����|
�u�µ~{��t{z � � Ø Ð Ø Ð�Î ��zyxw~���|�ÒÓ��t{����|�~�z°x{���ux�� � vyÖÜÞG��|���zÆ�uz}x�v}~��Ó~�x��&� z}|ut{������zyÏ�zy|�~�z¦~���� ��Ï�su�u��x{����|
�
Ú z}~�v}ÖÜÞG��|u��z'zyxÕ~��u|�Öy��x�sG��tw~{��Ö}�u����zyt���z'��� ACB)��
�E ;�� FNØRà � ��Ö}~{����|p�uz Öyz¦~{~{z �u�u����� ~�v�xw�ut»��zyx
ÖÜÞG��Ï�sux X(z) �uz��ã� Ú J = ��Ï�su��� �£�uz(�u|uz��ÓÖ}~�����| xw�ut,��zyx ÖÜÞG��Ï�sux,�&� z}x{sG��Ö}z<� Öy������z�ß'�£�u� twz}ÒT��z}|�~zyxwx{z}|£~{��z}����z}Ï�z}|�~  Ív}ÖÜÞG��|u��zyt R z¦~ α′/R

Ø£à �Í���G����� ~�v���Ï�s���� �£�uz"zy|�sG��tÕ~���Ö}�u����zyt5�T��z���z�xwÔTxw~{áyÏ�z
�¹�u|uz�~Ü�Ó������z�Ï���|u��Ï �Ó��z�ß£�uzÍ� � ��tw�ut{z���z R ∼

√
α′ ∼ `s

ßGÖy��Ï�Ï�z���|'� � �¹��|u|u��|uÖyvÍsu���ux(ÞG����~ Ø
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� �G��|u�'��zÍt�� Ô���|µ�u� Öyz}t{Öy��z S1 zyxw~��uz°�ã�CP ��twÏ�z R2 = p/q ß�� Ò�zyÖ p, q ∈ Z ß���z}x�xÕÔ Ï�v}~{t{��zyx
�uz ä ��t���xw��t{�'x{��|�~�v}~{zy|u�u��zyxÆsG�Ót°��zyx�|�����Ò�zy�����LÖy����t���|�~�x J = i∂X z¦~ E± = e±i

√
RX � z}~

�uz Ï,(}Ï�z's����ut ��zyx Ö}���ut{��|�~�x��utw����~{x�� �^��zyx ÖÜÞu��Ï�s�x�sut{��Ï �Ó��t{z}x»�uz V ir x�� ��t{���Ó|u��xwzy|�~ ������t{x
�G��|�x��u|'zy|�x{zyÏ��u��z�� 9<E �uz°ÖÜÞG��Ï�sux�sut{��Ï �Ó��t{z}x�sg���ut(� � ������áy�utwz�v}~�z}|u�u�uz�¯��ã�Æ~�Þuv}��t{��zÍ�uz}ÒT��z}|�~
�u��|�Ö�t{�Ó~�����|u|uz}����z ØIà z}x°�g��xw��|ux°Öy��Ï�sG��Ö¦~�� OuvyxÍ�����Ùsg����|£~{x�t��Ó~{����|�zy��x�xwzytw��|�~�~{t{áyxÍ��~{����zyx��G��|�x
�ã�QP ��t{ÏÆ�u���Ó~�����| ��zyx(~�Þuv}��t{��zyx?�£�u��~���zy|�~�x(Ö}��|uxw~{t{�u� ~�z}x��u��|ux(��z�ÖÜÞG�Ósu��~{t{z°Ð Ø

8���x�� � Ò�áytwz �£�uz sg���ut»�uz}x�Ö}��Ï�sG��Ö}~{� OGÖy�Ó~�����|uxÆxw�ut»�uzyx¹~{��t{z}x�� Ò�zyÖ't���|u� ` ≥ 2 ��|�sgzy� ~�uv<OG|u��t�su����x{��z}�ut{x���|�ÒÓ��t{����|�~�x�Ï��T�u�u������twzyxÍ�u�É~�ÔTs�z ��z � � Ø Ð Ø Ð�Î �©ß �£�u�,�u� "�áytwzy|�~ÆsutwvyÖ}��x{v}Ï�z}|�~
�G��|�x���z}�ut�Öy��|£~{zy|£�'zy| v}~��Ó~�x�ÒTtw������vyx ØTä ��P ���ÆÏ���|�~{t{v �£�uz���zyx��u�#" v}t{z}|£~{x�ÖÜÞu��� � ��� v}~��Ó~�x,ÒTtw������vyx
Öy��t{t{z}x{sg��|u�uz}|�~������ ÖÜÞ����#� �u� ÖÜÞG��Ï�s �uz P ��|�� Bµν

ß�Öy��Ï�sG� ~�������zyx,� Ò�zyÖ�����~���s�����������z��u��~{��t{z
T ` ß�Ö}zA�£��� �����Í|u��Ï�Ï�v ;�?G=D�:EF?G9 ACE=�,D:=D�:;E� , ä �8Q87'. Ø�ä ����Ö}�u�u|�sut{z}Ï���zytRz<� z}Ï�su��z(�uz(� � ��Ï�s���tÕ~Ü��|�Öyz
�uz}x�ÖÜÞG�ÓÏ�sux°��|�~{��xwÔTÏ�v}~{t{� �£�uz}x��u��|ux°��zyxÍz}x{sG��Ö}zyx�Öy������zyxÍ�uz¹~{Þuvy��tw��z}x�Ö}��|�P ��twÏ�z}x��¨�ã� x{��t P ��Ö}z
��� �u|u� Ò�zytwx�v}~���|�~Í�uzÆ�u��Ï�z}|ux{����| ÐTß �ã��Öy��tw�uz¹��|�~{zyt��Ó����~�� Ò�zyÖ¹��zyx P ��t{Ï�zyx���zÆt���|�� Ð ��� zyx{su��ÖyzF�
~�z}Ï�s�xyß��Ó��|uxw� �£��� � Ò�zyÖ ��z}x P ��t{Ï�zyx���z t���|u��� sg���ut���zyx Ö}��t{�uz}x ����Ò�zytw~{zyx Ø @ |isG��tÕ~���Öy�u����zyt}ß
su���ux{��zy�utwzyxN~�Þuv}��t{��zyx
Ö}��|�P ��twÏ�z}x�xw��|�~$sg��x{xw���u��zyx s����ut
�u|�z,Ï�(yÏ�z ��vy��Ï�v}~{t{��z Ø 7���|ux���z ÖÜÞG��su� ~�t{z
Ð ßu|����ux(��vy|�vyt��Ó����xwzytw��|ux�� � z+"�z}~(��zÍ~{��t{xw����| �u��x{Ö}t{á}~{z°��� Öy��x(�uzyx(z}x{sG��Ö}zyx�Öy���utw��z}x Ø

� R T�V!I�KGXORUT�X ���OT QSRUT�RUT � �<V!RUT V!I)JLK�� R T � 2�����x$� Ò���|�x�ÒT�C�£�uz��G�Ó|ux���zyx�zyx{su��Öyz}x$Öy����t{�gzyxyß
� � ��|u|£�u���Ó~�����|L��zyx P ��|uÖ¦~�����|ux¹�E(¦~Ü� � � Ø Ð Ø ��i �. �����ã� ~���|ÉÖ}��|uxÕ~Ü��|�~���Ï�su��� �£�uzy|�~C�£�uz ��z ÖÜÞG��Ï�s
B |&� z}xw~�s����ux P zytwÏ�v}z z¦~��u|�ÖÜÞG��Ï�s ��|�~{��xwÔTÏ�v}~{t{� �£�uz H = dB �uz'�uzy��t{vÀÌ ��susG�Ót�����~ ØRà �
P �%�}��| �u��|�~ H xwz�Ö}���usu��z  ��ã��Öy��tw�uzÆÒT�ã���u| Ï�� �uá}��z�x{����Ï �*P zyt�� � � ���£­wz}~��uz¹��� x{z}Ö}~{����|ÙÐ Ø � Ø

 |À~{zy��zyx{su��ÖyzF��Öy���u��z�t{zy|�� �ã�:�£�G��|�~{� OGÖy�Ó~�����|À�u� Ï�� ��áy��z�zy| ��v}|uvyt{����~{t{á}x��u� ��Öy����z�������zF����xw~{z
Öyz}s�z}|u�G��|�~'�u|uz Ö}�ã��xwx{z ��� z<� zyÏ�su��z}x �!\i� � zyx{su��ÖyzF��Öy���u��z �p��xwx{z+/Ù��zÙxÕÔTÏ�v¦~�t{��zyx sg���ut �£��� �u|
su����|u��z}Ï�z}|£~���s�sut{��s�t{��v��uz��ã� Öy��tw�uz ���Ót���|�~���x{xwz �ã� xwÔTÏ�v}~{t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z��uz ���'~�Þ�vy��tw��z Ø�Ú z}x
Ï�� �uá}��z}xyß |u��Ï�Ï�vyxN�uz^éLz}x{xK� � �uÏ���|u� � éi��~w~�z}| � é ��é �¦ß[��vyÖytw��Ò�zy|�~$���(s�t{��sG�Ó���Ó~�����|Í�uzyx Öy��t{�uz}x
�G��|�x¹�uzyxÆÒÓ��tw��v}~{vyx¹�uz ��t{���usgzyx Ø 
 |`��t{���usgz G ������~�x{�ut¹���u�,Ï�(yÏ�z  À�utw����~{z�z}~� À�����uÖÜÞuzÓß
�u��|�|G��|�~»����zy�   �u|uz ����t{��z�P ��Ï�������z���z xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx}ß �£�u��P ��twÏ�z}|£~Æ�u|uz'������áy�utwz���xw��Ï���t{suÞuz  
gL × gR

�!\ g =
à ��z (G)

Ø $ Ò�zyÖ �uz}x'ÖÜÞu��Ï�s�x'��z P ��|u� g,H ��xwx{z�/ |G� ~��utwzy��x Ö}zyx Ï�� �uá}��z}x
x{��|£~�z<����Ö¦~�z}Ï�z}|£~���|�ÒÓ��t{����|�~�x(Öy��|�P ��t{Ï�zyx ,!4�|u� �I�8Q�Ñ6.a, éi��~DQ�Ñ'.$,!-�é Q87�. Ø 2����ux�|u���ux��g��t{|���|uxA 
��|��u� �£�uz}t,��Ö}��Ö}��Ï�Ï�z}|£~��ã��xÕÔTÏ�v¦~�t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z���z�Öyzyx�Ï��T�uáy��zyx,z}xw~(�Óx{x{��t{vyz°������vy��t{� �£�uz}Ï�z}|�~ Ø
� � � ������áy�utwz°��z�xÕÔ Ï�v}~{t{��z g ßg�[Ò�zyÖ���vy|uv}t��Ó~{zy�utwx Ja ß�Öy��t{t{z}x{sg��|u� �u|uzÆ�Ó����á}�ut{z°� ��|uz°�u��|�~���zyx
��v}|uvyt{�Ó~�z}�ut{x(x{��|£~���zyx(Öy����t���|�~�x Jan �uv+Ou|u��z}x�xw�ut(�ã�QP zy��������z���� �u|u� Ò�zytwx(sG��t

Ja =
∑

n∈Z

z−n−1Jan
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z}~(��| ��v}|uzyt{�Ó~�z}�ut�Öyzy|�~{t���� k �£�u�IÒ�v}t{�#OGzy|�~

[Jam, J
b
n] = if abc J

c
m+n + kmδabδm+n,0.

� � Ø Ð Ø Ð�� �
�!\ fabc x{��|£~���z}xÍÖy��|uxÕ~Ü��|�~{zyx���z�xÕ~�t{��Ö}~���t{z ��z g

Ø @ | sG��tÕ~���Ö}�u����zyt}ß � Ö}��� |uÖ}���uz�� Ò�z}Ö����'xw���ux1�
������áy�utwz � Þu��tw� /}��|�~Ü����z � ��v}|uzytwvyz�sG��t^��z}x Ja0 Ø 7���|ux^�uz}x"twzysutwvyxwzy|�~Ü�Ó~{����|�x ��t{twzy�u�uÖ¦~����u��z}xR�uz(su���uxÞG��� ~�sg������xyßN��z���vy|�vyt�� ~�zy��t k sut{z}|u�`�uzyx°ÒÓ����z}�ut{x°zy|�~���áytwzyx�z¦~Æsg��x{� ~�� Ò�zyx}ß ��susgzy��v}x���z 9<E�
��	�CB
�uz}x t{zys�t{vyxwzy|�~Ü� ~�����|ux Ø(à � ������á}�ut{zµ�uz ä ��t���xw��t{�Éz}xw~'������t{x ����~�z}|£�uz sG��t ���LÖy��|�xw~�tw�uÖ}~{����|i�uz
¬ �u���[æ,��t{�

Ln =
1

2(k + g∨)

∑

m,a

: JamJ
a
n−m : � � Ø Ð Ø Ð�Ð �

z}~(z}|µsG�Ótw~���Öy�u����z}t,�ã�ÆÖÜÞu��t{��zÍÖ}zy|�~�t{����z c �uv}s�z}|u� ��� |u� Ò�zy��� k Ö}��Ï�Ï�z

c =
k dim(g)

k + g∨
� � Ø Ð Ø Ð�Ì �

�!\ g∨ zyxw~��u|µz}|�~���z}t�Öy��t��ÓÖ}~�v}t{��xw~�� �£�uz����À��t{���us�zÍ|u��Ï�Ï�vÍ��z°|u��ÏÆ�utwz����G���N�uz Ú ��� z¦~�zyt � z Ø � Ø
g∨ = N s�����t SU(N) �

Ø
à zyxRÏ�� �uá}��z}x�é ��é x{��|�~^v}~{�u�u��vyx$Ï�����|�x
�G��|�xR� � zyx{sg����t
�uz�~{t{����Ò�zytR�u|�z�Öy��Ï�sG��Ö¦~�� OuÖ �Ó~{����|

t{vy������xw~{z°��z��ã�¹~�Þ�vy��tw��zÍ�uzyx�Öy��tw�uzyxA�T��z�sg���ut�v}~����u��z}t���zyx�z+"�z}~�x��uz�����Ö}���utw�u�ut{z��uz�� � z}x{sG�ÓÖyz<�
~�z}Ï�s�x'�u��|ux'�ã�É~�Þuv}��t{��z �uzyx'Öy��tw�uzyx Ø 2����ux's�����Ò���|�x z}|rsG��tÕ~���Öy�u����zyt |u���ux'�uzyÏ���|u��zyt x�� ���
z<� ��xw~�z �u|�z'��vy|uv}t�������x�� ~�����|`�uz �ã�À�u�G�Ó����~{v T   Öyz}x�Ï��T�uáy��zyx¹z}~�Ö}��Ï�Ï�zy|�~»z}����z ��s�á}t{z �G��|ux
� � zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z Ø 2����ux�sg����Ò���|ux����ux{xw��­{������zyt�Öyz}tw~Ü�Ó��|uz}x��uz}x�xwÔTÏ�v}~{t{��z}x��uz°Öyz}x�Ï�� �uá}��z}x�sg���ut
Öytwvyz}t �&� ��� ~�t{z}x^zyx{su��ÖyzF��Öy���u��z}x^s�����t ����sut{��sG�����Ó~{����|¹��zyx^Öy��tw�uzyx Ø = ��� ~�zyx^Ö}zyx �T��zyxw~{����|�x xwzytw��|�~
���g��t{��vyzyx(�G�Ó|ux(��z�ÖÜÞG��s���~�twz°Ð Ø

����� ��� ������� 
 
 � �

â z¦~�����t{|u��|�x�Ï ����|�~�zy|u��|�~�������Öy��tw�uzyx�����Ò�z}tw~�z}x Øgà �Æx{�ut1P ��Öyz��&� �u|���Ò�z}t{x(�ÆÏ�����|�~{zy|G��|�~���|
�g��t{� ∂Σ ß�z}~(���EP ��� ~(�®­w����~{zyt��u| ~{zyt{Ï�z�Öy��t{t{z}x{sg��|u�G�Ó|£~A Æ|u�Ó~�t{z�Ï��T�uáy��z�x{����Ï � � � Ø � Ø Ð �"�uz����
P ��twÏ�z

Souv
P (Xµ(σ, τ)) =

∮

∂Σ

Aµ(X)∂τX
µdτ � � Ø Ð Ø ÐÓÑ �

�!\ Aµ
zyxw~ �u|uzDP ��twÏ�z ��zÙt{��|u��� �G��|ux'� � zyxwsG��Ö}z � t{z}Ï ��t �£�uz�/ � � ���uxwzy|uÖ}z �uzDP ��Ö}~{zy�ut α′ Ø �

â ��������t{zy��x{zyÏ�zy|�~yß
Öyz¦~{~{z P ��t{ÏÆ����z |&� z}xw~¹ÒÓ���ã�Ó�u��z��£�uz s�����tÆ�u|uz�Ö}��t{��z x{z sutw��sG����zy��|�~»�G��|ux
�u|pzyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z su�ã�Ó~ Ø @ � su����t{��|ux»sg���ut¹� � ��|uxw~���|�~¹Öyz Ö �Óx���v
­) ��x{xwz�/'��~�����zÓß
z}~�������xwx{��|ux���zyx
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�uv<OG|u��~{����|�x���v}|uvyt{����z}x�sg���ut���z'ÖÜÞG��su� ~�twzµÌ Ø"à zyx�Öy��|u����~�����|ux���� �g��t{�*��x{xw� Ö}��v}zyx  � � ��Ö}~{����|
Souv
P + SP

xw��|�~
gµν∂σX

ν + i(Bµν + 2πα′Fµν)∂τX
ν = 0, sur ∂Σ. � � Ø Ð Ø Ð8� �

8�Öy� F = � A zyxÕ~���z¹ÖÜÞG��Ï�sL�Óx{x{�TÖy��v»���Ùs���~{zy|�~���zy� Aµ

Ø $���|uxw�R��z¹ÖÜÞG��Ï�s �uz�­{���u��z F P �Ó��~Íx{��|
��susu��t{� ~�����|Ù�u��|uxÆ���'~�Þ�vy��tw��z ��zyxÆÖ}��t{�uz}x Ø 2����ux�� � � Ò���|ux�sut{��x���Ö}�^��Ï�su����Öy��~{zyÏ�zy|�~ÍÖy��Ï�Ï�z���|
ÖÜÞG��Ï�s �uz�­{���u��z U(1) Ï�����xyß z}| ��vy|uv}t����Wß Ö}z���t{���usgzÆ�uz�­{�Ó�u��z¹sgzy��~ (¦~�t{z �£�uz}��Ö}��|0�£�uz��NÖyz}x
�uz}��t{v}x��uzÆ�����gzytw~{v�xw�usu��vyÏ�zy|�~Ü����t{z}x�x{��|�~�Ö}��|u|£�ux�xw���ux���z�|u��ÏM�uzQP �ÓÖ}~�z}�ut{x��uz Ú ÞG��|�� è �Ó~{��| Ø
2��Ó~���|uxR�£�uz°Ö%� zyxÕ~��ã�¹Öy��Ï��u��|G�Ó��x{��|

Fµν = Bµν + 2πα′Fµν
� � Ø Ð Ø Ð�7 �

�£�u�u­w���uz°�u|Àt [���z°�G��|ux���zyx�Öy��|u�u��~{����|�x��Ó�À����t{� Ø 8�� P ���u�ut{��zy|µsG��tw~{��Ö}�u����zytR�£��� zy����z�xw����~���|�ÒÓ� �
t{����|�~�z sG��t �uzyx�~�t��Ó|ux P ��twÏ � ~�����|uxN�uzN­{������z,�Óx{x{�TÖy��vyz}xR����ÖÜÞu��Ï�s B �G��|�x
�uz}x
zyxwsG��Ö}zyxRÖy���ut{�gzyx Ø

7���|ux ��z(Öy��x"s��ã�Ó~yß���z}x Ö}��|u�u� ~�����|ux ��������tw� � � Ø Ð Ø Ð�� �
s�z}��Ò�z}|�~��u��|�|uzyt �uzy�'� Öy��x z<�T~�t (yÏ�zyxyß
��z}x Ö}��|u�u� ~�����|ux���zD2�z}�uÏ �Ó|u|B� Ò�z}Ö F = 0 z}~ ∂σX = 0 z¦~���zyx Ö}��|u�u� ~�����|ux��uzD7���t{��ÖÜÞ���z}~� Ò�z}Ö F → ∞ z}~¹�u��|uÖ ∂τX = 0

ØRÚ zyx¹��zyt{|���áytwzyx¹��Ï�su��� �£�uz}|£~.�£�uz ��z}xÆ�g��t{�ux��uz �ã�'Öy��tw�uz
x{��|£~ O���v}x¹�G��|ux¹��|uz Þ£ÔTsgzytwx{�ut1P ��Öyz ���TÖ �Ó��zyÏ�zy|�~�sG��t{������áy��z, ∂X Ø^Ú z}x�Þ�ÔTsgzyt{xw�ut P �ÓÖyzyx»�G�Ó|ux
� � zyxwsG��Ö}z<� ~{zyÏ�sux�x{��|�~�sut{v}Öy��xwvyÏ�zy|�~���zyx,7 ����t���|uz}x �uz'�ã�DOG����t{z � Ø � ] � 7 � �uz 7���tw��ÖÜÞu��z}~�z}~
� �ut{��|uz � ��z°Ï�zyÏ��ut���|�z Ø

7��Ùs�����|�~��uz¹ÒT�uz���z�� � z}x{sG�ÓÖyz¹~�z}Ï�sux}ßI��z}xN7 ���ut{��|uz}x°xw��|�~°�uv+OG|���zyxÍsG�Ót���zy��t���vy��Ï�v}~{t{��z�ß
x{����~���zy��t BU9<E�
��:=�� (#=;�C9P�CE =�� ß®z¦~^���uxwx{��su��t
��zyx
ÖÜÞu��Ï�s�x$��� zyx{su��ÖyzF� ~�z}Ï�s�xR�uv+OG|���x
��zyx{xw�uxyß�Ö}��Ï�Ï�z
��z ÖÜÞG��Ï�s F � sg���ut��ã��Ö}��t{��z�����x{��|u� �£�uz�� Ø $���~�twzyÏ�zy|�~R�u� ~ ß®��z}x 7 � �ut���|�zyx$Ö}��t{twzyx{sg��|u��zy|�~  ��uz}x
Öy��|�OG���ut{�Ó~�����|ux��uz�ÖÜÞG��Ï�suxR��� Öy������x{vyz}x��u��|ux$�u|¹z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�suxR����|u|uv�¯Ó���GP ��~Rx{��t$Öyz¦~{~�z�P ��t{Ï�z�ß
�uzÆxw����� ~���|�x��uz¹�ã��~�Þuv}��t{��zÆ�uz¹�ã��x{�usgzytw��t�� ÒT��~{v�ß��£��� zy����zyx P ��t{zy|�~Í��� ���g��t{� twzyÏ���t)�£�uv}zyx Ø 2�����x
�ã�Ó��x{xw��|ux(sg���ut(��zÍÖÜÞG��s���~�twz�Ì���zÍ����zy|'� Ò�z}ÖÆ��z}x�v¦~Ü�Ó~{x���z��g��t{� Ba �uz����»~{Þuvy��t{��zÍÖ}��|�P ��twÏ�zÍx{��t
Σ
Ø è ���utR� � ��|uxÕ~Ü��|�~yß�|u��~{��|ux��£�uz(�ã���u�G�Ó����~{v T ß
�£�u������� ~Rx{�ut^�uz}x^ÖÜÞG��Ï�sux X zy|�vyÖÜÞG��|���z ��|�~"��z}x
Ï�� �uz}x���� zy|utw���u��z}Ï�z}|�~�z¦~�Ö}zy���'�&� ��Ï�su����x{����|Iß vyÖÜÞG��|���z��Ó�ux{xw� ��zyx�Ö}��|u�u� ~�����|ux��uz.7���tw��ÖÜÞu��z}~(z}~
�uz 2�zy�uÏ���|u|px{��t���z ����t{� ØRà � ��v}��Ï�v¦~�tw��z��uz}x�7 ���ut{��|uz}xyßRzy|msG��tÕ~���Öy�u����zyt���z}�utÆ�u��Ï�z}|ux{����|Iß
zy|«zyxÕ~µÖÜÞG�Ó|u��vyzÓß�~{����~ Öy��Ï�Ï�zÙ��zyx'ÖÜÞG��Ï�sux'�uz ­{�Ó�u��z Ø 7��Ó|uxµ��zÙÖy��x'�uz67 � �ut��Ó|uzyx'su�ã� ~�zyx
�G��|�x'���Ésut{v}x{z}|uÖyz ��� ��|«ÖÜÞG�ÓÏ�s B P zyt{Ï�v�ß�� � �ÓÖ}~�����|B�uz ���É�u�G������~�v T zyxÕ~ ��vyÖytw��~{zÙsu��t ��z}x
t{á}����z}x���z�Ý,��x{ÖÜÞuz}t �£�u��Ï�vy����|u��z}|�~�����Ï�v}~{t{� �T��z g z¦~���z�ÖÜÞu��Ï�s B , Ý,�uxwÖÜÞ�Q8Q�. Ø = ��� ~�z+P ����xyß����
��v}|uvyt{������x��Ó~{����| �uz Öyzyx»twáy����zyx»s����utÆ��z Öy��x»�uzyx»z}x{sG��Ö}zyx�Öy���u��z}x¹Öy���utw��z}x»|�� z}xw~�sG��x»Ö}��|u|£�uz Ø
¬ ��� ~��ã���uzyxwÖyt{��s�~�����| z<����Ö¦~�zÍ�uzyx 7 � �ut��Ó|uzyx(sutwvyx{z}|�~�vyz°�G��|�x���z�ÖÜÞG��s���~�twz°ÌÆx{��� ~(�ã���uz}x{Ö}t{��s ~�����|
sgzytw~{�ut{�u�Ó~�� Ò�zÀ�uz}x�7 ���ut{��|uz}x ����~�z}|£�uz �G��|ux ��zÀÖÜÞG��su� ~�twzÀÑ`�G��|ux ���É����Ï�� ~�z x{z}Ï�� ��Öy����x{xw� �£�uz
sg���ut{t{����z}|�~�x{z}twÒT��t  ¹Ï�z¦~{~{t{zÍ�uzyx(Ö}��|�~�t��Ó��|�~�z}x�xw�ut(Öyz}x�twáy����zyx Ø
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$T � Ú ��Ï�Ï�z'����x{z �u����~�sg���ut»�uz}x�~�Þ�vy��tw��zyx
��� zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�suxyßu��zyx ~�Þuv}��t{��zyx��uz}x�Öy��t{�uz}x���|�~��u|uz��u��Ï�zy|uxw����|�|u��| Ö}��Ï�su��Ö}~{z��uz�~{zyÏ�suxyß �uv<�
Öytw��ÒÓ��|�~���|uz�ÒÓ��t{��v}~{vÆÏ���|uå��[æ(xwåT��zy|u|�z  �[Î �u��Ï�z}|ux{����|ux Ø è zy|u�G�Ó|£~Í��zyx��uv}Öyzy|�|u��z}x���| v}~{�u�u�ã�
��z}xÆÖy��Ï�sG�ÓÖ}~��#OGÖ � ~�����|ux���zyx07À�u��Ï�z}|ux{����|ux�xw�ususu��vyÏ�zy|�~Ü�Ó��t{z}xyß�z}~¹��zy�utwxÆÖy��|�x{v��£�uz}|uÖyz}x xw�utÆ�ã�
suÞ�ÔTx{� �T��z��uzÍ� � �u|���Ò�z}t{x(Ï���|uåÓ�®æ(xwå£��zy| R(1,3) Ø 7�z°|u��x
­w���utwxyßG�gz ���uÖ}���us ��� z<" ��tw~(zyxÕ~�Ö}��|ux{��Öytwv
  � � v}~{�u�uz»�uz��ã� ~�Þ�vy��tw��z»�uzyxÍÖ}��t{�uz}x��u��|ux°�uzyxÍÖy��|�OG���ut{�Ó~�����|uxÍ�uz»ÖÜÞG��Ï�suxÍ�uz*P ��|u�9�£�u�R�uv<�
sgzy|u�uz}|�~
�u�°~�z}Ï�suxN�uz�P �%�}��|ÍÏ�����|uxI~�tw��ÒT�ã�Ó��z�ß}|u��~���Ï�Ï�zy|�~Nsg���utN�uz}x�xwÖyvy|u��t{����x���z Ö}��x{Ï�����������z Ø
à � ��|u��Ò�zyt{x�Ï���|�å��[æ(x{å£��z}| R(1,3) zyxÕ~Ít{z}Ï�su����Öyv�sG��t��uz}xÍÏ��T�uáy��zyx���zÆé ��é xw�ut��uz}x°��t{���usgzyx
�uz à ��z�|���|���Ö}��Ï�sG��Ö}~{xyßuÖ}��Ï�Ï�z SL(2,R) ,!- â ¬ Î�Ì6.¨��� ��z���tw���usgz��uz > z}��xwzy|£��z}t{� � ��zyx���|u��zyx
su����|uzyx �+, @ - 4 â Î�Ð6.Wßu��� zy|�Öy��twz°��zyxR�£�u��~{��zy|�~{x���z�Öyzyx�z}x{sG�ÓÖyzyx , 4Í� à �8i�Ð6. Ø 
 |�z�~�zy����z���vy|uv}t�� �
����x��Ó~{����|C Í��zyx zyx{su��Öyz}x,Ï���|uåÓ�®æ(xwå£��zy|�x Ö}���utw��z}x"��Ï�su��� �£�uz�Ï�����|£~{zyxR�u� ��Öy�u� ~�vyx$~{zyÖÜÞu|�� �£�uzyx"Ö ��t
��z}x�~�Þuv}��t{��zyxÍÖy��|�P ��t{Ï�zyx �£�u�^�uvyÖ}t{� Ò�zy|�~��ã� sutw��sG����� ~�����| �uzyx�Öy��tw�uzyx°�G��|uxÍ�uz}x�z}x{sG�ÓÖyzyx�|u��|��
Öy��Ï�sG�ÓÖ}~�x�xw��|�~Í|u��|�� t��Ó~{����|�|uzy����zyx}ß�z¦~����uÏ�z}~{~{zy|�~Í�uz}x°z}|ux{z}ÏÆ�u��zyxÍÖy��|�~{��|£�ux���� v}~��Ó~�x�� Ö}��Ï�Ï�z
��|Àsg���utwt�� ��z°Ò�����t��uv
­) ��� |u��Ò�z ���µ�uzÆ� � zyxwsG��Ö}zÆ�uzyxAP ��|uÖ}~{����|�x � Ð Ø � Ø �[Ì � � Ø 7���|�x��u|uz�~{Þuvy��tw��z
� Ò�z}Ö�Öy��tw�uzyx¹����Ò�z}tw~�z}xyß$��|És�z}��~»�®­w����~�z}t��u|uz �uvysgzy|u�u��|uÖyz ��zyx¹Öy��|u�u��~{����|�x����'�É�g��t{��x�sG��t
t��Ósus���tw~Í���À~{zyÏ�sux0, Ý���Î�Ð�.$~���� ~�zy| ����tw�G��|�~�� � z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�sux�su���Ó~ ß�Ï �Ó��x��  zy|�Öy��twz¹���
x+� �Ó����~
��� �u|'Ï��T�uáy��z ­w���uz¦~��u� ��Öy����z}Ï�z}|£~���vy|uv}t�������x{���u��z  ���zyx(zyxwsG��Öyz}x�Ö}���ut{�gzyx Ø

7���|ux¹Ö}z}~w~�z�~�Þ�áyx{zÓßR|u���ux¹|����ux¹x{���uÖy��zyt{��|ux¹x{z}�u��z}Ï�z}|£~»��zyx¹zyxwsG��Ö}zyx1� Öy���u��z}x¹Öy��Ï�sG��Ö¦~�x¹z}~
zy��Öy�����u��z}|ux Ø 2����ux°Ò�zytwt{��|�x��G��|�x��ã� x{z}Ö}~{����| x{�u� Ò��Ó|£~{z Ö}��Ï�Ï�zy|�~°Öyz}Öy� |u���ux�s�z}t{Ï�z}~°~���� ~��uz
Ï�(yÏ�z���� v}~{�u�u��z}t��ã� � Ô |u��Ï�� �£�uzÆ�uzÆ����~�Þ�vy��tw��zÆ�uz}x�Öy��tw�uzyxÍ�G�Ó|ux��u| x{z}|uxÍ�uzÆ����~�Þuv}��t{��zÆ�uz}x
ÖÜÞG��Ï�sux(�uzÍÖy��t{�uz}x Ø

����� 5���¤ ��� ����� �¢� �(§��,�Í�$� �(§ �����
�(¤ �Í�M� �Í¡¦�y§N���N�}��¤

à �*P ��twÏÆ�u���Ó~�����| s�z}tw~{�ut{�G� ~���Ò�z���z����»~{Þuvy��tw��zÍ�uz}x�Öy��t{�uz}x�sutwzyx{z}|�~�vyz(­w�ux)�£��� ��Ö}���»�uz}��� ��|��
x{� ��x{��|uÖ}zyx$��Ï�sg��tw~���|�~�z}x Ø[à �(sut{z}Ï���áyt{z^z}xw~ �£��� �u|uz"�uzyxwÖytw��s�~{����|°z<����Ö¦~�z zy|�~{zytwÏ�z}x��uz^~�Þ�vy��tw��zyx
Öy��|�P ��t{Ï�zyx�|�� zyxw~��u��xws���|����u��z�sg���ut���z�Ï���Ï�zy|�~ �£�uz�s�����t��uz}x P ��Ï�������zyx��uzÆ��vy��Ï�v}~{t{��z}x���xwx{z+/
t{z}xw~{t{zy��|�~�zyx ] ��zyx�ÒÓ��t{��v}~�v}x��uzÆ��t{���usgzyx}ß Ö}��Ï�su��Ö}~{zyx����µ|u��|Iß�z}~�Ö}zytw~�����|�x��uzÆ��zy�utwx �£�u��~{��zy|�~{x
� ��|uz Öy��|�~{t{������~�����|  ÀÖyz¦~{~�z �uz}t{|u��áytwz P ��Ï�������z�z}xw~»� � ���T­wz¦~»�u�pÖÜÞG��su� ~�twz'Ð � Ø 8���zyxÕ~�ÒTt{�����£�uz�ß
Öy��Ï�Ï�z¹|u���ux°Ò�z}|u��|ux��uz ��z�Ï�zy|�~{����|uz}tyß¨Ö}zytw~�����|�zyx°�uz�Ö}zyx���vy��Ï�v}~{t{��zyxÍs�z}��Ò�z}|�~¹|uv �Ó|uÏ�����|ux
­w���uz}t �u|*t [���zµ��Ï�sg��tw~���|�~��u��|ux��uz}x�x{������~{����|ux��uzÀÖ}��t{��zyxyß Ò�����t{z �G��|ux���� Ö}��x{Ï�����������z �uz}x
Öy��t{�uz}x Ø

= ����~�z<P ����x}ß z¦~�Öyz}Öy� |����ux�Ï�áy|uz  ��ã�°�uzy��� ��áyÏ�z���|uxw����x���|�Öyz�ß�� � ��|�ÒÓ��t{����|uÖyz(Ö}��|�P ��twÏ�z��uz��ã�
~�Þ�vy��tw��z�x{��t����Æx{�ut1P ��Öyz°��� �u|u� Ò�zytwx�z}xw~��u|uzÍÖ}��|u�u� ~�����| |uvyÖ}zyx{x{����twzQ »�ã�Æs�t{��sG�Ó���Ó~�����| D 
2�����:E��#B��
�uz}x'Ö}��t{��zyx �G��|ux �u|iz}x{sG��Ö}z �u��|u|uv ��z}|i��� �Ó��~�twzyx Ï��Ó~�xyß,��zyx�~{Þuvy��t{��z}x Öy��|�P ��t{Ï�zyx Ö}��t{twzyx1�
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sg��|u�uz}|£~Q ��zyx°s�����|�~�x°xw~Ü� ~�����|u|G����t{zyx ] � Ø z Ø �uz}x ��v}~Ü� ~�x°�u� ÒT����z � ] ��� ��|uz Ö}zytw~�����|�z»~{Þuvy��t{��z
�uz}x¹ÖÜÞG��Ï�sux¹�uz Öy��tw�uzyx}ßRz}~»�Ó|G���������uzyÏ�zy|�~¹��zyx¹v¦~Ü�Ó~{x¹z<� Öy� ~�vyx»�uz}x¹Öy��tw�uzyx»Ö}��t{twzyx{sg��|u��zy|�~, 
�uz}x��G��Ö}~��u�Ó~�����|ux��£�G��|�~�� �T��zyx,��zyx ÖÜÞG��Ï�sux^�uz�Ö}��t{��zyx"����~����ut^�uz�Ö}zyx Öy��|�OG���ut{�Ó~�����|ux^�u��ÒT���uz Ø
B�tyß£|u����x,x{��Ï�Ï�zyx"��|�~�v}t{zyxwx{v}x�sG��t"�ã�Í��ÔT|G��Ï�� �£�uz���z��ã�Í~�Þuv}��t{��z���zyx�Ö}��t{�uz}x�zy| �uzyÞu��t{x��uz�Öyz}x
Öy��|�OG���ut{�Ó~�����|ux��u�ÙÒT���uzÓß¨sG��tÍz<� zyÏ�su��z�su��tÍ�ã� sut{���G���u������~{vÆ�uz»~�t{��|ux{� ~�����| zy|�~�twz���zy��� v}~��Ó~�x
xw~����u��zyx � sg����|�~�x°Öy��|�P ��t{Ï�zyx �Í��� "�vyt{z}|�~�x Ø
Ú zyx���|�P ��twÏ � ~�����|ux�x{z}ÏÆ�u��zy|�~C(¦~�t{z ���L��zy�  '�uzyx�Ö � �
sG��Ö}��~{vyx(�uz°|u��~�twzNP ��t{ÏÆ�u���Ó~�����| sgzytw~{�ut{�u�Ó~�� Ò�zÍ�uz°�ã�¹~�Þuv}��t{��z°��zyx�Öy��tw�uzyx}ß�su����x)�£�uz�Öyz}����zF��Ö}�IzyxÕ~
Öy��|�OG|uv}z��Ó���»sg����|�~�xR�C\�����~�Þuv}��t{��z�x{�ut^�ã��xw�ut P �ÓÖyz(��� �u|u��Ò�zytwx"z}xw~ Öy��|�P ��t{Ï�z Ø£Ú z¦~{~{z(~�����~{����������z
|�� zyxÕ~�|uvy��|uÏ�����|ux»sG�Óx�~{����~: 9P ��� ~»z<����Ö}~{zL¯ ����P ��� ~�Ö}�ã��tw� OGz}t»Öyz �£�uz |u���ux�zy|�~{zy|u�u��|ux�sG��t
��ÔT|G��Ï�� �£�uz��uzÆ����~�Þ�vy��tw��z���zyx�Öy��t{�uz}xyß z¦~�ÖyzQ�T�&� ��| sgzy� ~�zy| Ö}��Ï�s�t{zy|��ut{zÆ���Às�����|�~��uz�Ò ��z
�uzÍ�ã��~{Þuvy��t{��z�xw�ut(�ã�Æxw�ut P ��Ö}z��&� �u|���Ò�z}t{x Ø

2�����xÍ�[Ò���|ux�ÒT� �£�uz»��zyx ��v��£�G�Ó~{����|ux����ÙÏ�����Ò�zyÏ�zy|�~ � β̄champ = 0 sg���ut���zyx�ÖÜÞu��Ï�s�x��uz
P ��|u� |u���ux��Óx{x{��t{zy|�~.�£�uz���� ~�Þuv}��t{��z»zyxw~°Ö}��|�P ��twÏ�z»z}~°|�� � sG��x°��� ��|u��Ï�������z��uz¹é z}ÔT� ß¨Ö�� z}xw~1�
 � �u��twz �£�uzÍx��¹ÖÜÞG��tw��zÍÖyzy|�~{t�����z c Ò��Ó��~?/yv}t{� Ø Ý"��zy| �£�uzÍ� � ��|u��Þu�����Ó~�����|��uzÍ� � ��|u��Ï�������z(�uz�éLz¦Ô �
x{����~(|uv}Öyzyxwx�����t{z�s�����t����¹~{Þuvy��t{��z°�uz}x�Ö}��t{�uz}xyßg|u���ux�Ò���������|ux���Ï�sg��x{z}t���Öy�¨����xwzy�u��z���|�Ò��Ót{�ã�Ó|uÖyz
Öy��|�P ��t{Ï�z�ßG������xwx���|�~��ã�ÆÒÓ����zy�ut(�uz c ≥ 1 ��t{�u� ~�t{����twz Ø è ���ut��uzyx���susu����Ö � ~�����|ux? ����»~{Þuvy��t{��zÍ�uz}x
Öy��t{�uz}xyß�|����ux,sg����Ò���|ux�|����ux,�g��tw|uzyt"�u��~{vyt{��zy�utwzyÏ�zy|�~R °�uzyx"~�Þuv}��t{��zyx�� Ò�zyÖ c = 10 ��� c = 26

Ø

7���|ux°�uz}x�Öy��|u�u��~{����|�x��Óx{x{z+/ ��v}|uvyt{����z}xyßN� � ��|�ÒÓ��tw�ã��|uÖ}z¹�uz��ã��~�Þuv}��t{��z�xw���ux°�uzyx°ÒÓ��t{���Ó~�����|ux
t{��������zyxR��� vyÖÜÞuz}����z�z}xw~�v+�£�u��ÒÓ����zy|�~�zA °xw��|���|£ÒÓ��tw�ã��|�Öyz�Öy��|�P ��t{Ï�z , è ��� Q8Q6. Ø�� �ã��su����Öyz��uzyx"v��£�G� �
~�����|ux β̄ = 0 |u���ux�Öy��|�x{����vyt{��|ux��u��|uÖÍ� � ��|�|T���ã�Ó~{����|��uzyx�P ��|�Ö}~�����|ux�� (}~��Æ�uzyx(ÖÜÞG��Ï�sux��uz P ��|u�
C(Xµ)

βC = Λ
∂C(X)

∂Λ
= 0 � � Ø Ì Ø Ð8B �

�!\ sG��tÍÖy��Þ�vyt{z}|uÖyz ��zyx βC �uv}s�z}|u�uz}|£~Æx{zy����zyÏ�zy|�~��uzyx�Öy����su�ã����zyx°t{zy|���t{Ï�������x{v}x°z¦~�|���|ÉsG��x
�uz�� � vyÖÜÞuz}����z Λ � Ò�����t � Ñ Ø Î Ø Ì � � Ø�à z}x�Öy��|��u��~{����|ux�sutwvyÖy��x{z}x�x{����x���z}x)�£�uz}����z}x βC = 0 ��Ï�su��� �£�uzy|�~
� � ��|�ÒÓ��tw�ã��|uÖ}zÀÖy��|�P ��t{Ï�z�ß,z}~'��z}�ut t{z}�ã�Ó~{����|i� Ò�z}ÖL��zyx Öy�Tz ��Ö}��zy|�~{x �uz é z}ÔT� β̄ sgzy��Ò�zy|�~ (¦~�twz
~�tw����Ò�vyzyx��G��|ux�, = xDQ87�.Wß , = xDQ�B6. ß , = xDi�Ì�."z¦~ , Ý,��t Ú ¬ Î�Ñ�. Ø 7���|uxÆÖ}z}~{~{z ~�Þ�áyx{z |u���ux�Öy��|uxw���uv}t{��|�x
��z}x�v��£�G�Ó~{����|�x β = 0 Öy��Ï�Ï�z���z}x(v��£�G�Ó~{����|ux���� Ï�����Ò�zyÏ�zy|�~��uzÍ�ã��~�Þ�vy��tw��zÍ�uzyx(Ö}��t{�uz}x Ø

= ����~�z<P ����x}ß�sG��t
��zy��t
�uv<OG|u��~{����|�Ï,(}Ï�zÓßÓ��zyx�P ��|�Ö}~�����|ux$� (}~���x{��|�~^Öy����Ö}�u��v}zyx$�G�Ó|ux$�u|uz�Ö}��|�O��
���ut{�Ó~�����| �uz ÖÜÞu��Ï�s�x �uz P ��|u�B�u��|u|uvyz Ø 2�vy��|uÏ�����|ux}ß,sg���ut � Ò�����t���|uz P ��t{Ï��u�ã�Ó~{����|��uz �ã�
~�Þ�vy��tw��z»��|u��vysgzy|u�G�Ó|£~{z �u� ÖÜÞu��� �Ù�u� ÒT����z�|u���ux�sg����Ò���|ux�ÖÜÞuzytwÖÜÞuzytÆ����~�Þuv}��t{��z��uz}x�ÖÜÞu��Ï�s�x
�uz»Öy��t{�uz���� �!\L�uv}Öy������zy|�~�Öyz}x�v��£�G� ~�����|uxÍ�u�LÏ�����Ò�zyÏ�zy|�~ Ø 8��^x�� ����� ~Í�uz���vyt{� Ò�z}t��u|�z �UD:;>EF?G9
��� �@D:;>E�
�� sg���ut���zyx�ÖÜÞu��Ï�s�x���� z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux°�G��|�x���z¹x{z}|uxÍ�!\ � � ��|�Ou|u��~{v��uz¹ÖÜÞG�ÓÏ�suxÍÏ���x{xw� P x
�uz(�ã��~{Þuvy��tw��z��uz}x"Ö}��t{��zyxyßG�£�u�G��|�~ �u|�x{su��|�xw�usgvyt{��zy�ut  2 z}~ �£�u�G|uz�x{��|�~ sG��x^sutw��x^zy|�Öy��Ï�s�~{z
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�G��|�xR��z�Ï�� ��áy��z,x{����Ï ��ß x{��|£~ Ï���x� /}vytw� Ø @ |�z<" z¦~ ß���v
­)  ��u|uz(�����uÖy��z���z}x P ��|uÖ}~{����|�x$�E(¦~Ü���uz}x
ÖÜÞG��Ï�sux��g��x{��|u� �£�uz}x°��z�Ö}��t{��zCP zyt{Ï�vyz¹xw��|�~°zy| ��ÖyÖ}��t{�Ù� Ò�z}Ö���zyx�v��£�G� ~�����|ux��uz»Ï�����Ò�z}Ï�z}|£~
Öy��t{t{z}x{sg��|u�G�Ó|£~{zyx��uz��ã�¹xw�us�z}t{��t{� Ò � ~�v ØGâ z}����tw�u��|ux(�uz�su���ux(sut{á}x(��z�Öy��x(�uzÍ�ã�ÆÖy��t{�uzÍ����Ò�zytÕ~�z Ø

7���|ux�Öyz�Ö ��x}ß ���'Ö}��|�OG���ut��Ó~{����|Ù�uz�ÖÜÞG��Ï�sux��uz�Öy��t{�uz�P zyt{Ï�vyz�zyxÕ~QO�� v}z z}~�� � zyxwsG��Ö}z �uz}x
Ï�� �u����zyx zyxÕ~R� � zyxwsG��Ö}z��uz�ÖÜÞG�ÓÏ�sux$���Æ�g��t{�Æ��z��ã��x{�ut1P ��Öyz��&� �u|���Ò�z}t{x Ø è t{zy|u��|�~R�uzyx
Öy�T��t{�u��|uvyz}x
���TÖ �Ó��zyx λi �uz,Ö}z}~�zyx{su��ÖyzÓß%�£�uz,� � ��|�xw�ususg��x{z"�uz,�u��Ï�z}|ux{����| OG|u��z�ß®�ã�(sut{��s���xw��~{����|Ísg���ut v}~�z}|u�utwz� � ��Ö¦~�����|���� zyxwsG��Ö}z<� ~{zyÏ�sux$Þu��t{x
��z,Öy���uÖÜÞuz��uz,Ï ��xwx{zÓßÓ�G�Ó|ux
��z Ò�����xw��|G����z"�uz}x$sg����|�~�x Öy��|�P ��t{Ï�zyx
, > × = Î�Ñ'.Nzyxw~

δS

δλj
= βiKij

� � Ø Ì Ø Ð�Q �
�!\ Kij

zyxÕ~��u|uz Ï�v¦~�tw� �£�uz�ß �u� ~�z'�uz �I��Ï������ �uÖÜÞ���å��[ÒgßRx{��t�� � zyxwsG��Öyz �uzyx ÖÜÞG��Ï�sux �uz ����t{� Ø
$���|ux{�WßN��zyx.P ��|uÖ}~{����|�x�� (}~Ü� �uvyÖ}t{��Ò�zy|�~»|u��|`xwzy�u��zyÏ�zy|�~¹��zyx�xw����� ~�����|ux�Ö}�ã��xwx{� �£�uz}xÆ�uz����'~{Þuvy���
t{��z»�uzyx°ÖÜÞG��Ï�sux°�uz Ö}��t{�uz}x�Ï�����xyß¨�u� Ï�����|ux���|�OG|u��~{zyxw��Ï�����z}Ï�z}|£~yß �uv}Öytw��Ò�z}|�~ÆsG��tÍ��z��u��~����
��tw���usgzÆ�uz¹t{z}|u��twÏ ������x{�Ó~�����| � � z¦Ò�������~�����|À�u� xÕÔ xÕ~�á}Ï�z»Þu��twx��uz¹����Öy���uÖÜÞ�z���z¹Ï ��xwx{z¹�G�Ó|ux���z
Ò�����x{��|G����z��uzyx�sg����|�~{x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx Ø 8��IzyxÕ~(|G�Ó~���t{zy� �uzÍx{z��uz}Ï ��|��uzyt�xw� � � Ø Ì Ø Ð�Q �"sgzy� ~��[Ò�����t���|
�u��Ï�����|uz,�uz�ÒÓ�������u� ~�v^su���ux$ÒÓ��xw~{z�ß�sg���ut$��zyx$~�t{�®­wzyÖ¦~�����t{z}xR�uz�����|����uzy��t5OG|u��z�zy|�~�twz��uzy�'�¹sg����|�~�x
Öy��|�P ��t{Ï�zyx^�G�Ó|ux"� � z}x{sG�ÓÖyz���z�Ï�� ���u��z}x Ø $���|uxw� ß���z}x P ��|uÖ}~{����|ux^� (}~��°Ö}� �u�#OGzyt{����z}|�~"z¦~,��zyx^sg����|�~�x
xw~��Ó~�����|u|G�Ó��t{z}x$�uz�� � ��Ö¦~�����|¹z}~^��zyxRsG����t{xR�uz(sg����|�~{x$t{z}����v}xRsG��tR�uz}x^sut{�TÖyz}x{x{��x"��ÔT|G�ÓÏ�� �T��zyx^�uz��ã�
~�Þ�vy��tw��z���� z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux ØGÚ z}Öy�gzyxw~�zy|���tw��x �ã�Ísut{��sg��xw��~�����|��uz $ Ø ¬ zy| , ¬ zy|�i�i'.gx{zy����|����%�£�uzy����z
��z}x(sut{�TÖyz}x{x{��x���ÔT|G��Ï�� �£�uz}x�z}| ~{Þuvy��tw��zÍ�uz}x�ÖÜÞG�ÓÏ�sux��uz°Öy��tw�uzyx � ����Ò�z}tw~�z}x��(Öy��twt{zyxws���|u�uzy|�~  
�uz}x�sut{�TÖyz}x{x{��x°��z¹t{zy|���t{Ï�������x��Ó~{����|'�G��|�x��ã� ~�Þ�vy��tw��zÆxw�ut � ��z��g��t{� �uz ���ã��xw�ut P ��Ö}z¹��� �u|u��Ò�zytwx
�uz'�ã� Öy��t{�uz Ø 8��(z}xw~��u��|uÖ'x{����ÞG����~����u��z'��z �uv¦~�z}t{Ï���|uz}t���zyx P ��|uÖ¦~�����|ux βi � Ò�z}Öµ�u|�z ��t{��|u�uz
sutwvyÖy��x{����| ØGÚ z}Öy�¨z}xw~���z�xw� ­wz}~��u� ÖÜÞG�Ósu��~{t{z�Ñ¹�uzÍÖyz¦~{~{zÍ~{Þuáyxwz Ø 7��Ó|ux(�ã��xwzyÖ}~{����| xw�u��ÒÓ��|�~�zÓßG|u���ux
z<����Ï���|���|ux�zy|'su���ux(��t���|��'��v}~Ü�Ó���I���QP ��|uÖ}~{����| βF �u�'ÖÜÞG��Ï�s �uz,­{������z��uzyx�Öy��t{�uz}x�����Ò�z}tw~�z}x
z}~^|����ux^Ò�zytwt{��|�x Ö}��Ï�Ï�z}|£~^Ö}zyÖ}�gsgzy� ~,�Ó���uz}tR�G��|ux^� � v}~{�u�uz��uz��ã��� Ô |u��Ï�� �£�uz �W����x{z}|ux �uz(Þu��t{x
�uzÍÖy���uÖÜÞuz°�uzÍÏ ��xwx{z �,�uzyxA7 ����t���|uz}x Ø

��� � ��� ���	
 � � ����
 
���� ����
 ��� 
���� � 


â z¦Ò�z}|u��|ux��u��|uÖ �����mv+�T�u�Ó~�����|ux»�uz'Ï���� Ò�zyÏ�zy|�~ T aa = 0 � � Ø Ð Ø �eQ � Ø 7���|ux ��� sut{v}x{zy|�Öyz
��� �u|µ�g��tw�Iß��!\ � � ��| ��Ï�sg��x{zÍ����Ö}��|u�u� ~�����|'�&� ��|£ÒÓ��tw�ã��|�ÖyzÍÖy��|�P ��t{Ï�z T = T̄ ß�����P �Ó��~��®­w����~{zytA 
Öyz¦~{~{z�~�t{��Öyz��u|�~{zytwÏ�z βFµ ∂τXµ(z) �T���I�uvysgzy|��'��� ÖÜÞG��Ï�s �uz"­{���u��z Aµ(X) x{�ut����C7 � �ut���|�z
� � Ø Ð Ø ÐÓÑ � ØTà �NP ��|uÖ}~{����| βFµ (X) �uv}s�z}|u� zy| ��v}|uvyt{������z��ã��Ö}��|�OG���ut��Ó~{����|��uzyx,ÖÜÞG��Ï�sux��uz P ��|u��uz�Ö}��t{��z P zyt{Ï�vyzÓß g, B Ø @ ����z�P � ~¹Ö ����Öy�u��vyz��u��|uxÆsu���ux{��zy�utwzyxÆÖ}��|�OG���ut��Ó~{����|�xÆ�uz�ÖÜÞG�ÓÏ�sux¹��z
P ��|u�m¯¨�G��|�x���z�Öy��x°su�ã�Ó~yßN� Ò�zyÖ gµν = ηµν

z}~ Bµν = 0 ß¨� � v��£�G� ~�����|Ù��z�Ï�����Ò�zyÏ�zy|�~�Ö}��t{twzyxK�
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sg��|u�G��|�~{z�|�� z}xw~�����~{t{z �£�uzÍ� � v��£�G� ~�����| �uz × � �Tæ,z}���Wß βFµ = ∇νFµν = 0
Ø è ����x���vy|uv}t�����zyÏ�zy|�~ ß

�£�G��|u� ��z�ÖÜÞG��Ï�s B |�� zyxw~(su��x�Öy��|uxw~���|�~(z}~(� � zyxwsG��Ö}z�Öy������z�zyxw~(��vy��á}t{z}Ï�z}|£~�Öy���utw��vÓßu��z}x�v��£�G�I�~�����|ux^�u��Ï���� Ò�zyÏ�zy|�~"s����ut^��z(s��Ó~�zy|�~{��zy� A �uz¦Ò ��zy|u|�zy|�~ � ~{��� ­w����t{x � Ò�zyÖ��u| �����ã� ~���|»Ö}��|uxw~���|�~
, $ Ú 2��!Q8B�. �

βFµ = Gαβ∇αFβµ + FαβH
αβ
γ Fγ

µ = 0, � � Ø Ì Ø Ð�i �
�!\ H = dB z}~ Gαβ z}xw~�� � ��|�Ò�zyt{xwzÍ�uzÍ�ã� ���:; =/E��#B��WA�� D@?G= A�� ?GB�
��:=:;�� ßu�uv<OG|u��z°su��t

Gαβ =

(
1

g + F

)αβ

sym

. � � Ø Ì Ø Ì�Î �

8�Öy� F z}xw~��ã�¹Öy��ÏÆ�u��|u����xw��| �uzyx�ÖÜÞG��Ï�sux���|�~���xÕÔTÏ�v¦~�t{� �£�uzyx��u��|u|�v�sG�Ót � � Ø Ð Ø Ð'7 �,z}~���z}x���|u�u��ÖyzyxÏ���|�~�zy|�~�� Ò�z}Ö���� Ï�v}~{t{� �T��z � �uz�Öy��tw�uz P zyt{Ï�vyz � gµν Ø !$ÒT���uz}Ï�Ï�zy|�~ ß¨��z¹ÖÜÞG��Ï�s F v¦~Ü��|�~��uv<�
OG|u��z¹x{�ut°�ã� 7?���ut{��|uz�ßN� � ��Ö¦~�����| z+"�zyÖ¦~���Ò�z,�£�uz�� � ��| t{z}ÖÜÞuzytwÖÜÞuz � � z}xw~����uxwx{� Ø è ���utÍv}Öyt{��t{z»Öyz¦~{~{z
��Ö¦~�����|���� P ����~�����|uÖ�sG��tÕ~���t,��� �u| �u|u� Ò�zytwx��ut��Ó|G����twz��u��|�|uv D z}~�Ö}��|uxw���uv}t{zyt�xw��| su����|u��zyÏ�zy|�~
p : D → M �G��|ux�� � z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux M Ö}��Ï�Ï�zÍ�u|ÀÖÜÞG�ÓÏ�sÀ��z��ã�»~�Þuv}��t{��z Ø $NÒ�zyÖ�Öyzyx�Öy��|uxw���uvF�
t�� ~�����|uxyßI� � �ÓÖ}~�����| z+"�zyÖ¦~�� Ò�z��T��� Ö}��t{twzyxws���|��É�����Ùv+�£�G�Ó~�����|uxÍ�uz�Ï�����Ò�z}Ï�z}|£~ � � Ø Ì Ø Ð�i ��zyxw~��ã�
��v}|uvyt{������x��Ó~{����|�xw�u��ÒÓ��|�~{z°��z°� � �ÓÖ}~�����|��uz°Ý,��t{|'z}~ 8�|�P zy���

SBI(p,F) =

∫

D

√
det (p∗g + p ∗B + 2πF ) � � Ø Ì Ø Ì � �

B�| twzyÖ}��|u|G����~�t{�'��Öy�R�u|uz���v}|uvyt{������x��Ó~{����| �uz��ã� Ï�zyxw�ut{z��u� Ò�������Ï�z»�uz D ß3�£�u� ��|uÖ}����~°����x{x{�
�ã�'Öy��Ï��u��|G�Ó��x{��| F = p∗B + 2πα′F

Ø 2����uxÆÏ���|�~�twzyt{��|uxÆ�G��|�xÆ��z�ÖÜÞG��su� ~�t{z�Ì �T��z�ß$Ï�������t{v
x{��|���t{������|�zA ��u|uz��g���uÖ}��z�ßT� � ��Ö¦~�����| SBI �uvyÖ}t{� ~��uz P ���y��| ~{t{á}x,sutwvyÖy��x{z���zyx;7 ���ut{��|uz}x��G��|ux,��zyxÏ�� �uá}��z}x�é ��é0ß Ï�(yÏ�z»�G��|ux°��z»twvy����Ï�z¹�uz���t{��|u�uz�Öy����t{�u�utwz Ø�Ú zyx�v}~{�u�uzyx��������uxÕ~�t{z}t{��|�~�z}|
sG��tÕ~���Öy�u����zyt�Öy��Ï�Ï�z}|�~����'s�t{vyxwzy|uÖ}z��u� �G��� �uz F sgzytwÏ�z¦~°� � z<� ��xÕ~�zy|�Öyz ��z:7 � �ut��Ó|uzyx.�T��� |�z
x{��|£~�sG�Óx���zyx(x{�ut1P ��Öyz}x�Ï���|���Ï�����z}x Ø

8��£z<� ��xÕ~�z,Ö}zysgzy|u�u��|�~$�uz}���Æ����t{z}Ö}~{����|uxN�G�Ó|ux
��zyx)�£�uz}����zyx � � ��Ö}~{����| SBI �u��� ~�(¦~�twz"��v}|uvyt{������x{v}z�¯sg���ut �uvyÖ}t{��twz���zyx�7?���ut{��|uzyx"�G��|ux"�u|�z}x{sG��Ö}z�Ö}���ut{�gz���vy|uv}t����WßTz¦~,sg���ut �uv}Öyt{��t{z��uzyx;7 ���ut{��|uz}x
x{��t��uzyx ��v}��Ï�v}~�tw��z}x |u��|iÖ}��Ï�Ï���~Ü�Ó~{��Ò�zyx Ø 7���|ux Ö}z}~w~�zÀ~�Þ�áyx{z |u���ux�|u����x Öy��|uÖ}zy|�~�tw��|ux x{��t
�ã� sut{z}Ï���áyt{z �u��twzyÖ}~{����|L�uz ��vy|�vyt��Ó����x{�Ó~�����| Ø = ����~�z<P ����x}ß
Ö}��Ï�Ï�z�|u���ux¹��z Ò�zytw��|ux*  �ã� Ou|m���
ÖÜÞG��s���~�twz»ÑußNÖyzyx���vy|�vyt��Ó����x{�Ó~�����|ux�xw��|�~Æz}| P ��� ~Í����v}zyxÍsG��t°�u|uz���sus�����Öy�Ó~�����| �uz»~�ÔTs�z ¬ zy����z}t{���
éi��~w~�z}| Ø 7��Ó|ux��ã��xwzyÖ¦~�����| x{�u� Ò��Ó|£~{z�|u���ux��������uxw~{t{��|ux"Öy��Ï�Ï�zy|�~�����Ò�z}t{x{����| |u��|�� Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~�� Ò�z
�uz(� � ��Ö¦~�����|»Ý,��t{|'��8�|�P z}���»s�z}��~ (}~{t{z(��~�������x{v�sg���utR��� ~�zy|���tR�uz�� � ��|�P ��t{Ï��Ó~�����|�xw�ut^�ã����ÔT|G��Ï�� �£�uz
�uz}xA7?���ut{��|uzyx Ø
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7���|ux<, ¬ é i�i'. ß ¬ zy����z}t{��z¦~�éi��~w~�z}|À��|�~�Ö}��|ux{���uvytwvÆ�ã��~�Þuv}��t{��z��uz}x�Öy��tw�uzyx�����Ò�z}tw~{zyxÍ�G��|ux
�u|ÙzyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�sux��u�Ó~�v»��� �u|uz Ï�v}~{t{� �T��z g su�ã� ~�z»z}~°��� �u|LÖÜÞu��Ï�s F Öy��|uxw~���|�~ Ø 8���xÍ��|�~NP ����~
Öy��t{t{z}x{sg��|u�utwzN �����~�Þuv}��t{��z�Öy�ã�Óx{x{� �£�uz�ßGÖ�� z}xw~  »����t{z����Æ~�Þuv}��t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z�x{�ut(�u|'�u��x �£�uz�ßG�u|�z
~�Þ�vy��tw��zÆz<" z}Ö}~�� Ò�z¹�uz}xÍÖÜÞG��Ï�sux�x{�ut���|Ùz}x{sG�ÓÖyz»|u��|�� Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~��#PR�u��|�~Í��� ÏÆ�u� ~���s�����Öy�Ó~�����| zyxÕ~
�uv<OG|u��zÍsG�Ót���z�sutw� �u����~ ∗M �uz × �[Ô����

f(x) ∗M g(x) = e
i
2
Θµν∂yµ∂zν f(x+ y)g(x+ y)|y,z=0

� � Ø Ì Ø Ì�Ð �
�!\'��zÍsG��t{��Ï�á}~�twz���z�|u��|���Ö}��Ï�Ï���~Ü�Ó~{��ÒT��~{v Θ z}xw~��ã�¹Öy��|�~{t{zysu��tw~{��z���|�~���xÕÔTÏ�v¦~�t{� �£�uzÍ�uz�����Ï�v<�
~�tw� �£�uz��uzÍÖ}��t{�uzÍ��� Ò�zytÕ~�z � � Ø Ì Ø Ì�Î �

Θµν = 2πα′
(

1

g + F

)µν

antisym

� � Ø Ì Ø Ì�Ì �
@ |`sG��tÕ~���Ö}�u����zyt}ß¨��zyx�Öy�T��t{�u��|u|uvyz}xÆx{��t¹Öyz}~Æzyx{su��Öyz�Ò�vyt{�#OGzy|�~»��zyx�twvy���Ó~�����|ux°�uz�Öy��Ï�ÏÆ� ~Ü�Ó~{����|
[xµ, xν] = iΘµν Ø

!$~Ü��|�~¹sgzytÕ~��utw�G�Ó~�� Ò�z�zy| α′ ß�Ö}z}~w~�z Öy��t{t{z}x{sg��|u�uz}|uÖyz z}xw~¹su��tw~{��Öy������á}t{z}Ï�z}|£~°��~{����z��G�Ó|uxÆ�ã�
����Ï�� ~�z��C\ α′ ∼ √

η � Ò�z}Ö η → 0
Ø = ��� ~�z+P ����xyß�sg���ut���x{xw�ut{z}t �£�uz���zyx�~�zy|�x{zy��t{x G,Θ � z}~�����|uÖ

� � zyxwsG��Ö}z"|u��|���Ö}��Ï�Ï���~Ü�Ó~{� P ������zy|�~ �u|uz ����Ï�� ~�z$|u��|°~{t{��ÒT������zÓß ���%P �Ó��~ su����~ [�~ sut{z}|u�utwz"�u|�z"�u���u�u��z
����Ï�� ~�z�z}| P ����x{��|�~��Ó�ÀÏ,(}Ï�zÍ~�z}Ï�s�x F ∼ 1/η ßG~�����~�zy| ���Ót{�G��|�~��ã��Ï�v¦~�t{� �£�uz g O���v}z Ø 7���|ux
Öyz¦~{~{z�����Ï���~�zÓß���z�xws�z}Ö}~�twz�z¦~,��zyx ��|�~�z}t���Ö¦~�����|ux^�uz����Í~{Þuvy��t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z(x{�ut ��z��u��x)�£�uz�x�� vyÖytw��Ò�zy|�~
P ��Ö}����z}Ï�z}|�~Æzy|p~�z}t{Ï�zyx¹�uz P ��|uÖ}~{����|ux¹z¦~»��|�~�v}��t��Ó��zyx�x{�ut»�u|pzyxwsG��Ö}z |u��|���Ö}��Ï�Ï���~Ü�Ó~{� P(� Ô���|�~
Θ ∼ F−1 Ø

2�����x,sg����Ò���|ux�|u����x��uzyÏ���|u��zyt,Ö}z �£��� ��������ÒT��z}|�~��uz}x�Öy��|��u��~{����|ux"�����g��tw� � � Ø Ð Ø Ð8� �R�G��|ux
Öyz¦~{~{z�Öy��twt{z}x{sg��|u�G��|�Öyz Ø�à ���u���u����z,����Ï���~{zRÖy��|uxwsu��twz�sg���ut��£��� zy����z}x
�uz¦Ò ��zy|u|�zy|�~^�uzyx
Öy��|u����~�����|ux
�uz 7���t{��ÖÜÞu��z¦~��G�Ó|ux,~�����~�z}x���zyx"�u��twzyÖ¦~�����|uxyßT�uvyÖ}t{� Ò��Ó|£~�����|uxw� �uz}x?7�Î � �ut���|�zyx Ø 8�� z}xw~(��|�~{vyt{z}x{x{��|�~
��� v}~{�u�u��z}tR��z}�ut$��ÔT|G��Ï�� �£�uzÓß%P ����x���|�~$��x�����z(�uz�� � �ÓÖ}~�����|Æ�uz(Ý"��t{|U]G8�|�P zy���Iß����»su���ux$sutwvyÖ}��x{z}Ï�z}|�~
�uz¹x{� Ò�zytwx{����|Ù|���|��
�Ó��v}����z}|u|uzÆ��v+OG|u��z¹x{�ut�� � z}x{sG�ÓÖyz»|u��|�� Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~��#P Ø 2���~{t{z¹����vyz�ß z<� su����t{vyz
�G��|�x���z'ÖÜÞu��su��~{t{z'ÑußRzyxÕ~ �£�uz �G��|ux��ã� ����Ï�� ~�z���z ��t{��|u� F ��zyx»v+�T�u�Ó~�����|ux��uzÀÝ,��t{|U]'8�|�P zy���
sgzy��Ò�zy|�~(x{z�twzyv}Öyt{��t{z�z}x{xwzy|uÖ}��zy����z}Ï�z}|£~,zy|�~{zyt{Ï�zyx"�u��~�z}|ux{z}�ut Θ z}~,��|�~(����|ux{�g�u|uz���|�~�zytwsut{v¦~Ü� �
~�����| |G�Ó~{�ut{z}����z�zy| ~�z}t{Ï�zyx��uz�7�ÎI���ut{��|uzyx�|���|���Ö}��Ï�ÏÆ��~Ü� ~���Ò�zyx Ø è ��t�zF� zyÏ�su��zÓßI��z}x�v��£�G�Ó~{����|ux
�uz × � �Tæ"zy��� � � Ø z Ø ßu��zyx(v��£�G�Ó~{����|�x � � Ø Ì Ø Ð�i ��� Ò�z}Ö H = 0 �,�uz}ÒT��z}|u|uz}|£~

∇µFµν = 0 → [xµ, [x
µ, xν]] = 0 � � Ø Ì Ø Ì�Ñ �

� ��� ÒÓ��tw�ã�Ó~{����|Ù�uz�� � ��Ö}~{����| SBI z}xw~�t{zy����v������9P ��|uÖ¦~�����|ux�� (}~��µsG��t δSBI/δAν = ΘµνβFµ
ß z}~

��z}x���|��u��Ö}zyx��G�Ó|ux(� � zyx{su��Öyz�|u��|���Ö}��ÏÆ��~��Ó~��#P¨Ï���|£~{zy|�~(z}~(��zyx{Ö}zy|u��zy|�~�� Ò�zyÖ Θ �
Ø�Ú z}x(Öy��|uxw���uv}t�� �

~�����|uxÍ~���zy|u|uz}|�~Æzy|�Öy��twz:�£�G��|u�`��z�ÖÜÞu��Ï�s B � z¦~Æ�u��|uÖ ���'Ö}��ÏÆ�u��|G����x{��| F ��zyxÕ~QP z}t{Ï�v Ï�����x
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|u��|'��Öy��|uxw~���|�~ ß��u��|ux���z��£�uzy��Ö ��x���z�sutw� ���u��~,�uz × �[Ô��Ó�I�u��� ~�(}~{t{z�twzyÏ�su�ã�ÓÖyv�su��t���z�sut{�T�u�u� ~,��z
4���|£~{x{z¦Ò ��ÖÜÞ � Ñ Ø Ì Ø B8� �$sg���ut,s�t{zy|��ut{z�z}|�Öy��Ï�s�~{z���zyx Ò��Ót{�ã� ~�����|ux^�uz Θ , 4���|�i�B�. , Ú J
Î�Î�.$, Ú ¬ Î�Ð'. Ø
@ |µsG�Ótw~���Öy�u����z}tyßu��zyx�t{vy���Ó~�����|ux��uz�Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~�����| �uzyx xµ �uz}ÒT��z}|u|uz}|£~��uvysgzy|��G��|�~�z}x��uz�����sg���
x{� ~�����| Ø

8���zyxÕ~
��|£~{vytwzyx{x{��|�~$�uz^xw�u��ÒTt{z ��z^Ï�(yÏ�zRt�����x{��|�zyÏ�Ï�z}|£~  (sG��tÕ~���t¨�uz"Ö}��|�OG���ut��Ó~{����|�x ��z Ö}��t{��z
P zytwÏ�v}zÆsu���ux���vy|�vyt��Ó��zyx}ßI|u��~���Ï�Ï�z}|£~��uzyxÍzyxwsG��Ö}zyxÍÖy����t{�gzyx Ø = ����~ÍÖ}��Ï�Ï�zÆsg���ut�� � ��Ö}~{����|À��z
Ý,��tw|Lz¦~Q8�|�P z}���IßNÖ}zyÖy� |uz�s�z}��~Æxwz,P ����t{z*�£�uz sgzytÕ~��utw�G�Ó~�� Ò�z}Ï�z}|£~��G��|�x��ã� Ï�����|u� ~��u�uz»�uz�Öyz}x
ÖÜÞG��Ï�sux Ø è ��t,zF� zyÏ�su��zÓß |u���ux"Ò�zyt{tw��|ux"�G��|ux"��z�ÖÜÞG��su� ~�t{z�ÑC�£�uz���zyx v��£�G� ~�����|ux,�uz�Ï�����Ò�z}Ï�z}|£~
� � Ø Ì Ø Ð�i �©ß ÒÓ�������u��z}x��G��|�x����Æ����Ï���~{z���z H = dB sgz}~{��~(z¦~�Ö}���utw�u�ut{zÍ|uv}��������z �Ó�u��zÓß��uz¦Ò ��zy|u|�zy|�~

[xµ, [x
µ, xν ] − iHµν

γ xγ ] = 0 � � Ø Ì Ø Ì�� �

Öyz?�£�u�g���uÏ�z}~ �uz}����x{������~{����|ux}ß�� � �u|uz�~{t{��ÒT������z [xµ, xν] = 0 ß�z}~ � � ����~{t{z�|u��|�� ~{t{��ÒT������z [xµ, xν] =

iHµν
γ xγ

Ø 7���|�x$��z"Ö ��x$��zyx$ÒÓ��t{��v}~{vyx
��z���t{���us�z G ��z,twvy����Ï�z"x{���uÞu����~{v,zyxÕ~R�u��|�|uv�sG��t
�ã�������u�u��z
����Ï�� ~�zÓß���vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz α′ → 0 z¦~��uz���t{��|u� t{�[Ô���| α′k → ∞ Ø 7���|ux�Ö}z}~{~{z�����Ï�� ~�z���z�ÖÜÞG��Ï�s HzyxÕ~$sgz}~{��~$z¦~$� � v+�T�u�Ó~�����| � � Ø Ð Ø ��i �N��Ï�su��� �£�uz��£�uz�����Öy���ut{�u��t{z,z}xw~R|�vy��������z}|uÖy�����u��z^sG�Ót
t��Ósus���tw~� 
H
Ø B�tyß�|����ux^Ò�zytwt{��|�x,�G��|�x ��z(ÖÜÞG��su� ~�t{z�Ð �T��z H zyxÕ~,�u��|u|uv�sG��t^��z}x"Ö}��|uxw~���|�~�z}x,�uz�xw~{t{�uÖ¦~��utwz

�uz¹� � ������áy��t{z g =
à ��z (G) � �G�Ó|uxÍÖyz}~w~�z»x{������~{����|À��zyx�sg��x{� ~�����|ux���zyxN7�Î � �ut���|�zyxÍ|uz¹x{��|£~Í����|uÖ

sG��xÍ��|u�uvysgzy|��G��|�~�z}x�Ï�����x P ��twÏ�z}|£~°�uz}x�twzysutwvyxwzy|�~Ü�Ó~{����|�x��uz g ß¨��zyx°Ï,(}Ï�z}x°twzysutwvyxwzy|�~Ü�Ó~{����|�x
�£�u��sG��t{��Ï�v}~�tw��xwzy|�~���zyx*7?���ut{��|uzyx�xwÔTÏ�v}~{t{� �£�uz}x,�£�uz'|u����x�v¦~��u�u��zytw��|ux»�G��|ux���z ÖÜÞu��su��~{t{z'Ì Ø
B�| s�z}��~�Ò�v}t{� OuzytÍzy| su���ux �£�uz»Öyz}~w~�z»x{������~{����| z}xw~°Ï�����|ux�vy|uz}t{��v¦~�� �£�uz*�£�uz»�ã��xw����� ~�����|D�T��z
|u����x�� Ò���|ux��Ósus�z}��v}z»~{t{� Ò ������z Ø¨à � ��|�~�zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����| suÞ�ÔTx{� �£�uz z}xw~.�T��z�ß �G��|ux°�ã� sutwvyx{z}|uÖyz���� �u|
sgz}~�� ~�ÖÜÞG��Ï�s H ßu���I��susG��t{����~��u|'~���ÖÜÞ�Ô���| �uzÍÖy��tw�uzÍ����Ò�zytw~{z.�£�u�¨sg���uxwx{z°��z}xA7�Î ���ut{��|uz}xA ¹xwz
Öy��|u�uzy|�x{zyt��G��|�x���|uz�Ò�zytwx{����| � �G���uz � ��� �u|uzN7 � �ut��Ó|uzÍ�uzÍ�u��Ï�zy|uxw����| xw�usgvyt{��zy�utwz Ø
Ú z�Ï�vyÖy��|u��xwÏ�zÓßT��susgzy��v���� ��� �:; ACE$� 
=�@D:; =/E��#B�� ß��°v}~{v�z<� su����t{v���� �Ó����tw� sG�Ót × Ô�zyt{x!, × Ô�zei8i�.

z}~�sG�ÓtA$���zyå£xwzyz}Ògß â z}ÖÜå£|G����z}��z¦~ ¬ ÖÜÞu��Ï�zyt{��x<, $ â ¬ Î�Î'. Ø 8�Öy�WßG��zÍ����zy| zy|�~�twz���z°ÖÜÞu��Ï�s H z}~���zyx
Öy��|uxw~���|�~�zyx���z�xw~{t{�uÖ¦~��utwz��uz�� � ������áy�utwz�z}xw~(zyxwx{z}|£~{��z}�I�G��|ux,�ã���uv}t{� Ò�� ~�����| z}~��uz�� � v}~��Ó~;Ou|G��� ��z
�ã��Ö}��|u�uz}|ux�� ~�����| z¦~���z���� xw~Ü�Ó�u������~�v��uz�Öyz}~°v¦~Ü�Ó~ Ø = ��� ~�z+P ����xyß �ã� Öy��|��uzy|ux{�Ó~�����|Ù�uz�7 ���ut{��|uz}x
��|��u�u��~{z�sG��t¹s�t{vyxwzy|uÖ}zµ��� �u|mÖÜÞG��Ï�s���z �u���pzyxÕ~ ��|�z<" z¦~ �Óx{x{z+/ ��vy|uv}t����WßRz}~�� v}~{v'�������uxw~{t{v
 ��ã��x{�u� ~�zÆ�uz¹Ö}zyx�~�t{� Ò��Ó��� �G�Ó|ux��uzyx�Ö}��|�OG���ut��Ó~{����|�x��uz¹x{��s�z}t{Öy��t{�uz}x°�C\ �uzyxN7�s�� �ut��Ó|uzyx�xwz
Öy��|u�uzy|�x{zy|�~��G��|�xÆ�uzyx*7 � s ,ÍÐ � ���ut{��|uzyxL, Ú�Ú > Î �e. Ø 7���|ux¹��z ÖÜÞG�Ósu��~{t{z�Ñ |u���ux�~�tw����Ò���|ux¹�uz}x
Öy��t{t{z}Ö}~{����|ux? ¹� � z<" z¦~ × Ô�zytwx�sg���ut���zyx�zyx{su��Öyz}x1� ~{zyÏ�sux�Öy���utw��z}x Ø
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2�����x�~�zytwÏ���|u��|ux,Öyz�ÖÜÞG��s���~�twz���|�~�tw� ���uÖ}~{� PNsG��t;�T��zy� �£�uz}x(Öy��Ï�Ï�z}|�~Ü����t{zyx"Ò ��x���|�~  ÆtwvyÖ �Ósu�#�
~�����zyt���z�Öy��|�~{z<�T~�z°�uzÍÖyz¦~{~�z�~{Þuáyxwz�z¦~�z}| Öy���utwzyt(��z}x�t{vyxw�u��~��Ó~�x Ø

2�����xµ� Ò���|ux ÒT� �£�uzÓß  m� � ��Ï ����zÀ�uzyx'z<�T~{zy|uxw����|ux x{�usgzytwxwÔTÏ�v}~�tw� �£�uz}xµ�uzÙ�ã� â vy�ã� ~���ÒT� ~�v
-�vy|uv}t�����z�ß�����~�Þ�vy��tw��z��uz}x�Öy��tw�uzyx(sutwv}Ò�����~(� � z<� ��xw~�z}|uÖyz���z�ÖÜÞG��Ï�sux(��|�~���xwÔTÏ�v¦~�tw� �£�uzyx��&� z}x{sG��Ö}z
~�z}Ï�s�x Ø 2����uxRÖy��|ux{���uvytw��|uxR�G��|�xRÖyz}~w~�z�~{Þuáyxwz�Ö}zy��� �T���ux{z�Ö}���usu��zy|�~ �����ÆÖy��tw�uzyxRÒT�ã����z�Ï�� �uá}��z
x{����Ï���|u��|�� ����|uv ����t{z ����x{��|u� �£�uz�ß�xw����~R��z�ÖÜÞG��Ï�s B ���»su����xR��vy|uv}t�����zyÏ�zy|�~^��z,ÖÜÞG��Ï�s H = dB ß
����|ux{���£��� �u|'ÖÜÞG��Ï�s v}��z}Ö}~�tw��Ï�����|uv¦~�� �£�uz F s�����t���zyx�Ö}��t{��zyx�����Ò�z}tw~{zyx Ø

2���~{t{z»�u��~�zyxÕ~�����|uÖ���� v¦~��u����zytÍ���'�uz}x{Ö}t{��s ~�����|ÙÏ���Ö}t{��xwÖy��s�� �£�uz»�uz�Öyzyx°ÖÜÞG��Ï�sux}ß ����|u|uv}z
sG��t���z¹Ï��T�uá}��z¹x{����Ï���ß ���Ùsu���ux���vy|�vyt��Ó��zyÏ�zy|�~°�uz}xÍ~{Þuvy��t{��z}xÍÖy��|�P ��t{Ï�zyxÍ�u������Ï�zy|uxw����|u|�zy����zyx Ø
Ú z}~w~�z���zyx{Ö}t{��s�~�����|�|u����x,t{v}x{z}twÒ�z �£�uz}� �£�uzyx,x{�utwsut{��x{zyx}ßu�uz}x�suÞuv}|u��Ï�áy|uz}x���|uÞ�vyt{z}|�~�xR ����°~{Þuvy���
t{��z �uz}x¹Öy��tw�uzyx}ß$Öy��Ï�Ï�z ���'~���t{x{����|É�u��x{Ö}t{á}~{z  µ�ã� ä ��P � � xwzyÖ¦~�����| � Ø Ð Ø � � �£�u���������uxÕ~�twz�� � zF����x1�
~�z}|uÖyz»�uz¹s����uxw��zy��t{zyx�ÖÜÞ����#�Às���xwx{���u��z}x��uz¹ÖÜÞG��Ï�s B ßIz}~Í����|uÖ¹�uz¹~{Þuvy��tw��z}x��u� "�vytwzy|�~�z}xyß¨�G��|�x�u|`Ï�(yÏ�z z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�sux��Rz¦~¹� � z+"�z}~Æ�u��v}��zyÖ¦~�tw� �£�uz � x{z}Ö}~�����|�� Ø Ì �N�£�u����vyÖytw��~¹� � z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux
|u��|'��Öy��Ï�ÏÆ� ~Ü�Ó~{� P�z<" z}Ö}~�� Ò�z}Ï�z}|£~ ÒT�HsG��t �uz}x 7�ÎI���ut{��|uzyx}ß�z}~'�u��|£~ ��z sG��t{��Ï�á¦~�twz �uz |u��|��
Öy��Ï�ÏÆ� ~Ü�Ó~{��ÒT��~{v�zyxÕ~�t{zy����v��Ó�'ÖÜÞu��Ï�s F = B + F

Ø 2����ux(v}~����u����|�x�z}~���vy|�zyt��Ó����xw��|ux�Ö}zyx��uzy�'�
suÞuv}|u��Ï�áy|uz}xÍ�G��|ux�Ö}z}~{~{zÆ~�Þuá}x{zÓß¨t{zyxws�z}Ö}~{��Ò�z}Ï�z}|�~��u��|ux���z}x�ÖÜÞG��su� ~�twzyx°Ð z}~ÍÑ Ø¨à z¹ÖÜÞG��su� ~�t{zÆÌ
zyxÕ~��uv}�u��v. �� � v¦~��u��z��uz}x 7 � �ut���|�zyx��G�Ó|ux�����sutwvyxwzy|uÖ}zÆ�u�ÀÖÜÞG�ÓÏ�s H z}~���z}�ut���vysgzy|u�uz}|uÖyz¹���
ÖÜÞu��� ����z�~���twx{����| �u��xwÖyt{á¦~�z Ø 2�����x�v}~����u����|�x(���ux{xw�I��z�Öy���us��ã����z��uzyx(�ut{��|uzyx(�Ó�'ÖÜÞu��Ï�s F ß��£�u�
­w���uz}t��¹�u|'t [���z���Ï�sg��tw~���|�~��G��|ux(��zy�ut���|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����| ��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz Ø

8�� P ����~�~{����~�z<P ����x�x{z�t���susgzy��zyt�Ö}zyxÍÖÜÞG��Ï�sux°��|�~���xwÔTÏ�v¦~�tw� �£�uzyxÍ|uz»xw��|�~.�£�uz»�uz}x�Ö}��|uÖ}zys�~{x
��~{����z}xÍ�G��|uxÆ��|Ét{v}����Ï�z»s�z}tw~���t{�G�Ó~{� P,�u��|u|uv �uz ��� ~{Þuvy��tw��z��uzyx�Öy��tw�uzyx Ø è �Ót�z<� z}Ï�su��z�ß |u���ux
� Ò���|�x�ÒT� �£�uz��ã�»�u�G������~�v = Ï�vy����|u��z���z�ÖÜÞu��Ï�s Bµν

� Ò�z}Ö�����Ï�v}~{t{� �£�uzÍ�G�Ó|ux����»~{Þuvy��tw��zÍ�uz}x
Öy��t{�uz}x��g��x{��|�� �£�uzyx Ø¨Ú z¦~{~�z��u�G������~�v°������~�|uv �Ó|uÏ�����|ux����À|u� Ò�zy���À�uz}x�~�Þuv}��t{��zyx�Öy��|�P ��t{Ï�zyxyß�Ö}z
�£�u�I�G�Ó|ux���z�Öy���ut{z���z��ã��~�Þ�vy��tw��z��uz}x�Öy��tw�uzyx�Ò�zy��~��u��t{z�sgzytÕ~��utw�G�Ó~�� Ò�z}Ï�z}|£~(�u��|ux(��z�Ö}���usu������z
gs
Ø = ��� ~�z+P ����xyß����uzF����xw~{z��&� ��� ~�t{z}x^�u�G������~�v}x$|u��|'��sgzytw~{�ut{�u�Ó~�� Ò�zyx}ß��£�u�GvyÖÜÞu��|u��z}|£~"��z}xRt{v}����Ï�zyxR�uz

P �����u��z�z¦~;P ��tÕ~�z�Öy���us��ã����z�z}~M�£�u�g|�� ��|£~,sG��x"�uz�twv ������x�� ~�����|¹zy| ~{zyt{Ï�zyx"�uz�~{Þuvy��t{��z}x"Ö}��|�P ��twÏ�z}x Ø
B�| Öy��|u|G����~�|uvy��|uÏ�����|ux���z}�ut���Ö¦~�����|*xw�ut�Öyz}tw~�����|uz}x�Öy��|�OG���ut{�Ó~�����|ux��uzÀÖÜÞG��Ï�sux���z P ��|u� �
Ö%� zyxÕ~(��z�Ö ��x���z��ã�����G����� ~�v S �£�u� vyÖÜÞG��|���z��ut��Ó|uzyx��uz��u� "�zytwzy|�~�z}x��u��Ï�zy|uxw����|�xyßTz}~���zyx�ÖÜÞG�ÓÏ�sux
�uz��ã� Öy��t{�uz�����x{��|u� �£�uz � Ò�zyÖ Ö}zyx°Öyz}��� �uz â ��Ï���|u��� â �ÓÏ���|�� Ø 8��^x{z}t���� ~°��|�~�v}t{zyxwx���|�~���� v¦~����
�u��zytÍÖy��Ï�Ï�zy|�~°��zyxÍ�u�#" v}t{z}|£~{x�s�Þuvy|u��Ï�á}|uzyx��uvyÖ}t{��~{x���Öy�Rxwz�~{t���|ux1P ��t{Ï�zy|�~�x{����x�Ö}zyx����G����� ~�v}xyß
sgzytw~{�ut{�u�Ó~�� Ò�zyx(��� |u��|���sgzytÕ~��utw�G�Ó~�� Ò�z}x Ø
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à z�ÖÜÞG��s���~�twz�sutwvyÖyv}�uzy|�~���zF� su��� �T��v�Öy��Ï�Ï�zy|�~"�ã�°~{Þuvy��t{��z��uzyx,Öy��tw�uzyx�|����ux���|uÖy� ~�zA �ÖÜÞG��|��
��z}t��uz�sG��t{���u����Ï�z»�G��|�x�� � v}~{�u�uz��uz ���'suÞ�ÔTx{� �£�uz �uz � � z}x{sG�ÓÖyz<� ~�z}Ï�sux}ß P �Ó��x��Ó|£~��uz}x�~�Þ�vy��tw��zyx
Öy��|�P ��t{Ï�zyx¹xw�ut»�ã�Àxw�ut P ��Ö}z ��� ��|u��Ò�zyt{x»�uz ���ÀÖy��tw�uz � � ���T­wz}~»s�t{��|�Öy��su���,��� v}~{�u�uz Ø 2����ux�� Ò���|�x
ÒT�Ù���ux{xw�^� � ��Ï�s���tÕ~Ü��|�Öyz°��� v¦~��u����zytÍ��zyx�~�Þ�vy��tw��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}xÍ� Ò�zyÖ»�u|�z�����Ï���~{z�xwzyÏ��#��Ö}�ã��xwx{� �T��z�ß
�u��|�~¹� � ��|�~�zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����| ��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz z}xw~¹���µ�uzyxwÖytw��s�~{����|É��zyx¹Öy��t{�uz}x�~�z}xw~*�£�u�,xwz sut{��sG����z}|£~
�G��|�x���|*zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z Öy���utw��z z¦~ Ö}��Ï�su��Ö}~ Ø 7���|ux�Öyz ÖÜÞG��s���~�twz |u���ux�v}~{�u�u��z}t{��|�x��u��|uÖ ��zyx
Öy��t{�uz}xCP zyt{Ï�vyz}x¹x{�ut���zyxÆÒÓ��tw��v¦~�vyx��uz���tw���usgzyx¹Öy��Ï�sG�ÓÖ}~�x�z}~»zy|`Ö}��|uxÕ~�t{����t{��|ux¹�uzyx¹��vy|uv}t������#�
x�� ~�����|uxyß Öy��Ï�Ï�z �uz}x�zyxwsG��Ö}zyx �£�u��~{��zy|�~{x Ø�à z �u��~ z}|Bzyxw~ �u���u����zL¯"��� �u| Öy�Ó~�vÀv¦~��u�u��zyt���zyx
sutw��sut{��v}~{vyx,��z��ã��s�t{��sG�Ó���Ó~�����| ��z�Öy��tw�uzyx,�G��|ux���zyx�zyxwsG��Ö}zyx�Öy���ut{�gzyx}ßu�uz�� � ��� ~�t{z��uv}~{zytwÏ���|uzyt
� � ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����|���v}��Ï�v}~�tw� �£�uz���� �u|uz°�ã�Ót{��z P �ÓÏ�������z��uz�~�Þ�vy��tw��zyx(Ö}��|�P ��twÏ�z}x Ø


 |uz�Öy��|�x{v��£�uz}|uÖyz �uz Ö}z�|u����Ò�zy���ÉsG��t{���u����Ï�z»z}xw~.�T��z ��z}x�xÕÔTÏ�v¦~�t{��zyx°�uz��ã� ~�Þuv}��t{��z��uz
� � zyxwsG��Ö}z<� ~{zyÏ�sux Öy��twt{zyxws���|u�uzy|�~  °�uzyx"xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx"�G��|ux"�ã��~�Þuv}��t{��z�Ö}��|�P ��twÏ�z(�u���u��Ï�zy|uxw����|�zy����z
�£�u�¨�uv}Öyt{� ~(�ã�¹sutw��sG����� ~�����| �uzyx(Öy��t{�uz}x��G�Ó|ux(Öyz}~�z}x{sG��Ö}z Ø 7���|ux(Ö}z°ÖÜÞu��su��~{t{zÓßG|u���ux(sutwvyÖy��x{��|�x
Öyz¦~{~{zÙ���uvyz ��|u��~Ü�ÓÏ�Ï�zy|�~ |u���ux Ï���|�~{t{zytw��|ux Öy��Ï�Ï�zy|�~ � � ����zy|�~��#OGÖ �Ó~{����|*�uz ~�zy����z}x � ÒTt�����zyx �
xwÔTÏ�v}~{t{��z}x��&� z}x{sG��Ö}z<� ~�zyÏ�suxÆxwzytÕ~»���uxwx{� �G��|ux��ã� Öy��|uxÕ~�tw�uÖ}~{����|É��z |u��� Ò�z �Ó���Éz}x{sG�ÓÖyzyxK��Ö}���u��zyxyß
����~{zy|£�ux�zy|Æ­{���u��zy��|�~(��z}x{�u� ~�zyx(xÕÔ Ï�v}~{t{��zyx Ø

$���|ux{�¨Ï���~�� Ò�vÍsG��t(���¹~{Þuvy��t{��zÍ�uz°Öy��t{�uz}x�z¦~�xw��| ��|�~�zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|'��� zyxwsG��ÖyzF� ~{zyÏ�suxyß���z �£�u���
~���zy|�~���� ��|uz�~�Þ�vy��tw��z°Öy��|�P ��t{Ï�z � �G��|ux���z�Öy��x���zQ�£�u��~{��zy|�~{x�sG��t��uzyx�xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx��u��xwÖytwá}~�z}xyß���zyx
� ��tw�u� P �����ux � ��z}xw~Ízy| P ��� ~��u|uz»��sgvyt{�Ó~�����| |G�Ó~{�ut{z}����zÓß ��|u�uvysgzy|��G��Ï�Ï�z}|£~���� ��|uz»v}Ò�z}|�~��uz}����z»���#�
Ï���~�z�Ö}�ã��xwx{� �T��z�z}~���� �u|uz���|�~�z}t{sutwv}~Ü� ~�����| ��v}��Ï�v}~�tw� �£�uzÍsg��xw~{vyt{��zy�utwz Ø Ý,��zy| �£�uz�|u��~{t{z°��|�~�v}t)(}~
x{����~��G��|ux�Ö ��x��!\�z}~���zyx�xwÔTÏ�v}~{t{��z}x  ­{���u��z}t�z¦~���zyx¹~�Þuv}��t{��zyx,�T����~���zy|�~�v}zyx ��|£~��u|uz ��|�~�z}t1�
sutwv}~Ü� ~�����|`��vy��Ï�v}~{t{� �T��z�ß$|u�Ó~���|ux����psG�Óx{x��Ó��z �T�&� ����z<� ��xÕ~�z � z¦~»|u���ux»zy|mt{z}|uÖy��|£~{t{z}t{��|ux��uz}x
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z<����Ï�su��zyx��R�u|uz��ã��tw��z�Öy�ã�Óx{x{z��uz�~{Þuvy��t{��z}xM�£�u��|�� ��|�~�sG��x �uz�����Ï���~{z�x{z}Ï�� ��Öy����x{xw� �£�uz ØTÚ zyx,~{Þuvy���
t{��zyx�sgzy� Ò�zy|�~Í~�����~��uz¹Ï�(yÏ�z(­w����zyt��u| t [���z��u��|ux��ã��Öy��|uxÕ~�tw�uÖ}~{����| �uzÆÖ}��|�OG���ut��Ó~{����|�x��uz¹�ã�
~�Þ�vy��tw��z��uz}x�Ö}��t{��zyx Ø

� Ö �Ó�ux{z �uz Ö}z�|u��� Ò�z �Ó��sG�Ót����u����Ï�z�ßN|u���ux¹xw��Ï�Ï�z}x�Ï�zy|uv}x* À�ã� �£�uz}xw~�����|`�uz ���µÖy����x1�
x{�#OGÖ � ~�����|*�uz}x ~�Þuv}��t{��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x �u���u��Ï�zy|�x{����|uzy����zyx Ø 7���|ux Ö}z}~w~�zµ~{Þuáyxwz ���(x{z}t�� �£�uzyxÕ~�����|
x{z}�u��z}Ï�z}|�~��uz}x�~�Þ�vy��tw��zyx�Öy��|�P ��t{Ï�zyx�t��Ó~{����|u|�zy����zyx}ßuÖyz}����z}x��u��|£~���z°|u��ÏÆ��t{z��&� v¦~Ü�Ó~{x�sutw��Ï�����twzyx
zyxÕ~;OG|���� v}Ò�z}|�~��uz}����z}Ï�z}|�~�s����ut,�u|�z�������áy�utwz�v¦~�z}|u�u�uz�sG�Ót,t��Ósus���tw~; �� � ������áy�utwz���z ä ��t���xw��t{� � Ø
7���|�x�Ö}z ÖÜÞG��s���~�twz�ßNx{z}Ö}~{����|LÐ Ø Ð ßN|u���ux°t���s�s�z}����z}t{��|�x°��zyx°t{v}x{�u� ~Ü�Ó~{x°zF� ��xw~���|�~�x�x{�ut°�ã� Öy����x{xw� O��
Ö � ~�����| �G�Ó|ux�Ö}z�Öy��xyßg|u��~���Ï�Ï�zy|�~(��z N�?G=\�V��
�E=� ��� A���� D@?GBU=	�C9<;��!�:E��+�P
=��� z¦~�� � ��s�su��� �T��zyt{��|ux  
�ã�¹Ö}��|uxw~{t{�uÖ¦~�����| ��zyx�Ï��T�uáy��zyx(�uz}x�Ö}��t{�uz}x��G�Ó|ux(�uzyx�Ò��Ót{��v¦~�v}x���z���tw���usgzyx � Ï�� ��áy��z}x�é ��é � Ø
7���|�x����»xwzyÖ¦~�����|ÀÐ Ø Ì»|u���ux(Öy��|ux{���uvytw��|ux��uzyx���t{��� P �����ux��uzÍÖyz}x�Ï�� �uá}��z}x Ø è ���ut�Öyz P ����twz�ßu���IzyxÕ~
��~{���^�uz:P ����t{z��u|`x{�utÕÒ����,�uzyxÆÏ��T�uáy��zyx�xw����Ï�� xw�utÆ�uz}xÆzyxwsG��Ö}zyx»Öy����t{�gzyxÆ��v}|uvyt{������ß$z¦~¹Ö%� zyxÕ~
sG��tR��� �T��z�|����ux Öy��Ï�Ï�z}|0�y��|ux Ø = ����~ Ö}zyÖy��Ö}��|uÖyz}t{|uz���z}x^Öy��tw�uzyx�P zytwÏ�v}zyxyß���zyxRÖ}��t{�uz}x"����Ò�z}tw~�z}x
P ����x���|�~�� � ���£­wz}~(�u�'ÖÜÞG��su� ~�twz�Ì Ø
à z°xw� ­wz}~�v}~���|�~�~{t{á}x�ÒÓ��xÕ~�z°z}~��ã�¹��� ~{~{vyt�� ~��utwzÍ��x{xwz�/�Ö}��Ï�su��á¦~�z�ß�Öyz°t���susgzy�¨xwzyt{��|uv}Öyzyxwx�����t{zF�

Ï�zy|�~�x{��Ï�Ï �Ó��t{z�z¦~�s���tÕ~�z}t���xw�ut���zyx(xwzy�u��zyx�|���~�����|ux(�u��|�~�|u���ux����utw��|ux���z}x{����| sG�Ót�����xw�u��~{z�ß
� Ò�z}Ö��uz}xRP t{v��£�uz}|�~�x�twzy|�Ò�����x������ twv+P v}t{zy|�Öyzyx Ø

� ��� � ������¡}�(§?§¨��� � � § ���:� �(§��(§ �'�°�,�(§ �"������� �(§

7���|ux Ö}z}~{~{z x{z}Ö}~�����|i|u���ux Ö}��Ï�su��v¦~�zytw��|ux |u�Ó~�t{z s�t{vyxwzy|�~Ü� ~�����|H��zyx Ï��T�uá}��zyx �uzÀé ��é
��|�~{t{�T�u�u��~{x��u��|ux����Lx{z}Ö}~�����| � Ø Ð Ø ��ß"z}|isut{v}x{zy|�~���|�~ � � ��Ö}~{����|Iß ��z}x Ö}���ut��Ó|£~{x Öy��|�x{zytÕÒ�v}x'z¦~ ��z
x{sgzyÖ¦~�twz Ø 2�����x?P z}t{��|�x��Ó~w~�z}|£~{����|� ¹�ã� �£�G��|�~{� OGÖy�Ó~�����| �uz����ÆÖy��|�xw~Ü�Ó|£~{z���z�Ö}���usu������z�z}~�Ï���|��
~�twzytw��|ux�����x{x{��Öy��Ï�Ï�zy|�~�z}|�~���twzyt �ã������Ï���~{z�x{zyÏ��#� Öy����x{xw� �£�uz�z}~�� � ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|���vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz Ø
@ |ux{����~�zÓßu|u����x�v}�ã��tw����tw��|ux"|u��x�Öy��|ux{���uvyt{�Ó~�����|ux? ¹�uzyx(z}x{sG��Ö}zyxK��Öy���u��z}x(su���ux,��vy|uv}t����'� ßGz}| v¦~����
�u����|�~���z}x�Ö}��|�~�t{����|�~�z}x�~���sg��������� �£�uz}x��£��� ���&P ����~�sutwzy|u��t{zÍzy|'Öy��Ï�s�~{z Ø

� ������� � � � ��� 
�� ��� � � � � ��� � � 
���� ��� � ��
 ��������� � � �

Ú ��|uxw���uv}t{��|ux"��� ������t{����z�Öy��x,��� �u|���t{���usgz G Ö}��Ï�sG��Ö}~yß£x{��Ï�su��z�z¦~�xw��Ï�su��z}Ï�z}|£~ Ö}��|u|uzF��z Øà � �ÓÖ}~�����| SWZW �u�iÏ�� �uá}��z'é ��é xw�ut G zyxw~ ~{zy����z �£�uz ��zyx�Ö}���ut{��|�~�x Ja �T������vy|�áyt{z}|�~
� � ������áy�utwz g =

à ��z (G) xw��|�~¹�uzyx�xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx��u�ÉxwÔTxÕ~�áyÏ�z Ø$à z}xÆÖÜÞG��Ï�suxÆ��z,P ��|u�`���ÉÏ��T�uá}��z�ß
Öy��Ï�Ï�z��ã�¹Ï�v}~�tw� �£�uz gµν ßG�u����Ò�zy|�~��u��|uÖ (}~{t{z°��|�ÒÓ��t{����|�~�x�xw���ux�� � ��Ö}~{����| �u�'��t{���us�zN »�����uÖÜÞ�zÖy��Ï�Ï�z  `�utw����~{z�ß,z¦~'���uxwx{��|u��|'���uz}��zy|uz}t{v}x ]�z}|«z<" z¦~ ß�� � zF����xw~{zy|uÖ}zÙ�&� �u|�zÙÏ�v}~{t{� �T��zÀ|u��|��
�uz}��zy|uz}t{v}zÆzyxÕ~��u|uz�Öy��|u����~�����|µ|�vyÖyz}x{x{����twz  �����sutw��sG����� ~�����| �uz}x�Öy��t{�uz}x�,!J B ¬ i�Ñ'. Ø è ����t��uz}x



O �`� 	 I X � QSRUT T#P ����� T�JLK XLRUT RUT � �<V!RUT V!I)JLK�� R T � �

��tw���usgzyx�xw��Ï�su��z}xyßNÖyz}x¹Öy��|��u��~{����|ux°x{sgvyÖ}� OGz}|�~* µ�u|6P ��Ö¦~�z}�ut�ÏÆ����~���su����Ö �Ó~{� P^sutwáyx¹��� Ï�v}~�tw� �£�uz
�uv<OG|u��zN ¹� � ��tw������|uz��uz G sG��t(�ã�QP ��twÏ�z���z.4���������|u�°x{�ut g

K(X, Y ) =
1

8πg∨
Trf(AdX , AdY ) � Ð Ø � Ø � �

� �C\ �ã��~�t{��Öyz�zyxÕ~��G��|�x,�ã�Ít{z}sut{v}x{z}|£~��Ó~�����| P ��|u�u��Ï�z}|�~Ü����z���z g z}~ g∨ z}xw~�xw��|�|u��ÏÆ�ut{z��u�G�Ó���uzÚ �L� z}~�z}t�� Ø 2���~���|ux�Ö}zysgzy|u�u��|�~Q�£�uz�s�����t���zyx°��tw���usgzyxÍ|u��|�� x{z}Ï��Rxw��Ï�su��z}x����$zF����xw~{z���� ����~{t{z}x
ÖÜÞu��� � sg��x{xw���u��zyxyßGÏ�zy|u��|�~  »�uz}x�Ï�� �uá}��z}x�é ��é �u�#" v}t{zy|�~{xf, J B ¬ i�Ñ�. Ø�à �»Ï�v}~�tw� �£�uzÍzyxÕ~�s�t{���
����|u��vyz? �~�����~ vy��v}Ï�z}|�~ g �u����t{����s�z(sG��tR~{t���|uxw�ã�Ó~{����| ß�z}~ |u���ux"���u��s�~{zytw��|ux^�ã��|u��twÏ �Ó����x{�Ó~�����|
x{����ÒÓ��|�~�z

gµν(X
µ
g , Y

ν
g ) = 〈Xg, Yg〉 = k K(g−1Xg, g

−1Yg)
� Ð Ø � Ø Ð �

�!\ k zyxw~$�u|uz�Ö}��|uxw~���|�~�z�xw�ut$�ã���T��zy����z"|����ux$twz}ÒT��z}|u�ut{��|ux$su���ux$������| Ø Ú z¦~{~�z�Ï�v}~{t{� �T��z,x{z}tw~^�Ó�ux{xw�
sg���ut��uv<OG|u��t��u|uz��u��x{z���tÕ~�Þu��|u��t{Ï�vyz��uz�� � ������áy�utwz g

Øuà �ÆÖy����t{�u�utwz�Ï�z}x{�utwv�sG��t�����Ï�v}~�tw� �£�uz
� Ð Ø � Ø Ð �"Ò�vyt{�#OGz�ßG�u��|ux(�u|uzÍ�G��xwz �T��zy��Ö}��|0�£�uz°�uzÍÖÜÞG��Ï�sux(�uz�Ò�z}Ö}~�z}�ut{x

Rµνσρ =
1

4
HµνγH

γ
σρ

� Ð Ø � Ø Ì �
�!\ Hµνσ

zyxw~��u|uz P ��twÏ�z��uz�t{��|u��Ì�x{�ut G � �u��|�~���zyx"��|u�u��Öyz}x,Ï���|�~�zy|�~,z}~��uz}x{Ö}zy|u�uz}|�~�� Ò�zyÖ����
Ï�v}~�tw� �£�uz �¦ßg��|�ÒÓ��t{����|�~�z. �����uÖÜÞ�zÆz}~  ��ut{��� ~�zÓßgz¦~��uv<OG|u��z�sG��t�����P ��twÏ�z°�uzÆt{��|u� Ì�|G�Ó~���t{zy����z
x{��t�� � �Ó����á}�ut{z

H(X, Y, Z) = −〈X, [Y, Z]〉 � Ð Ø � Ø Ñ �
@ | su��tw~{��Öy������z}tyß& '� � ��tw������|uz���z G ��z¹ÖÜÞG��Ï�s Hµνσ

Öy� � |uÖ}���uz�� Ò�z}Ö���zyxÍÖy��|�xw~Ü�Ó|£~{zyx°�uz�xw~�tw�uÖ<�
~���t{zÆ�uz�� � ������á}�ut{z�s����ut��uz}x�Öy�T��t{�u��|u|uvyz}x���tw~{Þu��|u��t{Ï�vyzyx ØI× �u|u�$�uz¹Ö}z}~w~�z¹Öy��|�OG���ut{�Ó~�����|À�uz
ÖÜÞG��Ï�sux}ßÓ��z,��tw���usgz,zyxÕ~R�u��|�Ö�x{������~�����|�������v��£�G�Ó~{����|ux��uz�Ï�����Ò�zyÏ�zy|�~ � � Ø Ì Ø Ð8B �5 ��u|�z,�g���uÖy��z Ø
Ú � zyxw~�zy|Àz<" z¦~���|uz�ÒÓ��tw��v}~{v ���C=;��
�
=� 
�E=�*��(*
=� ßuÖy��t�zy|Àsu���ux��uz �WÐ Ø � Ø Ì �(��|µ� ����x{x{� ∇µHµνσ = 0

Ø
$^­w����~���|�xN�£�uz���z}x�Ò��Ót{��v¦~�v}x°su��t�������v}����x{���u��zyx�xw��|�~°Öy��| ­wz}Ö}~{�ut�����zyÏ�zy|�~��uzyx°x{������~�����|ux  �~�����~�z}x
��z}x���tw�ut{z}x°z}| α′ �uz}x°v+�£�G�Ó~�����|ux��uz¹Ï�����Ò�zyÏ�zy|�~ β = 0 , Ý Ú � Q8��. Ø = ��� ~�z+P ����xyß�Öyz}Öy�R|uz»|u����x
��xwx{�utwz sG��x �£��� �u|iÏ��T�uá}��zµxw����Ï��L� Ò�zyÖ �u|uzµ~{zy����zµÖ}��|�OG���ut��Ó~{����|*zyxw~ z}| P ����~ �u|uzÀ~{Þuvy��tw��z
Öy��|�P ��t{Ï�zÀzF�u�ÓÖ}~�z Ø è ���ut ��zÀs�t{����Ò�zyt}ß����AP �Ó��~ su����~ [�~ t{z¦~�t{����Ò�z}t'� � �Ó����á}�ut{z �uz ä ��t���xw��t{�`�Ó�
|u� Ò�z �Ó� �£�G��|�~{� �£�uz Ø
à zyx�ÖÜÞG�ÓÏ�sux��u� Ï��T�uá}��z�xw����Ï���s�t{zy|�|uzy|�~Í��z}�ut{x�ÒÓ����z}�ut{x��u��|ux G ß Ö}zÆx{��|£~��uzyx�v}��vyÏ�zy|�~{x

g(z, z̄) �u� ��tw���usgz Ø @ | � ~�������x{��|�~��ã�¹Ï�v}~{t{� �£�uz �WÐ Ø � Ø ���¦ßu|u���ux(s���� Ò���|ux(v}Öyt{��t{z

SWZW =
1

2π

∫

Σ

dσdτ〈g∂ig, g∂ig〉 +
1

3π

∫

M
〈g−1dg, [g−1dg, g−1dg]〉. �WÐ Ø � Ø � �



�P� � �������
H

R 
 V!I�KGXLR T�� R�K ����RUTZX ���OT XLRUT RUT � �<V!RUT V!I � �	�<V�
,T

à � �ÓÖ}~�����| SWZW P ����~,��|�~�z}twÒ�z}|u��t���zy��� ~{zytwÏ�z}x�¯u��z�s�t{zyÏ���z}tyß �ux{�uz}� ßGz}xw~(� � ��|�~{vy��t{����z��u� ~�zytwÏ�z
Öy��|uv}~{� �£�uzÍx{��t����»xw�ut P �ÓÖyz��&� �u|���Ò�z}t{x Σ ����z��uzy��� ��áyÏ�z°~{zyt{Ï�z�ß��u� ~(�uzÍéLz}x{x1� � �uÏ���|u� � é � ��z}~
�£�u�£��vy|�vyt��Ó����xwz^��z^~�zytwÏ�z ��|�~{��xwÔTÏ�v}~{t{� �£�uz �u��Ï��T�uáy��z^x{����Ï � � � Ø � Ø Ð �©ß[zyxw~
� � ��|�~�v}��t��Ó��zR�u��ÖÜÞG��Ï�s
H x{�ut��u|uzÍÒÓ��t{��v}~�v M �uz�����Ï�zy|uxw����|'Ì Ø � �uz}����z�z}xw~�Öyz}~w~�zÍÒÓ��t{��v}~�v M z}~A�£�uzy��x�ÖÜÞG�ÓÏ�sux g Ô
x{��|£~��uv<OG|u��x��
à ��x{z}�u��z�Ö}��|�~�t{����|�~�z�x{�ut M z}xw~R�£�uz�xw��| ����t{��Ö}��� |uÖ}���uz��[Ò�zyÖ���z�su����|u��z}Ï�z}|£~,�uz Σ �G�Ó|ux

G ß,xw����~ ∂M = g(Σ)
Ø � �G��|�~ ���'�BÖÜÞG��Ï�sux g ß ����x�� ������~ x{��Ï�su��zyÏ�zy|�~���z � � z<�T~�z}|ux{����|B�uzyxÖy�T��tw�u��|u|uv}zyxÍ�u� �g��t{� g(Σ) Ò�zytwx°� � ��|�~�vytw��z}�ut��uz M Ø ¬ zy����| �ã� ~���s�����������z��uz G ßI�u| Öyz}tw~Ü�Ó��|

|u��Ï��ut{z��uzÆx{���ux1� Ò��Ót{��v¦~�v}x M P zytw��|�~�� � ��" ����t{z�]'Ï�z}|G��|�~  ��u|uz¹��Ï��u��������~�vÍ�uz SWZW �uzÆ�ã�
P ��twÏ�z

∫

∆M
H =

∫

M1

H −
∫

M2

H � Ð Ø � Ø 7 �

�!\ ∆M z}xw~
�u|uz�xwsuÞuáytwz S3 ØÓà ���uv+Ou|u��~{����|�Öy��twt{zyÖ¦~�z����ÆÏ��T�uá}��z��£�G��|�~�� �T��z��uz"é ��é �WÐ Ø � Ø � �¦ß
���ÍÏ��®Ô�zy|°�uzR� � z<� sg��|uz}|£~{��z}����z
�uz^� � ��Ö}~{����| eiSWZW ß ��Ï�s���� �£�uz��u��|uÖ��£�uz^� � ��|�~{vy��t{����z��uz^�ã�;P ��twÏ�z
H ��zÆt���|���Ì xw�ut�~�����~�z�x{suÞuá}t{z¹�uz G x{��� ~��u|ÀÏ��u��~{��su��z°��z 2π ßgÖ%� zyxÕ~ �� ���u��t{z.�T��z H xw����~��u|
vy��vyÏ�zy|�~(�u� ~�tw����xw��áyÏ�z���t{���usgzÍ�uzÍÖy��Þ���Ï�����������z��uz G Ø

H ∈ H3(G,Z) �WÐ Ø � Ø B �
7���|�Ö k z}xw~ �T�u��|�~�� Ouv�ß z¦~��u|�zÆ��|G�Ó��ÔTx{z��uzyx P �ÓÖ}~�z}�ut{x�|£�uÏ�v}t{� �T��zyx���Ï�su��� �£�uz �£�uz k ∈ Z

Ø B�|
��susgzy����z k ��z 9<E�
��	�CB �uz°�ã�Æ~{Þuvy��tw��z Ø @ | Öy��Ï�sG��t{��|�~ SWZW �[Ò�zyÖ���zÍÏ��T�uá}��z�x{����Ï�� SP Öyz¦~{~{z��|G�Ó��ÔTx{zÆ��Ï�s���� �£�uz����uxwx{���£�uz k zyxÕ~°t{zy����v���� t�� Ô���|Ù�u� ��tw���usgz G sG��t k = R2/α′ �I����|uÖ�ß� 
t�� Ô���|�O���vÓßG�ã�¹����Ï�� ~�z�x{z}Ï�� ��Öy����x{xw� �£�uz α′ → 0 �u�'Ï��T�uá}��z�xw����Ï��Æ�uz}ÒT��zy|�~ k → ∞ Øà �ÙÖ}��|u�u� ~�����| �WÐ Ø � Ø B �¹z}xw~��ã� sut{z}Ï���áytwz Öy��|�~�t{����|�~{z'~{��s���������� �£�uz  Ù��� sut{��su�����Ó~{����|p�uz}x
Öy��t{�uz}xÆx{�ut��uzyxÆz}x{sG�ÓÖyzyx¹Ö}���utw��z}xC�£�uz�|u����xÆt{z}|uÖy��|�~{t{��|ux Ø 2�� ~��utwzy����zyÏ�zy|�~ ßNÖ}zyxÆÖ}��|�~�t��Ó��|�~�z}x
x�� z<� sutw��Ï�zy|�~ zy|i~�z}t{Ï�zyx �uz}x ��t{����s�z}x �uz Öy��Þu��Ï�����������z�ß^��� ������t{�isG��t����ÉÖy��Þ���Ï�����������z ��z
�uz â ÞG��Ï �WÐ Ø � Ø B � �£�u�^z}xw~��u��twzyÖ}~{zyÏ�zy|�~°����vyz¹���'� P ��t{Ï�zyx��u�#" v}t{z}|£~{��z}����z}x�x{�utÍ� � z}x{sG��Ö}z<� Öy������z��
Ï�����x����ux{xw�^sG��t��ã��Ö}��Þu��Ï�����������z°�uz��,zyÖÜÞ �£�u�R��|uÖ}����~����ux{xw�^�uzyx P ��twÏ�z}x����TÖ ����zyxyß��u��|�~Í|u����x
z<� su��� �£�uz}t{��|ux(���Æs�v}tw~���|G��|uÖ}z�su����x(~���t{� Ø�Ú zyx�Öy��|�xw~�tw�uÖ}~{����|�x�xw��|�~�t{vyxw�uÏ�vyzyx��G��|�x , Ý,��t{Î�Ì'. Ø
à zyx�v��£�G� ~�����|ux��uz¹Ï�����Ò�zyÏ�zy|�~��uz¹� � ��Ö¦~�����| SWZW ��|�~��uz}x�x{������~�����|ux���z¹�ã�,P ��twÏ�z g =

a(z)b(z̄) �C\ a, b xw��|�~ �uzyx�P ��|uÖ¦~�����|ux^Þu������Ï���twsuÞuz}xR��t{����~�t{����twzyx Ø£Ú zyx x{������~�����|ux^����Ï�z¦~{~�z}|�~"��zyx
Öy���ut���|�~{x�Ö}��|uxwzytwÒ�vyx

J(z) = −k∂g g−1(z), J̄(z̄) = kg−1∂̄g(z̄) �WÐ Ø � Ø Q �
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8���zyxÕ~µ� ~�����z ��� vyÖytw��twzÙ��zyx Öy���ut���|�~{x z}|H~{zyt{Ï�zyx'��� �u|uzÙ�G��xwz {ta} �uz � � �Ó����á}�ut{z g ß J(z) =
∑
Ja(z)ta z¦~ �uz P �%�}��|i��|G�Ó��������z sg���ut J̄(z̄)

Ø,à z}x Ï��T�uzyx��uzyx Ja ß"�uv+Ou|u��x�su��t Ja(z) =
∑

n∈Z
z−n−1Jan

P ��t{Ï�zy|�~^������t{x��u|uz�twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����|¹�uz�� � �Ó����á}�ut{z,� ��|uz gk � � Ø Ð Ø Ð�� �N�uz�|u� Ò�z �Ó�
k ¯Ó� � ������á}�ut{z �uz�xÕÔ Ï�v}~{t{��z��u�¹Ï�� �uá}��z é ��é xw�ut G zyxw~^����|uÖ gk⊗gk

Ø�à ��xwÔTÏ�v¦~�tw��z�Ö}��|�P ��twÏ�z
zyxÕ~ ��x{xw�ut{v}z(sG��t$����Öy��|�xw~�tw�uÖ}~{����|¹��z ¬ �u��� æ,��t�� � � Ø Ð Ø Ð�Ð �©ßÓ����|�~^|u���uxRt{��susgzy����|ux$��Ö}������t{z}�ã�Ó~{����|
zy|�~{t{zÍ�ã�¹ÖÜÞG��tw��zÍÖyz}|£~{t�����z�z}~���z�|���Ò�zy���

c =
k dim(g)

k + g∨
� Ð Ø � Ø i �

â zyÏ���t)�£�u��|�x �T��z �G�Ó|ux �ã�É����Ï�� ~�z'��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz k → ∞ ß����pÖÜÞu��t{��z Ö}zy|�~�t{����z ~�z}|u�iÒ�zytwx
�ã� �u��Ï�z}|ux{����|����*��tw���usgz �u��Ï (g) �RÖ%� zyxw~ s����ut)�£�u����zy|m~�Þuv}��t{��z ��zyx Ö}��t{��zyx�|u���ux xw��Ï�Ï�zyx
��|�~{vyt{z}x{xwvyx xwzy�u��zyÏ�zy|�~�sG��t»��z}x»��t{����s�z}x��u��|£~���� ����Ï�zy|uxw����|pzyxÕ~ ��|�P vytw��z}�ut{z ���mvy������z� �[Î�ß
Öy��Ï�Ï�z SU(2) z¦~ SL2(R)

Ø 8���zyxÕ~ ��Ï�sg��tÕ~Ü��|�~ �uz |�zÙsu��x Öy��|�P ��|u�ut{z ���ÉxwÔTÏ�v¦~�tw��z gk
���

xwÔTxÕ~�áyÏ�z°z}~��ã�¹�u��Ï�zy|�x{����|'��z�� � z}x{sG��Ö}z<� Öy������z�ßGÖy��t(Öyz¦~{~�z°�uz}t{|u��áyt{z°|�� zyxÕ~�sG�Óx�x{��|ux���ÏÆ�u����� � ~{vyx
�G��|�x"��z�twvy����Ï�z?�£�G��|�~{� �£�uz��T�u| zF� zyÏ�su��z�zyxÕ~,��z�Öy��x,��� Ï�� �uá}��z�é ��é xw�ut SU(2) ��� |���Ò�zy���
k = 1 �!\ c = 1 ] Öyz}~w~�zÍ~�Þuv}��t{��z�z}xw~�zy| z+"�z}~���zÍ����x{��| Öy��Ï�sG��Ö¦~�� Ouv°xw�ut��u|µÖ}zyt{Ö}��z°�uz°t�� Ô���|
R =

√
α′ ßTz}~�� � z}x{sG�ÓÖyz<� Öy���u��z����u��|�Ö��u��Ï�zy|�x{����| � � s����ut,��zyx,|���Ò�zy����� ��|�~�z}t{Ï�vy�u������twzyx^���g|�� Ô��

sG��x(��� ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����| ��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz�� Ø
= ����~°Öy��Ï�Ï�z¹sg���utÍ� � ������áy��t{z¹�uz ä ��t���xw��t{��ßI|u���ux°sg����Ò���|ux���v+OG|u��tÍ�uzyx°v}~��Ó~�xÍsutw��Ï�����twzyx

Öy��t{t{z}x{sg��|u�G�Ó|£~°�Ó��� twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����|uxÍ��t{t{v}�u�uÖ¦~�������zyx��uz¹su����x�ÞG����~�sg�����ux |λ〉 �uz gk
Ø�
 | �uv<�

~����ut�sG��t����¹~{Þuvy��t{��z���zyx(t{z}sut{v}x{zy|�~��Ó~�����|ux��uz gk
z}xw~�Ï�����|�~�z}|G��|�~(|uv}Öyzyxwx�����t{z°s����ut��uvyÖ}t{��t{zÍ��z

x{sgzyÖ¦~�twz���s�����t��u| zF� s���xwv���v}~Ü�Ó������v�Ò�����t!, 7�� J i87�. Ø

� � ��� RUK��
J XOR K$R�� K �UT#R � 
 ��
,P>I��OT � à � P ��twÏ�z"�uzR4���������|��uß[t{z}xw~�twzy��|£~{zR ��ã��x{���uxK�
������áy��t{z��uz
Ú ��tÕ~Ü��| �uz gk

� ��vy|uv}t{vyz°sG��t k z¦~�sG��t���z}x�vy��vyÏ�zy|�~�x��uz Ú ��tÕ~Ü��| {H i
0
�uz g ßG� Ò�z}Ö i = 1, . . . , r

�!\ r = rang(g) �¦ß�P ���utw|u��~ �u|���xw��Ï���t{suÞu��x{Ï�z�zy|�~�twz�Ö}zy����z<� Öy�Gz}~"� � zyxwsG��Ö}z��uz}x,sg�����ux^�uz gk
Ø à z}x

sg�����ux � ��|uz}x"sgzy� Ò�zy|�~,�u��|uÖ (}~{t{z�vyÖytw��~{x"�G�Ó|ux"�����G��x{z {ωi} �uzyx"s������ux�P ��|u�u��Ï�z}|�~Ü�����¹�u�G���������� Öy��� t���Ö}��|uz}x��uz gk

λ =

r∑

i=0

λiωi ≡ [λi]
� Ð Ø � Ø �[Î �

2����uxÍ|u���ux°��|�~�v}t{z}x{x{��|ux��Ó��� sg�����ux�����|�~���zyx�Öy�Tz ��Ö}��zy|�~{x λi x{��|�~��uzyx°zy|�~���zytwx°|���|���|�vy���Ó~{� P x
]*��z}x's����ux ÞG��� ~�x s������ux}ß;P ��t{Ï���|�~ �u|Hzy|uxwzyÏÆ����z |u��~{v P k

+

Ø B�tyß���� ��sutwáyx'��z}x t{zy���Ó~�����|ux �uz
Öy��Ï�ÏÆ� ~Ü�Ó~{����| � � Ø Ð Ø Ð�������| sgzy��~�Ï���|�~�t{z}tA�£�uz k =

∑r
i=0 λia

∨
i
ßg�C\ a∨i x{��|£~��uz}x�Öy�Tz ��Ö}��zy|�~{xzy|�~{��zytwx �£�u��|uz �uv}s�z}|u�uzy|�~�sG��x¹��z k Ø 7��Ó|ux»��zyx¹Öy��x¹��z}xÆsu���ux¹x{��Ï�su��zyx}ß
Öy��Ï�Ï�z�sg���ut G =

SU(N) ßG��| � a∨i = 1 �G|u����x�|����ux(su�ã���y��|ux(�G�Ó|ux(ÖyzÍÖ ��x(sG�Ót��ã�¹x{�u� ~�z Ø



� O � �������
H

R 
 V!I�KGXLR T�� R�K ����RUTZX ���OT XLRUT RUT � �<V!RUT V!I � �	�<V�
,T

!$~Ü��|�~��u��|u|uv}z Ö}z}~{~{z�Ö}��|�~�t{����|�~�z�x{��t���z}x λi ß |����ux°Öy��|uÖ}���u��|ux.�£�uz P k
+
zyxw~��u| �:9���� �V(*
=�

� 9<EZØgà zyx�t{z}sut{v}x{z}|£~��Ó~�����|ux���zÆsu����x�ÞG��� ~�s������ux��uz gk
xw��|�~��u��|�Ö�ß Ö}��|�~�t{����twzyÏ�zy|�~����µÖ ��x���z

� � ������áy�utwz��uz à ��z g ß£zy|�|u��ÏÆ��t{zROG|u� Ø£à z�Ï�� �uá}��z��uz(é ��é �&� �u|���t{���us�z�Öy��Ï�sG�ÓÖ}~"���Ó����twx ��|
|u��Ï��ut{z?OG|u�g��� v}~Ü� ~�x,s�t{��Ï�����t{zyx}ß�ÖyzA�T����z}|:P ����~ �u|�z�~�Þ�vy��tw��z�t��Ó~{����|u|�zy����z Ø£à ��Ö}��|uxÕ~�t{��Ö}~�����| ��z
¬ �u���[æ,��t{����xwx{�utwz �£�uz�Ö}zyx�v¦~Ü�Ó~{x"xw��|�~�����x{x{�gsutw��Ï�����twzyxRsG��t t��Ósus���tw~; �� � ������áy�utwz��uz ä ��t{��x{��tw�uß
� Ò�z}Ö��uz}x(s������ux�Öy��|�P ��t{Ï�zyx

hλ =
(λ, λ+ 2ρ)

2(k + g∨)
� Ð Ø � Ø � � �

8�Öy� ρ = [1; 1, . . . , 1] z}xw~���| vy��v}Ï�z}|�~���Ï�sg��tw~���|�~���z P k
+
ßI��s�s�z}��v���z�Ò�zyÖ}~{zy�ut���z�éLz¦ÔT� ØIà � zy|��

x{z}ÏÆ�u��z P k
+
zyxÕ~��u|À����Ï �Ó��|uz P ��|u�u��Ï�z}|�~Ü���Nsg���ut�� � zy|uxwzyÏÆ�u��z��uz}x�sg������x�z}|£~{��z}t{x���z gk

��~�����~
����~{t{z¹sg������x�zy|�~���zytÍ���u|�z���Ï �Ó��z�z}| P k

+
sG��t�� � ��Ö¦~�����|À�u� ��t{���us�z¹��zÆéLz¦Ô � Ø 8��$xwz�sgzy� ~ �T��z

�uz}��� v¦~Ü�Ó~{x�����z}|�~���z�Ï,(}Ï�z�s������ux,Ö}��|�P ��twÏ�zÓß �u��|ux���z+�£�uzy��Ö ��x�����x"x{��|�~ D@?G9��/B�4CBh��� z¦~��uvy|���~�v}x
λ z¦~ λc Ø 7��Ó|ux^su���uxw��z}�ut{x^Ö �Óxyß�Öy��Ï�Ï�z�sg���ut g = so(4N) ß�~����ux^��zyxRv}~��Ó~�x^xw��|�~,�Ó��~���� Öy��|®­w�u��vyx Ø

2�����x°sg����Ò���|uxÍÏ�����|�~�z}|G��|�~�v}Öyt{��t{z»�ã�:P ��|uÖ}~{����| �uz»sG�Ótw~�� ~�����|À�u� Ï�� �uá}��zÆ��z»é ��é x{��t
gk
ØTà z(x{sgzyÖ¦~�t{z���|�Öy��� ~R~����ux ��z}x^v}~Ü� ~�x �G��|ux P k

+
Öy����su��v}x"�Ó����v}~��Ó~�x^Öy��| ­w�u���uv}x Ø @ |�~{zyt{Ï�zyx �uz}x

Ö �Ót���Ö¦~�áytwzyx(�uz gk
ß

ZWZW
gk

=
∑

λ∈P k
+

χλ · χ̄λc(τ) � Ð Ø � Ø �®Ð �

Ú z}~w~�z P ��|uÖ}~{����|��uz�sG�Ótw~�� ~�����|»zyxw~��u��~{z��uz D@?G9��/B84��CE=�,?G9 A�� D����C=$4�� �£�G��|�x,��z}x,Öy��x��!\��ã��Ö}��| ­w���
������x{��| �uz�ÖÜÞG��tw��z�zyxÕ~�|���|�� ~{t{� Ò ������zÓß£��� zF� ��xw~{z��u| ��|�ÒÓ��t{����|�~�Ï�� ���u�ã����t{z��u� "�vytwzy|�~(�!\ ��zyx�v}~��Ó~�x
x{��|£~ Ö}���usu��vyx^�u�ã�Ó����|G����zyÏ�zy|�~ ß Z =

∑
χλ · χ̄λ

ØTÚ z}���G��Öy�gx{��|£~"��s�s�z}��vyx^��|£ÒÓ��tw�ã��|�~{xRÏ��T�u�u������twzyx
�u��������|G�Ó��� Ø,Ú z}x �uz}���*Ö ��x�x{��|�~ ��zyx�z<� zyÏ�su��z}x ��� ��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�x�Ï�� �u���ã����t{zyx»��zyx�su���ux�x{��Ï�su��zyx
�£�uzÍ|u���ux(twzy|uÖ}��|�~�t{z}t{��|�x�sG�Ót��ã�Æx{����~�z Ø�à zy�ut���|£ÒÓ��tw�ã��|�Öyz�Ï�� �u���ã����t{z��uvyÖ}���u��zÍ�u� P ��� ~R�£�uzÍ��zyx
Ï��Ó~�tw��Öyz}x S, T �uv}Öytw��ÒÓ��|�~,��zyxR~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����|uxRÏ�� ���u�ã����t{z}x$�uzyx Ö �Ót���Ö¦~�áytwzyx χλ x{��|�~"�u|u��~�����twzyxz}~M�£�uz�� � �ÓÖ}~�����|»�uz����°Ö}��| ­w�u������xw��|���z�ÖÜÞG�Ót{��z�Öy��|uxw��xÕ~�z  Ízy| sut{z}|u�ut{z���z(Öy��Ï�su��á<� z�Öy��| ­w�����uv Ø
2����ux(t{z}~{���utw|uzytw��|ux  ¹�ã�¹Öy����x{xw� OGÖy�Ó~�����| �uzyx(��|£ÒÓ��tw�ã��|�~{x�Ï��T�u�u������twzyx�� Ò�zyÖ°xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx gk �G��|�x�ã�Æs�t{�TÖÜÞG����|�z�x{zyÖ¦~�����| Ø

� P � P 
,R T#R � P � V
Q
�<T�T#P M JLR R 
 P � 
,R�K � K � 
 ��
$PSI�� � ��I���� 
,KGP M JLR � $NÒÓ��|�~$�uz"Öy��|�~{��|£�uzyt}ßÓ��zy���
t{z}Ï �Ót)�£�uzyx(xw��|�~�� ~�����zyx ØGà � �u|�z�z}xw~ �£�uz�ß�Öy��Ï�Ï�z�s����ut�~���� ~�z�~�Þuv}��t{��z �T�u��|�~�� �£�uzÓßG�ã�¹�uz}x{Öytw��s��
~�����|B�uzÙ�ã�L~{Þuvy��tw��z � Ð Ø � Ø �®Ð � su��t � � ��Ö}~{����| SWZW zyxÕ~ ÒÓ�������u��zµx{zy����zyÏ�zy|�~'�G��|�x'���`����Ï���~{z
x{z}Ï�� ��Ö}�ã��xwx{� �£�uz k → ∞‡1 Ø 7���|ux°Öyz¦~{~{z�����Ï���~�zÓß���zyxÍ��xwÖy�����ã�Ó~{����|�x �£�G��|�~�� �£�uzyxN�£�u��P ��t{Ï�zy|�~°��z

‡1  R�����M1 :#"�-9�3��"$>?�$��� ) ���@�$/ 02C	�!�O���?��0 ���%>?�%���I�L/ � � �I�7���!�#� ��"�� ��> � :D0 � ��� 
 -$02: k ���7�M'���0��	�#���A" � ��� � � "���:#�%�&�
-9�	��;=��:#>?��� *
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x{sgzyÖ¦~�twz � Ð Ø � Ø �®Ð ���u��� Ò�z}|£~.(}~{t{z�t{zys�t{�T�u�u��~{zyx�sG��t°�uzyx�ÖÜÞG��Ï�sux�xwÖ ��������twzyxÍx{�ut G ß�Ö�� z}xw~ �� ������t{z
sG��t^�uz}x P ��|uÖ}~{����|uxRxw�ut G ØTÚ � zyxÕ~�z}|�z<" z¦~,Ö}zA�£�u��x{z�sG��xwx{zÓßTxwzy����|���z�~�Þuv}��t{á}Ï�z��uz è z¦~�z}t1� é z}ÔT�Wß
�£�u�Nz<� sutw��Ï�z°��zyx?P ��|uÖ¦~�����|ux(x{�ut��u|µ��t{���usgzÍzy|'~�zytwÏ�z}x���z�xwzyx�twzysutwvyxwzy|�~Ü�Ó~{����|�x���twt{v}�u�uÖ}~{���u��zyx
�uzÍsu���ux�ÞG����~�sg������x

Fonct(G) ∼ ⊕R∈RepR ⊗Rc � Ð Ø � Ø �[Ì �
è ���ux'��v}|uvyt{����z}Ï�z}|£~yß�� � z}x{sG�ÓÖyzL��zyx P ��|�Ö}~�����|ux'x{�ut � � zyxwsG��ÖyzF��Ö}���u��z ��� �u|uz ~�Þuv}��t{��z Ö}��|�P ��twÏ�z
P ��twÏ�z � �u|�z�sG��tÕ~���z��uz � x{��|�x{sgzyÖ¦~�t{z��u��|ux,��������Ï���~�z�xwzyÏ��#� Öy�ã�Óx{x{� �£�uz Ø 2����ux,�u��x{��|�x,�u|uz�sG��tw~{��z
su�u��x)�£�uz�� � zyxwsG��Öyz��uz}xNP ��|�Ö}~�����|uxÍ|uz�s�z}��~�sG��xÍ��|uÖ}���utwz»��zyxÍv¦~Ü�Ó~{x°ÒTt{������vyx Ø¨Ú z}~{~{z�Öy��t��ÓÖ}~�v}t{��x�� �
~�����|'s�z}��~�sG�Ót P ����x (¦~�twz���~{����zÍ�G�Ó|ux�����Ï�zyxw�ut{z��!\µxw����Ò�z}|�~Í� � zy|uxwzyÏÆ�u��z���zyx�v¦~Ü�Ó~{x�|u��|�� ÒTt{������vyx
sutwvyx{z}|�~�xÆ�G�Ó|uxÆ�ã� ~�Þ�vy��tw��z�x{���»~* '�uv}~{zyt{Ï���|�zyt°��z�x{sgzyÖ}~{t{z�Ö}��Ï�su��z¦~�sG�Ót��uz}xÆÖy��|u�u��~{����|�x��uz
Öy��Þuvytwzy|uÖ}z.�£�uzÍ|u����x�t{��susgzy����zytw��|ux��u��zy|�~ [Ó~ Ø
è ��t�Öy��|�~{t{z�ß Öy��Ï�Ï�z^|u���ux�� � �[Ò���|uxNÒT�¹� Ò�zyÖ,� � z<� zyÏ�su��z^�u��Ï��T�uáy��z SU(2)1

ß®�G��|�x
��z^twvy����Ï�z
�!\ k z}xw~$sgz}~{��~yß[Ö%� zyxw~
� � ��|�~�z}t{sutwv}~��Ó~�����|�Ï�(yÏ�z^�uz,� � z}x{sG�ÓÖyz<� Öy���u��z��£�u�Tzyxw~
Ï���x{z^zy|�Ö ����x{z ]�Öyz �T���
Öy��|£ÒT��zy|�~M °����~�Þuv}��t{��z��uzyx Öy��tw�uzyx}ß£s�����tR�ã�%�£�uz}����z,�u|�~{zy�Gtwvy����Ï�z�Ö}��t{twzyx{sg��|u�, Í�ã����t{�[ÒT� ~Ü�Ó~{����|
�£�G��|�~�� �£�uz Ø

� R T ��K$I)J � RUTZV!I���� �<V�
$T �	�OI�� T�P � � QSR � R � 
 V!I�� �OR!� RUT Y�QSR V��<T XLR
SO(3)

� Ú ��Ï�Ï�z
�������uxÕ~�t{�Ó~�����|Æ�uz�Öyz}x,����vyzyx}ß s�t{zy|���|ux,��z(Ö ��x �uz G = SO(3)

Ø£Ú z���tw���usgz�|&� z}xw~"sG��x,xw��Ï�su��z}Ï�z}|�~
Öy��|u|uz<� zÓß�v¦~Ü��|�~��uv+OG|�� Ö}��Ï�Ï�zÍ��z �£�u�Ó~���z}|�~��uz SU(2) sG�Ót�� � ��Ö¦~�����|  ����Ó�uÖÜÞuz°�uz�xw��| Öyzy|�~{t{z
Z2 = {e,−e} Ø¨à � z}x{sG��Ö}z¹�uzyx P ��|uÖ}~{����|ux�x{�ut SO(3) zyxÕ~ P ��t{Ï�vÆ�uz�Öyzyx P ��|�Ö}~�����|ux�x{�ut SU(2)
�£�u��x{��|£~���|£ÒÓ��tw�ã��|�~{zyx¹sG��t»� � ��Ö¦~�����|`�u� Z2

ß f(g) = f(−g) Ø Ú zyx P ��|uÖ¦~�����|ux»Öy��twt{z}x{sg��|u�uz}|£~
������twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����|ux"�uz su(2)k

�u��|�~���zyx s������ux x{��|�~�����ÒT��xw���u��zyx^sG��t"�uzy��� ��z}|�sG��tÕ~���Öy�u����zyt}ß���z
|u� Ò�z �Ó� k �u����~?(}~{t{zÍsG����t�sg���utR�£�uz°Öyz}~w~�z�~�Þ�vy��tw��z�z<� ��xw~�z Øà z,P ��� ~Q�£�uz k x{����~�sG����t��À����x{x{�"�u|uz ����~�twz ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����| ��vy��Ï�v}~{t{� �T��z Ø è ����tC�£�uz���z
Ï�� �uá}��zÍx{����Ï���su����x{xwzQ(¦~�t{z��uv+Ou|u��xw�ut�� � z}x{sG�ÓÖyzQ�£�u�Ó~���z}|�~ ßg|u��|Àxwzy�u��zyÏ�zy|�~�����Ï�v}~{t{� �£�uz°z}~���z
ÖÜÞG��Ï�s H ������Ò�zy|�~R(}~{t{z�����zy| �uv+OG|���x � Öyz �£�u��zyxw~(��z�Öy��x�su����x)�£��� ����x,xw��|�~��u�#� ��|�ÒÓ��t{����|�~�x �¦ß£Ï �Ó��x
�ã�C�£�G�Ó|£~{� OGÖy�Ó~�����| �uzÍ�ã��~{t{����x1� P ��t{Ï�z��u��� ~����uxwx{�3(}~{t{zÍt{z}x{sgzyÖ¦~�vyzÓß�Ö}z �T���¨��Ï�su��� �T��z �£�uz k �u����~
(}~{t{z sG�Ó��t Ø
Ú z t�����x{��|�|uzyÏ�zy|�~¹x+� ��s�su��� �T��z  À~����ux���zyx¹��t{���usgzyx¹xw��Ï�su��z}x�z¦~»|u��|px{��Ï�su��zyÏ�zy|�~
Öy��|u|uz<� z}x Ø è ��t^z<� z}Ï�su��z�ß�sg���ut^�u|�Ï��T�uá}��z�é ��é xw�ut PSO(N+1) ��z�|u� Ò�zy��� xwz�������~^��� (}~{t{zÏÆ�u� ~���su��z��uz N ßGÖy��t PSO(N + 1) = SU(N)/ZN

Ø

B�|*sgzy��~����ux{xw��Ö}��|uxw���uv}t{zyt��uzyx,�£�u��~���zy|�~�x�sG��t��uzyx ��t{����s�z}x�OG|���x s����ux���t��Ó|u�ux��T��zÀ��z
Öyz}|�~�t{z Ø @ | z+"�z}~yß SO(3) z}xw~���| Ö ��x"sG��tw~{��Ö}�u����zyt^��� �u|uz P ��Ï�������z���z�Ï��T�uá}��zyx �£�u� � zy| ��vy|uv}t���� �
|uz�xw��|�~¹su���uxÆ�uz}x�ÒÓ��t{��v}~�v}xÆ�uz���t{���usgzyx�Ï ����x�sg���ut���z}x)�£�uzy��xÆ��|p�µ|�v ��|uÏ�����|ux���� ~�zy|£�`�u|�z
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,T

�uz}x{Öytw��s�~{����|*z<����Ö}~{z , ×µ× ¬ Î �e.Wß=, Ý,��tÕéHÎ�Ì�.�z}~ ��~{������x{v}z z}|B~�Þuv}��t{��zµ�uz}x Öy��tw�uzyx ,!- è ¬ i�Ì'.Æ¯"���
x�� ����� ~��uz}x�z}x{sG��Ö}zyx��uzÍ��z}|£~{������zyx

Ln = SU(2)/Zn
� Ð Ø � Ø � Ñ �

7���|�x��ã�Ùx{zyÖ¦~�����| x{����ÒÓ��|�~�zÀ|����ux Ö}��|uxÕ~�t{����x{��|ux���z'~�z}t{Ï�zµ�uzµé zyxwx�]�� ��Ï���|u�Lsg���ut�Öyzµ~�ÔTsgz
�uz �£�u��~{��zy|�~{x���z ÒÓ��tw��v¦~�vyx¹��z'��t{���usgzyx Ø 2�����x�Ï���|�~�twzytw��|ux»zy|uxw�u��~{z �T��z Ö}zyx»Öy��|�xw~�tw�uÖ}~{����|�x
Öy��t{t{z}x{sg��|u�uz}|�~�z<" z}Ö}~�� Ò�z}Ï�z}|£~A ¹�uz}x�~{Þuvy��tw��z}x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx(z<����Ö¦~�zyx Ø

$ ÒÓ��|�~R��z,Öy��|£~{��|£�uz}tyß���|¹Ï���~�x{��t$��z}x
Ï�� �uá}��z}x��uz"é ��é x{�ut$��zyxR��tw���usgzyx
|���|���Ö}��Ï�sG��Ö}~{x Ø
à z�Ö �Ót���Ö¦~�áytwz OG|u� �uz�� � zyxwsG��Ö}z Fonct(G) z}| ÞG����~yß�z¦~��ã��t{�Ó~�����|G������~{v���z��ã��~{Þuvy��t{��z�Öy��|�P ��t{Ï�z
Öy��t{t{z}x{sg��|u�G�Ó|£~{z�ßTx{��|�~,�u�ux� Í�ã�ÍÖy��Ï�sG�ÓÖy��~{v(�uz G Ø 2���x Öy��|ux{���uvyt{�Ó~�����|ux x{zyÏ��#� Öy����x{xw� �£�uzyx^|u���ux
��|��u� �£�uz}|£~��u��|�ÖC�£�uz�sg���ut��u|À��tw���usgz�|u��|'��Öy��Ï�sG�ÓÖ}~���z°x{sgzyÖ}~{t{z¹�Ó�ut����Ó�ÀÏ�����|ux(�u|uz�sG��tw~{��z
Öy��|£~{��|£�uz Ø
à zyx�~�Þuv}��t{��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x�|u��|Ét��Ó~{����|�|uzy����zyx}ß¨Öy��twt{z}x{sg��|u�G��|�~* �uzyxÆ��t{���usgzyx�|u��|��
Öy��Ï�sG�ÓÖ}~�x}ß�x{��|�~'�gz ���uÖ}���us«su���ux Ö}��Ï�s���� �£�uv}zyx �£�uzÙ��zyx�~{Þuvy��t{��z}x t��Ó~{����|u|�zy����zyx �u��|£~'����zyxÕ~
�£�uzyxÕ~�����|É��Ö}� � ��zyx�su����x�x{��Ï�s���zyx°��� zy|�~�twz zy����zyx}ß�Ö}��Ï�Ï�z SL(2,R) ß P ��|�~Æ��� ­w���utw��� ÞT���,� � ���T­wz¦~��� �u|L~{t�� ÒÓ����� ��|�~�z}|ux{zÓß
����t{��z}Ï�z}|�~�sG�Ót{Öyz:�T��z�Öyz���t{���usgz z}|`sG��tÕ~���Ö}�u����zyt°�µ�u|�z ~�twáyxÆ��t{��|u�uz
��Ï�sg��tw~���|uÖyz�zy| ~�Þuv}��t{��z��uzyx(Öy��t{�uz}x Ø

� ������� � � � ��� 
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���� � ��� � � � � � � � 
 � ��
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2�����xÍ�[Ò���|ux°t{z}Ï ��t �£�uv�ßI����t{x��uz»�ã� sutwvyxwzy|�~Ü�Ó~{����|Ù�u� Ï�� �uá}��zÆ��zÆé ��é �WÐ Ø � Ø � ��x{�utÍ�uz}x
��tw���usgzyx Öy��Ï�sG��Ö¦~�x x{��Ï�su��zyxyß£��z�t [���z��uz��ã��~���sg����������z���z�� � zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z(�G��|ux"�ã�Í�uv+OG|���~�����| ���
~�z}t{Ï�z��uzÆé zyxwx1� � �uÏ���|u�uß�|u��~���Ï�Ï�z}|£~�s����ut��ã���£�G��|�~��#OGÖ �Ó~{����|µ�u� |u��Ò�z ��� Ø à zyx�Ö}��|�~�t��Ó��|�~�z}x
t{v}x{�u� ~Ü��|�~{zyx°�uz����'�g��|u|�z��uv<OG|u� ~�����| �uz�Öyz�~�z}t{Ï�z�ß¨Öytw�uÖy�����^s����utÍ�ã� xwÔTÏ�v¦~�tw��z»Öy��|�P ��t{Ï�z����
Ï�� �uá}��zÓß
x{��|£~��uz'|G�Ó~{�ut{z �u�#" v}t{z}|£~{z x{zy����| �T��z'� � z}x{sG�ÓÖyz<� Öy���u��z z}xw~��u|���t{���usgz x{��Ï�s���zyÏ�zy|�~
Öy��|u|uz<� zÓß$|u��|px{��Ï�s���zyÏ�zy|�~�Öy��|�|uz<� z Ò�����t{z�|���|���Ö}��Ï�sG��Ö}~ Ø 8�Ö}��|u���ux¹|����uxÆ��|£~{vytwzyx{xw��|ux� À�ã�
�uv<OG|u��~{����| ��� ~�z}t{Ï�z��uzÍé �Ù�G��|�x���zyx�zyx{su��Öyz}x�Öy��Ï�sG�ÓÖ}~�x(z¦~���zy�utR�£�u�Ó~���z}|�~�x Ø 2����ux(Ò�zytwt{��|�x
zy|�x{�u� ~�z*�£�uz»s�����t��u| Ï�(yÏ�z¹zyxwsG��Ö}z�Ö}���u��z¹Öyz¹~�z}t{Ï�z¹|�� z}xw~�sG��xÍzy|Ù��v}|uvyt{���R�uv+Ou|u�R�uz P �%�y��|
�u|u� �£�uz Ø
Ú ��|uxw���uv}t{��|ux���� ������t{�Ù�u|uz�ÒÓ��tw��v¦~�v��T��zy��Ö}��|0�£�uz M ÏÆ�u|u��z»��� ��|uz Ï�v}~{t{� �£�uz g Ø�Ú ��Ï�Ï�z

� � ��|��u� �£�uz}|£~ ��zyx v��£�G�Ó~{����|ux"�u��Ï�����Ò�zyÏ�zy|�~,����Ï��T�uá}��z(x{����Ï ��� Ð Ø � Ø � �©ßTxw����z�~{zy|uxwzy�ut"�uz â ��Ö}Öy�
�uz g zyxw~�|u��|���|£�u�Wß
���MP ����~¹��|£~{t{�T�u�u��t{z���� ����~{t{z}x�ÖÜÞu��Ï�s�x�xw�ut M s����ut �£�uz M su�u��x{xwz (}~�twz
� � zyxwsG��Ö}z Öy������z �&� �u|�z ~{Þuvy��t{��z Öy��|�P ��t{Ï�z Ø 7���|ux¹��z Ö ���utwz �uz �ã�ÀÖ}��t{��z ����xw��|u� �T��z�ß$���"zF����xw~{z
su���ux{��zy�utwx sg��xwx{��������� ~�v}xRs�����t ��z(ÖÜÞu���#����z�Ö}zyx,ÖÜÞu��Ï�s�xyß£x{��� ~ � � ��|�~�tw� �u��Ö}~�����|¹��� �u|uz P ��t{Ï�z H ��z
t��Ó|u��Ì ß xw����~ �u�������ã� ~���|Iß�x{��� ~,��� �u|uz�Öy��Ï��u��|G�Ó��x{��|��uz}x,�uz}��� Ø 2����ux,v¦~��u����zytw��|ux"Öyzyx"x{������~�����|ux
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sgzytw~{�ut{�u�Ó~�� Ò�zyx �G��|�x
��z^ÖÜÞG�Ósu��~{t{z Ñ�Ï�����xNsg���ut P ����twz ��z^Öy��|�~Ü�ÓÖ}~
�[Ò�zyÖ���zyx Öy��|�xw~�tw�uÖ}~{����|�x�zF�u�ÓÖ}~�z}x
�uzÍ�ã�ÆxwzyÖ¦~�����|'s�t{vyÖ}vy�uz}|�~�z�|����ux(Öy��|�x{����vyt{��|ux(��Öy� �uzyx�ÒÓ��t{��v}~{vyx M ÏÆ�u|u��zyx(���uxwx{�N��� �u|uz P ��twÏ�z
H ßu���%�£�uzy����z�su��t���z}x(��t{����Ï�z}|£~{x(xw~Ü�Ó|u�G��tw� z}xw~ �£�G��|�~��#OGvyzÓß H ∈ H3(M,Z)

Ø
= ����~�z<P ����x}ßg��zyx���tw���uÏ�zy|�~�x�xw~���|u�G��tw�À��xwx{z+/�t��Ósu���uz}x����µsutwzyÏ���zyt(ÖÜÞG�Ósu��~{t{z°��|�~�����|u��twv°��|

Öyz}tw~�����| |u��Ï��ut{z��uzÍxw�u��~������ ~�vyx��&� ��tw������|uz�~{��sg��������� �£�uz�z¦~�����x�|�z°xw��|�~�su���ux�Ö}��t{twzyÖ¦~�x��G��|ux(�uz}x
ÒÓ��t{��v}~{vyx°�u��|�~���� ~{��sg����������zÆz}xw~Æs����ux°Öy��Ï�su��� �£�uvyz Ø @ |Éz+"�z}~yß�� � ���£­wz}~ ��P ��twÏ�z H �uz t{��|u�µÌ �
�uv}x{����|uz ��|*zy|�x{zyÏ��u��z �uz ����|u|uv}x Öy��|u|£� zy| × �Ó~�Þ�vyÏ��Ó~�� �T��zyx�x{���ux���z |u��ÏÛ~{zyÖÜÞu|�� �£�uzÀ�uz
D 
2������� A�� D@?��<?�� ?�
 ?	4CE$� A�� 9 � 
�E24C9"� A�� A��$4C=D��� ; = ?GE=�¦Ø 
 |L|u��Ï su���ux�Ö}��Ï�ÏÆ�u|Lz}|LsuÞ�ÔTx{� �£�uz
zyxÕ~,Ö}zy���u�G�uz 4��:= ( �¦Ø£à z�sutw���u��á}Ï�z�xwz�twvyxw�uÏ�zA �Öyz �£�uz���z�~�zytwÏ�z(�uz(é zyx{xK� � �uÏ���|��uß��£�u��x�� vyÖ}t{��~
x{ÖÜÞ�vyÏ��Ó~�� �T��zyÏ�zy|�~

ei
R

ΣX
∗(d−1H) � Ð Ø � Ø �6� �

�!\ X : Σ → M z}xw~¹��z su����|u��z}Ï�z}|£~��uz����µx{�ut1P ��Öyz ��� ��|u��Ò�zyt{x¹�u��|ux M ß
��Ï�su��� �£�uz»�ã�µxws�vF�
Öy�#OGÖ � ~�����|`��� ��|uz �uzy���G� P ��t{Ï�z s���~{zy|�~���zy� � B = d−1H � �u��|�~»���DP ��t{Ï�z���|u���u��~{z sG��t Xµ(z)x{z}t���� ~°��|�~�v}��t{v}z�xw�ut Σ � s�����t���zyxÍÖy��tw�uzyx�����Ò�z}tw~{zyx���� P ����~����uxwx{� x{sgvyÖy�#OGzyt��u|uz*P ��t{Ï�z A ��z
t��Ó|u� �Æ~�z}����z.�£�uz�ß � A = d−1B

� ß x{�ut X(∂Σ)
Ø > ��twÏ���x �£�uzy� �£�uzyxÍÖ �Óx�x{��Ï�su��zyx���zyx P ��twÏ�z}x B

z}~ A |uz�x{��|�~(sG�Óx��uv+OG|���zyx�x{��|ux(��Ï��u��������~�v}x,sG�Ót��ã��xwzy�u��z P ��t{Ï�z H ØGÚ zyÖ}�It��Ósus�z}����z��uz�� � z<" z¦~
Ý,��Þ�Ï*� $�ÞG��tw��|u�[Ò�zy|'vy��z}Ö}~{t{�T��ÔT|G��Ï�� �£�uz �£�G��|�~�� �£�uz Ø
è ����t��u��|u|uz}t(�u| x{zy|�x��Ó� ~{zytwÏ�z���z�éLz}x{x1� � �uÏ���|u�
�WÐ Ø � Ø �6� �"��� P ����~��u��|uÖ�t{z}����t{��zyt�Öyz¦~{~{z

xw~{t{�uÖ¦~��utwz �uz su���uxÆsutwáyx Ø @ |p��v}|uvyt{������x���|�~Æ��z�Ö �Óx¹��� ��| Ou�ut{v ������|uzÓß���|`�uv+OG|���~¹�uz}x P ��t{Ï�zyx
Bi
�uz�t���|��µÐ x{��t��uz}x�����Ò�z}tw~�x {Oi} P ��twÏ �Ó|£~Í��|Lt{z}Öy��� Ò twzyÏ�zy|�~�x{����x��ÓÏ�Ï�zy|�~ OG|L��z M ß

~�z}����zyx �T��z dBi = H �G��|ux Oi
z}~ �£�uz Bi − Bj = dAij

x{��|�~���zyx P ��twÏ�z}x�zF�u�ÓÖ}~�z}x��uzÆt{��|u��Ð
x{��t Oij = Oi ∪ Oj

Ø¨à zyx P ��twÏ�z}x Aij �uz»t���|u� �»�u��� Ò�z}|£~°z}|uÖy��twz*(}~�twz¹�u��z}| �uv+OG|���zyxÍxw�utÍ��zyx~�tw��su��zyxÍ��|�~{zyt{xwzyÖ¦~�����|ux Oijk
ß Ö�� z}xw~1�K � �u��twz Ajk − Aik + Aij = ig−1

ijkdgijk
s�����t��uz}x.P ��|�Ö}~�����|ux

�uzÆ~{t���|uxw��~{����| gijk  ��uz}x�Ò��Ó��zy��t{x��G�Ó|ux U(1) ~{zy����zyx �T��z gjklg−1
iklgijlg

−1
ijk = 1

Ø à ������|u|uv}z���z
(gijk, Aij, Bi)

ßusg���ut(�u|'�Ó~{�ã��x {Oi} ßG�uv<OG|u��~(���¹��zytw��zÍ��xwx{�TÖy��vyzN H Øà � ��|u��t{z}�u��z}|�~�z}x{x{z}|�~���z}�,sg���ut��ã� �uv+OG|���~�����|L���L~�z}t{Ï�z��uz�éLz}x{xK� � �uÏ���|u� zyxÕ~Æ�ã�'t{z}�ã�Ó~{����|
��� v��£�u� Ò��Ó��zy|�Öyz�z}|£~{t{z su���ux{��zy�utwxÆÖÜÞu��� �É�uz�~{t{��su��z¦~�x (gijk, Aij, Bi)

Ø$Ú z}~w~�z t{z}�ã�Ó~{����| ��� v��£�u��ÒÓ� �
��z}|uÖyz°������~(x{��t B Öy��Ï�Ï�z Bi ∼ Bi + dΠi

sg���ut(�uz}xAP ��twÏ�z}x Πi
�uz°t���|u��� ��Öyz}Öy�NzyxÕ~��ÓÖyÖy��Ï*�

sG����|uv�sG�Ót,�uz}x�Ï��T�u�#OGÖ �Ó~{����|�x xw�ut,��zyx,����~�twzyx�v}��v}Ï�z}|£~{x Aij z¦~ gijk �u� ~{t{��su��z¦~ Ø�� � � �����uz(��� �u|ÖÜÞu��� ����z�~�t{����|u�����ã�Ó~{����|��uz Σ ��z�~{zyt{Ï�z��uz�é �Àsgzy��~�������t{xM(}~{t{z��uv<OG|u�¨�uz P �%�}��| Öy��Ï�sG� ~�������z
� Ò�z}ÖÀÖyz¦~{~�zµt{zy���Ó~�����|m��� v+�£�u��ÒÓ����zy|uÖ}zÀz}~ ��|u�uv}s�z}|u�G��|�~{zÀ�uzÀ���Ù~�tw�ã��|����u�ã� ~�����|`ÖÜÞu����xw��zG, $�� Q���. Ø
Ú ��Ï�Ï�z ��z�Ï�� ��áy��z x{����Ï �µ��vysgzy|u�m�u�pÖÜÞu��� �`�uz �ã�ÀÖ}�ã��xwx{z ��� v��£�u� ÒÓ����z}|uÖyz [gijk, Aij, Bi]

ß
���
|u����x���Ï�sg��tÕ~�z��uzÍ��zyx�Öy����x{xw� OGz}t Ø
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¬ �u� Ò��Ó|£~L, -Í� â z Î�Ð�.�|u�Ó~���|ux¹� � z}|ux{z}ÏÆ�u��z �uz�Ö}zyx¹Ö}�ã��xwx{zyx¹su��t W (M,H)
Ø ¬ � H |�� z}xw~»sG�Óx

�£�G��|�~��#OGvyz�Öyz¦~¹zy|uxwzyÏÆ����z z}xw~Æ~{t{� Ò ����� ß Ï ����xÍ�G��|uxÆ��z�Öy��xÆ�!\ H � � zyxÕ~���|És�z}��~ÆÏ���|�~�twzyt.�T��z
W (M,H) �Ó�uÏ�z¦~¨�u|uz ��Ö¦~�����|������ut{z�z}~¨~�t{��|uxw��~�� Ò�z$���°��t{���usgzR�uzRÖ}��Þu��Ï�����������z H2(M,U(1))

Ø ‡2
@ |�sG��tÕ~���Öy�u����zyt}ß£���GÔ��Ó�ut�������~Ü�Ó|£~��uz�~�z}t{Ï�zyx"�uz�é �
ßTz}~�����|uÖ��uz�Ï��T�uáy��zyxK��x{����Ï���ß��u�#" v}t{zy|�~{x
�£�uzÍ��� vy��v}Ï�z}|�~�x(�G��|ux H2(M,U(1))

ØgÚ z}~w~�z°��Ö¦~�����|'x+� v}Öytw��~�zy|'��vy|�vyt��Ó�

(gijk, Aij, Bi) → (uijkgijk, Aij, Bi)

�!\ uijk x{��|�~��uzyx?P ��|uÖ¦~�����|ux? ÆÒÓ����z}�ut{x��G�Ó|ux U(1)
Ø

¬ ���u������|���|ux��£�uz�~{����~^��tw���usgz��uz�Ö}��Þu��Ï�����������z^��Ö}���u����~�(¦~�t{z�s�t{��x$���¹x{z}|ux^�uz�Öy��Þ���Ï�����������z
�uz �,zyÖÜÞIßuz¦~�zy| ��vy|uv}t����g��|uÖ}����~"�uz}x�vy��v}Ï�z}|�~�x,�&� ��tw�ut{zAOG|u� ßTÖ%� zyxÕ~ �� ���u��t{z��uz�~{��t{xw����| Ø ¬ z}�u��x"��zyx
x{���ux1� ��t{����s�z}x°�&� ��tw�ut{z»��|�OG|u�$sgzy� Ò�zy|�~.(}~{t{z»���uz}|�~�� OuvyxN  �ã��Öy��Þu��Ï�����������z���z���z â ÞG��Ï'ßIxw����~
�uz}xNP ��twÏ�z}xÍx{�ut M Ø è ����t°~{����~N�£�u��~���zy|�~���� ��|L��tw���usgz���z à ��z G ���Rx�� � Ò�áytwz:�£�uz���z»��tw���usgz
�uz�Ö}��Þu��Ï�����������z H3(M,Z) |�� �¹sG�Óx���zÍ~{��t{xw����| ���G��|ux(ÖyzÍÖy��x(� � ��Ö}~{����| �uz H2(M,U(1)) xw�ut
W (M,H) �uz¦ÒT��zy|�~?P ��twÏ�z}����z}Ï�z}|�~��u|uz�~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����|��uz,­{������zÍ�������u����z

(gijk, Aij, Bi) → (gijk, Aij, Bi + F ) � Ð Ø � Ø ��7 �
�!\ F t{z}sut{v}x{zy|�~{z���|uzCP ��t{Ï�z.P z}t{Ï�vyzÆ��zÆt���|��'Ð�x{�ut M Ø¨à � �ÓÖ}~�����|Àxw�ut���z°~�z}t{Ï�zÆ�uzÆé �LzyxÕ~
�u��|�Ö

eiSWZ → ei
R

C Fij∂X
i∂̄Xj

eiSWZ � Ð Ø � Ø �6B �
�!\ C z}xw~ ��z�ÐI� Ö}ÔTÖy��z��uz M zy|�Ò�z}����susgv�sG��t X(Σ)

Ø£à � z<� sut{z}x{xw����| � Ð Ø � Ø ��7 �
z}xw~ su��� ~ [�~ P ��t{Ï�zy����z�ß
Ö �Ót H2(M,U(1)) ��z}|���v}|uvyt{���£�uzyx vy��vyÏ�zy|�~�xN�uz^~���t{x{����| Ø[à � z<� sutwzyx{xw����| � Ð Ø � Ø �6B � zyxÕ~�~{����~{z+P ����x
�u��zy| �uv+Ou|u��zÓßG�u|uz P ����xR�£�uz�~�����~�vy��v}Ï�z}|�~���z H2(M,U(1)) v}ÒÓ������v�x{�ut��u|µÐI��Ö¦Ô Ö}��z C ����|u|uvsgzy��~�(}~{t{z'vyÖ}t{��~�xw���ux ��� P ��t{Ï�z ��� �u|uzµs�ÞG��x{zÓß^Öy��Ï�Ï�z �G�Ó|ux �WÐ Ø � Ø ��B �¦ß$sg���ut��u|uz P ��twÏ�z F
���TÖ �Ó��z Ø 2����ux���susgzy����|ux���z�ÖÜÞu���#� �uzÍÖ}�ã��xwx{zÍzy| W (M,H) �uz ;�?G=D�:EF?G9 ACE=�,D:=D�:;��¦Ø
à zÆt [���z��uz H2(M,U(1)) �G��|�x��uzyx�ÒÓ��tw��v}~{vyx M �£�uz}��Öy��|0�£�uzyx°��v}~{v¹v}~{�u�u��v�sG��t ¬ Þu��t{sgz

� Ò�����t"z Ø � Ø , ¬ ÞGÎ�Î'. � �G��|ux���z��u� ~��uz���v}|uvyt{������x{zyt"�ã�°|u��~�����|��uz�~���twx{����|��u��xwÖytwá}~�z � ��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz��
��|�~{t{�T�u�u��~{z�sG��t ä ��P ��xw�ut^��z�~���t{z(z}~ Ï�zy|�~�����|u|uv}z��u��|ux^�ã��x{z}Ö}~{����|
� Ø Ð Ø � Ø @ |�z+"�z}~yß���z}x^ÒÓ��tw��v¦~�vyx
� Ô���|�~���|���t{���us�z H2(M,U(1)) |���|�� ~{t{� Ò �����G|uz�xw��|�~�sG�Óx � ­w�ux �£���  ÆÏ�����|£~{zy|G�Ó|£~��^Þu���u��~{�uzy����z}x
zy|Í~�Þ�vy��tw��z^�uzyxNÖ}��t{�uz}xyß Ï �Ó��xI�uz}x�zF� zyÏ�su��z}x xw��|�~5P �ÓÖy����zyx  (Öy��|�xw~�tw�u��twz�ß[Ö}��Ï�Ï�zR|u����x ��zRÒ�zytwt{��|�x
zy| v¦~��u�u����|�~Í�uzyx �£�u��~{��z}|£~{xÍ�uz¹Ò��Ót{��v¦~�v}x�Öy���utw��z}xÍsG��t��uz}x°xw���uxK����tw���usgzyxÍ�u��xwÖytwz}~�x Ø 8�Öy�R|u�Ó~�t{z

‡2 � �����%:D0 ) 1A02: 0 �����I��� �302� C�02C�� ) '	��� H2(M, U(1)) ���������
	��
������� W (M, H) *�� � �#�$:#> �&� ���&-�� � �3'	�����
1 :#"�-$��� ) W (M, H) �&� ����� ������������� ��� : H2(M, U(1)) *
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�u��~Íz}xw~ÍsutwvyÖ}��x{v}Ï�z}|�~���z¹Ï���|�~{t{zyt�Ö}��Ï�Ï�z}|£~�ÖyzyxÍxw�u��~������ ~�vyx�x{��|�~ÍÖ �Ós�~��utwvyz}x�z¦~Í��vy|uv}t�������xwvyzyx
sG��tÍ��� ~�Þuv}��t{��z�Ö}��|�P ��twÏ�z¹zF����Ö}~{z x{���ux1� ­{��Öyz}|£~{z�����t{x �£��� ��|Ù~{t���� ~�z¹�uz}x.�£�u��~{��z}|£~{x���z»ÒÓ��tw��v¦~�vyx
�uzÍ��tw���usgz�Öy��Ï�sG��Ö¦~�x Ø
è ����t
ÖyzMP ����twz�ß[���£xw���»~Rzy|Æz<" z¦~$�uz"Öy��|�x{����vyt{z}t
�uz}x �£�u��~{��zy|�~{x
�uz"��t{����s�z}x
x{��Ï�s���zyx}ß®x{��Ï�su��z<�

Ï�zy|�~ Öy��|u|�z<� zyx�z¦~,Ö}��Ï�sG��Ö}~{x G ß�su����x)�£�uz�~���� ~"��t{���usgz�Öy��Ï�sG��Ö¦~"z}xw~"��z?�£�u��~{��zy|�~"�u� s�t{�T�u�u��~
��� �u| ~�zy�¨��t{���usgzÍ� Ò�z}Ö��u| ~���t{z�� �£�u�Wßuv}~���|�~�s��ã�Ó~yßu|uzÍx{��� ~���z}|�~(sG��x(�u|uzÍ~�tw����x;P ��t{Ï�z H � Ø ¬ ����~
�u��|�Ö M ��z��£�u��~{��zy|�~���� ��|É~�zy� G sG��t��u|Éx{���ux1� ��t{����s�z�����x{Ö}t{z¦~�� z¦~Æ�u��|uÖ,OG|�� � Γ xw���ux���|uz
��Ö¦~�����|��£�uz |u���ux�|u��Ï�Ï���|ux p Ï�����x¹|�zµsutwvyÖy��x{��|�x sG��x�sg���ut�� � ��|uxÕ~Ü��|�~ Ø Ú z��£�u��~{��zy|�~ x{zyt{�
�uz}|u��~�v M = G/pΓ

Ø !R~���|�~»�u��xwÖytwz}~¹z¦~ OG|u� ß Γ z}xw~¹��z �ã� P ��twÏ�z Γ = Zn1 × · · · × Znr

�C\
r ≤ t{��|u� (G)

ØTà ��Ï�v}~�tw� �£�uz�z}~"��z�ÖÜÞG��Ï�s H x{��|�~���|�Ò��Ót{�ã�Ó|£~{x^sG��t^~�t��Ó|ux{���Ó~�����|ux^x{�ut G z}~"x{��|�~
�u��|�Ö°Þ�vyt{� ~�v}x�su��t(��z �£�u��~{��zy|�~yßgÖ}z �T��� ���u�IsgzytwÏ�z¦~��&�!(¦~�t{zÍ� � z}x{sG��Ö}z<� Öy������zÍ��� �u| Ï��T�uáy��z�x{����Ï �
� Ò�z}Ö�xÕÔ Ï�v}~{t{��z°Ö}��|�P ��twÏ�z�~���|�~ �£�uz°�ã�C�£�G�Ó|£~{� OGÖy�Ó~�����|'�uz H z}xw~�sut{v}x{z}twÒ�v}z Ø ¬ �  �� � ��t{������|uz H
zyxÕ~N�T�u��|�~�� Ouv¹sG��t�ÏÆ�u� ~���su��z}x��uz k ß x{��� ~ H ∈ H3(G, kZ) ßIÖyz}Öy�R��Ï�su��� �£�uzQ�£�uz�� � ��tw�ut{z ni �uzÖÜÞG�%�£�uzNP ��Ö}~{zy�ut��uz Γ �u��� ~A(¦~�twz��u| �u��ÒT��x{zy��t���z k �G~�����~�z<P ����x}ßGÖyzyÖ}��|&� z}xw~�su��x�Ò�vytw��~Ü�Ó�u��z}Ï�z}|£~
�u|uz�Öy��|�~{t�����|£~{z�ÒT� �£�uz�|u���ux"s���� Ò���|ux,sut{z}|u�ut{z k ��tw�u��~{t�����t{z}Ï�z}|£~ ��t{��|u� � |u��~���Ï�Ï�z}|£~"�G��|�x�ã� ����Ï���~{z¹��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz��uz���� ~�Þ�vy��tw��z�Ö}��|�P ��twÏ�z � Ø è ���ut (¦~�twz�Öy��|�Öyt{z¦~ ß$|����ux¹|u����xÆÖy��|�Öyzy|'�
~�tw��|ux x{�ut G = SU(N +1) ß����°��v}|uvyt{������x��Ó~{����|»sg���ut"��� �Ó��~�twzyx,��t{���usgzyx x{��Ï�s���zyx}ß£x{��Ï�su��zyÏ�zy|�~
Öy��|u|uz<� z}x�z¦~�Ö}��Ï�sG��Ö}~{x(v}~Ü�Ó|£~�x{��|ux(�u� ��Ö}�u��~{vyx Ø

� RWV�� Q V
JOQ�XOR
H2(G/pΓ, U(1))

� 2����uxN�Ó������|ux ��� ���g��t{����v}~�z}t{Ï���|uz}t¨��z$��t{���usgz H2(G/pΓ, U(1))
sG��t{��Ï�v}~�tw��x{��|�~¹�ã�µ~{��t{xw����|`�u��x{Ö}t{á}~{z ��vy��Ï�v}~{t{� �T��z s�����t G/pΓ Ø 2����ux¹��~{������x{z}t{��|�xÆsu����x{��z}�ut{xt{v}x{�u� ~Ü�Ó~{x��uz�Öy��Þu��Ï�����������z°��zyx���tw���usgzyx}ß z}~��uzÆÖ}��Þu��Ï�����������zÍx{��|u���u����á}t{z�ß�sg���ut��ã�%�£�uz}����zÍ�u|�z
�g��|u|uzÆtwv+P v}t{zy|�Öyz»zyxÕ~V, Ý,tw��Q�Ð�. Ø 2���~���|ux �£�uz»s����ut G x{��Ï�su��zyÏ�zy|�~�Ö}��|u|uzF� z�ß¨z}~Í��|uzCP ����xA�£�uz
π2(G) = 0 ßG|u����x�� Ò���|ux

H2(G/pΓ, U(1)) = H2(Γ, U(1),

Ï�(yÏ�zD�T�u��|u�H� � ��Ö}~{����|B�uz Γ |&� z}xw~ sG��x �����ut{zÓß����0�£�uz}�ÍÖ ��x ��z Ï�zyÏÆ��t{z �uz ������ÖÜÞuz z}xw~'�ã�Öy��Þu��Ï�����������z Γ ��v+�T����ÒÓ��t{����|�~�z Ø 2���~���|ux��£�uz���z�Ï�zyÏÆ�utwz��uz��ut{��� ~�z�zyxÕ~���|u��vysgzy|u�uz}|�~��uz p Ø @ |
~�����~�Öy��xyßTÖyz}Öy�I|u���ux,sgzytwÏ�z¦~��uz�~{t�� ÒÓ��������z}tRz<� Öy���ux{� Ò�zyÏ�zy|�~�� Ò�z}Ö��ã�°Öy��Þ���Ï�����������z(�uzyx���t{���usgzyx
OG|u��x Ø @ |'����~{t{z�ßG��|'sgzy� ~�Ï���|�~�twzytR�£�uz°s����ut��u| ~�zy�¨��t{���usgz���| �

H`(Γ, U(1)) = H`+1(Γ,Z) � Ð Ø � Ø ��Q �
sg���ut
~{����~^zy|�~{��zyt ` s���x{��~{� P ØÓâ �Ósus�z}����|�x �£�uz Γ z}xw~^�uz(�ã� P ��t{Ï�z Γ = Zn1 × . . .×ZnN

ß�s��u��x �T��z
Ö%� zyxÕ~,��|�xw���ux1� ��t{���us�z����gvy����zy|¹����x{Ö}t{z¦~,�uz SU(N +1)

Ø > zy�utwzy�uxwzyÏ�zy|�~ ßT�ã��Öy��Þu��Ï�����������z,�&� �u|
sutw� �u����~��u��twzyÖ}~��uz���t{���usgzyx X × Y z}xw~�����v}zQ ����Ö}��Þu��Ï�����������z��uz}x���tw���usgzyx X z}~ Y Ò �������
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P ��twÏÆ�u��z��uz�4���|u|uz}~{Þ Ø 
 |ÙÖ ����Öy�u�Rsu��t�t{v}Öy�utwt{zy|�Öyz�ß z<� sg��x{v��G��|�x�, Ý,��t{Î�Ì�.Wß¨s�z}t{Ï�z}~�������t{x���z
�uv¦~�zytwÏ���|uzyt H`(Γ,Z) � Ò�zyÖ°��z�twvyx{����~Ü� ~�xw�u��ÒÓ��|�~(sg���ut����¹~{��t{xw����| ����x{Ö}t{á¦~�z°��vy��Ï�v}~{t{� �T��z

H2(Γ, U(1)) = H3(Γ,Z) = ⊕i<jZgcd(ni,nj),
� Ð Ø � Ø ��i �

�!\ gcd �uv}|u��~�z ��z su���ux ��t���|u�H�uv}|u��Ï���|G�Ó~{zy�ut Öy��Ï�ÏÆ�u| Ø�à z |u��ÏÆ�ut{z �uz Ï�� ��áy��z}x x{����Ï �
�u�#" v}t{zy|�~{x"� Ô���|�~ G/p Γ s����ut^zyx{su��ÖyzF��Öy���u��z(z}xw~ �u��|uÖ ∑i<j gcd(ni, nj)

Ø 2����ux,� Ò���|ux^Ò ���G��|�x
Öyz¦~{~{z,x{z}Ö}~{����|Æ��zyx
��ÏÆ�u�����u��~{vyxN��Ï�su��� �£�uvyxN�G�Ó|ux$�ã���uv+Ou|u��~{����|°��� �u|¹Ï��T�uá}��z^x{����Ï ��� Ò�zyÖ,zyx{su��ÖyzF�
Öy���u��z,Öy���utw��z Ø 2����ux ��������|�x$|u���ux^~����ut{|uz}t^Ï ����|�~�zy|u��|�~RÒ�zytwx"�����uzyxwÖyt{��s�~�����|�������vy�utw� �£�uz��uz�Öyz}x
~�Þ�vy��tw��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x Ø

� ��� � ��¤ �"�N�¦��¤'§?� � �'�Í� �N�¦�N�¦��¤ �����N�Í�$§¨�¦��¤ � �}§ � � ���N�

2�����x
� Ò���|ux�ÒT�Æ�G�Ó|ux���z"ÖÜÞu��su��~{t{z �M�£�uz"�ã��~�Þuv}��t{��z"Ö}��|�P ��twÏ�z ��xwx{�TÖy��vyzM ��u|�Ï��T�uáy��z^x{����Ï �
� Öy��Ï�Ï�z»������á}�ut{z»�uz»xÕÔ Ï�v}~{t{��z���z¹sut{�T�u�u� ~�~�z}|ux{��tw��z}�R�uz���zy��� ������áy��t{zyxÍÖÜÞu��t�����zyx gG × gD

ß
�!\ gG,D

Ö}��|�~���zy|u|uz}|�~�� � ������áy�utwz��uz ä ��t{��x{��t{� Ø 
 |�z�~�z}����zÍ~�Þ�vy��tw��z�z}xw~�����~�z ;����@?G=/E$� D@?G9eN�?G=\���
D@?��+�P
=�:;�� ß Ö}��|uxÕ~�t{����~�z; �sG��tÕ~���t ��zyxR������áy��t{zyx�ÖÜÞu��t{����z}x gG,D Ø 7�zyx�~�Þuv}��t{��zyx
Ö}��|�P ��twÏ�z}x D��UE =;��
=��� ß� Ò�z}Ö�sg���ut^�Ó����á}�ut{z���z�xÕÔTÏ�v¦~�t{��z��u|uz�������áy��t{z�ÖÜÞu��t�����z g ß�s�z}��Ò�z}|£~,���uxwx{� (¦~�t{z���v+OG|u��zyx���Ö�� z}xw~"��z
Ö �Óx�sG��t�z<� z}Ï�su��zÍ�uz��ã��~{Þuvy��tw��z �£�u�¨�uv}Öytw��~(� � z+"�z}~ > �����E�£�G��|�~�� �T��z Ø = ����~�z�~{Þuvy��tw��z�Ö}��|�P ��twÏ�z
ÖÜÞu��t�����z��u��|u|�z°����z}�  ��u|�zÍ~{Þuvy��t{��z�Ö}��|�P ��twÏ�z�Ö}��Ï�su��á¦~�z �W� Ò�zyÖ gG = gD = g �

Ø
à � v¦~��u�uz��uz}xÍ~{Þuvy��t{��z}xÍÖy��|�P ��t{Ï�zyxÍÖy��Ï�su��á}~�z}x�x{z��u��ÒT��x{z»������t{x�z}|L�uz}���ÙsG��tÕ~���z}xyßI�&� ���g��tw�

� � v}~{�u�uz �uz}x �u��|u|uvyz}xµÖÜÞu��t�����zyx z}~ zy|�x{�u� ~�zÙ� � ��|G��� Ô xwz �uzyx'Öy����su�ã����zyx �uzyx x{z}Ö}~�z}�ut{x �����uÖÜÞ�z
z}~ �ut{����~ Ø 7��Ó|ux ��� x{z}Ö}~{����| s�t{vyÖ}vy�uz}|�~�z |u���ux � Ò���|ux �u��|u|uvµ�u|B��sgzyt �y� �uzµ�ã� ~�Þuv}��t{��zµ�uz}x
t{z}sut{v}x{z}|£~��Ó~�����|ux��uzyx ������áy�utwzyx»ÖÜÞu��t{����z}x�� ��|uzyx gk

� �u��|ux�Öyz}~w~�z'x{z}Ö}~�����|*|����ux�Öy��|uxw���uv}t{��|�x
��z}xQP ��|uÖ¦~�����|uxÆ�uz su��tw~{��~�����|Lsg��xwx{������zyx}ß
sg���utÆ��zyx¹~�Þuv}��t{��zyxÆ����|�~»��zyxÆ������á}�ut{z}xÆÖÜÞu��t�����zyxÆxw��|�~
��xw��Ï���t{suÞ�zyxyß gG ' gD

Ø $ � � ��Ï �Ó��zÆ�uz�Öyz:�£�uz�|u���ux�� Ò���|ux�sut{v}x{z}|£~{v�sg���ut°��zyx°Ï�� �uá}��z}x°��z
é ��é0ßN|u���ux�sut{v¦~�z}|u�u��|ux��uvy���u��twz � � ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����| ��vy��Ï�v¦~�t{� �£�uz���z Öyz}x�~{Þuvy��tw��z}xQ 'sG��tw~{��t
�uzÍ�ã�Æ����Ï���~{z�xwzyÏ��#��Ö}�ã��xwx{� �T��z��uzÍ��zy��t�x{sgzyÖ}~{t{z Ø

� ��� ��� � ��
 ��� ��� 
 � 
�� ��
�� � � � ����
 ��� ��� � ��
�
 �
� � ��� � ��� �

à zyx����T­wz}~{x�sut{��|uÖy��sG�����'��zÆ|u��~{t{z°v}~����uzÆx{��|£~��u��|uÖ���zyx P ��|uÖ¦~�����|ux���z�sG��tÕ~�� ~�����| �WÐ Ø Ð Ø Ì�Î �¦ß
z}~�Öyz¦~{~�z�x{zyÖ¦~�����|ÀzyxÕ~��uv}�u��v}z¹����zy�ut�Öy�ã�Óx{x{�#OGÖ � ~�����| Øgà z}x P ��|uÖ¦~�����|ux��uzÆsG��tÕ~�� ~�����| �uz}x�~�Þ�vy��tw��zyx
Öy��|�P ��t{Ï�zyx�t{�Ó~�����|u|uz}����zyx�xw��|�~���z°���QP ��t{Ï�z

Z =
∑

λ,λ′∈P k
+

Zλλ′χλ(τ)χ̄λ′(τ),
� Ð Ø Ð Ø Ð�Î �
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�!\ Zλλ′ x{��|�~��uz}x�zy|�~���zyt{x�sg��xw��~��#P x Ø 8��Ix�� ����� ~��uz��uv¦~�z}t{Ï���|uz}t��uzyx�Ö}��|u�u� ~�����|ux�xw�ut���z}x Zλ,λ′ �£�u���xwx{�utwzy|�~;�£�uz Z xw����~���suÞ�Ô xw� �£�uz	� Ø 2�����x |����ux Öy��|uÖ}zy|�~�tw��|ux x{�ut �ã��Ö}��|u�u� ~�����| �T��z Z �u����~�(¦~�twz��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�Ï��T�u�u������twz�ß[Ö%� zyxÕ~ �� ���u��t{zM�T��z Zλλ′ Öy��Ï�ÏÆ��~{z�� Ò�z}Ö���zyx�~�t��Ó|ux P ��twÏ � ~�����|uxNÏ��T�u�u������twzyx
S z¦~ T ØÚ z x{� ­wz¦~ � v¦~�v �uv}Ò�zy����susgv'����|u����zyÏ�zy|�~»sG��t¹su���ux{��zy�utwx»����~{zy�utwx �ZÒ�����t , ¬ �!i�Î'.Wß , - â ¬ i � .
z}~Æ��zy��t{x�twv+P v}t{zy|�Öyzyx �Æz}~¹twzy|u�`Ö}��Ï�s ~�z��uz �uzy���ÉÖ ��x¹��z:OG���utwzÀ¯
��� su� �usG��tÕ~Æ�uz}x¹��|�ÒÓ��t{����|�~�x
Ï�� �u���ã����t{zyx
x{��|�~�����~�ÔTs�z��u��~ �uz D@?GB =;�C9<;�� �:E��+�P
=��� ����zyx"����~{t{zyx"x{��|�~,��susgzy��vyx z<� Öyz}s�~�����|u|uz}��x Ø
Ú ��Ï�Ï�z»��z�|u��Ï¢� � ��|u�u� �T��z�ß¨Öyz}���G��Ö}�"xw��|�~Æzy|L|u��ÏÆ�utwz�~{t{áyx�t{v}�u�u��~�sG��t°t��Ósus���tw~������ ����~{t{z}x
] zy| z+"�z}~ ßG��zyx(��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�x�Ï��T�u�u�ã�Ó��t{z}x,zF��Ö}zys�~{����|�|uzy��x�xw��|�~���|µsuÞuv}|u��Ï�áy|uzÍ�uz°|u� Ò�z �Ó� k OG|u�
z}~yß�|&� � Ô��Ó|£~Æ�u��|uÖ�sG��x���z ����Ï�� ~�z¹xwzyÏ��#��Ö}�ã��xwx{� �T��z�ßN|uz |����ux���|�~�vytwzyxwx{zytw��|�~»sG��x�sG��t°�ã� xw�u��~{z Ø
à z»�u��~°�uz»Öyz¦~{~�z»xwzyÖ}~{����|ÙzyxÕ~°�u��|uÖ»�uz��uvyÖ}t{��t{z¹��zCP ��t{Ï�������x{Ï�z��uz}x°Ö}���ut{��|�~�x°x{��Ï�su��zyx Ø 2����ux
Öy��Ï�Ï�zy|0�}��|ux$su��tRt���s�s�z}��zyt
�uzyxRxÕ~�t{��Ö}~���t{zyx"������vy�utw� �£�uz}xR��x{xw� Ö}��v}zyx^�����Æx{sgzyÖ¦~�t{z}x^�uzyxR~�Þ�vy��tw��zyx
Öy��|�P ��t{Ï�zyx�t{�Ó~�����|u|uz}����zyx Ø
â �Ósus�z}����|�x;�£�uz���z�Öy��t���Ö¦~�á}t{z���� Öy����z(�uz�|���~�twz�~�Þ�vy��tw��z�|u���ux��Óx{x{��t{z �£�uz������u� Ò�z}t{��z}|uÖyz��uz

Öy���utw~{z��u��xÕ~Ü��|uÖ}z�zy|�~{t{z(�uzy�'�¹��sgvyt{�Ó~�z}�ut{xRz}xw~^�uv¦~�zytwÏ���|uvyz,sG��t$�u|»�uv¦Ò�z}����susgzyÏ�zy|�~^�u�»sutw� ���u��~
��� ��sgvyt�� ~�zy��t{x � � � B è�@ �,�uzÍ�ã�CP ��t{Ï�z

Φλ1(z)Φλ2(w) ∼
∑

λ3

(z − w)h3−(h1+h2)Φλ3 .
� Ð Ø Ð Ø Ð�� �

à zyx�B è @ x �uv+Ou|u��xwx{zy|�~R����|uÖ^�u|�s�t{�T�u�u��~yß[�u��~N��z N/B��:EF?G9 ß[�G��|ux�� � zy|uxwzyÏÆ����z^�uzyx v}~��Ó~�x sutw��Ï�����twzyx

Φλ1 ? Φλ2 =
∑

λ3

N λ3

λ1λ2
Φλ3 ,

� Ð Ø Ð Ø Ð�Ð �

�!\Ù��z}x =D�$4�
=��� A�� N/B��:EF?G9 N λ3
λ1λ2

x{��|�~��uzyx�zy|�~���zytwx�sg��x{� ~��#P x �T���"Ö}��Ï�s ~�zy|�~��ã� ÏÆ�u� ~���su����Öy��~{v��uz
� � ��sgvyt{�Ó~�z}�ut Φλ3

�u��|ux»� � B è @ �uz Φλ1

z¦~ Φλ2

Ø^Ú z}~�zy|�x{zyÏ��u��z ��� ��sgvyt�� ~�zy��t{x�� zy|msu���ux¹��|
vy��vyÏ�zy|�~��u��xw~{��|u����v�ß�� � v¦~Ü�Ó~,�u� ÒT���uz � Öy��twt{zyxws���|u�G��|�~  ¹�ã��twzysutwvyxwzy|�~Ü�Ó~{����| ~{t{��ÒT������z � Ø Ú z}~���sgv<�
t�� ~�zy��t»������~ÆÖy��Ï�Ï�z � � ���uz}|£~{��~{v��uzyx»twáy����zyx»�uz P �uxw����|Iß
z}~�|u���ux»��z |u��~�z}t{��|�x¹sG��t P ����x¹sG��t 1

Ø
$NÒ�zyÖ�Öyz}~�vy��vyÏ�zy|�~ ßg��z}x�v}~��Ó~�x�sut{��Ï �Ó��t{z}xRP ��t{Ï�zy|�~��u| ��|u|�z ���Àxw���ux����*P ��x{����|Iß�z}~�Ö}z}~Í�Ó|u|uz �Ó�
zyxÕ~�Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~��#PNz}~���x{xw� Ö}�ã�Ó~{� P Ø

8��Gs�z}��~^z<� ��xw~�z}tyß�z}|�su���ux^�uz(� � ���uz}|�~���~{v�ßÓ�uzyx^ÖÜÞG��Ï�sux^sutw��Ï�����twzyx$� Ô���|�~,�uz}x^��|�Ò�z}t{x{z}x"xw���ux ��z
sutw� �u����~���z P �ux{����| Ø�Ú z�x{��|�~(sutwvyÖy��x{v}Ï�z}|£~(��zyx D@?GBU=;�C9<;��+�:E��+�P
=���¦Ø 
 | ~{zy��ÖÜÞG��Ï�sIß�|u�Ó~�v J ß zyxÕ~~�����~Í���uxwx{�$����zy| Öy��t��ÓÖ}~�v}t{��x{vÆsG�Ót���zQP �Ó��~ �£�uz¹x{� P �ux{����| � Ò�z}Ö»~{����~Í�Ó��~�twzÆÖÜÞG��Ï�s λ Öy��|£~{��z}|£~
�u|'x{z}�u�¨vy��vyÏ�zy|�~ ß

ΦJ ? Φλ = ΦJλ.
� Ð Ø Ð Ø Ð�Ì �



A � � �������
H

R 
 V!I�KGXLR T�� R�K ����RUTZX ���OT XLRUT RUT � �<V!RUT V!I � �	�<V�
,T

à zyx°ÖÜÞG��Ï�sux°sut{��Ï ����t{z}x�x�� ��t{���Ó|u��xwzy|�~�����|uÖ�zy|L��t{�u� ~�zyxÍ�uz}x�Ö}���ut��Ó|£~{x�xw��Ï�su��z}x Ø Ú z}��� Öy�^zy|��
��z}|u�ut{z}|�~���|���tw���usgz^����v}����zy|Iß[�Ósus�z}��vR��z Ö}zy|�~�twz"��z ����~�Þuv}��t{��z�ßL�£�u�£zyxÕ~���x{xw� Ö}��v  ���zyx xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx
��Ö}Öy����zy|�~�z}����z}x��uzÍ�ã��~{Þuvy��tw��z�Ö}��Ï�Ï�z���z�Ï���|�~�twz��u|uz°��|G�Ó��ÔTx{zÍ�uz}x�twáy����zyx(�uz P �uxw����|

N Jλ3
λ1,Jλ2

= N λ3
λ1λ2

. � Ð Ø Ð Ø ÐÓÑ �
7Q� ��sutwáyx
� Ð Ø Ð Ø Ð�Ì �©ß
��|`sgzy� ~»��zy��tÆ��xwx{�TÖy��z}t¹�uzyx¹ÖÜÞu��t{��z}x¹�uz Ï���|u�T�ut{��Ï���z � ��v+OG|u��zyx¹Ï�� ���u���
�uz}x�z}|�~���z}t{x �

QJ(µ) = hj + hµ − hJµ
� Ð Ø Ð Ø Ð8� �

�£�u�$�uv}Öytw��Ò�z}|�~�����~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����|µ��z¹�ã��Ï��Ó~�tw��Öyz�Ï��T�u�u������twz S � � Ø � Ø �[Ì �(��zÆ����|u� �uz¹� � ��t{�u� ~�z
�uz J

SJλ,µ = e2πiQJ (µ)Sλ,µ.
� Ð Ø Ð Ø Ð�7 �

à ��ÖÜÞG��t{��z��uz(Ï���|u�T�ut{��Ï���z�zyxÕ~"Ö}��|uxwzytwÒ�vyz��u��|ux ��z�x{z}|ux,�C\ QJ(µ1 ∗µ2) = QJ(µ1)+QJ(µ2)Ï�� � 1 Ø�Ú zyÖy��Ï���|£~{t{z.�T��z¹��z°��vy|uv}t��Ó~{zy�ut��uzÆ�ã��xwÔTÏ�v}~�tw��z¹�Óx{x{�TÖy��vyzQ J zyxÕ~ exp(2πiQJ)
Ø B�|

sgzy��~����ux{xw� �uv<OG|u��t�� � ��t{��t{z nJ �uz J ß xw����~,��z�su���ux"s�z¦~�� ~,z}|£~{��z}t�s���x{��~{� P�~�zy�E�£�uz JnJ = 1
Ø = ��� ~

Öy���ut���|�~�xw��Ï�su��z(Ò�v}t{�#OGz 2nJhJ ∈ Z
ØuÚ zy��� �T��� zy| s����ux,Ò�vytw� OGz}|£~ nJhJ ∈ Z xw��|�~(zy| �£�uzy� �£�uzx{��tw~�z�����xw��|u� �T��zyx�z¦~�Öy��|�xw~�� ~��uz}|�~(��z D��:9<;>=D�f��� �@D:;>E N

Z �uz�����~�Þuv}��t{��z Ø â �Ósus�z}����|�x,zy|�Öy��twz �T��z
�ã�ÆÏ��Ó~{t{��Ö}z S ��v}~�z}t{Ï���|uzÍ��zyx�t{v}����z}x��uz P �ux{����| ÒT�ã�¹�ã�CP ��twÏÆ�u��z��uz ä zyt{����|u��z

N λ3
λ1λ2

=
∑

α

Sλ1,αSλ2,αS
∗
λ3,α

S0α
, � Ð Ø Ð Ø Ð8B �

��� �!\Í��|Ít{z¦~�t{����Ò�z^��z}x¨xwÔTÏ�v}~�tw��z}x �WÐ Ø Ð Ø Ð Ñ � Ø Ú ��Ï�Ï�z$zF�u�ÓÏ�su��zyxN�uzRÖ}���ut��Ó|£~{xNx{��Ï�su��zyxyß}t���s�s�z}����|ux
�£�uzÍ�G��|ux(��z�Ö ��x(�uz}x�Ï��T�uáy��zyx�é ��é0ßu��z���t{����s�z G zyxw~���x{��Ï���t{s�Þuz����'Öyz}|£~{t{zÍ�u�'��t{���us�z���zà ��z Ø

7�z�sG�Ót"Ö}zyx�����zy|ux zy|�~{t{z���zyx,Ö}���ut{��|�~�x,xw��Ï�su��z}x"z¦~���z}x"Ï��Ó~{t{��Ö}zyx"Ï��T�u�u������twzyxR|u����x�s�����Ò���|�x
|u����x��Ó~{~{zy|u��t{z  �sg����Ò�����t"Öy��|�xw~�tw�u��twz��uz}x���|�ÒÓ��t{����|�~�x"Ï��T�u�u������twzyx � Ð Ø Ð Ø Ð�Î �  �sG��tÕ~���t"�uzyx,Öy�����
t��Ó|£~{x�xw��Ï�su��z}x Ø $�t{Ï�vyx°�u�LÖ}zy|�~�twz�z+"�zyÖ¦~�� P,�uz ��� ~{Þuvy��t{��zÓß¨|u���ux�Öy��|�x{����vyt{��|ux���z�Öy��x���vy|uv}t����
�uz}xNP ��|�Ö}~�����|uxÍ�uz�sG��tw~{��~{����| �!\ ��z}x°ÖÜÞu��Ï�s�x�������ÖÜÞuzyx�z}~��ut{��� ~�xÍx{��|£~�t{z}����vyxÍsG��tÍ� � ��Ö¦~�����|Ù��z
Öy���ut���|�~{x�xw��Ï�su��z}x

Zλ,λ′c 6= 0 seulement si ∃J : λ = Jλ′ � Ð Ø Ð Ø Ð�Q �
à zyx°��|�ÒÓ��t{����|�~�x°Ï��T�u�u������twzyx��uz�Öyz�~�ÔTs�z�s���tÕ~�z}|£~���z»|u��Ï2��� E 9�
��C=/E`�C9<;��V� ?#ACB�
2�CE =D��� A�� ;������
D@?GBU=	�C9<; �:E��+�P
=�¦Ø 8���xR��vy|uv}t�������xwzy|�~ ��zyx^��|£ÒÓ��tw�ã��|�~{x$Ï��T�u�u������twzyx$��z(~�ÔTsgz�Ö}��| ­w�u������xw��|»�uz(ÖÜÞG��t{��z
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z}~���|�~¹v}~{v�Öy����x{xw� OGv}x�sG�Ót ¬ ÖÜÞuz}����zyå�z}|ux¹z}~ÆÖy�����ã���g��t�� ~�zy��t{xV, ¬ 4�i�Î'. ß , ¬ �!i�Î�. ß , - â ¬ i � .,� Ò�z}Ö ��zyx
t{v}x{�u� ~Ü�Ó~{xR�£�uz�|����ux(t���s�s�z}����|ux�Ï�����|£~{zy|G�Ó|£~ Ø

8���P ����~°~�����~°��� ���g��t{� ÖÜÞu����x{��tÍ��z�xw���uxK����tw���usgz��uz}x�Ö}���ut��Ó|£~{x�xw��Ï�su��z}x G ⊂ Z �£�u� ��|�~{zyt1�
ÒT��z}|u|uzy|�~��G��|�x �WÐ Ø Ð Ø Ð'Q � Ø�Ú zÍ��tw���usgz�ßGv¦~Ü��|�~?OG|u�¨z¦~�����v}����zy|Ißuz}xw~��uzÍ�ã�QP ��t{Ï�z

G = Zn1 × . . .× Znq

� Ð Ø Ð Ø Ð�i �

8��I|u���ux(x{zyt{�¹|uvyÖ}zyx{x{����twzÍ�uzÍÖÜÞu����xw��t���|uzÍ�G��x{zÍsg���ut�Ö}z���t{����s�zÓßuÖ%� zyxÕ~ �K I���u��t{z��uz}x���vy|uv}t��Ó~{zy�utwx
Ji
��� ��tw�ut{z ni ßusG��t(t��Ósus���tw~? »�ã�%�£�uz}����z��u|'vy��v}Ï�z}|�~(��vy|uv}t����¨��� ��tw���usgz�x�� vyÖ}t{��~ J~s = ΠiJ

si
i

Ø
7Q� ��sut{á}x,� � ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|¹�uz}x,Ö}���ut��Ó|£~{x"xw��Ï�su��z}xRÖy��Ï�Ï�z���zyx xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx �uz��ã��~�Þ�vy��tw��z�ß���|

sg���ut{t{����~$s�z}|ux{z}tM�£�uz(�ã� P ��|�Ö}~�����|»�uz(sG��tÕ~���~{����|�zyxw~"suÞ�ÔTx{� �T��zA�£�G��|�� ��z�ÖÜÞu��Ï�s Φλ
z}xw~ Öy���usu��v

��� ÖÜÞG��Ï�s ΦJλ
x{z}�u��z}Ï�z}|�~�xw� λ �¹�u|uz°Ï���|u� ��t{��Ï���z(~�tw��ÒT�ã����z�x{���ux J ßGx{����~

exp(QJ(λ)) = 1

Ú zyÖ}�^zyxw~�zy| z+"�z}~°��z»Öy��x.�£�G�Ó|u� J � x{su��| z}|£~{��z}t��¨� � ��|�ÒÓ��t{����|�~�Ï�� �u���ã����t{zÆtwvyx{����~Ü�Ó|£~°z}xw~��u��~
�uz(~�ÔTs�z �;&!;��:9��:EF?G9 Öy��t ��zyx"������áy�utwzyx"ÖÜÞu��t{����z}x xw��|�~�v¦~�zy|��u�uzyx,s�����t,zy|��������gzyt^��zyx xwÔTÏ�v¦~�tw��zyx J Øè �Ót�Ö}��|�~�twz�ß��ã�QP ��twÏÆ�u��z��uz ä zyt{����|u��z�x{�u����áyt{zN�£�uz°�uzyx�����~{��Ï���t{suÞu��x{Ï�zyx Aλλ′ ��zyx�t{áy����zyx(�uz
P �uxw����|'Ï�á}|uzy|�~����uxwx{�����uz}x���|£ÒÓ��tw�ã��|�~{x�Ï��T�u�u�ã�Ó��t{z}x�� Ò�z}Ö Zλλ′ = Aλλ′

� �u��|�~��ã� P ��|uÖ¦~�����| �uz
sG��tÕ~�� ~�����|��u�ã�Ó����|G����z�� Ø
è ����t¹��z Ö �Óx¹��vy|uv}t����Wß$��z}x¹����~{zy�utwx»�uzZ, ¬ 4!i�Î6.���|�~»��|�~{t{�T�u�u��~��ã�ÀÏ��Ó~�tw��Ö}z R �uzyx»Ï���|u���

�utw��Ï���zyx�t{z}�ã�Ó~{��Ò�z}x���zyx�Ö}���ut��Ó|£~{x Ø 8���x�� ����� ~ �&� �u|�zÀÏ � ~�t{��Öyz xwÔTÏ�v}~{t{� �£�uz q × q ��v+OG|u��zµsG�Ót
Rij = QJi

(Jj) = h(Ji) + h(Jj) − h(Ji ? Jj)
Øgà ��Ö}��|u�u� ~�����| x{�ut��ã�»Ï���|�� �utw��Ï���z�xwz�t{v}vyÖ}t{��~

������t{x�Ö}��Ï�Ï�z
QJi

(λ) +
1

2

∑

j

Rijsj ∈ Z.

Ú z}~w~�z z<� sut{z}x{xw����|Bz}xw~ �Ósusut{��sut{��vyzµ�u��|ux ���Ùs�t{zyx �£�uzÀ~���~������ ~�v �uz}x�Ö �Óx ‡3 �^|u���ux��uz¦Ò���|ux Öyz<�
sgzy|u�G�Ó|£~�|u����x��uz}Ï �Ó|u�uzyt�x�� ���¨zF� ��xw~{z��uz}x�Ï��T�u� OGÖy�Ó~�����|ux���z�Öyz¦~{~{z�Ö}��|u�u� ~�����|��£�u�NsutwvyxwzytwÒ�zy|�~
~���� ­w���utwx$� � ��|�ÒÓ��t{����|uÖ}z,Öy��|�P ��t{Ï�z�z¦~^��zyx$����~�twzyxRÖ}��|u�u� ~�����|ux��£�uz(�u��� ~$twzyx{sgzyÖ¦~�z}t |���~�twz�P ��|uÖ}~{����|
�uzÍsG��tÕ~�� ~�����| Ø
Ú zyxÍÏ�� �u�#OGÖ � ~�����|ux�sgzy� Ò�zy|�~�zy| z+"�z}~°xwz¹Ö ����Öy�u��zyt�zF��s�����Ö}��~{zyÏ�zy|�~ � z}����zyx�x+� ��� ~���z}|u|uz}|£~°z}|

t{z}Ï�s��ã�%�y��|�~�����Ï��Ó~{t{��Ö}z R sG��t��u|uz�Ï � ~�t{��Öyz X �uz�Ï�(yÏ�zÍ�u��Ï�zy|�x{����| �u��|£~��ã�»sG��tÕ~���z°xÕÔTÏ�vF�
‡3 � ���95����7��� ����� -$0	� ��� �%E	��0�� ��� �4��� ���4; 02��� �%���#:������ ��:#� �30 ���	:#������� ���3��-$: �$��� 1A�	� : � ������� ��:6� / ���.EF0�:��302�A-9�
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~�tw� �£�uz�z}xw~?O�� vyz°sG��t����»Ö}��|u�u� ~�����| ‡4

X +X t = R.

B�|¹s�z}��~^������t{x�Ï���|£~{t{z}t �£�uz��ã�AP ��t{Ï�z,��v}|uvyt{����z��&� �u|»��|£ÒÓ��tw�ã��|�~�Ï��T�u�u������twz"s�Þ£ÔTxw� �£�uz��uz�~�ÔTsgz
Öy���ut���|�~(xw��Ï�su��z�z}xw~

Z =
∑

λ

∑

J~s∈G

(
q∏

i=1

δZ(QJi
(λ) +Xijsj)

)
χλχ̄J~sλ

� Ð Ø Ð Ø Ì�Î �

�!\ δZ(a) = 1 x{� a ∈ Z z}~�ÒÓ��� ~ /yv}t{� ��z�Ö �Óx�vyÖÜÞuvy��|�~ ßI~{zy� �T��z¹�ã��su��tw~{��zÆ�Ó|£~{��xÕÔ Ï�v}~{t{� �T��z��uz
X ���gvy��~������ Ö}��|u�u� ~�����|ux

Xij =
xij
nij

, xij ∈ Z, � Ò�zyÖ nij = gcd(ni,j ). � Ð Ø Ð Ø Ì � �
= ����~ Ö}��Ï�Ï�zµsg���ut��ã�LÏ��Ó~{t{��Ö}z R ß"��zyx�vy��vyÏ�zy|�~�x �uzµ�ã�LÏ��Ó~{t{��Ö}z X xw��|�~ �uv+Ou|u��x�Ï��T�u�u���
�uz}x�zy|�~{��zytwx Ø�à � sG��tÕ~���z��Ó|£~{��xÕÔ Ï�v}~{t{� �T��z �uz��ã�'Ï �Ó~{t{��Öyz X z}xw~¹�Ósus�z}��v}z 
2� ;�?G=��:EF?G9 ACE=�,D:=D�:;��
��
 4��*(#=/E��#Bh� z¦~�xwzyt{��� � ���£­wz}~(sutw��|uÖ}��sG�����uzÍ|u��~{t{zÍv}~{�u�uz°�G��|ux(ÖyzÍÖÜÞG�Ósu��~{t{z Ø
à � zF��s�t{zyxwx{����| � Ð Ø Ð Ø Ì�Î ��Ï�v}t{� ~�z��T��zy� �£�uz}xÆÖy��Ï�Ï�zy|�~Ü�Ó��t{z}x���z su���ux Ø 8��"z}xw~¹v¦ÒT���uz}|£~C�T��z���z

ÖÜÞu��� � �uz¹~{��t{xw����| �u��x{Öytwá}~{z�� " z}Ö}~�z»xwzy�u��zyÏ�zy|�~°��zyxÍÖ}���usu������zyx�|���| ���ã������|G������ß¨� Ò�z}Ö si 6= 0 ß
�G��|�x�� � ��|�ÒÓ��t{����|�~ Ï��T�u�u�ã�Ó��t{z Ø 2�����x ~�tw����Ò���|ux ����|�x{� �T��z ��zyx�~�Þuv}��t{��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x��uzµ~�ÔTsgz
Öy���ut���|�~�x{��Ï�su��z�xwz���t{���us�z}|�~Æzy|6P �ÓÏ�������z}x��uz ~{Þuvy��tw��z}xQ�£�u�,su��tw~�����zy|�~���zyx�Ï,(}Ï�z}x�xwzyÖ}~{zy�utwx
|u��|'� ÒTt{������v}xyßuz¦~��u��|£~���z}x�v}��vyÏ�zy|�~{x�x{z��u��xÕ~���|u���uz}|£~�sG��t���z}x�xwzyÖ}~{zy�utwx�ÒTt{������v}xyßGÖ�� z}xw~ �� ������t{z°sG��t
�ã� ~���twx{����|É�u��x{Öytwá}~{z Ø @ |psu���uxyß � � ������áy�utwz ÖÜÞu��t�����z sgzy��~ (¦~�twz�v}~{zy|u�u��z �uz:P �%�}��|`�u� "�vytwzy|�~�z  
������ÖÜÞuz�z}~  µ�ut{����~�z �
Öyz}x¹z<�T~�z}|ux{����|uxÆxw��|�~»zy|`z<" z¦~¹�uv}~{zytwÏ���|uvyz}xyß
twzyxws�z}Ö}~�� Ò�z}Ï�z}|£~yßRsG��t���zyx
|u�[Ô��Ó��� ���Ó�uÖÜÞuz¹z}~Í��t{��� ~��uz¹��� Ï � ~�t{��Öyz X Ø 7Q� ��sutwáyx���� x{��Ï�Ï��Ó~�����|µxw�ut�~���� ~���z�x{sgzyÖ}~{t{z»z}~
~�����~R��z,��t{����s�z G �uz(Öy���ut���|�~{xRx{��Ï�su��zyxyßÓ�ã�AP ��t{ÏÆ�u��z �WÐ Ø Ð Ø Ì�Î ��|uz��uv}s�z}|u��v¦ÒT���uz}Ï�Ï�zy|�~^sG��xR���ÖÜÞu��� �¹�uz}x^��vy|uv}t��Ó~{zy�utwx Ji Ø J���|G����zyÏ�zy|�~ ß ��� Öy��|�ÒT��z}|�~"��z�t���susgzy��zyt��£���! �Öyz
­w���ut$~{����~R��|£ÒÓ��tw�ã��|�~Ï�� �u���ã����t{zÍsuÞ�ÔTx{� �£�uz»Ö}��|u|£� �uz�~�Þ�vy��tw��zyx�Ö}��|�P ��twÏ�z}x�t{�Ó~�����|u|uz}����z}x�z}xw~Í�uzÆÖ}z}~w~�zCP ��twÏ�zÓß � Ò�z}Ö
� � z<� Ö}zys�~{����| �uz}x�����~�x(��|£ÒÓ��tw�ã��|�~{x�z<� Öyz}s�~�����|u|uz}��x?�£�u�N|�� ��|�~�su��x��uz°����Ï���~{z�xwzyÏ��#� Öy�ã�Óx{x{� �£�uz Ø

2�����x��������uxw~{t{��|ux,Öyz P ��t{Ï�������x{Ï�z��G��|ux(��z�Öy��x(��z�su���ux(x{��Ï�su��z�ß Öyzy���u�I�uz}x�Ï��T�uáy��zyx,é ��é Ø

� ��� ��� � � � � � � � � � � � 
���� ��� � � � ��� 
 �
� ��� � ��� � ����
 
�� � � � ��� �

à zÆÏ��T�uá}��z���zÆé ��é Gk
� Ð Ø � Ø �®Ð �(zyxÕ~Í� � z<� zyÏ�su��z���z�s����ux�xw��Ï�su��z°��� �u|uz¹~�Þuv}��t{��zÆ�uv<OG|u��z

sG��t��u|uz P ��|uÖ}~{����|��uzÀsG�Ótw~�� ~�����|���z ~�ÔTs�zµÖy��| ­w��������xw��|*��zÀÖÜÞG��tw��z�ß"s�����t�� � ������áy��t{z'ÖÜÞu��t{����z
‡4 �<�&�@"$��"$>?�$���D�@����0�C��	��02��5 ��� R �������R�$�?��� �9� � " ��� �����R> �������%� 2 1�0�:@� � ��-9�	����:D02���	�#�(0����%������� ���%���MN ��� T
	2U )

�9�����	��- ���	����������"$��"$>?���	�D����� X �7�	�	����" ��� �3�(>?����� ����� *



O � O � I�� V�
$PSI�� TZXLR � � K 
$P

,P>I�� R�
 
,I�KGT�PSI�� X P>T�V!K � 
,R A �

gk
Ø = ����~�z<P ����x}ß�su��t�t{��susg��tw~  �u|uz�x{���uxK�
������áy��t{z u ⊂ gk

�ã�*P ��|uÖ¦~�����|µ�uz�sG��tw~{��~{����| � Ð Ø � Ø �®Ð �
|uz¹xwzyt�� su���ux��u��������|G�Ó��z�Ï�����x�zy|�Öy��twz���zÆ~�Ô sgz»Öy����t���|�~Íx{��Ï�s���z � su����x�sut{v}Öy��x{vyÏ�zy|�~°�uzÆ~�ÔTsgz
z<�T~{zy|uxw����| � Ø 7���|ux�Öyz}~w~�z"x{zyÖ¦~�����|Iß®|u���ux
��susu��� �£�u��|�x ��z�P ��t{Ï�������x{Ï�z$�uz}x
Öy���ut���|�~{x
x{��Ï�s���zyx¨sg���ut
Öy��|uxw~{t{�u��t{zÍÖyz}x?P ��|uÖ}~{����|ux(�uzÍsG�Ótw~�� ~�����|Iß�z¦~�|u���ux(zy|'sutw�%Ou~���|ux(s�����t�|���~�z}t �£�uz}� �£�uz}x���xws�z}Ö}~{x
�uzÍ� � ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����|���v}��Ï�v}~�tw� �£�uz��uzÍ���¹~{��t{xw����| ����x{Ö}t{á¦~�z Ø

2�����x Ö}��|uxw���uv}t{��|ux �u��|�Ö���Öy�u��zyx^Ï�� �uá}��z}x Gk
�u��s�����|�~^�uz�ÒT�uz���zyx x{���uxK�
������áy��t{zyx^ÖÜÞu��t�����zyx

u(1)rk
�!\ r zyxÕ~���z°t��Ó|u� �uz G � Öy��Ï�Ï�z��Ó�usG��t{�[ÒÓ��|�~yß G zyxÕ~��u|µ��t{����s�z�x{��Ï�su��z�ßGxw��Ï�su��z}Ï�z}|£~

Öy��|u|uz<� z¹z¦~�Öy��Ï�sG�ÓÖ}~	� Ø u(1)r zyxÕ~Í�ã��xw���ux��Ó����á}�ut{z�Öy��Ï�ÏÆ��~��Ó~�� Ò�z°Ï � � ��Ï ����z��uz g =
à ��z (G)

Ø
à �µÖÜÞG��tw��z�Ö}zy|�~�t{����z �Óx{x{�TÖy��vyz�z}xw~ c = r z}~¹��zyxÆÖÜÞu��Ï�s�xÆsut{��Ï �Ó��t{z}x�xw��|�~¹�uz}|u��~�v}x φ~n ß$� Ò�z}Ö
~n = (n1, . . . , nr)

�C\m��zyx¹v¦~�� �£�uz¦~{~{zyx�sut{z}|u|uzy|�~���z}xÆÒ��Ó��zy��t{x ni = 0, . . . , 2k − 1
ØRà z'sg�����ux

Öy��|�P ��t{Ï�z��u� ÖÜÞG��Ï�s φ~n z}xw~

h(φ~n) =

r∑

i=1

n2
i

4k
� Ð Ø Ð Ø Ì�Ð �

à zyx(t{á}����z}x��uz P �ux{����| x{��|�~����uxwx{�I~�twáyx(x{��Ï�s���zyx
φm ? φn = φm+n

� Ð Ø Ð Ø Ì�Ì �
�!\ m + n z}xw~��uv+OG|��,Ï�� �u����� 2k

Ø à � �u��x{z��uz ���'Ö}��|uxw~{t{�uÖ¦~�����|ÉzyxÕ~Æ���'�uv}Öy��Ï�sg��x{� ~�����|Ù��zyx
t{z}sut{v}x{z}|£~��Ó~�����|Ù��t{twvy�u��Ö}~����u��z}x��uz»� � ������áy�utwz gk

zy|ÙÖyzy����z}x°��z�� � �Ó����á}�ut{z u(1)rk
Ø @ |Ù~{zyt{Ï�zyxÍ�uz

Ö �Ót���Ö¦~�áytwzyx}ßG��|µ�
χgk

Λ (τ) =
∑

µ∈P/kQ∨

χΛ,µ(τ)χ
u(1)r

µ (τ), � Ð Ø Ð Ø Ì�Ñ �
�!\ P z}xw~���z t{vyxwz ���m�uz}x�sg�����uxÆ�uz � � ������áy��t{z��uz à ��z � Þu��tw� /}��|�~Ü����z�� g z¦~ Q∨ zyxÕ~���z�t{v}x{zy���
�uz x{z}x»Öy��� t���Ö}��|uz}x ØRà zyx*P ��|uÖ¦~�����|uxÆ�uz �ut{��|uÖÜÞuz}Ï�z}|�~ χΛ,µ(τ)

��|�~�tw� ���u��~{zyxÆ��Öy��sgzy��Ò�zy|�~ (¦~�twz
Öy��|ux{���uvytwvyzyxÍÖ}��Ï�Ï�zÆ�uz}xÍÖ ��t{��Ö}~{áyt{z}xÍ��� ��|uz�����~�twzÆ~�Þuv}��t{��z�ß��ã� ~�Þ�vy��tw��zÆ�u�ÙÖy��x{z}~ ‡5 G/U(1)r ß
�£�uzÙ|u���ux ��susgzy����zytw��|ux ����x{x{�°�uz}x sG�Ót���P z}t{Ï�����|ux , J � Q���. Ø(à z}xµsutw��|uÖ}��sG����zyx sutw��sutw��v}~{vyx �uz}x
Öy��x{z}~{zyx��u��|£~�|u���ux��Ó�ut{��|�x,�gzyx{����|�xw��|�~��uv
­) Æv¦ÒT���uz}|£~{zyx��G�Ó|ux;P ��twÏÆ�u��z � Ð Ø Ð Ø Ì�Ñ �^z}~,�ã��~{Þuvy��tw��z
�uz(t{z}sut{v}x{z}|£~��Ó~�����|ux"�uzyx"������áy�utwzyx � ��|uzyx Ø @ |�sG��tw~{��Ö}�u����zytyßÓ��z}x ÖÜÞu��Ï�s�x"sutw��Ï�����twzyx$��zyx Öy��xwz}~�z}x
��|�~��uzy�'�pv}~{� �£�uz}~w~�z}x (Λ, µ) x{���uÏ���x»�Ó���pt{á}����z}x»�uz x{vy��zyÖ¦~�����| Λ − µ ∈ Q z}~���zy�utwx�sg�����ux
Öy��|�P ��t{Ï�zyx�xw��|�~

h(φΛ,µ) = h(ΦΛ) − h(φµ).

2����ux"sg����Ò���|ux"����|�x{�GÏ���|�~�t{z}t��T��z��ã� P ��|�Ö}~�����|��uz�su��tw~{��~�����|¹�uz(~�ÔTs�z�Öy��| ­w��������xw��|»�uz�ÖÜÞG��t{��z
�u� Ï�� �uá}��z Gk

zyxÕ~��uz�~�Ô sgzÍÖy����t���|�~�x{��Ï�su��z�sG��t�t{��susg��tw~  ¹� � ������áy��t{z g/u(1)r × u(1)r � Ò�z}Ö
��z���t{���usgz��uzÍÖy���ut���|�~{x�xw��Ï�su��z}x G ∼= Q/kQ

Ø
‡5 
��	���6C�02:D���$:#���A� -9� > ���?0�� C��302�3� 1J����: �������3'�� �$: �%� '�� �2�#�%����� �L/ � � �&�71A0�-9� 1�02: � / 0�-9������� �</ � � C�:#��� 1J�

-9�	��������� *



A � � �������
H

R 
 V!I�KGXLR T�� R�K ����RUTZX ���OT XLRUT RUT � �<V!RUT V!I � �	�<V�
,T

è ��t�xw���uÖ}�$��� (}~�twz¹Öy��|�Öyt{z¦~ ß¨z¦~Ís�����t�x{�u� ÒTt{z¹�ã��x{zyÖ¦~�����| sut{v}Öyzy��zy|�~�zÓß |����ux�Öy��|ux{���uvytw��|uxÍ��z
Ö �Óx��uz g = su(N + 1) ßg�u��|�~��ã�»x{���uxK�
������áy��t{zÆ�Ó��v}����z}|u|uz°Ï �I����Ï �Ó��z�zyxÕ~ u(1)N

Ø�à z��u��~�zyxÕ~
�u��|�Ö �uz:P ��t{ÏÆ�u��zytÍ��z�Ï��T�uá}��z SU(N + 1)k

ß
sg���ut��u|É|u� Ò�zy��� k �£�uz}��Öy��|0�£�uz�ß�zy|É~Ü�Ó|£~Q�£�uz
Ï�� �uá}��z���z�� � ������áy��t{z�ÖÜÞu��t�����z su(N + 1)k/u(1)N × u(1)N

Ø�à zÍÖÜÞu���#� ��� ��|uz��u��x{z {~λi} s�����t��z»twvyx{zy��� P �uz}x�sg�����uxÍ�uz su(N + 1)k
����|u|uz��u|uz��G��x{z�s����utÍ��z»t{v}x{z �Ó� P ′ �uz}x�sg������x°��z

u(1)N ß �T��z°su��t(���u�ux��uzÍ|u��~��Ó~�����| |u����x����uzy|�~{� OG��|�x(�[Ò�zyÖ {~λi} Øà zyxNÖÜÞG��Ï�sux¨sutw��Ï�����twzyxI�uz su(N+1)k
��|�~N�u��|uÖ^sg���ut¨v¦~�� �£�uz¦~{~{z ��z
Ò�z}Ö}~{zy�ut ~ =

∑N
i=1 ji

~λi
ß

~Ü�Ó|u�u��x.�£�uz���z}xÆÖÜÞG��Ï�suxÆs�t{��Ï�����t{zyx°�uz u(1)N x�� vyÖ}t{��Ò�zy|�~ ~m =
∑N

i=1mi
~λi
ß�� Ò�z}Ö'��zyx�t{áy����zyx

�uz'x{v}��zyÖ¦~�����| mi = ji
Ï��T� 2

Ø^à z ÖÜÞu��Ï�smsutw��Ï�����twz sG��t�� P zyt{Ï�����|u� �£�uz � �u��|�Ö � � v¦~�� �£�uz¦~{~{z
��v}|uvyt{��� (~, ~m) ß �£�u��� �£�uz�ß  �Ö ���uxwz���z�� � ��� ~���Ï���t{s�Þu��xwÏ�z�zF�T~�vytw��z}�ut��uz su(N + 1)k

ßG���¨zF����xw~{z
�u|uz¹twzy�u��|u�G��|uÖ}z��u��|uxÍ� � v}~{� �£�uz}~w~Ü����zÆ�uzyxÍÖÜÞG�ÓÏ�suxÍsutw��Ï�����twzyx ØIÚ z¦~��Ó��~���Ï���twsuÞu��xwÏ�z�zyxw~°zF�'�
su����Öy� ~�z}Ï�z}|£~

ω(~) =

(
k −

∑

i

ji

)
~λ1 + j1~λ2 + . . .+ jN−1

~λN
� Ð Ø Ð Ø Ì�� �

z}~»� � ���uzy|�~{� OGÖy�Ó~�����|É�uz v}~{� �£�uz¦~{~�z}x*�T����x�� zy|m�uvy�u����~»zyxÕ~ (~, ~m) ∼ (ω~, ~m + k~λ1)
Ø $ Ò�zyÖ'Öyz}x

Ö � Ò�z �Ó~{xyßÍ��z}x ÖÜÞG��Ï�sux sut{��Ï ����t{z}xµ�uzp|u��~{t{zm������áy�utwz`ÖÜÞu��t{����z gk/u(1)r ⊗ u(1)r x�� vyÖytw��Ò�zy|�~
(~, ~m; ~m′)

Ø
7���|ux�Öyz¦~{~�z |u��~��Ó~�����|IßRzy|*��~�������x{��|�~»�ã� �uvyÖ}��Ï�s���xw��~{����|p�uz}x Ö �Ót���Ö¦~�áytwzyx � Ð Ø Ð Ø Ì�Ñ �¦ß^|u�Ó~�t{z

P ��|uÖ¦~�����| �uzÍsG��tÕ~���~{����| � Ð Ø � Ø �®Ð �,zyxÕ~��u|uz°x{��Ï�Ï�z��uz�~�zytwÏ�z}x(�uzÍ�ã�QP ��twÏ�z
χ~,~m;~m · χ̄~,~m′;~m′

� Ð Ø Ð Ø Ì87 �
B�|rÒ�����~ ��Ï�Ï�v}�u�ã�Ó~{zyÏ�zy|�~ ß? �� � �����uz �uz � Ð Ø Ð Ø Ì�Ì �¦ß?�£�uz`��zyxµÖ}���ut{��|�~�xÀxw��Ï�su��z}x Ji sut{v}x{z}|£~{x������x{xwzy|�~�xw��ÏÆ�u� ~Ü��|�vyÏ�zy|�~�Öy��Ï�Ï�z mi → mi + 2 z¦~�Öy��Ï�Ï�z m′

i → m′
i + 2 � ��z}�ut,P ��twÏ�z

z<� su����Ö}��~�z�zyxw~ Ji =
(
~0, 2~λi; 2~λi

) �!\ ��zyxÍÖy�Tz ��Öy��zy|�~�xÍ|u��|���|£�u��x�x{��|�~°�G��|uxÍ����s���xw��~{����| i ØNà z
��tw���usgz��uz�Öy���ut{��|�~�x�x{��Ï�su��zyx���x{xw� Ö}��vC � Ð Ø Ð Ø Ì87 ��zyxw~��u��|uÖ G ∼= ZN

k

ØIÚ ��Ï�Ï�z���z�twvyx{zy��� �uz}x
t��ÓÖy��|�zyx�zyxÕ~ Q = ZN ßu|u���ux(t{z}~{t{��� Ò���|ux���z�twvyxw�u��~��Ó~ G ∼= Q/kQ

Ø
Ú zysgzy|u�u��|�~ ßgs�����t���v+OG|u��t����CP ��|uÖ}~{����|'�uz°sG��tÕ~���~{����| ����~�z}|T��z�sG��t�Öyz°ÖÜÞu��� �'�uz G ßg���&P ����~zy|�Öy��twz'xws�v}Öy�#OGzyt»�ã�ÀÏ��Ó~{t{��Ö}z X �uz ~���twx{����|m����x{Ö}t{á¦~�z � Ð Ø Ð Ø Ì � � Ø 8���x�� ����� ~»��� �u|uz Ï � ~�t{��Öyz���z

~Ü�Ó������z N × N z}~Ísg���ut N > 1 ß Ö�� z}xw~1�K � �u��twzÆs����ut��uzyx���t{���usgzyx�s����ux���t{��|u�ux �T��z SU(2) ß ���
z<� ��xw~�z»�u|ÙÖÜÞu��� � �uz��ã��sG�Ótw~���z���|�~���xÕÔTÏ�v¦~�t{� �£�uz¹�u��|�~°��z}x°v}��v}Ï�z}|£~{xÍx{��|�~��uz»�ã� P ��t{Ï�z xij/k ØÚ ��Ï�Ï�z����*P ��|uÖ}~{����| �uz�sG��tw~{��~{����| �WÐ Ø � Ø �®Ð ��z}xw~�xwÔTÏ�v}~�tw� �£�uzÓßg���»~{��t{xw����|'�u��x{Öytwá}~{z�Ö}��t{twzyx{sg��|��
�G��|�~{z�Ò��Ó��~R/yv}t{�uß xij = 0

Ø�à �Æ����Ï���~{z���z k ��t���|�� zyxw~��Ó����twx��u��z}| �uv+Ou|u��zÓßuz}~(��z�x{sgzyÖ¦~�t{zÍ�uz����
~�Þ�vy��tw��z���susutw� ÖÜÞuz�� � zyx{su��Öyz���z P ��|uÖ¦~�����|ux,xw�ut���z���t{���us�z SU(N + 1)

Ø 2����ux,t{z}~{t{��� Ò���|ux�����|uxw�
� � ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����|���vy��Ï�v}~{t{��z��uz�Ö}z�Ï��T�uá}��z�é ��é Ö}��Ï�Ï�z��ã���uv}x{Ö}t{��s ~�����| �uz��ã��sut{��su�����Ó~{����|
�uz}x�Ö}��t{��zyx��G��|ux(� � zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z SU(N + 1)

Ø
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!$Ò ���uzyÏ�Ï�zy|�~ ß �&� ��� ~�t{z}x¨ÖÜÞu��� ���uz$~{��t{xw����|��u��x{Ö}t{á}~{zRx{��|�~N~�����~N���uxwx{��ÒÓ�������u��z}xyß¦z}~NÖ}��|u�u�u��x{z}|£~
 ��zyx:P ��|�Ö}~�����|ux��uzÀsG�Ótw~�� ~�����|psu���ux�Öy��Ï�su��� �£�uvyz}x Ø,Ú zysgzy|u�u��|�~ ß,��|uz P ����x,�£�uz ��zµÖ}���usu������z
������ÖÜÞuz<� �ut{��� ~���vysgzy|u� z<� su����Ö}��~�z}Ï�z}|�~��u� |���Ò�zy���Iß�s�����t�sutwzy|u�utwz¹�ã������Ï���~{zÍx{zyÏ��#� Öy����x{xw� �£�uz°���
P ����~�ÖÜÞu����x{��t��ã�*P �%�y��|À�u��|�~�����~{��t{xw����|À����x{Ö}t{á¦~�z�Ö}t{��� ~�� Ò�zyÖ k ß�~�����~�z}| t{zyxws�z}Ö}~���|�~Íx��:�£�G��|'�
~��#OGÖ � ~�����| � Ð Ø Ð Ø Ì � � Ø 2����uxÆ��vy�ã�Ó��x{xw��|uxÆÖ}z�sutw���u��á}Ï�z ���`sutw�%Ou~Æ��z � � v}~����uz��uz ~{Þuvy��t{��z}x¹� Ò�z}Ö
��tw���usgzyx(�uzÍÖy����t���|�~�x(xw��Ï�su��z}x�su����x���vy|uv}t������ Ø

� ��� � �(§ ��� �°�N�¦�(¤¹� §
G/Γ

� �(§�¥��Í���¦ª��Nª(§?� � �Í�
��� � �

à �ÙÖ}��|uxw~{t{�uÖ¦~�����|*sutwvyÖ}vy�uz}|£~{zµsutwvyxwzytwÒ�zÀz<� su����Ö}��~�z}Ï�z}|�~»�ã� xwÔTÏ�v¦~�tw��z u(1)N �u��Ï��T�uáy��z�ß
Öy��t{t{z}x{sg��|u�G�Ó|£~����'�pÖÜÞG��Ï�sux»sut{��Ï �Ó��t{z}x φ~m Ø 2����ux»sg����Ò���|ux�z}|�s�t{�%Ou~{zyt»sg���ut�­{���u��zyt¹�uz}xxwÔTÏ�v}~{t{��z}xÍ�uz»�ã� ~�Þ�vy��tw��z u(1)N

Ø Ú z}xÍxwÔTÏ�v¦~�tw��zyxÍxw��|�~�z}|u��zy|��ut{v}zyx°sG��tÍ� � ��Ö}~{����| ��z���t{���usgzyx
�u��x{Öytwz}~{xyß$xw����~��u�`~�Ô sgz t{�Ó~Ü�Ó~{����|�� x���|�x¹s�����|�~QO�� zyx � φ~m → φ~m+~λ

ß$x{����~Æ���p~�ÔTsgz t{v �Gz<� ����|
φ~m → φ−~m

Ø à zyx�s�t{zyÏ���á}t{z}x"xw��|�~�zy|u��zy|u�utwvyz}x�sG��t,� � �ÓÖ}~�����|��uz�Ö}���ut��Ó|£~{x�x{��Ï�s���zyx}ß�~Ü��|u����x �T��z
�ã�À��zy��� ��á}Ï�z sgzy� ~,(¦~�twz ÒT�uz Ö}��Ï�Ï�z��u|�z = � �u�G������~{v ØRÚ ��|ux{���uvytw��|ux»��� ������t{�m�ã�Àsg��x{xw���u������~{v
�uz�­{�Ó�u��zyt���zyx�xwÔTÏ�v}~�tw��z}x�zy|u��zy|u�utwvyz}x°su��t���z}x�Öy���ut���|�~{x�x{��Ï�su��zyx � |u����x�t{z¦Ò ��zy|u��t{��|uxÍ�Ó��� = �
�u�G�Ó����~{vyx��u��|ux(�ã�¹x{z}Ö}~{����| Ð Ø Ì Ø � � Ø

= ����~ ��� ������t{�Iß"|u���ux �uz¦Ò���|�x Ö}��|u|G����~�twzÀ� � zy|uxwzyÏÆ����zÀ�uz}x Öy���ut{��|�~�x xw��Ï�su��z}xyß,s����ux�s�t{v<�
Öy��x{v}Ï�z}|£~Æ��z Ö}zy|�~�twz�z+"�zyÖ¦~��#P Z Ø 7��Ó|ux¹��z�Ö ��xÆ��z su(N + 1)k/u(1)N × u(1)N ß
|u���ux¹� Ò���|�x
Z = ZN

k ×ZN
k
ß®�!\���z"s�t{zyÏ���z}t3P ��Ö}~{zy�ut�zyxw~
��z^Öyz}|�~�t{z,z+"�zyÖ}~{� PG��zyx
su��t���P z}t{Ï�����|�x z¦~
��z"��zy��� ��á}Ï�z

Öyz}���u����zyx ����xw��|ux Ø è ���utu­{���u��z}tN�u|�xw���ux1� ��t{���us�z^�u��x{Ö}t{z}~ Γ �uz}x�xÕÔTÏ�v¦~�t{��zyx u(1)N �G��|ux �ã��~{Þuvy���
t{��z�ß�|u��~{t{z���t{����s�z��uz�Ö}���ut��Ó|£~{x�x{��Ï�s���zyx��u��� ~ (¦~�twz���xw��Ï���t{suÞ�zQ Γ ß�������x{x��Ó|£~�x{z}�u��z}Ï�z}|�~�x{�ut
��z}x�����x{��|ux Ø

8���x{z}t���� ~ su��tw~{��Öy������á}t{z}Ï�z}|£~���|�~�v}t{zyxwx���|�~yß�|���~Ü��Ï�Ï�zy|�~ zy|iÒT�uz �&� �u|�zL��s�su����Ö �Ó~{����|  `�ã�
~�Þ�vy��tw��zÍ�uzyx�Öy��tw�uzyx}ß��uz�Öy��Ï��u��|uz}t(Öyzy��� � Ò�z}ÖÆ|u��x�t{v}x{�u� ~Ü�Ó~{x��uz°�ã��x{z}Ö}~�����|µs�t{vyÖ}vy�uz}|�~�z Ø 2����ux
Öy��|ux{���uvytw��|ux�����|�x{�I��z���t{����s�z��uzÍÖ}���ut��Ó|£~{x�xw��Ï�su��z}x

G ∼= ZN
k × Γ � Ð Ø Ì Ø Ì�B �

�!\»��z,sut{z}Ï���zyt�P ��Ö¦~�z}�ut ������~yßÓÖ}��Ï�Ï�z�sg���ut$��z�Ï��T�uá}��z,é ��é x{�ut SU(N+1) ß����ã������|G����z}Ï�z}|�~
x{��t,��z}x,sG�Ót���P z}t{Ï�����|ux z}~,��z}x,�g��x{��|�xyß�z¦~��!\ Γ �Ó����~"x{z}�u��z}Ï�z}|£~,x{�ut,��zyx"����x{��|ux Ø�à ��s�t{vy����Ö}~{����|
|G� �WÒ�z(�uz(� � ��|�~{zyt{s�t{v}~��Ó~�����|¹��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz���� �u|uz�~�z}����z���s�v}t��Ó~{����|¹z}xw~ �£�uz��ã��~�Þ�vy��tw��z(t{v}x{�u� ~Ü��|�~�z
�uv}Öyt{� ~^�ã��sutw��sG����� ~�����|¹�uzyx Öy��tw�uzyx�P zytwÏ�v}zyx^�G��|�x"�u|�z�Ö}zytÕ~Ü����|uz(��vy��Ï�v}~{t{��zR�T����~���zy|�~ G/Γ Ø 7�z~�z}��xRz}x{sG��Ö}zyx^x{��|£~ ��Ï�sg��tw~���|�~�x$z}|»Öy��xwÏ�����������z�����|ux{�0�£��� zy|»~�Þ�vy��tw��z��uz}x"Ö}��t{��zyxyß�z}|»sG��tw~{��Ö}�u����zyt
��z}x�zyxwsG��Öyz}x��uzÍ��zy|�~�������z}x SU(2)/Zn

Ø
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à �Lsut{��|uÖy��sG����z��£�uz}xw~{����|B�Ó����tw�uvyz �G��|ux ÖyzÀÖÜÞG�Ósu��~{t{zµz}xw~ ����|uÖL¯ �;&!E=�:;�� 3�; 3�E�
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2� N ��� E�
�
=� A��W;����@?G=/E$��� AU?G9<; 
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ZN
k ×Γ � $���~�twzyÏ�zy|�~R�u� ~ ß ����x+� �Ó����~
�uz,~�tw����Ò�zytR�u|uz���|�~�zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|���vy���

Ï�v}~�tw� �£�uz�sg���ut^�ã��~{��t{xw����|»�u��x{Öytwá}~{z Ø Ú z}~w~�z �T��zyxw~{����|�zyxÕ~,twvyxw�����uz(z}|�~�tw����x$~{zyÏ�sux ØTà z(sut{z}Ï���zyt
sG��xÍ��v¦~�v»���g��tw�uvyz¹�G�Ó|uxÍ�ã� xwzyÖ}~{����| Ð Ø ��ß��!\ |u���uxÍ� Ò���|uxÍv}~����u��v¹��� �uv+Ou|u��~{����| �uz}xÍÏ��T�uáy��zyx
é ��é x{��t��uzyx;�T����~���zy|�~�x�����x{Ö}t{z¦~�x��uz���t{����s�z}x�����Öy�g|u���ux�v¦~��u����zytw��|ux�z}|��uv¦~Ü��������zyxMP ��|uÖ}~{����|ux
�uz°sG��tÕ~���~{����| �uz�Öyz¦~{~�zNP ��Ï�������z��uz°~�Þuv}��t{��zyx�z}~ OG|G����zyÏ�zy|�~��u��|ux�����xwzyÖ¦~�����| Ð Ø Ì Ø ��|u����x�t{z}����z<�
t{��|ux(��zyx(�uz}���µ��susutw� ÖÜÞ�zyx�zy| ~{t{��� Ò��Ó|£~�� � ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����| ��v}��Ï�v}~�tw� �£�uzÍsg���ut � ���»s�� �usG�Ótw~(�uz �
Öyz}x(Ï��T�uáy��zyx Ø

!$Ò ���uzyÏ�Ï�zy|�~ ßI���$zyxÕ~Í~�t{á}xÍ��|�~�v}t{zyxwx���|�~���� v}~����u��z}t°Ö}��Ï�Ï�z}|£~ÍÖ}zytÕ~Ü����|uzyxÍsutw��sut{��v}~{vyxÍ�uz»Öyz}x
~�Þ�vy��tw��zyx ��vysgzy|u�uz}|�~É�u�0ÖÜÞu��� �0�uz`~���t{x{����|0�u��xwÖytwá}~�z Ø°Ú zy���H�iv}~{v P ����~ |���~Ü��Ï�Ï�zy|�~ �G��|�x
, J > ¬u¬ éHÎ�Î�.�zy|�Öyz��£�u�(Öy��|uÖ}zytw|uz ��zyx�v}~��Ó~�x»�uz'����t{�ms���xwx{���u��z}xyßRz}~�|u����x�z}|�sG�Ót{��z}t{��|�x�z}|
�uv¦~Ü����� �G��|�x���z�ÖÜÞG��su� ~�twz�Ì Ø

è z}|uÖÜÞu��|uxK��|u���uxR��� ������t{��xw�ut
��z^��t{����s�z Γ �uz,Ö}���ut��Ó|£~{x
xw��Ï�su��z}x Ø !$~Ü��|�~
�u|���tw���usgz,�u��x{Ö}t{z}~
z}~°�Ó��v}����z}| � Ö%� zyxÕ~°�u| xw���uxK����tw���usgz���z Z �¦ßI���$zyxÕ~���z���� P ��t{Ï�z Γ ∼= Zn1 × . . . × ZnN

�!\ nix{��|£~Æ�uzyxÆ����ÒT��xwzy�utwxÆ�uz k z¦~ÆÖ}zytw~�����|�xQP ��Ö}~{zy�utwx Zi
s�z}��Ò�z}|�~,(¦~�twz ~�tw��ÒT�ã���'� Ø 8�� s�z}��~ÆÔL�[Ò�����t

su���ux{��zy�utwx$x{����x1����t{���usgzyxR��z Z ��x{��Ï���twsuÞuz}x� Γ Ï ����x
|u���uxRs�����Ò���|�x^���uÏ�z}~{~{t{zÓß�x��Ó|ux^s�z}tw~�z,�uz
��v}|uvyt{����� ~�v�ß �£�uzÆ��zyx���vy|uv}t��Ó~{zy�utwx��uz Γ x�� vyÖ}t{� Ò�zy|�~Í|G� ~��utwzy����zyÏ�zy|�~��u��|ux���� �G��xwz {~λi} �gÖ%� zyxw~1�
 � �u��twz �£�uz���zyx ��v}|uvyt{�Ó~�z}�ut{x Wi

��z Γ ������x{x{z}|�~�x{��t,�ã� i � áyÏ�z�xw���ux1��������áy�utwz u(1) � ��tw~{Þu������|u����z�����É����~{t{z}xÆs����ut�����P ��twÏ�z��uz 4���������|�� �¦ßIÖ}��Ï�Ï�z m′
i → m′

i + 2k/ni
ß
sg���ut i = 1, . . . , N

Ø
7�z P �%�y��| su���ux"Öy��|�Öy��xwz�ß Wi =

(
~0,~0; 2k

ni

~λi

)
� �!\ ��zyx"�uzy�'��sutwzyÏ���á}t{zyx"v}~{� �£�uz}~w~�z}x��uvy|���~�z}|£~���zyx

sG��t{��P zytwÏ�����|ux � Ø
à z���t{���us�z G v}~Ü�Ó|£~$�uv}~{zyt{Ï���|�v�ß �T��zy��x
x{��|�~^������t{x���z}x
ÖÜÞu��� �Æ��z,~���twx{����|��u��x{Ö}t{á}~{z � 
 |ÆÖy���us

��� � z}���T������Öy��|u�u��~{����|�x �WÐ Ø Ð Ø Ì ���Ntwv}Ò�á}��z�����xÕ~�t{��Ö}~���t{z�xw�u��ÒÓ��|�~�z,s�����t
�ã��Ï � ~�t{��Öyz X ØÓà ��Ï � ~�t{��ÖyzzyxÕ~�v}Öyt{� ~�z��G��|ux������G�Óx{z (Ji,Wj)
� Ò�z}Ö i, j = 1, . . . , N z¦~��ã�°|u��~��Ó~�����|�z}xw~�����xw�u��ÒÓ��|�~�z�¯ |����ux

Ò����u����|�x¹Ï ����|�~�zy|���t����ÀÏ,(}Ï�z ��|u�uzF�u� ~�����|`s�����t¹��zyx¹Ö}���ut{��|�~�x Ji � ��zyx¹��v}|uvyt{�Ó~�z}�ut{x��uz ZN
k
�

z}~��uz Wi
� ��zyx���v}|uvyt{�Ó~�z}�ut{x ��z Γ �¦ß,s��u��x �T��zÀ~����ux ��zyx��uzy�'�i������x{xwzy|�~ x{��t �ã�LÏ�(yÏ�zµxw���ux1�

������áy�utwz u(1)(i) Øuà z}x(vy��v}Ï�z}|�~�x��uz�Ï��Ó~�tw��Ö}z �£�u�IÏ�vy�ã�Ó|u��zy|�~���zyx Ji xw��|�~��u��|uÖ�|u�Ó~�vyx xij ßuÖ}zy���Ï�vy�ã�Ó|u��z �Ó|£~���zyx Ji z¦~���zyx Wi
x�� vyÖ}t{��Ò�zy|�~ yij z¦~�Öyzy�'� Ï�v}�ã��|���z ��|�~(��zyx Wi

xw��|�~���susgzy��v}x zij Ø
7Q� ��sut{á}x �ã�L��v+OG|u� ~�����|*�uz ���LÏ��Ó~�tw��Öyz X � Ð Ø Ð Ø Ì � �»z}~ ��zyx sg�����ux�Öy��|�P ��t{Ï�zyx���zyx v}~��Ó~�x

�g��x{��|�� �£�uzyx �WÐ Ø Ð Ø Ì�Ð �"|u���ux�� Ò���|ux�����|uÖ
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X(xij, yij, zij) =




0 x12

k
· · · −2−y11

n1

y21
n2

· · ·
−x12

k
0

ØØØ y12
n1

−2−y22
n2

ØØØØØØ Ø Ø Ø xN−1,N

k

ØØØ Ø Ø Ø yN−1,N

nN

−x1N

k
· · · 0 −y1N

n1
· · · −2−yNN

nN

0 z12
n12

· · ·
− z12
n12

0

ØØØ
Ø Ø Ø ØØØ Ø Ø Ø zN−1,N

nN−1,N

− z1N

n1N
· · · 0




.

� Ð Ø Ì Ø Ì8Q �
!$~Ü��|�~��u��|u|�vyzyx���z}x�Ö}��|�~�t{����|�~�z}x?�T��z��u����~(x�� ~���x1P ����twz X ßG|u���ux�Ò��[Ô���|�x �£�uz°��zÍ��t{���us�z �£�u�

�
su��t���Ï�v}~{t{��x{z ����z�ÖÜÞu���#� �uz�~���twx{����|'����x{Ö}t{á¦~�zÍzyxÕ~

D(G) = Z
N(N−1)

2
k ⊕

N⊕

i=1

ZN
ni
⊕
⊕

i<j

Zgcd(ni,nj),
� Ð Ø Ì Ø Ì8i �

�!\ ��z}x�~�t{����x,~{zyt{Ï�zyx(sG�Ót���Ï�v}~{t{��xwzy|�~(��z}x�ÖÜÞu��� � �uz xij, yij z}~ zij twzyx{sgzyÖ¦~�� Ò�zyÏ�zy|�~ Ø
â �Ósus�z}����|�x3�T��z"|u�Ó~�t{z^�u� ~�z}xw~ �uz �uv}~{zytwÏ���|uzyt¨� � ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|���v}��Ï�v}~�tw� �£�uzR�uz^����~{��t{xw����|

�u��x{Öytwá}~{z�������vy�utw� �£�uz Ø
à �µÖ}��Ï�su��t�����x{��|Ù�uz}x¹�uzy��twvyxÆ��z ������z}tw~{v�Ö}��t{twzyx{sg��|u�u��|�~�x¹�G��|�x D(G)
� Ò�z}Ö���zyx�ÖÜÞu��� � sg��x{xw���u��zyx�sg���ut��ã�Æ~{��t{xw����| �u��x{Ö}t{á}~{zÍ��vy��Ï�v}~{t{� �T��z

H2(Γ, U(1)) = ⊕
⊕

i<j

Zgcd(ni,nj)
� Ð Ø Ì Ø Ñ�Î �

x{������áytwz �£�uz ��z�ÖÜÞ����#�É�uz �ã�µÖ}��|u|uzF� ����| B � Ð Ø � Ø ��i �Ízyxw~»s�t{��xÆzy|pÖy��Ï�s�~{z sG��tÆ��z ~�tw����xw��á}Ï�z
~�z}t{Ï�zÀzy| D(G)

Ø 
 |uz P ����x:�T��zÙÖ}z ÖÜÞu���#� sut{z}|u�izy|HÖy��Ï�s�~{zÀ~�����~{zyx ��zyx�~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����|ux
sg��x{xw���u��zyx��uz»� � zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z�ßI����|u|uv�sG��t���zÆ~�t{��su��z¦~ (M, g,H) ßI|u���uxÍ�uz¦Ò���|�x�|u���ux�� ~{~�z}|u�utwz
 »ÖyzQ�£�uz���zÍ�uz}��� ��áyÏ�zÍ~�zytwÏ�z ⊕N

i=1 ZN
ni

z}| D(G) Ö}��t{twzyx{sg��|u��zC »�u|ÀÖÜÞG��|���zyÏ�zy|�~���� z}x{sG�ÓÖyz
Öy���u��z Ø£Ú � zyxw~"zy|�z+"�z}~ Öyz �£�uz�|u���ux"��������|ux$Ï���|�~�twzyt Ø � �u��|�~,�Ó��sutwzyÏ���z}t$~�zytwÏ�z(z}| D(G) ß�|u����xÏ�����|�~���zy|u��t{��|uxR��zyx sG��t{��Ï�á¦~�twzyx xij  /yv}t{�ußTsg���ut ��zyx t��Ó��x{��|ux"v¦Ò��'�£�uvyz}xR ���� OG|��uz����°xwzyÖ¦~�����|Ð Ø Ð Ø Ð Ø
à �.P ��|uÖ¦~�����| �uz�sG��tw~{��~{����| � Ð Ø Ð Ø Ì�Î �Rs����ut,�uz}x,ÒÓ����z}�ut{x,��t{����~�t{����twzyx^�uz}x�sG��t{��Ï�á¦~�twzyx yij, zijx�� vyÖ}t{� ~�������twx

Z(yij, zij) =
∑

~

∑

~s



∑

~m,~m′(~s)

~w,~w′(~s)

χ~~m(~s)χ~m′(~s)χ̄j, ~w(~s)χ̄~w′(~s)


 , � Ð Ø Ì Ø Ñ � �
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,T

�!\`|u���ux»� Ò���|ux»�uz}|u��~{v'��|`Öy���ut{��|�~»x{��Ï�su��z���v}|uvyt{����Öy��Ï�Ï�z J~s = (ΠiJ
si
i )
(
ΠiW

s̄i
i

) � Ò�z}Ö
~s = (s1, . . . , sN , s̄1, . . . , s̄N)

Ø�à zyx(t{á}����z}x(�uzÍx{zy��zyÖ¦~�����|'xw��|�~

mi −m′
i =

∑

j

(yij + δi,j)
k

nj
s̄j mod k, � Ð Ø Ì Ø Ñ£Ð �

m′
i = (yii − 1)si −

k

ni
s̄i +

∑

j 6=i

zij
nij

k

ni
s̄j mod

k

ni
, � Ð Ø Ì Ø Ñ�Ì �

� Ò�z}Ö wi = mi+2si
ß w′

i = m′
i+2si+2 k

ni
s̄i
Ø 2����ux"� Ò���|�x,����x{x{�g������s�~�v��ã��|u�Ó~Ü�Ó~{����| χ~m′(s) =

Πiχ
u(1)(i)

m′
i(s)
s����ut^��z�sut{�T�u�u� ~"��z�Ö �Ót���Ö¦~�áytwzyx"�uz u(1) z}~�|����ux t���susgzy����|ux �£�uz nij = gcd(ni, nj)

Ø
2���~{��|uxR�£�uzÍ��z�ÖÜÞ����#� yii = −1 ��Ï�su��� �£�uz mi = m′

i
Ï�� � k ßuÖyz �£�u� ßu�[Ò�zyÖÍ� � ����zy|�~��#OGÖ �Ó~{����|

�uz}x ÖÜÞu��Ï�s�x¨sG��t¨� � ����~{��Ï���t{suÞ���x{Ï�z �WÌ Ø � Ø Ì � z}~N�����uvyÖ}��Ï�sg��xw��~�����|��uz^twzysutwvyx{z}|�~Ü�Ó~{����|ux �WÐ Ø Ð Ø Ì�Ñ �¦ß
��|��u� �£�uz.�T��zÆÖyzÆÖÜÞ����#�µsut{v}x{z}twÒ�z»� � ������áy��t{z°ÖÜÞu��t{����z°�����uÖÜÞ�z su(N + 1)k

Ø 2�����x�Ò�z}t{t{��|ux��G��|�x
�ã� xwzyÖ}~{����| Ð Ø Ì Ø � �£�uzµÖ}zy�ã� Öy��t{t{z}x{sg��|u�  9�£�u��~���zy|�~�z}t���z ��t{���usgz SU(N + 1) sG�Ót�� � ��Ö¦~�����|
�uz Γ  ��ut{��� ~�z Ø × ����x�s����ut�Ö}��Ï�s�t{zy|��ut{zÆ� � ��|�~�zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|'��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz°�u�ÀÏ�� �uá}��z � Ð Ø Ì Ø Ñ � �
sg���ut¹�u|mÖÜÞu��� � �£�uzy��Öy��|0�£�uz'�uz ~���t{x{����|p�u��xwÖytwá}~�zÓß^|u���ux»Öy��|ux{���uvytw��|ux���� �Ó����tw�p�u|uz P ��Ï�������z
sG��tÕ~���Öy�u����áytwzyÏ�zy|�~���|�~�vytwzyxwx���|�~�z°�uz �£�u��~{��zy|�~{x��uz SU(2)

Ø

� � � ��� � 
 ��� � ����� � ��� 
�� ��
 � ��� � ����
 
 � � ��� ��� �

� ��� O�� R�
 QSRUT RUT � �<V!RUT XLR QSR � 
$P>Q QSRUT � 
 | z}x{sG�ÓÖyz»�uzÆ��zy|�~�������z�� ��vy|uv}t�������xwv�� L(n,p)
zyxw~Í��|

�£�u��~{��zy|�~(�u�'��tw���usgz SU(2) sG��t����»twzy���Ó~�����|���� v��£�u� Ò��Ó��zy|�Öyz

g ∼ ω
p+1
2 g ω

p−1
2 , � Ð Ø Ì Ø Ñ�Ñ �

�!\ ω ∈ Zn ⊂ SU(2) z}xw~^�u|»v}��vyÏ�zy|�~^��� ��tw�ut{z n Ø 7���|uxR����|u��~��Ó~�����|Æ�uz�����x{zyÖ¦~�����|»sut{v}Öyvy��zy|�~�z
|u����x�s�����t{t{����|ux�v}Öytw��t{z L(n,p) = SU(2)/p Zn

Ø 8�Öy� p z}xw~Í�uv<OG|u�RÏ�� ���u��� n ßIÖ �Ót ωn/2 zyxÕ~���|
vy��vyÏ�zy|�~ Öyz}|£~{t����g��� ��t{��t{z 2 ß£z}~,|u���ux"� Ò���|ux"�u��|uÖ n z}x{sG�ÓÖyzyx,�uz���zy|�~�������zyxR��v}|uvyt{������x{vyx sg���ut �u|x{���ux1� ��t{����s�z Zn

� ��z"ÖÜÞ����#���u�Æ��vy|uv}t��Ó~{zy�ut ω |�� v¦~Ü��|�~
sG��x
sgzytÕ~���|uzy|�~	� Ø�à z}x$zyxwsG��Öyz}xR�uz,��zy|�~�������zyx
�uxw�uzy��x�Öy��t{t{z}x{sg��|u�uz}|�~¹���6�£�u�Ó~���z}|�~�sG�Ót�� � ��Ö¦~�����|Ù��t{��� ~�z����L���Ó�uÖÜÞuz ��z Zn

ß x{����~ p = 1 ���
p = −1 t{z}x{sgzyÖ}~{��Ò�zyÏ�zy|�~ Ø @ | ~�z}t{Ï�zyx��uz°Öy�T��t{�u��|u|uvyz}x���� @ �u��z}t g(χ, θ, φ) = ei

χ
2
σ3ei

θ
2
σ1ei

φ
2
σ3

�ã�Ætwzy���Ó~�����|���� v��£�u� Ò��Ó��zy|�ÖyzÍ�uz}ÒT��zy|�~

χ ∼ χ + 2π
p+ 1

n
, φ ∼ φ− 2π

p− 1

n
. � Ð Ø Ì Ø Ñ�� �

¬ � n z¦~ p |uz�x{��|£~^su��x^sut{z}Ï���zyt{x
zy|�~�twz�z}���»��z��£�u��~���zy|�~ ���uz}x sg����|£~{x O�� zyx Ø ¬ ��|u��|Iß���zyxRzyxwsG��Ö}zyx
L(n,p)

xw��|�~�twvy���u����z}t{x�z}~���zy�utwx�~{��s�����������zyx�xw��|�~�~�twáyx�xw��Ï���������twzyxyß �uvysgzy|��G��|�~�x{z}�u��z}Ï�z}|�~��uz n
]pz}|*sG�Ótw~���Öy�u����z}tyßR��z}�ut»��t{���us�z�P ��|u�G�ÓÏ�z}|£~�����z z}xw~ π1(L(n,p)) = Zn

Ø�× ����x»~�����x���zyx L(n,p)
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��|�~°���uxwx{�^�ã��Ö}��Þu��Ï�����������z � z¦~°� � Þu��Ï�����������z����uz»��� ~{t{����x1� x{suÞuá}t{z S3 ß H1,2(L(n,p),Z) = 0 z¦~
H3(L(n,p),Z) = Z �,����x»��|�~�����|uÖ P ���ut{|u�  è ����|�Ö ��twvµ�u|�Öy��|�~�twz<� z<� zyÏ�su��z  Lx�� sut{z}Ï���áyt{zÖy��| ­wzyÖ¦~��utwz'xw�ut»�ã� Ö �Ót���Ö¦~�vytw��x{�Ó~�����|`�uz �ã�ÀxwsuÞuáytwz �&� ��s�t{áyx»x{�Ùxwzy�u��z'Þ���Ï�����������z Ø @ | P ��� ~ ß����
P ����~�t{zyÖ}���utw��t  ��ã� ~{Þuvy��t{��z��uzyxÍ|u�Tzy�u��x°sg���ut�����xw~{��|u���uzyt���vy��Ï�v}~{t{� �£�uz}Ï�z}|�~���z}x�zyx{su��Öyz}x��uz
��z}|�~�������z}xRt{vy���u����zyt{x , $ ��i�. Ø 8���zyxÕ~���xwx{z�/���ÏÆ�ux{��|�~ ßTz}~"s�z}��~�(¦~�twz�sG�Óx,�u|�ÞG��x��Ót{�Iß'�£�uz����Í~{Þuvy��tw��z
Öy��|�P ��t{Ï�zÍ��Ö}Öy��Ï�su����x{xwz��ã�¹Ï�(yÏ�z�~���ÖÜÞ�z Ø

J
��|u����z}Ï�z}|£~yß���z(��tw���usgz H2(L(n,p), U(1)) �uz(~���twx{����|��u��x{Ö}t{á}~{z���vy��Ï�v}~{t{� �£�uz(z}xw~ ~�t{� ÒT�ã���uz¦~
�u��|�Ö���� zF� ��xw~{z�x{�ut L(n,p)

��|uz�x{z}�u��z�Ö}�ã��xwx{z��uzÍÖy��|u|uzyÖ¦~�����|ux B sg���ut��u| ÖÜÞG��Ï�s H �£�G��|�~��#OGv Ø
à zyxRz}x{sG��Ö}zyx^�uz���zy|�~�������z}x�|����uxRsgzyt{Ï�z}~w~�z}|£~^����|uÖ��uz�|u���uxRÖy��|�Öyzy|�~{t{zyt^xw�utR��z���zy��� ��á}Ï�z"~�zytwÏ�z
Zn
�uzÍ�ã��~{��t{xw����| �u��x{Öytwá}~{z��Ó����v}�ut{� �T��z � Ð Ø Ì Ø Ì8i � Ø

2���~{t{zÆxÕ~�t{�Ó~�v}����zÆxwzyt{� �&� ���g��tw� �uz¹Öy��|�xw~�tw�u��twzÆ��z}x���sgvyt�� ~�zy��t{x��uzÆÒ�zytÕ~�z<� ��vy|uv}t����'� �G��|ux
��zN�£�u��~{��zy|�~ �WÐ Ø Ì Ø Ñ�Ñ �(z¦~�zy|�x{�u� ~�zÆ�uz�ÖÜÞuzytwÖÜÞuzytÍ�u|�zQP ��|uÖ¦~�����|µ�uzÆsu��tw~{��~�����|'��|�ÒÓ��t{����|�~�z°Ï��T�u���
�ã�Ó��t{z�� Ò�zyÖ��uz}xÍ~{zytwÏ�z}x°��z�Ö}z}~w~�z P ��t{Ï�z ØIà � Ö}�ã��xwx{� OuÖ �Ó~{����| �uz}xÍ��|�ÒÓ��t{����|�~�x�Ï�� ���u�ã����t{z}x�|u���ux
sgzyt{Ï�z}~w~�t{� ������twx���� ����zy|�~��#OGzyt¹Ö}z}~{~{z P ��|uÖ¦~�����|`�uz sG��tÕ~���~{����|Lz}~»��� ���uz}|�~�� OuzytÆ� � ��|£~{zytwsut{v¦~Ü�Ó~{����|
��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz��uzÍ�ã��~{��t{xw����| �u��x{Ö}t{á}~{z°������v}�ut{� �£�uz �£�u�¨Ô ��susu��t�����~ Ø
à z �T����~���zy|�~ � Ð Ø Ì Ø Ñ�Ñ � �ut{��x{z��ã��xwÔTÏ�v¦~�tw��z su(2)L × su(2)R

s����ut�zy| sutwvyxwzytwÒ�zyt�x{z}�u��z}Ï�z}|£~
�u|uz�xÕÔTÏ�v¦~�t{��z u(1)L×u(1)R

��|u���uxRtwz}~�tw����Ò���|ux � � ������á}�ut{z"ÖÜÞu��t{����z su(2)k/u(1)2k×u(1)2k
�C\

k z}xw~��u| ÏÆ����~���su��zÍ�uz n Ø¨â ��susgzy����|ux���� �uv}Öy��Ï�s���x{��~{����| � Ð Ø Ð Ø Ì�Ñ �(�uzyx�Öy��t���Ö¦~�á}t{zyx���z su(2)k�G��|�x�Ö}zy���'��z u(1)2k

χ
su(2)k

j =

2k−1∑

m=0
m=j mod 2

χPFjmχ
u(1)2k
m .

à zyx(Öy���ut���|�~{x���vy|uv}t���|�~�� � ������á}�ut{z u(1)L × u(1)R
x{�u����x{xwzy|�~����ux{xw�N� � ��Ö}~{����| �WÐ Ø Ì Ø Ñ�Ñ �

JL = g−1dg ∼ ω
p+1
2 JL ω

− p+1
2 , J̄R = d̄g g−1 ∼ ω− p−1

2 J̄R ω
p−1
2 , � Ð Ø Ì Ø Ñ�7 �

Öyz��£�u����|u�u�u� ~I�u|�z twzy���Ó~�����|���� v��£�u� Ò��Ó��zy|�ÖyzR�G��|�x¨� � zy|uxwzyÏÆ�u��zR�uzyx¨ÖÜÞu��Ï�s�x s�t{��Ï�����t{zyx��u� P ��Ö}~{zy�ut
u(1)2k

�uzÍ�ã�Æ~{Þuvy��tw��z

χm ∼ χm−(p−1) k
n
, χ̄m ∼ χ̄m−(p+1) k

n
. � Ð Ø Ì Ø Ñ�B �

2���~{��|ux���� �u� "�vytwzy|uÖ}z»�uz¹x{����|uzÆz}|£~{t{z»��z�x{zyÖ¦~�z}�utÍ�����uÖÜÞuz»z¦~���zÆxwzyÖ¦~�zy��t��utw����~ Ø 8�Ö}�$��zCP �Ó��~
�£�uz p zyxÕ~���v+OG|u�¨Ï��T�u�u��� n z}xw~�����v  ¹� � ���uz}|�~�� OuÖ �Ó~{����|��uzyx�ÖÜÞG��Ï�sux�sG��t{��P zytwÏ�����|u� �T��zyx Vjm ∼
Vk−j,m+k

Ø
è ��tÕ~Ü��|�~��uz'�ã�DP ��|uÖ}~{����|m�uz'sG��tÕ~���~{����|p�uz SU(2)k

ß^�!\m��zyx�ÖÜÞG��Ï�sux�x{��|�~�Öy����su��á}x�� Ò�z}Ö
��z}�ut{x�Öy��| ­w�u���uv}xyß�z}~���Ï�s���x{��|�~�� � ���uz}|£~{� OGÖy�Ó~�����| � Ð Ø Ì Ø Ñ�B ��|u���ux�~�tw����Ò���|ux����*P ��twÏ�z°�u�'~�zytwÏ�z



��� � �������
H

R 
 V!I�KGXLR T�� R�K ����RUTZX ���OT XLRUT RUT � �<V!RUT V!I � �	�<V�
,T

��v}|uvyt{���I�uzÍ�ã�CP ��|�Ö}~�����| �uzÍsG��tÕ~�� ~�����| �uzÍ� � zyx{su��ÖyzÍ�uzÍ��z}|�~�������z}x L(n,p)

χjmχm−(p−1) k
n
s̄1
· χ̄jwχ̄w−(p+1) k

n
s̄1
, � Ð Ø Ì Ø Ñ�Q �

�!\ s̄1
zyxÕ~ �u|izy|�~{��zyt �uv+OG|���Ï��T�u�u��� n z¦~ �£�u��sgzy��~ (}~�twzÀ��|�~{zyt{s�t{v}~{v Öy��Ï�Ï�zµ�u|B|u��ÏÆ�ut{z

��� zy|utw���u��zyÏ�zy|�~ Ø @ | P ����x���|�~(�Ósus�z}�¨������t{á}����z}x��uz P �ux{����| �uz u(1) �WÐ Ø Ð Ø Ì�Ì �¦ß�twzyÏ���t)�£�u��|uxR�£�uz
��z}xÍx{zyÖ¦~�z}�ut{xÆ�����uÖÜÞuz�z}~��ut{����~Í�G��|�x�Ö}zyx�~{zytwÏ�z}x�xw��|�~�twzy����vyxÍsG��tÍ�uz}x�Ö}���ut��Ó|£~{x�xw��Ï�su��z}x Ø 
 |
Ö �Ó��Öy��� xw��Ï�su��z�twv}Ò�áy��z�������t{x?�£�uzÆ��zÍ��tw���usgz���z�Öy���ut���|�~{x�x{��Ï�s���zyx(zF������v°zyxw~���z°��t{���us�z OG|u� z}~
���gvy����zy| G = Zk × Zn

ßGÖ}z �T���¨zyxw~��uzÍ�ã�QP ��t{Ï�z � Ð Ø Ì Ø Ì�B � Ø
è ����t�~�tw����Ò�z}t��u| ��|�ÒÓ��tw�ã��|�~�Ï��T�u�u�ã�Ó��t{zÓßG|u���ux�s�����t{t{����|ux�Öy��Ï�Ï�z}|uÖyz}t�sG��t���Ï�s���xwzyt������

~�z}t{Ï�zyx � Ð Ø Ì Ø Ñ�Q ��� � ��|�ÒÓ��t{����|uÖ}z�xw���ux���z���vy|uv}t��Ó~{zy�ut T �uzyx°~�t��Ó|ux P ��twÏ � ~�����|uxÍÏ��T�u�u������twzyx � z}|
��� ����~{t{zyx�Ï���~�x*�£�uz hL = hR

Ï��T� Z �¹z}~�zy|�x{�u� ~�z ~�t{����Ò�z}t �u|uz'Öy��ÏÆ�u��|u����xw��|p����|�v ����t{z �  
Öy�Tz ��Ö}��zy|�~{x�zy|�~{��zytwx�sg��x{� ~��#P x����uz Ö}zyx�~{zytwÏ�z}x.�£�u�"x{��� ~���|�Ò��Ót{�ã�Ó|£~{z�xw���ux���z���vy|uv}t��Ó~{zy�ut S Ø 8��
P ���u��t���� ~�������t{x�Ò�v}t{� Ouzyt su���ux{��zy�utwx Öy��|u�u��~{����|�xyß Öy��Ï�Ï�z � � �u|u��Öy��~{vµ�uzµ� � ���uz}|£~{��~{vµz}~ ����|uxw����z
x{����~�zÓß sg���ut �£��� �u| ~�z}�
��|£ÒÓ��tw�ã��|�~�Ï��T�u�u������twz�xw����~��uvyÖ}�ã��twvÆ�u|uzCP ��|�Ö}~�����|À�uz¹su��tw~{��~�����|µ�&� �u|�z
~�Þ�vy��tw��z�Öy��|�P ��t{Ï�z Ø
Ú zysgzy|u�u��|�~ ß�Ö}��Ï�Ï�z |u���uxR� � � Ò���|ux�ÒT�Iß�~{����~
Öyzy����zyxÕ~Rsutw��x
z}|¹Öy��Ï�s�~{z�sG��t��ã��Ö}�ã��xwx{�#OGÖ �Ó~{����|

�uz}x5P ��|uÖ¦~�����|uxN�uz,su��tw~{��~�����|Í�uz^~�Ô sgz,Ö}���ut{��|�~�x
xw��Ï�su��z}x Ø 2����ux�x{� Ò���|ux��T�&� ���TzF� ��xw~{z,zF�u�ÓÖ}~�z}Ï�z}|�~
�u|uz�~�zy����z P ��|uÖ}~{����|���z�sG��tw~{��~{����|�suÞ�Ô xw� �£�uzÍ�u��|�~���zyx,~{zytwÏ�z}x�x{��|�~�~����ux��uz����.P ��t{Ï�z �WÐ Ø Ì Ø Ñ�Q � Ø
Ú � zyxw~

Z
(
L(n,p)

)
=

k∑

j=0

∑

s1,s̄1




∑

m−m′=(p+1) k
n s̄1

m+m′=(p−1)( k
n s̄1+s1) mod 2n

χ̄PFk
jm χ̄

U(1)k

m′ χPFk
j,m+2s1

χ
U(1)k

m′+2s1+2 k
n
s̄1



� Ð Ø Ì Ø Ñ�i �

Ú zyÖ}��Öy��� |uÖy���uz�� Ò�zyÖ���� P ��|uÖ}~{����|»�uz�sG��tÕ~���~{����|»��v}|uvytw� �£�uz � Ð Ø Ì Ø Ñ � �R� Ô���|�~,Öyz�Ï,(}Ï�z(��tw���usgz���z
Öy���ut���|�~{x�xw��Ï�su��z}xyß Ï��[Ô�z}|u|G��|�~�� � ���uz}|�~�� OuÖ �Ó~{����|���zyx(sG��t{��Ï�á¦~�twzyx

p = y11

à zÆÖÜÞu��� �À��z p ß&�£�u�
�uv}~{zyt{Ï���|�zÆ��z.�T����~���zy|�~ G/p Γ ß�zyxw~Í����|uÖÆsG�Ót���Ï�v}~{t{vÆsG�Ót���z���t{����s�zÆ��z
~���t{x{����|m�u��xwÖyt{á¦~�z D(Zk × Zn) = Zn

Ø à � v}������� ~�v �uz}x,P ��|uÖ¦~�����|ux»�uzµsu��tw~{��~�����|`zy|�~Ü��|�~,�T��z
P ��|uÖ¦~�����|ux,zF� su����Öy��~{zyx���zyx�Ö �Ót���Ö¦~�áytwzyx(��Ï�su��� �£�uz �T��z���zyx�~{Þuvy��t{��z}x�Öy��|�P ��t{Ï�zyx,x{��|�~(����zy|�~�� �T��zyx Ø
2����ux$� Ò���|ux$�u��|�Ö�Ï���|£~{t{vM�T��z���z}x
�u�#" v}t{zy|�~{x
ÖÜÞu��� �Æ��z"~���t{x{����|�����x{Ö}t{á¦~�z�������vy��t{� �£�uz �uz,~�ÔTsgz yÖy��t{t{z}x{sg��|u�uz}|�~$��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uzyÏ�zy|�~5 (�uzyx�zyx{su��Öyz}x1��Ö}���u��zyx��u� "�vytwzy|�~�x ����~{zy|£�ux
su��t���zyx �£�u��~{��zy|�~{x
� Ð Ø Ì Ø Ñ�Ñ � Ø @ |LsG��tw~{��Ö}�u����zytyß¨sg���ut p = −1 |u����x�t{z¦~�tw����Ò���|uxÆ�ã� ~�Þuv}��t{��z xw�ut�� � z}x{sG��Ö}z ��zy|�~�������z
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�uxw�uzy� Ln = SU(2)/Zn
ßG�C\'���¹xwÔTÏ�v¦~�tw��z SU(2)L

zyxw~�sutwvyxwzytwÒ�vyz

Z (Ln) =
k∑

j=0

χ
SU(2)k

j




∑

m−m′=0 mod 2 k
n

m+m′=0 mod 2n

χ̄PFk
jm χ̄

U(1)k

m′




� Ð Ø Ì Ø ��Î �

� I���� �)JOK ��
$PSI�� T ��� X J��<QSR T � à z}x�Öy��t���Ö¦~�á}t{zyx���z u(1)2k
xw��|�~ ß�zy|À~Ü�Ó|£~ �£�uzQP ��|uÖ¦~�����|ux����

sG��t{��Ï�á}~�twz�Ï��T�u�u������twz τ ß�z<� su����Öy� ~�zyÏ�zy|�~�����|u|uv}x�sG�Ót

χu(1)2k
n (q) =

1

η(q)

∑

r∈Z+n/2k

qkr
2

, q = e2πiτ ,

z}~�Ò�vytw� OGz}|�~Í�u��|uÖ χn(τ) = χ−n(τ)
Ø $���|uxw� ßg�ã�*P ��|uÖ}~{����|µ�uz¹sG��tÕ~���~{����| Z(Ln)

zyxÕ~���|�ÒÓ��t{����|�~�z
x{���ux(�ã��~�t{��|ux1P ��t{Ï��Ó~�����| m′ → −m′ ßG��� z}| ��� ����~{t{z}x�Ï���~�x

Z (Ln) = Z
(
L k

n

)
� Ð Ø Ì Ø ��� �

à � ��|�Ò�������~�����| m′ → −m′ z}xw~°�u|uz»Öy��| ­w�u������x{��| �uz»ÖÜÞG�Ót{��z»�G��|�x°��zCP ��Ö}~{zy�ut u(1)L
ßIz}~°sgzy��~

x�� ��|�~{zyt{s�t{z}~{zyt$Ö}��Ï�Ï�z^�u|uz = ���u�G�Ó����~{v Ø @ |ÆsG��tÕ~���Öy�u����zytN|u���ux
Ö}��|uÖy���u��|ux��T��z,��z"Ï��T�uá}��z SU(2)kzyxÕ~ = ���u�G�Ó�N��� Ï��T�uáy��z SU(2)k/Zk

Ø
è ��t�Öy��|£~{t{zÓßg���I|�� zyxÕ~�sG��xRP ��Ö}����z���� ���uzy|�~{� OGz}t���zyx�Ï��T�uá}��zyx = � �u�G���'� �����'zyxwsG��Ö}zyx���zy|�~�������zyx

��v}|uvyt{������x{vyx L(n,p)

Ø ¬ � ���Tzyxw~$ÖyzytÕ~Ü����|C�£�uz�Ö}z}~{~{z���|�Ò�������~{����|°|uz�s�t{vyxwzytÕÒ�z�zy|¹��vy|uv}t���� sG��x
��z,ÖÜÞu���#�
�uz�~{��t{xw����| �u��xwÖyt{á¦~�zÓßu��| x�� �Ó~w~�zy|��  ÆÖ}z �£�uz���z}x�Ï��T�uá}��zyx"�u�G���'� x{����zy|�~�~{��� ­w����t{x��uz}x�zyxwsG��Öyz}x
��z}|�~�������z}x,��v}|uvyt{������x{vyx Ø

� R V��<T � � ����K �<Q � $�sutwáyx°��z}x.�£�u��~{��z}|£~{x���z SU(2) ßNsG��xwx{��|ux°Ï�����|�~�z}|G��|�~����LÖy��x°��vy|uv}t������� �u|°��t{����s�zRÖ}��Ï�su��Ö}~yß x{��Ï�su��z$z}~ xw��Ï�su��z}Ï�z}|£~ Öy��|�|uz<� z G z}~N�u|°x{���ux1� ��t{����s�z^�u��x{Öytwz}~ ���gvy����z}|
Γ ∼= Zn1 × . . . × ZnN

�u��|�~ Öyz}tw~�����|ux�P ��Ö}~{zy�utwx Zni

s�z}��Ò�z}|�~ (¦~�twzµ~�tw��ÒT�ã���'� Ø è t{z}|u��|ux �uz
|u��� Ò�z �Ó�É��z�Ö ��x°�uz G = SU(N + 1) sg���ut°Öy��Ï�sG�Ót{zyt°� Ò�z}Ö��ã� x{z}Ö}~{����| sut{v}Öyvy��zy|�~�z Ø 2���~{t{z
z<� sgvytw��zy|�Öyz�� Ò�zyÖ���z}x�zyxwsG��Öyz}x���zy|�~�������zyx���vy|uv}t�������x{v}x�x{������áytwz*�T��z���zyx�sG�Ót���Ï�á}~{t{zyx���z»~{��t{xw����|
�u��x{Öytwá}~{z yij xw��|�~ ����v}x^���»ÖÜÞu��� �»�uz(�ã��twzy�ã� ~�����|¹��� v+�£�u��ÒÓ����zy|uÖ}z�ß£��susgzy����|uxK���ã� p(yij) ß
�£�u�G�uv<OG|u��~� � zyxwsG��Ö}z<��Ö}���u��z G/p Γ �uzÍ�ã��~�Þ�vy��tw��z Ø

2�����x
Öy��|uxw~{t{�u��x{��|ux �ã�(t{z}�ã�Ó~{����|Í��� v��£�u� ÒÓ����z}|uÖyz p(yij) zF��s�����Ö}��~{zyÏ�zy|�~ zy|�xw�u��ÒÓ��|�~���z^ÖÜÞuz}Ï���|��|�Ò�zyt{xwz»�uz»Öyzy���u�$sG�Ót{Öy���ut{�Ùsu����x�ÞG����~»¯¨��Öy�
|����uxÍsG��tÕ~���|uxÍ�uz}x�~�zytwÏ�z}x��G��|uxÍ���:P ��|uÖ}~{����| �uz
sG��tÕ~�� ~�����|�� Ð Ø Ì Ø Ñ � �
sg���utRz}| ��twt{� Ò�zyt� Í� � ��Ö¦~�����| p �uv+OG|���x{x{��|�~,��zR�£�u��~���zy|�~ Ø è ��t^��|�x{sgzyÖ}~{����|»�uz}x
t{á}����z}x��uz»x{v}��zyÖ¦~�����| � Ð Ø Ì Ø Ñ£Ð ß Ð Ø Ì Ø Ñ�Ì ��s����ut���z}x�x{zyÖ¦~�z}�ut{x°�����uÖÜÞ�z�z¦~Í�ut{��� ~ ßI���:P ��t{Ï�zÆ��v}|uvyt{����z
�uz}x�Öy��t��ÓÖ}~�á}t{z}x��uzÍ����~�Þuv}��t{��z su(N + 1)/u(1) × u(1) � Ò�z}Ö G ∼= ZN

k × Γ zyxÕ~

χ~,~m(~s)χ~m′(~s)χ̄~,~w(~s)χ̄~w′(~s)
� Ð Ø Ì Ø ��Ð �
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,T

� Ò�z}Ö���zyx�t{á}����z}x��uzÍx{v}��zyÖ¦~�����|

mi −m′
i =

∑

j

(yij + δi,j)
k

nj
s̄j mod k � Ð Ø Ì Ø ��Ì �

wi − w′
i =

∑

j

(yij − δi,j)
k

nj
s̄j mod k � Ð Ø Ì Ø �ÓÑ �

2����ux,xw��Ï�Ï�zyx �u��|�Ö�zy|�~�t��Ó��| �&� ��Ï�sg��x{z}t^�u|uz����uzy|�~��#OGÖ � ~�����|�z}|�~�t{z���zyx"ÖÜÞG��Ï�sux,s�t{��Ï�����t{zyxR��z
u(1)N ���Ó�uÖÜÞuzyx�z}~��utw����~{x�t{z}x{sgzyÖ}~{��Ò�zyÏ�zy|�~ ��|u���ux�� Ò���|ux�xw��ÏÆ����~Ü�Ó|uvyÏ�zy|�~

χm ∼ χm+
P

j(yij+δi,j )
k

nj

, χ̄m ∼ χ̄m+
P

j(yij−δi,j ) k
nj

, � Ð Ø Ì Ø �8� �
= ����~ÆÖ}��Ï�Ï�z�zy|��WÐ Ø Ì Ø Ñ87 �¦ßNÖyz}xÆv��£�u� ÒÓ����z}|uÖyz}xÆ�uv}~{zytwÏ���|uzy|�~Æ� � �ÓÖ}~�����|Ù�uz Γ x{�ut���z}x�Öy���ut���|�~{x
JL, JR

�uz�� � ������áy��t{z u(1)L × u(1)R
Öy��|ux{z}twÒ�v}z Ø 7�z�Öyz¦~{~{z��ÓÖ}~�����| |u����x���vyt{� Ò���|�x�� � ��Ö}~{����|���z

Γ xw�ut SU(N + 1)
ØGà zÍt{v}x{�u� ~Ü�Ó~(z}xw~

g ∼ hLi g h
R
i , i = 1, . . . , N �WÐ Ø Ì Ø ��7 �

�!\ ��z}x���vy|�vyt�� ~�zy��t{x hLi , hRi xw��|�~��u��|u|uv}x�su��t

hLi = ω
yii+1

2
i Πj 6=iω

yij/2
j , hRi = ω

yii−1

2
i Πj 6=iω

−yij/2
j

� Ð Ø Ì Ø �8B �
8�Öy�Wß
��zyx ωi x{��|�~»�uz}x�v}��vyÏ�zy|�~{x¹��� ��t{�utwz ni ��z ����|u� �uz N �u��t{z}Ö}~�����|ux¹�u�`~{��t{z Ï�� � ��Ï����^�uz
SU(N + 1)

Ø^Ú z¦~{~�z xÕ~�t{��Ö}~���t{z ��vy|�vyt��Ó����xwz��ã� t{zy���Ó~�����|��WÐ Ø Ì Ø Ñ�Ñ ��z}~ P ����t{|u� ~¹� � ��|�~�z}t{sutwv}~��Ó~�����|
��v}��Ï�v¦~�tw� �£�uz��uzyxÆsu��t���Ï�á}~{t{z}x yij Ø 7�z�|�����Ò�zy���Iß$xw� yij z}~ nj |�z x{��|£~ÆsG��x�s�t{zyÏ���z}t{x�zy|�~�twzzy�'�*� � �ÓÖ}~�����| � Ð Ø Ì Ø ��7 �¹���ut{� �uz}x sg����|�~{x�O�� z}x z}~��ã� xw~{t{�uÖ¦~��utwzÀ�uz'Öyz}x �uz}t{|u��zyt{x�x{z}t��É��xwx{z+/
Öy��Ï�su��� �£�uv}z Ø

� � � � ���UK �<Q>P>T ��
$PSI�� XLR Q
� 
,I�KGT�P>I�� X P>T�V!K � 
,R � Q
� � � � � � $$Ô���|�~ �uv}~{vyt{Ï���|�v���zyx^z}x{sG��Ö}zyxK�
Öy���u��z}x�zyxÕ~ G/p Γ ß

7 �°������t{vyxw�u��~��Ó~�x¨��zR�ã��x{z}Ö}~{����|�Ð Ø ��ßy|����ux¨x�� Ò���|ux �T�&� ����z<� ��xw~�z^su���ux{��zy�utwx ~�Þ�vy��tw��zyx¨Ö}��|�P ��twÏ�z}x
�u��|�~"� � zyxwsG��ÖyzF��Ö}���u��z�z}xw~ G/p Γ ß sg���ut ����~���|�~,��z�ÖÜÞu��� ���uz�Ö}��|u|uzF� ����| B sg���ut �ã��~�tw����xK� P ��twÏ�z
H
Ø®â ��susgzy����|ux3�£�uz,Ö}z"ÖÜÞ����#�°z}xw~�sG��t��ÓÏ�v¦~�t{v^sG�Ót �����uzy��� ��áyÏ�z"Ö}��Þu��Ï�����������z H2(G/p Γ, U(1))

�u��|�~(� � ��Ö¦~�����| x{�ut(��z�Ï��T�uáy��z�x{����Ï��QP ��~��u��|u|uv}zÍzy| � Ð Ø � Ø �6B �¦ß�z}~ �£�uzÍ|u���ux(t{z}sut{z}|u��|ux���Ö}�

eiS → ei
R

C
Fij∂Xi∂̄Xj

eiS

�!\p��z}x X i � Ò�z}Ö i = 1, . . . , N xw��|�~�Ï�����|£~{zy|G�Ó|£~Æ�uzyx�����x{��|ux»�����utwzyxÆxw�ut»��zyx¹xw���uxK����tw���usgzyx
U(1)(i) ���µ~���twz�Ï�� � ��Ï����I��z SU(N + 1)

Ø 2�����x�� Ò���|�x����uxwx{���uv}~{zyt{Ï���|�vN�£�uz���zÍ��t{���us�z°�uz
~���t{x{����| �u��xwÖytwá}~�zÍ��v}��Ï�v}~�tw� �£�uzÍzyxÕ~���z°s��ut{zÍ~���twx{����| � Ð Ø � Ø ��i � ØgÚ z¦~{~{z�suÞu��x{zÓßg|���~���|�x1����� ε(C) ß



O � � � R T M JLI�
$P>R � 
,T
G/Γ

XORUT�� � KGP � 
 �UT XOR ��K$I)J � R � �

zyxÕ~ �u��|�Öµ�u|uzµt���Ö}��|uz �uzÀ� � �u|u� ~�vÓß �£�u���uvysgzy|��Bx{zy����zyÏ�zy|�~ ��zÀ�ã�ÙÖy�ã�Óx{x{zµ�uzµÞu��Ï�����������z'���
Ö}ÔTÖ}��z C ß x{����~��uz¹��� Öy����x{xwz¹�u� su����|u��zyÏ�zy|�~��uz Σ �G��|ux�� � z}x{sG��Ö}z<� Öy������z Ø 8���P ����~�Öy��Ï�sut{z}|u�utwzÖy��Ï�Ï�zy|�~(ÖyzÍÖÜÞu���#� sgzy� ~�� " z}Ö}~�z}t(��z�x{sgzyÖ¦~�twz��uzÍ|u�Ó~�t{z�~{Þuvy��tw��z Ø

B�| x�� ��|�~�z}t{zyxwx{z��u��|uÖ* �� � �ÓÏ�su����~{�u�uz°�u�À~���twz Σ = T 2 Ø 7���|�x���zQP ��twÏ �Ó����xwÏ�zÍ��� ��|�~{vy��t{����z
�uz�ÖÜÞuzyÏ���| ß ��� P ��|uÖ}~{����|Ù�uz�sG��tw~{��~{����| �uz¦ÒT��zy|�~��u|uz�x{��Ï�Ï�z»xw�ut���zyx°�u� "�vytwzy|�~�x°x{z}Ö}~�z}�ut{x�~����
sg��������� �£�uzyx [X(T 2)] ß$sgvyx{v}x�su��t¹�uzyx»suÞu��x{z}x ε(X(T 2))

ØRÚ zyx»Ï,(}Ï�z}x¹suÞG��xwzyx���susG�Ót�����x{x{z}|�~
�G��|�x ��� P ��|uÖ}~{����|»�uz(sG�Ótw~�� ~�����|¹�uz�~�ÔTs�z�Öy����t���|�~ x{��Ï�su��z Z �WÐ Ø Ì Ø Ñ ��� Ø è ���ut^���uz}|�~�� Ouzyt^��z�ÖÜÞu���#�
�uz�~{��t{xw����|p�u��x{Öytwá}~{z � Ò�zyÖ ��z ÖÜÞu���#�`��z'Ö}��|u|uzF� ����| B ���,twzyxÕ~�z}t���� ~� ���uzy|�~{� OGz}t¹��zyx¹xwzyÖ¦~�zy��t{x
~���s���������� �T��zyx(�G��|ux��ã��x{��Ï�Ï�z Z Ø Ú z}~w~�z�Öy��Ï�sG��t{����xw��| ����t{z}Ö}~{z�z}xw~�~{����~{z+P ����x���xwx{z+/Æ�u� ��Ö}����zÓß
su�u��x)�£�uz'�ã� P ��Ö¦~���tw��x{�Ó~�����|`�����uÖÜÞ�z<����t{��� ~�z �u�mx{sgzyÖ}~{t{z'|�� zyxw~w~ su��x»z<� su����Öy� ~�z �G��|�x���z P ��t{Ï�� �
����x{Ï�z���� ��|�~{vy��t{����z���z°ÖÜÞ�zyÏ���| Ø 8�� zyxw~�su���ux���~{����z�zy|'t{z}ÒÓ��|�ÖÜÞuzÍ��� v¦~��u����zyt(��zyx�Öy���ut���|�~{x J iL, J iR�uz��ã� ~�Þuv}��t{��z Ø�Ú zy����zyxK��Ö}� xw��|�~Æ�uv<OG|u��zyxC 'sG��tÕ~���tÍ�u�L�ã����t{��|u����zy| L ���ÉÏ��T�uá}��z»x{����Ï � xwzy����|� � z<� sutwzyxwx{����|

J i =
δL

δ(∂X i)
, J̄ i =

δL
δ(∂̄X i)

. � Ð Ø Ì Ø ��Q �
Ú zyx¹Ö}���ut{��|�~�xÆÒ���|£~�(¦~�t{z Ï��T�u� OuvyxÆxw��ÏÆ�u� ~Ü��|�vyÏ�zy|�~Æ�G�Ó|ux¹��z}xÆ�u��twzyÖ¦~�����|ux i, j ~{zy����zyx.�£�uz Fij|�� zyxÕ~�su��x(|T���

J iL → J iL +
∑

a

Fai∂X
a, J iR → J iR −

∑

a

Fai∂X
a � Ð Ø Ì Ø ��i �

Ú zyÖ}�¨��Ï�su��� �£�uz �£�uzÍ��z}x�ÖÜÞu��Ï�s�x�s�t{��Ï�����t{zyx"t{z}x{sgzyÖ}~{� P x�Ò���|£~�Ò�����t���z}�ut�ÖÜÞG��tw��z�ÒÓ��t{��zyt��uz

m′
i → m′

i + Fai
k

ni
s̄a

w′
i → w′

i − Fai
k

ni
s̄a

� Ð Ø Ì Ø 7�Î �
�!\ s̄a zyxw~���z�|���ÏÆ�utwz���� zy|�t{���u��zyÏ�zy|�~��uz ı(Σ) x{�ut(��z�ÐI� Ö}ÔTÖy��z C Øgà ��s�ÞG��x{z°zy| � Ð Ø � Ø �6B ��v}~���|�~�u|uz nij ��á}Ï�z°t��ÓÖy��|�z��uz�� � �u|u� ~�v�ß�|u���ux�� Ò���|ux Fij = zij/nij

sg���ut��u|ÀÖyz}tw~�����| zy|�~���zyt zij Ø è ��t��|�x{sgzyÖ}~{����| ßg|����ux�Ï���|�~�tw��|ux�������twxA�£�uz�� � ��Ö}~{����|'�uz H2(G/p Γ, U(1)) ∼= ⊕i<jZgcd(ni,nj)
x{�ut

��z�xws�z}Ö}~{t{z(Öy��twt{z}x{sg��|u�, °ÖÜÞG�Ó|u��zyt^��z�ÖÜÞu���#�Æ�u��sG��t��ÓÏ�á¦~�t{z zij �uz�~���twx{����|»�u��xwÖyt{á¦~�z�������vy�utw� �£�uz
� Ð Ø Ì Ø Ì8Q � Øgà z}x�Öy�T��t{����|u|uv}zyx ~s �uz}x�Öy����t���|�~�x�xw��Ï�su��z}x�sgzy� Ò�zy|�~N(}~{t{zÆÖ}��|uxw���uv}t{vyz}x�Öy��Ï�Ï�z��uz}x
|u��Ï��ut{z}x¹��� z}|ut{���u��z}Ï�z}|£~ Ø^Ú zyÖ}����vy|�vyt��Ó����xwz���z}x¹t{v}x{�u� ~Ü�Ó~{x¹�uz ä ��P �À����~{zy|£�ux�s����utÆ��z�~{��t{z  
~����ux(��zyx���t{���usgzyx(z¦~���zy�utwxR�£�u��~���zy|�~�x(�u� ~�ÔTs�z � Ð Ø Ì Ø ��7 � Ø
¬ ��Ï�Ï �Ót{��xw��|ux���z}x�t{v}x{�u� ~Ü�Ó~{x��uzÆÖyz¹ÖÜÞu��su��~{t{z�¯g~���� ~�zyxwsG��Öyz G/p Γ ß �!\ Γ zyxÕ~Í�u| ��t{���us�z���gvy����zy| z}~ OG|��,�u��|�~»� � ��Ö¦~�����| p xw�ut G z}xw~¹��z �ã� P ��twÏ�z � Ð Ø Ì Ø ��7 �Ízyxw~»� � z}x{sG�ÓÖyz<� Öy���u��z���� ��|uz

~�Þ�vy��tw��zÆÖ}��|�P ��twÏ�z ØIà � �ÓÖ}~�����| p ß¨����|�x{���£�uz¹��zÆÖÜÞu��� � �uz¹Ö}��|u|uz}Ö}~{����| B �u� ��z}t{�gz¹�uv+OG|���~�sG�Ót
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��� ��� � � � ��� ����� � ��� � ��� �����
� � � ��� ��� � � � �$� � � �#��� � ������� ��� � G/Γ ���

�&%'���a�)�^��#'�!%'���!�0�)#	�3IJ$��Z�)��
T���)��.C���J��
y ��d�P�S.����0�������
Dj 
�#'�!�}�J$��)
y
�� |m|, |n| > j

> �?�9�������0����$AV
�)������1��X#	$��

SU(2)
1��(#'$�
B��������#'$A%'#'��
B�)��
G���P�	
�
���
G ��R��#	��\�$�6!�	��
�#'� B̃j,s(g) =

∑
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Ŝk/2,j′D
j′

rk2,rk2
(gs) + δ2

n,0 ψ e
−3πi

8 D
k/2
0,0 (gs)

√
k/n

V

(
k+2
2

) 1
4 .
c�m(>|{�>|{
-!h

�@�`��#	$(%'���	$E1S���	�*��#'./�(���	6	�l ��`��$���
�
��	������
Q���
k
��#'$�
*��#'��
K������#'��
QIJ$��`�)�k������.C�`���

ψIJ$��b (�iCX5��������!�0���*�)��
3:��0�	�(��
+,-�0�����0��#'�������)����
9 (�)
����	�0� ���+ �����
+�P�q�)�)./�����"
���./�b���P�	
�
���I4$(�	>��G�
��#'$A%'�&��$E1��0#'$A�0��
B�)��
S:��0������
S,-�0�����0��#'�������)����
^#'�!�B �#'���2���L. 9�.C�L$��(��%'����
H:����	���	�����	>



� � �������
	
F �
������������������������������� ��� � �����!��� 	�� �����!��� �"	#� �$���

� � �
� � �3����� � �B�	���;����#'��
/IJ$��l �$ �;#'���J�C ��q�~v|��
����	���iVs����:��)��1a����
C�BVs:(�0�	����
�
�#	�J�� ���7����)��

���	�Q����$��r�~v|$����M%'����
q:(�0�	�����)���

D
���k�	$�
�
��9���	�Q�)�u�����	./� F IJ$��2] %A�M�&>Gpb#'./.C�z�;#'$��r�)�

����#'� jr ��+��#'�����ij(��#'�
B
���0$( ��)�9 ��	��
G�)�R�����	���M�0���+nA1;�)�R�����	./�k
�$�:����@$����3�	�����)#'�q �$l6'��#'$��;�

H2(G/Γ, U(1))
1'#'$
����$�
?����������
���./���!�Z ��S
��2����
K�0���������)#'�+
�$��

D
1
H2(D,U(1))

> "���1'���(
�vo�&%'5����
IJ$��^���S6'��#'$(�X�^��
��������M%A�)�	�4
0�	$(,;
��(�~v|$����M%'����
�:����	���	�����

D
��
����)�!%��	���)�	�!�����	�

Γ
(��2�'�B�0-!n�/�1	��vx��
��KV

t�VW ��)���C���������)
���.C���!�
�)�/�&�	
3 ���:����	����
9,-�0�	�8�0�)#	�����	������
�>}�@#'����1Y�)��
3:����	����
3,-�0�	�8�0��#'�����	������
9
��
 ���
��0����6'$����!�
���	�"�)��

�����	./��
"������������#'.C�	6'�(���0��IJ$���
+IJ$Ev|�����)��
/�;#'�K�0���!��>Zpb��
"�����	./��
"#'�!�"�����
��#	��
�����$��M�0
+�ij(�(�)�)��������./���!�
 ��	�(

�)�����	

 ���

:(�0�	����

,-�0�	�8�0�)#	�����	������
9��IJ$�����#'���)�	�)��
3 ��

SO(3)(xp^-!n�/�>
1T��
}����
�$����0���0
y#':A�0���J$�
}�)���'�;#'$��y�)��
}:(�0�	����
y ��	��
}�)��
}��
���������
��)���J���)���)��
X6'���(���0���)�)
���
y�;��$(%	���!�

9������@���0�	�(
��;#'
���
G��$*�&�	
^6	�������0�	�E (��
SIJ$�#	���)���!��

G/pΓ

>.1T��
H�BVW:��0�	�(��
S ��	�(
S����
S��
���������
H
�#'�!�
�)��
S����# \��������)#'�(
B (��
H����
���.+:(�)��
B�)�!%��	���P�	�!�0
b
�#'$�


Γ
 (�9�HVs:����	����
9c %A���)���)����
�hb �����


G
>

����� � U _�PDF � GYL � F?W � ��� � ��LKJ0G L^_ N3_�T �)PDJDP0N�T7_�PMF �


 T7W JDL�� [�� GIL
F

1T��
?����
�$��M������
? ��S�P��
����8�0�)#	�/�(�������� ����!�0�B�X#'
����!�Z$��"����#	:��)5�.C� A'�)��
?$�����%	����
Z:(�0�	�����)����
� ���

:����	����
B ��R�s]A�;�B5  �����
@����
S%��	�������0��
G (�36'��#'$��;��
B
�#'�!�G ���
G���P��
�
���
@ ��R��#	��\�$�6!�	��
�#'�r���G �#'�(�
 ���
L
�#'$�
 VW%��	���)������
L��#'�!�0�0�����0���)��
� ��	��
L����
�6	��#'$��;��
L�8�2�)��$���
�IJ$�#��0�)���!�0
�>31}��IJ$���
����)#'�z
��
�;#'
��
 �$`�;#'�)�!�@ ��+%4$��
 ��+�)�C�0����#'�����+ Ev|��
����	���iVW����./��
L
�������
2�BVW:��0������
L
�#'�!�L
��0�	:��)��
L���L���	��IJ$����
./���&�����)
�.C��>;pb�9����#':���5�./�9�/�����9����
�#	�)$k�;#'$��H���R���	
@ (�

SU(2)
 �����
](�=^�7&�-�-$/��&%'���9�P�"����#�V

�;#'
��M�0�)#	�* �$k./�����	���)
�.C�2 ��R
��0�	:����)�)
����0��#'�*���	�H���
	�$Ajq �$k������.C�r������������#'.C�	6'�(���0��IJ$�� 2� ��	�(

���8�����L
����8�0��#'�*��#'$�
S6	�������0�	���)
�#	��
^���L./�����	����
�./��t3�0#	$�
S�)��
^IJ$�#	�0�����!�0
S (�L6'��#'$(�X����#'��
K�0��$(���0

���Q����$(�&>FNB#'$�
S�����!�0��#	��
B�	�)��
��E ��	�(
B���L
�$�\��8�HIJ$��T��#'$�
H#4����$��X���0�"�X���� ��	�!�B�)�@����
K�0�2 ��2���8�����
�0�(5�
���1Et/
0�&%'#'���@����
G�	�����)#'�q�MCX��������%	��
�IJ$��}����6'�)
�
����!�L�)�/ A]A���	.C��IJ$��3 ���
L�BVW:��0�	�(��
@ ��	��
@����$��
�)�!�������(�����0���0��#'�* Ev|��
����	���iVW����./��
SA(�~vx�	�����)#'�* ��B=b#	���AV�>s�(,-���� r�8�B
���
B6'���������	�)��
0�����)#'��
�>

NG#'$(
B (�����M%'#'�(
B��vo�����0��#'�* ��B=b#'���AV >s�A,-���) <c �'>omA>om(��ha���B���r�&���)��$(�)#'��
S�����K���	������
H��#	�����������)#'��

 ��	�(
S�)�����������������L{�1�
�����#'�Q�)��
S�� �����
S �� \�t
�ij(�;#'
�����
B ��	�(
S�P�+
��������)#'�z�'>xm(>z>s���E��#'$�
H������������#'�(

���8�����9�����0��#'�<c�t
 ����P����#'���J$�� h

SBI(p,F) =

∫

D

√
det (p∗g + p∗B + 2πF )

cDm(>��4>x{���h

���d��vx$A�0�)���)
�#'��
Y��#'./.C�S���S�������������X�^ A]A���	.C��IJ$��HI4$(����#'�!�0��['�)�S����
d�BVW:��0������
Z
�]4./���0���)IJ$���
�1! ��	�(

�P�r�)��.C�M�0�"
���.C� Vs���)�	
�
��)IJ$��

k → ∞ > 
 $(�*�������0�Q�	�(���)���&�����)#'�u
�#'�M�
�&%4�)
����	1Y. 9�.C�C ��	��

�������0�



��� � � �$� �~� � ��� � ��� � ��� ��� �
	~� �
� �M� � � ��	��~� � � � � � 	�� � 	~��� � � ��� F � �

�)��.C�M�0��1;�wvx��
��R���	
L�8%A�� ����!�R��$���
�IJ$��
SBI

�*�����+�0��#'$(%'���C��#'./.C�+��vo�����0��#'�l�DCw�����0�M%'�"�;#'$��L ���

�BVW:��0�	�(��
Z ��	��
Z�~v|��
����	���B���)���&>
1T�B����
�$��M�����Z�����!�0�0���; (�G���������@
��������)#'�kcD6	�������0�	���)
0���J� (�=^�7&.-$- / h
��
K�}I4$(�Z��vo�����0��#'�

SBI
�����(��#4 �$����y�(�&�	��./#'����
E�8j(�	�8�0��.C���J�}����
T����
�$��M������
y ��?�P�b������#'���)�?��#'�(,-#'��.C�

�;#'$��^�0#	$(�
k
c�t
$��r ������	�P�	6	�L���B$����L�0��#'�������0��#'�* �$r����%	�&�	$

k
�(��5�
0h8>

1T��
@%��	���P�	:�����
H (]4���	./�)IJ$���
�IJ$��}���!�0�����!�L ��	�(
��P�/ ���
��������(�0��#'� cDm(>o�A>x{(� hH (��
�$��(��%'����
�:(�0��V
���	������
�
�#'�!���)�Z����#'��6'��.C���J�

p(D)
 ��b�����Y$�����%	����
� ��	��
}�~v|��
����	���8VW����./��
Sc-���Y��#'�3���	
Y�)�B
�$���,D�	���

D
���*
�#'�PhZ���b�)�G�����	./�

F
 ��87����X
�$��

D
>.<}#'$��S�	 ��	�(�0���^�~vx�	�8�0�)#	�� ��7=a#'���AV�>s�(,-���� ��	$4j�:����	����



�]4./�������)IJ$���
@ �����
��)��
G6	��#'$��;��
G��#'./���	�8�0
�1X �#	�J�@�)��
@$����M%'����
�:����	���	������
G
�#'�!�� ���
����)�	
�
���
� ��
��#	��\�$�6!�	��
�#'�rcDm(>onA> �	h81'��#	$�
Z��%	#'��
d:;��
�#	�)�/ ��S.C����$Aj+��#'�(��� �)�����S�)��6'��#'./���������^ ��H�����)�)��
?����>
<Y�	�
�)��
?�	��6'$�./���!�0
?
K���	�� ��	�� kcD����
����P�	
�
���
d ��S��#'��\�$�6'�	�)
�#'�
 Ev|$��C6	��#'$��;�S�	:;�����)���
�������J�?��#'$(����
?�0���MV
%4�P�	����
0h}�)�4
�$�	/�d (�S
��S�;�����������?
�$��?����
�6	��#'$��;��
?��#'./���	����
�1�
��)./������
Y�8�?
���.C�(�)��./���!�Y��#'���(�8jA��
�>
<�#	$��d�P������$����	�K�d ���
d������./���!�0


g
 ��	��


G
1!����$Aj" ��M�0
d����6'$��)������
�1	����
�vx�&%'5����@IJ$Ev|�)�(�8jA�)
K�0�H$��/
���$(�

�0#	���2.�� j(��.����
T
��#'�!�0�����	�!�

g
1�IJ$��T,-#'��./�2�	$�
�
��}�)�L��#'.C.3$(���	�!�

C(g)
 ��

g
cD���2
�#'$�
 Vs6'��#'$��;�

 ��
G
 ���
S���)��.C���!�0
^IJ$��E��#'./.+$(�0���!�S�&%'���

g
hi>.1T�@��#'����.C��jA�).C�	�F��
K�S ��L�)�R,-#'��.C�

T ∼= U(1)r#'U
r
��
K�*�)�r�0����6� ��

G
> 1T��
����P�	
�
���
� ��l��#	��\�$�6!�	��
�#'�  ���
����)��.C���J��
�����6'$����)����
�
�#'�!�* �#'�(�

 �� Cw��#'.C#	��������
Lt
G/T

>3<}#'$��2�)��
�������./���!�0
L����
��0�	�!�0
�1TI4$(�d�	�����	�K�0�����������!�Rt����)$�
��)��$���
���#'����

.C��jA�).C�	$AjX1T�)��
9���P�	
�
���
3 �����#'��\�$�6!���)
�#	�=
�����#'�!�3���)$�
9�X�8�0�M�0��
�>�pb��
+����
�$(�������0
3
�#'�!�+����
�$(.C��

 ��	�(
B����,D�	���^I4$(�R�;#'$��H$��Q6'��#'$��;�2��#'./���	�8�H�~vx�	�������)�&���0�)#	�

q : G/T × T → G

q(gT, h) → ghg−1 c�m(>o�A>|{Jn'h

��
K�2
�$�� \����8�0��%	�	>}pb�8���0�"�������)���&�����)#'�q�Ev|��
��2��#'$(�0�8,-#'�)
G���	
L����\����8�0��%	�	1E���	������
L���)�	
�
���
L ��
��#'��\�$AV
6!�	��
�#'� ���!�0����
������0���!�k��� 6	�������0�	�L$�� �0#	���`.C��jA�).C�	�G��� ���)$�
* wvx$�� �;#'�)�!�&>^<�#'$��Q�������M%'���Qt
$����/���	���	./���0���)
����0��#'�z��#'�������8�0�/ ���
9���)�	
�
���
3 (����#	��\�$�6!�	��
�#'�u�)��,D��$(�R�������� ����C������#'./�(�0�/�)�

�#	$�
KVW6'��#'$(�X�a ��

G
IJ$��A�P�	��
�
��

T
6'��#':��	����./���!�y�)�!%��	���)�	�!�}���	�Y��vo�����0��#'�9�	 �\�#'���J���	1 
�#	�����)�Z��#'��.C��V

�)��
0������$��
N(T )

 ��
T
> "���1J��#	��
���$��)��.C���!�b��
��

T
$���
�#'$�
KVW6'��#	$��X�B ��

N(T )
1J�)��,D�	$A�a
�#'$����)6'�����

IJ$Ev|�)�E
�vo�	6	���H.!9�./�� Ev|$��k
�#'$�
KVW6'��#	$��X�L wvx#'�� ����L7��(��2��)�LIJ$�#	���)���J�H��
��G�)��6	��#'$��;�2 ��Le=�8]4�

W = N(T )/T
cDm(>o�A>x{'m!h

1T�36'��#'$��;�3 ��9e=�8]A�Y���3 ����X���� z���	
� ($l����#'� jl �$q�0#'���+��$���
�IJ$��+ �����
�$��l6	��#'$��;�+��#'.C���	���
�0#	$�
H�)��
S��#'����
G
�#'�!�G��#'��\�$�6	$���
�>�1T��
G���P�	
�
���
B ��R��#'� \�$�6!�	��
�#'�Q
�#	�J�G �#'�(�R���	�0�	./����������
B���	�H�)�
IJ$�#	���)���!�

T/W
>�<?$���
0�	�!�+ ��	��
3��vx���!�0���������8�������)#'�z6'��#'./���0���)IJ$��/ ���
+�BVs:����	����
3 ��C�P�Q
����8�0��#'�

���������� ����!���	1F��#'$�
S�(#'$�
^��#'�������!�0������#'�(
G
�$��S�)��
S�BVs:(�0�	����
S����6'$��)��5�����
^�8�H��#'$�
S����./���P�	O�#'��

D ��	�(
B��vo�����0��#'�* ��B=b#'����b�>s�(,-���) Q���	� Ch ∼= qh(G/Tr)

>



� � �������
	
F �
������������������������������� ��� � �����!��� 	�� �����!��� �"	#� �$���

>s�;,D��$(�^������#'����
��;������7����^�)��
b������.C��
b (]4���	./�)IJ$���

Fh


�$��^�)��
b���P�	
�
���
b �����#	��\�$�6!�	��
�#'� Ch
>

NG#	$�
?��#'�(���	�)
�
�#'�(
? �� \�tL�P�B,-#'��./� F = B+2πF
cK�	>�nA>on$g!h}��#'��
K�0��$������Ht��~vx�	�) ��a ���
d��#'�� ��M�0�)#	��


�	$Ajk:;#'�� 
J = J̄

>�8}#'$(�0�8,-#'�)
�1X���3������.C�
F
�X��$(�798�0���"��:�
�#'��:X�3���	�@$(���+�0���	��
�,-#	��.C���0��#'�q (�

\��	$�6	�*�X#'$(�
�)�*�����	./�
B
2��)��
/ (#'��������
" �� F �8�

H
���Q
�$ 	/
����!�C �#'���Q����
Ct` ��8�0����./�)�����

F
>HNG#'$�
Q ��8%'#'�(
k �#'�(�u,D�	�����`$��(�<����
0�����<�;#'$��

F
> �G��$�����$�
���.C���J��1G�����8jA��
��0�u$����z,-#'��.C�

 ��z�0����6 n �&����#'����I4$(�u (��7������<
�$��Q�����	IJ$��<���P��
�
��z ��u��#	��\�$�6!�	��
�#'� AH�P�  ���$AjJVW,-#'��.C�` (���0�
 �� dL�)���)�)��#�% (�dL�)��f�f�/�>Gpb�������u,-#	��./�u��
��q���g�MCX���Q,-����.C���<�8�k��#	�g
��)��6'$(�)�)5�����1^���q ���7������r�P�

�����$��8�0$����<
K]4.C�������8�0�)IJ$��z ��u�P� ���P�	
�
��u ��<��#'��\�$�6'�	�)
�#'� cD �#'�!�q�P�  ���.C����
���#'� ��
���1H Evo������5�

c�mA>��A>|{Jn'hi1���#'$�\�#'$���
+���	�����&h8>?NB#'$�

�~v|�������M%'#'��

��#'./.C�C$����*,D�	./�)�)���" ��*,-#'��./��


Fh

�$��

G/Tr���	���	./���0�����L�����
h ∈ Tr/W

2πFh(u, v) := 2〈exp−1h, [g−1u, g−1v]〉, c�mA>��A>|{'{Jh

#'U
g ∈ G

��
��Z$��"����������
����!�0�	�!�bIJ$����)��#	��IJ$��H ��S�~v|������./���!�
gT

 ��
G/T

tLIJ$�������
�%	��������$���

u, v
�#	�J�2�0�	��6'���J��
�>�1T�"����#'� j` ��"�����8Vs��.���6'�3 ��

h
���	�L�~v|�8jA�;#'�����!���)�����)�+��#'������
��X#'�( =t* �� Cw�������!��


����#'� j� (�
Fh
2(�0#	$(�0�8,-#'�)
�1A����
H����#'� j���#'������
��;#'�� (���!�B���������)
���./���!�Bt+ ���
B6	�0�	�� (��
^�0���	��
K,-#'��.C��V

�0��#'��
B ��H\���$�6'�3 (�3�P�"��#	�����8jA��#'�
B
1F�0�����)��
GIJ$��9�P�/
�#'./.C� F c�m(>M�'>xm!hS���l��
��L���� ����;���( ��	�!�0��>

NG#	$�
��;#'$(%'#	��
�%'������7�����IJ$��S������I4$(�
Fh

��
K��,-����.C���^���?�(#'�
 ���6	�����������S�;#'$��
h
��#'��
��0�	�!�&>�%k�	�)


�;#'$��d��#'�(
��) (�������a (��
 	�$�����$������)#'��
d �$C���)#	��6'��./���!�
p(D)

�)�(,D��$(�b (��7������
F
 ��	��
Z�)�S%'#	�)
������	6'�

 ��+�����	IJ$��
���)�	
�
��
 ��+��#	��\�$�6!�	��
�#'�k����6	$��)��5�����>Epb��������
��R�	����#'./���������`���0���� ��	�!�
Fh


�$��
G/T%'����
d$����S,-#'��.C�b ��S�0�	�(63n@
�$��

G/T ×Tr
IJ$���%��	$A�d������#2 ��	��
d ���
Z (�)���������)#'��
����	��6	���!�0��
at

Tr
>

5@����
��4��#'$(
��X#	$(%'#'�(
?�	$�
�
��� ��8�0����./�)�����Y�P�B��#'�(���8jA�)#	�
B
���
���J%	����
0�	�!�?�)�G�����P�����)#'��cK�'>onA>on$g!hi1��8�

�)�G����
�$��M�����a%'������7��@��%4�) ���.C./���!�
dB = H


�$(�
Gr
>(pb���B�	�(
0�����"c�m(>o�A>|{'{Jh?�X#	$��

F

������B\�$�
�����7��

���	�@�~vx�	����#'�� z ��

���
2����
�$��M������
2��%	���/�P�C������#	���)�
��#'�(,-#'��.C��>3<}#'$��2�~v|�)��
K���	�!�L�(#'$�
L��#	��
��0���0#'�(

IJ$����)�q��#	�� ������)#'�<IJ$��

Fh

�#'���3$�� �����	./�  ���,-#'�����C
�$��+�)�l�BVW:��0�	�(���)./���)��IJ$��"I4$(�

F

�#'���

IJ$��	�!�0�M7��

Fh ∈ H2(G/T,Z).
cDm(>��4>x{J�	h

pb�������)./�����)IJ$��at2
�#'�
�0#'$(��$����SIJ$��	�!����7������0��#'�
 ��S�P�G�X#'
������)#'�
h
 ��H�P�@�BVs:����	����1'��#'././�b��#'$(


�)�G%'������#'�(
G �����
H�P�
����#4�����	�����L
��������)#'�E>

����� ��� � �/���
�$-.� �
(.�$&���! -.	$�)�
( � �%�/� � � -.	 � �%	 & �
(���! 	��
(��$& ���
F

� � 	~�@� �~� � � � 	 � � � ���3����� � <}#'$��2%'������7����3IJ$��/��#'
R��#	�(7�6'$������0��#'��

(G/T, Fh)


�#'�!�3���=�DCw�8�
 ���
?
�#'��$(�0��#'��
Y���P�	
�
���I4$(��
?
��0�	:�����
? ���
?��IJ$������)#'��
? ($/./#'$(%	��./���!�? ��S��vo�����0��#'�+ �� =a#'���AV�>s�(,-���� E1
��#'$(
S�&�	����$���#'��
S�)��
 	�$��8�0$������)#'�(
S�)�)�(�&�	������
a���BIJ$��	 ������0��IJ$���
H ��L��vo�	�8�0��#'�*
�#'$(
B (��
S%��	���)���0��#'��




��� � � �$� �~� � ��� � ��� � ��� ��� �
	~� �
� �M� � � ��	��~� � � � � � 	�� � 	~��� � � ��� F � �

 �$C�����	./�� ���\��	$�6'�
Aµ


�$��a�)�R:(�0�	���G���a ��B
�#'���(�)#'��6	��./���!�Z ��	��

G
>(pb#	.C./����O�#'��
Z���	�Z�)��


	�$��8�0$����0�)#	��
H�)�)�(�&�	������
S (�9��vo�	�8�0��#'�E>.5y%'���3�)�"�(#	�������)#'�
Mh = q∗hG+ q∗hB + 2πFh

1�#	U
h ∈ T���	���	./���0���)
����)��
B���P�	
�
���
B (�R��#'��\�$�6'�	�)
�#'�E1���#	$�
H�X#'$A%'#'��
B�����������

δ(1)SBI(qh, Fh) =
1

2

∫

G/T

√
det (Mh)Tr

(
M−1

h δMh

)
.

c�m(>o�A>|{
g!h

�?�*����IJ$��X��#'�(��������������
a%��	���P�����)#'�(
a �$����)#'�(6'��./���!�
p
1A#	�*�X��$(�^./#'�!�0�����bIJ$�����#'$(��� 	�$��8�0$�� V

�0��#'�
δpMh

%	������7��
Tr
(
M−1

h δpMh

)
= 0

2(�������0�L�� ����!�0�M�0�� (���;���� r �$Q����#'� j� ��
F
���S��.C�����)IJ$��

IJ$��
δ
(1)
p SBI = 0

>�<}#'$��B���RIJ$��y��
��@ ���
H%��	���)���0��#'��

δA

 �$k�����	.C�q ��^\��	$�6'��1��P�
%	�����P���0�)#	�* ��
�~vx�	�8�0�)#	��
�v|���������

δ
(1)
F SBI(qh, Fh) =

∫

G/T

√
det (Mt)Tr

(
M−1

h d(δA)
)

= −
∫

G/T

Tr
(
δA d

(√
det (Mh)M

−1
h

))
.

�@�S��#	$(%'���	$E1!���"$(���)���)
0���J�Y�8jA�����)���M�0��.C���J�Y�P�@��#'�(7�6	$��0�����)#'�
G/T

���
Fh

#	�/�;��$A�d.C#'�!�������YI4$(�
�)�2,D�	�8�0��$(�

d
(√

det (Mh)M
−1
h

) 
�vx�	���J$����	1w���+IJ$��Y��.C�(�)�)IJ$��2IJ$��+�)� 	�$(���0$����0��#'�k ��3�~vx�	�����)#'�
 �$��ut �P�=%��	���P�����)#'�  �$g�����	.C�  ���\��	$�6	�`��
��r�J$����)�	>^NG#'$�
r�&%'#	��
q (#'���z:��)��� �0��#	$(%'�z ���


�#	�)$(���)#'��
? (��
b��IJ$����0��#'��
Z �$/.C#'$A%'��./���!��>�5y%��	�!�^ ��H%'�����M7����ZIJ$��G����
a
�#'��$(�0��#'��
d
�#'�!�a
��0�	:��)��
�1
�)�y��#'�!%A�����!�L ��9�0��#	$(%'���LI4$(���)����
G
�#'�!��7����	�)��.C���J�@�)��
@�;#'
��M�0�)#	��
G (��
L:����	����
@�X����./�)
���
@�����@�P�
IJ$��	�!�0�M7��&���0�)#	�uc�m(>o�A>|{J�'hb �$r�����	./�

F
>

� � ��� � ���X� � � � � � ��� 	 � 	 ����� � �~� � ����� � � ��� ��� � 1y�3��#	�� ������)#'�kc�mA>��A>|{J�'h?
��G�0�0�� �$����a���	�a�)�
,D�	�M��IJ$���1��;#'$��}�0#'$A�0�Z
�����5����

S2  ��	��
Y��vx$(����%	����
�:��0�����	�)��� G/T 1 �~v|�)�!����6'���	� ∫
S2 Fh

 (#'���#9������b$(�
���!���)����>�1?vx����
���.+:����L ���
H
��(��5�����


S2  �����
 G/T ��
��B���	���	.C�8�0�������	�S�)�+ ���$AjA��5�./�L��#'./#'�)#'6	�)�
H2(G/T )

> �G��$�����$�
���.C���J��1(������
��a,D�	�����)�S ��B�0��#'$(%'���b$��(�G:���
��@�;#'$��
H2(G/T )

1!��#'./.C�H
�$(��� A
tC��#'$(�0�3�0�	���)���

α
 ��+��vo���)6'5�:����

g =
1T�)�

(G)
��#'$(
��X#	$(%'#'�(
L�	
�
�#A���)�����P�/
�#'$�
 V �	��6'5�:(���

su(2)α6'�����������������a�)�9��#�Vs�0�����)�(�
Hα ���b ���
^��#'.+:������	��
�#'��
Z�)�����&���)����
d ���
a#'�X���0������$���
 E±α >.1?v|�).C�	6'�

 ��S���������H
�#'$�
 V �	��6'5�:(���S ��	�(

G
���	�?��vo�	�(���)���&�����)#'�9�8jA�X#	�����!�0�������)�S��
K�d�)
�#'.C#	�������S
�#'���?t

SU(2)
�#	���
t
SO(3)

>����	��
3�)��
3 ���$Aj��&�	
�1��)�CIJ$�#	�0�����!�"tk (��#'�M�0�����	�
T
 �#'���(�* ���
+ (��$AjJVs
�����5�����


Sα
 ��	��


G/T
> �d� ����$�
�1a�)��
�
����(5�����
k���)��
��@#':(�����J$���
r����6'���� ������!�

H2(G/T )
1b wvx#'U ��#	$�


��#	������$�#'��
HIJ$Ev|�)�E
�$ 	"�G wvx�8�0$� ������H�)�L���	
H ��
SU(2)

>
���	��
Z���B�&��
�1!�P�LIJ$��	�!����7������0��#'��mA>��A>|{J���)./�����)IJ$��^IJ$��

exp−1h

�#'���d ��B�P��,-#'��.C�

2πλ/k
#'U

λ
��
��@$��`�;#'�) �
B�)�!����6'���	�y ��

su(2)
>�<�#'$(�@$��`6'��#'$��;�9IJ$����)��#'��IJ$��
��#'$(
G�0��#'$(%	#'��
L�	��#'��
BIJ$��

�)��
S�X#	
������)#'�(
^ ���
B:����	����
H�;��$(%	���!��
�vx�������)���2���r,-#'�(���0��#'�* �$r����
��&��$k ���
B�;#'�� �


exp−1h ∈ L = ⊕n
α=1

2π

kα
Lwα

c�m(>o�A>|{��'h



��� �������
	
F �
������������������������������� ��� � �����!��� 	�� �����!��� �"	#� �$���

#'Uq�)��

Lwα


�#'�!������
B����
��&�	$4jl ���
@�;#'�) (
G ��9�����	IJ$��+
�#'$�
 V �	��6'5�:����
su(2)α

>;�H��.C�	��IJ$�#'�(
@IJ$��	1
��#	.C./���&%��	�!�&1��(#'$�
S ��8%'#'��
HIJ$�#	���)���J�����S��������
��&��$

L
���	�^��vo�����0��#'�� �$Q6'��#'$��* ���e<��]4�T� 	C�(�

Ŵ
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SI ∼ − ln ε , SII ∼ − ln ε , SIII ∼ ln ε ,

RI ∼ ln ε , RII ∼ ln ε , RIII ∼ − ln ε .
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Ln,1 = SU(2)/Zn
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z1 → ωz1, z2 → ωpz2.
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