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Résumé

Nous utilisons trois discrétisations connues pour leur localisation fréquen-
tielle et spatiale: les bases d’ondelettes, les paquets d’ondelettes et les bases
de cosinus locaux. Nous avons construit et programmé deux algorithmes:

— pour I’équation parabolique non-linéaire A(u) + e“** = f avec f pré-
sentant une singularité, notre algorithme calcule la compression optimale en
dimension 1 et 2, avec résultats numériques pour la dimension 1.

— pour I’équation intégrale oscillante correspondant & la Combined In-
tegral Field Equation qui est en rapport avec le probléme de diffraction des
ondes (Helmholtz) par un obstacle régulier 2D, lorsque la longueur d’onde di-
minue vers 0. Les trois discrétisations ci-dessus sont testées, et nous étudions
sa bonne compressibité dans une analyse précise des obstacles a la compres-
sion menée de maniére asymptotique. Des résultats originaux, montrant que
N degrés de liberté par longueur d’onde suffisent a hautes fréquences, ont été
démontrés, et les matrices résultant de ce seuillage ont été étudiées, illustra-
tions et preuves a l'appui.

Abstract

We have worked with three families of functions known for their localisa-
tion in space and in frequency: the wavelet basis, the wavelet packet basis,
and the Malvar local cosine basis. We have constructed and implemented two
algorithms:

— for the equation A(u)+e“** = f with f having a tough singularity, we
have proved sharp complexity estimates for the algorithm in 1D and 2D, in
the wavelet basis, and have reached high precisions in 1D numerical results.

— for the oscillating boundary integral equation known as Combined
Field Integral Equation, related to the Helmholtz diffraction problem around
a 2D smooth obstacle, in the high frequency context. All above three function
families have been tested, and we make a sharp analysis of the compressibility
of the resulting system asymptotically for a decreasing wavelength. We have
proved an original result, fully justifying the use of N degrees of freedom per
wavelength. We have explained and proved the graphical repartitions in the
thresholded matrix.
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Il est possible, aussi bien dans la solution d’un probléme que dans la ma-
trice d’un systéme, de supprimer beaucoup d’informations en contrélant la
petitesse de 'erreur ainsi produite. Une fois que ce controle est théorique-
ment fondé, il devient important de prédire & ’avance quelles informations
seront & supprimer, ce qui dans I'idéal permet d’économiser le calcul de ces
informations.

Nous étudierons d’abord, dans la partie I (rédigée en anglais), cette pré-
diction dans un probléme unidimensionnel et non-linéaire, cas dans lequel
nous obtiendrons, pour la premiére fois, I’économie idéale, c’est & dire asymp-
totiquement la meilleure a une constante pres.

Nous étudions également, dans la partie IT (rédigée en francais), cette
prédiction dans un probléme oscillatoire bidimensionnel dans lequel les bases
d’ondelettes usuelles sont de peu d’utilité pour séparer I'information impor-
tante de I'information supprimable, lorsque la longueur d’onde est petite; les
bases de paquets d’ondelettes permettront d’obtenir cette supprimabilité.

Cette these est téléchargeable et consultable sur internet, avec les trans-
parents de ’exposé de thése, sous différents formats, & I’adresse suivante :

http://www.maths.univ-evry.fr/pages_perso/goujot/these.html

L’adresse devrait changer de loin en loin, toutefois vous le retrouverez
avec un moteur de recherche utilisant Daniel Goujot Helmholtz Thése.
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I Un probléme non-linéaire et unidimension-
nel.

Blind Wavelet Compression of the Solution of a Nonlinear PDE with
Singular Forcing Term within Optimal Order Cost: Stability of Restricted
Approximation to Small Errors

Nous présentons, & part, un article détaillant une méthode de résolution
en base adaptée d’ondelettes pour une équation différentielle elliptique non
linéaire. C’est I'aspect prédiction de ce qui résulte du seuillage qui est com-
mun avec la suite, plus homogeéne, de cette thése. Dans [12|, W. Hackbusch a
utilisé I’exemple-test bidimensionnel Au+e* = 0 avec ¢>0 pour comparer les
vitesses de convergence de trois méthodes multigrilles couplées a I’algorithme
de Newton. Nous prenons le méme exemple unidimensionnel sur [0,1] pour
illustrer notre méthode de résolution adaptative, bien que cette méthode soit
valable en dimension d < 2. Nous utilisons 'algorithme de Newton, une mé-
thode de Galerkin, une reconstruction/décomposition adaptative introduite
dans [10] par Wolfgang Dahmen, et une hybridation de résultats linéaires et
non-linéaires de la théorie de I’approximation.

Pour mettre en valeur les capacités adaptatives de notre méthode, nous
avons ajouté un second membre singulier dans ’exemple-illustration, élément
de H™' N B 2, avec p = % et s = 24— un peu plus grand que 1+ 5 — £
ce second membre est le Laplacien de z — a|3z—1[*3 avec a réel. L’algo-
rithme décrit a été utilisé tel quel en programmation, et I’évaluation de sa
convergence et 1’optimalité de sa complexité (en g7 lloge|* avec a>0 ou ¢
est I’erreur en norme H') est intégralement justifiée en dimension d < 2.

Résumé

Level lifting of the wavelet expansion is related to an interpola-
tion result for Sobolev H® spaces; however, the nonlinear N-term ap-
proximation is linked with a non-linear interpolation result for Sobolev
spaces W*P non-compactly included into L2. [5] introduced the notion
of restricted approximation, related to a restricted interpolation result
for Lebesgue and Besov spaces, which has the advantage of controlling
the number of nodes of the wavelet tree. Based on this, we construct
an optimal order resolution algorithm extending beyond the linear el-
liptic case of [3], as we illustrate numerically. Recall that optimal order
adaptivity implies blind compression of the unknown of the PDE. We
illustrate on a univariate version of the bivariate PDE Awu + e = 0,
¢>0, used to benchmark three nonadaptive multilevel methods [12].

The adaptiveness of our algorithm is highlighted by the addition
in this illustration of a singular forcing term. This term is an element
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of H™! but does not belong to H 6: more precisely, it is the second
derivative of ¢ + |3t—1|%/3. This illustration passed the numerical
implementation test (Ce~%59 flops). The algorithm’s convergence and
cost (57;+1 where ¢ is the final error in H norm) in both univariate
(d = 1) and bivariate (d = 2) general cases is shown to have optimal
order, with s less than three.

A Introduction

Optimal order cost is a difficult issue for an adaptive resolution of the
steady Laplace equation on a unidimensionnal interval, and on a bidimen-
sionnal square, with a nonlinear zero-order perturbation term. The wavelet
basis [2] is a natural response to local lacks of smoothness, without nonli-
near perturbation terms [3|, and a wavelet framework for nonlinear elliptic
equations was outlined in [10].

A sensitive issue is to localize (in the frequency-time and in the space-
time) the biggest wavelet coefficients of the nonlinear part.

The wavelet framework gives a natural way to get the biggest wavelet co-
efficients of a function f once known that f has s derivatives in the Lebesgue
space LP(RR%); this notion is extendable to the case s € R, and p € R,
with the Sobolev and Besov families of function spaces. When s = % — g,
this natural way is to compare the modulus of the wavelet coefficient with
£7P/=P) where ¢ is the acceptable precision loss in L2 norm |[2].

This threshold-based truncation method is not recommended in the pre-
sence of nonlinear terms: while it allows to control the number of active
wavelets coefficients, i.e., the number of leaves in the wavelet tree, we need
to control the number of nodes to maintain optimal order cost in use of
collocations for the nonlinear contribution [7, 10].

A first choice to enforce this control has been that the s derivatives are
in L7 where p' is slightly greater than p [10]; however, the function resulting
from the above threshold does not have as many derivatives in L as f.
Although this difference is very tiny, an algorithm using many times this
threshold process cannot have optimal order cost given that the unknown
has s derivatives in L.

The raw enforcement of the needed estimates on the number of nodes [1]
in the framework outlined in [10] was made in [4], which however does not
address the drift provoked by unit cost collocations.

Collocation produces coefficients not of a wavelet, but of a scale func-
tion. To get the wavelet coefficients, we must apply repeatedly the wavelet
decomposition filter on the result of the collocations.

7



This wavelet decomposition filter gradually propagates the drift provoked
by the truncation through the scales. This propagation does explode when
used with less Sobolev Regularity than H”, where v is a small positive real
number depending on the multiresolution, see property 1.33. Hence, the error
of collocation at scale 277 must be smaller than €277 where € is the finally
accepted precision on coarsest scale. To see this, consider the computation
of a residual with no more than H™! linear smoothness through iterated
wavelet decomposition, with coefficients computed by collocations: the latter
will either be too expensive, or the computation will numerically blow.

We present a new method to control this drift propagation. We replace
the number of leaves of the wavelet tree by the restricted cardinality [5], and
we use a threshold method without the smoothness gap described above. Our
method compares [|(tje| f)¥jkllwin with the threshold

_2 __d
Ce>v (|| fllwsr) >

_n .
2p,” %, and is

where ¢ is the target accuracy in H'-norm, and where p" =
naturally related to the family of Besov spaces.

Section 1 presents the restricted truncation and the restricted cardinality.
In section 2, we define some assumptions, then we construct gradually the
algorithm, starting with a formal Newton algorithm and ending with the
optimal order algorithm. In section 3, we present the univariate illustration
and the 1D numerical results, and prove that is satisfies both assumptions.
In section 4, we prove a prior: the convergence with optimal order cost in
the univariate and bivariate cases.

Notations Unless otherwise specified, domain of function spaces is §2 =
(0,1) withd = 1 or d = 2 (except for the first section). All non-italic symbols
have a meaning reached by consensus. When two expressions a and b depend
on a parameter c, we will note by a % b the assertion AM, Ve, a<Mb, and
by a ~ b the assertion Im>0, IM, Ve, mb<a<Mb.

B Wavelets and truncations

Throughout this section, the domain of function spaces is a bounded
open subset of R? with d > 0. In wavelet theory, the two parameters i and h
stand for supported sequences indexed by Z. For some well chosen values of



these parameters (satisfying the duality identity |2] and the Cohen criterion
Th 17.2 from therein), there exist unique finite-supported functions so-called
primal and dual mother scale functions, denoted respectively ¢ and ¢, such
that f¢ =1, [¢ =1, and [ $(z)d(x — m)dz = &, for all m € 7Z, and such
that we have the following refinement equations:

P(z) = Y. hpd(2z—m) and o)=Y hpo(2z-m) (1)

me(7) me(Z)

h and h are called the scaling filters. The primal and dual mother wavelets 1
and 9 are defined as follows:

h(x) = Z(:)(—l)mﬁl_mqb(?x—m) and 1)(z) := Z(:)(—l)mhl_m$(2x—m)-
(2)

We will need further regularity assumptions; the first assumption is that ¢
and ¢ are both L?(R). We illustrate the left part of (1):

hoaxl§ [ +hosx ) | +ho

B-a On the line

According to (1), the primal mother function ¢ is an element of the space
VR which we define as the closed subspace of L?(IR) spanned by the functions
x — ¢(2z—m) indexed by m € Z. This space is translation invariant, more
precisely, f € VR — 1z — f(x—i—%) € VE. Let us define likewise, for
each j € Z, the analysis space Vj]R as the closed subspace of L%(R) spanned
by the functions z — @(2/z—m) indexed by m € Z. In particular, V¥ C



VR (¢(- — m) belongs to ViR because ¢ belongs to V®). Therefore we have
the following increasing sequence, which is an instance of multiresolution
analysis:
VB CVRCcVECVRC---CcLA(R)

Its intersection is {0}, and its union is dense in L?(R). For each j € 7Z, let
us define the detail space W} as the closed subspace of L?(R) generated by
the functions x +— ¥ (2/z—m) indexed by m € Z. This detail space W;R is
a linear complement of V;* in V%,. For each j € Z, the following so-called
wavelet basis set is a Riesz basis of L?(R):

{z— 2%¢(2j:v—m) :meZ} U {x — 2%1[1(2lx—m) :I,m€eZ and 1>5} (3a)
A good point for wavelets is that the corresponding dual Riesz basis is

{z — 253(20z—m) : mEZ} U {z — 239(2'z—m) : L,meZ and [>5} (3b)

B-b On the segment

Let us temporarily denote by S the set of the non-null crude restrictions of
the elements of (3a) to [0,1]; S doesn’t give a Riesz basis of L%([0,1]). We will
hence use S with a set of modifications on its elements overlapping {0}U{1}.
We will not detail these modifications introduced in [13], and used in [8]. Let

us denote by respectively (15§-0’1) and W;O’l) the obtained sets of modified scale

functions and modified wavelets of level j, where j > j, (a minimal level jg

appears in this construction). gbg_o,n spans the space

VI i= i : FEVI FO)=F1)=0, fiy, 0y ERIXD, i, L,y ERIXY

with a,b € IN. In the following, we illustrate for jo = 4:
— scale function set 45510’1) with 16 elements and a =0 and b =2:

SRLEetant MY O TR U U118
— wavelet set d’io’l) with 16 elements :

e ‘l do il Ai A 2, “
O L

— wavelet set Wéo’l) with 32 elements :

R B o

10
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Property 1.1 The set A®Y := 0 (0:1) UUj0 &5 @Y is o Riesz basis of L2(0,1),
and is called the wavelet basis. Thzs is theorem 33.4 of [2].

Notations 1.2 Thus A%Y has a dual Riesz basis. When X is an element of
AOD e write X for its corresgaondmg element in the dual basis. Replacing

A©; D’ with the Riesz basis d5 UUj>k ]01 allows us to define likewise A

for X € 45590 D when k>jo. Let (f|g) be the scalar product [y fg: we have
M) =1} iA=L where Ay € 95 U U]>kW Y and k>Jjo.

0 otherwise

B-¢ On other domains

The domain (0,1)? or other bounded domains of R* may also be used
instead of (0,1), if a wavelet multiresolution with the same notations (jo, @f,

e, ), ...) is available, and satisfies 1.1 where 2 is replacing (0,1).

Property 1.3 The definitions 955-0’1)2 = ¢§0,1) ® 415;0’1) and %go,n? = ¢§O’I)®
W;O’l) U W;0’1)®¢§0’1) U W;0’1)®LD](0’1) give a suitable multiresolution for (2 =
(0,1)% the unit square (see theorem 33.4 of [2])

Notations 1.4 Take (2 to be the domain of the problem and d to be its
dimension. Take (f|g) to be the scalar product [, fg. From now, we will
abbreviate @Q to b, !P to ¥, V;Q = spand; to Vj, WjQ = span¥; to W,
and A? = %oUW]oUWJoHU--- to A. For each A € ®,U¥,, let jy := k be the
level of A.

Property 1.5 Given s>0 and s#%, the wavelet basis A is (up to a renor-
malisation) a Riesz basis of the closure E in H® of the set of continuous
functions cancelling on 012, provided that 1 € H*T*(R) (c.f. theorem 33.6 of
12]):

feE
£2(XeA)

22 (Al f)

T IR e

1/ le

£2(AeA)

11



Definition 1.6 Let us assume that ¢ € H'™¢(R). For the space H := H} =
H{(£2), choose the norm

IF1% = |

,+ Z SN2

)\Eé J=jo A€Y¥;

V.
To see that || || is a norm of H: consider that ||||V/\||L2(f|)\)||e2 ) TG

IVl (Vj, of finite dimension), and apply property 1.5 using s=1."

B-d Level-based truncation

The coarsest levels of a wavelet basis are known to retain the smoothest
part of a function. Thus, if a function f € H (where H := H}) with H*
Sobolev regularity (s > 1) has been interfered by some error f — f which is
known to be small in H-norm, then the first k& coarsest levels of f contain
sufficient information to construct the following function P f which is both
close to f and has fewer wavelet coefficients:

~ ~ A~ k ~ ~
Pinfe= 30 (AHA+ D S (HA
AEP, J=Jjo AEY;

A Jackson equality [2] states about P that f € H N H?* if and only if

|25 =0 f = P fllm

(5)

emsin) ~

Theorem 1.7 Let k>1 be a freely customisable price to pay on precision.
Let s>1 and assume that YgeH*(2)NH ||g||gs ~ ||239'A<5\\g)||p xeq). For all
feH and feH*(2)NH, the least k such that ||f—Pi"f||g < &||f—f|lz satis-
fies 2661 < 2906~ 4 O f— FIZE 1 |le with C>0 independent of f, f, see
remark 34.9 of [2].

B Let a:=||f—f|z and A_”f”Hs Combining ||Pi*(f—f)||z<a (contl-
nuity) and || f—Pf" ||z < C'27¢ DA (Jackson (5)), we have || f— P flla

If=Pi fllg + || P (f—f)llz < C'2 (¢ Dk A + a: hence the least k > jo such
that ||f—PJ" f||z < ka satisfies either 2~ (5~ DE>5218 or k=jj. ]

12



B-e Adaptive threshold-based N-term truncation

In the level-based truncation above, we have selected each wavelet accor-
ding to its level; all used levels (i.e. used sets ¥;) are full.

Here, we will threshold each wavelet independently of its level, looking at
its Hi-contribution in the wavelet expansion of f: instead of P'", we now use
Prin defined by

Plng = 3" (Alg)a+ Y (Alg)A.

AE@jO AEY, (g)

The Jackson inequality in (5) now can be formulated with the norm of f
in the Sobolev space W*? [2]:

s—1 nlin nf
n 4 ||f_PnI f”H < ||f”WS,p. (6)
We have p € (1,2) and
d

W?*P contains more cusp functions than former space f € H?: here is the
good side of adaptivity, working sparsely on detail sets ¥;.

Similarly to theorem (I.7), 2" f is a function both close to f and with
controlled number of coefficients:

Theorem 1.8 (N-Term approximation) Let p € (1,2) and s := 1+4—4.
Assume that s is small enough so that our wavelet base satisfies (6) for
f € W N H (again, H := H}). There exists k>1 such that for all smooth
function f € WP N H and for all approzimation f € H, the least n such that
1f=P flla < &l f=flla satisfies n® /¢ < O| f =I5 | fllwer with C>0
independent of f and f. This is Theorem 5.2 of [3] and is proven there and
in Appendiz.

The projector P™M" is no longer linear: P"i"(f + g) can differ from P"n f +
Prling hence the wavelet subtree depends on the function : this is adaptivity.

B-f Besov spaces

As (5) is a characterisation of H, || P f|lus < ||f|lue + || f—f |l is clearly
a consequence of theorem 1.7. But (6) isn’t linked with a characterisation of
WP (see (14) of [6]): hence the additional smoothness condition P™"f € B

13



cannot result from theorem 1.8. Even if in the threshold-based context the
wavelet compression is known to recover from small errors on a smooth signal
with localized singularities, this does not happen precisely enough for W?#"-
smoothness for optimal-order-cost programming: optimal-order-cost means
that the amount of computation is directly proportional to the number of pa-
rameters required in a result achieving the target accuracy. The conservation
of B-smoothness by truncation (with either B = H* " HJ or B = W%? N H})
is mandatory (see (19c) or (19h) or C-c or [3]): we definitely need the trun-
cation to be related to a characterisation of the used smoothness space, e.g.
(5).

With a slight change on (6), we obtain |[2¢¢~D|| f — Pain f|| | ew(k), Which
is the semi-norm of a function space (see equation (2.16) in [11]). However,
this space isn’t as common as Lebesgue spaces, it is the Besov space B; . The
Besov choice is a trade-off between simplicity of smoothness space func-
tion, adaptivity, and simplicity of wavelet characterisation. The first benefit
of this choice is the following:

Property 1.9 Given s € Ry and p € Ry with s > £, the wavelet basis

A is (up to a renormalisation) a Riesz basis of the closure E in B}  of the
set of continuous functions cancelling on 012, provided that ¢ € B;1°(R)
and ¢ € B *(R) (see [2[, Remark 33.6 for the case p < 1, Theorem 33.4
otherwise):

(s—&+%)s 3 fEE X feE
|2 ey = MM g [ ey ™ 115,
Besov spaces come with a bonus: the limitation *=1<Z linked with 1<p in

the exponent of theorem 1.8 will no longer be needed. Just be careful that
the triangular inequality of Bj , is relaxed when p < 1.

Besov spaces B; | have three indices, s € R and p,q € (0,00], and we will
stick to the case ¢ = p. Even with this restriction, the obtained family isn’t
totally ordered for the inclusion (whereas H*’s family is totally ordered), but
is rather a bidimensional lattice (with min and max). Let us relate B, , with
the complex 3 + is: the space related with z € C, is included in the space

related with 2’ € C, if and only if

[atan(d),r) if £2 c R? is bounded;

arg(z—2') € {[atan(d),g) else.

Strip off atan(d) to obtain compact inclusion. Hence we have a continuous
lattice. The compact inclusions remain true if we change the spaces related

14



3=2h<
ither Sobolev

P
W20 Sobolev spaces W

2 1
or C% [space H
s Sobolev
paces WP
s=1¢
ither either W11

Lip or C or BV

either

1 or G Lebesgue

paces LP

PYc p=2 p=1
Fi1G. 1 — Function spaces in a planar diagram.

to some points, see Figure 1 (we legitimately associate many spaces to the
same complex z, because the real interpolation of function spaces is somehow
unaware of such alternatives). Thus, the Besov spaces are the continuation
between well known Lebesgue, Sobolev, and continuity spaces. Here is the
second benefit for Besov choice:

The theorem 1.8 with W*? replaced by B, , has the additional result

||P7;'”"f||13;,p < N fllsg, + |f—fllz. Therefore, due to the truncation, PMinf
inherits By , smoothness estimates from f. However:

Remark 1.10 P,’L‘""f does not inherit H* smoothness even when feH?®.

W Take f =3 )\cs 2_(%“)”% and f.; = f+ ey Laeg,[1+27da(N) log(1 +
27d4(XN))?]7! with da()\) being the distance of A to the support of ),
and oy £ 1 being the positive real satisfying ||f—fg,J||H = &. We have
f € H°NH CB;, hence ||P,'L‘:i"}f5,(] lBs, < IIfllss, + ¢ with n. ; given by
theorem I.8. However, for all C' > 0, there exists ¢ > 0 and K € IN such that
for all J > K, there is a term of scale J in the wavelet expansion Pgi" ;. ., for
making the H*-norm of this expansion to be greater than o;27%. As ea;27¢
cannot be bounded uniformly in J > K, the proof is complete (same explo-
sion encountered when truncating the wavelet expansion of fs, 7 by threshold
Ce?/C-n), -

Hence, the level-based truncation is specific to the conservation of H*-type
smoothness, the threshold-based truncation is specific to the conservation of
non-linear smoothness, and we cannot replace one by another when using
truncation to recover smoothness from small Hj errors.

Threshold-based truncation method has the drawback that, besides using
partially full wavelet trees, the j, isn’t controlled even if ||f]||ws» stays

15



Yy=s
Czs:::j slope m>d, spaces covered by
by theorem I.12 with restricted
theorem nonlinear approximation and
1.7 from controlled tree-cardinals
slope d, spaces

linear

s=1 covered by theorem

approxi-
II)rfJation I—I1 1.8 from nonlinear
theory approximation theory
1
z=y=0| p=2 =1 %-:5

F1G. 2 — Optimal Approzimations in H' of Besov Spaces B,

bounded and ||| is small: take f = 272X (use of Besov space B, does not
help).

B-g Restricted truncation

Numerically dealing with non-linear equations ends up in pointwise eva-
luation (for use in collocation). The cost of pointwise evaluation on an adap-
ted grid depends on the number of nodes, and not on the number of leaves,
in the wavelet binary tree. Hence the cardinality criterion is not enough to
make optimal order resolution of nonlinear equations.

This is the cardinality of the wavelet tree, i.e., the subset of A contai-
ning ¥, (g) = {\e¥ : 2%|(\|g)| > n} and extended by cone conditions (see
definition 1.27). This cardinality is difficult to control.

In the context of PDE, more information on used functions is available.
[10] added the realistic assumption f € W*?" with 1% < =1 4 L instead of
(7), and [6] added the assumption f € H!'™¢. More recently, [4] dealt with
N-sized tree approximation, an extensive analysis of specific corresponding
smoothness being provided in [1]. In this paper, we will use the more handy
B, y-smoothness, which is naturally related to restricted truncation and res-
tricted nonlinear approximation [5].

The truncation strategies (either level-based or threshold-based) are spe-
cifically related to the type of smoothness we want to recover (either linear
H? or nonlinear B; smoothness). Similarly, there is a so-called restricted
truncation strategy related to restricted nonlinear By, , smoothness [5], which
corresponds to the line with slope m > d in Figure 2.

The original results of section 1 consists in showing that the trunca-
tion based on thresholding ||(f|A) ||y, With some p” < 2 recovers restricted
nonlinear smoothness from an Hj-small error, and that this truncation brings
control on tree-cardinalities.

16



Lemma 1.11 If f : Ry — R, is a non-decreasing function, and if a > 0 is
such that I := [{®az %1 f(z)dz < oo, then VzeR z *f(z) < I

B> [Fayfy)dy > [[Cay * f(z) =27 f(x) |

Theorem 1.12 (original result: restricted truncation) Let p € (0,2)
and s > 1+8—% such that the Besov space B = B3 (£2) N H(2) ad-
mits ||fllg = ||<5\|f>2(s_d/p+d/2)j/\||gp()\e/1) as a pseudo-norm, and |f|p =
||(5\|f>2(s_d/p+d/2)jA||ep(>\ew) as a pseudo-seminorm (recall W:=Uj;>; ¥; ). Choo-
se a freely customisable value k > 1 for the admissible factor ofg;recision loss.

For any smooth function f € B and any approrimation f € H:=H}(£2),
the greatest n such that ||f—P,7f||H < /c||f—f||H satisfies ||Pnf||B < Cel|lfllB+
|f=Flla) and |P,f|s < Cylf|s, with C. independent of f and f, and with

notations

Pig= Y QMgpr+ Y (Mg

AEDj, AEW, (9)
and .
¥y (g) :={re? : [[(Alg)Allwrer = 1}
with p' : 5 < 2. An explicit value of 1 satisfying the three inequalities
ism= C’,’e|f\B”/(2 P) I f=Fllz? P with C". independent of f, f.

In this theorem, ||f—f||# can be replaced by a greater real number: see the
proof. We postpone cardinality estimation to next theorem:.

B For the proof, we switch to an equivalent definition with ¥,(g) := {\e¥ :
2 (A g)| > n} with 7 : =gdy2= P =1-55(s— 1-£+2).
We need two reformulations of the pseudo -seminorm | |z based on Fubini:

95 = |lprP! R L. (8a)
giB = ||P Z L1(7>0)> a

Aew:2" R (X g)[>n

.~ 1
gls=12-pn " 3 22N Ifi0)- (8b)

Aew:2" X (X g) <

Let a € [||f—flla,00). To obtain ||f—P,f||% < ka, we will use §:= -2
1f =PIl

—

17



= [l X QA-HVA+ X 2PA-fH+ X 2P AN

Aedj, Aew:2 A (X f) =n xew:2"A (Al fy|<n
<f- X AN+ X 2R X 2RO

Aew:2™M (A fy|<n Aew : 27 (A fy|<n AW : 2" (X fyl<n

and 22 [XN)2(14+8n  and 2R AINI<+BN
<P+ X PN -(HPA-HN+ X 2RO
Aew : 272 [(Alf) <n Aew:2 (A DI <(1+B)m
and 27 (R11) 2 (1+5)n

< (1+1)% + 0 + (B IS 15 (8¢)

Set C}. to (Z%QL‘Q‘)ﬁﬁ and 7 as given in theorem statement: we get

| f=P,fllz < (8¢c) = ka: end of first step. Similarly but without using lemma
L11, we obtain that [|f=Fafll% < (1+5)%a® + ((1+8)n)*?|flpas (where

I a,ng? = ﬁ), which allow us to study the smoothness of P, f

P,fly = [T @i O PIRE,f ~ P, a0
< [T @@= RB I + 201~ Paf )0
< 2((1+5)%a*+r%a)y 27 + 2(146)*7| [
Replacing 772?), we get |P,f|% < |f|%. Final step:
1P fI = [Py fly + 30 277720 (3 fypp

)\€¢j0
S|P fls+ S 2rlem oy X e 4| S (A f-HVAIL,
AeDj, AEDj,
< | flz + a” u

The theorem 1.12, along with properties 1.14 and 1.15, is valid with no
limitations on the dimension d. There is a straightforward generalisation to
the case H = B%, (u > 0, v > 1) instead of H = H' = Bj,, and with some
work we have the case H = W*? with ideas from [5].

B-h Restricted cardinality
To complete similarity of above theorem 1.12 with theorem 1.8, we need
an additional result on f{A€¥ : ||[(A|g)A|lws»>n}. This additional result

should be even stronger, i.e., dealing with cardinals of wavelet trees. For
clarification, we add an intermediate result on a restricted cardinal, which

18



is a particular power of ® from [5]. Recall that ¥ := U;_;o¥;, A := &;, UV,
and @ = U]'Zj()@j.
Definition 1.13 ForV a subset of A or of ®UV, let its restricted cardinality
be

sV = ”2(8_1_%4'%)9}\”3%;
eﬂ()\ev\@jo)

We have £,V = sup{2% : A\eV} (related to H®) and fr4a-2,V =tV. The
restricted cardinality is related to the space By : (8a) gives

i1 x s—1 2p
91 = [l - £, fAEW = 27 ((Xg) 2} T 75 |11 g0 (8d)

Vcouw
Lemma 1.14 restricted cardinality controls size: §(V \ ®;,) Cgu tspV .

B Let T 1—2’%1)(5—1—%-}—%). Set A; = g;:% ¢ ;z;g Let C :=
sup;s;, 2 “44; (depends on the multiresolution). We make a level-based cut
around level J > jo in V: §(V\@;,) = a; + by with a; := 372 ;4(VNA;) and
by = ¥15, #(VNA;) < C5#52%. Take the biggest J such that a; is greater

than C5=2%:

2d

[e.9] . d ) 2(1—r)
2V\®j) < 2a5 =23 (220 79p(VNA)) T (27 p(Vay) ) T

]_go ) d [e's) ] 2(1—r)
< 2( 3 22(VnAy) ) T (S0 2 g (V) T
J=jo j=J
0 _ 2(1—7)
— Q(ﬁs,pv) (Q_djjj(VﬂAJ) + Z 2_djﬂ(VﬂAj)) a+2(1-1)
j=J+1
2(1—r)
< 2,V (C+2 a0 )T 4V m

Lemma 1.15 If s > 1 — & + g, the restricted cardinality §5, also controls

Vcouw
the set generated by cone-conditions (i.e. the wavelet tree): §(V\ @;,) <

ts,V where V¢ := {\€® Iu€V suppunsupp # @ and j, > jr}-
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B We use the method and notations r, A;, and C of the above proof. Let M be
SUD \equw SUP;j>j, H({A}9NP;) (M depends only on the multiresolution): We
make a level-based cut around level J > j, in VG $H(VE\DB,,) < ay+ by with
ay =22, 4[i—J+2IM3(VNA)) and by := Y2 #(VEN®)) < Cg524.
Take the biggest J such that a; is greater than C'5 1_ 247

ﬂ(VG\QjO) =ay + bJ S QU/J
> iy 6= (- a/(3-2r) Ty
=2M [22(1 )Jﬁ(VﬂAj)] a2 )([J J+2]21;; 22 ﬁ(VnAj))d+ =

j=J—1

- 2(1—r)j d+2(1 ™ — J42]1+d/(2=2r) %
_2[;]:2 1(Vn4;)] ( z— 8(vna,))

=Jo j=

2(1—r)

=21, V] (2 “(Vnay) + (2 d«fz%wﬁ(m 1))

2(1—7)
—dJ j—J+2 14+d/(2-27) dTa(=r)
<2 [ﬁs,pV] (C’ +27%ay41 Sl>IIJ) 4[[]-_”1}]1\42:1[]'—71 ) StV [ ]
12

We have the following Jackson-type characterisation of Bj :

|25 it 1 f = S (Ao

dk
bV <2 AV

(ko) ~ (9)

Hence the restricted cardinality is far easier to deal with than the tree-
cardinality in a PDE scheme. The small drawback than only a power of
the restricted cardinality is subadditive didn’t complicate the proof of, e.g.,
next theorem:

Theorem 1.16 Theorem 1.12 also tmplies that the cardinality, the wavelet
tree cardinality ( only if s > 1+%—% ), and the restricted cardinality of ¥, (f+e)

are < (Cyk|f|5)7

2

B The subadditivity property gives [ﬁs,p o ( f+e)] T < a.+ay with q, :=
s=1 2p_ .
[hs,p (9] T = Z)\6W:2Tj)\|(5\|f>|>l,n2 (1= Using (8b) and 1.11, we have

|f|B1 e p(277) . Besides, a. < Z,\ewzmldl )IZ%U(§77)_22S]A<)\|€>

o ||e|| 4 < 4“ . Replace now 71 and redefine once C. ]
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C Algorithm

The framework of our adaptive algorithm works for the solution u, of a
general nonlinear equation F(uy) = 0, with

F(u)(z) = f(z,u(z),Vu(z),Au(z)). (10)

First, we present some assumptions on this equation.

C-a Assumptions

The solution u, of support {2 we are numerically computing should have
a good Besov regularity: us, € B := B (£2) N H with H := Hy(£2), and
0<p<2, and s>1+%—%, where 2 := (0,1)¢ and d=1 or d=2.

We need two assumptions.

The first assumption, 1.17, enables Newton-type convergence.

Assumption 1.17 There exists an H-neighbourhood U of us such that F
is continuous U—H™!, and:

1.8.1. The differential application DF of F is bounded from U to the set of

isomorphisms H — H™!;

1.32. [DF] 'oF is bounded B — B: |DF(u) "F(u)||5 "S 1+|uls;
1.8.8. Moreover YueU, DF(u) is a symmetric positive (possibly unbounded)
endomorphism of L2(2);

1.34. DF is LipschitzU — L(H; H™').

The assumption 1.18, helping the truncation, deals with technicalities spe-
cific to our approach: DF(u)-v — F(u) has to be decomposed in two parts
denoted X, , and Y, ,. The first part should be linear with classical opera-
tors, for which the existing work [3] provide an implemented optimal cost
framework; the second part should be without derivative term at all.

Assumption 1.18 The residue of equation [DF(u)]-v = F(u) splits to the
form Xy, + Yy, = F(u) — DF(u)-v (a second order part X, ,, and a zero
order nonlinear part Y, ,) where:

131. When u€B and vEB, X, is in B;”.
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1.32. There is an implemented optimal-order-cost method X(e,u,v) returning

a finite wavelet expansion in the dual wavelet basis such that ||X(e,u,v)—
Xuo|lu-1 s (1 + ||ulls + ||v]|B)* € with a>0; its computational cost is
€,U,V

< (L + Julls + 0l B)P €7 + topti + 5,0 with b>0.
1.33. Y, ,(2) is of the form Y (u(x),v(x)) with Y € C%(R?) independent of
x € (2.

C-b Newton’s algorithm

Assumption 131 allows us to use the Newton method which constructs a
sequence Uy, Ui, Uz, ... converging to us. Each step of Newton’s algorithm
(algorithm C-b) defines u; 1 as the solution of the linearised problem at wu;:

Let ug be the initial guess.
For : = 0,1,2,...; exit if u; is close enough t0 -
Ujq1 = U; — [DF(UZ)]_IF(U%) (11&)

Algorithm 1 — Newton’s algorithm.

Property 1.19 When the algorithm converges, the error is squared at each
iteration: Vi>iy Cp||ui—teo ||z < (Cpl|ti,—tco||z)* ", with

c I[DF(u)][DF(u)=DF)]|ly, 41,1y
Fi=  sup
uwel  u#v 2||U_U”H

B Cr < oo according to 1.31 and 1.34. We will replace F'(u;) by its Taylor
expansion F(us) + [y [DF (t-u; + (1—1)-tso)] (ti—1so )dt in following formula:

Uit1 — oo = [DF (ug)] 7 [DF (u)][ui — tioo] — [DF (us)] ™ F (us)

As Flus) = 0, we get uiy1 — U = Jy[DF(u;)] '[DF(u;) — DF(t-u;+
(1—1)uoo)|[ts — Uoo)dt. According to the definition of Cr, we have finally
i1 = ool < Or i — ool u

The constant Cr also allows us to quantify the convergence when a geo-
metrically decreasing drift is made in step (11a), as shown in the following
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property. For an optimal-cost algorithm, it is important for the resulting
convergence rate to decrease with the same rate, hence we need a lemma:

Lemma 1.20 For p, € (0,1], let (v;)iew be the sequence defined by vy = %
and vip1 = 304 + V2. Then, v; ~ pi. [proof in Appendiz]

Property 1.21 Let k1>1 and p1<1. Suppose that ||ug — Uoo||rr < H.Ijé‘? and

that step (11a) is computed with an error geometrically decreasing so that
Vi € IN:

[wir1—toollm < kull(ui=DF(ui) " F () = uoollr + gpmppt  (12)
Then the resulting algorithm converges, with the same rate:

vi i

|ui — too||lr < Pl

B Proof of property 119 gives |(ui—=DF(u;) 'F(u;)) — toollzg <
Cr||ui—us|%- Use lemma 1.20 on [k Cr||tir1—Uoo||zr] < [K1CF||ti—voo||m]*+
1

1P1- u

As ||(u;—DF (u;) "L F(u;)) — oo || i is the error for exact Newton algorithm,

(12) allows us to inject (see table C-b) a discretization drift of m Pt and

a restricted truncation which degrades precision by the factor x; (theorem
1.12) in this Newton iteration (11a). That truncation insures that u;,; has
the optimal memory size given its Hj-distance to us, and that ||ui1]|s is
bounded (the next loop will need it!).

Let ug be the initial guess.

For + = 0,1,2,...; exit if u; is close enough t0 -
Compute v; satisfying ||v; — DF (u;) ™" F(u)||lg < mp’i. (13)
Let u;+1 be the P, (f+e) of restricted truncation theorem I1.12

with £ := K1 and e := U;—v;—Uco, given [ :=uy isin By .
2.

Algorithm 2 — Newton’s geometrical-error-proof algorithm.
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C-c Preconditioned gradient algorithm

Step (13) will be implemented with a preconditioned gradient method.
Recall that @, contains scale function of level jy, that ¥ contains all wavelets
of the wavelet basis, and that i is the dual element defined by notation I.2.

Definition 1.22 Let the preconditioner P be the L2-symmetric nondegene-

rate positive linear operator defined by the conditions Yue®;, P(fi)€V;,,
~ ~ ~ —1

VA u€®P;, (\—=AP(f1)) = (A1), and Yue¥ P(p)=(p|-Ap)" -p.

The Laplacian preconditioner is fitted for @;,, but not for boundaries of ¥;.
(Instead we have fitted the boundaries of ¥; so that they are orthogonal
and have orthogonal derivatives (using freedom degrees of modification B-
b), so that, e.g., the first three elements of LDJ(O’I) in (4) look like Laplacian

eigenvectors.)

Lemma 1.23 (P~'f|f) = ||fl|3 and —PA is an isomorphism of H. "
Easy. o

Property 1.24 Define the spectrum bounds Amax = SUP,cy Amax(PDF (u))
and Amin = infycy Amin(PDF(u)). AS Apax < 00 and Apin>0, the numbers

.— Amax—Amin and w = 2 are real.

p T )\max+)\min )\min+)\max

B PY2DF(u)P'/? is a symmetric positive U-uniform L2-automorphism ac-
cording to above lemma and to elements 1.3.1, 1.3.3 of assumption 1.17. P'/2
is an isomorphism L2 — H and is L2-symmetric. ]

In the step (13), we need to compute an approximation r;; of the resi-
due F(u;) — DF(u;)v;, which, thank to assumption 1.18, rewrites itself to
Xuiwip T Yuiw,, Where the second term contains all non-linear terms. We
have to compute 7;; as a wavelet expansion in the dual wavelet ba-
sis A, so that we will be able to use the preconditioner P and to make the
iteration v; 41 = vir — wPr; ) of a gradient method.

Assumption 1.32 provides an out-of-the-box method X approximating the
linear part Xy, ,,,: we have to construct a method approximating the zero-
order nonlinear part Yy, ,, ,; that method contains a blind truncation, and an
approximate computation of truncated coeflicients.
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The blind truncation of Y, ,,, (i.e. localization of its main coefficients
without actually computing any other coefficients) is based on localization
heuristics freely adapted from [3] which add more wavelets around big wavelet
coefficients of u; and of v; ; (see (17c) and (17d)).

The approximate computation of (Y, ., ,|A) with a collocation is expen-
sive to compute naively when the support of A is large compared to the local
refinement of u; and v;,. As pointed out by [10], we have to factorise this
computation according to (1) and (2), i.e., using the adaptive decomposition
and the adaptive reconstruction (see the following).

C-d Adaptive decomposition and reconstruction

Since the scale equations (1) and (2) above correspond to {2 = R, we have
to reformulate them to use a wavelet multiresolution on general (2. Recall
that @ contains the scale function of any scale, and that 7, is the scale value
of any wavelet A or scale function \.

Definition 1.25 Let A\ < p (read "the scale equation of scale function A
contains ") be the binary relation defined for X\ and u elements of DUV, true
if and only if A\e® and pePj 1 and suppy C suppA. (1) becomes: VA € &

A= QA@p  and A= (A (14)

B> eSS

Definition 1.26 Let A\ << u (read "the scale equation of wavelet A contains
u") be the binary relation defined for X\ and u elements of @ UW, true if and
only if \ € ¥ and p € @11 and suppp C suppA. (2) becomes: YA € ¥

A= Y Wi and A= Y (i (15)
> S

> and > in (14) and (15) are the equivalent notations fitted for dual scale
equations. To compute point-values of a wavelet expansion, the fastest way
is to reconstruct the function as combination of scale functions belonging to
the thinnest scale. In the context of adaptivity, this thinnest scale can vary
between two points of {2, because we want to avoid making thinnest computa-
tions where thinnest wavelet coefficients are absent. Hence, we patch together
different scales [10] to form the graded layer of thinnest scale functions, layer
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that we will call a hull (see V¥ in next illustration). The expression of a
function in the hull context does not allow to compute all of its wavelet
coefficients, but only coefficients for the set V4 of wavelet that are locally co-
arser than the hull V#. The transitions between V4 and V| called adaptive
decomposition and adaptive reconstruction, use the notion of globe, which
is a progressively refined set of scale functions, the globe V#¢ containing all
scale function locally coarser than the hull V#.

Definition 1.27 A finite subset V of ® is said to be a globe if it contains ®;,
and if it is >-stable! (cone condition, i.e., VA, (A>u and A€V) = uev ).

Definition 1.28 (V4 := ¢; UVY?, V¥ := wavelets contained in spanV’)
Let the application basing be defined on the set of globes by V +— V4 where
VA =@, UVY with V¥ the set of wavelets X € ¥ such that Vu>> X\, p€V.

Definition 1.29 (W%, globe generated by W) Let the application glo-
bing be defined on the set of finite subsets W of ®U¥ by W +— WY where
WE is the smallest globe V such that WN® C V and W C V¥ (compatible
with notation V¢ in property 1.15 controlling the size of wavelet tree).

Definition 1.30 (V, thinnest part of V') Let the application hulling be
defined on the set of finite subsets of @ with V — VH where VH .= {\eV :
du>X puéV'} contains the locally thinnest elements of V.

.D. scale function, or wavelet
e ¢ limits of A the wavelet basis
=V a globe

2/, VH its hull
N\ VA4 its "base"

Definition 1.31 Define a hull as an element of the image of the application

hulling. That application is injective, and its inverse s the application globing
(restricted to the set of hulls).

1. If several functions have the same support, a globe must contain either all or none
of them
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The complement in @ of a hull 7 has two "connected components": 7%\ T
with coarser scale functions, and ¢\ T with arbitrary thinner scale functions:

g=do-+5 (TR e R T
(A 2/ T a hull

4

The applications basing, bordering and globing have natural extension to
coefficients, using the scale equations (15) and (14).

Definition 1.32 Let T be a hull, and (a))xer a family. Inserting (14) and
(15) anywhere leads to compute one real ay for each A € ®UY which is
coarser than T. Let the dual adaptive decomposition of this family be
Saerca a{\}\ which admits the following formal definition:

ay ifAeT
a{)\} = { Yusa(Al@y-a{p} if A€ TO\T (then all these p are in T%)
SusaAlpy-a{pu}y if A€ T (then all these p are in T)

The dual adaptive decomposition uses (14) between each level, and each use
will degrade the precision. Hence, we have a level-sensitive error growth.

Property 1.33 The dual adaptive decomposition 1.32 (defining notation { })
is stable in "regqularity” v € (0,2): if T is a hull and (ey)rer @ family, then

||2Vj}‘€{)\}||£2()\ETGA) < ||2VjA€A||€2(>\€T)'

The real v is the one such that there exists a customisable weight x : & —
(m,1) with m some positive real, and a constant C, € (1,2") (measuring
the quality of weighted stability of the scale equation (14)) such that ¥Yj>jo
V(e)\))\ S R%i+1

Y (xw) ¥ whe) <2 ¥ x4 (16)

/.LEdf'j /\E‘I’j+1 /\E@j+1

In practical cases, there are values of x for which v and Cy,—1 are small.

B Definitions 1.32 and 1.33 give, for j>7,:
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D AE(TC\T) N, X()‘)222Vj'\€{)‘}2 < 272”0;% 2 ACTCN®; 41 X(/\)QQQUA@{/\}%
Using a backward induction on j such that j, < j < sup,cre jn, we have:
EAETGndsj X(A)QQQW’\@{)‘}Z < Zlgj(z_bci)l_j ZAGTWD, X()‘)222Vj'\€§\

We see the error growth due to repeating (14). The sum >32;  gives:
2orer® X(/\)QQZUjAe{)‘}Q < ﬁ 2er X(/\)QQQVJ'A@%

End of proof with Yscreaa,, 22 (htlef\12 < Yaerc\a;, 2% M e \)2 m

Definition 1.34 Let W be a finite subset of A, and (bx)xew a family. Let the
primal adaptive reconstruction of this family be ({3 xcw bAAA))rewer -

The primal adaptive reconstruction and the dual adaptive decomposition
are not converse methods. They were first defined in [10] respectively as
Transform A and Transform B.

Definition 1.35 We define the overglobe, on the hull of which two noncon-
secutive scales @; and Dy, with |k — j| > 2 do not interfere. Hence, we can
almost use standard nonadaptive techniques. For V a globe, let its overglobe

VS be the globe defined by :

VS =9, U {)\EQP : ueVnd, IN <) Iy <p Jze N (z)y' (z)#0}

Property 1.36 (clean overlapping) For V a globe, for any \eV5" and
peVIND;, 1o we have V€2 \(z)p(z)=0. [proof in Appendiz|

C-e Description of the Algorithm

The notations defined above allow us to describe the actual implementa-
tions of step (13), resulting in the algorithm given by table 3.

We compute the zero order nonlinear part Y, , of the Galerkin residue of
linearised equation DF'(u;)v = F'(u;) against a scale function A € @ with a
collocation denoted I'y for the measure A\(xz)dz. We assume on this colloca-
tion that [Af = I'\(f) for f € @}, 11, and that A\(z)[\(dz) is nonnegative.
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This collocation should only be used on a refined enough hull (17f), other-
wise its precision is lost. We compute the set H; ; which is a hull (depending
on u; and on v; ;) containing elements A of @ such that (Y (u;,v;x)|A) is cheap
to compute. We make a primal adaptive reconstruction on u; and on v; ; be-
forehand, and a dual adaptive decomposition subsequently (17g). Taking in
account the relative stability of this decomposition, we need a real v € (0,2)

such that 2 > Cy, 34t < s <3 — v and s > ¥4+%+%. In the wavelet basis

chosen in our example, we have C) =1 in (16), and we set s = %, p= 15—2
and v = ﬁ. For the same 2D example (i.e. with d = 2), s = %, p= ig—g
and v = -1 fits.

100

Let (ug,/Ao) be the initial guess of a solution of F(u) = 0 (see (10)).
[For i = 0,1,...; exit when u; is close enough to us. (Newton algorithm)
Let (v;0,4i0) := (0,2,).
For k in {0,1,...,N3—1} (gradient algorithm on DF'(u;)v = F(u;)):
Let z; ), := X(N; ' pt ok u;,v; ) (X is in assumption 1.32). (17a)
Let V% .= {AePUY : FueA;UA;  supppuNsuppA#g and jy<j,}.(17b)
'For 11 in AUA;y, (refinement of V;** around p):
Add {AePUV : suppunsuppA#g and j,<ph<j,+k,} to vk
where £, € R satisfies ofn =

max (57,4 p§) 2 max(((ual )] (v B 7277, 2 (17c)

| (EA) T max(|(uil )] (v el ) ) 28 3 (17d)

Let Vi* .= {p e @ : INeV}"" A<p or \<u}. (17e)

Let H,, := refined hull [(A;UA;;)EU(Vi*) )1, (17f)

Let y;x := adaptive decomposition of (F/\(Y(“iavi,k))),\em,k- (17g)

Let ri = 2 + yi (= residue of DF(u;)v; x = F(u;)). (17h)
Let (v; k11,4 k1) be the lifting (P, (v; x+wPr; i), A (vig+wPr;k))

B with threshold 5 := Nj (¢ p£) 7% (from theorem 1.12). (171)

Let (uit1,4i11) be the lifting (P, (ui—vin;),Ay(ui—vi n3)) With
threshold Nflpfz%” (from theorem 1.12). (17j)

Algorithm 3 — Optimal cost algorithm.

Let the parameter p; € (0,1) be the main geometrical ratio of convergence
of Newton algorithm. Part C-c defined p as the natural convergence rate of
the undiscretized version of a gradient algorithm with preconditioner wP.
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Let ps € (p,1) be the minor geometrical ratio of inner gradient algorithm.
We use the Galerkin residue in a gradient process of convergence rate p and
preconditioned with wP. Let k1 € (1,00), ko € (1,0 'pa) and Ny be three
threshold parameters. There exists a constant € = &(F,U,te0,01,02,K1,K2,N2)
such that if three parameters N;, N3 and N, are greater than i, and if
the initial estimation u, satisfies [|ug — uco|ly1 < € and has a finite wavelet
expansion, the algorithm converges at optimal order rate p| (theorem 1.45)
in Hj-norm and has optimal order cost pfi/ (s=1) (theorem 1.47) where s is
the non-linear Besov regularity of the solution. The mother wavelet should
be Lipschitz at least.

D 1D numerical example

In this section, we present the univariate equation used for a numerical
application of the above algorithm. d is 1 and {2 is the interval (0,1), and we
use the multiresolution analysis presented in section B-b.

D-a Definition

[12] is a numerical-application-based comparison between three non-linear
multi-grid algorithms; its numerical applications are made on —Au —e® =0
(where ¢ > 0). In dimensions 1 and 2, the bigger the parameter c is, the more
difficult the convergence becomes. In order to highlight the adaptivity of our
numerical approximation, we used the same equation with a cusp-like second
member shown in Figure 3.

Vzel0,1], —Au(z) — e® = J-5/6 (18)

In terms of (10), it amounts to defining F (u)(z) as —Au(z) —e®® — f_5 ¢
where f_5/6 is the illustrated distribution-based Laplacian of function z
—|3z — 1]3. Its difference with z — 2|3z — 1|73 is a singularity around point
{3} (which is not a distribution).

The assumption I.18 will be reached with the following definitions:

Y(z,y) = e“(cy—1)
Xu,v = A(U—U) - f—5/6 (19&)
Yo = e“(cv—1)
2. 50 that (19d) and (19h) (resp. utility and cost) are proportional 2same for (19¢) and
(19h)
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F1G. 5 — Error, flops and time measures when approrimating U, with ¢ = 5.

In order to make the above algorithm clearer, it has been restricted to the
case where the differential DF'(u) is elliptic. There is an easy generalisation
to the saddle-point case, with a work-around in step (17i). We set ¢ = 5 and
we look for the solution u., shown in Figure 4.

Algorithm C-e has been implemented, with v = 0.01, s = 2.99, p = 15—2,
p1 =09, pp =0.95 w=0.15 Ny =1, Np =3, N3 =8 and Ny = 0.001 in
(17¢) and Ny = 5 in (17d). According to the results in Figure 5, the number
of floating point operation is slightly smaller than 1750000 x £ %-5% for each
iteration, so it has the right complexity rate, € being the H! error at the end of
the iteration; a prototype is enough to validate this research implementation,
hence even if its time complexity rate is greater than 7950 (it is 26¢70-%
second per iteration), it is still admissible. The same example but in 2D and
with optimal order and reasonable speed is to come.
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D-b Establishing assumption 1.17

Property 1.37 uo, and F' defined above satisfy the whole assumption 1.17.

B (Sketch) A result of spectral theory states that when E : v +—
— A" (ce~v) is compact and symmetric H — H, its spectrum is a point
spectrum, and 0 is its only possible accumulation point. As T, := A~1oDF(u)
is of the form T, = E +1d + C, with C,(v) = A~ (cev — ce®>v): we get
that 7, is an H-isomorphism provided the spectral norm of C, is smaller
than the infimum rz of modulus of eigenvalues of E +Id = A "'oDF (us)-
Now, let us detail one by one various points of this proof.
e Proof that F is compact. u,, is easily shown to be bounded, so that
Aty = —e®= — fr 6 is H™', thus uy, is in H := H{([0,1]). Therefore, the ope-
rator v — ce®>v is continuous H — H [14]; E is its composition with v — v
(compact H — H1([0,1])) and with v — —A~'v (bounded H1([0,1]) — H),
hence E is compact.
e Proof that rg > 0. Assume for the sake of contradiction that rgy = 0.
Then, E+Id isn’t invertible ; —1 cannot be an accumulation point of spectrum
of E, hence E + Id = A7'oDF(uy,) isn’t injective, hence u., is a double
solution of F', which is clearly false.
e Definition of U such that for u € U, the spectral norm of C,, is smaller
than “Z. The spectral norm of C, is smaller that its H — H operator norm;

ICuvllar < lle(e ™) — T)e=u]|p2 < cedlluoliioe (eellvueslio= 1) y|

Hence, there exists € > 0 such that ||u — ux||g < € implies that ||u — Ueo|Lo
is small enough for the spectral norm of C, to be smaller that “Z. Let U :=
{u € H :||Ju—uxllg <}

Now that U is defined, we check assumption 21.

e Proof that T, = A 'oDF(u) = C, + E + 1d is an H-isomorphism

uniformly with respect to u € U (i.e., 1.3.1): Spectrum of C, is included

in {z € C:|z] < "2}, and spectrum of F in {z € C: R < |2| < rg} for some

R > 0. Hence spectrum of T, is included in {z € C : R+1+7F < [z| < "2},

which is independent of u € U.

e Proof of ||[DF(u)] 'F(u)|ls ““<" 1+ |julls (ie., 132). As [DF(u)] "

F(u) =T, A7 'F(u) = (T, 'ocA~'F)(u), we split the proof as follows:
About T, ': the operator —1d—T,, ' = (—=T,—1Id)oT, ' = (A7 o(ce®Id))o

Tt = A7 o (ce®T, ) is U-uniformly continuous B — B, because this is the

u
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composition of v — v (continuous B — H), v+ T, 'v and v — ce®v (both
U-uniformly continuous H — H), v — A~ 'v (continuous H — H3([0,1]))
and v — v (continuous H?([0,1]) — B as s < 3).

About A™'F': the operator —A™'F(u) —u — A7 f5,5 = A~te™ is U-
uniformly B-bounded because e“ is U-uniformly H-bounded as w is U-
uniformly H-bounded [14], because A~! is continuous H — H3([0,1]), and
because H3([0,1]) is continuously embedded in B (as s < 3).

e DF(u) is symmetric L2 — L? (assumption 1.34): clear as DF(u) =
—A—ce®Id.

e DF is Lipschitz U — L(H; H'): as DF (u)v—DF (@t)v = ce®v—cev =
cettoe(u=uco) (1 — ei))y, we have ||DF(u)v — DF(@)v||g-1 < |[|[DF(u)v —
DF(@)v|r2 < cecllusllioe gelluvecllee (gllu=tlicee —1)|ly]|;2 ; conclusion by |ju —
Ul < ||u — ||y and u € U. ]

D-c Establishing assumption 1.18

Property 1.38 Assume the following (strong) reqularity property: ¢ € B, o0
Y is orthogonal to R, [X] for n > s and ¥ e L.

Then the decomposition (19a) fulfils assumption 1.18. The more gene-
ral case F(u)(t) = —Au(t) — G(u(t)) + f(t) satisfies assumption 1.18 with
Y(z,y) = G'(z)y — G(z) if A7 f € B and G" € L*(R).

B Let us directly deal with this general case: X,, = A(v—u) — f and
Yuo = G'(2)y — G(u). When d = 1, we only need the boundedness of G" on
compacts: indeed, we can bring this case to the case where G" is bounded,
by changing the definition of G out of the compact range of the solution ..
131 is straightforward. 1.32 is proved in corollary 3.10 of [3]. m

D-d Mother wavelet choice

We provide here the multiresolution satisfying 2” > C,, and the assump-
tions of theorem 1.12 and property 1.38. In order to restrict the support size
of the used wavelet to 8 (while satisfying these criteria), we preferred the
spectral factorization of the interpolating scale function (with 9 monomials)
rather than the Coiflet or the Daubechies Wavelet (leading to wavelets of
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F1G. 6 — The border of a significant part of points corresponding to Besov
spaces B, ,(R) containing the chosen mother wavelet ¢.

respective support size 24 and 22 for similar C® smoothness). This wavelet
was used in construction (B) and in the illustrations there. We choose the
following scaling filters h and h:

m ilm J—ﬁ(Z) (—1)"‘]R;;[m]

m b Lep(zy (—1)"Ra[m] —4 | —0.22108234700026906300
—4| 0.10455117754191403821 —3|  0.13599841644055247947
~3 | 0.46828136624844826903 —2| 1.61678343444011570751
2| 0.78556251203273865577 1| 1.30210406824836139263

—1| 0.56288328040396058085
0 0.10224411229042980891 —0.50474832650909841831
—0.043587990571616733725 0.37062811152289181576

0 | —0.67481317893025672558
1
1 2
2 0.0076421981349174970968 3 0.046213451492551975908
3 4
)

0.012423343919207883828 —0.091516020032481734685
0.020432390327632570287

Figure 6 provides an insight on the regularity of ¢. In 1.33, part B-b
satisfies C), = 1 for m = 0.1.

E Extended a priori analysis of the algorithm

E-a Sufficient refinement for precision and truncation

Property 1.39 Steps (17b) to (17f) produce a hull H;,, C @ sufficiently
refined to ensure that, on the support of any AeH, i, functions u; and v,y are
equal to elements of Vj 11.

B As H,; is a hull, there exists a chain vj,<vj 41 <...<vj, <p;, 41 with
v; € &; and v = X and v ¢ HP. A7 C HS, hence vy 1 ¢ APC.
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Define k := max{k > jo : v ¢ A79}: as A7Y is a globe, the latter set is a
connected subset of Z. According to 1.36, no element of AZ N, is non-null on
suppy, with | > k+2. Hence, u; and Y yc 4,/ <k (A|ug)A are equal on suppvy.
As k < j), and as suppA C suppyy, the proof for u; is complete. A similar
proof applies for v; . ]

Definition I. 40 ForV % gubset of DUV and f a function, let us define the
. +2v
seminorm My (f HQ DAV f |2 suppv)) BV (see also [4] (2.21))

3d+4
3d+4 — dt2v - T3 TV 1
(as 5= < 3 — v, we have FF < —i5 5 < 1)

Lemma 1.41 The hull H;;, C & is sufficiently refined to ensure that the
) Nayi,kuiv;,
quantities M, , (u:)*, Ma\gea(ui)® and |27 (ui M| 2(re mymeay are R

~

Ny il %04 0% for some power a>0; same inequalities for v;y, as for u;.

B According to steps (17b), (17d), (17e) and (17f), we have H;) C &\
oNV* {AedUV : 5\ >j,+k,} U{A\ePUV¥ : suppANsuppu=¢}, and thus:

My, (w) < e il Ma,, (1) (19b)
< EueA ‘( | Z>|M{/\e¢jx>jﬂ+k,,}(u)
S Yuea, (B qu>l22”+°‘h2 ki (as <2 and VpeL®) (19c)
< N3 (0 k) (| () 250 2 )

024/ (2d+2=v) (e A)

As 5 > 3‘1—+4 and s > $+3 dd ¢, we can choose ¢ > max( ) such that

2d
2d+2—v P

1 2d+2—v __ 4s—4d/p— 2u+d l 45— 3d 4
;> 2 A =5 . Therefore, Holder gives:

(s— 2d/(2d+2—v
Mi, (wi) < Na#(phph) || (alus)2 5+ 2 |o/Cai2=)

M u[12d/(2d+2-v)
||11/[(2d+2_”)/2d_1/‘?’](NEA)

S N (A eh)Hlll

According to steps (17b), (17c), (17e) and (17f), we have A\HZ!
P\TNV* c {\ew : W>dutku} U{AEV : suppA\Nsuppu=g}.

As a first implication, the estimation for My, (u;) also applies for
Mg\ g (us)-

x [|2
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As a second implication:

1272 AMuilepeamsay < Epea KB 127 (M) e peaymga)
e, {1272 (| M L rewess >+ k)
i)

<
< EueA [(lus)|279w2 72k (as o € H(R))(19d)
d/(d+2
< CyN7 ok Al a2+ |5 e,
As s > % > %, we can choose ¢ > max(#,p) such that 7 > ‘%2 —

1t+s—d/p+d/2 _ l_w_ Then:

d p

d d/2 d d 2
1272 (Nus)leremasay s CyNi o gl ifus) 20~ 4P+ 420 6D

”2 (1+s—d/p+d/2) Ju”d/ d+2)
el/ (d+2)/d—1/q] (MEA)

d/(d+2) -

< Nit b o ||wil| %

Property 1.42 The collocation error is sufficiently small so that distance
between computed wavelet coefficients of yir (at step (17g)) and the same
coefficients of Yy, ., , (the zero order nonlinear part of the formal residue of
DF (u;)v = F(u;) at v =;y) is small:

Nyyik, Uiy Vi k 1

122 Wik Yuiwi s Mlepenssy € 5 (tluill st llvigell )" pios

B Let A\ € H;;. The coefficient of y;; corresponding to A is harmed by
the error [Y(u(x),v(z))\(xz)dx — I'y(Y (u,v)), where u and v are the ele-
ments of Vj 11 equal to u; and v;; on suppA (see property 1.39). Let us split
Y (u(z),v(x)) with this bidimensional Taylor formula of order 2:

Y (u(),0(x)) =Y (u(y)v(v)) + DY (u(v)0()- (u(x)—U(yD +

v(@)=v(y

(“(x)_“(y)f | DY (tu(z)+ (1—t)u(y), to()+(1—t)o(y))de (“(x)_“(y)>

v(z)—v(y) v(z)—v(y)
The kernel A — I' is orthogonal to the first line of the right hand of the equa-

lity, because it is orthogonal to Vj, ;1 (this is an assumption of the collocation
I'y). Take the mean value on y € supp), and use the Minkowski inequality

I/Y JA(2)dz =13 (Y (u,0)] < (Naw+ Nyw)?*[D*Y [l (19e)
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where Nif = [fo Jo |f(z) — F(u)]?(IN@)|da + |F,\\(d:c))fs“”*(y)d ]1/ Ny

supp)\
and M,y restricted to the same finite dimensional quotient space ;ﬂp)‘ /R

are equivalent norms. Moreover, scaling arguments show that QMN)\( f) 2

My (f). We use the Holder inequality || fg|lez < || f]le]|glle+ (With a weighted
measure naturally fitting this frame) to show:

zkulvzk

||2V])\ [< U,y k|)\> F/\(Yuz',vi,k)] ”é?()\eHi, ) (MH k(ul) + Msz(v’ k)) ’

Finish the proof with property 1.33 and lemma 1.41. (]

Property 1.43 The truncation to HEkA of the zero order nonlinear part
Yuiwin Of the formal residue of DF (u;)v = F(u;) at v = vy results in a
small H™*-error:

Najikyuiyvi g 1

127 Yo M lerensgy) 0 (o lull s+ lell ) s

B Proceed as for 1.42, with A — I'y (where A€ H; ;) replaced by A € A\HZ!.
Whereas A — I'y with A€ H; ;, was orthogonal to Vj, 11, A € ¥ isn’t orthogonal
to Vj, 41, so that the right hand side of (19¢) contains this additional term:

it L (0)DY (u(w),v(9))- (5542 )\ (2) dadly|
= 2 1 Lo () IDY 00+ J3 DY (tu(y) t0(w)-(42)8) (45 A(z)dady

]lsupp U HSUPP v
< max(DY (0,0),[|D?Y || o0 (g2))[1 + f = 4 ffﬂmg J([ S uAl+ [ vA])

We thus obtain:
127 (Vs 5| A) lezre )
< (M pymp () + M rn (000 + [1+ [l |
X (||2_jA f“i/\Hez(veA\HgkA) + |27 fvi,k)\”ﬂ(veA\Hg,f))
Finish the proof with || ||L~ < || ||z and lemma I.41. m

Property 1.44 The overall error between the formal residue and the ap-
proximated residue 1y satisfies

,K,Ui,V; &

IP(F(ui)=DF (ui)vig—rip)lr < 5 Atlluills+llviel s)* o105 (196)
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B We have P(F(u;)—DF(us)vig — 1ix) = WP (Xus 5 + Yuivin — Tik — Yigk)-
Use 1.42 and 1.43 and 1.23, and assumption 1.32. (]

E-b Convergence and cost: 1D and 2D

Theorem I.45 If Ni, N3 and Ny are greater than a constant C, and if
llto—too|| 1 < £, then ||u; — uoollur < o8, luslls <1 and (fu;)T < pi.

B As our algorithm uses a Newton-like approach, the proof of convergence ne-
cessitates a careful induction, and a fine-tuning. We will construct four inde-
pendent assumptions on Ny, N3, Ny and ||ug—ue ||, together with constants
used in property (P,) (defined in (19g)) so that (P,) admits an induction
proof. Seven lemmas will link together the six statements of (FP,).

The assumptions on all other constants used in the algorithm (p, s, p1, po,
K1, K2, w, v and Ny) are in part C-e, and we will use Cr as defined in property
1.19. Assume that ||ug—u||r < %10 for property 1.21. Let kg € (1507 p2).
Recall that v; is defined by vy = = and Vi1 = 7 1t +v2, and that v; ~ p! (see
1.20).

In order to maintain the objective [|u; — ucollm < &~ of property 1.21,
assume on Ni that Vi, plri(CL Ni)~ P2y, |p/2 Vit

— k1Cfp°

Lemma 1 There exists S, such that ||u;||p<S, if ||uz-—uoo||H§m”éF.

" The constant Cy of theorem L12 fits in step (17j), so that S, =
Cr, (sup; 51" + llucol ) fits. .

Lemma 2 There exists Sp such that ||v; w||lp < Sk if ||uill 5<S,.

® According to assumption 132, Sp := (1 + S,)sup,cr MM—MBEM fits

because v; o is DF (u;) ™' F(u;). .

Lemma 3 There is Spr fitting ||vio—vicollr < Srrpt if ||ui—tsol|lm < ﬁé;
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" Remarking that v;o = 0 and ug—u; was DF(uy) ' F(u) in the proof page

42, Spp = sup; :j—apfi SUP,cp ||u—vool||g' [IDF (u) L F(u)|| g is finite. .
Lemma 4 Let w;, := vi,+wPr;,. There exists S, such that

Vi k1= Vi ool < Suptph if |Vicollz < Sr and || wik—vicolla < 22ptpk.

" The constant C)  of theorem 1.12 fits in step (17i), so that S, :=
max (KQ(C,’CZNQ)_(2_p)/2S§v/2,SFFp2) fits. -

Lemma 5 |lvisrillz < Ck,(Supips + Sr) if |lvicolls < Sk and |Jwix—

Vioollr < 22p%pk (same proof).

Let a be the constant in property 1.44 and let C,, be the constant of < in its
equation (19f). Assume that Ny > C,, (1+S,,+C’,iz (SU+SF)) (—A&)71S
We have:

Lemma 6 ||wir—vicolln < 20105 if |luill<Sy, |lviklls < Ce(Sr +

Suptps ) and ||vik—vicollu < Suptps .

" [.44 and ||wz7k — vi,oo”H S ||1)Z"k—(UP(F(U,i)—DF(U,‘)’Ui’k) - wz,k”H + ||Ui,lc_
wP(F(U,,)—DF(UZ)U,,k) — Ui,oo“H -

1
4CFr?”

Finally, assume on Nj that S,p5°¢ * <

Lemma 7 ||[uj11—tsllg < ,:f—a if [[ui—voollr <

Sv/)ipévsil and N3 > Nis. (proof: 1.21)

nlyé’p ’ ||Ui,N3_Ui,oo”H <

The following assumption denoted (P,) is proved by induction on n€IN:

P lui—ueollr < 5

b luills < S,

b [vieoll B < SF

t Jvik—vicolln < Supips !

t viklls < Cry (Sr + Supips™)
D lwig — viollr < 220%0h

i>0 and (N3+2)i < n=

(19g)
i>0, 0<k<N3 and
(N3+2)i+k+1 < n

SO = W N~

Case n=0: 1=k=0; 1 is given by definition of v;, 2 by lemma 1, 3 by lemma 2.
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Case n€(N3+2Z: k=0, 1 is given by lemma 7, 2 by lemma 1, 3 by lemma 2.
Case n—1€(N3+2Z: k=0; 4 is given by lemma 3, 5 by lemma 5, 6 by lemma 6.
Other cases: 4 is given by lemma 4, 5 by lemma 5, 6 by lemma 6.

NOW let us prove that (ﬂuz)% < pi'. Looking at formula top Ay (f +

e) T < Cyllell#|f|z of Theorem 1.16, we have (f,u;) @ < pi*. The use of
this theorem is legitimated by (P 1) by step (17j) and because ||uw||p is

finite (we also have (#,,vix) 7 " < pr', legitimated by (P,.4) and (P,.3), and
by step (17i)). Lemma 1.15 ends the proof. ]

.ak ; _c
Theorem 1.46 Computation cost and tree-cardinality of H; y, are Zg (ot ph)s=1

B According to steps (17e) and (17f), we only need to prove the same for
the cardinality of V;**. That set V;** is the union of {AedUY : JueA; U
A; . supppNsuppA#g and j,>7,} whose size is <fs ,4; U A; x, and of a refine-
ment made step (17c) and (17d) whose cardinality is

ik

< Y 2% (19h)
,LLEA'UAik
; d ~ 2"+d 2d 2d 2—v
<(ph k)% | ual )2 Jun; (k) 7 || (g ) 275 |2 22
2 (ueA;UA; ) €2d+2 2d+2-v (uEA;UA; 1)
; d/(d+2) ; =d ~ 2v+d 2d 2d 2—v
(0 pE) 8 || (g i) 2 e ||V (0 pB) T || (v )27 0| P/ )
2442 (peA;UA; k) (s 2d+2=v (ueA;UA; 1)

For the || || norms, proceed as for (19d) and (19c). We conclude the study of
cardinals with 2 — v > s — 1. The cost of computation of the above set at
step (17b) is <t A; U Ak, and the cost of computation of the refinement is

dk

Theorem 1.47 The cost to approrimate us, at a precision of NT is pro-

portional to the expected size N of a thresholded version of the exact solution
.. s—1 . .

Uso, at precision N @ , on the mere reqularity assumption U, € B;f)’p.

B Thanks to last two theorems and to assumption 1.32, the cost of steps (17a)

i7k y = . . .
to (17d) is < (pﬁp’g)*sdl Using the estimations on f; ,u; and {5 ,v; x made at
end of proof of theorem 1.45, and relying on the last theorem the cost of all

other steps of the algorithm presented subsection C-e is < (,01 k)~ = [ ]
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E-¢ Further dimensions

To reach the dimension 3, the keystone is the replacement of (19b) by:

Ma(bi,k) < C Z |||<bi,k|ﬂ>|Ma(u)||eﬁeAiuAi,kmAj
Jj2jo

We have restricted our algorithm to local elliptic cases; nevertheless, sad-
dle-point problems are achievable, by inserting around (13) an Uzawa-type
algorithm, or alternatively by inserting a negative-eigenvalues-eigenvector de-
tector in that gradient algorithm. The use of a collocation (because of the
nonlinear term) implies working in the L°° space: this is a limitation. To
bypass the collocation for particular nonlinear terms, see [9].
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Appendix
Proof of theorem 1.8, page 13

W Define the truncation projector Pyg := Yxca, AN+ Taer (Mg

Lemma 1 (¥,(g)’s size) : we have n,(g) := 1¥,(g) < C1n7P||g||%ysr-

L =1 nlin nlin =1
" n,(g) = 2([Eny (@) g (0)] 7P < 221 PI g= Y™ gllulima(9)] 2

H s—1
< 2(;llg=Prn  9llul5m0(9)] T )7
S0Pl (with (6)) .

— b
Lemma 2 (truncation error on g) : ||Py,(5)(9)—9gllx < Cg?]ZTpHgH\%vs,p.
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- )\
1Pos)(9) = 913 = Soscqion s J 2 2600 = [70(no(9) — m (9))d6
< [ 0np(g)d0
< Cillglfyes 3 0*7d0

Let a := ||f—f||H and A := || f|| 5. Decompose, then use the lemmas:

1f =Py, < ||, f(f e + 1 f=Py, i fllm
<[P, f(f P+ 11f =Py, 5 (W fW\ W3 ) yfllm

< at [/ =Pao, Il +4I1(f = 1) = Pu, fowrn, s (F=F)I2]
< a+[Cy(2n)* P AP +4a2]2

N=

Hence n := n, f with 7 : (5“ AP fits || f— P ||l g <k||f — fllz with
k := 4. The estimation on n is easy: n,,(f) § n, (f )+n1 (f—f) < Cip PAP+

M
d

a2(In) 72 < [277C1(2) 75 + 16(2)77](2) 75 ~ (4)7. u

a

Proof of lemma 1.20, page 23
We first need this definition:

Definition 1.48 Let ()i jen be the family recursively defined as follows
[it is linked to I1.20 with v; = E?Z o MijPl):

1 2i—1 9i—2
Ho,0 = 57 Mij =0 Zf]>2Z * and Z Mz+1,JX = _XZ Z :uw
7=0

. . _2i—1 21 2 o
Lemma All p;; are nonnegative reals, ;o = 2 y 2ije1 Mig =

Vi,j >0, 1<j<i—2 = p; j<m; ; where m; = 227 ~¥ 71,

N[

B A simple induction on ¢ proves that all y;; are nonnegative, and that
Hiop = 22" for ¢+ > 0. Replacing X by 1 in the inductive definition of the
pi;» we inductively get Z?Z; Lij =3

Now, let us prove 1<j<i—2 = p, ;<7; ;, with an induction on 7 > 3. For
the initialisation, we prove that it is true for s = 3 by direct computation:

1=01|1=1|1=2 | 1=3 1=0 | 1=1 | 1=2 | 1=3
|7 oy | pay | pey | psy | J | moy | my | may | Ty
j7=0 % % i % 7=0 | unused | unused | unused | unused
j=1] 0 | 0 | 7 | g F=1 | unused | wnused | wnusea | 3

42



Let ¢ > 3, we will prove Vj € [1,i—1], piy1; < miy1,; using Vj € [1,i—2],
Hij < i
First case, for j € [2,i—2]:
k=j—1
Hid1,j o= 2-Pio iy + D MikMij—k
k=1
k=j—1
< 21.272i71.22j7172i—271 + z 22k—172i—271.22j—k—172i—271
B k=1
— i—1_q 1_gi-2 k=j—1 1-92i—2_1 (2k 1+2j k 1) (2j 2+1)
_ g2i-logi-lq _9i- _9i=2_ —149i—k—1y_ (i~
=2 [ 2 + > 2 2 )]
S% because ¢>3 k=1

< 7Ti+1,j'[% + (- 1)-2_2j_2]

S% because j>2

<1 because k—1,j—k—1€[0,j—2]

< Tigr,y01
Second case, with j = 1: same proof, the above sum being null.
Third case, with 7 = i—1: use the same estimations for the sum, along
with p;; 1 < %3
k=j—1
sl = Pitiimt 2= 2 i * Pige1 + D Hik * Mij—k
k=1

< 9.7 Ly ¥R S g gl ]

—_———
<1 because j>2
[ |
Then comes the proof of lemma 1.20:
B The above lemma gives
i—2 ) 212 '
Vi = hip t+ > ol + D Mol
j=1 j=i—1
i—1 =2 J—1_oi—2 272 )
< 24 Y T T 4 Y e
j=1 j=i—1
_2i—1 _2i—3_1 =2 2]'—1_21'—3 i—1 2i_2
< 277742 pLy 2 oD iy
=1 i=1
The right sum is equal to %, and the left sum becomes:
=2 0j—1_oi—3 i3 0j—1_0i—3 i3 _oi—4 . _oi—4 3
2 =1+) 2 <14+>27% =1+ (i—3)2 <3
7j=1 Jj=1 7j=1
[ |
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Proof of lemma 1.36, page 28
We need the following property, stating that two scale functions of same

level whose pointwise product isn’t null are the "daughters" of a common
scale function:

Property Let j>jo and A\, € @;. If Az € 2 A(z)p(x) # 0 then Jv € @;_4,
v <\ and v < u. This property is true for classical wavelet basis.

B Let V be a globe. Let A € V59nd;, i € VNP, 5 and z€2. Assume
for the sake of contradiction that \(z)u”(z) # 0. As A belongs to the hull
VSH let ) belong to #\V° with A < X. As " belongs to the overglobe
VoSN, let v" € V@ o, u' < i, V' < 1" and x'€(2 such that p/(z')v'(z') # 0.
According to the upper property, let p be such that y < y' and p < /.
p<v <v' e VN&j,, hence ' € V and p € V. z is inside interior of
suppp”, and p” < p' < p, hence z is inside interior of suppu. X' > X € @,,
hence N € @,1. A< XN, p<yp/, Mz) #0, p(z) # 0 and p € V, hence
X € V5. this is absurd. ]
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II Un probléme intégral de Helmholtz

1 Introduction a I’équation de Helmholtz

Le choix du probléme oscillatoire bidimensionnel de cette thése a été
motivé par 'aspect curieux que prennent certaines matrices de systémes nu-
mériques, lors de la résolution numérique du probléme intégral oscillatoire
unidimensionnel qui lui correspond. Ici nous choisissons le probléme intégral
de Helmholtz, en dimension deux.

Bradie-Coifman-Grossman [BCG93| a proposé une ébauche de la pro-
priété 5.2. C’était un indice que certaines bases a bonne localisation spatiale
et fréquentielle, & savoir les bases de Malvar et les bases de Fourier, pouvaient
fournir un espace de discrétisation oul la matrice, normalement pleine pour
un probléme intégral, était assez bien approximable par une matrice creuse.
La quantification de cet adjectif « approximable » dans la phrase précédente
nous a amené, via le théoréme 5.1, a ’analyse de I'opérateur & discrétiser,
a 'analyse de l'efficacité de la discrétisation, et de son inversibilité, toutes
ces analyses devant étre faites & haute fréquence, c’est & dire uniformément
en une longueur d’onde )\y tendant vers 0. Ainsi, des résultats nouveaux,
propriétés 2.27 et 2.28 ont été démontrées dans un domaine d’analyse dure.

Un avantage de la formulation intégrale, sur la formulation convention-
nelle du probléme intégral de Helmholtz, est que la matrice de rigidité des
systémes rencontrés dans la résolution numérique de la formulation intégrale
est de dimension beaucoup plus petite que celle de la formulation convention-

1

nelle. En dimension deux, c’est une matrice de taille en O(/\i0 X E) au lieu

d’une matrice en O(5» prie /\2) ot A\g > 0 est la longueur d’onde du probléme
de Helmholtz. Lorsque la longueur d’onde )\ est petite, son inverse )\— est un
bon étalon de la complexité, car le pas de discrétisation A est le plus souvent
pris égal a 22 10

En revanche, ces matrices sont pleines au lieu d’étre creuses.

L’aspect curieux des matrices de rigidité des systémes rencontrés dans la
résolution numérique du probléme intégral de Helmholtz consiste en des seg-
ments plus ou moins courbes, dans la matrice, le long desquels se regroupent
les coefficients les plus gros; les autres coefficients sont plus petits de plusieurs
ordres de grandeur.

Lorsque une matrice d’un systéme présente des coefficients plus gros que
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d’autres de plusieurs ordres de grandeur, on a avantage a utiliser un pro-
duit matrice-vecteur le plus efficace possible. Un tel produit peut étre plus
efficace dans la mesure ou il ne prend pas en compte les petits coefficients
de la matrice: méme si une erreur en résulte, le produit matrice-vecteur est
grandement accéléré (de plusieurs ordres de grandeur).

Afin de donner du sens a une étude mathématique sur ces regroupements
de gros coeflicients, il a fallu faire une étude asymptotique, en )y tendant
vers 0: en effet, la meilleure facon d’écrire des assertions empiriques comme

— « Lorsque la longueur d’onde vaut \y = %, 5% des coefficients de la
matrice suffisent pour faire un produit matrice-vecteur avec une erreur

relative de 0.2. »

— « Lorsque la longueur d’onde vaut Ay = %, les coefficients hors des

segments d’épaisseur 40 sont plus petit d’un facteur au moins 50. »

sous forme mathématiquement rigoureuse sont les assertions asymptotiques
suivantes :

— « Lorsque Ag — 0, il suffit d’avoir CIA\J® coefficients pour obtenir un
produit matrice-vecteur avec une erreur relative de ¢; des expérimen-
tations numériques ont montré que C' ~ 9 sur un exemple. »

— « Les coefficients dont le couple de fréquences est a une distance d’au

. 1/2 . —9 s . .

moins e\;’ ~ sont plus petits que C'e™; des expérimentations numé-
riques ont montré que C = 50 sur un exemple. »

Dans ces deux assertions, C' est une constante indépendante de Ay et de
e; ces assertions sont intéressantes parce que C est indépendant de \g. Sans
cette indépendance, ces assertions ne seraient pas utilisables numériquement.

Un ingrédient original (achevé) nécessaire pour de telles assertions (in-
achevée) a été ’étude du nombre de conditionnement de cette matrice, et
plus encore de la norme de son inverse, et également I’erreur d’approxima-
tion faite.

Le probléme de Helmholtz consiste a résoudre, a I’extérieur d’un ensemble
au bord connexe S a bord régulier par morceaux, I’équation de Helmholtz,
c’est & dire qu’on recherche une fonction E : ¢S — C & valeurs complexe,
définie sur le complémentaire ¢S et vérifiant, sur ¢S, I’équation

472

AFE + VE =0 sur CS, (20)
0

dite équation de Helmholtz. S est un sous-ensemble de R? qu’on appelle
diffractant, en référence aux diffractions qu’il occasionne dans ’analogie de
I’équation des ondes. La longueur d’onde Ay est un paramétre du probléme.
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Nous ajoutons deux conditions aux limites :
— La condition & I'infini de rayonnement de Sommerfeld

1 8E A
m r2(—(x)— —FE()) =0, 2la
a2 (5 (@) = 5o E() (21a)
qui bloque, en quelle que sorte, la création d’énergie a 'infini. Ici r =
||| est le rayon, et la limite doit étre uniforme en Tall"
— La condition au bord de Dirichlet non homogéne

E(z) = —E™(x), Vo € 0S (21b)

avec E™ le second membre, et S le bord de S.

Le mot-clef inc en exposant du second membre est une référence a 1’équation
des ondes, ot E est I'onde incidente, et ot (21b) est la nullité du champ
total sur le bord du diffractant S qui dans ce contexte diffracte le champ
incident en créant le champ supplémentaire F.

Résumons le probléme de Helmholtz :

AE(z) + %E(m) =0 z €S
E(r) = —-E™(x) x € 0S (21c)
ri(GH(z) - 3E(2) — 0 ]| = oo

L’inconnue, F, est une fonction ¢S — C. Le théoréme 2.14 montrera I'unicité ;
I'existence est aussi vraie, elle est citée sans démonstration par la remarque
2.18 et nous ne l'utiliserons pas; cette existence est habituellement prouvée
par 'existence pour le probléme intégral simple couche de premiére espéce,
comme Gauss I’a fait le premier.

Afin d’obtenir une équation équivalente mais avec une autre fonction J
qui ait un ensemble de définition, 0S, qui est plus compact que S, nous
avons besoin d’un opérateur linéaire de prolongement, Ps:

PleHPS(E)

oil Ps(E) est une fonction R? — C qui vérifie PsE(x) = E(z) pour z ¢ S,
qui vérifie ’équation de Helmholtz

47'('2 o

AE + VE =0 sur S, (21d)
0

dans Dintérieur de S, et qui est continue (il y a recollement des valeurs au
bord).
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Attention, pour certains couples (S,)\), il se peut qu'un phénoméne connu
sous le nom de mode propre fasse que Ps n’est pas uniquement défini (voir
pas du tout défini) par les contraintes que nous avons donné ci-dessus. C’est
pourquoi nous ne parlerons de cet opérateur Ps que dans les introductions,
jamais pour énoncer un théoréme.

Les deux théorémes 2.13 et 2.17 de représentations interne et externe
montrent que I'image de Ps est incluse dans I’ensemble des fonctions R* — C
pouvant se factoriser sous la forme

Gx 7)) = [ "Gl —s@)I@mdt,  zeR? (21¢)

ou s(t) est pour ¢t € [0,L] une paramétrisation par abscisse curviligne du
bord 85, ot G (définie en (28) en utilisant la fonction de Hankel H") est
la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz

472

AFE 4+ —-
+/\%

E=0 sur R?, (21f)
vérifiant la condition a I'infini (21a), et ou J est une fonction 95 — C. Afin
d’alléger les formules, la fonction J o s : R/LZ — (C sera aussi notée J sans
que cela pose de probléme d’ambiguité.

Le remplacement, naturel, de E par G x J dans la condition de Diri-
chlet (21b) méne & une équation dont J est I'inconnue; malheureusement,
le méme phénoméne dit de mode propre cause parfois la non-injectivité de
cette équation.

Nous arrivons donc au probléme qui sera numériquement discrétisé. Au
lieu de la condition de Dirichlet (21b), nous allons utiliser une condition dite
de Robin (ou Leontovitch) qui est une condition d’impédance:

2 py(B)(2) + 2} Ps(E)(w) = La(e)  z €3S (21g)

ou i est le nombre complexe habituel y/—1, ol a est un parameétre réel non
nul, et ot vi Pg(E) est la dérivée normale intérieure de Ps(E). Notons que
pour que la solution E de (21g) respecte la condition (21b), il faut que

L. = _EEmc _ QViEinc
a — 1 .
Ao
Ainsi, nous discrétiserons numériquement le probléme suivant :
i

W (G xJ)(x) + 204G % J)(z) = Lo(2) x € 0S (21h)
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ou J est une fonction 0S — C; d’apreés le théoréme 2.30, ce probléme ad-
mettra une unique solution J € L?(9S5), et de plus E = J x G sera I'unique
solution du probléme non intégral (21c). Notez que nous avons besoin de la
dérivée normale vi E™¢ de E™ pour définir le second membre ci-dessus, donc
le probléme intégral (21h) ne permet de résoudre le probléme non-intégral
(21c) qu’aprés avoir calculé E™¢ qui satisfasse (20), et ensuite en avoir calculé
—v B¢ cette étape intermédiaire aurait pu étre évitée par le remplacement
du probléme (21h) par son adjoint.

D’aprés la propriété 2.23, ce probléme (21h) admet cette forme dévelop-
pée:

) + / Kt JE)dt = Lo(t) ¢ €[0,I] (22)

ou le noyau K de cet opérateur (qui est un opérateur de Fredholm de seconde
espéce) vaut

N 0 sit=t
Rer):= { 2G(s(t) - 5() = 2 () V)@ = 5(t),_,,  sinon
(23)

Une fois la fonction G définie a 'aide de la fonction de Hankel, le lecteur
trouvera une autre expression de K plus connue en (51).

Un exemple de discrétisation numérique dans un espace vectoriel de di-
mension finie V}, du probléme (21h) consiste a chercher J, € V}, tel que

L
/ Lo(t) Jn(t dt+/ / () In (8) T (D)t dt = / Lo()Iy()dt VI, € Vi

0 0 (24)
Notons que cette derniére équation contient un opérateur de Fredholm de
seconde espéce, et que G et L, dépendent de \g.

Par exemple, on peut prendre pour V}, ’ensemble des fonctions continues
et affines par morceaux correspondant & une partition réguliére de 05S.

La difficulté principale réside dans le fait qu’une fonction de cette base,
représentant un courant « local », rayonne dans tout 1’espace environnant
et interagit donc avec tous les autres éléments de la base. Cette interaction
trés forte conduit & des matrices complexes pleines. Nous verrons cependant
que cette interaction est limitée & certaines bandes précises de fréquences
et angulaires, ce qui permettra avec une base fréquentielle telle que les pa-
quets d’ondelettes d’obtenir des matrices de rigidité dont beaucoup de termes
seront négligeables.

L’objectif numérique habituel pour le probléme (21c) est le calcul de la
section radar, qui est une fonction dépendant de deux variables § et v qui
vaut

[ G 6 s(o)ar (25)
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avec Jz la solution du probléme (21h) lorsque E** est I’onde plane

2iw .
S T1 COS f+x2sIn
T oo 71 B+z2 sin B

arrivant avec ’angle 3, et avec e, qui vaut I’onde plane arrivant avec I’angle
Y-

Avant de faire varier \g, nous avons réuni dans la partie 2 de multiples
résultats sur le probléme de Helmholtz (21c¢) en deux dimensions : ce probléme
a fait ’objet de moins d’intérét que son homologue en trois dimensions, et
donc la partie 2 qui établit I’équivalence entre le probléme (21¢) et le probléme
intégral (21h) rassemble des résultats pour la plupart publiés par différentes
personnes ; il a paru utile de les rassembler ici. Nous avons dii adapter certains
résultats sur 'opérateur de Laplace au probléme de Helmholtz.

Ensuite, nous avons réuni dans la partie 3 les résultats existants essen-
tiellement utilisés pour valider la solution du probléme discrétisé (24). ainsi
qu’un état de P’art sur I'utilisation du probléme numérique (24).

La partie 4 regroupe des estimations sur I’inversibilité du probléme, I'in-
versibilité de son équivalent numérique, ainsi qu’un argument mathématique
qui justifie, pour la premiére fois en dimension deux, la phrase « nous dis-
crétisons le probléme en mettant dix degrés de liberté par longueur d’onde »
si courante dans le contexte des équations oscillatoires comme I’équation de
Helmholtz. Notre preuve est faite pour le probléme intégral (21h), sujet de
cette theése, dans le cas ot le bord du diffractant S est régulier; elle suppose
que la plus petite valeur singuliére de 'opérateur (21h) ne tend pas vers 0
lorsque A tend vers 0.

La partie 5 présente les résultats numériques en ondelettes, avec calcul des
grandeurs ayant fait I’objet d’estimations dans la troisiéme partie. L’appli-
cation numérique est faite pour un diffractant S sans coin, représenté figure
23. Nous montrons également que lorsque le diffractant présente des coins et
une cavité, les estimations de la troisiéme partie ne sont pas numériquement
possibles. Nous montrons également dans cette partie 5 qu’il est possible de
seuiller la matrice a l'aveugle.

Les résultats de la troisiéme et de la cinquiéme partie sont originaux.
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2 L’équivalence entre le probléme de Helmholtz
et le probléme intégral de Helmholtz

Nous allons légitimer I’équivalence des problémes (21c) et (21h). Lorsque
le diffractant ne présente pas de coin, il suffit presque de regrouper les résul-
tats de Nédélec [NO1] et Dautray-Lions [DL85]. Par complétude nous four-
nissons ici cette équivalence lorsque le diffractant présente éventuellement
des coins: en effet, dans la sous-section 3.2, nous verrons que le probléme
numérique (24) est justifié pour A suffisamment petit, méme si ce h doit étre
en en O(/\g/Q).

Pour expliquer par la table page 195 que ces coins sont génants numéri-
quement, nous devons montrer que cette équivalence tient pour un diffractant
avec coins. Reprenons, dans ce chapitre, ’analyse du probléme numérique.
Nous montrons par exemple qu’il admet une solution unique, et que cette
solution a une interprétation solide. Pour cela, nous utilisons beaucoup de
résultats publiés, et aussi quelques démonstrations originales comme celles
de la propriété 2.19, de la remarque 2.22, de la propriété 2.23 et du lemme
2.24. Grosso modo, nous travaillerons avec la méme démarche que Costa-
bel et Stephan [CS85], que nous devons adapter de opérateur de Laplace a
I'opérateur de Helmholtz, et & un diffractant pouvant présenter des parties
courbes (comme fait par Costabel-Dauge [CD93]).

2.1 Le probléme extérieur de Helmholtz

Nous allons construire le probléme (21c¢) en fournissant toutes les justifi-
cations nécessaires.

2.1.1 L’opérateur de Helmholtz

Dans cette section, nous présentons ’opérateur de Helmholtz et ’équation
de Helmholtz que nous utiliserons par la suite. Nous présentons également
plusieurs solutions de I’équation de Helmholtz.

L’ingrédient principal pour définir 'opérateur de Helmholtz est 1'opéra-
teur de Laplace A = 59_552% + ;—:z en deux dimensions. L.’opérateur de Helmholtz
est

A+ =2 1d. (26)
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F1G. 7 — Onde plane : graphe de sa partie réelle, en fonction de x, et de t.

La longueur d’onde )\ est la grandeur caractéristique qui se retrouve
dans les solutions de ’équation de Helmholtz (21f). Par commodité, nous

supposons une fois pour toutes que

(27a)

1
2

Ao <

O(|log Ag|) ce qui simplifiera un

afin de pouvoir, par exemple, écrire 1

certain nombre d’expressions.

La longueur d’onde )\ se retrouve par exemple dans la solution

(27b)
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qu’on appelle onde plane et qui est paramétrée par le temps t. Cette onde se

et 1est le
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27 7

la vitesse
tte onde plane est périodique

€1 3

propage dans la direction du vecteur unitaire
nombre complexe v/—1. Dans la direction é7, ce

plane, en fonction de z; et de ¢t (pas de dépendance en z5). En suivant les

Helmholtz (21f). La figure 7 présente le graphe de la partie réelle de I'onde
lignes de niveaux (non trac

de période Ay en z. Cette onde plane, & t fixé, est solution de I’équation de

de ce graphe, nous percevons que cette onde

ées)
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se propage dans la direction z; croissant lorsque le temps ¢ progresse.

équation des ondes
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L’onde plane est aussi une solution de 1

sur R2.
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Comme nous nous attachons aux difficultés de 'opérateur de Helmholtz liées
a un domaine (non borné) avec cavité, la dépendance au temps n’est pas
significative. Avec une hypothése (classique) de dépendance en temps e %,
I'équation des ondes devient I’équation de Helmholtz (21f).

[’équation de Helmholtz admet d’autres solutions, sous forme radiale.
Pour les expliciter, nous utiliserons la fonction de Hankel Hg"* ; la définition
de cette fonction se trouve dans la démonstration qui suit. Nous recherchons
d’autres solutions qui vérifient 'équation de Helmholtz (21f) partout dans
R? sauf en origine. Plus précisément, nous remplacons le second membre
de (21f) par §, un Dirac placé en 'origine. Les solutions ainsi obtenues sont
usuellement appelées solutions fondamentales de 'opérateur de Helmholtz ;
la convolution est leur principal usage, que nous verrons par exemple dans le
théoréme de représentation 2.13.

Propriété 2.1 Les candidats invariants par rotation pour étre solution fon-
damentale de l'opérateur de Helmholtz (21f) sont soit

2T

G(x) = —~H* (LJzl) e R (28)
4 Ao
S0t
i )
Gla) = ~Hgk (Llz])  z e R (292)
4 Ao

soit une combinaison affine des deux; HE" est la fonction de Hankel de
premier type et de paramétre nul.

Pour la démonstration de cette propriété, nous aurons besoin du lemme 2.2
qui suit, qui présente la solution fondamentale de I'opérateur de Laplace.

B Recherchons une solution fondamentale de I’équation de Helmholtz (21f)
E = E(z,t) = f(]z|) sous la forme radiale, et telle que

Pour un rayon r strictement positif, la formule du Laplacien en coordonnées
cylindriques donne

Fr) ) + S f () = 0. (29b)
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Avec le changement de variable r; = 227 (et le changement d’inconnue
fi(r1) = f(3r1) = f(r)), nous avons alors
4% 27 1 27 , 472
= 242 == =0
v 7 (r) + o )\Of1(7“1)+ Y fi(ry)
ce qui, en simplifiant, donne une équation de Bessel
1
1(re) + r_f,(rl) + f(r1) =0 (29¢)
1

et les solutions de cette équation sont les combinaisons linéaires de la partie
réelle et de la partie imaginaire de la fonction de Hankel H2" (), dont voici
les représentations graphiques (celle de la partie réelle est en gras):

t2
1 ank
ReH§™ (1)
b@ 20
1
ImH§™ ()
-3

La partie réelle de HE"* souvent notée Jy, est une fonction cylindrique de
Bessel ; la partie imaginaire, souvent notée Y, (ou encore Np) est une fonction

cylindrique de Neumann. La fonction H&" et la fonction conjuguée H§™ sont
usuellement notés H} et H2 respectivement : ce sont les fonctions de Hankel
de premier et second type. Nous n’utiliserons pas toutes ces notations, car
H'! et H} sont aussi deux notations usuelles pour des espaces fonctionnels de
Sobolev que nous allons beaucoup utiliser.

La seule notation que nous conserverons de cette démonstration sera H"*.

Kress [K89], p180, et Watson [W22], p73 (1) p64 (2) p62 (3) p15 (1) p60
note *, donnent un développement limité au voisinage de 0 de cette fonction :

2i In2-C
HO* (1) = ZInt + 1 — 2i——— + O(Int) (29d)
0
Ici, C' =~ 0.57721 est la constante d’Euler. De plus, Watson [W22|, p74 (6),
donne le développement limité suivant, avec C' une (autre) constante com-
plexe:
ank! 211 1 3

o6



Nous avons donc montré comme condition nécessaire que la solution fon-
damentale est une combinaison linéaire de (28) et de (29a). Cette condition
nécessaire assure I'annulation de AF + %E sur R?\ {0}. Le développement
limité (29d) nous permet de regarder ce qui se passe en 0. Comme, d’aprés le
lemme suivant, % log est la solution fondamentale de Laplace, nous voyons
que, de ces combinaisons linéaires de (28) et de (29a), seule les combinaisons
affines (c’est a dire barycentriques) subsistent.

Il faut maintenant montrer qu'une combinaison affine E de (28) et de
(29a) est effectivement solution de I’équation

4 2
AE+"2_E=6 suRZ
Ao
Nous avons vu ci-dessus que le membre gauche de cette équation a pour
support l'origine 0 de R?. Soit w une fonction C°°(]R2) a support compact
qui vaut 1 au voisinage de l'origine. Il suffit de prouver, pour € > 0, que

w(g)AE(:v) + w(g)%E(:v) =6(z) w€R2 (29¢)

Or le membre gauche de cette équation ne dépend en fait pas de €: donc il
suffit de montrer que

. T x 4n? 9

lim (w(g)AE(x) + w(g)/\—gE(x)) =d6(z) zeR (29g)
avec lim étant ici la convergence dans ’espace des distributions. Les déve-
loppements limités ci-dessus décomposent E de la fagon suivante :

1
E(z) = 5 _logllz|| + A(z)

ou A est une fonction qui est C'. Vu le lemme (2.2), il suffit alors de montrer
que

. X . 2
ll_I)I(l) (w(g)AA(:E)) =0 zeR". (29h)
et que
, T 471? 0
llir(l) (w(g)/\—gE(x)) =0 zeR

Comme E est une fonction L ., la seconde limite ci-dessus est clairement

nulle. Dans la premiére limite (29h), nous utilisons I'identité

X

w(g)AA(x) = A(w(2

JA@)) - 5Aw(E)A@) - >

(Vu(5)|VA) ()
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ce qui développe cette limite (29h) comme la somme de ces trois termes:

. X _ 2.
leOA(w(g)A(:v)) =0 =zeR%
li ! Aw(Z)A(z) =0 R?

.1 x B 2.
ll_)mo(ng(gNVA(x)) =0 zeR%

A est L}, ., donc le premier terme est vrai sans A : comme on est dans Pespace
des distributions, la limite avec A est vraie aussi. A est continu en 0, donc

le second terme vaut
(/ Aw)A(0)6 = (— /(Vw|V1))A(0)5 — 0 x A(0)5 =0

1

ou nous avons utilisé une intégration par parties. VA est L;,,

donc le troisiéme terme est pour x au voisinage de 0 en

Ofe| /vw|)

qui tend donc vers 0 dans ’espace des distributions (nous utilisons la com-
pacité du support de w) lorsque € tend vers 0. Ainsi, (29h) est vrai, donc de
méme (29g) et (29f) aussi: la preuve est terminée. ]

et est borné,

Lemme 2.2 La solution fondamentale de 'opérateur de Laplace est 5-log||z||.

M Soit f une fonction C? & support compact. II faut prouver que
Jeesuppy Af (7) log ||y — z||dz = 27 f (y). Les personnes familiéres avec la théo-
rie des distributions trouveront ce lemme facile, car le Laplacien peut étre
déplacé entre les opérandes d’une convolution, et comme le Laplacien de ce
log vaut 27d: voir par exemple Schwartz [S61] p 314. Une démonstration
élémentaire est aussi possible, et la voici: la fonction

[l ll* _
c4 g2

1
log (z) = 1 max(0,1 — ) + min(0, 1) + log max(||z|| )

converge vers log ||z|| dans Lj,., d’aprés le théoréme de convergence dominée
(fonction dominatrice 2 + |log||z]||). Cette convergence a aussi lieu dans

I’espace des distributions, ce qui donne:

limg [ o D) log (y — )dz = [ Af(@)loglly — allds

e—0 zesupp f
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Ici, la limite lim._,o est localement uniforme en y. Cette fonction log, vaut
2 4

log ||z]| 1a ou ||z|| > &; elle vaut IZE — I 3 4 jop¢ pour ||z]| < e. Le

raccord est correct pour toutes les dérivées d’ordre 1 et 2 car:

dlog, (z) = {—x’ﬂ—fw + % si||z|| <e
ox; Li sinon
[ll]
o ; 2 : .
82 log, (&) = {—2%1 — 5;“% + 012 si|zf <&
6:@6:6,- —ﬁf— + 55W sinon

Ainsi, log, est C?, et donc I'intégration par parties suivante est indolore :

/:ceSuppf Af(x)log.(y —z)dr = (_1)2(_1)2/ f(z)(Alog,)(y — x)dzx.

zEsuppf

La fonction f est C?, donc un développement de Taylor & reste intégral de f
en y montre que

lim f(x)Aylog, ||y — z||dz = 27 f (y).

e—0 Jxesuppf

car on a

Mlog, = {1 T sl s

sinon
[ |

La solution fondamentale du Laplacien % log peut étre devinée en prenant
le cas A\p = oo dans 'équation différentielle (29b) vérifiée par la fonction
de Hankel Hi" : log est une solution de 1’équation différentielle résultante
f"+ 1f" =0; la solution constante est une autre solution, mais elle n’a pas
d’intérét.

2.1.2 La condition de rayonnement de Sommerfeld : condition aux
limites a ’infini

A la difference du cas du Laplacien, l'opérateur de Helmholtz n’a pas
qu’une seule solution fondamentale canonique (voir la proposition 2.1). Une
condition aux limites & 'infini dite condition de rayonnement de Sommerfeld
(vue en (21a)) permettra de discriminer entre ces solutions.

Les figures 8 et 9 présentent les graphes des parties réelles des fonctions
G (28) et G (29a) multipliées par e “!. Attention, I’axe des abscisses est
||z|| et non plus z; comme dans la figure 7.Voici la différence entre ces deux
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pendance au temps en e ¥

Re(G(x)ewt)

F1G. 8 — La solution fondamentale G (28) rayonnante vers linfini avec dé-
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solutions, qu’on comprend en suivant les lignes de niveaux de ces surfaces: la
solution fondamentale (28) correspond a des ondes émises, I’onde s’éloigne de
lorigine, tandis que la solution fondamentale (29a) correspond & des ondes
recues, 'onde se concentre vers l’origine, lorsqu’on prend en compte cette
dépendance au temps en e %,

Pour distinguer entre ces deux solutions G et G leurs combinaisons affines,
et les ondes planes (27b), nous avons besoin d’une condition aux limites a
I'infini. Comme 'opérateur de Helmholtz est oscillatoire, nous avons besoin
d’une condition aux limites oscillatoire.

Sommerfeld [S12]| a introduit la condition aux limites (21a), qu'on ap-
pelle communément la condition de rayonnement de Sommerfeld que nous
rappelons:

1 OF 2im
m r?’(—()—- —£FE()) =0
(5 (@) = 5 E(w)
ou 7 = ||z|| est le rayon. L’exposant % est spécifique au cas bidimensionnel

(en dimension d, il faut prendre %)
Nous nous contenterons d’une condition plus faible, utilisée par exemple
par Wilcox [W56] :

0 = lim
r=00 Jl|z||=r

OF 217 2
=5, (@) )\—OE(x)‘ dz (30)

Cette condition de rayonnement permet de discriminer entre ces deux so-
lutions fondamentales G (28) et G (29a) lorsqu’on y remplace E par ces
solutions fondamentales ; de plus, elle élimine leurs combinaisons affines, et
les ondes planes (27b) :

Propriété 2.3 De toutes les solutions vues ci-dessus en (27b) et dans la
propriété 2.1, seule la solution radiale émise G (28) wvérifie la condition de
rayonnement de Sommerfeld sous sa forme forte (21a) ou sous sa forme faible
(30).

B Pour les ondes planes, on a

0 2im 2im
12( 9 _am 12002 AT
P (5 Bla) = SE@) = r((ld) - )T B )
qui explose dans toutes les directions, sauf a proximité immédiate de la demi-
droite z € R, €;. Donc I’onde plane ne vérifie pas la condition de rayonnement
de Sommerfeld, ni (21a) ni (30).
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On voit bien que €7, qui est la seule direction dans laquelle la condition de
rayonnement de Sommerfeld (21a) est satisfaite, correspond a une direction
dans laquelle ’onde se propage: cette condition modélise assez bien le fait
que 'onde (et donc I’énergie) ne peut venir de I'infini.

Pour qu’une fonction radiale E(z) = f (?\—7(:||x||) vérifie cette équation, il

faut que )
fi(r) =if(r) = o(2)- (31)

Watson [W22] montre, p196 partie 7.2, que H§"¥ et sa dérivée HA™*' ont
des équivalents en l'infini tels que

H™ () — (1= i)e" /a7 = O(/) (320)

et

HE™! (1) — (1 +1)el" /y/mr = O(r%/?). (32b)
On en déduit que G + n(G — G) ne vérifie la condition de rayonnement de
Sommerfeld que lorsque 7 est nul. ]

2.1.3 Un domaine extérieur non borné

Nous résolvons I’équation de Helmholtz (20) dans le complémentaire d’un
fermé S appelé le diffractant, qui a par exemple les formes suivantes :

u (33)

(34)

Il faudra ajouter deux conditions aux limites: une condition & l'infini (30);
et une condition sur la valeur de la solution E au bord de S, détaillée dans
la partie suivante en (35c).

Nous utiliserons, sur le diffractant S, les hypothéses suivantes:

1. compact, connexe, et de complémentaire connexe ;
2. Lipschitzien (donc sans épines) ;

3. avec une continuité par morceaux de type CP par morceaux pour un
certain entier p > 2;

4. sans raccord des demi-tangentes entre les morceaux CP.
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Un ensemble S est dit Lipschitzien et CP par morceaux s’il est délimité par
une courbe qui est localement et & une rotation preés le graphe d’une fonction
Lipschitzienne et CP par morceaux. Pour la partie 4 et la justification des
résultats numeériques présentés, une régularité C° a été nécessaire.

Comme 'opérateur de Helmholtz (26) est une perturbation d’ordre infé-
rieur du Laplacien, et que I'espace fonctionnel H;},(°S) est le bon espace pour
rechercher une solution pour Laplacien d’apreés la propriété 2.7, alors cet es-
pace sera aussi le bon pour rechercher la solution du probléme de Helmholtz
extérieur 21c.

Nous définissons ci-dessous sur I'ouvert °S les deux espaces Dy(°S) et
D(<S) contenant les fonctions réguliéres respectivement sans et avec valeur
de bord. Ces notations sont classiques, par exemple utilisées par Temam
[T79].

Définition 2.4 L’espace Dy(°S) est I’ensemble des fonctions R* — C indé-
finiment dérivables & support compact inclus dans 'ouvert °S. L’espace D(¢S)
est l’ensemble des fonctions ¢S — C indéfiniment dérivables a support pré-
compact inclus dans le fermé ¢S, telles que toutes les fonctions dérivées sont
prolongeables en des fonctions ¢S — C.

Nous définissons sur I'ouvert non borné ¢S la norme ||-|| gz () et les espaces
de Sobolev H!(¢S), Hj(¢S) et H'(¢S):

Définition 2.5 La norme de l’espace H'(°S) est définie par

||E||H1(CS) = \/AS |E(z)]?2 + |VE(z)|?dz (35a)

pour une fonction réquliére E € D(¢S), ou VE(x) est le vecteur (g—ﬁ(x),g—i(x)).
L’espace H(¢S) est la complétion de D(°S) pour cette norme. L’espace
H{(¢S) est la complétion de Dy(°S) pour cette norme. Nous prolongeons
Uapplication norme (35a) par densité de E € D(°S) auz espaces H'(°S) et
Hy (6S).
L’espace H™'(°S) est lidentification du dual de Hy(°S) a travers le crochet
de dualité de L2(¢S) qui est l’espace Hilbertien des fonctions ¢S — C de carré

intégrable.

Malheureusement, la propriété 2.16 montrera que 'espace H'(°S) n’est pas
le bon pour une solution de I’équation de Helmholtz (20) car la seule solution

63



possible H!(¢S) sera la solution nulle. Nous devons nous contenter, pour la

suite, d’un espace H}, (°S) complet mais non normé:

Définition 2.6 L’espace H,,(R?) est I’ensemble des distributions R* — C

loc
telles que pour tout sous-espace C ouvert borné de R?, la restriction a C soit

HY(C). L’espace H},(S) est la trace de H}, (R?) sur ©S.

loc loc

Le théoréme 2.14 montrera que le probléme (20) admet dans H},(¢S) au plus
une solution, avec des conditions aux limites & I’infini.

Les fonctions qui appartiennent & ces espaces fonctionnels L2(¢S), Dy (¢S),
D(cS), HY(¢S), H} (¢S), H(¢S) ont pour support le complémentaire ¢S du
diffractant S.

Les espaces H!(°S) et H1(¢S) sont les bons espaces, aux poids prés, pour
bien poser un probléme avec le Laplacien. La propriété 2.16 montrera que ce
n’est pas le cas pour un probléme avec I'opérateur de Helmholtz.

Propriété 2.7 Le Laplacien A est continu de H'(°S) dans H™1(¢S).

B Prenons deux fonctions ¢ € D(¢S) et 1) € Dy(°S). On a

[ A¢@u(e)de = [ dip@)p(e)de — [ (T6(@)| V().

Une inégalité de Cauchy-Schwarz montre que ce membre droit est plus petit
en module que [|¢||u1(es)||?||n1(es) lorsque ¢ € Hy(°S), car 1 est nul sur 9S.
|

Nous aurons besoin de propriétés plus précises sur ce Laplacien, qui néces-
sitent la définition d’un espace fonctionnel sur 0S5 pour définir des conditions
aux bords.

Une interprétation physique de I’équation de Helmholtz (20) est ’étude
d’un mode propre de I’équation des ondes (avec vitesse ¢) a la fréquence w =
2/\—7;"’. Par exemple, il peut s’agir de I’équation de Maxwell en trois dimensions,
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Direction de ’onde incidente E'"¢

F1G. 10 — L’angle 3, aprés le changement de référentiel.

autour d’un profilé métallique dont la section est S':

L’angle 3 est un paramétre du second membre E* et donc du probléme
(21c); ce paramétre est indépendant du temps. Plus particuliérement, si
nous supposons que ce mode propre a son champ électrique colinéaire a
une génératrice de ce profilé métallique (polarisation dite transverse magné-
tique et notée TM, voir Pan-Tretiakov-Gilbert [PTGO03]), alors la composante
E'ec € H}, (°S) dans cette direction €5 du champ électrique vérifie I'équation
de Helmholtz (20). Il en résulte que le diffractant est tourné d’un angle 3 par
rapport a la base (€7,6>) dans laquelle onde plane a pour vecteur directeur
le vecteur de coordonnées ((1)) Par invariance, nous pouvons de facon équi-
valente supposer que 3 est ’angle avec lequel ’onde plane arrive par rapport
a un référentiel (€1,63) dans lequel le diffractant est fixe, voir la figure 10.

Les équations de Maxwell prédisent qu’au bord du diffractant, le champ
électrique E'¢ s’annule.

Dans cette interprétation, le champ électrique E'¢ € H} (°S) ne vérifie
plus la condition de rayonnement de Sommerfeld : en effet, on a

Elec — Einc + Ediff
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otl le champ incident E™¢ € H},.(°S) est donné par I'onde plane

2im

E’”C(x) _ em(é’l cos B—& sin B|z) (35b)

qui est I'excitation, et ou B € H] (¢S) vérifie la condition de rayonnement
de Sommerfeld car c’est la conséquence de 'excitation E™ qui n’a lieu que
sur 05 qui est borné.

L’onde plane incidente £ est H},.(IR?) ce qui physiquement s’interpréte
par le fait que I’énergie est localement finie.

Comme le champ électrique émis E% est une conséquence de la dif-
fraction par le diffractant S de la portion de E™¢ qui touche S, le champ
électrique émis E% est produit par une source d’énergie finie par unité de
temps, c'est & dire que E% est dans H},(°S) et tend méme vers 0 en I'infini,
car la propagation & vitesse finie de I’énergie est une des caractéristiques es-
sentielles des équations hyperboliques Nédélec [NO1]. Ainsi, E4 est le bon
candidat pour étre la fonction E inconnue que nous étudierons (unicité, exis-
tence).

Dautray-Lions [DL85], t2 XI p623, note que ’analogue pour le Laplacien
du probléme extérieur bidimensionnel (21c) ne peut pas étre considéré comme
le cas limite du cylindre de longueur tendant vers I’infini dans I’analogue pour
le Laplacien du probléme extérieur tridimensionnel. L’intérét du probléme
(21c) est donc mathématique, il vise & comprendre ce qui se passe dans le
cas bidimensionnel, pour tirer des méthodes qui seront peut-étre utiles pour
le cas tridimensionnel (non abordé dans cette thése).

Nous avons donc vu une interprétation physique de I’équation de Helm-
holtz, permettant d’analyser les modes propres de I’équation des ondes dans
le cas transverse magnétique (TM). Il existe d’autres applications de 1’équa-
tion de Helmholtz: il y a le cas linéarisé de I’équation des ondes acoustiques;
Wendland [W90] mentionne un écoulement bidimensionnel stationnaire a ro-
tationnel et divergence nuls, et Colton-Kress [CK92| détaille page 13 la ver-
sion tridimensionnelle de cette application. Dans cette application, le diffrac-
tant S est un objet au bord duquel la pression est constante.

2.1.4 Condition aux limites au bord du diffractant
L’équation de Helmholtz dans 0S (20) a beaucoup de solutions, par
exemple les restrictions & ce domaine ¢S de ’onde plane et de la solution

fondamentale G' (28). Méme si nous imposons la condition de rayonnement
de Sommerfeld, il reste une infinité de solutions, qu’on obtient en translatant
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la solution fondamentale G (tout en prenant bien garde a ce que la singularité
de cette solution soit dans S).

Nous avons besoin d’une autre condition aux limites pour ne plus rendre
possible qu'une seule solution. Pour cela, nous pouvons traduire le fait que,
dans D'interprétation de Maxwell TM ci-dessus, E'° s’annule sur S. Comme

H;,.(°S) contient des fonctions singuliéres (par exemple x — log (1+| log ||z —

o] |)), nous avons besoin de définir plus précisément la valeur au bord d’une
fonction Hj,.(°S):

loc

Définition 2.8 L’application trace vy est la complétion a ¢ € Hj,.(°S) de
Vapplication qui a ¢ € D(¢S) associe ¢j,;.

Dans l'interprétation ci-dessus, E'*® = FE + E™ g’annule au bord du
diffractant S. Ceci donne la condition a la limite (21b) qui plus formellement
s'écrit

WE = —yE™  sur 08S. (35¢)
ol £ est une fonction réguliére bornée définie sur R?. Nous pouvons méme
conserver la définition de E™ (35b) pour le probléme (21c) étudié par cette
these.

La rédaction de la thése sera facilitée par la notation suivante, qui est un
paramétrage s de 0S.

Définition 2.9 Soit L le périmétre de S, et soit s une application ® /15 —
0S qui soit une paramétrisation par abscisse curviligne de 0S, dans le sens
direct. Nous utiliserons souvent s'(t)* pour noter la normale extérieure au
diffractant S, avec * la rotation indirecte d’angle % d’un vecteur, et ou s'(t)
est la dérivée (vectorielle) de s en t.

Une conséquence immeédiate de I'hypothése (2) que S est Lipschitzien est que
cinf [t —t'— Lm| < ||s(t) — s(t')|| < inf [t — ' — Lm)|
MEZ mEZ
ol c est une constante, et ou l'inf est un ingrédient pour définir la distance

de R/Lz.

La trace vy a de bonnes propriétés, données par Grisvard [G85] :
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Propriété 2.10 Lorsque le diffractant S vérifie les hypothéses 1 a 4 de la
page 62, cette application vy est prolongeable contindment a H}, (°S), et son
image est incluse dans L*(DS).

Son image est l’espace de Sobolev H> (0S), qui est homéomorphe a H> ®/1z)
via la paramétrisation s.

Les espaces H™(®/17) avec m € R sont les espaces de Sobolev dont la
norme est

L 2w
[ JZZE:Z(l + zZ)m\/O f(t)e‘Ttht|2.

et qui contient les distributions f : /., — C telles que cette norme est finie.
Nous définissons les espaces de Sobolev H™(0S), comme étant homéo-
morphe & H™(®/17) via la paramétrisation s, pour m valant —3, 0, 5 et
1.
De plus, il existe un relévement vy ' de cette application vy, c’est a dire
1
qu’il existe une application vy ' continue de H2(0S) dans H'(°S) telle que

vpouy ! = IdH%(aS)'

Cette propriété a été prouvée par Lions-Magenes [LM68]. Nous n’en repro-
duisons pas la démonstration ici.

Voici tout d’abord une observation sur la régularité des solutions de
I'équation (20) dans 'ouvert °S':

Remarque 2.11 Une solution E € H}, (°S) de l’équation (20) est analytique

loc

et H™(C) pour tout compact C inclus dans ©S.

La démonstration de cette remarque se fait par récurrence sur m, et se
base d’une part sur lellipticité de A qui est facile & démontrer directement

sur la définition de I'espace H, ,.;(°S), et d’autre part sur I'identité

AT (PA(GE)) = ¢°E — ¢AT (EAP) — 20A7(VH|VE)

ol ¢ est une fonction Dy(¢S) qui vaut 1 sur C. Nous n’utiliserons pas cette re-
marque 2.11 dans les démonstrations, mais seulement pour éclaircir certaines
démonstrations, car la démonstration de cette remarque (sans I’analyticité)
fait intervenir des notions (Fourier pour Dy(°S)) qui ne sont pas plus simples
que les résultats de cette partie 2. De plus, cette remarque 2.11 résultera
du théoréme de représentation 2.13 (comme dans le cas tridimensionnel, voir

Colton-Kress [CK92]).
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Lions-Magenes [LM68| ont aussi montré que, dans certains cas, par exemple
lorsque FE vérifie I’équation (20), la dérivée normale de E a aussi une limite
sur 0S':

Propriété 2.12 Une solution E € H},(°S) de I’équation de Helmholtz (20)

loc
a une dérivée normale a S qui est dans H_%(OS), qui est aussi identification

du dual de Hz(9S) & travers le crochet de dualité de L*(9S). Nous notons
n E cette dérivée normale (extérieure).

W (30) Soit H € H,.(°S). Montrons que

loc
2n OF
——H 35d

Az”:r )\() or ( )

est convergent pour presque tout 7 assez grand (c’est immédiat en admettant
la continuité de %—]f donnée par la remarque 2.11).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

ek
or o

Les fonctions F et H sont Hj,.(S), donc la fonction

H(@)] <152 @)P + [H@)P < [VE@P + H()?

T |[E]” + |VE” + |H” + |VH|?
Z(|=T

est localement intégrable: donc cette fonction est finie presque partout, et

donc (35d) est finie pour presque tout r tel que r > ry, oll 7y est le plus petit

rayon tel que S est inclus dans la boule de centre 0 et de rayon ry.

Une formule de Stokes.

Soit r € (rg,ro+ 1] tel que I'intégrale (35d) est finie. Utilisons une formule
de Stokes dans I’espace S, délimité par S et {z : ||z|| = r}, visibles sur la
figure (11):

Spi={zxeS:|z|| <r}

E est H'(°S) localement, AE est dans H'(°S) localement comme AE =
—‘L)\L;E. Ainsi, la formule de Stokes donne ceci, en supposant E réguliére:
0

/OL v E(s(t))voH (s(t))dt :/| OF

| =r o / HAE — /ST(VH|VE>. (36)
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F1G. 11 — Le grand cercle et le diffractant délimitent S, .

avec

nE(s(t) = (s'(t)*|[VE(s(t)))

ou la définition 2.9 a noté * la rotation indirecte : ainsi, ceci est une dérivée
normale au sens habituel.

Nous allons montrer maintenant que le membre droit de (36) dépend
contintiment de E,H € Hj,(S), ce qui nous fournira la définition de v F

comme un élément de H™'/2(9S) dépendant continiiment de E € H} (°S).

loc

Dans cette démarche, la surjectivité de v, : Hj,.(°S) — H'/2(8S), fournie
par la proposition (2.10), est trés importante.

Pour montrer la continuité du membre droit de (36), nous devons montrer
que

L
[ wEGsOmHs0) < Ol ) (372

Or l'intégration de (36) pour r entre r¢ et 79 + 1 donne

| Y LB (s()ve H (s(t))dt

= / 141 EV()H
a8

ro+1
_ / / v EvoHdr
T0 S

_ /:“ /| mnzraa—f}[dr— / :’H /S (HAE + (VH|VE))dr

OF 472
- oy /—HE— H|VE)) min(1,ro + 1 — r)d
/m_lsnwm T+ )G (VH|VE)) min(1,rg + 1 — r)dr

ce qui est visiblement plus petit que C|E|u(s,)||H|m(s,,), et avec une
constante C' qui ne dépend que de rg, de Ay et de S. La dépendance en
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ro n’est pas importante : il suffit de prendre ry minimal tel que S soit inclus
dans la boule de centre 0 et de rayon rq — 1.

Ainsi, nous avons montré (37a), et donc v E est bien dans H 2(8S5)
lorsque F est une solution H}, (¢S) de I’équation de Helmholtz (20). ]

loc

2.1.5 Unicité dans H},(°S), pour Dirichlet (et Neumann)

Le théoréme de représentation suivant va permettre de caractériser une
solution E en ne connaissant que vgFE et v E. Il s’en suivra un résultat
immédiat d’unicité. C’est la premiére étape, la suivante étant un schéma
numérique qui n’utilise de E' que ses valeurs au bord vy F et 14 E.

Théoréme 2.13 (représentation) Lorsque E est une solution Hj,.(°S) de
(20) wvérifiant la condition de rayonnement de Sommerfeld (30), E vérifie
presque partout [’égalité suivante :

nExG+ (s ()E)x VG = 1.gE (38)

ot G est la solution fondamentale (28), et ot % est la convolution au sens ow
cette égalité s’écrit aussi sous la forme

/OL nE(s(t)G(xz — s(t))dt + /OL voE(s(t)){s'(t)*|V)G(x — s(t))dt
{E(:c) siz€°S

0 sinon

x ¢ 0S

Ainsi, dans la convolution f % g, ot f a pour support 0S et g a son support
inclus dans R?, la notation  joue un role un peu dissymétrique ; fxg est dans
cette thése une notation abrégée pour la notation consensuelle (fdo) x g oi
do est la mesure de Lebesgue unidimensionnelle de ’ensemble 0S vu comme
sous-ensemble de R?.

L’analyticité de E sur S est une conséquence de ce théoréme.

Ce théoréme est montré par Wilcox [W56] et Colton-Kress [CK92| dans
le cas tridimensionnel et avec une hypothése de régularité C? sur E (Colton-
Kress, sur 05, ne demande que la continuité et I’existence des dérivées de
Fréchet normales, mais demande une continuité C? sur S et aussi la condition
plus forte (21a)). Ce théoréme est aussi mentionné par Costabel [C88], en
remplagant (20) par une hypothése de compacité sur le support de E (le
second membre de (38) est & adapter en conséquence).
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B Soit o € R?\ 8S. Nous allons montrer (38) en z = z,. Nous allons rai-
sonner uniquement pour les z, ot les fonctions maximales M(E) et M(VE)
sont finies (ces fonctions maximales sont explicitées en (39g) et (39h), et leur
finitude serait immédiate en admettant la remarque 2.11), et qui sont des
points de Lebesgue de E. Ces conditions sont vraies presque partout en xg
pour L}, et donc pour LZ (¢S) d’aprés Rudin [R87] théorémes 7.4 et 7.7.

La condition de Sommerfeld limite I’explosion a 1’infini sur F.

La condition de rayonnement de Sommerfeld (30) contient un module que
nous développons ainsi:

-2 = IS @)+ o B - 2Zm (B S @B (299)

Ceci est intégrable par fllzllzr pour presque tout 7 (pour le dernier terme, ceci
a déja été montré, voir (35d)). L’idée suivante est de décomposer I'intégrale
fllwl\ﬂ du dernier terme : nous montrerons que cette intégrale est indépendante
de 7.

Soit r € R tel que la boule centrée en 0 et de rayon r contienne S':
Nous pouvons intégrer (39a) et ensuite utiliser la formule de Stokes (36) avec
H = FE et en ignorant la partie réelle, ce qui donne:

OF 472 AT _
39a) = 24 —|E?— —Im(| wnEwE) (39
Axﬂ_r ( ) /|1:||_7' | or | /|m||_r )\(2) | ‘ Ao (/ P ) ( )

D’aprés la condition de rayonnement de Sommerfeld (30), ceci a pour limite
0 lorsque r tend vers I'infini ; comme d’autre part ’expression

Im(/ v EnE)
a8

est indépendante de r, on a montré que

oF
/|z||—7- o or 2+ /IzII—T 22 |E|2 o1+ ||1/0E||H2(65 1Bl -1 85)) (39¢)

lorsque r — 0o. Cette implication a été trouvée par Wilcox [W56]; Sommer-
feld [S12| en faisait une hypothése, dite condition de finitude.

Cas zy dans S.

Supposons que xg soit dans S\ 0S. Soit r > 0 suffisamment grand tel que
S soit inclus dans la boule ouverte de centre 0 et de rayon r (voir la figure
12).

72



FiG. 12 — Cas zy dans S.

Considérons la solution fondamentale translatée G(z) = —1 H‘m’“(27r |z —
To||) vue en (28). La fonction G est H,.(°S), donc nous pouvons la substituer
a H dans la formule de Stokes (36).

G est méme une solution de I’équation de Helmholtz (20), donc nous
pouvons échanger G et E dans la formule de Stokes (36).

Nous obtenons ainsi deux formules de Stokes. Si nous les soustrayons,
nous avons formule de Green:

/l/lEI/()G—/ vwEv,G
as

- / e —E ) + / EAG - [ GAE. (39d)
|le||=r OF .
Comme E et G sont toutes deux solutions de (20), nous avons FAG = GAE,
et donc les deux derniéres intégrales se compensent pour presque tout r.
D’aprés les équivalents a linfini (32a) et (32b) de H™* et HA"*'  ce qu’il
reste du second membre de (39d) vérifie:

oF oG
AwH—T(EG B EE)

1 oF ank ¢ 2T 2T ankr 2T
= T e 1«( (z)Hg k(—||$—$0||) )\OH k'(—||f¢—$0||) (z))dz

1—1i )\0 2im
= \/ —(z) — —F
o2 l|z||=r Br Ao (v))dz

OF OF
+O(r™%? +0(r=3/? —
(r )/|:L'||_r or (r )Axn_r or

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la condition de rayonnement, de Som-
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merfeld (30) montre que

/ oF 2im
|

ellr B ) — )\—OE(OC))dx = o(V7) (39%)

et la propriété de finitude (39c) montre que [, _, %—f et + Jjjz/=r %—f sont des

O(vr)-

Il apparait finalement que le membre droit de (39d) tend vers 0 lorsque
r tend vers I'infini. Son membre gauche, qui est indépendant de r, est alors
nul.

Il reste a reformuler v; EvyG — vy Ev1 G en le membre gauche de (38) dans
I’énoncé. En utilisant la définition de G, on a:

/as r EvyG — /65 vEun G
- /OL (ME(s()G(s(t) = z0) = wE(s(t))(s' () |V G (s(t) — o)) ) dt

= /OL (ylE(s(t))G(:rO —5(t)) + (i E(s(t)s' (1) | VG(zy — s(t))))dt
= (nE(s(t)) x G)(x0) + (W Es'(-)" x VG) ()

Dans le cas xy € S, le membre droit de (38) est nul.

Cas zy hors de S.

Soit zo ¢ S. Soit r > 0 suffisamment grand tel que B(zg,c) et S soient
tous deux inclus dans la boule ouverte de centre 0 et de rayon r. Soit € > 0
tel que la boule de centre z, et de rayon ¢ n’intersecte ni S ni {z : ||z|| = r}.
Soit a > 0 tel que a < €.

Pour obtenir une identité de Green similaire & (39d), reprenons la formule
de Stokes (36), avec les deux mémes remplacements que pour (39d), sauf que
la B(zg,cr) est maintenant exclue de ce domaine S, (figure 13):

Spi={z €S [lzf| <z — ol = a}

Cette exclusion a pour effet d’ajouter ceci dans le membre droite de I’'identité
de Green (39d):

/Ilz $0||=a(<M|VG>E — <

T — Xy
—|VE)G 39f
e VE)G) (391)

Comme dans le cas précédent, nous avons encore

OF
o% ——E EAG — [ GAE =
Aw”—r(ar +/T a-[ g 0

Sr
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F1G. 13 — Cas xg hors de S : S, est délimité par le petit cercle, le grand cercle
et 0S.

Observons ensuite que, comme le reste de I’égalité (39d) est fini et indépen-
dant de «, alors le morceau (39f) est aussi fini et indépendant de «. Nous
pouvons donc le multiplier par «, puis I'intégrer pour « entre 0 et € ce qui
donne

2 T — Xy
o= [ (e=nlVG@)BE (= VE@)le—20]G(z))da
Oron a
2m L qankr 20 T—2 z)dz
[ aalVG@)E@ar = [ SHle=sol gH (GEle—rol) Ee)d

Dés le début de la démonstration, nous supposons que la fonction maxi-
male M (E) est finie en z; (ceci résulterait de la remarque 2.11), ce qui s’écrit
ainsi: .

M(E)(p) = limsup — |E(z)|dz < oco. (39g)
=0 TET J||lz—mzo||l<e
Alors le développement limité (29¢) de H&™ donne.

2

—~ (x — 29| VG (z))E(x)dz

€4 J||z—=zol|<e

1
= — E(z)dz + (M (E)(zo) + 0(1))O(e(1 + | loge)))
TES J||z—m0]|<E
L’intégrale de droite converge vers E(xg) lorsque ¢ — 0 par définition de
I’hypotheése que xy est un point de Lebesgue de E.
Nous avons aussi supposé que la fonction maximale M (V E) était finie en

To, ce qui s’écrit ainsi:

M(E)(zq) = lim sup L |\VE(z)|dz < oo. (39h)

e0 M2 J|z—aol|<e
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Le développement limité (29d) permet de conclure cette preuve:

2 T — Xy
&2 ——|VE(2))||lz — 20||G(z)dx
‘62 ‘/||$—$0||<E<||CE — .7)0“ | ( )>|| 0” ( ) ‘
1 2r
< (M(VE)(xo) +O(1)) sup ||x_$0||__H8nk(_||x_x0”)
[lz—zo||<e 41 Ao

< (M(VE)(zy) + 0(1))O(e(1 + | loge]))

qui tend donc vers 0 lorsque ¢ — 0.

Dans la démonstration, la preuve sur le membre droit de (39d) dépend
fortement du choix de la solution fondamentale choisie. Une autre solution
fondamentale radiale aurait changé le facteur 2/\‘—2 dans (39e), et alors (30)
aurait été inutilisable dans cette preuve. ]

Théoréme 2.14 Il y a unicité dans le probléeme de Helmholtz extérieur non
intégral (21c). L’unicité reste valide lorsqu’on remplace, dans ce probléme,
la condition & la limite E(z) = E™(z) sur 0S (21b) par la nullité de
Im [45s iEWE (ou méme par sa négativité).

Si on ajoutait comme condition que la dérivée normale 14 E' au bord de S est
aussi imposée dans H > (0S), alors 'unicité proviendrait immédiatement du
théoréme 2.13 précédent. Sans cette condition supplémentaire, nous avons
besoin d’un lemme qui démontre, outre ce résultat dans le cas ou S est une
boule, 'impossibilité d’une solution H'(¢S) non nulle (H'(¢S) est plus fort
que H} (¢9)).

loc

Lemme 2.15 Dans le cas ou le diffractant S est la boule Br de rayon R
centrée a l’origine, le théoréme ci-dessus est vrai. La seule solution E possible,
si elle eziste, est donnée en coordonnées polaires (r,0) par

2 .
Ero) =Y amegf(A—”r)emw r> R € [0,27]. (391)
meEZ 0

ot les a,, sont déterminés de fagcon unique par les coefficients de la transfor-

5 ; S nils inc ; ank (2w
mée de Fourier L-périodique de voE™° (ces derniers valent a,, Hin (5 R) ).

La décomposition ci-dessus est une décomposition en harmoniques; c’est un
peu 'analogue de la décomposition de Laurent (avec les fonctions de Hankel
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joutant le role des puissances négatives de r), voir Rellich [R43|, d’ou la
démonstration suivante vient.

B Cette démonstration est tirée de Rellich [R43], qui toutefois y faisait des
hypothéses fortes sur E': il y est supposé deux fois dérivable. Ici, nous n’avons
que E € H},_(°S), méme si 'analyticité dans ¢S (mais pas au bord) est donnée
par le théoréme de représentation 2.13. Rellich travaille en décomposant E
dans les harmoniques du plan, et montre que si F est 1L2(S), alors F est nul.

Commencons par prouver 1'unicité dans le cas S = Bpg, premier point du
lemme. Pour tout rayon r > R, E restreint & 0B, (boule centrée a 1’origine)
est dans H%(aBr) qui admet une décomposition de Fourier: donc il existe

des fonctions qu’on note H,, telles que

2 .
Ero) =3 Hm(/\—:r)emla r> R € [0,27] (39§)

meZ

2

et ces fonctions sont Lj,.

L%OC(CS)'
Supposons que E n’est pas nul, nous allons montrer que Zm [y v1 EvgE
n’est pas nul. Pour un certain rayon ry, la restriction de E & 0B,, est non

nulle; et donc pour un certain m, on a Hp,(ry) # 0.

(¢S) d’aprés une inégalité de Bessel utilisant F €

La fonction H,, vérifie une équation différentielle.

Soit g une fonction (R,00) — C réguliére et a support compact. Comme
. . 2

H,, est un coefficient de Fourier et comme AFE + %E = 0, une formule de
0

Green donne

83 oo o
on H, (=
¥ /R ()\0 r)g(r)rdr

= 4)\—7:2)2[5Eemwg(7‘)dx

= —/CSAEe_miag(r)dx

- _ /CS EA(e ™ g(r))dz (39K)
= [ B )+ e ) - e ming(r)

2

= —27 /Roo Hm(2—ﬁr)<g”(7“) + %g'(r) - %g(r))rdr

Ao
© 873 27 47?1 2w m? 27
= — S H"(Zp) 4+ ——H () — 2 Hp (S dr(39¢
R ( )\g m(AO ) AO r m(/\O T) ™ T2 ()\0 T))g(r)r T(39 )
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ce qui montre que H,, vérifie dans I'espace des distributions I’équation de
Bessel (cas général) suivante :

m2

£+ 1) + (1= ) () = 0 (10)
Comme H,, € L2 ([R,00)), alors H!, € H;}((R,00)), donc (40) donne H! €
H((R,00)), donc H! € L2 ((R, oo)) donc (40) donne H" € H'((R,0)),
et ainsi de suite ... A1ns1 cette équation différentielle montre que H,, est
H} ((R,00)), et donc c’est une fonction CZ ((R,00)), qui vérifie 'équation de
Bessel (40) au sens classique.
Les solutions de cette équation différentielle sont des fonctions usuelles:
H,, est une combinaison linéaire de la fonction de Hankel H** et de la

m]
fonction conjuguée.

La définition de H,,(r) est dérivable en r = R.
En (39j), nous avons défini H,, par

2 1 2 :

—r) = —/ E(r,0)e~™? r>R

Ao 27 Jo

et nous allons dériver cette égalité, de fagon indirecte car nous ne connaissons
pas assez d’hypothése de régularité sur %E‘T:R. Reprenons la longue mani-
pulation ci-dessus, dans le cas ol la fonction g contient R dans son support.

A (39k), il faut ajouter

/ ylEe_mieg(r)—/%UOEe_miag'(r) = /651/1Ee_mi9g(R) 2rH,, (/\0

H,,(

R)g'(R)R

et & (39¢) il faut de plus ajouter 27 fois

Ho(G-R)S ()R~ S-Hyy (G- R)g(R)R — (S R)g(R) + Ho(5-

ce qui fait qu’au membre gauche de (40) il faut ajouter

5( - ﬁR)( AOQ Flryr — /0 2” nE(R,0)e"™"d).

47r2 2m
ol d est la masse de Dirac. Nous avons donc montré que

2m 27 1 f2r -
TH (TR = —/ v E(R,0)e ™40 Ala
" (/\0)%01() (41a)
Bien stir, tout ceci marche aussi si on restreint £ a B, au lieu de le restreindre
a “Bp, ce qui donne (41a) mais avec r au lieu de R et 2 E(r,f) au lieu de

v E(R.0).
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La fonction H,, vérifie une condition de rayonnement normalisée.

La condition de Sommerfeld (30) de E permet de montrer que H,, vérifie
la condition radiale de rayonnement de Sommerfeld (31), car on a:

‘H{n(i—:r : ‘_ ‘/QW %EE (r6) (Tﬁ))e_mie

et ensuite une inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’utiliser (30), ce qui
montre la condition de rayonnement radiale normalisée (31).

La fonction H,, est une fonction de Hankel.

La fonction de Hankel Hf”l admet le comportement asymptotique suivant
a l'infini, donné par Watson [W22] p197:

HO (r) = S/ /7 4 O(r ) (42)

1+1 . 3
HEm () = —i;'n' L /a4 O(rH) (43)

Comme H,, vérifie la condition radiale normalisé de Sommerfeld (31), on voit

que H,, est proportionnel a H|1m‘. Posons a,, = :#(—L Comme H,,(ro) # 0
Im|

(m et ro ont été choisi spécifiquement pour assurer cette non-nullité), on en

déduit que H,,(R) # 0, et que donc a,, # 0.

Une base de fonctions harmoniques.
Posons

27 2
_/ l/oE )mlGdQH(mk 7-‘-R) 1<OO

\m\ ()\0

Observons que a,, = 1514:(%' Ces nombres a,, satisfont (391) d’aprés la défi-

nition de H,,. Nous avons vu au paragraphe précédent que 1'un des a,, était
non nul. L’égalité de Parseval nous montre que

ank s 2T
S (m 4 1) anHH (TR = (0Bl 3 ) < 00

meZ

Lorsqu’on multiplie (41a) par ameTZf(i—zR), on obtient

o T or
“TRH(ZER)  (44a)

1 2« 2 . 2T
_ E mHunk R mledez_ mZHankl
|| Ban Bk (T Be o (e

21 Jo fm| m| (/\0

79



Grace a I’égalité de Parseval, la somme sur m dans I’argument de la conjugai-
. 1

son & gauche du signe égal converge dans H2(0S) vers 1y F, donc la somme

sur m de l'intégrale de droite converge absolument vers ﬁ Jos 1 EvgE. On

en déduit que la somme sur m € 7Z de (44a) converge, et donne

2m 2
H(mk
(LRHEHB).

m|

1 27 ) 27 211ank!
%/0 I/lEl/oEde = Z )\—O\am| H\m\

meZ

Stricte positivité de Zm [, v1 EvyE.
Comme I'un des a,, est non nul, il suffirait de montrer que

T (HE (1 HEnf (1)) = 2. (44b)

jm/ ) Hjm] -

Or H¥ vérifie (40), ce qui montre que la dérivée du membre gauche de (44b)

|m|
vaut

2
I (Hf (M HEF () = ~Zm (HH () HGE) ) = (1 = 25 Tm(JHE (1))
ce qui est nul. Les équivalents (42) et (43) montrent alors (44b). Alors, le
membre de droite de (44a) est une somme de termes positifs, et I'un de ces
termes est méme strictement positif: ainsi Zm [ye v EvgE est strictement
positif.

Cette unicité nous a permis, au passage, de construire F d’aprés la trans-
formée de Fourier de vy F ; les conditions nécessaires montrées ci-dessus nous
permettent de montrer que la solution est nécessairement de la forme (39i).
Pour montrer ’existence pour ce cas ou S est un disque, il suffirait mainte-
nant de vérifier que cette forme est une fonction H},.(°S) vérifiant 1’équation
de Helmholtz (20), et la condition de Sommerfeld (30). ]

B Maintenant, nous montrons le théoréme 2.14, c’est & dire que nous tra-
vaillons pour S différent d’une boule. Pour prouver 1’'unicité, il suffit de rai-
sonner pour vgFE imposé nul, qui est a son tour une hypothése plus forte que
I’hypothése alternative Zm [, v1 EvgE = 0. 1l suffit donc de raisonner pour
la seule hypothése Zm [, v1 EvgE < 0, couplée a la condition de Sommerfeld
(30).

Soit R > 0 tel que le diffractant S soit inclus dans la boule ouverte By de
rayon R centrée a l'origine (voir la figure 12, sauf que 7 est maintenant noté
R). Comme E est aussi une solution H},.(°S) en dehors de S qui est solution
de I’équation de Helmholtz (20), nous pouvons la substituer a H dans la
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formule de Stokes (36). En prenant la partie imaginaire de cette formule de
Stokes, on obtient la négativité de la partie imaginaire

OF —
mAmn—r ot

Alors E restreint & ¢Bpg satisfait toutes les hypothéses du lemme 2.15 ci-
dessus, donc nous avons la nullité de E sur “Bg. D’aprés le théoréme de
représentation 2.13, E hérite de G ’analyticité sur 'ouvert ¢S: E est donc
nulle sur ¢S tout entier, il y a contradiction. ]

Nous avons ce corollaire immeédiat :

Propriété 2.16 (Rellich) L’éguation (20) n’a qu’une seule solution H' (¢S)
qui vérifie la condition de rayonnement de Sommerfeld (30) : la solution nulle.

Notons que ce résultat reste vrai sans condition de Sommerfeld, c’est le théo-
réme de Rellich.

B Procédons a un raisonnement par 1’absurde, en supposant £ non nul.
L’expression (39b) a pour limite 0 selon la condition de Sommerfeld ; le théo-
réme d’unicité 2.14 ci-dessus montre que le dernier terme de (39b) ne peut
pas étre nul. Ainsi, ceci montre que

oF , 472,
e 1>
/|z|=r|6r| llzl=r A3 B

converge vers une valeur non nulle lorsque 7 tend vers I'infini : ceci interdit a
E d’étre H!(°S) globalement. ]

Nous sommes maintenant préts pour changer d’inconnue: au lieu de tra-
vailler sur F, nous allons travailler sur vy E et v E. Ainsi, comme (38) sera
automatiquement, une solution de 1’équation de Helmholtz (20) quelles que
soient les valeurs de 1y F et v E, il n’y aura plus qu’a s’assurer que les condi-
tions aux limites (a l'infini (30) et au bord de 1’objet) sont bonnes.

Pour un diffractant sans coin, Bamberger et Ha-Duong [BH87| ont construit
une application sesquilinéaire basée sur les quatre opérateurs

J = l/()(J*G),
T w((Js'()H) * VG),
J = Vl(J*G),
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T ((Js'()H) = VG), (44c)

(qu’on appelle souvent les opérateurs simple couche, double couche, double
couche adjoint, et hypersingulier), qui est coercive, et qui donne le couple
(voE,v E) via une formule variationnelle.

Nous préférerons changer encore d’inconnue, pour ne plus avoir qu'une
fonction, au lieu de deux, et pour pouvoir étre compatible avec des coins
dans le diffractant. Nous n’obtiendrons pas de coercivité, mais néanmoins
nous obtiendrons une inégalité de Garding qui la remplacera efficacement,
voir le théoréme 3.1.

2.2 Le probléme interne au diffractant, et la nouvelle
inconnue J.

Le théoréme de représentation 2.13 était valide pour une fonction sur ©S.
Néanmoins, il est tentant de rechercher la solution E sous la forme £ = JxG
ou J est une fonction a support 9S : en effet, la solution fondamentale G (28)
garantit que J x G vérifie 'équation de Helmholtz aussi bien dans ¢S (20)
que dans S (21d).

Le théoréme d’unicité 2.14 et la condition au bord (35c) suggéreraient
naturellement la recherche d’une fonction J a support 0S dont la valeur au
bord de S vérifie

vo(Jx E) = —»E™  sur 0S.

Seulement, le théoréme d’unicité 2.14 concerne la restriction de £ = J x G
a ¢S et non la fonction J: et en effet, si la longueur d’onde Ay correspond
a un des modes propres du probléme de Helmholtz intérieur (21d) dans S
(et il existe de tels modes propres), alors il existe des J non nuls tels que
J x G est nul sur 05, et méme sur “S'; de plus, lorsque la longueur d’onde A
est proche d’une longueur d’onde A qui correspond a un des modes propres,
Amini-Kirkup [AK95] montrent que le nombre de conditionnement souffre
d’un facteur |A\g — A|7L.

Pour éviter cet écueil, nous devons mieux étudier le probléme de Helm-
holtz intérieur (21d) dans S, ce qui nous permettra d’introduire une seconde
condition au bord, (48i), du coté interne de 05S.

Le théoréeme de représentation 2.13 était valide pour une fonction définie
sur ¢S. Le théoréme ci-dessous est son analogue pour S au lieu de ¢S. Ainsi,
nous verrons que si £ = J x G, alors

J=unE+VE
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oll ! E est la dérivée normale sur S de E au bord intérieur de S.

Théoréme 2.17 (représentation) Lorsque E € H'(S) wvérifie I’équation
de Helmholtz (21d), E admet une dérivée normale sur 0S notée Vi E qui est
H 2(3S) (et dépend contintiment de E € H'(S)), et E vérifie presque partout
I’égalité suivante :

VExG — (s ()WE)x VG = 13E (45)

ot G est la solution fondamentale (28).

La version tridimensionnelle de théoréme a par exemple été montrée par
Colton-Kress [CK92|, avec les mémes restrictions que pour leur version du
théoréme 2.13.

B Pour l'existence de v, ¢’est exactement la méme démonstration que pour
2.12, sauf que la démonstration est beaucoup plus simple dans un domaine
S qui est compact, contrairement au domaine ¢S. La formule de Stokes (36)
devient alors

~ [ WG = [ BAG+ [(VEIVS) (46a)

qui est vraie pour G une fonction H!(S).

Soit 2o € R?\ 0S. Nous allons montrer (45) en z = z,. Nous allons rai-
sonner uniquement pour les z, ol les fonctions maximales M(E) et M(VE)
sont finies, et qui sont des points de Lebesgue de E. Notons que ces finitudes
seraient immeédiates d’aprés la remarque 2.11 et son analogue pour S au lieu
de ©S.

Cas zo hors de S.

Considérons la solution fondamentale G(z) = —ng"’“(?\—g ||z —z0||) vue en
(28). La fonction G est H!(S). Alors la formule de Stokes (46a) est valide. De
plus, FE et G y ont un role symétrique car GG est une solution de I’équation de
Helmholtz (21d) sur S, donc on a aussi la formule de Stokes (46a) mais avec
E et G échangés. En soustrayant les deux formules de Stokes, nous obtenons

- /6 (EG — vGUiE) = /S (EAG — GAE) (46b)

Or E et G vérifient tous deux I’équation de Helmholtz (21d) dans S: le
membre droit ci-dessus est donc nul, et c’est tout ce qu’il nous fallait pour
montrer (45) en z.
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Cas zy dans S.

Pour obtenir une identité de Green similaire & (46b), reprenons la formule
de Stokes (46a), sauf que nous excluons du domaine d’intégration S une boule
B(zo,e) pour un certain € tel que cette boule est incluse dans 'intérieur de
S. Cette formule de Stokes devient alors

o T —x
- / VEiG— [ Be) (2T
s

lle—aoll=e ~||Z — Zo|

IVG(z))dz = / (EAG+(VE|VS))

S\B(z0,¢)

Par symétrie, nous avons aussi la méme formule sauf que F et G sont échan-
gés. Lorsqu’on soustrait ces deux formules, nous obtenons (46b) sauf qu’a
son membre droit il faut ajouter (39f).

La compensation faite dans le membre droit de (46b) marche encore ici,
et 'estimation de (39f) marche elle aussi ici, ce qui donne (45) en . ]

La remarque ci-dessous est basée sur la somme de cette seconde formule
de représentation (45) avec la premiére (38) afin d’éliminer le terme o F : ceci
aura le grand avantage de diminuer le nombre d’inconnue, afin d’atteindre
plus facilement un schéma numérique avec existence et unicité de la fonc-
tion J. Cette remarque est citée, sans sa démonstration, pour illustration
néanmoins nous ne l’'utiliserons pas:

Remarque 2.18 Il existe au moins une solution E € H,.(°S) au probleme
de Helmholtz extérieur non intégral (21c) on E™ € H}, (R?). La solution E €

loc

H},.(°S) dépend contindment et linéairement du paramétre E € H},.(R?).

La solution E est déconvolable par G, et on a précisément
(E —ViE™) %G = 1egE — 1gE™ (47)

ot vy est la dérivée externe et v} la dérivée normale intérieure.

La démonstration de cette remarque se trouve par exemple dans Nédélec
[NO1] (mais il faut passer de la dimension 3 & la dimension 2, passage dont
la validité a été vérifiee, méme si elle est hors du sujet de cette thése). Elle
commence par le cas ou S est la boule, oul le raisonnement se fait dans les
harmoniques cylindriques, comme dans le lemme 2.15.

La remarque 2.18 ci-dessus suggere, pour trouver E, de chercher d’abord
nE + Vi E™™ comme une fonction H™2(S) qu’on appellera J. Numérique-
ment, J est une inconnue intermédiaire, qui a par exemple le gros mérite sur
FE d’étre a support compact, et donc numériquement directement utilisable.
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Les méthodes résolvant directement le probléme de Helmholtz extérieur
(21c) se heurtent & une difficulté théorique trés sérieuse: la résolution numé-
rique ne peut s’effectuer que dans un domaine borné. Si on résout le probléme
de Helmholtz extérieur, le domaine de résolution est non-borné, donc il doit
étre tronqué avant d’étre traité numériquement. Cette troncature est réa-
lisée en imposant des conditions sur la frontiére extérieure du domaine de
résolution qui permettent de « simuler » un domaine infini. Néanmoins, ces
conditions restent approchées et des réflexions purement numériques sur la
frontiére extérieure apparaissent. De plus, la complexité est en \;? oil A est
la longueur d’onde.

Les méthodes intégrales consistent a calculer (21h) les courants électriques
J sur le bord 0S de I'objet diffractant S. Nous montrerons au théoréme
2.30 que c’est un probléme équivalent au calcul du champ électrique E dans
le domaine extérieur infini. A partir du courant J, le champ électrique F
peut étre recalculé dans toute partie du domaine extérieur avec £ = J x G,
et ’équation de Helmholtz et les conditions de rayonnement & l'infini sont
automatiquement satisfaites par E.

Comme v, E et v E sont H-2(9S) d’aprés le théoréme de représentation
2.17 et la propriété 2.12, nous voyons que J € H™2 (0S) est un choix logique;;
la propriété ci-dessous renforce ce choix:

Propriété 2.19 Si J € H2(9S), alors J x G est une solution HL (°S)
(dépendant contindment de J) vérifiant (sur son domaine ¢S) l’équation de
Helmholtz (20) et la condition de rayonnement de Sommerfeld (30). JxG est
aussi HY(S) et vérifie sur S ’équation de Helmholtz (21d).

De plus, si J € L2(dS), alors Jx G est continu.

B Nous allons utiliser, comme intermédiaire, la fonction

Bz / —log Is(y) — «[l)dy. (48a)

Montrons que E = J % 3~ log|| - || est dans H, (R?) et que AE =0 sur
€0S.

Supposons d’abord que J est dans L?(9S). On voit que cette fonction E
est dans L$2,(¢S), car J € L?(09) et le reste de l'intégrale est aussi L?(9S).
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Soit f € D(R?), montrons que | [g2 E(z)Af(z)dz| < C||f|lu (g2

/E(x)Af(a:)dx
1

L
B /Scesuppf Af($) /0 J(t) o log ||S(t) - x“dtdx

L A 1
= [0 LeSuppf ()5 10g |ls(t) — wdzdt
L

= [TIwsG)a (48b)

ol le lemme 2.2 sur la solution fondamentale est la raison de la derniére
1

inégalité. La définition dans la propriété 2.12 de la norme H™2(9S) donne

alors

| [ E@AF@)] < 11y 0 1905 s gy < O - gyl

ol la constante C vient de la propriété 2.10, et ne dépend que de S. Ainsi,
E est dans H™'(RR?) lorsque J € L?(0S).

La nullité de AF est claire d’aprés le résultat de Fubini ci-dessus.

Nous devons prolonger ce résultat a J € H™2(9S) au lieu de J € L%(85).
Pour cela, nous remarquons que 'application J — FE, telle que définie par
(48a), est continue de H_%((?S) dans 'espace des distributions & support K,
oit K est un compact de R? contenant S. Comme L?(0S) est dense dans
H_%(aS), I’estimation ci-dessus se généralise lorsque suppf C K par conti-
nuité a tout J € H_%(aS), ce qui montre que ’application J — FE est
continue de H™2(9S) dans H!(K). Ainsi, I'application J — E est continue
H 2(dS) — H,
cien nul sur 0S.

(R?), et est & valeur dans I’ensemble des fonctions & Lapla-

Formule de représentation intérieure pour F, lorsque AFE = (.

Gréace a la nullité de ce Laplacien, nous avons la formule de représentation
(cas du Laplacien) suivante :

; 1 ; 1
nEx (5 logll-[l) - (5" () E) * V(g logll-[l) = 1sE. (48¢)

Il suffit de reprendre mot pour mot la démonstration du théoréme 2.17 ana-
logue mais pour 'opérateur de Laplace au lieu de 'opérateur de Helmholtz:
en effet, I'identité de Green fournit facilement ce résultat.
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Formule de représentation extérieure pour F, avec AF = 0.

Nous allons montrer la formule de représentation analogue, qui est
1 1
nEx (- log| - [I) + (5" ()nB) x V(5 log|| - [[) = LesE. (48d)

Soit x¢p un point qui n’est pas sur S. La démonstration du théoréme 2.13
marche bien ici, excepté pour le premier terme de (39d) qui est ici

/| . (Ll OF _Eialogﬂx —330“) (48¢)

or 27 or

et pour lequel il faut trouver une nouvelle majoration, en ’absence de condi-
tion de rayonnement & I'infini. Pour prouver notre formule de représentation
extérieure, il faut montrer que (48e) tend vers 0 lorsque r tend vers l'infini.
Nous y arriverons ci-dessus en faisant un développement limité avec reste
intégral en s(t) voisin de xp, puis nous montrerons que (48e) contient !’in-
tégrale de la fonction J € H~: contre une fonction Lipschitzienne dont la
norme tend vers 0 lorsque r tend vers 'infini.

Un développement de Taylor a reste intégral de (48e).

En remplacant la valeur de E par sa définition (48a), un Fubini facile (z
n’est pas sur 05, donc le log et ses dérivées sont uniformément Lipschitziens)
montre que (48e) vaut:

1 - 1 _
/ﬂA - 10g||:v —£E0||8 Og“.?? S(t)“ —log||:v —S(t)”a Og”.T $0||dt

472 or or

Or l'intégrande interne vaut en fait:

L a B o B dlog ||z — zo + t'(xo — s(t))]|
| 5 (1ol =0 + (1 = #)(@o = s(2))] =

Comme s est une paramétrisation par abscisse curviligne, la norme Lipschit-
zienne de 'intégrande de cette intégrale en ¢’ est plus petite que

)dt’

4
(llz = @oll + sup ||s(t) — zo]l)

6
(Ilz = woll — sup, [ls(£) — zoll)

C’(l + ‘logsgp IIs(t) — ac||‘ + ‘log l|lzo — $||D

nm

avec C indépendant de t et de ¢’ (notons que V3(log||z]|) ~ (Relogz)"” =
’Re%z_f‘). La puissance 4 provient du fait que la dérivation selon ¢ peut ne
dériver qu’un terme en zo — s(t) ce qui ne fait pas apparaitre de puissance
supplémentaire en m
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On en déduit que (48e) est 'intégrale de J contre un élément dont la
norme Lipschitzienne est en O(;3). Comme I'ensemble des fonctions Lip-

schitziennes C%(9S) est continfiment inclus dans Hz(8S), on en déduit que
(48e) est en *. Donc (48e) tend vers 0 lorsque r — oco.

Egalité des valeurs au bord de E.

Nous allons établir que les valeurs au bord interne {F et externe o E
sont égales. Comme ces deux valeurs dépendent contintiment de E € Hj, (¢S)
et donc de J € H™2(89), il suffit de prouver I'égalité

ViE = »E (48f)

C’est a dire .
vy(J * G) = 1p(J xG).

pour J € L*®(AS) seulement, par densité de L*°(9S) dans H~2(9S) (on aurait
méme pu remplacer L® par L? avec p > 1, voir Gaier |G76|; pour p = 2,
en admettant lellipticité du Laplacien il y a une méthode simple basée sur
[JxG] = [J* “log|| - []] = [A*(Jdo)] qui est nul car Jdo € H 2 ¢ et

H3 c C= ). Or, dans ce cas, on peut montrer la continuité au voisinage
d’un point zy € 95. Il existe £ > 0 tel que la boule de centre x4 et de rayon ¢
ne contient qu’un coin au plus du diffractant, et que le morceau de diffractant
inclus dans cette boule soit connexe.

Alors, pour tout point z de la boule B(zo,3¢) et pour tout r < i, la
portion S, , de S intersectant B(z,r) (représentée en gras figure 14) est plus
petite que C'r, avec C' une constante. Quitte & augmenter cette constante, on
peut supposer cette estimation vraie méme lorsque r est plus grand.

Prenons deux points = et y dans la boule B(mo,%s). Notons 7 le double
de la distance entre ces deux points. Soit R la distance maximale entre z, y
et 0S (voir figure 14).

I1 suffit de montrer que ceci est petit :

E(z) - B(y)| < [ 17(2)]| g ls(t) — = — log]Is(t) — It

Le morceau correspondant a 05\ (S, U Sy) est petit car

! — el -1 dt
/asvsm,rusy,‘og”s() ]| ~ log]|s(t) — vl

log||s(t) — z|| — lo —y|||dt
et ataaens, 108150 =2l = Togls(t) —
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0S8

F1G. 14 — En gras, Sg,.

R+l —
C25* ||z — y| < 2CrlogR logr
2ky log 2

< >

log R—log™
OSkS log 2

et le morceau restant est plus petit que
2/5 [1ogls(¢) — all|dt + 2/5 [1ogIs(t) — yll[dt
z,7r y,r

qui sont tous deux petits pour la raison similaire que

Z C’2k+1r(\ log(ZkT)\ + |log(2k+17“)\)
—00<k<0

< C(1+2log2)2rlog2+4Cr(|logr| + |log2r|)

Ainsi, |E(z) — E(y)| tend vers 0 lorsque ||z — y|| tend vers 0: nous avons
prouvé la continuité au voisinage de xy, ce pour xy un point quelconque de
0S. Ainsi, (48f) est vrai.

Kress [K89] théoréme 6.13 montre une continuité plus forte du type C*
lorsque J € L* (et dans la parenthése ci-dessus nous l’avons montré avec
J € L?). Mais la seule continuité qui passe par densité a J € H_%((?S) est
Pégalité (48f) dans Hz (95S).
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Rapport entre J et les dérivées au bord de F = J x 3-log|| - ||

Nous avons maintenant les deux formules de représentations (48c) et
(48d). En les additionnant, et comme on a viE = 1, E, il vient

- 1
(nE + viE) % (%log Il-) =E.
Or on a E = J % (3 log]| - ||) par définition: ainsi, on a
J=uvE+VE.

avec E une fonction H'(IR?) de Laplacien nul. Ce résultat est une pseudo-
surjectivité de 'application v; (c.f. propriété 2.12). Pour la vraie surjectiviteé,
nous aurions besoin de l'existence du probléme de Helmholtz intérieur (21d)
dans S, ce qui implique que 4i0 ne doit pas étre valeur propre du Laplacien
sur S.

Cette pseudo-surjectivité nous permet tout de méme de mieux convoler

H~2(9S) avec une fonction réguliere :

Montrons que J *G E est dans H} (R?).

Soit F' = G — 5-1log]|.||. Soit K un compact.

Soit H une fonctlon Hl(]RQ) a support compact. On voit d’apres les
développements limités (29d) et (29e) que F' € Cl. Il est alors clair que
H x F € HY(K). Fubini suivi des deux formules de Stokes (36) et (46a)
donne:

[=pm = [ [ " H(@)J(s(0)) F(s(t) — 2)dtds
- /BS(H*F)J

- H+F E+/ HxF)E
| H*F)mE+ [ (HxF)

OF
_ AwHZT(H*F)E—/]RZ(VEW(H*F)} —/}RZ(H*F)AE

Comme AFE = 0, le dernier terme disparait. En intégrant pour r entre deux
valeurs comme pour la fin de la démonstration de la propriété 2.12, on montre

que

I/ (Jx F)| < CllEllwres) [ H * Fllures) < CllElu o[ H [ m2)

avec E € H!(K) dépendant continiment de J € H™2(95S). Ceci montre que
J « F € H. (°S) est vrai contintiment en J € H 2(35).
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Condition de rayonnement de Sommerfeld.

Dautray-Lions [DL85| t2 p755 montre, lorsque J est une distribution &
support compact, que J*xG vérifie la condition de rayonnement de Sommerfeld
forte (21a) et donc la condition faible (30) aussi.

Exceptionnellement, nous nous abstenons de reprendre ici cette démons-
tration, car elle n’a pas besoin d’étre adaptée et n’apporte rien de particulier.

Vérification de 1’équation de Helmholtz.

D’aprés la propriété 2.7, Uopérateur de Helmholtz (26) est continu de
Hi,.(°S) dans H;,.. Alors I'ensemble des fonctions H},.(°S) qui sont solution
de I’équation de Helmholtz (20) est un ensemble fermé. Comme J*G converge
dans H},(°S), comme G € H}, (R*\ {0}) et vérifie I'équation de Helmholtz
(20), et comme J a pour support S, alors JxG est dans cet ensemble fermé.

C’est a dire que J x G est solution de ’équation de Helmholtz (20) dans
€S.

Le méme raisonnement montre que J x G est aussi solution de ’équation
de Helmholtz (21d) dans S. ]

Nous pouvons donc utiliser la fonction
J=uvE+VE

comme l'inconnue & rechercher, et une fois cette fonction calculée, le champ
électrique E pourra se déduire de J par simple convolution avec la solution
fondamentale de 'opérateur de Helmholtz (28):

E=JxG.

Ce remplacement de E par J, comme nous l'avons dit dans I'introduction,
permet d’avoir une fonction J définie seulement sur un sous-ensemble com-
pact de dimension 1, & savoir le bord 0S5 du diffractant

J:05 =+ R

plutot qu’une fonction
E:°S—> R

définie sur le complémentaire non borné du diffractant S.
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2.3 Le probléme intégral de Helmholtz: la CFIE
2.3.1 L’équation intégrale combinée

Maintenant que nous avons introduit la fonction inconnue J, précisons les
équations que nous imposouns a J. Nous cherchons a construire (21h). D’aprés
le théoréme d’unicité ci-dessus, il suffirait par exemple d’imposer la valeur
de vy(J x G) pour choisir J. L’équation résultante

v(J*xG) =g (48g)

est la version bidimensionnelle scalaire de I’Electric Field Integral Equation
(EFIE), basée sur la condition extérieure (35c¢) et la condition intérieure
VYE = g. Seulement, I'opérateur correspondant (qui est symétrique)

J = V()(J* G)
H z(0S) — Hz(dS) (48h)
a des problémes lorsque le probléme interne a des modes propres pour cer-
taines longueurs d’ondes )¢ (précisément, lorsque —4/\%2 est une des valeurs
0

propres de 'opérateur non borné de Laplace H}(S) — H{(S)).

Pour une application numérique, nous avons besoin d’un autre opérateur
dont l'inversibilité ne dépend pas si critiquement de la longueur d’onde )y,
méme si nous perdons la symétrie de 'opérateur. C’est indispensable pour
une étude numérique asymptotique en Ay petit.

La proposition suivante introduit 'opérateur suivant, qui contient une
condition aux limites de type Leontovitch ou encore Impedance Boundary
Condition (IBC).

ia , )
J )\—VO(J*G) +2v](J*x Q) (48i)
0
avec a un réel non nul (physiquement mesurable en métre par Ohms) ; elle dé-
montre son injectivité, et la surjectivité est démontrée par le théoréme 2.30.
Nous obtenons ainsi 1’équation du probléme (21h) qui s’appelle la Combi-
ned Field Integral Equation (CFIE); elle est basée sur la condition au bord

extérieure (35¢) et la condition au bord intérieur basée sur la fonction
EI/OE +2ULE. (49)
Ao

Propriété 2.20 Soit « # 0 un nombre réel. Il y a unicité dans le pro-
bleme intégral de Helmholtz tel que posé en (21h), lorsque la fonction E™° est

92



H},.(R?) et vérifie ’équation de Helmholtz (21f) sur R?. L’ éventuelle solution
J vérifie aussi vo(J x G) = —yE™, et Uégalité J x G = —E™ dans HY(S),
et alors J = G est solution du probléme non-intégral de Helmholtz extérieur
(21c).

La suggestion de prendre une combinaison linéaire a coefficients complexes
de vy et ¢ a été faite par Brakhage-Werner [BW65].

Notons que pour résoudre le probléme de Helmholtz extérieur par un
probléme intégral, il aurait fallu changer d’opérateur, en remplacant (21h)
par son adjoint. En effet, le probléme (21h) suppose v; E* connu.

L’ajout de Ay dans (49) est suggéré par Kress [K85|, d’aprés ’étude nu-
mérique de la minimisation du nombre de conditionnement de l’équation
numérique résultant de (21h) pour le cas ou 0S est un cercle (expérience
répétée par Amini [A93|). Si de plus |a| < 47, Canning [C94| explique (pour
lopérateur adjoint) que le courant résultant ne rayonne pas (au sens phy-
sique) vers l'infini dans la direction formant un angle de

o
arccos —-— o0
yp (50)
(indépendant de \g) avec la normale extérieure du diffractant. Voici son argu-
ment : dans P’expression, lorsqu’on remplace G dans K (23) par sa définition
(28) contenant la fonction de Hankel H2"™ on obtient cette fonction

0 sit=1t
() = { H Gels()—s(0))+ 6
(10| 0 Vg (32 s(1)—s(#))) sinon
qui est le noyau de I’équation de Fredholm de seconde espéce (21h). Lorsque
t est fixé, nous voyons que les
deux facteurs dans ce noyau se compensent lorsque /\io(s(t’) — s(t)) est
grand tout en formant Pangle (50) avec le vecteur s'(t), vu les équivalents
de H¥ donnés par (32a) et (32b). Nous vérifierons numériquement cette
prédiction dans la section 5.1.1.
Ainsi, le facteur Ay dans (21h) rend cette derniére équation plus homogéne
en )\ au sens physique.

B Par linéarité, il suffit de montrer que si J € H2(9S) vérifie (21h) avec
E™me =, alors J = 0. D’aprés la propriété 2.19 précédente, on voit que
E := J %G est H'(S), vérifie 1o F = Vi E et vérifie 'équation de Helmholtz
sur S (20) et sur ¢S (21d) avec la condition de Sommerfeld (30).

93



L égalité de Stokes (46a) pour S avec G remplacé par E donne:

R _ An?
—/ ygEy;E:/EAEJr/ |VE\2=—i2/ |E|2+/ IVE]?  (52a)
as s s Aj /s s

Or on a

nE = —2—)\01/3E :
la partie imaginaire de cette équation (52a) donne alors [,4 [V{E|> = 0. Par
cascade, on a aussi V! F = 0 et yE = 0. La formule de représentation (45)
dans S montre alors que £ = 0 dans S. Le théoréme d’unicité 2.14 montre
que, si g =0, alors £ = 0 dans ©S.

Nous ne supposons plus que E™¢ = 0. Nous allons maintenant montrer
que J x G = —E™¢ dans S. Observons que E™ € H'(S), ce qui fait qu'on
peut reprendre tout le début de cette démonstration avec E = JxG — E™ au
lieu de E = JxG ; comme E est H, (R?) et vérifie 'équation de Helmholtz
sur IR?, le théoréme de représentation interne 2.17 appliqué avec S remplacé
par un voisinage borné de S montre que E est analytique dans un voisinage
de S; donc on a ViE™ = —y E™C. et V) E™¢ = yy B,

Il s’en suit que E = J x G — E™ est tel que (49) est nul, ce qui en
reprenant toute cette démonstration montre que E est nul sur S (on ne peut
pas reprendre la fin de cette démonstration qui utilise le théoréme d’unicité
2.14, car E ne vérifie pas la condition de rayonnement de Sommerfeld (30)).
De la nullité de E sur S, on en tire aussi v}(J x G) = v} E™ qui permet de
clore cette démonstration.

Remarquons que cette démonstration a utilisé sur E* que E™* € H'(V)
avec V un voisinage de S: ’hypothése E™¢ € H} (R?) est en fait un peu

loc

forte. [ |

Remarque 2.21 Wagner-Chew [WC95], Deng-Ling [DL99b] et Golik [GI8]
|G00] travaillent avec aviE + 20 E au lieu de (49) : c’est une erreur regret-
table, comme nous allons le montrer ci-dessous.

Les démonstrations de 'utilité de o non nul dans (49) faites par Brakhage-
Werner [BW65] et Colton-Kress [CK83| supposent toutes les deux que « n’est
pas imaginaire pur.

Nous montrons ci-dessous, en utilisant les harmoniques cylindriques, qu'un
tel remplacement est méme fatal pour la propriété ci-dessus dans le cas ou
S est une boule:
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Remarque 2.22 Cette propriété est fausse si le nombre complexe i est oublié
dans (49) lorsque S est une boule, c’est & dire que certaines valeurs de g
rendent cette propriété fausse.

B La démonstration du lemme 2.15 contient déja des idées pour cette dé-
monstration : la fonction (r,0) — eimeH%’“(Q)f’—o’") résout ’équation de Helm-
holtz extérieure (20) dans °S, et sa partie réelle résout I’équation de Helm-
holtz intérieure (21d) dans S; nous utilisons des coordonnées cylindriques

(r,0) centrées sur la boule S.

Soit m > 0 un entier quelconque. Soit Ay tel que %% est un zéro de la
fonction A
2 > Re(aH™ (z) — /\—WH;‘,?’“(x)). (52b)
0

L’existence de Aq est claire d’aprés les développements limités (42) et (43);
comme ReH est solution de I'équation différentielle de Bessel (40), on a
méme ReHpr* (52) # 0.

Soit la fonction E définie par

imp PSP
" ez S1T>R
e (550)

E(r,0) = . A

Cette fonction vérifie ’équation de Helmholtz dans ¢S (20) et dans S (21d).
La somme des deux formules de représentations (38) et (45) donne alors

(ME+VIE)*x G+ (s*()(nE — VE))*VG = FE

qui montre que F est la convolée de GG par la fonction

o ., Hank!(211) R eHank/( 21T 2 §(r=R)eimo
(o1l on a utilisé I'identité 6.1) et pourtant on a ajE + 20 E = 0. ]

Travailler avec f‘—ouéE + 201 E n’offre pas plus de garantie: la méme dé-
monstration, mais avec (52b) privé de son premier x, montre I’existence de
résonances pour certains Ag.

Donc le nombre complexe i dans (48i) est indispensable dans la propriété
ci-dessus. L’oubli de ce i, fait par Wagner-Chew [WC95|, Deng-Ling [DL99b)|
et Golik [G98| [G00], est & l'origine de problémes latents de résonance pour
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certaines valeurs de )\, et donc remet en question tous les résultats numé-
riques disponibles pour la CFIE lorsqu’ils incluent une dépendance en \y.

Bamberger-Ha-Duong [BH87] a des résultats numériques basés sur (48i),
mais pour un probléme ol la condition au bord extérieur (35c) a été rempla-
cée par un analogue externe de (49). Ils ont dii remplacer l'inconnue J par
un couple d’inconnues, et ils utilisent ’opérateur hypersingulier (44c) qui est
plus difficile & traiter dans les coins du diffractant.

2.3.2 Singularités de la CFIE dues aux coins

En présence de coins, 'espace H_%(aS) choisi pour J n’est pas commode
a discrétiser ; il est possible d’utiliser & la place 'espace L?(9S). En bonus, ce
choix permettra aussi de décomposer I'opérateur (55) en 'identité additionné
a un opérateur contractant et a un opérateur compact, et donc d’étudier la
dépendance en g de D'efficacité d’une discrétisation.

L’espace L%(9S) est le plus petit des espaces Hermitiens de Sobolev pour
lequel Costabel [C88] montre la continuité de Popérateur J —(49), et c’est
le plus gros pour lequel la contractance est facile & montrer dans la décom-
position annoncée ci-dessus.

Lorsque le diffractant S n’a pas de coins, Kress [K89|, théoréme 6.13,
Nédélec [NO1], théoréme 3.1.2, et Dautray-Lions [DL85]|, proposition I11.3.12,
montrent que J — 20! (JxG) est 'opérateur identité ajouté a I'opérateur de
noyau

! _12_7 $(1)* S(t)—S(t') s(t)—s(t ank/z_ﬁs —s(¢ c
(44) = =33, O g S p SOOI (s =s()), (52¢)

qui est un noyau régulier & prolonger par continuité au cas ou t = t'. Cette
régularité résultera de la propriété 2.24 ci-dessous; Mikhlin [M59] est I'un
de ceux qui ont montré ’analogue de cette régularité pour 'opérateur de
Laplace.

Montrons que, dans le cas ou S peut avoir des coins, cette formule (52c)
reste valable (Chandler [C84b] fait ’analogue pour le Laplacien), méme si la
régularité du noyau est perdue aux coins éventuels:

Propriété 2.23 Soit J € L2(8S). Alors, pourt € [0,L] :

—v(JxG)(t) = - +/ ()[VG(s(t) = s(t)))J(t)dt!

ot O(t) vaut l'angle interne dans S wvu par s(t), et ou lintégrale est défi-
nie au sens de Lebesque. Comme [’égalité ci-dessus n’est valide que presque
sdarement, O(t) est remplacable par .

96



Dans cette propriété, 0(t) vaut 7 sauf aux coins (6(ty) = 5 pour s(tp) un coin
normal & angle droit, (o) = 2& pour s(¢o) un angle droit rentrant) qui sont
de mesure négligeable.

Notons que l'intégrale apparaissant dans cette propriété n’a pas le méme
opérateur que dans le second terme du membre gauche de I’équation de
représentation (45): c’est 'opérateur adjoint. De plus, ce n’est pas non plus
I'intégrale obtenue en développant v (J*G): en effet, intégrale et la dérivée
ont été intervertis.

B F:=JxG est H,(°S) et H'(S) d’aprés la propriété 2.19. Ignorons, le
temps de cette démonstration, le facteur —i présent dans la définition (28)
de G.

Calculons, sur 'intérieur de 05, le gradient de F, qui ne pourrait avoir
de sens que contre une fonction ¢ réguliére 4 support borné sur R?. Comme
AE — %E = 0, avec ¢ > 0, la formule de Green [y5v0,u = [,vAE +

0
(VE|Vv) (avec produit scalaire non Hermitien) donne

[ 6(s(8) + 25/ (0 O[T E(s(0) + 25 (1))t

-/ 4;; E(2)¢(z) + (VE(z)|Vé(x))dz

ou D, est 'ensemble des points S & une distance au moins ¢ de ¢S. Grace
aux régularités connues sur £ dans le membre droit, toute I’égalité ci-dessus
a une limite lorsque ¢ tend vers 0 par valeur positive dés que ¢ est H!(¢S),
malgré la présence de la dérivée intérieure normale de E. Remplacons E, ce
qui donne:

472
Do A3

B8 HVE@) Vo()ds = [ [ 0) g CTlls(e)—el)o(e)

2T

+J (t')<Vd>(x)IVx)HS"’“()\—OIIS(t') — z|)dt'dz

= [t [, S ) -l (a1 (T () T o) -l

Pour justifier I'interversion d’intégrales (Fubini) ci-dessus, montrons que la
derniére intégrale double converge absolument. Comme J € L?(959), il suffit
par exemple de montrer que l'intégrale sur Dy = S est bornée indépendam-
ment de t'. Or c’est le cas, comme Dy est un compact de R?, et comme on
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a, vu que ¢ et V¢ sont bornés:

471'2 ank 27 ! ank 27 !
)\—gHo (A—OIIS(t) — z|)o(z) + (Vé(z)| V) Hf (A—OIIS(t) — )
1
)

ls(#) — x|

ou C = C(¢p,\o) est indépendant de t' et de x d’aprés (29d) et (29e).
Ensuite, on remplace Dy par Dy \ B(s(t'),£) N Dy en enlevant la boule de

centre s(t') et de rayon e: lorsque ¢ tend vers 0, il y a convergence vers la

intégrale ci-dessus. Comme %Hg”k(i—zﬂs(t’)—xﬂ) = Aw(Hgnk(i—gHs(t’)—xH)),

< C(|log(||s(t) — =||)| +

la méme formule de Green donne

/ 4—WQH“"'“(Q—W||8(7f’)—fvll)qﬁ(ﬂc)+<V<15($)|V YHE™ (
Do\B(s().e)Doe AZ 0 Ao o

2T

3, Is()=ll)dz

2m
= (65)\(6S)nB(S(t,)’E)¢($)<5’(x)L|Vw>H8nk()\_O
st) -~
ls(#) — <]
e ot ittsaaie, dom - _Qiﬂwﬂﬁb(é’(t')), et dans la précédente, 'inté-

grande est intégrable, donc au bilan on a bien trouvé ce qu’il fallait montrer,
mais intégré contre la fonction ¢. ]

Is(t) — zl))dz

(2)( WMWW%%W—ﬂMx

*
x€Do, ||[z—s(t'")||=¢

Donnons un équivalent du noyau apparaissant dans la propriété 2.23. Cet
équivalent est le premier résultat original de la partie II de cette these.

Propriété 2.24 Lorsque t et t' sont a distance inférieure a Ay et de part et
d’autre d’un coin ty, on a

|t — to| sin O(o)
(t—10)2 4 (t' — to)2 +2(t — to) (' — to) cos O(to)

+0(Ai0) (52d)

(') IVG(s(t) = 5(t))) =

et pour t et t' a distance entre eux inférieure a A9 dans une partie connexe
réguliére de 0S, on a

_ tl)2

|t B tl| |
Ao

(s (019G (s(0) - s(t)) = 01 + o

| log ).
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Ces développements limités sont uniformes en A\g < 1; on peut les déri-
ver en t une foz's membre & membre, les deur O() devenant respectivement

Lorsque |t — t | > Ao (modulo L), il faut remplacer les quatre restes par

respectivement O(m) O( ‘t;:‘), O(\/)\3|t—t’) et O( = t’)

Le second développement limité est une preuve de la régularité du noyau
(52c) dans le cas ou 0S est régulier.

B Pour simplifier, posons t5 = 0.
Le développement limité (29¢) donne:

(s'(t)H[VG(s(t) — s(t)))

127r

_ anks 2, (s ()LIS(t) (t’)> .
1 (S’(t)LIS(t) —s(t')) 1
o s s 0% (520

Quatriéme quadrant.

Supposons que t > 0 et que ¢’ < 0.

Au voisinage de ty = 0, s est équivalent & § (version affine de s), § étant
schématiquement :

avec & caractérisée par §(0) = 5(0), #(0) = #(0.), #(0_) = /(0_) et &" =0.
On a

2

18(t)=s(t)]| = |I§(0+)+t§’(0+)—8(0+)—tS’(0+)—/Ot(t—T)S”(T)dTII < IIS”IIOO%

et
18(t) — 3(t")||* = #* + " — 2ett’ > min(1 + e,1)(t* + t"*) (52g)
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ce qui fait qu’on a, quitte a supposer ||s"||cV?? + 2 < min(1l +e,1):

1+e 1) T

I5() — s(")|| > min( 5

Lorsqu’on mélange (52f) avec les développements limités

s'(t) = 8'(t) = (s"(04) 7 [5'(04))s'(04) "t + O(t) (52h)
et 1
s(t) = 5(t) — 5(8"(0+)L|S'(0+)>8’(0+)L1t2 +0(t%)
et 1
s(t') = 5(t') — 5(s"(O,)L|s'(0,)>s'(0,)Lt'2 + O(t"?), (52i)
on a, en développant jusqu’a O(5:) pour ¢ > 0 et —t' > 0:
1 (8" (t)13() — 3(t)) 1 1 —t'sin6(0) 1
2f - — D i S A _
(52f) 7w ||15(¢) — s(¢)]|? * O()\O) 27 2 + 2 — 2ett! O()\O)
ou on a utilisé
3(t) = 5(04) + 8'(04)¢, (52j)

et

™

(5(04)715(0-)) = ={s'(0-)"|5'(0+)) = cos(6(0) — 5) = sin(0(0)).  (52k)

Les développements limités (29¢) et (32b) permettent de prouver O( ~ 1|t t,|)
AT
a partir de (52e) lorsque |t —t'| > 0.

Second quadrant.

Supposons que t < 0 et que ¢’ > 0. La fonction § convient encore parfaite-
ment ici, et elle satisfait (52g). Alors (52f) donne le résultat demandé aussi,
Iégalité (52k) fournissant un changement de signe qui donne le facteur [¢|
indiqué.
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Premier et troisiéme quadrants, partie réguliére.
En insérant les développements limités

s(t) =s(t)—s'@t)(t—t)+ %s"(t) t—t)+0(t—1t)? (52¢)

t (29¢) et (32b) dans (52e), le résultat sort directement. De plus, comme
|s(t") — s(@)||* = (t —')* + O((t — t')*), nous trouvons méme 1’équivalent

VG0 - () = g 4 o g L

Dérivation des développements limités.

D’aprés Watson [W22|, p74 (5), la dérivée seconde de la fonction H§"™*
admet le développement limité —(29d) — +(29¢), ce qui donne

%1 i
ok (1) = ;lt—Z — ZInt+C+O0(Int)

En combinant ce développement limité avec le développement limité de HZ"*
vu en (29e), on a:

0

E(S'(t)LWG(S(t) —5(t)))
R P P (') Is(t) = s(t) (s'(B)s(t) = s(t))
=~ GO = O GT@T ) - s
121 ey 2T _s(f (8"(75)J'|3(t) —s(t))
=22 g o) - o L
12 ok 2T _ ot (s"(t)Is(t) — s())(s"(t)]s(t) — s(t')) m
+ )\oH (/\0 Is(t) — s()II) st ) — s(t)||3 to2m)
_ 1) s(t) — s(E))(s'(B)]s(t) — s(t)) L1 1 (s"(t)"[s(t) — s(t))
™ [s(t) — s(@)]|* 2 [[s(t) — s(¥)]]?
+O(Ai0) (52n)

Quatriéme quadrant.

Une nouvelle fois, supposons ¢t > 0 et t' < 0. En utilisant les développe-
ments limités (52h) a (52i), puis les égalités (52j) a (52k), on a

8 ! 1 !
o (8 O VG(s(t) = s(t)))
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_ 1 EOM30) - @) 0)13() — 3(t)) n 1 (s"(t)"|s(t) — s(t'))
T 15(t) — 5(¢')[|* 2 ||s(t) — s(t)]?
1 {s"(04)H[8"(0.))(8'(04)]3(2) — () (8" (1)]5(t) — §(t')>t
T 15(t) — 5(¢)]|
L&) 5(t) = 5())(s"(00) M ]s"(00)) (3 (0) " [3(1) — 5(t)) 1
tr l5(t) — 8] t+O3)
B 1 (—t'sin6(0))(t — et') 1 1
T Th @r—2er) O(/\_0 T t'|)

Second quadrant.

Supposons que t < 0 et que t' > 0. Tout marche de la méme maniére,
légalité (52k) fournissant ici aussi un changement de signe qui donne le
facteur |t'| indiqué.

Premier et troisiéme quadrants, partie réguliére.
En insérant (52¢) dans (52n), le résultat O(%) sort directement. Watson
[W22] montre, p196 partie 7.2, que H&"*" a 1’équivalent en I'infini suivant :

HE™(r) + (1 = i)e” v/ = O(r %) (53)

ceci avec (32b) permet de montrer que, lorsque [t —t'| > Ag, on a une majo-

ration en O( ‘t;f‘). ]
0
La seule singularité de ce noyau (52d) est donc, aux coins, un terme en
1/]|(£,t") — (to,to)|| avec to 'abscisse curviligne du coin.
Nous pouvons vérifier a la main la continuité L?(9S) — L%(9S) de cette
singularité :

Propriété 2.25 Cette singularité détaillée par le lemme 2.24 est un opéra-
teur continu, et contractant L?(9S) — L%(8S) avec un ratio strictement plus
petit que %

B Soit f et g deux fonctions L*(R). Pour la démonstration, prenons #, = 0.
Notons

1
M f(to) = limsup — / \E(1)|dt
e=0 26 Jjjt—to||<e
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la fonction maximale de f, version unidimensionnelle de (39g). On a:

f(x)g(y)
e tma»ndxdy

(2)g(y)| |f(x)g(y)|
< ——————dady + 7d dy
N //z to|<|y—to| |y—t0| v //y tol<lz—to] | — to]
< | fllzl|Mgllee + gz (| M £z
< Ol fllellgllz (54a)

ce qui montre la continuité. Chandler |[C84b| suggére, pour la contractivité,
d’utiliser I'isométrie
I:L%((0,1)) — L*((0,00))
frortos If(t) = flet)et?
qui est reliée a la transformation de Mellin d’aprés Costabel-Stephan [CS85].

Un changement de variable montre que c’est bien une isométrie. Pour sim-
plifier la suite, posons § = #(0). Or on a

t'sin @

t — / dt') (¢
27 12 + 172 + 24t/ cos@f( ) )( )
o 1 t'sinf
— _ _tl dtl —t/2
0 27r e~2t 4 2 — 2e~tt' cos Of( Jdt'e
[ e
t1619
— _f( —t') —t’e—t/QIm;dtl
0 e—t _ e—t’eiﬂ
1 etlT_t
_ ] '

Nous reconnaissons ici une convolution, et le lemme 2.26 calculera une trans-
formée de Fourier qui donne, pour ¢ € R:

(6~ 1)(0—n) o ,
i =/ e i€t _C dtz/ S
sinh7(§ —3) J/r el — elf R el — elf

Comme [ f est L?(R), sa transformée de Fourier existe, donc (54b) vaut

N+

€-Do-m  —e+HE-m)

(54b) = / If S1nh7r(f—%)+17Tsinh7r(—§+%))d£
s1nh - Do -
2/ sinh 52— L a
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Comme I et la transformée de Fourier sont des isométries, il reste donc a
montrer que la fraction %i—g%;);—”) est bornée, en norme, par plus petit
que 1. Or 'identité

4| sinh(t+it')[2=|efe! —ete ' |2 = +e 2 4 2Ree” e =2 cosh 2t—2 cos 2t'
permet de montrer que %ﬁ—@g%ﬁn atteint son maximum, qui est plus
petit que 1 strictement (car 0 < § < 27). D’aprés Costabel-Stephan [CS85|
et Chandler [C84b], le maximum est atteint pour & = 0, mais nous n’avons
pas besoin de cette remarque.

L’isométrie I, la transformée de Fourier et la translation de vecteur %
sont les ingrédients de la transformation de Mellin, explicitement exhibée
par Costabel-Stephan [CS85| et Fabes-Jodeit-Lewis [FJL77] pour démontrer
cette propriété ; Chandler [C84b] reprend aussi cette démonstration. ]

Le lemme suivant est attribué par Costabel-Stephan [CS85] a Eskin [E73]| et
a Shamir [S64].

e§(€—7r)
sinh 7§
si 0 est un élément non nul de (0,27).

, . t .
Lemme 2.26 La transformée de Fourier de % vaut —im

a la fré-
i

quence & telle que Im& = —3,

B Remplagons & par £ — % : nous devons montrer que l'intégrale sur R de la
fonction

( ) e(%_if)t
et — e10
(6= $)(O—m) , , .
vaut TG, ce que nous allons montrer avec la méthode des résidus. Sur

le domaine {z € C : Im(z) € [0,27]}, cette fonction f est holomorphe, sauf
en le pole if ou son résidu vaut
1ie) 1_i¢)io )
e
fe=i—1ell oif
Donc T'intégrale de Cauchy de f en sens direct le long du bord de {z € C :
Im(z) € [0,27], |Re(z)| < A} vaut 2ime6=2)?. Or, cette intégrale vaut

27
0

/_i (f£(t) = £t + 2im))dt + i/ (Flit+4) - f(it — A))

oil, lorsque A tend vers l'infini, la seconde intégrale est un O(e~4/2) qui tend
vers 0, et la premiére, qui vaut

/1(1 + o2 £(1)dt,
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tend vers [ fdt multiplié par 1 + > : comme 262—,1,5 = e_”(f_%), la démons-

tration est terminée. ]

2.3.3 Inégalité de Garding pour la CFIE avec coins

L’inégalité de Garding est un homologue affaibli de la coercivité, suffisant
pour fonder une discrétisation numérique, et qui est plus fréquent que la
coercivité lorsqu’on travaille avec des opérateurs non autoadjoints. Pour un
opérateur L%(dS) — L?(0S), une inégalité de Garding consiste en I'existence
d’un opérateur compact L?(9S) — H'(9S5) tel que la somme deux opérateurs
est coercive. Cette partie montre I'inégalité de Garding (56).

La CFIE utilise 'opérateur double couche v (-xG), pour lequel I'inégalité
de Garding est un résultat peu connu, son analogue pour le Laplacien étant
fait par Costabel-Stephan |[CS85] ou Chandler [C84b|. Pour lopérateur v} (-
() comme pour l'opérateur v%(-s"t x VG), des inégalités de Garding dans
les espaces respectivement H™2(9S5) et Hz(8S) sont par exemple citées par
Costabel [C88].

Théoréme 2.27 L’application J — vi(J x G) est continue de L*(0S) dans

HY(3S), avec une norme d’opérateur en O Jlof—o’\o[) Cette application est

aussi continue de L2(0S) dans L2(9S), avec une norme d’opérateur en O(]log \o|)-

Nous arrivons & prouver cette propriété grace a des développements limités.
Ce ne serait pas aussi facile si S n’était pas C? par morceaux mais simplement
Lipschitzien : Coifman-McIntosh-Meyer [CMM82] ont montré cette propriété
dans le cas ou le diffractant S est simplement supposé Lipschitzien avec des
résultats de Calderon.

La continuité de H™2(8S) dans Hz(3S) de Vapplication J — vi(J x G)
résulte simplement du fait que JxG est H'(S) comme montré par la propriété
2.19. Mais pour avoir une inégalité de Garding sur 1’opérateur double couche,
nous avons di utiliser des espaces plus réguliers, par exemple en remplagant
H~2(8S) par L%(85S). Cette inégalité utilisera fondamentalement la propriété
2.25 de contractance.

Steinbach-Wendland [SWO01] a montré une inégalité de Garding similaire
pour un autre opérateur Hz(9S) — H2(0S), dans une norme relative a
I'inverse de 'opérateur simple couche.

Il est possible de montrer une norme d’opérateur L%(0S) — L%(dS) en
O(]log Ag|v/Ag) pour I'application J — v}(J @), en utilisant le cas p = 0 de
la démonstration de la future propriété 4.3 page 155.
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B Soit J € L?(0S). D’aprés la propriété 2.19, JxG est une fonction continue.
La définition de G par (28) et le développement limité (29d) donnent :

T *G)( 4/ & iiﬂglﬂ}ww%mw—dmmﬂww

+— / A s(tl)”J(t’)dt' (54c)

Un opérateur a noyau k(t,t') qui est C'.

D’aprés les développements limités (29d) et (29e), la premiére intégrale
de (54c) a un opérateur dont le noyau k(¢,t") est C!, qui est donc en particu-
lier borné. Nous avons besoin d’une estimation sur la dépendance en Ay des
normes C! et L>® de ce noyau.

Watson [W22] montre, p196 partie 7.2, que les fonctions

Hae()e 1 at
WVt Vi
admettent en ¢ — 0 des développements limités a tout ordre.

Une composition d’un développement limité avec ces développements li-
mités montre que

1 .
et Hgnk'(g)eﬂ%

t

£ HOH (e

admet en ¢t — 0% des développements limités a tout ordre, pour ¢ = 0 ou
pour ¢ = 1. D’aprés les développements limités (29d) et (29e), les fonctions
x? 2i

Hank o
o] et z — Hf (33)+7m

o
x — HI™ (1) — 2 log
m

sont continues sur R, . De plus, les fonctions

o Do () e e YT

admettent des développements limités en zéro a tout ordre. En ajoutant ces
développements limités, on voit qu’il existe des coefficients complexes a.; tels
que Yn > 0, IM, > 0,Vz € R":
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‘Hank el i ( 2a2mem7l + a3,m ﬂ)‘ < j\4nﬂ -
.’L‘ —|-1 2 4 ($2+1)2 (1+.’L‘2)2+4
L’intérét de ces deux estimations poussées est qu’elles permettent de rempla-
cer z par une fonction u(t,t') lorsque nous disposons d’estimations C? connues
sur u?(t,t'), voir (89g).
Comme on a Ay < % (27a), ces estimations permettent de montrer que

(54e)

M| = O lo) et ()] = O(min(5 Jﬁ))

Montrons qu’un opérateur de la forme J — [ k(-,t)J(t)dt est continu
L2(0S) — L?(0S) lorsque k est une fonction L?([0,L]*). Une inégalité de
Holder donne en effet, pour f € L?(99):

L pL
([ [ sensws@iaar)’ < Wi [ [ 17@P @)
IR 209l flErosy (54D

ce qui montre aisément la continuité désirée.

La premiére intégrale de (54c) a donc une norme L?(9S) en
O((1log Ao[)[|/]|l12(as))- Pour montrer que cette intégrale est H'(0S), nous
devons dériver sous l'intégrale. L’opérateur

VAN

(t.t) ‘k (t+et) —k(t,t) — %(t,t')e‘ (54g)

est borné uniformément en ¢ petit, donc le théoréme de convergence do-
minée montre que la premiére intégrale de (54c) est faiblement dérivable
dans L?(dS) par rapport a t, et la dérivée a une norme L%(dS) en O((1 +

og Aoy L1
Hog2ol) 317 12(as))-

Cas ou S est une boule.

Dans ce cas, la seconde intégrale de (54c) est étudiée dans |C84a| par
exemple, et est la valeur en J d’un opérateur qui est diagonal en Fourier, car
cet opérateur est une convolution. Calculons explicitement les coefficients de
Fourier de cet opérateur:

Préparons la fonction noyau de convolution avec un changement de va-
riables en prenant ¢,t' € [0,27]:

Is(z2t) — (51l
L/

|eft — ei?'| =t 1 1 —cos(t—t')
_1 7__1 I A
= logsin —— = ; log 5

(54h)

log

= log
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Or i 5 log ==+ 1-cost st est la valeur en 7 = 1 d’une fonction dont la dérivée en ¢ vaut
1 ! 2rsint
~(log(1 +r? —2rcost)) = =2Im .
2< Bl )) 1472 —2rcost 1 — relt

Lorsque r < 1, cette dérivée vaut 2Zm 320, r"e™ = 23°°° r"sin(nt) et

donc on a
'

1 o
3 log(1+7r*—2rcost) =C—2)" T cos(nt)

n=1

avec C une constante. Le produit scalaire de cette égalité avec e™* converge
lorsque r — 1, ce qui montre que I'opérateur de la seconde intégrale de (54c)
a des coefficients de Fourier en O(2) : alors cette seconde intégrale est H'(0S)
uniformément en J € L?(9S) d’aprés la propriété 2.10.

Cas plus général ou S n’a pas de coin.

Dans ce cas, nous déformons 0S5, ce qui fait qu’au membre droit de (54h)
il faut ajouter ceci:

[t 1]

%log <1 + (sin 5 )_Q(W—ZHS(it) - 5(2£75')||2 — sin’ @)) (54i)
= %log (1 + (sin — tl /tl /tl al al iv)) - COS(Z_ v))dvdu)>

L’objectif est de montrer que ceci est C' en t et ¢'. Comme (=5 (u)| ' (u)) =
1 puis comme (s"(£w)|s'(Zw)) =0, on a

(s'(geu )|5'(£v)> _ cos(u—v)

4
/ (L "( (L7rv))+1—1+25in2(v—w)dw
4
_ // (2L7r5”( )|27r (QLﬂw'))+4sin(w'—w)cos(w'—w)dw,dw
u w 4

La derniére double-intégrale ci-dessus admet un développement limité du

type
a(v —u)? +o((v — u)?)

oll a est nombre réel dépendant contintiment de u, car s est C2. Donc la
dérivée en t de 'argument du logarithme dans (54i) admet un équivalent du

type

> an(t—t)" 4+ o((t —t')?)
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M Y S )
Cl & )
Sy
Sq
Ss
Sy
Js U )
C S1 )
W, J

F1G. 15 — Une partition chevauchante de 0S.

oll a, est un nombre réel dépendant continiiment de #'. L’argument du loga-
rithme dans (54i), qui est

2
Tlls(zt) — s(g=t)|I?
2 [t ’
2

sin

est donc C! en ¢ uniformément en ¢'. Comme cet argument est aussi dans [¢,C]
pour ¢ > 0 et C' > ¢ deux constantes réelles, (54i) est C' en ¢ uniformément
en t'.

Le méme raisonnement ci-dessus autour de (54g) montre alors que v (J x
Q) est H'(0S) uniformément en J € L2(9S) dans ce cas aussi.

Cas général ou S peut avoir des coins.

Nous allons prolonger les morceaux CP de 05 de fagon a nous ramener au
cas précédent. Soit Si, So, ..., S, des fermés C? tels que

{08 NOS, m=1..n} (54j)

soit une partition dans un sens affaibli de 0S5 qui soit adaptée a la continuité
CP par morceau de 0S. Ce n’est pas une partition au sens strict, car nous
devons tolérer le chevauchement pour un nombre fini de points de 0S, comme
sur la figure 15. Comme la propriété 2.19 montre que JxG est continu, il suffit
de montrer que la seconde intégrale de (54c) est H!(9S,, U dS) en ¢t pour un
m donné: le recollement des valeurs de J x G’ aux coins suffit alors & montrer
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que les dérivées (au sens faible) sur chaque morceau forment, ensemble, la
dérivée (au sens faible) de J x G sur 0S.

La restriction de la seconde intégrale de (54c) a t' € s71(0S,, U DS) est
une fonction H'(“S) en ¢ comme montré par le cas précédent, ot S n’avait
pas de coins.

La dérivée en t de la restriction de la seconde intégrale de (54c) a ¢’ ¢
571085, UDS) est un opérateur a noyau en

1 )= o 1 N 1
Is@) = s@)I” Tt —tol + [t —to] [t —ta] + [t' =]

ol ty et t; sont les extrémités de s—1(8S,, U 8S). Nous pouvons reprendre
le début de la démonstration de la propriété 2.25 tel quel, ce qui montre
que la dérivée en t de la restriction de la seconde intégrale de (54c) a t' ¢
57108, UOS) est 1L2(S): la restriction de la seconde intégrale de (54c) a
t' ¢ s71(0S;, U DS) est donc L?(AS) avec la méme démonstration, et donc
est aussi H!(99).

Ainsi, la seconde intégrale de (54c) est H!(OS) en ¢ continiment par
rapport a J € L%(9S).

La démonstration est terminée. Signalons une idée pour une autre dé-
monstration, qui est toutefois fausse: (48b) donne la premiére inégalité ci-
dessous

| [ B@Af(@)da] < [ Tleos 1o f sy <2220 izgos) 1]

mais la seconde inégalité est malheureusement fausse: ainsi, J x G a peu
de chances d’étre H2 (IR?). Notons que J x G est H2(S) et H?(9S) (résultat
difficile, voir Costabel-Dauge [CD93]). ]

Of

)

H? (R?)

Théoréme 2.28 L application J — Vi (J xG) est continue de L?(0S) dans
12(09) ; c’est la somme d’une application continue coercive de morme en
O(1) et dont linverse a une norme en O(1) lorsque A\g — 0, et d’une appli-

cation continue L?(0S) — H'(0S) de norme en O(MJ%[) qui est aussi une
0

application continue L2(8S) — L2(0S) de norme en O(y/ 82l lof’\‘)').

Cette décomposition permet d’isoler les singularités relatives aux coins ; I'idée
vient de Elschner [E93|, sauf en ce qui concerne la dépendance en \g.

B Soit J € L?(AS). Reprenons la « partition chevauchante » définie par Sy,
Sa, ... Sy en (54j). Nous utiliserons Sy comme un synonyme de S,, et S,.1
comme un synonyme de S;.
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Notons t,, ’abscisse du coin a ’'intersection entre 0S,,_1 et 05,,. On peut
définir rigoureusement ¢, en disant qu’il est I'unique point d’accumulation
de 0S,,.1 N OS et oS, ﬂ 85’ ala fois Le terme « point d’accumulation »

.....

(0Sm N 0S)1<m<n ne forme pas une partition de 0S5, mais seulement une
« partition chevauchante ».

Pour chaque m tel que 1 < m < n, et pour ¢ = 0 puis ¢ = 1, soit une
fonction ¢, . : 0S, N OS — [0,1] qui vaille 1 — ¢ au voisinage de %, et qui
vaille ¢ au voisinage de ¢, ;. Prolongerons ¢, . par zéro sur le reste de 05';
nous pouvons imposer 1’égalité presque siire suivante :

GOm0 + Om,1 = Las,,nas en 0S5

Nous pouvons en déduire que

i iaﬁm,c(t) =1 et i iaﬁm,(;(t)? <1 te[oL]. (54k)

m=1 c=0 m=1 c=0

D’aprés la propriété 2.23, le nombre —vt(J x G)(s(t)) est la somme des
termes suivants:

—%J(t) (54¢)

/ Z Gmo(t) + 1 ()8 () VG (s(8) = (') () (Smo(t') + b ())d
(54m)

/zasmo JVG(s(t) = sENI () gmora(E)dE (54n)
[ z_1¢m,1<t><s'(t>ﬂve(s(t>—s(t'>>>J(t’>¢m+1,o(t'>dt' (540)

[ ol O T G0) =) T =g €)= ()i ()3
(54p)
[ 32 605 TG0 ~S(ENT ()1 (1)~ ()11 ()
(54q)

Un opérateur coercif.

A T'opérateur coercif J +(54¢), nous pouvons ajouter un opérateur de
norme L? strictement plus petite que %, ce qui est le cas des parties principales

/ Z 1 hmo(s(t))( —tm)bm—1,1(s(t))J(t")dt sin O(t,,) (54r)

9 (£ — tm )2 + (' — t)2 + 2(t — t) (' — t) cO8 O(trr)
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/ Z 1 G (50)(# = 1) S o(s(#))J () sin O(tms1)
2 (t — ts1)? + (' — tng1)? + 2(t — L1 (F — ting1) co8 O (tman)
(54s)
des termes (54n) et (540) selon la propriété 2.25.

Sur chacun des intervalles 0S,,, chacune des parties principales (54r) et
(54s) est C-contractante avec un facteur C strictement plus petit que % Soit
C la plus grande de ces constantes: on a C' < %

L’intégrale en ¢ contre une fonction f € L?(0S) de (54r) et (54s) vérifie
respectivement :

[ G san <

[ G4 r0)ae] <

Une inégalité de Cauchy-Schwarz montre que la somme | f;((54r) +
(54s)) f(t)dt| est plus petite que

CJ Y (lfbmollf: + ”f(ﬁm,l”%}’)\l > (1T m-1llf2 + 1T Sma1,0lI72)
m=1 m=1

qui est lui-méme plus petit que C||f||r2||J||12 grace & (54k).
Ainsi, nous avons

(5~ Ol < 1(540) + (541) + (345)]ee < (5 + O[T

donc nous avons bien 1a un opérateur coercif.

Recollement des valeurs pour la continuité du reste.

Nous pouvons encore ajouter un opérateur L? — L? A 'opérateur coercif
ci-dessus sans perdre la coercivité, pourvu que sa norme d’opérateur L? — L?
soit plus petite que %—C’ . Cette possibilité est trés importante pour passer de
’espace 1% _, H'(0S,, N3S) (obtenable par exemple en utilisant la propriété
2.24 pour le terme (54m)) a 'espace H'(0S) (demandé dans 1’énoncé).

Soit ¢.(t) la fonction max(0,1 — infy,_, [<22[). On suppose € < Ag. Le
terme

(1) (—11 (J x G)(t) — (54€) — (54r) — (54s)) (54t)

112



est I'image de J par un opérateur dont le noyau, d’aprés la décomposition
(54¢) a (54q), a un module en

O(1) si t,t’ dans le méme 0S,,
e(t ) 4
9<( )(0 * tt! {20(%) + 20(\/%\—0) s1n0n) (54u)
lorsque [t — t'| < Ao, et en
O(/=4 i t,t” dans le méme 0S5,
se)(0+ | { ( Yo ) . ") (54v)
ttr L20( ) +20(75) sinon

v/ Aolt—t'|

lorsque |t — t'| > Ao, d’aprés la propriété 2.24 et, pour les termes (54p) et
(54q), d’apreés le développement limité (32b) utilisé sur (52e). L’intégrale du
carré de (54u) en ¢ et ¢’ est en

1 1
+ 5)\0—)

O(e)o + 2o ”

et l'intégrale du carré de (54v) en ¢ et t' est en

1 log A 1
_+|g0|+

O(e:)\0 € " 5)\—0).

Donc Popérateur J —(54t) a d’aprés le raisonnement en (54f), une norme
L? — L? en O(,/5:|1og Ao|). 11 existe donc une constante c, en rapport avec
C, telle que 'opérateur J +—(54t) avec € = cAo/|log Ag| ait une norme plus

petite que % — C indépendamment de \y.
Le reste est un opérateur compact.

Nous avons donc montré que J — 1% (J*G) était la somme d’un opérateur
coercif L2(9S) — L%(dS), et de opérateur qui a J associe

(1= (1)) (=11 (J x G)(t) — (54€) — (54r) — (54s)). (54w)

Le reste est un opérateur continu, cas L? — L2.

Nous allons montrer que cet opérateur est a valeur dans L?(95S), ensuite
nous évaluerons la dérivée en ¢. Ce terme (54w) est I'image de J par un
opérateur dont le noyau, d’aprés la décomposition (54¢) a (54q), a un module
borné par (54u) avec ¢. = 1 ou (b4v) avec ¢. = 1 selon que |t — /| < Ay
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ou non. L’intégrale du carré de (54u) avec ¢. = 1 en t et ¢’ sur le domaine
|t —t'| < Ao est en

O(Ao + Ao~ + A2

0 )\2 0 /\0)
L’intégrale du carré de (54v) avec ¢. = 1 en ¢ et t’ sur le domaine [t —t'| > A
est en

1 |logho| 1
O(+- )
Ao Ao Ao
et donc le raisonnement en (54f) montre que la norme L? de (54w) est en
O ( lo§ Ao )
0

Le reste est un opérateur compact, cas L? — H!.

La dérivée en t de ce terme (54w) est I'image de J par un opérateur dont
le noyau, d’aprés la décomposition (54¢) a (54q), a un module en

O(5:) si t,t” dans le méme 95, ! (¢
0+ { Yo s _ + |¢58| (54u)  (54x)
20(|t 77) +20(X *) sinon e
lorsque [t —t'| < Ag, et en
O( |t;—e,t") si t,t” dans le méme 0S,, 16(4)]
0+ { + (54v)  (54y)
wt {20 )+20(A;?)  sinon ¢<(t)

,/A3|t v

lorsque |t — t'| > Ao, d’aprés la propriété 2.24 et, pour les termes (54p) et
(54q), d’apres les developpements limités (32b) et (53) utilisés sur (52e).

Le terme en O(| . t|) présent dans (54x) mérite un traitement spécial : le
raisonnement (54f) ne marche pas, mais heureusement il suffit de reprendre
le raisonnement (54a). Ainsi, nous pouvons éliminer ce terme de (54x) pour
la suite de la démonstration, il suffira & la fin d’ajouter O(1) a I’estimation
de la norme d’opérateur L?(9S) — H'(95S).

L’intégrale du carré de (54x) en ¢ et ¢’ sur le domaine [t — /| < A\q est en

1
O(AO+O+’\°A3 (6/\0+€)\o)\2+5/\0/\0))
L’intégrale du carré de (54y) en ¢ et ¢’ sur le domaine |t —t'| > Aj est en

|[loghe|] 1 1

1 | log A 1
G+~ ™% e )

114



La somme de ces deux valeurs et le remplacant de £ donne l’estimation

O(,/“Of—g’\‘)') de la norme d’opérateur L?(0S) — H'(0S) de l'opérateur
0

J —(54w). ]

En rassemblant les résultats des deux lemmes ci-dessus, nous avons une
inégalité de Garding sur 'opérateur A

A:JHi\—O‘ug(J*G)JrQy{(J*G) (55)
0

qui est présent dans I’équation (21h) que nous voulons résoudre :

Théoréme 2.29 (inégalité de Garding) Il existe un opérateur compact
T : 12(0S) — HY(0S) et une constante positive ca < 1 indépendante de g
tels que pour tout J € L*(dS),

(A =TT~ J1J) > ealIPas) (56)

La constante cy est indépendante de Ny ; malheureusement, 'opérateur T,
tout comme A, n’est pas indépendant de \g : par exemple, on a les estimation

17 J]|L205) = O | [|L2(as) | 1og Aol )
17T 05y = O(Ag | I ]I12(05)| 10g Ao|)

Lorsqu’un sous-ensemble du bord diffractant est droit, on peut montrer que
la derniére estimation est optimale au facteur |log Ag| preés.

Cette inégalité de Garding fait par exemple que les petites et les grandes
valeurs singuliéres de A n’ont pas de point d’accumulation, ce qui rend trés
rapide le calcul numérique des normes d’opérateur L2(9S) — L2(9S) de A
et de A!. Malheureusement, nous n’avons pas réussi & utiliser pleinement
cette inégalité de Garding pour par exemple prouver que ||[A™!|| est borné
indépendamment de Ay bien que les expérimentations numeériques pour le cas
du diffractant sans coin, et une analogie par Peterson-Mittra-Ray [PMR99]
avec l'optique géométrique puisse le suggérer.

2.3.4 Existence et unicité dans la CFIE.

Théoréme 2.30 Pour toute fonction E™ qui est réguliére au voisinage de
S et qui vérifie l'équation de Helmholtz (21d) sur S, le probléme (21h) qui
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consiste & trouver une fonction J € L*(9S) telle que

o ' i ) y

— 5 (J * Q) +2v](J xG) = —— 1 B = 2u] B¢ (57)

)\0 )‘0
admet une unique solution, c’est a dire que le probléeme dont J est solution est
bien posé au sens de Hadamard. De plus, la fonction E = J * G est solution
du probléeme (21c).

B Lunicité dans L2(9S) découle simplement de celle dans H™2(dS) vue
a la propriété 2.20. L’inégalité de Garding (56) va permettre de montrer
I’existence.

Nous savons que (A — T — Id) est un opérateur c4-contractant. Comme
T est compact, la décomposition

A=Id+(A-T-1d)+T

montre que le spectre essentiel (constitué des points d’accumulation du
spectre complet qui est ’ensemble des nombres complexes A tels que A — A\Id
n’est pas bijectif) de A est le spectre essentiel de J + (A — T — Id) qui est
inclus dans I’ensemble des nombres complexes de rayon c4 et de centre 1.
Comme ¢4 < 1, on voit que 0 est dans un voisinage (inclus dans C) ou le
spectre de A n’a pas de points d’accumulation : les conditions sont réunies
pour la fin de la démonstration, basé sur le principe de ’alternative de Fred-
holm. L’unicité ci-dessus montre alors que 0 n’est pas valeur propre de A.
Alors, le spectre complet de A n’intersecte pas un voisinage de 0, et donc A
est inversible L?(9S) — L%(9S).

Pour prouver que E = J % G vérifie (21c), il suffit alors d’utiliser le
théoréme 2.14. [

116



3 La discrétisation de la CFIE.

3.1 Besoin de I’analyse harmonique de la CFIE.

Supposons qu’on a un sous-espace vectoriel Vj, de L?(0S) qui contient « &
peu prés » tous les vecteurs propres de A — Id ayant les valeurs propres de
partie imaginaire plus grande que 1’% dans le sens ou la norme

|(Id — Pp) APsl12(88)-12005) = ||(Id — Pp) (A — Id) Py||r29)—>12(88)  (58)

est strictement plus petit que 1‘%, avec Py la projection orthogonale sur V.
L’utilisation d’un tel espace V}, se ferait alors via 1’équation variationnelle
suivante

PhAJh = PhLa- (59&)

avec L, = AJ et J la solution exacte de ’équation (57), et ou J, est 'ap-
proximation numérique de J, recherchée dans I’espace de discrétisation V/,.
Comme J est la solution, AJ vaut le second membre de 1’équation non dis-
crétisée (57), et donc le terme P, AJ est la discrétisation du second membre.
Lorsque V} est de dimension finie, ’équation variationnelle (59a) est une
équation en dimension finie, c’est méme un systéme carré, qu’on appelle sys-
teme discrétisé de Galerkin.

Intuitivement, lorsque (58) est suffisamment petit, P, AP, modélise « suf-
fisamment bien » A sur Vj, car les vecteurs propres génants (qui sont en
nombre fini comme 7T est compact) sont neutralisés: alors nous pouvons
nous attendre a ce que

| = Inllrz(as) < ellJ — Pud|lrzas) (59Db)

avec ¢ une constante indépendante de J. Ceci peut méme se montrer :

Théoréme 3.1 Lorsque le projecteur orthogonal P, sur l’espace de discréti-
sation Vj, vérifie

1o 1
1(7d = P) APulli2a5)+12005) < Fl1A ™ lli2(05)512(08) (60)
alors on a (59b) avec ¢ dépendant de \y. De plus, lorsque

-
1P A(Id = Py)lli2as)1205) < 51147 IT205)512(08), (61)
qui est l’analogue de (60) mais avec A* a la place de A, on a

||Jh - J”LQ(BS) S 2||J - PhJ||L2(65) (62)
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La partie 4 de cette thése se base sur 'estimation (62). L’estimation plus
classique (58) est moins utile pour une étude asymptotique en Ay, car le
nombre || A||[|A!|| de conditionnement de A grandit lorsque Ao tend vers 0.

Lorsque le diffractant S présente des coins, il est assez difficile d’obte-
nir (60), comme les expérimentations numeériques de la figure 5 page 195 le
montreront, avec un espace V}, qui reste invariant par translation. La section
3.3.7 contient des références a ce sujet.

B Utilisons abusivement la notation |||| aussi bien pour la norme de L?(dS)
que pour la norme d’opérateur L?(9S) — L?(AS). Posons

Cp = ||(Id—Ph)APh|| et C;kl = ||PhA(Id—Ph)||
Soit uy € Vj,, on a:

|| P A ||| (A") [z
> (P Aup|(A*) " up)
= (un|up) — ((Id = Pp) APyup|(A") " un) > (1 — enl| (A7) 7)) Juall?
ce qui montre que || Py Aup|| > ([|(A*) 77" — en)llun|| cest a dire que P,AP,
est aussi « bien » inversible que A: donc la discrétisation de A dans V}, est
fidéle. Par exemple, en prenant u, = J, — P,J et en utilisant [|(A*) 7} =
|AY| et || Pyl =1, on a:
1
T
et nous rappelons que (59a) définit J,. Pour prouver (62) on utilise que Id— P,
est un projecteur. Finalement, on a

en)llJn — PoJ|| < [|PhAPy(Jh — PuJ)|| = ||PoA(Id — P,)*J ||

*

Ch

_pPJll< "
1= B =,

1] = Pl (63a)

[’énoncé de ce théoréme 3.1 fait apparaitre le terme J — P,J qui est
I’erreur minimale sur la solution due a I’espace de discrétisation choisi. Pour
estimer cette erreur a partir du terme L, — P, L, qui est ’erreur due a la
discrétisation du second membre L,, nous devons supposer que

1(Id — Py)(A - 1d)(1d — P, | (64)

est plus petit que 3 :

1
27

|J=Prdlr2asy < 2||(Id—Pr) APhl|12(05)-12(09) || |L2(05) 2] PhLia—LallL2(as)-

Propriété 3.2 Si la norme d’opérateur (64) est plus petite que =, alors
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H Ona

Ll - By
> [|(Id = Py)(A = Id)(Id — P)[[[|(1d = P»)J|]
> ||(Id = Py)Td(Td — Po)*J|| — |(Id = P,) AP, J|| — ||(1d — Py) AJ|]

I(Id = Pp)J|| = [|(1d = Po) APy J|| = [|(Id = Pp) Lal|
ce qui donne le résultat demandé. Une étude plus poussée donne
(1= (|(Id=Pp)(A=1d)(Id—Pp) [)[| J = PuJ|| < [|(Id—Pp) APy J ||+ (Id—Pp) La||

3.2 Discrétisations vérifiant une inégalité directe.

D’apreés la propriété précédente, V;, doit étre choisi de sorte que A vérifie
(60) et (61) (qui sont deux hypothéses indispensables pour valider le résultat
(62) du théoréme 3.1).

Dans le cas sans coin, nous savons que l'opérateur A — Id impliqué dans
(58) est compact, et méme & valeur dans H'(9S), d’aprés la sous-section
2.3.3. Si par exemple V}, est fideéle & H!(OS) au sens ou on a une inégalité
directe du type Jackson

|f = Pufllizas)y < Ch|| flluras) (65a)

alors lorsque h diminue, (58) décroit en

O(h||Al|r2(a8)—m1 (85))

donc (58) et le théoréme 3.1 montrent que la discrétisation est stable pour
h assez petit a Ay fixé, c’est & dire qu'il existe hg = ho(Ag) tel que pour tout
h < hg, on a (59b).

Nous citerons trois possibilités usuelles pour les espaces V}, parmi les sous-

L

espaces de L?(0S), en choisissant des espaces de dimension 2 ou L est la

longueur du diffractant S, ayant fait I'objet des définitions 2.9 et (33):

— D’espace des fonctions (& valeur complexe) constantes par morceaux sur
une partition du bord du diffractant 0S en morceaux de taille h;

— Les fonctions d’échelles, oi1 I’espace V}, = V5-; est engendré par % trans-
2 - 4 . . 0 T
latées bien réparties d’une fonction T/JJ(-’O) auto-similaire au sens fractal ;
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F1G. 16 — Partie réelle (en gras) et imaginaire de la solution J pour \g = i,
B = 31°.

— Les cosinus locaux, ou I'espace V}, est engendré par (/L/h translatées

d’une fonction « bosse », multipliée par /L /h fonctions en cosinus de
fréquences inférieures a 1/2h.

Les deux derniéres propositions pour V}, admettent des bases canoniques (de
dimension L/h).

3.2.1 Les fonctions constantes par morceau.

Lorsque S est donné par (33) (qui a pour périmétre L = 16), Ay = i
et 5 = 31°, la solution J a l’allure indiquée sur la figure 16. Une premiére
idée pour la discrétiser est de découper le bord du diffractant 0S en petits
segments droits de longueur h o on appelle h le pas de discrétisation, et de
décider que V}, ne contiendra que des fonctions constantes sur chacun des %
segments, ce qui donne par exemple la fonction de la figure 17. Ceci est un
cas particulier du cas suivant des paquets d’ondelettes, et ainsi le théoréme
4.8 montrera que pour h assez petit ceci méne & un probléme bien posé. Le
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Fi1Gg. 17 — Une fonction P,J avec un nombre fini de degrés de liberté, pour

calculer la fonction a valeurs complexes J de la figure 16, avec le pas h = 3%
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calcul de la matrice du systéme résultant de cette discrétisation par (59a)
meéne au calcul d’intégrales doubles qui sont nombreuses (il y en a ﬁ—;)

Il est tentant d’approcher ces intégrales, par exemple en isolant la sin-
gularité du noyau de I'opérateur de A qu’on discrétise dans une famille de
Fourier L-périodique, et en discrétisant le reste (de noyau CP) avec des mé-
thodes de qualocation de Chandler-Sloan [CS90], Sloan [S91] [S00] ou Kress-
Sloan [KS93|, ou des méthodes de Nystrom présentée par Rokhlin [R83] et
Alpert-Beylkin-Coifman-Rokhlin [ABC93|. Notons qu’il se trouve beaucoup
d’autres fagons de discrétiser avec en quelque sorte des masses de Dirac, qu’on
retrouvera dans la bibliographie ; néanmoins nous n’avons cité ci-dessus que
les approches qui ont leur justification mathématique.

Dans cette famille de discrétisation, nous avons une localisation en espace,
mais pas de localisation en fréquence.

3.2.2 Les paquets d’ondelettes

L’espace des fonctions d’échelles admet une base orthonormale invariante
par translation, qu’on appellera base canonique. Cette base cohabite avec
d’autres bases orthonormales connues sous le nom de paquets d’ondelettes.

Nous supposons que % est une puissance de deux, que nous notons 27
avec j € IN fixé. L’espace de discrétisation V,—; est défini comme ’espace

engendré par les fonctions

{w]('?r)nam € Z/szz} (65b)

dont nous dessinons quatre éléments:

ot e M e (65¢)
0 0 0 0
R I I

Vo-; est un sous-espace de L?(0S) qui est, via le paramétrage s de la
définition 2.9, isométrique & L2(%/.5), avec L la longueur du bord du dif-
fractant S (33). Par conséquent, les fonctions dessinées ci-dessus sont en fait
L-périodiques. Pour plus de commodité, nous supposons que L est une puis-
sance de deux, quitte & modifier S et donc Ay.

Nous supposons que

O (@) = v (& + m279), (65d)

J,m
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c’est a dire que V5-; est engendré par les translatées d’une méme fonction
¢§?3, et que donc les fonctions dessinées ci-dessus sont les translatées 1'une
de ’autre. Le choix de la fonction 1/1](-?0) n’est pas quelconque, il doit satisfaire
deux propriétés remarquables:

— les fonctions de (65b) forment une famille orthonormale.

— chaque fonction est auto-similaire, c’est & dire semblable dans un cer-
tain sens a ses dilatées.

Ainsi, les quatre fonctions dessinées ci-dessus sont en fait orthonormales,
au sens ou

L
/0 Yo (2) e (z)dz = 0 (65¢)

dés que m et p sont différents (dans Z/p9i7).

Voyons maintenant ’allure d’un élément de V5-;. Comme V;,-; est engen-
dré par la famille de fonctions (65b), un élément quelconque de V,-; est la
combinaison linéaire de fonctions en w](-?*) . Par exemple, un élément de V}, est
la, somme suivante: |

P 3 I2] l2 l2 l2 l2

+ + + + +

05 1 1 ). 05 1 1 05 1 1 05 1 1 05 1 1 los 1 1 05 1 1

r I "

+ - + + - + -

95 1 1 g1 1 Q5 1 1 05 1 1 05 1 1 05 1 1 05 1 1 05 1 1

Les termes de cette somme sont des éléments de la base (65b) de V5-; mul-
tipliés par des coefficients. En les additionnant, nous trouvons une fonction
de V5-;, car V5-; est un espace vectoriel.

Nous allons maintenant définir ce qu’est ’auto-similarité de wffg. Pour
'illustration ci-dessus, nous n’avons pas choisi au hasard les coefficients (ni
le nombre d’élément de la base utilisée), au contraire nous avons pris un cas
trés particulier pour expliquer I’ auto-similarité. Cette auto-similarité consiste
a ce que le résultat de cette somme soit

qui est a dilatation prés (et & une repériodisation prés) la fonction ¢§?3 illus-

trée en (65c). Précisément, nous avons, avec mg,m; € IN et gﬁo) € R, pour
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tout z € B/

m=mi x T
> U@ = vl 5) + ¥ 3) (631

m=—mo

qui est I’équation d’échelle d’auto-similarité fractale de la fonction ¢§?0) (qui
est pour cette raison appelée une fonction d’échelle) servant & définir V,-;.
L’existence d’une telle identité (65f) justifie appellation fonction d’échelle
pour la fonction ¢§?3. Toutes les fonctions de (65f) sont en fait des translatées

ou dilatées de la fonction %(00) : en effet (65f) se reformule en

0 o 0),T 0),T L
T v -2 9m) =98 +uE - )

m=—mo 2

qui n’utilise qu’une fonction, la fonction 1/1](-?3 .

Nous avons prévenu que la base (65b) cohabitait avec d’autres bases or-
thonormales connues sous le nom de paquets d’ondelettes, et nous allons
construire une deuxiéme base. L’identité (65f) nous incite a définir la fonc-
tion

U1 m(@) = W59 () + ¥ Brs (5)1/V2

qui est, pour m € %Z/LQJ'—IZ’ un élément remarquable de V,—;. Comme m a
en fait L2’ valeurs distinctes ci-dessus avec 0 < m < L2/~!, Pensemble des
fonctions {wj(-o,)lym . m € 3%/15;15} est une famille de fonctions de méme
cardinal que la famille (65b) qui serait un candidat méritant pour étre une
autre base de V5-;. Seulement, cette famille n’est pas génératrice (ne génére
pas I'élément % (=1)™ ]“Ql car J(OO) € L%(8S)) donc cette famille-candidat
n’est pas éligible a étre une base de V,-;. En ne gardant de cette famille que
les indices entiers (c’est a dire m € Z/LQj—l z), nous obtenons une famille libre,
qui engendre un sous-espace de Vo—; noté Vpi—;. Cohen et Daubechies [CD93|
montre a partir de (65e) et (65f) qu'un autre élément particulier de V5-;, a
savoir la fonction

Wio) = % gD (170 @] V2 = () + 0 (/Y2

m=—mop

avec le choix particulier gr(é) = (—l)mg@m, est orthogonal & ce sous-espace.

Cette fonction s’appelle une ondelette. De plus, la famille orthonormale for-
mée par cette fonction et ses translatées définies similairement & (65d) par

1 1 —j
wg(jlm(x) = w]('Jl,O(x —2"7m)
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engendrent le complémentaire orthogonal de V51-; dans V5-;. Ainsi, la famille
{5 s € Y-z, € {0,1}} (65¢)

avec la convention ¢§(l)1,m = w](-o_)l,m est une seconde base orthonormale de
Vo-i.

Maintenant que nous avons deux bases orthonormales, nous allons regar-
der la structuration par blocs de la matrice de passage correspondante. La
matrice de passage notée Ppo; entre cette base et la base (65b), carrée de
taille L27, admet la structure par blocs suivante

P(O),
P(l)

L2J

PLQj = (65h)

ol Pg)j et PL(Q sont des matrices « rectangulaires circulantes » a L27! lignes
(0)

et L2/ colonnes, de pente non pas 1 mais 3. Par exemple, v2P; ) est:

vig v - b i
v, g(()o)ggo) 91(722 o .. .. 0 g(,or)no g§°_)m0 gg)l)
0 0 0 0 0 0
PN 7L 271 A7 Y[ | OO ( /L A
0 0 0
¢§-o_)1,2 g(—lzg(—g g(_5)
20
© ol 8 g9 0 0600009 e - 980

ol nous avons annoté chaque colonne par la fonction correspondant au coef-
ficient, et chaque ligne par la fonction résultat de la combinaison linéaire cor-
respondante. Pour simplifier les notations, prenons la convention que gﬁ,g) =0
lorsque m € Z\ [—mg,m,]: alors, le terme général ligne [ colonne ¢ de la ma-

trice Pgi- est
1 (0)
ﬁ > 9e-21+12im

meZ

ol ¢ € Brgiy et | € B/gi-14, et ol le signe somme ne sert qu’a remplir les

coins en bas a gauche et en haut a droite de la matrice Pg;)j. La matrice PL(IQ)J

est définie de facon analogue a PL((Z, en remplagant g’(‘0) par gﬁl).
Nous allons maintenant construire une troisiéme base de V,-;, connue

sous le nom de base d’ondelettes. Nous avons fait cette construction a j
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donné tel que 277 égale le pas de discrétisation h, et nous avons donné une
matrice de passage entre deux bases orthonormales. Cette matrice Prq;, qui
est orthogonale, peut étre définie sur le méme principe pour j ayant d’autres
valeurs, ce qui nous permet de concevoir P, PL(,(;J" et PL(IQ)j, pour j' entier.
Nous allons utiliser des valeurs de j' inférieures & j pour construire d’autres

bases orthogonales: en notant X le produit matriciel, nous voyons que

30
G
L2]—
PLzJ'—3 X P(O)-_l (0)
p) Lz X Py .
L2J—2 (651)
(1)
PL2J’—1 W
1
B PLQi J

est une définition par blocs d’une matrice orthogonale, qui est la matrice de
passage entre la base canonique (65b) et une troisiéme base qui est une géné-
ralisation de la base (65g). En réutilisant les mémes notations (notamment

1/192), cette troisiéme base s’écrit (dans 'ordre conféré par (65i)) comme :

{52 o € Ypaimsm} U{U) s € Ypgig, ' € {5 — 45 — 3 — 25 — 11}

(65))
Cette troisieme famille, qui est orthogonale, est conne sous le nom de base
d’ondelettes. Cette troisiéme famille (65j) se raméne, a translation prés et
dans l'ordre, aux cinq fonctions suivantes (car j — (j —4) + 1 = 5) que nous
représentons dans le cas j = 4:

<
-
-

I S Ny A .
Bien siir, nous pouvons remplacer j — 4 dans (65j) par d’autres entiers par
exemple j — j'; le nombre j', qui dans (65j) valait 4, est le nombre d’échelles
représentées, c’est a dire le nombre de valeurs différentes en premier indice
de ¢£12 Une base d’ondelettes contenant j’ échelle contient j' + 1 groupes
de fonctions, chacun des groupes étant constitué de translatées d’une méme
fonction.

Dans la matrice de passage (65i), nous n’avons autorisé de produit que
pour le sous-bloc supérieur de chaque groupe de deux sous-blocs. Pour passer
de la base d’ondelette au concept plus général de base de paquets d’ondelettes,
il suffit de construire une matrice différente de (65i) en s’autorisant des pro-
duits sur tous les sous-blocs, au lieu de se restreindre aux produits sur les
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L2J—3 XP(O)

(1) L2i—2
P
L r2i-3 ] (0)
F X Proi
L2i—3 XP(1)4
PO s L2j=2 )
L | L2i— d
- = - x Py
PO L2
273 XP(I)-
p(1) 5 L2i—2 (1)
L L2i—3 |
F X Proi
L2i—3 XP(0)4
p® L2j—2
L LL r27-3 . i
F o) - 2
P
L2i—3 (0)
RO X Py i 0
L £2/—3] x P /.
1 L2
L2i=3 |, p(1)
p(0) s L2i—2 1)
| | L2i— J
L J x Py
T ] 7 L2i
Py 0)
p1) s L2i—2 )
L" 23 |
F X Proi
L2j—3 XP(O)
p(0). s L2i—2
L L L r2i—3] i i

F1G. 18 — Une matrice de passage équilibrée.

sous-blocs supérieurs. Pour étre précis, nous n’allons pas faire de produit des
sous-blocs inférieurs avec

P(O).,_ P(l).,

L(IQ)J "1, mais plutot avec [ %g)] - (66)
P - -

£27'-1 £24'-1

afin que la numérotation des nouvelles fonctions w@, 92, ¢§f,{2 ... apparais-
sant dans les paquets d’ondelettes soient mieux en rapport avec la fréquence
optimale de leur transformée de Fourier (voir la propriété 5.7 et la remarque
5.8). Oublier de faire le remplacement (66) reviendra, dans la formule de
récurrence (89x) définissant les paquets d’ondelettes, a échanger 4n + 2 et
4n + 3.

Nous pouvons construire, par exemple, en partant de (65j), la matrice
plus équilibrée de la figure 18. C’est, au méme titre que la matrice (65i), une
généralisation possible de la premiére matrice de passage Pr;i (65h).

Le remplacement (66) se voit nettement dans cette matrice figure 18, il
brise un peu la répétition. La famille orthonormale résultante admet une no-
tation analogue a (65g), respectant I’ordre conféré par la matrice de passage
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de la figure 18:
{w] 4m,m € Z/LZj*4Zan € {0’15'“724 - 1}} (673)

Cette nouvelle notation contient de nouvelles fonctions 1/15‘"*) pour 2 < n < 15,
qui ne sont pas des dilatations des deux fonctions (¥ ou /(1) rencontrées pré-
cédemment. Voici la représentation graphique, a translations prés, de toutes
les fonctions présentes dans la famille (67a), dans I'ordre:

10 !

4
Yo Wio 8wl oY 50
8 9 10 11 12 13 14
Iy U O v L v v
(67b)

Le remplacement (66) se justifie facilement & la lumiére de ces représen-
tations graphiques: sans lui, les fonctions ci-dessus apparaitraient dans le
désordre par rapport a leur fréquence, vu qu’on obtiendrait, au lieu de la
famille (67a), la famille

{wj hms M € 2/, oi-ag,m € {0,1,3,2,7,6,4,5,15,14,12,13,8,9,11,10} }

qui ne serait pas dans l'ordre fréquentiel tel que visible sur les graphes ci-
dessus, et aussi ci-dessous sur les modules de leurs transformées de Fourier:
b))

10 (11 (12 13 7(14
\wo I P BTl |¢<| [y

DS 5D

ol la convention pour la transformation de Fourier d’une fonction ¢ :
est

B(&) = /]R o(t)e dt. (67d)
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et ou la fonction ¢ doit étre dépériodisée proprement (de sorte & donner un
support plus petit que L) si c’est une fonction %/, 5.

Nous constatons dans les représentations ci-dessus que les éléments de
cette base de paquet d’ondelettes sont rangés par fréquence croissante. Wi-
ckerhauser [W94| démontre méme cette constatation, pour deux filtres g,i")
particuliers (le filtre de Haar, et le filtre de Shannon). La numérotation des
fonction 1/1(()?0) illustrées ci-dessus tient compte de facon essentielle de ce rem-
placement (66), sinon il faudrait permuter comme indiqué ci-dessus les in-
dices, en insérant une permutation connue sous le nom de code de Gray.
Malheureusement, Wickerhauser [W94] est le seul & ne pas avoir oublié de
faire ce remplacement (66). Deng-Ling [DL99a|[DL99b][DL02] maintient que,
sans faire ce remplacement, les fonctions w(()?o) ont, pour fréquence principale
(n + %)ﬂ', ce qui est visiblement faux d’aprés les représentations ci-dessus.
Coifman-Meyer-Wickerhauser [CMW92| et Golik [G98][G00] ne font pas non
plus ce remplacement, mais se sont bien gardés de donner la fréquence prin-
cipale de 7/1(()?0) :

Nous avons donc en tout quatre bases pour I’espace V,-;. Présentons une
caractérisation de toutes les bases de paquets d’ondelettes. Selon le méme
principe que pour les deux derniéres bases, nous pouvons encore modifier
par simplification la matrice de passage de la figure 18, pour obtenir, par
exemple, cette matrice quelconque:

PO
L2i—3 XP(O)-
p) L27-2
L2j—3 '
P, L2i-1 X P(O)
L2i=3 | o
p(0)

(67e)

La base de V,-; correspondant & cette matrice de passage s’écrit, en respec-
tant I'ordre prescrit par cette matrice de passage:

{’(/)3('71)4,m7 m e Z/L2j—4Z7 nec {071:2:3}} U {1/13('1—)2,m7 m e Z/LQj—2Z}U

" (67f)
{0y e € Ypgimaz,n € (4,51} U Lo, 1, m € Ppgies)
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1l 1 | |

I T T T T T T T I

0 207

F1G. 19 — La partition du segment [0,27m) correspondant a la partition fré-
quentielle de la base (67f) et a la matrice de passage (67e).

0 27
I | |

I * o
0 V7
L | | |

I T T T T I

0 V7
S I T T N S T I N N N TR N N B

I T T T T T T T T T T T T T T T I

0 27

F1G. 20 — Les quatre partitions du segment [0,2'7) correspondant respective-
ment auz bases (65b), (65g), (65]) et (67a).

Remarque 3.3 Nous remarquons que le segment [0,2/7) admet comme par-
tition (illustrée figure 19) les segments demi-ouverts [n27'mw,(n + 1)27'7) in-
dexés par n et j' tels que wj(,nl apparait dans la base ci-dessus, ce qui donne :

[0,277) = 2774[0,m) U 2/ ~*[m,27) U 2/ ~*[27,37) U 2/~ *[37 ,4m)U
2972 [ 271) U 293[4, 5m) U 27 73[5m,6m) U 2972[3,47)

Cette remarque est vérifiée par les quatre autres bases vues ci-dessus (voir
la figure 20, et par tous les paquets d’ondelettes d’aprés Kahane-Lemarié
[KL95]. Nous avons vu ci-dessus que, de plus, Wickerhauser [W94| montre

qu’il est représentatif des fréquences inhérentes aux fonctions %(71

Pour pouvoir illustrer plus facilement une base de paquets d’ondelettes,
nous choisissons la représentation sous une forme particuliére d’arbre bi-
naire, qui est un arbre dont les noeuds peuvent avoir soit zéro enfant, soit
deux enfants (distincts). Chaque noeud est une notation condensée des deux
symboles

] et ] x P



> YD D

F1G. 21 — Notations compactes par arbres des bases (65g), (65j), (67a) et
(67f).

Ainsi, les bases (65g), (65j), (67a) et (67f) sont notées, via leur matrice de
passage respective, par des arbres représentés dans la figure 21.

Dans la discrétisation en ondelettes ou en paquets d’ondelettes, les élé-
ments wy:zl de la base d’ondelettes ou de la base de paquets d’ondelettes
choisie sont localisés en espace grace a leur indice m si j est grand, et aussi
localisé en fréquence grace a leur exposant n si j est petit.

3.2.3 Les familles de Malvar

Coifman-Meyer [CM91] et Matviyenko [M96| ont proposé un espace de
discrétisation formé de fonctions en

™ t—t,’ t—ti
t— cos((nm + —
(( Q)ti - ti+1)f(ti —tiv1

) (67g)

ou t;, pour ¢ = 0,1,...,1 est, par exemple, une suite de progression arithmétique
avec to = 0 et t; = L, et ou le terme

t—1;
li —tiy1

t= f( )

est une fonction a support [%,%] qu’on appelle une bosse, construite
avec une fonction f : R — R continue qui vaut plutét 1 au voisinage de %
Coifman-Meyer [CM91]| propose de prendre

f(t) =Sin(gcos27r2t4_1) te [_1 §]

Matviyenko [M96| propose de prendre plutot une fonction trigonométrique
paire vérifiant f(t) + f(—t) = 1 et ayant en :I:% le plus possible de dérivées
s’annulant. Ainsi, il obtient un espace de discrétisation et un projecteur non-
orthogonal associé¢ P, tel que || Py||L2_12 et ||[Id — Pp||r2_12 sont tous deux

; 1+v2
plus petits que ~5%=.
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Il existe néanmoins un certain nombre de contraintes sur f, que nous
n’avons pas rappelées. Par exemple, si f(1 —z) = f(z) # 0 pour |z| < 3,
la famille de fonctions ainsi formée est une base dite base de Malvar, et est
semi-orthogonale, au sens ou si deux fonctions n’ont pas la méme valeur
pour 7 dans (67g), alors elles sont orthogonales entre elles. Si de plus on a
f(z)?*+ f(=z)? = 1 comme proposé par Coifman-Meyer [CM91], alors la base
de Malvar correspondante est orthogonale. Averbuch-Braverman-Coifman-
Israeli-Sidi [ABCO00] précise qu’il vaut mieux choisir la fenétre f la plus ré-
guliére possible.

L’entier n ci-dessus, pris entre 0 et N — 1, est une fréquence. L’espace de
discrétisation V}, engendré ces NV x I fonctions est de dimension N. Il n’admet
qu’une seule base canonique qui est constitué de ces N x I fonctions, ce qui
implique par exemple que lorsqu’on change I et/ou N, I’espace engendré par
cette nouvelle famille de fonctions ne peut pas coincider avec ’espace V.

Lorsque N vaut l'infini, I'espace V}, est une base de Riesz de L2.

Dans la discrétisation de Malvar, les éléments de la base de V}, sont locali-
sés en espace grace a la fonction f, entre I segments différents; ils sont aussi
localisés en fréquence, grace au terme cos((nm + %)ﬁ:), en N segments
différents.

3.3 Ce qui a été fait sur cette équation

Dans I’étude de I’équation intégrale de Helmholtz, c’est le traitement de
I’opérateur de Helmholtz intégral qui contient le plus de complexité latente.
Cet opérateur présente deux difficultés:

— la singularité diagonale qui est un opérateur pseudo-différentiel (faible-

ment) singulier ;

— l’aspect ondulatoire du noyau, qui pose des problémes de type phase

instationaire.

La singularité diagonale est logarithmique, avec quelques difficultés sup-
plémentaires aux coins du diffractant précisées par la propriété 2.24 ; c’est un
opérateur de L? dans L?, qui est singulier.

Le noyau, en dehors de la singularité, présente une nature ondulatoire,
qui est en

eRo " 1/2) 12 (67h)

d’aprés les développements limités (32a) et (32b); Cette nature ondulatoire
du noyau entraine un phénomeéne de compensation locale, qui complique les
calculs et les estimations.
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3.3.1 La discrétisation

Ce processus présente le passage de I’équation analytique & sa mise sous
forme d’un systeéme. Il existe deux méthodes:

— la méthode de Nystrom présentée par Rokhlin [R83] et Alpert-Beylkin-
Coifman-Rokhlin [ABC93]. La solution est calculée comme une somme
de masses de Dirac coefficientées, convolées par la solution fondamen-
tale G (28) de I’équation de Helmholtz.

— La méthode des moments est la méthode de Petrov-Galerkin (Negas
[N66]) appliquée & une équation intégrale. Pour ce probléme de Helm-
holtz intégral, elle a été introduite dans [H68| en 1968 (voir [H90]).
On prend l'inconnue comme une somme coefficientée de fonctions élé-
mentaires (ezpansion functionsou base functions, nous en avons cité
des exemples a la section 3.2 ; si c¢’est des fonctions constantes par mor-
ceaux, on parle de pulse basis) ; on ne vérifie ’équation qu’en un certain
nombre de points (collocation, ou point matching), ou alors on vérifie
I’égalité contre un certain nombre de poids (les test functions). Lorsque
ces test functionssont égales aux expansion functions, on obtient la mé-
thode de Galerkin.

Il existe d’autres méthodes pour équation de Fredholm de premiére ou
seconde espéce dont le noyau est continu (c’est a dire, d’aprés la propriété
2.24, lorsque le diffractant S n’a pas de coin), nous pouvons citer la qualo-
cation, par exemple. Un trés bon bilan de ces méthodes a été fait par Kress
|[K89] (chapitres 12 & 17), et Wendland [W90].

La taille du systéme résultant de ces familles expansion functionset test
functionspose des problémes pratiques, pour la résolution de problémes ou
les diffractants atteignant une certaine taille.

D’ou I'utilité de ’accélération de ces résolutions, sous la forme de ’accé-
lération du produit matrice-vecteur.

Il existe trois outils rapides de résolutions de cette équation:

— les multipoles,

— les bases de Malvar,

— les bases de paquet d’ondelettes.

3.3.2 Les accélérations avec multipéles

Historiquement, la méthode des multipoles a été introduite par Hockney-
Eastwood [HE81] pour résoudre le probléme & N-corps. Greengard-Rokhlin
[GR87] a ensuite donné la définition moderne des multipoles, avec précision
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réglable. Rokhlin [R83| a ensuite employé cette méthode pour I'équation de
Helmholtz, dans le cas ou la longueur d’onde n’est pas petite par rapport au
diffractant. Puis Rokhlin [R85| a expliqué comment elle pouvait succéder aux
méthodes de raytracing pour les cas oil la longueur d’onde est trés grande.

Coifman-Rokhlin-Wandzura [CRW93| remarque que le noyau est un noyau
de convolution analytique, et propose cette méthode multipoles qui regroupe
temporairement les inconnues par paquets locaux; dans chaque paquet, le
précalcul de la position moyenne et de différents moments permet d’accélérer
le calcul du résidu.

Cette astuce locale de factorisation (qui s’écrit bien en Fourier) permet
de passer de la complexité (;=)* & la complexité (;*)*?; 'ensemble de ces
paquets peut, a son tour, étre regroupé par paquet avec la méme idée, et
ainsi de suite, ce qui permet d’atteindre la complexité /\—LO log /\L—O méme si la
constante est bien grande. Song-Lu-Chew [SLC97| en présente les caractéris-
tiques suivantes:

— Il n’y a pas besoin de régularité sur le diffractant.

— Cette méthode ne marche qu’avec un opérateur & noyau analytique,
voir Bradie-Coifman-Grossman [BCG93].

— Les coefficients de la matrice de rigidité sont calculés avec une com-
plexité en O(1).

— Derreur de méthode est difficilement calculable, voir Amini-Profit [AP00].

— Il y a des problémes de conditionnement lorsqu’il se présente des phé-
nomeénes de réverbérations.

Les problémes de conditionnements ont étés résolus plus tardivement,
avec les bonnes propriétés de conditionnement de deux autres méthodes, les
cosinus locaux de Malvar et les paquets d’ondelettes ; ces deux méthodes sont
venues faire de la concurrence a la méthode multipole.

3.3.3 Les accélérations avec la base de Malvar

La base de Malvar a été parachevée par Coifman-Meyer [CM91] et Mat-
viyenko [M96]. Elle a 'avantage de prendre un probléme avec des sources
isotropes, et a les recombiner de sorte a former des sources ne rayonnant que
dans deux (ou quatre) directions trés sélectives Canning [C91].

Canning [C90] considére un diffractant sans épaisseur (donc avec I'EFIE
a la place de la CFIE) de taille 100)\y. La matrice de rigidité de la méthode
des moments est compressée avec une transformée de Fourier a fenétres non
glissantes. Ainsi, seuls les 7% plus gros coefficients de cette matrice suffisent
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F1G. 22 — Canning [C95] constate dans cette illustration que toutes les fré-
quences ne sont pas représentées partout dans la discrétisation d’opérateur
de Helmholtz intégral dans une famille de Malvar.

a résoudre le probléme: c’est un gain en mémoire et en complexité, méme
en tenant compte du préconditionneur. Ainsi, dans un grand probléme de
taille 1500y étudié par Canning [C91], la compression est & 0.26% (c’est
indispensable pour rendre possible la résolution d’un si grand probléme).
Canning [C91] présente aussi un probléme a trés forte résonance, en utilisant
le préconditionneur LU Incomplet (ILU) qu’il a présenté dans [C90], méme
si toutefois le résidu reste a 1% ce qui d’aprés Golik [GOO0] n’est pas suffisant.

Ces bases sont plus précises en Fourier, néanmoins elles ne permettent
pas un découpage aussi souple en espace.

I1 est toujours aussi cotiteux de calculer un terme, tout seul, de la matrice
de rigidité.

De maniére plus détaillée, les résultats obtenus avec la base de Malvar
sont les suivants:

— Grace aux propriétés fréquentielles des bases de Malvar, il explique que
les hautes fréquences (longueur d’ondes plus petites que )g) sont natu-
rellement coupées par cet opérateur (ce sont des modes évanescents).

— Pour les autres fréquences, il montre, constatations numériques a I’ap-
pui, qu’elles ne sont pas toutes représentées partout dans l'opérateur
dans une illustration reproduite figure 22. Avec un raisonnement en
termes de multipdles, il explique que la réflexion de ce qui se passe a

135



une échelle spatiale de \; > Ay est naturellement reflété du matériau
avec un angle de sortie valant
A

arccos = (671)
1

et que donc la longueur d’onde A; n’est pas représentée partout dans
Popérateur (ce sont des modes de propagation).

— Ainsi, la matrice de rigidité du probléme discrétisé peut étre seuillée
pour en fait ne contenir que /\LO log )\L—O termes.

La singularité diagonale de ’opérateur n’est pas détaillée, il se contente
de prendre des fenétres de Fourier suffisamment fines (y/L/)\o fenétres de
Fourier) et une estimation numeérique sur les coefficients apparaissant dans
la diagonale.

F.X. Canning suggére de résoudre le systéme obtenu avec une factorisa-
tion Doolittle-LU par blocs. L’analogie de la décomposition temps-fréquence
avec 'estimation (67i) permet de déduire que la factorisation n’est pas plus
complexe que )\LO log )\L—O

Bradie-Coifman-Grossman [BCG93| étudie cet opérateur dans sa version
intégrale 2D (en faisant abstraction de la singularité diagonale et du facteur
Ao/ dans (67h)), ainsi que dans sa version intégrale 3D. Il étudie avec
attention 'effet d’un seuillage sur la matrice. En fixant le seuil a ¢, il montre
qu’il ne reste que /\L—O log )\% termes dans la matrice, mais sans véritablement
expliquer oul trouver ces termes importants lorsque le diffractant a des coins.
[BCG93] s’aide de la nature oscillatoire du noyau en dehors de la diagonale.
Toutefois, [BCG93| ne fait pas ’estimation de la norme spectrale de la matrice
seuillée lorsque /\—LO (et donc la longueur d’onde) augmente. Pour un diffractant

sans coin, on peut estimer d’aprés [BCG93| que cette norme spectrale est en

5i=1 | ., . . p :
(%)41'—1 ol j est le nombre d’intégration par parties effectuées. Toutefois, ces

0
résultats sont a relativiser car le facteur A\, Y2 o eté négligé.

Nous devons parler de bases de Malvar au pluriel, car il y a de mul-
tiples fagons de partitionner I'espace temps-fréquence; cependant, la modi-
fication au vol d’une partition est impossible car il faut recalculer les in-
tégrales depuis zéro (I’espace V}, engendré par une base de Malvar dépend
fortement de la base de Malvar). On peut se contenter de projeter I'inté-
grande sur ’espace des fonctions constantes par morceaux comme Averbuch-
Braverman-Coifman-Israeli-Sidi [ABC00|, cependant ceci détruit la précision
acquise dans ce méme article avec le calcul des intégrales avec une méthode
de Richardson accélérée.

— Le role de la singularité n’est pas explicité séparément.
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— L’erreur résultante sur la solution d’un seuil indépendant de Ay n’est
pas étudiée; on peut estimer qu’elle se dégrade, c’est a dire qu’elle est

en /\85/4.

Dans Malvar, on ne peut pas moduler la taille d’une fonction par rapport
a la fréquence.

Voir aussi [BBJ94| qui aborde une méthode similaire.

Afin de remédier & cette limitation, une série de travaux s’est penchée sur
les méthodes alternatives des ondelettes.

3.3.4 Les accélérations avec les ondelettes

[BCRI1] puis [DPS93| pensent a utiliser les ondelettes pour un probléme
avec un opérateur pseudo-différentiel générique (non oscillatoire). Ainsi, [DHS02]
montre qu’on peut atteindre moins que )\LO en complexité, lorsque la solution

ayant /\% degrés de liberté est elle-méme compressible en ondelettes. Cet ar-
ticle fait une application sur I'opérateur de Laplace. |[ABC93| sort du cadre
des ondelettes, et montre qu’en sacrifiant la continuité, mais en gardant le
maximum de moments nuls, il obtient une matrice plus creuse, et aussi un
cotlit global plus petit sur la solution. Tous ces articles travaillent sur des
noyaux non oscillatoires.

Steinberg et Leviathan travaillent dans [SL93] avec un noyau oscillatoire ;
il constate sur la matrice I'effet des extrémités du diffractant, et aussi celui des
ondes évanescentes vu ci-dessus (voir aussi Wang-Welland [WW92]). Toute-
fois, [SL93| n’a pas a prendre en compte la propagation des ondes émises par
les longueurs d’ondes plus grandes que )y, comme ces ondes ne rencontrent,
jamais son diffractant (plat) en dehors du domaine d’émission. Il constante
un taux de compression sensible de la matrice. [SL93| discrétise en utilisant
I’ondelette infinie symétrique orthogonale de Battle-Lemarié, qu’il restreint
au diffractant par simple troncation. [CS96]| utilise I'ondelette de Meyer sur
un diffractant non plat, et montre que les ondelettes facilitent 1'utilisation nu-
mérique des espaces de Sobolev (H'/2, H"/2) dans lesquels ’équation EFIE
(48g) est bien posée. Dans le cas ou le diffractant a une zone a forte cour-
bure, [SL96] montre qu’il suffit d’avoir des ondelettes de support de la taille
du plus petit rayon de courbure pour stabiliser la méthode des moments ; de
plus, ces ondelettes n’ont ’air nécessaires qu’aux zones de fortes courbures.
Dans tous ces articles, tous les diffractants considérés avec la méthode d’on-
delettes ont un périmeétre d’au plus 4)\q: il n’y a pas d’étude asymptotique
avec A\g décroissant.

Wagner et Chew font dans [WC95] I’étude asymptotique du cas ou Ay
tend vers 0: ainsi, le diffractant a une taille qui augmente par rapport a la
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longueur d’onde. Il observe que la matrice du systéme a, apres le seuillage,
c(/\L—O)2 coefficients, pour un diffractant de périmétre L ; la constante ¢ donne
aux ondelettes ’avantage sur les multipdles (et sur la méthode des moments)
lorsque le périmétre du diffractant est inférieur & 500\, surtout en ’absence
de coins dans le diffractant. Le choix du nombre de moments nuls de I’onde-
lette de Daubechies a été fixé a 8, car c’est celui pour lequel le remplissage de
la matrice des moments et sa transformation en base d’ondelettes prennent
le méme temps.

Pour améliorer la seuillabilité de la matrice, [NG97| propose par exemple
de ne prendre que des fonctions symétriques compactes dans la base d’onde-
lette retenue, ce qui oblige & remplacer ’orthogonalité par de la bi-orthogonalité
ou de la semi-orthogonalité (définie dans [C92b]). Cependant, selon [GYOO00],
ceci se paye par un nombre de conditionnement qui est considérablement
plus mauvais, aussi bien pour la bi- que la semi-orthogonalité. Pour une er-
reur de la solution en 5% [GO00], la bi-orthogonalité est une catastrophe au
point de vue du nombre de coefficients seuillables, et la semi-orthogonalité
est meilleure que 'orthogonalité. Toutefois, le trés mauvais conditionnement
conduit |GOO| & un plus grand nombre d’itération dans les méthodes itéra-
tives, ce qui disqualifie la semi-orthogonalité aussi.

Toutefois, I'approche de compression par ondelettes est citée comme dé-
cevante par [G98| et [DLI7| pour les problémes oscillatoires: ’analyse fré-
quentielle des ondelettes est insuffisante pour capturer de facon suffisamment
fine le coté oscillatoire de "'opérateur de Helmholtz.

Canning, dans [C96|, utilise les ondelettes pour couper les hautes fré-
quences, pour ensuite insérer une méthode de Malvar pour les basses fré-
quences, dans le cas ou il y a beaucoup plus que 10 degrés de liberté par
longueur d’onde. La partition de ce segment correspond grosso modo & un
découpage de ces fréquences par petits paquets. La discrétisation en paquets
d’ondelettes facilite le découplage de ces segments de fréquences. Une inéga-
lité indique que plus un segment de fréquence est petit, plus les éléments de
la base de paquets d’ondelettes résultante sont de support large.

Pour un diffractant cylindrique a section circulaire (sans coins), Baharav
et Leviatan |[BL96| partitionnent [0,1/{)—:) (voir la remarque 3.3) de fagon a
minimiser la compressibilité (la norme log?, c.f. [CW92|) du second membre.
La base résultante de paquets d’ondelettes (avec Haar) fait que la suppression
de 88% des coefficients de la matrice de rigidité n’entraine qu’une erreur de
1% sur le résidu. Le méme pourcentage n’est que de 40% pour un Fourier &
fenétre, et de 65% pour les ondelettes (de Haar aussi).

Ensuite, Golik [G98] travaille avec le filtre de Daubechies & huit moments
nuls, et fait le choix du partitionnement de fagon & minimiser la somme
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des normes 1' des seconds membres impliqués dans les résolutions deman-
dées. Le découpage obtenu découpe surtout les fréquences entre 0 et i—’; Une

étude asymptotique donne un produit matrice-vecteur en O((/\L—O)g) (norme
12 du résidu en 1%), et remarque que la présence de coins dans le diffractant
ne devraient pas avoir d’incidence sur ce taux de complexité, mais seule-
ment augmenter la constante (tout en restant moins cher que les multipoles
pour les diffractants plus petits que 500)¢). Puis, [DL99a| travaille avec le
filtre de Daubechies a 7 moments nuls, et, en optimisant le découpage sui-
vant la somme des modules des coefficients de la matrice de rigidité, obtient
O((5%)"*), avec un seuil proportionnel a la moyenne de la norme 1' d’une
colonne. Le découpage obtenu n’est globalement optimal pour aucun critére
[DLI9b], par exemple aucun test n’est fait avec les nceuds plus profonds que
la solution définitive; C’est le prix & payer lorsqu’on essaye d’optimiser le
découpage selon la matrice de rigidité résultante (au lieu de se contenter du
second membre comme I’a fait [G98]).

Puis Deng-Ling [DL99a] observe que le découpage se fait essentiellement
autour de la fréquence i—’; (c’est & dire la longueur d’onde \g); ceci est ex-
ploité dans [DL99b| pour définir un découpage fréquentiel qui se raffine le
plus autour de cette fréquence, comme c’est la fréquence majeure de ’opé-
rateur: il n’y a plus de coiit de recherche du meilleur découpage. Ainsi, cette
fréquence de 'opérateur est utilisée avec des éléments de la base qui sont a
la bonne fréquence et peu nombreux méme s’ils sont de support bien plus
longs. [DL99b| arrive aussi a ne plus stocker de matrice pleine: le coit mé-
moire du calcul de la matrice de rigidité est méme estimé a O(()\Lo)l'?’), et
méme O((/\Lo)l'%) lorsque le diffractant n’a pas de coin, ce qui lui permet
de considérer un probléme de taille 819.2); le coiit de calcul reste, lui, en
O((£)?log” &) [DLO2].

[GOO0] illustre que pour une méme tolérance relative sur la solution, il
n’est pas utile d’utiliser les ondelettes au lieu des paquets d’ondelettes, pour
des problémes de taille 12.8)\g & 102.4); et méme plus. [GOO] illustre aussi
que la semi-orthogonalité est peu utile, et que la bi-orthogonalité est une
catastrophe en tout point pour une méme tolérance relative sur la solution.
Ces résultats supposent qu’il n’y a pas de bon préconditionneur.

[DLO02]| observe que l'essentiel de I'opérateur, au sens de la construction
d’un préconditionneur, est sur la diagonale, et pas loin de la longueur d’onde
Ao ce qui représente les interactions entre segments paralléles du bord du dif-
fractant (voir diffractants en formes de peignes) et les interactions internes a
chaque segment. De plus, ils construisent un préconditionneur (avec illustra-
tion numérique) en O((/\L—O) log()\L—O)). La construction prend O(()\L_O)é)

Toutefois, ces deux articles font la méme erreur, en oubliant la permuta-
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tion de Gray (échange des résultats du filtre pour les paquets de fréquence
correspondant & n impair [W94]), ce qui met en cause leur raisonnement
fréquentiel. Ainsi, [DL99b| n’obtient-il que O((5:)"*°); avec deux fois moins
de coefficients que [G98|, [DL99b] obtient tout de méme une erreur sur la
solution de 3%.

Nous avons ainsi vu trois stratégies pour trouver ce découpage

1. de fagon a maximiser la compressibilité du (des) second(s) membres(s)
|BL96| |G98] |G00|, avec la stratégie Bottom-Up.

2. de fagon & maximiser la compressibilité de la matrice de rigidité, avec
la stratégie Top-Down [DL99a].

3. indépendamment du probléme, de fagon & zoomer autour de la fré-
quence de la longueur d’onde Ay [DL99b| [DL02|.

Voir le résultat de nos essais dans la partie 5.2.2.

Outre ce découpage, pour configurer les paquets d’ondelettes, il faut aussi
choisir une ondelette. Nous avons jusque la cité des ondelettes orthogonale
(Haar, Daubechies). Selon Cohen et Daubechies [CD93], la bi-orthogonalité
et la semi-orthogonalité sont & éviter car elles rendent instable la méthode
des paquets d’ondelettes.

Jusqu’ici, tous les articles font la matrice de rigidité des (paquets d’)ondelettes
a partir de la matrice de rigidité de la méthode des moments (Petrov-Galerkin,
avec discrétisation en fonction constantes par morceaux, et Diracs comme
fonctions tests). Ce choix est par exemple motivé par [SL93| car la valeur
des ondelettes est souvent difficile a calculer ([SLI3| a préféré travailler avec
des ondelettes spline orthogonales, donc avec un support infini 4 tronquer).
Peut-étre que cette approximation n’est pas importante comme il s’agit d’une
erreur en hautes fréquences; toutefois, il résulte que N degrés de liberté par
longueur d’onde donne une précision qui se dégrade lorsque A tend vers 0,
selon le théoréme 4.8.

3.3.5 Prédiction et calculs dans la matrice de rigidité

[WC95], [DLI9b]| et [DLO2] maintiennent aussi que la position des gros
coefficients dans la matrice de rigidité est difficile & prédire, et serait trés
utile pour passer en-dessous de O((/\L—O)ZlogZ(%o)) pour la construction de
cette matrice: or I’étude temps-fréquence présente dans I'article multipoles
|[R93] a été généralisée au cas des paquets d’ondelettes dans la partie 5 de
cette thése.

[ABCO00] propose de calculer les termes de la matrice de rigidité selon
la version asymptotique de l'opérateur de Helmholtz intégral ; cependant ils
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ne parviennent pas a avoir une intégration moins cotiiteuse que la longueur
du domaine d’intégration, comptée en longueur d’ondes. [ABC00| mentionne
la méthode de phase stationnaire inventée dans [S56] (en 1856) et justifiée
dans [W18]. Toutefois, cette méthode, asymptotique par essence, est citée par
[ABCO00] comme convergeant trop lentement pour qu’on assimile sa limite &
la valeur d’une intégrale oscillatoire.

[C96] et [ABCO0] suggérent de calculer les coefficients de la matrice de
rigidité en ne gardant que les produits d’exponentielles qui font moins de
67 de variation de phase globale. Mais cela impose de décomposer en ex-
ponentielles complexes approximantes les fonctions de la base, et Coifman-
Meyer-Wickerhauser [CMW92| explique qu’une telle décomposition d’un pa-
quet d’ondelette n’est possible que si la fonction enveloppe (la fonction bosse)
dépend un minimum du numéro de paquet d’ondelette.

[DLI9b| a réussi a calculer la matrice de rigidité en moins de O((/\LO)Q)
pour l'occupation mémoire (mais pas en complexité) en n’utilisant pas la
transformation rapide de paquets d’ondelettes.

|G98| suggére de calculer la matrice de rigidité initiale (en fonctions
d’échelle) sous une forme non-standard compressante (avec, pourquoi pas,
la méthode des multipoles), factorisée partiellement via la méthode des mo-
ments, et d’ensuite calculer la décomposition en paquets d’ondelettes, par-
dessus la décomposition non-standard, ce qui pourrait faire moins que O((/\L—O)Q)

3.3.6 Préconditionnement : mélanges de ces méthodes

Dans sa thése [D99|, E. Darve utilise la discrétisation dans la base de
Malvar pour faire un préconditionneur, et combine ce préconditionneur avec
la méthode des multipoles: ainsi, il a pu atteindre des nombres de condition-
nement tels que le nombre d’itération de la résolution itérative est 5 pour
une précision de 10 8. Il remarque aussi que la parité aux jonctions, dans
la base de Malvar, est trés importante pour atteindre de tels nombres de
conditionnements.

L’article [DL02| suggére 'utilisation de la discrétisation avec les paquets
d’ondelettes décrits dans [DLI9b| pour faire un préconditionneur, et de com-
biner ce préconditionneur avec la méthode des multipodles: c’est 14 une solu-
tion astucieuse, méme si elle souffre de la simplification abusive de la permu-
tation du code de Gray et plus généralement de justifications mathématiques.
Le nombre d’itération est plus petit que celui avec les préconditionneurs iden-
tité et simplement bloc-diagonaux de la méthode des moments; le temps

] 2 Lt ’ . 4
consacré au préconditionneur dans toute la résolution est en O((/\LO) 3).

141



|CRO3| propose de construire automatiquement une base, qui n’est ni
celle des ondelettes, des paquets d’ondelettes, de Malvar ou de la méthode
multipoles, en utilisant un processus de diagonalisation d’endomorphisme en
bases orthonormées: ainsi, il discrimine trés clairement entre les longueurs
d’onde évanescentes (plus petites que )g) et les autres. Avec un processus de
diagonalisation d’un endomorphisme plus sensible & la direction d’émission
que celui considéré dans [CR03], il est peut-étre possible de discriminer par-
faitement les autres longueurs d’onde selon leur direction d’émission, comme
essayent de le faire les bases de Malvar et celles des paquets d’ondelettes; de
plus, les coins et les courbures n’auraient plus d’effet négatif sur le temps de
résolution.

Notons que la conclusion de [DL99a] dit du bien d’une compression en
paquets d’ondelettes non-standard de la matrice, avec une complexité tom-
bant a O(()\L—O)) Mais Deng et Ling semblent parfois approximatifs dans leurs
estimations (voir [DL02] ou [DL99b]).

3.3.7 Compatibilité de tout cela avec les coins:

De maniére générale, toutes les approches ayant fait 'objet de justifica-
tions mathématiques augmentent notablement le nombre de degrés de libertés
au voisinage des coins, comme présenté par Kress [K89]. Ceci a pour consé-
quence notable que l’espace V), n’est plus invariant par translation. Nous
n’étudierons pas ces espaces de discrétisation V} plus adaptés comme pro-
posés par Djaoua |[D81|, Costabel [C83|, Costabel-Stephan [CS85] |CS87|
[CS93], Stephan-Suri [SS89], Elschner [E93], Kress-Sloan [KS93], Schneider
[S93], Schneider [S03], ou Petersdorff-Schwab [PS97].

Au lieu de cela, nous allons, grande nouveauté, faire des estimations
asymptotiques lorsque Ay tend vers 0, mais dans le cas ou le diffractant ne
présente pas de coin.
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4 L’intuition des numeériciens sur %1

L’intuition dit que pour discrétiser un signal oscillant J, il faut mettre
au moins un degré de liberté par ventre, c’est a dire au moins deux degrés
de liberté par longueur d’onde pour toute longueur d’onde susceptible d’étre
représentée dans la fonction J.

Cette intuition a été utilisée dans tous les articles faisant varier la lon-
gueur d’onde Ay du probléme de Helmholtz (24), qui demandent dix degrés de
liberté (au lieu de deux) par longueur d’onde. Averbuch-Braverman-Coifman-
Israeli-Sidi [ABCO00] montrent qu’ainsi, les formules d’intégration existantes
sont trés satisfaisantes. Pour 1’équation des ondes (non intégrale), Bamber-
ger [B81] explique que la discrétisation en différences finies a une vitesse de
propagation qui n’est pas la méme que celle de I’équation des ondes lorsqu’il
y a moins que 10 degrés de liberté par longueur d’onde.

Cependant, il faut encore montrer que le probléme discrétisé avec N de-
grés de liberté par longueur d’onde reste valide lorsque Ay tend vers 0, avec
N indépendant de Ag.

Kress et Sloan [KS93| font par exemple la démonstration de l'existence
de cet entier N, mais uniquement & )\g fixé: Ils commencent par isoler la
singularité logarithmique de la fonction de Hankel sous la forme de la fonction
de noyau -
. . T t_t’
ia log sin(*™7—)
271')\0 )\0
telle que visible dans le développement limité (29d). Ensuite, le reste est
considéré comme étant un opérateur compact méme si oscillatoire : alors en
effet, lorsqu’on diminue h & )A¢ constant, on finit par stabiliser les valeurs
propres de I’équation discrétisée assez loin de 0, ce qui permet alors de justifier
les résultats numériques. Amini [A99] a la méme approche.

Kress [K85] a calculé les valeurs propres signalées en (71) lorsque le dif-
fractant est le disque, puis a fait des graphes pour étudier de visu leur com-
portement et ainsi corroborer 1'ajout de g dans (49). Amini [A93] a ensuite
fait des graphes similaires pour le cas ou le diffractant n’est plus un disque.

Amini-Profit [AP00] a repris ces graphes, et les a adaptés pour corroborer
la notion de « N degrés de liberté par longueur d’onde » pour la méthode
multipodles pour un diffractant quelconque.

(t,t) — (67j)

Afin d’avoir N indépendant de Ay, il faudrait étudier cet opérateur com-
pact pour )\g petit. Mais cet opérateur n’est pas étudiable de cette fagon:
c’est une fonction oscillatoire de longueur d’onde Ay qui diminue; la valeur
moyenne autour de laquelle se font ces oscillations est une fonction qui tend
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a se comporter aussi mal que (67j) lorsque Ay tend vers 0, ce qui fait que
I'opérateur défini par (67j) a une norme L? — L? encore plus mauvaise que
A lorsque )\ tend vers 0.

Au lieu de (67j), nous avons choisi de considérer, pour séparer la singu-
larité, la fonction de noyau

1
(tt) — A—OH%)(

2L sin(™=1)

Ao )
ou plus précisément (afin d’intégrer «) le noyau K lui-méme, mais dans

le cas du diffractant circulaire (S n’est plus (33) mais c’est un disque de
circonférence L), auquel cas il a ’expression

oml—t]
2Lsm% i . mwt—1t

A a
K n -
(t:2) o P

— Hank
4)\0 0 (

ol K est la notation sous laquelle il sera introduit plus bas.

Tout comme Amini [A99] I’a fait pour le cas de I’équation de Laplace, nous
étudions la perturbation K — K venant du fait que S n’est pas circulaire.
Cette perturbation se comporte bien mieux pour ¢ voisin de ¢; et pour les
autres t', il oscille autour d’une valeur moyenne nulle, de sorte que sa norme
[2 n’est qu'en A, 3/ 2, soit pas plus mauvais que I'opérateur A lui-méme.

4.1 Inversibilité de opérateur.

D’aprés le théoréme 2.29, I'opérateur A (55) est la somme de l'identité,
d’un opérateur contractant, et d’un opérateur compact : ainsi, |A7||7" est
asymptotiquement un O(1) lorsque A¢ tend vers 0.

Les expérimentations numériques ci-dessous montrent que [|A™!|| n’est
hélas pas en O(1), méme si S n’a pas de coin.

Voici un graphique de ||[A7}||7! en fonction de \q, lorsque S est le diffrac-
tant (34), et lorsque le paramétre o de A visible en (55) vaut 4:
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F1G. 23 — Un choix sans coin pour le diffractant S.

Il apparait donc que lorsque S présente des coins, la plus petite valeur singu-
liére de A peut étre trés petite. Pour le calculer, nous observons que 'inégalité
| PoAugl| > ([[(A*)7Y|7 — cp)||unl| page 118 peut étre retrounée avec les hy-
pothéses (60) et (61), ce qui rameéne le calcul au calcul de ||(P,Alv;,) Y-
Il s’agit donc de calculer la plus petite valeur singuliére d’une matrice fi-
nie, ce que nous faisons avec ARPACK-++, qui est lui-méme une interface
en C+-+ au module ARPACK96 en Fortran (http://www.caam.rice.edu/
software/ARPACK/).

Nous voyons que ||A~!|| n’est pas borné non plus, lorsque le diffractant
n’est plus (33) mais (34) (sans coins) qui correspond a la figure 23 qui a pour
équation paramétrique

6sin(t') + 3sin(2t') + 2 sin(3t)

t'—
¢ 6 — cos(t') — 6 cos(2t)

(69a)
o t' n’est pas l'abscisse curviligne, et ol ¢ est tel que le périmétre L de S

vaille 16. Voici un graphique de ||A || en fonction de g, lorsque S est le
diffractant (34), et lorsque le paramétre o de A visible en (55) vaut 4:

Dans le cas ou le diffractant S est une boule, le calcul des valeurs propres

de A est possible, et nous constatons que ||A™!|| est borné indépendamment
de )\0 .
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Propriété 4.1 Lorsque le diffractant S est un disque, la norme de ’tnverse
de Uopérateur A est en O(1) indépendamment du rayon R et de la longueur
d’onde g tels que \g < R. De plus, cet opérateur A est diagonal dans la base
orthogonale de Fourier (e,)yez de L2(0S) ainsi définie :

eu(t) = el Fut (70)

B Dans le cas de la boule, nous avons déja exhibé, dans la démonstration
de la remarque 2.22, pour m € %, que le m-iéme élément e,, de la base était
un vecteur propre de J — vy(J *x G) et de J — v (J *x G) de valeur propre
valant respectivement

TR 2R
2i )\()

2rR ™R

) et 2rR
/\0 1)\0

Ao

2R

Hank
(5 )

)R Hank( Hank( )R Hankl(

donc (70) est vecteur propre de A défini par (55) de valeur propre associée

2rR ok 2R ank 2R anks 2T R
o HTH ( " )(4R H ()\—0) +imReH ()\—o)) (71)

1 2 27TR

dont l'inverse est de module plus petit que max( o |) dés que > L selon
les graphiques des figures 26, 24 et 28 faits avec le logiciel de calcul Maple
Notez que ce n’est pas une démonstration.

Cette propriété est peut-étre généralisable a tous les diffractant convexes.
Toutefois, toutes les estimations démontrées dans la suite s’appliquent au
cas d’un diffractant non convexe, donc nous ne supposons plus que ||[A7!]]
est borné indépendamment de )\q par une constante. D’aprés la condition
(60) du théoréme 3.1, un espace de discrétisation Vj, devient légitime dés que
son projecteur orthogonal P, vérifie les estimations

1 1
|1~ PYAP| < 5[4 et [PAGd = Pl <S4 (72)

qui proviennent de (60) et (61).

4.2 L’inégalité directe est inefficace

D’aprés les théorémes 2.27 et 2.28, 'opérateur J — —VO(J*G) — 2 (J *
G) — J a une norme d’opérateur L2(8S) — H(8S) en O(X,**|log o),
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1.4

Ww

1.2+

0.8

0.6

F1G. 24 — Graphe Maple permettant de supposer que la plus petite valeur
singuliere de A n’a pas 0 comme point d’accumulation lorsque Ao tend vers
0:cas oo = —4 et S =disque. On an =m, v = Z2 et en ordonnée on a

Ao
Uinverse du module de (71).
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u

F1G. 25 — Graphe Maple agrandissant la em < ZR < 9m de la figur

du casa = —4. Onan=m, x = %/\— et e donnée on a l’mverse du
module de (71).
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n 100 X

F1G. 26 — Graphe Maple permettant de supposer que la plus petite valeur
singuliere de A n’a pas 0 comme point d’accumulation lorsque Ao tend vers
0:cas a = 4 et S =disque. On an =m, x = %, et en ordonnée on a

Uinverse du module de (71).
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1160 80 60 40 20 0

F1G. 27 — Graphe Maple agrandissant la zone m < % < 2m de la figure
1 27R

m oo s eten ordonnée on a l'inverse du

26 du casa=4. Onan=m, x =
module de (71).
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1.4

1.2+

|

0.8

0.6

F1G. 28 — Graphe Maple permettant de supposer que la plus petite valeur
singuliere de A n’a pas 0 comme point d’accumulation lorsque Ao tend vers
0:cas o = —4n et S =disque. On an =m, v = Z2 et en ordonnée on a

Ao
Uinverse du module de (71).
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. ///'m\ j“‘wlllww W (MM i \“ it ‘

u

FIG. 29 — Graphe Maple agrandissant la zone m < Z& < 2m de la figur
du cas a = =—4r. Onan=m, = #— et e donnée on a l’mverse du
module de (71).
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pour pouvoir déduire P'estimation (72) & partir d’une inégalité directe du
type (65a) sur Vj, il faut que h soit en )\g/ ? Cest a dire que h doit décroitre
beaucoup plus vite que A : il est impossible de se tenir & dix degrés de liberté
par longueur d’onde.

Il n’existe pas d’inégalité directe du type (65a) portant sur H'(°S) avec
un facteur plus petit que h lorsqu’on utilise I’espace H'(¢S).

Comme expliqué dans 'introduction (22) et justifié par la propriété 2.23,
L’opérateur A, défini en (55), est un opérateur intégral de Fredholm de se-
conde espéce de la forme

AF0) = 1)+ [ Kt)i@)ar

ou K a été défini dans (23), et reformulé en (51) en remplacant G par sa
définition (28) avec la fonction de Hankel H&"™.

La norme d’opérateur L?(9S) — H'(AS) de A n’est intuitivement pas
plus petite que O(\, 3/ 2), car son noyau K est un équivalent en A, 3/ 2, a
cause des équivalents (32b) et (53) sur les dérivées de la fonction de Hankel
Hg" .

Le remplacement de H*(9S) par des espaces de Hilbert H™(9S) avec un
exposant m > 1 n’est pas possible a cause de la singularité logarithmique de
Hgm* visible dans (29d).

Le remplacement de H'(0S) par des espaces de Besov (comme B}ﬁl)
issus de I’approximation non-linéaire est ici inefficace car 1’oscillation de Ha"*
qui pose probléme est présente dans un grand domaine de définition du noyau
de A.

Ainsi, I'utilisation d’inégalités directes du type (65a) ne permet pas de
corroborer l'intuition des numériciens.

La solution pour justifier I'usage de dix degrés de liberté par longueur
d’onde est d’abandonner 1'usage d’un espace tel que H'(9S), qui tient compte
de toutes les fréquences, y incluant celle i—z de longueur d’onde Ay caracté-
ristique de 'opérateur A. Au lieu de cela, nous n’allons pas mesurer toutes
les fréquences, mais seulement les fréquences de longueur d’onde bien plus
petites que \g, en vérifiant directement (60) et (61) sur le projecteur P, sur

Vh-
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4.3 L’opérateur focalise les hautes fréquences en ’ab-
sence de coins.

Nous allons étudier la plus petitesse de

/ / (8,80 (£)e2 ™ 30 by ()2 30 At (73)

avec |k1| et |ko| sensiblement plus grands que 1 et multiples de 32, et b; et
by deux fonctions CP indépendantes de ki, ko et \g. Les démonstrations ne
prendront pas en compte que |k1| et |ks| sont sensiblement plus grands que 1,
ce qui permettra de démontrer, dans la partie 5, que la matrice de Galerkin est
creuse (pour les paquets d’ondelettes comme pour Malvar). Par contre, nous
nous limitons au cas \g < %, par commodité, principalement pour étre sir
que |log A¢| ne peut pas étre petit, ce qui simplifiera les expressions. Cette
restriction de la longueur d’onde )y n’est pas importante, car le principal
objectif de cette partie 4 est d’obtenir (72) pour Ay petit.

Pour montrer que (73) est petit, nous allons utiliser des intégrations par
parties dans le principe de la phase stationnaire, car la fonction de Hankel
HE"™ et ses dérivées sont oscillantes. Posons

u(t,t’) = 2m|s(t) — s(¢')| (74)

qui est une fonction indépendante de \g; cette fonction commande ce qui
dépend de )y dans le noyau (23). Plus précisément, c’est le gradient de cette
fonction qui commande la vitesse des oscillations; ces oscillations ont mora-
lement une longueur d’onde toujours supérieure a Ay, en vertu des dévelop-
pements limités (32a) et (32b), et de la propriété suivante:

Propriété 4.2 Les dérivées selont et t' (définies presque partout) de la fonc-
tion u sont bornées presque stirement par 2w, méme St S a des coins:

\—(tt)| <o et \—(tt)| < or

B Par symétrie seule la premiére inégalité est & montrer. La fonction s qui
décrit le contour de S (définition 2.9) est dérivable par morceaux, et est
continue : donc u est Lipschitzien ; trouvons une borne presque stire sur %.
Lorsque s est dérivable en ¢, on a:

Ou (s'(t)|s(t) — s(t))
| — o

=2
at(tt) s

(75a)



et la preuve est terminée comme s est paramétré par abscisse curviligne:
! —
[s" ()] = 1. m

Ce qu’il faut repérer dans (73) et (51) est que Vu a une certaine image,
et que lorsque le vecteur 27[,':;] est loin de cette image, alors une intégra-
tion par parties se passe bien et nous pouvons utiliser la méthode de phase
stationnaire. Une premiére maniére de s’assurer de ceci est que 27|k; + ko,
que nous noterons |k, |, soit plus grand que 67, ce que fait la propriété 5.5
ci-dessous. Une seconde maniére est de s’en assurer que 27|k, — ko|, que nous
noterons |k_|, soit plus grand que 67, ce que fera la propriété 4.4.

Notons que u = O(|t — t'|), ce qui fait que O(u) est une abréviation
pratique pour O(|t — ¢|), abréviation que nous utiliserons sans modération.

Propriété 4.3 En l'absence de coin dans le diffractant, et si s est CPT3,
Uintégrale (73) est en

O([1og AolXg™* ([1balle + 1bellre) (1 + [k |)7l3”)

ou
ou Ou. ,q
. . . 2 - el el 2
dv = min,min |k, — (57 + 57 |

est en quelque sorte le produit de Ay par la distance (ou son carré) entre
le vecteur 2%[’;;], et entre la diagonale de la matrice de Galerkin dans la

base de Fourier, épaissie de l’amplitude de variation de Vu ; rappelons que
ki =2n(ki + ko).

B Les fonctions by et by, sont des fonctions L-périodiques: c’est difficilement
manipulable. Supposons donc que b? + b3 est nul sur au moins un intervalle
du diffractant, quitte & découper I'intégrale (73) en quatre morceaux. Soit z
un point dans l'intérieur de cet intervalle. Dépériodisons les fonctions b; et
by, en rendant nul b, (¢) et bo(t) lorsque t ¢ [2,2 + L]. Soit Iy C Ret [, C R
les supports de by et by. Cette dépériodisation permet de signer sainement v :
Soit
t—t t—t

u(t,t') := tt') =2

Is(t) — s(@)]l-

Lemme 4.3.1 Comme s est C3, ce signage est sain: u est C3 (sur I, x I,),

gl , q
et (t,t') — % et (t,t') — ﬁt(t_tf) sont C?; (i_f—g,u est continu pour 0 < q < p,

. L otla .
comme s est CP™3; on a aussi la continuité de —5— (avec une puissance
différente au dénominateur).
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® Dans la démonstration de ce lemme, on fait abstraction du facteur 27 dans
la définition de u et de @. La fonction u admet les dérivées suivantes:

0 (S0)ls) — ()
o1 = sy — )]

P (SOl —s(#) (S0 Is(t) — s(t))?

u(t,t') +
or? [s(t) — s(¥)]] Is(t) — s(t)[?
9 9 (t4) = (S [s(t) = s@)) (S (#) M s(t) = s(t))
otor Is(t) — s(¢)]|?
(" ()] s(t)—s(t')) (" ()L [s(O)—s ()" () ]s(D)—s(t))
D oty = OO +38% [ECRIGI
3 ’ (s"(@)]s(t)—s(t')) (s’ ()L ]s(t) —s(t"))?
ot —3 ECEIGI
_ ("W s —s(@))(s" () st —s(t)) | (s (t)]s(t)=s(t))(s' (1)L |s(t)—s(t))?
D0 )= ORI * s
ot2 ot 7’ +2( s'(t)[s(t)—s(t ))(8’(??'):(1\5851&,8)('?‘];))(8’(t’)Lls(t)*S(t’))
Nous savons que éﬁ:i' % tend vers s'(t) = ﬁ;’,fz;‘ lorsque ¢’ tend vers
. . S’ 1 s _s ’ S" s .
t. Ainsi, { |(|ts)(t)|7(;()t,)”(§ D) et <|I§2‘) (?(t,)ﬁzn sont continues en (t,t') € I x Is.

v . .
Comme d’autre part s, s”, s" et ‘i, ;m sont contlnues aussi, on a

montré que toutes les derlvees ci-dessus multipliées par =] t, tl convergent dans
R lorsque t —¢' diminue, et que donc @, Dui, D?% et D3% sont quatre fonctions
continues sur I; x I, pourvu que s soit C3 Un développement limité a reste
intégral montre alors que u(t,t'), % ut,t ) et _(t t,) sont C3 en (,t') si s est C*.

Posons 9, := at + at" Comme s est Ct3 on a

9 ((tt')? Z Cr(a" (s(t) — s(t'))|0L " (s(t) — s(t')))

- ioc;«sm (8) = SO ) — s(E)

t+t t+t

:écz«t_t')sw( )+ O((t—t))|(t—#) s+ (=) +O((t—#)?)

t+t t+t
L) |s(a=m+D) (L

SN0 -1y

t,)2 i Cz<8(r+1)(
= (- t')Q%@'(z)\S'(z)) +0((t - 1))
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ol z = t+t . Lorsque ¢ est non nul, on se met a dériver ||s'||? qui est constant

égalal comme s est une courbe unicursale, donc la derniére somme ci-dessus
NP . 8% (u?
est nulle. Un développement limité & reste intégral montre alors que —‘"éf—)
est continu si 0 < ¢ < p. Comme 0, (%) = 200, a4, 2 est C° si s est C..
Une récurrence facile basée sur le développement de 97 ( %) montre que, pour
q —
0<q<np, %estco.
Pour ¢ = p + 1, le raisonnement ci-dessus ne donne pas O((t — #')*) mais
Pt (g2 ) Pty .
seulement O((t — t')?); alors, —* ﬁg(“ ) est continu, et 5 est continu. .
En dehors de la fonction u, nous devons aussi étudier la fonction appa-
raissant dans le noyau (23), & savoir

s(t)—s(t+e : —
lim, 0+ (s () o) sit =1 (75b)

(&' (O R =e) sinon

(it t) = {

Lemme 4.3.2 Comme s est CPT3, v est CP.

® Pour montrer que v est CP, c’est juste une affaire de développement limité
a reste intégral. .
Comme H§™ est solution de I’équation différentielle de Bessel (29¢), on

Hge () _ [0 1 [[HE™(r)
[Hg”’“’(r) pull B | ety > 0. (75¢)
A la lumiére de (73) et de (23), posons

Y(tt) = H“"’“(}\iu(t #)) 273 (kattat) (75d)

0

et 1
Z(t) = —HE™ (u(tt)e ™ . (75e)

0

L’identité (75c) se généralise ainsi:

vyst) ] 1 2c(p]  — o Vultt) Y (tt')
lV(u(t,t’)Z(t,t’))] B A_ol u(t,t)Vu(t,t') 2 [ﬁ;] Hu(t,t’)Z(t,t’)]
(75f)
ou la matrice centrale, définie par blocs, a quatre lignes et deux colonnes.

Prenons le produit de [(1)(1)(1”1) T par (75f), ce qui avec les notations 9, :=
et ky = 2n(k1 + ko), donne:

V] 1] ik -2V
aJFluZ]_)\_Olu&ru ik ][uZ] (75¢)

157

E—" at'



Le déterminant de cette matrice vaut (9;u)® — k%. Nous allons intégrer par
parties avec la dérivation vectorielle suivante:

e

Tout va bien, car le premier lemme montre que %"—ﬂ continu. Nous allons
intégrer parties p fois. On a DT[UY] = /\i[ Y ], donc (73) vaut

x / / [ ] (A D7) luYZ]dtdt’ o) / / [ ] [ ]dtdt (750)

avec f(t,t') = bi(t)ba(t') et g(t,t') = iwv(t,t’)bl (t)b2(t') qui sont deux fonc-
tions indépendantes de \g. Notons que Y et Z dépendent de A\y. Chacune
des p dérivations 0, présente dans D va dériver tour & tour chaque fonction
présente subséquemment, que ce soit f ou g, ou une fonction de la dérivation
a coefficients non constants D. Dériver f(t,t') ou g(t,t'") jusqu’a p fois est
possible de facon contrélée vu les estimations de régularités disponibles sur
v, by et by ; dériver v(t,t') jusqu’a p fois n’est pas un probléme grice au second
lemme. Dériver chacun des termes de la matrice
ik, —u0,7
. [ ik ]
présente dans la définition de D ne grossit pas leur importance, grace au pre-
mier lemme: 0f (a+ Z2) est un produit de facteurs du genre q, , donc 04 (a+ =
est en 42 si ¢ < p, et c’est en u si ¢ = p: ainsi, dans tous les termes du
développement des dérivées de (751), les matrices M aux coefficients plus ou
moins dérivés restent toutes de taille en 1+ |k|.
Dériver le dénominateur de D dans (75i) fait apparaitre un facteur mul-
tiplicatif de la forme suivante, ou n < p:
o (04u)?
(8+11)2 — k2

qui a un module controlé par ()72 car s € CP*3 et n < p.

k

Comme au plus un seul facteur multiplicatif du type (75j) peut apparaitre

pour chacune des p dérivations de (75i), et comme (751) ne contient lui-méme

que p représentants (avant ou aprés dérivation) du dénominateur de D, tous

les termes du développement des dérivées de (75i) sont plus petits qu’une
constante fois la racine de

(75])

|k+‘+1 2 2 u 2p !
// By ) (Y e max(1, () )i

(£ 15w + llglle) A"
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D’aprés (75d), (75e), (29d) et (29e), on a

A2 <A
)\Jl/zmax(\Y|,|uZ|) _ O({ o ' |log - | si |ul o)

u—1/2 sinon

qui a une norme L? en O(]log \g|), ce qui donne le résultat. ]

Propriété 4.4 L’intégrale (73) est en

1 1
o [b1][12[1Bal2 (76)
161]lp2  [1b2lly,2 . k_|\p_
k11 + min 0 ([f5y e ol ) 1D (Uu) ’|long|(J_[)p 1)
)\0 A3/2

(161 [z a5y + l|b2lm2(05)) + (oL llwrr + (163 ]lwn, 1))

+—
k-] k2

avec les suppositions que les éléments by et by de la base sont HP avec p > 0,
que s est CP*3 et que |k_| est plus grand qu’une constante K, indépendante
de p, de by, de by, de ki, de ko, de S et de \yg. Nous utiliserons la notation
W™P pour l’espace de Sobolev habituel. La constante du O() ne dépend que
de S et de p.

B Nous supposons que Ky > 67. La preuve est compliquée, nous allons
d’abord la faire au cas ou le diffractant S est un disque de rayon R = %,
puis pour le cas général. Rappelons que klf—o et kl){‘—o sont entiers.

Cas du disque, avec b, (t) et by(t) valant 1 pour tout t.

Dans ce cas, nous avons vu dans la démonstration de la propriété 4.1
sur la norme de A~! que l'opérateur A était diagonal dans la base (e,;)mez
définie en (70), et que la valeur propre associée a e, était (71), qu’on note
temporairement v,,. Watson [W22| donne le développement en série suivant :

0 (_ 1\n,.m+2n m—1 o _— 1\1pp—m+2n
Homk(9r) = Z ( ‘1) r ' _iz (m—n '1).7’
n=0 n. (m + n) n=0 n.m
o] _1) Tm+2n m+n
+ iy~ (2c-Y -- +2logr)
7E)n'(m—f—n Ir I;)p pzo &
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En utilisant la formule de Stirling n! ~ /2n7 + 1(%)" nous trouvons deux
constantes my et ry telles que pour tout m > mg et r < rgm,

m - m/2
r ank _l (m_n_l)' 2n Lm L
(m — 1)!Hm (2r) = s 7;] (m —1)!n! e O((m) log m)

et

@’R] H(mk(2 ) _ mZ/Q (_1)nm!,r.2n +O((L)m)
pm 1 m A &~ (m+n)n! m

uniformément en m et r. En utilisant ces deux développements limités avec

la formule de dérivation HZ'*'(2r) = ZH™ (2r) — SH', (2r) dans (71) avec
TR

7'_)\— on a

"2~ — 1) iar ™2 (—1)Mmlr2e ™2 (1) (m — 1)
(71):(2( 1! Qn)( Z( 1)"m! n (=1)"(m —1)lr*"

= (m—1)n! T\ = (m+n)n! ¢ (m+n—1)n!

P2 2 () (m 4 1) 2 T r T et r
e 2 e )+ O s )0 ) + 0

ot le reste O(~) contient les produits entre un des restes et une des sommes
provenant des deux développements limités ci-dessus, c’est a dire

ar i ™2 m—n-—1) , T
%;E((m—l)!nl)r O((E) )

or ™2 (—=1)"m!r?"
2m = (m +n)!n!

. m/2

1 2n m—1
—in 3 o ()

2 172 (m—n-1)

Ry Dl e I (

)m+1)

m+1
et

irr2 (/2 (=1)"(m + 1)Ir*" (( r

-
e T ympe
mm+1) ‘= (m+n+1)n! m) ©8 m)

dont les termes sont en O(;-) si on suppose que 2logmgy < —y/mglogrg
(faire un raisonnement différent selon que n < y/m, auquel cas on a nlogm <
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mlogrg et donec m™ < (;-)™ qui donne assez de marge de manceuvre, ou non,
auquel cas le facteur (n!)? contient n*"* qui vaut m" et facilite les choses). De
plus, nous avons suffisamment de marge dans les estimations de ces termes
pour que la somme soit en O(-) elle aussi.

En recombinant ces sommes, nous voyons que (71) vaut

%2 QRZRZ (n )fnm+p +T§/:2 %zn: (p)fnm+p)+

27r7“n 1 e
2""/2 2n n -9 r
RIS ap(" )t O
p=2 p m
avec fu(z) = [[}~, . En appliquant le théoréme de Rolle et avec un

raisonnement par récurrence sur n, nous voyons qu’il existe ¢ € [0,n]
tel que >0 _ (Z)(—l)p f(p) = f™(c) (appliquer le théoréme de Rolle &
t= 30 0 (Z) (=1)?(f(tp)— f(p)t"™) puis enchainer I’hypothése de réccurence).
Alors les sommes sur p ci-dessus valent respectivement f"~Y(m + 1 + ¢),
i (m+ ) et fi"7(m+2+ "), avec ¢,c,¢” > 0. Comme n < 2 implique
fP)(m + ¢)| < "“’ (nip)t (%3)~""P, nous voyons donc que si g est sufﬁsamment
petit (ro < 1), on a (71) =1+ O(%).

La preuve est terminée. Nous corroborons le résultat de la propriété 4.4

par une étude numérique: les figures 30 et 31 montrent que cette valeur
propre v,, — 1 de 'opérateur A —Id est en O( —) uniformément en ), et en

m >>——.
Ao

Cas du disque, avec b; et b, quelconques.

Maintenant, nous avons une estimation pour (73), mais uniquement
lorsque b; et by sont constants égaux a 1, grace au cas précédent. Pour pas-
ser au cas général, nous allons nous baser sur le fait que 'ajout de b; et by
reviennent a des produits de fonctions, qui dans la base de Fourier (70) s’in-
terprétent par la convolution par les transformées de Fourier L-périodiques
de b; et de bs.

Soit A = min (”b1||L2 ”b2”L2) 'expression intervenant dans I’estimation de

(161|112 * [[b2]] 2
I’énoncé. Utilisons-1a. Nous avons, uniformément en b; et en w € 7Z:

61(%%) = O(min(llblllmel(w),%)) — O(maxl(el(w)iﬁ)))

o1llr2 * [lb1lae

avec e; et ey deux fonctions Z — IR, de norme #? unitaire. Ainsi nous voyons

que ((1 + A|w\p)b1(2%w)/||b1||Lz) oy & Une norme ¢2 bornée uniformément en
w

b1. Il en est de méme pour b,.
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—0.5

—1-

1.5

2

2.5

F1G. 30 — Graphes du logarithme log |vy, — 1| du module de la valeur propre
de A — Id en fonction de %, a Aom fixé. Les 19 courbes correspondent a

Aom fixé respectivement a 4R, 67 R, ..., 407 R.

—0.8

—1

—1.2 4

—1.4

—1.6

—1.8

2

F1G. 31 — Graphes du rapport %I%L en fonction de %, a Aom fizé. Les
19 courbes correspondent a \om fixé respectivement a 47 R, 67 R, ..., 407 R.

Le rapport tend visiblement vers —1 pour Ao < 1 et lorsque A\om.
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Nous avons donc, en utilisant Cauchy-Schwarz :

—w- ML _ koL
(713) = (Z by ( 27‘(’ Ao Ao )(v ‘le . I)L)
wWEZ L
||b1||L2 ||b2][1.2
= 0 1 1
(f}élé 1+ AlwlPl+ A] —w — % _ %‘p(”ﬂ;—hw ))
Dans le cas ou |k;| > |k, nous avons |k;| > 2|k1 — ko| = \lc \ > 3 3 Dans le

cas ol la premiére partie de cette démonstration fournit une estlmatlon sur

v,, c’est & dire lorsque |5 +w| > T on a
[164]]1.2 l|b2 |12
Sup (U b, —1)
weT: ‘le w|> = 1rR 1+ A|w|1’ 1+ A| —w - ki(f’ k)\20L 5= +w|

[[b1]|z2llboflLe 1

1+ A(4)y P

= O(
Lorsqu’au contraire |k1| > |ko| et \% +w| < ;TO—Z, nous avons

|ki|L 7R _ |k_|L 7R
Wl 52 -
)\0 )\07"0 4)\071' )\07"0

. k_
ce qui est plus grand que JQ—A‘— si nous imposons que Ky > 70T Dans ce cas,

A 1 .
nous avons tout de méme l’estimation v, < % fournie par la partie 2.3.3
(améliorable), ce qui montre que

|61 || ||b2||L2

v 1
<7rR 1+A\w|P1+A| ki_oL_k)%_oL (|k1L+w| )

sup

e ‘k1L+ |

bl l|bo]|r> [ log Ao
1 +A‘M‘p 1 )\0
2Xo

ce qui donne ’estimation de I’énoncé.

Le cas |/~c2| > |k1| se fait de la méme maniére que |ki| > |k2of, il suffit de
poser w' = —w — 8L — BL_Ainsi, nous avons fini la démonstration pour S
étant le dlsque et b1 et by deux fonctions quelconques.

= O

)

Début du cas général.

Nous nous intéressons donc au cas ou ky peut étre petit. Dans ce cas,
nous allons utiliser k_ = 2m(k; — k»). Ici, nous supposons que |k_| > 67
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pour simplifier la démonstration, qui est inspirée de la démonstration de
la propriété 4.3; toutefois, le traitement de la diagonale (u petit) est plus
difficile ici. Par exemple nous serons amenés a manipuler la fonction a*T“,
avec 0_ := 0y — Oy = a 9 . cette fonction aura une singularité marquée

t ot -
pour ¢ proche de t'.

Utilisation du cas du cercle.

Pour compenser cette singularité, nous utiliserons simultanément les
mémes transformations (intégrations par parties, découpes d’intégrales) sur
le cas du diffractant S, et sur le cas ou:

— le diffractant S a été remplacé par S qui est le disque de circonférence

L .

Y

— la fonction v a été remplacée par 4 définie par

=t

i(t,t'") = 2Lsi
a(t,t") S ;

— le noyau K a été replacé par K, défini sur le méme modéle ce qui donne
(68);
— lopérateur A a aussi été remplacé par A.
Ces quatre remplacements correspondent au transfert entre le cas S général
et le cas S disque de circonférence L.
Grace aux raisonnements pour le cas ou S est un disque, nous savons déja
que

ky kg
/ / (£,8")by (£)e” ™ 30 by (¢') > %" dtdt! (77a)

est en (76). Pour montrer la propriété 4.4, il reste donc & montrer que

(73) — (77a) est en (76).

Intégrations par parties.
Prenons le produit de l'équation différentielle matricielle (75f) par

[(1)8 }00] pour nous adapter au 51gne moins présent dans la définition de
k_. Avec la notation 0_ := 9, — 9y = 2 — -2 nous avons alors:

at ot

g [V ]2 L] ik ~&=e Ny
“Nuz| T N | u0_u ik ||uZ
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Le déterminant de cette matrice vaut O_u? — k?, et la propriété 4.2 et nous
allons intégrer par parties avec la dérivation vectorielle suivante :

D m = (tt) = 0 (ml i ] m)

u

Notons que d_ = k% — (9_@)? > k2 — 167> > 2|k_|* (propriété 4.2): ainsi,
nous n’aurons pas de probléme de petitesse de |(0_%)? — k2 |, ni de probléme
relatifs & ses relations avec 0_.

En revanche, il faudra faire attention aux effets des dérivations O_ sur
% qui n’est pas continu en ¢ = t'. Nous ne ferons que deux intégrations par

parties, et encore seulement sur les sous-domaines Ax = {(¢,t') : [t—t'| > X}
et Ay, ={(t,t') : [t —t'| > Ao}, pour un réel X vérifiant X < Ag; nous allons

faire tendre X vers 0. Comme DT[uz] = % [uYZ], ces deux intégrations par
parties donnent

1 T
- [ ] o
Ao
_ - Ty ,
- [ M}l ] luzldtdt
ik, &t Y ,
" //Ax lg] 0_ u2 o_u? — k2 l —ud_u ik ]6 luzldtdt
B A0_1/ AX luZ] Mdtdt’ (77b)
al e a9
B //AX\AA luZ] (1(@[ Z—T@ ?k_u][;;])dtdt' (77c)
v’ 1 ik —ud a
+ 2/t’:t:|:X luZ] ml - p ]
Y
i AO/ /A [uZ] D [g]dtdt (77e)

vy1'oo1 ik. —ud_u f
:I: 2 _— _ D f
Ao #'=t—(£Ao) luZ] o0_u? — k? [ - i ] lg] d (77f)

u

[f ] dt (77d)

ou f et g sont comme dans la démonstration précédente des fonctions CP
indépendantes de Ag.
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Estimations de comparaisons entre le cas général et le cas du
disque.

L’intégrale (77a) peut se découper exactement comme nous venons de le
faire pour (73). Notons (77b) + (77¢) 4 (77d) + (77e) 4 (77f) cette décompo-
sition ; notons D la dérivation analogue a D, et 7 , f’, v, f et ¢ les analogues
de Z, Y, v, f et g, toutes ces fonction qui ont été définies aprés (77a).

Les dérivées partielles d’ordre au plus deux de u et de @ sont, d’aprés
leurs expressions dans la preuve du lemme 4.3.1, égales lorsque ¢t = ¢’ : donc
u— 0= 0(u?).

Vu les développements limités (29d) et (29e), on voit que ¥ — Y = 0(u?),
Z —Z =0(u)) et uZ — 4Z = O(u®log(£ £)/Ao) lorsque u < Ao,

D’aprés les équivalents (32a) et (32b), lorsque u > Ao on a

~7 =02 -2 o Ron - 1+ =) - o)

uZ — 47 = O/ Aoud).

v et v sont deux fonctions différentes. Il s’en suit que § et g sont deux
fonctions différentes. On a f = f car ces deux fonctions ne dépendent que
de b; et de bs.

Un premier gain de la comparaison ave le cas du disque est que le terme
central (77b), a priori mauvais a cause du terme \;', tend en fait vers 0
uniformément en X € (0,)).

et

Le terme (77b)—(77b) est suffisamment petit.

Raisonnons d’abord pour X € (0,)¢). Ensuite, nous ferons tendre X vers
0. Lorsque u < A, on a Y —Y = O(|log %|) = O(@?), et uZ = O()g). Ainsi,
on a

(7Tb)—(77b) = At / /W)_lt_ﬂd(y_?) f+guZ —guZ

= O((fll + Nl + )+ )

qui tend bien vers 0 lorsque X tend vers 0. Donc il existe X > 0 tel que
I’énoncé de la proposition est vérifié.
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Dériver . dans le terme (77c)—(77c).

Le terme (77c)—(77c) contient la dérivation d_. Il y a un probléme si elle
dérive le dénominateur de Tu, auquel cas on se retrouve avec —(6u—”) , ce

qui donne la contribution

1 0_1 R 1 910
- Z 2 fdtdt’ 0z -
//AX\AAO“ S () fdtdt'+ //A o 5 5 U2 ratar

(77g)
qui admet la décomposition « massacre » suivante :
1 0_u
— (uZ — WA dtdt’
[ oo, 07 = 20— (0
_// ﬂZ (0_1 — O0_1u )(8_u+8 u)(a_ 2 fdtdt
Ax\Ay, (0u2—K2)(0_8° —K2) S U (77h)
B // 112 21 (0_u—0_1u zga_u +0_1) fddt’
Ax\Axg — k% u _
- / / azi(ajﬁy (@= D@D ;4
Ax\Ay, 0.4 — k% (at)?

On a u(t,t') < Ao, lorsque (t,t') € Ax \ Ay, donc on a uZ — 0z =
O(u?log(3£)/N), - — 8-t = O(u?), ; — 5 = O(u) et uZ = O(Ao), ce qui
avec la decomposmon (77h) de (77g) montre que (77g) est en

O(IIf e (o /d—+ X3/ + X3 /d_+ 23 /d_)) < O(IIfllmos) (No/d—+ N5 /d)).

Dériver f est difficile dans le terme (77¢)—(77c).

Nous ne voulons pas utiliser ||V || dans ’estimation. Il faut donc étudier
plus particuliérement la contribution suivante :

Vik_ +uZ%% Vik + 47%%
//AX\AAO 0_u? — k% -/ Ax\Axg ,’LAL2 k2 ad

Cette contribution admet une décomposition en une forme similaire & (77h) ;
En utilisant la méme technique que pour (77h), et en utilisant f € H*(9S),

Lo % = O(u) et Y — Y = O(u?), on montre que ce terme est en
22 22 N2 p3/2 yop2 W £\3/2
O o5y (2425 k24 28 20y < O] o (G470

ol on a utilisé d_ > 1 et A\g < 1.
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ou de Yik_ dans le terme

=

Dériver 0_u est difficile en présence de
(77¢)—(77c).

Il y a un probléme plus petit si la dérivation 0_ attaque un des O_u en
présence du terme + ou du produit Yik_, car on a 024 — 924 = O(u) qui
n’est pas trés petit, et car Y a une singularité en log. Or la contribution

concernée par ce probléme est

1 1 XTI
Z O 4 vt -/fJ/ _ —" fdtdr’
//AX\AAO Y 0_u?—k*> u f AX\A)\O _112 — k2 U /

20_u0? 0_1u 20_00%0 O_1
— / / g 20O = fdtdt’ + / / Ot S0 fatar
Ax\A)\ AX\AAO ( _U

(0_u? — k2)? o_i’ — k2)? @
262 ua ] 20% 40 1 .
— k dtdt —7 ik_ fdtdt'.

Cette grosse expression se décompose en une forme similaire & (77h); En
_ =2
utilisant la méme technique que pour (77h), o-u’ _ a‘a“

O(u?) et 0_ud?uik_ — 0_00? 4ik_ = O(uk_), on obtient une majoration en

2N A2 a2 a3 a2

N
+ kot ke +¥k))souy¢+Am4ﬁj

ol nous avons utilisé \g < 1, k_ > 1 et d_ > 1.

Le reste du terme (77c)—(77c).
Les contributions que nous n’avons pas abordées dans (77c)—(77c) sont

R A X i I
L e il | P

ou les deux termes 6 signalent ’analogue des intégrales précédentes mais
pour S au lieu de S. Ici, il n’est plus possible de faire jouer la symétrie pour
obtenir des compensations comme dans (77h), parce que g — § n’a pas de
propriété particuliére. On utilise alors les majorations (29d) et (29), ... ce
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qui donne

DY D VI Y:
2 Ta e

A3 A3
)+ el (22 "))

O (lgllo( 24 V2

)\3
< O(“Q”Hl(cs)(:i\_f + \é—jok))

Limite nulle du terme (77d)—(77d) si g = 0.

Raisonnons d’abord pour X € (0,)\g). Ensuite, nous ferons tendre X vers
0. Prouvons-le d’abord pour g nul. e

Lorsque g = 0, la différence (77d)—(77d) admet elle aussi une décom-
position « massacre » de la forme (77h). On en conclut qu’on a un terme

en
ST R ELT AL eSS ¢ PN GNPIR G
Lo d, B d2_ Aod, d2_ di

qui tend bien vers 0 lorsque X tend vers 0: donc pour X suffisamment petit,
I’énoncé est vérifié.

Limite nulle du terme (77d) si f = 0.
Lorsque f =0, le terme (77d) se reformule en

v]' o1 0 —ud_u |[0 .
(77d) = 2 =t X luZ] a_u2—k%l0 0 ][g]dt (77)

v1¥ o1 0 0 ]J0 .
+ 2 t=t£X luZ] 0 _u? — k? [ 0 ik ] [g]dt (773)

Nous pouvons jouer sur les symétries dans (77j): on a Z(t,t') — Z(t',t) =
O(ﬂ(t,t’)Z(t,t’)'f\—;), et g(tt) — g(t't) = O(f(t,t)u(t,t')) car g(tt') =
b1 (t)be(t)v(t,t") avec v qui est CP d’apres le lemme 4.3.2; de plus, u(t',t) =
u(tt') et O_u(t't) = O_u(t,t'). Ainsi,

k2 1
) = 02+ W | s |g|dt
(7)) o<l%‘ézﬁxwuu o =g l9140)
2k_ J|— dt
+ Of L:HXW o 140
KX  Xk_



qui tend bien vers 0 lorsque X tend vers 0. Le terme (77i) tend aussi vers

0 lorsque X tend vers 0, car une estimation donne directement (77i) =
Xlog &=

O(llgllzee (—3="))-

Faire tendre X vers 0.

Dans la décomposition (77b)...(77f) de (73), les trois premiers termes dé-
pendent de X ; pour mieux les controler, nous leur avons soustrait les termes
correspondants de la décomposition (77b)...(77f) de (77a): et ce controle est
effectif, car nous avons montré page 166 que (77b)—(77b) tendait vers 0, et
nous pouvons montrer avec les trois paragraphes précédents que (77d)—(77d)
tend aussi vers 0 lorsque X tend vers 0; enfin, en regroupant les estimations
que nous avons prouvée dans les pages 167 & 169, nous savons que (77(:)—(7/7\(:)
se majore comme prédit par ’énoncé de facon indépendante de X.

Ainsi, nous pouvons choisir X tel que dans la décomposition de (73)-
(77a) analogue a la décomposition (77b)...(77f), les trois premiers termes se
majorent comme prédit par I’énoncé de facon indépendante de X.

La suite est identique.

Les expressions (77e)— (77¢) et (77f)—(77f) se traitent de la méme maniére
que les expressions (77¢)—(77¢) et (77d)—(77d). Afin d’abréger, nous nous
contentons de citer les cas les plus difficiles.

Un terme < dérivé deux fois dans (77e).

Si les deux dérivations 0_ dans (77e) sont appliquées au méme terme %,

on a pour f = 0 la contribution

ol 1 —@d. a0 £l 0 a, (P@)o-a,, ., =
| o 2(=2y8 — A= gtde —
AO//AAO [UZ] (8@2—k3)2[ 2k —ud_u ] lg [2( a ) u? ldtdt" = ()
T
_ 3/2 11 Vu u 0 [[0) 1 e\ A
= o(x //A u[u3/2] [k . ] [1 —dide' /) + ()
= o\ u™*2dtdt’ /d?
"/, /d)
= O()\o/d2—)
et pour f # 0 et g =0, on utilise les compensations du type ¥ — Y = O(u?)
et 0_% — 0_4 = O(u) dans notre morceau de (77c)—(77c), ce qui donne

O(ok_/d?).
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Termes 1 non dérivés dans (77e).

Si aucun des termes en % n’est dérivé, et comme tout le reste est dérivable
sans peine c’est comme si rien n’était dérivé, on a une contribution en

OQR Il + ey swp [T [T o MFET o 1Py 4

(t, t’)EA)\O u

1
= O(% (Ibrlhwes +[1ballwes)  sup _[ ]

[ k2 Jk_|u
(t,)EAN,

=l p2 ] [ ])thdt /dz)
= O (Ib:llwza + 1Bellwas)  sup [ki(ﬂﬁ+u1/2)+|k_|(u1/2+u—5)]dtdt’/d2_)
(t,t')€AN,
= O((Iballwea + IBllwen)Aok? /d2 ).
Et grace 4 des compensations du type Y — Y = O(v/Aou3), on peut méme

obtenir O((“bl ||Wz 1+ ||b2||wz 1))\3/2]€2 /d2_ + (||b1 ||W1 + ||b2||H1(c5)))\0]€0/d2_) en
notant que ces compensations sont incompatibles avec 924 et avec g.

Terme . dérivé dans (77f).

Si f =0, le méme calcul donne

oonfa] [ ][0
= O(N/d?)

et pour f # 0 et g = 0, on utilise les compensations du type ¥ — Y = O(u?)
et 0_u — 0_u = O(u?), ce qui donne O(N\k_/d>). ]

Nous venons de prouver deux propriétés qui prédisent des décroissances
lorsque respectivement |k, | et |k_| sont grands. Or nous avons pu nous as-
surer que [ ks '] est loin de I'image de —Vu c’est & dire, d’apres la propriété
4.2, que k% + k2 > 9 par exemple. Cec1 produirait une dérivation similaire a
D sauf que son dénominateur a des dérivées qui explosent.

Voici un premier exemple, simple, ol nous pouvons utiliser ces propriétés.

Supposons que l’espace de discrétisation V}, est non pas celui des onde-
lettes ou celui de Malvar, mais juste celui des exponentielles e, définies en

(70), pour —5r < w < Lh Dans ce cas, on peut facilement prouver (60) et
(61). Le nombre de degrés de liberté N par longueur d’onde s’écrit
Ao
N=—. 78
: (78)
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Théoréme 4.5 Quel que soit le diffractant pourvu qu’il n’ait pas de coin, il
existe N (78) tel que pour tout Ny < %, la discrétisation & léchelle h = Wj\f_T”
du probléme (21h) dans ’espace V}, engendre par les éléments (ew)—ﬁ«ugih
de la base de Fourier (70) vérifie (60) et (61), indépendamment de \g, ce qui
fait que le théoréeme 3.1 montre la stabilité de la discrétisation du probléme

(21h) dans V}, indépendamment de N\o. Rappelons que ||A™Y|| est peut-étre en
O(1) (voir partie 4.1).

B Rappelons que % est entier. Il suffit de raisonner pour Ay < pu, avec
4 une constante au choix. En effet, la démonstration de 'existence de N
convenant a g € [%,,u] est facile, vu que les théorémes 2.27 et 2.28 montrent
qu’une inégalité du type (65a) suffira & prouver ce théoréme uniformément
en Ay € [3,u]; et une inégalité du type (65a) se montre facilement avec la
caractérisation en Fourier de I'espace H'(®/.7).

Soit f € V} de norme L?(9S) valant 1: on a donc

> fwP=L (79a)

L L
—ﬂ<w§ﬁ
et
flw)=0
siw < —£& ouw > L (condition qu’on écrira |w — | > £ ci-dessous, car %=

est entier) et ou f est la transformée de Fourier L- perlodlque de f.
Ecrivons maintenant (58) :
[(Id = Pp)(A = 1d) Py f |2
= Y JAfW) = FW)P
W' =3 >5%

- Y | ¥ //e s (VK (' 1)eu (H)dt'def (w)> (79D)

1 L
Ww'—31>55 —ap<w<gy

ol la derniére somme est en fait la norme ¢2 d’un vecteur résultat d’un produit
entre, d’une part, la matrice de terme général

/ / e o (VK (' t)e, (t)dtd (79¢)

avec 'indice de ligne |w' — —\ > 57 et I'indice de colonne — < w < QL,L, et,

d’autre part, le vecteur de terme general f (w) qui a une norme #? valant VL
d’apres (79a).
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La derniére somme est alors plus petite que le produit de la norme ¢? du
vecteur par la norme d’opérateur £2 — ¢% de la matrice (79¢). Or les deux
propriétés ci-dessus nous permettent de jauger la norme d’opérateur /& — ¢
et la norme d’opérateur /> — (> de la matrice (79a).

Dans la propriété précédente 4.4, on a by = 1 et by = 1; leurs transformées
de Fourier L-périodiques sont donc & support réduit & un point, et nous
voyons dans la démonstration que le premier terme du O() est nul car k_
ne peut pas étre nul d’aprés (79c), donc cette propriété nous donne une
majoration du terme général (79¢c) en

2m NG 5|
(2T Ao |2 )2 — 1672

N

L

(79d)

ou le d_ de cette propriété 4.4 a été estimé a l'aide de la propriété 4.2.
La propriété pénultiéme 4.3 donne elle-méme une majoration de (79¢) en

14+ 27\ | e
t 2mho |27 ) (79¢)

Llog Xo'/2X5~"/? :
[Llog Aol Ao ((27r/\0\%\)2—167r2

ou le d, de cette propriété 4.3 a été estimé a l’aide de la propriété 4.2. Pour
I’exemple, supposons que p vaille 2.

Nous avons deux majorations (79d) et (79e), qu'il s’agit de combiner pour
jauger la norme £*° — ¢ et la norme ¢! — ¢! de la matrice de terme général
(79c).

Pour simplifier les calculs, nous commengons a exiger sur N (78) que

w+ W' w—w

(27 o N? — 1672 ou (27 \|

)2 — 1672

soit dominé par son facteur contenant w et w’ lorsqu’ils vérifient |w'| > N ﬁ
et |w| < N5&. T suffit pour cela que
0

N > 6.
Dans ce cas, il y a grosso modo égalité entre (79d) et (79e) lorsque

lw — W' = /| log Ao| L*/ Ao|w + w'|

(on rappelle que p = 2) ce qui, lorsque |w'| > N% et |w| < N%, est de la
méme efficacité subjective que

, o 2L [[log Ao|L? 1 0 NL .y o\ 2L | N2L53|log \o|
\w—w|—c.—max()\—0,[ " ] [Ao] )—max()\—o, A—S)'

(79%)
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Nous n’utiliserons donc (79d) que lorsque |w' —w| < ¢, et (79e) que lorsque
lw' —w| > ec.

Soit 1 > 0 tel que pour tout Ay < p, on ait ¢ < %

Alors, |w' — w| < ¢ entrainerait

L
[ +w] 2 20| ~ o =W 2 W] + Ny = e 2 [o]. (79g)
0
La matrice de terme général (79c) a grace a (79d) et (79e) une norme
0% — > en
)\OLI/2

4 /\()‘ IOg )\0|
2722 inf ||

of 2¢) < O(f 2B 20)

plus

4)\0|10g)\0|)
N2 ’

La norme /! — /! admet elle aussi exactement les deux mémes estimations
ci-dessus.

Nous allons faire tendre N vers l'infini pour montrer qu’un certain N
assez grand satisfait I’énoncé. La somme de ces deux expressions tend vers
0 uniformément en )y lorsque N tend vers l'infini: ainsi, par interpolation,
la matrice de terme général (79¢) a une norme > — ¢* qui tend vers 0
uniformément en Ay lorsque N — oc.

Nous avons prouvé (60). Les propriétés 4.3 et 4.4 n’exploitaient pas la
définition de v fait en (75b): ainsi, elles sont tout aussi bien valables pour
le noyau adjoint K* de I'opérateur adjoint A* de Fredholm de seconde es-
péce défini de facon analogue a (23). Ainsi, (61) se démontre avec la méme
méthode. [

L o dx
0(|Llogxo|1/2xﬁ/2<m>22/c ) <O

Cette démonstration prouve aussi que lorsqu’on impose N = 10 (ou 8+¢),
pour tout diffractant, il existe p petit tel que pour toute longueur d’onde
Ao < p, la discrétisation du probléme (21h) dans V}, est stable avec h donné
par (78).

4.4 Les ondelettes discrétisent correctement.

Nous allons prouver ’analogue du théoréme 4.5 pour les ondelettes: on y

obtiendra
1 s 1
h = N)\O Y et non h = N/\O’
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ol ny est le nombre de moments nuls de 'ondelette.

Propriété 4.6 Lorsque L est un multiple de h, et lorsque w € Z, on a

Pe)(®) = derpw) T deniwes) (80)
et b
IPh(ealzos) = [8(2mvas)| L2 (81)

ot P, est le projecteur sur l'espace Vi, défini en (65b), ot [’exponentielle
compleze e, € 12(0S) est la fonction définie par T en (70), et ou la
fonction ¢ (la fonction d’échelle mere) est la seule fonction C* a support
compact telle que, pour tout j tel que L2 est plus grand que le diamétre de
son support, on a
U@ =27 3 () (82a)
t'e2it—m+2i LZ
c’est a dire que ¢ : R — R est une version dépériodisée de la fonction
(0 : ®/iz — R. La convention choisie pour la transformée de Fourier </5 a
ete précisée en (67d).

B La définition de V}, impose déja que L soit entier, et que % est une puissance
de deux négative. Posons donc h = 277 avec j pour lequel on a

Yo =22 3 g(t).
Y €2it+2i L7

La fonction '
L27

) = L7Y2279/2 3 e (1279)ylY)
=1
paramétrée par ¢ € {1,2,...,27} est le terme général d’une famille de V- ;
c’est une base orthonormee car la matrice de passage la couplant a la base
canonique constituée des 1ﬁ est une matrice de Vandermonde de terme
général L=1/2279/2¢ (]1277) qui est unitaire.
Donc le projecteur orthogonal sur V5-; appliqué a la fonction e, s’écrit

comme
L27

Py-j(ey)( 26(3)/ dt (82b)
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Ceci méne & ce calcul d’un coefficient de Fourier de la fonction périodique
) -
[4

L ——= L —F——
| ePes = [ D tent)dt = L2071 / Ze —1279 )y (t)e, (t)dt
0 0

Lorsque ¢ ¢ w+ L277Z, le changement de variable ¢ = #'+277 dans la derniére
intégrale montre que son produit contre 1 — e;(277) est nul: ainsi, dans la
somme de (82b) seul le terme correspondant & ¢ € w + L2/Z est non nul.
Découpons la derniére intégrale, ce qui donne

L_( ) L27 n L2I ©
—1/26-j/2 —j
/0 e, = 1711297/ Zl A Zl U0 e —12 en(t)de
m= 27 =

Comme ¢ € w+ L2'Z, le changement de variable t = t' 4 (m — 1)277 montre
que tous les termes de la somme Y%? | sont égaux; comme de plus les deux
exponentielles se combinent, on a

L2

L——=
/ ee, = L 122~ J/2L2’/2] ijl Jeu(t —12779)dt
0

Avec le changement de variable ¢ = 27¢ et la définition de ¢, on a

1 L2

L——=
/ ede, = L—1/22—J'/2L21/ Y202 N p(t"e, (279 (# — 1))27 dY
0 0 =1 et —1+2i LT,
LQJ
= LV /0 O(t")eu(279¢")dt

I=1¢"et/— l+2]LZ

_ L1/2/ S Gt — De, (279 (t — 1))t

lEZ
= L2 /]R (t)ew, (2791)dt

ol nous avons utilisé le changement de variable ¢ = ¢ + [.
Ainsi, nous avons montré que Ji* ee,, est nul lorsque ¢ ¢ w + L297Z, et

que sinon il vaut L'/?¢(2142;). Ce résultat d’abord combiné avec (82b) nous
donne

Py j(e,) = ¢(27TL2 YLY/2el)
pour w € ¢+ L277Z, ce qui prouve (81); le méme résultat combiné avec la

formule d’inversion L-périodique de Fourier nous donne

=177 3

w!'€c+ L2717

L2] )ew, (82C)
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Les deux derniéres égalités prouvent finalement (80). [

Propriété 4.7 Sin, est le nombre de moments nuls de 1/1](-,10), c’est a dire si

m +— g\ est orthogonal & Rn,—1[m], alors on a

(7~ P)(e)lhe < C(go)"

B La notation || - || abrégera la norme || - [|r2(s5). Nous rappelons que L est
le périmétre du diffractant S.

Voici I'idée: | Py (ey)|| est inférieur a ||e, || = L'/? car P, est un projecteur
orthogonal. Or le terme correspondant & w’ = w dans la somme de (80)

A

sera de norme trés proche de L'/? (aussi bien que ¢ (m£w)|le,|| pour ¢ trés
petit) : donc les autres termes de cette somme seront petits.

~

La fonction ¢ est de support compact, donc sa transformée de Fourier ¢
est C*, et donc nous avons le choix entre deux possibilités, selon que 0 est
un zéro d’ordre fini ou non de 1 — |[?:

~ Soit 1— \é(é‘) 2 admet un équivalent du type C£™ pour un certain entier

n';
— Soit 1 — |p(€)[? est un o(€™) pour tout entier n'.

L’équation d’échelle (65f) va nous permettre d’éliminer la seconde possi-
bilité, et méme de donner n'. Cette équation d’échelle donne avec la notation
¢ vue en (82a):

m=mi

> 9ole —m) = 6(3)
Ce qui en Fourier devient
2§(€)$(€) = 26(2¢) (82d)

ou la fonction g, qui tient lieu de transformée de Fourier 27-périodique de
99 se définit par

1 m=m1

9 =35 > gem (82e)

m=—my

Kahane-Lemarié [KL95| montrent que I'identité d’orthogonalité (65e) se
traduit ici par

9 +1g(€ +m)* =1 (82f)
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et que I'orthogonalité de g!) 4 R,,_;[X] se traduit par

9(&+m) ~ Cy(I]") (82g)

avec une certaine constante Cy. Or on a, selon (82d):

[16(26)1* — 6] = 19O — 1]|8(&)?

La fonction ¢ est C®, et Kahane-Lemarié [KL95| donne ¢(0) = [¢ = +1,
donc les deux crochets ci-dessus sont équivalents; dans I'alternative ci-dessus
sur la finitude du zéro de (ﬁ, seule la premiére hypothése est valide; (82f) et
(82g) montre alors que

n' = 2n,. (82h)

Dans (80), un des termes de la somme, celui pour w’ = w, a une norme
valant |¢(272w)[2L; le théoréme de Pythagore montre alors que les autres
termes (orthogonaux au terme w’ = w) de cette somme sont petits:

A h A h ~ h
lo@rzw) 32 d@rrwesl” = [[Preull® = lllo(2mpw)eu|”
w’Ew—l—%Z*

< (- BergwlL

En développant ||(Id — Py)e,|| avec (80), le théoréme de Pythagore puis 'in-
égalité ci-dessus donnent :

~ h ~ - h
I(d = P)es]l” < [I(1 = [¢2mFw)Peu]” + (1 = |p(2rw) 1)L

L
N h 9
= 20— ler v
En utilisant (82h), le résultat vient naturellement. ]

Théoréme 4.8 On suppose qu’on a un diffractant CP™> avec p > 1 (donc
sans coin). On suppose que la norme de inverse de 'opérateur A du probléme
(22) est bornée indépendamment de Ay (voir la partie 4.1). On suppose que ¢
est en O((1+ &)%), en plus de Uhypothése déja vue 1 — |$(€)|2 = O(£2).
Alors il existe N tel que pour tout Ay < % la discrétisation du probléme
(21h) dans l’espace V}, engendré par les ondelettes est stable, pourvu que

1

1+
=———) "I . 83
N”A_l”)\o | 0g)‘0| ( )

h
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En améliorant le théoréme 2.27 comme indiqué sous son énoncé, il devrait
étre possible de remplacer ’exposant t par ﬁ

B Cette démonstration est similaire & la démonstration du théoréme 4.5,
sauf que nous devons insérer les propriétés 4.7 et 4.6.

Soit f € Vj tel que [|f|| =1, ot par || -|| nous entendrons || - ||12(s). Pour
montrer (60), nous devons montrer qu’il existe IV tel que, dés que h satisfait
(83), le nombre

[(Id = Ph)(A = Id) P f |
est borné par 3|[A7Y.
Soit A le produit de Ay par un nombre entre % et 1, de sorte a ce que

2
log A 1
Tog2 < 7 avec ;A0 < A < Ag.

Voici un premier découpage basé sur 'inégalité triangulaire, avec la base
en Fourier (70), et ou M est un entier a préciser (% et % sont supposés étre
entiers eux aussi) :

L||(Id — P,)(A = Id) Po f||
= L||(d - P)(A-T1d)f]|
= | X (4= Poews [ e w(t)(A-1d)f(t)dt|

w'E€Z

<Y (d-Ples [en®A-1df@d  (84a)

1 L
W' —3[<Mzx

Y e [ew®A-1d5@0d (84b)

1 L
‘w’*§‘>Mﬁ

otl nous avons utilisé que ||Id — P |[12(5s)-1.2(s5) vaut 1 comme c’est la norme
d’un projecteur orthogonal.

Pour les petites fréquences, une sorte d’inégalité de Jackson cachée.

Avant d’utiliser la propriété 4.7 pour (84a), nous devons transformer cette
derniére en remarquant grace a (80) que les éléments de la somme contenue
dans (84a) sont orthogonaux entre eux a condition que

A
M < —.
~h
Le théoreme de Pythagore donne alors
(84a)” = > |1 = Pyew ]| /e_w/(t)(A —1d) f(t)dt|?

1 L
‘UJ’—§|<MX

179



IN

> bWy [ w (a1 fnar

1 L

< OSP4 - T fIP

A

A N2ngy -1 201 £112
O oA log AP

ou nous avons utilisé les théorémes 2.27 (améliorable) et 2.28. Ainsi, le
nombre

(L)*Zn‘ql

hM A
doit étre petit indépendamment de A (et donc de Ag): c’est ce qui sera a
Porigine de 'exposant 1 + i dans (83).

Un produit matrice-vecteur pour (84b).
Une inégalité triangulaire et une égalité de Parseval donnent

G) < 7YX ¥ > e [~ 0edif W)

QEZ |w’f%|>M% \wa%f%bQ#

=Y (Y Y [esa-1dea? @)

L L L
QEZ |w-L>M¥E |lw-QF—3>Q%

2 (84c)

Le dernier terme & la puissance 1/2 ci-dessus est en fait la norme ¢? d’un
produit matrice-vecteur avec d’une part la matrice de terme général (79c)
avec 'indice de ligne w' et Iindice de colonne w vérifiant [’ — | > M % et

lw — % — %\ > Q%, et avec d’autre part le vecteur de terme général f(w).
Comme w’ vérifie ici aussi |w' — %| >M %, on peut utiliser la méme technique

que pour le produit matrice-vecteur qui était contenu dans (79b).

Majorer le terme général de la matrice.
Le terme général de (79c) admet ici aussi le majorant (79e) ; La propriété
4.4 donne également le majorant
Fw—w’
21 Ao | (Jw — w!|2 + 1)

+ (79d) (84d)

avec F, qui est une suite indicée par m € Z vérifiant

S IFL =1

meZ
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Nous utiliserons le majorant (84d) lorsque

lw — W' < ¢g = max(—

3L [log A 1@
P JL AR

et nous utiliserons le majorant (79) lorsque |w — W'| > cg.

Il suffit de raisonner pour A < u, avec y une constante au choix, pour les
mémes raisons que dans la démonstration du théoréme 4.5. Nous en profitons
pour demander sur u que ¢y < 4L des que A < u, ce qui est possible lorsque

M > 6.

De méme que pour (79g), cette contrainte sur y fait que lorsque jw—uw'| <
coet @=0ona

L ML
'+ w| > 2w — |w — | ZMX_COZ o

et, lorsque |w — w'| < cq et |Q| > 1 et en supposant M > 2 et 37 > (%)% :

L
W't w = 2|w|—|w—w'|2(2|Q|—1)——0Q

h
1. ML AL A 1
> ( -k Mh("j' 2);—%)?('5',1“)%0
5 L L

On remarque aprés coup que I’hypothése |@| > 1 était inutile, ce qui donne
finalement

1 L
—uW'| < = ! > = M=.
lw— | < cq |w +w\_8\Q| + 5

Norme d’opérateur de la matrice.

Ainsi, la norme ¢! — ¢! de la matrice, qui est égale & la plus grande norme
¢' d’une colonne de la matrice, est, en utilisant (79d), (79e) puis la différence
(84d)—(79d), la somme de termes en

oo mler o maxC Ly )
) -
(glQl+ 7)? — 4 oy m

1 IMog A| > )

= O max , T
( (\QI%+M (L2 4+ Mm)s
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plus

1
( [Alog \| 2P )
_1
(%+M)l P

A3
O(y/A?P3|log A|) sinon

( [ \2p— LL|log \| / 271')\ QWA))Pdm) —

plus

(Zw’EZ|Fw—w’|2)1/2 1 12\ 1
o5 (% ) ) =G

alQl+ 7 2 (jw—w?+1 M +3Q

ot on a utilise M > 8,p =2, [logA|]A <let M >2etcg > 2, co =3 «—
Q| ~ B3/27P et Iinégalité de Cauchy-Schwarz. La norme £°° — £°° de la
matrlce s’estime de la méme maniére, ce qui par interpolation donne cette
estimation pour la norme £2 — (2.

Norme du vecteur.

Nous allons utiliser le résultat intermédiaire (82c). Comme e/ était une
base orthonormée de V}, avec h = 27, I’élément f € V), s’écrit sous la forme

f = i ameg)
m=1
et alors (82c) donne
ST S S (I

hw\|2
9L_ 1 L |<15(27T Lw)|

w-9E-

ce qui permet d’évaluer la norme de notre vecteur de terme général f ( ) avec

I'indice w satisfaisant |w — % — —| < 57 Grace a la propriété 4.9, é est en

O((1+ 5)_%_5), on voit alors que la norme #2 de ce vecteur est en

0((5 +1Q)). (s46)

avec 0y > %

182



Produit de ces deux normes.

Nous réinjectons ces résultats, ce qui donne:
L(84b) = (84c¢)

|/\10g/\| 1
O<QZ€Z<%+M) (5 +1QN ™)

+ Of Zh VA= mogA\( +1QN) )

+O(ZM+/\|Q‘2+|QD )

QEZ
%,M)%‘l) +0(y/|log /\|)\"¢(P—%)(§)1—o¢)
-i—O(min(%,M)l)

= O(|)\log)\|ﬂ min(

= o(m»7) +O(/\a"’(”%)(§)”¢) +0o(M™)

qui exige o4 > 117 et 04 < 1 (cette derniére restriction étant toujours possible).

Au bilan.

Choisissons des entiers M et % tels que la derniére expression ci-dessus est

plus petite que 3 inf, _ L |A71]| 7, et qui satisfassent aussi toutes les condi-

tions exigées en chemin.
On a donc trouvé p > 0 tel que pour tout Ay < 24,

A0 oy — log A of | 1og Ao | A
(10=P) (A=I) Py e = O((35) " da™ /A 2520 24 Z282020).

Cela marche tout aussi bien pour le dual ¢, car les propriétés 4.3 et 4.4
se démontrent de la méme fagon lorsqu’on remplace le noyau K par le noyau
adjoint K* (ce qui change la définition de v faite en (75b)). Ainsi, (61) se
démontre avec la méme méthode. ]

Propriété 4.9 Siog > 1, on a
6(€) <O+ (84g)

sip € C% L et si ¢ est a support compact.

La démonstration a été par exemple faite par Kahane-Lemarié [KL95|, cha-
pitre 6.
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4.5 Malvar

Nous avons, pour les bases de Malvar, un théoréme analogue au théoréme
4.8. La démonstration est proposée dans [G05]. Cette démonstration est plus
facile que la démonstration ci-dessus, a cause du découplage naturel entre la
phase et 'amplitude des fonctions de la base de Malvar (67g). Ainsi, on peut
appliquer les propriétés 4.4 et 4.3, et aussi 5.2. La démonstration est aussi
plus longue car la base de Malvar est indexée par deux paramétres au lieu
d’un.
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5 FEtude de matrices issues des systémes

Lorsque la famille ordonnée A, = {w;,ws,ws,...;wr/n} est une base du
sous-espace vectoriel V}, choisi pour le probléme numérique (24), on peut
écrire ce probléme numérique dans la base A sous la forme matricielle

Mu=vw (85)

ol le vecteur u contient les coordonnées (U, )1<m<r. /n de la solution numérique
Jp, dans la base Ay, ol le vecteur v contient les coordonnées du second membre
L, de (24) dans la base orthogonale Ay, et ot M est la matrice de taille £ x £
de coefficient général

[Fwouiar+ [ [ ke (56)

ol [ et ¢ sont les numéros de ligne et de colonne, et ot K (23) est le noyau
de lopérateur de Fredholm de seconde espéce A (55).

Cette matrice M est malheureusement pleine, comme nous allons le voir
dans un premier exemple. Heureusement, nous pourrons dans certains cas
utiliser une approximation M de M , qui tient compte des erreurs dues au
calcul par ordinateur de ses coeflicients, et rendra possible ’annulation d’une
proportion non négligeable de ses coefficients, ce qui accélérera d’autant son
produit avec un vecteur.

5.1 La justification de la discrétisation

Le théoréme suivant (estimant une erreur d’interpolation) montre que si
M est suffisamment proche de M, la solution u = (uy,us,...,ur/) du systéme

numeérique Mu = v donne les coordonnées dans Ay, d’un élément J, € V},
comme vu en partie 3.3.1 suffisamment proche de la solution exacte J du
probléme (22):

Théoréme 5.1 Considérons la matrice M du systéme (85) du probléme dis-
crétisé (24). Soit une autre matrice M, qui est utilisée comme approzimation
de la matrice M. Reprenons les hypothéses du théoréeme 3.1, qui sont

1 1
[(Id = Pp) AP < §||A_1||_1 et ||[PA(Ld — Byl < §||A_1||_1 (87)
ot || - || est la norme d’opérateur || - ||12(55)-(as)-
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Si M est suﬁisamment proche de M (si la norme d’opérateur £ — ¢* de
la. différence M — M, qu’on note ¢, est plus petite que A7), alors on a

19h = Tllzcas) < 3117 = Pad luzcos) + 4ell A~ 1 ]|uzcos)-

Lorsque de plus I’hypothése de la propriété 3.2 est vraie, c’est a dire lorsque

1

|(TId — Py)(A — 1d)(Id — Py)||r2(as)>12(88) < 27

alors on a

17n = Tll2osy < (el A7 + 6]|(Id — Po) APy l2(05)-1208) ) | ln2(as)
+6(|PoLa — LallL2(5s)

Notons que pour que prendre & beaucoup plus petit que |A~|| =2 ait un intérét,
il faut que la premiére inégalité de (87) ci-dessus soit vraie avec un nombre

beaucoup plus petit que %

B Lorsque la matrice M est utilisée au lieu de la matrice M de Iopérateur
P, A dans le systéme (59a), alors la solution Jj, vérifie

P,AJ, = P,L, = P,AJ

au lieu de (59a), ou A est Iopérateur de matrice M dans la base Ap, que nous
complétons par 0 dans 'orthogonal de I'espace V}, engendré par A. Alors on
a | Po(A— A)Py|| = €, et I'inégalité (63a) dans la démonstration du théoréme
3.1 devient
1
(7_ -
[ A=H]
< ||PhAPy(Jp — PpJ) — Py(A — A)PpJ4||

cn)l|JIn = Prd||

< [|PhAU = Po) ||+ [1Pa(A = A)Pall]| Jnll
< lld = P || +e([|Jn — Pud || + 1P = || + (| ]]])
otl la norme || - || est tour & tour || - ||r2as), || - [[L2(88)>1.2(05) O || - ||2—e2. De

cette inégalité, on tire

(¢, +olJ — PulllL2os) + €l ]|L2(0s)

Jp — PpJ <
|| h h ||L2(BS) > ||A’1||*1 —cp,—¢

La suite est une simple application de la propriété 3.2. ]
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0.119836 + 0.0016711  1.155398 — 0.180562i
0.037958 + 0.0808171  0.119836 + 0.0016711
—0.036486 + 0.0590121  0.037958 + 0.0808161
—0.060634 + 0.0025511 —0.036486 + 0.0590111
—0.031242 — 0.0440151 —0.060633 4 0.0025511
0.017529 — 0.0455501  —0.031241 — 0.0440131
0.043772 — 0.0097471  0.017529 — 0.045549i
0.030024 + 0.0288031  0.043770 — 0.0097471
—0.006851 + 0.0382921  0.030022 + 0.0288011

1.155398 — 0.1805621  0.119836 + 0.001671i - -+ ] .. e ]

F1G. 32 — codage en gris des modules des premiers termes de la matrice de
rigidité M.

5.1.1 Dans la base canonique des fonctions d’échelle.

Lorsque la famille A, vaut (65b), qui est la base dite canonique pour
I’espace de discrétisation V}, correspondant aux fonctions d’échelle avec h =
277 les fonctions w,, sont définies par

>

qﬁJ,m, m = 1.

La figure 32 présente un extrait des coefficients de la matrice M, lorsque
le diffractant S est donné par la forme sans coin (34) qui a pour périmétre
L = 16, avec la longueur d’onde Ay = 15, avec le paramétre de CFIE (55)
valant o = 4, et avec le pas de discrétisation h = 6—4

Ces coeflicients, comme tout résultat noté sous forme décimale dans cette
partie 5, est indiqué avec toutes ses décimales significatives, en tenant compte
de la précision du calcul utilisé.

Chacun de ces coefficients est le résultat d’'un programme qui calcule les

approximations successives

Gg'o—/ W (O (DAL + (B27) 2 S K (4w () ()t

te L7 et 7
27 23"

pour j’ valant successivement 0, 1, 2, 3 ... et qui calcule des versions accélérées

de ces suites avec B
aj’,j”—l — 4:_~7 a’j’fl,j”fl

1 _ 4_jll

aj,,ju
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F1G. 33 — La matrice de rigidité M
compléte, pour la base de fonctions
d’échelle (65D).

O o obr oo,

0.001 0.01

F1G. 34 — La méme matrice, avec
une échelle de gris différente.

pour j' et j” valant successivement 1, 2, 3, ...; lorsque a; est la valeur en
477" d’une fonction admettant un développement limité & un certain ordre
en 0, alors a; ;» se rapproche plus vite de la limite de a; que la suite a; elle-
méme lorsque j' — 00, c’est le principe de I'accélération de Richardson. Le
programme ayant calculé les coefficients ci-dessus par cette méthode accélérée
s'arréte dés que |aj 41, —aj j»| est plus petit que 10~® pour un couple d’entier
j" et 7" expérimentalement, la précision ainsi obtenue est plus petite que
1.5 x 1079, et I’erreur moyenne est en 0.6 x 107°.

La figure 33 présente cette matrice M au complet, alors que la figure
32 n’en contenait qu’un extrait; nous avons omis les crochets. Elle contient
1024 x 1024 coefficients, symbolisés chacun par un carré comme dans la figure
32; en fait, la figure 32 contient ’agrandissement du coin en haut a gauche
de la figure 33 ; la figure 32 représente dix lignes et deux colonnes, et la figure
33 représente la matrice compléte, soit % = 1024 lignes et 1024 colonnes.

Pour mieux montrer la répartition des petits coefficients, nous avons
ajouté la figure 34, avec une autre échelle de gris, plus foncée. Cette ma-
trice semble étre & diagonale dominante, toutefois un calcul rapide montre
que les coefficients extradiagonaux, d’une taille médiane proche de 1072,
sont 4 1024 — 1 = 1023 par colonnes; et que de plus, seuiller dans M les
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2% coefficients les plus petits résulte en une erreur ||M — M|, qui vaut
LA™Y 125 ce qui représente une erreur potentielle de 20% sur la solution
selon le théoréme 5.1.

Cette matrice foncée figure 34 montre aussi un épi-phénoméne constaté
par Canning [C94]: certains coefficients, qui sont plus petits que la précision
105 avec laquelle ils ont été calculés, forment des courbes asymétriques et
réguliéres, bien visibles figure 34. L’explication tient & ce que K (¢,t') s’annule
lorsque %(s(t) — s(t")) est grand tout en formant I’angle (50) avec le vecteur
s'(t)*; ici cet angle vaut arccos — 1=~ 109°, et en effet 'ensemble des couples
(I,c) pour lesquels le coefficient, ligne [ et colonne ¢ de la matrice figure 34,
est petit, ressemble bien a

{(l,c) € [1,£]% : 5(hc) est sur 'une des deux demi-droites passant

par s(hl) et d’angle 109° avec s(l)’L}

d’aprés la trajectoire de s visible en (69a) (avec s(0) & I'extrémité basse de
la figure 23 et nous rappelons que s paramétrise S dans le sens direct).

Canning [C94] en tirait la conclusion qu’une optimisation de la valeur de
«, par exemple faite par Kress [K85| et Amini [A93|, n’est pas suffisante si
on veut diminuer la taille des termes dans cette matrice. Canning suggére
alors de combiner les éléments de la base A, entre eux afin d’augmenter la
petitesse d’un grand nombre de termes de cette matrice: c’est ce que nous
ferons en parties 5.2.1 et 5.2.2.

Cette matrice est trés peu compressible : seulement 0.4% des coefficients
les plus petits sont facultatifs pour garantir moins de 8% d’erreur sur la
solution J. Ceci s’explique par le fait que ||A~"||;7, ., qui d’aprés le théoréme

5.1 permet de calculer ce pourcentage, est trés petit, il vaut & peu prés 0.053.

5.1.2 Les problémes de résonances

On voit numériquement que ||A~!||75 ;> &~ 0.053, qui est un nombre petit.
Cette petitesse affecte directement les théorémes 3.1 et 5.1, ce qui veut dire
qu’il faudra d’autant plus augmenter le rapport )}TO afin que le théoréme 4.8
fonde I’application numérique.

La petitesse de ||[A7!|| ! est due a I’existence d’une cavité ouverte a I'inté-
rieur du diffractant, représentée en (34) ; cette cavité est le siége de réverbé-
rations. Nous avons pu calculer les vecteurs propres de A* A, et en particulier
le vecteur de plus petite valeur propre.
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F1G. 35 — La fonction f du cas d’égalité de ||Af] > ||[A7Y| Y| f]| lorsque

Ao = %, et pour le diffractant sans coin (34) de périmétre L.

La figure 35 présente une fonction f telle que ||Af|| ~ ||[A']|7!]| ]|, avec la
partie réelle de f et le bord du diffractant S en gras, et la partie imaginaire de
f en trait fin; lorsque les graphes des parties réelles ou imaginaires sont trés
proches du bord du diffractant (qu’on voit ici de biais), cela veut dire que leurs
valeurs absolues sont trés proches de 0. Formellement, cette figure contient
trois graphes tridimensionnels paramétrisés par ¢, avec les deux premiéres
dimensions (horizontales) données par les deux coordonnées de s(t) pour les
trois graphes, et la troisiéme dimension (verticale) donnée par respectivement
0, Ref(t) et Zmf(t).

La figure 36 présente (en omettant le signe) la fonction £ = G * f, avec
G le noyau de Helmholtz (28). Cette fonction, ainsi qu’on le voit, est définie
a la fois dans S et a 'extérieur de S. La partie droite de S est omise, car la
fonction f présente la méme symétrie que le diffractant S.

Nous voyons un déphasage (approximativement de i) entre f et Gx f, qui
est dii au rapport entre la longueur d’onde et la largeur de la cavité.

La fonction E™ correspondant au cas ot la solution J de (22) vaut f peut
se lire dans la restriction de G % f au diffractant S, car on a E"™ = —G  f
dans S d’aprés la propriété 2.20. Ainsi, nous pouvons avoir une idée du
champ incident E™¢ qu’il faut appliquer pour que .J contienne autant de
phénomeénes de résonance que visible sur la figure 36. Pour permettre au
lecteur de mieux évaluer cette fonction E™, la figure 37 est la méme que la
figure 36, sauf qu’une échelle logarithmique de gris montre mieux les valeurs
de faible amplitude (qui n’ont pas été calculées avec la précision requise).
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0.001 0.01 0.1

F1G. 36 — Module, et parties réelle et imaginaire de E = f xG.
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F1G. 37 — Module, et parties réelle et imaginaire de E = f x G, en échelle de
gris logarithmique.
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Maintenant que nous avons vu analysé physiquement la raison pour la-
quelle ||A~*|| 7! vaut seulement 0.053 & peu prés, nous allons montrer 'espace
V}, des ondelettes satisfait les hypothéses du théoréme 5.1, méme si la peti-
tesse de ||A71||7! rend ces hypothéses d’autant plus difficiles.

5.1.3 Hypothéses du théoréme fondant I’application numérique.

D’apreés la démonstration du théoréme 4.8 montrant que h proportionnel
< \1+1/2ng
a , les deux normes

|(Id — Py) AP et || P A(Id — Py

intervenant dans les hypothéses du théoréme 3.1 qui fonde ’application nu-
mérique sont en h'/2 & )y fixé. Donc on en déduit que

|(Phj2i = Ponoi)APw|| = ||(Prjai — Ponyoi )(Id = Popjoi ) APap i Py
< || Paj2i — Ponjos|||(Ad — Pajai ) APop oi ||| Pall = O(277/%)

et comme on a

o
(14 = P)APL < 32| (Pojos = Poryo) AR
j=1
on en tire I'idée qu’il suffit d’étudier les premiers termes de la derniére somme,
ce qui est fait dans la table 4 (pour plus de précision, nous remplacons les
inégalités citées dans les théorémes 3.1 et 5.1 par leur version plus précise
vue dans les démonstration respectives).

On en tire le sentiment que ||(Id — P,)AP,|| = 0.03 et ||P,A(Id — P,)|| =~
0.03 pour la discrétisation choisie ci-dessus dans la partie 5.1.1. C’est juste,
mais cela suffit & satisfaire les hypothéses du théoréme 3.1 lorsque || A7~ ~
0.053.

Ces hypotheéses nous permettent également, via le théoréme 5.1, de rem-
placer par 0 un certain nombre de termes dans la matrice M du systéme (85).
Si on note M la matrice résultat de ces remplacements, la condition sur M
est que la norme de ces termes supprimés doit vérifier

2%

100%

qui garantit que lerreur résultant ||J, — J|| entre la solution J et notre
approximation J, est de 'ordre que 8%.

1M — M]| < A (88)

La table 4 semble montrer que h = %)\(% semble convenir pour une erreur
globale de 3%. La table 5 montre que, dans le cas ou le diffractant S présente
des coins, le théoréme 3.1 ne suffit pas & justifier une application numérique
dans les ondelettes.
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Ao 1 1 = = =
AT 7T 0.21 | 0.21 | 0.053 | 0.053 | 0.075
|| Al 3.38 | 3.38 | 4.89 | 4.89 | 5.77
h T T T T T
8 16 64 128 128
[(Ps — Py) AR 0.027 | 0.005 | 0.015 | 0.007 | 0.015
[(Pr — Py) AR, .0014 | .0006 | .0016
|(Id — P,) AP, <0.03 | <.006 | <0.02 | <0.01 | <0.02
[PLA(Py — Py 0.012 | 0.005 | 0.015 | 0.007 | 0.015
[P A(Py — Byl .0013 | .0006 | .0016
|| PLA(Id — P)|| <0.02 | <.006 | <0.02 | <0.01 | <0.02
|(Py, — P)(A—1d)(Py — P)] | 0.08 | 0.04 | 0.10 | 0.05 |0.1044
[1(Py — Py)(A — Id)(Ph — Py)| | 0.005 | .0026 | 0.007
||(P% — Py)(A— Id)( 2)|| 0.005 | .0026 | 0.007
[(Pr — Py)(A~ Id)( P[] 0.04 [.0199 | 0.05
I|(Id — P)(A — Id)(Id Ph)|| <0.15| <0.1 | <0.2 | <0.1 | <0.2
[(Ps — Pu)Lo|l/[|7]] 0.02 [.0008 [ 0.005 [2-1075 0.001
(P h — %)La||/||J|| .0008 | 1075 | 2-107°
||(Id Pu) LI/ 7]l 0.02 | 0.001 | 3-10°°] <.001 | <.002
1P = TN/ < 0.035 [ 0.008 | 0.03 | 0.012 | 0.03
€ utile a partir de 0.002 | .0005 | .001 | .0002 | .0015
qui garantit ||J — Jy||/[|J|| < | 0.05 | .01 .08 .02

)\17/

Table 4 — Vérification numérique que h = convient, pour le diffractant

(34) sans coin.
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Ao 1 1 1 = | & |
TS 0.075 | 0.075 | 0.075 | 0.009
Al 3.45 | 3.45 | 3.45 | 4.99
h w | o1 | Be | o | D |
[(Py — P)AD]| 0.27 | 0.25 | 0.23 | 0.36 | 0.27 |
[(Pr — Py) AP, 0.21 0.25
||(Id — Pp) AP
[P, APy — B, 0.11 [ 0.11 [ 0.11 [ 0.12 [0.11
|P,A(Py — B,)|| 0.055 0.054
[P A(d = Py
||(P%—Ph)(A—Id)( P[] 013 [ 0.12 | 0.12 | 0.16 | 0.13 ]
[(Py — Py)(A —1d) Pg —P)[[] 012 0.12
||( P) (A —Td)( Z—Pg)” 0.10 0.10
(P %)( —1d)(Py — P») | 0.12 0.13
[(fd— Py)(A— 1) (1d — By

Table 5 — Mesures pour le diffractant (33) avec des coins, qui montrent que
la discrétisation en ondelettes ne marchera pas en présence de coins.
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5.2 Choix de la base de paquets d’ondelettes

Afin de pouvoir négliger plus que 0.4% des coefficients de cette matrice
tout en garantissant une erreur de moins de 8%, nous devons diminuer dras-
tiquement la taille de la plupart des coefficients. Or la matrice montrée par
la figure 34 est dans un certain sens assez réguliére, méme si cette figure ne
montre que le module des coefficients de cette matrice.

Les ondelettes sont connues pour leurs capacités & compresser les matrices
assez réguliéres, c’est a dire a faire en sorte que la plupart des coefficients
d’une matrice soient trés petits. Pour cela nous allons considérer une autre
base que (65b) pour 'espace de discrétisation Vj,, ce qui permettra d’obtenir
plus que 0.4% de coefficients seuillables.

5.2.1 Bases d’ondelettes, Paquets d’ondelettes

Nous allons donc procéder a la transformation en ondelettes de cette
matrice M de la figure 34, ce qui revient a la multiplier & gauche par la matrice
orthogonale P, (65h), et & droite par sa transposée Pg/h. La figure 38
représente la matrice obtenue par la premiére étape de cette transformation,
avec le méme systéme de niveaux de gris que pour la matrice dans la base
canonique (65b) vue en figure 34.

Remarquons que la matrice P/, (65h), que nous venons d’utiliser, était
la matrice de passage entre, d’une part, la base (65b) choisie pour A, dans
la sous-section précédente 5.1.1 pour construire le systéme (85), et d’autre
part, la base (65g) : ainsi, la matrice représentée par la figure 38 est aussi la
matrice M du systéme (85) lorsque la base Ay, est la base (65g).

Cette base se partage clairement en deux groupes, celui avec n = 0 et
celui avec n =1:

(65g) = {wj('(l)l,m’ m € Z/LQJ;IZ} U {w§91,ma m € Z/LQf*IZ}

Comme nous avons procédé ci-dessus a deux multiplications, la matrice a
une structure assez visible de 2 x 2 = 4 blocs de taille égales, dans la figure
38.

On remarque que les lignes et colonnes relatives & des éléments en @bj(-l_)l,*
de cette base contiennent des coefficients plus petits: ces lignes et colonnes
sont relatives aux fonctions 1/)](-1_)1,* qui sont des ondelettes; cette petitesse,
expliquée dans la section 4.3, est due & ce que leur contenu fréquentiel est au-
dela de 27”, d’aprés la représentation graphique de |1/A1(()18\ (67c), les propriétés
de la section 4.3, et 'identité

[ (6]

|

279196 (€)|.
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(la transformation de Fourier utilisée pour 1/35}2 ci-dessus a été définie par
(67d) et c’est la transformée de Fourier des fonctions R — R ; donc 1/3512 est
ici une version dépériodisée de la fonction L-périodique w&?)

Cette premiére matrice de passage est un peu décevante: en effet, on ne
peut enlever que 43% des coefficients pour une tolérance de 8% sur la solution.
Nous allons donc faire plus qu'une étape de transformation en ondelette, ce
qui changera la matrice de passage.

Nous avions vu, au total, quatre matrices de passage dans la section
3.2.2: ainsi, il existe au moins trois autres bases possibles pour choisir Ay,
dans le systéme (85). Les figures 39, 40 et 41 présentent les trois matrices
résultantes. Nous avons vu & la section 3.2.2 qu’il existe de 1'ordre de 2%
matrices de passage possibles, dont les quatre matrices de passage ne sont
qu'un échantillon, ainsi il y a beaucoup d’autres figures possibles.

Une premiére observation est que ces trois autres matrices semblent conte-
nir moins de gros coefficients que dans la figure 38 : en effet, selon (88) il est
possible d’enlever respectivement 56%, 67% et 60% coefficients en faisant une
erreur sur la solution de moins 8%.

Présentons maintenant des arguments expliquant pourquoi ces pourcen-
tages sont meilleurs que le 0.4% vu pour la matrice en base de fonctions
d’échelle de la figure 34.

La premiére de ces trois matrices, figure 39, est la transformation en
ondelettes en quatre étapes de la matrice figure 34. Son résultat est assez
décevant ; c’est parce que la phase dan la matrice figure 34, visible sur la
figure 42, n’est pas trés réguliére ; & la lumiére de la forme (51) du noyau
K présent dans 1'opérateur A, nous voyons que la fonction de Hankel H3"*
intervient et provoque des oscillations dans les coefficients de cette matrice
qui, grace aux équivalents (32b) et (32a) de H§"¥, se situe a des périodicités
valant & peu prés AhQ qui fait 6.4 coefficients.

La seconde de ces matrices, figure 40, est la transformation en paquets
d’ondelettes de cet opérateur dans une base de paquets d’ondelettes équili-
brée; d’aprés les graphes des transformées de Fourier |@E(()"0) | vues partie 3.2.2
des éléments de la base (67a), cette base est une espéce de transformée de
Fourier a fenétre, qui est plus adaptée a la transformation d’un phénoméne
oscillatoire comme celui-ci.

La troisiéme et derniére de ces matrices, figure 41, est la transformation en
paquets d’ondelettes de cet opérateur, dans une base de paquets d’ondelettes
générée au hasard dans la partie (3.2.2) juste pour exemple. Et pourtant
ce choix, arbitraire, est presque aussi efficace que le plus efficace des choix
ci-dessus, qui était celui de la figure 40.
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Fi1G. 38 — La matrice de rigidité  F1G. 39 — La matrice de rigidité
M pour la base d’ondelettes (65g) M pour la base d’ondelettes (65])
(avec j' =1 échelle représentée). (avec j' = 4 échelles représentées).

|
0.01 0.1

0.0001 0.001

F1G. 40 — La matrice de rigidité  FI1G. 41 — La matrice de rigidité M
M pour la base de paquets d’on-  pour (67f), qui est une base de pa-
delettes type Fourier (67a). quets d’ondelettes quelconque.
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5.2.2 Stratégies possibles

Le fait que la matrice de la figure 41 fasse presque aussi bien que les
autres matrices, avec une base de paquets d’ondelettes pourtant choisie sans
précaution aucune, signifie qu’il existe sans doute une base de paquets d’on-
delettes plus efficace encore que les quatre bases utilisées dans les figures 34,
38, 39 et 40. Il existe de I'ordre de ~ 23 bases possibles, aussi le choix de la
base de paquets d’ondelettes est difficile. Il existe plusieurs stratégies.

Stratégie Top-down.

Une premiére stratégie consiste a partir de la matrice de passage trés
simple (65h), et & y ajouter des produits dans chaque sous-blocs, progressi-
vement, en ne validant chaque ajout que lorsqu’il augmente la part seuillable
de la matrice. Ainsi, nous obtenons en résultat une matrice de passage qui
ressemble & (67e) par sa dissymeétrie, et qui admet la représentation plus
compacte visible figure 47 avec la convention de la figure 21.

— Les noeuds les plus raffinés ne sont pas du tout évalués: donc cette
stratégie n’évalue pas toutes les bases de paquets d’ondelettes possibles.

— Le coiit est relativement faible: il faut calculer & = ||[M — M| a chaque
noeud essayeé.

— Le résultat dépend de I'ordre avec lequel les suppressions sont tentées.

Le coiit est & peu prés en N % avec N le nombre de noeuds trouvés dans
I’arbre, grace au module ARPACK++ présenté page 145.

La matrice correspondante est représentée figure 43, et elle est seuillable
a 70% pour une erreur sur la solution garantie inférieure & 8%. Nous avons

toutefois deux validations de cette stratégie, par les deux stratégies suivantes.

La stratégie Top-Down non-standard

. La figure 44 présente une transformation dans une base de paquets
d’ondelettes bidimensionnelle (non tensorisée), que nous n’avons pas décrite
dans cette thése. Nous avons vu dans la remarque 3.3 qu’a chaque base de
paquets d’ondelettes correspond une partition finie du segment unité semi-
ouvert en segments semi-ouverts de longueur dyadique (c’est a dire de la
forme 277 avec j entier). De méme, & chaque base de paquets d’ondelettes
bidimensionnelle correspond une partition finie du carré unité semi-ouvert

{(zy) eR*:0<2<1,0<y <1}
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F1G. 43 — La matrice de rigidité
pour la base d’ondelettes trouvée

par la stratégie Top-down, qui part
de la figure 34.

F1G. 44 — Compression optimale de
l’tmage bidimensionnelle de la ma-
trice M dans une base de paquets
d’ondelettes bidimensionnelle.

01 0.1

0.

0.0001 0.001
= H
Eni=nnmin
1 T
seas
mlis
H g
T mape
_% B T

F1G. 45 — La structure de la trans-
formation en paquets d’ondelettes
bidimensionnelle pour la figure 44.
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F1G. 46 — La structure de la ma-
trice de rigidité pour la base d’on-
delettes trouvée par la stratégie
Top-down, qui part de la figure 34.



F1G. 47 — L’arbre correspondant a la stratégie Top-Down, qui a été construit
en ajoutant les noeuds, deuzr par deuz, lorsque la partie seuillable de M en
augmentait.

en rectangles de longueur et largeur dyadiques, similairement semi-ouverts.
Ainsi, la figure 44 résulte de la transformation en paquets d’ondelettes bidi-
mensionnelle dessinée a la figure 45.

Toute matrice M dans une base de paquets d’ondelettes de V), est aussi
une transformation dans une base de paquets d’ondelettes bidimensionnelle
de la matrice initiale dans la figure 34. En particulier, la matrice de la figure
43 obtenue par la stratégie Top-Down est aussi la transformation dans la
base de paquets d’ondelettes correspondant au découpage figure 46.

Ainsi, la recherche d’une base de paquets d’ondelettes pour V},, maximi-
sant la partie seuillable de la matrice revient a optimiser la seuillabilité de la
matrice lorsque cette matrice parcourt un sous-ensemble de I'ensemble des
matrices résultant de transformations en paquets d’ondelettes bidimension-
nelles. La matrice correspondant a la base optimale de paquets d’ondelettes
pour V} est donc moins bien seuillable que la matrice correspondant a la
transformation optimale de paquets d’ondelettes bidimensionnelle. Cette der-
niére matrice fournit donc une borne supérieure de ce qu’on peut faire avec
une base de paquets d’ondelettes pour V},. Cette derniére matrice est plus
facile a trouver méme s’il faut chercher parmi un nombre encore plus grand
de transformations en paquets d’ondelettes bidimensionnelles: si ces trans-
formations sont beaucoup plus nombreuses que le nombre de base de paquets
d’ondelettes, chaque transformation est voisine de beaucoup plus de trans-
formations au sens ot il suffit de couper un rectangle. Ainsi, la recherche de
cette derniére matrice est plus facile car il y a plus de chance qu’un minimum
local soit le minimum global. La matrice de la figure 44 est donc susceptible
d’étre un minimum global.

Et en effet, la matrice de la figure 43 a & peu prés le méme découpage
que la matrice de la figure 44, sauf a certains endroits ot les coeflicients sont
tous petits; et la matrice de la figure 43 est une matrice (non-standard) de
laquelle on peut enlever 73% des coefficients tout en garantissant que ’erreur
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F1G. 48 — L’arbre correspondant au paquet d’ondelette contenant toutes les
subdivisions de la transformation en paquets d’ondelettes bidimensionnelle
optimale figure 44.

sur la solution J est de moins de 8%. La matrice de la figure 43 est seuillable
a 70%, ce qui est trés proche de 73% : ainsi, nous avons vu une raison pour
laquelle la stratégie Top-Down est efficace.

Toutefois, la stratégie non-standard ne donne elle-méme pas de résultat
utilisable.

D’une part, la recherche d’une base de paquets d’ondelettes de V}, qui
ait les mémes subdivisions que celles présentes dans la transformation de
paquets d’ondelettes bidimensionnelle est loin d’étre satisfaisante. Une telle
transformation résulterait en la base représentée figure 48. La transformation
en paquets d’ondelettes bidimensionnelle figure 49 résultant de la tensorisa-
tion de la base 48 par elle-méme donne la matrice figure 51 qui n’est seuillable
qu’a 60% pour une tolérance de 8% sur la solution J: ¢’est bien moins que
les 70% permis par la matrice figure 43 de la stratégie précédente Top-down
pour la méme tolérance.

D’autre part, il existe un intermédiaire entre les découpages figures 49
et 45: nous pouvons utiliser deux bases, une base de départ et une base
d’arrivée, en multipliant M & gauche et a droite non pas par la méme matrice
de passage mais avec deux matrices de passages différentes. Les découpages
résultants sont tensorisés, mais non symétriques, comme le découpage de la
figure 50. Ce dernier découpage est en fait le découpage le plus grossier qui
soit tensorisé (les lignes de découpes sont discontinues) et plus fin que le
découpage de la figure 45. Toutefois, I'utilisation de deux bases au lieu d’'une
ne méne pas a des résultats trés satisfaisant: la matrice M qui en résulte
n’est seuillable qu’a 62% pour une tolérance de 8% sur la solution J: c’est
bien moins que les 70% permis par la stratégie précédente Top-down pour la
méme tolérance.
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F1G. 49 — Dessin de la base de pa-
quets d’ondelettes de V}, recouvrant
le dessin de la transformation en
paquets d’ondelettes bidimension-
nelle de la figure 44.

0.0001 0.001

Fi1G. 51 — La matrice de rigidité
dans la base de paquets d’onde-
lettes de V}, recouvrante de la figure

49.
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F1G. 50 — Dessin de la transforma-
tion en paquets d’ondelettes tenso-
risée et recouvrant le dessin de la
transformation en paquets d’onde-
lettes bidimensionnelle de la figure

44

|1 |01

0.0

F1G. 52 — La transformation en pa-
quets d’ondelettes tensorisée recou-
vrante de la figure 50 de la matrice
originelle figure 34.



Fi1G. 53 — Départ et arrivée de la stratégie Bottom-up.

Stratégie Bottom-up.

Cette autre stratégie, par exemple citée Coifman-Wickerhauser [CW92],
consiste a construire, peu a peu, cette base de paquets d’ondelettes, mais
en partant d’une base d’ondelette type Fourier donnant la figure 40 et la
matrice de passage figure 18, puis en supprimant petit a petits les facteurs
de produits dans cette derniére matrice de passage, en ne validant chaque
suppression que lorsqu’elle contribue & augmenter le pourcentage de termes
de la matrice supprimables au sens (88) qui garantit que ’erreur entre J et
notre approximation J,, est de ordre que 8% (théoréme 5.1).

Dans la représentation par arbre, cela revient a supprimer les enfants
d’un noeud n’ayant pas de petit-enfant, progressivement, en validant chaque
suppression par un calcul de norme d’opérateur par la méthode ARPACK-++
citée page 145. C’est la stratégie duale de la stratégie Top-down.

— Les noeuds les plus grossiers ne sont pas évalués.

— Cette méthode est assez cotiteuse, comme on part d’un arbre avec beau-
coup de noeuds.

— Le résultat dépend de l'ordre avec lequel les suppressions sont tentées.

La figure 53 présente I’arbre de la base de paquets d’ondelettes de départ, et
celle d’arrivée, qui compte moins de noeuds que celle de départ. Les matrices
correspondantes sont représentées sur les figures 54 et 55. Le résultat, sur la
figure 55, est compressible & 70% pour une tolérance maximum de 8% sur la
solution J. C’est la méme compressibilité que pour la stratégie Top-Down ;
de plus, nous remarquons que les arbres ne différent que tout en bas, et que
cette différence ne concerne que des coefficients trés petits (en bas ou a droite
des matrices), qui sont seuillés, et donc dont la découpe n’influe pas sur le
résultat : cette différence ne peut donc pas avoir d’effet.

Ainsi, cette stratégie Bottom-up, qui a pour défaut de ne pas évaluer les
noeuds les plus grossiers, trouve le méme résultat que la stratégie Top-Down,
qui avait pour défaut de ne pas évaluer les noeuds les plus fins. C’est la
seconde validation de la stratégie Top-Down.
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Fi1Gg. 54 — La matrice de rigidité  F1G. 55 — La maltrice de rigi-

pour une base de paquets d’on-  dité pour la base d’ondelettes trou-
delettes type Fourier plus raffinée  wvée par la stratégie Bottom-up, qui
qu’en (67a). part de la figure 54.

0.0001 0.001

Fi1G. 56 — La matrice de rigi- F1G. 57 — La matrice de rigidité
dité pour une base d’ondelettes  pour une autre base d’ondelettes
de la stratégie Predefined- Wavelet- de la stratégie Predefined- Wavelet-
Packet. Packet.
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Fi1G. 58 — Les deuzr arbres fréquentiellements directifs de la stratégie
Predefined- Wavelet-Packet utilisés dans les figures 56 et 57.

Pour information, la matrice compléte de la figure 54 qui correspond a
la base de paquets d’ondelettes donnée a la figure 53 n’est seuillable qu’a
36% si on veut garantir une tolérance de 8% sur la solution: donc il faut
faire attention & ne pas trop raffiner lorsqu’on choisit sa base de paquets
d’ondelettes. Nous mentionnons la stratégie suivante, publiée par Deng-Ling
[DL99b], qui s’avérera peu efficace, un peu parce qu’elle découpe trop 1a ou
il y a des coefficients importants.

Stratégie Predefined-Wavelet-Packet.

Deng-Ling [DL99b| propose de n’insérer de noeuds, dans ’arbre binaire

représentant la base de paquets d’ondelettes choisie, qu’a ’endroit corres-
pondant aux éléments des bases de paquets d’ondelettes de fréquence a peu
prés i—’or, c’est & dire aux fonctions 1/1](71 telles que n ~ 2'77' /Ay — 1 (Deng-
Ling garde en moyenne deux n par valeur de j'). Cette base de paquets
d’ondelettes est donc connue a priori: ainsi, Deng-Ling a appelé cette base
Predefined Wavelet Packet, d’oti le nom de cette stratégie.
Lorsque h = 61—4 et Ao = 11—0, la figure 53 présente deux arbres constitués de
noeuds pour lesquels [n — 279" /Aq + 1| < 2. Les figures 56 et 57 présentent
les matrices correspondantes. Ces matrices sont respectivement seuillables a
60% et 58%, en garantissant une tolérance de 8% sur la solution.

Attention, la présentation et les résultats numériques de Deng-Ling [DLI9b)]
ne tiennent pas du tout compte du remplacement (66) qui est nécessaire pour
que ce critére n + 1 ~ 2177 /); ait un sens (voir la remarque 5.8).

Ainsi, leurs applications numériques utilisent en réalité les arbres de la
figure 59, ce qui donne et les matrice résultantes (non représentées) sont

seuillables & respectivement 57% et 59%.
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SO

F1G. 59 — Les deux arbres réellement utilisés par Deng-Ling qui a ignoré le
remplacement (66).

h 6] 16 |16 |16 16| 5 |w |3 || 5| @

1000e 21 (10.514.212.111.0110.5(4.2| 2.1 1.010.42{0.21/0.10
Milliers de
congers e 148162 (7.9]9.0[9.9] 7.2 ]9.8(12.7/14.5]16.9/19.4|21.3

AR R

100“%% 17106546 3] 2 [14]1.1]0095/0.8

Table 6 — Stratégie Top-Down pour Ao = 1 lorsque S est donné par (34).

5.3 Position des coefficients importants de cette matrice
5.3.1 Chiffres de compression

Nous avons donc utilisé la stratégie Top-Down, qui a donné les résultats
des tables 6 et 7, dans le cas du diffractant (34) sans coin. Essentiellement,
I’arbre généralement construit est un arbre de paquets d’ondelettes bien équi-
libré pour les fréquences plus petites que i—z a peu prés, puis moins raffiné
pour les fréquences supérieures. Nous remarquons que la matrice a & peu
prés Ay - coefficients nécessaires dans la matrice de masse pour la précision

garantie de 2% sur le résultat.

5.3.2 Eviter le calcul des coefficients seuillés

Le bilan du calcul fait jusqu’ici est assez lourd:

— Le calcul de la matrice M, dans la base (65b) de V}, contient h™2 in-
tégrales doubles, dont 16h~! d’entre elles prennent de 'ordre de 10°
opérations (les intégrales (86) pour lesquelles les supports de w,, et
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h 1] L] L] L] L] _LJ]_L]J]_L
64 128 | 128 | 128 | 128 | 128

64 64 | 64 | 64
1000e 9.3 (3.1812.12|1.59|1.06|0.53]2.12|1.06|0.53|.212|.106

Milliers de
coefficients || 216|245 | 269 | 286 | 310 | 394 | 315 | 396 | 464 | 529 | 649

100“%“3 251161 12]10] 8 [65]6740]27]20] 1.7

Table 7 — Stratégie Top-Down pour \g = % lorsque S est donné par (34).

W,y s'intersectent), et dont les autres ne prennent en moyenne que
« seulement » de I'ordre de 10% opérations.

— La stratégie Top-Down demande ensuite de calculer une norme ma-
tricielle une fois par feuille essayée; le coiit de calcul de cette norme
matricielle, par ARPACK++ (page 145) avec des méthodes d’Arnoldi, est
tout de méme d’une cinquantaine de produits matrice-vecteur.

— De plus, il faut calculer a partir de M, la matrice M dans les bases
de paquets d’ondelettes essayées au cours de la stratégie Top-Down ;
a cause de la nature par blocs des matrices de passages vue en partie
(3.2.2), le coiit cumulatif de ces transformations n’est qu’en h=2|log h/|
au plus.

— Enfin, il faut estimer les normes d’opérateur intervenant dans les hy-
pothéses des théorémes 3.1 et 5.1, ce qui en pratique, avec la méthode
utilisée pour les tables 4 et 5, cotlite approximativement quatre fois plus
cher que le premier alinéa ci-dessus.

Pour essayer d’aller plus vite, nous pourrions dans un premier temps éco-
nomiser sur le second alinéa. Les résultats des autres stratégies, ainsi que
les diverses matrices montrées dans les sous-sections précédentes, nous sug-
gérent de construire une nouvelle stratégie, similaire a la stratégie Predefined-
Wavelet-Packet, mais en raffinant toutes les fréquences plus petites que ?\—Z
plutdt que de ne raffiner que cette derniére fréquence : ces fréquences corres-
pondent a tout le bloc en haut a gauche de toutes les matrices illustrées dans
les figures précédentes.

Les figures 56 et 57 montrent que la stratégie Predefined-Wavelet-Packet
a tendance a découper en de multiples blocs la partie de la matrice contenant
I’essentiel des coefficients; nous allons voir que ce sur-découpage est néfaste.
La figure 49 montre que la stratégie Non-standard qui lui correspond a elle

aussi tendance a sur-découper.
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Les figures 40 et 54 ne correspondent pas a proprement parler a des stra-
tégies viables ; néanmoins, la seconde d’entre elle a également tendance a sur-
découper ce bloc. Curieusement, 1’autre est celle que nous avons vu seuillable
a 67%, ce qui est supérieur a toutes les autres figures que nous venons de
rappeler (qui sont respectivement seuillables & 60%, 58%, 60% et 36%).

Examinons mieux cette matrice, illustrée figure 40: dans les 36 blocs en
haut a gauche, nous voyons que le dessin de chaque bloc est différent. Dans
une certaines mesure, ces dessins sont assez complémentaires si on essaye de
les superposer, c’est a dire que (comme nous allons le voir ci-dessous) si un
pixel ligne [ et colonne ¢ (avec |l — ¢| >> 1) dans un bloc donné est noir,
il y a de fortes chances que ses homologues, ligne [ colonne ¢ mais dans les
autres blocs, soient plus souvent blanc que noirs. En effet, pour | = 64 et
¢ = 42, considérons le coefficient ligne [ colonne ¢ dans le sixiéme bloc de la
deuxiéme rangée, bloc que la figure 60 présente seul. D’aprés (86) et d’aprés
I’orthogonalité des paquets d’ondelettes, ce coefficient vaut

/ w'bgh' —d,0— ¥ @ 40— 1dt+/ / ¢‘l°gh' —4,c LMK (t,t')zﬁ@_“_l(t’)dtdt’
log 2 ’

:5g5l+/ / ¢241 ttl)¢263(tl)dtdt'

—0+ / / S (At — 1)) K () (4(t — 63))dtd

qui contient deux fonctions ¢2’41 et 1/1&756)3 qui d’aprés les graphes de 1/)(()’3
dessinés en (67b) ont le gros de leurs valeurs localisé comme indiqué sur la
figure 61. Et en effet, nous voyons que ce coefficient, dans la ligne | = 64 et
la colonne ¢ = 42 de son bloc, qui en fait vaut a peu prés 0.013 — 0.013i, est
plus grand que tout coefficient dans la ligne [ = 64 et la colonne ¢ = 42 mais
dans un autre bloc, selon les figures 62 et 63.

Or le coefficient dans la ligne [ = 64 et la colonne ¢ = 42 dans le x-iéme
bloc de la g-iéme rangée vaut

/ / ¢§g411 K (t,t" )5 <" D () dtdd!
= /OL /OL %?0_1)(4(1&—41)) (tt)%*’”0 1( 4(t" — 63))dtdt’ (89a)

qui, comme nous allons le voir en utilisant ’argument de I’angle d’émission
fréquentiel (671) donné par Canning [C95] et la localisation fréquentielle des
paquets d’ondelettes (67c), est petit lorsque g # 2, ou lorsque k # 6.
Détaillons ce raisonnement. Pour que le coefficient (89a) soit gros, il est
nécessaire d’aprés (67i) que la longueur d’onde dominante A =D de la fonc-

Ao

tion 1/}&%1) soit de l'ordre de 2%

avec 0’ I’angle (de droites) sous lequel
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1=64 -, Lj F1G. 61 — Les supports des fonc-

Te =42 tions impliquées dans ce coefficient

FI1G. 60 — Place du coefficient ligne pointé figure 60.

64 colonne 42 dans ce sixiéme bloc
de la seconde rangée de la figure

40.

|
0.1
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F1G. 62 — La matrice de la figure
40 dans lequel chacun des 256 blocs
a été remplacé par un carré de la

couleur de la taille de son coeffi- ‘ ‘ ‘-|
cient ligne 64 colonne 42. 0.001  0.01 0.1 1

F1G. 63 — La figure 62 mais avec
l’échelle de gris ci-dessous.

211



F1G. 64 — L’intervalle [13°,29°] de l’angle §' sous lequel la fonction en t' voit
la fonction en t dans (89a), lorsque le diffractant S est donné par (34).

le support de wéfﬁg” voit le support de wé‘%l) par rapport a la normale
a 0S. Nous voyons sur la figure 64 que cet angle #' a un cosinus entre
cos 29° = 0.87 et cos 13° = 0.97: nous voyons que les g qui conviennent sont
ceux tels que zﬁ((),go_l) (&) est grand en & quelque part entre 3—7{()\0/.97)’1 ~ 13.7
et %—7;(/\0/ 87)7! ~ 15.2, ce qui en lisant les décomposition de Fourier des
fonctions en ¢3j‘3 dans (67c) sélectionne g =4, g =5 et g = 6.

Ainsi, nous avons compris pourquoi, lorsque g ¢ {4,5,6}, (89a) était petit.
De méme, la mesure de angle de sortie analogue # montre que (89a) est petit
si k ¢ {1,2}. C’est pourquoi les figures 62 et 63 sont concentrées a quelques
termes concentrés sur les 2 X 3 = 6 carrés désignés par ces trois valeurs de g
et ces deux valeurs de k.

De la méme maniére, il est possible de regarder les mémes regroupements,
pour (,c) différent de (64,42). Le méme argument basé sur (89a) permettra
d’expliquer un regroupement semblable dans ’analogue de la figure 62 mais
pour (l,c) différent de (64,42). Lorsqu’on regroupe tous ces analogues, en
mettant sur la méme ligne ceux avec le méme [ et sur la méme colonne ceux
qui ont le méme ¢, nous trouvons la figure 65. La figure 65 contient la figure
63 dans son bloc derniére ligne (I = 64) et dans la colonne ¢ = 42.

Cette figure représente en fait la matrice M de notre systéme (85) lorsque
la base A;, choisie vaut

{¢J('Ti)4,m7n € {0715---724 - 1}7 m € Z/LQJ'*‘IZ} (89b)
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Tle=2 7 =
c=1 c=42 c=63

F1G. 65 — Agrégation du cas ligne | colonne c de la figure 62, pourl et c entre
1 et 64.

0.0001 0.001 0.01 0.1
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qui est trés similaire & (67a) sauf que I'ordre n’est pas le méme: la base (67a)
commence par

0
wj—)4,0’wj—4,1a"', i— 463:¢] 40’¢j 4,19 ] 463:¢] 40,% 4,19

tandis que la base (89b) commence par

0 1 15 0 15 0 1
DS 05 08 g 08 0y 08 1 08 e, 08 L0 8 e

La premiére regroupe les termes de la base par leur similarité fréquentielle,
et la seconde par leur position spatiale. Ainsi, la figure 65 présente en fait la
méme chose que la figure 40, sauf que les coefficients y sont d’abord regroupés
sur des critéres spatiaux.

Nous allons maintenant justifier 'argument de ’angle de sortie (67i). At-
tention, la justification suivante n’est pas rigoureuse (la propriété 5.6 fournira
une justification rigoureuse).

D’aprés les représentations des fonctions 1/10 5 en (67b) et de leur décompo—

sition de Fourier en (67c), nous voyons que les fonctions wj(ﬁt_l (t) et 1/1(, i D)
se comportent en gros comme les fonctions

k k
bl(t)62m =t ot bg(t')eQW =t

avec

§ 1 , 1
k= 427 "\ (k — 5) et ko = 42771\ (g - 5), (89c)

et avec by et by qui sont deux fonctions L-périodiques de supports de longueur
O(27") et centrés approximativement en 277'c et en 277'] respectivement ; la
propriété 5.6 montrera dans quelle mesure ces choix de k; et de k, faits en
(89c¢) sont bons et discutables a la fois. Nous allons supposer, pour 'instant,
que le support de b; et de by ne dépend pas trop de x ou de g ; cette hypothése
sera confirmée par la propriété 5.6.

Ainsi, nous voyons que le coefficient (89a) de la matrice M est de la forme
(73) pour lequel la propriété 4.3 montre une décroissance en df ol d,, défini

dans cette propriété, est plus petit que la distance entre le vecteur [',z;]

et la
diagonale épaissie de I’amplitude de variation de %Vu.

Or dans le cas ot ¢ = 42 et ¢ = 64, b; et by ont des supports qui sont
a peu prés indiqués sur la figure 64, et la figure 66 présente la trajectoire
de Vu(t,t') pour t et t' restreints aux supports de respectivement b; et bs.
Comme premier signe de cohérence, nous voyons que cette trajectoire est, en

ordonnée, située entre —27 sin 13° et —27 sin 29°, ol ces deux angles avaient
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— 21 0 27

L —27sin 13°

% | —27r sin 29°

— 21

F1G. 66 — La trajectoire de Vu(t,t') avec u défini par (74), restreint a t €
suppb; et t' € suppbs.

été mesurés sur la figure 64. Et nous voyons que le maximum du paramétre
(%—1; + %) qui entre dans la définition de d, est entre 7.6 et 8.6.

La propriété 4.3 prédit donc que |k; + k2| ne doit pas étre entre %‘: ~ 1.21
et g—f ~ 1.37. Vu la définition de k; et de ks en (89c), nous voyons que, si

(89a) est de la forme (73), alors (89a) est grand lorsque
|k — g| ou |k +g—1] est proche de 2X0[1.21,1.37]

et comme l'intervalle ci-dessus est approximable par [6.0,6.9], nous voyons que
cela désigne les carrés indiqués par les cercles, et leurs voisins plus ou moins
immeédiats, dans la figure 67, avec ’hypothése importante que le support de
b1 et celui de by ne doivent pas trop dépendre de x ou de g.

Nous remarquons que les gros termes sont effectivement prés des coeffi-
cients pointés par la propriété 4.3. Néanmoins, nous avons signalé juste aprés
la fin de la démonstration de cette propriété qu’il aurait suffit de s’assurer
que [’;;] est loin de I'image de iVU, ce qui ici est un critére qui sélectionne
trés exactement les six coefficients cerclés les plus hauts lorsqu’on compare
les définitions de kq, ko faites en (89c) avec des changements de signes, et les
figures 63 et 66.
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F1G. 67 — Environs ot la propriété permet de détecter les gros termes de la
figure 63.

Nous allons démontrer qu’en effet c’est possible, mais seulement lorsque
les supports de b, et de by ne s’intersectent pas, ce qui est une hypothése
nouvelle par rapport aux propriétés 4.4 et 4.3. Incidemment, nous allons
démontrer le critére angulaire (671). Un homologue de cette propriété avec un
plan de démonstration a été trouvé par mon directeur de thése dans Bradie-
Coifman-Grossman [BCG93| (et ébauché par Averbuch-Braverman-Coifman-
Israeli-Sidi [ABCO00]) pour un opérateur de noyau purement oscillatoire du
type (67h) et non pour 'opérateur intégral de Helmholtz de noyau (89a).

Propriété 5.2 En l'absence de coin dans le diffractant, si s est CPT3, et si
les supports de by et de by ne s’intersectent pas, l'intégrale (73) est en

b 1 1
O(d,;c)lp(||bl||L1||bz||L1(ﬁ + @) + (|61 (|62 wo + ||b1||ww||b2||L1))
oup>1, ou
1 ou 1 Ou
_ (12 12 s inf _ 2 Uy, AV
! \/mm G LI DR 5 SN Rl vl S e s vr), )

et ou d est la distance

' . B /
! _t=big)f¢0 t':b;%;ﬁo“s(t) s

mesurée dans 0S entre le support de by et le support de by, et cette distance
d' doit étre strictement positive. Nous nous restreignons au cas ot g < %
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B Nous rappelons que u(t,t') = 27|s(t) — s(t')| (74). La définition de K en
(51), et les développements limités (54d) et (54e) (avec n = p + 1) montrent
que K est une combinaison linéaire (& coefficients indépendants de u et de
o) de ces termes:

m -3 i— _m_ 1
%Olog( 11(21)’ )‘Snil()‘g"i'qﬁ)_?a /\gz ZeAlou(/\%+u2) 2+‘11’
1—|—u2
m -3 ;1 _m_1
Su@d)E, AT+ EGu, A7 2N (N u?)E L,
1 1
Oy (A2 +u?)~5%), O (N +u?) 31 2u)

o _1

Comme 1 < m < p, comme u est minoré par d’, comme (u?)~2V (u?)

est borné car Vu est borné, comme u? a une norme C" en O(1), on a, pour
n > 1, et uniformément en A\ < % :

1 1
||— log(——z)lles = AO0(d™?) + ol ——7 (u*) *V (u?) | ens
1+ 2 1+ 2%

u? u?

11
= A(]O(dl 2) + A()” 2 + AZ UZV(UQ)”Cn—I
MO(d A+ d?) T+ d (02 +d?)e)

O(dl—2—n)

ol on a utilisé que |V (u?)| < 2u < 24/u? + )2, et que une dérivée g-iéme de
™ (u?) o™ (u?)

u2—|—/\2 u2—|—/\2 wHAZ M g2 o
qui sont ici indicés avec des multi-entiers m dont la somme cumulée doit
faire ¢ dans chaque produit issu du développement de cette dérivée ¢g-iéme. La

méme technique de décomposition donne aussi les trois estimations suivantes :

u2 est le produit de u2 par des termes du genre

MGG +u?) 7 flon = AFTTO(N +dP)TETE + (A +d?) TP
= O((X2+d>)™"F + (N +d?)5d>)
O(dlfnfl)
”28t log(u?)||cn = O(d"™™)
0

m
2

1 m— — -1 m— -2 g—n —n—
15267 (Ag+u?) 7 (%) 72 (W) lon = AGO((Ag+d™) 7 d™") = O(d™" )

Donc (73) est la somme d’un élément venant des restes (89f) et dont la
norme se majorant par

A§+a//C(A§+u(t,t’)z)*%*%bl(t)bQ(t)dtdt’ =02 d' =P ||by[l]|b2]l1)
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ot || - |1 = || - ||lL1(®#/,,), et de plusieurs termes du genre

// u(t,t')—2mwkit—2wkat’) (t,tl)dtdt, (Sgg)

avec u(t,t') valant 27|s(t) — s(t')| ou éventuellement 0 (pour les premiers
éléments de (89d)), et oi v a une norme W™! en

O((Ulbr [ 1Ball2 /d™ + N1B1l11l1ballwns + 1[Br [l [[Ball1) /d)
uniformément en )y, oll nous avons utilisé des inégalités de normes en
[1BlRvar < O 1BlI%00

tirées de I'interpolation d’espaces normés vue en figure 1.
Notons k le vecteur 27[% s et 2 ]e vecteur [,]. On a donc & intégrer par

parties en intégrant ceci: e3¢ =) Or on a
vei%(u—(mz)) — )\LO(VU _ k)eiﬁ(u—wlz)) (89h)
et v k
—_ <1 + 1
—i)\()( u |V)elm(u—(klz)) _ elg(u—(klz)) (89i)

[Vu — K||”

Donc on utilise, sur le reste de 'intégrande, la dérivation a coefficients non
constants

Vu—k

D:fr <V|fw> (89j)
qui se base sur la fonction
Vu—k
—_—— 89k
[Vu— P (5949
et ses dérivées, controlées par le lemme suivant :
Lemme 5.2.1 On a, dans C:
drr dgr2 1 P
am atm "))~ g (89¢)

avec H(t,t') = Zu(tt') + 2mks — iZu(tt) — i2mks od P est un polyndme
homogeéne en les %d‘ifiH(t t') avec q¢1 < p1 et go < po. De plus, P est de
degré py + po.
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® Nous faisons une récurrence sur p; + p, initiée sans probléme. Un ar-

gument générique montre qu’il suffit d’étudier I'effet de & sur (89¢), ce qui

dt
donne:

i der dge2 i) _ H%P —(p1+p2+ l)P%H (89m)
dt dtpr dee2 “ H Hpitpe+1 [
Comme 1 5 O
1 2
Hap - (I§2 HaXth]Q otu+l gtle H,

on voit que le numérateur de (89m) est bien un polynéme homogéne de degré
p1 + p2 + 1. Notons que ce lemme est une application de la formule de Faa
di Bruno. -

Comme (u2?)"2V (u?) est borné, comme u? a une norme C" en O(1), alors
u a une norme C" en 1+d" ™" ; comme la partie réelle et la partie imaginaire
de % sont les composantes du vecteur (89k), on voit que ce vecteur a ses
dérivées partielles d’ordre p bornées par C,(||Vu—k|| 77~ +||Vu—k||~1)d' 7P,

Itérons une intégration par parties p fois (89g) en utilisant (89j), ce qui
donne:

. Vu -k P_isk(u—(kl2)) — iy [[ i kL) pyp
//( 1)\0<7||Vu — k”2|V)) e v(z)dz = (o) //e A DPy(z)dz
(89n)

Comme DPy est une somme de termes contenant seulement p dérivations
(& coefficients non constants), chaque dérivation va s’appliquer sur au plus
un terme % qui est dans la dérivation (89j), et donc, avec le lemme
ci-dessus, on voit que

|(898)] < C(p,5) (o + oo ) A (890)

avec C(p,s) dépendant seulement de p et du diffractant s. Ceci montre le
résultat annoncé. H

Cette propriété 5.2 permet donc de comparer les figures 63 et 66, & symé-
tries prés. Elle montre, pour la figure , que le coefficient ligne g et de colonne
k dans la figure 63 est important, d’apreés les définitions de k; et ks en (89c¢),
si I'un des quatre points de coordonnées

+27' (K — 3)
+27'A(g — 1)

est sur le graphe de Vu ou a proximité, ou proche du coin en haut & droite
de cette matrice.
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Comme on a 277\ ~ 1.25, nous voyons clairement que la symétrie selon
I’axe vertical de la figure 66 permet d’expliquer la taille des six coefficients
cerclés les plus hauts de la figure 67.

Nous allons maintenant essayer de prédire 1’évolution de la figure 63
lorsque [ ou ¢ prennent des valeurs différentes de 64 et de 42, afin de prédire
la position des gros coefficients dans la matrice de la figure 65. Grace a la
propriété précédente, il suffit pour cela de comprendre la trajectoire de Vu,
dessinée a la figure 66 pour le cas | = 64 et ¢ = 42.

Canning [C95] remarque le critére angulaire (67i) pour cela, et nous allons
le montrer :

Propriété 5.3 L’image de Vu(t,t') pour t et t' restreints aux supports des
fonctions respectivement by et by est restreinte a un rectangle. En abscisse,

elle est constituée des valeurs possibles de 2%(8’(t)|%), et en ordon-

)
née elle est constituée des valeurs possibles de 2%(5’(t’)|%), pour t €
suppb, et t' € suppbs.

B La démonstration est trés simple, elle se fait a la lecture des dérivées de
u, défini en (74), qui sont calculées en 75a. ]

Une bonne observation permet de dire que la figure 66 est essentielle-
ment un arc d’ellipse épaissi, comme expliqué par Bradie-Coifman-Grossman
[BCG93], et comme nous allons le montrer rigoureusement dans la propriété
suivante :

Propriété 5.4 L’image de Vu(t,t') pour t et t' restreint au supports des
fonctions respectivement by et by est constitué d’un arc d’ellipse épaissi.

— cette ellipse est centrée sur l'origine ;

— les droites de pente —1 sont des axes de cette ellipse;

— la droite verticale d’abscisse 2w est une tangente de cette ellipse;

2le|
1+|e]

ty sont a peu prés au milieu des supports respectifs de by et de by ;

est Uexcentricité de cette ellipse, avec e = (s'(to)|s'(ty)) ot ty et

— ellipse passe par le point de coordonnées [je] ;

— larc d’ellipse est délimité en abscisse et en ordonnée comme selon la
propriété 5.3.
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Lorsque les morceaur concernés de 0S sont courbes, il faut ajouter a cet arc
d’ellipse tous les point situés a une distance inférieure a

m
lls"lloom (1 +2v25)

ot m = max(|suppb |,|suppbs|) est la taille mazimale du support de by ou de
by.

B Soit % une version de u construite en linéarisant s : soit & = 27||5(t) —s(¢')||
ou 5(t) = s(to) + (t — to)s'(to) et ou 5(t') = s(ty) + (¢' — tp)s'(t}). Avant de
montrer que Vu décrit parfaitement I’ellipse décrite dans I’énoncé, cherchons
a évaluer la différence entre Vu et V4. On a:

18() = s(®)]]
= I3(t0) + (¢ — t0)8'(to) — s(to) — (t — to)s'(to) —/to(t—t”)S"(t”)dt"ll

t—19)2
5"l =t

2
donc [|5(#) — s(t')]| < [|s"]loo E2L et

li(t,t) — ()] < wlls"[loo((t = t0)* + (' — 1))

<

De plus,

A t
18/6) = S0l = 1 t0) = ) = [ )] < oS
0

t

et [|5'(") — ') < [Is"llo

IVu(t,t') — V()|
1 (/1) — &/(1)| 20510
(=s'(t) + (1) L)
( 5 5(t)—5(t')

, et u(t,t') est minoré par ug, donc

) _ s(#)=s(') aft,t')

s(t)—5(t
)l u(t,t)  u(tt) + a(t,t) (u(t,t’)_1)> ]H
s(t)—$

[ —< | —
i s(t')—s(¢ $(t)—s(t) ra(t,t
< sl(tl)| )(t,t’()) ( )(t t’() ) + (‘)(t t'() )(ugt,t’g - 1)>

< il L soml < 5

IR[(E= Rk i )(t_j)(t')”+2i|ﬁ(t,t2(t—’tfﬁ)(t,t’)|)
< 18" lloo(my/(t = t0)2 + (' = th)? + 4 2 /5t = to)’ (Jtrt(lgf'_tg)?)
< s loom (1 4+ 2v277) o
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De plus, nous avons

3(t)—s(t")
8(t)—5(t')|

1 (5'(t)| S8=20)) (s'(to)
—Va(tt) = X ! =
2 V1) (- (#)|M>] l< s'(th)

On voit que ce sont les produits scalaires d’un vecteur unitaire 3 E g g,g‘ avec
deux vecteurs unitaires s'(tg) et —s'(¢}). Ces deux vecteurs forment un angle

TOSTON
ORI ]
)

dont le cosinus a été noté —e. Ainsi, 5-Vu(t,t') est de la forme [Egzgz;zg],
avec 7 dépendant de (t,t') et n tel que cos(2n) = —
L’équation de l’ellipse décrite dans 1’énoncé est
ou., ,0u., Oou, Ou 9 9
T2 (222 4 2e(E) (2 = 4n%(1 — 89
(O 1 (T 4 2e(20) (G = 42(1 — &) (590)

et en effet, on voit que les coordonnées de 5=V (t,t') vérifient :

4;2(; (1) + ai, (t,t)? + 2e g (tt)a3 (t.t))
= cos(y — 1) + cos(y + 1) + 2ecos(y — 1) cos(y + 1)
= 2cos® y cos® n + 2sin? y sin® ) — 2 cos(27) (cos? y cos® n — sin? ysin? 1)

= 2cos® v cos® n+2(1—cos® ) sin n—2 cos(2n) (cos* y cos” n+(cos® y—1) sin® )

= cos” (2 cos® n—2 sin® n—2 cos(2n) (cos® n+sin’ n)]+[2 sin® n+2 cos(2n) sin” 7]
=0+ 2sin® [l + cos(2n)] = 1 — cos(2n)? =1 — ¢?

|

La propriété 5.2 ne permet pas d’expliquer le contenu des blocs de la matrice

de la figure 65 ligne [ colonne ¢ lorsque [ et ¢ sont trop proches, car la distance

d' qui intervient dans la propriété 5.2 devient nulle. Nous devons alors recourir

a la propriété 4.3. Voici une propriété donnant un minorant sous forme close
de la constante d, qui intervenait dans la propriété 4.3:

Propriété 5.5 Dans la propriété 4.3, le nombre

ou  0u. ,q
2 OU  OUy,
s = min,min i - G + 59’
est tel que
ou Ou 9 9
G + 20 < "I, (s91)

avec m la longueur du support de b? + b3, sur laquelle nous supposons que
m||s" ||oo < 2.
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B Reprenons la notation % vue dans la démonstration de la propriété 4.3.
Montrons que
0,4 < mm?||s"|[5. (89s)

Or

“(t’t')f;“(t’t') = (1) — S (1) 1s(0) — s) = [ ’ / " (" (a) 5'(8))dad

_ / ’ / " (5" (a)|5'(a))dadb + / ’ / ’ / " (5" (a)]s" (¢))dedadb
< [* [ odads 4 2] [ [ [ dadbac] < "2 3 0~ o

De plus,

(=122 W / ’ / ’ ))dadb = / ! / ' / ))dedadb

t! t t! t
- / / / ¢)|s"(¢))dedadb — / / / / "(e)|s"(c))dededadb
</ / /0dcdadb+||s”|| \/ / //dedcdadb\—||s"||ooE e

(89t)
Et donc, lorsque m < IIS”II ,ona (t'—t)?— 11(2_:2)2 < (' —t)?, donc a(t,t') >
2|t — ¢/, et donc Dy u(t,t') < m|s"||Z [t — ¢'|2. m

Nous sommes maintenant en mesure de prédire exactement la position des
coefficients importants dans la matrice permutée de la figure 65, et donc
par conséquent la position des coefficients importants dans toute matrice de
rigidité M faite dans une base de paquets d’ondelettes, & ceci prés que nous
devons étre capables de valider la définition de ki, ks, by et by dans (89c).
Nous allons faire cette validation dans la partie suivante; cette validation
expliquera aussi la présence de coefficients, plus petits mais pas si petits,
dans des endroits non prévus par les trois propriétés ci-dessus, dans la figure
63.

5.3.3 la localisation du Pic en Fourier des paquets d’ondelettes
Nous devons maintenant expliquer, comment, dans un coefficient ligne [

colonne ¢ d’un bloc ligne g colonne k de la matrice de rigidité M (85) ré-
sultant de la discrétisation du probléme de Helmholtz intégral (22), il peut
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exister des fonctions b; et by, de supports de longueur 0(23") et centrés ap-
proximativement en 277'¢ et en 277'] respectivement, et des fréquences k; et
ko telles que

.k .k
bl(t)emﬂ'%t et bQ(t/)GZIWﬁt

modélise suffisamment bien les deux fonctions intervenant dans la définition
(86) de ce coefficient, avec by et by indépendants de g et de k.

Fixons c et [, nous travaillons dans la matrice d’un systéme M dans une
base de paquets d’ondelettes du type

{8 om € %y pygyn € {0,1,...,2077 —1}} (89u)

qui est le cas général de la base V}, (67a) approchant une famille de Fourier
a fenétre.

Propriété 5.6 Il existe deux fonctions by et by ne dépendant que de c et de
[ telles que les paquets d’ondelettes

N S ! (89v)
paramétrés par
lee{1,2,.,L2} et kg € {12,277}

sotent de la forme

2_j, o0 e M . .
| el Ve T et ()de

21 oo
et )
2_J e’} il . .
| et D@ e (¢)de.

21 Joo

L’entier j est donné par le pas de discrétisation h = 277, Ces deuz fonctions
b, et by ont une norme L' en O(Z’jl), elles ont leur support séparé de

d' =277 min(|c — 1],||c — I| — L27) — 277 (mg + m1) (89w)

ot mg + my défini en (65f) est la longueur du filtre utilisé; les fonctions by
et by ont une norme WP aquec p entier positif non nul en

1 ) -
(5 min(le — 11 je 1| = £27) = (mo + my)) "
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Les deux paquets d’ondelettes (89v) sont ceux qui interviennent dans le
coefficient ligne [ colonne ¢ du bloc ligne g colonne k de la matrice de rigidité
M dans la base (89u).

B Nous savons que le support de 1/1(()70) est contenu dans [—mg —mq,mg +my],
car la longueur de leur support est de mg 4+ m; et leur support contient
0 (démonstration par récurrence sur 1lg§n) Ainsi (89w) est la moitié de la
distance minimale entre les supports des paquets d’ondelettes (89v), qui sont

§1 = 2’jl[c—m0—m1,c+m0+m1] et S9 = Q’jl[l—mo—ml,l+m0+m1].

Nous pouvons donc allonger les deux intervalles ci-dessus en les rallongeant
a gauche et a droite de d'/2, ce qui donne deux nouveaux intervalles s} et s,.
Ensuite, nous pouvons trouver deux fonctions b; et b, qui ont pour support
s, et qui valent 1 sur s,, qui satisfont aux propriétés annoncées ci-dessus
dans I’énoncé. Enfin, nous multiplions la formule d’inversion de Fourier des
fonctions (89v) par by et by respectivement. ]

Il faut maintenant expliquer le remplacement 66. La ﬁgure 68 montre la
restriction & [0,2*7] des transformées de Fourier de 1/100 pour n allant de
0 (premiére ligne) a 7. Nous avons déja vu ces graphes, organisés non en
niveaux de gris mais plus traditionnellement, en (67c), sans la restriction a
[0,2%7].

La figure 69 présente, avec la méme notation, ces quatres fonctions sans
le remplacement 66: nous voyons bien que ce remplacement est nécessaire
pour établir I’ordre correct fréquentiel des paquets d’ondelettes.

D’aprés ¢ défini en (82e), la définition faite en (67a) de la fonction ny
montre qu’on a la relation de récurrence suivante, pour n un entier:

6 (26) = (€’ (2€)

A(()A,L(;l+1)(2§) = (f’f’ﬂ—)%(()?(?)( £) (89%)
o 0 (26) = §(£+7r)w323 (2¢)

bo 0 (26) = 9(E)dop T (2€)

et oublier la permutation (66) revient a échanger 4n + 2 et 4n + 3 ci-dessus.
Seulement, g est en fait, pour 'ondelette de Daubechies de longueur 16:
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F1G. 69 — Transformée de Fourier
des premiers paquets d’ondelettes,
si on oublie le remplacement (66).

|
1 1

0.001 0.01 0

F1G. 68 — Transformée de Fourier
des premiers paquets d’ondelettes.

Ce qui est proche de m, fonction indicatrice de [—7,7] + 27Z dessinée ici:

ma(§)
uliinlin® .

21 1

Cette proximité nous permet de montrer que les fonctions 1/18?3 sont or-
données correctement en fréquence:

Propriété 5.7 Si § = my, 1&(()710) est la fonction indicatrice de [—(n + 1)m, —
nr| U [nm,(n + 1)x].

B Toutes les fonctions en jeu sont paires, donc on peut se restreindre a R.
Montrons d’abord que le support de F(¢") est de la forme [mm,(m + 1)7]
avec m € IN, par récurrence sur n.
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Casn=0:
Nous avons alors

H§§27 )
€N

Soit £ € R4. Si & < 7, on voit bien que %,o est un produit valant 1. Sinon,
soit j 'entier tel que 2/ < % < 29+1: le terme d’indice j du produit ci-dessus
est nul.

Autre cas:

Soit n' 'entier immédiatement inférieur & 2"“ : n' < n, donc ’hypothése
de récurrence donne la propriété pour n’ correspondant. £ F™)(E) a
pour support [2n'm,2(n’ + 1)7]. Sur ce support et si si n’ est pair, £ — g(%)
vaut 1 sur [2n'm,(2n' + 1)7] et O sur [(2n' + 1)7,2(n' + 1)7], et c’est 'inverse
pour £ — g(g + ) : donc (89x) permet de conclure. Si n’ est impair, £ — g(g)
vaut 0 sur [2n'm,(2n' + 1)7] et 1 sur [(2n' + 1)7,2(n’' + 1)7], et c’est Pinverse
pour & — §(5 + ) : donc (89x) permet ici aussi de conclure. ]

Supposons un instant que la fonction 27-périodique ¢ soit la fonction
indicatrice mp de I'ensemble [0,5] + 7Z:

mp(§)
Wfifiang o

nous voyons dans (89x) que prendre cette valeur mp au lieu de my4 pour §
consiste précisément & oublier de faire le remplacement 66 ;

Remarque 5.8 Si § = mp, F(Y") est la fonction indicatrice de [—(p(n) +
1)m, —p(n)m| U [p(n)m,(p(n) + 1)) ot p(n) est un entier, p étant une permu-
tation de Frank Gray.

Voici les premiéres valeurs de cette permutation de Frank Gray :

n 0[1]2[3[4[5]6]7[8]9 L0112 3415161781920
p(n)  |0[1]3]2]6]7]5]4[1213151410011 982425272630
p~1(n) |0]1]3[2[7]6]4|5 151412138 |9[11[103130282924

Cette permutation est connue sous le nom de permutation Binary Reflected
Gray Code (BRGC).
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F1G. 70 — Transformée de Fourier de plus de paquets d’ondelettes.

0.001 0.01 0.1 1
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F1G. 71 — Transformée de Fourier de plus de paquets d’ondelettes si on oublie
le remplacement 66.

0.001 0.01 0.1 1
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Nous comprenons maintenant que le remplacement (66) est précisément
lié a la forme pas tout a fait réguliére de m 4 et donc de g.

Les figures 70 et 71 présentent une généralisation des figures 68 et 69:

L’étude de la figure 70 montre que le graphe de w((]tgy) avec m entier
impair et 7 entier est un axe horizontal de symétrie locale de cette figure au
voisinage de sa fréquence principale d’autant plus respecté que 7 est grand,
ce que nous allons en partie montrer ci-dessous.

Propriété 5.9 S’il existe un entier m impair et un entier i tel que deux
entiers n et n' sont entre m2¢ et (m + 1)2¢, et tels que n +n' = (2m + 1)2°,
alors w(()flo) peut étre grand vers la fréquence dominante de ¢(()7,10); tres marquée

St ”'27” est plus petit que %

B L’analyse de (89x) montre que ¢(()TL0) et %ﬁ;) sont définis par les produits

D59e = T a((€ + ajm)277h).

JEN

et
5 = H g((&+ a m)2777h).
jeIN
avec a; et a); deux suites & valeur dans {0,1} ; la contrainte n+n' = (2m+1)2°
montre (par récurrence sur n — 2'm) que a; = aj sauf pour j = k avec k
vérifiant
2i7k <m< 2i*k+1.

Ainsi, ces deux produits sont identiques sauf que §((& + m)27%7!) est a
changer en §(£27%71) ; or nous voyons sur la représentation de g ci-dessus que
ces deux fonctions sont sensiblement non-nulles en 7(n + 3) et en m(n' + 1),

st plus petlt que ; de plus §(£)/g(& + ) est entre .1 et 10.

nl

surtout si

sur [% 57r] ainsi, woo/woo est entre .1 et 10. en 7(n + 3) et en 7(n' + 3)

si &

27/
était non négligeable, nous voyons que ¢o,0( m(n' + 3)) est également non
négligeable, et méme ces deux fonctions ont a peu pres la méme transformée
de Fourier sur la bande de fréquence [87%32%; 8m4597) puisque leur rapport

est entre .1 et 10., ce qui explique que la représentation de la transformée de

. Comme nous avons suggéré a la proprlete 5.7 que %0 (m(n' + 3))

Fourier de 1/)(()7,821) avec m entier impair et ¢ entier soit un axe horizontal de
symétrie locale de cette figure d’autant plus respecté que ¢ est grand. (]
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5.3.4 Une approche numériquement économique et mathémati-
quement justifiée.

Comme précisé au paragraphe 3.2.1, il est tentant, lorsque le diffractant
n’a pas de coins, d’éviter les doubles intégrales, c’est a dire d’éviter d’avoir
dans V}, d’autres fonctions que des masses de Dirac.

Voici une approche que nous proposons: au lieu de discrétiser le probléme
numérique (24), nous observons que dans la discrétisation en Fourier justifiée
par le théoréme 4.5, il est possible d’approcher les termes de la matrice, avec
la tolérance € autorisée par le théoréme 5.1.

Pour les approcher, nous pouvons mettre en évidence ’opérateur A du cas
du diffractant circulaire, comme dans les démonstrations des 2.14, 2.28, et de
la propriété 4.4, et ne discrétiser que la différence entre 'opérateur A du cas
d’un diffractant sans coin et 'opérateur A du cas du diffractant circulaire.

Cette différence a pour intérét que le noyau /\io(ff —Y) se comporte bien
1

mieux que A (mais il faut tout de méme h = )\(1)+ ** pour un certain p étant
I’ordre de la méthode d’intégration, et que la matrice de I'opérateur A est
diagonale et ces coefficients diagonaux sont donnés par la formule close (71).

Nous pouvons méme rendre cette matrice seuillable: divisons a gauche
et A droite cette matrice par la matrice diagonale contenant [ e,el) a la
m-iéme ligne, ce qui fait un nouvel opérateur A, continu, voir (82c¢). Discréti-
sons ce nouvel opérateur en ondelettes : ce tour de passe-passe fait qu’il suffit
d’une FFT bidimensionnelle pour calculer la matrice du systéme résultant
de cette nouvelle discrétisation (qui n’introduit exceptionnellement pas d’er-
reur). Ensuite, comme cet opérateur A est aussi bien fait que A, I’analogue
des propriétés 4.3 et 5.2 sont aussi valides pour A.

Ainsi, nous obtenons une nouvelle méthode mathématiquement justifiée,
et qui devrait avoir une trés bonne complexité, surtout en profitant du
seuillage prédictif construit a la partie précédente. Cette méthode n’a pas
été mise en ceuvre dans ce manuscrit de thése, mais devrait étre essayée d’ici
la soutenance.

Comme le filtre en ondelette peut en fait fonctionner progressivement,
on peut diminuer encore la quantité mémoire utilisée. Par rapport a une
méthode calculant la premiére matrice dans la famille de Fourier.

Ce serait la premiére méthode rapide et justifiée asymptotiquement lorsque
Ao — 0, qui viendrait faire concurrence aux méthodes multipdles qui, Amini-
Profit [AP00] en témoigne, n’ont pas encore de théoréme analogue au théo-
réme 4.8.

231



6 Conclusion

Ainsi, nous avons fait la comparaison et la justification technique de deux
approches pour résoudre les problémes de Helmholtz.

En résultat, nous obtenons un moyen de prévoir rapidement quel est, par
exemple, le profil radar d’un objet a section connue, c’est a dire le probléme
direct. Il semble intéressant de savoir si, & profil radar connu, il est possible
de déduire la section ; Kress [K89| explique a quel point ce probléme est mal
posé ; toutefois, c¢’est un domaine de recherche trés actif, ol on trouve par
exemple Badia et Ha-Duong [EHO1].

Les résultats de la section 4.3 confirment I'heuristique « prendre N degrés
de liberté par longueur d’onde » en se basant sur une analyse en Fourier,
en prenant particuliérement compte de ce qui se passe asymptotiquement
lorsque la longueur d’onde tend vers 0. Ils peuvent étre généralisés dans un
contexte tridimensionnel ; ’équation différentielle analogue de (29¢) est plus
simple car I’harmonique cylindrique H&"* est remplacée par son analogue
sphérique r — % qui vérifie une équation différentielle de degré plus petit.

Lorsqu’il y a des coins, Djaoua [D81], Costabel [C83], Costabel-Stephan
[CS85] [CS87] [CS93|, Stephan-Suri [SS89], Elschner [E93|, Kress-Sloan [KS93]
ou Schneider [S93] [S03] proposent de prendre des espaces de discrétisation
qui ne sont plus invariants par translation. Pour pouvoir continuer a travailler
avec des paquets d’ondelettes afin d’avoir une bonne analyse fréquentielle in-
téressante avec \g petit, nous pourrions ajouter une contrainte de nullité en
les coins des fonctions dans V}, puis d’ajouter a ceci un vecteur propre du cas
d’un angle & bords droits infini ou du cas du carré, s’il est analytiquement
résoluble.

6.1 Annexe

Propriété 6.1 HUF'ReHk — HinkReHank! = 2

r

W Soit H =H¥* et Y = HReH — HReH' le membre droit. On a

Y' = H"ReH — HReH" + HReH' — HReH'

1 m? 1
= —(;H' + (1 — 7)H)ReH - H’Re(;H' +(1—

m2

1
- Y
,
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et donc Y = % avec C une constante. Recherchons C'. On a ReY = 0; de
plus,

HI
rImY = rImH'ReH — rImHReH' = r|H|2Imﬁ

qui, d’apres (42) et (43), tend vers 2: CQFD. ]
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