minl6
ans cettg these, nous étudions un probleme de Helmholtz en deux dimensions.

Les paquets d’ ondelette et les cosinus locaux de Malvar sont les deux compressions ¢tudiées, pour diversifier I'état de 'art actuel plutot basé

sur les méthodes mu o}es et man%lant de fondations hautes fréquences. Nous,présentons des résultats d’
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Ominl6 Apres avoir défini I’équation dans la partie A et le principe de discrétisation dans la partie B, nous étudierons en détajil la sturcture
de la matijice du systeme provenant de cette discrétisaion. I?y a deux parties bien différentes dans la matrice, la partie de la mptrice avec les
interactions distantes étudiée en partie C, et la partie de la matrice contenant des interactions locales étudiée en partie D.
Puis, dang la partie E nous verrons pouruqoi la discrétisation en ondelette ne donne pas de bon résultats.

Enfin, dans la partie F, qui est courte, nous verrons 13 Il;éjlﬂtat de calibration du ﬁs de discrétisation.

N DE L'EXPO

e A : L’équation CFIE
: Le processus de discrétisation
: Interactions distantes

- Interactions

°
0 O Q W &=

: Modification des ondelettes pour un fenétrage fréquentiel
précis

e I : Calibration du pas de discrétisation
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Omin16 Nous résolvons une équation AJ = L ou la fonction recherchée J, de carré intégrable, est une quantité surfacique a un objet S ici
dessiné par un haricot.

Cette intensité surfacique Jdo émet le champ électrique diffracté noté ECU qui est la convolution de l'intensité surfacique Jdeo par la

solution fondamentale G de I'équation de Helmholtz & la fréquence k. |[E2% — G & Jdol Par exemple une fonction J qui est égale a une
distribution de Dirac ?lacee en cet endroit-la, au sommet du haricot, figure 1, donnerait ce champ diffracté qui est une trans atee de a solution
fondamentale G. En fait, le courant induit J est non-nul sur une grande partle du bord de S, et donne le champ d uséw 2=

xJdo
Ce courant—Festimduit Ppar uir ulalup ucuuquc ireident—F+7-< qu1 détermmieteseconmdmrembre £ det cquauuu E'an I
Nous supposons que le champ électrique phy51que total, qui est la somme de B¢ et de E41ff g’annule sur le bord de S, cpnmime nous le

voyons figfire 4. ————>—— A'/s CONTEXTE PHYSIQUE
g diff =GxJdo

Nays'xésolvons ’équation AJ = L.

LinEsteis 7 e1%0S5) engendre B4 = G« Jdo : )
potentiel de simple couche, avec G(z) = —1 él)(kaH)
Le second membre L € L?(9S) dépend de E*c.

R\

Fig 3: Fig 4
—RG Eznc . RG Etotal

| | échelle signée.

+1.0 +2.0
La somme Etotel = Finc 4 Fdif egt le courant électrique total.

Vérifient
AE + E*E = (.

~
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1min30 Pour définir 'opérateur A de I’équation, nous devons prolonger ces trois champs électriques a l'intérieur de S. Le champ électrique
total s’annule sur la surface de S, donc il est naturel de le prolonger par 0 & I'intérieur de S.
Le champ électrique incident, qui est une onde plane, se prolonge naturellement dans S.

En utilisant cette relation entre les trois champs |Edsz 4+ B'Nc — EtOtalL nous trouvons une extension continue du champ diffracté gdiff ,
en utilisant 'opposé du champ incident. .
La valeur, a I'intérieur de S, de la convolution déﬁnigsant E4Uf donne en fait la méme prolongation.

3 13 ” 3 3 e 3 31 1 £ 3 4 + o] 3 13 ” 1 1 3 2 y 3
Nous avon§Ta nullité de Ia valeur au bord du champ tofal FF2ESe ?&ﬁ ﬁorgm nuilité de la derivee normale interne, ayec la normale
orientée intérieurement comme ceci. L’équation Aouslat ditel dduatiow Mt 1 des champs combinés ou CFIE en anglais, consiste
a prendre june combinaison linéaire de la valeur au bord et de la dérivée normale interne, et cette combinaison linéaire est nullg.

Ainsi, la relafionqliant le spcond membr: hamp jipgden ing ast Jonné par,la.méme combinaison linéaire.
ﬁrolonga ton "de Etetat et it PR ©

g 1 _ !‘lg : \ 12 \\ 1g 4:
Re(E4) Etotal nul sur S —E° onde plane E% avec —EY(°
Le potentiel simple couche fait exactement la méme prolongation.

CORGRREON - 0 = iak( B + Binc) — 255 (B4 + Bin) = AJ — I

los los

d
dni

. nc d nc )
L = _lakE|BS -+ 2d—an 4%
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2min50 De méme, la relation liant A J au champ diffracté E9f est donnée par la méme combinaison linéaire.

En remplagant le champ diffracté E4UYf par 1a convolution qui le défini [E2Y — G « Jdol et en utilisant une relation de saut pour potentiel
simple couche, nous obtenons une expression de I'opérateur A comme I’identité ajoutée a deux opérateurs intégraux.

Les théoremes 2.27 et 2.28 de la these montrent que ces deux opérateurs intégraux ont une norme d’opérateur de L2 dans H! en k3/2 racine

du log. U
explicitem
Nous indid
Ces résult
la fréqueng
Ainsi, nou

Z i n e AN e Z n n 0 I
Second Tésuttat de ta these estque ces deux opérateurs ot UNe NoTHe de L=~ dans L= €n vk log k. L Ianus

ent pour le second opérateur intégral, et ’estimation page 159 peut en fait fournir le cas général.

juons la numérotation qui est dans la derniére page du manuscrit.

hts restent vrais lorsque S a un nombre fini de coins, il faut juste remplacer I'identité par un opérateur inversible uni
re k. Les démonstration sont basées sur des asymptotiques connues sur la solution fondamentale G et sur les fonctio}
5 avons des i&@lﬂfts 611‘ lescontrole a hautes fréguences de la norme de 1'opérateur de notre équation.

PERATEUR DE FREDHOLM HAUTES FREQUENCES

. d .
AJ = iakErlfo 49— pdiff
oS dnz

AJ(s) = J(s) + | iakG(s' —s)J(s)ds+2 [ 9C

— (s — 8)J(s)ds
oS asdnfi( 7(5)

|A — Id||p2 i = O(k*2\/log k)

|All212 = O(VElog k)

rrit le montre

formément en

hs de HAnkel.

Theése D.
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2min50 Comme nous avons un facteur imaginaire pur dans la combinaison linéaire de la CFIE, cette formule de Stokes
I’injectivité de A : en effet, si nous avons AJ = 0 c’est a dire si ceci est nul, alors nous voyons que le membre gauche

ermet de montrer
e cette formule de

Stokes est imaginaire pur négatif, alors que le membre droit ici est réel : alors le champ diffracté E4Uf est nul sur le bord de S, et I'unicité
du probléeme de Helmholtz extérieur montre que EG%f est nul & V'extérieur

Alors les {

puj 4
U

Or A est 1

l’alternatiy
Cette nort
en parveng

fréquences|.

Jllllu}UD UT Salud UUl Ull pUtUlltiU} DilllP}U quth lllUlltlUllt un. J Ubt J.ll,l}. DUJJL A Ubt illjcbtif. L. L. . .
in opérateur de Fredholm de second espece. Alors, L’alternative de Fredholm transforme cette injectivité en inversil]

e de Fredholm n’est pas une méthode constructive, nous ne disposons pas d’estimations en hautes fréquences sur la ng
ne intervient pourtant dans la suite. Mais heureusement, nous avons trouvé un moyen de réduire la dépendance er
ant & la remplacer par sa racine dans la partie 4 de la theése expliquant quel doit étre le pas de discrétisation minim

4 ,
A/ DU NOUVEAU AVEC L'INVERSIBILITE DE A

e Leide AJ = iakEdiJScf + 2dimEdiff , une formule de Stokes

E

g d E duf - g g 0
/ piiff (522 g = / (BT () AEH (5) + |V EH (5)[2)ds
aSs dn; S

= 1 [ (B ()P + [VE (5))ds
S

et J = dimEdiff + (fiTeEdiff montrent 'injectivité de A.

e L’alternative de Fredholm montre que 'opérateur de Fredholm de
seconde espece A est inversible. Mais pas uniformément en k.

e Bonne nouvelle : pour bien poser le probleme numérique,

V||A~t]kh < C suffit au lieu de kh||A™1]| < C.

ilité. Comme

rme de A~ 1,
cette norme,
al h & hautes

Theése D
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2min50 Ainsi, nous avons vu que I’équation était inversible, et nous pouvons maintenant la discrétiser. Commengons par discrétiser J, la
solution, représentée & gauche.

Les deux courbes en gras de cette illustration a gauche, sont le bord du diffractant, vu de biais, sous I’angle de ’onde incidente E'NC et la
partie réelle de la solution J de notre équation. En trait fin, c’est la partie 1mag1na1re

NOUS allo aroranlacan anddn Lot 7 Py Hnnmwml atda D AP TR T TP PPN de dicerd Afiantinn 17
J Lblllt}lubbl \WAWAVAVAWINN AW S B AW VN AW S B Sy 4 P(JJL D(,l.v IJLUJ\/\./U Ull UL ULLUBULLUJ A\ LLUU\./b I J YO OIT \JOP“\/\J \CAVAL VSIS \ VIR VAN IS[ONINLAV AN \4

Sur ce despin, Vi, est I’espace des fonctions constantes par morceaux, par rapport a la subdivision de S en 512 morceaux égaux.
v}, peut en fait etre un autre espace, de dimension finie. Nous verrons les ondelettes et les paquets d’ondelettes, et la base de Malvar.

Nous discrétisons, de la méme ﬁ'%re,ﬁ second memb
Iﬁ ISCRETISATION DE LA LA SOLUTION J

3S, Re(J) et Zm(J)
P, = 7rV N = dim(V}) degrés de liberté.

Sur ce dessin, N = 256. Nous cherchons a calculer PyJ.
Autres possibilités de discrétisation : ondelettes, Malvar.

Pour L le second membre : P,L € V},. Et pour A ?
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2min50 Afin de pouvoir illustrer la discrétisation de I'opérateur A, nous avons besoin d'un parametr e s du bord du diffractapt S. Ici nous
avons une [base constituée des fonctlonsﬁg /BOUFN; entre 1 £t 256 de les ace V choisi dans 1; p e ci-dessus.
‘DISCRETISATION DU BORD 05
Baoo
Baso
s=15
B, Bis0
s=9
s=0
B1oo s=11
B50 S € [O,T] oul = 16.
T 141
suppB; = [T, % T
B = (BlaB?vai,v“'aBN) 1 =1,..., N ou N=256.
base orthonormée.

These D. Goujot Analyse numérique d’une intégrale oscillante 10 décembre 2004 8



2min50 La discrétisation de A est la composée de la projection sur Vj, avec la restriction de I'opérateur A & V;,. Nous avons alors un
endomorphisme de 1’espace de dimension finie v .
Nous écrivons la matrice de cet endomorphisme dans la base B, et les coefficients matriciels valent des produits de Galerkin.

Complétons cette matrice en un systeme : le vecteur solution est constitué des coordonnées de la solution J dans la base B, et le vecteur
cond m:{:bre est constitue s_co%rgorinees du second memhre L dans Ja hase B.
cient de

ous repr¢sentons chaque coeffi a matrice par un petit carre, noir si sa partie réelle est sensiblement égalle a 1, gris glair si elle est
p_et_gc_e,/bl c si elle est tres petite. Nous regroupons ces petits carrés pour former un grand carré qui représente la matrice du systeme de
rigidite.
Nous obtenons une matrice qui, visiblement sur cette représentation de sa partie réelle, est pleine. De plus, sa diagonale n’est p
Pour essayer de simplifier cette mﬁr&}%, nﬂs avons essayé d’autres bases.

ISCRETISATION DE L’OPERATEUR A

hs dominante.

Ay = Py o A|Vh est un endomorphisme de V3,.
Base orthonormée B avec N = 512 :

]W:«&M&»%
Systeme :

Mx ((BD) = ((BIL)

i=1,....N

/

fuchelle .
08d Woo1 .0003 .001 .003 .01

Matrice pleine. Mieux choisir B 7
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2min50 Par exemple, une décomposition bidimensionnelle en ondelettes, qui sur cette photo donne les quatre blocs bien connus, donne ces
quatre blocs dans la matrice : cette matrice se compresse méme mieux que l'exemple de la photo. Et cette décomposition en ondelette
correspond a un autre choix de la base B. Nous avons choisi 'ondelette de Daubechies & 8 moments nuls.
Lorsqu’on fait une décomposition en ondelettes sur plusieurs niveaux, pour les opérateurs il faut une décomposition tensorisée, ce qui donne

ceci sur |'§Xemple de cette photo : tous 1es hIOCS e Sont plus carres, et 1l y a des blocs rectangulaires. L. avantage est que cecl

choix de la base B.

ous remgrquons que les blocs coptenant une proportion majeure de gros coefficients sont les blocs les plus petits.

5 DISCRETISATION AVEC LES ONDELETTES

Daubechies

U7\
2 ”vn(/f' :}\
)

\ .

280>
_ ?/ﬂ“
NN

Ainsi, bonne compression lorsque k = 27.

0001

0003

001

003

01

-03

chelle.
0g.

1

Hautes fréquences ?

These D. Goujot Analyse numérique d’une intégrale oscillante
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2min50 Voici maintenant une petite vidéo illustrant la progression des ondes incidentes et émises.

Nous allons regarder les trois champs incident, diffracté et total, avec leur dépendance au temps en e ~i%% qui est implicite lorsqu’on écrit
une équation de Helmholtz.

Voici le ch
Alors il se

amp incident, qui est une onde plane. Un obstacle, le diffractant S, est placé dans ce champ incident.

farme 'intensité surfacique .J déja illustrée sur un transparent. et voici le champ diffracté g aiff qui est la convolée de Jdo et de la

solution fg
sortante d
Voici mair
ue ce cha
iffractant

Ce champ

incident. ]
Nous allon

e Sommerfeld. Nous voyons bien ici que I'onde est en effet sortante sur tout le pourtour de cette image.

itenant le champ total, qui est la somme du champ incident et du champ diffracté [gtotal — ginc | gduf| N
imp est relativement petit derriere 1’objet par rapport a I'onde incidente, c’est a dire que cette onde incidente ne t
, ce qui est normal physiqueemnt. Nous vérifions aussi que ce champ total est nul sur le bord de ’objet.

total se prolonge alors par 0 dans S, ce qui par cette relation [Etotal — ENC 4 E%4F| donne cette prolongat

Nous reconnaissons ainsi ’onde incidente, méme si elle a changé de signe. [la vided|
)

s donc changer d’exemp% é}r/sdaﬁlﬁs SI%JE%KOTDS ]S:l)l%antse% IéorlIl‘s\ lr\(;ln]%ro]rﬁsI%Oér Oéerlia Sn]%mbre d’onde. [k =20l

Intermede vidéo avec E™¢, E%WI et Etotel oy le facteur e '@t est

explicité.
e Condition de radiation sortante de Sommerfeld pour E%¥ .
o Nullité de E*°** sur 8.
Deux cas :
o k=2m, kKT =327 et N = 512.
o k=20m, kT = 3201 et N = 2048.

ndamentale G [E9Y = G « Jda| Ce champ diffracté vérifie une condition aux limites & I'infini, qui est la condition de radiation

bus observons
raverse pas le

on du champ

Theése D
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2min50 Voici la matrice de rigidité correspondant & la fréquence 207 que nous venons de voir, dans la base d’ondelettes.
Nous remarquons que la compression n’est plus aussi efficace : les blocs contenant une proportion majeure de gros coefficients ne sont pas

tous des petits blocs.
Dans I'imggedegau
a des singularités, par exemple
chapeau ol1 de la chevelure.

[J (T LIL, UU
la ou I'image or

iginale n’est pa

A VU T U d
au bord gauche du chapeau, ou

U D10 U (LU U C U d OU
s dérivable & cause de la texture

by N

mage originale
graphique du

Dans I'image de droite, nous voyons que, de la méme maniere, les gros blocs ont beaucoup de coefficients de grande taille. Il|y a méme de

I’ordre de [k2 coefficients, quand k est une grande fréquence : ainsi, la transformation en ondelette n’est pas tres efficace.

Nous allons maintenant aborder deux théorémes, résultats de cette these, expliquant la structure visible ici de ces gros blogs. Un de ces
théoremes|s’utilise pour les zones proches des diagonales des blocs, et ]par exemple explique la tache cerclée de gauche. L’aptre théoreme

1que la tache cerclée de droite.

s’applique|pour les zones extra-diggehales des blocs, et par exemple ex
", § HAUTES FREQUENCES

ONDELETTE

Théoreme D
Théoréeme C

0001
0003
001
003
01
BE.o3
B

Complexité mémoire en O(k?). Pourquoi ?
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2min50 Prenons un coefficient de la tache cerclée de droite. Il correspond au produit de Galerkin [{B 4 [AB;)| pour deux fonctions B; et B i

%ui sont dans nofre exemple représentées ici. ) ) ] )
ous voyoms que ces deux fonctions sont a supports resteints a deux morceaux du diffractant, et donc comme ce coefficient est] aussi égal au
produit scplaire de B; tenseur B, se(\i]e a zgne de 'opérateur qui est ici cerclée est importante pour ce coeflicient.

5 LES SUPPORTS DES ONDELETTES

Cas non-diagonal : le coefficient vaut, avec K le noyau de A :

(B;|AB;) = /a e K(s,s')Bi(s)B,(s')dsds’ = (B; ® B,|K)

positif
Bo
B négatif
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2min50 Nous remarquons que cette zone est similaire & une onde plane. Et en effet, en utilisant une intégrations par partie, nous arrivons
a déterminer quelles fréquences £1 et &5 nos fonctions B; et B j beuvent contenir lorsqu’on désire que le coefficient choisi au paragraphe

précédent goit—petit:
Pour cela,|nous allons montrer des propriétés de décroissance de ce produit scalaire : |<bg(-)e_2”rk§2' |A(bq (-)e2”r"‘g 1) | Le théoreme
suivant es{ un résultat de phase stationnaire. Si cette zone du noyau grand K était identique a une onde plane, sa transfornjée de Fourier

idimensignnelle serait une masse de Dirac.
ci 1& masser(]ie f)israc est g remplacer par (ieux intervalles grand ©; et grand ©5 déterminés par la position des supports des fqnctions grand

B, et grand B utilisées.
Ces ensempbles grand ©7 et grand ©4 contiennent tous les angles de vue possibles entre ces deux supports, angles mesurés par rapport a la

tangeante jorientée en sens directe. 3 / N
C /5 INTERACTIONS A DISTANCE

/ d2 = min (f% i 537
supp' by dist(£1, cos ©1)2
+dist (&2, — cos ©2)?)

o supp b1
- L’intervalle ©,=[28°,57°].

N "'"J"i‘ L.\'\ e

L=
o

- héoreme € (5.2)

Sl Avec by, by des fenétres CP distantes, et si d > 0 :

=

: C
. 217'(']651' Saa7b17b27p
A<bl( Je >>§kp min(dP, d?r)

s le résultat précis suivant, si nous assimilons B; et B, a deux fonctions de Fourier a Fenétre dépendant de la fréquenice k. Lorsque
et — cos ®9, ce produit scalaire décroit en la fréquence
croissante est d’autant plus grande que la ¢istance d est

Nous avon|
la fréquente k est grande, et si €1 et &5 ne sont pas dans les intervalles cos ©
puissance moins p ol nous supposons que les fenétre by et by sont CP. Cette éé
grande, oulcette distance est entre £4 et £5 et les intervalles cos @4 et — cos @4

t tte dist d:
%Egsrgnf)?eéeodﬁgémznalyse numérique d’une intégrale oscillante 10 décembre 2004 14




2min50 &1 et £5 doivent étre en dehors de respectivement cos ©1 et — cos ©4, ce qui en termes bidimensionnel est la méme chose que si le
point de coordonnées & 11 et €5 est en dehors du produit tensoriel de ces deux fntervalles.

Ce produit tensoriel d’intervalles est wun rectangle, et dans cette illustration de la taille de ce produit scalaire
(b (- )e_2177k£2 |A(by (- )e217™kE1 )y donnée par le majorant du théoréeme C pour différentes valeurs de &; et &2 nous voyons

des hgnes e niveaux qul sont de Grnndq rectanges aux coins arrondis.  Cette échelle ]nornrlﬂ'rrrnnnp n’est pas pfn]nnnpp ca
dépend de|la constante “C du théoréme C.
Nous voyopns clairement que la décroissance est d’ autant plus grande, que le point &7 &5 est loin de ce rectangle et de l'origine,
207 et en|supposant que les f&(,‘t}lg et bQUson

RE DU MAJORANT DU THEOREME C

I’étalonnage

A la fréquence

&2

3

A

— cos O,

a3
Il
J0

0r | [ ' o
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2min50 Sur ce transparent, nous voyons que cette décroissance est encore meilleure a plus haute fréquence : ici nous voyons que si k est
multiplié par quatre, nous gagnons presque deux ordres de grandeur d’apres I’échelle ici.
Les lignes |de niveaux proches du rectangle et de 'origine se rapprochent a la vitesse k™ 1/2 , et les lignes de niveau au loin se rapprochent a

la vitesse 1/k.
Ceci permet de dire que les taches vues sur la matrice en ondelettes auront tendance a se ramasser a hautes fréquences, car deux mémes

fenétres varront leurs 1 les uences converger vers deux intervalles donnés par cos @ — cos ©®
(R COMPORTEMENT DU MATCRANT ER FREQUENEE.

RS RS

A
A

k=20 | . — 5o

Graduations : puissances de 10.

Les lignes de niveau progressent vers le rectangle et 1’origine en
k—1/2. Les bords des taches sont plus nets.
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2min50 Il gerait intéressant d’utiliser un tel argument pour les taches de la matrice proches des diagonales.

Le principg d’intégrations par parties et de phase stationnaire permet encore de telles estimations, mais nous devons faire face

qui, sur sa diagonale, pré

b un noyau K

TR
" [(o.1
[J0.075

.05

/// ' ':f.'f-'((g/T

0o.025
o

\\

7
N

B0.025
Bo.05
Bo0075

o1
N

La diagonale est singuliere.

ularité de type logarithmigque. ,
NAU AVEC SINGULARITE SUR LA DIAGONALE

These D. Goujot Analyse numérique d’une intégrale oscillante
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cela, nous devons supprimer la contrainte de distance entre les fenétres dans les hypotheses.

2min50 Pour
Nous obtenons deux théorémes, similaire au théoréeme C précédent, qui donne ces trois estimations sur ce produit scalaire qui est au tableau

[(bo (e 21TRE2 | A(by (1)e217#81"))| avec deux démonstrations plus longues et trés différentes 'une de I’autre, selon que la somme ou la

diftérence de
Dans le f
et un fact

Dans le sd

ijec b1, by deux fenétres CP pouvant s’intersecter, et &1, & € k%

£ et de £5 sont grandes.
T hu

remier cas, théoreme D1, nous voyons que la décroissance en la fréquence se dégrade, nous avons p —
eur logarithmique ; et le critere basé sur des intervalles avec ®; et ©5 n’est plus bidimensionnel mais unidimensionnel.

2 , A
D /o SINGULARITE SI LES FENETRES S’INTERSECTENT.

e htoreme D1 (4.3)
w B dist (&1 — &2,c0801 + cosO3) > 0 :

<‘> < CS,a,bl,bg,s,plogk .
~ kP~z min(d® , d*P)

Crosby,
< et et avec &1 # &,

__ logk ., 1
<‘> < Csabibe (e rar T Bloaperea):

cond cas, théoreme D2, nous voyons que la décroissance en la fréquence se dégrade un peu plus, et lorsque &4 et

proches, v

Theése D

lieu de p

&5 sont tres

hire ég;my) la régn]nri’ré p ne sert p]nq
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tivement descendante et montante, incompatibles avec ces majorants.
Il se formgq ainsi, a I'intersection de ces bandes, une zone en forme de rectangle penché ot aucun de ces deux théorémes ne don

La seule egtimation encore valide est alors donnée par le théoreme A.
Notons qug ljj)ﬁ%ie @Scendante, dans le cas D1, a grosso modo la largeur de bdia onale fjl ﬁetit rectange,vu pour le théoreme C.
OMPORTEMENT DES MAJORANT T EN FREQUENCE.

82 $2

2minb0 Vqici les illustrations correspondantes, pour les deux majorants cités dans ces théoremes. Nous voyons deux bandes Ioires, respec-

e de résultat.

{1

tho D1 | 1. D

Graduations : puissances de 10.
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2min50 Sur ce transparent, nous voyons que ces estimations s’améliorent un peu a haute fréquence, méme si moins vite que poyr le majorant

du théoreme C4& housyvoyons que si k est multiplié par guatre, nous gagnons a peu pres un ordre de
D A8 ERET FREQUENCE DES 'MAJORANT

ILITE A LA

B deﬁr T(j’&ﬂ@é I’échdlle ici.

42

y

&2

k=20 | L . - so-

These D. Goujot Analyse numérique d’une intégrale oscillante

10 décembre 2004 20



2min50 C¢s deux théoremes, DI et D2, représentent le coeur de la these, ce sont des phases stationnaires melangees avec la pingularité du
noyau et avec une continuité limitée sur les fenétres.

Ils permettent d’abord de comprendre les structures apparaissant dans les matrices des bases spatio-fréquentielles.
Ils permettent aussi de calibrer le pas de discrétisation en Fourier comme nous le verrons dans Pa partie F, ou de discrétisation en ondelettes.
Dans leur [version complete ou la dépendance en les fonctions fenétre b1 et by des constantes C est explicitée, ils permettent augsi de calibrer
le pas de discrétisation avec des fonctions de Malvar.
Notons qufil est possible d’utiliser les mémes méthodes en présence de coins, et de démontrer un théoréeme similaire aux théoremes D1 et D2,
cependant|’estimation est plus mauvaise, et la démonstration, qui a été rédigée mais n’est pas dans la these, fait bien 70 pages.| Comme cette
estimation| est plus mauvaise, il n’est pas posiij)ﬁ/éi’eg?[déduire des résultat ibrant le de discrétisation lorsqu’il y a des goins.
HEOREMES D1 ET D2

Théoremes charnieres aux longues démonstrations.
Corollaires :

e Localisation de tous les coeflicients importants de la matrice en

ondelettes, en paquets d’ondelettes et en Malvar.

e Calibre le pas de discrétisation en ondelettes, en Fourier et

(brouillon) en Malvar.

Le dernier point est la seule chose de la these incompatible avec des

Ccolns.
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2min50 Pqur faire de la phase stationnaire mélangée avec une continuité limitée sur les fenétres et avec la singularité du noyaju, nous avons
utilisé plugieurs arguments :
Nous avons utilisé une intégration par parties qui est matricielle afin de gérer au mieux les p dérivabilités disponibles sur les fenétre by et by
afin de générer des facteurs en 1/k pour chaque dérivabilité.
Nous avons utilisé le cas du disque ou 'opérateur A est diagonalisé par la base de Fourier et ou son spectre est connu, puis noup avons utilisé
des arguments de perturbaﬁrﬁ /agﬁnrfe éerer la_sin larlte ]a:S> araissant dans le n 1:irau K de 'opérateur A«

CHNIQ DEMONSTRATION UTILISEES

Arguments dans la phase stationnaire :

e Une intégration par parties homogene a hautes fréquences pour

gérer p utilement.
e Une résolution directe du cas du disque.

e Les autres cas par un argument de perturbation pour gérer la

singularité.
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2min50 Nous avons une fonction G' qui est oscillatoire, et qui vérifie cette équation du second degré dite de Bessel, avec un facteur k2 comme

nous sommes a la fréquence k.

Pour utiliser au mieux les dérivées possibles, nous utilisons une équation différentielle du premier degré. Voici ci-dessous une fagon usuelle de
transformer_notre éguation du second dpgré en une équation du premier dpgw’-] avec le vecteur (G4 contenant la fonction @G et sa dérivée.

Seulement| la matrice résultante n’est pas homogene en k.

Nous avons remarqué qu’en ajoutant le facteur £ a coté de la dérivée de G comme fait dans G5, nous obtenons une équatign du premier

degré dont la matrice est homogeéne en k : ainsi, a chaque intégration par parties, nous gagnons un facteur 1/k.
Pour obtenir cette équation, il suffit de prendre I’équation différentielle matricielle usuelle, et d’ajouter le facteur L

k
r, fait enspite~&imingle terme en bas & droite de la matrice, ce qui permet d’aveir notreshomogénéité. ’
D EEGTA DiEE  MATRTOTEL T A &

a droite : alors ’ajout de

OMOGENE A HAUTE FREQUENCE

9’G  10G ol a| o &

o |G 0 1||G ol G| | o &
or |98 |~ |—k2 1|2 |  §r|r2G| T | _kr 0

o ., |2imk¢ 1 o ., |2irk¢ Ok
ol T | g 2irke — 1 G 5T e eink

G

: G
- G _ 2inkéx
avec Gl _ eka&:c pys avec G2 € r 8G
o k Or
or
Une dérivation de by et by donne un
facteur %
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2min50 Cette matrice homogéne contient cependant un facteur 1/r qu’il faut gérer. Cela est possible en incluant le cas du disque, et en
raisonnant| en terme de perturbation : comme S est lisse, cet argument fonctionne localement et donne des facteurs » supplémentaires. Ici
nous voyons en effet que la partie réelle du noyau K de l'opérateur A est la perturbation du cas du disque par une perturbation qui s’annule

sur la diagonale. 8 / ,
D 7 PERTURBATION DU DISQUE : PARTIE REELLE

échelle
signée
0.1
0.075
0.05

0o.025

B0.025
Bo0.05
Bo0.075
Boi
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ontinue mais ne s’annule pas sur la diagonale.

I INAIRE

2minb0 Pdur la partie 1T3Q1/ba1r cela fonctio nne 1é erement moins bien car la perturbatio

RTURBATION DU DISOUE * PARTI

V ‘
échelle
signée
0.1
0.075
0.05
o.025

dzsque )
B 0.025
= B0.05
o075
Ho.1
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2min50 Dans le produit scalaire définissant ce produit de Galerkin, nous pouvons prendre les transformées de Fourier.
Or la décomposition de Fourier des ondelettes est a support grosso modo dessiné, aux signes pres, par le bloc ou ce coefficient est rangé. Ainsi,
les deux ceethictents gJuc ITous avolrs entourés Ppar descerclesontteur buppuuf deFourter focalisé damstes quatlc carrésdetaille moyenne.

Le coeflicient est petit, si ces quatre carrés restent hors des rectangles et bandes vues dans les illustrations des estimations, c’gst a dire hors
du contenyi fréquentiel de K, montré par les théoremes C et D.
Comme cgs carrés sont de grosse taill%, c’est plus difficile. De méme, pour les gros blocs de la matrice d’ondelettes, il leur est plus difficile

d’éviter le|contenu fré h}zéel ﬁg K.
OURQUOI LES ONDELETTES NE MARCHAIENT PAS

(K|B; ® B;) Le rectangle dépend La bande dépend

_ des deux fenétres des deux fenétres
(K|B; ® B,) Contenu fréquentiel du noyau K
Cas non diagonal. Cas diagonal.
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minb0
ans la ddcomposition en paquets d’ondelettes, ces carrés peuvent étre choisis petit dans le secteur susceptible d’avoir le contenu fréquentiel

OURQUOI LES PAQUETS D’ONDELETTES SONT MIEUX

K.
?ﬁnsi, il yla de meilﬁﬂ;{gé tats avec les 6a,quets d’ondelettes.

DTN

Le rectangle dépend La bande dépend
des deux fenétres des deux fenétres

Contenu fréquentiel du noyau K

Cas non diagonal. Cas diagonal.
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2minb0 11 faut donc chercher a optimiser le découpage pour mettre des carrés petits la ou K peut avoir du contenu fréquentiel, tout en
retenant que mn]ﬁp]ipr les pp‘ri‘re carrés mn]ﬁp]ip leurs Hingnha]pq’ olLle Pnnfrﬁ]p’ par les théoremes T), est p]ne faible. (Pest 1a recherche d’un

compromis.
Nous observons ici que les taches ont tendance a rendre les blocs complémentaires les un des autres, ce qui montre que découp¢r un bloc par
quatre peut divisE /a6r qﬁitre le nombre de ]%ros coefficients, méme si ces_taches s’étalent %l‘us. ;

XEMPLES DE DECOUPAGES EN PAQUETS D'ONDELETTES

Moins de contact avec K. < Blocs plus petits. = Plus de diagonales.
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2min50 Ici,
Prendre N

Les chiffreg dlspomble

voir que 19

nous observons qu’en effet, & plus hautes fréquences, que les ondelettes deviennent inefficaces.
voisin de kT s’est révélé bon dans ces exemples partlcuhers comme nous le verrons partie F.
our les cosinus locaux semblent dire qu’ils sont plus efficaces que les paquets d’ondelettes. Cependant, nous allons

manier /gpec per 1c1 utlhsee est, injuste envers les
B A PRQUETS B SNBEL BT

2

ets d’ondelettes.

MIEUX QUE LES ONDELETTES

S=01),T=16 k =20m,N = 2048 | k = 807,N = 4096
Tk = 1000 4000
RMS= 10% 1% 10% 1%
FWT sur 6 niveaux 391 667 6347 8310
FWPT avec 32 fenétres | 274 544 2575 4248
fréquentielles

FWPT avec 64 fenéetres | 319 645 3427 5636
fréquentielles

Cosinus avec 64 fenétres | 216 542

en milliers de coefficients utiles, avec a = 4. FWT est plus colteux.

These D. Goujot Analyse numérique d’une intégrale oscillante
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2min50 En effet, voici pour des fréquences plus basses le résumé de 1'étude disponible partie 5 de la these. La conclusion esp qu’il faut se
méfier des|mauvais découpages ; le meilleur découpage semble de mettre des petits blocs pour les fréquences plus petites que k, c’est a dire

)

lorsque ¢ ¢st pud petit~que 1 en valeur absokie. Un découpage exagéré fait méme moins hien que les ondelettes.
B g

ECOUPAGE A CHOISIR : MULTIPLES STRATEGIES, PARTIE 5

S =00 k=62 N=1024, Tk =1000 | RMS = 8%
FWPT tensorisé raffinant pour [£| <1 314
FWPT avec 16 fenétres fréquentielles 345
FWT 4 niveaux 461
FWPT avec 128 fenétres fréquentielles 670

en milliers de coefficients utiles, avec o = 4. Compromis sur le

découpage.
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2min50 Nous reproduisons ici d’anciens résultats, qui utilisaient les techniques avec o imaginaire pur et dépendant de la fréquence, ce qui

n’est

as rlecommandé comme nous en parlons dans la these, par exemple nous perdons l'injectivité. Ces techniques étaient les

seules utilisés

dans les axticles avec application numérique en ondelettes qui étaient disponibles, et nous avons en effet remarquer une bonne cpmpression de

lgt%%%!é{(l)%ﬁ ici le pE@%di

AGHRTS B* SN ELRTTE SUR [ R "HAUTHES FREQUENEHEE® ™

N Tk E | %RMS | FWPT | taille matrice pleine
2048 | 2560 | 160 1% 919 4200
4096 | 5120 | 320 | 10% 782 16776
4096 | 5120 | 320 1% 1200 16776
Deux derniéres colonnes en milliers de coefficients, avec a = i%" (voir

articles préexistants). La compression marche méme avec des coins,

mais le pas de discrétisation est non garanti.
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2min50 Une application directe des versions avec les fenétres valant 1 dans les théoremes D1 et D2 donne ce théoreme, qui

I’opérateur
avec C ne
Pour cela,

A est bien concentré dans le bloc Ay, utilisé pour la discrétisation : en effet, nous voyons que les trois autres blocs

dépendant que de S et de «.
vy, doit étre ccj?,st}%ué 68 N fonctions circulaires de plus basses fréquenges, o N_est donné ﬁar T sur h.

PERATEUR BIEN CONCENTRE EN FREQUENCE

L2(8S) =V}, ® V;- donne la décomposition
Ap By
Chn Dy,

Restriction ”classique” a hk < 1—10.

.h,.'i;-;'_ 'Jf\-\ e

A=

Si V;, est le début de la base de Fourier, les trois
L2(9S5)-endomorphismes By, C}, et Dy, — Id|VL

h

ont une norme plus petite que Cg o kh.

Démonstration : théoremes D1 et D2, avec by =1et by =1. N = %

These D

explique que
sont en Chk
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2minb0 11

k et divisd
Pour la dé
inversibilitié

par la racine de la norme de I'inverse A—1 comme annoncé.
monstration nous utilisons que A, est suffisament proche de la réduite de Schur de la matrice complete, et que cette

¢ aussi bonne que ﬁl,l% /ge @vu cette identité similaire a des similitudes de matr
ALIBRATION DU PAS DE DISCRETISATION

h < e(k||A7|'/2)~" suffit pour que [|A; " lv, 5vi, < Csaell A7

Preuve avec Schur :

A = (A, — BpD; 'Ch) + BrD; ' Ch,

A, —BpD;'Cyp, 0 | |1d —BpD; ' || An B Id 0
0 Dy, |0 Id Cy, Dy, —D,:l(]h Id
avec Id valant Id,, ouId| . Utilité : ”Jﬁb " PhHJH <

|An(Jp, — Prd)|| = ||A(J — Ph N < (| Brl| + ||Dn = 1d|))||J — PrJ|

These D. Goujot Analyse numérique d’une intégrale oscillante

est alors possible de démontrer que Ay, est aussi bien inversible que A des que h est plus petit qu’une constante sufr la fréquence

réduite a une
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2min50 Ainsi, nous avons obtenu dans cette theése des estimations, a haute fréquence, sur 'opérateur A, sur les interactions a digtance dans le
diffractant| par 'opérateur A, sur les auto-interactions ; et nous avons progressé dans la calibration du pas de discrétisation a hgute fréquence

méme s’il feste un facteur en || A1 —1/2 ’
BILAN DES RESULTATS

Etude hautes fréquences, sur 'opérateur A de CFIE :
e Estimations sur || A].
e Estimations fréquencielles sur les interactions a distance.
e Estimations fréquencielles sur toutes les intéractions.

e Calibration du pas de discrétisation A en fonction de k et de

|A=H =12,
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2min50 Je|vous remercie pour votre attentior
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