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Résumé :

Le travail présenté dans cette these concerne la Séparation Aveugle de Sources (SAS). La
SAS consiste & estimer n signaux inconnus (les sources) d’apres la seule connaissance de m
mélanges de ces signaux (les observations).

Nous étudions dans un premier temps l'identifiabilité des sources dans le probleme de
la séparation aveugle de mélanges linéaires instantanés (sur-)déterminés (m > n). Plusieurs
modeles de sources identifiables sont examinés. En particulier, il est montré que si les sources
possedent une diversité temporelle et/ou fréquentielle, leur indépendance mutuelle a l'ordre 2
suffit a garantir leur identifiabilité.

Nous décrivons dans un deuxiéme temps quelques méthodes de SAS construites sur les hy-
potheses des modeles identifiables examinés. Ces méthodes ont en commun d’étre basées sur une
procédure de diagonalisation simultanée de matrices. Nous nous intéressons plus particulierement
a une méthode adaptée aux sources non-stationnaires, basée sur la diagonalisation simultanée
de matrices extraites du Spectre de Wigner-Ville Spatial (SWVS) des observations & certains
points du plan temps-fréquence (et apres blanchiment spatial). Nous proposons une approche
théorique dans un contexte stochastique qui justifie I’'approximation en pratique du SWVS par
des Représentations Temps-Fréquence Spatiales de la classe de Cohen. Les performances de la
méthode dépendent dans une large mesure de la sélection des points temps-fréquence et nous pro-
posons un critere de sélection robuste basé sur la détection d’auto-termes simples des sources.
Une étude statistique des performances des méthodes exposées est réalisée sur des signaux
synthétiques non-stationnaires de type TVARMA. Une série de critéres d’évaluation originaux
est proposée.

Enfin, dans un troisieme temps, nous montrons comment les méthodes de SAS présentées
dans le cas de mélanges linéaires instantanés peuvent étre généralisées a la séparation de mélanges
convolutifs a Réponse Impulsionnelle Finie en utilisant une procédure de bloc-diagonalisation si-
multanée. Quelques résultats sur des mélanges synthétiques de signaux audio sont présentés.

Mots clés :

Séparation Aveugle de Sources, Spectre de Wigner-Ville Spatial, Représentations Temps-
Fréquence Spatiales, Signaux Non-Stationnaires.
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Introduction

La Séparation Aveugle de Sources (SAS) consiste a estimer n signaux inconnus (les sources)
d’apres la seule connaissance de m mélanges de ces signaux (les observations). Le terme aveugle
signifie que les sources ne sont pas observées.

La SAS possede de nombreuses applications (voir [Dev01l] pour un panorama), notamment
dans les domaines du Traitement du Signal Audio et du Traitement du Signal Biomédical.
Dans le domaine de I’Audio, la SAS concerne par exemple le «démixage» d’extraits musicaux
stéréophoniques ou le rehaussement de la parole, pour la téléphonie mobile ou pour 1’élaboration
de protheses auditives (voir [VFea03] pour un panorama des applications de la SAS en Audio).
Dans le domaine biomédical, de nombreux travaux existent sur la séparation d’EléctroEncéphalo-
Grammes (EEG) [VOO00], EléctroCardioGrammes (ECG) [LMVO00] ou plus récemment Eléctro-
MyoGrammes (EMG) [FFDMO04, FLF03] (voir [Dev03] pour un panorama des applications
biomédicales de la SAS).

La SAS possede plusieurs degrés de difficulté, selon les caractéristiques des sources et surtout
du mélange. Plusieurs parametres sont a prendre en considération.

Le premier parametre est le nombre m d’observations par rapport au nombre n de sources.
Intuitivement, on congoit aisément que le cas (sur-)déterminé (m > n) est plus simple a résoudre
que le cas sous-déterminé (m < m), ce dernier cas ne pouvant généralement étre résolu qu’au
prix d’une importante information a priori sur les sources.

Un deuxieme parametre est la nature du mélange. Le mélange le plus simple est le mélange
linéaire instantané : a chaque instant les observations sont des combinaisons linéaires des sources
au méme instant. Dans la réalité, les mélanges sont souvent convolutifs : a chaque instant
les observations dépendent aussi des sources aux instants précédents. En Audio par exemple,
lorsque deux musiciens (jouant d’un instrument acoustique) sont enregistrés par différents micros
dans une salle, l'effet de réverbération de la salle produit au niveau des micros un mélange
convolutif. Dans la réalité les mélanges sont aussi souvent variant dans le temps. Par exemple
lorsque des musiciens se déplacent, les fonctions de transfert de la salle entre les émetteurs
(les musiciens) et les récepteurs (les micros) changent suivant les positions des émetteurs et
récepteurs, produisant donc sur les micros un mélange variant dans le temps. Enfin, les mélanges
peuvent étre non-linéaires, par exemple certains micros ont un comportement non-linéaire, bien
souvent négligeable, par rapport a l'intensité des sources enregistrées.

Enfin, un troisieme parameétre est la nature des sources. Nous verrons par la suite que
la plupart des méthodes de SAS reposent sur I’hypotheése que les sources sont mutuellement
indépendantes, au moins a ’ordre 2. Ceci est une contrainte forte qui ne peut pas toujours étre
vérifiée en pratique. Nous verrons aussi que le cas de sources non-stationnaires est plus difficile
a «appréhender» que le cas de sources stationnaires.

La SAS est une discipline encore jeune, les premiers travaux sont attribués a Hérault & Jut-
ten au milieu des années 80 [HJA85] (voir [JT00] pour une histoire de la SAS). De ce fait, seuls
les mélanges Linéaires Invariant dans le Temps (LTI) ont été pour le moment essentiellement
abordés, et plus particulierement les mélanges linéaires instantanés. Quelques auteurs se sont
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14 Introduction

intéressés a la séparation de mélanges (post) non-linéaires [TJ99, EK02] ou variant dans le temps
[Yer03].

Dans cette thése nous nous sommes principalement intéressés a la séparation de mélanges
linéaires instantanés, notamment de sources non-stationnaires. Comme dans la majorité des
travaux sur la SAS, I'approche que nous adoptons est stochastique, c-a-d que les sources sont
traitées comme les réalisations de séquences aléatoires. Les hypotheses que nous serons amenés
a formuler sur les sources portent ainsi sur les séquences aléatoires qui les modélisent. Il est a
noter que des approches «déterministes» de la SAS existent ; par exemple la séparation aveugle
de sinusoides noyées dans du bruit fait ’objet de nombreux travaux d’Analyse Spectrale.

Nous étudions dans le chapitre 1 I'identifiabilité des mélanges linéaires instantanés d’une
maniere générale. Nous discutons des indéterminations de la SAS et de la notion d’identifiabi-
lité. Nous verrons qu’il n’est possible de résoudre un probleme de SAS qu’au prix de certaines
contraintes sur les sources. Nous proposons alors quelques modeles de sources identifiables, c-
a-d, répondant a des hypotheses suffisamment contraignantes pour rendre le probléme soluble.
Deux modeles généraux se distinguent. Si les sources possedent une diversité temporelle et/ou
fréquentielle alors leur indépendance mutuelle a l'ordre 2 suffit a leur identifiabilité. En re-
vanche, si les sources ne possedent pas de diversité temporelle et/ou fréquentielle, c-a-d, si elles
sont modélisées par des séquences identiquement et indépendamment distribuées (i.i.d), dont au
plus une gaussienne, nous verrons que leur indépendance mutuelle stricte est nécessaire.

Dans les chapitres 2 et 3, nous décrivons quelques méthodes de séparation construites sur
les hypotheses des modeles de sources étudiés. Le chapitre 2 décrit quelques méthodes standard
traitant le cas de sources stationnaires. Nous verrons notamment que dans le cas de sources
i.i.d, le probléeme de la SAS peut étre résolu par des méthodes d’Analyse en Composantes
Indépendantes (ACI). Une attention particuliere sera portée aux algorithmes JADE et SOBI,
basés sur un processus de diagonalisation simultanée de matrices.

Le chapitre 3 est quant a lui dédié a la séparation de sources non-stationnaires. Une solu-
tion au sens du Maximum de Vraisemblance, proposée par Pham & Cardoso est étudiée dans
la partie 3.1. Puis, nous étudions dans la partie 3.2 une méthode basée sur la diagonalisation
simultanée de matrices extraites du Spectre de Wigner-Ville Spatial (SWVS) des observations
a certains points du plan temps-fréquence (et apres blanchiment spatial). Nous proposons une
approche théorique dans un contexte stochastique qui justifie ’approximation en pratique du
SWVS par des Représentations Temps-Fréquence Spatiales de la classe de Cohen. Les per-
formances de la méthode dépendent dans une large mesure de la sélection des points temps-
fréquence et nous proposons un critére de sélection robuste basé sur la détection d’auto-termes
simples des sources. Une étude statistique des performances des méthodes exposées, réalisée sur
des signaux synthétiques non-stationnaires de type TVARMA, est proposée dans la partie 3.3,
ol nous proposons en outre une série de criteres d’évaluation originaux.

Nous montrons dans le chapitre 4 comment les méthodes de SAS présentées dans le cas de
mélanges linéaires instantanés peuvent étre généralisées a la séparation de mélanges convolutifs
a Réponse Impulsionnelle Finie (RIF) en utilisant une procédure de bloc-diagonalisation simul-
tanée. Nous proposons en annexe un algorithme de type Jacobi pour la bloc-diagonalisation
simultanée. Cependant, cet algorithme souléve encore en pratique des problémes de convergence
dont nous discuterons. Quelques résultats sur des mélanges synthétiques de signaux audio sont
présentés.

Enfin, plusieurs perspectives de recherche seront proposées en conclusion.
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Dans un tout premier temps, nous définissons les notations et quantités mathématiques
utilisées par la suite.

Notations matricielles

Soit une matrice M = {m;;} € C™ ™. On note M sa conjuguée, M7 sa transposée et

MH =M’ sa transconjuguée. M est une matrice hermitienne si elle vérifie M = M.

La notation ||[M]||, désignera la norme de Frobenius définie par :

M| = [ Imijl? = \/trace(M7 M) (1)
ij

La norme p d’un vecteur m de C"*! ou C'*", de composantes {my,...,m,}, est définie par :

Jml, = (Z \mi\f’) ,, )

La notation diag (m) désignera la matrice diagonale de C"*™ dont les éléments diagonaux sont
égaux aux composantes de m. La notation diag (M) désignera la matrice diagonale de C™*"
dont les termes diagonaux sont égaux aux termes diagonaux de M.

La matrice identité de dimension m x m sera notée I,,. La matrice nulle de dimension m x m
sera notée 0,,.

Pseudo-inverse de Moore-Penrose

La pseudo-inverse de Moore-Penrose de M € C™*" est l'unique matrice M# e C"*™
vérifiant [GL96] :

MM#*M = M (3)
M7 MM#* = M#* (4)
MM#HHE = MM# (5)
M*ME = M¥M (6)

Si m > n et si (M M) est inversible, alors :
M# = (M7 M)~ mH (7)

Sim < n et si (MMH) est inversible, alors :
M# = M7 (MMH)~! (8)

Sim > n et si M est de rang plein (égal a n), si M = UX 'V désigne une décomposition en
valeurs singulieres de M telle que :

— U € C™*" vérifie UF U =1,

— X € R™™™ est diagonale > 0,

— V € C™*" est orthonormale,
alors la pseudo-inverse de Moore-Penrose de M s’écrit :

M# = v n-tuf (9)
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Matrices positives

Soit M € C™™. On dit que M est positive (que I'on note M
xHMx > 0. On dit que M est définie positive (que 'on note M
xH Mx > 0.

) ssi vx € C™1\{0},

>
> 0) ssi Vx € C**1\{0},

o O

Racine carrée d’une matrice hermitienne positive

Soit M € C™*™ une matrice hermitienne positive. M possede plusieurs racines carrées, c-a-d
qu'il existe plusieurs matrices X € C™*" telles que M = X X, Cependant, M ne possede
qu’une unique racine carrée hermitienne positive [GL9I6]. On notera M2 cette matrice, qui sera
désignée comme la racine carrée de M et telle que :

1. H 1.1
M =M2 M2 = M2 M2 (10)

Si M est hermitienne définie positive, alors (M%)*1 = (Mfl)%, (M%)H = (MH)%, (M=t =
(M~—HH | de sorte que la notation M_%, utilisée par la suite, ne présente aucune ambiguité (les
exposants «commutent» ).

Séquences aléatoires

Soit {x[t] }1=o..7—1 une séquence aléatoire (éventuellement complexe). La notation x[-] désignera
un échantillon quelconque de la séquence. Privé d’indice (temporel), = désigne I’ensemble des
échantillons :

z = [z[0],...,2[T —1]]

La densité de probabilité de x est notée p(x) = p(x[0],...,z[T — 1]). Sauf indication contraire,
la densité de probabilité d’une variable aléatoire v sera notée p(v), c-a-d que la variable de
la fonction identifie la densité. Par exemple, si la séquence est indépendemment distribuée on
écrira, :

-1
p(z) =[] p(=[t)) (11)
=0

ou p(z[t]) désigne alors la densité de probabilité de 1’échantillon z[t] & 'instant ¢.

Nous allons a présent définir la covariance et le Spectre de Wigner-Ville de séquences
aléatoires. Afin de simplifier les définitions nous supposerons que les séquences sont de lon-
gueur infinie. Une séquence x de longueur finie T" pourra alors étre représentée par une séquence
de longueur infinie égale & z si t € [0,7 — 1], nulle ailleurs.

Covariance

On note 74,[t, 7] Pauto-covariance de la séquence x, supposée centrée, définie V(t,7) € Z>

par :

realt, 7] & E{aft + 7] 2[t]} (12)

ou E{-} désigne l'espérance d’une variable aléatoire. La covariance croisée de deux séquences
aléatoires centrées x et y est notée :

raglt, 7]  ELalt + 7] g1} (13)
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Soit x une séquence aléatoire vectorielle (c-a-d, Vt € Z, x[t] € C™*!). En supposant x centrée,
la covariance de x est définie par :

Roexlt, 7] ¥ BIx[t + 7] x[1]H (14)

Spectre de Wigner-Ville

On note s,[t, f) le Spectre de Wigner-Ville (SWV) de la séquence x centrée, défini pour
(t, f) € Z x [0, 1] par [Fla99)] :

+o00o
sealt, /) = 2 ) Blaft+ 7]zt — 1)y e (15)
= QZrm —71,27] e 4T (16)

La notation [t, f) signifie que le SWV est discret en temps et continu en fréquence. Le SWV est
périodique en fréquence de période % La notation s, [t, f] désignera un échantillonnage & pas
fixe du SWV de F points sur l'axe fréquentiel, pour (¢, f) € Z x [0, F — 1] :

S:E:r[ta f] = Szx |:t7 2f1‘7> (17)
Si la séquence x est stationnaire et colorée, alors ryy[t, 7| = r42[7] €t :
400 ‘
Sexlt, f) = 2 ) rag[27] e HTIT (18)
T=—00
= 2 ) rglr]e T (19)
T pair € Z

Pour des signaux stationnaires a temps continu le SWV est égal a la Densité Spectrale de
Puissance (DSP) (voir [Fla99]). Ceci n’est pas vrai pour des signaux a temps discret. En effet,
la DSP dspg,(f) d’un signal stationnaire x a temp discret est définie comme la transformée de
Fourier de sa fonction d’auto-covariance :

+oo

dspae(f) = Y Taalr] e 727 (21)

T=—00

On voit donc que par rapport a la DSP, le SWV ne prend pas en compte les retards impairs

mais double 'auto-covariance des retards pairs'.

Si la séquence = est non-stationnaire et blanche, alors ry.[t, 7] est nul pour 7 # 0. On a
alors :

Sexlt, f) = 27yt 0] (22)
= Syg[t] (23)
Le SWYV croisé de deux séquences aléatoires centrées = et y est défini par :
seylt, f) = 2 ZE{ajt+T | g[t — 7]} e 4T (24)
= 2 ery — 7,27 e 4T (25)

1Ceci est du au parti pris de faire apparaitre dans la définition du SWV Dinstant central ¢, alors que dans la
définition de la covariance t représente un instant marginal.
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Le Spectre de Wigner-Ville Spatial (SWVS) de la séquence vectorielle x est défini par :
Sexlt, f) = 2> B{x[t+7]x[t — 7]} eI (26)

= 23 Ryxlt— 7, 27|47 (27)



Chapitre 1

Identifiabilité des mélanges linéaires
instantanés

Nous traitons dans ce chapitre un ensemble de propriétés théoriques liées a la séparation de
mélanges linéaires instantanés et notamment & leur identifiabilité. Dans le paragraphe 1.1 nous
introduisons le modele linéaire instantané, accompagné de quelques hypotheses fondamentales.
Nous y discutons des indéterminations sur le gain et 'ordre des sources de la SAS. Ceci nous
amenera a introduire le concept d’identifiabilité, puis a présenter quelques modeles de sources
identifiables dans le paragraphe 1.3. Auparavant nous aurons introduit au paragraphe 1.2 le
concept d’orthonormalisation d’un mélange, nécessaire pour prouver 'identifiabilité des modeles
que nous présentons, et dont nous discuterons l'intérét en pratique. De nombreuses notions intro-
duites dans ce chapitre sont inspirées des travaux de Tong, Liu, Soon et Huang sur I'identifiabilité
des mélanges linéaires instantanés [TLSH91].

1.1 Généralités

1.1.1 Hypotheses fondamentales

Considérons le modele linéaire instantané suivant :

x[t] = As[t] + nlt] (1.1)
oVt e [0, — 1] :
— x[t] = [z1[t], .. ., zm[t]]T est le vecteur de dimension m contenant les observations,
— s[t] = [s1[t], ..., sn[t]]T est le vecteur de dimension n contenant les sources,
— A est la matrice de mélange,
— nft] = [nt],...,nm[t]]T est un vecteur de dimension m contenant le bruit.

On rappelle qu’avec les notations définies précédemment, on note :

s = [s[0],...,s[T —1]] (1.2)
et
Vie[l,n], si=][si[0],...,s[T —1]] (1.3)
Dous = [s],...,sl]7, et on dira que sy, ..., s, sont les composantes de s.

On suppose en outre :
(H1) m > n,
(H2) A est une matrice de dimensions m x n de rang plein, c-a-d, rang (A) = n,
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(H3) s est la réalisation d’une séquence aléatoire vectorielle centrée, de composantes non
nulles,

(H4) n est la réalisation d'une séquence aléatoire vectorielle centrée i.i.d de covariance o2 I,,,,
indépendante de s.

Sauf indication contraire, les signaux et la matrice de mélange seront supposés étre a valeurs

dans C.

On note Ha Pensemble des matrices vérifiant (H1) et (H2). On note Hy la modélisation des
sources induite par (H3), et on utilisera (abusivement) la notation s € Hg pour signifier que s
répond aux hypotheses définissant H.

1.1.2 Indéterminations

Nous introduisons dans ce paragraphe la notion d’espace d’identification, qui contient I’en-
semble des matrices et signaux (A’,s’) € Ha x Hg satisfaisant 1’équation (1.1).

Définition 1 (Espace d’identification)
Soit e € C™*T, L’espace d’identification de e, noté I, est défini par :

Io = {(A,s') e Hp x Hs | e = A’s'} (1.4)

Concernant notre probleme de SAS on a donc (A,s) € [x_p). En outre, (A’;s') € [x_p) ssi
A's' = As.

Pour toute matrice inversible M € C™*", on a (AM,M™'s) ¢ [(x—n)- Il apparait donc que
sans autres hypotheses sur les sources et la matrice de mélange que celles caractérisant I’ensemble
Ha x Hg, le probleme de la séparation de sources décrit par le modele (1.1) ne possede pas une
unique solution mais qu’au contraire il possede une forte indétermination.

Cependant, il est clair que n’importe quel élément (A’,s") de I'espace d’identification I(x_y)
n’est pas une bonne estimation de (A,s) dans la mesure ou il ne posséde pas obligatoirement
les méme caractéristiques que (A,s), telles que les formes d’ondes ou certaines propriétés sta-
tistiques.

Dans de nombreuses applications, seule la forme d’onde des signaux que l'on cherche a
extraire importe vraiment, et notamment plus que le gain (c-a-d, ’énergie) des sources ou leur
numéro d’ordre (qui est une caractéristique immatérielle). Ainsi, si D € C™*" est une matrice
diagonale inversible et P € R™*" une matrice de permutation, les signaux s’ = P D s peuvent étre
considérés comme étant une estimation satisfaisante des sources. Cette notion peut se formaliser
par la définition d’une relation d’équivalence sur [(y_y), dite de conservation de la forme d’onde.

Définition 2 (Relation de conservation de la forme d’onde)
Soient (Aq,s1) et (Ag,s2) deux éléments de Ha x Hg. (A1,s1) et (Ag,so) vérifient la relation
de conservation de la forme d’onde suivante, notée (Aq1,s1) ~ (Ag,s2) sil'on a :

s1 = PDsy

A, = ADPT
ou D € C™*™ est diagonale inversible et P € R™*" est une matrice de permutation.
Lorsque cette notation ne présente pas d’ambiguité, on notera abusivement s; ~ sg la rela-
tion (1.5) et A; ~ Ay la relation (1.6). Notons que, puisque m > n, pour (Aj,s;) et (Aa,s2)

€ I(x—n) (et donc Ajs; = Agsg), si Aj ~ Ag alors (Aq,s1) ~ (Ag,s2). Il suffit donc de montrer
Ay ~ A, pour montrer (Ay,s;) ~ (Ag,s2) L.

1Ceci n’est pas vrai dans le cas n > m et constitue toute la difficulté de la séparation de mélanges sous-
déterminés.
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Propriété 1 (Relation d’équivalence)
La relation de conservation de la forme d’onde est une relation d’équivalence (c-a-d qu’elle
possede les propriétés de réflexivité, symétrie et transitivité).

La preuve de cette propriété découle directement de la définition 2. On dira donc de deux
éléments de Hp x Hg vérifiant la relation de conservation de la forme de d’onde qu’ils sont
équivalents.

Propriété 2 (Propriétés statistiques de la relation d’équivalence ~)

Soient (Aj,s1) et (Ag,sy) deux éléments de Ha x Hg tels que (Aj,s1) ~ (Ag,s2). Soient

S1,1,---,51,n €t S2,1,..., 52, les composantes de s; et so. Alors on a les propriétés suivantes :

a) Les séquences s11, ..., 51, sont mutuellement indépendantes ssi les séquences sa 1, ..., 525,
sont mutuellement indépendantes.

b) Rs,s,[t, 7] est diagonale ssi Rs,s, [t, 7] est diagonale.

Preuve de la propriété 2

a) D’apres (1.5), Vi € [1,n], s2; = Ais1,3), ou p désigne une permutation de [1,n] et ol
Ai € C,\; # 0. Donc les séquences {s2 1, ..., S2.,} sont mutuellement indépendantes ssi les
séquences {s11,..., 51} sont mutuellement indépendantes.

b) D’apres (1.5), on a Re,s,[t, 7] = PD Ry, [t, 7] DIPT. Si R, [t, 7] est diagonale, alors
Res,s, [t, 7] est diagonale, et inversement. [

L’intérét de la relation de conservation de la forme d’onde ~ réside dans le fait que, puisque
c’est une relation d’équivalence sur Hpa x Hg, elle définit une partition de Ha x Hg. Ainsi, le
but de la séparation aveugle du mélange défini par (1.1) sera d’identifier la classe d’équivalence
a laquelle appartient (A,s), ce qui revient & estimer n’importe quel élément de cette classe.

Nous avons vu précédemment que sans autres hypotheses sur les sources et la matrice de
mélange que celles définissant ’ensemble Ha x Hg (paragraphe 1.1.1), il n’apparait pas étre pos-
sible d’identifier exactement (A,s), ni méme la classe d’équivalence a laquelle appartient (A,s).
En revanche nous allons montrer qu’en ajoutant des contraintes sur les sources, le probleme peut
devenir identifiable.

1.1.3 Identifiabilité
Nous introduisons dans ce paragraphe la notion d’identifiabilité.

Définition 3 (Identifiabilité)

Supposons que les sources s satisfont une série d’hypotheses (supplémentaires a Hg) qui définissent
un modele? que I’on note M. Alors on dit que la matrice de mélange et les sources (A,s) € I(x—n)
sont identifiables selon Ml ssi V(A',s") € Tix_y) :

sseM= (A's') ~ (A,s)

En d’autres termes, un modele M des sources est identifiable s’il suffit de trouver (A’,s’) tel que
x = A’s’ + n et tel que s’ € M pour que s’ soit une estimation de s & permutations et gains
pres. Il important de souligner que I'identifiabilité est définie relativement a un modele.

Remarquons que (A,s) n'est pas identifiable selon Hg car YM € C"*™ inversible et non
diagonale, on a (AM,M™!s) € I;x_) ¢t M~'s € Hg mais (AM,M™'s) % (A,s). D'ou la
nécessité d’ajouter des hypotheses sur s pour rendre le probleme identifiable.

Nous présentons au paragraphe 1.3 plusieurs modeles identifiables mais afin de prouver I'iden-
tifiabilité de ces modeles nous devons introduire auparavant le concept d’orthonormalisation.

2A nouveau, on utilisera abusivement la notation s € M pour signifier que s répond aux hypotheses définissant
le modele M.
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1.2 Orthonormalisation

Le concept d’orthonormalisation, largement utilisé en SAS, est présenté avec rigueur dans
[TLSH91]. Nous en proposons une formulation plus simple et & notre avis plus claire, basée sur
la propriété suivante.

Propriété 3 (Orthonormalisation)
Soit W € C™*™ une matrice de rang plein vérifiant :

WAMAZWH =1, (1.7)

ou M est une matrice hermitienne définie positive et A € Ha. On pose :

1
U=WAM: (1.8)
Alors on a :
1
UfW=M"2A* (1.9)
et
1
W# U = AM: (1.10)

Cette propriété montre qu'il est possible, connaissant A M A’ de calculer la matrice A M3
en deux étapes : en calculant dans un premier temps une matrice W vérifiant la propriété (1.7)
puis en calculant la matrice U =W A M3, Lintérét de cette décomposition est que la matrice
U est orthonormale (d’otu le nom d’«orthonormalisation») et nous verrons dans les prochains pa-
ragraphes que cette propriété est tres appréciable dans ’élaboration de méthodes de séparation.
Nous verrons aussi que dans le cas des mélanges linéaires instantanés la matrice M modélise
I'indétermination sur le gain de la SAS. En effet, en pratique, bien que A soit inconnue, nous
serons en mesure d’estimer dans un premier temps une quantité de la forme AM A avec M
inconnue mais diagonale, puis d’estimer A M2, équivalente a A.

Dans le cas des mélanges convolutifs, qui seront présentés dans le chapitre 4, nous verrons
que M modélise une indétermination a un filtrage pres sur les sources. En effet, il sera montré
qu'un mélange convolutif RIF peut étre ramené a un mélange instantané. Nous serons en mesure
d’estilmer une quantité de la forme A M A avec cette fois M bloc-diagonale, puis d’estimer
A Mz, équivalente & A a une matrice bloc-diagonale pres.

Avant de démontrer la propriété 3, étudions 'existence de W. A étant une matrice de rang n
et M étant hermitienne inversible, A M A est une matrice hermitienne de dimensions m x m
et de rang n. Elle possede donc m — n valeurs propres nulles. Soient Ai,...,\, ses valeurs
propres strictement positives et hy,...,h, des vecteurs propres normés correspondants. On a

V(i,5) € [1,n]? i #5 :
W AMATh, = N\ (1.11)
hAMA"h; = 0 (1.12)
Soit W la matrice € C"*™ définie par :

1 1 a

W=|—h;...—h,,
Vo R

(1.13)

Par construction, on a :

WAMAZWH =1, (1.14)
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Par construction de rang plein et satisfaisant I’équation (1.7), W vérifie donc les hypotheses
de la propriété 3 - sans étre toutefois I'unique matrice vérifiant ces hypotheses. On remarquera
qu’ainsi construite, les lignes de W sont orthogonales :

1 1
H _ 3:
W W = diag (Al,...,)\n) (1.15)

Montrons & présent la propriété 3.
Preuve de la propriété 3

Soit A = AM3. On a U = WA. Montrons dans un premier temps W#U = A. Soit la
décomposition en valeurs singuliéres suivante de A :

A=U; XU, (1.16)

ol :
~ Uy € C™*" vérifie UM Uy =1,
— 3 € R™™™ est diagonale > 0,
— Uy € C™*"™ est orthonormale.
On a alors A A = U; 32 U, soit encore :

Ul (AATYU, =32 (1.17)

Soit N = WWH. On pose :
V=WIN"2 e Cm" (1.18)

On a:
VIV = N:WWIN*% (1.19)
1 H
= N 2NN 2 (1.20)
_1 1 H _H

= N 2Nz2N2 N2 (1.21)
= I, (1.22)

Les colonnes de V sont donc orthonormales. En outre, on a :

vl

VE(AAT)V = N :W(AAH)WIN-
= N! (1.24)

N est par construction une matrice hermitienne définie positive. Soit N = L D L# la décomposition
en valeurs propres de N. Il vient donc :

(VLY (AAT) (VL) =D (1.25)

On en déduit donc d’apres (1.17), D=! = X2 (éventuellement & permutation de termes
diagonaux pres) et VL est égale & Uy (& permutations de colonnes pres, voire a “rotations” de
colonnes pres si A possede des valeurs singulieres de multiplicité supérieure a 1). Il existe donc
Q € C™*™ orthonormale telle que :

A=(VL)=Q (1.26)

Q peut s’écrire :

Q="' (VL)?A (1.27)
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D’o, avec 27! = D: et N2 = LD zLZ ,
Q = X 'LIN:(WA) (1.28)
= D:LY @D :L¥)U (1.29)
= L"U (1.30)

D’ou

A = vizLhHu (1.31)
- VN :U (1.32)
= wil(wwi)~lu (1.33)
= W#U (1.34)

Finalement : )
AM:2 = W#U (1.35)

En outre la pseudo-inverse de A s’écrit :

A7 = Qix-tLAvVH (1.36)
Ul (Lt vH (1.37)
= UININ:W (1.38)
= Uflw (1.39)
Finalement : )
M 2 A* =UfW (1.40)
O
1.3 Modeles identifiables

Nous présentons dans cette partie quelques modeles de sources identifiables. Ces modeles
possedent une hypothese commune : les sources sont modélisées par des séquences aléatoires
mutuellement décorrélées. Selon la nature des sources, cette hypothése peut étre suffisante ou
non et deux types de modeles sont a envisager :

si les sources possedent une diversité temporelle et/ou fréquentielle, c-a-d si leur SWV
varie en temps et/ou en fréquence alors la décorrélation mutuelle des sources suffit &
leur identifiabilité. Le premier modele M; que nous présenterons dans le paragraphe 1.3.1
considere le cas général de sources non-stationnaires colorées pour lequel le SWV des
sources dépend effectivement du temps et de la fréquence. Puis nous présenterons deux
cas particuliers : le modele My qui considere le cas de sources non-stationnaires blanches
(c-a-d que le SWYV des sources est constant en fréquence) puis le modele M3 qui considere
le cas de sources stationnaires colorées (c-a-d que le SWV des sources est constant dans le
temps).

si les sources ne possedent pas de diversité temporelle ou fréquentielle, c-a-d si leur SWV est
constant en temps et en fréquence alors la décorrélation mutuelle des sources ne suffit plus
a leur identifiabilité. Ce cas de figure correspond aux hypotheses du modele My présenté
au paragraphe 1.3.4 dans lequel les sources sont modélisées par des séquences aléatoires
i.i.d. Nous montrerons que l'identifiabilité de ce modele est garantie si les sources sont
mutuellement indépendantes (au sens strict) et a condition qu’au plus une source soit de
distribution gaussienne.
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1.3.1 Sources non-stationnaires colorées et mutuellement décorrélées (modéle
M)

Supposons que les sources possedent une diversité temporelle et/ou fréquentielle, et qu’on
les modélise par des séquences aléatoires non-stationnaires et colorées.

Les statistiques des sources varient alors au cours du temps, en particulier, leur covariance
Rss[t, 7] dépend du temps t et du retard 7, ou de maniére équivalente, leur SWVS Sglt, f]
dépend du temps t et de la fréquence f.

On pose :
1 T-1
Res = 7 tz_; Rest, 0] (1.41)

qui définit la «puissance temporelle moyenne» des sources.

Propriété 4

Soit M le modele défini par :
(M1) Les sources sont des séquences non-stationnaires colorées,
(M2) Les sources sont décorrélées :

= V(. f), Ssslt, f] = diag (ss;s,[t, fls - - -5 Ssusalts f1)
(En particulier : Rgs = diag (Ts,syy- -5 Tsysy))
(M3) 3 (1, f1) tel que
Ss;84 [tla fl} # Ssjsj [tb fl]

Ts;s; Ts;s;

Vi # J,

Le modele M est identifiable.

Preuve de la propriété 4
Soit, (A’,s") € [(x_n) tel que s’ € M. Montrons (A',s’) ~ (A,s). Nous avons vu pour m > n
qu’il suffit de montrer A’ ~ A.

Soit W € C™*™ de rang plein vérifiant :

WARs AYWH =1, (1.42)
Avec As= A’s’, on a aussi :
WA Ryy ATWH =1, (1.43)
En définissant U = W A RS%S et U=WA' RS%,S,, on a donc, d’apres la propriété 3 :
ARZL = WHU (1.44)
A R% = W#U (1.45)

Montrons U ~ U’.
Soit R = W A Sgg [tl, fl] ATWH =W A’ Syrg [tl, fl] AHWH On a:

_1 _H
R = URss® Ssslti, f1] Res® UX (1.46)
= URG/ Ss[tr, A1UY (1.47)
De la méme fagon :
_1 _H
R = UR,2Sest1, il R,2 U (1.48)

= URL, Sosltr, 1] UM (1.49)
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U et U’ sont donc deux bases orthonormales dans lesquelles R est diagonale. Par hypothese les
coefficients diagonaux de R Ssslt1, f1] et R;;, Ssrs[t1, f1] sont distincts. On en déduit :

U =UP® (1.50)

ou P € R™™ ™ est une matrice de permutation et ® € C"*" est une matrice diagonale a coefficients
de module unitaire. D’ot :

1
A'R:, = W*UP® (1.51)
1
= ARLP® (1.52)
et donc :
1 _1
A'=ARLZP®R,2 (1.53)

cied, A ~ A. O

On peut constater des a présent que la preuve de la propriété 4 est «constructive». En
effet, en supposant pour simplifier le bruit nul (n = 0), si 'on peut estimer en pratique W et

1
Sux[t1, f1i] = A Ssslt1, f1] AT, on voit que pour estimer la matrice A RZ équivalente a A, il
suffit de diagonaliser R = W Sxx|[t1, f1] WH afin d’obtenir U.

Nous verrons par la suite que le principal enjeu des méthodes de séparation que nous
étudierons s’avere étre I'estimation de la quantité Skx|t, f]-.

On peut montrer que la condition (M3) de M; peut étre assouplie. En effet, plutét que
de supposer qu’il existe un point (t1, f1) fixé tel que les termes diagonaux de Ryl Sss[t1, fi]
soient tous distincts (afin de garantir dans la preuve que U et U’ sont équivalentes), il suffit de
supposer 'existence d’un ensemble de points { (1, f1),..., (tx, fx)} tels que pour chaque paire
de termes diagonaux aux positions i et j, il existe un point (x, fi) pour lequel les deux termes
diagonaux aux positions i et j de Ry Sss[tr, fi] soient distincts. La preuve mathématique de
cette affirmation repose sur 'unicité de la diagonalisation simultanée, notion qui sera présentée
ultérieurement. La preuve est donnée dans [BAMCMO7]. Ceci nous améne au modéle M, moins
contraint que Mj.

Propriété 5
Soit M le modele défini par :

(M1) Les sources sont des séquences non-stationnaires colorées,
(M2) Les sources sont décorrélées :

= V(t, f)? SSS[tv.ﬂ = dlag (58181[t7f]7"‘738n8n[t7 f])

(M3) 3 {(t1, f1),---, (tx, fK)} tels que

Ssysi [ths fk) 4 S [k, fx]

sisi Ts;s;

Vi#j, ke[l K] tel que
Le modele M, est identifiable.

Deux modeles de sources standard s’averent étre des cas particuliers du modele général M; :
le modele de sources stationnaires et colorées et le modele de sources non-stationnaires blanches.
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1.3.2 Sources non-stationnaires blanches et mutuellement décorrélées (modéle

M)
Si les sources sont non-stationnaires et blanches alors Rgs[t, 7] est nul pour 7 # 0, et donc :
Sss[t, fl = 2Rss[t, 0] (1.54)
= Sult] (1.55)

Le SWVS des sources Sgslt, f] est constant en fréquence et ne dépend que du temps.
L’identifiabilité de ce modele peut alors aussi plus simplement s’écrire en termes de cova-
riances.

Propriété 6
Soit M le modele défini par :
(M1) Les sources sont des séquences non-stationnaires blanches :

V1 #0, Reslt,7] =0,
(M2) Les sources sont décorrélées :
Vi, Rss[t,0] = diag (rs,s,[t,0],...,7s,s,[t,0])

(M3) 3t tel que
Ts;s; [tla 0} 7& 7/‘S]'Sj [tla 0]

Ts;sq Tsj-sj-

Vi 7 J,

Le modele My est identifiable.

1.3.3 Sources stationnaires colorées et mutuellement décorrélées (modéle Mj)

Si les sources sont stationnaires et colorées alors on a Res[t, 7] = Rss[7]. En particulier, la
variance des sources est constante dans le temps d’ou, avec I'équation (1.41) :

Rss = Rss[o] (156)

En outre, avec la définition du SWVS donné par I’équation (26) on a :

Ssslt. f] = 2 ) Reslrle 277 (1.57)
T pair € Z
= Sulf] (1.58)

Le SWVS des sources Sgslt, f] est constant dans le temps et ne dépend que de la fréquence.

L’identifiabilité de ce modele peut plus simplement s’écrire en termes de covariances.
Propriété 7
Soit M3 le modele défini par :
(M1) Les sources sont des séquences stationnaires colorées :
V(t,7), Ress[t,T] = Rss[T]

(M2) Les sources sont décorrélées :

VT, Rss[t] = diag (rs,s; [T], - - s Tsns[T])
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(M3) 3 7 tel que
Ts;s; (71 ) Ts;s;(71]

ViEd 07 a0

Le modele M3 est identifiable.

Il va de soit que I’hypothése (M3) des modeles My et M3 peut étre assouplie de la méme
fagon que pour M, donnant alors les modeles M/2 et M;}.

1.3.4 Sources i.i.d et mutuellement indépendantes (modéle M,)

On considere dans cette partie le cas ou les sources sont modélisées par des séquences
aléatoires i.i.d. Le fait de modéliser des sources par des séquences i.i.d peut relever de deux
motivations : 1) ou bien les sources ne possedent pas de diversité temporelle et/ou fréquentielle
et ceci justifie quelle soient supposées i.i.d, 2) ou bien les sources possedent une diversité tempo-
relle et/ou fréquentielle mais on choisira de ne pas l'utiliser dans la conception d’un algorithme
de séparation, ce qui revient a les supposer i.i.d.

Dans ce cas, en notant Rss[t] = Rss la covariance (constante) des sources, le SWVS des
sources vaut simplement :

Seslt, f] = 2 Res (1.59)

Le SWVS des sources Sgslt, f] est constant en temps et en fréquence.

Ceci implique que 'indépendance a ’ordre deux des sources ne suffit pas a garantir leur iden-
tifiabilité. Il est alors nécessaire d’utiliser une information discriminante aux ordres supérieurs
par exemple en supposant les sources mutuellement indépendantes au sens strict.

Propriété 8
Soit My le modele défini par :
(M1) Les sources sont des séquences identiquement et indépendamment distribuées :

T-1

Vie[Ln], p(si) =[] pGsilt) et V(1) plsilt]) = p(silt'])
t=0

(M2) Les sources sont mutuellement indépendantes, c-a-d

(M3) Une source au plus est gaussienne.

Le modele M, est identifiable.

La preuve de la propriété 8 repose sur un théoreme de Darmois, adapté par Comon [Com94] :

Théoréme 1
Soit v = [vl,...,vn]T un vecteur aléatoire de dimension n, de composantes mutuellement
indépendantes (c-a-d, p(v) = [[;~; p(vi)) et dont une composante au plus est gaussienne. Soit
C € C™*™ une matrice orthonormale et w = Cv.

Alors les composantes de w sont mutuellement indépendantes ssi C = P ®, ou P € R™"*"
est une matrice de permutation et ® € C"*™ est une matrice diagonale & coefficients de module
unitaire.
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Preuve de la propriété 8
Soit (A’,s") € I(x_n) tel que s’ € My. Montrons A’ ~ A.

Soit Res = Rsslt, 0] et Rgsr = Ry |t, 0] les covariances respectives de s et s’ (constantes
puisque les signaux sont i.i.d). Soit W € C™*™ de rang plein telle que :

WARsATWH =1, (1.60)

Avec As=A’s',on a:
WA Ryg AHTWH =1, (1.61)

1 1
En définissant U =W ARG et U = W A'R2_,, on a donc, d’apres la propriété 3 :

1

AREL = W#U (1.62)
1

A'R2, = WHU (1.63)

Montrons U ~ U’. ) )
OnaWAs=WA’'S, c-a-d, URs? s = U R_2 s/, soit encore :

_1 _1
Res’s=UHU R_2¢ (1.64)

Les composantes de s et s’ étant par hypothese respectivement mutuellement indépendantes,
elles sont en particulier décorrélées, c-a-d que les matrices Rgs et Ryg sont diagonales > 0. Les
1 1

composantes de Rgs? s[-| et de R, 2 s'[-] sont donc respectivement mutuellement indépendantes,
et par hypothese au plus une composante est de distribution gaussienne. D’apres le théoreme 1
on a donc :

vfvu=prPe (1.65)

ou P € R™™™ est une matrice de permutation et ® € C"*" est une matrice diagonale a coefficients
de module unitaire.
D’apres les équations (1.63) et (1.62) on a donc :

1
A'R:, = W*UP® (1.66)
1
= ARLP® (1.67)
d’ot : ) )
A'=ARLZP®R,’ (1.68)

et donc A’ ~ A. O

1.3.5 Discussion

Nous avons démontré 'identifiabilité de quatre modeles de sources. La différence fonda-
mentale entre ces modeles concerne 'existence d’une diversité temporelle et/ou fréquentielle
des sources ou non. La propriété clé qui justifie I'identifiabilité de ces modeles est la notion
d’indépendance mutuelle :

— Si les sources possedent une diversité temporelle et/ou fréquentielle alors leur indépendance
mutuelle & l'ordre 2 suffit & garantir leur identifiabilité (modeles My, My, Mj3),

— Si les sources ne possedent pas de diversité temporelle ou fréquentielle et qu’elles sont
modélisées par des séquences i.i.d alors leur indépendance mutuelle au sens strict est une
fagon de garantir leur identifiabilité, a condition qu’une source au plus soit de densité
gaussienne (modele My).
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Par ailleurs, il est important de dissocier 'identifiabilité d’un modele des algorithmes construits
sur la base des hypotheses définissant ce modele. Le fait qu'un modele soit identifiable ne si-
gnifie pas qu’en pratique on sache effectivement séparer des mélanges de sources répondant aux
hypotheses de ce modele.

Ainsi, la preuve de l'identifiabilité de My n’est pas constructive et nous verrons dans la
partie 2.1 comment le probléeme de la SAS sous les hypothéses du modeéle M, est ramené a un
probleme d’Analyse en Composantes Indépendantes.

En revanche, nous avons souligné au paragraphe 1.3.1 que la preuve de l'identifiabilité de
M; (et donc de My et M3) est constructive a condition de pouvoir estimer W et Sxx|[t, f] (et
en négligeant le bruit), ce qui dans le cadre général de sources non-stationnaires colorées n’est
pas trivial. C’est pourquoi 'intérét des modeles Mly et Mg provient précisément du fait que sous
leurs hypothéses moins générales que celles du modele M, I'estimation en pratiqgue du SWVS des
observations Sxx|t, f] est beaucoup plus aisée. Ainsi nous présenterons dans le paragraphe 2.2
la méthode SOBI [BAMCMO7] construite sur les hypothéses du modele M. De la méme fagon,
nous présenterons dans le paragraphe 3.1 une méthode de séparation proposée par Pham &
Cardoso [PCO1] construite sur les hypotheses du modeéle M. Le paragraphe 3.2 est quant a lui
consacré a la construction d’un algorithme basé sur les hypotheses plus générales du modele M .

Enfin, nous soulignons des a présent que le fait de construire un algorithme a partir des
hypotheses d’un modele choisi M ne signifie pas que I'algorithme est voué a 1’échec lorsque les
sources qu’il doit estimer ne satisfont plus M. La robustesse de I'algorithme vis & vis de ’écart
des sources au modele sur lequel 'algorithme a été construit reste alors étudier. Ceci sera illustré
dans les simulations de la partie 3.3.



Chapitre 2

Algorithmes standard de séparation
en mélange linéaire instantané

L’objectif commun des différentes méthodes que nous allons présenter est I’estimation d’une
matrice équivalente & A (donc & gains et permutations pres sur les colonnes) ou d’une matrice
équivalente & A¥ (cette fois & gains et permutations pres sur les lignes). Plusieurs des méthodes
exposées par la suite procedent par estimation d’une matrice de séparation B € C™*™ telle que

B=PDA" (2.1)

ou P € R™™™ est une matrice de permutation et D € C"*™ est une matrice diagonale inversible.
re estimation des sources ser IS :
Notre estimation des sources sera alo

S = Bx

= PDs+Bn

Ainsi, dans le cadre de nos travaux, les estimations des sources seront bruitées. Dans le contexte
de la séparation de sources audio, une étape de débruitage supplémentaire de § pourrait étre
envisagée en utilisant par exemple une méthode de restauration audio [WGO03]. Cependant cette
perspective n’est pas étudiée ici.

2.1 Séparation de sources i.i.d (modele M)

Nous proposons dans un premier temps de nous intéresser aux méthodes de séparation de
mélanges de sources répondant au modele My, dans la mesure ou elles constituent ’approche
«historique» de la séparation de sources.

Supposons s € M. Supposons par ailleurs dans un premier temps n = 0. On a alors :

x=As (2.4)
Dot Vt € [0,T — 1] :
xlt] = >y 5,11 (2.5)
j=1

ou a; désigne la 7™ colonne de A. Les sources étant identiquement distribuées dans le temps,
les observations sont donc aussi identiquement distribuées dans le temps :

ve £t px[t]) = p(x[t]) (2.6)

Chaque source s; étant indépendamment distribuée dans le temps et toutes les sources étant de
surcroit mutuellement indépendantes, les observations sont indépendamment distribuées dans le

31



32 Chapitre 2 - Algorithmes standard de séparation en mélange linéaire instantané

temps :

n

A Pl X)) = p (D aysll Y sl (2.7)

= p(x[t]) p(x[t]) (2.8)

Les observations sont donc aussi des séquences aléatoires i.i.d, mais elles ne sont plus mutuel-
lement indépendantes. L’objectif de la SAS devient alors de trouver une matrice de séparation
B € C"*™ telle que les composantes de y = B x soient mutuellement indépendantes. On aura
alors (B7,y) € [(x—n) €t ¥y € My, et donc d’apres la propriété 8 :

(B,y) ~ (A,s) (2.9)

On s’apercoit donc que 'objectif de la SAS, dans le cas de sources supposées i.i.d et mutuellement
indépendantes, est de recouvrer I'indépendance des composantes de y et non leur propriété i.i.d
qui est de toute fagon conservée par la multiplication de s par les matrices A et B.

Dans un premier temps nous montrerons comment écrire un estimateur au sens du Maxi-
mum de Vraisemblance (MV) de A, en utilisant une distribution hypothétique des sources. Nous
verrons ensuite comment il est possible, partant du MV, d’aboutir a des méthodes de type entro-
pique/information mutuelle s’affranchissant de toute hypotheése sur la distribution des sources.

En pratique, le bruit n sur les observations est traité comme un «parametre de nuisances,
c-a-d qu’il n’est pas pris en compte dans ’écriture des méthodes : on cherchera la matrice de
séparation B telle que les composantes de y soient les plus indépendantes possibles, au sens d’une
certaine mesure d’indépendance entre les composantes de y, et le probleme de la SAS devient
alors celui de 1’Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) [Com94]. Dans les paragraphes
qui suivent, et jusqu’a indication contraire, on supposera donc n = 0.

Le fil conducteur des parties suivantes est celui adopté par Cardoso dans les articles [Car98a,
Car99].

2.1.1 Indépendance et décorrélation
Blanchiment spatial

Etant données des observations x nous avons donc ramené notre probleme de SAS & un
probleme d’ACI qui consiste a trouver B telle que les composantes de y = B x soient indépendantes.
A cette fin une premiere idée consiste a réaliser la décorrélation des observations, c-a-d, a les
rendre indépendantes a Uordre 2. Ceci revient A calculer B telle que Vi # j € [1,n]?, E{vi[-ly;[-]} =
0, soit encore, en posant Ryy = Ryy|[t,0] :

Ryy =D (2.10)

ou D € R™ " est une matrice diagonale > 0. En posant Rxx = Rxx|t, 0], cela revient a chercher
B telle que
BR.x B =D (2.11)

En tenant compte du caractére hermitien de Rxx, la décorrélation n’offre donc que n(n —
1)/2 équations (non-linéaires) pour mn parametres a estimer. Ceci s’avere étre insuffisant pour
résoudre notre probléeme, ce qui signifie que I'indépendance a l’ordre 2 ne suffit pas.

Cependant, nous verrons que la décorrélation préalable des observations peut simplifier
I’écriture de plusieurs méthodes d’ACI. Cette opération de décorrélation, assortie de la nor-
malisation des variances des séquences, est couramment appelé le blanchiment spatial. Le blan-

chiment spatial consiste donc a calculer une matrice W € C™*™ telle que z def W x ait des
composantes de variance unitaire mutuellement décorrélées, c-a-d, en posant R,, = Rzz(t, 0] :

Rz =1, (2.12)
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Avec z = W A s, W doit donc vérifier :

W AR ATWH =1, (2.13)

1
En posant U = W A R&s, U est une matrice orthonormale et on a :

z = WAx (2.14)
1
— URs (2.15)

1
Ceci signifie qu’apres blanchiment, z est égal aux sources normalisées Rss® 8 & un «facteur»

orthonormal U prés. En outre, d’apres la propriété 3 :

_1
U W =R AF (2.16)
et
1
W#U = ARZ (2.17)

Le blanchiment spatial est donc un cas particulier d’orthonormalisation, qui permet de résoudre
le probleme de la séparation des mélanges linéaires instantanés en deux étapes : 1) estimation
d’une matrice de blanchiment spatial W, 2) estimation du facteur orthonormal U manquant.

Les équations (2.16) et (2.17) montrent qu’il n’est possible d’estimer A (ou A#) qu’a la
1 1

matrice diagonale RZs pres, qui contient les écarts types inconnus des sources. La matrice RZs
caractérise donc 'indétermination sur le gain de la SAS. Nous verrons ultérieurement qu’il nous
sera possible d’estimer U uniquement & des permutations de colonnes pres, ce qui caractérisera
I'indétermination sur I’ordre des sources. Afin de lever I'indétermination sur le gain on supposera
jusqu’a indication contraire :

Res = I, (2.18)

Blanchiment spatial en pratique

On a:
Ryx = ARgs AT (2.19)

Une matrice W vérifiant 1’équation (2.13) peut alors étre calculée d’apres les éléments propres
de Rxx comme indiqué au paragraphe 1.2. En pratique, en supposant les signaux ergodiques,
Rxx est estimé par :

x[t] x[t]H (2.20)

Il est a noter que l'erreur sur 'estimation de W ne peut pas étre compensée par ’estima-
tion ultérieure de U. L’indice de performance des algorithmes de séparation ayant recours au
blanchiment spatial préalable des observations possede ainsi une borne inférieure quantifiable
[Car94]. Le blanchiment spatial demeure toutefois une opération utile qui raméne le probléeme
de la SAS & la recherche d’une matrice orthonormale, ce dont on tirera parti dans 1’élaboration
des méthodes de séparation présentées par la suite.
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2.1.2 Quelques méthodes d’ACI en théorie

Nous allons présenter dans ce paragraphe plusieurs méthodes d’ACI en théorie. Afin de
simplifier la présentation des méthodes nous nous placerons dans le cas m = n et dans le cas ou
les sources et la matrice de mélange sont a valeurs réelles. La plupart des méthodes présentées
peuvent étre généralisées au cas sur-déterminé (m > n) et au cas complexe. Par exemple,
certaines méthodes requierent un blanchiment spatial des observations afin de se ramener a
I’estimation d’une matrice orthonormale de dimensions n x n. Les dimensions initiales de A
n’ont alors pas d’importance. Le lecteur est invité a se reporter aux articles de référence des
méthodes exposées pour en connaitre I’exacte portée.

Fonctions de contraste

Aux méthodes d’ACI que nous allons présenter est associée une fonction de contraste [Com94].
Une fonction de contraste C{v} est une fonction de la densité de probabilité d’une séquence
aléatoire v € R™ T qui vérifie :

VM € R™*" C{Ms} > C{s} (2.21)
C{Ms}=C{s} ssi M~1I, .

Le fait que C{v} est une fonction de la densité de probabilité de v (et non d’une réalisation de
v) est caractérisé par l'utilisation de crochets {-} (au lieu de parentheses (-)).

Ainsi, pour une fonction de contraste C{v} donnée, les méthodes que nous allons présenter
consisteront a minimiser suivant B la fonction C{B x} = C{B A s}. Si une matrice B minimise
C{Bx} on est alors assuré d’avoir B A ~ I,,, ce qui signifie dans le cas m = n que B est égale
4 A~ & gains et permutations pres sur les lignes, et qui s’avere étre notre objectif.

Par la suite on notera y = Bx et on pourra parler de la minimisation de C{y} par rapport
a B.

Le fait qu’'une méthode de séparation soit basée sur la minimisation d’une fonction de
contraste C{y} = C{Bx} lui confere la propriété d’équivariance [CL96]. Cette propriété si-
gnifie que les performances de la méthode ne dépendent pas de la matrice de mélange A.

Il est important de rappeler que, dans le cas de sources supposées i.i.d et mutuellement
indépendantes, les séquences s, x et y sont des séquences i.i.d, ce qui signifie que leurs densités
de probabilités ps, px et py ne dépendent respectivement que des densités de probabilité pg(,,
Px[] et py[) de n’importe quel échantillon s[-], x[-] et y[-]. Ceci signifie en particulier que, dans
notre contexte, une fonction de contraste C{y} s’avére étre plus simplement une fonction de Pyl]-

Fonctions de contrastes orthonormales

Nous verrons que la minimisation d’une fonction de contraste revient a rendre les compo-
santes de y = B x les plus indépendantes possibles au sens de la mesure d’indépendance définie
par la fonction de contraste. Dans la mesure ou en pratique 'indépendance «exacte» ne peut
étre recouvrée, si la décorrélation mutuelle des composantes de y est souhaitée alors il faut expli-
citement la prendre en compte dans la minimisation de la fonction de contraste. On parlera alors
de minimisation de C{y} sous contrainte de blancheur ou encore de minimisation du contraste
orthonormal C°{y}. Cela pourra correspondre a deux options :

— ou bien un blanchiment spatial préalable des observations aura été réalisé de sorte que

I’'estimation de la matrice de séparation B ait été ramenée a I’estimation d’une matrice de
séparation V orthonormale telle que C{y} = C{V z},
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— ou bien la minimisation du contraste C{y} = C{Bx} est réalisée sous la contrainte
Ryy = L.

Puisque les fonctions de contraste dépendent de la densité de probabilité d’une séquence
aléatoire, il apparait que leur estimation d’apres des données empiriques n’est pas triviale. Ce
probleme sera ’objet du paragraphe 2.1.3, ou I'implémentation pratique des différentes méthodes
d’ACI présentées en théorie sera considérée. Nous étudierons en particulier ’algorithme JADE.

Approche du Maximum de Vraisemblance

Nous présentons dans ce paragraphe une solution au sens du Maximum de Vraisemblance
(MV) du probleme de la séparation de sources [PG97, Car97, Car98a|. Soit ¢(s[-]) une distribu-
tion hypothétique d’un échantillon quelconque s[-] des sources.

Les sources étant mutuellement indépendantes on écrira :

q(s[-]) = H%’(Si[']) (2.22)

Avec x[-] = A s[-], la densité de probabilité d’un échantillon quelconque des observations s’écrit
[Pap84] :
Py (x[]; A, q) = |det(A)| ™ g(A™"x[]) (2.23)

Les observations x étant indépendamment distribuées, la densité de probabilité de x s’écrit :
T-1
px(x; A, q) = ] Idet(A)|™" q(A™" x[t]) (2.24)
t=0

En notant B = A~!, la log-vraisemblance de B (et ¢) par rapport & x s’écrit donc :

def 1
L(B,q) = = logpx(x;B,q) (2.25)

T-1
— log|det(B)| + % S logg(Bx[t]) (2.26)
t=0

Asymptotiquement, lorsque T — +00, le critere du MV peut étre formulé comme une diver-
gence de Kullback entre deux densités de probabilité. Soient v et w deux vecteurs aléatoires sur
R™*! La divergence de Kullback de v & w est définie par :

def pv(u)
lew:/puln du 2.27
{viw} . v(u) () (2.27)
Une propriété importante de la divergence de Kullback est qu’elle est positive, nulle ssi v et w
ont la méme distribution. Soit s’ une séquence aléatoire i.i.d de densité Ps'[] = ¢- Alors on peut
montrer [Car97] :

L(B,q) "= —K{Bx[]||s'[]} + constante (2.28)

Pour une distribution ¢ fixée, on peut ainsi associer au MV le contraste suivant :
Cauv{y} = K{Bx[][|s'[]} (2.29)

Sous cet aspect, 'estimateur du MV offre une nouvelle interprétation : il consiste a trouver la
matrice de séparation B qui minimise la divergence de Kullback entre la densité de y[-] = B x]']
et la densité hypothétique g des sources. En d’autres termes on cherche B qui fournit des esti-
mations des sources de distribution se rapprochant le plus, au sens de la divergence de Kullback,
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des hypotheses qui ont été faites sur la densité des sources.

Pour une distribution ¢ fixée, ayant levé I'indétermination sur le gain de la SAS en fixant
Rss = L, L(B, q) possede plusieurs maxima correspondant aux permutations de lignes possibles
de B. Pham & Garat montrent dans [PG97] que le gradient de L(B,¢) par rapport & B peut
étre calculé explicitement et qu’il dépend des fonctions score des sources. Vi € [1,n], la fonction
score de la source s;, de densité de probabilité g;, est définie par :

def dlng;

VueR, ¢i(u) = 5u (u) (2.30)
1 (5qi
= - 2.31
) (2.31)
On définit le vecteur score ¢ de s par :
n def
Yu = [u,. .. up]t € R o(u) = [p1(wr), . . . on(un)]” (2.32)
Le gradient de L(B,q) par rapport a B s’écrit alors [PG97] :
T—1
oL 1
—@B,9)= =Y HB BT 2.
" B (T > il x[t])) (2.39)
ott H(u) est la fonction de R™*! — R"™*" définie par :
def T
H(u) = p(u)u’ -1, (2.34)

Si la distribution des sources est connue, le critere L(B,q) peut étre facilement maximisé
selon B en utilisant une méthode de type de descente de gradient, en-ligne ou hors-ligne, en uti-
lisant I'expression (2.33) du gradient. Cependant, dans cette formulation, le calcul du gradient &
chaque itération nécessite I'inversion de la matrice B, ce qui s’avere étre une opération cotiteuse
et qui prive la méthode de la propriété d’équivariance. C’est pourquoi, il est préconisé d’utiliser
I'expression du critere de MV sous forme de contraste et d’utiliser le gradient de Cprv{y} «re-
latif» a la structure particuliere de ’espace défini par y = B x. Le concept de gradient relatif
est décrit par Cardoso dans [CL96]. Le gradient relatif Vg Carv{y} de la fonction de contraste
C{y} sous la structure y = B x s’écrit :

0C{Bx}

VBCuv{Bx} = B

BT (2.35)

En utilisant par exemple I’expression asymptotique de I’équation (2.33), on peut montrer que le
gradient relatif de la fonction de contraste associée au critere de MV s’écrit :

VB Cuvi{y} = E{H(y[])} (2.36)

En pratique, la minimisation de Cpsy{y} peut alors étre réalisée par descente de gradient relatif
en remplagant I'espérance dans I'expression (2.36) par une moyenne temporelle. La trame de la
méthode hors-ligne peut alors s’écrire :

Initialisation: B =1,, y=x (2.37)
1 T—-1

H = tz_; H(y[t]) (2.38)

B « (I,—uH)B (2.39)

<
1
s

<
[\
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ou u désigne le pas de descente, éventuellement variable. La mise & jour peut aussi étre réalisée
directement sur les données sans 'intermédiaire de la matrice B :

Initialisation : y =X (2.41)
=

H « T H(yl[t]) (2.42)
t=0

y « (Ii—pH)y (2.43)

Une version en-ligne est possible en utilisant une méthode de descente de gradient sto-
chastique. La méthode de descente de gradient stochastique consiste a «omettre» 'opérateur
d’espérance dans la formulation du gradient relatif (2.36) et a utiliser simplement H (B x]t])
dans la mise a jour de B a larrivée d’un échantillon x[t] & 'instant ¢. La méthode possede alors
la formulation en-ligne suivante :

Initialisation : B[0] =1, (2.44)
y[t] «— B[t]x][t] (2.45)
Blt+1] « (In—p[t] H(y[t])) Bft] (2.46)

La méthode du MV que nous venons de décrire repose sur l'utilisation d’une densité hy-
pothétique ¢ des sources, ou plus précisément d’un vecteur score hypothétique ¢ des sources. De
nombreux travaux ont montré qu’il n’est pas nécessaire de connaitre de maniere précise les fonc-
tions score réelles des sources pour que les maxima du critere de MV correspondent a la matrice
de mélange réelle a permutations pres. Une illustration simple de ce phénomene est présentée
dans [Car98al. La «marge d’erreur» autorisée sur la spécification de ¢ peut étre quantifiée, ceci
est I'objet par exemple des travaux [CL96, ACC9T7].

On remarquera que la condition d’annulation du gradient relatif de Cprv{y} s’écrit :

E{o(y[)y[]"} =1, (2.47)

Les fonctions score étant non-linéaires (sauf pour des variables aléatoires gaussiennes...) on voit
que le MV revient a réaliser une décorrélation «non-linéaire» des observations. Cette idée est la
clé des travaux «pionniers» de Jutten & Hérault en SAS [JHI1].

Enfin, la minimisation de Cpsv {y} sous contrainte de blancheur est possible sans blanchiment
spatial préalable en remplacant dans les algorithmes de minimisation H par H° définie par
[CL96] :

H°(u) = uu? =1, + p(u)ul —up(u)’ (2.48)

Maximum de vraisemblance et Infomax

Le contraste Cpyv{y} a été proposé par ailleurs par Bell et Sejnowski via une approche réseau

de neurones [BS95], donnant & leur méthode le nom d’Infomax. Soient ¢i, ..., g, les fonctions
de répartitions de q1, ..., q, définies par :
u
gi(u) = / G(v) dv €0,1] (2.49)
—o
Pour u = [uy,...,u,|T € R™! notons g(u) = [g1(u1),. .., gn(un)]. La fonction de contraste de

la méthode Infomax est définie par :

Crnoly} & —H{g(y[])} (2.50)
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ott H{v} désigne I'entropie différentielle du vecteur aléatoire v sur R™*!, définie par :

H{v) & / py(u) Inpy (1) du (2.51)

L’idée sous-jacente au contraste Crnfo{y} est la suivante : si comme précédemment le vecteur
aléatoire s'[-] a pour densité g, alors, puisque Vi € [1,n], g; est la fonction de répartition de ¢;,
le vecteur aléatoire g(s'[]) est uniformément distribué sur [0,1]". Or, la densité uniforme sur
[0,1]™ est la densité possédant la plus haute entropie de toutes les densités définies sur [0, 1]™.
Donc g(Bx[-]) a la plus forte entropie si Bx[-] ~ s'[-], d’ou le contraste Cr,fo{y}. La méthode
Infomax consiste donc a chercher B telle que la densité de Bx[:] se rapproche de la densité
hypothétique ¢ au sens d’une mesure entropique. L’équivalence entre Crpro{y} et Carv{y} est
démontrée dans [Car97].

Vers des approches sans modele des sources

L’avantage principal de la méthode du MV est qu’elle est simple a mettre en oeuvre; le
gradient relatif de la fonction de contraste Cpry{y} se calcule explicitement ce qui permet de
minimiser le critéere par une méthode de gradient simple.

L’inconvénient majeur est qu'un a priori sur la densité des sources est nécessaire. Nous allons
voir dans ce paragraphe comment il est possible de s’affranchir de tout a priori sur les sources,
au détriment d’une mise en oeuvre en pratique plus délicate.

La fonction de contraste du MV dépend explicitement de B et implicitement de la distribution
hypothétique ¢ choisie. Nous allons voir qu’il est possible de minimiser Cysy{y} suivant B et q.

Soit, a B fixé, y[-| le vecteur aléatoire dont les composantes 71 [-], ..., ¥n[] sont mutuellement
indépendantes et telles que la densité de chaque composante g;[-] est égale a la densité de la "¢
marginale y;[-] de y[-]. Alors, les composantes s'[-] étant indépendantes, on a [CT91] :

KLy [T} = KAy LTI F LI} + KAS LT} (2.52)

K{y[]ll¥[]} ne dépendant pas de s’ (c-a-d, de ¢), la minimisation de {y[-] || s'[-]} suivant ¢
est équivalente & la minimisation de K{y[] || s'[-]} suivant ¢. A B fixé, K{y[-]|| s'[-]} est minimal
(égal & zéro) en choisissant s'[-] = y[-]. Ainsi, la maximisation de la vraisemblance L(B,q) par
rapport a B et ¢ revient a la minimisation du contraste :

Crly} & Ky 1131} (2.53)

Crm{y} n’est rien d’autre que 'information mutuelle du vecteur aléatoire y, définie comme la
divergence de Kullback entre la densité d’un vecteur aléatoire et la densité du méme vecteur
mais avec des composantes mutuellement indépendantes. L’information mutuelle est donc une
mesure directe de I'indépendance des composantes d’un vecteur aléatoire.

Sous contrainte de blancheur, le contraste Cry/{y} peut prendre une forme plus simple. En
effet, on peut montrer que sous la contrainte E{y[-] y[]*} = I,,, 'information mutuelle est égale,
a une constante pres a la somme des entropies des marginales de y [Com94]. D’ou le contraste :

Chudy}y =D H{vi} (2.54)
i=1

ot la notation = signifie I’égalité & une constante pres. Le contraste C7,,{y} offre une nouvelle
interprétation de 'ACI : le fait de mélanger des sources tend a «gaussianiser» la densité de
chaque observation et donc, dans la mesure ou la densité gaussienne possede la plus forte entro-
pie des densités de méme variance, a augmenter leur entropie. Il est alors légitime de rechercher
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B comme la matrice de séparation qui décroit au maximum l’entropie des composantes de y|[],
c-a-d qui les écarte le plus de la densité gaussienne. Ceci explique d’une certaine facon pourquoi
on ne peut tolérer dans le modele My au plus une source gaussienne : dans la mesure ou la
densité d’'une somme de variables aléatoires gaussiennes est elle-méme gaussienne, on ne peut
pas rendre «moins gaussiennes» des combinaisons linéaires de sources gaussiennes. Ces idées
sont largement détaillées dans [HKOO1].

Les contrastes Cry{y[-]} ou Cj,;{y[-]} sont des contrastes «canoniques» dans la mesure
ol ils expriment explicitement I'objectif de I’ACI qui consiste a recouvrer I'indépendance des
composantes de y|-]. Ils ne nécessitent donc pas d’information sur la structure de chacune des
sources ; ils n’utilisent que I'information «conjointe» que 1’on possede des sources, a savoir leur
indépendance mutuelle. Cependant, leur inconvénient majeur est que leur gradient est difficile a
exprimer et notamment difficile & estimer en pratique [Pha96]. En particulier, leur gradient ne
se résume pas a 'espérance d’une fonction des observations comme pour 'estimateur du MV.

Cependant, nous allons voir qu’une approximation simple & base de cumulants des divers
contrastes présentés permet de construire des algorithmes efficaces, et qu’aux méthodes de mi-
nimisation par descente de gradient peuvent se substituer des méthodes de minimisation par
diagonalisation simultanée. L’avantage des cumulants est que leur estimation en pratique est
tres simple.

2.1.3 Quelques méthodes d’ACI en pratique
Approximation de la divergence de Kullback par des cumulants

Soient a, b, ¢ et d quatre variables aléatoires centrées réelles. Le cumulant d’ordre 4 de ces
variables aléatoires est défini par :

Cabed def E{abcd} — E{ab} E{cd} — E{ac} E{bd} — E{ad} E{bc} (2.55)

Le cumulant d’ordre 2 de deux variables aléatoires désigne simplement la corrélation de ces
variables.

Si les variables aléatoires a, b, ¢ et d peuvent étre séparées en deux ensembles de variables
aléatoires mutuellement indépendantes alors leur cumulant d’ordre 4 s’annule. Par exemple si a
est indépendant de b, c et d alors cqpeq = 0. Ceci montre que les cumulants d’ordre 4 constituent
une fagon de tester I'indépendance entre plusieurs variables aléatoires, au dela des cumulants
d’ordre 2.

Le cumulant d’ordre 4 cyq4q d’une variable aléatoire a centrée est appelé kurtosis et noté :

kq d:ef Caaaa (256)

Si a, b, c et d sont de densité conjointe gaussienne alors leur cumulant d’ordre 4 est nul (plus
généralement, tous leurs cumulants d’ordre supérieur a 2 sont nuls).

Si a et b sont deux variables aléatoires de densités “proches” de la gaussienne, on peut écrire
a l'aide d’un développement d’Edgeworth [Car99] :

L 22, 1 2
Clall b} = (03— 02 + 5o (ka — ko) (2.57)
ou 'on a noté 02 = Tga €t ag = ryp, les variances de a et b.
Cette approximation est aussi valable pour des vecteurs aléatoires v = [v1,...,v,]7 et w =
[wi, ..., wy,)T sur R?¥1
1 2 1 2
,C{V H W} ~ Z Z(rvivj - rwiwj) + @ Z(Cvivjvkvz - Cwiijkwl) (2'58)

ij ijkl
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Disposant de cette approximation, il est possible d’approximer la fonction de contraste du
MV définie par I'équation (2.29). La séquence aléatoire y étant i.i.d, on utilisera la notation
suivante :

Tyiy; = Twilly;[] (2.59)
Chivivkye = Cyillys[lyellul] (2.60)
Cette notation est aussi valable pour les cumulants de x[-], s[-] et s'[-]. En notant r o = 0% by

et cy Lss = kjs,’i Oijkt, il vient! :

81-5
Cuviy} =~ Caa{y} (2.61)
avec :
def 1 2 2 1 2
Coaly} = 1 Z(Tyiyj — Oy dij)” + 18 Z(Cyiyjykyl - ks; Sijkt) (2.62)
i ijkl

Sous cette approximation, le critére de MV apparait alors simplement comme une mesure de
Pécart entre les cumulants d’ordre de 2 et 4 des composantes de y|-| et des cumulants hy-
pothétiques de s’. Minimiser Co4{y} sous contrainte de blancheur revient & mettre un poids
infini au premier terme de Ca4{y}. On a donc :

Cirviy} = Ci{y} (2.63)
avec :
o def 1 2
Ci{y} = 48 Z(Cyiyjykyl - ks,’i 5ijkl) (2.64)
ijikl

Comme précédemment, on peut envisager de minimiser C{{y} par rapport & B mais aussi par
rapport aux kurtosis hypothétiques des sources {ky,i € [1,n]}. A B fixé, la minimisation de
Ci{y} par rapport a {ky,i € [1,n]} donne ky = k:y:. Cela nous permet d’aboutir au contraste
Crurely} qui peut étre considéré comme une alpproximation de C7{y} [Com94] :

o def 1
Ckurt{y} = @ Z Cziyjykyl (265)
ijkl£iiii

On peut montrer que si E{y[-]y[]7} = I,, alors la somme des cumulants au carré >
est constante [Com94]. Cp,..{y} peut donc encore s’écrire :

.. 02
gkl “YiY; ey

[0) 1 .
Crurely} = =15 D_Hy, (2.66)
=1

Le kurtosis d’une variable aléatoire gaussienne étant nul, le fait de maximiser la somme des
kurtosis au carré de y[-] revient encore une fois a écarter le plus possible les densités des compo-
santes de y[-] d’une densité gaussienne. Le fait que la somme Zijkl c?;iyjykyz soit constante sous
contrainte de blancheur signifie que la maximisation de la somme des kurtosis au carré revient
en outre & annuler les cumulants croisés de y[-]. La méthode JADE que nous allons mainte-
nant présenter propose de ne minimiser que certaines tranches de cumulants, ceci permettant
d’aboutir & une procédure efficace de minimisation par diagonalisation simultanée.

'Si on impose aux estimations des sources d’étre de variance unitaire alors Vi, o, = 1.
k2
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L’algorithme JADE

L’algorithme JADE, congu par Cardoso & Souloumiac [CS93], consiste & minimiser la fonc-

tion de contraste suivante : ot
e 2
C:}ade{y} = Cyiyiyjyk (2'67)

ijk
JADE ne teste donc I'indépendance que sur les tranches de la forme (y;, vi, y;, yx). Nous allons
ramener la minimisation de cette fonction de contraste a la diagonalisation simultanée d’un
ensemble de «matrices de cumulants». L’algorithme JADE est plus généralement applicable a
des signaux a valeurs complexes mais nous n’exposons ici que le cas réel.
Soit v = [v1,...,v,]T un vecteur aléatoire sur R"*! et M une matrice € R™*"™. On définit
la «matrice de cumulants» QO (M) € R™*" par :

V(l,j) € [[1777’]]2 ) [QV(M)}U = Z Cojvjupo kL (268)
kl

Les matrices de cumulants ainsi définies vont nous permettre de ramener quelques tranches de
la structure tensorielle des cumulants d’ordre 4 a une structure matricielle plus simple.

Dans le cas réel, les matrices de cumulants peuvent aussi s’écrire explicitement de la fagon
suivante :

Qv(M) = E{(vI Mv)vvT} - Ryy trace M Ryy) — Ryv (M + M) Ry (2.69)

L’équation (2.68) montre que chaque coefficient de la matrice Qy (M) est une combinai-
son linéaire particuliere de plusieurs tranches de cumulants. Cependant, la formulation de
I’équation (2.69) montre qu’il n’est pas nécessaire de calculer tout I’ensemble des cumulants
de v pour calculer Qy(M).

D’apres I’équation (2.15), on a z[-] = U s[-]. En utilisant I'indépendance mutuelle des sources,
et en notant Q,(M) = Q,;(M), on peut montrer la relation suivante [CS93] :

Q,(M) =UAM)UT (2.70)

avec
A(M) = diag (ks, ul Muy, ... k,ul M u,) (2.71)

ol u; désigne la j¢¢ colonne de U. Il apparait donc que U est une base orthonormale dans

laquelle la matrice Q,(M) est diagonale, VM. La matrice U peut donc étre estimée par diagona-
lisation d’une matrice de cumulants ayant des valeurs propres distinctes, aux indéterminations
pres de la diagonalisation, c-a-d, a des permutations de colonnes et inversion de signe pres. Par
exemple, si on choisit M = I,, cela implique que les sources doivent avoir des kurtosis distincts?.
Le choix de M est donc délicat.

En outre, si 'on choisit M telle que les valeurs propres de Q,(IM) ne sont pas bien séparées,
une faible erreur dans 'estimation de Q,(M) peut induire de larges erreurs sur Iestimation de
ses vecteurs propres.

Ces considérations ont amené Cardoso & Souloumiac a introduire le concept de diagonalisa-
tion simultanée. Soit M € R™ ™ une matrice quelconque, on définit la mesure de «diagonalités»
suivante :

off (M) = > " m3; (2.72)
i#]

?Encore une fois, on constate que si plus d’une source est gaussienne, alors A (M) possede deux termes diago-
naux nuls, ce qui implique obligatoirement une indétermination sévere sur U.
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Soit M une base de ’ensemble des matrices de R"*™. Par exemple, si {eq,...,e,} désigne la
base canonique de R™*!, on peut choisir M = {e; e;p, (i,5) € [1,n]*}. On a alors [Car99] :

Caae{Vz} = D off (VI Q,(M) V) (2.73)
MeMm

On voit donc que la minimisation de la fonction de contraste C9,,. {V z} par rapport a la matrice
orthonormale V peut étre réalisée par la diagonalisation simultanée de I’ensemble des matrices
{Q2(M;),M; € M}. Le fait de choisir cet ensemble de matrices tel que M soit une base de
R™ ™ plutdt que de choisir M arbitrairement permet de garantir (2.73), c-a-d, de garantir que
la diagonalisation simultanée reste équivalente a la minimisation d’une fonction de contraste, et
donc de garantir 1’équivariance de la méthode [Car99].

D’autres choix de bases de R™*"™ peuvent étre utilisés. Certains choix astucieux permettent
de limiter le nombre de matrices & diagonaliser simultanément [Car99, CS93].

L’algorithme de diagonalisation simultanée utilisé dans JADE est inspiré de la méthode de
Jacobi pour le calcul des éléments propres d’une matrice réelle symétrique [GL96]. L’algorithme,
proposé par Cardoso & Souloumiac [CS96], permet de réaliser une diagonalisation simultanée
approchée car en pratique les matrices de cumulants ne sont pas rigoureusement diagonalisables
simultanément. Cet algorithme est décrit en annexe A.

Résumé de JADE :

1) Estimation d’une matrice de blanchiment W d’apres les éléments propres
de Rxx?,

2) Calculer z = Wx,

3) Estimation de 'ensemble de matrices de cumulants {Q,(M;), M; € M} :
les cumulants sont estimés classiquement en remplacant les espérances

mathématiques dans les définitions par des moyennes temporelles (ce qui
suppose que les signaux sont ergodiques),

4) Estimation de la matrice U par diagonalisation simultanée de I’ensemble
des matrices de cumulants,

5) Une estimation de A est A = W#U, une estimation de A% est B =
U?W.
“Dans l'implementation de JADE en contexte bruité [CS93], la variance du bruit est

estimée puis prise en compte dans I’estimation de W a la maniere de la méthode d’ortho-
normalisation présentée au paragraphe 2.2.1

2.2 Séparation de sources stationnaires colorées (modele M;)

On considere dans ce paragraphe la séparation de sources stationnaires colorées répondant au
modele M. Par rapport aux méthodes de séparation de sources i.i.d précédemment étudiées, cela
suppose que les sources sont identiquement distribuées dans le temps mais qu’elles possedent
désormais une coloration : ’auto-covariance des séquences s; ne se résume donc plus a une
impulsion centrée sur 7 = 0. La stationnarité implique que la matrice de covariance des sources
Rsst, 7] ne dépend que du retard 7. On écrira donc :

Rss [t7 T] = Ress [T] (2.74)

La plupart des signaux réels possedent une telle coloration, qui est une information exploitable
pour la séparation de sources. Comme évoqué au paragraphe 1.3.3, 'existence de cette coloration
permet d’élaborer des méthodes se limitant a 1'utilisation de statistiques d’ordre 2.
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L’algorithme SOBI [BAMCMO97] que nous allons présenter fonctionne sur le méme principe
que JADE : il basé sur la diagonalisation simultanée d’un ensemble de matrices correspondant
a une représentation spatiale pertinente des séquences a séparer. Dans le cas de séquences i.i.d,
JADE utilise des matrices de cumulants, dans le cadre de sources stationnaires colorées SOBI
utilise des matrices de covariance. Comme JADE, SOBI procede en deux étapes : 1) Estimation
d’une matrice d’orthonormalisation, 2) Estimation du facteur orthonormal manquant.

Nous décrivons SOBI dans le cadre général de séquences a valeurs éventuellement complexes
et en contexte bruité.

2.2.1 SOBI en théorie

D’apres x = A's + n et avec 'hypothese (H4) sur le bruit, on a :
Rax|T] = A Rgs[7] AH +6[1] 0?1, (2.75)

ou ¢[7] désigne la fonction Delta définie par :

o0] =1 (2.76)
Or] =0 siT#0 '

Orthonormalisation

La premiere étape de ’algorithme SOBI consiste a calculer une matrice d’orthonormalisation
W e C™**™ de rang plein telle que :

W A R[] AT WH =1, (2.77)

Nous avons vu au paragraphe 1.2 comment il est possible, dans le cas non bruité, de calculer W
d’apres les éléments propres de Rxx[0] = A Rgs[0] A, En milieu bruité, d’apres I'équation (2.75)
on a:

Rax[0] = A Rs[0] AT 4 621, (2.78)

2 si m est strictement supérieur

Cette expression de Rxx[0] permet de calculer W mais aussi o
an.

Soient [A1,...,An], les valeurs propres de Rxx[0] rangées dans l'ordre décroissant. Soient
[hy,...,h,,] des vecteurs propres normés correspondant. A Res[0] A# étant une matrice de rang
n, les m — n plus petites valeurs propres de Rxx[0] sont donc égale & o2 et la matrice W définie
par

1 H

1
W=|——h;...———h,,
VA — o2 ! VAp — 02

(2.79)
vérifie ’équation (2.77).

Il est & noter qu’avec W ainsi construite (c-a-d, avec des lignes orthogonales), les composantes
de z = W x sont mutuellement décorrélées a = = 0. En effet, on a :

Ruz[0] = W Rux[0] WH (2.80)
= W (AR [0)AF)WH 1 o2 W WH (2.81)

0’2 0’2
= In—l—dlag()\l_UQ,...,)\n_UQ) (2.82)

En revanche, dans le cas bruité, les composantes de z ne sont plus de variance unitaire. On
) )

pourrait comme précédemment lever I'indétermination sur le gain des sources en fixant R¢s[0] =

I,. Cependant, afin d’adopter une présentation cohérente avec ’ensemble des travaux présentés

par la suite, nous choisissons d’intégrer R¢s[0] aux calculs qui suivent.
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Rotation

Ayant calculé une matrice W vérifiant (2.77), d’apres la propriété 3, il ne nous reste qu’a
calculer U =W A R [O]% pour obtenir A ou A¥.

On définit V7 # 0, les matrices suivantes :

Rox[T] = W Ry [T] WH (2.83)
On a alors d’apres (2.75), V7 # 0 :
RuxlT] = WAR[T] AT WH (2.84)
= (UTRes[0]72) Res|7] (U Rgs[0]2)H (2.85)
= U (Rss[o]il Rss [T]) u? (286)

Les covariances des sources Rgs[7] étant des matrices diagonales pour tout retard 7, on en déduit
que U représente une base orthonormale dans laquelle R, [7] est diagonale pour tout retard .

Si les sources répondent au modele M alors il existe 71 tel que les termes de Rgs[0] ™ Rs[71]
sont distincts, U peut étre estimée par diagonalisation de la matrice R, [71]. Cependant, comme
pour JADE,; il est en pratique recommandé de diagonaliser simultanément un ensemble de ma-
trices { Ry [7i],4 = 1,..., K}. L’intérét de la diagonalisation simultanée de plusieurs matrices est
de réduire les indéterminations possibles de la diagonalisation (voir modele M;) et de produire
une estimation plus robuste de U. En ce sens, SOBI est une extension de ’algorithme AMUSE
[TLSH91] basé quant a lui sur la diagonalisation simultanée de deux matrices de covariances

Rx[7]- Une autre méthode similaire est présentée dans [Fét88].

La diagonalisation simultanée produit une matrice Uy telle que :
U, =UP® (2.87)

ou P € R™ ™ est une matrice de permutation et ® € C"*" est une matrice diagonale a coefficients
de modules unitaires. On alors :

A ¢ wHy, (2.88)
= WHUP® (2.89)
= ARL0]:P® (2.90)

La matrice A est donc équivalente & A.

2.2.2 SOBI en pratique

En supposant les signaux ergodiques, les matrices de covariances Rxx[7] sont estimées en
pratique par :

A 1 T—1-1
Rocx|T] = > x[t+7]x[t]H (2.91)
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Résumé de SOBI :

1) Calcul de 62 par moyenne des m —n plus petites valeurs propres de Rx [0]
(st m > n),

2) Calcul de W d’apres 62 et les éléments propres de Ryx [0],

3) Pour un ensemble de retards arbitraires {1, ...,7x} on calcule :

Ry 7] = W Ry [7] WH

—XX

4) Caleul de U par diagonalisation simultanée de I'ensemble {R. [r],i €
[1, KT},

5) Une estimation de A est A = W#U. Une estimation de A# est B =
U?wW.

2.2.3 Discussion

On voit que 'existence d’une coloration temporelle des sources est une donnée permettant
de mettre en oeuvre un algorithme de séparation simple et, comme nous le verrons dans les
simulations de la partie 3.3.2, efficace. Dans la mesure ou la plupart des signaux réels possédent
une coloration, SOBI est bien adapté a leur séparation. Remarquons qu’en pratique 1’ensemble
des retards {7;,7 = 1,..., K} ne peut pas étre connu a l’avance et qu’il devra étre choisi arbi-
trairement. Toutefois, dans nos simulations, le choix et le nombre des retards ne nous a pas paru
sensiblement affecter les performances de séparation de la méthode.

Enfin, remarquons que SOBI est équivalent a la minimisation d’une fonction de contraste
orthonormale, ce qui lui confere la propriété d’équivariance [CL96]. En effet, SOBI correspond
a la minimisation du contraste suivant :

K
Comi{V2} = Z off (VA R[] V) (2.92)






Chapitre 3

Séparation de sources
non-stationnaires en mélange linéaire
instantané

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la séparation de sources non-stationnaires, c’est-
a~dire dont les statistiques varient au cours du temps. Nous verrons dans ce chapitre que les
méthodes de séparation présentées au chapitre précédent, et donc construites sur I’hypothese
de stationnarité des sources, peuvent donner des résultats acceptables sur des signaux non-
stationnaires. Cependant, nous allons voir que les performances de séparation peuvent étre
accrues en utilisant le caractere non-stationnaire des sources.

Nous présentons essentiellement deux méthodes dans ce chapitre. La premiére méthode, pro-
posée par Pham & Cardoso [PCO1] et présentée dans la partie 3.1, est basée les hypotheses du
modele M. Les auteurs proposent une solution au sens du MV et montrent que la minimisation
du critere résultant peut étre réalisée par diagonalisation simultanée. Les auteurs utilisent I'hy-
potheése que la densité de chaque échantillon des sources s[-] est gaussienne, ce qui signifie que
seules les statistiques d’ordre 2 des sources sont exploitées.

La seconde méthode, que nous avons développée, présentée dans la partie 3.2, repose uni-
quement sur les hypotheses générales définissant le modele M. Cette méthode est basée sur
I’approximation du SWVS des sources par des Représentations Temps-Fréquence Spatiales de
la classe de Cohen et sur la recherche d’auto-termes simples des sources.

3.1 Séparation de sources non-stationnaires blanches (modéele
M)

Une méthode simple...

Supposons que les sources soient modélisées par le modele My, c-a-d par des séquences
non-stationnaires blanches mutuellement décorrélées. Comme nous ’avons vu précédemment,
le fait que les sources soient blanches implique que Rgslt, 7] = 0, pour 7 # 0, et on note plus
simplement :

Rss[t, 0] = Rss[t] = diag (rsys, [t]s - - - Ts,sn [t]) (3.1)

Dans le cas non-bruité, on a :

Rux[t] = A Res[t] A (3.2)

Disposant d’une matrice d’orthonormalisation W, une méthode simple de séparation, inspirée de
SOBI, consisterait & diagonaliser simultanément un ensemble de matrices Ry [t] = W Rayx[t] W
pour différents instants t1,...,tx. En supposant les observations x stationnaires par morceaux,
une estimation de Ryx[t] pourrait étre réalisée par une moyenne temporelle locale, approche

47
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évoquée dans [PS00].

Pham & Cardoso [PCO1] ont montré dans le cas non-bruité, réel et déterminé (m = n) que
cette approche peut étre connectée & l'estimateur du MV de A~! en modélisant les sources
par des séquences gaussiennes stationnaires par morceaux (en plus des hypotheses de My). Les
auteurs montrent en outre que dans le cas m = n un algorithme de diagonalisation de ma-
trices hermitiennes positives permet d’estimer A sans avoir recours & une orthonormalisation
préalable.

Ecriture du critéere de MV

Supposons donc que les sources et la matrice de mélange sont a valeurs réelles avec s € My,
n = 0 et m = n. En outre, la densité de chaque échantillon s[-] des sources est supposée
gaussienne, c-a-d :
1
det (27 Rgslt])

1 _
vu € R™*1 psjr(0) = exp{—§ u? Res[t]t u} (3.3)

Sous hypotheése gaussienne, les sources supposées blanches et mutuellement décorrélées de-
viennent indépendamment distribuées et mutuellement indépendantes. Ceci va nous permettre
d’écrire simplement le critere du MV associé a toutes ces hypotheses.

D’apres ’équation (3.3), on a :

Inpgy(u) = —% Indet(2 7 Rest]) — %uT Res[t] ' u (3.4)
- —% In det (2 7 Res[t]) — %trace(Rss[t]_l wu?) (3.5)

Avec x[t] = A s[t], la densité de probabilité de x[t] est :
Pxi () = |det(A)| ™! pyg (A~ ) (3.6)

D’ou :

Inpygp(u) = —Indet(A)+ Inpgy (A ) (3.7)
— _Indet(A) - %m det(2 7 Rust]) — %traee(Rss[t]*l A uu”AT) (3.8)

Les sources étant supposées indépendamment distribuées et mutuellement indépendantes, les
observations sont également indépendamment distribuées, d’ou :

-1
px(x) = [T pxpy (x[1)) (3.9)
=0
D’ou :
] =
T In py(x) = T ; In e (x[2]) (3.10)

En posant B = A~!, la log-vraisemblance de B (et Rgs[-]) par rapport & x s’écrit donc :

T-1
L(B,Rss[]) = Indet(B) — % Z In det(2 7 Res[t]) + trace(Rss[t] * B x[t] x[t]T BT)
=0
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En notant comme précédemment y[t] = B x[t], le gradient relatif de L(B,Rss[-]) par rapport a
B s’écrit [PCO1] :

T-1
1
VBL(BaRssH) = T Z Rss[t]ilym Y[t]T -1, (3‘11)
=0
A Rgs|] fixé, les maxima de L(B, Rgs|-|) sont donc caractérisés par :
=
7 2 Rsslt] yltlyl]" =T (3.12)
t=0
c-a-d : -
- 1 wiltl yslt]
1,n]*, = I — 5y 1
V(Z,]) S [[ ,TL]] ) T g Tss: [t] 5] (3 3)

Cette expression possede une analogie évidente avec ’expression du gradient relatif de la vrai-
semblance de B dans le cas de sources i.i.d (paragraphe 2.1.2). Les termes non-diagonaux (i # j)
de cette équation matricielle expriment une forme de décorrélation «moyenne» entre les compo-
santes de y. Cependant nous n’avons plus ici besoin de réaliser la décorrélation non-linéaire des
observations (équation (2.47)) : ici les statistiques d’ordre 2 suffisent, c’est la diversité temporelle
qui est utilisée.

La résolution des équations données par (3.13) nécessite la connaissance a priori du profil
de variance des sources Rgs|| qui n’est généralement évidemment pas disponible en pratique.
Comme pour l’écriture du critere de MV dans le cas de sources i.i.d (paragraphe 2.1.2), nous
allons voir que le critere L(B, Rss[-]) peut étre maximisé suivant B et R[] et, en supposant
les sources stationnaires par morceaux, ramené a la diagonalisation simultanée d’un ensemble
de covariances empiriques.

Le modeéle stationnaire par morceaux

Supposons que l'intervalle [0,7" — 1] puisse étre divisé en K intervalles I, ..., Ik sur lesquels
les sources sont stationnaires, c-a-d, tels que, VI € [1, K] :

Vtel, TReslt]=RY (3.14)

ou Vil € [1, K], Ré? est une matrice constante. En outre, on pose :

O = —=—S"x[x[)” (3.15)

ou #1; désigne le nombre d’éléments de ;. On notera w; = #1;/T la proportion d’éléments dans
1.

En remaniant I'expression de L(B,Rss[]), nous allons montrer que le critere de MV peut
s’écrire comme une somme de divergences de Kullback entre des gaussiennes de covariances

RQ}){ et 7@,(2{ D’apres (3.8), et en utilisant pour des matrices carrées les relations det(M N) =
det(NM) et det(M7) = det(M), on a :

1 1
Inpyp(u) = —Indet(A) - 5 Indet(27 Rest]) — ?race(Rss[t]*l A luu’ A7)
1
= -3 [2 Indet(A) + Indet(2 7 Res[t]) + trace(Res[t] P A~ uu® A’T)]
1

1
= —5 [~ Indet(A™T Rasft] T A7)+ In2 + trace(Res[t] T AT uu® ATT)]
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On a donc d’apres (3.10) :

L
1 _
~oT g trace(Res[t] ! Bx[t] x[t]T BT) — Indet(BT Res[t] ! B) +n In27

1 - - —
= —5 wy {trace(Rgs) 'BRY, BT) — Indet(BT RU-1 B) +n1n?2 ﬂ}
1=1
1 - A —_ A
= {—2 > w [trace(Ré? 'BRYUBT) — Indet(RY ' BRY, BT)} } +  constante
=1

La divergence de Kullback ICg(R1||R2) entre deux vecteurs aléatoires centrés gaussiens de di-
mension n et de covariances R; et Ro est donnée par [PCO1] :

1
Kg(R1||R2) = 3 [tr.&tce(R;1 R1) — Indet(Ry ' Ry) — n| (3.16)

Le critéere du MV s’écrit donc :

L(B, Res[]) = — Zwl/c (BRUBT|RY) (3.17)
=1

De la méme maniere qu’au paragraphe 2.1.2; en utilisant la relation (2.52), si R est une
matrice positive et D est une matrice positive diagonale alors :

Kg(R|D) = Ky(R|[diag (R)) + Ky (diag (R) [|D) (3.18)
D’ou :
L(B, Rss[]) =
L
- w {/cg (B RY BT || diag (B rY, BT)) +K, (dlag (B rY, BT) IRY ) } (3.19)
=1
11 alors est facile de maximiser L(B, Rgs[-]) par rapport aux covariances des sources. Pour une

valeur fixée de B, il suffit de choisir VI € [1, K], R U= = diag <B R, BT) Le critere de vrai-

semblance ainsi maximisé par rapport aux covariances des sources devient :

L
LB)=-> wK, (B RY, BY | diag (B R, BT>> (3.20)
=1
En notant VM € R™*"™ .
offy (M) < i, (M| diag (M) (3.21)
on a :
L
L(B)= - w offy {B R, BT} (3.22)
=1

La quantité offy est une mesure de diagonalité. En effet, d’aprés les propriétés de la diver-
gence de Kullback, offy (M) est positif, nul ssi M = diag (M), c-a-d, si M est diagonale. La
maximisation du critére L(B) est donc ramenée a la diagonalisation simultanée de l’ensemble

de matrices positives hermitiennes {7@)@{,[ e, K ]]} au sens de la mesure de diagonalité offs.
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La méthode exposée est nommée «BGML» dans [PC01] pour «Block-Gaussian Maximum Li-
kelihood». La méthode est équivariante car elle peut s’exprimer en fonction du seul parametre
y = Bx [CL96].

Un algorithme de diagonalisation simultanée de matrices carrées hermitiennes positives est
décrit dans [Pha01l]. Une implémentation en MATLAB de cet algorithme est disponible en ligne
[Phal. Cet algorithme dispense la méthode d’un blanchiment préalable et permet donc d’éviter les
erreurs dues au blanchiment, qui ne sont pas rattrapables dans I’estimation du facteur unitaire.
En outre, I'intérét de la mesure offy est qu’elle ne dépend pas de ’échelle des matrices et qu’elle
garde une connexion avec le maximum de vraisemblance.

En revanche Pham & Cardoso n’ont développé leur méthode que dans le cas m = n, 'exten-
sion au cas sur-déterminé est possible mais non triviale. En particulier la routine MATLAB de
diagonalisation simultanée n’est disponible que pour le cas m = n.

Résumé de BGML :

1) Division de l'intervalle [0,7 — 1] en K intervalles adjacents,

2) Calcul des K covariances locales {ﬁg&,l € [1, K]},
3) Diagonalisation simultanée, sans contrainte orthonormale, de I'ensemble
(R, 1 € [1, K},

4) La diagonalisation simultanée fournit directement une estimation B de
AL

3.2 Contributions a une approche temps-fréquence (modele M, )

Nous nous intéressons ici a une méthode de séparation basée sur les seules hypotheses du
modele M. Plutét que d’ajouter des hypotheses au modele M; afin de faciliter ’estimation du
SWVS, en supposant les sources stationnaires et colorées (modele M3) ou non-stationnaires et
blanches (modele My), nous allons nous intéresser a 'estimation directe du SWVS dans le cas
général.

Le SWVS sera approximé par des Représentations Temps-Fréquence Spatiales (RTFS) de la
classe de Cohen, et, a la maniere de SOBI, la méthode que nous allons décrire consiste, apres or-
thonormalisation, & diagonaliser simultanément un ensemble de matrices RTFS correspondant a
plusieurs points temps-fréquence (t-f). L’idée d’utiliser des RTFS comme distribution conjointe
des sources (a la place de matrices de covariances dans le cas stationnaire coloré ou de matrices
de cumulants dans le cas i.i.d) a été introduite par Belouchrani et Amin dans [BA98]. Nous
présentons deux contributions a leurs travaux :

— Les auteurs de [BA98| ne se placent pas explicitement dans un contexte stochastique.
Nous proposons une nouvelle interprétation de leur méthode en termes stochastiques.
Nous montrons que leur méthode peut étre écrite en théorie sans aucune approximation
au moyen du SWVS. Les RTFS s’interpretent alors simplement comme des estimations en
pratique du SWVS.

— Contrairement & SOBI ou le choix des retards peut étre réalisé arbitrairement (en suppo-
sant qu’ils satisfont les conditions d’identifiabilité), nous allons voir que la sélection des
points temps-fréquence correspondant aux matrices a diagonaliser simultanément est un
point crucial de la méthode temps-fréquence. Nous proposons ainsi un nouveau critere de
sélection basé sur l'identification de points t-f correspondant a des auto-termes simples
des sources.

Nous présentons dans un premier temps la méthode théorique puis étudions dans un deuxieme

temps son implémentation en pratique.
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3.2.1 Meéthode théorique

Nous montrons dans ce paragraphe comment il est possible de calculer A sans approximation,
en théorie.
Du plan temps-retard au plan temps-fréquence

En environnement bruité et dans le contexte des hypotheses générales du modele My, on a :
Rax|t, 7] = A Regs[t, 7] ATl + 6[7] 01, (3.23)

Soit encore, de maniere équivalente :
Sxxlt, f] = A Sss[t, flAT + 2071, (3.24)

Comme pour JADE et SOBI, une méthode de séparation en deux étapes (orthonormalisation
et rotation) peut étre construite & partir de (3.24).

L’intérét du passage au plan temps-fréquence réside dans 'existence d’un large panel d’outils
t-f permettant I’estimation du SWVS.

Orthonormalisation et rotation

Soit comme au paragraphe 1.3.1 la matrice Rgs définie par :

T-1

RSS = RSS [t, 0] = diag (7"3131, . ,?”3232) (3.25)

Nl

t=

qui définit une «puissance temporelle moyenne» des sources. Soit W une matrice d’orthonor-
malisation vérifiant :

WARGATWHT =1, (3.26)
1
On pose U =W ARZ. On définit :
éxx[tv.ﬂ = W(Sxx[t7 f] - 202 Im) WH (327)

Avec les équations (3.24) et (3.27), on a :

Suxlts /1 = (WA)Ssslt, f1 (WA (3.28)
= U (Rat Suslt, fIRm? ) UH (3.29)
= U(RG Ssslt, f)) U7 (3.30)

Les matrices Rss et Ssslt, f] étant diagonales, U peut étre obtenue par diagonalisation d’une
matrice S y[t1, f1] arbitraire dont les valeurs propres sont distinctes (modele M;). Comme
précédemment, U peut étre plus généralement obtenue par diagonalisation simultanée d’un
ensemble de matrices {S,[ti, fi],i = 1,..., K} (modele M}). La diagonalisation simultanée pro-
duit une matrice Uy, telle que :

U;=UP® (3.31)
ou P € R™™ est une matrice de permutation et ® € C™*™ est une matrice diagonale a coefficients

de modules unitaires. On a alors :

A ¥ wru, (3.32)

= WHUP® (3.33)
= ARL0]:P3 (3.34)
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La matrice A est donc équivalente & A.

Ainsi, disposant de Sxx[t, f], W et o2, il est possible de calculer une matrice équivalente &
A. Une approche similaire utilisant le Spectre Evolutif Spatial au lieu du SWVS est présentée
dans [KA00]. Cependant, 'estimation en pratique du Spectre Evolutif requiert en général que
les signaux soient localement stationnaires [SJ95] 1.

Enfin, la méthode t-f n’étant qu’une généralisation de SOBI, elle possede aussi la propriété
d’équivariance.

3.2.2 Implémentation pratique

Nous montrons dans ce paragraphe comment estimer les quantités W, o2 et Sxx[t, f] d’apres
I’'unique réalisation des observations dont nous disposons.

Estimation de W et o2

Avec :
T-1

Rxx|t, 0] (3.35)
t=

7—\)/xx =

Nl =

On a:
Rax = ARes AT + 621, (3.36)

W et o2 peuvent donc étre calculés en théorie d’apres les éléments propres de Ryx de la méme
facon qu’au paragraphe 1.2. Le probléme est que dans le cas non-stationnaire, 1’estimation de
Rxx n'est pas simple car elle nécessite 'estimation de Rxx|t, 0] & chaque instant t. En supposant
les signaux localement stationnaires Rxx[t, 0] pourrait étre estimé par moyenne temporelle locale.
Cependant, l’estimation «brute» de Ryx|t,0] par x[t] x[t]7
nos simulations. Avec les hypotheses sur le bruit, on a alors :

s’est révélée étre satisfaisante dans

Rx = % ~ lt] x4 (3.37)

t=0

T-1
= % {As[t]s[t]T AT +nt]n[t]? + As[t]n[t]? + n[t]s[t]? AT} (3.38)

t=0
~ ARGAT +0%1, (3.39)

‘ . 1 T—1 .
Rss = T s[t] s[t] (3.40)
t=0

L’utilisation de cette approximation pour effectuer le blanchiment revient donc en fait a supposer
que les réalisations des sources sont décorrélées au sens ou la matrice ﬁss doit étre idéalement
diagonale. Ceci peut apparaitre comme une sévere limitation, dans le cas m = n et non bruité, par
rapport a la méthode décrite au paragraphe 3.1 qui se dispense de blanchiment par 'utilisation
d’un algorithme de diagonalisation simultanée de matrices hermitiennes positives. Cependant,
les résultats présentés au paragraphe 3.3 montrent que la méthode basée sur les RTFS offre
néanmoins de meilleures performances.

Les avantages du SWV sur le Spectre Evolutif sont décrits dans [SJ95].
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Estimation du SWVS

Le SWVS peut s’écrire de la fagon suivante :
Sxxlt, f] = E{SKV [t /13 (3.41)

ot SWV[t, f] désigne un échantillonnage fréquentiel arbitraire de la distribution de Wigner-Ville

Spatiale définie pour des signaux a temps discret V(¢, f) € Z X [—%, %[ par :

SEVI £) =2 x[t+ 7] x[t — 7] e IHIT (3.42)

Ainsi, la distribution de Wigner-Ville Spatiale est une estimation brute du SWVS basée sur la
seule réalisation disponible des observations. Il est montré dans [F1a99, SJ95] que le lissage en
temps et en fréquence de la distribution de Wigner-Ville, c-a-d, 'utilisation des RTF de la classe
de Cohen, produit une meilleure estimation du SWV. Ainsi, pour un noyau de lissage ¢[t, f]
donné, on notera Si[t, f] la RTFS définie par :

S)(?x[tv.ﬂ = ZZ¢[U — 1,0 — f] S)I?)/(V[u7v] (343)

De méme que le SWVS, 82y [t, f] est pour chaque point (¢, f) une matrice de dimensions m x m.
Ses termes diagonaux correspondent aux auto-RTF 57 - [t, f] de chaque observation tandis que
ses termes non-diagonaux correspondent aux RTF croisées de deux observations §§;ixj [t, f] Les
termes diagonaux de Sfx[t, f] sont donc des auto-termes tandis que les termes non-diagonaux
sont des termes croisés. Par la suite on suppose que le noyau est d’énergie unitaire, c-a-d :

D fluv] =1 (3.44)

Ceci garantit que les RTF de la classe de Cohen, la distribution de Wigner-Ville et le SWV
possedent la méme échelle d’amplitude. Le choix du noyau ¢ sera étudié dans la partie 3.3.

Disposant d’estimations W et 62, et utilisant S2 [t, f] comme estimation de Sxx|[t, f], I’équa-
tion (3.30) devient :

Shlt, fl ~ U (R 8Lt 1) UM (3.45)

avec :

SY 0t 11 W (8Lt £] - 2621,,) W (3.46)

A ce niveau, Six [t, f] est supposé connu, et la suite de nos travaux est dédiée a Iestimation de
U par une procédure de diagonalisation simultanée.

3.2.3 Sélection des points temps-fréquence

A la maniere de SOBI, nous allons estimer U par diagonalisation simultanée d’un ensemble de
matrices {Six [ti, fil,7 € [1, K]}. Si estimation ergodique classique des matrices de covariance
s’est avérée suffisante dans les méthodes précédentes, un probléeme survient dans le cas temps-
fréquence. SS, [t, f] n’étant qu'une estimation de Sglt, f], il apparait en pratique que Sgs[t, 1]
n’est pas diagonale pour n’importe quel point (t, f), bien que théoriquement Sss[t, f] le soit. Ainsi,
nous ne pouvons pas diagonaliser n’importe quelle matrice Sﬁx [t, f] correspondant & n’importe
quel point (¢, f). Avant de diagonaliser simultanément I’ensemble {Six [ti, fil,i € [1, K]}, il nous
faut identifier en aveugle (c-a-d, a partir des observations seulement), un ensemble de points
{(ti, f:),i € [1, K]} pour lesquels SL[t, f] est véritablement diagonale. Cette sélection est une
étape importante et non-triviale, qui conditionne les performances de la méthode.
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Sélection des points de plus haute énergie

Dans l'article de référence [BA9S], il est suggéré que les matrices Six[t, f] & diagonaliser
simultanément soient choisies comme étant celles «de plus haute énergie dans le plan temps-
fréquence». Les auteurs affirment que, puisque «les termes non-diagonaux de SS, [t, f] sont des
termes croisés, alors cette matrice est diagonale pour chaque point t-f correspondant a une
concentration d’énergie». Toutefois, aucun critere de sélection explicite n’est proposé.

Sur une idée similaire, les mémes auteurs proposent dans [BAMAZ01] le critere de sélection
suivant :

X
Sélectionner (t, f) si Ci[t, f] = traCAZ(Qxx t, f1)
H§xx[t7 f] HF

Oll €Energ désigne un seuil arbitraire. Les auteurs utilisent simplement les relations suivantes
(avec I’équation 3.45 et U étant orthonormale) :

> €Energ (3.47)

trace(ﬁix[t, f1) ~ trace(RZ SL[t, f]) (3.48)
/\¢ ~ ~
ISelt: flllF =~ R S&IE AllF (3.49)

qui permettent d’accéder a la trace et a la norme des RTFS des sources (normalisées par 7@5_51)
d’apres les observations.

Dans [BAMAZ01] les auteurs proposent en outre un critére de sélection de points t-f corres-
pondant & des matrices «anti-diagonales» et proposent un algorithme d’«anti-diagonalisation»
simultanée. Cette perspective n’est cependant pas étudiée ici (voir aussi [GTMAO02] a ce sujet).

Sélection d’auto-termes simples

La méthode de sélection précédente nécessite le réglage du seuil egperg. Ceci s’avere étre
difficile en pratique car aucun principe heuristique ne permet de guider le choix de la valeur de
€Energ- Nous verrons en outre dans les résultats du paragraphe 3.3 que de faibles variations de
la valeur €pyerg modifient sensiblement les performances de la méthode de séparation.

Nous proposons un nouveau critére de sélection plus robuste basé sur l'identification de
matrices St [t, f] diagonales avec un seul terme non-nul sur la diagonale. Cette idée vient sim-
plement du fait qu’en pratique nous avons constaté que les matrices S;‘g [t, f] diagonales n’ont
effectivement qu’un seul terme non-nul sur la diagonale.

Ce phénomene s’explique intuitivement de la maniere suivante : si deux sources s; et s;
possedent une méme fréquence fy au méme instant tg, alors la RTF croisée entre ces deux
sources au point (to, fo) est vraisemblablement non nulle. En d’autres termes, si 5% ¢ (to, fo) et
8%,s,(to, fo) sont non nuls, il est vraisemblable que 57, (to, fo) et 8¢, (to, fo) soient aussi non
nuls. Donc, si st [to, fo] est diagonale, il est vraisemblable qu’elle ne possede qu’un terme non-
nul.

Par la suite, un point (¢, f) correspondant & une matrice SS, [t, f] ne possédant qu'un seul
terme non-nul, situé sur la diagonale, sera désigné comme un point associé a un auto-terme
simple des sources. Plus précisément, si SS, [t, f] est diagonale avec un seul terme non-nul situé
a la 1™ position, alors (¢, f) sera un point t-f associé a un auto-terme simple de la i°™¢ source.

Nous proposons maintenant un critere permettant d’identifier les points t-f associés a des
auto-termes simples des sources [FD04, HFDZ02].

Soit (g, fo) un point t-f associé a un auto-terme simple des sources. Par définition, S, [to, fo]
est donc diagonale avec un seul terme non nul. S, [to, fo] ne possede donc évidemment qu’une
seule valeur propre non nulle. Avec I’équation (3.45) et U orthonormale, on a :

cig(Ray! S2[to., fo)) ~ cig(Sinto, fo)) (3.50)
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ou eig(M) désigne I'ensemble des valeurs propres d’une matrice M. Ainsi, Res étant diagonale,
une seule des valeurs propres de Six[tg, fo] est non nulle, ce qui signifie en particulier que la
plus grande des valeurs absolues des valeurs propres de Sﬁx [to, fo] égale la somme des valeurs

absolues des valeurs propres de Sﬁx [to, fol-
Finalement, les point t-f associés a des auto-termes simples des sources vérifient :

C2[t,f] d_ef maX‘elg( xx[t f])‘| (351)

- zre1g< St 1))
~ (3.52)

ou la notation |eig(M)| désigne ’ensemble des valeurs absolues des valeurs propres de M.
La recherche d’auto-termes simples des sources est équivalente & la sélection des matrices

ix [t, f] de rang 1. Ceci signifie que tout point (to, fo) tel que Ca[to, fo] = 1 correspond a une
matrice S& [t, f] de rang 1, qui en théorie ne correspond pas obligatoirement & un auto-terme

simple. Il est donc possible de sélectionner des matrices Six[t, f] «pathologiques», qui corres-
pondent & des matrices S‘;‘g [t, f] de rang 1 mais non-diagonales. Cependant, nous avons constaté
qu’en pratique de tels cas sont rares, et lorsqu’ils surviennent, leur effet est réduit par le proces-
sus de diagonalisation simultanée de plusieurs matrices. Ces matrices «pathologiques» peuvent
éventuellement étre écartées par une méthode de diagonalisation simultanée itérative comme
celle décrite dans [HFDZ02].

En pratique, Cslt, f] n’est calculé que pour les points t-f correspondant & une énergie signi-
ficative des sources : afin d’éviter les matrices S [t, f] de coefficients tous proches de zéro, avec
I'équation (3.45) on calcule Cslt, f] uniquement pour les points t-f tels que

trace(S. xx[t f1) > moy(trace(S xx[t h) (3.53)

oll moy (trace(S,, [t f])) désigne la valeur moyenne de trace(S, [t f]) sur tout le plan t-f.
Toutefois, pratiquement aucun point (¢, f) ne satisfait Cs[t, f] = 1 car les matrices st[t, f]
correspondant a des auto-termes simples des sources ne sont jamais strictement diagonales mais
seulement quasi-diagonales. Une premiere idée consiste donc a utiliser le critere de sélection
suivant :
Sélectionner (t, f)si Cslt, f]>1—¢ (3.54)

ou ¢ est proche de zéro.

Afin d’éviter le probléme du choix de € nous proposons simplement de rechercher des points
t-f pour lesquels Cslt, f] est élevé (proche de 1). Une solution satisfaisante consiste a chercher les
maxima locaux de Cslt, f] sur ’ensemble du plan temps-fréquence. Par définition de Cst, f], ses
maxima locaux proches de 1 correspondent a des auto-termes simples de sources quelconques.
Donc, ces maxima locaux sont distribués principalement le long des signatures t-f des sources
(sauf 1a ou les signatures t-f de plusieurs sources se chevauchent car dans ces régions au moins
deux termes diagonaux de S&|t, f] sont non nuls). Ainsi, la recherche des mazima locauz de
Calt, f] assure la selection de points t-f associés a des auto-termes simples de toutes les sources
(ce qui est une condition nécessaire a l'unicité de la diagonalisation simultanée), et associés aux
matrices les «plus diagonales» (ce qui améliore 'estimation de U). Ainsi, nous proposons de
sélectionner les points t-f vérifiant :

<
HVCQ[t7 f”|2 > EGrad (3'55)
V202 [t, f] <0
ou .
_[6Cy 00,
Ve = [(st’ 5}“}
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désigne le gradient? de Cy et ol

2c  8%C

2
V0, = C;SQtC %t;scf
3fot  5f2

désigne le Hessien® de Cs|t, f]. Le seuil £gpqq regle le nombre de points sélectionnés au voisinage
d’un maximum local.

Nous donnons le nom de «TFBSS» a la méthode temps-fréquence utilisant le critere de
sélection basé sur l'identification d’auto-termes simples des sources. Une implémentation MAT-
LAB de TFBSS est disponible sur Internet sur [Fév] ainsi que sur «ICA Centrals» [Cen].

Résumé de TFBSS :

1) Calcul de 42 par moyenne des m —n plus petites valeurs propres de Rux =
%Zx[t] x[t] (si m > n),

2) Calcul de W d’apres 62 et les éléments propres de 7A2xx,

3) Calcul de Sﬁx[t,f] pour (t,f) € I x Ip, ou Iy et Ir désignent des en-
sembles arbitraires d’index temporels et fréquentiels?,

4) Calcul de Cyft, f] pour (¢, f) € I x Ip,

5) Identification d’un ensemble de points {(¢;, fi),7 € [1, K]} associés a des

auto-termes simples des sources (par méthode de gradient),

6) Calcul de U par diagonalisation simultanée de I’ensemble {Six [ti, fil, i €

[1, KT},
7) Une estimation de A est A = W# U. Une estimation de A# est B =
Ufw.

“En pratique une transformée de Hilbert pourra éventuellement étre appliquée aux ob-
servations avant le calcul de leur RTFS. Ceci permet d’éviter le phénomene de repliement
spectral [Fla99] et peut faciliter I'identification des auto-termes simples des sources.

Discussion

L’idée sous-jacente a la recherche d’auto-termes simples des sources est la localisation de
points t-f ol une seule source est active. Cette idée est commune a plusieurs travaux sur la
séparation de mélanges linéaires instantanés, notamment sous-déterminés, basés sur des RTF
atomiques. Les RTF atomiques sont des représentations linéaires alors que les RTF énergétiques
que nous avons utilisées sont bilinéaires.

Par exemple, Abrard, Deville & White proposent une méthode simple d’identification de la
matrice d’un mélange linéaire instantané éventuellement sous-déterminé [ADWO1]. Leur méthode
est basée sur la localisation de points t-f pour lesquels les Transformées de Fourier a Court-Terme
(TFCT) de toutes les sources sauf une sont nulles. En effet, en supposant m = n = 2, en notant
F:lt, f] la TFCT d’un signal x pour une fenétre de lissage temporel quelconque, on a :

d_ef le[tgf] o allfsl[taf] +a12f32[t7-f]
P T i = an ot )+ am Folt, (356)

Si au point (g, fo) seule la source s; est «active», c-a-d si Fg,[to, fo] = 0, alors

Flto, fol = Feallo, ol _ on (3.57)

Faslto, fol  ax

2Puisque Cy est discret en temps et en fréquence, le gradient désigne simplement les différences de Co d’un
échantillon & ’autre sur I’axe des temps ou des fréquences.

3Méme remarque que pour le gradient : dans le cas discret le Hessien désigne simplement les différences des
gradients d’un échantillon & l'autre.
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La localisation du point (¢, fo) permet donc de calculer le rapport a11/as;. De méme la localisa-
tion d’un point t-f ol seule la source sy est active permet de calculer le rapport aj2/aze, et donc
d’identifier la matrice de mélange aux indéterminations pres de la SAS. Les régions ou seule
une source est active sont déterminées comme étant celles sur lesquelles F'[t, f] est quasiment
constant.

Si les sources ont des supports temps-fréquence disjoints, il alors envisageable de reconstruire
les signaux sources apres avoir localisé tout leur support t-f. Ceci est ’'objet de [JRY00] avec des
RTF atomiques et de [NBAMBO1] avec des RTF énergétiques. Cette méthode de reconstruction
est intéressante pour la séparation de mélanges sous-déterminés pour lesquels il ne suffit pas
d’estimer la matrice de mélange pour reconstruire les sources (car A n’est pas inversible).

3.3 Résultats comparatifs sur des mélanges synthétiques

Nous proposons dans cette partie de comparer les performances de JADE, SOBI, BGML
et TFBSS dans plusieurs cas de figure et avec différents réglages des parametres des méthodes.
Auparavant, nous définissons dans le paragraphe suivant les critéres d’évaluation utilisés.

3.3.1 Criteres d’évaluation

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a I’évaluation de la qualité du résultat d’une
méthode de séparation, en simulation, c-a~-d lorsque ’on dispose des sources originales. La me-
sure de ’erreur entre une source s; et une estimation S de cette source est une tache simple mais
non triviale qui n’apparait pas avoir été tres étudiée dans la littérature. Nous proposons une
série de criteres d’évaluation permettant la mesure de ’erreur totale sur ’estimation d’une source
mais aussi la mesure des contributions des différentes causes d’erreur possibles (interférences,
bruit, artefacts) [RGF03].

On notera
Tf

(F.00 % 23 flrlald (35%)

t=0

[y

le produit scalaire entre deux séquences f et g de C**T. La norme de f est alors définie par :

1Fl =~/ {5 f) (3.59)

Les séquences f et g sont orthogonales ssi (f, g) = 0.

Il est important de souligner que dans le contexte stochastique qui a été adopté jusqu’a
présent, si les sources sont traitées comme étant les réalisations de séquences aléatoires sta-
tionnaires ergodiques, le produit scalaire entre deux séquences f et g est égal a I'estimation de
la corrélation entre les deux séquences aléatoires dont f et g sont les réalisations. La notion
d’orthogonalité est alors a rapprocher de la notion de décorrélation.

Soit §; une estimation de la source s; de la forme :
Sp=oasp+e (3.60)
avec a € C et ou e désigne un terme d’erreur. La distortion relative entre si et §, définie par

def [|3% — si

Dy -
(EM

(3.61)
ne prend pas en compte I'indétermination sur le gain de la SAS. En effet, si §; est une estimation
«parfaite» de si, donc de la forme 8, = a s, alors la mesure de distortion vaut Dy = |1 —a~}|?
et elle est donc non nulle.
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Dans le cas réel, I'indétermination sur le gain peut étre prise en compte en utilisant plutét
la mesure de distortion suivante [STS99] :

D, &

i [y~ epoe] (362
La variable € corrige le signe. Dans le cas complexe, € devrait en plus corriger la phase. Cette
mesure garantit bien Dy = 0si §; = « s. En revanche, a ’autre extréme, dans le cas ou il n’existe
aucune contribution d’une source dans son estimation, c-a-d, si §; = e il serait souhaitable que
la mesure de distortion soit infinie. Or, si I'erreur e est orthogonale a sg, la mesure Do prend au
maximum la valeur 2. On remarquera que la mesure Dy est «homogene» au produit scalaire des
sources, c-a-d, en contexte stochastique, a leur corrélation. En effet, en supposant les sources
normalisées et € = 1, on a simplement :

. S S
D, = n%n+u%n—2Re{<,ﬁ,kﬂ>} (3.69)

BIMEY
— 2 (1—Re{(3n.50)}) (3.64)

Distortion relative totale

Compte tenu des limitations des distortions D; et Do, nous proposons de définir la distortion
relative totale comme le rapport des énergies des deux termes de la décomposition suivante :

R . s s
4 = <sk, ’“> Kot eiotal (3.65)
skl / 1lswll

Le terme (Sg, sk/|Iskl|) sk/||sk|]| n’est autre que la projection de la source estimée sur la source
originale. On définit ainsi la distortion relative totale par :

2 2
Dtotal d:ef H €total H ‘ s = ” Ctotal H (366)

2
& Sk Sk & Sk
Sky Tom ) Tt Sky ToT
H< ks ||sk||> Tsrl < ks ||sk||>‘

Le terme d’erreur eyq €st par construction orthogonal & la contribution de la source originale
sg. Avec le théoreme de Pythagore, on a donc :

2
~ ~ Sk Sk
letoall? = MHFH<%,> ‘ (3.67)
o Isell / llsell
2
~ N Sk
= [I3l* - <5k> (3.68)
[EA
D’ou
2
156112 — ’<3k7||z72||>‘
Diotat = 3 (3.69)

~ Sk
‘<5k’ Tsell >

Cette mesure n’est qu’'une légere modification de la mesure Ds. En effet, dans le cas réel, on
a simplement Dyytq; = D2(4 — D2)/(2 — D2)2. Si I'on dispose d’une estimation parfaite de sy,
(8 = asg), alors Do = Do = 0. Cependant, lorsque 'estimation d’une source est orthogonale
a la source originale, c-a-d, (8, si) = 0, alors Dy = 2 tandis que Dyyq; = +00. Nous pensons
que cette propriété fait de Dy une mesure de distortion plus pertinente que Ds.
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Interférences, Bruit et Artefacts

Le terme d’erreur ey, inclut les contributions des autres sources (les interférences), du
bruit n, ainsi que des éventuels «artefacts» dus a I’algorithme de séparation?. Dans certains
problemes de SAS, la nature de 'erreur d’estimation est trés importante et il convient d’évaluer
les différentes contributions des différents types d’erreur. Par exemple, en Séparation de Sources
Audio, la distortion due aux artefacts de I’algorithme (provenant par exemple de ’ajout de zéros
non-naturels dans la Transformée de Fourier Court-Terme de §; [JRY00]) peut s’avérer étre,
I’écoute, plus génante qu’'un résidu de bruit ou d’interférences. Ainsi, nous proposons trois me-
sures de distortions au lieu d’une seule en décomposant e;:,; €n trois termes.

Supposons que les éléments de 'ensemble & = {s1,...,s,} U {n1,...,n,} soient tous mu-
tuellement orthogonaux. Alors I'estimation §; posséde la décomposition orthogonale suivante :

N ~ Sk Sk
S = <Sk, > 7 T €interf T Ebruit T €artef (3'70)
[sell /' llskll

ol <§k, L > ”‘;—z” est la contribution de la vraie source,

llsel
A Si Si
einterf = Z <Sl€7 ”Sl” > (371)

est 'erreur due aux interférences des autres sources,

m
R ny ny
Chruit = Spy T ) —— 3.72
Z< HmH>\m\ (8.72)

=1

est lerreur due au bruit additif, et finalement

~ ~ S S
Cartef = Sk — <Sk7 k> LA €interf — Ebruit (373)
skl / [lskl

est le résidu éventuel attribué aux artefacts numériques de l’algorithme de séparation.

Dans le cas plus général ou les éléments de £ ne sont pas tous mutuellement orthogonaux
mais forment cependant un ensemble libre (c-a-d qu’il n’existe pas de combinaison linéaire nulle
des sources et /ou des bruits), nous proposons de généraliser la décomposition (3.70) en utilisant
différents projecteurs orthogonaux. Soient Pj le projecteur orthogonal sur I’espace engendré par
les sources {s1,...,sp}, Psn le projecteur orthogonal sur I'espace engendré par les sources et les
séquences de bruit £. La décomposition (3.70) reste valable avec :

. . Sk Sk
e; = Fs(8;) — <sk, > 3.74
S VA (374)
Chruit = Ps,n(gk) - Ps(ék) (3.75)
Cartef = §k: - Ps,n(gk) (376)

Nous définissons alors la distortion relative due aux interférences :

2 2
e, e;
Dinterf _ ” 1nterf” _ H 1nte7‘f” (377)
a Sk Sk
H<Sk Hsku> Tl

2 R sk 27
‘ ‘<Sk’*\\sku>‘

1Les algorithmes fournissant des estimations des sources par application d’une matrice de séparation aux
observations ne générent pas d’artefacts (voir plus loin).
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la distortion relative due au bruit additif :

. HebruitHQ

Dyruit = 2 (378)
A S S
H<3ka HT:H> m + Einterf )
et la distortion relative due aux artefacts :
2

Cart

Dartef = H l EfH R (379)

&, Sk Sk ) )
H<5ka HSkH> Tl + Cinterf T €bruit

D’apres Dyotar (resp. Dinterfs Doruits Dartes), on définit en dB le Rapport Source a Distortion
(RSD) :

RSD = 10logy, D;,} (3.80)

(resp. Rapport Source a Interférences (RSI), Rapport Signal a Bruit (RSB), Rapport Signal a
Artefacts (RSA)).

Une définition plus «naturelle» de la distortion relative due au bruit aurait pu étre :

2 2
’ (& i (& 1
Dyip = H :T‘th — _ H brtth - (3.81)
3 k k 3 k
H<3k ||sk||> Tsil ‘ ‘<3k ||sk||>’
Cependant telle qu’elle est définie par I’équation (3.78), la mesure Dy,;; est indépendante de

. N / . /7
la mesure Djyserf, contrairement a la mesure Dy, ;. Considérons par exemple, un exemple de
Séparation de Sources Audio. Soit deux sources s; et sg orthogonales ( (s, s2) = 0) et normées

(Is1]] = ||s2ll = 1). Soit Iestimation suivante de la source s; :
51 = €181 + S2 + €pruit (3.82)
ol €1 et €2 = ||epryst| sont trés inférieurs a 1.

Une telle estimation de s; est pergue comme pratiquement pas bruitée mais avec beaucoup
d’interférences. Ceci est cohérent avec :

Digery = 1220 Ly (3.83)
inter f ”61 51||2 E% .
et
2
Dpyuit = €2 ~ed <1 3.84
bruit — ey K ( . )

H61 s1+ 82||2

’
En revanche, la mesure Dy, ., vaut :

2 2
’ € €
Dyruit = 2 = % ~1 (385)

llersil|? €

Avec cette mesure, la contribution du bruit peut donc apparaitre comme trop importante, la
mesure Dy,.,;; nous parait plus appropriée. De méme la définition choisie de la mesure D, cr la
rend indépendante des mesures Dy, et Dipger -
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Calcul des mesures de distortion
Le calcul des différentes mesures proposées nécessite le calcul de <§k, ”‘;—:”> ainsi que des
projections orthogonales Ps(5y) and Ps n(Sk).

Dans le cas de sources mutuellement orthogonales, on a simplement :
= s s
Py(8k) = <§k,l >l (3.86)
(60 = 2k ) T

Dans le cas de sources éventuellement corrélées, le calcul de Ps(S;) est un probleme de
moindre carrés qui consiste a estimer un vecteur my, € C"*! tel que Ps(8;) = m! s et vérifiant :

Vi€ [Ln], (8 — Py(8), 81) = 0 (3.87)

La solution a ce probleme fait appel a la matrice de Gram de sources, définie par

1
Gs = [(5i,5)))ij = 758" (3.88)
On a alors : .
my, = G, 'dy (3.89)
ot dy, = [(8k,81)), .., {8k, 5,))]T. Encore une fois, si les sources sont les réalisations de séquences

aléatoires centrées ergodiques stationnaires, alors la matrice de Gram des sources g correspond
a l'estimation de la matrice de covariance Rss[0].

La projection Psy(5;) peut étre calculée de la méme facon en considérant la matrice de
Gram Ggp des sources et des séquences de bruit. Toutefois, si les séquences de bruits sont
mutuellement orthogonales et orthogonales aux sources on a plus simplement :

Pon(k) = Po(54) + <k ”l> o (3.90)
=1

Nl /(I

Des routines MATLAB calculant ces mesures de performance sont disponible sur le site
Internet de ’Action Jeunes Chercheurs GAR-ISIS «Ressources pour la séparation de sources
audio» [GFV].

Un cas particulier

Dans le cas ou les estimations des sources proviennent de l'application d’une matrice de
séparation B aux observations x, et si les sources sont mutuellement orthogonales et orthogonales
aux séquences de bruit, le critere Djperp peut s’écrire plus simplement en fonction du systéme

global C=BA. On a:

§ = Bx (3.91)
= BAs+Bn (3.92)
= Cs+Bn (3.93)

On suppose que l'indétermination sur 'ordre des sources a été levée; la séparation est donc
parfaite si C est diagonale. Avec C = {¢;;} et B = {b;;}, on a :

n

S = Z Crl S; + Z brrmy (3.94)

=1 =1
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D’ou :
Cinterf = chlsl (3.95)
Ik
Cbruit = Zbkl n (3.96)
=1
Cartef — 0 (397)
D’ou
leintersl> = lewl 5] (3.98)
Ik
et
A Sk Sk
Sky i ) = Chk Sky T (3.99)
< ||5k||> < ||5k;H>
= ckk |kl (3.100)

D’apres 1'équation (3.77), on a donc :

S len 1sil1?
e |® skl

Dinterf = (3101)

Dinterf s’exprime donc simplement en fonction des termes de la k¢ ligne de C.

Pour donner une idée de ce que représente une valeur donnée en dB du RSI, fixons I’'indétermi-
nation sur le gain en supposant les sources normées : Vi, ||s;|| = 1. Si la séparation est parfaite,
la matrice C est donc égale a I'identité. On peut écrire :

_RsI
Z!CMQ =10""10 |epp|? (3.102)
[

Avec || - |1 < /dim(:) || - ||2, il vient :

3 lewl < Vi — 11075 |yl (3.103)
14k

Par exemple, si RSI = 30dB et n = 3, alors :

> Jert| < 0.0447 gy (3.104)
Ik

D’un point de vue auditif, au-dela d’un RSI de 30 dB, il est impossible de distinguer les in-
terférences dans 'estimation d’une source audio.

Enfin, notons que les hypotheses formulées dans ce paragraphe sont le pendant idéal en
pratique des hypotheses stochastiques formulées sur les sources et sur le bruit dans les méthodes
exposées aux précédents chapitres (sources mutuellement indépendantes au moins a l'ordre 2 et
indépendantes du bruit). Si les sources ne sont pas rigoureusement orthogonales ni les séquences
bruit rigoureusement orthogonales aux sources, on peut néanmoins s’attendre a une valeur de
Dinterf proche de celle donnée par (3.101).
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce paragraphe plusieurs mesures d’erreur, une mesure d’erreur
totale Dyorqr qui permet d’évaluer la qualité générale de la séparation mais aussi trois mesures
Dinterfs Doruit €t Dartey permettant d’évaluer les contributions des différentes sources possibles
d’erreur, a savoir les interférences, le bruit et les artefacts. L’intérét de ces criteres est mise en
évidence sur des résultats en simulation dans le paragraphe suivant sur des mélanges linéaires
instantanés ainsi qu’au paragraphe 4.3 sur des mélanges convolutifs.

3.3.2 Performances comparées

Nous présentons dans ce paragraphe une série de résultats sur des mélanges synthétiques.
Dans un premier temps nous proposons une étude statistique des performances comparées de
TFBSS, SOBI et JADE sur des signaux synthétiques non-stationnaires TVARMA, en fonction
du niveau de bruit sur les observations et du recouvrement spectral des sources®. Puis, nous
étudierons les performances de la méthode temps-fréquence selon le critere de sélection des
points t-f (sélection d’auto-termes simples ou des points de plus haute énergie), pour différents
parametres de réglages. L’influence du choix de la RTFS sera notamment étudiée. Les per-
formances de TFBSS et BGML seront aussi comparées, en contexte déterminé (m = n) et
non-bruité. Nous discuterons aussi de l'influence de la longueur des signaux selon leur type
(stationnaires ou non-stationnaires) sur les performances de TFBSS, SOBI et JADE.

Enfin, nous présenterons et discuterons les résultats de séparation d’un mélange synthétique
de sources audio.

Définition du Rapport Signal 4 Bruit d’Entrée

Les performances de TFBSS, SOBI et JADE sont étudiées en contexte bruité. Nous définissons
ici le Rapport Signal a Bruit d’Entrée (RSBE) utilisé par la suite. Une observation quelconque
x; (i € [1,m]) s’écrit :

n
Ti = Z Qij S5+ 1y (3.105)
j=1

Nous définissons le RSBE de 'observation x; par :

RSBE, % 1010g i y|2ij|:z (el 5106
i
En supposant les sources normées (||s;|| = 1) et avec ||n;|| = o, on a plus simplement :
RSBE,, ~ 20log W (3.107)
Le RSBE général est défini par :
RSBE % min{RSBE,, } (3.108)

Comparaison de TFBSS, SOBI et JADE

Nous comparons les performances de TFBSS, SOBI et JADE sur des mélanges de sources de
type TVARMA (Time-Varying ARMA). Ce sont des séquences i.i.d filtrées par un filtre ARMA
dont les coefficients varient au cours du temps. Les sources sont donc les réalisations de séquences
non-stationnaires.

5On entendra par «recouvrement spectrals des sources le degré de recouvrement des signatures t-f des sources.
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Evolution des bandes passantes des filtres TVARMA

Fréquence normalisée

0.05-

F1a. 3.1 — Les sources sont générées par des séquences i.i.d gaussiennes filtrées par des filtres ARMA
dont les fréquences de coupure varient dans le temps selon différents profils géométriques (droite, sinus,
parabole). Le parametre AB régle la bande passante.

Les séquences d’entrée des filtres sont choisies gaussiennes de longueur 7' = 256. Les filtres
TVARMA sont des filtres de Butterworth passe-bande d’ordre 8 dont les fréquences de coupure
varient au cours du temps. On génere n = 3 sources suivant 3 profils d’évolution des fréquences
de coupure, représentés sur la figure 3.1. Le parametre AB régle la bande passante des filtres et
détermine donc le recouvrement spectral des sources.

Les figures 3.2 et 3.3 présentent deux exemples de réalisations des sources normalisées pour
AB = 0.08 et AB = 0.24, accompagnées d’'une RTF (distribution pseudo-Wigner-Ville lissée,
voir plus loin).

Pour 3 cas de recouvrement spectral (AB € {0.08,0.16,0.24}) et différents niveaux de bruit
(RSBE € {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,40} ), nous avons généré Ny, = 500 réalisations des sources
et nous avons créé pour chaque réalisation un mélange synthétique comportant m = 4 observa-
tions. La matrice de mélange est fixée et vaut :

1 05 03
06 1 05

A= 04 08 1 (3.109)
0.4 06 0.3

TFBSS, SOBI et JADE ont été appliqués a chaque réalisation des observations et nous avons
calculé les valeurs moyennes des RSD, RSI et RSB des estimations des trois sources. On notera :

_ 1 <&
RSD = — RSDg, 3.110
- ; (3.110)
ou RSD;, désigne le RSD de l'estimation §; de la source s; (on définit de méme RSI et RSB).
Enfin, pour chaque valeur de AB et RSBE nous calculons la moyenne et I'écart type de RSD,
RSI et RSB sur les 500 réalisations.

La RTFS des observations utilisée dans TFBSS est une distribution pseudo-Wigner-Ville
lissée, calculée sur It x Ip = [0, — 1] x [0,7 — 1]. La sélection des auto-termes simples des
sources a été réalisée avec €grqg = 0.01. L’influence de ces différents parametres (choix de la
distribution, nombre de points dans I et I, valeur de eg,qq) est étudiée par la suite. L’ensemble
des retards utilisés dans SOBI est fixé a {1,2, 3}.

Les résultats sont reportés sur les figures 3.4, 3.5 et 3.6.
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F1G. 3.2 — Réalisations temporelles de chaque source pour AB = 0.08, accompagnées de leur distribution
pseudo-Wigner-Ville lissée.
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F1a. 3.3 — Réalisations temporelles de chaque source pour AB = 0.24, accompagnées de leur distribution
pseudo-Wigner-Ville lissée.
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F1c. 3.4 — Comparaison de TFBSS, JADE et SOBI sur des mélanges de sources TVARMA pour différents
cas de recouvrement spectral (en colonnes) et différents niveaux de bruit d’entrée. Valeur moyenne (o—)
+ écart type (--) de RSD sur 500 réalisations.
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F1a. 3.5 — Comparaison de TFBSS, JADE et SOBI sur des mélanges de sources TVARMA pour différents
cas de recouvrement spectral (en colonnes) et différents niveaux de bruit d’entrée. Valeur moyenne (o—)
+ écart type (--) de RSI sur 500 réalisations.
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F1G. 3.6 — Comparaison de TFBSS, JADE et SOBI sur des mélanges de sources TVARMA pour différents
cas de recouvrement spectral (en colonnes) et différents niveaux de bruit d’entrée. Valeur moyenne (o—)
+ écart type (--) de RSB sur 500 réalisations.

Discussion La figure 3.6 montre que la contribution du bruit dans lerreur d’estimation des
sources (RSB) varie linéairement avec le niveau de bruit sur les observations (RSBE). Ce qui est
cohérent avec le fait que du bruit additif subsiste sur les estimations des sources (équation (2.3)).
Il est alors logique que l'erreur totale sur I'estimation des sources (RSD) chute sensiblement
lorsque le niveau de bruit en entrée augmente (c-a-d, RSBE — 0), comme le montre la figure 3.4.
I1 est donc plus pertinent d’étudier les variations du RSI (figure 3.5), qui mesure uniquement le
pouvoir de réjection des autres sources dans ’estimation d’une source.

On constate alors que les 3 méthodes sont, en termes de réjection, robustes au bruit sur
I'intervalle RSBE = [10, 40], puis leurs performances chutent sensiblement.

Les performances des trois méthodes sont indifférentes au recouvrement spectral. TFBSS
fournit les meilleures performances sur la plage RSBE = [10,40], avec un gain de 10 dB par
rapport aux performances de SOBI. Notons que SOBI donne de bons résultats, bien que cet
algorithme soit construit pour des sources stationnaires. En revanche, les résultats de JADE
sont décevants.

Comparaison des méthodes de sélection des points t-f

Nous étudions dans ce paragraphe les performances de la méthode t-f suivant le mode de
sélection des points : sélection d’Auto-Termes Simples des sources ou sélection des Points de plus
Haute Energie. La premiere méthode de sélection est nommée «méthode ATS», la deuxieme
«méthode PHE».

Dans un premier temps, une étude statistique des performances des deux modes de sélection
est menée sur le méme type de sources et la méme matrice de mélange que précédemment, avec
Nyim = 100 réalisations.

Nous avons étudié 'influence du nombre de points temporels (Nr) et fréquentiels (Np)
utilisés pour le calcul de la RTFS des observations. Ces points sont choisis de maniere équirépartie
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F1G. 3.7 — Résultats de la méthode t-f en utilisant la méthode de sélection ATS, pour 3 cas de recou-
vrement spectral (en colonnes). (=) egrad = xyms (=) €Grad = Foine (——) EGrad = Nowm -

sur les intervalles [0,7 — 1] x [0,7 — 1], c-a-d (en supposant 7//Nr et T//Np entiers) :

T T T
Ir = {0,—,2—,3—,... 3.111
T {7NT7 NT’ NT7 } ( )
T T T
Ir = —,2—,3—,... 112
F {07 NF, NF’BNF’ } (3 )

Par exemple, avec T' = 256, si Ny = Ng = 64, on calcule Sﬁx[t, flpour (t, f) € {0,4,8,...,252}2.
Nous avons étudié trois cas : (Np = Np) € {64,128,256}.

Pour chaque valeur de (N7, Ng) nous avons appliqué les méthodes aux signaux en testant plu-
sieurs valeurs des seuils €grqdq €t € Energ des méthodes de sélection. Le seuil egrqq €tant homogene
au gradient de Cslt, f], nous 'avons choisi proportionnellement a 1/(Nr + Np). La figure 3.7
présente les résultats obtenus avec la méthode ATS pour egreq € {2,10,20}/(N7 + Np) 6. La
figure 3.8 présente les résultats obtenus avec la méthode PHE pour egpery € {0.9,1,1.1}. La
figure 3.9 compare les résultats obtenus par les deux méthodes de sélection pour les choix opti-
maux (parmi les valeurs testées) egraq = 2/ (N7 + Np) et €gnerg = 0.9. La figure 3.10 trace dans
ce dernier cas le nombre moyen de points t-f sélectionnés par chacune des méthodes de sélection.

Dans un deuxiéme temps, nous proposons de voir sur un exemple simple ou sont localisés
dans le plan t-f les points sélectionnés par les deux méthodes. A cette fin nous considérons n = 3
sources déterministes a bande étroite : 3 sinusoides modulées en fréquence suivant un profil
linéaire, un profil sinusoidal et un profil parabolique. Nous avons généré m = 4 observations
avec A définie par ’équation (3.109) et RSBE=20 dB.

La figure 3.11 (a) représente un critere de diagonalité des matrices S& [t, f] pour (¢,f) €
[0, — 1]?. Le critére de diagonalité utilisé est :

Cy(M) = % (3.113)

SEn pratique nous avons constaté que des valeurs de £gpqq inférieures a 2 /(N7 + Nr) peuvent poser probléeme :
en raison de I'implémentation discréte du gradient, si le seuil est trop faible il est possible qu’aucun point t-f ne
soit sélectionné.
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F1a. 3.8 — Résultats de la méthode t-f en utilisant la méthode de sélection PHE, pour 3 cas de recou-
vrement spectral (en colonnes). (=) €gnerg = 0.9, (\—) €Energ = 1, (——) €Energ = 1.1.
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F1G. 3.9 — Résultats comparés des méthodes de sélection pour les choix optimaux de €grqq €t € Energ, PoOUr

3 cas de recouvrement spectral (en colonnes). (—) Méthode ATS avec egraq = ﬁ, (——) Méthode
PHE avec €gperg = 0.9.
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F1c. 3.10 — Nombre moyen de points t-f sélectionnés par chacune des deux méthodes pour les choix
optimaux de €grad €t €Energ- (—) Méthode ATS avec egraq = ﬁ, (——) Méthode PHE avec € gperg =
0.9.

ou M = {m;;} € C"*". Afin de vérifier que les matrices S, [t, f] diagonales n’ont qu’un seul
terme diagonal dominant, la figure 3.11 (b) représente le critére suivant :

(3.114)

Cld(Sgs [t, f]) est proche de 1 si S& [t, f] est diagonale avec un seul terme dominant.

Les zones blanches de la figure 3.11 (a) correspondent & Cy(S&[t, f]) &~ 1, c-a-d, aux matrices
Sg)s[t, f] les plus diagonales. Le but des méthodes de sélection est donc de sélectionner des
points appartenant a ces zones blanches. Les figures 3.11 (a) et (b) montrent que les maxima de
Ca(S&[t, f]) sont égaux aux maxima de C14(SG[t, f]), ce qui montre que les matrices SG[t, f]
diagonales n’ont bien qu’un seul terme dominant sur la diagonale et souligne la pertinence de
rechercher des auto-termes simples des sources.

La figure 3.11 (c) représente les points sélectionnés par la méthode de sélection des auto-
termes simples, avec egrqd = 2/(Nr + Np), la figure 3.11 (d) représente les points sélectionnés
par la méthode de sélection des points de plus haute énergie, avec egperg = 0.9.

Discussion Les résultats fournis par la méthode de sélection ATS (figure 3.7) sont peu sen-
sibles au choix du seuil €g,4q4, ni au nombre de points t-f Ny X Ng et au recouvrement spectral.
En revanche, la méthode de sélection PHE est tres sensible au choix du seuil €gperg. Les per-
formances de la méthode chutent sensiblement de egperg = 0.9 & €gnerg = 1.1 (voir figure 3.8).
Nous proposons une explication a ce phénomene. Idéalement, les auto-termes simples des sources
vérifient :

trace(SL[t, f]) = Hsgs[t, f]HF (3.115)

Donc, d’apres l'expression (3.47) du critere de sélection PHE, si egperg > 1, les points t-f
associés a des auto-termes simples des sources ne sont pas sélectionnés par la méthode PHE et
ceci expliquerait les mauvaises performances de cette méthode pour egperg = 1.1.

La comparaison des méthodes de sélection pour les choix optimaux de egrqq €t €pperg révele
des résultats similaires. Cependant, le nombre moyen de points t-f sélectionnés par chacune des
méthodes est incomparable : il varie de 30 & 500 pour la méthode ATS, alors qu’il varie de 500 &
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Fi1G. 3.11 — Localisation des points t-f sélectionnés par deux méthodes. (a) Critere de diagonalité
Ca(S2[t, f]), les zones blanches correspondent aux points ot S2[t, f] est la plus diagonale; les traits
pleins représentent les fréquences instantanées des sources. (b) Critére de diagonalité avec un terme
diagonal dominant C4(S[t, f]), (c) Points sélectionnés par la méthode ATS (en rouge), superposés a
Ca(S2t, f]), (d) Points sélectionnés par la méthode PHE (en rouge), superposés & Cy(SZ[t, f]).
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20000 pour la méthode PHE. Ceci se traduit par une différence de temps de calcul considérable
entre les deux méthodes. Dans le cas Ny = Np = 256, sur un ordinateur Pentium 4 cadencé
a 2.8 GHz, le temps de calcul moyen de la méthode de séparation t-f globale est de 8s avec la
méthode ATS et de 60s avec la méthode PHE.

La figure 3.11 (d) montre que la méthode PHE sélectionne de nombreux point t-f corres-
pondant & des matrices S;*g [t, f] diagonales mais aussi de nombreux points «de nuisance». En
particulier, la plupart des points localisés a l'intersection des signatures t-f de deux sources
sont sélectionnés par la méthode PHE alors qu’il ne correspondent pas a des matrices S‘;"S [t, ]
diagonales. L’influence de ces points de nuisance est réduite par la diagonalisation simultanée,
dans la mesure ou la majorité des points t-f sélectionnés correspondent & des matrices S‘;Z [t, ]
effectivement diagonales. Ceci explique que la méthode PHE donne néanmoins de bons résultats.
En revanche, la figure 3.11 (¢) montre que la méthode ATS ne sélectionne que peu de points t-f,
qui correspondent bien tous a des matrices S;*g t, f] diagonales.

Etude de I’influence du noyau

Nous étudions désormais I'influence de la RTFS choisie dans TFBSS. Nous avons repris le
protocole de simulation précédent en testant plusieurs RTFS de la classe de Cohen, calculées
au moyen de la Boite & Outils Temps-Fréquence pour MATLAB [AFLG] et utilisées avec leur
parametres par défaut :

— distribution de Wigner-Ville (tfrwv.m) : ¢[t, f] = d[t] o[f] (pas de lissage),

— distribution pseudo-Wigner-Ville lissée (tfrspwv.m) : ¢[t, f] = h[t] g[f] (lissages temps et

fréquence disjoints),

— distribution a Interférences Réduites avec noyau de Bessel (tfrridb.m), lissage conjoint

en temps et en fréquence,

— distribution a Interférences Réduites avec noyau de Choi-Williams (tfrcw.m), lissage

conjoint en temps et en fréquence.
Une description compléte des noyaux utilisés est disponible dans [F1la99, AFLG96].

Les résultats sont présentés sur la figure 3.12 et sont basés sur Ng;,, = 100 réalisations des
sources pour chaque cas de recouvrement spectral et de RSBE. La méthode de sélection des
points t-f est la méthode ATS avec egrqq = ﬁ et Ny = Np = 128.

Discussion Les courbes de la figure 3.12 montrent que les performances de la méthode t-f sont
similaires pour les trois distributions SPWV, RIDB et CW. Les performances de la méthode avec
la distribution de Wigner-Ville sont 1égerement moins bonnes, en particulier la méthode devient
moins robuste au bruit. On retiendra donc que les performances de TFBSS sont similaires selon
le noyau utilisé du moment que la distribution de Wigner-Ville (spatiale) est lissée en temps et
en fréquence. La distribution pseudo-Wigner-Ville lissée étant la moins couteuse en calculs, c’est
celle qui est utilisée en pratique.

Comparaison de ’approche temps-fréquence et BGML

Dans ce paragraphe nous souhaitons mettre en valeur ’apport de l'approche t-f sur la
méthode BGML. Les deux méthodes sont comparées sur le méme type de sources que précédem-
ment mais cette fois de longueur’ 7' = 2048. Nous ne considérons ici que le cas déterminé
(m = n = 3) non-bruité. La matrice de mélange est choisie arbitrairement et vaut :

1 05 03
A=[06 1 05 (3.116)
04 08 1

"Ceci afin de pouvoir tester plusieurs longueurs de fenétre, voir plus loin.
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F1G. 3.12 — Comparaison des performances de TFBSS pour différentes RTFS : distribution de Wigner-
Ville (WV), distribution pseudo-Wigner-Ville lissée (SPWV), distribution & Interférences Réduites avec
noyau de Bessel (RIDB), distribution & Interférences Réduites avec noyau de Choi-Williams (CW), pour
3 cas de recouvrement spectral (en colonnes). Valeur moyenne et écart-type de RSI sur 100 réalisations.

Nous avons étudié les performances de BGML suivant le nombre K de segments en lesquels
les observations sont découpées (voir paragraphe 3.1). La longueur des intervalles ayant été
choisie comme constante, ceci revient a choisir différentes valeurs de la longueur Ty, de la

fenétre (rectangulaire) utilisée pour le calcul des covariances locales. On a donc K = {TL , ol

fen

|-] désigne la partie entiere. Nous avons testé les valeurs T, € {17,33,65,129,257} (le choix
de valeurs impaires permet l'existence d’un instant central, utilisé par la suite).

Pour chaque valeur de T, nous avons comparé BGML a une version particuliere de TFBSS,
notée TFBSS’. En effet, la distribution t-f utilisée est la distribution pseudo-Wigner-Ville lissée,
mais avec une fenétre de lissage temporel identique a celle de BGML, c-a-d, une fenétre rectan-
gulaire de longueur T'.,. La RTFS des observations est calculée sur les K instants centraux des
K intervalles utilisées par BGML, de sorte que le «découpage temporel» des observations est le
méme pour les deux méthodes. Le nombre de points fréquentiels pour le calcul de la RTFS des
observations est fixé a Np = 256, quelle que soit la valeur de T'fcy,.

Pour chaque valeur de T, les algorithmes de séparation ont été appliqué a Ny, = 100
réalisations des observations. La figure 3.13 présente la valeur moyenne et I’écart-type de RSI
sur les 100 réalisations. Pour comparaison, nous présentons aussi les résultats fournis par SOBI
pour plusieurs valeurs du nombre de retards.

Discussion La figure 3.13 montre que le gain de performance apporté par 'approche t-f est
considérable. On peut constater dans un premier temps que TFBSS’ est peu sensible a la longueur
de la fenétre temporelle, a la différence de BGML. Les meilleurs résultats de BGML sont fournis
dans les 3 cas de recouvrement spectral pour la longueur de fenétre la plus courte, c-a-d, Tfe, =
17.

Pour cette longueur de fenétre, les performances de BGML sont relativement proches de
celles de TFBSS’ dans le cas AB = 0.08 (faible recouvrement spectral). En revanche, lorsque
le recouvrement spectral augmente, les performances de BGML se dégradent alors que celles
de TFBSS’ restent stables. Dans le plus fort cas de recouvrement spectral, les performances de
SOBI sont méme légerement meilleures a celles de BGML.

Enfin on remarquera que les performances de SOBI sont peu sensibles au nombre de retards
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F1G. 3.13 — Performances de TFBSS’ et BGML pour plusieurs longueurs de T'., et performance de
SOBI pour différents nombres de retards, pour 3 cas de recouvrement spectral (en colonnes). Valeur
moyenne et écart-type de RSI sur 100 réalisations.

choisis, c-a-d, au nombre de matrices de covariances diagonalisées simultanément.

En conclusion, ces résultats dégagent l'intérét de I’approche t-f, c-a-d, de l'utilisation de
I'information temps et fréquence contenue dans les observations (TFBSS’) par rapport a la
seule information temporelle (BGML). L’approche t-f est toutefois évidemment beaucoup plus
cotiteuse en temps de calcul : sur un ordinateur Pentium 4 cadencé a 2.8 GHz, le temps de
calcul de la méthode BGML sur des signaux de longueur 7' = 2048 est de 'ordre de 1/10s avec
T'ten = 17, alors qu’il est de I'ordre de 9s pour TFBSS avec Ny = Np = 256 et £grqq = 0.01.

Etude de ’influence de la longueur des signaux

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a l'influence de la longueur des signaux sur les
performances de TFBSS, SOBI et JADE. Deux cas de figure sont étudiés :

1) Dans un premier temps nous considérons des sources non-stationnaires. Afin de conserver
le méme «type» de non-stationnarité au cours du temps, on considere n = 2 sources
TVARMA dont le contenu fréquentiel est périodique dans le temps. Les sources sont encore
générées par des séquences gaussiennes filtrées par des filtres de Butterworth d’ordre 8
dont les fréquences de coupures évoluent dans le temps. Une période de I’évolution des
fréquences de coupures de chaque source est représentée sur la figure 3.14. Cette période
est de 256 points temporels.

Les 3 méthodes sont testées sur Ng;,,, = 100 réalisations des sources, pour 3 cas de re-
couvrement spectral (AB € {0.08,0.16,0.24}) et plusieurs valeurs du nombre de périodes
d’évolution fréquentielle des sources, équivalentes en nombres de points &

T € {256,1024, 4096, 16384 }.

2) Dans un second temps nous considérons des sources stationnaires, générées par des
séquences i.i.d de densité uniforme filtrées par des filtres de Butterworth passe-bas d’ordre
8 et de fréquences de coupure normalisées 0.3 et 0.45. Les 3 méthodes sont testées sur
Ngim = 100 réalisations des sources et pour T € {256, 1024, 4096, 16384}.
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Période d'évolution des bandes passantes des filtres TVARMA

0.5

Fréquence normalisée

0.1

0.05-
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Temps

F1a. 3.14 — Période d’évolution des fréquences de coupure des 2 filtres TVARMA permettant de générer
les sources. Le parametre AB regle la bande passante.

Dans les deux cas nous nous plagons en contexte déterminé (m = n = 2) et non-bruité, avec :

A= {0%6 Oﬂ (3.117)

TFBSS est utilisé avec une distribution pseudo-Wigner-Ville lissée, N7 = Np = 256 et egraqd =
0.01. L’ensemble des retards choisis dans SOBI est {1, 2, 3}.

Les résultats du cas non-stationnaire sont reportés sur la figure 3.15 tandis que ceux du cas
stationnaire sont reportés sur la figure 3.16.

Discussion Commentons dans un premier temps le cas stationnaire. Les performances de
SOBI et JADE s’améliorent lorsque la longueur des signaux augmente. Ceci est cohérent avec
le fait que l'estimation des covariances et des matrices de cumulants des signaux s’améliore
asymptotiquement. TFBSS donne de bons résultats, quasiment identiques & ceux de SOBI.

Dans le cas non-stationnaire, les performances de TFBSS s’améliorent lorsque T’ augmente.
Les performances de SOBI et JADE sont relativement bonnes mais different selon la valeur de
AB. Ainsi, dans le cas AB = 0.16, les performances de SOBI s’améliorent lorsque T" augmente.
En revanche dans les deux autres cas, la longueur des signaux ne semble pas avoir une influence
sur SOBI.

Ces résultats montrent encore une fois que les algorithmes SOBI et JADE, bien que construits
sur des hypotheses de stationnarité des sources, peuvent donner de bons résultats sur des signaux
non-stationnaires, et donc que leur champs d’action va au-dela du cas stationnaire. En revanche,
il n’est pas possible de prédire d’une fagon générale leur comportement asymptotique sur des
signaux non-stationnaires ; chaque cas doit étre étudié séparément.

Séparation de sources audio

Nous présentons maintenant les résultats de séparation d’un mélange de n = 2 sources audio.
La source s est un extrait de parole, la source so est un extrait de guitare électrique saturée.
Les sources sont de longueur T' = 216 = 65536, échantillonnées & la fréquence 8000 Hz (soit une
durée d’environ 8s). Les sources sont représentées sur la figure 3.17.
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F1G. 3.15 — Comparaison de TFBSS, SOBI et JADE sur des sources non-stationnaires, en fonction de
la longueur des signaux et du recouvrement spectral (en colonnes). Valeur moyenne et écart-type de RSI
sur 100 réalisations.
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Fi1a. 3.16 — Comparaison de TFBSS, SOBI et JADE sur des sources stationnaires non-gaussiennes,
en fonction de la longueur des signaux et du recouvrement spectral (en colonnes). Valeur moyenne et
écart-type de RSI sur 100 réalisations.
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Source 1

Source 2
T

F1a. 3.17 — Représentations temporelles des sources. La source s; est un extrait de parole, la source so
est un extrait de guitare électrique saturée.

RSI
51 59
TFBSS || 31.5 | 63.9
BGML | 43.4 | 33.2
SOBI || 27.0 | 35.2
JADE | 36.7 | 38.0

TAB. 3.1 — Résultats de séparation de TFBSS, BGML, SOBI et JADE sur un mélange de 2
sources audio.

Dans la mesure ou les performances de SOBI reposent sur cette seule information, et bien que
les sources audio soient non-stationnaires, nous avons représenté sur la figure 3.18 les fonctions
de corrélation «empiriques» 7, s, [T], 75,5, [T] €t Ts,5,[7] pour 7 € [0, 50].

La matrice de mélange vaut :

1 0.5
A —
{0.6 1 ]

Nous avons appliqué TFBSS (avec Ny = Np = 256 et egraq = 2/(N7 + Np)), BGML
(avec T'pen, = 17), SOBI (avec les retards {1,2,3}) et JADE. Les résultats sont présentés dans
le tableau 3.1

(3.118)

Discussion Outre les résultats présentés ici, nous avons appliqué TFBSS, SOBI, JADE et
BGML & de nombreux mélanges synthétiques de sources audio. Nous avons constaté que les
résultats des méthodes dépendent dans une large mesure du degré de corrélation empirique des
sources.

Si les sources sont bien décorrélées, SOBI et JADE peuvent donner d’excellents résultats,
éventuellement meilleurs que ceux fournis par TFBSS et BGML. En revanche, si la corrélation
entre les sources n’est pas parfaite, TFBSS et BGML donnent généralement de meilleurs résultats.
Ainsi, les résultats contenus dans le tableau 3.1 illustrent la forte sensibilité de SOBI au degré
de décorrélation des signaux : bien que les sources soient relativement bien décorrélées, TFBSS
et BGML donnent de meilleurs résultats que SOBI.
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F1a. 3.18 — Fonctions de corrélation #s,s,[T], 75,5, [T] €t Ts,s,[7] pour 7 € [0, 50].

Bien que la longueur des signaux soit grande (7" = 65536), on remarquera concernant TFBSS
qu’il suffit de calculer les RTF's sur seulement Ny = Np = 256 points temporels et fréquentiels
pour obtenir de bons résultats.

Toutefois, dans la mesure ot d’'un point de vue auditif il est impossible de distinguer les
interférences dans I'estimation d’une source au-dela d’un RSI de 30 dB, a I’écoute les quatre
méthodes se valent.

3.4 Conclusion

Ce chapitre contient les principales contributions de cette these. Dans un premier temps
nous avons proposé une relecture d’une méthode t-f existante en lui donnant une interprétation
cohérente avec Iapproche stochastique de la SAS présentée dans cette these. Puis nous avons
contribué a I'amélioration des performances de cette méthode en proposant un critére de sélection
des points t-f original, basé sur l'identification d’auto-termes simples des sources.

En préalable a une série de simulations, nous avons proposé des critéeres d’évaluation de
performance originaux. Ces criteres corrigent les défauts de précédents criteres existant dans la
littérature et, la nature de 'erreur d’estimation ayant une importance dans certaines applica-
tions, permettent de mesurer les contributions des différentes sources d’erreur dans ’estimation
d’une source.

Enfin, 'ensemble des résultats en simulation présentés a montré le gain de performance
significatif apporté par TFBSS sur des signaux non-stationnaires par rapport aux méthodes
standard SOBI et JADE, en contexte sur-déterminé bruité. On retiendra que ces deux derniers
algorithmes, bien que construits sur des hypotheses de stationnarité des sources peuvent donner
d’assez bonnes performances sur des signaux non-stationnaires.

La comparaison des méthodes ATS et PHE souligne la pertinence de la recherche d’auto-
termes simples des sources. La méthode ATS permet de limiter le nombre de points t-f sélectionnés
en ne choisissant que les matrices S;‘; [t, f] les plus diagonales. Au contraire, la méthode PHE
sélectionne un tres grand nombre de points dont une forte proportion de points de nuisance.

Bien que nécessitant un blanchiment spatial préalable, les performances de TFBSS sont,
en contexte déterminé non-bruité, meilleures que celle de BGML et illustrent la pertinence de
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I’approche t-f. Dans le cas déterminé non-bruité une solution optimale consisterait a élaborer
une RTFS de la classe de Cohen garantissant la positivité des matrices 33; [t, f] afin d’utiliser
comme dans BGML une procédure de diagonalisation simultanée sans contrainte orthonormale,
c-a-d, sans blanchiment. L’approche adoptée par Pham dans [Pha02], exploitant une «densité
spectrale instantanée» particuliere des sources, peut étre considérée comme un premier pas dans
ce sens.

L’inconvénient majeur de TFBSS est évidemment sa complexité de calcul. Toutefois, nous
avons vu, notamment sur des signaux audio, qu’il n’est pas nécessaire de calculer la RTFS
des observations sur ’ensemble des points des signaux ni sur un nombre exhaustif de points
fréquentiels pour obtenir de bonnes performances en des temps de calcul raisonnables.

Enfin, nous avons constaté sur des simulations qui ne sont pas présentées ici que les méthodes
exposées sont tres sensibles aux écarts de modélisation. Si le mélange ne s’avere pas étre rigoureu-
sement instantané, les performances de JADE, SOBI, BGML et TFBSS s’effondrent. Toutefois,
ces méthodes peuvent étre, dans une certaine mesure, étendues a des mélanges convolutifs a
Réponse Impulsionnelle Finie. C’est cette perspective qui est étudiée dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Généralisation aux mélanges
convolutifs RIF

Dans ce chapitre, nous montrons comment les méthodes JADE, SOBI, TFBSS et BGML
exposées précédemment et basées sur une procédure de diagonalisation simultanée, peuvent étre
généralisées a la séparation de mélanges convolutifs a Réponse Impulsionnelle Finie (RIF) en
utilisant une procédure de bloc-diagonalisation simultanée (BDS).

Le principe est de reformuler le mélange convolutif en un mélange linéaire instantané. Ceci
est possible en considérant un «vecteur source généralisé» contenant les sources & I'instant ¢ mais
aussi suffisamment de versions retardées aux instants t — 1,¢t — 2, ... afin de prendre en compte
Ieffet convolutif. De la méme facon, des versions retardées des observations sont ajoutées au
«vecteur observation généralisé» afin de créer un mélange linéaire instantané (sur-)déterminé.

Cependant, si les sources sont mutuellement décorrélées, les composantes du vecteur source
généralisé ne sont plus toutes décorrélées (& moins que les sources soient i.i.d). En particulier,
la matrice de covariance du vecteur source généralisé est bloc-diagonale et non plus diagonale.
Nous allons voir qu’il est possible de séparer les contributions des sources au mélange en utili-
sant une procédure de BDS. Toutefois, cette méthode ne fournit pas les sources originales mais
plusieurs versions filtrées de chaque source. Une deuxieme étape de déconvolution aveugle sera
donc nécessaire pour retrouver les sources originales d’apres les versions filtrées dont on dispose.

Les travaux que nous allons présenter ont été initiés par A. Belouchrani, K. Abed-Meraim
et d’autres co-auteurs. L’algorithme SOBI est généralisé au cas convolutif dans [BSBAMO1b], la
méthode t-f [BA9S] est généralisée dans [AMBLO03] tandis que I’algorithme BGML est généralisé
dans [BSBAMOla]. Dans ces travaux la deuxieme étape de déconvolution aveugle n’est pas
effectuée, bien qu’évoquée. Comme nous l'avons fait pour la séparation de mélanges linéaires
instantanés, nous proposons une approche unifiée de ces travaux dans un cadre stochastique
[FDO03]. Ces méthodes entrent dans la catégorie des méthodes dites de décomposition en sous-
espaces et le lecteur pourra se référer 4 d’autres travaux du méme type dans [GL97, MJLOO].

Nous allons nous intéresser plus particulierement a I’extension au cas convolutif des méthodes
SOBI et TFBSS. Cependant, les résultats que nous présentons sont encore partiels et soulignent
plusieurs perspectives de recherche

D’un point de vue théorique, toute I’étude de l'identifiabilité des mélanges convolutifs RIF
reste a faire. Cette derniere souleve de nombreuses difficultés dont I’issue est discutée dans le
paragraphe 4.2.5.

Dans la pratique, nous avons rencontré plusieurs problemes, encore non résolus. Le premier
de ces problemes concerne ’algorithme de BDS utilisé, décrit en annexe A.4. Si la convergence de
I’algorithme est assurée par construction, sa convergence vers le minimum n’est pas garantie. Les
taux d’échec sont relativement faibles sur des matrices de taille moyenne mais augmentent sensi-
blement avec la dimension des matrices. Ce probléeme est discuté plus en détail en annexe A.4.2.

81
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Le deuxieme probléeme concerne la sélection des points t-f dans TFBSS. La recherche d’auto-
termes simples proposée dans le cas instantané n’est pas immédiatement généralisable au cas
convolutif. Les résultats fournis par la procédure de sélection décrite plus loin sont encore
décevants et nous souleverons les difficultés a surmonter.

Dans la partie 4.1, nous présentons le modele convolutif étudié et montrons comment ce
dernier peut étre reformulé en un mélange linéaire instantané. La partie 4.2 présente la méthode
générale de SAS, puis les parties 4.3 et 4.4 présentent les implémentations de la méthode générale
dans le cas stationnaire («SOBI convolutifs) et non-stationnaire (« TFBSS convolutifs).

4.1 Modéele et notations

Nous étudions le modele FIR MIMO (Multi-Inputs Multi-Outputs) suivant :

x[t] = H[0] s[t] + H[1]s[t — 1] + ...+ H[L]s[t — L] + n[t] (4.1)
ou, Vt € [0,T —1] :
— x[t] = [z1[t], .. ., 2m[t]]T est le vecteur de dimension m contenant les observations,
— s[t] = [s1[t], ..., sn[t]]" est le vecteur de dimension n contenant les sources,
- Vk e [0, L], H[ ] = {hi;[k]} est une matrice de dimension m x n,
— n[t] = [n1[t], ..., nnm[t]]T est un vecteur de dimension m contenant le bruit.

4.1.1 Retour a un mélange linéaire instantané

Dans ce paragraphe nous montrons comme dans [BSBAMO01b, BSBAMO01la, AMBLO03] com-
ment le mélange convolutif (4.1) peut étre reformulé en un mélange linéaire instantané.
Soit L' un entier. On note, Vi € [1,n] :

Silt] = [silt], ..., silt — (L+ L)+ 1]]" (4.2)
et V5 € [1,m]
Xt = [a0t],. ..zt — L +1])" (4.3)
Nyit] = [nglt],..omglt— L +1]]" (4.4)
Par convention on pose s[—1] = ... =s[-L - L] =0, x[-1] = ... = x[-L'] = 0 et n[-1] =
—n[-L]=0.
On introduit :
Si] = [slmT,...,sn[t]T}T (4.5)
X[t] = [Xl[t]T, o ,Xm[t]T}T (4.6)
N[t] = [Nl[t]T, N .,Nm[t]T]T (4.7)

En notant N = n(L+ L) et M = mL’, S[t] est un vecteur de dimension N x 1, tandis que X[t
et NJ[t] sont des vecteurs de dimension M x 1.

Pouri € [1,n] et j € [1,m], on définit la matrice de Sylvester A;;, de dimension L' x (L+L’),
par :

Aij= T (1.9
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Evolution de L’ en fonction de L (Nbe de versions retardées des observations)

Evolution de L+L’ en fonction de L (Nbe de versions retardées des sources)
T T T T

L+

Fic. 4.1 — Evolution du nombre de versions retardées des observations (L') et des sources (L + L')
nécessaires pour obtenir un systéme (sur-)déterminé, pour n = 2 et plusieurs valeurs de m.

Enfin, on définit :
Ay .0 Aygy
A=| : : (4.9)
A ... Ann

A est une matrice de dimensions M x N satisfaisant :
X[t] = AS[t] + NJt] (4.10)

L’équation (4.10) définit un mélange linéaire instantané équivalent au mélange convolu-
tif (4.1). Ce mélange est (sur-)déterminé si M > N, c-a-d, si L’ vérifie mL" > n(L + L'),
soit encore (m — n)L’ > nL, ce qui nécessite m > n. La figure 4.1 représente I’évolution du
nombre (minimal) de versions retardées des observations (L) et des sources (L + L) nécessaires
a l'obtention d’un systeéme (sur-)déterminé, pour n = 2 et plusieurs valeurs de m.

4.1.2 Discussion

Nous avons montré qu’un mélange convolutif FIR peut étre reformulé en un mélange linéaire
instantané (sur-)déterminé (si m > n) en introduisant des variables adéquates.

Cependant, ce mélange est différent des mélanges linéaires instantanés étudiés aux chapitres
précédents. En effet, si les sources sont modélisées par des séquences aléatoires mutuellement
décorrélées, les composantes de S ne sont elles pas toutes décorrélées. En effet, si les sources ne
sont pas blanches, les composantes de S; sont corrélées. Cependant les séquences (vectorielles)
S1,...,S, sont mutuellement décorrélées.

Ainsi, le probleme de SAS décrit par I’équation (4.10) entre dans le cadre du probleme de
I’Analyse en Composantes Indépendantes Multidimensionnelle (ACIM), introduit par De La-
thauwer dans [LCMV95] et développé par Cardoso dans [Car98b|, qui propose un généralisation
de ’ACI au cas ou certaines des sources sont corrélées. Aussi, comme expliqué dans [Car98b]
on peut des a présent prévoir que les composantes Sq,...,S, ne pourront étre estimées qu’a
une matrice non-diagonale prés qui modélise les indéterminations inhérentes a ’ACIM (voir le
paragraphe 4.2.4).
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Comme dans le cas des mélanges linéaires instantanés, on voit d’apres ’équation (4.1) que
les sources ne pourront au mieur qu’étre estimées a gain et permutation pres. Mais cela est-il
seulement possible, et si oui & quelles conditions 7 L’identifiabilité des mélanges convolutifs FIR
est une tache non triviale qui sera discutée dans la partie 4.2.5. Pour le moment nous posons les
hypotheses suivantes :

(H1) m > n,
(H2) L’ est choisi tel que M > N,
(H3) Les sources s1, ..., s, sont modélisées par des séquences non-stationnaires colorées et

mutuellement décorrélées,
(H4) n est la réalisation d'une séquence aléatoire vectorielle centrée i.i.d de covariance o2 I,,,,
indépendante de s.

Des hypotheses supplémentaires seront introduites au cours de I'exposé de la méthode puis
récapitulées et discutées au paragraphe 4.2.5.

4.2 Meéthode générale

4.2.1 Représentation temps-retard

Dans cette partie nous formulons le probleme décrit par 1’équation (4.10) dans le plan temps-
retard.
Avec I’équation (4.10) on a :

Rxx[t, 7] = A Rsslt, 7] AH—i—'RNN[t,T] (4.11)
Les sources s1,...,s, étant supposées mutuellement décorrélées, les séquences vectorielles
S1,...,S;, sont mutuellement décorrélées. La matrice de covariance Rgglt, 7| de S, de dimensions

N x N, est donc bloc-diagonale avec n blocs de dimensions (L + L ) :
Rs,s, [t, T] 0
Rsslt, 7] = (4.12)
0 Rsnsn [t, 7']

L’expression de Rnn|[t, 7] peut étre développée davantage. Tout d’abord, le bruit étant sup-
posé stationnaire, on a :

RNN[t, 7] = RNN(T] (4.13)
Les séquences de bruit ni,...,n, étant supposées mutuellement décorrélées, les séquences
Ny, ...,N,, sont mutuellement décorrélées. On a donc :
RNl N, [T] 0
RNN|[T] = - (4.14)
0 RN, Ny (7]
Enfin, Vi € [1,m], on a : 3
RN, [T] = 02 1 [7] (4.15)

ou Ip/[r] est la matrice de dimensions L' x L’ contenant des 1 sur la 7°™¢ sous-diagonale si

0 <7 < L' ousur la |7]°™¢ sur-diagonale si — L' < 7 < 0, et des zéros partout ailleurs'. On voit
ainsi que Rnn[7] ne dépend que de o2.

Comme dans le cas linéaire instantané, une méthode de SAS en deux étapes (orthonormali-
sation et rotation) peut étre dérivée de 1’équation (4.10).

!Par convention on écrira iL/[O] =1 et I/ [7] =0y si|7] > L.
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4.2.2 Orthonormalisation

La premiere étape consiste a trouver une matrice d’orthonormalisation. Idéalement, ce serait
une matrice W de dimensions N x M telle que W(ADA® )W = Iy ou D serait une matrice
diagonale > 0. Dans le cas convolutif, nous ne pouvons pas calculer une telle matrice. En
revanche, nous pouvons calculer une matrice W vérifiant :

WAMA?PWH =1y (4.16)

ou M est une matrice bloc-diagonale strictement positive de dimensions N x N comportant n
blocs de dimensions (L + L'). En effet, comme dans le cas linéaire instantané, une telle matrice
W peut étre calculée d’apres la matrice de corrélation des observations. Avec :

T-1
def 1
Rss = T tz_; Rsslt, 0] (4.17)
def 1
Rxx = T Rxx|[t, 0] (4.18)
t=0

On a, compte tenu des hypotheses sur le bruit :
Rxx = ARgs AT 4 52 Iy (4.19)

En supposant Rssg et A de rangs pleins, avec M = Rgs, W peut étre calculée comme au
paragraphe 2.2.1 d’apres les vecteurs propres associées aux N valeurs propres non nulles de
Rxx. En choisissant L’ tel que M soit strictement supérieur & N, o? peut étre calculé d’apres
les M — N plus petites valeurs propres de Rxx.

4.2.3 Rotation

On cherche dans un second temps la matrice orthonormale U définie par :

1
U=WARE (4.20)
On a: )
WA =URY (4.21)
Soit Rxx[t, 7] la matrice définie par :
Rxx[t: 7] = W [Rxx[t, 7] — Ranlt, 7]] W (4.22)

Avec les équations (4.11) et (4.21), on a :
Rxx[t:7] = W ATRss[t, 7] AT WH
_1 _H
= U(Rg$ Rsslt, 7| Rgg ) UX (4.23)

vl

1
Rgd, Rgs et Rgslt, ] sont des matrices bloc-diagonales de dimension N x N avec n blocs
de dimensions (L + L') x (L 4+ L’). Ainsi, I’équation (4.23) montre que U «bloc-diagonalise»
EXX[ta 7—]7 V(t, T) € Z2'

En pratique, U peut donc étre estimée par la BDS d’un ensemble de matrices {Rxx [ti, 73], €
[1, K]}. Sous certaines hypothéses, la BDS fournit une matrice Ugpg telle que :

Upps =UQ (4.24)

ou Q est une matrice unitaire de dimensions N x N qui modélise les indéterminations de la BDS.
Q est le produit d’une matrice bloc-diagonale avec n blocs de dimensions (L + L') x (L + L') et
d’une matrice de permutation de ces blocs.
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4.2.4 Estimation des sources

Dans ce paragraphe, nous calculons plusieurs estimations de chaque source a des filtrages
pres, d’apres Ugpg et W.
Soit le vecteur S[t], de dimensions N x 1, défini par :

S[t] = UE s W X[t] (4.25)
Les équations (4.24), (4.21) et (4.10) donnent :
S[t] = QY Rgé S[t] + Q7 UY W N[t] (4.26)

_1
En négligeant la contribution du bruit, et en notant C = Q* Rgs, on a:

S[t] ~ CS[t] (4.27)
C est une matrice bloc-diagonale de dimen§ions N x N comportant n blocA:s Ci1,...,C,y de
dimensions (L+L') x (L+L'). Décomposons S[t] en n sous-vecteurs S1[t], ..., S,[t] de dimensions
(L+ L") x 1 tels que :
. - o o7
S[t] = [Sl[t] Sl ] (4.28)
Avec I'équation (4.27), Vi € [1,n], on a :
Si[t] ~ Cy; Si[t] (4.29)
Avec Silt] = [si[t], ..., si[t — (L + L") + 1], I'équation (4.29) montre donc que chaque compo-

A

sante de S;[t] est une version filtrée RIF de la "¢ source s;[t]. Les coefficients du filtre sont
contenus dans la ligne correspondante de Cj;.

Ainsi, la méthode fournit (L + L') versions filtrées de chaque source s;[t]. Une étape de
déconvolution aveugle est donc nécessaire pour estimer les sources originales d’apres les versions
filtrées dont on dispose. Une méthode de déconvolution aveugle basée sur une décomposition en
sous-espaces est décrite en annexe B.

Remarquons que leffet de filtrage provient de la structure bloc-diagonale (et non diagonale)
de Rgg et de I'indétermination de la BDS modélisée par Q.

4.2.5 Discussion

Outre les hypotheses «formelles» (H1), (H2), (H3) et (H4) faites au paragraphe 4.1.2, nous
avons utilisé au cours de I'’exposé de la méthode générale d’autres hypotheses.

Nous avons supposé A et Rgg de rangs pleins lors de 'étape d’orthonormalisation, nous
avons supposé que la BDS fournit une matrice de la forme U Q ou Q est bloc-diagonale (&
permutations de blocs pres) et enfin nous avons supposé que les matrices C;; et les sources
vérifient les conditions d’identifiabilité de la déconvolution aveugle (voir annexe B.4).

Comment traduire ’ensemble de ces hypotheéses en termes de caractéristiques des sources
et des coefficients de filtres des matrices H[k]? C’est tout I'enjeu de 1’étude de l'identifiabilité
des mélanges convolutifs FIR. Les hypotheses faites sur A et Rgg peuvent étre rapprochées des
conditions d’identifiabilité de l'identification aveugle d’un systeme SIMO [AMQH97]. L’étude
des conditions d’unicité & blocs pres de la BDS est un probleme entier mais abordable. En
revanche, traduire les conditions d’identifiabilité de la déconvolution aveugle de Si, Vi € [1,n]
releve du réel casse-téte...

En pratique nous n’avons que rarement rencontré de probleme d’identifiabilité. Il nous est
arrivé d’obtenir une matrice Upgs dans une forme autre que celle escomptée mais généralement
I’ajout d’une matrice a ’ensemble des matrices a bloc-diagonaliser a réglé le probleme.

Nous allons voir que la méthode SOBI généralisée au cas convolutif donne d’excellents
résultats sur des mélanges synthétiques aléatoires de sources audio. Toutefois, nous sommes
conscients que toute I’étude de l'identifiabilité du probléme reste a faire.
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Source 1: parole

I I I I I I
1 2 3 4 5 6

Source 2: guitare acoustique
T T

F1a. 4.2 — Représentations temporelles des sources. La source s; est un extrait de parole, la source so
est un extrait de guitare acoustique.

4.3 SOBI convolutif

Si les sources sont modélisées par des séquences stationnaires, on a tout simplement :

Rsslt,7] = Rssl7] (4.30)
Rxx[t,7] = RxxI7] (4.31)

Si les signaux sont supposés ergodiques, une estimation de Rxx|7] est :

T—7—1

Z X[t 4 7] X[t]? (4.32)

t=0

Rxx|7]

Nous présentons quelques résultats fournis par SOBI convolutif sur plusieurs mélanges synthé-
tiques de n = 2 sources audio. La source s; est un extrait de parole, la source s9 est un extrait de
guitare acoustique. Les sources sont de longueur 7' = 26 = 65536, échantillonnées  la fréquence
8000 Hz (soit une durée d’environ 8s).

Les sources sont représentées sur la figure 4.2. La figure 4.3 représente les fonctions de
corrélation empiriques 7, s, [T], 7sys, [T] €t 75,5, [7] pour 7 € [0, 50]. La courbe de 75, s, [7] montre
que les sources ne sont quasiment pas corrélées.

Nous avons appliqué la méthode a des mélanges non bruités choisis aléatoirement, pour
L e{1,3,5} et m € {3,4,5,6}. Les retards {1, 2, 3,4} ont été utilisés pour le calcul des matrices
de covariance a bloc-diagonaliser. Aprés I'étape de BDS nous avons calculé le critére de bloc-
diagonalité suivant de la matrice C (apres correction des éventuelles permutations de blocs) :

> i1 2. |Cil
ou Y |M] désigne la somme des valeurs absolues des coefficients d’une matrice quelconque M.
Le calcul de Cpy(C) permet de mesurer la qualité de la séparation des contributions des sources
dans le mélange. Puis, apres 1'étape de déconvolution aveugle de chaque source, nous avons
calculé les RSD, RSI et RSA des estimations §; et S3. Nous avons aussi mesuré les durées de
calcul requises dans chaque cas (sur un ordinateur Pentium 3 cadencé a 733 MHz). La méthode
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Corrélations et corrélation croisée des sources s, ets,
12 T

—

1 Y
o[l
il 22

0.8

06!

04F

0.2

-0.2

-0.4 L L L I L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Retard T

F1G. 4.3 — Fonctions de corrélation s, s, [T], Ts;s, [T] €t Fs,5,[7] pour T € [0, 50].

RSD RSI RSA RSD RSI RSA RSD RSI RSA

$1 [ 2 | &1 [ S2 | &1 [ S 51 [ 32 | 81 [ 32 | 41 [ 32

§1[§2 §1152 §1[§2

m=3 || 41 | 55 | 42 | 92 | 49 | 55 || 40 | 39 | 43 | 59 | 43 | 39 || 39 | 33 | 44 | 57 | 41 | 33
m=4 || 41 | 58 | 42 | 83 | 50 | 58 || 42 | 49 | 43 | 58 | 46 | 49 || 39 | 36 | 42 | 69 | 43 | 36
m=5 || 41 | 58 | 42 | 83 | 50 | 58 || 41 | 51 | 43 | 63 | 47 | 51 || 40 | 39 | 43 | 59 | 43 | 39
m=6 || 41 | 58 | 42 | 83 | 50 | 58 || 41 | 51 | 43 | 64 | 47 | 51 || 41 | 42 | 44 | 57 | 43 | 43

TAB. 4.1 — Résultats de SOBI convolutif pour différents parametres de mélange, pour n = 2 sources
Valeurs en dB des RSD, RSI et RSA des estimations des sources.

de BDS utilisée est la méthode M3 décrite en annexe A.4.2. La méthode de déconvolution aveugle

utilisée est celle décrite en annexe B, avec F = L + L'. Les résultats sont présentés dans les
tableaux 4.1, 4.2 et 4.3.

Discussion Les valeurs de Cpy(C) présentées dans le tableau 4.2 montrent que la premiere
étape de la méthode, c-a-d, la séparation des contributions des sources dans le mélange, donne
d’excellents résultats : les valeurs de Cpq(C) sont toutes supérieures a 0.99.

L’évolution des valeurs des RSD, RSI et RSA des estimations des sources dans le tableau 4.1
est donc essentiellement due a la deuxiéme étape de déconvolution aveugle. A L fixé les résultats
s’améliorent lorsque m augmente car L+ L’ diminue, ce qui signifie que le nombre de coefficients
de filtres & estimer diminue. Pour L fixé, les résultats ne changent plus au-dela d’une certaine
valeur de m car L+ L' reste constant (voir la figure 4.1). On remarquera que la méthode générale

[ [ L=t | L=3 | L=5 |

m=3 || 0.9952 | 0.9940 | 0.9911
m=4 || 0.9955 | 0.9961 | 0.9929
m=>5 || 0.9955 | 0.9952 | 0.9940
m=6 || 0.9955 | 0.9952 | 0.9948

TAB. 4.2 — Résultats de SOBI convolutif pour différents parametres de mélange, pour n = 2 sources.
Valeurs de Cpq(C).
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I | L=1 | L=3 | L=5
0.0467 | 2.0917 | 45.6054
0.0199 [ 0.3355 | 2.4272
0.0245 | 0.1659 | 2.1912
0.0281 [ 0.1754 | 1.0277

AEIENE
@O"n-lllﬁ-w

TAB. 4.3 — Résultats de SOBI convolutif pour différents parametres de mélange, pour n = 2 sources.
Durées de calcul en minutes.

introduit des artefacts sur les sources, dus aux effets de filtrage.

D’un point de vue auditif, puisque les RSI et RSA des estimations sont dans chaque cas
supérieurs & 30 dB, les estimations semblent parfaites a 1’écoute.

Le tableau 4.3 montre que I'augmentation du nombre d’observations permet évidemment de
diminuer les temps de calcul, qui correspondent dans une tres large mesure a la durée de BDS.
Encore une fois, ceci est du au fait que la taille des blocs L + L’ des matrices Rgg[r] décroit
lorsque m augmente.

Enfin, nous avons constaté que le choix des coefficients de mélange n’a pas d’influence si-
gnificative sur les résultats de séparation, ce qui tendrait & penser que la méthode posséde la
propriété d’équivariance. Ceci reste cependant a démontrer.

4.4 Quelle implémentation pour des sources non-stationnaires ?

Si les sources sont localement stationnaires, une estimation locale des covariances peut étre
réalisée, ce qui revient a généraliser BGML comme dans [BSBAMO1a]. Encouragés par les bonnes
performances de I’approche t-f sur des signaux non-stationnaires dans le cas linéaire instantané,
nous avons souhaité généraliser TFBSS au cas convolutif. Si la généralisation de la méthode en
théorie ne présente pas de difficulté, dans la pratique la sélection des point t-f est un probléme.
Nous proposons quelques éléments de recherche pour la généralisation de 'approche t-f au cas
convolutif mais nous verrons qu’un critere de sélection robuste des points t-f reste a déterminer.

4.4.1 L’approche temps-fréquence

Dans le plan t-f, I’équation (4.11) devient :

Sxx|[t, f] = A Ssslt, f] AT + Snnlt, f] (4.34)
On définit Sxx|t, f] par :
Sxxlt, /] = W [Sxx[t, f] — Snnit, f]] W (4.35)
On a alors : 1 ;
Sxx[t, /] = U (Rgg Ssslt, fIRgg ) U (4.36)

s

1
Les matrices Rgs, Rgg et Ssslt, f] étant bloc-diagonales, U peut donc étre estimée par
BDS d’un ensemble de matrices {Sxx|[ti, fi], 7 = 1...K} plutét qu'un ensemble de matrices
{EXX[tUTZ]v/L = ].K} 2.

*Dans le cas oil la matrice U est réelle, on remarque que U diagonalise simultanément Re {Sxx[t, f]} et
Im {Sxx|t, f]}. Ne disposant que d’un algorithme de BDS de matrices réelles nous avons utilisé cette derniére
astuce en pratique pour estimer U, dans le cas réel.
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En pratique, des estimations W et 62 sont calculées d’apres les éléments propres de :

T—1
. 1
Rxx o = > X[ X[t (4.37)
t=0
~ ARss A" +521y (4.38)

Comme dans le paragraphe 3.2.2, Sxx[t, f] est estimé par S‘?&X [t, f]. On a alors :

N A1 . _H
Skx[t, f1 = U(Rgg S&slt. f] Rg YU (4.39)

avec

Sxx[t fl1= ©hw

<‘§§X [t. /] — Skt /] ) wH (4.40)
ot S&t, f] désigne I'estimation de Snn|t, f], calculée d’aprés expression (4.14) de Rnn|[7]
mais ou o est remplacé par .

4.4.2 Sélection des points t-f

Comme dans le cas instantané, il est en pratique nécessaire d’identifier des points t-f pour
lesquels la matrices Sgs [t, f] est bloc-diagonale. Nous avons essayé de généraliser la recherche

d’auto-termes simples dans le cas instantané a la recherche de matrices Sgs [t, f] bloc-diagonales
avec un seul bloc non-nul.

Dans le cas instantané nous sélectionnions les matrices Six [t, f] de rang proche de 1, dans

. . s . 59
le cas convolutif nous avons donc essayé de sélectionner les matrices Sxx|t, f] de rang L + L/,
c-a-d, de sélectionner les maxima locaux du critere :

L+L
At
Cyft, f) = ==t Ml (4.41)
> \elg(ﬁxx [t, f1)]
o Aift, fl, ..., A\p+rnt, f] désignent les L + L' plus grandes valeurs propres en valeur absolue

de Six [t, f]. Nous ferons référence a cette méthode par 'abréviation BATS (pour «Bloc Auto-
terme Simples).

Nous allons tester la validité de ce critére sur plusieurs signaux. Dans chaque cas le critere
de bloc-diagonalité de Sgs [t, f] suivant est calculé sur tout le plan t-f :

S Y ISE s [t £

C -
Sslt ) = =5

(4.42)

Afin de vérifier si les matrices Sgs [t, f] bloc-diagonales n’ont bien qu’un seul bloc non-nul
nous calculons aussi le critere suivant sur tout le plan t-f :

max; 3 |S§s, [t f]]
> 188slt, /1]

Croa(SEslt, f)) = (4.43)

C1bd($’§’s [t, f]) est proche de 1 si Sgs [t, f] est bloc-diagonale avec un bloc dominant.
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(c) Points sélectionnés par la méthode BATS

Fréquence
Fréquence

10 20 30 40 50 60
Temps

(d) Points sélectionnés par la méthode PHE

Fréquence
Fréquence

o

-
-
T
20 40 60
Temps

F1G. 4.4 — Localisation des points t-f sélectionnés, pour un mélange de n = 2 sources TVARMA de
longueur T' = 256, avec m = 3 et L = 2. (a) Critere de bloc-diagonalité C’bd(ggs [t, f]), (b) Critere de
bloc-diagonalité avec un bloc dominant Clbd(s‘gs [t, f]), (c) Points sélectionnés par la méthode BATS (en
rouge), superposés a de(S‘g’S [t, f]), (d) Points sélectionnés par la méthode PHE (en rouge), superposés

a de(ggs[t»f])-

Sources TVARMA Nous avons créé un mélange convolutif (m = 3, L = 2) de n = 2 sources
TVARMA (comme au paragraphe 3.3), de longueur T' = 256, ['une de profil t-f linéaire, l’autre
de profil sinusoidal, avec AB = 0.04.

Les figures 4.4 (a) et (b) représentent de(sgs [t, f]) et Clbd(ggs [t, f]), pour Ny = Np = 64.
Les deux criteres Cpq et C1pg sont quasiment identiques, ce qui montre que les matrices Sgs [t, ]
bloc-diagonales n’ont effectivement qu’un seul bloc non-nul.

La figure 4.4 (c) montre le résultat de la sélection des points t-f correspondant aux maxima
locaux de Cj, en utilisant une procédure de gradient avec egrqq = 2/(N7 + Np). Les points
rouges représentent les points sélectionnés, superposés au tracé de de(sg’s [t, f]). La figure 4.4 (d)
montre le résultat de sélection de la méthode PHE décrite dans le paragraphe 3.2.3.

Comme dans le cas linéaire instantané, la méthode PHE sélectionne de nombreux points,
dont une tres large proportion de points de nuisance. La méthode BATS sélectionne moins de
points, mais contrairement au cas linéaire instantané, elle sélectionne aussi une proportion non
négligeable de points de nuisance, proportion suffisamment importante pour affecter les résultats
de séparation.

En effet, la méthode t-f appliquée au mélange avec la méthode BATS fournit seulement
Cya(C) = 0.956, valeur légerement supérieure a celle fournit par SOBI convolutif égale & 0.931.
Apres déconvolution aveugle, les RSD des estimations des sources fournies par les deux méthodes
sont semblables (tableau 4.4).
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RSD
31 82
TEFBSS convolutif || 18.6 | 18.6
SOBI convolutif || 19.2 | 16.4

TAB. 4.4 — Résultats de SOBI convolutif et TFBSS convolutif sur un mélange de 2 sources TVARMA.

Sources audio Appliquée aux signaux audio utilisés dans le paragraphe 4.3, les résultats de
la méthode t-f empirent. La figure 4.5 montre les résultats de sélection des méthodes BATS
et PHE sur un mélange comportant m = 3 observations avec des filtres de longueur L = 2,
avec Ny = Np = 64. La proportion de points de nuisance sélectionnés par les deux méthodes
augmentent et les résultats de TFBSS convolutif sont trées mauvais. En effet, on obtient seulement
Cpa(C) = 0.701, alors que SOBI fournit Pexcellente valeur de 0.9961.

Discussion Le cas convolutif révele les limites du critere de sélection basé sur I'identification
de (bloc) auto-termes simples de sources. Dans le cas linéaire instantané (paragraphe 3.2.3),
nous avons souligné que la méthode ATS sélectionne toutes les matrices S'fs [t, f] de rang proche
de 1. En pratique, nous avons constaté que toutes les matrices st [t, f] de rang 1 correspondaient
a des auto-termes simples des sources, donc a des matrices diagonales.

En revanche, ce principe ne fonctionne plus dans le cas convolutif. Il apparait que les matrices
SSS [t, f] de rang L+ L’ ne correspondent pas toutes a des matrices bloc-diagonales avec un seul
bloc, et ceci explique les mauvaises performances de la méthode.

Cependant, les figures 4.4 et 4.5 montrent que I'hypothese que les matrices Sgs t, f] bloc-
diagonales n’ont qu’un seul bloc tient toujours, et que c’est donc résolument ce type de matrices
S‘gs [t, f] qu’il faut rechercher. L’idée que les points t-f correspondant & des blocs auto-termes
simples ne sont pas isolés mais appartiennent & des zones t-f (& la maniere de [ADWO01]) pourrait
servir de piste a I’élaboration d’un meilleur critere.

4.5 Conclusion

Bien que plusieurs difficultés restent a surmonter - I'identifiabilité théorique des mélanges
convolutifs FIR, la convergence de l'algorithme de BDS, la sélection des points dans le cas t-f -,
les résultats obtenus par SOBI convolutif sur des mélanges courts de sources bien décorrélées
sont tres encourageants.

Le net avantage de 'approche que nous avons décrite est qu’elle permet une séparation
compléte des mélanges convolutifs RIF, contrairement a la majorité des méthodes existantes qui
se limitent a une séparation partielle, c-a-d, a ’estimation d’une seule version filtrée de chaque
source [WF093, SS02, CRG95] (I'étape de déconvolution aveugle est alors impossible).

En contrepartie, la complexité de calcul nécessaire a la séparation complete est beaucoup
plus importante et ne permet pas en I'état des travaux de s’attaquer a la plupart des mélanges
réels, par exemple audio. En effet, considérons par exemple la séparation de n = 2 sources
audio d’apres m = 4 microphones (par exemple 2 micros directs, 2 micros d’ambiance) dans
une salle possédant un temps de réverbération moyen de 1s. Si les signaux sont échantillonnés
a (seulement) 8000 Hz, cela signifie qu’il faut envisager la BDS de matrices comportant 2 blocs
diagonaux de dimensions 16000 x 16000...

La procédure de BDS est la clé de la méthode, et c’est avant tout sur ce point que les efforts
doivent porter pour envisager d’améliorer les capacités de la méthode.

Remarquons enfin qu’un autre inconvénient de la méthode réside dans le fait qu’il est
nécessaire de connaitre la longueur L des filtres du mélange. Il n’est pas possible de surestimer
cette longueur car la matrice A n’est alors plus de rang plein. En revanche on peut envisager de
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(c) Points sélectionnés par la méthode BATS

e

[
]
¥

Fréguence
Fréguence

Fréguence
Fréguence

F1a. 4.5 — Localisation des points t-f sélectionnés pour un mélange de n = 2 sources audio de longueur
T = 2% avec m = 3 et L = 2. (a) Critere de bloc-diagonalité de(Sgs[t7f]), (b) Critere de bloc-
diagonalité avec un bloc dominant C’lbd(ggs[t, f1), (c) Points sélectionnés par la méthode BATS (en
rouge), superposés a Cpa(SSs[t, 1), (d) Points sélectionnés par la méthode PHE (en rouge), superposés

a Cha(SEslt. f)-
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sous-estimer cette longueur, ce qui dans le cas d’enregistrements audio en salle revient a estimer
les L premiers coefficients significatifs des réponses impulsionnelles de la salle entre les émetteurs
et les micros d’enregistrement.



Conclusion générale

Dans les chapitres 1, 2 et 3 de cette thése nous avons présenté une approche unifiée dans un
cadre stochastique de plusieurs méthodes de séparation aveugle de mélanges linéaires instantanés.

Dans le chapitre 1 nous avons présenté un cadre pour 1’étude de l'identifiabilité de ces
mélanges. Puis, nous nous sommes intéressés a quatre modeles standard de sources identi-
fiables. Ces modeles reposent sur I'indépendance mutuelle des séquences aléatoires modélisant
les sources, indépendance a ordre 2 lorsque les sources possedent une diversité temporelle et/ou
fréquentielle, indépendance stricte lorsque les sources sont modélisées par des séquences i.i.d.
Puis, dans les chapitres 2 et 3 nous avons présenté plusieurs méthodes de SAS construites sur
les hypotheses de ces modeles. Nous avons souhaité souligner la distinction entre les hypotheses
garantissant l'identifiabilité du probléme (la notion d’indépendance mutuelle) des hypothéses
«de travail» utilisées pour construire des estimateurs de la matrice de mélange.

Si nous ne nous sommes intéressés qu’a des modeles basés sur la propriété d’indépendance
mutuelle des sources, d’autres types de modeles existent néanmoins, et le cadre d’étude de
I'identifiabilité que nous avons proposé se préte bien sir tout aussi bien a leur analyse. Ainsi,
alternativement a l’utilisation de la notion d’indépendance, certaines méthodes de SAS reposent
sur 'utilisation de la propriété de parcimonie des sources. Cette propriété signifie que les sources
peuvent étre représentées par un nombre restreint de coefficients dans une base de décomposition
adaptée. Par le fait du mélange les observations deviennent moins parcimonieuses et 1’objectif
des méthodes de séparation est alors de restaurer la propriété de parcimonie [ZPBKO01, Gri02].
D’autres méthodes encore reposent sur la positivité des sources [BDBG03, OP03]. L’identifiabi-
lité des modeles de sources associés a ces méthodes mérite d’étre étudiée en détails dans le cadre
que nous avons proposé.

L’approche de la SAS que nous avons adoptée est une approche stochastique. Notre démarche
a consisté a présenter des méthodes théoriques utilisant certaines statistiques des sources puis a
utiliser en pratique des estimateurs de ces sources. Selon la nature des sources certaines statis-
tiques sont plus adaptées que d’autres et donnent de meilleurs résultats. Ainsi, nous avons vu
que, parmi les méthodes présentées, 'algorithme TFBSS est ’algorithme le mieux adapté aux
sources non-stationnaires car il prend en compte la non-stationnarité des sources. Toutefois, bien
qu’ils soient construits sur ’hypothése de stationnarité des sources, nous avons pu constater que
JADE et SOBI peuvent donner de bons résultats sur des sources non-stationnaires, ce qui laisse
présager que leur champ d’action s’étend au-dela des sources stationnaires. Ceci signifie que les
estimateurs de cumulants d’ordre 4 et de covariances, appliqués a des signaux non-stationnaires,
conservent un sens qu’il convient de déterminer.

Si l'utilisation d’un contexte stochastique est une habitude courante en matiére de SAS?,
nous pensons qu’il serait intéressant de reformuler les méthodes présentées précédemment dans
un contexte déterministe en rapprochant la notion de décorrélation de la notion d’orthogona-
lité dans l’espace de Hilbert des signaux d’énergie finie* (c-a-d, dans le contexte utilisé pour

3Les méthodes basées sur la parcimonie ou la positivité des sources commencent & changer cette habitude.
4Merci & Jérome Idier de nous en avoir inspiré I'idée.
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I’élaboration des criteres d’évaluation présentés dans le paragraphe 3.3.1). Les performances des
estimateurs de la matrice de mélange obtenus seraient étudiées en formulant alors des hypotheses
stochastiques sur les sources afin de calculer le biais et la variance de ces estimateurs.

Enfin, dans le chapitre 4 nous avons évoqué une maniere d’appréhender le probleme de la
séparation des mélanges convolutifs RIF. Si de nombreuses difficultés restent a élucider, nous
avons souhaité montrer que la séparation compléte des mélanges convolutifs est chose possible.
D’un point de vue pratique le probleme majeur a résoudre concerne la convergence de 'algo-
rithme de BDS proposé. Dans un deuxiéme temps, il serait souhaitable de trouver un critere
efficace de sélection des points t-f afin de retrouver sur des mélanges convolutifs les bonnes pro-
priétés de TFBSS pour des mélanges instantanés. D’un point de vue théorique, toute I’étude de
I'identifiabilité du probleme reste a faire.

Comme nous pouvons le constater, beaucoup de chemin reste & parcourir avant de pouvoir
envisager le probleme complet de séparation de sources évoqué dans I'introduction de cette these,
a savoir le probleme standard de la séparation de musiciens ou locuteurs se déplagant dans une
salle. Toutefois, I'intérét croissant porté a la SAS pousse a 'optimisme. Et n’oublions pas que
la séparation de sources est encore jeune, tout juste majeure cette année...



Annexe A

Diagonalisation et
bloc-diagonalisation simultanée de
matrices

A.1 Diagonalisation approchée

A.1.1 Base orthonormale complexe
Nous présentons dans ce paragraphe une méthode de type Jacobi pour la diagonalisation

approchée d’une matrice A € C™ ™ dans une base orthonormale complexe, méthode qui sera
généralisée a la diagonalisation simultanée de matrices dans le prochain paragraphe.

Si A est diagonalisable dans une base orthonormale, alors ’algorithme que nous allons
présenter calcule une telle base. Si A n’est pas diagonalisable dans une base orthonormale,
alors I’algorithme produit une base orthonormale dans laquelle A est la plus diagonale possible,
c-a-d que l’on recherche une matrice orthonormale U € C™*" telle que

UAUY =D (A.1)
ou D € C™*™ minimise le critere de diagonalité suivant :

ot M) X 3Tyl (A.2)

On recherche donc U par minimisation du critére suivant :
Ca(V; A) ©oft (VA VH) (A.3)

ot V € C"*™, sous la contrainte d’orthonormalité VVH =1,,.

Principe

Le principe de la méthode de Jacobi repose sur 'idée que toute matrice orthonormale V €
C™*™ peut s’écrire comme le produit de matrices de rotation de Givens complexes G(p, q,c, s),
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définies pour p < ¢ par :

[ 1 0 0 07
0 c 5 0|p
0 —s c 0]gq
0 0 1

p q

avec (c,s) € R x C tels que ¢ + [s|> = 1.

La méthode de Jacobi consiste ainsi a appliquer successivement des rotations de Givens a
la matrice A jusqu’a minimisation du critere (A.3). A p et ¢ fixés, une itération de la méthode
consiste a :

e minimiser Cy(G(p,q,c,s);A) (A.5)
o A—G(pacs)AGpqcs)! (A.6)

L’intérét de la méthode réside dans le fait que 1’étape de minimisation est possible de maniere
quasi-algébrique. Les résultats présentés dans les prochains paragraphes sont issus ou inspirés
de [CS96, GLI6].

Méthode

Observons l'effet d’une rotation de Givens sur la matrice A. Soient p et ¢ fixés avec p < g,
on note :

B = G(p,q,c,s) AG(p,q,c, )" (A7)

Un simple calcul montre que B est partout égale a A sauf sur les p®™¢ et ¢°""¢ lignes et colonnes :

B =
[ a;j Cip + S Qg Qi — Saip t+ cajg a;j )
capj+38ag | Fap+|slPag | cap+35ag ? apg — |5 agp capi +35aq | p
CSapg +CcSag + ¢ 5 (agq — app)
a;j Cip + S Qg Qi — Saip + Cayq a;j
—sapj +cag | Fag —|s|*ap | —sap;+cag | FaggtlslFapy | —sapt+cag | g
¢ s (agq — app) —CSapg — CSagp
Q5 Cip + S Qg Qjj — Saip + Cagq Qjj
) P 1 (A.8)
Cherchons ¢ et s qui minimisent Cyq(G(p, q,c,s); A). On a :
Cd(G(p7 q,C, S); A) = off (B) (Ag)
= > |yl (A.10)
1<i#j<n
n
2 2
= IBIF =D [bil (A.11)

i=1
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La norme de Frobenius étant invariante par rotation, on a ||B||, = ||A|| . En outre, les termes
diagonaux de B sont égaux aux termes diagonaux de A sauf aux positions p et g. D’ou :

n
A% — (Z |aiil® = lapp|? — lagql” + |bpp|* + ‘bqu)
i1

= off(A) + ’app|2 + |‘1qq|2 - |b;vp|2 - |bqq|2 (A.12)

off (B)

La matrice A ne dépendant pas de c et s, la minimisation suivant ¢ et s de Cq(G(p, ¢, ¢, s); A)
est donc ramenée & la maximisation de |byp|? + |bgql?-

L’équation (A.12) peut-étre développée d’avantage. En effet, grace a I'identité triangulaire,
on a :

|bpp’2 + ‘bqu = (‘bpp + bqq|2 + |bpp - bqq|2) (A-13)

| — N —

’app‘2 + |aqq’2 (‘app + aqq‘2 + ‘app - aqqlz) (A.14)

2

. . . : _ -
En outre, la trace étant invariante par rotation, on a by, + bgq = app + agq. D’oU :

1
off (B) = off (A) + 9 Uapp - aquQ - ‘bp - bqqﬂ (A.15)

et donc :

def
- ’bpp - bqq’2

minimiser Cy(G(p, q,c,s); A) <= maximiser C}(c, s)
c,s

c,s

La dépendance de C/(c,s) en p, g et A a été omise afin d’alléger les notations par la suite.

Etudions & présent la maximisation de C!(c,s). D’apres I’équation (A.8), on a :

bpp — bgq = (CQ - |3|2)(app —gq) +2¢Ssapg+2c5ag (A.16)
En définissant :
v(c, s) def [02—|5|2,cs+c§,i(cs—c§)]T (A.17)
def .
h(A) = [app — Gqqs Apg + Agp i (agp — apq)] (A.18)
on obtient :
bpp = bgg = h(A) v(c, s) (A.19)
D’ou :
C'(c,s) = v(c,s)T h(A)Th(A) v(c,s) (A.20)

On remarquera que le vecteur v(c, s) est réel. De ce fait, et puisque h(A)7h(A) est par construc-
tion une matrice positive, il vient :

Cli(c,s) = v(c,s)" Re{h(A)"h(A)} v(c,s) (A.21)

La maximisation de C’(c, s) est donc ramenée & la maximisation de la forme quadratique positive
qa(x) = xT Qg x sur le domaine réel {v(c,s) | (c,s) € R x C,c + |s|? = 1}, avec

Q, = Re {h(A)"h(A)} (A.22)

Nous allons montrer que la maximisation de gg(x) sur le domaine précédent est équivalente
a la maximisation de g4(x) sur la sphere unité, ce qui reviendra en fin de compte & calculer un
vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de Qg.
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Propriété 9
Soit &1 = {v(c, s)|(c,5) € RxC,c?+|s|> = 1} et soit & = {[z,y, 2] |(z,y,2) € R3, 2% +y% 422 =
1}. Alors on a & = &;.

Preuve de la propriété 9

e Soit [u,v,w]’ € &. Montrons que [u, v, w]? € &.
Par définition il existe (c,s) tel que u = c? — |s|?>,v =cs+c5,w=i(cs—c5). Ona:

W+ +uw?r = (P —|s)?)? 4 (cs+¢5)? — (cs—c5)? (A.23)
( —|s]*)?+4c%|s|? (A.24)

— (B sy (A.25)

-1 (A.26)

D’ou [u,v,w]T € &, et donc & C &.
e Soit [u,v,w]T € &. Montrons que [u, v, w]” € &.

Si u # —1 on pose :

1 .
DY L ot (A.27)
2 2(u+1)
Siu = —1 (et donc v =w = 0) on pose :
c=1, s=0 (A.28)
Un simple calcul montre alors que ¢+ |s|? = 1 et [u,v,w]” = [¢* — |s]?,cs+ c5,i(cs — c.§)]T =

v(c, s). Dot [u,v,w]? € &1, et donc & C &.

e Finalement, & C & et & C &1, d’ou & = &;. 0 La maximisation de C/(c, s) sur &; est donc
équivalente a la maximisation de g4(x) sur &. Or, la forme quadratique g4(x) est maximisée
sur la sphere unité & par tout vecteur propre de norme unité associé a la plus grande valeur
propre de Qg. Soit [u}, v}, wg]T un tel vecteur propre, choisi tel que v} > 0. D’apres (A.27), les
parametres (¢, s) qui minimisent le critere Cq(G(p, q,¢, s); A) a p et ¢ fixés sont donc :

Y L R e (A.29)
2 2(uh+1)

Convergence de I’algorithme

Tel qu’il est construit, 'algorithme assure la décroissance du critere Cy a chaque itération.
En effet, par définition de ¢ et s%, V(c,s) ERXxC | c?+|s|?=1ona:

Cd(G(p,q,Cz,Sz)) S Cd(G(p7Q7c7 S)) (A3O)
En particulier, pour (¢, s) = (1,0) on trouve :
off (B) < off (A) (A.31)

A chaque itération de ’algorithme, la matrice B obtenue apres rotations est donc «au moins
aussi diagonale» que la matrice A a la précédente itération. Puisque toute suite décroissante
bornée dans R converge, la convergence de 'algorithme est donc assurée. Cependant, ceci ne
garantit pas que l'algorithme converge bien vers le minimum de C,;. La convergence vers le
minimum a été observée en pratique mais nous ne sommes pas en mesure de la démontrer en
théorie, dans le cas général. Cependant, nous allons voir que la convergence vers le minimum
peut étre démontrée pour des matrices hermitiennes.
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Cas particulier : matrices hermitiennes

Si A est une matrice hermitienne, alors elle est diagonalisable (et ses valeurs propres sont
réelles). Dans ce cas, il est possible de donner I’expression explicite de off (B) —off (A) en fonction
des seuls coefficients de A. En effet, dans ce cas particulier, le vecteur h(A) est réel et donc
Qu = h(A)Th(A). Nous avons vu précédemment que le maximum de C’(c, s) est égal a la plus
grande valeur propre de Qg. Or, Qg est par construction une matrice positive de rang 1, donc
elle ne possede qu’'une unique valeur propre non nulle que égale a sa trace. D’ou :

|b;p - b2q|2 = trace(Q) = |ayp — aqq|2 + [apg + aqp|2 + [apg — aqp|2 (A.32)

Donc, d’apres (A.15) :

off (B) —off (A) = |app — aqq‘2 - ‘b;p - bgqﬂ

[apg + aqp’2 + |apg — aqpm

- (\aquZ + ’aqp|2)

= -2 |apq|2

Ainsi, dans le cas de matrices hermitiennes, la stricte décroissance du critére est assurée a
chaque itération tant que I'un des coefficients non-diagonaux de A est non-nul. Ceci assure
donc la convergence de la méthode vers le minimum de Cg, qui vaut 0 dans le cas de matrices
diagonalisables dans une base orthonormale.

Choix des rotations

Nous avons montré précédemment comment trouver a p et ¢ fixés la rotation de Givens
garantissant la décroissance maximale du critére Cy. Dans ce paragraphe nous décrivons suc-
cinctement deux choix de sélection de p et q.

Jacobi classique Cet algorithme prend son sens pour la diagonalisation d’une matrice her-
mitienne. Il consiste a choisir chaque itération p et g tel que |apq|2 soit maximum afin d’assurer
une décroissance maximale de Cy, voir 'algorithme 1.

Algorithme 1 Jacobi classique

Uu=1,

e =tol .||Allz

tant que off (A) > e faire
Choisir p et ¢ tels que |ap,| est maximal
Calculer cjj et s}
A —G(p,q, ¢, 55) AG(p,q, ¢, s5)"
U« UG(p,ci )

fin tant que

Jacobi cyclique I’algorithme Jacobi cyclique consiste a balayer systématiquement les lignes
de la matrice A. Pour des matrices hermitiennes il est possible de montrer qu’il est plus rapide
que l’algorithme de Jacobi classique bien qu’il nécessite de rechercher le terme \apq|2 maximum
a chaque itération (voir [GL96]), voir 'algorithme 2. Le parcours complet de toutes les positions
(p, q) non-diagonales est appelé un balayage.
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Algorithme 2 Jacobi cyclique
U=1,
e =tol .|All
tant que off (A) > ¢ faire
pour p=1:n —1 faire
pour ¢ = p+ 1 :n faire
Calculer cjj et s}
A —G(p,q,c,55) AG(p,q, ¢, s5)"
U —UG(p,q,c;,53)
fin pour
fin pour
fin tant que

A.1.2 Base orthonormale réelle

Nous présentons dans ce paragraphe quelques simplifications de la méthode précédente dans
le cas particulier ot 'on cherche a diagonaliser A dans une base orthonormale réelle, c-a-d,
U € R"™™ et D € C™"*™. Dans ce cas, on peut rechercher une telle base sous la forme d’un
produit de matrices de rotation de Givens réelles G, (p, g, ¢, s), définies pour p < ¢ par :

T ... 0 ... 0 ... 07
0 c S O|p
G.(p,q,c,8) = | : S : (A.33)
0 -5 c 01|gq
0 0 1
L ) ¢ i

avec (c,s) € R? tels que ¢ + s? = 1. On procede toujours par itérations, et & p et g fixés, une
itération consiste & :

e minimiser Cy(Gy(p,q,c,s); A) (A.34)
e A—G,(pgqcs)AG.(p,q,c, s)T (A.35)

Comme précédemment, minimiser Cy(G.(p, g, ¢, s); A) revient & maximiser C’y(c, s) = |bpp—bgq|*.
Mais d’apres I’équation (A.16) dans le cas réel on a :

bpp = bag = (¢ — 8%) (app — agq) + 25 (apg + agp) (A.36)
En définissant :
vi(e,s) = [2—s% QCS]T (A.37)
h(A) = [app — agq; apg + agp| (A.38)
on obtient :
bpp = bgq = hr(A) vr(c, s) (A.39)
D’ou :
Cl(e,s) = vile,s)T h.(A) h,(A) v,(c, 5) (A.40)

= v,.(c,s)T Re {hT(A)HhT(A)} v, (c, s) (A.41)
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De la méme facon que précédemment, la maximisation de C/(c, s) est équivalente a la maximi-
sation de la forme quadratique g,(x) = x! Qg, X sur la sphere unité, avec

Qur = Re {h,(A)"h,(A)} (A.42)
Soit [uzr,vgr]T un vecteur propre de Qg associé a la plus grande valeur propre, choisi tel
que ujy. > 0. D’apres l'équation (A.27), les parametres (cj,,s}.) qui minimisent le critere
Ca(Gr(p,q,c,8); A) a p et g fixés sont alors :

s _ Juatlo L g
Cdr = v Sdr T T s
2 2 (u}, +1)

(A.43)

Remarquons qu'il est possible de donner les expressions algébriques de ¢, et 57 en utilisant les
expressions algébriques des éléments propres d’une matrice 2 x 2.

A.2 Diagonalisation simultanée approchée

A.2.1 Base orthonormale complexe

On considere ici le probleme de la diagonalisation simultanée approchée (appelée encore
diagonalisation conjointe approchée) d’un ensemble de matrices. Soit A = {Aj,...,Ax} un
ensemble de K matrices € C"*". Le probléme consiste & trouver une matrice orthonormale U
€ C™"*" telle que Vk = 1,..., K, les matrices :

UA, U =Dy (A.44)

soient les plus diagonales possible au sens du critere (A.2). En d’autres termes, on cherche &
minimiser le critere :

=

Cas(V;A) =) off (V A, V) (A.45)
k=1

ot V. € C™ ™, sous la contrainte d’orthonormalité VVH =1,,.

Principe

Nous décrivons ici I’algorithme de type Jacobi présenté dans [CS96]. Il est une généralisation
simple et efficace de la méthode de Jacobi pour la diagonalisation approchée d’une matrice
présentée au paragraphe A.1.1. La base orthonormale commune U est estimée itérativement par
produit de rotations de Givens complexes qui font décroitre le critere Cys(V;.A). A p et g fixés,
une itération de la méthode consiste a :

e minimiser Cys(G(p,q,¢c,s);A) (A.46)
i VkaAk A G(pv q, ¢, S) Ay G(pv q, ¢, S)H (A47)
Méthode
Vk € [1, K], on note :
By, = G(p,q,¢,5) Ay G(p, g, ¢,5)" (A.48)
On a donc :
K
Cas(G(p, g, ¢, 9); A) = > off (By,) (A.49)

k=1
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En utilisant la notation Ay = {ay;;}, d’apres (A.12) on a :

K
Cas(G(p,q,,8); A) = Y off (Ag) + lakppl” + lakggl* = [Brppl® — [brggl®  (A.50)
k=1
s 1
= ZOE(Ak) + 9 “akpp - aqu|2 - |bkpp - bqu|2] (A.51)
k=1

De la méme fagon qu’au paragraphe A.1.1, la minimisation de Cys(G(p, g, ¢, s); A) est ramenée a

la maximisation de C/ (¢, s) = dof

on a alors :

S |Dkpp —rgq|?- Avec les mémes notations que précédemment,

K
Cisle,s) = D vlc,s)” h(Ap)"h(Ag) v(c, )
k=1

K
Z (Ap)Hh( Ak)] v(c, s)
k=1

= v(c,s)T Re {Z h(Ak)Hh(Ak)} v(c,s)
k=1

La maximisation de C’_(c, s) sur & est donc équivalente & la maximisation de la forme quadra-

tique qgs(x) = x7 Qgsx sur o, avec

K
Qis = Re {Z h(Ak)Hh(Ak)} (A.52)
k=1

Soit [u},, v}, wgs]T un vecteur propre de Qg5 associé a la plus grande valeur propre, choisi tel que

uy, > 0. D’aprés (A.27), les parametres (¢, s%,) qui minimisent le critere Cys(G(p, ¢, ¢, s); A) a
p et q fixés sont :

N wy, +1 N v — 1wy,
Cas = y  Sds =
2 2(uh, +1)

(A.53)

Convergence de I’algorithme

Comme pour la diagonalisation approchée d’une matrice (paragraphe A.1.1), algorithme tel
qu’il est construit garantit la décroissance du criteére Cys & chaque itération. En effet, V(c, s) €
RxC|c?+]s*=1,ona:

CdS(G(p7q7 6237525)) S CdS(G(p>q7 ¢, S)) (A54)

En particulier, pour (¢,s) = (1,0) on trouve :

K K
> off (Bi) < Y _off (Ag) (A.55)
k=1 k=1

La convergence de ’algorithme est donc garantie, mais, comme pour la diagonalisation d’une
simple matrice, rien n’assure la convergence vers le minimum de Cys. La convergence théorique
de lalgorithme peut étre facilement démontrée pour un ensemble de matrices hermitiennes
possédant une base orthonormale commune, mais nous ne connaissons pas de démonstration
théorique de la convergence vers le minimum dans le cas général. Toutefois, avec le choix des
rotations cyclique, la convergence vers le minimum a toujours été observée en pratique.

Une implémentation MATLAB de ’algorithme présenté est disponible sur la page Internet
personnelle de J.-F. Cardoso [Car]. Dans cette version, le choix des rotations est cyclique et le
critere d’arrét porte sur s, : I'algorithme s’arréte lorsque toutes les valeurs de s)j, sont inférieures
a un seuil (par défaut 10~8) durant un balayage.
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A.2.2 Base orthonormale réelle

Nous présentons dans ce paragraphe les simplifications possible de la méthode lorsque 'on
cherche a diagonaliser simultanément ’ensemble .4 dans une base orthonormale commune réelle
(c-a-d, U € R™™ et Vk € [1, K], Dy € C" ™). Dans ce cas, comme dans la partie A.1.2, le
critere & maximiser est :

K

Cuspa) = D vele,s)” ho(Ap) hy(Ay) vi(e,s)
k=1

K
— vxgsﬂ’IEZhAAkﬂhAA%i v, (¢, s)
k=1

La maximisation de ce critére est donc équivalente a la maximisation de la forme quadratique
_ T
q(x) = x" Qusr X, avec

K
Qusr = Re {Z hr(Ak)Thr(Ak)}
k=1

Soit [ugsr,vgsr]T un vecteur propre de Qg associé a la plus grande valeur propre de Qgsy,
choisi tel que u},. > 0. D’apres (A.27), les parametres (cj,,s),.) qui minimisent le critere
Cus(Gr(p,q,c,8); A) ap et g fixés sont alors :

* *
Ugsr +1 * Ydsr

= (A.56)

e = , S ——asr
dsr 9 dsr B} (Uzsr T 1)

A.3 Bloc-diagonalisation approchée

Nous proposons dans les prochains paragraphes deux méthodes de Jacobi pour la bloc-
diagonalisation approchée et la bloc-diagonalisation simultanée approchée de matrices. Ces
méthodes sont dans la lignée des méthodes de diagonalisation exposées précédemment. Cepen-
dant nous avons rencontré dans le cas bloc des problemes de convergence qui n’ont pas encore
été élucidés et qui seront discutés a la fin de cette partie.

A.3.1 Base orthonormale complexe

Nous présentons une méthode de type Jacobi pour la bloc-diagonalisation approchée d’une
matrice A € C"*™ dans une base orthonormale. Le probléme consiste & trouver une matrice
orthonormale U € C"*" telle que

UAUY =D (A.57)

soit le plus bloc-diagonal possible. On notera L la dimension (fixée) des blocs de D et m =n/L
le nombre de blocs.

Notons :
A11 c. Alm

A = : : (A.58)
A ... AL

ol ¥(i,§) € [1,m]? Ay est une matrice de dimensions L x L. On définit le critere de “bloc-
diagonalité” suivant :
def 2
boff (A) = > |lA4l% (A.59)

1<ij<m
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On cherche la matrice U par minimisation du critére suivant :
Cpa(V; A) = boff (VA VH) (A.60)

sous la contrainte d’orthonormalité VV# = I,. Comme précédemment, le principe de la
méthode est d’appliquer successivement des rotations de Givens a la matrice A jusqu’a mi-
nimisation du critére (A.60). A p et ¢ fixés, une itération de la méthode consiste a :

o minicr?iser Cra(G(p,q,c,9); A) (A.61)
e A—G(pqcs)AG(p,qcs) (A.62)
Notations
Soient I, ..., I, m sous-intervalles consécutifs de [1,n] définis par :

L = [1,1] (A.63)
: (A.64)
I, = [G—-1)L+1,iL] (A.65)
: (A.66)
I, = [(m—1)L+1,mlL] (A.67)

Soit i(k) la fonction définie par :
i:[1,n] — [1,m] (A.68)
o [ A

ou [z] définit la partie entiere supérieure de = (ex : [2] = 2,[2.1] = 3). La fonction i(k) renvoie
I’indice ¢ de l'intervalle I; auquel k appartient.

Méthode
Soient (p,q) € [1,n]*,p < g, on pose :
B =G(p,q,c,5) AG(p,q,c,s)" (A.70)

D’aprés (A.59), (A.60) et avec | B||3 = 3, | Bijl[3, on a:

Cra(G(p,q,c,s); A) = boff (B) (A.71)
= B[z - IBiill% (A.72)
i=1
= A7 =) IBal% (A.73)
i=1
(A.74)

Supposons que p et g appartiennent au méme sous-intervalle I;, c-a-d, i(p) = i(q). D’apres
I’équation (A.8), B est partout égale a A sauf sur les p™¢ et ¢“™¢ lignes et colonnes. D’ou :

STIBalz = D IAills — [|Aigio]|[5 + [ Biwyio| 5 (A.75)
=1 =1
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(invariance de

i p)HF = HAi(p)i(p)HF

la norme de Frobenius par rotation).
Donc, si i(p) = i(q), S0, [|Biill% = 37, | Aul| 3, c-a-d, boff (B) = boff (A), et donc finalement
Chq reste constant. Par la suite on supposera donc i(p) # i(q), c-a-d, ¢ — p > L.

Dans ce cas, on a alors :

Cra(G(p,q,c,8); A) = (A.76)
2
|AHF {Z HAkkHF HAl(p HF HAi(q)i(q)HF + HBi(p)i(p)HF + HBZ(q HF}
= boff (A) + || Ayt || + [ A — IBiwin | — [ Biwita | - (A.77)

La minimisation de Cyq¢(G(p, ¢, ¢, s); A) est donc équivalente a la maximisation de HBz(p H »

HB (@)i(q) H o= Mais puisque seules les p®™¢ et ¢ lignes et colonnes de B dépendent de c et s,
la minimisation de Cyg est finalement ramenée a la maximisation du critere :

def
de(c s) = |bpp|2 + |bqq|2 + Z ’bpj|2 + ’bjp|2 + Z |qu"2 + ‘qu’2 (A.78)

jGIi(p)vjip jGIi(q)vjiq

ou I'on rappelle les expressions de by, byq, bpj, bjp, bgj €t bjq (d’apres (A.8)) :

bpp & app + |S|° agq + ¢S apg + cSagy (A.79)
byg = Ctag+|s]>ap —csap —ciag (A.80)
bpj = capj+35aq (j#Dp) (A.81)
bip = cajp+saj, (j#Dp) (A.82)
bgj = —sapj+cagy (JF#q) (A.83)
bjg = —Sajp+cajq (J#q) (A.84)

Comme précédemment, la dépendance de Cj,(c,s) en p, g et A a été omise afin d’alléger les
notations.

Dans [BAMH9S] il est montré que la maximisation de Cj,(c,s) peut étre ramenée a la
maximisation contrainte d’une forme quadratique. Cette maximisation contrainte est réalisée au
moyen de multiplicateurs de Lagrange. Le calcul de ces derniers nécessite le calcul des racines
d’un polynéme d’ordre 6 dans le cas complexe (c-a-d, U € C"*"), et d’ordre 4 dans le cas réel
(c-a-d, U € R™ ™). Pour le cas complexe, une autre alternative, basée sur des approximations
tensorielle de rang 1, est proposée dans [LEMV02].

Nous décrivons par la suite une méthode de bloc-diagonalisation approchée de matrices réelles
dans une base orthonormale réelle. L’approche nous présentons, proposée dans [LEMV02], se
résume & chaque étape de la méthode au calcul des racines d’un polynoéme d’ordre 4 et possede
lavantage d’étre plus directe que la méthode proposée dans [BAMH98].

A.3.2 Matrices réelles

Soit A € R™™ que l'on cherche & bloc-diagonaliser dans une base orthonormale réelle (c-a-
d, U € R™™). Comme pour la diagonalisation, on recherche une telle base sous la forme d’un
produit de matrices de Givens réelles G, (p,q,c,s). Cj,(c,s) est alors égal a Cj, (c,s), défini
par :

def
Char(c:8) = (bpp)® + (bgg)? + Z (bps)? + (bjp)* + Z (bgj)* + (bjg)® (A.85)
jeli(p)uj#p jeIi(q)nj?éq
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(bpp>2 = (02 app + s aqq + ¢ (apg + aqp))2 (A.86)
(bgg)? = (P agq + 8% app — 5 (apg + agp))’ (A.87)
(bpj)2 = (cap; + Safﬂ) (C +s ) (J #p) (A.88)
(bjp)2 = (cajp+ SaJQ) (C +s ) (J #p) (A.89)
(bgj)* = (=sapj+cag) (P +5°) (#0q) (A.90)
(qu)Q = (=sajp+ Cajq)2 (02 + 32) (J #q) (A.91)

C}4.(c,s) est un polynéme d’ordre 4 en c et s. Les expressions de (by;)2,(bjp)2,(bg;)? et (bjq)?
ont été multipliée par (c? + s?) = 1 afin de rendre Cy (¢, s) homogene en ¢ et s (c-a-d que tous
les termes de C},,.(c, s) sont de la forme c 53 avec i+ j = 4).

Pour tout (c,5) € R? tel que ¢® + s> = 1, il existe # € [0,27] tel que ¢ = cosf et
s = sinf. C}, (c,s) peut donc s’exprimer en fonction du seul parametre 6. En développant
I'expression (A.85) on obtient alors I'expression suivante, & maximiser en 6 :

Char(0) = quo cos* 0 + qog sin® 6 + g3 cos® Osin @ + g3 cosOsin® 6 + oo cos® fsin? 0| (A.92)

avec :
q40 =
2 2 2 2 2 2
App + Agq + Z apj + @jp + Z ag; + aj, (A.93)
J€ILip).d#P J€liq),d74
qo4 =
2 2 2 2 2 2
App + Gqq + Z Ag; + Gjq + Z Ap; + @jp (A'94)
jelz(p)vj;ép ]elz(q))]7éq
q31 =

2 | (app — aqq) (apg + agp) + E , apj Agj + Ajp Ajq — E , apj Aqj + Ajp Ajq

(A.95)

qi3 =

2 | (agg — app) (apg + agp) + Z apj Gqj + Ajp Ajq — Z apj Gqj + Ajp Ajq (A.96)

q22 =
2 2 2 2 2 2 2 2
2 (apq +agp)* + 4 app agy+ Z (ap; + ag;) + (a5, + ajy) + Z (ap; + ag;) + (@G, +ajy)

(A.97)
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La fonction Cj () est périodique de période 7. On en cherchera donc le maximum sur l'intervalle
] = 5,3, c-a-d, pour cos@ > 0. La dérivée de C},(6) s’écrit :

sCy,
9 p—
Y ()
q31 cos® 0 — g3 sin 0 — 2 (2 q40 — q22) cos® fsinf + 2 (2 qo4 — q22) cos@ sin® 0
+3(q13 — q31) cos?Osin?0  (A.98)

En divisant expression de Cj, (9) par cos* 6 pour 6 # 5, il vient :

0C] 0=72 i =
O bdr () = 0 = 2 S (A.99)
66 P(tanf) =0 sife] -7, 7]
ou P(x) est le polynéme défini par :
P(x) = q3 #* —2(2q01 — q22) ° — 3 (qu3 — q31) #° +2(2qa0 — q22) = — g1 (A.100)

La recherche du maximum de Cj, (#) est donc ramenée & la recherche des racines d'un polynéme
d’ordre 4. Les racines de P peuvent étre estimées numériquement et on retient alors la racine
réelle 07, dont la valeur de I'arctangente maximise C},, (6).

A.4 Bloc-diagonalisation simultanée approchée

A.4.1 Base orthonormale complexe
Principe

On considére maintenant le probleme de la bloc-diagonalisation simultanée approchée d’un
ensemble de K matrices € C"*"™ A = {Ay,..., Ak}. Le probleme consiste a trouver une matrice
orthonormale U € C™*" telle que Vk € [[1, K], les matrices :

UA, UM =B, (A.101)

soient les plus bloc-diagonales possible au sens du critére (A.59).

La méthode que nous présentons découle naturellement des méthodes de diagonalisation
simultanée et de bloc-diagonalisation proposées aux paragraphes A.2 et A.3. En utilisant comme
précédemment les notations Ay = {ay;;} et, pour k € [1, K] :

A o Apim
Ap=| : (A.102)
Akml cee Akmm

ou V(i,7) € [1, mﬂ2, Ay;; est une matrice de dimensions L x L, la matrice U peut étre estimée
par minimisation du critere :

K
Cras(V;A) =D boff (V A; VH) (A.103)
i=1
sous la contrainte VVH =1,,. A p et ¢ fixés, une itération de la méthode consiste 4 :

e minimiser Chyys(G(p,q,c,s);A) (A.104)

c,s

o Vk, Ay — G(pa q, ¢, S) Ak G(pa q, ¢, S)H (A105)
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Méthode
Vk=1,...,K, on note :
B, = G(p,q,¢,5) Ay G(p, g, ¢,5)" (A.106)

On a donc :

Cras(G(p, q, ¢, s) Zboff By) (A.107)

D’apres (A.77), pour p et ¢ tels que i(p) # i(q), on alors :

des(G(pa q,C, S); -’4) =
K
> " boff (Ak) + || Awitpyitn [ + | Akicayic
k=1

s = IBrioio][;

v = IBriyio | [

oll 7 (A.108)

La minimisation de Cyys(G(p, g, ¢, s); A) est donc équivalente a la maximisation de
Z,I::l HB;€Z (p)H P HB;W(q H - Mais puisque Vk seules les p™¢ et ¢°*¢ lignes et colonnes
de By dépendent de c et s, la minimisation de Cpgs est comme précédemment ramenée a la

maximisation du critére :

Chaslens) < > S bwgpl” F lorggP+ D kg P brgpl® D brgg | + Bjol

K
k=1 JEILi(py.d#P J€Ii(q).d74

(A.109)
ou I'on les expressions de bypp, brgqs kpjs Okjps Dkqj €t bijq sont données par (A.8).
Comme dans le paragraphe A.3.1, nous étudions ici la maximisation de ce critere pour le cas
de matrices réelles.

A.4.2 Matrices réelles

On suppose que les matrices de I’ensemble A sont réelles et on cherche ici une base orthonor-
male commune réelle (c-a-d, U € R™*"™). Le critere Cypgs(c, s) est alors égal au critere Cyyq-(c, 8),
défini par :

K
Chasr(e:8) E 38 app)® + kg + D a4 (ri)>+ D (brgg)?® + (bijo)?
k=1 JELi(p)J#P J€liq)d#4q
(A.110)
En utilisant les résultats du paragraphe A.3.2 et en posant ¢ = cos#, s = sinf, Cj,_ (c, s) peut
s’écrire sous la forme d’un polynéme en cosf et sinf :

Casr(0) = qao cos* 0 + qos sin 0 + 31 cos® Osin b + i3 cosOsin® 0 + gao cos? Osin’ 0 (A.111)

avec

q40 =

M=

2 2 2 2 2 2
Ghp + Ghag + DL Gyt abyt YL gt ak,p (A112)
]Elv(p) 7.]7ép -7611(‘1)’]7&(]

e
Il
—



A.4 Bloc-diagonalisation simultanée approchée 111

qosa =
K
2 2 2 2 2 2
Z Uhpp T Ohgq + Z Akgs T Akjq + Z Ahpj + Apjp ¢ (A113)
k=1 J€ILi(py,d#P J€Li(q)J74
q31 =
K
2 Z{(akpp — Qkqq) (Akpq + Akgp)
k=1
D kpi kgt AkjpQhjq — Y kpj Gkgj + Gkjp akje}  (A114)
]Glz(p))]7ép ]elz(q)J?éq
qi3 =
K
2 Z{(&qu — Qpp) (Ahpg + Akgp)
k=1
D kpi kgt AkjpQhjq — Y @kpj Gkgj + Qkjp akje}  (A115)
J€lLi(py.d#P J€liq),7#4
q22 =

K
2{2 (@pq + akqp)2 + 4 appp Argq
k=1

+ Z (aim‘ + aiqj) + (a%jp + aijq) + Z (aim‘ + aiqj) - (a%jp + a%jq)} (A.116)

Le calcul de I'angle 67, maximisant C},_ (0) est alors effectué comme au paragraphe A.3.2.

Convergence

Comme pour la diagonalisation et la diagonalisation simultanée, la convergence des algo-
rithmes de bloc-diagonalisation et bloc-diagonalisation simultanée est par construction garantie.

Cependant, si dans le cas de la diagonalisation (simultanée ou non) la convergence vers le
minimum de la méthode de Jacobi cyclique a toujours été observée en pratique, bien qu’elle n’ait
pas été démontrée, il n’en est pas de méme dans le cas de la bloc-diagonalisation. En effet, bien
que la méthode converge par construction, elle ne converge pas toujours vers le minimum. Dans
nos simulations, il est apparu que le choix des rotations ainsi que l'initialisation de la méthode
est d’une importance significative.

Nous avons essayé 3 méthodes de choix des rotations (c-a-d, des couples (p,q)) :

— La premiére méthode (M1) est la méthode de Jacobi cyclique décrite par 'algorithme 2
(sauf que les couples (p, ¢) sont choisis hors des blocs diagonaux), initialisée avec la matrice
identité (c-a-d, U =1,,). Le critere d’arrét porte sur sj, .. = sinfy,  :1'algorithme s’arréte
lorsque toutes les valeurs de s, . lors d'un balayage sont inférieures a 1074,

— la deuxieme méthode (M2) est la méthode M1 initialisée avec la matrice Uy, fournie par
I’algorithme de diagonalisation simultanée approchée appliqué a A,

— la troisieme méthode (M3) consiste & choisir a chaque itération le couple (p,q) assurant
la décroissance maximale du critere Chgs, ce qui requiert de calculer toutes les différences
|ZkK:1 boff (Bx) — boff (A) | pour tous les (p,q) et de ne retenir que la plus grande. La
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m=2 m=3 m=4
M1 M2 M3 | Ml M2 M3|MlI M2 M3
L=2 8 0 0 21 0 0 27 0 0
L=4 | 25 1 0 56 5 3 74 11 6
L=6 || 38 2 2 72 9 5 80 8 7

TAB. A.1 — Nombre d’échecs des méthodes M1, M2 et M3 sur 100 tirages aléatoires de matrices exac-
tement bloc-diagonalisables dans une base orthonormale commune, pour différentes valeurs de L et m.

méthode s’arréte lorsque 20 valeurs successives de s, . sont toutes inférieures a 1074

Les trois méthodes ont été appliquées a 100 tirages aléatoires de 3 matrices exactement bloc-
diagonalisables dans une base orthonormale commune, pour différentes valeurs de L (taille des
blocs) et différentes valeurs de m (nombre de blocs). Le nombre d’échecs des méthodes (c-a-d, le
nombre de fois ou les méthodes ne convergent pas vers 0) est reporté dans le tableau A.1 pour
différents couples (L, m).

Discussion La différence entre les résultats des méthodes M2 et M3 montre que l'initialisation
de la méthode est primordiale : il est important de mettre 'algorithme dans de bonnes condi-
tions de départ en lui fournissant des matrices ayant une structure diagonale prononcée. Apres
initialisation avec Uygy,., les méthodes M2 et M3 n’ont alors besoin que de quelques itérations
pour retrouver la structure bloc-diagonale.

Cependant aucune des deux méthodes ne converge systématiquement vers le minimum
lorsque m ou L augmentent. Nous avons constaté que les deux méthodes n’échouent en général
pas sur les mémes cas. Nous avons aussi constaté que 'augmentation du nombre de matrices
a bloc-diagonaliser simultanément tend a diminuer le taux d’échec des méthodes. Ainsi, les
méthodes donnent des résultats encore moins bons s’agissant de la bloc-diagonalisation d’une
seule matrice.

En conclusion, on retiendra que la méthode de Jacobi pour la bloc-diagonalisation simultanée
de matrices donne des résultats encourageant mais qu’un mode de sélection optimal des couples
(p,q), garantissant la convergence systématique de la méthode vers le minimum, reste & trou-
ver. Pour ce faire il convient de développer I’étude théorique de la méthode et de comprendre
pourquoi les méthodes échouent sur certains jeux de matrices, différents selon la méthode. I1
est possible d’envisager des méthodes mixtes, basculant d’un mode de choix des rotations a un
autre. Des choix aléatoires des rotations nous ont permis de résoudre certains cas sur lesquels
les méthodes M2 et M3 échouent. Il pourrait donc étre opportun d’envisager une méthode de
sélection d’inspiration stochastique générant de la «diversité» lorsque les méthodes M2 et M3
entrent dans leur régime stationnaire de convergence. A suivre.



Annexe B

Déconvolution aveugle

Nous décrivons ici une solution au probleme de I’estimation d’une source d’apres plusieurs
versions filtrées de cette source. Ce probleme a été abondamment traité dans la littérature
et porte le nom de déconvolution aveugle ou encore identification aveugle. Plusieurs types de
solution existent, l'article [AMQH97] en propose une revue.

Nous présentons la méthode d’identification aveugle d’un systeme SIMO décrite dans [MDCMO95].
La méthode est basée sur la décomposition en sous-espaces bruit et signal d’une matrice de co-
variance. Cette méthode a 'avantage d’étre simple et relativement peu complexe en calculs.

B.1 Modele

Soit le modele SIMO suivant, V¢t € [0, — 1] :

yi[t] = hi[0]s[t] + ...+ hi[L] s[t — L] + ny[t] (B.1)

: (B.2)

ymlt] = haf0]s[t] + ...+ har[L] s[t — L] + nart] (B.3)

s désigne la source que l'on cherche & reconstruire d’apres les versions filtrées yi,...,yy dont
on dispose. On fixe arbitrairement s|—L] = ... = s[—1] = 0. La source est modélisée par
une séquence aléatoire stationnaire ergodique. Les séquences de bruit additif nq,...,nys sont

supposées stationnaires ergodiques et indépendantes de s.

Il est clair que la source s[t] ne peut étre reconstruite qu’a un facteur scalaire pres. Les
conditions d’identifiabilité du probleme seront soulevées au cours de 'exposé de la méthode puis
récapitulées a la fin. L’objectif de la méthode est d’estimer les parametres de filtre contenus
dans :

h=[h[0]),...,h[L],...,has[0], ..., har[L)]T M(L+1)x1 (B.4)

B.2 Notations

Soit I un entier désignant une longueur de fenétre. On définit Vi € [1, M]etVt € [F —1,T — 1] :

vilt] = [wlt],...,ult—F+1]" Fx1 (B.5)

nft] = [nlt],...,nift—F+1]" Fx1 (B.6)
et

yi] = [yilt",....yml"]" MFx1 (B.7)

nf] = [m{H”,..ou#?]" MFx1 (B.8)
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On note :
s[t] = [s[t],...,st—F—L—-1]]7 (F+L)x1 (B.9)
On définit Vi € [1, M] la matrice de Sylvester suivante :
hil0] ... hJL} O ... 0
HY) = c c Fx(L+F) (B.10)
0 ... 0 MmO ... kL]

et on définit la matrice filtre suivante :
Hr = : MF x (L+F) (B.11)

Avec ces notations, on a Vt € [F'—1,T — 1] :
y[t] = Hp s[t] 4+ nlt] (B.12)

Le parametre F' doit étre choisi de tel sorte que le systeme précédent soit (sur-)déterminé, c-a-d
tel que MF > L+ F (ceci est possible des lors que L > 2).

B.3 Méthode

La méthode que nous allons exposer repose sur le théoreme suivant, démontré dans [MDCM95] :

Théoreme 2
Soient Hp et H, deux matrices filtre associées a des parametres de filtres contenus dans h et
h'. Soient image(Hp) et image(H':) les espaces engendrés par les colonnes de Hy et H,.

Si F > L et si Hp_; est de rang plein (c-a-d, rang (Hp_1) = L + F' — 1) alors :

image(Hr) = image(H},) ssi h et h’ sont proportionnels

Ce théoreme signifie que I'image de Hp détermine h & une constantes pres. Il nous suffit
donc de trouver une base de image(Hp) sous la forme (B.11) pour estimer h. Nous étudions
donc a présent comment déterminer cette base.

D’apres 1’équation (B.12), on a :
Ryy[0] = Hp Res[0] HE + Rn[0] (B.13)

Pour simplifier 'exposé de la méthode on suppose Rnn[0] = %Iy p. Le cas général ol la
matrice Rnn[0] n’est pas diagonale mais néanmoins connue est traité dans l'article de référence
[MDCM95]. On a donc :

Ryy[0] = Hp Res[0] HE + 0% Iysp (B.14)

Soient A1 > A2 > ... > Ayp les valeurs propres de Ryy[0]. Si Res[0] et Hp sont de rang
plein, la partie signal de Ryy[0], c-a-d Hp Res[0] HE est de rang plein et donc :

A\ >0? pour ic[1,F+1] (B.15)
N =0% pour i€ [F+L+1,MF]| (B.16)
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Soit Sp = [s1,...,8 une matrice contenant des vecteurs propres normés associés aux valeurs
F ) yOF+L

propres non-nulles et By = [by,...,byp_p_1] une matrice contenant des vecteurs propres

normés associés a la valeur propre 0. La matrice Ry [0] peut alors s’écrire :

Ryyl0] = Spdiag (A1, ..., A\piz) S¥ +0?BrBE (B.17)

L’image de Sg définit I'espace signal tandis que I'image de Br définit ’espace bruit. Ces deux
espaces sont par construction orthogonaux. En outre, d’apres ’équation (B.13), I'image de Sp
est égale a 'image de Hp. Hp vérifie donc :

BIHr=0 (B.18)

D’apres le théoreme 2, les parametres de filtre minimisent donc :
h)=|Bf H B.19
q(h) = ||Bx Hp||, (B.19)

Ce critere quadratique peut s’exprimer plus simplement en fonction de h plutét que de Hp.
Soient vi,...,vy M vecteurs de dimension F x 1 et soit v = [v7,...,vi]T. Soit V(LZEH la

matrice filtre définie par :

V51 Ui F 0 0
v, = B } h § (L+1)x (L+F) (B.20)
0 0  wi Ui F
On définit alors : 0
VL+1
Vi = : M(L+1)x(L+F) (B.21)
M
Vit

On peut montrer la relation suivante [MDCM95] :
viliHEr =h'vV,,, (B.22)

En notant By, la matrice filtre de dimension (L + 1) x (L 4+ F') associé au vecteur propre
v = b;, on obtient :
b/ Hr =h" B, (B.23)
Le critere (B.19) peut s’écrire plus simplement :

MF—-F—-L

g(h)=h"Qh avecQ= > Bp.1,;B, (B.24)
i=1

Le critere g(h) est donc minimisé par tout vecteur propre associé a la plus petite valeur
propre de Q.

B.4 Identifiabilité

Nous concluons 'exposé de la méthode en récapitulant les différentes hypotheses utilisées
sur la source et le mélange.

Nous avons utilisé les hypothese suivantes :

(H1) F > L (ce qui assure par la méme occasion M F > L + F)),

(H2) Hp et Hp_1 sont de rang plein,
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(H3) Rss[0] de rang plein.
L’hypothese (H2) correspond & des hypotheses concretes sur les filtres du mélange. En effet,
on a la propriété suivante [MDCM95] :

Propriété 10
La matrice Hr est de rang plein ssi :
1) F>L,

2) les polynomes Pi(z) = ¢

=0 hilj]z77 n’ont pas de zéros commun,

3) au moins un polynoéme P;(z) est de degré L.

L’hypothese (H3) exprime le fait que la source s doit étre suffisamment «riche». Cette
hypothese peut étre interprétée en termes de nombre de «modes» contenus dans la source
[AMQHO97].
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