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Introduction

Soit p > 3 un nombre premier. Les classes d’isomorphisme de courbes ellip-
tiques supersinguliéres en caractéristique p sont en nombre fini g + 1 o

p—13)/12 sip=1 mod 12

(
(p—>5)/12 sip=5 mod 12
! (p—"7)/12  sip=7 mod 12
(p+1)/12  sip=11 mod 12.
Notons S = {x, ..., 24} 'ensemble de ces classes. On appelle module supersin-

gulier le Z-module libre P = Z[S]. On note P le sous-Z-module de P formé
des éléments de degré nul.

Le module supersingulier est muni a priori de deux structures algébriques :

1. un accouplement non dégénéreé (, ) : P x P — Z défini par

w; Sl x; =Ty
<$i’xj> - 0 sinon

ou, pour i € {0,...,g}, on note w; la moitié de l'ordre du groupe des
automorphismes d’une courbe elliptique F; dans la classe x; ;

2. une suite d’opérateurs (T, )n,>1 définis sur une classe z; = [E;] par

TulEi) =) [Ei/C] (m > 1),
C

ou C' parcourt 'ensemble des sous-schémas en groupes d’ordre m de E;.

Les opérateurs T,,, m > 1, ainsi définis, dits opérateurs de Hecke, sont autoad-
joints pour I’accouplement (, ). Ces opérateurs engendrent un anneau commu-
tatif T, appelé algebre de Hecke, qui laisse stable PO, On note T le quotient de
T qui agit fidelement sur PY.

On fixe, pour la suite de cette introduction, une cloture algébrique Q de Q et
une cloture algébrique I, de F,.
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Aspect géométrique

L’ensemble S est muni d’une structure de schéma sur [F,,.

Soient Xo(p) = Xo(p)g la courbe modulaire sur Q classifiant grossiérement
les courbes elliptiques généralisées munies d’un groupe cyclique d’ordre p et
Jo(p) = Jo(p)g sa jacobienne. On note Xo(p)z la normalisation de P dans
Xo(p) via le morphisme Xo(p) — Xo(1) = P}, et Jo(p)z le modéle de Néron de
Jo(p) sur Z.

La fibre Xo(p)r, de Xo(p)z en p est constituée de deux copies de IP%FP qui sont
échangées par l'opérateur d’Atkin-Lehner w et se coupent transversalement.
Les points doubles de Xo(p)r, sont en correspondance bijective avec les classes
xo,...,Tq, €t g n’est autre que le genre de Xo(p).

Notons Jo(p)%p la composante neutre de la fibre en p de Jy(p)z. La variété

abélienne Jy(p) est a réduction torique, autrement dit Jo(p)%p est un tore. Le
groupe des caractéres F,-rationnels du tore Jo(p)]?-p est isomorphe a PV (voir
[41] ou le paragraphe 1.2.3).

/-

POINTS SUPERSINGULIERS

Pour tout entier m > 1, le schéma X((p)z est doté de la correspondance
de Hecke Ty, dont la restriction au lieu supersingulier S de Xo(p)r, coincide
avec 'opérateur T},. La correspondance T, définit, par fonctorialité de Picard,
un endomorphisme de Jy(p). L’application qui associe cet endomorphisme a
lopérateur de Hecke T},, détermine un endomorphisme d’anneaux injectif T —
EndgJo(p). Pour t € T, on note encore ¢t 'endomorphisme de Jy(p) défini par
t, ainsi que I'endomorphisme de Jy(p)z obtenu par propriété des modeéles de

Néron.
Pour d > 0 un entier, on désigne par Xo(p)%d) la puissance symétrique d-

ieme de Xo(p)z. Soient 7y : Xo(p)d — Xo(p)(zd) le morphisme canonique, et

(d)

P = 74(Py, ..., P;) un point F,-rationnel du lieu lisse de X (p)]Fp . On considere
le morphisme
d d
2 X e — o),
ma(Q1, -, Qa) — [(Q1) + -+ (Qa) = (P1) — -~ — (Pa)].

Pour t € T, notons tqﬁg) le morphisme composé de (ﬁg) avec ’endomorphisme
de Jo(p)r, défini par ¢.

. . p P d
Nous nous proposons d’étudier la géométrie de tqbgg). Les travaux de Mazur et
Kamienny ont mis en évidence 'importance de la notion d’immersion formelle
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dans I’étude des points globaux des courbes modulaires. Mazur [21] et Kamienny
[13] ont travaillé en la pointe oo en toute caractéristique. Nous donnons au
chapitre 1 de cette thése un critére d’immersion formelle pour t¢>§§l) en tout
point de Xo(p)r, en terme d’éléments de PO. Ce critére généralise le critére
de Merel pour le cas d = 1 (voir |25] proposition 4). Dans le cadre de cette
introduction, au théoréme 0.1 ci-dessous, nous énoncons ce critére pour d = 2.
L’énoncé analogue pour d > 2, nécessitant plus de notations, se trouve dans le
paragraphe 1.3.

Considérons un point Fp-rationnel P = (y1,y2) de X (p)I(Fi) tel que ni y; ni yo
ne soit un point double de Xo(p)r,. Dans ce cas, le point P est dans la partie

lisse de Xo(p)](é). Les pointes 0 et oo de Xo(p) s’étendent en deux sections de
Xo(p)z notées respectivement Oz et ooz. Les sections de Xo(p)r, obtenues par
spécialisation de 0z et ooz seront notées Op, et oo, . Chaque composante de
Xo(p)r, ne contient qu’une seule des deux pointes Op, et cop,. On note I'g (resp.
I'so) la composante irréductible de Xo(p)r, contenant la pointe Op, (resp. ooF, ).

Notons j; = j(x;) pour i € {0,...,g}. Pour k = 1,2, posons
g J(yk) siyr € o
k — . .
j(w(yk)) sty € To.

Soit § = >-9_, Aiz; dans PP, Au couple (P, §), on associe le vecteur Vp(d) de I_F?,
défini par

(Sho A SLoNii?) si P = (c0r,)® on P = (0g,),
g . g Ai .
Zi:o Ai Ji s i=0 ; si Jo = 00, et J1 # oo,
J1—Ji
— ) . S1 = o0,
=i iz:% (J1—ji)? 1=A2 7
7 At ; A sinon
\ =0 -G = Ja—Ji '

THEOREME 0.1
S'il existe deux éléments § et v de tP° tels que Vp () et Vp(v) sont linéairement

indépendants dans JFZZ), alors tQSSE) est une immersion formelle en P.

On donne également des variantes de ce théoréme dans le paragraphe 1.4.

Le théoréme 0.1 et ses variantes se prétent & des tests numériques et trouvent
dans le chapitre 2 une application & I’étude du corps engendré par les points de
p-division des courbes elliptiques.

Comparaison avec d’autres modules de Hecke

Soit H = H1(X,Z) le premier groupe d’homologie singuliére absolue de la
surface de Riemann X = X(p)(C). Les correspondances de Hecke fournissent,
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par transport de structure, des endomorphismes de H. Cela définit une action
de T sur H. La conjugaison complexe sur X(p) détermine une involution ¢ sur
H qui commute avec 1’action de T. On note H™ (resp. H™~) la partie invariante
(resp. anti-invariante) de H sous I'action de c. Le produit d’intersection sur H
fournit un accouplement bilinéaire

o . H  xH — Z.

Cet accouplement est parfait aprés extension des scalaires & Z[%] . Les opéra-
teurs de Hecke sont autoadjoints pour e.

Pour tout Z-module M, notons Mg = M ®Q. Les Tg-modules 73(%, Hé, et H@
sont libres de rang 1. La théorie des symboles modulaires donne une description
par générateurs et relations de H6 et Hg (voir [19]). En dépit de ces descriptions
explicites, a notre connaissance, aucun isomorphisme général n’a pu étre exhibé
entre 73& d’une part, et 'H6 ou Hg d’autre part. Notons P° = Hom(PY,7Z).
L’algebre T agit par dualité sur PO. Nous allons donner une relation explicite
entre PO @1 PO et Ht @1 H .

L’accouplement ( , ) restreint a PO x PO definit un homomorphisme injectif
de T-modules de P? dans PY. L’accouplement canonique

POx PO — 7
étend donc I'accouplement (, ) et sera encore noté ( , ). Soient
0 : P’ @1 PO — Hom(T,Z) et o :H" @rH~ — Hom(T,Z)

les morphismes de T-modules qui se déduisent des accouplements bilinéaires.

Pour M et N deux Z-modules et f : M — N un homomorphisme de Z-
modules, notons M[%] =MQ® Z[%], et f[%] =f®l: M[%] — N[%] le
morphisme obtenu par extension des scalaires a Z[ﬁ] .

Il résulte des travaux de Mazur [20] et d’Emerton [8] que 'on a un isomor-
phisme de T[%]—modules :

o =3 o) POl oy POl — WA oy
Ce fait est démontré au paragraphe 4.4.2.
On définit 1'élément d’Eisenstein ap de Pg par

Kt

g9
T
ap = —.
— W
1=0

Dans le but de décrire I'isomorphisme ®g déduit de ® par Q-linéarité, nous
déterminons I'image par ®¢ de I’élément AY deéfini par :

g
_ 1 12
Ag = E JZ(CC, ®'11‘Q xl) — pi— 1aE ®'JI‘@ ag.
=0
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La formule de masse d’Eichler montre que AJ est un élément de 73(% ®1q 73(%.

Posons HPY = H; (X, ptes;Z) ot ptes est 'ensemble des pointes de Xo(p).
Notons $) le demi-plan de Poincaré. La surface de Riemann X s’identifie &
To(p)\(H UPLQ)). Pour u,v dans P'(Q) notons {u,v} la classe d’homologie
dans HP'** de I'image dans X d’une géodésique de § d’origine u et d’extrémité
v. Pour g € SLg(Z) le symbole modulaire {g0, goo} ne dépend que de la classe
de g modulo T'y(p) (voir [19]). On note £°(g) cet élément de HPes.

Notons

7= (97") € SLy(2Z).

L’élément

% > (gr) @1y (9) — (9) @y £2(g7))

9€l'o(p)\SL2(Z)

est un élément de Ho®71, Hg- Notons /_\(2) son image par le morphisme canonique
1 + _
Z(l—i—c) 1y (I1-c) : Ho Q1o Ha —>HQ ®Tg 'HQ.

THEOREME 0.2
1. L’élément A engendre le Tg-module libre 73(% ®1q 77& ;

2. I'élément A§ engendre le Tg-module libre Hé ®1y Hy s
3. on a ®gp(AY) = AY.

Lien avec les fonctions L

Soit I, I'idéal de T annulateur de I’élément d’enroulement e € 'H(g défini par
Mazur (voir [20] p. 136 ou le paragraphe 5.2 ci-dessous). L’ensemble des éléments
de Ha annulés par I, est Ha [I] = Tge.

Rappelons que ’algébre T agit sur I’ensemble des formes modulaires parabo-
liques de poids 2 pour I'g(p). On appelle forme primitive toute forme parabolique
propre pour les opérateurs de Hecke et normalisée. L’idéal I, est I'annulateur
des formes primitives f pour lesquelles L(f,1) # 0. D’aprés le théoréme de
Kolyvagin-Logachev, cela implique que le quotient d’enroulement, i.e. la variété
abélienne quotient

Je = Jo(p)/1eJo(p),

n’a qu’un nombre fini de points rationnels. La conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer suggére que le quotient d’enroulement est maximal pour cette propriété
de finitude.

On note 77(% [I.] ensemble des éléments de 73(% annulés par I.. Nous ne connais-
sons actuellement pas de générateur de ce Tg-module analogue a I’élément d’en-
roulement pour Ha [Ic]. Cependant, nous allons voir comment les formules de
Gross-Zhang et Gross-Kudla mettent en évidence certains éléments de 73(% [Le].
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Formule de Gross-Zhang

Rappelons I'interprétation algébrique des éléments de S. Soit {Ey, ..., Eg} un
systéme de représentants de S. La courbe elliptique Ey étant supersinguliére en
caractéristique p, ’anneau Ry de ses endomorphismes est un ordre de I’algébre de
quaternions B = Rg®Q ramifiée en p et I'infini. L’ensemble des classes d’idéaux
a gauche de Ry est un ensemble fini de cardinal g, indépendant de 'ordre Ry
et en correspondance bijective avec S. Soit ¢ € {0,...,g}. Tout représentant
de la classe d’idéaux a gauche de Ry correspondant & E; a pour ordre a droite
I’anneau d’endomorphismes R; de E;. On a w; = |R} /(£1)|.

Fixons —D < 0 un discriminant quadratique imaginaire premier & p. Notons
O_p Yordre de discriminant —D, h(—D) son nombre de classes, u(—D) l'ordre
de O* ,/(£1), et hi(—D) le nombre de plongements optimaux de O_p dans
R;, modulo conjugaison par R}. On a u(—4) =2, u(—3) =3 et u(—D) = 1si
D #3,4.

Le D-iéme élément de Gross est I’élément

hi(—=D) z; € Po.

1 9
VD = 5
2u(—D) par

Les opérateurs de Hecke étant autoadjoints pour l'accouplement ( , ), ils sont
simultanément diagonalisables sur Py = P ® Q. Soit f une forme primitive de

poids 2 pour T'g(p). On note P(é la composante f-isotypique de Py et zl le
projeté d’un élément = de Pg sur Pé. Soit 7 la surjection de Pg sur 73(% définie
par 7%(z) =z — z% deg(z) ag.

Notons ep le caractére non trivial de Gal(Q(v/—D)/Q), et f ® ep la forme

primitive de niveau pD? tordue de f par ep. La formule suivante est due a Gross
[10] lorsque D est premier et & Zhang |50| dans le cas général.

THEOREME 0.3 (FORMULE DE GROSS-ZHANG)

On a
(f, f)

L(f,1)L(f ®ep,1) = ﬁ@éﬁ{))-

Posons 'y% =70yp) € 73(% et considérons la forme modulaire parabolique de
poids 2 pour T'y(p)

g = 03(v) ®g1h) € My,

La forme parabolique gp admet pour développement de Fourier a l'infini

> (10, T D)a™
m>1

Soit

b .
ep = Z ED(b){—D,oo} € ngh.
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L’élément ep est un élément de Hey- C’est 1'élément d’enroulement tordu par
ED.-

Comme corollaire de la formule de Gross-Zhang, on montre dans le chapitre
5 le théoréme suivant.

THEOREME 0.4
L’image de v% 1y ’y% par l'isomorphisme

®q : PG Oty PG — H @1, Hy
est donnée par :

Do (V) Ry VD) = € D1y €D-
En d’autres termes, on a I’égalité

gp = ZWD, YD) Z eeTnep g™

m>1 m>1

La formule de Gross-Zhang entraine que 7% est un élément de 73(& [I.]. Notons
A l'ensemble des discriminants quadratiques imaginaires premiers a p. Soit G
le Q-espace vectoriel engendré par {'y%, —D € A}. A Taide d’un théoréme de
non-annulation de Waldspurger, Parent a montré que G = 738@ [Le] (voir [37]).

Soit X7, Pensemble des matrices M = (; {) & coefficients entiers, de détermi-
nant D, et telles que u > v >0, 0 < w < ¢, et (w,t) = 1. Pour M € X}, on
note bys 'entier modulo D solution du systéme

—1
bv = (.p) (W%)) (mod 7%55)
_ v t -1 D

bu =) (W) (mod 7 75)-

Pour u, v deux entiers premiers entre eux, v > 0, la somme de Dedekind S(u,v)

est définie par
v—1
_ (h\ = [uh
= Bi|—-|Bi|—
0= (5)a(7)

ot By est la fonction périodique de période 1 définie par Bi(r) = x —
x €]0,1] et B1(0) =0

En calculant le premier coefficient de la forme parabolique gp, on montre
dans le paragraphe 5.3 la formule suivante :

(Sp)

si

N[ =

THEOREME 0.5

On a
g p—1
ke — k k,

> hi(=DYw; = 4u(-D)*> > ED(bM)< 122 p)>
— — D p—1
=0 R M=(g Y )exy

w=tk mod p

48
+7h( D)?,

ou, pour k € {1,...,p — 1}, k. désigne 'unique entier de {1,...,p — 1} tel que
kk, = —1 (mod p).



16 Introduction

Eléments de P[[] issus de la formule de Gross-Kudla

Soient f, g et h trois formes primitives. Considérons la fonction L(f @ g®h, s)
définie suivant le procédé de Serre (voir [11] ou le paragraphe 6.2). Cette fonction
admet un prolongement analytique & C et satisfait une équation fonctionnelle
symétrique en s = 2. Dans les cas non triviaux, c’est-a-dire lorsque le signe de
I’équation fonctionnelle est négatif, Gross et Kudla [11] donnent une formule
pour la valeur en 2 de la fonction L(f ® g ® h, s). L’élément

g
1
Ag=) —u’ PG’

w
i=0 ¢

y joue un role central.

Notons sz : Po ®q Pg — Po ®F, P@ila surjection canonique. On déduit de la
formule de Gross-Kudla que 'élément A = (79®s5)(As3) de P& ®0(Pg O, Po)
est en fait dans 73(%[[@] ®0Q (73(% ®Tq 73(%).

Pour m > 1, posons

g
T
Ym = Z<Tm$ia j) r; € P et y?n = 7ro(ym) € 73(&

i—0 g

Observons que (T, x;, Z—Z) est le nombre de m-isogénies de F; dans F; a automor-
phisme prés. L’élément y,,, énumére donc les boucles du graphe des m-isogénies
étudié par Mestre et Oesterlé |28].

THEOREME 0.6
1. Pour tout m > 1, y;, € PY[L].

2. On a
ym=€m)ag + >
(s,d)ez?
4m—s2=dr2>0
ou

{1 sim est un carré
€(m) =

0 sinon.

Remarque 0.1 L’assertion 1. peut se déduire de la formule de Gross-Kudla
ou de la combinaison de la formule de Gross-Zhang et de ’assertion 2. La dé-
monstration de I'assertion 2. s’inspire du calcul classique qui permet d’établir
la formule des traces d’Eichler [7], [10].

On ne sait pas actuellement si {3 ; m > 1} engendre 73(% [I] comme Q-espace
vectoriel ou méme comme Tg-module. On a toutefois la

ProprosITION 0.7
Le Q-espace vectoriel engendré par (y?n)mzl est égal au Q-espace vectoriel en-

gendré par (y9,)1<m<g+1-
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Notons Y le Tg-module engendré par (y9,)m>1-

ProroSITION 0.8
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) les Tg-modules Y et P&[Ie] sont égaux,

ii) pour toute forme primitive f de poids 2 pour T'g(p) telle que L(f,1) # 0,
il existe une forme primitive h de poids 2 pour I'g(p) telle que

L(f®h®h,2) #0.

Les conditions de la proposition 0.8 entrainent une version précise d’un théo-
réme de non-annulation :

COROLLAIRE 0.9
Siy = P&[Ie] et si f est une forme modulaire primitive de poids 2 pour I'y(p)
telle que L(f,1) # 0, alors il existe d < 4g + 4 tel que L(f ® 4,1) # 0.

Corps engendré par les points de p-division des courbes
elliptiques

La motivation initiale de ma thése est I’étude du probléme suivant.

Soient d et n des entiers strictement positifs. Soit £ une courbe elliptique
sur un corps de nombres. Les propriétés des accouplements de Weil montrent
que le corps de définition dans Q des points de n-torsion de E contient le corps
Q(un) engendré par les racines n-iémes de 1'unité dans Q. Soit S(d) I’ensemble
des nombres premiers p pour lesquels il existe une extension L de degré d de
Q(pp) et une courbe elliptique £ définie sur L dont les points de p-torsion sont
L-rationnels. Il est connu que ensemble S(1) contient les nombres 2, 3, 5 et
Halberstadt a prouvé que 7 n’est pas dans S(1). Merel et Stein [25, 26] ont
montré qu’aucun nombre premier p compris entre 8 et 1000 et distinct de 13
n’appartient a S(1). Leur méthode s’appuie sur 'analogue du théoréme 0.1 pour
d = 1, et un théoréme de Kato [14] en direction de la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer.

Le cas p = 13 se traite sans I'usage de P. A l'aide de calculs explicites sur les
symboles modulaires et du théoréme de Kato (loc. cit.), nous montrons dans le
chapitre 3 le

THEOREME 0.10

Aucune courbe elliptique sur un corps de nombres n’a tous ses points Q-rationnels
d’ordre 13 définis sur Q(p13) (autrement dit 13 ¢ S(1)).

Nous donnons dans le chapitre 2 des résultats partiels sur S(2) utilisant une
variante du théoréeme 0.1 et le théoreme de Kato (loc. cit.).
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Propriétés galoisiennes des courbes elliptiques
Soit E une courbe elliptique sans multiplication complexe définie sur Q. Soit
pp(E) : Gal(Q/Q) — Aut(E[p]) = GLy(F))

la représentation induite par action de Gal(Q/Q) sur E. Serre [45] a prouvé que
pp(E) est surjective pour tout nombre premier p plus grand qu’'une constante
dépendant de E. Il demande, notamment dans [45] ou [46] p. 288, si on peut
choisir cette constante indépendamment de E. Ce probléme revient essentielle-
ment & déterminer si I'image de p,(FE) est contenue dans I'un des sous-groupes
de Aut(E[p]) = GL2(F,) suivants :

— un sous-groupe de Borel; (B)
— le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan déployé; (CD)
— le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non déployé. (CND)

Mazur a montré que la situation (B) ne se produit pas pour p > 37. Le cas
(CND) est mal connu. Nous nous intéressons au cas (CD).

Nous faisons appel au résultat suivant de Parent [37| qui s’inspire d’une mé-
thode de Momose [31, 32, 33].
Pour j € PY(F,) — j(S), considérons I'application

Lj - P — F, .
9N\ Y
iz A 2 i=0 725

Si, pour tout j € PL(F,) — j(S), il existe z € PY[L.] tel que ¢j(z) # 0 alors le
cas (CD) n’intervient pas.

En appliquant le critére précédent & des combinaisons linéaires bien choisies
des éléments 7% € 73(% [I], Parent [37] détermine un ensemble de nombres pre-

miers A de densité analytique 7/2° pour lequel on a le

THEOREME 0.11 (PARENT)
Sip>11, p# 13 et p & A, alors le cas (CD) n’intervient pas.

Comme alternative aux éléments yp, nous proposons de considérer les élé-
ments

Yiym = Tr(Ton)ye — Tr(Tk)ym € PY[Ie),

pour m > 0 et k > 0 deux entiers.
Soit C ’ensemble des nombres premiers p qui sont simultanément un carré
modulo 3,4, 7 et tels que 'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. p carré modulo 11,19, 23,43,67,163, non carré modulo §8;

2. p carré modulo 8,11,19, et modulo au moins deux des nombres premiers
43,67,163, et vérifiant I'une des conditions suivantes

(a) p carré modulo 5;
(b) p non carré modulo 5 et 23;

(¢) p non carré modulo 5 et carré modulo 23,59, 71 ;
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(d) p non carré modulo 5,59, 71 et carré modulo 23;

3. p carré modulo 5,8,11,43,67,163, non carré modulo 19 et I’'une des condi-
tions suivantes est vérifiée :

(a) p carré modulo 23;
(b) p non carré modulo 23 et (&) (35575) (§) =1 ou | = 45321935159;

4. p carré modulo 5,8,19,43,67,163, non carré modulo 11 et p carré modulo
au moins un des nombres : 23, 797.

L’ensemble C est de densité 5/27.

Des calculs sur les fractions ¢;(yx.,) pour (k,m) € {2,3,5,6,7} effectués
suivant la méthode du graphe de Mestre et Oesterlé [28], combinés aux résultats
de Parent, montrent le théoréme suivant.

THEOREME 0.12
Sip>19, p &C, le cas (CD) n’intervient pas.






Chapitre 1

(Géométrie en caractéristique p

Notations. —  Soient d > 0 un entier et p > 2 un nombre premier.

On note Xo(p) = Xo(p)g la courbe modulaire sur Q classifiant grossiérement
les courbes elliptiques généralisées munies d’un sous-groupe cyclique d’ordre p
et Yy(p) = Yo(p)q le complémentaire des deux pointes 0 et oo de Xo(p). On pose
Jo(p) = Jo(p)g la jacobienne de Xo(p). On note $ le demi-plan de Poincaré,
Y = Yo(p)(C) = To(p)\$ et X = Xo(p)(C) = To(p)\ (H UP(Q)) les surfaces
de Riemann associées, et J = Jy(p)(C) la jacobienne de X.

Soit Xo(p)z la normalisation de P} dans Xo(p) via la composée du revétement
canonique Xo(p) — Xo(1) et de isomorphisme j : Xp(1) = IP)}@. Le schéma
Xo(p)z est projectif sur Z. On note Xo(p)z lisse le lieu lisse de Xo(p)z. Les pointes
0 et oo de Xo(p) s’étendent en deux sections de X¢(p)z jisse SUr Spec Z que ’on
note Oz et coy respectivement.

Soient O un anneau de Dedekind et K son corps des fractions. Pour A une
variété abélienne sur K, on note Ap son modéle de Néron sur O. On pose
Xo(p)o = Xo(p)z Xz O. Pour un schéma X sur O, on notera Xy la fibre
générique de X et Xy, sa fibre spéciale en un idéal premier p de O.

On note Xo(p)(Zd) le schéma quotient de Xo(p)¢ par I’action du groupe sy-
métrique &4, et g : Xo(p)d — Xo(p)(zd) le morphisme canonique (voir par

exemple [29]). On a

d
7a(Xo(p)ztisse)” € Xo (p)(Zjisse'

Soit P = my(Pi,...,P;) un point Fp—rationnel du lieu lisse Xo(p)(d) de

Fp,lisse

Xo (p)I(F?. On considére le morphisme

d d
0 X — Jo(p)g,

p,lisse

Ta(Q1,---,Qa) —  [(Q1)+ -+ (Qa) — (P1) — - — (P)]-

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la géométrie de ¢§§l).
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1.1 Rappels, définitions, et notations préliminaires

1.1.1 Immersions formelles

Soient X et Y deux schémas ncethériens. Soit f : X — Y un morphisme de
schémas, z un point de X et y = f(x). Notons Ox , (resp. Oy,) I'anneau local
de X en z (resp. de Y en y) et Ox , (resp. Oy, ) son complété.

DEFINITION 1.1 (IMMERSION FORMELLE)

On dit que f est une immersion formelle en x si le morphisme d’anneaux fx :
(’)y@ — (’)X@ qui se déduit de f sur les complétés des anneaux locaux est
surjectif.

Remarque 1. 1 Notons f* : Oy — f.Ox le morphisme de faisceaux sous-
jacent & f et fm : Oy,y — Ox; le morphisme qui s’en déduit sur les anneaux
locaux. Le morphisme d’anneaux f, est surjectif si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

1. le morphisme ff; induit un isomorphisme sur les corps résiduels;

2. Vapplication f* déduite de f par passage aux espaces cotangents est sur-
jective.

La définition 1.1 est motivée par la

PROPOSITION 1.2

Soit f : X — Y un morphisme de schémas ncethériens, X séparé de type
fini, et soit x € X tel que f soit une immersion formelle en x. Si 1" est un
schéma intégre ncethérien, t € T et g1, gs deux morphismes de T' dans X tels

que g1(t) = g2(t) = x et fog) = f o go, alors g1 = go.

DEMONSTRATION. — Rappelons et détaillons ici la démonstration donnée par
Oesterlé¢ dans [34]. Comme gi; o fo = g2; © f. et fo surjectif, on a g1 =
92¢ OXx — OTt Les schémas X et T étant noethériens, les anneaux lo-

caux (’)XI, Ot s’identifient & des sous-anneaux de leur complété respectif
OXx, (’)Tt Par conséquent, on a g?t = ggt Le schéma X étant de type fini,
[12] 6.5.1 montre que g; coincide avec go dans un voisinage ouvert de ¢ donc au
point générique de T'. De plus X est séparé et T intégre, donc la proposition
[12] 5.4.7 permet de conclure. O

1.1.2 Algébre de Hecke

On note T le sous-anneau de Endg(Jo(p)) engendré par les endomorphismes
T, n > 1, déduits des correspondances de Hecke sur Xy(p) par passage a la
jacobienne. ! L’algébre de Hecke T agit sur le C-espace vectoriel M2 = S5(I'o(p))
des formes modulaires paraboliques de poids 2 via l'isomorphisme C-linéaire

'D’aprés un théoréme de Ribet (voir [43] corollaire 3.3), on a en fait T = End(J); on ne
se servira pas de ce fait ici.
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~

MQ = HO(X, QL) qui a une forme modulaire parabolique f associe la forme
différentielle holomorphe wy sur X déduite de la forme différentielle

d
2inf(z)dz = a4
q
sur le demi-plan de Poincaré $).

Par propriété des modeéles de Néron, tout élément ¢ de T s’étend en un en-
domorphisme de Jy(p)z sur Z encore noté t et on note également T I'image de
lalgebre T dans End(Jy(p)z)-

La correspondance d’Atkin-Lehner sur Xo(p), déduite de l'involution z
—1/pz sur $§ UPHQ), s’étend en une involution w sur Xo(p)z qui échange les
deux pointes , et induit sur Jo(p)z une involution qui coincide? avec —T, -

1.2 Fibres en p (rappels)

1.2.1 Fibre en p de Xy(p)z

Soit S un schéma de caractéristique p et E une courbe elliptique généralisée
sur S. Notons F' : E — E® le morphisme de Frobenius et V : E®) — FE
le morphisme de Verschiebung. Afin de simplifier les notations notons encore
w = wg,. Considérons les morphismes de schémas ay et az de Xo(1)p, vers
Xo(p)r, définis par

a1(E) = (E,KerF) et a(E) =way(E) = (E® KerV)
dans Xo(p)r,(S). Notons enfin ¢ : (E,C) — E le revétement de Xo(p)z sur

T A
2N

On a cay = cwway = ldXO(l)JF et les diagonales cwa; sont égales a F.
P

P

P

Les morphismes a3 et as = way sont des immersions fermées d’images les
deux composantes irréductibles de Xo(p)r, (voir [5] V 1.15 et V 1.16). Etant
échangées par w, chacune d’elles ne contient qu’une seule des deux pointes : on
note I'g = Im(az) celle contenant la pointe Op, et I'oo = Im(a) celle contenant
la pointe oop,.

Soit jz : Xo(1)z — P} lisomorphisme prolongeant j. Le morphisme JF,C
Xo(p)r, — Plle définit un isomorphisme de 'y, sur IP’Ilpp, et donc jp,cw définit
un isomorphisme de I'gy sur IP’IIFP.

2Un calcul élémentaire montre en effet que, pour une forme parabolique f de poids 2 pour
To(p), on a Trywf = Tr f — f, ou Tr f est la trace de f pour action de I'g(p)\SL2(Z). Or Tr f
est une forme modulaire de poids 2 pour SL3(Z) donc est nulle.
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JFp

~ 1

P]F ~< XO(l)IFp XO(l)IFp ? P}Fp

aq P

waory

ldXO(l)]F ' DL Iy 1dX0(1)]Fp

JF / \ ~
PL <2 X =P .
p p

P g,

Notons g le genre de Xo(p). Les deux composantes irréductibles T'g et T'oo
de Xo(p)r, se coupent transversalement en g + 1 points. L’ensemble des points
doubles de Xo(p)r, est en correspondance bijective avec '’ensemble fini S des
classes d’isomorphisme des courbes elliptiques supersinguliéres en caractéris-
tique p. La fibre de X((p)z en p est donc obtenue en recollant deux copies de
IP%FP en les points supersinguliers, un point supersingulier £ d’une copie de IP’IIFP
étant identifié & son image ¥ par w sur l'autre copie, car jg,cr, = jﬁpcw.
On note {zg,...,z,4} I'ensemble des points doubles de Xo(p)r,. On identifie
dorénavant S a {xg,...,z4}. On pose I'y = To\S et T, =T \S.

Dans toute la suite de cette thése, afin de simplifier les notations, nous note-
rons

j=ir,c: Xo(p)r, — Pg, et ji=j(xi) (i€{0,...,9}).
Le lieu lisse Xo(p)z lisse de Xo(p)z est obtenu en 6tant & Xo(p)z les sections
supersinguliéres dans la fibre en p.

1.2.2 Fibre en p de Xy(p)Y

Pour a et b deux entiers, notons
Cop =T x TP, (1.1)
L’application (§(®, (jw)®) définit un isomorphisme
Cap = (Pg,)' x (Pg,)®.
La description de Xo(p)r, montre que la fibre en p de Xo(p) @D est recouverte

par les d+1 composantes Cy, ot (a, b) parcourt ’ensemble des couples d’entiers
positifs de somme égale a d.

(a) ( (b))

Par la suite on identifiera I'se” (resp. I'y”) avec ’ensemble des diviseurs effectifs
de degré a sur ', (resp. de degré b sur I'y). Un point

Wd(OOFpa"'7OOFp7y17"'73/17"'7yla"'7yl70]Fp7"'7O]Fp) eC'Cb,b-)
\—,—/W A’—/\—/—/

70 1 Ty Ti4+1

ou

k
a= m b=} T
u=0
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et
Yu €T 1<u<k), y,€ly (E+1<u<l),

sera donc noté

k !
(TO-OOFP + Z Tu-Yus Z Ty-Yo + ’f’l+1-01Fp> :

u=1 v=k+1

Lorsque b (resp. a) est nul, on omet la deuxiéme coordonnée (resp. la premiére
coordonnée).

DEFINITION 1.3

Un point
k !
P= (ro.oolpp + Z'ru.yu, Z Ty-Yo + TZH.O]FP> € Cup
u=1 v=k+1
est p-supersingulier s’il existe ¢ € {1,...,l} tel que y; est un point double de

Xo(p)r,- Dans le cas contraire, on dit que P est non p-supersingulier.
Soient a et b deux entiers positifs de somme égale & d. On note
b
(’l’bngo(a) ><I‘6(). (1.2)

Tout point de C, 3 non p-supersingulier est un point de C;7b. Comme

d
7"-d(‘XO(p)%,lisse) - XO(p)(Z,%isse’

(d)

les points non p-supersinguliers de Xo(p)r, sont dans I'ouvert de lissité X (p)Fp lisse

de Xo(p)}-

Exemple 1.1 Soient y1,y2 € Xo(p)r,. Les différentes configurations possibles

pour un point de Xo(p)ﬁ:i) sont :

(2.00p,) € TY) (2.0g,) € TP
(OO]Fp +uy1) € F(()%) (y1 + Ole) e F((]Q)
(2.9) eTY =1 (@2 er?
(1 +yo) € TY (1 +yo) €T
(y1,0F,) € C11 (oor,,y1) € Cr1

(o0F,,OF,) € C11, (y1,y2) € C1.
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1.2.3 Fibre en p de Jy(p)z

Soit P = Picx,(p),/z le schéma de Picard relatif & Xo(p)z sur Z. C’est le
schéma en groupes représentant le foncteur de Picard relatif & Xo(p)z. Sa for-
mation commute au passage aux fibres (voir par exemple [41]). Soient P le
noyau du morphisme degré total de P dans Z et P° la composante neutre de

P xF, = Pic Xo(P)r, /Fp* Soit Jo (p)%p la composante neutre du schéma en groupe

Jo(p)r, de type fini sur F,. Le morphisme naturel P — Jo(p)z prolongeant
I’isomorphisme sur les fibres génériques par propriété des modeéles de Néron, in-
duit un isomorphisme entre P° et Jo(p)%p (voir [41] théoréme 2). La géométrie
de Xo(p)r, montre que Jo(p) est une wvariété abélienne a réduction torique, en
d’autres termes la composante neutre Jg(p)%p admet une structure de tore (loc.
cit.). Soit n le numérateur de (p—1)/12. Le groupe des composantes de Jo(p)r,
est le groupe cyclique Cy d’ordre n engendré par la réduction modulo p de la
classe du diviseur (0) — (o0) (voir [20]). On a Jo(p)r, = Jo(p)%p x Cy.

La structure de T-module de Jy(p)z induit par spécialisation une action de T
sur Jo(p)r, qui laisse stable Jo(p)%p. Nous noterons encore ¢ I’endomorphisme

de Jo(p)%p induit par t € T.

Groupe des caractéres de Jo(p)]%p

Considérons le Z-module libre de rang g + 1
g
P=L[S =Pz (1.3)
i=0

appelé module supersingulier. On désigne par PP le sous-groupe de P formé des
éléments de degré nul.

Le choix d’une composante de Xo(p)r, fournit un isomorphisme canonique
—_—

entre le groupe P et le groupe Jo(p)]%p des caractéres du tore Jo(p)%p (voir [41],

p. 14).
L’isomorphisme canonique
v PP Jo(p)f,

obtenu en privilégiant la composante I'g est décrit de la maniére suivante. Soit
YT o hiwi € PY. Soit F un faisceau inversible sur X (p)r, dont la classe [F] est
dans PicOXo(p)z/Z xFp = Picg(o(p)pp/Fp’ c’est-a-dire tel que F|r, et Flr,, sont de
degré 0. Les deux composantes irréductibles I'g et I's étant de genre nul, F|r,
et F|r, sont trivialisables et on peut en choisir respectivement deux sections
S0 et Soo partout non nulles. Le caractére x = (>_7_, \iz;) est alors défini par

g ) Ai
W) = (22 ) (1.4

5 \Soo(a1(zi))

On note

—

WP Jo()f

P
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I’isomorphisme canonique obtenu en privilégiant I'y,. L’isomorphisme composé

’ —_— —1
P Jo(p)f, £ PO

est simplement le changement de signe (loc. cit.) : Y 9 Niwi — — > 9 Niws.
On choisit pour la suite de privilégier la composante I'g. L’isomorphisme v est
compatible avec I’action de Gal(F,/F,) sur P et Jo(p)]%p.

L’action de T sur Jy (p)%p induit, via 1), une action de T sur P°. Cette définition
de l'action de T sur PY coincide avec la définition élémentaire présentée dans

I'introduction et dans le paragraphe 4.3.2.
Espace cotangent a Jo(p)g,

Puisque Jy(p) est une variété abélienne a réduction torique, 'application

—

Fp® Jo(p)p, — Cot(Jo(p)g,)
a®x — a dyX 0

est un isomorphisme de Fp—espaces vectoriels. En composant avec v, on en déduit
un isomorphisme de F,-espaces vectoriels entre F, @ PV et Cot(Jo(p)g,)- Soit
t € T. Par définition de I’action de T sur P, le diagramme suivant commute

Fp, ® P* —= Cot(Jo(p)g,) (1.5)

tT ‘]

F, ® P* —= Cot(Jo(p)g, )-

1.3 Critére d’immersion formelle en caractéristique p

(d)

Fp,lisse

Remarquons tout d’abord que, pour tous points P et @ du lieu lisse X (p)
d
de Xo(p)I(Fp), on a:

(d) _ (d)
¢P - T(bg)(P) O¢Q )

o T4 py est la translation par qbg) (P). Il suffit donc d’étudier la géométrie du
Q

morphisme ¢S§) au point P lui-méme.
Soit
k l
P = (ro.oqpp + Zru.yu, Z Ty-Yo + TH_l.OFp)

u=1 v=k+1
(d)

un point non p-supersingulier de X (p)le et t € T. On considére dans ce para-
graphe le morphisme composé

¢<d)
tol : X)) T Top)z, & Jo(p)s, -

Fp,lisse P
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Posons
J - (i) sil<i<k
T jwly) sik+1<i<l.

Pour § = Y7 Niz; € PY. on note

VP((S) - (7717 ces Mgy My - - '7nrl+1)['1(<]1)7 .. ‘7LT1(J1))~ . '7L1(Jl)7 .. ‘7['Tl(<]l))7

ou, pour tout entier v > 0,

g g A\,
77U=Z>\¢jf et 1y(j) :272
=0 ]

et ou 'on omet le terme correspondant a rg si r, = 0.

THEOREME 1.4
S’il existe 01, ...,04 dans tP°, tels que les vecteurs Vp(81),...,Vp(dq) sont li-

d

d . .
by alors tqﬁgg) est une immersion formelle en

néairement indépendants dans F
P.

Remarque 1.2 Lorsque 7o et 7,41 sont non nuls, ou lorsque J, = J; pour deux
entiers h et i de {1,...,l} distincts, le théoréme 1.4 n’a aucun intérét car les
vecteurs Vp(61), ... Vp(dy) sont liés quels que soient 61, . ..,d; dans PO,

Table 1.1 (d=2) Soit P = (y1,¥2) € Xo(p)l(é) non p-supersingulier. Soit § =
S o Niwi € PO. Le tableau 1.1 donne Vp(§) suivant les différentes possibilités
pour le point P. Le critére du théoréme 1.4 ne s’applique pas lorsque P est de
la forme (y1,wy1) € C11.

Remarque 1.3 (Restriction des hypothéses) 1) Le groupe des composantes
de Jo(p)r, étant cyclique d’ordre n, (p — 1)(15(;,0 est & image dans Jo(p)%p :

2) le morphisme de schémas tqﬁg) est une immersion formelle en P si et seule-

ment si (p — 1)t¢g§1) est une immersion formelle en P.

On suppose désormais que gi)g) est & image dans Jy (p)]%p, quitte & multiplier par
p — 1, comme le permet la remarque 1.3.

1.3.1 Préliminaires a la démonstration du théoréme 1.4
Soient a et b tels que P € Cé’b. Posons
Py = (P;,) x (Pg,)®
et

J = (59, (Gw)O)(P) = (00,...,00,J1, s J1s oy iy ooy J1,00, ..., 00) € Py
N——— N — N——— N——

To r1 T Ti+1
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TAB. 1.1 — Vecteur Vp(d) dans le cas d = 2, P # (ooF,, O, ).

P Vp ()
.00F, ) € Fg(.f) . )
0 ) ’(2) (o Nidis 2otgXid?)

. i
(Sroni o2
1

— Ji

(1 +y2) € T

(g1 +yo) € T2 (
(y1,12) € C4

L’application agp = ((@1571) @, (agj~!)®)) détermine un isomorphisme de

Pop dans T x T, On a agy(J) = P.

On se propose de déterminer ’application composée

(d)* *

_ ~ ) G,
®p: Fp @ P’ = Cot(Jo(p)g,) - Cotp(Xo(p)](Fi)) %, Coty(Pyy).

Soient 6 = Y9, \iz; € PY et x = ¢(5). On a

(d)
d(x o ¢p” ©ag,
(I)P((S) - ( (5) b)
X © ¢P ©lgp

J

Détermination de y o (bgﬁl)

PROPOSITION 1.5 (cAs d=1)
Si P € T',, on a I'égalité de morphismes de I',, dans G,p, suivante

g . . i
J —Ji
S (e
e =1 G5
Si P € T, on a I'égalité de morphismes de I'y dans G,

g . . -\
Jw — 75
xoorky =11 (Mp) —ﬁ) '

1=0
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Remarque 1.4 Pour P = oof,, on obtient

g
X © boolre, = ]G — i)™

1=0

En effet, [[_(j — ji)N = [T o(1 — JJJ)Al car 3 7 oA = 0. Pour P = Op,, on
obtient de fagon analogue

g

x o dolry = [ [Gw — i)~

1=0

La formule de la proposition 1.5 dans le cas on P € I') est due & Mestre
et Oesterlé (voir [28] proposition 16). La démonstration dans le cas général est
mutatis mutandis celle de loc. cit., mais cet article restant & ce jour non publié,
nous la rappelons.

DEMONSTRATION. — Soit @ un point de X (p)]Fp. Notons Lg le faisceau inver-
sible sur Xo(p)g, formé des germes de fonctions rationnelles de diviseur supérieur

a —¢p(Q). La classe de Lq est I'image de ¢p(Q) € Jo(p)% par I'isomorphisme
p

Jo(p)%p = P]gp (voir [29] paragraphe 4). Chacune des composantes irréductibles

de X()(p)pr étant de genre nul, la restriction de L & une composante est trivia-
lisable. Une section globale de Lg|r., (resp. L£g|r,) est une fonction rationnelle
sur I's, (resp. I'g) s’annulant en P si P € I (resp. P € I'})) et ayant un pole en

QsiQ el (resp. Q €T ). Si P,Q € I, distincts de oo, alors s, = ;Eg;:z
est une section globale non nulle de Lg|r_, et sp = 1 une section globale de

Lg|r,- D’apres (1.4), on a alors

. B SR A
* (bP(Q)_i:HO(j(P)—ji) '

Lorsque P et @ sont dans I'}, et distincts de Or,, le choix soo = 1, 59 = %
donne la formule attendue pour ce cas. Lorsque P = oop,, on conclut en posant
) o

swzl—ﬁetsozl.LorsqueP:()Fp,onposesoozletsozl—m.

J

COROLLAIRE 1.6 (CAs d>1)
On a I'égalité de morphismes de C}, , = (@ F6(b) dans G, -

(d)
X°oop'ler, = ,
PG FX(P)

o, pour tout (Q1,...,Qq) € TH" X Ff)ob,

g a - . >\l
Fyomap(Q1,...,Qd) = H ll_lg)t:ll(;iffgz) _];2)] .

1=0
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DEMONSTRATION. — Ce corollaire se déduit immédiatement de la proposition
1.5. En effet si P = (P, ..., Py), alors ¢\ omg(Q1, ..., Qq) = ép, (Q1) +- -+
¢p,(Qa)- O

Détermination de ®p
Soit
1 1 1 1

T ey 7j1,17"'ajl,?‘la"'>jl,17"'7jl,7”l> . Yty s
Jo,1 J0,ro Ji+1,1 D1

un parameétre formel en J. L’espace cotangent & Py, en J admet pour base
(B) dJOJ, ey ddo,ro, o ,do—lJ’,l’l’ cee 7d0—l+177-l+17

ol 0¢ 4 est la u-éme fonction symétrique élémentaire en

1 1

jt71 Y jtﬂ’t
jt,l:"'yjt,rt sil<t<L

sit=0oul+1,

Posons

1 si0<t<k
€ =
Tle1 o sik+l<t<itl
On rappelle que § = >-7_; \iz; € PO et x = 4(4).

PROPOSITION 1.7
Dans la base B de Cotj(Pyp), on a

I+1 7t
p(0) =D > Aru(d) dor
t=0 u=1
ol
e(—1)" Z?:() gt sit=0oul+1
At,u((;) - )\.j?’tfu
(=) 3o, W sil<t<l
DEMONSTRATION. — Notons

J= o1+ +Jowe + F Tk Jerr1 o+ hirtr,,) € Pap

D’apres le corollaire 1.6, on a
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Or, on a
g 0 ] I rg Ti4+1 ] _1 i
Fx(l):H [H <1_ - )HH(jt,u_ji)etH (1— A ) ]
i—=0 Ls=1 Jos /) 10 e Jit1w

C’est-a-dire

=0 Ls=0 t=1 u=0
g  [Ti+1 —Ai
X H E (_ 1) Ji Ol+10 )
=0 \v=0

ou, par convention, on pose oy = 1 pour tout entier ¢.
On en déduit I'écriture de la différentielle logarithmique de Fy en j dans la
base (B) :

4y Zg: i [ 2t ( 1)°5¢doo,s + zl:et Dout (ST oy
Bl =0 DI ol M e D D G DA
Zmﬂ( 1)Vj; P o1y
ZZHS( )57 01410 ] .
D’ou la proposition. -

1.3.2 Démonstration du théoréme 1.4

Puisque le diagramme (1.5) commute, il suffit de montrer que le morphisme

composé

= t = ~ o d)y “ab
@ pot : F,@P’ - F,@P" = Cot(Jo(p)g,) —— Cotp(Xo(p)I%p)) 2, Coty(Payp)
est surjectif.

Pour ¢ € {1,...,d}, on note d; 'antécédent de ¢; par ¢. Un calcul élémentaire
montre que la matrice de vecteurs colonnes ®p(d1),...,Pp(dy) a au signe prés
méme déterminant que la matrice de vecteurs colonnes Vp(d1), ..., Vp(dq). Cela
montre que les vecteurs @ pot(d}),..., Ppot(d)) sont linéairement indépendants
dans le Fp—espace vectoriel Cot (P, ;) de dimension d. On en déduit que ®pot
est surjectif, ce qui termine la démonstration du théoréme 1.4.

1.4 Variantes

1.4.1 Schémas M ® Jy(p)z
Définitions

Soient S un schéma et G un schéma en groupes commutatifs sur S. Considé-
rons un anneau R agissant sur G par S-endomorphismes et un R-module M de
présentation finie.
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Le foncteur en R-modules
T — Homp(M,G(T))

de la catégorie des schémas sur S dans la catégorie des R-modules est re-
présentable par un schéma en groupes commutatifs sur S que nous noterons
Hompg(M,G) (voir par exemple 'appendice de [3] ou [28] 1.7). La formation
de ce schéma commute aux changements de base S’ — S. Le foncteur M +—
Hompg(M, G) est contravariant et exact a droite. Le foncteur G — Hompg(M, G)
est covariant et exact a gauche.

Supposons de plus que M est projectif. Le dual M = Homp(M, R) de M dans
R est également projectif et on a, pour tout S-schéma T, un isomorphisme de
R-modules

Homp(M,G(T)) = M ®r G(T).
On note alors M ®@p G = Hompg(M,G). Lorsque R = Z, on note M ®7 G =
M®G.
Lemwve 1.8

Soit G un schéma en groupes sur un schéma affine S = Spec A et M un Z-
module projectif de type fini. On a alors

Cot(M ®G) = (M ® A) @4 Cot(G).

DEMONSTRATION DU LEMME. — Remarquons que M ® A est projectif de type fini
sur A. D’apreés [3] proposition 10.5.1, on a
Tan(M ® G) = Lie(Homg(M,G))
= Homy(M ® A, Tan(G))
= Homy(M ® A, A) ® 4 Tan(G).

On a alors

Cot(M ®G) = Homa(Tan(M ® G), A)
= (M ®A)®a Cot(G)

Immersions formelles dans M ® Jy(p)

Soient M un Z-module projectif de type fini et t € M ® T. Un tel élément
t définit un morphisme de schémas de Jo(p)z dans M ® Jy(p)z. Reprenons les
notations introduites au début de ce chapitre et considérons le morphisme de
schémas

to g« Xo(p), e — Jo(D)s, — M © Jo(p)s,

obtenu en composant ¢§§” avec le morphisme de schémas sur I_Fp défini a partir
de t par passage a la fibre en p.
Par ailleurs, ¢ définit un morphisme de Z-modules de M ® P° dans P°.
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THEOREME 1.9
S’il existe 61, . .. ,0q dans t (M ®PP) tels que les vecteurs Vp(d1), ..., Vp(dy) sont

linéairement indépendants dans I_Fg, alors t o ¢§§’) est une immersion formelle en
P.

DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 1.8, on a
Cot(M ® Jo(p)s,) = (M @ Fp) @5, Cot(Jo(p)s, )-
D’apres (1.5), par platitude de M, on a
(M @ Fp) @5, Cot(Jo(p)s,) = (M @ Fp) @5, (F, @ P°) =F,® M @ P
et le diagramme suivant commute :

F, ® P° = Cot(Jo(p)f,) (1.6)

I_Fp QMR PO I M COt(Jo(p)Fp).

La démonstration est ensuite mutatis mutandis celle du théoréme 1.4. O

Ce théoréme trouve une application dans le chapitre 2.

1.4.2 Quotients de Jy(p)

Supposons que p > 2.
Soient a un idéal saturé de T i.e. tel que T/a est un Z-module sans torsion et
J% la variété abélienne quotient

J* = Jo(p)/aJo(p). (1.7)

On note P°[a] 'ensemble des éléments de P° annulés par a.
On considére le morphisme composé

(d)
d ¢ a
w®o ¢(P) : XO(p)Fp,lisse e JO(p)IFp w_} JIEP,

ou w* est le morphisme canonique.

THEOREME 1.10
S’il existe d1,...,04 dans P°[a] tels que les vecteurs Vp(d1),...,Vp(dy) sont

. . = d . .
linéairement indépendants dans IFZ, alors w® o qﬁgg) est une immersion formelle
en P.

DEMONSTRATION. — D’apres le corollaire 1.1 de [21], comme p > 2, la suite
exacte
0 — aJo(p) — Jo(p) — J*— 0
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donne lieu a la suite exacte de Z,-modules

0 — Cot(Jz,) — Cot(Jo(p)z,) — Cot(ato(p)z,) — 0.

On en déduit que Cot(JE‘fp) = Cot(Jo(p)g,)[a] = F, ® P°[a]. On procéde ensuite

comme dans la démonstration du théoréme 1.4.

0






Chapitre 2

Points de torsion des courbes
elliptiques

On fixe désormais Q une cloture algébrique de Q.

Soit d > 0 un entier. Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres.
Les propriétés des accouplements de Weil montrent que le corps de définition
dans Q des points de p-torsion de E est une extension du corps Q(pp) engendré
par les racines p-iémes de I'unité dans Q. On étudie dans ce chapitre I'occurence
du degré relatif d pour cette extension. Plus précisément, on étudie I’ensemble
S(d) des nombres premiers p pour lesquels il existe une extension L de degré d
de Q(pp) et une courbe elliptique E' définie sur L dont les points Q-rationnels
d’ordre p sont L-rationnels. On dit qu’une telle paire (F, L) est associée 4 p €
S(d).

Supposons que p € S(d). Soit (E, L) une paire associée a p. Le choix d’une base
de E[p] détermine un plongement L-rationnel 7 : (Z/pZ)? < E[p]. Rappelons
que la courbe modulaire X (p) classifie les courbes elliptiques généralisées mu-
nies d’un tel plongement. Le couple (E, ) définit donc un point L-rationnel x
de l'ouvert affine Y (p) de X (p). Soient o1,...,04 les plongements de L dans
Q au-dessus de Q(p,). Le d-uplet (o1(z),...,04(z)) détermine un point de
Y (p)(Q(up)). Merel et Stein [25, 26] ont montré qu’aucun nombre premier
p distinct de 13 compris entre 7 et 1000 n’appartient a S(1).

Les méthodes inventées par Mazur pour étudier X;(p)(Q) ont pu étre géné-
ralisées pour étudier X1 (p)(®(Q). Nous allons voir que les méthodes de [25, 26]
pour I'étude de X (p)(Q(1up)) semblent actuellement loin de se préter a une gé-
néralisation aisée a I'étude de X (p)( D (Q(up)).

Notons S(d)sps le sous-ensemble des nombres premiers p € S(d) tels qu’il
existe une paire (E, L) associée & p ou E a potentiellement bonne réduction
supersinguliére en un idéal p de L au-dessus de p. Le paragraphe 2.1 est consacré
a 'étude plus élémentaire du sous-ensemble S(d)gsps de S(d).

Dans le paragraphe 2.2, nous exposons les techniques permettant de descendre
le corps de définition d'un point de Xo(p) @ (Q(s,)) & un sous-corps de Q(u,).

L’application de ces techniques dans le cas d = 2 nous permet d’énoncer dans
le paragraphe 2.3 des résultats partiels concernant S(2).
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Dans tout ce chapitre, nous utiliserons librement les notions introduites ou
rappelées dans le chapitre 1.

Notations. —  Pour L un corps de nombres et P8 un idéal premier de L, on
note Oy, 'anneau des entiers de L et kg le corps résiduel de L en B. Pour E
une courbe elliptique sur L, on note & le modele de Néron de E sur O, &, sa
fibre en P et 5,%3 la composante neutre de ;.

2.1 Cas supersingulier

THEOREME 2.1

Soient p € S(d) et (F,L) une paire associée a p. Soit B un idéal de L au-
dessus de p. Si p > Max(5,d), alors ou bien E a réduction potentiellement
multiplicative au-dessus de ‘3, ou bien FE a potentiellement bonne réduction
ordinaire au-dessus de ‘B3 et g’(f)in posséde une section d’ordre p. En particulier,
tout nombre premier de S(d)sps est strictement inférieur & Max(5, d).

DEMONSTRATION. — Supposons au contraire que F a potentiellement bonne
réduction supersinguliére en un idéal premier 8 de L. Soit e l'indice de ramifi-
cation de P au-dessus de p. Par hypothése, e < d(p—1) < p(p—1). Le théoréme
se déduit alors de la proposition 2.2 suivante appliquée a K = L. O

Soit K une extension finie de Q, de corps résiduel k et d’indice de ramifica-
tion e. Soit £ une courbe elliptique définie sur K ayant potentiellement bonne
réduction.

PROPOSITION 2.2

Supposons que les points @p—rationnels d’ordre p de E sont définis sur K et
que e < p?> — 1. Alors E a potentiellement bonne réduction ordinaire et la fibre
spéciale de son modéle de Néron posséde une section d’ordre p sur k.

DEMONSTRATION. — Dans cette démonstration, notons O l'anneau d’entiers
de K et &£ le modele de Néron de E sur O. Posons Ey(K) (resp. E1(K)) le
sous-groupe de E(K) formé des points qui donnent lieu & une section de &
non singuliére (resp. qui coincide avec I’élément neutre) dans la fibre en 'idéal
premier de K au-dessus de p.

LEMME 2.3
Le nombre d’éléments d’ordre p de E1(K) est inférieur ou égal a e.

DEMONSTRATION DU LEMME. — (e lemme est bien connu. On peut en trouver une
démonstration dans |25] proposition 15. &

Par hypotheése, le groupe C' = FElp| des points de p-torsion, isomorphe a
(Z/pZ)?, est un sous-groupe de E(K). D’aprés le lemme 2.3, on a

[(C\{0}) N Ev(K)| <e.



2.2. Etude du cas non supersingulier 39

Si E a potentiellement bonne réduction supersinguliére, on a C C Ej(K), et
l'inégalité précédente devient p? — 1 < e, ce qui est, par hypothése, exclu.

Par ailleurs, comme FE a potentiellement bonne réduction, 'indice de Ey(K)
dans F'(K) est inférieur 4 4 et donc C' C Ey(K) car p > 3. De plus, ce qui précede
assurant que E a potentiellement bonne réduction ordinaire, on a |[CNE; (K)| =
p. Par conséquent £P(k) = Eyg(K)/E1(K) posséde un point d’ordre p. O

2.2 Etude du cas non supersingulier

Soit L C Qp(pp) une extension finie de Q,. On note O, 'anneau des entiers
de L, B l'idéal premier de L au-dessus de p, et kg le corps résiduel de L en ‘B.

Soit P = 7mq(Pi,...,Py) € Xo(p) (L), on note Py, le point de Xo(p)]%d)(k:sp)
P
obtenu par spécialisation en P de la section

d

s : Spec O — XO(p)EQZ
définie par P. On dira que P est non ‘B-supersingulier si Py, est non p-supersingulier
au sens de la définition 1.3. Dans ce cas, s est & image dans le lieu lisse de
Xo(p)o, et le morphisme

Ta(Q1,- .-, Qa) = [(Q1) + -+ (Qa) — (P1) — -+ — (Pa)]

de Xo(p) (@) dans Jo(p) s’étend en un morphisme noté gbgﬁl) de X (p)gli lisse dans

Jo(p)o, - Le morphisme obtenu par passage a la fibre en B n’est autre que le

morphisme ¢ ng) défini au chapitre précédent.
P

On notera désormais gzbgf) tout morphisme obtenu a partir de gbgf) par passage
aux fibres.

On rappelle que si M est un Z-module de présentation finie, M @ Jo(p)o,
désigne le schéma en groupes représentant le foncteur 7' — M ®z Jo(p)o, (T)
de la catégorie des schémas sur O dans la catégories des Z-modules (voir le
paragraphe 1.4.1). On a donc en particulier M ® Jy(p)o, (Or) = M ® Jo(p)(L).
De plus, lorsque M est libre de type fini, M ® Jy(p)Op, est lisse; c’est alors
le modeéle de Néron de M ® Jo(p) sur O (voir 'appendice de [3] 10.5.4 et
proposition 11.1.2).

On considére ici le Gal(L/Qp)-module Jo(p)(L) = Jo(p)o,(OL). Aprés ex-
tension des scalaires & Q(up—1), ce module est semi-simple, les composantes
isotypiques étant données par les caractéres de Gal(L/Q)). Pour un tel carac-
tére x, on note Z[x| le sous-Z-module de Z[u,—1] engendré par les valeurs de

X-

PROPOSITION 2.4

Soient Py et P, deux points de Xo(p)¥ (L) non P—supersinguliers tels que
Pi gy = Pogy = Py Supposons que pour tout caractére x de Gal(L/Qy), il
existe ty, = Y rit; € Z[x] ® T tels que

1.ty o ¢g) : Xo(p)(d) — Z[x] ® Jo(p)s, est une immersion formelle

Fp,lisse
en Py ;
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2.ty o gbg)(Pl) et ty o ¢g)(P2) ont méme image dans la composante x-
isotypique de Q(pp—1) ® Jo(p)(L).
Les sections sy et so sont alors égales.

DEMONSTRATION. — Il suffit d’appliquer la proposition 1 de [25] & X =
Xo(p)giz, A= Jy(p)o, et oy = qbg). On remarque en effet que le couple (t,, ¢y,)
de [25] est une pseudo-immersion formelle au point s si et seulement si t, o ¢,

est une immersion formelle de X’ dans Z[x] ® A au point 5.
O

On fixe désormais K un sous-corps strict de Q(u,) et P € Xo(p) @ (Q(up))
non ‘P-supersingulier. On note P 'unique idéal premier de Q(u,) au dessus de

p.

COROLLAIRE 2.5
Si pour tout caractére x de G = Gal(Q(pp)/K), il existe t,, € Z[x] @ T tel que

1. tyo gbgﬁl) est une immersion formelle en Py, ,

2. la composante x-isotypique de t,(Jo(p)(Q(pp))) est finie,

alors P est un point K-rationnel de Xo(p)(d).

DEMONSTRATION. — La démonstration est mutatis mutandis celle du corol-
laire 1 de [25]. Soit g un générateur de Gal(Q(u,)/K). 11 suffit de montrer que
d
(Z[L,,]
vement. L’extension Q(pp)/K étant totalement ramifiée en B, les sections s et
s2 coincident dans la fibre en P : P, = 51(P) = s52(P).

Soit x un caracteére de Gal(Q(pp)/K). Notons

P = P9. Notons s1 et sy les sections de Xo(p) étendant P et PY respecti-

Dy =tyo 6l 051~ ty 0 b 053 € ZIN] @ Jo(p),,, (Zlp))

et D,(0) la section correspondante dans la fibre générique. Soit n 'ordre du
projeté de D, (0) sur la composante x-isotypique de ¢, (Jo(p)(Q(up))). Puisque
Jo(p) ne posséde pas de point Q(pup)-rationnel d’ordre p (voir [25] proposition
2) et que Z[x]| est un anneau plat, U'entier n est premier & p. Dans ce cas,
Dy € Z[x] ® Jo(P)zu,) (Z[1p]) = Z[x] @ Jo(p)(Q(11p)) est encore d’ordre n dans
la fibre en p. Puisque s1(P) = s2(P), on a alors n = 0 et donc Dy, = 0. On
applique alors la proposition 2.4 avec P} = P et P, = PY. ]

On reprend ici les notations du chapitre 1.

COROLLAIRE 2.6
Si pour tout caractére x de G = Gal(Q(up)/K), il existe t, € Z[x] ® T et
81, ..,04 dans t,(Z[x] @ P°) tels que

1. les vecteurs Vp(61),...,Vp(dq) sont linéairement indépendants dans Fg,

2. pour toute forme primitive f dans t,S2(I'g(p)), on a L(f, x,1) #0,
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alors P est alors un point K-rationnel de Xo(p)@.

DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme 1.9, la condition 1. du corollaire 2.6
entraine la condition 1. du corollaire 2.5. Par ailleurs, un résultat récent de Kato
[14] en direction de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer montre que la
condition 2. du corollaire 2.6 entraine la finitude de la composante y-isotypique
de ty (Z[x] @ Jo(p)(Q(pp))) c’est-a-dire la condition 2. du corollaire 2.5. Il suffit
a présent d’appliquer le corollaire 2.5 pour conclure. U

2.3 Application au cas d =2

2.3.1 Contraintes de congruences sur p pour d = 2

PrRoPOSITION 2.7

Soient p > 3 dans S(2) et (E, L) une paire associée a p. Soit K un sous-corps
strict de Q(pp). On suppose que pour tout sous-groupe C' d’ordre p de E, il
existe une courbe elliptique E¢ et un sous-groupe D¢ d’ordre p de E¢ définis
sur une extension quadratique K¢ de K, tels que (E¢, D¢) est isomorphe sur
Qa(F,Q0).

Dans ce cas, I'une des trois conditions suivantes est vérifiée :
1. j(E) #0,1728 et p # 1 (mod 4[K : Q]);

2. j(E)=1728 et p < 1+ 32[K : Q];

3. j(E)=0etp<1+108[K : Q.

DEMONSTRATION. — Soit C' un sous-groupe d’ordre p de F. Considérons la
paire (E¢, D¢) et Iisomorphisme

¢c:Ec = FE

tel que ¢c(D¢) = C, associés a C.
Soient D’ et D" deux sous-groupes (distincts) d’ordre p de E¢ distincts de
D¢. Notons
C'=¢c(D") et C"=g¢c(D").

Considérons les paires (E¢r, Do) et (Ecn, Do) associées respectivement a C’
et C”. L'image de D¢ par lisomorphisme ¢orc = ¢t 0 por : Ecr — Ec est
le groupe D’ :

-1
¢C’ E (z)c EC

C — D¢
Doy — O — D

Posons
si j(Ec) = j(E) #0,1728
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L’isomorphisme ¢ peut étre défini sur une extension de degré divisant 2n de
KcKcr et Do est défini sur K. On en déduit que D’ est L'-rationnel ot L/
est une extension de KoK de degré divisant n.

Le méme raisonnement pour D" montre qu’il existe une extension L” de degré
divisant n de KoK telle que D” est L”-rationnel.

Notons K le compositum de Ko, K¢ et Kon, et Lo celui de L' et L”. L'ex-
tension Lg/Kp est de degré divisant n?. Les extensions K¢, Kcr, Ko sont de
degré 2 sur K. Leur compositum K est donc une extension d’exposant 2 de K
de degré divisant 8.

Notons
pc : Gal(Q/Ko) — Aut(Ec[p]) = GLo(F,)

la représentation associée a E¢. Ce qui précéde montre que le sous-groupe
Gal(Q/Lg) de Gal(Q/Kjy) laisse stables trois sous-groupes d’ordre p de Ec.
Par conséquent I'action de Gal(Q/Lo) sur Ec|p] est scalaire. Autrement dit, il
existe un caractere

a: Gal(Q/Ly) — F,
tel que

pc(o)(P) =P’ =a(o) (P € Eclp],o € Gal(Q/Lo)).

Supposons tout d’abord, que j # 0,1728. Dans ce cas, on a n = 1 et donc
Ly = Kjy. La théorie des accouplements de Weil montre que det(pc) = &,
ou k est le caractére cyclotomique modulo p. Le caractére x se factorise par
Gal(Ko(pp)/Kop). Par conséquent,

o = det(pc) = i - Gal(Ko (1) /Ko) — Fy,

Le caractére cyclotomique modulo p engendre le groupe des caractéres modulo
p de Gal(Ko(up)/Ko). Ce groupe ne peut donc pas étre d’ordre pair.

Q(kp) Ky

~ 7

Q(Mp) N Ko

1ou?2
K
Q

Gal(Ko(up)/Ko) = Gal(Q(pp) /Q(1p) N Ko).
L’extension Q(up)/Q(pp) N Ko est galoisienne d’ordre

(p—1)
[Q(pp) N Ko : K|[K : Q]

On a
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De plus I'extension Q(up) N Ko/K est cyclique et d’exposant 2 donc de degré 1
ou 2. Si p=1 (mod 4[K : Q)), alors Gal(Ko(up)/Ko) est d’ordre pair, ce qui
est impossible.

Supposons a présent que j(F) = 0 ou 1728. 1l existe alors un modeéle E’ de E
défini sur Q. Notons 7’ (resp. pc) la composée de la représentation

p': Gal(Q/Q) — Aut(E'[p])

(resp. pc) avec la surjection canonique GLa(F,) — PGLy(F)). Les tordues de
E¢ étant de degré 2n, il existe une extension L; de degré divisant n de K telle
que p’ et pc coincident sur Gal(Q/Ly).

Q

L. Lo

14 Ly
k In?

Ky

I8
K
Q

L’action de Gal(Q/Lo) sur Ec[p] est scalaire, donc 'action de Gal(Q/L1Lo)
sur F'[p], qui coincide avec celle sur Ec[p], 'est également. Par conséquent, p’
se factorise par Gal(L1Ly/Q).

De plus E’ est, comme E, & multiplication complexe par

o [eAD) s =1

Q(/3) sij(E) =0,

et p > 3 est non ramifi¢ dans M, donc I'image de p’ est le normalisateur d’un
Cartan, et en particulier est d’ordre 2(p? — 1) ou 2(p — 1)2. On en déduit que

2(p+1) ou 2(p — 1) divise 'ordre de Gal(L;Lo/Q) donc divise n38[K : Q], d’ott
le résultat annonce. O

2.3.2 Conséquences pour d = 2

On suppose que p > 3.
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Soit R un anneau plat sur Z. Soient Ji, Jo deux éléments de P1(F,) — 5(S)
et 6 = Y0 Ny E€R® PY. A un tel triplet (Ji,.J2,d), on associe le vecteur
Vi, .0,(8) de (R ® Fp)? défini par

(o Xidis 20 g Nid?) si J1=Jy =00
g . g >\i .
Zi:o i Ji s Zi:o Ji—j si Jo =00, et J; # o0
1—Ji
VJ17J2(5) = by 9 \;
g— - . : B siJp=J o0
== 1'2:% (J1 — ji)? 1=2#
N o=\
g Lo ) - sinon
( =00 — g Z.Z;JQ_%)

Supposons que p € S(2) et soit (F,L) une paire associée & p. On note o
l’automorphisme non trivial de L au-dessus de Q(up) et p un idéal premier de
L au-dessus de p. Le modéle de Néron de E7 est £°.

THEOREME 2.8
Soit K un sous-corps strict de Q(u,). On suppose que pour tous Jy et Jo dans
IF2 et tout caractére x non trivial de Gal(Q(u,)/K), il existe t,, € Z[x] @ T et
81,09 dans t,(Z[x] ® P°) tels que
a. les vecteurs Vy, 5,(01) et Vy, 5,(d2) sont linéairement indépendants dans
IF?DQ ;
b. pour toute forme primitive f dans t,S2(I'o(p)), on a L(f, x,1) # 0.
Dans ce cas, 'une des conditions suivantes est vérifiée :
1. j(E)#0,1728 et p # 1 (mod 4[K : Q));
2. jJ(E)=1728 et p < 1+ 32[K : Q];
3. j(E)=0etp<1+108[K :QJ;
4. les courbes elliptiques F et E° ont réduction potentiellement multiplica-
tive en p et il existe un sous-groupe C d’ordre p de E se réduisant dans
8,% si et seulement si C? se réduit hors de Sgpo;
5. les courbes elliptiques E et E° ont potentiellement bonne réduction ordi-
naire en p et il existe un sous-groupe C' d’ordre p de &, et un isomorphisme
[Fp-rationnel de &, /C dans iy qui envole Epy, [p] sur C°.

DEMONSTRATION. — Soit C un sous-groupe d’ordre p de E. Notons z¢ le
point de Xo(p)(L) défini par (E,C). Le couple (z¢,zZ) détermine un point
Po de Xo(p)®(Q(up)). Notons sc : Spec Z[u,] — Xg(p)(ZQ) la section qui

s’en déduit. D’aprés le théoréme 2.1, d = 2 n’est pas p-supersingulier lorsque
(2)

Zlisse" Notons Pg le point non

p > 3, autrement dit s¢ est & image dans Xo(p)
p-supersingulier de X (p)ﬁ) (F,) obtenu par spécialisation de sc.

L’assertion 4. est équivalente &

Pc = (ooF,,0F,),
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et ’assertion 5. est équivalente a

Po = (y,wy) (y €I (Fp)).

Supposons que les assertions 4. et 5. ne sont pas vérifiées. Il existe alors J; et
Jo dans Fg tels que

VJ1,J2 (5) - VPC (6) (6 € PO)-

D’apreés le corollaire 2.6, on a alors Po € Xo(p)@(K), et ce pour tout sous-
groupe C' d’ordre p de E. Cela montre que les hypotheses de la proposition 2.7
sont vérifiées. Par conséquent I'une des assertions 1., 2. ou 3. du théoréme 2.8
est vérifiée. g






Chapitre 3

Treize torsion des courbes
elliptiques

Ce chapitre a fait l'objet d’une publication [42]. Nous le reproduisons tel qu’il
est paru. Cela explique les notations différentes de celles adoptées dans d’autres
chapitres, ainsi que quelques redondances.

Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres. Les propriétés des
accouplements de Weil montrent que le corps K, (FE) engendré par les points
de n-torsion de E est une extension du corps Q(u,) engendré par les racines
n-iémes de I'unité dans une cloture algébrique Q de Q.

Soit S ’ensemble des nombres premiers p pour lesquels il existe une courbe
elliptique E telle que K,(E) = Q(uyp). I est connu que l'ensemble S contient
les nombres 2, 3, 5 et Halberstadt a prouvé que 7 n’est pas dans S. Merel a
étudié plus avant cet ensemble. En particulier, il a montré avec Stein ([25], [26])
qu’aucun nombre premier p # 13, 7 < p < 1000, n’appartient a S. L’objet de
ce papier est de traiter le cas p = 13, pour lequel les techniques de Merel ne
s’appliquent pas.

Nous démontrons le théoréme suivant :

THEOREME 3.1
Aucune courbe elliptique sur un corps de nombres n’a tous ses points d’ordre

13 définis sur Q(u13) (autrement dit 13 ¢ S).

Notons Y (13) (resp. Y1(13)) la courbe affine sur Q classifiant les classes d’iso-
morphismes de paires (F,m) (resp. (E, P)) ou E est une courbe elliptique et
7 : (Z/13Z)% — E[13] un plongement (resp. P un point d’ordre 13 de E). Soit
X (13) (resp. X1(13)) la courbe compléte obtenue en adjoignant les pointes a
Y (13) (resp. Y1(13)).

Montrer le théoréme revient & montrer que Y (13) n’a pas de point Q(u13)-
rationnel. Pour ce faire, nous étudions la courbe Y7(13) : Pexamen détaillé d'un
plongement de X;(13) dans sa jacobienne J;(13), et la description compléte
du groupe J;(13)(Q(p13)), permettent de borner le cardinal de Y7 (13)(Q(u13))-
On raisonne alors par 'absurde : 'image d’un point de Y (13)(Q(u13)) par le
revétement X (13) — X;(13) fournirait “trop” de points de Y7 (13)(Q(p13)).



48 Chapitre 3. Treize torsion des courbes elliptiques

Nous noterons par la suite 7 I'image dans Z/13Z d’un entier n, et @ un relevé
dans Z d’un entier a modulo 13. Soient I'g(13), I' = I';(13) les sous-groupes
de SLy(Z) formés des éléments congrus respectivement a (§7) et (§ %) modulo
13. Nous noterons S = S2(I'1(13)) 'espace des formes modulaires paraboliques
de poids 2 pour I'1(13). Pour ¢ : (Z/13Z)* — C* un caractére, S2(13,¢)
désignera I’ensemble des formes f de S telles que, pour tout (‘é Z) dans T'y(13),
fl (g g) = ¢(d).f. Nous noterons enfin Wiz opérateur d’Atkin-Lehner, c’est-
a-dire I'involution de X7(13) déduite de l'involution z — —ﬁ sur ), ol H =
HUPHQ), H étant le demi-plan de Poincaré.

3.1 Etude du groupe J;(13)(Q(u13))

Rappelons que deux pointes

a; =2 i =1,2, pged(pi,gi) = 1,

di
sont équivalentes modulo I' = I'; (13) si et seulement si
g2 =Aq1 (mod 13), po = Ap1  (mod pged(qi,13)) A= =+1

(voir [4]). De plus les pointes sont toutes Q(u13)-rationnelles et o € (Z/1372)* =
Gal(Q(u13)/Q) opeére sur une pointe par (). Ainsi la courbe X;(13) possede
six pointes Q-rationnelles : P; = F.lz—.?’, 1 <4 <6, et six autres pointes : ) =

F.%, 1 < j < 6. L'opérateur d’Atkin-Lehner Wi3 échange P; et @; pour 1 <

1 < 6.
Choisissons le plongement de X;(13) dans J;(13) donné par la pointe P :

v X1(13) —  J1(13)
Po— [(P) = (P)]

Ogg |35] montre que le sous-groupe de J;(13)(Q(u13)) engendré par les images
sous ¢ des pointes Q-rationnelles :

C1 = (uy, ..ug) u; = 1(F;), 1 <i <6,
est cyclique d’ordre 19. Par conséquent, le sous-groupe
Co = W13.C1 = (v1,..v6), vj = [(@;) — (Q6)], 1 <j <6,

I’est également. Ces deux groupes d’ordre 19, distincts pour des raisons de ra-
tionnalité, sont donc en somme directe et on a

(2/192)* = C1 & Ca C J1(13)(Qp13)).
On va en fait montrer I’égalité :

PROPOSITION 3.2
On a J1(13)(Q(,u13)) =Ch & (0.
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L’essentiel de la démonstration repose sur le lemme suivant :

LeEMME 3.3
Le groupe J1(13)(Q(u13)) est fini.

D’apreés ce qui précéde, le lemme suivant suffira alors & prouver la proposition :

LemME 3.4
Pour tout premier [ distinct de 19, on a J1(13)(Q(p13))[]] = {0},
et pour tout n € N,

J1(13)(Q(p13))[19"] = J1(13)(Q(13))[19] = (Z/19Z)*.

3.1.1 Finitude de J;(13)(Q(p13))

Rappelons que la courbe X(13) est de genre g = 2. Le groupe I'g(13) /I'1 (13) =
(Z/13Z)* agissant sur S, on a : S = P, 52(13, ), ot ¢ décrit U'ensemble des
caractéres pairs de (Z/13Z)* (voir [6]).

La formule de Riemann-Hurwitz montre que S3(13,¢) = 0 pour ¢ d’ordre
distinct de 'ordre maximal 6. En effet si T'1(13) C Ker¢p C T'g(13) sont des
inclusions strictes, la courbe modulaire associée a Ker¢ est de genre nul. Notons
g, € les deux caractéres d’ordre 6 de (Z/137Z)*, et  une racine primitive douziéme
de l'unité. Ces deux caractéres sont définis par £(2) = ¢2, £(2) = (72 On a
S = 55(13,€) ®S2(13, €), et les C-espaces vectoriels So(13, €) et S2(13, €) sont de
dimension 1 engendrés chacun par une forme primitive f. et fsz respectivement.

Les résultats de Kato ([14], corollaire 14.3) en direction de la conjecture
de Birch et Swinnerton-Dyer montrent que si L(J;(13),Q(u13),1) # 0 alors
J1(13)(Q(u13)) est fini. De plus, d’aprés un théoréme de Shimura complété par
Carayol,

L(J1(13)aQ(M13)73) - H L(f:X? 3)7
X; f

ou x décrit I’ensemble des caractéres de Dirichlet modulo 13 et f ’ensemble des
formes primitives de poids 2 de niveau 13. D’aprés ce qui préceéde, on a donc :

L(A(13),Q(ms), )= [ (e D-Llfex, 1)

x:(Z/13Z)* —CX

Pour prouver la finitude du groupe J;(13)(Q(u13)), il suffit alors de prouver que
la condition (C7) suivante est satisfaite :

2iwh

Pour x : (Z/13Z)* — C*, notons 7(x) = > _p mod 13 X(b)e” 13 la somme de
Gauss. La formule ([19] théorémes 3.9 et 4.2)

L) =-100 Y x@ [ fdu (f€9),

a mod 13 a/13

nous conduit a utiliser les symboles modulaires. Nous allons énoncer une condi-
tion (C2) sur certains symboles modulaires qui entraine (C1) et donc la finitude

de J1(13)(Q(13))-
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Symboles modulaires et condition suffisante a la finitude de J;(13)(Q(u13))

Dans cette section, nous verrons X = X;(13)(C) comme la surface de Rie-
mann compacte connexe F\,‘t:), ot § = HUPYHQ), $ étant le demi-plan de
Poincaré. Pour ce qui concerne la théorie des symboles modulaires nous ren-
voyons & [4], [19], [22].

Soient Hj(X;Z) (resp. Hi(X,ptes;Z)) 'homologie singuliére absolue (resp.
relative a ’ensemble {ptes} des pointes) de X. Pour a, 3 € P!(Q), on note
{a, B}, appelé symbole modulaire, la classe d’homologie dans H;(X, ptes;Z) de
I'image d’une géodésique reliant o & 5.

Notons H = Hy(X;C) et H' = Hy(X,ptes;C). Le C-espace vectoriel H est
de dimension 2g = 4 et vérifie la suite exacte longue d’homologie :

(%) 0—>H—>H’i(C[ptes]Eg—>(C—>O,

ou ¢ est Iapplication “bord” : {«, 5} — (I'8) — (Tr), et deg I’application “degré”
usuelle sur les diviseurs. L’espace vectoriel H' est donc de dimension 15 sur C.
On dispose également de I’homomorphisme de groupes de Manin :

¢ : C\SLy(Z)] — H'
[T.g] = {90,900} = {b/d,a/c}’

Rappelons que & est surjectif, de noyau engendré par les relations de Manin,
c’est-a-dire par les éléments de la forme [z] + [zo], [z] + [¢7] + [#72], ou 2 €
I'\SLy(Z), et o, T des éléments de SLo(Z) d’ordre respectif 4 et 3 :

o= (1) 7= (7).
Notons A = [(Z/13Z)% — (0,0)]. Remarquons que l'application
T. (‘é Z) — (E,J)

avec g = (¢8) € SLy(Z).

est une bijection de I'\SL2(Z) sur A. Le morphisme de Manin fournit donc une
application encore notée ¢ sur C[A]. On note [c,d], appelé symbole de Manin,
I'image par § dans H' de l’élément (c,d) de A. Le groupe SLs(Z) agit sur les
symboles de Manin par multiplication a droite.

Les correspondances de Hecke T,,, n € N, et les opérateurs diamants (m),
(m,13) = 1, sur X1(13), induisent des endomorphismes de H' que nous noterons
respectivement T! et (m)’ : t'.{a, 3} = {t.a,t.8}, ou o, B € PY(Q), t = T}, ou
(m). Soit T’ la sous-algebre de End (H') engendrée par les endomorphismes 7)),
et (¢)' pour p, ¢ premiers, g # 13. L’espace H vu comme sous-espace de H' est
stable sous ’action de T'. L’action des opérateurs diamants est donnée par :

(mY'[e, d] = [me, md].

Pour y caractére de Dirichlet modulo 13 et 2 dans H', notons H X (resp. HX)
la, composante y-isotypique de H' (resp. H), et xX la projection de z sur H'x.
Posons également :

1 si x est impair,
ey = ty. E a).|l,a avec t, =

0 1hod 13 S1 x est pair.
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LEMME 3.5
La condition (C3) suivante entraine la condition (C) et donc la finitude du

groupe J1(13)(Q(p13)) -

(Cy) Vx 1 (Z/132)¢ — C*, 65, #0, 05 # 0.

DEMONSTRATION DU LEMME. — Montrons tout d’abord que I’élément e, de H' est
en réalité dans H.
On a

5ey) = & (tx.an%mx(a). {%10}) _ —ag;lgx(a) (tx <F_al>> .

e (2)

6
d(e) = = S0 +x(-B) (. ) =

k=1

Or

—
N
@z\ !
N———

1

—
=

donc pour x impair,

Pour x pair, un calcul montre que tX(F%) =0 (voir [38], 2.4).

La conjugaison complexe sur X, déduite de 'involution z — —Z sur $), induit
sur H' Vinvolution i : [¢, d] — [—¢, d]. Le sous-espace H est stable sous 7. Notons
H* (resp. H™) la partie invariante (resp.anti-invariante) de H sous i. On a
H=H"® H ,et H", H™ sont des C-espaces vectoriels de dimension 2. On
vérifie que e, € H' pour x pair, et e, € H~ pour x impair.

On dispose d’autre part de ’application C-linéaire : :

H — Home(HY(X,0QY4),0), cr— (w — /w) .

Pour f € § = S5(I'1(13)), notons wy la différentielle holomorphe sur X;(13)
induite par 2i7 f(z)dz. L’application (f — wy) est un isomorphisme de S sur
HY(X,Q%). Le morphisme qui s’en déduit :

[ H — Hom¢(S,C)

induit un isomorphisme F* sur H™, resp. F'~ sur H .

Soit T l’algébre engendrée par les correspondances de Hecke T}, et les dia-
mants (¢) sur X;(13), pour p, ¢ premiers, ¢ # 13. L’algébre T agit a droite
sur les formes modulaires et donc sur Homc (S, C). Cette action munit ’espace
vectoriel H, resp. H™, d’une structure de T-module : pour t € T, ¢ € HT, t.c
est défini par ft_c wp = fc wy. . Les actions de T et T sur H coincident. En par-
ticulier I’action des opérateurs diamants fournit des isomorphismes sur chaque
composante : 5% : H9 = Homg(S9(13, ¢), C), pour ¢ caractére modulo 13.
On en déduit H? = 0 pour ¢ # ¢, &, et H= H® @ H®.
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Soient

ey = Z )‘((a){a,oo}EH/, fes, x:(z/13z2)° — C*.

L(f,x,1) = Ti?/ w.

On remarque que e, = t, Wizcg. Notons ¢} I'élément de T tel que l'on a t, Wi3 =
ngt;‘(.

Supposons a présent que la condition (Cs) est vérifice. En particulier 65 # 0.
Les isomorphismes ¢ montrent qu’il existe f € S2(13,¢€) telle que f9§< wy # 0.

L’espace S2(13,€) étant engendré par f, il s’ensuit que fex wf, = [p wy #0.
X

Or
13X\
wy = wp = wE:)\./wez—XL(f,x,l),
/ex ¢ /tX.ngcX ! ~/t ¢ X cx ! T(X) )

* _
X-Cx <

ou t}.fz :_)\X.fg, Ax € C. Ceci prouve que si 05 # 0 alors L(fs,x,1) # 0. De
méme, si 0y # 0 alors L(f:, x,1) # 0. <&

Vérification de la condition (C5)

Nous allons faire les calculs dans les composantes H /5, H'¢ de H' , espace
pour lequel nous disposons de la présentation de Manin. Pour cela nous allons
déterminer une base de H'¢ (resp. H'¢) et exprimer 05 (resp. 65) dans cette
base. La dimension de ces composantes se déduit de la suite exacte () de la
section 1.1.1 :

LEMME 3.6

On a dim H' = 15, et dim H'® vaut 0 si ¢ est impair, 1 si ¢ est trivial, 4 si
¢ = ¢ ou &, et 2 sinon.

Soit ¢ désignant indifféremment € ou €. On peut voir H "¢ comme le quotient
de H' par les relations :

[nu, nv] = ¢(n).[u,v], (n € (Z/132)*, (u,v) € A).
Notons [u,v]? Vimage de [u,v] dans H'®. Pour u # 0 dans Z/13Z, on a
[u,v]? = ¢(u).[1,vu"? et [0,0]? = ¢(v).[0,1]%.
On en déduit que {[0,1]?, [1,w]?; w € Z/13Z} forme un systéme de générateurs

/ , . . . L, .
de H'¢. En écrivant les relations de Manin pour ces générateurs, on obtient la
proposition suivante :



3.1. Etude du groupe J;(13)(Q(p13)) 53

LemMmE 3.7

Les éléments [1,0]?, [1,2]%, [1,3]?, [1,—3]? forment une base de H'?, oi ¢ = &
ou &. Dans cette base, les générateurs [0,1]®, [1,w]®, w € Z/13Z s’écrivent
respectivement :

[0,1]% = —[1,0]? [1,1]? =[1,-1]? =0

[1’ _2]¢ = [L 2]¢ [176]¢ = [17 _6]¢ = _¢(6)'[172]¢
1,4 = —¢(4).[1,3]? [1,—4]? = —¢(4).[1, 3]

[1,5]7 = $(6).[1,3]% — ¢(6).[1,2]” [1,~5]* = $(4).[1,2]? — ¢(4).[1, —3]°

Pour y impair, on a alors :

g = (x(3) —x(4)¢(4) + x(5)$(6)).[1,3]°
+ (=x(3) + x(4)9(4) + x(5)H(4)).[1, —3]°.

Or y est défini par x(2) = (¥, ¢ une racine primitive douziéme de 1'unité,
k=1,3,57,9,11. Donc x(3) — x(4)e(4) + x(5)e(6) = ¢*¥ — (P4 4- (P10, Ce
terme est non nul pour k£ = 1,3,5,7,9,11, donc 65 est non nul pour x impair.
De méme, on montre que 9; = (0 pour x impair.

D’aprés [22], on a : Th.[c,d] = [2¢,d] + [2¢,¢ + d] + [c + d, 2d] + [¢, 2d]. Donc,
pour Y pair, on a :

¢ = ZX ).(12,a] + 2,1 + a]® + [1 + a,2a]® + [1,24]?

- 2[2 2a]” —[1,a]”)
= Ag.[1,2]? + By.[1,3]° + Cy.[1, —3]°
ou
Co = X(2)A=0(4) = d(2)) — x(3)8(2) + x(4)8(5)
X(5)(4(2) + ¢(4)) + 2x(6)9(2)]
Si x est défini par x(2) = ¢*, on a
_ Ck(l _ C4 . 4-2) o C4k+2 o <2k2+3 + <9k(<~4 + C2) + 2c5k+2'
Ce terme étant non nul pour k = 2,4,6,8,12, 6] # 0 pour x pair. De méme
C= # 0 montre que 65, # 0 pour x pair.
Ceci termine la preuve de la finitude de J;(13)(Q(u13)) (c’est-a-dire du lemme
3.3).
O

3.1.2 Fin de la preuve de la proposition 3.2

Comme nous 'avons signalé au début de la section 3.1, le groupe J1 (13)(Q(u13))
étant fini et contenant Cq @ Co, il suffit maintenant de montrer le lemme 3.4
pour achever la preuve de la proposition 3.2.

Preuve du lemme 3.4 : Soient p un nombre premier distinct de 13 et p un idéal
de Z[p13] au dessus de p. Notons k), (resp. f, = [kp : Fp]) le corps (resp. le degré)
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résiduel en p de Z[u13], kp une cloture algébrique de kp, et ¢, € Gal(F,/F,) un
endomorphisme de Frobenius en p. Le modéle de Néron 71 (13) sur Z de J;(13) a
bonne réduction modulo p. Par conséquent, pour tout nombre premier [ distinct
de p, on a :

J(13)(Qus)) 1] — J1(13) ) [l

Or Ji(13)(kp)[l] est I'ensemble des invariants sous qﬁgp de J1(13)(kp)[!] muni de
sa stucture de module galoisien. Montrons que pour [ # 19 cet ensemble se
réduit a {0}.

Pour [ # 2, le T/IT-module J; (13)(k,)[l] est libre de rang 2 (se reporter a [47],
théoréme 3.4 corollaire 2), et la relation d’Eichler-Shimura dans End(J1(13)(kp)[l])
(voir par exemple [44], théoréme 2) :

¢;2; — Tpop +pp) =0

permet de trouver un polynome P, € T/IT[X] annulant ¢£’7 . Sile T/iT-module

J1(13)(kp)[l] admettait des invariants sous (b;:p alors 1 serait racine de P,. Un
choix judicieux de p permet de conclure. Nous utiliserons également le fait que
T = Z[Y]/®6(Y) en niveau 13 (voir [17]).

Choisissons d’abord p = 3. Soit [ premier [ # 2,3. On a f3 = 3, et un calcul
montre que le polynéme suivant annule gbg :

Py = X2 +(9(3)T3 — T3)X + 27(3)3.
Dans T/IT = F)[Y]/®6(Y), T3 s’écrit 2Y — 2 et (3) =Y (voir [17]), donc
Py(1) =1+9Y(2Y —2) +27V% =2 x 19.

On en déduit que pour | # 2,3,19, on a J1(13)(Q(u13))[]] = {0}.
Soit maintenant p =5 et [ #2, 5. On a f5 = 4 et ¢3 est annulé par :

Ps = X2+ (20(5)T2 — T2 — 50(5)*) X + 625(5)".
Dans T/IT = F[Y]/®6(Y), Ts = —2Y + 1 et (5) = —1, donc
Ps(1) =627 =3 x 11 x 19,

et pour [ # 2,3,5,11,19, J1(13)(Q(u13))[l] = {0}.

Les choix de p qui précédent montrent que pour [ distinct de 2,3 et 19, on a
J1(13)(Q(u13))[l] = {0}. Pour le cas | = 3, choisissons p = 79. On a frg = 1 car
79 = 1 (mod 13). Le polynéme Prg = X2 — TroX + 79(79) annule ¢r9. Dans
T/3T = F3[Y]/®6(Y), on a Tyg = 4, (79) = 1, donc Prg(1) = 76. Or 76 # 0
mod 3, donc J1(13)(Q(u13))[3] = {0}.

Examinons le cas de la 2-torsion. Considérons gbé sur le Fa-espace vectoriel
J1(13)(F5)[2] de dimension 4. Le polynome

Ps=X?+ X +1¢€TFy[X] C T/2T[X] = Fy[X]

annule ¢3 et n’admet pas 1 pour racine. Donc J;(13)(Q(p13))[2] = {0}.
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Terminons par le cas de la 19-torsion. On a
(Z/19Z)* = Cy & Cy C J1(13)(Q(pu13))[19].
D’autre part, le calcul de la borne de Weil pour J;(13)(F33) donne
|J1(13)(F3s)| < 1587.

Or 193 > 1587, donc |J1(13)(F53)[19%°]| = 19* avec k < 2. On en déduit que
| 71(13)(Qp13) [19]] = [J1(13)(Q(p113))[19%°]| = 192,

O

3.2 Borne pour le cardinal de Y;(13)(Q(u13))

3.2.1 Quotient de X;(13) par une involution et conséquences

LEmME 3.8
Soit (i,7) € {1,...,6}2. Aucune fonction rationnelle sur X1(13) n’a pour divi-
seur des poles P; + Q);.

DEMONSTRATION. —  Considérons la courbe modulaire X2(13) associée au
sous-groupe d’indice 3 de I'g(13) suivant :

Iy(13) = {(24) €To(13), a®> ==£1 (mod 13)}.
Cette courbe est de genre nul et induit les revétements :
X1(13) 2 X5(13) 2 X,(13).
Notons f : X1(13) — X2(13), et o5 ’élément de I'p(13) congru a (561 g)
modulo 13. Comme 52 = —1 (mod 13), on a o5 € I'5(13). D’autre part, o5 agit
sur les pointes de X;(13) par
13 5
P=T.22 05.Q; =T.22.
o5-F 50 oW =193
Donc f(P1) = f(P5), f(P2) = f(Ps), f(P1) = f(Fs), f(Q1) = f(Qs), f(Q2) =
f(Qs3), f(Q4) = f(Qp) sont des pointes de X5(13).
Soit 1 un isomorphisme de X3(13) sur P! qui envoie la pointe f(P;) sur
oo € P'. La fonction f = v o f est un revétement de degré 2 de X;(13) sur.

P!, Ce qui précéde montre que la fonction rationnelle sur X7(13) induite par f
admet pour diviseur des poles

Po+Ps~Po+P3~P+FPs~Q1+ Q5 ~ Qa2+ Q3 ~ Qs+ Qs.

Une fonction rationnelle de diviseur des poles P; + Q;, (i,7) € {1,..6}%, in-
duirait un revétement de degré 2 de X;(13) sur P! distinct de f, ses fibres au
dessus de oo étant distinctes. L’unicité d’un revétement de degré 2 de P! par
une courbe de genre 2 interdit cette éventualité. g
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3.2.2 Borne

PROPOSITION 3.9
Le cardinal de Y1(13)(Q(u13)) est inférieur ou égal a 122.

DEMONSTRATION. — Rappelons que l'on a Ji(13)(Q(u13)) = C1 @ Cy, avec
C1 = (u1,.u6) C J1(13)(Q), Co = W13.C1 = (v1,..06), i = 1(P;), et v; =
[(Q;) — (Qs)], pour 1 < 4, j < 6 (proposition 3.2). Les résultats de Ogg [35]
montrent que Cp et Cy sont des groupes cycliques d’ordre 19, et que l'on a
u; = aug, v; = a;vy, a; € Z/19Z, avec a1 =4, ag = =5, a3 =6, ag =1, a5 =
—3, ag = 0, ot on note encore n la classe d’un entier n dans Z/19Z.

En particulier, il existe (a,b) € (Z/19Z)? tels que

U(Qs) = [(Qs) — (P6)] = auy + buy.

Or W13..(Qe) = —1(Qe) = bus + avy donc b = —a dans Z/19Z. De plus d’apres
2.1,ona Py+ Ps ~ Q4+ Qg donc 2¢(Qg) = ug — vg = 2aug — 2av4. On en déduit
que a = —9 et t(Qp) = —9us + Yvs.

Considérons a présent P dans Y7(13)(Q(u13)). Notons u = «(P) et soient
(u,v) € (Z/19Z)? tels que u = puy + vvy. Ogg montre que Cy N 1(Y1(13)) = 0.
On en déduit que v # 0. D’autre part, si p = —9, on a u = ¢(Qg)+(¥—9)vy4, donc
[(P)—(Qs)] € Ca, cest-a-dire t(Wi3.P) € C1 Ne(Y1(13)). Ceci étant impossible,
1 # —9. Supposons maintenant qu'’il existe ¢, et k dans {1,..6} tels que u =
u; +v; — vg. On aurait alors P+ Qj, ~ P;+Q);, ce qui est impossible d’apres 2.1.
La différence a; — ay, décrivant Z/197Z lorsque j, k décrivent {1,..6}, ceci impose
pn#0,1,4,6,—3,—5. De méme, on montre que u # u; — uy + v; + ¢(Qs), ce qui
impose v #9,—-9,6, —6,4, —4.

Les contraintes précédentes sur les valeurs de (u,v) montrent la proposition.
O

3.3 Preuve du théoréme 3.1

Il s’agit de montrer que Y (13)(Q(p13)) est vide. Procédons par I’absurde :
soit (E,m) un point de Y (13)(Q(u13)), ot E est une courbe elliptique définie
sur Q(u13) et  est un plongement : 7 : (Z/13Z)? — E[13]. Un tel point donne
lieu & (13% —1)/2 = 84 points' de Y1(13)(Q(y13)). Notons P ) cet ensemble
de points. Supposons que pour tout x de P(g ), Wis.z n’est pas dans Pg r).
Alors le sous-ensemble P(g -y U Wi3.P(g r) de Y1(13)(Q(u13)) est de cardinal
2 x 84 = 168 > 122, ce qui est impossible d’aprés la proposition 3.9.

Par conséquent, il existe x € P(g ) tel que y = Wiz.x € Pg ). Autrement
dit, il existe P, @ deux points d’ordre 13 de E définis sur Q(u13) et un isomor-
phisme défini sur Q(u13) envoyant (E, Q) sur

W13'(E7P) = (E/<P>7P,+ <P>)7

'En effet, Aut(E) est d’ordre 2, i.e. j(E) # 0,1728, car Q(u13) ne contient ni Q(v/—1) ni
Q(vV-3).
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ot P’ est le point d’ordre 13 de E tel que ej3(P’, P) = €*7/13, I'application
e13 : E[13] x E[13] — 13 'accouplement de Weil.

En particulier, on dispose d’une isogénie 1) de E dans E de degré 13 définie sur
Q(u13)- La courbe elliptique E est donc & multiplication complexe. L’ensemble
des endomorphismes End E de E sur C est isomorphe & un ordre R d’un corps
quadratique imaginaire. Soit [.| : R — End F l'isomorphisme normalisé, et
a € R tel que ¢ = [a. L'isogénie [o] étant définie sur Q(u13) ainsi que la
courbe elliptique F, on a a € Q(u13). Or 13 = 1 (mod 4), donc Q(u13) ne
contient aucun corps quadratique imaginaire, et donc o € Q. C’est impossible
car sinon, 13 = degla] =| N(éf(oz) | serait un carré. Ceci achéve la preuve.

O

3.4 Remarque

Lorsque j’ai exposé cette démonstration pendant les vingt-deuxiémes Journées
Arithmétiques (juin 2001), B. Poonen m’a signalé un résultat de R. F. Coleman
qui, en utilisant la finitude du groupe J;(13)(Q(u13)), fournit une borne plus
petite du cardinal de Y7(13)(Q(u13)), et simplifie alors la démonstration du
théoréme.

Rappelons le résultat de Coleman [2] :

THEOREME 3.10 (COLEMAN)

Soient C' une courbe de genre g définie sur un corps de nombres K, et J sa
jacobienne. Supposons que le rang de J(K) soit au plus g — 1. Soit p un idéal
non ramifié de K en lequel C' a bonne réduction et de caractéristique résiduelle
supérieure a 2g. Notons f, le degré résiduel en p. Alors

[CE) < fot29(\/fo+1) - 1.

Appliquons ce théoréme & C = X1(13), K = Q(u13), p|53, pour lesquels les
hypotheéses sont vérifiées, en particulier grace au lemme 3.3 qui assure que le rang
de J1(13)(Q(p13)) est inférieur & g — 1 = 1. On obtient : | X71(13)(Q(u13))| < 85
donc |Y7(13)(Q(p13))| < 73. On raisonne alors par I’absurde comme dans la sec-
tion 3 : un point de Y (13)(Q(u13)) donnerait lieu a 84 points de Y3 (13)(Q(p13)),
ce qui est impossible d’aprés ce qui précéde.






Chapitre 4

Homologie des courbes
modulaires et module
supersingulier

Notations. —  Dans ce chapitre et ceux qui suivent nous adopterons les
notations suivantes. Soit p un nombre premier. On note [F), une cloture algébrique
de [F,,. On désigne par n le numeérateur et par ¢ le dénominateur de (p —1)/12.

Soit A un anneau (dans ce qui suit 4 = Q,Q,C, ou Z[é]) Pour M et
N des Z-modules, et © : M — N un morphisme de Z-modules, on pose
Mg =M®Aet ug : Mg — Na le morphisme de A-modules obtenu par
extension des scalaires. Lorsque le contexte est suffisamment clair, nous nous
permettons d’omettre 'indice pour u4. Si A = Z[é] , a entier non nul, on note
plus simplement M[é] =M®Aet u[ﬂ =uy4.

On rappelle que Y = T'\$ = Yy(p)(C) est la surface de Riemann associée a
Lo(p), X =To(p)\ (5’) U PI(Q)) = Xo(p)(C) sa compactifiee, et J = Jy(p)(C) la
jacobienne de X. On note ptes ’ensemble des pointes de X et

w: HUPHQ) » X

la surjection canonique.

Soit T l’algebre engendrée par ’action des opérateurs de Hecke 7;,,, m > 1 sur
le C-espace vectoriel Ma(I'g(p)) des formes modulaires de poids 2 et de niveau
p. L’algébre T introduite au paragraphe 1.1.2 n’est autre que I'image de T dans
I’anneau des endomorphismes du sous-espace vectoriel So(T'g(p)) de Ma(To(p))
constitué des formes paraboliques. Ce sont les notations adoptées par Mazur
[20].

On appelle forme de Hecke toute forme modulaire propre pour les opérateurs
de Hecke et normalisée, et forme primitive toute forme de Hecke parabolique.

Soient m un idéal maximal de T U et V des T- modules, et v : U — V un
morphisme de T-modules. On note ky = T/m, Uy = lim (U/m*U) le séparé
complété de U pour la topologie m-adique, et uy : Uy — Vi le morphisme de
Tm—modules induit par u sur les séparés complétés.
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4.1 Formes modulaires (rappels)

Soit M le Z-module des formes modulaires de développement de Fourier &
linfini ), <qamq™ avec ag € %Z et ay, € Z pour m > 1. L’algebre T agit
fidélement sur M. Il est connu que le TQ—module Mg est libre de rang 1. Soit
N le sous-T-module de Mg constitué des formes modulaires de développement
de Fourier a linfini ) .,amq™ avec ap, € Z pour m > 1. Enfin, notons
MO le sous-Z-module des formes paraboliques dans M ou N indifféremment.
L’action de T sur M9 se factorise par T. Le Tg-module /\/l(% est libre de rang 1.
L’accouplement défini par (f,T) = a1(f | T') induit un isomorphisme naturel de
T-modules

N = Hom(T, Z)

et un isomorphisme de T-modules
M® = Hom(T, Z)

(voir par exemple |8] proposition 1.3). Le conoyau de I'injection de M dans N/
est isomorphe & Z/§Z (loc. cit. proposition 1.1).
Considérons 'application injective

Mg = My(To(p)) — Cllg]] (4.1)

qui & une forme modulaire associe son développement de Fourier & I'infini. Le Z-
module MY n’est autre que l'intersection entre So(I'g(p)) et la préimage de Z[q]]
par cette application. Pour A un anneau, un élément de /\/l% sera appelé forme
parabolique o coefficients dans A (voir par exemple |6] 12.3). Le morphisme

M — Allq]

déduit de (4.1) par extension des scalaires a A est encore injectif.

Lorsque m est un idéal maximal de T de caractéristique [ # 2, 'anneau T, est
de Gorenstein (voir [20] corollaires 15.2 et 16.3). Il s’ensuit (voir par exemple
[8]) que Ny et My, sont des Tp-modules libres de rang 1, et que MY est un
Tm-module libre de rang 1.

Soit )

_ pb— / m N / _
E = 1 + o' (m)q™, ou o'(m)= Z d, (4.2)
mz1 d|m,(p,d)=1

la série d’Eisenstein normalisée de poids 2 sur To(p). La série E € N est une
forme propre pour l'action de T et définit donc un morphisme de groupes sur-
jectif

m™: T — Z
Tw +— o'(m)’

Soit I I'idéal de T noyau de m. L’idéal I est engendré par 1 +w et 1 +1—1;
pour [ parcourant l’ensemble des nombres premiers distincts de p. Son image
Z = IT dans T est 1'idéal d’Eisenstein de [20]. Un idéal premier dans le support
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de 7 est appelé idéal premier d’Fisenstein. Il en existe dés lors que g > 0. L’idéal
7 est d’indice fini n dans T (voir [20] proposition 9.7).

Notons wy = 2inm f(z)dz la forme différentielle sur X(p) associée a une forme
modulaire f. Conformément a la convention adoptée par Gross [10], on norma-
lise le produit scalaire de Petersson d’une forme parabolique f et d’une forme
modulaire g de la facon suivante

(f.q) = / /X Wi i@, = 872 / /F Gy (4.3)

4.2 Homologie des courbes modulaires (rappels)
4.2.1 La théorie de Manin
Reprenons les notations de [23|. Notons
HP'S = Hy(X,ptes; Z), Hptes = H1(Y;Z), et H=H(X;Z).

On a une injection canonique

QPS¢ s P (4.4)
et une surjection canonique
Optes © Hptes = H. (4.5)
Les produits d’intersection définissent des accouplements parfaits notés e :
HPYS X Hptes — Z et H x H — Z. (4.6)
Ces accouplements sont compatibles & apges €t aP™) d.e. on a
aP*S(x) oy =z @ aptes(y) (¥ € Hptes, © € H). (4.7)

De plus, 'accouplement e : H x H — Z est antisymétrique.

Désormais, nous identifierons H & son image par aP'® dans HPYs,

Pour = et y dans P1(Q) , notons {z,y} la classe dans HP'* de I'image dans
X d’un chemin géodésique de = & y dans $.

Le groupe H, identifié & un sous-groupe de H
bord (3 définie par

ptes ost le noyau de Iapplication

B : HP*S — Z[ptes]

.y} — (To)-y) - Tolp)-). (48)

Soit g € SLa(Z). La classe {g0, goo} € HP'* ne dépend que de la classe de g
dans I'g(p)\SL2(Z). On définit alors 'application

£ . Z[0o(p)\SLa(Z)] — HP*™
Lo(p).g —— {90, goo}.
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Dorénavant, nous noterons indifféremment I'g(p).g ou g pour désigner la classe
de I’élément g de SLa(Z) modulo T'y(p), le contexte suffisant a distinguer un
élement de sa classe modulo T'g(p).

Posons p = e?™/3 R = w (SLy(Z)p) et I = w (SLa(Z)i). Considérons les
éléments de SLa(Z) d’ordres respectifs 4 et 6

/(0 -1 .o (0 -1
e et T=(, | )
On note &y, 'ensemble des éléments de Z[I'g(p)\SL2(Z)] de la forme
> ey
9E€T0(p)\SL2(Z)
avec, pour tout g € I'g(p)\SL2(Z),
Ag+Age =0 et Ag+Agr+A2=0.

Pour g € T'o(p)\SL2(Z), on note [gi, gp] la classe dans Hi(Y,RU I; Z) de
I'image dans Y d’un chemin géodésique reliant g7 & gp dans §.
Soit x = dero(p)\SLQ(Z) Ag g € Ery(p)- La classe

Z )‘Q[giagp]

9€T0(p)\SL2(Z)

est un élément de Hptes vu comme un sous-groupe de Hi(Y, RUI ; Z) (voir [23]).
Cela définit une application :

o : Ero(p) — Hptes
2geo(\SLa(z) M99 T Digero(p)\sLa(z) Ae[9E: 99)-

THEOREME 4.1 (MANIN, MEREL)
1. Pour g € T'y(p)\SL2(Z) et Zhero(p)\SLg(Z) pnh € Ery ), on a

(g) e & <Z MheFo(p)\SLz(Z)h) = Hg-

2. L’application & est un isomorphisme de groupes.

3. L’application ¢° = Z[To(p)\SLa(Z)] — HPY est surjective. Pour tout
g € To(p)\SL2(Z), on a les relations dites relations de Manin :

g) +€%go) =0 et &%g)+&(g7) +£°(g7?) = 0. (4.9)

DEMONSTRATION. — Voir [19] et [24]. O

Notons ¢ la classe modulo p d’un entier c. L’application

v To(p)\SLz(Z) — PY(F,)
Top)-(¢4) — [exd]
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est un isomorphisme de groupes compatible & l'action a droite de SLy(Z) sur
Lo(p)\SLa(Z) et P1(F,). On rappelle que SLo(Z) agit a droite sur P!(F,) par

[c:d]<“ U)z[uc—i-wd:vc—i—td] ([c:d]eP}Fp, (Z Z)ESLQ(Z)>.

w t

Notons encore &Y 'application de Z[IP’I(FP)] vers HP'"S obtenue en composant &9
et l'isomorphisme Z[P!(F,)] = Z[[o(p)\SL2(Z)] déduit de ¢~

On a
e ay={ 5.2}

ou (2Y) € SLy(Z). Remarquons que

- {[éd—l 1] sid#0 (mod p)
[¢:0]=[1:0] sinon.

Passons a un systéme non homogene de coordonnées : on note co = [1: 0] € Plle
et ¢/d = [c: d]. pour ¢ et d deux entiers tels que p ne divise pas d.
Pour ¢ et d deux entiers premiers entre eux, on a donc

£%(0) sic=0 (mod p)
£ (9> =) sid=0 (mod p) (4.10)
€%(k)  sinonm, avec k € Z, (k,p) =1, kd=c (mod p).

Pour k un entier premier a p, en considérant la matrice ( ,16 (1]) , on obtient

qui est un élément de H. Par ailleurs £°(0) = {0, 00} = —£%(c0).

Pour [¢:d] € PY(F,),ona[c:dlo =[d:—¢|,et [c:dT =[d:d— ¢ Les
relations de Manin peuvent s’écrire :

@re()-0 @@ a) e () -0 an

Considérons le morphisme de groupes

tes . tes
aP*® o Optes * Hptes — HP*E.

THEOREME 4.2
Pour tout u = dero(p)\SLg(Z) Agg € Epo(p), on a
€S 1
Ao apes (o) =5 D (hgr = Agr2) €(0):

g€l'o(p)\SL2(Z)
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DEMONSTRATION. — Pour cette démonstration, généralisons nos notations
pour les symboles modulaires. Pour u et v dans (SL2(Z)p) U (SLa(Z)i) UPH(Q),
on note {u,v} la classe dans H; (X, RU I U ptes; Z) de I'image dans X d’un
chemin géodésique reliant v a v dans .

Observons qu’on a des injections canoniques
H — HP* — H(X,RUI U ptes; Z).

On identifie ainsi H et HP' & des sous-groupes de Hy (X, RUIUptes; Z). Nous
allons établir 1’égalité du théoréme 4.2 dans H;(X, R U I U ptes; Z). Dans ce
groupe, on a

aP™ o Qptes (fo(u)) - Z {g% gp}

9€l'o(p)\SL2(Z)

Comme —I € I'g(p), 'image de o (resp. 7) dans I'g(p)\SL2(Z) est d’ordre 2
(resp. 3). Dans les calculs qui suivent les sommes portent sur I'g(p)\SL2(Z). On
a

> Nfgigpr = D Ag{gigoo} = > An{hp, hoo}
g g h
= 3 g g0} + Algori gorooh)
- % > An{hp, hoo}
h

1
—3 Z(AhT{th, hroo} + Apr2{h72p, h2o0}).
h

Oroi =1, 0oo=0, Tp=p, 700 =10, A\go = —Ag et A\, = =Ap; — A\p2. Par
conséquent, on a

S Ndgingnr = 5 3 (ulei 900} = Ag{ai90})
g g
_% Z()\hT + )\th){hOO, hp}
h
=3 " e o, hO} + Ny i, hr0})
h

1 1
Y Z Ag{90, goo} — 3 Z Agr{go0, g0}
g g

1
- § Z )‘972 {9007 gTO}
g
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Donc on a

. 1 1
D Nolgiopt = =5 D Aerlg0igoot =5 Y Agre{g0.900}
g

g€A(To(p)) g€A(To(p))

1 1
+ g Z )‘gT{gO’gOO} + g Z Ag7’2 {QO, gOO}
g g
1
+ 3 Z Agr2{g70, gTo0}.
g
Comme } Aj2{g70, 9700} = > Agr{g0, goc}, on a finalement
. 1 1
Z )‘g{glv gp} = _6 Z )\gTQ{gO7 gOO} + 6 Z /\gr{goa gOO}.
g 9 g
On en déduit 1’égalité annoncée. 0

COROLLAIRE 4.3

Pour tous x = der‘o(p)\SLQ(Z) Agg ety = ZhEFo(p)\SLg(Z) pinh dans Epy (), on a
dans 'H :

aptes(&)(l’)) o aptes(ﬁO(y)) = é Z()‘gﬂ',ug - )‘gugT)'

DEMONSTRATION. — La dualité de aP™ et apges, et la proposition précédente
justifient le calcul suivant :

ptes(§0(2)) ® aptes(0(y)) =P (&o(@)) @ Lo(y)
= %Zg(AgT - >‘g‘r2)§0(g) b §O(y)
= %Zg()‘gﬁug - )‘gTQHQ)

= %Zg()‘gﬂ“g — Aghigr)-

4.2.2 Algébre de Hecke et conjugaison complexe
Action de I’algébre de Hecke

Les correspondances de Hecke sur X (p) définissent une action de T sur Hptes
et HPtes,
Les opérateurs de Hecke T},,, m > 1 sont autoadjoints pour

o o HP' X Hoptes — Z.

Le sous-groupe H de HP'S est stable sous ’action de T et la surjection
Qptes : Hptes — H est compatible avec cette action :

Aptes(Tim(c)) = Tincrptes(c).
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Action de la conjugaison complexe

L’involution z +— —z de $ définit une involution sur X = Xy(p)(C) qui
n’est autre que la conjugaison complexe. La conjugaison complexe laisse stable
I'ensemble ptes et définit par conséquent des involutions de HP™ et Hptes. On
note ¢ l'image d’un cycle c sous l'action de la conjugaison complexe.

Un petit calcul (voir [19]) montre que l'action de la conjugaison complexe sur
HPS est donnée par :

@: €0 <_dc) (c,d € Z,(c,d) =1).

Le sous-groupe ‘H de HP' est stable sous I’action de la conjugaison complexe,
et on a aptes(€) = ptes(c) pour tout ¢ € Hpges.
Pour ¢,d dans H, on a

ced=—ced. (4.12)

On notera H* (resp. H™) la partie invariante (resp. anti-invariante) de H sous
I’action de la conjugaison complexe. On a H[%] = H*[%} @ 'H*[%] et 'accou-

plement Hﬂ%] X ’H_[%] — Z[%] , déduit de e par extension des scalaires a

Z[%] , est parfait. En fait, on a

HT=(1+c)H et H =(1—-c)H

ol c est la conjugaison complexe (voir [27] proposition 5).
On note

ot = %(1 to) H[A] — HE[L] et = %(1 — o) H[L] — 1]

les surjections canoniques.

Le T-module H

L’intégration sur les chemins définit ’accouplement non dégénéré

[,]: HxHY(X,QY) — C

(cw) — [ew] = [w (4.13)
L’image du morphisme injectif qui s’en déduit
) 0 1
F: H — Homc(H"(X,Q"),C) (4.14)

¢ — (we fw)

s’identifie & Hy(J,Z). L’isomorphisme H = H;(J,Z) définit par transport de
structure une g{ction de T sur H. Cette action coincide avec la restriction & H
de ’action de T sur HPbs,

Le morphisme F' s’étend en un isomorphisme T-linéaire de R-espaces vecto-
riels :

Hr — Home (HY(X,Q),C). (4.15)
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La restriction de F & la partie invariante H™ (resp. la partie anti-invariante
H~) de H sous l'action de la conjugaison complexe s’étend en un isomorphisme
T-linéaire de C-espaces vectoriels :

Ft:HE S Home(H(X,Q1),C)

(resp. F~ : Hg — Homc(H(X,0Y),C)).

Cela est di au théoréme de De Rham, au théoréme de décomposition de
Hodge ainsi qu’a la dualité de Poincaré (voir par exemple [9]). Pour tout w €
HO(X, Q1) il existe donc ¢ € 'Hg et d € H caractérisés par 'une des propriétés
suivantes :

/w:c’oc et /(D:c'Od (d € He) ; (4.16)

ou, de facon équivalente,

//Xw/\UZ/Cn et //Xw/\n:/dn (n € HO(X,QY). (4.17)

Le Te-module Home(H(X, Q1), C) étant libre de rang 1, il en est de méme
pour H(Jcr et H. Cela implique que Ha et H@ sont des Tg-modules libres de
rang 1.

Soit m un idéal maximal de T de caractéristique résiduelle | # 2. Le Ty,-module
Hm est libre de rang 2 (voir [20] paragraphe 15). Comme Hy, = HE & H,,, il
s’ensuit que les Ty-modules Hif; et Hy; sont libres de rang 1.

4.3 Le module supersingulier (rappels)

Pour les rappels qui suivent, nous nous inspirons des textes [10], [11], [8], [15],
et [48]. Nous attirons 'attention sur le fait que les notations différent quelque
peu de celles adoptées par Emerton [8], notamment celles concernant 1’algébre
de Hecke.

4.3.1 Courbes elliptiques supersinguliéres et algébres de qua-
ternions

Soit Ey une courbe elliptique supersinguliére sur F p- L’anneau Ry = EndFEjy
des endomorphismes de Fy est un ordre maximal de I’algébre de quaternions
B = Ry ® Q sur Q définie ramifiée en p et co. L’ensemble C4(Ry) des classes
d’idéaux a gauche de Ry est fini et son cardinal est indépendant du choix de
Ry (voir [48]). De méme l'ensemble S des classes d’isomorphismes de courbes
elliptiques supersinguliéres sur Fp est fini de cardinal g + 1 ou g est le genre
de Xo(p). L’application Hom(., Ey) fournit une bijection de S vers C4(Rp). On
notera Ey, ..., E, des représentants de S et Iy = Ry, ..., I, = Hom(Ey,, Ey) les
idéaux & gauche de Ry correspondants. Pour 0 < ¢ < g, 'ordre a droite de I;
est alors R; = End(E;), et toute classe de conjugaison des ordres maximaux de
B est représentée par un élément de {Ry, ..., Ry}
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Notons w; = |RY/(+1)| = |Aut(E;)/(£1)|. On a

[[wi=0, (4.18)
=0
J p—1 n

L’égalité (4.19) est la formule de masse d’Fichler.
Notons M; ; I'idéal a gauche de R; et a droite de R; défini par :

M; ;= Ij_lli = Hom(E;, Ej).

Ce Z-module libre de rang 4 est muni de la forme quadratique donnée par
la norme réduite N (voir [48]). Pour b € M;;, le degré de lisogénie ¢ €
Hom(E;, Ej) correspondante est donné par

deg ¢p = N(b)/N (M ;).

La série Theta associée a I'idéal M; ; est définie par

O(M; ;) = Z qN(b)/N(M’Vj) = Z 2w;B; j(m)g™ (4.20)
beM; ; m=>0
ou
1
Bi,j(m) = ﬁ Card{b S Mi,ja N(b)/N(Ml’]) = m} (421)
J

L’entier B; j(m) est aussi le nombre de sous-schémas en groupes C' d’ordre m
de E; tels que E;/C = E;.

Pour m entier positif, la matrice B(m) de terme général B; j(m), 0 < 1,5 < g,
est la matrice d’Eichler-Brandt de degré m. Nous renvoyons le lecteur a [10],
notamment & la proposition 2.7, pour les propriétés de ces matrices. Signalons
en particulier la relation de symétrie

ijM(m) = wiBj,l-(m), (Vm € N), (4.22)

et la relation

g
B; j(m) = o'(m). (4.23)
§=0
4.3.2 Le module supersingulier
Définition
Rappelons que les classes d’isomorphisme de courbes elliptiques supersingu-
lieres sur IF,, sont également en correspondance bijective avec les points doubles

de la fibre Xo(p)r, en p de Xo(p)z (voir chapitre 1). Pour i € {0,..., g} on note
z; le point double de Xo(p)r, correspondant & la classe d’isomorphisme [E;].
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On rappelle que le module supersingulier est le Z-module libre P de rang g+ 1
engendré par zg,...,Tg :

g
P =P Za. (4.24)
=0
Soit
deg : P — Z
Siohimi o YoM

I’homorphisme de groupes degré. Le sous-groupe de P formé des éléments de
degré nul est noté PP.

On munit le module supersingulier de ’accouplement Z-bilinéaire défini positif

(,): PxP — L

4.5
(zi,25) (T4, 75) = w;i ;. (4.25)

Opérateurs de Hecke

Les correspondances de Hecke sur X((p) induisent une action de T sur P. Plus
précisément, pour toute courbe elliptique supersinguliére £ et tout schéma en
groupes finis d’ordre m de E, la courbe elliptique E/C' est encore supersingu-
liere. Cela permet de définir ’action de 'opérateur de Hecke T}, sur une classe
d’isomorphisme [FE] de la fagon suivante :

TulE] =) [E/C]
C

ou C' parcourt I’ensemble des sous-schémas en groupes finis d’ordre m de E.
Lorsque p ne divise pas m, ces sous-schémas sont en correspondance bijective

avec les sous-groupes d’ordre m de E(F,). Pour m = p, le seul sous-schéma en
groupes fini d’ordre p de F est le noyau du morphisme de Frobenius

E — EW,

On a donc
T,(E) = [EW)].

Les opérateurs de Hecke vérifient les relations suivantes (voir [28] 1.2.1) :

Trm = TnTm (n>1, m>1, (mmn)=1)

Tyrve = Tpra T) — 1Ty (I premier, [ #p, r >0)

T si r est impair
Ty = (Ip)" = { ! 7

Idp sir est pair.

Sur la base (z;)o<i<g de P, 'action de T}, est donnée par la matrice d’Eichler-
Brandt B(m) = (Bi;)o<i,j<g :

g
T = »_ Bij(m)x;. (4.26)
j=0
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Modules de Hecke

L’action de T sur P est fidéle. L’homomorphisme canonique T — EndzP est
méme un isomorphisme (voir [8] théoréme 0.4).

On rappelle que ¢’(m) est la somme des diviseurs de m premiers a p. Toute
courbe elliptique supersinguliére en caractéristique p a o’(m) sous-schémas en
groupes finis d’ordre m. Par conséquent, le sous-groupe PY de P est stable sous
I'action de T. Le quotient T de T agit fidélement sur P°. L’homomorphisme
canonique T — EndpP? est un isomorphisme (voir [8] théoréme 0.6).

Notons P = Hom(P,Z) et PO = Hom(P?,Z). L’algébre T (resp. T) agit sur
P (resp. P°) par dualité. Les opérateurs de Hecke sont_autoadjoints pour (, ).
L’accouplement ( , ) induit un morphisme injectif de T-modules de P dans P
de conoyau isomorphe & Z/§Z (voir [8] lemme 3.16). L’accouplement canonique

PxP—7

étend donc I'accouplement ( , ) et sera encore noté (, ). Le T-module P s’iden-
tifie au sous-T-module @Y_, Z%’i de Pg. On fera désormais l'identification

PPz (4.27)

On étend deg a Pg par linéarité.

L’accouplement bilinéaire ( , ) restreint a P° x P? induit un morphisme in-
jectif de T-modules de P° dans PO de conoyau isomorphe a Z/nZ (loc. cit.).
L’accouplement canonique P9 x PO — Z étend (s ) poxpo -

Le ’f@—module Pq et le Tg-module 73(% sont libres de rang 1 (voir [10]).

PROPOSITION 4.4 (EMERTON) N
Soit m un idéal maximal de T de caractéristique résiduelle | # 2. Le T-module
P et le Ty-module PY, sont libres de rang 1.

DEMONSTRATION. — C’est un cas particulier du théoréme 0.5 de [8]. O

4.4 Comparaison des différents modules de Hecke

4.4.1 Rappels : espaces propres sous ’action de T

Les if‘@—modules Mg et Pg sont libres de rang 1. Les Tg-modules MY, 77(&, H6
et H@ sont libres de rang 1. Les opérateurs de Hecke sont autoadjoints pour les
accouplements (,) sur M x M, (, ) sur P x P et ® sur H* x H ™. Les idempo-
tents de 'ﬁ‘@ sont en correspondance bijective avec les formes de Hecke (voir par

exemple |30]), et engendrent les sous—’ﬁ‘@—modules irréductibles de ’TF@. On note

17 l'idempotent de Tg associé a une forme de Hecke f.
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L’élément d’Eisenstein

Considérons 1'élément d’Eisenstein

g
as =
i=0

D’aprés la formule de masse d’Eichler (4.19), le degré de ap est

‘ 8

Lep. (4.28)

(2

g

-1
degap = plT (4.29)

On a
(x,ap) =degz (z € P). (4.30)

Notons PF¥ le sous-Z-module de P engendré par ap. Le Z-module P¥ est
orthogonal a PY pour ( ,) : P x P — Z. On a la décomposition (voir [§]
démonstration du lemme 3.16)

Plas] = PP[as] @ PL55] (4.31)
On note 7 la surjection de P[%] sur PO[%] définie par

12
p—1

deg(x) ap (z € P[5]). (4.32)

(z) =z —

On note encore ¥ tout morphisme qui étend 7° par linéarité.

D’apres (4.23) et (4.26), ag est un vecteur propre de T, pour la valeur propre
o'(m) pour tout m > 1. L’espace 'f@—propre 1g (77@) est la Q-droite engendrée
par ag. On a donc 1g (77@) =PF ® Q. On note PP @ Q = 775.

Espaces propres associés aux formes primitives

Pour f une forme primitive, posons

PL=1;(Py), My =1, (7%) c Mg =1y (H@) . (4.33)

Les espaces propres 22 , Haf et H(éf sont des Q-droites. Choisissons a ¢ (resp.

cy, resp. dy) une base de P(é (resp. HJ—“f, resp. H(Tl)f) comme Q-droite.
On a

<$7af>

1 = o 5) ;

(@) (ag,ap) (=€Pg);
ced

L) = oo Ceny):
Cr®C _

Pour z dans Pg, 7‘% ou Hg, on note = 14(z).
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Notons Prim(p) I'ensemble des formes primitives de poids 2 pour I'y(p). On a
les décompositions en sous-espaces Tg-propres deux a deux orthogonaux pour
(,) et e respectivement

Py = EB P/l (4.34)
f€Prim(p)

Hy = @D (4.35)
f€Prim(p)

Hy = D gl (4.36)
f€Prim(p)

De plus, puisque les opérateurs de Hecke sont auto-adjoints pour ’accouple-
ment [, ] (voir (4.13)), aprés extension des scalaires & C, on peut choisir comme

générateurs de HE T et He" les cycles ¢ et d ¢ associés a la forme différentielle
wy au sens de (4.16). Ils sont caractérisés par la propriéteé :

/wf:coéf et /cuf:cocif (c € HE). (4.37)
Cc (&
La caractérisation équivalente (4.17) montre qu’on a alors

éreody=—i(f, f). (4.38)

4.4.2 Produits tensoriels sur P’algébre de Hecke

Considérons le T-module P ®7 P et les T-modules PP @1 PO et HT @1 H~.

On note
sz :PQP »P&zP, sp:P @P’— P arP’
et
st HYQH™ - HT @rH™

les surjections canoniques.
LEmME 4.5 B _
Les sous-espaces propres de Pg ®1~1‘@ Py sous I'action de T sont les Tg-modules
73(% ®T@ Pé pour g décrivant I'ensemble des formes de Hecke. Les sous-espaces

Tg-propres de 7'% Ty 'H@ sont les Tg-modules Hag Ty Hég pour g € Prim(p).
Plus précisément, on a les décompositions en sous-espaces deux a deux ortho-

gonaux
Pe®z, Po = (PG ®%, Pg)® (Py®ry PY) (4.39)
0 0 _ g g
P@ ®TQ P@ - @ (P@ ®'JI‘Q P@) (4.40)
g€Prim(p)
Y e +9 -9
Ha ®moHg = S% (H@ ®1y Hy ) : (4.41)

g€Prim(p)
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DEMONSTRATION DU LEMME. — D’aprés (4.31) et (4.35), il suffit de montrer que
73(% ®% 736 est nul pour tout couple (g,h) de formes de Hecke distinctes. Ceci

résulte du théoréeme de multiplicité 1 sur les formes de Hecke. En effet si g (resp.
h) a pour développement de Fourier a I'infini

g(z) = Z bimg™ resp. h(z) = Z emq™ |

m>0 m>0
alors 'image a, ®=_ ap de a, ® ap, dans Pg ®~_ Pg vérifie pour tout m > 1,
T mag 9®TQh g @ ap dan Q®11‘@ o Ver pour tou >
bmag ®F, th = Tmag ®F, an = ag O, (Tman) = cmag B, Gh-
On en déduit que si g # h, alors ag ®ﬂ;@ ap = 0.
On procéde de méme pour H™ @ H ™. O

Notons B
0:P @z P — Hom(T,Z) 2 N,
(resp. 6° : PO @1 PO — Hom(T,Z) = M),
le morphisme canonique de T-modules (resp. de T-modules) déduit de I'accou-
plement canonique sur P x P (resp. PY x P9).
Avec l'identification (4.27), 6 s’écrit

0 : 73®1~1.75 — Hom(T,Z) 2N

degz.degy (4.42)

9 + Z<Tm$’?/> q".

m>1

x®ﬁ,y

En particulier, on a

i 1
Hy— —e(My), 0<ij<g. (4.43)

(1 =~
(I‘Z ®T wj 2’[1)]'

THEOREME 4.6 (EMERTON)
1. Le morphisme de T-modules 0 est surjectif. De plus, on a

0(P @z P) = M.
2. Le morphisme de T-modules 6° est surjectif. De plus, on a
0°(P° @1 P°) = IM°,

ou 7 est l'idéal d’Eisenstein.

DEMONSTRATION. — Voir [8] théorémes 0.3, 0.6, et 0.10. O

Soit m un idéal maximal de T de caractéristique résiduelle [ # 2. Les T
modules Ny, My et Pr, et les Tp-modules MY, et P2 sont libres de rang 1 (voir
[8] théoreme 0.5). Le théoréme 4.6 entraine donc le
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COROLLAIRE 4.7 (EMERTON)
Les morphismes de T,-modules

9m H Pm ®ﬁm Ipm — m et Pm ®ﬁm Pm e Mm
sont des isomorphismes. Le morphisme de T,-modules
00 : PO @, 75,91 — MY

est un isomorphisme.

Notons
Y : HYe@rH- — Hom(T,Z)= M°

4.44
c®pd — Zm21(TmC od)q ( )

m
le morphisme canonique de T-modules déduit de ’accouplement e.

PROPOSITION 4.8
Pour tout idéal maximal m de T de caractéristique résiduelle | # 2, le morphisme
de Tw-modules P, : Hf, @1, Hyy — MY, est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. — On a
T® Z = P T,
m

ou m décrit I’ensemble des idéaux maximaux de T de caractéristique résiduelle
[. On a donc H* ® Z; = @, HE pour m parcourant I'ensemble des idéaux
maximaux de T de caractéristique résiduelle [. Les opérateurs de Hecke étant
autoadjoints pour e, I’accouplement sur les séparés complétés

(HT®Z) x (H™ ®7Z) — 7 (4.45)

est trivial sur H{, x H_, pour tout couple (m,m’) d’idéaux maximaux de T
distincts. Par conséquent, l'accouplement (4.45) est la somme directe de ses
restrictions

H$XH;—>ZL

De plus, puisque [ # 2, accouplement (4.45) est parfait.
On en déduit que pour tout idéal maximal m de T de caractéristique résiduelle
I # 2, I'accouplement
H$ X Hy — 2y

est parfait. Par ailleurs, H, H,, et MY sont des Ty-modules libres de rang 1.
Le lemme 2.4 de [8] permet alors de conclure. O

On déduit immédiatement du corollaire 4.7 et de la proposition 4.8 la propo-
sition suivante :
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PROPOSITION 4.9

Le morphisme de ']I‘[ ]—modules

1
2

o141 Pl oy P13 — M)

obtenu aprés extension des scalaires de 6 a Z[%], est un isomorphisme.
Les morphismes de ']I'[%]—modu]es

Pl P oy P — M)

et

¥[z] : HH[3] 1] H™[3] — M°[3],

obtenus par extension des scalaires de 6° et v a Z[%] , sont des isomorphismes.

On note désormais

o= ()70 1] Pl oy

I'isomorphisme de 'H‘[%]—modules composé.

Remarque 4.1 Considérons le morphisme canonique de T-modules
Y:H"@rH — HATH

composé du morphisme injectif de T-modules H* @1 H~ — H @1 H et de la
surjection canonique 'H @1 H — H At H.

Le morphisme T [%] , Obtenu apreés extension des scalaires de T 4 Z [%] , est un
isomorphisme de T[%]—modules; en effet, T[%] est surjectif. Le morphisme Y,
sur les séparés complétés en un idéal maximal m de caractéristique résiduelle
[ # 2 est donc un isomorphisme puisque H} ®r1, Hy et Hm AT, Hm sont des
T,-modules libres de rang 1.

Nous aurions donc pu faire usage du T-module HArH plutét que de HT @1 H ™
sur lequel I’antisymétrie de e est cachée. Cependant, du fait des isomorphismes
T-linéaires F* : H(:Ct = Home(HO(X,Q1),C) de C-espaces vectoriels décrits
plus haut, nous préférons travailler avec H™ @ H ™.

4.4.3 Une premiére description de &g

Considérons 1’élément de Py ®qg Pg suivant

g
1

i=0 '
Posons A = (7% ®¢ 1)(Ag) € 73(& ®q Pg- On a

g
1

i=0 °

2
1CLE X aE-
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Par conséquent, on a AY = (7°@7%)(Az) et donc AY est un élément de P&@QP&.
On note AJ Iimage de AJ par la surjection canonique s%. Comme le dia-
gramme

s~
Po ®g Pg — Po ®, Po
\Lﬂ()@(@ﬂ'o \Lﬂ'O@)TQﬂ'O
0
0 0_°T_po 0
commute, on a

g
~ 1 12
0 _ E ~ . ~
A2 = L Exl ®TQ T; — HCLE ®TQ agp. (448)
1=

Considérons a présent I'élément de ngs ®0 ’H&tes suivant :

=g Y (@@ - L@ ealr).  (449)

9€l'o(p)\SL2(Z)

LemME 4.10
L’élément Ay est dans Hg ®q Ho.

DEMONSTRATION DU LEMME. — On a (voir le paragraphe 4.2.1)
1 of d o(C€ 0(C 0 d
bo=g > (5 (d—c) 20 () € (g) e (7))
[c:d]G]P%p

Lorsque ¢/d # 0,1, ou oo, les éléments {0(5) et §O(ﬁ) sont dans M. Il suffit
donc de montrer que 1’élément

€°(1) ®q £%(0) — £(0) ®q £°(1) +£°(0) ®g £°(00) — £°(00) ®g £°(0)

est dans Hg ®g Hg. Or £9(0) = —€%(c0) et £9(1) = 0. D’ott le lemme. &

On pose AJ = (7F ®g 77)(A2) € 7‘% ®q Hg et AY = sh(A9) € Héf ®ry Hy-
THEOREME 4.11

1. L’élément A engendre le Tg-module libre 73(% ®1y 77(% ;

2. I'élément A engendre le Tg-module libre H(E Oty Hy 5

3. on a ®g(AJ) = A9.
Remarque 4.2 Puisque ®g est un isomorphisme de Tg-modules, si 3. est vraie,

les assertions 1. et 2. sont équivalentes. On démontre cependant ces derniéres
de facon indépendante.
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DEMONSTRATION. — Pour u et v dans Hg, notons
Ag(u,v) = (€%(g7) e v)(u e (g)) — (€°(g) o v)(u e (7).
Nous ferons usage du lemme suivant.

LemMmE 4.12
a. Pour tous u et v dans P&, on a

9 .
Z(%w)-(u, &> - p1_21(aE,v>.<u, ag) = (u,v) ;

W
i=0 v

b. Pour tous u et v dans Hg, on a

1
6 Z Ag(u,v) =uewv.

9€T0(p)\SL2(Z)
DEMONSTRATION DU LEMME. — Solent u = Y 7 Nz et v = Y 9 pz; dans 73(%,
on a
J i 12 g
izg<xi7 ’U>.<’LL, EZZ) - p— 1 <CLE,1)>.<U, aE> = ZZ; AZ/’LZU)Z = <’LL, U>'

Cela montre a.

Soient u et v dans Hg. Il existe

T = Z Agg € Spo(p) ®Q
g€l'o(p)\SL2(Z)
et
y= Z pgg € Eryp) ©Q
9€T0(p)\SL2(Z)

tels que u = aptes(§0(2)) et v = aptes(&o(y)) (voir le paragraphe 4.2.1, notam-

ment le théoréme 4.1). On a alors

Ag(u,v) = —(E%(g7) o Lo(y))(E%(g) ® Lo(@)) + (€°(g) ® Lo(1))(£7(g7) @ &o())
= 71“97')\9 =+ ,ug>‘g7'-

En appliquant le corollaire 4.3, on obtient alors
1 1
6 Z Aglu,v) = ¢ Z Agritg = Agligr
g€Tlo(p)\SL2(Z) g€lo(p)\SLa(Z)

Qptes (&) (.’L‘)) ® Optes (50 (Z/))

= uewv.
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Soit f une forme primitive de poids 2 pour I'g(p). On a dans ?é Ty Pé

! o wiag,ap? e

D’aprés ’assertion a. du lemme 4.12 cela donne

lfAO = af X1y ay. (4.50)

1
(af,ar)

En particulier 1;AJ est non nul pour toute forme primitive f. Ceci prouve
I’assertion 1. du théoréme 4.11.

On a dans Haf T4 Hac

- 1 Ay lcr,d
1ng: G Z M cf Q1 dy.
9€T0(p)\SL2 (2) !

Donc, d’aprés ’assertion b. du lemme 4.12, on a

1,A) = cf @1y dy. (4.51)

Cdef

En particulier, 17A9 # 0 et ce pour toute forme primitive f. Cela prouve I'as-
sertion 2. du théoréme.

D’apres (4.50), on a lfO(%(Ag) = f. En effet, on a
17 05(A9) = 0g(17A3)
Tmag,ap) .
= (Tmay f>q

m>1 <af7 af>

= Z am(f)qm

m>1
= f_
De méme (4.51) entraine I’égalité
15 ¢g(A9) = f.

Cela termine la démonstration du théoréme 4.11. O



Chapitre 5

Formule de Gross et applications

Nous reprenons ici les notations du chapitre précédent. Rappelons notamment
que p est un nombre premier, B est ’algébre de quaternions définie ramifiée en
p et a l'infini, et Ry, ..., Ry les ordres a droite de représentants Iy = Ry, ..., I,
des classes d’idéaux & gauche d’un ordre maximal Ry donné.

5.1 Formule de Gross

Puisque B est ramifié en p et a l'infini, un corps quadratique L se plonge
dans B si et seulement si p est inerte ou ramifié dans L (voir par exemple [48]).
Soient R un ordre maximal de B et O un ordre quadratique. On rappelle qu’un
plongement optimal de O dans R est un morphisme d’algebres 0 : O @ Q — B
tel que c(O® Q)N R =0(0O).

Soit D > 0 un entier. Notons O_p l'ordre de discriminant —D g’il existe,
h(—D) son nombre de classes, u(—D) Pordre de O* ,, /(£1), et h;j(—D) le nombre
de plongements optimaux de O_p dans R;, modulo conjugaison par R;. On a

2 siD=4
uw(—D)=43 siD=3
1 sinon.
DEFINITION 5.1
On définit le D-iéme élément de Gross!
1 g
= hi(—D € 1/6

Remarque 5.1 Par définition, vp est nul si —D n’est pas un discriminant
quadratique imaginaire, c’est-a-dire le discriminant d’un ordre d’un corps qua-

!Cet élément, introduit par Gross, est noté ep dans [10]. Nous choisissons la notation yp
dans le souci de ne pas confondre cet élément avec 1’élément d’enroulement tordu introduit au
paragraphe 5.2.
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dratique imaginaire.? Si —D est un discriminant quadratique imaginaire, vp est
nul si p est décomposé dans O_p @ Q = Q(v/—D) (car dans ce cas O_p ® Q ne
se plonge pas dans B).

Soit f € So(T'g(p)) une forme primitive de développement de Fourier a I'infini

=2 am(Had™

m>1

Pour x caractére primitif de conducteur r, on note

fox=">Y an(f)x(m)q"

m>1

la forme modulaire de poids 2 tordue de f par x. Lorsque r est premier a p,
cette forme modulaire est primitive de niveau pr? (voir [30]).
On suppose désormais que —D est un discriminant quadratique imaginaire

premier & p. On note
ED =

le caractére quadratique non trivial de Gal(Q(v/—D)/Q).
La formule suivante a été démontrée par Gross [10] dans le cas des discrimi-
nants premiers et généralisée par Zhang [50].

THEOREME 5.2 (FORMULE DE GROSS-ZHANG)
On a
(f. f)
( f f>.

L(f,l)L(f@é‘D,l) = \/5 0051000)5)

Remarque 5.2 Lorsque p est décomposé dans Q(v/—D), chacun des membres
de ’égalité du théoréme 5.2 est nul. On suppose donc désormais que p est inerte

dans Q(v/—D).

5.2 Carré tensoriel des éléments de Gross

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les isomorphismes de Tg-modules
suivants :

0 : Pg ®1y Py — Mg (5.1)
et
Yo : HE @1y Hy — MG, (5.2)
Notons
7 = (o) € P,

2Rappelons que —D est un discriminant quadratique imaginaire si et seulement s’il existe
f € N tel que d = D'f? avec —D' < 0 un discriminant fondamental, autrement dit tel que
’ !
D' =3 mod 4 et D' sans facteur carré, ou D' =0 mod 4, Z- sans facteur carré, et 2- =1,2
mod 4.
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Comme corollaire de la formule de Gross, nous déterminons ici l'image de
7% ®y 7% € P(% ®Tq 77(% par $g = wdl o 9&.

On rappelle qu’on a un isomorphisme T-linéaire de R-espaces vectoriels :
Fr : Hr = Homc(HY(X,0Q),C)

déduit de I’accouplement non dégénéré [, ] : H x H(X, Q') — C défini par

[c,w] = /w
C
(voir paragraphe (4.15)).
On appelle élément d’enroulement ’antécédent e € Hi par Fr de

W — w
{0,00}

(voir [20] (18.5)). L’élément d’enroulement e est un élément de 'H6 (loc. cit.
lemme 18.6).

Soient r > 0 un entier premier & p et y un caractére primitif modulo r. Notons
9X) = X med » X(0)e¥™/T 1a somme de Gauss associée a x. Considérons le
symbole modulaire suivant appelé élément d’enroulement tordu par le caractére

X :
ey = Z X(b){—i,oo} € H;(X,ptes;C). (5.3)

b mod r

LEmME 5.3
Le symbole modulaire e, est un élément de H ® Z[x], et lorsque x est impair
(resp. pair), e, € H™ @ Z[x] (resp. ey, € HT @ Z[x].)

DEMONSTRATION DU LEMME. — Notons [£] la classe d’un élément £ € P!(Q) mo-
dulo T'g(p). D’apres [19] proposition 2.2, on peut choisir un systéme {[1; 1], [p; 1]}
de représentants de I'g(p)\P!(Q) tel que, pour r et s entiers

ST R {[p; sl

[1; 1] sinon.
Pour tout caractére x, le bord de e, est
sed= X xo=h- X a0 (7)) =0 T wmn-o
b mod r b mod r b mod r

Donc e, est un élément de H ® Z[x] (car H est le noyau de I’application bord
et Z[x] est plat).
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De plus, I'image de e, sous l'action de la conjugaison complexe est
_ a . . .
— E x(a) {_,700} si y est impair
r

- NI mod 7
=D X(b){r’ } 5 ;z(a){—%,OO} si x est pair.

a modr

Ceci prouve que, si x est impair, e, est un élément de H~ ® Z[x], et si x est
pair, e, est un élément de H* @ Z[x]. &

Le caractére ep est primitif de conducteur D, et impair. On note
b _
€D = €gp = Z €D(b){—D,OO} GH . (54.)
b mod D

DEFINITION 5.4
On appelle D-iéme forme parabolique de Gross la forme parabolique

gp = 03(7p ®14 VD) € MY (5.5)
THEOREME 5.5
L’image de 7% ®Tg fyOD par I'isomorphisme
. PO 0 ~ 2+ —
est donnée par :
Do (V) ®1y VD) = € D1y €D-

En d’autres termes, la D-iéme forme parabolique de Gross gp a pour dévelop-
pement de Fourier a I'infini

> (0. Twrd) ¢" = eoTmep ¢™ ;

m>1 m>1
ou encore
(1D, t7p) = eetep (€ Tq).
DEMONSTRATION. — Soit f une forme primitive de poids 2 pour I'g(p). On se

propose de montrer que

1> (15, T D) @7 =15 > e oTmep g™ .

m>1 m>1
On a
1 — 0~(~) A
8D (D ®15 D)
= > (. Twrb)a
m>1
= > hAbam(fe™
m>1

= (vhh)f.
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D’apres la formule de Gross-Zhang (théoréme 5.2), on a donc

L)LY ®ep )WD

1r 8o .5

7. (5.6)

LEMME 5.6
Soit f une forme primitive de poids 2 pour T'g(p). On a

_ LUL(f ©ep, )VD

1/ (Y(e®1, ep f.
7 (e ©nq e0)) (F.f)
DEMONSTRATION DU LEMME. — S0it f = Zle am (f)g"™ une forme primitive de
poids 2 pour I'g(p). Un calcul classique montre que
g{X
L) = fews) et Lfex1) =~ Nl wy) 5.7)

Nous renvoyons a [19] théoréme 4.1 pour la premiére égalité de (5.7). Pour la
deuxieme égalité il suffit d’appliquer le théoréme 4.2 (loc. cit.) en remarquant

qu’avec les notations adoptées par Manin on a L(f ® x,5) = —Lw, x(s) et en
utilisant le fait que Y, 4, x(b) =0.
On a

1yg(e ©y ep) = dgle! @1, e})

= Z (Tmef i efD)qm

m>1

= > (el eel)am(f)g"

m>1
= (efoefD) f.

efoe{): ~eoci~ 6 éfoe}) cif :(eodf)(é{oep).
Cf.df Cf.df Cf.df

On choisit ici les générateurs ¢y de H(Jcrf et Jf de H(Ef associés a la forme
différentielle holomorphe wy caractérisés par (4.37). D’aprés la premiére égalité
de (5.7), on a

Or on a

eeds = [e,05] = L(f,1) = L(f,1)
car L(f,1) € R. La deuxiéme égalité de (5.7), montre que I'on a dans C
éreep = —lep,wfl = —iVD L(f ®ep,1)

car g(ep) = iv/D. Enfin on rappelle que é; o df = —i(f, f) (voir (4.38)). On
obtient finalement 1’égalité

—iv/D L(f,1)L(f ® ep, 1)
_i(fa f) .

Ceci achéve la démonstration du lemme 5.6, et donc du théoréme 5.5. & [

I _
efoeD—
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5.3 Formule pour > 7, hi(—D)*w;
D’aprés le théoréme 5.5, on a, pour tout m > 1,

<7%,Tm'y%> q" =eeTep q™. (5.8)

Nous nous proposons de calculer chacun des membres de ’égalité (5.8) dans
le cas ott m = 1. Ceci permet d’établir une formule pour Y9_, hi(—D)?w;.

5.3.1 Calcul de (7%,7%)

PROPOSITION 5.7

On a
1 g 48
0 .0 2 2
= h, (=D -D
<7D7 ’7D> 4U(—D)2 ; l( ) wy (p . 1) ( )
DEMONSTRATION. — On a
0 E (YD, aE)
= D —_ = D —_ —
YD i YD i <aE, aE)
Par conséquent
12(degvp)?
<’7%77?)> = {Yp,7D) — (p—l)

Rappelons que
1 g
=— hi(—D)x;.
D 2u(—D); (=D)x

De plus, puisque (D, p) = 1, la formule d’Eichler (voir [10] (1.12)) donne :

2 -D
hi(=D) = (1 - ( >> h(—D) = 2h(—D), (5.9)
=0 p
car p est inerte dans Q(v/—D). On en déduit la proposition. O

5.3.2 Calcul de eeep

Soit 7 > 0 un entier premier & p. Notons Ma(Z), I'ensemble des matrices de
taille 2 x 2 & coefficients entiers et de déterminant r, et

X ={M=(4Y)eMa(Z)r;u>v>0, 0<w<t,(wt)=1}

PROPOSITION 5.8
Pour tout caractére primitif x modulo r, on a

= D X (7).

M=(gy {)€X;
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ou, pour M € X/, bys est I'entier modulo r solution du systéme

~1
by = (wqfr) ((Uﬁur)zl (mod (w”—r))
by = (tf)r) (ﬁ) (mod (tTT))

T T

wr ’(tm))' On a d = =gy car (w,t) = 1.

Remarque 5.3 Notons § =

/N

~

Comme, par hypothése, wv = ut (mod r), on a I'égalité

Ceci prouve que (S;) a une solution modulo r. Cette solution est unique car le
plus petit commun multiple de (w’"—ﬂ et (tr—r) est égal & r.

DEMONSTRATION. — Pour 0 < b < d, d divisant r, notons

d b 3 1 _0 LA
md7b = <0 T> ’ wd7b = md,é = <8 dr) et ndab = (z > °
d r

L’ensemble {mgqyp, 0 < b < d, d | r} (resp. {ngp, 0 < b < d, d|r}) est un
systéme de représentants de Ma(Z), /SLa(Z) dont les éléments sont les seules
matrices M = (47) de X/ telles que w = 0 i.e. Moo = oo (resp. telles que
v =0 ie. M0 = 0). Notons C(d,b) = mqpSLa(Z) la classe d’équivalence de
mqp. La classe C(d, b) est I'ensemble des matrices M = (4 ) telles que

U bw v bt

wa M = (d w' a r> € SLy(Z). (5.11)

s s

Pour tout M € C(d,b), on a donc

50 (%) = 50 (Po(p)~wd,bM) = {wd,bM~07 wd,bM.OO} .
Notons w
S, = Z X(bM)fo(?)'
M=( { )X

Nous allons montrer que S, est égal & e,. Notons Div’(P'(Q)) le groupe des
diviseurs de degré nul 4 support dans P'(Q). On dispose d’une application

v DiVY(PY(Q)) — HPles
(@)= (B) — H{a, 8}~
Il suffit d’établir que S, et e, ont un antécédent commun par ¢.
Soit M € Ma(Z),. 1l existe b et d avec 0 < b < d, d|r, tels que M € C(d,b).

D’apres (5.11), Ventier r/d divise alors ¢ et w. Si M € X, on obtient d = r, car
(w,t) = 1. Par conséquent

X = J (xnc(rb).

0<b<r
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De plus M = (%) € C(r,b) si et seulement si v = bw (mod r) et v = bt
(mod 7). En particulier, si M € C(r,b) alors by =b (mod 7).
On pose D(r,b) = X/ N C(r,b).

Ce qui précéde montre que

Sy = Z Z X (0){wy M0, wy y M .00},

0<b<r MeD(r,b)
Donc
Se=c| Do x®) | > (wpM0)— D (wrpM.oo)
0<b<r MeD(rb) MeD(rb)
Soit

M—<“ “)e)«,ﬁ.
w t

Si Moo # o0, il existe une unique matrice A(M) € X/ N MSLy(Z) telle que
Moo = A(M)O0 : c’est la matrice

aon=ar ("5 )= (i o)

ou m(M) est le plus petit entier supérieur a ¢/w. Remarquons que u # 0 car
M € X/, par conséquent A(M)0 # 0.

Si L
M’:(Z), g,)w

est telle que M'0 # 0, il existe une unique matrice B(M') € X! N M'SLs(Z),
telle que M'0 = B(M')oo : c’est la matrice

n_ a0 -1 (v —d +u'n(M)
B(M') =M < 1 n(M') >_ ( t —w +t'n(M)
ou n(M') est le plus petit entier supérieur a v’/v". On a B(M')oo # oc.

LEMME 5.9
Soit 0 < b < r. L’application A définit une bijection de

D(r,b)\{M ; Moo = oo} = D(r,b)\{m,}
D(Tv b)\{Ma MO = 0} = D(T7 b)\{nr,b}

de bijection réciproque ’application B.

DEMONSTRATION DU LEMME. — Soilent M = (& 7), € X/ telles que Moo # co. On
a
U —um+v+un
BaGn) = ( )

w —wm—+t+wn
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ounm = m(M) et
am-—. 0r0<

= n(A(M)). L’entier n est le plus petit entier supérieur
< 1, donc n = m, et on en déduit que B(A(M)) = M.

u

Considérons a présent M’ = ( .
w ot

gl 3

> € X! telle que M'0 # 0. De fagon

analogue, on a
! / ) /
N vmt+u —vn v
A(B(M )) - ( t/m/ + w/ _ t/n/ t/ >
oun' =n(M') et m"=m(B(M")). L’entier m’ est le plus petit entier supérieur
an' — 1;’—,/ Oro0< 12’—,, < 1doncn' =m'et A(B(M'"))=M"
Supposons que M € D(r,b)\{m,}, autrement dit u = bw (mod r) et v = bt
(mod 7). On a alors um(M) — v = b(wm(M) —t) (mod r), ce qui prouve que
A(M) est dans D(r,b)\{n,p}. <&

Le lemme précédent montre que

SX = ! Z X(b) Z (wr,bM/-O) - Z (wnbM-Oo)

0<b<r | M’€D(r,b) MeD(r,b) ]

= | Y x| Y (Moo= Y (wpM.co)
0<b<r M'eD(rb) M'eD(rb)

L M’0=0 M’ oco=00 A

LY | T e Y o
0<b<r M'eD(r,b) M'eD(r,b)
i M’0+0 M’ oo

= L Z X(b) Z (wr,b'o) - Z X(b) Z (wr,bMOO)

0<b<r M'eD(r,b) 0<b<r M'eD(r,b)
M'0=0 M'co=00

On rappelle que les seuls éléments M € X! tels que M0 = 0 (resp. Moo = o0)
sont les matrices ngq (resp. m(d,a)) avec 0 < a < d et d | r, et que ces matrices
forment un systéme de représentants pour Ma(Z),/SLa(Z). Par conséquent,

_ b _
so=i| T am (1) - ¥ wieo). (5.12)
0<b<r
Comme o, X(b) = 0, on a finalement
Sy = ey,

d’oul le résultat annoncé dans la proposition 5.8. ]

Remarque 5.4 Puisque e, € Hg, les contributions de £°(0) et £°(c0) dans S,
s’annulent.
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Pour u,v deux entiers premiers entre eux, v > 0, la somme de Dedekind
S(u,v) est donnée par
v—1
_ (h\ 5 (uh
S = Bi|—)Bi|— 5.13
o EaBal) o

ot By est la fonction périodique de période 1 définie par By(r) = = — 1/2 si
x €]0,1] et B1(0) = 0 (voir par exemple [40]). Pour k € {1,...,p — 1}, notons
k. V'unique élément de {1,...,p — 1} tel que kk, = —1 (mod p).

COROLLAIRE 5.10

On a
L ke —k . S(k,p)
= x(b T =)
coe=> 3 ) (Pt R
P =( e
w=tk mod p
DEMONSTRATION. — Ce corollaire se déduit de la proposition 5.8 et de la

formule suivante due a Merel [24] :

k — ky
(0= Dew(k) = " F(1-p) ~125(kp) (k€ {L...p—1)).
O
5.3.3 Application au calcul de Y 7_; h;(—D)*w;
THEOREME 5.11
On a
g p—1
th(_D)sz — 4U(—D)2 Z 5D(bM) (k’* k _ 125(1{3,}7))
- - P p—1
= (e
w=tk mod p
ﬁh(—D)Q.
-1
DEMONSTRATION. — D’apreés la proposition 5.7, on a
2 2 2,0 .0 48 2
hi(=D)*w; = 4u(—D)*(vp,Vp) + ﬁh(—D) :
i=0

Or, le théoréme 5.5 donne ’égalité :

(VD)) =eeep.

Le corollaire 5.10 appliqué a x = ep montre alors le théoréeme 5.11. [l
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5.3.4 Remarque : une autre approche pour le calcul de ce¢p

Soit z € $. Pour g € I'g(p), notons ¢, la classe dans Hpies de I'image dans
Y d’une géodésique de § reliant z & gz. La classe ¢4 est indépendante du choix
de z. L’application g +— ¢, définit un homomorphisme surjectif de groupes de
To(p) dans Hptes-

Pour tout entier b tel que 0 < b < D et (b, D) =1, on note

. Up b
gp = wy D

I'unique matrice de I'g(p) telle que 0 < % < D. Par commodité, on note

(10
P=\0 1

lorsque b n’est pas premier a D.
Posons dans Hptes

D—-1
ep =Y ep(b)cy,
b=0

L’image de ep par la surjection canonique 3 : Hptes = H est égale a ep. En effet,
pour b premier & D, 'image de ¢g, par [ est égale a la classe de {0, g,0} = {0, %}
dans H et ep est impair; cela entraine

s@) = > e {o.pf=en

bEZ,(b,D)=1

Rappelons que I’élément d’Fisenstein £ est 1'unique élément de ngg de bord
(p—1) ((To(p)oo) — (I'p(p)0)) dans Z[ptes]| et tel que

Thm€ =o' (m)€
(voir [24]). On a l’égalité suivante (voir loc. cit. lemme 1)
(p—1)e=E—(p—1){0,00}.
Par conséquent,
(p—1)eeep=~Eeep—(p—1){0,00} e ep.
Soit By, le premier nombre de Bernoulli généralisé associé au caractére ep.

PROPOSITION 5.12
On a

. 2
M-D) ., h-=D)

EQEE):Q(p—l)u(_D) W=D
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DEMONSTRATION. — On rappelle que, pour u,v deux entiers premiers entre
eux, S(u,v) est la somme de Dedekind (voir 5.13). Notons R l'application a
valeurs dans Z qui & une matrice (4, {) € I'o(p) associe (p —1)% si w =0 et

R AR )

sinon. Cette application est un homomorphisme de groupes appelé homomor-
phisme de Rademacher (voir [39] et [24]). On a (loc. cit)

R(g) = —Eecy (g9 €To(p)) (5.14)
On en déduit
D—
Eeep = Z b) Eecy,
b=0

D-1
=~ 2 =0
b=

Or, puisque D # 1, on a w, # 0 pour tout b € {0,..., D — 1}. Par conséquent

R = -0 a2 (s -5 (0.5

- (p—1)<£+;%+i>+12 (S(D,wb)—S(D,Z;b>>

car upD — wpb =1 et wy > 0.

Rappelons la loi de réciprocité de Dedekind (voir par exemple [40] théoréme
1). Pour u > 0 et v > 0 deux entiers premiers entre eux, on a

12 (S(u,v) + S(v,u)) = —3+ + + % (5.15)

On a également les propriétés élémentaires suivantes.
S(—u,v) = =S(u,v) et S, v)=S(u,v), (5.16)

ou u' > 0 est un entier tel que uu' =1 (mod v).

On a bw, = —1 (mod D). D’apres (5.15) et (5.16), on a alors

D 1
12 S(D — 12 g w1
S( ’wb) S(wln ) 3+ +D+ow
D 1
= 128(b,D) -3+ — + 2 4 —
(b, D) =3+ +D+ow
et
D
125D, %) = —125(%. p)_gy L P P
p p D Wy ow
D
= 12 S(bp, D )—3+7+7p+7p

Dp Dwy
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Cela donne

D wy 1 wy,  Dp p
R — -H|{=+—+— T B e
(9v) (r—1) + + > + W Tp T Dw, Dp wy, Duwy

D' D D
B p—1 b
= 5 b+ ) +12(S(b, D) - S(bp, D))
D’ou
1—p = 1—p wh | N
P — b -
Eecp = o) bZOSD(b)b—i— o) bz_%sp(b)p+12b§:%6D(b)(S(bva) S(b, D))

On rappelle que

D-1 B b D—-1

8D(b)Bl — | = é‘D(b)b = DBl,ED (517)
ICLYCIEDS
b=0 b=0

(voir par exemple [49] proposition 4.1).
Pour b € {0, ..., D—1}, posons a = 2. L'entier a € {0,..., D —1} est tel que

w, = bp. En effet (Z; ?) € To(p) et bp € {0,p,...,(D — 1)p}. L’application
b— % définit donc une permutation de {0,...,p —1}. On a alors
D-1 w b1
ep(b)— = en(—2)b
b=0 p b=0 p
D—1
= - Z ep(bp)b
b=0
<_ ) D-1
= —\|\— €D(b)b
p b=0
= DBy,
Par ailleurs, on a
D-1 D—1D-1 C as — lab
5.0 = 25 o (5) ()
b= b=0 a=0
D-1 PN  lab
_ z_% epn(a)B (5) > ep(ab) B <D>
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De facon analogue, on a

D-1 D—1D-1 Can o fabp
S en(®)S(bp. D) = }j@@w4Dﬁ5<D>
b=0 b=0 a:[())_l N b
= ep(p) ep(a)B, (%) Z ep(abp) By <aDp>
a=0 b=0
= _B%,ED

On a finalement
Eeep = 2(1—p)Bic, —24B7 .

Or, en combinant la formule du nombre de classe et les relations entre nombres
de Bernoulli et fonctions L de Dirichlet (voir par exemple [49] théoréme 4.9) on
obtient

h(—D)
B =— .
Lep u(=D)
On en déduit ’égalité annoncée dans la proposition 5.12. O

Malheureusement, nous ne savons actuellement pas donner une expression
simple pour {0,000} @ ep. Les observations suivantes fournissent peut-étre une
piste pour effectuer ce calcul.

Pour k € {1,...,p — 1}, posons

ks -1
L P ) (5.18)

ou k, est l'unique élément de {1,...,p — 1} tel que kk, = —1 (mod p). On
rappelle que ’ensemble

{(6H).(9) Wk, 1<k <p-1},

dit systeme de générateurs de Rademacher, est un systéme de générateurs de

Lo(p)-
On a

{0,00} @cy, =0 (ke{l,...,p—1})

(voir [24]| démonstration du lemme 3). Par ailleurs, on a
=—-1 et {0,00}ec/igy=1.
) (p 1)

Pour b € {0,...,D — 1}, notons ny(b) (resp. n(b)) le nombre de (1) (resp.
(119 (1))) dans une décomposition de g, dans le systéme de générateurs de Rade-
macher. La différence n(b) — ng(b) ne dépend pas de la décomposition choisie

et on a

D-1
{0,00}eep = Y ep(b)(neo(b) — no(0)).
b=0



Chapitre 6

Interprétation de la formule de
Gross-Kudla

6.1 Préliminaires

On considére dans ce chapitre les T3 modules PE3 NE3 et M®3 et les
T®3_modules PO** et MO®2.

Pour fi, fo et f3 trois formes modulaires de poids 2 pour T'g(p), la forme
modulaire triple F' = f1 ® fo ® f3 € /\/’g?’ est définie! par

F(z1,22,23) = fi(21) fa(22) f3(23)  ((21, 22, 23) € H°).

On dit que FF' = f1 ® fo® f3 € Ng?’ est une forme de Hecke triple (resp.
forme primitive triple) si f1, fo et f3 sont des formes de Hecke (resp. des formes
primitives). Pour F' = f1 ® fo ® f3 € M%m et G =910 ¢p®gs € Ng?’, le
produit scalaire de Petersson de F' et G est normalisé par (voir [11] (11.3)) :

3

(F,G)® =T](fi,9:) = 2°n° / / F(2)G(z)dzdy, (6.1)

i=1 To(p)3\$H3

ou z = (21,22, 23), 2k = Tp+iYk, k =1,2,3, de = dr1dredrs et dy = dyidyadys.

Par fonctorialité des algébres tensorielles, on déduit de l’accouplement ( , )
I’accouplement suivant

(,)83 . Pe3 o PR3, 7
(1 ®ay®az, by @by ®@bs) — [0 (ai,bi).
Le morphisme de T-modules
0:P@zP — N
produit le morphisme de T®3-modules

93 . PO g, PO . N
(a1 ® az ® a3) Rges (b1 @by @ bs) +— [[7_; 0(a; @7 bi).

'L application de NgB dans ’ensemble des fonctions holomorphes en trois variables sur $°
définie par f1 ® fo ® f3 — ((21, 22,23) — f1(21)f2(22) f3(23)) est bien injective.
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Les ’i‘%g—modules ./\/'g3 /\/l®3 et 7383 sont libres de rang 1; les T83—m0dules

./\/l0 e 730 3 sont libres de rang 1. Les opérateurs de Hecke triples de T®3
sont autoadjomts pour (, )®3 et (, )3,
Les idempotents de ']I‘®3 sont de la forme 1y ® 14, ® 15, pour fi, fo et f3

parcourant l’ensemble des formes de Hecke (voir le paragraphe 4.4.1 de cette
thése). On note

Fo_ ®3\ _ pf1 o pfe o pf

le sous-espace propre de 735)3 correspondant & la forme de Hecke triple F' =
fi ® fo ® f3. Le Q-espace vectoriel 775 est une Q-droite de vecteur directeur
Ap = af Qg ag, ®g afy, o ay est un vecteur directeur du Q-espace vectoriel

Pé de dimension 1 (voir la section 4.4.1). On a la décomposition en sous-espaces

T®3_propres deux & deux orthogonaux pour { , )&3
7)®3 @ PF

la somme directe portant sur I’ensemble des formes de Hecke triples. Le sous-

_ ®3
Q-espace vectoriel (P%) de Pg?’ est donné par

®3
0 - 3
(P3) " =75,
F
la somme directe portant cette fois sur ’ensemble des formes primitives triples.
Pour B € Pg?’, on note BY = 1xB. On vérifie aisément qu’on a dans 775 :

<AF, B>®3

F _
B = Tap, Ap)®

Ap.

Considérons a présent le T ® T-module P ® (73 Q7 73) . D’aprés le lemme 4.5,
1 : de Py 0 (Pg 75, Pg) sont les Q-droit
es sous-espaces propres de Py ®q | Py ®1r@ Pg ) sont les Q-droites

PL e (P4 ®F, Py)

de vecteur directeur ay ®@q (ag ®?~T@ ag) = (1 ®q 57)(Afegeg), pour f et g par-
courant I'ensemble des formes de Hecke. On a la décomposition en sous-espaces
T® T- propres deux a deux orthogonaux

o~ (P ) I o
Py ®g (PQ g, PQ) ey (7?@ ®g (73(% ®z, 7?%)) ;
f9
la somme directe portant sur I’ensemble des paires (f, g) de formes de Hecke.

Pour B € P®3, on note B = (1® sz)(B) € P® (P ®zP) . Pour f et g deux
formes de Hecke, on a donc

(15 ©g 1,)(B) = (1 ® s5)(B/®9%9) = Bfegag,
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6.2 Formule de Gross et Kudla

Soient f, g et h trois formes primitives de développements de Fourier a 'infini

respectifs :
Z amq"", Z bmqg™, et Z cmq™.

m>1 m>1 m>1

Gross et Kudla [11] ont défini la fonction L(F, s) du produit triple F' = f®g®h
par un produit Eulérien

L(F,s) = Lp(F,s) [ [ Lu(F. 5)
l#p

convergeant pour Re(s) > 3. La définition des facteurs locaux de L(F, s) suit la
recette proposée par Serre [45] pour la fonction L de la représentation o @0 ,®0p,
de dimension 8 de Gal(Q/Q), ot o4, 04, 0, sont les représentations de dimension
2 associées respectivement a f, g et h. Plus précisément, les facteurs locaux en
un nombre premier [ distinct de p sont définis par

L(Fs)= [ (0= aibmul)"
1<i,5,k<2

avec
1 —ax+ 122 =(1— a12)(1 — oy om),

1— bz +lz? = (1 - B12)(1 — Bi2z),
1—cz+lz? = (1 —y12)(1 — y22).

Le facteur Ly(F,s) est donné par
Ly(F,s) = (14epp ) (1 4epp' )"
ou
€p = —apbpcy = *1
(voir |10] paragraphe 1).
Soit Leo(F,s) = (27)374T(s)['(s — 1)3 le facteur archimédien. La fonction

A(F,s) = Loo(F,s)L(F,s) admet un prolongement analytique a C et satisfait
I’équation fonctionnelle :

A(F,s) = —ep A(F,4 — 5). (6.2)

(Le lecteur se reportera a [11] proposition 1.1 pour la démonstration de ce fait.)

Lorsque €, =1, on a L(F,2) = 0. On suppose désormais que &, = —1.

DEFINITION 6.1
On appelle élément diagonal de Gross-Kudla? 1’élément

g
1
Ag=> —a e P>

We
i=0 °

2L’élément A3 est appelé élément diagonal et noté A dans [11].
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La formule de Gross et Kudla ([11] théoréme 11.1) s’énonce comme suit :

THEOREME 6.2 (GROSS-KuDLA)
Soient f,g et h trois formes modulaires primitives de poids 2 pour I'g(p) telles
que e, = —1. Posons F'= f ® g®h. On a

(£, F)

L(F2) =

(Ag, AZ)".

Lorsque g = h, on obtient le

COROLLAIRE 6.3 (GROSS-KuDLA)
Pour F=f®g®g, on a

(F, F)

L(f,1)L(f ® Sym?g,2) = (AL, AE)E3,

DEMONSTRATION. — La représentation /-adique 04 ® 04 se décompose comme
somme directe de Sym?(a,) et de A%, = Q;(—1). Par suite, on a

L(f®g®g,2) = L(f,1)L(f ® Sym®g,2)

(voir [11] (11.7) p. 200). O

6.3 L’élément diagonal de Gross-Kudla

Soit I, idéal de T annulateur de 1’élément d’enroulement e dont on rappelle
la définition dans le paragraphe 5.2. On note P& [Ic] ensemble des éléments de

77& annulés par I.. Considérons ’élément diagonal de Gross-Kudla Az € 7783.

Posons
A§ = (m° ®q s)(As) = (1° ®q (1 @5, 1)(A3) € P§ ®q (7)@ DT, PQ) '

THEOREME 6.4

On a
g X
0 _ , i
A=Az — 1aE®Q (Z%@T@ Z)
=0
et
A§ € PY[Le] ® (PG @1y PY)-
DEMONSTRATION. — Par définition, on a

12
p—1

(z) =z — deg(x)ap (x € Pg).
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On a donc

g
_ 12 €;
AV = P L~
3 E (x; - 1CLE) ®q (x4 ®TQ wi),

=0
ce qui prouve la premiére assertion du théoréme 6.4.
Montrons & présent que A§ est un élément de 73(% 20) (73(% ®Tq 73(%).
On a dans 77(% ®q (Po ®7F, Po)

A = Yo 1rel)A)+ Y (1r®1p)(As)
f,9€Prim(p) f€Prim(p)
= (losp) [ D AL N A[RFRF
f,9€Prim(p) f€E€Prim(p)

Pour toute forme primitive f, on a

Az, ar®@ap ® ap)®3
A§®E®E = (A3,07 ® ap @ ag) 5 (af ®ap ®ag).
(af @ ap ®agp,ar ®ag @ ag)®

Or
71
(As,ap®@ap®@ap)® = ZE zi,af) (T, ap)®
1=
<CL 7af>
= 0.

On en déduit que

A= ), (1r91,)(Ay). (6.3)
f,9€Prim(p)

En particulier, A} est un élément de 73(% ®Q (73(% RTq 73(%).

Rappelons que l'idéal I, de T est encore ’annulateur de I’ensemble des formes
paraboliques f pour lesquelles L(f,1) # 0 (voir [24]). On en déduit que, lorsque
f € Prim(p) est telle que L(f,1) # 0, le vecteur propre associé¢ as est dans
73((% [I].

Compte tenu de (6.3), on a

A= > Apgas®q(ag g ag).
f,9€Prim(p)

Soit f € Prim(p) telle que L(f,1) = 0. Le corollaire 6.3 de la formule de Gross-
Kudla montre que, pour tout g € Prim(p), on a

(F.F)(AY,AF)®* =0,
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ot F = f®g®g. Or (F,F) > 0et (,)®3 est défini positif sur 7383. On en déduit

que AL =0 et donc A, = 0 pour tout g € Prim(p) et tout f € Prim(p) telle
que L(f,1) = 0. Finalement,

Ag _ Z Afg af ®g (ag ®1, ag) € 'P(%[[e] ®0 <77(% 1y 'P0> .

f,9€Prim(p)
L(f,1)#0

0

Remarque 6.1 La formule de Gross et un théoréme de Waldspurger ont permis
a Parent de montrer que 73(% [I] est le Q-espace vectoriel engendré par ’ensemble
des éléments 7% pour —D parcourant I’ensemble A des discriminants quadra-
tiques imaginaires premiers a p (voir [37] proposition 4.2). Peut-on déterminer
explicitement A comme combinaison linéaire d’éléments de 73(% [Ie] ® (73(% ®1q
73(&) du type 7% ® (@@1@ ®14v)) pour —D discriminant quadratique imaginaire
premier a p et u @, v € H(Eg ®T1q H@ ?

6.4 Les éléments y,,

Soit ™ > 0 un entier. Considérons 1’élément de P suivant :

g . g
Ym = Z <Tm$i, wl> €Tr; = E:Bm(?”n).xZ (6.4)
i=0 ¢ i=0
On a
deg(ym) = TrB(m)  (m > 1). (6.5)

Posons y9, = 7%(ym).
Rappelons que I'application 6 : P ®= P — N est définie par

xT; 1 xT;
O(z;i @5 =) = =+ > (Thxi, ~2)q".
(2 @5 wj) 2+k>1< ki, wj>q

On en déduit I’égalité B
ym = (1@ (am 0 0))(A3). (6.6)

Puisque A§ € PY[I.] ®q (73(& ®Tq P&) , Pégalité (6.6) entraine la
PROPOSITION 6.5
Pour tout m > 1, ), appartient a Pg[I].
DEMONSTRATION. — En effet, d’aprés (6.6), on a

¥, = 700 (18 (a0 0))(Aa) = (18g (a0 6)) o (x° 9 (1 55, 1)(As).

0
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6.4.1 Le Tg-module engendré par 2, m > 1

A une forme linéaire ¢ sur Pg, on associe la forme modulaire parabolique &
coefficients rationnels

g4 = (¢ ©q 6)(A3). (6.7)

La forme parabolique g4 a pour développement de Fourier a l'infini

> dym)a™ (6.8)

m>1

En effet, on a :

PROPOSITION 6.6
Le Q-espace vectoriel engendré par (y2,)m>1 est égal au Q-espace vectoriel en-

gendré par (y9,)1<m<g+1-

DEMONSTRATION. — Il suffit de montrer que toute forme linéaire sur 1’espace
vectoriel engendré par (y9,)m>1 et qui s’annule en Y, ..., yg 41 est nulle.

Soit ¢ une telle forme linéaire. La forme différentielle wy de Xo(p) associée a
g4 a pour g-développement

> ola)a" L.

m>1

Si p(y?) =0,..., gzﬁ(ygﬂ) = 0, la forme différentielle holomorphe wy a un zéro
d’ordre g en l'infini. L’infini n’étant pas un point de Weierstrass de Xo(p) (voir
[36]), on en déduit que wy est nulle, d’ou la proposition. O

Parent [37] a montré que l’ensemble {yp,—D € A} engendre le Q-espace
vectoriel P(%[Ie] (voir la remarque 6.1). Deux questions restent actuellement
ouvertes. L’analogue du résultat de Parent est-il vrai pour {y9,,1 <m < g+1}?
Le Q-espace vectoriel engendré par (y2,)m,>1 est-il stable sous I’action de Tg ?

Notons Y le Tg-module engendré par (y9,)m>1-

PROPOSITION 6.7
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) les Tg-modules Y et P&[Ie] sont égaux,

ii) pour toute forme primitive f de poids 2 pour I'o(p) telle que L(f,1) # 0,
il existe une forme primitive g telle que L(f ® Sym?g,2) # 0.

DEMONSTRATION. — Soit g une forme primitive de poids 2 pour T'g(p). On a

1, 9@(% ®ﬁ@ y) = «9@(569 ®ﬁ@ y9) ((x,y) € 73@2) .
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Pour toute forme linéaire ¢ sur Pg, on a donc

1,8 = (0g®g00) [ D, (1n®1,)(As) |. (6.9)
hePrim(p)

LEmME 6.8
Soient f et g deux formes primitives. L’assertion

L(f,1)L(f ® Sym?g,2) =0

est équivalente a ’assertion
1g.g<.7af> = 0.

DEMONSTRATION DU LEMME. — D’apreés (6.9), on a dans M%

1y 8(a,) = ((-, af) ®q 9(%) > (1, ®1)(Ag)
hePrim(p)

Posons (1, ® 1g)(53) = Ang an g (ag Ty ag) avec \p g € Q. On a alors

1y 8lap) = Mg (af,af) 0(%(“9 ®1q ag) = <<'7af> g 9(%) (E) )

ot 'on pose F = f@g® g e (M2)®3.

0
Q
Or I’application

(- ag) ®g 0% : PL g (P @y PG) — MG

est injective. Par conséquent 1, 8(.a;) = 0 si et seulement si AF = Afgaf ®g

(ag T4 ag) =0 i.e. si et seulement si AF = 0. Or, d’aprés le corollaire 6.3, ceci
est équivalent a 1’assertion

L(f,1)L(f ® Sym?g,2) = 0.
o

Les espaces propres pour Tg de 79(% étant des Q-droites, la condition i) de
la proposition 6.7 est équivalente & la condition i’) suivante : pour toute forme
primitive f telle que L(f,1) # 0, il existe m > 1 tel que yﬁb # 0. Or d’apres le
lemme 6.8, la condition ii) est vérifiée si et seulement si pour toute forme primi-
tive f telle que L(f,1) # 0, il existe une forme primitive g telle que 148( as) # 0.
Autrement dit, ii) est vraie si et seulement si la forme parabolique 8(.ay) n’est
pas identiquement nulle. Comme

8lap = D (Umiag) ¢,

m>1

on en déduit l'équivalence de i) et ii). O
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6.4.2 Relation entre y,, et vp

Rappelons que m > 1 est un entier. Posons

1 sim est un carré
e(m) = .
0 sinon.

THEOREME 6.9
On a

Ym = €(m) ap + > Y-
(s,d)€EZxN
4m—s2=dr2>0

DEMONSTRATION. — Rappelons que

D’aprés (4.21), on a

1
Bm(m) = 2wCard{b € R, = Mi,i ; N(b) — m}
- Z Card(A;(s,m))

2’(01'
SEZ

s2<4m

Ai(s,m)={be R; ; N(b) =m,Tr(b) = s}.

Rappelons quelques faits essentiels (voir la démonstration de [10] proposition
1.9). Posons D = 4m — s2. Lorsque D = 0, ce qui est possible si et seulement si
m est un carré, A;(s,m) n’a qu'un seul élément. Lorsque D > 0, tout élément b
de A;(s,m) donne lieu & un plongement f; a priori non optimal de 'ordre O_p
de discriminant —D dans R;. Le groupe I'; = R}/(£1) agit par conjugaison
sur A;(s,m) ainsi que sur l’ensemble des plongements de O_p dans R;. Les
orbites de A;(s,m) sous l'action de I'; sont en correspondance bijective avec les
plongements de O_p dans R; modulo conjugaison par R}. Soit O_4 un ordre
de discriminant —d contenant O_p, i.e. tel que d divise D et D/d est un carré.
Tout plongement de O_p dans R; s’étend en h;(d) plongements optimaux de
O_,4 dans R; modulo conjugaison par R;. Le stabilisateur de b € A;(s, m) sous
laction de I'; est d’ordre u(—d). On a donc

Card(A4;(s,m)) = w; Z ul —d)’
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Finalement, pour tout entier m > 0, on a

i hi(—d
moe XSy % Quidém
4m=s? 1=0 (s,d)€ZXN
Ir>0; 4m—s2=dr2>0

= ¢e(m)ag+ Z Z 2u(=

(s,d)eZxN =0
4m—s2=dr2>0

Ceci montre le théoréme. O

Remarque 6.2 Le raisonnement précédent est celui qui donne la formule d’Ei-
chler pour la trace de T}, (voir [7] ou [10]). On retrouve cette formule en iden-
tifiant les degrés de chacun des membres de ’égalité du théoréme.

Remarque 6.3 Puisque pour tout entier d < 0, I’élément 72 est dans P°[],
le théoréme 6.9 donne une nouvelle preuve de la proposition 6.5 3.

Table 6.1 On a

y1 = ap+t2y3+mn

Y2 = 274 +2v7+ 7

ys = 33+ 29+ 2711 + 2

Yya = ap+2v3+71+ 297+ 2712+ 2715 + 716

ys = 4ya+ 2711 + 2716 + 2719 + Y20

Yo = 298+ 2715 + 2720 + 2723 + Y24

yr = 673+ 7 + 2712 + 2719 + 2724 + 27727 + Y28

ys = 274+ 47+ 8+ 2716 + 2723 + 2928 + 2931 + V32

Yo = ap+ 273+ 74+ 298+ 2711 + 2720 + 2927 + 2732 + 27935 + V36
yio = 4y + 2715 + 2924 + 2931 + 2736 + 27v39 + Y40
yir = 297+ 298 + 11 + 2719 + 2928 + 235 + 2740 + 2743 + Y44
Y12 = 373+ 298 + 2711 + 3712 + 2923 + 2932 + 2739 + 2744 + 2947 + Va8
Y13 = 673+ 4va+ 2712 + 2716 + 2727 + 2936 + 2743 + 2748 + 2951 + Y502-

COROLLAIRE 6.10
SiYy = P&[Ie] et si f est une forme modulaire primitive de poids 2 pour I'y(p)
telle que L(f,1) # 0, alors il existe d < 4g + 4 tel que L(f ® 4,1) # 0.

DEMONSTRATION. — Soit f une forme primitive. D’aprés [18] théoréme B, il
existe une infinité de discriminants —D < 0 premiers & p tels que L(f ®ep,1) #

0. Choisissons un tel discriminant —D. Si L(f,1) # 0, on a 1§ (730[ ]) #0 et

30n rappelle que 74 est nul si —d n’est pas un discriminant quadratique imaginaire (se
reporter a la remarque 5.1).
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donc yé # 0. D’apreés la proposition 6.6, il existe alors m € {1,...,g9 + 1} tel
que y{; £ 0. Or d’aprés le théoréme 6.9,

vh="> 4

(5,d)€ZXN
4m—s2=dr2>0

On en déduit qu’il existe d < 4m < 4g+4 tel que ’yCJ; # 0 c’est-a-dire, d’aprés la
formule de Gross-Zhang énoncée au théoreme 5.2, tel que L(f ® g4,1) # 0. O

6.5 Points rationnels de certaines courbes modulaires

Nous allons a présent utiliser la proposition 6.5 pour étudier la géométrie en
caractéristique p du morphisme ¢% de Xo(p) dans le quotient d’enroulement J.
de sa jacobienne.

6.5.1 Morphisme d’enroulement

On renvoie a la premiére partie de ce document pour la définition d’immersion
formelle. Le critére d’'immersion formelle donné dans ce paragraphe est un cas
particulier du théoréme 1.10 du chapitre 1. Toutefois on peut en trouver une
démonstration indépendante dans [37] proposition 3.2.

Le quotient d’enroulement est la variété abélienne (voir [24])

Je = Jo(p)/1eJo(p).

Nous reprenons ici les notations du chapitre 1 : on note Xo(p)z lisse la partie
lisse de la normalisation Xo(p)z de P} dans Xo(p) via Xo(p) — Xo(1) IP’%Q.
Soient K un corps p-adique d’anneau des entiers O, kp son corps résiduel et
P un point K-rationnel de Xo(p). Rappelons que Xy(p)o, désigne le schéma
sur Spec Ok obtenu par extension des scalaires de Xo(p)z a Ok et Jo(p)o,
(resp. Je,0,) le modele de Néron de Jy(p) (resp. Je) sur Ok. On note Pp, la
section de Xo(p)o, sur O définie par P et P, = Py sa réduction modulo p.
Supposons que P est ordinaire en caractéristique p, c’est-a-dire que sa réduction
Py, n’est pas un point double de Xo(p)I-Fp.
Soient
op = Xolp) — Jo(p)
Q@ — Q) —(P)]

et ¢% le morphisme de Xo(p) vers J. obtenu en composant ¢p et le morphisme
quotient Jo(p) — J.. Puisque P est ordinaire en caractéristique p, ces mor-
phismes s’étendent en des morphismes de schémas sur Ok que nous noterons
encore respectivement

op 2 Xo(p)og tisse — Jo(P)ox

et
Qb% : XO(p)(’)K,lisse — Je,0k -
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Notons jo, . .., jq les invariants supersinguliers associés respectivement a xo, . . .
Pour j € P}(F,) non supersingulier, on définit I’application

Lj P — T,

| 6.10
Yioimi Ly h (6:10)

PROPOSITION 6.11
Soit j € P (Fy) I'invariant associé au point Py, . S’il existe z € P°[I.] tel que
tj(x) # 0 alors ¢% est une immersion formelle au point Py, .

DEMONSTRATION. — Voir chapitre 1 théoréme 1.10 ou [37| proposition 3.2. [

6.5.2 Meéthode de Momose-Parent

Soit r > 1 un entier. Considérons la courbe modulaire Xo(p")™ quotient de
la courbe modulaire Xo(p") par l'involution d’Atkin-Lehner w,-. On dit qu'un
point C-rationnel de Xy(p") est trivial si c’est une pointe ou si la courbe ellip-
tique sous-jacente est & multiplication complexe.

S’inspirant des travaux de Momose [31, 32, 33], Parent (voir [37] proposition
3.1) montre la

PROPOSITION 6.12 (PARENT)

Supposons que p > 11. Si pour tout P € Xo(p)z lisse(Zp) le morphisme ¢% est
une immersion formelle en Py, alors les points Q-rationnels de X (p") sont
triviaux.

Posons A l’ensemble des nombres premiers p qui sont simultanément un
carré modulo 3,4,7 et un carré modulo au moins cinq des nombres suivants :
8,11,19,43,67,163. L’ensemble A a pour densité 7/2°. En appliquant le critére
de la proposition 6.11 & des combinaisons linéaires bien choisies des éléments
v € PylIe], Parent montre le théoréme suivant (voir [37] théoreme 1.1) :

THEOREME 6.13 (PARENT)
Sip>11,p#13 et p € A, alors X; (p")(Q) est trivial pour tout entier r > 1.

Remarque 6.4 Soit Xpi¢(p) la courbe modulaire sur Q classifiant les courbes
elliptiques généralisées munies d’une paire non ordonnée d’isogénies de degré p.
La courbe Xyt (p) est isomorphe a X (p?) sur Q. Le théoréme 6.13 appliqué a
r = 2 entraine donc que les points Q-rationnels de Xgpi¢ (p) sont triviaux lorsque
p>11, p#13 et p € A.

Comme alternative aux éléments 'y%, nous proposons de considérer des élé-
ments de Y.
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6.5.3 Utilisation d’éléments de )

Soient j € P!(F,) un invariant non supersingulier et m > 0 un entier. Soit A
application naturelle de Q dans P*(F,) définie par A(a/b) = ab™! si (b,p) = 1
et A(a/b) = oo sinon, pour tout couple (a,b) d’entiers premiers entre eux. On
notera encore ¢; ’application {\® tj : Pp — P! (Fp). Remarquons que comme
Yo € PO[%], Lj (y9)) est dans I, dés lors que p > 3. On suppose désormais que
p > 3.

Considérons la forme parabolique & coefficients dans F,, définie par
gj = (1 ®q 0g)(A3) € Mg . (6.11)

Cette forme modulaire a pour g-développement

> a (6.12)

m>1

PROPOSITION 6.14
Si gj # 0 alors ¢% est une immersion formelle au point de Xo(p)I-Fp d’invariant
modaulaire j.

DEMONSTRATION. — Rappelons que ’application qui & une forme parabolique
sur I, associe son g-développement est injective (voir le paragraphe 4.1). La
proposition résulte alors de (6.12) et des propositions 6.5 et 6.11. ]

Dans Fp, on a l’égalité

g g
0 i,i(m) 1
Li(Ym) = + 12 Tr(B(m)) , (6.13)
s ; J = Ji Zz;wi(J—Jz)
En effet,
12
Ym = Ym — P deg(ym)aE7
et g
1
vi(ag) = —.
’ — wi(j — Ji)
Le terme Z?:o m n’étant pas facile & calculer en pratique, nous intro-

duisons d’autres éléments de 73(% [Ie].
Pour m > 0 et k£ > 0 deux entiers tels que k < m, on considére 1’élément
Ykm = Tr B(m)yr — Tr B(K)ym.- (6.14)
Puisque yg m € PY[L.], on déduit immédiatement des propositions 6.5 et 6.11
le

COROLLAIRE 6.15
Supposons qu’il existe k,m > 1 tel que tj(ygm) # 0 dans Fp. Alors ¢} est une
immersion formelle au point de Xo(p)I-Fp d’invariant modulaire j.
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On a

tj(Yr,m) = Z Tr B(m) Bii(k) — Tr B(k) Bi,i(m).

— 6.15
J—Ji ( )

g
=0
6.5.4 Calcul pratique de ¢;(yxm)

Les calculs que nous décrivons dans ce paragraphe sont inspirés de la méthode
du graphe de Mestre et Oesterlé [28|. En combinant les résultats de ces calculs
au théoréeme 6.13 da a Parent, on obtient le théoréme 6.16 ci-dessous.

On note pg le nombre premier 4532193519. Soit C I’ensemble des nombres
premiers p qui sont simultanément un carré modulo 3,4,7 et tels que 1'une des
conditions suivantes est vérifiée :

1. p carré modulo 11,19, 23,43,67,163, non carré modulo §8;

2. pcarré modulo 8,11, 19, et au moins deux des nombres premiers 43, 67, 163,
et vérifiant I’'une des conditions suivantes

(a) p carré modulo 5;
(b) p non carré modulo 5 et 23;
(¢) p non carré modulo 5 et carré modulo 23,59, 71 ;
(d) p non carré modulo 5,59, 71 et carré modulo 23;
3. p carré modulo 5,8,11,43,67,163, non carré modulo 19 et

(a) p carré modulo 23;

(b) ou p non carré modulo 23 et () (35579) (p%) =1;

4. p carré modulo 5,8,19,43,67, 163, non carré modulo 11 et p carré modulo
au moins un des nombres : 23, 797.

THEOREME 6.16
Sip>19 et p &€ C, alors les points Q-rationnels de Xgr (p") sont triviaux pour
tout entier r > 1.

La densité de I'ensemble des premiers p intervenant dans le théoréme 6.16 est
égale a 1 —5/29.

Description des calculs

Soient m un entier et ¢, € Z[X,Y] le polynome modulaire d’ordre m (voir [16]
5.2). Le polynome ¢,, est symétrique. Soient E et E’ des courbes elliptiques sur
IF‘p d’invariants modulaires respectifs jg et jgr. Si p ne divise pas m, les courbes
elliptiques E et E’ sont m-isogénes sur F, si et seulement si ¢y, (jg,jg) = 0
dans I_Fp. Une courbe elliptique F est donc m-isogéne a elle-méme si et seulement
si son invariant jg est racine de ¢,,(X, X) dans F,.

Par ailleurs, supposons que m n’est pas un carré et qu’il existe une m-isogénie
f d’une courbe elliptique E sur I_Fp dans elle-méme. D’aprés le théoréme de relé-
vement de Deuring (voir [16] théoréeme 14), il existe alors un ordre quadratique
imaginaire O = Z[7]| possédant un élément de norme m et une courbe elliptique
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E: & multiplication par O qui a bonne réduction isomorphe & E; en un idéal p
au-dessus de p. L’invariant j; est donc la réduction en p de j(7) = jg..

On suppose désormais, pour simplifier les calculs, que m est sans facteur carré
et n’est pas divisible par p.

On peut donc déterminer les invariants supersinguliers j;,0 < ¢ < g, pour
lesquels B; ;(m) # 0 de deux facons différentes : soit en déterminant les racines
dans Q de ¢,,(X, X), soit en déterminant les ordres quadratiques imaginaires
possédant un élément de norme m. D’aprés un résultat de Kronecker (voir [16]
théoréme 11), la multiplicité n,,(7) de la racine j(7) de ¢, (X, X) est égale au
nombre d’éléments de Z[7] de norme m & multiplication par une unité preés.
L’invariant j(7) est supersingulier en caractéristique p si et seulement si p est
inerte ou ramifi¢ dans Q(7) (voir [16] théoréeme 12). Dans ce cas, si j(7) = J;
mod p, on a B;i(m) = ny (7).

Calcul de ¢(yim) pour k,m dans {2,3,5,6,7}

On suppose p > 7.

Table 6.2
$2(X,X) = —(X —1728)(X 4 3375)%(X — 8000)
$3(X,X) = —X(X —54000)(X 4 32768)%(X — 8000)?
d5(X,X) = —(X —1728)%(X —287496)%(X + 32768)*(X + 884736) P,
d6(X,X) = (X —8000)* P? P, P} P?
¢o7(X,X) = —(X +3375)(X — 16581375)X%(X — 54000)*
x (X 4 12288000)%(X + 884 736)% P
ou

P = X?-1264000 X — 681472000

P, = X?—-4834944 X + 14670139392

Py = X?2+4191025 X — 121287375

Py = X34+3491750 X% — 5151296875 X + 12771 830859 375.

Les ordres associés aux racines des facteurs de degré 1 de ¢9, @3, @5, g et @7
sont donnés dans la littérature (voir par exemple [1] 7.2.3).

Pour i € {1,...,4}, notons «; une racine de P; dans Q. En déterminant les
ordres de corps quadratiques imaginaires possédant un élément de norme 5,6 et
7, on trouve que, quitte & échanger les racines conjuguées, on a

ar = j(V-5)
ap = ](M)
1++/-15

<1+\2/T3>
(757)

a3 = ]

ap = j
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Les conditions sur p pour que les courbes elliptiques ayant ces racines pour
invariant soient supersinguliéres en caractéristique p sont résumées dans le ta-
bleau 6.1 de la page 108. Pour un invariant j(7), on note —D < 0 le discriminant
du corps quadratique Q(7). Les coefficients de la derniére colonne sont par défi-
nition égaux & 1 lorsque l'invariant correspondant est supersingulier et 0 sinon.

TAB. 6.1 — Invariants supersinguliers pour lesquels B(i, i) # 0.

J(z;) ‘ D ‘ supersingulier pour ‘ coeﬂ"
1728 =j(v/—-1) | 4 p=2oup=3 mod4d| a
987496 = j(2v/—1)
1+v/-7 _ :
=335 =j(—"5—)| 7 p="Toupnon carré mod 7| b
16581375 = j(+/—T)
8000 =j(v—2)| 8 p=2oup=5,7 mod8| ¢
0_‘7(1“2/73) p=3oup=2 mod3
54000 = j(v/—3)
—12288000 = j(1H3y=3)
—32768 = j (11 | 11 p=11 ou p non carré mod 11| e
—884 736 = j(lJ”{lg) 19 p =19 ou p non carré mod 19
p=>5ou[p=3 mod4 et pcarré mod 5
ar =j(v=5) | 20 ou[p=1 mod 4 et pnon carré mod 5] g
p=23oup=2 mod3etp=1"T7 mod §]
ag = j(v/—6) | 24 oulp=1 mod3etp=3,5 mod §] h
p=3,50u[p=1 mod 3 et pnon carré mod 5|
a3 =7 <1+7 V2_15) 15 ou [p=2 mod 3 et p carré mod 5] v
oy =7 <1+V2_23) 23 p = 23 ou p non carré mod 23 | w

Les contraintes de congruence sur p résumées dans le tableau 6.1 montrent,
en particulier, que a = ¢ équivaut & h = d, et que a = d équivaut & v = g. On
peut écrire cela sous la forme

h=lla—c—d|, et v=]la—d - gl

Les valeurs de B; ;(m) pour j; = j(7) sont données dans le tableau 6.2

Posons




6.5. Points rationnels de certaines courbes modulaires

109

TAB. 6.2 — Valeurs de B(i,i) pour i € {0,...,g}.

j(@i) | D | coeff || Bii(2) | Bii(3) | Bii(5) | Bii(6) | Bii(7)
1728 | 4 a 1 2
287496 | 4 a 2
—3375 | 7 b 2 1
16581375 | 7 b 1
8000 | 8 c 1 2
0] 3 d 1 2
54000 | 3 d 1 2
—12288000 | 3 d 2
—32768 | 11 e 2 2
—884736 | 19 f 2 2
aq | 20 g 1 2
as | 24 h 1 2
as | 15 v 2
ay | 23 w 2
Table 6.3
TrB(2) = a+2b+c
Tr B(3) = 2c+2d+2e
TrB(5) = 4a+2e+2f+2g
Tr B(6) = 2c+4g+2|ja—c|—d|+4|la—d| —g|+6w
Tr B(7) = 2b+6d+2f +4lja—c| —d|.
Table 6.4
. a 2b c
@) = 1728 T 743375 T j— 8000
. 2c d d 2e
@) = 5000t 5 7 52000 T j 1 32768
, 2a 2a 2e 2f gP(j
Qs(j) = - + - - : 16)
7 — 1728 57— 287496 @ j+ 32768  j + 884736
o) = 2L 2P PG | 20PG) | 2u PiG)
j—8000  Pi(j) Py(j) P3(j) Py(j)
Oy - b b A o
)T 3375 T 16581375 | j | j — 54000 | j + 12283000
L2 o)
71884736 Pa(j)
ou

h=lla—cl—d, et v=lla—d—gl
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A titre d’exemple, calculons ¢;(yg.m) pour k,m € {2,3,5,6,7}, k < m, lorsque
(a,b,e,d,e, f,g,w) =(0,0,1,0,0,0,0,0). On a

, 1

Q2(j) = 8000 Tr B(2) =1
, 2

Q3(j) = 8000 Tr B(3) =2

Q5(j) =0 , PG Tr B(5) =0
. J

Qs(j) = 8000 Pz(j) Tr B(6) = 4

Q7(j) = 2]55(%) Tr B(7) =4

On a alors
Li(y2,3) = tj(y2,5) = t;(y3,5) = tj(ys,6) = t(ys,7) =0

et 1j(y26), tj(y36), tj(y27), tj(ys7) et ¢;(yer) sont, & multiplication par une
puissance de 2 preés, égaux a

, 2 Pi(5)  —212(13.181 j +26.33.7.13.29

© 8000 Pa(j) (4 — 8000) P2(j)
Onap# 13 car g =0o0r 13 =1 mod 4 et 13 n’est pas un carré modulo 5.
De méme, on a p # 181 car 181 n’est pas un carré modulo 7 mais b = 0. Par
conséquent ()(j) s’annule en
jo = —(181)71.25.7.29. mod p.

On suppose désormais (a,b,c,d, e, f,g,w) # (0,0,1,0,0,0,0,0). On fait par-
courir au 8-uplet (a,b,c,d, e, f,g,w) les différentes valeurs possibles par ordi-
nateur. On constate que lorsque p > 19 et (a,b,c,d) # (0,0,0,0), les fractions
tj(Yk,m) pour k,m parcourant {2,3,5,6,7} ne s’annulent pas simultanément
modulo p. En effet les facteurs premiers du résultant de deux telles fractions ne
répondent pas aux conditions de congruence imposées par la valeur du 8-uplet
(a,b,c,d,e, f,g,w).

Lorsque (a,b,c,d) = (0,0,0,0), on obtient les résultats résumés dans le ta-
bleau 6.3 page 111. Dans ce tableau, le symbole * signifie que le coefficient peut
prendre indifféremment la valeur 0 ou 1. On rappelle que py = 4532193519.
Lorsque ¢;(yrm) n'est pas une fraction identiquement nulle, on note ny, le
degré de son numeérateur. Lorsque ny,, = 2 on note dj,, le discriminant du
numeérateur (dans Z). Dans ce cas, ¢;(Ykm) a un zéro dans [F,, si et seulement si
dj m est un carré modulo p. Pour (e, f, g, w) distincts des quadruplets listés dans
le tableau 6.3 page 111, les fractions ¢j(yim), k., m € {2,3,5,6, 7}, ne s’annulent
pas simultanément.

Par exemple, lorsque (a,b,c,d, e, f,g,w) = (0,0,0,0,0,0,1,0), on a

4P! 4P 24925112 +27.33.5%.11.41
1 A5 9252 042959, T F 251027370 .
Py P PP

tj(ys6) =
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TAB. 6.3 — Résultats des calculs pour (a, b, c,d) = (0,0,0,0).

f1g w| Résultat

010 *|¢j(yem) =0 (k,me {2,3,5,6,7})
1 0|nse=2, dsg=1r211.59.71,
tj(Ykm) = 0 (k,m) # (5,6)

1 1 n56 = 9, Lj(yk,m) =0 (k’m) 7& (576)
0 1/0 0 Lj(yk,m) =0 (kam € {2a3’ 9,0, 7})
0 1 Lj(y5,6) = Lj(6, 7) n5e6 = 2,

ds6 = r'%.5.31.36319.pg

Lj(yk,m) =0 (kv m) # (57 6)7 (67 7)
1 010 0/¢j(yem) =0 (k,me {2,3,5,6,7})
0 1 Lj(3,6) = Lj(5, 6), N5e6 = 2,

ds 6 = r'".3.5.797

Lj(yk,m) =0 (kv m) # (37 6)’ (57 6)

e
0

Analyse des résultats

On suppose p > 19. Soit j € IF,. Les calculs décrits plus haut montrent en
particulier que lorsque 'une des conditions suivantes sur (a,b, ¢, d, e, f, g, w) est
satisfaite, il existe k,m € {2,3,5,6, 7} tels que ¢;(ygm) # 0 :

1. (a,b,¢,d) #(0,0,0,0) et (a,b,c,d,e, f,g,w) # (0,0,1,0,0,0,0,0);

2. (a,b,c,d) =(0,0,0,0) et (e, f,g) # (0,0,0);

3. (a,b,¢,d) =(0,0,0,0) et (e f,g, w) # (0,0,1,1);

4. (a,b,¢,d) =(0,0,0,0) et [(e, f,g,w) # (0,0,1,0) ou (&) (&) =1];

5. (a,b,¢,d) = (0,0,0,0) et (e, f,g,w) # (0,1,0,0);

6. (a,b,¢,d) = (0,0,0,0) et [(e, f,g,w) # (0,1,0,1) ou (&) (sdh5) (Z) =
1;

~

(a,b,c,d) =(0,0,0,0) et (e, f,g,w) # (1,0,0,0);

8. (a,b,c,d) =(0,0,0,0) et [(e, f, g, w) # (1,0,0,1) ou p est un carré modulo
797).

Posons B ’ensemble des nombres premiers p > 19 qui sont simultanément un
carré modulo 3,4 et 7 et qui vérifient 'une des conditions suivantes :

i) p carré modulo 5,11,19, et 23 et non carré modulo 8,
p est un carré modulo 5,8,11 et 19;
iii) p carré modulo 8,11 et 19, non carré modulo 5, 23;
iv) p carré modulo 8,11,19,23,59, 71, non carré modulo 5;

vi) p carré modulo 5,8, 11,23, non carré modulo 19;

vii) p carré modulo 5, 8,11, non carré modulo 19,23 et (&) (35575) (p%) =1;

ii)
1)
)

v) p carré modulo 8,11,19,23, non carré modulo 5,59, 71;
1)
1) 31
1)

viii) p carré modulo 5, 8,19, 23, non carré modulo 11;
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ix) p carré modulo 5,8,19,797, non carré modulo 11,23.

L’ensemble B est de densité 15/28.

LEmMMmE 6.17
Sip>19 et p & B, alors il existe (k,m) € {2,3,5,6,7}* tel que ¢;(ygm) # 0.

DEMONSTRATION bU LEMME. — On vérifie que si p & B, le 8-uplet (a, b, ¢, d, e, f, g, w)
associé a p vérifie 'une des conditions 1. & 8. &

On déduit de ce lemme et de la proposition 6.15, la proposition suivante.

PROPOSITION 6.18

Sip>19 et p € B, alors ¢% est une immersion formelle en tout point P de
Xo(p)r, (Fp). En particulier, pour tout r > 1, les points de X (p") sont soit des
pointes soit des points a multiplication complexe.

L’ensemble C est égal & AUB. En combinant le théoréme 6.13 et la proposition
6.18, on obtient le théoréme 6.16.
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Résumé

Nous étudions ici le groupe libre engendré par les classes d’isomorphisme de
courbes elliptiques supersinguliéres en caractéristique p, appelé module super-
singulier. Nous le comparons a d’autres modules de Hecke : 'homologie de la
courbe modulaire Xy(p) et 'ensemble des formes modulaires de poids 2 et de
niveau p. Nous donnons des interprétations et des applications des formules
de Gross et Gross-Kudla concernant les fonctions L de formes modulaires. Les
liens entre le module supersingulier et la géométrie de Xo(p) nous permettent
d’appliquer ces résultats & 1’étude des points rationnels de certaines courbes
modulaires. Reprenant une méthode de Momose et Parent, nous déterminons
notamment un ensemble infini de nombres premiers p pour lesquels le quotient
de Xo(p") (r > 1) par 'opérateur d’Atkin-Lehner n’a pour points rationnels que
les pointes et les points CM.

Mots clefs.— courbes elliptiques, courbes modulaires, formes modulaires, fonc-
tions L, module supersingulier, variétés abéliennes, symboles modulaires.

Abstract

We study here the free group generated by isomorphism classes of supersingular
elliptic curves in positive characteristic p, called the supersingular module. We
compare it with others Hecke modules : the homology of modular curve Xy(p)
and the set of modular forms of weight 2 and level p. We give several interpreta-
tions and applications of Gross and Gross-Kudla’s formulas about L-functions
of modular forms. Using the links between supersingular module and geometry
of Xo(p) we apply these results in order to study the rational points on certain
modular curves. Following the method of Momose and Parent, we determinate
an infinite set of primes p for which the quotient of Xy(p") (r > 1) by the
Atkin-Lehner operator has no rational points other than cups and CM points.

Keywords.— abelian varieties, elliptic curves, modular curves, modular forms,
modular symbols, L-functions, supersingular module.



