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Fonctions 7 de 'opérateur de Dirac sur le cylindre

Cette these est consacrée a ’étude d’un analogue du probléeme de Riemann-Hilbert et de
déformations isomonodromiques pour les solutions de I’équation de Dirac sur le cylindre. L’ob-
jectif est de faire un lien entre la théorie de déformation et les fonctions de corrélation dans
certains modeles intégrables en théorie quantique des champs dans le volume fini.

Dans une premiéere partie, nous étudions des solutions multivaluées de I’équation de Dirac,
qui réalisent une représentation unitaire de dimension 1 du groupe fondamental du cylindre
avec n points marqués. Nous introduisons une base canonique dans ’espace des solutions de
carré intégrable de ce type et montrons qu’elle vérifie un systeme d’équations de déformation.
Nous généralisons au cas du cylindre les définitions de la fonction de Green et de la fonction 7
(déterminant régularisé) de 'opérateur de Dirac singulier, données par J. Palmer. Nous donnons
de plus les formules explicites pour la base canonique et la fonction de Green quand n = 1, et
aussi pour la fonction 7 quand n = 2.

Dans une seconde partie, nous obtenons, de deux facons différentes, les équations différen-
tielles non linéaires satisfaites par les fonctions de corrélation du modele d’Ising sur le cylindre
dans la limite continue. La premiere méthode est illustrée sur I’exemple des corrélations paires
et utilise les expressions exactes pour les facteurs de forme, obtenues par A. Bugrij. La deuxieme
méthode donne les équations pour les corrélateurs d’ordre arbitraire et est fondée sur 'idée de
développements de produits d’opérateurs (OPE). Elle établit la correspondance entre le modele
d’Ising dans le volume fini et la théorie de Dirac pour un choix particulier de la monodromie.

Mots clefs: systemes intégrables, modele d’Ising, fonction de corrélation, facteur de forme,
volume fini, fonction 7, déformations isomonodromiques, opérateur de Dirac singulier.

Tau functions for the Dirac operator on the cylinder

This thesis is devoted to the study of an analog of the Riemann-Hilbert problem and mo-
nodromy preserving deformations for the solutions of the Dirac equation on the cylinder. The
aim is to understand the connection between deformation theory and correlation functions of
certain integrable models of quantum field theory in the finite volume.

In the first part, we study multivalued solutions of the Dirac equation that realize a unitary
one-dimensional representation of the fundamental group of the cylinder with n marked points.
We introduce a canonical basis in the space of square integrable solutions of this type and show
that it obeys a system of deformation equations. We generalize the definitions of the Green
function and tau function (regularized determinant) for the singular Dirac operator, given by J.
Palmer, to the case of the cylinder. Moreover, we present the explicit formulae for the canonical
basis and Green function for n = 1, and also for the two-point tau function.

In the second part, we derive nonlinear differential equations, satisfied by the correlation
functions of the Ising model on the cylinder in the continuum limit, in two different ways. The
first method is illustrated on the example of pair correlations. It uses the exact expressions for the
form factors, obtained by A. Bugrij. The second method gives the equations for the correlators of
arbitrary order, and is based on the concept of operator product expansion (OPE). It establishes
the correspondence between the Ising model in the finite volume and Dirac theory for a particular
choice of monodromy.

Keywords: integrable systems, Ising model, correlation function, form factor, finite volume, tau
function, monodromy preserving deformations, singular Dirac operator.



Remerciements

Je suis tres reconnaissant a Vladimir Roubtsov de m’avoir accepté comme étudiant en these
et de m’avoir dirigé dans ce travail a la frontiere des mathématiques et de la physique. Ses conseils
judicieux et ses idées toujours brillantes m’ont constamment permis de progresser. Son apport
intellectuel dépasse de loin le cadre strictement professionel. Son enthousiasme communicatif
pour tous les domaines de la connaissance et sa gentillesse ont fait de nos conversations un
véritable plaisir.

Je voudrais exprimer toute ma gratitude et ma sincére reconnaissance a Anatoliy Bugrij qui a
guidé mes premiers pas dans la recherche scientifique. Je le remercie des nombreuses discussions
enrichissantes et du soutien permanent qu’il m’a apporté. Je suis heureux d’étre son éleve.

Je remercie chaleureusement Olivier Babelon et Philip Boalch, qui ont accepté la tache de
rapporteurs, pour la lecture attentive de ma these. Je tiens a remercier Eric Delabaere, Laurent
Guillopé et Vitaliy Shadura pour leur participation au jury.

Merci au laboratoire de mathématiques d’Angers pour m’avoir accordé un cadre de travail
agréable. En particulier, je remercie son ancien directeur Jean Michel Granger pour toute aide
et les moyens qu’il a mis & ma disposition. Merci bien siir a notre bibliothéquaire, Madame
Francoise Bock pour son travail et sa invariable gentillesse.

Je remercie la Communauté d’Agglomération du Grand Angers pour m’avoir attribué une
bourse de these.

Je tiens a remercier Michele Loday et Eric Delabaere pour le colloque extraordinaire qu’ils ont
organisé a Angers, aussi que Frederic Helein et Joseph Couneiher pour les rencontres mémorables
a Peyresq. Merci a Olga Kravchenko et Feodor Smirnov de m’avoir invité a leurs séminaires pour
parler de mon travail.

Merci a tous ceux qui m’ont donné des explications dans quelque domaine de mathématiques
que ce soit: A. Borodin, M. Iorgov, M. Jimbo, S. Korotkin, S. Pakuliak, J. Palmer, F. Smirnov.

Merci a vous mes amis francais, Bertrand, Celine, Goulwen, Dika, Rouchdi, Jean-Marc,
Souleyman, Ludovic... Nous avons passé ensemble trois ans tres agréables.

Je pense affectueusement a mes camarades en Ukraine, qui défendent la liberté dans les rues
froides de Kyiv ces jours-la. Je suis avec vous, mes amis.

Enfin je remercie ma famille, mes parents, mon frere et Iuliia a qui je dédie cette these.






Table des matiéres

Introduction

Résumé des résultats principaux

Premiere partie. Fonctions 7 de opérateur de Dirac
sur le cylindre

Chapitre 1. Base canonique des solutions de I’équation de Dirac
1. Définitions
2. Base canonique sur le cylindre avec un point marqué

Chapitre 2. Fonction de Green de I'opérateur de Dirac
1. Fonction de Green pour n =0
2. Propriétés générales de la fonction de Green
3. Fonction de Green a un point

Chapitre 3. Fonctions 7
1. Sous-espaces Wip,i(a) et Weyi(a)
2. Grassmannienne, fibré det* et sa trivialisation

Chapitre 4. Equations de déformation

Deuxiéme partie. Limite continue du modele d’Ising
sur le cylindre

Chapitre 5. EDP pour les fonctions de corrélation a deux points
1. Fonctions de corrélation: représentation par les déterminants de Fredholm
2. Déterminants de Fredholm et équations différentielles non linéaires
3. Représentations multilinéaires de Hirota

Chapitre 6. Fonctions de corrélation et déformations isomonodromiques
1. Fermions libres
2. OPE dans le modele d’Ising
3. Déformations isomonodromiques

Annexe A
Annexe B

Bibliographie

13

15

17
17
21

27
27
28
31

35
35
41

47

o1

93
93
95
29

63
63
63
68

73
75
79






INTRODUCTION 7

Introduction

Probablement, la meilleure fagcon d’expliquer le sujet de cette these est de décrire le point
de départ et les résultats qu’on va généraliser.

Pour la premiere fois, la notion de la monodromie des solutions d’équations différentielles est
apparue dans les travaux de Riemann consacrés a 1’étude de ’équation hypergéométrique. Les
équations différentielles linéaires ordinaires a coefficients méromorphes sur la sphere de Riemann
ont des solutions multivaluées. Les prolongements de telles solutions le long de courbes contour-
nant des singularités font apparaitre les matrices de la monodromie. On peut donc associer a
chaque équation différentielle une représentation du groupe fondamental de la sphere avec des
points marqués. Le probleme “inverse” consiste a déterminer si le groupe de la monodromie
caractérise completement les équations. Une version particuliere de cette question fait partie de
la liste célebre des problemes de Hilbert, sous le numéro 21. Ce probleme, dit aussi de Riemann-
Hilbert, a été résolu au début de XX siecle par Plemelj, Hilbert et Birkhoff. Leur solution, par
contre, n’est pas constructive et représente un théoreme d’existence.

Ce qui est plus intéressant — au moins, du point de vue de cette these — est qu’il existe
aussi une solution constructive au probleme de I’obtention d’une équation différentielle a partir
de son groupe de la monodromie. Par exemple, Schlesinger a considéré le cas le plus simple,
un systéme Fuchsien sur la sphere CP! avec les singularités aux points ay,...,a541. Dans les
coordonnées standards, en posant aiy; = 00, on peut écrire ce systeme sous la forme

k
dy A,
(0.1) =y Y,

dz zZ—ay

ou Ay,...,Ar € EndC" et Y = (41 ...¥y,). Fixons d’abord des valeurs quelconques de {4,} et
{ay,} et calculons le groupe de la monodromie. Ensuite, on va changer les positions des singula-
rités. Comment faut-il modifier les matrices { A, } pour que la monodromie reste la méme? Schle-
singer a montré que, sous certaines hypotheses simplificatrices concernants les valeurs propres
de {A,}, une condition nécessaire est un systéme d’équations non linéaires:

9A A, Ay
G = el v,
(0.2) 0Ay _ Zk: [Au,AL]
8(1“ ap—ay :
HFEV

En utilisant le groupe d’automorphismes de CP!, PSL(2,C), on peut toujours fixer les positions
de trois singularités. Alors la situation non triviale la plus simple correspond au choix n = 2,
k = 3; il est bien connu que, dans ce cas, le systeme d’équations de Schlesinger est équivalent a
une seule équation non linéaire du deuxiéme ordre, dite équation de Painlevé VI.

Remarquons que Painlevé a découvert ses équations avant les travaux de Schlesinger, dans un
contexte un peu différent. Il étudiait les équations différentielles du type y”(x) = F(z,y(x),y'(z)),
F' étant une fonction rationnelle de ses arguments. Painlevé a montré que si les solutions de cette
équation n’ont pas de singularités essentielles mobiles (qui dépendent des conditions initiales),
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elle est équivalente a une équation linéaire ou se réduit a une des six équations non linéaires par-
ticulieres. Parmi elles, I’équation de Painlevé VI est la plus compliquée. Les autres représentent
certaines limites de celle-ci.

Pendant plus qu'un demi-siecle, les équations de Painlevé n’ont pas attiré beaucoup d’at-
tention. Aucune application physique n’a été trouvée, ni lien avec les autres branches des
mathématiques. La vraie explosion d’intérét, au début des années soixante-dix, est liée a deux
raisons. La premiere provient de I’étude des systemes intégrables. Il est apparu que les solutions
de toutes les réductions de ceux-ci ont la propriété de Painlevé, c’est-a-dire, n’ont pas de sin-
gularités essentielles mobiles. Méme aujourd’hui le “Painlevé test” est utilisé comme une des
premieres vérifications empiriques d’intégrabilité. La deuxiéme raison, qui est plus importante
pour nous, provient de la théorie quantique des champs. McCoy et al [38] ont montré que les
corrélateurs paires du modele d’Ising sur le plan dans la limite continue s’expriment en fonction
des transcendants de Painlevé! Cela donne l'intuition que la monodromie est contenue quelque
part dans le modele méme.

L’explication a été donnée dans une série d’articles [32] de Sato, Miwa et Jimbo (SMJ
ci-dessous). Ils ont construit la théorie de déformation isomonodromique pour les solutions de
I’équation de Dirac et montré que le modele d’Ising est lié avec un cas particulier de cette théorie.
La subtilité consiste dans le fait que I’équation de Dirac, contrairement au systéme Fuchsien,
est une équation aux dérivées partielles. Alors I'analyse de SMJ, qui se traduit naturellement
en langage physique, est tres différent de I’approche de Schlesinger. En appliquant ensuite leurs
méthodes au probleme classique d’un systeme différentiel sur CP' & coefficients méromorphes
[32, 10, 11, 12], SMJ ont également obtenu les équations de déformation dans le cas des points
singuliers irréguliers. Ils ont aussi transféré au cas classique le concept de la fonction 7, un
analogue mathématique de la fonction de corrélation. Par exemple, la fonction 7 du systeme
(0.1) est définie par

1 b da, — da
(0.3) dmr:§§:U@%Aﬁ—ﬁ——l

HFEV
Pour vérifier que la définition est correcte et la forme a droite est vraiment fermée, il faut utiliser
les équations de déformation (0.2).

L’idée de SMJ est tres simple. Expliquons le principe général sur I'exemple du modele d’Ising
sur le plan. Le champ physique dans ce modele est la variable de spin o(a) = o(a,,ay), qui dépend
de deux coordonnées a;,a, € R. Il est commode d’introduire encore un autre champ auxiliaire,
Y(z) = ¢¥(x,y), qui correspond aux fermions libres massifs de Dirac. Les opérateurs des champs

a, — ay

6(a) et () vérifient les relations de commutation suivantes:
P(2)5(a), x> a,
—1(2)d(a), T < ag.

Qu’est-ce que cela signifie pour les fonctions de corrélation? Considérons par exemple la valeur
moyenne

(0.4) ﬂ@ﬂ@Z{

G(2,2) = (a(ar) ... o(an)¥(2) @ P1(2)).
Vue comme une fonction de z, cette expression satisfait (localement) I’équation de Dirac. Elle
a pourtant des singularités aux points ay,...,a,, et z’. La condition (0.4) implique qu’en pro-
longeant G(z,2’) le long d’une courbe, contournant un des points aq, ... ,a,, on obtient la mo-
nodromie (—1). L’asymptotique de G(z,2’) aux voisinages des singularités peut étre déduite
des développements de produits d’opérateurs (OPE). Le fait décisif est que les conditions au
bord, superposées par ’OPE, fixent la solution de I’équation de Dirac de fagon unique. Alors en
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étudiant certaines solutions singuliéres de cette équation, on peut extraire une information sur les
corrélateurs. En particulier, la théorie de déformation isomonodromique, développée par SM.J,
donne un systeme d’équations satisfait par les fonctions de corrélation (o(ay)...o(ay,)) d’ordre
arbitraire (voir aussi [14] pour un exposé pédagogique de ces résultats). Miraculeusement, dans
le cas n = 2 ce systeme se réduit a I’équation de Painlevé III.

Il est utile également de décrire le probleme en termes géométriques. Nous commencons par
le systéme fuchsien (0.1). Il peut étre interprété comme les équations déterminant les sections
horizontales d’une connexion méromorphe V sur un fibré vectoriel trivial de rang n sur CP'.
Ensuite, nous relevons V en une connexion V sur CP! x (C]P’l)x(kﬂ), en demandant que la
monodromie soit constante (ici, le deuxiéme facteur dans le produit cartésien correspond aux
positions des singularités). Autrement dit, les sections horizontales, données par la matrice
fondamentale Y, restent plates par rapport & V. Cela implique les relations additionnelles

oy A,

(0.5) Y, p=1,... .k

day, zZ—ay
et alors on vérifie aisément que la condition de courbure nulle de V se traduit en les équations
de Schlesinger.

Quel est le sens géométrique de la fonction 77 Malgrange [19] a montré qu’elle peut étre
interprétée comme déterminant d’'un opérateur de Toeplitz. L’ensemble des zéros de la fonc-
tion 7 dans ’espace des singularités est appelé le diviseur de Malgrange; il est tres important
dans I'étude de la solvabilité du probleme de Riemann-Hilbert pour la monodromie donnée.
Malheureusement, il n’est pas clair comment généraliser ’analyse de Malgrange dans une autre
situation, par exemple, dans la théorie de Dirac/Ising, qui était en effet 1’origine du concept de
la fonction 7. Une meilleure interprétation a été trouvée par Palmer [24], qui a montré que la
fonction 7 représente le déterminant d’un opérateur de Cauchy-Riemann singulier, 7 = det 5% M-
Expliquons la démarche dont nous nous servirons plus tard.

e Soit F un fibré vectoriel holomorphe de rang n et de degré d sur CP!, et QP9(E) l'es-
pace vectoriel des formes lisses de type (p, q) a valeurs dans E. L’opérateur différentiel
0 : Q" (E) — QUL(E) est appelé 'opérateur de Cauchy-Riemann (non singulier) si sa
forme locale est = dz (95 +a(z)), ou on identifie CP! avec CU{oco} de fagon usuelle et
a(z) représente une fonction matricielle. On va supposer que I'opérateur d est d’indice
zéro, alors d’aprés le théoreme de Riemann-Roch n = —d. Par exemple, on peut
supposer que E est le fibré de spin: £~ O(—1) @ ... ® O(—1). Ensuite, construisons

n

au-dessus de 'espace A formé de tous les opérateurs O le fibré déterminant det. La fibre
au point O est identifiée & la droite A (ker 5)* ® A (coker 0), ott A(V) est la puissance
extérieure maximale de 'espace vectoriel V. L’idée de Quillen [30] est de définir le
déterminant det @ en comparant deux sections du fibré det. En effet, ce fibré a une
section canonique qu’on notera o, et alors si on trouve une trivialisation du fibré, o
s’identifie avec une fonction sur A, qu’on peut appeler le déterminant. La deuxieme
section (trivialisante) peut étre construite a partir d’un produit scalaire sur le fibré
det, qui est défini en utilisant le ¢(-déterminant de I'opérateur de Laplace 90; mais ce
mécanisme concret n’est pas vraiment important pour la suite.

e En effet, il y a une autre facon de décrire le fibré det. Puisque chaque 0 € A
est un opérateur de Fredholm d’indice zéro, il existe des applications inversibles
q: Q"(E) — QVY(E) telles que ¢~'0 est une perturbation & trace de l'identité. De
telles applications ¢ sont appelées les paramétrices admissibles de 9. Si q; et g2 sont
deux telles parametrices, l'opérateur g; Lgo - QOO(E) — QOO(E) est une perturbation
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a trace de l'identité, et alors le déterminant de Fredholm det (qf 1qg) est bien défini.
On peut donc former la fibre au point 0 des classes d’équivalence des paires (g,7), ol
q est une paramétrice admissible, v est un nombre complexe et (q1,71) ~ (g2,72) si
Y1 = o det (qglql). La section canonique est définie par o : 0 — (q, det (q_15)>. il
faut souligner que cette section ne dépend pas de la nature des opérateurs de Cauchy-
Riemann — en effet, toutes les constructions (sauf trivialisation) sont valables méme si
on remplace A par une famille d’opérateurs de Fredholm d’indice zéro avec de “bonnes”
propriétés.

o [’idée suivante de Palmer a été inspirée par les travaux de Witten [37] sur la localisation
des fibrés det. Soit D le disque fermé |z| < 1 sur CP'. Chaque opérateur de Cauchy-
Riemann 0 induit un opérateur dp sur ce disque de la facon suivante. Considérons les
sections f de E qui vérifient 0f(p) = 0 pour tout p € CP'\ D et identifions-les avec les
fonctions sur D & valeurs dans C". L’opérateur Op est par définition la restriction de
0.+a(z) au domaine formé de ces fonctions. Le point important est qu’on peut identifier
les noyaux et les conoyaux de 0 et dp. Alors, puisque la fibre du fibré det est isomorphe
a A (ker 5)* ® A (coker 5), il est naturel d’essayer de définir le fibré déterminant aussi
pour la famille d’opérateurs locaux Op.

e Supposons qu’on a une famille X d’opérateurs de Cauchy-Riemann, qui coincident a
I'intérieur de D. Leurs localisations different alors I'une de l'autre seulement par les
valeurs au bord 0D des fonctions contenues dans leurs domaines. Par conséquent,
a chaque opérateur de cette famille, on peut associer un sous-espace de I'espace des
fonctions sur D. En utilisant les résultats de Segal et Wilson [33], Palmer a montré
que ces sous-espaces sont inclus dans une grassmannienne construite a partir de la
décomposition standard de I’espace des fonctions sur 9D ~ S! en fonctions qui se pro-
longent analytiquement a l'intérieur et a I'extérieur. Au dessus de la grassmannienne,
on peut introduire un fibré det* et une section canonique de ce fibré (voir [33] ou les
définitions au début du paragraphe 11.3.2). Le fibré déterminant et la section canonique
au-dessus de la famille X représentent en fait le pull-back de celles-ci.

Résumé: On peut définir le déterminant d’un opérateur de Cauchy-Riemann en trivialisant le
fibré det™ au-dessus d’une grassmannienne qui inclut les espaces des valeurs au bords des sections
contenues dans son domaine.

En travaillant avec les opérateurs de Cauchy-Riemann singuliers, il est commode de définir
sur CP! un systéme de coupures pour que la matrice fondamentale Y (z) soit univaluée. Avec
les transformations homographiques, on peut déplacer les coupures et toutes les singularités du
systeme fuchsien (0.1) a P'extérieur du disque D. Le domaine de l'opérateur de Cauchy-Riemann
singulier, 9, ps, est formé des sections f € Q%0(E) avec la monodromie nécessaire (Y (2)f est
une H'-section univaluée). L’action locale de Oy s est la suivante: O, f = Y (2)710:Y (2)f,
c’est-a~dire, que, en dehors des coupures, il s’agit simplement de la dérivée par rapport a Z.
Considérons maintenant une famille d’opérateurs (%, M, paramétrée par les coordonnées des
points du branchement. Ils coincident sur le disque D, et alors leurs localisations different I'une de
I’autre uniquement par les valeurs au bord 9D des sections dans leurs domaines. C’est exactement
la situation qu’on avait précédemment. Il est possible de construire de la méme maniere une
grassmanienne des espaces des valeurs au bord et le fibré det*. La trivialisation de celui-ci nous
donne le déterminant det d, rs, qui coincide en fait avec la fonction 7, définie par (0.3).

Ce qui est remarquable dans cette construction — est qu’elle peut étre transférée presque
littéralement au cas des déformations isomonodromiques des solutions de ’équation de Dirac.
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Dans l'article [25], par exemple, ce probléme a été résolu pour I’équation de Dirac sur le plan
avec n points marqués ag, ... ,a,. Enumérons les étapes nécessaires:

e Construction d’une section plate w d’'une connexion “Dirac-compatible” sur le fibré
trivial R?\{a; ...a,} x C**. La compatibilité signifie que chacune des n composantes
de W = (wy...w,)T € C? ® C" vérifie 'équation de Dirac (m —~'9;)w; = 0. De plus,
nous supposons qu’au point a; (j = 1,...,n) on a la monodromie unitaire 2™ 1,®1,.
Dit plus simplement, il faut résoudre I’équation de Dirac sous les conditions au bord
particulieres. En comparaison avec le systeme fuchsien, 1’équation de Dirac est un
analogue de la condition d’holomorphie de la connexion, alors que le systéme méme
correspond & la monodromie fixée.

e Relevement de la connexion sur R? x (R?)*" de telle maniere que la section W reste
encore plate et que la monodromie se préserve. Ici on obtient des équations ana-
logues, dans un sens, a (0.5). La condition de courbure nulle de la connexion implique
certaines équations différentielles non linéaires (celles-ci correspondent aux équations
de Schlesinger). Pour un choix particulier de la monodromie, elles nous donnent les
équations satisfaites par les corrélateurs du modele d’Ising.

e Définition et calcul de la fonction 7. On choisit un systéme de coupures sur le plan (par
exemple, les rayons x = Rea;, y < Ima;). Ensuite, il faut isoler ces coupures dans
un ouvert (par exemple, dans les bandes S; = {(z,y) : |[x — Rea;| < €}). On localise

I'opérateur de Dirac dans le complémentaire de cet ouvert, R?\ (U?:1 Sj>. Si on fait

varier les positions des points de branchement de telle maniere que chaque a; reste
dans Sj, les localisations vont différer seulement par les espaces des valeurs au bord
U?Zl 0S8 des fonctions appartenant au domaine de I'opérateur correspondant. De facon
analogue a la précédente, a partir de ces espaces on peut construire une grassmannienne
a dimension infinie. La trivialisation du fibré det* au-dessus de celle-ci nous permet
de définir le déterminant de I'opérateur de Dirac (autrement dit, la fonction 7). Dans
le cas du modele d’Ising, ce déterminant représente une combinaison des fonctions de
corrélation.

Une question naturelle apparait: est-il possible de développer la théorie analogue de déforma-
tions isomonodromiques et de définir le déterminant de 'opérateur de Dirac sur une surface de
Riemann arbitraire, M, munie d’'une métrique? En fait, pour chacune de ces trois étapes, il faut
que M soit un espace homogeéne pour un groupe G qui agisse sur M par les isométries. Il n’y a
que cing telles surfaces: le plan (G = F(2)), le cylindre (G = S x R), le tore (G = St x S1), le
disque de Poincaré (G = PSU(1,1)) et la sphere (G = PSU(2)).

Le cas du plan a été étudié dans [25] et dans les travaux originaux de SMJ [32]. Des résultats
similaires concernants le disque hyperbolique ont été obtenus dans [22, 27, 28]. Mentionnons
aussi l'article [6], ou la fonction de corrélation paire des champs de la monodromie sur le disque
de Poincaré était calculée par des méthodes de la théorie quantique des champs. Cette these
est consacrée au cas du cylindre, mais les résultats techniques obtenus permettent de considérer
le tore également. On s’est inspiré d’'un progres récent dans la théorie du modele d’Ising —
le calcul des fonctions de corrélation [2, 3] et des facteurs de forme [4] sur le réseau fini, et
I’obtention directe des équations différentielles pour les corrélateurs paires dans la limite continue
sur le cylindre [16, 17]. Au-dela de U'intérét intrinseque, ce travail est important pour la théorie
quantique des champs, ou la dimension périodique correspond au volume fini ou a la température
non-nulle.
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Résumé des résultats principaux

Cette these est consacrée, d’une part, a I’étude d’un analogue du probléeme de Riemann-
Hilbert et de déformations isomonodromiques pour les solutions de ’équation de Dirac sur le
cylindre, et d’autre part, a ’application des résultats en théorie quantique des champs. L’exposé
est donc divisé en deux parties.

Premiéere partie: Fonction T de 'opérateur de Dirac sur le cylindre

Dans le premier chapitre on étudie des solutions multivaluées de 1’équation de Dirac qui
réalisent une représentation unitaire de dimension 1 du groupe fondamental du cylindre avec
n points marqués ag,...,a,. Nous montrons (théoreme 1.1) que l’espace de telles solutions de
carré intégrable est de dimension n. Nous introduisons la base canonique de cet espace (formule
(1.12)), qui est fixée par le comportement des solutions au voisinage des singularités. La section w
dont on a parlé précédemment, est formée a partir des éléments de la base canonique. Ensuite,
nous calculons explicitement ’élément de la base canonique dans le cas n = 1 (théoreme 2.2).
Tous les calculs suivants sont basés essentiellement sur ces formules.

Dans le deuxieme chapitre, nous définissons la fonction de Green de 'opérateur de Dirac
singulier. On va l'utiliser plus tard pour construire la section trivialisante du fibré det*. Nous
montrons que les dérivées de la fonction de Green par rapport aux positions des singularités
s’écrivent sous la forme factorisée (2.23), (2.24) et s’expriment en fonction des éléments de la
base canonique. On obtient ensuite une expression explicite pour la fonction de Green dans le
cas n = 1 (formules (2.29), (2.30)).

Le chapitre suivant est consacré a la définition et le calcul de la fonction 7. Le résultat
technique principal est le théoreme 1.3 qui donne les “projections & un point” sur un espace des
valeurs au bord de certaines solutions locales de I’équation de Dirac. En utilisant ce théoreme
pour trivialiser le fibré det”, on obtient une fomule explicite (3.24) pour la fonction 7. Dans le
cas non trivial le plus simple, quand n = 2, 7 est un déterminant de Fredholm (voir (3.25),
(3.26)). Nous montrons également que les dérivées logarythmiques de la fonction 7 s’expriment
en fonction des coefficients des développements locaux des éléments la base canonique (propo-
sition 2.3). Cela signifie que la définition de la fontion 7 ne dépend pas de la localisation de
l'opérateur de Dirac.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous obtenons les équations de déformation isomono-
dromique, satisfaites par les coefficients des développements de la base canonique.

Deuziéme partie: Limite continue du modele d’Ising sur le cylindre

Dans le Chapitre 5 nous obtenons les équations différentielles satisfaites par les fonctions de
corrélation paires du modele d’Ising sur le cylindre. La méthode est directe et est basée sur les
expressions exactes pour les facteurs de forme. A partir des équations (5.22)—(5.25) pour certaines
combinaisons des fonctions de corrélation on obtient des jolies équations “déterminantes” (5.40)—
(5.41) pour les corrélateurs eux-mémes. On trouve aussi les représentations multilinéaires de
Hirota de ces dernieres équations.



14 RESUME DES RESULTATS PRINCIPAUX

Dans le Chapitre 6, en utilisant la notion du développement de produit d’opérateurs, on
établit la correspondance entre le modeéle d’Ising dans le volume fini et la théorie de déformation
isomonodromique des solutions de ’équation de Dirac. Nous obtenons les équations satisfaites
par les fonctions de corrélation d’ordre arbitraire et montrons comment la fonction 7 s’exprime
en fonction des corrélateurs.

Résultats de la these ont fait 'objet de trois articles [16, 17, 18].



Premiere partie

Fonctions 7 de opérateur de Dirac
sur le cylindre

15
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CHAPITRE 1

Base canonique des solutions de I’équation de Dirac

1. Définitions

. ,a,,) une collection de n points distincts sur le cylindre C. Le groupe fonda-

Soit a = (ay, ..
Yn Teprésentés

mental 71 (C\a; zo) est engendré par les classes d’homotopie de n+ 1 cycles 7o, . . .

sur la Fig. 1, et agit sur le revétement universel C\a par le relevement des chemins. Fixons une

représentation unitaire de dimension 1,

(1.1) px = mi(C\as; o) — U(1), (] —
Ao € R, A € R\Z, v=1,...,n.

e—27ri>\,,

)

Fig. 1.

Remplacons le cylindre par la bande S = {(z,y) € R?: 0 <y < 8}, ses bords haut et bas
étant identifiés. L’opérateur de Dirac sur C\a est induit par 'opérateur de Dirac sur R?, qui

s’écrit comme

(1.2) p=( 2z ~%
-9, = )
ou z, Z sont les coordonnées complexes standards,
2 =x + 1y, 622%(8@,—2'8?/),
zZ=ux—1y, 9z = 1 (9, +1i0,).

Quoique nous ne travaillerons pas avec les fonctions holomorphes, & cause de la présence de
0., 0z dans lopérateur (1.2), il sera commode de noter la fonction de deux variables réelles

Y(z,y) par Y(z).

Nous nous intéressons aux solutions multivaluées 1 : C\a — C? de I’équation de Dirac, qui

se transforment selon la représentation (1.1):

Di(z) =0,  4(yz) = pallr]) - 9(2).
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Ce probléme peut étre formulé autrement. Fixons le systeme de coupures b = (by,. .. by;
do, .. .,dy) representé sur la Fig. 2 et considérons les solutions de ’équation de Dirac sur C\b
qui se prolongent a travers les coupures en dehors des points ay,...,a,. Les prolongements a
gauche et & droite & travers b, des solutions qui nous intéressent different du facteur e?™**v

14
(v =1,...,n). Les prolongements a travers d,, different de exp(2m' > )\k), v=20,...,n.
k=0

Fig. 2.

Pour décrire le comportement local de telles solutions au voisinage du point a,,, considérons
un disque ouvert B de centre a, et de rayon suffisamment petit. Introduisons dans B les coor-
données polaires

zZ—ay 3

= 0: = Le#(0, +10,).

T

r= ‘Z_au‘lﬂa 0, = %eiﬁp(&“_%a@)a
p = % In
L’opérateur de Dirac sur B s’écrit alors comme
bl m o e@ i),
2 —e w(ar + p ag,) m

Pour toute solution multivaluée 1, la fonction e %1 est univaluée sur B, et peut donc étre
développée en série de Fourier:

Ylay] =Y Tp(r)eFHAe,
kEZ

En substituant cette série dans I’équation de Dirac, on peut montrer que les coefficients W (1) =

( W1 (r)

vérifient les équations
Wy o(r) ) 4

d k+14+ X,
7) Upi12(r),

mVUy1(r) = (E +

? 1d R WE
_ _— = _ qf = U.
{dr2 + rdr (m + r2 ) } k2(r) =0

On a alors localement:

(1'3) w[au] = Z {Ckwk+)\u [CL,,] + dkwk*—AU [au]} .
kEZ+3
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ou

=YD o (mr) * e DR,y o (mr)
)l = Saemog 2 )+ il = (a2 ).

I;(x) étant la fonction de Bessel modifiée de leére espece d’ordre .
Dans la suite, nous aurons besoin de controler le comportement singulier de la fonction
aux points a,. On va considérer deux types des restrictions:

e Supposons que 0 < A, < 1 et que la fonction ¢ est de carré intégrable au voisinage de
a,. Si|z| — a,, Pasymptotique des solutions particulieres est donnée par

(m(z—a,)/2)'~ % (m(z-a,)/2)"* %
(-3 (+3)!
(m(z—a,)/2)"* % (m(z—a,)/2)'" %
(I+3)! -y
oil les factoriels sont définis comme [! = T'(I+1). Ainsi pour que la condition v € L?[a,]

soit satisfaite, une moitié¢ des coefficients dans (1.3) doit s’annuler,

(1.5) Ylay] = c_1jpw_1 /945, [av] + Z {erwrgn, lav] + drwy’ ) lan]}
k>0

wylay] ~ +..., wy [ay] ~ +...,

OSoit—%<)\,,<%et

(1.6) ( (2= %”)_A” (z —an)% ) b € H'a,),

ot l'espace de Sobolev H'[a,] est formé par les fonctions univaluées qui sont de
carré intégrable au voisinage de a, ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Donc
nécessairement

(1'7) w[au] = Z {Ckwk+)\u [CL,,] + dkwk*—AU [au]} .
k>0

Considérons maintenant les solutions multivaluées de I’équation de Dirac dont la monodromie
est fixée par (1.1). De plus, nous demanderons qu’elles soient de carré intégrables quand |z| — oo
et vérifient (1.5) ou (1.7) au voisinage de chaque singularité. On notera les espaces des solutions

du premier et du deuxieme type par W et W% respectivement.
THEOREME 1.1. dim W% < n; dim W = 0.

B Introduisons sur W un produit scalaire défini positif:

m2

_ 2
(1.8) (uw) = (w,u) = 5 / u-widz Ndz = m7 /(ﬂlwl + tgwg) idz N dz.
C\a C\a

On note que lexpression intégrée est en effet une fonction sur C\a. A cause des conditions au
bord, cette fonction est intégrable. De 1’équation de Dirac sur C\b on déduit

5w = dyws, 5w = Ozuy,
5 we = Ozwy, 5 Uy = 0,Uy,
et alors
(1.9) m (ﬂlwl + ’17,2’11)2) dz NdzZ = —d(ﬂgwldz) = d(ﬁl’wgdZ).

2
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Notons D¢(a,) le disque de rayon e centré en a,. En utilisant la formule (1.9) et le théoreme de

Stokes, on obtient
n

(uwy =im lim 7{ Uowidz =

- e—0
V= 0D (ay)

. o (mz/2)N FOT
=m )  lim j{ < i) T tdy 5 (u
=1 apl(a)

v mz/2 )\”71 v mz/2)' M

(mz/2)*
( ) W + .. ) X

(1.10) = —4Zd1/2 ) p(w)sin T, .

De fagon analogue,

- e—0
V= 0D (a,)

><(C(w (M)M+ +d(”>(w)M+...>dz:

" mz/2)M 1 v mz/2)1= M
= —im lim j<1§ (c(yl)/z(u)¢+...+dg/)2(u)%—i—...)><

—12(W) T e ()

(1.11) = —4Zc 1/2 1/2 (w)sinTA, = (w,u).

Si la dimension de W%* était plus grande que n, on aurait pu trouver une solution v € We*
telle que ¢ 1)/2( ) = 0 pour tout v = 1,...,n. Comme la norme de cette solution est égale a 0, v

s’annule identiquement, d’ou la premiere partie du théoréme.

Remarquons que les solutions du deuxiéme type sont de carré intégrable par rapport au
produit scalaire (1.8). On peut montrer de maniére analogue que précédemment que (v,v) = 0
pour tout v € W, Par conséquent, dim WeA = 0. |

Supposons! que dim W%* = n. On peut alors fixer la base canonique {Wutu=1,.,n de cet

espace en choisissant c(_yl) /o (Wy) = Ot

(1.12) walas] = G 1 ppix o] + 30 e (Wi, la] + dY (w)wiy, o]}
k>0

Remarque. Calculons le produit de deux éléments de la base canonique de deux facons différentes
— par la formule (1.10) et sa “conjuguée” (1.11):

(wy)sinmA, = —44")

(113) <WM,W,,> = 4d(y) 1/2

1/ (wy)sinmA,,.

1. La preuve utilise certaine technique d’analyse fonctionnelle et est trés proche de la preuve du
Théoreme 3.2.4 de [32].
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)
1/2
déduirons plus loin des relations additionnelles et les utiliserons pour construire les équations

des déformations isomonodromiques.

On obtient ainsi quelques relations algébriques satisfaites par les coefficients d; ., (w,). Nous en

Il existe une illustration instructive du théoreme précédent dans le plan, pour n = 1. Dans
ce cas, on peut supposer que la singularité se situe en 0. Alors chaque solution ¢y € WO est
représentée par le développement

Y =c_1pw_1/2:2[0] + Z {crwial0] + dpwy’ A0},
k>0
qui reste vrai sur le plan avec épointé R?\{0} tout entier. Ce développement sera de carré
intégrable a 'infini si et seulement si
¢, = 0 pour k > 0,
dr = 0 pour k > 1,
d1/2 = —C_1/2,

puisque les combinaisons linéaires des solutions particulieres (1.4), qui sont intégrables a 'infinie,
s’engendrent par

ijl [0] = wfl[O] — Wy [0]
Alors, comme on aurait pu s’y attendre, 'espace W% est engendré par un seul élément de la
base canonique
W = w—1/2+)\[0] - wl/Q—)\[O] = —1@1/2—/\[0]~
Avec certains efforts, il est aussi possible de trouver une formule explicite pour la base canonique

sur le cylindre avec un point marqué. On résoudra ce probléeme dans le paragraphe suivant en
utilisant une généralisation de la méthode proposée par Fonseca et Zamolodchikov [7].

2. Base canonique sur le cylindre avec un point marqué

On cherche la solution 1 de ’équation de Dirac sur la bande 0 < y < 3

= =0, Y1 _
(—2@ z >(¢ )‘0’

qui satisfait aux conditions suivantes:

e Les prolongements de cette solution au demi-plan gauche et droit sont quasipériodiques

en v,
(1.14) U(z,y + B) = 2™ 04(z,y) pour x < 0,
(1.15) Y(z,y+ 6) = e2miA Y(z,y) pour z > 0,
ot A= Ao + A1
e La condition de normalisation
1
1.16 lim (mz/2)' My (2, y) = ,

ol la puissance fractionnaire de z est définie par

1-A1 6(17)\1) Inz
M

z 0 <Im(lnz) < 27.
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Le Théoréme 1.1 montre que les propriétés énumérées ci-dessus déterminent la solution de fagon
unique.

La fonction e~2miAoy/ B4 est périodique dans le demi-plan gauche et donc, 13, elle peut étre
développée en série de Fourier. En substituant cette série dans I’équation de Dirac, on obtient
la forme générale de la solution pour x < 0,

0

_ G(Gn) ma cosh 6, +imy sinh 0,, e
(1.17) beco(zy) =—A > ool © L)
neZ+Mo

ou sinh §,, = ;—%n Le facteur 1/(m/f cosh 6,,) est introduit pour simplifier les expressions & venir.

De maniere analogue, on déduit la forme générale de la solution dans le demi-plan droit:

0

H (Qn) — sh 0, —i sinh 6 —en

1.1 v = A § _ \Wn)  —macoshb,—imysinh 6, '
(1.18) Veso(@y) o mf3 cosh 6, ¢ 1
net—

Im6
w2y
yd C+
N
o < Reb
7
C_
”””””””””” -2l
Fig. 3.

Bien sir, les fonctions G(6) et H(6) ne doivent pas croitre trop rapidement quand § — oo
pour que les séries (1.17) et (1.18) soient convergentes. De plus, nous supposerons que G(6)
et H(f) sont analytiques dans la bande —5 —d < Im6 < § + 6, 6 > 0. Dans ce cas, les
représentations (1.17) et (1.18) peuvent étre décrites par les intégrales de contour (Fig. 3)

ﬁ G(G) e cosh 0+imy sinh 6 ( 66 )

¢x<0($,y) =A c U, 271 1 — etmBsinh—2mig 1

ﬁ H(H) e~ ma cosh 0—imy sinh 6 _69
c_Ucy 21 1 — e—imBsinh0—2miX 1 ’

’l]Z)z>0(IE,y) =A

Si 0 <y < B, on peut déformer les contours C'y et C_ continiiment en Im6 = 5 et Im6 = —3

respectivement. Ceci permet de construire les prolongements de 1,<o(z,y) et ¥,~o(x,y) sur la
bande entiere:

0o . .
do G(9 4+ Z~7T/2)ezma: sinh 0 —my cosh 0 ie?
Yoco(zy) = A / o {— [ — o—mBeosh0—2rixg 1 )"
—o0

G(@ _ Z‘W/Q)efimx sinh 6+my cosh 0 —2'69
+ 1— emﬁ cosh 0—2mi)g ’
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do H(O ) —ima sinh 0+my cosh 0 2.0
¢z>0($7y):A/ { MO e A ( ' >+

2 1 — emB cosh0—27iA 1

—00

+H((9 o ,L'7r/2)eimx sinh @ —my cosh 0 ( ie@ ) }

1— e—mB cosh 6—2mi\ 1
Ces prolongements coincident si deux relations fonctionnelles entre G(0) et H(6) sont vraies:

G(Q + 2'71-/2) 1— e—mﬁcosh0—27ri>\o

1.19 = _
( ) H(0—ir/2) 1 — e—mpBcoshf—2miX ’

G0 —im/2) oming L — e—mB cosh 0+2mio
B S et RS -
H(0 +im/2) 1 — e—mpBcosh0+2miX

(1.20)

Pour trouver les solutions de ces équations, on a besoin du lemme suivant.

LEMME 2.1. Soient f(0) et g(6) deux fonctions analytiques dans la bande [Im 8| < . Si dans
cette bande |f(0)| = O (ﬁ) et |g(0)] = O(1) pour Re® — +oo, les fonctions

(1.21) v( / — tanh(0' — 0)f(9'), n(h) = / Z—i’ sech (6/ — 0)g(0"), 6 eR

se prolongent analytiquement sur [Im | < 5+40. Si de plus [Im 0| < 6, ces prolongements vérifient
les relations

(122)  w(0+5) —v(o-T)=-if@, a(0+5)+n(0-5) =90).
2 2 2 2
B 11 est clair que les fonctions v(0) et n(0), définies par(1.21), sont analytiques dans la bande
[Im 6| < 7. On peut définir leurs prolongements sur [Im | < § + ¢ comme ceci:

/

V(Q)‘Imezig: ;2 G ) + P: % coth (' — 0 + %r)f(a’),
n(@)‘lmei% 3 (0$ 5 :tzP/ — csch(@ 0+ %T)g(é?’),
VO, pesis= (v- %) + [ ‘;—i/ tanh(6' — 0)£(6"),
n(0) g<1m0<§+6 / —sech —0)g(6),
v(0) s semoes= ” / & tanh(0' — 0)F(0'),
n(e)‘_%_klmk_%: g(0+ 7) + ;l—i/ sech(8 — 0)g(8"),

—0o0
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ou, dans les deux premieéres expressions, le symbole P signifie la valeur principale de Cauchy.
On en déduit le résultat. B
Si nous écrivons les fonctions G(0) et H(6) sous la forme

(1.23) { G(0) = — exp (midy — MO + £ v(0) + 1n(0)) ,

' H(0) = exp (=M1 + 5 v(0) — 5n(0)) .
les relations fonctionnelles (1.19) et (1.20) se réduisent & (1.22), le choix des fonctions f(6) et
g(0) étant

1 — e—mp cosh6—2miXo 1 — e—mB cosh 6—2mi\
(1'24) f(@) =In 1 — e—mBcoshO+2miXg - 1 — e—mB cosh 04+2miX ’
(1 25) (9) | (1 _ efmﬁ cosh0+27ri)\0)(1 o efmﬁ COSh9727TZ'A0)
. g(@) =In

(1 —e—mpB cosh 0+2mi) )(1 — e—mB cosh 0—2mi\ )

Les branches des logarithmes dans (1.24) et (1.25) sont fixées de telle maniére que pour § € R
leurs parties imaginaires sont dans l'intervalle (—m;7).

Les formules (1.17), (1.18), (1.21) et (1.23)—(1.25) fournissent une solution de I’équation
de Dirac sur le cylindre avec un point marqué, avec la monodromie définie ci-dessus (on peut
revenir au début du paragraphe et vérifier que toutes les manipulations formelles effectuées avec
les fonctions G(0) et H(f) peuvent étre effectivement faites). Il nous reste une seule chose a
faire: vérifier la condition de normalisation (1.16).

Prenons par exemple le développement (1.18) et appliquons la formule de sommation de
Poisson:

aso () AZ / o~ ma cosh 0—im(y-+kp) sinh6—27rz'k;5\< —169 )
— 00

keZ

L’asymptotique de ¢ pour |z| — 0 est déterminée par le premier terme (k = 0). Puisque \; > 0,
la contribution principale a 'intégrale provient des grandes valeurs de |#|. Un calcul direct montre
que pour |z| — 0, on a

Un(a,9) ~ — TN (1) (/2N
ou
1 7 1 — o—mfB cosh0—2miXo 1 — ¢—mBcosh—2mil
(126)  voo = 9ETooy(0) T om / a0 (ln 1 — e—mBeoshf+2mido = 1— e—mﬂcosh9+2m5\> '

Ainsi la solution construite et I’élément de la base canonique different seulement d’une constante
qui peut toujours étre ramenée & 1 par un choix approprié de A. En résumant tous ces résultats,
on arrive au

THEOREME 2.2. L’élément de la base canonique sur le cylindre ayant une seule singularité
est donné par les expressions suivantes:
em'/\lJr%z/(Gn)Jr%n(Gn) 66”

W(.%',y) — A Z e*/\19n+mzcoshGnJrimysinhGn . pour x < 07
mf3 cosh 6,
neZ+Ao

V(Gn 5 W(Gn) On

_ _ S —3 5 —e
—A Z mﬁ COShH e 16, —mzx cosh 0, —imy sinh 0, ( . ) pour z > 0’
neZ—\
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ou les fonctions 1/(6) n(0) sont définies par

d0’ 1 — e—mBcosh§’ —2mig 1 — e—mB cosh 6’ —2mi\
— tanh —0)|In ——— —1In —~ |,
1— efmﬁ cosh 0/ +27i)\g 1_ e‘mﬂ cosh 6/ +2miA

(1 - efmﬁ cosh 9’+27ri)\0)(1 o efmﬁ cosh9’f2m'/\o)
/ o SeCh 0) In (1 _ efmﬁ cosh 0/+2mi) )(1 _ efmﬁ cosh 0/ —2mi) )’

et la constante de normalisation vaut A = —2sinw\; e Woo /2,
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CHAPITRE 2

Fonction de Green de l'opérateur de Dirac

1. Fonction de Green pour n =0

Calculons d’abord la fonction de Green sur le cylindre sans singularité. Dans ce cas, le do-
maine de I'opérateur de Dirac est formé des fonctions quasipériodiques 1 (x,y+3) = e2™04)(z,y)
et de carré intégrable dans la bande S = {(x,y) : 0 < y < #}. Apres transformation de Fourier

) B8
R . 2
D) = o [ o [ayvp e, g erg e @)
—00 0

l'opérateur de Dirac et son inverse s’écrivent comme

1 m —i€ 1 2 mié
D‘2(—is m) b ‘m2+|s|2<is m>

ol & =&, +1i&y, £ = & — &, Puisque la transformation inverse s’effectue par

2 T ‘
vlow) =5 Y [ e bt ),

5?/ — 00

on obtient la formule suivante pour la fonction de Green Go(z — 2’y — v/'):

ci(@Eatyty)

1 oo L=
(21) Gen) =53 [ () S

fy — 00

Dans la suite, il sera commode d’utiliser deux autres représentations de la fonction de Green.
Choisissons par example x > 0 et calculons les intégrales dans (2.1):

—ma cosh 6, —imy sinh 0, 1 - 69"
B cosh 6, < 0 >

(2.2) Golzy)= > ©

neZ—Mo

—e Un 1

(2.3) =m

df e—mwcoshf—imysinh6 1 - 69
—e% 1

cuC % 1 — e—imBsinh 0—2mig
-UCt
De facon analogue, pour x < 0 on a

eme cosh 0, +imy sinh 6,, 1 66"
24 G = =
4 o= ¥ Sl (e )
n 0

(2.5) =-m

de em= cosh 0+imy sinh 6 1 66
e .

c_uc, 21 1 — etmBsinh0—2mig
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Nous aurons aussi besoin de 'asymptotique de ces expressions pour x,y — 0. Pour la trouver,
réécrivons (2.1) en utilisant la formule de Poisson:

[e.9]

m Zé > ei(z§z+y£y)+ik(ﬁ£y*2ﬂ'/\0)

1 [oe)
(2.6) Go(z,y) = o2 Z / / dEadty ( i& m m? + [£|?

kEZ %

Le terme principal de ’asymptotique provient de I'intégrale correspondant a k = 0 qui représente
la fonction de Green sur le plan. Il est immédiat de vérifier que si |z| — 0, alors

m (In|z| 1/z

Il est trés commode d’écrire la fonction de Green sous la forme
Gol(2) = 2G(2).]. J:(Eig),

puisque les lignes de G(z) vérifient I’équation de Dirac (au lieu de son équation adjointe, satisfaite
par les lignes de Gp(2)).

2. Propriétés générales de la fonction de Green

Nous commencons par définir le domaine D** de Popérateur de Dirac D%*. La fonction
Y € D doit avoir les monodromies e (v = 0,...,n), étre de carré intégrable quand
|z| — o0, et vérifier la condition (voir (1.6))

(2.7) < (- C(L)V)_)W (z —OC_LV))“’ ) Yla,] € HY[a,], v=1,...,n.

Rappelons que H'[a,] est I'espace des fonctions qui sont de carré intégrable au voisinage de a,,
ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Comme nous I’avons montré dans le chapitre précédent,
I’équation de Dirac D**) = 0 n’a pas de solution dans D**. On peut donc penser & D%* comme
étant un opérateur inversible. Le noyau de 'opérateur inverse est appelé la fonction de Green
G%*. Plus précisément, on suppose que la solution de

D™y =g,

peut étre écrite sous la forme

(2.8) P(z) = /G“”\(z,z’)J o(2)idz' A d.
c\b
Alors, on peut essayer de définir la fonction de Green par les conditions suivantes:
e Les colonnes de G%(z, 2') doivent vérifier I’équation de Dirac DZG_Ut’j’\(z, z') = 0 pour
tout z € C\(bU {2'}). Ce sont des fonctions de carré intégrable quand |z| — oo, ayant

la monodromie e>™ (v =0, ... ,n) et le comportement (2.7) dans chaque singularité.
Ainsi
(29) fo’j)‘(z, Z/)[a,l,] = Z {ak(:) (Z/)wk+>\u [CLV] + bk(,l;) (Z/)wk'*—ku [az/]} .
k>0

e [’opérateur intégral & noyau DS’AGQ’)‘(Z’, 2"} doit “découper” les valeurs de la fonction
©(z). Alors le comportement singulier de G%*(z, ') pour z — 2’ et celui de la fonction
de Green sur le cylindre sans singularité coincident:

(2.10) Gz, 2') — G(z,7) € CHz — 7).
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Remarque. Supposons que la fonction définie par ces conditions existe. Alors elle est unique,
puisque les colonnes de la différence de deux telles fonctions sont évidemment dans W%,

Déterminons maintenant de quelle maniere G%*(z,2’) dépend de son deuxieme argument.
Pour faire cela, définissons la matrice F'%*(z,2' ) satisfaisant les conditions:

e Les lignes F»*(z,2') sont des fonctions de carré intégrable quand |z| — oo, et qui
vérifient I’équation de Dirac DZ/G;’,’\(Z, z') = 0 pour tout 2z’ € C\(b U {z}). Elles ont
la monodromie inverse e"2™* (v = 0,...,n), et leur comportement aux points de
branchement est fixé par (2.7):

(2.11) Fi e la) = 3 {oal) @wala) + 85wy, o]}
k>0

e Le comportement singulier de F®*(z, 2') pour 2z’ — z coincide avec celui de la fonction
de Green “non-perturbée”,

(2.12) FoMNz,2) — G(z,2) € CHZ — 2).
En supposant I'existence de G**(z,2') (ou F®*(z,2')), démontrons le théoréme suivant:
THEOREME 2.1. G4 (2,2') = F(2,2/).

B On obtient d’abord une relation auxiliaire: si f(z) et g(z) sont des fonctions lisses sur un
ouvert U C C, alors

(213) {Df-Jg— f-JDg}tdz Adz = {0.(f2g2) — 0:(f191) } dz A dz = d(f1g1dz + fagodZ).

Choisissons maintenant deux points distincts z,y ¢ b et posons

f(z) = F (@,2),
9(2) = G (z),

n
U étant le complémentaire de 'union des disques (U Ds(a,,)> U De(z) U D(y) et de deux
v=1
bandes: SL = {(z,y) : 0 <y <e} et S/ ={(xy): f—e <y <[} En intégrant (2.13) sur cet
ouvert et en utilisant le théoreme de Stokes, on obtient

n
0=">" j{ (fig1dz + fagodZ) + 7{ (figidz + fogodz) + 7{ (figrdz + fagodZ) .
v=19D (ay) 8D, (x)UAD- (y) 85.005"
L’expression sous ces intégrales est univaluée sur C\a, et alors par passage a la limite ¢ — 0 la
derniere integrale s’annule. Les intégrales sur 9D, (a,) sont nulles aussi, ce qui peut étre vérifié

en subsituant & la place de G,“?’j’\(z,y) et Ffj)‘(:c,z) leurs développements locaux, (2.9) et (2.11).
Il reste a calculer

i FR @G G0d+ | R a6 G} -

e—0
8Ds(x) 8DE(J})
=5 {—2m§i1GCf”;\(x,y) - 27r25i2G‘2‘:?(x,y)} = GZ’].)\({I;’y)’

et l'expression analogue,

lim{ 7{ FMe,2) G (2y)dz + 7{ E??(w,z)G;‘:?(z,y)df}=—F§ﬁ(my)-

e—0
0Dc(y) 0D<(y)
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. a,\ _ A
Ainsi nous obtenons finalement que G;’'(z,y) = F; " (2,y). B

Remarque. Puisque les colonnes et les lignes de la fonction de Green G®*(z,2') vérifient
équation de Dirac en z et 2’ respectivement, les dérivées 9,,G%*(z,2') et 05,G%(2,7') la
vérifient aussi. Ces dérivées ne sont pas singulieres quand z — z’. Par contre, leurs développements
locaux sont un peu plus divergents que (2.9) ou (2.11); des relations

{azwz = 2wy, {azwf = Zuj,,,

Ozw; = Fwiy, Ozw = Fw;_,

on déduit
a m v v ~ (v *
(214) 80, G52 ] = =5 dwer () (wayp s, + 3 {0 Geen, 38 @i, }
k>0
(215) 00,65 (=) ) = =F B (0w o, + 2 {nd) Grween, + 3 (wi, | -
k>0

Alors, si on trouve, par une méthode quelconque, les coefficients al /2 (2), ﬂl /. (z), ainsi que la

solution de I’équation de Dirac avec le méme comportement singulier ° excessﬁ” elle coincidera
avec la dérivée correspondante de la fonction de Green.

Soit f(z) une solution multivaluée de I’équation de Dirac dans la bande S = {(z,y) : 0 <
y < B}, qui est de carré intégrable quand |z| — oo. Nous supposons que les développements
locaux de f(z) au voisinage des points a, (il n’y a pas d’autres singularités!) sont donnés par

f@a) =3 {a,g%k_ o+ b,ﬁ%,:m} .
k
De plus, on demande que le nombre de coefficients a,(:), b;ﬁy) non nuls avec k < 0 soit fini.
Les prolongements de f(z) en haut et en bas a travers les coupures d, (v = 0,...,n) different

12 JR—
du facteur de monodromie exp(2mi > A;), et alors le produit G?’,)‘(z,z’ )f(2'), étant consideré
k=0 ’
comme une fonction de 2/, est univalué sur C\a. En utilisant la formule (1.9) et le théoreme de
Stokes, on obtient

G2,V F()idz' A d7 =

(2.16) ¢

m
2

C\LVJDE(a,,)

(2.17) :—Z 7{ G;‘z’\zz)fl( Nidz' — 7{ G;‘z’\(zz)fl( Nidz' =

<9DE (av) 0D (z)

(2.18) —Z 7{ GO (2,2 ) fa()ide + 7{ GO (2, Vo ()i

BDE (av) OD¢(2)

L’intégrale de surface (2.16) ne converge pas pour ¢ — 0. On peut néanmoins comparer les
asymptotiques de (2.17) et (2.18) pour £ — 0:

hm (2.17) = —— Z Z k“/Q sinT\, 5,;;)(2)@(—_”,2 —idj2f1(%),

v k>0
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lim (2.18) Z Z 1)1 26inwr,, ak;)(z)b(_ylz + 851 f2(2).
EHO v k>0
Nous obtenons finalement

(219) Y3 (-DFsinma, {6 ()] + oz >b<_”;}:—%(ﬂf1<>+5ﬂf2<z>)-

v k>0

Pour trouver les premiers coefficients des développements de la fonction de Green, on va faire un
choix particulier de f(z’). De maniére analogue au chapitre précédent (voir (1.12)), introduisons
n solutions particulieres (multivaluées, intégrables quand |z| — oo) de I’équation de Dirac,
caractérisées par les développements locaux

(2200 Fu(Wla,) = G 1jz0n, L] + Y {0 Fu)wera, a] + 85 (Fa)wy s, o]}
k>0

L’existence de la base canonique implique 'existence et I'unicité de telles solutions; ces deux
bases coincident si A, > 0 pour tout v.
Apres le remplacement de f(z) par w,(—A) dans (2.19) on obtient

51/2 (2 im Wz, —A) ) . im
(2:21) < ﬁ1/22( 2)  4sinm), < szl(z, - ) ) ~ 4sinm), Wz = A)

D’autre part, la substitution f(z) = w},(2,A) dans (2.19) permet d’obtenir une formule pour le

coefficient al%)yj(z),

) :
(2.22) ( 1%1(2)> Wz ).

1/22(2) 4dsinmA,

En prenant en considération les remarques précédentes (formules (2.14) et (2.15)), on peut
calculer les dérivées de la fonction de Green en fonction des solutions (2.20):
2

a , m
(2.23) 04,G""(2,2') = 78 " w;(z,\) @ w2, = \),
(2.24) 00, GO (2,2) = —— T G N @ ()
. i z,2') = Ssin wj (2, w;(2A).

3. Fonction de Green a un point

Maintenant, nous allons utiliser les formules (2.23) et (2.24) pour calculer la fonction de
Green G sur le cylindre avec un seul point de branchement {a}. Remarquons que dans le
cas d’une seule singularité, les résultats explicites obtenus pour la base canonique permettent
de trouver les solutions (2.20). Posons par exemple 0 < A; < 3. Alors W(z,A) = w(z,A). En
dérivant les développements locaux, on peut aussi vérifier que

Wiz = A) = Zaw(z1— ).
m

Déterminons G%*(z,2') si z et 2’ apartiennent & la demi-bande gauche: Re z,Re 2’ < Rea. En
utilisant les résultats du chapitre précédent, on obtient

N G(6;\)e® =~ i+ E-ae o
(2.25) W(zA) = —A0) > L)

m3 cosh 0,
LEZ+Xo
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N\ —0n

- G(0,:1 — \)ebfnt5 Gma)ein+3 (za)e efn
(2.26) w(z, = A) = —A(1-)) Z ( : m/3 cosh 0 < 1 ) '
n=7Z—MXo "

Il est immédiat de vérifier que

ANA(L = \) = 4sin® Ty,

(2.27) v(0;\) = —v(0;1—X) = —v(0; =)\,

n(0; A) = n(0;1 = A) = n(6; =A).
Substituons les relations (2.25) et (2.26) dans les équations (2.23), (2.24). En intégrant le résultat,
nous obtenons la représentation suivante de la fonction de Green G%*(z,2’):

G0 )G (0,1 — N
2.2 e = ; 7
(2.28) G (2,2)) = isinmA Z Z mﬂ2cosh01 cosh 6, .
1€Z4 A0 n€Z—Ao

e

0, 1 > + C(z,7)).

La fonction C(z,2") ne dépend pas de la position de la singularité et est inconnue pour 'instant.
Notons que la somme double dans la partie gauche de la derniére relation converge méme si
z = Z/. Cela donne une intuition que C(z,2’) peut étre égale a la fonction de Green “non-
perturbée”, G(z — z’; \g). En supposant que c’est vrai, fixons a = 0 et réécrivons (2.28) par les
intégrales de contour

X

e%{(z—a)eel +(z—a)e U 4(2'—a)efn +(z —a)e o} < 69l+9n

eel + een (&

, de deo’ G(O; N)G(0';1 — N
0,\ AN . 3 )

GP(z2) = imsinmAy / o / 21 (1 = cmBsinh0—2rid0) (] — gimPsimh@/+2mix)
c_uCy C_uCy

(2.29) x

my, .0 5,—0_ 1,0 | 5,—6
e’ {zeV+ze Y42e? 4277 } €9+¢9’ 0
/
e? 1

€9+€9/ © >+G(Z—Z/,)\O)

De maniere analogue, on suppose que si Re z,Re 2’ > 0, la fonction de Green GO (z,2’) s’écrit
comme

df do’ H(O: H(O';:1 — \)e?
GO 2,2)) = imsin\; / — / e — (6; %) A~( : ‘)e . =
2 2 (1 _ e—zmﬁsmh@—%rz)\)(l _ e—imf3 51nh0’+27rz)\)
Cc_uCy C_uUCy

(2.30) X

ef%{zee+26_9+z/eel+2’6_9/} 69+9’ _69 )
e? + e ( - 1 >+G(Z_Z’)\)'

Pour démontrer que les formules (2.29) et (2.30) représentent vraiment la fonction de Green,
nous allons construire leurs prolongements aux valeurs arbitraires z,2’ € C\b, et montrer que ces
prolongements coincident.

Nous commengons par la représentation (2.29). A la premiere étape, on construit son pro-
longement aux valeurs arbitraires de z. Pour cela, déformons les contours d’intégration C_ et
CyenImf = -3, Imf = 5 respectivement. Apres cette procédure, on a

o0
/ 0’ +ma’ cosh 6’ +imy’ sinh 6’
GO (2,7)) — G(z — 2/; X\g) = imsin A @ dc9 )\)e ’ X
’ 1 A0 Ll oox — eimf3sinh 0'+2miXo
—00 C_ UC+
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G(@ _ 2‘7.(/2; )\)efimz sinh 8+my cosh 0 _,L-eeJr@/ _2.69
"\ (1 = emBeosh-270) (—jeb 4 7' o L)
G(9 + i7T/2; )\)eimm sinh 6 —my cosh 6 ieeJr@’ 2.69
- (1 — e—mpBcosh 9727”‘)\0)(2‘69 + 69/) 69’ 1 .
Il n’est pas possible de faire la méme chose la deuxieme fois, car la fonction dans I'intégrale par
rapport a la variable #’ a un pole §' = £+ ZF. On peut néanmoins transformer C_ et Cy en

contours C*? et Ci’e montrés sur la Fig. 4, et ensuite considérer la limite quand ¢ — 0. Alors,
le prolongement de (2.29) a toutes les valeurs de z,z" € C\b est donné par

do’ (9+ ioT . )\)G(9/+ iom . 1 - )\)60/

0,A
G> (z z ) = imsin WAlZ / / 2 1 _ e—amﬂ cosh@ 27rz>\o)(1 _ e—amﬂ cosh0’+27ri>\o) X
o==+1_"

(2.31) x

L _ . s I _ ol cech 07 ’ .
eam(w} sinh 0—y cosh 6+iz’ sinh 6’ —y’ cosh 6") _69+9 0”L€9
. +
ole 1

/
el + e 0

da/ G(6 w7r )\ G — w7r 1 — A 4
_zmsmﬂ)\lZ/ / — GO + 55 NG Je

e—omp cosh 9 27N ) (1 _ eamﬁ cosh 9/+27ri)\0) X

o=%41_"
eam(im sinh 6 —y cosh 6 —ix’ slnh 0 +y’ cosh 0") €0+0’ gie? 1 , , <
X L —l——{Gz—z')\ —I—GZ—Z')\}.
et — el —gie? 1 2 ( %) ( Y

Les deux derniers termes représentent “les contributions des poles”, qui peuvent étre calculées
en utilisant (2.27) et les représentations contours de la fonction de Green sur le cylindre sans
singularité.

Ime" .
/2 Zs

A

B 5 Red’
€0
c ~ M
-2 T 2
Fig. 4.

Si on répete ces manipulations avec la représentation (2.30) dans la demi-bande droite,
Pexpression finale coincidera avec (2.31) & cause des relations (1.19) et (1.20), satisfaites par
les fonctions G(0) et H(6). Alors les formules (2.29)—(2.31) déterminent vraiment la fonction de
Green GO*(z,2).
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CHAPITRE 3

Fonctions 7

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des espaces de valeurs au bord de certaines solu-
tions locales de I’équation de Dirac. Ces espaces peuvent étre inclus dans une grassmannienne
a dimension infinie. La fonction 7 est définie par la trivialisation du fibré det* sur cette grass-
mannienne.

1. Sous-espaces W;,(a) et Wey(a)
1/2

Considérons un cercle Ly, = {(x,y)eC : x = x¢}, et notons H) “(L,,) 'espace des fonctions
a valeurs dans C2, quasipériodiques sur L,,. On a notamment g(y + 3) = e*™g(y) pour g €

H i/ 2(LIO). Apres transformation de Fourier la fonction g s’écrit comme

__2W ~ imy sinh 0, : _ 2m
g9(y) = 5 Z g(On)e , sinh 6,, = e n.
neZ+X
Introduisons deux opérateurs, Q4 et QQ_, qui agissent sur H f\/ 2(Lg[;o) de la maniére suivante:

Qo) = 3 Qu(0)g(0,)em ™

neEZ+X

1 e/ 1
Q+(0) = 2 cosh 6 < 1 e? > ’

1 e ? -1
_(0) = .
@-(9) 2cosh 6 < -1 ¢ >
Ces opérateurs ont les propriétés des projecteurs,
Q++Q—:17 Qi:Q-Fv Q%:Q—7

et déterminent donc la décomposition H}\/Q(LIO) =H!®H,,ou Hf = QiH}\/z (Lgy)- On peut
aisément vérifier que

> Qw050 P cosh 0 = 5 3 12 (0)P,

nEZL+A nEZ+A

(5o )= (e ) (2,

ou
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Alors, la fonction g s’exprime en composantes de polarisation g4 (6,) comme
o eimysinh 6y, Ul/2 _v71/2 )
(3.1) 9(y) = ﬁ Z Seosh 0. ( 111/2 ?/2 ( z+59n; ) :
nEZ+A no\ Un Un IR

Montrons maintenant que les éléments de H, (H, ) représentent les valeurs au bord des
solutions quasipériodiques de 1’équation de Dirac dans la demi-bande droite (gauche) z > x
(x < zp). Pour cela, écrivons ’équation de Dirac sous la forme

(3.2) Oyt = ( iy m )w.

m 10,

Si on pose la condition initiale ¢ (xo,y) = g(xo,y), avec g(xo,y) € H, (c’est-a-dire, g4 (6,) =0
pour tout n), la solution de (3.2) dans la demi-bande droite est la suivante:

o eimy sinh On, —m(z—x0) cosh O, Urlz/Q —uy 1/2 0
Yr>wo = Z -1/2 1/2 ( 9 ) .
16} 2cosh 6, " Uy 9-(0n)

nEZ+A v

La convergence de cette série est justifiée par sa convergence pour x = x. La solution de (3.2)
dans la demi-bande gauche peut étre construite a partir d’un élément de H;\r de facon similaire.

La fonction de Green G(z—2'; A) sur le cylindre sans singularité permet d’obtenir une formule
utile pour les projections (J+:

ProPOSITION 1.1. Soit @ : Hl/\/2(Lm0) — H}(C\Ly,) une application définie par

. ’ N 10 1/2
(33)  (Qg)(z) =i g Gz =25Mo.9()dy, o= { o _; ), 9€H (L)
o

Alors les valeurs au bord Ly, des restrictions de (Qg)(z) a la demi-bande gauche et droite sont
données par Qg et —Q_g, respectivement.

B Pour démontrer cette proposition, il faut juste substituer dans (3.3) le développement de
Fourier de g (3.1) et les représentations (2.2), (2.4) de la fonction de Green.

Supposons que les premieres coordonnées des points de branchement soient toutes distinctes.
Alors on peut isoler les coupures by, . . . ,b, dans les bandes ouvertes 51, ... ,S, (Fig. 5). On notera

n
S T'union | Sj.
j=1

DEFINITION 1.2. Considérons le sous-espace de H'(C\S) formé des fonctions v qui vérifient
sur C\S l"équation de Dirac et les conditions de quasipériodicité correspondantes:

TN0P(xy) for v < af,

k
expd{2mi i tp(x, our f <z <zl .,
w(x’y +/8) p{ ];) ]}w( y) p k k41

n
exp{2mi Y A\j}p(zy) pour x >zl
7=0

Notons Wegt Uespace des valeurs au bord de telles fonctions. C’est un sous-espace de ’espace W
des H'Y/?-fonctions quasipériodiques sur S (toujours a valeurs dans C?):

1/2 1/2 1/2
(3.4) W=H/ (L)oo, (Lp)o... HZ/Z:O 2 (La)-

De maniére analogue, Wiy C W est défini comme ’espace des valeurs au bord des fonctions
g € D% qui vérifient D% g = 0 sur S.
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La construction de la grassmannienne & dimension infinie, effectuée dans le chapitre suivant,
est fondée essentiellement sur la transversalité des sous-espaces Weyr et Wiy dans W. On va
donner la preuve de transversalité plus loin; ici, a la place, nous expliquerons comment trouver
les formules explicites pour les projections sur ces sous-espaces. Considérons la restriction g(i) =
d’un élément g € W au bord de la bande S;. Il est commode de noter

(1) (4)
i 9r IR —
9(”:( @*)69( ) )
9r.— 9r.+
Exemple. Supposons pour un instant que la bande .S; ne contienne pas de coupures, c’est-a-dire

les conditions de quasipériodicité pour les fonctions g(Li) et gg) soient les mémes, par exemple

9 (y+B) = g (),

g |8LSiU8RSi

W+ 8) = D)
Alors 'application
Qg (z) =i / Gz =2 o= gV (y)dy' =
aLSanRSi

(3.5) = / G.1(z—2; )\)gy)(z’)dz’ +G.a(z =2 )\)gg)(z’)dz_’
aLSanRSi

définit une fonction qui vérifie ’équation de Dirac sur S;. Apres le calcul simple qui utilise les
représentations de Fourier de ¢ et de la fonction de Green, on obtient la formule explicite:

. o em(xfxﬁ)coshGnJrimy sinh 6y, ,01/2 _U*1/2 (%) 9
(@) _ =7 n n g ( n)
Q9" (z) = 3 Z 2 cosh 6, o2 2 ot +

nEZA+A n n

+2_7T Z efm(xfxiL)cosh On+imy sinh 0, 0711/2 —’U;l/2 . 0
_ 1 .
B neZ+A 2cosh ty, Un 12 0711/2 91, (0n)
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En passant aux valeurs au bord, on voit que Q induit une application sur W. Elle est donnée

par
() () () - ()
O: 92+ Vgl 92 || 95+ g 0 w IR+
- (i) (@) (@) &0 @ |
gL7_ gLH‘ gL,_ 9L7_
olt, dans la représentation de Fourier, (0g)(0,) = e ™@i —#{)coshfngg ) De plus, Q est une
projection sur ’espace des solutions de I’équation de Dirac sur .S;. Si g(LZ) et gg) représentent
les valeurs au bord d’une fonction f appartenant a cet espace, la 1-forme dans (3.5) est fermée,
et alors on peut contracter le contour d’intégration en un petit cercle autour de z. En utilisant

lasymptotique de la fonction de Green pour 2/ — z, on obtient Q f(z) = f(2).

La généralisation de cet exemple a la bande contenant une coupure nous conduit au résultat
principal de ce chapitre:

THEOREME 1.3. Soit G%(2,2) la fonction de Green a un point® qui a été calculée dans le
chapitre précédent. Soient a € S’, 8" = {(z,y) € C : xp < & < xr}. Considérons une fonction g

sur 9S', qui vérifie g‘aLS/ € H;éQ(aLS’), g‘aRS’ € H;/Q((?RS’). Alors lapplication

(3.6) Pgi(a)g(2) = /<ﬁmammwm%+awuﬁwﬂﬁwl

oL S"UoRS!
définit une projection sur lespace des fonctions f € D qui vérifient D*f = 0 sur S’. L’ap-
plication des valeurs au bord induite est donnée par la formule suivante:

JR,+ 9R,— IR+ a p IR+
3.7 Pq : d d — ’ I ’
(3.7) s/(a) <9L,>@(9L,+> (9@)69(& 6)(9&)’
ot

))\1 +% efm(:vaaz)(cosh 0;+cosh 0, ) —imay (sinh 6, —sinh 6,,)

. 2sin A1 (Vv
6 p—
(ag) (%) I} Z 14+ v v, cosh 6, X

neZ4M

(3.8) xe st =gmtmlgg ) 1 eZ 4 ),

—m(zr—az) cosh 6;+m(x 1, —ag) cosh 0, —imay (sinh 6;—sinh 6,,)

A 2e~ ™A gin )\ Z e

’UAIJF%’[)?/\IJF% _ )
(3.9) g 1O O (U P S) leZ+ ),

V) — Un

X

cosh 6,
neZ+Mo

2™ gip A\ m(z,—az) cosh 0;—m(xgp—az) cosh 0, —imay (sinh 6; —sinh 0,,)

(39)(6) = — 2L 3 ° x

J6] ~ cosh 6,,
neZ+\

A1+ A+2
v 20p 2

(3.10) *Laff‘*%“W”*“WM%x 1€ Z+ o,

1. Ici on note a un point, et pas un ensemble (a1,...,an). J'espére que cet abus de notation n’obscurcira
, .
pas 'exposé.
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-1 +% em(xL —ag )(cosh 0;4cosh 0, ) —imay (sinh 6, —sinh 6,,)

(59)(0l):2sin7r)\1 Z (vrop,) "

1+vyv cosh 6
nEZ+Ao + v v n

(3.11) ezt ta(mtm)gg ) e 7+ )\,
et vy =v(0;\), m = n(0;

A)-
B L’obtention de (3.6)—(3.11) s’effectue de maniére analogue a ’exemple précédent et utilise
deux autres représentations (en plus de (2.28-2.30)) de la fonction de Green:
(3.12)
91’ ‘9n; 1— )\) eé’n—l—m(m—a,c)coshé’l-i-z‘m(y—ay)sinh&l

GOM2,2') = isinm\ Z Z .
(=) €7 m3? Cosh 6, cosh 6, o0 — obn
0 ne€Z+A

Xe

0,46 0
—m(z’ —agz) cosh 6, —im(y’—ay) sinh O, —e’l e’t
—efn 1

> pour x < a, < 7',

(3.13)
( 0,1 — )\) efanm(zfaz)Cosh9l+im(y7ay)sinh91

(=01, A —
GM2,2") = isinm) E E . X
(2:2) = mﬁQ cosh 6; cosh 6, e~ —e=bn
leZ+Xo nez+X

—0,—0,,

—0
><em(z’fagc) cosh 0, —im(y’' —ay) sinh 6, < —€ —e
€

o, 1 > pour = > a, > .

En appliquant le théoreme de Stokes pour démontrer la propriété de projection, il faut trans-
former le contour d’intégration dans (3.6) en deux petits cercles, autour de z et a. En utilisant
les développements (1.7), (2.11) des solutions multivaluées locales de ’équation de Dirac, on en
déduit aisément que la deuxieme intégrale s’annule. B

Remarque. Choisissons dans H)l\/ 2 (L) une famille orthonormée complete {¢y}, par exemple,

L imysinho
pp = —=¢e" ko keZ+ A
VB
Avec ces fonctions, on peut calculer les normes de Schmidt de &, B, v, § et montrer qu’elles sont
toutes finies. Par exemple,

HBH;Z Z |<B‘Pn+)\0’90n/+>\ Z Z (91, >

n,n'€Z 1€Z+ X NEZ+Xo

ol @ (0,,0,,) représente le “noyau” de B Cette somme converge rapidement a cause des facteurs
exponentiels e~"M#r—az) cosh Oy o gm(zL—az)coshbn qang B(Gl,ﬂn). Nous remarquons néanmoins que
par passage a la limite 8 — oo, quand &, B s § deviennent des opérateurs intégraux, B et 4 ne
sont plus dans la classe de Schmidt a cause des singularités dans leurs noyaux.

Nous esquissons maintenant la preuve de transversalité des sous-espaces W;,: et W, dans
W, en suivant étroitement l’article de Palmer [25]. Supposons que f € W se décompose comme
f=g+h,avec g € Wi et b € Wy Le théoréeme 1.1 garantit I'unicité de cette décomposition,
car les éléments de Wi,; N Wy représentent les valeurs au bord des fonctions appartenants a
WA, 11 ne reste & démontrer que I’existence.
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Pour que g soit dans W, il suffit de satisfaire les conditions

(@) A A (@)
g o7 i g

(3.14) (ﬁ)z( g)(’&*)
gL ,YZ 1 gL,—

ou &;, @-, Yis 52 s’obtiennent a partir des &, B, 4, ) par la substitution

xL_>xz‘Lv '/L.R_>sz7 a — ag,

i—1 7
Ao — Zxk, A — Zxk.
k=0 k=0
(1)

Les autres relations résultent du fait que h € Wey. En effet, A}’ est la valeur au bord d'une
(n)

solution de I’équation de Dirac dans la demi-bande gauche z < z¥; h . doit représenter la valeur
au bord d’une solution dans la demi-bande droite z > z%. Cela implique deux relations:

(3.15) B =0, Al =o.
i+1)

Ensuite, d’apres 'exemple qu’on a considéré, les fonctions hg) et h(L
d’une solution dans xf <z < $Z~L+1, si

sont les valeurs au bord

(3.16) RO =on®)_, hY), =it i=1 -,

ou w; s’obtient de @ en substituant
L R R L Z
i .’L'Z' , .’I,'Z‘ — xi+1, )\ — )\k

On peut transformer (3.15) et (3.16) en des conditions sur g. En utilisant (3.14) pour éliminer

tout ggl et g(Li) 4, nous obtenons un systeme d’équations,

~ i+1 7 ~ i+1 .
(3.17) g — & (% 19 4 Giagl )> =9 oY, =11
(3.18) gt — o (o@g%? L+ @gff,) S AT A TS W §
1 1 n
(3.19) g =1, g =

En introduisant la notation

[ wiYit @41 _ 0 0 1 1
UZ ( 0 0 )7 ‘/Z (Ut)zdz C:JZ/BZ>’ 1 7"'7n ?

() (k) (k+1)

gj = I . F= i = onlLy . j=1,...m, k=2..n-1,
%)) (k) 1)
9gr,— fL,f - k—lfR7,
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on peut réécrire le systeme (3.17)—(3.19) sous la forme

1 U, 0 . 0 0 ol
Vi 1 Uy . 0 .
(3.20) 0o Vv 1 . . | =
R . .
0 0 . Vpg 1 Gn F,

L’opérateur dans la partie gauche de la formule (3.20) représente une perturbation compacte
de l'identité, et est donc un opérateur de Fredholm d’indice zéro. Puisqu’a chaque élément non
trivial de son noyau il est possible d’associer un élément non trivial de Wj,; N W, le noyau
est nécessairement {0}. Ainsi cet opérateur est inversible et peut étre utilisé pour construire la
décomposition f = g 4+ h explicitement.

2. Grassmannienne, fibré det” et sa trivialisation

Introduisons d’abord quelques définitions importantes. Nous nous basons essentiellement sur
le livre [33] de Segal et Wilson (I’application des grassmanniennes aux systémes intégrables et
a la théorie quantique des champs est expliquée dans [21, 29, 37]).

DEFINITION 2.1. Soit H un espace de Hilbert complexe, muni d’une décomposition H =
H,® H_. La grassmannienne Gr(H) est l’ensemble de tous les sous-espaces fermés V C H tels
que

— la projection pry : V. — H, le long de H_ est un opérateur de Fredholm;
— la projection pr— : V. — H_ le long de Hy est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

La premiere condition signifie que les codimensions de VN H, dans V et dans H sont finies.
Les composantes connexes de la grassmannienne se distinguent par la valeur de I'indice de pr;
nous allons considérer uniquement la composante Gro(H), qui correspond a l'indice zéro.

DEFINITION 2.2. L’application linéaire inversible v : Hy — V est appelée le cadre admissible
pour lespace V € Gro(H), si pryov: Hy — Hy est une perturbation a trace de l'identité. La
fibre du fibré det* au-dessus de V' est formée des classes d’équivalence des paires (v,a), ot v est
un cadre admissible, o est un nombre complexe et (v1,a1) ~ (vo,a0) si a1 = g det (v;lvl). La
section canonique du fibré det™ est définie comme o : V — (v,det (pr4 o v))

Dans les travaux de Segal et Wilson, et presque dans tous les articles subséquents sur ce
sujet, ’espace de Hilbert H était formé des fonctions de carré intégrable sur le cercle unitaire
S'={z€C:|z| =1}, Hy et H_ étant engendrés par les éléments {z*} avec k > 0 et k < 0,
respectivement.

Nous nous intéressons a un modele plus compliqué de la grassmannienne. On identifie H
avec 'espace W (voir (3.4)) des fonctions & valeurs dans C2, qui sont quasipériodiques et de

carré intégrable sur 9S. Fixons une collection de points a® = (af,...,al) telle que a? € S,
j =1,...,n. Alors on peut définir la grassmannienne Gr(W) par rapport a la décomposition

W = Wint(a®) @ Weyt. L'observation décisive, analogue a celle de Palmer [25], est que W;y,;(a) €
GTQ(W).

Introduisons maintenant deux cadres admissibles pour le sous-espace Wj,(a). Le premier,
que I'on notera P(a) : Win(a®) — Wini(a), représente la projection de Wip(a®) sur Win(a)
le long de Weyy. Il est facile de comprendre que P(a) est l'inverse de pry. Alors la section
canonique s’écrit comme o : Wiyi(a) — (P(a),1). Le deuxieme cadre, F(a) : Wip(a®) — Wini(a),
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est la restriction a Wmt(ao) de la somme directe des projections associées a un point (3.6)-

(3.7): F(a) = (Ps,(a1) & ... ® Ps, (an)) ‘W ()’ Il définit une deuxieéme section (trivialisante)
int(Q

9 : Wine(a) — (F(a),1). Le déterminant de I'opérateur de Dirac D%, autrement dit la fonction

T, est déterminé de la comparaison de ces deux sections,

o (Wint(a))
V(Wini(a))
Remarque. L’origine de cette idée est P'article [24], ou la fonction 7 isomonodromique, associée

A un systeme fuchsien sur CP!, a été interpretée comme déterminant d’un opérateur de Cauchy-
Riemann avec le domaine contenant des fonctions multivaluées.

(3.21) 7(a,a") = = det (P(a) ' F(a)).

Pour trouver une forme plus explicite de 7(a,a’), nous utilisons quelques résultats et nota-
tions du paragraphe précédent. Supposons que f € Win(a®), g € Wins(a), alors

G — Foan N (O Fo o) — 2 N () 5 oy Gjla) Bjla) >
(3.22) f [i ®N; (a )fj7 [Y g; ® Nj(a) gj, Nj(a) < 4i(a) b;(a) )
Les fonctions f et g peuvent étre représentées par les colonnes

f=h-f)" 9= )"
Dans ces coordonnées, I'application F(a) : Wint(a®) — Wins(a) est donnée par la matrice iden-
tité. Pour obtenir la représentation de P(a)~?, il faut trouver pour tout g € Wi,:(a) une fonction
f € Wing(a) telle que g = f — h avec h € Wy Cela revient au méme calcul qu'on a déja fait

ci-dessus en dérivant (3.20). En utilisant la condition additionnelle (3.22) sur f, on obtient
finalement

(1+Ma)g=(1+M(@") f,

ou
0 Ui(a) 0 0
V1 (CL) 0 UQ(CL) 0
M(a) = 0 Vi(a) 0 .
. . Un,l(a)
0 0 Vi—1(a) 0
Alors, la fonction 7 est donnée par
(3.23) (a,a®) = det {(1 +M(a)) (1+ M(ao))*l} .
En effet, on peut en déduire une représentation encore plus explicite. Introduisons la matrice
0 U(a) O . 0
‘71 (a) 0 UQ(G) . 0
M(a) = 0 Vala) O .
. . . o Un,l(a)
0 0 . Vi—1(a) 0
avec

5 —wi¥i+1 O ~ (0 OA . B
UJ—< 0 0), V]—(O o ) j=1,....n—1.

La matrice 14 M (a) est le produit d’une matrice triangulaire supérieure par une matrice trian-
gulaire inférieure a diagonales unités. On obtient ainsi

det { (1 + M(ao)) (1 + M(a)> _1} ~1.
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En multipliant la partie droite de (3.23) par ce déterminant, on obtient

7(a,a®) = det {(1 + M(a))_l(l + M(a)) (1 + M(ao))71 (1+ M(ao))} = 7(a)

(3.24) (a) = det {(1 +M(a) 1+ M(a))} .

Exemple. Considérons la situation non triviale la plus simple, quand il n’y a que deux points
de branchement sur le cylindre. Notons

X=X+, A=X+A+ N,

ag = (a2)e — (a1)z, ay = (az2)y — (a1)y.

Dans le cas n = 2 la matrice inverse (1 + M (a,))f1 est particulierement simple,

(14 M(a)) ™ = ( _é(a) _Ui(a) >

En utilisant cette formule, on peut montrer que la fonction 7 a deux points s’écrit comme

(3.25) 7(a) =det (1 - K),

ou l'opérateur K = @1é1w109 est donné par une matrice & dimension infinie avec les éléments

. . A1 —Ag+1
dsinwArsinwy (V)

32 v/cosh 8,, cosh @, .

cosh Om +2 COQSh 01 +cosh Op, —Hmay sinh 0, —2 si;h 0;+sinh 6y, + p(9m)+2p§91)+p(9n)

oM *)\2+1e—m|ax|

A
1
x Z~ (1 + vpvp) (1 + vyvy,) cosh 0
l1€EZ+X

Les indices ont les valeurs m,n € Z + X et
20(0) = n(6; AN) — n(6; Ao, ) + iv(6; A,X) — iv(6; Ao, A).

On peut aussi réécrire K comme

K =4sinm)\;sinmwAs - VVT,
meimmz‘ cosh Gmgcosh On +imay sinh 9m2—sinh On +p(9m);-p(6n)

1 i
y, = L (Omva) . mneZ+A

154 v/cosh 8, cosh 0,,(1 + vp,v,)
Ces formules explicites pour la fonction 7 représentent, dans un certain sens, une récompense
pour le travail technique accompli en calculant I’élément de la base canonique sur le cylindre
avec un point marqué (Théoreme 2.2). Il serait intéressant de les comparer avec les fonctions de
corrélation des champs de la monodromie, qui ont été obtenus dans [5] pour la théorie de Dirac
régularisée sur réseau.

Remarquons que la réponse finale (3.25)—(3.26) pour la fonction 7 & deux points ne dépend
pas du choix de la localisation (coordonnées des cotés des bandes Si, ... ,Sy). Montrons que c’est
vrai méme dans le cas général.
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PROPOSITION 2.3. Les dérivées logarithmiques de la fonction T (3.21) sont données par

(3.27) dIn7(a,a®) = % 3 {agj;(vvyu)) day, + a'), (W, (=) da,,} .

v=1

B Considérons la fonction de Green & n points, G%*(z,2), et construisons une application
P(a) : W — Wipi(a) de la fagon suivante:

(3.28) P(a)f(z) = /Gf’l)‘(z,z')fl(z')dz' + Gfé)‘(z,z')fg(z')dz_’.
oS

On peut aisément montrer que cette application définit la projection sur Wi, (a) le long de Wey.
Effectivement, utilisons la transversalité et écrivons la fonction f(z) € W comme f = g + h,
avec g € Wini(a) et h € Wey. La forme sous 'intégrale ]S(a)g(z) est fermée, alors on peut
contracter chaque piece 95, du contour d’intégration en deux petits cercles, autour de z et a,.
En calculant les résidus, nous obtenons P(a)g(z) = g(z). De maniére analogue, on montre aussi
que P(a)h(z) = 0.

Il est clair que le cadre admissible P(a) : Wipn:(a®) — Wint(a) et la projection pry : Wi (a) —
Wint(a®) sont les restrictions

P(a) = P(a , prpo =P a® ‘ .

(a) = Pla)| @y P (@), "
De fagon analogue, considérons l'application F(a) : W — Wint(a), définie comme la somme
directe des projections a un point, F'(a) = Ps, (a1)®...® P, (ay). Le deuxiéme cadre admissible

utilisé ci-dessus, F(a) : Wint(a®) — Wint(a), est la restriction F(a) = F(a)‘w @y Son inverse,
int(@

qu’on va noter F(a®) : Wips(a) — Wint(a®), est donné par F(a®) = F(ao)‘w "
int\@
Ainsi en dérivant (3.21), on obtient

dlnt(a,a’) = —Tr{d (F(a)"'P(a)) P(a)"'F(a)} =

=—Tr {F(ao)d(P(a))pr+F(a)} .
Nous rappelons que les traces dans la derniere formule, et également le déterminant dans (3.21),
se calculent sur le sous-espace Wiy (a®). Cependant, puisque I'image de F(a®) et F(a®) est
Wini(a®), on peut oublier cette restriction et remplacer sous la derniére trace P(a) par P(a),
F(a) par F(a), pry par P(a®) et F(a®) par F(a®). De plus, si nous utilisons les relations

P(a)(1 — P(a%)) =0,
F(a)1 — F(a%) =0,

la trace devient

din7(a,a®) = —Trw{ﬁ(ao)d(ﬁ(a))p(ao)ﬁ(a)} - —Trw{d(ﬁ(a))ﬁ(a)} .

En prenant en considération la forme explicite (3.28) de P(a) et les formules (2.23)-(2.24)
pour les dérivées de la fonction de Green, on peut montrer que dP(a) est un opérateur intégral
a noyau dégénéré. Par exemple,

2

B, In7(a,a) = ﬁ Zn: / {(VV,,(Z, - A)) 1 (PSH (au)vvy(z,x)> e+
Yop=1

#=%as,
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(W2 = V) (Ps, (@)W (20)) dz
En appliquant le théoreme de Stokes encore une fois, on contracte chaque contour 95, a un
petit cercle autour de a,. L'intégrale est déterminée par la contribution d'un seul cercle, autour
de a,, qui peut étre calculée en utilisant ’asymptotique de la fonction de Green a un point. A
la fin de ce calcul, on trouve

Oa, In7(a.0) = 5 aft) (W, (V).

Oa, InT(a.a%) = Z al!) (W, (~N)),

d’ou le résultat. B
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CHAPITRE 4

Equations de déformation

Nous obtenons maintenant les équations différentielles satisfaites par les éléments (2.20),
en exploitant I'idée qui a déja été utilisé pour calculer la dérivée de la fonction de Green. Par
exemple, considérons la solution W, () et dérivons la par rapport & a,. On obtient encore une
solution de I’équation de Dirac, mais ses développements locaux aux points de branchement sont
encore plus singuliers:

Ou, %Nl = 3 { 00,08 (Fu(N) wii, fa] + 00,67 (9,(0) wiy, o) | -
k>0

m - -

—5 S [«xww_s/m 0]+ 3 {0l (®,00) wi i, [] + 0% (W, (0)) wi s, W}] .
k>0

En ajoutant une combinaison linéaire des {w,(A\)}, {9.W,(A)} et {0:w,(N\)} (n = 1,...,n) &

cette expression, on peut supprimer les termes “additionnels” du type w_g/p,y, €t w_1/94,-

Alors la fonction qu’on obtient est nulle identiquement, puisqu’elle appartient & W®*. Cette

observation se traduit de maniere générale par 1’équation

(4.1) daWw(\) = (B9, + B*05 + T) W()).

n
Icion note dg g = > (da; “Og,; +da; -8(37.) la différentielle par rapport aux positions des singularités,
i=1 ‘
®, ®* et ¥ sont des 1-formes & valeurs dans les matrices n x n, et W(\) = (Wi(\)... w,(\))T.
Introduisons la notation

(42) ¢ =[af) .0 =B 0] . el

pr=1,...n pr=1,...n

En particulier, on a Cp = 1 et C; = C; = 0 pour j < 0. Le systeme (4.1), étant réécrit en
termes des {C;}, {C]'}, se réduit &

(4.3) ACs — 5 CyadA = 2 CjoadAd = T @ Ciyn + 5 0°Cy + 0,
* m * m * 1 m * M s % *

ou dA = (Sday)yp=1,.n et dA = (6day)p=1,. n-

Notons que les coefficients des développements vérifient certaines relations algébriques. Pour
les trouver, considérons d’abord deux solutions multivaluées de I’équation de Dirac, u et v,
qui sont de carré intégrable quand |z| — oo et qui ont les développements locaux (1.3) aux
singularités. On va admettre qu’il existe un nombre négatif semi-entier kg tel que

a(w) =0V () = (W) =t () =0, v=1,...n,



48 4. EQUATIONS DE DEFORMATION

pour tout k < kg. En utilisant (1.9) et le théoreme de Stokes, calculons I'intégrale

m2

5 / (Uv1 + Ugua) idz A dz = im j{ U9 dz = —im j{ UV dZ

C\LUJDE(a,,) LVJBDg(a,,) LVJBDg(a,,)

en deux fagons différentes. En comparant les asymptotiques des intégrales au bord correspon-
dants pour € — 0, on obtient

(4.5) S % {b(,:) (w) a)(v) — a¥)(u) b} (v)} (—1)F 2 sin A, = 0.

v=1kez+]

Si on pose maintenant u = W, v = W,, alors (4.5) implique la relation (analogue a (1.13))

b(P)

_ ()
1/2 = b/,

(W) sin, 1/2(\7Vp) sin,,

ou, en notation matricielle,

(4.6) Cy sinTA = [C’_O*sinwA]T, A= (6uw)

*
v

(4.7) C1(A\)sinwA = [C1(=\)sinwA]” .
Remarquons finalement que les “coordonnées” du vecteur 0;w(\) — & Cy(A\) w*(—A\) appar-
tiennent & W% et doivent alors s’annuler. Cela implique deux relations additionnelles,

(4.8) CENTIEN =CF (), CiNTa (- =1.

Il est clair que pour A, A, positifs W, (X)W, () € WA et alors on peut calculer le produit
scalaire:

=1,

D’autre part, la substitution u = W, (\), v = W},(—\) nous donne

(W, (X)W, (X)) = —4b{7} (W, (V) sinmh,.

Par conséquent, la sous-matrice de Cj(A)sin TA, associée aux indices correspondants aux {\,}
positifs, est définie négative. De maniére similaire, on obtient

(W5 (~X). W5 () = b

(Wy(=A)) sinmA,
pour A, A, négatifs. En combinant cette formule avec la deuxieme relation dans (4.8), on peut
montrer que la sous-matrice de (C’O*()\))_1 sinTA, qui correspond aux indices “négatifs”, est
définie positive.

Revenons aux équations de déformation (4.3) et (4.4). Pour déterminer les formes matricielles

inconnues ® et ®*, posons j = —1. On trouve alors

(4.9) d=—dA, O =-CfdACF) .

En considérant le cas j = 0, on peut calculer ¥ et obtenir une équation matricielle:
m * *\ — m * 17 *\ — * %\ —

(4.10) = 2 [AAC) = dCF (Co) ' + T [CO dA(CF) ™o (o)

Pour j = 1, les coefficients d’ordre supérieur apparaissent. Néanmoins, la partie “anti-holomorphe”
de (4.3) et la partie “holomorphe” de (4.4) ne contiennent que les coefficients qui sont déja en-

gagés:
(4.11) daCi + % [co*dﬁ, (00*)—1} —0,

(4.12) d.Cy + % [dACY) — % [dA,C1] Cf =0,
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n n
ot d, = ) daj- 0y et dg = ) da; - 0s;. De plus, la partie diagonale de (4.3) implique
j=1 J=1
. m. ..
(4.13) d, diag Cy = 5 diag ([dA,C1]Ch).
Pour écrire les équations de déformation sous une forme plus compacte et standard, intro-
duisons la notation

(4.14) G=Cfsintd, ©= % [dA,Cy), of =67

En utilisant les relations de symétrie (4.6)—(4.8), on peut transformer (4.10) en

(4.15) dG = 0G + GO

Au lieu des équations (4.11) et (4.12), nous obtenons deux relations conjuguées

(4.16) dy Cy = % [dA,GG™Y,  d,Cy= % [dAG|G ",

et la derniére équation (4.13) s’écrit comme

(4.17) d, diag Cy = diag (0 ().

On en déduit aisément de (4.14) et (4.15) que det G = const. Il est aussi tres instructif de
vérifier que la forme

om0 e o) S\ _m = 7
Q= Z_; {al/Z(W,,()\)) day, + ayy (W, (=) da,,} =5 Tr(C1dA + C1dA),
qui se trouve dans la partie droite de (3.27), est fermée, en utilisant uniquement les équations

de déformation. Effectivement,
m m - -1 —_—_— - m — —=—1 —
a0 = 2T (@ClAdA+5[dA,G]G NdA+B Ty A dA+ T [dAC)C /\dA)z

2
_ —mj Tr (CldA A C1dA+ C1dANC1dA+ GAA NG dA+ GdA A é_ld@ =9

et alors la forme () est vraiment la différentielle d’une fonction.

Exemple. En guise d’une illustration, calculons la forme explicite des équations de déformation
dans le cas le plus simple: n = 2. Soit Ay > 0 et Ay < 0. Alors G171 < 0, det G < 0, et la matrice
G peut étre paramétrée de la maniere suivante:

_ —esinty) e costp
G = X < efigo COS'[ﬂ e " Sin'lﬂ ) ) Xﬂ?ﬂﬁ#ﬂ € Rv
ol 0 < ¢ < m, x > 0. On notera aussi
A A _ o
C) = , =m(as —a1)/2, =m(as —a1)/2.
1 ( Mgt Mgy q (a2 —a1)/2, q (ag —a1)/
De (4.15) on déduit

8_G _ -1 A12€_i<p coS A12e "sin P
dq X As1esiny  —Age'¥ cos v )
oG -l < A19€™ cos ) Agresina >

8_(j - Age™sinty  —Aye ™ cos P
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Cela implique les relations
Oyp = itg*Pdyn,  Ogp = —itg>Y Ign,

Mg =™ (O —ictg Dgp),  Aor =€ 7% (0q0) + i ctg v D) -
Ensuite, la premiere formule dans (4.16) permet d’obtenir
(4.18) o _( S T eosysing >

0q e~ 7% cos 1 sin ¢ — cos“ Y

Les éléments hors diagonale de cette relation nous donnent un systeme d’équations differentielles
couplées:

Dgqh + :;’;ﬁ Dyp Oz¢p + sintp cos ¢ = 0,
Oqqp = m (Ogtp gt + Ogp Og)) .

Finalement, la formule (4.17) et la partie diagonale de (4.18) donnent les deuxieémes dérivées de
la fonction 7:

OyqInt = cos? 1),
(4.19) Dga T = (0,0)? + ctg? ()2,
OggInT = (9g0)? + ctg (Ig)*.




Deuxieme partie

Limite continue du modele d’Ising
sur le cylindre
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CHAPITRE 5

EDP pour les fonctions de corrélation a deux points

Dans cette partie nous obtenons, de deux fagons différentes, les équations différentielles
satisfaites par les fonctions de corrélation du modele d’Ising sur le cylindre. La premiére méthode
est directe et est fondée sur les expressions exactes pour les facteurs de forme. Elle est illustrée
sur I'exemple des fonctions de corrélation & deux points. Cette méthode a été proposée par
O. Babelon et D. Bernard [1] pour obtenir les représentations des corrélateurs sur le plan en
termes des transcendants de Painlevé. Nous généralisons ces résultats au cas du cylindre. La
deuxieme méthode utilise les développements de produit d’opérateurs locaux dans le modele
d’Ising. Ici, nous obtenons les équations satisfaites par les corrélateurs d’ordre arbitraire a partir
des déformations isomonodromiques de I’équation de Dirac.

1. Fonctions de corrélation: représentation par les déterminants de Fredholm

Rappelons le développement de Callen-Lehmann des fonctions de corrélation de deux spins
(Annexe B). Dans la limite continue du modele d’Ising sur le cylindre on a

(0(0,0)0(2,y))® = &r(B)e 2O rp(2,,0),

(5.1) +(2,,8) = ZQQn-H zy.B),  T-(vy.0) = Zgznwyﬁ

ol les signes “+” et “—” correspondent a la phase paramagnétique et ferromagnétique. Chaque

terme g, (x,y,3) représente la contribution des états intermédiaires a n particules et donc s’écrit
sous la forme

7m\x\cosh9k +zmysmh9k
mlra) =5 3 Y [T

2
<'U0/C ’&(070)‘0]{17 s 79kn>R =

k1€Z  kn€Z j=1 e
n —m|a:|cosh ij +imy sinh@k‘j—n(ek‘j) ‘9k- - Hk;-
DI SR I [I tanh*=5—
ol m/3 cosh 0. 11 2
ki€Z  Ekn€Z j=1 7 1<i<j<n

Le produit double a droite peut étre exprimé par le déterminant de Cauchy,

1
it i

i=1 1<i<j<n

det,,

Si on utilise cette formule et si on note

1

Or, —n(0x,) | 2
B — 2eti TR _ Ok,
ki = y o ug, = ek,

cosh 0y,
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alors on obtient

1, -1
; ; +u
o lzlmiy YR T ey YR TR
Ey, Ek; exp{ m—s 5 ms 3

gn(‘r’y’ﬁ) = Z Z det Uk; + ukj

kl E€Z kfn EZ

Considérons une matrice carrée arbitraire K de coefficients K, et construisons le déterminant

K

1+ K Trln(ler—ﬁ) _ eﬁ(miﬁ R-jiln I?2+...) _
mf3

:1+miﬁTrf(+m [(Trf()z—Tr(f(?ﬂ ... =

—1+—2Kmm+ 2Z'K’”m mn

sous la forme d’une série en m_ﬁ' Il est facile de voir que le n-ieme terme de ce développement

+ ...

coincidera formellement avec g,(z,y,3) si K est de dimension infinie, ses coefficients étant

%] =3y o +u lz|+iy um +unt
EmEneXp{—m o — i S

2
Kmn =

, m.mn € Z.
Uy, + Uy,

En effet, dans ce cas, il faut comprendre K comme la représentation de Fourier d’'un opérateur
A trace, qui agit sur les fonctions périodiques de L?(0;m3). Alors nous obtenons

S K
5.2 T_ 4T :5 gn =14+ —1,
( ) + v n m/@
oo -
K
5.3 T_ — T. = —1 ng frd 1__ s
(53) =2 = 1=
ou

Passant a la limite quand 3 — oo le spectre des 1mpu181ons des particules intermédiaires
devient continu (0, — Hk Hk € R). De plus, on a des simplifications

V(H) - 07 A(/B) — 00,
ﬁ S F(0n,) — — / " by, coshby, (0.

k;j€Z

Les fonctions de corrélation sont données par

T_EtTy =

ot opérateur intégral K agit sur L2(0;00) par

u) /dv K(u,v)f(v), u € (0;00),
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le noyau étant
|| =iy utwv |z|+iy u71+v71
. le ™=z 2 ™3 2
K(uw) =—
U U+ v

Tracy et Widom [34, 35, 36] ont établi des liens entre les déterminants de Fredholm d’opérateurs
intégraux de ce type et les équations différentielles non linéaires. Dans le paragraphe suivant,
nous complétons leurs résultats et les adaptons a notre cas.

2. Déterminants de Fredholm et équations différentielles non linéaires
Considérons encore une matrice carrée K de taille N x N, de coefficients

Aman €XP {% Z tl(‘rgn + xiz)}
l

Kyn = 1 €Z\2Z
mn (L‘m—i—(L‘n ) \ Y

qui dépendent de 2N parameétres x1,...,zN, ai,...,ay et des variables {¢;} (elles seront les
“temps” de la hiérarchie intégrable ci-dessous). De plus, on suppose que x; > 0 pour tout j =
1,...,N. On considere aussi le cas N = 00, si K peut étre interprétée comme une représentation
d’un opérateur a trace.

Nous nous intéressons aux équations aux dérivées partielles par rapport aux {¢;}, satisfaites
par deux fonctions,

(5.4) ¢ =Indet(1 + K) — Indet(1 — K),
(5.5) 1 =Indet(1 + K) + Indet(1l — K).
Pour trouver ces équations, introduisons les quantités auxiliaires
1
K

ou les composantes de N-vecteur |E;) sont données par

. 1
|E;),, = amz), exp {5 ;tlxin} .

Il est immédiat de vérifier que les dérivées de K se décomposent de la maniére suivante (ici et
dans la suite on suppose k > 0)

237[2 =S CVIE e Bl 2= Y ()M (B

§,j>0 Otk i,j<0
itj=k—1 it j=—k—1
et alors on obtient
Op < dp ,
ki i>0 -k <0
itj=k—1 it j=—k—1
oY - o ,
(5.7) o = > (=D vy, = > (-1,
k i,7>0 —k i,j<0

it+j=k—1 itj=—k—1
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De maniére analogue a [35] on peut en déduire les relations de récurrence
(5.8) Up+1,qg = Up,g+1 = Up,0Vq,0 — Up,0Uq,0;

(5.9) Up+1,g T Up,g+1 = Up,0Uq,0 — Up,0Vq,0;

et les formules de dérivation
Oup g

(5.10) 28—% = Z (1) (up jVg,i + Vp jtiqs) + Upihg + Upgrk
=0
e
Ivp,q i
(5.11) 28—% = Z (=1)" (up,juq,i + Vp,jVq,i) + Upth,g + Up,gt »
=0
itk
Oup,q i+1
(5.12) Qat—k = Z (1) (up,jvg + Vp,jtigs) + Up—k,q T Upg— »
N 6,5 <0
i+ k-1
v q i+1
(5.13) 2% = Z (=1)"" (up,juqi + Vp,jVq;i) + Vp—k,g + Up,g—k -
N i,5<0
z'+;=Jfkf1

En appliquant ces relations, Palmer et Tracy ont montré que la fonction ¢ vérifie la hiérarchie
des équations KdVm (KdV modifiées)

d d dp \* o
(5.14) Lo (5242251 225) &2
at2k+1 oty oty oty

et la hiérarchie sinh-Gordon

dp —k (5—1 2p5—1_—2 1 —2p5-1 2p\k Op
5.15 ———— =2TF (0T e e 0 e P eP) T .
(5.15) Ot _ap11 ( ) oty
Ici on note § = % et 671 est Panti-dérivée qui s’annule en Ret; = —oo.

Exemple. Nous montrons 'idée de la démonstration sur la premiere équation de la hiérarchie
KdVm (5.14). D’apres (5.6) et (5.10) on a

dp Dy 0, , _

. 2.3 :2u2,0 — U, —

3 2
ot; ot o2
3 3
_ 2 3
- 5(“2,0 - ul,l) - 5(“1,0”0,0 + u0,0vl,O + uo,ovo,o) - 5“’0,0'
Ensuite, les relations de récurrence (5.8), (5.9) impliquent
Uy g — Uy = Uy gVyg = UppUy09
_ .2 2
2U1,O - uo,o vo,o’

et alors

dp  Po 5 9¢\°
8—753—8—#%——2U0,0——2 - .
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Exemple. La premiére équation de la hiérarchie de sinh-Gordon (5.15) est la suivante:

8280 1, 5 (%
_ @671 —2¢ 7290571 20\ ZF
oot 2 (76770 +e e) oty
1 1—e 2 1 1
(5.16) =3 <e2¢’5—15 Te +e 20571 QT) = sinh 2¢.

En effet, 'expression (5.4), étant considérée comme une fonction de t; et t_j, représente la
solution bien connue (dite “a N solitons”) de ’équation de sinh-Gordon (5.16).

La fonction ¢ n’a pas été étudiée dans [35]. Néanmoins, elle vérifie également un systéme
d’équations différentielles. Par exemple, en utilisant les formules de dérivation (5.7), (5.11) et la
relation de récurrence (5.9), on peut montrer que

2 2
(5,17 Py _ Moo _ Yo tlo o _ (09
' ot3 oty 2 no ot ) -

2
Effectivement, il est possible d’exprimer toutes les dérivées secondes % en fonction de ¢ et

de ses dérivées. En particulier,

2 3 2 2 4
oy :_2%3_@+(3_@) +3<3_¢> ,

Ot10ts oty ot3 ot? oty
0” dp Py Ppd P\ dp\* & 9\ °
00 _ 90000 0000 4 (00) o (00) 00 p(02)"
ots ot 0t3 oty oty oty ot1) oty ot
0?1 1 — cosh 2¢p
5.18 =
( ) ot10t_y 2 ’
2 2
(5.19) _0W (8_90) _
ot_10t_ ot_y
Revenons maintenant aux fonctions de corrélation (5.1) et écrivons les sous la forme
(5.20) 7 =% cosh g,
(5.21) 7, = e? sinh g.

En introduisant la notation
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et en comparant (5.1)—(5.3), (5.20), (5.21) avec (5.4), (5.5), (5.16)—(5.19), on obtient finalement
un systeme d’équations

(5.22) 020 = % sinh 2y,
(5.23) Doty = P2
(524) azzw = - (82(10)2 )
(5.25) Dsztp = — (020)%.

Dans le plan, nos résultats se réduisent aux représentations célebres [38] des fonctions de
corrélation du modele d’Ising en termes des transcendants de Painlevé. En effet, il est bien connu
que en passant a la limite 8 — oo, les fonctions 74, et alors ¢ et 1 aussi, deviennent invariantes
par rapport aux rotations dans le plan (z,y). Donc, notant

r= 2(22)%,
les formules (5.22)—(5.25) s’écrivent comme
d’p ldp 1
— + ——— = —sinh 2¢p,
dr?  rdr 2 v
d>p  1dyp 1 —cosh2p

dr?2 ' rdr 2 ’
@y _1dy__ (de)’
dr2  rdr dr )

Ensuite, apres la substitution
1n(0) = exp{—¢(20)}
la premiére de ces équations se transforme en 1’équation de Painlevé III (c’est un cas particulier,

correspondant au choix des parametres: a = =0, v= -0 =1)
dn 1 dn\* ldyp 5

5.26 — == - == -0 .

(5.26) Tz n<d0> gag T

La fonction v(r) s’exprime en fonction d’une solution de cette équation de la fagon suivante:

v(r) = 7da N [(772 1 - (%)] ,
/2

et alors pour les fonctions de corrélation on obtient

r/2) F1 T8 dn\?
0= T d(’W[("z_l)Z_(d_ZH'
r/2

La condition initiale, qui détermine la solution appropriée de (5.26) et permet de transformer
le calcul des fonctions de corrélation dans le plan en la résolution d’une équation différentielle,
provient du comportement asymptotique (connu) des fonctions 74 (7). Plus précisément, quand
f# — oo, on a

(5.27) 1(0) ~ 1 2 K (20),
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ou Ky(r) est la fonction de Macdonald d’ordre 0.

Dans le cas du cylindre, pourtant, les conditions asymptotiques quand |z| — oo ne fixent
pas la solution de (5.22) de fagon unique. En effet, asymptotique des fonctions 74 (z,y) est
déterminée par les premiers termes des développements (5.1). De plus, dans 'expression pour
g1 on peut ne laisser qu'un seul terme, qui correspond & k; = 0 (contrairement au plan, ou
la somme, indexée par ki, se transforme en une intégrale et donne la fonction de Macdonald).
Alors, pour |z| — oo, on a

1
Ainsi 'asymptotique de ¢,
2
2 o lz[=n(0,8)
pr~—_e )
B

ne dépend pas de y. Si on suppose que cette derniere condition fixe la solution de fagon unique,
elle ne devrait pas dépendre de y pour tout z, et évidemment ce n’est pas vrai.

S’il était possible d’obtenir une équation additionnelle, contenant les dérivées par rapport a
% (la quantité qui correspond & la température en théorie quantique des champs), on aurait pu
utiliser la solution de ’équation de Painlevé (5.26) fixée par (5.27) comme une condition initiale

en % = 0. Malheureusement, ce probleme semble étre tres difficile & résoudre! & cause de la

complexité de la fonction n(0,3).

Alors, si on veut décrire complétement les fonctions de corrélation en fonction des solutions
de (5.22)—(5.25), il faut déterminer (au moins numériquement) la fonction p(z,y) et sa dérivée
sur une droite (y = const) ou un cercle (z = const). De telles conditions au bord, étant combinées
avec la périodicité en y, déterminent la solution appropriée de I’équation de sinh-Gordon (5.22).

3. Représentations multilinéaires de Hirota

Il est possible d’obtenir aussi les équations différentielles satisfaites par les fonctions 7
séparément. On s’intéresse a ce probleme, car telles équations sont plus adaptées a diverses
généralisations. En particulier, elles permettent d’éviter certaines difficultés dans la limite conforme,
ol les corrélateurs 74 doivent étre égaux et alors la fonction ¢ tend vers 'infini. Un autre point
intéressant est que ces équations coincident dans les deux phases.

Considérons d’abord le cas ferromagnétique et notons

(5.28) u=Inr_.

Ensuite, en utilisant les relations (5.20)—(5.25) et la dérivation directe, il est immédiat de vérifier
les identités suivantes:

(5.29) Uzz = COSh;p — - (siarflip) ’

(5.30) Uzz = COSh;O — o (Siarlzlfls;) ’

(5.31) Uz = COS}%A [_1 + (si%l:ip) (sianthPﬂ ’
532 v = (el )+ s ()

1. L’équation proposée dans [15] est incorrecte, comme lont remarqué Fonseca et Zamolodchikov [8].
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0 0z
@39 = um () e (0.
(5 34) Uosrss = Urss 6’2—(’0 + Uz 65(‘0 . 2’[1,27 4+ 2 [uzzu% - ugz]
. zzzz — Uzzz sinhap 22Z sinhap 27 COSh(p 1 s
0 0
(5'35) Uzzzz = uzzéﬁ UZZZSIIlz—th — 2UypUsz,
0 0
(5.36) Uzzzz = Uzzzﬁ Zggsinz—hgo — 2UzzU,z.

On peut voir les six derniéres relations comme un systeme d’équations algébriques en trois

: . coshp—1 (28" dzp s T, N . .
variables 5 ( Smhcp), (sin}up . Les conditions de compatibilité de ce systeme impliquent

trois équations pour la fonction de corrélation:

(537) Uzz (uzzﬁ + 2“25 - qu) = UzzzUzzz — UzzUzz
(538) (uzzzé + 2“22“22)(“22 - uzzuéé) = (uzzéuzé - uzééuzz)uzzé - (uzzéuéé - uzééuzé)uzzm

(5-39) (Uz222 + 2u§zuzz)(u; - uzzui,%) = (Uz22Uz2 - UZZZUZZ)UZEE - (Uzzzuzz - Uzzzuzz)uzzz-
Dans le cas u = In 7 tout le calcul s’effectue de fagon similaire et, quoique les équations (5.29)—
(5.36) aient une forme différente, les équations (5.37)—(5.39) pour la fonction de corrélation sont
les mémes.

Le calcul analogue sur le plan est beaucoup plus simple a cause de I'invariance par rotations.

Comme les fonctions 74+ ne dépendent que d’une seule variable r = 2(,22)%, a la différence de
(5.29), (5.31), (5.32) on obtient

2
u,,_lu,:_coshap—l @' coshngOSh(P_1[—1+< o' )]’

r r sinh ¢ B 2 sinh ¢

1 hep—1 "\
Wt = (L :
r 2 sinh ¢

1Y 4
<u// + —’U,/) — 2 ( : ) ’
T sinh ¢

respectivement. Si on regarde encore ces trois relations comme un systéme en deux variables ¢,
¢’ et si on note

¢ =,
de la condition de compatibilité on déduit le résultat bien connu [20]

2 2 2 2
(r¢")" =4 (rd = Q)" =4 (C)" (i =) + ()7
— I’équation pour la fonction 7 de I’équation de Painlevé V. Un calcul analogue donne la méme
équation pour 74.
Le changement de variables (5.28) simplifie considérablement la démonstration des équations
(5.37)—(5.39). Remarquons néanmoins que la réponse finale a une plus jolie forme une fois qu’elle
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est écrite en termes des fonctions 74 elles-mémes. Notamment, ’équation (5.37) peut étre réécrite
comme

T Tz Tzz Tzz Tz Tzz
(5.40) Ts  Taz Tawz | = | T3 T T» |,
Tzz Tzzz Tzzzz Tzz Tz Tzz

tandis que I’équation (5.38) et sa conjuguée (5.39) se transforment en

T Tz Tz T2z T Tz Tz T2z

(541) Tz Tzz  Tzz  Tzzz _ | Tz Tz Tzz Tzzz —0.
Tz  Tzz Tzz Tzzz Tz  Tzz Tzz Tzzz
Tzz Tzzz Tzzz Tzzzz Tzz Tzzz Tzzz Tazzz

Nous rappelons que les équations (5.40) et (5.41) ont été obtenues a partir de leur solution
a N solitons. Il est alors naturel de supposer qu’elles ont d’autres propriétés des équations
intégrables. En particulier, leur homogénéité suggere d’essayer de les réécrire sous la forme de
Hirota.

L’opérateur usuel de Hirota est défini par son action sur le produit des fonctions:

D.f-g= (8:1:1 - 8332)]0(%1)9(%2)

Cependant, comme (5.40) est trilinéaire et (5.41) est quadrilinéaire, il faut utiliser I’extension

multilinéaire du formalisme de Hirota, introduite par Hietarinta [9]. Pour cela, introduisons

n(n+1) ,
——5— operateurs

T1=T2=T

o
D} = 0y, — Oy,

qui agissent sur les n-uplets de fonctions. Bien sir, il n’y a que (n — 1) opérateurs linéairement

indépendants entre eux. On peut aussi considérer la base “symétrique”

n—1
2mwikm
T;”:E e n Oy, m=1,...n-1
k=0

Par exemple, dans le cas trilinéaire on a seulement deux opérateurs:
T, = azl +j8:v2 +j281‘3) T: = 811 +j2a{l‘2 +jal‘3)

2mi/3 Un calcul direct montre que Péquation (5.40) s’écrit en fonction de ces opérateurs

avec j =e
comme
(T2 =112 - T2°) + I(T.TZ — T3T5)?* ] 77 -7 =0.
Les deux équations quadrilinéaires (5.41) se réduisent aussi & la forme de Hirota,
DYp2pBpi (DB - DD’ 7. 1.7 1 =0,

2
DI DPDPDY (DPDY - DPDP) 7777 =0,
mais cette fois il est plus commode d’utilise la base non-symétrique.
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CHAPITRE 6

Fonctions de corrélation et déformations isomonodromiques

1. Fermions libres

Pour nous familiariser avec la notion d’OPE, considérons un systéme simple, mais tres im-
portant pour la suite — les fermions libres de Dirac sur le cylindre. Ce systéme est caractérisé
par I'action euclidienne

S = / d?z D
c
Ici on note D l'opérateur de Dirac:

m
D= E — ’)/xax — ’yy(?y.

Les matrices 4%, ¥ doivent vérifier 'équation v'y7 + 494% = 26%. La formule (1.2) correspond

au choix
(01 (0 —i
’Yz - 1 0 9 ’Yy - Z 0 .

Les champs de Grassmann ¢ (z,y) et ¢(z,y) satisfont aux conditions

Yy + B) = 2™ 0P(ayy),  P(zy+ B) = e TN ().

Calculons la fonction de corrélation a deux points <1/)€(z)¢;r,(z’ )) dans le formalisme d’intégrale
de chemins. Elle s’exprime en fonction de I'opérateur inverse D~!, notamment

DYDY Wy (2)9], (/ : /
B f - prjz)pfegi/%fba (z ) - (D_l(z’z )’ym)z-:s/’ &e =12.

En utilisant la fonction de Green introduite dans la premiere partie, on peut transformer cette
relation en une formule compacte

(W(z) ® ¢T(z')> = -2iG(z,)o..

L’asymptotique de la fonction G(z,2’) quand z — 2’ donne une illustration de ’'OPE pour deux
champs de fermions (dans le formalisme canonique):

1
p IR = 1
z 2') ~— 1+o(— ],
w()®¢( ) 71'( 0 1/> <‘Z—Z,‘
Remarquons que cette formule reflete 'anticommutativité des fermions: I’échange des arguments
z et 2/ fait apparaitre le signe “—".

(We(2)0 L ()

2. OPE dans le mode¢le d’Ising

Le but de I'analyse de la limite continue du modele d’Ising, est de calculer les fonctions de
corrélation des opérateurs de spin:

(o(ay)...o(ap)) =yg(vaclo(ar)...o(an)|vac) -
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Cependant, pour cela, il est commode de considérer une classe un peu plus large d’opérateurs
et de fonctions de corrélation. Le premier exemple d’un tel opérateur provient du spineur (z),
introduit par Onsager et Kaufman [23], qui correspond au champ des fermions libres massifs de
Dirac. Encore un autre champ, u(z), représente une version continue des variables du désordre
(dislocations qui vont du point z a l'infini).

Les opérateurs &(z), ji(z), 1(z) forment une algébre fermée par rapport & POPE. Notam-
ment, comme 'ont montré Kadanoff et Ceva [13], dans la phase ferromagnétique ils vérifient les

développements

(6.1 9(2)5(a) = 3 (wola] + wilal) ) + 2wnfa) T +
+2i1a) 29 4 0 (o — ap?)
(6.2) B(2)p(a) = % (wola] — wi'la)) 6(a) + %wl[a] 8(2(;) B
—%wf[a] 86(;) +0 (]z - a,g/z) )

Nous montrerons que ces formules permettent de réduire le calcul des fonctions de corrélation a
I’étude de certaines solutions singulieres de I’équation de Dirac.
Considérons par exemple la valeur moyenne suivante:

R(vac\zﬁ(z)&(O)\va@m
(vaclfi(0)[vac) yg

1
§f(z) =

L’opérateur t)(z) vérifie I'équation de Dirac Dip(z) = 0 sur C. Alors la fonction f(z) la vérifie
également, mais cette fois on a une singularité en {0}. Du développement (6.1), on déduit que

(6.3) flz) = \/LE ( EZ};?;;;Z ) +0 (M) quand |z| — 0.

Le facteur de forme R(vac|@[3(z)|n> » est non-nul seulement si I’état |n), ne contient qu'une seule
particule. Ecrivons le développement de Lehmann de la fonction f(z) en notant 0y les rapidités
de telles particules intermédiaires:

5 Ok
f(Z) — Z R<‘9k|OA-(O)|UCLC>NS emzcosthJrimysinth; e 2(9 '
(vac|fi(0)[vac) VmBcoshOy \ %

Cela illustre le fait que f(z) — 0 quand |z| — co. On a vu précédemment (théoréme 1.1) qu’une
telle décroissance et le comportement singulier (6.3) fixent la solution de 1’équation de Dirac de
facon unique. En effet, si on pose \g =0, A\; = %, la fonction f(z) coincidera avec I’élément de

kez B

la base canonique de espace WO, En utilisant les résultats du théoréme 2.2, on obtient alors

R(Gk‘6(0)‘vac>z\rs . e/

»(vaclii(0)|vac) g~ mpBcoshby’
ol on note

o0 a0’ ) 1+efmﬁcosh9’
(6.4) n(0) = 2 / S sech (0 — ) In .
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Alors, nous avons obtenu les facteurs de forme les plus simples (dans un volume fini!) a partir
de I’équation de Dirac. Il est clair aussi que la fonction de Green & un point, qu’on a introduit
et étudié précédemment, n’est rien d’autre que

r{vacld(z) ® P1(z) 6(0)[vac) v _

r{vac|g(0)|vac) v

GO”\(z,z') =

La méme idée permet aussi d’étudier les fonctions de corrélation. Nous allons montrer
qu’elles s’expriment en termes des coefficients des développements locaux de la base canonique.
Considérons par exemple les deux corrélateurs suivants:

vi(2) = (¢ (2)p(ar)o(az)),
va(2) = (¥(2)a(ar)pu(az))-

Ce sont des solutions de I’équation de Dirac, décroissantes quand |z| — oco. De 'OPE (6.1), (6.1)
on peut obtenir les premiers termes de ’asymptotique de ces solutions au voisinage des points
singuliers ay, as:

vila] = 2{o109) (wolan] — wilar]) + o (00,01.02) wafer] -
2 00,01 02) wilar] + O (12— [¥2)),

vilas] =~ (uapa) (wolas] + wfoa]) — = (j10yia) wrlas] -
2 (u1aa i) wilea] + 0 (|2 — )

valar] = 5 {mpa) (wolan] + wfar]) + - Gy 1 i) wafon] +
2 Oy pa) i) + O (|2 — a2)

volas] = g{o102) (wolaa] — wla]) + 2 {010,02) wilas] -

2 * 3/2
—= (0103,0) wilaz] + O (|z — az*?) .

ol on note o; = o(a;), uj = p(a;). Il est immédiat de vérifier que les fonctions vy 2(z) € W
(pour A\g = A1 = A2 = 1/2). Par conséquent, elles sont des combinaisons linéaires d’éléments de

la base canonique:
i) \_L( i 8w
va(z) ) 2 2“1_”2§ i wa(z) )
0109

En inversant cette derniere formule, nous calculons les premiers termes des développements des
fonctions wy(z,)), wa(z,\):

(pap2)® + (0102)* 2 aa1(<M1M2>2 - (0102>2>
(h1pi2)? — (0102)% 0 o (inp)® — (o109)% 4 al+

2 Ou((ppa)? + (102)%)

wi[a1] = wola1] +

(6.5) m (pp2)? — (0109)? wila] +0 (‘Z B al‘B/Q) ’
W [a ] _ 2i<0102></“:u'2> w*[a ] _ ﬁ <0102><M16a2u2> — <016a202><ﬂlﬂ2> w [a ]_
e (p2)? — (o1o2)2 °7 2 m (H1p2)? — (0102)? e
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(6.6) o noallibuale) £ Ol o) 10 (12 - aaf?)
_ 2i{ovog){pape) 4i (0102)(0a, p1 p12) — (9a, 01 02) (papi2)
wala1] = 5 wolad]

<M1M2>2 — <0102> <M1M2>2 — <0102>2 wrlag]+

(6.7) +% <0102><8a2511:22>>2t<<8;11:21>32><H1M2> wila] + O (|Z B a1|3/2> ’

(pap2)® + (o102)* zaa2(<lt1ﬂ2>2 - (0102>2>
(sl — (o2 O T i — e

9 8@2(<u1u2>2 + <0102>2)
-~ : 52 wilao] + 0 (|2 = al/?).
m (pipe)? — (0102)

Revenons maintenant a la définition de la fonction 7, donnée dans la premiere partie. Rappe-
lons qu'on a fixé —3 <\, <1 (v=1,...,n). On a introduit ensuite n solutions indépendantes
{W,(A)}=1,. n de'équation de Dirac. Apres nous avons défini la fonction de Green G (2,7') de
I'opérateur de Dirac singulier et exprimé les dérivées de G%*(z,2') par rapport aux positions des
singularités en fonction des solutions {W,(\)},=1,. . Ensuite, on a défini les espaces Wiyi(a),
Wzt des valeurs au bord de certaines solutions locales de ’équation de Dirac et montré qu’ils
sont transverses dans W. En utilisant la transversalité, nous avons construit une grassmanienne
et un fibré det™ au-dessus de celle-ci. Les fonctions de Green nous ont permis de construire une
section trivialisante du fibré det*. En comparant cette section avec la section canonique, on a
défini la fonction 7. De plus, nous avons montré que les dérivées de la fonction 7 sont données
par les premiers coefficients des développements locaux des solutions {W, (A)},=1,. n.

Cependant, il apparait qu’on peut réaliser toutes les étapes de ce programme méme pour
un intervalle plus large: —1 < A\, < 1 (v =1,...,n). Dans ce cas, il faut modifier seulement la
définition du domaine D»* de I'opérateur de Dirac. La fonction v(2), de carré intégrable et avec
la monodromie nécessaire, est dans D> si, au voisinage des points singuliers, & la place de (1.6)
on a

2 —a,) " Ol|z—ay
(6.9) <( Ou) O_)w)i,l)[a,,]: o :Z_a|

W2 [CLQ] = Wy [CLQ] =+

(6.8)

|min{0,172>\y}

min{0,14+2Xp } Y

En particulier, cela signifie que si la fonction ) € D% est une solution de I’équation de Dirac,
elle est caractérisée par les développements de la forme

(6.10) Yla] =Y {enwrin, la] + dewyy, (o]} -
k>0

Comme dans le Chapitre 1, on note WA I’espace des solutions de ce type. Enumérons mainte-
nant les points de ’exposé précédent ol le domaine D%* intervenait:
— Démonstration des théoremes 1.1 (dim W = 0) et 2.1 (Go(2,2') = Fo(2,2)).
— Calcul des expressions asymptotiques dans la preuve de la formule (2.19).
— Démonstration de 'unicité des solutions
T[] = dww 1o, la) + - {aPwrin, o] + 0wy o]}
k>0

— Utilisation du théoreme de Stokes dans la preuve du théoreme 1.3 et de la proposi-
tion 2.3.
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On peut vérifier directement que la modification du domaine D®* ne change aucun résultat.
Alors il est possible de définir la fonction 7 méme pour —1 < A, < 1 (v =1,...,n). Ses dérivées
logarithmiques sont données par les mémes expressions que précédemment:

m " (y ~ (V ~ —
dlnt = ) VZ:l {al/)z(wy()\)) da, + al/)z(wy(—)\)) day} .

Rappelons que si A, > 0 pour tout v, les solutions {W,(A)},=1,. . coincident avec les
éléments de la base canonique:

(6.11) Wi (2,A) = wy(2,A).
On peut vérifier également que dans ce cas

2
(6.12) wu(z, — ) = - 0wy (2,1 —X),

et alors la fonction 7 peut étre écrite de fagon simple en fonction des coefficients des développe-
ments locaux de la base canonique:

[, @) ;
dlnT = 5 Z {al/Q(w,,()\)) da, + al/Q(wV(l - ) day} .

v=1

N[

Le modele d’Ising correspond au choix particulier de la monodromie: Ay = Ao = ... = A\, =
Ici, les coefficients des développements de la base canonique représentent des combinaisons de
fonctions de corrélation. En particulier, pour n = 2 on a (voir les formules (6.5), (6.8)):

v 2
a’(l/)2(Wu) ~m Oa,, ln(<01a2>2 - (M1M2>2>, v=12,
et alors
(6.13) 7(ay,a2) = const - (<0102>2 — <,u1,u2>2).

Mais nous avons déja calculé la fonction 7 & deux points! Notamment, quand A\g = Ay = A\ = %,
les formules (3.25)—(3.26) se réduisent a

(6.14) 7(a1,a2) = det |1 — VVT],

cosh 0;+cosh 0, | . sinh 0; —sinh 6y,
2 (vlvn)1/2 o~ mlae | = rimay —— L — (1(0)) +n(6n)
(6.15) Vi =

B B 1+ v, v/cosh 0; cosh 6, ’

Il,n ez,

ou on note

2ml
v = eel, sinh 6, = —,
mf3
et la fonction (@) est définie par (6.4). Alors, en étudiant des solutions singulieres de 1’équation
de Dirac, on a réussi a obtenir des formules explicites pour les corrélateurs paires dans le modele
d’Ising sur le cylindre!
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3. Déformations isomonodromiques

Dans le Chapitre 4 nous avons obtenu un systéeme d’équations de déformation, satisfait
par les coefficients des développements des fonctions {W, (A\)},=1,. . Nous montrerons que si
M=...= )\ = %, ces équations représentent des relations différentielles entre les fonctions de
corrélation dans le modele d’Ising. Dans la suite de ce chapitre, on considére uniquement cette
monodromie particuliere.

Rappelons quelques notations. Les éléments de la base canonique sont déterminés de fagon
unique par leurs développements locaux aux points aq, ... ,a,:

wuVla] = duwola,] + Y- {alwpsapolan] + 57w plas]
k>0

Dans notre cas, les fonctions w,(+\,z) (v =1,...,n) sont données par

2
w,(A\z2) = wyu(2), w,(=Az2) = — 0., w,(2).

m

Pour simplifier la notation, nous avons introduit dans le Chapitre 4 les matrices C;()), C/(}),

formées des coeflicients de développements:

(v ~ (v ~ .
G = a2 )] G = 0] L e
Une autre chose importante, qu’on peut déduire de la simplicité de la monodromie, est la symétrie
des coefficients:
(N = Cy(=), CF(N) = CF (=),
Ensuite, puisqu’on a sinmA = 1, les relations algébriques (4.6)—(4.8) se transforment en

G =(Gm) . am=(am).

Co (NC1(A) = CT(N), Co*()‘)co*()\) =1
La matrice G = Cj(A)sinTA = C;(A) est donc hermitienne et orthogonale simultanément.
Remarquons aussi qu’elle est définie négative et s’écrit alors sous la forme

G=-1+T)1-T7)"",
ou la matrice T" est antisymétrique et imaginaire pure.

Exemple. En guise d’illustration, considérons le cas n = 2. On peut aisément déduire des
formules (6.5)—(6.8) les expressions pour G et T en termes des fonctions de corrélation:

(pp2)>4(0102)?  _ _ 2i(pip2){o102)
(H1p2)?—(o102)? (n1p2)?—(o102)?

G = ,
2i(pp2)(0102) (p1p2)°+(0102)?
(H1p2)?—(o102)? (H1p2)?—(0102)?

- {p1p2)
0 —z<010§>
T =
- {p1p2)
oo 0

Rappelons aussi les équations de déformation:

G =0G+6ef, o= %[dA,Cl], (A)
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d,Cy = %[CM,G] G, d,Ch = %[dA,@]@fl, (B)

d, diag Cy = diag(©C1), dg diag C; = diag (a @T) . ()

Exemple. Quand n = 2, on peut paramétrer la matrice G comme ceci:

_ cosh¢ —isinhop
G__(isinhgp coshgo)’ v ER.

Ensuite, comme on ’a déja fait, notons

Cy = ( USTRNNSE ) ’ {q = m(ag — a1)/2,

A1z Ao q=m(ay —ay)/2.

0 -1
O = Ai2dq < 1 0 ) ;
- ({0 -1
@T:—Alqu(l 0>
Ainsi ’équation (A) se transforme en

2 2
A1z = i0gp =10, (arch (0102)" + o) ) -
(0102)? — (H1p2)?
(0102) (110gp2) — (010402) (p1 p12)
(0102)% = (u1p2)* '
Ce résultat ne représente rien de nouveau: on aurait pu l'obtenir au tout début, par exemple,
en utilisant I’'OPE (6.6) (il faut prendre en considération que les fonctions de corrélation (o02)
et (uip2) ne dépendent que de la différence des coordonnées ayi, ag). Mais déja la deuxiéme
équation, (B), nous fournit une information non triviale:

On obtient alors

=2

Ogh12 = 1045 = % sinh 2¢p,
achll = —8(7/\22 = sinh2 ®.
Ensuite, I"équation (C) implique les relations
OyA11 = —0y4Aae = — A3,
Finalement, de 'OPE (6.5) on déduit que
Ay = -0, ln(<0102>2 - <M1M2>2>-

Alors, si on écrit les fonctions de corrélation sous la forme

(o109) = €*/? cosh g,
(1 pi2) = e¥/? sinh ga
les équations de déformation se transforment en les quatre relations suivantes:
1
(6.16) Ogg o = 3 sinh 2¢,

1 — cosh2p
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2
(6.18) Ogq ¥ = —(0q9)7,

(6.19) Oq ¥ = —(0g)°.
Rappelons que, dans ce chapitre, on a toujours travaillé dans la phase ferromagnétique. Pour
passer a l'autre phase, il suffit d’échanger les lettres o et p (ces deux variables sont “duales”).

Cela explique aussi pourquoi les quatre dernieres équations coincident avec les formules (5.22)—
(5.25), obtenues précédemment.

Comment les équations de déformation (A)—(C) se traduisent-elles en termes des fonctions
de corrélation quand n > 27 En fait, nous avons déja donné toutes les idées nécessaires pour
établir ce lien. En utilisant les opérateurs des champs v, o et u, construisons les n solutions
suivantes de ’équation de Dirac:

B (W(2)o(ar)...pwlaj)...o(an))

vi(z) = , j=1...n.
i(2) (o(ay)...o(ay))
Ces solutions ont la monodromie appropriée (A} = ... = A, = 1) et décroissent quand |z| — oc.
Leur comportement aux voisinages des points singuliers a1, ... ,a, peut étre déterminé a partir

de 'OPE (6.1), (6.2):

i ik g Jjk
vilar] = 5 (5]- - igjk%) wolax] — 3 (5jk + iﬁjk%) wp [ax] +

+ 220 L) (o - i 2 bl - 252 1) (v iepd 20 ) Yt +
+0 (12— al*?).
olt on note ¢, ¢* les produits d’opérateurs
6 =0(ar)...o(an),

¢'* =o(ar). .. p(aj) ... plag) ... o(ay,).
Les éléments de la matrice antisymétrique (ejx);,_, , sont égaux a 0sij=~k,alsij>k, et
a(—1)sij<k.
Les fonctions v;(z) (j = 1,...,n) représentent des combinaisons linéaires des éléments de
la base canonique de 'espace W%*. Ceci permet d’exprimer les matrices des coefficients G,
(4, contenues dans les équations de déformation (A)—(C), en termes des corrélateurs. Plus
précisément, on a:

__1+T e 19
G = l—T’ Tjk—lsjk <¢>,
_aome),  4( 1 or
(Cl)jk_m day, Oit m<1—T8ak)]k_

Ces derniéres relations transforment les relations (A)—(C) en un systéme (surdéterminé) d’équa-
tions non linéaires satisfaites par les fonctions de corrélation du modele d’Ising.

Pour calculer la fonction 7, il nous faut connaitre les éléments diagonaux (Cl) - Remarquons
que ’équation (A) implique que

1 oT 1 1 0T
—_ =-Tr(——x— |,
1-T0ay ), 2 1—Tday



3. DEFORMATIONS ISOMONODROMIQUES 71

et alors Lomi@ 2 1 or
n
= g o (o0 =
_aohi) 2. T oT)_
m Oay mo 1—-T209a;)
1 0
:Ea—%{4ln(¢>+lndet(1—T2)}.

Finalement on obtient le lien entre la fonction 7 et les fonctions de corrélation pour n arbitraire:

7(a) = const - ($)? [det (1- TQ)} 1/2.
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Annexe A

Dans cette annexe nous présentons quelques définitions et résultats d’analyse fonctionnelle
qu’on utilise dans le texte de la these.

DEFINITION 1. Soit U un ouvert dans R™. L’espace de Sobolev H'(U) est défini par

H'(U) = {u e L*(U); 3g € L*(U) tel que /uama<p=—/g<ﬂ},
U U

pour toutes fonctions ¢ continues différentiables a support compact dans U et o = 1,...n.
Dit plus simplement, la fonction u est dans H*(U) si elle est de carré intégrable dans U avec
toutes ces dérivées du premier ordre. On notera u € H'[a] pour a € R™ s7il existe un ouvert U
contenant a tel que u € HY(U).

DEFINITION 2. Soit s € R. L’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire, H*(R™), est constitué
des éléments u € S'(R™) tels que dans la représentation de Fourier (1 + |£|?)*/20(€) € L*(R™).
Ici S’ désigne le dual de lespace de Schwartz. Dans le contexte de cette thése on s’intéresse aux
fonctions quasipériodiques sur le cercle: u(y + B) = e*™ u(y), y € [0;8]. Alors en introduisant
la notation

2
sinh 0,, = il n,

mp3

—imy sinh 6,
)

dyu(y) e

>
—~
>
3
SN—
I
-
O\Q

on va dire par analogie que u € Hi\ﬂ(Sl) si la somme > |0(6,)|? cosh @, converge.
neEZ+A

DEFINITION 3. Soient H, H' deux espaces de Hilbert séparables et T : H — H' un opérateur
linéaire.
— T est compact si l'image {Tu,} de toute suite bornée {u,} dans H contient une sous-
suite de Cauchy.

— L’opérateur compact T est dit de Fredholm si dimker T, dim coker T' < co. L’indice d’un
opérateur de Fredholm T est défini par

indT = dimker T" — dim coker T

— La norme de trace est donnée par

o
1Tl = o,
k=1

ou {ay} est Uensemble des valeurs singuliéres de T':
T*To = a2gr,  ag >0, k=12,...

La classe de trace est formée des opérateurs T tels que ||T||1 < oo.
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— La norme de Schmidt est définie par
oo
TS =D ITenl?,
k=1

ou {pr} est une famille orthonormée compléte dans H. L’opérateur T' est dans la classe
de Schmidt si ||T||2 < oo.

DEFINITION 4. Soit H un espace de Hilbert séparable et T : H — H un opérateur compact.
On peut définir la trace

oo
TrT = (Torsr);

k=1
ou {pr} est une famille orthonormée compléte dans H. Si ||T||1 < 1, on peut aussi introduire le
déterminant de Fredholm:

det(1+7T) =exp{Trin(1+17)}.

Dans le cas 1 < ||T'||; < oo le déterminant det(1 + T') est défini par le prolongement analytique
de la fonction f(z) = det(1 + 2T), qui est donnée par la série de Taylor a lintérieur du cercle
=l =Tl

THEOREME 5 (alternative de Fredholm). Soit H un espace de Hilbert séparable et T : H — H
un opérateur compact. Alors
dimker(1 +7T) = dimker(1 4+ 7T')" < oo,

ou, autrement dit, 1 +T est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.



ANNEXE B 75

Annexe B

Nous présentons ici quelques rappels de théorie quantique des champs. En particulier, nous
expliquons le développement de Callen-Lehmann pour les fonctions de corrélation et donnons la
formule pour les facteurs de forme dans la limite continue du modele d’Ising.

Il existe deux approches équivalentes au calcul des observables en théorie quantique des
champs. Les propriétés invariantes de la théorie s’expriment mieux dans le formalisme d’intégrale
de chemins. Ici, le systeme est défini par une fonctionnelle d’action S qui dépend d’un en-
semble des champs {¢}. Pour obtenir des quantités observables, il faut trouver les fonctions de
corrélation, c’est-a-dire, les valeurs moyennes des produits d’opérateurs locaux, calculées avec le

poids exp{—S[¢]}:

[ Do O1(r1) ... Op(ry) el

(O1(r1) ... On(rn)) = [Dyp e 5]

Les masses des particules sont déterminées par les poles des fonctions de corrélation a deux
points dans leurs représentations de Fourier, tandis que les fonctions de corrélation a n points
(n > 2) décrivent les processus de dispersion.

Pour les calculs pratiques, le formalisme canonique est souvent utile. Dans cette approche,
le systeme est défini par son opérateur de Hamilton, H, qui agit dans un espace de Hilbert des
états. Le vecteur propre de H de norme 1, qui correspond a la valeur propre minimale, est appelé
le vide et noté |vac). Dans le formalisme hamiltonien, le temps joue un role special; ’evolution
des opérateurs des champs locaux est donnée par I’équation de Heisenberg,

dO(t) A~

Sa solution formelle est

O(t) = R(t) " 1O(0)R(t), R(t) = e,

f%(t) est appelé 'opérateur d’evolution. Les fonctions de corrélation sont les valeurs moyennes
dans le vide des produits d’opérateurs locaux ordonnés dans le temps:

(O1(Z1,t1) ... On(Znitn)) = (ac|Oy(Z1,t1) . .. Op(Enitn)vac), 1 <ty <...<t,.

Quand les coordonnées de deux champs (ou plus) dans le produit Oy (ry) ... O, (ry,) coincident,
la fonction de corrélation (O;(ry) ... O,(ry,)) peut étre singuliere. Un probléme important consiste
a déterminer son asymptotique (dite ultraviolette) pour r; — r;. Pour cela, la notion du
développement de produit d’opérateurs (OPE) a été introduite. Schématiquement, ce dévelop-
pement s’écrit de la facon suivante:

A des termes moins singuiers
k J—
O Z Gyl Ox(a) que les fonctions ij(x —y)
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pour z — y. L’étude du comportement ultraviolet se simplifie en dimension 2, car dans ce cas
les types possibles d’OPE sont classifiés par la théorie conforme des champs.

Un autre moyen pour étudier les fonctions de corrélation provient de la représentation de
Lehmann. On va lillustrer sur ’exemple de la fonction de corrélation a deux points en dimen-
sion 2. L’invariance de la théorie quantique des champs par rapport aux translations 1mphque
I'existence de l’operateur d’impulsion totale, P, qui commute avec le hamiltonien: [H P] 0.
Cela signifie qu’on peut diagonaliser ces deux operateurb simultanément. Fixons la base ortho-
normée, constituée des vecteurs propres communs de H et P; supposons que les éléments de
cette base sont caractérisés par un ensemble des nombres quantiques {n}. Notons

H|{n}) = Epyl{n}),  PHn}) = Py l{n}).

On peut supposer sans perte de généralité que F,qc = Pyae = 0. Alors, en utilisant la solution de
I’équation de Heisenberg, on obtient ’expression suivante pour la fonction de corrélation paire
(on suppose que tg > t1):

(Ol ($1,t1)02($2,t2)> = <01 (0,0)02 (562 — xl,tz — t1)> =

= (vac|01(0,0) e A=) Oy (25 — 21,0 vac).

Insérons dans cette formule 'opérateur identité écrit sous la forme 1 = Y |[{n}){({n}|. Alors a
{n}
la place de la derniere ligne on a

S (0acl01(0,0)|{n}) ({n}|Os (2 — 21,0)|vac) e~ Fe =),

{n}
En utilisant I'invariance par rapport aux translations encore une fois, nous obtenons la réponse
finale — la représentation de Lehmann de la fonction de corrélation a deux points pour la

temperature nulle:

(O1(1,t1)Oa(w2,t2)) = Y _(vac|01(0,0)|{n}){{n}|02(0,0)|vac) e~ Fn 2t ¥l (z2 =),
{n}
Dans le cas général, le calcul des fonctions de corrélation a n points se divise en deux étapes:

a) calcul du spectre de H et b) calcul des facteurs de forme ({m}|©;(0,0)|{n}), c’est-a-dire, des
éléments matriciels d’opérateurs locaux sur les vecteurs propres de 'hamiltonien.

Exemple 1. Le spectre de 'hamiltonien pour les fermions libres massifs périodiques dans un
volume fini § est donné par les formules suivantes:

2
E61...6L = ZmCOSth, sinhﬂj € m—ﬂ-ﬂZ’ 0y <O <...<0p, L=0,1,...

ol m désigne la masse des fermions. Les facteurs de forme (61,...,07]¢(0,0)|&1,. .. ) sont
non-nuls seulement si M = L+ 1 et {61,...,01} C{&,...,&m} De plus,

N 1 efr+1/2
(01,...,00]1(0,0)|61,...,00,0141) = —— ( o—0041/2 > .

v/ B coshfr 1

Exemple 2. L’ensemble des vecteurs propres de I’hamiltonien, qui correspond a la limite conti-
nue du modele d’Ising dans un volume fini 3, se divise en deux parties: le secteur de Neveu-
Schwartz (NS) et le secteur de Ramond (R). Ces deux secteurs correspondent aux états de
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deux champs libres de fermions, avec les conditions au bord différentes. Les valeurs propres sont
données par

M
E(NS) chosh &, Eéf’) 0 = AR+ chosh 0;,
j=1
27

2 1
Sinhgje—ﬂ-ﬁ(Z‘i‘i), sinh6; € — Z, E1<& <. <&y, i<b<...<0;,
m

ﬂ
mB/1 + p?

AB) = % /dp In coth >

Les regles de selection différentes s’appliquent dans les deux phases: le nombre M de R-particules
est pair dans la phase ferromagnétique et impair dans la phase paramagnétique, tandis que L
est toujours pair.

Les facteurs de forme du spin ayant le type ys{vac| 5(0,0) |61, ...,00) g ont été calculés ' par
A. Bugrij [2, 3]. Plus tard, P. Fonseca et A. Zamolodchikov [7] ont obtenu ses formules par une
autre méthode. De plus, ils ont fait une conjecture concernant le facteur de forme général:

n(&;)/ —n(0x)/2
NS<£1)°"5£L|5-(0’0)|01""’ VgT H\/’I’jlﬂCTth\/;W
J

&k 5] O — 9j O — SJ'

I T g
1<j<k<L 1<j<k<M 1<j<L
1<k<M

ou les fonctions &7 (3) et n(0) sont définies par

mp sinh 67 sinh 65
1 1
nér(f) = ( > / / d01d0 sinh (m/3 cosh ;) sinh (m/3 cosh 65) .

—00 —O0

1+6—mﬂcosh6
_2/—sech —0)In o mBeoh? "

0, —0
coth ! 2

)

La généralisation de cette conJecture au cas du modele d’Ising sur un réseau fini, sans passage
a la limite continue, a été obtenue dans [4].

Un des résultats de cette these est 'obtention d’une représentation, analogue a celle de Leh-
mann, en utilisant seulement le comportement ultraviolet des fonctions de corrélation et certaines
propriétés globales des opérateurs du spin (plus précisément, leurs “relations de commutation”
avec le champ libre de fermions).

1. Les facteurs de forme du type NS—NS et R—R s’annulent automatiquement a cause de Za-symétrie du
modele d’Ising.
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