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Directeur de thèse : Vladimir ROUBTSOV, Professeur, Université d’Angers
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Fonctions τ de l’opérateur de Dirac sur le cylindre

Cette thèse est consacrée à l’étude d’un analogue du problème de Riemann-Hilbert et de
déformations isomonodromiques pour les solutions de l’équation de Dirac sur le cylindre. L’ob-
jectif est de faire un lien entre la théorie de déformation et les fonctions de corrélation dans
certains modèles intégrables en théorie quantique des champs dans le volume fini.

Dans une première partie, nous étudions des solutions multivaluées de l’équation de Dirac,
qui réalisent une représentation unitaire de dimension 1 du groupe fondamental du cylindre
avec n points marqués. Nous introduisons une base canonique dans l’espace des solutions de
carré intégrable de ce type et montrons qu’elle vérifie un système d’équations de déformation.
Nous généralisons au cas du cylindre les définitions de la fonction de Green et de la fonction τ
(déterminant régularisé) de l’opérateur de Dirac singulier, données par J. Palmer. Nous donnons
de plus les formules explicites pour la base canonique et la fonction de Green quand n = 1, et
aussi pour la fonction τ quand n = 2.

Dans une seconde partie, nous obtenons, de deux façons différentes, les équations différen-
tielles non linéaires satisfaites par les fonctions de corrélation du modèle d’Ising sur le cylindre
dans la limite continue. La première méthode est illustrée sur l’exemple des corrélations paires
et utilise les expressions exactes pour les facteurs de forme, obtenues par A. Bugrij. La deuxième
méthode donne les équations pour les corrélateurs d’ordre arbitraire et est fondée sur l’idée de
développements de produits d’opérateurs (OPE). Elle établit la correspondance entre le modèle
d’Ising dans le volume fini et la théorie de Dirac pour un choix particulier de la monodromie.

Mots clefs: systèmes intégrables, modèle d’Ising, fonction de corrélation, facteur de forme,
volume fini, fonction τ , déformations isomonodromiques, opérateur de Dirac singulier.

Tau functions for the Dirac operator on the cylinder

This thesis is devoted to the study of an analog of the Riemann-Hilbert problem and mo-
nodromy preserving deformations for the solutions of the Dirac equation on the cylinder. The
aim is to understand the connection between deformation theory and correlation functions of
certain integrable models of quantum field theory in the finite volume.

In the first part, we study multivalued solutions of the Dirac equation that realize a unitary
one-dimensional representation of the fundamental group of the cylinder with n marked points.
We introduce a canonical basis in the space of square integrable solutions of this type and show
that it obeys a system of deformation equations. We generalize the definitions of the Green
function and tau function (regularized determinant) for the singular Dirac operator, given by J.
Palmer, to the case of the cylinder. Moreover, we present the explicit formulae for the canonical
basis and Green function for n = 1, and also for the two-point tau function.

In the second part, we derive nonlinear differential equations, satisfied by the correlation
functions of the Ising model on the cylinder in the continuum limit, in two different ways. The
first method is illustrated on the example of pair correlations. It uses the exact expressions for the
form factors, obtained by A. Bugrij. The second method gives the equations for the correlators of
arbitrary order, and is based on the concept of operator product expansion (OPE). It establishes
the correspondence between the Ising model in the finite volume and Dirac theory for a particular
choice of monodromy.

Keywords: integrable systems, Ising model, correlation function, form factor, finite volume, tau
function, monodromy preserving deformations, singular Dirac operator.



Remerciements
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Guillopé et Vitaliy Shadura pour leur participation au jury.
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Chapitre 3. Fonctions τ 35
1. Sous-espaces Wint(a) et Wext(a) 35
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Introduction

Probablement, la meilleure façon d’expliquer le sujet de cette thèse est de décrire le point
de départ et les résultats qu’on va généraliser.

Pour la première fois, la notion de la monodromie des solutions d’équations différentielles est
apparue dans les travaux de Riemann consacrés à l’étude de l’équation hypergéométrique. Les
équations différentielles linéaires ordinaires à coefficients méromorphes sur la sphère de Riemann
ont des solutions multivaluées. Les prolongements de telles solutions le long de courbes contour-
nant des singularités font apparâıtre les matrices de la monodromie. On peut donc associer à
chaque équation différentielle une représentation du groupe fondamental de la sphère avec des
points marqués. Le problème “inverse” consiste à déterminer si le groupe de la monodromie
caractérise complètement les équations. Une version particulière de cette question fait partie de
la liste célèbre des problèmes de Hilbert, sous le numéro 21. Ce problème, dit aussi de Riemann-
Hilbert, a été résolu au début de XX siècle par Plemelj, Hilbert et Birkhoff. Leur solution, par
contre, n’est pas constructive et représente un théorème d’existence.

Ce qui est plus intéressant — au moins, du point de vue de cette thèse — est qu’il existe
aussi une solution constructive au problème de l’obtention d’une équation différentielle à partir
de son groupe de la monodromie. Par exemple, Schlesinger a considéré le cas le plus simple,
un système Fuchsien sur la sphère CP

1 avec les singularités aux points a1, . . . ,ak+1. Dans les
coordonnées standards, en posant ak+1 = ∞, on peut écrire ce système sous la forme

(0.1)
dY

dz
=

k∑

ν=1

Aν
z − aν

Y,

où A1, . . . ,Ak ∈ EndC
n et Y = (~y1 . . . ~yn). Fixons d’abord des valeurs quelconques de {Aν} et

{aν} et calculons le groupe de la monodromie. Ensuite, on va changer les positions des singula-
rités. Comment faut-il modifier les matrices {Aν} pour que la monodromie reste la même? Schle-
singer a montré que, sous certaines hypothèses simplificatrices concernants les valeurs propres
de {Aν}, une condition nécessaire est un système d’équations non linéaires:

(0.2)





∂Aµ
∂aν

=
[Aµ,Aν ]
aµ−aν

, ν 6= µ,

∂Aµ
∂aµ

= −
k∑

µ6=ν

[Aµ,Aν ]
aµ−aν

.

En utilisant le groupe d’automorphismes de CP
1, PSL(2,C), on peut toujours fixer les positions

de trois singularités. Alors la situation non triviale la plus simple correspond au choix n = 2,
k = 3; il est bien connu que, dans ce cas, le système d’équations de Schlesinger est équivalent à
une seule équation non linéaire du deuxième ordre, dite équation de Painlevé VI.

Remarquons que Painlevé a découvert ses équations avant les travaux de Schlesinger, dans un
contexte un peu différent. Il étudiait les équations différentielles du type y′′(x) = F (x,y(x),y′(x)),
F étant une fonction rationnelle de ses arguments. Painlevé a montré que si les solutions de cette
équation n’ont pas de singularités essentielles mobiles (qui dépendent des conditions initiales),
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elle est équivalente à une équation linéaire ou se réduit à une des six équations non linéaires par-
ticulières. Parmi elles, l’équation de Painlevé VI est la plus compliquée. Les autres représentent
certaines limites de celle-ci.

Pendant plus qu’un demi-siècle, les équations de Painlevé n’ont pas attiré beaucoup d’at-
tention. Aucune application physique n’a été trouvée, ni lien avec les autres branches des
mathématiques. La vraie explosion d’intérêt, au début des années soixante-dix, est liée à deux
raisons. La première provient de l’étude des systèmes intégrables. Il est apparu que les solutions
de toutes les réductions de ceux-ci ont la propriété de Painlevé, c’est-à-dire, n’ont pas de sin-
gularités essentielles mobiles. Même aujourd’hui le “Painlevé test” est utilisé comme une des
premières vérifications empiriques d’intégrabilité. La deuxième raison, qui est plus importante
pour nous, provient de la théorie quantique des champs. McCoy et al [38] ont montré que les
corrélateurs paires du modèle d’Ising sur le plan dans la limite continue s’expriment en fonction
des transcendants de Painlevé! Cela donne l’intuition que la monodromie est contenue quelque
part dans le modèle même.

L’explication a été donnée dans une série d’articles [32] de Sato, Miwa et Jimbo (SMJ
ci-dessous). Ils ont construit la théorie de déformation isomonodromique pour les solutions de
l’équation de Dirac et montré que le modèle d’Ising est lié avec un cas particulier de cette théorie.
La subtilité consiste dans le fait que l’équation de Dirac, contrairement au système Fuchsien,
est une équation aux dérivées partielles. Alors l’analyse de SMJ, qui se traduit naturellement
en langage physique, est très différent de l’approche de Schlesinger. En appliquant ensuite leurs
méthodes au problème classique d’un système différentiel sur CP

1 à coefficients méromorphes
[32, 10, 11, 12], SMJ ont également obtenu les équations de déformation dans le cas des points
singuliers irréguliers. Ils ont aussi transféré au cas classique le concept de la fonction τ , un
analogue mathématique de la fonction de corrélation. Par exemple, la fonction τ du système
(0.1) est définie par

(0.3) d ln τ =
1

2

k∑

µ6=ν

tr(AµAν)
daµ − daν
aµ − aν

.

Pour vérifier que la définition est correcte et la forme à droite est vraiment fermée, il faut utiliser
les équations de déformation (0.2).

L’idée de SMJ est très simple. Expliquons le principe général sur l’exemple du modèle d’Ising
sur le plan. Le champ physique dans ce modèle est la variable de spin σ(a) = σ(ax,ay), qui dépend
de deux coordonnées ax,ay ∈ R. Il est commode d’introduire encore un autre champ auxiliaire,
ψ(z) = ψ(x,y), qui correspond aux fermions libres massifs de Dirac. Les opérateurs des champs

σ̂(a) et ψ̂(z) vérifient les relations de commutation suivantes:

(0.4) σ̂(a)ψ̂(z) =

{
ψ̂(z)σ̂(a), x > ax,

−ψ̂(z)σ̂(a), x < ax.

Qu’est-ce que cela signifie pour les fonctions de corrélation? Considérons par exemple la valeur
moyenne

G(z,z′) =
〈
σ(a1) . . . σ(an)ψ(z) ⊗ ψ†(z′)

〉
.

Vue comme une fonction de z, cette expression satisfait (localement) l’équation de Dirac. Elle
a pourtant des singularités aux points a1, . . . ,an, et z′. La condition (0.4) implique qu’en pro-
longeant G(z,z′) le long d’une courbe, contournant un des points a1, . . . ,an, on obtient la mo-
nodromie (−1). L’asymptotique de G(z,z′) aux voisinages des singularités peut être déduite
des développements de produits d’opérateurs (OPE). Le fait décisif est que les conditions au
bord, superposées par l’OPE, fixent la solution de l’équation de Dirac de façon unique. Alors en
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étudiant certaines solutions singulières de cette équation, on peut extraire une information sur les
corrélateurs. En particulier, la théorie de déformation isomonodromique, développée par SMJ,
donne un système d’équations satisfait par les fonctions de corrélation 〈σ(a1) . . . σ(an)〉 d’ordre
arbitraire (voir aussi [14] pour un exposé pédagogique de ces résultats). Miraculeusement, dans
le cas n = 2 ce système se réduit à l’équation de Painlevé III.

Il est utile également de décrire le problème en termes géométriques. Nous commençons par
le système fuchsien (0.1). Il peut être interprété comme les équations déterminant les sections
horizontales d’une connexion méromorphe ∇ sur un fibré vectoriel trivial de rang n sur CP

1.

Ensuite, nous relevons ∇ en une connexion ∇̃ sur CP
1 ×

(
CP

1
)×(k+1)

, en demandant que la
monodromie soit constante (ici, le deuxième facteur dans le produit cartésien correspond aux
positions des singularités). Autrement dit, les sections horizontales, données par la matrice

fondamentale Y , restent plates par rapport à ∇̃. Cela implique les relations additionnelles

(0.5)
∂ Y

∂aµ
= − Aµ

z − aµ
Y, µ = 1, . . . ,k,

et alors on vérifie aisément que la condition de courbure nulle de ∇̃ se traduit en les équations
de Schlesinger.

Quel est le sens géométrique de la fonction τ? Malgrange [19] a montré qu’elle peut être
interprétée comme déterminant d’un opérateur de Toeplitz. L’ensemble des zéros de la fonc-
tion τ dans l’espace des singularités est appelé le diviseur de Malgrange; il est très important
dans l’étude de la solvabilité du problème de Riemann-Hilbert pour la monodromie donnée.
Malheureusement, il n’est pas clair comment généraliser l’analyse de Malgrange dans une autre
situation, par exemple, dans la théorie de Dirac/Ising, qui était en effet l’origine du concept de
la fonction τ . Une meilleure interprétation a été trouvée par Palmer [24], qui a montré que la
fonction τ représente le déterminant d’un opérateur de Cauchy-Riemann singulier, τ = det ∂̄a,M .
Expliquons la démarche dont nous nous servirons plus tard.

• Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang n et de degré d sur CP
1, et Ωp,q(E) l’es-

pace vectoriel des formes lisses de type (p, q) à valeurs dans E. L’opérateur différentiel
∂̄ : Ω0,0(E) → Ω0,1(E) est appelé l’opérateur de Cauchy-Riemann (non singulier) si sa
forme locale est ∂̄ = dz̄ (∂z̄+α(z)), où on identifie CP

1 avec C∪{∞} de façon usuelle et
α(z) représente une fonction matricielle. On va supposer que l’opérateur ∂̄ est d’indice
zéro, alors d’après le théorème de Riemann-Roch n = −d. Par exemple, on peut
supposer que E est le fibré de spin: E ≃ O(−1) ⊕ . . . ⊕O(−1)︸ ︷︷ ︸

n

. Ensuite, construisons

au-dessus de l’espace A formé de tous les opérateurs ∂̄ le fibré déterminant det. La fibre
au point ∂̄ est identifiée à la droite λ

(
ker ∂̄

)∗ ⊗ λ
(
coker ∂̄

)
, où λ(V ) est la puissance

extérieure maximale de l’espace vectoriel V . L’idée de Quillen [30] est de définir le
déterminant det ∂̄ en comparant deux sections du fibré det. En effet, ce fibré a une
section canonique qu’on notera σ, et alors si on trouve une trivialisation du fibré, σ
s’identifie avec une fonction sur A, qu’on peut appeler le déterminant. La deuxième
section (trivialisante) peut être construite à partir d’un produit scalaire sur le fibré
det, qui est défini en utilisant le ζ-déterminant de l’opérateur de Laplace ∂∂̄; mais ce
mécanisme concret n’est pas vraiment important pour la suite.

• En effet, il y a une autre façon de décrire le fibré det. Puisque chaque ∂̄ ∈ A
est un opérateur de Fredholm d’indice zéro, il existe des applications inversibles
q : Ω0,0(E) → Ω0,1(E) telles que q−1∂̄ est une perturbation à trace de l’identité. De
telles applications q sont appelées les paramétrices admissibles de ∂̄. Si q1 et q2 sont
deux telles parametrices, l’opérateur q−1

1 q2 : Ω0,0(E) → Ω0,0(E) est une perturbation
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à trace de l’identité, et alors le déterminant de Fredholm det
(
q−1
1 q2

)
est bien défini.

On peut donc former la fibre au point ∂̄ des classes d’équivalence des paires (q, γ), où
q est une paramétrice admissible, γ est un nombre complexe et (q1, γ1) ∼ (q2, γ2) si

γ1 = γ2 det
(
q−1
2 q1

)
. La section canonique est définie par σ : ∂̄ 7→

(
q,det

(
q−1∂̄

))
. Il

faut souligner que cette section ne dépend pas de la nature des opérateurs de Cauchy-
Riemann — en effet, toutes les constructions (sauf trivialisation) sont valables même si
on remplace A par une famille d’opérateurs de Fredholm d’indice zéro avec de “bonnes”
propriétés.

• L’idée suivante de Palmer a été inspirée par les travaux de Witten [37] sur la localisation
des fibrés det. Soit D le disque fermé |z| ≤ 1 sur CP

1. Chaque opérateur de Cauchy-
Riemann ∂̄ induit un opérateur ∂̄D sur ce disque de la façon suivante. Considérons les
sections f de E qui vérifient ∂̄f(p) = 0 pour tout p ∈ CP

1\D et identifions-les avec les
fonctions sur D à valeurs dans C

r. L’opérateur ∂̄D est par définition la restriction de
∂z+α(z) au domaine formé de ces fonctions. Le point important est qu’on peut identifier
les noyaux et les conoyaux de ∂̄ et ∂̄D. Alors, puisque la fibre du fibré det est isomorphe
à λ

(
ker ∂̄

)∗ ⊗ λ
(
coker ∂̄

)
, il est naturel d’essayer de définir le fibré déterminant aussi

pour la famille d’opérateurs locaux ∂̄D.
• Supposons qu’on a une famille X d’opérateurs de Cauchy-Riemann, qui cöıncident à

l’intérieur de D. Leurs localisations diffèrent alors l’une de l’autre seulement par les
valeurs au bord ∂D des fonctions contenues dans leurs domaines. Par conséquent,
à chaque opérateur de cette famille, on peut associer un sous-espace de l’espace des
fonctions sur ∂D. En utilisant les résultats de Segal et Wilson [33], Palmer a montré
que ces sous-espaces sont inclus dans une grassmannienne construite à partir de la
décomposition standard de l’espace des fonctions sur ∂D ∼ S1 en fonctions qui se pro-
longent analytiquement à l’intérieur et à l’extérieur. Au dessus de la grassmannienne,
on peut introduire un fibré det∗ et une section canonique de ce fibré (voir [33] ou les
définitions au début du paragraphe II.3.2). Le fibré déterminant et la section canonique
au-dessus de la famille X représentent en fait le pull-back de celles-ci.

Résumé: On peut définir le déterminant d’un opérateur de Cauchy-Riemann en trivialisant le
fibré det∗ au-dessus d’une grassmannienne qui inclut les espaces des valeurs au bords des sections
contenues dans son domaine.

En travaillant avec les opérateurs de Cauchy-Riemann singuliers, il est commode de définir
sur CP

1 un système de coupures pour que la matrice fondamentale Y (z) soit univaluée. Avec
les transformations homographiques, on peut déplacer les coupures et toutes les singularités du
système fuchsien (0.1) à l’extérieur du disque D. Le domaine de l’opérateur de Cauchy-Riemann
singulier, ∂̄a,M , est formé des sections f ∈ Ω0,0(E) avec la monodromie nécessaire (Y (z)f est
une H1-section univaluée). L’action locale de ∂̄a,M est la suivante: ∂̄a,Mf = Y (z)−1∂z̄Y (z)f ,
c’est-à-dire, que, en dehors des coupures, il s’agit simplement de la dérivée par rapport à z̄.
Considérons maintenant une famille d’opérateurs ∂̄a,M , paramétrée par les coordonnées des
points du branchement. Ils cöıncident sur le disqueD, et alors leurs localisations diffèrent l’une de
l’autre uniquement par les valeurs au bord ∂D des sections dans leurs domaines. C’est exactement
la situation qu’on avait précédemment. Il est possible de construire de la même manière une
grassmanienne des espaces des valeurs au bord et le fibré det∗. La trivialisation de celui-ci nous
donne le déterminant det ∂̄a,M , qui cöıncide en fait avec la fonction τ , définie par (0.3).

Ce qui est remarquable dans cette construction — est qu’elle peut être transférée presque
littéralement au cas des déformations isomonodromiques des solutions de l’équation de Dirac.
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Dans l’article [25], par exemple, ce problème a été résolu pour l’équation de Dirac sur le plan
avec n points marqués a1, . . . ,an. Enumérons les étapes nécessaires:

• Construction d’une section plate ~w d’une connexion “Dirac-compatible” sur le fibré
trivial R

2\{a1 . . . an} × C
2n. La compatibilité signifie que chacune des n composantes

de ~w = (w1 . . .wn)
T ∈ C

2 ⊗ C
n vérifie l’équation de Dirac (m− γi∂i)wj = 0. De plus,

nous supposons qu’au point aj (j = 1, . . . , n) on a la monodromie unitaire e2πiλj 12⊗1n .
Dit plus simplement, il faut résoudre l’équation de Dirac sous les conditions au bord
particulières. En comparaison avec le système fuchsien, l’équation de Dirac est un
analogue de la condition d’holomorphie de la connexion, alors que le système même
correspond à la monodromie fixée.

• Relèvement de la connexion sur R
2 × (R2)×n de telle manière que la section ~w reste

encore plate et que la monodromie se préserve. Ici on obtient des équations ana-
logues, dans un sens, à (0.5). La condition de courbure nulle de la connexion implique
certaines équations différentielles non linéaires (celles-ci correspondent aux équations
de Schlesinger). Pour un choix particulier de la monodromie, elles nous donnent les
équations satisfaites par les corrélateurs du modèle d’Ising.

• Définition et calcul de la fonction τ . On choisit un système de coupures sur le plan (par
exemple, les rayons x = Re aj, y < Im aj). Ensuite, il faut isoler ces coupures dans
un ouvert (par exemple, dans les bandes Sj = {(x, y) : |x − Re aj | < ε}). On localise

l’opérateur de Dirac dans le complémentaire de cet ouvert, R
2\
(⋃n

j=1 Sj

)
. Si on fait

varier les positions des points de branchement de telle manière que chaque aj reste
dans Sj, les localisations vont différer seulement par les espaces des valeurs au bord⋃n
j=1 ∂Sj des fonctions appartenant au domaine de l’opérateur correspondant. De façon

analogue à la précédente, à partir de ces espaces on peut construire une grassmannienne
à dimension infinie. La trivialisation du fibré det∗ au-dessus de celle-ci nous permet
de définir le déterminant de l’opérateur de Dirac (autrement dit, la fonction τ). Dans
le cas du modèle d’Ising, ce déterminant représente une combinaison des fonctions de
corrélation.

Une question naturelle apparâıt: est-il possible de développer la théorie analogue de déforma-
tions isomonodromiques et de définir le déterminant de l’opérateur de Dirac sur une surface de
Riemann arbitraire, M , munie d’une métrique? En fait, pour chacune de ces trois étapes, il faut
que M soit un espace homogène pour un groupe G qui agisse sur M par les isométries. Il n’y a
que cinq telles surfaces: le plan (G = E(2)), le cylindre (G = S1 × R), le tore (G = S1 × S1), le
disque de Poincaré (G = PSU(1,1)) et la sphère (G = PSU(2)).

Le cas du plan a été étudié dans [25] et dans les travaux originaux de SMJ [32]. Des résultats
similaires concernants le disque hyperbolique ont été obtenus dans [22, 27, 28]. Mentionnons
aussi l’article [6], où la fonction de corrélation paire des champs de la monodromie sur le disque
de Poincaré était calculée par des méthodes de la théorie quantique des champs. Cette thèse
est consacrée au cas du cylindre, mais les résultats techniques obtenus permettent de considérer
le tore également. On s’est inspiré d’un progrès récent dans la théorie du modèle d’Ising —
le calcul des fonctions de corrélation [2, 3] et des facteurs de forme [4] sur le réseau fini, et
l’obtention directe des équations différentielles pour les corrélateurs paires dans la limite continue
sur le cylindre [16, 17]. Au-delà de l’intérêt intrinsèque, ce travail est important pour la théorie
quantique des champs, où la dimension périodique correspond au volume fini ou à la température
non-nulle.
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Résumé des résultats principaux

Cette thèse est consacrée, d’une part, à l’étude d’un analogue du problème de Riemann-
Hilbert et de déformations isomonodromiques pour les solutions de l’équation de Dirac sur le
cylindre, et d’autre part, à l’application des résultats en théorie quantique des champs. L’exposé
est donc divisé en deux parties.

Première partie: Fonction τ de l’opérateur de Dirac sur le cylindre
Dans le premier chapitre on étudie des solutions multivaluées de l’équation de Dirac qui

réalisent une représentation unitaire de dimension 1 du groupe fondamental du cylindre avec
n points marqués a1, . . . ,an. Nous montrons (théorème 1.1) que l’espace de telles solutions de
carré intégrable est de dimension n. Nous introduisons la base canonique de cet espace (formule
(1.12)), qui est fixée par le comportement des solutions au voisinage des singularités. La section ~w
dont on a parlé précédemment, est formée à partir des éléments de la base canonique. Ensuite,
nous calculons explicitement l’élément de la base canonique dans le cas n = 1 (théorème 2.2).
Tous les calculs suivants sont basés essentiellement sur ces formules.

Dans le deuxième chapitre, nous définissons la fonction de Green de l’opérateur de Dirac
singulier. On va l’utiliser plus tard pour construire la section trivialisante du fibré det∗. Nous
montrons que les dérivées de la fonction de Green par rapport aux positions des singularités
s’écrivent sous la forme factorisée (2.23), (2.24) et s’expriment en fonction des éléments de la
base canonique. On obtient ensuite une expression explicite pour la fonction de Green dans le
cas n = 1 (formules (2.29), (2.30)).

Le chapitre suivant est consacré à la définition et le calcul de la fonction τ . Le résultat
technique principal est le théorème 1.3 qui donne les “projections à un point” sur un espace des
valeurs au bord de certaines solutions locales de l’équation de Dirac. En utilisant ce théorème
pour trivialiser le fibré det∗, on obtient une fomule explicite (3.24) pour la fonction τ . Dans le
cas non trivial le plus simple, quand n = 2, τ est un déterminant de Fredholm (voir (3.25),
(3.26)). Nous montrons également que les dérivées logarythmiques de la fonction τ s’expriment
en fonction des coefficients des développements locaux des éléments la base canonique (propo-
sition 2.3). Cela signifie que la définition de la fontion τ ne dépend pas de la localisation de
l’opérateur de Dirac.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous obtenons les équations de déformation isomono-
dromique, satisfaites par les coefficients des développements de la base canonique.

Deuxième partie: Limite continue du modèle d’Ising sur le cylindre
Dans le Chapitre 5 nous obtenons les équations différentielles satisfaites par les fonctions de

corrélation paires du modèle d’Ising sur le cylindre. La méthode est directe et est basée sur les
expressions exactes pour les facteurs de forme. A partir des équations (5.22)–(5.25) pour certaines
combinaisons des fonctions de corrélation on obtient des jolies équations “déterminantes” (5.40)–
(5.41) pour les corrélateurs eux-mêmes. On trouve aussi les représentations multilinéaires de
Hirota de ces dernières équations.
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Dans le Chapitre 6, en utilisant la notion du développement de produit d’opérateurs, on
établit la correspondance entre le modèle d’Ising dans le volume fini et la théorie de déformation
isomonodromique des solutions de l’équation de Dirac. Nous obtenons les équations satisfaites
par les fonctions de corrélation d’ordre arbitraire et montrons comment la fonction τ s’exprime
en fonction des corrélateurs.

Résultats de la thèse ont fait l’objet de trois articles [16, 17, 18].
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Première partie

Fonctions τ de l’opérateur de Dirac

sur le cylindre
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CHAPITRE 1

Base canonique des solutions de l’équation de Dirac

1. Définitions

Soit a = (a1, . . . ,an) une collection de n points distincts sur le cylindre C. Le groupe fonda-
mental π1(C\a;x0) est engendré par les classes d’homotopie de n+1 cycles γ0, . . . ,γn représentés

sur la Fig. 1, et agit sur le revêtement universel C̃\a par le relèvement des chemins. Fixons une
représentation unitaire de dimension 1,

(1.1) ρλ : π1(C\a;x0) → U(1), [γν ] 7→ e−2πiλν , ν = 0, . . . ,n,

λ0 ∈ R, λν ∈ R\Z, ν = 1, . . . ,n.

γ

γ

γ
0

n

1

x 0

a

an

1

Fig. 1.

Remplaçons le cylindre par la bande S = {(x,y) ∈ R
2 : 0 ≤ y ≤ β} , ses bords haut et bas

étant identifiés. L’opérateur de Dirac sur C̃\a est induit par l’opérateur de Dirac sur R
2, qui

s’écrit comme

(1.2) D =

(
m
2 −∂z

−∂z̄ m
2

)
,

où z, z̄ sont les coordonnées complexes standards,
{
z = x+ iy,

z̄ = x− iy,

{
∂z = 1

2 (∂x − i∂y),

∂z̄ = 1
2 (∂x + i∂y).

Quoique nous ne travaillerons pas avec les fonctions holomorphes, à cause de la présence de
∂z, ∂z̄ dans l’opérateur (1.2), il sera commode de noter la fonction de deux variables réelles
ψ(x,y) par ψ(z).

Nous nous intéressons aux solutions multivaluées ψ̃ : C̃\a → C
2 de l’équation de Dirac, qui

se transforment selon la représentation (1.1):

Dψ̃(z) = 0, ψ̃(γz) = ρλ([γ]) · ψ̃(z).



18 1. BASE CANONIQUE DES SOLUTIONS DE L’ÉQUATION DE DIRAC

Ce problème peut être formulé autrement. Fixons le système de coupures b = (b1, . . . ,bn;
d0, . . . ,dn) representé sur la Fig. 2 et considérons les solutions de l’équation de Dirac sur C\b
qui se prolongent à travers les coupures en dehors des points a1, . . . ,an. Les prolongements à
gauche et à droite à travers bν des solutions qui nous intéressent diffèrent du facteur e2πiλν

(ν = 1, . . . ,n). Les prolongements à travers dν diffèrent de exp
(
2πi

ν∑
k=0

λk
)
, ν = 0, . . . ,n.

y

x

a

a
an

2

1

0

β

d0 d dn1

b1 b b2 n

d d d0 1 n

Fig. 2.

Pour décrire le comportement local de telles solutions au voisinage du point aν , considérons
un disque ouvert B de centre aν et de rayon suffisamment petit. Introduisons dans B les coor-
données polaires {

r = |z − aν |1/2,
ϕ = 1

2i ln
z−aν
z̄−āν

,

{
∂z = 1

2 e
−iϕ(∂r − i

r ∂ϕ),

∂z̄ = 1
2 e

iϕ(∂r + i
r ∂ϕ).

L’opérateur de Dirac sur B s’écrit alors comme

D =
1

2

(
m −e−iϕ

(
∂r − i

r ∂ϕ
)

−eiϕ
(
∂r + i

r ∂ϕ
)

m

)
.

Pour toute solution multivaluée ψ, la fonction e−iλνϕψ est univaluée sur B, et peut donc être
développée en série de Fourier:

ψ[aν ] =
∑

k∈Z

Ψk(r)e
i(k+λν)ϕ.

En substituant cette série dans l’équation de Dirac, on peut montrer que les coefficients Ψk(r) =(
Ψk,1(r)
Ψk,2(r)

)
vérifient les équations

mΨk,1(r) =

(
d

dr
+
k + 1 + λν

r

)
Ψk+1,2(r),

{
d2

dr2
+

1

r

d

dr
−
(
m2 +

(k + λν)
2

r2

)}
Ψk,2(r) = 0.

On a alors localement:

(1.3) ψ[aν ] =
∑

k∈Z+ 1
2

{
ckwk+λν [aν ] + dkw

∗
k−λν [aν ]

}
.
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où

(1.4) wl[aν ] =

(
ei(l−1/2)ϕIl−1/2(mr)

ei(l+1/2)ϕIl+1/2(mr)

)
, w∗

l [aν ] =

(
e−i(l+1/2)ϕIl+1/2(mr)

e−i(l−1/2)ϕIl−1/2(mr)

)
,

Il(x) étant la fonction de Bessel modifiée de 1ère espèce d’ordre l.
Dans la suite, nous aurons besoin de contrôler le comportement singulier de la fonction ψ

aux points aν . On va considérer deux types des restrictions:

• Supposons que 0 < λν < 1 et que la fonction ψ est de carré intégrable au voisinage de
aν . Si |z| → aν , l’asymptotique des solutions particulières est donnée par

wl[aν ] ∼




(m(z−aν )/2)l−
1
2

(l− 1
2
)!

(m(z−aν )/2)l+
1
2

(l+ 1
2
)!


+ . . . , w∗

l [aν ] ∼




(m(z̄−āν)/2)
l+ 1

2

(l+ 1
2
)!

(m(z̄−āν)/2)
l− 1

2

(l− 1
2
)!


+ . . . ,

où les factoriels sont définis comme l! = Γ(l+1). Ainsi pour que la condition ψ ∈ L2[aν ]
soit satisfaite, une moitié des coefficients dans (1.3) doit s’annuler,

(1.5) ψ[aν ] = c−1/2w−1/2+λν [aν ] +
∑

k>0

{
ckwk+λν [aν ] + dkw

∗
k−λν [aν ]

}
.

• Soit −1
2 < λν <

1
2 et

(1.6)

(
(z − aν)

−λν 0
0 (z̄ − āν)

λν

)
ψ ∈ H1[aν ],

où l’espace de Sobolev H1[aν ] est formé par les fonctions univaluées qui sont de
carré intégrable au voisinage de aν ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Donc
nécessairement

(1.7) ψ[aν ] =
∑

k>0

{
ckwk+λν [aν ] + dkw

∗
k−λν [aν ]

}
.

Considérons maintenant les solutions multivaluées de l’équation de Dirac dont la monodromie
est fixée par (1.1). De plus, nous demanderons qu’elles soient de carré intégrables quand |x| → ∞
et vérifient (1.5) ou (1.7) au voisinage de chaque singularité. On notera les espaces des solutions

du premier et du deuxième type par Wa,λ et W̃a,λ respectivement.

Théorème 1.1. dimWa,λ ≤ n; dimW̃a,λ = 0.

� Introduisons sur Wa,λ un produit scalaire défini positif:

(1.8) 〈u,w〉 = 〈w,u〉 =
m2

2

∫

C\a

ū · w idz ∧ dz̄ =
m2

2

∫

C\a

(ū1w1 + ū2w2) idz ∧ dz̄.

On note que l’expression intégrée est en effet une fonction sur C\a. A cause des conditions au
bord, cette fonction est intégrable. De l’équation de Dirac sur C\b on déduit

{
m
2 w1 = ∂zw2,
m
2 w2 = ∂z̄w1,

{
m
2 ū1 = ∂z̄ū2,
m
2 ū2 = ∂zū1,

et alors

(1.9)
m

2
(ū1w1 + ū2w2) dz ∧ dz̄ = −d(ū2w1dz) = d(ū1w2dz̄).
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Notons Dε(aν) le disque de rayon ε centré en aν . En utilisant la formule (1.9) et le théorème de
Stokes, on obtient

〈u,w〉 = im

n∑

ν=1

lim
ε→0

∮

∂Dε(aν)

ū2w1dz =

= im

n∑

ν=1

lim
ε→0

∮

∂Dε(aν )

(
c
(ν)
−1/2(u)

(mz̄/2)λν

λν !
+ . . .+ d

(ν)
1/2(u)

(mz/2)−λν

(−λν)!
+ . . .

)
×

×
(
c
(ν)
−1/2(w)

(mz/2)λν−1

(λν − 1)!
+ . . .+ d

(ν)
1/2(w)

(mz̄/2)1−λν

(1 − λν)!
+ . . .

)
dz =

(1.10) = −4
n∑

ν=1

d
(ν)
1/2(u) c

(ν)
−1/2(w) sin πλν .

De façon analogue,

〈u,w〉 = −im
n∑

ν=1

lim
ε→0

∮

∂Dε(aν )

ū1w2dz̄ =

= −im
n∑

ν=1

lim
ε→0

∮

∂Dε(aν)

(
c
(ν)
−1/2(u)

(mz̄/2)λν−1

(λν − 1)!
+ . . .+ d

(ν)
1/2(u)

(mz/2)1−λν

(1 − λν)!
+ . . .

)
×

×
(
c
(ν)
−1/2(w)

(mz/2)λν

λν !
+ . . .+ d

(ν)
1/2(w)

(mz̄/2)−λν

(−λν)!
+ . . .

)
dz̄ =

(1.11) = −4
n∑

ν=1

c
(ν)
−1/2(u) d

(ν)
1/2(w) sin πλν = 〈w,u〉.

Si la dimension de Wa,λ était plus grande que n, on aurait pu trouver une solution v ∈ Wa,λ

telle que c
(ν)
−1/2(v) = 0 pour tout ν = 1, . . . ,n. Comme la norme de cette solution est égale à 0, v

s’annule identiquement, d’où la première partie du théorème.
Remarquons que les solutions du deuxième type sont de carré intégrable par rapport au

produit scalaire (1.8). On peut montrer de manière analogue que précédemment que 〈v,v〉 = 0

pour tout v ∈ W̃a,λ. Par conséquent, dimW̃a,λ = 0. �

Supposons 1 que dimWa,λ = n. On peut alors fixer la base canonique {wµ}µ=1,...,n de cet

espace en choisissant c
(ν)
−1/2(wµ) = δµν :

(1.12) wµ[aν ] = δµνw−1/2+λν [aν ] +
∑

k>0

{
c
(ν)
k (wµ)wk+λν [aν ] + d

(ν)
k (wµ)w

∗
k−λν [aν ]

}

Remarque. Calculons le produit de deux éléments de la base canonique de deux façons différentes
— par la formule (1.10) et sa “conjuguée” (1.11):

(1.13) 〈wµ,wν〉 = −4d
(ν)
1/2(wµ) sinπλν = −4d

(µ)
1/2(wν) sinπλµ.

1. La preuve utilise certaine technique d’analyse fonctionnelle et est très proche de la preuve du
Théorème 3.2.4 de [32].
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On obtient ainsi quelques relations algébriques satisfaites par les coefficients d
(ν)
1/2(wµ). Nous en

déduirons plus loin des relations additionnelles et les utiliserons pour construire les équations
des déformations isomonodromiques.

Il existe une illustration instructive du théorème précédent dans le plan, pour n = 1. Dans
ce cas, on peut supposer que la singularité se situe en 0. Alors chaque solution ψ ∈ W0,λ est
représentée par le développement

ψ = c−1/2w−1/2+λ[0] +
∑

k>0

{
ckwk+λ[0] + dkw

∗
k−λ[0]

}
,

qui reste vrai sur le plan avec épointé R
2\{0} tout entier. Ce développement sera de carré

intégrable à l’infini si et seulement si




ck = 0 pour k > 0,

dk = 0 pour k > 1,

d1/2 = −c−1/2,

puisque les combinaisons linéaires des solutions particulières (1.4), qui sont intégrables à l’infinie,
s’engendrent par

ŵl[0] = w ∗
−l[0] − wl[0].

Alors, comme on aurait pu s’y attendre, l’espace W0,λ est engendré par un seul élément de la
base canonique

w = w−1/2+λ[0] − w1/2−λ[0] = −ŵ1/2−λ[0].

Avec certains efforts, il est aussi possible de trouver une formule explicite pour la base canonique
sur le cylindre avec un point marqué. On résoudra ce problème dans le paragraphe suivant en
utilisant une généralisation de la méthode proposée par Fonseca et Zamolodchikov [7].

2. Base canonique sur le cylindre avec un point marqué

On cherche la solution ψ de l’équation de Dirac sur la bande 0 < y < β
(

m
2 −∂z

−∂z̄ m
2

)(
ψ1

ψ2

)
= 0,

qui satisfait aux conditions suivantes:

• Les prolongements de cette solution au demi-plan gauche et droit sont quasipériodiques
en y,

(1.14) ψ(x, y + β) = e2πiλ0ψ(x, y) pour x < 0,

(1.15) ψ(x, y + β) = e2πiλ̃ ψ(x, y) pour x > 0,

où λ̃ = λ0 + λ1.
• La condition de normalisation

(1.16) lim
|z|→0

(mz/2)1−λ1ψ1(x, y) =
1

Γ(λ1)
,

où la puissance fractionnaire de z est définie par

z1−λ1 = e(1−λ1) ln z, 0 < Im(ln z) < 2π.
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Le Théorème 1.1 montre que les propriétés énumérées ci-dessus déterminent la solution de façon
unique.

La fonction e−2πiλ0y/βψ est périodique dans le demi-plan gauche et donc, là, elle peut être
développée en série de Fourier. En substituant cette série dans l’équation de Dirac, on obtient
la forme générale de la solution pour x < 0,

(1.17) ψx<0(x,y) = −A
∑

n∈Z+λ0

G(θn)

mβ cosh θn
emx cosh θn+imy sinh θn

(
eθn

1

)
,

où sinh θn = 2π
mβn. Le facteur 1/(mβ cosh θn) est introduit pour simplifier les expressions à venir.

De manière analogue, on déduit la forme générale de la solution dans le demi-plan droit:

(1.18) ψx>0(x,y) = A
∑

n∈Z−λ̃

H(θn)

mβ cosh θn
e−mx cosh θn−imy sinh θn

(
−eθn

1

)
.

Im

Re

θ

θ

π/2

−π/2

0

C−

C+

Fig. 3.

Bien sûr, les fonctions G(θ) et H(θ) ne doivent pas crôıtre trop rapidement quand θ → ±∞
pour que les séries (1.17) et (1.18) soient convergentes. De plus, nous supposerons que G(θ)
et H(θ) sont analytiques dans la bande −π

2 − δ < Im θ < π
2 + δ, δ > 0. Dans ce cas, les

représentations (1.17) et (1.18) peuvent être décrites par les intégrales de contour (Fig. 3)

ψx<0(x,y) = A

∫

C−
S
C+

dθ

2π

G(θ)

1 − eimβ sinh θ−2πiλ0
emx cosh θ+imy sinh θ

(
eθ

1

)
,

ψx>0(x,y) = A

∫

C−
S
C+

dθ

2π

H(θ)

1 − e−imβ sinh θ−2πiλ̃
e−mx cosh θ−imy sinh θ

(
−eθ
1

)
.

Si 0 < y < β, on peut déformer les contours C+ et C− continûment en Im θ = π
2 et Im θ = −π

2
respectivement. Ceci permet de construire les prolongements de ψx<0(x,y) et ψx>0(x,y) sur la
bande entière:

ψx<0(x,y) = A

∞∫

−∞

dθ

2π

{
−G(θ + iπ/2)eimx sinh θ−my cosh θ

1 − e−mβ cosh θ−2πiλ0

(
ieθ

1

)
+

+
G(θ − iπ/2)e−imx sinh θ+my cosh θ

1 − emβ cosh θ−2πiλ0

(
−ieθ

1

)}
,
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ψx>0(x,y) = A

∞∫

−∞

dθ

2π

{
−H(θ + iπ/2)e−imx sinh θ+my cosh θ

1 − emβ cosh θ−2πiλ̃

(
−ieθ

1

)
+

+
H(θ − iπ/2)eimx sinh θ−my cosh θ

1 − e−mβ cosh θ−2πiλ̃

(
ieθ

1

)}
.

Ces prolongements cöıncident si deux relations fonctionnelles entre G(θ) et H(θ) sont vraies:

(1.19)
G(θ + iπ/2)

H(θ − iπ/2)
= −1 − e−mβ cosh θ−2πiλ0

1 − e−mβ cosh θ−2πiλ̃
,

(1.20)
G(θ − iπ/2)

H(θ + iπ/2)
= −e2πiλ1

1 − e−mβ cosh θ+2πiλ0

1 − e−mβ cosh θ+2πiλ̃
.

Pour trouver les solutions de ces équations, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1. Soient f(θ) et g(θ) deux fonctions analytiques dans la bande |Im θ| < δ. Si dans

cette bande |f(θ)| = O
(

1
|Re θ|2

)
et |g(θ)| = O(1) pour Re θ → ±∞, les fonctions

(1.21) ν(θ) =

∞∫

−∞

dθ′

2π
tanh(θ′ − θ)f(θ′), η(θ) =

∞∫

−∞

dθ′

2π
sech (θ′ − θ)g(θ′), θ ∈ R

se prolongent analytiquement sur |Im θ| < π
2 +δ. Si de plus |Im θ| < δ, ces prolongements vérifient

les relations

(1.22) ν
(
θ +

iπ

2

)
− ν
(
θ − iπ

2

)
= −if(θ), η

(
θ +

iπ

2

)
+ η
(
θ − iπ

2

)
= g(θ).

� Il est clair que les fonctions ν(θ) et η(θ), définies par(1.21), sont analytiques dans la bande
|Im θ| < π

2 . On peut définir leurs prolongements sur |Im θ| < π
2 + δ comme ceci:

ν(θ)
∣∣∣
Im θ=±π

2

= ∓ i

2
f(θ ∓ iπ

2
) + P

∞∫

−∞

dθ′

2π
coth

(
θ′ − θ ± iπ

2

)
f(θ′),

η(θ)
∣∣∣
Im θ=±π

2

=
1

2
g(θ ∓ iπ

2
) ± i P

∞∫

−∞

dθ′

2π
csch

(
θ′ − θ ± iπ

2

)
g(θ′),

ν(θ)
∣∣∣
π
2
<Im θ<π

2
+δ

= −if
(
θ − iπ

2

)
+

∞∫

−∞

dθ′

2π
tanh(θ′ − θ)f(θ′),

η(θ)
∣∣∣
π
2
<Im θ<π

2
+δ

= g
(
θ − iπ

2

)
+

∞∫

−∞

dθ′

2π
sech(θ′ − θ)g(θ′),

ν(θ)
∣∣∣
−π

2
−δ<Im θ<−π

2

= if
(
θ +

iπ

2

)
+

∞∫

−∞

dθ′

2π
tanh(θ′ − θ)f(θ′),

η(θ)
∣∣∣
−π

2
−δ<Im θ<−π

2

= g
(
θ +

iπ

2

)
+

∞∫

−∞

dθ′

2π
sech(θ′ − θ)g(θ′),
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où, dans les deux premières expressions, le symbole P signifie la valeur principale de Cauchy.
On en déduit le résultat. �

Si nous écrivons les fonctions G(θ) et H(θ) sous la forme

(1.23)

{
G(θ) = − exp

(
πiλ1 − λ1θ + i

2 ν(θ) + 1
2η(θ)

)
,

H(θ) = exp
(
−λ1θ + i

2 ν(θ) − 1
2η(θ)

)
,

les relations fonctionnelles (1.19) et (1.20) se réduisent à (1.22), le choix des fonctions f(θ) et
g(θ) étant

(1.24) f(θ) = ln
1 − e−mβ cosh θ−2πiλ0

1 − e−mβ cosh θ+2πiλ0
− ln

1 − e−mβ cosh θ−2πiλ̃

1 − e−mβ cosh θ+2πiλ̃
,

(1.25) g(θ) = ln
(1 − e−mβ cosh θ+2πiλ0)(1 − e−mβ cosh θ−2πiλ0)

(1 − e−mβ cosh θ+2πiλ̃ )(1 − e−mβ cosh θ−2πiλ̃ )
.

Les branches des logarithmes dans (1.24) et (1.25) sont fixées de telle manière que pour θ ∈ R

leurs parties imaginaires sont dans l’intervalle (−π;π).
Les formules (1.17), (1.18), (1.21) et (1.23)–(1.25) fournissent une solution de l’équation

de Dirac sur le cylindre avec un point marqué, avec la monodromie définie ci-dessus (on peut
revenir au début du paragraphe et vérifier que toutes les manipulations formelles effectuées avec
les fonctions G(θ) et H(θ) peuvent être effectivement faites). Il nous reste une seule chose à
faire: vérifier la condition de normalisation (1.16).

Prenons par exemple le développement (1.18) et appliquons la formule de sommation de
Poisson:

ψx>0(x,y) = A
∑

k∈Z

∞∫

−∞

dθ

2π
H(θ) e−mx cosh θ−im(y+kβ) sinh θ−2πikλ̃

(
−eθ
1

)
.

L’asymptotique de ψ pour |z| → 0 est déterminée par le premier terme (k = 0). Puisque λ1 > 0,
la contribution principale à l’intégrale provient des grandes valeurs de |θ|. Un calcul direct montre
que pour |z| → 0, on a

ψ1(x,y) ∼ − A

2π
e−πiλ1/2+iν∞/2Γ(1 − λ1)(mz/2)

λ1−1,

où

(1.26) ν∞ = lim
θ→+∞

ν(θ) = − 1

2π

∞∫

−∞

dθ

(
ln

1 − e−mβ cosh θ−2πiλ0

1 − e−mβ cosh θ+2πiλ0
− ln

1 − e−mβ cosh θ−2πiλ̃

1 − e−mβ cosh θ+2πiλ̃

)
.

Ainsi la solution construite et l’élément de la base canonique diffèrent seulement d’une constante
qui peut toujours être ramenée à 1 par un choix approprié de A. En résumant tous ces résultats,
on arrive au

Théorème 2.2. L’élément de la base canonique sur le cylindre ayant une seule singularité
est donné par les expressions suivantes:

w(x,y) = A
∑

n∈Z+λ0

eπiλ1+ i
2
ν(θn)+ 1

2
η(θn)

mβ cosh θn
e−λ1θn+mx cosh θn+imy sinh θn

(
eθn

1

)
pour x < 0,

w(x,y) = A
∑

n∈Z−λ̃

e
i
2
ν(θn)− 1

2
η(θn)

mβ cosh θn
e−λ1θn−mx cosh θn−imy sinh θn

(
−eθn

1

)
pour x > 0,
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où les fonctions ν(θ), η(θ) sont définies par

ν(θ) =

∞∫

−∞

dθ′

2π
tanh(θ′ − θ)

(
ln

1 − e−mβ cosh θ′−2πiλ0

1 − e−mβ cosh θ′+2πiλ0
− ln

1 − e−mβ cosh θ′−2πiλ̃

1 − e−mβ cosh θ′+2πiλ̃

)
,

η(θ) =

∞∫

−∞

dθ′

2π
sech (θ′ − θ) ln

(1 − e−mβ cosh θ′+2πiλ0)(1 − e−mβ cosh θ′−2πiλ0)

(1 − e−mβ cosh θ′+2πiλ̃ )(1 − e−mβ cosh θ′−2πiλ̃ )
,

et la constante de normalisation vaut A = −2 sinπλ1 e
−iν∞/2.





1. FONCTION DE GREEN POUR n = 0 27

CHAPITRE 2

Fonction de Green de l’opérateur de Dirac

1. Fonction de Green pour n = 0

Calculons d’abord la fonction de Green sur le cylindre sans singularité. Dans ce cas, le do-
maine de l’opérateur de Dirac est formé des fonctions quasipériodiques ψ(x,y+β) = e2πiλ0ψ(x,y)
et de carré intégrable dans la bande S = {(x,y) : 0 < y < β}. Après transformation de Fourier

ψ̂(ξx,ξy) =
1

(2π)2

∞∫

−∞

dx

β∫

0

dy ψ(x,y) e−i(xξx+yξy), ξx ∈ R, ξy ∈
2π

β
(Z + λ0)

l’opérateur de Dirac et son inverse s’écrivent comme

D =
1

2

(
m −iξ̄
−iξ m

)
, D−1 =

2

m2 + |ξ|2
(
m iξ̄
iξ m

)
,

où ξ = ξx + iξy, ξ̄ = ξx − ξy. Puisque la transformation inverse s’effectue par

ψ(x,y) =
2π

β

∑

ξy

∞∫

−∞

dξx ψ̂(ξx,ξy) e
i(xξx+yξy),

on obtient la formule suivante pour la fonction de Green G0(x− x′,y − y′) :

(2.1) G0(x,y) =
1

πβ

∑

ξy

∞∫

−∞

dξx

(
m iξ̄
iξ m

)
ei(xξx+yξy)

m2 + |ξ|2 .

Dans la suite, il sera commode d’utiliser deux autres représentations de la fonction de Green.
Choisissons par example x > 0 et calculons les intégrales dans (2.1):

(2.2) G0(x,y) =
∑

n∈Z−λ0

e−mx cosh θn−imy sinh θn

β cosh θn

(
1 −eθn

−e−θn 1

)
=

(2.3) = m

∫

C−∪C+

dθ

2π

e−mx cosh θ−imy sinh θ

1 − e−imβ sinh θ−2πiλ0

(
1 −eθ

−e−θ 1

)
.

De façon analogue, pour x < 0 on a

(2.4) G0(x,y) =
∑

n∈Z+λ0

emx cosh θn+imy sinh θn

β cosh θn

(
1 eθn

e−θn 1

)
=

(2.5) = −m
∫

C−∪C+

dθ

2π

emx cosh θ+imy sinh θ

1 − eimβ sinh θ−2πiλ0

(
1 eθ

e−θ 1

)
.
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Nous aurons aussi besoin de l’asymptotique de ces expressions pour x,y → 0. Pour la trouver,
réécrivons (2.1) en utilisant la formule de Poisson:

(2.6) G0(x,y) =
1

2π2

∑

k∈Z

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dξxdξy

(
m iξ̄
iξ m

)
ei(xξx+yξy)+ik(βξy−2πλ0)

m2 + |ξ|2 .

Le terme principal de l’asymptotique provient de l’intégrale correspondant à k = 0 qui représente
la fonction de Green sur le plan. Il est immédiat de vérifier que si |z| → 0, alors

G0(x,y) ∼ −m
π

(
ln |z| 1/z
1/z̄ ln |z|

)
.

Il est très commode d’écrire la fonction de Green sous la forme

G0(z) = 2G(z)J, J =

(
0 i
−i 0

)
,

puisque les lignes de G(z) vérifient l’équation de Dirac (au lieu de son équation adjointe, satisfaite
par les lignes de G0(z)).

2. Propriétés générales de la fonction de Green

Nous commençons par définir le domaine Da,λ de l’opérateur de Dirac Da,λ. La fonction
ψ ∈ Da,λ doit avoir les monodromies e2πiλν (ν = 0, . . . ,n), être de carré intégrable quand
|x| → ∞, et vérifier la condition (voir (1.6))

(2.7)

(
(z − aν)

−λν 0
0 (z̄ − āν)

λν

)
ψ[aν ] ∈ H1[aν ], ν = 1, . . . ,n.

Rappelons que H1[aν ] est l’espace des fonctions qui sont de carré intégrable au voisinage de aν
ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Comme nous l’avons montré dans le chapitre précédent,
l’équation de Dirac Da,λψ = 0 n’a pas de solution dans Da,λ. On peut donc penser à Da,λ comme
étant un opérateur inversible. Le noyau de l’opérateur inverse est appelé la fonction de Green
Ga,λ. Plus précisément, on suppose que la solution de

Da,λψ = ϕ,

peut être écrite sous la forme

(2.8) ψ(z) =

∫

C\b

Ga,λ(z,z′)J ϕ(z′) idz′ ∧ dz̄′.

Alors, on peut essayer de définir la fonction de Green par les conditions suivantes:

• Les colonnes de Ga,λ(z, z′) doivent vérifier l’équation de Dirac DzG
a,λ
·,j (z, z′) = 0 pour

tout z ∈ C\(b ∪ {z′}). Ce sont des fonctions de carré intégrable quand |x| → ∞, ayant
la monodromie e2πiλν (ν = 0, . . . , n) et le comportement (2.7) dans chaque singularité.
Ainsi

(2.9) Ga,λ·,j (z, z′)[aν ] =
∑

k>0

{
a

(ν)
k,j (z′)wk+λν [aν ] + b

(ν)
k,j (z′)w ∗

k−λν [aν ]
}
.

• L’opérateur intégral à noyau Da,λ
z Ga,λ(z, z′) doit “découper” les valeurs de la fonction

ϕ(z). Alors le comportement singulier de Ga,λ(z, z′) pour z → z′ et celui de la fonction
de Green sur le cylindre sans singularité cöıncident:

(2.10) Ga,λ(z, z′) −G(z, z′) ∈ C1(z → z′).
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Remarque. Supposons que la fonction définie par ces conditions existe. Alors elle est unique,

puisque les colonnes de la différence de deux telles fonctions sont évidemment dans W̃a,λ.

Déterminons maintenant de quelle manière Ga,λ(z,z′) dépend de son deuxième argument.
Pour faire cela, définissons la matrice F a,λ(z,z′) satisfaisant les conditions:

• Les lignes F a,λ(z, z′) sont des fonctions de carré intégrable quand |x| → ∞, et qui

vérifient l’équation de Dirac Dz′G
a,λ
j,· (z, z′) = 0 pour tout z′ ∈ C\(b ∪ {z}). Elles ont

la monodromie inverse e−2πiλν (ν = 0, . . . , n), et leur comportement aux points de
branchement est fixé par (2.7):

(2.11) F a,λj,· (z, z′)[aν ] =
∑

k>0

{
α

(ν)
k,j (z)wk−λν [aν ] + β

(ν)
k,j (z)w ∗

k+λν [aν ]
}
.

• Le comportement singulier de F a,λ(z, z′) pour z′ → z cöıncide avec celui de la fonction
de Green “non-perturbée”,

(2.12) F a,λ(z, z′) −G(z, z′) ∈ C1(z′ → z).

En supposant l’existence de Ga,λ(z,z′) (ou F a,λ(z,z′)), démontrons le théorème suivant:

Théorème 2.1. Ga,λ(z,z′) = F a,λ(z,z′).

� On obtient d’abord une relation auxiliaire: si f(z) et g(z) sont des fonctions lisses sur un
ouvert U ⊂ C, alors

(2.13) {Df · Jg − f · JDg} dz ∧ dz̄ =
{
∂z(f2g2) − ∂z̄(f1g1)

}
dz ∧ dz̄ = d(f1g1dz + f2g2dz̄).

Choisissons maintenant deux points distincts x,y /∈ b et posons
{
f(z) = F a,λi,· (x,z),

g(z) = Ga,λ·,j (z,y),

U étant le complémentaire de l’union des disques

(
n⋃
ν=1

Dε(aν)

)
∪ Dε(x) ∪ Dε(y) et de deux

bandes: S′
ε = {(x,y) : 0 ≤ y < ε} et S′′

ε = {(x,y) : β − ε < y ≤ β}. En intégrant (2.13) sur cet
ouvert et en utilisant le théorème de Stokes, on obtient

0 =

n∑

ν=1

∮

∂Dε(aν )

(f1g1dz + f2g2dz̄) +

∮

∂Dε(x)∪∂Dε(y)

(f1g1dz + f2g2dz̄) +

∮

∂S′
ε∪∂S

′′
ε

(f1g1dz + f2g2dz̄) .

L’expression sous ces intégrales est univaluée sur C\a, et alors par passage à la limite ε → 0 la
dernière integrale s’annule. Les intégrales sur ∂Dε(aν) sont nulles aussi, ce qui peut être vérifié

en subsituant à la place de Ga,λ·,j (z,y) et F a,λi,· (x,z) leurs développements locaux, (2.9) et (2.11).
Il reste à calculer

lim
ε→0

{ ∮

∂Dε(x)

F a,λi,1 (x,z)Ga,λ1,j (z,y)dz +

∮

∂Dε(x)

F a,λi,2 (x,z)Ga,λ2,j (z,y)dz̄

}
=

=
i

2π

{
−2πiδi1G

a,λ
1,j (x,y) − 2πiδi2G

a,λ
2,j (x,y)

}
= Ga,λi,j (x,y),

et l’expression analogue,

lim
ε→0

{ ∮

∂Dε(y)

F a,λi,1 (x,z)Ga,λ1,j (z,y)dz +

∮

∂Dε(y)

F a,λi,2 (x,z)Ga,λ2,j (z,y)dz̄

}
= −F a,λi,j (x,y).
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Ainsi nous obtenons finalement que Ga,λi,j (x,y) = F a,λi,j (x,y). �

Remarque. Puisque les colonnes et les lignes de la fonction de Green Ga,λ(z,z′) vérifient
l’équation de Dirac en z et z′ respectivement, les dérivées ∂aµG

a,λ(z,z′) et ∂āµG
a,λ(z,z′) la

vérifient aussi. Ces dérivées ne sont pas singulières quand z → z′. Par contre, leurs développements
locaux sont un peu plus divergents que (2.9) ou (2.11); des relations

{
∂zwl = m

2 wl−1,

∂z̄wl = m
2 wl+1,

{
∂zw

∗
l = m

2 w
∗
l+1,

∂z̄w
∗
l = m

2 w
∗
l−1

on déduit

(2.14) ∂aµG
a,λ
j,· (z,z′)[aν ] = −m

2
δµνα

(ν)
1/2,j(z)w−1/2−λν +

∑

k>0

{
γ

(ν)
k,j (z)wk−λν + γ̃

(ν)
k,j (z)w ∗

k+λν

}
,

(2.15) ∂āµG
a,λ
j,· (z,z′)[aν ] = −m

2
δµνβ

(ν)
1/2,j(z)w

∗
−1/2+λν

+
∑

k>0

{
η

(ν)
k,j (z)wk−λν + η̃

(ν)
k,j (z)w ∗

k+λν

}
.

Alors, si on trouve, par une méthode quelconque, les coefficients α
(ν)
1/2,j(z), β

(ν)
1/2,j(z), ainsi que la

solution de l’équation de Dirac avec le même comportement singulier “excessif”, elle cöıncidera
avec la dérivée correspondante de la fonction de Green.

Soit f(z) une solution multivaluée de l’équation de Dirac dans la bande S = {(x,y) : 0 <
y < β}, qui est de carré intégrable quand |x| → ∞. Nous supposons que les développements
locaux de f(z) au voisinage des points aν (il n’y a pas d’autres singularités!) sont donnés par

f(z)[aν ] =
∑

k

{
a

(ν)
k wk−λν + b

(ν)
k w ∗

k+λν

}
.

De plus, on demande que le nombre de coefficients a
(ν)
k , b

(ν)
k non nuls avec k < 0 soit fini.

Les prolongements de f(z) en haut et en bas à travers les coupures dν (ν = 0, . . . ,n) diffèrent

du facteur de monodromie exp
(
2πi

ν∑
k=0

λk
)
, et alors le produit Ga,λj,· (z,z′)f(z′), étant consideré

comme une fonction de z′, est univalué sur C\a. En utilisant la formule (1.9) et le théorème de
Stokes, on obtient

(2.16)
m

2

∫

C\
S
ν
Dε(aν)

Ga,λj,· (z,z′)f(z′)idz′ ∧ dz̄′ =

(2.17) = −
∑

ν

∮

∂Dε(aν )

Ga,λj,2 (z,z′)f1(z′)idz̄′ −
∮

∂Dε(z)

Ga,λj,2 (z,z′)f1(z′)idz̄′ =

(2.18) =
∑

ν

∮

∂Dε(aν)

Ga,λj,1 (z,z′)f2(z′)idz
′ +

∮

∂Dε(z)

Ga,λj,1 (z,z′)f2(z′)idz
′.

L’intégrale de surface (2.16) ne converge pas pour ε → 0. On peut néanmoins comparer les
asymptotiques de (2.17) et (2.18) pour ε→ 0:

lim
ε→0

(2.17) = − 4

m

∑

ν

∑

k>0

(−1)k+1/2 sinπλν β
(ν)
k,j (z)a

(ν)
−k − iδj2f1(z),
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lim
ε→0

(2.18) =
4

m

∑

ν

∑

k>0

(−1)k+1/2 sinπλν α
(ν)
k,j (z)b

(ν)
−k + iδj1f2(z).

Nous obtenons finalement

(2.19)
∑

ν

∑

k>0

(−1)k+1/2 sinπλν

{
β

(ν)
k,j (z)a

(ν)
−k + α

(ν)
k,j (z)b

(ν)
−k

}
= − im

4

(
δj2f1(z) + δj1f2(z)

)
.

Pour trouver les premiers coefficients des développements de la fonction de Green, on va faire un
choix particulier de f(z′). De manière analogue au chapitre précédent (voir (1.12)), introduisons
n solutions particulières (multivaluées, intégrables quand |x| → ∞) de l’équation de Dirac,
caractérisées par les développements locaux

(2.20) w̃µ(λ)[aν ] = δµνw−1/2+λν [aν ] +
∑

k>0

{
a

(ν)
k (w̃µ(λ))wk+λν [aν ] + b

(ν)
k (w̃µ(λ))w ∗

k−λν [aν ]
}
.

L’existence de la base canonique implique l’existence et l’unicité de telles solutions; ces deux
bases cöıncident si λν > 0 pour tout ν.

Après le remplacement de f(z) par w̃µ(−λ) dans (2.19) on obtient

(2.21)

(
β

(µ)
1/2,1(z)

β
(µ)

1/2,2(z)

)
=

im

4 sinπλµ

(
w̃µ2(z,− λ)

w̃µ1(z,− λ)

)
=

im

4 sinπλµ
w̃∗
µ(z,− λ).

D’autre part, la substitution f(z) = w̃∗
µ(z,λ) dans (2.19) permet d’obtenir une formule pour le

coefficient α
(µ)
1/2,j(z),

(2.22)

(
α

(µ)
1/2,1(z)

α
(µ)
1/2,2(z)

)
=

im

4 sinπλµ
w̃µ(z,λ).

En prenant en considération les remarques précédentes (formules (2.14) et (2.15)), on peut
calculer les dérivées de la fonction de Green en fonction des solutions (2.20):

(2.23) ∂ajG
a,λ(z,z′) = − im2

8 sinπλj
w̃j(z,λ) ⊗ w̃j(z

′,− λ),

(2.24) ∂ājG
a,λ(z,z′) = − im2

8 sinπλj
w̃∗
j (z,− λ) ⊗ w̃∗

j (z
′,λ).

3. Fonction de Green à un point

Maintenant, nous allons utiliser les formules (2.23) et (2.24) pour calculer la fonction de
Green Ga,λ sur le cylindre avec un seul point de branchement {a}. Remarquons que dans le
cas d’une seule singularité, les résultats explicites obtenus pour la base canonique permettent
de trouver les solutions (2.20). Posons par exemple 0 < λ1 <

1
2 . Alors w̃(z,λ) = w(z,λ). En

dérivant les développements locaux, on peut aussi vérifier que

w̃(z,− λ) =
2

m
∂zw(z,1 − λ).

Déterminons Ga,λ(z,z′) si z et z′ apartiennent à la demi-bande gauche: Re z,Re z′ < Re a. En
utilisant les résultats du chapitre précédent, on obtient

(2.25) w̃(z,λ) = −A(λ)
∑

l∈Z+λ0

G(θl;λ)e
m
2

(z−a)eθl+m
2

(z̄−ā)e−θl

mβ cosh θl

(
eθl

1

)
,
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(2.26) w̃(z,− λ) = −A(1 − λ)
∑

n=Z−λ0

G(θn; 1 − λ)eθn+m
2

(z−a)eθn+m
2

(z̄−ā)e−θn

mβ cosh θn

(
eθn

1

)
.

Il est immédiat de vérifier que

A(λ)A(1 − λ) = 4 sin2 πλ1,

(2.27) ν(θ;λ) = −ν(θ; 1 − λ) = −ν(θ;−λ),

η(θ;λ) = η(θ; 1 − λ) = η(θ;−λ).

Substituons les relations (2.25) et (2.26) dans les équations (2.23), (2.24). En intégrant le résultat,
nous obtenons la représentation suivante de la fonction de Green Ga,λ(z,z′):

(2.28) Ga,λ(z,z′) = i sin πλ1

∑

l∈Z+λ0

∑

n∈Z−λ0

G(θl;λ)G(θn; 1 − λ)eθn

mβ2 cosh θl cosh θn
×

×e
m
2
{(z−a)eθl+(z̄−ā)e−θl+(z′−a)eθn+(z̄′−ā)e−θn}

eθl + eθn

(
eθl+θn eθl

eθn 1

)
+ C(z,z′).

La fonction C(z,z′) ne dépend pas de la position de la singularité et est inconnue pour l’instant.
Notons que la somme double dans la partie gauche de la dernière relation converge même si
z = z′. Cela donne une intuition que C(z,z′) peut être égale à la fonction de Green “non-
perturbée”, G(z − z′;λ0). En supposant que c’est vrai, fixons a = 0 et réécrivons (2.28) par les
intégrales de contour

G0,λ(z,z′) = im sinπλ1

∫

C−∪C+

dθ

2π

∫

C−∪C+

dθ′

2π

G(θ;λ)G(θ′; 1 − λ)eθ
′

(1 − eimβ sinh θ−2πiλ0)(1 − eimβ sinh θ′+2πiλ0)
×

(2.29) ×e
m
2
{zeθ+z̄e−θ+z′eθ

′
+z̄′e−θ

′
}

eθ + eθ′

(
eθ+θ

′
eθ

eθ
′

1

)
+G(z − z′;λ0).

De manière analogue, on suppose que si Re z,Re z′ > 0, la fonction de Green G0,λ(z,z′) s’écrit
comme

G0,λ(z,z′) = im sinπλ1

∫

C−∪C+

dθ

2π

∫

C−∪C+

dθ′

2π

H(θ;λ)H(θ′; 1 − λ)eθ
′

(1 − e−imβ sinh θ−2πiλ̃)(1 − e−imβ sinh θ′+2πiλ̃)
×

(2.30) ×e
−m

2
{zeθ+z̄e−θ+z′eθ

′
+z̄′e−θ

′
}

eθ + eθ
′

(
eθ+θ

′ −eθ
−eθ′ 1

)
+G(z − z′; λ̃).

Pour démontrer que les formules (2.29) et (2.30) représentent vraiment la fonction de Green,
nous allons construire leurs prolongements aux valeurs arbitraires z,z′ ∈ C\b, et montrer que ces
prolongements cöıncident.

Nous commençons par la représentation (2.29). A la première étape, on construit son pro-
longement aux valeurs arbitraires de z. Pour cela, déformons les contours d’intégration C− et
C+ en Im θ = −π

2 , Im θ = π
2 respectivement. Après cette procédure, on a

G0,λ(z,z′) −G(z − z′;λ0) = im sinπλ1

∞∫

−∞

dθ

2π

∫

C−∪C+

dθ′

2π

G(θ′; 1 − λ)eθ
′+mx′ cosh θ′+imy′ sinh θ′

1 − eimβ sinh θ′+2πiλ0
×
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×
{
G(θ − iπ/2;λ)e−imx sinh θ+my cosh θ

(1 − emβ cosh θ−2πiλ0)(−ieθ + eθ′)

(
−ieθ+θ′ −ieθ
eθ

′
1

)
−

−G(θ + iπ/2;λ)eimx sinh θ−my cosh θ

(1 − e−mβ cosh θ−2πiλ0)(ieθ + eθ
′
)

(
ieθ+θ

′
ieθ

eθ
′

1

)}
.

Il n’est pas possible de faire la même chose la deuxième fois, car la fonction dans l’intégrale par
rapport à la variable θ′ a un pôle θ′ = θ ± iπ

2 . On peut néanmoins transformer C− et C+ en

contours Cε,θ− et Cε,θ+ montrés sur la Fig. 4, et ensuite considérer la limite quand ε → 0. Alors,
le prolongement de (2.29) à toutes les valeurs de z,z′ ∈ C\b est donné par

G0,λ(z,z′) = im sin πλ1

∑

σ=±1

∞∫

−∞

dθ

2π

∞∫

−∞

dθ′

2π

G(θ + iσπ
2 ;λ)G(θ′ + iσπ

2 ; 1 − λ)eθ
′

(1 − e−σmβ cosh θ−2πiλ0)(1 − e−σmβ cosh θ′+2πiλ0)
×

(2.31) ×e
σm(ix sinh θ−y cosh θ+ix′ sinh θ′−y′ cosh θ′)

eθ + eθ
′

(
−eθ+θ′ σieθ

σieθ
′

1

)
+

−im sinπλ1

∑

σ=±1

∞∫

−∞

dθ

2π
P

∞∫

−∞

dθ′

2π

G(θ + iσπ
2 ;λ)G(θ′ − iσπ

2 ; 1 − λ)eθ
′

(1 − e−σmβ cosh θ−2πiλ0)(1 − eσmβ cosh θ′+2πiλ0)
×

×e
σm(ix sinh θ−y cosh θ−ix′ sinh θ′+y′ cosh θ′)

eθ′ − eθ

(
eθ+θ

′
σieθ

−σieθ′ 1

)
+

1

2

{
G(z − z′;λ0) +G(z − z′; λ̃)

}
.

Les deux derniers termes représentent “les contributions des pôles”, qui peuvent être calculées
en utilisant (2.27) et les représentations contours de la fonction de Green sur le cylindre sans
singularité.

Im

Reθ

π/2

−π/2

0

C+

C−

θ

ε,θ

ε,θ

2ε

2ε

θ

Fig. 4.

Si on répète ces manipulations avec la représentation (2.30) dans la demi-bande droite,
l’expression finale cöıncidera avec (2.31) à cause des relations (1.19) et (1.20), satisfaites par
les fonctions G(θ) et H(θ). Alors les formules (2.29)–(2.31) déterminent vraiment la fonction de
Green G0,λ(z,z′).
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CHAPITRE 3

Fonctions τ

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à des espaces de valeurs au bord de certaines solu-
tions locales de l’équation de Dirac. Ces espaces peuvent être inclus dans une grassmannienne
à dimension infinie. La fonction τ est définie par la trivialisation du fibré det∗ sur cette grass-
mannienne.

1. Sous-espaces Wint(a) et Wext(a)

Considérons un cercle Lx0 = {(x,y)∈C : x = x0}, et notons H
1/2
λ (Lx0) l’espace des fonctions

à valeurs dans C
2, quasipériodiques sur Lx0 . On a notamment g(y + β) = e2πiλg(y) pour g ∈

H
1/2
λ (Lx0). Après transformation de Fourier la fonction g s’écrit comme

g(y) =
2π

β

∑

n∈Z+λ

ĝ(θn)e
imy sinh θn , sinh θn =

2π

mβ
n.

Introduisons deux opérateurs, Q+ et Q−, qui agissent sur H
1/2
λ (Lx0) de la manière suivante:

Q±g(y) =
2π

β

∑

n∈Z+λ

Q±(θn)ĝ(θn)e
imy sinh θn ,

Q+(θ) =
1

2 cosh θ

(
eθ 1
1 e−θ

)
,

Q−(θ) =
1

2 cosh θ

(
e−θ −1
−1 eθ

)
.

Ces opérateurs ont les propriétés des projecteurs,

Q+ +Q− = 1, Q2
+ = Q+, Q2

− = Q−,

et déterminent donc la décomposition H
1/2
λ (Lx0) = H+

λ ⊕H−
λ , où H±

λ = Q±H
1/2
λ (Lx0). On peut

aisément vérifier que

∑

n∈Z+λ

‖Q±(θn)ĝ(θn)‖2 cosh θn =
1

2

∑

n∈Z+λ

|g±(θn)|2,

où (
g+(θn)
g−(θn)

)
=

(
v
1/2
n v

−1/2
n

−v−1/2
n v

1/2
n

)(
ĝ1(θn)
ĝ2(θn)

)
,

vn ≡ v(θn) = eθn .
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Alors, la fonction g s’exprime en composantes de polarisation g±(θn) comme

(3.1) g(y) =
2π

β

∑

n∈Z+λ

eimy sinh θn

2 cosh θn

(
v
1/2
n −v−1/2

n

v
−1/2
n v

1/2
n

)(
g+(θn)
g−(θn)

)
.

Montrons maintenant que les éléments de H−
λ (H+

λ ) représentent les valeurs au bord des
solutions quasipériodiques de l’équation de Dirac dans la demi-bande droite (gauche) x > x0

(x < x0). Pour cela, écrivons l’équation de Dirac sous la forme

(3.2) ∂xψ =

(
−i∂y m
m i∂y

)
ψ.

Si on pose la condition initiale ψ(x0,y) = g(x0,y), avec g(x0,y) ∈ H−
λ (c’est-à-dire, g+(θn) = 0

pour tout n), la solution de (3.2) dans la demi-bande droite est la suivante:

ψx>x0 =
2π

β

∑

n∈Z+λ

eimy sinh θn−m(x−x0) cosh θn

2 cosh θn

(
v
1/2
n −v−1/2

n

v
−1/2
n v

1/2
n

)(
0

g−(θn)

)
.

La convergence de cette série est justifiée par sa convergence pour x = x0. La solution de (3.2)
dans la demi-bande gauche peut être construite à partir d’un élément de H+

λ de façon similaire.
La fonction de Green G(z−z′;λ) sur le cylindre sans singularité permet d’obtenir une formule

utile pour les projections Q±:

Proposition 1.1. Soit Q : H
1/2
λ (Lx0) → H1

λ(C\Lx0) une application définie par

(3.3) (Qg)(z) = i

∫

Lx0

G(z − z′;λ)σz g(y
′)dy′, σz =

(
1 0
0 −1

)
, g ∈ H

1/2
λ (Lx0).

Alors les valeurs au bord Lx0 des restrictions de (Qg)(z) à la demi-bande gauche et droite sont
données par Q+g et −Q−g, respectivement.

� Pour démontrer cette proposition, il faut juste substituer dans (3.3) le développement de
Fourier de g (3.1) et les représentations (2.2), (2.4) de la fonction de Green. �

Supposons que les premières coordonnées des points de branchement soient toutes distinctes.
Alors on peut isoler les coupures b1, . . . ,bn dans les bandes ouvertes S1, . . . ,Sn (Fig. 5). On notera

S l’union
n⋃
j=1

Sj.

Definition 1.2. Considérons le sous-espace de H1(C\S̄) formé des fonctions ψ qui vérifient
sur C\S̄ l’équation de Dirac et les conditions de quasipériodicité correspondantes:

ψ(x,y + β) =





e2πiλ0ψ(x,y) for x < xL1 ,

exp{2πi
k∑
j=0

λj}ψ(x,y) pour xRk < x < xLk+1,

exp{2πi
n∑
j=0

λj}ψ(x,y) pour x > xRn .

Notons Wext l’espace des valeurs au bord de telles fonctions. C’est un sous-espace de l’espace W
des H1/2-fonctions quasipériodiques sur ∂S (toujours à valeurs dans C

2):

(3.4) W = H
1/2
λ0

(LxL1
) ⊕H

1/2
λ0+λ1

(LxR1
) ⊕ . . .⊕H

1/2Pn
k=0 λk

(LxRn ).

De manière analogue, Wint ⊂ W est défini comme l’espace des valeurs au bord des fonctions
g ∈ Da,λ qui vérifient Da,λg = 0 sur S.
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Fig. 5.

La construction de la grassmannienne à dimension infinie, effectuée dans le chapitre suivant,
est fondée essentiellement sur la transversalité des sous-espaces Wext et Wint dans W . On va
donner la preuve de transversalité plus loin; ici, à la place, nous expliquerons comment trouver
les formules explicites pour les projections sur ces sous-espaces. Considérons la restriction g(i) =
g
∣∣
∂LSi∪∂RSi

d’un élément g ∈W au bord de la bande Si. Il est commode de noter

g(i) =

(
g
(i)
R,+

g
(i)
L,−

)
⊕
(
g
(i)
R,−

g
(i)
L,+

)
.

Exemple. Supposons pour un instant que la bande Si ne contienne pas de coupures, c’est-à-dire

les conditions de quasipériodicité pour les fonctions g
(i)
L et g

(i)
R soient les mêmes, par exemple

g
(i)
L (y + β) = e2πiλg

(i)
L (y),

g
(i)
R (y + β) = e2πiλg

(i)
R (y).

Alors l’application

Q̃g(i)(z) = i

∫

∂LSi∪∂RSi

G(z − z′;λ)σz g
(i)(y′)dy′ =

(3.5) =

∫

∂LSi∪∂RSi

G·,1(z − z′;λ)g
(i)
1 (z′)dz′ +G·,2(z − z′;λ)g

(i)
2 (z′)dz̄′

définit une fonction qui vérifie l’équation de Dirac sur Si. Après le calcul simple qui utilise les
représentations de Fourier de g(i) et de la fonction de Green, on obtient la formule explicite:

Q̃g(i)(z) =
2π

β

∑

n∈Z+λ

em(x−xRi ) cosh θn+imy sinh θn

2 cosh θn

(
v
1/2
n −v−1/2

n

v
−1/2
n v

1/2
n

)(
g
(i)
R,+(θn)

0

)
+

+
2π

β

∑

n∈Z+λ

e−m(x−xLi ) cosh θn+imy sinh θn

2 cosh θn

(
v
1/2
n −v−1/2

n

v
−1/2
n v

1/2
n

)(
0

g
(i)
L,−(θn)

)
.
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En passant aux valeurs au bord, on voit que Q̃ induit une application sur W . Elle est donnée
par

Q̃ :

(
g
(i)
R,+

g
(i)
L,−

)
⊕
(
g
(i)
R,−

g
(i)
L,+

)
7→
(
g
(i)
R,+

g
(i)
L,−

)
⊕
(

0 ω̂
ω̂ 0

)(
g
(i)
R,+

g
(i)
L,−

)
,

où, dans la représentation de Fourier, (ω̂g)(θn) = e−m(xRi −x
L
i ) cosh θng(θn). De plus, Q̃ est une

projection sur l’espace des solutions de l’équation de Dirac sur Si. Si g
(i)
L et g

(i)
R représentent

les valeurs au bord d’une fonction f appartenant à cet espace, la 1-forme dans (3.5) est fermée,
et alors on peut contracter le contour d’intégration en un petit cercle autour de z. En utilisant
l’asymptotique de la fonction de Green pour z′ → z, on obtient Q̃f(z) = f(z).

La généralisation de cet exemple à la bande contenant une coupure nous conduit au résultat
principal de ce chapitre:

Théorème 1.3. Soit Ga,λ(z,z′) la fonction de Green à un point 1 qui a été calculée dans le
chapitre précédent. Soient a ∈ S′, S′ = {(x,y) ∈ C : xL < x < xR}. Considérons une fonction g

sur ∂S′, qui vérifie g
∣∣
∂LS′ ∈ H

1/2
λ0

(∂LS′), g
∣∣
∂RS′ ∈ H

1/2

λ̃
(∂RS′). Alors l’application

(3.6) PS′(a)g(z) =

∫

∂LS′∪∂RS′

Ga,λ·,1 (z,z′)g1(z
′)dz′ +Ga,λ·,2 (z,z′)g2(z

′)dz̄′

définit une projection sur l’espace des fonctions f ∈ Da,λ qui vérifient Da,λf = 0 sur S′. L’ap-
plication des valeurs au bord induite est donnée par la formule suivante:

(3.7) PS′(a) :

(
gR,+
gL,−

)
⊕
(
gR,−
gL,+

)
7→
(
gR,+
gL,−

)
⊕
(
α̂ β̂

γ̂ δ̂

)(
gR,+
gL,−

)
,

où

(α̂g)(θl) =
2 sin πλ1

β

∑

n∈Z+λ̃

(vlvn)
λ1+ 1

2

1 + vl vn

e−m(xR−ax)(cosh θl+cosh θn)−imay(sinh θl−sinh θn)

cosh θn
×

(3.8) ×e− i
2
(νl+νn)− 1

2
(ηl+ηn)g(θn), l ∈ Z + λ̃,

(β̂g)(θl) =
2e−πiλ1 sinπλ1

β

∑

n∈Z+λ0

e−m(xR−ax) cosh θl+m(xL−ax) cosh θn−imay(sinh θl−sinh θn)

cosh θn
×

(3.9) ×v
λ1+ 1

2
l v

−λ1+ 1
2

n

vl − vn
e−

i
2
(νl−νn)− 1

2
(ηl−ηn)g(θn), l ∈ Z + λ̃,

(γ̂g)(θl) = −2eπiλ1 sinπλ1

β

∑

n∈Z+λ̃

em(xL−ax) cosh θl−m(xR−ax) cosh θn−imay(sinh θl−sinh θn)

cosh θn
×

(3.10) ×v
−λ1+ 1

2
l v

λ1+ 1
2

n

vl − vn
e
i
2
(νl−νn)+ 1

2
(ηl−ηn)g(θn), l ∈ Z + λ0,

1. Ici on note a un point, et pas un ensemble (a1, . . . ,an). J’espère que cet abus de notation n’obscurcira
pas l’exposé.
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(δ̂g)(θl) =
2 sinπλ1

β

∑

n∈Z+λ0

(vlvn)
−λ1+ 1

2

1 + vl vn

em(xL−ax)(cosh θl+cosh θn)−imay(sinh θl−sinh θn)

cosh θn
×

(3.11) ×e i2 (νl+νn)+ 1
2
(ηl+ηn)g(θn), l ∈ Z + λ0,

et νl = ν(θl;λ), ηl = η(θl;λ).

� L’obtention de (3.6)–(3.11) s’effectue de manière analogue à l’exemple précédent et utilise
deux autres représentations (en plus de (2.28–2.30)) de la fonction de Green:
(3.12)

Ga,λ(z,z′) = i sinπλ1

∑

l∈Z+λ0

∑

n∈Z+λ̃

G(θl;λ)H(θn; 1 − λ)

mβ2 cosh θl cosh θn

eθn+m(x−ax) cosh θl+im(y−ay) sinh θl

eθl − eθn
×

×e−m(x′−ax) cosh θn−im(y′−ay) sinh θn

(
−eθl+θn eθl

−eθn 1

)
pour x < ax < x′,

(3.13)

Ga,λ(z,z′) = i sinπλ1

∑

l∈Z+λ0

∑

n∈Z+λ̃

G(−θl;λ)H(−θn; 1 − λ)

mβ2 cosh θl cosh θn

e−θn−m(x−ax) cosh θl+im(y−ay) sinh θl

e−θl − e−θn
×

×em(x′−ax) cosh θn−im(y′−ay) sinh θn

(
−e−θl−θn −e−θl
e−θn 1

)
pour x > ax > x′.

En appliquant le théorème de Stokes pour démontrer la propriété de projection, il faut trans-
former le contour d’intégration dans (3.6) en deux petits cercles, autour de z et a. En utilisant
les développements (1.7), (2.11) des solutions multivaluées locales de l’équation de Dirac, on en
déduit aisément que la deuxième intégrale s’annule. �

Remarque. Choisissons dans H
1/2
λ (L) une famille orthonormée complète {ϕk}, par exemple,

ϕk =
1√
β
eimy sinh θk , k ∈ Z + λ.

Avec ces fonctions, on peut calculer les normes de Schmidt de α̂, β̂, γ̂, δ̂ et montrer qu’elles sont
toutes finies. Par exemple,

‖β̂‖ 2
2 =

∑

n,n′∈Z

|〈β̂ϕn+λ0 ,ϕn′+λ̃〉|2 =
∑

l∈Z+λ̃

∑

n∈Z+λ0

|β̂(θl,θn)|2,

où β̂(θl,θn) représente le “noyau” de β̂. Cette somme converge rapidement à cause des facteurs

exponentiels e−m(xR−ax) cosh θl et em(xL−ax) cosh θn dans β̂(θl,θn). Nous remarquons néanmoins que

par passage à la limite β → ∞, quand α̂, β̂, γ̂, δ̂ deviennent des opérateurs intégraux, β̂ et γ̂ ne
sont plus dans la classe de Schmidt à cause des singularités dans leurs noyaux.

Nous esquissons maintenant la preuve de transversalité des sous-espaces Wint et Wext dans
W , en suivant étroitement l’article de Palmer [25]. Supposons que f ∈W se décompose comme
f = g+h, avec g ∈Wint et h ∈Wext. Le théorème 1.1 garantit l’unicité de cette décomposition,
car les éléments de Wint ∩Wext représentent les valeurs au bord des fonctions appartenants à

W̃a,λ. Il ne reste à démontrer que l’existence.
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Pour que g soit dans Wint, il suffit de satisfaire les conditions

(3.14)

(
g
(i)
R,−

g
(i)
L,+

)
=

(
α̂i β̂i
γ̂i δ̂i

)(
g
(i)
R,+

g
(i)
L,−

)
,

où α̂i, β̂i, γ̂i, δ̂i s’obtiennent à partir des α̂, β̂, γ̂, δ̂ par la substitution

xL → xLi , xR → xRi , a→ ai,

λ0 →
i−1∑

k=0

λk, λ̃→
i∑

k=0

λk.

Les autres relations résultent du fait que h ∈ Wext. En effet, h
(1)
L est la valeur au bord d’une

solution de l’équation de Dirac dans la demi-bande gauche x < xL1 ; h
(n)
R doit représenter la valeur

au bord d’une solution dans la demi-bande droite x > xRn . Cela implique deux relations:

(3.15) h
(1)
L,− = 0, h

(n)
R,+ = 0.

Ensuite, d’après l’exemple qu’on a considéré, les fonctions h
(i)
R et h

(i+1)
L sont les valeurs au bord

d’une solution dans xRi < x < xLi+1, si

(3.16) h
(i+1)
L,− = ω̂ih

(i)
R,−, h

(i)
R,+ = ω̂ih

(i+1)
L,+ , i = 1, . . . ,n− 1,

où ω̂i s’obtient de ω̂ en substituant

xLi → xRi , xRi → xLi+1, λ→
i∑

k=0

λk.

On peut transformer (3.15) et (3.16) en des conditions sur g. En utilisant (3.14) pour éliminer

tout g
(i)
R,− et g

(i)
L,+, nous obtenons un système d’équations,

(3.17) g
(i)
R,+ − ω̂i

(
γ̂i+1g

(i+1)
R,+ + δ̂i+1g

(i+1)
L,−

)
= f

(i)
R,+ − ω̂if

(i+1)
L,+ , i = 1, . . . ,n− 1,

(3.18) g
(i+1)
L,− − ω̂i

(
α̂ig

(i)
R,+ + β̂ig

(i)
L,−

)
= f

(i+1)
L,− − ω̂if

(i)
R,−, i = 1, . . . ,n− 1,

(3.19) g
(1)
L,− = f

(1)
L,−, g

(n)
R,+ = f

(n)
R,+.

En introduisant la notation

Ui = −
(
ω̂iγ̂i+1 ω̂iδ̂i+1

0 0

)
, Vi = −

(
0 0

ω̂iα̂i ω̂iβ̂i

)
, i = 1, . . . ,n− 1,

g̃j =

(
g
(j)
R,+

g
(j)
L,−

)
, Fk =

(
f

(k)
R,+ − ω̂kf

(k+1)
L,+

f
(k)
L,− − ω̂k−1f

(k−1)
R,−

)
, j = 1, . . . ,n, k = 2, . . . ,n− 1,

F1 =

(
f

(1)
R,+ − ω̂1f

(2)
L,+

f
(1)
L,−

)
, Fn =

(
f

(n)
R,+

f
(n)
L,− − ω̂n−1f

(n−1)
R,−

)
,
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on peut réécrire le système (3.17)–(3.19) sous la forme

(3.20)




1 U1 0 . 0
V1 1 U2 . 0
0 V2 1 . .
. . . . Un−1

0 0 . Vn−1 1







g̃1
.
.
.
g̃n




=




F1

.

.

.
Fn



.

L’opérateur dans la partie gauche de la formule (3.20) représente une perturbation compacte
de l’identité, et est donc un opérateur de Fredholm d’indice zéro. Puisqu’à chaque élément non
trivial de son noyau il est possible d’associer un élément non trivial de Wint ∩Wext, le noyau
est nécessairement {0}. Ainsi cet opérateur est inversible et peut être utilisé pour construire la
décomposition f = g + h explicitement.

2. Grassmannienne, fibré det∗ et sa trivialisation

Introduisons d’abord quelques définitions importantes. Nous nous basons essentiellement sur
le livre [33] de Segal et Wilson (l’application des grassmanniennes aux systèmes intégrables et
à la théorie quantique des champs est expliquée dans [21, 29, 37]).

Definition 2.1. Soit H un espace de Hilbert complexe, muni d’une décomposition H =
H+ ⊕H−. La grassmannienne Gr(H) est l’ensemble de tous les sous-espaces fermés V ⊂ H tels
que

– la projection pr+ : V → H+ le long de H− est un opérateur de Fredholm;

– la projection pr− : V → H− le long de H+ est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

La première condition signifie que les codimensions de V ∩H+ dans V et dans H+ sont finies.
Les composantes connexes de la grassmannienne se distinguent par la valeur de l’indice de pr+;
nous allons considérer uniquement la composante Gr0(H), qui correspond à l’indice zéro.

Definition 2.2. L’application linéaire inversible v : H+ → V est appelée le cadre admissible
pour l’espace V ∈ Gr0(H), si pr+ ◦ v : H+ → H+ est une perturbation à trace de l’identité. La
fibre du fibré det∗ au-dessus de V est formée des classes d’équivalence des paires (v,α), où v est
un cadre admissible, α est un nombre complexe et (v1,α1) ∼ (v2,α2) si α1 = α2 det

(
v−1
2 v1

)
. La

section canonique du fibré det∗ est définie comme σ : V 7→
(
v,det (pr+ ◦ v)

)
.

Dans les travaux de Segal et Wilson, et presque dans tous les articles subséquents sur ce
sujet, l’espace de Hilbert H était formé des fonctions de carré intégrable sur le cercle unitaire
S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, H+ et H− étant engendrés par les éléments {zk} avec k ≥ 0 et k < 0,
respectivement.

Nous nous intéressons à un modèle plus compliqué de la grassmannienne. On identifie H
avec l’espace W (voir (3.4)) des fonctions à valeurs dans C

2, qui sont quasipériodiques et de
carré intégrable sur ∂S. Fixons une collection de points a0 = (a0

1, . . . ,a
0
n) telle que a0

j ∈ Sj,

j = 1, . . . ,n. Alors on peut définir la grassmannienne Gr(W ) par rapport à la décomposition
W = Wint(a

0)⊕Wext. L’observation décisive, analogue à celle de Palmer [25], est que Wint(a) ∈
Gr0(W ).

Introduisons maintenant deux cadres admissibles pour le sous-espace Wint(a). Le premier,
que l’on notera P (a) : Wint(a

0) → Wint(a), représente la projection de Wint(a
0) sur Wint(a)

le long de Wext. Il est facile de comprendre que P (a) est l’inverse de pr+. Alors la section
canonique s’écrit comme σ : Wint(a) 7→ (P (a),1). Le deuxième cadre, F (a) : Wint(a

0) →Wint(a),
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est la restriction à Wint(a
0) de la somme directe des projections associées à un point (3.6)-

(3.7): F (a) =
(
PS1(a1) ⊕ . . . ⊕ PSn(an)

)∣∣∣
Wint(a0)

. Il définit une deuxième section (trivialisante)

ϑ : Wint(a) 7→ (F (a),1). Le déterminant de l’opérateur de Dirac Da,λ, autrement dit la fonction
τ , est déterminé de la comparaison de ces deux sections,

(3.21) τ(a,a0) =
σ(Wint(a))

ϑ(Wint(a))
= det

(
P (a)−1F (a)

)
.

Remarque. L’origine de cette idée est l’article [24], où la fonction τ isomonodromique, associée
à un système fuchsien sur CP

1, a été interpretée comme déterminant d’un opérateur de Cauchy-
Riemann avec le domaine contenant des fonctions multivaluées.

Pour trouver une forme plus explicite de τ(a,a0), nous utilisons quelques résultats et nota-
tions du paragraphe précédent. Supposons que f ∈Wint(a

0), g ∈Wint(a), alors

(3.22) f (j) = f̃j ⊕Nj

(
a0
)
f̃j, g(j) = g̃j ⊕Nj(a) g̃j , Nj(a) =

(
α̂j(a) β̂j(a)

γ̂j(a) δ̂j(a)

)
.

Les fonctions f et g peuvent être représentées par les colonnes

f = (f̃1 . . . f̃n)
T , g = (g̃1 . . . g̃n)

T .

Dans ces coordonnées, l’application F (a) : Wint(a
0) → Wint(a) est donnée par la matrice iden-

tité. Pour obtenir la représentation de P (a)−1, il faut trouver pour tout g ∈Wint(a) une fonction
f ∈ Wint(a

0) telle que g = f − h avec h ∈ Wext. Cela revient au même calcul qu’on a déjà fait
ci-dessus en dérivant (3.20). En utilisant la condition additionnelle (3.22) sur f , on obtient
finalement

(1 +M(a)) g =
(
1 +M(a0)

)
f,

où

M(a) =




0 U1(a) 0 . 0
V1(a) 0 U2(a) . 0

0 V2(a) 0 . .
. . . . Un−1(a)
0 0 . Vn−1(a) 0



.

Alors, la fonction τ est donnée par

(3.23) τ(a,a0) = det
{

(1 +M(a))
(
1 +M(a0)

)−1
}
.

En effet, on peut en déduire une représentation encore plus explicite. Introduisons la matrice

M̃(a) =




0 Ũ1(a) 0 . 0

Ṽ1(a) 0 Ũ2(a) . 0

0 Ṽ2(a) 0 . .

. . . . Ũn−1(a)

0 0 . Ṽn−1(a) 0




avec

Ũj =

(
−ω̂jγ̂j+1 0

0 0

)
, Ṽj =

(
0 0

0 −ω̂jβ̂j

)
, j = 1, . . . ,n− 1.

La matrice 1+ M̃ (a) est le produit d’une matrice triangulaire supérieure par une matrice trian-
gulaire inférieure à diagonales unités. On obtient ainsi

det

{(
1 + M̃(a0)

)(
1 + M̃(a)

)−1
}

= 1.
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En multipliant la partie droite de (3.23) par ce déterminant, on obtient

τ(a,a0) = det
{(

1 + M̃(a)
)−1

(1 +M(a))
(
1 +M(a0)

)−1 (
1 + M̃ (a0)

)}
=

τ(a)

τ(a0)
,

où

(3.24) τ(a) = det
{(

1 + M̃(a)
)−1

(1 +M(a))
}
.

Exemple. Considérons la situation non triviale la plus simple, quand il n’y a que deux points
de branchement sur le cylindre. Notons

λ̃ = λ0 + λ1, λ̄ = λ0 + λ1 + λ2,

ax = (a2)x − (a1)x, ay = (a2)y − (a1)y.

Dans le cas n = 2 la matrice inverse
(
1 + M̃(a)

)−1
est particulièrement simple,

(
1 + M̃(a)

)−1
=

(
1 −Ũ1(a)

−Ṽ1(a) 1

)
.

En utilisant cette formule, on peut montrer que la fonction τ à deux points s’écrit comme

(3.25) τ(a) = det (1 −K) ,

où l’opérateur K = ω̂1α̂1ω̂1δ̂2 est donné par une matrice à dimension infinie avec les éléments

(3.26) Kmn =
4 sin πλ1 sinπλ2

β2

(vmvn)
λ1−λ2+1

2

√
cosh θm cosh θn

×

×
∑

l∈Z+λ̃

vλ1−λ2+1
l e−m|ax|

cosh θm+2 cosh θl+cosh θn
2

+imay
sinh θm−2 sinh θl+sinh θn

2
+
ρ(θm)+2ρ(θl)+ρ(θn)

2

(1 + vmvl)(1 + vlvn) cosh θl
.

Les indices ont les valeurs m,n ∈ Z + λ̃ et

2ρ(θ) = η(θ; λ̃,λ̄) − η(θ;λ0,λ̃) + iν(θ; λ̃,λ̄) − iν(θ;λ0,λ̃).

On peut aussi réécrire K comme

K = 4 sin πλ1 sinπλ2 · V V T ,

Vmn =
1

β

(vmvn)
λ1−λ2+1

2 e−m|ax|
cosh θm+cosh θn

2
+imay

sinh θm−sinh θn
2

+ ρ(θm)+ρ(θn)
2

√
cosh θm cosh θn(1 + vmvn)

, m,n ∈ Z + λ̃.

Ces formules explicites pour la fonction τ représentent, dans un certain sens, une récompense
pour le travail technique accompli en calculant l’élément de la base canonique sur le cylindre
avec un point marqué (Théorème 2.2). Il serait intéressant de les comparer avec les fonctions de
corrélation des champs de la monodromie, qui ont été obtenus dans [5] pour la théorie de Dirac
régularisée sur réseau.

Remarquons que la réponse finale (3.25)–(3.26) pour la fonction τ à deux points ne dépend
pas du choix de la localisation (coordonnées des côtés des bandes S1, . . . ,Sn). Montrons que c’est
vrai même dans le cas général.
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Proposition 2.3. Les dérivées logarithmiques de la fonction τ (3.21) sont données par

(3.27) d ln τ(a,a0) =
m

2

n∑

ν=1

{
a

(ν)
1/2(w̃ν(λ)) daν + a

(ν)
1/2(w̃ν(−λ)) dāν

}
.

� Considérons la fonction de Green à n points, Ga,λ(z,z′), et construisons une application

P̃ (a) : W →Wint(a) de la façon suivante:

(3.28) P̃ (a)f(z) =

∫

∂S

Ga,λ·,1 (z,z′)f1(z
′)dz′ +Ga,λ·,2 (z,z′)f2(z

′)dz̄′.

On peut aisément montrer que cette application définit la projection sur Wint(a) le long de Wext.
Effectivement, utilisons la transversalité et écrivons la fonction f(z) ∈ W comme f = g + h,

avec g ∈ Wint(a) et h ∈ Wext. La forme sous l’intégrale P̃ (a)g(z) est fermée, alors on peut
contracter chaque pièce ∂Sµ du contour d’intégration en deux petits cercles, autour de z et aµ.

En calculant les résidus, nous obtenons P̃ (a)g(z) = g(z). De manière analogue, on montre aussi

que P̃ (a)h(z) = 0.
Il est clair que le cadre admissible P (a) : Wint(a

0) → Wint(a) et la projection pr+ : Wint(a) →
Wint(a

0) sont les restrictions

P (a) = P̃ (a)
∣∣∣
Wint(a0)

, pr+ = P̃ (a0)
∣∣∣
Wint(a)

.

De façon analogue, considérons l’application F̃ (a) : W → Wint(a), définie comme la somme

directe des projections à un point, F̃ (a) = PS1(a1)⊕ . . .⊕PSn(an). Le deuxième cadre admissible

utilisé ci-dessus, F (a) : Wint(a
0) →Wint(a), est la restriction F (a) = F̃ (a)

∣∣∣
Wint(a0)

. Son inverse,

qu’on va noter F (a0) : Wint(a) →Wint(a
0), est donné par F (a0) = F̃ (a0)

∣∣∣
Wint(a)

.

Ainsi en dérivant (3.21), on obtient

d ln τ(a,a0) = −Tr
{
d
(
F (a)−1P (a)

)
P (a)−1F (a)

}
=

= −Tr
{
F (a0)d(P (a))pr+F (a)

}
.

Nous rappelons que les traces dans la dernière formule, et également le déterminant dans (3.21),

se calculent sur le sous-espace Wint(a
0). Cependant, puisque l’image de F (a0) et F̃ (a0) est

Wint(a
0), on peut oublier cette restriction et remplacer sous la dernière trace P (a) par P̃ (a),

F (a) par F̃ (a), pr+ par P̃ (a0) et F (a0) par F̃ (a0). De plus, si nous utilisons les relations

P̃ (a)(1 − P̃ (a0)) = 0,

F̃ (a)(1 − F̃ (a0)) = 0,

la trace devient

d ln τ(a,a0) = −Tr
W

{
F̃ (a0)d(P̃ (a))P̃ (a0)F̃ (a)

}
= −Tr

W

{
d(P̃ (a))F̃ (a)

}
.

En prenant en considération la forme explicite (3.28) de P̃ (a) et les formules (2.23)–(2.24)

pour les dérivées de la fonction de Green, on peut montrer que dP̃ (a) est un opérateur intégral
à noyau dégénéré. Par exemple,

∂aν ln τ(a,a0) =
im2

8 sin πλν

n∑

µ=1

∫

∂Sµ

{(
w̃ν(z, − λ)

)
1

(
PSµ(aµ)w̃ν(z,λ)

)
1
dz+
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+
(
w̃ν(z,− λ)

)
2

(
PSµ(aµ)w̃ν(z,λ)

)
2
dz̄
}
.

En appliquant le théorème de Stokes encore une fois, on contracte chaque contour ∂Sµ à un
petit cercle autour de aµ. L’intégrale est déterminée par la contribution d’un seul cercle, autour
de aν , qui peut être calculée en utilisant l’asymptotique de la fonction de Green à un point. A
la fin de ce calcul, on trouve

∂aν ln τ(a,a0) =
m

2
a

(ν)
1/2(w̃ν(λ)),

∂āν ln τ(a,a0) =
m

2
a

(ν)
1/2(w̃ν(−λ)),

d’où le résultat. �
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CHAPITRE 4

Equations de déformation

Nous obtenons maintenant les équations différentielles satisfaites par les éléments (2.20),
en exploitant l’idée qui a déjà été utilisé pour calculer la dérivée de la fonction de Green. Par
exemple, considérons la solution w̃µ(λ) et dérivons la par rapport à aρ. On obtient encore une
solution de l’équation de Dirac, mais ses développements locaux aux points de branchement sont
encore plus singuliers:

∂aρw̃µ(λ)[aν ] =
∑

k>0

{
∂aρa

(ν)
k (w̃µ(λ)) wk+λν [aν ] + ∂aρb

(ν)
k (w̃µ(λ)) w ∗

k−λν [aν ]
}
−

−m
2
δρν

[
δµνw−3/2+λν [aν ] +

∑

k>0

{
a

(ν)
k (w̃µ(λ)) wk−1+λν [aν ] + b

(ν)
k (w̃µ(λ)) w ∗

k+1−λν [aν ]
}]

.

En ajoutant une combinaison linéaire des {w̃η(λ)}, {∂zw̃η(λ)} et {∂z̄w̃η(λ)} (η = 1, . . . ,n) à
cette expression, on peut supprimer les termes “additionnels” du type w−3/2+λν et w−1/2+λν .

Alors la fonction qu’on obtient est nulle identiquement, puisqu’elle appartient à W̃a,λ. Cette
observation se traduit de manière générale par l’équation

(4.1) da,ā~w(λ) = (Φ ∂z + Φ∗∂z̄ + Ψ) ~w(λ).

Ici on note da,ā =
n∑
j=1

(daj ·∂aj+dāj ·∂āj ) la différentielle par rapport aux positions des singularités,

Φ, Φ∗ et Ψ sont des 1-formes à valeurs dans les matrices n× n, et ~w(λ) = (w̃1(λ) . . . w̃n(λ))T .
Introduisons la notation

(4.2) Cj =
[
a

(ν)
j+1/2(w̃µ(λ))

]
µ,ν=1,...,n

, C ∗
j =

[
b
(ν)
j−1/2(w̃µ(λ))

]
µ,ν=1,...,n

, j ∈ Z.

En particulier, on a C0 = 1 et Cj = C ∗
j = 0 pour j < 0. Le système (4.1), étant réécrit en

termes des {Cj}, {C ∗
j }, se réduit à

(4.3) dCj −
m

2
Cj+1dA− m

2
Cj−1dĀ =

m

2
ΦCj+1 +

m

2
Φ∗Cj−1 + ΨCj,

(4.4) dC ∗
j − m

2
C ∗
j−1dA− m

2
C ∗
j+1dĀ =

m

2
ΦC ∗

j−1 +
m

2
Φ∗C ∗

j+1 + ΨC ∗
j ,

où dA = (δµνdaν)µ,ν=1,...,n et dĀ = (δµνdāν)µ,ν=1,...,n.
Notons que les coefficients des développements vérifient certaines relations algébriques. Pour

les trouver, considérons d’abord deux solutions multivaluées de l’équation de Dirac, u et v,
qui sont de carré intégrable quand |x| → ∞ et qui ont les développements locaux (1.3) aux
singularités. On va admettre qu’il existe un nombre négatif semi-entier k0 tel que

a
(ν)
k (u) = b

(ν)
k (u) = a

(ν)
k (v) = b

(ν)
k (v) = 0, ν = 1, . . . ,n,
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pour tout k < k0. En utilisant (1.9) et le théorème de Stokes, calculons l’intégrale

m2

2

∫

C\
S
ν
Dε(aν )

(ū1v1 + ū2v2) idz ∧ dz̄ = im

∮

S
ν
∂Dε(aν )

ū2v1 dz = −im
∮

S
ν
∂Dε(aν )

ū1v2 dz̄

en deux façons différentes. En comparant les asymptotiques des intégrales au bord correspon-
dants pour ε→ 0, on obtient

(4.5)

n∑

ν=1

∑

k∈Z+ 1
2

{
b
(ν)
k (u) a

(ν)
−k(v) − a

(ν)
−k(u) b

(ν)
k (v)

}
(−1)k−1/2 sinπλν = 0.

Si on pose maintenant u = w̃µ, v = w̃ρ, alors (4.5) implique la relation (analogue à (1.13))

b
(ρ)
1/2(w̃µ) sinπλρ = b

(µ)
1/2(w̃ρ) sinπλµ,

ou, en notation matricielle,

(4.6) C ∗
0 sinπΛ =

[
C ∗

0 sinπΛ
]T
, Λ = (δµνλν)µ,ν=1,...,n .

D’autre part, la substitution u = w̃µ(λ), v = w̃∗
ν(−λ) nous donne

(4.7) C1(λ) sin πΛ = [C1(−λ) sinπΛ]T .

Remarquons finalement que les “coordonnées” du vecteur ∂z̄ ~w(λ)− m
2 C

∗
0 (λ) ~w∗(−λ) appar-

tiennent à W̃a,λ et doivent alors s’annuler. Cela implique deux relations additionnelles,

(4.8) C ∗
0 (λ)C1(−λ) = C ∗

1 (λ), C ∗
0 (λ)C ∗

0 (−λ) = 1.

Il est clair que pour λµ, λν positifs w̃µ(λ),w̃ν(λ) ∈ Wa,λ, et alors on peut calculer le produit
scalaire:

〈w̃µ(λ),w̃ν(λ)〉 = −4 b
(ν)
1/2(w̃µ(λ)) sinπλν .

Par conséquent, la sous-matrice de C ∗
0 (λ) sin πΛ, associée aux indices correspondants aux {λρ}

positifs, est définie négative. De manière similaire, on obtient

〈w̃∗
µ(−λ),w̃∗

ν(−λ)〉 = 4b
(µ)
1/2(w̃ν(−λ)) sinπλµ

pour λµ, λν négatifs. En combinant cette formule avec la deuxième relation dans (4.8), on peut

montrer que la sous-matrice de (C ∗
0 (λ))−1 sinπΛ, qui correspond aux indices “négatifs”, est

définie positive.
Revenons aux équations de déformation (4.3) et (4.4). Pour déterminer les formes matricielles

inconnues Φ et Φ∗, posons j = −1. On trouve alors

(4.9) Φ = −dA, Φ∗ = −C ∗
0 dĀ (C ∗

0 )−1 .

En considérant le cas j = 0, on peut calculer Ψ et obtenir une équation matricielle:

(4.10) Ψ =
m

2
[dA,C1] = dC ∗

0 (C ∗
0 )−1 +

m

2

[
C ∗

0 dĀ (C ∗
0 )−1 ,C ∗

1 (C ∗
0 )−1

]
.

Pour j = 1, les coefficients d’ordre supérieur apparaissent. Néanmoins, la partie “anti-holomorphe”
de (4.3) et la partie “holomorphe” de (4.4) ne contiennent que les coefficients qui sont déjà en-
gagés:

(4.11) dāC1 +
m

2

[
C ∗

0 dĀ, (C
∗
0 )−1

]
= 0,

(4.12) daC
∗
1 +

m

2
[dA,C ∗

0 ] − m

2
[dA,C1]C

∗
1 = 0,
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où da =
n∑
j=1

daj · ∂aj et dā =
n∑
j=1

dāj · ∂āj . De plus, la partie diagonale de (4.3) implique

(4.13) da diagC1 =
m

2
diag ([dA,C1]C1) .

Pour écrire les équations de déformation sous une forme plus compacte et standard, intro-
duisons la notation

(4.14) G = C ∗
0 sinπΛ, Θ =

m

2
[dA,C1], Θ† = Θ̄T .

En utilisant les relations de symétrie (4.6)–(4.8), on peut transformer (4.10) en

(4.15) dG = ΘG+GΘ†.

Au lieu des équations (4.11) et (4.12), nous obtenons deux relations conjuguées

(4.16) dā C1 =
m

2
[dĀ,G]G−1, da C1 =

m

2
[dA,G]G

−1
,

et la dernière équation (4.13) s’écrit comme

(4.17) da diagC1 = diag (ΘC1).

On en déduit aisément de (4.14) et (4.15) que detG = const. Il est aussi très instructif de
vérifier que la forme

Ω =
m

2

n∑

ν=1

{
a

(ν)
1/2(w̃ν(λ)) daν + a

(ν)
1/2(w̃ν(−λ)) dāν

}
=
m

2
Tr (C1dA+ C1dĀ),

qui se trouve dans la partie droite de (3.27), est fermée, en utilisant uniquement les équations
de déformation. Effectivement,

dΩ =
m

2
Tr
(
ΘC1 ∧ dA+

m

2
[dĀ,G]G−1 ∧ dA+ ΘC1 ∧ dĀ+

m

2
[dA,G]G

−1 ∧ dĀ
)

=

= −m
2

4
Tr
(
C1dA ∧ C1dA+ C1dĀ ∧C1dĀ+GdĀ ∧G−1dA+GdA ∧G−1

dĀ
)

= 0,

et alors la forme Ω est vraiment la différentielle d’une fonction.

Exemple. En guise d’une illustration, calculons la forme explicite des équations de déformation
dans le cas le plus simple: n = 2. Soit λ1 > 0 et λ2 < 0. Alors G11 < 0, detG < 0, et la matrice
G peut être paramétrée de la manière suivante:

G = χ

(
−eη sinψ eiϕ cosψ
e−iϕ cosψ e−η sinψ

)
, χ,η,ψ,ϕ ∈ R,

où 0 < ψ < π, χ > 0. On notera aussi

C1 =

(
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

)
, q = m(a2 − a1)/2, q̄ = m(ā2 − ā1)/2.

De (4.15) on déduit

∂G

∂q
= −χ−1

(
Λ12e

−iϕ cosψ Λ12e
−η sinψ

Λ21e
η sinψ −Λ21e

iϕ cosψ

)
,

∂G

∂q̄
= −χ−1

(
Λ12e

iϕ cosψ Λ21e
η sinψ

Λ12e
−η sinψ −Λ21e

−iϕ cosψ

)
.
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Cela implique les relations

∂qϕ = i tg2ψ ∂qη, ∂q̄ϕ = −i tg2ψ ∂q̄η,

Λ12 = eη+iϕ (∂qψ − i ctgψ ∂qϕ) , Λ21 = e−η−iϕ (∂qψ + i ctgψ ∂qϕ) .

Ensuite, la première formule dans (4.16) permet d’obtenir

(4.18)
∂C1

∂q̄
= −

(
cos2 ψ eη+iϕ cosψ sinψ

e−η−iϕ cosψ sinψ − cos2 ψ

)
.

Les éléments hors diagonale de cette relation nous donnent un système d’équations differentielles
couplées:

{
∂qq̄ψ + cosψ

sin3 ψ
∂qϕ∂q̄ϕ+ sinψ cosψ = 0,

∂qq̄ϕ = 1
sinψ cosψ (∂qϕ∂q̄ψ + ∂q̄ϕ∂qψ) .

Finalement, la formule (4.17) et la partie diagonale de (4.18) donnent les deuxièmes dérivées de
la fonction τ :

(4.19)





∂qq̄ ln τ = cos2 ψ,
∂qq ln τ = (∂qψ)2 + ctg2ψ (∂qϕ)2,
∂q̄q̄ ln τ = (∂q̄ψ)2 + ctg2ψ (∂q̄ϕ)2.
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Deuxième partie

Limite continue du modèle d’Ising

sur le cylindre
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CHAPITRE 5

EDP pour les fonctions de corrélation à deux points

Dans cette partie nous obtenons, de deux façons différentes, les équations différentielles
satisfaites par les fonctions de corrélation du modèle d’Ising sur le cylindre. La première méthode
est directe et est fondée sur les expressions exactes pour les facteurs de forme. Elle est illustrée
sur l’exemple des fonctions de corrélation à deux points. Cette méthode a été proposée par
O. Babelon et D. Bernard [1] pour obtenir les représentations des corrélateurs sur le plan en
termes des transcendants de Painlevé. Nous généralisons ces résultats au cas du cylindre. La
deuxième méthode utilise les développements de produit d’opérateurs locaux dans le modèle
d’Ising. Ici, nous obtenons les équations satisfaites par les corrélateurs d’ordre arbitraire à partir
des déformations isomonodromiques de l’équation de Dirac.

1. Fonctions de corrélation: représentation par les déterminants de Fredholm

Rappelons le développement de Càllen-Lehmann des fonctions de corrélation de deux spins
(Annexe B). Dans la limite continue du modèle d’Ising sur le cylindre on a

〈σ(0,0)σ(x,y)〉(±) = ξT (β)e−x/Λ(β)τ±(x,y,β),

(5.1) τ+(x,y,β) =

∞∑

n=0

g2n+1(x,y,β), τ−(x,y,β) =

∞∑

n=0

g2n(x,y,β),

où les signes “+” et “−” correspondent à la phase paramagnétique et ferromagnétique. Chaque
terme gn(x,y,β) représente la contribution des états intermédiaires à n particules et donc s’écrit
sous la forme

gn(x,y,β) =
1

n!

∑

k1∈Z

. . .
∑

kn∈Z

n∏

j=1

e
−m|x| cosh θkj+imy sinh θkj

∣∣∣
NS

〈vac |σ̂(0,0)|θk1 , . . . ,θkn〉R
∣∣∣
2

=

=
1

n!

∑

k1∈Z

. . .
∑

kn∈Z

n∏

j=1

e
−m|x| cosh θkj+imy sinh θkj−η(θkj )

mβ cosh θkj

∏

1≤i<j≤n

tanh2 θki − θkj
2

.

Le produit double à droite peut être exprimé par le déterminant de Cauchy,

detn

∥∥∥∥
1

eθki + e
θkj

∥∥∥∥ =

n∏

i=1

e−θki

2

∏

1≤i<j≤n

tanh2 θki − θkj
2

.

Si on utilise cette formule et si on note

Eki =

[
2eθki−η(θki )

cosh θki

] 1
2

, uki = eθki ,
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alors on obtient

gn(x,y,β) =
1

n!(mβ)n

∑

k1∈Z

. . .
∑

kn∈Z

detn

∥∥∥∥∥∥∥∥

EkiEkj exp

{
−m |x|−iy

2

uki+ukj
2 −m |x|+iy

2

u−1
ki

+u−1
kj

2

}

uki + ukj

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Considérons une matrice carrée arbitraire K̂ de coefficientsKmn et construisons le déterminant
∣∣∣∣∣1 +

K̂

mβ

∣∣∣∣∣ = e
Tr ln

“
1+

bK
mβ

”

= e
Tr

“
1
mβ

bK− 1
2(mβ)2

bK2+...
”

=

= 1 +
1

mβ
TrK̂ +

1

2(mβ)2

[(
TrK̂

)2
− Tr

(
K̂2
)]

+ . . . =

= 1 +
1

mβ

∑

m

Kmm +
1

2(mβ)2

∑

m,n

∣∣∣∣
Kmm Kmn

Knm Knn

∣∣∣∣+ . . .

sous la forme d’une série en 1
mβ . Il est facile de voir que le n-ième terme de ce développement

cöıncidera formellement avec gn(x,y,β) si K̂ est de dimension infinie, ses coefficients étant

Kmn =
EmEn exp

{
−m |x|−iy

2
um+un

2 −m |x|+iy
2

u−1
m +u−1

n

2

}

um + un
, m,n ∈ Z.

En effet, dans ce cas, il faut comprendre K̂ comme la représentation de Fourier d’un opérateur
à trace, qui agit sur les fonctions périodiques de L2(0;mβ). Alors nous obtenons

(5.2) τ− + τ+ =

∞∑

n=0

gn =

∣∣∣∣∣1 +
K̂

mβ

∣∣∣∣∣ ,

(5.3) τ− − τ+ =

∞∑

n=0

(−1)ngn =

∣∣∣∣∣1 − K̂

mβ

∣∣∣∣∣ ,

où
∣∣∣1 ± K̂

mβ

∣∣∣ désignent les déterminants de Fredholm.

Passant à la limite quand β → ∞ le spectre des impulsions des particules intermédiaires
devient continu (θkj → θ̃kj , θ̃kj ∈ R). De plus, on a des simplifications

ν(θ) → 0, Λ(β) → ∞,

1

mβ

∑

kj∈Z

f
(
θkj
)
→ 1

2π

∫ ∞

−∞
dθkj cosh θkj f(θkj).

Les fonctions de corrélation sont données par

τ− ± τ+ =
∣∣∣1 ± K̃

∣∣∣ ,

où l’opérateur intégral K̃ agit sur L2(0;∞) par

K̃ : f(u) 7→
∞∫

0

dv K̃(u,v)f(v), u ∈ (0;∞),
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le noyau étant

K̃(u,v) =
1

π

e−m
|x|−iy

2
u+v

2
−m

|x|+iy
2

u−1+v−1

2

u+ v
.

Tracy et Widom [34, 35, 36] ont établi des liens entre les déterminants de Fredholm d’opérateurs
intégraux de ce type et les équations différentielles non linéaires. Dans le paragraphe suivant,
nous complétons leurs résultats et les adaptons à notre cas.

2. Déterminants de Fredholm et équations différentielles non linéaires

Considérons encore une matrice carrée K de taille N ×N , de coefficients

Kmn =

aman exp

{
1
2

∑
l

tl(x
l
m + xln)

}

xm + xn
, l ∈ Z\2Z,

qui dépendent de 2N paramètres x1, . . . ,xN , a1, . . . ,aN et des variables {tl} (elles seront les
“temps” de la hiérarchie intégrable ci-dessous). De plus, on suppose que xj > 0 pour tout j =
1, . . . ,N . On considère aussi le cas N = ∞, si K peut être interprétée comme une représentation
d’un opérateur à trace.

Nous nous intéressons aux équations aux dérivées partielles par rapport aux {tl}, satisfaites
par deux fonctions,

(5.4) ϕ = ln det(1 +K) − ln det(1 −K),

(5.5) ψ = ln det(1 +K) + ln det(1 −K).

Pour trouver ces équations, introduisons les quantités auxiliaires

ui,j = uj, i = 〈Ei|
1

1 −K2
|Ej〉,

vi,j = uj, i = 〈Ei|
K

1 −K2
|Ej〉,

où les composantes de N -vecteur |Ej〉 sont données par

|Ei〉m = amx
j
m exp

{
1

2

∑

l

tlx
l
m

}
.

Il est immédiat de vérifier que les dérivées de K se décomposent de la manière suivante (ici et
dans la suite on suppose k > 0)

2
∂K

∂tk
=
∑

i,j≥0
i+j=k−1

(−1)i |Ei〉 ⊗ 〈Ej |, 2
∂K

∂t−k
=

∑

i,j<0
i+j=−k−1

(−1)i+1|Ei〉 ⊗ 〈Ej |,

et alors on obtient

(5.6)
∂ϕ

∂tk
=
∑

i,j≥0
i+j=k−1

(−1)i ui,j,
∂ϕ

∂t−k
=

∑

i,j<0
i+j=−k−1

(−1)i+1ui,j,

(5.7)
∂ψ

∂tk
= −

∑

i,j≥0
i+j=k−1

(−1)i vi,j,
∂ψ

∂t−k
= −

∑

i,j<0
i+j=−k−1

(−1)i+1vi,j.
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De manière analogue à [35] on peut en déduire les relations de récurrence

(5.8) up+1,q − up,q+1 = up, 0vq, 0 − vp, 0uq, 0,

(5.9) vp+1,q + vp,q+1 = up, 0uq, 0 − vp, 0vq, 0,

et les formules de dérivation

(5.10) 2
∂up,q
∂tk

=
∑

i,j≥0
i+j=k−1

(−1)i (up,jvq,i + vp,juq,i) + up+k,q + up,q+k ,

(5.11) 2
∂vp,q
∂tk

=
∑

i,j≥0
i+j=k−1

(−1)i (up,juq,i + vp,jvq,i) + vp+k,q + vp,q+k ,

(5.12) 2
∂up,q
∂t−k

=
∑

i,j<0
i+j=−k−1

(−1)i+1 (up,jvq,i + vp,juq,i) + up−k,q + up,q−k ,

(5.13) 2
∂vp,q
∂t−k

=
∑

i,j<0
i+j=−k−1

(−1)i+1 (up,juq,i + vp,jvq,i) + vp−k,q + vp,q−k .

En appliquant ces relations, Palmer et Tracy ont montré que la fonction ϕ vérifie la hiérarchie
des équations KdVm (KdV modifiées)

(5.14)
∂ϕ

∂t2k+1
=

(
δ2 − 4

∂ϕ

∂t1
δ−1 ∂ϕ

∂t1
δ

)k ∂ϕ
∂t1

,

et la hiérarchie sinh-Gordon

(5.15)
∂ϕ

∂t−2k+1
= 2−k

(
δ−1e2ϕδ−1e−2ϕ + δ−1e−2ϕδ−1e2ϕ

)k ∂ϕ
∂t1

.

Ici on note δ = ∂
∂t1

et δ−1 est l’anti-dérivée qui s’annule en Re t1 = −∞.
Exemple. Nous montrons l’idée de la démonstration sur la première équation de la hiérarchie
KdVm (5.14). D’après (5.6) et (5.10) on a

∂ϕ

∂t3
− ∂3ϕ

∂t31
= 2u2,0 − u1,1 −

∂2u0,0

∂t21
=

=
3

2
(u2,0 − u1,1) −

3

2
(u1,0v0,0 + u0,0v1,0 + u0,0v

2
0,0

) − 1

2
u3

0,0
.

Ensuite, les relations de récurrence (5.8), (5.9) impliquent

u2,0 − u1,1 = u1,0v0,0 − u0,0v1,0 ,

2v1,0 = u 2
0,0

− v 2
0,0
,

et alors
∂ϕ

∂t3
− ∂3ϕ

∂t31
= −2u 3

0,0
= −2

(
∂ϕ

∂t1

)3

.
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Exemple. La première équation de la hiérarchie de sinh-Gordon (5.15) est la suivante:

∂2ϕ

∂t1∂t−1
=

1

2

(
e2ϕδ−1e−2ϕ + e−2ϕδ−1e2ϕ

) ∂ϕ
∂t1

=

(5.16) =
1

2

(
e2ϕδ−1δ

1 − e−2ϕ

2
+ e−2ϕδ−1δ

e2ϕ − 1

2

)
=

1

2
sinh 2ϕ.

En effet, l’expression (5.4), étant considérée comme une fonction de t1 et t−1, représente la
solution bien connue (dite “à N solitons”) de l’équation de sinh-Gordon (5.16).

La fonction ψ n’a pas été étudiée dans [35]. Néanmoins, elle vérifie également un système
d’équations différentielles. Par exemple, en utilisant les formules de dérivation (5.7), (5.11) et la
relation de récurrence (5.9), on peut montrer que

(5.17)
∂2ψ

∂t21
= −∂v0,0

∂t1
= −

u 2
0,0

+ v 2
0,0

2
− v1,0 = −u 2

0,0
= −

(
∂ϕ

∂t1

)2

.

Effectivement, il est possible d’exprimer toutes les dérivées secondes ∂2ψ
∂ti∂tj

en fonction de ϕ et

de ses dérivées. En particulier,

∂2ψ

∂t1∂t3
= −2

∂ϕ

∂t1

∂3ϕ

∂t31
+

(
∂2ϕ

∂t21

)2

+ 3

(
∂ϕ

∂t1

)4

,

∂2ψ

∂t23
= −2

∂ϕ

∂t1

∂5ϕ

∂t51
+ 4

∂2ϕ

∂t21

∂4ϕ

∂t41
− 3

(
∂3ϕ

∂t31

)2

+ 24

(
∂ϕ

∂t1

)3 ∂3ϕ

∂t31
− 12

(
∂ϕ

∂t1

)6

,

(5.18)
∂2ψ

∂t1∂t−1
=

1 − cosh 2ϕ

2
,

(5.19)
∂2ψ

∂t−1∂t−1
= −

(
∂ϕ

∂t−1

)2

.

Revenons maintenant aux fonctions de corrélation (5.1) et écrivons les sous la forme

(5.20) τ− = e
ψ
2 cosh

ϕ

2
,

(5.21) τ+ = e
ψ
2 sinh

ϕ

2
.

En introduisant la notation

z = −m |x| − iy

2
, z = −m |x| + iy

2
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et en comparant (5.1)–(5.3), (5.20), (5.21) avec (5.4), (5.5), (5.16)–(5.19), on obtient finalement
un système d’équations

(5.22) ∂zz̄ϕ =
1

2
sinh 2ϕ,

(5.23) ∂zz̄ψ =
1 − cosh 2ϕ

2
,

(5.24) ∂zzψ = − (∂zϕ)2 ,

(5.25) ∂ z̄z̄ψ = − (∂ z̄ϕ)2 .

Dans le plan, nos résultats se réduisent aux représentations célèbres [38] des fonctions de
corrélation du modèle d’Ising en termes des transcendants de Painlevé. En effet, il est bien connu
que en passant à la limite β → ∞, les fonctions τ±, et alors ϕ et ψ aussi, deviennent invariantes
par rapport aux rotations dans le plan (x,y). Donc, notant

r = 2(zz̄)
1
2 ,

les formules (5.22)–(5.25) s’écrivent comme

d2ϕ

dr2
+

1

r

dϕ

dr
=

1

2
sinh 2ϕ,

d2ψ

dr2
+

1

r

dϕ

dr
=

1 − cosh 2ϕ

2
,

d2ψ

dr2
− 1

r

dψ

dr
= −

(
dϕ

dr

)2

.

Ensuite, après la substitution
η(θ) = exp{−ϕ(2θ)}

la première de ces équations se transforme en l’équation de Painlevé III (c’est un cas particulier,
correspondant au choix des paramètres: α = β = 0, γ = −δ = 1)

(5.26)
d2η

dθ2
=

1

η

(
dη

dθ

)2

− 1

θ

dη

dθ
+ η3 − η−1.

La fonction ψ(r) s’exprime en fonction d’une solution de cette équation de la façon suivante:

ψ(r) =

∞∫

r/2

dθ
θ

2η2

[
(η2 − 1)2 −

(
dη

dθ

)2
]
,

et alors pour les fonctions de corrélation on obtient

τ±(r) =
η(r/2) ∓ 1

2
√
η(r/2)

exp

∞∫

r/2

dθ
θ

4η2

[
(η2 − 1)2 −

(
dη

dθ

)2
]
.

La condition initiale, qui détermine la solution appropríee de (5.26) et permet de transformer
le calcul des fonctions de corrélation dans le plan en la résolution d’une équation différentielle,
provient du comportement asymptotique (connu) des fonctions τ±(r). Plus précisément, quand
θ → ∞, on a

(5.27) η(θ) ∼ 1 − 2

π
K0(2θ),
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où K0(r) est la fonction de Macdonald d’ordre 0.
Dans le cas du cylindre, pourtant, les conditions asymptotiques quand |x| → ∞ ne fixent

pas la solution de (5.22) de façon unique. En effet, l’asymptotique des fonctions τ±(x,y) est
déterminée par les premiers termes des développements (5.1). De plus, dans l’expression pour
g1 on peut ne laisser qu’un seul terme, qui correspond à k1 = 0 (contrairement au plan, où
la somme, indexée par k1, se transforme en une intégrale et donne la fonction de Macdonald).
Alors, pour |x| → ∞, on a

τ+ ∼ 1

β
e−|x|−η(0,β), τ− ∼ 1.

Ainsi l’asymptotique de ϕ,

ϕ ∼ 2

β
e−|x|−η(0,β),

ne dépend pas de y. Si on suppose que cette dernière condition fixe la solution de façon unique,
elle ne devrait pas dépendre de y pour tout x, et évidemment ce n’est pas vrai.

S’il était possible d’obtenir une équation additionnelle, contenant les dérivées par rapport à
1
β (la quantité qui correspond à la température en théorie quantique des champs), on aurait pu

utiliser la solution de l’équation de Painlevé (5.26) fixée par (5.27) comme une condition initiale
en 1

β = 0. Malheureusement, ce problème semble être très difficile à résoudre 1 à cause de la

complexité de la fonction η(θ,β).
Alors, si on veut décrire complètement les fonctions de corrélation en fonction des solutions

de (5.22)–(5.25), il faut déterminer (au moins numériquement) la fonction ϕ(x,y) et sa dérivée
sur une droite (y = const) ou un cercle (x = const). De telles conditions au bord, étant combinées
avec la périodicité en y, déterminent la solution appropriée de l’équation de sinh-Gordon (5.22).

3. Représentations multilinéaires de Hirota

Il est possible d’obtenir aussi les équations différentielles satisfaites par les fonctions τ±
séparément. On s’intéresse à ce problème, car telles équations sont plus adaptées à diverses
généralisations. En particulier, elles permettent d’éviter certaines difficultés dans la limite conforme,
où les corrélateurs τ± doivent être égaux et alors la fonction ϕ tend vers l’infini. Un autre point
intéressant est que ces équations cöıncident dans les deux phases.

Considérons d’abord le cas ferromagnétique et notons

(5.28) u = ln τ−.

Ensuite, en utilisant les relations (5.20)–(5.25) et la dérivation directe, il est immédiat de vérifier
les identités suivantes:

(5.29) uzz =
coshϕ− 1

2
∂z

(
∂zϕ

sinhϕ

)
,

(5.30) uzz =
coshϕ− 1

2
∂ z

(
∂ zϕ

sinhϕ

)
,

(5.31) uzz =
coshϕ− 1

2

[
−1 +

(
∂zϕ

sinhϕ

)(
∂ zϕ

sinhϕ

)]
,

(5.32) uzzz = uzz

(
∂zϕ

sinhϕ

)
+ uzz

(
∂ zϕ

sinhϕ

)
,

1. L’équation proposée dans [15] est incorrecte, comme l’ont remarqué Fonseca et Zamolodchikov [8].
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(5.33) uzzz = uzz

(
∂zϕ

sinhϕ

)
+ uzz

(
∂ zϕ

sinhϕ

)
,

(5.34) uzzzz = uzzz

(
∂zϕ

sinhϕ

)
+ uzzz

(
∂ zϕ

sinhϕ

)
− 2u2

zz +
2
[
uzzuzz − u2

zz

]

coshϕ− 1
,

(5.35) uzzzz̄ = uzzz̄
∂zϕ

sinhϕ
+ uzzz

∂z̄ϕ

sinhϕ
− 2uzzuzz̄,

(5.36) uzz̄z̄z̄ = uz̄z̄z̄
∂zϕ

sinhϕ
+ uzz̄z̄

∂z̄ϕ

sinhϕ
− 2uz̄z̄uzz̄.

On peut voir les six dernières relations comme un système d’équations algébriques en trois

variables coshϕ−1
2 ,

(
∂zϕ

sinhϕ

)
,
(
∂ zϕ

sinhϕ

)
. Les conditions de compatibilité de ce système impliquent

trois équations pour la fonction de corrélation:

(5.37) uzz
(
uzzzz + 2u2

zz − uzz
)

= uzzzuzzz − uzzuzz

(5.38) (uzzzz̄ + 2uzzuzz̄)(u
2
zz̄ − uzzuz̄z̄) = (uzzz̄uzz̄ − uzz̄z̄uzz)uzzz̄ − (uzzz̄uz̄z̄ − uzz̄z̄uzz̄)uzzz,

(5.39) (uzz̄z̄z̄ + 2uz̄z̄uzz̄)(u
2
zz̄ − uzzuz̄z̄) = (uzz̄z̄uzz̄ − uzzz̄uz̄z̄)uzz̄z̄ − (uzz̄z̄uzz − uzzz̄uzz̄)uz̄z̄z̄.

Dans le cas u = ln τ+ tout le calcul s’effectue de façon similaire et, quoique les équations (5.29)–
(5.36) aient une forme différente, les équations (5.37)–(5.39) pour la fonction de corrélation sont
les mêmes.

Le calcul analogue sur le plan est beaucoup plus simple à cause de l’invariance par rotations.

Comme les fonctions τ± ne dépendent que d’une seule variable r = 2(zz̄)
1
2 , à la différence de

(5.29), (5.31), (5.32) on obtient

u′′ − 1

r
u′ = −coshϕ− 1

r

ϕ′

sinhϕ
− coshϕ

coshϕ− 1

2

[
−1 +

(
ϕ′

sinhϕ

)2
]
,

u′′ +
1

r
u′ =

coshϕ− 1

2

[
−1 +

(
ϕ′

sinhϕ

)2
]
,

(
u′′ +

1

r
u′
)′

= 2u′′
(

ϕ′

sinhϕ

)
,

respectivement. Si on regarde encore ces trois relations comme un système en deux variables ϕ,
ϕ′ et si on note

ζ = ru′,

de la condition de compatibilité on déduit le résultat bien connu [20]
(
rζ ′′
)2

= 4
(
rζ ′ − ζ

)2 − 4
(
ζ ′
)2 (

rζ ′ − ζ
)

+
(
ζ ′
)2
,

— l’équation pour la fonction τ de l’équation de Painlevé V. Un calcul analogue donne la même
équation pour τ+.

Le changement de variables (5.28) simplifie considérablement la démonstration des équations
(5.37)–(5.39). Remarquons néanmoins que la réponse finale a une plus jolie forme une fois qu’elle
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est écrite en termes des fonctions τ± elles-mêmes. Notamment, l’équation (5.37) peut être réécrite
comme

(5.40)

∣∣∣∣∣∣

τ τz τzz
τz̄ τzz̄ τzzz̄
τz̄z̄ τzz̄z̄ τzzz̄z̄

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

τzz̄ τz τzz
τz̄ τ τz
τz̄z̄ τz̄ τzz̄

∣∣∣∣∣∣
,

tandis que l’équation (5.38) et sa conjuguée (5.39) se transforment en

(5.41)

∣∣∣∣∣∣∣∣

τ τz τz̄ τzz̄
τz τzz τzz̄ τzzz̄
τz̄ τzz̄ τz̄z̄ τzz̄z̄
τzz τzzz τzzz̄ τzzzz̄

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

τ τz τz̄ τzz̄
τz τzz τzz̄ τzzz̄
τz̄ τzz̄ τz̄z̄ τzz̄z̄
τz̄z̄ τzz̄z̄ τz̄z̄z̄ τzz̄z̄z̄

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Nous rappelons que les équations (5.40) et (5.41) ont été obtenues à partir de leur solution
à N solitons. Il est alors naturel de supposer qu’elles ont d’autres propriétés des équations
intégrables. En particulier, leur homogénéité suggère d’essayer de les réécrire sous la forme de
Hirota.

L’opérateur usuel de Hirota est défini par son action sur le produit des fonctions:

Dxf · g = (∂x1 − ∂x2)f(x1)g(x2)
∣∣∣
x1=x2=x

.

Cependant, comme (5.40) est trilinéaire et (5.41) est quadrilinéaire, il faut utiliser l’extension
multilinéaire du formalisme de Hirota, introduite par Hietarinta [9]. Pour cela, introduisons
n(n+1)

2 opérateurs

Dij
x = ∂xi − ∂xj ,

qui agissent sur les n-uplets de fonctions. Bien sûr, il n’y a que (n− 1) opérateurs linéairement
indépendants entre eux. On peut aussi considérer la base “symétrique”

Tmx =

n−1∑

k=0

e
2πikm
n ∂xk , m = 1, . . . ,n− 1.

Par exemple, dans le cas trilinéaire on a seulement deux opérateurs:

Tx = ∂x1 + j∂x2 + j2∂x3 , T ∗
x = ∂x1 + j2∂x2 + j∂x3 ,

avec j = e2πi/3. Un calcul direct montre que l’équation (5.40) s’écrit en fonction de ces opérateurs
comme [

(T 3
z − T ∗

z
3)(T 3

z̄ − T ∗
z̄

3) + 9(TzT
∗
z̄ − T ∗

z Tz̄)
2
]
τ · τ · τ = 0.

Les deux équations quadrilinéaires (5.41) se réduisent aussi à la forme de Hirota,

D41
z D

42
z D

43
z D

41
z̄

(
D13
z D

12
z̄ −D12

z D
13
z̄

)2
τ · τ · τ · τ = 0,

D41
z̄ D

42
z̄ D

43
z̄ D

41
z

(
D13
z D

12
z̄ −D12

z D
13
z̄

)2
τ · τ · τ · τ = 0,

mais cette fois il est plus commode d’utilise la base non-symétrique.
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CHAPITRE 6

Fonctions de corrélation et déformations isomonodromiques

1. Fermions libres

Pour nous familiariser avec la notion d’OPE, considérons un système simple, mais très im-
portant pour la suite — les fermions libres de Dirac sur le cylindre. Ce système est caractérisé
par l’action euclidienne

S =

∫

C
d2x ψ̄Dψ.

Ici on note D l’opérateur de Dirac:

D =
m

2
− γx∂x − γy∂y.

Les matrices γx, γy doivent vérifier l’équation γiγj + γjγi = 2δij . La formule (1.2) correspond
au choix

γx =

(
0 1
1 0

)
, γy =

(
0 −i
i 0

)
.

Les champs de Grassmann ψ(x,y) et ψ̄(x,y) satisfont aux conditions

ψ(x,y + β) = e2πiλ0ψ(x,y), ψ̄(x,y + β) = e−2πiλ0ψ̄(x,y).

Calculons la fonction de corrélation à deux points 〈ψε(z)ψ†
ε′(z

′)〉 dans le formalisme d’intégrale
de chemins. Elle s’exprime en fonction de l’opérateur inverse D−1, notamment

〈ψε(z)ψ†
ε′(z

′)〉 =

∫
DψDψ̄ eS[ψ]ψε(z)ψ

†
ε′(z

′)∫
DψDψ̄ eS[ψ]

= −
(
D−1(z,z′)γx

)
εε′
, ε,ε′ = 1,2.

En utilisant la fonction de Green introduite dans la première partie, on peut transformer cette
relation en une formule compacte

〈ψ(z) ⊗ ψ†(z′)〉 = −2iG(z,z′)σz.

L’asymptotique de la fonction G(z,z′) quand z → z′ donne une illustration de l’OPE pour deux
champs de fermions (dans le formalisme canonique):

ψ̂(z) ⊗ ψ̂†(z′) ∼ m

π

( 1
z−z′ 0

0 1
z̄−z̄′

)
· 1 + o

(
1

|z − z′|

)
,

Remarquons que cette formule reflète l’anticommutativité des fermions: l’échange des arguments
z et z′ fait apparâıtre le signe “−”.

2. OPE dans le modèle d’Ising

Le but de l’analyse de la limite continue du modèle d’Ising, est de calculer les fonctions de
corrélation des opérateurs de spin:

〈σ(a1) . . . σ(an)〉 =
NS

〈vac|σ̂(a1) . . . σ̂(an)|vac〉NS .
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Cependant, pour cela, il est commode de considérer une classe un peu plus large d’opérateurs
et de fonctions de corrélation. Le premier exemple d’un tel opérateur provient du spineur ψ(z),
introduit par Onsager et Kaufman [23], qui correspond au champ des fermions libres massifs de
Dirac. Encore un autre champ, µ(z), représente une version continue des variables du désordre
(dislocations qui vont du point z à l’infini).

Les opérateurs σ̂(z), µ̂(z), ψ̂(z) forment une algèbre fermée par rapport à l’OPE. Notam-
ment, comme l’ont montré Kadanoff et Ceva [13], dans la phase ferromagnétique ils vérifient les
développements

ψ̂(z)σ̂(a) =
1

2
(w0[a] + w ∗

0 [a]) µ̂(a) +
2

m
w1[a]

∂µ̂(a)

∂a
+(6.1)

+
2

m
w ∗

1 [a]
∂µ̂(a)

∂ā
+O

(
|z − a|3/2

)
,

ψ̂(z)µ̂(a) =
i

2
(w0[a] − w ∗

0 [a]) σ̂(a) +
2i

m
w1[a]

∂σ̂(a)

∂a
−(6.2)

−2i

m
w ∗

1 [a]
∂σ̂(a)

∂ā
+O

(
|z − a|3/2

)
.

Nous montrerons que ces formules permettent de réduire le calcul des fonctions de corrélation à
l’étude de certaines solutions singulières de l’équation de Dirac.

Considérons par exemple la valeur moyenne suivante:

1

2
f(z) = R

〈vac|ψ̂(z)σ̂(0)|vac〉
NS

R
〈vac|µ̂(0)|vac〉

NS

.

L’opérateur ψ̂(z) vérifie l’équation de Dirac Dψ̂(z) = 0 sur C. Alors la fonction f(z) la vérifie
également, mais cette fois on a une singularité en {0}. Du développement (6.1), on déduit que

(6.3) f(z) =
1√
π

(
(mz/2)−1/2

(mz̄/2)−1/2

)
+O

(√
|z|
)

quand |z| → 0.

Le facteur de forme
R
〈vac|ψ̂(z)|n〉

R
est non-nul seulement si l’état |n〉

R
ne contient qu’une seule

particule. Ecrivons le développement de Lehmann de la fonction f(z) en notant θk les rapidités
de telles particules intermédiaires:

1

2
f(z) =

∑

k∈Z

R
〈θk|σ̂(0)|vac〉

NS

R
〈vac|µ̂(0)|vac〉

NS

emx cosh θk+imy sinh θk
1√

mβ cosh θk

(
e
θk
2

e−
θk
2

)
.

Cela illustre le fait que f(z) → 0 quand |x| → ∞. On a vu précédemment (théorème 1.1) qu’une
telle décroissance et le comportement singulier (6.3) fixent la solution de l’équation de Dirac de
façon unique. En effet, si on pose λ0 = 0, λ1 = 1

2 , la fonction f(z) cöıncidera avec l’élément de

la base canonique de l’espace W0,λ. En utilisant les résultats du théorème 2.2, on obtient alors

R
〈θk|σ̂(0)|vac〉

NS

R
〈vac|µ̂(0)|vac〉

NS

= −i e
−η(θk)/2

mβ cosh θk
,

où on note

(6.4) η(θ) = 2

∞∫

−∞

dθ′

2π
sech(θ′ − θ) ln

1 + e−mβ cosh θ′

1 − e−mβ cosh θ′
.
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Alors, nous avons obtenu les facteurs de forme les plus simples (dans un volume fini!) à partir
de l’équation de Dirac. Il est clair aussi que la fonction de Green à un point, qu’on a introduit
et étudié précédemment, n’est rien d’autre que

G0,λ(z,z′) = R
〈vac|ψ̂(z) ⊗ ψ̂†(z′) σ̂(0)|vac〉

NS

R
〈vac|σ̂(0)|vac〉

NS

.

La même idée permet aussi d’étudier les fonctions de corrélation. Nous allons montrer
qu’elles s’expriment en termes des coefficients des développements locaux de la base canonique.
Considérons par exemple les deux corrélateurs suivants:

v1(z) = 〈ψ(z)µ(a1)σ(a2)〉,
v2(z) = 〈ψ(z)σ(a1)µ(a2)〉.

Ce sont des solutions de l’équation de Dirac, décroissantes quand |x| → ∞. De l’OPE (6.1), (6.1)
on peut obtenir les premiers termes de l’asymptotique de ces solutions au voisinage des points
singuliers a1, a2:

v1[a1] =
i

2
〈σ1σ2〉

(
w0[a1] − w∗

0[a1]
)

+
2i

m
〈∂a1σ1 σ2〉 w1[a1] −

−2i

m
〈∂ā1σ1 σ2〉 w∗

1[a1] +O
(
|z − a1|3/2

)
,

v1[a2] = −1

2
〈µ1µ2〉

(
w0[a2] + w∗

0[a2]
)
− 2

m
〈µ1∂a2µ2〉 w1[a2] −

− 2

m
〈µ1∂ā2µ2〉 w∗

1[a2] +O
(
|z − a2|3/2

)
,

v2[a1] =
1

2
〈µ1µ2〉

(
w0[a1] + w∗

0[a1]
)

+
2

m
〈∂a1µ1 µ2〉 w1[a1] +

+
2

m
〈∂ā1µ1 µ2〉 w∗

1[a1] +O
(
|z − a1|3/2

)
,

v2[a2] =
i

2
〈σ1σ2〉

(
w0[a2] − w∗

0[a2]
)

+
2i

m
〈σ1∂a2σ2〉 w1[a2] −

−2i

m
〈σ1∂ā2σ2〉 w∗

1[a2] +O
(
|z − a2|3/2

)
,

où on note σj = σ(aj), µj = µ(aj). Il est immédiat de vérifier que les fonctions v1,2(z) ∈ Wa,λ

(pour λ0 = λ1 = λ2 = 1/2). Par conséquent, elles sont des combinaisons linéaires d’éléments de
la base canonique:

(
v1(z)
v2(z)

)
=

1

2

(
i − 〈µ1µ2〉

〈σ1σ2〉
〈µ1µ2〉
〈σ1σ2〉

i

)(
w1(z)
w2(z)

)
.

En inversant cette dernière formule, nous calculons les premiers termes des développements des
fonctions w1(z,λ), w2(z,λ):

w1[a1] = w0[a1] +
〈µ1µ2〉2 + 〈σ1σ2〉2
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w∗
0[a1] +

2

m

∂a1

(
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

)

〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2
w1[a1]+

(6.5) +
2

m

∂ā1

(
〈µ1µ2〉2 + 〈σ1σ2〉2

)

〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2
w∗

1[a1] +O
(
|z − a1|3/2

)
,

w1[a2] = − 2i〈σ1σ2〉〈µ1µ2〉
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w∗
0[a2] −

4i

m

〈σ1σ2〉〈µ1∂a2µ2〉 − 〈σ1∂a2σ2〉〈µ1µ2〉
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w1[a2]−
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(6.6) −4i

m

〈σ1σ2〉〈µ1∂ā2µ2〉 + 〈σ1∂ā2σ2〉〈µ1µ2〉
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w∗
1[a2] +O

(
|z − a2|3/2

)
,

w2[a1] =
2i〈σ1σ2〉〈µ1µ2〉

〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2
w∗

0[a1] +
4i

m

〈σ1σ2〉〈∂a1µ1 µ2〉 − 〈∂a1σ1 σ2〉〈µ1µ2〉
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w1[a1]+

(6.7) +
4i

m

〈σ1σ2〉〈∂ā1µ1 µ2〉 + 〈∂ā1σ1 σ2〉〈µ1µ2〉
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w∗
1[a1] +O

(
|z − a1|3/2

)
,

w2[a2] = w0[a2] +
〈µ1µ2〉2 + 〈σ1σ2〉2
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

w∗
0[a2] +

2

m

∂a2

(
〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2

)

〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2
w1[a2]+

(6.8) +
2

m

∂ā2

(
〈µ1µ2〉2 + 〈σ1σ2〉2

)

〈µ1µ2〉2 − 〈σ1σ2〉2
w∗

1[a2] +O
(
|z − a2|3/2

)
.

Revenons maintenant à la définition de la fonction τ , donnée dans la première partie. Rappe-
lons qu’on a fixé −1

2 < λν <
1
2 (ν = 1, . . . ,n). On a introduit ensuite n solutions indépendantes

{w̃ν(λ)}ν=1,...,n de l’équation de Dirac. Après nous avons défini la fonction de Green Ga,λ(z,z′) de

l’opérateur de Dirac singulier et exprimé les dérivées de Ga,λ(z,z′) par rapport aux positions des
singularités en fonction des solutions {w̃ν(λ)}ν=1,...,n. Ensuite, on a défini les espaces Wint(a),
Wext des valeurs au bord de certaines solutions locales de l’équation de Dirac et montré qu’ils
sont transverses dans W . En utilisant la transversalité, nous avons construit une grassmanienne
et un fibré det∗ au-dessus de celle-ci. Les fonctions de Green nous ont permis de construire une
section trivialisante du fibré det∗. En comparant cette section avec la section canonique, on a
défini la fonction τ . De plus, nous avons montré que les dérivées de la fonction τ sont données
par les premiers coefficients des développements locaux des solutions {w̃ν(λ)}ν=1,...,n.

Cependant, il apparâıt qu’on peut réaliser toutes les étapes de ce programme même pour
un intervalle plus large: −1 < λν < 1 (ν = 1, . . . ,n). Dans ce cas, il faut modifier seulement la
définition du domaine Da,λ de l’opérateur de Dirac. La fonction ψ(z), de carré intégrable et avec
la monodromie nécessaire, est dans Da,λ si, au voisinage des points singuliers, à la place de (1.6)
on a

(6.9)

(
(z − aν)

−λν 0
0 (z̄ − āν)

λν

)
ψ[aν ] =


 O

(
|z − aν |

min{0,1−2λν}
)

O
(
|z − aν |

min{0,1+2λν}
)

 ,

En particulier, cela signifie que si la fonction ψ ∈ Da,λ est une solution de l’équation de Dirac,
elle est caractérisée par les développements de la forme

(6.10) ψ[aν ] =
∑

k>0

{
ckwk+λν [aν ] + dkw

∗
k−λν [aν ]

}
.

Comme dans le Chapitre 1, on note W̃a,λ l’espace des solutions de ce type. Enumérons mainte-
nant les points de l’exposé précédent où le domaine Da,λ intervenait:

– Démonstration des théorèmes 1.1 (dimW̃a,λ = 0) et 2.1 (Ga,λ(z,z′) = F a,λ(z,z′)).

– Calcul des expressions asymptotiques dans la preuve de la formule (2.19).

– Démonstration de l’unicité des solutions

w̃µ(λ)[aν ] = δµνw−1/2+λν [aν ] +
∑

k>0

{
a

(ν)
k wk+λν [aν ] + b

(ν)
k w

∗
k−λν [aν ]

}
.

– Utilisation du théorème de Stokes dans la preuve du théorème 1.3 et de la proposi-
tion 2.3.
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On peut vérifier directement que la modification du domaine Da,λ ne change aucun résultat.
Alors il est possible de définir la fonction τ même pour −1 < λν < 1 (ν = 1, . . . ,n). Ses dérivées
logarithmiques sont données par les mêmes expressions que précédemment:

d ln τ =
m

2

n∑

ν=1

{
a

(ν)
1/2(w̃ν(λ)) daν + a

(ν)
1/2(w̃ν(−λ)) dāν

}
.

Rappelons que si λν > 0 pour tout ν, les solutions {w̃µ(λ)}µ=1,...,n cöıncident avec les
éléments de la base canonique:

(6.11) w̃µ(z,λ) = wµ(z,λ).

On peut vérifier également que dans ce cas

(6.12) w̃µ(z,− λ) =
2

m
∂zwµ(z,1 − λ),

et alors la fonction τ peut être écrite de façon simple en fonction des coefficients des développe-
ments locaux de la base canonique:

d ln τ =
m

2

n∑

ν=1

{
a

(ν)
1/2(wν(λ)) daν + a

(ν)
1/2(wν(1 − λ)) dāν

}
.

Le modèle d’Ising correspond au choix particulier de la monodromie: λ1 = λ2 = . . . = λn = 1
2 .

Ici, les coefficients des développements de la base canonique représentent des combinaisons de
fonctions de corrélation. En particulier, pour n = 2 on a (voir les formules (6.5), (6.8)):

a
(ν)
1/2(wν) =

2

m
∂aν ln

(
〈σ1σ2〉2 − 〈µ1µ2〉2

)
, ν = 1, 2,

et alors

(6.13) τ(a1,a2) = const ·
(
〈σ1σ2〉2 − 〈µ1µ2〉2

)
.

Mais nous avons déjà calculé la fonction τ à deux points! Notamment, quand λ0 = λ1 = λ2 = 1
2 ,

les formules (3.25)–(3.26) se réduisent à

(6.14) τ(a1,a2) = det |1 − V V T |,

(6.15) Vln =
2

β

(vlvn)
1/2

1 + vlvn

e−m|ax|
cosh θl+cosh θn

2
+imay

sinh θl−sinh θn
2

−(η(θl)+η(θn))

√
cosh θl cosh θn

, l,n ∈ Z,

où on note

vl = eθl , sinh θl =
2πl

mβ
,

et la fonction η(θ) est définie par (6.4). Alors, en étudiant des solutions singulières de l’équation
de Dirac, on a réussi à obtenir des formules explicites pour les corrélateurs paires dans le modèle
d’Ising sur le cylindre!
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3. Déformations isomonodromiques

Dans le Chapitre 4 nous avons obtenu un système d’équations de déformation, satisfait
par les coefficients des développements des fonctions {w̃ν(λ)}ν=1,...,n. Nous montrerons que si

λ1 = . . . = λn = 1
2 , ces équations représentent des relations différentielles entre les fonctions de

corrélation dans le modèle d’Ising. Dans la suite de ce chapitre, on considère uniquement cette
monodromie particulière.

Rappelons quelques notations. Les éléments de la base canonique sont déterminés de façon
unique par leurs développements locaux aux points a1, . . . ,an:

wµ(λ)[aν ] = δµνw0[aν ] +
∑

k>0

{
a

(ν)
k wk+1/2[aν ] + b

(ν)
k w

∗
k−1/2[aν ]

}
.

Dans notre cas, les fonctions w̃ν(±λ,z) (ν = 1, . . . ,n) sont données par

w̃ν(λ,z) = wν(z), w̃ν(−λ,z) =
2

m
∂zwν(z).

Pour simplifier la notation, nous avons introduit dans le Chapitre 4 les matrices Cj(λ), C ∗
j (λ),

formées des coefficients de développements:

Cj(λ) =
[
a

(ν)
j+1/2(w̃µ(λ))

]
µ,ν=1,...,n

, C ∗
j (λ) =

[
b
(ν)
j−1/2(w̃µ(λ))

]
µ,ν=1,...,n

, j ∈ Z.

Une autre chose importante, qu’on peut déduire de la simplicité de la monodromie, est la symétrie
des coefficients:

Cj(λ) = Cj(−λ), C ∗
j (λ) = C ∗

j (−λ).

Ensuite, puisqu’on a sinπΛ = 1, les relations algébriques (4.6)–(4.8) se transforment en

C ∗
0 (λ) =

(
C ∗

0 (λ)
)T

, C1(λ) =
(
C1(λ)

)T
,

C ∗
0 (λ)C1(λ) = C ∗

1 (λ), C ∗
0 (λ)C ∗

0 (λ) = 1.

La matrice G = C ∗
0 (λ) sin πΛ = C ∗

0 (λ) est donc hermitienne et orthogonale simultanément.
Remarquons aussi qu’elle est définie négative et s’écrit alors sous la forme

G = −(1 + T )(1 − T )−1,

où la matrice T est antisymétrique et imaginaire pure.

Exemple. En guise d’illustration, considérons le cas n = 2. On peut aisément déduire des
formules (6.5)–(6.8) les expressions pour G et T en termes des fonctions de corrélation:

G =




〈µ1µ2〉2+〈σ1σ2〉2

〈µ1µ2〉2−〈σ1σ2〉2
− 2i〈µ1µ2〉〈σ1σ2〉

〈µ1µ2〉2−〈σ1σ2〉2

2i〈µ1µ2〉〈σ1σ2〉
〈µ1µ2〉2−〈σ1σ2〉2

〈µ1µ2〉2+〈σ1σ2〉2

〈µ1µ2〉2−〈σ1σ2〉2


 ,

T =




0 −i 〈µ1µ2〉
〈σ1σ2〉

i 〈µ1µ2〉
〈σ1σ2〉

0


 .

Rappelons aussi les équations de déformation:

dG = ΘG+GΘ†, Θ =
m

2
[dA,C1], (A)
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dāC1 =
m

2
[dĀ,G]G−1, daC1 =

m

2
[dA,G]G

−1
, (B)

da diagC1 = diag(ΘC1), dā diagC1 = diag
(
C1 Θ†

)
. (C)

Exemple. Quand n = 2, on peut paramétrer la matrice G comme ceci:

G = −
(

coshϕ −i sinhϕ
i sinhϕ coshϕ

)
, ϕ ∈ R.

Ensuite, comme on l’a déjà fait, notons

C1 =

(
Λ11 Λ12

Λ12 Λ22

)
,

{
q = m(a2 − a1)/2,

q̄ = m(ā2 − ā1)/2.

On obtient alors

Θ = Λ12 dq

(
0 −1
1 0

)
,

Θ† = −Λ12 dq̄

(
0 −1
1 0

)
.

Ainsi l’équation (A) se transforme en

Λ12 = i ∂qϕ = i ∂q

(
arch

〈σ1σ2〉2 + 〈µ1µ2〉2
〈σ1σ2〉2 − 〈µ1µ2〉2

)
=

= 2i
〈σ1σ2〉〈µ1∂qµ2〉 − 〈σ1∂qσ2〉〈µ1µ2〉

〈σ1σ2〉2 − 〈µ1µ2〉2
.

Ce résultat ne représente rien de nouveau: on aurait pu l’obtenir au tout début, par exemple,
en utilisant l’OPE (6.6) (il faut prendre en considération que les fonctions de corrélation 〈σ1σ2〉
et 〈µ1µ2〉 ne dépendent que de la différence des coordonnées a1, a2). Mais déjà la deuxième
équation, (B), nous fournit une information non triviale:

∂q̄Λ12 = i ∂qq̄ ϕ =
i

2
sinh 2ϕ,

∂q̄Λ11 = −∂q̄Λ22 = sinh2 ϕ.

Ensuite, l’équation (C) implique les relations

∂qΛ11 = −∂qΛ22 = −Λ2
12.

Finalement, de l’OPE (6.5) on déduit que

Λ11 = −∂q ln
(
〈σ1σ2〉2 − 〈µ1µ2〉2

)
.

Alors, si on écrit les fonctions de corrélation sous la forme

〈σ1σ2〉 = eψ/2 cosh
ϕ

2
,

〈µ1µ2〉 = eψ/2 sinh
ϕ

2
,

les équations de déformation se transforment en les quatre relations suivantes:

(6.16) ∂qq̄ ϕ =
1

2
sinh 2ϕ,

(6.17) ∂qq̄ ψ =
1 − cosh 2ϕ

2
,
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(6.18) ∂qq ψ = −(∂qϕ)2,

(6.19) ∂q̄q̄ ψ = −(∂q̄ϕ)2.

Rappelons que, dans ce chapitre, on a toujours travaillé dans la phase ferromagnétique. Pour
passer à l’autre phase, il suffit d’échanger les lettres σ et µ (ces deux variables sont “duales”).
Cela explique aussi pourquoi les quatre dernières équations cöıncident avec les formules (5.22)–
(5.25), obtenues précédemment.

Comment les équations de déformation (A)–(C) se traduisent-elles en termes des fonctions
de corrélation quand n > 2? En fait, nous avons déjà donné toutes les idées nécessaires pour
établir ce lien. En utilisant les opérateurs des champs ψ, σ et µ, construisons les n solutions
suivantes de l’équation de Dirac:

vj(z) =
〈ψ(z)σ(a1) . . . µ(aj) . . . σ(an)〉

〈σ(a1) . . . σ(an)〉
, j = 1, . . . ,n.

Ces solutions ont la monodromie appropriée (λ1 = . . . = λn = 1
2 ) et décroissent quand |x| → ∞.

Leur comportement aux voisinages des points singuliers a1, . . . ,an peut être déterminé à partir
de l’OPE (6.1), (6.2):

vj [ak] =
i

2

(
δjk − iεjk

〈φjk〉
〈φ〉

)
w0[ak] −

i

2

(
δjk + iεjk

〈φjk〉
〈φ〉

)
w∗

0[ak] +

+
2i

m〈φ〉
∂

∂ak

{
〈φ〉
(
δjk − iεjk

〈φjk〉
〈φ〉

)}
w1[ak] −

2i

m〈φ〉
∂

∂āk

{
〈φ〉
(
δjk + iεjk

〈φjk〉
〈φ〉

)}
w∗

1[ak] +

+O
(
|z − ak|3/2

)
,

où on note φ, φjk les produits d’opérateurs

φ = σ(a1) . . . σ(an),

φjk = σ(a1) . . . µ(aj) . . . µ(ak) . . . σ(an).

Les éléments de la matrice antisymétrique (εjk)j,k=1,...,n
sont égaux à 0 si j = k, à 1 si j > k, et

à (−1) si j < k.
Les fonctions vj(z) (j = 1, . . . ,n) représentent des combinaisons linéaires des éléments de

la base canonique de l’espace Wa,λ. Ceci permet d’exprimer les matrices des coefficients G,
C1, contenues dans les équations de déformation (A)–(C), en termes des corrélateurs. Plus
précisément, on a:

G = −1 + T

1− T
, Tjk = iεjk

〈φjk〉
〈φ〉 ,

(
C1

)
jk

=
4

m

∂ ln〈φ〉
∂ak

δjk −
4

m

(
1

1− T

∂T

∂ak

)

jk

.

Ces dernières relations transforment les relations (A)–(C) en un système (surdéterminé) d’équa-
tions non linéaires satisfaites par les fonctions de corrélation du modèle d’Ising.

Pour calculer la fonction τ , il nous faut connâıtre les éléments diagonaux
(
C1

)
kk

. Remarquons
que l’équation (A) implique que

(
1

1 − T

∂T

∂ak

)

kk

=
1

2
Tr

(
1

1 − T

∂T

∂ak

)
,
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et alors (
C1

)
kk

=
4

m

∂ ln〈φ〉
∂ak

− 2

m
Tr

(
1

1− T

∂T

∂ak

)
=

=
4

m

∂ ln〈φ〉
∂ak

− 2

m
Tr

(
T

1− T 2

∂T

∂ak

)
=

=
1

m

∂

∂ak

{
4 ln〈φ〉 + ln det

(
1 − T 2

)}
.

Finalement on obtient le lien entre la fonction τ et les fonctions de corrélation pour n arbitraire:

τ(a) = const · 〈φ〉2
[
det
(
1 − T 2

)]1/2
.
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Annexe A

Dans cette annexe nous présentons quelques définitions et résultats d’analyse fonctionnelle
qu’on utilise dans le texte de la thèse.

Definition 1. Soit U un ouvert dans R
n. L’espace de Sobolev H1(U) est défini par

H1(U) = {u ∈ L2(U); ∃g ∈ L2(U) tel que

∫

U

u∂xαϕ = −
∫

U

g ϕ},

pour toutes fonctions ϕ continues différentiables à support compact dans U et α = 1, . . . ,n.
Dit plus simplement, la fonction u est dans H1(U) si elle est de carré intégrable dans U avec
toutes ces dérivées du premier ordre. On notera u ∈ H1[a] pour a ∈ R

n s’il existe un ouvert U
contenant a tel que u ∈ H1(U).

Definition 2. Soit s ∈ R. L’espace de Sobolev d’ordre fractionnaire, Hs(Rn), est constitué

des éléments u ∈ S′(Rn) tels que dans la représentation de Fourier (1 + |ξ|2)s/2û(ξ) ∈ L2(Rn).
Ici S′ désigne le dual de l’espace de Schwartz. Dans le contexte de cette thèse on s’intéresse aux
fonctions quasipériodiques sur le cercle: u(y + β) = e2πiλu(y), y ∈ [0;β]. Alors en introduisant
la notation

û(θn) =
1

2π

β∫

0

dy u(y) e−imy sinh θn , sinh θn =
2π

mβ
n,

on va dire par analogie que u ∈ H
1/2
λ (S1) si la somme

∑
n∈Z+λ

|û(θn)|2 cosh θn converge.

Definition 3. Soient H, H ′ deux espaces de Hilbert séparables et T : H → H ′ un opérateur
linéaire.

– T est compact si l’image {Tun} de toute suite bornée {un} dans H contient une sous-
suite de Cauchy.

– L’opérateur compact T est dit de Fredholm si dimker T,dim coker T <∞. L’indice d’un
opérateur de Fredholm T est défini par

indT = dim ker T − dimcoker T.

– La norme de trace est donnée par

‖T‖1 =

∞∑

k=1

αk,

ou {αk} est l’ensemble des valeurs singulières de T :

T ∗Tϕk = α2
kϕk, αk > 0, k = 1,2, . . .

La classe de trace est formée des opérateurs T tels que ‖T‖1 <∞.
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– La norme de Schmidt est définie par

‖T‖ 2
2 =

∞∑

k=1

‖Tϕk‖2,

ou {ϕk} est une famille orthonormée complète dans H. L’opérateur T est dans la classe
de Schmidt si ‖T‖2 <∞.

Definition 4. Soit H un espace de Hilbert séparable et T : H → H un opérateur compact.
On peut définir la trace

TrT =
∞∑

k=1

(Tϕk,ϕk),

ou {ϕk} est une famille orthonormée complète dans H. Si ‖T‖1 < 1, on peut aussi introduire le
déterminant de Fredholm:

det(1 + T ) = exp {Tr ln(1 + T )} .
Dans le cas 1 ≤ ‖T‖1 <∞ le déterminant det(1 + T ) est défini par le prolongement analytique
de la fonction f(z) = det(1 + zT ), qui est donnée par la série de Taylor à l’intérieur du cercle
|z| = ‖T‖−1

1 .

Théorème 5 (alternative de Fredholm). Soit H un espace de Hilbert séparable et T : H → H
un opérateur compact. Alors

dimker(1 + T ) = dim ker(1 + T )∗ <∞,

où, autrement dit, 1 + T est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.
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Annexe B

Nous présentons ici quelques rappels de théorie quantique des champs. En particulier, nous
expliquons le développement de Càllen-Lehmann pour les fonctions de corrélation et donnons la
formule pour les facteurs de forme dans la limite continue du modèle d’Ising.

Il existe deux approches équivalentes au calcul des observables en théorie quantique des
champs. Les propriétés invariantes de la théorie s’expriment mieux dans le formalisme d’intégrale
de chemins. Ici, le système est défini par une fonctionnelle d’action S qui dépend d’un en-
semble des champs {ϕ}. Pour obtenir des quantités observables, il faut trouver les fonctions de
corrélation, c’est-à-dire, les valeurs moyennes des produits d’opérateurs locaux, calculées avec le
poids exp{−S[ϕ]}:

〈O1(r1) . . .On(rn)〉 =

∫
Dϕ O1(r1) . . .On(rn) e

−S[ϕ]

∫
Dϕ e−S[ϕ]

.

Les masses des particules sont déterminées par les pôles des fonctions de corrélation à deux
points dans leurs représentations de Fourier, tandis que les fonctions de corrélation à n points
(n > 2) décrivent les processus de dispersion.

Pour les calculs pratiques, le formalisme canonique est souvent utile. Dans cette approche,
le système est défini par son opérateur de Hamilton, Ĥ, qui agit dans un espace de Hilbert des
états. Le vecteur propre de Ĥ de norme 1, qui correspond à la valeur propre minimale, est appelé
le vide et noté |vac〉. Dans le formalisme hamiltonien, le temps joue un rôle special; l’evolution
des opérateurs des champs locaux est donnée par l’équation de Heisenberg,

dÔ(t)

dt
= [Ô,Ĥ].

Sa solution formelle est

Ô(t) = R̂(t)−1Ô(0)R̂(t), R̂(t) = eĤt.

R̂(t) est appelé l’opérateur d’evolution. Les fonctions de corrélation sont les valeurs moyennes
dans le vide des produits d’opérateurs locaux ordonnés dans le temps:

〈O1(~x1,t1) . . .On(~xn,tn)〉 = 〈vac|Ô1(~x1,t1) . . . Ôn(~xn,tn)|vac〉, t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn.

Quand les coordonnées de deux champs (ou plus) dans le produitO1(r1) . . .On(rn) cöıncident,
la fonction de corrélation 〈O1(r1) . . .On(rn)〉 peut être singulière. Un problème important consiste
à déterminer son asymptotique (dite ultraviolette) pour ri → rj . Pour cela, la notion du
développement de produit d’opérateurs (OPE) a été introduite. Schématiquement, ce dévelop-
pement s’écrit de la façon suivante:

Ôi(x)Ôj(y) =
∑

k

Ckij(x− y)Ôk(x) +
des termes moins singuiers
que les fonctions Ckij(x− y)
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pour x → y. L’étude du comportement ultraviolet se simplifie en dimension 2, car dans ce cas
les types possibles d’OPE sont classifiés par la théorie conforme des champs.

Un autre moyen pour étudier les fonctions de corrélation provient de la représentation de
Lehmann. On va l’illustrer sur l’exemple de la fonction de corrélation à deux points en dimen-
sion 2. L’invariance de la théorie quantique des champs par rapport aux translations implique
l’existence de l’opérateur d’impulsion totale, P̂ , qui commute avec le hamiltonien: [Ĥ,P̂ ] = 0.
Cela signifie qu’on peut diagonaliser ces deux opérateurs simultanément. Fixons la base ortho-
normée, constituée des vecteurs propres communs de Ĥ et P̂ ; supposons que les éléments de
cette base sont caractérisés par un ensemble des nombres quantiques {n}. Notons

Ĥ|{n}〉 = E{n}|{n}〉, P̂ |{n}〉 = P{n}|{n}〉.
On peut supposer sans perte de généralité que Evac = Pvac = 0. Alors, en utilisant la solution de
l’équation de Heisenberg, on obtient l’expression suivante pour la fonction de corrélation paire
(on suppose que t2 ≥ t1):

〈O1(x1,t1)O2(x2,t2)〉 = 〈O1(0, 0)O2(x2 − x1,t2 − t1)〉 =

= 〈vac|O1(0, 0) e
−Ĥ(t2−t1) O2(x2 − x1,0)|vac〉.

Insérons dans cette formule l’opérateur identité écrit sous la forme 1 =
∑
{n}

|{n}〉〈{n}|. Alors à

la place de la dernière ligne on a
∑

{n}

〈vac|O1(0, 0)|{n}〉〈{n}|O2(x2 − x1,0)|vac〉 e−E{n}(t2−t1).

En utilisant l’invariance par rapport aux translations encore une fois, nous obtenons la réponse
finale — la représentation de Lehmann de la fonction de corrélation à deux points pour la
temperature nulle:

〈O1(x1,t1)O2(x2,t2)〉 =
∑

{n}

〈vac|O1(0, 0)|{n}〉〈{n}|O2(0,0)|vac〉 e−E{n}(t2−t1)+iP{n}(x2−x1).

Dans le cas général, le calcul des fonctions de corrélation à n points se divise en deux étapes:
a) calcul du spectre de Ĥ et b) calcul des facteurs de forme 〈{m}|Oi(0, 0)|{n}〉, c’est-à-dire, des
éléments matriciels d’opérateurs locaux sur les vecteurs propres de l’hamiltonien.

Exemple 1. Le spectre de l’hamiltonien pour les fermions libres massifs périodiques dans un
volume fini β est donné par les formules suivantes:

Eθ1...θL =

L∑

j=1

m cosh θj , sinh θj ∈
2π

mβ
Z, θ1 < θ2 < . . . < θL, L = 0,1, . . .

où m désigne la masse des fermions. Les facteurs de forme 〈θ1, . . . ,θL| ψ̂(0,0) | ξ1, . . . ,ξM 〉 sont
non-nuls seulement si M = L+ 1 et {θ1, . . . ,θL} ⊂ {ξ1, . . . ,ξM}. De plus,

〈θ1, . . . ,θL| ψ̂(0,0) | θ1, . . . ,θL,θL+1〉 =
1√

β cosh θL+1

(
eθL+1/2

e−θL+1/2

)
.

Exemple 2. L’ensemble des vecteurs propres de l’hamiltonien, qui correspond à la limite conti-
nue du modèle d’Ising dans un volume fini β, se divise en deux parties: le secteur de Neveu-
Schwartz (NS) et le secteur de Ramond (R). Ces deux secteurs correspondent aux états de
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deux champs libres de fermions, avec les conditions au bord différentes. Les valeurs propres sont
données par

E
(NS)
ξ1...ξL

=
L∑

j=1

m cosh ξj, E
(R)
θ1...θM

= Λ(β)−1 +
M∑

j=1

m cosh θj ,

sinh ξj ∈
2π

mβ

(
Z +

1

2

)
, sinh θj ∈

2π

mβ
Z, ξ1 < ξ2 < . . . < ξM , θ1 < θ2 < . . . < θL,

Λ(β)−1 =
m

π

∞∫

0

dp ln coth
mβ
√

1 + p2

2
.

Les regles de selection différentes s’appliquent dans les deux phases: le nombreM de R-particules
est pair dans la phase ferromagnétique et impair dans la phase paramagnétique, tandis que L
est toujours pair.

Les facteurs de forme du spin ayant le type NS〈vac| σ̂(0,0) |θ1, . . . ,θM〉R ont été calculés 1 par
A. Bugrij [2, 3]. Plus tard, P. Fonseca et A. Zamolodchikov [7] ont obtenu ses formules par une
autre méthode. De plus, ils ont fait une conjecture concernant le facteur de forme général:

NS〈ξ1, . . . ,ξL| σ̂(0,0) |θ1, . . . ,θM 〉R =
√
ξT (β)

L∏

j=1

eη(ξj )/2√
mβ cosh ξj

M∏

k=1

e−η(θk)/2

√
mβ cosh θk

×

×
∏

1≤j<k≤L

tanh
ξk − ξj

2

∏

1≤j<k≤M

tanh
θk − θj

2

∏

1≤j≤L
1≤k≤M

coth
θk − ξj

2
,

où les fonctions ξT (β) et η(θ) sont définies par

ln ξT (β) =

(
mβ

2π

)2
∞∫

−∞

∞∫

−∞

dθ1dθ2
sinh θ1 sinh θ2

sinh (mβ cosh θ1) sinh (mβ cosh θ2)
ln

∣∣∣∣coth
θ1 − θ2

2

∣∣∣∣ ,

η(θ) = 2

∞∫

−∞

dθ′

2π
sech(θ′ − θ) ln

1 + e−mβ cosh θ′

1 − e−mβ cosh θ′
.

La généralisation de cette conjecture au cas du modèle d’Ising sur un réseau fini, sans passage
à la limite continue, a été obtenue dans [4].

Un des résultats de cette thèse est l’obtention d’une représentation, analogue à celle de Leh-
mann, en utilisant seulement le comportement ultraviolet des fonctions de corrélation et certaines
propriétés globales des opérateurs du spin (plus précisément, leurs “relations de commutation”
avec le champ libre de fermions).

1. Les facteurs de forme du type NS–NS et R–R s’annulent automatiquement à cause de Z2-symétrie du
modèle d’Ising.
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