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Résumé

On s’intéresse dans un premier temps a un probléeme de division dans les espaces de Hardy de la
boule B de C". Il s’agit, étant données m fonctions ¢, ..., g,, holomorphes et bornées dans B, et
une fonction f holomorphe dans B, de donner une condition suffisante, plus faible que I’hypothese
classique de la couronne, pour qu’il existe m fonctions fi,..., f,, dans un espace de Hardy de B
vérifiant fig1 + ... + fingm = f. La démonstration repose sur l'utilisation du complexe de Koszul,
et la résolution du 0 avec de bonnes estimations. La principale nouvelle difficulté, par rapports aux
travaux antérieurs, provient du fait que les fonctions g, ..., g,, peuvent s’annuler simultanément.
Dans un deuxieme temps on s’intéresse au probleme de la couronne dans les espaces de Hardy du
bidisque muni de son bord topologique. On donne un résultat de résolution du 0 dans le bidisque
avec estimations dans L”(0D?), quand les donnnées vérifient des hypotheses de type Carleson.
Enfin on termine avec un résultat permettant de déduire d’un théoreme de la couronne dans un
espace de Hardy d’un domaine de C", un théoreme de la couronne a valeurs dans des espaces
vectoriels de dimension finie. Ceci nous permet, d’obtenir un théoreme de la couronne opérateur
dans les espaces de Hardy de la boule de C" et du polydisque muni de son bord distingué.

Mots-clés : Probleme de la couronne, espaces de Hardy, mesures de Carleson, fonction maximale,
résolution du 0.

Abstract

In a first part, we are interested in a problem of division in Hardy spaces of the unit ball B of C".
Given m functions ¢, ..., g,, holomorphic and bounded in B, and a holomorphic function f, we give
a sufficient condition, weaker than the classical corona hypothesis, so that there exist m functions
fi,---, fm in a Hardy space of B such that fig; + ... + fngm = f. The proof is based on the Koszul
complex method, and the resolution of J-equations with good estimates. The main new difficulty,
with respect to previous works, comes from the fact that the functions ¢y, ..., g,, may have common
ZEros.

In a second part we are interested in the corona problem in the Hardy spaces of the bidisc equipped
with its topological boundary. We give a result about the resolution of a d-equation in the bidisc
with estimates in LP(D?), when the data verify Carleson-type hypotheses.

Finally, we end with a result allowing to deduce a corona theorem with values in vector spaces
of finite dimension from a classical corona theorem in a Hardy space of a domain in C". As a
consequence we obtain an operator corona theorem in Hardy spaces of the ball of C* and of the
polydisc equipped with its distinguished boundary.

Key-words : Corona problem, Hardy spaces, Carleson measures, maximal function, resolution of
0-equation.
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Chapitre 1

Introduction.

En 1962, L. Carleson a montré dans [10] que si g1, ..., g, sont des fonctions holomorphes et bornées
dans le disque de C, alors on a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

36 >0/ g =] + ... + |ga]® > 62

A(f1 - fm) € H(D)™/ frgr + .+ fingm =1 (0.1)

Le probleme analogue pour le cas plus général des domaines strictement pseudoconvexes de C" est
toujours ouvert. Cependant des versions plus faibles, dans les espaces de Hardy de certains domaines
comme la boule et le polydisque sont connues.

Par exemple, dans la boule de C" (et plus généralement dans les domaines strictement pseudo-
convexes) E. Amar dans le cas de deux générateurs (voir [1]), et M. Andersson et H. Carlsson dans
le cas de plusieurs générateurs (voir [6]), ont montré que si gy, ..., g,, sont des fonctions holomorphes
et bornées dans B qui vérifient

)1/2

36 >0/ lgl = (g1 + - + lgm|") 7 =6 (0.2)

alors pour toute fonction f dans I'espace de Hardy H”(B), ou p € [1,40c], il existe des fonctions
fi, -, fm dans ce méme espace H”(B) telles que

Cependant, quand on cherche a résoudre I'équation (0.3) connaissant les fonctions holomorphes
g1, -, gm €t f,la condition (0.2) n’est plus nécessaire. On peut donc chercher une condition suffisante
plus faible pour résoudre cette équation. Je m’intéresse dans les chapitres 2 et 3 a ce probleme de
division dans les espaces de Hardy de la boule.



Pour pouvoir résoudre I’équation (0.3) avec des fonctions f; dans un espace de Hardy, il faut d’abord
savoir la résoudre avec des fonctions simplement holomorphes. Pour cela il faut au moins que la
fonction f s’annule sur I'ensemble des zéros communs aux fonctions ¢y, ..., g,,. Plus précisément

I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous montre que ||§| doit étre localement bornée.

Pour ce qui est des conditions suffisantes pour résoudre (0.3) sans estimations, dans le cas de
polynomes, le théoreme des zéros de Hilbert dit que si f s’annule sur 'ensemble des zéros communs
a g, ..., gm alors une certaine puissance de f est dans I'idéal engendré par g1, ..., g,,. Le théoreme de
Briangon-Skoda (démontré dans [9]) précise cette puissance dans le cas de fonctions holomorphes
au voisinage d’un point :

Théoréme 1.0.1 Soient gy, ..., g, et [ des fonctions dans Uanneau C{z1, ..., 2, } des séries conver-
gentes a n variables. Soit ¢ = min(n, m). Si il existe une constante positive C telle que

fl < Clgl
alors f? appartient a l'idéal engendré par les fonctions g1, ..., Gm, ¢’est-a-dire

3(fla fm) € (C{Zl, sty zn}m/ flgl + ...+ fmgm = fq-

De plus 'exposant ¢ donné dans ce théoreme est optimal.

H. Skoda a démontré en 1972 un théoreme (dans [20]), basé sur des estimations L? de Hérmander,
qui entraine le résultat suivant, donnant une condition suffisante pour la résolution de (0.3) sans
estimations.

Théoreme 1.0.2 Soit Q2 un ouvert de C*, supposé de Stein. Soient gy, ..., g, et [ des fonctions
holomorphes dans Q. On note k = min(n, m — 1).

i /
WTH € Lp,.(Q)

alors

A(fry ooy frn) € Hol(D)™] figi + oo+ fongm = f

Ainsi, si f est une fonction qui s’annule suffisamment sur I’ensemble des zéros communs aux fonctions
gi, alors elle appartient a I'idéal engendré par ces fonctions. Si on demande en plus que les fonctions
solutions f; soient dans un espace de Hardy, il faut une condition plus forte.

Tout d’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous montre que si I’équation (0.3) est résolue quand
les fonctions gy, ..., g, sont dans H*(B) avec des solutions fi, ..., f,, dans 'espace de Hardy H”(B),

alors la fonction maximale de ||i, notée M <i|>, est dans LP(0B).
g g

Pour ce qui est des conditions suffisantes, U. Cegrell a démontré dans [11] le résultat suivant dans
le cas d’'une variable :



Théoréme 1.0.3 Soient g1, g et f des fonctions dans H*(D). Si elles vérifient

/]

g™t

de > 0/ e L>(D)

alors

A(f1, f2) € H(D)?/ figi + fago = f

A la question posée par T. Wolff, qui était de savoir si, dans cette situation, la méme condition avec
e = 0 est encore suffisante, S. Treil a répondu par la négative dans [24].

Dans la boule de C", dans le cas de deux générateurs et d’une fonction f = 1, E. Amar et J. Bruna
ont donné dans [3] une condition suffisante sur les fonctions ¢;, g» € H*(B) pour qu’il existe deux
fonctions f; et f, dans H?(B) telles que fig1 + fogo = 1. Jai étendu ce résultat au cas ou f est
quelconque et ou il y a plus de deux générateurs de la facon suivante, répondant ainsi a une question
de M. Putinar et S. Sandberg :

Théoreme 1.0.4 Soient n un entier supérieur ou égal a 2, B la boule de C", m un entier supérieur
ou égal 4 2 et p € [1,+00[. On note r = min(n, m). Soient ¢, ..., gm et [ des fonctions holomorphes
dans B. On suppose que

VieN/1<j<m, gj € H°(B)

et

3 >0/ M (Lﬂ llog |g|—(“-z‘”> € L"(9B) (0.4)

9]

Alors
3(fl: afm) € Hp(IB)m/ flgl + ...+ mem = f

La démonstration de ce résultat repose sur la méthode du complexe de Koszul. Une des principales
difficultés vient du fait que |g| peut s’annuler, et que les formes qu’il faut alors résoudre ne sont
pas régulieres, ni méme définies en tant que produits de courants. Pour contourner cet obstacle
je régularise le probleme en introduisant une fonction ¢,,,1 = €; il faut alors résoudre le nouveau
probleme avec des estimations indépendantes de e. De plus, pour obtenir certaines d’entre elles, il
est nécessaire d’estimer df en utilisant uniquement ’hypothese (0.4) (cette difficulté disparait bien
sur quand f = 1). Cette méthode de régularisation fait 'perdre’ une puissance au dénominateur
quand r = m. Pour se rapprocher au maximum du résultat 1.0.2 de Skoda, il faudrait améliorer le
résultat en obtenant la méme chose avec r = min(n, m — 1).

Dans le cas o1 m = 2 et n = 2, j’ai cependant obtenu une meilleure estimation en régularisant la
forme a résoudre par convolution, ce qui est possible dans ce cas car le complexe de Koszul s’arréte
au rang 1 et ne fait donc pas apparaitre de produits de courants. On obtient en fait



Théoréme 1.0.5 Soit 1 < p < oo. Soient g, et gy deuz fonctions dans H*(B) et f une fonction
holomorphe dans B. On suppose que

2+e
Je>0/ M (”ﬁ%) c L?(9B)

Alors il existe f; et fy dans HP(B) telles que f1g1 + fag2 = f dans B.

Pour ce qui est du polydisque, K. C. Lin a montré dans [18], en 1994, que si g; et g5 sont des fonctions
holomorphes dans le polydisque D" qui vérifient la condition (0.2) alors, pour toute fonction f dans
I'espace de Hardy usuel H?(T?), il existe des fonctions f; et f, dans cet espace qui vérifient

figi + faga = f (0.5)

J’ai pour ma part essayé de démontrer le méme résultat pour I’espace de Hardy du bidisque muni de
son 'vrai’ bord, H?(D?), c’est-a-dire I'espace des fonctions holomorphes dans D* muni de la norme :

1£1%, = Sup / U)o

0<r<1 .

Sans aboutir, j’ai cependant démontré, dans le chapitre 4, un théoreme sur la résolution du 0 dans
le bidisque avec estimations dans L?(0D”) quand la donnée est le produit d'une fonction de H”(D?)
par une forme vérifiant des hypotheses de type mesure de Carleson.

Ici B désigne la boule unité de C* et V(D) et V' (B) les espaces de mesures de Carleson dans ID et
B.

Théoréme 1.0.6 Soit w = widz; + wydzZy une (0, 1)-forme de classe C™ dans ﬁQ telle que Ow = 0.
On suppose qu’il existe une constante positive Cy telle que
a) Vzo €D, wi(.,2) € V(D) de norme majorée par C.

= 2
‘wl(zla 29)dZy A Op(21, Zz)‘
(=p(21,23))°
c) Vz1 €D, wy(z1,.) € VD) de norme majorée par C.

b) Je > 0/ Vz, € D, V'(B) de norme magjorée par C.

‘wg(z],zg)dﬁ /\gp(zg,zg)‘2
(—p(22,23))°

Alors il existe une constante C' ne dépendant que de Cy et de € telle que pour toute fonction f dans

Vespace HP(D*) N C’oc(ﬁ2) il existe une solution u de I’équation

d) Je >0/ Vz; € D, € VY(B) de norme majorée par C}.

ou = fw

vérifiant
[ull ooney < C [ fllo



La démonstration de ce théoreme utilise fortement la structure produit du bidisque, et fait intervenir
des noyaux intégraux en une variable.

Enfin, dans le chapitre 5, je m’intéresse a une version opérateur du probleme de la couronne. En
effet, dans le probleme de la couronne introduit ci-dessus, on peut considérer le m-uplet de fonctions
holomorphes (g1, ..., ¢,,) comme une fonction a valeurs dans I'espace des applications linéaires de
C™ dans C, noté L(C™,C). Ainsi résoudre 1'équation (0.3) revient a se donner

G=1(g1,....,9m) € H*(Q,L(C™,C)) et fec H(Q)
et a trouver F' = (f1,..., fm) € H?(2,C™) tel que
GF=f (0.6)

On peut généraliser ce probleme en considérant G € H>(Q2, L(C™,C")) et k € HP(Q,C") et en
cherchant F' € HP(Q,C™) tel que
GF =k (0.7)

J’ai démontré dans ce chapitre que si on sait résoudre 1’équation (0.6) pour tout entier positif m,
alors on peut résoudre I’équation (0.7). J’en déduis des théoremes de la couronne opérateur pour
les espaces de Hardy de la boule et du polydisque.






Chapitre 2

Division dans H?(BB).

2.1 Définitions, résultat.

Dans ce chapitre on va démontrer le théoreme de division dans les espaces de Hardy de la boule
(théoreme 1.0.4). On commence par préciser les définitions et notations qui interviennent dans son
énonceé.

Soit 7 > 2. On note B la boule unité de C*, 9B son bord et p(z) = |z|* — 1 sa fonction définissante.
On note dA la mesure de Lebesgue de C" et do la mesure de Lebesgue de OB.

De fagon générale, si g = (g1, ..., gm), On note

m
‘.0\2 = Z \.(Ji|2
i=1

Pour énoncer le théoreme 1.0.4 dans une forme un peu plus générale on introduit la fonction u,
1

comme dans [3], qui jouera le role de la fonction log | HHF.
log |g||"""

Soit dpg une mesure positive dans [0, 1] telle que

1
/ dpo(s) < 400
Jo

52
On note alors

1
Vo € R, ula) = [ o duals)
0
1

24€”

Par exemple, pour ¢ > 0 et pour dyg(s) = s'™ds, on obtient ju(z) ~. ﬁ
z—0 0g T

Pour tout point ¢ du bord de la boule on définit, comme dans [19], le domaine admissible de sommet
¢ par

Te={beB/ [1-0b¢ <2(1— b))}

13



On définit alors pour h € L'(B) la fonction maximale de h par
V¢ € OB, Mh(C) =Sup |h(2)|
ZEFC

Ceci nous permet de définir, pour p € [1, +00], les espaces suivants :
MP(B) = {h € L'(B)/Mh € L*(0B)}
qu’on munit de la norme

1Pl e = [1MP| o o)

On note aussi Hol(IB) I'ensemble des fonctions holomorphes dans B et H*(B) 'espace des fonctions
holomorphes et bornées dans B, muni de la norme ||h||_ =Sup |h(z)|; pour 1 < p < oo on note
2€B

HP(B) I'espace de Hardy défini par

H"(B) = {h € Hol(B)/||h|[ 7, < o0}
ou
Il =Sup [ 1h(r¢)? do(©)
0<r<1 J 6B
On peut a présent énoncer le théoreme 1.0.4, qui donne une condition suffisante pour la division
d’une fonction de H?(B), sous une forme un peu plus générale.

Théoréme 2.1.1 Soient n un entier supérieur ou égal a 2, B la boule de C*, m un entier supérieur
ou égal a 2 et p € [1,+00[. On note r = min(n, m). Soient gy, ..., g €t [ des fonctions holomorphes
dans B. On suppose que

VjieN/ 1<j<m, g; € H°(B)

et
f
; —c MP(B
o s <
Alors
3(fl: afm) € HP(IB)M/ flgl + ...+ mem = f (11)

On va dans la suite du chapitre démontrer ce théoreme en utilisant la méthode du complexe de
Koszul apres avoir régularisé le probleme.

Désormais on garde les notations du théoreme : gy, ..., g, sont des fonctions dans H>(B) et f est
une fonction holomorphe dans B.



2.2 Régularisation ; complexe de Koszul.

Si on pose, pour tout entier j compris entre 1 et m,

95

2

f] =

— (2.1)
]

on obtient une solution a I’équation (1.1). Mais ces fonctions ne sont pas holomorphes, ni méme
régulieres, car |g| peut s’annuler. Ce sont cependant des distributions, car \g|2 est réelle analytique,
et on peut appliquer le théoreme de Lojasiewicz.

Pour corriger le défaut d’holomorphie des fonctions f]0 il suffit de trouver des fonctions f; telles que

Sup [ |f(rQ)|" do(¢) < +00
OB

0<r<1

af =1 (2.2

et

> flgi=0 (2.3)
j=1

Les fonctions f]0 — f]] résoudront alors I’équation (1.1) et seront nécessairement régulieres car holo-
morphes.

Pour faire cela on va utiliser le complexe de Koszul, introduit dans ce cadre par Hormander. Ce
complexe fait intervenir des produits des formes g(f][-]), qui ne sont pas bien définis en tant que pro-
duits de distributions. Pour contourner cette difficulté on va régulariser le probleme en introduisant,
pour € > 0, la fonction g,,,1 = €, qui ne s’annule pas, puis on fera tendre € vers 0.

On va en fait démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1 Soient (n,m) € N* supérieurs ou égaus a 2, p € [1,+oc[ et B la boule de C*. On
note r = min(m,n). Soit K un réel positif. Il existe une constante positive C telle que pour toutes
fonctions g1, ..., gm, | € Hol(B) N C*(B) vérifiant

f

e 24

)z

MP
et

9/l <1

on ait, pour tout e > 0 ,
3(fl: Sy fm: fm+1) € Hp(]B)m+]/ flgl + ...+ fmgm + fm+16 - f

et VI<j<m+1 |filly, <C



On note que l'estimation obtenue est uniforme en e. Plus exactement, la constante C' ne dépend
que de n, K, p, et m. Désormais toute telle constante sera notée C'(K).

On démontrera au paragraphe 2.10, en faisant tendre € vers 0, que ce théoreme entraine le théoreme 2.1.1.

On va a présent s’attacher a prouver le théoreme 2.2.1 et on se place dans les hypotheses de celui-ci.
€|2 2 2

On note gpmp1 = € et [¢]” = |g]” + €.

Nous reprenons ici les notations de M. Andersson et H. Carlsson dans [6] pour introduire le complexe

de Koszul.

Soit A* I'algebre extérieure des formes linéaires alternées sur C™ "' et soit {ey, ..., €,,41} 1a base duale

de la base canonique de C"'. Le produit extérieur dans A* sera noté N, pour ne pas le confondre

avec le produit extérieur des formes différentielles, noté A.

On va travailler dans les espaces C(";js)(@, A') des (r, 5)-formes de classe C* dans B a valeurs dans

AL Sif e C'(O;fs)(ﬁ, AY), f sécrit f = Z 'fr er olt la somme Z " s’effectue sur les multi-indices
|7l =1 7| =1
ordonnés I = (iy,...,7;) , fr € C'(O;fs)(E), et ey =e;, N...Ne,.

On remarque qu’on peut notamment avoir f N f#0. Par exemple si f = fie; + foeq, ou f1 et fo
sont des (0,1)-formes on a fN f =2(fi A f2) e1 Ney. Onnote f™% = fn...n f (k fois).

Sif= Z 'f1 e; on note, pour tout z € B, |f(z)]* = Z "2

1] =1 =1
On définit alors, sur ces espaces, d’une part I'opérateur 0 prolongeant naturellement celui sur les
formes différentielles, et d’autre part le produit intérieur par (gi, ..., gm1)-

Définition 2.2.2

Soit

9 Oy (N) = O ()
défini par

AN ' fren) = "0f e

[T|=t \7|=1

Soit

0y + Oy (A1) —— 38, (A
le produit intérieur par le vecteur X, de coordonées (gi, ..., gm+1), ¢’est-a-dire défini par

l

v()(17 "‘JXl) € ((Cm+1) ) 6gf(X17 "'JXZ) = f(XgaXla "‘JXl)

Dans les coordonnées (e, ..., €y,,41) l'opérateur ¢, s’exprime de la fagon suivante :



Lemme 2.2.3 Soient | € N et h € C’(OES)(AZH). Sih = Z 'hy e; alors

I =1+1
m—+1
= (0 (S
Jl=t \j=1
Démonstration :
On note {e],...,e,, .} la base canonique de cmttSi dgh = Z 'y ey alors, pour tout multi-
=1
indice ordonné J = (jy,...,;), on a

((S h)( ]1,. . Jl Z g 6[ J]" ’e]l) = Ojy,...j5
=1

Or par définition
m+1

(65h) (€] €l €], _hZ% € €y n)

On en déduit que

m+1 m+1
— _ / . * * *
Qg = E h[ €r § g; € JJ J] JRERS) J, - E hI E gj e[(eja ej1 [ ejl)

I|=1+1 If=1+1 7=t

Or e;(ej, e}, ..., €j,)7#0 si et seulement si [ = J U {j} et dans ce cas eI(e],eﬁ,. . e) est égal & la

signature de la permutation qui envoie I sur (j,J). Comme h;; = 0si j € J, on en déduit que

m—+1
_ ! .
Wy = (1) hujg;
j=1
ce qui acheve la démonstration du lemme. [

On obtient alors un double complexe :

Lemme 2.2.4 Avec les notations précédentes on a :

a) 6,00, =0
b) dod =
c) dod,=0,00

Démonstration :
a) Pour tout h dans C’ ( AH'Q) pour tous champs de vecteurs Xy, ..., X, on a par définition

3,0 05h(X1, ... X)) = h(X,, X, X1, ..., X)) = 0



car h est alternée.
b) Immédiat.

c¢) Pour tout h dans CE’TO,S)(AZH) qui s’écrit Z 'h; er, on a, d’apres le lemme 2.2.3,

Il=1+1
m+1 m+1
6 (0] 6gh = (—l)l Z '6(2 h.ljgj) ej = (-1)1 Z ’Z ah,]j.(]j €] = (Sg o ah
g =1 i g =1 i
car dg; =0, Vj € {1,....,m+1}. n
m+1
Avec ces nouvelles notations, trouver des fonctions Fi, ..., Fy,.1 € HP(B) telles que Z F;g;, = f de
m+1 =
normes majorées par C'(K) revient a trouver F' = Z Fie; € Oy (B, A") tel que
i=1
m—+1
0, F =) Fgi=1f et ||F|y <C(K)
i=1
Le lemme suivant montre qu’il suffit en fait de démontrer que
JF € C*(B,A")/ 6,F =f, OF =0 et ||F||LP(6B) < C(K) (2.5)

Lemme 2.2.5 Si h € C*(B) alors

h € HP(B) <= hjgs € LP(0B) et h € Hol(BB)
De plus, dans ce cas on a

1l o = Hh\SBHLP(SB)

On va a présent s’attacher a démontrer (2.5).
2.3 Division sans estimations.

On remarque qu’avec ces notations, en prenant en compte g,,.1, la solution non holomorphe (2.1)
s’écrit
m+1

Fr=> flej=anf
j=1



ou

g
= e (3.1)
j=1 |,(]'
Notons que cette solution F° vérifie bien
59(F0) =/

Plus généralement, le produit par v (qui dépend de €) résoud d, au sens suivant :

Lemme 2.3.1 Pour toute fonction h € C'(of’s)(ﬁ, A i 6,h =0 alors 5,(y N h) = h.

Démonstration :
On peut écrire h = Z 'h; e;. Alors
11| =1
m—+1
o,h = 0<=VJ € {1,..,m+ 1}, Zh,,’jgj =0 (3.2)
Jj=1
On note
m—+1
v = Z vie; , yNh= Z Hye; ,  6S,(ynh)=(-1) Z Gey
=1 J=1+1 |J| =1
On a par définition, pour J € {1,...,m + 1} avec J = (Jy, ..., Jiz1),
I+1
Hy = Z (=17 v, g,
j=1
De plus
m+1 m+1 1 m+1
G = Z giHL; = Z Z.Gj(—l)Hl’YLih(L\Li)j + Z .Gj(_l)l%‘hL
j=1 j=1 i=1 j=1
l m—+1 m+1

Gr =Y (=", > giben; + (—1'he Y g5
Jj=1 j=1

i=1

En utilisant alors la définition (3.1) de 7 et I'hypotheése (3.2) on obtient
Gr=(-1'hy, ie. d,(ynh)=h
[ |
Si on se donne alors un opérateur qui résoud le 0 dans B, le complexe de Koszul nous permet de
résoudre les équations 0, F' = f et OF = 0 simultanément, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.3.2 Soit A un opérateur résolvant le 0, c’est-a-dire

A C(O.(;,&H) (E, Al)—>0(oo[is) (E, Al)



tel que O(Ah) = h si Oh = 0.

Soit

Alors F € O (B, A1) et vérifie

5,F=f et OF=0

On dessine le complexe de Koszul dans C2.

A3
A? A(wy) 2,
5,
o, 0 A(wl) o
L 2 7
{ YN f
b,
Al f 2,
(0,0)
Démonstration :

On définit par récurrence

Ay (87)™ N0 f) 2 yn@ear 5o
59\]{ 69\1, 69\L
Wy { 0 © Aﬁ(y’yﬁﬁg(fg)? nJ) i) 09N f i) 0
5. 5.
oyn f 0
(59\[/
0
(0,1) (0,2) (0,3)

wy =0 (0" N f
wy =N OY)"Nf—8,0A(w) st 0<I<r

On constate alors que, pour tout entier [ tel que 0 <[ <r,

On a notamment F' = wy.

T

w; = Z (—l)k*l(ég o Ay (9y)™ N f)

k=l

(3.3)



Montrons qu’on a, pour tout I,

Sgwp = (07)"'n f
Puisque ¢, 0 6, = 0 il suffit pour cela de montrer que

(v (@) =@ f

D’apres le lemme 2.3.1 il suffit pour cela de montrer que

5,((07)" N f)=0
Procédons par récurrence sur [. Le cas [ = 0 est immédiat. Supposons que

5,((39) 1 F) = 0 (3.4)
alors, puisque §, et d commutent,

5,((07)" N f) =80 dy(yn (91 N f)

En utilisant I'hypothése de récurrence (3.4) et le lemme 2.3.1 on en déduit que

3o (0" f) =0((0y)" N f) =B d(yn (9y)" VN f) =0
On a ainsi montré que d,w; = (97)™ N f pour tout ; en particulier §,F = f.
Montrons par récurrence descendante sur [ que pour tout [ on a dw; = 0.

e Pour [ =7 on aw, =N (dy)" N f donc dw, € CF'&T+1)(E, A1), Deux cas se présentent alors.

Sir+1=n+1alors Cg,. (B) = {0}, et Ow, = 0.
Sir+4+1=m+ 1, comme on l a vu précédemment,

dw, = (07)"F N f=6,(yn (09" f)
OryN (9y)" YN f e Criny (B, A™2), et A7 = A™*2 = {0}, d’olt dw, = 0.
e Supposons que Jw; = 0. Alors
Ow, 1 =0(yN (@) VN f)=Dod, 0 Alw) = (07)" N f— 5,000 A(wy)
Puisque A résoud le 0 et que Jw; = 0 on a d o A(w;) = w; et puisque d,w, = (07)™ N f on a donc
dwi = (@ f—@)"'Nnf=0

On a ainsi montré que OF = 0 et dF = f. [ ]



Pour achever la démonstration du théoreme 2.2.1 il reste a obtenir une estimation de || F||;,. On
prend pour A l'opérateur utilisé dans [6] (théoreme 4.1). Alors la solution F' obtenue est de classe
C*>(B). 1l reste donc a montrer, d’apres le lemme 2.2.5, la proposition suivante :

Proposition 2.3.3 Si A est Uopérateur donné dans [6], la solution F donnée par (3.3) est dans
LP(0B) de norme majorée par C(K).

2.4 Estimations.

Il s’agit de démontrer la proposition 2.3.3. Pour cela on va démontrer que chaque terme de la
somme (3.3) est dans LP(9B) de norme majorée par C'(K). On examinera par ordre de simplicité
lescas k=0, k> 2 puis k =1.

Pour k£ = 0 il faut montrer que yN f € LP(0B). Grace a la définition de v et sachant que |g| < 1 et
lg°/ > lg| on a

e ] i
< ;

——
91~ g™ ullg

L’hypotheése 2.4 nous montre alors que v N f € C®(B, A') N MP(B) de norme majorée par K. Le
lemme suivant nous permet alors de conclure que v N f € LP(0B) de norme majorée par K.

Lemme 2.4.1 Si h € M?(B) N C*(B) alors h € LF(OB) et

121l o omy < 121l aso

Démonstration :

Soit ¢ € OB. Puisque h € C®(B), h(r¢) tend vers h(¢) quand 7 tend vers 1 avec r € [0, 1[. De plus,
Vr € [0,1], ¢ € T'¢, donc |h(r¢)| < Mh((), d’ott, en passant a la limite, |h(¢)] < MA((). On en
déduit que [|h[[ ;o5 < [[MAl 1005 = [0l u

On s’intéresse ensuite aux termes pour k£ > 2.



2.4.1 Estimations des termes pour k£ > 2.

Pour cela on va utiliser les estimations de 'opérateur A données par M. Andersson et H. Carlsson
dans le théoreme 4.1 de [6]. On introduit pour cela les espaces de mesures de Carleson.

On rappelle que le noyau de Hardy-Littlewood P° est défini par
1

VzeB, V¢ € OB, Pz, ()= ) (B (é,p(z)))ﬂB <i,p(z)> (©)

2]

ou la pseudo-boule B(a,t) centrée en a € OB et de rayon t est définie par

B(a,t) = {be 0B/ |1 —ab| <t}

On note aussi TCCIB I’espace tangent complexe a B en ( € 0B. Pour s > 0 et ( € OB on définit de
plus la tente de centre ( et de rayon s par

Tyc={z € B/A(T B, z) < s}
ou d désigne la distance euclidienne dans C".

Définition 2.4.2
a) On dit qu’'une mesure v dans B est dans l’espace des mesures de Carleson, noté Vl(IB%), st 1l
existe une constante C positive telle que pour tout ( € OB et tout s > 0,

v[(Tig) < Cs"

Dans ce cas ||v||y. est par définition la plus petite constante C' qui convient.
b) Soit o €]0, 1[. On dit qu’une mesure v dans B est dans ’espace des mesures de Carleson d’ordre
«, noté W (B), si la balayée

PO |y — /B PO(z,()d ] (2)

1
de |v| par le noyau de Hardy-Littlewood appartient o LP(0B), ot — = 1 — a. Dans ce cas on note
p

[Vl wa la norme HPO* |V‘Hm(am&)'

On notera aussi V° (B) I'espace des mesures bornées dans B. Les espaces ainsi définis sont des espaces
de Banach.

Par abus de langage on dira qu'une fonction A définie dans la boule est une mesure de Carleson si
hd\ est une mesure de Carleson.

On définit aussi les normes suivantes, tenant compte de la géométrie de la boule. Si h est une
(0, s)-forme on note

hlz = (=p) [h[* +18p A B[

*



On remarque notamment que si & est une fonction |h|, est équivalente a |h|. Plus précisément on a
B2 <20 < 4n?.
On peut alors énoncer le théoréme suivant, prouvé dans [6].

Théoreme 2.4.3 Il existe un opérateur linéaire

A CF et (B, Al)HCﬁS)(E, A

tel que , pour tout o € [0, 1], pour tout T €] —1,+0c[, et pour toute forme h € Cf'[is+])(ﬁ, A on a :
. , sal
(3) I(=p)" Ablyye < C (=) 50

(if) [ 4A 1o 0m) < C |(—p) 3

*Wo

1 .,
,oup=1— — et C est une constante positive.
*Wa (6]

De plus A vérifie 9(Ah) = h si Oh = 0.

Pour estimer les termes de (3.3) pour k£ > 2 on va appliquer successivement ce théoreme et le lemme
suivant :

Lemme 2.4.4 Pour tous s > 1 et | € N, pour tout W € C(O‘Uis)(ﬁ, AY) on a linégalité

W] < VIIW

Démonstration :
Soit W = Z '"Wres. Alors
I =1

SW= (-1t >y (Z 9.7'WK7') K

|K|=1-1 \i=1
On en déduit que

m—+1 2 m—+1 m—+1
SWE= Y D gWik| < D) '<Z|9.12> <Z|WK.12>
K| =11 i1 K| =1 1 \ir =
m—+1
SWIE< g Y Y Wil =g Y WP <P
K| =1—1 = J=1

Soit k > 2. Puisque (5, 0 A)*(yn (07)™" N f) € Cio)(B,A"), on a

2[(80 A)F(yn (@)™ N f)], > (3,0 A (v N (D)™ N f)]



On en déduit, grace au point (ii) du théoreme 2.4.3, que

[y 0 040 @) 0 Dl ooy < 2V2 (=) F(E 0 A (0 @00 )

WDL

puis, en appliquant successivement le point (i) du théoreme 2.4.3 et le lemme 2.4.4, on obtient :

166y A0 @™ 0 1)y < CVEFD (= F (00 @)™ 1)

WDL
On utilise alors le lemme suivant pour estimer H (—p)%(v N(0y)™ N f)
*Wao
Lemme 2.4.5 Soient hy et hy des formes a valeurs dans A*. Alors on a
|hi N hyl, < C ], |hal,
ou C' est une constante ne dépendant que des degrés de hy et hy.
Pour la démonstration voir le paragraphe 2.9.
On en déduit que
k=2 = k-2 — -~
‘(*p) > (yn (@)™ ﬂf)‘* < Clfl,(=p) 7], [ @),
d’ot, en utilisant le fait que |y| < \g|71, et en prenant ¢ un réel strictement positif,
B2 = /] 2 mank-2 , Lao 2
CoFan@ | <ol (w2 @l o)
Estimons d’abord ‘57‘3 Par définition de la norme on a :
= 2 -2 = = 2
0], = (=p) |07+ [9p A D]
Par définition de v, sachant que
m+1 — — 7
_ 0a: —7.00:
ij=1 |.qE|
on a : ) )
— —p) |0 dp N0
3y° < ( p)\4g| L 1op 4gl
9] 9]
On en déduit que
9y, < ————(4+B)
\ 91" n(lgl)
ou
(—p)l0g[* g A dgl*
A= () et B = ———u(lgl)
g/’ g/’

D’autre part on estime (—p)*~? ‘(57)0('“7]) ‘i de la fagon suivante :



2

— — 2 — — 2
(—p)" 2 |(@y)"ED = (=p)* [0 I + (—p)E? [Dp A (07)"E)|

*

On a d’une part

= 1
‘(a'}/)m(kil)f j W Z ‘agll A...Aaglk71‘2

Il=k—1
et d’autre part
— — 2 1 2
|9p A () D] :5|gﬁk*4 ST |9pAdg AN Bgr,
Il=k-1
On en déduit que
o /R 2
(=p)* 2@ V] 2 —5 (D + E)
. g™ " ullgl)
ol
2
o ag[ /\/\6(]17 B
D= Y (0 901 P o (gt
Il=k-1
et )
L, 1 Op AN Ogr, A ... \Ogr, B
FE = Z (7p)k 2‘ 1‘9‘%72 k 1‘ N(|g|)k 1
Il=k—1

k—2

On choisit alors ¢ = |g|* > u(|g|) 2 et on obtient

f] D+ FE A+ B
= ‘ | k k + k k
<190 gl w(lgl)z  lgl” n(lgl)2

/]

- k+1 k
=gt n(lgl)z
Pour pouvoir conclure on va d’'une part montrer que A, B, D et E sont des mesures de Carleson

|f]

k
9" llgl)
suivant et d’obtenir la majoration voulue :

k-2

M—mjrwfwgﬂ“Wlﬂ

c’est-a-dire
‘ k=2

(—p) 7 (yN (@)™ N f)

(A+ B+ D+E)

et d’autre part montrer que € MP?(B), ce qui nous permettra d’appliquer le lemme

k)2

1
Lemme 2.4.6 Soit p € [1,+oc]. Sive VI(B) et h € MP(B) alors hv € W*(B), ot a=1— —, de

p
norme magjorée par ||V, ||h]] -

Pour la démonstration de ce lemme voir le lemme 2.4 p 12 de [3].

Pour montrer que A, B, D et E sont des mesures de Carleson il suffit d’appliquer directement la
proposition suivante, qui sera démontrée au paragraphe 2.6.



Proposition 2.4.7 Pour tout entier k tel que 1 < k < n, pour toutes fonctions hy, ..., hy de H*(B),
. ) o 2k
les fonctions wy et wy ci-dessous sont des mesures de Carleson de norme majorée par max(1, ||h||2)

0hy A ... A Ohy|?
b e (|

E—1 |8p N 8h1 VANPYRAN 8hk|2
‘h|2k

@ = (—p)

p(|h))*

@y = (—p)

Enfin on a, sachant que |g| est majorée par 1, et en utilisant ’hypothese (2.4) :

k+1|f‘ E r+1m )T5k3m¢
" wllg))z gl (g 9]

9" " ullg € M*(B)

)2 u(lgl)2

ce qui acheve la démonstration du fait que, pour tout entier k£ compris entre 2 et r on a :

(850 A (v (@™ f , < O(K)

M o

Remarque 2.4.8 Pour estimer le terme d’ordre k dans (3.3) quand k#1 on utilise seulement

]
9" 1u(|g))"?

I’hypotheése € MP(B), qui est une conséquence de [’hypothése (2.4) comme on vient

de le voir.

2.4.2 Estimation du terme pour k£ = 1.

Pour estimer ce terme on utilisera seulement 1’hypothese

Vi

P utgy M 42)

qui est une conséquence de I'hypothese (2.4) (puisque m et n sont supérieurs ou égaux a 2, r + 1
est bien supérieur ou égal a 3).
On note w = yNaynN f.

1 1
Pour montrer que Aw € L”(9B) on prend ¢ € LY(dB), ou — + — =1, et on évalue
p q

[= /SB Aw(2)(2)do(2)

D’apres [5] p 333
I=J+1L



ou

1 _
J—/11)/\T1/) et L—/ wAdp AT
B BV P

[ (p)0)(=)do(2) [ () O(C — (2o (2)
T‘”“)./m 0(C, 2)0(z.0) = T oG

et

ot les fonctions O sont de clase C'.
On cherche alors a appliquer le lemme suivant :

1
Lemme 2.4.9 Soit q €]1,+00] et a = —. Soit P =T ou T". Il existe alors une constante positive

q
C telle que

VveW(B), Vye LI(OB), /BIPMJ vl < Cllvllwe 191l o gom)

Démonstration :

Constatons d’abord que T" et T" sont des opérateurs de type Poisson, comme ils sont définis dans [5]
p 330. Pour T il suffit de choisire =1, k =0et j =1 et pour 7", e =1/2, k =0 et j = 1, sachant
que O(|¢ — z|) est a fortiori un O(1).

D’autre part, d’apres la proposition 1 p 30 dans [2], si v € W%(B) alors il existe une mesure de

1
Carleson vq et une fonction h € LP(vy) telles que v = hig, o — = 1 — . On peut de plus choisir h
p

et vy tels que ||y =1 et [[Al 1,4, < [¥[lyo. On utilise alors I'inégalité de Holder pour obtenir

1/q 1/p
[ 1Pelivl < (/Bpw m) (/h uo|)

D’apres la proposition 7.1 de [5] on a alors

1
/de)l V1< B0 gy 10 1M ooy < 12l 1981 oy

ce qui termine la preuve du lemme. [ ]

Or, a priori, w n’appartient pas a W(B), mais (—p)w oui. On utilise alors le lemme suivant pour
faire apparaitre (—p)w dans 'intégrale.

Lemme 2.4.10 Pour toute fonction F € C'(B) on a :
2) [ FEE) = (1) [ CoEPENE + [ CaELFEAE
1
b) /B mF(z)dA(z) =(2n+1) ./B V—p(2)F(2)d\(z) + 2 ./B vV —p(2)LF(2)d)\(z)

ou on note



Démonstration :
a) En appliquant le formule de Stokes on a, pour i#j :

0= /(9]13% (—p)(Q)F(¢)Ciw; = /B aaQ: ((—p)(OF(O)G) dG A w;

ott w; =dC A ... AdC y ANdCigr A oo AdCy A, A .o ANdC,,.
On en déduit que

0:/TPE (%TQ(OF(OQdA(C)+/R(—p)(C)F(()d)\(C)+./B(_ j()OF

En additionnant les égalités pour 2 = 1 a n on obtient

/ CPE F(Q)dNQ) = n/ (—0)(Q)F(C)IAC) + / (=) (Q)LF(Q)dNQ)
Or [P =1+ p(¢) don
F(OAAQ) = (n+1) / (OO F(QANC) + / (=) (Q)LF(Q)dN(Q)

b) Soit » > 0. On note —p, = —p +n. Alors \/—p, € C'(B). Comme précédemment on peut
appliquer la formule de Stokes et obtenir, si 7'7éj,

Vi [ FQa= [\ m@r©s = [ 5 (Vom@F©6) dine

oF

ac, (€)GidA ()

B

.. Yy 1e, s . N d _p"(c) *Zi
En additionnant les égalités obtenues pour ¢ = 1 a n, et sachant que 9 = , on
> 2 —Pn(C)
obtient
\/_ Czwln/\/pn C)dA(C /\/ Q) LE(C)dA(C K‘ Fi©) ————2dA(()
7B 24/ —py(C)

et puisque \C|2 =1+ p(¢) on obtient, en faisant tendre 7 vers 0,

F(¢) L — -
/ SO = ) [ VAP + [ VEAOLFQIQ

Remarque 2.4.11 On étend la définition de L auz formes différentielles de la facon suivante : si

w s’écrit dans la base canonique w = wa"’ dzy Ndz; alors Lw = ZEWI"] dz; Ndz;. On définit

L,J 1,7
n

aw[ J
de méme Opw = 5 “ dz;y NdZ; de sorte que Lw = 5 2pOpw. On vérifie immédiatement que

2z
1.7 k k=1

st wy et wy sont deux formes différentielles alors L(wy A we) = (Lwq) Awy + wy A (Lws).

On obtient alors, d’apres ce lemme,

J=(n+1) /(—p)w/\Tw—i- /(—p)c(w/\sz) =n+1)J+ Jo+ J;

ou



—
I

(=p)w AT
(—p)(Lw) AT

(—p)w A L(TY)

S
I

Nop)
Il
————

On a aussi

L=(2n+1) / Vopw Adp AT+ 2/ VopLw AN dp ANT'p) = (2n + 1)Ly + 2Ly + 2L3
B B

ou

le/\/—pw/\gp/\T'z/)

B

Lo —/\/pﬁ(w/\gp) AT")
B

Lg—/\/pw/\gp/\ﬁ(T'@/))
B

Pour estimer .J;, Jo, Ly et Lo, d’apres le lemme 2.4.9, il suffit d’appliquer le lemme suivant, qu’on
démontrera au paragraphe 2.4.3.

Lemme 2.4.12 (—p)w, (—p)Lw, \/—p(w A 0p), /—pL(w A Dp) sont dans W*(B) de normes ma-
jorées par C(K).

Il restera alors & démontrer les estimations suivantes, ce qui sera fait au paragraphe (2.4.4).

Lemme 2.4.13 Il eziste une constante C(K) > 0 ne dépendant que de K telle que

Vi € LY(OB), J3 < C(K) [[¥] 14 et Ly < C(K) |9l 140w

2.4.3 Estimations concernant w.

On démontre ici le lemme 2.4.12. On commence par estimer les termes qui ne font pas intervenir
de dérivation.



Estimation de (—p)w et /—p(w A dp).

On a, puisque |¢g| > |g/,

il £ 99]”
(—p) [wl === > 19g| (—p) = ———— | (—p)=5-n(lg]) + (—p)
9] 1<k<m+1 ‘.(1‘2 Vv iu(lgl]) 9]
\ \ ) /] .
D’apres I’hypothese (4.2), et sachant que u(|g|) est borné, ———— € MP?(B) de norme majorée
9" Vullgl)
par C(K).
|0g/”

On utilise alors la proposition 2.4.7 et on en conclut que (—p) o n(lg) + (—p) € V(B). Le
9

lemme 2.4.6 nous permet d’en déduire que (—p)w € W*(B) de norme majorée par C(K).

D’autre part on a

Voplw A dp| = \/_pl]f2

> 109k A Op| =

2
1<k<m+1 l91” Vu(lg])

En utilisant & nouveau la proposition 2.4.7, le lemme 2.4.6, 'hypothese (4.2), et sachant que (—p)
est dans V!(B), on en déduit que /—p(w A dp) € W*(B) de norme majorée par C(K).

7 (‘99@?’" u(lgl) + (p))

Estimation de (—p)Lw.

Par définition de w on a B B
Okw =0(yNoy)N f+yNIyNOf

n

Puisque Lw = Z zkOpw, il suffit de monter que (—p) |Opw| € W*(B) pour tout k.
i=1

Pour le premier terme on a B B B
Hh(yNoy)Nf=dyNoyNf+yNooyn f

Or
m—+1
9:9;0k9
8k7 - - ]e 1 ! i
=yl
m+1 a a
— 9;09; — 9,09
0y = Z—.Gj ! | E|4Z L e
ij=1

_ _ aa_(]l - 513_0
90y = 3 a— e Cadan— 90gy) e



On en déduit que

(PN Bn 0 f] < () 'afg5|4f < ()

4P /)
o7 M

On utilise alors I'hypothese (4.2), la proposition 2.4.7 et le lemme 2.4.6 pour montrer que (—p)dk(yN
0v) N f est dans W*(B) de norme majorée par C(K).

On majore le deuxieme terme de la facon suivante :

. a m—+1
(p)vmamakfﬂp)ﬁDa gt < v |’C\/_|8
k=1

On applique alors le lemme suivant, qu'on démontrera au paragraphe 2.4.5.

1
Lemme 2.4.14 Soient p € [1,+00] et @« =1 — —. Soit v une fonction positive dans B. Si
p

2

v
—h(lgl) € V' (B)
9]
et f vérifie
S (4.3)
91" u(lgl)
af NO
de norme majorée par K alors \/— ‘ f et f|73p|u sont dans W*(B) de normes majorées par
2 !
C(K) || —3nllg))
9| Vi

a 2
D’apres la proposition 2.4.7 (—p) q||2
g

u(lg)) € VI(B). Puisque |g| < 1, Phypothese (4.2) en-

traine (4.3).
On peut donc appliquer le lemme 2.4.14 avec v = v/—p|dg| et en déduire que ‘(—p)’y NoynN 8kf‘
est dans W(B) de norme majorée par C'(K).

Estimation de /~—pL(w A dp).

O(w A Op) = O(y N (Oy A Dp) N f) = wh + wh + wh

ou



=y N (DY ADp) N f
wh =~y N o0y Adp) N f

wk =N (07 Adp) N Ok f
Comme précédemment il suffit d’estimer chaque w'-“.

V=p wi| < /=p |y (Dy A dp)N f]
j\/—_p‘d
|9°]

jL(< o290 g + 120020l ))
P

2
191" 1 s Ils

En utilisant I’hypotheése (4.2), la proposition 2.4.7 et le lemme 2.4.6, on déduit que /—p ‘wﬂ est
dans W*(B) de norme majorée par C(K).
De la méme facon on majore /— ‘w?‘

Nt <¢—|f|

0y A Bp‘ + ‘87 A 8k8p‘

fl ,10g||0g N dp dg
< Tplel(l I\e3 | ‘El)
9] 9] 9]

<Lg|)(( 1290 g1 + 129120 (9)+u(g)>

2
91" lg/* gI’
On en déduit de méme que /—p ‘wg‘ € W (B) de norme majorée par C'(K).

dg A Op)

0
VBl < vl

dg N\ 0
|g7|p (lg)) € V(B), ce qui nous permet, grace au lemme 2.4.14,
g

appliqué avec v = |dg A Dpl, de déduire que v/~ p|w}| € W*(B) de norme majorée par C(K), et
donc I'estimation voulue pour /—pL(w A p).

Ceci acheve la démonstration du lemme 2.4.12.

Il reste encore a démontrer le lemme 2.4.14 et le lemme 2.4.13.

D’apres la proposition 2.4.7

2.4.4 Estimation des deux derniers termes.

On démontre ici le lemme 2.4.13, qu’on rappelle ci-dessous :

Il existe une constante C(K) > 0 ne dépendant que de K telle que



Vi € L9(OB), J, = / (—p)w A £(T) < O ]l

ot Ly— / Vpw A B A L) < CUR) 9] g

JB

Pour cela, on va utiliser le lemme suivant, démontré plus loin dans ce paragraphe, qu’on pourra
appliquer pour estimer .J;3 et L3.
Dans la suite on note C = {b/(—p) |b]> € V' et (—p) [b] € L®(B)} et

181z = [[(—p) [b]*] ., + Sup (—p) [b]

1 1
Lemme 2.4.15 Soit P=T ouT'. Sip € [1,+00] et q vérifie — + — =1, alors
p q

Vi € LY(0B), VG € MP(B), Vb e C,

/R ()G A LPE)| < C Bl 1G g 160

ou C' est une constante positive.

Pour I'appliquer a .J3 on écrit

w = Gb
ou
/ T P
G=—"—— et b= ——%vullg) 9:9;(9;09, — 9,99;) e; N e
91> v/ 1u(lg]) lg°[° i ’
Alors )
0g]

(—p) o> = (=p) P n(lg])
gl

et, d’aprés la proposition 2.4.7, (—p) [b|* € V'(B) de norme majorée par une constante ne dépendant
que de ||g|| . Pour voir que b € C il suffit alors d’utiliser le lemme suivant, sachant que

(=p) bl = (=p) |0y

Lemme 2.4.16 Il eziste une constante positive C' telle que, pour toute fonction g € H*(B) on ait

(=p) |0g] < C gl et V=p10g N dp| < C gl

Ce lemme sera démontré au paragraphe 2.7.
De plus, d’apres 'hypothese (4.2), G € MP?(B). On en déduit grace au lemme 2.4.15 que

s < CUE) (191l 1o omy



Pour Destimation de Lz on écrit de méme
w A dp

=Gb
v—p

ol
m—+1

f 1 |g\ P
=——— et b= =V 1(lg]) Z 9i9:(g:09, — G,09:) N Op e; Ne
9" Viullg]) Vi s "

Alors G € MP(B) d’apres l’hypothése (4.2) et
aqk/\ap\ Dg A Opl*
(= )\b|<—— Y nllg) 2 ——nllgl)
p lg/*
et, d’apres la proposition 2.4.7, on a donc (—p) \b| € VI(B). De plus (—p) |b] < v/—p|0g A 0pl,

d’ot, en utilisant le lemme 2.4.16, b € C. Ceci nous permet d’appliquer a nouveau le lemme 2.4.15
et d’obtenir 'estimation

| Ls| < CUK) [19]] 1aomy

On a ainsi démontré le lemme 2.4.13.

Démonstration du lemme 2.4.15.

On procede ici par interpolation.
On définit pour chaque fonction ¢ mesurable sur B I'application linéaire

Ly(G) = / (—=p)Gb A L(PY)
JB
On utilise alors le lemme suivant pour majorer L, (G).

Lemme 2.4.17 Soient 1) une fonction mesurable sur OB et b une fonction de Carleson dans B.
Soit P =T ou T'. On a alors les inégalités suivantes :

a) / (=p) [LPY] o] dA < C [l 1
b) ILPy,. < C vl

Ici H' désigne I'espace atomique défini par exemple dans [13] dans le chapitre 2.
Pour la démonstration du lemme voir [5] proposition 7.1.
On a, d’apres le point a),

Ly (G)] 2 blle |Gl o 19015

D’autre part on a, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

L@ < ([ o G)W ([ orieror G)W

Alors, d’apres le point b) du lemme 2.4.17, et en utilisant le lemme 2.4.6, on obtient

Ly Gl <Gl Iblle 1]l



On en déduit que 'application linéaire L définie par L(¢)) = L, est bornée :

H'—(M>(B))
et
L>(9B)—(M'(B))

de norme majorée par ||b||.. On en déduit par interpolation que, si 0 < # < 1 et t €]1,00[, L est
bornée dans

(H', L>(0B))g.—((M>(B))", (M (B))')o.

de norme majorée par ||b||,. On utilise alors les lemmes suivants :

Lemme 2.4.18

a) L’espace MP(B) est un espace de Banach, ¥p € [1,400].

b) Soit p € [1,4+00] et soit q €1, +00] tels que ¢ > p, alors M4(B) est dense dans M”(B).
, 1 1-6 46

c) Soient py, p1 € [1,4+00], 8 €]0,1] et p tels que p = o + o Alors

(MP*(B), M”" (B))g, = M"(B)

Ce lemme sera démontré au paragraphe 2.5.2.

Lemme 2.4.19 Soit (Ag, A1) un couple d’espaces de Banach tels que AgN Ay est dense dans Aq et

1 1
Ay Soient q € [1,400] et 0 €]0,1[. Alors (Ag, Ag)y, = (Ag, Ao, 0 —+ = = 1.
’ qa q
Pour la démonstration de ce lemme voir [8] p 53 théoreme 3.7.1.
Puisque M>(B) N M'(B) = M*(B) on peut, d’apres le lemme 2.4.18, appliquer le lemme 2.4.19 et
obtenir
(M>(B)), (M"(B)")o. = (M>(B), M'(B))g,
1 1 1 1-6 6 1
ou—+—=1ett<+o00. Prenons s =p, t =qget O tel que - = —— 4+ —, ie. 6 = — < 1. Alors,
t s P 00 1 P
d’apres le lemme 2.4.18 c),
(M>(B))", (M'(B))")o, = (M"(B))'

Enfin on utilise le lemme suivant pour conclure. Celui-ci est une conséquence du théoreme 3.34 et
de la remarque (1) p 75 dans [13].

1
Lemme 2.4.20 Soit 0 €]0,1] et t > 0 tels que 7= 1—0. Alors on a

(H', L®(0B))g, = L'(OB)

On en déduit que L est borné de LY(0B)——(M?(B))’, de norme majorée par ||b||,, ce qui nous
donne le résultat.



2.4.5 Estimation de |0f].

On démontre ici le lemme 2.4.14, qui s’énonce ainsi :

1
Soient p € [1,+00] et « =1 — —. Soit v une fonction positive dans B. Si
p

2

v
—u(lgl) € V!(B)
g
et f vérifie
e )
\g\ n(lgl)
0f A Op| o .y
de norme majorée par K alors \/— W TV sont dans W (B) de normes majorées par
v !
C(K) || —znllg))
9] %

2
v
Pour cela on suppose que v vérifie — pu(|g|) € V! (B) et on procede par interpolation entre p = 1 et

p = 400 pour montrer que /— | f veW*B) et of /\|38p € W% (B) quand % € M”(B).
g gl H\g

e Pour p = +00, a = 1. On va utiliser le lemme suivant qui caractérise les mesures de Carleson :

Lemme 2.4.21 Une mesure positive v dans B est dans V' (B) si et seulement si

3C € RY/ Vh € H(B), / v < Cllh
JB

Ce lemme est démontré dans [17] (théoreme 4.3).
D’apres ce lemme il suffit de prendre h € H*(B) et d’évaluer

no- /|hF'|f

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

0
Bo< [l : ‘2u|g\ YIRS | f('| i
0 0
B < /h| ulghax [ 1nf ng;’D



2
L’hypothese sur 2/1(|(]|) et le lemme 2.4.21 nous permettent de déduire que

[ ‘Qma\ < | Zntan|1n
6 A0

Pour estimer J; = /|h|2( Py 0f" dX et Jy / h|” | /N opl ——————d\ on applique le lemme
/o gl ullg)) 91" 1(lg))

suivant a la fonction holomorphe Af.

Lemme 2.4.22 Si h est une fonction holomorphe dans B de classe C*(B) elle vérifie :

O]
LD /q| Taa)
/ / I p(e, o ()ans)
N u|aQ|
h
*CV‘*/%("’)|M<.q|>dA

et
h 2 h|?
\84/\8p| o< O A
g |9 1(lg]) g lg|" 1(|g))
h
e / / I p(e,do()ans)
or |g|* i (lgl)
h%|9g
+03/(—p)676m
Jo 9] M(|!J|2)
h
e Al \?gAapl I
Je g’ n(lgl)

ou P est le noyau de Poisson de la boule et Cy, Cy, Cs et Cy sont des constantes absolues.

Ce lemme sera démontré au paragraphe 2.4.6.
Pour cela on suppose d’abord que h € C*°(B). On a d(hf) = hof + fOh donc

h210f 12 < 210(hf))> + 2| |0h]

et
B 10f A pl* < 210(hf) ADp* + 2| f[*|0h A Dp)®

On en déduit que

2
no< 2/( XD gy o [t ()
9" 1(lg I) JB 9] MQ(\QI)
(h
I < |a f) A 9l d)\+2/8h/\8p|24|f7d)\
9" 1u(lgl) JB l9]" 1(lg!)



En utilisant ’hypothése (4.3) avec p = +oc et le lemme suivant on en déduit que les deux derniéres
intégrales sont majorées par C(K) ||h|%5-

Lemme 2.4.23 Si h € H*(B) alors (—p) |0h]” et |0h A p|* sont des mesures bornées dans B de
masse totale majorée par ||h||7.

Ce lemme est démontré dans [1] p 294.
D’autre part le lemme 2.4.22 nous permet d’avoir

2

g/ u(\g\) a
\a hf) Aap\ CiA + CyB + C5C + CyD
gl ulgl)
ou
2 2
A = ‘h‘ |f‘ (C)d)\(C)
w gl zL|L|6J)| |
h|\" | f
B O)P(z, ()do(C)dA
/ /amgug e
h 0
= [eaoP I
Joo 9| u(lgz)l)
no_ /|h| |f\6|ag/\30\ I\
5 lgl" u(lgl)

En utilisant 'hypothese (4.3) avec p = 400 on en déduit immédiatement
A< C(K) / |h|” d
JB

B < C(K)./B aB|h|2(<)P<z,<>da<<w<z)

c< o) [ ol )aq (©ullg)ar(Q)
ps ow) [ AL L
B 9]
et donc, en utilisant la proposition 2.4.7,
B<CE) b e B <O bl (4.4

pour h € H*(B)NC>(B). Si h € H*(B), pour tout r €]0, 1], on applique (4.4) & la fonction h, définie
par Vz € B, h,(z) = h(rz). Le membre de droite est alors uniformément majoré par C(K) ||h||%.-
Puisque de plus h, tend vers h presque partout dans B quand r tend 1, on obtient (4.4) pour h. Ainsi

on a montré que \/_‘ I v eV (B) et M

o o € V'(B) quand p = +o0, de norme majorée par
9
C(K).



e Pour p =1, a = 0. Il suffit d’évaluer les intégrales

0
I /V—P—fJV
JB ) |,g\
A
I — /I fA d
B gl
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient :
2 of*
re [T [cod
] e lg” u(lg]) \g\; 1fllg |
f v df N\ dp
e [ Mgy [0
5 lg1” u(lgl) g B |f]lg]

2
L’hypothese (4.3), le fait que V—Qu(|q|) € V(B) et le lemme 2.4.6 appliqués avec p = 1 permettent

9]

de dire que la premiére intégrale est majorée par C'(K). Pour les deux derniéres intégrales on utilise
le lemme suivant, appliqué a f :

Lemme 2.4.24 Soit h € Hol(B) N C>(B). Alors

/( )llalql a /ql ?

o [ P Qdo(¢)ar(2)

e |9/’
+0/ |h|\aq| I

et

Al
B g/’

i
0, / / Bw«)P(z,c)da(owz)

h| |0
o [ (pltloat ||g| I
JB

dg A D
+C4/|h de
JB 9]

oh A Opl*
[0h N OpI” )

C’ —dA

2
Js |hllg|

ou P est le noyau de Poisson de la boule et Cy, Cy, Cs et Cy sont des constantes absolues.

Ce lemme sera démontré au paragraphe 2.4.6.



/]

Puisque ‘—2 € M'(B) de norme majorée par C(K), les deux premiéres intégrales obtenues sont
g
majorées par C'(K). On majore la troisieme de la fagon suivante :

7119 ogF ;
i dK/( g7 U0 ™

Puisque, d’aprés la proposition 2.4.7, (—p )| q| u(lgl) € V(B) et que d’apres I'hypothese (4.3)
9
/]

——"—— € M'(B) de norme majorée par C'(K), le lemme 2.4.6 nous permet de conclure que cette
9 n(lg))

intégrale est majorée par C'(K). La quatrieme et derniere intégrale est majorée de la fagon suivante
en utilisant la proposition 2.4.7 avec k = 1 et le lemme 2.4.6, et I'hypothese (4.3) avec p =1

dg A Opl’ fl 189 A 9p|?
e
Je B lgl” n(lgl) gl
i \89A8p|2
————u(|gl)
g” u(lgD 1l 9] .
< C(K)

ce qui acheve la démonstration pour p = 1.

e Interpolation :
Considérons I'application linéaire L définie par

L(G) = Y=E20(G g u(|a]))

On a montré que L est bornée de M'(B) dans V°(B) et de M>(B) dans V'(B), de normes ma-
jorées par C(K). On en déduit par interpolation que L est bornée de (M'(B), M>(B))y, dans
(VO(B), V'(B))g,, i-e., d’apres le théoréme 2.4.25 ci-dessous et le lemme 2.4.18 ¢), de M”(B) dans

1
We®B), ou — =1— a.
p

1
Théoréme 2.4.25 Soit § €]0,1] , et p tel que — =1 — 0. Alors on a
p

(V(B), V'(B))s, = W'(B)

Ce théoreme a été démontré par E. Amar et A. Bonami dans [2].



2.4.6 Démonstration des inégalités concernant |0f|.

Démonstration du lemme 2.4.22.

Il s’agit de démontrer que

Si h est une fonction holomorphe dans B de classe C(B) elle vérifie :

h|? h|?
[eo o oo M
Jr 191" 1(|g]) s lgl" 1e(|g))

/ /8 ) p(e, oy

ik u \g\
h%|9g
I
JB 191" 1(]g])
et
2
g 9" 1(lg]) 8 lg|* |g|
h
/ e L OP(e, oA )
o5 |g|* u \gl
h%|9g
e [y,
JB lg]” 1(]g])

h|%10g A Op|*
) Al \69 Pl I
Je gl n(lgl)

ou P est le noyau de Poisson de la boule et C, Cy, Cy et Cy sont des constantes absolues.

|0n|”
9" 1u(|g])

h € Hol(B) N C*>°(B). Pour cela on prend 1 > 0 et on applique la formule de Green a la fonction

|h|? =
= —5—— € C¥(B)
" 1(lg))

Montrons d’abord la premiere inégalité. Il s’agit de majorer 'intégrale / (—p) dA quand
JB

Puisque v € C'(B), on a, pour z € B,

o(z) = / G2, ) Au(C)dN(C) + / P () (€)

ou (7 est le noyau de Green de B et P le noyau de Poisson. On integre alors cette égalité par rapport
a z € B, et on obtient :

/ pd) = & / p Avd) + / /a B do(C)dA(2) (4.5)



En effet, calculons L(( /G ; par symétrie de G on a L(() = / (¢, 2)dA(2). Alors

par définition du noyau de Green, L est la fonction qui vérifie AL = 1 dans B et L |sp= 0. Donc

no =1t L),

Calculons le Laplacien de v.
Av =4 Z 8757’0
i=1
Dans la suite de cette démonstration on note p pour pu(|g"|).
~ _ hdh h?
d;v —2 | |6 37:‘.(1"‘2_
Tl e

hl*

0,
lg7|" 112 "

00,0 =
o 9" 19" \g"\4u22 9"
2 |h* 9,0; |g"|" N 6h" [0, 19"’| n 2|h|” 0;p0; |g"|”
g g g
9" (g 9" 112 9"
Or
m+1 m+1 m+1
0,0: |g"[* = Z 0:0; |gx|” Z 0igx0ig), = Z 1091 *
k=1
d’ou .
> 00 19" = 0g*
i—1
De méme

- 2
> lailg"?| = 019"
=1

Nous utilisons alors le lemme suivant qui donne les dérivées de p et qui sera démontré au para-
graphe 2.8.

Lemme 2.4.26 Soit n > 0. On a, pour tout entier i compris entre 1 et n,

_ 2
- 9;0i |g"|* 9, 9"
G = 2009 gy + 2L gm)
' 97|
et
31: |.(177|:2
g7



ou vy et vy sont définis par
1 1
v () = / s dpg(s) et vo(z) = / s(s — 1)a*dug(s)
Jo Jo

et vérifient
0 <y(x) < p(x) (4.6)

On en déduit que
1 h|? h __
Lao= 0 op, Zaha B+ 2
4 v lg"|" p

h|” |0 h dlg" 2y vy 2u 20}
7| ‘ |6.f1‘ (2+ | | ‘ 9 ‘ ‘ +_17_24__1+_21
9" p 9" peoowoopp

)

22 < |g" \ \8g| et I’égalité (4.5), on obtient, pour tout ¢ > 0,

En utilisant les inégalités (4.6),

/B(—P)L‘Zh;l;dA < %/% vd/\+'/B ,/SBP(z, Oo(C)do(C)dA(z)

Oh|? 36 h|? |8g|?
+t/(—p) 4 56 (—p)Md/\

iy S tJs g""
h% |0
+17/( )7‘ 1991
B 9"
On en déduit que
36
oh|’ 2 B2 (174 =) h|* |9g|”

/(_p)l 4\ I\ < Al I\ t /(_p) |,769| I
CRE VY L=t s |g"|" p 1=t Ja 9" 1 (4.7)

l—t//(m Pk u ,Q)do (Q)dA(2)

Il suffit alors de choisir ¢ €]0, 1] et de faire tendre 1 vers 0 pour obtenir le résultat.

Montrons a présent la deuxieme inégalité :

2 2
g 9" 1(lg]) g lgl" 1(|g])
h
e / / P do()an)
on |g|* u \gl
hl? 10
+03/( p)\ *10g/? 2
: 19° 1(lg I)
h
Lo, h)*|8g A Dp|® I

Jx 19l° u(lg))



Pour cela on prend n > 0 et applique deux fois la formule de Stokes de la facon suivante :

0—/ pah/\%/\ap/\(85;;)”*2 B /ah,/\ap/\%/\ép/\(85;;)"2
J OB B

9"* u(lg")) lg"[* ulg")
Oh A Oh A (00p)" 1
(*P) n4 n
B 19" 1u([g"])
+ / pO(—————) AOh AOh A Dp A (30p)"*
g 19" n(lg")
et
_ 1 _ _ _
0= / FoB(— ) A Oh A Bp A (9Tp)"? = —/ B(—— ) A Oh A (9Tp)"
OB 9"" 1(]g")) B Ig"41u(|g"|)
+ / pO(—————) AN Oh A Oh A Dp A (D0p)"*
Je 9" u(lg"D]L
+ / h Op A O(—————) NOh A Op A (0Dp)" >
B 19" 1(lg"])
Si on note
[ |8h A Dp)?
Je 1g"" u(lg")) )
oh
B — / (—p)———~dA
JB 19" 1(1g"])
D= /@p AN (————=) ANOh A Dp A (30p)" >
Jr |.<J1"\ 1(lg"))
E = | hpd(—————) ANOh A (00p)" "
g 19" u(lg")
on obtient alors
A+B=D-F (4.8)

Nous cherchons a majorer A. L’intégrale B est majorée grace a la premiere inégalité du lemme
(inégalité (4.7)).
Grace au lemme 2.4.26 on peut calculer

= 1 a g v
() BT,
97" 1(lg)) 9" u(lg) p
Pour majorer D et E on applique alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz tout en utilisant le fait que
vy S pe



) ) 1/2 ) 1/2
—\Ue 19" u(lg™) B |g"[" 1u(lg")

_ 1 [ |hP1og A opl’
~tJs 19" u(lg")

o 1/2 2 1/2
) MM) ( . Lﬁ)
El < (/B( p)‘gn‘ﬁﬂ(|gn|) /B( p)\gn\4/ﬁ(|9"\)

1 h|*|0g|?
< _/(p)%dAHB
B

ot 19" 1(lg")

A\ +tA

Ces deux inégalités, I'inégalité (4.7) ainsi que (4.8) nous permettent d’en déduire, en choisissant ¢
suffisamment petit et en faisant tendre 7 vers 0, la deuxieme partie du lemme.

Démonstration du lemme 2.4.24.

Il s’agit de démontrer ceci :

Soit h € Hol(B) N C>(B). Alors

h|? h
/(—p) N 1 < 01/—2dA
Jr |h| |g] I |g|

i
e / / RW“)P(Z’ €)do(¢)dA(z)

h| |0
co [ nl g°
J B

lg/*
et
h 2 h
|0 /\85\ < 01 HdA
Ju |h]lg] s g \hl
e / / O)do(C)dA(z)
6B|61\
1o
+03/( p)l | |0g|” "
B gl ,
g N O
+C4/h| 9| 2L ax
B

ou P est le noyau de Poisson de la boule et C, Cy, Cy et Cy sont des constantes absolues.



On démontre d’abord la premiere inégalité. Pour cela on prend n > 0 et on applique comme
précédemment la formule de Green a la fonction

1
(B )
ik

qui est bien dans C'(B). Dans la suite on note |h"|* = |h|” + 5% Calculons le Laplacien de v :

L on? (. I \h"\’
ANy= ———— [|1~— — 8h8 N
RN Gk Z o

h"] |0g|” |h"\ 019"’ \
_ 774 _|_
19" 1g"|°

LI |
2 WP > 5 ainsi que le fait que

On applique alors I'égalité (4.5), en utilisant le fait que 1 —

‘8 \g"\Q‘Q < \g"\2 \ag|2, et on obtient, pour tout ¢ > 0,

0/ |h"|* ‘ah| L Pl /Bvd)\+'/ﬁ '/%P(z, Ov(Q)do(C)dA(2)

R Oh)?
+t/"(;nl_l_;§_LdA
B 19"

1 Rt K% |0g)?
+_/(p) | |n|4|'(“
tJs 9"

h"| |0g 2
[,
B 19"

ou C est une constante positive. Il suffit alors de choisir ¢ suffisamment petit (f < C) et de faire
tendre 1 vers 0 pour obtenir 'inégalité voulue.

(4.9)

Pour la deuxieme inégalité du lemme on prend 1 > 0 et on applique deux fois la formule de Stokes
de la facon suivante :

0—/ Oh A Oh A dp A (00p)" % /ah/\ap/\%/\ép/\(aép)"2
OB |h"| |g"|” B B "
Oh A Oh A (00p)" !
+/(P) " (772 )
B h"| 19"

_ 1 _ _
+ pa(W)/\ah/\ah/\ap/\(aap) 2




— 1 —
ph(———) A Oh A (00p)" !
7 g"?

— 1 — —
+ / 6(W) A Oh A Oh A Op A (00p)" 2

- 1 —
0= / phd(———=) AOh A dp A (00p)"* =
Jow' W] g"]

|
é\

_ 1 _

_|_
%\

Oron a

_ 1 dlg"? 1 hoh
8( )_ dg"| hoh

hllgn* ) (wl gt 2 (hn|? gn)?

On en déduit que

h? Oh A Oh A (00p)" ! \h[> Oh A Dp ANOR A Dp A (80p)" 2
(1 ng)(_p) n 1.2 (1 ,72) n 112
B 2 |h"| _ A" 1" B 20p"7 h"| 1g"]

T 8|g"‘2 3 ,.\n—1 79 a‘gn‘ 3, \n—2
(=p)h——"—5 ANOh A (00p)" " + | hOp N —=——5 N Oh A Op A (00p)
B JB

1h"] g"| h"| 19"
2
Puisque 1 <1+ 2||h|"2 < 2, si on note
dh A dp|*
[Oh N Ol )\
B |h"[g"]

2
B = / (fp)ﬂ“?d)\
B [A7]g"]

D= [ o2l N on n @B
B Iy
_ a |g77|2 n—2
E hdp A + NOh A Op A (00p)
B 77 |g"]

on a alors
A<2(B+|D|+ |E|)

On cherche a majorer A. L’inégalité (4.9) permet de majorer B. Pour estimer D et E on utilise le
fait que |h| < |7 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir

|a |2 1/2 |a /\a ‘2 1/2
D| <¢E</h (~p) §|4ru) B < m(/w%dk)
et

2
dg A O
<tB+ - /h |n|d)\ <A+ - /|h||gnp

dA

Il suffit alors de choisir ¢ suffisamment petit et de faire tendre n vers 0 pour obtenir le résultat.



2.5 Les espaces M"(B).

2.5.1 Description des domaines admissibles.

Le domaine admissible de sommet ( € 0B est défini par
Ie={beB/ [1-Cb|l <2(1-[p*)}

On aurait pu choisir, comme dans [19], de définir les domaines admissibles par

— 1
Fe={beB/ |1 (b <s(1- b1°)} ot s > 3 Cependant, comme les fonctions qu’on considere

ne sont pas régulieres dans B, on a besoin que tout point de la boule se trouve dans un domaine
admissible. En particulier, il faut que 0 soit dans un de ces domaines, ce qui entraine que 1 < s.
Cette condition est suffisante pour assurer que les domaines admissibles recouvrent entierement le
boule (ce qui entraine par exemple qu’une fonction de MP(B) est bornée presque partout sur tout
compact de B). Pour des raisons de simplicité on choisit s = 2.

Avec cette définition I'; est tangent & OB dans les directions tangentes complexes et non tangent
dans la direction conjuguée de la normale. Pour le montrer, il suffit de s’intéresser au cas ou ( est
le point 1 = (1,0, ...,0), car si R est une rotation, R(I'¢) = I'g(). On a par définition

Ty ={beB/ |1 b| <201 b))}

F1G. 2.1 Le domaine admissible dans le plan engendré par (1,0,...,0) et (0,1,0,...,0)

La courbe ¢ définie dans la base canonique de C" par
t
Vte]l— =, <[, e(t) = (1 - tQ,o,...,o,i,o,...,o)

vérifie .
c(0)=1 et (0) = (1,0,...,0, 5,0, r, 0)



donc a sa dérivée dans I'espace complexe tangent a B en 1. De plus ¢ est incluse dans I'y. En effet,
11
B

pour tout ¢ €] — 33

1—12(t)|=[1—- (1) =¢

t2
Lo le =1 (1)~ 7 =7 1)

3
d’ott, puisque t* < T 11— 1.c(t)] < 2(1 — |e(t)]?). Enfin
7
()" =1+ 8(* - 7
7
et, puisque t* < T c(t) est dans B. On a ainsi montré que I'y est tangent a OB dans les directions

tangentes complexes.

Fi1G. 2.2 Le domaine admissible dans le plan engendré par (1,0,...,0) et (i,0,...,0)

Pour montrer que I'y est non tangent dans la direction conjuguée de la normale, prenons c¢ une
courbe réguliere telle que
c(0)=1 et (0)=(s0,..,0) (5.1)
Montrons que ¢ ne peut pas étre incluse dans I'y au voisinage de 0. L’hypothese (5.1) nous permet
de développer ¢ au voisinage de 0 :
c(t) = (1 4t + tx(t) + ity(t), te(t))

ot = et y sont des fonctions réelles et € est une fonction a valeurs dans C"', qui tendent vers 0
quand t tend vers 0. On peut alors calculer :
1 12()] = [t/ (1 +y) — 2]

L—[e()]* = =t(t(1 + 2° + ¢y* + 2y + [e[*) + 22)
On en déduit que

i(1 +y) — =]
t(1+ 22 +y2 + 2y + le]*) + 2z

11— 1.¢(1)|
L ()P

= —sg(t)



|1 — 1.2(t)|
g | N LUl
n’est pas borné au voisinage de 0, et donc que ¢(t) n’appartient pas a I'y au voisinage de 0, ce qui
montre bien que I'y est non tangente dans la direction conjuguée de la normale.

et puisque les fonctions z,y et € tendent vers 0 quand ¢ tend vers 0, on en déduit que

2.5.2 Propriétés des espaces M?(B).

On va démontrer le lemme 2.4.18 qu’on rappelle ci-dessous :

a) L’espace MP(B) est un espace de Banach, ¥p € [1,400].
b) Soit p € [1,+o0[ et soit g €]1,4+00] tels que ¢ > p, alors M (B) est dense dans MP(B).
‘ 1 1-6 6
c) Soient pg, p1 € [1,+0c], 6 €]0,1] et p tels que — = + —. Alors
p Do P

(MP2(B), M (B))g, = MP(B)

Démonstration du point a) : On démontre que pour tout p € [1,+oc], 'espace MP(B) est un
espace de Banach.

Pour cela montrons que M?(B) est un sous espace fermé de LP (0B, L>(T")), ou I" désigne le domaine
admissible de sommet 1. Considérons I'application

I+ MP(B)——LP(9B, L™ (I"))

définie par

I(F)(C7) = flre(y)

olt ¢ est la rotation telle que 7.(1) = ¢. On vérifie aisément que I est linéaire, isométrique, et on
identifie M*(B) avec son image par I. Soit (f,) une suite de M?(B) qui converge vers une fonction
f de LP(0B, L°°(T')). Montrons que f € MP?(B) . Soient (¢,(') € OB® et (v,7') € I'* tels que
re(y) = re (). Alors, Vn € N on a

F(C7) = A< FE) = falC + 1) = fuld )]

Or Sup |f(¢,7) — fu(C,7)| tend vers 0 dans LP(0B), donc il existe une sous-suite qui tend vers 0
yel

presque partout dans dB. On en déduit qu'une sous-suite de |f(,v) — fn((,7y)| tend vers 0 presque
partout dans 0B x I'. Ainsi f(¢,v) = f({,9) pour presque tous ¢, ', 7,7 tels que re(y) = re(y)
donc f est égale presque partout a une fonction de M*(B), ce qui acheve la démonstration du point

a).

Démonstration du point b) : On montre que si p € [1,+00] et g €]1, +00] vérifient ¢ > p alors
M?(B) est dense dans MP(B).



Soit f € M?(B) et, pour n € N,
si|f]<n

_Jf
f"{O si |[fl>n
)

Alors Vz € B, |f.(2)| < n, donc f, € L>(B) et, par conséquent, f, € M?(B). Montrons que f,
tend vers f dans MP(B).
On a

On en déduit que

Ainsi

Su=lfa Flom = [ 1M(fu— F)P"do = / M) do(Q)
J OB J{C/M f(¢)>n}

Et, puisque f € M?(B), S, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Démonstration du point c) : On montre que si pg, p1,p € [1, +oc] et 0 €]0, 1] vérifient I’égalité
1 1-6 0

- = + — alors I'espace interpolé (M*°(B), MP* (B))g, est égal a MP(B).

b Do h

Montrons d’abord que (M?°(B), M"* (B))g, C M?(B).

Puisque la fonction I définie en a) est linéaire, continue, en considérant successivement p = py
et p = p; on en déduit (par interpolation) que I est aussi continue de (MP°(B), M"' (B))y, dans
(LP (0B, L™ (T)), LP* (0B, L>(I')))g,p. Or ce dernier espace est égal a LP (0B, L> (")) (voir [8] p 108).
Soit f € (MP(B), MP* (B))g,, alors I(f) € LP(0B, L*(I')). De plus f € MP°(B), ce qui entraine
que si re(y) = re (') alors I(f)(re(y)) = I(f)(re (7). On en déduit que f € MP(B).

. . ) . 1 1-6
e Pour la deuxieme inclusion examinons d’abord le cas ou p; = +oc. On a alors — = :
Po

p
Soit f € MP(B). On note M f* le réarrangement décroissant de M f défini de la facon suivante :
Pour tout t € R on note

m(t, M f) = o{C € OB/ |M[f(C)| > t}

oll o est toujours la mesure de Lebesgue sur OB. Alors si u € RT,

Mf*(u) = inf{t € R* /m(t, M f) < u}

Soient t € R™ et z € B; on définit

fot)(z) = f(2) = (Mf7) (™) si [f(2)] > (Mf7) (™)

= 0 sinon



et
fl(t) =f- fﬂ(t)

H(t) = [ fo()ll yro + L1 ()] roe
Alors, par définition de (M?°, M*)y, , on a
dt

—+0o0
e, < [ @0 HOPS =1
J0 ’

Soit

Evaluons H(t).
Si |f(2)| > M f*(t*), alors |fi(2)| = M f*(#?°); sinon |fi1(2)] = |f(2)] < M f*(t**). On en déduit
que

[filloe < MF*(™)

Soit
E={CeaB/Mf(C) > Mf* (™)}
Si |f(2)] > Mf* (") alors |fo(2)| = |f(2) \1 - % et, puisque |f(z)| > M/*(t), on a
M f*(t70) '
1— \f(z)\ > (0 donc

[fo(2)| = 1f(2)] = Mf*(™)

On en déduit que si M f(¢) > M f* (%) alors M fo(¢) = M f(C)—M f*(t*°), et que sinon M fy(¢) = 0.
Ainsi

Lol = / Mol der = / (MF(C) — MF* (7)) do(C)

et donc
]/Pn
H() < ( [ 5@ =y ey da<<)) M ()

Soit
G(C) = (Mf(C) — Mf*(t")g

Calculons le réarrangement décroissant G* de G. Soit t € R", ( € OB,
G(Q)] > A=M[f(C) > Mf™(") + A

car G > 0, d’on
m(A, G) = m(A+ M f*(t"), M f)
Ainsi,
Vu € RY, m(\, G) < us=m(\+ Mf (), Mf) <u

Ainsi
{AeR"/m(\,G) <u} = ({veR /m(v, Mf) <u}N[Mf(t"),+oo) — Mf*(t")

d’ou on déduit que



Gy = { M0 sio MJ(w) > Mf
MpEE) < MP @) =0 s M () < MpE)

Or

“+oc

G(Q)Pdo(¢) = G*(u)Pdu.
JoB Jo
donc

Ht) < ( /0 - G*(u)”odu> M

De plus M f* est une fonction décroissante, donc

o < (| P () — Mo ) gy
Or

EMf*(170) = (170 (M f* (170))70) /70 = ((Mf*(tm))m /0 du) o

Puisque M f* est décroissante on a

1/po
tM f*(t7°) < (M f*(u p“du)

([ i)

+00 p/po di
I <2 / o (/ (M f* (u))p“du> n
Jo Jo '

On effectue le changement de variable u = vt?® et on obtient

+00 1 p/Po
dt
I< 27”/ 0P (/ (Mf*(vt”o))”odv> —
J0O J0

d’ou

alors

t

Soit oo € R*. Sachant que (1 — 6)p = py on a

+o0 1 dv p/Po dt
I< zp/ oo (/ (M f (o)) )
0 0 Ve t

On applique alors I'inégalité de Holder

+o0 T g (p—po)/p dt
I< 2p/ £Po (/ 7)%(Mf*(vtp“))pdv> (/ TZ) —
Jo Jo Jo yr—ro t

)
car£>1. i 2 <1,i.e.sia<1—@alors
Po P — Do p




P—Po

1 g e Lo dt
I S 212 T ap / tﬁO (/ v Po (Mf*(vtpo))pd’l)> —
1 - Jo Jo t

On change I'ordre d’intégration, on effectue le changement de variable (en t) u = vt" et on obtient

1 o +00 d
1< Clp.po.a) / i [ M

0 0 Pov

d’ou
1 ap
1< Clppo,o) [Mf°|E, / Vil
J0
Si1-22 1 iesia>00na
Po

1 S C’(papoaa) ||f||?\/lp

— Po P — Do

Puisque P > 0, il est possible de choisir a tel que 0 < o < et on obtient donc I'inégalité

voulue
1 Lo aseery . < C0sp0) 11l

e Pour obtenir le résultat général on va utiliser le théoreme de réitération énoncé dans [8] p 50.

1 1-
Pour cela on considere pg, p; € [1,400], n €]0, 1] et p tel que — = " + T
p 2| p1

D’apres ce qu’on vient de démontrer on a

! N 1

MPOZ(M,MOO)()OJ,O ou 9021——

Z?lo

MPIZ(M],MOO)()hm ou 91:1——

p1

De plus, d’apres le point a), M?° et MP' sont des espaces de Banach. On peut alors appliquer le
théoreme de réitération et on obtient

(Mpna Mpl)n,p = (Mo’ Ml)ﬂ,p

1 —
ou f = (1—-n)8y+nb;. En remplagant 6, et 6; par leurs valeurs on obtient § =1 — ( il + 2) et
Do b

en utilisant la définition de p on obtient # = 1 — —, ce qui nous permet d’utiliser a nouveau ce qu’on

a déja démontré et d’obtenir (MP°, M), , = MP, ce qui achéve la démonstration de ce lemme.



2.6 Mesures de Carleson.

On démontre ici la proposition 2.4.7 dont on rappelle I’énoncé ci-dessous :

Pour tout entier k tel que 1 < k < n, pour toutes fonctions hy, ..., hy de H*(B), les fonctions w,
‘ o 2k
et wy ci-dessous sont des mesures de Carleson de norme majorée par max(1, ||h||2)

0hy A ... A Ohy|?
b e p(lh))*

E—1 |8p N 8h1 VANPYRAN 8hk|2
‘h|2k

@ = (—p)

p(|h))*

wy = (—p)

Pour cela on généralise la démonstration faite dans le cas ou n =2 et k =1 dans [3].
On procede par récurrence sur k.

2.6.1 Cas d’une seule fonction.

Dans ce paragraphe on démontre la proposition pour £ = 1.
On commence par démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.6.1 ] existe une constante C; ne dépendant que de la dimension de l’espace telle
que, si o €]0,1[, si h € H®(B), alors (—p) |0h]*|h/* ™" et |0h A 0p|* || sont des mesures de

.y 172
Carleson de norme magjorée par — ||h||".
a? >
Démonstration :

Par définition des mesures de Carleson, en utilisant 'invariance par rotations, il suffit de montrer
que pour tout s €]0, 1], si Ty est la tente de centre (1,0, ...,0) et de rayon s,

o— C o n
fi= [ () on P an < e s ©.)
T, «
_ 2|} (2(a=1) Ci 2o
L= [ 10hAp bV dr < =L (|n)2 s (6.2)
«

e On suppose pour commencer que h € C®(B) et on estime les mesures (—p) |Oh|” |h[*® " dX et
0h A 9p[* |h|** ™Y d\ dans B. Afin de régulariser || on introduit 5 > 0, et on considere la fonction



(|h,|2 + 772)“ qui est bien de classe C' dans B, ce qui nous permet d’appliquer la formule de Stokes

et d’obtenir les trois égalités suivantes :

[ b+ )00 A (0B = [ () 1B A 9p A (30"
J 0B JB

/ (b2 + 1) (93p)"

JB

0= / ()B4 77) DR A (0D

- / (W% + 7)1k A Dp A (95p)"
B

+a—1) [ o)A )" 19 A D A (0B
B

+ [ ot + ) on ADT A (@Dp)"
B

0= / (—p) (B[ + 12)*"9h A BT A Bp A (9Tp)"
J OB

= - / (Ih> +n*)*"*8p A O A Oh A Op A (90p)™ 2
JB

- / (=) (B + 1) 0 A DT A (93p)" !

Si on note :
Ay= [P+ )00 A (@0
oB
By= [ (b + 02 (@3
B
J, = / (B +12)° Bk A dp A (90p)" !
B

les deux premieres égalités (6.3) et (6.4) nous permettent d’obtenir

— 1) |n? _ _
A, + B, =al, = —a/ (1 + M) (—=p)(|R|* + n*)*~L0h A O A (DDp)™
B

h|? + n?

(- DB Ptalbf
h|? + n>+ |h° T

On en déduit que

@ [ (o)(IBf" + )" OhI" ah < |4, + |B|
JB

(6.3)

(6.4)

(6.5)



puis, en faisant tendre n vers 0,
o2 / (=p) [A2@D |9R|2 d) < / B A + / B do (6.6)
JB JB J om
D’autre part I’équation (6.5) nous donne, en faisant tendre 1 vers 0,

/Bh|2(“1) Op A OB ) = (n—l)/ﬂg(—p) B2 |9h[2 A (6.7)

e Pour démontrer les inégalités (6.1) et (6.2) on va faire le changement de variables donné par la
fonction suivante. On note r =1 — s.

. r— 2z
“1(2) = 1—rz
V1 = 122,
()= sil<j<n
1—rzn
Alors ¢ = (¢1, ..., ¢,) est holomorphe et vérifie :
poop=1d #(B) =B é(r,0,...,0) =0
Calculons ses dérivées :
1—r?
0Py = — d
¢ (1—rz)? -
V1 — 72 V1= 1r2r2.
0¢; = d dz; T dz si 1<j<n

—az + - 4
1—rzy 7 (1=rz)?
On peut alors calculer le Jacobien de ¢

_ 2 (L—r?)mt
J(@) = |01 A ... NOdy|” = 1 o
On a aussi
n 2
pod(z) = 165(2)f — 1= —— p(2)

= - 11— rz)?

Exprimons |(8h) o ¢|* en fonction de |8(h o ¢)[.
On a

Oi(hog) = di¢; (jh) o ¢
j=1
9j(ho¢) = 0;¢; (0jh) o ¢



On en déduit que

@) 0 = ——(@r(hod) ~ 3 2% o (1o g))
0161 i i (6.8)
d;(ho @)

O:h)op =27

(i) 0 ¢ 00,

Alors
(OR) o ¢|* < CST(1+ S3)[d(h o ¢)?

ou C' est une constante qui ne dépend que de n, tandis que S; et Sy sont définis par

1 01¢;
S; =Sup —— et Sy = Sup J
1<j<n |0;0;] a<j<n | 0j9;
On peut donc majorer ces deux quantités de la fagon suivante
I ?
0161 1=
Lo Dol oy e
< si j<n
0i65] — V1 —12
O
1) o T si l<j<n
0,051 — [1—rz
don 1o 1o
— Tz — Tz
S < — Sup (1, ——
! V1—1r2 ( \/1—7"2)
Sy < —
T

On effectue alors le changement de variables dans (6.1) :

L= [ pod) @k ool ho s I(é)ix
(Ts)

[ olome e oot ray
o(Ts)

2 2 2
Floy = Lo Loralg oy, Loral G+ d ) =i
‘1—7“21‘2 1—1r2 ’ 1—r2 |1*TZ1| ‘1—7“21‘2”4_2
Il s’agit a présent de majorer F'(z) quand z € ¢(7Ts). Dans un premier temps, montrons I'implication
suivante

IN

ou

2
zeYT,) = — <25 (6.9)
11— rz
Puisque z € ¢(T}), il existe ¢ € Ty tel que z = ¢((). Alors |1 — (3| < s. On écrit alors (; = 1+ u ou
lu| < s et on calcule :



1_ 7«2 B |S + (S . ]_)71,|2 - 82 + (1 _ 5)2 |u‘2 —+ 28(1 - S) |'U,| S 8(2 o S) S 2s

I1—rz)® 1—17? - s(2 —s)
ce qui démontre (6.9). En particulier, si z € ¢(T}),
11— rz|?
1 <osl T2
1—1r2
En utilisant le fait que s <1 on a
11— rz]| 11— rz]|
S 1 2
R e

D’autre part on a aussi, d’apres (6.9),

r 2 rV2s 2_(\/5\/1+1"+r\/273)2_(\/1+7"+7“\/§)2
(“m)<<”ﬁ) N

ot C' est une constante absolue. On en déduit finalement en utilisant a nouveau (6.9)

1 — 2\n
P Al PR

I A

En reportant cette majoration dans I; on trouve

I < Cons / (—p) |8(h 0 ) 1h o ¢[*) dx
B

On applique alors I'inégalité (6.6) a la fonction holomorphe h o ¢ et on obtient :

C
L < —29"(/ ho ¢ d)\+/ \ho¢** do)
Q B OB

On applique ensuite 'inégalité de Holder pour obtenir
Cy %0
L < —s" |70 ¢l (6.10)

olt Oy est une constante ne dépendant que de n. Or il est clair que || o |5 < ||h]|?, ce qui montre

que (—p) |0h)” |h*®"") est une mesure de Carleson de norme majorée par (y_; ||h]) 2.

e Si h n'est pas de classe C*°(B), on considere la fonction h,(z) = h(rz), ou r € [0, 1], qui est bien
dans C*°(B) N Hol(B), et on lui applique I'inégalité suivante, découlant de (6.10),

a— C n [0
[ Coyiont e ix < S s

Ts

Alors, puisque ||h, ||, < ||k, il suffit de faire tendre r vers 1 pour obtenir le résultat.

00’7



Remarque 2.6.2 Sih est seulement dans l’espace BMOA, alors ||h o ¢|| 2 < ||h||gyo €t on montre
ainsi la méme propriété pour les fonctions de BMOA.

e De la méme maniere on effectue le changement de variable ¢ pour majorer /5. On évalue la
quantité suivante

(@o o) o= > |(@:hd;p— D;hdip) 0 &I’

1<i<j<n
En utilisant (6.8) on obtient :

(Op A OR) o ¢|* < ST(1+ S3)|0(po @) AD(ho o)l

ou . 516
Si= Sup ———— et Sy = Sup A
1<i<j<n |0;0i0;0;| 9<k<n | Ok®rk
Comme précédemment, on prouve que si z € ¢(Ty) alors
1—rz? r
5 <olloral o S<
(1—1r2)2 1~ 7z

On en déduit, grace a (6.9), que

r?2s  s(1+7)+ 2512

14+52<1 = <4
5 < R s(1+7) -
D’autre part on a aussi
1-—r? (1—r)r(1—rz)
d(po o) = dz
(po9) |1—rz1\2 |1—7“z1|4 P
s |1 —7“21\2 9 1 ) 9
(00 1 0R) o 8" < =55 10 n 010 O + = () 0000 0)

On effectue alors le changement de variables dans I et on obtient :

f2§/ 0(h o ¢) Adp|* ho gV FldA+/ (=p) [8(h o &) [ho @) Fyd
&(Ts)

(Ts)
ou
g Lo gy W p_p (o
T=12 |1 — 1y "2 (T =12 |1 — oy 2
on a alors
F< (@) et F< (28" — < (25" =2 — (25)"—2— < 2(29)"
11— 7z 1— 72 1+7r

Il suffit alors d’appliquer (6.6) et (6.7) pour conclure comme précédemment. [ |



Remarque 2.6.3 On peut démontrer cette proposition plus rapidement grace a la formule de Green,
mais la démonstration donnée ci-dessus a ['avantage de pouvoir se généraliser au cas de plusieurs
fonctions comme on le verra dans le prochain paragraphe. Voici toutefois les grandes lignes de la
démonstration utilisant la formule de Green.

Pour montrer que (—p) |0h]” b est une mesure de Carleson, d’aprés le lemme 2.4.21 il suffit
de prendre une fonction ¢» € H*(B) et d’estimer l'intégrale

I—/w p) ORI [ 4

Pour cela on commence par supposer que toutes les fonctions considérées sont de classe C*(B), on
prend n > 0, et on applique la formule de Green a la fonction [¢|° (|h|* + 1)®. On obtient alors,
aprés calcul et estimation de A (\1/)|2 (|h|* + n)®), en faisant tendre 1 vers 0, lestimation

oI < O /|1/)|2|h|2”‘d)\+02// Pl” |h® (C)dad)\+C’3/(p) |04]% | h** dA
J B JB J OB

JB
ce qui nous permet, grace au lemme 2.4.23, de déduire que

C a
I < = |1l 111

ou C' est une constante ne dépendant que de la dimension de l’espace. Il suffit alors de régulariser
Y puis h quand ces fonctions ne sont pas dans C'(B) pour obtenir le résultat.

Pour montrer que |0h A 8p|2 |h\2((kl) est mesure de Carleson il suffit alors de prendre 1 € H*(B)

et d’appliquer la formule de Stokes a (—p) W|* |h[*®Y Oh ABR A Dp A (8Dp)™ % pour pouvoir obtenir
le résultat.

On montre a présent la proposition 2.4.7 dans le cas ou £ = 1 qui s’énonce comme suit.

h dp N Oh
INC u(lhl) e Q
WP AP

norme magjorée par Cy max(1, [|h]|%).

que, si h € H*(B), alors (—p)—s w(|h]) sont des mesures de Carleson de

Démonstration :
Par définition des mesures de Carleson, en utilisant la proposition 2.6.1, si T est une tente de B de
rayon s €]0, 1] on a, pour tout « €]0, 1],

2c

h
Ts

On integre alors cette inégalité par rapport a «, pour la mesure dug. Puisque I'intégrande est positive
on peut inverser 'ordre d’intégration et on obtient :

\3h| / % /1 Il
h a)d\ < Cys =d g

" dpo(a)
a2

En utilisant la définition de p(|h]) et le fait que / < 0o on obtient,

0



|0h|? 2\ n
. (=p) e p([h))dA < Co max(1, [|A]|)s

on]”
hf?
Carleson de norme majorée par Cy max(1, [|h]|>). On procede de la méme fagon pour la deuxieme
partie de la proposition.

Ceci acheve la démonstration dans le cas ou & = 1. |

ce qui, par définition des mesures de Carleson, démontre que (—p) p(|h]) est une mesure de

2.6.2 Cas de plusieurs fonctions.

Dans ce paragraphe on suppose que la proposition est vraie pour un certain entier K — 1, et on en
déduit qu’elle est vraie pour k.
Comme pour le cas ou k£ = 1 on commence par démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.6.5 Soit k un entier strictement supérieur a 1.
On suppose qu’il existe une constante positive C telle que, si o €]0,1[, pour toutes fonctions
hi,....;hx_1 € H*(B) les quantités

L 0hy A A OBy 4| ~ L10p NORy A .. A OBy |
(—p)F = Tica —u(lh)Et et (=p)t : ]

)

k-1
2 2 .y 2k—2
ou |h|” = E \h;|", sont des mesures de Carleson de norme magjorée par C max(1, ||h||.. 7). Alors
Jj=1
il existe une constante Cy telle que, si hy,...,hy € H*®(B), alors

w1 |0p AOhy A . A DRy

10hy A ... A\ Ohy|” . -
g 2D p([B)E et (—p) T

(=p) = h [ ()

2a
sont des mesures de Carleson de norme magorée par C;C max(1, ||h||i§72) ”h(];!‘x’ .
Démonstration :
Le plan de cette démonstration suit celui du cas ou £ = 1. Dans un premier temps on suppose que
toutes les fonctions considérées sont dans C*°(B).
Soit n > 0. On note

k—1

Ohy A ...\ Ohy_ 2
Gy = ST ()

(16]” +n2) 7

k—1

oit (02 =3 |y .

j=1



e On commence de nouveau par montrer des inégalités grace a la formule de Stokes. Soit € > 0. On
a alors :

0= [ (0" IIul* )09 £ Gy A Gy A (3Bp)" =
OB
(k- 1) / (=) 2(hl? + 1) A Op A Gy A Gy A (9Tp)"
JB
+a / (=¥ (1hal” + 172> " hdhy A Op A Gy A G,y A (DDp)™ F
J B

- /TPB (=p)* M (|h|* +1°)*09p A Gy NGy A (9Dp)" "

0 —/ (=) (hl? + 12)* b A Gy A Gy A (90p)"F =
OB

Lk / (=) (a2 4 72 hedp A B A Gy A Gy A (95p)"F
JB
Ha—1) /(_p)k(|hk|2+n2)“QthahkAmAGnAénA(aép)“
JB

+/ (=) (a2 + 172 O A Tk A Gy A Gy A (98 p)™
B

0= / (7p)k(|hk|2 + 772)04718/) N 8hk A B_hk A G" A 677 A (85/})"719*] _
OB

—k / (— ) ((hel” + 122" Bp A dp A Dby, A Bhy A Gy A Gy A ()" F!
J B
+ / (=) (e > + 12)° 9 A Oy Ao A Gy A Gy A (33p)" 1
JB
Si on note
g, = / (=) Y h|> + 7?)°  hidhy, A Dp A Gy A Gy A (9Dp)™F
B
A, = / (=) 2(|h]* +0*)*Dp A Op A Gy A Gy A (9Dp)"
By = | (=p)* "(Ihl* +1°)*00p A Gy A Gy A (0Dp)" "
JB
la premiere équation nous donne

aly =B, + (k-1)A,
et la deuxiéme s’écrit

(o = 1) lh”

Ohi, A Ohy A G, NG, A (00p)"F
hk2+772) k k n n (00p)

—kJ, —/(p)’“(hk2+772)“1 <1+
B

Comme précédemment on a



(a— 1) || _ 7 Hta hy|?
e |” + 0 % + |hy|”

14+
Ce qui implique
o / () (hil* + %) |Ohy A OG, " AN < k(|By| + (k — 1) |A,))
B

Il suffit alors de faire tendre n vers 0 pour obtenir

a1y |Ohg A Ohy A . A Ohy_1|? -
aQ/B(—P)khk|2( Y |;2(k1) L i(|h])* 1A <
o L Oh A A BBy ) -
b ot 2 P 1Ly an (6.11)

N L Op ARy A . N OBy_1? -
k(- ) / 22 (= py2] pa il an

et, en utilisant la troisieme égalité, on a aussi

at) |0 A OBy A o A OBy | B
[ ot e () =
(6.12)
- acy [0p A Oy A OBy A . A DBy |? -
[0 e ()

e Par définition des mesures de Carleson, en utilisant I’invariance par rotations, il suffit de montrer
que pour tout s, si Ty = {z € B/ |1 — 21| < s} est la tente de centre (1,0, ...,0) et de rayon s,

Ohy A ... A Ohy|” o B
I —/ (7[))19‘ 1 |h|2k72 k| ‘hk|2( I)M(‘th Td\ < O™

L 10p A Oy A .. A OB o - .
12—/ (—p)* ! i]ﬂ“ d 27 p((R))* AN < Cs
Ts

ou C est une constante indépendante de s et des fonctions h;.
Comme précédemment on utilise la fonction ¢ pour faire un changement de variables. Il nous faut
donc évaluer |(Ohy A ... A Dhy,) o ¢|° . Pour cela on utilise 'équation (6.8).

o / 611( ¢) afk( o¢)
(Ol A A OB oG = 3 (Zdﬂ) ET . )
|[|:k oe6y
g, 01, (Bo2) © 001, (ho) © ¢)>
_ o )




ou le signe ' signifie que la somme s’effectue sur les multi-indices ordonnés, &, désigne le groupe
des permutations de k éléments et €(o) la signature de la permutation o.
On note

1
S = Sup et Sy = Sup
] I| = k |0161,..01,61)] " agi<n

019;
00,

On a alors
[0y Ao A BBi) 0 8] < 81 (3 ©9) Ao A B 0 6)| + 85 (DI 0 6) Ao A DIy 0 B)] + S4)
ol
A= Y o)kl © )1 (hogs) 0 6).- 0, (B o ¢)‘
I| = k/I, = 1 2<I<n/ 1€l loes,

Montrons que A = 0. Soit I un multi-indice ordonné de longueur £ tel que I; = 1. Soit 2 < s < n
et [ = I,. On note 7 la transposition qui échange 1 et s.
Soit

T =) €(0)(ho(r) © )01, (hoz) © 8)...01(ha(s) © 8)...01, (ho(r) © ¢)

0eBy

T = Z _6(0 o T)al(ha'm'(l) o ¢)612 (h(TOT(Q) o ¢)---al(h(707(s) o ¢)61k (h(TOT(k) o ¢)

ogeS,

Or l'application qui a o associe o o 7 est une bijection de &, sur lui-méme. On a donc

T =Y —e(0")0(hor1) 0 8)0r,(hor(2) © 8)...01(hor(s) © 8)..01 (hor(y 0 ) = T

o' €6y,

Donc T = 0, et on en déduit que A = 0.
On a ainsi montré que

Comme précédemment on a

T
S
11— rz)|
2
Puisque, d’apres (6.9), ! 2 < 2ssi z € ¢(Ty) on a aussi
— Tz
9 r? 2s1? 2r?

< = <2
2_|1—rz1\2_1—r2 147~

De méme on a, pour j > 1,

Lo o
0,051 — [011] ~ |01




On en déduit que

Sl < 2| T21‘k+1
(1— )%
Cela nous permet d’obtenir
O(h10 @) A ... ANO(hy, o B)|? . -
ne [ o PR s RO o Y o o) P
ou
) (1—r2)% 41— rz ™2 (1 r2)nH! (1) _ 36(25)"
= — s
|1 — rzl‘Qk (]_ — TQ)k+] ‘1 — 7"21|2n+2 o ‘1 - 7"21|2n o
Puisque ¢(7s) C B on a
Ohyod) A ... ANO(hy o ¢)|? o— -
h< oy [ (2o Ot d)w( 20O 1 o 620D (lh o gy
B ,

ou (5 est une constante ne dépendant que de n.
On applique alors I'inégalité (6.11) aux fonctions holomorphes h; o ¢ pour obtenir

Cok(k —1) , k—1 \6(h10¢)/\.../\6(hk,lo¢)\2 20 k—1
L < —=—— = — e Xe [
< e[ g oo ool
dp ANI(h, o . NO(hy_, 0 % _
+ [ (g2 DA DRI 2O g g g o gl
B |h o ¢l

On applique alors I'inégalité de Holder et le lemme 2.4.21 pour obtenir

Cy
I < —hs" o o3 N

ou

o 1 [0(hi0 @) A .. AD(hi_y 0 @)|

N = H(p) o g p(lho gt
) Vi
0 0 h,] @) o(h ~10 2 _
+ (_p)k72‘ pA ( |fl)o/\¢|2k/\2 ( k ¢)‘ ,U,(‘ho ¢|)k 1
Vi

et 'y est une constante ne dépendant que de n et k.
Or on a pour tout [, |h o ¢| < |||, On en déduit, en utilisant I’hypothese, que

C o -
I < 8" a2 € max(1, [A)5)

ce qui nous permet de conclure grace a la définition des mesures de Carleson.



e Pour évaluer I, on procede de la méme facon. Comme précédemment on a, si k <n — 1,

1 —rz|ft?
|0p A Ohy A ... N Ohy o ¢| < Oy |(1 - r21)|'“§2 O(pod) ANI(hyod) A ... A\I(hg o d)|
Or,
1—r? r(1—r3)(1 —rz)
a(po ¢) = ‘1 rz |Qap+ ‘1 rz ‘4 p(Z)d'Zl
— Tz — Tz
On en déduit que
1—rzlf
1 rzlft
+CQ|(1W(P) [0(h10¢) A ... NO(hi © @)
Ainsi on a
L Bp AO(hy o)A ... ANB(hy o d)| . _
I < W)(—p)’“ : ] oo : B0 6D (| o pl)t T Frd
0(hy0¢) A ... AO(hy o d)| o -
+/¢(T) i TE o 612D (lh o g])t " Fad
ou 2\k—1 2k 2 1 2
(1—=r3)1 Co|l —rz|™ (1 —r*)"F (1—r2)"
Fi(z) = Oy < (Oy(28)"
1( ) ‘1 77021‘%72 (1 7742)19 ‘1 7742]‘271-{—2 = 2‘1 77“2]‘271 = 2( )
et
(1—r2)% Cy1l —rz|™ % (1 =)t (1 —r2)nt! .
Fy(z) = < Oy(2s)™*
2( ) ‘l_rzl‘Qk (1_r2)k ‘1_r21‘2n+2 = 2‘1_r21‘2n+4 = 2( )

On utilise alors Iégalité (6.12) et 'inégalité (6.11) pour obtenir
Cy 2
I < 35" e o ol N
ou N a été défini précédemment. On conclut alors comme pour I;.
Le cas ot les données ne sont pas dans C™(B) se traite comme dans le cas ot k = 1. |

On démontre a présent la proposition suivante :

Proposition 2.6.6 Soit k un entier strictement plus grand que 1.
On suppose qu’il existe une constante positive C' telle que pour toutes fonctions hy, ..., hy_1 € H*(B)
les quantités

L |Oh A A BRy ) - L10p ANOhy A . A Bhy 4| -
e L T e R S




k1
ou |h|* = Z \h;|°, sont des mesures de Carleson de norme majorée par C' max(1, ||h||**?).

J=1
Alors il existe une constante Cy ne dépendant que de la dimension de 'espace et de k telle que, si
hi,...,hy € H*(B), alors

Ohy A ... A Oy L 10p A BRy A A BN
(—p)" (fll|2+|h 7 p(\/ [P+ () et (—p)* (|h21+h o u(\/ |1 + [P
A Lk 4 "k
2%
VBl [kl )
Démonstration :

Par définition des mesures de Carleson, en utilisant la proposition 2.6.5, si T est une tente de B de
rayon S on a, pour tout « E]O, 1[,

sont des mesures de Carleson de norme majorée par Cy max (1,

2a
|15

n
S
o?

Ohy A ... A Ohy|? o - ~
/ (o)t 1|h|2k2 L g, oD '\ < C,C max(1, ||h]|%?)

On integre alors cette inégalité par rapport a «, pour la mesure dug. Puisque I'intégrande est positive
on peut inverser 'ordre d’intégration et on obtient, comme dans le cas ou k = 1,

Ohy A ... A Ohy|” B EPNY e 1%
[ O L) iy < 1 max(r, s [ g
Th |h| | P | 0o
k
2 2
(VP + )
p(h)"™ p(he)) : 2 2 5
Montrons alors que < — . Pour cela, puisque |h|” < |h|" + |hg]
(I0]* + By [*)* [ ||

et |he)® < |h” + |hi|* il suffit de démontrer que la fonction définie sur RY par (z) = 'u(f) est

T

décroissante. Or 1) est dérivable et

(1) = L (e (2) - 2p(2)) = = / (s — 1)a®dpa(s) < 0

3 3

On peut donc en déduire que

/ a )k\am A ... N Ohy?

p p(V IR+ [hi*)*dA - < Oy max(1, [[A]257) max(L, [|he%)s"
: (In” + [hi[*)*

2k
VIR kel

) "
Oy A ... A Oy ?
ce qui, par définition des mesures de Carleson, démontre que (—p)* | (;12 T Q)I;J (/1A + b )"
k

2k
VI + [l

la méme facon pour la deuxieme partie de la proposition. [ ]

< Cy max(1,

o

est une mesure de Carleson de norme majorée par C5; max (1, ) On procede de



2.7 Estimation des dérivées d’une fonction holomorphe et
bornée.

On démontre ici le lemme 2.4.16 qu’on rappelle ci-dessous :

Il existe une constante positive C' telle que, pour toute fonction g € H*(B) on ait

(—p) |09 < C gl et V=109 Nop| < Cllgll,

e On commence par démontrer la premiere inégalité. Pour cela on considere g € H*(B). 11 suffit,

pour obtenir I'estimation voulue, d’estimer pour 1 < ¢ < n. Comme toutes les coordonnées

Zi

a—g . Pour cela on fixe 2z’ dans la boule de C*!
21

et on applique la formule de Cauchy dans le disque unité a la fonction holomorphe définie par
h(z1) = g(Rz, 2'), ot R =1 —|2'|>. On obtient alors

R (S
h(ZI) a ﬂ/ﬂ— ZldC

jouent le méme role on s’intéresse uniquement a

On en déduit que

00 = b [ ARG

92 " 2nR Jy (¢ )2
puis, en utilisant une rotation

dg lglloe [*"_ df

‘a—(zla zl) S R / D)
21 T Jo o \gie _ |2l
R
(14 « , x —1ib

On note alors a = %, b= M et on effectue le changement de variables ¢’ = ! 7'b' On

obtient alors

8 ! oo 2b da
99 (. ) < gl / ‘ 2
9 2R Ji (22 4+ 12) [ 22— o

et apres simplifications

LT P T
Bz T 2rR(1 —a)(1+a) Jg 22 + a?




On obtient finalement

dg 2||g]l
—Z < 770
Dz (21,2)) < R(1 - a?)
et en remplacant R par \/1 — |2/|° on a
dg 29l T2 2]l
—'(Z],Z') < > > < o0
021 =Pl el ?)

ce qui nous donne la premiere inégalité.

e Démontrons a présent la deuxieme inégalité. Soit g € H*°(B). On a

_Og dg

0g N\ dp = Zi=—— — Zp—=—) dzp N\ 0z
g p Z (Zi D2 k 821) k 1
1<k<i<n
.. _0dg _ 0Og ) . . .
Il suffit donc d’estimer zla— — zka—, et puisque toutes les coordonnées jouent le méme role on
2k 2l
L . _ 0 d L :
s’'intéresse a 228—9 — Ela—g. Pour cela on fixe 2’ dans la boule unité de C" 2 et on applique la
21 29

formule de Cauchy dans la boule B, de C* & la fonction holomorphe h(z, 20) = g(Rz1, Rz, 2'), ol

R=/1—|/":
_ h(C1, C2)
h(21,Z2) = C2 /8%2 (1 — lel ~ Zng)QdU(C)

On en déduit que

dg  2cy 9(R¢i, RGy, 2)¢4 dg 2 9(R¢1, RGa, )¢,
z Z Z Z
02 i 7 O, (1_C1§_C2§%)3 02, R 7 O (1_<1_}; _CQ};)?

On en déduit que

_ a(] _ a(] 2c EQZ — Elz
gt~ gt < gl [ R I ()
R

On fait alors le changement de variables suivant, :

Gz + Gz
S="—7T—
2]
£y = G122 — Gz
2|
ot [2|* = |21]> 4 |22[%, et on obtient
_ 99 _dg|_ 2 &)
2l 5 20 <2y do €)
21 JOBy |1 — Mé‘ ‘
R Gl




Puisque (&,&) € 0By, on a |&|° + &[> = 1 d’ott on déduit que

'/(?BQ §|Z| do(€) _'/m% \/1Z|§1| do(£) = \/1* |§1

/ PR

TR TR
Ainsi on a
_ 0y 202 — &)
5 N )
2 02 ‘1 Lle, ‘
Or on a, puisque 2 < 1,1 - \51|2 <21~ gy <21 Be o
_ 0Jg 202 2¢y
Frp — Bip| < 2yl |/ \1 AA&) = =2l 2| 1
—ib 1
On effectue alors le changement de variables & = Z —l—(x 1 ZU) ou o = %, b= M et on
—1ib — (x + 1y -«
obtient
7 / / 4b% dx dy
- —
Joen Juesit i 4 (a4 iy)|* 1~ aitzzin

[ / / 4b? dx dy
e Jyers (87 4 (y +0)2) (1 + @)2(2? + (y + )?)

On pose alors x = au et y = av et on obtient

/ / du dv
(1= 0)? Jyer Jyerr (u2+ (v+ =92) (u? + (u+1)?)

On utilise alors une décomposition en éléments simples, on integre d’abord par rapport a u, puis
par rapport a v et on obtient

T 1
On en déduit que
dg dg 202 i 1 1 1
7t 5% Ky < Cllgll. ~ log(——
2 22 e T eg( ) < Ol ton(
Ainsi, puisque —p(21,29,2") =1 — \z\ — P =R?—|2”=R*1—-a?%,ona
_0dg _ Og RV1 —a? 1
V=p Zap— —Z15—| < Cllgll, log(+——+)
0z 0z9 « 1-«

or cette derniere quantité est bornée quand a € [0,1], ce qui achéve de démontrer la deuxieme
inégalité.



2.8 Propriétés de la fonction u.

Rappelons que dp est une mesure positive sur [0, 1] vérifiant

/] dio(s) _ | o (8.1)

52

et que p est définie sur R™ par

1
u(z) = {/U 2% dpg(s) si x#0
0

si =0

Démontrons d’abord que p(z) tend vers 0 quand z tend vers 0.

1
Pour z suffisamment petit on note A(z) = ———=. On a alors

Vlog 1]

A(z) 1
uz) = / 2 djio(s) + / 2 dio(s)
0 A

(z)

A(z) d 1
< / §2p:28 MUQ(S) _i_xQA(a;)/ dpio(s)
0 s A(z)
1 1
g+
< aw? [ P20 [
Jo 5 Jo
1
Or A(z)? = tend vers 0 quand z tend vers 0 et z24®) = exp(—2+/|log z|) aussi, ce qui, grace

~ log |
a I'hypothése (8.1), nous donne la continuité de pu.

Régularité de i et démonstration du lemme 2.4.26.

Montrons que la fonction gy définie par pi(z*) = p(x) est dérivable sur R . Pour cela on évalue le

. T +t)— T N
taux d’accroissement 1, = i )~ (@) pour x > 0, grace a la formule de Taylor avec reste

t

intégral :

1 1 1
r+1) —af
T, = / W(lug(s) = / (S.??Sl +1 / (1—u)s(s —1)(x + tu,)SQdu,) dpig(s)
Jo 2 Jo Jo

x
Si t est suffisamment petit, x + tu > 5 d’ou

1 5—2
/ (1 —u)s(s — 1)(z +tu)* *du < s(s — 1) <§>
0



1
On en déduit que T} tend vers / sz* ! dpg(s) quand ¢ tend vers 0. Ainsi py est dérivable sur R,
0
et

1
Ve e R, pi(z) = / sx® ! dpg(s) (8.2)
Jo
Pour montrer que i, est aussi de classe C? sur R’ on procede de la méme facon et on obtient
1
Vo € Ry pia) = [ s(s = Do dyal
0

Démontrons a présent le lemme 2.4.26, qui s’énonce ainsi :

Soit n > 0. On a, pour tout entier i compris entre 1 et n,

_ 2
_ 9;0; |g"* d; |g")?
Fidh = 2009 gy + L2 gy
' '
et )
0; g"
P Uil T
97|

ou 11 et vy sont définis par

et vérifient

Puisque |¢"| ne s’annule pas sur B, la fonction u(|g"|) = p1(|g")*) est de classe C? dans B, et on a

;i 1g"* ! d; 9"’

2 2 2s

(i) = 1"l = % 0 [l dnto) = % (o)
J0

De méme on a

_ 9 —
9;0:u(|g")) = u’{(\g"\? 0: 19" *|” + 1y (9" ") D:0; |g" |
ai ‘gn‘Q ] S 5767 gﬂ ? ! ]
= ‘(]%/0 s(s — 1) |g"** dpo(s) + W/o s g" dpo(s)
0; \9”\2 giai q" 2
il GO, gm)

= ——wl(lg"]) +
9" ik

Il reste alors a voir que, si s € [0, 1], alors s et s(s — 1) aussi, ce qui montre les inégalités (4.6).



Exemple de fonction .

Si on prend pour dyg la mesure dyg(s) = s'Tds, avec € > 0, qui vérifie bien la condition (8.1), alors

C
2+€

~ - -
z—0+ ‘]()g qj‘

Pour le démontrer on s’intéresse plutot a la fonction py. On a d’apres (8.2)

1
wy () :/ so® 1 s Teds
0

Apres une intégration par parties on obtient

1 2+e (2)
= — x
log(x) xlog(x) =

py ()
et on en déduit que
() [log ()| = I(x)

I'(x) = sg(log(z)) llog ()™ et 1(0)=0

Au voisinage de 0 la fonction [ s’écrit donc, pour un certain a € R’

l(x) =~ /ﬂE (—log(t))'tedt + I(a)

Or au voisinage de 0
1
0 < (—log(t))'te <

Vi

donc (—log(t))'** est intégrable en 0 et [ a une limite finie en 0, ce qui montre ’équivalence.

Plus généralement on peut montrer que si a < 2 alors u(z) |log(z)|" tend vers 0 quand = tend vers

()

0 et que si b > 2 alors —= tend vers +00 quand z tend vers 0.
x

2.9 Inégalités de normes.

On cherche ici & démontrer le lemme 2.4.5 qui s’énonce ainsi :

Soient hy et hy des formes a valeurs dans N*. Alors on a



|hy N haf, < C |ha], |hal,

ou C' est une constante ne dépendant que des degrés de hy et hs.

On commence par démontrer deux lemmes intermédiaires.

Lemme 2.9.1 Soit (p,q) € N°. Il existe une constante positive C(p,q) telle que pour toute (0,p)
forme h et toute (0,q) forme k dans B,

— 92 = |2 = |2 a5 12
|h/\l¢|2<C’(p 2 |h|2 ‘k/\@p‘ +|k‘2‘h/\8p‘ N ‘k/\ap‘ ‘h/\@p‘
AR S ; ' 2 ' 2 1
|0p] |0p| 0p]
Démonstration : _
, h , k dp . )
On note ' = m et k' = m On note e; = m et on complete en une base orthonormée (e, ..., e;,)
p

de C*. Alors on a

h,l: Zlhlei et klz ZIkJGJ

I|=p AR

On en déduit que

h' A Odp=|0p|h Ae =|0p| Z ‘hrer A ey
[I|=p/1¢1

et donc que

W Ap = 10pl" 0 (9.1)

[I|=p/1¢1
De plus, puisque |h'| =1 on a aussi
o < (9.2)
\I|=p/1€l

Alors

2

|h’/\k"2: Z ! Z E[’Jh/[/\kj

L =p+q o
2 9
S Z Z 6[7Jh,[/\kj+ Z E[,Jh/[/\kj +Z Z E[,Jh/[/\kj
1el IUJ:L/IEI IUJ:L/IGJ 1€L IuJ=L
<y (Z'hﬂ) (Z'w) .S (zw) (zw)
1€eL 1€l ]QJ 1eL ]QT 1eJ

HEm)E)

1¢L \1¢1I 1¢.J



On utilise alors (9.1) et (9.2) ainsi que leurs équivalents pour & et on obtient

_ y ,
W AK|) <Zh'2‘apa/\|k‘ Z‘ 2‘8/’/\(' Z\ap/\h’\a\?p/\k"
dp P

leL 1eL 1¢7,

1l suffit alors de multiplier cette inégalité par |h|” |k|° pour obtenir la conclusion du lemme, avec
C(p,q) =3 card{L/ |L| = p+ q}. m

Lemme 2.9.2 Soit (p,q) € N*. Il existe une constante positive C'(p, q) telle que pour toute (0, p)
forme h et toute (0,q) forme k dans B,

b A K[, < C'(p,q) |hl, [Kl,

Démonstration :
Par définition de la norme .|, on a

A k2= (=p) b AR+ [Dp AbAK| (9.3)

1
Si |0p| > 3 d’aprés le lemme 2.9.1 on a

3 12 = 12 = |2 = |2
hAmisc(«wnm”ﬁi@L (o) a2 L2220 MAap‘hAm’>

p
0| dp|” op|*

1
ou C' = max(C(p,q),C(p+1,q)), et on en déduit que, si |dp| > 3

B A K2 <16C((—p) [B + [0p A B*)((—p) |k + [Bp A K|

i.e.

[ AK[Z < 16C R K

1 3
Si |0p| < 3 alors (—p) > 1 et on en déduit, a partir de (9.3), que

4 4 4
B AR < 2 () B2 K+ 5(-p) B B A K[ < 5 JBI2 R

4
On obtient ainsi le résultat avec C'(p, ¢)> = max(16C, 3) n

Nous pouvons a présent démontrer le lemme 2.4.5.

Si on note h; = Z 'hi; e; pour i =1 ou 2 on a par définition des normes
1| =1;



‘]’L] N h,2|z == Z ! Z E(I],IQ)h/],[l A\ ]’LQJQ

|L|=li+l2 1L UI2=L %

On utilise alors I'inégalité triangulaire pour ||, le lemme 2.9.2 et l'inégalité de Cauchy-Schwarz
pour obtenir

b2 <C Y LDl > Mhagll | < C Il bl

‘L‘:l1+l2 “‘:ll N‘:lg

ou C ne dépend que des degrés de hy et hy., ce qui termine la démonstration du lemme 2.4.5.

2.10 Retour au théoreme de division.

On se place dans les hypotheses du théoreme 2.1.1 et on se ramene a celles du théoreme 2.2.1 pour
pouvoir appliquer celui-ci et en déduire la conclusion voulue.

Si ||g|l, > 1, on définit

. . 9j
VjeN/1<j<m, gj=
729l
Alors
H oH |(J||
4g11%
On pose aussi f° = 5 ||f|| . Alors f° est bien holomorphe.
Illoo
De plus
I , /]
I r = 2ll9llee) 57 -
l9°1 nlg”)2 9™ ule®)?
La définition de p permet de voir que si [|g|| . > 1 alors M||( |||) 1(]9°]). On en déduit que
/7] ) /]
; - < 2l T
91" (9”12 9" (gl
0
de sorte que | 0‘3‘ (o) € M”(B) de norme majorée par K(2|g||,)*"
g| K9

Enfin soit s €]0,1[. On définit f*(z) = f%(sz) et g}(2) = g (s2). Ces fonctions vérifient alors les
: : .

hypothéses du théoréme 2.2.1. En effet, les fonctions ainsi définies sont holomorphes dans B(0, —),
s

donc de classe O™ dans B et |¢°| (2 ‘q ‘ sz) < Hq H < 1. Enfin soit ( € 0B et z € I';. Alors



In

s 0
19°" nu(lg°

r T - r T (‘ T
T uller))? 997 u(lg])> )2
. . 1 - 3 2 2 .
car si s < 1 alors sz € I'c. En effet, si 2| < 5 alors |1 —sC.z| < 5 < 2(1 = s |z|7). Sinon,

1
2] > - > ——
2= 2(s+1)

)(<)

9]

d’ou

11— sCz| < 2(1- 23 + (1 5) 2]
< (1—52\2\ )T (=) [z (1 =2(1+5) [z])
< 2(1-5[2])

On en déduit donc que

| f*]
s r+1 s r € Mp(IB)
192" nllg®])>

de norme majorée par K (2 ||g||.,)*". D’apres le théoréme 2.2.1 pour tout € > 0 on a :

3O fa o) € HP(B)™ ) [7 g7 + oo+ folgm, + €= f° (10.1)

et
VieN/1<j<m+1,

e <

HP

On utilise alors la proposition suivante pour faire tendre € vers 0.
Proposition 2.10.1 Soit (h))en une suite de fonctions de HP(B) vérifiant

VIEN, |[hl,, <C

ou C' est une constante positive. Alors il existe une fonction h € HP(B) et une suite extraite (hy,)gen
tendant vers h uniformément sur les compacts. De plus |||, < C.

Cette proposition sera démontrée au paragraphe 2.11.
Ainsi, il existe une suite (¢;);en tendant vers 0 et il existe des fonctions (f7, ..., f5, f5,.1) € HP(B)""
telles que

VjeN/1<j<m+1,

il < ©

De plus, pour tout 7, la suite fjs’q tend vers f7 uniformément sur les compacts. On en déduit en
passant a la limite dans (10.1) que

Lo+ o+ g =f° (10.2)

On utilise alors a nouveau la proposition 2.10.1 en faisant tendre s vers 1. On en déduit qu’il existe
une suite (s;);en tendant vers 1, et des fonctions (f7, ..., f2) € HP(B)™ telles que



VieN/1<ji<m+1,

[l <€

De plus, pour tout j, la suite f; tend vers f]Q uniformément sur les compacts. On en déduit en
passant a la limite dans (10.2) que

o)+ .+ fogd = f°

Il suffit alors de multiplier cette équation par 2 ||g||  pour obtenir

Lo+ o+ fogm=f

Puisque les fonctions f]0 sont dans H?(B) cela finit la démonstration du théoreme 2.1.1.

2.11 Convergence dans H”(B).

On démontre ici la proposition 2.10.1. Pour cela on considére une suite (h;);en de fonctions dans
HP(B) vérifiant
AC >0/ VieN, ||l <C

et on cherche a montrer que cette suite admet une sous-suite convergeant uniformément sur les
compacts vers une fonction h € H?(B) telle que ||h||,, < C. D’apres le lemme 2.11.1 ci-dessous on
a

Vllys (o C

(1 [Py = 5 [y

Ve B, |h(z)| < Co

d’ou
CCy
(1 _ RQ)n72+2/p

Vz e E(OaR)a ‘hl(z)‘ <

i.e. (h)en est une famille de fonctions holomorphes uniformément bornée sur les compacts. Donc
il existe une sous-suite (A, )ken et une fonction h holomorphe dans B telle que hy, tend vers h
uniformément sur les compacts de B. Montrons que h € HP(B). Soit € > 0 et r < 1. Alors, en
utilisant la convergence uniforme sur B(0,r), on obtient

JK € N/ Vk > K, V2 € B, |h(rz) — Iy, (r2)| <e.
Alors,

/ \h(rz) — hy, (r2)|" do(z) < / do < CeP
Jon

J OB

d’ou



1
( \h(rz)|” da(z)) ’ <e+ (/ by, (rz) [P da(z)) ’ <e+|hyllg <e+C
J oB J o
On peut alors faire tendre € vers 0 ce qui nous permet, d’obtenir
1
Vr < 1, ( h(rz)pda(z)>p <C
J o

et donc, sachant que h est holomorphe dans B, on a h € H?(B) et ||h||;, < C.

Lemme 2.11.1 [l existe une constante Cy > 0 telle que

1711570
(1 — Jaf*)ym-2t2/r

Vh € H?(B), Ya € B, |h(a)] < Cy

Démonstration :
Soit h € HP(B) et soit h* sa limite radiale. On note P le noyau de Poisson-Szego de B. On a

Va € B, [h(a)| = /SB P(a, Q)h*(C)do (C)| < [[P(a, ) ogom 171l 1oon)
ol — + — = 1. Or on a, d’aprées le lemme ci-dessous
p q
Vg>1, 3v,>0/ Va €B, [[P(a,.)|qm < %W-
d h < ! h d’ou le résul
onc |h(a)| < %(1 el ||k ;7» d’out le résultat. u
Lemme 2.11.2 57 on note,
(1~ la]’)"

Ya € B, V( € 0B, P =C———

le noyau de Poisson-Szeqo dans B alors
1

vq Z 17 3f)/l] > 0/ va € 137 ||P(a7 ')HL‘?(('?B) S ’yq (1 o |a‘2)n72/q'

Démonstration :

On remarque d’abord que ||P(a, )[4z ne dépend que de [a| car la mesure de Lebesgue sur OB
est invariante par rotation. On peut donc supposer que a = (r,0).

Soit A = ||P(a,.)||74(sm ; par définition, A s’écrit

A= (1_T2)nq/ d”(o

om |1 — ™™



1
A== TNELT] d A
o /‘16“ 1= ™ <-/<221<12 0(C2)> ()

or V(; € D, / do((3) < 1, donc
. |Cz|2 =1- |C1|2

Lo AG AL (1)

< = I

On effectue le changement de variables suivant dans [ :

—ib ' 1
G = .z +.’L’+Z.y oil b:r(r+ )
—ib — (x + iy) 1—r
On a alors
/ /+°° 22+ (y + b)? )”q*Qde
e oy
1— 1
Oronay+b:y( T)+T( +7) d’ott
1—r
2 2\nq—2 4nq72 2 2\nq—2
(z° + (y + b)) Sm(ﬂﬁ +(y+7)7)
On en déduit que
2 2
I < 2C’b ; 4/ / dudy = 2C’qb
(1 +7)2n [ y+7“) )? (1+7)a(1 -

Alors on a

too o sdsd9 1
[2 S 7 ~ 7T—2
Js=r JO=0 S 2r

On obtient enfin, en remplacant b par sa valeur

=T or (1o )L+ r)2me(l o rymat 292 (1 2

ce qui nous donne le résultat.

A< (1 — r2)na Cyr?(147)? 1 4




Chapitre 3

Division dans HP(B) : cas de deux
fonctions.

3.1 Introduction.

Dans ce chapitre on améliore le résultat obtenu précédemment (théoreme 2.1.1) dans le cas ou
on n’a que deux générateurs g; et go et ou les fonctions dépendent de deux variables. En effet,
la méthode de régularisation employée pour démontrer le théoreme 2.1.1, qui consiste a rajouter
une fonction génératrice g,,1 nous donne dans le cas de deux générateurs la condition suffisante

I
gl u(lg))**
diminuer les exposants du dénominateur.

Dans le cas de deux générateurs le complexe de Koszul s’arréte au rang 1, et ne fait intervenir

€ MP(B). Pour se rapprocher du résultat de H. Skoda dans le théoreme 1.0.2 il faudrait

qu'une forme a résoudre, qu'on peut alors régulariser par convolution. Ceci nous permet d’obtenir
le résultat énoncé ci-dessous.

Théoréme 3.1.1 Soient 1 < p < oo et B la boule unité de C*. Soient g, et go deuz fonctions dans
H>(B) et f une fonction holomorphe dans B. On suppose que

I Ay
oZutgy <M

Alors il existe f1 et fo dans HP(B) telles que fi1g91 + fogo = f dans B.

Comme dans ce théoréme, dans tout le chapitre, B désignera la boule unité de C2.

Pour démontrer ce théoréeme on va résoudre une (0,1)-forme, qu'on va d’abord régulariser par
convolution. Pour cela on a besoin qu’elle soit définie dans un domaine un peu plus grand que la
boule. C’est pourquoi dans un premier temps on résoud le probleme quand les données sont, définies
dans une boule de rayon plus grand que 1, pour ensuite se ramener au théoreme 3.1.1 dans le
paragraphe 3.3.
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3.2 Résolution quand les données sont dans B;.

g% on a flg + f3go = f, mais les
g
0

fonctions f;, si ce sont bien des distributions, ne sont ni holomorphes ni régulieres. Cependant si

)

on trouve des distributions f; et f, telles que

Comme dans le cas de plusieurs générateurs, si on pose f = f

off =af) et flor+ f202=0

alors les fonctions f; = f{ — f;' seront holomorphes et vérifieront f1g; + fogs = f. Or le calcul montre
que

OfY = —gow et af) = qw (2.1)

ot w est le (0, 1)-courant suivant
Cf =
w= W(glaQQ — 9:091)-

Il suffit alors de trouver u tel que Ju = w (apres avoir vérifié que w est bien J-fermé) et de poser

g g
fi :fﬁ+92u et fQZfﬁ—.ChU
g g

pour obtenir
dfi=0 et figr + fage = f

Si de plus la solution u obtenue vérifie de bonnes estimations, les fonctions f; seront bien dans
HP(B), ce qui démontrera le théoreme.
Dans la suite on va donc chercher a résoudre le courant w. Pour cela, on procede en régularisant la
forme w par convolution. Pour que la forme régularisée obtenue soit bien définie dans B on a besoin
de supposer que w, et donc gy, g et f, sont définies dans une boule un peu plus grande que B.
Pour § > 0 on définit

B; = {2 €C’/|2] <1+ 6}

la boule de rayon 1 + 4, de fonction définissante

ps(2) = |2 = (1 +6)°

On va en fait chercher & démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit § > 0. Soient g, et gy deuz fonctions dans H*®(By) et f une fonction holo-
morphe dans Bs telles qu’il existe une constante K positive telle que

f

o7 utgy <M 22)



de morme majorée par K.
Alors il existe deux fonctions fi et fo dans HP(B) de norme majorée par une constante C(K) ne
dépendant que de K telles que

Vz eB, fi(2)91(2) + fa(2)92(2) = f(2). (2:3)

Les espaces M?(Bs) sont définis de la fagon suivante. Si ( € 0By on définit le domaine admissible
de sommet ( par

T2 = {2 €Bs/ |(146)° = C2| <2((1+6)>— |21}

et si h est une fonction mesurable dans Bs sa fonction maximale en un point { € 0By est définie par

M;3h(¢) =Sup |h(2)|

zGF‘g

On peut alors définir I'espace
MP(B;) = {h € L'(Bs)/Msh € L”(0Bs)}

qu’on munit de la norme
12/l agr = | Mshl| oo,

3.2.1 La forme w est 0d-fermée.

Pour résoudre I’équation 0u = w il faut d’abord vérifier que dw = 0.
D’apres (2.1) on a

10w =0 et G20w =0
ce qui permet de voir qu’en dehors de I’ensemble 7 des zéros communs a ¢; et go la forme w est de
classe C™ et O-fermée.
Pour montrer que w est 0- fermée en un point a de Z on considere une (2,0)-forme ¢ dans C*(B;)
a support dans un voisinage () de a qu’on précisera dans la suite. Pour ¢ > 0 on note

Z.={z€Bs/d(z,7Z) < €}
Soit x. une fonction de classe C™ dans € telle que 0 < y < 1 et

Xe =1 sur Z,
=0 sur Q\Zy



- C
On suppose de plus que ‘BXG‘ < —% oi Cy est une constante positive(voir le paragraphe 3.4 pour
(

la démonstration qu'une telle fontion existe). On note ¢$ = y.¢ et ¢5 = (1 — x.)¢. Alors ¢ est a
support dans Zy. et ¢§ est a support dans Q\ Z,.

(0w, ) = (w, ¢5) + (Ow, ¢5) = (Ow, ¢5)

car Ow = 0 sur le support de ¢5. Ainsi
(B, ) = / w A B,
Z2:.MNQ

_ _ C
Par définition de ¢ on a 9¢5 = 0 dans Z, et [9¢5| < ||¢||, — dans (Zo\Z,) N .
€

On utilise alors le lemme suivant, qui permet de majorer |w| sur €.
Lemme 3.2.2 Si F € MP?(B;) alors F est bornée presque partout sur chaque compact de B;.

Démonstration :
On démontre en fait la contraposée. Soit K un compact de Bs. Si F' n’est pas bornée presque partout
sur K alors

vC € R', AME¢) >0
ol

Ec ={z€Bs/|F(z)| > C}

20 € ﬂF(‘

C>0

Alors il existe un point z, tel que

En effet, puisque chaque ensemble E¢ est non vide on peut prendre, pour tout entier n, z, € F,.
Alors la suite est contenue dans le compact Ey. On peut donc en extraire une sous-suite (zn,, )Jken qui
converge vers un point 2y € Bs. Soit C' > 0. Montrons que 2, € E. Puisque 2n, € Bosi C < ny, il
existe un entier kg tel que

Vk > kg, d(z0, Ec) < d(20,2a,)

Puisque la suite z,, tend 2z, on en déduit que
d(Z(], E(j) =0

et puisque E¢ est fermé que 2y € Fe.
On note alors
I* = {¢ € OB;/2 € I'¢}

Soit C' > 0. Si ¢ € I'* alors Fg est un voisinage ouvert de 2y, et puisque zy € E, Fg N E¢ est
un ouvert non vide, qui est donc de mesure non nulle, et sur lequel F' > (. On en déduit que
MsF(¢) > C. Puisque ceci est vrai pour tout C > 0 et pour tout ¢ € I'*, on a donc M;F = 400
sur ['*°, Or
T ={C€dBs/|(1+6)” — 20.0| <2((1+6)*— |2/}

20
|20
non nulle. On en déduit que MsF n’est pas dans LP(0By). u

est un ouvert non vide de dB (il contient par exemple le point (1 + §)—) et est donc de mesure



: o 0
Ce lemme et I’hypotheése (2.2) entrainent qu’il existe une constante C' telle que |w| < C’|—g||,u(g)
9
presque partout dans €.
De plus dans (Z5:\Z,)NQ on a € < |g| < 2¢. Puisque pour tout s € [0, 1], la fonction qui a z associe
2% est croissante, et puisque la mesure dpuq est positive, la fonction p est croissante. On en déduit
que

_ 1
(0w, ¢) < |6l CCo 110g]l 00 S CORCZAVAREY (2.4)

Afin d’estimer A\(Zy\Z, N ) on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.2.3 Avec les définitions précédentes, il existe un voisinage 2 de a dans By tel que

3C > 0/ Ve €]0,1[, A(Z.NQ) < Ce.

On fait alors tendre € vers 0 dans (2.4) et on en déduit, sachant que g tend vers 0 en 0 (voir le
paragraphe 2.8), que

(3w, 6) =0

Démonstration du lemme 3.2.3 :
On utilise la proposition 2.40 de [15] pour Y = Z. On se place dans un bon systéme de coordonnées
et on distingue plusieurs cas de figure.

Si dim,Z = 0 il existe un voisinage () de a et un ensemble analytique de €2 de la forme
Y ={2€ Q/Pi(z1) = Py(22) = 0}, ot P, et P, sont des polynomes, tels que (Z N ) C Y. On en
déduit que Y est une réunion finie de points. Si on note encore Y, = {z € Q/d(z,Y) < €} on en
déduit que

Ve > 0, \(Y,) < 27 N¢

ou N est le nombre de points de Y. D’autre part (Z, N ) C Y, d’ou on déduit que
Ve €]0,1[, AM(Z.N Q) < 2w Ne>,
Si dim,Z = 1 il existe un voisinage D de a et un ensemble analytique Y de D tels que
(ZND)CY.DeplusY ={z € D/P(z9;2) = 0} ou P est un polynome de Weierstrass en z;. Or

'ensemble Y ainsi défini est une sous-variété. Soit alors ® un difféomorphisme local de C* défini sur
un voisinage Q de a tel que ®(Y N Q) = {(21,2) € C /2, = 0} N ®(Q). On évalue alors la mesure

de Y..
d\
Lo
Jy.nq J o (Y.nQ) [Jac @]




Or |Jac ®| est minoré sur Q2 d’ou

YN0
OrsizeY.NQ, 3z €Y/ |z — 2| < € et on en déduit que

4C5 > 0/ ‘(I)(Z) — (I)(Z(])| < (Cy |Z — Z(]| < Cqe

d’ou

et en conséquence

3C >0/ A(®(Y.nQ)) < Ce?

Puisque on a aussi (Z, N Q) C (Y. N Q) on obtient la conclusion. u

3.2.2 Régularisation et résolution de la forme w. obtenue.

Soit y € C*(C?) positive & support dans B telle que X[ 12y = 1.

1 z
Soit €y > 0 qu'on fixera plus tard, 0 < € < ¢ et Vz € C?, x.(2) = —X (—) On définit alors
€ e/
We = Xe *w comme la convolée de . avec w. La forme w, est donc de classe C° sur B. On montrera
au paragraphe 3.2.5 que w, tend vers w dans L' (B,).
On cherche a résoudre cette nouvelle forme en appliquant le corollaire p 13 de [3], qui s’écrit comme

suit :

Corollaire 3.2.4 Soient 1 < p < oo et w une (0,1)-forme de classe C* dans B telle que Ow = 0
et vérifiant les deuzr hypothéses suivantes :

a) Les coefficients de —pOw, \/—pOw AOp, \/—pOw Adp et Ow ANOpAdp sont dans W*(B) de norme
magorée par C(K).

b) Les coefficients de w sont magjorés par yv oty € MP(OB) et —pv? € V' (B) de normes magjorées
par C(K).

Alors il existe une solution u € C™(B) de I’équation Ou = w telle que u € LP(OB) de norme majorée
par une constante ne dépendant que de K.

Vérifions d’abord que w, est 0-fermée.
Soit ¢ une (0, 2)-forme de classe C* a support compact dans B.

@o0d) =~ (w08) = — [ [ (ot n0(0)dA:
_ _/@ () (/Bw(zU _2) A5¢(Zo)> dA(2)

= /{|z “a Xe(2) (/{|U| S E}w(u) A O0p(u + z)> d\(z)



Soit ¢,(u) = ¢(z + u). Alors
Ow,, = - (2) (w, 00, ) dA\(z

= Xe(2) (Ow, ¢.) dA(2)
J{lz| < €}

Or Ow = 0 dans By, et ¢, est a support dans B; donc

<5w5, ¢> = 0.

Pour pouvoir appliquer le corollaire 3.2.4, on commence par vérifier que w vérifie les hypotheses a)
et b) dans B, pour tout < §. Nous devons d’abord pour cela définir les mesures de Carleson dans

B, .

Définition des mesures de Carleson dans B,.

Comme dans B on définit les tentes de la facon suivante. Si ( € 0B; et s > 0 la tente de centre ¢

et de rayon s est définie par
T? = {z € B; Jd(T{ By, 2) < s}

Montrons que

TP = {2 €Bs/ |(1+9) < s}

1 _
1+5<'Z

Pour cela il suffit de montrer que

d(T By, z) = ‘(1 +6) — 1J1r62.z
Il suffit de considérer le cas ou ¢ = (1 +4,0,...,0). On a alors
TEBs = {z € C*/z1 =1+ 6}
Soit (eq,e;) une base hilbertienne de C” telle que e; = (1,0). Soit u € T, B;. Alors
u=(14+d)e; +uy ey
ou uy € C. Alors, pour tout z € Bs tel que

Z = z1€e1 + Z9€9

on a
d(TEBs,2)” < |z —ul” = |z = (14 0) + |22 — ug”



On en déduit que

Or on a

ce qui nous donne bien

1 -
C _

d(T: By, 2z) = |(1+0) — n 5(.2

On définit alors les mesures de Carleson comme dans B :

Définition 3.2.5 On dit qu’une mesure v est dans V' (Bs) si il existe une constante postive C telle
que

V¢ € OBy, Vs > 0, |v| (T?) < Cs? (2.5)

On définit alors ||v||y, comme la plus petite constante C vérifiant (2.5).

Comme dans B on note V°(B) I'espace des mesures bornées dans B; et on définit alors les espaces
W<(Bs) par interpolation :

1
Définition 3.2.6 Si a €]0,1] et p=1— — on définit
o

We(Bs) = (V°(Bs), V' (Bs))ap

Avec ces définitions on peut maintenant montrer que w vérifie les hypotheses a) et b) du corol-
laire 3.2.4 dans B,, des que n < ¢.

Estimations de w dans B,.

On suppose dans ce paragraphe que p € [1, +00] et que f vérifie I'hypothese (2.2), et on démontre
que w vérifie les points a) et b) dans B, avec des normes majorées par C'(K).

Point a).
Ow = w; + wo
ou
) _ .
wp = # A @1 gy — yZagl)
2f _ o e
wy = (0,091 +§,092) A (G095 — G209,)

9]



(i) Montrons que (—p,) |0w| € Wa(]B% ).
f
o)l < /s oul =

On va utiliser le lemme suivant, de facon similaire a ce qu'on a fait au chapitre précédent, pour
estimer Jf a partir d’'une hypothese sur f.

1 —
Lemme 3.2.7 Soientp € [1, +o0] et & = 1——. Soient g1, 9, € H>*(B,)NC™>(B,)) et f une fonction
_ p
dans Hol(B,) N C*(B,). Si

f
2 MP(B,) (2.6)
91" ulgl)
0 df NO
de norme majorée par K alors les mesures \/p,?|—f3 |0g A Opl, (—p )‘ ? dg|, | f| ; i |0g A Opl|
g g

9) /\8
et \/7‘ f i 09| sont dans W*(By) de normes majorées par C(K).

Démonstration :
On procede par interpolation.

0
e On suppose d’abord que 2# € M (B,). Montrons que \/—pn—f; |0g A Op| € V'(B,). Pour

. 191" pu(lg)) , 9|
cela on considere une tente T de B, de rayon s et on évalue

/ ‘/—| f‘ 1199 A 9p| dA

Pour cela on introduit

Flu)=f((L+mu) et Gi(u) = gi((1+ m)u)

z
et on effectue le changement de variable u = 1 , ce qui nous donne

OF]
ek

/ vV—p |0G A dp| (14 n)*dA

o1 7" est une tente de B de rayon . En effet, si T est centrée en (,

z S
2€T" < d(T*B,,2) < s <= d(——T B, < 2.7
ce qui équivaut a dire que est dans la tente de B de centre n et de rayon e
n n
Montrons que F,G; et Gy vérifient les hypotheses du lemme 2.4.14 avec v = |0G A dp|. Tout
d’abord les fonctions ainsi définies sont bien holomorphes dans B, et de plus ||G;||, = [|g:l| - De

plus est aussi borné dans B de norme majorée par K. Enfin la proposition 2.4.7 avec

.
leuritel)



2
k =1 montre que |V—2/L(|G) € V!(B). On peut donc appliquer le lemme 2.4.14 et en déduire que

G|

oF
9F| |0G A dp| € V'(B) de norme majorée par C(K) et donc, par définition des mesures de

G

Carleson, que

I <C(K) (1i77> (1+n)" < C(K)(1+n)?s’

oaf

o , f o0
On a ainsi montré que /—p, o |09 A 9p| € V'(B,) quand € M™(B,).

l91” u(lg))
of

e On suppose a présent que € M'(B,) et on montre que \/—p, o |09 A dp| € VO(B,).

2
191" u(lg))
Pour cela on évalue

B
I—/ \/pn|g—{3||8g/\8pd)\
JB,

En effectuant le méme changement de variable que précédemment on obtient

OF
el

On va de la méme facon que précédemment appliquer le lemme 2.4.14. Pour cela il nous reste a

I—/\/p ||aG/\ap\ (1 +n)*dr
B

montrer que € M'(B). Or, par définition des domaines admissibles on a 'équivalence

lejriitel)

suivante :

uele = (1+nuell,,,

On en déduit que pour ( € 0B on a

F f
M(—5——=)(C) = M(—5—)((1 + 1))
tejitel) g/ 1(|g))
: F ] . OF|
ce qui montre que ————— € M (B). Ainsi le lemme 2.4.14 montre que /—p——= |0G A Jp| est
GI" u(lG)) |G

dans V°(B) de norme majorée par C(K), ce qui montre que

I<(1+4+n)'C(K)

9)
ce qui acheéve de démontrer que \/—pn—f3 109 A 9p| € V°(B,) de norme majorée par C(K).
9| 5
e On considere alors I'application linéaire qui a ﬁ associe 4 /—pn% |dg A dp|. On a montré
AN ANYY 9

qu'elle est bornée de M>(B,) dans V'(B,) et de M'(B,) dans V°(B,), de normes majorées par
C(K). On en déduit par interpolation, grace au lemme 3.2.8 ci-dessous et a la définition des espaces



1
We(B,) que cette application est aussi bornée de M?(B,) dans W*(B,)), on p =1 — —, de norme
a

majorée par C'(K), ce qui démontre la premiere partie du lemme.
Pour les trois autres parties on procede de la méme fagon. [

1
Lemme 3.2.8 Soient 6 €]0,1] et p tels que — =1 — 0. Alors
p

(M (B,), M (By))g, = M (B,)

Démonstration :
L’application qui & h € MP?(B,) associe H(z) = h((1+4n)z) est une isométrie de M?(B,)) sur M”(B).
En effet, par définition des domaines admissibles, on a

zelc = (1+nzel(,,,

et donc pour tout ¢ € OB on a M,h((1+ n)¢) =
D’apreés le lemme 2.4.18 on a (M'(B), M>(B)),, = MP?(B), ce qui, grace a cette isométrie, nous
donne le résultat. u

MH () et en conséquence ||h||M5 = || H|| -

Pour pouvoir appliquer le lemme 3.2.7 on utilise I'hypothese (2.2) et le lemme ci-dessous, ce qui
nous permet de conclure que (—p,) jwi| € W*(B,)) de norme majorée par C(K).

Lemme 3.2.9 Soit p € [1,400]. Soient 0 et n deux réels positifs tels que n < 6. Alors

M?(Bs) C MP(B,)

Démonstration :
Soit ( € OB. Montrons qu’alors

n )
Uiiime © Tt

Soit z € F?HW)C‘ Alors

(L) = (L4 m)Cz] <2((1+m)* — o) (2.8)
Pour montrer que z € F?1+6)c il suffit de montrer que
[(146)> = (140)C.2| < 2((1+06)” = |2[*)

Or
(1+6)”— (1+8)C2 <A+ 1+n)’+[1+n)>— L+n)Cz+(6—n)|2]

On utilise alors (2.8) pour obtenir

(1+0)> = (1+0)z| < (248 +n)(6 —n) +2((1 +n)* = |2*) + (6 — n) [C.2]



Il suffit donc de montrer que
(24 0+m)(6 —n) +2((1+m)* = [2") + (6 = n) [C2| < 2((1+6)* = |2)
c’est-a-dire

‘Z.z‘<2+5+n

ce qui est vérifié car ¢ € B, z € By et [(.z| <[] ]2].
. 5
Ainsi on a F.q(?Hn)C C Iitayc .
On en déduit que, pour toute fonction A et tout ( € B,

Myh((1+n)¢) < Msh((1+6)C)

et donc que
1Pl pr < (1Rl pe

De méme \f|

—py |wa| < 2(*%)@(@91\ 0g2| + [0g1* + 092"
d’ou

—py |wa| < b

ou , ,

4 ‘f| |3.(11\ |a.(12‘

= T2 V= (_pn) 2 u(lgl) + (_Pn) 2 w(lgl)-
191" n(lg)) 9] 9]

D’apres I'hypothese (2.2), h € MP?(Bys) donc, grace au lemme 3.2.9 h € M?(B,) de norme majorée
par K. Il suffit alors d’utiliser le lemme 3.2.10 ci-dessous pour démontrer que v € V' (B,,) de norme
majorée par C'(K), puis le lemme 3.2.11 pour conclure que —p, |wy| est dans W<(B,).

Ainsi, en rassemblant les estimations pour w; et wo, on obtient bien

—p |Ow| € W (By) (2.9)
de norme majorée par une constante C'(K) ne dépendant que de K.

|0h]”

Oh A 9py|°
Lemme 3.2.10 Si h € H*(B,) alors (—py) e wu(lh|) et 1Oh 1 Oy

A

u(|h|) sont dans V' (B,) de

norme magorée par (1 +n)*||h||,. -

Démonstration :
On définit
VzeB, H(z) =h((1+1n)z)



Alors H € H*(B) et ||H||, = [[h]/. Soit Ty une tente de B, de rayon s. Pour montrer que
Oh/?
(pn)%ﬂﬂm) € V'(B,) on évalue

1= [ )T

et on obtient

On fait le changement de variable u = n
n

1= [ o +

ou T" est une tente de B de rayon ; i (voir (2.7)).
n

On applique alors la proposition 2.4.7 avec k = 1 a la fonction H et on obtient

2
1< |H| (—) (L4 )" < [BIP. (1 + )28

I+n
2
ce qui acheve la preuve que (—,07,)||h—|'2,u(h|) € V!(B,). Pour la deuxieme partie du lemme on
procéde de la méme maniere pour obtenir le résultat. [
1
Lemme 3.2.11 Soitp € [1,+00]. Siv € V'(B,) et h € MP(B,) alors hv € W*(B,), ot a=1——,
p

de norme magorée par |[v||v1 ||R|| -
Démonstration :
On procede par interpolation. Soit v € V! (B,).

e Commencons par montrer que si h € M™(B,) alors hv € VI(IB%U). Pour cela on considére une
tente T, de B, de rayon s et on évalue
I= / \hv|
JTy

On a alors I < |||, / | et puisque v € V'(B,) on a finalement
Jry

L< vl (1Al e 5°

ce qui démontre que hv € V'(B,) de norme majorée par ||v||1 ||2]| e -
e Montrons & présent que si h € M'(B,) alors hv € V°(B,). Pour cela il suffit d’évaluer

1= /Bn Ih(2)v(z)



On suppose ici que v = ndA. On introduit

H(u) = h((1+n)u) et N(u) = n((1+n)u)

. Z .
et on effectue le changement de variable u = T ce qui nous donne

I=(1+n)?! ./B |H (u)| | N (u)] dA(u)

Montrons que H € M'(B). Puisque u € Ty <= (1 +n)u € I

n
(14m)¢ 0T &

MH(C) = Myh((1 +n)()

d’ou

1] p1
(1+4mn)3

[ M) doy (o) -

H 1—/ MH(u)|do(u) = ——
| H || 5 .%\ (u)| do(u) TT 0P Lo,

Montrons aussi que NdA € V'(B). Pour cela on prend une tente T, de B et on consideére I'intégrale
suivante :

N (u)|dA(2) / n(z)|d\(z)
Ts
et T' est une tente de B, de rayon (1 +n)s (cf (2.7)). On en déduit que
< [Ind ]y 5

et donc que Nd\ € V'(B) de norme majorée par ||[ndA||, .
On utilise alors le lemme 2.4.6 qui nous montre que HNd\ € V°(B) de norme majorée par
|00 IINGATL o < [Blyg0 [y On en déduit que

1
< m 12l g (2]

1
0 .
et donc que hv € V°(B,) de norme majorée par aror N2l ppr 2] 1

e On a ainsi montré que I’application linéaire qui & h associe hv est bornée de M>(B,,) dans V' (B,))
et de M'(B,) dans V°(B,). On en déduit par interpolation, grace au lemme 3.2.8 et & la définition

1
de W*(B,), qu’elle est bornée de M?(B,) dans W*(B,), oup=1— —. u
«
(ii) Montrons que \/—p, |0w A dp,| € W*(B,).
Tout d’abord on a Of A, |
A dp
Vb lwi N Opy| < /- py———7—- 10y

g’

On utilise alors I'hypothese (2.2) et le lemme 3.2.9 pour appliquer le lemme 3.2.7 et obtenir
\/—pn lw1 A Op,| € WB,) de norme majorée par C(K).



w2 Aopy| < Tl S g A gy 10 (2.10)

‘ | 1<k,1<2

d’oti
/=Py lwa A Opy| < hv
Oﬁ 2 2
|l 09 |0g A Opy|
=g v=(—py)—5ullgl) + ———"—nullg])
191" 1(lg]) gl 9]

En utilisant a nouveau I’hypothese (2.2), le lemme 3.2.10 et le lemme 3.2.11 on en déduit que

/=Py |0w A 9p,| € W B,) de norme majorée par C(K).

(iii) Montrons que \/—p, |0w A Op,| € W*(B,).

V= Pn ‘wl/\apn‘ < .\/— Pn| f| |0g A Opy,|

On applique de nouveau le lemme 3.2.7 et on en déduit, grace a I'hypothese (2.2) et au lemme 3.2.7
que \/~py, |wi A Bp,| € W*(B,) de norme majorée par C(K).
D’autre part on a

VP lwa A Bpy| < /g 7] > 09k A Opy| 01|

| ‘ 1<k,1<2

qu’on peut estimer comme en (2.10). On en déduit que /—p, ‘aw /\gpn‘ € W%B,) de norme
majorée par C'(K) ne dépendant que de K.

(iv) Montrons que |Ow A dp, A Dp,| € W*(B,).
On a

|wi A Dpy A Bpy| < 09 A Opy,|

0f A Opy
lgI’

On applique de nouveau le lemme 3.2.7 et on en déduit, grace a 'hypothese (2.2) et au lemme 3.2.7

que |wi A dp, A dp,| € W*(B,) de norme majorée par C(K).

D’autre part on a

f
|wa A Dpy A Dpy| < 11 Z 10gi A\ Opy| |0g1 A Opy|
9" 1<k,I<2
doi B
‘Wg A Opy A Bpn‘ < hv
ou

2

_ ot VZQ\ag/\apnl
2
gl V(g 9]

En utilisant & nouveau I'hypothese (2.2), le lemme 3.2.10 et le lemme 3.2.11 on en déduit que
‘Bw N Opy N Bpn‘ € W*(B,) de norme majorée par C'(K) , ce qui acheve la vérification du point a)
pour w.

u(lgl)



Point b).

Soient
7—7”‘ et v =100 1(lgl)
= — = .
91" v ulgl) 9|
Alors on a bien
w| < v (2.11)
dans B, et, d’apres I'hypothese (2.2) et le lemme 3.2.9 on a
v e MP(B,) (2.12)
de norme majorée par K et, d’apres le lemme 3.2.10,
—p,v° € V(B,) (2.13)

de norme indépendante de 7.

Estimations de w, dans B.

Vérifions a présent que w, vérifie les points a) et b) dans B.

point a).

Pour chaque point on va procéder par interpolation entre p =1 et p = oo.

(i) Montrons que —p |0w,| € W*(B).

e On commence par démontrer que si f vérifie I'hypothese (2.2) pour p = +oc alors —p |0w,| est
dans V().

Pour cela on considere une tente Ty de B de rayon s et on estime

I= [ o) o (2)] are)

E]

Par définition de w, on a

1 ¢ — — Ow dA(C)d\(2).
< /ZETS /ce(C? X (C Z)( P(Z)) | (C)| (C) (Z)
Orpour zeBet(—2z¢€ Supp(xg) on a

—pl2) =1 |2 = CH (P < —p(Q) + 4[]z~ ¢
Or X, est & support dans {z € C*/|z| < €} donc

—p(2) < =p(Q) +4(1 + €)e = —pac(C) (2.14)

Sachant de plus que |x.| . < ¢ * x|l < Ce * on obtient

[<Ce / / (—p2e(0)) [0w(O)] AA(C)AA(2)
Jzer, JeeB(z.e)



De plus si z € T; et ( € B(z,€) alors ¢ € By, et pour & = (1 +2¢)€ on a

d(¢, Tg (Bae)) < d(C,2) + d(z, T B) + d(T¢ B, Tg By

d(¢, T (Bye)) < e+ s+ 2e

donc ¢ est dans une tente T 3. de By de rayon s + 3e.

[<Ce? /< L Q) (0 AQNQ)

A = [
(©) / R

Puisque la mesure de Lebesgue d\ est invariante par rotation on peut se ramener au cas ou § = (1, 0).
Alors on obtient (en notant encore ¢ le point image de ¢ par la rotation effectuée)

A - d)\ ]d)\ 2
(©) /{/H/ (21)dA(22)

et

E={zeC/|lzy—1]<set |z — G| < —|z— Y}
En particulier £ C {z € C/ |z, — 1] < s}, d’on

A(C) < s,
De plus, puisque Ty N B((,€) C B((,€) on a aussi

A(Q) < me!

ainsi

A(¢) < 7?®min(s?, €?)

Et, puisque d’apres (2.9) on a, quand p = 400, —po. |0w| € V' (By.) de norme majorée par C(K)
on obtient que
I < Ce*C(K)(s + 3¢)*m*min(s?, €?)

et, en distiguant les cas ol s < € et ou s > ¢, on obtient

I < C(K)s?



e On montre maintenant que si f vérifie 'hypothese (2.2) pour p = 1 alors —p |0w,| € V°(B). Pour
cela on évalue l'intégrale

:/B(_p(z)) Bw. ()| dA(2).

Par définition de w, on a

1< ] (2o (0 i)

On utilise alors I'inégalité (2.14), et le fait que si z € B et ( — 2z € Supp(x.) alors ( € By, pour
obtenir

I< /< O () / RASECCDYS

On utilise alors le fait que d’apreés (2.9) —pa, [0w| € VO(By ) et le fait que ||x.||,: = 1 pour déduire
que I est majorée par une constante ne dépendant que de K, ce qui montre que —p |dw,| € |%& (B)
de norme majorée par C(K).

e On considere alors I'application linéaire L, qui a associe (—p)Ow.. On a montré que L,

9l n(lg))
est bornée de M'(Bs) dans V°(B) et de M (Bs) dans V!(B) de normes majorées par C'(K). On en

déduit par interpolation que L, est bornée de (M (B;), M (B;)),, dans (V°(B), V'(B)),, pour tout
1

a € [0, 1]. En particulier, si @ = 1—=, on a, d’apres le lemme 3.2.8, (M*(Bs), M>*(B5))n, = M (Bs),
p

MP(B;)

et, d’apres le lemme 2.4.25, (V°(B), V(B)),, = W*(B). On en déduit que si W
gl p\ig
alors (—p)ow. € W (B) de norme majorée par une constante ne dépendant que de K.

(ii) Montrons que /—p 0w, A Op| € W (B).

e Comme précédemment on commence par démontrer que si f vérifie I'hypothese (2.2) pour p = 00
alors /—p 0w, A dp| € V(B). Pour cela on évalue

I= / V—=p 0w A Dp| dA.
Jr,

I's / / Xe(C = 2)V/ =p(2) 18w (C) A Dp(2) | AAC)dA(2)
2€Ts J (eC?
Or dp(z) = dp(¢Q) +T on T = (2, — (,)dz, + (Z2 — (;)dze. On en déduit donc que

I<I,+1,
ol

j / / xelC — 2)v/=p(2) |0 A Bp(C)] dA(C)dA(2)
J2€T J (€B(z,€)



1= l@[@“ (€ = V=02) 10w(O ¢ — 2| dA(Q)dA(2)

Alors en procédant comme précédemment on obtient dans un premier temps

I < Ce *n%*min( / vV =p2:(C) |[0w A dp(C)] dN(C)
CET s+ 3e

puis, sachant que /—py. |0w A Opyc| € VI (By) et que Op = dpye on en déduit que

[] S C(K)SQ

Pour I, on obtient dans un premier temps, puisque 2¢ > 0,

p(z) + 2¢
I < 0646/ V=) + 26 LI 0u(0)| anQ)aA )
2€Ts J (EB(2,¢) \ —p Z

Or,siz €T, et ( € B(z,€) on a

—p(2) + 2 < —p(Q) +4(1 + €)e + 2¢ < —p3.(Q).
De plus ¢ appartient a une tente de rayon r + 4¢ de Bs.. Ainsi on a, sachant que —p(z) + 2¢ > 2¢,

B<&3§§%@%(QMWWMQA@W@)

Puisque —p3 |0w| € V' (Bs.) on en déduit que

1
L, <C
N

C(K)(s + 4¢)*n°*min(s*, €?)

et donc que
Iy, < O(K)y/es”.

On a ainsi montré que \/—p |0w, A dp| € V' (B) de norme majorée par C(K).

e On montre maintenant que si f vérifie 'hypothese (2.2) pour p = 1 alors \/—p |0w,. A dp| € V°(B).
Pour cela on évalue I'intégrale

I= /\/pawe/\apd)\.
JB

Par définition de w, on a

Ig/ / (¢ = V=03 0(C) A Dpl=) | AA(C)dA(2)
.zeB-CeCZ

Or dp(z) = 0p(¢) + T ou T = (z; — (;)dz1 + (Z2 — (3)dzo. On en déduit donc que



1<+ 1
ou

=/ (€ — 2)V/ (=) 0w A Dp(C)| dA(Q)dA(2)
J2€B - CGB(z,E)

I = //C Y€ = V=P ()] IC — 2/ dAC)AA(2)

Alors en procédant comme precedemment on obtient dans un premier temps

L | Vo 0wndn(©) / 6 D)

CEBQE

puis, sachant que v/~ pa. |Ow A Opy| € V(B ) et que dp = Ipy. on en déduit que

I, < C(K)

Pour I, on obtient dans un premier temps, puisque 2¢ > 0,

— VPl 2 . »
I <e / /CGBW) V) 2R 0 el — HNO)

Or,si z € Bet ( € B(z,€) on a

—p(2) + 26 < —p(¢) + 4(1 + €)e + 2 < —psc(C).
De plus ¢ appartient & Bs.. Ainsi on a, sachant que —p(z) + 2¢ > 2e,

Le o [ Cmdo)alo) / Yel¢ — 2)AA(2)dA(Q).
J (EB3e

Puisque —p3, |0w| € VO(IB%;),E) on en déduit que

€
L <C—C(K

et donc que
I, < O(K)Ve.

On a ainsi montré que \/—p |0w, A dp| € V°(B) de norme majorée par C(K).

e On considere alors 'application linéaire L, qui a ﬁ associe y/—pow, A dp. On a montré
gl uilg
que L, est bornée de M' (B;) dans V'(B) et de M>°(Bs) dans V' (B) de normes majorées par C(K).

On en déduit par interpolation que L. est bornée de MP?(Bs) dans W*(B), ce qui démontre bien

que si # € MP(By) alors /—powe A dp € W*(B) de norme majorée par une constante ne

l9I” 1(lg)
dépendant que de K



(iii) Pour montrer que /=p |0w. A dp| € W*(B) de norme majorée par C(K) on procede exacte-
ment de la méme facon.

(iv) Montrons enfin que |dw, A dp A dp| € W*(B).
e Montrons d’abord que si f vérifie 'hypothese (2.2) pour p = +oo alors |Ow. A dp A dp| € V' (B).
Pour cela on considere une tente T, de B de rayon s et on estime

I—/ ‘8w5/\8p/\5p‘d)\
Ts

z</ﬂ /&@xe«z)aw(cmap(map 2)| dA(Q)aA(2)

Or 9p(2) A Op(z) = (Op A Op)(C) + T A0p(¢) +0p(C) AT + T AT donc
I<hL+I1,+1I3+1,
I = /zen/ce@ ¢ = 2) [0w(C) A dp(C) A Bp(C)| dA(C)dA(2)
n= [ /C ¢ 2)[2(0) ABp(Q)] € — 2| A
= [ XA 1040 ABROIIC 2 N0
n= [ /< (€= 2) (O] ¢ — = dAC)aA ()

En procédant comme précédemment on obtient

I, §C€4/ ‘aw/\ap/\ap ‘A dA(Q)
CGT5+35

et comme |dw A 8p A Op(¢)| € V' (By) on obtient
I, < Ce (K)(s + 3¢)*n%e’rmin(s?, €?)

et
I < O(K)s?

Pour I, on a

IQ<C’e4e/ / VD) T2 5 A B(O)] AMC)AA(2)
2€Ts J (EB(z.¢)

p(z) + 2¢



1

L<Oe? /< V00 A B0 / S —NeTNG

eT.nB(C.e) \/—p(2) + 2¢€
et puisque \/—p3c

dw A Bp| € V'(Bs,) on obtient

d’ou
I, < O(K)y/es”

On obtient de la méme facon
[3 S C(K)\/ESQ

Enfin

2
I, < Cete 2/ / —plz) + 2¢ L 0w() AN ()
2€Ts J (EB(z,) —

Z

I < Ce? /C o) au) AN(2)dA(Q)

Jeernpc.o —p(2) + 2€

et puisque —ps, |0w| € V'(B3,) on obtient

ce qui acheve le cas ol p = 400 .

e On montre maintenant que si f vérifie 'hypothese (2.2) pour p = 1 alors ‘awE AOp A gp‘ c VO(B).
Pour cela on évalue I'intégrale

I—/awe/\ap/\gp‘d)\
JB

fg/zER/&@xxc—z)\aw(oAap(>Aap 2)| dA()dA(:)

Comme précédemment on a

[§[1+[2+13+[4

ou



= [ xdC 2180 A 900 A FO] AQOA)
b= [ € 2100 nBAQ) I - Q)
Iy = /ZEB/CECZXF(c—zMwUAap( IIC = 21 ANQA:)
=[] 2 e(O11¢ - =P O

En procédant comme précédemment on obtient

he [ JownBenan@] [ e - 2irEaQ)
CEBe z€B
et comme |dw A 9p A Op(¢)| € V'(By) on obtient
I, < C(K)

Pour I, on a

12<e/ / v _plz) +2 VR (0w A Tp(O)] xel6 — 2)ANQA(2)
JzeB JEB(z,€)

*p(z
_ 1
I<e / o0 0w A Bp(C)| Ye(€ — 2) e dA(2)dA(C)
J(eBs. J2€BnB(C.e) —p(2) + 2¢
et puisque /—ps. |Ow A gp‘ € V°(Bs,.) on obtient
I, < C(K)y/e.
On obtient de la méme facon
I; < C(K)/e

Enfin

z —|— 2e
I <« / ; /C el HANOM)

I < ¢ /C o)1)

Joemnnco —p(2) +2¢7°
et puisque —ps, |0w| € VO(Bs.) on obtient

[4 S C(K)f

ce qui acheve le cas o1 p = 1.



e On considere alors I'application linéaire L, qui a W associe dw, A dp A Op. On a montré
gl H\g
que L, est bornée de M'(B;) dans V'(B) et de M>°(Bs) dans V' (B) de normes majorées par C(K).

On en déduit par interpolation que L, est bornée de MP(Bs;) dans W*(B), ce qui démontre bien
que si S € MP(B;) alors dw, A dp A Op € W*(B) de norme majorée par une constante ne

9l u(lg))

dépendant que de K.

Ceci acheve la démonstration du point a) pour w,.

Point b).
Soit z € B. On a

w9 < [ 2= 2) (01X

et d’apres (2.11) on a donc

) < [ x(E=2(OmQaNQ)

v

Vi(lgl)

est continue dans Bs, et donc que v est uniformément continue sur B, pour € < §. Donc

Or d’apres 'hypothese (2.2), € MP(0Bs). On en déduit, sachant que pu(zx) — 0, que vy
r—>

Jeg > 0/Vz,2' € B, |z — 2| < (o= |7(2) —7(¢)| < K

et on en déduit que pour € < ¢y on a

) £96) [ 0l = ONQ + [ (=00 =10

we(2)] < (v(2) + K)ve(2)

v(z) = / € 2O

On sait alors en utilisant (2.12) que M (v + K) € LP(0B) de norme majorée par une constante ne
dépendant que de K. Montrons que —pl/e2 est une mesure de Carleson dans B. Pour cela on considere
une tente de B de rayon s et on évalue

-/ (pwiin = / =0l ( /< R z)u(<>dA<o)2dA<z>.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, et sachant que [[x||,i(c2) =1 on obtient

I< / . /C o XC A INOING)



En majorant comme précédemment —p(2) par —ps(() et en inversant les intégrales on obtient

I<Ce? /< OO AN

et en utilisant (2.13) avec = 2¢ on obtient que —pr” est une mesure de Carleson de norme majorée

par C(K).

Conclusion.
On a ainsi montré que les hypotheses du corollaire 3.2.4 sont vérifiées par w.. On peut alors appliquer
celui-ci et on obtient

JC(K) > 0/Ve < €y, Ju, € C°(B)/0u, = w, et el 1o (omy < C(K).

3.2.3 Résolution de la forme w.

Puisque (u) est une famille bornée dans LP(0B) il existe une suite (€, ),en tendant vers 0 telle que
la suite (uc,)nen converge faiblement dans L(9B) vers une fonction u telle que ||ul|,, g5 < C(K).

Montrons que dyu = w. Soit ¢ une (2,1)-forme de classe C*° dans B telle que ¢ = 0. Alors, puisque
Ou, = w,, d’apres la formule de Stokes on a

Vn € N, / ugn¢:/wm/\¢
Jom JB

/ Ue, @ — uQ.
JoB n— JoB

De plus, d’apres le lemme 3.2.12 ci-dessous w € L'(B), donc w, tend vers w dans L'(B). Puisque
d’autre part ¢ est bornée sur B on a aussi

Or par définition de u on a

D’ou on déduit que

i.e.

|f]
9/ nlg])

Ce lemme sera démontré au paragraphe 3.2.5.

Lemme 3.2.12 Si € MP(0Bs) alors w = L4(§18_g2 —g,0g,) € L'(B).

9]



3.2.4 Conclusion.

Soient

g Ig
fi= "0+ gu et fy=""2—qgu

= =12
9| 9]
Sachant que |g| est bornée, qu’on a 'hypothese (2.2), et que u € L”(0B), on en déduit que f; et f,
sont dans L?(0B) de norme majorée par C(K).
De plus, puique g; est holomorphe au voisinage de B on a 0,(gu) = g;0yu = giw et on en déduit
que 0, f; = 0. On utilise alors le théoreme suivant :

Théoreme 3.2.13 Soit p > 1 et u une fonction définie sur OB. On a les équivalences suivantes :
1) u € LP(OB) et Oyu = 0
2)3U € HP(B)/ U* = u ou U* représente les valeurs au bord presque partout de U.

Ce théoreme sera démontré au paragraphe 3.5.
On en déduit que

A £y € HPB)/(f))" = fi et [[fill o = I fill Lo omy

ol (f])* désigne les limites radiales de f; sur 9B. Sur dB on a alors f{g; + fo92 = f. Ainsi f{ g1+ f392
et f sont deux fonctions de H?(B) qui sont égales sur 0B, elles sont donc égales dans B. Ainsi on a
montré que

fi. fr € H'B)/ figr + fage = [ et || fill o < C(K).

3.2.5 La forme w est dans L'(B).

On démontre ici le lemme 3.2.12. Pour montrer que w € L' (B) il suffit de montrer que |w| € L, (Bs).

Pour cela on se place au voisinage d’un point de Bs. On peut supposer sans perte de généralité que
ce point est 0.

On a
0 0
‘w| < ‘LL ( g]‘ + ‘ 92|>
9] 911 |92
L’hypothese (2.2) et le lemme 3.2.2 permettent de voir, sachant que u(|g|) est borné, que |i|2 est
g

\89i|

\9z‘|

€ L,,.(Bs) pour i = 1,2.

borné dans Bs. Il suffit donc de montrer que loc



Montrons d’abord que g; s’écrit sous la forme

::]2

9i(21,22) = u(z1, 22) 25 | | (21 — bj(22)) (2.15)

Jj=1

oun, N € N, et u est une fonction holomorphe telle que u(0,0)0. Si g; est la fonction nulle il n’y
a rien a faire. On suppose maintenant que g; n’est pas identiquement nulle. D’apres le théoreme de
préparation de Weierstrass (voir par exemple [23] p 28), si g; est réguliere d’ordre k& par rapport a
z1 en ( alors elle s’écrit au voisinage de 0

k
gi(21, 22) = u(21, 29) Z cj(29)2]
J=0
k
oll u, c; sont holomorphes, u(0,0)#0 et ¢, = 1. Si on fixe 2z, alors ch(zg)z{ est un polynome
Jj=0
complexe de degré k en z; donc il se factorise sous la forme

Yo olz)A =[] (a1 = b(2) (2.16)

§j=0 j=1

On ainsi obtenukl’écriture voulue quand g; est réguliere par rapport a z; en 0. Si ce n’est pas le cas
alors Vk € N, al
02k
est identiquement nulle. On en déduit, en utilisant le développement en série entiere de g;(z1, 22)
que g;(z1, z9) = 22h(21, 22) ou h est une fonction holomorphe au voisinage de 0. Si h est réguliere par
rapport a z; on obtient directement I’écriture voulue. Sinon on recommence. Montrons qu’il existe

(0,0) = 0, et la fonction holomorphe g;(z1,0) a un zéro d’ordre infini en 0, donc

n € N tel que g_; est holomorphe et réguliere par rapport a z; en 0. Si ce n’est pas le cas on montre
)
par récurrence que Vn € N, h,, = q_; est holomorphe. Alors,

)
ak+lgi ak+l(zé+l h‘l+1)
Vk,l € B 0 = —— (0
e azfazé( ) 02807, (0)
F (< . (L+1) 9y
_ CJ I+1—j 11 (0
E; (Z ES TR A
l .
U S TR o)
St et g
o ((+1-) 0250z,

= 0

On en déduit que g; est identiquement nulle, ce qui n’est pas. On peut donc conclure que g; s’écrit
sous le forme (2.15).
On en déduit que



10g; 10u 1
;621 - UaZl +Zzl — bj(ZQ)

J=1

Oh g o .. .
Montrons alors que g est intégrable au voisinage de (. Pour cela, puisque u ne s’annule pas en
9i
0, il suffit de montrer que les fonctions =) sont intégrables au voisinage de 0.
21 — 05 22
Pour cela on considere I'intégrale
p |21 — bj(Z2)\

On peut majorer I par I; + I ol

= / zldA;() A=)

ol ¥ s T

On obtient alors

I <n®+27?
: ) 019 029 o N
ce qui nous donne le résultat pour ol Pour 7 on a, par symétrie, le méme résultat, et,
9i 9i

‘agi‘ < \31.(11:\ n \32.(11:\

il — gl i
dans By, et donc intégrable dans B.

puisque , ceci acheve la démonstration du fait que w est localement intégrable

3.3 Retour au probleme dans B.

1

Soient 0 < r < 1 et 6 = — — 1. On considere les fonctions définies sur By par f"(z) = f(rz) et
r

91 (2) = gi(rz). Alors f" et g; vérifient les hypotheses du théoreme 3.2.1. Donc

Afi fs € HYB)/ figi + f295 = /" et [[fi |l gp < C(K)

Ainsi, d’aprés la proposition 2.10.1 il existe un suite croissante (r4)ren tendant vers 1 telle que les
suites (f{")x et (f3")x convergent uniformément sur les compacts vers deux fonctions f; et fo qui
sont dans H?(B) et qui vérifient f1g; + fogo = f, ce qui achéve la démonstration du théoreme 3.1.1.



3.4 Une fonction réguliere qui vaut 1 au voisinage d’un
ensemble analytique.

Soient g1, go deux fonctions holomorphes et Z 1’ensemble des zéros communs a ¢; et go. Pour € > 0
on note Z, = {z € By/d(z,Z) < €}. Soit Q un ensemble relativement compact dans B,. On veut
montrer qu’il existe, pour chaque ¢ > 0, une fonction y. de classe C' dans Q telle que 0 < y, < 1,

C
< =% On note d(z) = d(z, Z), fonction
€

Xe = 1 sur Z, et x. = 0 sur Q\ 7y vérifiant en plus ‘5)(6

qui est bien définie et continue sur 2. On définit alors

4
C(z) = 1 si d(z) < 3¢
9¢?
2 ; +1
= 9d(2)? — 25¢ st e < d(z) < 2e
)
= 0 si d(z) > 3¢

On constate aisément que la fonction C, ainsi définie est bien continue.

3 3
On définit aussi R(z) = (—)4x(—z) ol Y € C™(C?) est une fonction positive & support dans B telle
€ €

! €
que [[x||;1(c2) = 1. Alors R € C>(C?) et son support est inclus dans la boule de rayon 3 On pose

alors
Xe = R x Ce

Cette fonction est de classe C dans € et vérifie bien 0 < y. < 1, xe = 1 sur Z, et x. = 0 sur
O\ Zy.. 1l reste a vérifier que ‘5)(6

C . ) -
< =2 Pour cela on va utiliser le fait que C, est dérivable presque
€
partout dans €2 et montrer que ‘EC’E‘ < 2% 1 suffit alors de voir que
€

5 5 _ C G
] () =[x+ (2) =[xtz ~ 0O M) < 2 lilyneny = =

Calculons & présent 0C..

4 5 —
Sid(z) < 3¢ ou d(z) > 3¢ alors 0C,(z) = 0.

4 5
Si €< d(z) < 3¢ alors

La fontion d est dérivable presque partout et de plus sa dérivée est bornée par 1 sur €.



9¢? 4 5
‘ 5+ Alors quand_e < d(2) < e,

Soit F(z) = — ¢
oit F(z) = 55 5 3 3

0C.| = QWEF(d@))E(d(z))

3
d’ot, sachant que |d(z)| < 36 ona

ac.| < 10 F(d(2))? F(d(z))
=3

€
€

4 5
Il suffit alors de montrer que Vz € [ge, ge[, G(x) = F(x)%e"® < 4e72,
On a

4 5
et F'(z) < 0 sur [36’ 36[ De plus

Fl(a) = —818— 22—
(927 — 25¢2)2

4 5
sur [—¢, —¢[ et
33
2

2+ F(r) = o5 —5sa

(322 — V41€)(3V2x + V4le).

Va1
3v2

On en déduit que G admet un maximum en xr = € qui vaut 4e” 2 ce qui acheve la démonstration.

3.5 Prolongement holomorphe d’une fonction du bord 0;-
fermée.

Soit D un domaine borné de classe C? de C".

Définition 3.5.1 Soit u € LP(OD) et [ € Lgog)(D)- On dit que Oyu = f si pour toute forme

¢ € Cfy,1)(D) telle que dp=10ona
[ wo= [ rno

(n,n—1
On peut a présent caractériser les fonctions du bord qui sont dj-fermées.



Théoreme 3.5.2 Soit p > 1 et u une fonction définie sur 0D. On a les équivalences suivantes :
1) u € LP(OD) et Oyu =0
2)3U € HP(D)/ U* = u ou U* représente les valeurs au bord presque partout de U.

Démonstration :
e2) = 1) B
Soit ¢ € C'(O;mf])(ﬁ) tel que d¢ = 0. Soit € > 0 et 0D, = {z € D/ d(z,0D) = €}. Alors d’apres le

théoreme de Stokes
/ Ug =0,
Jan.

Montrons que cette quantité tend vers fan U*¢ quand € tend vers 0.

Pour cela on considere application ®, de 0D dans 0D, définie par ®.(¢) = ( — en¢, ol n¢ désigne
la normale extérieure & D en (. Si € est assez petit @, est un C'-difféomorphisme (voir [7] p 106)
et on a

/ Uo= [ @:(U4) = / U(C— eng)®(9).
0D, oD oD

Or U(¢ — eng) tend vers U*(¢) dans LP(0D) quand € tend vers 0 et ®¥(¢) tend uniformément vers
¢ quand € tend vers 0, d’ou le résultat.

ol) = 2)
Soit K le noyau de Bochner-Cauchy-Martinelli sur C* x C*\A (ou A désigne la diagonale de
C"xC"):

Kp=>)_ (*UHM Njzi (dC; — dz;) Ny (dG — dzj).

2n
i=1 ‘C o Z‘
Soit f = —[0D]p1u ol [0D]y 1 est la composante de degré (0,1) du courant d’intégration sur le bord
de D. On a alors V¢ € C(;,, ) (C") a support compact

(3f.6) = (£,36) —[)D1L5¢—O

car Opu = 0. Ainsi Of = 0 au sens des courants. Si on note Ky la composante de Kp de degré
(n,n —1) en ¢ et (0,0) en z, on a d’apres [21] p 234 :

a(<K0,0(Za ')a f)) = Cnf

au sens des courants, ou ¢, = (2ir)"/(n — 1)!. Cela nous conduit a poser

U(z) = an (Koo(2,.), f) = —an [ Koo(z,Qu(().

J oD

o0

olt a, est une constante qu’on fixera ultérieurement. On a alors Vo € C77 ) (C™) a support compact

—QnCp /aD up = ancy, (f, ¢) = (U, ¢) = — (U, 0¢) = — / Udé. (5.1)

Cn



Montrons que U est & support dans D. Soit z ¢ D, alors Ky(z,.) € C*(D). Or d’apreés [21] (p234),

dans D on a 9Ky = 0, donc, u étant dy-fermée, U(2) = a,c, / uKoo(z,.) = 0. Ainsi U est a
_ Jop
support dans D et on obtient dans (5.1)

U Cn /M uqﬁ:/DUEqﬁ. (5.2)

Pour montrer 2) montrons que la fonction U ainsi définie est I'intégrale de Poisson de u. Pour cela
on introduit la fonction de Green de D :

G(Z, C) = C;1 ‘C - z|272n - H(Z, C)
ouc, =(n— 2)'/(47r ) et H(z,.) est harmonique et de classe C* dans D pour tout z dans D. Soit

p= —88 \C| ng A dC Alors on a

] 1
anKO,U(Za C) = anaC(K - 2‘272" 5”71)-

En effet
n ] . C

Koo(z,¢) = Z( 1)

/\k;éy dCy N—y dC
j=1 ‘Ci ‘

et d’autre part
n

DS U (@ 2)) Ay (0 A dT) A dG

|2 — ¢

ol — gy = (&

an2"*] L ay, ﬂ.nan2n+1
. . Ainsi, si on pose b, = — = on a
n—1 | )
i"(n—1)(n—1)!

¢, " H(n—1)H¥
anKoo(2,¢) = b0 (G(2,0) " 1) + baOc (H (2,¢) 8" )

d’ou le résultat avec a,, =

anKoo(z,¢) = b,0:G(2, () AB" "+ b,0cH(2,() A B!
Or H(z,.) est harmonique donc d¢(9;H(z,¢) A f"" ') = 0, et sachant que Jyu = 0, on en déduit
que

./an W()OH (2, ) A B = 0

d’ou

U(z) = / bou()0:G(2,.) A 3"
Jop
Or on sait que pour tout z dans D et tout ¢ dans 9D, G(z,() = 0. On en déduit que
d¢G(2,.) = as(Q)dp(C)



ol p est une fonction définissante de D et a,(¢) un scalaire. Alors, sachant d'une part que 0.G(z,.) €
CY(D) , 0;(0;G(z,.)) = 0 et dyu = 0, d’autre part que d;G(z,.) = 9:G(z,.) + 9;G(z,.), on obtient

U(z) = / uObaQdp(O) A B

Or
oG dp dp dp.dp
92 (2,¢)dS = (dG.—) <—J dV> - (az OLLELN (4p, dv
oG
8_77(2’ Q)dS = a.(()dpa dV
oG "\ 0 - — "\ 0 ; —
Sz QS = au(Q) | D2 TH(=1)" Ay dGe Awgy dC+ Y (=1 Ay G Ay G
n = dz; = 0z;
3G n(n—1) 2 nl 1
il — —1) =z = o n—1
e 0ds = a0 (3) Lgdens
Ainsi
oG
Uz) =dn | —-(2,¢)u(C)dS(C)
ap on
. Arma oG . . .
ol dy = TEEne DT Or a—n(z, .) = P(z,.) est le noyau de Poisson de D. On a ainsi montré que,

si a, est choisi tel que d, = 1, U est lintégrale de Poisson de u. D’autre part, d’aprés (5.2) (en
prenant ¢ a support compact dans D), OU = 0 dans D au sens des courants, donc U est holomorphe
dans D , et d’apres [22] (p 5) U € H?(D).

Il reste a voir que U* = u. Soit f(z) = / (U*(¢) — u(C))P(z,¢)dS(¢). C’est une fonction harmo-

oD
nique dans D ayant pour valeurs au bord U* — u. Or on sait que U est aussi I'intégrale de Poisson
de U*, donc f est nulle dans D, donc U* — u = 0 presque partout, ce qui acheve la preuve. [ ]






Chapitre 4

Résolution du 0 dans le bidisque.

4.1 Deéfinitions et résultat.

On note D = {z € C/ |z| < 1} le disque unité de C et dA la mesure de Lebesgue dans D.
Le bidisque sera noté D* =D x D et son bord 9D =T x DUD x T.

On note H?(ID?) 'ensemble des fonctions f holomorphes dans D? telles que

17110 =Sup /6 VP dote) < +oc

r<l

et H?(T?) I'ensemble des fonctions f holomorphes dans D? telles que Sup |f(r2)P do(z) < +oc.
r<l T2

Il serait intéressant de démontrer pour H?(ID*) un théoréme similaire & celui qu’on trouve dans [18]
pour I'espace de Hardy usuel du bidisque H”(T?). Plus précisément, on voudrait montrer que si g
et go sont dans H>(D?) et vérifient [g| > § > 0, alors pour toute fonction f € H?(ID?) il existe deux
fonctions f; et f, dans H?(D?) telles que fig,+ fogo = f dans D?. Pour cela, en suivant la méthode
utilisée au chapitre 3, il suffit de résoudre la (0, 1)-forme

9,09, — §,09,
f—4
9]

qui, ici, est bien réguliere dans D?, avec une solution u ayant une norme ||u||,;, finie. Pour cela on

W =,

peut supposer d’abord que toutes les fonctions sont de classe C'*° dans ﬁ2, résoudre la forme w
obtenue avec une fonction u qui est dans C’OC(EQ) et dont la norme dans L”(0D?) est majorée par
une constante ne dépendant que de ||g||_ et de || f]|;»- Un argument de familles normales, comme
au paragraphe 2.10, permettrait alors de conclure.

Je me suis ainsi attachée a résoudre les (0, 1)-formes O-fermées dans D* avec des estimations dans
LP(0D?). Le résultat obtenu concerne les formes qui sont le produit d’une fonction de H?(D*) par
une forme vérifiant des hypotheses de type Carleson. Si la forme w définie plus haut est bien le
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produit d’une fonction de H?(D?) par une forme, elle ne vérifie pas, a priori, les hypotheéses du
résultat obtenu.

Pour énoncer le résultat on a besoin de définir I'opérateur qui donne la solution minimale du 0 dans
L2(D, (1 — |z[%)d)). Pour toute fonction h € C*(D) et tout z dans I on définit

st =+ [ 10 (11"2 ) 9

Sihe Coo(ﬁ2) et z € D on note aussi

SH(h)(z) = S(h(., 22))(21) S2(h)(2) = S(h(z1,.))(2)

On note aussi A?(D) I'espace des fonctions holomorphes dans D qui sont aussi dans L”(D) muni de
la norme [|Af] 5, = [|Al] 1y p)-
On peut a présent énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 4.1.1 Soit p € [1,+oc[. Soit w = widz; + wedzy une (0,1)-forme de classe C™ dans
D telle que Ow = 0. Si w vérifie :

3C, > 0/ Vf € HPY(D) N C=(D),  [|S*(fwr( 22Dl pory < Cp | f [0
152(fwa(z1, ‘))”LP(’H‘) < Cpll fll (1.1)
vfe A D) nC=M), (IS (fwils 2zl < Collfllas '
152 (Fwa(z1 Doy < Cpllfllan

alors

i oo (T2 oo (T2 0 !
3C, >0/ Vf € HY(D*)NC>*(D), FJue C°(D) N LP(OD?*)/ Ou = fw et ||u||Lp(3D2) < Co 1 f Nl g

Dans la suite B désignera la boule de C2, et p(zy, 2z3) = |21|* + | 23|° — 1 la fonction définisante de B.
On utilisera la notation (z1, z9) pour les points du bidisque et la notation (27, z3) ou (2, 2z3) pour
les points de B. On rappelle que les mesures de Carleson ont été définies au paragraphe 2.4.1.

On peut a présent énoncer le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.2 Soit w = w1dZz; + wydzy une (0, 1)-forme de classe C™ dans DQ telle que Ow = 0.
On suppose qu’il existe une constante positive Cy telle que
a) ¥z €D, wi(.,2) € V(D) de norme majorée par C,.

= 2
‘wl(zla 29)dZy A Op(21, Z‘s)‘
(—p(21, 23))°
¢)Vz1 €D, wy(z1,.) € VD) de norme majorée par C.

b) Je > 0/ ¥z € D,

VY(B) de norme majorée par C.



‘WQ(ZhZQ)dEl /\EP(Z%Z?))‘Q
(7p(221 23))E

Alors il existe une constante C ne dépendant que de Cy telle que pour toute fonction f dans [’espace
H"(D*) N C’OC(EQ) il existe une solution u de I’équation

d) de >0/ Vz € D, V(B) de norme majorée par C,.

ou = fw (1.2)

vérifiant
||U||Lp(maa) <C [ flly-

Pour démontrer ces résultats on va utiliser fortement le structure produit du bidisque et utiliser
des noyaux de projection et de résolution du 0 dans le disque . Avant de donner la solution u de
I'équation (1.2) et de 'estimer, on définit ces opérateurs et on énonce les propriétés qu'ils vérifient
et dont on aura besoin par la suite.

4.2 Propriétés des opérateurs de projection et de résolution
du 0 dans le disque de C.

Pour toute fonction h € C*°(D) et tout 2 dans D on définit

P =2 [ h(o%dm

et on rappelle que

st =1 [ 4©) (11‘_'%) s

SiheC®(D) et zeD on note aussi

Pi(h)(z) = P(h(., 22))(21) SH(h)(z) = S(h(., 22))(21)
P2(h)(2) = P(h(z1,.))(2) §*(h)(2) = S(h(z1,.))(2)

Proposition 4.2.1 Les opérateurs P et S vérifient les propositions suivantes :

(1) P est la projection orthogonale de L?((1 — |z|*)dA(2)) sur le sous-espace des fonctions holo-
morphes. _ B

(2) Si h € CY(D), S(h) est la solution minimale dans L*((1 — |2|*)d\(2)) de I’équation du = h dz.

— oh
(3) Si h € C'(D) alors h = P(h) + S <}>
Z
(4) Si h e C’OO(EZ) et i € {1,2} alors P'(h) et S'(h) sont dans C’OO(EQ).



—o 0 oh 0 oh
. (T Pl — Pl 1 — 1 — ].
(5) Sih € C*(D") alors 7% (h) (—852> et —GEQS (h)y=S (8?2)

(6) P est un opérateur borné de LP(D) dans LP(D) pour tout p € [1,4+00].
(7) Si h € C*(D) alors Po S(h) = 0.
(8) Si h € C*°(D") alors P! o S%(h) = S% 0 P!(h).

La démonstration de cette proposition sera faite au paragraphe 4.5.

4.3 Résolution du 0 dans le bidisque sans estimations.

On reprend ici les notations du théoreme 4.1.1. On pose

by = Sl(fuh)a by = SQ(wa)

et
u:bl_Pl(bl_bQ)

D’apres la proposition 4.2.1 assertion (4) b1, by et u sont dans Coo(ﬁg). Montrons que u est solution
de I'équation Ou = fw dans D?.

u e
Calculons —. Par définition on a
21

du b D

— = — — —(P'(by - b
0z, 07 621( (b = b))
D’apres la proposition 4.2.1 (2)
b, 0 4
o _ Yg —
07, 97, (fwl) Jw
et d’apres la proposition 4.2.1 (1)
0
—P'(by —by) =0
07, (b =b2)
donc 5
u
8—2] = fuw
Calculons a__u
822
ou  0Ob, o,
— =———(P'(by — b
0zy 07, 822( (b = 2))

D’apres la proposition 4.2.1 (5) on a

0 ob;  0by
(P by b)) =P [ 22
BEQ( (br = b)) (822 8@)



D’autre part

0 (8(51 - b2)> _ O(fwr)  O(fw)

— - —0
0z, \ 07 0%, 7,

car Ow = 0. En utilisant la proposition 4.2.1 (1) on en déduit que

pr(P ) _ b b
0Zy  0Zy) 0Zy 0%

Alnsi ou  9b, Ob b
w_ O Oby Oy

6—22 - 622 8z2 622
et
ou = fw

Il reste maintenant a montrer que u vérifie les bonnes estimations.
4.4 Estimations des solutions du 0 dans le bidisque.

Pour démontrer le théoreme 4.1.1 il suffit de montrer que la solution u obtenue précédemment est
bien dans L”(9D*). Pour cela on procede en deux temps.

Estimation de ||ul|,p.r)-

On a
||“‘||LP(TD)><’TF) < ||bl||rlp(m>x7r) + HP]([” - bQ)HLP(TD)x’ﬂ“)

donc d’apres
I'hypothese (1.1), sachant que b; = S*(fw: (., 2)), on a

1Bl o emy = / 8 et ey A=)
J Z2€

< 0 [ I dAe)
Cp ||f||LP DxT)

De plus

[P (01 = b2) |70 oy / / | P! (b1 — by)|” d\(21)do(22)
z22€T J z1€D

En utilisant la proposition 4.2.1 (6) et ’hypothése (1.1) on obtient alors



HP] (b1 — bo) HLP DxT) / T/ 5 by — bo|” dA(21)dor(22) = [|by — b2||rp DxT) S 203 ||f||rp DxT)
22€ 21€

Ainsi
||u||LP(]DJ><T) < 305 ||f||LP(D><T) :

Estimation de ||ul|;, .-

On au==b — P'(b — by). Grace a 'hypothese (1.1) on sait que

||b1||Lp(1T><TD)) = /Z EDHSl(fw](.,@))Hﬁz,(mdo(zg)
< 0 [ 17t XG)
= CprHLP T xD)

De plus
PY(b1) = P'oS'(fw;) = 0 d’apres la proposition 4.2.1 (7). Il reste donc & majorer HPI(
Or

bQ)HLP(’JTXD)'

P'(by) = by — S! (ng) d’apres la proposition 4.2.1 (3)
21
0

P'(by) = by — S! (GT *(fws)) par définition de by
21

0
PY(by) = by — S'o SQ(aT(fu@)) d’apres la proposition 4.2.1 (5)
21

Pl(bg):bg 51052(}02
21

PY(by) = by — S'o SQ(fa—) car Ow = 0. Or, d’apres la proposition 4.2.1 (3) on a
Z2
aw]

fwi = P*(fwr) + S2(f—) d’ou on déduit que

Pl(bQ) = b2 — Sl(fw ) + Sl ©) P2(fw1)

P(by) = by — by + P? 0 S'(fw,) d’apres la proposition 4.2.1 (8), d’on

Pl(bg) == b2 - bl + PQ(bl)

Or, grace a ’hypothése (1.1) et a la définition de b; et by, on sait que ||b; — b2||Lp(TXm) <C Hf”LP(’TFxTDJ)
et

O I ([ QUYESZEIEY
21 €T J 29€D

1P

) car f est holomorphe

(b1) HLP Iy < b1|” dA\(z2)do(z1) d’aprés la proposition 4.2.1 (6). Finalement on
Jz1E€T J zo€D
obtient 1 ’

[ll Logomy < 6C [1.f 1l oamy



ou C' ne dépend que de C; et Cs.

Ceci acheve la démonstration du théoreme 4.1.1. On s’attache maintenant a en déduire le corol-
laire 4.1.2. Pour cela il suffit de démontrer que si la forme w vérifie les hypotheses du corollaire 4.1.2,
alors elle vérifie aussi celles du théoreme 4.1.1. Dans la suite du paragraphe on suppose donc que
la forme w vérifie les hypotheses du corollaire 4.1.2, et on estime les normes de b, = S'(fwi (., 22))

et b2 = SQ(f(UQ(Zl, ))

4.4.1 Estimation de |[|b;| 7, sp)-

Estimation de |[|b1[ -

1— ¢
1—ZZ z—=(

Pour cela, puisque le noyau de Poisson-Szego la vérifie, il suffit de voir que

Montrons que le noyau S((, z) = — vérifie la condition (H1) définie p 26 dans [2].

1- ¢

Lo 21-0¢f 2

\I—EC\*WM_ZZ‘Q T

1
VCED, Vze T, IS((,2)] =

D’autre part, pour tout zo € D, wi(., 22) est de Carleson dans D et f(.,29) € H?(D). Le lemme
ci-dessous nous permet d’en déduire que fwi(.,23) est une mesure de Carleson d’ordre 1 — — de

p
norme majorée par C1 || f(., z2)||Lp(T). Enfin by (., 29) est la balayée de fw;(., 22) par le noyau S, donc,
d’apres le théoreme 2 de [2], b;(., 29) € LP(T) et

161 (., Z2)||Lp(1r) <Cf( ZQ)HLP(T)
On en déduit que
150 / 161 (o 22) [y dA(22) < CF / LGy AN (22) < CF Iy T

||b1||LP(’TF><TD}) <G ||f||LP(1T><TD)) :

1
Lemme 4.4.1 Soit p € [1,+oc]. Siv € V(D) et f € H?(D) alors fv € WD), ot o =1— ~, de
p

norme magjorée par |||y || £l -

Pour la démonstration de ce lemme voir [2].



Estimation de |[|b1[ ;-

On fixe momentanément z, € D et on considere les fonctions suivantes, définies dans la boule B de

C? .

V(Zh 23) €B, f” (21, Z‘s) = f(Zh 22); sz(zla Z’s) = wl(zla 22)

On les notera respectivement f et wy.

On introduit la (0, 1)-forme h(¢) = (f*w?*)(¢)d(, de classe C™ dans B. On va résoudre cette forme
dans B grace au noyau donné dans [12] p134, et on en déduira des estimations sur b;. Pour cela on
a besoin des estimations suivantes sur h.

Lemme 4.4.2 La forme h vérifie les hypothéses suivantes :

(1) Oh =0 .
1
(2) Les coefficients de h sont des mesures de Carleson d’ordre oo = 1 — = de norme majorée par

p
01 ||f(’ ZQ)HLP(TD)) :

1
(3) Les coefficients de M sont des mesures de Carleson d’ordre o« = 1 — — de norme
1 p
magorée par Cy || (., 22) || oy -

Soit alors

mw—émoA&«@

pour tout z € 0B, ou K; est le noyau bCy donné dans [12] p134. D’apres [12] p136 et le lemme (4.4.2)
on a alors

Oup(u)=h et lullpes < CIUFC 220

ou (' est une constante ne dépendant que de 4. On définit alors

21 ) da
U*(z) = /0 u(z1,4/1 — |z ‘2620)%

On obtient grace aux propriétés de u que

U™ = frwirdzr et (U] < lullper < C I 22) )l

Montrons que U*? est un multiple de by, ce qui donnera les bonnes estimations pour b;. Pour cela

calculons U?.
oodf
v // ) AK(Gr G (1 | )



sz<21>-—.lg7r/£<fun><<a>f<f(<],<3,21,x/I__7;;_5€”>dA(<“>dA(<3);§

En posant (3 = /1 — |G1|°pe™® on obtient

U@@)zA;mm«au—Kﬁﬂaaxaw«n

ou
1 21 21 ) ) dg
K(¢, =) _/ / / K (G,y/1— \Q\Qpew,z], V1 |z Qeza)pdpdqﬁ%
o Jo Jo
Or )
1—|C] _ =
K*(C,2) = - _
() = e ™ O
. 1 Tot
0116747r2B(2,1)’ ol

%K@“Wﬂfﬁﬁﬁﬁi (=16 - (=16 E -

1=z — 1 =[Gl pe /1 = |a[*e”)?

pdpdpdd
(1 — 1z — Y, 1-— |C1 \2P€i¢ \V - |Z1 2€7w)
1*6121

Si on pose 7 = ¢ — 6 ainsi que A2=1—|¢,|>, BE=1— |z et a = on obtient

AB

z — ( 11 2y 0 7(0)d
‘1B |, (1= p%)pJ(p)dp

27 eQiTeiT d,]_
ﬂm—/’(
J0

ae” — p)(a — per)

27TK(C1, Zl) =

ou

Calculons J(p).

«Hmz—dégmmc
ou CQ
(@ 7P p0)

9(¢) =

. , P o a p
est une fonction méromorphe dans C de poles = et —; seul = est dans D donc
a p a



Or il existe des nombres complexes a;, 3, v et J tels que

5
o p T

9(¢) == + + (4.1)
a—pC aC—p (aC—p)*  (aC—p)’
et Res(g, 8) = é On a
a a
_
- 2 93
(lal” = p)
et en multipliant (4.1) par ¢ et en faisant tendre { vers 400 on obtient
—9
0= 240 gy Lo T
pa « 0 (af -y
et _2
a
J(p) =2
(Jaf* = p?)?
On obtient ainsi
1 2
Z 1-— d
K(C, 1) p12 31 /2/ ( p°)pdp
ABY o (Jal” = p?)?
d’ol, en intégrant par parties,
_ = 1 = T — |2
K(Cl;zl) _ 21 C]—Q — ¢ (zl Cl)( |C1| )

c a = —
ARBY T dfalt (o]’ = 1) 401 = Ga)? (G- Al

Ainsi on obtient

29 _ E w (1 - |<1|2)2 1 _ E P
U2) = § [ U@ =gt g ) = i)

4
On en déduit donc que by vérifie les mémes estimations que U??, et en intégrant ces estimations par
rapport a zo dans T on obtient

1011 oy < C LNl o ey (4.2)

ou C' est une constante qui ne dépend que de C.
Par symétrie by vérifie les mémes estimations.

4.4.2 Estimations dans la boule de C2.

On démontre dans ce paragraphe le lemme 4.4.2 qui concerne la forme h = f*w?*d(, et dont on
rappelle ’énoncé :

La forme h vérifie les hypotheéses suivantes :



(1) Oh =0 .

1

(2) Les coefficients de h sont des mesures de Carleson d’ordre o = 1 — = de norme majorée par
p

Crllf (. Z2)||Lp(m>)-

h(Q) NI 1
(3) Les coefficients de UONYINE sont des mesures de Carleson d’ordre o = 1 — — de norme

1 [¢’ p

majorée par C4 ||f(7 ZQ)HLP(TDJ)'

— 0 _ _
(1) oh = aT(szw?)ng A dC, =0 car f* et wi’ ne dépendent pas de (3.

3
(2) Montrons que wydA(z1)dA(z3) est une mesure de Carleson dans B. On note 1 = (1,0) et, pour
s > 0, on cherche a évaluer la mesure de la tente T, pour la mesure |w; | (21)d\(2) = |w1|* dA(2).

J

s,l‘

w1 (G)AN(C) = / ] (G)ANG) / IN(G)

Jonpals) JIGP<1-|¢i?

/ wi] (C)dAC) = / (1= G o] (G AA(G)

JonD(ls)
s,l‘

Or 1 —|G)* < 21— ¢ donc

J

sl

wr| (G)dA(Q) < 25 / w1 (C)ANG)

JDND(,s)

et comme w;? est une mesure de Carleson dans D on en déduit que

/T w1 (C)dA(C) < 20,82

5,1‘

Le méme résultat est valable pour toute tente au-dessus d’un point (ew, 0). Tl reste & mesurer les
tentes au-dessus des points ((i, (3) tels que (37£0.

Soit ¢ = ((1,(3) € OB tel que (3#0 et s > 0. On cherche & évaluer la mesure de la tente T pour

|Ld1|d)\.
On a
Toc = {(21,23) € C/ |21 |> + |2|* < 1, |1 — ¢, — ,23?3‘ < s}
On note
Toc={(21,23) € C /21 € By, 23 € Fa(21)}

Alors _

1—=2 s

Ey={xn ED/i]C] < —+14/1 = \21\2}
G [€1

En effet



1.7
z1 € B <— 323€C/|Z3‘2§1—|Zl|2,&—23 <i
_ C3 ‘C3|
- (
B O O T L [P Y T
Cg ‘C3|

1—2( < S

, . , . S 1 2

Réciproquement, on écrit ———— = se“g, et on suppose que s < — +1/1 — |z|".
. 3 |C3|

Si

1—\z1\2§5§i+\/1—|z1|2—26
en posant z3 = (1/1 — |z1/> — €)e’’ on obtient bien
LT
2l < /1 |2 et ‘—t@i%
Cs

N

9 S S
= S5 — 1*‘2]‘ +F§@*F<@

Si

en posant z; = se’ on a bien

-
< 1o mf et (1ES
Cs

Evaluons a présent

A@Q:/}W)MQQ
z3€ln(z1

1_ —
OIlIlOteR:\/1—|z1|2,Z:_7Z1<]et3':i_
¢ sl

53
Alors

EQ(Z]) = {23 € (C/ |Z3| < R, |Z* Z3| < SI}

Puisque Fs(z;1) est inclus dans le disque de centre Z et de rayon s’ on a
A(z)) < ms”

et puisque Ey(z1) est inclus dans le disque de centre 0 et de rayon R on a
A(z) < TR?

On en déduit que
A(z) < 7 min(s”, R?)
On en déduit que

ﬁ,Wﬂ@MMO§I+J

.



ou

I = R2 . DA 't J = 5" ] DA
[ Eel@ng ol lemo

Evaluons I. Pour cela montrons que E; N {R < s'} est inclus dans la tente ' de D de centre 158 et
1

de rayon 2s + (3%, Si z; € By N {R < &'} alors

1—21C1 2
+4\/1— |z V1—|z < —
‘ Gs |<q ~lal S
donc B
11— 21(| <2s (4.3)
On en déduit que
‘121 < 1=z, + || <1§—| <2+ (1— 1G] <254+ (1—|G1Y) =25 + |G

ce qui montre que z; appartient a la tente T
On distingue a présent les cas ol s < |G|” et ot s > |G|,
Sis< \@\2, puisque R < s’ on a

2

1< 7r8—|2/w1(z1)d)\(z])
T

[©

Or, par hypothese, w;(2z1)dA(z1) est une mesure de Carleson dans D de norme majorée par C, ce
qui nous donne, dans ce cas,

2 2

I< w%a@s +G%) < WWCHS G2 < 37Cy s
S3 S3

Si s > |(3]7, on majore R de la fagon suivante :

1< 1= Cozt| + 2] |G < 25+ |21 [
d’aprés (4.3). On en déduit que

1=la| <25+ (|G| = 1) [ar] < 25

et donc que
R?=1-|n|* <4s

Ainsi on a,

I <7 4sCy(2s + |G5)°) < 1270, 62

dans ce deuxiéme cas.
On a ainsi montré que I < Cs? ou C est une constante ne dépendant que de C;.



Pour évaluer J, montrons que F; N {s’ < R} est inclus dans la tente 7" de D de centre o et de

Gl
rayon 9 |C;|°. Pour cela on considere 2z € Fy N {s’ < R}. Alors on a
T-al| <sHlGlyI-1al e s <IGIY1-|af
donc
123, < 216/4/1— [l (4.4

D’autre part on a

1< 1= Ga| + Gl < 216G\ 1— |z + [z [¢)

d’ou

1—[z1] <2|GI1 = |zl + (G = 1) |z] < 21GIyT1 = |l
d’ou

1*‘21\2§4\C3| 1*|Z1‘2

VI l2* <4 (4.5)

On en déduit, grace a (4.4) et (4.5) que
G

1o

et en conséquence

G
S

<2|GI\1 =zl + (1= G =81G + |G =9¢G/

ce qui montre bien que z; est dans la tente 7. On en déduit, sachant que w;(21)dA(21) est une
mesure de Carleson dans D de norme majorée par C4, que

<206l a2+ (1G]

< ‘1*2161‘4“21‘

52

J <

019 ‘<3|2 = 97T0152

Gl

On a ainsi montré que

/ i (C)A(C) < €5
B Tr,(

ou C est une constante ne dépendant que de Cy, ce qui montre bien que wydA(z1)d\(z3) est une
mesure de Carleson dans B de norme majorée par une constante ne dépendant que de C}.

Enfin f** est dans H”(B). En effet f** est holomorphe dans B et

Lot = [ iy [ dotie) = 16wl



done || 2| oy = 1 (-, 22) |15y - On en déduit donc, grace au lemme 4.4.1, que f*w*dA(21)dA(z3)

1
est une mesure de Carleson d’ordre 1 — — de norme majorée par C1 || f(.. 22) | o)

p
PP a . .. o | fwr A Dp
(3) Par définition des espaces W< (B) il suffit ici de montrer que P®* |~————| est dans L”(JB).
V=p
Pour cela, par dualité, il suffit de prendre une fonction ¢ € LY(0B), ou — + — = 1, et de majorer
p q

I'intégrale

fwi A 9p
I = PP | ——
OB Va4

Par définition de P on a

B 0 fuy A Op

On applique alors I'inégalité de Holder pour obtenir
3 1/p
A0
wy p‘ p A)

1] < (_/B\P“(w\q %Ww (_/R.ﬂp =

D’apres les deux lemmes suivants, sachant que f € H?(B) de norme majorée par une constante fois
wy A Op

V=

Lemme 4.4.3 Soit v une mesure de Carleson dans B. On a alors

[ (. 22)| Lopy » i suffit alors de montrer que est une mesure de Carleson dans B.

Vi € L9(B), / PO d ] < [ 19l

Ce lemme est démontré dans [2].

Lemme 4.4.4 Soitp € [1,+oo[. Siv € VI(B) et h € H?(B) alors |h|P v € V°(B) de norme majorée

par [[v[ly ([Pl -
Ce lemme est démontré dans [17].

. \ A dp .
On cherche maintenant a montrer que € V'(B) de norme majorée par une constante ne

dépendant que de C;. Pour cela, par définition des mesures de carleson il suffit de considérer une
tente T de B de rayon s et dévaluer

I—/ ‘w]/\gp‘d)\
o Ve

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors



wy A0 ? v 1/2
rs (/ S (Aijf“) (/ s )

On utilise alors I’hypothese b) du théoréeme 4.1.2 pour majorer la premieére intégrale par \/Cys.
Calculons la deuxieme intégrale. On peut supposer sans perte de généralité que Ty est la tente
centrée en (1,0) c’est-a-dire que T = {(z1, z3) € B/ |21 — 1| < s}. On a alors

d\ NN
o= [ T e )
Jr, (=P Jen)|z-11<st S {zec) |z P<1— |z P} (1 — |21]7 — [22]7)

2
En effectuant le changement de variable u = —— =2 on obtient

V1i- Enk

dA dA(u
/ _]7 - / (1 - ‘Z]|2)6 / #dA(Z])
Jr, (o) Jenym-1<s) Juen (1 — |u]”)'—¢

dA
Puisque e > 0 l'intégrale / —(UQ)H
uen (1 —Jul7)
et z; € D alors 1 — |21| < s. On en déduit que

dA
— < C.(25)ws?
/ (=p)t= — (2s)

est finie. On note C, sa valeur. De plus, si |21 — 1] < s

On alors

I<Cs/?s?
w1 A gp

V=p

est une

ou C est une constante ne dépendant que de C et €. Ceci finit de montrer que

mesure de Carleson, et donc le lemme 4.4.2.

4.5 Démonstration des propriétés des opérateurs P et S.

On démontre ici la proposition 4.2.1.
Pour les points (1), (2) et (3) voir par exemple [12].
Le point (6) est démontré dans [16] p 10.

4.5.1 Reégularité de P et S.

On démontre ici le point (4).



Régularité de S.

Par définition on a

2 _
1 |G)P\ dé Ad
Sl(l)(z) — / |_<1| C] Q
Jo \1—=Cz 21— Q1
: 0 _
et d’autre part, puisque —72z; = 1 et que
821
D

d’apres la proposition 4.2.1 (2) on a

Ainsi, pour toute fonction h dans C’oo(ﬁg) on a

LGP\ A dg
1_Z]Zl -G

d’ou

SH(h)(2) = 21h(2) + K(2)

et comme z1h(z) € C% (EQ) il suffit de montrer que K € Coo(ﬁ2). Soit N € N. Alors, par régularité
de h on a

N n

1
h(Ci, 22) = h(z1, 22) = Z Zazpa_n 5 (z1,22) (G — 20)P (G —2)" 7

n!
p=0
N+1

+) (G =2 =) (2, G)

N =3 .. P
olt g, € C*(D"). Ainsi on peut écrire

N+1

1 o"h
K(z) = Z ] Z W(Zb 22)Inp(21) + Z Jp(21, 22)

n=1 " p=0 1 1 p=0

Evaluons la régularité de I, , et J,.



2
cl—zl (G —z)"? [1—]G)
np ] = dA 1
(2 /D o (1—%) (©)

27 7' p—1 6 = \n—p(1 _ 2
/ 21) (re=® —z)"P(1 — r?) drdf
o Jo (1 —re1z)?

_ /1 (1 rdr /27r (7“ Zlefiﬂ)pfl (Te.,fz'a - 21.)"7p67i0d9
0 0 (1 —reiz)2e-ipf
1
:z/ (1—17r%) rdr/ g(¢)d¢
0

" (r =20 (¢ - 7)
r—2z10)P(r¢ —Z)"P
9(¢) = ;
(1 —rzi ()¢
1
est une fonction méromorphe dans C de poles — et 0 si p > 1. Or |—| > 1 donc
rz Tz
[ 9(¢)d¢ = 2irRes(y.0
Jr
Sip>1ona
1 dr1
_ P
RQS(Q,O) - (p )'de ](C ( )) ‘CZU
p—1 dk ( C) ‘ dr— 1-k (TC _zl)nfp |
= T —z —
L gk ! CUAcr TR\ (1 —rz0)2 )
p—lp-1-k Lo qp—1-k-1 ,
=2 2wl E =R oo e (- e
k=0 1=0
p—1 min(p—1—Fk,n—p)
= Z Z cp’kvlzfr”flfkrlzqffpfl(Tzl)pflfkfl
k=0 1=0
p—1 min(p—1—k,n—p)
k=0 1=0
Ainsi
p—1 min(p—1—k,n—p)
—Inp(21) = Z Cprizl " l_? -

1
ot Cpri = Cpiy / (1 — 2% *dr. On en déduit que I,, € C*(D) sip > 1.
Jo

’
Si p = 0 la fonction g a pour poles — et —. Si r < |2] alors
rzZ1 21

21

/T 9(C)dC = Res(g, 1)

l¢=0



et si r > |z alors

/T g(C)d¢ = 0

r
Calculons Res(g, —). Il existe un polynome P et des nombres complexes a,b et ¢ tels que

21
©=PQ+—t 4 ©
&)= 16 r—2zC 1—zir¢ (1 —rz)?
On a alors
T a 1 (re-=21)" (r2 — |z [})"
Res(g,—) = — = — - = ~
21 2 oz (1 7“21;) 2071 = r?)
d’oun

|Zl| 2 2\n
~Io = / (1— rQ)Qder
0

z}”’l(l —r?)?

(7"2 . ‘Z]|2)n+] |Zl‘
2(n+1)

1

= 1
Z?J“

o |Z] ‘2)n+1

— (_l)n 2n+1
2(n+1)7"

Ainsi Vp,n I,, € C(D).

Examinons la régularité de .J, pour p > 1.

*Jp(ZhZQ) _/D(Cl - 21)””(?1 *Z)NHW <i> gp(Z,Q)d)\(C])

1-— lel
_ / h(z, G)AN(G)
)

Montrons que h € CV ! D"). On en déduira que J, € OV D). Soit D <N -—1.
p

dP)p = Z G(21,G)H (2, )
£

ou _ )
(G =20k =z =G )™

G(ZhC]): (1—621)‘1

et

E={(k,l,mq) eN'/0<k<p—1,0<I<N+1-p 0<m<2 ¢>2
et(p—1—-k)+(N+1—-p—-0+(2-—m)+(¢—2) <D}

et H € Coo(ﬁ3) contient les dérivées de g,. On peut réecrire I'ensmble £ de la facon suivante :



E={(k,I,m,q) eN'/J0<Ek<p-1,0<I<N+4+1-p, 0<m<2 2<q<k+Il+m+D— N}

. =2 . —92 —
Montrons que G est continue sur D°. Tout d’abord G est continue sur {(z1,(;) € D" /1 — {2 #0}.

De plus
k+1

1—1¢)

m
G —2 = k+l+m—q
Gl )| = |22 L1
1-— C] 21 1-— C]Zl ‘ ‘
_ —z 1—
Or sur D les quantités fl : ! N ZCI sont bornées et, puisque ¢ < k+Il+m+ D — N et

D < N —1, les exposants k + [ et m sont positifs. De plus k+14+m — ¢ > 1 donc ‘1 — C1Z1‘ Hmea

tend vers 0 quand 1 — le1 tend vers 0, ce qui montre la continuité de G sur D?. On en déduit que
dP)F est continue si D < N — 1, donc que F est de classe CV ™', ainsi que J,sip>1.
Examinons présent la régularité de .J, pour p = 0.

N 2\ 2
—Jo(z1, 22) _/D(Clz 212 (1 Z<12> 9p(2, C1)dA(Gr)
1 1 — (1#1

— /Dh(z, C)dA(Cr)

Montrons de méme que h € CV (D ) On en déduira que .J, € OV (D ) Soit D < N —1.

Ph =3 G, G H(2,0)
£
ol _
(C - Z])k(l — ‘<1| )

Gl ) = = m ey

et

E={(k,l,m,q) eEN'JO<k<N+1,0<1<2 1<m, ¢>2
et (N+1—-k)+2—-0)+(m—-1)+(¢—2) <D}

=3 . e s .
et H € C*(D") contient les dérivées de g,. On peut réécrire I'ensemble £ sous le forme

E={(k,I,m,q) eN'/JO<KE<N+1,0<1<2 1<m, 2<q, m+q<D+k+I[— N}

Montrons que G est continue sur D’. Tout d’abord G est continue sur {(z1,(1) € 52/z17£41 et 1 —
¢,21#0}. De plus

k—m—1/2

1-af
- Clzl

Cl—Zl

‘ k+l—m—q—1/2
1- Cl 21

G(21,G)] = \1*21 G- =]




1—\@\
1- (2

Cl—zl

1*612’1

sont bornées. De plus

=2 <.
Or sur D les quantités

k—m—1/2>q—1—(D=N)—1/2>q—1+1/2>2-241/2>0

[>0,1/2>0etk—m—1/24+1—¢>1/2>0

On en déduit que G est bien continue.

On en déduit ainsi que pour tout N, S'(h) est de classe CV ' donc S'(h) est de classe C* dans
=2

D

Régularité de P.

Par définition on a

=P - [ N

- . —2
car 1 est holomorphe.Ainsi, pour toute fonction h dans C*°(D") on a

— G

(1 - 2121)3

PL(h)(2) — hz) = / (h(Ga 22) — Bz, 22)) ING)

d’ou

P'(h)(2) = h(z) + K(2)

et comme h(z) € C* (EQ) il suffit de montrer que K € C’OO(EQ). Soit N € N. Alors, par régularité
de h on a

n

h(Ciy 22) = h(z1, 22) = lz E 6 (21, 2) (G = 2P (G - 72)"
=0

n!
n=1

N+1

+Z G —2)P(C —2) N Pg(2,G)

ot g, € C*(D ) Ainsi on peut écrire

N+1

Z n! Z az —n D ]722)[n,p(21) + Z Jp(z1,22)

p=0

Evaluons la régularité de I, , et J,.



_@Aa):=—4(6mymlﬁwp(Q>dM¢)

o (1*4121)
™ o —i0 n—p

:/ (re? —2)P(re ™ —z) (A=) 0
o Jo (1 —reiz)3

e [
=/, | ro)rdr ; (1 — re-i0z)3e-ip+1)0
—7;/ (1r2)rdr/g(C)dC

0 T

(r = 21:Q)P(r{ —z)" 7
(1 —rz()3¢r+t

ou

9(¢) =

rzZ1

1
est une fonction méromorphe dans C de poles — et 0. Or > 1 donc

rz1

AMO%—2W&Mm®

On a
1 dP
R 0) = ——(¢P*! _
S00) = ) e
dk Ak [ (rC— 7))
p— — p — —
;:%W@” mo"°%pk<ﬂmﬁﬁ>co
p_pk dpkl )
= ZZ%kﬁﬁ dCl (TC —Z1)""" =0 W(l —1710) " |e=0
k=0 1=0 '
p min(p—k,n—p)
S st e
k=0
p min(p— kn p)
et Z Z prk’l/rQ(pik)ZfilE?ipil
k=0
Ainsi

p Min(p—Fk,n—p)

p—l—n—p—I
I p(21) E E N CE
1

ott Cp g = Cp,k,l/ (1 — ) r2P=PHdr On en déduit que I,, € C=(D).

0
Examinons la régularité de J, .

S T(z) = /D (C1— 20)P(¢ —Z1)" P(1 — (4] )g,,(

2, G1)dA(G)



Montrons que h € CV (D ) On en déduira que .J, € OV (D ) Soit D < N — 2.

D)p — Z G(21,G)H (2, G)
£

(G = 20)5 (& —2) 1 — |G )™
(1 *4131)

G(ZhCl) =
et

E={(kl,m.q)eN'/0<k<p 0<I<N+1-p 0<m<1,q>3
et (p—k)+(N+1—p—-0)+(1—m)+(¢—3) <D}

=3 . e s ;. .
et H € C*(D") contient les dérivées de g,. L’ensemble £ s’écrit aussi

E={(k,I,m,q) eN'/0<Ek<p 0<I<N+1-p, 0<m<1,3<q¢<k+l+m+1+D— N}

Montrons que G est continue sur D'. Tout d’abord G est continue sur {(z1,(1) € ﬁ2/1 — (2170},
De plus

k+1 2™
G — 21 1 - ‘Cl‘ = k+l+m—q
Gl )| = |22 1
=2 "y G — 21 1*|<1| 4 ;
Or sur D les quantités — — sont bornées et, puisque ¢ < k+1l4+m+D — N +1

et D < N —2, les exposants k41 et m sont positifs. De plus k4+1+m —q > 1 donc ‘1 — (2 ‘k+l+m7q

tend vers 0 quand 1 — Z] 21 tend vers 0, ce qui montre la continuité de G sur D?. On en déduit que
AP F est continue si D < N — 2, donc que F est de classe C™ 2, ainsi que Jp

On en déduit ainsi que pour tout N ,P'(h) est de classe CV 2, donc P'(h) est de classe C* dans
—9

D

4.5.2 Les opérateurs P! et S' commutent avec —.
Z2

On démontre ici le point (5) de la proposition 4.2.1.
_ 0
Soit h € C’OO(ID)Q). D’apres 4.2.1 (2) on a aTS]h, = h. On en déduit que
<1
0,60 oh

7 555 M = 5,



Or d’apres 4.2.1 (2) on a

8%5 h= (8225” HS](a%(aizQS h))
c’est-a-dire 5 5 o
8—z25h7 (6225 )+S(6z2)
Il suffit donc de montrer que %Slh est orthogonal aux fonctions holomorphes en z; dans 'espace
L?((1 = |z )dA(z1)), pour obtenir 6%25 h = S](aazh;) Soit V € Hol(D) N C*°(D). Alors

/3_225 Bz, 2)V () (1 = |21]?)dA(2) = ai /s Bz, 220V (20) (1 = |212)dA(21)

et d’apres 4.2.1 (2) on a

./m) S'h(z1, 22)V (21)(1 — |Z1\2)d)\(zl) _ 0

Soit maintenant V € Hol(ID) N L*((1 — |z,[*)dA(z1)). Pour tout € > 0 il existe V, € H(D) N C*°(D)
tel que ||V — V(|| | < e. Alors

(- |21 [*)dA (1))

islh(zl,ZQ)V(zl)(l — |z P)dN(z)| < gS]h(zl,ZQ)VE(zl)(l — |z [)dA(z1)
h(z1,2)(V = Vo) (z) (1 — |z1])dA (1)
) 1/2
< (/ a%s Bz, )| (1 - |zl|2)d)\(zl)>
< Ce

ou C' ne dépend que de h. Cette inégalité étant vraie pour tout € on en déduit que

/D aizgswzl,zmzl)(l —|af)dA(a) = 0

ce qui acheve de montrer que

0 oh
—S'h=5" 5.1
77 (55, (5.1)
D’autre part, d’apres 4.2.1 (3) on a
oh
h=P'h+ S
+5(55)
don oh 0 0 oh
— = —P'h+ —S' (==
622 6z2 aZQ (621



Sachant (5.1) on en déduit que

oh 0

— = —P'h+ S

0zZy 0%y

Or d’apres 4.2.1 (3) on a aussi

ce qui nous donne

oh

— —pl
0%,

0

Z9

4.5.3 L’opérateur Po S est nul.

oh
0%z 0Z10%

TP]]'L:P](

oh
07907,

oh

+ S )

oh

Z9

)

On démontre ici le point (7) de la proposition 4.2.1.
Soit h € C*(D). D’apres 4.2.1 (3) on a

D’apres 4.2.1 (1) on a

d’ou on déduit que

S(h) = P o S(h) + S(25(h)
0
=S(h) = h
PoS(h) =0

4.5.4 Les opérateurs P! et S? commutent.

On démontre ici le point (8) de la proposition 4.2.1.
Soit h € C’OO(DQ). Montrons que

Soit

et

P'o P*(h) = P*o P'(h)

T]h,(Z] s Zg) = /
D

TQh/(Z]’ZQ) = /
J 1D

(1= [¢[)n(C ) ,

11—z

(- 1CDhCL0)

|1*C22|3



D’apres [16] théoréme 1.9 L’opérateur T est borné sur L? (D) donc 'opérateur T"' o T? est borné sur
LP(D?). On en déduit que T o T?(|h|) est fini presque partout dans D*. On peut donc appliquer le
Théoreme de Fubini et obtenir que

P'o P%(f) = P?o P'(f) (5.2)

presque partout dans ID?, et par régularité, la méme égalité partout dans D?.
Alors 5
P'o S*(h) = P*(P' 0 S*(h)) + 52(67(131 0 S%(h))) d’apres 4.2.1 (3)
)
0
P'oS*h) = P'oP?0S5*h)+ S%0 Pl(aTSQ(h)) d’apres 4.2.1 (5) et (5.2)
)
P'oS*(h) =04 S?o P'(h) d’apres 4.2.1 (7) et (1).



Chapitre 5

Probléme de division dans des espaces de
dimension finie.

5.1 Cadre et théoreme général.

Soit  un domaine de CV. Soient H et K deux espaces de Hilbert de dimensions respectives m

et n, qu'on identifiera via des bases orthonormales {e;,i = 1..m} et {f;,j = 1..n} a C™ et C".

On notera le produit scalaire (.,.). Soit H>*(Q)) 'espace des fonctions holomorphes bornées sur €,

muni de la norme ||A|| ., =Sup |h(z)|. Soit H un espace de Banach de fonctions sur 2. On suppose
€0

que H est un H*(Q2)-module de Banach, c’est-a-dire que si h € H et ¢ € H*(Q) alors gh € H et
lghlly < Nlglloo Nl A1l

Exemple 5.1.1 5i Q =B, H?(B) est un H>*(2)-module de Banach.

Définition 5.1.2 Soit H(Q, H) = {h: Q—H/ Vh € H, <h(.), ﬁ> € H}. On munit H(Q,H) de la
m 1/2

norme suivante : ||h||y = (Z ||(h(),€z>||%[) .
i=1

On montre ici le théoreme suivant, qui permet de déduire un théoreme de la couronne opérateur a

partir du théoréme usuel. on verra au prochain paragraphe comment celui-ci s’applique.

- ‘ ‘ m! .
Théoréme 5.1.3 Soient n et m deuz entiers non nuls tels que n < m. On note m' = — Soit H

un H>*(Q2)-module de Banach de fonctions dans 2 et H un espace de Hilbert de dimension finie m.
On suppose que le théoréeme de la couronne est vrai quand K = C, i.e. :
Si g1y ey Gy € HX(Q) vérifient
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30 >0/ Vz e Q, |g(2)]* > 62 (1.1)

alors

Vo €M, 3fr,. fw EHY/ V2 EQ, Y 0i(2)fil2) = 6()

i=1

et de plus || f|lz < C @]y, ot C ne dépend que de Q, H, m', 6 et gl
On en déduit le théoreme de la couronne quand K est de dimension finie n, i.e. :

Si G € H*(Q, L(H,K)) vérifie

30> 0/ Yk € K, Yz €Q, ||G(2)"klly > 6 |k]|,. (1.2)

alors

Vo € H(Q,K), 3h € H(Q,H)/ Vz € Q G(2)h(2) = ¢(2),
et de plus ||h|ly < C|@|lg ot C ne dépend que de Q, H, m, n, & et ||g||..

Ce théoreme a pour conséquence le théoreme de la couronne H? pour la boule et le polydisque dans
le cas de deux espaces de dimension finie, comme on le verra dans le prochain paragraphe.
Andersson [4] a montré le théoréme de la couronne pour deux espaces de dimension finie dans le cas
ot  est un domaine de C" admettant une fonction définissante pluri-sous-harmonique de classe
C? et H= HQ(Q) Il utilise une méthode, différente de celle utilisée ici, qui ne se généralise pas a
HP?. Si son résultat ne contient pas le cas du polydisque, qui sera une conséquence de théoreme 5.1.3,
il donne en revanche le cas de domaines plus généraux que la boule ou les domaines strictement
pseudoconvexes.

On s’inspire dans cette partie du travail de P.A. Fuhrmann [14].

On démontre d’abord un lemme qui permet de relier les deux hypotheses (1.1) et (1.2) entre elles.
Remarquons d’abord que si I’hypothese (1.2) est vérifiée alors G*(z) est injective et donc n < m.

Lemme 5.1.4 Soit G € H*(B, L(C™,C")) tel que

36 >0/ Yk € C", ¥z € B, ||G(2) kllgn > 0 |1Ello - (1.3)

Si I = (i1, ...,7n) est un multi-indice on note G(z) la matrice extraite de G(z) ayant pour colonnes
les colonnes d’indices iy, ...,1, de G(z). Alors il existe 6 > 0 tel que

VzeB, Y '|detGi(z)| > 6.

[T|=n

Démonstration :



On note Hy = G; et H = G*. On note {y;(2),7 = 1...m} les lignes de H(z). On raisonne par
'absurde et on suppose qu'’il existe une suite (z;)gen dans B telle que

€r = Z "|detGr(zx)|—0 quand k—o0.
[T|=n

On peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que (€)gen est strictement décroissante.

e 1" cas:3Jk € N/ ¢ = 0. Alors pour tout I, |detG(zx)| = 0. Alors rang(H(z;)) < n —1. On
considere x un vecteur non nul de C* dans 'espace orthogonal de I’espace formé des lignes de H (z)
ce qui permet d’écrire

| H (=)l = Zum 2=,

ce qui contredit 1" hypothese (1.3).
e 2" cas:Vk €N, ¢+#0. Soit k fixé. Il existe un multi-indice [ = i; < ... < i, tel que pour tout
multi-indice J

detHy ()| < |det Hy(z;)] 0. (1.4)

On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 5.1.5 Pour toute matrice carrée d’ordre n et pour toute norme matricielle ||.|| on a
linégalité suivante :

|detA| > HA*H’”,

. ‘ _1y-1 ‘ ‘ ‘
o1 par convention HA 1H =0 si A n’est pas inversible.

Démonstration :
n

Si A n’est pas inversible il n’y a rien a démontrer. Sinon detA = | | a; ou les a; sont les valeurs

i=1
propres de A. Alors A~! a pour valeurs propres {a; '};—. ,, donc HA” H > ‘”7 , Vi =1...n ce qui
nous permet d’obtenir le résutat. [ ]

Grace a ce lemme on déduit que
€har > € > [detHp(z)| > ||Hy(z0) ']

d’out
HH[(Z}C)i] Hn > 1/6k+1.

Or par définition de la norme d'un opérateur on a

i [Hi(2) '] o [yllce
HH’(Z]C) H = Sllpm;ﬂ] ||'[,‘||(Cn = Sllpy;é[] ||Hl(zk)y||(cn )
d’ott
1/n

Jz € C*/ laglle. =1 et [Hi(zk)zkllen < €41,



c’est-a-dire
n

> Wi w) P < . (1.5)

a=1

D’autre part , puisque det (H;(zx))#0, les lignes y;,, ..., y;, de H;(z;) forment une base de C*, d’ou

V1 < l < m, El(ﬂla a=1.. n/ Y = Zﬁl alia - (16)

Or en utilisant (1.4) on a

|detHy(zi,)| > |detH,(zx)| = |det(y;,, ., Y5, )|

detHy(z)] > | D Bivar-BinandetWin, s s Vi)

QA1,---,0n

|det Hy(2x)| > Z ﬁjl7”(1)“‘ﬁjn,”(”)det(yinu)7 '“in”(n))
(TE6n
det Hy(zy,)| > |detHy(2x)] |det(B, 1) an=1...n]

d’ou, pour tout multi-indice J, on a |det(5}, »)aq=1..n] < 1. Il suffit alors de considérer les multi-
indices de la forme j, = ia si aag et jo, = 7o, pour obtenir |3, 4,] < 1. Alors d’apres (1.6)

Vi=1..m, |{y,x)] (Yi,,, Tk)|, et en utilisant (1.5) on trouve

2/n
(Y1, )| <Z|U1,$k <€k/+1;

d’ou
m

1H (ze)aellen =Y [y, 2i)” < (m—n+ 1)epllh.
=1

Or d’apres I'hypothese (1.3)
0<6<|H(z)wrllon < (m—n+1)el

et en faisant tendre k£ vers +o0o on obtient une contradiction. ]

Démonstration du théoreme 5.1.3 :
D’apres le lemme 5.1.4
36 >0/ V2 €Q, Y |detG(z)] > 6. (1.7)
[T|=n
Soit k(z) = (k1(2),...,kn(2)) € H(, K). Pour chaque j on applique I'hypothése du théoreme avec
pour fonctions g; les fonctions detG; qui sont bien dans H*(Q2) et pour fonction ¢ la fonction k;
qui est bien dans H. Puisque on a (1.7) on peut appliquer cette hypothese et on obtient



Vj=1.n, 3b] €H/ > 'BidetG; =k
[T|=n
avec les estimations

Vj =1..n, < Okl - (1.8)

7]

On développe les déterminants, en notant g; ; les coefficients de G(z).

kj="Y hielo Yo )in

I|=n 0€6,

kj = Z ’ Z hzﬁ(a)ga(l),n -Gjig 9o (n)in

k=1|Il=n 0€6y,/ o(k)=j

Alors on peut écrire cette somme sous la forme suivante

m
= E 95b1;
1=1
ol

bl7 o Z Z Z hyif(o—)gﬂ(l)ﬂ] "'g”(kfl)a/’:kflg”(k+1)1ik+1"'gﬂ'(n)yin (19)

k=11/)ip=lo€Gy/ a(k)=j

et b;; € H. D’autre part, si i#7,

Zgi,lbl,] ZZ Z Z hf}'e(a)go(l),i]---go(kfl),ik,l,gi,l.gfr(k+1),ik+1---go(n),in
=1

=1 k=1 1/i,=l0€G,/ a(k)=j
m .
Z giabi; =Y 'hjdetG,
=1 1
ou G; a pour lignes celles de Gy sauf la j9"¢ qui est remplacée par la "¢, d’ou pour tout I,

detG; = 0. Ainsi si on note B = (bl,])lJ___m’_F]___n, B est a coefficients dans ]HI(Q) et, vérifie

]{51(2) 0
G(z)B(z) =
0 kn(2)

d’ou si h(z) = B(z)u ol u est le vecteur (1,...,1) de C*, on a h € H et 'égalité G(z)h(z) = k(2)
pour tout z € €.
On évalue a présent | hl|y. Par définition de h on a

Zbu

7=1

vz e Q, ||h(2)|em :Z

=1




Or d’apres (1.9)
byl <Gy, > > |k
k=1 1/iy=1 o€y [o(k)=j
ou C4 ne dépend que de n et |G| .. On en déduit que

n n

Ialle. < C Z 2> Z \h‘}'\)Q (1.10)

J=1 k=11/i,=l 0€6y,/o(k

P < eSS )

j=1T|=n

ou Cy dépend du nombre de termes dans (1.10), c’est-a-dire de m et n. On en déduit grace a (1.8)
que

Ihllg < Cllkllg

ot C' dépend de C, C,, C, et n, ce qui nous donne le résultat. [ ]

5.2 Applications : théorémes de la couronne opérateur dans
les espaces de Hardy de la boule et du polydisque.

5.2.1 Le théoréme de la couronne opérateur dans H”(B).

On peut appliquer le théoreme 5.1.3 dans le cas ou Q est la boule B de CV et H est I'espace de
Hardy HP(B) grace au théoréme démontré par M. Andersson et H. Carlsson dans [6]. On obtient
alors le théoreme de la couronne H” suivant :

Théoreme 5.2.1 Soit 1 < p < oco. Soient H et K deux espaces de Hilbert de dimension finie. Soit
G e H*(B,L(H,K)), tel que 36 >0/ VE € K, Vz € B, ||G(2)"k|4 > 0 ||k
Alors

Vk € H?(B,K), 3h € HP(B,H)/ Vz € B, G(2)h(z) = k(z).

De plus |||, < C ||k, ot C ne dépend que des dimensions respectives de H, K, de d, |G|, N
et p.

5.2.2 Le théoréme de la couronne opérateur dans H”(DV).



Soit DV le polydisque dans CV. On rappelle la définition des espaces de Hardy dans DV :

DY) = {f € HOM)/ suppeycr [ SO do(0) < oc)

On rappelle que H?(D") est un H>*(D" )-module de Banach.
Kai-Ching Lin démontre dans [18] le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.2 Soient g1, ..., gm des élements de H>®(D") tels que
306 >0/ Yz e DV, |g(z)]> > 6%

Soit 1 < p < 400. Alors

Vo € HPDY), 3 fi, ..., fm € HP(DY)/ ¥z € DV, Y g:(2) fi(2) = 8(2).

i=1

De plus Vi =1..m, ||fill» < C @]l g», 0t C ne dépend que de m, N, 6, ||g. et p.

Ceci correspond exactement au cas = DV et H = H”(D") dans les hypotheéses de 5.1.3. On peut
alors utiliser le théoreme 5.1.3 et obtenir le théoreme suivant :

Théoreme 5.2.3 Soit 1 < p < o0o. Soient H et IC deux espaces de Hilbert de dimension finie. Soit
G € H*(DV,L(#,K)) tel que 36 > 0/ Vk € K,Vz € DV, ||G(2)*k|,, > & |||,
Alors

Vk € H?(DY  K), 3h € HP(DY ,H)/ Vz € DV, G(2)h(z) = k(2).

De plus ||h|| ;, < C k|| y» 00 C ne dépend que des dimensions respectives de H, IC, de 6, |G|, N
et p.
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