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IntrodutionLe problème de la propagation d'une onde aoustique dans un guide peut être onsidéré ommeun problème unidimensionnel si les dimensions transversales du guide sont petites devant la longueurd'onde aratéristique � et le rayon de ourbure moyen, et si e guide peut être assimilé loalement -sur une distane de l'ordre de � - à un onduit uniforme, 'est-à-dire si les variations des dimensions(setion et ourbure) sont faibles. L'onde aoustique est alors une onde plane, invariante sur une setiontransverse du guide, et solution de l'équation d'onde unidimensionnelle (d2s2 + k2)� = 0. Des termesorretifs peuvent être ajoutés à l'équation d'onde pour dérire l'e�et, supposé faible, des variations dela setion (équation dite de Webster, voir [18, 13℄) ou l'e�et de la ourbure (voir par exemple [73℄).Si la fréquene augmente et si les variations de la setion ne peuvent être supposées lentes oula ourbure faible, la prise en ompte de modes d'ordres supérieurs est néessaire pour dérire lapropagation dans le guide. D'une part es modes supérieurs peuvent être propagatifs et ontribuerau transport de l'énergie dans le guide, d'autre part les variations, ontinues ou disontinues, de lasetion ou de la ourbure du guide induisent un ouplage entre les modes. Il importe don de prendreen ompte tous les modes, propagatifs et évanesents, qui ontribuent de façon signi�ative au hampaoustique dans le guide pour aratériser ave préision la propagation.La mise en plae de formulations multimodales de la propagation en onduit permet ainsi d'étendrel'étude théorique des guides d'ondes aux as de larges setions ou de géométries non triviales, dans unegamme de fréquene d'autant plus large qu'il est possible de prendre en ompte un grand nombre demodes.L'objet des travaux présentés dans les hapitres 1 à 5 de e mémoire est l'analyse multimodale dela propagation d'ondes dans les guides ourbes.Des aspets généraux de la propagation multimodale dans un guide d'ondes sont présentés dans lepremier hapitre, introdutif. Les prinipales notions et grandeurs utiles à notre étude sont dé�nies etdes résultats élémentaires sont donnés dans le as d'un guide ylindrique. La méthode de la matrieimpédane, développée auparavant pour les guides de setion variable et que nous avons souhaitéadapter à l'étude des guides ourbes, est présentée ensuite suintement.La formulation de la méthode de la matrie impédane est dérite en détail au hapitre 2 pour unoude bidimensionnel. Une équation de Riati pour la matrie impédane est onstruite, déduite deséquations matriielles régissant les variations dans le oude de la pression et de la vitesse longitudinaleprojetées sur les fontions propres du problème transverse loal. Les résultats obtenus sont validés dansdeux as où une solution analytique peut être déterminée, et la onvergene de la méthode est évaluée.Plusieurs appliations sont données et nous mettons en évidene des aratéristiques de la propagation1



2 Introdutiondans un oude et la pertinene de la méthode développée pour e type de problème. Nous étendonsen�n ette étude au as de guides ourbes de setion variable, en établissant de nouvelles équationsmatriielles pour l'impédane et les omposantes de la pression et de la vitesse.Le hapitre 3 est onsaré à la mise en plae de la méthode multimodale dans des oudes desetion irulaire, à trois dimensions. L'équation de Riati et les équations pour la pression et lavitesse peuvent être exprimées sous la même forme que pour l'étude bidimensionnelle. A nouveau,la vitesse de onvergene de la méthode est évaluée. Nous proposons une formulation algébrique desmatries des oe�ients de ré�exion et de transmission, ne néessitant que des opérations simplesd'inversion de matries et par onséquent auun proessus itératif ni auune intégration numérique. Laaratérisation des propriétés de di�usion de oudes et de systèmes plus omplexes est alors possible, etnous en donnons plusieurs appliations, notamment le alul des fréquenes de résonane d'une avitéomposée de parties droites et oudées.La prise en ompte de onditions limites mixtes aux parois dans la formulation multimodale aété envisagée et nous a amenés à nous intéresser à la transmission d'une onde aoustique par unoude traité aux parois par un matériau absorbant (hapitre 4). Nous donnons pour e faire unepremière expression, déduite de la matrie de transmission, de l'atténuation d'une onde inidentedonnée dans un guide d'ondes traité aux parois. L'introdution de la ondutane, quantité usuelle pouraratériser le transport dans un guide mésosopique, nous permet de donner une seonde expression del'atténuation, plus générale, pour une soure supposée inohérente. Des résultats obtenus ave es deuxexpressions pour plusieurs géométries de guides et types de traitement, nous déduisons les prinipalesaratéristiques de la transmission dans un oude. Une approhe de type rayon, en�n, nous permet deprévoir les lieux d'absorption maximale de l'énergie d'un mode le long des parois traitées.L'utilisation de la méthode multimodale pour la résolution de problèmes à très haute fréquene faitl'objet du inquième hapitre. Les aluls direts de la matrie de di�usion et du hamp de pressiondans un oude sont validés lorsqu'un grand nombre de modes propagatifs (de 100 à 1000) est prisen ompte. Une étude de la orrespondane de l'approhe, ondulatoire, que nous avons développée etutilisée jusqu'ii, ave l'approhe géométrique orrespondant à la limite asymptotique haute fréqueneest ensuite réalisée. Les matries de di�usion de guides omposés de parties droites et oudées sont dé-terminées ave es deux approhes, et nous montrons une grande similitude entre les résultats obtenus.Outre la géométrie du onduit qui, lorsqu'elle n'est pas uniforme, perturbe la propagation de l'ondeaoustique guidée, le milieu de propagation également, s'il est inhomogène ou en mouvement, modi�e lesaratéristiques de l'onde. Ainsi la présene d'un éoulement dans un onduit induit-elle une interationomplexe entre l'aoustique et l'hydrodynamique. Les modes et onstantes de propagation sont ainsimodi�és par les e�ets de onvetion de l'onde aoustique et de réfration si l'éoulement est isaillé.Le hapitre 6 présente l'étude de la propagation aoustique dans un guide droit siège d'unéoulement parallèle isaillé, en présene d'une soure. La soure étant supposée pontuelle, nousdéterminons la fontion de Green de l'équation de Pridmore-Brown, équation aux valeurs propresrégissant les modes et les onstantes de propagation assoiées à es modes dans un guide droit enprésene d'un éoulement isaillé. Par transformée de Fourier spatiale inverse, les p�les de la fontionde Green font apparaître les modes aoustiques perturbés par l'éoulement, dont il est alors possible dedéterminer l'amplitude. La présene d'un spetre ontinu dû à la singularité de l'équation de Pridmore-Brown est également mise en évidene, et la ontribution du ontinuum de modes hydrodynamiques



Introdution 3orrespondant est étudiée et dérite.





Chapitre 1Généralités sur la propagationmultimodale dans un guide d'ondes1.1 Propagation dans un guide d'ondes ylindrique : théorie modaleNous présentons dans ette setion une approhe lassique de l'étude de la propagation multimodaledans le as simple des guides ylindriques, en vue d'introduire les prinipales notions et grandeurs utilesà notre étude, notamment la notion de modes en onduit. Les as partiuliers des guides de setionretangulaire et irulaire sont étudiés plus en détail à titre d'exemple, a�n de rappeler quelquesrésultats lassiques auxquels nous ferons référene à plusieurs reprises dans la suite de e mémoire.Nous présentons en�n un formalisme vetoriel pour l'étude de la propagation multimodale, formalismeque nous adopterons dans la suite de e hapitre et pour toute l'étude des guides d'ondes ourbes, quionstitue la majeure partie de e mémoire.1.1.1 FormulationSoit le domaine 
 (�g. 1.1), dé�nissant un guide d'ondes ylindrique in�ni.
PSfrag replaements 
�


Fig. 1.1: Guide d'ondes ylindrique in�niDans le adre de l'aoustique linéaire, adiabatique, sans visosité ni ondutivité thermique, dans un�uide au repos dans 
, la pression aoustique p et la vitesse v satisfont aux équations de onservationde la quantité de mouvement 5



6 1 Généralités sur la propagation multimodale dans un guide d'ondes�v�t = � 1�0rp (1.1)et de onservation de la masse � 1�020 �p�t =r:v; (1.2)où �0 est la densité du �uide et 0 la vitesse du son. Les onditions de �uide parfait sur les paroissupposées rigides et parfaitement ré�éhissantes imposent une vitesse normale nulle sur �
.Dans le domaine fréquentiel, les équations satisfaites par les amplitudes omplexes assoiées à pet v (nous les noterons de la même manière, en omettant le fateur exp(j!t)) déduites des équations(1.1) et (1.2) et de la ondition aux parois peuvent être réduites au problème suivant pour p :(� + k2)p = 0 dans 
 (1.3)�p�n = 0 sur �
; (1.4)où k = !=0 est le nombre d'onde et �=�n la dérivée normale par rapport à la paroi.Il existe 11 systèmes de oordonnées, dont les systèmes usuels (artésien, ylindrique, sphérique,et.), dans lesquels l'équation de Laplae, et par onséquent l'équation de Helmholtz (1.3), sontséparables [52℄. Si de plus les onditions aux limites dans le système de oordonnées (�1; �2; �3)s'appliquent sur des surfaes �i = onstante (on parle de géométrie séparable), alors le problème(1.3, 1.4) est dit séparable : des solutions élémentaires de (1.3, 1.4) de la formep�(�1; �2; �3) = f�(�1)g�(�2)h�(�3) (1.5)peuvent être onstruites, où �2 et �3 sont les oordonnées transversales et  �(�2; �3) = g�(�2)h�(�3)véri�e l'équation aux valeurs propres �? � = ��2� �: (1.6)La ondition aux parois (1.4) impose des valeurs propres ��2� négatives et disrètes ; l'ensemble desvaleurs de l'indie � est don disret, à valeurs dans N, N2 ou N3 par exemple. Le problème transversedé�nit don une in�nité de modes (1.5). Les fontions f� sont solutions de l'équation di�érentielle� d2d�21 + k2�� f� = 0;ave k2� = k2 � �2�; (1.7)et s'érivent f�(�1) = exp(�jk��1). Ainsi, les solutions élémentaires (1.5) s'érivent



1.1 Propagation dans un guide d'ondes ylindrique : théorie modale 7
p�(�1; �2; �3) = e�jk��1 �(�2; �3)et toute solution du problème (1.3, 1.4) peut être exprimée omme une ombinaison linéaire de esfontions : p(�1; �2; �3) =X� (�+� ejk��1 +��� e�jk��1) �(�2; �3):La relation de dispersion (1.7) fait apparaître des modes propagatifs, pour lesquels k2� > 0, et desmodes évanesents, pour lesquels k2� < 0. Chaque mode est ainsi aratérisé par une fréquene deoupure �� et seul un nombre �ni de modes, eux dont la fréquene de oupure est inférieure à lafréquene k de la soure, est propagatif.1.1.2 Guide de setion retangulairePSfrag replaements

0
x

y zlx ly Fig. 1.2: Guide de setion retangulaireDans le as partiulier où la setion du guide est retangulaire, 'est le système de oordonnéesartésiennes (�g. 1.2) qui est adapté à l'expression des onditions aux limites sur les parois, en x = 0,lx et y = 0, ly. Les modes transversaux, solutions de (1.6), sont les fontions orthogonales mn(x; y) = os (m�xlx ) os (n�yly ); 8(m;n) 2 N2 ;assoiées aux valeurs propres �mn =s�m�lx �2 +�n�ly �2:La forme des premiers modes transversaux est donnée sur la �gure 1.3.Le hamp dans le guide d'ondes de setion retangulaire peut alors être obtenu en sommant tousles modes : p(x; y; z) =Xm;n(�+mnejkzz +��mne�jkzz) os (m�xlx ) os (n�yly );où k2z = k2��2mn. Des onditions de non ré�exion (si le guide est in�ni ou semi-in�ni), de rayonnementou de ontinuité (si le guide est de longueur �nie), ou traduisant la présene de soures, permettrontde déterminer les onstantes ��mn.



8 1 Généralités sur la propagation multimodale dans un guide d'ondes
PSfrag replaements m = 0 m = 1 m = 2n = 0n = 1Fig. 1.3: Modes transversaux d'un guide de setion retangulaire1.1.3 Guide de setion irulairePSfrag replaements r � zr0 Fig. 1.4: Guide de setion irulaireDans le système de oordonnées ylindriques (�g. 1.4), la ondition de Neumann homogène (1.4)s'érit �rp = 0 sur la surfae r = r0 dé�nissant la paroi, r0 étant le rayon onstant du guide. Les modestransversaux sont les solutions  �(r; �) = R�(r)��(�) de l'équation1R� d2R�dr2 + 1rR� dR�dr + 1r2�� d2��d�2 + �2� = 0et s'érivent  �(r; �) = A�Jm(mnrr0 ) sin (m� + ��2 ); (1.8)où Jm est la fontion de Bessel d'ordre m et mn le (n + 1)ème zéro de J 0m, dérivée de Jm. La formedes premiers modes est donnée sur la �gure 1.5. La fréquene de oupure du mode  � est mn=r0 et� est le triplet d'indies (m;n; �), où m est l'indie ironférentiel (m � 0), n l'indie radial (n � 0)et � l'indie de symétrie (� = 0; 1). La base des fontions (1.8) est orthogonale et peut être normée enprenant A� = 8<:1=pJ20 (0n) si m = 01=q12 (1� m22mn )J20 (mn) si m > 0 ; (1.9)de sorte que ZS  � � dS = �r20Æ�� :



1.1 Propagation dans un guide d'ondes ylindrique : théorie modale 9La solution générale dans le guide de setion irulaire est alors donnée parp(r; �; z) =X� (�+mnejkzz +��mne�jkzz)A�Jm(mnrr0 ) sin (m� + ��2 );où k2z = k2 � (mn=r0)2.
PSfrag replaements 00 = 0 10 = 1:8412 20 = 3:0542

01 = 3:8317 11 = 5:3314 21 = 6:7061Fig. 1.5: Modes transversaux d'un guide de setion irulaire et valeurs de mn orrespondantes.1.1.4 Formalisme vetorielSur une setion transversale d'un guide d'ondes, les modes  �, solutions du problème transverse,forment une base omplète sur laquelle la pression et la vitesse peuvent être projetées. Les équationsde onservation de la masse et de la quantité de mouvement peuvent ainsi être reformulées en fon-tion des veteurs P etU des omposantes de la pression et de la vitesse longitudinale dans la base ( �).Soit les développements suivants de la pression p et de la vitesse longitudinale v1 sur la base desfontions propres  � : p(�1; �2; �3) =X� P�(�1) �(�2; �3) = t Pv1(�1; �2; �3) =X� U�(�1) �(�2; �3) = t U:Ces nouvelles expressions sont introduites dans les équations (1.1) et (1.2), dans lesquelles lesomposantes transverses de la vitesse ont été éliminées :j! t U = � 1�0 t dPd�1 ; (1.10)� j!�020 t P = t dUd�1 � 1j!�0�? t P: (1.11)



10 1 Généralités sur la propagation multimodale dans un guide d'ondesLes fontions propres étant hoisies normées (et sans dimension) - elles véri�entZS  � � dS = SÆ�� ;où S est l'aire de setion du guide - la projetion de (1.10) et (1.11) sur elles-i donne les équationsP0 = �jk�00UU0 = 1jk�00KPrégissant l'évolution suivant �1 des variables vetorielles P et U. Le symbole 0 désigne la dérivée parrapport à �1 et la matrie K traduit la relation de dispersion : K�� = (k2 � �2�)Æ�� . Ces équationsmontrent un déouplage total entre les di�érents modes. Chaque omposante satisfait à une équationde propagation unidimensionnelle simple :P 00� + (k2 � �2�)P� = 0:Ainsi, si les veteurs pression P(�1) et vitesse U(�1) sont onnus en un point de oordonnéelongitudinale �1 dans le guide droit, leur valeur au point �1 + l (l > 0 ou l < 0) peut aisémentêtre alulée : P(�1 + l) = D1P(�1)�D2ZU(�1); (1.12)U(�1 + l) = �D2Z�1 P(�1) +D1U(�1); (1.13)où D1, D2 et Z sont des matries diagonales données par D1� = os k�l, D2� = j sink�l etZ� = �00k=k� [65, 66℄.1.2 Propagation multimodale dans un guide de setion variable :méthode de la matrie impédaneL'étude des disontinuités onstituant une part importante des travaux publiés sur la propagationguidée, 'est à ette �n qu'ont été développées nombre de méthodes modales, analytiques ou partielle-ment numériques. La méthode de la matrie impédane, que nous avons souhaité adapter à l'analysede la propagation multimodale dans les guides d'ondes ourbes, a ainsi été proposée pour résoudredes problèmes de disontinuités de setion, de diretion (raordement anguleux) ou par hangementbrusque de l'impédane des parois du guide [65, 66, 35℄, avant d'être revue de manière plus omplète,formalisée et étendue à l'étude des guides de setion ontinûment variable [57, 4℄. Nous présentonsii très suintement ette méthode, dans le ontexte dans lequel elle a été fomulée, a�n de donnerplusieurs résultats auxquels nous pourrons faire référene au ours des hapitres suivants.



1.2 Propagation multimodale dans un guide de setion variable 111.2.1 Etude des disontinuitésLorsque la setion d'un guide d'ondes varie par disontinuités suessives, ou si le problème peutêtre traité omme tel (�g. 1.6), les méthodes présentées dans la setion préédente peuvent être ap-pliquées à haque guide ylindrique élémentaire onstituant le guide d'ondes. Les di�érentes solutionssont raordées aux disontinuités en appliquant les lois de onservation fondamentales [1, 65, 66, 35℄.Nous donnons ii la méthode proposée par Roure.
PSfrag replaements (a) (b)

Fig. 1.6: Guides de setion variable ; (a) disontinuités brusques de setion, (b) setion ontinû-ment variable et disrétisation sous forme d'une suession de guides ylindriques.Considérons le raordement de deux éléments ylindriques de setions di�érentes (�g. 1.7).L'ériture de la ontinuité de la pression et de la vitesse sur la petite setion S1 et de la nullitéde la vitesse longitudinale sur le omplément à S1, S2 � S1, donne [36℄P(1) = FP(2); (1.14)a tFU(1) = U(2); (1.15)ave a = S1=S2 et F�� = 1S1 ZS1  (1)�  (2)� dS;où les fontions  (i)� (i = 1; 2) sont les modes propres du guide de setion Si.PSfrag replaements 0 1 2S1 S2
Fig. 1.7: Exemple de hangement de setion : expansion brusque



12 1 Généralités sur la propagation multimodale dans un guide d'ondesNous disposons ainsi d'un ensemble d'équations algébriques (équations 1.12 à 1.15) dérivant lapropagation aoustique dans un guide omposé de segments droits de di�érentes setions. Reste qu'iln'est pas possible à e stade de aluler diretement la pression ou la vitesse à partir des seules équations(1.12), (1.13), (1.14) et (1.15). En e�et, si l'on onsidère le problème typique d'un guide de longueur�nie, en aval duquel on donne une ondition de rayonnement (une impédane), et en amont duquel estplaée une soure onnue, de telles onditions ne su�sent pas à la résolution des équations pour P ouU [57℄. On ne peut en outre donner une ondition pour la pression et pour sa dérivée en aval du guide,e qui ne laisserait auun degré de liberté au niveau de la soure. De la même manière, imposer uneondition pour la pression et sa dérivée au niveau de la soure ne laisserait auun degré de liberté auniveau de la terminaison du guide, don pour le hoix de l'impédane de rayonnement. D'autre part,pare que les termes en os k�l et sink�l dans les équations (1.12) et (1.13) peuvent être très grandssi k� est imaginaire, l'utilisation direte de es équations peut induire des problèmes numériques deonvergene.On introduit don une impédane généralisée Z, dé�nie par la relation P = ZU. L'impédane derayonnement étant onnue et donnée sous une forme matriielle Zr, Z est alulée d'aval en amontjusqu'au point où est dé�nie la soure, en utilisant alternativement les relationsZ(1) = aFZ(2) tFaux disontinuités, et Z(0) = D3(I +D�12 Z(1)(Z(1) +D�13 Z)�1D�12 )Z (1.16)dans les parties droites (�g. 1.7), déduites de (1.12), (1.13), (1.14) et (1.15). D3 est une matriediagonale donnée par D3� = j tan k�l, et Z(0) est l'impédane d'entrée du segment droit onsidéré[65, 66, 57℄. A l'extrémité amont du guide d'onde la valeur de P ou U est onnue - 'est ainsi qu'estdé�nie la soure - don la pression et la vitesse peuvent à leur tour être alulées dans le guide, à l'aidede relations du type U(1) = (�D2Z�1 (Z(0) � Z) + e�jk�l)U(0)déduites des équations (1.12), (1.13) et (1.16), et des équations de ontinuité (1.14) et (1.15).Le alul préalable de l'impédane permet don de résoudre un problème réaliste, dé�ni par desdonnées physiques (soure, ondition de rayonnement). Il permet également de s'a�ranhir des pro-blèmes numériques liés à la présene de modes évanesents dans les équations des hamps de pressionet de vitesse.1.2.2 Propagation dans un guide de setion ontinûment variableDans le as � disret � que nous venons de voir, nous avons obtenu pour P, U et Z des équationsalgébriques régissant leur évolution dans le guide. Le as d'un guide d'ondes de setion ontinûmentvariable peut être traité de façon similaire. Les équations sont désormais des équations di�érentiellesordinaires, déduites des équations (1.12) à (1.15) en prenant le as limite de segments de longueurs



1.3 Propagation aoustique dans les guides d'ondes ourbes 13in�nitésimales [37℄, ou obtenues en projetant diretement les équations d'Euler dans le guide sur lesmodes transverses loaux, suivant la méthode proposée par Stevenson [69℄. L'impédane Z satisfait àune équation non-linéaire de Riati [57, 4℄.Dans la plupart des as, une solution analytique de es équations ne peut être obtenue ; elles sontdon résolues numériquement. L'impédane Z est alulée dans le guide par un algorithme de typeRunge-Kutta. Les termes de la matrie Z peuvent varier rapidement le long du guide, présenter despis importants, aussi l'utilisation d'un pas d'intégration adaptatif est-elle néessaire. L'impédane Z,ou l'admittane Y (Y = Z�1), ayant été alulée en remontant le guide de la terminaison au pointsoure, le hamp aoustique peut à son tour être alulé en sens inverse, d'amont en aval. La résolutiondes équations di�érentielles pour P et U néessite de onnaître la valeur de l'impédane en haquepoint d'intégration. Lors de l'intégration de l'équation de Riati, on impose don, dans la proédurede alul du pas adaptatif, le passage par un ensemble de points régulièrement espaés de l'axe duguide. Ce � stokage � des valeurs de l'impédane, qui peut être oûteux en terme de mémoire, imposede surroît un pas �xe pour l'intégration des équations satisfaites par P et U.Cette méthode, qui tient ompte du ouplage entre les modes, qu'ils soient propagatifs ouévanesents, permet l'analyse de toute géométrie de guide d'axe retiligne, dans une large gammede fréquene. Il est possible en outre d'aéder diretement à l'impédane d'entrée ou à la matriedes oe�ients de ré�exion pour aratériser les propriétés aoustiques du guide, et la formulation desonditions de rayonnement est partiulièrement aisée. L'approhe multimodale permet également dedéterminer les modes propres et les fréquenes de résonane de avités ouvertes [56℄ ou fermées [66, 3℄.1.3 Propagation aoustique dans les guides d'ondes ourbesMalgré l'intérêt pratique de solutions du problème aoustique dans les guides d'ondes ourbes,souligné par de nombreux auteurs (voir [29, 15, 71, 34℄, par exemple), très peu de travaux ont été publiésavant les années 1970 sur e sujet, essentiellement à ause des di�ultés mathématiques renontrées,en partiulier pour la résolution de l'équation d'onde dans le système de oordonnées ylindriques.
PSfrag replaements R1R2 z r�

Fig. 1.8: Coude de setion retangulaireDans e système, adapté à l'expression des onditions aux parois d'un oude de setion retangulaire(�g. 1.8), l'équation d'onde (1.3) peut être résolue par séparation de variables, pour donner la solution



14 1 Généralités sur la propagation multimodale dans un guide d'ondesgénérale p�(r; �; z) = �A�J�(krr) +B�N�(krr)��C� os(kzz) +D� sin(kzz)�e�j��; (1.17)où (r; �; z) sont les oordonnées ylindriques, J� et N� les fontions de Bessel et de Neumannrespetivement, kr et kz les omposantes du veteur d'onde (k2r + k2z = k2) [41℄. Les nombres d'ondeangulaires �, nombres sans dimension, sont les solutions de la relation de dispersion����� j�N�(krR1) +N 0�(krR1) j�J�(krR1) + J 0�(krR1)j�N�(krR2) +N 0�(krR2) j�J�(krR2) + J 0�(krR2) ����� = 0;où R1 est le rayon de la paroi intérieure du oude, R2 le rayon de la paroi extérieure et � = �00vr=pl'admittane réduite aux parois, ave vr la omposante radiale de la vitesse [29℄. C'est la résolution deette équation impliite et l'expression des solutions (1.17), mettant en jeu des fontions de Besselet de Neumann d'indies omplexes (ou réels et imaginaires purs si � = 0), qui onstituent laprinipale di�ulté et ont amené les auteurs à adopter di�érentes méthodes approhées : approheen perturbation, en supposant le oude faiblement ourbé [41, 61, 73℄, développement en série desfontions de Bessel et de Neumann [29, 62℄, approximation basses fréquenes [62℄ ou restrition auxseuls modes propagatifs dans le oude [55℄, voire au premier mode uniquement [15℄. Plusieurs méthodesnumériques ont également été utilisées [12, 19, 45, 16℄.Les oudes de setion irulaire et plus généralement eux dont la setion n'est pas retangulaire ontsusité peu de travaux théoriques, l'équation d'onde n'étant pas aessible à une solution analytiqueexate dans es géométries [52℄. A nouveau, des méthodes approhées [34, 23, 25, 26℄ ou purementnumériques [20, 16℄ ont été privilégiées.Ces études théoriques et numériques, en plus de nombreux travaux expérimentaux, ont permis demettre en évidene plusieurs aratéristiques de la propagation aoustique dans un oude :- Le nombre d'onde angulaire, tout d'abord, paramètre sans dimension, pendant du nombre d'onde quiaratérise la propagation en onduit droit. Ce nombre est fontion de la fréquene et de la ourburedu oude.- � L'inaptitude du mode plan à se propager dans un oude � [64℄. Le hamp de pression sur unesetion transversale du oude n'est jamais uniforme. Il en résulte qu'à l'interfae d'un oude et d'unguide droit, même aux basses fréquenes, un ouplage de modes est observé et des modes évanesentssont générés.- La vitesse de phase, l'impédane et les résonanes dans le oude ont également fait l'objet de travaux,en vue notamment d'étudier l'in�uene de la ourbure sur es grandeurs, en omparaison de leur valeurdans un guide droit.- L'in�uene de la ourbure sur l'atténuation d'une onde dans un onduit dont les parois sont traitéespar un matériau absorbant est onnue empiriquement depuis longtemps - l'atténuation est en généralplus importante aux hautes fréquenes dans un oude que dans un onduit droit de même longueur -et plusieurs travaux théoriques et numériques ont été réalisés pour retrouver es aratéristiques et enproposer une interprétation [30, 51, 39, 40, 63, 8, 42℄.Il n'existe toutefois auune approhe systématique pour aratériser les propriétés aoustiques d'unoude, et plusieurs aspets méritent d'être approfondis.- Les méthodes proposées sont généralement propres à une on�guration donnée (par exemple un



1.3 Propagation aoustique dans les guides d'ondes ourbes 15oude reliant deux guides droits semi-in�nis) et ne peuvent être diretement utilisées pour d'autreson�gurations. Une approhe plus générale, d'une plus grande modularité, permettrait l'étude desoudes dans des on�gurations diverses, réalistes, et éventuellement omplexes sans pour autantaugmenter la omplexité de la méthode elle-même.- Les propriétés de ré�exion et de transmission d'un oude ont été peu étudiées, faute d'une méthodeanalytique ou numérique simple pour aéder à es grandeurs.- Si les prinipales aratéristiques de la propagation dans un onduit ourbe traité aux parois ont étémise en évidene théoriquement, les onlusions apportées par es travaux sont parfois onfuses.- Auune approhe n'est adaptée à une étude à haute fréquene de la propagation aoustique.





Chapitre 2Analyse multimodale de la propagationaoustique dans un guide d'ondes ourbeCe hapitre s'inspire dans une large mesure d'un artile publié au Journal of the Aoustial Soietyof Ameria en septembre 2001 [21℄, adapté et omplété.2.1 IntrodutionPare qu'elle est un prolongement logique de la théorie de la propagation d'ondes guidées, aous-tiques ou életromagnétiques, l'étude de la propagation dans les guides ourbes a susité de nombreuxtravaux et publiations (pour une revue en aoustique, voir [64℄).L'approhe la plus ourante pour résoudre e problème est la méthode par séparation de variables[41, 29, 62, 15, 55℄, qui onduit au alul de modes de oude, équivalent des modes en onduit droit.Nous y ferons référene dans la suite omme méthode des modes de oude. Dans un oude de setionretangulaire, et par onséquent dans un oude bidimensionnel, le problème (1.3, 1.4) est en e�etséparable. Cependant, s'agissant d'un oude de longueur �nie, la solution obtenue doit être raordéeaux solutions en amont et en aval du oude, qui ne sont pas a priori développées sur la base des modesdu oude. Dans les premières études, proposées par Krasnushkin [41℄ et Grigor'Yan [29℄ entre autres,e problème est éarté en onsidérant des oudes in�niment longs. Le as d'un oude joignant deuxguides d'ondes droits est traité plus tard par Rosta�nski [62℄, Cummings [15℄ et Osborne [55℄.La relation de dispersion pour les modes de oude obtenue ave ette méthode met en jeu desfontions de Bessel et de Neumann d'ordres non entiers (ils sont réels ou imaginaires purs si les paroisdu oude sont rigides et parfaitement ré�éhissantes, et omplexes si l'admittane aux parois est nonnulle, omme nous le verrons au hapitre 4). Les di�ultés posées par ette relation de dispersionimpliite ont amené à proposer di�érentes approximations : une approhe en perturbation (Krasnushkin[41℄), en supposant le oude faiblement ourbé, un développement en série des fontions de Bessel etde Neumann (Grigor'Yan [29℄, et Rosta�nski [62℄ en limitant l'étude aux grandes longueurs d'onde),la propagation du seul mode plan (Cummings [15℄), ou une théorie modale simpli�ée ne onsidérantnotamment que les modes propagatifs (Osborne [55℄). Plus réemment, Kim et Ih [38℄ ont proposé uneexpression simple de la matrie de transfert d'une hambre d'expansion ourbe en limitant aux ondes17



18 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbeplanes la propagation de part et autre de la hambre et en déterminant une formule empirique pour lepremier mode de oude.Des méthodes autres que la méthode des modes de oude ont été utilisées pour l'étude de la propa-gation aoustique dans les oudes : Galerkin (Tam [71℄, voir également [24℄), di�érenes �nies (Cabelli[12℄), éléments de frontière (El-Raheb et Wagner [19℄), éléments �nis spetraux (Lin [45℄), ou une mé-thode basée sur les équations d'Euler 2D (Dequand et oll. [16℄). Ces approhes, si elles peuvent êtreutilisées pour l'étude de as plus généraux que eux présentés auparavant et fournir de nombreusesinformations, ne permettent toutefois pas une interprétation physique direte et ne sont pas toujoursadaptées à la formulation des onditions de rayonnement en aval du oude.Nous nous proposons de développer dans e hapitre une formulation multimodale de la propagationaoustique dans un guide ourbe à deux dimensions, quelles que soient sa ourbure et la fréquene dela soure. Une telle approhe a déjà été formulée et validée pour les guides d'ondes d'axe retiligneet de setion variable (Pagneux et oll. [57, 4℄), dont nous avons présenté les prinipes au hapitrepréédent. Faisant suite aux travaux de Stevenson [69℄, Alfredson [1℄, Roure [65, 66℄ et Kergomard[35, 36℄ sur la propagation multimodale dans les guides de setion variable, les auteurs onstruisentdeux équations di�érentielles d'ordre 1 de dimension in�nie pour les omposantes de la pression et de lavitesse longitudinale projetées sur les modes du problème transverse loal, puis déduisent de elles-iune équation non-linéaire de Riati pour la matrie impédane. Cette équation peut être intégréenumériquement après tronature à un nombre su�sant de modes.Nous donnons dans la setion suivante la formulation de la méthode multimodale pour les guides deourbure et de setion onstantes, en mettant en évidene le aratère très général et modulaire de etteméthode, ainsi que sa pertinene pour la formulation des onditions de rayonnement. Deux exemplespartiuliers sont traités dans la setion 2.3, pour lesquels une solution analytique peut être obtenue,permettant ainsi de valider la méthode multimodale ; plusieurs appliations sont ensuite proposées(setion 2.4). En�n, ette étude est étendue aux guides ourbes de setion variable et plusieurs résultatssont présentés.2.2 Formulation de la méthode multimodaleNous onsidérons une setion de ourbure �nie et onstante d'un guide d'ondes bidimensionnel(�g. 2.1). R0 est le rayon de ourbure de l'axe irulaire du oude, sf la longueur de l'axe et h lalargeur du guide. Les parois sont supposées rigides et parfaitement ré�éhissantes.2.2.1 Reformulation des équations d'EulerDans le adre de l'aoustique linéaire, adiabatique, dans un �uide au repos dans le guide, la pressionaoustique p et la vitesse v, dont les omposantes sont vr et vs dans le repère (ûr; ûs), satisfont auxéquations (1.1) et (1.2), qui s'érivent dans le domaine fréquentiel�jkv =rp (2.1)�jkp =r:v (2.2)



2.2 Formulation de la méthode multimodale 19
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Fig. 2.1: Guide de ourbure onstante et système de oordonnées.pour p et v adimensionnées par �020 et 0 respetivement, ave k = !=0 et en omettant le fateurexp (j!t). La omposante vr éliminée, es équations donnent dans le oude�jk(1 � �r)vs = �p�s ; (2.3)�jk(1� �r)p = �vs�s � 1jk ��r�(1� �r)�p�r �; (2.4)où � = 1=R0 est la ourbure de l'axe.La pression p et la vitesse longitudinale vs sont exprimées à l'aide des séries in�niesp(r; s) =X�2N P�(s) �(r); (2.5)vs(r; s) = X�2N U�(s) �(r); (2.6)où les fontions  � sont les solutions du problème aux valeurs propres d2r2 � = ��2� �, satisfaisant àla ondition de Neumann homogène aux parois�d �dr �r=�h=2 = 0:P� et U� sont des fontions salaires. Les modes propres  �, qui sont les modes transverses d'un guidedroit de largeur h, sont les fontions �(r) = A� os ���h (r � h2 )�;assoiées aux valeurs propres �� = ��=h. Ils sont orthogonaux et peuvent être normés en prenantA� = p2� Æ�0, de sorte que



20 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbeh=2Z�h=2  � � dr = hÆ�� :Ainsi dé�nis, es modes sont des fontions sans dimension, omme le sont les fontions P� et U�.Suivant un formalisme matriiel, les déompositions modales (2.5) et (2.6) s'ériventp = t P;vs = t U;où P = (P�)�2N et U = (U�)�2N sont les veteurs des omposantes de p et vs dans la base ( �)�2N ,et  est le veteur des modes propres  �. En projetant sur la base des fontions  � les équations (2.3)et (2.4) (f. annexe A), il vient P0 = �jkBU; (2.7)U0 = 1jk (C +KB)P; (2.8)où le symbole 0 désigne la dérivée par rapport à s et K�� = (k2 � �2�)Æ�� , (�; �) 2 N2 . Les matries Bet C sont données par B�� = 1h h=2Z�h=2 (1� �r) �(r) �(r)dr; (2.9)C�� = ��h h=2Z�h=2  0�(r) �(r)dr;soit B�� = 8><>:1 si � = �A�A� �h�2 ((�1)�+� � 1) �2 + �2(�2 � �2)2 si � 6= � ;C�� = 8><>:0 si � = �A�A� �h((�1)�+� � 1) �2�2 � �2 si � 6= � ;elles ne dépendent que des paramètres géométriques h et � et non de k. Il n'est don pas néessaire deles realuler pour haque fréquene.Pour les raisons évoquées au hapitre préédent, notamment l'instabilité numérique due à laprésene de modes évanesents (orrespondants à K�� < 0), les équations (2.7) et (2.8) ne peuventêtre intégrées diretement (f. �1.2.1 et [57℄). On dé�nit alors une impédane généralisée Z telle que
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P = ZU: (2.10)Cette matrie est appelée impédane généralisée ar, suivant la relation (2.10), elle est une généralisationà la propagation multimodale de l'impédane lassique en ondes planes. Z est solution de l'équationnon-linéaire de Riati Z 0 = �jkB � 1jkZ(C +KB)Z; (2.11)obtenue en substituant à P0 et U0 leurs expressions (2.7) et (2.8) dans la dérivée de (2.10), P0 =Z 0U + ZU0. Cette équation di�érentielle ordinaire pour Z peut être intégrée numériquement dès lorsqu'une ondition initiale est imposée en aval du oude.2.2.2 Conditions aux limitesUne ondition de rayonnement est imposée en aval du oude sous la forme d'une matrieZr, ondition initiale pour l'intégration de l'équation de Riati (2.11). Par exemple, l'impédanede rayonnement d'un oude débouhant sur un guide droit semi-in�ni est la matrie impédanearatéristique Z, diagonale, donnée par :8� 2 N; Z� = kk� ;ave k� = pk2 � �2� pour les modes propagatifs, k� = �jp�2� � k2 pour les modes évanesents. Zrétant donnée, la matrie impédane Z est alulée en tout point le long du oude, qu'il est alors possiblede aratériser, par son impédane d'entrée ou la matrie des oe�ients de ré�exion omme nous leverrons dans la suite.Lorsque l'impédane est onnue dans le oude, le hamp aoustique peut à son tour être intégré :une ondition sur P ou U, dé�nissant la soure, est imposée en amont du oude, et les hamps depression et de vitesse sont alulés à l'aide des équations (2.7) et (2.8) reformulées omme suit :P0 = �jkBYP; (2.12)U0 = 1jk (C +KB)ZU; (2.13)où Y est la matrie admittane (Y = Z�1). Du fait de la présene de la matrie impédane, eséquations sont numériquement stables [57℄. L'une ou l'autre de es équations est don intégrée del'entrée à la terminaison du oude pour obtenir la vitesse ou la pression, l'autre quantité étant ensuitealulée ave la relation (2.10) ou son inverse, U = YP.2.2.3 Intégration numérique des équations pour Z, P et UL'approhe que nous présentons ii est elle adoptée par Pagneux et oll. [57, 4℄ pour les guidesd'axe retiligne et de setion variable. Après tronature à un nombre su�sant de modes, l'équation



22 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbede Riati pour Z est intégrée d'aval en amont dans le oude au moyen d'un algorithme de Runge-Kutta ave un pas d'intégration adaptatif. L'impédane Z est alors enregistrée sur un ensemble depoints régulièrement espaés de l'axe du oude, permettant une intégration de l'équation (2.12) ou(2.13) dans le sens inverse, d'amont en aval. Le nombre de modes � su�sant � auquel il est possiblede tronquer les di�érentes équations dépend de la fréquene et de la géométrie du oude, et il n'estpas possible de le déterminer a priori. La méthode la plus appropriée onsiste à réitérer les aluls enaugmentant progressivement le nombre de modes, jusqu'à e que la onvergene soit atteinte ave latolérane souhaitée.Comme nous l'avons vu dans la setion préédente, la ondition de rayonnement est donnée par unematrie impédane Zr. Ce formalisme permet une desription préise de la ondition de rayonnement,et n'importe quelle � harge � peut être onsidérée en aval du oude (mis à part un tube fermé parune paroi rigide, auquel as il est néessaire d'introduire un méanisme de pertes dans le modèle pourassurer la onvergene [57℄). Outre ei, il est également possible, grâe au alul de l'impédane le longdu guide, de raorder le oude ave un autre guide d'ondes, quelle qu'en soit la géométrie. A l'inverse,ave la méthode des modes de oude, la formulation et le alul des équations de ontinuité à l'interfaeentre le oude et un autre guide d'ondes peut induire des problèmes mathématiques et numériques,notamment en terme de onvergene (voir par exemple [44℄). De manière générale, le raordement desolutions développées sur des bases de fontions de natures di�érentes peut être soure de di�ultésnumériques. Le alul de l'impédane le long du système permet de s'a�ranhir de es di�ultés.2.3 Validation de la méthode multimodaleDeux as partiuliers de propagation aoustique dans un oude sont onsidérés dans ette setion,pour lesquels une solution analytique peut être obtenue : un oude de ourbure faible dans un premiertemps, puis la propagation du premier mode de oude. Dans haque as les approhes analytique etmultimodale sont omparées et disutées, en vue de valider la méthode multimodale.2.3.1 Coude de ourbure faible2.3.1.1 Solution analytiqueLorsque la largeur du oude et par onséquent la ourbure sont faibles, 'est-à-dire lorsque~� = �h << 1 ave 
 = kR0 �xé, une solution asymptotique de l'équation de Helmholtz pour lapression � �2�r2 � �1� �r ��r + 1(1� �r)2 �2�s2 + k2� p = 0 (2.14)peut être herhée sous la forme d'un développement en puissanes de ~�, soit p = �0+~��1+~�2�2+: : : où�0, �1, �2, : : : sont des fontions à déterminer. Les oordonnées radiale et longitudinale adimensionnéespar h et R0 respetivement, l'équation (2.14) donne(1� ~�~r)2 �2p�~r2 � ~�(1� ~�~r)�p�~r + ~�2 �2p�~s2 + ~�2(1� ~�~r)2
2p = 0: (2.15)La ondition
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(p)~s=0 = 1 (2.16)est imposée à l'entrée du oude, et la ondition pseudo-anéhoïque simple(�~sp)~s=~sf = �j
p (2.17)est imposée à la sortie. Ces relations impliquent, pour n 2 N,(�n)~s=0 = Æn0et ���n�~s �~s=~sf = �j
�n:Calulée par une méthode de perturbation (f. annexe B), la pression est alors donnée au seond ordrepar p = e�j
~s + j ~�224�
~se�j
~s � e�j2
~sf sin(
~s)�: (2.18)A et ordre, la solution est indépendante de r.2.3.1.2 Approhe multimodaleLa formulation multimodale de la ondition pseudo-anéhoïque à la sortie du oude s'obtient ensubstituant à �sp son expression (2.3) dans (�sp)s=sf = �jkp et en projetant ette relation sur la basede modes ( �)�2N : BU = P;donnant ainsi la ondition initiale Z = B pour l'intégration de l'équation de Riati. La ondition(p)s=0 = 1, d'autre part, est équivalente à P� = Æ�0, ondition qui permet l'intégration du hampaoustique.2.3.1.3 RésultatsLa valeur de ~sf , orrespondant à l'angle total du oude, est hoisie égale à �=2 et la fréqueneadimensionnée 
 �xée à 1. La pression au point ~s = �=4 est donnée sur la �gure 2.2 en fontiondu petit paramètre ~�, alulée ave les deux méthodes : la solution à l'ordre 2 en ~� de l'équation deHelmholtz, donnée par l'équation (2.18), et la solution du alul multimodal ave 15 modes pris enompte. Une des prinipales aratéristiques de la propagation du son dans un guide ourbe est lanon-uniformité du hamp de pression sur une setion transversale de e guide (voir Rosta�nski [62℄ ouCummings [15℄, par exemple), ou omme le mentionne Rosta�nski [64℄ � l'inaptitude du mode plan àse propager dans un oude �. Toutefois le hamp de pression transversal tend à être uniforme pour defaibles ourbures du guide. A�n d'évaluer la dépendane du hamp en r pour les di�érentes valeursde ~� onsidérées, les valeurs minimales et maximales du pro�l de pression obtenu ave la méthode



24 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbemultimodale sont reportées sur la �gure 2.2 : pour de faibles valeurs de ~�, l'éart entre es valeurspeut être onsidéré omme négligeable. Pour ~� = 0:1, il est de l'ordre de 0.01%, relativement à lavaleur moyenne de p sur la setion, et pour ~� = 0:4, il est enore inférieur à 1%. La solution du alulmultimodal, dont on représente la valeur moyenne sur la setion, onorde parfaitement ave la solutionasymptotique, toutes deux onvergeant vers �0(�4 ) = 1=p2 lorsque ~� déroît.
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1Fig. 2.2: Partie réelle de la pression dans un oude d'angle total �=2 au point ~s = �=4, en fontiondu petit paramètre ~� donnant la ourbure du oude. Solution asymptotique (�), méthodemultimodale (��). Les valeurs minimales et maximales du pro�l de pression obtenu avela méthode multimodale sont reportées, en vue d'évaluer la dépendane de la solution enr. Sont données également la valeur moyenne de la solution de la méthode multimodale(Æ) et la solution à l'ordre 0 en ~�, �0(�4 ) = exp(�j
�=4) (��).
2.3.2 Propagation du premier mode de oudeNous l'avons déjà mentionné, l'équation de Helmholtz est séparable dans le système de oordonnées(r; s) ; des solutions à variables séparées peuvent don être onstruites : p(r; s) = R(r)S(s). Ces modessont aratérisés dans le oude par un nombre d'onde sans dimension appelé nombre d'onde angulaire(� angular wavenumber � [41℄). Pour un oude dont les parois sont rigides et parfaitement ré�éhis-santes, les nombres d'onde angulaires sont réels ou imaginaires purs, orrespondant, respetivement,aux modes propagatifs et évanesents. Ces nombres étant lassés par ordre déroissant de leur arré,ils sont notés �n, n 2 N. Nous herhons à déterminer le premier mode, aratérisé par �0.2.3.2.1 Solution analytiqueDans un oude de longueur in�nie et de ourbure quelonque, l'équation de Helmholtz peut êtrerésolue par séparation de variable, pour donner la solution générale
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p(r; s) =Xn2N(��n e�j�n�s +�+n ej�n�s)�N 0�n(kR0(1� �h2 ))J�n(kR0(1� �r)) (2.19)�J 0�n(kR0(1� �h2 ))N�n(kR0(1� �r)�;satisfaisant à la ondition de Neumann homogène (�rp = 0) aux parois r = �h=2. Les nombres d'ondeangulaires �n sont les solutions de la relation de dispersionN 0�(kR0(1� �h2 ))J 0�(kR0(1 + �h2 ))� J 0�(kR0(1� �h2 ))N 0�(kR0(1 + �h2 )) = 0 (2.20)pour une valeur donnée de k = !=0, où J� et N� sont les fontions de Bessel et de Neumann respe-tivement [41℄.
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R0=hFig. 2.3: Première fréquene de oupure dans un oude, adimensionnée par h, en fontion duparamètre R0=h.Les fréquenes de oupure des modes sont les solutions k de l'équation (2.20) ave � = 0 [55℄. Laourbe de la �gure 2.3 montre l'évolution de la première fréquene de oupure kh ave le paramètreR0=h : elle est toujours supérieure à � - sa valeur dans un guide droit - et tend naturellement versette limite pour de petites valeurs de la ourbure, .-à-d. de grandes valeurs de R0=h. Les fréquenesde oupure d'un oude dans lequel les solutions de l'équation d'onde satisfont à la ondition de Diri-hlet aux parois (guides életromagnétiques ou quantiques) sont inférieures à elles d'un guide droit.Il est don possible de mettre en évidene des modes piégés dans un oude reliant deux guides droitssemi-in�nis [44, 68, 28℄. Le fait que les fréquenes de oupure dans un oude � aoustique � soientsupérieures à elles d'un guide droit remet en ause e résultat et il semble beauoup moins aisé demontrer l'existene de modes piégés dans e type de géométrie.Pour un oude de longueur �nie, l'expression (2.19) est aussi une solution analytique exate, maisave des onditions aux limites à l'entrée et à la sortie du oude qui doivent être déterminées ; e point



26 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbesera abordé dans la suite pour la formulation multimodale de e problème. On se restreint maintenantau premier mode p(r; s) = ��0 e�j�0�s�N 0�0(kR0(1� �h2 ))J�0(kR0(1� �r)) (2.21)�J 0�0(kR0(1� �h2 ))N�0(kR0(1� �r)�:2.3.2.2 Approhe multimodalePour pouvoir aluler le premier mode de oude ave la méthode multimodale, la longueur del'axe du oude, sur laquelle les équations matriielles pour l'impédane et la pression seront intégrées,doit être �nie. Deux onditions aux limites, l'une en amont du oude et l'autre en aval, doivent donêtre déterminées, qui seront les onditions initiales pour l'intégration des équations multimodales. Uneondition initiale en s = sf pour l'intégration de l'équation de Riati est obtenue en projetant sur labase ( �)�2N la relation �p�s = �j �0R0 p;déduite de la solution exate (2.21) ; il vient Zr = kR0�0 B:A l'entrée du oude, P(0) est alulé en projetant l'équation (2.21) en s = 0 sur ( �)�2N :8� 2 N; P�(0) = A���0 h=2Z�h=2 �N 0�0(kR0(1� �h2 ))J�0(kR0(1� �r))�J 0�0(kR0(1� �h2 ))N�0(kR0(1� �r)� os ���h (r � h2 )� dr:Ave es deux onditions et les équations (2.11) et (2.12) ou (2.13) le hamp de pression dans le oudepeut être alulé (f. �2.2.3) et omparé ave la solution exate (2.21).2.3.2.3 RésultatsLes paramètres géométriques du oude sont hoisis de telle sorte que R0=h = 1 et sf=R0 = �=2,et la fréquene est telle que kh = �=4 ; le nombre d'onde �0 vaut dans e as 0.76. La solution exate(2.21) et elle issue du alul multimodal, alulée ave 17 modes, s'aordent parfaitement (�g. 2.4).En outre, la méthode multimodale donne un hamp de pression dont le module est indépendant de laoordonnée axiale s et la phase indépendante de r, omme 'est le as pour la solution (2.21) : l'éartmaximum par rapport à la valeur moyenne est en e�et dans haque as inférieur à 0.001%.A�n de déterminer la vitesse de onvergene de la méthode multimodale, la solution analytique(2.21) est prise omme solution de référene et on dé�nit l'erreur
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Fig. 2.4: Champ de pression (partie réelle) pour le premier mode de oude, alulé (a) analytique-ment, (b) ave la méthode multimodale ; R0=h = 1, sf=R0 = �=2, kh = �=4.
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Fig. 2.5: Convergene de la méthode multimodale. Le logarithme de l'erreur, log10(�), est traéen fontion du nombre de modes pour la on�guration représentée sur la �gure 2.4.



28 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbe
� = �RS kp� prefk2 dSRS kprefk2 dS �1=2 (2.22)où S est la surfae représentée sur la �gure 2.4. L'erreur � est donnée sur la �gure 2.5 en fontiondu nombre N de modes pris en ompte dans le alul numérique : elle déroît de façon monotone,suivant une loi géométrique en 1=N3:23�0:1. La méthode multimodale onverge don rapidement versla solution exate.2.3.3 ConlusionDans haun des exemples présentés dans ette setion, la méthode multimodale a été validée,donnant des résultats en parfait aord ave les solutions analytiques. En outre, pare que le seondexemple - le alul du premier mode de oude - n'est pas limité à des valeurs partiulières de la fréqueneet des paramètres géométriques, il onstitue une validation intéressante de la méthode multimodaledans les oudes de setion onstante. La solution herhée dans e deuxième exemple est de plus unesolution non triviale au regard de notre méthode, et elle a été alulée ave une très grande préision.2.4 AppliationsNous présentons dans ette setion un exemple d'appliation de la méthode multimodale pour laaratérisation d'un oude partiulier, qui a déjà fait l'objet d'études expérimentales et numériques(di�érenes �nies) publiées [12℄.Le guide est onstitué d'un oude reliant deux guides droits semi-in�nis (�g. 2.6), ave R0=h = 0:625et sf=R0 = 2:62. Le hamp de pression représenté sur la �gure 2.6 est alulé ave 15 modes suivantla proédure dérite au paragraphe 2.2.3. Le alul du hamp dans les parties droites est e�etué àl'aide des équations données au paragraphe 1.2.1. Une ondition de type piston en pression (P� = Æ�0)est imposée à une distane 2h en amont du oude, à une fréquene telle que kh = 3. Cette fréqueneétant inférieure à la première fréquene de oupure �, seul le mode plan est propagatif dans les partiesdroites du système onsidéré. L'e�et de la ourbure sur le pro�l de pression dans le oude peut donêtre appréié, de même que l'in�uene des modes évanesents dans les parties droites, même relati-vement loin des disontinuités. Ainsi, malgré la fréquene, relativement basse, et le type de soure,parfaitement uniforme, le hamp aoustique obtenu est loin d'être trivial.Le oe�ient de ré�exion en amplitude pour le mode plan (f. Pagneux et oll. [57℄) est alulé àl'entrée du oude, dans le système dérit préédemment, en fontion de la fréquene, variant entre zéroet la première fréquene de oupure (�g. 2.7). Les résultats numériques et expérimentaux de Cabelli[12℄ sont également reportés, et montrent un bon aord de la méthode multimodale ave les mesuresexpérimentales. En revanhe, alors que la méthode des di�érenes �nies semble donner des résultatssatisfaisants aux basses fréquenes, les valeurs prohes de la oupure sont sous-estimées. Deux raisonspeuvent expliquer es impréisions. La formulation de la ondition d'anéhoïité, tout d'abord : Cabelliimpose à une distane 0:8h en aval du oude une ondition assurant l'absene de ré�exion du modepropagatif et du premier mode évanesent uniquement. Prohe de la oupure, ette ondition peut
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Fig. 2.6: Champ de pression (partie réelle) dans un oude ; R0=h = 0:625, sf=R0 = 2:62. Uneondition de type piston en pression de fréquene kh = 3 est imposée à une distane 2hen amont du oude.
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Fig. 2.7: Variations du oe�ient de ré�exion en amplitude pour le mode plan ave la fréqueneadimensionnée kh=�. Méthode multimodale (�), di�érenes �nies (��) [12℄, résultatsexpérimentaux (Æ) [12℄ ; R0=h = 0:625, sf=R0 = 2:62.



30 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbes'avérer trop simpliste. En�n, le alul du oe�ient de ré�exion lui-même : Cabelli le déduit dutaux d'onde stationnaire, e qui suppose que l'onde est plane, don qu'il n'y a pas d'e�et signi�atifdes modes évanesents. Les résultats donnés préédemment, le hamp représenté sur la �gure 2.6notamment, montrent que l'e�et des modes évanesents est tout à fait signi�atif prohe de la oupure.L'hypothèse d'onde plane au niveau des disontinuités peut don être une soure notable d'erreur, quela méthode multimodale permet d'éviter dès lors qu'un nombre su�sant de modes évanesents est prisen ompte pour obtenir des résultats préis.2.5 Guide ourbe de setion variableDans ette setion, L'étude initiée par Pagneux et oll. [57, 4℄ pour les guides d'axe retiligne et desetion variable est étendue aux guides ourbes de setion variable. Une nouvelle équation de Riatipour l'impédane est déterminée et di�érents résultats de ette formulation généralisée sont présentés.Les notations utiles sont dé�nies sur la �gure 2.8.2.5.1 Formulation
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Fig. 2.8: Guide ourbe de setion variable et notations.Les modes  � sont ii fontions de r et s : �(r; s) =p2� Æ�0 os��� ri(s)� rri(s)� re(s)� :D'autre part, la ondition de Neumann sur les parois supposées rigides et parfaitement ré�éhissantesest maintenant �np = 0, n désignant la normale à la paroi. La projetion des équations (2.3) et (2.4) surla base de fontions ( �)�2N donne, en tenant ompte des deux remarques préédentes (f. annexe C),P0 = �jkBU+ (E �D)P; (2.23)U0 = 1jk (C +KB)P�DU; (2.24)



2.5 Guide ourbe de setion variable 31où D�� = 8>><>>:1� Æ�02 r0i � r0eri � re pour � = �A�A� r0i � (�1)�+�r0eri � re �2�2 � �2 pour � 6= � (2.25)et E�� = A�A� r0i � (�1)�+�r0eri � re ; (2.26)ave A� = p2� Æ�0. L'équation de Riati satisfaite par l'impédane Z, déduite des équations (2.23),(2.24) et (2.10) est dans e as :Z 0 = �jkB � 1jkZ(C +KB)Z + ZD �DZ +EZ:Les équations (2.7), (2.8) sont don simplement modi�ées par l'addition de termes, fontions de r0i et r0e,'est-à-dire des variations de la setion du guide. La même proédure que elle dérite au paragraphe2.2.3 peut maintenant être utilisée pour aluler le hamp aoustique ou le oe�ient de ré�exion d'unetelle géométrie.2.5.2 RésultatsLe guide que nous onsidérons ii est une � trompe � (�g. 2.9), reliant deux guides droits semi-in�nis, dont les largeurs hu (en amont) et hd (en aval) véri�ent hd=hu = 0:25. ri(s) et re(s) sont donnéspar ri(s) = �(hd � hu)� ssf �3 + 32(hd � hu)� ssf �2 + hu2 ;re(s) = �ri(s); (2.27)où R0 et sf véri�ent R0=hu = 1:25 et sf=R0 = 2:62. Le hamp de pression représenté sur ette �gureest alulé en prenant en ompte 15 modes, ave une fréquene telle que khu = 3. Une ondition detype piston en pression (P� = Æ�0) est imposée à une distane d = 1:25hu en amont du oude.A�n de déterminer la vitesse de onvergene de la méthode reformulée, le hamp alulé dans emême guide, en prenant d = 0 et 20 modes, est pris omme solution de référene - on suppose don laonvergene atteinte - et l'erreur (2.22) est alulée en fontion du nombre de modes pris en ompte(�g. 2.10). Elle suit une loi géométrique en 1=N2�0:5, N étant le nombre de modes. La vitesse deonvergene est don plus faible que dans le as d'une setion onstante, bien qu'elle reste relativementélevée, ar les fontions de base  � ne satisfont plus à la ondition de Neumann imposant une dérivéenormale nulle aux parois. Des travaux sont en ours pour améliorer la onvergene de la méthodemultimodale par l'utilisation de bases mixtes de modes [7℄.La �gure 2.10 montre d'autre part un omportement inattendu : l'addition des modes transversesantisymétriques (N pair) dans le alul semble n'avoir auune inidene sur l'erreur, e qui signi�e que
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Fig. 2.9: Champ de pression (partie réelle) dans une trompe ; hd=hu = 0:25, R0=hu = 1:25,sf=R0 = 2:62. ri(s) et re(s) sont donnés par les équations (2.27). Une ondition detype piston en pression de fréquene khu = 3 est imposée à une distane 1:25hu enamont du oude.la ontribution de es modes à la solution est négligeable, à l'exeption du premier mode antisymé-trique (N = 2). Cei est dû vraissemblablement à la nature du ouplage entre les modes. Rappelonsque deux auses de ouplage doivent être onsidérées dans une telle géométrie : la ourbure du guide etles variations de sa setion. La première ontribue à la génération des premiers modes d'ordres supé-rieurs seulement, les e�ets de la seonde étant ensuite prépondérants. Or le ouplage dû aux variationsde la setion est responsable de la génération de modes symétriques uniquement, du fait de la naturede la soure - un piston plan - dans notre exemple. D'où sans doute la faible in�uene des modesantisymétriques.Coe�ient de ré�exionLe oe�ient de ré�exion en amplitude pour le mode plan est alulé à l'entrée de la trompe (s = 0)en fontion de la fréquene, variant entre zéro et la première fréquene de oupure dans le tube amont,de largeur hu (�g. 2.11). Sa valeur limite pour khu = 0 est naturellement����hu � hdhu + hd ���� = 0:6 ;ette limite orrespond au oe�ient de ré�exion d'une disontinuité de setion dans un tube droit,dans la limite basse fréquene. Comme 'était le as pour le oude de setion onstante, les e�ets de laourbure s'estompent aux basses fréquenes.2.6 ConlusionUne formulation multimodale de la propagation aoustique dans un oude bidimensionnel a é miseen plae et validée. Cette méthode est valable quelles que soient les dimensions du oude et la fréquene
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Fig. 2.11: Variations du oe�ient de ré�exion en amplitude pour le mode plan ave la fréqueneadimensionnée khu=�, alulée à l'entrée de la trompe représentée sur la �gure 2.9.



34 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbede la soure, et, au ontraire de la méthode des modes de oude, elle permet de s'a�ranhir du alulpour haque fréquene des nombres d'ondes angulaires, solutions de la relation de dispersion impliitedans le oude, ainsi que des di�ultés mathématiques et numériques de raordement aux extrémités.Le raordement du oude ave des guides de géométries variées peut don aisément être envisagé. Enpartiulier, la pertinene de ette méthode pour la formulation des onditions de rayonnement a étémontrée.L'observation de l'in�uene des modes évanesents au niveau des disontinuités aux extrémités duoude montre l'importane d'une méthode prenant en ompte es modes. L'extension de la méthodemultimodale aux guides ourbes de setion variable a également été étudiée et met en évidene sonlarge hamp d'appliation.



2.6 Conlusion 35Annexe AEn intégrant sur la setion du guide l'équation d'Euler �jk(1 � �r)vs = �sp, après multipliationde elle-i par la fontion propre  �, il vient�jk h=2Z�h=2 (1� �r)vs � dr = h=2Z�h=2 �p�s � dr: (2.28)En substituant alors à p et vs les déompositions en série (2.5) et (2.6), l'équation (2.28) donne8� 2 N; �jkX�2N0B� h=2Z�h=2 (1� �r) � � dr1CAU� = h ��sP�;d'où �jkBU = P0;ave B donnée par (2.9). L'équation (2.8) se déduit de la même manière de l'équation de onservationde la masse (2.4).Annexe BOn souhaite établir par un alul en perturbation la solution de l'équation (2.15), soit(1� 2~�~r + ~�2~r2)�2p�~r2 � (~�� ~�2~r)�p�~r + ~�2 �2p�~s2 + (~�2 � 2~�3~r + ~�4~r2)
2p = 0; (2.29)qui satisfait aux onditions aux limites (2.16) et (2.17) et à la ondition de Neumann homogène auxparois. Le développement asymptotique p = �0+~��1+~�2�2+ : : : est introduit dans un premier tempsdans l'équation (2.29), puis les termes à haque ordre de ~� sont annulés :ordre 0 �2�0�~r2 = 0(�0)~s=0 = 1; ���0�~s �~s=~sf = �j
�0; ���0�~r �~r=�1=2 = 0ordre 1 �2�1�~r2 = 0(�1)~s=0 = 0; ���1�~s �~s=~sf = �j
�1; ���1�~r �~r=�1=2 = 0



36 2 Analyse multimodale de la propagation aoustique dans un guide d'ondes ourbeordre 2 �2�2�~r2 + �2�0�~s2 +
2�0 = 0(�2)~s=0 = 0; ���2�~s �~s=~sf = �j
�2; ���2�~r �~r=�1=2 = 0ordre 3 �2�3�~r2 + �2�1�~s2 +
2�1 � 2~r
2�0 = 0(�3)~s=0 = 0; ���3�~s �~s=~sf = �j
�3; ���3�~r �~r=�1=2 = 0ordre 4 �2�4�~r2 � 2~r�2�3�~r2 � ��3�~r + �2�2�~s2 +
2�2 � 2~r
2�1 + ~r2
2�0 = 0(�4)~s=0 = 0; ���4�~s �~s=~sf = �j
�4; ���4�~r �~r=�1=2 = 0Cet ensemble de problèmes linéaires simples peut maintenant être résolu pour aluler les fontions�0, �1 et �2, et par onséquent la solution (2.18) à l'ordre 2 en ~�.Annexe CLorsque les fontions propres  � dépendent de s, on utilise la règle de Leibniz pour aluler laprojetion de �sp (ou �svs) sur la base ( �)�2N :riZre �p ��s dr = ��s 0� riZre p � dr1A� r0i[p �℄ri + r0e[p �℄re :Compte tenu de l'égalité riZre �p�s � dr = riZre �p ��s dr � riZre p� ��s dr;il vient riZre �p�s � dr = (ri � re) �P 0� +D��P� �E��P�� ;ave les matries D et E données par (2.25) et (2.26).



2.6 Conlusion 37D'autre part, la projetion de �r((1� �r)�rp) dans l'équation (2.3) fait apparaître le terme[(1� �r)�rp �℄rire : (2.30)La ondition aux parois étant �p�n = �p�r � r0i;e(1� �ri;e)2 �p�s = 0; (2.31)où n désigne la normale à la paroi, on alule (2.30) en substituant �sp à �jk(1 � �r)vs dans (2.31) :�p�r = �jk r01;21� �r1;2 vs:Ainsi, �(1� �r)�pr  ��rire = �jkE��U�:





Chapitre 3Analyse multimodale de la propagationaoustique dans un oude de setionirulaireCe hapitre est présenté sous la forme d'un artile publié dans la revue Wave Motion en août 2002[22℄, traduit, adapté et omplété.3.1 IntrodutionDans le système de oordonnées toroïdales, adapté à l'expression des onditions aux limites auxparois d'un oude de setion irulaire, 'est-à-dire dans lequel ette géométrie est séparable (f. �1.1.1),l'équation de Helmholtz n'est, quant à elle, pas séparable [52℄. La résolution de e problème n'est donpas triviale, et, par onséquent, relativement peu de travaux ont été publiés sur e sujet ; dans la plu-part des as des méthodes approhées ou purement numériques ont été adoptées (voir [64℄ pour unerevue).Cummings [15℄, qui est l'un des premiers à avoir souligné le problème posé par l'impossibilitéde � séparer � l'équation d'onde dans le système de oordonnées toroïdales, a suggéré, sur la basede mesures expérimentales, de diviser le domaine - le oude - en une superposition de tranhesde setion retangulaire, toutes dans le plan du oude. Chaune de es tranhes est un oude desetion retangulaire dans lequel une résolution analytique est possible. Plus simplement, toujoursselon Cummings, il est raisonnable de onsidérer un unique oude équivalent de setion retangulaire,dont la largeur est égale au diamètre de la setion irulaire originale et la hauteur est telle que l'airede la setion retangulaire est égale à elle de la setion irulaire. La méthode � par tranhes � a étéutilisée en 1983 par Keefe et Benade [34℄ pour l'analyse de oudes dont la ourbure est importante,dans la limite des grandes longueurs d'onde, puis par Nederveen [54℄ en 1998. En limitant l'étude auxguides de ourbure faible, des solutions approhées de l'équation d'onde ont été onstruites par uneapprohe en perturbation [61, 73℄.Outre es méthodes approhées, des méthodes numériques ont également fait l'objet de publiations,dont une méthode d'éléments de frontière (El-Raheb et Wagner [20℄), et un alul basé sur les équations39



40 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulaired'Euler 2D [16℄.Une autre approhe a été proposée par Firth et Fahy [23℄ pour déterminer les modes de tore,'est-à-dire les modes d'un oude de setion irulaire, par une méthode spetrale. Dans ette étude,les solutions sont supposées de la forme A(r; �)exp(jkss), où (r; �; s) sont les oordonnées toroïdales(�g. 3.1). Les solutions A(r; �) - les modes de tore -, qui ne sont pas séparables en r et �, sont éva-luées sous forme d'un développement sur les modes transversaux d'un guide droit. Les auteurs ontévalué l'allure des modes et les onstantes de propagation ks de es modes de tore, ainsi que les oef-�ients de ré�exion et de transmission pour un oude d'angle �=2 rad, en onsidérant une onde planeinidente et une ondition de non-ré�exion à haque extrémité, en amont et en aval du oude. Plusréemment, Furnell et Bies [25, 26℄ ont mis en plae une méthode similaire, de type Rayleigh-Ritz,pour le alul des fontions propres transverses dans un guide ourbe de setion arbitraire, ave uneappliation à un oude de setion elliptique. Les solutions obtenues ont été utilisées pour aluler lesmatries aratérisant les propriétés modales de ré�exion et de transmission du oude. Ces approhespour déterminer les modes de tore � non séparables � sont toutefois di�iles à mettre en plae nu-mériquement, entre autres pare qu'il est néessaire de realuler les modes pour haque fréquene, etdu fait de la di�ulté pour raorder les solutions obtenues dans le oude ave les solutions extérieures.Nous présentons dans e hapitre la formulation d'une méthode modale exate pour l'analyse dela propagation aoustique dans les oudes tri-dimensionnels de setion irulaire. Cette méthode estpartiulièrement intéressante, tant d'un point de vue théorique que pratique, ar elle n'est pas limitéeà des valeurs partiulières des paramètres géométriques et de la fréquene, et permet en outre un alulalgébrique de la matrie de di�usion d'un oude, et par onséquent, omme nous le verrons, de presquetout système usuel de onduits. Cette approhe multimodale a déjà été validée pour les guides d'ondesd'axe retiligne et de setion variable ([57, 4℄, f. se. 1.2) et pour les guides ourbes bidimensionnelsde setion onstante ou variable ([21℄, f. h. 2). Son extension aux oudes de setion irulaire ouvreun grand hamp d'appliations, la plupart des sysèemes de onduits pratiquement renontrés étantde setion irulaire. D'autre part, outre le fait qu'auune solution analytique exate de l'équationd'onde ne peut être obtenue en oordonnées toroïdales, les alternatives à la méthode multimodale sontbeauoup plus ontraignantes : les modes de tore, dont la détermination n'est pas simple omme nousl'avons vu, ou des méthodes purement numériques qui néessitent des maillages 3D et/ou de lourdesimplémentations.La première partie de e hapitre est onsarée à la dé�nition du problème et à la formulation de laméthode multimodale. Les grandeurs utiles sont introduites et les prinipales étapes de la formulationsont données, des informations plus détaillées pouvant être obtenues dans les deux hapitres préédents.Un exemple de alul du hamp de pression est présenté dans une seonde partie pour évaluer la vitessede onvergene de la méthode. En�n, un alul algébrique de la matrie de di�usion est proposé, suivid'exemples d'appliation pour la aratérisation de oudes et de systèmes plus omplexes.3.2 FormulationSoit une setion de ourbure �nie et onstante d'un guide d'ondes à trois dimensions de setionirulaire (�g. 3.1). Les notations sont elles du hapitre préédent, et r0 est le rayon de setion du



3.2 Formulation 41guide. Les parois sont supposées rigides, parfaitement ré�éhissantes et on se plae dans le adre del'aoustique linéaire, adiabatique, dans un �uide au repos.PSfrag replaements
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Fig. 3.1: Guide ourbe de setion irulaire et système de oordonnées.Les oordonnées adaptées à l'expression des onditions aux parois d'un guide de ourbure onstanteet de setion irulaire sont les oordonnées toroïdales (r; �; s) (�g. 3.1). Dans e système de oordon-nées, les équations (2.1) et (2.2), issues des équations de onservation de la quantité de mouvement(1.1) et de onservation de la masse (1.2), s'érivent (f. annexe A)8>>>>><>>>>>:�jkvr = �p�r�jkv� = 1r �p���jkvs = 11� �r os� �p�s ;�vr�r +�1r � � os�1� �r os�� vr + 1r �v��� + � sin�1� �r os�v�+ 11� �r os� �vs�s = �jkp;où vr, v� et vs sont les omposantes de la vitesse v et � = 1=R0 est la ourbure de l'axe du oude. Lesomposantes vr et v� éliminées, es équations donnent�p�s = �jk(1 � �r os�)vs; (3.1)�vs�s = 1jk� (1� �r os�)k2p+ (1� �r os�)�2p�r2 (3.2)+ (1� 2�r os�)1r �p�r + (1� �r os�) 1r2 �2p��2 + 1r� sin��p���:



42 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulaireLa pression p et la vitesse longitudinale vs sont alors projetées sur la base orthonormée ( �) desmodes transversaux d'un guide droit de rayon r0 (f. �1.1.3) :p(r; �; s) =X� P�(s) �(r; �); (3.3)vs(r; �; s) =X� U�(s) �(r; �); (3.4)où P� et U� sont des fontions salaires. Le paramètre � étant un triplet d'entiers, p et vs sont iiexprimées sous la forme d'une somme triple, qui peut avantageusement être simpli�ée en une sommesimple. En e�et, le guide ayant un plan de symétrie parallèle au plan du tore ontenant le oude, unedistribution de soures symétrique par rapport à e plan produira un hamp aoustique égalementsymétrique ; de la même manière, une distribution de soures antisymétrique produira un hamp anti-symétrique [23℄. En d'autres termes, il n'y a auun ouplage entre les modes aratérisés par un indiede symétrie � = 1 (modes symétriques) et eux aratérisés par � = 0 (modes antisymétriques). Nouspouvons don éliminer la somme sur ette indie et onsidérer deux problèmes similaires et indépen-dants. Sans ette symétrie on observerait un ouplage entre les modes symétriques et antisymétriques,sans que ela ompromette la formulation de la méthode multimodale. D'autre part, la double sommesur les indies radial et ironférentiel peut être réduite à une somme simple en lassant les modes � par ordre roissant de leur fréquene de oupure. Ainsi, on onsidérera dans la suite que � a unevaleur �xe, déterminée par la soure, et que � est un entier positif (assoié aux indies m et n),  0orrespondant au mode plan.Les déompositions modales (3.3) et (3.4) sont érites vetoriellement :p = t P;vs = t U:En projetant sur la base des fontions  � les équations (3.1) et (3.2), il vientP0 = �jkBU; (3.5)U0 = 1jk (C +KB)P; (3.6)ave 8(�; �) 2 N2 ; K�� = (k2 � 2mnr20 )Æ�� ;où mn est le (n+1)ème zéro de J 0m, dérivée de la fontion de Bessel d'ordre m (f. �1.1.3). Les matriesB et C sont données en annexe B ; omme dans le as à deux dimensions (f. �2.2.1), es matries nedépendent que des paramètres géométriques, et n'ont don pas à être realulées pour haque fré-quene. Telles qu'elles sont érites, les équations di�érentielles ouplées (3.5) et (3.6) sont identiquesaux équations (2.7) et (2.8) obtenues au hapitre préédent pour le problème à deux dimensions. Nous



3.3 Calul du hamp : étude de la onvergene 43rappelerons don uniquement les prinipales étapes de la formulation de la méthode multimodale, etle leteur pourra se référer aux hapitres 1 et 2 pour d'éventuelles préisions.Du fait de la présene de modes évanesents (orrespondants à K�� < 0), les équations (3.5) et(3.6) sont numériquement instables et ne peuvent être intégrées diretement. Ce problème est évité enalulant les valeurs de la matrie impédane, donnée par P = ZU, le long du guide. Z est solutionde l'équation de Riati Z 0 = �jkB � 1jkZ(C +KB)Z:L'impédane onnue, les hamps de pression et de vitesse peuvent être alulés à l'aide des équationsP0 = �jkBYP;U0 = 1jk (C +KB)ZU;où Y est la matrie admittane (Y = Z�1). Ainsi reformulées, es équations sont numériquementstables. Ce formalisme permet notamment d'étendre le alul de Z, P et U à tout type de guidede setion irulaire en amont ou en aval du oude et permet, par onséquent, l'étude de systèmesomplexes.3.3 Calul du hamp : étude de la onvergeneNous supposons dans ette setion que la région (III) en aval du oude (�g. 3.1) est un guide droitsemi-in�ni de setion onstante. La ondition de rayonnement est don l'impédane aratéristique Z,diagonale et donnée par 8� 2 N; Z� = kk� ; (3.7)où k� = 8>><>>:rk2 � � mnr0 �2 pour les modes propagatifs,�jr�mnr0 �2 � k2 pour les modes évanesents. (3.8)
Le hamp de pression étant obtenu à l'aide des équations données préédemment, les quantités �1et �2 suivantes sont dé�nies pour évaluer la vitesse de onvergene de la méthode :�1 =  R�=0;� kp� prefk2 (1� �r)drdsR�=0;� kprefk2 (1� �r)drds !1=2 ;



44 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulaire
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Fig. 3.2: Champ de pression (partie réelle) ; R0=r0 = 2:5, �f = sf=R0 = �2 , kr0 = 2:4.
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Fig. 3.3: Convergene de la méthode multimodale.



3.4 Propriétés de di�usion 45
�2 =  Rs=sf kp� prefk2r drd�Rs=sf kprefk2r drd� !1=2 ;où la solution de référene pref est elle obtenue par la méthode multimodale ave 30 modes prisen ompte dans le alul, en supposant don que la onvergene est atteinte. L'erreur �1 est intégréesur la surfae représentée sur la �gure 3.2 à gauhe et �2 est alulée sur la setion A - A' (�g. 3.2à droite). Une ondition de type piston en pression est imposée à l'entrée du oude (s = 0), et lesparamètres sont R0=r0 = 2:5, �f = sf=R0 = �=2 et kr0 = 2:4. Les erreurs �1 et �2 déroissent quand lenombre N de modes pris en ompte dans le alul numérique augmente, suivant une loi géométriqueen 1=N2:5�0:3 (�g. 3.3). Chaque mode introduit dans le alul ontribue bien sûr de manière di�érenteà la onvergene de la solution. Ainsi, outre les premiers modes, les 7e, 13e ou 22e modes dans notreexemple (�g. 3.3) ontribuent de manière signi�ative à la onvergene, quand la ontribution d'autresmodes (par exemple les 8e, 11e, 14e, 16e, : : :) semble négligeable. Les 7e, 13e et 22e modes sont euxdont l'indie ironférentiel m vaut 1, soit eux ayant des symétries similaires à elles de la solutiontransverse (voir la setion A - A' sur la �gure 3.2). Par ontre, eux dont la ontribution semblenégligeable sont essentiellement des modes � ironférentiels �, ave de relativement grandes valeursde m. Au vu des faibles variations de la solution ave �, il est lair que es modes apportent uneinformation d'importane seondaire. Comme nous l'avons préisé préédemment, les modes ont étélassés par ordre roissant de leur fréquene de oupure ; il apparaît don qu'un autre arrangementpourrait aroître la vitesse de onvergene, sous réserve toutefois d'une onnaissane a priori dessymétries de la solution.3.4 Propriétés de di�usionLa suite de e hapitre onerne l'appliation de la méthode multimodale à l'étude des propriétésde di�usion d'un oude, dans la présente setion, et de systèmes plus omplexes, dans la suivante.Soient P(i), P(r) et P(t) les ondes inidente, ré�éhie et transmise, respetivement, par le oude. Lesrelations P(r) = RP(i) et P(t) = TP(i) dé�nissent les matries R et T aratérisant les propriétés mo-dales de ré�exion et de transmission du oude. Lorsque l'impédane à l'entrée du oude est onnue, lamatrie des oe�ients de ré�exion R peut aisément être obtenue, sans qu'il soit néessaire de alulerle hamp aoustique au préalable ou de dé�nir une soure, omme on l'a vu au hapitre préédent (voirégalement [57℄) : on a R = Z(Z + Z)�1(Z � Z)Z�1 , où Z est l'impédane d'entrée du oude et Zl'impédane aratéristique (éq. 3.7 et 3.8). En outre, lorsque la setion du guide est onstante, et 'estle as dans notre étude à l'exeption de la setion 2.5, le formalisme que nous avons adopté nous per-met de proposer pour R et T une formulation algébrique (f. annexe C). Cette formulation, similaire àelle publiée par Tam [71℄, est partiulièrement intéressante dans la mesure où elle permet de alulerles matries ré�exion et transmission par simple inversion de matries d'ordre Nmodes �Nmodes, et nenéessite don auun proessus itératif ni auune intégration numérique.Sur la �gure 3.4 sont représentés les modules des oe�ients de ré�exion R00, R10, R20 et detransmission T00, T10, T20 du oude onsidéré dans la setion 3.3, dont les dimensions sont R0=r0 = 2:5
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Fig. 3.4: Coe�ients de ré�exion et transmission du oude : méthode multimodale.
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Fig. 3.5: Coe�ients de ré�exion et transmission du oude : résultats de Firth et Fahy [23℄. Lareprésentation (ordre des �gures, axes, éhelles, ...) est identique à elle de la �gure 3.4.



3.5 Résonanes de avités annulaires 47et �f = �=2. La fréquene varie de zéro à deux fois la première fréquene de oupure dans un guidedroit : kr0 2 [0; 210℄. Pour � 2 N, R�0 (respetivement T�0) donne la ontribution de l'onde planeinidente au (� + 1)ème mode ré�éhi (respetivement transmis). Les di�érents paramètres ont étéhoisis pour permettre une omparaison ave les résultats publiés par Firth et Fahy [23℄ : l'aordentre es résultats et le alul algébrique est très bon (�g. 3.5).3.5 Résonanes de avités annulairesNous disposons ave la formulation algébrique des matries des oe�ients de ré�exion et detransmission d'une méthode simple et direte pour déterminer les propriétés de di�usion d'un oude.Mais e résultat rend également possible la aratérisation de systèmes plus omplexes. A titred'exemple, nous présentons dans ette setion une appliation pour le alul des fréquenes de résonanede deux systèmes annulaires.3.5.1 Matrie de di�usion et alul des fréquenes de résonanePSfrag replaementsPAPB PCPDFig. 3.6: Elément di�useur dans un guide d'ondes.Considérons un élément quelonque d'un guide d'ondes (�g. 3.6) ; la matrie de di�usion de etélément relie les ondes � sortantes � PC et PB aux ondes � entrantes � PA et PD : PCPB ! = S PAPD ! :Elle s'érit don S =  T R'R T' ! ; (3.9)où R et T sont les matries des oe�ients de ré�exion et de transmission d'une onde inidente sepropageant vers la droite, et R0 et T 0 les matries des oe�ients de ré�exion et de transmission d'uneonde inidente se propageant vers la gauhe. Si l'élément di�useur est symétrique, la matrie S estsymétrique par blos : R = R0, T = T 0. Dans le as d'un oude, les matries R et T peuvent êtrealulées analytiquement omme nous l'avons vu. Il en est de même pour la matrie de transmissiond'un segment droit, dont l'expression est rappelée en annexe D (la matrie de ré�exion est nulle danse as). Considérons maintenant un système omposé d'une suession de di�érents éléments. Si la



48 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulairematrie de di�usion de haque élément est onnue, il est possible, par un alul itératif, de détermineranalytiquement la matrie de di�usion Ssys: du système omplet (f. annexe D), et d'aéder ainsi àses propriétés de ré�exion et de transmission. De plus, si e système est fermé - il s'agit alors d'uneavité annulaire - la formulation de la ondition de fermeture onduit à la relation de dispersiondet(Ssys: � I) = 0; (3.10)où I est la matrie identité (I�� = Æ��). Les solutions de l'équation (3.10) sont les fréquenes derésonane de la avité.3.5.2 Résonanes d'une avité toriqueLe tore est un oude d'angle 2� dont la matrie de di�usion Store peut être alulée diretement aveles expressions de R et T données en annexe C. Les solutions de l'équation (3.10), ave Ssys: = Store,qui traduit le fait que e oude est fermé sur lui-même, nous donnent les fréquenes de résonane dutore.Tab. 3.1: Fréquenes de résonane du tore, adimensionnées par 10=r0. Seules les fréquenesinférieures à la première fréquene de oupure 10=r0 sont données. Première olonne :Store est la matrie de di�usion d'un oude d'angle total 2�, alulée ave 15 modes ;deuxième olonne : Sapprox: est la matrie de di�usion d'un tube droit de longueur 2�R0,alulée ave 15 modes ; troisième olonne : résultats déduits des ourbes de dispersionpour le premier mode de tore, publiées par Firth and Fahy [23℄.det(Storus � I) = 0 det(Sapprox: � I) = 0 Firth & Fahy0.2210 0.2173 0.220.4367 0.4345 0.440.6434 0.6518 0.640.8397 0.8690 0.84Les fréquenes obtenues pour un tore dont les dimensions sont telles que R0=r0 = 2:5 sont donnéesdans la première olonne du tableau 3.1. Seules les fréquenes inférieures à la première fréquene deoupure 10=r0 (f. �1.1.3) sont données. La deuxième olonne du tableau montre les mêmes résultats,mais ette fois sans prendre en ompte les e�ets de ourbure, 'est-à-dire en onsidérant un segmentdroit de longueur 2�R0, la longueur de l'axe du tore, auquel on impose arti�iellement la ondition(3.10). Ces résultats sont omparés ave des valeurs déduites des ourbes de dispersion publiées parFirth et Fahy [23℄ pour le premier mode de tore. Bien que l'e�et de la ourbure soit a priori faible danse domaine de fréquene - les résultats des deux premières olonnes sont très prohes - il est tout demême possible de distinguer les résultats des première et troisième olonnes de eux de la deuxième1,don de mettre en évidene et e�et.1malgré la plus faible préision ave laquelle nous avons pu déduire es valeurs des ourbes de Firth et Fahy (tab. 3.1)



3.5 Résonanes de avités annulaires 493.5.3 Résonanes d'une avité annulaire omportant des parties droitesNous nous intéressons maintenant à une avité annulaire plus omplexe, omposée de oudes d'angle�=2 et de segments droits de longueurs l1 et l2 (�g. 3.7). La matrie de di�usion de haque élémentétant onnue, la matrie globale Sann: est alulée itérativement par la formule donnée en annexe D.Les zéros de jSann: � Ij sont alors alulés a�n de déterminer les fréquenes de résonane de etteavité (�g. 3.8). A nouveau es résultats sont omparés ave eux obtenus sans prendre en ompte lese�ets de ourbure, 'est-à-dire en alulant les fréquenes de résonane d'un guide droit de longueur2l1 + 2l2 + 2�R0 arti�iellement fermé. Les dimensions de la avité sont telles que R0=r0 = 1:25,l1=r0 = 1:5, et l2=r0 = 0:75.
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Fig. 3.7: Shéma de la avité.
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Fig. 3.8: Module du déterminant de Sann:� I (�) et module du déterminant de Sapprox:� I (��)en fontion de la fréquene, où Sapprox: est la matrie de di�usion d'un guide droit delongueur 2l1 + 2l2 + 2�R0. R0=r0 = 1:25, l1=r0 = 1:5, l2=r0 = 0:75.



50 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulaireLa ourbure des oudes étant relativement grande, les résultats des deux approhes se distinguentrapidement lorsque la fréquene augmente. Notons d'autre part que haque zéro de la ourbe en traitplein (haque fréquene de résonane de la avité) se sépare en deux valeurs distintes. Lors du aluldes fréquenes de résonane du tore, nous n'avons pas observé e dédoublement. Les propriétés desymétrie de es géométries expliquent ette di�érene : haque valeur propre k est dégénérée deux foispour le tore, dont la géométrie est invariante par toute rotation autour de l'axe normal au plan du tore.La présene des parties droites dans la avité représentée sur la �gure 3.7 lève ette dégénéresene,ar la propriété de symétrie est perdue (ette géométrie possède seulement deux plans de symétrie).Considérons maintenant la même avité ave l1 = l2 : elle possède un plan de symétrie supplémentaire,et une valeur propre sur deux est à nouveau dégénérée (�g. 3.9).
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Fig. 3.9: Module du déterminant de Sann: � I pour l1=r0 = 1:5 et l2=r0 = 0:75 (�), et pourl1=r0 = l2=r0 = 1:125 (��). La longueur 2l1 + 2l2 + 2�R0 est la même pour esdeux avités. Les zones (a), (b) et () où les déterminants s'annulent sont représentéesau-dessus à plus petite éhelle.3.6 ConlusionUne méthode multimodale pour l'analyse de la propagation aoustique dans un oude de setionirulaire a été mise en plae. Grâe au alul de l'impédane le long du guide, ette méthode estadaptée à la formulation des onditions de rayonnement et à l'étude de guides assemblés.Quels que soient la fréquene de la soure et les dimensions du oude, une aratérisation direte etpréise est possible par l'impédane d'entrée ou les propriétés de ré�exion, sans qu'un alul préalabledu hamp ou que des hypothèses sur la soure soient néessaires. Une formulation algébrique des



3.6 Conlusion 51matries des oe�ients de ré�exion et de transmission a été donnée, qui permet l'étude des propriétésde di�usion et les résonanes de systèmes omplexes.La formulation de la méthode multimodale dans un oude dont la setion n'est ni retangulaire niirulaire est réalisable de la même manière, dès lors qu'une base de fontions propres est déterminée.



52 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulaireAnnexe ALes oordonnées toroïdales utilisées dans e hapitre sont r 2 [0; r0℄, � 2 [0; 2�[ et s 2 [0; sf ℄(�g. 3.1). Elles sont orthogonales et l'élément di�érentiel dr est donné pardr = hrdrûr + h�d�û� + hsdsûs;ave hr = 1, h� = r, hs = 1��r os�. Les opérateurs gradient et divergene sont don dans e systèmede oordonnées rf = �f�r ûr + 1r �f�� û� + 11� �r os� �f�s ûset r:F = �Fr�r +�1r � � os �1� �r os��Fr + 1r �F��� + � sin�1� �r os�F�+ 11� �r os� �Fs�s ;où f est une fontion salaire de r, � et s et F = (Fr; F�; Fs) une fontion vetorielle.Annexe BLe paramètre � est assoié aux indies ironférentiel et radial m et n, et � aux indies � et �.B�� = Æ�� �A�A� ��r20Jm� r0Z0 r2Jm(mnrr0 )J�(��rr0 )dr;C�� = A�A� mn��r30 Jm� r0Z0 rJm+1(mnrr0 )J�(��rr0 )dr�A�A�m ��r20�Jm� �Hm�� r0Z0 Jm(mnrr0 )J�(��rr0 )dr;où Jm� = 2�Z0 os� sin (m�+ ��2 ) sin (��+ ��2 )d�= �2 Æjm��j;1�1 + (Æ�1 � Æ�0)(Æm0 + Æ�0)�;et



3.6 Conlusion 53
Hm� = 2�Z0 sin� os (m�+ ��2 ) sin (��+ ��2 ) d�= �2�Æ��m;1(1� (Æ�1 � Æ�0)Æm0)� Æm��;1(1 + (Æ�1 � Æ�0)Æ�0)�:Annexe CUne formulation algébrique des matries ré�exion et transmission, similaire à elle proposée parTam [71℄, est développée dans ette annexe.Le système que nous onsidérons (�g. 3.1) est onstitué d'un oude de ourbure onstante joignantdeux guides droits semi-in�nis. Les ondes inidente et ré�éhie dans la région (I) et transmise dans larégion (III) sont érites respetivement :p(i) =X�2N P (i)�  �(r; �)ej(!t�k�s); (3.11)p(r) =X�2N P (r)�  �(r; �)ej(!t+k�s); (3.12)et p(t) =X�2N P (t)�  �(r; �)ej(!t�k�s): (3.13)Dans la région (II), on déduit des équations (3.5) et (3.6) une équation di�érentielle du deuxièmeordre pour P : P00 +B(C +KB)P = 0: (3.14)Une solution générale de (3.14) peut être onstruite en fontion des valeurs propres �21 ; �22 ; : : : et desveteurs propres x1;x2; : : : de la matrie B(C +KB) :P = XD(s)C1 +XD�1(s)C2; (3.15)où X = [x1;x2; : : :℄ et D(s) est diagonale, donnée parD�(s) = e�j��s;ave �� = (p�2� si �2� > 0;�jp��2� si �2� < 0:



54 3 Propagation aoustique dans un oude de setion irulaireLes veteurs C1 et C2 sont des onstantes arbitraires. Le terme XD(s)C1 dans (3.15) orrespond auxondes aller (se propageant vers la région (III)), le deuxième terme orrespondant aux ondes retour (sepropageant vers la région (I)).On raorde maintenant la solution pour la pression dans le oude et sa dérivée normale (parallè-lement à l'axe du guide) aux solutions (3.11), (3.12) et (3.13) au niveau des disontinuités :en s = 0, P(i) +P(r) = XC1 +XC2; (3.16)jkY(P(i) �P(r)) = B�1X��1(C1 �C2); (3.17)et de la même manière en s = sf , P(t) = X(DC1 +D�1C2); (3.18)jkYP(t) = B�1X��1(DC1 �D�1C2); (3.19)ave D = D(sf ), Y l'admittane aratéristique (Y� = k�=k), et où le �ème terme de la matriediagonale � est 1=j��. On a B�1X��1 = �jkHY , ave H = 1jk(C +KB) et Y = X�. Les équations(3.16) à (3.19) donnent alors : P(i) +P(r) = XC1 +XC2�Y(P(i) �P(r)) = HY (C1 �C2)P(t) = X(DC1 +D�1C2)�YP(t) = HY (DC1 �D�1C2):Les matries de ré�exion R et de transmission T sont dé�nies respetivement par P(r) = RP(i) etP(t) = TP(i). Elles sont obtenues en résolvant le système d'équations i-dessus, en faisant attentionà ne garder que la matrie D dans les expressions de R et T . D�1 est en e�et soure de problèmesnumériques, les termes exp(p��2�sf ) pouvant être exessivement grands lorsque �2� est négatif et granden valeur absolue. On obtient don : R = ���1 ~�; (3.20)T = 4��1D(YX �HY )�1Y; (3.21)ave � = D(YX �HY )�1(YX +HY )D(X�1 + Y �1H�1Y) + (X�1 � Y �1H�1Y);~� = (X�1 + Y �1H�1Y) +D(YX �HY )�1(YX +HY )D(X�1 � Y �1H�1Y):



3.6 Conlusion 55Annexe DSoit un guide d'ondes droit de longueur �nie l ; les matries des oe�ients de ré�exion R et R0sont nulles et les matries T et T 0 diagonales et données par8� 2 N; T� = T 0� = e�jk�l:Nous nous intéressons à présent au alul de la matrie de di�usion d'un guide omposé de deuxéléments assemblés (�g. 3.10) lorsque la matrie de di�usion de haque élément est onnue.
321PSfrag replaements A+1A�1 A+2A�2 A+3A�3Fig. 3.10: Guide omposé de deux éléments assemblés.Les matries de di�usion des éléments (1� 2) et (2� 3) sontS12 =  T12 R012R12 T 012 ! et S23 =  T23 R023R23 T 023 ! ;de sorte que  A+2A�1 ! = S12 A+1A�2 ! ;  A+3A�2 ! = S23 A+2A�3 ! :A�1 et A+3 sont alors exprimées en fontion de A+1 et A�3 , pour donner l'expression suivante de lamatrie globale S13 :S13 =  T23(1�R012R23)�1T12 R023 + T23(1�R012R23)�1R012T 023R12 + T 012(1�R23R012)�1R23T12 T 012(1�R23R012)�1T 023 ! :La matrie de di�usion d'un guide omposé de n éléments sera obtenue en réitérant n� 1 fois etteopération.





Chapitre 4Prise en ompte de traitements aux paroisdans la formulation multimodale4.1 IntrodutionDans les hapitres préédents, les parois du guide étaient supposées rigides et parfaitement ré�éhis-santes, et le milieu de propagation sans visosité ni ondutivité thermique. Auun proessus dissipatifn'était don onsidéré dans la formulation de la propagation multimodale. De tels proessus peuventtoutefois être pris en ompte et élargir le hamp d'appliation de ette approhe à des problèmes plusréalistes, sans en augmenter la omplexité.L'introdution de pertes visothermiques aux parois d'un guide d'ondes a déjà été envisagée dansle adre de la théorie multimodale, pour les guides de setion variable [57, 4℄. Il su�t de modi�erdans la matrie diagonale K (dé�nie au paragraphe 1.1.4) les onstantes de propagation des di�érentsmodes en y introduisant des termes dérivant la dissipation par e�ets visothermiques aux parois. Cesexpressions des onstantes de propagation sont données par Bruneau et oll. [11℄ ; elles sont pour unguide bidimensionnel de largeur hk2m = k2 � �m�h �2 + 2k2 � Æm0h [Im("m)� jRe("m)℄ ;et pour un guide de setion irulaire de rayon r0k2mn = k2 ��mnr0 �2 + 2k 1r0(1� (m=mn)2) [Im("mn)� jRe("mn)℄ ;où "m = (1 � (m�=kh)2)"v + "t pour le guide bidimensionnel, "mn = (1 � (2mn �m2)=(kr0)2)"v + "tpour le guide de setion irulaire, ave "v = (1 + j)pk=2`1=2v et "t = (1 + j)pk=2( � 1)`1=2t . `v et`t sont des longueurs aratéristiques visqueuses et thermiques1, et  = Cp=Cv le rapport des haleursspéi�ques.Pour ertaines géométries de guides, notamment pour eux dont la terminaison est une paroi rigide(U = 0) ou un tube ouvert sans rayonnement (P = 0), la prise en ompte des pertes visothermiques1Pour l'air, dans les onditions normales de température et de pression, `v = 4:10�8m et `t = 6:10�8m.57



58 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodalepeut n'être pas seulement un ra�nement, mais une ondition néessaire pour assurer la onvergenede la méthode. L'impédane Z présente en e�et des pis in�nis dans es on�gurations (pis dus à laondition initiale Z =1 ou Z = 0) si le milieu n'est pas dissipatif, don, onrètement, la solution del'équation de Riati diverge. D'où la néessité d'introduire un méanisme de pertes.La prise en ompte des e�ets visothermiques aux parois dans le adre de la propagation multimo-dale en onduits ourbes n'a pas fait l'objet d'une étude partiulière de notre part ; elle est toutefoisenvisageable, omme pour tout autre type de géométrie, en modi�ant la matrie K omme nous venonsde le voir.L'objet de e hapitre est la prise en ompte dans la formulation multimodale de onditionsd'impédane de surfae aux parois, traduisant les e�ets d'un traitement (matériau poreux, strutureen nid d'abeille, et.). De nouvelles équations matriielles sont établies pour Z, P et U, ompte tenudes onditions d'impédane loalisée. Si le traitement est uniforme le long des parois, la formulationalgébrique des matries de ré�exion et de transmission (f. annexe C du hapitre 3) peut être généraliséeaux oudes traités. Deux expressions de l'atténuation dans un oude sont proposées. L'une est dé�niepour une onde inidente donnée, et prend en ompte le ouplage entre les modes et les e�ets de di�usionà l'entrée et à la sortie de la zone traitée. L'autre, plus générale, est déduite de la ondutane du guidetraité, dans l'hypothèse d'une soure inohérente. Ces deux expressions sont utilisées pour l'étude deplusieurs on�gurations de oudes traités en parois par un matériau poreux, et nous mettons en évideneles prinipales aratéristiques de la propagation en onduit ourbe traité.4.2 Formulation multimodaleLa formulation établie au ours des hapitres préédents (se. 2.2 et 3.2) pour les oudes à deuxet trois dimensions est reprise dans ette setion, en onsidérant des onditions d'impédane loaliséeaux parois.4.2.1 Problème à deux dimensionsLes hypothèses et notations sont elles adoptées au hapitre 2 (f. �g. 4.1). Les équations deonservation de la quantité de mouvement et de onservation de la masse s'érivent dans le repère(ûr; ûs) �jk(1� �r)vs = �p�s ; (2.3)�jk(1� �r)p = �vs�s � 1jk ��r �(1� �r)�p�r �: (2.4)Les onditions d'impédane aux parois sont��p�r�r=h=2 = �jk�1p; ��p�r�r=�h=2 = jk�2p; (4.3)



4.2 Formulation multimodale 59PSfrag replaements
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Fig. 4.1: Guide de ourbure onstante et système de oordonnées. L'e�et des traitements desparois est traduit par les admittanes loalisées �1 et �2.où �1 = �00=z1 et �2 = �00=z2 sont des admittanes réduites, et z1 = z1(!) et z2 = z2(!) les impé-danes de surfae des parois interne et externe respetivement.Les fontions propres solutions de d2r2 � = ��2� � et satisfaisant aux onditions (4.3) ne peuventêtre obtenues simplement, aussi la pression p et la vitesse longitudinale vs sont-elles développées surla base des fontions propres du guide rigide droit �(r) =p2� Æ0� os ���h (r � h2 )�satisfaisant à la ondition de Neumann homogène aux parois (f. �2.2.1) :�d �dr �r=�h=2 = 0:Les fontions propres  � et la pression ne satisfont pas à la même ondition aux parois dans le oude ;on peut don s'attendre à e que la prise en ompte d'admittanes aux parois � ralentisse � la onver-gene de la méthode multimodale, omme 'était le as lorsque des variations de la setion ont étéonsidérées (f. �2.5.2).La projetion de (2.3) sur la base de fontions ( �)�2N donne l'équationP0 = �jkBU;indépendante des onditions imposées aux parois, et de e fait identique à elle obtenue pour des paroisparfaitement ré�éhissantes (éq. 2.7). Le résultat de la projetion de (2.4) est quant à lui di�érent duas sans traitement :8(�; �) 2 N2 ; U 0� = 1jk (C +KB)��P� + 1jk 1h �(1� �r)�p�r ��h=2�h=2 ;



60 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodalesoit, ompte tenu de (4.3),U 0� = 1jk (C +KB)��P�+ 1jk 1h �(1� �h2 )(�jk�1p(h2 )) �(h2 )� (1 + �h2 )(jk�2p(�h2 )) �(�h2 )� ;ave les matries B, C et K dé�nies au hapitre 2 (f. �2.2.1). Ainsi,U0 = 1jk (C +KB)P+ 1jkFP;ave 8(�; �) 2 N2 ; F�� = �jkA�A�h ��1(1� �h2 ) + �2(1 + �h2 )(�1)�+�� :Les termes F�� s'exprimant simplement en fontion de k et de �1;2, le alul de la matrie F pourhaque fréquene ne présente auune di�ulté.4.2.2 Problème à trois dimensions : oude de setion irulaireLes hypothèses et notations sont elles adoptées au hapitre 3, et on onsidère un traitementuniforme de la paroi, à réation loalisée, dérit par une impédane z = z(!). La ondition de frontièresur la paroi est don ��p�r�r0 = �jk�p; (4.4)où � == �00=z.La pression et la vitesse longitudinale sont projetées sur la base orthonormèe ( �) des modestransversaux d'un guide droit de rayon r0 dont les parois sont rigides et parfaitement ré�éhissantes(f. �1.1.3). Ces modes sont ordonnés selon les ritères établis au hapitre préédent (se. 3.2).Comme dans le as à deux dimensions, l'équation obtenue par projetion sur les modes  � del'équation de onservation de la quantité de mouvement est inhangée par rapport au as où la paroiest supposée parfaitement ré�éhissante (éq. 3.5) :P0 = �jkBU:La projetion sur la base ( �) de l'équation de onservation de la masse (3.2) donneU0 = 1jk (C +KB)P+ 1jk 1�r20 2�Z0 �r(1� �r os�)�p�r ��r00 d�;où les matries B, C et K sont données au hapitre préédent (se. 3.2 et annexe B). Compte tenu dela ondition d'impédane de surfae (4.4), il vient
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U0 = 1jk (C +KB + F )P:La matrie F est donnée parF�� = �jkr0�A�A��r20 Jm(mn)J�(��)(Im� � �r0Jm�);où Jm est la fontion de Bessel d'ordre m, mn le (n + 1)ème zéro de J 0m, dérivée de Jm. Jm� estdonnée dans l'annexe B du hapitre 3 etIm� = 2�Z0 sin�m�+ ��2 � sin���+ ��2 � d� = �Æm�(1 + (Æ�1 � Æ�0)Æm0):Ainsi, la forme des équations multimodales pour P et U à deux et trois dimensions est identique.Notons que dans e as également la matrie F s'exprime très simplement en fontion de la fréquenek et de l'admittane �.4.2.3 Equation de Riati, matrie de di�usionLes aluls préédents à deux et trois dimensions montrent que la prise en ompte d'admittanesloalisées aux parois se traduit dans les équations multimodales par l'ajout simple d'un terme, unematrie F fontion des admittanes aux parois et de la fréquene. La nouvelle équation de Riatipour la matrie impédane Z se déduit alors simplement de e résultat2 :Z 0 = �jkB � 1jkZ(C +KB + F )Z;et est intégrée dans le oude traité de la même manière qu'auparavant. La proédure pour l'intégrationnumérique du hamp aoustique et le alul de la matrie R des oe�ients de ré�exion à partir de Zsont également identiques.Si dans ette setion, nous avons onsidéré le as d'un traitement uniforme des parois du oude,une impédane de parois variable pourrait également être envisagée dans le adre de la formulationmultimodale.Nous supposerons dans la suite de e hapitre que l'impédane de haque paroi est onstantespatialement et ne dépend que de la fréquene. Dans e as la matrie F , omme les matries B et C,est indépendante de la oordonnée longitudinale s. Une formulation algébrique des matries R et Tdes oe�ients de ré�exion et de transmission peut don être obtenue. Le alul est identique à eluidéveloppé dans l'annexe C du hapitre 3, seule l'équation P00 +B(C +KB)P = 0 (3.14) est modi�ée,remplaée par P00 +B(C +KB + F )P = 0.2Il onvient de distinguer dans e hapitre deux grandeurs di�érentes : l'impédane de surfae z aux parois du guided'ondes, notée en minusule et dé�nie omme le rapport de la pression aoustique p sur la vitesse radiale vr, et l'impédanemultimodale Z, qui est une matrie, notée en majusule et dé�nie à partir des veteurs P et U : P = ZU.



62 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodale4.3 Atténuation dans un oude traité en parois4.3.1 Flux d'énergie dans le oudeL'atténuation d'une onde aoustique se propageant dans le oude est déterminée par la variationdu �ux d'énergie W (s) = 1S ZS 12Re(pv�)d~S= 12Re� tPU��entre l'entrée et la sortie du oude. S désigne la setion du guide. Le milieu de propagation étantsupposé sans perte, seuls les traitements des parois, s'il y en a, peuvent induire une atténuation del'onde.On véri�e qu'ave les équations multimodales le �ux d'énergie W (s) est bien onstant dans le oudesi les parois sont parfaitement ré�éhissantes : les variations de W (s) le long de l'axe du oude sontdonnées par dW (s)ds =W 0(s) = 12Re� tP0U� + tPU0��:Comme P0 = �jkBU et U0 = 1jk (C +KB)P, on aW 0(s) = 12Re�� jk tUBU� � 1jk tP(C +KB)P�� ;B est une matrie réelle symétrique, don le terme �jk tUBU� est imaginaire pur. D'autre part, onmontre aisément que C + KB est réelle symétrique, don le seond terme, � 1jk tP(C + KB)P�, estégalement imaginaire pur et W 0(s) = 0 : le �ux d'énergie est bien onstant.Supposons maintenant que les parois du oude sont traitées. Compte tenu des résultats préédents,W 0(s) = 12Re�� 1jk tPFP��;or F est la matrie omplexe symétrique faisant intervenir l'impédane de paroi, don W 0(s) 6= 0 : le�ux d'énergie n'est pas onstant dans le oude traité.4.3.2 Atténuation d'une onde inidente P(i) donnéeL'atténuation est donnée en déibels parAdB = �10 log10�Wtrans.Win. � : (4.5)Win. et Wtrans. sont les valeurs du �ux d'énergie inident et du �ux transmis. On les détermine enfontion des matries des oe�ients de ré�exion R et de transmission T . Soit une onde inidente P(i)émise par une soure située en amont du oude (zone (I) sur la �gure 4.1). Le �ux d'énergie inidentest
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Win. = 12Re� tP(i)U(i)��;or U(i) = YP(i), où Y est l'admittane aratéristique et I la matrie identité. Il vient donWin. = 12Re�P(i)yYP(i)�; (4.6)où y désigne l'opération de transposition-onjugaison. Le �ux d'énergie transmis est le �ux à la sortiedu oude : Wtrans. =W (sf ) = 12Re� tP(sf )U�(sf )�ave P(sf ) = TP(i) et U(sf ) = YTP(i), d'où :Wtrans. = 12Re�P(i)yT yYTP(i)�: (4.7)Ainsi, la matrie de transmission T étant onnue (f. �4.2.3), il est possible de aluler, à partir deséquations (4.6) et (4.7), l'atténuation (4.5) pour une onde inidente P(i) donnée, quelle qu'elle soit.4.3.3 Cas d'une soure inohérenteLe alul que nous venons de présenter permet de déterminer l'atténuation d'une onde inidentedonnée dans un oude. Des as préis, pour lesquels l'onde inidente est onnue, pourront don êtreétudiés, en tenant ompte du ouplage entre les modes. Dans bien des as pratiques toutefois, la sourede bruit en amont du dispositif silenieux est indéterminée - il peut s'agir d'un multitude de soures debruit - et une telle approhe n'est pas adaptée, ar elle ne prend pas en ompte l'aspet éventuellementstatistique de la distribution de modes inidents. Il serait don intéressant de dé�nir une grandeuraratérisant l'atténuation dans un guide dans un adre plus général, pour une soure quelonque,indéterminée.Supposons que les modes  � sont exités en amont du oude par une soure inohérente. Latransmission par un guide d'ondes de e type de distribution de modes peut être aratérisée par laondutane [5℄ G = Tr(T yT ); (4.8)où T y est l'adjoint de T et Tr la trae. T est la matrie de transmission des oe�ients P(i) de l'ondeinidente p(i) =X� 1pjk�P(i)�  �;limitée aux Np modes propagatifs (T est don de dimensions Np � Np). Le �ux d'énergie transmiss'érit en e�et Wtrans. = 12Re(P(i)yT yT P(i)), soitWtrans. = 12Re(X�� T ���T�P(i)�� P(i) ):



64 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodaleL'hypothèse de soure inohérente implique < P(i)�� P(i) >= 0 si � 6= , don, en supposant que l'énergieest répartie uniformément sur les Np modes (< jP(i)� j2 >= 1),Wtrans. = 12Re(X�� T ���T��);soit Wtrans. = 12Tr(T yT ):La formule de Landauer [43℄ (éq. 4.8, donnée ii sous une forme adimensionnée) est l'expression laplus usuelle, standart, pour aratériser le transport dans un système mésosopique [74, 49, 27, 46℄.L'atténuation est alors donnée parAdB = �10 log10�Wtrans.Win. � = �10 log10� GNp� : (4.9)4.4 RésultatsLes expressions (4.5) et (4.9) de l'atténuation sont valables tant à deux dimensions qu'à troisdimensions, dès lors que nous savons aluler la matrie de transmission du guide traité. Par souide simpliité toutefois, nous onsidérerons dans la suite de e hapitre, sauf remarque partiulière, unoude bidimensionnel.Les dimensions du oude sont h = 0:2 m, R0 = 0:9 m et �f = 60Æ, et les parois sont traitéespar un matériau poreux. Dans l'hypothèse d'un matériau à réation loale, l'impédane de surfae desrevêtements est hoisie égale à elle d'une ouhe plane de même épaisseur en inidene normale, soitz(!) = � j�(�K)1=2 ot �!( �K )1=2d�;où d est l'épaisseur de matériau, � la porosité, � la densité e�etive et K le module de ompressibilitée�etif de l'air dans le matériau. Les expressions de � etK sont données en annexe A, et nous hoisissonspour les grandeurs aratéristiques du poreux les valeurs suivantes : porosité � = 0:98, tortuosité�1 = 1:2, résistane au passage de l'air � = 40000 N.m�4.s, longueurs aratéristiques visqueuse� = 2� 10�4 m et thermique �0 = 4� 10�4 m, épaisseur de matériau d = 0:05 m.4.4.1 Onde plane inidenteTous les résultats présentés dans e paragraphe sont obtenus ave le alul présenté dans leparagraphe 4.3.1, en onsidérant une onde plane inidente, émise par une soure en amont du oude.L'atténuation dans un onduit droit peut être alulée ave les mêmes équations (4.5), (4.6) et (4.7) :le alul de R et T dérit en annexe C du hapitre 3 peut être en e�et diretement utilisé pour unonduit droit, en prenant � = 0.



4.4 Résultats 654.4.1.1 Résultats générauxDans un onduit droit traité en parois par un matériau poreux, l'atténuation suit l'allure typiquereprésentée sur la �gure 4.2. Aux basses fréquenes, l'atténuation est faible. La ourbe atteint unmaximum lorsque la longueur d'onde est de l'ordre de grandeur de la largeur du guide (soit kh=� � 2 ;l'e�et onjoint de la dissipation thermique et de la dissipation visqueuse est alors maximal), puis déroît.Les hautes fréquenes sont peu atténuées. Cette diminution de l'atténuation peut être attribuée à un� e�et rayon � [30℄ : l'onde aoustique, assimilée à un rayon, se propage le long du onduit traité sansen � voir � les parois.L'allure de la ourbe d'atténuation en fontion de la fréquene dans un oude traité est onnueempiriquement des ingénieurs depuis longtemps [30℄ (�g. 4.2). Après un lobe semblable à eluiobservé pour un onduit droit aux basses fréquenes, en général d'amplitude plus grande, un plateaud'atténuation apparaît (pour kh=� = 100, l'atténuation dans le oude est enore supérieure à 9 dB).La ourbure du guide, bien que faible dans notre exemple, induit don une augmentation impor-tante de l'atténuation aux hautes fréquenes. En outre, à longueur de traitement égale, 'est-à-dire engardant R0�f onstant, l'absorption roît ave la ourbure. Notons que le niveau d'absorption dans leoude n'est pas systématiquement supérieur au niveau dans le ouduit droit ; il peut être loalementplus faible (voir par exemple la �gure 4.2 pour kh=� � 3).Problème à trois dimensions. Les ourbes d'atténuation pour un oude de setion irulaire (de di-mensions r0 = 0:1 m, R0 = 0:9 m et �f = 60Æ) et un onduit droit de même setion et de même longueursont données sur la �gure 4.3. Leur omportement est similaire au as à deux dimensions : l'absorptionest plus importante aux hautes fréquenes si le onduit est oudé, et un plateau d'atténuation apparaît.Autres traitements. Un plateau d'atténuation est également observé si l'on onsidère une impédanede paroi arbitraire, onstante (�g. 4.4). Sur la �gure 4.5 sont représentées les ourbes d'atténuationpour un oude et un guide droit dont les parois sont onstituées d'un mine éran résistif sur une stru-ture en nid d'abeille, dans la on�guration étudiée par Ko et Ho [39℄ et Lafarge [42℄, dans un plus largeintervalle de fréquene. Ces ourbes se omposent d'une suession de lobes d'absorption, l'atténuations'annulant haque fois que la profondeur des ellules (d = h=2) orrespond à un nombre entier de demi-longueurs d'onde (soit kh=� = 4n, n 2 N). La vitesse radiale est alors nulle sur l'éran résistif. Danse as également nous pouvons parler de plateau d'atténuation, au sens où la déroissane de l'am-plitude des lobes d'absorption observée pour le onduit droit n'est plus observée si e onduit est oudé.Limite basse fréquene. Aux basses fréquenes, l'in�uene de la ourbure diminue et la ourbed'atténuation du oude onverge vers elle du onduit droit, pour tendre progressivement vers zéro.Rosta�nski [63℄ onlut son étude aux très basses fréquenes (pour une longueur d'onde supérieured'au moins deux ordres de grandeur à la largeur h du oude, soit kh=� < 10�2) en observant quel'atténuation est plus faible (de 2% à 7% pour les paramètres onsidérés par l'auteur) dans un oude quedans un guide droit de mêmes dimensions et traité identiquement aux parois. Auune des appliationsque nous avons pu envisager ne nous a amenés à retrouver e omportement, l'éart entre les deuxourbes étant toujours inférieur, voire très inférieur, à 1% dans e domaine de fréquenes.
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Fig. 4.2: Courbes d'atténuation pour un oude bidimensionnel (�, h = 0:2 m, R0 = 0:9 m,�f = 60Æ) et un onduit droit de même largeur et de longueurl = R0�f (��) traitésen parois par un matériau poreux. L'onde inidente est une onde plane. Les valeurs desparamètres aratéristiques du matériau sont elles données en début de paragraphe (f.p. 64).

     
 

 

 

 

 

 

 

 

10 15 205

20

40

60

0
0

PSfrag replaements kr0
atténuation(
dB)

Fig. 4.3: Courbes d'atténuation pour un oude de setion irulaire (�, r0 = 0:1 m, R0 = 0:9 m,�f = 60Æ) et un onduit droit de même rayon et de longueur l = R0�f (��) traitésen parois par un matériau poreux. L'onde inidente est une onde plane. Les valeurs desparamètres aratéristiques du matériau sont elles données en début de paragraphe (f.p. 64).
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Fig. 4.4: Courbes d'atténuation pour un oude 2D (�, h = 0:2 m, R0 = 0:9 m, �f = 60Æ) etun onduit droit de même largeur et de longueur l = R0�f (��), pour une onde planeinidente. L'admittane réduite � des parois est onstante, égale à 0:5 + j0:25.
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Fig. 4.5: Courbes d'atténuation pour un oude 2D (�, h = 0:2 m, R0 = 0:9 m, �f = 45Æ) etun onduit droit de même largeur et de longueur l = R0�f (��), pour une onde planeinidente. Les parois sont onstituées d'un mine éran résistif sur une struture en nidd'abeille, dont les aratéristiques sont données dans [39℄.



68 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodale4.4.1.2 Traitement sur une seule paroiL'atténuation d'une onde aoustique dans un oude dont une seule paroi est reouverte de matériauabsorbant di�ère grandement selon la paroi qui est traitée (�g. 4.6). Elle est beauoup plus importantes'il s'agit de la paroi extérieure. En outre, lorsque la paroi intérieure uniquement est traitée, leplateau d'atténuation n'apparaît plus aux hautes fréquenes, et l'atténuation est de surroît plusfaible que dans un guide droit. La ourbure n'induit don pas systématiquement une augmentation del'atténuation [30℄. Ko et Ho [39℄ émettent l'hypothèse que l'éart entre les deux ourbes d'atténuationest dû à la di�érene entre les longueurs des deux parois, la paroi extérieure étant plus longue que laparoi intérieure. Si la longueur de traitement a bien sûr une in�uene sur l'atténuation, la di�érenede longueur entre les parois du oude ne saurait toutefois expliquer et éart important à elle seule.Les ourbes d'atténuation de deux oudes de mêmes dimensions R0 et h, l'un étant traité sur la paroiintérieure et l'autre sur la paroi extérieure, et dont les angles sont tels que les longueurs de traitementsont égales, restent d'ailleurs très di�érentes (�g. 4.7). Nous proposons, dans le paragraphe suivant,d'expliquer es résultats.4.4.1.3 Loalisation de l'énergie : e�et de � whispering gallery �Les parois d'un oude di�èrent par leur longueur, et par onséquent par leur rayon de ourbure, maiségalement pare que l'une est onave - la paroi extérieure - et l'autre onvexe. Or, lorsque la fréqueneaugmente, l'onde se propageant dans un oude vient � adhérer � à la paroi onave, laissant dansl'� ombre � la paroi onvexe [30℄. La �gure 4.8 illustre et e�et de � whispering gallery � lorsqu'uneonde plane inidente se propage en amont du oude. La omposante longitudinale js de l'intensitéj = 12Re(pv�), alulée dans un oude non traité reliant deux guides droits semi-in�nis, est représentéesur la �gure 4.8 pour di�érentes fréquenes. Répartie uniformément sur la setion en amont du oude,l'intensité se loalise dans le oude près de la paroi extérieure.L'intensité étant à son minimum au voisinage de la paroi intérieure - on peut observer sur la �-gure 4.8 des zones où l'intensité s'annule sur ette paroi - il semble alors lair qu'un traitement deette paroi est de peu d'e�et, et qu'au ontraire un traitement de la paroi extérieure, où l'intensitéest à son maximum, induit une atténuation importante, même aux hautes fréquenes. D'autre part,la distribution d'énergie sur la setion d'un guide droit est plus homogène, e qui explique la positionintermédiaire de la ourbe d'atténuation pour un guide droit traité sur une seule paroi, sur la �gure 4.6.Lorsque la fréquene augmente, la zone du maximum d'intensité sur la paroi onave du oudedevient plus étroite (�g. 4.8). Compte tenu de l'interprétation proposée préédemment, un traitementpartiel de la paroi extérieure, au niveau de ette zone de maximum d'intensité, doit produire uneatténuation prohe aux hautes fréquenes d'un traitement omplet des deux parois. Autrement dit,en supposant que les e�ets des di�érentes zones traitées puissent être onsidérés omme additifs, laseule zone de maximum d'intensité mise en évidene sur la �gure 4.8 doit expliquer en grande partiel'atténuation dans le oude.Soit un oude de dimensions h = 0:1 m, R0 = 0:9 m et �f = 60Æ, traité sur 30Æ au milieu de laparoi extérieure par un matériau poreux (�g. 4.9). L'atténuation dans e oude traité loalement estdonnée sur la �gure 4.10. Le résultat aux hautes fréquenes est prohe de elui obtenu pour un oudetraité sur l'intégralité des deux parois (l'éart est de l'ordre de 2 dB), et l'atténuation reste beauoup
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Fig. 4.6: Courbes d'atténuation pour un oude 2D dont une seule paroi est traitée (h = 0:2 m,R0 = 0:9 m, �f = 60Æ), pour une onde plane inidente. (�) paroi extérieure, (� � � ) paroiintérieure, (��) onduit droit traité sur une seule paroi.
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Fig. 4.7: Courbes d'atténuation pour un oude traité sur une paroi (h = 0:2 m, R0 = 0:9 m),pour une onde plane inidente. (�) paroi extérieure, �f = 54Æ, (��) paroi intérieure,�f = 54Æ, (��) paroi extérieure, �f = 67:5Æ, (� � � ) paroi intérieure, �f = 67:5Æ. Lavariation de l'angle �f modi�e peu l'atténuation due à une même paroi. En revanhe, leslongueurs de traitement pour les on�gurations (�) et (� � � ) sont égales, et les niveauxd'absorption très di�érents.
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PSfrag replaements

kh=� = 0:7 kh=� = 1:2

kh=� = 1:9 kh=� = 3:4

kh=� = 4:6 kh=� = 7:8Fig. 4.8: Composante longitudinale js de l'intensité j = 12Re(pv�) dans un oude 2D non traitéen parois, pour di�érentes fréquenes (R0=h = 9, �f = 60Æ). Une onde plane (js = 1,unité arbitraire) est émise en amont du oude. Pour toutes les �gures à l'exeption dela première (kh=� = 0:7), les nuanes de gris donnent les valeurs de js entre 0 (blan)et 5 (noir). Les variations de js sur la première �gure étant inférieures à 7%, le odede ouleurs est di�érent : les zones blanhes orrespondent à la valeur 0.93 et les zonesnoires à 1.07.
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Fig. 4.9: Paroi extérieure partiellement traitée.
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Fig. 4.10: Courbe d'atténuation pour un oude 2D dont une partie seulement (30Æ) de la paroiextérieure est traitée (voir �g. 4.9, h = 0:2 m, R0 = 0:9 m, �f = 60Æ), pour une ondeplane inidente. Les ourbes de la �gure 4.2, donnant l'atténuation dans un oude (�)et un onduit droit (��) traités aux deux parois, sont redonnées pour omparaison.



72 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodaleplus importante que dans un onduit droit dont les deux parois sont traitées. Si l'étendue de la zonetraitée est réduite à 20Æ, le niveau du plateau d'atténuation est prohe de 7 dB. D'autre part, pour unelongueur donnée de traitement sur la paroi extérieure, la position de ette zone absorbante sur la paroin'est pas indi�érente et l'atténuation est maximale lorsque ette zone est elle du maximum d'énergie,soit à peu près au entre de la paroi omme l'illustre la �gure 4.9.4.4.2 Soure inohérenteNous ne supposons plus à présent que l'onde inidente est une onde plane, mais un hamp produitpar une soure inohérente. Les résultats présentés dans e paragraphe sont par onséquent alulésave l'expression (4.9), déduite de la ondutane (4.8).Le alul de (4.9) pour un oude bidimensionnel traité sur les deux parois par un matériau poreux(�g. 4.11) donne un résultat qualitativement prohe de elui obtenu ave une onde plane inidente(�g. 4.2), ave notamment un plateau d'atténuation aux hautes fréquenes, après le lobe pour kh=� � 2.Du fait de la ontribution de tous les modes propagatifs, et pare que eux-i sont plus atténués quele mode plan, le niveau du plateau d'atténuation est plus important.Pour le onduit droit en revanhe, l'allure de la ourbe d'atténuation est di�érente de elle obtenueau paragraphe préédent. Pare que l'onde plane est très peu atténuée aux hautes fréquenes, la ourbed'atténuation donnée sur la �gure 4.2 est rapidement prohe de zéro. La prise en ompte des autresmodes propagatifs fait apparaître un plateau d'atténuation, qui reste toutefois en-dessous du plateaudu oude. La ourbure induit toujours une augmentation de l'atténuation.Ce même alul de l'atténuation (4.9) pour les on�gurations des �gures 4.4 et 4.5, soit pour d'autrestypes de traitement, on�rme es observations. L'atténuation reste plus importante si le onduit estoudé, et la prise en ompte des modes propagatifs d'ordres supérieurs fait apparaître un plateau d'at-ténuation pour les onduits droits.La ontribution de la paroi onave à l'atténuation reste plus importante que elle de la paroionvexe, même si la di�érene est moindre. L'e�et de � whispering gallery � que nous avons vu auparagraphe préédent et qui explique en grande partie l'éart important que nous avons observé estplus partiulier à l'onde plane. La loalisation de l'énergie au voisinage de la paroi onave est moinsnette lorsque le hamp inident est plus omplexe. La méthode des rayons, que nous utiliserons auparagraphe suivant, permet de � voir � et e�et des modes supérieurs sur la répartition de l'énergie.Une onséquene de ette re-répartition de l'énergie dans le oude est l'émergene d'un plateau d'at-ténuation lorsque la paroi intérieure seule est traitée.L'expression lassiquement utilisée pour aluler l'atténuation dans un oude traité [39, 40, 42℄(dans un guide droit également) estAdB = �10 log100BBB�Np�1Pn=0 e2Im(�n)�fNp 1CCCA ; (4.10)
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Fig. 4.11: Courbes d'atténuation pour un oude et un onduit droit dans la on�guration de la�gure 4.2, déduites du alul de la ondutane (éq. 4.9).

     
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10

20

30

40

20
0

0 5 10 15
PSfrag replaements kh=�

atténuation(
dB)

Fig. 4.12: Courbes d'atténuation pour un oude dans la on�guration de la �gure 4.2, aluléesave (�) l'expression (4.5) de l'atténuation et une onde plane inidente, (��) l'ex-pression (4.9), (� � � ) l'expression (4.10), (��) l'expression (4.10) et Np = 1 (modefondamental uniquement).



74 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodaleoù �f est l'angle du oude, Np est le nombre de modes de oude rigide propagatifs et �n, n 2 N, lesnombres d'onde angulaires, solutions de l'équation de dispersion�j�1N�(kR0(1� �h2 )) +N 0�(kR0(1� �h2 ))� �j�2J�(kR0(1 + �h2 )) + J 0�(kR0(1 + �h2 ))�� �j�1J�(kR0(1� �h2 )) + J 0�(kR0(1� �h2 ))� �j�2N�(kR0(1 + �h2 )) +N 0�(kR0(1 + �h2 ))�= 0:Ce alul est généralement limité au premier mode [30, 42, 63℄, le mode fondamental d'un onduittraité, droit ou ourbe, étant en général le moins atténué [17, 30, 39, 42℄.La ourbe d'atténuation obtenue ave l'expression (4.10) pour le oude bidimensionnel de dimenionsh = 0:2 m, R0 = 0:9 m et �f = 60Æ est peu di�érente de elle obtenue ave la ondutane(�g. 4.12). Nous donnons d'autre part une omparaison des aluls (4.10) ave le premier mode deoude uniquement et (4.5) ave une onde plane inidente, pour la même on�guration. Les résultatssont également très prohes (�g. 4.12). Dans et exemple où la ourbure du oude est faible, le transfertd'énergie du mode plan inident se fait essentiellement vers le premier mode de oude, qui est le modele moins atténué. Si par ontre la ourbure est importante ou si l'impédane des parois est grande, lesaluls de l'expression (4.10) et de la ondutane ne sont plus semblables. L'expression simple (4.5)n'est alors plus une mesure pertinente de l'atténuation.4.4.3 Etude de la propagation d'un mode par la méthode des rayons et prévisionde l'atténuationA un mode  � d'un guide d'ondes retiligne bidimensionnel sont lassiquement assoiées deux ondesplanes, se propageant dans les diretions �� = sin�1(��=kh) et ���. Par interférene, es deux ondesplanes réent une onde transversale stationnaire qui n'est autre que  �. Par onséquent, la propagationde e mode peut être appréhendée en étudiant les trajetoires de deux familles de rayons, de diretions�� et ���.

Fig. 4.13: Propagation d'une onde plane inidente, par la méthode des rayons.Intéressons-nous tout d'abord à la propagation du mode plan inident dans un onduit onstituéde deux guides droits reliés par un oude non traité (les dimensions du oude sont R0=h = 4:5 et



4.5 Conlusion 75�f = 60Æ, omme dans toute ette setion) (�g. 4.13). La paroi intérieure du oude est dans une zoned'ombre, auun rayon ne s'y ré�éhit. Nous retrouvons don a posteriori e que les aluls d'atténuationet d'intensité ont mis en évidene.Considérons à présent, autour d'une fréquene donnée, la propagation d'un mode d'ordre � > 0,par exemple kh=� = 17:5 et � = 12 (�g. 4.14 ; par soui de lisibilité, l'e�et de la ourbure sur lestrajetoires des rayons a été aentué en hoisissant une ourbure plus grande, R0=h = 1). Du fait del'angle d'inidene non nul des rayons (à ette fréquene, l'angle �12 vaut 43:3Æ), la paroi intérieure n'estplus � dans l'ombre �, même si la densité de rebonds sur ette paroi est globalement plus faible que surla paroi extérieure. L'atténuation du mode 12 inident dans l'intervalle de fréquene kh=� 2 ℄17 ; 18[,égale à 0:8� 0:1 dB si la paroi intérieure seule est traitée, est en e�et plus grande si la paroi extérieureseule est traitée : elle vaut alors 4:3 � 0:1 dB (la largeur du oude et le traitement sont eux adoptésdans toute ette setion). Si les deux parois sont traitées, l'atténuation vaut 4:8 � 0:1 dB.Sur la �gure 4.14, deux zones se distinguent sur la paroi extérieure : une première partie, sur 35Æenviron, où la densité de rebonds est importante, et une seonde, sur 50Æ, où elle est plus faible. L'at-ténuation dans le oude si les 35 premiers degrés de la paroi extérieure sont traités vaut 3� 0:1 dB, et0:5 � 0:05 dB si les 50 degrés suivants sont traités, bien que la surfae de traitement soit plus grandedans e dernier as.Ainsi, les niveaux relatifs d'atténuation pour les di�érentes on�gurations envisagées sont onformesà e que la leture des �gures 4.13 et 4.14 permet de prévoir. Si l'on onsidère le problème pratiqued'une soure de bruit ave une fréquene émergente, sur un mode partiulier (due aux pales d'une héliepar exemple), il est don possible de prévoir un traitement e�ae loalisé sur les zones d'absorption.Il serait en outre intéressant de voir si une information quantitative sur l'atténuation peut être déduitedu nombre de rebonds sur une zone donnée.4.5 ConlusionLa prise en ompte de onditions mixtes aux parois dans la formulation multimodale développéedans les hapitres préédents a été étudiée et de nouvelles équations multimodales pour l'impédane,le hamp aoustique et la matrie de di�usion d'un oude ont été établies. Elles permettent d'étendrele hamp d'appliation de la méthode multimodale aux guides dont les parois sont traitées par desmatériaux absorbants, dans l'hypothèse de matériaux à réation loalisée.Deux aluls ont été proposés pour la mesure de l'atténuation dans un guide d'ondes traité enparois, l'un donnant l'atténuation d'une onde inidente donnée et l'autre dé�ni dans l'hypothèse d'unesoure inohérente et déduit de la ondutane. Ces deux résultats ont été appliqués à l'étude desaratéristiques d'un oude omme dispositif silenieux, en prenant en ompte di�érents types detraitement.De manière générale, la ourbure du guide induit une hausse notable de l'atténuation. Aux hautesfréquenes, le mode fondamental, qui dans un onduit droit tend à ne plus être atténué, l'est toujoursdans un oude, faisant apparaître un plateau d'atténuation. Un e�et de whispering gallery du modefondamental se manifeste le long de la paroi onave dans un guide ourbe bidimensionnel ou de setionretangulaire, qui a pour onséquene des ontributions très di�érentes des deux parois à l'atténuation.
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Fig. 4.14: Propagation dans un oude de dimensions R0=h = 1 et �f = 90Æ du mode  12 inident,à la fréquene kh=� = 17:5, par la méthode des rayons.
PSfrag replaements atténuation (dB)atténuation (dB)4:8� 0:14:3� 0:10:8� 0:1

3� 0:10:5 � 0:05
Fig. 4.15: Niveau d'atténuation dans la bande de fréquene kh=� 2 ℄17 ; 18[ pour le oudereprésenté sur la �gure 4.14 ave h = 0:2 m, pour di�érents traitements (les zones detraitement sont représentées en trait fort), pour le mode  12 inident. Les on�gurationsreprésentées dans la troisième olonne du tableau orrespondent à un traitement sur les35 premiers degrés de la paroi extérieure, puis à un traitement sur les 50 degrés suivants.



4.5 Conlusion 77Cette dissymétrie est toujours observée si l'onde inidente n'est pas une onde plane (elle est observéequelque soit la soure sonore) : un oude traité uniquement sur la paroi intérieure atténue peu - moinsqu'un onduit droit - l'onde aoustique. Lorsque la setion du oude est irulaire, elliptique ou plusgénéralement lorsqu'il n'est plus possible de distinguer une paroi intérieure et une paroi extérieure,nous pouvons quand même supposer que et e�et de � whispering gallery � se manifeste également,l'énergie étant maximum sur la partie extérieure de la paroi du oude.Par une méthode simple de rayons, en�n, il est possible de prévoir les zones des parois du guidetraité où l'énergie aoustique d'un mode est prinipalement absorbée. Si ette méthode de rayons estplus di�ile à appréhender à trois dimensions, il doit toutefois être possible de faire le même typed'observations.



78 4 Prise en ompte de traitements aux parois dans la formulation multimodaleAnnexe ALes expressions suivantes de la densité e�etive � et du module de ompressibilité de l'air K dansun matériau poreux sont extraites de l'ouvrage de J.-F. Allard [2℄ :� = �0�1 1 + ��j!�0�1s1 + 4j!�0�21��2�2�2 ! ;K = P0�24 � ( � 1)"1 + �0�j!�0�1Prs1 + 4j!�0�21�Pr�02�02�2 #�135 :Les paramètres aratéristiques du poreux sont la porosité �, la tortuosité �1, la résistane au passagede l'air �, et les longueurs aratéristiques visqueuses et thermiques � et �0. Le paramètre �0 se déduitde �0 par la relation �0 =r8�1���0 :Pr est la nombre de Prantl, P0 la pression atmosphérique, � la visosité dynamique de l'air et  = Cp=Cvle rapport des haleurs spéi�ques. Dans les onditions normales de température et de pression (20ÆCet 1:1033 � 105 Pa), les valeurs de es dernières grandeurs, ainsi que elles de la densité de l'air de laélérité du son, sont Pr = 0:707� = 1:813 � 10�5 kg.m.s�1 = 1:4�0 = 1:204 kg.m�30 = 343:2 m.s�1:



Chapitre 5Propagation à haute fréquene dans unguide ourbe
5.1 IntrodutionLe alul algébrique de la matrie de di�usion d'un oude qui a été donné au hapitre 3 et utiliséà plusieurs reprises par la suite - pour le alul des oe�ients de ré�exion et de transmission, desfréquenes de résonane d'une avité fermée, de la ondutane et de l'atténuation - ne met en jeuque des opérations simples d'inversion et de alul de valeurs propres de matries N �N . Il est donpossible de prendre en ompte un grand nombre de modes et d'étudier par onséquent les propriétés àhaute fréquene de tout guide omposé de oudes et de onduits droits.La première partie de e hapitre a pour objet la validation de e alul à très haute fréquene (de100 à 1000 modes propagatifs). Les propriétés de symétrie et d'unitarité de la matrie de di�usion sontévaluées, ainsi que la onvergene du alul. Un alul diret de la pression multimodale P dans unoude est proposé ensuite, qui permet le alul du hamp aoustique en prenant en ompte un grandnombre de modes.Le problème fondamental du passage de la théorie ondulatoire à la limite asymptotique géométriquesusite depuis longtemps de nombreux travaux, en partiulier en méanique quantique (orrespondanequantique-lassique). Dans les as où la dynamique lassique est irrégulière notamment, où le ompor-tement des rayons peut par onséquent être sensible à une perturbation in�niment petite, le aratèreondulatoire de l'approhe quantique lisse quant à lui les détails aux éhelles plus petites que la longueurd'onde. Il est partiulièrement intéressant pour e problème de pouvoir monter très haut en fréquene.Dans une étude réente de la orrespondane quantique-lassique pour un système haotique ouvert[46, 50℄, l'approhe ondulatoire et une approhe lassique du alul de la matrie de di�usion du systèmesont omparées. Nous présentons dans la seonde partie de e hapitre (se. 5.3) une étude similaire pourdes avités omposées de oudes et de onduits droits. Une matrie de di�usion rayons est onstruiteet nous étudions les similitudes ave l'approhe ondulatoire et les aratéristiques de la propagationdans e type de onduit, notamment l'apparition d'une dynamique irrégulière des rayons1.1Notons que la possibilité de prendre en ompte un grand nombre de modes peut, en pratique, présenter un intérêtautre que l'étude de la limite géométrique. Dans un guide de setion irulaire, de diamètre 60 m, à 7000 Hz, plus de200 modes sont propagatifs. Un problème ourant d'aoustique audible dans un guide de dimensions raisonnables peut79



80 5 Propagation à haute fréquene dans un guide ourbe5.2 Validation de la formulation multimodale aux hautes fréquenesDans la présente setion, nous étudions la possibilité de prendre en ompte un très grand nombrede modes dans la formulation multimodale, en vue d'étudier la propagation à haute fréquene dans desonduits ou des avités. Les propriétés de la matrie de di�usion ainsi que la onvergene du alul de Ssont évaluées, et un alul multimodal diret du hamp de pression dan un oude est développé. Dansl'ensemble de e hapitre, nous limiterons notre étude aux as de guides d'ondes à deux dimensions.5.2.1 Propriétés de la matrie de di�usionPSfrag replaements 
PAPB PCPD
(I) (II)

Fig. 5.1: Elément di�useur dans un guide d'ondes.Soit un élément de géométrie quelonque d'un guide d'ondes, reliant deux guides droits semi-in�nis(�g. 5.1). La matrie de di�usion de et élément est la matrie2S =  R T'T R' ! ;où R et T sont les matries des oe�ients de ré�exion et de transmission d'une onde inidente sepropageant vers la droite (PA), et R0 et T 0 les matries des oe�ients de ré�exion et de transmissiond'une onde inidente se propageant vers la gauhe (PD). S relie ainsi les ondes � sortantes �, PB etPC , aux ondes � entrantes �, PA et PD : PBPC ! = S PAPD ! :La ondition d'invariane de l'opérateur � + k2 par renversement du temps et la ondition deonservation de l'énergie imposent à la matrie S, telle que nous l'avons dé�nie (en se limitant auxmodes propagatifs), les propriétés suivantes [59℄ :tSM0 =M0S; (5.1)etdon néessiter de onsidérer beauoup de modes.2Par onvenane, nous adoptons dans e hapitre une forme de S di�érente de elle adoptée au hapitre 3 (éq. 3.9),qui ne modi�e ependant en rien la dé�nition de et opérateur.



5.2 Validation de la formulation multimodale aux hautes fréquenes 81
SyM1S =M0; (5.2)ave M0 =  Y (I) 00 Y (II) ! ;et M1 =  Y (II) 00 Y (I) ! ;où Sy = t�S est l'adjoint de S. Y (I) et Y (II) sont les matries admittanes aratéristiques dé�nies dansles onduits droits (I) et (II) respetivement (Y(��) = k�k Æ��).Un formalisme plus ourant onsiste à érire les solutions de l'équation d'onde sous la forme :p =X�2N 1pjk�P� �:Ave ette normalisation, la matrie S reliant les oe�ients P� des ondes sortantes aux oe�ientsP� des ondes entrantes véri�e alors, si l'on onsidère uniquement les modes propagatifs,tS = S;SyS = SSy = I;où I est la matrie identité. S est symétrique et unitaire.Lorsque l'élément di�useur qui relie les onduits (I) et (II) est un oude ou un système omposé deoudes et de onduits droits, nous savons en aluler la matrie de di�usion (f. �3.6.1). A�n de validere alul, aux hautes fréquenes notamment, lorsque plusieurs entaines de modes sont propagatifsdans les onduits droits, nous évaluons les propriétés (5.1) et (5.2) de la matrie de di�usion d'unoude simple, en alulant les quantités�1 = k tSM0 �M0S kkM0S k ;�2 = k SyM1S �M0 kkM0 k ;où la norme hoisie est k M k= pTr(M yM). Dans tous les as envisagés (100, 500 et 1000 modespropagatifs, le nombre de modes pris en ompte variant entre 100 et 1050), nous obtenons des erreurs �1et �2 de l'ordre de 10�13. Selon toute vraissemblane, es erreurs sont liées à la préision de la mahineutilisée et dues aux opérations � élémentaires � de multipliation et d'inversion de matries e�etuéesdans la proédure de alul de S. Les propriétés généralisées de symétrie et d'unitarité sont véri�éespar S par onstrution, intrinsèquement à la formulation de la matrie.



82 5 Propagation à haute fréquene dans un guide ourbe5.2.2 Convergene de la formulation multimodaleUne autre validation du alul de la matrie de di�usion aux hautes fréquenes est possible, envéri�ant la onvergene de e alul lorsque N - le nombre de modes pris en ompte - augmente.Nous onsidérons à nouveau un oude simple, de dimensions R0=h = 0:75 et �f = �=2, et nous nousintéresserons uniquement à la partie propagative de la matrie de di�usion. Aussi, a�n d'annuler tousles termes évanesents, le oude est supposé relié de part et d'autre à un guide droit de longueur h, etnous onsidérons la matrie S du système global (si par exemple kh=� = 99:5, le premier mode nonpropagatif est atténué d'un fateur 1013 sur une distane h dans les parties droites).A�n d'évaluer la vitesse de onvergene du alul de S, l'erreur� = k SNpN � SNp1050 kk SNp1050 kest mesurée en fontion de N , pour une valeur �xée du nombr Np de modes propagatifs. La valeur dela matrie de di�usion pour N = 1050, SNp1050, est hoisie omme solution de référene.Calulée pour trois fréquenes (Np = 100, 500 et 1000), l'erreur � déroît en fontion de (N �Np)- le nombre de modes évanesents pris en ompte - suivant une loi géométrique en 1=(N � Np)2�0:2(�g. 5.2). La onvergene est don rapide, et la prise en ompte d'un faible nombre de modes propagatifssu�t pour s'assurer de la préision du alul de S.
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Fig. 5.2: Convergene du alul de la matrie de di�usion : (�) Np = 100, (�) Np = 500, (Æ)Np = 1000.



5.2 Validation de la formulation multimodale aux hautes fréquenes 835.2.3 Calul diret du hamp de pression dans le oudeLa matrie impédane Z, solution dans un oude de l'équation de Riati (2.11), présente le longdu guide des variations qui peuvent être rapides, importantes, d'où la néessité d'un pas adaptatif pourl'intégration numérique de (2.11). Lorsque la fréquene augmente et qu'un grand nombre de modes estpris en ompte, es variations deviennent enore plus brusques pour les termes de Z orrespondantaux modes d'ordres élevés, et l'intégration numérique, ralentie, est rendue plus di�ile.Toutefois, si la setion du guide est onstante, un alul diret du hamp aoustique est possible, quipermettra de prendre en ompte un grand nombre de modes propagatifs. Dans un oude, la pressionP, solution de l'équation P00 +B(C +KB)P = 0 (f. annexe C du hapitre 3), s'éritP = XD(s)C1 +XD�1(s)C2; (5.3)où X est la matrie des veteurs propres de B(C +KB) assoiés aux valeurs propres �2�, et D(s) estdiagonale, donnée par D�(s) = e�j��s;ave �� = (p�2� si �2� > 0;�jp��2� si �2� < 0;Les veteurs C1 et C2 sont des onstantes, fontions des onditions aux extrémités du oude. Une ondeinidente P(i) étant donnée, la formulation des onditions de ontinuité aux interfaes ave les onduitsdroits semi-in�nis de part et d'autre du oude donneP(i) +P(r) = XC1 +XC2�Y(P(i) �P(r)) = HY (C1 �C2)P(t) = X(DC1 +D�1C2)�YP(t) = HY (DC1 �D�1C2);où D = D(sf ). Les solutions P(r) et P(t) de e système d'équations sont les ondes ré�éhie et transmise,dont la détermination permet de dé�nir les matries de ré�exion et de transmission du oude, ommenous l'avons vu préédemment. Les solutions C1 et C2 déterminent quant à elles la pression (5.3)dans le oude. Toutefois, omme nous l'avons préisé lors du alul des matries R et T , la matrieD�1(s), qui apparaît dans l'expression (5.3), peut être soure de problèmes numériques de onvergene(f. p. 54). On dé�nit don ~C2 = D�1C2, et les solutions C1 et ~C2 sontC1 = (1�D2)�1(X�1 �DX�1T )P0~C2 = (1�D2)�1(X�1T �DX�1)P0;où P0 = (1 +R)P(i) est la valeur de P au point s = 0. Il est alors possible de aluler
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P = X�D(s)C1 +D(sf � s) ~C2�dans le oude, et ette dernière expression n'est fontion que de D, ave un argument, s ou ss � s,positif, et ne dépend pas de D�1.5.2.4 Appliation : synthèse d'un rayon par un groupe de modesLa propagation d'un groupe de modes dans un guide retiligne, à haute fréquene, montre unomportement de type rayon : par interférenes onstrutives et destrutives des modes, l'énergie estloalisée sur deux trajetoires - deux faiseaux - qui, depuis la soure, suivent les � rayons modaux �assoiés au mode entral du groupe [72, 31, 32, 33℄. Ces rayons modaux sont les rayons d'angles�� = � sin�1(��=kh), lassiquement utilisés pour dérire la propagation du mode � (f. �4.4.3). Danse paragraphe, nous proposons d'étudier la propagation d'un tel faiseau, émis par une soure pon-tuelle harmonique, dans un guide omportant une partie ourbe.Considérons un oude de largeur h reliant deux onduits droits semi-in�nis et, en amont du oude,une soure pontuelle harmonique. Les oordonnées de la soure sont (rs; ss) dans le repère (ûr; ûs)(�g. 2.1), et l'onde inidente P(i) dans le onduit droit en amont du oude est donnée par8� 2 N; P (i)� (s) = kk� �(rs)e�jk�(s�ss)e� (���0)22�2 :A�n de séletionner un groupe de modes propagatifs, les di�érentes omposantes de P(i) sont pondéréespar une fenêtre gaussienne, exp(� (���0)22�2 ), où �0 est l'ordre du mode entral du groupe séletionné. Lasoure est plaée sur une des parois du guide (rs = �r0), de sorte qu'un seul faiseau est généré (deuxfaiseaux, de diretions ��0 et ���0 , sont générés a priori). La pression à l'entrée du oude (s = 0) estP(0) = (I +R)P(i)(0)Calulée ave la méthode direte donnée au paragraphe préédent, l'amplitude du hamp de pressiondans un oude de dimensions R0=h = 0:75 et �f = �=2 est représentée sur la �gure 5.3. 550 modessont pris en ompte dans le alul multimodal, dont 500 sont propagatifs. La fenêtre gaussienne, dontla largeur est donnée par � = 31:6, est entrée sur le mode d'ordre 250 (�g. 5.3, en médaillon). Lafréquene étant très élevée et la fenêtre gaussienne large, le faiseau obtenu est étroit, se disperse peu,et le résultat approhe la limite asymptotique des rayons : un rayon, de largeur toutefois �nie, a étésynthétisé et se propage dans le oude en se ré�éhissant sur les parois selon les lois de l'aoustiquegéométrique. Nous donnons pour omparaison le rayon tiré depuis le point soure, dans la diretion�250 = sin�1(250�=kh) � �=6 orrespondant au mode 250. Les trajetoires de e rayon et du faiseauorrespondent parfaitement.D'autre part, nous pouvons noter l'e�et de la paroi onave, qui refoalise le faiseau, de sorte qu'aumoment du seond rebond, la largeur du faiseau est omparable à sa largeur initiale. Peut-on alorsimaginer, par une suession de ré�exions sur des parois onaves, onserver indé�niment la ohérenedu faiseau, et le propager sans qu'il se disperse ?
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Fig. 5.3: Module de la pression dans un oude reliant deux guides droits semi-in�nis. Une sourepontuelle harmonique (�), plaée sur une des parois du onduit en amont du oude,émet une onde aoustique à une fréquene telle que 500 modes sont propagatifs dansles parties droites. L'onde émise par ette soure est fenêtrée spetralement par unegaussienne entrée sur le mode 250 (en médaillon), de sorte qu'un faiseau est émis,faisant ave l'axe du guide un angle �=6. Dans la limite asymptotique des rayons, latrajetoire orrespondante est elle donnée en surimpression (��). 550 modes sont prisen ompte dans le alul multimodal.



86 5 Propagation à haute fréquene dans un guide ourbe5.3 Caratérisation géométrique des propriétés de di�usion d'unguide d'ondesPar une approhe géométrique, il est possible de onstruire pour un guide d'ondes une matriede di�usion rayons, donnant la ontribution jS��j2 d'un mode � inident au mode � ré�éhi outransmis. Dans deux artiles réents [46, 50℄, ette matrie est dé�nie et alulée pour des guides d'ondesquantiques, a�n de omparer les approhes lassique (rayons) et ondulatoire. A haute fréquene (200modes propagatifs [50℄), mais également à moyenne fréquene (30 modes [46℄), les résultats obtenusprésentent une très grande similitude. L'étude des strutures de la matrie rayons et de la nature desrayons qui génèrent es strutures permet de prévoir et d'interpréter physiquement les aratéristiquesde la matrie ondes.Nous détaillons dans ette setion la onstrution de la matrie de di�usion rayons, que nousdéterminons ensuite pour plusieurs géométries de guides, omposés de parties droites et ourbes. Cesrésultats sont omparés ave eux obtenus ave la formulation multimodale, et nous mettons en évideneplusieurs aratéristiques de la propagation à haute fréquene dans le type de géométrie onsidéré.5.3.1 Matrie S : approhe ondulatoireLe formalisme que nous adopterons dans la suite de e hapitre est elui donnant S unitaire etsymétrique (f. �5.2.1). Les matries R, R0, T et T 0 se déduisent simplement des matries R, R0, T etT 0 par la transformation R = E ~RE�1(idem pour les autres matries), où ~R est la restrition de R aux Np modes propagatifs, et E, diagonale,est donnée par E� = pjk�, � = 0; : : : ; Np � 1. C'est e formalisme que nous avons utilisé au hapitrepréédent pour dé�nir la ondutane. Seule la partie propagative de la matrie de di�usion, elle quipeut être obtenue par l'approhe géométrique, est don prise en ompte.5.3.2 Matrie S : approhe rayonsChaque mode  � d'un guide d'ondes retiligne étant aratérisé par une onstante de propagationk2� = k2 � �2�2h2 ;où h est la largeur du guide, on peut lui assoier, si e mode est propagatif, un angle �� formé dansl'espae des nombres d'onde par le veteur k et sa omposante longitudinale k� (�g. 5.4), de sorte que�� = sin�1 ���kh� :La méthode pour onstruire la matrie de di�usion rayons d'une avité ouverte est la suivante :onsidérons une partiule entrant par la gauhe dans la avité, ave un angle �i quelonque. Si lenombre de modes propagatifs est �ni (si la fréquene est �nie), il ne orrespond à �i auun mode dansla plupart des as. Toutefois, et angle étant inlus dans un intervalle [�� ; ��+1[, � 2 N, on lui assoiele mode �. La partiule se propage alors dans le guide, le rayon qu'elle dérit se ré�éhissant sur les
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��h k ��Fig. 5.4: Veteur d'onde k dans l'espae des nombres d'onde.parois selon les lois de l'aoustique géométrique, puis ressort, à gauhe ou à droite, ave un angle �e. Aet angle �e orrespond un mode � (�e 2 [�� ; ��+1[). En faisant varier l'angle �i et la position initialede la partiule de manière à dérire un grand nombre de trajetoires (rayons), on établit pour haquevaleur de � une distribution de valeurs de �. En distinguant les rayons émergeant à gauhe de euxémergeant à droite, es distributions donnent les ontributions du mode � inident au mode � ré�éhiet transmis, soit jR��j2 et jT�� j2. En supposant maintenant que la partiule entre par la droite, lamême proédure donne jR0�� j2 et jT 0�� j2.5.3.3 Géométries étudiéesNous souhaitons omparer, à haute fréquene, l'approhe ondulatoire et la limite asymptotiquepour l'étude des propriétés de di�usion de guides d'ondes. Nous étudierons don des avités ouvertesonstituées de oudes et de onduits droits assemblés, ave de part et d'autres un guide droit semi-in�ni (�g. 5.5). Les rayons sont tirés depuis l'un ou l'autre de es guides semi-in�nis, et les onditionsinitiales que nous onsidérons sont les valeurs de yi 2 [0 ; 1℄ donnant la position sur la setion du guideau niveau de l'interfae ave la avité, et de l'angle d'inidene �i 2℄� �=2 ; �=2[.Nous pouvons d'ores et déjà relever une première aratéristique évidente de es avités : la setionétant onstante, un rayon ne peut pas faire demi-tour et se propager à nouveau dans le guide depuislequel il a été émis. Les sous-matries R et R0 de la matrie de di�usion rayons sont don nulles. Cerésultat est ohérent ave les propriétés de la matrie ondes. Nous avons vu que la onservation del'énergie implique la relation SyS = SSy = I. Pour un oude - on a alors R = R0 et T = T 0 ar leoude est symétrique - ette relation implique à son tour RyR+ T yT = I, d'oùTr(RyR) + Tr(T yT ) = Np;où Tr est la trae. La �gure 5.6 donne les traes de RyR et T yT en fontion de Np. Les termes deR deviennent rapidement très petits, dès que la fréquene est su�samment grande pour que plusieursmodes puissent se propager. Comme le prévoit l'approhe géométrique, la ré�exion d'une onde par unoude, et par onséquent par tout système onstitué de oudes et de onduits droits, est négligeableaux hautes fréquenes.
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Fig. 5.5: Exemple de géométrie étudiée.
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Fig. 5.6: Traes de RyR et T yT en fontion du nombre de modes propagatifs Np, pour un oudede dimensions R0=h = 0:75 et �f = 90Æ.



5.3 Caratérisation géométrique des propriétés de di�usion d'un guide d'ondes 895.3.4 RésultatsDans e paragraphe, nous étudions quatre géométries de avités ouvertes : deux oudes, l'un deourbure faible, l'autre de ourbure plus grande, puis deux avités omposées d'une suession de quatreoudes, reliés par des segments droits : l'une de ourbure faible, à nouveau, et l'autre de ourbure plusgrande. Dans haque as, nous donnons la matrie de transmission rayons et la matrie de transmissionondes T obtenue ave la formulation multimodale. Les matries de ré�exion ne sont pas données,puisqu'il a été montré que la ré�exion par e type de avités est négligeable aux hautes fréquenes.Deux méthodes ont été adoptées pour le hoix des onditions initiales des rayons : un tirage aléatoirede es onditions, ou les ombinaisons de deux ensembles réguliers de valeurs de yi et �i respetivement.Les résultats obtenus sont similaires si un grand nombre de onditions initiales est onsidéré. Lesrésultats présentés ont été obtenus ave 106 ou 107 paires de valeurs (yi; �i).5.3.4.1 Coude faiblement ourbéLa avité onsidérée est un oude simple, de dimensions R0=h = 4 et �f = �=2, ave 1000 modespropagatifs (�g. 5.7). 1050 modes ont été pris en ompte pour le alul multimodal de T .La similitude entre les deux matries, rayons et ondes, est remarquable. L'approhe géométrique,dont le prinipe est au demeurant très simple, permet d'obtenir les multiples strutures de la matriede transmission et de prédire par onséquent les aratéristiques de la propagation dans le oude.Auune information de phase n'est pourtant prise en ompte dans l'approhe géométrique, et les e�etsde di�ration et d'interférene sont ignorés.La struture de la matrie, qui se onentre autour de la première diagonale dans la partie supérieuredroite, montre que les rayons entrant ave un angle d'inidene grand sont peu dispersés. Les modesorrespondants, d'ordres élevés, se transmettent don essentiellement sur le même mode en sortie duoude. L'e�et de la ourbure sur la propagation de es modes est faible (pour un onduit droit, unetelle représentation de la matrie de transmission donne uniquement une diagonale ; il n'y a auunouplage de modes). La dispersion des rayons augmente par ontre lorsque l'angle d'inidene diminue.5.3.4.2 Coude fortement ourbéPour un oude de ourbure plus grande (R0=h = 0:75), la struture de la matrie de transmissionhange radialement (�g. 5.8). La dispersion des rayons est beauoup plus importante.Un ar de grande intensité apparaît, en outre, dont le entre de ourbure est le point (�; �) = (0; 0).Les trajetoires qui ontribuent à et ar sont elles des rayons traversant diretement le oude, sansse ré�éhir ni sur la paroi extérieure, ni sur la paroi intérieure. Un transfert important de l'énergie dumode � vers le mode Np� 1�� est ainsi mis en évidene, à l'exeption des modes d'ordres très élevés(le oin supérieur droit de la matrie) qui, omme dans le oude de ourbure faible, se transmettentessentiellement sur le même mode.L'existene de � whispering gallery orbits � [50℄ est onnue dans les avités possédant des paroisonaves. Ces orbites orrespondent aux rayons qui se propagent en suivant ette paroi. La présene dees orbites dans une avité produit des strutures auto-similaires [53, 50℄. La matrie de transmission duoude, en partiulier la matrie lassique, présente une telle struture dans la partie inférieure gauhe(voir également l'agrandissement de ette zone, �gure 5.9). Le point de onvergene de ette struture
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�Fig. 5.7: Matrie de transmission (a) rayons et (b) ondes, jT��j2, d'un oude de dimensionsR0=h = 4 et �f = �=2. 1050 modes sont pris en ompte dans le alul de (b), dont1000 sont propagatifs.
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�Fig. 5.8: Matrie de transmission (a) rayons et (b) ondes, jT��j2, d'un oude de dimensionsR0=h = 0:75 et �f = �=2. 1050 modes sont pris en ompte dans le alul de (b),dont 1000 sont propagatifs.



92 5 Propagation à haute fréquene dans un guide ourbeauto-similaire est le point (�i; �e) = (0; 0), orrespondant aux rayons arrivant tangentiellement à laparoi onave, e�etuant don une in�nité de rebonds sur ette paroi. Cette propriété de la matrierayons nous permet de prévoir l'existene de � whispering gallery � modes (modes de galerie) dans leoude.
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Fig. 5.9: Agrandissement de la �gure 5.8, représenté en fontion de l'angle, pour �i;e 2 [0; �=6℄.5.3.4.3 Quatre oudes faiblement ourbéLorsque la avité est onstituée non plus d'un unique oude, mais de plusieurs oudes reliéspar des onduits droits, la dynamique des rayons est modi�ée. La �gure 5.10 montre la matrie detransmission lassique pour une avité omposée de 1, 2, 3 puis 4 oudes, de dimensions R0=h = 4et �f = �=2. Mis à part le oin supérieur droit, orrespondant aux modes d'ordres les plus élevés,la struture de la matrie s'élargit autour de la première diagonale. De plus, aux strutures trèsnettes que l'on observe lorsque la avité est un oude simple se substitue progressivement une zonequasi-uniforme. Une zone uniforme telle que elle-i apparaît si un ensemble de rayons tirés dans unpetit intervalle ��i se répartit uniformément à la sortie de la avité sur un intervalle ��e beauoupplus étendu. Cette grande sensibilité aux onditions initiales montre que la dynamique des rayons estvraissemblablement irrégulière. La dynamique, régulière dans un oude, devient don haotique lorsquela avité est omposée d'une alternane de oudes et de onduits droits. Comme pour de nombreuxbillards quantiques, ouverts ou fermés - stade, billard de Sinaï, � rippled billiard �, billard irulairetronqué, et. (�g. 5.11) - 'est la présene onjointe de parois ourbes et droites qui est responsable del'apparition d'une dynamique haotique.Une étude plus préise de la dynamique des rayons (régulière, mixte ou haotique) reste bien sûr



5.3 Caratérisation géométrique des propriétés de di�usion d'un guide d'ondes 93

PSfrag replaements ��

��
�

��

�

Fig. 5.10: Matrie de transmission rayons pour une avité omposée de un, deux, trois et quatreoudes de dimensions R0=h = 4 et �f = �=2, reliés par des onduits droits de longueurl=h = 1.
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stade de Bunimovih billard de Sinaï billard irulaire tronqué
� rippled billiard � (ouvert)

billard onstitué d'une partie droiteet d'une partie oudéeFig. 5.11: Exemples de billards quantiques.à faire. L'observation de la matrie de di�usion nous permet seulement de suspeter l'apparition d'unomportement haotique. D'autre part, des strutures sont enore disernables sur les matries detransmission rayons et ondes de la avité omposée de quatre oudes (�g. 5.12), qu'il onviendraitd'interpréter.5.3.4.4 Quatre oudes fortement ourbésLes matries de transmission rayons et ondes de la �gure 5.13 sont elles d'une avité omposée dequatre oudes, de dimensions R0=h = 0:75. La dispersion des rayons est très grande ; pour tout angled'inidene, on observe une répartition quasi-uniforme des angles d'émergene sur tout l'intervalle℄� �=2; �=2[. Comme dans l'exemple préédent, nous pouvons supposer que la dynamique des rayonsest irrégulière.Quelques strutures, faiblement ontrastées, se dégagent toutefois, ainsi que trois segments (notés(1), (2) et (3) sur la �gure 5.13 (a)) de plus grande intensité. Les trajetoires qui ontribuent à estrois segments orrespondent aux rayons qui se ré�éhissent uniquement sur les parois retilignes de laavité, sans renontrer les parois ourbes (�g. 5.14). Dans un voisinage prohe des onditions initialesorrespondant à es trajetoires, la dynamique des rayons est régulière. Une faible variation de esonditions modi�e peu la trajetoire du rayon.
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�Fig. 5.12: Matrie de transmission (a) rayons et (b) ondes, jT��j2, de quatre oudes de dimensionsR0=h = 4 et �f = �=2, reliés par des onduits droits de longueur l=h = 1. 550 modessont pris en ompte dans le alul de (b), dont 500 sont propagatifs.
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Fig. 5.13: Matrie de transmission (a) rayons et (b) ondes, jT��j2, de quatre oudes de dimensionsR0=h = 0:75 et �f = �=2, reliés par des onduits droits de longueur l=h = 1. 550 modessont pris en ompte dans le alul de (b), dont 500 sont propagatifs.
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Fig. 5.14: Trajetoires typiques orrespondant aux zones annotées sur la �gure 5.13 (a).5.4 ConlusionLes aluls direts de la matrie de di�usion et du hamp de pression dans un oude permettentde prendre en ompte un très grand nombre de modes. Il est ainsi possible de dérire la propagationmultimodale à très haute fréquene dans des guides d'ondes oudés ou omportant des parties oudées.Le alul de la matrie de di�usion a été validé ave 100 à 1000 modes propagatifs ; e nombre peutsans auun doute, au prix seulement de aluls plus longs, être notablement augmenté (ave MatLabet la programmation atuelle du alul, le alul pour 2000 modes pourra être validé). La synthèsed'un faiseau modal gaussien par un groupe de modes dans un oude a permis de retrouver, ave uneapprohe ondulatoire, les lois de l'aoustique géométrique.Les travaux présentés dans la seonde partie de e hapitre onstituent un préliminaire à l'étude dela orrespondane ondes-rayons dans des guides et avités fermées ourbes. Cette première approhequalitative a permis de mettre en évidene une très grande similitude entre les matries de di�usionondes et rayons. Une omparaison quantitative de es matries reste à faire. Il sera en outre intéressantde poursuivre l'étude de la dynamique des rayons dans es guides et avités en fontion des di�érentsparamètres géométriques.





Chapitre 6Problème ave soure dans un éoulementisaillé
6.1 IntrodutionLe problème théorique des modes dans un onduit en présene d'un éoulement peut être résolusimplement lorsque l'éoulement est uniforme. La seule ation de l'éoulement sur la propagationaoustique est alors l'e�et de onvetion, et seules les onstantes de propagation des modes sontmodi�ées : ��n = (�M0k �qk2 � (1�M20 ) �n�h �2)Æ(1 �M20 ). Les modes  n sont eux d'un guidedroit sans éoulement.En revanhe, lorsque l'éoulement est isaillé, le problème est plus déliat. L'équation d'onde pourla pression dans le onduit n'est plus d'ordre 2 omme dans le as lassique (équation de Helmholtz),mais d'ordre 3 ; du fait de l'interation omplexe entre l'aoustique et l'hydrodynamique, de nouvellessolutions apparaissent. Par transformée de Fourier spatiale, ette équation d'onde omplexe donnel'équation de Pridmore-Brown [60℄, équation aux valeurs propres régissant les modes transverses  net les valeurs propres assoiées �n. Pour un éoulement isaillé, es valeurs et fontions propres nepeuvent être déterminées analytiquement. En outre, l'équation de Pridmore-Brown n'étant pas d'untype lassique (par exemple Sturm-Liouville), il n'est pas possible a priori d'établir la omplétude desmodes. On ne sait don pas s'il est possible de dérire toute solution dans le guide sous forme d'undéveloppement sur es modes. Une autre di�ulté, en�n, est liée au fait que les modes ne sont pasnéessairement orthogonaux.Ces problèmes de omplétude et d'orthogonalité des modes sont partiulièrement déliats lorsqu'onsouhaite déterminer le hamp généré par une soure dans le onduit. Swinbanks [70℄, en 1975 a traité eproblème de manière originale, en reformulant l'équation de Pridmore-Brown sous forme d'un problèmeaux valeurs propres �L(y; �) � 
2r(y; �)��
2(y; �; k) = 0, en supposant que k = !=0 et � sont desparamètres �xes, dont dépend la valeur propre 
2. La fontion de Green de ette équation est ensuiteétablie omme une somme sur les fontions propres �
2(y; �; k), qui sont orthogonales. Chaque terme dudéveloppement de la fontion de Green ayant un p�le simple en w2 = 
2, le alul de la transformée deFourier inverse de ette fontion fait apparaître pour haun de es p�les un mode aoustique. Le résidude la fontion de Green à haque p�le détermine l'amplitude du mode orrespondant. La projetion dela soure sur les modes, impossible par une approhe lassique (omme elle utilisée dans les hapitres99



100 6 Problème ave soure dans un éoulement isaillépréédents) du fait des problèmes de omplétude et d'orthogonalité, peut don être réalisée par lealul de la fontion de Green et la théorie des résidus. Mani [48℄, en 1980, a repris ette approhe, enutilisant ette fois une transformée de Laplae au lieu de la transformée de Fourier.Outre le spetre disret de valeurs propres de l'équation de Pridmore-Brown, orrespondant auxmodes aoustiques perturbés par l'éoulement, un spetre ontinu, dû à la singularité de l'équation,apparaît lorsque l'éoulement est isaillé. Swinbanks montre que la ontribution de e ontinuum demodes hydrodynamiques, présent uniquement en aval de la soure, peut dans la plupart des as -� pour la plupart des distributions de soure � - être négligée. Mani également ne prend en omptedans son étude que les modes aoustiques.Dans e hapitre, nous proposons d'étudier la ontribution des modes aoustiques et du ontinuumde modes hydrodynamiques au hamp généré par une soure pontuelle dans un onduit droit in�ni,à deux dimensions, en présene d'un éoulement parallèle isaillé. Les modes aoustiques, en amont eten aval de la soure, sont déterminés en alulant les résidus de la fontion de Green de l'équation dePridmore-Brown. La ontribution du ontinuum de modes est ensuite étudiée, en intégrant la fontionde Green autour du ontinuum de valeurs propres. Les amplitudes du hamp aoustique et du hamphydrodynamique peuvent alors être omparées. Nous nous intéressons également à la déroissane duhamp hydrodynamique.6.2 Formulation du problèmeSoit un onduit retiligne dont les parois sont supposées rigides, siège d'un éoulement parallèleisaillé U(y) (�g. 6.1). Nous limiterons notre étude au as d'un onduit bidimensionnel. En l'absenede perturbation, la pression et la densité du �uide sont supposées uniformes, et notées p0 et �0respetivement.PSfrag replaements
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Fig. 6.1: Eoulement parallèle isaillé dans un onduit retiligne.Une soure de débit q(x; y; t) génère une perturbation in�nitésimale des hamps de vitesse, pressionet densité. Les quantités perturbées, v = (U(y)+u; v), p0+p et �0+�0, satisfont aux équations linéariséesde onservation de la masse � ��t + U ��x� �0 + �0��u�x + �v�y� = �0q; (6.1)et de onservation de la quantité de mouvement



6.2 Formulation du problème 101
�0� ��t + U ��x�u+ �0vdUdy = ��p�x; (6.2)�0� ��t + U ��x� v = ��p�y ; (6.3)ave aux parois la ondition de vitesse normale nulle v = 0 pour y = 0 et h, soit �yp = 0. Dansl'hypothèse de onditions adiabatiques, les quantités aoustiques p et �0 sont liées par l'équation d'étatDpDt = 20D�0Dt ;où D/Dt = �t + v�r = �t + U�x est l'opérateur de dérivée onvetive.En prenant la dérivée onvetive de l'équation (6.1) et la divergene des équations (6.2) et (6.3), ilvient ��� 120 D2Dt2� p = �2�0dUdy �v�x � �0DqDt :Cette équation d'onde fait intervenir dans les termes soures la vitesse v, qui peut être éliminée enalulant la dérivée onvetive de l'équation, et en utilisant l'égalité (6.3) :DDt ��� 120 D2Dt2� p = 2dUdy �2p�x�y � �0D2qDt2 : (6.4)Cette nouvelle équation d'onde est d'ordre 3 si l'éoulement est isaillé ('est-à-dire si U 0(y) 6= 0), etnon d'ordre deux omme l'équation d'onde lassique. L'interation omplexe entre l'onde aoustiqueet l'éoulement isaillé augmente l'ordre de l'équation pour la pression, faisant apparaître de nouvellessolutions.6.2.1 Fontion de GreenL'équation (6.4) étant linéaire, la solution du problème ave une soure harmonique q(x; y)ej!tquelonque peut être déduite de la fontion de Green G(x; y; ys; t), solution de (6.4) pour une sourepontuelle Æ(x)Æ(y � ys)ej!t située en un point ys quelonque du guide. G étant exprimée au moyende l'intégrale de Fourier G(x; y; ys) = 12� 1Z�1 Ĝ(�; y; ys)e�j�x d�; (6.5)la fontion Ĝ est alors solution de�2Ĝ�y2 + 2M 0�k �M� �Ĝ�y + ((k �M�)2 � �2)Ĝ = �j(k �M�)�00Æ(y � ys); (6.6)et satisfait à la ondition de paroi rigide �yĜ = 0 en y = 0 et h.Pour � donné, la fontion de Green Ĝ peut être alulée de la manière suivante :  1 et  2 étantdeux solutions de l'équation homogène (6.7), véri�ant les onditions aux parois



102 6 Problème ave soure dans un éoulement isaillé�� 1�y �y=0 = �� 2�y �y=h = 0;la fontion de Green Ĝ est donnée parĜ(�; y; ys) = �j�00(k �M(ys)�) 1(y<) 2(y>)W ( 1;  2; ys) ;où y< = y et y> = ys pour y < ys, et inversement y< = ys et y> = y pour y > ys. W ( 1;  2; ys) est leWronskien des fontions  1 et  2 au point ys.6.2.1.1 Singularités de la fontion de Green ĜLes singularités de Ĝ dans le plan omplexe (Re(�); Im(�)) sont les valeurs propres de l'équationde Pridmore-Brown, [60℄, équation régissant les modes propres  dans un onduit en présene d'unéoulement isaillé : �2 �y2 + 2M 0�k �M� � �y + ((k �M�)2 � �2) = 0: (6.7)On distingue deux familles de valeurs propres de ette équation (�g. 6.2) :� Un spetre disret, d'une part, orrespondant aux modes aoustiques perturbés par l'éoulement.Ces valeurs sont les p�les de Ĝ, zéros du Wronskien W ( 1;  2; ys).� Un spetre ontinu, d'autre part, dû à la singularité de l'équation (6.7). En e�et, pour � 2[k=Mmax; k=Mmin℄, Mmin et Mmax étant les valeurs minimum et maximum de M(y) dans [0; h℄,le oe�ient du terme en �y a une singularité régulière en y, où k � M(y)� = 0. A espetre ontinu orrespond un ontinuum de modes hydrodynamiques. Ces valeurs de � sont lessingularités des fontions  1 et  2.
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Fig. 6.2: Valeurs propres de l'équation de Pridmore-Brown.



6.2 Formulation du problème 1036.2.2 Intégration de Ĝ exp(�j�x)Pour aluler l'intégrale (6.5),G(x; y; ys) = 12� 1Z�1 Ĝ(�; y; ys)e�j�x d�; (6.5)nous utilisons la méthode des résidus. Pour ela, un ontour fermé est dé�ni dans le plan omplexe(Re(�); Im(�)) (�g. 6.3), dans le demi-plan supérieur ou inférieur, selon que x est négatif ou positif.Lorsque le rayon du demi-erle tend vers l'in�ni, l'intégrale sur ette partie du ontour tend vers 0,et le théorème des résidus donne alors l'intégrale (6.5), ompte tenu des singularités de Ĝ ontenuesdans le ontour fermé.PSfrag replaements Re(�)Re(�)Re(�) Im(�) Im(�)Im(�) x < 0 x > 0() ,
Fig. 6.3: Appliation du théorème des résidus pour le alul de (6.5) : dé�nition des ontoursd'intégration pour x < 0 et x > 0.Or le spetre ontinu, ainsi qu'une partie des p�les (eux orrespondant aux modes aoutiquespropagatifs), sont situés sur l'axe � réel (�g. 6.2), 'est-à-dire sur le ontour d'intégration. Il est donnéessaire de distinguer les valeurs propres orrespondant aux modes amonts de elles orrespondantaux modes avals, a�n de déterminer si es valeurs propres situées sur l'axe réel doivent être inluses dansle ontour fermé x < 0 (modes amonts) ou dans le ontour x > 0 (modes avals). Nous utilisons pourela le ritère de Briggs [10℄ (f. Annexe A) : onsidérant une soure divergeant en temps (! = !r+j!jave !j ! �1), il est possible de distinguer les valeurs propres situées dans le demi-plan supérieur,orrespondant aux modes amonts, et elles située dans le demi-plan inférieur, orrespondant aux modesavals. Pour haque demi-espae, x < 0 et x > 0, le ontour d'intégration peut alors être dé�ni (�g. 6.4).L'intégration de Ĝ exp(�j�x) sur es deux ontours donneG(x < 0; y; ys) =Xn2N 2j�Res(Ĝ(�; y; ys); ��n )e�j��n x (6.9)et G(x > 0; y; ys) =Xn2N�2j�Res(Ĝ(�; y; ys); �+n )e�j�+n x � ZC Ĝ(�; y; ys)e�j�x d�; (6.10)où Res(Ĝ(�; y); ��n ) est le résidu de Ĝ au p�le ��n (dans le demi-plan supérieur) ou �+n (dans le demi-plan inférieur). C est le ontour d'intégration (orienté, f. �g. 6.4) autour du ontinuum. L'amplitudedes modes aoustiques est ainsi déterminée en alulant les résidus de Ĝ aux p�les ��n .
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Fig. 6.4: Valeurs propres de l'équation de Pridmore-Brown (6.7) pour ! = !r+ j!j et !j < 0, etontours d'intégration de (6.5)
PSfrag replaements Re(�)Im(�) C2Æ k=Mmax k=MminFig. 6.5: Intégration autour du spetre ontinu, lorsque wj = Im(w) = 0.



6.3 Résultats 105Les expressions (6.9) et (6.10) obtenues, il est possible de revenir au as d'une soure sinusoïdale,en faisant tendre ontinûment wj vers 0. Ces expressions sont inhangées, et le ontour d'intégrationC autour du ontinuum est le ontour fermé donné sur la �gure 6.5. L'intégration sur e ontour ferméest possible ar Ĝ est ontinue autour de [k=Mmax; k=Mmin℄.Ainsi, l'équation (6.10) montre, en aval de la soure, la ontribution des modes aoustiques, sousforme d'une somme disrète, et elle du ontinuum de modes hydrodynamiques sous forme d'unesomme ontinue. En amont de la soure, seuls des modes aoustiques sont générés. Nous donnons dansla setion suivante le alul des solutions (6.9) et (6.10) pour un pro�l simple d'éoulement parallèleisaillé dans un onduit droit.6.3 RésultatsNous onsidérons un pro�l d'éoulement simple, donné parM(y) =M0(1� � �yh�2); (6.11)ave 0 < M0 < 1 (éoulement subsonique1) et 0 < � < 1. Dans les appliations suivantes, nousprendrons M0 = 0:4 et � = 0:5. Une soure pontuelle harmonique, de fréquene kh = 1, est plaée aupoint ys = 0:7h dans le onduit.
Fig. 6.6: Pro�l de vitesse de l'éoulement (éq. 6.11) et position de la soure (ys = 0:7h).Deux méthodes numériques ont été adoptées pour aluler Ĝ : un alul des solutions  1 et  2 de(6.7) par une méthode de Runge-Kutta, et un alul diret de Ĝ par une méthode d'éléments �nis. Lesaluls des résidus et du ontinuum de modes hydrodynamiques sont ensuite e�etués par intégrationnumérique de Ĝ autour des p�les, pour les résidus, et de Ĝ exp(�j�x) autour du spetre ontinu,pour le ontinuum. Dans le paragraphe suivant, es aluls numériques sont validés dans le as d'unepropagation sans éoulement, où G(x; y; ys) peut être déterminée analytiquement. La fontion de GreenG est ensuite alulée pour le pro�l de vitesse donné préédemment (éq. 6.11).

1Pour un éoulement supersonique, des valeurs propres du spetre disret peuvent être dans le ontinuum, et leproblème est alors plus ompliqué.



106 6 Problème ave soure dans un éoulement isaillé
PSfrag replaements

x
y0 0
h

5hFig. 6.7: Fontion de Green (Im(G), f. éq. 6.12) dans un onduit droit sans éoulement, ave 10modes pris en ompte. La soure pontuelle, de fréquene kh = 1, est située au point(0; 0:7h).
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Fig. 6.8: (a) Fontion de Green (6.12) en y = 0:67h (kh = 1, ys = 0:7h, 10 modes sont pris enompte) ; (�) partie imaginaire, (��) partie réelle. (b) Erreur des aluls (��) Runge-Kutta et (�) éléments �nis ; l'erreur alulée est jGnum. �Ganal.j=jGanal.j, où Gnum. estla solution numérique (Runge-Kutta ou éléments �nis) et Ganal. la solution analytique(6.12).



6.3 Résultats 1076.3.1 Propagation sans éoulementDans un guide d'ondes retiligne, en l'absene d'éoulement, la fontion de Green dans le demi-espae x > 0 est G(x > 0; y; ys) = �00h Xn2N k�+n (1� Æn02 ) os(n�h y) os(n�h ys)e�j�+n x; (6.12)où �+n =pk2 � (n�=h)2 pour k > n�=h et �+n = �jp(n�=h)2 � k2 pour k < n�=h. Il n'y a bien sûrpas de ontinuum de modes hydrodynamiques dans e as, l'équation régissant les modes transversesétant régulière. Le hamp obtenu en prenant en ompte les dix premiers modes dans (6.12) st représentésur la �gure 6.7.A�n de valider le alul du hamp modal par la méthode des résidus, nous déterminons la fontionde Green Ĝ alulée par la méthode de Runge-Kutta et par le alul par éléments �nis, puis les résidusde Ĝ aux p�les �+n , n 2 [0; 9℄ sont obtenus par intégration numérique de Ĝ autour de es p�les. Pourhaun de es aluls, la fontion G obtenue di�ère de la fontion exate (6.12) de moins de 0.3%(�g. 6.8). Lorsque x augmente, tous les modes évanesents �nissent par s'annuler, et il ne reste de Gque le mode plan ; l'erreur de haque alul numérique onverge don vers l'erreur sur le résidu dumode 0.6.3.2 Eoulement isaillé6.3.2.1 Détermination des valeurs propres de l'équation de Pridmore-BrownNous avons vu (f. �6.2.2) que les singularités de Ĝ sont les valeurs propres � de l'équation dePridmore-Brown (6.7). Ces valeurs ne pouvant être déterminées analytiquement si l'éoulement estisaillé, nous les alulons numériquement, en disrétisant l'équation de Pridmore-Brown,��3M(M2 � 1) + �2(3M2 � 1)k � �(M �2�y2 � 2M 0 ��y + 3Mk2) + (k �2�y2 + k3) = 0; (6.13)par une méthode de Chebyshev [75℄. Il vient�3A + �2B + �C +D = 0; (6.14)où A, B, C et D sont des matries résultant de la projetion des oe�ients, non onstants, de (6.13) etdes opérateurs di�érentiels �y et �2y2 , ompte tenu des onditions aux limites en 0 et h. Les omposantesdu veteur  sont les valeurs de  aux points de Chebyshev.L'équation (6.14) peut être réerite sous la forme0B� 0 0 I0 I 0D C B 1CA0B�  � �2 1CA = �0B� 0 I 0I 0 00 0 �A 1CA0B�  � �2 1CAoù I est la matrie identité. Les valeurs propres � sont alors les solutions d'un problème propregénéralisé (�1 � ��2)X = 0.



108 6 Problème ave soure dans un éoulement isailléAinsi, du problème propre di�érentiel (6.7), nous avons déduit un problème propre matriiel, dis-rétisé, dont les valeurs propres sont des solutions approhées du problème propre original [58℄. Cesvaleurs peuvent alors être utilisées omme onditions initiales pour une détermination plus préise dessolutions de (6.7).Les valeurs propres de (6.7) pour l'éoulement dérit par (6.11) sont données sur la �gure 6.9,pour M0 = 0:4, � = 0:5 et kh = 1 (h est �xé à 1). Le ritère de Briggs nous permet de distinguerles valeurs propres orrespondant aux modes amonts de elles orrespondant aux modes avals.Nous pouvons observer, en plus du spetre disret, le spetre ontinu (ii néessairement disrétisé,puisque le problème propre est lui-même disrétisé), sur l'axe réel entre k=Mmax = k=M0 = 2:5 etk=Mmin = k=(M0(1� �)) = 5.

       

 

 

 

 

 

 

 

40

20

-40

0

-20

-2 0 4 62

PSfrag replaements Re(�)
Im(�)

Fig. 6.9: Valeurs propres de l'équation de Pridmore-Brown (6.7) ; (Æ) modes amonts, (�) modesavals, (�) modes hydrodynamiques.Une valeur, et son onjugué, apparaissent de part et d'autre du ontinuum, ayant par onséquent unepartie imaginaire non nulle. Un alul diret des modes propres selon la méthode dérite en annexe Cmontre que es valeurs ne orrespondent pas à des valeurs propres de (6.7). Il s'agit par onséquentd'artéfats numériques.6.3.2.2 Modes aoustiquesUne fois les p�les ��n évalués par la méthode de Chebyshev, les dix premiers modes amonts et avalssont déterminés en alulant les résidus Rés(Ĝ(�; y; ys); ��n ). La ontribution au hamp des modesaoustiques peut alors être obtenue à l'aide des équations (6.9) et (6.10) sans le terme intégral (quidonne la ontribution du ontinuum de modes hydrodynamiques, voir paragraphe suivant). Commedans le as sans éoulement, le méthode de Runge-Kutta et le alul par éléments �nis donnent desrésultats très prohes (�g. 6.10).Nous pouvons observer sur es �gures l'e�et de réfration de l'éoulement, qui � distord � le modeplan, et l'e�et Doppler - e�et de onvetion - qui modi�e la longueur d'onde de e même mode plan.
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xy 0�5h 5hFig. 6.10: Fontion de Green partielle G(x; y; ys) (ontribution des 10 premiers modes aoustiquesseulement) dans un onduit droit en présene d'un éoulement isaillé (éq. 6.11), aveM0 = 0:4 et � = 0:5. La soure pontuelle, de fréquene kh = 1, est située au point(0; 0:7h). Méthode de Runge-Kutta : (a) Re(G), (b) Im(G). Calul par éléments �nis :() Re(G), (d) Im(G).



110 6 Problème ave soure dans un éoulement isailléCelle-i est en e�et plus grande en aval de la soure, dans le sens de l'éoulement, et plus petite enamont, dans le sens opposé à l'éoulement.6.3.2.3 Champ hydrodynamiqueNous souhaitons maintenant déterminer le hamp hydrodynamique généré par la soure dansl'éoulement. Avant d'intégrer diretement Ĝ exp(�j�x) sur le ontour fermé C représenté sur la �gure6.5, il onvient de préiser que Ĝ a deux valeurs singulières, � et �s, pour lesquelles k �M(y)� = 0et k �M(ys)�s = 0, et qu'à ette seonde valeur orrespondent deux singularités distintes : un p�lesimple et une singularité logarithmique du type (k �M(ys)�)2 log(k �M(ys)�) [70℄. La fontion deGreen Ĝ peut par onséquent être reformulée de la manière suivante :Ĝ(�; y; ys) = Ĝ1(�; y; ys) + Ĝ2(y; ys)�� �s ;de sorte que le hamp hydrodynamique Ghydro s'éritGhydro(x; y; ys) = ZC Ĝ1(�; y; ys)e�j�x d�+ Ĝ2(y; ys)e�j�sx:Il apparaît don que e hamp hydrodynamique est onstité d'un ontinuum proprement dit, le premierterme, obtenu par intégration de Ĝ1e�j�x autour du spetre ontinu, et d'un mode hydrodynamiquedisret, le seond terme, dont la vitesse de propagation est elle de l'éoulement au niveau du pointsoure, soit U(ys).Pour Æ << 1 (�g. 6.5), le premier terme - l'intégrale - peut être exprimée simplement parG1(x; y; ys) = ZC Ĝ1(�; y; ys)e�j�x d�� k=MminZk=Mmax �Ĝ1(� � jÆ; y; ys)e�j(��jÆ)x � Ĝ1(� + jÆ; y; ys)e�j(�+jÆ)x� d�:L'amplitude de G1 est représentée sur la �gure 6.11. Ce hamp, dû au ontinuum de modes hy-drodynamiques, est beauoup plus faible que le hamp aoustique (�g. 6.12). L'amplitude du modehydrodynamique disret, dont le pro�l est donné sur la �gure 6.13, est également beauoup plus faibleque elle du hamp aoustique.En aval de la soure, le mode plan que l'on observe en l'absene d'éoulement est ainsi perturbéd'une part par l'e�et de réfration de l'éoulement (�g. 6.12) et d'autre part par le ontinuum de modeshydrodynamiques (�g. 6.11) et le mode hydrodynamique disret.La ontribution du mode disret mise à part - l'amplitude moyenne de e mode sur la setiondu onduit est onstante - l'amplitude du hamp hydrodynamique déroît lorsque la distane x àla soure augmente. Plusieurs auteurs ont prédit, sur la bases de onsidérations mathématiques surl'expression intégrale de Ĝ1, et pour des éoulements ompressibles [70, 67℄ ou inompressibles [14℄,une déroissane en 1=x de l'amplitude du ontinuum de modes hydrodynamiques. Pour une valeur
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6.4 Perspetives 113�xée de y (y = 0:59h), l'amplitude de e ontinuum est représentée sur la �gure 6.14 en fontion de ladistane x à la soure : nous pouvons en e�et observer ette déroissane géométrique, suivant une loien 1=x.6.4 PerspetivesDans un guide droit in�ni, en présene d'un éoulement parallèle isaillé, la fontion de Green aété alulée, pour une approhe modale. Les modes aoustiques perturbés par l'éoulement ont étédéterminés en alulant les résidus de la fontion Green de l'équation de Pridmore-Brown. La ontri-bution du ontinuum de modes hydrodynamique a également été déterminée, et son omportement(amplitude, déroissane) dérit.Le ontour d'intégration autour du spetre ontinu de valeurs propres a été dé�ni en fontiond'un petit paramètre Æ non nul. Il est don intéressant d'envisager le passage à la limite Æ ! 0. Undéveloppement de Ĝ en série de Frobenius nous permet de dérire le omportement loal de la fontionau voisinage des points singuliers y pour Æ = 0 (f. annexe B). Le passage du as Æ << 1 que nous avonsvu dans e hapitre au as Æ = 0 doit permettre de trouver la détermination du logarithme qui apparaîtdans les développements de Frobenius. Il sera alors possible de aluler le hamp hydrodynamique dansla limite Æ nul.En�n, nous avons présenté dans e hapitre la méthode de résolution du problème ave soure dansun éoulement isaillé. Il reste don maintenant à aratériser de manière plus omplète les hampsaoustiques et hydrodynamiques dans le onduit, notamment en étudiant les e�ets du pro�l de vitessede l'éoulement, de la fréquene ou de la position de la soure sur la génération des di�érents modes.



114 6 Problème ave soure dans un éoulement isailléAnnexe A (d'après [56℄)Nous présentons dans ette annexe le ritère de Briggs [10℄, qui permet de déterminer le aratèreamont ou aval d'un mode, et de e fait sa stabilité.Un mode, solution de l'équation de Pridmore-Brown (6.7), étant donné sous la formep(x; y; t) = P (y)ej(!t��x); (6.15)la valeur propre � qui lui est assoiée ne permet pas, en général, d'en déterminer le aratère amontou aval. En l'absene d'éoulement, le signe de �r = Re(�) permet de savoir si la solution (6.15) est dutype f(x+t), don amont, ou f(x�t), don aval. En revanhe, en présene d'un éoulement, le signede �r n'est pas néessairement négatif pour une propagation en amont et positif pour une propagationen aval. Par exemple, la onstante de propagation du mode n aval dans un éoulement uniforme (f.introdution), donnée par �+n = �M0k +qk2 � (1�M20 ) �n�h �21�M20 ;peut avoir une partie réelle négative, bien que e mode soit aval.La détermination du aratère amont ou aval d'un mode est par ailleurs importante pour onnaitresa stabilité. En e�et, la valeur propre � étant a priori omplexe (�j = Im(�) 6= 0), le mode (6.15)s'érit p(x; y; t) = P (y)e�jxej(!t��x):Ainsi, si �j est négatif pour un mode amont (x ! �1) ou positif pour un mode aval (x ! �1), lemode est instable (l'amplitude de p(x; y; t) roit exponentiellement). Il est don néessaire de onnaitrele sens de propagation d'un mode pour pouvoir onlure sur sa stabilité.Le ritère de Briggs est le suivant : onsidérant une soure dont l'amplitude diverge en temps,'est-à-dire ! = !r + j!j , ave !j ! �1, tous les modes doivent être stables spatiallement. Ainsi, lesmodes tels que �j > 0 sont amonts, et eux pour lesquels �j < 0 sont avals. Les solutions du problèmeave une dépendane sinusoïdale sont obtenues en passant ontinûment de !j = �1 à !j = 0. Lavaleur propre � dérit alors un hemin dans le plan omplexe (�r ; �j) et la valeur herhée est elleorrespondant à !j = 0 (�g. 6.15). Il apparaît ainsi trois familles de modes :� les modes amonts pour lesquels �j est positif et ne hange pas de signe,� les modes avals pour lesquels �j est négatif et ne hange pas de signe,� les modes instables, amont ou aval, pour lesquels �j hange de signe.
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Fig. 6.15: Critère de Briggs : hemin parouru par � quand la partie imaginaire de ! passeontinûment d'une très grande valeur négative à 0. Les valeurs de � solutions duproblème de départ (! réel) sont marquées par un erle plein.Annexe BNous donnons dans ette annexe les solutions  1 et  2 de l'équation de Pridmore-Brown (6.7) sousforme d'un développement de Frobenius-Fuhs [6℄, dans le as où � est dans le ontinuum de valeurspropres [k=Mmax; k=Mmin℄ ou dans e ontinuum.Dans [0; h℄, l'équation (6.7) a une singularité (et une seule ar M(y) est monotone) en y =hp(M0�� k)=(�M0�), où k � M(y)� = 0. Nous introduisons la variable � = (y � y)=h, et lafontion �(�) �  (y) qui véri�e�(2p�� + �2)��00 + �(2p�� + �2)2 � 1�K2��+ 2(2p�+ 2�)�0 = 0: (6.16)� = 0 est une singularité régulière de (6.16), il existe don une solution sous la forme d'une série deFrobenius-Fuhs : �(�) = 1Xn=0 an(�)�n+� (6.17)où l'indie � et les oe�ients an doivent être déterminés. En substituant (6.17) dans (6.16), on obtientla relation de réurrene
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�2p�(n+ �)(n+ � � 3)an(�)= (n+ � � 1)(n+ � � 6)an�1(�)�2p�K2an�2(�)�K2an�3(�)+8K2�2M20�3=2an�4(�):+12K2�2M20�an�5(�):+6K2�2M20p�an�6(�):+K2�2M20an�7(�): (6.18)L'équation indiielle �2p��(� � 3)a0 = 0, donnée par (6.18) pour n = 0, détermine les deux valeurspossibles de l'indie �, qui sont 0 et 3. S'il une solution du type (6.17) peut toujours être déterminéeave la plus grande des deux solutions de l'équation indiielle, il n'est en revanhe pas toujours possible,quand les deux valeurs de � di�èrent d'une valeur entière, d'obtenir une seonde solution ave l'autre.Dans le as présent, nous obtiendrions deux fois la même solution. Nous déterminons don une premièresolution �R, régulière, en prenant pour � la plus grande des deux solutions, � = 3 :�R(�) = 1Xn=0 an(3)�n+3:L'équation (6.16) peut s'érire L� = 0, où L est un opérateur linéaire. Considérons alors unefontion � de la forme (6.17) dont les oe�ients an(�) satisfont à la relation de réurrene (6.18). �vérirife alors L� = �2p��(� � 3)a0���1;et par onséquent L(���) = ��(L�) = �2p��(2� � 3) + �(� � 3) ln ��a0���1:Ainsi, si l'on onsidère une solution �� de l'équationL�� = �2p�(2� � 3)a0�2pour � = 3, alors �S = ��� (���)�=3 véri�e L�S = 0 et est linéairement indépendante de �R obtenuepréédemment. La fontion �� peut aisément être obtenue sous forme d'une série de Frobenius-Fuhs��(�) = 1Xn=0 bn�n;ave � = 0. La solution �S est singulière, du fait de la présene d'un terme ln �.En�n, les fontions  1 et  2 sont déduites de �R et �S :



6.4 Perspetives 117(  1(y) = �0S(�(0))�R(�)� �0R(�(0))�S(�) 2(y) = �0S(�(h))�R(�)� �0R(�(h))�S(�) ;et le Wronskien de es fontions en ys estW ( 1;  2; ys) = ���0S(�(0))�0R(�(h)) � �0S(�(h))�0R(�(0))�W (�R; �S ; ys):Annexe CSoit l'impédane z dé�nie par �y = z ,  étant une solution de l'équation de Pridmore-Brown(6.7). z véri�e l'équation non linéaire du premier ordre�z�y = �z2 � 2M 0�k �M�z � ((k �M�)2 � �2): (6.19)Si � est une valeur propre de (6.7), le mode  assoié satisfaisant à la ondition de Neumannhomogène en y = 0 et h, z doit être nulle en es mêmes points. En imposant z = 0 à une extrémité del'intervalle [0; h℄ et en intégrant numériquement (par une méthode de Runge-Kutta) l'équation (6.19),il est don possible de véri�er si une valeur � orrespond à une valeur propre.





Conlusions et perspetivesLes travaux présentés dans e mémoire avaient pour adre l'approhe modale de la propagationd'ondes en onduit. Deux aspets ont été abordés : la propagation aoustique dans les guides d'ondesourbes, sans éoulement, et le problème d'une soure dans un éoulement isaillé, dans un onduitretiligne.Une formulation multimodale de la propagation dans les guides d'ondes ourbes a été mise en plaeet validée. Pour un oude bidimensionnel (et par onséquent pour un oude à trois dimensions de setionretangulaire) et un oude de setion irulaire de dimensions quelonques, des équations di�érentiellesmatriielles ont été établies pour les omposantes de la pression et de la vitesse longitudinale projetéessur les modes, propagatifs et évanesents, solutions du problème transverse loal. Déduite de eséquations, une équation de Riati a été onstruite pour l'impédane, dont le alul permet unearatérisation direte des propriétés aoustiques du oude, par l'impédane d'entrée ou la matrie desoe�ients de ré�exion. Ce formalisme d'impédane est de plus partiulièrement adapté à la formulationdes onditions de rayonnement ou de ontinuité aux extrémités du oude.La prise en ompte de variations de la setion du oude ou de onditions d'impédane aux parois aété envisagée et se traduit dans les équations multimodales par l'addition simple de termes supplémen-taires. Il est don possible d'étendre notablement le hamp d'appliation de la méthode multimodale,sans en augmenter la omplexité.Pour un oude dont la setion est onstante et l'impédane aux parois uniforme (qu'elle soit in�nie,�nie ou nulle) des solutions algébriques simples de la matrie de di�usion et du hamp de pressiondans un oude ont été établies. Le hamp pouvant ainsi être alulé dans un oude par des opérationssimples sur des matries, et sans intégration préalable de l'équation de Riati pour l'impédane, ungrand nombre de modes peut être pris en ompte, et l'utilisation de la formulation multimodale pourdes problèmes à haute fréquene est possible. Le alul de la matrie de di�usion permet quant à lui unearatérisation direte des propriétés modales de ré�exion et de transmission d'un oude, également detout système omplexe omprenant des éléments oudés, dès lors que la matrie de di�usion de haqueélément du système est onnue. Ces résultats ont notamment été appliqués au alul des fréquenes derésonane de avités annulaires omplexes.Ce même alul diret des matries de ré�exion et de transmission permet de déterminer l'at-ténuation dans un guide d'ondes traité aux parois par un matériau absorbant. Deux expressions del'atténuation ont été données, pour une onde inidente onnue ou une soure inohérente. Les prin-ipales aratéristiques de la transmission dans un oude traité ont ainsi été mises en évidene et119



120 Conlusionsdérites, notamment l'apparition d'un plateau d'atténuation aux hautes fréquenes. Le alul de l'in-tensité aoustique dans le oude ou une méthode simple de rayons permettent de déterminer les lieuxdes parois ou l'absorption d'une onde inidente donnée est maximale. Ces résultats peuvent être inté-ressants pour l'optimisation des traitements de systèmes silenieux.En�n, nous nous sommes intéressés aux propriétés de di�usion à haute fréquene de guides omposésde parties droites et oudées, et plus partiulièrement au problème de la orrespondane entre la théorieondulatoire et la limite de l'aoustique géométrique. Pour plusieurs géométries di�érentes de guides,la matrie de di�usion de es guides a été omparée ave une matrie onstruite par une approhe detype rayon, orrespondant à la limite géométrique. A haute fréquene (plusieurs entaines de modespropagatifs), es matries présentent une très grande similitude. Cette similitude augmente bien sûrave le nombre de modes, mais peut déjà être observée lorsque quelques dizaines de modes seulementsont propagatifs.L'étude des trajetoires ontribuant aux strutures de la matrie rayons permet d'interpréterles propriétés de di�usion ondulatoires. Les zones de forte intensité des matries ondes et rayonsnotamment, orrespondent à des trajetoires stables de rayons qui peuvent aisément être identi�ées.La présene de � whispering gallery � modes a en outre été mise en évidene par l'étude de la matrie dedi�usion rayons. Il serait intéressant de poursuivre es premières observations, jusqu'ii qualitatives, parune omparaison quantitative des matries de di�usion obtenues ave les deux approhes ondulatoireet géométrique.Dans le type de avités ouvertes auquel nous nous intéressons, la dynamique des rayons peut êtrerégulière, mixte ou haotique selon les paramètres géométriques de la avité. L'étude des matries dedi�usion a déjà permis d'observer la transition d'un régime régulier vers un régime irrégulier lorsque lenombre de oudes du guide ou leur ourbure augmente. Une étude plus préise, systématique, au moyendes surfaes de Poinaré ou par l'étude de avités fermées � équivalentes �, par exemple, permettra dedéterminer préisément les onditions d'observation des di�érentes dynamiques dans es géométries.Ces travaux sur les propriétés des guides et avités ourbes à haute fréquene pourront égalementêtre poursuivis par l'étude � omparée � des distributions de Husimi (ou d'autres approhes équiva-lentes) et des surfaes de Poinaré [50℄.Nous nous sommes en�n intéressés au problème d'une soure pontuelle dans un onduit retilignein�ni, en présene d'un éoulement parallèle isaillé. La fontion de Green de l'équation de Pridmore-Brown a été déterminée, et les singularités de ette fontion, qui sont les valeurs propres de l'équationde Pridmore-Brown, ont été alulées. Ces singularités sont de deux types : un ensemble disret dep�les et un ontinuum de singularités logarithmiques. Par transformée de Fourier inverse, les p�lesfont apparaître les modes aoustiques perturbés par l'éoulement : le alul du résidu de la fontionde Green aux p�les nous permet don de déterminer l'amplitude des modes aoustiques générés par lasoure. D'autre part, nous avons étudié la ontribution du ontinuum de modes hydrodynamiques, enévaluant notamment l'amplitude de e ontinuum par rapport au hamp aoustique et sa déroissane,géométrique, en 1=x.Une étude plus systématique de l'in�uene de la fréquene, du pro�l de vitesse de l'éoulementet de la position de la soure doit maintenant être e�etuée pour ompléter es travaux, qui portentessentiellement sur la méthode de résolution du problème.
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