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Introduction

L’époque des grands savants multidisciplinaires — qu’ils soient grecs, égyptiens ou chinois
— est de nos jours révolue. Le développement naturel du savoir ’ameéne & une ramification de
plus en plus pointue. Toutefois, la mathématique et la physique (théorique), méme si pouvant
étre conceptuellement classées comme deux domaines différents du savoir, ont cheminé main
dans la main de I’Antiquité jusqu’au début du vingtieme siecle. Archimede, un des plus grands
mathématiciens de son époque, était également un brillant physicien; a partir de Galilée et
I’avenement de la physique dite moderne, ces deux derniers domaines étaient méme deve-
nus indissociables. Les grands bouleversements de paradigmes en physique ont toujours été
précédés ou accompagnés de la découverte de nouvelles structures mathématiques : mécanique
classique et calcul différentiel ont ainsi été développés conjointement par des mathématiciens
et physiciens : Newton, Euler, Lagrange, Hamilton ... De méme, les trois grandes révolutions
physiques du début du siecle dernier, a savoir la relativité restreinte, la mécanique quantique
et la théorie de la gravitation d’Einstein, ne peuvent étre évoquées sans penser au groupe de
Poincaré, a I'espace de Hilbert et a la géométrie Riemannienne (voir [64]).

L’avenement de la théorie quantique des champs (I'unification de la mécanique quantique
et de la relativité restreinte) et ses problémes, notamment ceux inhérents a l’apparition de
divergences, a créé un grand éloignement entre ces deux communautés. La parole a Res Jost
(cité dans [87]) : “... sous I'influence démoralisante de la théorie quantique des champs pertur-
bative (infestée de divergences), les mathématiques nécessaires a un physicien théoricien ont
été réduites a la connaissance rudimentaire de 'alphabet Grec et Latin.” Les mathématiciens
n’étaient pas en reste, Weil et Dieudonné par exemple affirmant que “les mathématiques du
vingtieéme siecle ne souffriront pas l'influence de la physique” [16]. Ainsi Dyson déclara en
1972 : “le mariage entre mathématique et physique ... a récemment terminé en divorce” [36].

Ces dernieres décennies, un nouveau rapprochement entre mathématique pure et physique
théorique s’est opéré, bénéfique pour ces deux branches du savoir, car stimulant et mutuelle-
ment enrichissant. Citons entre autres exemples la formulation de la méthode de scattering
quantique inverse introduite par Faddeev, Sklyanin et Takhtajan [38] pour les modeles

intégrables qui amena a la découverte des groupes quantiques! [35], ou la découverte récente

'Nous devrions plutét parler de redécouverte puisque les groupes quantiques sont des cas spéciaux d’algebres

de Hopf [83], structures déja connues des mathématiciens.
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d’une structure d’algebre de Hopf dans la combinatoire du programme de renormalisation de
la théorie des champs perturbative [58, 18] et ses liens avec un probleme de Riemann-Hilbert
[19]. Les théories conformes 4 deux dimensions offrent un autre exemple marquant d’un
terrain d’entente par sa transparence mathématique et ses riches applications physiques. Un
systeme conforme est invariant sous les transformations de 1’espace qui conservent les angles,
donc notamment sous les transformations d’échelle. Les applications physiques concernent
les transitions de phase dans les phénomeénes critiques (car alors aucun parametre d’échelle
n’intervient), mais aussi les modeles intégrables et principalement la théorie des cordes. En
mathématique, I’étude des systéemes conformes est a la base de la formulation de nouvelles
structures algébriques introduites par A. Ocneanu [66]. De fait, il est assez surprenant et
stimulant de savoir que ce mathématicien, spécialiste des algebres d’opérateur, a utilisé une
classification des fonctions de partition de théorie des champs conformes pour obtenir ces

structures!

Depuis Darticle fondateur de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov [5], les systémes
conformes a deux dimensions ont constitué un intense domaine de recherche. Dans un tel
systeme, l'algebre des transformations (algebre de Virasoro) est de dimension infinie : les
contraintes imposées sur les fonctions de corrélation du systeme sont alors telles qu’il est pos-
sible dans certains cas de le résoudre explicitement, ouvrant ainsi la voie a des classifications.
Un cas important est celui de théories possédant comme symétrie étendue une algebre de
courant (contenant Virasoro), en particulier les modeles avec algebre affine g.

A deux dimensions, le systéme est défini sur un réseau bi-dimensionnel. En définissant
des conditions périodiques selon les deux axes, la géométrie du systeme se ramene a celle
d’un tore. Pour les modeles su(n), la classsification des fonctions de partition invariantes
modulaires définies sur le tore (de parametre modulaire 7) se réduit a la classification des
matrices M a coefficients entiers non-négatifs qui commutent avec les générateurs S et T
du groupe modulaire. M est appelée 'invariant modulaire, et la fonction de partition s’écrit

alors en termes des caracteéres x; de l'algebre su(n) :
Z(r) =Y xilr) M x;(7). (1)
1]

La premiere classification des fonctions de partition invariantes modulaires a été obtenue pour
les modeles su(2) en 1987 par Cappelli, Itzykson et Zuber [10, 11] et est connue sous le nom de
classification ADE. A chaque fonction de partition Z est associé un graphe tel que son spectre
soit codé dans les éléments diagonaux de M. C’est ainsi qu’apparaissent les diagrammes
de Dynkin de type ADFE, mais soulignons que cette analogie était a 1’époque mystérieuse.
Notons que les modeles minimaux (comme par exemple le modele d’Ising ou le modele de
Potts) sont reliés aux modeles su(2) par une construction de coset [46] : la classification des

modeles 5u(2) conduit donc a celle des modeles minimaux. Plus généralement, la classification
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des modeles affines joue un role prépondérent dans la classification des théories conformes
dites rationnelles. La classification des invariants modulaires des modeles su(3) a été obtenue
en 1994 par Gannon [44], et a cette classification est associée une liste de graphes appelés
diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés.

Quand sont incorporées des conditions au bord (labellées par a et b) ou des lignes de
défaut (labellées par x et y) sur le systéeme de maniere compatible avec I'invariance conforme,

les fonctions de partition s’écrivent :

Zyp(r) = 3 Faalr), @

Zoy(r) = D xi(m) Wi, x;(7), (3)
i,

ou F, et W;Jy sont des coefficients entiers non-négatifs formant des nimreps (“numerical
integer valued matriz representation”) de certaines algebres. Le probleme de la classification
des fonctions de partition des théories conformes su(n) dans divers environnements se réduit
donc a la détermination de I’ensemble de ces matrices. Or ces coefficients (ou ces matrices)
définissent les diverses structures d’une nouvelle classe d’algebres de Hopf, appelées “algebres
de Hopf faibles” [8, 9].

Une algebre de Hopf faible (WHA) est similaire & une algebre de Hopf usuelle. Elle possede
un espace vectoriel muni d’un produit o et d’un coproduit A, compatibles dans le sens usuel, et
une unité 1, une counité € et une antipode S. Cependant, contrairement a une algebre de Hopf
usuelle — pour laquelle A(1) = 1® 1 — dans une algebre de Hopf faible? A(1) = Iy ® 1y).
Tous les axiomes reliés a 'unité doivent alors étre modifiés en conséquence. Il a été montré
que toute solution d’'un ensemble d’équations connues sous le nom de “The Big Pentagon
FEquation” fournit un exemple de WHA, dont un cas particulier de solution provient des
différents coefficients intervenant dans une théorie conforme [65, §].

A. Ocneanu associe & I'espace des endomorphismes de chemins essentiels® définis sur un
graphe G de type ADFE une digébre, notée B(G). Cette digebre est un espace vectoriel muni
de deux produits o et ®. L’existence d’'un produit scalaire permet de transposer le produit ©®
en un coproduit A, de maniere & ce que B(G) soit techniquement une WHA, méme si aucune
vérification n’a jamais été explicitement menée. La digebre B(G) est semi-simple pour ses
deux structures multiplicatives et peut donc étre diagonalisée pour chacune de ces lois. B(G)

est isomorphe & une somme directe de blocs matriciels de deux manieres différentes :
BG) 2oL =aoX”. (4)
1 X

Les blocs pour la loi o sont labellés par les vertex d’un graphe noté A(G) : c’est le graphe de

la série A possédant la méme norme que le graphe G. Les blocs pour la loi ® sont labellés

2Nous adoptons ici la convention de Sweedler : une sommation sur les indices de type (1) ou (2) est implicite.
3La notion de chemins essentiels sera introduite au chapitre 2.
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par les vertex d’'un autre graphe, appelé le graphe d’Ocneanu de G, noté Oc(G). L’espace
vectoriel engendré par les vertex de chacun de ces deux graphes (relatif & une des deux lois)
est muni, vis a vis de 'autre loi, d’une structure algébrique associative : nous obtenons deux
algebres que nous notons par le méme symbole que le graphe lui-méme. L’algebre A(G) est
commutative, mais I'algebre Oc(G), aussi appelée I'algébre des symétries quantiques de
G, ne l'est pas toujours.

La connaissance de ces algebres — ou la donnée des graphes correspondants — permet de
reconstruire ’ensemble des coefficients définissant les fonctions de partition des cas du type
su(2). En particulier, & un vertex spécial du graphe d’Ocneanu (I'unité) est associée une
fonction de partition qui est invariante modulaire : nous retrouvons ainsi la classification
de Cappelli-Itzykson-Zuber. Mais il est aussi possible d’associer des fonctions de partition
aux autres points de ce graphe : elles ne sont plus invariantes modulaires, mais sont
interprétées en théorie des champs conformes comme provenant d’un systeme avec une
ligne de défauts. Utilisant 1'algebre des symétries quantiques, il est aussi possible de définir
des fonctions de partition provenant d'un systéme avec deux lignes de défauts. Ces fonc-

tions de partition — & une et deux lignes de défauts — sont appelées twistées ou généralisées [77].

Le travail central de cette these est la description d’une réalisation de l'algebre des
symétries quantiques d’Ocneanu, construite comme un certain quotient du carré tensoriel
d’algebres de graphes déja connues. A partir de cette réalisation, nous introduisons un al-
gorithme simple permettant la détermination de toutes les fonctions de partition (invariante
modulaire et généralisées) pour tous les cas du type su(2) [25] (voir aussi [78], utilisant un
formalisme différent). Par la suite, une caractérisation de cette réalisation par les propriétés
modulaires du graphe G a permis de construire 'agebre des symétries quantiques sans la
nécessité de la connaissance préalable des graphes d’Ocneanu [26] (toutefois, pour les cas ou
Oc(G) n’est pas commutative, cette construction n’est pas entierement satisfaisante).

Les graphes d’Ocneanu ne sont connus (publiés) que pour les modeles su(2), mais la liste
des diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés a été obtenue pour les cas du type su(3) [31, 32,
71] et su(4) [71]. Cependant, explicite diagonalisation de la loi ® pour une (hypothétique ?)
digebre B(G) construite sur ces diagrammes généralisés n’a pas encore été effectuée.

Les fonctions de partition généralisées des modeles su(n),n > 3 n’étaient donc pas
connues. Grace a la caractérisation introduite précédemment, notre méthode de construc-
tion de Oc(G) se préte a une généralisation aux cas su(n),n > 3. Nous avons étudiés certains
exemples choisis des modeles 5u(3), et obtenu les fonctions de partition associées. Nous re-
trouvons les fonctions de partition invariantes modulaires correspondant a la classification de
Gannon, confirmant ainsi notre construction, et nous obtenons les expressions des fonctions
de partition a une et deux lignes de défaut des cas étudiés [26].

La construction est la suivante. A un diagramme de Dynkin G de type ADE (ou possible-

ment généralisé) est associé l'espace vectoriel V(G) engendré par les vertex de ce diagramme.
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Dans certains cas, cet espace vectoriel possede une structure multiplicative associative et
commutative avec des coefficients de structure entiers non-négatifs (c’est notamment le cas
pour les diagrammes de la série A) appelée algébre de graphe : nous dirons alors que G
possede self-fusion. Méme si G ne possede pas self-fusion, V(G) est toujours un module sous
laction de l'algebre du graphe A(G) ayant la méme norme (de Perron-Frobenius) que G. Si

nous notons o, les vertex de G et 7; les vertex de A(G), alors :
Ti.O'a:Z Fiy oy, (5)
b

et les coefficients F¢, sont les mémes que ceux de 'équation (2). Dans les cas simples (A,
Eg et Eg pour s5u(2)), 'algebre Oc(G) est isomorphe au carré tensoriel de algébre du graphe
GG, mais ou le produit tensoriel est pris au-dessus d’une sous-algebre J de GG, caractérisée par
les propriétés modulaires de G : Oc(G) = G ®; G. Un élément 2 de Oc(G) s’écrit alors de la
forme x = 0, ®; 0. Comme il existe une action de A(G) sur V(G), il existe aussi une action
naturelle a droite et a gauche de A(G) sur Oc(G). Oc(G) est donc un bi-module sur A(G) et
nous avons :
) R - ij
Tl.SL'.TJ—Tz-(O'a@JO'b)-T]—ZW;Byya (6)
y

ou les coeflicients W;Jy sont les mémes que ceux de 1’équation (3). La détermination de ces
coeflicients permet alors d’obtenir les fonctions de partition généralisées du modele conforme

associé au graphe G.

Soulignons que, bien que les graphes Oc(G) soient a priori définis & partir de la diagona-
lisation de la loi ® de B(G), la construction explicite de ces graphes par Ocneanu lui-méme
s’est basée sur la connaissance préalable de la classification des invariants modulaires de
su(2) de Cappelli-Itzykson-Zuber, ou celle de su(3) par Gannon. Un autre axe de recherche
développé dans cette these est 1'étude approfondie de la digebre B(G) et de ses structures,
notamment a travers les cellules d’Ocneanu. L’objectif est double : d’une part, nous voulons
vérifier que la digebre B(G) est techniquement une algebre de Hopf faible, d’autre part
nous voulons obtenir la diagonalisation de B(G) pour la loi ® dans le but de construire

explicitement les graphes d’Ocneanu [27].
Le plan de la these est le suivant :

e Bien que le travail de recherche a proprement parler de cette these se situe plutét au niveau
algébrique, plusieurs résultats obtenus sont interprétés dans le langage de la théorie des
champs conformes. Nous avons donc décidé de dédier le chapitre 1 a ces notions. Apres une
courte introduction aux théories des champs conformes a deux dimensions, et notamment aux

théories des champs conformes dites rationelles, nous présentons les diverses classifications
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des modeles su(n) et des modeéles minimaux, et montrons comment ces classifications sont
naturellement reliées a des coefficients formant des nimreps d’un certain ensemble d’algebres,

pouvant étre codées par des graphes.

e Dans le chapitre 2 est présentée la construction d’Ocneanu d’une digebre B(G) associée a
un diagramme de Dynkin de type ADFE. Nous montrons comment cette digebre permet de

définir les graphes A(G) et Oc(G) et analysons explicitement ’exemple du diagramme As.

e Le chapitre 3 est consacré a la présentation d’une certaine réalisation de l'algebre des
symétries quantiques d’Ocneanu. Nous montrons comment cette réalisation — qui se préte
naturellement & une généralisation aux cas su(n),n > 3 — permet d’obtenir un algorithme
simple pour le calcul des divers coefficients entrant dans la définition des fonctions de

partition du modele conforme associé.

e Dans le chapitre 4 nous traiterons explicitement tous les cas du type su(2) ainsi que trois

exemples choisis du type su(3).

e Les diagrammes de Dynkin ADE et leur extension affine ADE™), une présentation de la
correspondance de Mc-Kay (classique et quantique), plusieurs définitions algébriques ainsi
que les expressions des fonctions de partition généralisées pour les exemples étudiés sont

donnés en Annexe.

Les résultats originaux obtenus dans cette thése sont présentés dans le chapitre 4 (ils ont
en partie été publiés dans les articles [25, 26]) ainsi qu’a la fin du chapitre 2 (ils seront publiés
dans [27]).



Chapitre 1

Classification des théories

conformes a deux dimensions

Les systemes conformes sont les systémes invariants sous les transformations de I'espace
qui préservent les angles. A deux dimensions, ces systemes deviennent tres intéressants car
I’algebre des transformations est alors de dimension infinie. Par conséquent, il existe des
modeles pour lesquels une classification a pu étre établie : ¢’est notamment le cas pour les
modeles affines su(2) [11], su(3) [44] et pour les modeles minimaux [11]. Dans ce chapitre,
nous mentionons les relations existantes entre ces classifications et un ensemble de coefficients
pouvant étre codé par des graphes [75, 76, 79]. Ce chapitre est dédié a des résultats déja connus
mais parfois peu divulgués dans la littérature (principalement en ce qui concerne les systemes
avec l'introduction de lignes de défauts [77]), c’est pourquoi nous avons jugé utile de les

présenter ici.

1.1 Théories conformes : une introduction

Nous donnons ici une breve introduction aux théories conformes, principalement a 2d. I1

existe de nos jours plusieurs bons textes traitant du sujet, citons entre autres [45, 53, 33].

1.1.1 Importance des symétries
L’objet principal d’une théorie des champs est l'action S[®], fonctionnelle des champs,
définie par :
S[®] = /ddx L(®(x),0,9(x)), (1.1)
ou d est la dimension de l'espace-temps et £ la densité lagrangienne du systeme. Ici @

est une collection de champs locaux (qui peuvent étre de nature tres différente : scalaires,

spinoriels, ...). Au niveau quantique, nous nous intéressons plus particulierement aux fonc-
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tions de corrélation entre les champs :
.1 _
(1) - P(xn)) = Z/[d<1>] B(21) - D) e 17, (1.2)

ou Z est la fonctionnelle génératrice du vide, aussi appelée, en analogie avec la physique

statistique, fonction de partition.

Définition 1 Nous dirons qu’un systéme est soluble si nous pouvons calculer explicitement

les fonctions de corrélations entre tous les champs présents dans le systeme.

De manieére générale, un systeme n’est pas soluble. Par contre, I'invariance du systéme sous
une transformation se présente sous la forme de contraintes sur les fonctions de corrélations, a
travers les identités de Ward. Plus “grande” sera la symétrie imposée, plus nombreuses seront
ces contraintes, pouvant dans certains cas nous amener a trouver des solutions explicites. Ce
sera notamment le cas pour des systemes invariants sous les transformations conformes a deux
dimensions, car I’algebre conforme est alors de dimension infinie! Analysons tout d’abord une

transformation générale sur le systeme.

Transformation du point de vue actif

Une transformation générale sur le systeme est définie par :

r — x’

(1.3)
o(x) — '(z') =F(2(x))

Nous adoptons ici le point de vue actif : la transformation change le systéeme de coordonnées

(x+— '), et le champ P est lui-méme affecté par celle-ci (® — ®’). Pour des transformations

infinitésimales, a n parametres w®, a = (1,...,n), avec w* < 1 :
/ (51’“
ot xh =gk oot =t +w—
ow 50 (1.4)
O(x) — P (z)=P(x)+iP(x) = P(x) + w“5 —(x)
w

Le générateur G, de la transformation infinitésimale est défini a partir de la transformation

au méme point :
®'(z) = d(x) — iw* G, P(x). (1.5)
Le lien entre générateur et parametre est alors donné par :

oxt od
2 H P _
ow? On () ow?

iGo®(x) = (). (1.6)

Considérons maintenant un systéme invariant sous la transformation (1.3) : S[F(®)] = S[®].



1.1. Théories conformes : une introduction 9

Conséquence classique Sous la transformation générale infinitésimale (1.4), la variation
de l'action (S +— S+ d5S5) est donnée par :

58 = / d'a 0,70 () u, (1.7)

ol ji (x) est le courant associé a la transformation :

oL ox” oL oo
)= =——=0,9 — ¢"' L — . 1.8
Ja (@) <a(a#<1>) T ) sws  9(8,®) dur (18)
Théoreme 1 Si les champs vérifient les équations classiques du mouvement, alors :
0S5 =0 = Oujhi(x) =0 (1.9)

La conséquence classique de I'invariance du systéme sous la transformation générale (1.3) est

la loi de conservation du courant associé : c’est le théoréme de Noether.

Conséquence quantique Si l’action est invariante sous la transformation (1.3) et si, de
plus, nous faisons 'hypothese que la mesure d’intégration Iest aussi', alors les fonctions de

corrélations doivent satisfaire les contraintes suivantes :
(@(x]) -~ D(x7,)) = (D' (2]) - - - D' (x7,)). (1.10)

Si nous nous intéressons au niveau infinitésimal de la transformation, 'invariance du systeme

se traduit par les identités de Ward :
(6®) :/ddm%(jfj(:c)@w“. (1.11)

En spécifiant la variation de ® a travers les générateurs de la transformation (1.5), nous
obtenons la forme locale des identités de Ward :
n
LS (@ — ) (@) - Gal(@i) - Dlan)) = o (@) D()) D). (112)
' — OxH
P

Au niveau quantique, I'invariance d’un systeme sous une transformation générale se traduit

donc par des contraintes imposées sur les fonctions de corrélations.

1.1.2 Transformations conformes

Nous considérons un espace-temps & d dimensions, avec une métrique g,,,. Sous un chan-

gement de coordonnées x — x’, la métrique se transforme comme :

oz 0P
G (T) — in(w,) = M@gaﬁ(z)- (1.13)

1Ce n’est pas toujours le cas, notamment si nous introduisons une procédure de régularisation.
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Définition 2 Une transformation conforme est un élément du sous-groupe des transforma-

tions de coordonnées qui laisse la métrique invariante a un facteur d’échelle preés :

g;,w(m,) = A(m)gw/(m)- (1.14)

Les transformations conformes sont les transformations de ’espace qui préservent les angles.
. 7 . . . . YO \ /
Considérons maintenant une transformation infinitésimale de parametres £# : x # = x# +¢& &,

avec ¢ < 1. En imposant (1.14), nous obtenons des contraintes sur * :

2
aufu + 8u§u = ggw/apfp- (1'15)

Ces contraintes nous permettent de spécifier la transformation conforme, les cas & d = 2 et
d > 2 étant tres différents.

Cas d > 2

Les transformations conformes finies sont :

e translation : rh = H 4 gt
e Lorentz (rotations) : z'# = A" 2V A, = —AY,
e dilatation : rh = ozt
s h
¢ SCT : = 5 b
x 2 T

ou la dernieére transformation est la “transformation conforme spéciale” (SCT), qui n’est autre
qu’une inversion, suivie d’'une translation et d’une nouvelle inversion. Ces transformations
forment un groupe & un nombre fini de parametres, égal & : 2(d + 1)(d + 2). Dans un espace
avec signature (p, ¢) de dimension d = p+q¢, le groupe conforme est isomorphe a SO(p+1, g+1).

Considérons un systeme invariant sous le groupe des transformations conformes :

Conséquence classique Il est bien connu que l'invariance par translation et transfor-
mations de Lorentz (le groupe de Poincaré) conduit & la conservation du tenseur énergie-

impulsion TH*. Considérons aussi les dilatations, définies par :
ot —s 2 = Az, B(x) — @' (2') = A\ 20(x), (1.16)
ou A est la dimension d’échelle du champ ®. Le courant associé a la dilatation est :
Jp(x) =TV, (1.17)
et la conservation de ce courant implique que le tenseur énergie-impulsion est de trace nulle :

T =0. (1.18)
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Le courant conforme associé a une transformation générale infinitésimale (1.15), défini par

JH=THE, est alors conservé si TH est de trace nulle :
1
3/“]“ - §TMV(8M£V + 3,,5#) == 0 (119)
De fait, la condition de conservation du tenseur énergie-impulsion et la condition (1.18) im-

pliquent I'invariance sous toutes transformations conformes.

Conséquence quantique L’invariance par translation et rotation implique par (1.10) que

la fonction de corrélation a deux points est de la forme suivante :

(¢1(x1)da(w2)) = f(|@1 — 22|). (1.20)
Nous verrons que l'invariance conforme permet de fixer explicitement la forme des fonctions
de corrélations a deux et trois points.
Cas d =2

Dans un espace euclidien a deux dimensions, les contraintes sur £* pour que la transfor-

mation soit conforme s’écrivent :
D€' +016° =0, doe” = d1€%. (1.21)

Ce sont les équations de Cauchy-Riemann, qui définissent une fonction holomorphe. Il est

donc naturel de travailler sur le plan complexe et introduire :

z = 294 izt ¢ = & +igt
z = 29—zt £ = &g
Alors les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent :
0 - 0
@5(2’2) =0, Er (2,2) =0, (1.22)

admettant comme solution toute transformation finie analytique (resp. anti-analytique) :
z— 2 = f(2), Z—7 = f(2). (1.23)

Les variables z et z se découplent, et peuvent étre traitées comme deux variables complexes
indépendantes, la condition physique de réalité : Z = 2*, ou z* désigne le complexe conjugué
de z, pouvant étre imposée a tout moment. Pour une transformation (1.23) infinitésimale :

z— 2 =z +e(2), zr— 7 =72+ 2(2), (1.24)

ou €(z) et £(Z) peuvent étre prises infiniment petites dans un disque de rayon fixé. Nous

pouvons les développer en série de Laurent autour de z =0 :

+o00
e(z)= D> enz"t, @)= Y &zt (1.25)

n=—oo n=—oo
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et les générateurs correspondants sont de la forme :

b, = —2""0,, l, = —z""o.. (1.26)

Le nombre de générateurs des transformations conformes a 2d est donc infini! Ces générateurs

forment 'algebre de Witt, dont les relations de commutation sont données par :

Un,lm] = (n—m) lnym
(o, 0] = 0 (1.27)
@na Zm] = (TL - m) Zn+m

Pour former un groupe, les transformations doivent étre inversibles et définies en tout point
de l'espace, auquel cas nous leur réservons le nom de transformations globales. L’ensemble
des transformations globales forment le groupe conforme SO(3, 1) a deux dimensions, dont les
générateurs sont : {£_1, 0o, 1} U{l_1,0o,01}. £_1 et _1 sont les générateurs des translations,
(Lo+-Lp) et i(o+Fp) sont respectivement les générateurs des dilatations et rotations; ¢1 et £1 les
générateurs des transformations spéciales conformes. Les autres transformations conformes ne
sont pas globales (mais locales), et ne forment pas un groupe : c¢’est pourquoi nous parlerons

plus généralement d’algebre conforme.

Tenseur énergie-impulsion Dans le plan complexe, les propriétés de symétrie et de trace
nulle du tenseur énergie-impulsion impliquent T%* = T%* = (. La conservation de ce tenseur
s’écrit alors :

0=T* =0, 0, T =0, (1.28)

et nous introduisons :
T(z) = —2nT.., T(z) = —21T%, (1.29)

qui sont des fonctions respectivement holomorphe et anti-holomorphe du plan complexe.

Identités de Ward A deux dimensions, nous travaillons dans le plan complexe, ce qui
nous permet d’utiliser la puissance du calcul analytique. Pour X une collection de champs
locaux : X = ¢1(w1,W1) ... op(wy, Wy), les identités de Ward (1.11) provenant de I'invariance
conforme — ol le courant conservé est le tenseur énergie-impulsion 7}, — s’écrivent :

(6.X) = 7{ dze(2)(T(2)X) + — ?{ d7()(T(2) X) (1.30)

’ 2im Jr 2T Jr

ou le contour I' inclut toutes les positions (w;, w;) des champs contenus dans X, et ou 7'(2)
est défini en (1.29). Pour donner une forme locale précise a (1.30), il nous faut soit connaitre
la variation des champs sous une transformation conforme (membre de gauche), soit pouvoir
développer le membre de droite et calculer explicitement l'intégrale, ce qui nous amene a

introduire I’expansion du produit des champs.



1.1. Théories conformes : une introduction 13

Remarque 1 Nous avons vu que les variables z et Z se découplent, nous permettant de traiter
les deux parties séparemment. Par la suite, nous allons souvent ne traiter que de la partie

holomorphe, la partie anti-holomorphe donnant lieu a des résultats paralléles.

1.1.3 OPE des champs
Définition de 'OPE

L’expansion en produit d’opérateurs (OPE), introduite par Wilson, joue un role important
en théorie quantique des champs. L’OPE de deux opérateurs locaux donne leur comportement

a courte distance (x — y) :

Ai(x)Bj(y) ~ Y Chi(z — y)Ox(y), (1.31)
k

ou les C’fj sont des coefficients numériques singuliers englobant les divergences pour  — vy,
et ou les O}, forment un ensemble complet d’opérateurs locaux. Cette propriété en TQC n’est
normalement valable qu’asymptotiquement. Par contre, en théorie des champs conformes, elle
devient une propriété exacte, car aucun parametre de longueur ¢ n’apparait dans I’expansion
compte tenu de l'invariance d’échelle. Traduite en formalisme pour les champs conformes,

nous pouvons alors écrire :

N Ck. N Ok
k=—o00 k=1

ou N est un entier positif. Dans la deuxiéme équation, nous avons séparé la partie divergente
pour z — w (terme de gauche) de la partie réguliere (notée rég.), car seulement cette premiere
va survivre a 'intégration dans les identités de Ward (1.30). La connaissance de 'OPE des
champs présents dans le systeme est d’une grande utilité : elle nous permet de ramener le
calcul des fonctions de corrélations a N points graduellement & celui a 2 points. L’identité
de Ward conforme nous permet d’expliciter 'OPE pour une certaine classe de champs dont

nous connaissons la loi de transformation.

Champs primaires

Il existe des champs, appelés champs primaires, dont la loi de transformation sous une
transformation conforme est donnée. Soit un champ ¢ de spin s et de dimension d’échelle A,

sa dimension conforme h (resp. h) est définie par :

h:;A+@, h=-(A—5). (1.33)

1
2
Définition 3 Sous une transformation conforme z — w(z), Z — w(z), un champ primaire

est un champ qui se transforme comme une (h, h)-forme :

o o) = (%) () ote2). (134
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En spécifiant pour une transformation infinitésimale z — w = z+¢(z), la variation du champ

primaire est donnée par :

dep(w) = ¢ (w) — d(w) = —(w)Owd(w) — h[Dwe(w)] $(w). (1.35)

Ceci nous permet de conclure, d’apres l'identité de Ward conforme (1.30), que 'OPE d’un
champ primaire avec le tenseur énergie-impulsion s’écrit :

T(2)o(w) = { ——duo(w) + " o(w) | +rs (1.3

z)p(w) =9 —— w) + ——p(w rég. .
z—w (z —w)? &

ou rég. désignent des termes réguliers. En effet, nous pouvons vérifier qu’en mettant cette
expression dans (1.30), nous retrouvons bien la variation infinitésimale du champ primaire
donnée en (1.35). Connaissant la loi de transformation des champs primaires, I'invariance
conforme, par (1.10), permet de fixer la forme des fonctions de corrélations a deux et trois

points. Soient ¢;(z;) des champs primaires, et z;; = z; — z;, alors :

@) = h=hi =y
C
(P1(21)d2(22)¢5(23)) = hi+ha—hs h2+1333—h1 hi+hz—ha "
£12 %23 £13

Deux champs primaires ne sont corrélés que s’ils ont la méme dimension conforme, et nous

)
pouvons choisir de les normaliser de maniere & avoir Cis = d15. L'OPE de deux champs
primaires peut alors s’écrire comme :

T R p—

- (Z _ w)hi+hj_hk

or(w) + rég. (1.37)
ou les coefficients (1, sont les mémes que ceux apparaissant dans la fonction a trois points.

Tenseur d’énergie-impulsion

Il existe un autre champ de la théorie pour lequel les propriétés de transformation sont

connues, c’est le tenseur énergie-impulsion :

Définition 4 Sous une transformation conforme finie z — w(z), le tenseur énergie-impulsion

se transforme comme :
2
T (w) = (fl"“") ()~ & fus2)]. (1.38)

ol c est la charge centrale? et ot nous avons introduit la dérivée Schwarzienne :

A (d3w/dz?) 3 d*>w/dz? 2
fws 2z} = (dw/dz) 2 ( dw/dz ) ’

(1.39)

21’interprétation physique de la charge centrale apparait lorsque nous considérons des géométries restreintes,

comme analogue a un effet Casimir, c.a.d. un déplacement fini de ’énergie libre.
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Le tenseur énergie-impulsion se transforme donc comme un champ primaire de dimension
conforme 2, a I'anomalie schwarzienne prées, qui s’annule pour des transformations conformes
globales. Donc, sous une transformation conforme globale, le tenseur énergie-impulsion se
transforme exactement comme un champ primaire : les champs ayant cette propriété sont
appelés quasi-primaires. En spécifiant pour une transformation infinitésimale z — w =

z + &(z), la variation du tenseur énergie-impulsion est donnée par :
5 T(w) =T'(w) — T(w) = —%Bia(w) — 20pe(w)T (w) — e(w) 0y T (w). (1.40)

Ceci nous permet de conclure, d’apres l'identité de Ward conforme (1.30), que 'OPE du
tenseur énergie-impulsion avec lui-méme s’écrit

c/2 2T (w 0T (w

/ 7t ( )2 + (w) +rég. (1.41)
(z —w) (z —w) (z —w)

Nous pouvons a nouveau vérifier qu’en mettant cette expression dans (1.30), nous retrouvons

T(z)T(w) =

bien la variation infinitésimale du tenseur énergie-impulsion donnée en (1.40).

1.1.4 Algebre de Virasoro et représentations V),
Correspondance état-champ

Il est toujours utile en TQC d’avoir une vision duale entre champs et états. Dans ce but,
introduisons la procédure de quantification radiale. A deux dimensions, nous devons faire
une distinction entre I’espace et le temps : la théorie est initialement définie sur un cylindre
infini de diametre L. Le temps ¢ court selon 'axe infini du cylindre (t va de —oco & +00) et
lespace est compactifié : x € [0, L], c.a.d. (0,t) = (L,t). Le cylindre est alors paramétrisé par
les coordonnées complexes & = t + ix,& = t — iz, et le passage entre le cylindre et le plan
complexe se fait a travers les applications suivantes :

Z — exp <2L7r§> , & — % In z. (1.42)
Le passé lointain (t — —o0) sur le cylindre correspond & l'origine (z = 0) du plan, et le futur
lointain correspond au point a l'infini sur le plan complexe (plus exactement sur la sphere de

Riemann). Ceci nous permet de définir les états entrants et sortants :
[6m) = lim (2,%)(0), (Gout| = |6w)! = lim (0]¢1 (2, %),
z,2—0 z,z—0

ou I'adjoint est défini par :

). (1.43)

o on o 11
ng(z,E) =z th ths(:’*
zZ Z

Un champ conforme ¢(z,%) de dimension conforme (h, h) peut étre développé en modes (ce
qui n’est rien d’autre que sa série de Laurent autour du point z = 0) selon :

1 1
P(2,2z) = szﬁd’mm,

meEZnel

1

. 1 he _
ou  Pmn = %in Odzzm+h 12mfgd%"+h Lo(2,%), qunm:d),m,,n.
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Algeébre de Virasoro

Le tenseur énergie-impulsion étant un champ quasi-primaire de dimension conforme 2, son

développement en série de Laurent est donné par :

() =Y o, @)=Y 22 (1.44)

nez neL

Les modes L,, seront vus comme des opérateurs, agissant sur un espace de Hilbert. En inver-

sant la relation, nous trouvons :

l

1 _
n=— ¢ dzz""T(2). (1.45)

L, = dz z”'HT(z), =5
T 0

i f)
A partir de 'OPE du tenseur énergie-impulsion (1.41), nous pouvons en déduire que ces
opérateurs vérifient les relations de commutations suivantes :

c

[Lns L] = (n—m)Lypm + 1 (n® — 1)6n4m,0

[Ln,Lm] = 0 (1.46)
— — c

En, Lm] = (n—m)Lpym + En(n2 — 1)0n4m,0

Elles définissent ’algébre de Virasoro, qui constitue I’extension centrale [43] de I'algebre
de Witt définie en (1.27). Les opérateurs L,, L, sont les générateurs des transformations

conformes, agissant sur un espace de Hilbert.

Espace de Hilbert et représentations de Virasoro

L’Hamiltonien est proportionnel au générateur de translation temporelle sur le cylindre :
H ~ L‘iyll + fc_yll En passant vers le plan complexe, les opérateurs de translation deviennent
des opérateurs de dilatation. Sur le plan complexe, nous avons donc : H ~ Lg + Lg. Nous
considérons alors les représentations de Virasoro construites a partir de 1’état de plus haut
poids |h;) — c’est 'état primaire engendré par le champ primaire ¢;(z) de dimension conforme

h; — caractérisé par :
L0|hi> = hz‘hz>, Ln‘hz> =0, Vn > 0. (1.47)

Cet état est vecteur propre de I’Hamiltonien du systeme. Les autres états de la représentation
(les états excités, appelés états secondaires), sont construits par application successive des

générateurs L_p, k >0 :
L_le_k2 s L—kn’hi>7 (kl <k < kn), (1.48)

et sont vecteurs propres de Lg, de valeur propre h; + N, ou N = k1 +ko+- - -+ k,, est le niveau

de I’état. Les champs correspondants aux états secondaires sont appelés champs secondaires.

Par exemple, & I’état L_,|h;) correspond le champ secondaire d)l(-_n) :

Lonlhs) — ¢ (w) = = 74 dz(z_lan(z)cbi(w)- (1.49)

- 2im w)
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A un état primaire |h;) correspond une infinité d’états secondaires de la forme (1.48) : ils
forment ensemble une famille conforme, notée [¢p,]. Les opérateurs L,, sont les générateurs des
transformations conformes. Sous une transformation conforme, I’état |h;) et ses descendants se
transforment donc entre-eux : ils forment une représentation de ’algebre de Virasoro, appelée
module de Verma, et notée V(c, h;) ou plus simplement V;. Nous avons parallelement le
module de Verma associé & la partie anti-holomorphe V (¢, h;). L’espace de Hilbert est alors
défini par :

H=> ViaV; => Vich)®V(c,h) (1.50)

i Rk

A priori, nous n’avons aucune indication sur le nombre de termes apparaissant dans la somme,

ce nombre pouvant étre infini.

Fonctions de corrélations

Il existe deux classes de champs dans une théorie conforme :
e les champs primaires ¢(w) de dimension conforme (h, h) ;
e les champs secondaires : a chaque champ primaire ¢(w) correspond une infinité de
champs secondaires ¢(—F1=kn) (1),
Soit X une collection de champs primaires : X = ¢a(w2) ... ¢n(wy), de dimensions conformes
hi (i=2,...,n), et "™ (w) un champ secondaire. La fonction de corrélation entre ¢(~™ (w)
et X est donnée par :

(PX) = Lop(p(w)X), (1.51)

ou L_, est un opérateur différentiel défini par :

. (n — 1)h1 B 1
N (e e 152

i

—k1,—k2,...—

Pour un champ secondaire plus général, de la forme ¢ kn) mnous obtenons de la

méme maniere :

(PR kb Xy = £ L (h(w) X). (1.53)

Le calcul de fonctions de corrélations contenant des champs secondaires se réduit donc a celui
contenant seulement des champs primaires, sur lequel nous ferons agir un opérateur différentiel
bien défini. Nous sommes donc ramenés au seul calcul des fonctions de corrélations entre
champs primaires. Si nous connaissons ’'OPE des champs primaires, elles nous permettent de
passer graduellement du calcul des fonctions & N points & celui des fonctions a deux points,
qui sont explicitement fixées par l'invariance conforme. Nous avons vu que 'OPE de deux

champs primaires est donnée par :

Cijk B
(z — w)lithi—he (z — @)Eﬁﬁjfﬁk br(w, W), (1.54)

i(2,2)ds(w, W) =

k
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ou les ¢y (w,w) sont des champs primaires ou secondaires. Nous pouvons regrouper dans le
membre de droite tous les champs secondaires appartenant & la famille conforme [¢,] ensemble

et diviser la sommation selon :

{kk} 1 1 {k.k}
¢i(2,2)¢p;(w, w) Z Z C w)hi-i-hj—hk—z:lkl (z - )h it —hy— Zlkld) (w, ),
P {kk}

ou tous les champs descendants du champ primaire ¢, sont notés qb,{,k’k}. En utilisant I’équation
(1.53), il est possible de montrer que :

zyk’
k
ou les Cjj, sont les coefficients de ’'OPE entre champs primaires seulement, et les ﬂp {k}, ﬂp (k)
sont des fonctions des quatre parametres h;, hj, h, et c, entierement fixées par I'invariance
conforme. Le calcul des fonctions de corrélation entre les champs du systéeme est donc ramené

a la connaissance des coefficients ;5. Nous sommes donc amené a la :

Conclusion 1 Toute ['information nécessaire pour complétement spécifier une théorie
conforme a deux dimensions est la donnée de la charge centrale ¢, des dimensions conformes
(hi, hi) des champs primaires et des coefficients Cyji, provenant de I’'OPE de ces champs pri-
maires. Avec ces données, il est possible de calculer toutes les fonctions de corrélations du

systeme, et par conséquent, d’obtenir un systéme soluble !

Cependant, l'invariance conforme a elle-seule ne fixe pas les coefficients Cjjy, il nous faut
des informations supplémentaires externes. Nous verrons par la suite certaines contraintes
permettant de compléter la théorie, ouvrant ainsi la voie vers les classifications des théories

conformes.

1.2 Théories conformes rationelles : RCFT

1.2.1 Algebre de fusion

Nous voulons maintenant transcrire les résultats obtenus jusqu’a maintenant sous forme
algébrique. L’OPE de deux champs quelconques d’une famille conforme est obtenu a par-
tir de celle des champs primaires correspondants. En considérant ’OPE entre deux champs
primaires, 'information importante est de savoir quelles familles conformes ils vont créer, a

travers les coefficients Cjji. Ceci nous permet d’écrire les regles suivantes :

[6n,] Z [0, (1.56)

L’interprétation est la suivante : le membre de gauche représente ’OPE entre un champ

conforme de la famille [¢y,] et un champ conforme de la famille [¢y,,], le membre de droite



1.2. Théories conformes rationelles : RCFT 19

indiquant quelles familles conformes ¢y, | vont apparaitre dans cette OPE. Les nombres /\/j;
sont donc des entiers non-négatifs, reliés aux coefficients Cjji. Les champs primaires ¢y, (2)
sont en correspondance avec les états de plus haut poids |h;) de la représentation V; de

Virasoro. L’équation (1.56) peut donc s’écrire comme la fusion des représentations :

Vi X Vj = ZM’; Vk . (1.57)
k

Définition 5 L’algébre de fusion est une algebre commutative, associative, de générateurs
Vi, i=1,...,n, (n est un entier ou +o0), possédant une identité Vi = 1 (la représentation

identité), et un produit noté x, dont les régles de multiplication sont données par (1.57).

Définissons les matrices IV;, appelées matrices de fusion, ayant comme éléments :
(Ni)je = N (1.58)

Alors I'existence de I'identité implique N1 = 1, et la propriété d’associativité de I'algebre de
fusion implique la commutativité des matrices NN; : IV;N; = N;N;. L’associativité peut aussi
s’écrire comme :

NiNj = NJNy. (1.59)
k

Les matrices NV; forment donc une représentation fidele de 1’algebre de fusion. L’information
sur les coefficients Cj;, est donc ramenée & la connaissance de l'algebre de fusion — ou de
maniere équivalente a la connaissance des matrices de fusion IN; — qui a ce stade reste toutefois

a déterminer.

1.2.2 Unitarité et irréductibilité de V;

La base de la représentation V; est formée par 1’état de plus haut poids |h;) et tous ses
états descendants (1.48). La norme de I'état L_g, --- L_j, |h) est définie par :

(h|Lg, - L, L—g, -+ L_g, | ). (1.60)

Unitarité

Une représentation V; est dite unitaire si elle ne possede pas d’états de norme négative :
comme la norme dépend de la dimension conforme h et de la charge centrale ¢ (a travers les
relations de commutation de I’algebre), 'unitarité impose donc des contraintes sur ces valeurs.
L’étude de la norme des états des représentation V; a été effectuée dans [50] et [40] : il existe
un vecteur de norme nulle au niveau £ = rs (r et s entiers) lorsque la dimension conforme de

la représentation est donnée par la formule de Kac :

6 [(m+1)r —ms]? — 1

e=1- m(m+1)’ firis(m) = dm(m + 1)

: meC.  (1.61)
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La présence d'un vecteur de norme nulle permet de délimiter les zones (c¢,h) d’existence
de vecteurs de norme négatives (non-unitarité). Les représentations de Virasoro sont non-
unitaires pour ¢ < 0 et pour h < 0. Pour h > 0, elles sont unitaires si ¢ > 1. Si 0 < c < 1,
elles sont unitaires pour les valeurs de la formule de Kac avec les contraintes supplémentaires

suivantes (spectre fini) :

m entier > 2, 1<r<m, 1<s<r (1.62)

Vecteurs singuliers et irréductibilité

Lorsque h = h,, il existe donc un état |x) au niveau ¢ = rs dont la norme est nulle,
appelé état singulier. Cet état satisfait les propriétés (1.47) d’un état de plus haut poids.
Les états descendants de |y) — aussi de norme nulle — forment un module de Verma noté
Vy- L’espace de la représentation V},, , contient un sous-espace V, qui est lui-méme une
représentation de Virasoro : il est donc réductible. Nous contruisons des représentations
irréductibles en quotientant par les sous-modules V, (ce qui équivaut a identifier les états
qui ne different que par un état de norme nulle). A Tétat singulier |x) est associé le champ
X(z), qui est un champ descendant du champ primaire ¢(z), mais qui est lui-méme un champ
primaire. Le fait que I'état |x) soit de norme nulle (donc orthogonal au module de Verma)
se traduit en langage des champs a annulation des fonctions de corrélation (x(z)X), ou X
est une collection de champs : le champ x(z) se découple des autres champs. Ceci a comme
conséquence une équation diférentielle (1.53) pour les fonctions de corrélations (¢(z)X), don-
nant des contraintes sur I’OPE des champs, se traduisant par une troncation de I'algebre de

fusion :

Vi X Vj = Z, ./\/Z; Vk (1.63)
k

Cependant, pour une valeur arbitraire de ¢, le nombre de champs primaires de la théorie peut
étre infini, et il faut d’autres contraintes pour “fermer” ’algebre de fusion.

Les théories conformes pour lesquelles le nombre de champs primaires est fini sont appelées
rationnelles (RCFT). Ce sont des théories ou intervient un nombre fini de représentations V;
pour lesquelles 'algebre de fusion est fermée. L’exemple type de RCFT est fourni par les

modeles minimaux.

1.2.3 Modeéles minimaux

Pour p,p’ deux entiers premiers entre-eux tels que m = p'/(p — p’), la formule de Kac
s’écrit : o s o
(p—p) _(pr—=p's)"—(p—p)
T hrs = ; , (1.64)
pp 4pp

et les dimensions conformes sont alors périodiques hy s = hy4p s4,. Nous avons notamment :

c=1-—6

hrs = By s (1.65)
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ce qui implique l'existence d’un autre vecteur singulier |x’) au niveau (p’ — r)(p — s). Les

dimensions conformes de ces deux états singuliers sont égaux a :
hy = hys + s, hy =hes+ (0 —1)(p—s), (1.66)

et sont donc aussi données par la formule de Kac (elles s’écrivent de la forme h,s o) ! Ces deux
états singuliers engendrent donc des sous-modules de Verma V, et V,+ réductibles, contenant
a leur tour des états singuliers engendrant des sous-modules réductibles, et ainsi de suite. 11
existe donc une infinité d’états singuliers dans une représentation V; avec les valeurs (1.64).
Chaque état singulier conduit a une équation différentielle agissant comme une contrainte sur
les fonctions de corrélation des champs primaires, et donc sur leur OPE. L’effet global est
une nouvelle troncation de ’algebre de fusion, qui a comme conséquence que seulement un
nombre fini de représentations V; sont a considérer : ce sont les modeles appelés minimaux.
Les modeles minimaux sont unitaires pour p’ = p+1 (ou p’ = p — 1) et sont notés M(p’, p).
Le premier modele minimal unitaire non-trivial correspond au cas p = 3 : il a été identifié
comme décrivant le modele critique d’Ising [5]. Nous avons les suivantes identifications pour

les premiers éléments de la série unitaire :

e M(4,3): modele critique d’Ising c=1/2
e M(5,4): modele tri-critique d’Ising c=7/10
e M(6,5): modele de Potts a trois états c=4/5
e M(7,6): modele tri-critique de Potts a trois états c=6/7

1.2.4 Modeles -WZWN

Une situation fréquente en théorie des champs conformes est qu’il existe une algebre
“étendue” A agissant sur les champs de la théorie (algebre de Kac-Moody, supersymétrie,
algebre W, .. .), telle que Virasoro soit une sous-algebre de A ou de ’algebre enveloppante de
A. Nous nous intéressons plus particulierement aux théories conformes ou ’algebre étendue
est une algebre affine g : ce sont des modeles particuliers (appelés WZWN?) en ce sens qu'ils
peuvent étre formulés directement en terme d’une action?. Pour ces modeles, les courants

additionnels conservés J(z) possedent une OPE de la forme :
kéa
J(2) JP(w) = b Z fabc

et les modes de J%(z) = >

affine :

+rég. (1.67)

)

—n—1 gatisfont les relations de commutation d’une algebre

a
nez In?

[J8T8 1= i fabed S + K 71 Gab gm0, (1.68)

C

311s ont été introduits par Wess et Zumino, puis complétés par Witten et Novikov, et sont connus dans la
littérature sous le nom de modeles WZWN.
4Ce sont des modeles construits & partir d’une action du type modéle ¢ non-linéaire, avec ’addition d’un

terme de Wess-Zumino.
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ou k est un élément central. Les représentations des algebres affines g sont de nos jours bien
connues [51, 42]. Une généralisation de la notion de représentations irréductibles d’une algebre
de Lie simple g est fournie par la notion de représentations intégrables. Elles sont labellées
par (A k), ou A est le plus haut poids et k le niveau, et il existe un nombre fini de telles
représentations a chaque niveau k. La dimension conforme et la charge centrale des modeles

gi sont données par :

hy = LA 2) ¢ — kdimlg) (1.69)
2(k + k) kE+k

ou p est le vecteur de Weyl, et x le nombre (dual) de Coxeter de g. Les champs primaires
sont en correspondance avec les plus haut poids A des représentations intégrables : comme il
existe un nombre fini de telles représentations a chaque niveau k, il existe donc un nombre
fini de champs primaires. Les modeles WZWN fournissent donc un autre exemple de RCFT.

De plus, les représentations intégrables étant unitaires, ces modeles le sont aussi.
Les modeles avec algebre affine fournissent des exemples non-triviaux de modeles quan-
tiques & 2d exactement solubles, et jouent un roéle prédominant dans la classification des
théories conformes a 2d. Nous verrons par exemple que la classification des modeles mini-

maux est reliée, a travers une construction de coset, a la classification des modeles su(2).

1.2.5 Propriétés modulaires des caracteres y; et formule de Verlinde

Soit A T'algebre décrivant la symétrie d’une théorie conforme rationelle, et V; une
représentation de A, pour i € Z, 7 étant un ensemble fini. Les représentations V; sont
graduées par I’action du générateur Lo de Virasoro®. Le spectre de Lg dans V; est de la forme
{hiyh; +1,h; +2,---}, et nous appelons #,, le nombre d’états linéairement indépendants au
niveau n (donc de valeur propre h+n). Nous introduisons le caractere y; de la représentation

V; comme la fonction génératrice des multiplicités #,,, dépendant d’une variable complexe 7 :
o0

X’L(T) = TrVi qLQ*Qj — Z #n anrhfi? (q - 62“”—). (170)
n=0

Les caracteres de Virasoro par exemple sont donnés par :

1
1—q"

). (1.71)

n=1
L’expression des caractéres des modeles minimaux est plus compliquée que (1.71), car il faut
tenir compte de toutes les soustractions des sous-modules : ils sont explicités par exemple
dans [33]. Les caracteres (1.70) pour les algebres affines g (appelés spécialisés car ils comptent

les états en fonction de la valeur propre de Ly seulement) se trouvent aussi dans [33].

5C’est le cas méme si A # Vir, car les générateurs de Virasoro s’expriment, & travers la construction de

Sugawara, en fonction des courants J de A.
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Propriétés modulaires

Une propriété remarquable des caracteres (de Virasoro, des modeles minimaux ou des
algebres affines) est qu’ils satisfont de belles propriétés de transformation sous laction du

groupe modulaire. Le groupe modulaire SL(2,Z) sur une variable 7 est défini par :

ar +b a b
H
c

_ L(2,7 7 —bc=1 1.72
ot d d)ES’ (2,2), a,b,c,d e Z, ad — be , (1.72)

et est engendré par les deux transformations :

1
T:7—7+1, S:iTr— —— (1.73)

T
satisfaisant les relations (ST)? = S? = 1. Les caracteres x; d’une représentation de 1’algebre A
d’une RCFT forment une représentation fini-dimensionelle et unitaire du groupe modulaire :
ils se transforment entre-eux sous l'action de (1.72). Il existe donc deux matrices S;; et Tj;

telles que :

Xi(T) = xi(m+1) =Y Tij x;(7), Xi(T) = xi(— %) = Syxi(r). (174
JET JET

Il est clair d’apres la définition (1.70) que sous 'action de T :

Xi(T) = xi(r + 1) = 2™ hima1) yy(7), (1.75)
et la matrice Tj; est donc une matrice diagonale (T;; = ezi”(hi_i)&j). L’expression de la

matrice S pour une algebre affine générale se trouve dans [51].

Formule de Verlinde

La correspondance entre champs primaires et états de plus haut poids de V; permet
de coder 'OPE de ces champs dans ’algebre de fusion des représentations (voir 1’équation
(1.57)). E. Verlinde a montré qu’il existe un lien étroit entre les coeficients de fusion /\/;’; et la
matrice S;; des transformations modulaires des caracteres de I’algebre, donné par la formule
de Verlinde [88]

Si0S:0S;
ke Wl GOR g
el

Cette relation est hautement non triviale, car elle relie les coefficients de fusion N’Z’;, qui sont
des entiers non-négatifs, aux coefficients de la matrice S, qui sont des réels! Connaissant
les propriétés de transformation des caracteres, nous pouvons donc en déduire les regles de
fusion ; ou réciproquement, la connaissance des regles de fusion nous donne des informations

sur la matrice S.
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1.3 Invariance modulaire, conditions aux bord et lignes de
défaut

Nous avons jusqu’a présent utilisé implicitement le découplage de la théorie en partie
holomorphe et anti-holomorphe. Les données nécesaires pour totalement spécifier une théorie
conforme rationelle sont : I'algebre A, ses représentations de plus haut poids V; en nombre fini
(ce qui fixe la charge centrale ¢ et les dimensions conformes des champs primaires ¢, ), ses
caracteres x; et la matrice S;; des transformations modulaires des caracteres — ou de maniere
équivalente les coefficients de fusion /\ff; des représentations, obtenus a travers la formule de

Verlinde. L’espace de Hilbert du systeme s’écrit :

H = @ Mi; Vi ® Vj, M;; € N, (1.77)

i?j
ou la sommation s’étend a priori sur toutes les dimensions conformes h;, Ej du systeme.
Cependant, toute combinaison gauche/droite de représentations V; n’est pas nécessairement
physiquement réaliste. Il s’avére que ’étude des théories conformes sur des variétés de genre

plus élevé (comme le tore) nous fournit de précieux renseignements [13, 49].

1.3.1 Modeles définis sur le tore

Un tore est obtenu en spécifiant deux vecteurs sur le plan — ou deux nombres complexes
w1, we (périodes) sur le plan complexe — définissant ainsi un réseau, et en identifiant les points
qui different par une combinaison linéaire entiere de ces vecteurs. Une théorie conforme définie
sur le tore ne doit pas dépendre de la base choisie sur le réseau pour définir le tore : elle ne
dépendra que du parametre 7 = wy/wi, appelé paramétre modulaire, et nous pouvons
toujours choisir comme périodes 1 et 7.

Une théorie a 2d est définie sur un cylindre de diametre a, ou le temps court selon ’axe
du cylindre et l’espace est compactifié : = x + a, ’application du cylindre (paramétrise par
2imé

a

le cylindre, et est donc proportionnel au générateur de translation (L_; 4+ L_1). Par la loi de

€) vers le plan étant z = exp(===). L’hamiltonien correspond & la translation temporelle sur
transformation (1.38) du tenseur énergie-impulsion, l'opérateur de translation (L_;) devient

un opérateur de dilatation (Lg) sur le plan :

c

Lcylz_i(L _7) 1.78
-1 a 2%/ ( )
ou le coefficient ¢/24 provient de la dérivée Schwartzienne de 'exponentielle. L’opérateur

d’évolution du systeme (I’exponentielle de I’hamiltonien) est alors donné par :
T - e*Ha — 62i7r(T(L072fc4)77(f07i ) (179)

La fonction de partition est donnée par la trace de 'opérateur d’évolution 7 :

c

Z(r) = Try T = Try gLo30) qllo—30), q= e (1.80)
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En utilisant la décomposition (1.77) de I'espace de Hilbert et I'expression (1.70) des caracteres

x: de V;, nous obtenons alors :

Z(1) = Z Mz xi(T) X;(7) (1.81)

1.3.2 Fonctions de partition invariante modulaire

Physiquement, la fonction de partition d’une théorie conforme définie sur le tore ne peut
dépendre que du parametre modulaire 7 = wy/wy, mais il reste toutefois une redondance. En
effet, considérons des périodes w/, w) qui soient des combinaisons linéaires entiéres de w; et

ws (et donc appartenant au méme réseau) :

‘ b
<w/1>_<a ) (w1>’ a,b,e,d €7, ad — bec = 1. (1.82)
w4 c d w9

Par invariance conforme, ces nouvelles périodes définissent le méme réseau, et la fonction
de partition doit donc étre invariante sous ces transformations. Le groupe engendré par les

transformations (1.82) est le groupe SL(2,Z), et sous (1.82) le parametre modulaire devient :

at +b
et +d

T

(1.83)

Ce groupe est engendré par les deux transformations S et T, la fonction de partition doit

donc satisfaire® :

T:Z(r+1) = 2(7), Sz < i) _ 2(7), (1.84)

Utilisant 'expression (1.81) de Z, les propriétés de transformations (1.74) des caracteres x;
et 'unitarité des matrices S et T', le probleme de classification des fonctions de partition

invariantes modulaires se réduit donc a la :

Classification 1 Trouver toutes les n X n matrices M, telles que :
e M;; €N
L] ./Vl11 =1
e M commute avec S et T : SM = MS, TM = MT

La deuxieéme condition impose I'unicité du vide (V) est la représentation identité) ; la troisieme
condition exprime sous forme matricielle I'invariance modulaire (1.84) de Z. Une telle ma-

trice M est appelée I'invariant modulaire, et la fonction de partition invariante modulaire

57 n’est pas affecté par un changement de signe global des paramétres a,b, ¢, d dans (1.83) : la symétrie

réelle de la fonction de partition est donc PSL(2,Z) = SL(2,Z)/Zs.
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s’obtient par (1.81). Notons que des solutions évidentes de ce probleme sont données par les
matrices M = 1,,x,. Ce sont les théories appelées diagonales.

La classification des fonctions de partition invariantes modulaires a été obtenue pour les
modeles minimaux et les modeles su(2) dans [10, 11], celle des modeles su(3) dans [44].
Nous verrons qu’a ces classifications sont naturellement associés des graphes (diagrammes de
Dynkin de type ADE pour su(2), diagrammes de Di Francesco - Zuber pour su(3)). Ces liens
avec des graphes deviennent plus explicites lorsque nous considérons des théories conformes
avec conditions au bord (BCFT).

1.3.3 Conditions au bord

Une théorie conforme définie sur une variété sans bord possede comme symétrie deux
algebres A et A, agissant respectivement (et séparemment) sur la dépendence holomorphe
(z) et anti-holomorphe (%) des champs de la théorie. Il s’avere toutefois nécessaire en physique
d’étudier des théories définies sur des variétés a bord et ses possibles conditions au bord (réseau
fini en physique statistique, théorie des cordes, ...). L’étude des systémes conformes définis
sur une variété a bord a été initiée par J. Cardy [12, 14], dont I'exemple type est le semi-plan
infini I'm(z) > 0, a partir duquel par application conforme nous pouvons obtenir d’autres
exemples de géométries. Des conditions sur le bord formé par I'axe réel sont imposées, que
nous labellons de maniere générale par a et b sur les domaines Re(z) > 0 et Re(z) < 0. Sur
une bande infinie de largeur L, cela correspond & des conditions sur les bords x =0 et x = L.
Les transformations conformes doivent préserver les conditions aux bords, les générateurs de

ces transformations ne sont donc plus indépendants sur le bord :
T(Z) = T(E”axe réels (1.85)

qui exprime ’absence de flux d’énergie a travers le bord. Par conséquent, il n’y a plus deux
algebres mais une seule copie de I'algebre agissant sur les champs, et 'espace de Hilbert se

décompose comme :

Hay = EP Fiy Vi (1.86)

ou les coefficients féb sont des nombres entiers non-négatifs décrivant la multiplicité de la
représentation V; pour un systeme avec des conditions aux bords labellées par a et b. Ces
conditions aux bords sont réalisées par des opérateurs de bord ¢, ¢y, ou par des états de bord
|a), |b), dont une base complete est donnée par les r états de Ishibashi |j)). Les coefficients
f;b doivent satisfaire des conditions de compatibilité & travers I’équation de Cardy [15], qui

impliquent que les r x 7 matrices F; ((F;)q = F!,) doivent satisfaire algébre de fusion [4] :

Fi Fj =Y Nt F. (1.87)
k

L’unicité du vide impose F} = 1,x,, et de maniere générale il est seulement nécessaire de

spécifier un sous-ensemble de ces matrices qui engendre les autres par fusion, a travers (1.87).
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Classification 2 La classification des conditions aux bords (a,b) compatibles avec l'inva-
riance conforme se raméne donc a la classification des matrices F; de dimension r a entrées
dans N satisfaisant l’algébre de fusion (1.87).

Or, comme les matrices a entrées dans N sont associées a des matrices d’adjacence de graphes,
nous voyons que les graphes aparaissent naturellement dans I’étude des systemes conformes
avec conditions au bord! Nous verrons que pour les théories su(2), les graphes associés sont

les diagrammes de Dynkin du type ADE.

1.3.4 Lignes de défauts et fonctions de partition généralisées

La fonction de partition d’une théorie conforme définie sur le tore s’obtient par la trace de
lopérateur d’évolution 7 défini en (1.79). Dans [77], une situation plus générale est considérée
ou est insérée l'action d’un opérateur X dans la trace de 7. Ceci est interprété comme
I'introduction d’une ligne de défaut x dans le systeme, le long d’un contour non-contractible
du cylindre, avant de le fermer en un tore, et dont l'effet est de twister les conditions aux
bords. L’opérateur X (appelé opérateur de twist), n’est pas arbitraire : il doit étre invariant
sous une distorsion de la ligne a laquelle il est attaché, et par conséquent doit commuter avec

les générateurs de Virasoro :
[Lpn, X] = [Ln, X] = 0. (1.88)

Deux classes d’opérateurs X et Y peuvent étre considérées (correspondant aux deux contours
non-contractibles du tore), et les fonctions de partition du modele — appelées généralisées

ou twistées — sont données par Try XY 7 :

Zuy(7) =D xai(r) Wi, x;(7) (1.89)
i,J

ou les coefficients Wijy sont des entiers non-négatifs décrivant la multiplicité de la
représentation V; ® V; dans l'espace de Hilbert avec deux lignes de défauts (“seams”) x et y.

Le cas sans lignes de défauts (x = y = 0) implique que 1'on retrouve I'invariant modulaire :
Wl = Mij. (1.90)

Les coefficients W;Jy peuvent étre codés dans des matrices Wij ou dans des matrices Wy, :

(I/Vij):cy = (ny)ij = Wyzcjy (1.91)
Des conditions de compatibilité [77, 78] imposent que les matrices Wij doivent former une
représentation de ’algébre carrée de fusion :

Wij Way =3 Niy Ny Warge, (1.92)

i1 s
1 7]
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ou /\ffll/l sont les coefficients de structure de l'algebre de fusion. L’équation (1.92) pour j =

j' =1 (resp. i =i’ = 1) implique (Nf{, =0m1) :

Wil Wi/l = Z ./\/;:iil,/ ’—Wvl'lllj le le/ = Z _/\/;7], le//. (193)

i J

Les matrices Wil et le forment donc une représentation de ’algebre de fusion. Leurs coef-
ficients sont des entiers non-négatifs, et a leurs matrices correspondantes sont donc naturel-
lement associés des graphes. Il est seulement nécessaire de spécifier un sous-ensemble de ces
matrices qui engendre les autres par fusion, & travers (1.93). Dans le cas des modeles su(2), les
matrices ng et WN/U sont appelées fondamentales, car elles engendrent les autres par fusion.
Elles correspondent chacune a la matrice d’adjacence d’un graphe : les graphes d’Ocneanu
sont la superposition sur un méme graphe de ces deux graphes. Les graphes d’Ocneanu de
apparaissent donc naturellement dans la classification des fonctions de partition twistées des

modeles su(2).

Matrices toriques Définissons les matrices W, = Wy (telles que (W) = W;%), alors

combinant (1.90) et (1.92) prise pour x = y = 0, nous obtenons :

S Wa)iy (Wa)iyr = > Nt N2y My (1.94)
z i

Les matrices W, sont appelées matrices toriques et sont associées aux vertex x du graphe
d’Ocneanu. Elles ont premi¢rement été obtenues par Ocneanu [66]” pour le modele su(2),
explicitement calculées en résolvant 1’équation (1.94). Sa méthode d’obtention des matrices
toriques W, a partir de la connaissance de I'invariant modulaire M et par la formule (1.94) est
appelée “modular splitting method’. Ces matrices toriques définissent les fonctions de partition
généralisées a une ligne de défaut. Les matrices toriques généralisées Wy, (définissant les
fonctions de partition & deux lignes de défaut) s’obtiennent alors a partir de la connaissance
des matrices toriques W, et des coefficients de structure O, (entiers non-négatifs) de 'algebre

d’Ocneanu :

Wy = 05, W. (1.95)

L’algebre d’Ocneanu est aussi appelée algebre des symétries quantiques, dont une

représentation matricielle est donnée par les matrices Oy telles que (Oz)y. = OF, :

0, 0,=> 03, 0. (1.96)

Conclusion 2 Ces définitions et relations sont a priori suffisantes pour calculer tous les

coefficients Wy, et ainsi obtenir toutes les fonctions de partition (invariante modulaire et

"Les premicres matrices toriques ont été publiées dans [23] pour le modele Es de 5u(2).
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généralisées) du modeéle conforme considéré. Les données initiales indispensables sont les ma-
trices Woy et Wia, ou de maniére équivalente le graphe d’Ocneanu lui-méme, et les coefficients

de structure de l’algebre d’Ocneanu.

Cependant, ces graphes ne sont connus (publiés) que pour le cas su(2). Le travail central de
cette these est de présenter une réalisation de 1’algebre des symétries quantiques Oc(G). Ceci
nous permet d’'une part d’obtenir les coefficients Wéjy sans faire appel a la donnée explicite
des coefficients de structure de 1’algebre Oc(G), obtenant des expressions compactes pour les
fonctions de partition du modele su(2). D’autre part, notre méthode permet de généraliser
cette construction pour les modeles su(n), sans faire appel a la donnée des graphes d’Oc-
neanu correspondants. L’unique donnée initiale se réduit a la connaissance des diagrammes

de Coxeter-Dynkin associés.

Conditions au bord et lignes de défaut

Une situation encore plus générale consiste a combiner une ligne de défaut = et des condi-
tions au bord labellées par a et b [79]. A nouveau, une seule copie de I'algébre intervient dans

la théorie, et ’espace de Hilbert se décompose comme :

H:z:;ab = @ (Fz‘Sz>ab Vi, (197)

7

ou les S, sont des matrices de méme dimension que les matrices F;, et dont les éléments sont
des entiers non-négatifs. Des conditions de compatibilité [79] impliquent qu’elles forment une

représentation de l'algebre Oc(G) (généralement de dimension différente) :
Se Sy =Y 0%, 8., (1.98)
z

ott les O3, sont les coefficients de structure de 'algebre Oc(G).

1.4 Classifications et graphes

Dans I’étude des théories conformes a deux dimensions, nous avons vu que le spectre d’une
RCFT dans divers environnements (systéme ouvert, avec conditions au bord ou avec I'intro-
duction de lignes de défaut) est décrit par un ensemble de coefficients qui ont la particularité

de former des représentations matricielles a entiers non-négatifs d’algebre (appelée dans la
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littérature “nimreps”) :

(Ni) jk NiNj = ) N§Ni
(F3)ab Fy Fy = i N B
k
(Wis)ay Wij Wiy = Z i NJJJ,: Wi (1.99)
i
(Or)y- 0.0, = > 030:.
(S2)a S, 5, = Z 0z, .

Trois ensembles d’indices interviennent : (4,5, k,...); (a,b,c,...); (z,y,2,...) : nous verrons
qu’ils sont associés a trois types de graphes : les graphes A(G), les graphes G (diagrammes de
Dynkin ou généralisés) et les graphes d’Ocneanu Oc(G). Nous verrons comment ces structures
apparaissent dans ’étude de la digebre B(G), qui joue donc un réle prédominant dans la
classification des théories conformes rationelles, et qui peut étre considérée comme la symétrie

quantique naturelle associée au modele.

1.4.1 Modeles su(2)

La premiere classification des fonctions de partition invariantes modulaires a été obtenue
en 1987 par Cappelli, Itzykson et Zuber [11] pour les modeles su(2) et est présentée dans la
Tab. 1.1. Elle consiste en trois séries infinies (labellées par A,,, D, et Da,41) et trois cas
exceptionnels (labellés par Eg, E7, et Eg) et est connue sous le nom de classification ADE.
Cette terminologie est utilisée pour mettre en valeur 'analogie existante avec la classification
de Cartan des algebres de Lie semi-simples simplement lacées : si nous nous concentrons sur
les termes diagonaux de Z, leur label ¢ sont égaux aux exposants de Coxeter des diagrammes

de Dynkin G correspondants®. Pour un tel diagramme G, les valeurs propres de sa matrice

7rmc
K

I'exposant de Coxeter de G. Les valeurs de x et m© sont illustrées dans la Tab. 1.2.

, oll K est le nombre (dual) de Coxeter de G et m®

d’adjacence sont de la forme 2 cos

Les classifications de type ADFE interviennent dans divers domaines des mathématiques ;
en plus des algebres de Lie semi-simples, signalons aussi : sous-groupes finis de SO(3), groupes
de réflexion en cristallographie, matrices symétriques de valeur propre comprise entre -2 et
42, .... Cependant, I'apparition d’une telle classification ADFE pour les fonctions de parti-
tion invariantes modulaires était mystérieuse a I’époque. Depuis I'avenement des études des
conditions au bord et des lignes de défaut, une meilleure compréhension de cette analogie a
été obtenue.

Rappelons qu’au niveau k, les représentations intégrables de su(2); sont labellées par
T=1{0,1,2---,k}, avec ¢ = 3k/(k +2) et h; = ((i +1)> — 1)/(4(k +2)). Les matrices T et S

811 y a un shift global de 1 dii & notre convention de label pour les caractéres.
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k
A k=0 > bl
i=0
202
Dopyo k=4l > I+ xae—il® + 2 [xael?
7 pair =0
40—2 203
Dyyr k=40-2 Y [l + a1+ Y. (6Xae—z—i + Xae—2-iXs)
7 pair =0 7 impair =1
Es k=10 Ixo + x6/2 + [x3 + X712 + x4 + x10/?
E; k=16 Ixo + x16/% + [xa 4+ X122 + |X6 + x10]% + [xs]* + xs(X2 + X14) + (X2 + X14)Xs
Eg k=28 Ixo + X10 + X18 + x2s|® + [x6 + X12 + X16 + X22/?

TaB. 1.1 — Classification ADFE des fonctions de partition invariantes modulaires pour les

modeles 5u(2) (en fonction des caractéres x; de su(2)y)

de transformation modulaire des caracteres sont données par :

, j° 1
exp |:227[' <4(k‘—|—2) - 8)] dij,

S = 2 sin mij
v k+2 k+2)°

De la matrice S et par la formule de Verlinde, nous obtenons les coefficients de fusion M’;

Tij

Introduisant les matrices de fusion Nj telles que (N;);x = ./\/;’;, elles satisfont :

Ni No = Ni_1 + Niy1, (1.100)

avec N1 = 141 r+1. Les matrices de fusion s’obtiennent donc toutes a partir de la connais-
sance de la matrice N1, appelée fondamentale : N7 correspond a la matrice d’adjacence du
diagramme Ay 1!

En présence de conditions au bord, le spectre de la théorie est codé par des matrices
F; satisfaisant la méme algebre de fusion (1.100). La classification des matrices F; possédant
cette propriété a été complétée. Fh est aussi appelée fondamentale, car elle engendre les autres
par fusion, et elle correspond a la matrice d’adjacence d’un diagramme G de Dynkin de type
ADE' Les conditions aux bords a et b peuvent étre mises en correspondance avec les vertex

du diagramme G.
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Diagramme K Valeurs de m®
A, n+1 1,2,3,...,n
D, 2n — 2 1,3,....2n—3etn—1
Eg 12 1,4,5,7,8,11
Er 18 1,5,7,9,11,13,17
Eg 30 1,7,11,13,17,19,23,29

TaB. 1.2 — Nombre de Coxeter x et exposants de Coxeter m® pour les diagrammes ADFE

Finalement, les graphes d’Ocneanu de su(2) et les algebres d’Ocneanu correspondantes —
a partir desquels sont définis les coefficients W;]y — sont connus et classifiés [67]. Ils permettent
de définir toutes les fonctions de partition généralisées (a une et deux lignes de défaut) des
modeles su(2) [25, 78].

1.4.2 Modeles minimaux

La classification des modeéles minimaux (¢ < 1) a été complétée [11], et suit aussi une
classification de type ADFE : a chaque fonction de partition invariante modulaire correspond
une paire de diagrammes de Dynkin (A, G). La théorie est unitaire si et seulement si le nombre
de Coxeter des deux diagrammes differe d’une unité. Cette classification est naturellement
reliée & la classification ADFE des modeles su(2). La charge centrale pour les modeles minimaux
et les modeles 5u(2); est respectivement donnée par :

6 3k

- m(m+1) ¢

= ——>1. 1.101
E+2— (1.101)

Les modeles minimaux ont une charge centrale ¢ < 1. Pour obtenir ces valeurs a partir d'un

CcC =

systeme avec algebre affine, il faut considérer des théories associées a des quotients G/H, avec
H sous-groupe de G. La charge centrale d’une theorie construite sur G/H est donnée par

cq/a = cc — cp [46, 47]. En considerant une theorie avec des quotients de la forme suivante :

Su(2)y, @ 5u(2)1

2 2 2 1.102
SU(2)k x SU@)/SU(2sn, R, (1102)
la charge centrale est donnée par :
1
C:ilefM:lfL (1.103)

k+2 k+3 (k+2)(k+3)’
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et nous retrouvons alors exactement la charge centrale des modeles minimaux unitaires (avec
m entier = k +2)! La classification des modeles minimaux unitaires est donc reliée, & travers
une construction de coset, a la classification des modeles su(2), ce qui explique la classification
ADE de ces modéles minimaux.

Dans notre approche, la relation entre modeéles minimaux et modeles su(2) peut étre
reformulée comme suit : la fonction de partition invariante modulaire Z d’un modele minimal

unitaire de type (A, G), ou A et G sont des diagrammes tels que k4 = kg £ 1, est définie par :
Z=Xx My, (1.104)

ou la matrice M est obtenue par le produit tensoriel des invariants modulaires des modeles
su(2) associés aux graphes A et G : M = My ® Mg. La matrice M agit sur un espace
vectoriel dont une base est labellée par les vecteurs x = x; ® x; (ol x; désigne les caracteres
de su(2)). Toutefois, il faut prendre en compte l'action o de Zy entre les vecteurs labellés
par (i,7) et (0(i),0(j)) provenant de la symétrie de la table de Kac [28]. La classification des
invariants modulaires M des modeles su(2) permet alors de retrouver trés simplement celle
des modeles minimaux.

D’autre part, la possibilité de remplacer 'invariant modulaire Mg = W par des matrices
toriques W, (ou généralisées W, ) amene naturellement a la classification des différentes

fonctions de partition twistées des modeles minimaux :
1_
Zzy,x’y/ = §X (Wgcy & W;,Q/yr) X (1.105)

Il existe six types différents de fonctions de partition twistées pour les modeles minimaux,
obtenues en choisissant les indices (z,y) et (2/,y") comme suit : ((0,0), (0,0)); ((x,0), (0,0));

((z,9),(0,0)); ((,0), (z',0)), ((z,9), (', 0)), ((z,9), (=", y)).

1.4.3 Modeéles su(n),n > 3 et modeles minimaux généralisés

Modeéles su(3) Suivant une démarche combinatoire pour la recherche des invariants mo-
dulaires M, la classification des modeles su(3) a été obtenue par Gannon en 1994 [44]. Elle
comporte six séries infinies et six cas exceptionnels. De méme que les cas su(2) sont reliés
aux diagrammes de Dynkin ADFE, & chaque fonction de partition Z de su(3) nous pouvons
associer un graphe, tel que son spectre (valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe)
soit codé dans les termes diagonaux de Z, et tel que les conditions au bord soient en cor-
respondance avec ses vertex. Les diagrammes de su(3) ont premieérement été déterminés de
maniére empirique dans [31], par I'imposition de propriétés spectrales, et sont connus dans la
littérature sous le nom de diagrammes de Di Francesco-Zuber. Par la suite, ces diagrammes
sont apparus dans les travaux d’algebres d’opérateurs [67, 6, 7]. La liste de ces diagrammes a
été rectifiée par Ocneanu : la liste finale est publiée dans [71].

Les graphes d’Ocneanu de su(3) ne sont pas connus (publiés), les fonctions de partition &

une ou deux lignes de défaut pour ces modeles n’avaient donc pas été obtenues. Nous verrons
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que grace a notre réalisation de 'algebre des symétries quantiques (conjecturée en s’inspirant

de celle de su(2)), nous obtenons sur quelques exemples ces fonctions de partition [26].

Modeles su(n) Nous pouvons suivre la méme démarche et associer a chaque fonction de
partition invariante modulaire Z de su(n) un graphe codant & travers ses propriétés spectrales
les termes diagonaux Z, et tels que ses vertex classifient les possibles conditions aux bords.
La liste complete des graphes a été déterminée par Ocneanu pour le cas su(4) (la liste est
publiée dans [71]), et nous pouvons en déduire une classification correspondante complete des
fonctions de partition invariantes modulaires du cas su(4). Pour des rangs supérieurs a 4, il
n’existe pas de classification complete des fonctions de partition invariante modulaire, ni de

liste complete des graphes correspondants.

Modeéles minimaux généralisés Les modeles minimaux “usuels” font intervenir un
nombre fini de représentations irréductibles de l’algebre de Virasoro, et sont labellés par
une paire de diagrammes de type su(2), c.a.d. les diagrammes ADFE. Or, l'algebre de Vira-
soro est un cas particulier d’algebres plus générales W, : Vir = Wh. Les modeles minimaux
usuels sont de type Ws. Nous pouvons définir des modeles minimaux de type W, appelés
généralisés. Pour le cas W3 par exemple, ils sont labellés par une paire de disgrammes de Di
Francesco- Zuber, et sont unitaires si les nombres de Coxeter (généralisés) de ces diagrammes
different d’une unité.

En ce sens, l'obtention des matrices toriques généralisées Wy, des modeles su(n) (dont
les expressions pour su(2) et quelques exemple de su(3) sont données dans le chapitre 4) est
d’une grande utilité pour la classification des modeles minimaux généralisés (détermination de
la fonction de partition invariante modulaires et des différents types de fonctions de partition
twistées) [28].



Chapitre 2

L’algebre des symétries quantiques

d’Ocneanu

La construction d’Ocneanu — premierement décrite dans [66] — associe une digebre B(G)
a chaque diagramme de Dynkin G de type ADE. B(G) est 'espace vectoriel des endo-
morphismes de chemins essentiels sur lequel sont définies deux lois multiplicatives o et ©.
Les divers coefficients provenant des structures algébriques de B(G) interviennent dans la
détermination des fonctions de partition des modeles conformes su(2). Nous présentons dans
ce chapitre une introduction a ces structures algébriques ainsi que I’étude approfondie de la

digebre associée au diagramme de Dynkin As.

2.1 Les chemins essentiels sur un graphe ¢

La notion de chemins essentiels sur un graphe a été introduite par A. Ocneanu dans [67].
Cet article étant tres “dense” et les définitions y étant présentées parfois de maniere allusive,

nous donnons ici une introduction a ces notions (voir aussi [23, 26]).

2.1.1 Quelques définitions

Définition 6 Nous définissons un graphe G par la donnée d’un triplet (V, E 1) tel que :
- V est un ensemble non-vide d’éléments v appelés vertex,
- E est un ensemble non vide d’éléments & appelés arcs,
- 1 est une fonction d’incidence qui associe a chaque arc de G une paire ordonnée de

vertex (mon nécessairement distincts) de G.

Un graphe est dit fini si les ensembles V' et E sont finis, et nous notons r le nombre de vertex
du graphe : 7 = Card(V). Si £ est un arc, v; et v; deux vertex tels que ¥(§) = v;v;, alors £
joint le vertex v; au vertex vj, et nous notons un tel arc &; ou ij. Nous appelons s(&ij) = vi

la source de §;; et r(&;;) = vj I'extrémité de ;. Un arc ayant la méme source et extrémité
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est appelé une boucle. Un graphe est dit simple s’il ne possede pas de boucle et si deux arcs
différents ne relient pas la méme paire de points. Un graphe est dit bi-orienté si pour tout
arc &;; reliant v; a vj, il existe 'arc inverse j; reliant v; a v;, que nous notons §i;1. Dans le
cas contraire, le graphe est dit orienté. Un diagramme est la représentation picturale du
graphe. Dans le diagramme, nous représentons les vertex v; par des points labellés par o;,
(¢ =1,...,7). L’arc &; est représenté par un vecteur reliant le vertex v; au vertex v;. Dans le
cas d'un graphe bi-orienté, les deux arcs §;; et 51-;1 sont représentés plus simplement par une
seule ligne (non-fléchée) reliant v; et v;.

Un chemin élémentaire est une séquence (§1,&a,...,&;) d’arcs telle que 'extrémité de
chaque arc coincide avec la source de I’arc suivant : r(&;) = s(§11),1 < i < k—1. Si le chemin
rencontre successivement les vertex vy, ve, ..., Vg, Uk+1, nous le notons P(vy,ve, ..., Uk, Ukt1)-
Un graphe est dit fortement connecté si pour tout couple de vertex v; et v;, il existe un
chemin élémentaire reliant ces vertex.

Les chemins élémentaires de longueur ¢ forment donc ’ensemble suivant :

PO(G) = {P(v1,v2,++ ,vi,vi41)} = {60 = (&1, &0, &) (&) = 5(&041)} (2.1)

et nous considérons les vertex v comme des chemins de longueur 0. Nous appelons Path(®)
I’espace vectoriel ayant comme base les chemins élémentaires £) € P(#)(G). Nous introdui-
sons un produit scalaire dans cet espace vectoriel, noté (., .), en imposant que les chemins

élémentaires soient orthonormés :
(&,m) = 0¢yy ¢,n € Path® (2.2)

Définition 7 Soit G un graphe a r vertex. La matrice d’adjacence de G est la matrice
r xr G ayant comme entrée G;; = n s’il existe n arcs &; reliant le vertex v; au verter vj,
et Gi; = 0 sinon. La norme du graphe G est définie comme étant égale a la norme de sa

matrice d’adjacence G.

Pour un graphe simple, sa matrice d’adjacence vérifie donc : G;; = 0 et G;; € {0,1}. Par la
suite, nous parlerons de graphes comme un racourci pour graphes simples, finis et fortement
connectés.

(k

Soit A = (a;;) une matrice carrée et appelons aij) I'entrée (4, 7) de la matrice A*, ol k est

un entier positif.

Définition 8 Une matrice A carrée n X n a entrée dans les entiers non-négatifs est dite
irréductible si et seulement si, pour chaque i,j € {1,...,n}, il existe un entier positif k,
(k)

qui peut dépendre de i et j, tel que a;;” > 0.

Nous avons vu plus haut la définition d’un chemin élémentaire. Il existe une maniere tres

simple de compter le nombre de tels chemins de longueur £ fixée.
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Théoreme 2 Si A = (a;;) est la matrice d’adjacence d’un graphe a n vertex, alors le nombre

de chemins élémentaires distincts de longueur k reliant les vertex v; et v; est égal a az(f).

Puisque, par définition, dans un graphe fortement connecté il existe au moins un chemin

reliant tout vertex v; a un vertex v;, sa matrice d’adjacence est donc irréductible.

Théoréme 3 (Perron-Frobenius) Soit A une matrice carrée irréductible a entrées dans
les entiers non négatifs. Alors, il existe une valeur propre 3 de A telle que :

- (B est réelle, 3>0;

- B est la plus grande valeur propre de A ;

- le vecteur propre correspondant a 3 est positif', et est unique a une constante multipli-

cative pres.

Ce vecteur-propre est appelé vecteur de Perron-Frobenius, et sera noté P. Il satisfait donc a

I’équation suivante :

GP =3P (2.3)

Soit {v1,v2,...,v,} une base des vertex du graphe G : puisque la matrice d’adjacence de G
est irréductible a entrées dans N, le Théoréme 3 s’applique et nous définissons ’application
1 donnant la composante de Perron-Frobenius des vertex :
p:V(@G) — RT
v; — P(i)
Nous normalisons ce vecteur de telle maniére que u(vy) = 1, ot v; est choisi comme étant

le vertex? ayant la plus petite composante P(i) (il sera noté avec une * sur le diagramme

correspondant).

2.1.2 Graphes bi-orientés et leur classification

Dans le cas d’un graphe G bi-orienté, sa matrice d’adjacence est symétrique, et sa norme

est alors donnée par :
[|G|| = ||G|| = max{|A|,ou A est valeur propre de G}

Il existe une classification reliant les valeurs possibles de cette norme et son graphe corres-
pondant [48] :

Théoreme 4 Soit G une matrice carrée symétrique a entrée dans les entiers non-négatifs.

Alors :

!Toutes ses composantes ont le méme signe.
2Dans les cas considérés, il n’y aura pas d’ambiguité sur le choix de ce vertex.
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— |G| = 2 si et seulement si G est la matrice (€ + 1) x (£ 4+ 1) d’adjacence de l'un des

graphes suivants :
ADw=2),  pPw=4),  EN(=678)

—|IG|| < 2 si et seulement si G est la matrice (¢ x {) d’adjacence de l'un des graphes
sutvants :
Ap(l > 2), Dyt >4), E/(¢=6,7,8)

De plus, ||G|| = B = 2cos(%), ot k& est par définition le nombre (dual) de Cozeter du
graphe correspondant. Les autres valeurs propres de G sont données par A = 2 cos(mTC”)
(possiblement avec multiplicité), ot les m® sont par définition les exposants de Cozeter

du graphe, prenant { valeurs comprises entre 1 et k — 1.

Les graphes définis ci-dessus sont illustrés dans I’Annexe A. Ils correspondent aux diagrammes
de Dynkin des algebres de Lie semi-simples simplement lacées (Ay, Dy, Ey), ou de leur exten-
sion affine (Agl), Dél), Eél) ). Insistons sur le fait que nous n’utiliserons pas la notion d’algebre

de Lie ici (le nombre dual de Coxeter par exemple est défini a travers la norme du graphe).

Correspondance de Mc-Kay Les vertex des diagrammes affines (Aél), Dél), Eél)) sont en
correspondance bi-univoque avec les représentations irréductibles des sous-groupes du groupe
SU(2), et la composante de Perron-Frobenius de ces vertex est égale a la dimension des ir-
reps : c’est la correspondance de Mc-Kay classique [60]. De méme, les vertex des diagrammes
(Ag, Dy, Ey) peuvent étre mis en correspondance avec les irreps de “sous-groupes” ou “mo-

3 au groupe quantique U,(sl(2)), avec ¢ racine de I'unité, les composantes de

dules” associés
Perron-Frobenius donnant, par définition, les dimensions quantiques de ces irreps (ce ne sont
plus des nombres entiers, mais des g-nombres!). C’est ’analogie quantique de la correspon-
dance de Mc-Kay. Les correspondances de Mc-Kay (classique et quantique) sont présentées

plus en détail dans I’Annexe B.

2.1.3 Chemins essentiels sur un graphe

Considérons un graphe G a r vertex, et ’espace vectoriel des chemins élémentaires de
longueur deux : Path®. Un élément £2) de cet espace sera aussi noté £ @ 1, ol & et 1 sont
des chemins de longueur un (ce sont des arcs). L’opérateur d’annihilation d’Ocneanu C est
défini par :

Cy : Path® +——  Path®
H(r(©), (24)
u(s(8))

3La définition ici adoptée des mots “sous-groupe” et “module” differe de acceptation usuelle de ces termes :

(P =¢on — Gy

nous précisons dans ’Annexe B ce que nous entendons par la.
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L’opérateur €' donne un résultat non-nul si et seulement si le chemin de longueur deux sur
lequel il agit est un aller-retour : Ci[P(vivjvg)] ~ &; yv;. L'opérateur de création d’Ocneanu

C’I est défini par :

¢l Path® — Path®
. p(r) . o1 (2.5)
T 2 i)

En d’autres termes, 'opérateur CI crée des allers-retours avec tous les vertex adjacents a v.

Théoreme 5 La composition de ces deur opérateurs Cy CI est un scalaire égal a (B, la plus

grande valeur propre de la matrice d’adjacence du graphe.

dém. : L’équation GP = P, ou P; = u(v;), implique :

r(&
2 @p(v)) =Bpu(vi) = Y wlvy) =Bpw) =B= MEE&Q
j vj voisin de v; &,5(8)=v; H
En composant (2.5) et (2.4), la démonstration est alors immédiate. [

Définition 9 Le projecteur de Jones ey est l'opérateur de projection défini par :
1
g

€1 =

clo. (2.6)

Il est immédiat de vérifier que c¢’est bien un opérateur de projection : eJ{ =eq, e% = eq.

Exemple : diagramme A3 Le diagramme As possede 3 vertex notés 7y, 71 et 7o, et est
représenté a la Fig.2.1. Nous donnons entre crochets la valeur de la composante du vecteur

de Perron-Frobenius (dimension quantique) de chaque vertex.

70 1 T2

Fia. 2.1 — Diagramme Ag et dimension quantique de ses vertex

Les chemins élémentaires de longueur deux sur le diagramme Ag sont au nombre de 6 :

P(TOTITO) = O_i & 1_0 P(7‘17’27‘1) =12 ® 21
P(TOTITQ> = O_i & 1_2 P(TQTlTQ) = 2_1 (024 l_é
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L’action de 'opérateur de création C;[ sur les vertex est donnée par :

Cl(r) = 2Y401 ® 10)
Cl(m) = 2741000l +12091)
Cl(r) = 2Y421 @ 12)

L’action de l'opérateur d’annihilation Cj sur les chemins élémentaires de longueur deux est

donnée par :

—

C1(01®10 214 (70) C1(21 ®12) = 2Y4(m)
Ci(10201) =Ci(12021) = 27Y4(m) C1(0l®12)=C1(21®10) = 0

Nous pouvons vérifier que la composition des deux opérateurs ClCI est bien un scalaire égal

a la plus grande valeur propre de la matrice d’adjacence (5 = \/i) :
C1C] (o) = V2(m0) C1CY (1) = V2(m) C1C] () = V2(m)

Nous pouvons maintenant étendre la définition de ces opérateurs a des chemins

élémentaires de longueur quelconque.

Définition 10 Pour tout entier n > 1, l'opérateur d’annihilation Cy,, agissant sur des che-

mins élémentaires de longueur p, est défini par :
sip<mn: Cpn(&r1...&) = 0,

Sip>mn: Cn(&1&.. . &néntr.. &) = M(T’(g))a )

W(s(€)) e

ou le symbole E signifie que 'on élimine 'arc & du chemin.

(E16a . Enbnra - - ),

L’opérateur C,, agissant sur des chemins élémentaires de longueur p donne donc comme

résultat soit 0, soit un chemin élémentaire de longueur p — 2.

Définition 11 Pour tout entier n > 1, Uopérateur de création CIL, agissant sur des chemins

élémentaires de longueur p, est défini par :

sip<n+1: cl&...&) = 0,

sip>n—1: Cz(fl---fn—lfn--'fp) = Z a

7775(77) :T(fn, 1)

(&1 bnmin ) n G

L’opérateur C’;[L agissant sur des chemins élémentaires de longueur p donne donc comme
résultat soit 0, soit une combinaison linéaire de chemins élémentaires de longueur p + 2.

Les projecteurs de Jones ey sont définis par :
1
g

et vérifient les relations définissant une algebre de Temperley-Lieb (voir Annexe C).

ex = ~CLCy, (2.7)
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Définition 12 L’espace des chemins essentiels de longueur n est défini par :

Ess™ = EssPath™(G)

{eePan®cre=0  vE=(12, m)}

= {fePath(n)\ekgzo ije(172’...’n)}

Un chemin est donc essentiel s’il appartient a I'intersection du noyau de tous les opérateurs
d’annihilation Cj ( ou de tous les projecteurs de Jones ej). Tout chemin élémentaire de
longueur 0 et de longueur 1 est aussi un chemin essentiel, car il appartient au noyau des
opérateurs d’annihilations. Notons qu’un élément de Ess™ nlest pas toujours un chemin

élémentaire de longueur n, mais possiblement une combinaison linéaire de tels éléments.

Exemple : diagramme A3 Nous avons vu que C1(01 ® 12) = C1(21 ® 10) = 0, donc ces
deux chemins sont des chemins essentiels. Nous avons vu aussi que Cy(10®01) = C1(1221).
Soit le chemin v = 10 ® 01 — 12 ® 21, nous avons alors C(y) = 0. v est donc aussi un
chemin essentiel, bien qu’il ne soit pas élémentaire mais une combinaison linéaire de chemins

élémentaires.

Soit & ss% I’espace des chemins essentiels de longueur ¢ partant du vertex v, et arrivant
au vertex vp. Alors :
Ess) = Z 55853). (2.8)
Vg, pEV
Théoréme 6 (Ocneanu[67]) La dimension de l'espace des chemins essentiels Essg%) est

donnée par la formule de récurrence suivante (loi modérée de Pascal) :

dz’m(é’ssgzl)): Z dim(i’ssg)s
é:r(g):vb

(5)) - dim(é’ssg;l)). (2.9)

Les chemins essentiels de longueur 0 et 1 sont des chemins élémentaires (vertex et arcs).
La loi (2.9) nous permet alors de calculer la dimension des chemins essentiels de longueur

donnée. Ces résultats sont plus facilement codés dans des matrices.

Matrices F; Définissons les matrices carrées r x r F; telles que la composante (a,b) de F;
soit égale au nombre de chemins essentiels de longueur i reliant le vertex v, au vertex v, (donc
égale a la dimension de Essfﬂ)). La loi modérée de Pascal (2.9) nous permet d’obtenir une

récurrence simple pour calculer ces matrices F; :

FO = ]lr><r
Fr =G
Fipn = GF —Fia



42 2. L’algebre des symétries quantiques d’Ocneanu

La dimension de I'espace vectoriel des chemins essentiels de longueur i est donc donnée par :

dim(Ess) =Y " (F)a (2.10)
a,b

Rappel : A chaque diagramme de type ADFE est associé un nombre k£ (nombre dual de

Coxeter), défini a partir de la norme 3 de la matrice d’adjacence du graphe par la relation

8 =2cos (%)

Théoréme 7 (Ocneanu[67]) Pour les diagrammes de type ADE, il n’existe pas de chemins

essentiels de longueur plus grande que Kk — 2.

Au niveau matriciel, ceci se traduit par le fait que la matrice Fy_1 est nulle. Au vue de
la correspondance de Mc-Kay, nous verrons au chapitre 3 que les matrices F; codent la
décomposition du produit tensoriel 7; ® o, en irreps oy, ou les irreps o, et o} sont associées
aux vertex v, et v, du graphe G de nombre de Coxeter k, et 'irrep 7; est associée au vertex
v; du graphe A,_1 Les graphes A, correspondent & un quotient H du groupe quantique

U,(sl(2)), tandis que les graphes G sont associés a des “sous-groupes” ou “modules” de H.

Matrices essentielles £, Il existe une autre maniere de coder ces résultats. Définissons r

matrices F, associées a chaque vertex v, de G et appelées matrices essentielles, par :
E,li+ 1,b] = F;|a, b (2.11)

Alors la composante (i+1,b) de la matrice E, est le nombre de chemins essentiels de longueur
1 reliant le vertex v, au vertex v,. Pour le cas de graphes ADFE, nous obtenons donc 7 matrices

E,, de k — 1 lignes et r colonnes.

2.2 La bigebre de Hopf faible B(G)

Nous considérons a partir d’ici seulement les diagrammes G de type ADE (“cas su(2)”).
Toutes ces constructions peuvent a priori étre généralisées a d’autres diagrammes, notamment
les diagrammes de Di Francesco-Zuber (“cas su(3)”), mais nous nous limiterons ici aux cas
ADE.

2.2.1 Endomorphismes gradués de chemins essentiels

Soit G un graphe de type ADE, a r vertex et nombre (dual) de Coxeter k. A chaque
vertex v, de G est associée une dimension quantique pu,. Soit H I'espace vectoriel des chemins

essentiels sur G. H est un espace vectoriel fini-dimensionnel, gradué par la longueur :

H = H (2.12)
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ot H; = C% est P’espace vectoriel des chemins essentiels de longueur i, de dimension d;.
Soit {ei;b} une base de H; formée des chemins essentiels de longueur ¢, partant du vertex
v et arrivant au vertex v, de multiplicité v = 1,2, -+, (F})q. La dimension de H; est
di = >, p(Fi)ap. Nous choisissons cette base orthonormée par rapport au produit scalaire

(.,.) des chemins élémentaires :
iy Ly
<eab7 6aﬂU> = Oaa’ Opby 04 677’ (2.13)

Pour clarifier les notations, nous omettrons I'indice de multiplicité -, et nous noterons les
12 7 . . . ., c 1
éléments de cette base {|a — b)}, appelés chemins essentiels normalisés. Considérons 1’espace

dual H de H. Une base orthonormée de H est formée par les éléments {(d < c|}, tels que :
(decla-215b) = 64c0pq0i; (2.14)

Soit £ un élément de la base normalisée des chemins essentiels, nous pouvons 'illustrer de

deux manieres différentes, avec des triangles bi-colorés, ou des vertex “habillés” :

¢ = Ja-p) = Z& - 3 (2.15)

i
Considérons l'espace gradué B = @;End(H;) des endomorphismes de Iespace vectoriel
(gradué) H. Appelant H; I'espace vectoriel dual de H;, alors End(H;) = H;® H;. Les éléments

de la base orthonormée de B = B(G) = &;H; ® flz sont illustrés de la maniére suivante :

IS
I =

(2.16)

|
.
00000000

A

c d

C’est sur cet espace B (ou son dual g) que seront définies différentes structures faisant de B
une algebre de Hopf faible (WHA). Pour une définition générale des propriétés d’'une WHA,
voir I’Annexe C. Nous donnons d’abord une construction générale abstraite de ses structures

dans la section suivante.

2.2.2 Bigebre faible B((G) : construction abstraite

e 3 est un espace vectoriel, B son dual.

e BB possede un produit associatif noté o, faisant de (B, o) une algebre. De maniere duale, B

posséde un coproduit A coassociatif : ([3\, ﬁ) est une cogebre.
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e 3 possede un coproduit A coassociatif, faisant de (B, A) une cogebre. De maniere duale, B

posséde un produit associatif noté ® : (g, @) est une algebre.

e Les deux structures sont compatibles, c’est-a-dire entre autre que A est un homomorphisme

(B, o) — (B® B,o) :
A(uov) = A(u) o A(v), u,v € B. (2.17)

Mais les conditions de compatibilité sont prises dans le sens “faible”, (notamment
A(1) # 1® 1 mais* A(1) = 1; ® 1y) : B est appelée techniquement une bigebre de Hopf
faible. I existe aussi une antipode S dans B (et S dans B), faisant de B (et B) une algebre
de Hopf faible. Tous les axiomes d’une algebre de Hopf usuelle reliés a 'unité, a la counité et
a antipode sont alors modifiés car ils contiennent les éléments 1; et 1. Les définitions des

structures et propriétés d’une algebre de Hopf faible sont présentées dans I’Annexe C.

e L’algebre (B,0) est semi-simple. Elle peut donc étre diagonalisée et est isomorphe & une
somme de blocs matriciels (labellés par un index i) agissant sur un espace vectoriel gradué
H = ®;H;. Les matrices élémentaires (unités matricielles) de chaque bloc i sont notées ege/ (i),
ou &, & appartiennent & I'espace H;. Elles sont représentés diagrammatiquement dans (2.16).

Le produit o des éléments de la base de B correspond alors au produit des unités matricielles :

eger (1) © enyy (J) = 045 Ogrm ecny (4)
Ce produit est appelé composition d’endomorphismes, ou aussi produit vertical, et est

représenté dans le diagramme suivant :

a b a b
i o = Oecr 0qq 0ij 1
¢ e

e [’algebre (Z?, @) est semi-simple. Elle peut donc étre diagonalisée et est isomorphe & une
somme de blocs matriciels (labellés par un index x) agissant sur un espace vectoriel gradué
V = ®,V,. Les matrices élémentaires (unités matricielles) de chaque bloc x sont notées

/ Y . \ 7’ 7’ . .
E** (x), ol o, & appartiennent a l'espace V., et sont représentés diagrammatiquement par :

= O:ooo%.oooo (2.18)

4Nous utilisons la convention de Sweedler : une sommation est implicite.
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Le produit ® des éléments de la base de B est donné par :
Eaﬁ(ﬂf) 6Ea/,3/ (y) _ 5xy (550/ Eaﬁ/ (x)

Ce produit est appelé convolution d’endomorphismes, ou aussi produit horizontal, et est

représenté dans le diagramme suivant :

o o g o esoee ‘
;>uoooo<2 ® ;>ooooo<f = Opy0gd Ozy (> < !

e Le coproduit A dans B est codé par un ensemble de coefficients F; :

; ae cfd
A = > Fl{kwb}F{k{] (2.19)
Jksef
(&

e Le coproduit A dans B est codé par un ensemble de coefficients Fj :

>ooooo<b ggg} F3{§£Z} >ooooo<f ® >ooooo<§

yzef

(2.20)
e 11 existe une forme bilinéaire (pairing) (,) : B x B — C de compatibilité entre les deux

structures duales, appelée cellules d’Ocneanu, telle que :
a b

>.....<b 1 = Oaa’ Obty Occ’ Oda 1 Q{dcz } (2.21)

L’ensemble de ces coeflicients doit bien entendu satisfaire des conditions pour faire de BB
(et de son dual g) une bigebre de Hopf faible, décrites par un ensemble d’équations connu

sous le nom de “The Big Pentagon Equation”.

2.2.3 Equations pentagonales

Utilisant la diagrammation des éléments de la base de B et de B en termes de triangles

duaux, nous pouvons illustrer les coefficients Fp, Fo et F3 comme des tétrahedres comme suit :
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La condition de coassociativité du coproduit A est vérifiée s’il existe une fonction Fy, illustrée
par un tétrahedre sans vertex O telle que I’équation de type pentagonale suivante soit satis-

faite :
ol By = i Fy (Pr)

Pour que Fj satisfasse (P;) il est aussi nécessaire que Fj satisfasse une équation pentagonale
du type Fy Fy Fy = Fy Fy, notée (Pp). De maniere duale, I’associativité du coproduit dans B
impose l'existence d’une fonction [} illustrée par un tétrahedre sans vertex @, telle qu’elle
satisfasse 1’équation pentagonale du type Fy F3 F3 = F3 F3, notée (Py); de méme Fjy doit
satisfaire une équation du type Fy Fy Fy = Fy Fy, notée (Ps). Les deux fontions Fy et Fy sont

illustrées par :

F4{xy2} _

tuv

Enfin, la condition pour que le pairing transpose le coproduit de B en le produit de B est aussi
une équation pentagonale de type Fy Fy Fy = Fy F5 (P,). De maniere duale, la transposition
du produit de B en le produit de B implique Fy F3 F3 = Fy Fy (P3).

Remarque 2 Nous choisissons une fois pour toute la nature des indices {i,j5,k,---};
{a,b,c, -} ; {x,y,z,--- }. Ils correspondent respectivement a trois types d‘arcs (orientés) :
) a T
*——0 Oo——e o———>oO0

Insistons sur le fait qu’il n’y a pas d’arc reliant ® a O. Alors la notation { '} a elle seule suffit

sans qu’il soit nécessaire de préciser s’il s’agit de Fy, F1, Fo, F3 ou Fy.

Les différents coefficients F' apparaisent comme des généralisations des symboles 3j et 65
quantiques. La connaissance d’'un ensemble F' = (Fy, Fy, Fy, F3, Fy) vérifiant “The Big Penta-
gon Equation” (P) = (Py, P1, Ps, P, Py, P5) permet alors de contruire toutes les structures
d’une bigebre de Hopf faible [8]. Toutefois, la résolution explicite de toutes les équations
et la détermination des différents coefficients pose des problemes techniques extrémement
complexes.

Le prototype d’une telle construction est donnée par ’espace vectoriel des endomorphismes
gradués des chemins essentiels sur un graphe B = B(G) = ©&;H; ® ﬁ, Nous verrons que
les différentes “fonctions tétrahédriques” sont reliées aux divers coefficients définissant les
fonctions de partition de systemes conformes a 2d dans différents environnements. Pour établir

un lien avec les notations introduites dans le chapitre 1, signalons simplement pour 'instant
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qu’il existe des relations entre les objets suivants :

Fo = ~ N Fy= ~ O3,
Fy =
Fy = “”féb F3 = ~ g

Notre humble but ici n’est pas de présenter toute la théorie des algebres de Hopf faibles,
ni de calculer explicitement tous les coefficients de structure dans le cas des bigébres associées
a des diagrammes de Dynkin. Nous montrerons plutot comment, a partir des structures d’une
bigebre B(G), sont définis deux types de graphes, les graphes A(G) et les graphes d’Ocneanu
de G, et comment la simple donnée de ces deux graphes nous permet d’obtenir tous les
coefficients permettant de déterminer les fonctions de partition (généralisées) des modeles

conformes a deux dimensions.

2.2.4 Projecteurs minimaux centraux 7; et w, et graphes A(G) et Oc(G)

Soit B 'espace vectoriel des endomorphismes de chemins essentiels sur le graphe G, et
B son dual. (B,o) et (g, ®) sont des algebres. Utilisant le pairing <Z§, B) — C, le produit ®
induit un coproduit A dans B : (B,0,A) est une bigebre (faible). Mais nous pouvons aussi
utiliser un produit scalaire dans B nous permettant de passer de B a B, et définir alors le
produit @ sur espace vectoriel B lui-méme : nous notons alors ce produit par @. Sur B sont
donc définies deux structures multiplicatives o et ® : nous obtenons une digebre. Notons
que les deux lois doivent bien sur satisfaire des propriétés de compatibilité. Nous considérons

dorénavant la digebre (B, 0, ®).

e (B,0) est une algebre semi-simple et est donc isomorphe a une somme de blocs matriciels
labellés par i. Appelons m; les projecteurs centraux minimaux de (B, o). Ils vérifient par
définition :

7T1'O7l'j=(5ij Ty, (2.22)
et sont représentés par des matrices unités dans chaque bloc. Ils engendrent un espace vectoriel

noté A(G), de dimension x— 1. Multipliant les projecteurs 7; par le produit ®, nous obtenons :

mon =Y Njm. (2.23)
k
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Les projecteurs m; sont fermés pour la loi ®. Lorsque G est un graphe de type ADE, /\/j;
sont les coefficients entiers non-négatifs de ’algebre de fusion (apparaissant dans les théories
conformes su(2) a deux dimensions). Le produit ® des projecteurs m; est codé par le graphe
A(G) correspondant au diagramme de Dynkin de type A, ayant la méme norme que G.
Donc A(G) = Ak_1.

e (B,®) est aussi une algebre semi-simple, et est donc isomorphe a une somme de blocs
matriciels labellés par x. Appelons w(x) les projecteurs centraux minimaux de (B,®). Ils
vérifient par définition :

Wy @ Wy = 0zy Wy - (2.24)

Ils engendrent un espace vectoriel noté Oc(G), de dimension s, et sont représentés par des
matrices unités dans chaque bloc (sommes d’unités matricielles diagonales). Les unités ma-
tricielles pour les lois o et ® ne sont pas normalisées pour le méme produit scalaire. Ceci
conduit a la définition de nouveaux opérateurs p, qui s’écrivent formellement comme les w,
mais dont les termes constituants different par des facteurs de normalisation. Multipliant les

opérateurs p, a ’aide de la loi o, nous obtenons :
Pz © Py = Z Ozy p= - (2.25)
z

Les opérateurs p, (moralement les projecteurs w,) sont fermés pour la loi o. Ils engendrent
une algebre, appelée 'algeébre des symétries quantiques du graphe G, qui est codée par
le graphe d’Ocneanu de G, noté Oc(G).

Remarque 3 Nous ne donnons ici aucune démonstration, nous contentant de décrire et
adapter les résultats énoncés par Ocneanu dans [67] (mais jamais explicitement montrés sur

des exemples concrets).

La connaissance du graphe G permet de calculer les coefficients FZ’; (nombre de chemins
essentiels de longueur ¢ allant du vertex v, au vertex v, sur G). La diagonalisation explicite
(obtention des projecteurs m; et w,) des deux lois o et ® permet d’obtenir les coefficients
./\/;’; et OF,, et donc les graphes A(G) et Oc(G). Inversément, la donnée de ces deux graphes
permet d’obtenir ces coefficients. Nous verrons comment calculer les coefficients S2, (nombre
de chemins “verticaux” de label z allant du vertex v, au vertex vp). Nous pouvons alors

déterminer toutes les fonctions de partition des modeles conformes associés au graphe G.

2.2.5 Cellules d’Ocneanu

Les systemes de cellules d’Ocneanu ont été introduits par Ocneanu dans le contexte de

paragroupes et d’inclusion de sous-facteurs [68, 69] (voir aussi [37]). Ces cellules ont par la suite
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été reliés a des modeles intégrables définis sur le réseau (analogie avec les poids de Boltzmann
[80]). Nous présentons ici les définitions adaptées au contexte de chemins (essentiels) sur des
graphes.

Considérons un graphe de Dynkin G, ses vertex notés v; et soit p; la composante de
Perron-Frobenius de v; (dimension quantique). Soient &, 7, «,  des chemins élémentaires sur
G, et notons |{]| la longueur du chemin £. Une cellule d’Ocneanu est un carré dont les arrétes
horizontales sont labellées par des chemins £, 7 (avec |£| = |n|) et les arrétes verticales par
des chemins «a, 8 (avec |a| = |f]) tels que : s(§) = s(a) = vy;7(§) = s(B) = vy;7(0) = s(n) =
vy;7(n) = r(B) = vq. Par convention, nous les représentons comme suit :

vq é’ Vg

Cellule d’Ocneanu a B (2.26)

Vg m U3
Une celulle sera dite basique si les chemins qui la composent sont tous de longueur un : les
chemins relient alors des vertex adjacents sur le graphe GG. Une connexion x est une applica-
tion qui assigne a chaque cellule d’Ocneanu un nombre complexe, et qui doit vérifier certaines
conditions rappelées plus loin. Ce nombre complexe coincide avec la fonction pentagonale Fb
lorsque &, 7 sont des chemins essentiels (de longueur 7) et «, 5 des chemins verticaux (de label

vy & Yy

Fg{vwzx} = ay x yf3 (2.27)

V4V31

x), et sera noté :

Les conventions adoptées dans la littérature diferent’sselon les auteurs : signalons deux
types de convention, appelées connexions U (U pour unitaires) et connexions S (S pour stan-

dard). Elles sont reliées entre elles par :

V1 ) Uy Vg

1

r
Yy U = <M2N4> Y S (228)
M3

Uy ] Uy U3

Pour faciliter la lecture, nous n’écrivons pas explicitement les indices labellant les chemins.
Nous choississons d’utiliser les connexions U. Elles doivent satisfaire les conditions suivantes
(68, 29] :

U1 U2 Uy U3
214 , . .

1 1 = el ' ' réflexion horizontale (A1)

X K13 N

Uy U3 U1 U2

Ul U2 ’U2 ’Ul
2144 (A .

1 1 = Hafia ' réflexion verticale (A2)

H1p3
vy vy vy v
U1 Vg Vg Vo
E A A A \ = 0 m 71,51 unitarité (Ag)

v
9 - [
Uy V3 Uy U3
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ot O est le complexe conjugué de [J. Les conditions précédentes impliquent aussi :

V1 ) U3 Uy
Y Y = Y Y réflexion diagonale (Ay)
vy vy vy g
Uy Uy Uy v
E 1 \ R 1 = 51,27% unitarité (A5)
e vy vy vy U
U1 Uy U1 )
2[4 ST
E Y Yo Y = Oy, v unitarité (Ap)
" N N M3
3 Vs V3 Uy U3
Uy Uy Uy Vg
2[4 SR
E Y YOy Y = 51)371)& unitarité (A7)
" M3
! Uy Uz Uy vy

Pour un systeme de cellules, les conditions d’unitarité et de réflexions fixent les valeurs
possibles des connexions, a une liberté de choix de jauge pres. Si X (vy, ve, v3,v4) est la valeur

d’une cellule — pour une connexion x donnée — satisfaisant les propriétés (A, A, As), alors
X'(v1,v2,v3,04) = U(v1,v4)"U(v4,v3)" X (v1, 02,03, v4)U (v1, v2)U (v2, v3), (2.29)

avec U(a,b)* = U(b, a), satisfait aussi ces propriétés [80]. A un choix de jauge prés, pour un
systeme de cellules basiques, il existe deux solutions complexes conjuguées I'une de l'autre.
Une formule générale pour ces cellules basiques est donnée dans [69] (obtenue aussi par [85]).

La valeur d’une connexion pour des cellules générales (appelées macro-cellules dans
[56]) s’obtient & partir des valeurs des cellules basiques. Il est plus instructif de présenter un
exemple. Considérons une cellule ou les chemins horizontaux sont de longueur 3 et les chemins
verticaux de longueur 2. La valeur de la connexion de cette cellule est donnée par la somme
sur toutes les configurations permises pour les vertex intérieurs de la valeur de la connexion
de la cellule “remplie”, ou la valeur d’une connexion pour une cellule “remplie” est donnée

par le produit de toutes les cellules basiques qui la composent.

Yy Y2 U3 2 vy Y2 Y3 Y4
Y Y Y * 4 Y
Y Y ty 1y Y * * Y

Uy Usg U3 Uy Uy Ug U3 Uy

Nous allons voir que le calcul des connexions nous permet d’obtenir une écriture matricielle

des endomorphismes de chemins essentiels @&’ pour la loi ®. Considérons la digebre (B, 0, ®),
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et la base des endomorphismes gradués de chemins essentiels eger = { ® £ (qui diagonalise B
pour la loi o). (B,®) est semi-simple, elle est donc isomorphe & une somme directe d’algebre
matricielle (donnant ses représentations irréductibles), labellées par x. L’irrep fondamentale,
appelée x1 est reliée a la connexion basique aussi notée x; de la maniére suivante [67].

Définissons ’application gzﬁzk :Ess5 1+ Ess:

£
Gb©) = erxays ¢, (2.30)
& g/

ou « et 3 sont des chemins de longueur un et ou dans le membre de droite de (2.30) apparait

la valeur de la cellule pour la connexion x3. Définissons alors ’application ®*1 :

g
PIL(ERE) = (np(&), &) = ayxa 18, (2.31)
6/
qui satisfait la propriété d’homomorphisme suivante :
Yo Emen) = PR(ERE onern). (2.32)

B

Nous obtenons alors la représentation matricielle d’un élément £ ® & pour la loi @ dans le

bloc x7. Le produit tensoriel de représentations est donné par :

I3 P
O he(ERE) = (Oa(6h5(€) . €) = D ayx s oy ys (2.33)
A 2 8

oll av - o/ représente la concaténation des chemins o et o/. Nous sommes donc en mesure de
trouver la représentation matricielle de tous les éléments de la base £ ® £ de B pour la loi ®,

et ainsi d’en déduire la table de multiplication :

Eed)omen). (2.34)

11 suffit alors de trouver la décomposition du produit tensoriel des irreps x; ® X7 en somme
de irreps x;, et ainsi trouver la décomposition en blocs (labellés par x) de (B,®). Il est plus
instructif d’étudier en détail un exemple, nous traitons le cas du diagramme A3 dans la section

suivante.

2.3 Une construction explicite

2.3.1 Cas A;

Le graphe Ag possede trois vertex notés 0,1,2 et son nombre de Coxeter k = 4, il est
représenté ci-dessous, ou sont aussi indiquées (entre crochets) les dimensions quantiques p;

de ses vertex.
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Une base orthonormée des chemins essentiels ¢ est donnée par ’ensemble de 3+4+3=10

vecteurs suivants :

TOZP(O,l),fl:P(l,O),T1:P(1,2),£2:P(2,1)

1
d:P(07172)7 Y= 7(P<17271) _P(17071))7 g:P(Q,l,O)
V2
Les endomorphismes gradués de chemins essentiels £ ® £ seront notés plus simplement &£,

ou £ et ¢ sont des chemins essentiels de méme longueur. Ils forment une base de 1’espace
vectoriel B = B(A3), de dimension 32 + 42 4 32 = 34.

Loi de composition Le produit de composition o dans B est défini par :
Eno&'n’ = (n,&)en = dne &',

(B, o) est isomorphe & une somme directe de blocs matriciels labellés par la longueur i des

2 .
chemins essentiels : B = & L'. Nous pouvons écrire de manieére condensée la (o)-représentation
i=0
matricielle des éléments £’ comme :

Uplo UpU1 VU2
U1vp U1V U102
VU V2U1 VU9

roro rol1 rori rola
(B,o) = . . . liro by by by . . (2.35)
. . . r17ro 7’1€1 T T1£2 . . .
€2T0 €2€1 Egrl 6262 . . .
dd dv dg

vd vy g
gd g7y 99

La convention adoptée est la suivante : pour obtenir la (o)-représentation d’un élément ££’, on

remplace cet élément par 1 et tous éléments 7y’ # ££' par 0. Chaque élément est représenté
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par une matrice élémentaire. Par exemple :

1

vovr =4 - - - - . UV10g =

VoV =

et la multiplication matricielle reproduit bien le produit o :
VU1 © V1V = VoUp.
Le neutre pour la loi o (matrice unité) est donné par :
1o = voug + v1v1 + Vovg + 1oro + €141 + 171 + lols + dd + Yy + gg. (2.36)
Les projecteurs minimaux centraux 7; pour (B,0) sont donnés par :
T = Voo + V1vU1 + VU9 ,

T = ToT0o +£1€1 +rir1 +€2€2 s
Ty =dd+yy+gg .

Nous vérifions qu’ils satisfont bien aux relations suivantes :

TFiOTI‘j:éij T . (237)

Cellules d’Ocneanu Considérons les cellules d’Ocneanu ou les chemins horizontaux et

verticaux sont de longueur un (cellules basiques). Il existe huit cellules différentes de ce type :

Y Y Y Y Y Y Y Y Y (238)
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La connexion x; est définie sur des cellules ou les chemins verticaux sont de longueur 1
(donc notamment sur les huit cellules basiques ci-dessus). Elle associe a chaque cellule un
nombre complexe, devant satisfaire des conditions de réflexion et d’unitarité. Nous codons les
résultats dans une matrice 4 x 4 notée C', ou les indices de colonne correspondent au chemin
horizontal supérieur et les indices de ligne au chemin horizontal inférieur, dans 1’ordre suivant
(01, 10, 12, 21). Par exemple, la valeur de la cellule basique a 'extréme-gauche de (2.38)

correspond a I’élément Co1. Nous fixons la valeur des trois cellules suivantes :

Y Yy = a, Y r = b, Y Yy =¢, a,b,ceC.

1 % 1 7%
ﬁa ﬁb
b
c=1, : jaf* = p* = e = 1, a"b+ b = 0.
1 7% 1 x
ﬁb 72C
Nous pouvons choisir a = 1,b = 1,¢ = —1 (liberté de choix de jauge), et la matrice C' s’écrit

1 1
V2 V2
1 1
C =
1 . . —1
a1 1
V2 V2

Produit de convolution La représentation matricielle du produit de convolution ® des
éléments £&' est calculée a travers le calcul des cellules d’Ocneanu. Considérons d’abord la

connexion Xj.

e x1 La représentation matricielle pour la loi ® des éléments ££” est donnée par :

@235(55’) = ar 8,

ou « et 3 sont des chemins de longueur un. La matrice @Z% est donc une matrice 4 x 4, ou
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I'ordre choisi® pour les indices est ({, 4,3, 2) :

=]
—
=1

o

X1 _
Q5=

Pour des endomorphismes ££ de longueur un, la valeur de la connexion x; est codée dans la

matrice C' (cellules basiques). Nous avons par exemple :

0 1
X1 >

q)(l) (1)(7’0 b)y=y =1, 7 5(ro £1) = 0, si (o, 3) # (3,0,
T 0

et la représentation matricielle de rof; est donc donnée par :

1

7 5(rol) =

Pour les endomorphismes de longueur 0, la valeur de la connexion x; est égale par convention

a 1 (ceci est relié a 'axiome de flatness de Ocneanu [67]). Par exemple :

1

Oolglwov) = [ 0 T, BFl(vive) =

Pour les chemins essentiels de longueur deux, prenons l'exemple de dvy. Rappelons que v =

%(121 —101), nous avons :

= (L) - ) -

Nous obtenons ainsi la suivante représentation matricielle des éléments £’ pour la loi ® :

vour  rolr  ToT1 —dry
1 _ 1
ﬁflro V1 vd 737170

03588 = (2.39)

%5162 g Vv —%ﬁ@

—gy  laly —lom VU1

5 Attention, les indices de lignes et de colonnes représentent maintenant des chemins verticaux.
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La convention adoptée est la suivante : pour obtenir la (®)-représentation de 1’élément £¢’,
nous remplagons cet élément par 1 et tous éléments nn’ # ££' par 0. De (2.39) nous pouvons

lire par exemple :

1
rol1 ® lyrg = —=vgu1, ’yd O 1l = —liro.

V2

e x; ®x7 La représentation matricielle pour la loi ® d’un élément ££’ pour le produit tensoriel

est donnée par :

DIE (ge) = (6, (05E) . €) = Y ar By 18 (240

A ;\ E/

ol les chemins verticaux « - o’ et 8- 3 sont maintenant des chemins de longueur deux. Pour

le diagramme Az, la matrice ®,.4 g.g est une matrice 6 x 6, ot I'ordre choisi pour les indices
est (1,9,0,2,1,1,1)
0’2’1’1’071707 "

-
-
<)

=N

(=1 V)

VTN

(=) =)

[SE =)

—oR

X1®X1
©a.a,’6.ﬁ/

=

(=2 V]

SN

Par exemple, nous avons :

X1 QX1 X1 X1
Dy (role) = <¢1 o(@o 1(70)) la)
1,0 21 1°0
21
0o 1 0 11 _ 0

(b o(01) , o) (b, o) = —

= Y , = Y Y v s _

. %7(1) 1 2 _ _ 2 2 \6
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Etendant le calcul aux autres éléments ££/, nous trouvons :

VoVo . %TOTO %TOTO . dd
VU2 %7‘052 —%7’052 dg
1 1 1 1
(I)X]_@ixl ,(55/) _ ﬁflgl ﬁglrl V1v1 Yy ﬁ’rlfl ﬁ’rlrl (241)
ool ,Bp 00, Lo vy V11 L L
V2 V2 V2 V2

gd %Egro —%627"0 V90

gqg . %ﬁgfg %5262 . VU2
Par exemple, la ®-représentation matricielle des éléments vguvg, rolo et £1£1 est donnée par :
VR AR '

roro= 1|~ -~ |, bb= , Voo =

shh

et nous pouvons alors en déduire :
roro @ £ols = voug.

Pour diagonaliser la loi ®, nous effectuons le suivant changement de base des indices de la

matrice ®q.q 5.5 :

T
0 2\1 1
0 R B
¢ =4 =500 6=
Alors, dans I'ordre (0,1,2; g,7,d), nous obtenons :
VoVo roTo dd
0l vivr +yy T
99 loly V22
(pxl@xl ! —
@p (&) VoU2 —rola dg
—lry vivy — vy —riba

gd —larg w210
et nous obtenons alors la décomposition suivante du produit tensoriel de représentations :
PX1EXL — X0 gy p*2 (2.42)

qui définissent deux autres connexions xg (reliée a la représentation identité) et xa.
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Représentation matricielle de la loi ® (B,®) est donc isomorphe a une somme

2
d’algebres matricielles (blocs) labellées par un indice x : (B,®) = @ &*
x=0

VoVo ToTo dd
Lily vivy +yy Ty
9g loly V2V2

VoU1 Togl ToT1 7d"}/

(B @) %617’0 V10 —’}/d %7’17"0

1

%5152 -9 V1V2 _%7162
—gy by —lor Vo1
VU2 —1olo dg

—lry vvr —yy —ril

gd —Larg Va0

Rappelons que pour obtenir la (®)-représentation matricielle d'un élément &', nous rem-
placons cet élément par 1 et tous les éléments nn’ # &£ par 0. A partir de cette représentation
matricielle®, nous pouvons alors calculer le produit ® des éléments de B. La connaissance du
produit ® défini dans B — et par conséquent du produit & dans B - nous permet de calculer

le coproduit A dans B, a travers :
(u®v, Alz)) = (u®v, ) zeB;uveB (2.43)

Nous vérifions alors que la propriété d’homomorphisme A(zoy) = A(x) o A(y) est satisfaite.
Les matrices élémentaires non-triviales correspondent aux positions (2, 2) dans le premier bloc

(notée agz) et dans le troisieme bloc (notée cg2). Elles sont données par :
1 1
az = 5 (v1v1 +77), ez = 5 (0101 = 77).
Le neutre pour cette loi (la matrice identité) s’écrit en termes d’endomorphismes :
1o = voug + v1v1 + V2V2 4+ Vov1 + V1Vy + V1V2 + VoV + Vev2 + V2V

Les projecteurs minimaux centraux sont donnés par :
1
wo = vovo + 5(1/101 +v7) + vavz

w1 = vov1 + V1V + V12 + V2U1
1
wy = vgU2 + 5(011)1 —y7) + vavg -
Ils vérifient les relations :

Wy O Wy =0gy Wy -

SCette (®)-représentation matricielle a aussi été obtenue, de maniere indépendante, par R. Trinchero [86].
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Graphes A(A3) et Oc(A3) Les projecteurs minimaux centraux m; et w; s’expriment en

termes d’endomorphismes. Ils vérifient les relations :
oM = 0ij T, Wy O Wy = 0gy Wy-

Ayant obtenu les décompositions en blocs de B(As) pour ses deux structures multiplicatives

o et ®, nous pouvons alors multiplier les projecteurs définis pour une loi par I’autre loi. Nous

obtenons :
T O T = T mO©T = T T O Ty = T
O = T T Om = 7o+ 72 T OmT = M
T O Ty = 9 T ©my = M T O Ty = T

Les projecteurs 7; pour la loi ® définissent I’algebre Ajs. Si nous décidons de coder cette algebre
dans un graphe, tel que ses vertex soient en correspondance avec 7; et tel que la multiplication
par w1 de m; soit égale a la somme des voisins de 7; sur le graphe, nous obtenons le graphe
A(As) = As.

Considérons maintenant la multiplication o des projecteurs w, : ces projecteurs ne sont

pas fermés pour la loi o. Par contre, en définissant les projecteurs renormalisés p, suivants :
PO = Voo + V1V + Yy + v2v2

pP1 = Wi
P2 = VoV + ViU — Yy + V200

alors nous obtenons :

pPoCpPo = Po pLepo = p1 p20p0 = P2
poopr = p1 propr = po+tp2 p2op1 = P1
poop2 = p2 piopz = p1 p2opz = po

Ces relations définissent I’algebre Oc(As3), appelée algebre des symétries quantiques de As. La
multiplication par le projecteur p; est codée par le graphe Oc(As3), et nous obtenons Oc(As) =
As. Le passage des projecteurs w, aux projecteurs renormalisés p, — nécéssaire a I’'obtention
de l'algebre Oc(As) — provient d'un produit scalaire non-trivial (différent du produit scalaire
définissant l'orthonormalité des chemins élémentaires) pour effectuer le passage entre B et
son dual B [27]. Plus précisemment, les unités matricielles associées a la loi o constituent une
base orthonormée pour le produit scalaire hermitien induit de celui des chemins élémentaires
(ceux-ci sont orthonormés), mais les unités matricielles associées a la loi ® constituent une
base non-orthonormée pour ce produit scalaire. Nous pouvons introduire un nouveau produit
scalaire hermitien pour lequel elles sont orthonormées. Cette différence de normalisation est

a lorigine de la différence existante entre les expressions des opérateurs w, et des opérateurs

Pa-
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2.3.2 Graphes G du type ADE et généralisations

L’étude de la digebre associée au diagramme de Dynkin A3 montre I'extréme richesse de
ses structures, mais aussi son extréme complexité, alors que Ag est le cas le plus simple —
hormis A, — des diagrammes de Dynkin puisqu’il ne comporte que trois points! Bien que
la diagonalisation de la loi de composition o et ’obtention des projecteurs m; soient presque
immédiats, la définition de la loi ® — a travers le calcul des cellules d’Ocneanu— sa diagonali-
sation et I’obtention des projecteurs w, est nettement plus difficile.

Nous conjecturons que la multiplication des endomorphismes £ pour la loi ® peut étre
obtenue a partir d’'une structure algébrique x définie directement sur I'espace vectoriel des

chemins essentiels :
s om =P [(Exn)E*n)], (2.44)

ou P est un opérateur qui projette sur les endomorphismes gradués par la longueur. La diago-
nalisation de cette loi x dans cet espace vectoriel définirait alors une base des chemins verticaux
de l'espace V.. L’existence de ce produit * permettrait alors de définir de maniere beaucoup
plus directe la loi ®, sans la nécéssité de faire usage des cellules d’Ocneanu. Cependant, cette
construction n’est pas connue a ce jour.

Les graphes d’Ocneanu pour les cas du type su(2) s’obtiennent a priori a travers la diago-
nalisation de la loi ®, et sont premiérement apparus dans la littérature dans [67]. Cependant,
leur construction par Ocneanu lui-méme s’est en fait basée sur la classification des invariants
modulaires de su(2) de Cappelli-Itzykson-Zuber. La diagonalisation de la loi ® ne semble ja-
mais avoir été explicitement menée. Nous prendrons donc dans un premier temps ces graphes
d’Ocneanu comme donnée initiale. Nous allons établir dans le prochain chapitre une réalisation
de l'algebre des symétries quantiques d’Ocneanu nous permettant de retrouver les graphes
d’Ocneanu.

La digebre B(G) est construite a partir des diagrammes de Dynkin de type ADE. Une
définition de B(G) pour des diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés est possible, mais au-
cune définition précise de cette digebre généralisée n’est a ce jour disponible dans la littérature.

Les graphes d’Ocneanu pour les cas du type su(3) et su(4) ont été obtenus par Ocneanu
(mais jamais publiés) : sa construction pour su(3) s’est basée sur la classification des invariants
modulaires de su(3) de Gannon; pour su(4) une technique originale a été développée [71].
Nous verrons que notre réalisation permet aussi de reconstruire les graphes d’Ocneanu pour

certaines classes d’exemples.



Chapitre 3

Des graphes aux fonctions de

partition

Les graphes d’Ocneanu — et les algebres des symétries quantiques Oc(G) — sont connus
pour les cas du type su(2) [67]. Dans ce chapitre nous allons présenter une réalisation de
lalgebre Oc(G) comme un certain quotient du carré tensoriel de 'algebre du graphe G,
ou G est un diagramme de Dynkin ADFE. D’une part cette réalisation permet d’obtenir un
algorithme tres simple pour le calcul des divers coefficients définissant les fonctions de partition
généralisées du modele conforme 5u(2) associé au graphe G. D’autre part, cette réalisation se
préte naturellement & une généralisation aux cas su(n),n > 3, ce qui nous a permis de définir
le graphe d’Ocneanu et I'algebre Oc(G) pour certains exemples choisis du type su(3) et ainsi

obtenir les fonctions de partition généralisées associées a ces exemples.

3.1 Représentations irréductibles et graphes A

3.1.1 Définitions
Cas classique

Considérons le groupe SU(n) et ses représentations irréductibles (i) € Irr SU(n). Ce
groupe possede n — 1 représentations fondamentales, en ce sens que les autres représentations
irréductibles peuvent étre obtenues par tensorialisation puis réduction a partir des fonda-
mentales. Chaque représentation fondamentale donne lieu a un graphe infini, dont les vertex
sont labellés par (i) € Irr SU(n) et dont les arcs correspondent & la tensorialisation par la
représentation fondamentale.

Par exemple le groupe SU(2) posseéde une représentation fondamentale, de dimension
deux, notée (2), et la décomposition du produit tensoriel d’une irrep (n) € Irr SU(2) par

la fondamentale (2) est donnée par la formule suivante (correspondant au couplage d’une
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particule de spin 1/2 avec une particule de spin j = (n —1)/2) :
2)®n)=mn-1)@® (n+1). (3.1)

Le résultat de cette décomposition peut étre codé dans le graphe Ay, de SU(2) illustré a la
Fig.3.1.

F1G. 3.1 — Graphe Ay, de SU(2).

Les vertex de ce graphe sont labellés par les irreps (i) € Irr SU(2), et (2)® (i) se décompose
en la somme directe d’irreps (j), tel que (j) soit voisin de (i) sur le graphe. L’exemple de
SU(2) est traité de maniere plus détaillée dans I’Annexe B.

Le groupe SU(3) posseéde deux représentations fondamentales (notées' 3 et 3), chacune
donnant lieu & un graphe infini A.,. Les représentations 3 et 3 étant conjuguées, le graphe
correspondant & la tensorialisation par 3 s’obtient en inversant la direction des arcs du graphe
correspondant & 3. Le graphe A, de SU(3) correspondant a la représentation 3 est illustré a
la Fig. 3.2. Nous lisons sur le graphe, par exemple : 3® 3 = 3 @ 6, car il y a un arc reliant 3

A 3 et un arc reliant 3 & 6.

F1a. 3.2 — Graphe A, de SU(3) pour la représentation 3.

'Nous avons choisi de labeller les irreps de SU (3) par leur dimension, mais nous aurions pu aussi les labeller

par des diagrammes de Young.
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Cas quantique

Les groupes de Lie en général possedent des déformations quantiques (groupes quantiques),
dont un exemple bien connu est fourni par le groupe quantique Ugy(sl(n)). Aux racines de
I'unité (qN = 1), nous pouvons définir des quotients de Hopf non semi-simples, de dimension
finie — génériquement désignés par uq(sl(n)) — & partir du groupe quantique Uq(sl(n)) : ces
groupes quantiques possedent alors un nombre fini de représentations irréductibles (nous
nous intéressons en fait a celles qui sont de g-dimension non-nulle : voir Annexe B pour le

cas ug(sl(2))). Nous décidons de noter SU(n), = uy(sl(n)) pour g racine de 1'unité* :
P = ¢ =1, (3.2)

ou ¢ est appelé le niveau et h est le nombre (dual) de Coxeter du groupe classique correspon-
dant (pour SU(n), h = n). k est le nombre de Coxeter généralisé (parfois appelé altitude)
et est défini par la relation k = £ 4+ h. De maniere analogue au cas classique, nous pouvons
associer a chaque représentation fondamentale de SU(n), un graphe : ce graphe s’obtient par
troncation (au niveau £) du graphe du cas classique correspondant.

Ainsi, pour SU(2)y, h = 2 et a la 2(¢ + 2)-ieme racine de 'unité, nous obtenons le graphe
Ay = Apyq3 de SU(2). Pour SU(3)y, h = 3, et a la 2(¢ + 3)-iéme racine de 1'unité, nous
obtenons le graphe Ay de SU(3),.

Pour SU(2)4, nous avons Ay = As, ce graphe possede 5 vertex notés 7,---,74. La
représentation identité est 7y et la fondamentale 71. Pour SU(3)4, le graphe 44 possede 15
vertex. De maniere générale, le graphe Ay, de SU(3), possede (¢ + 1)(¢ + 2)/2 vertex que nous
labellons* par (A1, X2), avec A1, A2 > 0 et A\; + A2 < /. La représentation identité est (0,0) et
les deux représentations fondamentales (conjuguées) sont (1,0) et (0,1) : le graphe code la
tensorialisation par (1,0). Le graphe de tensorialisation par (0,1) est obtenu en inversant la

direction des arcs. Les graphes Ay de SU(2)4 et SU(3)4 sont représentés pour a la Fig. 3.3.

3.1.2 Algebre de graphe et matrices NV,

Le graphe A; code la décomposition de la tensorialisation des irreps (i) (vertex des
graphes) par les représentations fondamentales (71 pour SU(2)y, (1,0) et (0,1) pour SU(3)y).

Cette information permet de calculer la fusion de toute irrep :

(0).() = D NG (k), (3-3)
k

1/2 dans la littérature.

2 Attention : I'index g de u, est quelquefois noté g

3Pour le cas SU (2)¢, les graphes A, correspondent aux diagrammes de Dynkin de type A4 : nous réservons
la notation caligraphique pour les graphes labellés par le niveau ¢, la notation standard pour les graphes labellés
par le nombre de vertex, c.a.d. par le rang de l'algebre de Lie correspondante au diagramme de Dynkin.

“Notre convention pour les indices des vertex de SU(3), commencent & 0 et non & 1. Certains auteurs

adoptent des conventions différentes.
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(0,4)

70 1 T2 73 T4

(0,1)

(0,0)  (1,0) (4,0)

F1G. 3.3 — Les graphes A4 pour SU(2)4 (5 vertex) et SU(3)4 (15 vertex).

ou J\/z’; sont des nombres entiers non-négatifs (multiplicité de (k) dans (7).(j)). Nous appelons

cette algebre I'algébre du graphe A, ou plus simplement l'algebre Ay.

Cas SU(2),

Les vertex des graphes A,, sont notés 7;, pour i = (0,1, -,k — 2). Nous savons multiplier
par l'identité 7y et par la fondamentale 71 (& l'aide du graphe). En imposant 1’associativité,
nous construisons de proche en proche la table de multiplication de I'algebre du graphe A,,.
Par exemple, pour n > 4, nous avons 71.77 = Tg + T2, donc nous écrivons 1, = 71.71 — T, d’oul

nous déduisons :

To.mo = (T1.71 — T0). T2 = T1.T1.T2 — T0.T2 = T1.(T1 +73) — T2

= To+Tm+nt+mu—T=T7+T+1

Par la méme méthode, nous calculons 7.7, et plus généralement 7;.7;. Nous obtenons ainsi
I’algebre du graphe A,,, qui est I'algebre commutative et associative ayant comme éléments

de I'espace vectoriel les combinaisons linéaires des vertex 7;, et comme multiplication :

Ti-Tj :ZMI;TIW ./\/;’; e N. (3.4)
k

Nous associons a chaque vertex 7; une matrice (k — 1 x £ — 1) Nj, telle que (N;)jr = M’;

Ces matrices N; s’obtiennent directement par la formule de récurrence suivante (formule de

récurrence tronquée de SU(2)) :

No = lyxn
N, =
L= Ga , (3.5)
Ni.N; = N;_1+4+ N; o 1=2,...,n—2

Ni.N,—1 = Np_o
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oul G4, est la matrice d’adjacence du graphe A,,. Elles forment ’algebre matricielle du graphe

A, et fournissent une représentation fidele de I’algebre de graphe A, :

Ni.Nj = Z ./\/Z; Nk = Z (Nz)]k Nk (3'6)
k

k

Cas SU(3)y

Pour SU(3)y, nous pouvons suivre la méme démarche. Connaissant le graphe 4;, nous
obtenons les matrices d’adjacence N1 gy, N(o,1) et nous pouvons construire 'algebre du graphe
Ay, dont une représentation fidele est donnée par les matrices N; = N, ,. Ces matrices

s’obtiennent par la formule de récurrence tronquée de SU(3) :

Ny = 0 siA<0oup<0

Nyxo = NioNx—10— Na21 (3.7)
Nyy = NioNa—iu— Nacip—1 — Naco st sip#0

Noyn = N{g

ott NT' désigne la matrice transposée de N.

3.1.3 Représentation du groupe modulaire SL(2,7Z) et formule de Verlinde

E. Verlinde [88] a montré qu'il existe, dans une théorie conforme rationelle, un lien étroit
entre les coefficients de fusion J\/’Z; des champs primaires et la matrice S;; des transforma-
tions modulaires des caracteres de ’algebre agissant sur les champs, donné par la formule de
Verlinde :

S;¢Si0S7

k WGl g

Nij_E 75; (3.8)
l

Pour les modeles conformes basés sur 'algebre affine su(2); au niveau k, les matrices S et T'

de transformation modulaire des caracteres sont données par :

S, = 2 sin(ﬁmn)

Vk+2 Slﬁ . mon=1,.. . k+1 (3.9)
Tmn = 21 7 a5

o 2 (73 5)

Un fait remarquable est que les coeflicients de fusion /\fZ’; calculés par la formule de Verlinde a

partir des matrices données en (3.9) sont identiques aux coefficients de structure de I'algebre
de graphe Ay de SU(2)j. Les matrices N; du graphe Ay forment donc une représentation de
l’algebre de fusion de su(2)y : nous les appelons par la suite matrices de fusion. Cette corres-
pondance est aussi valable pour les cas SU(n),. Les graphes A, codent donc des informations
sur la théorie conforme correspondante. Dans une théorie conforme, au lieu de calculer les
coeflicients de fusion /\/le a partir de la matrice S, nous pouvons les obtenir directement a

partir des matrices de fusion N; calculées a partir du graphe Ay.
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Matrice S

Dans le cadre de la correspondance de McKay classique, & chaque sous-groupe I' fini
de SU(2) est associé un ensemble de matrices qui code la tensorialisation des irreps de T.
La table des caracteres de I' peut étre reconstruite, sans faire appel a la notion de classe
de conjuguaison, par la diagonalisation simultannée de ces matrices (voir Annexe B). Dans
le cas quantique, nous ne pouvons pas parler de groupe, ni de classe de conjuguaison ni
de table de caracteres. Mais les IV; sont l’analogue des matrices précédentes. La matrice
qui diagonalise simultanément les matrices NV; est donc ’analogue quantique de la table des
caracteres. Convenablement normalisée, cette matrice est égale a la matrice S du groupe
modulaire. La matrice S peut donc s’obtenir par la diagonalisation des matrices de fusion

N; : c’est 'inverse de la relation (3.8).

Matrice T

A chaque graphe A, de S U(2) correspond l'algebre de fusion d’une théorie conforme
5u(2). La matrice T;; des transformations des caracteres de Ialgebre affine est diagonale.
Nous pouvons donc associer a chaque vertex du graphe A une valeur donnée, définie — a une
phase globale pres — par la matrice T35, que nous appelons I'exposant modulaire.

Dans le cas de SU(2)i, la matrice T est donnée en (3.9) et 'exposant modulaire pour le

vertex 7; est défini par la quantité T donnée par :

T=(G+1) mod 4k (k=k+2) (3.10)
Dans le cas de SU(3), la matrice T' est donnée par :
(70) = en[~n+1)? = (a+ 1.0 +1) = Qo + 1) + 5] by, (3.11)
m

—2imx

ou A = (A1, Ae), = (u1, 12), ex[x] = exp (T)’ et kK = k + 3. L’exposant modulaire est

défini par la quantité :

T=-M+1D)2=M+1).00+1)—M+1)2+k mod 3k. (3.12)

3.2 Diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés G

3.2.1 Historique et définitions

Considérons le groupe SU(2) et 'espace vectoriel dont une base est formée par ses irreps
(7). Nous pouvons tensorialiser les irreps (i) entre-elles et décomposer le résultat en une somme
directe d’irreps : les irreps de SU(2) forment une algebre, dont les coefficients de structure sont
des entiers non-négatifs. Soit I' un sous-groupe fini de SU(2) et considérons l’espace vectoriel

(de dimension finie) formé par ses irreps o. La tensorialisation de l'irrep fondamentale de
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SU(2) par les irreps o de I est codée par les diagrammes de Dynkin affine de type ADEW .
c’est la correspondance de McKay classique. Nous pouvons reformuler cette correspondance
en disant qu’il existe une action des irreps de SU(2) sur les irreps de I' : nous écrivons que r
est un module sur @(2) Les irreps de I" peuvent aussi étre tensorialisées entre-elles : elles
forment donc aussi une algebre.

L’analogue quantique de SU(2) sont les groupes quantiques SU(2),. Nous pouvons ten-
sorialiser les irreps 7; de SU(2), entre-elles et décomposer le résultat en une somme d’irreps.
Les 7; forment donc une algebre (appelée algebre de fusion), codée par les diagrammes
Ay : nous dirons que Ay possede self-fusion. Soit un graphe G, appelons o ses vertex et
considérons 'espace vectoriel V(G) dont une base est formée par I'ensemble des o. Définissons
Paction du générateur 7 de Ay sur o comme étant égale a la somme des voisins de o sur
le graphe G. Nous pouvons alors rechercher les graphes G de méme norme que Ay tels que
l'espace vectoriel V(@) soit un module par rapport a l’action de A4;. Les graphes possédant
ces propriétés sont® les diagrammes de Dynkin de type ADE. Les vertex de ces diagrammes
sont donc considérés comme des irreps. Certains de ces diagrammes possedent self-fusion,
c.a.d. que nous pouvons définir une structure algébrique commutative et associative dont
les coefficients de structure soient des entiers non-négatifs (nous pouvons tensorialiser les
irreps entre-elles). C’est le cas des diagrammes A,, Ds,, Fg et Eg, et nous dirons qu'ils
forment un “sous-groupe” du SU(2), correspondant. Les autres diagrammes (Dap11 et E7)
seront appelés “modules”. Notons que les diagrammes D,, sont obtenus par une procédure
de folding a partir des diagrammes A,,. Les diagrammes Fg, E7 et Eg sont dits exceptionnels.
On peut montrer que E7 est obtenu a partir d'un twist du diagramme D1g. Nous avons une
correspondance bi-univoque entre les sous-groupes finis de SU(2) (diagrammes ADE())
et leur analogue quantique (diagrammes ADF). D’autre part, rappelons qu’il existe une
correspondance bi-univoque entre les fonctions de partition invariante modulaire des théories

conformes su(2) et les diagrammes ADE.

Qu’en est-il pour SU(3) ? Historiquement, une premiére classification empirique des dia-
grammes de Coxeter-Dynkin G généralisés pour SU(3), (appelés diagrammes de Di Francesco-
Zuber) a été déterminée par CAF (“Computer Aided Flair”) par Di Francesco et Zuber en
1989 [31]. Contrairement au cas SU(2), il n’y a pas de correspondance bi-univoque entre ces
graphes et les graphes codant les sous-groupes finis de SU(3). Par la suite, la classification
des fonctions de partition invariante modulaire des théories conformes su(3) a été obtenue
par Gannon [44], mais la correspondance entre les graphes de la liste de Di Francesco-Zuber
et la classification de Gannon n’était pas claire. Dans un effort de stimulation privée a la re-
cherche, la récompense proposée par Zuber pour la classification des diagrammes généralisés
pour SU(3),, SU(4)y et SU(5), était respectivement 1,2 et 3 bouteilles de champagne.

La classification des diagrammes généralisés de SU(3), et SU(4), a été obtenue par A.

5En fait cette caractérisation inclut également les diagrammes de type tadpole qu’il convient d’éliminer.
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Ocneanu et présentée a I’'Ecole de Bariloche 2000 [71]. Pour le cas SU(3)y, il y a la série A, et
trois séries qui généralisent les deux séries Dy, et Doy, 41 de SU(2)y, nous pourrions les appeler
D3y, D3pt1 et D3pio. Il y a également deux séries A et 3.AS obtenues a partir de la série A,
précédente en utilisant la conjuguaison complexe. Sur ces six séries, seulement deux possedent
self-fusion : A, et Ds,. Il y a 7 graphes exceptionnels, dont trois possedent self-fusion (ils
généralisent les graphes Eg et Eg de SU(2),) : ce sont &, & et 1. Il y a un graphe D
obtenu a partir de Dy par un twist exceptionnel (comme FE7 & partir de Dyg). Les trois autres
exceptionnels (&, £S et D) font usage d'un morphisme associé a la conjuguaison complexe
c. La classification de Gannon des fonctions de partition invariante modulaire consiste en
six séries et six cas exceptionnels. Notons que deux graphes distincts (donc deux théories
conformes tres différentes) possédent la méme fonction de partition invariante modulaire. La
liste d’Ocneanu confirme celle trouvée empiriquement par Di Francesco-Zuber, a ’exception
d’un diagramme exceptionnel, exclu pour ne pas satisfaire des conditions locales de nature
cohomologique (définition de cellules et de connections internes) : c’est le graphe noté 5;12)
dans [31]. La liste des diagrammes pour SU(3), ainsi que pour SU(4), est publiée dans [71].

Bien qu’utilisée par Ocneanu, insistons sur le fait qu’aucune définition mathématiquement
rigoureuse des propriétés devant étre satisfaites par ces diagrammes (appelés “Higher Coxe-
ter System” dans [70]) n’est disponible dans la littérature. Par la suite, nous prendrons ces

diagrammes comme donnée de départ.

3.2.2 Algebre de graphe

Par la suite, nous traiterons en détail le cas SU(2),. La généralisation au cas SU(3), est
souvent immédiate, nous le mentionnerons seulement lorsque cette généralisation n’est pas

triviale.

Graphe G et matrice d’adjacence

Nous prenons comme point de départ les graphes G de type ADFE, listés dans I’Annexe A,
et appelons r le nombre de vertex du graphe considéré. Les vertex de ces graphes seront notés
Oa, pour a = (0,1,--- ,r —1). A chaque graphe G est associée sa matrice d’adjacence, notée
G, qui est une matrice carrée r x r, telle que G;; = 1 si un arc relie les vertex correspondant a
i et j et G;; = 0 sinon. Tous les graphes ADE sont bi-orientés, leur matrice d’adjacence est
donc symétrique. La norme du graphe est définie comme étant la plus grande valeur propre

de sa matrice d’adjacence, et est notée 5. Pour tous les graphes de type ADE, nous avons :
B = 2cos (E) . (3.13)
K

Cette relation définit le nombre &, appelé le nombre (dual) de Coxeter du graphe®. Nous avons

1 < B < 2 : de fait, les graphes ADFE apparaissent aussi dans la classification des graphes

6k est ainsi appelé car il correspond au nombre (dual) de Coxeter des algebres de Lie semi-simples simple-

ment lacées, décrites par les diagrammes de Dynkin de type ADE correspondant : nous le définissons ici sans
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bi-orientés de norme strictement comprise entre un et deux (voir chapitre 2). Introduisons le
nombre quantique [n]q, défini par :

qn _ qfn
q—q '’
Alors, la norme 8 du graphe est égale au g-nombre deux : § = [2], = ¢+ 1/q = 2cos(n/k).

7, ¢ = 1. (3.14)

[n]q = q = exp(

K

Nous rappelons la valeur de k pour chaque graphe ADFE dans la Tab. 3.1.

A, D, Eg Er Fs
K n+1 2(n-—1) 12 18 30

TaAB. 3.1 — Nombre (dual) de Coxeter k pour les graphes de type ADE.

Le vecteur propre correspondant a (3 est noté P (vecteur de Perron-Frobenius). Les com-
posantes de ce vecteur correctement normalisé nous donnent, par définition, les dimensions
quantiques des irreps. La normalisation est telle que P(0g) = [1], = 1. Alors, dans tous les

cas, la dimension quantique de la représentation fondamentale (o) est égale a [2],.

Algebre de graphe

Nous considérons 'espace vectoriel V(G) dont la base est donnée par les vertex o, du
graphe G, considérés comme des éléments linéairement indépendants. Dans tous les cas, g
est appelé 'identité, et o1 la fondamentale. Dans le cas classique SU(2), les graphes ADEW
codent la décomposition de f®0, en somme directe d’irreps o}, (ol f est la représentation fon-
damentale de SU(2)). Les graphes G de type ADE sont vus comme codant la décomposition

du produit des irreps par la fondamentale f = o7 :

01.0¢q = 04q.01 = Zob, (3.15)
b:a

ou b : a signifie que o}, est voisin de o, sur le graphe GG. Nous voulons étendre la définition du
produit a tout l'espace vectoriel V(G), en analogie avec la décomposition du produit tensoriel

du cas classique, de maniere a obtenir une algebre commutative et associative :

0u.Op = G¢, o, G¢, e N, 3.16
ab ab

ol les coefficients G¢, sont vus comme la multiplicité de o. dans o,.03 (ce sont des entiers
non-négatifs). L’obtention de la table de multiplication se fait par construction, de proche en
proche, comme dans 'exemple de SU(2) traité dans I’Annexe B. Nous savons multiplier par
l'identité o( et par la fondamentale o1 (a l’aide du graphe). En imposant 'associativité du
produit, nous pouvons essayer de construire la multiplication par les autres irreps. Le résultat
suivant a été premiérement obtenu par Pasquier[74], et les algebres obtenues sont quelquefois

appelées algebres de Pasquier :

faire appel au langage des algebres de Lie.
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Théoréme 8 Soit G un graphe de type ADE a r vertex, et V(G) ’espace vectoriel dont la
base est formée par les vertex o, de G. Les graphes pour lesquels il est possible de définir un
produit satisfaisant (3.15) et (3.16) sont les graphes A, Day,, Eg et Es.

Pour A,,, Eg et Eg, nous pouvons construire la table de multiplication de maniére unique.
Pour les cas Ds,, nous trouvons une famille & un parametre de solutions, mais en imposant
que les coefficients de structures soient des entiers non négatifs, la solution devient unique [25]
(voir détails dans la section correspondante). Pour ces cas, nous obtenons donc une algebre
commutative et associative, dont les coefficients de structure sont des entiers non-négatifs,
appelée algebre de graphe, et que nous notons par le méme symbole G que le graphe
lui-méme : nous dirons par la suite que ces graphes possedent “self-fusion”, ou de maniere
équivalente, qu’ils sont de type I.

Pour Ds,, 41 et E7, il est impossible d’obtenir une algebre commutative et associative, avec
des coefficients de structure qui soient des entiers non-négatifs [73] (pour le cas E7, une algebre
existe, mais avec des coefficients de structure négatifs). Ces cas ne possedent pas “self-fusion”,

les graphes sont dits de type II.

Algebre matricielle de graphe

Dans les cas des graphes qui possedent self-fusion, nous pouvons donner une réalisation

matricielle de leur algébre de graphe. A chaque irrep o,, nous associons une matrice r X r G,

telle que :
(Ga)be = G, (3.17)

Ces matrices forment une représentation fidele de 'algebre G (lorsqu’elle existe) que nous

appelons algebre matricielle de G, et vérifient :

Ga'Gb = Z(Ga)chc
&
Comme 'algebre de graphe est commutative, les matrices G, commutent évidemment entre-

elles :

Ga-Gy = (Ga)peGe =Y GpGe=> G5,Ge= (Gy)acGe = Gp.Ga

(&
Nous avons Gg = 1l,x, et G1 = G, la matrice d’adjacence du graphe. Dans tous les cas (a
Pexception de Da,), les autres matrices G, s’expriment comme des polynomes de G et G :

pour ces cas, nous donnons les expressions polynomiales permettant d’obtenir ces matrices.

3.2.3 V(@) comme module sur A(G) : matrices F; (ou E,)

A chaque graphe G de type ADE est associé un autre graphe, noté A(G), appartenant

a la série A, et ayant la méme norme (et donc méme nombre de Coxeter k) que G. Si &k
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est le nombre de Coxeter de G, alors A(G) = A,_1. Nous avons donc les correspondances

suivantes :
A(A,) A, k=n+1
A(Dn) = Am-s K =2n—2
A(Eﬁ) = A11 k=12
.A(E7) A17 k=18
A(Eg) = Agg k=30
Les vertex 7; (i = 0,...,k — 2) du graphe A(G) forment un espace vectoriel, sur lequel

nous pouvons définir une multiplication : nous obtenons l’algebre de graphe A(G). Les vertex

04 (a=0,...,7—1) du graphe G forment aussi un espace vectoriel, noté V(G). Nous voulons
définir une action de A(G) sur V(G) :

AG) xV(G) — V(G)
T.Oq = Z ffaab (3.18)
b

telle que les coefficients .7-",Lba soient des entiers non-négatifs (ainsi ff’a représente la multiplicité
de o, dans 7;.04, en analogie avec le cas classique). Pour que cette action soit bien définie, il

faut imposer :

(73.75).00 = T.(Tj.04). (3.19)

Utilisant (3.4) et (3.18), et du fait que les o sont des éléments linéairement indépendants de

V(G), les coefficients ffj doivent satisfaire les relations suivantes :
b k
ija zcb = Z'j\[’b] flga (320)
b k

Les indices (a,b,c,...) sont réservés pour les vertex o de G (a,b,c = 0,1,...,r — 1), et les
indices (4,7, k,...) sont réservés pour les vertex 7 de A(G) (i,7,k = 0,1,...,k — 2). Nous
pouvons parler d'un analogue quantique de la correspondance de McKay : le graphe G code
la décomposition des irreps o de G par l'irrep fondamentale 71 du quotient de Ugy(si(2))
correspondant. Il est donc naturel de poser 1.0, = 01.04 = Y ., 05 (la sommation se fait sur

les voisins de o, sur le graphe G). L’action explicite de A(G) sur V(G) est définie par :

AG) xV(G) — V(G)
T0.0q = 00.04= 0gq (3.21)

(r1)"0a = (01)".04 n>1

A noter que méme pour les cas ou G ne possede pas de self-fusion, ’action est bien définie :
méme si nous ne pouvons calculer o,.0p, la multiplication o,.01 existe toujours. 7 est 'irrep

fondamentale de A(G) : tout irrep 7; s’exprime par un polynome sur 7 et 79. Par exemple :

To =T1.T1 — T0 T3 =T1.T1.T1 — T1 — T1
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De maniere générale, nous écrivons : 7; = Pol;(79, 71). Alors, action d’un élément quelconque
7; de A(GQ) sur V(G) s’écrit :

7;.0q = Poli(19,71).04 = Pol;i(0¢,01).04 (3.22)

Matrices F;

Nous pouvons coder matriciellement I’action (3.18). Introduisons x — 1 matrices (r x r)
F; telles que (F})ap = .7-"31 De la propriété de structure de module (3.19), nous concluons que

les matrices F; satisfont :

Fy Fj=) NiF (3.23)
k

Elles forment donc une représentation de ’algebre de fusion de dimension r (les matrices
N; forment une représentation fidele de 1’algebre de fusion, de dimension x — 1). Du fait que
T0.-0a = 04 €t que T1.04 = 01.04, et par (3.23), nous concluons que les matrices F; s’obtiennent

directement par :

Fy = ]lnxn
P =
! 96 , (3.24)
F.F;, = F,_1+F;,_» 1=2,...,k—2
F.F, 1 = F,

Remarque 4 Par la relation de récurrence (3.24) définissant les matrices F; et comparant
avec la relation (2.9), nous concluons que 'élément (F;)qp représente le nombre de chemins

essentiels de longueur i, partant du vertex o, et arrivant au vertex oy, sur le graphe G.

Matrices E,

Définissons r matrices (k — 1 x 1) E, telles que :
(Ea)ib = (Fi)ab (3.25)

Alors laction (3.18) s’écrit aussi :

Ti-Oq = Z(Ea)ib op (3.26)

b

Les matrices F, sont appelées les matrices essentielles du graphes G. L'une d’entre elles
en particulier, possede des propriétés intéressantes : la matrice Fy, appelée dans la littérature

de physique statistique “intertwiner”.

Théoréme 9 Soient G un graphe ADE et A(G) le graphe de la série A, ayant le méme
nombre de Coxeter k, et soit G1 = Gg et N1 = gA(G) leur matrice d’adjacence respective.
Alors :

N1 Ey = FEy Gy (3.27)
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Démonstration : Considérons 1’équation (3.26) pour a = 0, et appliquons 71. Le terme de

gauche s’écrit :

T1.73.00 = (TI.TZ‘).O'() = Z(N1>Z‘j7'j.0'0 = ZZ(Nl)ij(EO)jCUC

J Jj ¢
Le terme de droite s’écrit :
> (Bo)ivmi-on =Y (Eo)wo1.05 =Y > (E0)in(G1)scoe
b b b ¢
Comme les ¢ sont linéairement indépendants, I’égalité est valable pour tout terme :
> (M)ij(Eo)je = Y (Eo)i(G)oe <= (N1.Eo)ic = (Eo.G1)ic
j b

Corollaire 1 Soit 3 la plus grande valeur propre de G (donc de A(G) aussi) et P le vec-
teur propre normalisé correspondant. Alors (Fy.P) est le vecteur propre normalisé de A(QG)

correspondant a 3.

Soient deux graphes G et G tels qu’il existe une matrice card(G1)xcard(G2) Ey qui relie
leur matrice d’adjacence comme dans (3.27). Si deux modeles statistiques sont décrits par ces
deux graphes, alors ils auront certaines propriétés communes (énergie libre, charge centrale),

bien qu'ils different au niveau de I’algebre des opérateurs [80].

Reégles de branchement A(G) — G

Dans le cas ou les graphes G possedent self-fusion (type I), 'action (3.18) est compatible

avec la structure algébrique de G :
Ti-(0q.0p) = (75.04)-0p (3.28)
Au niveau matriciel, ceci se traduit par les relations suivantes entre les matrices F; et G :

[F}, Ga) =0, Fi Go = (Fi)asGh- (3.29)
b
L’action de 7; sur o, est donnée par (3.22). Pour a = 0, nous avons :
7;.00 = Pol;i(0g,01) = Z(Fi)()bffb (3.30)
b
Pour les cas possédant self-fusion, I’action de 7; sur o, peut donc s’écrire :

T;.0q = Z(Fi)()b 0p.0q (3.31)
b
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L’équation (3.31) nous donne les regles de branchement :

7= Y (Fos oo =Y _(Eo)is o (3.32)
b b
Les regles de branchement sont donc entierement codées dans la matrice Fy : la restriction

de lirrep 7; vers les irreps o de G se lit dans la ligne correspondante & 7; de la matrice Ej.

Corollaire 2 La connaissance de Eqy et des matrices G, nous permet de déterminer les autres

matrices B, :
E, = FEy.G, (3.33)

Démonstration : D’une part, I’action est donnée par : 7;.0, = ZC(Ea)ic o.. D’autre part, en
utilisant les regles de branchement 7; — », (Ep)i»0s, nous avons :
700 = Y (E0)nov-0a = Y Y (Bo)in(Gaoeoe = Y (Fo-Ga)icoe
b c b c

Les o étant linéairement indépendants, nous avons finalement : (Eg )i = (Eo.Ga)ic |

La correspondance entre G et A(G) peut étre vue de deux maniéres complémentaires :
e Dans le langage de la correspondance de Mc-Kay quantique, le graphe G est relié a

26=1 "ce dernier étant

un “sous-groupe” (ou “module”) du quotient de U,(sl(2)) pour g¢
relié au graphe A,_1, c.a.d. justement & A(G). L’espace vectoriel V(G) engendré par
les vertex de G est toujours un module sous 'action de 1’algebre A(G).

e Les chemins essentiels sont définis sur le graphe G, et leur nombre est codé dans les ma-
trices F; ou dans les matrices essentielles E,. B(G) est la digébre des endomorphismes
de chemins essentiels. Les deux lois multiplicatives sont la composition o et la convolu-
tion ®. La diagonalisation de BG pour la loi o donne lieu a des projecteurs minimaux
centraux, dont la multiplication par la loi ® est codée par le graphe A(G).

Ces constructions se généralisent pour les cas SU(n)y : les matrices F; codant I'action de
A(G) sur V(G) donnent une représentation de lalgebre de fusion. Cependant, les chemins
essentiels n’ont été définis que pour les graphes de type ADE (plus exactement pour des
graphes bi-partites). L’extension de la définition des chemins essentiels pour des graphes de
type SU(n) est possible (la notion de “longueur” étant remplacée par un tableau de Young),

et nous pouvons établir un lien avec des généralisations des algebres de Jones-Temperley-Lieb.

3.3 Graphes d’Ocneanu Oc¢(G)

3.3.1 Définition

La digebre B(G) des endomorphismes de chemins essentiels sur un graphe G (de type
ADE) possede deux lois multiplicatives o et ®. La diagonalisation de B(G) pour la loi ®

donne lieu & des projecteurs minimaux centraux’, dont la multiplication par la loi o est

"Nous devons normaliser ces opérateurs pour le produit scalaire de I’espace dual : voir la discussion de

I’exemple As dans le chapitre 2.
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codée par le graphe d’Ocneanu de G. C’est ainsi que sont formellement introduits les graphes
d’Ocneanu de G. Soulignons toutefois que la diagonalisation explicite de la loi ©® de B(G)
est d'une extréme complexité. Ces graphes ont été introduits par A. Ocneanu [66], et sont
premieérement apparus dans la littérature dans [67]. Ces graphes et l'algebre des symétries
quantiques jouent un réle important dans I’étude des systemes conformes a deux dimensions.
Ocneanu a utilisé la classification des fonctions de partition invariante modulaire des modeles
su(2) pour construire ces graphes : une explicite diagonalisation de la loi ® ne semble pas
avoir été vraiment effectuée - - -

Nous prenons les graphes d’Ocneanu dans un premier temps comme donnée initiale. Nous
définirons par la suite une réalisation de 'algebre d’Ocneanu a partir de ’algebre d’un graphe
G.

Les graphes d’Ocneanu ne sont définis et publiés que pour les cas ADFE, donc pour les
modeles SU(2),. Les définitions de chemins essentiels n’ont pas a nos jours été étendues a
des diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés. La digebre que 1'on pourrait associer a ces
diagrammes reste donc un objet “virtuel”. Méme si une construction de cette bigebre était
définie, I'explicite diagonalisation des deux lois o et ® et 'obtention des projecteurs minimaux
centraux pour ces lois, conduisant a la construction des graphes d’Ocneanu correspondants,
serait une tache ardue ...

Toutefois, notre réalisation de l’algebre d’Ocneanu se préte naturellement a une
généralisation aux cas SU(n),. Nous pouvons ainsi obtenir des “graphes d’Ocneanu” pour
ces modeles : nous verrons notamment que les fonctions de partition invariantes modulaires
qui y sont associées pour certains exemples traités du cas SU(3), sont identiques a la classi-

fication de Gannon, confirmant ainsi notre construction.

Algébre du graphe Oc(G)

Nous prenons comme donnée initiale les graphes d’Ocneanu Oc¢(G) du modele ADE pu-
bliés dans [67]. Les vertex de ces graphes sont notés (z,y, z, .. .), et nous appelons s le nombre
de vertex du graphe. Considérons ’espace vectoriel de dimension s formé par les vertex du
graphe Oc(G). Les éléments 1 et 1’ sont appelés respectivement les générateurs chiraux gauche
et droit. Le graphe d’Ocneanu est la superposition de deux graphes de Cayley de multiplication
par les générateurs. La multiplication par le générateur gauche 1 (resp. droit 1’) est donnée
par la somme des voisins sur le graphe reliés & 1 (resp. a 1’) par une ligne continue (resp.
discontinue). De plus, 1’élément 0 est considéré comme l'identité pour cette multiplication.

Nous avons donc :

0.2=ug, L.z= Q:Z@;)ry% L'QZZQ:Z(%’)M/E (3.34)

y—1 Y y1ll Yy

o1 G1 et Gy sont les matrices d’adjacence correspondantes aux générateurs 1 et 1. A partir de

ces données et en imposant 1’associativité, il est possible d’étendre la multiplication a tous les
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vertex de Oc(G). Nous obtenons alors I'algebre de graphe Oc(G), qui sera aussi notée Oc(G)

et dont la multiplication est donnée par :
z.y=>» 05z (3.35)
z

ou 07, € {0,1,...} est vu comme la multiplicité de z dans z.y. Cette algebre est appelée
I’algebre des symétries quantiques de G. Contrairement aux algebres de graphes G, les
algebres Oc(G) ne sont pas forcément commutatives (pour le cas SU(2)y, Oc(Day,) est non-
commutative).

A chaque vertex z du graphe Oc(G) nous associons la matrice (s x s) O, telle que (Oz)yz =

O3, Nous avons notamment :
Oo = 1sxs, 01 =01, Oy = Gy

Les matrices O, donnent une représentation fidele de I'algebre Oc(G) :

0, 0y =>_ 0,0, = (0,),:0: . (3.36)

z

3.3.2 Réalisation algébrique de Oc¢(G)

Historiquement, la premiere réalisation d’une algebre Oc(G) a été effectuée dans [23]
pour le cas Fg. Il y est observé que l'algebre Oc(Eg) s’obtient comme le carré tensoriel de
I’algebre du graphe Ejg, mais ou le produit tensoriel est pris au-dessus d’une sous-algebre de
FEg, isomorphe & 'algébre de graphe As :

Ee @ Fg

OC(E(;) = A3

= Fg XA Eg . (337)

Le produit tensoriel pris au-dessus de A3 signifie que 1’on identifie les termes a.u®b et a @ u.b,
pour a,b € Eg et u € A3 C Eg. Un premier travail de cette theése a consisté a généraliser cette
réalisation & tous les cas de type ADE de SU(2),. 1l est difficile de présenter une méthode
générale, chaque cas posédant ces particularités. Les différents cas sont traités explicitement
dans le chapitre 4. Notre réalisation des algebres d’Ocneanu permet d’obtenir de maniere
simple les matrices toriques (définissant les fonctions de partition a une ligne de défauts)
et les matrices toriques généralisées (deux lignes de défauts). Les résultats obtenus sont en
partie publiés dans [25]. Par la suite, nous avons montré que la sous-algebre au-dessus de
laquelle le produit tensoriel est pris est déterminée par les propriétés modulaires du graphe
G [26] : cette caractérisation de Oc(G) par les propriétés modulaires de G permet de définir
la réalisation de Oc(G) sans la connaissance préalable du graphe d’Ocneanu (ceci n’est pas
tout a fait valable pour les cas ou I'algébre d’Ocneanu est non-commutative), et nous pouvons
I’étendre de maniere naturelle aux diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés. Ceci nous a
permis d’obtenir les algebres d’Ocneanu pour certains cas choisis de SU(3)y, pour lesquels

nous obtenons les fonctions de partition généralisées.
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Nous donnons ici un apercu de la caractérisation des propriétés modulaires de G et de la
réalisation de Oc(G). Tous les cas ADE de SU(2), et les trois cas exceptionnels possedant

self-fusion de SU(3), sont traités de maniere détaillée dans le chapitre 4.

Cas possédant self-fusion : type 1

Nous rappelons ici, pour les graphes possédant self-fusion (A, Fs, Eg, D2y, ), les regles de
branchement A(G) — G :

7Y (Eo)ip 0 (3.38)
b

Elles sont entierement codées dans la matrice essentielle Ey, qui est une matrice rectangulaire,
a k — 1 lignes et r colonnes. Les lignes de Ej sont indexées par les irreps 7; de A(G), et les
colonnes par les irreps o, de G. Pour connaitre la restriction A(G) — G, il suffit donc de lire
les éléments non-nuls de la ligne de Ey correspondant a .

Considérons maintenant l'induction G < A(G) : pour savoir de quelles irreps 7; provient
lirrep o, de G (les irreps 7; pour lesquelles o, apparait dans leur restriction), il suffit de lire
les éléments non-nuls de la colonne de Ey correspondant a o,,.

Les graphes A sont toujours modulaires, en ce sens que nous pouvons définir une
représentation de SL(2,7Z) sur I'espace vectoriel formé par ses irreps 7; (vus ici comme label-
lant les caracteres y; de 'algebre de fusion). En particulier, 'opérateur T' est diagonal (voir
formule (3.9)), et nous pouvons assigner une valeur de 1’exposant modulaire T fixée & chaque
irrep 7; de A.

Nous voudrions définir une valeur de 7" sur I’espace vectoriel formé par les irreps o, de G,
de maniere compatible avec I'induction-restriction entre A(G) et G. Supposons que l'irrep o,
apparaisse dans les regles de branchement des irreps 7; et 7; : nous pourrions définir T (04)
par T(7;) ou par T'(7), mais si ces valeurs sont différentes, alors la définition est ambigiie. De
maniere générale, il existe un sous-ensemble J des irreps o, sur lequel 7" est bien défini, et ce

sous-ensemble J est une sous-algebre de I'algebre de graphe G.

Définition 13 Soit G un graphe de type ADE possédant “self-fusion”. Alors, ’ensemble J
est formé par le sous-espace des irreps o, de G pour lesquels ['exposant modulaire T est bien
défini. o4 € J si T posséde la méme valeur sur les irreps T; de A(G) dont la restriction a G

contient o.

Cette définition donne une caractérisation de I’ensemble J pour les graphes de type 1. Pour les
cas ou l'algeébre d’Ocneanu est commutative (A,,, Eg, F3) nous obtenons la suivante réalisation

de Oc(G) :
GeG

J
L’algebre d’Ocneanu des cas Da, est non-commutative. La réalisation précédente n’est donc

Oc(G)

—G2,G (3.39)

pas valable, car elle définit une algebre commutative : il faut utiliser la symétrie Zy du dia-
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gramme pour définir Oc(Dy,) a I'aide d’un produit semi-direct avec Zsg : le cas Dy est traité

en détail dans le chapitre 4.

Cas ne possédant pas self-fusion : type II

Les cas Dany1 et E7 ne possedent pas self-fusion (type II). L’algebre d’Ocneanu d’un
graphe de type Il est construite a partir de ’algebre du graphe H, ot H est un graphe
de type I appelé le “parent graph” de G [79]. Nous obtenons Oc(E7) = D1y ®, Do, ou le
twist exceptionnel p est déterminé par les propriétés modulaires du graphe Ay7. L’algebre
Oc(Dap41) est obtenue comme un quotient (utilisant une application p) du produit tensoriel
d’algebre A (de méme nombre de Coxeter). Par exemple Oc(Ds) = A7 ®,(4,) A7. Les détails

sont présentés dans le chapitre 4.

3.3.3 V(G) comme module sur Oc¢(G) : matrices S,

Tous les graphes d’Ocneanu définissent une algebre de graphe Oc¢(G). Nous voulons définir
une action de Oc(G) sur I'espace vectoriel V(G) des irreps o de G :
Oc(G) xV(G) — V(G)
o, = Y Sho (3.40)
b

telle que les coefficients Sga soient des entiers non-négatifs (ainsi Sga représente la multiplicité

de oy, dans z.0,). Pour que cette action soit bien définie, il faut imposer :

(2.y).00 = 2.(y.04) (3.41)

Utilisant (3.35) et (3.40), et du fait que les o sont des éléments linéairement indépendants de

V(G), les coefficients Sb, doivent satisfaire les relations suivantes :
b
Z Sa:a g(jb = Z Oi‘ysga (342)
b z

Les indices (a,b,c,...) sont réservés pour les vertex o de G (a,b,c = 0,1,...,7 — 1), et les
indices (x,y, z,...) sont réservés pour les s vertex de Oc(G). Du fait que 1 et 1’ sont les
générateurs de algebre Oc(G) (I'unité 0 peut aussi s’exprimer a laide de 1 et 1’), tout

élément z de Oc(G) s’exprime comme un polynéme sur (0,1,1) :
z = Pol,(0,1,1)
I1 est donc suffisant de définir 'action de Oc(G) par ses générateurs. L’action explicite de
Oc(G) sur V(G) est définie par :
Oc(G) x V(G) — V(G)

0.0, = 04
()"0, = (1')".0, (01)".04

110, = (01.01)".04

(3.43)
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A noter que méme pour les cas ou GG ne possede pas self-fusion, ’action est bien définie : la
multiplication 0;.0, existe toujours (codée par le graphe G). L’action d’un élément quelconque
z de Oc(G) sur V(G) s’écrit :

2.04 = Pol;(0,1,1").0, = Poly(00,01,01).04 (3.44)

Matrices S,

Introduisons s matrices (r x 7) S, telles que (Sz)q = SY,. Par la propriété de module de

(3.41), les matrices S, satisfont les relations suivantes :
S Sy =Y 0%, S. (3.45)
z

Par la définition explicite (3.43) de l'action de Oc(G) sur G , nous avons : Sp = L,x,, S1 = G1
et Sy = Gyr. Les autres matrices S, peuvent étre obtenues a partir de la connaissance de la
réalisation de Oc(G). Si Oc(G) est isomorphe a 'algebre G ® ; G, nous écrirons un élément z
de O¢(G) comme z = 04 @ 5. Alors Iaction de Oc(G) sur G s’écrit :

2.0, = (04 ® 0p).0c = 04.0p.0¢ (3.46)
auquel cas les matrices .S, sont données par :

Sz = Go.Gp pour T = o, ® op (3.47)

3.4 Relations entre A(G) et Oc(G)

3.4.1 Fonctions de partition

Considérons des théories conformes & deux dimensions avec algebre affine su(2). Nous
avons vu dans le chapitre 1 que les fonctions de partition d’'un systeme avec deux lignes de
défauts = et y — appelées généralisées [77] — définies sur le tore (de parametre modulaire 7)
s’écrivent :

Zapy(T) =D xil7) Wi, X;(7) (3.48)

1]
ou les x;(7) sont les caracteres de lalgebre su(2), et les coefficients W;]y sont des entiers
non-négatifs. Le cas sans ligne de défauts (z=y=0) permet d’obtenir I'invariant modulaire M
qui comute avec les générateurs S et T' du groupe modulaire (M;; = W), et la fonction de

partition invariante modulaire s’écrit :

Z(r)= Y M x (3.49)

8Selon les cas, z peut parfois étre une combinaison linéaire de tels éléments.
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Définissant les matrices (s X s) fWZ‘j telles que (Wij)xy = W4, des conditions de compatibilité
[77, 78] imposent que ces matrices doivent satisfaire I’algebre carrée de fusion :

Wij Wi’j’ = Z ./\/;ii,// ./\/:7]]/ Wi”j” ) (350)

1S

1 7-]

alors que les matrices Wil et le forment une représentation de I'algebre de fusion :

Wil Wi’l = Z ,/\/;ZZ/ Wi”17 le le/ = Z _/\/']‘7], le//. (351)
i// jl/
La matrice WH est 'identité, tandis que les matrices ng et ng correspondent respectivement

aux deux matrices d’adjacence d’un graphe d’Ocneanu Oc¢(G) :
Wi = Lous Wa = Oy, Wi = Oy . (3.52)

Ainsi la donnée du graphe d’Ocneanu (des matrices O; et Oy1/) permet d’obtenir les matrices
ng et /V[712, et en utilisant (3.51) puis (3.50) d’obtenir les matrices Wij, et donc les coeffi-
cients W;Jy qui définissent les fonctions de partition généralisées. C’est la démarche suivie par
Zuber et al [77, 78], cependant, dans cette approche les graphes d’Ocneanu sont une donnée
initiale externe et indispensable. Ces graphes n’étant pas connus (publiés) pour des systemes
su(n),n > 3, cette méthode ne peut pas s’étendre a ces cas-la.

Il a été par la suite remarqué que pour des théories de type I, I'invariant modulaire peut

s’écrire sous la forme suivante :

Mij =) (Fiie(Fj)e (3.53)
ceJ

ol les F; sont des matrices a coefficients entiers non-négatifs satisfaisant ’algébre de fusion, et
ot la sommation s’effectue sur un sous-ensemble J. Cette formule a originellement été obtenue
de manieére empirique [31] et par la suite généralisée aux modeles de type II [3, 4, 75, 76].
L’élément Fi est le générateur de ’algebre de fusion, et correspond a la matrice d’adjacence
d’un graphe : ¢’est ainsi que les graphes ADFE sont formellement apparus dans la classification
des fonctions de partition des modeles su(2).

Introduisant les caracteres étendus Y, définis par :
Xa =D (Fi)ia Xi (3.54)
i
la fonction de partition invariante modulaire des modeles de type I s’écrit :
Z=> IRl (3.55)
acJ

et est donc diagonale par rapport a ces caracteres. Ceux-ci sont interprétés comme des ca-
racteres d’une algebre chirale étendue [89]. Les fonctions de partition des modeles de type 11

sont obtenues & partir de celles de type I par une procédure de twist [34, 62, 63].
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Notons que les expressions des fonctions de partition invariantes modulaires ou généralisées
étaient obtenues de maniere empirique ou par la donnée du graphe d’Ocneanu. Nous allons voir
que grace a notre réalisation de ’algebre d’Ocneanu, nous pouvons déterminer ces expressions
de maniere naturelle par l'action de A(G) sur Oc(G), et d’autre part que cette méthode se

préte & une généralisation aux cas su(n),n > 3.

3.4.2 Oc(G) comme bi-module sur A(G) : matrices W;; et W,

Soit G un graphe de type ADE (ou généralisé), V(G) l'espace vectoriel formé par ses
vertex et A(G) lalgebre du graphe A, de méme norme. Il existe une action de A(G) sur
V(G), codée par les matrices F;. Une réalisation de l'algebre Oc(G) est construite a partir du
carré tensoriel de l'algebre du graphe G : il est donc naturel d’avoir une action (a gauche et
a droite) de A(G) sur Oc(G). Nous avons :

T X.Tj = Z W;]yg (3.56)
y

ol les coeficients Wi, sont des nombres entiers non-négatifs. Introduisons alors des matrices
s x s Wij telles que (W;j)zy = Wiy

Propriété 1 Ces matrices W;; satisfont les relations suivantes :

-1 -1/
L Wij Wi = Y Nig Ny W
Ay

1 7-]

N
2. Wi Wi =Y Ny Win
il/
=1/
— J
Wiy Wijr =Y NL Wi
j//

3. Ox Wij = Wi Op = Z(WZ)xy Oy
y

4 Wig = (Wij)oy Oy

Y

Démonstration : La relation (1) provient de I'égalité 7y.(7;.x.7;).75 = (7r.7;).2.(7j.7j). La
relation (2) est obtenue & partir de (1) pour i =i = 0 (j=j’=0). La relation (3) est obtenue
en multipliant & gauche et a droite I’équation (3.56) par z. Et enfin (4) est une conséquence
immédiate de (3). [

Conclusion 3 Les matrices Wi; définies a partir de la structure de bi-module de Oc(G) sur
A(G) coincident avec les matrices W;; introduites précédemment. Les fonctions de partition

généralisées des modeéles su(2) s’écrivent donc :
Zyy(1) = Y Xilr) (Wig)ayX; (7). (3.57)
.7

ot les coefficients Wi sont calculés en explicitant laction (3.56) de A(G) sur Oc(G)
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L’obtention de ces coefficients dépend de chaque cas spécifique. Par exemple, pour z =

04 @ oy € Oc(Q), avec 04,0 € G, nous avons :

T X .Tj = (Ti.O'a) XRJ (O’b.Tj) = Z(E)ac(Fj)bd 0c®j0q, (358)
c,d

et il faut alors identifier les éléments o.® ;o4 sur la base des éléments de la base {y} de Oc(G).
Pour un élément y, nous obtenons alors les coefficients W;Jy a partir desquels sont définies les
matrices toriques généralisées W, . Pour I’élément y = 0 nous obtenons les matrices toriques
Wy = Wyo. L’action est bien définie et permet d’obtenir des formules compactes pour les
expressions des fonctions de partition invariantes modulaires et généralisées. Nous retrouvons
ainsi la classification de Cappelli-Itzykson-Zuber et donnons des formules pour les expressions
des fonctions de partition & une et deux lignes de défauts de tous les modeles su(2).

Notre réalisation de Oc(G) permet de généraliser les méthodes aux cas SU(n)y. Nous
avons étudié les trois cas exceptionnels possédant self-fusion du modele su(3) et déterminé
leurs fonctions de partition. Les expressions obtenues pour la fonction de partition invariante
modulaire coincident avec celles provenant de la classification de Gannon, et nous avons obtenu
des expressions générales pour les fonctions de partition a une et deux lignes de défauts.

Les calculs explicites ainsi que les expressions des fonctions de partition des modeles

étudiées sont présentés dans le chapitre 4.

3.4.3 Relations de compatibilité algébrique

Soit G un graphe de type ADFE et B(G) I'algebre graduée des endomorphismes de chemins
essentiels sur G : B(G) est techniquement une algebre de Hopf faible [67]. Il existe deux
produits distincts o (composition) et ® (convolution) dans B(G), vérifiant des conditions de

compatibilité.

La digebre B(G) : régles de somme (quadratique et linéaire)

B(G) est semi-simple pour ses deux structures algébriques, nous pouvons donc la diago-
naliser pour ses deux lois. L’espace vectoriel B(G) possede donc deux structures d’algebre,

qu’on peut écrire matriciellement :

12

BG)=o L'=g X°© (3.59)

Premiére loi : composition o Pour la loi de composition o, les blocs L sont indexés par
la longueur i des chemins essentiels. Les projecteurs minimaux centraux dans chaque bloc
sont labellés par les vertex du graphe A(G). Rappelons que I’élément (a, b) de la matrice Fj,

pour i € A(G), est égal au nombre de chemins essentiels de longueur i partant du vertex oy,
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et arrivant au vertex oj, de G. La dimension de chaque bloc L? est donnée par :

r—1

di= Y (Fa (3.60)

a,b=0

Comme B(G) = @, L, la dimension de B(G) est donnée par :

K—2

dim(B(G)) =Y d; (3.61)

1=0

Deuxiéme loi : convolution ©® Pour la loi de convolution ®, les blocs X* sont indexés par
le label z. Les projecteurs minimaux centraux de chaque bloc sont labellés par les vertex du
graphe Oc(G). En analogie avec le cas précédent, la dimension de chaque bloc X est donnée

par

da: - (Sx)ab (362)

L’élément (a,b) de Sz, pour z € Oc(G), est vu comme le nombre de chemins verticaux partant
du vertex o, et arrivant au vertex oy, sur (G, les chemins verticaux étant une base des chemins
qui diagonalisent B(G) pour la loi ®. Comme B(G) = @, X7, la dimension de B(G) est donnée

par :

dim(B(G)) =Y d2 (3.63)
Reégles de somme Nous avons ’égalité suivante (régle de somme quadratique) :

K—2 s—1
dim(B(G)) =Y d} = _d; (3.64)
=0 =0

Une autre relation peut aussi étre vérifiée dans la plupart des cas?, la regle de somme

linéaire :
K—2 s—1
Z d; = Z dy (3.65)
=0 =0

A priori, il n’existe pas de raison d’obtenir une telle relation pour une digebre semi-simple
pour ses deux structures multiplicatives. Son interprétation reste encore mystérieuse. Elle
proviendrait d’un changement de base entre les chemins essentiels (indexés par la longueur
i) et les chemins verticaux (indexés par le label z), mais une définition précise des chemins

verticaux et de cette transformation demeure incompleéte.

9Dans les cas oll cette relation n’est pas satisfaite, on sait la corriger.
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Une autre regle de somme

Considérons un graphe G de type ADFE et de nombre de Coxeter k, et les algebres A(G) et
Oc(G) associées. Une représentation de A(G) et Oc(G) est donnée par les matrices de fusion
N; (de dimension k — 1) et O, (de dimension s). Définissons :

d; = Z (Ni)jk » d, = Z (Oz)y- - (3.66)
Jk 2

Soient W, les matrices toriques associées au modele. Nous avons vérifié que les relations
suivantes sont satisfaites :

D> (On)y= = > (W) - (3.67)
Y,z i.j
Alors, la regle de somme suivante est satisfaite :

S My did; =" d?2. (3.68)
i3
dém : Nous partons de 1’équation (1.94)

S W) Wiy = 37 Ny N Mo (3.69)

T i g

Du fait que (N;);, = N

R

> Moo di dip =73 "N " (Wa)ig (Wa)irg (3.70)

// // €T Z] Z'lj/

en sommant sur les 7,4, j, 7/, nous obtenons :

et utilisant (3.67) nous arrivons au résultat. [ |
Cette regle de somme est importante car elle relie les nombres caractéristiques de 1’algebre
Oc(G) avec les nombres caractéristiques de 'algebre A(G). Elle permet donc une vérification
de nos constructions des structures algébriques construites a partir de diagrammes G

généralisés.

Masses quantiques

Pour un graphe G, les composantes du vecteur normalisé de Peron-Frobenius définissent
les dimensions quantiques des vertex o de G : ce sont des nombres quantiques [n|, = gdim(o).

Rappelons que le nombre quantique [n], est défini par :
" —q" im 2%

, — ex ~ 1. 3.71
= g = exp(—), q (3.71)

Ces nombres s’écrivent explicitement :

[n]q =

n pair my = a+¢' +P+a P+ P+ P+ g g Y
= 2c0s( )+2cos( )+2cos( )+2cos<(”71)7r>

nimpair o]y = 1+ +¢ 2 +¢' + ¢+ g g g Y
— 1+2cos( )+2008( )+2cos( )+2cos(@)
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Définition 14 Pour um graphe G de type ADE a r vertex o,, sa masse quantique m(G)

est définie par :
r—1

m(G) = (qdim(c,))? (3.72)
a=0
Si Oc(Q) est de la forme Oc(G) = G® G, alors nous définissons la masse quantique de Oc(G)

par :
m(G).m(G)

m(0e(G) = =

(3.73)

Propriété 2 Soit un graphe G tel que la diagonalisation des deuz lois o et © de la digébre
BG soit décrite respectivement par A(G) et par Oc(G). Alors les masses quantiques de A(G)
et de Oc(QG) sont égales :

m(A(G)) = m(Oc(G)) (3.74)

Cette observation, proprement généralisée'?, est aussi valable pour les graphes de type ADE.
Nous ne connaissons pas de démonstration de cette relation, ni méme son origine. Nous

verrons qu’elle est aussi vérifiée pour les graphes généralisés des cas SU(3), étudiés.

Grace a notre réalisation de 'algebre d’Ocneanu, nous avons pu définir les algebres d’Oc-
neanu pour certains exemples des diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés. A priori cette
construction est une conjecture, car une définition de la digebre B(G) pour des graphes
généralisés G n’est pas encore disponible dans la littérature. Pour les cas étudiés de SU(3)y, les
diverses regles de somme (linéaire, quadratique, de masse quantique) sont satisfaites, donnant

ainsi une confirmation de nos constructions.

10,3 définition de la masse quantique de Oc(G) pour les graphes Da, et les graphes de type II doit étre
adaptée.
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Chapitre 4
Calculs explicites

Dans ce chapitre nous traitons explicitement 1’ensemble des cas du type su(2) et trois
exemples du type su(3), en donnant une réalisation de leur algebre d’Ocneanu. Par cette
réalisation, nous déterminons toutes les fonctions de partition invariantes modulaires ainsi
que les formules générales permetttant d’obtenir les fonctions de partition généralisées, in-
terprétées dans le langage de la théorie des champs conformes comme décrivant des systemes

définis sur un tore, avec l'introduction de une ou deux lignes de défauts.

4.1 Rappels des notations

Nous donnons un rappel des notations introduites pour les différentes structures rencontrées.

e Graphes G
— @ est un graphe correspondant & un diagramme de Dynkin de type ADE ou généralisé.
Nous apelons aussi G I'algebre du graphe de G, lorsque G possede self-fusion (type I).

r est le nombre de vertex de G.

— 04 sont les vertex du graphe G (a =0,1,...,7 — 1 pour un diagramme ADE).

V(@) est 'espace vectoriel, de dimension r, dont une base est formée par les vertex o,

de G.

— G est la matrice d’adjacence de G.

— [ est la plus grande valeur propre de G (norme de G).

— P est le vecteur propre de G correspondant a 3 (vecteur de Perron-Frobenius). Les
composantes de P définissent les dimensions quantiques des vertex o de G.

— k est le nombre (dual) de Coxeter de G.

— Ga = (Gy)pe sont les matrices donnant une représentation fidele de l'algebre du graphe

G, lorsqu’elle existe.
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e Graphes A(G)

— A(G) est le graphe de la série A ayant le méme nombre de Coxeter x que G. A(G)
désigne aussi I'algebre du graphe (qui existe toujours).

— 7; sont les vertex du graphe A(G) (i =0,1,...,k — 2 si G est du type ADE.

— N; = (Vi) sont les matrices donnant une représentation de ’algebre du graphe A(G).
Elles forment une représentation de l’algebre de fusion.

— F; = (Fy)ap = (E4)ip sont les matrices qui codent I'action (multiplication externe) de
A(G) sur V(G). Elles forment une représentation de 1’algebre de fusion, de dimension
T

— d;i =Y _(F})ap est la dimension des blocs de la digebre B(G) pour la loi o.
a,b
— E, = (E,) sont les matrices essentielles du graphe G.

— FEy est la matrice essentielle correspondant a og, apelée intertwiner. Si G possede

self-fusion, elle code les regles de branchement 7; — >, (Eo)p 0p de A(G) vers G.
e Graphes Oc(G)
— Oc(G) est le graphe d’Ocneanu associé a G. Oc(G) désigne aussi 'algebre du graphe

Oc(@G), appelée algebre des symétries quantiques (qui existe toujours, mais n’est pas

forcément commutative).

s est le nombre de vertex de Oc(G).

~ Z,¥,%,...sont les vertex de Oc(G).

— Oy = (Oy)y- sont les matrices donnant une représentation de I’algebre Oc(G).

— Sz = (Sz)ab sont les matrices qui codent 'action (multiplication externe) de Oc(G) sur
V(G).

— dy = > (Sz)ap est la dimension des blocs de la digebre B(G) pour la loi ©.
a,b

e Fonctions de partition

— Way = (Wyy)ij sont les matrices toriques généralisées qui codent I’action (a gauche et
a droite) de A(G) sur Oc(G).

= Zaly = 2_ij Xi(@)(Way)ijX;(g) sont les fonctions de partition généralisées (twistées) du
modele considéré.

— xi(q) sont les caracteres de l'algebre affine du modele (su(2) ou su(3)).

— Xa(q) sont les caractéres étendus associés au graphe G.

— M = Wy est 'invariant modulaire, qui commute avec les générateurs S et T du groupe
modulaire.

— Zg = Zy)p est la fonction de partition invariante modulaire associée au graphe G.
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Les différentes matrices rencontrées satisfont des relations, que nous rappelons ici :

T T = ZN’Z; T — N;.N; = Z(Ni)jk Ny,
k k

0a.0p = ZG;b Oc — Go.Gy = Z(Ga)bc Ge
b b

ry = Y 0z — 020y = ) (0a)y: O

Ti-Oq = Z]:iba Op — Fi-Ga = Z(Fi)ab Gb
b b

(1.75).00 = Ti.(7j.04) — FF; = Z(Ni)jk Fy,
k

.0 = ZSCI;G' Tp — SfL"Ga — Z(Sf)ab Gb
b b

(zy)oa = z.(y.0a) - SySe = Y (O4)y: S-

T = Z(Wl])xy Y - W0, = Z(Wza)w Oy
Yy Y
Ti/.(Ti.I.Tj).Tj/ = (Ti/.Ti).I.(Tj.Tj/) — Wij.VVi/j/ = Z Z(Ni)i’i” (Nj)j/j// Wi//j//

i

4.2 Calculs des cas su(2)

Les fonctions de partition a une ligne de défauts des cas du type su(2) ont premierement
été publiées dans [25] et [77] (obtenues par des méthodes de calculs tres différentes), et des
résultats partiels sont aussi connus pour les fonctions de partition a deux lignes de défauts
[78]. Elles y sont données en fonction des caracteres de I'algeébre su(2). Par introduction des
caracteres étendus Y, [34, 62, 63], nous donnons des formules générales permettant 1’obtention
de toutes ces fonctions de partition de maniere simple et compacte.

11 est difficile d’avoir un traitement unifié pour les différents cas ADE, chaque cas ayant
sa particularité. Les cas A,, sont trop simples, dans le sens ou diverses structures coincident.
Les cas Eg et Eg (cas exceptionnels) sont assez analogues. Les cas Dy, sont les seuls qui
conduisent & une algebre d’Ocneanu non-commutative, et forment avec les cas A, Eg et Eg
les modeles de type 1. Enfin, les cas Doy 1 et E7 sont les modeles de type II : leur algebre
d’Ocneanu est définie a partir de 'algebre d’un graphe de type 1.

4.2.1 Les cas A4,

Les cas A,, sont les plus simples des cas ADE. Nous traiterons ici I'exemple du cas Aj.

La généralisation aux A, est presque immédiate : nous donnerons un apercu des calculs.

Le cas Ay

Le graphe A4 et sa matrice d’adjacence sont illustrés a la Fig. 4.1, ou nous avons choisi

lordre suivant de la base des vertex : {79, 71,72, 73}.
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@ @ L @ _
Ga, =
70 1 T2 T3

o O = O
S = O =
— O = O
o~ o o

F1a. 4.1 — Le graphe A4 et sa matrice d’adjacence.

Pour Ay, k = 5, et la norme du graphe est égale au nombre d’or # = 2cos(¥) = 1+2\/57
solution de I’équation ? = 1 + 3. Les composantes du vecteur normalisé de Perron-

Frobenius (dimensions quantiques des vertex) sont données par : P = ([1]4, [2]q, [2]q, [1]4),
pour g = exp(im/5). Le graphe A4 détermine de maniere unique 1’algebre de graphe A4. Nous
connaissons deja la multiplication par 79 ('identité) et par 71 (a 'aide du graphe) : nous
pouvons remplir les deux premieres lignes et colonnes de la table. En écrivant 7o = 7.7 — 79
et 73 = T.79 — 71 = T1.71.T1 — 279, nous pouvons alors compléter toute la table, illustrée

ci-dessous :

ol 0 [ n [n]

70 70 T1 T2 T3
M| T |To+T2 |71 +73| T2

To||T2 | T1+T3|T0o+T2|T1

T3 || T3 T2 1 70

TAB. 4.1 — Table de multiplication de I'algebre de graphe A4.

Les matrices de fusion NV;, dont les éléments sont les constantes de structure de ’algebre
de graphe A4, peuvent se lire de cette table. Elles s’obtiennent plus facilement comme des

polynomes de la matrice d’adjacence du graphe Ay :

No = lyxa No = N1.N1 — Ny
Ny = Ga, N3 = N\.Ni.Nj — 2.,

ou bien directement par la formule de récurrence tronquée de SU(2). Elles forment une
représentation matricielle de 'algebre de graphe A4. Dans la base choisie, elles sont données

par :
1 0 00 01 0 O 0 01 0 0 0 01
1 1 1 1 1 1
Ny = 0 0 0 N, = 0 0 Ny — 0 0 N = 0 0 0
0 0 1 0 01 01 1 010 01 00
0 0 01 0 01 0 0 1 00 1 0 00

et vérifient :

(Ni)je = (Ni)kj = (Nk)ij (4.1)
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Le graphe de la série A,, correspondant a Ay est ... A4 lui-méme. Par conséquent, les matrices

F; sont égales aux matrices de fusion V;. L’algebre d’Ocneanu de A4 est définie par :
OC(A4) = Ay XA, Ay = Ay ® Ay. (4.2)

ou nous identifions les éléments 7; ® 7; avec 7;.7; ® 79. C’est une algebre de dimension 4

engendrée par les quatre éléments suivants :
0=00, 1=1®0, 2=2®0, 3=3®0,

et est donc isomorphe a ’algebre de graphe de A4. Le graphe d’Ocneanu de A4 est identique au
graphe de A4 lui-méme. Les matrices O, codant la multiplication dans Oc(Ay4) et les matrices
S, codant Paction de Oc(A4) sur A4 sont égales aux matrices de fusion N;. La dimension
des blocs de la bigebre B(A4) pour ses deux lois multiplicatives est donnée par la somme des
éléments des matrices F; et Sy, égales a N;. Nous avons d; = d, = (4,6,6,4) et les regles de

somme linéaire et quadratique sont évidemment vérifiées.
d di=) dp =20 dim(BAy) Z d; =) d% =104,
7 T T

Les matrices toriques généralisées sont définies par I'action de A4 sur Oc(Ay). Nous avons :
T X.Tj = 7'@'.(7'1 ® To).Tj = ZZ z zm FO ]n (Tm ®Tn)

- ZZZ 2)im (N0 ) jn (N )ny (Ty ® T0)

= Z(Na:)im(Ny)ij = (Nz-Ny)ijy

m

Les matrices toriques W, sont donc égales a :
(Way)ij = (Nz-Ny )i (4.3)

Les fonction de partition généralisées du modele A4 sont définies par :
a:|y ZZX@ N N l]Xj(Q) (4'4)

et la fonction de partition invariante modulaire s’écrit :

3
= o) (4.5)
i=0

Nous donnons toutes les fonctions de partition du modele A4 dans ’Annexe D.
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Formules générales pour A,

Nous illustrons ci-dessous le graphe A,,, pour n > 4, et sa matrice d’adjacence, avec comme

ordre de la base {79, 71,72,..., Th—2, Th—1}-
0o 1 .
1 0 1 .
1 0 1 .
——eo—o - - - — - o 1.0 1
gAn: 1 0
T0 T1 T2 Tn—2 Tn—1
o1
1 0

F1G. 4.2 — Le graphe A,, et sa matrice d’adjacence.

Pour les graphes A,, Kk =n+ 1 et 8 = 2cos Z~. Les composantes du vecteur normalisé

n+1°
de Perron-Frobenius définissant les dimensions quantiques des vertex sont données par :
i n n n n
wpair: 2= ([0l [ =1] 5] (3] [ —1] oo Bl 2l 1)
. . n—1 n—+1 n—1
n impair : P = ([1}q, 2]4,3¢),-- - [ 5 } , [ 5 ] , [ 5 } S 1< P 2 P [1}q>
q q q

Pour tous les cas A,, l'algebre de graphe est entierement déterminée par les données du
graphe. Les matrices de fusion NV; formant la représentation matricielle de ’algebre de graphe
A,, s'obtiennent par la formule de récurrence tronquée de SU(2). L’algebre d’Ocneanu de A,

est définie par :

Oc(Ap) = A, @4, Ap = A, ® Ay (4.6)

et coincide avec I’algebre du graphe A,,. Pour les cas A,,, nous avons donc A(A,) = Oc(4,,) =
Ay, les matrices F;, O, et S, sont donc toutes égales a N;. La dimension des blocs est donnée
pour les deux structures par la somme des éléments des matrice IV;.

Les matrices toriques généralisées sont données par :
(Way)ij = (No-Ny)ij (4.7)

et les fonctions de partition généralisées et I'invariante modulaire sont données par :

n—1 n—1

n—1
Zoy = > xil) (NaNy)i; X;(q) Za, = hao) (4.8)
i=1

i=1 j=1
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4.2.2 Le cas Ej

Graphe Fg et matrices de fusion Le graphe Eg et sa matrice d’adjacence sont illustrés

a la Fig. 4.2.2. Nous choisissons 'ordre suivant pour les vertex : {09, 01,09, 05,04, 03}.

01 0 00O
g3
1 01 0 0 O
01 0101
Ops =
o o o o 001010
001 0 00

Fia. 4.3 — Le graphe Eg et sa matrice d’adjacence.

Pour Es, x = 12, la norme du graphe est § = 2cos({5) = %

vecteur de Perron-Frobenius, sont : P = ([1]q, 2]4, [3lg, 2], [L]q, %), avec ¢ = exp(%). Le

et les composantes du

graphe Eg détermine de maniere unique la table de multiplication de l’algebre de graphe Fjg,

illustrée ci-dessous :

I

v | o | o Ju] o |

go || 00 01 02 (o) 04 o3
o1 || 01 oo + 02 01+ 03+ 05 09 + 04 05 02
o9 ||02 |01+ 03+05|00+02+02+04|01+03+05]| 02|01+ 05
05 || 05 02 + 04 o1+ 03+ 05 oo+ 02 o1 09
o4 || 04 o5 09 o1 o o3
03 || 03 09 o1+ 05 02 03 | 00+ 04

TAB. 4.2 — Table de multiplication de 'algebre de graphe FEj.

Les matrices de fusion G, de Eg sont données par les expressions suivantes :

Go = lgxe Gy = G1.G1.G1.G1 — 4G1.G1 + 2Gy
G1=0gs Gs = G1.G4
Go = G1.G1 — Gy G3 = —Gl.(G4 - G1.G1 + 2G0)

Induction-restriction Le graphe de la série A,, possédant le méme nombre de Coxeter que
FEg est Aq1. Les matrices de fusion N; de Aq; et les matrices F; codant 'action de Ay sur Fg

s’obtiennent par :

No Ti1x11 Fo T6xe
N1 = Ga, Fy G
N; = Ni.Ni1—N; o F, = Fi.F, 1 —F» 2<4<10
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Les matrices essentielles F, ((Eq)ip = (Fi)ap) possedent 11 lignes (labellées par les vertex 7; de
A11) et 6 colonnes (labellées par les vertex o, de Eg). La matrice essentielle Ey (intertwiner)

est illustrée a la Fig. 4.4 et définit les regles de branchement Ay — Eg : 73 — > (E0)ia0a-

r . . . T < 09
1 . . . . T — 0]
1 . .. T2 02
1 . 1 T3 < 03+ 0;
N T4 < 092+ 04
Ey = T 5 < 01+ 03
.1 . . T6 — 00+ 02
1 . . .1 T < 01+ 03
T . . . 8 <= 02
1 . . T9 < 05
1 . T10 <~ 04

Fia. 4.4 — Matrice essentielle Fy de Ejg et regles de branchement A1y — Fjg.

Pour connaitre 'induction Fg «— A1, il suffit de considérer les regles de branchement dans
la direction opposée. Par exemple, o3 provient de 73 et de 77 (03 apparait dans la restriction
de 13 et de 77 vers Eg), que nous écrivons o3 < (73,77). Nous obtenons ainsi le graphe
d’induction Fg < Aq; illustré a la Fig. 4.5. L’opérateur T' du groupe modulaire est diagonal
sur les vertex 7 de Aq1 : a chaque vertex 7; correspond une valeur de I’exposant modulaire T
définie par T'(7;) = (i 4+ 1)2mod 48. Les valeurs de T sur les vertex du graphe A;; sont aussi

présentées a la Fig. 4.5.

o3
T3, T7
oo 01 |02 05 04
~—o—0—0 0 0 0o 0o 0o 0o O
To T1 T2 T3 T4 T TL T2 T3 T4 T5 T Tr T8 T9 Tio
Te T5 T4 T5 Ti0 .
T T6 TY r- 1 4 9 16 25 3 1 16 33 4 25
T8

F1a. 4.5 — Graphe d’induction Eg <= Aj; et valeurs de 'exposant modulaire T sur les vertex
de AH.

Du graphe d’induction Eg/A11, nous lisons par exemple o¢ < (79, 7). La valeur de T" sur
T et 75 est la méme : ceci permet de définir une valeur de 1" de maniere unique au vertex o

de Eg : T'(009) = T'(19) = T'(76). Ceci est aussi valable pour les vertex o3 et o4 de Eg : T'(03) =
T(r3) = T(77) et T(04) = T'(19) = T'(74). Pour les autres vertex de Eg, nous ne pouvons pas
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définir de valeur fixe de 7. Par exemple : o1 « (71,75, 77), mais T'(11) # T(75) # T(77). Les
vertex de Eg pour lesquels une valeur de 7" est définie de manitre unique par le mécanisme
d’induction forment le sous-espace J = {0y, 03,04}, qui est aussi une sous-algebre de Eg (les
éléments de .J sont encerclés sur le graphe d’induction). Appelons J le sous-espace engendré

par les éléments {01, 09,05}. Alors, nous avons :
Ee—=J o, JJcCJ JTcCJ

J fournit une partition de Eg en classes d’équivalence : o, ~ o0y 8’il existe un élément o. € J
tel que (Ge)ay # 0 [2, 30, 32, 78]. Pour Eg, nous avons par exemple : 0g.01 = 01,03.01 =

09,04.01 = 05. Nous avons deux classes d’équivalence :

oy~ 03~ 04 1 0 oy ={00,03,04} = J

I
w
I

01~ 02 ~05 @ 01 ) =05 ={01,00,05} =J

Un élément o, ¢ J peut s’écrire (p(0p).01), ou p(op) est un élément de J. Nous avons :

o1 = 09.01 plo1) = oo
oy = 03.01 plo2) = o3
05 = 04.01 p(05) = 04

Algéebre d’Ocneanu L’algebre d’Ocneanu de Fg est définie par :

E6®E6

T = Es ®; Eg = Es © g (4.9)

Oc(Eg) =

Les éléments de Oc(Eg) sont de la forme z = o, ® op, ou nous identifions les éléments
(04 ® op.0c) avec (04.0p ® o) pour o, € J. Une base de Oc(Eg) est donnée par les 12

éléments linéairement indépendants o, ® og et 0, ® 01, notés :

!’

0= 0o @ oo, 3 =03 ® oy, 1 =09 @ o1, 31 = 03 ® 01,
1=01 ® o, 4 =04 ® op, 1 =0y ® o, 41 = o4 @ oy,
2 =0y @ oy, 5= 05 ® g, 21' = 0y @ 1, 51' = 05 @ 01
Nous avons les suivantes identifications dans Oc(Eg) :
0a®ab = Ua.ab®00 UbEi (4.10)
0o @0y = 0q.p(0p) @ 01 op€J
La multiplication de 1’algebre Oc(Fjg) est définie par :
(04 ® op)-(0¢ ® 0d4) = 04.0¢ ® 04.04 (4.11)

L’élément 0 est l'identité. Les éléments 1 et 1’ sont respectivement les générateurs chiraux

gauche et droit : ils engendrent séparemment deux sous-algebres Fjg ®0et0® FEg, chacune
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isomorphe a l’algebre de graphe Eg. La partie ambichirale est par définition I'intersection de
ces deux sous-algebres, elle est engendrée par les éléments {0,3,4}. Nous pouvons vérifier
que la multiplication par les générateurs de Oc(Fjg) est codée par le graphe d’Ocneanu de
Eg, illustré a la Fig. 4.6. La multiplication par le générateur gauche 1 (resp. droit 1’) est
donnée par la somme des éléments du graphe reliés a 1 (resp. 1’) par une ligne continue (resp.
discontinue). Par exemple, 1.2 = 1+ 3+ 5 et les vertex 1,3 et 5 sont reliés au vertex 2 par

une ligne continue; L.A = Lf et les vertex 4 et 471, sont reliés par une ligne discontinue.

Fia. 4.6 — Le graphe d’Ocneanu de Ejg

Explicitement, la multiplication des éléments de la base de Oc(Fjg) est donnée par :

(Ua ® UU)'<UC ® UO) = Z(Ga)ce (Ue ® UO)

e

(0a @ 00)-(0c @ 01) = (02 ® 01).(0c @ 00) = Y (Ga)ee (e ® 01)

e

(O’a ® O’1).(UC ® 0'1) = Z(Ga)ce (Ue ® (UO + 02))

e

Or, 03 = 03.01, donc (0, ® 03) = > 1(G3)er (o ® 1), alors :

(04 ® o1).(oc ® o1) = Z(Ga)ce (0c ® o0) + Z(Ga.Gg)ce (0c ® o1)

€ €

Les matrices (12 x 12) O, forment une représentation de l'algebre Oc(FEs). Les ma-
trices correspondants aux générateurs 1 et 1’ sont les matrices d’adjacence du graphe

d’Ocneanu. En choisissant comme ordre de la base des vertex l'ordre suivant
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{Qa 17 27 57 47 37 lla ﬂc 27]-/7 ﬂla £,7 371/}) ces ma‘trices sont données pa‘r :
1 .
1 . 1 .
1 1 1 . . . . . .
1 . 1 . . . . . . .
1
O = A N
.1 . O Gl
. 1 . 1 . 1
1 . 1
. 1
1 .
1 . . .
. 1 . .
. 1 .
. 1
o 0 1
Ov=|, =
s ]1 G3
. 1 . . . . . 1 . . .
. 1 . .
. 1 . 1
1 1 1 .

D’apres la multiplication de I’algebre Oc(Eg), les matrices O, sont données par! :

Gyl 0 o
our r = o g
0 Ga p a 0

0 Ga :
pour x = o, ® 01
G, | G3.G,

L’action de Oc(Fjg) sur Eg est codée par les matrices S, :

L.Oc = Z(S:v)cda'd

d
Elles sont explicitement données par :
Gy, pour x = o, ® o)
Sy = .
G,..Gq pour x = o0, ® 01

Dimensions des blocs La digebre B(Eg) s’écrit comme une somme de blocs (diagonalisa-
tion) pour ses deux structures multiplicatives. Pour la premiére loi (convolution o), les blocs
sont labellés par les onze vertex du graphe A;;. La dimension d;, avec i € (0,1,2,...10), pour

ces onze blocs est donnée par la somme des éléments de la matrice F; : dj =), (Fi)ab

d; : (6,10, 14, 18, 20, 20, 20, 18, 14, 10, 6)

'Les matrices O, sont explicitement calculées ici d’apres la multiplication de notre réalisation algébrique

de Oc¢(Fs). Dans [78], elles sont obtenues de maniére empirique d’aprés le graphe d’Ocneanu.
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Pour la deuxiéme loi (convolution ®), la dimension d, des douze blocs, labellés par z dans
lordre (0,1,2,5,4,3;1’,11',21',51',41’,31") est donnée par la somme des éléments de la ma-
trice S, 1 dy = Za,b(sx)ab- Nous obtenons :

dy : (6,10, 14,10, 6,8, 10, 20, 28, 20, 10, 14)

Les regles de somme quadratique et linéaire sont vérifiées :

dim(BEg) = Z d? = Z d? = 2512, Zdi - de = 156.

i€A11 x€0c(Eg)

La masse quantique de Fg et de A(FEg) = A1 sont définies par la somme du carré des
dimensions quantiques de leur irreps (composantes du vecteur de Perron-Frobenius). Nous
avons : m(Eg) = 4(3 +v/3),m(A11) = 24(2 + /3). L’algebre d’Ocneanu de Eg est Fg @ Eg,
ot J = {09,03,04}. La dimension quantique de J est m(J) = qdim?(og) + qdim?(o3) +

qdim?(o4) = 4. Alors, la relation de masse quantique entre Oc(Eg) et Aqy est vérifiée :

m(E(;)m(EG)

=m(A1n) = 24(2 + V3)

Matrices toriques généralisées L’action de Ay sur Oc(Fg) est codée par les matrices
Way. Pour calculer explicitement ces matrices, calculons I’action (a droite et a gauche) de Aqq

sur un élément z = o, ® oy, de Oc(Eg), en utilisant les identifications (4.10) :

Ti(0a@on) Ty = D (FiaclFea (0 ® 04)
(¢,d)€Es

= ZZ i) )bd O’CO'd®0'() +ZZ i) Ucp(o'd)®0'1)
c deJ ¢ deJ

= > 3D (Fac Fi)ua(Ge)ae (0 @ o0)
e ¢ deJ

+ YIS (B ae(Fua(Go) paye (00 © 1)
e ¢ deJ

Les matrices de fusion G de Fg commutent entre-elles et sont symétriques, donc nous avons :
(Ga)be = (G¢)ap- Alors :

T (O‘a®0b ZZZ i) Ge)ed (Ue®00)

€ c deJ

+ D3> (Facl Fi)ua(Ge)epay (0c @ 1)

€ ¢ deJ
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Les matrices toriques généralisées W, seront notées Wy of, pour x = 0, @ op et y = 0. @ 0y

(b et f =0,1). Elles s’écrivent donc sous la forme compacte suivante :

Z Z(Fi)ac(Fj)bd(Ge)cd f=0

Wab,ef = o de] (412)

Z Z(Fi)aC(Fj)bd(Ge)cp(d) f =1

cels geJg

Nous pouvons alors vérifier que les matrices (Wjj)zy = (Way)i; satisfont bien I’algebre carrée

de fusion :

W, — S S T
sz Wi’j’ = ./\/“/./\/;]/W]]/ .

,l:/I j//

L’invariant modulaire M correspond a la matrice Wyg go. Par la formule (4.12), et utilisant

le fait que (Go)ed = 1eqg = Oc,d, M est donc égal a :

M = (Woo,00)i5 = Z(E)Od(Fj)Od
deJ

et nous pouvons vérifier qu’il commute avec les générateurs S et T' du groupe modulaire.

Fonctions de partition généralisées Elles sont définies a partir des matrices toriques

généralisées par :

Zoy= > > xil@)(Way)iiX;(q) (4.13)

i€A11 jEALL

ou les x;(q) sont les caracteres de 'algebre su(2). Introduisons les caracteres étendus Y4 (q),

définis a partir de la matrice essentielle Fy par :

Xa(0) = D (Bo)iaxi(a) = > (Fioaxi(q) (4.14)

1€A i€A1
Ils sont explicitement donnés par :
Xo = Xo+tXe X3 = X3+tXr1
X1 = X1+X5+Xx7 X4 = X4t X10
X2 = X2+tXxa+X6+Xs X5 = X3+ X5+ X0

Introduisons aussi les caracteres étendus généralisés Y5, qui sont des combinaisons linéaires

des caracteres étendus x, ou des caracteres x; (utilisant la propriété E, = Ey.G,) :

Xab = Z (Ga)bc )A(c = Z (Fi)ain(Q) (4'15)

cEFg i€A1
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Alors, toutes les fonctions de partition généralisées du modele Fg s’écrivent sous la forme

compacte suivante :

ST Rael@) (Ge)ea Xeala) F=0

Zaper =4 L _ 4.16
bel DY Raela) (Ge)epgay Xpala) f=1 (4.16)

¢ deJ

Pour y = g9 ® 00, les matrices toriques W, = Wy et les fonctions de partition Z, (une ligne

de défauts) sont données, pour z = o, ® o}, par :

(Wab)ig = > (Fi)aal(F})oa Zap = Y, Xad(9)Xpa(q) (4.17)
deJ deJ

Les matrices toriques W, du modele Eg sont publiées dans [23]. Les fonctions de partition
correspondantes Z, sont données dans [25] en fonction des caracteres de Aj;. Nous les écrivons
sous forme compacte en fonction des caracteres étendus x, de Eg dans I’Annexe D. La fonction

de partition invariante modulaire de Eg est diagonale en fonction des caracteres étendus xy :

Zpe =Y Xa(@Xal@) = IRol* + %3] + [Raf?
deJ
= |xo+ x6l” + [xs + x71* + x4 + x10/?

et nous retrouvons la fonction de partition invariante modulaire de la classification de Cappelli,
Itzykson et Zuber[11] labellée par Fg.

Propriétés modulaires Les propriétés modulaires des fonctions de partition s’étudient a
travers les matrices toriques généralisées obtenues par (4.12). La fonction de partition Zg, est
invariante modulaire car M commute avec les générateurs 1" et S du groupe modulaire. Les
autres fonctions de partition ne sont pas invariantes modulaires. Néanmoins, elles satisfont
les propriétés remarquables suivantes [28] :

— Aucune des matrices W, (autre que Woo?) ne commute avec T et S.

— Toutes les matrices W, commutent avec 'opérateur ST—1S.

— Les matrices W, commutent avec une certaine puissance de 'opérateur 7T'.

4.2.3 Le cas Ejy

Graphe Fs et matrices de fusion Le graphe Eg et sa matrice d’adjacence sont illustrés

a la Fig. 4.7, ou lordre choisi pour représenter les vertex est : {09, 01, 02,03, 04, 07,06,05}.

2La matrice W44 commute avec T' et S, mais cela provient du fait que Was = Woo.
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05

— o ® ° ° ° Opg =

00 g1 02 03 04 o7 g6

= O = O = O O O
O = O = O O O O
O O, O 0O o0 o O
O 0O O R, O O O O

O O O O O O~ O
o O O O O = O
o O O O = O = O
o O O = O = O O

Fi1G. 4.7 — Le graphe Ej et sa matrice d’adjacence.

Pour Eg, k = 30, la norme du graphe est 3 = 2cos(g5) et les composantes du vecteur

de Perron-Frobenius sont données par P = <[1]q, 2]¢, [3lq, [4]q, [Blg, %, %, %), avec ¢ =

exp(%). Le graphe Fg détermine de maniere unique ’algebre de graphe Eg, dont la table de

multiplication est illustrée ci-dessous® :

[ Jo] 1 2 3 4 7 6 5 i
ollo 1 2 3 4 7 6 5
11 0+2 1+ 3 244 34+5+7 446 7 4
2 || 2 143 0+2+44 1434547 2444446 34547 4 347
3 3 244 143+547 0+2444+4+6 14343+54747 24444 3+5 24446
44| 34547 |244+446 | 14+3+3+5+7+7 | 0+2+4+2+4+44+4+46 | 1+3+3+5+7 |2+4+4| 14+3+5+7
7 7 4+6 3+547 24444 14343+54+7 04+24+4+6 147 244
6| 6 7 4 3+5 244 147 0+6 3
5 5 4 347 24446 1434547 244 3 0+4

TAB. 4.3 — Table de multiplication de I'algebre de graphe Eg.

Les matrices de fusion G, de Eg sont données par les expressions suivantes :

Go = lgxs Gy = G1.G3 — Gy

G1 = Ggq Ge = G2.Gy — G — G4 — Gy
Gy = G1.G1 — Gy G7 = G1.Gg

Gs =G1.Gy — G4 G5 = Gg.G3 — G3

Induction-restriction Le graphe de la série A, possédant le méme nombre de Coxeter que
FEg est Aog. Les matrices de fusion N; de Agg et les matrices F; codant 'action de Asg sur
Eg s’obtiennent par la formule de récurrence tronquée de SU(2). Les matrices essentielles F,
((Eq)ib = (Fi)ap) possedent 29 lignes (labelées par les vertex 7 de Agg) et 8 colonnes (labelées
par les vertex o de Eg). La matrice essentielle Ey (intertwiner) est illustrée a la Fig. 4.8
et définit les regles de branchement Agg — FEg : 7; — > (Ep)ia0q. Nous obtenons alors le

graphe d’induction FEg «— Aqg, illustré aussi a la Fig. 4.8.

3Pour une meilleure visibilité, les vertex o, de Eg sont désignés uniquement par leur indice a.
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1
1 .
1 .
1 1
1 . 1
1 . 1
. 1 .
.1 1 . . 1
1. o 75
1 1 1 T5,T9, T13, T15, T19, T23
1 . 1
.1 1 oo o1 o2 o3 o4 O7 ]
Eo = 2 .
1 1 1 T0 T1 T2 T3 T4 T5 T6
. 1 . 1 T10 T9 78 7 76 7 T12
1 1 . 1 T18 T11 T10 9 T8 T11 T16
1 1 T28 T17 T12 T11 T10 T13 T22
1 1 1 T19 T16 T13 T12 T15
T27 T18 T15 2714 T17
1 T20 T17 T16 T21
.1 T26 T19 T18 T23
1 . 1 T21 T20
01 .1 25 T22
I T24
o1
o1
1

FiG. 4.8 — Matrice essentielle Ey de Eg et graphe d’induction Eg < Aag.

La valeur de T sur les vertex (19, 71,72, - - , 728) de Agg (égale & (5 + 1)2 mod 120 pour ;)

est donnée par la liste suivante :
(1,4,9,16,25,36,49,64, 81,100, 1, 22,49, 76,105, 16,49, 84,1, 40, 81,4, 49, 96, 25, 76, 9, 64, 1)

Les seuls vertex o de Eg pour lesquels une valeur de T est bien définie par le mécanisme
d’induction sont oq et g : T(0p) = 1, T'(0g) = 49. Ils engendrent le sous-espace J, qui est

une sous-algebre de Eg. J fournit une partition de Eg en quatre classes d’équivalence :

o9 ~ 0 0o = 06 = 100,06} = J P(00) = ¢(06) = 00
o1~ 07 o1 =07 ={01,07} P(o1) = ¢p(o7) = 01
o9 ~ 04 Oy = 04 = {02,04} P(02) = ¢(04) = o2
o5 ~ 03 05 = 63 = {03,05} P(05) = ¢(03) = 05

ou l'application ¢ choisit un représentant dans chaque classe d’équivalence : I’ensemble ®

est donné par ® = {¢(0,)} = {00,01,02,05}. Notons qu'un élément o, ¢ ® peut sécrire
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oy = 06.0(0p). En effet :
06 = 06.00, o7 = 06.01, 04 = 06.02, 03 — 0¢6.05
Introduisons alors I’application p définie par :

ploq) = o9 siog € ®:0, € {00,01,02,05}

p(o‘a) = 0g si Oq ¢ D 04 € {0-670-770-470-3}

Algébre d’Ocneanu L’algebre d’Ocneanu Oc(Eg) est définie par :

Es® E :
Oc(Eg) = % = FEy®y Es = Es ® s (4.18)

Les éléments de Oc(FEg) sont de la forme z = o, ® 03, ol nous identifions les éléments
(04 ® op.0¢) avec (04.0p @ o) pour oy € J. L'algebre Oc(Es) est de dimension 6.8/2 = 32.

Une base de Oc(E3g) est donnée par les 32 éléments linéairement indépendants suivants :
Q:Ua®007 Lllzo'a(go-la LQ/:UUL®0-27 L5/:O-a®0-5-

et utilisant les applications p et ¢ introduites, nous avons les identifications suivantes dans
Palgebre Oc(Es) :

Oq ® op = 0q.p(0p) ® o(op) (4.19)

La multiplication dans Oc(E3g) est définie par :
(g ® op)-(0¢ ® 0d4) = 04.0¢ ® 04.04 (4.20)

L’élément 0 est I'identité. Les éléments 1 et 1’ sont respectivement les générateurs chiraux
gauche et droit : ils engendrent séparemment deux sous-algebres Fg ®0et0® Fg, chacune
isomorphe a 'algebre de graphe Fg. Les seuls éléments ambichiraux sont 0 et 6. Nous pouvons
vérifier que la multiplication par les générateurs de Oc(FEyg) est codée par le graphe d’Ocneanu
de FEg, illustré a la Fig. 4.9. La multiplication par le générateur gauche 1 (resp. droit 1’) est
donnée par la somme des éléments du graphe reliés & 1 (resp. 1') par une ligne continue (resp.

discontinue).

Les matrices O, qui codent la multiplication dans Oc(FEg) sont explicitement données dans
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Fia. 4.9 — Le graphe d’Ocneanu de Eg.

la base {{oa ® 00}, {0a @ 00}, {00 @ 00}, {04 ® 00} } par :

G.lololo
01aG,| ol o - B
ur £ = o, ® o0
0olo0|G,| 0 P 0
ololo]a,
G, 0 0

pour xr = o, ® 01

0. —
’ 0 0 G 0
0 Ga 0 Ga GG .
pour z = 0, ® 02
Go| 0 |Gi+GaGs| O
0 | G4.Gs 0 Ga.Gs

pour r = 0, & 05

\

Nous déterminons ainsi par notre réalisation de Oc(Eg) les matrices O, qui coincident avec
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celles publiées dans [78], ou elles sont déterminées de maniére empirique. Les matrices S, qui

codent I'action de Oc(Eg) sur Eg sont explicitement données par :

S, = Go.Gyp pour z = o, ® op

Dimension des blocs Les dimensions d; des 29 blocs de la digebre B(Eg) pour la loi o
sont données par ), ,(F;)qp- Nous avons Fj_sg = F;. Donc, pour i dans (0,1,...,14) :

d; = dog—; = (8,14, 20,26, 32,38, 44,48, 52,56, 60, 62, 64, 64, 64)
Les dimensions d, des 32 blocs de la digebre B(Eg) pour la loi ® sont données, pour (z =
(0a ® 00), (0a ® o1), (0q ® 02), (04 ® 05)), par :

de = (8,14,20,26,32, 16, 12, 22), (14, 28, 40, 52, 64, 32, 22, 44), (20, 40, 60, 78, 96, 48, 32, 64), (16, 32, 48, 64, 78, 40, 26, 52)

Nous vérifions la regle de somme quadratique et linéaire :
dim(BEg) = Y di = ) d=63136, d di=> d,=1240.
1€ Aag ;UEOC(ES) i T
Définissant la masse quantique de Oc(Eg) a travers sa réalisation Oc(Eg) = Es ®; Eg, avec

m(J) = qdim?(og) + qdim?(og), alors la relation de masse entre Oc(Fg) et Agg est satisfaite :

m(J) = m(Aa)

Matrices toriques généralisées Nous calculons laction de Agg sur Oc(FEyg), en utilisant

I'équation (4.19) qui donne les identifications des éléments de I’algebre Oc(Eg) :

7i.(00 ® 03).7 ZZ i) Vbd (e ® 04)
ZZ Dae(F))bd (0c.p(04) @ ¢(0a))

> ZZ(Fi)ac(Fj)bd(Ge)Cp(d) (0e @ d(a4))
c d e

Divisant alors la sommation sur d en une sommation sur chaque classe d’équivalence, nous

obtenons la formule compacte suivante pour les matrices toriques généralisées :

Waver = Y > (Fac(F)pa(Ge)epia) (4.21)

¢ def

ol la sommation sur d se fait sur les éléments de la classe d’équivalence de of. Pour f = 0,
la sommation sur d est sur 0 = J, et pour oq € J, p(d) = d. Alors, les matrices toriques

W, = Wyo sont données par :

W, = Z (Fi)ac (Fj)bc T = 0gq ® oyp (4.22)
ceJ
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et nous pouvons vérifier que l'invariant modulaire M = W, commute avec les générateurs .S

et T du groupe modulaire.

Fonctions de partition généralisées Elles sont définies a partir des matrices toriques

93‘1/ Z Z X’L acy Z]X]( ) (423)

i€Agg jE€A2g

généralisées par :

ol les x;(q) sont les caracteres de 1'algébre su(2). Introduisons les caractéres étendus Yq(q)

du modele FEg, définis & partir de la matrice essentielle Ey par :

Xa(q) = Y (Eo)iaxi(g) = Y (Fi)oaxi(q) (4.24)

€A1 i€A1

et les caracteres étendus généralisés y,p, qui sont des combinaisons linéaires des caracteres

étendus x, ou des caracteres y; (utilisant la propriété E, = Fy.G,) :

)A(ab = Z (Ga)bc )A(c = Z (Fi)ain(Q) (4'25)

cEFg i€ A9

Les caracteres étendus du modele Eg sont donnés dans I’Annexe D. Les fonctions de partition

généralisées du modele Fg s’écrivent sous la forme compacte suivante :

ab ef = Z Z Xac cp (d) de (4.26)

¢ def

Les fonctions de partition Z, (une ligne de défauts) sont données, pour z = o, ® op, par :

Zap = Xad(@)Xpal(q) (4.27)
deJ

Elles sont publiées dans [25] en fonction des caracteres de Ajq, nous les écrivons sous forme
compacte en fonction des caractéres étendus y, de Eg dans I’Annexe D. La fonction de

partition invariante modulaire de Fg est diagonale en fonction des caracteres étendus x, :

=Y Ra(@Xale) = [Xol* + %]
deJ
= |X0+X10+X18+X28!2+ \XG+><12+><16+X22|2

et nous retrouvons la fonction de partition invariante modulaire de la classification de Cappelli,
Itzykson et Zuber[11] labellée par Es.
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4.2.4 Les cas D,
Le cas Dy

Graphe D, et matrices de fusion Le graphe D4 et sa matrice d’adjacence sont illustrés

a la Fig. 4.10, avec l'ordre suivant pour les vertex : {og, 01, 02,0, }.

oy 0100
1 0 1 1

gp, =
TN 1o

F1G. 4.10 — Le graphe D, et sa matrice d’adjacence.

Pour Dy, k = 6, la norme est 3 = 2cos(F) = /3 et le vecteur de Perron-Frobenius
P= ([1]q, 2]q, %, %), avec q = exp(%r). Le graphe Dy ne détermine pas de maniére unique
la table de multiplication de l’algebre de graphe Dy : en effet, de I’équation oy.01 = o¢+092+0%,
nous savons comment multiplier par (o2 4+ 04), mais les deux vertex oy et of de la fourche
sont indistingables. Nous pouvons remplir toute la table de multiplication, a I’exception de
la multiplication des vertex o et o} entre-eux. Néanmoins, en imposant que les coefficients
de structures de l’algebre de graphe D, soient des entiers non négatifs, nous trouvons une

solution unique.

A

oo || 09 o1 02 | 09

I
o1 ||01 |00+ 02+09 |01 |01
!

g9 g9 g1 09 | 00

/ ’

TAB. 4.4 — Table de multiplication de I'algebre de graphe Djy.

Les matrices de fusion G, sont données par :

Go = lyxq G1=0p, Gy + Gy = G1.G1 — Gy
et les matrices des vertex de la fourche s’écrivent :
00 10 00 0 1
01 0 0 01 0 0
Gy = Gy =
00 0 1 1 0 00
1 0 00 00 10

Contrairement aux cas Eg et Eg, les matrices de fusion G, de D4 ne sont pas symétriques

(G = GY).
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Induction-restriction Le graphe de la série A,, de méme norme que D4 est As. Les ma-
trices de fusion N; de As et les matrices F; codant I’action de A5 sur Dy sont calculées par la

formule de récurrence tronquée de SU(2) :

No = I5x5 Fy = l4x4
Ny = Ga, Fy =Gp,
N; = N1.N;i—1 — N; o Fi=F.F,_1 —F_» 2<4i<5

Les matrices essentielles F, de D4 possedent 5 lignes (labelées par les vertex 7 de As) et
4 colonnes (labelées par les vertex o de Dy). L'intertwiner (Fp) définissant les regles de

branchement As — D, et le graphe d’induction D4 < As sont présentés a la Fig. 4.11.

1

02

1 (o (o3
0 1 T2

Ey = 1 1 *

1 . . T0 T a2

T. T:
1 4 3 .

F1G. 4.11 — Matrice essentielle Fy de Dy et graphe d’induction Dy «— As.

La valeur de 7T sur les vertex 7; de As est donnée par (i+1)2 mod 24 : (1, 4, 9, 16, 1). Les
vertex o de D4 pour lesquels una valeur de T est bien définie sont {00, 09,09} : ils forment

le sous-espace J, qui est une sous-algebre de ’algebre de graphe de Dy.

Algébre d’Ocneanu  Nous serions tentés de définir ’algebre d’Ocneanu de Dy par Dy® yDy.

Cette algebre est engendrée par les six éléments linéairement indépendants suivants :
. . : . . .
00 ® 00, o1 ® oo, 02 ® 00, 09 & 00, 0o ® 01, o1 ® o1,

avec 01 ® o0g et 09 ® o1 comme générateurs chiraux gauche et droit. Maintenant, si nous

voulons coder cette algebre dans un graphe, il existe une obstruction :

(01 ®O’0).(O’0®O’1) = 01 ®o01
(O’o®0’1).(0’1®0’1) = 0'1®(O’0+O‘2+0'2/):O'1®O’0+O’1®O’0+O’1®O’0
Il y aurait donc une ligne reliant o ® o1 a0y ® o1 mais trois lignes dans la direction opposée

[17]. Ce probleme est contourné en “splittant” le vertex o7 ® o7 en trois?, en introduisant

une extension de l'algébre Dy ®; Dy par des matrices 2 x 2 (voir [25]). La conséquence est

4Le fait de devoir splitter le point en trois est particulier au cas Dy, qui possede la symétrie Zs. Pour les

cas Dap,n > 2, il faut splitter le point en deux, car ces graphes possedent seulement la symétrie Zo.
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que 'algebre d’Ocneanu de D, est non-commutative. Nous allons voir qu’il existe une autre
réalisation de Oc(Dy). Les graphes D, sont des orbifolds des graphes Ay,_3 par la symétrie
Zs. Considérons le graphe A5 possédant 5 vertex 7,4 € (0, 1,2,3,4), avec la symétrie classique
Zo par rapport au vertex central 7o. Alors le graphe Zs-orbifold est obtenu en identifiant les
vertex symétriques (1 avec 74, 71 avec 73), et en splittant le vertex 7o (point fixe par rapport
a la symétrie) en deux composantes [39] : nous obtenons le graphe Dy, qui est un Zg-orbifold

du graphe As. Nous définissons 'algebre d’Ocneanu de Dy par :
OC(D4) = D4 Xp ZQ (4.28)
ol p est une application qui échange les vertex de la fourche et laisse les autres invariants :
ploo) =00,  plor) =01,  ploa) =05, p(oh) = oo

Les éléments de Oc(Dy) sont de la forme (o4, +) et (04, —), la dimension de I’algebre Oc(Dy)
est 4 x 2 = 8 et la multiplication dans Oc(Dy) est définie par :

(0q,+).(0p,£) = (0q4.0p, %)

(00, =)-(o0,£) = (0a-p(on), F)
La table de multiplication de I'algebre d’Ocneanu de Dy est présentée a la Tab. 4.5 :

(4.29)

A A A A A
08’ 06" Uf' 03' 0;7 oy o, Oy | Oy
UIL UIL O'a'_ —i—a; —|-O';; Jf of | oy |og +05 +0y |0 |0y
O';_ O';_ af‘ 037 08' oy oy Oy | O
J;C O';/ Uf 0'0+ U;r Oy oy 0y | 0o
oy || o9 oy Oy | Oy 08‘ Uf‘ a;} 0';_
oy loy |og +05 +0y |0y | oy | of |od +o5 +0) | of |of
oy || 09 oy 0y | Oy O';_ O‘f_ a{f 057
Oy || Oy oy oy | Oy 055 af (72+ O'(J)r

TAB. 4.5 — Table de multiplication de I'algebre d’Ocneanu de Dy.

Cette algebre est non-commutative. Par exemple, de (4.29) nous avons :

(027+)‘(007_) = (027_) 7& (007_)'(027+) = (02’7_)

Les générateurs chiraux gauche et droit de Oc(Dy) sont (o1,+) et (o1, —), et nous pouvons
vérifier que la multiplication par les générateurs est effectivement codée dans le graphe d’Oc-
neanu de Dy, présenté a la Fig. 4.12.

D’apres la définition (4.29) de la multiplication dans Oc(Dy), il est facile de voir que les

matrices O, qui codent cette multiplication sont données, dans la base {(oq, +), (04, —)}, par :

G, 0 0 G
Our = Ou_ =
! (o Ga> | (Gz o)
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Fia. 4.12 — Le graphe d’Ocneanu de Dy.

ol les matrices G, sont définies & partir des matrices G, par :
0a-p(05) = Y (GP)pe (G2ve = (Ga)pp)e
(&
Elles sont obtenues & partir des matrices G, en permutant les lignes associées & o9 et o).

L’action de Oc(Dy) sur Dy est définie par :

(0a,+).00 = 04.0p

(0a,—).00 = 0g.p(0p)

(4.30)

et les matrices S, (x = (04, £)) qui codent cette action sont données par :

) Ga x = (0g,+)
Sy = { GQ 2= (00 ) (4.31)

Nous pouvons vérifier que cette action vérifie bien (y.z).0q = y.(x.04) :

S-Sy =Y (Oy)azS-

z

Notons que nous avons les suivantes projections ¢ des éléments de Dy ® Dy vers Oc(Dy) :

Y(og@0op) = (04.0p,+) pour oy € J

w(ga & Ub) = (Ua.0b7 —) pour oy ¢ J (432)

Sous cette projection v, la multiplication commutative 1 dans Dy ® Dy et la multiplication

non-commutative pg dans Oc(Dy4) commutent :

Popr = (Y x1p)opus (4.33)
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Ceci est possible du fait que la projection 1 n’est pas bijective. Par exemple :

Y(or®o1) = (00,—)+ (02, —) + (02, —)
Y(oo®o1) =¢P(o2®@01) =P(or ®0o1) = (01,—)

Dimension des blocs La dimension d; des blocs de la bigebre BD4 pour la loi de compo-
sition (d; = Za,b(Fi)ab) est donnée, pour ¢ dans (0,1,2,3,4), par :

d; : (4,6,8,6,4)

La dimension d, des blocs de la bigebre BD,4 pour la loi de convolution (d, = aﬂb(Sx)ab) est

donnée, pour x dans ((o4,+), (04, —)), par :
dy:(4,6,4,4;4,6,4,4)
La regle de somme quadratique, définissant la dimension de la bigebre BD, est vérifiée :

dimBDy = > df = Y di =168
i€As x€0c(Dy)

Par contre, la régle de somme linéaire (dont l'interprétation est encore mystérieuse) naive ne
I'est pas : >, d; = 28,% d, = 36. Il existe un double comptage dans la sommation sur les
éléments = de Oc(Dy), du a la symétrie originelle de la fourche dans Dy. En introduisant un
facteur 1/2 pour les termes z = (09, +) et x = (09, %), ou en excluant de la sommation les
termes x = (o9, %), alors le d, = 28, et la régle de somme linéaire est vérifiée[78].

Les masses quantiques de Dy et As sont : m(Dy) = 6, m(As) = 12. Du fait que l'algebre
d’Ocneanu de Dy est définie par : Oc(Dy) = Dy X, Zs, il est naturel de définir la masse
quantique de Oc(Dy) par m(Oc(Dy)) = m(Dy).m(Zz). L’algebre du graphe Aj est isomorphe
a Zg, donc nous définissons m(Zs) = m(Az) = 2. Alors la relation de masse quantique est

vérifiée :

m(Oc(Dy)) = m(Dy).m(Az) = m(As) = 12

Matrices toriques généralisées L’action de Aj sur les éléments de type pair de Oc(Dy)
est définie en utilisant les projections (4.32) de Dy ® Dy sur Oc(Dy). Un élément pair (o4, +)

de Oc(Dy4) a comme pré-image (0, ®00) dans Dy ® Dy4. Alors 'action de A sur un tel élément
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est définie, utilisant (4.32), par :

Ti-(o-a7+)'7-j = T (Ua®00) Tj

= ZZ 000b®ac)
= ZZ i) QC(TbO'c7 +ZZ i) 0c0b007 )

b ceJ b ocgJ
= ZZZ OC Gd be O'da +ZZZ Oc Gd)bc(ada )
b cel d b cgJ d
= Z(Wa+,d+)ij(0d7 +) + Z(Waﬁd*)ij(‘fdv =)
d d

. . ! ’ .
oll les matrices G; sont définies par :

(Gve = (Gh)ea

Notons le fait que I'algebre d’un graphe G soit commutative implique (Gp)eq = (Ge)pq, mais
ces matrices ne sont pas forcément symétriques (donc en général G’;l # Gq).

L’action (a gauche et a droite) de A sur les éléments de type impair de Oc(Dy) est définie
en utilisant le fait que (o4, —) = (04, +).(00, —). Alors :

Ti.(O'a, —).Tj = TZ‘.(Ua,-F).(O'Q, —).Tj = (TZ‘.(UG,—F).TJ‘).(UQ, —),

Les matrices toriques W, du modele D4 s’obtiennent donc a partir de la formule générale :

Wordr = ZZ Joc(Gale = Wa—a-

b ced (434)
Wa—i—,d— = ZZ z Oc Gd) = Wa—,d+

b cgJ

Nous pouvons vérifier qu’elles satisfont 1'algebre carrée de Verlinde.

Pour y = (00, +), (Gg)oe = (Gb)eo = Ob,p(c)> €t les matrices toriques Wy o4 s'écrivent donc :

Wa+,0+ - Z(Fi)ap(c) (Fj)Oc Wa—,0+ = Z(Fi)ap(c) (F}')Oc
ceJ cdJ

et I'invariant modulaire M = Wy, o4 est donc égal a :

1. . .1
La non-commutativité de 'algebre d’Ocneanu de Dy se manifeste par la présence d’un coeffi-

cient 2 dans 'invariant modulaire M (et donc dans la fonction de partition correspondante).
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Remarque 5 L’élément de matrice (F;)qp donne le nombre de chemins essentiels de longueur
1 partant du vertex o, et arrivant au vertex o, sur le graphe Dy. Considérant les chemins
partant de oq, di a la symétrie entre les vertex o3 et oy de la fourche, alors (Fi)opc) = (Fi)oc;

et Uitnvariant modulaire s’écrit donc aussi :
M= "(F)oe(Fy)oc
ceJ

qui est la formule utilisée notamment dans [25] et [78].

Fonctions de partition généralisées Elles sont définies a partir des matrices toriques
généralisées (4.34) par :
Zay = > xil@Way)ij X;(q) (4.35)
i€As jEAs
ol les y; sont les caractéres de l'algebre su(2). Introduisons les caracteres étendus x(q),
définis & partir de la matrice essentielle Ey, et les caracteres étendus généralisés xq5(q) du

modele Dy :

Xal@) = D (Eo)iaxi(q) = Y (Fi)oaxi(q)

i€ As i€As5
Xan(@) = D (Ga)aXe(d) = Y (F)avxi(q)
ceEDy ’iEAs

Les caracteres étendus Y,(¢) du modele Dy sont donnés par :

X0 = Xo + x4 X2 = X2
X1 = X1+ X3 X2 = X2
Les fonctions de partition généralisées du modele Dy s’écrivent sous la forme compacte sui-
vante :
Za+:d+ = Z Z Xab?c(Gd)bc - Zaf,d—
bEL (4.36)
Zatd- = ZZ)A(abf(c(Gd)bc = Zad+
b c¢J
et les fonctions de partition a une ligne de défauts Z, = Z,9 s’écrivent en fonction des

caracteres étendus :
ZaJr = Z Z(Ga)cbf(bQC 24 = Z Z(Ga)cbibic
b ceJ b cgJ
Elles sont données dans [25] en fonction des caractéres de su(2), nous les présentons dans
I’Annexe D en fonction des caracteres étendus x, de Dy4. La fonction de partition invariante

modulaire du modele Dy s’écrit sous forme diagonale en fonction des caracteres étendus :

ZD4 = Z ’)A(c|2 =2 ‘X0|2 + |X0 + X4’ (4'37)
ceJ
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et correspond bien & celle de la classification de Cappelli-Ttzykson-Zuber [11].

Formules générales pour D,

Graphe D,, et matrices de graphe Le graphe D,,, pour n pair > 4, est illustré a la

Fig. 4.13 avec sa matrice d’adjacence, en adoptant comme ordre de la base des vertex 1’ordre

suivant : {og, 01,09, + ,0p_3,0n-2,0,,_5}.
0o 1 .
1 0 1 .
On—2 1 0 1
1 0
— o —o---- Gp, =
g0 o1 02  On—4 On-3 o, .
e
0 1 1
1 0 0
1 0 0

Fi1Gc. 4.13 — Le graphe D,, et sa matrice d’adjacence
Pour Dy, k = 2n — 2, la norme du graphe est 3 = 2cos(5.5), et les composantes du
vecteur normalisé de Perron-Frobenius sont données, par :
[n—1]g [n— 1]q>
2] 24

Le graphe D,, ne détermine pas de maniere unique ’algebre de graphe : nous pouvons remplir

P = (123l 0 3l =2,

de maniere unique la table de multiplication, a ’exception des éléments correspondants a la
multiplication des vertex o,_2,07,_5 de la fourche. Mais en imposant que les coefficients de
structures soient des entiers non négatifs, la solution devient unique : la multiplication des

/ A .
vertex o,_2,0, 5 est donnée par :

On—2 Thps
~ % pair : On—2 | 0a+06+ 40 _, oo+os+ -+ onu
Opg |00+ 04+ +0ny 02+ 06+ -+ on2

On—2 Op_
— 4 impair : On—2 | 00+ 04+ -+ 0p_2 oy +og+- -+ 0on4
ol _oloatosg++opn_u oo+os+--+ol_o

Les matrices G, s’obtiennent par la formule de récurrence tronquée de SU(2) jusqu’au vertex

on—3, et les matrices correspondantes aux vertex de la fourche s’obtiennent grace aux relations
. 7 . . . !

ci-dessus. Nous définissons aussi les matrices G, et Gf :

/

(Golbe = (Ge)ab (Gbe = (Ga)p(b)c
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ou p est 'application qui permute les vertex o,_2,0/, 5 de la fourche et laissent les autres
invariants. Notons que nous avons :
’ n

p a S15.impair

Gl =G, si gpair, Gl =G

Induction-restriction Le graphe de la série A,, correspondant a Do, est Ay,_3. Les ma-
trices de fusion N; et les matrices F; s’obtiennent comme toujours. De la matrice essentielle Ey
nous obtenons les regles de branchement Ay, 3 < Da,, qui définissent le graphe d’induction

représenté a la Fig. 4.14.

T2n—2

oo o Ton—2

7o T1 0;71,—2

Tan—4 Tin—5
Ton—2
Fi1G. 4.14 — Le graphe d’induction Da,-Ayy,_3.
La valeur de T sur les irreps {70, 71, , Tan—1, T2n, T2n+1s - * * » Tdn—5, Tan—4} de Agp_3 est
donnée par :
T(10) = T (Tan—a) T(m2) = T(Tan—s) T (ton—a) = T'(T2n)

Ces valeurs sont symétriques par rapport au vertex central 7o,. Par le mécanisme d’in-
duction, nous pouvons assigner une valeur déterminée de T seulement pour les vertex
(00,09, ,02n_4,02n_2,0/2n_2) de Dy, (ils sont entourés par un cercle sur le diagramme
d’induction). Ces vertex engendrent la sous-algebre J. Notons que les vertex de la fourche
O2n—2, 0/2”72 ne sont pas distingués par les valeurs de 7. Comme T pourrait étre défini sur
une combinaison linéaire de ces vertex, il est naturel de s’attendre a ce que cet arbitraire

conduise, au niveau de l'algebre d’Ocneanu de Dy, a la non-commutativité.

Algébre d’Ocneanu De fait, les graphes Dy, sont des Zs-orbifolds des graphes Ay, _s.
Une réalisation de 'algebre d’Ocneanu de Do, est donnée par un produit semi-direct : c¢’est

le quotient, par p, du produit de 'algebre du graphe Dy, par Zs :
Oc(Day) = D2y %, Zo (4.38)
Cette algebre est de dimension 2 x 2n, et ses éléments sont notés :
(0as+) (0a,—)
La multiplication de 1’algebre Oc(Dsg,) est définie par :

(Uaa +)-(Uln :IZ) = (04.0p, :I:)

(4.39)
(00, =)-(00,£) = (0a-p(ov),F)
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Cette algebre est bien non-commutative, et la multiplication par les générateurs chiraux
gauche et droit (resp. (o1,+) et (01, —) est codée par le graphe d’Ocneanu correspondant.

Les matrices O, qui codent la multiplication dans Oc(Ds,) sont données, dans la base
{(Uav +)7 (O-av 7)}7 par :

G, 0 0 G4
Oyt = Oy = 4.40
,+(0Ga) | (Gga) (1.10

L’action de Oc(Dsg,) sur Ds, est définie par :
(Cay+).00 = 04.0p (0a,—).0p = 04.p(0p) (4.41)
et les matrices S, qui codent cette action sont données par :
Sa+ =G4 Sa,— =G, (4.42)
Nous avons les projections 1 suivantes entre les éléments de Dy, @ Doy, et Oc(Day,) :

Y(oa®op) = (0q.0p,+) siop€J
Y(og®@0op) = (04.0p,—) sioy ¢ J

de maniere a ce que les structures multiplicatives p; de Da, ® Doy, et s de Oc(Day,) com-

mutent :
Yo = (¢ x1h)opus (4.43)

Les éléments pairs (oq4,+) de Oc(Day,) sont représentés dans Da, ® Da, par les éléments

Oq Q 0g.

Dimensions des blocs Les dimension d; et d, des blocs de la digebre B(Dsy,) pour les lois

o et ® sont données par :
di - Z(Fi)ab dw - Z(Sx)ab
a,b a,b
et la regle de somme quadratique, définissant la dimension de la digebre B(Ds,,) est vérifiée :
Y odi= > d2=dimB(Dy)
i€Aan—3 2€0¢(Day,)

Par contre, pour satisfaire la regle de somme linéaire, la sommation sur les élément x de
Oc(Da,,) ne doit se faire que pour I'un des vertex de la fourche : il faut exclure de la somme
les termes = = (0, o, +) [78]. La relation de masse quantique entre les graphes Oc(Day,) et
A(Dsy,) = Ayyp—3 est vérifiée :

m(Oc(Dgn)) = m(Dgn)m(Zg) = m(Dgn)2 = m(A4n_3)



4.2. Calculs des cas su(2) 117

Matrices toriques et fonctions de partition généralisées L’action a gauche et a droite
de Ayy—3 sur Oc(Day,) est définie sur les éléments de Da,, ® Day,, projetés ensuite sur Oc(Day,)

par la projection 1. Les matrices W, s’obtiennent par les formules suivantes :

Wa+,d+ = ZZ z Oc Gd) = Waf,df

= 4.44
Wora- = ZZ Joe(Gdbe = Waay (4.44)

b cgJ

et I'invariant modulaire M des modeles Dy, est donné par :

M = Z (Fi)oe (Fj)oc (4.45)

ceJ

Les fonctions de partition généralisées des modele Do, s’obtiennent alors par :

Z Z Xi (Way)ij X;j (4.46)

1€A—3 j€ALn—3

en fonction des caracteres y;(q) de I'algebre su(2). Elles s’écrivent de maniére plus compacte

en fonction des caracteres étendus x,(q) de Dy, définis par :

Xal@)= > (Eoiaxil@= > (Fioaxi(a) (4.47)

i€A4n73 i€A4n,3

Nous donnons a la Fig. 4.15 le graphe d’Ocneanu de Dg ainsi que linvariant modulaire
correspondant. Notons que la non-commutativité de I’algebre d’Ocneanu de Do, se manifeste
par la présence d'un facteur 2 dans I'invariant modulaire (provenant de la symétrie des vertex
de la fourche du graphe Dy,,), et par conséquent aussi dans la fonction de partition invariante
modulaire. Les fonctions de partition a une ligne de défauts Z, = Z,o sont données dans [25]
en fonction des caracteres y; de su(2), nous les rappelons dans I’Annexe D écrites de maniére

plus compacte en fonction des caracteres étendus Y.
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Oy

Fic. 4.15 — Le graphe d’Ocneanu de Dg et son invariant modulaire.

4.2.5 Les cas Dy,
Le cas Ds

Graphe D5 Le graphe Dj et sa matrice d’adjacence sont illustrés a la Fig. 4.16, ou 'ordre

choisi pour les vertex est : {09, 01,02,03,04 }.

o 01000
1010 0
¢ ¢ Gp.=| 0101 1
o oy 00100
00100

F1G. 4.16 — Le graphe D5 et sa matrice d’adjacence.

Pour D5, k = 8, la norme du graphe est 3 = [2]; = 2cos(§) = V2 + V2 et les composantes
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du vecteur de Perron-Frobenius sont données par : P = ([l]q, 2]4, [3]g, %, %) II n’est

pas possible de définir una algebre associative et commutative possédant des coefficients de
structure entiers non-négatifs pour le cas Ds : plus généralement, on montre que les graphes

Dy, 1 ne possedent pas self-fusion [74].

Induction-restriction Comme les graphes Doy, les graphes Do,41 sont des Zs-orbifold
des graphes Ay,—1. Le graphe de la série A, correspondant a Dj est A7. Méme si Do,y
ne possede pas de structure algébrique, il est néanmoins un module sous 'action de A7. Les
matrices de fusion N; de A7 et les matrices I codant 'action de A; sur Ds sont obtenues
comme d’habitude par la formule de récurrence tronquée de su(2), avec N1 = Ga, et F; = Gp,.

Le graphe A7 est présenté a la Fig. 4.17 ainsi que les valeurs de T sur ses vertex.

[ 2 L 2 @ @ @ @ L J
70 T1 T2 T3 T4 T5 76
T: 1 4 9 16 25 4 17

Fi1G. 4.17 — Le graphe A7 et les valeurs T sur les vertex T

Algebre d’Ocneanu L’algebre d’Ocneanu de A7 est définie par A7 ® 4, A7. Cependant, il
est possible de définir un autre quotient sur le produit tensoriel A7 @ A7 pour lequel T est
bien défini. En effet, les valeurs de T" sont les mémes (7' = 4) sur les vertex 7, et 75 de Az.

Définissons ’application p (twist) telle que :
p(ri) =1 pour i = {0,2,3,4,6} et p(m) =1, pr5)="11.
Alors, I'algebre d’Ocneanu de Ds est définie par :
Oc(Ds) = A7 ®, Ay (4.48)
ou nous avons les identifications suivantes entre les éléments de Oc(Ds) :
Ta ® Ty = Ta.p(15) ® T (4.49)

Une base de Oc(Ds) est donnée par les 7 éléments linéairement indépendants suivants :

0= & 7, 4=7® 7 =1 @ T,
1=71®7 =7 & 5 5=T@ 10 =1 @ T,
2:Tg®7'0:7'0®7'2, §:76®7'0:7'0®T6.
3=T3® 70 =1 @ T,



120 4. Calculs explicites

(11 ® 70) et (70 ® ) (= (15 ® 7p)) sont respectivement les générateurs chiraux gauche
et droit. La multiplication par ces générateurs est codée par le graphe d’Ocneanu de Ds,

représenté a la Fig. 4.18.

Fia. 4.18 — Le graphe d’Ocneanu de D3 et son invariant modulaire.

La multiplication dans Oc(Ds) et 'action de Oc(Ds) sur D5 sont codées par les matrices

O; et S, qui, pour = 7; ® Ty, sont données par :

O, = N; S, = F. (4.50)

Dimensions des blocs La dimension des blocs d; et d, est donnée par la somme des
éléments des matrices F; et S, et comme ces matrices sont identiques, les regles de somme

linéaire et quadratiques sont évidemment vérifiées. Nous avons :

dim(B(Ds)) = Y di = > di =564 (4.51)

1€A7 z€0¢(Ds)

Matrices toriques et fonctions de partition généralisées Elles sont obtenues par

I’action & gauche et & droite de A7 sur un élément x = 7, ® 7o de Oc(D:s) :
Ti(x). 15 = 73 (T2 ® T0).Tj = ZZ i)zk(No)ji (i ® )
= Z(N )i (h-p(7) © 70)
= ZZ 2)ik(Nk)p(gyy (Ty ® 70) gZ Ny)ko() (y)
y
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Donc les matrices toriques généralisées Wy, pour x = 7, ® 79 et y = 7, ® 79 du modele Ds

s’écrivent de maniere compacte sous :

W:vy - (Nw-Ny)ip(j) (4-52)

et I'invariant modulaire qui commute avec les générateurs S et T du groupe modulaire s’écrit :

(M)ij = (Dipi)

Les fonctions de partition généralisées du modele D5 s’obtiennent alors par :

Zoy =3 xile) Way)s %,(0) (4.53)

i€A7 jEAT

et la fonction de partition invariante modulaire s’écrit :
_ 2 2 2 2 2 —
Zps = Ixol” + Ixal” + [xsl” + Ixal” + [xel” + (x1-X5 + hec.) (4.54)

Les fonctions de partition & une ligne de défauts sont présentées dans I’Annex D en fonction

des caracteres de lalgebre su(2).

Formules générales pour Do,

Le graphe D,, général est illustré a la figure (4.13) avec sa matrice d’adjacence. Il n’est pas
possible de définir une structure algébrique : les graphes Da, 41 ne possedent pas self-fusion
(type II). L’espace vectoriel formé par les vertex o, de Da, 41 est cependant un module sous
l'action de Ay4y,—1. Les matrices de fusion NN; et les matrices F; codant 'action de Ay,_1 sur
Doy y1 s’obtiennent comme d’habitude. La valeur de T sur les vertex de Ay,_1 est la méme
pour les vertex impairs symétriques : o1 et 04,3, 03 et 04p—5, . ... Ceci permet de définir un

quotient de 'algebre Ay, 1 ® A4n—1 par Papplication p, définie par :

plog) = 04 si a pair

p(04) = Oup—2-q si a impair
sur lequel 'opérateur T est bien défini. L’algebre d’Ocneanu de Doy, 11 est définie par :
Oc(Dapy1) = Aan—1 Qp Aan—1 = Aan—1 ® Agn_1 (4.55)

ou nous identifions les éléments o, ® op et q.p(0p) ® op. Cette algebre est de dimension
4n — 1. La multiplication dans Oc(Da,+1) et 'action de Oc(Day11) sur Dajiq sont codées

par les matrices O, et S, qui, pour z = 7; ® 7(, sont données par :

O, =N, S, = F. (4.56)
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Les matrices F; et S, étant égales, les regles de somme linéaire et quadratique sont bien sur
satisfaites. Les matrices toriques généralisées Wy, codant l'action de Oc(Dap41) sur Da,—q

sont données par :

Wiy = (Na-Ny)ip(5) (4.57)

et les fonctions de partition généralisées s’obtiennent par :
Zoy= Y. > xila) Way)ij X;(0) (4.58)
1€AUn—1 JEA4n—1
Pour le modele Dy, le graphe A,, correspondant est Aj1, et le twist p : 417 — Aqq est défini

par :

p(r) =7 pour i€{0,2,4,5,6,810} et p(r) =1, p(r3) =17, p(r7)=713, p(9)="T1.

Le graphe d’Ocneanu de D7 est illustré a la Fig 4.19 avec I'invariant modulaire correspondant.
Les fonctions de partition a une ligne de défauts sont publiées dans [25], elles s’obtiennent
tres facilement par (4.57) et (4.58).

Fic. 4.19 — Le graphe d’Ocneanu de D7 et son invariant modulaire.

4.2.6 Le cas E;

Graphe F; Le graphe E7 et sa matrice d’adjacence sont illustrés ci-dessous. Nous choisis-
sons l'ordre suivant pour les vertex : {09, 01, 02,03,06,05,04}.
Pour E7, k = 18, la norme du graphe est 8 = [2], = 2cos({5) et les composantes du

vecteur de Perron-Frobenius sont données par : P = ([1]q, 2]4, 3lg, 4lg, %, %, %), avec
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010 0O0O0O0

74 101 0000

01 010O0O0

® @ L L L) gE7: 001 0101
- o1 - - - os 0001010
000O0T1O0O0

0001O0O0O0

F1G. 4.20 — Le graphe E; et sa matrice d’adjacence.

q = exp (%) Le graphe E7 ne définit pas une algebre de graphe a coefficients entiers non-
négatifs : il est possible de définir une algebre mais dont certains coefficients de structure sont
négatifs [25] : cette algebre ne code donc pas en soi une structure de fusion de “représentations
irréductibles” (voir Tab. 4.2.6).

[Br ool on | o \ o3 o o on |

oo || oo o1 02 o3 o6 o5 o4

o1 || o1 oo + o2 o1 +o03 o2 + 04+ 06 03 + 05 o6 g3

o2 || 02 o1+ 03 o0+ 02+ 04+ 06 01+203+ 05 o2 + 04+ 06 g3 o2 + 06

03 || 03 | 02 + 04+ 06 o1+203+0s5 o0+ 202 +04+20¢ o1+ 203 o2 + 04 o1 +03+ 05
o6 || o6 o3+ 05 o2 + 04 + 06 o1+ 203 oo + o2 + 06 o1+ 05 o2 + 04

o5 || 05 o6 o3 o2 + 04 o1+ 05 00 — 04 + 06 03 — 05

o4 || 04 o3 o2 + 06 o1+ 03+ 05 02 + 04 03 — 05 00 + 06

TAB. 4.6 — Table de multiplication de I'algebre de graphe FEx.

Les matrices de “fusion” GaE7 codant cette structure algébrique sont données par :

Gy™ = Trxr Gy =Gy .G — G —2.GY
GE" = G, e e e
B — P G GE G = G .alr - ol

Er _ ~E7 ~E7 Eq
GF =GP gl - !

Induction-restriction Le graphe de la série A, ayant méme norme que F7 est Ai7. Les
matrices de fusion IV; et les matrices F! iE7 qui codent I’action de Ay7 sur E7 s’obtiennent comme
d’habitude par la formule de récurrence tronquée de SU(2), avec FlE7 = Gp,. Le graphe Djg
possede aussi la méme norme que Ai7 et E; : nous allons voir que l'algebre d’Ocneanu de Fr
est construite a partir de celle du graphe Dyg [67, 25]. Les matrices de fusion de l’algebre de
graphe Do sont notées G210, et les matrices qui codent 'action de A;7 sur Djg seront notées
FiD 10 avec FlD 'Y = Gp,,- Elles permettent —a travers la matrice essentielle Eéj 10— de définir

I'induction-restriction entre A;7 et Do : ce graphe d’induction est illustré a la Fig. 4.21.
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a8
T8
% (o)) 01 (o) o3 04 (0253 (X3 o7
® o ® o ® o ®
70 T1 T2 T3 T4 T5 76 7 Ué
T16 T15 T14 713 T12 T11 710 79 T8
7. 1 9 25 49 9

F1G. 4.21 — Le graphe d’induction D1g-A;7 et les valeurs T.

Par le mécanisme d’induction-restriction, le sous-espace J des vertex de D1 pour lesquels
une valeur de T est bien définie est J = {00,09,04,06,08,08 }. Pour Aj7, la valeur de T sur
le vertex central 7g est égale a la valeur de T sur les vertex : To et Ti4 : ainsi, la valeur de
T est la méme pour les vertex o9 et ceux constituant la fourche de D1g. Ceci nous meéne a
pouvoir définir un twist p agissant sur les vertex de Dy (ce twist est “le” twist exceptionnel
du modele su(2) ; 'existence de ce twist n’est pas nouvelle, mais nous montrons ici sa relation
avec les propriétés de l'opérateur modulaire) :

p(oo) = 00, p(os) = 04, p(os) = o2,

/ /

p(o2) = os, p(o6) = o6, plog) = og.
Algébre d’Ocneanu L’algebre d’Ocneanu de F; est définie par :
Oc(E7) = D1y @, D1op = D1p © Dyg (4.59)
oll nous avons les suivantes identifications :
o4 ® 0p.0c = 0q.p(0p) ® o pour o € J (4.60)
Appelons J le sous-espace complémentaire de .JJ dans D1g. Nous avons :
Dy=J&J JJCJ JJ=JJcCJ JJcJ

et un élément o, € J peut s’écrire comme U;.O’b, avec U; € J et 0, € J (ou une combinaison
linéaire de tels éléments). L’algebre Dig ® Dyp possede 10 x 10 = 100 éléments linéairement

indépendants. Nous avons les identifications suivantes dans I'algebre Do ® D1 :

Oa ® op = 04.p(0p) ® 00 pour o, € Do ,0p € J (4.61)
et . _
0o @0, = 09 ® p(0g).0p pour o, € J,op ¢ J (4.62)
Oa @0 = Y.,.>.40c® 0 pour (o4, 04) & J,avec (o¢,04) & J,

Les identifications (4.61) définissent 10 ¢éléments linéairement indépendants, notés

a =0, ®0p. Les identifications (4.62) définissent 7 éléments linéairement indépendants,
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notés (a). Une base de l'algebre d’Ocneanu de E7 est donnée par les 17 éléments suivants :

0 = 0®0 (0 = 0®1

1 = 120 n = 1o1

2 = 200=008 (2 = 201=007
3 = 3®0 () = 301=1®3
4 = 420=004 4 = 0®3

5 = 5®0 (5) = 501-3®1
6 = 600=006 = 185-1®3
7 = T®0 (6) = 0®5

8 = 800=00®2

§ = 8e0=088

1 et (0) sont respectivement les générateurs chiraux gauche et droit. La partie ambichirale

isomorphe a l’algebre de graphe Djg. Nous appelons “Djg” le sous-espace engendré par
les éléments de type a. L’algebre de graphe de E7 n’apparait pas comme une sous-algebre
de Oc(FE7), mais comme un quotient. Nous appelons “E;” le sous-espace engendré par les
éléments de type (z). Nous donnons dans la Tab. 4.7 la multiplication des éléments de Oc(Er)
par ses générateurs.

Nous pouvons voir que la multiplication des éléments de ’algebre d’Ocneanu de E7 par
ses générateurs est en effet codée par le graphe d’Ocneanu de FEr, illustré a la Fig. 4.22.

La table de multiplication complete de I'algebre Oc(E7) posséde la structure suivante :

“Dlo” x “Dlo” N LtD1077 “E777 X “Dlo” N “E777
“D]_O” X “E777 — “E777 “E77’ X “E777 SN “D]_O”

Appelons a, b, ¢ des éléments de la partie “D1g”, et (z), (y) des éléments de la partie “E7”.

9

La structure multiplicative de la partie “D1y” x “Dyy” — “Dig” est codée par les matrices

de fusion GP10 de Dy, et la structure complete est donnée par :

ab = > (GP)c @a = Y (h)ay ¥

c Y
a(z) = D (Sa)ay () @)-() = D (hyaa
Yy a

ou les 10 matrices 7 x 7 s, codent I'action de Dqg sur E7, et sont des combinaisons linéaires

des matrices de fusion de E7° :

50 = G 52 = G s4 =G4+ Gg s¢ = G + G2 sg = Go + Gy
s1 =G s3 = G3 s5 = G5 + G3 s7=G3+ Gy sg = Go

®Bien que les matrices de fusion G de E7 possédent des coefficients négatifs, les matrices s, définies comme

des combinaisons linéaires de telles matrices sont & coefficients entiers non-négatifs.
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“D1g” 1 “D1g” (0)
0 1 0 0)
1 0+2 (0 | 0+8
2 1+3 8 | (0)+(4)
3 244 4) | 8+4
4 345 4 @W+©)
5 4+6 (6) 4+6
6 547 6 | (6)+(2)
7 6+8+8 2) |2+6+8
8 7 2 2)
g 7 8§ 1 @
“Er” 1 “Ey (0)
(0) ()] 1 @
@) 0)+2) @ | 1+7
) @1 +B6) T M+B)
3) [ @)+ @) +(6) (3) |3+5+7
4) (3) 3 (3)
(6) B3)+06) 5 1 B3)+06)
(5) (6) (5) 5

TAB. 4.7 — Multiplication des éléments de I’algebre d’Ocneanu de E7 par ses générateurs.

Les matrices s, et s/ sont des matrices rectangulaires 10 x 7 et 7 x 10 définies par :

(Slx)ay = (Sg)ya = (Sa)wy s =s"

La structure multiplicative complete de Oc(Er) est codée par les matrices O, qui, dans la

base {z} = {a,(y)},z =0,2,--- 16, sont données par :

GDw |
pour x =0,1,--- .9

Sx

/
; - - S-10 pour z = 10,11,---,16
(82—10) .

Les matrices s, définissent I'action de Djg sur Er. L’action d'un élément de Oc(E7) sur Ex
est obtenue en utilisant notre réalisation algébrique de Oc(E7). Pour un élément de Oc(E7)

de la forme = = 0, ® o3, avec o4, 0p € Dig, alors :

56.0'57 = Z (Sx)cd 0'57 Sz = 84-5p (4.63)
deEr
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Fia. 4.22 — Le graphe d’Ocneanu de FEy

Dimension des blocs La dimension d; des blocs de la bigebre BE7 pour la loi de compo-

sition est donnée par d; = Za,b(FiE7)llb pour a,b € E7 et i € Ay7. Nous avons explicitement :
d; : (7,12,17,22,27,30, 33, 34, 35, 34, 33, 30,27,22,17,12,7)

La dimension des blocs de B(E7) pour la loi de convolution est obtenue en sommant les

éléments des matrices S;, pour x € Oc(Er) :
dy : (7,12,17,22,27,30,33,34, 18,17, 12, 24, 34, 44, 30, 16, 22)
Les regles de somme linéaire et quadratique sont vérifiées :

dim(B(E7)) = > di = >  di = 10905

1€A17 z€0c(E7) (4.64)

Yd) = D da = 399

i
La relation de masse quantique entre Oc(E7) et A(FE7) = Aj7 est satisfaite :

m(Dlo).m(Dlo)
m(J)

m(Oc(Er)) = =m(A17) (4.65)

ott m(J) = qdim?(0¢) + qdim?(o2) + qdim?(o4) + qdim?(o6) + qdim?(os) + qdim?(og/) est la

masse quantique de la sous-algebre J de Djy. La masse quantique de Oc¢(7) est définie dans

(4.65) en fonction de la réalisation Oc(FE7) = D1g ®,,7 D1o. Notons que nous avons aussi :
m(D1o)-m(E7)

mn) )
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onm(J') = qdim?(o1)+qdim?(o3)+qdim?(os), avec {01, 03,05} € E7. Cette derniére relation
nous suggere que ’algebre d’Ocneanu de E7 puisse aussi étre réalisée par D1y ® ;v E7, ce qui

expliquerait mieux pourquoi F; aparaisse comme un quotient de Oc(E7).

Matrices toriques et fonctions de partition généralisées L’action de Ay;7 (& gauche
et a droite) sur Oc(Er) est calculée — utilisant la réalisation Oc(E7) = D1g ®, D1o— a travers

I'action de Aq7 sur Dyg, codée par les matrices FZ-D“’. Pour un élément = = o ® op de Oc(Er) :

Ti.Tj = Ti-(0a ® o) Tj = Z Z i) Vod (e ® 04) (4.66)
c€D1o deD1g

Il faut alors projeter les éléments o, ® o4 sur la base de Oc(FE7), d’apres les identifications
(4.61) et (4.62). Pour obtenir 'expression de la matrice Wy, il faut calculer les termes pro-
portionnels a I’ élément y apres la projection. Il est difficile d’écrire une formule générale pour
la matrice W, cependant, une fois le y choisi, le calcul est simple a travers les identifications.

Nous avons par exemple :

Ti.(0a®0'b)~7'j = ZZ i) bd (0c.p(oq) ®Uo +ZZ

¢ deJ c d¢J
= > > > (A Gop(aye (7e ®00) + ) -
c deJ e c d¢Jj

et les matrices toriques W, = Wy et les matrices toriques généralisées sont alors données

par :

W, = Z(Fi)aC(Fj)bp(c)

ceJ
(4.67)
Wey = D (Ou)y= W2

2€0c(Er)

En particulier, 'invariant modulaire est égal a :
M =Wy = Z(Fi)Oc(Fj)Op(c)
ceJ

Les fonctions de partition généralisées du modele E7 sont définies en fonction des caracteres

Xi(q) de su(2) par :
x|y Z Z XZ xy szj( )

1€A17 jEALT
Les fonctions de partition & une ligne de défauts sont publiées dans [25]. Elles s’écrivent de

maniere plus compacte en fonction des caracteres étendus du modele Dy :

ZI‘O = Z )%ac?bp(c)

ceJ
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avec :

Xab = Y (GP)epXe Xe= D> i

ceD1g i€A17

La fonction de partition invariante modulaire est :

Zp, = IXol* + [l + X6 + [Xs']* + (X2-Xs + hoc.)
= Ixo0+xa6l® + Ixa + x121* + Ix6 + xa0l* + [xs|* + [(x2 + x14)-Xs + h.c.]

4.3 Quelques exemples du cas su(3)

Les diagrammes de Coxeter-Dynkin des cas su(3) sont publiés dans [71]. Nous utilisons les
mémes méthodes que celles introduites dans le cas su(2) pour construir I'algebre d’Ocneanu
des trois cas exceptionnels possédant self-fusion du systéme su(3), et ainsi obtenir les fonctions

de partition généralisées associées.

4.3.1 Le cas &;

Graphe et matrice de fusion Le graphe & est illustré a la Fig. 4.3.1. Le niveau est £ = 5,
laltitude x = [ +3 = 8 et la norme 8 = 1 + 2cos(27/8) = 1 + /2. L’identité est 1g, et la
fondamentale & laquelle correspond le graphe est 27 (la fondamentale conjuguée est 27). La
conjuguaison correspond a la symétrie par rapport a I’axe qui passe par les vertex 1g et 13

(seules irreps réelles) : 15 = 19,17 = 15,15 = 14,15 = 13; 2§ = 23,2} = 29,2 = 2s.

(0,5)

(0,0) (1,0 (5,0)

15

F1G. 4.23 — Les diagrammes de Coxeter-Dynkin généralisés & et As.

Le graphe &5 détermine de maniére unique son algebre de graphe, dont la table de multi-
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plication commutative est donnée par :

11"1]‘ = 1i+j
1,2, =2.1; = 2 (4.68)
2.2; = 2454253+ Liyj-3

ol les indices i et j varient de 0 & 5 mod 6. Clairement le sous-ensemble 1; forme une
sous-algebre de &. La matrice de fusion correspondant a la fondamentale 27 est la matrice
d’adjacence du graphe®. La conjuguaison se traduit au niveau matriciel par la transposition :
G = GL. A partir de la table de multiplication (4.68), il est immédiat de calculer les matrices

de fusion (7, associées aux vertex a € &s.

Induction-restriction Le graphe de la série A de méme norme que &5 est Ay, illustré
aussi a la Fig. 4.3.1, a partir de laquelle nous obtenons les matrices de fusion Nig de la
représentation fondamentale (1,0), et de la fondamentale conjuguée : Ny 1 = Nljj o- Les autres
matrices de fusion NN; et les matrices F; codant I'action de Ajs sur & (pour i = (A1, \2) € As)
sont déterminées par la formule de récurrence tronquée de SU(3) (avec F1g = Ga,). La
matrice essentielle F, s’obtient par (E1,)ia = (Fi)1,q : €lle contient 21 lignes labellées par les
vertex i € As et 12 colonnes labellées par les vertex a € £5. De cette matrice, nous lisons les

regles de branchement A5 — &5 ainsi que les regles d’induction, données par :

1p < (0,0),(2,2) 20 < (1,1),(3,0),(2,2),(1,4)
1; < (0,2),(3,2) 21 «(1,0),(2,1),(1,3),(3,2)
19 < (1,2),(5,0) 29« (0,1),(1,2),(3,1),(2,3)
13 < (3,0),(0,3) 23« (1,1),(0,3),(2,2),(4,1)
14 < (2,1),(0,5) 24 —(0,2),(2,1),(4,0),(1,3)
15 < (2,0),(2,3) 25 < (2,0),(1,2),(3,1),(0,4)

La valeur de T sur les vertex i = (A, Ap) € As est donnée dans la Tab. 4.3.1

(A1;A2) || (0,0) | (1,0) | (2,0) | (3,0) | (4,0) | (5,0) | (1,1) [ (2,1) | (3,1) | (4,1) | (2,2) | (3,2)
0,1) | (0,2) | (0,3) | (0,4) | (0,5) (1,2) | (1,3) | (1,4) (2,3)
7 | s | v w1 [ 132013 ] 4 17| 5 | 19]

TAB. 4.8 — Valeur de T sur les vertex (A1, A2) du graphe As.

Nous pouvons vérifier que les valeurs de T sur les vertex (A1, \2) dont la restriction donne
un vertex 1; sont égales : ceci permet de définir une valeur fixe de T aux vertex du type 1;.
Par contre, pour les vertex de type 2;, il n’est pas possible de définir une valeur fixe de T.

Ceci nous donne une caractérisation de la sous-algebre J, engendrée par les éléments 1;.

5Dans le livre [33], la matrice d’adjacence de s est incorrecte : la discussion subséquente n’est donc pas a

prendre en compte.
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Algebre d’Ocneanu Nous conjecturons alors que 'algebre d’Ocneanu de &5 est définie
par :
Oc(&5) = E @5 & = & @ &, (4.69)

ou nous identifions les éléments (a ® b c) avec (a.b* ® c),pour b € J = {1, } L’ algebre Oc(&s)
est de dimension 12 x 2 = 24, et une base est donnée par les éléments a ® 1g et a ® 2g. Les

identifications dans Oc(&5) sont données par :

1i®1j = 1y ®1l = 10®1i*+j A
2:01; = 2450 ®1y = 200 Ly, L
1,02 =1;®1;2 = liyj®2 = 1og® 24 R
2,®2 =212 = 24 @2 = 2 O 2%y, C

La multiplication dans Oc(&5) est définie a travers celle de &5 et les identifications précédentes.
La sous-algebre chirale gauche est engendrée par L = {a ® 1p}; la sous-algebre chirale
droite est engendrée par R = {1 ® a}. Ces deux sous-algebres sont de dimension 12. Leur
intersection est la sous-algebre ambichirale A = {1; ® lo=1p ® 1;+} de dimension 6. Le sous-
espace supplémentaire est engendré par C = {2; ® 20 = 29 ® 2;+}, aussi de dimension 6. Le
graphe d’Ocneanu (de multiplication par les générateurs gauche 2; ® 1g et droit 1y ® 21) est
illustré a la Fig. 4.24, comme deux graphes & superposés (rouge et bleu), ayant comme vertex
communs les points extérieurs ambichiraux (noir), et la partie supplémentaire & lintérieur
(vert). Les lignes bleues et rouges correspondent a la multiplication par les générateurs chiraux
gauche et droit, les lignes vertex proviennent de la superposition de lignes bleus et rouges. Le
graphe est orienté, mais nous n’indiquons pas l'orientation des arcs pour ne pas surcharger la
figure.

En utilisant les identifications dans &5, nous pourrions alors facilement obtenir les matrices
O, (z € Oc(E5)) qui codent la multiplication dans Oc(&s). L’action d’un élément z = a ® 1q
(resp. & = a ® 2) de Oc(E5) sur un élément b de & donne Iélément (a.19.b) € & (resp.

(a.29.b)). Les matrices S, qui codent cette action sont donc égales a :

r — a — .1
S;,;—{ 5 G z=a®lo (4.70)

Sy = Ga.Gy, T=a®2

Dimensions des blocs La dimension des blocs de la digebre BE5 pour ses deux lois multi-
plicatives est donnée par la somme des éléments des matrices F; et S,. Les regles de somme

linéaire et quadratique sont vérifiées :

Z d; = Z dy = 720 dim(BEs) = ZdQ Zcﬂ — 29376

1€A5 2€(O0cEs)

Les masses quantiques de & et As sont données par : m(E5) = 12(2 + V/2) et m(As) =
48(3+2+/2). Définissons la masse quantique du graphe Oc(&s) par m(&)?/m(J), on J = {1;}
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FiG. 4.24 — Graphe d’Ocneanu de &5

et m(J) =Y, qdim?(1;) = 6, alors la relation de masse quantique est satisfaite :

m(Es).m(Es)

m(Oc(&s)) = ()

= m(As) = 48(3 + 2V/2)

Matrices toriques et fonctions de partition généralisées Les matrices toriques
généralisées sont définies par l'action de Az sur Oc(E5). Pour un élément x € Oc(&s) de

la forme a ® 1g, 'action a droite et & gauche d’éléments i,j € As est :
i(a®lo)j = D Y (F)a(Fe (b®c)
b c

= Z Z(Fi)ab(Fj>1oc (bC* ® 10) + Z(E)ab(Fj)loc (bé* ® 20)

ceJ cgJ

b
= SN N (FE)ab(F)10e(G)era (d ® 1)

b cedJ d

+ D Y (F)ab(F)1ge(Go)awa (d ® 2)

b c¢J d

ol 2; = 1;. Introduisons les matrices G/, définies par :

(Glc)ab - (Ga)bc a.b = Z(Ga)bc Cc= Z(Gé)ab c

c C
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Nous avons alors par exemple :

= (G
a®10,d®10 Z Z 1OC d)

ceJ

Les autres matrices Wy, se calculent de la méme maniere, et les 24.24 = 576 matrices toriques

généralisées de & s’obtiennent par :

DD (Fan(Eoe(Gones r=a®lo,y=d® lo
b ced
ZZ ’L 10C Gd)bt:* r=a® lg,y=d® 2
Wey =< D2 . . (4.71)

DD (F)ab(Fy)oe( G T=a®2,y=de I
b ced . .
ZZ J)20¢ Gd) rT=a® 20,y=d® 2

\ b c¢J

Pour d = 1¢, nous avons (G/;)pe+ = Opc, alors I'invariant modulaire M est donné par :

M= 10®10,10®10 o 26; i)10c(F})10c (4.72)
C

Les fonctions de partition généralisées sont données par :

:vy = Z Z Xz xy lJXJ (Q) (4'73)

1€A5 jEAS

ol les x; sont les caracteres de lalgebre su(3). Introduisons les caractéres étendus Y, (¢q) (un

pour chaque point du graphe &) :

Xa(q) =Y (Fi)1ga xi(@) = D _(F1o)ia xi(q) (4.74)

7 i

Ils sont entierement déterminés en fonction des caracteres de su(3) par la connaissance de la
matrice essentielle Ey : nous les présentons dans I’Annexe D. Introduisons aussi les caracteres

étendus généralisés :

Xab(Q) = Z(Ga)bcf(c(Q) = Xba(Q) (475)

c

qui sont des combinaisons linéaires des caracteres étendus x,. Alors, les fonctions de partition
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généralisées du modele & sont données par :

DY Rab (Gidoer Xen r=a®lo,y=d® lg
b ced . .
Z Z Xab (G&)bc* )ACCQO r=a® lg,y= d® 29
Zoy={ & . . (4.76)
Z Z Xab (Ga)ber Xetg rT=a®2,y=d® 1
b ced . .
DY Xab (Gidoer Xeoo rT=a®2,y=d® 2
\ b c¢J
Les fonctions de partition a une ligne de défauts Z, = Z Lot sont données par :
x,1o 0

Za®10 - Z Xac Xe = Z Z (Ga)ee Xe Xe (4.77)

ceJ e ceJ
Za®20 - Z Xae Xc = Z Z (Ga)ee Xe Xe (4.78)
c¢J e c¢J

Elles sont explicitement données en fonction des caracteres étendus x, dans 'appendice. La
fonction de partition invariante modulaire, correspondant a 1o ® 1g, s’écrit :

Zey = Z x> = IX(0,0) + X(2,2)\2 +IX(0,2) + X(s,z)\2 +[Xx(2,0) + X(2,3)’2
ceJ

+ Ixen + x5+ xeo + X0 + Ixa2 + X6

et nous pouvons vérifier qu’elle correspond a la classification de Gannon [44].

4.3.2 Le cas &

Graphe et matrices de fusion Le graphe & est illustré a la Fig. 4.25, son niveau est
¢ =9, son altitude k = 9+ 3 = 12 et sa norme [ = 1 + 2cos(27/12). L’identité est 0 et la
fondamentale 07 (03 est la conjuguée de 01). Ce graphe serait mieux illustré en 3 dimensions,
en analogie avec un avion, avec le cockpit central formé par les vertex 0; et 3; , et les deux
ailes formées respectivement par les vertex 1; et 2;, pour mieux illustrer la symétrie existant
entre les deux ailes (I'indice ¢ = (0, 1, 2) représente la trialité des vertex).
La conjuguaison correspond a l'axe passant par les vertex 0g et 3o

05 = 00,15 = 20,35 =30, 07 = 02,17 = 22,15 = 2¢,3] = 32. Comme pour les cas Dy,
de SU(2), le graphe & ne détermine pas de maniére unique une structure algébrique asso-
ciative, dlie a la symétrie entre les deux ailes. Cependant, en imposant que les coeflicients de
structure soient des entiers non-négatifs, alors la solution est unique. Comme la détermination

des matrices de fusion Gy, et G, n’est pas directe, nous donnons les matrices de fusion



4.3. Quelques exemples du cas su(3) 135

Fia. 4.25 — Diagramme de Dynkin généralisé &y

correspondant aux vertex 1g et 2¢, & partir desquelles les autres se calculent facilement. Dans

la base (0o, 1o, 20, 30; 01, 11, 21, 31; 02, 12, 22, 32), elles sont données par :

Induction-restriction Le graphe de la série A de méme norme que & est Ag, possédant
10 x 11/2 = 55 vertex. L’action de Ag sur & est codée par les matrices F;, d’ol nous
obtenons la matrice essentielle Ey, dont les colonnes correspondant aux vertex Og, 1g et 29

sont présentées a la Fig. 4.26. Nous lisons de la Fig. 4.26 I'induction & < Ay :

0o < (0,0),(4,4),(4,1),(1,4),(9,0),(0,9)
lp <« (2,2),(5,2),(2,5)

Une valeur déterminée de 7 peut étre définie pour les vertex 0Og,1g et 2¢ : T (0p) = 9 et

T(1p) = T(29) = 21, ce qui n’est pas possible pour les autres vertex de &. La sous-algebre J
est donc engendrée par {0g, 1o, 20}
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1 0 0
00 00 00
00O 00O 00O
00O00O 00O00O 00O0O
000O00O 00100 00100
010010 000O0O0OO 000O0O0OO
000O0OO0O0CDO 000O0OO0OO0CO 000O0OOOCO
000O0O0OO0CODO 00100100 00100100

000O0O10O0OO0ODO0 0O00O0OOOOODO O0O0OOOOOOO
1000000001 0OOOOOOOOOO OOOOOOOOODO

F1G. 4.26 — Induction correspondant aux vertex Og, 1o et 2¢ de &g.

Algebre d’Ocneanu Nous serions tentés de définir 'algebre d’Ocneanu de & par :
Oc(&) =& @5 &y (4.79)

et avec cette définition, la relation de masse quantique serait satisfaite : m(Oc(&y)) =
m(E9).m(E)/m(J) = m(Ag) = 432(7+4+/3). Cependant, comme pour les cas Do, de SU(2),
T possede la méme valeur sur les vertex symétriques 1o et 2¢g de J. Dans le cas Ds,, cette
particularité conduit a la non-commutativité de I’algebre Oc(Da,,). L’algebre définie en (4.79)
est commutative : nous nous atendons & ce que Oc¢(&y) contienne aussi une composante matri-
cielle tenant compte de la non-commutativité. Connaissant le graphe d’Ocneanu de Doy, nous
sommes parvenus a donner une réalisation de ’algebre d’Ocneanu. Cependant, dans le cas &g,
sans la connaissance du graphe, nos méthodes basées sur les données provenant de I'opérateur
modulaire 7' semblent insuffisantes pour déterminer la structure complete de Oc(&y), qui nous
permettraient d’obtenir toutes les matrices toriques et fonctions de partition généralisées.
Notons toutefois que I'identité de Oc(&y) est 0 ® Op, et nous pouvons calculer la fonction

de partition associée a ce point. Définissant les caracteres étendus de & suivants :

X0 = X001+ X0,9+ X090+ X1,4+ X4,1 + X4
Xio = X20 = X227+t Xx25+X52
nous trouvons :
L2 L2
259 = Zﬂo®00 - ; (Fi)OC (Fj)OC = ‘XOO‘ +2 ’le)’
C!

et cette expression correspond bien a la fonction de partition invariante modulaire de la

classification de Gannon [44].

4.3.3 Le cas &y

Graphe et matrices de fusion Le graphe &9 est illustré a la Fig. 4.27. Son niveau ¢ = 21,
son altitude K = 21 + 3 = 24 et sa norme § = 1 4 2cos(27/24). 0 est I'identité, 1 et 2 sont
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les générateurs (l'orientation du graphe correspond au générateur 1). Le graphe possede 24
vertex. La conjuguaison correspond a la symétrie par rapport a I’axe horizontal passant par

les vertex 0 et 21.

Fic. 4.27 — Le diagramme de Dynkin généralisé ;.

Le graphe &1 détermine de maniere unique son algebre de graphe. La multiplication par le
générateur 1 est codée par la matrice d’adjacence du graphe : G; = Gg,,. La conjuguaison se
traduit au niveau matriciel par la transposition : G+ = GZ-T. La détermination des matrices de
fusion est directe jusqu’au vertex 9. Par exemple, 1.1=2+4+5 nous donne G5 = G1.G1 — G». Le
graphe est aussi symétrique par rapport au point central (centre de 1’étoile) : nous appelons
R cette symétrie (par exemple 07 = 21, 1% = 22 11% = 14). Au niveau de la multiplication,
ceci se traduit par :

a.b=at.bf (4.80)

Utilisant cette symétrie, il est alors immédiat de compléter la table de multiplication et
d’obtenir les autres matrices de fusion. Pour a = 0, I'"équation (4.80) donne b = 21.b%. En
particulier 9 = 21.6, ce qui nous donne Ga1 = Gg.Gg ! Les autres matrices G}, s’obtiennent

alors facilement par Gy = G21.Gyr (par exemple Gaog = Go21.G1, Gz = G21.G2).

Induction-restriction Le graphe A de méme norme que &1 est Asp, qui possede 22 x
23/2 = 253 vertex, labellés par (A1, \2). L’action de Ay sur £9; est codée par les 253 matrices
F; = F(), »,) obtenues par la relation de récurrence tronquée de su(3), avec F} = F,0) = G-
Les matrices essentielles — en particulier Ey — s’obtiennent comme d’habitude : elles possedent
253 lignes labellées par les vertex de As; et 24 colonnes labellées par les vertex de 31, et Fy
nous donne l'induction-restriction entre Aoy et £91. Nous illustrons a la Fig 4.28 les lignes de
Ej correspondant aux vertex 0 (a gauche) et 21 (a droite).

Nous pouvons vérifier que la valeur de I'opérateur modulaire T est constante pour les

vertex de As; dont la restriction donne le vertex 0 (T = 21 sur éléments non-nuls de la partie
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F1G. 4.28 — Induction correspondant aux vertex extrémaux 0 et 21 de &9

gauche de la Fig. 4.28). Ceci est vrai aussi pour le vertex 21 (1" = 39). Par contre, T évalué
sur les éléments non-nuls des 22 autres colonnes de Fj n’est pas constant : la sous-algebre J

est donc engendrée par les deux vertex extrémaux : J = {0,21}.

Algebre d’Ocneanu Nous définissons alors 'algebre d’Ocneanu Oc(€2;) par :
Oc(Ea1) = &1 @y En = E01 ® En (4.81)

oit nous identifions les éléments a @ b.c avec a.b* ® ¢ = a.b ® ¢ pour b € .J (0" =0,21* = 21).
J — ou de maniere équivalente la réflexion R — fournit une partition de &1 en classes
d’équivalence & deux éléments {a,a’}. Nous avons J = 0 = 21 = {0,21}, 1 = 22 = {1, 22},

etc. Nous choisissons un représentant ¢(a) dans chaque classe d’équivalence :
O = {op(b)|b € £} ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,10, 11, 12}. (4.82)
Pour b € @, ¢(b) = b. Un élément b ¢ ® s’écrit b = 21.¢(b). Introduisons "application p :

p(b) =0 sibe @
p(b) =21 sib¢ ®

Alors, nous avons les identifications suivantes dans I’algebre d’Ocneanu Oc(E2;) :
a®b=a.pb) @ o(b) (4.83)
et une base de Oc(&21) est donnée par les 24 x 12 = 288 éléments linéairement indépendants :
a®b a€&y, bed. (4.84)

La sous-algebre chirale gauche est engendrée par L = {a ® 0} et la sous-algebre chirale droite

est engendrée par R = {0 ®a = p(a) ® ¢(a)} toutes deux de dimension 24. L’intersection
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est la sous-algebre ambichirale, engendrée par les deux éléments {0 ®0=2® 21} et
{21 ® 0 = 0 ® 21}. Enfin, 'action d’un élément z = a ® b de Oc(E21) sur un élément ¢ de

&1 donne I'élément (a.b.c) de Ea ; et les matrices qui codent cette action sont égales & :

Sy = Go.Gy pour z=a®b e Oc(&1) (4.85)

Dimensions des blocs Les dimensions dj, pour j = (A1, A2) des 253 blocs de la bigebre
B(&21), pour la loi de composition, sont obtenues en sommant les éléments de matrice de Fj :

elles sont présentées a la Fig. 4.29, disposées en analogie avec le graphe As;.

24
60 60
108 144 108
168 252 252 168
240 384 432 384 240
312 528 636 636 528 312
384 672 852 912 852 672 384
444 804 1056 1188 1188 1056 804 444
492 912 1236 1440 1512 1440 1236 912 492
528 996 1380 1656 1800 1800 1656 1380 996 528
552 1056 1488 1824 2040 2112 2040 1824 1488 1056 552
552 1080 1548 1932 2208 2352 2352 2208 1932 1548 1080 552
528 1056 1548 1968 2292 2496 2568 2496 2292 1968 1548 1056 528
492 996 1488 1932 2292 2544 2676 2676 2544 2292 1932 1488 996 492
444 912 1380 1824 2208 2496 2676 2736 2676 2496 2208 1824 1380 912 444
384 804 1236 1656 2040 2352 2568 2676 2676 2568 2352 2040 1656 1236 804 384
312 672 1056 1440 1800 2112 2352 2496 2544 2496 2352 2112 1800 1440 1056 672 312
240 528 852 1188 1512 1800 2040 2208 2292 2292 2208 2040 1800 1512 1188 852 528 240
168 384 636 912 1188 1440 1656 1824 1932 1968 1932 1824 1656 1440 1188 912 636 384 168
108 252 432 636 852 1056 1236 1380 1488 1548 1548 1488 1380 1236 1056 852 636 432 252 108
60 144 252 384 528 672 804 912 996 1056 1080 1056 996 912 804 672 528 384 252 144 60

24 60 108 168 240 312 384 444 492 528 552 552 528 492 444 384 312 240 168 108 60 24

F1G. 4.29 — Dimensions des blocs pour la loi o de la bigebre BE»;.

Les blocs de la deuxieéme structure de la bigebre (loi de convolution) sont labellés par les
288 points du graphe d’Ocneanu, et les dimensions d, du bloc x sont obtenues en sommant
les éléments de matrice de S;, pour z € Oc(E21). Nous trouvons (I'indice donne la multiplicité
de la dimension) :

Ambichirale (24)9

Gauche (pas ambichirale) (60)4(108)4(132)4(144)2(168)2(216)2(252)4

Droite (pas ambichirale) : (60)4(108)4(132)4(144)5(168)2(216)2(252)4

Supplément ©(168)5(312)16(384)16(420)5(492)5 (600)s (636)s (744)32(804) 5 (936)s
(948)5(996)5 (1080)2 (1188)5 (1236)5(1272)4 (1440) 16 (1512)(1548)s

(1656)4(1800)16(1932)s (1968)4(2292)5 (2568)2 (2988)s (3480)s

Les regles de somme linéaire et quadratiques sont vérifiées :

Z d; = Z d, = 288576, dim(B&,1) ZdQ Zcﬂ = 480701 952.
€Az IEOC(SQl)
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Nous vérifions aussi la relation de masse quantique entre Oc(E2;1) et Ag; :

m(0c(Ea1)) = W = m(Ag1) = 288 (18 +10v3 4+ 1/6(97 + 56\/§)>2 .

Matrices toriques et fonctions de partition généralisées Nous calculons ’action des
éléments i,j de A9 sur un élément z = a ® b de Oc(E21) en utilisant les identifications
(4.83) :

i.(a ® b)] = ZZ(Fz’)ac (Fj)bd (C ® d)
c d
= >N (B (F))oa (c.p(d) @ ¢(d))
c d
= Y (Fae (B (Gl (e @ 6(d))
c d e

ol les matrices G, sont définies par (GL)q = (Gq)pe. Séparant alors la sommation sur d en une
sommation sur les éléments de la méme classe d’équivalence, les 288 x 288 = 82944 matrices

toriques généralisées de 91 s’obtiennent sous la forme compacte suivante :

Waber = Y D (Fi)ac(F))oa(Ge)epa) (4.86)

¢ gef

ou la sommation sur d se fait sur les éléments de la classe d’équivalence de f. Poure =0, f =0,
la sommation sur d devient une sommation sur J = {0, 21}, alors p(d) = d et (G{))ca = Oc.d :

I'invariant modulaire M s’écrit donc :
M =Woooo = Y _(Foe (F)oc
ceJ
Les fonctions de partition généralisées s’obtiennent alors par :

Zab,ef = Z Z Xi(Wab,ef)inj = Z Z )A(ac (Gé)cp(d) ?bd (4'87)

i€ A2 jE€A2 c€€21 def

ou les y; sont les caracteres de I'algebre su(3) et les x4 sont les caracteres étendus généralisés

de &1, combinaisons linéaires des caractéres étendus x, :

Xab — Z (E)ab Xi = Z(Ga)bc )A(c )A(C - Z(Fi)a() Xi (488)
1€A21 c 7
Les 288 fonctions de partition a une ligne de défaut Z,, = Z,p 00 s’'écrivent :

Zab = Z )ACac ?bc (4'89)
ceJ
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Les caracteres étendus x. pour ¢ € J sont :

Xo = X(0,0) T X(4,4) + X(6,6) T X(10,10) T X(0,21) + X(21,0) + X(1,10) T X(10,1) + X(4,13) + X(13,4) T X(6,9) + X(9,6)
X21 = X(0,6) T X(6,0) + X(0,15) + X(15,0) T X(4,7) + X(7,4) + X(4,10) + X(10,4) + X(6,15) + X(15,6) + X(7,10) + X(10,7)

et la fonction de partition de &1 écrite en fonction des caracteres de su(3) correspond a

I'expression obtenues dans la classification de Gannon [44] :

2521 = Z |>A(C’2 = ‘)A(O|2 + |>A(21|2 (4.90)
ceJ
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons présenté les profondes relations qui existent entre les
classifications des théories conformes a deux dimensions dans divers environnements et les
graphes codant les différentes structures d’une algebre de Hopf faible : celle-ci apparait ainsi

comme la symétrie quantique naturelle associée a ces modeles conformes.

Cette algebre de Hopf faible a été introduite par A. Ocneanu dans [66, 67]. Plus
précisemment, Ocneanu associe a chaque diagramme de Dynkin G de type ADFE une digébre
B(G) : elle est constituée de I’espace vectoriel des endomorphismes gradués de chemins essen-
tiels sur G muni de deux lois multiplicatives o et ® donnant lieu a deux autres graphes, appelés
respectivement A(G) et Oc(G). Ces derniers possedent toujours une structure multiplicative
(algebre de graphe) : nous obtenons deux algebres notées par le méme symbole que le graphe
lui-méme. L’algebre Oc(G) est aussi appelée I'algebre des symétries quantiques de G. 1l est
assez remarquable que ces trois graphes (G, A(G) et Oc(G)) avec leur structure algébrique
codent les informations sur les différents coefficients permettant de définir les fonctions de

partition du modele conforme su(2) associé au graphe G.

Le travail central de cette these a été la présentation d’une réalisation de 'algebre Oc(G)
construite comme un certain quotient du carré tensoriel de l'algebre du graphe G. Cette
réalisation permet d’obtenir un algorithme tres simple pour le calcul des divers coefficients
définissant les fonctions de partition du modele conforme su(2) associé au graphe G [25].
Par la suite, nous avons observé que l'algebre d’Ocneanu peut — dans la plupart des cas —
étre reconstruite d’aprés les propriétés modulaires du graphe G. Nous avons alors utilisé cette
observation pour étudier plusieurs exemples appartenant au modele conforme 5u(3) et obtenir
ainsi les expressions des fonctions de partition associées [26].

Les modeles minimaux (“usuels”) — construits par des irreps de l'algebre de Virasoro —
sont reliés aux modeles su(2). L’algebre de Virasoro est un cas particulier d’algebre W, :
Vir = Ws. Les modeles W,,-minimaux, construits par des irreps de ’algebre W,, généralisant
lalgebre de Virasoro, sont eux reliés aux modeles su(n). Les expressions des fonctions de
partition associées aux modeles su(3) obtenues dans le chapitre 4 permettent ainsi 1’étude

des modeles Ws-minimaux (voir [28]).
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Les graphes d’Ocneanu ont été conceptuellement définis par Ocneanu comme provenant
de la diagonalisation de B(G) pour la loi ®, mais il est intéressant de noter qu’ils n’ont — &
notre connaissance — jamais été obtenus de cette maniere ... Un autre axe de recherche de
cette these est 'étude approfondie des structures de la digebre B(G) : nous voulons d’une part
vérifier que B(G) satisfait de facto les divers axiomes définissant une algebre de Hopf faible,
et d’autre part construire explicitement le graphe d’Ocneanu a partir de la diagonalisation
de B(G). Les premiers résultats obtenus se limitent pour I'instant aux graphes de la série A
[27].

Les relations entre les classifications des modeles conformes su(2) et les graphes corres-
pondants semblent de nos jours bien connues. Cependant, les généralisations de diverses
structures & des modeles su(n) restent encore a étre formulées de maniere précise. Nous
avons grand espoir qu’une meilleure compréhension de ces généralisations fassent apparaitre
de nouvelles structures mathématiques, permettant a leur tout une meilleure compréhension

des modeles physiques sous-jascents.

Pour conclure, citons divers problemes ouverts qui devraient étre mieux compris :

e Peut-on définir une matrice R pour 'algebre de Hopf faible et obtenir une équation de
Yang-Baxter (généralisée) ? Quels seraient les modeles intégrables associés 7

e Trouver une définition simple et directe — valable dans tous les cas — pour le produit
de convolution ®. Peut-on obtenir le produit de convolution a partir du carré tensoriel
d’un produit * défini directement sur I’espace des chemins essentiels 7

e Quelle est l'origine de la regle de somme linéaire et de la regle de masse quantique ?

e La généralisation des diagrammes ADE pour les cas su(3) et su(4) est connue, mais
une définition rigoureuse des “diagrammes généralisés de Coxeter-Dynkin” devrait étre
formalisée (et publiée).

e La structure algébrique associée a un diagramme ADE est Palgebre de Lie. Quelles
seraient les structures algébriques (généralisant la notion d’algebre de Lie) associées a
des diagrammes généralisés ?

e Nous avons défini les fonctions de partition pour les modeles affines définis sur le tore,
mais une généralisation dans diverses directions est envisageable. En particulier, que se

passe-t-il pour des systemes définis sur des surfaces de genre plus élevé que le tore?



Annexe A

Diagrammes de Dynkin ADFE et
ADEW

diagramme K exposants
ATL —e—o — — — — — o—o——0 n+1 1,2,...,”
T0 T1 T2 Tn—3 Tn—2 Tn—1
/n—2
D, 2n—1) 1,3,...,2n—52n—3;n—1
g0 o1 g9 O'n740‘n>\al
n—2
g3
FEg 12 1,4,5,7,8,11
g0 o1 02 05 04
g3
Ey 18 1,5,7,9,11,13,17
g0 o1 02 06 05 04
03
FEg , 30 1,7,11,13,17,19,23,29

oo 01 02 07 0O O5 04

TAB. A.1 — Diagrammes de Dynkin ADFE, leur nombre de Coxeter x et leurs exposants de

Coxeter m®
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diagramme r
1
A,(S) A Cn
1 1 1 1 1 1
1 1
-D7(7,1) >— ————— —< DTL—2
2 2 2 2
1 1
1
¥
g , T
1 2 3 2 1
2
EM O
1 2 3 4 3 2 1
3
EY I 7
1 2 3 4 5 4 2

TAB. A.2 — Diagrammes de Dynkin ADE(M et le sous-groupe I' C SU (2) correspondant.



Annexe B

Correspondance de McKay

classique et quantique

B.1 Correspondance de McKay classique et graphes ADEW

B.1.1 Le groupe SU(2) classique

Considérons le groupe SU(2) et ses représentations irréductibles’. Ce groupe possede des
irreps de dimension n, notées (n), pour tout entier positif n > 1. L’irrep (1) est I'identité, 1'ir-
rep (2) est la fondamentale. Nous pouvons former le produit tensoriel (i) ® (), et décomposer

le résultat en somme directe d’irreps (k) :

(i) ® (j) = PN (k). N €N, (B.1)
k

ou M’; est la multiplicité de (k) dans (i) ® (j). Un résultat bien connu est la décomposition

du produit tensoriel d’une irrep (n) par la fondamentale :
2)@(n)=Mnm-1)& (n+1). (B.2)

Remarque 6 En adoptant le langage de spin pour des particules de type fermionique, bien
connu des physiciens, lirrep de spin j, j demi-entier, est de dimension n = 2j + 1. La
représentation fondamentale, de dimension deuzx, correspond au spin 1/2. Alors, la formule
(B.2) correspond simplement au couplage entre une particule de spin 1/2 et une particule de

spin j, qui donne la somme de particules de spins (j —1/2) et (j +1/2).

Tout irrep peut étre obtenue a partir d’'une certaine puissance du produit tensoriel de la

représentation fondamentale. En effet, en écrivant :

2 =222 o (2),

n

Nous écrirons par la suite “irrep” comme un abrégé “franglais” pour représentation irréductible.
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et utilisant (B.2), nous avons :

2% = e
2% = @e@2a@®
2% = WeDaeBdeB eB) e®)

En utilisant D’associativité de ® et en effectuant les calculs dans l'espace virtuel des
représentations (c.a.d. en admettant des signes négatifs dans I’étape intermédiaire des cal-
culs), nous pouvons, & partir de la donnée de (B.2), calculer la décomposition de (i) ® (j).
Par exemple, (2)%° = (1) @ (3), donc, en éerivant (3) = (2)®” — (1), nous pouvons calculer la

décomposition de (3) ® (n), pour tout irrep (n). Un exemple :

BeE) = (% -0)e)
- @e@eB) - 1))
- Moo e®) -G
- WeE o)

A la fin du calcul, nous retrouvons seulement des signes @. Par la méme méthode, nous
pouvons ainsi calculer toute décomposition (i) ® (j), et obtenir ainsi les coefficients entiers
non-négatifs N’Z’; de (B.1).

B.1.2 Formulation matricielle et graphe A,

Le résultat de la décomposition (B.2) peut étre codé par le graphe A, de SU(2) :

Fi1a. B.1 — Graphe Ay, de SU(2).

Les vertex du graphe Ao, sont labellés par les irreps (i) de SU(2), et (2)® (i) se décompose
en la somme directe de irreps (j), tel que (j) soit voisin de (z) sur le graphe (voisin dans le
sens qu’un arc relie (i) & (j))2. Soit G la matrice d’adjacence du graphe A, c.a.d. une matrice
carrée infinie telle que (G);; = 1 si (¢) et (j) sont voisins sur le graphe, et (G);; = 0 sinon.

Alors, la formule (B.2) s’écrit aussi :

(2) @ () =P @) (- (B.3)

J

Il y a un arc reliant (n) & (n — 1) car (2) ® (n) = (n — 1) @ (n + 1), mais il y a aussi I'arc inverse reliant
(n—1)a(n)car (2)® (n—1) = (n—2) @ (n) : le graphe A est donc bi-orienté.
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D’une maniere générale, nous pouvons coder matriciellement le résultat de la décomposition
(B.1) : pour chaque irrep (i), introduisons une matrice carrée infinie N; telle que (N;) 5 = /\/z’;
Alors, (B.1) s’écrit aussi :

(i) © () = €D (Ni)j. (k)- (B.4)

k
Nous avons N1 = 1 et No = G. Les autres matrices N; s’obtiennent & partir de la connaissance

de Nj et Ny par la formule de récurrence pour SU(2) :
N; = No.Ni_y — Ni_o, Vi> 3. (B.5)

Conclusion 4 Le graphe Ay, (ou sa matrice d’adjacence G = Ny) code la décomposition de
(2) ® (i) en somme directe de irreps (j). A partir de ces données, nous sommes en mesure de

calculer facilement toutes les décompositions (i) ® (j).

B.1.3 Sous-groupes I' de SU(2) et graphes ADEW

Les sous-groupes finis I' de SU(2) ont été classifiés il y a plus d'un siecle® par Felix Klein
[55]. Ils forment deux séries infinies : C, (le groupe cyclique d’ordre n) et D,, (le groupe
binaire dihédrique d’ordre 4n); et trois cas exceptionnels : 7,0 et Z (respectivement le
groupe binaire tétrahédrique, octahédrique et icosahédrique, d’ordre 24, 48 et 120). L’image
(T,0,I) C SO(3,R) de ces trois groupes exceptionnels sont les groupes de symétries des cing
solides platoniques (7" pour le tétrahedre, O pour 'octahedre et son dual le cube, et I pour
I'icosahedre et son dual le dodécahedre). De méme, 'image (C,, D,,) C SO(3,R) des groupes
cycliques et binaires dihédriques peuvent étre vus comme les groupes de symétrie respecti-
vement d’une pyramide et d’un prisme, a n faces. Pour ces sous-groupes finis I' C SU(2),
nous pouvons aussi considérer leurs représentations irréductibles, qui forment maintenant un

ensemble fini, noté Irr(I"), et calculer la décomposition de tout produit tensoriel :
(00) @ (05) = P N (ow), V(04), (05), (ok) € Irr(T). (B.6)
k

De maniere parallele au cas SU(2), formons le produit tensoriel (2) ® (0;), ou (2) est la
représentation fondamentale induite de SU(2)* et décomposons le résultat en somme directe
de (0j), ou (0;) et (o) € Irr(T"). Le résultat suivant est di a J. McKay [60] et est connu sous

le nom de correspondance de McKay :

Théoréme 10 (McKay) Pour tout sous-groupe fini I' C SU(2), la décomposition en irreps
(0j) du produit tensoriel (2)®(0;), ot (2) est la représentation fondamentale induite de SU(2)
et (0y), (05) € Irr(I"), est donnée par :

(2) @ (01) = P (Gr)ij (o)), (B.7)

J

3D’une certaine facon cette classification a été réalisée a 1’époque de Platon, il y a donc plus de 2000 ans!
4(2) € Irr(T) pour tous les sous-groupes finis de SU(2), & I'exception de C,, pour lequel (2) est réductible.
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ot Gr est la matrice d’adjacence® d’un diagramme de Dynkin affine ADED).

Les diagrammes ADE™ sont illustrés dans ’Annexe A. Les vertex de ces graphes sont
labellés par les irreps (o;) du sous-groupe fini I' C SU(2) correspondant. Pour tout I', la plus
grande valeur propre de sa matrice d’adjacence Gr, notée 3, est égale a 2. Elle correspond
a la dimension de la représentation fondamentale (o2). Le vecteur-propre normalisé corres-
pondant a [ est appelé vecteur-propre de Perron-Frobenius, noté P. La normalisation est
telle P(1) =1 = dim(oq), et les composantes de ce vecteur donnent les dimensions des irreps
correspondantes : P(i) = dim(o;).

Nous connaissons la décomposition de (01) ® (o) ('identité) et de (o2) ® (0;) (par la
donnée du graphe ou de (B.7)). En utilisant ’associativité de ®, par des calculs similaires a
ceux effectués pour le cas SU(2), nous pouvons alors calculer toute décomposition (0;) ® (0;)
(il faut parfois utiliser des arguments de symétrie pour compléter la table de tensorialisation :
voir I’exemple du cas Egl)). Nous obtenons ainsi les entiers non-négatifs ./\/,f; de (B.6).

Soit r le nombre de irreps de I' : a chaque irrep o; nous lui associons une matrice r x r INV;,
telle que (IV;);r = /\/'Z; Nous avons N1 = 1,4, et Ny = Gr. Ayant calculé la décomposition
de (0;) ® (0j), nous obtenons directement les autres matrices N;. Ces r matrices IN; ainsi
obtenues commutent toutes entre-elles : elles peuvent donc étre simultanément diagonalisées,
a l'aide d’une matrice que nous appelerons S. Un fait remarquable est que cette matrice
S, proprement ordonnée, représente la table des caracteres de I' [61, 57]. Nous 1'obtenons
sans faire appel a la connaissance des classes de conjuguaison ni a la donnée explicite des

caracteres : ce résultat est connu sous le nom de correspondance de McKay généralisée.

Conclusion 5 I existe une correspondance entre les irreps (o;) des sous-groupes finis I' de
SU(2) et les vertex des graphes ADEW . Ces graphes codent la décomposition du produit
tensoriel (2) @ (0;), ot (2) est la représentation fondamentale induite de SU(2). La simple
donnée du graphe nous permet alors de déterminer les dimensions des représentations (a
travers les composantes du vecteur de Perron-Frobenius), de reconstruire la table de tensoria-

lisation (0;) ® (0j), et d’obtenir la table des caractéres de I'.

B.1.4 Exemple : le groupe binaire octahédrique O et le graphe Eél)

L’exemple du groupe binaire tétrahédrique 7 est largement traité dans [20] (voir aussi
[21]) ; nous traiterons ici brievement 1’exemple du groupe binaire octahédrique O. Considérons

le groupe de symétrie O du cube, ou de son dual l'octahedre. O est isomorphe’ au

511 faut choisir un ordre pour représenter la base des irreps o; : nous prendrons toujours comme premier

élément la représentation identité (o1) et comme deuxiéme élément la représentation fondamentale (o2).
5 Attention, nous parlons ici du groupe O défini comme sous-groupe de SO(3) (toutes les transformations

ont un déterminant égal & 1), et non pas du groupe complet des symétries du cube (ou de loctahedre), qui
est un sous-groupe de O(3), de dimension 48 (on inclut les réflexions). Le groupe binaire octahédrique O que
nous considérons ici est également d’ordre 48, mais il n’est pas isomorphe au précédent; de plus, c’est un
sous-groupe de SU(2), non de O(3).
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groupe symétrique de permutations a 4 éléments, Sy, d’ordre 4! = 24. La théorie des
représentations des groupes symétriques de permutation est bien connue : Sy possede 5
irreps notées (01,01, 091,03,03 ), respectivement de dimension : (1,1,2,3,3). Nous avons
bien str : Ordre(O) = 12 + 12 + 22 + 32 + 32 = 24. Comme sous-groupe de SO(3), O
possede 5 irreps : ce sont aussi des irreps de sa pré-image dans SU(2), le groupe binaire
octahédrique O. Mais celui-ci en possede trois autres, de dimension 2, 4 et 2. En tout, O
possede 8 irreps, notées {o1,01,00 = f,09,09,03,03,04}. On vérifie que Ordre(O) =
(12 + 12 + 22 + 32 + 32) + (22 + 4% + 22) = 48. Formons le graphe ayant comme vertex les
irreps o; € Irr(O), et tel que o; soit voisin de o; si o; apparait dans la décomposition de
f ® o;. Nous obtenons alors le graphe suivant, qui est le diagramme de Dynkin affin Eél)

(correspondance de McKay) :

0'2//
@ ® ® I L L L
o1 oo =f o3 o4 o3 oo o/

Fia. B.2 — Graphe Eél)

Par exemple, du graphe, nous lisons : f ® 04 = 03 ® 03 @ 09, f & g9v = 4. Choisis-
sons comme ordre des irreps : {01,071/, 09, 09/, 091, 03, 03/, 04}, alors la matrice d’adjacence du

graphe dans cette base s’écrit :

1
1

1 1

1 1
= 1
1.
|

111

La norme du graphe est définie comme étant égale a sa plus grande valeur propre, et vaut
B = 2. Les composantes du vecteur-propre correspondant (Perron-Frobenius), normalisées
telles que P(o1) = 1 sont :

P=(1,1,2,2,2,3,3,4)

Nous reconnaissons les dimensions des irreps. Par des calculs similaires a celui effectué pour
le cas SU(2), nous pouvons remplir la table de tensorialisation des irreps. Mais il faut aussi
utiliser la symétrie Zo du graphe par rapport au vertex o4 pour compléter la table. Appelons

0 la réflexion par rapport au vertex o4. Alors, 6(0;) = oy pour i € {1,2,3}, et 0(04) = 04,
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O(o9r) = o9, et nous avons :

0i ®0(0j) = 0(0;) ® 0y, 0i @ oj = 0(0i) © ().

Nous pouvons alors compléter la table de tensorialisation, présentée dans la Tab.B.1 (pour
une meilleure visualisation, les irreps o; sont indiquées simplement par leur indice i, et & est

remplacé par le signe +) :

EN R 2 3 3 2 2 4

1 1 1 2" 3/ 2 2/ 4

|1 1 2/ 3/ 3 2/ 2 4

2|2 2 141427 3+ 3 343/ 4 4 242 +4

3 3 3 3+3 142”7 +3+3 1/+2"+3+3 2+4 2/ +4 242 +4+4

3| 3 3 3+3 1V +2"4+3+3 1+4+2"+3+3 2/ +4 2+4 242 +44+4

2 2 2 4 2+4 2/ +4 1+3 1"+ 3 2" +3+ 3

200 28 2 4 2/ +4 244 143 1+3 2" +3+3

4 4 4 242 +4 2+2' 4444 242 +4+44 |[274+34+3 24343 141V +2"+34+3+3+3

TAB. B.1 — Décomposition du produit tensoriel o; ® o; pour les irreps o du groupe binaire

octahédrique O.

Dans cette table, nous avons visuellement séparé des trois autres les irreps
(01,017, 091,03,03) qui sont aussi des irreps de O, et qui se décomposent entre-elles. A par-
tir de cette table, nous obtenons immédiatement les huit matrices 8 x 8 N; qui codent la
décomposition dans O (et aussi les cinq matrices 5 x 5 codant la décomposition dans O). Pro-

prement ordonnées, les matrices S(O) et S(O) qui diagonalisent ces matrices sont données

par :
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 -1 -1
11 1 1 1
L 11 2 2 0 -1 2 -1 0 0
2 -2 0 -1 0 1 2 —V2
SO)=12 0 2 -1 0 S(0) = v2
2 =2 0 -1 0 1 =2 V2
3 -1 0 -1
3 -1 0 -1 0 1 1
3 -1 -1 0 1
3 1 0 -1 0 -1 1
4 -4 0 1 0 -1 0 0

Nous pouvons vérifier que S(O) représente la table des caracteres de O [81] et S(O) représente
celle de O [41, 61]. Nous les obtenons facilement sans faire appel aux classes de conjuguaison

ou a la donnée explicite des caracteres.

B.1.5 T comme module sur 5/’(\](2) et régles de branchement SU(2) — I’

Soient (7) une irrep de SU(2) et (o;) une irrep de I' C SU(2). Nous avons vu que (z) peut
étre obtenue & partir de lirrep fondamentale (2) de SU(2). D’autre part, le graphe ADE1)
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correspondant a I' code la décomposition de (2) ® (0;) en irreps (0;) de I'. Nous sommes donc

en mesure de calculer facilement toute décomposition de la forme :

(i) @ (05) = P Fiy (on), (B.8)
k

ol ]:fj est la multiplicité de (o) dans (i) ® (o). En d’autres termes, nous dirons que les irreps
(0;) de I' forment un module sous I’action (B.8) des irreps (i) de SU(2).

Nous savons tensorialiser les irreps (o;) de I' entre-elles : I'action (B.8) de SU(2) sur T’
peut aussi étre obtenue par les régles de branchement SU(2) < I'. La tensorialisation par (1)
et (2) est immédiate et nous donne les regles de branchement (1) < (o7) et (2) < (02). Pour
obtenir les autres, il suffit de comparer les puissances des représentations fondamentales (2)

(

et (02). Prenons 'exemple de E71). Nous avons :

@2 = o) (02)%2 = (01) ® (03)
2% = @e@eo@ (02)%% = (02)® (02) ® (04)
@ = WeMe@e®aE) a®) ()% = (@)@ (0)e (03)d(05) @ (02) @ (o)

Nous en déduisons les regles de branchement suivantes :
(3) = (o3), (4) = (04), (5) = (027) @ (o).

A partir de la connaissance des régles de branchement S U(2) — I et de la tensorialisation
des irreps de I', nous pouvons alors calculer toute décomposition (i) ® (o) en irreps o;. Si
(1) = @ (o), alors (1) ® (0k) = ®;(05) @ (o).

Conclusion 6 Soient (i) une irrep de SU(2) et (0;) une irrep de I' C SU(2). Les régles de
branchement SU(2) — T nous permettent de calculer la décomposition de (i) ® (0;) en irreps
0. Nous dirons par la suite que les irreps de I' forment un module sous 'action des irreps

de SU(2), ou plus simplement que T est un module sur @(2)

B.2 Correspondance de McKay quantique et graphes ADE

Nous voulons maintenant généraliser les résultats précédents au cas “quantique”.

B.2.1 Le groupe quantique U,(sl(2))
L’algebre Uy(sl(2)) est I'algebre engendrée par les éléments { K, K1, X} satisfaisant les
relations suivantes :
K-K' = K1 K=1
K-X: = ¢X, K

[X-H X—] =
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Définissant la comultiplication (A), la counité (¢) et Pantipode (S) sur les générateurs par :

AX)) = X, 01+K®X, AK) = KoK
AX.) = XooK'+1eX_ AK™Y) = KloKk!
S(X,) = —-K ' X, S(K) = K!
S(X.) = -X_'K S(K™Y) = K

e(Xy) =0 e(Kt) =1

munissent Uy(sl(2)) d'une structure d’algebre de Hopf [52] (pour une définition générale des
relations définissant une algebre de Hopf, voir I’Annexe C). Nous dirons aussi par la suite que
Uq(sl(2)) est un groupe quantique. Une maniere élégante d’obtenir les relations précédentes
est de voir Uy(sl(2)) comme le dual de Fung(SL(2)). Considérons deux éléments z et y,

satisfaisant la relation suivante, appelée relation de plan quantique :
Ty = qy, qeC. (B.9)

Alors Fung(SL(2)) est 'algebre des transformations de coordonnées, de déterminant égal a
1, qui préservent la relation (B.9). Les relations définissant la structure d’algebre de Hopf de
Fung(SL(2)) sont définies de maniére naturelle sur ses générateurs. Fung,(SL(2)) et Uy(sl(2))
sont duales (suivant la notion de dualité introduite par M. Takeushi [84]) dans le sens qu’il
existe une forme bilinéaire ( , ) — C, appelée pairing, reliant leurs structures. La donnée
du pairing entre Uy(sl(2)) et Fung(SL(2)) et des relations de Fung(SL(2)) permettent de
retrouver de maniere élégante les relations définissant Ug(sl(2)) [82]. Notons que ces deux

groupes quantiques — Uy(sl(2)) et Fung(SL(2)) — sont de dimension infinie.

B.2.2 Quotient de U,(sl(2)) et graphe A,

Considérons maintenant la relation de plan quantique dans le cas oll ¢ est une racine N®™e
de 'unité : ¢V = 1,¢ # 1. Le plan quantique réduit est défini par la relation (B.9) et les

relations suivantes :
N =1, YV =1. (B.10)

L’algebre des transformations de coordonnées, de déterminant égal a 1, qui préservent les
relations de plan quantique réduit est appelée F. F est obtenue en quotientant Fung(SL(2))
par des idéaux bilateres, qui sont des idéaux de Hopf. F est donc aussi un groupe quantique,
mais de dimension finie : dim/(F) = N3. Le dual de F, appelé H (et souvent noté u,(sl(2)) dans
la littérature), est aussi un groupe quantique de dimension finie. Il est obtenu en quotientant

U,(sl(2)) par les idéaux bilateres engendrés par les relations suivantes 7 :

KN =1, x¥=o, XN —o. (B.11)

"Ces relations de quotient sont strictement valables pour le cas N impair. Pour le cas N pair, elles dépendent

de la parité de %, et la discussion est un peu plus délicate (pour une discussion de ce probléme, voir [1]).
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L’étude de la représentation réguliere (a gauche) de Uy(sl(2)) , avec q racine de I'unité, est
présentée dans [1]. Une autre maniere d’étudier les représentations de H est présentée dans [82,
24], a travers un isomorphisme entre H et un groupe quantique construit a partir de variables
anticommutantes [72] (variables de Grassmann). Cet isomorphisme a été explicitement décrit
dans [22] pour le cas N=3 (voir aussi [24]), et de facon plus générale dans une des sections de
[72].

Exemple : cas N=5
Soit H le quotient de U,(sl(2)), pour ¢° = 1. Alors, H est isomorphe a [72] :
H 2 Ms & (Myy(A?))o & (Ma(A%))o = M}

Un élément h de M3 est de la forme suivante :

* ok ok ok % e © o o O e ¢ o O O
* ok %k % % e o o o O e e o O O
h=1]% % x x x| ®|e o o @ ol D|e e ¢ 0o o
* ok ok ok % e © o o O O 0 0O e e
* ok ok ok % O 0O o o e 0O 0 O e e

ol nous avons introduit les notations suivantes :
- % pour un élément de C
- e pour un élément de la forme a + (36165 a,feC
- o pour un élément de la forme v6; + §6- 7,6 € C

et ou 01 et O3 sont deux éléments (variables de Grassmann) qui vérifient les relations suivantes :
6? = 62 0105 = —0,0, (B.12)

Cet isomorphisme permet de construire les représentations de H, et notamment d’obtenir ses
représentations irréductibles. Si nous négligeons les représentations de g-dimension nulle (ce
sont les représentations projectives indécomposables) et que nous dessinions le diagramme de
tensorialisation par la représentation de dimension 2, nous obtenons alors le graphe A4 [23].

Ce résultat se généralise du moins pour le cas N impair, et nous obtenons ainsi le graphe
AN—l-

B.2.3 “Sous-groupes” finis de U,(sl(2)) et graphes ADE

Le groupe quantique U,(sl(2)) possede, pour ¢V =1, des quotients de Hopf de dimen-
sion finie : ces quotients sont des algebres non semi-simples mais possedent des représentations
irréductibles en nombre fini. L’une d’entre-elles, de dimension classique N, est de g-dimension
nulle, les autres sont de g-dimension non nulle. De la méme maniere que les irreps de

SU(2) sont labellées par les vertex du graphe A, le quotient de U,(sl(2)) pour ¢V = 1
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possede des irreps de g-dimension non nulle labellées par les vertex du graphe Axy_1, notés
(10,71, ,TN—2) : ce graphe code la tensorialisation des irreps 7; par la fondamentale 7,
de g-dimension 2. Nous avons donc un analogue quantique du cas SU(2), les graphes Ax_1
pouvant étre vus comme la correspondance quantique du graphe A...

Nous voudrions, d’une maniére analogue a ce qui a été vu pour le cas du groupe SU(2),
classifier les “sous-groupes” finis de Uy(sl(2)). Evidemment, le probleme ici est tres différent,
U,(sl(2)) n’étant pas un groupe, il faut trouver une formulation adéquate de ce probleme. Une
présentation de la correspondance de McKay quantique, utilisant le langage des catégories,

est présentée dans [54].

Rappelons ici les résultats énoncés dans le chapitre 3) :

e Les représentations irréductibles o des “sous-groupes” finis de U,(sl(2)) sont labellées
par les vertex des diagrammes de Dynkin A,,, Do,, Eg et Eg. Les irreps o peuvent étre
tensorialisées entre-elles, nous dirons que les cas en question possedent la propriété de
self-fusion.

o A coté de ces “sous-groupes”, il existe aussi des “modules”, pour lesquels les irreps
peuvent étre tensorialisées par les irreps du quotient de U,(sl(2)) correspondant, mais
qui ne peuvent pas étre tensorialisées entre-elles. Les “modules” qui ne sont pas des
“sous-groupes” sont décrits par les diagrammes Do, 1 et E7.

Les diagrammes ADFE, apparaissant ainsi dans I’analogue quantique de la correspondance de

McKay, sont illustrés dans I’Annexe A.

Aucun lien direct entre les résultats que nous venons de rappeler (liés aux groupes quan-
tiques aux racines de l'unité) et les bigebres B(G) (liées a des chemins sur des diagrammes de

Coxeter-Dynkin) n’est connu a ce jour. C’est une direction qu’il serait intéressant d’explorer.



Annexe C

Quelques définitions algébriques

C.1 Algebre de Hopf

Une algebre (A, +,-; k) sur un corps k est un espace vectoriel sur k, muni d’un produit
associant a tout couple (a,b) € A x A un élément a - b de A, de maniére compatible avec
I’addition :

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) Va,b,c € A
et avec ’action de k :
ala-b) = (aa)-b=a- (ab) Va,be A, Ya €k

Ces deux propriétés peuvent étre résumées en imposant que le produit — qui sera aussi noté
i — soit une application linéaire de A® A — A. Nous avons : u(a®b) = a-b, pour a,b € A.
De méme, 'existence d’'un neutre 14 € A pour le produit se traduit par l'existence d’une
application linéaire 7 : k — A telle que 7(1) = 14. Par la suite, nous allons considérer des
algebres associatives et unitales. Le fait que le produit soit associatif (a-(b-¢) = ((a-b)-c) et
possede un neutre a gauche et a droite (a-14 = 14-a = a) s’écrit sous la forme de diagrammes

commutants, introduits par Manin [59].

1 ®id

ARARA A® A
id® p H associativité
A A _— A
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7N ® id id®n
k@A —> AQA — ARk

7] unité

I
I

A

L’écriture de ces diagrammes a été faite pour faciliter I'introduction de la notion de cogebre.
Une cogebre est un espace vectoriel, muni d’applications linéaires A : A — A ® A et
€: A — k, qui vérifient les propriétés de coassociativité et de counité obtenues en inversant

le sens des fleches dans les diagrammes précédents.

A _ 4 AR A

A A®id coassociativité
e®id id®e

kA =— AQA — ARk

A counité

1
12

A
Nous pouvons maintenant énoncer les définitions d’algebre et de cogebre de maniere concise :
Définition 15 Une algébre est un triplet (A, u,n), ot A est un espace vectoriel, et :
p:rARA— A, n:k— A,
sont des applications linéaires, appelées produit et unité, satisfaisant les relations suivantes :
po(p®id) = po(id® p)
po(n®id) = po(iden) = id
Définition 16 Une cogébre est un triplet (A, Aj€), ou A est un espace vectoriel, et :

A:A—ARQRA, e:A—k,

sont des applications linéaires, appelées coproduit et counité, satisfaisant les relations sui-

vantes :
(A®id)oA = (id®A)oA
(e®id)oA = (id®e)oA = id
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Notation de Sweedler : nous introduisons une convention de notation, introduite par Sweed-
ler [83], tres utile pour la clarté des calculs. Soit A une cogebre et un élément a € A. Nous
avons A(a) € A® A, que nous notons :

Afa) = Za(l)(i) ® a(2);)

7

= a@) ®a) sommation implicite

Définition 17 Le produit tensoriel de deux algébres Ay et As est une algébre dont [’espace
vectoriel est le produit tensoriel des espaces vectoriels de Ay et de Az, et dont le produit
Wi (AR A) @ (A® A) — A® A est une application linéaire telle que :

p=(pop)o(ider®id),

ot T est lopérateur de flip : T(a®@b) = b® a. Nous pouvons écrire le produit plus simplement
comme :

(a®b) - (c®d)=(a-c)® (c-d),
Définition 18 Le produit tensoriel de deux cogebres Ay et Ao est une cogébre dont [’espace
vectoriel est le produit tensoriel des espaces vectoriels de Ay et de As, et dont le coproduit
A:ARA— AR AR A® A est une application linéaire telle que :
A = (ideT®id)o (A®A)
1.€. A’(a X b) = a() X b(l) X a(2) X b(2)

Par abus de langage, nous noterons souvent le produit et le coproduit (u/, A") aussi par (i, A).

Théoréme 11 Supposons que A possede une structure d’algébre (A, pu,n) et une structure de
cogebre (A, A,e). Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes [52] :
— et n sont des morphismes de cogébres.

— A et e sont des morphismes d’algebres.
Par exemple, pour satisfaire la deuxieme assertion, il faut vérifier que :
Ala-b) = A(a)-A(b) A(la) = 14®14
e(a-b) = e€(a)-€e(b) e(ly) = 1
Définition 19 Une bigébre est un quintuple (A, u,n,A€), ou (A,u,n) est une algébre,

(A, A €) est une cogébre, et qui vérifie une des deux conditions équivalentes précédentes.

Etant données une algebre (B, u,n) et une cogebre (C, A, €), considérons deux applications
linéaires f et g de C vers B. Nous définissons alors la convolution fxg qui est la composition

des applications suivantes : C 2.c ®C 19 g ® B - B, qui s’écrit

fxg=po(f®g)oA

Lorsque nous avons une bigebre (A, u,n, A, €), nous pouvons considérer le cas B =C = A et

définir la convolution sur I’espace vectoriel des endomorphismes de A :
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Définition 20 Un endomorphisme S : A — A est appelé antipode, si :

Sxid = id*xS = noe
i.e. po(S®id)oA = po(id®S)oA = noe

Une bigebre avec antipode est une bigebre de Hopf, comunément appelée algébre de Hopf.
Définition 21 Le dual dune algébre de Hopf (A,u,n,Ae) est l’espace dual A =

Homy (A, k) muni des structures (1, A S) définies a partir de celles de A par la donnée
d’un pairing (., ) cAx A—k tel que, pour T,y € A etw,¢€A ;

(Y ®¢)z) = (Voo A)
A@),z®y) = W uzo®y)
(i(1),2) = e(x)
W) = (1)
(S(w),z) = (1, 8(x))

C.2 Algebre de Hopf faible

Nous présentons ici les axiomes d’une algebre de Hopf faible, tels qu’ils ont été présentés
dans [9].

Définition 22 Une algebre de Hopf faible (WHA) est un sextuple (A, pu,n, A, €, S) satisfaisant

les axiomes 1 a 4 suivants :
Axiome 1 (A, p,n) est une algebre :

o(p®id) = po(id® p)
po(n®id) = po(id®n) = id

Axiome 2 (A, A €) est une cogébre :

(A ®id) o
(e®1id) o

A = (id®A)oA
A = (idRe)oA = id

Aziome 3 Les deuz structures sont compatibles selon :
(i) A est multiplicatif :

Aopu = (pop)o(id®@71®id)o(A®A)
i.e., Alz-y) = Az) Ay)
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(ii) € est faiblement multiplicatif :

(e@e)o(p@p)o(id@A®id) = eopo(u® id)
(e@e)o(p@p)o (1dRAP®id) = eopo(u® id)

ot A°? = 1o A. Utilisant la convention de Sweedler, ces deux équations s’écrivent plus

stmplement :

ey 2) = €@ yq)) e(ye) - 2)
ez y-z) = €@ yp)- elya) - 2)

A*(14) = (A(la)®1a)- (14 ® A(Ln))
A%(14) = (1a®A(1a) (A(la) ®14)

ot A’ =(A®id) o A= (id® A)o A

Axiome 4 FExistence d’une antipode S satisfaisant :

S(z) = S(zq)) - 22) - S(x(3)) (C1
z(1) - S(x2) = €(lay - ) - 1z) (C.2)
S(zay) -z = 1q) - e(zlz) (C.3)

Une WHA devient une algebre de Hopf (usuelle) si I'une des conditions suivantes est
satisfaite :

e A(lg)=14®14

o e(z-y)=e(x)-e(y)

C.3 Divers

Considérons le groupe de permutations S,, sur n objets, engendré par les transpositions t;
1 <i<n-—1), qui permutent les objets i et i + 1. En considérant une combinaison linéaire
qul p J

dans C de tels éléments, nous obtenons ’algébre de permutations CS,, :

Définition 23 Soit un entier n > 1. L’algébre du groupe de permutations CS,, est [’algébre

associative unitale engendrée par n générateurs (1,t1,ta, ..., tn—1) satisfaisant auz relations
suivantes :

(1) t7 =1

(ZZ) ti tj = tj ti pour ’Z — j’ Z 2

@0 tiv1titiyi = titigat;
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Définition 24 Soit un entier n > 1. L’algébre du groupe des tresses CB,, est l’algébre as-

sociative unitale engendrée par n générateurs (1,by,ba, ..., by_1) satisfaisant aux relations
sutvantes :

(2) bl bj = bj bi pour |’L - j| >2

(i1) biy1bibir1 = bibii1b

Définition 25 Soit un entier n > 1 et un paramétre ¢ € C. L’ algebre de Hecke H,(q) est
lalgebre associative unitale engendrée par n générateurs (1, 91,92, ...,9n—1) satisfaisant auzx

relations suivantes :

(i) 92 = (¢g—Dgi+q
(i7) 9.9 = ;9 pour |i — j| > 2
(@i7) 9i+19i 9i+1 = GiGit+1 i

Pour ¢ — 1, I'algebre de Hecke H,,(q) se réduit a CS,,. Nous pouvons donc voir l'algebre de
Hecke comme une déformation de ’algebre du groupe des permutations.

Dans H,(q), effectuons le chagement de base suivant :

-2 5 NS
9i=("+1)é -1 ol g~ =gq
Dans cette nouvelle base de n générateurs 1, ¢éy,...,¢é,—_1, les relations s’écrivent :
(4) & = &
(ZZ) éi éj = éj éi pour ’Z — j’ > 2
~9 52

(i) Cig1 6ibipl — — By = 8818 — — &

i+1 €i Cit (1 + QQ)Q i+ 1 Ci+1 64 (1 + qA2)2 ¢

Jusqu’ici, nous n’avons fait que reformuler la définition de 'algebre de Hecke H,,(q).

Maintenant, imposons la relation de Jones :

€it1€i€iy1 —Teiy1 =0

2

qu)g est le parametre de Jones. Nous obtenons alors I'algebre de Temperley-

1 .
(14+q

01\17':@:

Lieb T, (4) :

Définition 26 Soit un entier n > 1 et un parametre T € C. L’algébre de Temperley-Lieb
T,(7) est lalgébre associative unitale engendrée par n générateurs (1,ey,ea,...,en—1) satis-

faisant auz relations suivantes :

(i) e; = e
(17) eiej = eje; pour |i — j| > 2
(Z’LZ) € €i+1€;, — TE;

Nous voudrions obtenir une C*—algebre en imposant la condition de Jones :

€;

= €; (04)
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Théoréme 12 (Jones) Il n'est possible d’imposer la relation (C.4) que pour les valeurs sui-
vantes de (3 :

-B=2

- fB= QCOS(%) pour un entier N > 2
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Annexe D

Fonctions de partition généralisées

D.1 Cas su(2)

D.1.1 Le cas Ay

Z11 = 2o+ 220
Za, =20 = Yool Z1a =201 = Zio+ 230
Zi0=201 = (XoX1+X1X2 + x2X3) + h.c. Zis=2s = Z2
Zo=Z02 = [xal*+ xel® + [(xoXz + x1X3) + hc] 222 = Zoo+ 220
Z30 =203 = (XoX3+ X1X2)+ h.c. Zoz = Zio

Zz3 = Zoo

TAB. D.1 — Fonctions de partition généralisées du modele Ay4.

D.1.2 Le cas FEg

Xo = Xo-+Xe X3 = X3+Xx7
X1 = X1+Xs5+Xx7 X4 = X4+ X10
X2 = X2+ X4+ X6+ X8 X5 = X3+ X5+ Xo

TAB. D.2 — Caracteéres étendus du modele Eg en fonction des caracteéres de Aqy.



166 D. Fonctions de partition généralisées

Zps =20 = [Xol* +Ixsl* + [Xal? Zy =[xl + xel® + X
Z3 = (Xo+Xa)X3 + X3(Xo + X4) Zyr = (X1+X5)X2 + X2(X1 + Xs)
Zy = |Xs]* + Xo-X4 + Xa-Xo Zsy = X2+ X1-Xs + X5-X1
Z1 = X1-Xo+X2:X3+ X5-Xa Zy = Z
Zy = Xo(Xo+ Xa) + (X1 + X5)X3 Zy = Z5
Z5s = X1-X4+X2:X3 + X5-X0 Zy = Z5

TaB. D.3 — Fonctions de partition (a une ligne de défauts) du modele Eg.

D.1.3 Le cas Ejg

X0 = Xo+ X0+ xi8+ x28

X1 = X1+ Xx9+x11+ X7+ Xx19 + Xor

X2 = X2+ Xxs+ X0+ X12 + X16 + X18 + X20 + X26

X3 = X3+ Xx7+Xo+x11+Xx13+ X15 + X17 + X19 + X21 + X25

Xa = X4+ X6+ X8+ Xx10+ Xx12 + 2x14 + X16 + X18 + X20 + X22 + X24
X5 = X5+ X0+ x13+ X15+ X19 + X23

X6 = X6+ Xxi2+ X6+ x22

X7 = X5+ X7+ X1+ X3+ X15 + X17 + X21 + X23

TaAB. D.4 — Caracteres étendus du modele Eg en fonction des caracteres de Agg.
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Zgg = 200

IR0l + |62
6| + Xo-X6 + X6-X0
X112 + [%7[?
[%7]% + X1-X7 + X7-X1

IX2l? + |Xal?

|Ral? + X2-X4 + R4.X2
X3l + X512

[3]% + X5.X3 + X3-X5

R1-X0 + X7-X6
X7-X0 + (X1 + X7)-X6
R2-X0 + X4-X6
R4-X0 + (X2 + X4)-Xe
L5-X0 + X3-X6
L3-X0 + (X3 + X5)-R6
R2-X1 + R4 X7

Ra-X1 + (X2 + X4).X7

<>

2 + X3-

>,

X5- 4
R3-X2 + (X3 + X5)-Xa

R1-X5 + X7-X3

L7Xs + (1 + X7) X3

Z61
267 = Z¢1
262
204 = 250
Z3s
253 = 245
Z{s
2, =27,
235
Z33=Z]5
Z5
Z3; =25

TaB. D.5 — Fonctions de partition (a une ligne de défauts) du modele Eg.

D.1.4 Le cas D,

TaB. D.6 — Caracteres étendus du modele Dy en fonction des caracteres de As.

X0 = Xo + X4

<>

1

X1+ X3

X2 = X2 = X2

Zp,

=Zo4+ = ‘)20|2 + |)A(2|2 + |>A(2/|2 Zo— =
Zi+ = x1-(Ro+ X2 +X2r) Z_ =
Zot = Xo-X2 +X2-Xo + Xor-Xo Z,_ =
Zy+ = XoXz + XXz + X2Xo = 224 Zy_ =

TAB. D.7 — Fonctions de partition (& une ligne de défauts) du modele Dy.
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D.1.5 Le cas Dyg

X0 = Xo + Xs X2 = X2+ X6 X4 = X4

X1 = X1+ X7 X3 =X51 X5 X4/ = Xa

TAB. D.8 — Caracteres étendus du modele Dg en fonction des caracteres de Ag.

Zpe = Zo+ = [Xo|* + Xl + [Ral® + [Xa|? Zo- = P+l
Zip = X1-(Ro+X2) +Xs. (X2 + R4 + Xa) Zi- = Zi,
Zotr = |x2)® 4 (Xo-X2 + X2-Xa + X2-Xar + Xa.Xar + hoc.) Zo- = a4 xsl®+ Rl
Zs = X1:(R2+Xa + Xar) + Xa-(Xo + 2X2 + X4 + Xa) Zs- = Ziy
Zig = [Xel® + [Xal® + (Xo-X4 + X2-Xa + hoc.) Zi— = [xs|*+ (X1.Xs + hee.)
Zyp = Rl +[Rel* + (Ro-Rer + X2.Xa + hc.) = Za ¢ Zy_ = Za-

TAB. D.9 — Fonctions de partition (a une ligne de défauts) du modele Dg.

D.1.6 Le cas Ds

Zps =20 = |xol® + |x2® + [xsl® + [xal® + [xel® + (x1.X5 + h.c.)
Z1 = (xo+x2)x1+xa(xo+x2) +x1-(Xa +X6) + (x4 + x6)-X5 + [(x2-X3 + x3-X2) + h.c]
Zy = Ix2+xal®+1Ixsl? + [(x0X2 + X1.X5 + X1.-X5 + X3-X5 + x4.X6) + h.c]
Zz = [(xo+x2+xa+x6)X3+ (x1+x5)-(X2 + x4) +h.c]
2y = palP+Ixsl? +1Ixs® + Ix2 + xal* + [(xo-Xa + x1.X3 + x2.X6 + x3-X5) + h.c.]
Zs = 2
Zs = al?+ Ixsl? + Ixs? + [(x0-X6 + x2-X4) + h.cl]

TaAB. D.10 — Fonctions de partition (& une ligne de défauts) du modele Ds.
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D.1.7 Le cas E;

X0 = Xo + X16 X2 = X2 + X14 X4 = X4 + X12 X6 = X6 + X10 X8 = X8

X1 = X1+ X15 X3 = X3+ X13 X5 = X5 + X11 X7 = X7+ Xo X8 = Xs

TaB. D.11 — Caracteres étendus du modele Do (et E7) en fonction des caracteres de Aqy.

Ze, =20 = |Xo|®+ [al* + [X6]* + [Xs/|* + (X2-Xs + h.c.)
Zi=Z0 = X1.(Ro+ Xs) + Xs-(Xa + Xs) + X5-(Xa + X6) + X7-(X2 + X6 + Xs')
2y =25 = |Xa+Xel”+X2-(Ro+ Xa) + Xs-(X6 + Xsr) + (Xo + Ra)-Xs + (X6 + Xs)-X2

+ )22.%+()A(6.g+h.c.)
Zy=Z0 = Xi.(Xa+Xs)+X3.(Ro + Xa + X6 + Xs) + X5-(X2 + X4 + X6 + Xs + Xs')
+ X7(X2+ Xa +2X6 + Xs)
Zy = |Ra+ Xl + [R6]” + [Xsr|* + [Xo-X4 + X2-(X4 + X6 + Xs) + (X4 + X6)-(Xs + Xs) + hoc]
Zs=Z{ = Xi.(Xa+Xe) + X3.(X2 + Xa + X6 + Xs + Xs') + X5-(Xo + X2 + X4 + 2 X6 + Xs + Xs')
+ X7.(X2 +2X4 +2X6 + Xs + Xs')
Zs = \)E2+)24+)26|2+\)26\2+\)Zs|2+[)Zo.%-ﬁ-)}g.@—i—)@.%—i—(X4+XG).(g+@)+h.c.]
Zr=2Z0 = X1-(Re+Xe+Xs) + X3-(X2 + Xa + 2 X6 + Xs) + X5-(X2 + 2 X4 + 2 X6 + Xs + Xs')

+ X7.(Ro+RX2+2Xa+2Xe +2Xs + Xs')

Zy = Rl 4 [Ra + x6l® + [Xsl® + R[> + [(R0 + Xa) X + (X2 + Xs)-R6 + hoc]
Zay = |Xi+xeP+ xR+ %+ X+ X617

Za = [Rs+Xs+ 0+ 1%+ X+ [Re* + [0 (Xs + X5 + R7) + X3 (X5 + X7) + R5-X7 + hee]
Zs = IXs+ X7l + 1017 + X% + Xs.X7 + +hec]

TAB. D.12 — Fonctions de partition (& une ligne de défauts) du modele Ex.
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D. Fonctions de partition généralisées

D.2 Cas su(3)

255

X1o = X0,0 + X2,2

X1; = X0,2 + X3,2

X1, = X1,2 + X5,0

X135 = X0,3 + X3,0

X15 = X2,0 + X2,3

X1s = X2,1 + X0,5

X20 = X1,1 + X1,4 + X2,2 + X3,0

X2: = X1,0 + X1,3 + X2,1 + X3,2

X24 = X0,2 + X1,3 + X2,1 + X4,0

X235 = X1,1 + X1,4 + X2,2 + X3,0

X2» = X0,1 + X3,1 + X1,2 + X2,3

X25 = X2,0 + X3,1 + x2,1 + X3.2

TaAB. D.13 — Caracteres étendus du modele &5 en fonction des caracteres de As.

Zey = : [X101% + [X11 2+ [R12 1% + [Ra5 2 4 X147 + [R25
1o®1o
: X19-X13 + X11-X14 + X15-X15 + h.c.
13®1p
: X1o-X11 + X11-X1o + X12-X15 + X15-X14 + X14-X15 + X15-X10 = Z*
11 ®1p 15®19
: X1o-X1a + X11-X13 + X1o-X14 + X15-X15 + X14-X1o + X15-X1; = Z*
12®10 14®10
: X20-X13 + X271 -X14 + X22-X15 + X25-X10 + X24-X11 + X25-X12 = Z*
20®1o0 10®20
: X20-X14 T X2, -X15 + X25-X1o + X25-X1; + X24-X1o + X25-X13 = Z¥
21®1o 15®2¢
. )2209215 + )221 ~)A(10 + )2229211 + )2239212 + )224'9213 + )2259214 = Zr.
22®10 14®29
z . X20-X1o + X21-X1; + X25-X1o + X253 -X15 + X24-X14 + X25-X15 = 2Z*
23®1g 13®2¢
zZ . X20-X11 + X21-X1a + X22-X13 + X23-X14 + X24-X15 + X25-X10 = Z*
24®19 12®20
z . X20-X1z + X271 -X15 + X22-X14 + X25-X15 + X24-X19 + X25-X11 = ZF
25®10 11®20
z . |>A<20|2 + |)221 ‘2 + |>A<22|2 + |X23‘2 + ‘224|2 + |)A(25|2
20®2¢
: X20-X25 + X21-X24 + X25-X25 + h.c.
23829
: X20-X21 + X21-X25 + X25-X25 + X23-X24 + X24-X25 + X25-X20 = Zr
21®20 25®20
. X20-X22 + X21-X25 + X25-X24 + X25-X25 + X24-X2¢ + X25-X2; = Z*
22®20 24®20
TAB. D.14 — Fonctions de partition (& une ligne de défauts) du modele E&s.
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