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Introduction

Cette these a pour objet d’étude la dynamique topologique de deux actions de groupe
sur des espaces homogenes. Considérons un groupe de Lie réel G, un sous-groupe discret
I' de G et un sous-groupe fermé H de G. Le groupe H agit alors naturellement sur I’espace
homogene I'\G par translation a droite :

HxI'\G —T\G : (h,I'g) — T'gh.

A cette action est également associée son action “duale” : I'action du groupe I" sur I’espace
homogene G/H par translation a gauche :

I'xG/H— G/H : (v,gH) — ~gH.

Pour un élément g de G, la double classe I'gH désignera, selon I'action considérée, 1’or-
bite du point I'g de I'\G par le groupe H ou 'orbite du point gH de G/H par le groupe
I'. L’étude de la dynamique topologique de ces actions de groupes est la description des
propriétés topologiques (densité, compacité,...) de ces orbites.

Lorsque le groupe G est un groupe semi-simple et si X désigne 'espace symétrique
associé, 'action du groupe H sur I'\G par translation est généralement conjuguée a une
action géométrique sur un espace fibré au-dessus de 'espace localement symétrique I'\ X.
Dans cette these, nous utiliserons tres souvent les deux points de vue : “algébrique” et
“géométrique”.

Deux des situations les plus classiques correspondent aux cas pour lesquels le groupe G
est le groupe projectif unimodulaire PSL(2, R) et le groupe H est le sous-groupe unipotent
supérieur N ou le sous-groupe A des matrices diagonales. Un sous-groupe discret I' de G
agit proprement discontiniiment sur le plan hyperbolique H? par isométries orientées. Si,
de plus, ce groupe ne possede pas d’élément de torsion, la variété quotient T'\H? est lisse et
les actions des sous-groupes N et A sur I'\ G sont alors conjuguées respectivement aux flots
horocyclique et géodésique sur le fibré tangent unitaire de la surface I'\H?. Dans le cas du
groupe N, Paction duale de I est conjuguée a l'action linéaire sur R? — {0} (modulo +Id)
tandis que dans le cas du groupe A, I'action duale est conjuguée a ’action projective sur
I'ensemble {(z,y) : z,y € PY(R), z # y}. Ces actions sont deux extensions du systeme
dynamique défini par l'action du groupe I' sur I'espace homogene G/AN (conjuguée a
'action projective de T' sur P!(R)).
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Nous traiterons deux situations qui peuvent étre considérées comme des généralisations
de ces deux cas classiques.

La dynamique topologique du flot horocyclique sur les surfaces hyperboliques est bien
comprise (voir par exemple les articles [Stal, Ghy]). La premiere situation étudiée ici est
I’analogue dans le cas complexe, c¢’est-a-dire lorsque le groupe G est le groupe unimodulaire
complexe PSL(2,C) et le groupe H est le groupe unipotent supérieur complexe N de
PSL(2,C). D’un point de vue géométrique, un sous-groupe discret I' de G agit proprement
discontiniiment par isométries orientées sur 'espace hyperbolique H? et cette action est
libre si le groupe I' est sans torsion. Un tel groupe est un groupe kleinien. L’action du
groupe unipotent N est alors conjuguée a un flot a deux parametres sur le fibré des
reperes orthonormés directs de la variété hyperbolique I'\H?. L’action duale est conjuguée
a l'action linéaire du groupe I" sur le plan complexe privé de l'origine (modulo +Id). Dans
le chapitre 2, nous décrivons la topologie de 'orbite du point I'g en fonction de la nature
de l'image g(oco) par I'homographie g du point co de la sphere CU{oo} (le bord a U'infini
de H?). Pour énoncer ces résultats, notons Lr I'ensemble limite du groupe kleinien T
(voir le chapitre 1 pour les définitions de I'ensemble limite, des points paraboliques et des
points horosphériques) et {r le sous-ensemble (fermé et invariant par I') des éléments g
du groupe G tels que le point g(oo) appartienne a ’ensemble limite L. Soit = un élément
de T'\G, l'application ®, est définie (voir le paragraphe 2.4) par

®, : (' TanN)\N—T\G : (z7'TzNN)u — zu.

Son image est exactement 1'orbite par le groupe N de I'élément z.

Théoreme 2.4.1. Soient I' un groupe kleinien non-élémentaire, g un élément du
groupe PSL(2,C) et = sa classe dans T'\G.

(i) Si le point g(co) n’appartient pas a l’ensemble limite Ly, alors l'application ®, est
un plongement. L’orbite xN est donc fermée dans T\G. C’est l'image du plongement d’un
plan.

(ii) Si le point g(oo) est parabolique, 'application ®, est un plongement. L’ orbite xN
est donc fermée dans I'\G. C’est l'image du plongement d’un cylindre (resp. tore) si le
rang du point parabolique g(oo) est 1 (resp. 2).

(7ii) Supposons de plus que le groupe T' ne soit pas conjugué a un sous-groupe de
PGL(2,R). Alors l'orbite xN est dense dans l'ensemble T'\Qr si et seulement si le point
g(00) est un point horosphérique.

Parmi les groupes kleiniens, on distingue ceux dont tous les points de ’ensemble limite
sont horosphériques ou paraboliques; c’est le cas s'il existe dans H? un domaine fonda-
mental convexe possédant un nombre fini de faces, ces groupes sont géométriquement
finis. Si tous les points de I’ensemble limite du groupe I' sont horosphériques, le groupe
est conveze-cocompact : 'ensemble des éléments g de G tels que les points g(0) et g(o0)
appartiennent a l’ensemble limite Lr se projette dans I'\G sur un sous-ensemble compact.
Si tous les points du bord CU{oo} sont des points limites horosphériques ou paraboliques
de rang 2 (resp. horosphériques); le groupe I' est un réseau (resp. réseau uniforme) du

groupe PSL(2,C).



Nous obtenons ainsi une caractérisation dynamique de ces catégories de groupes kleiniens :

Corollaire 2.4.3. (i) Si un groupe kleinien non élémentaire I' est géométriquement
fini et n’est pas conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), les orbites du groupe N sur I'\G
sont soit fermées soit denses dans T'\Qr.

(ii) Un groupe kleinien I' est un réseau si et seulement si les orbites du groupe N sont
denses dans I'\G ou compactes.

(7ii) Un groupe kleinien I est conveze-cocompact et n’est pas conjugué a un sous groupe
de PGL(2,R) si et seulement si toutes les orbites du groupe N dans I'\Qr sont denses dans
M\Qr.

(iv) Un groupe kleinien I' est un réseau uniforme si et seulement si toutes les orbites
du groupe N sur I'\G sont denses.

La démonstration de la partie (74i) du théoreme 2.4.1 repose sur I'étude de 'action
linéaire du groupe I'. L’argument-clé est la propriété suivante (théoreme 2.2.1) du sous-
groupe fermé Sr de C* engendré par les carrés des valeurs propres des éléments du groupe
I'. Ce résultat généralise la “non-arithméticité” du spectre des longueurs d'un groupe
d’isométries d'un espace hyperbolique (voir [Dall]).

Théoréme 2.2.1. Soit I' un groupe kleinien non élémentaire et sans torsion.

(i) Si le groupe I n'est pas conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), alors son spectre
St est égal a C*.

(i) Si le groupe I' est conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), mais pas a un sous-
groupe de PSL(2,R), alors son spectre Sy est égal a R*.

(7ii) Si le groupe I est conjugué a un sous-groupe de PSL(2,R), alors son spectre Sr
est égal a R7 .

Ces résultats ont fait 'objet de la publication [Fer| dans laquelle nous avons développé
le point de vue géométrique du flot des reperes. L’étude présentée ici privilégie 'aspect
plus algébrique de 'action du groupe unipotent.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a des actions diagonales. Le flot géodésique
sur le fibré tangent unitaire des surfaces hyperboliques (et de méme ’action du sous-groupe
diagonal de PSL(2,R) sur les quotients de PSL(2,R) par un sous-groupe discret) est tres
riche. En particulier, il existe beaucoup d’ensembles fermés invariants non homogenes.
Nous présentons dans le paragraphe 3.2 deux constructions classiques de tels ensembles.
Nous expliquons comment il est possible, pour certains réseaux I' du groupe SL(3,R), de
construire des orbites du groupe diagonal sur I"\SL(3, R) qui soient singulieres et donnons
dans I'annexe un exemple (construit par M. Rees, [Ree]) d'un tel réseau. Dans la suite du
chapitre 3, nous étudions le cas ou le groupe G est le produit PSL(2,R) x PSL(2,R) et
ou le sous-groupe H est le produit des groupes diagonaux. Un sous-groupe discret I' de G
agit alors proprement discontintiment par isométries orientées sur le produit H? x H? qui
est un espace symétrique a courbure négative ou nulle : le produit de deux géodésiques
de H? est une sous-variété isométrique a un plan euclidien (un plat). La donnée d’un
point (21, 29) de H? x H? et d’un plat contenant ce point définit quatre chambres de Weyl
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(correspondant aux quatre différents produits contenus dans ce plat de rayons géodésiques
d’origine z1 ou 23). Le groupe G agit simplement transitivement sur l’espace des chambres
de Weyl de H? x H? et la translation & droite par le produit A des groupes diagonaux
est conjuguée au produit des flots géodésiques sur chaque facteur. Nous étudions la dy-
namique de l'action du groupe A sur I'\G lorsque le groupe I' est un réseau irréductible
du groupe G (un sous-groupe discret de covolume fini ne contenant pas de produits, voir
le paragraphe 3.3). Le flot des chambres de Weyl en rang supérieur semble beaucoup plus
“rigide” que le flot géodésique sur le fibré tangent unitaire des surfaces hyperboliques.
Nous mentionnons une conjecture de H. Furstenberg et G.A. Margulis qui, dans cette
situation, s’énonce de la maniere suivante :

Conjecture 3.3.4. Soient G le groupe PSL(2, R)xPSL(2,R) et I un réseau irréductible
du groupe G. Alors toute orbite du groupe diagonal A est soit fermée, soit dense dans I'\G.

Nous caractérisons d’abord, en fonction de la nature des points ¢;(0) et g;(c0), i = 1,2
les éléments g = (g1, g2) du groupe G tels que l'orbite du point I'g soit fermée non bornée
(théoreme 3.6.2) ou compacte (théoreme 3.6.3). La notion d’élément hyper-régulier, uti-
lisée dans les énoncés de ces théoremes, est définie plus loin.

Théoréme 3.6.2. Soient I' un réseau irréductible du groupe G, g un élément de G et
x sa classe dans T\G. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) lorbite xA est fermée non compacte,

(ii) le groupe g 'Tg N A est isomorphe a Z,

(1) les points g(oo,00) et g(0,0) (ou g(oo,0) et g(0,00)) sont des points paraboliques
fixés par un méme élément hyperbolique du groupe T'. (Dans ce cas, cet élément n’est pas
hyper-régulier.)

Théoréme 3.6.3. Soit I un réseau irréductible du groupe G, g un élément de G et x
sa classe dans U\G. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) lorbite xA est compacte,

(ii) le groupe g~ 'Tg N A est isomorphe a 72,

(i) les points g(0o, 00) et g(0,0) sont fizés par un méme élément hyperbolique hyper-
régulier du groupe T'.

La conjecture 3.3.4 a été démontrée par E. Lindenstrauss et B. Weiss ([LW]) pour les or-
bites dont I’adhérence contient une orbite compacte. Ce texte contient une démonstration
simplifiée dans ce cas particulier.

Théoreme 3.7.1. Soit I' un réseau irréductible du groupe G. Soit y un point de NG
tel que l'adhérence yA de l'orbite yA contienne une orbite compacte. Alors 'orbite yA est
compacte ou dense dans I'\G.

A notre connaissance, il n’existe pas de critere simple sur une orbite du flot géodésique
sur le fibré tangent unitaire d’une surface hyperbolique pour que cette orbite soit dense.
Dans le cas de I'action du groupe A sur I'\G, avec I' un réseau irréductible, nous donnons



des conditions suffisantes sur une orbite pour qu’elle soit dense dans I'\G. Une isométrie
non triviale du plan hyperbolique est soit hyperbolique, soit elliptique, soit parabolique. Un
élément h = (hq, he) du groupe G est dit mizte si les deux isométries hy et hy ne sont
pas du méme type et il est dit hyper-régulier si hy et hy sont hyperboliques et de valeur
propre dominante différente. Si g = (g1, g2) appartient au groupe G, notons y le point I'g
de I'\G et E; (resp. E7) 'ensemble

{91(0),g1(00)}  (resp. {92(0), g2(c0)})

de points de OH? définis par g; (resp. go).

Théoréeme 3.7.3. L’orbite yA du point y est dense dans I'\G dans les cas suivants :

(i) Un des points de E}J ou E?J est fizé par la composante hyperbolique d’une isométrie
maxte de T'.

(ii) L’orbite yA n’est pas compacte et l'un des points de E; ou Eg est fixé par une
1sométrie hyperbolique hyper-réguliere de T'.

Si le réseau I' n’est pas uniforme, les seules orbites bornées seraient (d’apres la conjec-
ture 3.3.4) les orbites compactes. Dans cette direction, nous expliquons dans le paragraphe
3.8 pourquoi les deux constructions d’orbites singulieres pour le flot géodésique sur le
fibré tangent unitaire d’une surface hyperbolique présentées dans le paragraphe 3.2 ne
s’adaptent plus au flot des chambres de Weyl sur I\H? x H? (donc & l'action du groupe
diagonal A sur I'\G).

Le chapitre 4 est consacré aux variétés de Hilbert. Si K est un corps quadratique
réel et Ok est 'anneau des entiers de K alors I'image discrete I' dans le groupe G =
PSL(2,R) x PSL(2,R) du groupe modulaire de Hilbert PSL(2, Ok) (voir le chapitre 4 pour
les définitions) est un réseau irréductible. La relation entre le flot géodésique sur le fibré
tangent unitaire de la courbe modulaire PSL(2, Z)\H? et Papproximation diophantienne
des nombres réels par les nombres rationnels est bien connue. Dans ce méme esprit, nous
relions la dynamique de 'action du groupe A sur I'\G & I’approximation diophantienne
des points de R? par le corps K (ce lien a été établi précédemment et indépendamment
par F. Maucourant dans une forme proche, voir [Mau]). Soient © = (x1,22) et y = (y1,y2)
deux points de R?, la constante d’approzimation du couple (z,y) (relativement au corps

K) est la quantité
() G
rp—o (=) jp2—0o|=
q q

ou o désigne I'automorphisme non trivial du corps K et Nk désigne la norme sur K. Nous
obtenons alors une caractérisation diophantienne des orbites bornées. Soient g = (g1, g2)
un élément du groupe G et z = I'g sa classe dans I'\ G, définissons

Ag(x,y) = inf Nk (q)?
x(7,9) (,9)€0%, 470 x(2)

e R TR
q

r" = g(00,00) = (g1(20),g2(00)) etz = g(0,0) = (91(0), 92(0)).

Corollaire 4.3.4. L’orbite xA est bornée dans I'\G si et seulement si

Ag(zt,27) > 0.
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Il existe une relation (que nous détaillons dans I’annexe) entre la conjecture de Margu-
lis appliquée a I’action du groupe diagonal sur I'espace homogene SL(3,7Z)\SL(3,R) et la
conjecture de Littlewood sur ’approximation diophantienne simultanée de deux nombres
réels par deux nombres rationnels de méme dénominateur :

Conjecture. (Littlewood) Soient v et 5 deux nombres réels, alors
liminannozH |InB|| =0
ot ||x|| désigne la distance d’un réel x a l’ensemble Z.

Dans l'esprit de ce lien entre dynamique topologique des orbites du groupe diago-
nal et approximation diophantienne, la conjecture 3.3.4 peut étre traduite en termes de
constante d’approximation. Soient K un corps quadratique réel et I' le groupe de Hilbert
associé.

Question 4.3.9 Soit g appartenant au groupe G, supposons

AK(g(OO, OO), 9(07 0)) > 07

alors les points g(0o,00) et g(0,0) sont-ils firés par un méme élément hyperbolique du
groupe I ¢

Afin que ce texte soit relativement autonome et puisqu’il traite de deux situations
particulieres (bien que représentatives de certaines caractéristiques de cas plus généraux),
nous avons voulu fournir les démonstrations de résultats connus en ayant le souci de les
rendre les plus élémentaires possible.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons rassemblé la plupart des définitions et résultats utilisés
dans la suite. Dans le paragraphe 1.1 nous rappelons les modeles de Poincaré du plan et de
I’espace hyperbolique, leur compactification géométrique, la classification des isométries
orientées et leur action sur le bord. Pour un sous-groupe d’isométries, nous définissons
son ensemble limite. Si ce sous-groupe est discret, il s’agira d’'un groupe fuchsien (ou
kleinien). Dans le paragraphe 1.2, nous définissons les différents types de points de son
ensemble limite et nous en rappelons les principales propriétés. Le paragraphe 1.3 traite
du bord géométrique du produit H? x H?, de la frontiere de Furstenberg et des propriétés
de l'ensemble limite d'un sous-groupe discret du groupe PSL(2,R) x PSL(2,R). Enfin
dans le dernier paragraphe 1.4, nous montrons deux propriétés (utilisées plusieurs fois
par la suite) de I'action d'un sous-groupe sur un espace homogene. En ce qui concerne
la plupart des propriétés énoncées dans ce chapitre, nous renvoyons principalement a la
référence [Ebe].

1.1 (éométrie et isométries des espaces hyperboliques
Nous utiliserons les modeles
H?>={z€C : Imz >0} (resp. H’ = {(2,) €Cx R : t > 0})

du plan (respectivement de 'espace) hyperbolique. Notons X un de ces modeles et d., .) la
distance induite par la métrique hyperbolique. Les géodésiques sont alors les demi-cercles
orthogonaux a la droite

{z€ C : Imz=0} (resp.auplan {(z,t) e CxR : t=0})

ou les demi-droites verticales. La compactification géométrique de X est I'espace compact
obtenu en adjoignant & X son bord X qui est I'ensemble des classes d’équivalence des
rayons géodésiques asymptotes. Il existe un homéomorphisme entre le bord 90X et RU{oo}
(resp. CU {oo}) : Papplication qui, & une classe de rayons, associe leur extrémité dans le
modele H? (resp. H?). Le groupe des isométries orientées Is*(X) de X s’identifie au groupe
PSL(2,R) (resp. PSL(2,C)). L’action des isométries se prolonge contintiment au bord et
coincide sur 0X avec I'action par homographies, autrement dit avec I'action projective

13
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de PSL(2,R) sur P}(R) (resp. PSL(2,C) sur P}(C)). Le groupe des isométries orientées
agit transitivement sur X et sur 0X. Dans ce texte, afin de simplifier les notations, nous
confondrons une isométrie de X et une des matrices qui la représentent.

Soient £ un point de 90X et (r;)¢>p un rayon géodésique (paramétré par longueur d’arc)
dirigé vers £. Si z et y sont deux points quelconques de X, la quantité

d(y,ry) —d(x,ry)

converge lorsque t tend vers 400 vers une quantité ¢ (z,y) indépendante du rayon choisi
dans la classe d’équivalence de &. La fonction f¢(.,.) est la fonction de Busemann au point
. Elle vérifie les propriétés suivantes :

(1) Bye)(g.x,9.y) = Be(x,y) Vg€ lst(X) (invariance par isométrie)
(17)  Be(x, 2) = Be(z,y) + Pe(y, 2) (propriété de cocyle).

Fixons un point o de X et un point £ du bord 90X, les ensembles de niveau de la fonction
Be (o, .) sont les horosphéres basées au point £. L’horosphere de niveau 1" est notée He (7).
L’ensemble

HB¢(T) ={z € X : fe(o,z) > T}

est I’horoboule basée en & de niveau 7T'. Les horospheres de H? sont les droites horizontales
(basées au point co) et les cercles tangents & R. Les horospheres de H? sont les plans
horizontaux (basées au point co) et les sphéres tangentes a C.

Nous classifions les isométries orientées non triviales de X. On appelle distance de
translation d’une isométrie g de X la quantité

d(g) = inf d(z, gz).

zeX
La distance de translation est invariante par conjugaison par une autre isométrie.

Proposition 1.1.1. Soit g une isométrie orientée et non triviale de X représentée par
une matrice M de SL(2,R) (ou SL(2,C)). Alors g vérifie une et une seule des propriétés
sutvantes.

(i) Uisométrie g fize un point appartenant a X <= d(g) = 0 est atteint <= |tr(M)| < 2
(g est dite elliptique)

(ii) Uisométrie g fixre un unique point, appartenant a X <= d(g) = 0 n’est pas atteint
< |tr(M)| =2 (g est dite parabolique)

(iii) lisométrie g fire deux points, appartenant ¢ 0X <= d(g) > 0 est atteint <=
[tr(M)| > 2 (g est dite hyperbolique)

Si g est une isométrie hyperbolique, nous noterons g* (resp. g~ ) son point fixe attractif
(resp. répulsif). Sur la géodésique d’extrémités g+ et g—, g agit par translation de g~ vers
g" de longueur I(g) égale a la distance de translation.

Si I'isométrie g est parabolique fixant le point £ du bord 90X, g laisse globalement inva-
riante chaque horosphere et horoboule basée au point .
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Soient I' un sous-groupe d’isométries orientées de X et x un point de X. L’ensemble
Lr =Tz NoX

est indépendant du point x choisi. Cet ensemble est 1’ensemble limite du groupe I'. C’est
un sous-ensemble fermé invariant par le groupe I'. Cet ensemble limite contient au plus
deux points (et dans ce cas, on dit que I' est un groupe élémentaire) ou est un ensemble
parfait, en particulier non dénombrable (et le groupe I' est dit non-élémentaire). Si T
n’est pas élémentaire, alors I’ensemble limite L est minimal parmi les sous-ensembles de
0X non-vides, fermés et invariants par T

La propriété suivante est propre aux sous-groupes non-élémentaires du groupe PSL(2, R)
et n’est pas vraie pour les sous-groupes de PSL(2,C).

Propriété 1.1.2. Un sous-groupe non-élémentaire du groupe PSL(2,R) est discret ou
dense dans PSL(2,R).

Démonstration. Supposons qu’un tel groupe ne soit pas dense. Notons H son adhérence
et H° la composante connexe de H contenant Id. Il suffit de montrer que H® est trivial.
Puisque ce sous-groupe connexe est strictement inclus dans PSL(2,R), il est triangulari-
sable donc élémentaire. L’ensemble limite Lyo est inclus dans Ly et invariant par H car
H® est normalisé par H. Donc cet ensemble limite Lyo est vide. On en déduit que, si H°
n’est pas trivial, il est égal au stabilisateur K d’'un point z de H? mais le normalisateur
de K est égal a K ce qui contredit le fait que le groupe H soit non-élémentaire. O

Le groupe PSL(2, R) agit simplement transitivement sur le fibré tangent unitaire 7 'H?
(par l'application différentielle). En choisissant pour vecteur d’origine le vecteur unitaire
v basé au point 7 et dirigé vers le point co, nous obtenons un difféfomorphisme équivariant
par la multiplication & gauche par PSL(2,R) :

PSL(2,R) — T'H? : g+ g.vy = (9.3, Tig.vo).

(Quant au groupe PSL(2,C), il agit simplement transitivement sur le fibré des repéres
tangents orthonormés, voir le chapitre 2.)

L’image du vecteur vy par le flot géodésique au temps t est le vecteur basé au point
e’ et dirigé vers oo, c’est-a-dire le vecteur représenté par la matrice

¢ ez 0
¢_(0 e )

Le flot géodésique commute avec l'action (transitive) du groupe des isométries. On en
déduit que, via 'identification précédente, le flot géodésique au temps t est représenté par
la multiplication & droite par 1’élément ¢'.

[NIEN
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1.2 Groupes fuchsiens et kleiniens

Nous désignons toujours par X les modeles H? et H?. Les sous-groupes du groupe
Ist(X) des isométries orientées de X qui agissent proprement discontiniment sur 1’espace
hyperbolique H? sont les sous-groupes discrets du groupe Is™(X). Nous appellerons un tel
sous-groupe un groupe fuchsien ou kleinien (selon que I'espace X est H? ou H?) Un sous-
groupe discret agit librement sur I'espace X si et seulement s’il est sans torsion. Soient
I un sous-groupe discret et L son ensemble limite. Les points de cet ensemble peuvent
étre de différentes sortes :

- Un point & de I'ensemble limite est dit parabolique s’il est fixé par une isométrie
parabolique du groupe I' (le rang de & est alors par définition le rang du sous-groupe
abélien I'¢, stabilisateur du point ¢ dans le groupe I').

- Il est dit parabolique borné s’il est parabolique et si son stabilisateur I'c dans I' agit
de fagon cocompacte sur Ly — {£}.

- Il est dit horosphérique si toute horoboule centrée en £ contient un point de 'orbite
Iz.

Remarquons que dans le cas de I'espace H?, tout point parabolique est de rang 1 et pa-
rabolique borné tandis que dans le cas de Iespace H?, un point parabolique peut étre de
rang 1 ou 2.

Donnons quelques exemples. Si un point est fixé par une isométrie hyperbolique du
groupe I'; alors c’est un point horosphérique. Le point co et tous les nombres rationnels
sont des points paraboliques pour le groupe fuchsien PSL(2,Z). Si deux isométries hyper-
boliques de X sont sans point fixe commun, alors quitte a prendre une certaine puissance
de ces isométries, elles engendrent un sous-groupe discret (dit de Schottky) dont 'ensemble
limite est strictement inclus dans 0X et constitué uniquement de points horosphériques
(voir par exemple [Mas]).

La proposition suivante regroupe les propriétés de ’ensemble limite d'un groupe dis-
cret qui seront utilisées par la suite (voir [Bea, Mas]) (I'assertion (ii) a déja été énoncée
précédemment).

Proposition 1.2.1. Soit I' un sous-groupe discret d’isométries orientées de X.

(i) L’ensemble limite L contient tous les points de OX fixzés par un élément de T'.

(ii) Si le groupe T' n’est pas élémentaire, 'ensemble L est l'unique sous-ensemble de
0X non vide, fermé, invariant par I' et minimal pour ces trois propriétés.

(111) Si le groupe T’ n'est pas élémentaire, l’ensemble des couples (v~,v") ot vy parcourt
I’ensemble des isométries hyperboliques de I' est dense dans l’ensemble

Lr x®Lp = {(& &) eLp: £ # €Y.

Certaines classes de groupes kleiniens sont caractérisées par leur ensemble limite. Rap-
pelons certaines de ces caractérisations.

- Un sous-groupe discret d’isométries de X est géométriquement fini s’il existe dans X
un domaine fondamental, pour l'action de ce groupe, qui soit convexe et délimité par un
nombre fini de faces. En fait, un groupe discret est géométriquement fini si et seulement si
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les points de son ensemble limite sont paraboliques bornés ou horosphériques ([BM, Mas,
Dal2]).

- Un groupe discret est un réseau (le volume de la variété I'\ X est fini) si et seulement
si ’ensemble limite Lr est égal au bord 0X et constitué de points horosphériques ou pa-
raboliques bornés.

- C’est un réseau uniforme (le quotient I'\X est compact) si et seulement si tous les
points du bord 0X sont horosphériques.

- Si T est un sous-groupe discret, la projection sur I'\7'X de 'ensemble des vecteurs
unitaires tangents a une géodésique de X dont les deux extrémités appartiennent a l'en-
semble limite Lr est I’ensemble non-errant (relativement a I') pour le flot géodésique. Le
groupe I' est convexe-cocompact si cet ensemble est compact. Cette propriété est équivalente
(pour les groupes discrets non-élémentaires) au fait que I’ensemble limite soit constitué
uniquement de points horosphériques.

1.3 Géométrie et compactifications de H? x H?
Considérons la variété H? x H? muni de la métrique riemannienne définie par
< U,V >=< U,V >1 + < U, Vg >9
o u = (uy,uy) et v = (v1,v9) sont des vecteurs de 'espace tangent
7—(21722)(]}]12 X Hz) = 7;1]}]12 &) 7;2H2

et < .,. >; désigne la métrique riemannienne sur chacun des facteurs. La composante
neutre du groupe des isométries de H? x H? est le produit PSL(2, R) x PSL(2,R) agissant
par homographies sur chaque facteur.

On peut distinguer les vecteurs tangents réquliers, pour lesquels les deux coordonnées
sont non nulles et les vecteurs tangents singuliers pour lesquels une coordonnée est nulle.
Les vecteurs tangents unitaires sont les vecteurs de la forme (uq, uz) ot u;y et us sont des
vecteurs tangents & H? et

[l [ + [Jus||* = 1.

Les géodésiques paramétrées par longueur d’arc de H? x H? sont les courbes de la forme
(r1(t),ro(t))¢ pour lesquelles (r1(¢)); et (ro(t)); sont des géodésiques de H? parcourues a
vitesse respective A1 et Ay (éventuellement nulle) vérifiant

M 4+A=1.

La géodésique est dite réguliére si A1 et Ay sont non nuls et singuliere sinon. Une géodésique
est donc réguliere (resp. singuliére) si et seulement si elle est tangente & un vecteur régulier
(resp. singulier).

Le produit §; x d, de deux géodésiques de H? forme un plat mazimal (une sous-variété
totalement géodésique et isométrique & R?) de H? x H2. Le produit r; X ry de deux rayons
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géodésiques d’origine z; et 2o et dirigés vers les points &; et & de OH? forme une chambre
de Weyl basée au point (21, 29) de H? x H? et dirigée vers le point (&1, &;) de OH? x OHZ.
L’action du groupe PSL(2, R) sur I'ensemble des rayons géodésiques de H? est simplement
transitive donc l'action du groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) sur 'ensemble des chambres de
Weyl de H? x H? I'est également.

Le bord géométrique O(H? x H?) de lespace H? x H? est I'ensemble des classes
d’équivalence de rayons géodésiques asymptotes. Fixons un point o dans H? x H?, pour
chaque point du bord géométrique, il existe un unique vecteur unitaire tangent en o a
un rayon géodésique dirigé vers ce point. On peut donc identifier le bord O(H? x H?) &
T1HH? x H?) :

THH? x H?) — O(H? x H?) : u — u(+00).

o u(+00) désigne la classe du rayon géodésique défini par le vecteur non nul u. On note
O,H? le bord géométrique du i-éme facteur H2. L’application bijective

T (H® x H?) — (0H® x 0H* x R*) U 0, H? LI §,H?

(Ul(“‘OO),UQ(“‘OO), HZ?H) siug, us # 0
(u1,ug) — up(+00) siuy =0

ug(+00) siu; =0

permet d’exprimer le bord géométrique 9(H? x H?) comme la réunion disjointe du bord
réqulier
Oreg(H? x H?) = OH? x OH? x R*.

et du bord singulier
asmg(Hz X H2) = 81H2 L 82]1-]12.

On note FZ x B2 la compactification (de wisibilité, ou géométrique)
(H? x H?) U 9(H? x H?).

En utilisant les identifications précédentes, nous pouvons décrire la topologie de cette
compactification. Une suite (21, 22.), dans H? x H? converge
- vers un point (&1, &, A) de Oyeg(H? x H?) si

d(02 zZ9 n)
lim ————="2 =)\ et li n=2E& pourt=1,2
e 401, 210) J i =& pouri=1,2

- vers le point &; de 0,H? si

) d(09, )
lim (2,72@ =0 et lim 2z, =&,
n—-+4o0o d(Ol, Zl,n) n—+oo

- et vers le point & de 9,H? si

. d(o9, 2 i
lim M =400 et lim 2z, = &.
n—-+00 d(017 Zl,n) nokee
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L’ensemble F = OH? x OH? est la frontiére de Furstenberg de I'espace H? x H?. En
“oubliant” le terme A on construit une autre compactification :

(H? x H?) U (F U o H? U9, H?) .

L’action d'un élément g = (g1, g2) du groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) sur O(H? x H?)
s’écrit :
9(&1,&, ) = (g1(&1),92(&), A)  sur le bord régulier,
9(&) = g1(&) sur HH? et g(&) = ga(&2) sur H.
En particulier, I'action du groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) sur le bord géométrique n’est
pas transitive. Cependant, I'action de PSL(2,R) x PSL(2,R) sur la frontiere F l'est.

Si I' est un sous-groupe discret de PSL(2,R) x PSL(2,R), on définit également son
ensemble limite :
Lr = ToN O(H? x H?)

qui est la réunion des ensembles limites régulier et singulier
L =ToN Opeg(H2 x H?) et L™ =T0 N Dying (H? x H?).

L’ensemble Ly (resp. L%, L) ne dépend pas du choix du point o, est invariant

par le groupe I' et fermé dans O(H? x H?) (resp. Opey(H? X H?), Oging(H? x H?)). Mais ce
n’est pas un ensemble minimal en général. L’ensemble L1 possede cependant la propriété
suivante (voir [Ben, Gui, Lin]) que nous utiliserons dans le paragraphe 3.8 :

Théoréme 1.3.1. Soit I' un sous-groupe discret de PSL(2,R) x PSL(2, R). Si l’en-
semble limite régulier L™ est non-vide, il est égal au produit

FrxICF xRL

ou Fr est un sous-ensemble fermé de la frontiere F, invariant par I' et minimal et I est
un intervalle fermé de R .

1.4 Action d’un sous-groupe sur un espace homogene

Pour un élément A d’'un groupe de Lie H, on note Zy(h) le centralisateur de h dans H,
¢’est un sous-groupe fermé de H. La proposition suivante sera utilisée a plusieurs reprises.

Proposition 1.4.1. Soient I' un sous-groupe discret d’un groupe de Lie réel G et vy
un €lément de I'. Alors "injection naturelle

Zr(Y)\Za(v) — I\G : Zp(y)g — Ty

est un plongement. En particulier, si g est un élément de G et H est le sous-groupe
9 'Za(7)g, alors l'ensemble TgH est fermé dans lespace quotient T\G
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Démonstration. L’application

Zr(Y)\Za(v) — I\G : Zp(y)g — Ty

est continue et injective. Pour montrer qu’elle est propre, considérons une suite (g,,), dans
Zg(7y) convergente modulo I, il faut montrer qu’elle est également convergente modulo
Zr(7). Il existe une suite (), dans I' et un élément h dans G tels que

i 7ng
donc la suite (v,9,7g, 'V )n converge vers hyh™. Mais on a v,9,79, 7 = vayy, L qui
appartient au sous-groupe discret I' (car g,, commute avec 7). Donc la suite (7,77, '), est
stationnaire :

TV Ve = %07%;01 pour tout n > ny.

Mais tous les éléments +;, 17y, appartiennent au centralisateur Zr(7y) donc la suite (gy)n
est bien convergente modulo Zp(7) car la suite des éléments

(Vi ¥n)gn = Vgt (YnGn)

converge vers 1'élément v, 'h.

L’image I'Zg(y) de la projection du groupe Zg(7v) est fermée dans I'\G d’apres ce
qui précede, il en est donc de méme pour I'image I'Zg(y)g de la projection de I'ensemble
Za(7v)g. Mais Zg(y)g est précisément égal a gH. O]

Nous utiliserons également la propriété suivante qui n’est pas propre a l’action d’un
groupe sur un espace homogene.

Propriété 1.4.2. Soit I' un groupe dénombrable opérant par homéomorphismes sur
un espace localement compact. Alors toute orbite fermée est discreéte.

Démonstration. Notons X 'espace sur lequel le groupe I' agit et supposons qu’une orbite
soit fermée mais ne soit pas discrete dans X. Soit & un point quelconque de cette orbite. Il
existe un point y et une suite de points v,z de orbite 'z (7, appartenant a I') distincts
deux a deux et convergeant vers le point y. Puisque 1'orbite est fermée, ce point y s’écrit
vz avec y dans T et la suite (7~ '7,), converge donc vers z. Elle rencontre tout voisinage
de x donc pour la topologie induite, le point x est d’intérieur vide dans 'orbite I'z. On
en déduit que l'orbite I'z est une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide (ses
éléments). Mais cette orbite doit vérifier la propriété de Baire car c’est un sous-ensemble
fermé d’un ensemble localement compact. D’ou la contradiction. O



Chapitre 2

Action du groupe unipotent
supérieur sur les quotients de

PSL(2, C)

Soit G le groupe PSL(2,C) et N le sous-groupe unipotent supérieur du groupe G :

N={x( ] ) sech

Nous étudions la dynamique topologique de I'action de N par translation a droite sur le
quotient I'\G du groupe G par un groupe kleinien T".

2.1 Flot des reperes

Nous commengons par interpréter géométriquement l'action du groupe N sur I'\G
comme un flot & deux parameétres sur le fibré des reperes de la variété hyperbolique T'\ H?.

Notons RH? le fibré des repeéres orthonormés directs (une orientation étant fixée) de
I'espace hyperbolique H?. Chaque vecteur tangent u définit une unique géodésique orientée
dont les extrémités seront notées u(+00) et u(—oc). Nous dirons qu’un repere (ug, uy, us)
de RH? est dirigé vers le point & l'infini ug(+00). Le groupe des isométries orientées de
'espace hyperbolique s’identifie au groupe PSL(2,C) agissant sur le modele H? par la
formule suivante :

( i Z ) (o1) = ((az—i—b)(cz—i—d)—i—aEt t ) | 1)

lcz +d]?2+ [c|?t? ez + d|? + |c|*t?

L’action induite sur le bord OH? = C U {co} est l'action classique par homographies.

Nous pouvons identifier également 1'espace RH? avec le groupe PSL(2,C) : 'applica-
tion qui associe au repere (ug, ug, uz) le triplet de points

(uo(—00), up(400), u1(+00))

21
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est un homéomorphisme de I’espace RH? sur I’ensemble des triplets de points deux & deux
distincts de OH3, ensemble sur lequel le groupe PSL(2, C) agit simplement transitivement.
En choisissant comme repere d’origine le repére R correspondant au triplet (0, 00, 1) (ce
repere est basé au point o = (0,1) de H?), Papplication

PSL(2,C) — RH? : g — gRy

permet d’identifier le groupe PSL(2, C) avec ce fibré des reperes RH?. Via cette identifi-
cation, le repere correspondant a ’homographie g est dirigé vers le point g(oo).

Considérons un repere u = (ug, 1, uz) basé en un point x de H? et dirigé vers le point
¢ = up(4+00). La courbure de I'espace H? est constante donc I'application exponentielle
définit une isométrie globale, pour la métrique riemannienne induite, entre le sous-espace
de 7,H? orthogonal & ug et I'horosphere He, centrée en £ et passant par z. Pour tout
nombre complexe z = t; + ity (t; et to réels), 'application

a, : R—He, @ s+— eXp‘Hu(s(tlul + tous))

définit une géodésique de He , (pour la métrique induite) parcourue a la vitesse |z|. Le
vecteur unitaire uf, basé en (1) et dirigé vers £ et les vecteurs uj, u), obtenus par
transport parallele des vecteurs u; et us respectivement le long de la courbe a,, entre 0
et 1 forment dans cet ordre un repere orthonormé direct de Tau(l)H?’. Cette action de C
sur I'espace RH? définit le flot horosphérique (h?).cc sur espace des reperes. Ce flot est
défini par des notions métriques, il commute donc avec I'action des isométries orientées de
I’espace hyperbolique. Soit z un nombre complexe, I'image du repere R par 'application
h* est le repere correspondant au triplet (z, 00,z + 1). Ce triplet est I'image du triplet
(0, 00, 1) par ’homographie

N, | W w-+ 2.

Considérons maintenant un repeére quelconque gRg ol g est un élément du groupe PSL(2, C).
Puisque I'action du groupe d’isométries PSL(2, C) sur RH?® commute avec le flot (h?),,
'image de ce repeére par 'application h* est le repere g(h*(Ro)) qui est 'image du repere
Ry par 'homographie g o n,. Le flot horosphérique (h*), est donc représenté par la mul-
tiplication a droite par I’élément
1 =z
(1)

du sous-groupe unipotent supérieur N de PSL(2, C).
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(0.1)

(0,0) (1,0)

2.2 Spectre complexe des groupes kleiniens

Nous définissons ici la longueur complexe de translation d’une isométrie hyperbolique
de I'espace hyperbolique H?. Cette quantité est reliée aux valeurs propres des matrices
qui représentent cette isométrie (propriété 2.2.2). Dans I'optique de décrire la dynamique
topologique de 'action linéaire d’'un groupe kleinien sur le plan vectoriel complexe C2,
nous étudions les propriétés du groupe fermé engendré par toutes les valeurs propres d’un
groupe kleinien. Nous prouvons que ce spectre complexe est égal a C* des que le groupe
kleinien n’est ni élémentaire ni conjugué a un sous-groupe d’homographies a coefficients
réels.

Définissons le flot géodésique des repéres (¢%)ser sur RH? par le transport parallele le
long de la géodésique orientée définie par le premier vecteur du repere. Considérons une
isométrie hyperbolique g de H? de point fixe répulsif (resp. attractif) g= (resp. g7). Cette
isométrie agit par translation sur la géodésique joignant g~ & g™, notons I(g) la distance
de translation (I(g) > 0). Soit (ug, u1, uz) un repere de l'espace tangent basé en un point
x de l'axe (g7, g7) et dirigé vers g*. L’application ¢='9) o g agit sur 7,H® par isométrie
et fixe uy donc agit par rotation sur le sous-espace orthogonal a ug. Plus généralement, le
groupe SO(2,R) agit sur 'ensemble des reperes orthonormés dont le premier vecteur est
ug de la fagon suivante :

sinf cos6

< cosf —sinf

) (ug, uy, ug) = (ug, cos Quy + sin Oug, — sin Guy + cos Quy).

On associe & g I'angle de rotation 6(g) dans R/27Z et le nombre complexe 9. Le
groupe SO(2) étant abélien, I’angle 6(g) est indépendant des vecteurs u; et uy. Il est aussi
indépendant du choix du point de base sur 'axe (¢~, 7).

Définition. La quantité lc(g) = I(g) +i0(g) (appartenant a C/2inZ) est la longueur
complexe de translation de I'isométrie hyperbolique g.
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Définition. Soit I un sous-groupe du groupe PSL(2, C). Le spectre complexe Sr du
groupe I' est le sous-groupe fermé de C* engendré par I’ensemble

{elC(V) sy el v hyperbolique} .

Le principal résultat démontré dans ce paragraphe est le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.1. Soit I un groupe kleinien non élémentaire et sans torsion.

(i) Si le groupe T n'est pas conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), alors son spectre
St est égal a C*.

(i) Si le groupe I' est conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), mais pas a un sous-
groupe de PSL(2,R), alors son spectre Sr est égal a R*.

(iii) Si le groupe I est conjugué a un sous-groupe de PSL(2,R), alors son spectre Sr
est égal a R7 .

Ce théoreme redémontre la “non-arithméticité” du spectre des longueurs d’un groupe
d’isométries d'un espace hyperbolique (voir [Dall]) en dimension 2 et I’étend en dimension
3. L’article [PRap] présente un résultat proche en termes de densité de Zariski.

Nous utiliserons par la suite le birapport sur C dont nous rappelons une définition. Le
groupe PSL(2,C) agit (par homographies) simplement transitivement sur les triplets de
points de C deux & deux distincts. Si a, b, c,d sont quatre points de C, a, b, c étant deux
a deux distincts, le birapport [a, b, ¢, d] est la valeur h(d) ol h est 'unique homographie
envoyant le triplet (a,b, ¢) sur le triplet (0,00, 1) :

d—a c—a
d—b c—b
Le birapport est invariant par homographie.

la,b,c,d] =

La propriété suivante exprime la longueur complexe de translation d’une isométrie
hyperbolique, & I’aide d’un birapport. (On obtient la version complexe d’une égalité de
J.-P. Otal et I. Kim vraie dans un cadre plus général mais a termes réels. [Kim, Otal).

Propriété 2.2.2. Soil g une isométrie hyperbolique de point fize attractif (resp. répulsif)
g" (resp. g~ ) et de valeur propre dominante X. Soit & un point de C distinct des points
gt et g, alors :
97,97, 6,9(8)] = N = €.
Démonstration. Considérons, pour un nombre complexe A vérifiant |[A| > 1, I'isométrie
hyperbolique g représentée par la matrice <6\ /\91). Les points fixes de 'isométrie g sont

g~ =0et g" = oo et la longueur de translation Ic(g) est égale a In |A?| + iarg(A\?). Pour
tout point £ de C différent de 0 et oo :

[97, 9%, € g(6)] = [0, 00, X%] = A2 = ¢le@),

La propriété est donc vraie pour g. Toute isométrie hyperbolique est conjuguée a une
isométrie de cette forme et les termes de I'égalité sont des invariants de conjugaison donc
la propriété est vraie pour toute isométrie hyperbolique. O
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Une homographie g est holomorphe sur C — {oo, h=(c0)}, la définition suivante étend
la notion de nombre dérivé a toute la sphere de Riemann.

Définition. Soient g une isométrie de H? représentée par la matrice (i Z) apparte-

nant a SL(2,C) et £ un point de C, le nombre dérivé de ¢ en ¢ est le nombre complexe
non nul ¢'(£) défini par :

1 ) .
g'(§) = W si ¢ {o0,g97"(00)},
7= si € =00 g7 (c0),
/ _ 1 : _ 1
9(5)—W si § =g '(00) # oo,

1 :
JO= =0 s E=oo=g7(c0)
Nous utiliserons les deux propriétés suivantes du nombre dérivée d’'une homographie.

Propriété 2.2.3. Soit g un élément du groupe PSL(2,C).
(i) Si g est une isométrie hyperbolique de point fize attractif (resp. répulsif) g* (resp. g~ ),

alors
g’(gi) — Flelo).

(ii) Si &, & sont deuz points de C distincts des points oo et g Y(0), alors
(9(&) = 9(€))* = d'(©)g'(€) (€ = &)

Démonstration. Soit (i Z) une matrice de SL(2, C) représentant l'isométrie g.

(i) Supposons g hyperbolique. Si le point fixe attractif (resp. répulsif) de g est le point
00, alors ¢ = 0 et a? (resp. a~?) est égal & /() d’apres la propriété 2.2.2 d’ot1 I'égalité. Si
le point fixe attractif (resp. répulsif) de g est un point £ de OH? — {oo}, alors le vecteur

<§> est un vecteur propre de la matrice précédente pour la valeur propre c£ + d. Mais le

carré (resp. l'inverse du carré) de cette valeur propre est égal & e/ d’apres la propriété
2.2.2 et I'égalité est encore vérifiée.
(7) 11 suffit d’effectuer le calcul suivant :

(9(6) — 9(€))? = (““b “f’+b> _ <(a5+b)(05'+d)—(a€’+b)(c§+d)>

c€+d o+d (c€ + d)(c€’ +d)
- ((Cﬁ +ii)_(f§/ T d)) =4g'(©)d' (&) (- ¢).

O

Les lemmes 2.2.4 et 2.2.5 qui suivent permettent de mettre en relation les points de
I’ensemble limite d’un groupe kleinien avec son spectre complexe. Ces deux lemmes sont
adaptés des références [Dal2, Kim, Ota).
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Lemme 2.2.4. Soient v, et o deux isométries hyperboliques dont les points fixes
respectifs v et 75 sont deux  deur distincts, alors :

lim lcOPHODOME) — [4= 7= ~F ~F]%
n——+00 [71 y Y2 0 V2 771}

Démonstration.  Nous adaptons ici la démonstration de I'article [Dal2]. L’énoncé est inva-
riant par conjugaison. La démonstration consiste a conjuguer simultanément les isométries
71 et Y2 et & appliquer la propriété 2.2.3 (ii). Les isométries y; et o sont hyperboliques et
n’ont aucun point fixe en commun, il existe donc un entier ng tel que, pour tout entier n
supérieur a ng, le groupe engendré par v} et 4 soit un groupe de Schottky (en particulier
un groupe libre et constitué uniquement d’isométries hyperboliques), voir [Mas] ou [GH].
Pour un tel entier n, notons &, le point fixe attractif de 'isométrie 7{'v5. Ce point &,
converge vers le point 7" lorsque n tend vers +oco. L’ensemble

2 JU{& in > not U{vy (&) :n > ne}

est dénombrable donc évite un point de C. 1 existe une homographie envoyant ce point
sur le point co. Donc, quitte a conjuguer 7; et v, par cette homographie, nous pouvons
supposer que I’ensemble précédent ne contient pas le point co. D’apres la propriété 2.2.3
(i), on a donc :

eleCiHe02) e 0%) = (1Y (v7) (78) (72) (V1% (€n)-

Pour tout n, chaque homographie est holomorphe au point considéré. En particulier :

(772) (6n) = (1) (72 (6)) (72)' (€n)-

En appliquant la propriété 2.2.3 (ii), on obtient :

Yo _gn

e etpeip _ ((GDOD) = 6D63EN) (()05) = 68)(E))
e _73(571) >

c’est-a-dire
elcONHOD =IO = [g, 42(e,),75,77]"

La suite (&,), tend vers le point 7" et la suite (73(£,))n tend vers 73 car la suite de
fonctions (74), tend uniformément vers 75 sur les compacts de C — {75 }. On obtient le
résultat par continuité du birapport. O

Lemme 2.2.5. Soient I' un groupe kleinien non élémentaire et L son ensemble limite.
Soient &1, &9, &3, &4 quatre points de Ly deux a deux distincts, alors le nombre

[617 627 637 64]2

appartient au spectre complexe Sr.
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Démonstration. Les points &1, &, &3 et & de I'ensemble limite L sont deux a deux dis-
tincts. D’apres la proposition 1.2.1 (744), il existe deux suites (1.,)n €t (Y2,n)n d'isométries
hyperboliques du groupe I' vérifiant :
. — _ . + _ . — _ . + _
n1—1>I—|I—100 Tin = 517 n1—1>I—|I—100 T = 547 nl—l>r—iI-100 Yon = 527 nl—l>r—iI-100 Yon = 53‘
A partir d'un certain rang ny, les isométries hyperboliques 71, et 72, n’ont pas de point

fixe en commun. Pour tout entier n fixé supérieur a ng, nous avons donc d’apres le lemme
précédent 2.2.4 :

2 k k k k

- N AT At T le(7 ) He (3 ) —le (7 n73,0)

[VI,n? 72,n? 72,n7 ’YLn} = lim e b Zn bzl
k—+o00

En passant a la limite en n, le terme [{1, &2, &3, 54]2 appartient donc & ’adhérence S dans
C du sous-groupe Sp. Puisque Sr est fermé dans C*, cette adhérence n’est autre que
la réunion de Sr et I'ensemble {0,000} de C. Puisque les quatre points &1, &, & et &
ont été supposés distincts deux a deux, leur birapport n’est égal ni a 0 ni a oo d’ou la
conclusion. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 2.2.1.

Démonstration du théoréme 2.2.1. Le sous-groupe Sr (qui est le plus petit sous-groupe
fermé de C* contenant 1’ensemble {e/c®) : v € T', 7 hyperbolique}) est un sous-groupe de
Lie réel de C*. Il faut montrer que si la dimension de ce sous-groupe n’est pas 2 alors Sr
est égal a R* ou RY.

Supposons que le sous-groupe Sr soit discret dans C*. Soient v une isométrie hyper-
bolique du groupe I' et £ un point de ’ensemble limite Ly distinct des points fixes v et
~~. Pour tout entier positif n, le point 7" (£) appartient également a 1’ensemble limite Ly
donc le lemme 2.2.5 assure que le nombre [y, &, v, 7"(& )]2 appartient au sous-groupe Sr.
Comme le point 4™ () tend vers v lorsque n tend vers +oo, le birapport [y~, &, v1,7"(§)]
tend vers 1 donc (le sous-groupe a été supposé discret) la suite des points [y, &, v, v™(¢ )]2
est constante (et égale a 1) a partir d'un certain rang ce qui est impossible car la suite
(7v"(§))n n’est pas constante.

Supposons maintenant que Sr soit un sous-groupe de dimension 1. La composante
connexe Sp. contenant 1 est un sous-groupe a un parametre de C* de la forme :

R— Sp @ t+— e

avec w un nombre complexe non nul. Selon le nombre w, la composante connexe du groupe
Sr est de la forme suivante :
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) fr\ 1 1
/N

P

B Rew # 0 Rew # 0
(4) Rew =0 ®) i ¢ 2z ©) 1w e 2irz

Soient &1, &9, &3 trois points de 'ensemble limite Ly, deux a deux distincts. Considérons
I’homographie h suivante :

h : @—>C : 77}—)[61762763777]

Lanotation h? désignera Papplication n — (h(n))? (avec 0o? = 00). C’est un difféomorphisme
local en tout point de C — {&1,&}. D’apres le lemme 2.2.5, h%(n) appartient a Sp pour
tout point 7 dans 'ensemble Lr — {&;, &, &3}

Montrons que les cas A et B sont impossibles. Supposons que Sr soit un tel sous-groupe.
Comme h?(&3) est égal a 1, il existe un voisinage connexe U de &3 tel que h?(U N L) soit
inclus dans un voisinage de 1 dans Sr. Au voisinage de &3 ’ensemble limite L est donc
inclus dans une sous-variété de dimension 1 (car h? est un difféomorphisme local en &3) :

il existe un ouvert connexe U’ et une sous-variété P contenant tous les deux &3 tels que

UNLrCUNP.

Par densité de I'(§;) dans Lr, il existe une homographie v dans le groupe I' telle que

v(&1) appartienne a U’. L’application v est un difféomorphisme de C et préserve L donc
il existe un voisinage V' de & envoyé dans U’ et vérifiant :

VNLrCVnM

ol M désigne la sous-variété v~ !(P). Le point &; sépare M NV en deux composantes
connexes (quitte a restreindre V). Soit M™ une de ces deux composantes telle que &;
soit la limite d’une suite (7,,), de points appartenant & M+ N L. L’application h étant
un difféomorphisme, h(M) est une sous-variété contenant 0 donc quitte a restreindre V,
h%(M™) est une sous-variété dont un bord est 1'origine 0 et les points h%(n,,) appartiennent
aSrNh?(M™). Si Sy est du type A ou B, on peut choisir ng suffisament grand de fagon que
Sr et h%(M™) soient deux sous-variétés transverses en h%(n,,). Il existe alors un voisinage
V' de h*(n,,) tel que
V'O Sy NI (MT) = {h* (1, )}

et quitte & restreindre ce voisinage, on peut supposer que h? posséde un inverse local
défini de I'ouvert V'’ sur un ouvert W. Soit n’ un point de W N L, alors i’ appartient a
M+ donc h2(n') appartient &

R* (W NLrNM*Y) =h*(W)Nh*(Ly) NA* (M) C V' N Sp N h*(M™T).
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Donc 1’ = n,, ce qui est impossible car n,, n’est pas isolé dans L.

Il reste a montrer que, dans le cas C, le groupe Sr est égal a R ou a R* et que le
groupe I' est conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R). Comme h({3) = 1, il existe un
voisinage U de &3 dans C vérifiant

h(U) NSy C R”.

Puisque h?(Lr—{&1, &, &}) est inclus dans S, h?(UNLr) est inclus dans R% . On en déduit

qu’au voisinage de 3, I'ensemble limite Ly est contenu dans la sous-variété h™(RU{oo}).

Considérons une isométrie hyperbolique v de I' et un point de I’ensemble limite L distinct

des points fixes ¥ et v~. Appliquons le raisonnement précédent avec & =, & = £ et

& =~ : il existe un voisinage de v* dans L envoyé sur R U {co} par h. Donc il existe

un rang ng tel que le birapport [y, &, vT,7"(£)] appartienne & RU{oo} pour tout n > ny.
z

En composant avec I’homographie z +— 1 qui préserve R U {oco}, on obtient

7T, €,9™(€)] € R* pour tout n > no,

c’est-a-dire
e ¢ r* pour tout n > ng

d’apres la propriété 2.2.2. On en déduit que e'c() appartient & R* donc que le groupe Sr
est R* ou R%. II ne reste plus qu’a montrer que le groupe I' est conjugué dans PSL(2, C)
a un sous-groupe de PGL(2,R).

Puisque le point h%(n) appartient & Sp pour tout point 1 de Lp — {&;, &, &} et les
points &1, & et &3 sont envoyés par h respectivement sur 0, 1 et oo, ’ensemble limite Ly
est envoyé par h dans la réunion R UiR U {oc}. Donc en remplagant le groupe I' par son
conjugué I'* = hI'’h~!, on obtient :

L« CRUR U {o0}.

Le cercle RU{oo} et (éventuellement) le cercle iRU{oo} sont les seuls cercles de C conte-
nant une infinité de points de I’ensemble limite Ly« donc tout élément v de I'* préserve
globalement R U {oo} ou échange ces deux cercles. Dans le premier cas, ’homographie ~y
appartient a PGL(2,R). Dans le second cas, 7 fixe ou échange les points d’intersection 0 et
oo. Elle ne peut pas les échanger (sinon elle fixerait un point de la géodésique qui les relie)
donc cette homographie est représentée par une matrice diagonale <6\ )\91). Puisque \?
(ou A72) est égal a /(™ qui est un nombre réel, ’homographie v appartient & PGL(2, R).
Enfin, supposons que Sr soit le groupe R?, le groupe I' est conjugué a un sous-groupe
I'* de PGL(2,R) d’apres ce qui précede. Si le groupe I'* n’est pas contenu dans le groupe
PSL(2,R), il existe dans I'* une homographie 7 représentée par une matrice réelle de
déterminant -1. Une telle matrice possede deux valeurs propres réelles distinctes A et

—\"1. Donc I'’homographie v est aussi représentée par une matrice complexe conjuguée

a la matrice <Zg‘ Z.)\0,1> dont les valeurs propres sont de carré négatif. Ce qui contredit le

fait que le spectre Sr soit le groupe R O
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2.3 Action linéaire sur le plan complexe

Notons G le groupe PSL(2,C). L’application suivante permet d’identifier le quotient
G/N alespace C?— {0}/ +1d, noté V (e; désigne le premier vecteur de la base canonique
de C?) :

G/N —V : gN+— g(+ey).

Cette application conjugue I'action de G par multiplication a gauche sur G/N a 'action
linéaire sur V. Soient I' un groupe kleinien et L son ensemble limite. Notons r 'en-
semble des éléments g du groupe G tels que le point g(co) appartienne a Lp. L’ensemble
Qr est un sous-ensemble fermé et invariant par les actions de I' (par multiplication &
gauche) et du groupe unipotent N (par multiplication a droite). Il est envoyé par appli-
cation précédente sur l'ensemble, noté Vr, (invariant par I') des “vecteurs” de V dont la
direction projective appartient au sous-ensemble Ly de P!(C). Dans ce paragraphe nous
caractérisons les orbites sous 'action de I" denses dans ce “cone” complexe. Pour établir
ce résultat de densité, nous utilisons les propriétés de minimalité de ’ensemble limite pour
la composante projective et le théoreme 2.2.1 pour la composante “radiale”.

Auparavant, nous déduisons du théoreme 2.2.1 une propriété de minimalité de 1'ac-
tion d’un groupe kleinien sur I'espace projectif P3(R) (dans l'esprit de [CG1]). L’espace
projectif réel de I'espace vectoriel C? est P3(R) et I'application canonique

7 : P3(R) = C? — {0} /R« — C? — {0} /Cx = P'(C)

est une fibration sur la droite projective complexe P'(C). Tout sous-groupe de PSL(2,C)
agit sur P3(R) par la représentation

p : PSL(2,C) — PSL(4,R)

induite par I'identification entre C? et R*. remarquons que le groupe p(T") n’est pas Zariski-
dense mais vérifie les hypotheses de proximalité de [CG1].

Proposition 2.3.1. Soit I' un groupe kleinien non élémentaire et non conjugué a un
sous-groupe de PGL(2,R). Alors l’ensemble ! (Lr) est minimal parmi les sous-ensembles
non vides de P3(R), fermés et invariants par p(T).

Démonstration. Notons [v] la classe dans P3(R) d’un vecteur v de V. L’image réciproque
par 7 de chaque point de P!(C) est une orbite pour l'action par multiplication du groupe
U des nombres complexes de module 1. Le sous-ensemble 77! (Lr) de P3(R) est invariant
par p(I') et compact. D’apres le lemme de Zorn, il contient un ensemble minimal M. Les
actions des groupes U et I' commutent donc, pour tout nombre complexe e dans U,
’ensemble €M est un ensemble minimal. Les ensembles M et ¢®M sont donc égaux ou
disjoints. Le sous-groupe T de U défini par

T={c"€eU|e’M=M}
décrit donc la fibre de )y :

W\_l\/[l(ﬂ-([v])) = T[v] pour tout [v] dans M.
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C’est un sous-groupe fermé de U. Par minimalité de Ly, la projection de M par 7 est Lr.
I1 suffit donc de montrer que le groupe T contient ’ensemble

{ew(”)h el ~ hyperbolz’que}

puisque le groupe engendré par cet ensemble est dense dans U d’apres le théoreme 2.2.1.

Soit vy une isométrie hyperbolique du groupe I' de point fixe attractif v et de valeur propre

dominante \. Puisque m(M) est égal a Ly, il existe un vecteur v tel que [v] appartienne a

M et 7([v]) soit égal & vT. Le vecteur v est donc un vecteur propre (complexe) pour v et
)\2

2] = [v20] = N20] = ] = Dy
Yol = [y*o] = [A*v] |)\2|[] [v]

appartient & ensemble M. Les deux ensembles minimaux M et e??M n’étant pas dis-
joints, ils sont égaux donc e appartient au groupe T. ]

Enongons maintenant la caractérisation suivante des orbites denses. Soit I' un groupe
kleinien. Nous rappelons que V désigne I'espace C2—{0}/=1d et que Vr désigne I'ensemble
des “vecteurs” de )V dont la direction projective appartient a l’ensemble limite L du
groupe kleinien I

Théoreme 2.3.2. Soit I' un sous-groupe kleinien non-élémentaire que l’on suppose
non conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R). Soit v un élément de Vr. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) Uorbite T'v est dense dans Vr,

(i) la direction projective de v est un point limite horosphérique pour le groupe I,

(#i) il existe une suite (V,)n dans I telle que nl—l>r—|r-loo [|7mvl|| = 0.

Afin d’énoncer ce résultat dans le cadre plus classique de ’action linéaire sur le plan
complexe C?, nous considérons un sous-groupe discret I' de SL(2,C) qui contient la ma-
trice —Id. Notons Vi I'ensemble des vecteurs non nuls de C? dont la direction projective
appartient & ensemble limite du groupe I' (Vr est le relevé de Vi dans C? — {0}). Nous
avons alors la forme équivalente.

Théoréme 2.3.3. Soit I' un sous-groupe discret non-élémentaire de SL(2,C), conte-
nant —Id, et que l’'on ne suppose pas conjugué a un sous-groupe de matrices réelles. Soit
v un vecteur non nul de Vr. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Uorbite T'v est dense dans Vr,

(i) la direction projective du vecteur v est un point limite horosphérique pour le
groupe T',

(iii) Uorigine O de C? est adhérente a 'orbite Tv.

Ce théoreme généralise le résultat de L. Greenberg ([Gre]) sur l'action d'un réseau
uniforme de SL(2,C). La propriété suivante démontre ’équivalence entre les assertions
(i1) et (iii). Soit ey le premier vecteur de la base canonique, la notation ||.|| désignera la
norme hermitienne standard sur C2.
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Propriété 2.3.4. Le point de l'espace H? de coordonnées (0,1) est noté o. Soit g une
matrice de SL(2,C), notons v le vecteur gey. Alors

I|v]]? = eP3(0)(0,9-0)

et le point g(c0) est un point limite horosphérique si et seulement si [’adhérence de ’orbite
['v contient l’origine.

Démonstration. Montrons d’abord 1'égalité. On a :
ﬁg(oo)(O,g(O)) - ﬁoo(g_l.O, O) = —Int

olt g~'.0 = (2,t) appartient & H> = C x R%.. Si g est égale & <Z 2), on a:
2 2 2

v||° = la|” + |c et =

ol = af? + kel s

d’apres la formule 2.1 qui décrit 1'action du groupe PSL(2,C) sur H®. Pour démontrer
’équivalence, remarquons que, pour tout élément v du groupe PSL(2,C) :

I|yo| |2 = Praee 019:0) — (o0 (1 " 05:0)

Pour toute suite (v,), dans I', on a alors :

n—-—+00

lim [Jyo]? = 0 <= lim P 0n' 090 — _oo
n—-—+o00

<= ¢(00) est un point limite horosphérique.
U

L’implication (i)=-(%ii) est évidente. Il suffira donc d’établir I'implication réciproque
pour démontrer le théoreme 2.3.2. A
Dans la suite on identifiera souvent C* — {0}/ + Id avec le produit C x C*/{+Id} de

la facon suivante :

C?—{0}/+1d — C x C*/{#Id} : + ( 2 ) — (€, 07)

z )
of1§:Z—lappartientz‘lC(ézoos122:0)eta2:z§siz2#O(oﬂ:zfsizQ:O).

Remarquons que ||v][* > |a|?.
L’action du groupe d’isométries sur C? — {0}/ & Id s’exprime alors ainsi :

Lemme 2.3.5. Soient g une homographie et (¢,a?) dans C* — {0}/ +1d, alors :

g(&,0%) = (9(£),a%g'(&)7).
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Démonstration. Soit (Z Z) une matrice du groupe SL(2,C) représentant l'isométrie g.

On notera ~ lidentification entre C2 — {0}/ + Id et C x C*/{+Id}.
Si ¢ # 0o et g(§) # o0 :

9(&,0?) = ( ZEZ§ jﬁ}g ) ~ (% a2<c§+d>2> = (9(6).2’¢'()7).

Sié=o00et g(§) #o00:

Lemme 2.3.6. Soient v, et vo deux isométries hyperboliques de points fixes respectifs
%i (i =1,2). On suppose que ces quatre points sont distincts deuz 4 deuz et distincts du
point co. Il existe une suite (ry,), non bornée d’entiers positifs et une suite (s,), d’entiers
relatifs telles que la suite de termes rplc(v2) + Snlc(71) converge vers 0.
De plus, siv = (v,,a?) , alors :

lim Aprto = [ 2f, 02 [ 210
n=oo Y2 =N

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence des deux suites d’entiers. Posons u; =
elc) pour i = 1,2. Si le nombre

ln|/~L1| p

In|us| g
est rationnel (p,q € N —{0}), alors

|| = ertimlmpniel =1 et ™ = 1.

On pose alors r, = gn et s, = —pn pour tout n.

CInfp| : . In |t |
S est irrationnel, pour tout n dans N, il en est de méme de

i — ——— 1l existe donc
In {415 In 125
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une suite non stationnaire d’éléments du groupe multiplicatif engendré par p et po qui
converge vers 1. Donc, pour tout n dans N, il existe des entiers p,, et g, tels que

1
npn  4n 1 < —.
|y | n
Quitte & inverser pui""ud"  on peut supposer que p, est positif. Les suites (r,,), et (s,)n
définies par r,, = np, et s, = ¢, conviennent.
Démontrons maintenant la derniere égalité. D’apres le lemme 2.3.5, on a :

Vv =95 (7, (i) ()Y = (8 (7)), &2 () () T () () )

Comme le point ;" est différent de ~, , le point 5" (v;") tend vers 75 lorsque n tend vers
+00. Puisque le point 7, est différent du point oo, pour n suffisamment grand, 75" (v;")
est également différent du point oco. On peut appliquer la propriété 2.2.3 (ii) :

(3% (1) =% (D) = (") () (Y () (v =)’

Ces deux égalités permettent d’obtenir

Tn ~ Sn n Yo —N Tn _ Sn _
vyt = [ (), 0 | ———=| (5") () () ()7
Yo — Vo ('71)

Enfin, en appliquant la propriété 2.2.3 (i), on obtient

- 4+ 2
Yor it = | a" (’Yf_), o _%—’}/14_ ernlc(r2)+snle(n)
Yo — V2" (1)

et donc le résultat en faisant tendre n vers 4oo. O

Lemme 2.3.7. Soient I' un groupe kleinien non élémentaire, v une isométrie hyper-
bolique de T' de point fize attractif y© et v = (v, a?) un vecteur de C* — {0}/ +1d dirigé
vers v+, Alors pour toute isométrie hyperbolique v, de T', les vecteurs (y+, a?e?c()) et
(vF, a?e2c0n) gppartiennent a Tw.

Démonstration. Si I'isométrie v; fixe 41 c’est évident. On peut donc supposer que que
'isométrie v; est sans point fixe commun avec 7 (car le groupe I' est discret). Supposons
tout d’abord que le point oo ne soit fixé par aucune isométrie hyperbolique de I'. Les points
v et y1(yT) sont distincts donc il existe une suite (g,), d’isométries hyperboliques de
[ telle que la suite des points répulsifs (resp. attractifs) g, (resp. g;) converge vers le
point v;" (resp. y1(y")) (proposition 1.2.1 (iii)). Puisque ces deux points sont distincts
des points fixes de 7, nous pouvons appliquer le lemme précédent a partir d'un certain

rang :
2
- _ At
gt a? 7971 ’y+ elw
9n — 9n



Z.9. AU LIUIN LiiNCAaliv oUlv Ly FLAIN GUIVIE LA LY

=m0t

~T sont distincts donc en appliquant le méme raisonnement avec ces deux points, nous

obtenons :
2 2
+_ At - _ + L
a2 31 v ; N - %(z ) € Tw C T
7 =) o=

Ce vecteur est égal au vecteur (77, a2e?c()) d’apres la propriété 2.2.2. En échangeant
les roles de ;" et 7, , nous obtenons le vecteur (77, a?e~2c(1)) Le cas général se traite
en conjuguant le groupe I' afin que le point co ne soit pas un point fixe hyperbolique. [

2
+_ ot o
donc le vecteur v/ = [ y1(v"), a? ( Rh— )> appartient a I'v. Les points 7, et

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoreme 2.3.2. Rappelons
une propriété des stabilisateurs dans les groupes kleiniens d’un point fixe hyperbolique : si
I' est un groupe kleinien et ¢ est un point du bord C fixé par une isométrie hyperbolique
v du groupe I, alors le stabilisateur I'c du point  dans I' est un sous-groupe monogene
constitué d’isométries hyperboliques dont 'axe est 'axe de 7. Les deux isométries qui
engendrent ce stabilisateur sont dites primitives.

Démonstration du théoréme 2.3.2. Pour démontrer I'implication (4ii)=- (i), nous utilisons
ici le théoreme 2.2.1. Soit v = (£, a?) un vecteur de Vr. Montrons d’abord (étape 1) que
si & =7 est le point fixe d’une isométrie hyperbolique du groupe I', alors I’ensemble T'v
est égal a Vr. L’étape 2 consiste ensuite & montrer que si la condition (i) est vérifiée,
alors 'ensemble T'v contient un vecteur dirigé vers le point fixe attractif d’une isométrie
hyperbolique du groupe I'. Il est donc égal a Vr d’apres I'étape 1.

Etape 1. Nous pouvons supposer l'isométrie v primitive dans le groupe I'. Dans ce
cas, exceptées les puissances de -y, aucune isométrie hyperbolique de I' n’a de point fixe
en commun avec . Soit § un élément du groupe multiplicatif engendré par l’ensemble
{el‘C(“’) v el vy hyperbolique}, alors 32 s’écrit comme un produit

T 2 T s
H enjlc(’y]‘) — H englC(’Yj])
Jj=1 Jj=1

ou r est un entier positif, chaque 7; est une isométrie hyperbolique du groupe I' et chaque
n; est un entier relatif non nul de signe ¢;. Par récurrence sur 7 et en utilisant le lemme
2.3.7, nous obtenons alors que le vecteur (y+, o?3?) appartient & ['v. D’apres le théoreme
2.2.1, si le groupe T' n’est pas conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), I'ensemble T'v
contient donc ’ensemble des vecteurs de V dirigés vers le point v*. Considérons mainte-
nant un vecteur quelconque (7, 3?) de Vr et montrons qu’il appartient & I'v. Le point 7
appartenant a ’ensemble limite Lr, il existe une suite (7,), d’isométries de I" telle que
la suite (7,(7")), converge vers 7. Cette suite étant choisie, il existe une suite (), de
nombres complexes non nuls telle que la suite des nombres v/, (y") ', converge vers 3%
Les vecteurs 7, (7", a,,) appartiennent & T'v et ils tendent, lorsque n tend vers +oo, vers
le vecteur (n, 3?).

FEtape 2. 11 existe une suite (7,), d’éléments de I' telle que la suite (||v,v]|), converge



vrnAar. 2. AUVLIUIN DU GRUUINLE UINIFU L EIN D OUr il iUy

vers 0. Soient v un élément hyperbolique du groupe I' qui ne fixe pas le point £ et u™
(resp. u~) dans V un vecteur propre dirigé vers le point fixe attractif (resp. répulsif) de
~. Pour tout entier n, le vecteur v,v se décompose sous la forme

VU = apu’ 4 bpu”

ou a,, et b, sont deux réels non nuls (définis au signe pres). La suite (||y,v]|), convergeant
vers 0, il en est de méme pour les deux suites (a,), et (b,),. Puisque le module |e’c™| est
strictement supérieur a 1, il existe une suite non bornée (r,,), d’entiers positifs vérifiant

‘elc("f)‘—l < |an\.|e’“nlC(V)| <1.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut donc supposer que la suite (a,e™¢™), converge
vers un réel non nul a (défini au signe pres). La suite des vecteurs

'an'}/n'U = anernlC('Y)u‘f‘ + bne_rnl(C('Y)u_

converge alors vers le vecteur au de V qui appartient donc & I'ensemble T'v. L’orbite de
u™ est dense dans Vr, il en est de méme de 'orbite du vecteur au™ donc de I'orbite du
vecteur v. O

2.4 Dynamique topologique de ’action du groupe uni-
potent supérieur

Nous complétons ici les résultats précédents pour décrire la dynamique topologique de

I’action du groupe
1 =z
N_{:l:(o 1) .ze(C}

sur l'espace I'\G ou G désigne le groupe PSL(2,C) et I' est un sous-groupe discret du
groupe G. Rappelons que Q) désigne I’ensemble des éléments du groupe G tels que le point
g(00) appartienne a I’ensemble limite L. Cet ensemble Qr est fermé, invariant par I'action
de I & gauche et par 'action du groupe unipotent supérieur N a droite. Si on identifie
le groupe G au fibré des reperes de l'espace hyperbolique H?, I'ensemble Q) représente
I’ensemble des reperes dont le premier vecteur est dirigé vers un point de ’ensemble limite.

Tout d’abord nous montrons que toute la dynamique est liée a cet ensemble, et que
les orbites associées a un point parabolique de I’ensemble limite sont fermées (voir le pa-
ragraphe 1.2 pour la définition des points paraboliques). Mais on n’utilise pas I’hypothese
“parabolique borné”. Afin d’énoncer les résultats, considérons un élément g du groupe G,
sa classe x dans I'\G et définissons I’application

P, : N—TI\G : ur— zu.

Cette application est une immersion dont 'image est exactement ’orbite xN. Si elle n’est
pas injective, on a xu = zu’ pour deux éléments distincts u et u’ de N. L’intersection
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entre les sous-groupes N et ¢~ 'T'g est alors non triviale et ne dépend pas du représentant
g choisi. L’application précédente se factorise alors en :

@, : (¢'TgNN)\N — I\G : (¢ 'TgNN)u+— Tgu
qui est une immersion injective.

Théoréme 2.4.1. Soient I' un groupe kleinien non-élémentaire, g un élément du
groupe PSL(2,C) et z sa classe dans I'\G.

(i) Si le point g(oco) n'appartient pas a l’ensemble limite Lr, alors lapplication ®, est
un plongement. L’orbite xN est donc fermée dans T'\G. C’est l'image du plongement d’un
plan.

(ii) Si le point g(0o) est parabolique, I’application ®, est un plongement. L’ orbite xN
est donc fermée dans T\G. C’est l'image du plongement d’un cylindre (resp. tore) si le
rang du point parabolique g(oo) est 1 (resp. 2).

(7ii) Supposons de plus que le groupe I' ne soit pas conjugué a un sous-groupe de
PGL(2,R). Alors l'orbite xN est dense dans l’ensemble I'\Qr si et seulement si le point
g(00) est un point horosphérique.

Démonstration. (i) Supposons que 'application ®, ne soit pas propre : il existe une suite
(un)n d’éléments du groupe N divergente (c’est-a-dire sortant de tout compact de N),
une suite (7y,), dans le groupe I" et un élément h du groupe G tels que la suite (7V,guy,),
converge vers h dans le groupe G. En projetant sur I'espace H?, on obtient

d(gu,.0,7, 'h.0) = d(Yngt,.0, h.0) — 0 lorsque n — +oo.

Les suites (gu,.0), et (7, 'h.0), convergent donc vers le méme point qui est g(occ). Ce
point appartient donc a I'ensemble limite Lr.

(7i) Supposons que le point g(co) soit fixé par une isométrie parabolique v du groupe
['. Le sous-groupe ¢ 'Zg(7)g = Za(97'vg) est le centralisateur d’un élément non-trivial
du groupe N, il est donc égal a N. D’apres la proposition 1.4.1, 'application ®, est donc
un plongement.

L’assertion (7ii) est la traduction duale du théoreme 2.3.2 en termes d’action du groupe
N sur I'\G. O

Les résultats (i) et (ii) sur les orbites fermées se traduisent de la maniere suivante
en termes d’action linéaire. Pour simplifier, nous supposerons que I' est un sous-groupe
discret du groupe SL(2,C) contenant —Id. De méme que dans la section précédente, la
notation Vr désigne I'ensemble des vecteurs non nuls de C? dont la direction projective
appartient a ’ensemble limite du groupe I'. D’apres la propriété 1.4.2, une orbite fermée
du groupe I' dans C? est discréte. Il vient donc :

Théoréme 2.4.2. Soit I' un sous-groupe discret de SL(2,C) contenant —Id. Soit v
un vecteur non nul de C2.

(i) Si le vecteur v n’appartient pas a Vr, lorbite Tv est discréte dans C2.

(i) Si la direction projective du vecteur v est un point parabolique (i.e si le vecteur v
est fizé par un élément non trivial de T'), Uorbite Tv est discréte dans C?.
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Nous obtenons donc, en combinant le théoreme 2.4.1 et la classification des groupes
kleiniens par leur ensemble limite (rappelée dans la section 1.2) une caractérisation dy-
namique de certaines catégories de groupes kleiniens.

Corollaire 2.4.3. (i) Si un groupe kleinien non élémentaire I' est géométriquement
fini et n’est pas conjugué a un sous-groupe de PGL(2,R), les orbites du groupe N sur T'\G
sont soit fermées soit denses dans T'\Qr.

(i1) Un groupe kleinien I" est un réseau si et seulement si les orbites du groupe N sont
denses dans I'\G ou compactes.

(7ii) Un groupe kleinien I est conveze-cocompact et n’est pas conjugué a un sous groupe
de PGL(2,R) si et seulement si toutes les orbites du groupe N dans I'\Qr sont denses dans
M\Qr.

(iv) Un groupe kleinien I' est un réseau uniforme si et seulement si toutes les orbites
du groupe N sur I'\G sont denses.



Chapitre 3

Action du groupe diagonal sur les

quotients de volume fini de
PSL(2,R) x PSL(2,R)

3.1 Motivation

Dans le contexte général d'un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact G et
d’un réseau I' de ce groupe, G.A. Margulis a proposé dans [Marl] (apres H. Furstenberg)
une généralisation de la conjecture de Raghunathan sur la dynamique de 'action d’un
sous-groupe unipotent connexe H sur I'\G (conjecture résolue par M. Ratner, voir par
exemple [Sta]). Un sous-espace de I'\G est dit homogéne s’il est fermé et égal a une orbite
d’un sous-groupe de G. Une orbite est singuliére si son adhérence n’est pas homogene.

Conjecture 3.1.1. (/Mar1]) Soient G un groupe de Lie réel semi-simple connexe sans
facteur compact et de centre fini, I' un réseau de G et H un sous-groupe connexe de G.
Alors, tout point x de T'\G vérifie au moins l'une des assertions suivantes :

(a) l'adhérence de 'orbite tH est homogéne,

(b) il existe un sous-groupe fermé connexe F de G et un morphisme continu surjectif
@ de F sur un groupe de Lie L tels que :

- le groupe F contient H,

- Dorbite xF est fermée dans I'\G,

- [tmage par ¢ du stabilisateur de x dans F est un sous-groupe fermé de L,
- limage @(H) est un sous-groupe d un paramétre sans élément unipotent.

La situation (b) correspond au cas ou l'orbite zH est contenue dans le sous-espace
homogene xF dans lequel 'action du groupe H se factorise en ’action d’un groupe diago-
nalisable & un parametre. Il existe pour ce type d’action (par exemple 'action du groupe
diagonal sur I'\PSL(2, R) qui est conjugué au flot géodésique sur le fibré unitaire tangent
de la surface hyperbolique T'\H?) des orbites dont 1’adhérence n’est pas homogene, nous
en construisons dans le paragraphe 3.2. Lorsque le groupe G est le groupe SL(3,R) et
le groupe H est le groupe des matrices diagonales nous montrons également comment la
présence d’éléments particuliers dans le réseau I' permet de construire des points de I'\G

39
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dont l'orbite est singuliere. Dans la suite de ce chapitre nous nous intéressons a cette
conjecture lorsque le groupe G est le groupe PSL(2,R) x PSL(2,R), le groupe H est le
produit des groupes diagonaux et I' est un réseau irréductible. Dans ce cas, la situation
(b) est impossible (paragraphe 3.3). Nous décrivons les orbites fermées (paragraphe 3.6)
et donnons ensuite des conditions suffisantes de densité (paragraphe 3.7). Enfin, dans le
paragraphe 3.8, nous montrons que les constructions précédentes d’orbites singulieres pour
le flot géodésique sur le fibré tangent unitaire des surfaces hyperboliques sont impossibles
dans la situation étudiée ici.

3.2 Exemples d’orbites singulieres sur des quotients
de PSL(2,R) et SL(3,R)

Si I' est un sous-groupe discret et A est le sous-groupe diagonal du groupe PSL(2,R),
I'action du groupe A par translation a droite sur I'\PSL(2,RR) est conjuguée au flot
gbéodésique sur I'\7'H?. Dans ce cas, toutes les orbites vérifient I'assertion (b) de la
conjecture 3.1.1. Le théoreme suivant montre que la situation (a) n’est pas toujours sa-
tisfaite.

Théoréme 3.2.1. Soit I un groupe fuchsien non-élémentaire. Alors
1) il existe des orbites du flot géodésique dans T\T'H? bornées et non -compactes,
2) il existe des orbites singulicres du flot géodésique dans T\T *H?.

Remarquons que si I' est un réseau uniforme, toutes les orbites denses pour le flot
géodésique vérifient 1) et pas 2). La démonstration du théoreme 3.2.1 contient deux
constructions différentes. La premiere est tres classique et consiste a “recoller” des semi-
orbites bornées et permet d’obtenir des orbites vérifiant 1) et 2). La seconde est basée sur
I’existence de sous-groupes convexe-cocompacts dans un groupe fuchsien non-élémentaire,
on obtient alors des orbites vérifiant 7). Cette deuxieme construction permet également
d’obtenir des orbites singulieres dont I’adhérence est un sous-ensemble fermé, invariant
par le flot géodésique et minimal (voir [Mor]).

Premiére construction. Considérons deux isométries hyperboliques v et 7' du groupe I’
sans point fixe commun. Et choisissons un point £ (resp £’) du bord OH? fixé par ~y (resp.
7). Notons § (resp. ¢§') 'axe de I'isométrie v (resp. 7') et A la géodésique de H? joignant
les deux points £ et &'
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Les géodésiques 6 et & se projettent dans I'\H? sur deux géodésiques compactes. La
géodésique A est la réunion de deux rayons géodésiques asymptotes (dans H?) a & ou &'
Elle se projette donc dans I'\H? sur une géodésique bornée mais non compacte car & et
& ne sont pas fixés par une méme isométrie de I'. En fait 'orbite pour le flot géodésique
dans I'\7'H? associée & A n’est pas fermée mais est localement fermée, son adhérence
n’est donc pas une sous-variété. O

Deuzieme construction. Nous savons que le groupe I' contient un sous-groupe I', qui est
convexe-cocompact (par exemple un groupe de Schottky). Notons €2/ ’ensemble non-
errant de 7'H? pour le flot géodésique (relativement au groupe I',, voir la définition au
paragraphe 1.2). Le quotient I',\$2 est compact. L’ensemble des orbites du flot géodésique
dans I';\§2) n’est pas dénombrable et toutes ces orbites sont bornées. Considérons la
projection canonique

[N\T'H? — I'\7'H?

dont la fibre est dénombrable puisque s’identifiant & I’espace des classes I'/T",. Toutes les
orbites sont envoyées par cette projection sur des orbites du flot géodésique. En particu-
lier, 'ensemble (non dénombrable) des orbites contenues dans I';\2) est envoyé sur un
ensemble non dénombrable d’orbites bornées dans I'\7 'HZ. Il en existe donc qui ne sont
pas compactes. [

Concernant le groupe SL(3,R) et le sous-groupe diagonal, un exemple pour lequel
certaines orbites vérifient la situation (b) a été construit par M. Rees ([Ree]). Nous expli-
quons ici sur quoi repose cette construction.

Soit G le groupe SL(3,R), un élément de G diagonalisable sur R est dit régulier si ses
valeurs propres sont deux a deux distinctes et singulier sinon. Soient A le sous-groupe
de G des matrices diagonales a coefficients positifs et I' un sous-groupe discret de G.
Considérons l'action du groupe A sur l'espace I'\G par multiplication a droite. Nous
démontrons ici en quoi la présence dans le groupe I' d’éléments singuliers possédant un
centralisateur dans I' non commutatif permet d’obtenir la situation (b) de la conjecture
3.1.1 et implique l'existence d’orbites dont I'adhérence n’est pas homogene.

Proposition 3.2.2. Soit I' un sous-groupe discret de G. On suppose que le groupe I'
contient un élément v non trivial, diagonalisable sur R, singulier, sans valeur propre de
module 1 et tel que son centralisateur dans le groupe I' ne soit pas virtuellement abélien.
Alors il existe un point x de I'\G dont l'orbite par le groupe A vérifie [’assertion (b) mais
pas l'assertion (a) de la conjecture 3.1.1.

Démonstration. On suppose donc que le sous-groupe discret I' contient un élément -y
vérifiant :

A0 O
y=g| 0O X 0 g !
0 0 X2
ou g appartient au groupe G et A est un réel strictement supérieur a 1 (quitte a remplacer
v par son carré). Quitte a conjuguer le réseau I', nous supposerons g = Id. Notons F la
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composante connexe du centralisateur dans G de la matrice diagonale . Ce sous-groupe
est constitué de toutes les matrices de la forme :

< %4 det(l?/l)_l )

ot M appartient au groupe GLT(2,R). En particulier le groupe F contient le groupe A.
Notons Zr l'intersection de Z¢ et I'. Soit ¢ le morphisme surjectif de groupes défini par :

M 0

¢ : F— SL(2,R) : ( 0 det(M)"!

) — det(M) "z M.

Le noyau ker ¢ du morphisme ¢ est constitué de toutes les matrices de la forme

w 0 0
0 pu O , >0,
0 0 pu?

il contient donc le sous-groupe engendré par . L’image par ¢ du sous-groupe discret Zr
est un sous-groupe discret de SL(2,R). En effet, considérons une suite d’éléments

(M, 0
=00 det(M,)"!

dans Zr. Alors il existe une suite (k,), d’entiers relatifs telle que
1 < A2 det(M,)™* < A% pour tout n
et quitte a prendre une sous-suite, on a donc

lim A~%*n det(M,)"! = 6°

n—-4o00

pour un réel § appartenant a l'intervalle [1, A]. Si la suite (7,,), vérifie

lim o(y,) =1d, () #1d,

n—-4oo

alors on a
lim cp(yk”yn) = lim ¢(v,) = Id.

n—-400 n—-4o00

Mais puisque

[ AM, 0
Y = 0 )\—2kzn det(Mn)_l )

on en déduit que la suite de matrices (A\*»M,,),, converge dans le groupe SL(2,R) vers
§~d donc que la suite (v%~,), converge vers la matrice

6'd 0
0o & )
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Cette suite est donc constante a partir d’un certain rang (car contenue dans le sous-groupe
discret I') ce qui contredit le fait que la suite (¢(7v,))n ne contienne pas de sous-suite
stationnaire. Notons A le sous-groupe discret ¢(Zr) de SL(2,RR). D’apres la proposition
1.4.1, nous savons que l'orbite I'F est fermée dans I'\G.
L’application

® : I'F— A\SL(2,R) : Th+—— Ap(h)

est une fibration principale dont chaque fibre est homéomorphe a un cercle. Montrons
cette assertion :
- L’application @ est bien définie : si les éléments hq et 7'hy sont égaux (avec +' dans
[, hy et hy dans F), alors
hihy' =/

appartient au groupe Zr donc ¢(hy) appartient a la classe Ap(hy).
- L’application p est une fibration car ¢ est une fibration et les groupes I' et A sont
discrets.
- Si les deux points ['hy et ['hy ont la méme image par P, il existe un élément z dans
le groupe Zr tel que
p(h1) = p(2)p(ha).

On en déduit que h; appartient a la classe zhsker ¢ donc que le point T'h; de I'\G
appartient a I['hg ker . Donc chaque fibre de @ est contenue dans une orbite I'h ker ¢ et
on a en fait égalité, 'autre inclusion étant évidente. Le sous-groupe de ker ¢ engendré par
~ agit trivialement sur chaque fibre car A commute avec v. Donc le quotient de ker ¢ par
ce sous-groupe agit transitivement sur chaque fibre ce qui montre que @ est une fibration
en cercles.

Soit A’ le sous-groupe de A constitué des matrices de la forme

v 0 0
0O vt o], v>0
0 0 1

Soit a un élément de A, il s’écrit de maniére unique comme le produit aga’ d'un élément
a, de ker ¢ et d’un élément a’ de A’. Pour tout h dans le groupe F, on a alors

@(Tha) = B(Thaea') = Ap(hd'a,) = Ap(ha') = Ap(h)p(a’) = Ap(h)p*™”

si @’ = diag(v,v™!,1). Donc 'orbite ThA du point Th de T'\G pour I'action du groupe
diagonal A se projette sur l'orbite par le groupe diagonal ¢(A’) du point Ap(h) de
A\SL(2,R). Si E est un sous-ensemble quelconque de A\SL(2,R) fermé et invariant par
le flot géodésique, alors B !(E) est un sous-ensemble fermé dans T'F (donc dans T'\G)
invariant par 'action de A. Puisque I'application ¢ est surjective, toute orbite de p(A’)
dans A\SL(2,R) peut étre ainsi “relevée” dans I'\G. Montrons maintenant le groupe A
n’est pas élémentaire (ce qui, d’apres le théoreme 3.2.1 entraine I'existence d’orbites sin-
gulieres pour l'action de p(A’)). Si deux éléments hy et hy du groupe F sont tels que
©(h1) et @(hg) commutent, il est évident que h; et hy commutent. D’autre part, si A est
un groupe élémentaire, il possede un sous-groupe abélien A’ d’indice fini. Puisque A est
I'image de Zr par le morphisme ¢, la préimage par ¢ de A’ dans le sous-groupe Zr de F
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est un sous-groupe d’indice fini dans Zr et abélien d’apres ce qui précede. Donc le groupe
Zr est virtuellement abélien ce qui a été exclu par hypothese. O

Remarquons que si I' est un réseau uniforme de G, le fait que 'orbite I'gF soit fermée
dans T'\G implique que le sous-groupe Zr est un réseau uniforme du groupe gFg~! donc
n’est pas virtuellement abélien.

3.3 Réseaux de PSL(2,R) x PSL(2,R)

Nous considérons ici le groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) que 'on notera G. Pour chaque
valeur (1 ou 2) de l'indice i, notons p; la projection

p; : PSL(2,R) x PSL(2,R) — PSL(2,R)

sur le i-eme facteur. Les réseaux du groupe G satisfont a 'alternative suivante (voir par
exemple [Ebe]) :

Proposition 3.3.1. (voir [Ebe] p40) Soit I un réseau du groupe G. Alors T' vérifie
une (et une seule) des deuz propriétés suivantes.

a) En restriction au groupe I', la projection py (resp. pa) est d’image discrete et son
noyau I'y (resp. I'y) est un réseau de PSL(2,R) x {Id} (resp. {Id} x PSL(2,R)). Le sous-
groupe produit I'y x T'y est alors d’indice fini dans T

b) En restriction au groupe I', chaque projection p; est injective et d’image dense.

La propriété b) est une conséquence du fait que le centre du groupe PSL(2,R) est
trivial. Un réseau est dit réductible s'il satisfait la propriété a) et irréductible sinon. Il
existe des réseaux irréductibles uniformes et non-uniformes. Des exemples de réseaux
irréductibles non-uniformes sont donnés par les réseaux de Hilbert (voir le chapitre 4). Ce
sont en fait essentiellement les seuls d’apres un résultat de A. Selberg.

Théoréme 3.3.2. (Selberg, [Sel]) Soit I' un réseau irréductible et non uniforme du
groupe G. Alors il existe un élément g dans PGL(2,R) x PGL(2,R) tel que le réseau
conjugué gL'g™! soit commensurable a un réseau de Hilbert.

Le produit des sous-groupes diagonaux du groupe G sera noté A. L’action de A sur G
par multiplication a droite est conjuguée a I'action du produit des deux flots géodésiques
sur la variété 71H? x 71H2. Traduisons la conjecture 3.1.1 dans le cas olt H est le groupe
A. Si le réseau I' est réductible, I'action du groupe A sur I'\G est donc conjuguée (quitte
a considérer un sous-groupe d’indice fini de I', d’apres la proposition 3.3.1) au produit des
flots géodésiques sur les fibrés tangents unitaires de deux surfaces hyperboliques. Dans ce
cas, la situation (b) de la conjecture 3.1.1 se produit et il existe des orbites singulieres
d’apres le théoreme 3.2.1. A 'opposé, si le réseau I est irréductible, la situation (b) ne peut
pas se produire. Pour démontrer ceci, nous utiliserons la proposition suivante (démontrée
dans le paragraphe 3.6).

Proposition 3.3.3. Soient G le groupe PSL(2, R)xPSL(2,R) et I" un réseau irréductible
du groupe G. Si F est un sous-groupe de Lie de G conneze et contenant strictement le
sous-groupe A, alors laction de F sur I'\G est minimale (toutes les orbites sont denses).
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Supposons qu’il existe un élément g dans G tel que le point x = I'g vérifie I'assertion
(b) mais pas 'assertion (a) de la conjecture 3.1.1. Puisque on a supposé que l'orbite zA
n’est pas fermée, le groupe F contient strictement le groupe A et d’apres la proposition
3.3.3, l'orbite zF est dense donc égale a I'\G (car elle est fermée). Le sous-groupe I" étant
discret, les groupes F et G sont donc égaux. L'image du groupe A par le morphisme ¢
est un groupe a un parametre donc le noyau de ¢ est un sous-groupe propre distingué de
G. On en déduit que ce morphisme se factorise par la projection canonique p; (quitte a
permuter les indices) : il existe un morphisme continu surjectif

» : PSL(2,R) — L

tel que ¢ = P o p;. Mais le stabilisateur G, du point  dans G est le groupe conjugué
gl'g™! donc son image par p; est dense dans PSL(2,R) donc ¢(G,) est dense dans L ce
qui contredit la troisieme assertion de la situation (b).

La conjecture générale 3.1.1 devient donc dans ce cas particulier :

Conjecture 3.3.4. Soient G le groupe PSL(2, R)xPSL(2,R) et I' un réseau irréductible
du groupe G. Alors toute orbite du groupe diagonal A est soit fermée, soit dense dans T'\G.

En particulier, si I' est un réseau irréductible non uniforme, toute orbite bornée devrait
étre compacte. Signalons que cette méme assertion mais dans le cadre du groupe SL(3, R),
du sous-groupe diagonal et du réseau SL(3,Z), impliquerait la conjecture de Littlewood
(voir I'annexe B, [Mar2]).

Nous caractérisons les orbites fermées et les orbites compactes pour 'action de A dans
le paragraphe 3.6 avant de démontrer la proposition 3.3.3. Les paragraphes 3.4 et 3.5
rassemblent des informations sur le type des éléments présents dans un réseau irréductible
du groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) et sur la géométrie des quotients non compacts et de
volume fini de I'\H? x HZ2. Enfin, dans le paragraphe 3.7, nous démontrons les théorémes
3.7.1 et 3.7.3 sur les orbites denses.

3.4 Eléments des réseaux irréductibles de PSL(2,R) x
PSL(2,R)

Nous utiliserons la méme terminologie que l'article [Shi] en disant qu'un élément
g = (g1,92) du groupe G est elliptique (resp. parabolique, hyperbolique) si les deux
isométries g; et go du plan hyperbolique sont elliptiques (resp. paraboliques, hyperbo-
liques). Si I'élément g = (g1, g2) est hyperbolique, il fixe quatre points sur la frontiére
F = OH? x OH?, ce sont les couples (g7, g3). Le couple de points attractifs (g7, g5) (resp.
répulsifs (g1, g5 )) sera noté g* (resp. g7). Un élément hyperbolique est dit hyper-régulier
s'il est hyperbolique et si les valeurs propres dominantes de g; et g sont différentes (cette
définition coincide avec la notion d’élément hyper-régulier dans I’article [PRag]). Enfin,
un élément non trivial n’appartenant a aucune de ces catégories sera dit muxte.
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La distance de translation

d(g) = inf d(z,gx)

xC€H2 xH?

d’un élément g = (g1, 92) du groupe G vérifie

d*(g)=  inf  d*(m, d* (x5, = inf d inf d* :
(9) (o2 0 CH2 B2 (1, 101) + d* (22, g22) o (931791931)‘i‘aéfelﬂ2 (22, gow2)

Cette distance est donc atteinte si et seulement si ni g; ni g n’est parabolique.

La proposition 3.4.1 est un cas particulier du résultat classique suivant : tout élément
d’un réseau uniforme d’un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact est semi-simple.
La démonstration qui suit est plus simple.

Proposition 3.4.1. Si une isométrie v = (y1,72) appartient a un réseau uniforme T’
du groupe G, alors ni 1 ni vy n’est parabolique.

Démonstration. D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que la distance de translation
d(v) est atteinte. Puisque I' est un réseau uniforme du groupe G, le quotient T'\H? x H?
est compact donc il existe un sous-ensemble compact D de H? x H? vérifiant

H? x H* = | ] 7/ (D).
y'el

On a alors

— inf = inf d(yzyy2) = inf Ty'2).
dy)= inf d(zy2)= iof d(yzyyz)= nf d(z9" "17'2)

Si deux suites (z,), (dans H? x H?) et (7/), (dans T') vérifient

. -1
Hm d(zn, 7, ¥7n2n) = d(7),
n—-4o00
par compacité, on peut supposer que la suite (z,), converge vers un point z de D. Mais
alors

d(y) < d(z,7, " 97hz) < 2d(2, 20) + (20, Yl VY 20)

ot le terme de droite converge vers d(y). Puisque l'orbite I'z est discréte dans H? x H?,
la suite (v, 'y7/ 2), est constante & partir d’un rang ng et la distance de translation d(~)
est égale & la distance d(z,7), ™ V75, 2)- O

Dans le cas d’un réseau irréductible général, nous avons la :

Proposition 3.4.2. Dans un réseau irréductible non uniforme,
(i) il existe des éléments paraboliques,
(i) il n’eziste pas d’élément mizte dont une des composantes est parabolique.

En d’autres termes : si v = (71,72) appartient a un réseau irréductible, alors v; et o
sont simultanément paraboliques ou non.
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Démonstration. Cette proposition est vraie dans les réseaux de Hibert (voir le chapitre 4).
On utilise le théoreme 3.3.2 pour la généraliser a tout réseau irréductible non uniforme.
Si I" est un réseau irréductible, il existe un élément g dans PGL(2,R) x PGL(2,R) et un
réseau de Hilbert I'x associé au corps quadratique réel K tels que le groupe

r,= g—lrg NIk

soit d’indice fini dans ¢7'I'g et dans I'x. Si v est un élément parabolique du réseau de
Hilbert I'g, il existe un entier n tel que v appartienne a I',. L’élément gy"g~! appartient
donc a T et il est également parabolique ce qui prouve (7). Pour montrer I’assertion (ii),
considérons v = (v1,72) dans I et supposons ~; parabolique. Le groupe gI',g ! est d’indice
fini dans I' donc il existe un entier n strictement positif tel que 4" appartienne a gI',g "
donc au groupe ¢gI'xg~!. On a alors

tr(vy) = tr(g; 75 92) = ox(tr(gy '9gr)) = ox(2) = 2

ol ok désigne 'automorphisme non-trivial du corps K. On en déduit que la composante 7
est également parabolique car elle n’est pas d’ordre fini (le réseau I' est irréductible). I

Supposons le réseau I' irréductible. Par injectivité des projections p; et ps, ni 1 ni ¥
n’est trivial. On en déduit également que si I'une des composantes est elliptique d’ordre
fini, alors l'autre est elliptique de méme ordre. Ceci n’est possible que si le groupe I'
possede de la torsion et c’est le seul cas ou le groupe discret I' contient un élément el-
liptique. Puisque les projections p;(I') et po(I") sont denses dans PSL(2,R), il existe des
éléments dans I' dont une composante est elliptique (resp. hyperbolique).

L’existence d’éléments hyperboliques et d’éléments hyper-réguliers dans un réseau est
assurée par la proposition suivante.

Proposition 3.4.3. Tout réseau du groupe G contient un élément hyper-régqulier (donc
en particulier une isométrie hyperbolique)

On utilisera pour cette démonstration le lemme classique suivant :

Lemme 3.4.4. (Selberg) Soit I un réseau du groupe G. Pour tout élément g du groupe
G et tout voisinage U de Id dans G, il existe un entier n strictement positif tel que

Ug"UNT 0.

Démonstration. Soient g appartenant a G et U un voisinage de Id dans G. Quitte a
remplacer U par U N U™, on peut supposer que le voisinage U est stable par inversion.
Pour la mesure de Haar, tous les ensembles Ug", ot n est un entier positif, sont de méme
mesure strictement positive. D’apres 'hypothese de covolume fini sur I, il existe donc
deux indices différents n; et ny tels que Ug™ et Ug™ ne soient pas I'-disjoints : il existe
~v dans I" tel que

~AUg™ NUG™ # 0.

Si ng est supérieur a ny, 'ensemble Ug™~"1U contient ~. O
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Démonstration de la proposition 3.4.3. Soient I' un réseau du groupe G = PSL(2,R) x
PSL(2,R) et g = (g1, g2) un élément hyperbolique de G. D’apres le lemme 3.4.4, il suffit
de montrer qu’il existe un voisinage U de Id tel que, pour tous h et h’ dans U et pour
tout entier n strictement positif, 'élément hg™h’ est hyperbolique (et hyper-régulier si g
I'est). Quitte a effectuer une conjugaison, nous pouvons supposer que chaque élément g;

est de la forme
< >(\]Z )\91 ) avec \; > 1.

Soit € > 0, remarquons tout d’abord que, pour tous h = (hq, hy) et b’ = (h), h}) tels que
|hi —1d||ee <& et ||h, —1d||ec <& pouri=1,2,
et pour tout entier strictement positif n, I’élément hg™h’ vérifie
tr(higi'h;)
tr(gf)

En effet (le calcul étant le méme pour chaque indice, nous 'omettrons pour alléger les

notations), si
a b , [ d Y
h—(c d) et h—(c, d,)

hath! — aad’ A" + bd A" ab/ A" + bd' A"
G =\ e\t +déX™ e\ + dd A

1—2 < <(14+¢)* pouri=1,2.

alors

et
(1—28)(A" 4+ A7) < tr(hg™h') < (14 )2 (A\" 4+ 217").

Puisque ¢ est hyperbolique, alors
[tr(g")| = AP+ N >N+ N\ > |tr(g:)] >2 pouri=1,2,

donc il existe un réel € > 0, dépendant uniquement de g tel que [tr(h;gl*h})| > 2, c’est-a-
dire hg"h' est hyperbolique. Si on suppose de plus que I’élément ¢ est hyper-régulier, alors
A1 est strictement supérieur a Ay (quitte a permuter) et les valeurs propres dominantes
de h;g'h; sont alors distinctes des que ¢ est assez petit car

tr(hlg’fh'l) 1—2¢ )\1
tr(hgggbhé) - (]. —|—€)2 )\2 )
Donc I'élément hg™h' est hyper-régulier. O

Pour résumer ces résultats, nous pouvons dire que les éléments non triviaux d’un
réseau irréductible de PSL(2,R) x PSL(2,R) sont de I'un des types suivants :

- hyperboliques (et il existe des éléments hyper-réguliers),

- elliptiques d’ordre fini (si et seulement si le réseau possede de la torsion),

- mixtes de la forme (e, h) ou (h,e) avec e elliptique d’ordre infini et h hyperbolique.

- paraboliques (si et seulement si le réseau n’est pas uniforme).
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3.5 Points paraboliques

Soit G le groupe PSL(2,R) x PSL(2, R). Le fait qu'un réseau du groupe G ne soit pas
uniforme est 1ié a la présence d’éléments paraboliques (propositions 3.4.1 et 3.4.2). Nous
définissons les points paraboliques de la frontiere OH? x OH? associés & un sous-groupe
discret.

Définition. Soit I' un sous-groupe discret de G. Un point & de 9H? x OH? est un point
parabolique (pour le sous-groupe I') s’il est fixé par un élément parabolique du groupe I'.
Le rang du point parabolique £ est alors le rang du sous-groupe abélien constitué des
éléments paraboliques de I' fixant €.

Le rang d’un point parabolique peut-étre 1 ou 2. L’ensemble des points paraboliques
est un sous-ensemble de OH? x OH? invariant par le groupe I'.

Définition. Soit I' un sous-groupe discret de G. Une pointe (pour le groupe I') est
une classe de points paraboliques modulo T'.

Considérons la somme des fonctions de Busemann sur chacun des facteurs : pour un
point & = (&, &) de OH? x OH? et deux points z = (21, 22) et 2/ = (2], 25) de H? x H?,
notons

6&(27 Zl) = B, (21, Zi) + e, (22, Zé)
Le point (00, 00) sera souvent noté oo. Pour ce point, on obtient :

Imz; 1
N ]

/ /
Imz{Imzs

Ce cocycle permet de définir horospheres et horoboules de H? x H? en choisissant pour
origine dans H? x H? le point o = (i, 1).

Définition. Soient £ un point de la frontiere et T un réel.
L’horosphere basée en & de niveau T est ’ensemble

He(T) = {z e B> x H? | B¢(z,0) =T} .
L’horoboule (ouverte) basée en £ de niveau T est ’ensemble

HB¢(T) = {z e H* x H? | B¢(z,0) > T}

L’horosphere H¢(T') (resp. horoboule HB(T')) est la réunion des produits d’horospheres
He, (T7) x Hg,(T3) (resp. d’horoboules HB¢ (1) x HBg,(13)) pour les couples de réels
(Ty,Ty) vérifiant

TW+15,=T (resp. T+ 15 > T)
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Dans le cas ot £ = oo, on obtient :
Hoo(T) = {z = (21, 22) € H* x H’ | ImzImz, =T}

et HB(T) = {z = (21, 22) € H* x H | Im#Imz, > T} .

Le stabilisateur G, dans G du point oo est le groupe AN des (couples de) matrices
triangulaires supérieures. Dans ce sous-groupe, nous pouvons distinguer :
- le sous-groupe N constitué des éléments paraboliques et de I’élément neutre,
- et le sous-groupe G2 constitué des éléments laissant invariante la fonction 8., 0)
(ou de maniere équivalente les horospheres et horoboules basées au point 00). Ce sous-
groupe est constitué des éléments de la forme

(G ) (%)

olu a est strictement positif et by, by sont quelconques. On peut également le décrire comme
le groupe A’N ot A’ est le sous-groupe de A constitué des éléments de la forme (¢, ¢~F)
(ces éléments ne sont pas hyper-réguliers). Le sous-groupe G2 agit simplement transitive-
ment sur chaque horosphere basée au point co. Pour un point £ quelconque, nous noterons
de méme G? le sous-groupe de G laissant invariante la fonction G¢(., 0).

Nous utiliserons a plusieurs reprises la proposition suivante (voir [Shi]). Le stabilisateur
du point £ dans le groupe I' est noté T'¢.

Proposition 3.5.1. (Shimizu, [Shi]) Soit T un sous-groupe discret de G = PSL(2,R)x
PSL(2,R).

(i) Si le point € = (£1,&) de OH? x OH? est un point parabolique, il existe deux
constantes strictement positives T et Ty telles que, pour tout élément appartenant a I' —
Fg N

3 (HBe, (T3) x HBe,(T3)) () (HBg, (Ty) x HBe, (Ty) = 0.

(ii) Si le point & = (&1,&) de OH? x OH? est un point parabolique de rang 2, il existe
une constante strictement positive T telle que, pour tout élément appartenant a I' — I'¢ :

Le théoreme suivant montre que le stabilisateur I's dans un réseau irréductible I' d'un
point parabolique & préserve globalement chaque horosphere basée en & et agit de facon
uniforme sur chacune de ces horospheres.

Théoreme 3.5.2. Soient I' un réseau irréductible et & un point parabolique pour le
groupe I'. Alors le stabilisateur I'¢ est un réseau (uniforme) du groupe G?. En particulier
le point & est parabolique de rang 2.

Démonstration. Nous pouvons supposer, en conjuguant le groupe I' que le point £ est le
point oco. Il faut donc montrer que le stabilisateur 'y, est contenu dans le groupe G2, et
que le quotient est compact. Soit I'®. I'ensemble des éléments paraboliques de I' fixant
le point co. C’est un sous-groupe discret de N qui est non trivial car oo est un point
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parabolique.

- Montrons tout d’abord que ce groupe est un réseau de N. Si ce n’est pas le cas, il est
isomorphe & Z et la projection p;(I',) (resp. po(I'%,)) est un sous-groupe discret (et non
trivial car I est irréductible) du groupe p;(N) (resp. p2(N)). Pour ¢ valant 1 ou 2, le groupe
pi(I's) normalise p;(N) Soit v un élément appartenant a I'y,, 'action par conjugaison de

a; bz
o= (4 )
0 1 0 1 ’

Nous obtenons une action linéaire (en identifiant p;(N) et R) qui préserve un réseau, le
déterminant a? est donc entier. En considérons v~ nous obtenons donc a? = 1 ce qui
montre que I'y, est inclus dans N. En utilisant la proposition 3.5.1 (i), on en déduit que
I'inclusion (isométrique et ouverte) de HB, (T}) x HB, (T3) dans H? x H? passe au quotient
en une injection (isométrique et ouverte)

s’écrit

I? \(HB(T}) x HBo(T3)) «— T\H? x H.

Mais ceci contredit I’hypothese de volume fini car

daydyidrady, _ O[T dyydy,
= d(l]l dl’g =
2 \HBoo (T1 ) x HBoo (T2) 3/1 3/2 s T, 3/1 3/2

avec D un domaine fondamental pour 'action de I'®, sur le produit HB(77) x HBoo(732)
(identifié & R?) de mesure infinie. Donc le sous-groupe I'P_ est un réseau du groupe N.

- Montrons maintenant que le stabilisateur 'y, est un réseau du groupe G2.. Ce groupe
N est normalisé par I',. L’action par conjugaison d’un élément

o ar b as by
Y= 0 al_l ) 0 Cl2_1

(tl, tg) [ — (a%tl, CLgt2).

Cette action linéaire préserve un réseau donc son déterminant est entier et, en considérant
71, nous obtenons (ayas)? = 1 c’est-a-dire : v appartient au groupe G2 . Le stabilisateur
' est donc un sous-groupe du groupe G2 | il reste & montrer que c’est un réseau. Pour
cela on effectue le méme type de raisonnement que précédemment : d’apres la proposition
3.5.1 (i), application

sur N identifié & R? s’écrit

oo \HBoo (T) < I'\H? x H?.

est une injection (isométrique et ouverte). Mais le volume de I'o( o \HBoo(7") n’est fini que
si I's contient un élément hyperbolique. Ce qui implique que le quotient I'(o\Hoo(7") de
I’horospheére Ho(T) est compact. O
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Corollaire 3.5.3. Soient & et £ deux points paraboliques pour un réseau irréductible
I'. Alors il existe un réel T vérifiant :

v €T et yYHB(T)NHB(T) £ 0 = £ = ¢

Démonstration. Le rang des points paraboliques & et & est égal a 2 d’apres le théoreme
3.5.2. On utilise alors la proposition 3.5.1. U

Nous utiliserons dans la suite la propriété suivante (appelée "Hypothese (F)” dans
[Shi]) sur les réseaux irréductibles du groupe G. Cette propriété est trivialement vérifiée
pour les réseaux uniformes. Les réseaux de Hilbert satisfont a cette propriété (voir par
exemple [Fre]) qui se ”transmet” par commensurabilité. Mais en ce qui concerne les réseaux
non uniformes, il ne semble pas exister de démonstration n’utilisant pas le théoreme
d’arithméticité 3.3.2 de Selberg.

Propriété 3.5.4. ([Shi]) Soit I' un réseau irréductible du groupe G. Il existe un do-
maine fondamental D pour 'action de I' dans H? x H? de la forme

D=CcuViu...uV,

ou C est un compact, {&',... €} est un systéme minimal de représentants des pointes
de I' et pour tout i, V; est un domaine fondamental pour Uaction de I'¢i sur HBgi(T)
(T suffisament grand). En particulier, il n’eziste qu’un nombre fini de points paraboliques
modulo T'.

3.6 Orbites fermées

Pour un réseau irréductible I" du groupe G = PSL(2, R) x PSL(2, R), nous caractérisons
les orbites fermées sous I'action du groupe diagonal A. Soient g un point du groupe G et
x sa classe I'g dans I'\G. Alors I'application

U, : (¢ TgNANA —T\G : (¢ 'TgNA)ar— za
est injective, continue et son image est exactement 1'orbite xA du point x.

Lemme 3.6.1. Soit I' un réseau irréductible du groupe G.
1) S’il existe un élément v dans T' non trivial et tel que g~'~vg appartienne au groupe A,
alors U'application Y, est propre.
2) L’orbite xA est fermée dans T'\G si et seulement si 'application ¥, est propre.

Démonstration. 1) Si~y est non trivial, ses deux composantes sont non triviales (car I" est
irréductible). Il en est de méme de g~'vg et le centralisateur de cet élément est donc le
groupe A. Il suffit donc d’appliquer la proposition 1.4.1.

2) Si cette application est propre, son image A est donc fermée. Réciproquement,
supposons que l'orbite zA soit fermée et que I'application ¥, ne soit pas propre. Il existe
une suite (a,), de A divergente modulo le sous-groupe (¢~ 'I'g N A) et telle que la suite
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(xay,), soit convergente vers un point za (ou a appartient a A). Il existe donc une suite
(Yn)n dans T vérifiant

lim 7,94, = ga.

La suite (7,), est sans sous-suite stationnaire car la suite (a,), est divergente dans A.
Notons « la classe de g dans G/A, on a alors

li =
Jm = o
dans l'espace G/A. La double classe I'gA est fermée donc l'orbite ' est fermée dans
G/A. D’apres la propriété 1.4.2 l'orbite I'ar est discrete dans G/A. Ce qui implique que
la suite (7y,), est constante a partir d'un certain rang. Il existe donc deux indices m et
n tels que

Tm 7é Yn €t Ymg = ’ynga’ avec a’ € A.

Donc g1, est un élément non trivial de g7 'T'gN A ce qui implique que I’application
U, est propre d’apres le 1). D’ou la contradiction. O

Nous caractérisons maintenant les points de I'\G dont 'orbite pour le groupe A est
fermée non compacte (théoreme 3.6.2) ou compacte (théoreme 3.6.3). Cette caractérisation
des orbites fermées non compactes ne semblait pas, a notre connaissance, étre clairement
établie jusqu’a un article récent de G. Tomanov et B. Weiss ([TW]).

Théoreme 3.6.2. Soient I' un réseau irréductible du groupe G, g un élément de G et
x sa classe dans U\G. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) lorbite xA est fermée non compacte,

(11) le groupe g 'T'g N A est isomorphe a Z,

(i) les points g(oo, 00) et g(0,0) (ou g(oo,0) et g(0,00)) sont des points paraboliques
fixés par un méme élément hyperbolique du groupe T'. (Dans ce cas, cet élément n’est pas
hyper-réqulier.)

Remarquons que l'application “orbitale” associée a un point de I'\G
A—T\G : ar—uza

n’est donc jamais propre. (Il n’existe pas d’orbite divergente.)

Le théoreme suivant permet de retrouver dans les cas des réseaux irréductibles du
groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) un résultat général de G. Prasad et M.S. Raghunathan
dans [PRag] sur les orbites compactes du groupe diagonal.

Théoreme 3.6.3. Soit I' un réseau irréductible du groupe G, g un élément de G et x
sa classe dans U'\G. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) lorbite xA est compacte,

(ii) le groupe g~ 'T'g N A est isomorphe a 72,

(i) les points g(0o, 00) et g(0,0) sont fizés par un méme élément hyperbolique hyper-
régulier du groupe T'.
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Si I' est un réseau irréductible, il existe, d’apres la proposition 3.4.3, des éléments
hyper-réguliers donc des orbites compactes.

Démonstration du théoréme 3.6.2. (i) = (ii). Si 'orbite A n’est pas compacte, le sous-
groupe discret ¢g7'I'g N A de A n’est pas isomorphe & Z2, il suffit donc de montrer qu’il
n'est pas trivial. D’apres le lemme 3.6.1, I'application W, est propre. L’hypothese (F)
fournit une partition

NH*xH*=CuUV,U...uV,

ou C est compact et V; est I'injection canonique de I'ei\HB:(T') dans I'\H? x H? (avec
£ ..., € un systéme minimal de représentants des pointes et 7' un réel suffisamment
grand). Nous utiliserons les deux projections continues et propres suivantes :

T, : G—H*xH?* : g— go

et T, : [\G — I'\H? x H? : I'g — I'go.

L’image T,(xA) est un plat fermé et non compact dans I'\H? x H? donc le sous-ensemble
V1O N7,(zA)) est un sous-ensemble compact de g~'T'g N A\A. Supposons g 'T'g N A
trivial, W_1(C' N7,(xA)) est un donc sous-ensemble compact de A. I existe une boule
dans A (pour une norme quelconque sur 'algebre Lie(A)) contenant W 1(C' N7, (zA)).
Puisque la dimension de A est 2, le complémentaire E de cette boule est connexe donc
7o(V,(E)) est connexe donc inclus dans I'un des V;, disons V. Donc I'ensemble connexe

7o(gE) = {ga.0 | a € E}

est inclus dans I'ensemble I'HB¢1(7") qui est une réunion disjointe d’horoboules (propo-
sition 3.5.3), donc quitte a remplacer le point parabolique ¢! par un point de la méme
classe T'¢! et & modifier T ainsi que la taille de E, nous savons donc que 7,(gE) est inclus
dans 'horoboule HB:1(T'). Mais I'ensemble des points de la frontiere 9H? x 9H? adhérents
a m,(gE) est I'ensemble des quatre points

{g(00,0),4(0,0), g(0,00), g(c0,0)}

qui ne peut pas étre contenu dans 1’ensemble

({&1} x om) | (912 x {&3}) .

des points de la frontiere OH? x 9H? adhérents a 'horoboule HB: (7). D’ou la contradic-
tion.

(ii) = (ii1). Supposons que le groupe ¢~ 'T'g N A soit isomorphe & Z. Soit g~'yg un
générateur de ce groupe, ou vy est hyperbolique et appartient a I'. Soit B une “bande”
fermée de A contenant un domaine fondamental pour I'action du groupe g~'I'g N A sur

A.
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Puisque le groupe ¢ 'I'gNA n’est pas trivial, application W, est propre. En effectuant
le méme raisonnement que précédemment, on montre qu’il existe

- une partie compacte de B dont le complémentaire est la réunion disjointe de deux
sous-ensembles D et D’ connexes et non bornés de B,

- deux points paraboliques & et &,

-et un réel T,
tels que

7,(gD) C HB¢(T) et m,(gD") € HB/(T).

Il existe dans D deux éléments a et b tels que

(9 "vg)a=b,

donc YHB¢(T)NHB¢(T") # 0. D’apres la proposition 3.5.3, v fixe donc le point parabolique
¢. Le méme raisonnement montre que v fixe également &’. Les points £ et £ appartiennent
donc au sous-ensemble

{g(00,0),9(0,0), g(c0,0), g(0,00) }

de OH? x OH?2. Puisque ces deux points peuvent étre reliés par une géodésique, le couple
{£,&'} est donc

{g9(00,00),9(0,0)} ou {g(00,0),g(0,00)}.

Enfin, puisque I’élément hyperbolique 7 fixe un point parabolique, il n’est pas hyper-
régulier d’apres le théoreme 3.5.2.

(13i) = (i). Si les points g(oo,00) et g(0,0) (ou g(o0,0) et g(0,00)) sont fixés par un
élément hyperbolique v du réseau I, alors g~ !vg appartient au sous-groupe A. Dans ce
cas I'application ¥, est propre et 'orbite xA est fermée d’apres le lemme 3.6.1. Si cette
orbite est compacte, le sous-groupe g 'I'g N A est un réseau de A mais alors il contient
un élément hyper-régulier qui fixe un point parabolique ce qui est impossible d’apres le
théoreme 3.5.2. O

Nous démontrons maintenant le théoreme 3.6.3.

Démonstration du théoréme 3.6.5. (i) = (ii). Si 'orbite A est compacte, d’apres le
lemme 3.6.1, Papplication ¥, est propre donc le quotient (¢7'T'g N A)\A est compact,
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d’ou (it).

(i1) = (i17). Si le sous-groupe g~ 'T'gNA est un réseau du groupe A, il contient un élément
hyper-régulier qui peut s’écrire g~ 'vg = a ol 7y est hyper-régulier appartenant & I' et a
appartient a A. On a alors

vg(00) = ga(oc) = g(oo) et ~vg(0) = ga(0) = g(0).

(73i) = (7). Si un élément hyper-régulier v du réseau I' fixe les points ¢(0,0) et g(oo, 00),
alors g~!vg appartient au sous-groupe A donc l'orbite zA est fermée d’apres le lemme
3.6.1. Mais alors A est compacte car sinon, d’apres le théoreme 3.6.2, g~ tyg n’est pas
hyper-régulier. O

Si ' est un réseau irréductible de G, et si I'orbite I'gA du point I'g est compacte, il
existe ¥ = (71,72) non-trivial appartenant & I' N gAg~'. Si Z; désigne le centralisateur
de 7; dans PSL(2,R), alors le groupe gAg~! est égal au groupe Z = Z; X Zo. Le groupe
' N gAg~" est isomorphe & Z? et les projections induites

Di - FﬂgAg_1 — 7

sont injectives. Donc py(I'NgAg™) (resp. po(T'NgAg™r)) est dense dans p;(gAg~t) = 7,
(resp. po(gAg™) = Zy).

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 3.3.3. Dans la suite de ce para-
graphe et dans le paragraphe 3.7, nous noterons U™ (resp. U™) le sous-groupe unipotent
supérieur (resp.inférieur) du groupe G. Pour i valant 1 ou 2, nous noterons A; (resp.
UF, U;) la projection du groupe A (resp U*, U™) suivant la i-eme coordonnée. Chaque
lettre gothique g, a, u™... désignera 'algébre de Lie du groupe correspondant G, A, U*...
L’application adjointe Ad est la conjugaison. Si g = (g1, go) appartient au groupe G :

Ad(g) - g —9 : (Vi,ve) = (g1v1g7 ', 92vag5 ).

Démonstration de la proposition 3.3.3. Soit F un sous-groupe fermé connexe de G conte-
nant A. Il est normalisé par A donc son algebre de Lie est une somme directe de sous-
espaces propres par Ad(A) de l'algebre g. Ces sous-espaces sont a;, u;", u;", pour ¢ valant 1
ou 2. On en déduit que, quitte a permuter les indices et les exposants, le groupe F contient
le sous-groupe AU constitué des éléments de la forme

(( C(L)l ab_ll),(%2 agl ))a ay, as >0, bleR.
1

1l suffit donc de montrer que le sous-groupe AU} agit de fagon minimale sur T'\G. Nous
allons en fait montrer que toutes les orbites du sous-groupe AU sont denses. Par dualité,
il est équivalent de prouver la minimalité de 1’action de T sur G/A;U{. Si on identifie ce
quotient avec OH? x PSL(2,R), le groupe I" agit par la formule :

¥-(€1592) = (p1(7)€1, p2(7)92),

ou l'action est définie par homographie sur le premier facteur et par multiplication ma-
tricielle sur le second. Fixons un élément (&1, g2) de OH? x PSL(2,R). Le groupe I' étant
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un réseau irréductible, nous savons (proposition 3.4.3 et théoreme 3.6.3) qu’il existe un
point T'h dans T'\G dont l'orbite pour l'action de A est compacte. Le groupe I' N hARL™!
est alors un réseau du groupe hlAIhl_l X hoAghy ! et ses projections sur chaque facteur
sont denses. Il existe donc une suite (7,), d’éléments appartenant & T NhAh™! telle que :

(i) Hm ps(yn) = 1d,

(1) toutes les isométries p;(7,) sont hyperboliques de méme point fixe attractif (resp.
répulsif) n; (resp. n;),

(i17) liril p1(7m)€ = ny, pour tout point & dans OH? — {n; }.
Soient o dans T" et &] dans OH?. Soient V un voisinage de &; dans OH? et W un ouvert
de OH? disjoint de p;(a)&;. Puisque Paction de PSL(2,R) est transitive sur les couples
de points distincts de OH? et la projection p;(T") est dense dans PSL(2,R), il existe un
élément ( dans I' vérifiant :

m@nf eV et p(B)n eW.

En particulier le point p;(8~1a)¢; est différent du point ;. La suite (37,8 'a), vérifie
alors :

i py (BB )6 = pi(B)n € Vet Hm pa(BynB7 a)ga = pa(a)ga.

Le voisinage V' étant arbitraire, on en déduit que 1'élément (&7, pa(cr)gs) appartient &
I'adhérence de l'orbite I'(£1, g2). Puisque & et o sont arbitraires, ceci prouve que l'orbite
['(&1, g2) est dense dans OH? x PSL(2,R). O

3.7 Constructions d’orbites denses

Soient G le groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) et " un réseau irréductible du groupe G.
Dans ce paragraphe, nous établissons deux conditions suffisantes de densité d’une orbite
du sous-groupe A sur I'\G.

Le premier résultat affirme qu'une orbite dont ’adhérence contient une orbite compacte
vérifie la conjecture 3.3.4. Mentionnons (voir [Mos]) que la réunion des orbites compactes
est un sous-ensemble dense de I'\G.

Théoréme 3.7.1. Soit I' un réseau irréductible du groupe G. Soit y un point de NG
tel que l’adhérence yA de 'orbite yA contienne une orbite compacte. Alors l’orbite yA est
compacte ou dense dans I'\G.

Ce théoreme est un cas particulier du théoreme suivant di a E. Lindenstrauss et B.
Weiss ([LW]). Voir également [Moz| pour les cas du groupe PGL(2,Q,) x PGL(2, Q).

Théoréme 3.7.2. (Lindenstrauss-Weiss, [LW]) Soient G le groupe SL(d,R), T" un
réseau de G, A le groupe des matrices diagonales a coefficients positifs et D;; le sous-
groupe de A constitué des matrices diag(a, .. .,aq) vérifiant a; = a;.

Soit y un point de G/T'. On suppose qu’il existe un point x dans G/T" vérifiant :

1- lorbite Az est compacte,
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2- Pour tout couple (i,7) vérifiant 1 < i # j < d , le groupe D;; agit ergodiquement
sur le tore Ax.
Alors il existe un sous-groupe réductif H de G, contenant A, tel que Ay soit égal a l’orbite
Hy. De plus le stabilisateur H, du point y dans H est un réseau du groupe H.

La preuve du théoréme 3.7.1 est simplifiée par rapport a la preuve originale de [LW].
En particulier, il n’est fait usage ni des résultats de M. Ratner et N. Shah sur les orbites
des sous-groupes unipotents, ni du théoreme d’arithméticité de G. Margulis.

Le second résultat démontré dans ce paragraphe fournit une condition suffisante de
densité en termes de points a 'infini. Soit g = (g1, g2) un élément du groupe G et y le
point I'g de I"'\G. Notons

E) = {g1(0), g1(00)} et EZ = {g2(0), ga(00)}

les ensembles de points de OH? définis par g; et go. D’apres le théoreme 3.6.3, si orbite
yA est compacte, les points de I'ensemble E, = E; X Eg sont fixés par des éléments
diagonalisables du groupe I'.

Théoréme 3.7.3. L'orbite yA du point y = I'g est dense dans I'\G dans les cas
sutvants :

(i) un des points de E; ou Ef] est fixé par la composante hyperbolique d’une isométrie
mizte de T";

(i) Uorbite yA n’est pas compacte et l'un des points de E; ou Eg est fizé par une
isométrie hyperbolique hyper-réguliére de T'.

Nous démontrons tout d’abord le théoreme 3.7.1. Notons G le groupe PSL(2,R) x
PSL(2, R). Considérons un point y de I'\G tel que adhérence yA de I'orbite yA contienne
un point x dont l'orbite zA est compacte. Remarquons que si ce point x appartient a ’or-
bite yA, les deux orbites A et yA sont égales donc 'orbite de y est compacte. Nous allons
montrer que dans le cas contraire, l'orbite yA est dense dans I'\G.

Rappelons que nous notons U™ (resp. U™) le sous-groupe unipotent supérieur (resp.
inférieur) du groupe G et pour ¢ valant 1 ou 2, A; (resp. U}, U;) la projection du groupe
A (resp. UT, U™) suivant la i-eme coordonnée. Chaque lettre gothique g, a, u™... désigne
lalgebre de Lie du groupe correspondant G, A, Ut... Si a appartient au sous-groupe A,
alors les sous-algebres u™ et u~ sont invariantes par Ad(a).

Nous fixons les normes suivantes sur les algebres g = sl(2,R) x s[(2,R), ut et u™ : si
v désigne I'élément

appartenant a g, posons
|[v[|g = max([ail, [br], [c1], |az], |ba], [c2]),

|| V|| = max(|by], |b2]) si v appartient & u™,
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||V||u- = max(|cy], |ca]) si v appartient a u™.

Si un élément g de PSL(2,R) vérifie g(0) # oo, alors il existe un unique élément
unipotent supérieur u dans PSL(2,R) tel que ¢g(0) = w*(0). L’élément (u*) g fixe
donc le point 0 de OH? donc s’écrit de maniére unique comme un produit u~a avec
u~ unipotent inférieur et a diagonal. On obtient donc la décomposition de Bruhat g =
utu~a de I'élément g (définie pour tout élément g de PSL(2,R) tel que g(0) # o). En
effectuant cette décomposition sur chaque facteur du groupe G et puisque le sous-groupe
[ est discret, il existe donc des voisinages W, (respectivement W, W~) de 0 dans a
(respectivement u™, u~) tels que l'application

U WhxW™ —T\G : (uf,u”) — zexp(u)exp(u)
soit une immersion injective et ’application
U : WHx W™ xW, —T\G : (ut,u",a) — zexp(u’)exp(u”)exp(a)
soit un difféomorphisme sur son image.

Démonstration du théoréme 3.7.1. Nous allons montrer que, si le point z appartient a
yA — yA alors il existe un sous-groupe V parmi Uy, Us, Uy ou U; (donc normalisé par
A) tel que l'orbite 2V soit contenue dans yA. L’orbite zAV est alors contenue dans yA
et elle est dense d’apres la proposition 3.3.3. Ce qui prouve que l'orbite yA est elle-méme
dense dans I'\G.

Quitte a restreindre les voisinages W+ et W™, nous les supposerons symétriques.
Puisque le point  appartient & yA—yA, il existe une suite (y,), dans yA—zA convergeant
vers x. Pour n assez grand on a

Yn = ‘if(u:[, 11;7 an)

ot les suites (a,),, (u}), et (u}), tendent vers 0 (car ¥ est un difféomorphisme) et ofl
les éléments ul et u, ne sont pas simultanéments nuls (car y, n’appartient pas a zA).
Puisque les orbites yA et A sont invariantes par A, la suite de points (V(u’,u>)), est
contenue dans yA — xA et converge vers le point .

FEtape 1 : Nous montrons qu'il existe un élément ut (ou u™) non nul de 'algebre u™

(ou u™) vérifiant : z exp(u™) appartient & yA. Pour tout élément a du groupe A fixant le
point z, le point

U(Ad(a)u,, Ad(a)u,,) = zaexp(u,))a taexp(u;, )a™ = zexp(ul) exp(u;, )a™"

appartient a l'orbite yA. Puisque le stabilisateur A, est un réseau (uniforme) du groupe
A, il existe dans A, un élément a de la forme (¢, $*2) avec A\; et Ay deux nombres réels
strictements supérieurs a 1. Pour tout 1 > ¢ > 0 il existe un entier n tel que

[y +u,flg < e
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Fixons un tel n et notons

(0 0) (8 0) = ((08)-(0 %))

Alors on a, pour tout entier p :

0 bAP 0 b\
IAYETRE -\ — 1M 2742
st ) = (o "0 ) (e )

Si p est un entier positif, on a pour i = 1,2 : |\, | < |¢;| < €. D’autre part les nombres
b, et by ne sont pas tous deux nuls donc, en définissant R comme le maximum des valeurs
A2 et A3, il existe un entier p positif tel que 1 < max(|b1A}"],|b2A57]) < R. Fixons cet
entier p. Les vecteurs v;" = Ad(a?)u) de u™ et v;; = Ad(a?)u,, de u~ vérifient donc :

e le point ¥(v;", v,') appartient & l'orbite yA,

e 1< Vi +villg < R,

o [[vill- <e
Puisque 1 > ¢ > 0 est arbitraire, il existe donc une suite (v;1), dans u™ que l'on peut
supposer convergente vers un vecteur ut non nul de ut et une suite (v, ), dans u~ qui
converge vers 0, ces deux suites vérifiant : W(v;", v ) appartient a Uorbite yA. En passant
a la limite il vient : W(u*,0) appartient a yA.

FEtape 2 : 11 existe un vecteur v de l'algebre uf (ou uj) tel que le point z exp(v) ap-
partienne & yA.

Si le vecteur ut appartient a une des sous-algebres ul ou uf, on peut choisir u't et il
n'y a rien a faire. On suppose donc que I’élément ut est de la forme

((8 %),(8 %2)) avec by # 0.

Soient Ay un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 et a I'élément (Id, ¢*?) du
sous-groupe A. Lorsque 'entier n tend vers +oo, on a

Ad(a")u* = (( 8 %1 )( 8 b2égn ))
im Ad(a")u’ = <( 8 %1 )( 8 8 ))

Soit v cette limite. L’orbite xA est un tore compact donc I’action de ¢! par multiplication
sur A est récurrente : il existe une suite divergente (k,,), d’entiers positifs telle que, dans

G,

donc

lim za % = 1.
n—-+oo

Alors la suite des termes

zexp(ut)a = ra* exp(Ad(a*)u™)
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est contenue dans 'ensemble invariant yA et converge vers le point x exp(v) qui appar-
tient donc a yA.

Etape 3 : Pour tout réel ¢, le point x exp(tv) appartient a yA.

Notons a le morphisme de groupes
ARy a= (@M, 6%) — A

Avec la notation précédente pour v, on a

Ad(a)v = (( 8 bl(i\% ) : ( 8 8 )) = a(a)?v.

Si a = (¢™, ¢*?) est un élément du stabilisateur A, le point

rexp(a(a)’v) = rexp(Ad(a)v) = zaexp(v)a™' = vexp(v)a™

appartient donc & yA. Puisque le réseau I est irréductible, la projection du stabilisateur A,
suivant la premiere coordonnée est dense donc I'ensemble «(A,) est dense dans R* . Donc
I’assertion est vraie pour tout réel ¢ positif. Dans ’étape 1, on a supposé les voisinages
W et W~ symétriques donc, en remplagant les suites (u,), (resp. (u;),) par les suites
(—uf), (resp. (—u)),) dans tout le raisonnement on obtient : xexp(—v) appartient a

yA. O
Pour démontrer le théoreme 3.7.3, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.7.4. Soit I' un sous-groupe discret de PSL(2,R) x PSL(2,R) tel que les
projections p1(I') et po(T) soient denses. Alors, pour tout élément g, dans PSL(2,R) et
tout point & dans le bord OH?, il existe une suite (), de T telle que

liIJIrl p1(Ym) = g1 et liIE p2(Vn) 22 = & pour tout point z, de HZ.

Démonstration. 1l suffit de montrer que, pour 'action de I' sur 'espace
PSL(2,R) x (H? U 0H?)

définie par
7(h7 Z) - (pl(’7>h>P2(’Y>Z) 9

ona:
[ (Id, 25) D PSL(2,R) x JH? pour tout point z, de H?.

Puisque la projection p;(I") est dense, il existe une suite (o), dans I', non stationnaire,
telle que
lim py(ay,) = Id.

n—-+00
Le groupe T" étant discret, la suite (p2(a,,)), n’est pas bornée donc, quitte a extraire une
sous-suite, la suite (py(a,)25), converge, pour tout point 25 dans H?, vers un point 1 du
bord OH?2. Pour deux éléments quelconques (3 et § du groupe T', la suite (dav,,6 7' 3),, vérifie

Jim py (606~ B) = p1()
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et lim pa(6,d'B)ze = lim po(dav,) (p2(67'5)22) = p2(d)n

n——+o00 n—-4oo
donc I'adhérence T (Id, 29) contient p;(I') x pa(I')n donc PSL(2, R) x OHZ. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3.7.3. Les trois premieres étapes de
la démonstration concernent la partie (i) tandis que la partie (i) est démontrée dans
I’étape 4.

Démonstration du théoréeme 3.7.3. Nous démontrons par étapes le résultat dans la situa-
tion (i) en commengant par des situations particulieres pour finir avec les hypotheses
générales. Plagons-nous dans la situation (7). Quitte & permuter les indices, nous pouvons
supposer qu’il existe un élément v de I' vérifiant :

- la composante p;(y) = hy est hyperbolique de point attractif h{ = g;(00),

- la composante py(y) = e est elliptique, notons x5 son unique point fixe (appartenant
a H?).

Notons g; la composante p;(g) et z; la composante p;(z) du point z = g.o.
FEtape 1 : Supposons d’abord que g1(00) = hi, g1(0) = hy et 29 = zo.

ge=1y

§ 0=y

Soit k une isométrie orientée elliptique de H? fixant le point s, il existe une suite
croissante d’entiers (m,,), telle que

lim ey = k.
n—-—+o00

Alors
vm"g(gb_m"ll,ld) = (g1,e5mg2) — (g1,kg2) lorsque n — o0,

donc I'élément (g1, kgo) appartient a I'gA. Soit g; dans PSL(2,R) ; d’apres le lemme 3.7.4,
il existe une suite (7,), dans I" telle que

m pi(v,) = G1 et nl_igloom(%)% = g2(00).

n—-+o00

Pour tout n, définissons u,, comme I'unique élément de PSL(2, R) représentant le vecteur
unitaire tangent en 2z, a la géodésique orientée passant par zo et pa(7,)zo (dans cet ordre).
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Ce vecteur est égal au vecteur pa(y,)knged ' pour t, = d(22,pa(Vn)22) et une unique
isométrie k,, fixant zs.

95 (@)

Puisque la suite (p2(7y,)22)n converge vers le point go(00), la suite (uy,), converge vers
go. Alors

Y (91, knga) (Id, ¢7) = (p1 () g1, P2(V) kng2d™ ™) — (G191, g2) lorsque n — +oc.

On en déduit que I'ensemble T'gA contient (§191, g2) donc ensemble PSL(2, R) x { gy} car
g1 est arbitraire.

Soit maintenant § = (g1, g2) dans le groupe PSL(2,R) x PSL(2,R); il existe une suite
(Y )n dans I telle que (p2(7yn))n converge dans PSL(2,R) vers go. D’apres ce qui précede,
I'élément (p1(v,) " 1G191, g2) appartient & TgA. Or la suite d’éléments

Yo (p1(90) " G191, 92) = (G191, P2(Vn)g2)

converge, lorsque n tend vers +oo, vers ’élément §g donc gg appartient a I'gA. On en
déduit que l'orbite I'gA est dense car ¢ est arbitraire.

Etape 2. Supposons maintenant seulement que g;(c0) = hi et g1(0) = hy.

9 (@)=

9(0)=h;

De méme que précédemment, pour tout élément k& dans PSL(2,R) fixant le point s,
I'ensemble I'gA contient (g1, kgs). D’apres le lemme 3.7.4, il existe une suite (7,), dans
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I', non stationnaire, telle que
liIJIrl p1(ym) =1d et lir_{} P2(1n)y2 = ga(00) pour tout point y, de H.

Puisque la suite (p2(7,)), ne contient pas de sous-suite convergente, la suite de points
(p2(Vn) "t12), ne posséde pas de sous-suite convergente dans H?; il en résulte que, pour
n assez grand, le point z; est contenu dans le disque (hyperbolique) ouvert de centre xq
et de rayon d(xa, pa(7n) ). Le cercle correspondant est orbite K (py(7™) ) ol le
groupe Kj, est le stabilisateur dans PSL(2,R) du point z5. Donc, & partir d'un certain
rang, il existe un élément k,, dans K, tel que la géodésique orientée passant par les points
23 et kupa(vn) ‘2o (dans cet ordre) soit dirigée vers go(00).

9,(9)

Alors la géodésique orientée passant par les points po(v, )k, 122 et o (dans cet ordre)
est dirigée vers le point po (7, )k, ga(c0) du bord OH2. En particulier, la géodésique tan-
gente au vecteur py (7, )k, 'gs contient le point x5 donc il existe un réel ¢, tel que le vecteur
unitaire ps (7, )k, 'ga¢™ soit basé au point x,.

Quitte a prendre une sous-suite, on a donc
Hm po(yn)k, ' g20™ = ug
n—-+00

oll uy est un vecteur unitaire tangent au point xo. Puisque 'élément (g1, k' g2) appartient,
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pour tout n, a I'gA, on obtient :

lim 7,(g1, &, g2)(1d, ¢™) = (p1(¥n) 91, P2(V) Ky, L ga9™) = (g1, u2)

lim
n—-+0o0o n—-+00

appartient a I'gA. D’apres I'étape 1, 'orbite I'(g1,us)A est dense donc 'orbite I'gA est
dense également.

FEtape 3. Supposons maintenant seulement que g;(c0) = hy .
Soit u; dans PSL(2,R) représentant un vecteur unitaire tangent a I’axe de l'isométrie hy
et dirigé vers h{ ; les géodésiques définies par g; et u; sont asymptotes (au point hi).

o

g (0)

Il existe une suite (,), de nombres réels, tendant vers 400, telle que

lim d(hjuy.0, g16™.0) =0

n—-+00

donc
lim d(uy.o, hi"g1¢™.0) = 0.

n—-+o0o

D’autre part, pour tout n :
hi"g19" (00) = hy"g1(00) = hi = u1(c0)

donc la suite (h7"g1¢'™), converge vers u; dans PSL(2,R). Puisque ps(y) = es est une
isométrie elliptique, il existe une sous-suite (m,,), dans N, strictement croissante et telle
que

lim po(y~™) = Id.

n—-—+00

Donc la limite

lim 5~ g(¢ dd) = lim (A" d" 6™ g2) = (1, 92)

n—-+00 +oo

appartient a ['gA. D’apres 1'étape 2, orbite I'(uq, go)A est dense dans G donc orbite
['gA est dense dans G.
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Pour démontrer le théoreme dans la situation (7i), nous allons montrer que ’adhérence
de l'orbite I'gA contient une orbite vérifiant la condition (7).

FEtape 4. Notons v = (hq, hy) I'élément hyper-régulier fixant un des points de E; ou
E?J On peut supposer que g;(oc0) est le point fixe attractif 2] de lisométrie hy et que
g2(00) n’est pas fixé par hy (sinon on peut appliquer le théoreme 3.7.1 car I’élément ~y
donne alors lieu & une orbite compacte contenue dans ’adhérence de 1'orbite du point I'g).

+

g (@)=hy h,

=

9%(0)

Puisque I'élément v est hyper-régulier, son centralisateur dans I' est un réseau du
groupe abélien Z = Z; X Zy ou Z; est le centralisateur dans PSL(2,R) de h;, 1 = 1,2. 11
existe donc un élément ' = (h}, b)) dans I' N Z vérifiant :

W= =h®F pouri=1,2

k) _ 100)

I(ha) ~ U(Ry)

En identifiant les éléments de Z et leur préimage dans I'algebre Lie(Z), on a donc la confi-
guration suivante :

Le réseau I' N Z de Z ne se décompose pas en un produit dans Z; X Zs donc le groupe
engendré par h; et h} (respectivement hsy et h}) est dense dans Z; (respectivement Z,) et
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I’adhérence des semi-groupes
{h?h’zml |m,m' € Z,m >0,m < O} et {hg”h;m, | m,m" € Z,m <0,m' > 0}
du groupe Zs est d’intérieur non-vide.

L’application
Zoy — OH? @ ¢y — 2(g2(00))

est un homéomorphisme sur son image : la composante connexe de OH? — {h3} contenant
g2(00). D’autre part, pour tout ouvert non vide U du bord dH?, il existe un élément
r = (ry,r2) dans le réseau I' vérifiant :
(1) isométrie ry est elliptique
(2) Iisométrie o est hyperbolique de point fixe attractif r; appartenant a U.
(I suffit de conjuguer convenablement un élément mixte quelconque de I' en utilisant la
densité du groupe po(I').) Donc il existe un élément r = (rq,r9) dans I' vérifiant (1) et :
(2’) lisométrie ro est hyperbolique de point fixe attractif r5 appartenant a 'ensemble

{h?hém/ | m,m' € Z,m > 0,m’ < O}(gQ(oo)).

Il existe donc des suites (m,,), d’entiers positifs et (m/,),, d’entiers négatifs telles que :

1irj{1 h?"hém% = ¢y, appartient & Zy et coga(00) = 1.
n—-+0o0

Puisque le sous-groupe I' est discret, la suite (h]™ h’lm;l)n diverge (dans le centralisateur
Z1) et, d’apres le choix de v et 4/, on a :

lim A" h’lm/" () = hy pour tout point x de H*UJH? — {h}.

n—-+00
En particulier la suite (A" k™" g;(0)), converge vers le point ;. Nous avons donc :

lim ARG (0) = Ry et lim R g (00) = i

lim hg”"hém;lgg(O) = Cago(00) et lim h?”h’zm%gg(oo) = ¢3(g2(00)) =15

n—-+00 n—-+o0o

En utilisant l'action du groupe A, il existe donc un élément g dans I'gA tel que py(g) soit
dirigé vers ry . D’apres la condition (7) du théoréme, 'orbite I'gA est dense dans G, il en
est donc de méme pour l'orbite I'gA. O

3.8 Sur Pimpossibilité de deux constructions d’or-
bites bornées

Dans le cas du groupe G = PSL(2,R) x PSL(2, R), pour lequel la dimension du groupe
diagonal (le rang du groupe) est égal a 2, nous expliquons pourquoi les deux constructions
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du paragraphe 3.2 sont impossibles.

La premiere construction ne fonctionne pas en rang supérieur car, contrairement aux
deux rayons géodésiques, on ne peut pas controler simultanément les quatre chambres
de Weyl d’'un méme plat en les dirigeant vers des orbites compactes. Soient I' un réseau
irréductible et v = (71, 72) un élément hyper-régulier de I'. Soit h dans G tel que les points
h(0,0) et h(oco,00) de OH? x JH? soient fixés par I'. D’apres le théoreme 3.6.3, Porbite
du point I'h est compacte. Si un élément g appartenant & G vérifie g(co, 00) = (717,75 ),
I’ensemble

{9(0",¢").0 1 t1,ta > 0}

est & distance finie de I'ensemble hA.o (olt o désigne le point (4,7) de H? x H?). Donc
I'ensemble (la “semi-orbite”)

{Tg(p", ¢") : t1,ta >0}

est borné dans I'\G. Mais l'orbite I'gA est dense dans I'\G d’apres le théoreme 3.7.1 ou
le théoreme 3.7.3.

Pour étudier la seconde construction, nous utiliserons la généralisation suivante de
'ensemble non-errant (voir [Gui] et [CG1]).

Définition. Soit I" un sous-groupe discret du groupe G = PSL(2,R) x PSL(2,R).
Un élément g de G est non-errant pour le groupe I' si, pour tout voisinage V' de g dans
G, il existe une suite (7,), dans I' et deux suites non bornées (t1,,)n, et (t2,), de réels
positifs vérifiant :

ton
lim 22 =\ €l0, +oo[ et Y,V NV (¢ ¢") £ (D pour tout n.

n—-4o00 1.n

L’ensemble non-errant est I’'ensemble des éléments non-errants pour le groupe I'; il sera
noté . ou '

Remarque 3.8.1. Pour cette définition, il est équivalent de supposer que la suite
(t1n, ton)n est de la forme (t,, At,), avec A > 0 et (t,), une suite non bornée de réels
positifs.

Cet ensemble possede des propriétés semblables a I’ensemble non-errant pour le flot
géodésique.

Propriété 3.8.2. L’ensemble non-errant d’un sous-groupe discret I' est fermé, inva-
riant par ' et par le sous-groupe A. De plus, il est également invariant par la multiplication
a droite par I’élément d’ordre 2

= (50 (50)



2.0. Uy L 1VIrUoolDbliia 1l L Dy DILUA GUINS L IRUU LIUIND

Démonstration. - Soit (g, ), une suite d’éléments de 1’ensemble non-errant €)' convergeant
vers ’élément g du groupe G. Tout voisinage de g contient un voisinage d’un élément g,,.
Puisque tous les points de la suite (g, ), appartiennent a I’ensemble non-errant, il en donc
de méme du point g. Donc I'ensemble non-errant 2’ est fermé dans G.

- L’invariance par I' est évidente.

- Soient g un élément de €)', V' un voisinage de g dans G et a un élément de A. Il existe
un réel \ strictement positif, une suite (¢, ), non-bornée de réels positifs et une suite (7y,,),,
telles que, pour tout n :

WV OV (gt M) £ 0

donc
WVanVa(gr, ') =y, Van V(e ¢*)a # 0.

Puisque tout voisinage de ga s’écrit Va ou V est un voisinage de g, ceci montre que le
point ga est non-errant.

- Tout voisinage de gk dans G s’écrit Vky ot V' est un voisinage de g dans G. Pour
tout v dans I' et tout a dans A, on a :

(Vko)any Y (Vky) =Va ko Ny (V) = (Va ' Ny "WV)ke =7 (7V N Va)a k.
Donc les éléments g et gky appartiennent simultanément a ’ensemble non-errant. O
Rappelons que I'ensemble limite régulier
L = Lr N (0H* x 0H*x]0, +00])

du groupe I' est un produit
L9 = Fr x1

ol Fr est un sous-ensemble fermé de F = OH? x OH? invariant par I' et I est un intervalle
de 10, +o0].

Propriété 3.8.3. Soit I" un sous-groupe discret Zariski-dense du groupe G. Un élément
h de G est non-errant si et seulement si les points h(oco,00) et h(0,0) appartiennent a
l’ensemble limite Fr.

Démonstration. Supposons d’abord que 1’élément h est non-errant. Si V' est un voisinage
(que I'on peut supposer compact) de h dans G, il existe un réel strictement positif A\, une
suite (t,), non bornée de réels positifs, une suite (7,), dans I et des suites (h!)), et (h”),
dans V tels que

Rl (o™, ¢Mm) = y,h!  pour tout n.

La suite ((¢', ¢*").0),, converge vers le point (0o, 00, \) du bord régulier
Oreg(H? x H?) = OH? x OH?x]0, +00]

de H? x H? et nous pouvons supposer que la suite (A7), converge vers un élément h’ de
V. L’action du groupe G sur le compact H?2 x H2™ étant continue, la suite des points
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hl (¢t ¢*n).0 de H? x H? converge vers le point h/(co,00,A) = (h/(00, ), A) du bord
régulier 0,.,(H? x H?). Puisque la distance

d(yh .0, B (¢, ¢*").0) = d(ynh' .0, vkl .0) = d(h .0, h!.0)

est bornée, la suite (vy,h'.0), converge également vers le point (h'(co,00),A) du bord
régulier donc vers le point h/(co, 00) de la frontiere de Furstenberg F = OH? x dH?. Donc
h/(c0, 00) est un point de I'ensemble limite Fr. Mais h’(0o, 00) est un point de OH? x OH?
arbitrairement proche de h(oco,00) car le voisinage V' est arbitraire. On en déduit que
h(co, 00) appartient a I'ensemble Fr car cet ensemble est fermé. En ce qui concerne le
point ¢(0,0), il suffit de remarquer que 1’élément gko appartient & ’ensemble non-errant
(d’apres la propriété 3.8.2) donc le point gko(oo, 00) = ¢(0,0) appartient a Fr.
Réciproquement, supposons que les points h(oo, 00) et h(0,0) appartiennent a ’en-
semble Fr. Soit V' un voisinage de h dans G. D’apres un résultat de Y. Benoist (voir
[Ben|), 'ensemble des couples {y*,7~} (ou v parcourt les éléments hyperboliques du
groupe I') est dense dans I'ensemble Fr x® Fr des couples de points en opposition de Fr
(deux points € = (£1,&) et & = (&1,&,) de la frontiere OH? x OH? sont en opposition si

& # & et & # &), La projection
G— Fx2F qg— (g(oo’ OO),g(0,0))

de G sur F x2 F est ouverte, il existe donc un élément hyperbolique v = (71,72) dans T’
et un élément h’ dans le voisinage V' tels que

v =h'(0co,00) et y =1(0,0).

L’élément h'~'~1/ fixe les points (0,0) et (0o, 00) de OH? x OH? donc appartient au sous-
groupe diagonal A. Il est égal a (¢!, ¢!(2)) et on a I'égalité

h/(qsnl(’h)’ ¢nl(’¥2)) _ h,(h/_l’}/h/)n _ th/ pour tout 7,
ce qui prouve que h est un élément de I’ensemble non-errant. O

Lemme 3.8.4. SoitT" un sous-groupe discret Zariski-dense tel que le quotient T'\Q)' soit
compact. Alors son ensemble limite Fr est égal au produit Ly, vy X Ly, dans OH? x 0H?.

Démonstration. Considérons (£;7,&) et (&7,&;) deux points de I'ensemble limite Fr.
Pour montrer que Fr est un produit, il suffit de montrer que les points (&, &) et (&7,&)
appartiennent également & Fr. Si & = & ou & = &, c’est évident. On suppose donc le
contraire, il existe alors un élément g dans le groupe G tel que

g(oo,00) = (§,&3) et g(0,0) = (&, &).

d’aprés la propriété 3.8.3 cet élément appartient a I'ensemble non-errant Q. Soit (¢,),
une suite non bornée de réels positifs. Puisque le quotient T'\Q2' est compact, quitte a
remplacer (t,), par une sous-suite, il existe une suite (v,), dans I' et un élément h de G
vérifiant :

Yug(@™, ") — b lorsque n — +o0.
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Puisque la suite (g(¢™, ¢~'").0),, converge vers le point (&, &) de F et
d(g(¢™, ¢~ ").0,7,  h.0) — 0 lorsque n — +o0,

on en déduit que ce point appartient a I’ensemble limite Fr. On procede de méme avec
le point (&7, &) a I'aide d’une suite (¢,), non bornée de réels négatifs. L’ensemble fermé
Jr est clairement contenu dans le produit Ly, ) X L,,r). Puisque 'ensemble Fr est un
produit L x Lg, alors 'ensemble fermé L; (resp. Ly) est invariant par p;(I') (resp. p2(T))
donc

LPl(F) c Ly (resp. LP2(F) c L2)

d’ou I'égalité

O

La proposition suivante 3.8.5 (on pourra consulter [Qui] pour un énoncé général)
montre qu’a l'exclusion des situations de produit, un groupe qui agit de fagcon cocompacte
sur son ensemble non-errant est en fait un réseau uniforme. la notion de groupe “convexe-
cocompact” a donc peu d’intérét pour les sous-groupes de G = PSL(2,R) x PSL(2,R).

Proposition 3.8.5. Soit " un sous-groupe discret Zariski-dense du groupe PSL(2,R) x
PSL(2,R). Si le quotient T\ est compact alors ' est un réseau uniforme ou contient le
produit de deux groupes non-élémentaires.

Démonstration. Siles projections py(I") et po(I') sont denses, I’ensemble limite Fr est égal
d’apres le lemme 3.8.4 & la frontiere F = 0H? x OH2. L’ensemble non-errant €' est donc
égal d’apres la propriété 3.8.3 au groupe G entier. Puisque, par hypothese, le quotient
[\ est compact, le groupe I' est alors un réseau uniforme. Il reste a montrer que si
les projections p;(I") et po(I') ne sont pas denses, alors I' contient un produit de sous-
groupes non-élémentaires de PSL(2,R). Supposons que la projection ps(I') ne soit pas
dense. Puisque I' est supposé Zariski-dense, les projections ne sont pas élémentaires, donc
po(T") est discret d’apres la propriété 1.1.2. Notons I'f le noyau dans I' de la projection
pa. C’est un sous-groupe discret. Soient g = (g1, ¢2) un élément de Q' et (t,), une suite
non bornée de réels positifs. Par compacité, quitte a extraire une sous-suite, il existe une
suite (v,), dans I' et un élément h = (hq, hy) du groupe G vérifiant

liIJIrl Vg (@™, 1d) = h.
En particulier
im  py(yn)ge = ho

n—-+o0o

donc la suite py(7,) est stationnaire a partir d’un certain rang ng (car ps(I") est discrete)
donc 7, v, appartient au noyau I'; que l'on identifie & un sous-groupe de p(I'). Soit o
un point quelconque de H?. De 1'égalité

d(P1(Yno) 910" .0, D1 (Yo ¥ ) 1.0) = d(p1 (V) 910" 0, hy.0),
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on déduit que le point p;(yn,)g1(00) appartient a I'ensemble limite Lr; qui est donc
non-vide. Le sous-groupe I'] est distingué dans p;(I') donc cet ensemble limite Lp: est
invariant par le groupe p;(I'). Il est donc égal a I’ensemble limite Ly, ) et I'} n’est pas
élémentaire. Mais ce sous-groupe discret I'j est normalisé par le groupe p;(I") donc norma-
lisé par I'adhérence p;(I') donc centralisé par la composante connexe contenant l'identité
du groupe p; (I"). Or le centralisateur d’un groupe non-élémentaire est trivial, on en déduit
donc que la projection pi(I") est discrete. Par le méme argument que précédemment, le
noyau [ (identifié & un sous-groupe de py(I')) dans I' de la projection p; est discret,
non-¢lémentaire et Lry = Ly, ). Donc le groupe I' contient le sous-groupe I'T x I'; et est
contenu dans le sous-groupe discret p;(I") x po(T). O

On déduit de ce résultat quun réseau irréductible non uniforme de PSL(2,R) x
PSL(2,R) ne contient aucun sous-groupe I', qui agit de maniére cocompacte sur son
ensemble non-errant. La premiere construction du théoreme 3.2.1 n’est donc pas possible.



Chapitre 4

Orbites bornées et approximation
diophantienne

La dynamique topologique de 'action du groupe diagonal A sur le quotient
PSL(2,Z)\PSL(2, R)

est intimement reliée a I'approximation diophantienne des nombres réels par les nombres
rationnels et a leur développement en fraction continue. Un nombre réel « est dit mal
approché par les rationnels si

lim inf n||na|| > 0

n—-—+00

(ou ||.|| est la distance & Z). Si g appartient au groupe PSL(2, R), il est connu que l'orbite
xA du point @ = PSL(2,Z)g est bornée si et seulement si les images g(co) et g(0) par
I’homographie ¢ des points oo et 0 de RU {oo} sont des nombres réels mal approchés. Ce
lien entre dynamique topologique du flot géodésique et approximation diophantienne est
beaucoup plus général (voir par exemple I'article [HP] de S. Hersonsky et F. Paulin). 11
faut également citer le lien entre la dynamique topologique sur les espaces homogenes et
les questions de théorie des nombres (I’analogue de 'exemple précédent pour les matrices
de taille 3 x 3 laisse apparaitre la conjecture de Littlewood, voir ’annexe). Les références
[Dan] et [Sta] détaillent ces relations (en particulier, la résolution de la conjecture d’Op-
penheim, a 'aide de I’étude des flots unipotents). Les réseaux irréductibles non uniformes
du groupe PSL(2,R) x PSL(2,R) sont essentiellement des réseaux de Hilbert d’apres le
théoreme d’arithméticité 3.3.2 de A. Selberg. Dans ce chapitre nous relions la dynamique
topologique de l'action du groupe diagonal sur le quotient de PSL(2,R) x PSL(2,R) par
un réseau de Hilbert associé a un corps quadratique réel K a I’approximation des points
de la frontiere de Furstenberg F = OH? x OH? par les deux représentations réelles du
corps K.

4.1 Reéseaux et variétés de Hilbert

Nous rappelons ici la définition d’un réseau de Hilbert du groupe G = PSL(2,R) x
PSL(2,R) et certaines propriétés géométriques de la variété quotient associée.

73
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Fixons un entier positif [ sans facteur carré et notons K I'extension réelle de degré 2
du corps Q

Q1) = {a +0Viabe @} .

L’ensemble des éléments de Q(+/1) qui sont entiers sur Z constitue I'anneau des entiers,
noté Ok. Cet anneau est décrit par le théoréme suivant (voir par exemple [Sam]).

Théoreme 4.1.1. Avec les notations précédentes,
— si l’entier | est congru a 2 ou 3 modulo 4, Og = {a +b/1]a,be Z},

— si Uentier lest congru a 1 modulo 4, Og = {‘”bﬂ la,beZ, a=b [2]}

2

On notera ox ou o 'automorphisme de corps
o K—K:at+b/l—a-0b/I
et N ou Nk la norme sur K (qui est a valeurs entieres sur 'anneau Ok)
N:K—Q : z+—— zo(x).
L’automorphisme o permet d’injecter K (donc O) dans R? :
K — R? : 2+ (z,0(1)).

L’image du corps K est un sous-groupe dense de R? et 'image de I'anneau Ox est un
sous-groupe discret (et un réseau) de R%. L’injection de K dans R? peut étre étendue a
I'injection de KU {oco} dans (RU {occ})? par :

o0 — (00, 00).
L’automorphisme o définit également un automorphisme du groupe PSL(2,K) :
o= (¢ a) == (70 %a)
et les deux sous-groupes PSL(2,K) et PSL(2, Ok) de PSL(2,R) s’injectent de fagon na-
turelle dans le groupe G :
PSL(2,K) — G : g— (g,9°).

L’image du groupe PSL(2, K) est un sous-groupe dense de G et I'image du groupe PSL(2, Ok)
est un sous-groupe discret de G.

Définition. L’image I' (ou I'x) du groupe PSL(2,Ok) dans G est le groupe (mo-
dulaire) de Hilbert (associé a lentier [) et la variété quotient T'\H? x H? est la variété
(modulaire) de Hilbert (associée a [).
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Soit I' le groupe de Hilbert associé a 'entier [. Le sous-groupe des éléments parabo-
liques de T fixant le point (0o, 00) est constitué des matrices de la forme :

()00

ou b appartient & I'anneau O. Puisque I'image de 'anneau O dans R? est un réseau, on
en déduit que le point co est parabolique de rang 2. Ce point est également fixé par une
isométrie hyperbolique de I' car le stabilisateur ', est constitué des matrices de la forme :

(o) (0 i)

ol @ appartient au groupe des unités O* qui est isomorphe a Z x {£1} d’apres le théoreme
des unités de Dirichlet (voir [Sam)]).

Une référence pour le théoreme suivant est par exemple [Fre].

Théoréme 4.1.2. (voir [Fre]) Soient | un entier positif sans facteur carré et K le corps
Q(\ﬁ) Alors le groupe de Hilbert associé T' est un réseau de G. Les points paraboliques
du groupe T sont en bijection avec (I'image dans OH? x OH? de) ’ensemble KU {oo}. Les
pointes sont en bijection avec les orbites du groupe PSL(2,K) dans KU {oco}. Ces orbites
sont en nombre fini, égal au nombre de classes du corps K.

Les groupes de Hilbert contiennent des éléments d’ordre fini. Pour obtenir un sous-
groupe d’indice sans torsion (et donc un revétement fini lisse de la variété de Hilbert
correspondante), on peut considérer un sous-groupe de congruence adéquat (voir [Fre]) :

Propriété 4.1.3. (voir [Fre]) Soient | un entier positif sans facteur carré et K le corps
Q(V1). Soient d un entier supéricur ou égal a 3 et (d) lidéal de Uamnneau O engendré
par d. Alors le noyau de la projection canonique

PSL(2,0) — PSL(2,0/(d))

est un sous-groupe d’indice fini de PSL(2,0) sans torsion.

4.2 Approximation diophantienne par un corps réel
quadratique

Comme précédemment, fixons un entier positif [ sans facteur carré, notons K le corps
Q(V1) et Og T'anneau des entiers du corps K. L’ensemble des pointes de la variété de
Hilbert T\H? x H? s’identifie & I'espace quotient PSL(2, O)\K U {cc} lui-méme en bi-
jection avec le groupe des classes d’idéaux (fractionnaires) du corps K. Nous définissons
différentes constantes d’approximation sur R? et sur les couples de points de R? par rap-
port au corps quadratique K ou a une classe d’idéaux de K.
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Définition. Soit z = (x1,x2) un couple de nombres réels.
1) La quantité

0(z) = og(x) = inf N(q)?
(@) = bela) = int  N(o

est la constante d’approzimation (relativement au corps K) de .
2) Soit £ un point de KU {oo}, la quantité

O¢() = inf N(q)?
<o) (pa) €0%,q#0 @)
L € PSL(2,0)¢

est la constante d’approzimation (relativement au point &) de .

Définition. Soient x = (x1, z2)et y = (y1,y2) deux couples de nombres réels.

1) La quantité
() = (C)
To — O | — NYz2 — O | —
q q

est la constante d’approzimation (relativement au corps K) du couple (z,y).
2) Soit £ un point de KU {oo}, la quantité

Ax,y) = Ag(x,y) = inf  N(g)?
(z,y) = Ax(z,y) vtk (9)

:
yr— —|-

:
ryT — —|. p

A¢(x,y) = inf N(q)?
<o) (p,q) € O%,q#0 @
L € PSL(2,0)¢

est la constante d’approzimation (relativement au point &) du couple (z,y).

Remarques 4.2.1. 1) Les fonctions 0¢ et A¢ ne dépendent que de la classe PSL(2, O)¢.

2) La valeur 6(x) (resp. A(z,y)) est le minimum sur un ensemble de représentants
g .. & des valeurs bgi(x) (resp. Agi(x,y)).

8) Six = (v1,73) et y = (y1,y2) appartiennent a R?, on a :

5K($1>$2) = 5K(I27$2)

et Ax((r1,22), (y1,92)) = Ar((1,¥2), (y1,72)) = Ax((y1, 72), (T1,2))-

4.3 Lien avec ’action du groupe diagonal

Soit I' le réseau de Hilbert associé au corps quadratique réel K. Nous nous intéressons
au lien entre les constantes d’approximation associées au corps K et la position d'un plat
ou d'une chambre de Weyl dans I’espace localement symétrique I'\H? x H?. Rappelons
(voir la section 3.5) que I'horoboule HB¢(T') est I'ensemble

{ze W’ xH* : Be(z,0)>T}.
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Soient E un sous-ensemble de H? x H? et £ un point parabolique pour le réscau I'. La
projection de 'ensemble E dans T\H? x H? est ['\T'E.

Définition. Soient £ un sous-ensemble de H? x H? et ¢ une pointe. On dit que
'ensemble I'\I'E évite la pointe I'¢ 'l existe un réel T' tel que, dans H? x H? :

TENHB(T) = 0.

Cette définition ne dépend pas du représentant £ choisi dans la classe I'€. La propriété
suivante est une conséquence de la propriété 3.5.4 sur la décomposition d'un domaine
fondamental

D=CcuViu...uV,

de H? x H? pour l'action de I" en un sous-ensemble compact C et des domaines fonda-
mentaux V; pour I'action de I'ei sur HB(T') ot {£',...,£"} est un systéme minimal de
représentants des pointes de I'.

Propriété 4.3.1. Un sous-ensemble de I'espace T'\H? x H? est borné si et seulement
sl éuvite toutes les pointes.

Le théoreme suivant relie la position d'un plat dans I’espace localement symétrique
I'\H? x H? aux propriétés diophantiennes (relativement & la notion d’approximation
précédemment définie) des points de la frontiere F = JH? x JH? que ce plat définit.

Théoréme 4.3.2. Soit g = (g1, g2) un élément du groupe G, définissons

z" = g(00,00) = (91(00), 92(00)) et x~ = g(0,0) = (91(0), 92(0)).

—
q

Soient pg et qo deux éléments de O premiers entre eux, la fraction & représente une
0

pointe. Si P désigne le plat qui supporte 'orbite gA, alors :

— 91(0)]-|g2(00) — 92(0)]
N 2 + 2 su 655(72,0) _ ‘gl(OO) gl( )
(pO QO) zEP,'IyDEF 4A§ (ZL’+, x_)

Remarque 4.3.3. Soit g = (g1, 92) un élément du groupe G. Clairement, le premier
membre de [’égalité ne dépend que de la classe de g dans T'\G. Le second membre est a
priori défini seulement si les quatre points g1(00), g1(0), ga(00), g2(0) de OH? sont réels
(différents de oo ). Supposons [’égalité du théoreme vraie dans ce cas, elle prend alors un
sens si l'élément g = (g1, g2) est quelconque. En effet, il existe un élément v = (71,72)
du groupe T (par exemple une isométrie hyperbolique telle que les points fizes de v1 et ¥o
soient réels) vérifiant :

7191(00), 7191(0), 7292(00), 7292(0)  sont différents de oc.
Définissons alors le terme de droite comme étant égal a :

[7191(00) —7191(0)].]7292(00) — 7292(0)]
40 (yat, ya~) ’

cette définition ayant bien un sens car cette quantité est indépendante de [’élément y choisi
dans le groupe T".
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Nous obtenons alors une caractérisation diophantienne des orbites bornées du groupe
diagonal dans I'\G.

Corollaire 4.3.4. Avec les mémes notations, l'orbite I'gA est bornée dans I'\G si et
seulement si A(xt,27) > 0.

Démonstration du théoréme 4.3.2. Notons

x7 = gi(00), 7 = g1(0), 23 = ga(0), x5 = g2(0).

D’apres la remarque 4.3.3, il suffit de montrer ’égalité dans le cas ou les quatre points

xf, ], x3 et x; sont tous réels. Notons co le point (00, 00) de OH? x JH?. On a, pour

deux points z = (21, 23) et 2/ = (2, 25) de H? x H?,

Bz ) = In (Imzllng) ‘

/ /
ImziImz)

Si h = (hy, hy) désigne 'isométrie associée a la matrice <§ g p091> appartenant au groupe
SL(2,K), alors I'image du point (0o, 00) par h est le point £. On a alors, pour tout élément
v = (71,7) dans T :

Be(v2,0) = Br(oe)(V2,0) = Bos(htyz, h o) = ﬁoo(h_l'yz, 0) — ﬁoo(h_lo, 0).

D’autre part,

sup Poo(h17z,0) sup Im(hl_lylzl)lm(hglw@)
zeP,yel zeP,yel

1 _ _ - _ _
= 1 sup |hy I“leir — Iy 171% ||y I“Yﬂ; — h; 1729'32 |.
vel

Si I'isométrie h~1v est représentée par le couple de matrices ((2 Zi) , <Z§ Zi)), alors

|z — 27|

|hi Yyt — bty | = pour i = 1,2

Notons e, le vecteur (?) et X I'ensemble

{(p,q) € O*: (¢ —p)€ "esh 'PSL(2,0)}.

Alors

-1 + —1 1 p=1 + -1 -
Sup‘hl 7ry — hy Hh2 2Ty — hy V2$2|
vel’

ot — a7 | a3 — a7 |

inf _|gzf —pl.lgz7 —pl|lo(q)zs —o(p)|.lo(q)zy — o(p)]
(p,9)eX

Si ¥ désigne ’ensemble

{(p.q) € 0*: (¢ —p) € O*'esh'PSL(2,0)},
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alors
inf |gzy —pllgry —pllo(q)ry —a®)].lo(g)zy — a(p)|
(P,9)€T
= inf_|gz{ —pllgz; —pl|o(@)zs — o(p)l-lo(q)zy —a(p)]-
(@)X’
On en déduit que
sup 6ﬁoo(}fl’y,z,o) _ ‘xi_ B Z’;Hx; B 'T2_‘
z€PyeT . 20 4+ P Py p _ p
4 inf N zm — =l |lx7 — =|.|xzg —o(=)|.)z; — o(=
Jnt N@Plat = Zjar = oy —oBlpas - oB)

Pour obtenir I’égalité souhaitée, il suffit donc d’établir ’égalité des ensembles X' et
{(p,q) € O? : pgcd(p,q) =1 et 2 e PSL(2,0)¢}

-Si (g —p) =ulgo — po)y avec u dans O et vy = (i Z) dans PSL(2, O), alors

p_ —u(bgo —dpo) _ dpo—bg _ _ipo

—1
= = =7 —=7 ¢
q  ulago —cpo)  —cpo + aqo %

- Supposons que p et ¢ soient premiers entre eux et vérifient § = 72—8. Il existe alors u

dans K* vérifiant :
p Po
= )
( g ) ! ( i )

Puisque py et go sont premiers entre eux et la matrice v appartient au groupe SL(2, K),
les deux coordonnées du vecteur dans le terme de droite sont des éléments de O premiers
entre eux. En utilisant le lemme de Gauss, on en déduit que u est une unité de I'anneau
O. On vérifie ensuite que (¢ —p) = u(qo — po)y "
Enfin on calcule
Boo(h™t0,0) __ -1 -1\ _ 1 . 1 _ 1
’ () = e S ol N+ @)

pour obtenir ’égalité souhaitée. O

Une chambre de Weyl de H? x H? est un produit de deux rayons géodésiques de HZ.
Pour ces ensembles, contrairement aux plats, il n’y a pas de lien quantitatif entre la
valeur de la constante d’approximation et la position dans I'\H? x H? mais nous pouvons
cependant obtenir un énoncé qualitatif. Soit I' le réseau de Hilbert associé au corps K.

Théoréme 4.3.5. Soit W une chambre de Weyl pointée dirigée vers le point x de
F = OH? x OH2. Soit & un point parabolique, alors la projection TV évite la pointe
PSL(2, O)¢ si et seulement si d¢(x) > 0.

De méme que pour le théoreme 4.3.2, le théoréme 4.3.5 a un sens pour tout = = (1, T3)
dans F car il existe 7 = (71,72) dans I tel que 121 et 725 soient réels. On peut alors
définir d¢(yz) et le fait que ce nombre soit strictement positif ou non ne dépend pas du
choix de v dans le groupe T'.

On utilisera pour la démonstration du théoreme 4.3.5 la remarque suivante :
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Remarque 4.3.6. Soient W une chambre de Weyl dirigée vers le point x et & un
point parabolique. Alors dans [’espace P\H? x H?, la chambre de Weyl TW éuvite la pointe
PSL(2, O)¢ si et seulement si VW évite la pointe PSL(2, O)¢ pour toute chambre de Weyl

W dirigée vers x.

Démonstration du théoréme 4.8.5. Si x = (x1,x3), d’apres la remarque 4.3.6, il suffit de
montrer le théoreme pour la chambre W qui est le produit de deux rayons géodésiques
verticaux 7y et 7y dirigés respectivement vers les points x et x5. Soit pg et go deux éléments
de 'anneau O, premiers entre eux et tels que £ soit égal a ’q’—g. Soit h I'isométrie associée a

qo Pg
le point €. On a

la matrice (p 0 91) appartenant au groupe SL(2, K), alors I'image du point oo par h est

HB¢(T) = h.HB(T") avec T" =T + B+ (0, h"'0)
et on obtient la suite d’équivalences :
I'W n’évite pas PSL(2,0)¢ <= VT',3y €T : WN~hHB,(T') # 0

VT, d~v e, dt,to €R = 1+t > T
et YW N h(HBy(t1) x HBoo(t2)) # 0

VT, 3y = (y1,72) € [, bt €R ¢ty +t > T

Pour i = 1,2, 'image par l'isométrie de H? associée a la matrice (Z d?) de T’horoboule
T T

et
2 .
2c;5

a;
HB.(t;) est le disque euclidien de H? tangent au bord au point — et de rayon
Tj

(!
R

Ny
-0
N

—0l®

On en déduit que

VT/,EI’YEF,Htl,tQ ER : t1+ta>T et

powri =1,20uvh = (4 %), (2 %))

_q
eT

el lve=o () < =~

5) 4

W n’évite pas PSL(2, 0)¢ <~

T

VT, 3y el : N(c)? |2y —
<U(a) o(
> \ole) ol

o= (2 2)

I'Z'——' <




.9, LN AVEC L AULIUIN DU GRUUINLE DUVIAGUINAL

Donc I'W évite la pointe PSL(2, O)¢ si et seulement si

. a a . fa 1 Do
£ N(c)? ——). - (—)‘>o —h () =
'yEPISI[ll(Q,O) (C) o C 2 g C o C " 0 v 90
ce qui est équivalent a
inf N(q)? |z, — 2—9‘ To—0 (2—9) >0
(p,): (2) €PSL(2,0) (p0> q q

Po
q0

de O premiers entre eux (car pg et gy sont premiers entre eux). D’autre part, la fonction

(3) =gl o ()

est constante sur la classe O* (Z ) donc l'infimum est réalisé sur ’ensemble
{(p, q) : (p) € O*PSL(2,0) (po)}
q qo

{(n q) : pged(p,q) =1 et g € PSL(Z@)%}

Pour tout élément  dans PSL(2, O), les coordonnées du vecteur 7( ) sont des éléments

qui est égal a I'ensemble

d’aprés le méme type de raisonnement que précédemment. D’ou la conclusion. O

Nous pouvons, comme pour les plats et les orbites du groupe A, obtenir a partir de
I'énoncé sur les chambres de Weyl, un énoncé sur les orbites du semi-groupe A™.

Corollaire 4.3.7. Soit g = (g1, 92) un élément du groupe G. Supposons que le point
g(00,00) appartienne ¢ R? et notons x ce point. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) la semi-orbite TgA™ est bornée,

(ii) la semi-orbite TgA™ est bornée,

(7ii) la constante d’approximation §(x) est strictement positive.

Remarque 4.3.8. Si un des points g1(00) ou g2(00) est égal a 0o, la semi-orbite 'gA™
n’est pas bornée.

Démonstration du corollaire 4.3.7. Puisque gA+ se projette sur une chambre de Weyl
pointée en g.o et dirigée vers le point x, on sait que l'orbite I'¢ A+ est bornée si et seulement
si 0(x) > 0. L’autre équivalence provient du fait que :

(PgAT)a = IgaA+ C TgA" C T'gAT pour un (tout) élément a de AT

qui montre que I'gA™ est bornée si et seulement si I'gA+ Dest. O
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Si la conjecture 3.3.4 est vraie, les seules orbites bornées de A sur le quotient I'\G
sont les orbites compactes (car un réseau de Hilbert n’est pas uniforme). En utilisant
le corollaire 4.3.4 et le théoreme 3.6.3, ceci peut s’exprimer en termes d’approximation
diophantienne de la maniere suivante.

Question 4.3.9. Soit g appartenant au groupe G, supposons

AK(g(OO, OO), 9(07 0)) > 07

alors les points g(oo,00) et g(0,0) sont-ils fixrés par un méme élément hyperbolique du
groupe I ¢

A notre connaissance, il n’y a pas d’exemple connu d’orbite pour le semi-groupe A™
qui soit bornée, hormis les orbites asymptotes a une orbite compacte. La question suivante
est donc plus précise.

Question 4.3.10. Soit K un corps réel quadratique et I' le groupe de Hilbert associé.
Soit x un point de R?. Supposons
(SK(«T) > 07

le point x (en tant qu’élément de la fronticre F = OH? x OH?) est-il fizé par un élément
hyperbolique du groupe I' ¢



Annexe : sur SL(3,R)

Annexe A. Exemple d’un réseau vérifiant la proposi-
tion 3.2.2

Nous explicitons ici 'exemple de [Ree] d'un réseau du groupe SL(3,R) vérifiant la
proposition 3.2.2.

Soit M une matrice du groupe SL(3,R), alors il existe un unique couple (B, C) de
matrices dans M3(R) vérifiant

M=B+2iC et YM)M=M"M)=1d
avec M' = B — 2iC , ce sont les matrices

B:%(MJrcof(M)) ot C = 2% (M — cof (M)

ou cof (M) désigne la matrice des cofacteurs de la matrice M. Elles vérifient alors les deux
égalités
B'B—-+V2C'C=1d et C'B-B'C=0.

Considérons la représentation

psLeR) —SLGR) < o— (4 0 )= (4 0 )

du groupe SL(3,R). Si P désigne la matrice
Id 2ild
Id —2ild )’

g lid
-1 _ 2 2
P= ( 271d —271d )

et le groupe conjugué P~!p(SL(3,R))P est le sous-groupe G(R) de SL(6,R) constitué
des points réels du groupe algébrique

B VaC BB~ A 'C =1d
Gl:{(c \/;; )ESL(G)Z CtB—g:C:O }

alors

83



AWNINEAL - OoUMN OLl9, N)

défini sur Q(v/2).
Notons o I"automorphisme de corps non trivial de Q(v/2) et G¢ le groupe conjugué a

Gli
. [ B —V2C . B'B+V201%C=1d
Gl_{<c 5 )eSL(G).CtB_BtCZO }

En remarquant que

(B+i2iC) (B —i2iC) = (B 'B+V2C 'C) +i2iC 'B — B'C =1d,

GS = {( B _‘gc ) € SL(6) : (B+i2iC) eU(3)}.

on obtient

C

Donc le groupe GJ(R) des points réels de GY est un groupe compact isomorphe a SU(3).

L’image de I'injection
G1(Z[V2]) = Gi(R) x G{(R) : g+ (¢9,9")

est un sous-groupe discret conjugué (par restriction des scalaires) au groupe des points
entiers Hy(Z) d’un groupe algébrique H; défini sur Q. Le groupe H;(R) des points réels
est isomorphe & SL(3,R) x SU(3). Ce groupe est semi-simple donc, d’aprés un théoreme
de Borel et Harish-Chandra ([Bor]), I'image de l'injection précédente est un réseau du
groupe G1(R) x G (R). Puisque le groupe G{(R) est compact, le sous-groupe G(Z[v/2])
est donc un réseau du groupe Gi(R) et le sous-groupe

[=p (PGy(Z[V2])P )

est un réseau du groupe SL(3,R). De plus, tous les éléments du groupe compact GJ(R)
sont semi-simples, donc tous les éléments du réseau G1(Z[v/2]) sont semi-simples donc
ce réseau est un réseau uniforme et I' est un réseau uniforme du groupe SL(3,R). Nous

avons o {p_l (P( g \/g(j ) P‘l) : (g \/;230) c G1(Z[\/§])}

_ ({(B+02i0 B_Ozic) | (g \/gc) eGl(Z[\@])})

B,C € M3(Z[V?2))
—{B+2iCeSL(3,R) : B'B—+2C'C=1d
C'B=DB'C
Nous allons exhiber dans le réseau I'" une matrice diagonale vérifiant les hypotheses du
théoreme 3.2.2. Soient by, by, b3 et ¢q, ¢, c3 six nombres appartenant a ’anneau Z[\/?],
alors la matrice diagonale

b, + 2ic; 0 0

0 by & 27 ¢y 0
0 0 by + 2%y
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appartient au groupe I' si et seulement si :

i=3
H (bi + Qici) =1 et b2—V22=1 pouri=1,23. (4.1)

i=1
Remarquons que si un nombre

A= (A4 V2X) + 25 (A3 + V2Xy)  avec Ar, Ao, As, A dans Z,

est un élément de I'anneau Z[21], différent de 1 et dont la norme relative au sous-corps

Q(v2)

Noeb orn ) = o+ V2X2)2 = V2(A3 + V2))?
est égale a 1, alors la matrice
A0 O
0 X O
0 0 A2

vérifient les conditions précédentes 4.1 et appartient donc au réseau I'. Le réel
A= (3+2v2) +21(2 4 2V2)

convient. Il permet donc de construire une matrice diagonale singuliere dans le réseau I'.

Annexe B. Conjecture de Littlewood et orbites du
groupe diagonal

Le lien entre la conjecture de Littlewood et la topologie des orbites du groupe dia-
gonal sur SL(3,R)/SL(3,Z) est implicitement établie dans l'article [CS] de Cassels et
Swinnerton-Dyer et explicite dans I'article [Mar2] de Margulis. Nous suivons globalement
ici les arguments de cet article.

Si f est une fonction de R? dans R, on lui associe la quantité

m(f) =inf {|f(v)] : veEZ’v#0}.

Notons G le groupe SL(3,R) et A le sous-groupe de G constitué des matrices diagonales
a coefficients positifs. Nous allons montrer I'équivalence des deux énoncés suivants :

Conjecture 4.3.11. Soient L, Lo, Ls trois formes linéaires sur R3. Supposons que
leur produit Ly Lo L3 n’est pas multiple d’un produit a coefficients entiers, alors

m(LngLg) =0.

Conjecture 4.3.12. Toute orbite bornée pour l’action du groupe A sur SL(3,R)/SL(3, Z)
est une orbite compacte.
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Une matrice g de G définit trois formes linéaires sur R? (les trois lignes de la matrice
g). Considérons I'application

x
Q:R*—R: y | — xyz,
z

alors () o g est le produit des trois formes linéaires définies par g. Le sous-groupe discret
SL(3,Z) de G est un réseau non-uniforme que I’on notera I'. Pour montrer 1’équivalence
entre ces deux conjectures, nous allons établir la proposition suivante.

Proposition 4.3.13. Soit g appartenant au groupe G, alors on a les équivalences :
(i) Uorbite Agl' est bornée dans G/T' <= m(Qog) >0
(i) Uorbite Agl' est compacte dans G/T' <= Q o g est multiple de la norme d’un corps
cubique totalement réel <= () o g est multiple non nul d’un produit a coefficients entiers
de trois formes linéaires.

Nous utiliserons a plusieurs reprises la proposition suivante appelée critere de Mahler
(voir par exemple [Bor]) qui décrit la partie non-compacte du quotient G/SL(3,Z) a 'aide
de la systole des réseaux de R3.

Proposition 4.3.14. (Critére de Mdihler) Soit E un sous-ensemble du groupe SL(3,R).
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La projection de l’ensemble E dans le quotient SL(3,R)/SL(3,7Z) est relativement
compact,

(ii) il existe un réel strictement positif & tel que, pour tout vecteur v non nul de Z3 et
tout élément g dans E, la norme du vecteur g.v est supérieure a 9.

Nous ne démontrerons pas 'assertion :
Q) o g est multiple de la norme d’un corps cubique totalement réel <= () o g est multiple
non nul d’un produit a coefficients entiers de trois formes linéaires
Une référence pour cette propriété (utilisée également dans larticle [CS]) est [Bac].

Démonstration de la proposition 4.3.13. Notons Ly, Lo, L3 les trois formes linéaires as-
sociées aux lignes de la matrice g :

Ly(v)
g.v=| La(v) pour tout vecteur v dans R3.
Ls(v)

(i) = : D’apres le critere de Méhler, si 'orbite Agl" est bornée, il existe un réel strictement
positif ¢ tel que, pour tout a dans A et tout vecteur v non nul de Z3, la norme (euclidienne)
du vecteur ag.v soit supérieure a c. Fixons un vecteur v non nul dans Z3. Si a est I’élément
diag(A1, Ao, A3), alors le vecteur a”g.v est égal a

AT Ly (v)
)\3[@(@) 5
A3 L3(v)
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et on obtient alors la minoration
ALy ()24 A3 La(v) 2 4+ A3 Ls(v)|? = ||a"g.v||* > ¢*  pour tout n entier.

Si a est tel que A\; > 1 et Ay, A3 < 1 en faisant tendre n vers +oo, on obtient L(v) # 0.
On montre de méme que les formes linéaires Lo et L3 ne s’annulent pas en v. Posons
maintenant .

| L1(v) La(v) Ls(v)]z _ |Q o g(v)
|Li(v)] |Li(v)]>

Alors la matrice a = diag(\1, A2, A\3) appartient au sous-groupe A et vérifie

1
3

\; = pour ¢ = 1,2, 3.

& < [lag|]? = ZML Z|@og 3 =3|Qog(v)]3,

[

ce qui montre que m(Q o g) > <%)3

(i) < : Si l'orbite Agl’ n’est pas bornée, toujours avec le critere de Méhler, il existe
une suite (a,), dans A et une suite (v,), de vecteurs non nuls de Z? telles que la suite
(ang.vy ), converge vers le vecteur nul. En particulier, le produit des coordonnées converge
vers 0. Et ce produit est égal a la valeur Qo g(v,) de Qog en v,. Ceci montre que m(Qog)
est nul.

(ii) : Supposons lorbite Agl' compacte. Le groupe gI'g~! N A est alors un réseau
uniforme de A. Il existe donc une matrice non triviale v dans le réseau I' et une matrice
a = diag(A1, A2, Ag) dans A vérifiant \; > Ao > A3 telles que gy = ag. C’est-a-dire

Lioy = M\NL; ouencore 'y'L;=\"L; pouri=1,2,3.

Donc A, Aa, A3 sont les valeurs propres de la matrice y. Le polyndme caractéristique de
cette matrice est le polynome caractéristique de la matrice v, donc a coefficients entiers.
Ce polynome caractéristique est également irréductible sur Q. En effet : soit P un diviseur
non trivial de ce polynéme caractéristique. Le noyau V' de I'endomorphisme P(7) est non
trivial et invariant par 7. On en déduit que le sous-espace gV est invariant par tout
élément de A donc qu’il existe une base de gV strictement incluse dans la base canonique
(e1, €2, e3). Supposons par exemple que gV soit inclus dans le noyau de ef. Si le polynéme
P est a coefficients rationnels, il existe un vecteur v dans V non-trivial et a coordonnées
entieres. Mais si I'on se donne I'élément a = diag(3, 3,4) de A, la suite des vecteurs
a"g.w = 2""ej(gv) + 2 "e3(g.v)

converge vers le vecteur nul, ce qui contredit le critere de Mahler car 'orbite Agl' est
compacte. Donc le polynome caractéristique de la matrice “y est irréductible sur Q et les
valeurs propres A1, A2, A3 sont contenues dans une extension cubique totalement réelle L
de Q et vérifient :

)\z’ = O'i_l(>\1)

ou o engendre le groupe de Galois de I sur Q. L’extension LL est le corps des fractions
de son anneau des entiers O donc il existe dans O un vecteur propre u de la matrice 'y
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pour la valeur propre \;. Les vecteurs u,o(u),0?(u) (ot o agit sur chaque coordonnée)
forment une base propre de la matrice %y. Les vecteurs colonnes de ¢ sont également
vecteurs propres de y. Chaque valeur propre étant simple, on en déduit qu’il existe trois
réels py, pa, p3 tels que

'Li = o Hu) pouri=1,2,3.

Notons U la matrice dont les vecteurs colonnes sont dans cet ordre u, o(u) et o(u), on
obtient donc

T w00
g = o fo(u) = 0 pe O u.
pz 'o*(u) 0 0 ps

Si v est un vecteur de Z3,

Qo g(v) = ppzps( wv)( ‘o (u)v)( 'o*(u).v) = prpops Nu( ‘uv)
et () o g est donc multiple de la norme Ny, sur L. donc multiple d’un produit a coefficients
entiers de formes linéaires.

Supposons maintenant que () o g soit multiple d’un produit a coefficients entiers de
trois formes linéaires. Soit D le groupe des matrices diagonales de SL(3,R), si 'on montre
que g 'Dg N SL(3,Z) est un réseau uniforme de g~'Dg alors l'orbite DgI" est compacte
dans G/I" et il en est de méme de l'orbite AgI’ (car A est d’indice fini dans D). D’apres
[Bac], le produit @) o g est multiple de la norme Ny, pour un corps cubique L totalement
réel. Soit € une unité de I'anneau des entiers du corps L. La multiplication a droite par
la matrice

6 0 0
d@ = 0 0'(49) 0
0 0 o0

est une application linéaire qui, dans la base (u,o(u),o%(u)), est représentée par une
matrice de déterminant 1 a coefficients entiers : dyU = U ou v appartient au groupe
SL(3,Z). On a alors

1 00 w00
dgg = dg 0 125 0 tU = 0 2 0 t(Udg)
0 0 pus 0 0 pus
w0 0
= 0 w 0 | *(YWU)=g"H.
0 0 pus

On obtient donc un morphisme (injectif) de groupes
O —gDg'NT : 0+ gdog™".

D’apres le théoréeme des unités de Dirichlet (voir par exemple [Sam]), le groupe O contient
un sous-groupe abélien libre de rang 2. Ce qui prouve que g~ 'Dg N SL(3,Z) est un réseau
uniforme de g~ 'Dg. O



ANINOALL b, CUNJLOU L UNRE U LEL L1 VVOULD 1 UInDl L D

Nous montrons maintenant que la conjecture 4.3.11 implique la conjecture de Little-
wood. Pour cela, nous utiliserons le théoreme d’isolation de Cassels et Swinnerton-Dyer :

Théoréeme 4.3.15. (Cassels - Swinnerton-Dyer, [CS]) Soient Ly, Lo, L3 trois formes
linéaires sur R®. On suppose que le produit f = LiLoLs est a coefficients entiers et ne
s’annule pas sur Q3 —{0}. Alors pour tous réels §; et dy avec 61 < 0o, il existe un voisinage

de [ (i.e. un produit de voisinages de Ly, Ly et Lz) sur lequel, a l’exception des multiples
de f, toute forme f* vérifie :

(7 — {0})N)61, 62 [ 0.
(En particulier, si 0y = 0 et 3 > 0 on obtient m(f*) < d3.)

Considérons deux nombres réels « et 3, nous voulons montrer, en supposant la conjec-
ture 4.3.11 vraie, que

liminf n{na}{nB} =0

ou {x} désigne la partie fractionnaire du réel z. Si un des deux nombres a ou (3 est
rationnel, c¢’est évident. Supposons donc que ni a ni § ne soit rationnel et qu’il existe
d > 0 tel que n{na}{nB} > J§ pour tout entier strictement positif n. Considérons les
matrices

g:

O Ol

1 00
a 1 0 et a=
6 0 1

0
2
0
x
de SL(3,R). On a alors, pour tout vecteur non nul v = | y | a coordonnées entieres avec
z

x # 0 et tout entier n

[Qa"g.v)| = |Q o g(v)| = [z(za +y)(xf + 2)| = 6.

Puisque
[Qoa"g(v)* = 47"z [2"(az +y)[*.[2"(bx + 2)* = &%,
en utilisant 'inégalité arithmético-géométrique

1 1
g(ch + as + az) > (ajazasz)s

nous obtenons

pour tous réels ay, as, ag strictement positifs,

2
T

ag |y ||| =472 + |2%(az + y)|* + [2"(ba + 2)> > 367 > 0
zZ

pour tout entier positif n et tous x, y, z entiers avec x non nul. Si z est nul, la minoration
est encore vraie car y ou z est non nul donc

2
T

ang y 2 22n.
z
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Il n’existe donc pas, dans la famille {a"gZ?},>; de réseaux de R3, de vecteur non nul
arbitrairement petit. D’apres le critere de Mahler, cela signifie qu’il existe une sous-suite
(a*),,, une suite (7,), dans le groupe SL(3,Z) et une matrice h de SL(3,R) telles que

lim a*"gy, =h dans SL(3,R).

n—-+o0o

Soit v un vecteur non nul a coordonnées entieres, notons

X Tn
v= |y et U, =Y v= 1Y,
z Zn

La suite de vecteurs (a*"g.v,), converge vers le vecteur h.v donc, étant donné le choix de
la matrice a, on en déduit que la coordonnée x,, est non nulle a partir d'un certain rang.
D’apres ce qui précede, on a alors

|Q o h(v)| = liril |Q o a*rg.v,| = lir}rq |Q o g.v,| > 6.

Donc m(Q o h) > 0 et d’apres la conjecture 4.3.11, nous savons qu’il existe un produit f
a coefficients entiers de trois formes linéaires et un réel p non nul tel que QQ o h = uf. La
suite d’applications (%Q 0 gYn)n converge vers f et vérifie :

0.

%@ o g7 (Z)N)0, 1~ 10]

D’apres le théoreme d’isolation 4.3.15, a partir d'un certain rang, chaque application
%Q 0 g7, est un multiple de f :

1
—Q o gVn = pnf avec lim p, =1
]

n—-+o00

Nous pouvons maintenant montrer que le réel o est rationnel ce qui contredit les hy-
potheses et termine la démonstration. Pour cela, désignons par (e, eq,e3) la base cano-
nique de R3, on a les égalités

af =Qogler) = ppnf omler) et (a+1)F=Qog(er+ex) = ppnf o ynler + e2)
ce qui entraine que le nombre

1 fom(e)
e T Fomle t )

est rationnel car -, appartient au groupe SL(3,7Z) et f est a coeflicients entiers.
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Résumé

L’objet de cette these est I'étude de deux exemples d’action d’un groupe sur
un espace homogene et de leur dynamique topologique. Chacune de ces actions est
conjuguée a un flot sur une fibration sur un espace localement symétrique.

Le premier chapitre est consacré a des généralités sur les espaces hyperboliques,
leur produit et leur groupe d’isométries.

Dans le second chapitre, nous étudions I'action du groupe unipotent supérieur
sur le quotient du groupe projectif unimodulaire complexe 2 X 2 par un sous-groupe
discret. Cette action est conjuguée a un flot des repéres orthonormés directs de 1’es-
pace tangent d’une variété hyperbolique de dimension 3. Nous caractérisons les orbites
denses et les orbites fermées et obtenons ainsi une caractérisation dynamique de cer-
taines catégories de groupes kleiniens (géométriquement finis, convexe-cocompacts,
réseaux).

Nous considérons, dans le troisieme chapitre, le produit de deux groupes pro-
jectifs unimodulaires réels 2 x 2 et nous étudions I'action du produit des sous-groupes
diagonaux sur les quotients de mesure finie. Lorsqu’un tel quotient est irréductible,
une conjecture de Margulis affirme que les orbites sont alors denses ou fermées. Nous
caractérisons les orbites fermées et nous exhibons certains points de la frontiere de
Furstenberg du bi-disque donnant lieu a des orbites denses.

Dans le quatrieme chapitre, nous relions, pour les réseaux de Hilbert, la conjec-
ture précédente a 'approximation diophantienne des couples de réels par les éléments
d’un corps réel quadratique.

Mots-clés : action de groupe, dynamique topologique, sous-groupes discrets, espaces
(localement) symétriques, flot des reperes, flot des chambres de Weyl, approximation
diophantienne.

Abstract

This thesis deals with two examples of group actions on homogeneous spaces
and their topological dynamics. Each of them is conjugate to a flow on a fibered space
over a locally symmetric space.

The first chapter contains generalities about hyperbolic spaces, their products
and their isometries groups.

The second chapter is devoted to the action of the upper unipotent subgroup on
the quotient of the projective unimodular complex 2 x 2 group by a discrete subgroup.
This action is conjugate to a frame flow on the tangent bundle of an hyperbolic 3-
manifold. Dense and closed orbits are characterised. Hence we obtain a dynamical
characterisation of different classes of Kleinian groups (geometrically finite, convex-
cocompact and lattices).

In the third chapter, we consider the product of two copies of the real projective
unimodular 2 x 2 group and study the action of the product of diagonal subgroups
on finite-volume quotients. When such a quotient is irreducible, Margulis conjectured
that every orbit is either dense or closed. Closed orbits are characterised and we
exhibit points of the Furstenberg boundary giving rise to dense orbits.

In the last chapter, we look more closely at the special case of Hilbert modular
lattices. We study the relation between the above conjecture about orbits and the
diophantine approximation of pairs of real numbers by a real quadratic field.

Key-words : group action, topological dynamics, discrete subgroups, (locally) sym-
metric spaces, frame flow, Weyl chamber flow, diophantine approximation.



