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Ce travail sur l’assimilation de données a été mené en étroite et agréable collaboration avec
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soutenance. Merci à Gauthier Hulot d’avoir dirigé cette thèse.
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3.1.2 Paramètres utilisés lors des inversions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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4.1.3 Modèles de variation séculaire instantanée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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6.2.4 Comportement de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.4 Annexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

Conclusions 125

Bibliographie 129
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Chapitre 1

Introduction

((Dans certaines géométries, des écoulements de fluides conducteurs, tels que le fer liquide,

peuvent engendrer des courants électriques qui créent, à leur tour, des champs magnétiques,

lesquels renforcent les courants qui leur ont donné naissance, et ainsi de suite.))

Jault et al. [2004] résument ainsi le mécanisme de la dynamo terrestre, à l’origine de la

plus grande partie du champ magnétique observé à la surface de la planète. Si ce mécanisme

est aujourd’hui majoritairement accepté, de nombreuses questions restent encore sans réponse.

Comment ce phénomène est-il apparu? Pourquoi le champ magnétique créé est-il presque iden-

tique à celui d’un dipôle légèrement incliné par rapport à l’axe de rotation terrestre? Pourquoi

ce champ s’est-il inversé de nombreuses fois au cours de l’histoire de la Terre?

Notre ambition n’est pas de trouver une réponse exhaustive et définitive à ces grandes ques-

tions. Plus modestement, nous cherchons à déterminer les mouvements à la surface du noyau

compatibles avec le champ magnétique observé à la surface terrestre. Il est ensuite possible

de chercher les mouvements, dans le volume du noyau, compatibles avec nos reconstructions

surfaciques. Enfin, les processus permettant de générer un champ magnétique à partir de tels

mouvements pourraient être étudiés. Mais cette dernière étape, qui ne suffirait probablement

pas pour répondre aux questions évoquées, ne fait déjà plus partie des études présentées dans

ce mémoire.

1.1 Le champ magnétique terrestre

Le noyau est à l’origine d’environ 99% du champ magnétique observé à la surface de la

Terre. L’intensité de ce champ, appelé champ principal, est d’environ 60000 nT aux pôles et

30000 nT à l’équateur. Les roches aimantées de la croûte terrestre constituent l’autre source du

champ interne. En moyenne, l’intensité de ce champ crustal est très inférieure à celle du champ

principal (de l’ordre de 100 nT), mais elle peut localement atteindre quelques milliers de nT.

À ce champ interne s’ajoute un champ d’origine externe, créé par des courants de particules

chargées dans l’ionosphère et la magnétosphère. L’intensité de ces champs magnétiques externes

est très variable, elle peut passer d’environ 40 nT en période calme à près de 2000 nT pendant
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les orages magnétiques Chapman et Bartels [e.g. 1962].

Du fait des différentes sources participant au champ magnétique terrestre, il n’est pas possible

d’utiliser des mesures magnétiques brutes pour essayer de caractériser la dynamique du noyau.

C’est pourquoi, tout au long de ce manuscrit, nous utilisons des modèles magnétiques, permet-

tant de séparer, au mieux, les contributions des différentes sources, plutôt que des observations

magnétiques.

1.1.1 Observations et modèles magnétiques

Actuellement, il existe deux grandes familles d’observations magnétiques : les observations

terrestres, effectuées principalement dans les observatoires magnétiques, et les observations spa-

tiales, réalisées par des magnétomètres embarqués à bord de satellites. La connaissance du champ

magnétique terrestre a très largement bénéficié de l’apport de ces satellites. Ils permettent en ef-

fet de déterminer le champ avec une résolution spatiale bien meilleure que les seules observations

terrestres, qui ne couvrent qu’une faible portion de la surface du globe (figure 1.1).

(a) (b)

Fig. 1.1 – Apport des satellites magnétiques pour la résolution spatiale du champ magnétique. (a)

Localisation des 138 observatoires magnétiques ayant effectué des mesures continues pendant au

moins 5 années consécutives [Chambodut, comm. pers.]. (b) Couverture satellitaire : observations

vectorielles (points noirs) et scalaires (points rouges) du satellite Ørsted (février-mars 2001)

sélectionnées pour l’estimation d’un modèle magnétique [Rouby, comm. pers.].

Afin d’obtenir un modèle du champ magnétique interne, il est nécessaire d’isoler la contri-

bution des sources externes. Les courants électriques à l’origine du champ externe, sont prin-

cipalement contrôlés par le soleil, du fait de l’ensoleillement et du vent solaire (qui est un flux

de particules chargées). De ce fait, une partie du champ externe peut être éliminée en utilisant

des observations effectuées pendant les périodes magnétiquement calmes (de nuit, en absence

d’orage magnétique). À partir des mesures ainsi sélectionnées, un modèle magnétique peut être

construit. Ceci signifie traditionnellement chercher le jeu de coefficients, appelés coefficients de

Gauss, permettant au développement en harmoniques sphériques du champ de reproduire, au

mieux, les observations sélectionnées. Le champ magnétique dérivant d’un potentiel harmonique,

l’utilisation de cette décomposition permet de séparer les sources d’origine interne et externe et

de filtrer ainsi les grandes échelles spatiales résiduelles du champ externe (ou seulement de la

contribution magnétosphérique pour les observations des satellites, ceux-ci étant situés au-dessus

de l’ionosphère). Les coefficients de Gauss obtenus permettent d’estimer le champ en dehors des
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points de mesure et de disposer ainsi d’un modèle global du champ magnétique d’origine interne

(figure 1.2).

-70000 0 70000

nT

Fig. 1.2 – Champ magnétique radial d’origine interne à la surface de la Terre en 2001 (modèle

magnétique de Olsen et al. [2002]). En pratique, seul le champ issu du noyau est visible, celui-ci

masquant le champ crustal (figure 1.3).

1.1.2 Le champ magnétique principal et ses variations temporelles

Nous intéressant à la dynamique du noyau, il nous reste encore à filtrer les contributions

du champ magnétique crustal présentes dans les modèles de champ magnétique interne. Ceci

peut s’effectuer en ne conservant que les grandes échelles spatiales du champ interne. Le spectre

d’énergie de ce champ (figure 1.3) possède en effet une transition nette autour du degré 14 de la

décomposition en harmoniques sphériques qui est interprétée comme la limite entre le champ du

noyau et le champ crustal [Langel et Estes, 1982]. Il s’agit plus exactement des échelles spatiales

autour desquelles la contribution du noyau devient inférieure à la contribution de la croûte.

Dans les études présentées dans ce manuscrit, les modèles géomagnétiques seront ainsi toujours

utilisés jusqu’au degré 13. Évidemment, ceci n’élimine pas toute contribution de la croûte mais

assure néanmoins que le champ principal soit dominant.

Les études paléomagnétiques, archéomagnétiques et les observations magnétiques récentes

montrent que le champ magnétique principal varie sur une très large gamme de périodes [e.g.

Merill et al., 1998]. Nous ne serons néanmoins confrontés au cours de ce mémoire qu’aux varia-

tions se produisant sur des périodes inférieures à la centaine d’années. La variation ((séculaire))

du champ principal, observée depuis environ 400 ans grâce à des mesures terrestres et mainte-

nant satellitaires, est produite par l’action des mouvements du noyau sur le champ magnétique.

Elle est utilisée dans toutes les études présentées dans ce manuscrit pour reconstruire les mouve-

ments à la surface du noyau. La variation séculaire du champ principal est elle-même affectée de

((secousses)) rapides appelées jerks. Les phénomènes à l’origine de ces événements rapides restent

pour l’instant inconnus. Dans le chapitre 5 (§5.3), nous montrons que ces jerks ont une signature
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Fig. 1.3 – Spectre d’énergie du champ magnétique d’origine interne à la surface de la Terre

(spectre du modèle représenté dans la figure 1.2). Le spectre d’énergie W est défini par

W (n) = (n + 1)
∑n

m=0

(
(gm

n )2 + (hm
n )2
)
, gm

n et hm
n étant les coefficients de Gauss de degré n

et d’ordre m (§2.2.1).

dynamique très claire à la surface du noyau.

1.2 La dynamique du noyau

Dans ce travail nous essayons de contraindre la dynamique du noyau en reconstituant les

mouvements du fluide à la surface de celui-ci. Afin d’interpréter les résultats surfaciques obtenus,

il est indispensable de les comparer aux différentes expériences et simulations modélisant la

dynamique tridimensionnelle du noyau.

1.2.1 Les modélisations

Du fait de la complexité et de la diversité des phénomènes à prendre en compte pour modéliser

la géodynamo, il n’existe à l’heure actuelle ni expérience, ni simulation numérique dont les

résultats sont directement applicables au noyau terrestre. Il faut donc se contenter d’études se

focalisant sur une partie des phénomènes en jeu. Nous présentons ici un bref aperçu des différents

types de mouvements pouvant être actifs dans le noyau, le chapitre 5 (§5.2) en donnant une

description plus détaillée.

Les études de convection dans une sphère en rotation rapide mettent en évidence les fortes
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contraintes imposées aux mouvements par la rotation rapide de la Terre. La rotation impose en

effet une rigidité axiale aux mouvements qui varient très peu parallèlement à l’axe de rotation

terrestre. Au seuil de convection, les mouvements s’organisent ainsi en colonnes de convection

parallèles à l’axe de rotation [Busse, 1970] (figure 1.4a). D’autres mouvements rigides prenant

la forme de cylindres centrés sur l’axe de rotation terrestre peuvent coexister avec ces colonnes

(figure 1.4b).

(a) (b)

Fig. 1.4 – Mouvements de convection rigides apparaissant dans une sphère en rotation rapide.

(a) Colonnes de convection. (b) Cylindres axiaux.

Dans le noyau terrestre, les mouvements subissent en plus l’influence du champ magnétique.

Les modélisations numériques de la géodynamo, dans lesquelles les forces visqueuses ont un

rôle beaucoup plus important que dans le noyau, montrent que des colonnes de convection

plus ou moins rigides peuvent exister [e.g. Olson et Aurnou, 1999] et que les mouvements en

cylindre axiaux sont toujours possibles. Une famille de mouvements rigides, connue sous le nom

d’oscillations de torsion, peut également apparâıtre du fait de la présence du champ magnétique

[Braginsky, 1970]. Il s’agit de mouvements de morphologie analogue à celle des cylindres axiaux,

mais avec des oscillations temporelles de la vitesse de rotation de chaque cylindre.

1.2.2 Les ((observations)) des mouvements à la surface du noyau

Plutôt que d’observations, il conviendrait mieux de parler d’interprétations des modèles

du champ magnétique en terme de mouvements à la surface du noyau. Il s’agit en effet de

déterminer les mouvements qui, en agissant sur le champ magnétique à la surface du noyau,

permettent d’expliquer au mieux la variation séculaire observée. Ceci nécessite donc d’estimer

le champ principal à la surface du noyau. Le manteau ne contenant pas de sources magnétiques,

ce prolongement vers le bas est possible (§2.1.1). La figure 1.5 montre le champ magnétique à

la surface du noyau ainsi estimé. Le chapitre 2 étant consacré à une description détaillée des

méthodes de reconstruction des mouvements à la surface du noyau et des différentes hypothèses

qu’elles impliquent, nous ne développons pas ce sujet plus avant ici.
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-1.05e+06 0 1.05e+06

nT

Fig. 1.5 – Champ magnétique radial à la surface du noyau en 2001 (modèle magnétique de Olsen

et al. [2002]).

Les reconstructions des mouvements à la surface du noyau reposant sur de nombreuses

hypothèses, leur validité peut être facilement contestée. Nous rappelons simplement ici que le

meilleur argument en leur faveur tient dans leur capacité à expliquer les variations de la longueur

du jour ayant lieu sur des périodes décennales [Jault et al., 1988; Jackson et al., 1993; Pais et

Hulot, 2000]. À l’inverse des variations plus rapides, ces variations décennales ne peuvent en effet

pas résulter d’échanges de moment cinétique entre le manteau et les enveloppes superficielles

fluides.

Dans ce mémoire nous essayons de tirer parti de modèles magnétiques récents afin de

contraindre les mouvements à la surface du noyau. Nous utilisons ainsi le modèle magnétique

historique de Jackson et al. [2000] qui fournit une estimation du champ magnétique principal au

cours des 400 dernières années. Par ailleurs, nous utilisons également des modèles issus des obser-

vations satellitaires récentes. Ces deux approches sont complémentaires. On peut en effet espérer

étudier l’évolution temporelle des mouvements à la surface du noyau depuis le 17ème siècle avec

la première, tandis que la seconde devrait nous permettre d’obtenir la meilleure estimation pos-

sible des mouvements actuels et de raffiner ainsi les modèles de mouvements antérieurs (figure

1.6).

1.3 Organisation du mémoire

Le chapitre 2 est consacré à la présentation des méthodes et des hypothèses utilisées dans ce

travail afin d’estimer les mouvements à la surface du noyau. Deux méthodes indépendantes, la

méthode spectrale et la méthode locale, sont détaillées.

Les comportements de ces deux méthodes sont ensuite comparés en utilisant le modèle

magnétique historique de Jackson et al. [2000] (chapitre 3). Des tests synthétiques sont également
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Fig. 1.6 – Cartes synthétisant les grands traits des mouvements à la surface du noyau admis

par la plupart des équipes en 1990 [Jault, 1990].

effectués afin de tester la validité respective des deux méthodes de reconstruction.

Dans le chapitre suivant, les mouvements actuels sont estimés grâce à l’utilisation de modèles

magnétiques satellitaires. Une méthode permettant de prendre en compte l’excellente résolution

spatiale de la variation séculaire est mise en place. Une nouvelle série de tests synthétiques est

également effectuée afin d’évaluer la fiabilité des différentes structures dynamiques présentes

dans le modèle de mouvement obtenu.

Ce modèle des mouvements actuels est comparé à d’autres modèles récents au début du

chapitre 5. Dans la suite de ce même chapitre, les différents mouvements obtenus dans les

chapitres 3 et 4 sont confrontés à des études traitant de la dynamique dans le volume du noyau.

L’accent est mis sur la recherche d’éventuelles colonnes de convections et de mouvements en

cylindres rigides, temporellement stables et oscillants. Il est également question de la dynamique

se produisant dans le cylindre tangent à la graine. Enfin, nous cherchons l’expression des jerks

géomagnétiques dans la série temporelle des mouvements historiques à la surface du noyau.

Pour finir, le chapitre 6 pose les bases d’une technique d’assimilation variationnelle de données

qui pourrait être utilisée, non seulement pour le calcul de séries temporelles cohérentes des mou-

vements à la surface du noyau, mais également afin d’essayer de contraindre certains processus

dynamiques profonds du noyau.





Chapitre 2

Des observations magnétiques aux

mouvements de la surface du noyau

Enfoui sous presque 3000 km de manteau, le noyau liquide de la Terre n’est pas accessible à

l’observation directe. Son observation à distance est possible grâce à l’étude des ondes sismiques

l’ayant traversé. Malheureusement, ces ondes ne fournissent actuellement que des indications sur

sa structure moyenne et n’apportent de ce fait pas d’information sur sa dynamique interne.

Deux phénomènes observables à la surface de la Terre contiennent néanmoins des infor-

mations indirectes sur la dynamique du noyau externe. Les mouvements du noyau sont tout

d’abord susceptibles de perturber la rotation terrestre. Ces mouvements peuvent en effet être

à l’origine de couples appliqués au manteau terrestre et modifier ainsi son moment cinétique.

Les irrégularités de la rotation terrestre observées contiennent donc des informations sur la dy-

namique du noyau. D’autres informations sur cette dynamique sont contenues dans le champ

magnétique principal de la Terre, qui est généré par les mouvements du noyau liquide.

Dans cette thèse, nous utilisons des mesures du champ magnétique terrestre et de ses varia-

tions afin de reconstruire les mouvements de la surface du noyau. Le but de ce chapitre est de

présenter les méthodes utilisées à cette fin.

2.1 Bases théoriques

2.1.1 Équations et hypothèses

Les modifications du champ magnétique B à l’intérieur du noyau sont décrites par l’équa-

tion de l’induction magnétique qui découle des équations de Maxwell pour un conducteur en

mouvement [e.g. Gubbins et Roberts, 1987, pp. 16–20] :

∂B

∂t
= ∇ ∧ (u ∧ B) + η∇

2B (2.1)

où η est la diffusivité électrique du noyau. En tout point du noyau, le champ magnétique peut

ainsi être modifié par l’action des mouvements u du fluide conducteur sur les lignes de champ
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(terme ∇ ∧ (u ∧ B)) et par diffusion magnétique (η∇
2B). Si B et ses variations temporelles

étaient connus en tout point du noyau, il pourrait être possible d’en déduire le champ de vitesse

u du fluide. Malheureusement, il n’est pas possible de mesurer B à l’intérieur du noyau, et seules

des mesures à la surface ou à l’extérieur de la Terre sont réalisables.

Hypothèse du manteau isolant

Dans une région dépourvue de sources magnétiques, le champ B dérive d’un potentiel har-

monique. Ceci impose de fortes contraintes sur sa géométrie. En particulier, la connaissance de

B sur une surface fermée contenant les sources permet de connâıtre B partout, sauf à l’intérieur

des sources [e.g. Blakely, 1995]. Il est donc théoriquement possible de définir parfaitement le

champ principal B à la base du manteau si l’on considère que le manteau est totalement iso-

lant et que les sources crustales ne perturbent pas les grandes longueurs d’ondes du champ

magnétique issu du noyau (§1.1.2). Comme par ailleurs la composante radiale de B est continue

à travers la limite noyau-manteau [e.g. Gubbins et Roberts, 1987, pp. 21, 109, 143], la valeur de

Br à la surface du noyau peut être déduite des mesures du champ magnétique à la surface de la

Terre.

Cette hypothèse de manteau isolant est relativement raisonnable puisque les estimations de

la conductivité électrique du manteau varient entre 0.1 S.m−1 à son sommet et 10-20 S.m−1

à sa base [Xu et al., 2000]. D’éventuelles infiltrations du liquide conducteur du noyau dans le

manteau ne semblent pas à même de modifier significativement ces estimations [Poirier et Le

Mouël, 1992, p. 267].

En considérant que le manteau est isolant, nous avons donc accès aux valeurs de Br à la

surface du noyau. Il faut aussi garder à l’esprit que le prolongement vers le bas du champ ob-

servé en surface, renforçant les courtes longueurs d’onde, est un processus relativement instable,

puisque susceptible de propager et d’accentuer les erreurs de mesures de surface [e.g. Blakely,

1995, p. 319]. Notons que le terme surface du noyau que nous utilisons désigne en fait plus

rigoureusement la région située juste sous la couche limite visqueuse du sommet du noyau, cette

couche limite étant considérée très peu épaisse et transparente pour le champ magnétique [e.g.

Chulliat, 2000]. Nous considérons de plus que le fluide libre du noyau ne peut pas pénétrer

cette couche limite. La vitesse u est de ce fait purement tangentielle à la surface du noyau. La

composante radiale de l’équation (2.1) d’induction à la surface du noyau devient ainsi :

∂Br

∂t
= −∇H · (uBr) +

η

r
∇

2(rBr), (2.2)

∇H · (uBr) étant la composante horizontale de la divergence ∇ · (uBr).

Hypothèse du flux gelé

Le terme de diffusion de l’équation (2.2) est problématique puisqu’il fait intervenir la dérivée

verticale de Br qui ne sont pas accessibles à partir des mesures de surface. Il semble toutefois

raisonnable de penser que ce terme diffusif peut être négligé près de la surface du noyau pour
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des échelles temporelles plus courtes que le temps diffusif du noyau qui est de l’ordre de 104 ans

[e.g. Gubbins et Roberts, 1987, p. 104]. Cette hypothèse, dite du flux gelé [Roberts et Scott,

1965], permet d’obtenir l’équation de la variation séculaire :

∂Br

∂t
= −∇H · (uBr). (2.3)

Ainsi, sous les hypothèses déja mentionnées, les variations du champ magnétique observées en

surface résultent uniquement de l’action des mouvements du fluide sur le champ magnétique à

la surface du noyau. Cette seule équation n’est néanmoins pas suffisante pour reconstruire u à

partir des observations de la variation séculaire puisqu’elle contient deux inconnues : les deux

composantes horizontales de u. Des contraintes supplémentaires sur la nature du mouvement

sont donc nécessaires.

Hypothèse du mouvement tangentiellement géostrophique

Plusieurs hypothèses sur la nature du mouvement sont envisageables. Dans cette étude, nous

utilisons l’hypothèse du mouvement tangentiellement géostrophique [Le Mouël, 1984; Backus et

Le Mouël, 1986] qui découle de considérations sur les ordres de grandeur des différents termes

intervenant dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement du fluide dans le

noyau 1. Pour un fluide conducteur en rotation rapide, l’équation de Navier-Stokes dans le cadre

de l’approximation de Boussinesq peut s’écrire [voir par exemple Gubbins et Roberts, 1987, pp.

5–16] :

ρ

(
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= −∇p + (j ∧ B) − 2ρ(Ω ∧ u) + µ∇
2u − ∆ρ g, (2.4)

ρ étant la masse volumique du fluide.

L’ordre de grandeur des termes d’inertie (∂u/∂t+(u ·∇)u) de l’équation (2.4) est largement

inférieur à celui associé à la force de Coriolis (2Ω ∧ u) engendrée par la rotation terrestre Ω.

Dimensionnellement, le rapport entre ces deux termes est en effet de l’ordre de U/(LΩ). Ainsi,

même pour des échelles spatiales L aussi petites que 100 km, il faudrait des vitesses U de l’ordre

de 40000 km/an pour que ce rapport soit de l’ordre de l’unité 2. Par ailleurs, la viscosité du

noyau étant très faible, de l’ordre de 103 Pa s [Poirier, 2000], les termes visqueux (µ∇
2u) sont

eux-aussi négligeables pour les grandes échelles spatiales.

L’ordre de grandeur de la force de Lorentz ((j ∧B), j étant la densité de courant électrique)

est plus difficile à contraindre. En effet, dans le volume du noyau cette force n’est certainement

pas négligeable et joue un rôle important dans la génération du champ magnétique [Jault et Le

1. D’autres hypothèses ont été envisagées afin de contraindre les mouvements de la surface du noyau. On peut

notamment citer l’hypothèse des mouvements stratifiés ou toröıdaux (pas de mouvements radiaux sous la surface,

∇H · u = 0) [e.g. Whaler, 1982], celle des mouvements constants pendant une période de temps donnée [e.g.

Gubbins, 1982; Voorhies et Backus, 1985] ou encore celle des mouvements stables dans un repère en rotation

[Holme et Whaler, 2001]

2. Les estimations de vitesses à la surface du noyau obtenues en négligeant ainsi les termes d’inertie, et qui ne

permettent pas d’atteindre des échelles spatiales aussi petites, indiquent des vitesses maximales à la surface du

noyau de l’ordre de 50 km/an (chapitre 4).
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Mouël, 1991]. L’estimation précise du rapport entre les ordres de grandeur de cette force et de

la force de Coriolis à la surface du noyau nécessite de connâıtre la composante horizontale de

B à la surface du noyau, ce qui n’est malheureusement pas possible à partir des observations

de surface 3. Les estimations de ce rapport varient ainsi entre 5 · 10−4 et 5 · 10−2 en utilisant

respectivement l’amplitude du champ polöıdal ou cent fois cette amplitude comme estimation de

la composante horizontale du champ magnétique à la surface du noyau [Chulliat, 2000]. Dans les

deux cas, ce rapport reste relativement faible et ceci semble permettre de négliger la contribution

de la force de Lorentz. On peut aussi avancer que cette force étant nulle dans le manteau isolant,

il faut bien qu’elle décroisse près de la surface du noyau afin de satisfaire les conditions aux

limites. La poussée d’Archimède (∆ρg), liée aux hétérogénéités de densité et à l’origine des

mouvements, ne peut-être négligée, mais elle n’intervient que dans la direction radiale.

La composante horizontale de l’équation de Navier-Stokes à la surface du noyau peut donc

se réduire à un équilibre entre la force de Coriolis et le gradient de pression appelé équilibre

géostrophique :

∇Hp = −2ρ(Ω ∧ u)H . (2.5)

Cet équilibre peut également s’écrire sous les deux formes équivalentes suivantes :

u =
1

2 ρ Ω cos θ
n ∧ ∇Hp (2.6)

∇H · (u cos θ) = 0, (2.7)

n étant un vecteur radial unitaire et θ la colatitude du point considéré. L’équation (2.6) montre

que sous l’hypothèse géostrophique le mouvement est perpendiculaire au gradient de pression.

Il est donc tangent aux lignes d’isovaleur de p (isobares) 4. L’équation (2.7) montre quant à elle

plus clairement l’apport de cette hypothèse géostrophique à la reconstruction des mouvements à

la surface du noyau puisqu’avec l’équation (2.3) elles constituent un système de deux équations

à deux inconnues (les deux composantes horizontales de u).

Notons toutefois que l’équilibre géostrophique ne peut être valable à proximité de l’équateur

où la force de Coriolis est nulle. Dans cette région, le gradient de pression est vraisemblablement

équilibré par la force de Lorentz [Chulliat et Hulot, 2000].

2.1.2 Mouvements visibles et invisibles

Les méthodes de reconstruction des mouvements à la surface du noyau se basent sur l’équa-

tion (2.3) pour reconstruire le mouvement du fluide u à partir des modifications du champ

magnétique radial Br enregistrées à la surface de la Terre. Il peut néanmoins exister des mouve-

ments qui ne soient pas reconstructibles, soit parce qu’ils ne sont pas contraints par les équations

3. Hulot et Chulliat [2003] présentent une méthode permettant théoriquement d’estimer la force de Lorentz à

la surface du noyau. Cette méthode nécessite toutefois de supposer que la diffusion magnétique est totalement

nulle. À notre connaissance, elle n’a pas encore été mise en pratique.

4. Ce lien entre la vitesse et le gradient de pression est identique à l’équilibre géostrophique de l’atmosphère

où le vent de grande échelle est tangent aux isobares [e.g. Pedlosky, 1987, pp. 45–53].
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(2.3) et (2.7), soit parce que les modifications du champ magnétique qu’ils génèrent ne sont pas

observables depuis la surface de la Terre. Nous étudions maintenant quels peuvent être ces

mouvements invisibles.

Mouvements non-contraints

Développons maintenant l’équation (2.3) afin de chercher s’il peut exister un mouvement ne

modifiant pas Br à la surface du noyau :

∂Br

∂t
= −u · ∇HBr − Br∇H · u . (2.8)

Sous cette forme, on voit qu’en un point donné, les modifications de Br sont liées à son transport à

la surface du noyau par le fluide (u·∇HBr) et à la divergence horizontale de la vitesse (Br∇H ·u).

Cette divergence est liée à la présence de mouvements radiaux sous la surface puisque ∇ ·u = 0

pour un fluide incompressible. La figure 2.1 illustre ces deux modes de modification de Br par

u.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.1 – Mécanismes de modification du champ magnétique radial Br en un point fixe de la

surface du noyau. (a) Augmentation de Br par advection. (b) Diminution de Br par advection.

(c) Augmentation de Br par convergence horizontale du champ de vitesse. (d) Diminution de

Br par divergence horizontale du champ de vitesse. Br est considéré positif et augmente du gris

clair au gris foncé. Le champ de vitesse est représenté par les flèches noires, la pastille noire

représente le point fixe considéré à la surface du noyau considéré.

Le terme d’advection de l’équation (2.8) est nul si la vitesse est perpendiculaire au gradient

horizontal de Br, c’est-à-dire si le mouvement est parallèle aux lignes iso-Br. Le terme lié à la
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divergence du mouvement s’annule si Br est lui-même égal à zéro ou si la divergence horizontale

de la vitesse est nulle, ce qui correspond au cas où le noyau est complètement stratifié sous sa

surface. Ainsi, dans l’hypothèse du flux gelé, un mouvement parallèle à la courbe d’isovaleur

Br = 0 est un mouvement invisible. Avec l’hypothèse d’un mouvement toröıdal, correspondant

à un noyau stratifié sous sa surface (∇H · u = 0), un mouvement le long de n’importe quelle

iso-Br serait invisible. Ce n’est pas le cas dans l’hypothèse de mouvement tangentiellement

géostrophique que nous avons choisie.

Après quelques manipulations, l’équation (2.8) peut s’écrire de manière équivalente sous la

forme :
∂Br

∂t
= cos θ u · ∇H

(
Br

cos θ

)

− Br∇H · (u cos θ). (2.9)

Un mouvement tangentiellement géostrophique, pour lequel ∇H ·(u cos θ) = 0, et perpendiculaire

au gradient horizontal de Br/ cos θ ne modifie donc pas Br à la surface du noyau. Sous cette

hypothèse, un mouvement le long des lignes iso-ζ est donc un mouvement invisible, ζ étant défini

comme la quantité Br/ cos θ. Les courbes iso-ζ sont des courbes matérielles, emportées par le

fluide. Ceci se voit aisément en combinant les équations (2.9) et (2.7) :

∂ζ

∂t
− u · ∇Hζ =

dζ

dt
= 0, (2.10)

d/dt étant la dérivée dans un repère fixé à la particule de fluide considérée.

En se contentant de ceci, seule la composante du mouvement perpendiculaire aux courbes iso-

ζ pourrait donc être déterminée, laissant donc une grande indétermination sur les mouvements

de la surface du noyau. Revenons néanmoins sur l’hypothèse du mouvement tangentiellement

géostrophique. L’équation (2.8) peut également se mettre sous la forme :

∂Br

∂t
= −

1

2ρΩ
(n ∧ ∇Hζ) · ∇Hp, (2.11)

ou encore :

||∇ζp|| = −
2ρΩ

||n ∧ ∇Hζ||

∂Br

∂t
, (2.12)

∇ζ étant le gradient le long d’une iso-ζ. La pression p peut donc être connue, à une constante

près, sur toute courbe iso-ζ par intégration de (2.12) le long de cette courbe. Cette propriété

est intéressante du fait de la morphologie particulière de certaines courbes iso-ζ à la surface du

noyau.

En effet, ζ diverge sur l’équateur géographique où cos θ = 0, sauf aux points, appelés nœuds,

où Br = 0. Vers chacun de ces nœuds convergent les courbes iso-ζ correspondant à toutes les

valeurs entre −∞ et +∞. Il est ainsi possible de distinguer deux types de courbes iso-ζ à la

surface du noyau, celles qui convergent vers un nœud à chacune de leurs extrémités et celles qui,

fermées sur elles-mêmes, ne convergent jamais vers l’équateur (figure 2.2).

Toutes les courbes iso-ζ convergeant vers l’équateur sont ainsi connectées les unes aux autres

par les nœuds. La pression p est donc ainsi déterminée à la même constante près dans toute la

zone de la surface du noyau occupée par des courbes iso-ζ convergeant vers l’équateur. Le champ

de vitesse étant complètement déterminé par la connaissance du champ de pression (équation
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Fig. 2.2 – Morphologie des iso-ζ à la surface du noyau. La ceinture visible, zone dont les iso-ζ

convergent vers l’équateur, est représentée en gris clair, les zones ambiguës, correspondant aux

iso-ζ fermées sur elles-mêmes, en gris foncé.

(2.6)), il n’existe donc pas de mouvement invisible dans cette zone, appelée de ce fait ceinture

visible [Backus et Le Mouël, 1986]. Dans la ceinture visible, les mouvements parallèles aux iso-ζ,

ne produisant donc pas de variation séculaire, sont néanmoins visibles du fait des contraintes

induites par les hypothèses du flux gelé et du mouvement tangentiellement géostrophique. En

revanche, le long des iso-ζ ne coupant pas l’équateur, la composante de la vitesse tangente aux

iso-ζ est bien invisible, ces iso-ζ n’ayant pas de point de connection entre elles. Ces zones sont

ainsi appelées zones ambiguës [Backus et Le Mouël, 1986].

Sous les hypothèses du flux gelé et du mouvement tangentiellement géostrophique, les mou-

vements du fluide non-contraints par ∂Br/∂t et Br (et donc invisibles) sont les mouvements

parallèles aux iso-ζ des zones ambiguës, et seulement ceux-ci.

Mouvements non-perceptibles

En plus des mouvements strictement indécelables évoqués dans le paragraphe précédent, il

existe des mouvements qui ne sont pas détectables depuis la surface de la Terre. En effet, le

manteau et la croûte terrestre filtrent temporellement et spatialement Br et ∂Br

∂t
entre la surface

du noyau et celle de la Terre.

Le filtrage spatial du signal magnétique issu du noyau résulte des propriétés des champs

potentiels. Le prolongement d’un tel champ vers le haut, de la surface du noyau à la surface de

la Terre, atténue en effet préférentiellement les petites échelles spatiales. Par cet effet, un spectre

plat du champ magnétique à la surface du noyau se traduit par un spectre décroissant à la surface

de la Terre, tel le spectre du champ magnétique observé. Pour une certaine longueur d’onde, le

champ magnétique principal se retrouve donc masqué par le champ magnétique crustal (§1.1.2).
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On estime ainsi que le champ magnétique observé en surface correspond au champ du noyau

jusqu’au degré 13 ou 14 de sa décomposition en harmoniques sphériques (§2.2.1). Les petites

échelles spatiales de la variation séculaire sont également invisibles mais le degré de troncature

peut être un peu plus grand, le champ crustal ne variant pas sur des échelles de temps aussi

courtes que le champ du noyau.

Du fait du filtrage des petites échelles de Br et de ∂Br/∂t, les petites échelles du mou-

vements ne peuvent pas être reconstituées. Le couplage entre u et Br étant non-linéaire, il

n’est pas possible de définir le degré précis de troncature du mouvement connaissant ceux du

champ magnétique et de ses variations. En effet, même si les différentes composantes de u par-

ticipant à une composante de ∂Br/∂t donnée sont parfaitement définies, ces composantes ne

sont pas complètement contraintes, participant à des composantes de la variation séculaire non-

observables (voir figure 2.4) . Cette question de la résolution spatiale maximale des mouvements

reconstructibles sera discutée de manière plus approfondie dans le chapitre 4. Il est néanmoins

clair que les mouvements de très petite échelle sont totalement indétectables depuis la surface.

La faible conductivité électrique du manteau (§2.1.1) agit sur les signaux magnétiques issus

du noyau comme un filtre temporel passe-bas [e.g. Gubbins et Roberts, 1987, p. 38 et 51]. Ce

filtrage, créé par un effet de peau, atténue préférentiellement les hautes fréquences. Bien que

ses effets dépendent largement du modèle de conductivité électrique choisi pour le manteau, on

peut considérer que seuls les signaux dont la période est plus longue que 6 à 12 mois atteignent

la surface de la Terre. Un mouvement du noyau agissant pendant une période plus courte que

cela sera donc invisible, la variation qu’il engendre ne parvenant pas jusqu’en surface [Mandea

Alexandrescu et al., 1999].

2.2 Méthode spectrale

La méthode spectrale de reconstruction des mouvements à la surface du noyau résout u grâce

à l’équation de la variation séculaire (2.3) exprimée dans le domaine spectral. Nous utilisons dans

cette thèse l’implémentation de cette méthode développée par Le Mouël et al. [1985], Gire et al.

[1986] et Gire et Le Mouël [1990].

2.2.1 Formulation dans le domaine spectral

Développements en harmoniques sphériques

Le passage d’un champ scalaire de l’espace physique à l’espace spectral en géométrie sphé-

rique se fait classiquement au moyen des harmoniques sphériques. On peut ainsi exprimer le

potentiel V dont dérive le champ magnétique principal B en dehors des sources comme :

V (r,θ,φ) = a
∞∑

n=0

n∑

m=0

(a

r

)n+1
(gm

n (a) cos(mφ)P m
n (θ) + hm

n (a) sin(mφ)P m
n (θ)) , (2.13)

où gm
n et hm

n sont les coefficients de Gauss, définis à la surface de la Terre (où r = a). Dans

l’espace spectral, le potentiel V est ainsi complètement défini par l’ensemble de ces coefficients. À
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chaque coefficient de Gauss sont associées deux longueurs d’ondes spatiales. La longueur d’onde

longitudinale est définie par l’ordre m intervenant dans dans les termes cos(mφ) et sin(mφ)

de la décomposition (2.13) . Cette longueur d’onde varie donc en fonction de la colatitude θ,

elle est maximale à l’équateur. La longueur d’onde latitudinale est déterminée par le degré

n, intervenant dans les polynômes associés de Legendre 5 Pm
n [voir par exemple Langel, 1987,

pour l’expression détaillée de ces polynômes]. On appelle harmoniques sphériques, les fonctions

Y m,c
n = Pm

n (θ) cos(mφ) et Y m,s
n = Pm

n (θ) sin(mφ). Une harmonique sphérique de degré n et

d’ordre m possède ainsi 2m zéros en longitude et (n − m) zéros en latitude (figure 2.3).

(a)

Y 0
2

(b)

Y 4
4

(c)

Y 4
6

Fig. 2.3 – Quelques harmoniques sphériques. (a) Harmonique sphérique zonale (m=0). (b) Har-

monique sphérique sectorielle (n − m = 0). (c) Harmonique sphérique tesserale (cas géneral,

m 6= 0 et n−m 6= 0) Les zones où la fonction est positive sont représentées en blanc, les autres

en gris.

À la surface du noyau (en r = c), le champ magnétique radial Br peut s’exprimer en fonction

des coefficients de Gauss du potentiel magnétique interne gm
n et hm

n mesurés à la surface de la

Terre :

Br(θ,φ) =

nb∑

n=0

n∑

m=0

(n + 1)
(a

c

)n+2
(gm

n Y m,c
n (θ,φ) + hm

n Y m,s
n (θ,φ)) . (2.14)

De même, la variation séculaire peut se décomposer sur la base des harmoniques sphériques en

fonction des coefficients ġm
n et ḣm

n :

∂Br

∂t
(θ,φ) =

n
ḃ∑

n=0

n∑

m=0

(n + 1)
(a

c

)n+2 (

ġm
n Y m,c

n (θ,φ) + ḣm
n Y m,s

n (θ,φ)
)

. (2.15)

Ces développements sont limités à l’ordre nb et n
ḃ
, les échelles plus petites étant masquées par

le champ crustal. Dans cette étude, les degrés de troncature nb et n
ḃ

sont généralement égaux à

13.

Afin d’obtenir la décomposition spectrale du champ de vitesse u horizontal à la surface du

noyau, nous devons auparavant l’exprimer au moyen de scalaires. Le théorème de Helmoltz [e.g.

5. La normalisation adoptée dans ce manuscrit pour les polynômes de Legendre est la quasi-normalisation de

Schmidt [e.g. Langel, 1987].
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Backus et al., 1996, pp. 15-16], permettant d’écrire :

u = ∇HS − n ∧ ∇HT, (2.16)

l’expression de u sur la base des harmoniques sphériques peut être déduite des décompositions

des scalaires polöıdal S et toröıdal T sur cette base, soit :

u = c

nu∑

n=0

n∑

m=0

(sm,c
n Sm,c

n + sm,s
n Sm,s

n + tm,c
n T m,c

n + tm,s
n T m,s

n ) (2.17)

en ayant introduit les vecteurs élémentaires Sm
n = ∇HY m

n et T m
n = −n ∧ ∇HY m

n .

L’introduction des développements en harmoniques sphériques de Br, ∂Br/∂t et u (équations

(2.14), (2.15) et (2.17)) dans l’équation (2.3) permet d’obtenir l’équation matricielle :

ḃ = B(b) v, (2.18)

dans laquelle le vecteur ḃ contient les coefficients ġm
n et ḣm

n associés à la variation séculaire et le

vecteur v les coefficients sm,c
n , sm,s

n , tm,c
n et tm,s

n associés à u. La matrice d’interaction B(b) définit

la contribution de chaque élément de v à chaque élément de ḃ. Elle dépend des coefficients gm
n

et hm
n de Br.

Implémentation de l’hypothèse géostrophique

Le développement de u sur la base des vecteurs polöıdaux et toröıdaux (2.17) n’impose pas

que le mouvement soit tangentiellement géostrophique. Pour cela, il est possible de développer

u sur la base des vecteurs tangentiellement géostrophiques W m,c
n et W m,s

n [Backus et Le Mouël,

1986], définis par :

W m,c
n = Sm,c

n − am
n T

m,s
n−1 − bm

n T
m,s
n+1,

W m,s
n = Sm,s

n − am
n T

m,c
n−1 − bm

n T
m,c
n+1

(2.19)

[l’expression des coefficients am
n et bm

n est détaillée dans Gire et Le Mouël, 1990]. Sur cette base

tangentiellement géostrophique, u s’exprime ainsi

u = c

nu∑

n=1

w0
nT 0

n + c

nu∑

n=1

n∑

m=1

(wm,c
n W m,c

n + wm,s
n W m,s

n ) (2.20)

Cette décomposition de u sur la base tangentiellement géostrophique impose la condition géo-

strophique sur toute la surface du noyau, y compris près de l’équateur où la force de Coriolis

est pourtant nulle (§2.1.1). Le gradient de pression est donc nul lui aussi dans cette région : la

pression retrouvée par cette méthode est ainsi forcément constante à l’équateur.

L’équation (2.18) doit être réecrite pour w, vecteur contenant les coefficients w0
n, wm,c

n et

wm,s
n afin de prendre en compte l’hypothèse géostrophique :

ḃ = A(b) w, (2.21)

où A(b) est la matrice d’interaction dans la base géostrophique, équivalent de B(b) de l’équation

(2.18). Ainsi, le mouvement retrouvé en résolvant l’équation (2.21) respectera automatiquement

la condition géostrophique.
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2.2.2 Résolution du problème inverse

L’estimation des mouvements à la surface du noyau à partir des observations de la variation

séculaire grâce à l’équation (2.21) constitue un problème inverse, par opposition au problème

direct, plus simple physiquement, qui nous a permis de formuler cette équation. La résolution

du problème inverse impose d’inverser l’équation (2.21). Le problème ne se limite néanmoins

pas à calculer w = A(b)−1 ḃ car la matrice A(b) n’ést généralement pas inversible du fait de la

mauvaise détermination du problème [par exemple Menke, 1984, pp. 46–48].

Sous- et sur-détermination du problème

La première difficulté est liée à la sous-détermination du problème, plusieurs mouvements

pouvant expliquer de manière équivalente la variation séculaire observée. Une partie de cette

sous-détermination est introduite par la présence des zones ambiguës dans lesquelles le mouve-

ment n’est pas complètement contraint (§2.1.2). Or, l’utilisation des décompositions spectrales

impose de travailler sur toute la surface du noyau, y compris dans les zones ambiguës où tous les

mouvements parallèles aux courbes iso-ζ sont solutions de l’équation (2.21). Une autre partie de

la sous-détermination du problème vient de la non-linéarité de l’équation (2.3) et de la tronca-

ture de la variation séculaire observée. En effet, une partie du champ de vitesse que l’on cherche

à reconstruire est responsable de petites échelles non-observables de la variation séculaire (figure

2.4b). Une partie des informations qui permettrait de déterminer complètement u en dehors des

zones ambiguës est donc manquante.

Afin de lever ces indéterminations, une contrainte supplémentaire est introduite : le mou-

vement doit être le plus possible un mouvement de grande échelle. De la sorte, on sélectionne

un mouvement parmi tous ceux qui sont solutions. Le mouvement dans les zones ambiguës est

ainsi déterminé par prolongement des mouvements voisins visibles, ce qui suppose que les zones

ambiguës restent de petite échelle.

À l’inverse, la seconde difficulté est liée à l’absence de solution exacte de l’équation (2.21)

et s’apparente donc à un problème de sur-détermination. En effet, les hypothèses utilisées pour

dériver cette équation peuvent très bien ne pas être totalement respectées. Par exemple, une

part de la variation séculaire observée peut avoir été créée par diffusion et de ce fait ne pas

pouvoir être explicable par l’action d’un mouvement sur le champ magnétique. Par ailleurs,

la non-linéarité de l’équation (2.3) et la troncature du champ magnétique observé contribuent

aussi à cette possible absence de solutions exactes. En effet, une partie de la variation séculaire

observée provient d’interactions qui ne peuvent pas être prises en compte du fait de la troncature

de Br (figure 2.4a) [voir Hulot et al., 1992, pour plus de précisions sur les différentes interactions

possibles]. Il n’existe pas forcément de mouvement pouvant expliquer cette part de la variation

séculaire non-modélisée par des interactions avec le champ magnétique de grande échelle observé

(si un tel mouvement fictif existait, il n’aurait de toute façon aucune réalité physique).

Afin de pallier cette absence de solution exacte, on cherche le mouvement qui explique

le mieux possible la variation séculaire observée. Une nouvelle contrainte a priori est donc

nécessaire afin de définir précisément un tel mouvement.
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(a) (b)Interactions non-modélisées

participant à la variation

séculaire observée

Interactions modélisées

participant à la variation

séculaire non-observée

u u

Br Br

nb nb

nu nu

n n

n n

0 0

La variation séculaire

provenant des interac-

tions en gris foncé est

interprétée comme ve-

nant des interactions

en gris clair

Les informations con-

tenues dans la va-

riation séculaire issue

des interactions en gris

foncé sont perdues

Fig. 2.4 – Interactions entre u et Br incorrectement prises en compte lors de la recontruction de

u du fait de l’impossibilité d’observer les petites échelles de : (a) Br (n > nb) et (b) ∂Br/∂t (n >

n
ḃ
). Les interactions problématiques sont représentées en gris foncé. Les schémas correspondent

au cas où nb = n
ḃ

et où l’on cherche le mouvement u jusqu’au degré nu.

Introduction de contraintes a priori supplémentaires

Les deux problèmes soulevés dans le paragraphe précédent impliquent de rechercher le modèle

de mouvement û (dont le vecteur ŵ contient les coefficients) qui soit le plus possible de grande

échelle et qui explique le mieux possible la variation séculaire observée. Ceci est réalisé en mi-

nimisant simultanément une norme de û pénalisant préférentiellement les petites échelles et

l’erreur de prédiction e du modèle û, définie par e = A(b)ŵ − ḃ. La norme utilisée est une

norme quadratique et la minimisation de e se fait au sens des moindres carrés. De plus, une

matrice de covariance sur les données C
ḃ

est introduite afin d’accorder plus d’importance aux

coefficients les mieux connus de la variation séculaire. Ainsi, ŵ est déterminé en recherchant le

minimum de la fonction coût φ :

φ(ŵ) = λ ŵTCwŵ + (A(b)ŵ − ḃ)TC−1

ḃ
(A(b)ŵ − ḃ), (2.22)

le paramètre λ fixant l’importance relative des deux contraintes lors de la minimisation. Dans

la pratique, la valeur de λ est déterminée après plusieurs essais, en fonction de l’amplitude

souhaitée de l’erreur de prédiction calculée a posteriori.

La matrice de normalisation Cw est diagonale et contient le poids relatif de chaque coefficient

de w dans la norme utilisée. Par commodité, nous présentons ici la norme quadratique ||û2||
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équivalente à ŵTCwŵ mais exprimée dans la base polöıdale-toröıdale :

||û2|| = E−1
0

nu∑

n=0

n(p+1)(n + 1)
n∑

m=0

(
(sm,c

n )2 + (sm,s
n )2 + (tm,c

n )2 + (tm,s
n )2

)
avec p = 3, (2.23)

où E0 est uniquement un paramètre d’adimensionnalisation. Cette normalisation a été choisie

dans un souci de cohérence avec le travail antérieur de Pais et Hulot [2000].

La matrice de covariance C
ḃ
est elle aussi une matrice diagonale, les erreurs de prédictions sur

les différentes composantes de la variation séculaire étant considérées indépendantes les unes des

autres. Chaque terme de cette matrice est ainsi égal à la variance, choisie a priori, de l’erreur du

coefficient concerné de ḃ. Cette variance σ2 peut ainsi être choisie proportionnellement à l’erreur

d’observation. Dans le cas où σ2 ne dépend que de n, le deuxième terme de φ dans l’équation

(2.22) peut ainsi se développer comme :

eTC−1

ḃ
e =

nmax∑

n=0

n∑

m=0

(

(ġm
n − ĝm

n )2 + (ḣm
n − ĥm

n )2
)

σ2(n)
, (2.24)

ĝm
n et ĥm

n étant les coefficients associés à la variation séculaire prédite par le modèle û recherché.

Le modèle de vitesse à la surface du noyau pour lequel la fonction coût est minimum se

calcule finalement grâce à l’équation suivante :

ŵ =
(

A(b)TC−1

ḃ
A(b) + λCw

)−1
A(b)TC−1

ḃ
ḃ (2.25)

[voir par exemple Menke, 1984, pour plus de détails]. Il ne reste ensuite plus qu’à convertir les

coefficients de ŵ en coefficients polöıdaux-toröıdaux plus facilement interprétables grâce une

matrice de changement de base :

v̂ = Q ŵ. (2.26)

Cette même matrice Q est utilisée pour la conversion de contrainte de normalisation (2.23) dans

la base tangentiellement géostrophique.

Ainsi, le modèle de mouvement associé au vecteur v̂ obtenu représente le mouvement tan-

gentiellement géostrophique qui explique la variation séculaire observée avec la marge d’erreur

préalablement définie tout en possédant le moins possible de petites échelles.

2.3 Méthode locale

Afin de s’affranchir de certaines contraintes requises par la méthode spectrale (hypothèse de

mouvement de grande échelle, hypothèse géostrophique imposée sur toute la surface du noyau),

Chulliat et Hulot [2000] ont récemment développé une méthode de reconstruction locale des

mouvements de la surface du noyau.
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2.3.1 Intégration locale de la pression

Le principe de cette méthode est contenu dans l’équation (2.12) exprimant le gradient de

pression géostrophique p le long d’une courbe iso-ζ. L’intégration de ce gradient le long d’une

iso-ζ à partir d’un nœud N de l’équateur (§2.1.2) conduit à :

p(M) = 2ρΩ

∫ M

N

1

||n ∧ ∇Hζ||

∂Br

∂t
dl + p(N), (2.27)

qui permet ainsi d’évaluer la pression en tout point M de cette iso−ζ, à condition de connâıtre

la pression p(N) au nœud de départ. La pression au nœud d’arrivée, servant de point de départ

à d’autres intégrations, est donc aussi contrainte. La pression peut être ainsi déterminée dans

toute la ceinture visible à une constante près, la pression au premier nœud. Cette constante est

choisie de manière à ce que la pression moyenne soit nulle.

Grâce à l’intégrale (2.27), la pression peut être déterminée dans toute la ceinture visible,

parcourue par les courbes iso-ζ convergeant vers l’équateur. Elle n’est en revanche pas déterminée

dans les zones ambiguës 6. Du fait de son principe, la méthode locale ne requiert pas d’hypothèse

a priori sur le contenu spectral du champ de vitesse, contrairement à la méthode spectrale.

Le contenu spectral des champs de pression obtenus est néanmoins implicitement limité par

l’absence de petites longueurs d’onde des observations de Br (et donc de ζ) et de ∂Br/∂t. Les

petites échelles du mouvement restent invisisibles quelle que soit la méthode utilisée. Cette

méthode limite toutefois le risque que les échelles intermédiaires de la ceinture visible soient

contaminées par la seule présence des zones ambiguës.

Du fait du caractère local du calcul, l’hypothèse géostrophique n’a pas besoin d’être im-

posée sur toute la surface du noyau. Ceci est particulièrement intéressant autour de l’équateur

géographique où la force de Coriolis est nulle, mais aussi dans d’autres zones de la surface du

noyau où la force de Lorentz peut ne pas être négligeable devant la force de Coriolis. Le rapport

des normes de ces deux forces peut s’estimer au moyen du paramètre ζ [Chulliat, 2000]. La

ceinture géostrophique, zone dans laquelle l’hypothèse géostrophique est valable, peut ainsi être

définie comme la région où |ζ| < 10−3T. Ceci correspond à la région dans laquelle la force de Lo-

rentz est estimée à moins de 10% de la force de Coriolis. Définie ainsi, la zone non-géostrophique

s’étend autour de l’équateur mais aussi au centre de certaines zones ambiguës, où le mouvement

n’est de toute façon pas calculé (figure 2.5). Les nœuds de l’équateur sont inclus dans la ceinture

géostrophique puisque vers eux convergent des courbes iso-ζ prenant toutes les valeurs entre

−∞ et +∞.

Une fois le champ de pression estimé dans la ceinture géostrophique et visible, il est théori-

quement facile d’en déduire le champ de vitesse u à partir de la relation (2.6). Pratiquement,

des problèmes liés à des artefacts de petite échelle rendent cette transformation délicate. Il n’y

a en revanche pas de difficulté à convertir en champ de pression les mouvements obtenus avec

la méthode spectrale et obtenir ainsi deux représentations équivalentes.

6. En théorie, il est possible de déterminer la composante du gradient de pression perpendiculaire aux iso-ζ

dans les zones ambiguës [Chulliat, 2004]. Cette possibilité n’est toutefois pas utilisée dans cette étude.
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Fig. 2.5 – Estimation de la ceinture géostrophique en 2000 (zone laissée blanche). Dans les

zones grisées, la force de Lorentz estimée est supérieure au dixième de la force de Coriolis

(|ζ| > 10−3T). Les iso-ζ sont représentés tous les 2 ·10−4T et la trace des continents est projetée

sur la surface du noyau pour faciliter la localisation des structures.

2.3.2 Contraintes pratiques

Comme nous venons de le voir, la méthode locale impose moins de contraintes a priori sur

la nature du mouvement que la méthode spectrale. Cette méthode possède néanmoins d’autres

inconvénients pratiques qui nous ont incité à utiliser plus fréquemment la méthode spectrale au

cours de cette thèse.

Le calcul de la pression par l’intégrale (2.27) est exact si les hypothèses du flux gelé et

du mouvement tangentiellement géostrophiques, qui ont permis d’obtenir cette expression, sont

parfaitement respectées. Dans ce cas, l’integration le long de deux courbes iso-ζ partant du

même nœud, aboutit bien à la même pression au nœud final commun. Si au contraire, ces deux

hypothèses ne sont pas totalement respectées le long des iso-ζ concernées, des erreurs vont être

introduite dans p, aboutissant à deux valeurs différentes de la pression au nœud final.

Afin d’éviter cela, il convient d’utiliser une variation séculaire qui soit compatible avec les

hypothèses de flux gelé et de mouvement géostrophique. Une telle variation séculaire vérifie des

contraintes intégrales le long des iso-ζ [Chulliat et Hulot, 2001]. Une inversion préliminaire est

réalisée afin de déterminer un modèle de variation séculaire qui satisfasse ces contraintes tout en

restant compatible avec les observations [voir Chulliat, 2000, p. 125, pour les détails techniques].

Cette inversion préliminaire permet également d’estimer la pression en chacun des nœuds de

l’équateur.

La sélection des courbes iso-ζ le long desquelles appliquer ces contraintes se fait manuelle-

ment. Elle doit garantir une couverture spatiale satisfaisante (voir figure 2.6) sans pour autant
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rendre le problème trop long à inverser. Cette sélection s’avère être en pratique assez fastidieuse

et demande un temps non négligeable.

(a)

(b)

(c)

Fig. 2.6 – Sélection des iso-ζ le long desquelles la variation séculaire est contrainte (voir

texte). Sur ce schéma, l’écart entre les courbes iso-ζ représentées en trait plein est constant.

La résolution spatiale est meilleure en (a) qu’en (b) du fait d’un gradient de ζ plus fort. En (c),

la résolution spatiale est améliorée par l’ajout des deux courbes iso-ζ intermédiaires représentées

en pointillé.

Notons aussi que le processus d’intégration a tendance à propager une erreur en un point

de la surface du noyau sur toute la courbe iso-ζ, en aval de ce point. Cela peut se produire par

exemple sur une courbe iso-ζ où la variation séculaire n’a pas été contrainte et créer ainsi des

structures artificielles, allongées parallèlement aux iso-ζ.



Chapitre 3

Mouvements historiques,

comparaison des méthodes spectrale

et locale

L’objectif de ce chapitre est double. Il s’agit tout d’abord de comparer la méthode locale de

reconstruction des mouvements de la surface du noyau récemment développée par Chulliat et

Hulot [2000] avec la classique méthode spectrale. Cette comparaison nous permet de mettre en

évidence les artefacts propres à chaque méthode. Les données magnétiques utilisées sont celles du

modèle de Jackson et al. [2000]. Ce modèle propose une estimation du champ magnétique et de

sa variation séculaire au cours des 400 dernières années. Le deuxième objectif est ainsi de fournir

une estimation de l’évolution des mouvements de la surface du noyau au cours de cette période

historique. Cette série temporelle, obtenue par deux méthodes indépendantes et un modèle

géomagnétique récent, complète l’étude antérieure de Pais et Hulot [2000]. Les interprétations

géophysiques découlant de l’étude de cette série temporelle seront, quant à elles, présentées dans

le chapitre 5.

3.1 Reconstruction des mouvements à la surface du noyau de-

puis 1590

3.1.1 Modèle magnétique historique de Jackson et al.

Les modèles du champ magnétique et de la variation séculaire utilisés dans ce chapitre sont

issus du modèle gufm1 de Jackson et al. [2000] qui couvre une période de 400 ans, de 1590 à

1990.

Ce modèle magnétique historique a été construit grâce à une importante compilation de

données magnétiques de différentes origines. Pour la période la plus ancienne, les mesures dis-

ponibles sont des mesures de la déclinaison et de l’inclinaison magnétique effectuées, pour la

plupart, lors de traversées maritimes. Pour les périodes plus récentes, les données proviennent
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d’observatoires terrestres, de campagnes de mesure et enfin des satellites magnétiques POGO

et MAGSAT. Pour la période antérieure à 1840, seule la géométrie du champ magnétique est

contrainte par les observations, les mesures de l’intensité du champ magnétique n’existant pas

[Hulot et al., 1997]. Afin d’obtenir un modèle cohérent et continu pour toute la période couverte,

les auteurs supposent une décroissance régulière du terme dipolaire entre 1590 et 1840.

Ce modèle représente la solution globale la plus lisse, spatialement et temporellement, ren-

dant compte des diverses observations avec la précision choisie par les auteurs. Il est néanmoins

évident, du fait de la diversité des observations disponibles pour les différentes époques, que la

résolution spatiale de ce modèle augmente à mesure que l’on se rapproche de la période actuelle.

Ceci doit être pris en compte lors de l’interprétation géophysique des champs de mouvements

obtenus. Cela nous permet en revanche de bénéficier de différents champs ayant des morpholo-

gies variées afin de tester les deux méthodes de reconstruction des mouvements à la surface du

noyau.

Les figures 3.1 et 3.2 montrent, à la surface du noyau, les différents champs magnétiques et

variations séculaires utilisés dans cette étude.

3.1.2 Paramètres utilisés lors des inversions

Avec les deux méthodes, les champs magnétiques et les variations séculaires issus du modèle

gufm1 ont été utilisés jusqu’au degré 13 de leur développement en harmoniques sphériques. Pour

la méthode spectrale, ces champs ont ensuite été projetés sur une grille spatiale ayant un pas

fixe de 0.5◦.

Pour la méthode spectrale, des paramètres doivent être ajustés en fonction des modèles de

champ utilisés. Il s’agit de la matrice de covariance sur les données C
ḃ

intervenant dans le calcul

de l’erreur de prédiction et du paramètre λ fixant le rapport entre la minimisation de l’erreur

de prédiction et la minimisation de la norme choisie (§2.2.2). Les très grandes similitudes entre

l’étude présentée ici et le travail de Pais et Hulot [2000] nous ont conduit à adopter les mêmes

paramètres que ces auteurs.

En effet, Pais et Hulot utilisent des modèles magnétiques dont les caractéristiques sont très

semblables à gufm1 1 et une méthode d’inversion en tous points identique. L’incertitude sur les

modèles de variation séculaire les plus récents est inférieure à celle des modèles plus anciens.

Il est néanmoins difficile d’estimer précisément ces incertitudes. Dans leur étude, Pais et Hulot

ont donc choisi d’utiliser la même matrice de covariance pour toutes les dates considérées. Cette

matrice est diagonale et contient les variances σ2 (2.24) associées aux différents coefficients de

la variation séculaire en fonction de leur degré n du développement en harmoniques sphériques,

σ2(n) = M0/(n + 1), avec M0 = 1.69 (nT/an)2. (3.1)

Ces incertitudes représentent une moyenne pour les différentes périodes et nous avons choisi de les

conserver telles quelles. Ceci nous permet également d’utiliser le paramètre λ (équation (2.22))

1. Les modèles de Bloxham et Jackson [1992] utilisés par Pais et Hulot [2000] constituent une version antérieure

de gufm1 [Jackson et al., 2000] utilisé ici.
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Fig. 3.1 – Champ magnétique radial Br à la surface du noyau de 1590 à 1990, modèle gufm1

de Jackson et al. [2000].
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Fig. 3.2 – Variation séculaire ∂Br/∂t à la surface du noyau de 1590 à 1990, modèle gufm1 de

Jackson et al. [2000].
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sélectionné par Pais et Hulot après différents essais 2. La valeur retenue assure que l’erreur de

prédiction du modèle calculé soit du même ordre que l’incertitude sur les observations (équation

(3.1)).

3.1.3 Séries temporelles obtenues

Les figures 3.3 et 3.4 présentent les séries temporelles de mouvement à la surface du noyau ob-

tenues respectivement avec les méthodes spectrale et locale. Plus exactement, nous représentons

la pression géostrophique associée au mouvement à la surface du noyau 3. Les zones ambiguës et

les zones non-géostrophiques sont également représentées sur les deux séries de cartes pour en

faciliter la comparaison. Certaines courbes iso-ζ sont également tracées.

Une première manière de tester la validité et la fiabilité de chacune ces deux méthodes est de

comparer directement les résultats fournis par l’une et par l’autre. Ces deux méthodes reposent

en effet sur des modes de calculs complètement différents et la méthode spectrale nécessite une

hypothèse de grande échelle, absente de la méthode locale. En revanche, il ne peut évidemment

être question ici de mettre en cause ou non les hypothèses du flux gelé et de mouvements

tangentiellement géostrophiques puisque ces hypothèses sont communes aux deux méthodes.

Les deux séries temporelles (figures 3.3 et 3.4) présentent de nombreux points communs.

Le plus visible est certainement la persistance durant toute la période étudiée d’une zone de

haute pression située sous les Océans atlantique et indien aux latitudes moyennes à hautes de

l’hémisphère sud. Les deux méthodes s’accordent à la fois sur la stabilité globale de ce vaste

anticyclone et, au moins au premier ordre, sur ses changements de forme et de position au

cours de ces 400 ans. Au sujet de l’hémisphère nord et de la zone située sous l’Océan pacifique

dans l’hémisphère sud, l’accord des méthodes est moins frappant. Néanmoins, la plupart des

structures de grande échelle sont présentes dans les deux séries temporelles.

3.2 Interprétation des désaccords entre les deux séries tempo-

relles

Malgré ce bon accord global, il existe également des points de désaccord entre les deux

méthodes.

2. λ = 4.7 · 10−2 pour E0 = 8 · 10−6 (rad/an)2 (voir équation (2.23)).

3. Le mouvement étant tangent aux isobares (§2.1.1), une zone localisée de basse ou haute pression correspond

à un vortex (cyclone ou anticyclone respectivement).
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Fig. 3.3 – Pression géostrophique à la surface du noyau de 1590 à 1990 obtenue avec la méthode

spectrale et le modèle géomagnétique de Jackson et al. [2000]. Les zones ambiguës et les zones

non-géostrophiques sont ombrées. Équidistance des courbes iso-ζ : 100000 nT.
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Fig. 3.4 – Pression géostrophique à la surface du noyau de 1590 à 1990 obtenue avec la

méthode locale et le modèle géomagnétique de Jackson et al. [2000]. Les zones ambiguës et

non-géostrophiques sont représentées respectivement en gris clair et gris foncé. Équidistance des

courbes iso-ζ : 50000 nT.
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3.2.1 Caractérisation des désaccords locaux existants

Désaccords au niveau des zones ambiguës

Un premier type de désaccord présent dans les séries temporelles concerne les zones ambiguës.

Il existe en effet des zones de haute ou de basse pression, centrées sur une zone ambiguë, dans

les reconstructions de la méthode spectrale, qui ne sont pas retrouvées par la méthode locale.

La figure 3.5a montre un exemple d’un tel désaccord dans les champs de pression de 1590.
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Fig. 3.5 – Deux exemples de vortex centrés sur une zone ambiguë retrouvés par la méthode

spectrale (colonne de gauche) et (a) non retrouvé ou (b) retrouvé par la méthode locale (colonne

de droite). Ces exemples sont extraits du champ de pression de (a) 1590 et (b) 1910. Les codes

de couleurs sont identiques à ceux des figures 3.3 et 3.4.

Dans un tel cas, le vortex retrouvé par la méthode spectrale est vraisemblablement un ar-

tefact, créé par l’hypothèse de grande échelle et le caractère global de cette méthode. En effet,

la décomposition spectrale d’une zone de haute pression placée à côté d’une zone de pression

constante à la surface du noyau (figure 3.6a) ne peut se faire sans l’introduction de petites

échelles (figure 3.6b). Ces petites échelles sont très pénalisantes pour la fonction coût lors de

l’inversion. Néanmoins, leur omission créerait une oscillation longitudinale de pression fictive

qui pénaliserait elle aussi la fonction coût. En revanche, si les isobares de ces vortex fictifs se

trouvent plus ou moins alignés avec les iso-ζ de zones ambiguës (figure 3.6c), ils ne participent

que très peu à la fonction coût, ne créant presque pas de variation séculaire. Des vortex fictifs

sous les zones ambiguës peuvent ainsi être présents dans les champs de pression obtenus avec la

méthode spectrale.
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Pression réelle à la surface du noyau

Artefact : cyclone fictif caché

sous une zone ambiguë

En l’absence de zone ambiguë

Zone Ambiguë

Fig. 3.6 – Mécanisme de création de vortex fictifs sous les zones ambiguës par la méthode spec-

trale. Pour restituer le champ de pression réel (a) au moyen d’une décomposition spectrale,

l’introduction de petites échelles est nécessaire (b). Une zone ambiguë “bien placée” (iso-ζ pa-

rallèles aux isobares) permet de se dispenser des petites échelles, couteuses du point de vu de la

norme, sans pour autant pénaliser l’erreur de prédiction (c).

Ce mécanisme de création de vortex fictifs sous les zones ambiguës n’a pas de raison d’exister

avec la méthode locale, celle-ci n’utilisant pas de développement en harmoniques sphériques. Un

vortex, même centré sur une zone ambiguë, retrouvé par les deux méthodes (figure 3.5b) a donc

plus de chance d’avoir une signification que s’il n’apparâıt qu’avec la méthode spectrale.

Le mécanisme de génération de vortex fictif par la méthode spectrale semble adapté au cas

présenté par la figure 3.5a. En effet, à côté du cyclone présumé fictif se situent deux vortex

sensiblement de même longueur d’onde et retrouvés par les deux méthodes (figures 3.3 et 3.4,

1590, anticyclone sous l’Atlantique nord et cyclone sous le Pacifique nord-ouest).

Désaccords de petite échelle

Un autre type de désaccord entre les deux séries temporelles présentées peut être observé.

Il s’agit de structures de petite échelle présentes dans les champs de pression de la méthode

locale mais absents de ceux de la méthode spectrale. Ces structures sont généralement étirées

parallèlement aux courbes iso-ζ. La figure 3.7 montre deux exemples de telles structures. Bien
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que le mode de calcul de la méthode locale soit susceptible de créer des artefacts allongés le long

des iso-ζ (§2.3), il n’est pas facile de déterminer la fiabilité ou la non-fiabilité de ces structures. En

effet, s’agissant de structures de petite échelle, elles peuvent aussi ne pas avoir été retrouvées par

la méthode spectrale, du fait de la pénalisation importante des petites échelles du mouvement

imposée par le critère de la norme. Afin d’étudier dans quelle mesure la méthode locale peut

créer des structures fictives allongées et la méthode spectrale ignorer des structures de petite

taille, le recours à des tests synthétiques, à partir de champs de pression connus, est nécessaire.
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Fig. 3.7 – Deux exemples de structures de petite échelle dans le champ de pression de la méthode

locale (colonne de droite) qui sont absentes du champ de pression de la méthode spectrale (colonne

de gauche). (a) Exemple issu des champs de pression de 1870. (b) Exemple issu des champs de

pression de 1750. Les codes de couleurs sont identiques à ceux des figures 3.3 et 3.4.

3.2.2 Tests synthétiques

Principe

Le principe des tests synthétiques mis en place afin d’étudier les artefacts introduits dans les

champs de pression calculés par les méthodes spectrale et locale est résumé par le schéma 3.8. Il

s’agit de calculer la variation séculaire créée par l’action de mouvements imposés sur un champ

magnétique. L’inversion de cette variation séculaire synthétique avec le champ magnétique per-

met d’obtenir un modèle de mouvements. Les artefacts générés par la méthode utilisée peuvent

finalement être mis en évidence en comparant les mouvements restitués par l’inversion avec les

mouvements imposés.

Le choix des mouvements imposés constitue le point le plus délicat de ces tests synthétiques.
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Fig. 3.8 – Principe des tests synthétiques effectués afin d’étudier les artefacts introduits par les

méthodes spectrale et locale dans le champ de pression restitué.

En premier lieu, il convient de ne pas utiliser un mouvement obtenu par une inversion précédente.

En effet, l’utilisation d’un tel champ conduit toujours à sous-estimer les erreurs introduites par

l’inversion, ces mouvements étant forcément compatibles avec la méthode. À titre d’exemple, la

figure 3.9 montre que les erreurs moyennes relatives 4 obtenues lors d’un test synthétique avec

un mouvement imposé aléatoire sont plus de trois fois supérieures à celles obtenues avec un

mouvement imposé issu d’une inversion précédente.

Il est donc nécessaire de générer des mouvements synthétiques. Cette génération est elle-

même délicate puisque toute notre connaissance sur les propriétés supposées des mouvements

à la surface du noyau provient d’inversions du type de celles que nous essayons justement de

tester. Nous sommes ainsi contraints de générer des mouvements synthétiques en utilisant des

contraintes arbitraires, sans qu’il soit vraiment possible de juger de leur pertinence.

Étude des artefacts générés avec une variation séculaire parfaite

Dans un premier temps, nous souhaitons tester les méthodes spectrale et locale avec des

variations séculaires synthétiques respectant parfaitement toutes les hypothèses requises par

les méthodes d’inversion. Pour cela, nous devons donc générer des mouvements tangentiellement

géostrophiques. Ces mouvements doivent également être compatibles avec l’hypothèse de grande

échelle de la méthode spectrale. À défaut de mieux, nous générons aléatoirement des mouvements

synthétiques tangentiellement géostrophiques dont les spectres sont proches de ceux des mouve-

ments retrouvés 5. Par ailleurs, les mouvements et le champ magnétique imposés sont tronqués

au degré 13. Ainsi, toutes les interactions à l’origine de la variation séculaire synthétique peuvent

4. Nous appelons erreur moyenne relative la quantité définie par :
∫

S
|pr −pi| dS/

∫

S
|pi| dS, pr étant la pression

reconstruite, pi la pression imposée et S la surface du noyau,.

5. Les détails techniques concernant cette génération de mouvements aléatoires sont présentés dans l’annexe A.
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Fig. 3.9 – Comparaison des erreurs moyennes relatives obtenues avec un champ de pression im-

posé aléatoire (en traits pleins) ou un champ de pression imposé issu d’une inversion précédente

(en traits pointillés). Les champs ((issus d’une inversion précédente)) sont les champs de pres-

sion retrouvés lors de l’inversion avec un champ de pression imposé aléatoire. Les inversions

sont faites avec la méthode spectrale et le champ magnétique de 1990. Les variations séculaires

inversées satisfont pleinement toutes les hypothèses requises par l’inversion.

être prises en compte lors des inversions (§2.2.2).

Dix variations séculaires parfaites, résultant de l’action du champ magnétique de 1990 par

dix mouvements générés aléatoirement ont été inversées par les méthodes spectrale et locale.

Dans ces cas idéaux, les deux méthodes retrouvent les différents champs de pression imposés de

manière très satisfaisante. L’erreur moyenne générée par la méthode locale est supérieure à celle

de la méthode spectrale (figure 3.10a), mais dans les deux cas cette erreur ne représente que

quelques pourcents des maxima des champs de pression imposés (environ 2% pour la méthode

spectrale et 6% pour la méthode locale).

La comparaison visuelle des champs de pression imposés et retrouvés par la méthode spectrale

ne permet pas d’identifier d’artefacts. Toutes les structures du champ de pression imposé sont

retrouvées, y compris celles situées sous les zones ambiguës (figure 3.11a). Pour la méthode

locale l’accord est également très bon, mais des structures fictives de petite taille alignées avec

les iso-ζ sont visibles (figure 3.11b). Ces petits artefacts expliquent vraisemblablement l’erreur

moyenne relative plus importante de la méthode locale.

Les différentes structures du champ de pression étant toutes correctement retrouvées, la

différence entre les amplitudes moyennes des champs de pression imposés et retrouvés (figure

3.12) s’explique principalement par légère atténuation, de l’ordre de 5%, des amplitudes dans

les champs retrouvés. Pour la méthode locale, la différence plus importante entre les ampli-

tudes moyennes des champs de pression ne résulte pas uniquement de différences au niveau des

amplitudes, mais probablement principalement des artefacts de petite échelle.

Les champs de pression retrouvés par les deux méthodes dans ces cas idéaux sont, à quelques

exceptions de petite échelle près, toujours très similaires. Les différences observées dans les
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Fig. 3.10 – Comparaison des erreurs moyennes relatives obtenues avec les méthodes spectrale et

locale. (a) Les 10 variations séculaires testées respectent parfaitement toutes les hypothèses des

inversions. (b) Un pourcentage de bruit variable est ajouté à une variation séculaire respectant

toutes les hypothèses des inversions (la variation séculaire n◦3 de (a)).

mouvements historiques (figures 3.3 et 3.4) doivent donc trouver leur origine dans la manière

différente dont chacune de ces méthodes s’adapte à une variation séculaire qui n’est pas parfai-

(a)

(b)

Pression imposée Pression retrouvée

Fig. 3.11 – Exemple de champ de pression aléatoire parfaitement retrouvé, (a) par la méthode

spectrale et (b) par la méthode locale, lorsque la variation séculaire synthétique respecte toutes les

hypothèses des inversions. Le champ de pression aléatoire présenté correpond au n◦3 de la figure

3.10a. L’échelle de couleurs est la même pour toutes les cartes. Les zones laissées blanches sur les

cartes de la méthode locale correspondent aux zones ambiguës et aux zones non-géostrophiques.
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Fig. 3.12 – Rapport entre l’amplitude moyenne des champs de pression retrouvés et imposés avec

les méthodes spectrale et locale.

tement compatible avec toutes les hypothèses requises par l’inversion.

Étude des artefacts générés avec une variation séculaire bruitée

Afin d’étudier les artefacts générés par les méthodes spectrale et locale lorsque la variation

séculaire n’est pas totalement compatible avec les hypothèses imposées 6, une deuxième série

de variations séculaires synthétiques bruitées a été générée. Un bruit aléatoire a été ajouté à

l’une des variations séculaires parfaites de la série de tests précédente (voir l’annexe A). Dans

les variations séculaires bruitées ainsi obtenues, le niveau de bruit représente entre 2% et 50%

de la variation séculaire totale.

Les erreurs générées par chacune des méthodes augmentent évidemment avec le pourcentage

de bruit présent dans la variation séculaire inversée (figure 3.10b). L’observation visuelle des

champs de pression retrouvés confirme que les artefacts suivent le même type d’évolution et

représentent une portion de plus en plus grande du champ de pression reconstruit.

Pour les faibles niveaux de bruit dans la variation séculaire (jusqu’à environ 20%), la méthode

locale génère plus d’artefacts que la méthode spectrale (figures 3.10b et 3.13a). En accord avec

les résultats des tests idéaux, ces artefacts sont principalement des structures allongées le long

des iso-ζ et de taille relativement modeste. La taille, le nombre et l’amplitude de ces artefacts

augmentent avec le niveau de bruit. Dans ces faibles niveaux de bruit, la méthode spectrale ne

génère pas de structure complètement fictive. L’amplitude retrouvée de certains vortex est un

peu faible, la position de certains autres un peu décalée.

Le comportement de la méthode spectrale se dégrade rapidement dans des niveaux de bruit

6. Parmi ces hypothèses figure l’hypothèse de grande échelle, appliquée pour les variations séculaires parfaites en

générant un mouvement de spectre identique à celui des mouvements historiques. Ces variations séculaires bruitées

aléatoirement permettent, entre autres effets, de prendre en compte les artefacts générés par des mouvements dont

le spectre est différent du spectre sélectionné par le paramètre λ de l’inversion (2.22).
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Fig. 3.13 – Champs de pression retrouvés par les méthodes spectrale (colonne de gauche) et

locale (colonne de droite) lorsque la variation séculaire contient, en plus de la partie respectant

les hypothèses des inversions, un bruit aléatoire. Ce bruit représente statistiquement (a) 9%, (b)

29% et (c) 43% de la variation séculaire totale. Le champ de pression imposé est celui présenté

dans la figure 3.11 (colonne de gauche). L’échelle de couleurs est identique à celle de la figure

3.11.

intermédiaires, de l’ordre de 20% à 40% (figure 3.13b). Les amplitudes des vortex sont de moins

en moins bien contraintes : certains vortex ne sont quasiment pas retrouvés tandis que l’ampli-

tude de certains autres est beaucoup trop forte. Des structures purement fictives apparaissent

également sous les zones ambiguës ou alignées avec les courbes iso-ζ. Pour la méthode locale, les

artefacts allongés continuent également de se développer. Malgré ces artefacts, les deux méthodes

retouvent encore globalement bien la structure générale du champ de pression.

Lorsque le bruit représente plus de 40% de la variation séculaire, la situation devient critique

(figure 3.13c). Certaines structures du champ de pression imposé sont encore retrouvées mais les

artefacts deviennent si nombreux qu’il serait impossible de faire le tri entre structures réelles et

fictives si l’on ne connaissait pas le champ de pression imposé. De par la taille et l’amplitude des
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artefacts, les deux méthodes ne s’accordent plus sur la structure globale du champ de pression

pour ces forts niveaux de bruit.

Du fait des nombreuses inconnues, il n’est pas possible de déterminer dans quelle mesure

la variation séculaire observée est compatible avec les hypothèses des inversions. En effet, s’il

est possible de déterminer la part de la variation séculaire compatible avec les hypothèses du

flux gelé et du mouvement tangentiellement géostrophique, il n’est pas possible de déterminer

si le mouvement réel est compatible avec l’hypothèse de grande échelle ni d’estimer la part de

la variation séculaire observée provenant d’interactions non modélisées lors des inversions. Il

n’est pas non plus possible d’estimer les éventuelles distorsions de la variation séculaire et du

champ magnétique induites par la faible conductivité électrique du manteau (§2.1.1). Le bon

accord global des deux séries temporelles historiques semble néanmoins nous indiquer que nous

ne sommes pas dans le cas des forts niveaux de bruit présenté ci-dessus.

Conséquences pour l’interprétation des séries historiques

Dans le paragraphe 3.2.1, nous avons mis en évidence les deux principaux types de désaccords

présents dans les reconstructions historiques des mouvements à la surface du noyau par les

méthodes spectrale et locale. Nous étudions maintenant des exemples de désaccords similaires

entre les deux méthodes dans les résultats des différents tests synthétiques effectués.

La figure 3.14 montre le détail de trois exemples de désaccord au niveau d’une zone ambiguë

dans les champs de pression issus des méthodes spectrale et locale. Ces exemples montrent qu’il

n’est en fait pas facile de trancher en faveur d’une méthode ou l’autre dans un tel cas. Il existe

en effet des cas où la méthode spectrale génère un vortex fictif centré sur une zone ambiguë

(figure 3.14a), des cas où la méthode spectrale tout en amplifiant un vortex existant est plus

proche de la réalité que la méthode locale (figure 3.14b) et enfin des cas où la méthode locale

elle-même génère un vortex fictif centré sur une zone ambiguë (figure 3.14c). Il n’est donc pas

facile de savoir comment interpréter un tel désaccord dans les séries historiques, surtout si la

structure douteuse n’est pas de grande échelle.

Au sujet des structures de petite échelle visible dans les champs de pression de la méthode

locale, il s’agit effectivement dans presque tous les cas d’artefacts. La figure 3.15 montre deux

des nombreux exemples présents dans les tests synthétiques effectués. Lorsque le niveau de

bruit présent dans la variation séculaire est important, il est fréquent que ces artefacts de petite

échelle existent également, sous une forme moins étirée, dans le champ de pression de la méthode

spectrale (figure 3.15b). Pour l’interprétation des séries historiques, il convient de se rappeler

que dans ces tests synthétiques, les champs de pression à retrouver ne contiennent absolument

pas de petites échelles. Ce n’est probablement pas le cas du champ de pression réel et toutes les

structures de petite taille des reconstructions historiques ne sont pas forcément des artefacts.

Il est néanmoins très vraisemblable que les structures très étirées présentes dans les champs de

pression de la méthode locale n’aient pas de réalité physique, cette méthode pouvant générer de

tels artefacts même avec une variation séculaire parfaite (figure 3.11b).
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Méthode spectrale Méthode locale Pression imposée(a)

(b)

(c)

Fig. 3.14 – Exemples d’artefacts au voisinage des zones ambiguës avec les méthodes spectrale

(colonne de gauche) et locale (colonne du milieu) issus des tests synthétiques avec une variation

séculaire bruitée. Les détails présentés correspondent à un niveau de bruit dans la variation

séculaire totale de (a) 33%, (b) 17%, et (c) 5%. Le champ de pression imposé et l’échelle de

couleurs sont identiques à ceux de la figure 3.11.

Méthode spectrale Méthode locale Pression imposée(a)

(b)

Fig. 3.15 – Exemples d’artefacts de petite échelle générés par les méthodes spectrale (colonne de

gauche) et locale (colonne du milieu). Les variations séculaires utilisées contiennent (a) 17% et

(b) 29% de bruit aléatoire. Le champ de pression imposé et l’échelle de couleurs sont identiques

à ceux de la figure 3.11.
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3.3 Conclusions : dynamique de surface du noyau depuis 400 ans

L’existence de désaccords locaux dans les champs de pression obtenus avec les méthodes

spectrale et locale ne doit pas faire oublier le bon accord général de ces deux méthodes de calcul

indépendantes. Ce point est très positif. En effet, les tests synthétiques effectués ont montré que

les deux méthodes accommodent différemment une variation séculaire qui ne respecte pas toutes

les conditions imposées 7. Chacune des méthodes crée alors, à sa manière, un nombre impor-

tant de structures fictives d’échelle intermédiaire. Dans ce cas, les nombreux artefacts générés

masquent l’accord résiduel des méthodes au sujet des quelques structures réelles correctement

retrouvées. Le bon accord général obtenu confirme donc la pertinence des hypothèses utilisées

et la relative fiabilité des structures des mouvements obtenus.

Les tests synthétiques confirment également l’intérêt d’utiliser la méthode spectrale pour

reconstuire les mouvements de la surface du noyau, y compris sous les zones ambiguës. En effet,

dans les niveaux de bruit de la variation séculaire supposés, cette méthode ne génère que très

peu de vortex purement fictifs centrés sous les zones ambiguës.

Enfin, la comparaison des deux séries historiques nous permet d’éliminer certaines struc-

tures vraisemblablement fictives. Nous proposons ainsi dans la figure 3.16 une reconstruction

du champ de pression géostrophique à la surface du noyau au cours des 400 dernières années.

Pour cette reconstruction les zones de désaccord important entre les deux méthodes ont été

omises, à l’exception des désaccords venant de structures très étirées et de petite échelle de la

méthode locale, ces structures étant probablement des artefacts dûs à cette méthode exclusive-

ment (§3.2.2). Le champ de pression sous les zones ambiguës a été conservé lorsque les résultats

de la méthode locale au voisinage immédiat de la zone ambiguë concernée sont concordants.

Le champ de pression situé sous des zones ambiguës de taille trop importante n’a ainsi pas été

conservé.

Dans la série proposée, le gros anticyclone situé au sud de l’Afrique constitue la structure la

plus remarquable, tant par son intensité que par sa stabilité au cours de la période étudiée. Les

vortex de l’hémisphère nord sont moins stables dans le temps et de taille plus modeste. Pour

la zone de l’hémisphère sud située sous l’Océan pacifique, la situation n’est pas très claire, les

mouvements n’y étant pas souvent correctement déterminés.

7. La méthode spectrale retrouve en effet le mouvement qui explique le mieux possible, dans le cadre des

hypothèses imposées, la variation séculaire bruitée, tandis que la méthode locale inverse une variation séculaire

parfaite qui soit le plus proche possible de la variation séculaire bruitée imposée (§2.3.1).
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Fig. 3.16 – Évolution de la pression géostrophique au cours de 1590 à 1990 obtenue par compa-

raison des séries historiques spectrale (figure 3.3) et locale (figure 3.4). Les zones où la pression

n’est pas correctement déterminée (zones non-géostrophiques et zones de désaccord entre les deux

méthodes) sont noircies.





Chapitre 4

Mouvements actuels, structures

fiables à la surface du noyau

La plupart des résultats présentés dans ce chapitre sont repris dans un article soumis à Physics

of the Earth and Planetary Interiors.

Dans ce chapitre, nous utilisons des observations magnétiques récentes issues de différentes

missions satellitaires afin d’estimer, de manière aussi précise que possible, la dynamique actuelle

de la surface du noyau. Les tests du chapitre précédent ayant confirmé la validité de la méthode

spectrale, tous les mouvements de cette étude sont obtenus avec cette méthode d’inversion. La

très bonne résolution spatiale des modèles satellitaires de variation séculaire requiert un traite-

ment spécifique des erreurs introduites par l’invisibilité des petites échelles des différents champs

utilisés et une modification de la procédure permettant de sélectionner les paramètres optimaux

de l’inversion. La fiabilité des différentes structures des modèles de mouvements obtenus est

ensuite évaluée à l’aide de tests synthétiques.

4.1 Observations magnétiques satellitaires

4.1.1 Satellites magnétiques

Depuis 25 ans, la connaissance du champ magnétique terrestre a largement bénéficié de

l’apport des satellites magnétiques vectoriels. Ceux-ci permettent en effet d’observer le champ

terrestre avec une meilleure résolution spatiale que les observatoires terrestres tout en garantis-

sant une couverture géographique plus homogène.

Le satellite MAGSAT, lancé en 1979 [Langel et al., 1980], a ainsi permis d’observer, pour

la première fois les petites échelles du champ magnétique du noyau 1[Langel et Estes, 1982],

difficilement accessibles avec les seules observations terrestres. Ce satellite n’a malheureusement

1. Degrés 9 à 13 de la décomposition en harmoniques sphériques.
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pas fonctionné assez longtemps pour permettre d’estimer correctement la variation séculaire

[Barraclough, 1985].

Ceci est possible grâce aux satellites magnétiques en orbite actuellement. Depuis 1999, le

satellite Ørsted [Neubert et al., 2001] enregistre ainsi le champ magnétique terrestre en continu.

Depuis 2000, il est complété par les satellites CHAMP [Reigber et al., 2003] et Ørsted 2-SAC-C.

4.1.2 Modèle de variation séculaire différentielle

Afin de tirer parti des observations magnétiques détaillées fournies par les satellites magné-

tiques pour le calcul des mouvements à la surface du noyau, il est nécessaire de disposer d’un

modèle de champ magnétique ainsi que d’un modèle de variation séculaire. Si le premier peut

être obtenu assez rapidement, le second nécessite des observations couvrant plusieurs années et

des traitements plus poussés.

Dans un premier temps, ne disposant pas de modèle de variation séculaire satellitaire, nous

avons utilisé un modèle de variation séculaire différentielle. Ce modèle correspond simplement à

la différence des champ magnétiques observés en 2000 par le satellite Ørsted et en 1980 par le

satellite MAGSAT (figure 4.1). Les deux modèles de champ magnétique utilisés ont été calculés

de manière similaire tant du point de vue de la sélection des données que de la méthode employée,

par Langlais et al. [2003]. Ceci permet de limiter, au maximum, les différences qui ne seraient

pas dues aux modifications du champ magnétique lui-même.

(a) (b)

Fig. 4.1 – Modèles de champ magnétique radial Br à la surface du noyau obtenus par Langlais

et al. [2003] grâce aux observations (a) du satellite MAGSAT pour l’année 1980, (b) du satellite

Ørsted pour l’année 2000. Échelles de couleur variant entre -1050 et +1050 µT, équidistance des

courbes iso-Br : 100 µT. Les champs sont représentés jusqu’au degré 13 de leur développement

en harmoniques sphériques.

La variation différentielle obtenue (figure 4.2b) présente une très forte dissymétrie entre les

hémisphères atlantique et pacifique, les modifications du champ magnétique étant beaucoup

plus faibles sous l’Océan pacifique que dans l’hémisphère atlantique opposé. Cette dissymétrie

est d’amplitude trop forte pour pouvoir être attribuée à des contaminations crustales ou externes

[Hulot et al., 2002]. Il est donc pertinent d’essayer de l’interpéter en termes de mouvements à la

surface du noyau.

Lors des inversions pour retrouver le champ de vitesse à la surface du noyau, ce modèle de

variation séculaire différentielle, qui représente une variation séculaire moyenne sur la période
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considérée, est complété par un modèle de champ magnétique moyen (figure 4.2a), moyenne

arithmétique des champs de 1980 et de 2000.

(a) (b)

Fig. 4.2 – Modèles de champ magnétique moyen et de variation séculaire différentielle utilisés

dans cette étude, représentés à la surface du noyau. (a) Champ magnétique radial. Échelle de

couleur de -1050 à + 1050 µT, équidistance des iso-Br : 100 µT. (b) Variation séculaire radiale.

Échelle de couleur de -17 à +17 µT/an, équidistance des courbes d’iso-variation : 2.5 µT/an.

Les champs sont représentés jusqu’au degré 13.

4.1.3 Modèles de variation séculaire instantanée

Aujourd’hui, des modèles de variation séculaire instantanée, dérivés des observations des

différents satellites magnétiques en opération, sont disponibles. Nous en présentons ici trois, qui

seront utilisés dans des calculs de mouvements à la surface du noyau et permettront ainsi de

compléter l’étude réalisée avec la variation séculaire différentielle.

Ces modèles, obtenus par différentes équipes, utilisent une partie des observations des sa-

tellites Ørsted et CHAMP effectuées entre 1999 et 2002. Ils diffèrent principalement entre eux

par les critères de sélection des données incorporées et leur manière de filtrer les composantes

externes du champ magnétique, d’origines ionosphérique et magnétosphérique. Les variations

séculaires ainsi obtenues par Langlais [2003], Maus et al. [2004] 2 (modèle POMME1.4) et Olsen

et al. [2002] 3 (modèle IDEMM), présentées dans la figure 4.3, sont relativement semblables,

au moins jusqu’au degré 10. Elles présentent également de nombreux points communs avec la

variation séculaire différentielle (figure 4.2b), en particulier la dissymétrie entre les hémisphères

atlantique et pacifique.

Ces modèles de variation séculaire instantanée présentent l’avantage de fournir vraiment une

estimation de ∂Br/∂t à un instant donné, ce qui est plus discutable pour la variation séculaire

différentielle. Ils ne permettent en revanche pas encore de déterminer précisément les plus petites

échelles de la variation séculaire du noyau théoriquement visibles. En effet, certains coefficients

de degré supérieur à 10 des modèles utilisés contiennent vraisemblablement plus de bruit que de

signal produit par le noyau.

2. Voir aussi http://www.gfz-potsdam.de/pb2/pb23/SatMag/pomme14.html.

3. Voir aussi Olsen [2002] et http://www.dsri.dk/Oersted/Field models/IDEMM/index.html.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.3 – Modèles de variation séculaire instantanée obtenus avec des données satellitaires. (a)

Modèle de Langlais [2003] pour 2001 (b) modèle POMME1.4 de Maus et al. [2004] pour 2002,

et (c) Modèle IDEMM de Olsen et al. [2002] pour 2001. (d) Variation séculaire différentielle

1980–2000, pour comparaison (voir figure 4.2). Les champs sont représentés, à la surface du

noyau, juqu’au degré 10 de leur décomposition en harmoniques sphériques. Échelles de couleur

de -17 à 17 µT/an, équidistance des courbes d’iso-variation : 2.5 µT/an.

4.2 Nouvelle méthode de choix des paramètres de l’inversion

4.2.1 Incertitudes associées aux modèles de variation séculaire

Il est nécessaire d’évaluer les erreurs d’observation associées aux nouveaux modèles satelli-

taires de variation séculaire. Ces erreurs, qui sont utilisées durant l’inversion pour le calcul de

l’erreur de prédiction (équation (2.24), ne sont en effet manifestement pas identiques à celles des

modèles terrestres de variation séculaire utilisés dans le chapitre 3.

Nous disposons d’estimations des incertitudes associées à chacun des deux modèles de champ

magnétique utilisés [voir Langlais et al., 2003]. La figure 4.4 présente les spectres d’énergie W (n)

de ces incertitudes pour les différents champs utilisés dans le calcul de la variation séculaire

différentielle. Le spectre d’énergie du champ magnétique est défini par [Langel et Estes, 1982] :

W (n) = (n + 1)
n∑

m=0

(
(gm

n )2 + (hm
n )2
)

= (n + 1) (2n + 1) (gn)2, (4.1)

(gn)2 étant le coefficient de Gauss au carré moyen du degré n considéré. Le spectre d’énergie des

incertitudes s’obtient en remplaçant, dans la formule (4.1), les coefficients de Gauss gm
n et hm

n

par l’écart-type σ qui leur est associé.

La variance σ2
diff de chaque coefficient de la variation séculaire différentielle peut s’estimer
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grâce aux variances des deux champs magnétiques :

σ2
diff =

σ2
2000 + σ2

1980

(∆t)2
, (4.2)

σ2
2000 et σ2

1980 étant les variances associés aux différents coefficients des modèles de champ

magnétique pour les années 2000 et 1980, ∆t la période de 20 ans séparant ces deux modèles.

Les variances ainsi obtenues sont très inférieures à celles utilisées avec le modèle gufm1 [Jackson

et al., 2000] dans le chapitre précédent : plus de deux ordres de grandeur les séparent (figure

4.5).

Les incertitudes des deux modèles de champ magnétique prennent en compte les erreurs

d’observation du champ magnétique interne, qu’il soit issu du noyau ou de la croûte. Afin

d’estimer l’erreur d’observation sur le champ principal, il convient donc de rajouter aux erreurs

d’observation globales σ1800 et σ2000 l’amplitude du champ crustal pour le degré considéré.

En supposant que le spectre du champ crustal soit plat pour toutes les échelles, comme les

degrés supérieurs à 13 le laisse supposer (§1.1.2), l’amplitude de la contribution crustale serait

supérieure aux erreurs globales d’observation, sauf pour les degrés 1 et 2 (figure 4.4). De ce fait,

nous choisissons plutôt d’utiliser l’amplitude potentielle du champ crustal comme incertitude de

chaque coefficient du champ principal. Les variances σ2
cr de la variation séculaire qui en découlent

peuvent s’exprimer par :

σ2
cr(n) =

2 Wcr

(2n + 1) (n + 1) ∆t2
, (4.3)

Wcr représentant le niveau du spectre d’énergie du champ crustal, soit en l’occurence 25 (nT)2

(figure 4.4).

Ne disposant pas d’informations détaillées sur les incertitudes associées aux différents modèles

de variation séculaire instantanée, nous utiliserons la même incertitude que celle du modèle de

variation séculaire différentielle, à savoir σ2
cr.

4.2.2 Champs de vitesse obtenus avec la procédure classique

Les erreurs d’observations, et ainsi la matrice de covariance sur les données C
ḃ

(§2.2.2),

définies, il reste à déterminer le paramètre λ, définissant le rapport entre les minimisations

de l’erreur de prédiction et de la norme lors de l’inversion (équation (2.22)), adéquat. Dans la

procédure classique, il s’agit d’ajuster l’erreur de prédiction du modèle de mouvement sur l’erreur

d’observation de la variation séculaire, cette dernière étant supérieure aux autres sources d’erreur

[Hulot et al., 1992]. Le paramètre λ permettant de satisfaire au mieux cet ajustement est ainsi

déterminé, a posteriori, en se basant sur la valeur moyenne de l’erreur de prédiction associée à

chaque coefficient de la variation séculaire (figure 4.6).

Afin d’obtenir une erreur de prédiction comparable à la très bonne détermination des va-

riations séculaires satellitaires, les mouvements à la surface du noyau obtenus (figure 4.7a)

contiennent de nombreuses structures de petite échelle (figure 4.7c). Ces structures, couteuses

du point de vu de la norme du mouvement, ne seraient pas nécessaires pour ajuster l’erreur de

prédiction sur le niveau d’incertitude des modèles terrestres de variation séculaire (figures 4.7b

et 4.7c).
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Fig. 4.4 – Spectres d’énergie W (n) des différents champs magnétiques utilisés pour l’estima-

tion de la variation séculaire différentielle. La courbe intitulée ((B(2000)-B(1980))) représente la

différence brute des deux champs (en nT) et non la variation séculaire (en nT/an). La ligne

horizontale en traits pointillés représente le niveau énergétique du champ crustal Wcr.
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Fig. 4.5 – Incertitudes associées aux modèles satellitaires de variation séculaire. Les variances

des courbes ((σ2
diff moyenne)) et ((σ2

diff maximum)) sont estimées grâce à la formule (4.2), en

calculant la moyenne des variances associées aux différents coefficients d’un même degré pour la

première et en utilisant la valeur maximale des ces variances pour la seconde. La courbe ((σ2
cr))

correspond à la variance définie par (4.3), la courbe ((σ2 gufm1)) aux variances utilisées dans

l’étude historique du chapitre 3 (3.1).
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Fig. 4.6 – Spectres d’énergie des erreurs de prédiction et d’observation : ajustement a posteriori

((optimal)) de l’erreur de prédiction sur l’erreur d’observation satellitaire (σ2
cr ((type champ crus-

tal))) ou terrestre (((type gufm1))). Les mouvements ont été calculés avec la variation séculaire

différentielle.

4.2.3 Incohérence des champs de vitesses issus de la procédure classique

Les petites échelles très énergétiques présentes dans le champ de vitessse exploitant au maxi-

mum la variation séculaire différentielle (figure 4.7a) sont problématiques. En effet, puisqu’il

n’y a pas de raison de supposer que le spectre d’énergie des mouvements 4 chute brutalement

au-delà du degré de troncature, les petites échelles invisibles du mouvement sont probablement

assez énergétiques elles aussi. Ces petites échelles invisibles sont donc susceptibles de participer

activement à la variation séculaire observée (figure 2.4). Suivant l’amplitude de cette variation

séculaire non-modélisée, le modèle de mouvement obtenu peut donc être incohérent. Celui-ci

explique en effet en totalité la variation séculaire observée alors qu’il implique en même temps

qu’une partie de cette variation provient d’interactions non-modélisées et ne devrait donc pas

être expliquée par le mouvement obtenu.

Afin d’évaluer l’amplitude de la variation séculaire non-modélisée, des petites échelles syn-

thétiques ont été générées pour le mouvement et le champ magnétique. Ces prolongements

synthétiques aléatoires respectent un spectre d’énergie choisi a priori. Le champ magnétique

du noyau est prolongé en imposant la même décroissance que celle observée pour les grandes

échelles à la surface de la Terre (figure 4.8a). Pour les champs de vitesse, le prolongement est

plus problématique puisque l’on ne dispose d’aucune information sur leur spectre indépendante

des inversions. Nous avons de ce fait testé différents cas, depuis le spectre plat jusqu’à l’absence

4. Pour les mouvements, le spectre d’énergie de la composante polöıdale (toröıdale) est défini par Ep(n) =

n(n + 1)/(2n + 1)
∑n

m=0
((sm,c

n )2 + (sm,s
n )2) (Et(n) = n(n + 1)/(2n + 1)

∑n

m=0
((tm,c

n )2 + (tm,s
n )2)), en utilisant les

coefficients de la décomposition du mouvement sur la base polöıdale-toröıdale (2.17).
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Fig. 4.7 – Mouvements à la surface du noyau obtenus avec la variation séculaire différentielle

en ajustant l’erreur de prédiction (a) sur l’erreur d’observation de la variation séculaire

différentielle (type champ crustal σ2
cr) et (b) sur l’erreur d’observation utilisée dans l’étude

historique (type gufm1, équation (3.1)). Échelles de couleurs entre -1400 et 1400 Pa, flèches

proportionnelles à la vitesse (vitesse maximum : (a) 53 km/an, (b) 27 km/an). (c) Spectres

d’énergie E des composantes polöıdale et toröıdale des deux modèles de mouvements présentés.

totale d’énergie au delà du degré de troncature 5 (figure 4.8b).

La figure 4.9a montre l’amplitude de la partie non-modélisée de la variation séculaire estimée

en faisant interagir les différents champs magnétiques et de vitesse prolongés aléatoirement.

Cette figure montre que le modèle de mouvement obtenu en ajustant l’erreur de prédiction

sur l’erreur d’observation de type crustal σ2
cr est effectivement incohérent. En effet, la variation

séculaire non-modélisée est très largement supérieure à l’erreur de prédiction et ceci pour tous les

prolongements de mouvements testés, y compris en l’absence d’énergie au delà du degré de tron-

cature (figure 4.9a). Cette contribution non négligeable de la variation séculaire non-modélisée

est essentiellement due au caractère très énergétique du mouvement requis pour expliquer la

variation séculaire au niveau de l’erreur d’observation satellitaire. Ainsi, pour les mouvements

5. Les prolongements des mouvements utilisés ici ne sont pas géostrophiques, ceci afin de permettre un pro-

longement des composantes toröıdales et polöıdales (voir annexe A). Ceci ne constitue pas un problème puisque

nous cherchons simplement à estimer l’ordre de grandeur de la variation séculaire pouvant être générée par ces

mouvements.
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moins énergétiques obtenus avec les incertitudes adaptées aux données terrestres, la part de la

variation séculaire non-modélisée est beaucoup plus faible, et très largement inférieure à l’erreur

de prédiction (figure 4.9b).

Ainsi, du fait de la très bonne détermination des modèles de variation séculaire satellitaires,

l’ajustement de l’erreur de prédiction des modèles de mouvements sur l’erreur d’observation

produit des mouvements incohérents. L’erreur de prédiction doit donc au contraire être ajustée

sur le niveau de la variation séculaire non prise en compte durant l’inversion et potentiellement

induite par le mouvement.

4.2.4 Modèles cohérents des mouvements à la surface du noyau

Afin d’obtenir un modèle cohérent des mouvements à la surface du noyau avec une variation

séculaire satellitaire, il faut donc s’assurer que l’erreur de prédiction soit environ de même am-

plitude que la partie non-modélisée de la variation séculaire. La part de la variation séculaire

non-modélisée a donc été évaluée pour différents mouvements, correspondant à différentes va-

leurs du paramètre λ. Cette évaluation est effectuée à partir de prolongements synthétiques des

différents champs suivant la procédure précédemment décrite (§4.2.3).

Les modèles de mouvements présentés ici ont été calculés jusqu’au degré 13. Afin de dimi-

nuer l’amplitude de la variation séculaire non-modélisée, il pourrait sembler utile de calculer

ces mouvements jusqu’au degré 26, des informations sur ces petites échelles étant contenues

dans la variation séculaire observée (figure 2.4a). Les petites échelles qui pourraient ainsi être

obtenues ne représenteraient néanmoins qu’une fraction des petites échelles réelles, la majorité

des informations les concernant étant contenue dans les petites échelles invisibles de la variation

séculaire 6.

La figure 4.10 présente les mouvements obtenus avec la variation séculaire différentielle pour

lesquels l’ajustement est le meilleur possible 7. Le mouvement sélectionné contient plus de détails

qu’un modèle obtenu avec les incertitudes de type gufm1, même s’il ne permet pas d’exploiter au

maximum la très bonne détermination de la variation séculaire. La figure 4.11 montre les modèles

cohérents de mouvements à la surface du noyau obtenus avec les différents modèles de variation

séculaire instantanée. Pour ces mouvements, l’ajustement entre l’erreur de prédiction et la partie

non-modélisée de la variation séculaire est semblable à celui obtenu avec la variation séculaire

différentielle (figure 4.10b). Ces trois modèles, très semblables entre eux, diffèrent légèrement du

modèle obtenu avec la variation séculaire différentielle, principalement dans la région du noyau

située sous l’Asie. Il n’est néanmoins pas possible de déterminer, au vu de ces seuls résultats,

si ces différences sont significatives. La fiabilité des mouvements obtenus avec les observations

satellitaires doit être testée avant de tenter d’interpréter ces différences, par exemple en termes

d’évolution temporelle des mouvements.

6. Les mouvements calculés jusqu’au degré 26 lors de l’inversion sont ainsi très semblables aux mouvements

calculés jusqu’au degré 13, très peu d’énergie étant attribuée aux très petites échelles.

7. Quelle que soit la valeur du paramètre λ, l’ajustement n’est jamais parfait pour toutes les échelles. La valeur

retenue est finalement la même que celle utilisée avec les modèles magnétiques terrestres dans le chapitre 3, soit

λ = 4.7 · 10−2 pour E0 = 8 · 10−6 (rad/an)2 (équations (2.22) et (2.23)).
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Fig. 4.8 – Spectres d’énergie de différents prolongements aléatoires synthétiques utilisés pour

l’évaluation de l’amplitude de la variation séculaire non-modélisée. (a) Prolongements du champ

magnétique représentés à la surface de la Terre. (b) Prolongements des composantes polöıdale

et toröıdale du mouvement obtenu avec les incertitudes de type champ crustal (figure 4.7a).
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Fig. 4.9 – Énergie potentiellement contenue dans la variation séculaire produite par les inter-

actions non-modélisées lors de l’inversion. Spectres de la partie non-modélisée des variations

séculaires obtenues en faisant interagir le champ magnétique observé et les mouvements re-

trouvés, prolongés par des petites échelles synthétiques. Les mouvements prolongés sont ceux

obtenus avec les incertitudes (a) de type champ crustal (figure 4.7a) et (b) de type gufm1 (figure

4.7b).
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Fig. 4.10 – Modèle cohérent des mouvements à la surface du noyau obtenu à partir du modèle

de variation séculaire différentielle. (a) Échelle de couleur entre -1400 et 1400 Pa, vitesse maxi-

mum : 37 km/an. (b) Ajustement de l’amplitude de l’erreur de prédiction sur l’amplitude poten-

tielle de la variation séculaire non-modélisée.
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Fig. 4.11 – Modèles cohérents des mouvements à la surface du noyau obtenus à partir des modèles

de variation séculaire instantanée. (a) Variation séculaire de Langlais [2003], (b) de Maus et al.

[2004], (c) de Olsen et al. [2002]. Échelles de couleurs de -1400 à 1400 Pa, vitesses maximales :

(a) 42 km/an, (b) 40 km/an et (c) 39 km/an.
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4.3 Fiabilité des structures des modèles de mouvement

L’utilisation des modèles de variation séculaire satellitaire pour les reconstructions des mou-

vements à la surface du noyau nécessite de prendre en compte les conséquences éventuelles des

petites échelles non-observables des différents champs utilisés. La procédure présentée dans le

paragraphe précédent permet d’obtenir des modèles de mouvements pour lesquels l’amplitude

potentielle des manifestations de ces petites échelles invisibles reste compatible avec les autres in-

formations disponibles. Cependant, cette procédure de dérivation de champs de vitesse cohérents

s’appuie uniquement sur des comparaisons d’ordres de grandeur : elle ne garantit donc pas que

les mouvements obtenus ne contiennent pas des artefacts liés à ces problèmes de troncature.

La variation séculaire observée provient en effet d’une part d’interactions prises en compte

dans l’inversion et d’autre part d’interactions non-modélisées (figure 2.4). Il n’est ainsi pas certain

qu’une partie de la variation séculaire non-modélisée résulte en des structures fictives alors

qu’une part de la variation séculaire modélisée reste inexpliquée par les champs de mouvements

obtenus. Dans cette partie, nous tentons ainsi de quantifier l’amplitude des structures fictives

potentiellement générées par l’interprétation erronée de la variation séculaire non-modélisée 8.

4.3.1 Méthodologie

Le principe des estimations effectuées repose sur la linéarité de la relation permettant l’esti-

mation d’un modèle de mouvement v̂ à partir de la variation séculaire observée ḃ :

v̂ = D ḃ, (4.4)

la matrice D dépendant, entre autre, du champ magnétique 9. Ainsi, si ḃ1 et ḃ2 représentent les

vecteurs associés respectivement à la variation séculaire produite par les interactions modélisées

et à la variation séculaire produite par des interactions non-modélisées, on peut écrire :

v̂ = D ḃ1
︸︷︷︸

v̂1

+D ḃ2
︸︷︷︸

v̂2

. (4.5)

Dans le cas idéal où l’inversion ne mélange pas les parties modélisées et non-modélisées de

la variation séculaire, la composante v̂2 du modèle de mouvement est nulle et v̂1 représente

exactement les grandes échelles du mouvement, à condition que la variation séculaire respecte

par ailleurs toutes les hypothèses nécessaires (§2.1.1).

Afin d’estimer l’amplitude de l’erreur de troncature v̂2 dans les modèles de mouvements satel-

litaires, nous avons mené une nouvelle série de tests synthétiques dont le principe est présenté par

le schéma 4.12. Ces tests ont été réalisés pour trois types de comportement des petites échelles du

mouvement géostrophique synthétique (figure 4.13). Pour chaque type, 100 variations séculaires

8. Nous nous limitons ici à l’étude les artefacts générés par les différentes troncatures. Nous considérons que

les résultats du chapitre 3 sur le comportement de la méthode face à une variation séculaire non parfaitement

compatible avec les autres hypothèses requises restent valables.

9. D = Q
(

A(b)T C−1

ḃ
A(b) + λCw

)
−1

A(b)T C−1

ḃ
, avec les notations des équations (2.25) et (2.26).
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différentes ont été générées. Les mouvements synthétiques ont été utilisés jusqu’au degré 27.

L’ajout de degrés supplémentaires ne changerait rien pour l’estimation de l’erreur de tronca-

ture pour des mouvements à petites échelles moyennement énergétiques. En revanche, pour des

mouvements aux petites échelles très énergétiques, l’erreur de troncature serait plus forte si des

composantes de degré plus élevé étaient incluses 10 (figure 4.14).

4.3.2 Caractérisation moyenne de l’erreur de troncature

La figure 4.15 montre les erreurs de troncature, exprimées en terme d’amplitude des champs

de pression et de vitesse, générées au cours des 300 tests d’évaluation effectués. Le spectre

des petites échelles du champ de vitesse ayant servi à générer la variation séculaire synthétique

contrôle ici directement l’amplitude des artefacts. Ainsi, les mouvements aux petites échelles très

énergétiques génèrent une erreur de troncature environ cinq fois plus forte que les mouvements

aux petites échelles peu énergétiques. Ceci n’est pas très encourageant puisque le comportement

réel des petites échelles du mouvement est inconnu et que l’on ne peut exclure que ces petites

échelles soient très énergétiques.

En moyenne, les artefacts générés par les troncatures sont d’amplitude inférieure au champ

de pression ou de vitesse des modèles cohérents (figure 4.15a et 4.15c). Il est donc impossible que

les mouvements cohérents ne soient que des artefacts liés aux problèmes de troncature, à moins

que les petites échelles des mouvements, ou du champ magnétique, soient plus énergétiques que

les cas envisagés. En revanche, les maxima des artefacts obtenus avec les mouvements à petites

échelles très énergétiques sont du même niveau que les maxima des champs de pression et de

vitesse des modèles cohérents (figure 4.15b et 4.15d). Il est donc possible que certaines structures

de ces mouvements soient des artefacts.

4.3.3 Répartition spatiale de l’erreur de troncature

Puisqu’il apparâıt que certaines structures des modèles de mouvements cohérents peuvent

n’être que des artefacts, nous cherchons maintenant à caractériser la répartition spatiale de

l’erreur de troncature à la surface du noyau. Les champs de mouvement fictifs retrouvés au cours

des différents tests d’évaluation de l’erreur de troncature montrent une très grande variabilité

spatiale (figure 4.16).

Malgré la variabilité spatiale de l’erreur de troncature entre les différents tests d’évaluation,

l’erreur de troncature est statistiquement plus importante dans certaines zones de la surface

du noyau. La figure 4.17 montre ainsi que la zone du noyau située sous l’Europe constitue la

région dans laquelle l’erreur de troncature est statistiquement la plus forte. À l’inverse, la région

équatoriale comprise entre les longitudes de l’Amérique et de l’Inde est la région dans laquelle

l’amplitude de l’erreur de troncature est en moyenne la plus faible. Cette zonation de la surface

10. Du fait du spectre quasiment plat de ces petites échelles, il faudrait utiliser des développements allant jusqu’à

des degrés très élevés afin que l’erreur de troncature se stabilise. Nous nous limitons au degré 27 pour des raisons

de coût numérique.
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Champ magnétique observé prolongé de
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Fig. 4.12 – Principe des tests synthétiques effectués afin d’estimer l’amplitude de l’erreur de

troncature v̂2 contenue dans les modèles de mouvement à la surface du noyau obtenus avec

des observations magnétiques satellitaires. GE : grandes échelles (n ≤ 13), PE : petites échelles

(n > 13). Pour plus de détails sur le mode de calcul des champs synthétiques, voir l’annexe A.
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Fig. 4.13 – Spectres d’énergie de 10 mouvements géostrophiques aléatoires utilisés pour l’estima-

tion de l’amplitude de l’erreur de troncature. Au total, 100 mouvements synthétiques de chaque

type (petites échelles très énergétiques, petites échelles moyennement énergétiques ou sans petites

échelles) ont été utilisés.
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Fig. 4.14 – Évolution de l’amplitude moyenne de la pression en fonction du degré de troncature

du mouvement synthétique utilisé pour générer la variation séculaire. Les valeurs présentées

correspondent à un même mouvement imposé, tronqué à différents degrés de son développement

en harmoniques sphériques.

du noyau en fonction de l’amplitude potentielle de l’erreur de troncature dépend peu du type de

comportement énergétique du mouvement synthétique utilisé pour générer la variation séculaire

non-modélisable.

La répartition spatiale de l’erreur de troncature doit être mise en relation avec l’amplitude du

signal présent localement dans les modèles satellitaires de mouvements à la surface du noyau.

La figure 4.18 présente ainsi la répartition spatiale du rapport de l’amplitude de l’erreur de

troncature et de l’amplitude de la vitesse du modèle cohérent obtenu avec la variation séculaire

différentielle. L’étendue des régions de la surface du noyau où le mouvement cohérent est fiable,

c’est-à-dire où l’amplitude du champ de vitesse est supérieure à l’amplitude de l’erreur de tron-

cature, dépend évidemment des hypothèses sur le comportement énergétique des petites échelles

invisibles du mouvement. Si ces petites échelles sont très énergétiques, il n’existe qu’une très

faible portion de la surface du noyau où le mouvement est toujours plus énergétique que les

artefacts.

Bien que le comportement réel des petites échelles du mouvement soit inconnu, il est néanmoins

possible de définir les régions où les mouvements retrouvés sont les plus fiables. Elles corres-

pondent à peu près aux zones dans lesquelles les mouvements du fluide sont les plus rapides, à

condition que la variation séculaire respecte relativement bien les différentes hypothèses requises

par l’inversion 11.

11. Les tests du chapitre 3 (§3.2.2) montrent en effet que dans le cas d’une variation séculaire fortement non-

compatible avec les différentes hypothèses requises par l’inversion, les structures les plus fiables ne sont pas

forcément celles dont l’amplitude est la plus forte.
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Fig. 4.15 – Amplitude des artefacts liés aux problèmes de troncature. Erreur de troncature

moyenne (colonne de gauche) et maximale (colonne de droite) obtenue lors de l’inversion des

300 variations séculaires synthétiques non-modélisables. Cette erreur est exprimée (a) et (b) en

terme d’amplitude du champ de pression, (c) et (d) en terme d’amplitude du champ de vitesse.

Les deux droites ((modèles cohérents)) correspondent aux moyennes (colonne de gauche) ou aux

maximas (colonne de droite) des champ de pression (en haut) ou de vitesse (en bas) des modèles

cohérents.
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Fig. 4.16 – Exemples d’artefacts liés aux problèmes de troncature. Les champs de pres-

sions présentés sont extraits des 100 évaluations effectuées avec des mouvements synthétiques

aléatoires ayant des petites échelles moyennement énergétiques. Échelles de couleurs entre -140

et 140 Pa, vitesses maximales : (a) 8.5, (b) 3.9, (c) 8.5 et (d) 7.2 km/an.

4.4 Structures dynamiques fiables à la surface du noyau

Les tests d’évaluation de l’erreur de troncature potentiellement présente dans les modèles

de mouvements cohérents permettent d’évaluer la fiabilité des différentes structures dynamiques

de la surface du noyau. Cette fiabilité dépend du comportement énergétique des petites échelles

invisibles du mouvement réel, puisque l’erreur de troncature en dépend. Nous utilisons ici l’er-

reur de troncature dérivée des maxima des artefacts obtenus pour des mouvements dont les

petites échelles sont moyennement énergétiques. Ce choix, évidemment discutable, permet de

sélectionner les structures qui ont une probabilité très faible d’être fictives, si l’énergie du mou-

vement décrôıt vers les petites échelles. Si les petites échelles du mouvement réel sont plus

énergétiques, la probabilité que ces structures soient des artefacts augmente, mais reste encore

acceptable 12.

La figure 4.19 montre ainsi que les structures les plus fiables à la surface du noyau sont deux

anticyclones situés sous l’Amérique du nord et au sud du continent africain, une circulation glo-

balement cyclonique sous l’Océan pacifique dans l’hémisphère nord et un courant équatorial vers

l’ouest sous les régions comprises entre l’Océan indien et l’Océan atlantique. Ces structures fiables

sont présentes dans les modèles cohérents obtenus avec les variations séculaires différentielle et

instantanées. Il apparâıt également que les différences entre les modèles de mouvements obtenus

avec ces deux types de variation séculaire ne sont pas significatives. Les mouvements ne sont

12. Les erreurs locales de troncature définies à partir des artefacts moyens pour des petites échelles du mouvement

très énergétiques sont en effet assez proches de celles définies à partir des artefacts maximaux pour des petites

échelles moyennement énergétiques (figure 4.18).
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(a)

(b)

(c)

Moyennes Maxima

0 10 1

Fig. 4.17 – Inhomogénéité spatiale des artefacts moyens. Moyennes et maxima locaux de l’am-

plitude des 100 champs de vitesses fictifs dans les cas d’un mouvement (a) sans petites échelles,

(b) avec des petites échelles moyennement énergétiques et (c) avec des petites échelles très

énergétiques (voir figure 4.13). Tous les champs sont normalisés de manière à varier entre

0 et 1. Amplitude réelle maximale des artefacts (a) 2.9 et 8.8 km/an, (b) 4.4 et 14.2 km/an,

(c) 20.2 et 56.7 km/an.
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(a)

(b)

(c)

Moyennes Maxima

0 10 1 et plus

Fig. 4.18 – Rapport local entre l’erreur de troncature et l’amplitude de la vitesse du modèle

cohérent obtenu avec la variation séculaire différentielle. L’erreur de troncature utilisée corres-

pond à la valeur locale moyenne (colonne de gauche) ou maximale (colonne de droite), au cours

des 100 tests effectués, de l’amplitude du champ de vitesse fictif. Les interactions non-modélisées,

à l’origine des artefacts étudiés, font intervenir un mouvement (a) sans petites échelles, (b) avec

des petites échelles moyennement énergétiques et (c) avec des petites échelles très énergétiques

(voir figure 4.13). Les rapports supérieurs à 1 sont représentés avec la même couleur que les

rapports égaux à 1. Les flèches correspondent au champ de vitesse cohérent (figure 4.10a).



70 Mouvements actuels, structures fiables à la surface du noyau

en effet pas correctement déterminés dans la principale zone de désaccord, située sous l’Asie

(figures 4.2 et 4.3).

Rappelons pour finir que ces structures sont fiables au vu des estimations de l’erreur de

troncature réalisées. Les erreurs introduites par un non-respect partiel des différentes hypothèses

nécessaires à ces reconstructions de mouvements devraient être ajoutées. Leur amplitude ne peut

malheureusement pas être estimée directement. Il est néanmoins probable que la répartition spa-

tiale de ces erreurs soit semblable à celle des erreurs de troncature. Dans les deux cas, l’inversion

doit en effet s’accommoder d’une variation séculaire imparfaite, qui n’est pas totalement com-

patible avec toutes les hypothèses utilisées. Les structures présentées ci-dessus correspondent

donc aux structures les plus fiables de la surface du noyau, dans le cas où toutes les hypothèses

requises ne seraient pas parfaitement respectées.
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(a)

(b)

Fig. 4.19 – Mouvements fiables à la surface du noyau obtenus avec le modèle de varia-

tion séculaire (a) différentielle et (b) instantannée de Maus et al. [2004]. Les zones noires

représentent les régions où l’erreur de troncature est potentiellement supérieure à l’amplitude

du mouvement, les zones grisées les régions où l’erreur de troncature représente plus de 50% de

l’amplitude du mouvement. L’erreur de troncature est estimée grâce aux maxima des artefacts

pour un mouvement à petites échelles moyennement énergétiques (figure 4.17b). Représentations

des mouvements identiques à celles des figures 4.10a et 4.11b.





Chapitre 5

Discussion géophysique

Les reconstructions des mouvements à la surface du noyau obtenues dans les chapitres

précédents sont maintenant confrontées à d’autres études observationnelles, théoriques, nu-

mériques et expérimentales afin d’en tirer des informations sur les phénomènes actifs dans le

noyau. Les comparaisons effectuées ne sont que qualitatives. En effet, aux nombreuses incerti-

tudes concernant les mouvements de surface obtenus, s’ajoute la question de la pertinence pour

le noyau de certains résultats utilisés, soit parce que la modélisation n’est qu’incomplète, soit

parce que les paramètres utilisés sont éloignés des paramètres réels.

5.1 Autres modèles de mouvements à la surface du noyau

Un modèle cohérent des mouvements actuels à la surface du noyau a été présenté dans le

chapitre précédent (figure 4.19). Des tests de fiabilité ont permis d’établir que les structures

dynamiques les plus fiables de ce modèle sont deux anticyclones situés respectivement au sud-

est du continent africain et sous l’Amérique du Nord, un cyclone sous l’Océan pacifique nord et

un courant équatorial vers l’ouest, de l’Océan indien à l’Océan atlantique.

Afin de compléter cette étude, nous cherchons maintenant si ces structures sont également

présentes dans les modèles de mouvements récents proposés par d’autres équipes. En particulier,

nous présentons ici (figures 5.1 à 5.4) des modèles ne reposant pas, ou pas totalement, sur

l’hypothèse des mouvements tangentiellement géostrophiques 1. Ceci nous permet d’évaluer la

pertinence des structures dites fiables dans le cas où cette hypothèse ne serait pas satisfaite, et ce

de manière plus détaillée qu’avec les tests synthétiques du chapitre 3. La présence ou l’absence

des structures étudiées dans les différents modèles est synthétisée dans le tableau 5.1.

L’anticyclone situé au sud-est du continent africain est visible dans tous les modèles présentés.

Sa position fluctue un peu d’un modèle à l’autre. Dans les modèles obtenus avec l’hypothèse des

1. Toutes les études présentées reposent sur l’hypothèse du flux gelé. Dans une étude récente, Olson et al. [2002]

présentent une méthode d’imagerie de la dynamique du noyau n’utilisant pas l’hypothèse du flux gelé pour les

petites échelles du mouvement. Cette méthode, fondée sur le comportement de dynamos numériques, permettrait

d’illustrer les courants radiaux sous la surface du noyau et n’a, pour cette raison, pas été considérée ici.



74 Discussion géophysique

(a) (b)

Fig. 5.1 – Mouvements à la surface du noyau obtenus par Amit et Olson [2004]. Ces mouvements

sont obtenus avec une combinaison des hypothèses des mouvements hélicöıdaux et géostrophiques.

Les mouvements présentés ont été obtenus (a) à partir de modèles magnétiques issus des satellites

MAGSAT (1980) et Ørsted (2000) jusqu’au degré 14 de leur développement en harmoniques

sphériques et (b) avec une version filtrée passe-bas de ces modèles. Ils ont été calculés sur une

grille spatiale de 5◦. Les contours représentent les lignes de courant auxquelles la vitesse est

tangente et l’échelle de gris la dérivée radiale de la vitesse radiale ∂ur/∂r.

(a) (b)

km/yr km/yr

Fig. 5.2 – Mouvements à la surface du noyau en 1980 obtenus par Pais et al. [2004]. Ces modèles

sont obtenus en minimisant l’énergie cinétique des mouvements et (a) avec une contrainte

géostrophique ((faible)), (b) sans contrainte géostrophique. L’échelle de couleur représente le sca-

laire toröıdal non zonal (ce scalaire représente une version filtrée passe-bas de la vorticité radiale

ωr = n · (∇ ∧ u) des mouvements u). Les modèles magnétiques utilisés sont ceux du modèle

ufm1 de Bloxham et Jackson [1992].

mouvements hélicöıdaux et géostrophiques 2 par Amit et Olson [2004] (figure 5.1), ce vortex est

situé 1000 km plus à l’ouest que dans les autres modèles. Les vitesses associées à cet anticyclone

sont généralement parmi les plus grandes du modèle, sauf pour le modèle de Pais et al. [2004]

en imposant seulement une minimisation de l’énergie cinétique du mouvement (figure 5.2b).

2. L’hypothèse hélicöıdale, déduite du comportement des champs de vitesse de dynamos numériques [Olson

et al., 1999], stipule que la dérivée radiale de la vitesse radiale est proportionnelle à la vorticité radiale ωr

du champ de vitesse (∂ur/∂r ∝ ωr = (∇ ∧ u).n). La condition imposée par la combinaison des hypothèses

hélicöıdales et géostrophiques peut s’exprimer ainsi : ∇H · u = ±k0ωr + tan θ uθ/c, θ étant la colatitude, uθ la

vitesse azimutale, c le rayon du noyau et k0 le paramètre fixant le rapport entre les deux hypothèses (le signe +

s’applique à l’hémisphère nord, le signe - à l’hémisphère sud).
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(a) (b)

Fig. 5.3 – Mouvements à la surface du noyau en 1990 obtenus par Whaler et al. [2002]. Les

mouvements présentés sont obtenus en minimisant une norme L1 de l’erreur de prédiction

[Walker et Jackson, 2000] et une norme liée à la complexité spatiale du modèle de mouvement

[Bloxham, 1988]. Les modèles présentés ont été obtenus (a) avec le modèle gufm1 de Jackson

et al. [2000] et (b) avec des mesures issues des observatoires magnétiques et de stations de

répétition.

(a) (b)

Fig. 5.4 – Mouvements à la surface du noyau en 1980 obtenus par Holme et Whaler [2001]. Les

mouvements présentés sont des mouvements stationnaires (entre 1900 et 1980) dans un repère

en rotation axiale (a) vers l’ouest et (b) vers l’est. Les flèches représentent les mouvements

apparents dans le référentiel du manteau. Les modèles magnétiques de Bloxham et Jackson [1992]

ont été utilisés.

L’autre anticyclone, situé sous le continent nord-américain, semble lui aussi robuste. Il est en

effet visible dans tous les modèles présentés. Il convient néanmoins de remarquer que ce vortex

est très dissymétrique dans certains modèles non-géostrophiques (figures 5.2b, 5.3 et 5.4a), la

vitesse du courant septentrional étant très supérieure à celle du courant méridional, qui est

parfois presque inexistant. La circulation cyclonique sous le nord de l’Océan Pacifique semble

quant à elle sujette à caution. Elle n’apparâıt en effet pas dans trois des huits modèles examinés

(figures 5.3a et 5.4).

Enfin, le courant équatorial vers l’ouest est présent dans tous les modèles étudiés, à l’ex-

ception d’un modèle hélicöıdal et géostrophique de Amit et Olson [2004] (figure 5.1a) 3. Il est

3. Dans ce modèle, obtenu avec des modèles magnétiques satellitaires développés jusqu’au degré 14, il est

possible que la dérive vers l’ouest soit masquée par des petites échelles, très énergétiques, introduites dans le

mouvement pour expliquer les petites échelles de la variation séculaire (§4.2). Cette dérive est en effet présente

dans le modèle obtenu avec les même hypothèses et une version filtrée passe-bas des modèles magnétiques (figure

5.1b).
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Modèle de mouvement AC-AN AC-AF CY-PN CO-EQ

Amit et Olson [2004] : géostrophique et

hélicöıdal (figure 5.1a)
x x (décalé) x

Amit et Olson [2004] : hélicöıdal (figure

5.1b)
x x x x

Pais et al. [2004] : faiblement géostrophique

(figure 5.2a)
x x x (faible) x

Pais et al. [2004] : non-géostrophique (figure

5.2b)
x (faible) x (faible) x (faible) x

Whaler et al. [2002] : norme L1 de l’erreur

prédiction et ufm1 (figure 5.3a)
x (faible) x x

Whaler et al. [2002] : norme L1 de l’erreur

prédiction et données terrestres (fig. 5.3b)
x (faible) x x x

Holme et Whaler [2001] : stationnaire dans

repère en rotation vers l’Ouest (figure 5.4a)
x x (faible) x

Holme et Whaler [2001] : stationnaire dans

repère en rotation vers l’Est (figure 5.4b)
x x x

Jault [1990] : grand traits des mouvements

à la surface du noyau (figure 5.5)
x x x

Cette étude (chapitre 4, figure 4.19) x x x x

Tab. 5.1 – Présence des structures les plus fiables du modèle satellitaire cohérent des mouvements

à la surface du noyau dérivé dans le chapitre 4 (figure 4.19) dans les modèles de différents au-

teurs. AC-AN : anticyclone de l’Amérique du nord, AC-AF : anticyclone au sud-est de l’Afrique,

CY-PN : cyclone de l’Océan pacifique nord, CO-EQ : courant équatorial atlantique vers l’ouest.

intéressant de retrouver cette structure dans les modèles ne faisant pas appel à l’hypothèse

géostrophique. En effet, cette hypothèse, imposée globalement et donc également dans la région

équatoriale où elle n’est pas valable, interdit aux mouvements de traverser l’équateur. La présence

d’un fort courant parallèle à l’équateur dans les modèles géostrophiques pourrait ainsi n’être que

la trace d’un courant plus faible, mais traversant l’équateur. Ceci ne semble néanmoins pas être

le cas puisque ce courant existe même dans les modèles totalement non-géostrophiques (figures

5.2b, 5.3 et 5.4). Il semble donc que cette dérive équatoriale vers l’Ouest soit une structure

robuste des modèles de mouvements à la surface du noyau 4. Les différents modèles présentés

s’accordent également sur le fait que les vitesses de ce courant sont parmi les plus rapides à la

surface du noyau, de l’ordre de 20 à 30 km/an.

4. Après avoir testé les méthodes de reconstruction des mouvements à la surface du noyau à partir de champs

de vitesse issus de dynamos numériques, Rau et al. [2000] suggèrent que cette dérive vers l’Ouest pourrait être un

artefact introduit par l’impossibilité d’observer les petites échelles du champ magnétique. Au vu des tests réalisés

dans le chapitre 4, la vitesse de ce courant apparâıt néanmoins trop rapide pour n’être qu’un artefact lié aux

problèmes de troncature, et ce même si les petites échelles invisibles étaient très énergétiques (figure 4.18c).
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Les structures fiables de notre modèle cohérent des mouvements à la surface du noyau sont

présentes dans la plupart des modèles étudiés, bien que ceux-ci reposent sur des hypothèses

variées concernant la nature des mouvements. Ces structures doivent donc être des structures

majeures de la dynamique du noyau, indispensables pour rendre compte de la variation séculaire

observée par advection du champ magnétique, quelles que soient les contraintes imposées sur la

dynamique. La pertinence de ces structures dépend donc de la manière dont l’hypothèse du flux

gelé (§2.1.1) est respectée à la surface du noyau. À ce sujet, les résultats de Roberts et Glatz-

maier [2000] sont encourageants. Ils démontrent en effet que l’hypothèse du flux gelé peut être

appliquée de manière satisfaisante à la surface du noyau d’une dynamo numérique, dans laquelle

la diffusivité magnétique n’est pas nulle. Indépendamment, Rau et al. [2000] montrent que des

champs de vitesse, issus de dynamos numériques ne satisfaisant pas complètement l’hypothèse

du flux gelé, peuvent être retrouvés de manière satisfaisante avec des méthodes d’inversion si-

milaires à celles discutées ici. Ainsi, les deux anticyclones atlantiques, la dérive vers l’ouest, et,

dans une moindre mesure, le cyclone pacifique, peuvent raisonnablement être considérés comme

des structures robustes de la surface du noyau, même dans le cas où l’hypothèse du flux gelé ne

serait pas totalement satisfaite [voir, par exemple, Bloxham et Gubbins, 1986].

Par ailleurs, il est intéressant de noter qu’il n’existe pas d’autre structure qui soit commune

à un grand nombre de modèles. Les structures identifiées constituent donc probablement les

seuls mouvements robustes à la surface du noyau identifiés à l’heure actuelle. Remarquons que

Jault [1990] arrivait déja à la même conclusion : seul le cyclone pacifique, la moins robuste de

nos structures fiables, n’avait pas été identifié (figure 5.5).

Fig. 5.5 – Carte des grands traits du mouvement à la surface du noyau admis par la plupart des

équipes en 1990. Figure extraite de la thèse de D. Jault [1990].
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5.2 Implications pour la dynamique actuelle du noyau

5.2.1 Dérive vers l’Ouest

À la surface de la Terre, la trace du courant équatorial atlantique a été observée dès la fin

du XVIIème siècle [e.g. Dormy et al., 2000]. Cette dérive vers l’ouest de certaines structures

caractéristiques du champ magnétique a été quantifiée pour la première fois par Bullard et al.

[1950]. Des études ultérieures ont permis de montrer que cette dérive vers l’ouest n’est pas

globale, mais dépend de la latitude et de la longitude [e.g. Bloxham et Gubbins, 1985; Jault

et al., 1988]. L’étude de Finlay et Jackson [2003], basée sur un traitement poussé des observations

magnétiques, confirme que ce décalage des structures magnétiques vers l’ouest est principalement

concentré dans la région équatoriale de l’hémisphère atlantique (figure 5.6). Notons enfin que

la dynamo numérique étudiée par Christensen et Olson [2003] montre également une dérive

vers l’ouest des structures du champ magnétique aux basses latitudes, pour la même bande

de longitude que la dérive vers l’ouest terrestre. Dans ce modèle numérique, les conditions

aux limites thermiques déduites de modèles tomographiques [Olson et Christensen, 2002] sont

probablement à l’origine de ces variations longitudinales.

Cette dérive des structures caractéristiques du champ magnétique a logiquement été in-

terprétée en terme de courant équatorial, en accord avec les reconstructions des mouvements à

la surface du noyau. Cependant, il ne peut être exclu que cette dérive apparente soit due non pas

à un courant du fluide mais à une onde de type MAC 5, comme le suggèrent Jackson [2003] et

Finlay et Jackson [2003]. Dans la dynamo numérique présentée par Christensen et Olson [2003],

les deux types de mécanismes participent à la dérive apparente du champ magnétique. Si de

telles ondes sont réellement responsables des modifications du champ magnétique observées en

surface, elles seraient de toute manière interprétées, à tort, comme un courant du fluide par les

méthodes de reconstructions des mouvements à la surface du noyau 6.

5.2.2 Dynamique globale du noyau

La contrainte forte imposée par la rotation rapide de la Terre justifie que l’on essaie de tirer

des informations sur la dynamique globale du noyau à partir de sa dynamique de surface. La

rotation rapide, par l’intermédiaire de la force de Coriolis, limite en effet les variations de vitesse

dans la direction parallèle à l’axe de rotation terrestre. Ainsi, juste au dessus du seuil de convec-

tion dans une sphère en rotation rapide, les mouvements sont organisés en colonnes parallèles à

l’axe de rotation (en l’absence de champ magnétique) [Busse, 1970] (figure 5.7a). Il a également

été observé, à la fois expérimentalement [Cardin et Olson, 1992, 1994] et numériquement [Chris-

tensen, 2002], que cette invariance axiale est conservée au-delà du seuil de convection 7. Cette

5. MAC pour Magnétique, Archimède, Coriolis [voir par exemple Gubbins et Roberts, 1987, pp. 122–140].

6. Ces ondes sont en effet filtrées lorsque l’on néglige les termes d’inertie et les forces de Lorentz dans l’équation

de conservation de la quantité de mouvement pour aboutir à l’équilibre géostrophique (équation 2.4).

7. Au moins jusqu’à 50 fois le nombre de Rayleigh critique Rac définissant le seuil de convection [Cardin et

Olson, 1994].
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(a)

(b)

Fig. 5.6 – Caractérisation de la dérive vers l’ouest du champ magnétique radial à la surface

du noyau par Finlay et Jackson [2003]. (a) Diagrammes temps-longitude du champ magnétique

radial résiduel à l’équateur (figure de gauche) et à 40◦ de latitude sud (figure de droite). Le champ

magnétique résiduel est défini par la différence entre le champ total et la moyenne du champ

axisymétrique sur les 400 ans considérés. (b) Puissance du champ magnétique se déplaçant

vers l’est avec une vitesse zonale comprise entre -60 et 60 km/an. Le maximum, à l’équateur,

correspond à un déplacement vers l’Ouest à la vitesse de 17 km/an [voir Finlay et Jackson,

2003, pour plus de précisions].
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particularité des mouvements est également observée en présence de champ magnétique, en par-

ticulier dans les écoulements de dynamos numériques [e.g. Olson et al., 1999] (figure 5.7b). La

force de Lorentz tend néanmoins à limiter cette rigidité axiale des écoulements qui peuvent alors

présenter des variations axiales au-delà du seuil de convection (figure 5.7c). Le champ de vitesse

à la surface du noyau correspondant à ce dernier régime n’est ainsi pas totalement symétrique

par rapport à l’équateur.

(a) (b) (c)

Fig. 5.7 – Convection : dans une spère en rotation rapide (a) en l’absence de champ magnétique,

au seuil de convection (Ra = Rac) [Busse, 1970], (b) dans une dynamo numérique [Olson et al.,

1999] dans le régime à colonnes très marquées (Ra = 4.8 Rac) et (c) dans le régime de convection

développée (Ra = 10.8 Rac). Les colonnes des cas (b) et (c) sont représentées par des surfaces

d’iso-vorticité axiale positives (gris clair) et négatives (gris foncé).

Comme les mouvements ne peuvent être déterminés de manière satisfaisante que dans des

zones relativement réduites de la surface du noyau, il est difficile de tirer des conclusions sur

la présence ou l’absence de colonnes de convection dans le noyau. On peut toutefois noter qu’il

est peu probable que le champ de vitesse soit parfaitement symétrique par rapport à l’équateur,

comme le suggéraient Hulot et al. [1990], bien que les mouvements cohérents ne soient pas correc-

tement déterminés dans les zones symétriques des deux vortex atlantiques (figure 4.19). En effet,

si des colonnes de convection parfaitement invariantes axialement existaient, les mouvements de

ces zones seraient vraisemblablement fiables, leur indétermination étant principalement due à

une vitesse insuffisante (§4.4). Il est donc probable que la circulation globale du noyau ne soit

pas organisée en colonnes parfaites, à l’image du schéma 5.7a. Il n’est néanmoins pas possible

de quantifier l’écart par rapport à ce cas idéal ni d’affirmer l’existence de pseudo-colonnes, à

l’image de celles de la figure 5.7c.

D’autre part, en se basant sur le même type de raisonnement, il semble peu probable que

l’intensité de la convection soit homogène longitudinalement, comme dans les modèles présentés

par la figure 5.7. En effet, aux moyennes latitudes où sont localisés les différents vortex, alternent

des zones aux mouvements rapides et bien déterminés avec des zones aux mouvements mal

déterminés, et donc probablement moins rapides. De telles variations longitudinales apparâıssent

épisodiquement dans certaines modélisations numériques de convection en rotation rapide [Busse,

2002; Morin et Dormy, 2004] et de dynamos [Grote et Busse, 2001; Kuang et Bloxham, 1998]
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(figure 5.8). Cette localisation de la convection apparâıt spontanément dans certains régimes

de paramètres et ne nécessite pas de conditions aux limites hétérogènes. Au vu des modèles de

mouvements à la surface du noyau, il n’est pas impossible que la convection soit actuellement

plus active dans l’hémisphère atlantique que dans l’hémisphère pacifique du noyau.

(a) (b)

Fig. 5.8 – Coupes équatoriales montrant une convection localisée (a) dans une coquille sphérique

en rotation rapide en l’absence de champ magnétique [Morin et Dormy, 2004], (b) dans une

dynamo numérique [Grote et Busse, 2001].

5.2.3 Dynamique dans le cylindre tangent

Du fait de la rigidité axiale des mouvements imposée par la rotation rapide, la région du

noyau située dans le cylindre tangent à la graine, et donc coupée en deux par celle-ci, est

particulière. Différentes études expérimentales et numériques montrent que les mouvements de

cette région peuvent être découplés des mouvements du reste du noyau [Cardin et Olson, 1994;

Olson et Aurnou, 1999]. Cet éventuel découplage et la nature des mouvements dans le cylindre

tangent dépendent des paramètres utilisés. Près du seuil de convection, le fluide du cylindre

tangent reste en effet au repos alors que des colonnes se développent dans le reste du noyau [e.g.

Cardin et Olson, 1994; Olson et Aurnou, 1999]. Pour des régimes de convection plus développée,

des mouvements finissent par envahir ce cylindre. Les expériences menées par Aurnou et al.

[2003] montrent en particulier que la convection dans le cylindre tangent, en l’absence de champ

magnétique, génère un vent zonal vers l’ouest à la surface du noyau dont l’intensité augmente

avec l’intensité de la convection dans le cylindre tangent. Un tel courant est également présent

dans certaines dynamos numériques [en particulier, Christensen et Olson, 2003].

Plusieurs études rapportent la présence de vortex polaires rétrogrades, pouvant correspondre

au vent zonal évoqué ci-dessus, à la surface du noyau. Un vortex polaire nord a d’abord été

identifié dans l’hémisphère nord grâce à une technique ad hoc par Olson et Aurnou [1999]. Des

reconstructions de mouvements à la surface du noyau trouvent un vortex polaire rétrograde dans

chaque hémisphère [e.g. Pais et Hulot, 2000; Hulot et al., 2002] 8. Au vu des résultats des études

8. L’article de Hulot, Eymin, Langlais, Mandea, et Olsen [2002] est reproduit dans l’annexe B.
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de cohérence et de fiabilité présentées dans le chapitre 4, nous souhaitons cependant réexaminer

cette question ici.

La figure 5.9 montre les mouvements des régions polaires pour les modèles cohérents présentés

dans le chapitre 4. Dans les zones où l’erreur de troncature reste acceptable, les mouvements

à l’intérieur du cylindre tangent sont effectivement principalement azimutaux et vers l’ouest.

Les profils latitudinaux de la vitesse azimutale axisymétrique (figure 5.9) indiquent également

la présence de vortex polaires. L’amplitude de la vitesse azimutale zonale augmente en effet des

pôles au cylindre tangent puis diminue à l’extérieur de celui-ci.
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Fig. 5.9 – Mouvements cohérents dans les régions polaires de la surface du noyau. Champs de

vitesse et de pression vus d’un point situé au-dessus du Pôle Nord (colonne de gauche), au-dessus

du Pôle Sud (colonne du milieu)et (colonne de droite) composante azimutale axisymétrique du

mouvement (ces profils sont réalisés sans prendre en compte les erreurs de troncature). Les

mouvements présentés sont ceux des modèles cohérents obtenus avec les variations séculaires

(a) différentielle, (b) instantanée de Maus et al. [2004] (chapitre 4). L’amplitude de l’erreur de

troncature est supérieure à celle de la vitesse dans les zones en noir. L’erreur de troncature est

estimée à partir des maxima des artefacts pour un mouvement à petites échelles moyennement

énergétiques (comme pour la figure4.19). La trace du cylindre tangent est indiquée sur les figures.

Cependant, la forme des profils de vitesse azimutale zonale associés aux différents coefficients

toröıdaux zonaux (2.17) les définissant, nous a conduit à effectuer des tests supplémentaires.
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L’amplitude des oscillations de ces profils augmente en effet de l’équateur aux pôles. L’ampli-

tude des mouvements associés à un coefficient est ainsi toujours maximale à proximité du cylindre

tangent et l’écart entre les amplitudes équatoriale et quasi-polaire augmente avec le degré n du

coefficient considéré. Il est donc envisageable que les maxima au niveau du cylindre tangent des

modèles cohérents (figure 5.9) soient des artefacts introduits par les oscillations des latitudes

moyennes et le nombre de termes limité des développements utilisés. Des tests à partir des va-

riations séculaires synthétiques parfaites (§3.2.2) ont ainsi été effectués afin d’évaluer la capacité

intrinsèque de la méthode d’inversion à retrouver les mouvements azimutaux zonaux des régions

polaires pour des mouvements aux caractéristiques proches de celles des modèles cohérents. Ces

tests montrent effectivement que les mouvements étudiés ici sont très mal contraints. En effet,

dans presque 50% des cas, le sens de rotation des vortex polaires n’est pas correctement retrouvé

(tableau 5.2, ((mouvement zonal typique))). Cette mauvaise détermination est due principalement

au fait que ces mouvements ne sont responsables que d’une faible part de la variation séculaire

observée [Jault, 1990]. Ces mêmes mouvements sont en effet très correctement retrouvés lorsqu’ils

sont à l’origine de la quasi-totalité de la variation séculaire observée (tableau 5.2, ((mouvements

zonaux dominants))).

Amplitude et

sens du vortex

retrouvés

Sens du vortex

retrouvé

Sens du vortex

incorrect

Nord Sud Nord Sud Nord Sud

Mouvement zonal typique 22% 16% 36% 31% 42% 53%

Vortex polaires plus rapides 19% 12% 50% 36% 31% 52%

Mouvements zonaux dominants 41% 23% 51% 47% 8% 30%

Tab. 5.2 – Fiabilité intrinsèque des vortex polaires. Probabilité de pouvoir tirer des informations

exactes des vortex polaires des modèles cohérents déduite de tests synthétiques réalisés avec des

variations séculaires ((parfaites)) (§3.2.2). Trois séries de 100 variations séculaires synthétiques,

obtenues respectivement avec des mouvements semblables à ceux des modèles cohérents (1ère

ligne du tableau), avec des mouvements aux vortex polaires renforcés (coefficients t011, t012 et t013
multipliés par 10, 2ème ligne) et des mouvements essentiellements zonaux (tous les t0n multipliés

par 1000, 3ème ligne), ont été utilisées. Amplitude du vortex retrouvée signifie que l’erreur sur

l’amplitude est inférieure à 50% de l’amplitude imposée.

Au vu des résultats de ces tests synthétiques, les vortex polaires apparaissant dans les modèles

cohérents sont donc très mal contraints. L’existence réelle de vortex polaires rétrogrades à la

surface du noyau reste donc très spéculative, les résultats des autres études faisant apparâıtre

de tels vortex [Aurnou et al., 2003; Christensen et Olson, 2003] ne pouvant pas être appliqués

directement au noyau terrestre.

5.2.4 Mouvements zonaux

De nombreuses études expérimentales [e.g. Sumita et Olson, 2000; Aubert et al., 2001, 2002]

et numériques [e.g. Aurnou et Olson, 2001; Christensen, 2002; Aubert et al., 2003] de convec-
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tion en rotation rapide mettent en évidence l’existence de mouvements axisymétriques rigides,

stables au cours du temps. Il s’agit de mouvements azimutaux invariants dans la direction pa-

rallèle à l’axe de rotation du fait de la contrainte de Proudman-Taylor imposée par la rotation

rapide (figure 5.10). Ces mouvements peuvent ainsi être vus comme des rotations axiales de cy-

lindres rigides centrés sur l’axe de rotation. Plusieurs mécanismes permettent de générer de tels

mouvements. Dans le régime de convection développée dans une sphère en rotation rapide, ces

mouvements sont excités par les contraintes de Reynolds associées aux mouvements convectifs

de petite échelle [Aurnou et Olson, 2001; Christensen, 2001; Aubert et al., 2002]. Ce mécanisme

pourrait être à l’origine des forts courants zonaux, alternativement prograde et rétrogrades,

visibles à la surface des planètes géantes [Christensen, 2001]. Des mouvements azimutaux ri-

gides temporellement stables sont également observés dans des modélisations numériques de la

géodynamo [Aubert, comm. pers.; Dumberry et Bloxham, 2003]. Il s’agit dans ce cas d’un vent

thermique qui apparâıt lorsque les équipotentielles de gravité recoupent les isothermes 9 [Busse,

1970].

(a) (b)

Fig. 5.10 – Mouvements zonaux rigides. (a) Modèle numérique de convection dans une sphère

en rotation rapide [Christensen, 2002] : température dans le plan équatorial (gauche) et vitesse

azimutale dans un plan méridien (droite). (b) Dynamo numérique [Christensen et al., 2001] :

vorticité axiale dans le plan équatorial (gauche) et mouvements zonaux dans un plan méridien

(droite) [Aubert, comm. pers.]. Les vitesses azimutales progrades (rétrogrades) sont représentées

en rouge (bleu).

Pour chercher la trace de mouvements de ce type dans le noyau terrestre à partir des recons-

tructions de mouvements à la surface du noyau, il faut s’intéresser à leur composante toröıdale

zonale. Cette composante est malheureusement assez mal déterminée, du fait de sa faible contri-

bution à la variation séculaire totale. Il apparâıt néanmoins, au vu des résultats des tests men-

9. Ce vent thermique existe aussi en l’absence de champ magnétique mais il est masqué par les mouvements

zonaux plus forts engendrés par les contraintes de Reynolds.
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tionnés ci-dessus (§5.2.3) que les mouvements zonaux sont mieux contraints à l’extérieur qu’à

l’intérieur du cylindre tangent. Les mouvements zonaux des modèles cohérents sont représentés,

en terme de vitesse angulaire, dans la figure 5.11. Les profils des deux modèles présentés sont as-

sez différents alors que l’allure générale des mouvements de ces deux modèles est très semblable

(figure 4.19). Cette différence peut être due à la mauvaise détermination de cette composante

des mouvements, mais il est aussi envisageable que la moyenne sur 20 ans induite par l’utili-

sation de la variation séculaire différentielle soit à l’origine de ce désaccord. L’instantanéité du

modèle obtenu avec la variation séculaire satellitaire de Maus et al. [2004] ne permet pas, de

toute manière, de mettre en évidence des structures stables si des structures temporellement

variables coexistent.

(a) (b)
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Fig. 5.11 – Mouvements azimutaux axisymétriques des modèles cohérents de mouvements à la

surface du noyau obtenus (a) avec la variation séculaire différentielle, (b) avec la variation

séculaire instantanée de Maus et al. [2004].

Il est en revanche possible de chercher s’il existe des mouvements zonaux temporellement

stables dans les reconstructions historiques de mouvements à la surface du noyau obtenues dans

le chapitre 3. Les moyennes des mouvements azimutaux zonaux obtenues à partir de ces mouve-

ments ne sont pas symétriques par rapport à l’équateur (figure 5.12a). La composante symétrique

par rapport à l’équateur (figure 5.12b) possède néanmoins une amplitude non négligeable, de

l’ordre de ±2 km/an pour la moyenne des 100 dernières années, les plus fiables au vu des

observations magnétiques disponibles (§3.1.1). Il est également intéressant de noter que pour

cette moyenne la rotation a lieu dans le sens prograde à l’équateur et rétrograde à proximité

du cylindre tangent, ce qui semble être une caractéristique commune aux diverses simulations

numériques et expérimentales [e.g. Aurnou et Olson, 2001; Christensen, 2002; Aubert et al.,

2003, voir aussi figure 5.10], que le mouvement zonal soit lié à un vent thermique ou aux petites

échelles de la convection.

Sur cette composante temporellement stable des mouvements zonaux, peuvent se superposer

des rotations différentielles rigides oscillant au cours du temps, connues sous le nom d’oscillations

de torsion [Braginsky, 1970] (figure 5.13). Dans la limite d’un fluide parfait, la contrainte de Tay-

lor [Taylor, 1963] impose en effet que le couple de Lorentz axial appliqué sur un cylindre axial

de fluide conducteur soit nul [Roberts, 1987, p.263–268]. Ainsi, si un couple existe à un instant,
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Fig. 5.12 – Mouvements azimutaux axisymétriques moyens, à l’extérieur du cylindre tangent,

dans les modèles historiques de mouvements à la surface du noyau (obtenus avec le modèle gufm1

de Jackson et al. [2000]). (a) Vitesses azimutales axisymétriques et (b) Composante symétrique

par rapport à l’équateur (sans la rotation en bloc).

ce cylindre doit être accéléré afin que cette contrainte soit de nouveau vérifié [e.g. Dumberry et

Bloxham, 2003]. Ce mouvement est freiné par la composante du champ magnétique perpendi-

culaire à l’axe de rotation. Cette force de rappel est à l’origine des oscillations temporelles.

Fig. 5.13 – Représentation schématique des oscillations de torsion dans le noyau.

Plusieurs études antérieures ont mis en évidence que les reconstructions de mouvements à

la surface du noyau peuvent contenir la trace de telles oscillations [Zatman et Bloxham, 1997;

Hide et al., 2000; Pais et Hulot, 2000]. Par ailleurs, les excellentes corrélations obtenues entre

les variations décennales de la longueur du jour et les variations du moment cinétique du noyau,

déduit des grandes échelles de ces oscillations en supposant un prolongement rigide [Jault et al.,

1988; Jackson et al., 1993; Pais et Hulot, 2000] justifient le passage des observations de surface

aux oscillations de torsion.
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La figure 5.14a présente les variations temporelles des mouvements axisymétriques zonaux

de nos modèles historiques, couvrant une période plus longue que les études précédentes. La

figure 5.14b montre ces mêmes variations temporelles au cours des 40 dernières années avec

une résolution temporelle plus fine, obtenue grâce à l’utilisation du modèle magnétique CM4 de

Sabaka et al. [2004] pour le calcul des mouvements 10. Les oscillations obtenues présentent une

similitude remarquable avec celles provoquées par les oscillations de torsion observées dans une

dynamo numérique par Dumberry et Bloxham [2003] (figure 5.15). Les périodes beaucoup plus

longues de ces oscillations dans la simulation s’expliquent par la viscosité importante utilisée.

5.3 Jerks et mouvements

Les résultats présentés ici sont issus d’une collaboration avec Aude Chambodut.

Parmi les caractéristiques remarquables du champ magnétique à la surface de la Terre fi-

gurent les jerks. Appelés aussi ((secousses magnétiques)), ces phénomènes se caractérisent par une

variation brutale de la variation séculaire du champ observé (figure 5.16). De telles variations

sont d’origine interne [Courtillot et al., 1978] et concernent simultanément de vastes régions de

la surface terrestre.

Plusieurs études antérieures ont analysé le comportement des mouvements à la surface du

noyau au moment d’un jerk [Courtillot et Le Mouël, 1984; Hulot et al., 1993; Le Huy et al.,

2000; Bloxham et al., 2002], sans toutefois parvenir à caractériser de manière indiscutable la

signature dynamique de ces phénomènes. Sans chercher à identifier les processus à leur origine,

nous montrons ici que l’évolution temporelle de l’amplitude moyenne de la pression à la surface

du noyau est un indicateur de ces événements. L’amplitude moyenne de la pression obtenue avec

le modèle de Sabaka et al. [2004] (figure 5.17) présente en effet des maxima en 1969, 1978, 1985,

1991, 1999. Toutes ces dates, à l’exception de 1985, correspondent aux jerks s’étant produits

depuis 1965 [Alexandrescu et al., 1996; De Michelis et al., 1998; Mandea et al., 2000]. La date

de 1985 ne fait pas partie des jerks répertoriés. Afin de déterminer si la remarquable corrélation

observée entre la pression et les dates des jerks est valable, nous cherchons si un jerk pourrait

être passé inaperçu en 1985, du fait de la faible portion de la surface du globe couverte par des

observatoires magnétiques.

Pour déterminer les régions pouvant être concernées par un éventuel jerk en 1985, nous

utilisons le modèle magnétique de CM3 de Sabaka et al. [2002] 11. Un jerk est une transition

rapide entre une phase de croissance et une phase de décroissance de la variation séculaire, ou

inversement. Il peut de ce fait être caractérisé par le passage d’une ligne d’iso-accélération nulle

de la composante considérée (par exemple, la ligne d2Y/dt2=0), sur une région donnée. La figure

5.18 montre le balayage de l’Europe par une de ces lignes entre 1989 et 1992.

Afin de vérifier que le modèle magnétique utilisé intègre bien les caractéristiques des différents

10. Ces mouvements ont été obtenus en appliquant des paramètres identiques à ceux utilisé avec le modèle gufm1

de Jackson et al. [2000] (§3.1.2).

11. CM3 ne diffère de CM4 que par l’ajout d’observations satellitaires récentes.
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Fig. 5.14 – Composante azimutale axisymétrique symétrique par rapport à l’équateur des mou-

vements historiques à la surface du noyau, en dehors du cylindre tangent. La composante sta-

tionnaire et la rotation en bloc ont été soustraites. Les mouvements présentés ont été obtenus

avec les modèles magnétiques (a) gufm1 de Jackson et al. [2000] et (b) CM4 de Sabaka et al.

[2004].
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Fig. 5.15 – Vitesse azimutale rigide en fonction du rayon (s) et du temps en dehors du cylindre

tangent dans une dynamo nuḿerique [Dumberry et Bloxham, 2003].

jerks connus, nous repérons les lieux de la surface du globe pour lesquels l’accélération de la

composante Y, suivant laquelle les jerks sont souvent le plus visisbles, change de signe. La figure

5.19 montre qu’au moment des jerks identifiés (1969, 1979 et 1990) de grandes surfaces sont

concernées par ces changements de tendance de la variation séculaire. Entre ces jerks existent

des périodes ((calmes)) durant lesquelles les lignes d’iso-accélération nulle se déplacent beaucoup

plus lentement, ne créant ainsi pas de changement brusque dans les observations (figure 5.20).

En 1985, une grande partie de l’Océan pacifique semble concernée par un phénomène similaire
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Fig. 5.16 – Variation séculaire de la composante Y (vers l’est) du champ magnétique à Chambon

la Forêt (CLF, latitude : 48.02◦, longitude : 2.27◦). Les flèches indiquent les changements de

pente rapide de la tendance moyenne : les jerks géomagnétiques.
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Fig. 5.17 – Évolution temporelle de l’amplitude moyenne de la pression à la surface du noyau

obtenue avec le modèle magnétique CM4 [Sabaka et al., 2004] depuis 1965. Les lignes verticales

représentent les dates des jerks magnétiques identifiés durant cette période.
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Fig. 5.18 – Valeur de la dérivée seconde de la composante Y (vers l’est) du champ magnétique à

la surface de la terre d’après le modèle magnétique CM3 [Sabaka et al., 2002]. Les lignes noires

représentent les lieux où d2Y/dt2 = 0. Le jerk de 1991 correspond au balayage du continent

européen par une de ces lignes [Chambodut, comm. pers.].
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aux jerks connus. Cette région est malheureusement très mal couverte par les observatoires

magnétiques. L’Europe du nord et l’Amérique du nord sont également impliquées. Les séries

temporelles de trois observatoires magnétiques situés dans la zone ainsi déterminée confirment

des changements de tendance brusques de la variation séculaire (figure 5.21).

1969.96

1979.21

1985.46

1990.21

1969

1979

1985

1990

Fig. 5.19 – Lieux de la surface du globe pour lesquels la dérivée seconde de la composante Y

du champ magnétique change de signe en décembre 1969, mars 1979, juin 1985 et mars 1990.

Calculs effectués avec le modèle magnétique CM3 de Sabaka et al. [2002].

Puisqu’un événement semblable aux jerks répertoriés a vraisemblablement eu lieu en 1985,

l’amplitude moyenne de la pression associée aux mouvements à la surface du noyau semble donc

effectivement être un bon indicateur de ces phénomènes magnétiques rapides. Il est donc tentant

de regarder plus loin en arrière grâce aux reconstructions des mouvements des 400 dernières

années obtenues avec le modèle gufm1 de Jackson et al. [2000], même si ce modèle magnétique

est moins bien contraint pour les périodes plus anciennes. La figure 5.22 montre ainsi l’évolution

1993.21

Fig. 5.20 – Situation ((calme)) : la dérivée seconde de la composante Y du champ magnétique

change de signe uniquement le long de bandes étroites (ici durant mars 1993). Comparer avec

les périodes ((agitées)) de la figure 5.19.
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temporelle de l’amplitude moyenne de la pression depuis 1700. Les jerks de 1901, 1913 et 1925

[Alexandrescu et al., 1995, e.g.] sont associés à des maximas de la pression, comme ceux des

périodes plus récentes.

Notons pour finir que les spectres de puissance des deux séries temporelles de pression

étudiées ne font pas ressortir de fréquence dominante et la décroissance vers les courtes périodes

se fait très lentement. Ces spectres ne sont pas très éloignés de spectres en loi puissance. Ils

sont ainsi en accord avec les études de Barraclough et De Santis [1997]; De Santis et al. [2003,

2004] qui, à partir de spectres de ce type, plaident pour un comportement chaotique du champ

magnétique terrestre et des processus dynamiques qui le génèrent.

Cette étude pourra être complétée de manière très intéressante, tant du point de vue de la

morphologie du champ magnétique que des mouvements à la surface du noyau, lors du prochain

jerk. Les observations satellitaires permettront en effet de s’affranchir de la répartition très inho-

mogène des observatoires terrestre. La question de l’étendue géographique de ces phénomènes,

qui a été effleurée ici, pourra ainsi être étudiée de manière indiscutable. Par ailleurs, les méthodes

d’assimilation de données, présentées dans le chapitre suivant, permettront d’obtenir des séries

temporelles des mouvements à la surface du noyau plus cohérentes, rendant alors l’étude du lien

entre l’évolution de la pression et les jerks plus rigoureuse encore.
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Fig. 5.21 – Variation séculaire observée (courbe noire) en trois observatoires situés dans la région

où un jerk en 1985–1986 pourrait exister. Le changement de pente de la tendance générale de la

variation séculaire est surtout visible dans la composante Z (verticale) à Papeete et à Dombas,

dans la composante Y (vers l’est) à Fredericksburg. La courbe rouge représente la variation

séculaire prédite par le modèle CM3 [Sabaka et al., 2002] [Chambodut, comm. pers.].
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Fig. 5.22 – Évolution temporelle de l’amplitude moyenne de la pression à la surface du noyau

obtenue avec le modèle magnétique gufm1 [Jackson et al., 2000] depuis 1700. Le jerk de 1913

apparâıt comme un événement majeur.
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Fig. 5.23 – Spectre de puissance des séries temporelles d’évolution de l’amplitude moyenne de la

pression obtenues avec les modèles gufm1 [Jackson et al., 2000] (trait continu) et CM4 [Sabaka

et al., 2004] (trait pointillé).



Chapitre 6

Une méthode pour le futur :

l’assimilation variationnelle de

données

L’étude présentée dans ce chapitre a été réalisée en collaboration avec Alexandre Fournier.

Dans ce chapitre sont présentés des résultats préliminaires concernant l’utilisation d’une

méthode d’assimilation variationnelle de données adaptée à l’étude du noyau terrestre. Ce type

de méthode permettra de contraindre des modèles numériques de la géodynamo avec des obser-

vations magnétiques. À plus court terme, cette méthode pourra être appliquée au calcul de mou-

vements à la surface du noyau. Elle permettra d’obtenir des séries temporelles de mouvements

cohérentes avec toute une série temporelle d’observations magnétiques. Ces séries temporelles de

mouvement seraient particulièrement intéressantes pour caractériser les modifications rapides de

la dynamique à la surface du noyau (oscillations de torsion, jerks) et permettraient d’exploiter

au mieux les observations magnétiques réalisées en continu par les satellites.

6.1 Vers l’inversion de dynamos numériques

6.1.1 Motivations à long terme

Les reconstructions de mouvements présentées et utilisées dans les chapitres précédents ap-

portent des renseignements sur la dynamique du noyau au niveau de sa surface. Il est néanmoins

délicat d’en tirer des informations sur la dynamique dans le volume du noyau et ainsi sur les

mécanismes intervenant dans la génération du champ magnétique. Afin d’étudier ces mécanismes,

des simulations numériques de la dynamo terrestre sont utilisées depuis une dizaine d’années

[Glatzmaier et Roberts, 1995]. Les paramètres employés dans ces simulations sont encore loin des

paramètres du noyau terrestre. On peut néanmoins espérer que cette situation s’améliore grâce
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au développement de nouveaux algorithmes plus efficaces et à l’augmentation de la puissance

des ordinateurs.

À l’heure actuelle, ces simulations numériques n’utilisent pas directement les observations du

champ magnétique. Seules des comparaisons a posteriori entre les résultats de ces dynamos et

les observations magnétiques sont effectuées [Dormy et al., 2000]. L’incorporation d’observations

magnétiques dans un modèle numérique de la géodynamo permettrait certainement de mieux

contraindre certains phénomènes actifs dans le noyau, tout comme l’incorporation d’observations

dans les modèles atmosphériques et océaniques depuis plus de 20 ans a permis une meilleure

connaissance de la dynamique de ces enveloppes superficielles [Ghil, 2000].

Par ailleurs, depuis 1999, la qualité et la quantité des observations du champ magnétiques

disponibles augmentent rapidement grâce aux missions satellitaires (Ørsted, CHAMP et SAC-C).

Ceci devrait se poursuivre dans le futur, permettant ainsi une observation du champ magnétique

terrestre en continu avec une excellente résolution spatiale. Cette masse d’observations de bonne

qualité n’est pas exploitée au maximum par les calculs de reconstruction des mouvements de la

surface du noyau qui ont aujourd’hui quasiment atteint leur résolution spatiale maximale 1 du

fait de la présence du champ crustal. L’utilisation de ces données comme contrainte des dynamos

numériques, en donnant accès à des phénomènes profonds, permettrait sans doute un nouveau

pas en avant dans la compréhension de la dynamique du noyau.

Du fait des nouvelles données disponibles, des progrès attendus dans le domaine des dynamos

numériques et du temps nécessaire à la mise en place de méthodes permettant l’intégration des

observations magnétiques dans ces modèles numériques, il nous semble judicieux de commencer

dès à présent des études dans ce sens, même si les dynamos numériques sont encore imparfaites.

6.1.2 Méthodes d’assimilation de données

Le but de ce paragraphe est de faire un rapide tour d’horizon des principales méthodes

d’assimilation de données existantes [pour plus de détails, voir par exemple Ghil et Malanotte-

Rizzoli, 1991; Bouttier et Courtier, 1999]. Depuis plus de 20 ans, de nombreuses méthodes

d’assimilation ont été mises en place et développées afin d’améliorer des modèles numériques

météorologiques et océanographiques grâce à la prise en compte d’observations pertinentes. Ces

méthodes peuvent être classées en deux grandes familles : les méthodes basées sur la théorie de

l’estimation [Kalman, 1960], aussi appelées méthodes séquentielles, et les méthodes issues de la

théorie du contrôle [Lions, 1968; Marchuk, 1975] ou méthodes variationnelles.

Les méthodes séquentielles ont été les premières à être utilisées pour des problèmes géophy-

siques [Ghil et al., 1981]. Elles procèdent en deux étapes. À partir d’un état initial, une prédiction

de l’état du système à un pas de temps ultérieur est réalisée grâce au modèle dynamique direct.

Dans une seconde étape, les prédictions obtenues sont modifiées en prenant en compte les ob-

servations disponibles, ce qui permet d’obtenir une estimation de l’état du système. À partir de

1. L’observation en continu du champ magnétique peut permettre d’obtenir des modèles de variation séculaire

un peu mieux résolus, les sources du champ crustal des échelles concernées étant supposées constantes temporel-

lement. La résolution des modèles de mouvement pourrait ainsi être légèrement améliorée.
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cette estimation, une nouvelle prédiction peut être réalisée pour le pas de temps suivant (figure

6.1). Il existe plusieurs manières de modifier la prédiction dans le sens des observations, de la

plus rudimentaire qui consiste simplement à remplacer les variables prédites par les observations

correspondantes, au filtre de Kalman qui permet de déterminer l’estimation pour laquelle les

erreurs sont minimales au vu des incertitudes du modèle dynamique et de celles des observations

[e.g. Ghil, 1989]. Des méthodes intermédiaires sont également utilisées. Il s’agit par exemple de

l’interpolation optimale, pour lesquelles les poids relatifs des prédictions et des observations dans

l’estimation sont déterminés empiriquement [par exemple, Bouttier et Courtier, 1999].

prediction

observation

correction

estimation

modele dynamique

t

Fig. 6.1 – Principe des méthodes d’assimilation de données séquentielles (d’après Giering et

Kaminski [1998]).

Le principe des méthodes variationnelles est de minimiser une fonction coût caractérisant

l’écart entre les observations et les prédictions du modèle direct pour l’ensemble de la période

considérée. Cette minimisation est généralement effectuée itérativement, les paramètres du

modèles étant modifiés à chaque itération de manière à faire diminuer la fonction coût (figure

6.2). Le gradient de la fonction coût, dont la connaissance est requise pour effectuer ces modifi-

cations, est calculé grâce aux modèles adjoints du modèle direct. Les modèles adjoints peuvent

être mis en place de diverses manières. Il est en effet possible, soit de déterminer les équations

adjointes des équations différentielles analytiques du problème, soit de calculer les opérateurs

adjoints des opérateurs discrets associés aux équations analytiques, soit enfin d’implémenter

directement le code adjoint à partir du code numérique du problème direct. La première solu-

tion pose des problèmes lors de la discrétisation des équations obtenues, tandis que la seconde,

qui fait intervenir les multiplicateurs de Lagrange et les équations d’Euler-Lagrange, nécessite

un codage numérique long et difficile [Giering et Kaminski, 1998]. Comme pour les méthodes

séquentielles, des informations concernant les incertitudes des différentes observations peuvent

être prises en compte, ici par l’intermédiaire de la fonction coût. En revanche, la prise en compte

des erreurs introduites par le modèle dynamique n’est pas évidente avec ces méthodes adjointes

[Ghil et Malanotte-Rizzoli, 1991].

Ces deux familles de méthodes diffèrent également par la façon dont elles utilisent les obser-

vations. En effet, les méthodes séquentielles utilisent uniquement des observations antérieures
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Fig. 6.2 – Principe des méthodes d’assimilation de données variationnelles (d’après Giering et

Kaminski [1998]).

ou contemporaines à l’estimation. Ceci est tout à fait adapté au problème de la prévision

météorologique en temps réel, où les données postérieures ne sont évidemment pas encore dispo-

nibles. Pour une étude du noyau terrestre, il semble en revanche plus intéressant d’utiliser toutes

les informations disponibles, quelles soient antérieures ou postérieures à la période étudiée. Pour

cela, nous choisissons dans ce qui suit d’utiliser une méthode variationnelle.

6.1.3 Premier objectif : séries temporelles de mouvements à la surface du

noyau

Afin de se familiariser avec l’assimilation variationnelle de données, notre premier objectif est

d’appliquer cette technique à la reconstruction de séries temporelles de mouvements à la surface

du noyau. Ceci pour deux raisons. Tout d’abord, ce problème est bidimensionnel 2, et donc

plus aisé à mettre en place qu’un modèle de dynamo, même cinématique. Ensuite, les résultats

obtenus pourront facilement être comparés à ceux obtenus avec les méthodes traditionnelles de

reconstruction des mouvements à la surface du noyau, présentées dans les chapitres précédents.

Définition du problème

Les variations de la composante radiale du champ magnétique radial Br à la surface du noyau

résultent de phénomènes d’advection et de diffusion, exprimés dans l’équation de l’induction

magnétique que nous rappelons ici :

∂Br

∂t
= −∇H · (uBr) +

η

r
∇

2
H(rBr), (6.1)

u étant la vitesse, tangentielle, à la surface du noyau, η la diffusivité électrique et ∇
2
H la compo-

sante horizontale du laplacien. Dans cette équation, le terme de diffusion verticale, qui n’est pas

contraint par les observations, est négligé (voir §2.1.1 pour plus de détails). Cette équation (6.1)

peut être utilisée pour calculer le champ magnétique radial au cours du temps si le champ de

2. À condition de négliger la diffusion radiale du champ magnétique (équation (6.1)).
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vitesse à la surface du noyau u est connu. Pour cela, la dérivée temporelle de (6.1) est estimée

à l’aide d’une différence finie du premier ordre :

∂Br

∂t
'

Bn+1
r − Bn

r

∆t
, (6.2)

∆t étant le pas de temps de la discrétisation temporelle, Bn
r = Br(t = tn) et tn = n∆t. Avec

une méthode d’Euler explicite du premier ordre, il est ainsi possible de calculer numériquement

le champ magnétique en fonction des valeurs de ce même champ et du champ de vitesse au pas

de temps précédent :

Bn+1
r = Bn

r − ∆t∇H · (unBn
r ) − ∆t

η

r
∇

2
H(rBn

r ), (6.3)

soit, en introduisant l’opérateur N :

Bn+1
r = N (Bn

r ,un). (6.4)

Le modèle dynamique représenté par l’équation (6.4) et la figure 6.3 permet de calculer l’évolu-

tion de Br au cours du temps. Le champ de vitesse intervient comme un forçage externe. Son

évolution temporelle n’est pas contrainte par (6.4).

0 1 2 n − 1 n n + 1 t

B0
r
} } } } } }B1

r B2
r Bn−1

r
Bn

r Bn+1
r

u0 u1 u2 un−1 un
un+1

· · · · · ·
N N N N N N N

Fig. 6.3 – Calcul d’une série temporelle de Br, connaissant B0
r et un, grâce à l’opérateur N .

Le but de ce travail est de retrouver une série temporelle du champ de vitesse à la surface

du noyau capable de reproduire au mieux une série temporelle du champ magnétique radial à

la surface du noyau observée depuis la surface de la Terre (§2.1.1) grâce au modèle dynamique

(6.4). Ceci est réalisable en utilisant une méthode d’assimilation variationnelle de données.

Apport par rapport aux méthodes existantes

En plus de permettre une familiarisation avec les méthodes d’assimilation variationnelle

de données, cette nouvelle technique de reconstruction des mouvements à la surface du noyau

présente également des intérêts propres, malgré les nombreuses méthodes déja existantes.

Parmi les précédentes études cherchant les mouvements à la surface du noyau pouvant ex-

pliquer une série temporelle d’observations du champ magnétique terrestre, trois types de trai-

tement du comportement temporel du mouvement recherché sont rencontrés. Les méthodes les

plus radicales recherchent un mouvement stationnaire sur la période de temps considérée [e.g.

Voorhies, 1986b; Waddington et al., 1995], ceci principalement car cette hypothèse permet de

lever l’indétermination des mouvements, au même titre que les hypothèses géostrophiques ou

toröıdales 3 [Voorhies et Backus, 1985]. Il apparâıt néanmoins que cette hypothèse est trop forte

3. Voir chapitre 2.
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et ne permet pas d’expliquer convenablement les observations, même sur des périodes de temps

relativement courtes, de l’ordre de 10 ans [Jackson, 1997]. Cette hypothèse est en effet incompa-

tible avec celle du flux gelé [Gubbins et Kelly, 1996; Love, 1999]. D’autres études, comme celle

présentée dans le chapitre 3, calculent des mouvements indépendants les uns des autres, pour

différents instants de la série temporelle [voir aussi, par exemple, Pais et Hulot, 2000; Le Huy

et al., 2000]. D’autres méthodes, enfin, prennent explicitement en compte le comportement tem-

porel du mouvement recherché, soit en cherchant un mouvement de base uniformément accéléré

au cours de la période temporelle étudiée [Voorhies, 1995], soit en cherchant un mouvement

qui évolue le moins possible au cours de la période considérée [Jackson, 1997], ou encore, en

cherchant un mouvement stationnaire dans un repère en rotation [Holme et Whaler, 2001].

La méthode proposée ici permet évidemment de chercher un mouvement dépendant du

temps, en laissant le choix de fixer ou non des contraintes supplémentaires sur son évolution

temporelle. Son intéret par rapport aux méthodes existantes tient néanmoins surtout dans le

fait que les mouvements recherchés ne sont pas indépendants les uns des autres, dans le sens

où le champ magnétique prédit par le mouvement d’un pas de temps donné est utilisé pour la

reconstruction du mouvement au pas de temps suivant. À l’inverse, avec les méthodes tradition-

nelles [e.g. Jackson, 1997; Pais et Hulot, 2000, ainsi que les chapitres 3 et 5 de ce manuscrit],

c’est uniquement le champ magnétique observé qui est utilisé pour reconstruire les mouvement

aux différents pas de temps. Ainsi une structure dynamique stable dans le temps qui n’est ja-

mais retrouvée car l’erreur de prédiction qu’elle engendre reste toujours dans la marge tolérée

ne pourra jamais être détectée (figure 6.4a). En revanche, une méthode cherchant une série

cohérente de mouvements pourra la détecter, l’erreur de prédiction étant propagée et finissant

par dépasser la limite autorisée (figure 6.4b). L’application d’une méthode d’assimilation va-

riationnelle de données permettrait ainsi de reconstituer une série temporelle de mouvements

qui soit cohérente avec toute la série temporelle des observations, ce qui, à notre connaissance,

n’est pas possible avec les autres méthodes 4. Ces séries temporelles cohérentes seraient très

intéressantes pour raffiner les études sur les oscillations de torsion et les jerks présentées dans le

chapitre 5.

Notons, pour finir, que cette méthode permet aussi d’introduire facilement la diffusion ho-

rizontale du champ magnétique à la surface du noyau 5. Ceci peut par exemple permettre de

rechercher, en plus du champ de vitesse, une estimation de la diffusivité électrique du noyau.

6.2 Implémentation de la méthode

Nous montrons ici comment reconstruire, à l’aide d’une méthode d’assimilation variationnelle

de données, les termes de forçage u permettant d’expliquer l’évolution temporelle observée d’une

4. Signalons cependant que certaines méthodes cherchant un mouvement temporellement constant reposent sur

le même principe de ((série)) cohérente, tout en employant un formalisme différent [entre autres, Voorhies, 1986a;

Bloxham, 1989].

5. Gubbins [1996] propose une méthode pour prendre la diffusion en compte dans les reconstructions des

mouvements de la surface du noyau. Elle n’a pour l’instant pas été mise en pratique.
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Fig. 6.4 – Intérêt d’une méthode dont les champs de vitesse successifs ne sont pas indépendants

les uns des autres. En (a), une structure persistante systématiquement non-décelée par l’inver-

sion peut conduire à une erreur de prédiction toujours dans la marge de tolérance. En (b), les

erreurs sont propagées, conduisant ainsi à une erreur inacceptable.

quantité φ, connaissant le mécanisme par lequel l’évolution de φ est influencée par u :

φn+1 = N (φn,un). (6.5)

Les modifications du champ magnétique radial par les mouvements du fluide à la surface du

noyau constituent une illustration géophysique d’un tel phénomène.

6.2.1 Principe général

Puisque l’on recherche la série temporelle des termes de forçage permettant de rendre compte

au mieux des observations, il est nécessaire de quantifier l’écart entre les valeurs de φ observées

et celles prédites par les termes de forçage considérés, en introduisant une fonction coût. Comme

avec la méthode spectrale de reconstruction des mouvements à la surface du noyau (chapitre 2),

le but est de minimiser le plus possible cette fonction coût. La manière dont cette minimisation

est effectuée est en revanche différente, les termes de forçage u étant ajustés itérativement afin

de faire diminuer la fonction coût.

Ainsi, à partir d’un choix initial a priori des valeurs des termes de forçage aux différents

pas de temps, le modèle dynamique direct (6.4) est intégré, fournissant une série temporelle des

valeurs de φ prédites. La fonction coût correspondant à ce choix initial des termes de forçage

est évaluée. L’intégration de modèles adjoints au modèle direct permet de calculer le gradient
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de cette fonction coût en fonction des différents paramètres ajustables du modèle, que sont

les différents termes de forçage (ce calcul est détaillé dans le paragraphe suivant (§6.2.2). Ces

derniers sont modifiés selon ce gradient, de manière à faire diminuer la fonction coût. Le modèle

direct (6.4) est intégré de nouveau avec les nouvelles valeurs des termes de forçage, ce qui permet

de calculer la nouvelle valeur de la fonction coût, dont le gradient est réévalué grâce à l’intégration

des modèles adjoints. Ce processus est réitéré jusqu’à ce qu’un minimum soit atteint. La figure

6.5 schématise ce processus.

Différentes méthodes d’optimisation peuvent être employées pour déterminer comment mo-

difier les termes de forçage à partir de la connaissance du gradient de la fonction coût. Dans

ce qui suit, nous employerons une méthode de gradient conjugué ainsi qu’une méthode de plus

grande pente, plus simple, pour certains tests.

Contrairement à la méthode spectrale qui détermine directement le minimum global de la

fonction coût, cette méthode itérative peut ne trouver qu’un minimum local de celle-ci 6. Afin de

caractériser la pertinence du minimum atteint, il est possible de tester plusieurs choix initiaux

a priori des paramètres ajustables. En contrepartie, cette méthode permet de s’intéresser à des

systèmes dynamiques complexes, non-inversibles par des méthodes plus traditionnelles.

6.2.2 Calcul du gradient de la fonction coût grâce aux modèles adjoints

Dans le cas où le modèle dynamique décrit l’évolution temporelle des paramètres que l’on

souhaite ajuster, le gradient de la fonction coût peut être calculé grâce à l’opérateur adjoint

de l’opérateur linéaire tangent N ′ du modèle dynamique considéré, du type φn+1 = N ′(φn)

[e.g. Huang et Yang, 1996]. Nous montrons maintenant que dans le cas où l’on souhaite ajuster

des termes de forçage, dont l’évolution temporelle n’est pas contrainte, deux modèles adjoints

interviennent dans le calcul du gradient de la fonction coût.

Le but recherché est de minimiser la norme du gradient de la fonction coût ||∇J || par rapport

aux différents paramètres ajustables u. Pour une fonction coût de la forme :

J =
1

2

nmax∑

n=1

(
φn − φn

obs)
T (φn − φn

obs

)
, (6.6)

nmax étant l’indice du dernier pas de temps de la série (tnmax = nmax∆t), la relation suivante

peut être obtenue :

[∇J(u)]T δu =

nmax∑

n=1

(φn − φn
obs)

T δφn, (6.7)

φn
obs représentant les observations et φn les prédictions des paramètres de contrôle au pas de

temps n.

6. La fonction coût de la méthode spectrale, qui est une méthode d’inversion linéaire, n’a en effet qu’un seul

minimum, alors que la fonction coût associée à la méthode d’assimilation de données, qui est une méthode

d’inversion non-linéaire, peut avoir plusieurs minima locaux.



6.2 Implémentation de la méthode 103
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Fig. 6.5 – Principe général de la méthode d’assimilation variationnelle de données mise en

place. Les paramètres ajustables sont les différents termes de forçage (u dans notre cas), les

paramètres de contrôle les quantités observées (φ), ε est le critère d’arrêt, fixé a priori, des

itérations d’optimisation.

Il est possible d’exprimer les perturbations des paramètres de contrôle δφ en fonction des

perturbations imposées aux paramètres ajustables δu grâce à l’opérateur linéaire tangent. Celui-

ci exprime en effet les répercussions au pas de temps n + 1 d’une perturbation des différents

paramètres du modèle au pas de temps n. Dans le modèle dynamique considéré (6.4), N dépend

de φn et de un. Deux opérateurs linéaires tangents L et M peuvent ainsi être introduits,

exprimant respectivement l’influence d’une variation δφn de la quantité considérée et d’une

variation δu des termes de forçage :

δφn+1 =
∂N (φn,un)

∂φn δφn +
∂N (φn,un)

∂un
δun, (6.8)

δφn+1 = Lδφn + Mδun. (6.9)

Une perturbation de φ au pas de temps n+1 résulte de la perturbation de φ au pas de temps n

et de la perturbation de u à ce même pas de temps n. Puisque δφn dépend lui-même de δφn−1

et de δun−1, on peut par récurrence exprimer la perturbation des paramètres de contrôle à un
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pas de temps donné δφn produite par une modification des différents paramètre ajustables δu :

δφn = L(φn−1,un−1)δφn−1 + M(φn−1,un−1)δun−1

= L(φn−1,un−1)L(φn−2,un−2)δφn−2 + L(φn−1,un−1)M(φn−2,un−2)δun−2

+ M(φn−1,un−1)δun−1

(6.10)

δφn = L(φn−1,un−1)L(φn−2,un−2)L · · · L(φ1,u1)M(φ0,u0)δu0

+ L(φn−1,un−1)L(φn−2,un−2)L · · · L(φ2,u2)M(φ1,u1)δu1

+ · · ·

+ L(φn−1,un−1)M(φn−2,un−2)δun−2

+ M(φn−1,,un−1)δun−1

(6.11)

δφn =
∑n−1

l=0

(
∏l+1

j=n−1 L(φj ,uj)
)

M(φl,ul)δul. (6.12)

En insérant la formule de récurrence (6.11) dans l’expression (6.7) du gradient de la fonction

coût, on obtient

[
∂J

∂un

]T
δun = (φn+1 − φn+1

obs )TM(φn,un)δun

+ (φn+2 − φn+2
obs )TL(φn+1,un+1)M(φn,un)δun

+ (φn+3 − φn+3
obs )TL(φn+2,un+2)L(φn+1,un+1)M(φn,un)δun

+ · · ·

+ (φnmax − φnmax

obs )TL(φnmax−1,unmax−1)L · · · L(φn+1,un+1)M(φn,un)δun

(6.13)

ou encore

∂J
∂un = MT (φn,un)(φn+1 − φn+1

obs )

+ MT (φn,un)LT (φn+1,un+1)(φn+2 − φn+2
obs )

+ MT (φn,un)LT (φn+1,un+1)LT (φn+2,un+2)(φn+3 − φn+3
obs )

+ · · ·

+ MT (φn,un)LT (φn+1,un+1)LT · · · LT (φnmax−1,unmax−1)(φnmax − φnmax

obs )

(6.14)

∂J
∂un =

∑nmax

l=n+1 M
T (φn,un)

(
∏l−1

j=n+1 L
T (φj ,uj)

)

(φl − φl
obs), (6.15)

qui exprime le gradient de la fonction coût par rapport aux paramètres ajustables grâce aux

opérateurs adjoints LT et MT des opérateurs linéaires tangents L et M.

Le calcul du gradient de la fonction coût est ainsi possible grâce à des intégrations successives

des deux modèles adjoints ADL et ADM associés aux opérateurs LT et MT :

ADL : φn−1
ad = LT (φn−1,un−1) φn

ad, (6.16)

ADM : un−1
ad = MT (φn−1,un−1) φn

ad, (6.17)
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où φn
ad représente le vecteur des variables adjointes associé au vecteur φ au pas de temps n et uad

est la variable adjointe associée à u. Pratiquement, le calcul du gradient de la fonction coût se

fait en initialisant les variables adjointes φnmax

ad aux valeurs de (φnmax −φnmax

obs ). L’intégration de

ADM durant un pas de temps, de nmax à nmax−1 permet d’obternir la valeur de ∂J/∂unmax−1.

Les variables adjointes φad sont ensuites calculées au pas de temps nmax − 1 par l’intégration

de ADL pendant un pas de temps et par l’ajout de (φnmax−1 − φnmax−1
obs ) aux valeurs obtenues.

Une nouvelle intégration de ADM fournira ∂J/∂unmax−2. Ces opérations sont ensuite répétées

jusqu’au premier pas de temps. La figure 6.6 résume cette procédure.

(φnmax − φnmax

obs )

ADM

∂J

∂unmax−1
= MT (φnmax−1,unmax−1)(φnmax − φnmax

obs )

ADL

LT (φnmax−1,unmax−1)(φnmax − φnmax

obs )

+ (φnmax−1 − φnmax−1
obs )

ADM

∂J

∂unmax−2
= MT (φnmax−2,unmax−2)LT (φnmax−1,unmax−1)(φnmax − φnmax

obs )

+MT (φnmax−2,unmax−2)(φnmax−1 − φnmax−1
obs )

ADL

LT (φnmax−2),unmax−2)LT (φnmax−1,unmax−1)(φnmax − φnmax

obs )

+LT (φnmax−2,unmax−2)(φnmax−1 − φnmax−1
obs )

+ (φnmax−2 − φnmax−2
obs )

∂J

∂u0

Fig. 6.6 – Principe de calcul du gradient de la fonction coût par rapport aux différents paramètres

de contrôle grâce aux intégrations successives des modèles adjoints ADL et ADM.

Dans le cas où l’on souhaite utiliser une fonction coût plus évoluée que celle de (6.6), afin

par exemple de donner des poids différents aux différentes composantes du désaccord prédit par
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le modèle, les variables adjointes devront être initialisées et complétées à chaque pas de temps

par la fonction adéquate. Ainsi, pour une fonction coût

J =
1

2

nmax∑

n=1

(φn − φn
obs)

TC1(φ
n − φn

obs), (6.18)

la matrice C1 étant symétrique, la variable adjointe est initialisée par

φnmax

ad = CT
1 (φnmax − φnmax

obs ). (6.19)

Il est également possible d’imposer des conditions sur u par l’intermédiaire de la fonction coût.

Dans ce cas, il est nécessaire de rajouter cette contribution au gradient obtenu par l’intégration

des modèles adjoints. Si la fonction coût est de la forme

J =
1

2

nmax∑

n=1

(φn − φn
obs)

TC1(φ
n − φn

obs) +
λ

2

nmax−1∑

n=0

(u)TC2(u), (6.20)

les composantes finales du gradient de la fonction coût s’obtiennent par :

∂J

∂un
=

(
∂J

∂un

)

adjoints

+ λ C2u
n, (6.21)

(∂J/∂un)adjoints étant la composante du gradient due au désaccord entre les valeurs de φ prédites

et observées (équation (6.15)), λ C2u
n, la composante due au non-respect des conditions im-

posées 7 par la matrice C2 sur le modèle u.

6.2.3 Expression des modèles adjoints dans un cas unidimensionnel

Afin de tester facilement le comportement de la méthode d’assimilation variationnelle de

données décrite précédemment, nous l’appliquons à un problème parabolique unidimensionnel,

présentant des similarités avec les modifications du champ magnétique radial à la surface du

noyau décrite par l’équation (6.1) :

∂φ

∂t
= −u

∂φ

∂x
+ Pe∇2φ, (6.22)

Pe étant le nombre sans dimension de Peclet qui caractérise le rapport entre les modifications

de φ dues à de diffusion et celles dues à l’advection par le champ de vitesse u. Le milieu est

considéré périodique (x ∈ [0; 2π[). Cette équation peut représenter par exemple la concentration

φ d’un traceur dans un tube à essai torique capable de tourner autour de son axe de symétrie.

Cette concentration évolue sous l’action des mouvements du tube et par diffusion. Le but est

de retrouver l’histoire des mouvements du tube à essai à partir de mesures de la concentration

dans le tube.

7. C2 peut permettre, par exemple, d’imposer des conditions sur la forme du spectre de u ou encore d’imposer

la condition de mouvement tangentiellement géostrophique.
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L’approximation de la dérivée temporelle de (6.22) est faite à l’aide d’une différence finie du

premier ordre :
∂φ

∂t
=

φn+1 − φn

∆t
, (6.23)

où ∆t est le pas de temps utilisé et φn la valeur de la concentration au pas de temps n. Le temps

physique t et l’indice n du pas de temps sont reliés par t(n) = n∆t.

Par analogie avec les reconstructions des mouvements du fluide à la surface du noyau, nous

utilisons des décompositions spectrales des différentes variables du problème. Nous utilisons

pour cela des séries de Fourier, du fait de la géométrie choisie. La concentration φn(x) peut ainsi

s’écrire :

φn(x) = φ0,n +

kmax∑

k=1

(

φk,n
c cos kx + φk,n

s sin kx
)

, (6.24)

kmax étant le degré de troncature, c’est-à-dire le mode ayant la plus petite longueur d’onde

utilisée dans cette décomposition, φk,n
c et φk,n

s les coefficients du mode k de la décomposition

spectrale de φ au pas de temps n. De même :

un(x) = u0,n +

kmax∑

k=1

(

uk,n
c cos kx + uk,n

s sin kx
)

. (6.25)

Le terme d’advection de (6.22) est un terme non-linéaire impliquant, dans le cas général,

des couplages entre les différents modes 8. Cela n’est pas le cas si la vitesse u est constante

spatialement. Nous étudions ainsi successivement le cas linéaire, plus simple, où le tube à essai

est indéformable (la vitesse est uniforme spatiallement), puis le cas non-linéaire, plus général,

dans lequel le tube à essai est déformable (la vitesse du tube à essai n’est alors pas uniforme).

Modèles adjoints dans le cas linéaire

Dans le cas où la vitesse u du tube est la même partout (un = un
0 ), la combinaison des

équations (6.22), (6.23) et (6.24) permet d’aboutir à kmax systèmes discrets, indépendants les

uns des autres :






φk,n+1
c − φk,n

c

∆t
= − k unφk,n

s − Pe k2φk,n+1
c

φk,n+1
s − φk,n

s

∆t
= k unφk,n

c − Pe k2φk,n+1
s

, ∀ k ∈ {1,kmax} , (6.26)

le laplacien du terme de diffusion étant calculé au pas de temps n+1. Quelques réarrangements

permettent de réecrire le système (6.26) sous la forme






φk,n+1
c =

1

1 + Pe k2∆t

(

φk,n
c − unk∆tφk,n

s

)

φk,n+1
s =

1

1 + Pe k2∆t

(

φk,n
s + unk∆tφk,n

c

)
. (6.27)

8. Dans ce qui suit, les termes non-linéaire et linéaire sont employés en référence au terme d’advection du

problème direct qui fait intervenir, ou non, des couplages entre les différents modes de Fourier de u et φ.
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Dans ce cas unidimensionnel linéaire, il est facile d’exprimer analytiquement les opérateurs

linéaires tangents L et M du système dynamique discret (6.27) :




δφk,n+1

c

δφk,n+1
s



 =
1

1 + Pe k2∆t




1 −unk∆t

unk∆t 1





︸ ︷︷ ︸

L




δφk,n

c

δφk,n
s



+
1

1 + Pe k2∆t




−k∆tφk,n

s

k∆tφk,n
c





︸ ︷︷ ︸

M

[δun] .

(6.28)

Les opérateurs adjoints associés LT et MT intervenant dans ADL et ADM peuvent ainsi être

eux aussi facilement explicités :

ADL :




φk,n−1

c ad

φk,n−1
s ad



 =
1

1 + Pe k2∆t




1 un−1k∆t

−un−1k∆t 1





︸ ︷︷ ︸

LT




φk,n

c ad

φk,n
s ad



 , (6.29)

ADM :
[
un−1

ad

]
=

1

1 + Pe k2∆t

[

−k∆tφk,n−1
s k∆tφk,n−1

c

]

︸ ︷︷ ︸

MT




φk,n

c ad

φk,n
s ad



 . (6.30)

Modèles adjoints dans le cas non-linéaire

Dans le cas général où la vitesse n’est pas uniforme le long de tout le tube à essai, il existe un

terme non-linéaire NL couplant les différents modes dans le système dynamique direct discret :






φk,n+1
c =

1

1 + Pe k2∆t

(

φk,n
c + k∆t (NL)k,n

c

)

φk,n+1
s =

1

1 + Pe k2∆t

(

φk,n
s + k∆t (NL)k,n

s

)
. (6.31)

Les composantes (NL)k,n
c et (NL)k,n

s du terme non linéaire terme sont définies par

(NL)k,n
c =

{

un ∂φn

∂x

}k

c

et (NL)k,n
s =

{

un ∂φn

∂x

}k

s

, (6.32)

le terme non-linéaire s’exprimant lui-même

(NL)n =

(

u0,n +

kmax∑

k=1

(

uk,n
c cos kx + uk,n

s sin kx
)
)(

kmax∑

k=1

(

φk,n
s cos kx − φk,n

c sin kx
)
)

. (6.33)

Du fait des nombreux modes susceptibles d’intervenir dans le calcul d’une composante du

terme non-linéaire, le calcul de celui-ci se fait dans l’espace physique. Ceci implique de calculer

le champ de vitesse u et la dérivée spatiale de la concentration ∂φ/∂x dans l’espace physique

au moyen d’une transformée de Fourier inverse, de multiplier entre eux les deux champs ainsi

obtenus puis de calculer la décomposition de ce produit dans l’espace spectral grâce à une trans-

formée de Fourier. Du fait de cette procédure, il n’est pas possible d’exprimer analytiquement
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les opérateurs linéaires tangents de ce modèle dynamique, ni les opérateurs adjoints qui en

découlent. Ceux-ci peuvent en revanche être calculés grâce à un codage ligne à ligne à partir

des programmes implémentant les modèles linéaires tangents [pour plus de détails, voir Huang

et Yang, 1996; Giering et Kaminski, 1998]. Cette procédure rend possible la mise en place de

méthode d’assimilation variationnelle de données pour des problèmes physiques modélisés par

des modèles dynamiques complexes.

6.2.4 Comportement de la méthode

Les principales caractéristiques de la méthode d’assimilation variationnelle de données sont

explorées grâce à sa mise en place pour le cas unidimensionnel présenté ci-dessus (§6.2.3). La

plupart des essais sont effectués avec l’implémentation du cas linéaire, mise en place en premier.

L’implémentation du cas non-linéaire est principalement utilisée afin de vérifier la validité de

l’algorithme avant son application au calcul des mouvements de la surface du noyau.

Implémentation pratique

L’algorithme complet mis en place pour la résolution du cas linéaire est détaillé dans l’annexe

de ce chapitre (§6.4). Un seul mode k est utilisé puisque dans ce cas chaque mode est indépendant

des autres. La méthode d’optimisation détaillée dans l’annexe est une méthode de gradient

conjugué non-linéaire [e.g. Shewchuk, 1994].

Afin de tester cet algorithme, des observations synthétiques sont générées par le système

dynamique direct (6.27) avec des vitesses imposées. La figure 6.7 présente les observations ainsi

générées avec une vitesse u constante et une vitesse u oscillante au cours du temps (les autres

paramètres utilisés sont détaillés dans la légende de la figure).

En partant d’une série temporelle de vitesse initiale aléatoire, la méthode converge bien

vers la solution exacte (figure 6.8) pour les deux séries observées présentées dans la figure 6.7.

Pour ces premiers tests une méthode d’optimisation de plus grande pente 9, plus simple que la

méthode de gradient conjugué détaillée dans l’algorithme, est utilisée.

La figure 6.9 montre l’évolution de la fonction coût en fonction du nombre d’itérations

d’optimisation effectuées. La fonction coût J décrôıt dans un premier temps puis se stabilise

à un niveau seuil du fait des erreurs d’arrondis numériques. La figure 6.8a confirme qu’après

500000 itérations, le seuil de la fonction coût étant atteint, la série temporelle de vitesse est

retrouvée de manière très satisfaisante.

Dans le cas unidimensionnel non-linéaire, la structure générale de l’algorithme reste la même

que dans le cas linéaire, seules les procédures de calcul du modèle dynamique direct et des

modèles adjoints sont modifiées (voir l’annexe de ce chapitre, §6.4, pour les détails). Dans ce cas,

9. Après chaque intégration de l’ensemble modèle direct-modèles adjoints, u est modifié dans la direction du

gradient de la fonction coût : u = u − γ∇J (nous utilisons γ = 2 · 10−1, déterminé empiriquement comme étant

la plus grande valeur possible pour que la méthode converge).
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Fig. 6.7 – Évolution temporelle de φ le long du tube à essai torique (“observations”) au cours

de 50 pas de temps dans les cas où (a) u = 1 et (b) u = cos(10−1t). Le modèle dynamique direct

est intégré à partir de la condition initiale φ(0) = cos 3x avec un pas de temps ∆t = 10−1 et un

nombre de Peclet Pe = 10−1.
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Fig. 6.8 – Convergence de la méthode d’assimilation variationnelle de données dans le cas

unidimensionnel linéaire : séries temporelles (a) constante et (b) oscillante correctement re-

trouvées après 500000 itérations d’optimisation avec une méthode simple de plus grande pente

(∆t = 10−1, Pe = 10−1). Les “observations” utilisées sont celles présentées dans la figure 6.7.
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0 1e+05 2e+05 3e+05 4e+05 5e+05
Nombre d’itérations

10
−30

10
−25

10
−20

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

F
on

ct
io

n 
co

ût
 J

Fig. 6.9 – Évolution de la fonction coût J en fonction du nombre d’itérations d’optimisation

(mêmes paramètres que ceux de la figure 6.8a).

il peut exister des points pour lesquels la vitesse ne peut pas être retrouvée : les points de la grille

spatiale pour lesquels ∇φ = 0. En effet, pour un tel point de la grille, le calcul du gradient de la

fonction coût par rapport à la vitesse en ce point est nul (ad un
x = ∂J/∂un

x = (∇φ)n
x ad NLn

x = 0,

voir §6.4). La vitesse en ce point pour le pas de temps concerné ne sera donc jamais modifiée au

cours des différentes itérations d’optimisation 10. En dehors de ces points particuliers, la méthode

d’assimilation variationnelle de donnée converge bien vers la solution (figure 6.10).

Choix initial des paramètres ajustables

Le choix initial a priori des paramètres ajustables influence de plusieurs manières la conver-

gence de la méthode. Du fait de la recherche itérative du minimum de la fonction coût, la solution

est retrouvée correctement à condition de ne pas partir de valeurs trop éloignées de cette so-

lution. Dans le cas contraire la méthode peut converger vers un minimum local différent de la

solution réelle. Toutefois, la vitesse de convergence de la méthode d’optimisation ne semble pas

liée à l’écart entre le choix initial de vitesse et la solution réelle.

Par ailleurs, au cours des itérations d’optimisation, les paramètres ajustables peuvent prendre

des valeurs pour lesquelles le problème numérique direct n’est pas stable, en raison du traitement

explicite des termes non-linéaires et de la condition de stabilité qui en découle 11. Dans ce cas la

méthode ne converge évidemment pas vers la solution réelle. Il existe également certains choix

10. Cette indétermination ponctuelle des mouvements dans ce cas unidimensionnel est l’équivalent de l’indétermi-

nation concernant les mouvements parallèles aux iso-ζ des zones ambiguës dans les reconstruction de mouvements

à la surface du noyau basées sur les hypothèses du flux gelé et des mouvements tangentiellement géostrophiques

(§2.1.2).

11. Dans le cas unidimensionnel linéaire cela se produit par exemple quand on part d’un choix initial de vitesse

constant u ≥ 1.2, les autres paramètres étant similaires à ceux de la figure 6.8a.



112 Une méthode pour le futur : l’assimilation variationnelle de données

0 2 4 6
x

−1

−0.5

0

0.5

1

Vitesse à retrouver
Choix initial de vitesse
Vitesse retrouvée
φ

0 2 4 6
x

−1

−0.5

0

0.5

1

Vitesse à retrouver
Choix initial de vitesse
Vitesse retrouvée, t=0
Vitesse retrouvée, t=9∆t  
φ, t=0
φ, t=9∆t

(a) (b)

Fig. 6.10 – Convergence de la méthode d’assimilation variationnelle de données dans le cas

unidimensionnel non-linéaire. (a) Cas d’une vitesse constante spatialement, au premier pas de

temps de la série temporelle. Les points où la vitesse n’est pas correctement retrouvée sont les

point où le gradient de φ est nul (lignes verticales). (b) Cas d’une vitesse oscillante spatialement

pour deux pas de temps de la série temporelle. Dans les deux cas, les “observations” sont générées

avec une vitesse constante temporellement, durant 10 pas de temps (∆t = 10−1, Pe = 10−1).

L’optimisation est faite grâce à la méthode de plus grande pente pendant 500000 itérations

initiaux de vitesse qui ne permettent pas la convergence vers la solution alors qu’un choix initial

très légèrement différent le permet.

Lors de l’utilisation d’une telle méthode à un cas réel dont la solution est inconnue, il semble

donc important de tester plusieurs choix initiaux des paramètres ajustables et de comparer les

minima de la fonction coût atteints dans les différents cas. Ceci en raison du caractère non-

linéaire du problème étudié.

Influence de la méthode d’optimisation employée

La vitesse de convergence de la méthode peut être grandement améliorée en utilisant une

méthode d’optimisation plus efficace que la méthode de la plus grande pente, par exemple une

méthode de gradient conjugué non-linéaire [e.g. Press et al., 1986; Shewchuk, 1994]. À partir

du gradient de la fonction coût, cette méthode permet de déterminer la direction dans laquelle

modifier les paramètres ajustables, cette direction étant indépendante des directions utilisées

lors des itérations d’optimisation précédentes. Une minimisation linéaire dans cette direction

permet de déterminer les nouvelles valeurs des paramètres ajustables à partir desquelles une

nouvelle direction, indépendante de la précédente, est déterminée. Cette procédure est répétée

jusqu’à ce que la norme euclidienne du gradient de la fonction coût ait suffisamment diminué 12.

Les détails techniques de cette méthode d’optimisation sont présentés dans l’algorithme du cas

12. Les itérations d’optimisation ont lieu jusqu’à ce que le critère de convergence εgc, fixé a priori, soit atteint.
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unidimensionnel linéaire (§6.4).

La figure 6.11 illustre l’amélioration apportée par la méthode du gradient conjugué par

rapport à la méthode de plus grande pente pour des séries temporelles de différentes longueurs.

Le nombre d’itérations dans le cas du gradient conjugué est la somme du nombre d’itérations

de la boucle d’optimisation générale, permettant de déterminer les directions de minimisation,

et des itérations d’optimisation linéaires dans la direction déterminée (voir §6.4). Dans tous les

cas, la convergence est meilleure et plus rapide avec la méthode du gradient conjugué.
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Fig. 6.11 – Valeur de la fonction coût en fonction du nombre d’itérations d’optimisation avec

les méthodes de la plus grande pente et du gradient conjugué pour des séries temporelles de 50,

100, 150 et 200 pas de temps (vitesse à retrouver u = 1 pour tous les pas de temps, choix initial

u = 0.9 pour tous les pas de temps, ∆t = 10−1, Pe = 10−1). Le critère d’arrêt de l’optimisation

par gradient conjugé εgc est fixé à 10−20.

Assez logiquement, on remarque également que le nombre d’itérations nécessaires pour satis-

faire le critère d’arrêt augmente en fonction du nombre de pas de temps de la série temporelle à

reconstituer. Le critère d’arrêt peut également être défini en imposant la poursuite des itérations

tant que la fonction coût n’est pas inférieure à une valeur seuil au lieu d’attendre comme nous le

faisons ici que la norme du gradient de la fonction coût ait suffisamment diminué comme suggéré

par Shewchuk [1994]. Dans tous les cas, la valeur optimale du critère de convergence εgc change

avec les différents paramètres utilisés (longueur de la série temporelle, choix de vitesse initial)

et doit être déterminé empiriquement par des essais avec différentes valeurs.
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Influence de la forme de la fonction coût sur la vitesse de convergence

En étudiant plus en détail la manière dont le choix initial de vitesse est modifié, on observe

que les premiers pas de temps corrigés sont ceux du début de la série temporelle (proches de

t = 0). Au fil des itérations d’optimisation, le nombre de pas de temps correctement corrigés

augmente jusqu’à ce que toute la série temporelle soit retrouvée (figure 6.12). Les derniers pas de

temps de la série sont de ce fait retrouvés avec une précision inférieure à celle des premiers pas de

temps, même lorsque le seuil de la fonction coût a été atteint. Cette propagation de l’ajustement

dans la série temporelle est compréhensible. En effet, un mauvais choix de la vitesse au premier

pas de temps u0 perturbe les paramètres de contrôle du pas de temps suivant φ1, qui va lui

même perturber les paramètres de contrôle du pas de temps ultérieur φ2, et ainsi de suite.

Ainsi, ce mauvais choix du paramètre ajustable du premier pas de temps perturbe toute la série

temporelle des paramètres de contrôle et intervient de ce fait dans toutes les contributions à la

fonction coût. À l’inverse, un mauvais choix du paramètre ajustable de l’avant-dernier pas de

temps unmax−1 ne perturbe que les paramètres de contrôle φnmax du dernier pas de temps. Il

est donc logique que |∂J/∂u0| > |∂J/∂unmax−1| au début des itérations d’optimisation et que

u0 soit modifié prioritairement. La figure 6.13 montre les valeurs des différentes composantes du

gradient de la fonction coût avant la première itération d’optimisation.

Afin d’améliorer la convergence de la méthode, en particulier pour les derniers pas de temps

de la série temporelle, il est possible de modifier la forme de la fonction coût. Nous définissons

ainsi une nouvelle fonction coût :

J =
1

2

nmax∑

n=1

(
φn − φn

obs)
T n(φn − φn

obs

)
. (6.34)

Cette fonction est appelée fonction coût 2 dans les figures 6.15 et 6.14, qui montrent que la

vitesse de convergence et la convergence elle-même sont améliorées. Une recherche systématique

de la meilleure fonction coût possible n’a pas été menée. Signalons tout de même que l’utilisation

d’une puissance de n plus élevée dans la formule (6.34) améliore la convergence pour les derniers

pas de temps mais déteriore celle des premiers pas de temps de la série 13. La convergence peut

évidemment aussi être améliorée en diminuant le critère d’arrêt εgc. Néanmoins les tous derniers

points de la série temporelle sont toujours retrouvés avec une précision inférieure à celle des

points précédents.

Cette modification de la fonction coût permet une réduction non négligeable du nombre

d’itérations d’optimisation. Pour une série temporelle de 200 pas de temps, le nombre d’itérations

est ainsi réduit d’un ordre de grandeur (figure 6.15), tout comme le temps de calcul. Cette

amélioration n’est évidemment pas négligeable.

13. Lors de l’emploi d’une telle fonction coût, il convient d’adapter la taille des pas d’optimisation déterminés

empiriquement pour la fonction coût initiale, en les divisant par nmax, n2

max... suivant la forme de la fonction

coût choisie. Dans le cas contraire, la convergence peut ne pas avoir lieu, les pas d’optimisation trop grands ayant

conduit à des paramètres ajustables pour lesquels le problème direct est instable.
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Fig. 6.12 – Évolution de la série temporelle des paramètres ajustables u retrouvés en fonction

du nombre d’itérations d’optimisation (vitesse à retrouver u = 1 pour les 50 pas de temps, choix

initial de vitesse u = 0.9 pour tous les pas de temps, méthode d’optimisation de la plus grande

pente).
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Fig. 6.13 – Norme des différentes composantes du gradient de la fonction coût J avant la première

itération d’optimisation (paramètres identiques à ceux de la figure 6.12).
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Fig. 6.14 – Amélioration de la convergence pour les derniers pas de temps de la

série temporelle par l’emploi d’un fonction coût modifiée. Fonction coût 1 : J =
1
2

∑nmax

n=1

(
φn − φn

obs)
T (φn − φn

obs

)
, fonction coût 2 : J = 1

2

∑nmax

n=1

(
φn − φn

obs)
T n(φn − φn

obs

)
(vi-

tesse à retrouver u = 1 pour les 200 pas de temps de la série, choix initial de vitesse u = 0.9

pour tous les pas de temps, εgc = 10−20, ∆t = 10−1, Pe = 10−1).

0 50 100 150 200
Nombre de pas de temps

1e+02

1e+03

1e+04

1e+05

1e+06

N
om

br
e 

d’
ité

ra
tio

ns

Fonction coût 1
Fonction coût 2

Fig. 6.15 – Amélioration de la vitesse de convergence par l’emploi d’une fonction coût modifiée :

nombre d’itérations d’optimisation pour satisfaire le critère de convergence εgc = 10−20 avec la

méthode du gradient conjugué en fonction de la longueur de la série temporelle à reconstituer

(vitesse à retrouver u = 1 pour tous les pas de temps, choix initial de vitesse u = 0.9 pour tous

les pas de temps, ∆t = 10−1, Pe = 10−1).
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Évolution de la solution en fonction du critère de convergence

Pour finir, nous étudions l’évolution de la solution en fonction de la valeur du critère de

convergence εgc. En effet, nous avons pour l’instant utilisé une valeur très faible de ce paramètre,

ce qui impose de nombreuses itérations d’optimisation. Ceci est possible avec notre problème uni-

dimensionnel, mais sera probablement plus délicat dans le cas bidimensionnel, chaque itération

demandant alors un temps de calcul beaucoup plus important.

Ce critère de convergence εgc, qui définit quand arrêter les itérations d’optimisation, peut

être défini de différentes manières. Nous utilisons ici la définition donnée dans l’algorithme du

problème unidimensionnel linéaire (§6.4) : l’optimisation se poursuit tant que |∇J |2/|∇J0|
2 >

εgc, |∇J0| étant la norme quadratique initiale du gradient de la fonction coût. Il est également

possible d’utiliser le rapport J/J0, ou même J lui-même. Ce choix n’influence pas la solution

finale, à condition de choisir une valeur du seuil εgc adaptée.

La figure 6.16 montre l’allure de la solution pour différentes valeurs du critère de convergence

εgc. Les pas de temps les plus récents de la série temporelle sont toujours les plus longs à

converger vers la solution exacte, bien que la fonction coût 2 ait été utilisée ici. Pour une valeur

donnée du critère de convergence, la méthode du gradient conjugué donne un résultat plus

satisfaisant que la méthode de la plus grande pente, sauf pour de très faibles valeurs de εgc.

À εgc = 10−10 la solution fournie est tout à fait satisfaisante 14. Un autre point en faveur de

la méthode d’optimisation du gradient conjugué vient du nombre d’itérations nécessaires afin

d’obtenir une solution satisfaisante. La figure 6.17 montre en effet qu’avec cette méthode, le

nombre d’itérations n’augmente que lentement quand εgc augmente, ce qui n’est pas le cas avec

la méthode de la plus grande pente. Ainsi, pour obtenir une solution satisfaisante, il faut 170 fois

moins d’itérations avec la méthode du gradient conjugué qu’avec celle de la plus grande pente.

6.3 Perspectives

Les résultats de cette étude préliminaire sont très prometteurs. La méthode d’assimilation

variationnelle de données étudiée semble bien adaptée au calcul des mouvements à la surface du

noyau. Les séries temporelles de mouvements qui seraient ainsi obtenues à partir des observations

satellitaires permettraient d’étudier, entre autres, les oscillations de torsion ou le lien entre les

jerks et les mouvements avec une résolution temporelle et une cohérence meilleures que celles

des études présentées dans le chapitre 5.

Les perspectives de cette méthode d’assimilation de données ne se limitent néanmoins pas

au raffinement des techniques de calcul des mouvements à la surface du noyau. Cette méthode

pourrait en effet donner accès à des phénomènes profonds du noyau en étant utilisée avec des

modèles numériques de la géodynamo.

Des séries temporelles d’observations magnétiques pourraient également être inversées dans

un contexte de dynamo cinématique, le schéma d’intégration successive des deux modèles ad-

14. Ce qui correspond à |∇J |/|∇J0| = 10−5.
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Fig. 6.16 – Évolution de la solution en fonction de la valeur du critère d’arrêt des itérations

d’optimisation εgc avec la méthode du gradient conjugué (colonne de gauche) et la méthode de

la plus grande pente (colonne de droite). La fonction coût 2 est utilisée (voir figure 6.14), les

autres paramètres sont identiques à ceux de la figure 6.8.
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Fig. 6.17 – Nombre d’itérations nécessaires pour satisfaire le critère de convergence εgc avec les

méthodes d’optimisation du gradient conjugé et de la plus grande pente (paramètres identiques

à ceux de la figure 6.16). Une solution satisfaisante est obtenue après 892 itérations avec le

gradient conjugué (εgc = 10−10) et 150228 itérations avec la méthode de la plus grande pente

(εgc = 10−12).

joints développé dans le paragraphe 6.2.2 s’appliquant directement. Cette technique devrait

ainsi permettre d’inverser une dynamo cinématique. Il serait par exemple intéressant de cher-

cher quelles sont les contraintes imposées par les observations magnétiques actuelles sur les

prolongements en profondeur des mouvements à la surface du noyau.

Il est également envisageable de contraindre des modèles complets de géodynamo par des

observations magnétiques ou par des mouvements à la surface du noyau grâce à une méthode

d’assimilation variationnelle de données. Dans ce cas, l’évolution dynamique de ces deux quan-

tités est contrainte par le modèle dynamique direct. De ce fait, le champ de vitesse à la surface

ne devrait plus être incorporé comme un paramètre ajustable mais comme un paramètre de

contrôle, au même titre que le champ magnétique. Bien que les paramètres de ces dynamos

numériques soient encore éloignés des paramètres réels, cette assimilation de données permet-

trait peut-être de faire ressortir des processus participant à la génération et à la modification

du champ magnétique terrestre actuel.
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6.4 Annexes

Algorithme complet du cas unidimensionnel linéaire

Initialisation de u :

u = uguess initial

Lecture des observations φobs

Initialisation de φc et φs pour t = 0

φ0
c = φ0

obs

φ0
s = φ0

obs

Première intégration du modèle direct et calcul de la fonction coût J

α = 1
1+Pe k2∆t

J = 0

n = 0

while (n < (nmax − 1))

φn+1
c = α(φn

c − unk∆t φn
s )

φn+1
s = α(φn

s + unk∆t φn
c )

J = J +
(
φn+1

c − φn+1
c obs

)2
+
(
φn+1

s − φn+1
s obs

)2

n = n + 1

end

Intégration des modèles adjoints pour le calcul du gradient de la fonction coût ∇J

φc ad = 0

φs ad = 0

n = nmax

while (n > 0)

ad φc = ad φc + (φn
c − φn

c obs)

ad φs = ad φs + (φn
s − φn

s obs)

∂J/∂un−1 = αk∆t (−φn−1
s ad φc + φn−1

c ad φs)

ad φc = α(ad φc + un−1k∆t ad φs)

ad φs = α(−un−1k∆t ad φc + ad φs)

n = n − 1

end

} ADM
}

ADL

Minimisation de J par une méthode de gradient conjugué

ν0 = (∇J)T∇J

ν = ν0

d = −∇J

δd = dT d

i = 0

Boucle d’optimisation générale (méthode de Polak-Ribière)

while ((i < imax) & ((ν/ν0) > εgc))

γ = γ0 (fixé a priori)

σ = −γ

η = (∇J)T d

j = 0
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Boucle d’optimisation linéaire (méthode de la sécante)

while ((j < jmax)) & (γ2δd > εlin))

u = u + γ d

Intégration du modèle direct et calcul de la fonction coût J

J = 0

n = 0

while (n < (nmax − 1))

φn+1
c = α(φt

c − unk∆t φt
s)

φn+1
s = α(φt

s + unk∆t φt
c)

J = J + (φn+1
c − φn+1

c obs)
2 + (φn+1

s − φn+1
s obs)

2

n = n + 1

end

Intégration des modèles adjoints pour le calcul de ∇Jnew

ad φc = 0

ad φs = 0

n = nmax

while (n > 0)

ad φc = ad φc + (φt
c − φt

c obs)

ad φs = ad φs + (φt
s − φt

s obs)

(∂J/∂ut−1)new = αk∆t (−φn−1
s ad φc + ad φn−1

c φs)

ad φc = α(ad φc + ut−1k∆t ad φs)

ad φs = α(−ut−1k∆t ad φc + ad φs)

n = n − 1

end

} ADM
}

ADL

Calcul de la taille du pas γ de l’optimisation linéaire

ηnew = (∇Jnew)T d

γ = σ ηnew/(ηnew − η) méthode de la sécante pour la minimisation linéaire

σ = −γ

η = ηnew

j = j + 1

end

Calcul de la nouvelle direction d selon laquelle u sera modifié

rnum = (∇Jnew)T (∇Jnew −∇J) (Polak-Ribière)

rden = (∇J)T∇J

β = max (rnum/rden, 0) (pour garantir la convergence de la méthode de Polak-Ribière)

if (mod (i, nmax) = 0) β = 0 (car il n’y a que nmax directions indépendantes)

d = −∇Jnew + β d

δd = dT d

∇J = ∇Jnew

ν = (∇J)T∇J

i = i + 1

end
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Algorithmes des modèles adjoints dans le cas unidimensionnel non-linéaire

Nous présentons ici l’algorithme du calcul du modèle dynamique direct et des deux modèles

adjoints dans le cas unidimensionnel non-linéaire. Les algorithmes des modèles linéaires tangents

servant à coder les modèles adjoints sont aussi présentés. La structure générale du programme

est la même que dans le cas linéaire. Par commodité, nous utilisons l’indice k pour signifier

toutes les composantes de la variable concernée dans le domine spectral et l’indice x pour toutes

les valeurs de la variable sur la grille physique. F représente la transformée de Fourier et F−1

la transformée de Fourier inverse (calculées grâce à des algorithmes transformées de Fourier

rapides).

Modèle direct

un
x = F−1(un

k)

k = 0

while (k < kmax)

(∇φ)k,n
c = kφk,n

s

(∇φ)k,n
s = −kφk,n

c

k = k + 1

end

(∇φ)n
x = F−1 ((∇φ)n

k)

NLn
x = un

x × (∇φ)n
x

NLn
k = F(NLn

x)

k = 0

while (k < kmax)

φk,n+1
c = α(φk,n

c − k∆t (NL)k,n
c )

φk,n+1
s = α(φk,n

s − k∆t (NL)k,n
s )

k = k + 1

end

Modèle linéaire tangent L

un
x = F−1(un

k)

k = 0

while (k < kmax)

δ(∇φ)k,n
c = kδφk,n

s

δ(∇φ)k,n
s = −kδφk,n

c

k = k + 1

end

δ(∇φ)n
x = F−1 (δ(∇φ)n

k)

δNLn
x = un

x × δ(∇φ)n
x

δNLn
k = F(δNLn

x)

k = 0

while (k < kmax)

δφk,n+1
c = α(δφk,n

c − k∆t (δNL)k,n
c )

δφk,n+1
s = α(δφk,n

s − k∆t (δNL)k,n
s )

k = k + 1

end

Modèle linéaire tangent M

δun
x = F−1(un

k)

k = 0

while (k < kmax)

(∇φ)k,n
c = kφk,n

s

(∇φ)k,n
s = −kφk,n

c

k = k + 1

end

(∇φ)n
x = F−1 ((∇φ)n

k)

δNLn
x = δun

x × (∇φ)n
x

δNLn
k = F(δNLn

x)

k = 0

while (k < kmax)

δφk,n+1
c = −αk∆t (δNL)k,n

c

δφk,n+1
s = −αk∆t (δNL)k,n

s

k = k + 1

end
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Modèle adjoint ADL

un−1
x = F−1(un−1

k )

ad NLn−1
k = α k ∆t ad φn

k

ad NLn−1
x = F−1(ad NLn−1

k )

ad (∇φ)n−1
x = un

x ad NLn−1
x

ad (∇φ)n−1
k = F(ad (∇φn−1

x )

k = 0

while (k < kmax)

ad φk,n−1
c = −k ad (∇φ)k,n−1

c + α ad φk,n
c

ad φk,n−1
s = k ad (∇φ)k,n−1

s + α ad φk,n
s

k = k + 1

end

Modèle adjoint ADM

k = 0

while (k < kmax)

(∇φ)k,n−1
c = kφk,n−1

s

(∇φ)k,n−1
s = −kφk,n−1

c

k = k + 1

end

(∇φ)n
x = F−1 ((∇φ)n

k)

ad NLn−1
k = −α k ∆t ad φn

k

ad NLn−1
x = F−1(ad NLn−1

k )

ad un−1
x = (∇φ)n−1

x × ad NLn−1
x

ad un−1
k = F(ad un−1

x )

k = 0

while (k < kmax)

∂J/∂uk,n−1
c = ad uk,n−1

c

∂J/∂uk,n−1
s = ad uk,n−1

s

k = k + 1

end
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Comme nous l’avons vu tout au long de ce manuscrit, il n’est pas facile de tirer des conclu-

sions au sujet de la dynamique du noyau. En particulier, les reconstructions des mouvements

à la surface du noyau restent, même à l’heure des satellites magnétiques, très imprécises. Au

cours des travaux présentés, nous avons toujours tenté d’évaluer le niveau d’incertitude présent

dans les modèles obtenus, même si cette évaluation est elle-même très délicate. Finalement, les

conclusions viennent plus de la convergence des résultats obtenus par des études indépendantes

que des seules reconstructions des mouvements à la surface du noyau.

Dans un premier temps, nous avons utilisé le modèle magnétique de Jackson et al. [2000],

qui synthétise des observations magnétiques effectuées au cours des 400 dernières années, pour

tester et comparer deux méthodes de reconstruction. Les résultats obtenus sont encourageants.

Les résultats fournis par ces deux méthodes indépendantes sont effectivement assez semblables,

ce qui, en plus de valider la méthode de calcul de chacune d’elles, tend à montrer que la variation

séculaire du champ magnétique est en assez bon accord avec les différentes hypothèses nécessaires

à ces inversions. Cette comparaison montre également que la méthode spectrale est tout aussi

valable que la méthode locale, tout en étant beaucoup plus rapide et agréable à utiliser. Le

calcul des mouvements à la surface du noyau par la méthode spectrale ne demande en effet que

quelques secondes alors qu’il faut deux jours de travail pour arriver au même résultat avec la

méthode locale. De ce fait, seule la méthode spectrale a été utilisée dans la suite du manuscrit.

Nous avons ensuite utilisé des modèles géomagnétiques obtenus avec des observations satel-

litaires afin d’estimer les mouvements actuels à la surface du noyau. La résolution spatiale de

ces modèles étant bien meilleure que celle des modèles utilisant uniquement des observations

terrestres, il était possible d’espérer obtenir ainsi une image haute résolution de la dynamique

à la surface du noyau. Malheureusement, le champ magnétique crustal masquant les petites

échelles du champ principal, les petites échelles du mouvements restent elles aussi invisibles. Les

modèles de mouvements obtenus sont néanmoins un peu plus détaillés que les modèles antérieurs.

Cette étude a également mis en avant la nécessité de modifier la procédure de détermination

des mouvements, l’erreur d’observation de la variation séculaire n’étant plus la principale cause

d’incertitudes. Enfin, une étude détaillée de ces incertitudes nous a permis d’estimer l’amplitude

des erreurs présentes dans le modèle proposé et de faire ainsi ressortir les structures dynamiques

les plus fiables à la surface du noyau. Il s’agit d’un courant équatorial vers l’ouest sous l’Océan

atlantique et deux vortex anticycloniques situés respectivement sous l’Amérique du Nord et

au sud-est du continent africain. Une circulation cyclonique sous l’Océan pacifique nord est

également envisageable.
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Les modèles des mouvements historiques et actuels ont finalement été comparés aux résultats

d’autres études observationnelles, expérimentales et numériques. La confrontation du modèle des

mouvements actuels que nous avons obtenu avec les modèles d’autres équipes fait ressortir que

les structures les plus fiables apparaissent dans quasiment toutes les reconstructions, quelles que

soient les hypothèses sur la nature du mouvement utilisées.

Partant de ces structures de surface, il apparâıt que les mouvements dans le noyau ne sont

probablement pas organisés en colonnes axiales parfaitement rigides. Il semble par ailleurs exis-

ter une dissymétrie entre les hémisphères atlantique et pacifique. Cette dissymétrie peut résulter

d’une convection localisée, plus active dans l’hémisphère atlantique. Les mouvements étant par-

ticulièrement mal contraints près des pôles, il nous est impossible de tirer des conclusions sur la

dynamique à l’intérieur du cylindre tangent.

À partir de la série temporelle des mouvements historiques, nous avons étudié la partie

des mouvements à la surface qui pourrait correspondre à des mouvements du fluide en cy-

lindres axiaux rigides. La composante temporellement stable de ces mouvements présente des

caractéristiques semblables aux mouvements de ce type observés dans des simulations de convec-

tion en rotation rapide et de dynamo : une alternance de bandes alternativement progrades et

rétrogrades, la bande équatoriale étant prograde. Nous avons également mis en évidence la

présence d’oscillations temporelles de ces mouvements rigides. Ces oscillations peuvent être la

trace d’oscillations de torsion susceptibles d’apparâıtre en présence de champ magnétique. Il

faudrait néanmoins évaluer plus précisément les marges d’erreurs associées à cette composante

des modèles de mouvements avant de pouvoir affirmer catégoriquement leur présence.

Enfin, revenant à des caractéristiques moyennes et donc, nous l’espérons, mieux contraintes,

nous avons montré que l’évolution temporelle de l’amplitude moyenne de la pression constitue

en excellent indicateur des événements rapides que sont les jerks. Ceci nous a également amené

à développer une nouvelle approche permettant de caractériser globalement ces événements

rapides.

Finalement, nous avons mis en place les bases d’une méthode d’assimilation variationnelle

de données qui pourrait être utilisée pour étudier le noyau terrestre. Après avoir développé

théoriquement le schéma de calcul nécessaire, nous l’avons appliqué à un cas unidimensionnel.

Les résultats préliminaires ainsi obtenus sont très positifs. L’application aux calculs des mouve-

ments à la surface du noyau de la méthode développée ici devrait permettre d’obtenir des séries

temporelles de mouvements à la surface du noyau qui soient plus cohérentes que celles résultant

du calcul de mouvements indépendants les uns des autres utilisées au cours de nos autres études.

Les travaux présentés ouvrent ainsi de nombreuses perspectives pour des recherches futures.

L’application de la méthode d’assimilation de données permettrait tout d’abord de raffiner les

études utilisant la série temporelle des mouvements historiques (mouvements rigides temporelle-

ment stables, oscillations de torsions, jerks...). Elle pourrait également permettre d’utiliser les ob-

servations satellitaires continues déja effectuées et à venir. Il serait par exemple particulièrement

intéressant de suivre de cette manière les modifications se produisant dans les mouvements lors

du prochain jerk.

Des études pourraient également être menées afin de chercher à comprendre pourquoi l’am-
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plitude de la pression est maximale au moment d’un jerk et remonter ainsi au mécanisme qui

les génère. Une piste serait d’étudier l’évolution de l’amplitude de la pression dans des simula-

tions de convection en rotation rapide et de dynamo. Si des variations similaires à celles mises

en évidence à la surface du noyau sont visibles, il serait intéressant de chercher si elles se tra-

duisent, dans les dynamos numériques, par des variations du champ magnétique analogues aux

jerks. Pour cela, la méthode d’analyse globale de ces phénomènes présentée dans ce manuscrit

serait tout à fait appropriée.

Enfin, les perspectives de la méthode d’assimilation de données ne se limitent pas au calcul

des mouvements à la surface du noyau. Il serait en effet probablement très instructif, comme nous

l’avons déja évoqué, de tenter d’inverser des dynamos cinématiques ou encore de contraindre

des dynamos complètes avec des observations du champ magnétique ou des reconstructions

des mouvements à la surface du noyau. Ceci ne permettrait probablement pas de résoudre

complètement ((l’énigme de la dynamo terrestre)), mais pourrait néanmoins aider à faire un pas

dans cette direction.
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Jault, D., C. Gire, et J.-L. Le Mouël (1988). Westward drift, core motions and exchanges of

angular momentum between core and mantle. Nature 333, 353–356.
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Le Huy, M., M. Mandea, J.-L. Le Mouël, et A. Pais (2000). Time evolution of the fluid flow at

the top of the core. Geomagnetic jerks. Earth Planets Space 52, 163–173.
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Annexe A

Génération des champs synthétiques

aléatoires

Les champs magnétiques et les mouvements synthétiques utilisés dans ce manuscrit sont

tous générés aléatoirement de manière à ce que leur spectre d’énergie suivent un spectre choisi

a priori.

A.1 Petites échelles du champ magnétique

Des petites échelles synthétiques du champ magnétique ont été générées afin d’évaluer l’am-

plitude de la variation séculaire non-modélisée (§4.2) et les artefacts créés par les troncatures des

champs magnétique et de vitesse (§4.3) dans les inversions utilisant des observations satellitaires.

La forme du spectre de ces petites échelles est choisie de manière à prolonger la décroissance

exponentielle du champ principal à la surface de la Terre. Les petites échelles doivent ainsi suivre

le spectre d’énergie :

WB(n) = W 0
B exp(−kn) avec W 0

B = 1.35 · 10−8 nT2 et k = 1.31, (A.1)

les constantes W 0
B et k ayant été déterminées par une régression sur les degrés 2 à 13 du spectre

d’énergie du champ magnétique moyen utilisé conjointement à la variation séculaire différentielle

(§4.1.2). Puisque par ailleurs,

WB(n) = (n + 1)
n∑

m=0

(
(gm

n )2 + (hm
n )2
)

= (n + 1) (2n + 1) (gn)2, (A.2)

le coefficient de Gauss moyen gn de chaque degré du prolongement synthétique doit suivre

gn =

√

(gn)2 =

√

W 0
B exp(−kn)

(n + 1) (2n + 1)
(A.3)

afin que le champ suive le spectre défini par (A.1).
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Cherchant un champ aléatoire, nous tirons au hasard chaque coefficient du prolongement dans

une distribution normale centrée dont l’écart-type est égal au coefficient de Gauss moyen gn du

degré considéré. La figure 4.8a montre les spectres d’énergie de cinq prolongements synthétiques

du champ magnétique ainsi obtenus.

A.2 Mouvements à la surface du noyau

Le processus décrit ci-dessus pour le champ magnétique a également été utilisé pour les

champs de vitesse synthétiques, à la différence que ceux-ci se décomposent en deux parties,

polöıdale et toröıdale, dont les amplitudes sont très différentes. Deux stratégies ont été utilisées,

permettant, soit de contrôler rigoureusement l’amplitude de chacune de ces composantes, soit

d’obtenir un mouvement tangentiellement géostrophique. Pour un tel mouvement les compo-

santes polöıdale et toröıdale ne sont en effet pas indépendantes et le spectre choisi pour l’une

d’entre elle impose le spectre de l’autre.

A.2.1 Mouvements non-géostrophiques

Afin d’évaluer l’amplitude de la variation séculaire non-modélisée induite par les mouve-

ments obtenus avec des modèles magnétiques satellitaires (§4.2), des prolongements synthétiques

indépendants ont été générés pour les composantes polöıdale et toröıdale. Les prolongements très

énergétiques suivent un spectre

WU1(n) = W 0
U1 (A.4)

et les prolongements peu énergétiques

WU2(n) = W 0
U2 n−5. (A.5)

Les constantes W 0
U2 et WU2 sont déterminées, pour chaque composante, de manière à assurer

la continuité des spectres entre les grandes échelles issues de l’inversion et les petites échelles

synthétiques (figure 4.8b).

A.2.2 Mouvements géostrophiques

Les mouvements synthétiques utilisés pour l’étude des artefacts inhérents à la méthode

d’inversion (§3.2.2) et résultant des différentes troncatures (§4.3) doivent être tangentielle-

ment géostrophiques. Pour ces mouvements, les coefficients polöıdaux et toröıdaux ne sont pas

indépendants (les relations existant entre ces coefficients sont détaillés par Gire et Le Mouël

[1990]).

Les mouvements synthétiques utilisés dans le chapitre 3 ont été générés en imposant à la

composante polöıdale le spectre correspondant du mouvement obtenu par la méthode spectrale

pour 1990, puis en divisant les coefficients obtenus par 2, de manière à ce que la composante

toröıdale, plus énergétique que la composante polöıdale, ait une amplitude semblable à celle du

mouvement de 1990 (l’amplitude des polöıdaux est alors deux fois trop faible).
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Pour les mouvements utilisés dans le chapitre 4, nous avons cherché empiriquement le spectre

à imposer à la composante polöıdale pour que les grandes échelles de la composante toröıdales

soient du même ordre de grandeur que celles du mouvement satellitaire cohérent et que les

petites échelles de cette composante aient un spectre plat (((mouvement à petites échelles très

énergétiques))) ou un spectre dont la décroissance soit identique à celle des grandes échelles

du mouvement cohérent (((mouvement à petites échelles moyennement énergétiques))). La figure

4.13 présente les spectres d’énergie de 10 des 200 mouvements ainsi générés.

A.3 Variation séculaire bruitée

La variation séculaire bruitée utilisée dans le paragraphe 3.2.2 est obtenue en ajoutant à

chaque coefficient de la variation séculaire parfaite un bruit aléatoire représentant statistique-

ment une fraction β fixée de celui-ci :

g̃m
n = ġm

n + α β |ġm
n |, (A.6)

où ġm
n et g̃m

n représentent l’un des coefficients de Gauss des variations séculaires respectivement

parfaite et bruitée et où α est une variable aléatoire suivant une loi normale centrée de variance

1. Dix variation séculaires ont été générée avec

β = {0.02, 0.05, 0.1, 0.15, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50, 0.75, 1}.

Ces variations séculaires bruitées contiennent ainsi un bruit représentant statistiquement 2%,

5%, 9%, 13%, 17%, 23%, 29%, 33%, 43% et 50% de la variation séculaire totale.
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Résumé

Afin d’étudier la dynamique du noyau terrestre, nous reconstruisons les

mouvements à la surface du noyau liquide compatibles avec les obser-

vations du champ magnétique. La similitude des mouvements obtenus

par deux méthodes indépendantes et les résultats de tests synthétiques

confirment la pertinence de ces reconstructions. Deux types d’observa-

tions sont utilisées : des observations terrestres couvrant la période 1590-

1990 et des observations satellitaires haute-résolution récentes. Une série

temporelle des mouvements historiques et un modèle détaillé des mouve-

ments actuels sont obtenus. L’estimation des marges d’erreurs associées

permet d’identifier les structures fiables. Nos reconstructions sont en ac-

cord avec différents phénomènes mis en évidence par des modélisations

3D du noyau. Nous montrons aussi que les jerks géomagnétiques ont

une signature dynamique très nette. Enfin, nous posons les bases d’une

méthode d’assimilation variationnelle de données adaptée à l’étude du

noyau.

Abstract

In order to study the dynamics of the Earth’s outer core, we compute

core surface flows from observations of the main magnetic field. The rele-

vance of these computations is confirmed by the similarities of the flows

obtained with two independent methods and the results of different syn-

thetic tests. Two different kind of observations are used: ground-based

observations for the time period 1590-1990 and recent high-resolution sa-

tellite observations. We thus obtain a time series of the historical flows

as well as a detailed model of the present flow. The evaluation of errors

associated to these flows enable us to identify their reliable features. The

velocity fields we obtain are in good agreement with different phenomena

appearing in 3D-simulations of core dynamics. We also show that geo-

magnetic jerks have an explicit signature in core surface dynamics. In

the last chapter, a variational data assimilation method for the study of

the Earth’s core is introduced.


