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Introduction

Une partie de la physique d’aujourd’hui a entrepris le défi de comprendre les phénomenes
dont la principale caractéristique est de ne pas étre a ’équilibre. Un exemple tres simple
(en apparence) est le phénomene d’hystérésis dans les matériaux magnétiques. Les domaines
magnétiques tendent a s’aligner avec le champ appliqué. Ce dernier dépend du temps, ’ai-
mantation s’adapte donc a chaque instant pour pouvoir le suivre et dissipe ainsi de la chaleur.
Un autre exemple totalement différent, puisque tiré de la biologie, est celui du fonctionne-
ment des cellules. En effet, ces dernieres ne sont pas dans un état d’équilibre puisque toute
sorte de réactions chimiques et de processus mécaniques, assurés respectivement par des
enzymes et des moteurs moléculaires, assurent leur bon fonctionnement.

Cette diversité des phénomenes hors équilibre a donné lieu a différentes approches qu’il
est aujourd’hui difficile d’unifier! alors que la physique de I’équilibre est bien comprise grace
aux concepts de minimisation de 1’énergie libre. Les axes de recherche que proposent les
physiciens sont divers et variés. Par exemple, il est possible d’étudier des systemes hors de
I’équilibre mais assez proche pour mener des études perturbatives. Une autre perspective est
d’étudier spécifiquement des phénomenes loin de I'équilibre et d’en tirer par analogie avec
d’autres systemes des conclusions générales.

Cette these est basée sur cette derniere perspective. Nous présentons deux sujets qui
semblent déconnectés I'un de I'autre. D’un c6té nous abordons la question de systemes com-
portant des 'modes mous’ et sollicités par des champs périodiques. D’un autre coté nous
proposons des réalisations microscopiques de modeles visant a reproduire les phénomenes de
relaxation lente vers I’équilibre (typiquement les verres). Ces deux systémes ont a priori le
seul point commun d’étre loin de leur état d’équilibre. Cette notion de hors équilibre est tout
de méme a relativiser. En effet, dans le premier cas, les phénomenes observés sont périodiques
dans le temps, faisant donc penser a une forme d’équilibre. Nous essaierons alors autant que
possible de donner des outils analytiques permettant de comprendre, voire de prévoir, les
différents comportements susceptibles de se produire. Dans le deuxiéme cas, ces dernieres
années ont montré que des systemes évoluant tres lentement vers leur état d’équilibre pou-
vaient prétendre a des descriptions directement issues de la notion d’équilibre, en particulier a
travers le concept de température, base de toute la thermodynamique que nous connaissons.
Nous aborderons ce genre de discussion a travers des réalisations numériques de modeles
théoriques.

Plus concretement, les deux études de cette these ont le point commun de considérer
des systemes composés de spins, c’est-a-dire de vecteurs intéragissant entre eux avec une
tendance a s’aligner, la température au contraire induisant autant de désordre que possible
(entropie). Pour les systémes soumis & un champ magnétique oscillant (premiere partie),
nous verrons que l'application de ce champ induit des comportements ordonnés tout a fait
non triviaux permettant d’une facon générale de réaliser des outils permettant de modeler

IPour une discussion récente des plus éclairées, voir D. Ruelle, Physics Today, Mai 2004, p. 48.



2 Introduction

la symétrie du probleme. Dans la deuxieme partie, nous verrons qu’une interaction parti-
culiere entre les spins, mélant a la fois désordre gelé et interaction de type champ moyen
(tous les spins intéragissent entre eux), permet de comprendre & la fois des comportements
de dynamique lente et des problemes d’optimisation rencontrés dans certains problemes
mathématiques et numériques.



Premiere partie

Systemes oscillants






Chapitre 1

Problemes a symétries continues

1.1 Motivations

1.1.1 Etat de l’art

L’effet d’'un champ de forces oscillantes sur un systeme a N corps n’est pas un sujet
nouveau. Sans entrer dans les détails, une multitude de systemes dont la principale ca-
ractéristique est d’étre soumis a des forgages oscillants ont été (et le sont toujours) étudiés
autant du point de vue théorique que de ses applications. En voici quelques exemples :
les phénomenes d’hystérésis dans les matériaux magnétiques [22], les comportements de
résonance stochastique [14], les phénomenes de transport par des effets de ‘ratchet’ [4, 12], les
milieux granulaires vibrés [36], les phénomenes de dépiégeage dans les milieux désordonnés
[21], les modeles d’oscillateurs couplés [19],... La nécessité d’étudier ces systemes est indis-
cutable tant du point de vue de I'ingénierie (ex : science des matériaux magnétiques) que du
point de vue des sciences plus fondamentales (ex : dynamique de la modulation du champ
magnétique terrestre), expérimentales (ex : détermination de I’élongation de polymeres par
méthodes magnétiques [10]) et théoriques (ex : transitions de phases hors équilibre). Inci-
demment, ces dernieres années s’est vu développé un regain d’intérét tres dynamique pour
I’étude de ces systemes. En particulier, la littérature sur les phénomenes d’hystérésis des
milieux magnétiques s’est exponentiellement enrichie [1].

La boucle d’hystérésis M — h, ou M est 'aimantation du milieu magnétique et h est
le champ magnétique appliqué, possede la propriété intéressante de devenir asymétrique
par transformation h — —h, M — —M lorsque la fréquence w du champ appliqué devient
grande. Ceci se traduit par une valeur moyenne non nulle de 'aimantation sur une période
du champ (Fig. (1.1)). La raison plutét évidente de ce comportement est que la fréquence
de relaxation du systeme devient petite devant la fréquence du forcage. Ainsi, le systéme
n’arrive plus a suivre les changements de signes du champ appliqué. Il existe donc dans
la plupart des cas une fréquence critique au-dessus de laquelle il se produit une brisure
de symétrie puisque dans le plan M — h les solutions symétriques par rapport a l’origine
du repere sont équiprobables. L’idée naturelle est alors d’introduire un parametre d’ordre
reflétant cette brisure de symétrie, a savoir ) la moyenne de ’aimantation sur une période
complete du champ extérieur, calculée dans le régime stationnaire :

Q= % fmdt (1.1)

Les travaux pour comprendre I’émergence de ce parameétre d’ordre [1] ont débuté sur des
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\

Q=0 Q=0

Fi1G. 1.1 — Brisure de symétrie pour un systéme magnétique soumis a un champ oscillant. A
gauche, l’évolution est quasistatique, Q = 0. A droite, la fréquence du champ est plus élevée ;
le cycle d’hystérésis n’est plus symétrique par rapport a l'origine O du repere. Dans ce cas,
il faut noter que le systeme admet aussi une solution symétrique par rapport a O de celle
présentée.

systémes de type champ moyen [35]. Cette approximation consiste & négliger toute fluc-
tuation spatiale dans le systeme. Il s’est alors avéré que la transition était un artefact du
champ moyen puisque méme dans la limite quasistatique (w — 0) le systéme présentait une
transition dynamique vers une phase décrite par @ # 0 et nous savons que dans cette limite
les processus de nucléation deviennent dominants pour un systéme de dimension finie; ils
permettent alors sous l'effet d’'un champ de renverser I’aimantation dans un temps fini. Les
recherches qui ont suivi ont montré qu’il existait tout de méme de telles transitions dans
des systeémes incorporant les fluctuations [2]. Il faut alors reconnaitre que 'essentiel des
travaux s’est focalisé sur des systemes de type Ising pour lesquels les spins magnétiques ne
peuvent prendre que des valeurs discretes +1 ou —1. Seuls des travaux de D. Dhar et al.
[8] et de M. Rao et. al [28], et plus récemment de S.B. Dutta [11], se sont portés sur le
cas plus général de spins avec symétrie continue. Cette problématique concerne des spins
de type XY (2 composantes de spins) vivant sur un cercle de rayon gy, (up est le magnéton
de Bohr et sera désormais pris égal & 1) ou plus généralement des systémes dits de Heisen-
berg (n composantes) vivant sur une hyper-spheére unité de dimension quelconque n > 2.
Remarquablement, Dhar et Thomas [8] ont montré que dans le cas analytiquement soluble
d'un systéme de spins & N composantes avec N — 0o, I'existence de modes mous! (modes
de Goldstone) perpendiculaires au champ empéchait les spins de s’aligner suivant le champ
et ceci quelque soient la fréquence et 'amplitude du champ appliqué. Par ailleurs, ils ont
aussi mis en évidence qu’une brisure de symétrie apparaissait dans les directions perpendi-
culaires au champ appliqué, i.e. Q1 = 5= §mdt # 0. L'essentiel de nos résultats montre
que ce comportement n’est pas générique pour tout systéme de symétrie O(n) comme ’avait
conjecturé Dhar et. al [9]. En effet, nous allons voir que I’application de champs alternés
peut induire quatre (dont trois ayant une aimantation moyenne non nulle sur une période)
différents types de phases dynamiques que nous décrivons dans le prochain paragraphe.

1Les modes mous sont caractérisés en théorie des champs par une masse nulle. Il faut alors simplement
comprendre que le mouvement le long de ces directions ne demandent aucun travail a fournir. Une image
tres simple de ce phénomeéne est le déplacement d’une bille dans un fond de bouteille. Il faut fournir du
travail pour élever la bille en direction du sommet alors que s’il n’y a pas de frottement, la bille peut tourner
perpétuellement le long de la circonférence.
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1.1.2 Modeler les symétries

Nous avons donc deux situations extrémes décrites plus haut. D’un coté, I’absence de
modes mous conduit des systemes de type Ising a des transitions ayant une aimantation
moyenne non nulle le long du champ appliqué . D’un autre coté, lorsque le nombre de com-
posantes de spins n tend vers l'infini pratiquement toutes les configurations sont perpendi-
culaires au champ ; ainsi, seules des solutions ayant une valeur moyenne non nulle transverse
au champ sont observées . L’idée du travail présenté dans cette partie est d’étudier le cas
intermédiaire pour lequel pourrait avoir lieu une compétition entre des mécanismes tendant
d’un c6té a aligner I'aimantation le long du champ et d’un autre a aligner perpendiculai-
rement au champ. Ainsi, nous allons considérer de fagon générale des systemes de type
XY (n = 2) et de type Heisenberg (n = 3) dans le cas d’interaction ferromagnétique sans
désordre. Nous allons montrer que les systemes XY sont susceptibles de présenter trois
phases distinctes ayant une aimantation moyenne non nulle, a savoir : une phase s’alignant
le long du champ magnétique, une phase s’ordonnant perpendiculairement au champ et une
phase oblique suivant laquelle 'aimantation peut osciller autour de n’importe quel angle
moyen par rapport au champ. Nos résultats concernant le modele de Heisenberg laisse pen-
ser que seule la phase transverse est observée pour ce systeme lorsqu’un seul champ est
appliqué, confirmant la conjecture de Dhar et Thomas lorsque n > 3.

L’objectif sous-jacent de ce travail est de comprendre de facon générale les effets d’un
champ alterné sur un systeme a symétrie continue. L’importance d’une telle compréhension
réside dans le caractére omniprésent des systemes & symétries continues. En effet, divers
systémes sont concernés par ces propriétés comme les cristaux liquides [33], les polymeéres
lamellaires [23], les défauts cristallins, les conducteurs ferromagnétiques [38], etc... A ce
sujet, il est surprenant de constater que dans le cas du ferromagnétisme, il a fallu attendre
les années 1990 pour voir apparaitre les premieres expériences de transition hors-équilibre
en présence de champs magnétiques dépendant du temps [15, 17, 32].

Nous verrons qu’une fois compris les mécanismes d’ordre liés a la présence de ces champs
alternés, il est possible de les utiliser pour changer la symétrie du systeme permettant ainsi
a partir d’'un systeme initial de construire physiquement des modeles ayant des symétries
différentes. Par exemple, nous verrons qu’a partir d’un systéme Heisenberg de symétrie O(3),
nous pouvons obtenir des systémes XY de symétrie O(2). Une situation tres intéressante est
celle du XY en dimension d = 2. En effet, ce modele est connu pour subir une transition de
type Kosterlitz-Thouless caractérisée par la présence de défauts (vortex de spins), appariés
a basse température et qui se séparent a 'approche de la température critique. L’aiman-
tation n’est pas un parametre d’ordre car elle est nulle pour toute température non nulle.
Remarquablement, I'application de champs alternés a suffisamment haute fréquence permet
alors d’induire une aimantation spontanée de valeur moyenne non nulle dans la direction
du champ. Cet effet peut alors se comprendre comme 'induction d’une anisotropie dans le
milieu. Nous verrons aussi que le jeu de plusieurs champs bien choisis permet d’obtenir a
partir de O(3) une symétrie Ising Z5, montrant la polyvalence de I’outil des champs alternés.

Etant donnée la pauvreté des concepts et des méthodes dans le domaine des forcages
alternés, notre discussion se scinde essentiellement en deux chapitres. Le premier chapitre
correspond a la discussion générale des phénomenes observables et des méthodes que nous
avons employées pour mettre en évidence ces phénomenes. A chaque moment nécessaire, ce
chapitre renvoie sur une partie du second chapitre (les annexes) exclusivement consacré a la
partie technique de ces méthodes. Cette division nous semble indispensable pour la clarté
de notre discours.
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1.2 Stratégies

Malgré 'intérét théorique et expérimental du sujet des sollicitations alternées, il est tout
a fait surprenant de constater la pauvreté des méthodes que nous avons a notre disposition.
La raison est essentiellement due & 'impossibilité d’écrire la distribution a priori des états
stationnaires sans avoir préalablement résolu la dynamique. Ce constat est particulierement
vrai pour les problemes & symétrie continue puisqu’a ’heure d’aujourd’hui, aucune méthode
générale ne permet d’attaquer d’emblée n’importe quel probleme. Seulement récemment,
Dutta [11] a proposé une théorie des champs effective permettant de prévoir certains com-
portements dans des limites que nous préciserons a la fin de ce chapitre. Cependant, nous
verrons que la phénoménologie obtenue par Dutta semble a priori incompatible avec certains
de nos résultats exacts.

Afin de comprendre notre contribution a ce sujet, il est nécessaire en premier lieu d’ex-
pliquer quelle a été notre stratégie pour développer autant que possible des méthodes ana-
lytiques fiables pour aborder ces problemes. Premierement, comme le modele XY se situe
en quelque sorte a la frontiere des systémes de symétrie Ising et ceux de symétrie O(n),
nous avons étudié et résolu ce modele dans 'approximation champ moyen. Ces résultats
sont développés dans la section suivante. Constatant la richesse du diagramme des phases
de ce modele, nous avons réalisé des simulations numériques du modele XY a dimension finie
pour lequel nous avons obtenu des diagrammes de phases tout aussi riches. Nous avons alors
développé plusieurs méthodes d’approximation permettant de comprendre ’émergence des
différentes phases. Pour résumer, ces méthodes que nous traitons apres ’étude du champ
moyen sont les suivantes :

Développement basse température : cette méthode permet d’écrire aux premiers ordres
en la température un systeme fermé d’équations concernant 1’évolution temporelle de
la moyenne des angles d’Euler correspondant aux degrés de liberté orientationnels des
spins, et des fluctuations autour de ces angles. Elle permet entre autres de mettre en
évidence le mécanisme d’orientation le long du champ.

Arguments adiabatiques : dans la limite des faibles fréquences et des faibles amplitudes
de champ dans des proportions telles que ’aimantation ne suit pas simplement le
champ oscillant par phénomenes de nucléation, i.e. h/w est constant, une approxima-
tion adiabatique permet de comprendre le phénomene de sélection transverse mise en
évidence par Dhar et. al [8].

Approximation de Hartree : cette méthode permet de prendre en compte une partie
des contributions non linéaires du Hamiltonien par une approximation quadratique.
Elle permet de traiter le délicat probleme du XY en deux dimensions et semble étre
un candidat idéal pour le développement d’une méthode générale pour déterminer les
différentes phases du probléme.

Développement hautes fréquences : pour finir, nous donnons des arguments liés & un
développement hautes fréquences permettant de prévoir le comportement lors de I'ap-
plication de plusieurs champs. Cette méthode semble tres prometteuse du point de vue
de l'ingénierie des symétries d’un systeme.

Commencons donc notre étude par I’approximation champ moyen permettant aussi d’in-
troduire ’essentiel des principes qui sous-tendent notre travail.
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1.3 Etude du XY en champ moyen

1.3.1 Dynamique de Langevin

N
D’un point de vue général, un systéme ferromagnétique de spins 5; sans désordre est
décrit par un hamiltonien, ou de fagon équivalente, une énergie d’interaction donnée par :

J — —
By = H =~ (Z) S;.S; (1.2)
2y

ou (i,7) indique que nous considérons seulement les plus proches voisins. Ainsi, 2d est le
nombre de voisin et d est la dimension spatiale dans laquelle sont plongés les spins. Les spins
5 sont des vecteurs ayant n composantes, dont la longueur est soit fixée & 1 (spins durs),
ou peut fluctuer a I'intérieur d’un potentiel mou de la forme :

B = S0P - 1) (13)

J est ’énergie d’interaction magnétique que nous prenons désormais égale a 1 de telle fagon
que les températures sont prises en référence & J = 1. En outre, nous prenons tout le long
de ce manuscrit le facteur de Boltzmann kg égal a 1.

L’étude a I’équilibre de ces systémes est maintenant tres bien comprise gréace a la théorie
des champs méme si parfois quelques subtilités subsistent [3]. Le sont moins les propriétés
dynamiques lorsque nous appliquons un champ extérieur périodique. Dans ce cas, il faut
rajouter dans ’énergie un terme de champ du type :

E,=- cos(wt)ﬁ. Z §: (1.4)

Aucune méthode générale n’est bien définie pour décrire le systéme suivant les parametres
de contréle n, d, ||E)H, w et la température T'. Incidemment, il faut étudier spécifiquement
la dynamique de ces systemes. Le choix le plus naturel de dynamique est la dynamique de
Langevin. Dans la limite fortement dissipative, I’équation d’évolution temporelle d’un spin
§; dont les composantes sont S, o =1, ..., n, est alors donnée par :

. OF
S?:_asg + (1.5)
ou n¢ est un bruit blanc gaussien de variance 2T. L’énergie E est la somme de (1.2), (1.4)
et éventuellement de (1.3). Dans le cas de spins durs, la longueur est fixée par un multipli-
cateur de Lagrange®. La limite fortement dissipative néglige tout effet d’inertie, se prétant
donc bien a la description de phénomenes ferromagnétiques. En effet, pour ces systemes, le
phénomene d’inertie est dissipé par interactions avec les autres degrés de liberté du réseau
cristallin (phonons). Il est donc d’usage d’intégrer ces degrés de liberté et de les considérer
comme un bain thermique. Cependant, il est possible de prendre en compte des termes de
précession résultant de ces effets d’inertie. Ceci conduit a des phénomenes différents de ceux
que nous traitons mais tout aussi intéressants [7]. Enfin, il n’est pas inutile de rappeler que
les phénomenes de précession de spin unique sont tres étudiés dans le domaine de la RMN.

2Numériquement, la simulation de ces équations de Langevin dans le cas de ’spins durs’ consiste sim-
plement & intégrer pas & pas les équation (1.5) avec une renormalisation de la longueur des spins & 1 apres
chaque pas de temps.
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h(t) y

F1c. 1.2 — Deux types de spins peuvent étre considérés. Des spins 'durs’ (schéma de gauche)

pour lesquels la norme est fixrée a 1 (les cercles sont des cercles unité). Le spin S a un
seul degré de liberté. Des spins ‘'mous’ (droite) dont la norme peut fluctuer autour de 1; la
longueur du spin est un degré de liberté supplémentaire.

Spin ’dur’ : ordre par le désordre

Considérons le présent modele a température nulle pour des spins de type XY vivant sur
un cercle. En passant en coordonnées polaires, les équations d’évolution de I’angle 6; (Fig.
(1.2)) des spin ¢ sont données par :

. 1 .
0; = —3 ; sin(g; — 0;) — hcos(wt) cos 0; (1.6)

Ce systeme d’équation admet toujours une solution suivant laquelle ’ensemble des spins
se meuvent en phase, i.e. §; = 6 Vi. En outre, numériquement nous observons que les
solutions inhomogenes tendent de toute maniere a s’homogénéiser. Incidemment, les termes
d’interaction deviennent nuls et le systeme se résume a une équation de spin unique valable
pour toute géométrie, i.e. pour tout d :

0 = —h cos(wt) cos 0 (1.7)

Cette équation admet une infinité de solution de la forme :

6(t) = 2 arctan (e_(hSi“(‘”t)/w+k)) T

. (1.8)

ou k peut prendre n’importe quelle valeur sur R. Ainsi, & température nulle, toute solu-
tion oscillant autour de n’importe quel angle est autorisée. Remarquablement, au contraire
du cas sans champ, ces solutions ne sont reliées par aucune symétrie continue. Seules les
symétries discretes § — —6 et § — m — 6 survivent. Dans le cas n > 2, un sous-groupe de
symétrie supplémentaire survit : par exemple, lorsque n = 3, les spins évoluent suivant un
angle azimuthal 6 comme dans (1.7) et un angle équatorial ¢ constant. Ainsi, des solutions
avec un méme k mais des angles équatoriaux différents sont reliés par une symétrie O(2).
La généralisation a n quelconque est immédiate. Par conséquent la discussion suivante est
valable pour toute géométrie et pour n’importe quel nombre de composantes de spins n > 2.

Dans des situations comme celles-ci, c’est-a-dire lorsque des solutions a température nulle
ne sont reliées entre elles par aucune symétrie, des fluctuations thermiques ou quantiques
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sélectionnent généralement un sous-ensemble de ces solutions (& moins bien str que les
fluctuations soient trop fortes pour qu'un ordre quelconque apparaisse). Ce phénomeéne est
communément appelé ordre par le désordre [37] puisque ce sont les fluctuations qui sont
responsables de la réduction du nombre de solutions. D’un point de vue pratique, si a basse
température nous préparons le systeme dans une des multiples solutions de température
nulle, celle-ci diffusera lentement vers une solution particuliére : une perturbation séculiére
agit sur des échelles de temps beaucoup plus petites que la fréquence de vibration.

Avant de considérer 'effet d’'un bain thermique conduisant & la sélection de solutions
particulieres, il est tres instructif d’étudier le cas de spins 'mous’. En effet, nous allons
voir que dans ce cas, une solution particuliere transverse au champ est déja sélectionnée a
température nulle.

Spins 'mous’ : sélection a température nulle

Considérons maintenant le cas de spins mous a température nulle et étudions le cas par-
ticulier du modele XY. De la méme fagon que précédemment, la discussion est valable pour
n’importe quelle géométrie et n’importe quel nombre de composantes de spins. Les solutions
homogenes du systeme vérifient maintenant un systeme d’équations dont les inconnues sont
I'angle 6 et la norme M de S (Fig. (1.2)) :

M = M + hcos(wt)sinf — AM(M? — 1)
M6 h cos(wt) cos 0 (1.9)

Procédons alors & un développement des solutions en 1/A représentant la dureté du potentiel
(plus A est grand, plus le potentiel est dur, c’est-a-dire plus il contraint le spin & étre de
norme unité). A 'ordre dominant, M(t) est donné par M (t) = 1 + (1 + hcos(wt)sin6)/2A.
Reportons cette solution dans I'équation d’évolution de 6(¢) et perturbons une solution
particuliere 6y(t) du cas ’spin dur’. Considérons alors 6(t) = 6y(t) + a(t) . Nous pouvons
montrer (voir annexe A) qu’a chaque période «a(t) gagne une quantité non nulle :

w h2 t
——— @ dtcosby(t dt’ sin 6 (¢ 1.10
A o(t) [ dt'sindy(e) (1.10)
olt ¢ indique que l'on intégre sur une période du champ. . Pour se convaincre que ce terme
n’est pas nul, il suffit de considérer la limite des fréquences infinies. En effet, dans cette
limite, 6y ne dépend plus du temps et vaut par exemple ). Cette quantité vaut alors :

wh?

2Aw

sin €2 cos (1.11)

Nous voyons donc que lorsque I’aimantation initiale se trouve dans le premier (Q € [0,7/2])
et troisieme quadrant (2 € [7, 37/2]), «(t) a tendance a diminuer & chaque période et inverse-
ment pour les autres quadrants. Ainsi, la solution symétrique par rapport au plan équatorial
est sélectionnée dans ce cas. Par ailleurs, numériquement nous avons vérifié exhaustivement
que le systeme d’équations (1.9) conduisait systématiquement & une solution transverse au
champ magnétique. Par conséquent, a température nulle, lorsque les spins ont un degré
de liberté supplémentaire sur leur longueur, quelque soit la force du potentiel contraignant
ce degré de liberté, le systeme présente quatre solutions particulieres situées dans le plan
équatorial (donc transverses au champ appliqué) reliées entre elles par une symétrie discrete
0 — —0 et 8 — w—0. Par ailleurs, remarquons que le terme séculiére est bien adapté puisque
pour des potentiels tres durs (A > 1) le temps caractéristique d’évolution ~ A > w1,
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Notre objectif étant d’étudier la possibilité de transitions entre plusieurs phases dyna-
miques qualitativement différentes, notre étude se concentre uniquement sur ’étude du cas
dur.

1.3.2 Solutions génériques

Un ferromagnétique de symétrie O(n) (n composantes de spins) peut présenter a priori
quatre types de phases dynamiques caractérisables par :
— leurs aimantations M (t), respectivement My, (t), perpendiculaire, respectivement pa-
rallele, au champ h appliqué,
— DPangle faisant entre ces deux aimantations 0(t) = tan=(M_ (t)/My(t)),
~ les quantités correspondantes moyennées sur une période : M, = 3= ¢ dtM,(t) et
0= ¢ dio(t).
Nous distinguons alors les phases suivantes :

Paramagnétique :’aimantation suit le champ avec un certain retard (hystérésis) : M (t) =
0 et Mh =0.

Longitudinale : 6(f) = 0 ou 6(t) = 7. L’aimantation pointe dans la direction du champ :
Ml(t) = O, mais Mh 7£ 0.

Transverse : § = /2 or § = —7/2. L’aimantation a une moyenne non nulle perpendiculai-
rement au champ, M # 0. La composante parallele au champ a une moyenne nulle,
M; = 0.

Oblique : 0 < 0 < 7/2 ou 7/2 <i< 7. L’aimantation évolue autour d’un angle oblique
avec la direction du champ : M, # 0 et M}, # 0.

La solution longitudinale est doublement dégénérée. Dans le cas XY, les solutions obliques
sont quatre fois dégénérées ainsi que les transverses. Ces solutions deviennent continiiement
dégénérées lorsque n > 2 (une solution par plan déterminé par (Mj, M )).

Rappelons a ce stade que jusqu’a maintenant seules des transitions entre d’un co6té phases
paramagnétiques et phases longitudinales, et d’un autre entre phases paramagnétiques et
phases transverses ont été mises en évidence. La premiere transition concerne les systemes
de type Ising et la seconde les ferromagnétiques lorsque n — oo.

1.3.3 Approximation champ moyen du XY

L’approximation champ moyen a ’avantage d’étre exactement résoluble et permet donc
d’obtenir un diagramme des phases complet. Les équations d’évolution se réduisent a un
seul spin et I’ensemble des spins se comportent exactement de la méme fagon. Il n’y a pas de
fluctuation spatiale dans le systéme. Ainsi, dans le cas du modele XY pour des spins durs,
les équations d’évolution des 6;(t) associés aux spins i se réduisent a une loi stochastique de
spin unique de type Langevin :

9:—827((9@ +1n (1.12)

ol 7 est un bruit blanc gaussien d’amplitude 27. V(6) est donné par :
V() = —(cos ) cosf — (sinB); sinf — h cos(wt) sin H (1.13)

ol (e); = [edfP(f,t) dénote la moyenne & l'instant ¢ sur les réalisations du bruit . Pour
obtenir la solution du probleme, une astuce est de passer par I’équation d’évolution de la
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FiG. 1.3 — 0 fonction de w pour le XY en champ moyen. h = 1, T = 0.2. Les transitions
sont du second ordre.

Fi1G. 1.4 — Diagramme de phase du XY champ moyen dans l’espace T-w. h = 1.

probabilité P(0,t) de trouver I’angle du ’spin unique’ & la valeur 6 au temps t. Cette équation
est donnée par I’équation de Fokker-Planck [30] associée & (1.12) :
P(6,t) = 9 (p2 +V'(0)) P(6,1) (1.14)
00 00 ’ '
En multipliant systématiquement cette équation par cos(pd) et sin(pd) avec p entier non nul
et en intégrant sur [0,27], nous obtenons le systéme d’équation suivant pour les variables

xp = (cos(ph)) et y, = (sin(ph)) :

. 1

Yp = *pzTyp + ipfl(yp—l = Yp+1) +m(Tp—1 + Tpy1)

. 1

i, = —p*Tx,+ ipxl(wp—l — Tpy1) — M(Yp—1 + Yps1)

o= (=T — sy — oy + (D)2 + Sh()

y = B Y1 23511/2 B Y1 X2 D)

. 1 1 1

T = (5 —T)ry — 5%1%2 ~ 5(3/1 + h(t))y2 (1.15)

avec m(t) = p(y1 + h(t))/2. Dans le cas du modeéle de Heisenberg, les variables & étudier
seraient les harmoniques sphériques Y} ,,,. Une premiere constatation est qu’'un nombre infini
d’équations est nécessaire pour décrire le systeme méme dans I’approximation champ moyen.
Ceci est une signature du caractere hors-équilibre du systeme. En effet, le cas statique est
caractérisé seulement par une relation unique d’autocohérence vérifiée par I’aimantation.

Nous avons numériquement résolu ce systeme en gardant autant de modes que possible
(un mode correspond & une valeur de p), c’est-a-dire en vérifiant & chaque fois que 'ajout
de modes ne changeait pas la solution du systeme. Remarquablement, lorsque nous faisons
varier I'amplitude du champ, la fréquence et la température, nous observons 1’ensemble
des solutions présentées plus haut, & savoir des phases paramagnétique (P), transverse (T),
oblique (C) (pour ’canted’) et longitudinale (L).

Fig. (1.3) montre les valeurs de 0 en fonction de la fréquence w & une température?

3La transition paramagnétique-ferromagnétique sans champ extérieur se produit & une température T' =
0.5 dans les unités de J.
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T = 0.2 et h = 1. Nous observons des transitions du second ordre : & mesure que la
fréquence diminue, le systeme passe d’une solution longitudinale & une solution oblique,
puis d’une solution oblique & une solution transverse. A plus basse fréquence, nous obtenons
une solution paramagnétique. Fig. (1.4) donne le diagramme de phase général pour une
valeur de champ h =1 (la ligne pointillée & T' = 0.5 représente la transition para-ferro sans
champ). Remarquablement, dans la limite des hautes fréquences, w — oo avec h/w — 0,
nous observons une transition dynamique a T; ~ 0.42 entre une phase longitudinale et une
phase transverse. Par ailleurs les simulations numériques laissent penser que cette transition
est indépendante de la valeur du champ h > 0.

Fort de la mise en évidence des différentes phases susceptibles de se produire pour le
modele XY, nous allons a travers différentes approximations étendre notre étude aux cas plus
concrets de dimension finie pour lesquels, comme nous I'avons déja signalé, des mécanismes
de nucléation peuvent modifier qualitativement les phases obtenues en champ moyen. Nous
justifierons autant que possible nos approximations par des réalisations numériques de ces
systemes. Un résultat important de I’étude qui suit est que malgré les fluctuations interve-
nant dans le systeme, nous retrouvons les mémes phases que le champ moyen pour toute
dimension spatiale d > 3. En ce qui concerne le cas le plus intéressant pour lequel d = 2, les
choses sont sensiblement différentes puisque numériquement nous n’obtenons pas de phase
transverse, ni de phase oblique. Cependant, nous montrons qu’il est possible d’induire une
phase aimantée (ayant la symétrie Ising) a partir de la phase sans aimantation de Kosterlitz-
Thouless.

1.4 Meéthodes d’approximation et mécanismes de sélection

Outre la résolution de nos modeles, les méthodes que nous développons dans cette partie
ont aussi pour objectif de proposer des pistes de réflexion pour des travaux futurs sur les
problemes a symétrie continue.

1.4.1 Champ faible et basse fréquence : mécanisme de sélection
transverse

Dans la limite des faibles fréquences et des faibles champs (w — 0, h/w constant), nous
pouvons donner un argument général pour affirmer qu’il existe une sélection transverse pour
tout n > 3 et d > 3. Considérons donc un champ appliqué le long de ’axe z et décomposons le
suivant ses composantes hjy(t) alignée avec I’aimantation instantanée et celle perpendiculaire
hy (t). Comme le champ est faible et varie lentement, 1'effet de la composante hys(t) est de
changer la norme de Paimantation linéairement et adiabatiquement : M (t) = Mg+ Chyps(t),
ou My est la norme non perturbée et C' une susceptibilité positive. D’un autre coté, 'effet
de la composante perpendiculaire est de modifier angle 2 que fait I’aimantation avec le
plan équatorial : J(M)Q = h, (t). Le coefficient de mobilité J~'(M) dépend seulement de
la norme M pour des raisons de symétrie. Ainsi, regroupant ces deux résultats, nous avons :

J(M)Q = h(t)cosQ ; M = M, + Ch(t)sinQ (1.16)
En utilisant ’approximation des faibles champs, nous trouvons :

h(t) cos Q
J(Mp) + CJ'(My)h(t)sinQ

Q= (1.17)

Il est facile de vérifier que cette équation conduit & une sélection transverse dans le cas
J'(Mpy) > 0, i.e. lorsque la mobilité diminue pour des aimantations de plus en plus grandes.
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Fic. 1.5 — Evolution du coefficient de mobilité en fonction de l’aimantation pour le modele
XY lorsque d = 3. Les points sont obtenus en mesurant ’angle de déviation de l’aiman-
tation lorsqu’elle est soumise a un champ perpendiculaire. Pour obtenir différentes valeurs
d’atmantation, il suffit d’appliquer un champ le long de ’aimantation.

Remarquons & ce point qu’un mécanisme de nucléation inhomogéne en dimension d de-
manderait une taille critique de goutte de I'ordre de h™'/2 et une barriere d’énergie libre
A franchir d’ordre h=(¢=2)/2 impliquant des temps d’évolution bien plus grands que w™!.
Ainsi, ce genre de mécanisme est insuffisant pour détruire I'ordre transverse induit par le

champ.

Nous pouvons alors expliquer la sélection transverse comme un mécanisme de 'ratchet’.
Supposons en effet que 'aimantation commence a un angle situé dans le premier quadrant.
Pendant la moitié de période pour laquelle le champ magnétique pointe vers le haut, ce
dernier fait tourner ’aimantation vers ’axe z et dans le méme temps étire la norme. Durant
la demi-période négative la rotation est dirigée vers le plan zy et la norme est raccourcie.
La faible variation de norme rend le cycle positif moins efficace (si J'(My) > 0) que les
cycles négatifs. Ainsi, en fin de chaque période, le vecteur a un mouvement net dirigé dans
la direction transverse. D’ailleurs, ce mécanisme s’applique dans le cas des ’spins mous’ a
température nulle puisque dans ce cas I'évolution (2.2) (Annexe A) de langle 6 peut se
mettre sous la forme (1.17) en faisant les changements Q — 0, J(My) — 1+ 1/2A et
J'(My) — 1/2A. En d’autre mots, le mécanisme de sélection transverse peut s’interpréter
comme la transformation d’un spin ’dur’ en spin 'mou’ (il serait d’ailleurs intéressant de
connaitre la valeur effective Aqg).

Nous avons numériquement intégré les équations de Langevin. Nous avons alors observé
cette solution transverse pour XY et pour Heisenberg (n = 3) lorsque d = 3, laissant
supposer que ce comportement existe pour toute dimension d > 3. Nous rapportons en Fig.
(1.6) les trois phases d’aimantation moyenne non nulle sur une période obtenues pour un
systeme XY en dimension 3 avec 703 spins. La simulation numérique consiste & intégrer
pas a pas les équations de Langevin (1.5) pour chaque spin. D’un autre c6té, Fig. (1.5)
confirme bien que le coefficient J(M) est une fonction croissante de M pour ce modele. En
outre, ’approximation basse fréquence et petite aimantation du modele champ moyen donne
J(M) = M, confirmant le caractére universel de la dépendance de J en fonction de M.
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Fic. 1.6 — Simulations numériques des équations de Langevin du modele XY en dimension
3. Pas de temps : 0.005. N = 703. Constante de couplage (voir texte) Aijj =1, N = 703,
h =1, w = 1. Les figures du haut donnent [’évolution des composantes de l’aimantation
moyennées sur une période. De gauche a droite et de haut en bas, nous avons une phase
longitudinale (T = 0.5), une phase oblique (T = 1.575), et une phase transverse (T = 2).
Les schémas du bas donnent l’allure de I'aimantation dans le plan M., M, pour les dernieres
périodes.

1.4.2 Développement basse température : sélection longitudinale
Cas XY

Nous avons vu que ’ensemble des modeéles & symétrie continue (n > 2) sont exacte-
ment résolubles a température nulle. Un développement naturel est donc celui des basses
températures en puissance de T. Ce développement est faisable pour toute dimension d
dans le cas, et seulement dans ce cas, ou le développement est analytique lorsque T — 0.
Pour le cas XY, une méthode fructueuse est de développer chaque #; autour de la valeur
moyenne (0;(t)) : 0;(t) = (0;(t)) + 60;. En utilisant I'équation de Fokker-Planck associée et en
négligeant la probabilité de trouver un spin perpendiculaire & ’orientation moyenne, nous
pouvons écrire un systeme d’équation dans le méme esprit que le champ moyen pour les
variables (6;)(t), (0:0;)(t), (8;0;01)(t),... A Vordre T, seules les fonctions de corrélation &
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deux points sont nécessaires. Dans le cas général, nous obtenons (voir annexe B) :

S0 = T 32 Aoy 040 = ) = 2000 0.0} sin0)
ae) 1
S = h(t)(1 - 5(5%) cos(0) (1.18)

avec Aq; = 1/2d si a et i sont des voisins dans Pespace & d dimensions et zéro autrement.
Ce systeme est linéaire dans les fonctions de corrélation. Nous pouvons alors faire I'hy-
pothese d’invariance par translation spatiale et supposé que les fonctions de corrélations ne
dépendent que de la distance entre les points. Dans ce cas, le systeme devient résoluble dans
lespace de Fourier (annexe B). Ainsi, lorsque d > 3, la solution obtenue est toujours longi-
tudinale. Par ailleurs les simulations numériques de la dynamique de Langevin a taille finie
(Fig. 1.6) confirment aussi ce comportement & basse température pour le XY lorsque d = 3.
Les simulations confirment aussi I'existence d’une phase oblique lorsque d = 3. Ainsi, nous
pouvons conclure que pour d > 3, le systeme se comporte qualitativement comme le champ
moyen avec la présence des quatre phases. La situation est pour 'instant moins claire pour
la dimension 2 puisque le développement précédent conduit a une divergence logarithmique
en temps des fluctuations (annexe B). Ceci indique que le développement basse température
n’est pas analytique dans ce cas (des corrections du type T'InT interviennent). Nous dis-
cutons ce cas plus loin suivant une approximation de Hartree permettant de circonvenir le
probléme de non-analycité.

Heisenberg n =3

Un résultat intéressant est celui du modele Heisenberg pour lequel n = 3. En effet, le
méme développement peut se faire en considérant les fonctions de corrélation des deux angles
0; et ¢; (annexe B) décrivant chaque spin. Nous voyons alors (annexe B encore) qu’a lordre
T les termes éventuels de sélection s’annulent exactement. Puisque les basses températures
sont les cas les plus favorables pour une sélection longitudinale, il est sans doute probable
qu’il n’y ait pas de phase longitudinale pour toute dimension d > 3. Par ailleurs, toutes les
simulations de dynamiques de Langevin que nous avons mené sur ce modele donnent une
phase transverse, confirmant donc bien ce scénario.

1.4.3 Approximation de Hartree

Nous venons de voir que la phase longitudinale du XY a deux dimensions semble étre
une phase instable puisque les fluctuations de I’angle moyen divergent lorsque 7" — 0. En
fait, nous allons voir que ceci est un artefact du développement basse température puisque
les fluctuations ont une contribution non analytique lorsque T — 0. Le résultat tres im-
portant de cette partie est qu’il est donc possible a partir de la phase sans aimantation de
Kosterlitz-Thouless d’induire une anisotropie conduisant a ’apparition d’une phase avec une
aimantation spontanée.

Modeéle XY

Pour discuter le modele XY & deux dimensions, nous devons en fait faire attention aux
développements en petits angles du hamiltonien correspondant :

H=—J) cos(6; —0;) —h)_sinb, (1.19)
(i.9) i
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En effet, dans le cas d’un champ fixe, méme si les termes entre voisins 6; —0; restent petits, les
déviations de 6; par rapport & 7/2, i.e. par rapport & la direction du champ, sont divergentes
dans la limite thermodynamique. Un développement du terme de champ en petits angles
(en ne retenant que les premiers termes) n’est donc pas valide. Une fagon de traiter ces
divergences est d’utiliser I’approximation de Hartree permettant de traiter les non-linéarités
du hamiltonien [27, 26]. Suivant cette méthode, les termes x?P de puissances paires d'un
potentiel sont remplacés par :

2% — Cp(x?)P 1 a? (1.20)
ou C, = %. Une fagon élégante de comprendre cette approximation est de la voir

comme la minimisation de I’énergie libre de Gibbs par une probabilité gaussienne étant
donnée une énergie potentielle de la forme E(x) ~ 2% (voir annexe C).

Nous utilisons cette approximation pour le cas de processus dépendant du temps. Notons
qu’elle n’est a priori valide que dans le cas ot il n’y a pas de vortex (i.e. de défauts) et est donc
légitime pour traiter la divergence des fluctuations dans la phase longitudinale puisque dans
cette phase le systéme se comporte comme Ising. Ainsi, nous gardons I’équation d’évolution

pour {(A(t)) :

d(0)

1,
— = h(®)(1 ~ 5(6%)) cos6) (1.21)

Par contre, pour traiter les fluctuations (6,6;), il faut développer sin6; autour de (6)(t),
supprimer les termes de puissances impaires (par symétrie ces termes disparaissent dans la
phase longitudinale) et changer les termes de puissances paires en considérant la relation
(1.20). Nous obtenons alors :

—h(t)sin@; = —h(t) sin(6) (1 - %e‘<§2>/2 §2> (1.22)

et la premieére équation du systéme (2.9) de 'annexe B devient :

4
dt

[N

(0ab) = Tdab — Y Aaj(04(0a — 0;)) — 2h(t){0a0) sin(0) exp <—<922>> (1.23)

J

Par conséquent nous retrouvons exactement les équations précédentes (& savoir (1.18)) sauf
que le terme de champ intervenant dans les équations d’évolution des fluctuations est

—h(t)(0,03) sin() exp (—@) a la place de —h(t)(0,0,)sin(@). Nous pouvons donc écrire

formellement la relation vérifiée par (§2) en reprenant la relation (2.19) de Pannexe B :

(%) = 2T / dt' e~ KO—KW)=20=t) 1 (¢ — 4/)]2 (1.24)

mais avec ici K(t) = 2h(t)sin(f) exp (—(52)/2) (0%) vérifie donc une relation d’auto-
cohérence intégrale. Nous pouvons alors montrer (annexe C) qu’une solution de la forme
suivante vérifie cette relation d’autocohérence :

(0%) = (cyTG(t) — coyT In(T/T*)) e ¢ g(t)z%hsm(wt) (1.25)

olt GG(t) converge aux temps longs vers une fonction périodique. c(1) et c(2) sont des constantes
indépendantes de la température et T* est une énergie qui ne dépend pas non plus de T.
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Fia. 1.7 — Approximation de Hartree. La figure (a) donne [l'évolution des fluctuations
(§2> en fonction de la température a amplitude et fréquence fizées (h = 1l,w = 1).
Les solutions présentées sont obtenues dans le régime stationnaire. Le déphasage est ar-
bitraire pour des raisons de lisibilité. Dans l'ordre des amplitudes décroissantes : T =
0.01,0.005,0.002,0.001, 0.0005. Figure (b) : en haut, dépendance de A (Eq.(2.43) de 'anneze
C) en fonction de T pour les solutions de la figure (a). La droite donne A =T, confirmant
la méthode des calculs; en bas, dépendance des fluctuations en fonction de T. La courbe est
donnée par f(T) = —=5TInT.

Numériquement, ce comportement & basse température est tres bien vérifié. Fig. (1.7(a)) et
(1.7(b)) montrent 'évolution de I'amplitude de (62) et de la valeur de \ (équation (2.43) de
Pannexe C) en fonction de la température T. Nous retrouvons bien le comportement a la
fois de T'InT pour 'amplitude et de T" pour A, confirmant I’approche utilisée dans ’annexe
pour déterminer la solution.

Cette relation montre effectivement que les fluctuations de la phase longitudinale ne sont
pas analytiques lorsque 7" — 0 étant donnée la présence du terme en In7T'. Ces fluctuations
sont donc tout de méme finies, montrant ainsi l’existence de cette phase. Les simulations
numériques a taille finie confirment l'existence d’une phase longitudinale. Cependant, ce
résultat numérique est a prendre avec des pincettes puisque nous savons que ’aimantation
pour XY, d = 2, décroit comme une loi de puissance de N ; par conséquent, il est difficile de
discriminer la contribution de I'effet de taille finie de celui de I’anisotropie créée par le champ
a.c.. Par contre, numériquement il est intéressant de constater (du moins exhaustivement)
I’absence de phase transverse ou oblique pour toute fréquence, toute amplitude de champ et
toute température non nulle. En conclusion, nous pensons que ce systéme passe contintiement
d’une phase longitudinale & une phase paramagnétique.

Pour conclure ce paragraphe, rappelons que 'approximation de Hartree que nous avons
utilisée est une approximation qui permet de retenir tous les termes de puissances paires du
développement de I'énergie de champ et donc de circonvenir le probleme de non-analycité.
Puisque cette méthode permet de prendre en compte les termes de fluctuation d’ordre
supérieur, il est intéressant de l’appliquer au cas Heisenberg pour voir si la phase trans-
verse apparait.
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Mode¢le Heisenberg

Pour boucler la boucle, nous allons donc appliquer la méthode de Hartree au cas Heisen-
berg pour savoir quel comportement nous obtenons. Cette approximation est bien justifiée
dans ce cas aussi car les défauts (ou vortex) ne jouent pas de role pertinent dans les phases
obtenues. L’approximation consiste alors a remplacer le terme de champ —h(t) cos6; par :

—h(t) cos(0)(t) (1 - %exp (@) /2)> (1.26)

les équations pour (#)(t) et pour (¢?)(t) restant identiques dans notre approximation. Ainsi,
nous pouvons montrer (par manipulation des équations comme dans ’annexe B) que nous
avons les équations suivantes aux ordres les plus bas en T :

% = T cot(d) + cos(f) sin(6) (;d;T;Y — sinf<9>) — h(t) sin(@)(1 — %<9~2>)

(§2> _ 2T/ dt' e~ (K=K (") —2(t— t)[lo(z(t_t/))]d (1.27)

<¢~)2> _ or /t dt,e,z(tft’)[‘[ (Z(t— Y )] szn72<9> (1.28)
0

2
d
K(t) = 2h(t)cos(d)(t)exp <<022>) (1.29)

La résolution numérique de ce systeme d’équations donne une nouvelle fois une absence de
sélection. Il semble donc que pour espérer montrer une sélection transverse aux premiers
ordres, il faille prendre en compte les termes supérieurs dans I’équation d’évolution de ().

1.5 Ingénierie des transitions de phases

Dans cette partie, nous discutons la possibilité d’utiliser des champs a.c. pour modeler
les symétries de n’importe quel systeme ayant une symétrie continue. La discussion s’articule
autour d’un développement haute fréquence permettant entre autres de comprendre ’effet
de ’application de plusieurs champs.

1.5.1 Développement a hautes fréquences

Une méthode d’approximation prometteuse et instructive que nous n’avons pas signalée
dans le chapitre précédent est le développement a hautes fréquences. Dans cette limite,
le champ haute fréquence peut-étre traité perturbativement. Supposons qu'a t = 0, le
systeme se trouve a 1’équilibre. De fagon générale, I’application d’un champ infinitésimal
h(t) = (h1,....,hn)(t) o h; est la composante ¢ du champ dans lespace & n dimensions
de composantes de spins, induit une variation d’aimantation AM () = AM_ .. AM(t) dont
I’expression jusqu’au deuxieme ordre en ||7H est donnée par :

Z/ dt'R{) (¢, 1) Z / dt' dt" RC) (.t ") hy; (¢ ) h(t")  (1.30)

7,k=1
R(l)(t t') et Rg,)c (t,t',t") sont respectivement les susceptibilités linéaire et non linéaire :
dM;(t) 2) dM;(¢)
RY (1) = ; RO (4,4, 1") = ——— 1.31
5 (B0 = G ’ ik )= S o (77) (1.31)
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Dans le cas de lapplication d’un seul champ h(t) = cos(wt) suivant la direction i = 1 ,le
développement haute fréquence (voir annexe D) de (1.30) donne des termes (repérés par un
astérisque) de moyenne non nulle sur une période dont 1’expression est :

h2 t
APM(t) = ﬁ/o dt'v? | (t,1',1") (1.32)

ORZ) (t, ¢t
vfj),k(t, tt) = lim 7”'“(;5, )

st/

(1.33)

Il est alors important de retenir que les termes de susceptibilité linéaire ne contribue pas
au phénomene de sélection, conduisant ainsi & un premier ordre en 1/w? (annexe D). Dans
le cas champ moyen, nous pouvons déja avoir un apercu du potentiel effectif. En effet, le
développement? en 1/w? et en T du modele XY donne une sélection longitudinale correspon-
dant & un potentiel effectif ~ Th2w=2 sin(20) o 2 est 'angle d’une solution de ’aimantation
a température nulle et a fréquence infinie.

Ce développement & hautes fréquences a inspiré des travaux trés intéressants [11] de
Dutta. Ces derniers établissent d’une maniere générale une description effective de systemes
périodiquement forcés en montrant que les fluctuations statistiques du systeme forcé sont
gouvernées par un hamiltonien effectif comprenant le terme sans champ et un terme corres-
pondant & une moyenne sur une période des fluctuations en présence de champ. Ces travaux
montrent alors que suivant la forme des champs appliqués, plusieurs manipulations sur les
transitions de phases sont possibles, a savoir : décaler la température d’un point critique,
changer la nature de la transition (en passant par exemple d’une transition du second ordre
a une transition du premier), induire de nouveaux points fixes dans les équations de flots du
groupe de renormalisation conduisant ainsi a de nouvelles propriétés du systeme a longues
distances. Cependant, les résultats obtenus par Dutta semblent incompatibles avec les notres
puisqu’aucune phase longitudinale ne peut étre sélectionnée dans sa théorie effective.

1.5.2 Application de plusieurs champs

Nous avons vu que par application d’un champ, il était possible de convertir une symétrie
O(2) en une symétrie Z5 puisqu’une phase longitudinale correspond & 1’alignement des spins
suivant la direction du champ. D’autre part, I’application d’un champ oscillant & un systeme
de symétrie O(3) induit une phase transverse caractérisée par une aimantation moyenne sur
une période dirigée dans le plan équatorial perpendiculaire au champ. Ainsi, O(3) est de-
venu O(2). L’étude ’hautes fréquences’ montre alors (annexe D) que par application d’un
autre champ perpendiculaire au premier avec une fréquence double ou plus (pour obte-
nir des interférences de moyenne nulle sur une période), nous pourrions nous attendre a
une nouvelle sélection et donc induire une phase longitudinale dans un modele Heisenberg.
Numériquement, Fig. (1.8) montre que I'application de deux champs orthogonaux avec des
fréquences w et 3w induit effectivement une phase longitudinale pour Heisenberg en champ
moyen. Nous voyons aussi sur cette méme figure qu'un champ tournant dans le plan xy a
fréquence suffisamment élevée permet d’aligner I’aimantation suivant z. Ainsi, il est possible
de transformer un modele Heisenberg en un modele ayant une symétrie Ising.

4Le calcul correspondant est le développement de la deuxiéme équation de (1.18) en perturbation autour
d’une solution particuliere de température nulle. Nous ne montrons pas le calcul car celui-ci est en tout point
identique au cas du potentiel mou (Annexe A) lors de la sélection transverse a température nulle.
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Fia. 1.8 — Modele Heisenberg champ moyen. N = 4000. Simulation de la dynamique de
Langevin. Pas de temps : dt = 1073. Les conditions initiales sont aléatoires. Figure de
gauche : Application de deux champs orthogonaux suivant les directions y et z. L’amplitude
du champ vaut h = 1 dans les deuz cas. La fréquence suivant y vaut w, = 1 et suivant z,
w, = 3. Les points représentent les valeurs de laimantation (suivant les trois directions)
moyennées sur 25 périodes pour une seule réalisation. Il y a bien sélection longitudinale
suivant z. A droite : Méme courbe mais cette fois le champ appliqué est un champ circulaire
dans le plan xy de fréquence w = 3 et d’amplitude h = 1. La valeur moyenne suivant z est
plus grande dans ce cas puisque l’aimantation n’oscille pas suivant cette direction (ce qu’on
voit trés bien dans les simulations).

1.6 Conclusions et perspectives

Premieérement, résumons I’ensemble des résultats que nous trouvons : ’application d’un
champ a.c. dans une direction induit seulement des phases transverses pour des modeles O(n)
avec n > 3. D’un autre c6té, pour toute dimension spatiale d > 3, le modele XY (n = 2) peut
présenter quatre types de phases suivant les parametres de controle h, w et T'. Ces phases
sont caractérisées par une aimantation moyenne sur une période pouvant étre nulle (phase
paramagnétique), non nulle le long du champ (phase longitudinale), non nulle dans le plan
perpendiculaire au champ (phase transverse), et non nulle suivant une direction inclinée
par rapport au champ (phase oblique). Remarquablement, il est aussi possible d’induire
une aimantation spontanée dans des modeles en dimension d = 2 (par exemple XY) ne
pouvant pas admettre a ’équilibre une phase aimantée (théoreme de Mermin-Wagner). Un
autre résultat important est que ’application de plusieurs champs orthogonaux avec des
fréquences bien choisies permet d’induire ces mémes phases dans n’importe quel modele de
symétrie O(n).

L’utilisation de champs périodiques semble donc étre une méthode particulierement ef-
ficace pour controler les symétries de problémes & N corps en interaction. Par ailleurs, le
développement a hautes fréquences semble aussi étre une méthode prometteuse pour dériver
une théorie effective des champs [11] en moyennant les fluctuations dynamiques périodiques
sur une période. Cependant, dans le cas spécifique du modele XY, un développement au
premier ordre non nul en 1/w? ne devrait donner que les phases longitudinales et trans-
verses puisque la solution oblique disparait & haute fréquence. Il faudrait donc développer
a un ordre supérieur pour espérer voir la solution oblique. Sans aller jusque la, il est déja
intéressant de confronter nos résultats exacts (champ moyen) avec la théorie effective pro-
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posée par Dutta [11]. A premiére vue, malheureusement, il semble qu’il y ait incompatibilité.
En effet, les résultats de Dutta laissent penser que seule une phase transverse peut étre ob-
tenue dans un modele a symétrie continue. Deux raisons peuvent étre a l'origine de cette
incompatibilité. Primo, le cadre de validité des travaux de Dutta est peut-étre restreint a
des valeurs de controle correspondant aux phases transverses que nous obtenons. Secondo, la
théorie des champs peut induire d’emblée une phase transverse a température nulle puisque
cette théorie dans sa forme la plus classique permet des fluctuations de la norme des spins
et nous avons vu qu’a température nulle la sélection était déja transverse pour des spins
mous, quelque soit la dureté du potentiel. Si cette raison était la bonne, ceci montrerait que
I’étude de ces problemes est tres subtile, donc tres intéressante! Une méthode qu’il serait
alors bon de développer serait le développement haute fréquence que nous proposons.

Nous avons aussi vu que la méthode de Hartree permettait d’obtenir une phase longitu-
dinale bien définie dans le cas XY, d = 2. Comme cette méthode permet par resommation de
prendre en compte les termes de puissances paires supérieures a 67 il serait intéressant d’ap-
profondir cette approximation en modifiant 1’équation d’évolution de (6)(t) (1.18). En effet,
I’obtention de cette équation fait intervenir des termes d’ordre impair dans le développement
de —h(t)sin 6;. Il faudrait alors adapter une méthode pour resommer ces termes de fagon a
obtenir une évolution de () (¢) faisant intervenir des termes d’ordre supérieur, permettant
ainsi d’espérer d’obtenir les phases obliques du modele XY, ainsi que la phase transverse du
modele de Heisenberg.

En termes d’application, le caractere général de notre approche laisse penser que plusieurs
domaines peuvent étre concernés. Par exemple, changer le groupe de symétrie d’un systeme
conduit & une modification de la topologie des défauts. Ainsi, un champ alterné peut sans
doute devenir un outil pour étudier en détail le role de ces derniers dans les transitions [23],
dans la cinétique de 'apparition des phases, mais aussi dans l’effet Hall anormal puisque
ce phénomeéne implique l'interaction des électrons avec les défauts topologiques [23]. Dans
le méme esprit, le scénario de chiralité [18] des verres de spins suivant lequel ces derniers
sont supposés étre essentiellement isotropes pourrait étre mis a I’épreuve en observant ’effet
d’une anisotropie plus ou moins grande générée par l'application de ces champs alternés.
Appliquer des champs a.c. a des cristaux liquides ordonnés pourrait étre aussi une fagon
d’observer directement ce que deviennent l'ordre et les textures. D’ailleurs cette stratégie a
déja quelques précédents intéressants [25]. D’un point de vue plus général, les systemes a
symétrie continue couvrent un tres grand nombre de domaines. Ainsi, une compréhension
globale de I'ordre induit par les champs a.c. reste nécessaire.
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Chapitre 2

Annexes

2.1 Annexe A : Potentiel Mou

Dans cette partie nous montrons qu’a température nulle dans le cas du modele XY, le po-
tentiel mou induit d’emblée la sélection d’une solution perpendiculaire au champ, c’est-a-dire
que 'aimantation pointe en moyenne dans le plan équatorial si le champ est dirigé suivant
y. L’équation d’évolution du systéme est donnée par M (t) et 6(t) de (1.9) (en respectant le
schéma (1.2)) :

M = M+ hcos(wt)sinf — AM(M? — 1)
Mo

h cos(wt) cos @

Pour commencer, nous injectons une solution du type M(t) = 1 + m(t) dans la premiere
équation du systeme. Nous obtenons alors 1 4+ 2Am = 1 4 hcos(wt) sin §. Ainsi, dans le cas
des potentiels tres durs A > w, au premier ordre nous obtenons :

m(t) 1+ hcos(wt) sin §) (2.1)

=24l
En remplagant cette solution dans la deuxieme équation du systeme, nous obtenons :

_ hcos(wt)cosf
My + h(t)sing/24

(2.2)

ol nous avons posé My = 1+ 1/2A. En écrivant 6 comme la somme d’une solution ()
du cas dur plus une petite perturbation «(t), nous obtenons au premier ordre en 1/A une
équation pour «(t) du type :

1
&+ h(t)sinfy o = ~9A (h(t) cos By + h*(t) sin b cos o) (2.3)

La solution de cette équation est de la forme :

t
a(t) = / dt’ e=TO=1) gty (2.4)
0

avec dI/dt = h(t)sinfy et F(t) = —55 (h(t) cosfy + h*(t) sinb cos ). Nous avons pris
comme condition initiale & = 0 a ¢ = 0. Dans le cas du spin dur a température nulle, nous
pouvons montrer que si le champ appliqué est suivant y, alors M0 = —h(t)MSMS ott MY et
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Mg sont respectivement les aimantations suivant les directions = et y. Comme M2 = cos 6
et MS = sin Ay, nous obtenons la relation :

I(t) = —In(] cos by (¢)|) (2.5)
Ainsi :
a(t) = C(;SAQO i dt’ (—h(t) — h2(t) sin 6, (2.6)

Le premier terme de I'intégrale donne une contribution de moyenne nulle sur une période,
ne conduisant donc a aucune sélection de solution particuliere. A I'opposé, le second terme
donne une contribution non nulle. Au premier ordre & haute fréquence, 6y est indépendant
du temps et vaut par exemple 2. Dans cette limite, & chaque période nous voyons que «
gagne une quantité @, :

2

Qo == 2Aw

sin Q2 cos {2 (2.7)

Cette quantité est négative dans le premier et troisieme quadrant et positive dans le se-
cond et le quatrieme. Ainsi, la solution se dirige vers une solution dans le plan équatorial

=N
perpendiculaire au champ h .

2.2 Annexe B : Développement basse température

L’objectif de cette annexe comme le titre 'indique est d’établir les équations d’évolution
de 'angle moyen des spins a basse température pour les systemes XY et Heisenberg pour
toute dimension d > 3.

2.2.1 Modele XY

Nous commencons par introduire I'opérateur de Fokker-Planck et son équation associée :

P({6:},t) = Hpp P({6:},1) (2.8)

o (. o .
=\ Zaw | Tam 2 Ausin® =) —hteosti | | PO

En écrivant 6;(t) = (8;)(t) + 0;(t), par multiplication successive de (2.8) par 6, et par
0,0y, puis par intégration périodique sur un segment dont les extrémités sont des angles
perpendiculaires & (6;)(t), nous obtenons en négligeant la probabilité pour que le systeme se
trouve & ces angles (conditions de bord nulles) :

d{0a) 1,z
= t)cosifa)(l— 5<03>) (2.9)
%<éaéb> = 26 — » _(Aaj(06(0a — 0;)) + Ab; (02 (0 — 0;))) — 2h(t) sin(0a) (0abs)

J
avec Aqp = 1/2d si a,b sont voisins, et zéro sinon. Nous avons alors :
d

yr (0a0p) = 2T, — 2(0,0,) + é > ((Babbie,) + (Babb—c,)) — 2h(t) sin(6)(0a0p) (2.10)

€4
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ou {e;}i<q est une base orthonormale de l'espace euclidien. Ces équations se réduisent au
cas champ moyen lorsque nous supposons que seules les corrélations de méme site sont non
nulles :

% = h(t)cos(f)(1 — %<92>)
d<d€:> = 2T — 2[1 + hsin(6)](6?) (2.11)

En général, par hypotheses d’invariance par translation dans 1’espace des valeurs calculées,
nous pouvons exprimer le tout en terme des fonctions de corrélation spatiale :

C (i) = (0(a72)0(a7, + 1)) (2.12)
Nous obtenons alors :

C(@) = 2T6(7) — 2C(@) + é N (i + &) + C(i — &) — 2h(t)sin9)C(d)  (2.13)

&

Nous introduisons alors la transformée de Fourier définie par :
o @ ST ik ) N - ik
C(w) = 2dy Z C(k)e ; C(k) = Z C(@)e (2.14)

ou u vit sur un réseau de pas a, et k dans le réseau dual de pas QT” (L = Na). En utilisant
la relation C(@ + €;) = e**i%C(i) nous obtenons dans l'espace réciproque :

JN ~ - 2 ~ - ~ o
C(k) =2T —2C(k) + 5 > cos(kaa)C/(k) — 2h(t) sin(0)C (k) (2.15)
«@
dont la solution est :
t
O = 2T/ gt e~ (K=K (') =2(t—t')+3 5, cos(kaa)(t—t') (2.16)
0

ot nous prenons comme condition initiale C (E) = 0 at = 0 par souci de légereté. Cette
condition initiale sera toujours implicitement prise dans la suite des calculs sauf mention

-,

spéciale. K (t) = 2h(t)sin(). Alors, en utilisant (§2) = % > i C(k) nous trouvons :

t
<6.~2> _ QT/ dt/ef(K(t)7K(t/))72(t7t')( Z 6% Cos(k:na)(tft/))d (217)
0

kp=25n

A ce stade, il est utile de passer a la limite continue avec un cut-off A = %’T :

_ oTal [t , Y ,
<92> _ yEm / dtlef(K(t)fK(t ))—2(t—t )(/ dked cos(ka)(t—t ))d (218)
™ 0 —A
ce qui donne :
t
~, ! ’ 2

<92> _ 2T/ dt e~ (KO —K(t")—2(t—t )[[O(a(t — t’))}d (2.19)

0

ou Iy est la fonction de Bessel modifiée.

Remarques :
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— Dans cette forme, il est facile de voir que lorsque d — oo nous obtenons la solution
champ moyen :

t
() = 2T/ g e~ (K=K (1) ~2(t—")
0
En effet, écrivons :
(o5 = #)]# = etlostht =)

Pour des petits z, In(z) =1+ %. Ainsi, dans la limite de d grand,

(t—t")2

(5t — )] ox

de limite 1 lorsque d — oc.

— C’est aussi une jolie maniere de vérifier 'absence de transition vers un ordre sans
champ extérieur (K (t) = 0)) lorsque d < 2 (théoréeme de Mermin-Wagner). En effet,
pour des grands z, Ip(2) f/—; de telle fagon que pour des grands (¢t — ') :

e2(t7t’)

[Io(g(t — )] o = )an

et nous voyons alors que les termes exponentiels s’annulent exactement. L’intégrale est
dominée par le terme 1/(t —t")%? qui converge seulement lorsque d > 2. Quand d = 2,
nous obtenons une divergence logarithmique des fluctuations.

En général nous devons résoudre :

= h(t)cos()(1 — %<9~2>)

—
D
%)
~
|

t
2y QT/ dt! e~ K=K W) =26~ 1 (2 (4 _ 7))
0

K(t) = 2h(t)sin(f) (2.20)

ISHIE N

Ce systeme dynamique de trois variables peut étre résolu numériquement : pour des petites
températures, il conduit toujours a une solution longitudinale pour laquelle (f)., = 7. Dans

le cas spécifique d = 2, les fluctuations (%) ont un mouvement oscillant dont Iamplitude
est modulée par un terme logarithmiquement divergent lorsque ¢ — oo. Pour résoudre ce
probléme, une resommation des termes supérieures est nécessaire (voir annexe C).

2.2.2 Modele Heisenberg

Le méme développement peut étre effectué pour le modele Heisenberg (n = 3) pour toute
dimension. Dans ce cas, ’équation de Fokker Planck s’écrit :

P=TAP+AVP+VVVP (2.21)

ou V est le potentiel d’interaction de spins de Heisenberg :

V==> J;SS;-h> S (2.22)

<ij> i
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S; peut se décomposer dans les coordonnées sphériques (r;,0;,9;) :

gi = cos 8. + sin; cos ¢;tiy + sin 6; sin ¢;u, (2.23)
Alors :
- Z Jij(cos; cos0; + sinb; sin 6 cos(p; — ¢;5)) — h(t) Z cos 0; (2.24)
<ij> i

En imposant la norme 1 pour les vecteurs, les opérateurs A et V sont donnés par :
1 0 0 1 0?
A = 0;— + —— —— 2.25
Z (sm@ 90, sin ' 06, + sin? 6, 32¢z‘> ( )

S (L +
f 391 0 sin 91 8(]5@ ¢
En procédant a la méme décomposition que dans le cas XY, nous trouvons :

d{0a)

v

1 -
0 T cot(f,) — 2d.J sin 2(0,) () + sin 2(0 Z Jaj{Pa®j) — h(t) sin(fq) (1 — §<9§>)
%@é@ = 2T, — 8dJ(0,0) + 4; Jar(0401) — 2h cos(0,) (005
d _ 2T6y
7 (Pat) = w0 8dJ (pacpy) + 4 g Jar(dadr) (2.26)

Ici, (¢q) est pris égal a zéro, bien que toute autre valeur d’angle fonctionnerait de la méme
fagon.

A ce stade, nous pourrions continuer la méthode développée dans le XY. Cependant,
une maniere alternative nous permet de prédire qu’il n’existe pas de sélection & 'ordre T :
écrivons la solution pour (6,) comme (f,) = 0y + o ol « est d’ordre T et 0y = —h(t)sin b,

est la solution a température nulle. A I'ordre T', en injectant J = § d, nous trouvons :

sin 290 h(t) sin 6y

5 (%) (2.27)

Cfl—? = T cot(0y) — h(t) cos fpax —

<¢2 +5sin 260, Z Ja] ¢a¢]

Les solutions intégrales de (62) et de (¢?) donne la relation (62(t)) = sin? 0y (t)(¢(t)), et &
partir de (2.26) nous avons aussi :

1d(¢3)
2 dt

T

+{02) — =g (2.28)

2 Z Jak{Pabr) = 2 (0.

En injectant ces deux relations dans (2.27), nous trouvons :

do 1 d{¢p>
— + h(t) cospa = = | sin by cos Oy (&%) + h(t) sin® 0y (¢?) (2.29)
dt 2 dt

Nous savons d’apres les solutions & température nulle que [ dth(t) cos0,(t) = — In(] sin 6y|).

Ainsi, « vérifie :

sin ¢ 2
o= 260 /O dt’ (COS go(t’) dilq;/> + h(t/) Sil’l2 ao(t/)<¢2(tl)>> (230)
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De T = 0 nous savons aussi que h(t)sin? 6y = %. Alors :

indo [t d in 26
a="2 0/0 a4 ((6%) cos o) = (6(1)) 220 (2.31)

qui est périodique et donc ne diffuse pas vers une solution particuliere pour d > 3.

2.3 Annexe C : Méthode de Hartree

Avant d’utiliser la méthode de Hartree pour des processus dépendant du temps, nous
donnons une explication de ’approximation dans le cas statique pour un systéeme simple
(unidimensionnel).

2.3.1 Justification de ’approximation

Considérons un systéme unidimensionnel défini par une particule classique (définie par
sa position x) soumise & une énergie potentielle F(x) = x?P ol p est un entier naturel non
nul et a un bain thermique de température T'. L’approximation de Hartree peut étre vue
comme ’approximation de la distribution vraie de I’équilibre :

P(z) ~ e PE@ (2.32)
par une distribution gaussienne :

Az
= ——e 7 2.33
= (2.33)

ou A est un facteur de Lagrange minimisant I’énergie libre de Gibbs définie par :

Pg(x)

G[P] = / dx E(x)P(z) + T/ dx P(z)In P(x) (2.34)
Nous cherchons donc A tel que g—i = 0. En remplagant Pg(z) dans G[P], nous obtenons :
2 T r 2
G[P] = (x p>G+§lnA— Elnﬂ'—TA(x Yo (2.35)
ot les indices G indiquent que la moyenne est prise avec (2.33). En utilisant les relations de
Wick (2?P)g = (22,,—’2!!@2)1’ = Qéfffﬁp, la minimisation de G vis & vis de A donne la relation :
(2p)!
= 2-
Ty~ 1) AP 1T (2:36)
En utilisant A'~7 = 2P~ 1(22)27" (par définition de A), nous obtenons :
1
A= TCp@Q)p_le (2.37)
ou Cp, = %. Ainsi, de maniere effective, ’approximation revient a changer le potentiel

E(x) = 2?0 en le potentiel

E(x) = Cp{z?)P~12? (2.38)
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Nous allons appliquer cette approximation définie dans le cas statique & des processus
dépendant du temps (XY , d = 2, sous champ a.c.). Notre approximation consiste alors &
remplacer x dans (2.38) par z(t). Nous obtenons alors I’équation (1.22) du premier chapitre

(dans ce cas = = 6).

2.3.2 Fluctuations dans la phase longitudinale

Nous nous proposons de justifier la forme (1.25) des fluctuations du XY & 2d en utilisant
I'approximation de Hartree que nous venons d’introduire. Nous supposons pour simplifier le
probléme que le systéme a atteint sa phase longitudinale ({(§) = 7/2) et nous développons

exp <—<§2> / 2) (voir équation (1.22) du premier chapitre) en puissance de (62)/2. Ainsi, les
fluctuations s’écrivent au premier ordre :

(0% =21 / t dt' e~ KO=KWN =20t 1, ¢))? (2.39)
0
avec K (t) = h(t)(2 — (62)).

Nous supposons alors que <§2> tend vers une valeur finie a toute température non nulle et
que lorsque T' — 0, <§2> — 0. A la fin du calcul, nous devrons donc vérifier 'autocohérence
de ces hypotheses.

Décomposons donc h(t)<§2> en la somme d’une constante A (représentant donc la valeur
moyenne sur une période) et d’une fonction périodique de valeur moyenne nulle. L’amplitude
de cette fonction est de I'ordre de (#?) et donc est supposée tendre vers 0 lorsque T — 0.
Ainsi, aux ordres dominants, les fluctuations s’écrivent :

t
(%) = QT/ dt! e EO=EEN=AE=t)=2(t=t) [ _ 47)]2 (2.40)
0

olt {(t) = 2 sin(wt). Introduisons & ce stade m = €£(*), la moyenne sur une période de la
fonction e4(Y). Nous pouvons réécrire les fluctuations comme :

t
(%) = 2Tme® / dt' e M= 1 (1 — ¢))2
0

¢
+2Te=¢® / dt’ (eg(t/) — m) e A=20= [o ( — ¢/)]? (2.41)
0

11 est facile de se convaincre que le deuxieme membre de droite converge lorsque ¢ — oo vers
une fonction périodique, méme lorsque A — 0. Cette partie de la solution ne pose donc pas
de probléme de convergence et nous pouvons méme remplacer a I’ordre dominant sa valeur
en prenant A = 0, valeur que nous notons G(t) (voir plus bas). Analysons maintenant le
premier terme. L’intégrale peut se décomposer en trois intervalles de temps :

— I :t—t' €10,t1] ou t; est fini

~ Iyt —t e fty, A7

— I3t —t' €A1, 0]
La contribution du premier intervalle est finie puisque 'intervalle ’est et les fonctions sont

régulieres sur celui-ci. Etant donné que nous travaillons dans la limite A — 0 (par au-
tocohérence), nous pouvons prendre [I(t — t')]? ~ %

suggere alors que malgré le caractére fini de t1, ce temps doit étre suffisamment grand pour
que 'approximation de I soit valide. Au final, la contribution de 'intégrale sur cet intervalle

sur I5. Cette approximation
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est donné par l'intégrande 1/(¢t —t’). Nous trouvons alors que cet intervalle contribue & hau-
teur de —In(A/#1) (nous montrons plus bas que A est bien positif. La contribution de I5 est
négligeable devant I, puisque sur cet intervalle, nous avons une décroissance exponentielle
de l'intégrande. Ainsi, aux ordres dominants, la relation (2.41) devient :

(0%) = —cyTIn(M/t1)e ¢ 4+ 2Te DG (1) (2.42)

ol ¢(1y est une constante positive et G(t) = fof dt’ (ef(t/) — m) e 2= [Io(t — ¢)]2. Pour

conclure nous devons satisfaire la relation d’autocohérence :
f{ dt h(t)(0%)(t) = A (2.43)

Le premier membre de (62)(t) dans I'équation (2.42) donne une contribution nulle alors que
le second donne une contribution positive finie (vérifiée & 1’aide de Mathematica) propor-
tionnelle & T') i.e. A ~ T justifiant ainsi a posteriori les approximations faites lors du calcul.
Par conséquent, de maniere générale, les fluctuations s’écrivent :

(0%) = (cyTG(t) — c(oyT In(T/T*)) e ¢ (2.44)

ou T™ est une énergie non nulle indépendante de T'.

2.4 Annexe D : Développement Hautes Fréquences

Nous donnons dans ce paragraphe des éléments de calcul correspondant a un développement
haute fréquence. Cette méthode n’est pas complete. Elle permet juste d’entrevoir des com-
portements susceptibles de se produire & haute fréquence. Les raisons de I'inachévement des
calculs développés ici sont plutot techniques et ne nécessite pas véritablement de discus-
sion. Notre objectif est essentiellement de donner quelques pistes de travail pour des études
futures.

2.4.1 Application d’un seul champ

Pour commencer, nous traitons le cas de 'application d’un seul champ suivant une di-
rection des composantes de spins.

A haute fréquence, le champ oscille tres rapidement. En premiere approximation, nous
pouvons alors supposer que le champ a un effet tres faible par rapport aux fluctuations
thermiques du systeme. Nous pouvons donc le traiter de maniere perturbative. Considérons
alors un systeme de symétrie O(n) dont les composantes d’aimantation sont données par
Mj,...M,,. La variation d’aimantation AM(t) = AM .. AM(t) induite au temps t apres
lapplication d’un champ infinitésimal h(t') & partir de ¢ = 0 suivant la direction i est

donnée par les susceptibilités linéaires jol»)(t, t') et non linéaires Rg,l (t,t',¢") suivant :

t t
AM () = / dt' R (1, ¢)h(t') + / dt' dt"R) (t,t ") h(t)h(t") + ... (2.45)
0 0
Les susceptibilités linéaires et non linéaires dépendent en fait seulement de la différence des
temps pris deux & deux, ie. R\ (t,¢') = R\ (t — ') et R (t,t,t") = RG)(t —t',t' —t").
Evaluons maintenant la contribution de chaque intégrale.
Traitons en premier lieu le cas du terme de susceptibilité linéaire. Les modeles de symétrie

O(n) ont la particularité de posséder des modes mous, c¢’est & dire des directions dans ’espace
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des phases suivant lesquelles aucun travail n’est nécessaire pour faire évoluer le systéme.
Ceci se caractérise directement dans la susceptibilité instantanée jol«)(t — ') par un terme
constant. En notant v = ¢ — ¢/, nous pouvons donc décomposer cette fonction de u en la
somme d’une constante A (nous abandonnons pour l'instant les indices) et d’une fonction
décroissante que nous notons f(u). Ainsi, la contribution linéaire & ’aimantation est donnée

par :

/t dt' \h(t") + /t dt' f(t —t'")n(t") (2.46)
0 0

Dans le cas d’un champ oscillant h(t) = h cos(wt), la premiere intégrale donne une contribu-
tion de moyenne nulle sur une période, ne contribuant ainsi pas a un processus de sélection.
Remarquons alors que la situation serait tout a fait différente si le champ était constant
puisque cette intégrale divergerait dans la limite des temps infinis lorsque A # 0. Par ailleurs,
pour toute fonction monotone f tendant vers 0, I'intégrale fot dz f(x)cos(wz) converge
lorsque t tend vers 'infini. Ainsi, la deuxiéme intégrale a au plus une contribution oscil-
lante d’amplitude finie a la variation d’aimantation et ne conduit donc pas elle non plus
a une sélection. Par conséquent, le terme de susceptibilité linéaire ne contribue pas a une
sélection particuliere de solution.

Analysons maintenant en détails la deuxieme intégrale car nous verrons que nous aurons
le méme genre de terme a considérer dans la susceptibilité non linéaire. Une astuce pour
traiter ce terme a haute fréquence est d’écrire f(t — t') comme exp (In(f(t —t'))) (f est
positive) et de développer In (f(t —t)) en puissance de t — t’. Nous avons le droit de faire
ce développement seulement si f(0) # 0. Dans le cas contraire, f est nulle & tous les temps
et la contribution de l'intégrale est nulle. Ainsi, nous avons :

Flt—t') = exp <Z %(t - t’)"‘) (2.47)

a=1
ou :

_ 9n(f(w))

a0 =In (£(0)) S| (2.48)

(2

Nous supposons donc aussi que toutes les dérivées w ont une limite finie lorsque

u — 0. Comme le champ est périodique, nous devons calculer la partie réelle de :

t o)
dt’ —iwt’ Qo iy gye 2.49
/ exp< it + 32 251 >) (249)

Dans la limite des grands temps, en faisant le changement de variable u = t — t, cette
expression vaut :

exp(—iwt + ag) / duexp (iwu + ayu + azu®/2 + ...) (2.50)
0

Nous pouvons réécrire cette intégrale en développant les termes exp(azu?/2+...) en puissance
de asu?/2 + .... Nous obtenons alors :

exp(agu? /2 + azu®/3!..) = 1+ bou® + bgu® + ... (2.51)

Nous avons le droit d’effectuer ce développement si chaque terme fooo duu™ exp (iwu + ayu)
(ot n > 2) est fini. Il faut donc que a; soit négatif, ce qui est vrai puisque f est décroissante.
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oo . . . —_n—
Nous pouvons alors montrer que ces termes fo duu™ exp (iwu + ayu) varient suivant w=" L
Ainsi, aux termes dominants en 1/w, nous obtenons :

oo
exp(—iwt + agp) / duexp (iwu + aru + azu®/2 + ...)
0

exp (—iwt + ag)
w+ ay

Dans la limite haute fréquence, en prenant la partie réelle de ce dernier terme, nous obtenons :

/O Ca G ORE) = h <i sinwt) + 2% cos(wt)) ¢

= %(O) sin(wt) + h]:gO) cos(wt) (2.53)

Nous allons voir que ce résultat permet d’expliquer que le terme de susceptibilité non linéaire
sélectionne une solution particuliere.
En effet, le développement & haute fréquence que nous venons de voir peut s’appliquer

au terme fot dt”Rﬁ? (t—t',t —t")h(t"), la contribution non linéaire valant :

t t
2 / dt'h(t') / dt"RE) (¢ —t' ' — t")h(t") (2.54)
0 0

Nous trouvons alors par analogie, aux termes dominants en 1/w :

t Rt ¢) 0@ (1)
(2) _ Jii\" "o : i,5,k\" 7
/O dt"R) (t—t',#' —t")h(t") = h (w sinwt) + =222

cos(wt’)) (2.55)

ou par souci de clarté nous employons les mémes notations que dans le texte principal
(chapitre 1) :

ORZ) (t,¢',t"
vl () = lim %

st/

(2.56)

Ainsi, la contribution totale du terme non linéaire vaut :

h2
2
w Jie

(2.57)

Les deux premiers termes peuvent étre traités exactement de la méme fagon que le terme
linéaire : ils ne participent donc pas a la sélection. Par contre, le dernier terme peut diverger
dans la limite des grands temps. En effet, il suffit que vz(zj) x(t,t',t') ait une partie constante
lorsque la variable est ¢'. Ceci est assez naturelle puisque ce terme est la dérivée par rapport a
t" d’une réponse & un champ dont la forme typique est une exponentielle du type exp(—(¢' —
t")/7). Par conséquent ce dernier terme de la somme contribue & une sélection de la solution
puisque seules des solutions particulieres pour lesquelles vf? w(t,t',t") = 0 peuvent prétendre
a étre stables.

Nous allons voir ’extension de ce résultat a ’application de plusieurs champs. Les détails
des calculs ne sont pas explicités puisque ceux-ci sont en tout point identiques a ceux que

nous venons d’effectuer.

(2.

t 2 t 2 t
h h
—/0 dt’R(z)(t,t',t')cos(wt’)sin(wt')—i——wQ/0 dt’vfj{k(m’,t’)cos(2wt’)+—w2/0 dt'v) (.t )

5

oo
exp(—iwt + agp) / duexp (iwu + aju)
0

2)
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2.4.2 Application de plusieurs champs

Si maintenant, nous appliquons deux champs suivant deux directions i et j orthogonales
(correspondant aux composantes i et j de l'aimantation (voir plus haut)) de fréquences
respectives w; et w;, chacune des contributions de la susceptibilité linéaire aura le méme
effet que précédemment, c’est-a-dire aucun du point de vue de la sélection. A 1'opposé,
chaque terme de la contribution non linéaire :

t
/O dt’ dt" R (¢, " )b (¢ )i (1)

t
(2)
/O dt' d" RE) (1,4, 1" )hy (1 hy () (2.58)
aura sur toute composante k de 'aimantation un effet de sélection identique a celui que
nous venons de voir. Un effet alors a éviter, si nous voulons utiliser plusieurs champs a.c.
comme outils indépendants les uns des autres permettant d’opérer sur un systeme, est une
contribution croisée des champs aux termes de sélection :

t
/ dt' dt" R (4,4 ") ha(t' ) hy (") (2.59)
0

Pour éviter un tel phénomene d’interférences, il faut éviter que des termes du type cos(w;t’) cos(w;t’)
aient une valeur moyenne non nulle sur une période, les raisons étant exactement les mémes
que celles qui donnent une valeur non nulle dans le cas de I’application d’un seul champ.
Ainsi, il suffit de prendre w; comme multiple de w;, w; = pw;, oll p est un entier plus grand
que 2, pour étre sir que la contribution a la sélection est nulle pour ces termes croisés.

En conclusion, nous voyons que 1'utilisation de plusieurs champs orthogonaux avec des
fréquences bien choisies permet de modeler les symétries de fagon indépendante.
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Chapitre 3

Transition

Nous venons de voir dans une premiere partie des systemes loin de 1’équilibre mais at-
teignant un état stationnaire pour des temps expérimentalement accessibles , sauf pour des
parametres particuliers plagant le systeme aux points de transition. Maintenant nous allons
nous intéresser a des systemes se situant loin de leur équilibre stable et relaxant lentement
vers cet état. La raison d’un tel comportement peut avoir des causes multiples et variées.
Un exemple bien connu est celui de la vinaigrette. A température ambiante, la vinaigrette
possede un état d’équilibre stable qui se traduit par une séparation de phase : I’huile (acides
gras insaturés) et le vinaigre (acide acétique) ne se mélangent pas par effet hydrophobe.
Des lors, il faut agiter fortement la vinaigrette pour qu’une phase homogene apparaisse,
plus ou moins bien stabilisé par ajout de moutarde (contenant des graines d’une plante de
la famille des cruciféracées qui contient des éléments tensioactifs). Lorsque 'agitation est
arrétée, la vinaigrette est dans un état thermodynamique métastable. Tres lentement, la
vitesse dépendant de la qualité de la (du) cuisiniére(er), les gouttes d’huile vont coalescer,
les plus petites au profit des plus grosses, et vont se séparer du vinaigre apres un temps assez
long (on peut atteindre quelques mois en conservant au réfrigérateur). On peut distinguer
alors deux comportements a priori qualitativement différents : si la seule coalescence de deux
gouttes demande un temps beaucoup plus grand que celui de 1’échelle de temps de I’observa-
tion alors le systeme est dynamiquement stable et thermodynamiquement métastable sans
relaxation véritable vers son état d’équilibre. Si par contre, il y a une coalescence incessante
des gouttes et que les volumes en jeu sont infinis, les gouttes d’huile deviennent de plus en
plus grosses a mesure que le temps avance et il faudra un temps infini pour que la séparation
se fasse. Le systeme est alors loin de ’équilibre et possede la propriété que la taille moyenne
des gouttes dépend du temps pris a partir du moment que le cuisinier a arrété d’agiter
la sauce. On dit que le systeme vieillit car ses propriétés physiques dépendent de ’age du
systeme, I’age étant compté a partir de la fin de préparation du systeme. C’est exactement
ce genre de systemes que nous allons étudier dans ce chapitre. Le comportement de coales-
cence huileuse de la vinaigrette est un processus de croissance de domaines, processus que
I'on retrouve dans une multitude de systémes : trempes de ferromagnétiques depuis leur
phase para dans leur phase ferro, processus de diffusions, coalescence des bulles dans les
mousses,... Le processus de vieillissement, lui, se rencontre dans de nombreux systémes pour
lesquels il est assez difficile de définir ce qui grossit : les plastiques, les verres de spins, les
verres inorganiques, les gels... Cependant, des travaux récents [47, 79] laissent penser qu’a
I'instar des fonctions de corrélation & deux points (d’espace) pour les transitions d’équilibre,
des fonctions de corrélation & quatre points (deux d’espace et deux de temps) seraient le
pendant d’une bonne description de ce qui grossit dans les systémes subissant des transitions
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Fia. 3.1 — Comportement typique des fonctions de corrélation a deuzr temps d’un systéme
vieillissant. Figure (a) : lorsque C' > q, le systéme relaze rapidement vers un pseudo-équilibre
caractérisé par q. Ensuite, la relazation dépend fortement de l’age du systéme t,,. Figure
(b) : pour un vieillissement dit simple, une reparamétrisation du type t/t,, fait collapser les
courbes sur elles-mémes. L’échelle de temps microscopique 1o n'intervient plus.

vitreuses, i.e. des systemes susceptibles d’avoir une phase hors-équilibre et vieillissante pour
tous les temps expérimentaux accessibles.

Ces dernieres années donc, un effort considérable a été développé pour mettre en évidence
des analogies entre les systémes possédant la propriété de vieillir, faisant fi a la fois de
la différence des échelles de temps mis en jeu mais aussi des raisons donnant naissance
au processus de vieillissement [57, 76]. Par exemple, pour les verres de spins (exemple :
CyCy,_ I,.54) le désordre gelé des interactions magnétiques induit le phénomene alors que
les verres structuraux (comme les verres organiques) ne présentent a premieére vue aucun
désordre. Une des plus célebres analogies concerne les équations (maintenant classiques)
d’évolution, d’un cdté des fonctions & deux temps (corrélation et réponse) de aimantation
du p-spin en champ moyen [62], et de ’autre, des fonctions & deux temps de la densité dans un
liquide surfondu traité suivant la théorie de couplage de modes [70]. Il faut alors reconnaitre
qu’il n’était a priori pas évident que I’évolution temporelle de ces deux systemes soient
identiques. D’une fagon générale les lois de vieillissement rencontrées dans les systémes aussi
bien expérimentaux, que numériques et qu’analytiques, ou seul ’age du systeéme intervient,
sont une manifestation d’une description sous-jacente stirement tres générale.

Plus formellement, les lois de vieillissement se caractérisent premierement par une brisure
de I'invariance dans le temps des fonctions de corrélation et de réponse. Expérimentalement,
pour une large gamme d’observables, deux comportements, pour lesquels les échelles de
temps sont séparées, doivent étre distingués. Aux temps courts, un nombre macroscopique
de particules relaxent rapidement vers un pseudo-équilibre (relaxation 8 dans le jargon des li-
quides surfondus) suivant un comportement rappelant exactement les situations d’équilibre :
les fonctions de corrélation (et de réponse) a deux temps t,, et t,, + ¢t ne dépendent que de
leur différence :

Coq(tw, tw +1) = f(t) (3.1)

ou f est une fonction décroissante du temps.
Ensuite, le systéeme procede a une décorrélation (relaxation «) qui dépend du temps
auquel on fait la mesure. Remarquablement, les fonctions de corrélation dans la partie lente
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Fia. 3.2 — Diagramme ’Réponse intégrée’ vs. 'Corrélation’. Pour C' > q, la courbe est typique
de celle a l’équilibre avec une pente donnée par —1/T. Pour C' < q, plusieurs scénarios sont
possibles. C’est seulement dans le cas ot la relation est linéaire qu’une température effective
est bien définie. Dans les phénomeénes de croissance de domaines, la courbe devient plate.
La température effective Tog = 0.

se mettent sous une forme générique pour l’ensemble des systemes vieillissants (que ce soit
expérimental, analytique ou numérique) [57] :

hi(tw)
Clent (tw, tew + 1) Z Ci Pl £ (3.2)
ou les h; sont des fonctions croissantes du temps qui évoluent sur des secteurs de temps
séparés. Certains systemes sont simplement décrits par un seul de ces secteurs, i.e. une seule
fonction h. La situation la plus populaire est celle de la croissance de domaines [57]. Il faut
alors retenir a ce stade que I'’ensemble des processus de vieillissement que nous discuterons
dans la fin de cette thése ne comporte aussi qu'un seul secteur de temps.

Une forme typique de relaxation est donnée en figure (3.1). Dans le cas d’un liquide
surfondu, ces fonctions d’autocorrélation sont souvent les fluctuations de densité du mode
k, C(tw,tw +1t) = {(pf(tw)pr(tw + t)). Pour un systeme magnétique, elles sont souvent
les fonctions d’autocorrélation de I'aimantation. Nous verrons a ce sujet que le choix des
observables n’est pas un concept trivial afin d’obtenir des comportements génériques [88, 87].

Température effective

Parmi les approches permettant de comprendre les phénomenes de vieillissement, deux
récentes ont eu ces dernieres années un impact retentissant. La premiere concerne la résolution
analytique du p-spins [62]. Ce systéme est caractérisé par le hamiltonien suivant en présence
d’un champ magnétique extérieur uniforme h :

N
H=—- Z Jil,,,ipsil...sip + thl (33)
4

11 <...<ip

N . ;. . N , . . . sy
ol s; sont des spins sphériques, i.e. Y ;_; s? = N. Les énergies d’interaction magnétique sont
. ~1/NP7l La
p

des variables aléatoires gaussiennes indépendantes centrées de variance J7
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barre indique que la moyenne est prise sur ’ensemble des couplages possibles. La résolution
des fonctions d’autocorrélation de spins :

1 N
N <5i(tw)3i(tw +t)> (3-4)
=1

Ctw,tw +1t) =

et des réponses intégrées x(t.,tw, + t) associées, correspondant & la variation d’aimanta-
tion du systeme au temps t,, + t par rapport a ’application d’un petit champ magnétique
constant au temps t,,, a permis de déboucher pour la premieére fois sur des prédictions a priori
indépendantes du systéme étudié a travers la notion de température effective [63, 64]. L’idée
originale a été de considérer le diagramme x vs C' [65] (avec comme variables paramétriques
les temps) pour caractériser la dynamique du systéeme. Aujourd’hui, de nombreux efforts
sont consacrés a 1’étude de ce diagramme pour essayer d’en comprendre les éventuels com-
portements génériques [65].

Dans la limite N — oo prise avant t,, — oo, lorsque la température est telle que le
systéme est a jamais loin de 1’équilibre, la relation reliant les fluctuations (encodées dans
C(tw,tw +1)) et la dissipation (encodée dans le retard de la réponse x(t.,t, + t)), relation
que 'on note désormais FDR en rapport avec I'acronyme anglais, se met sous la forme
suivante dans le cas du p-spins :

L .
[ A= Ot tw + 1) st O'>¢q
X(tw, tw +1) = { Tclff (¢ — Cltw,tw +1) + %(1 —q) si C<q

Le parametre d’Edwards-Anderson ¢ délimite les deux régimes, a savoir de pseudo-équilibre
et de vieillissement (Fig. (3.2)). La FDR se sépare donc en deux régimes correspondant aux
deux échelles de temps, & savoir celle, microscopique, liée a (3.1) et l'autre, vieillissante,
liée & (3.2). Le premier régime donne une pente dans le diagramme y vs. C (Fig. (3.2))
inversement proportionnelle a la température du bain thermique, rappelant fortement le
comportement a I’équilibre. Le second donne une pente a partir de laquelle on peut définir
une température effective Tog plus grande que la température du bain [63, 64].
Expérimentalement et numériquement, ce comportement a été observé pour divers systemes

tres différents (voir [61] pour une discussion générale sur la violation de FDT et références
dedans), a savoir une relation linéaire dans le diagramme y vs C définissant une température
effective différente de celle du bain; par exemple un fluide visqueux étiré [44] et un systéme
d’oscillateurs harmoniques [50]. Les propriétés de la température effective peuvent alors étre
résumées suivant ces quatre points [77] :

1. Un thermometre réglé pour répondre seulement aux basses fréquences mesure exacte-
ment la température effective.

2. Latempérature effective de deux systemes différents s’égalisent lorsque les deux systeémes
sont suffisamment couplés.

3. Dans la limite de température nulle, la température effective ne s’annule pas.

4. Sion ajoute un bain thermique couplé aux observables lentes, ce bain n’a pratiquement
aucun effet sur le systeme si sa température est plus basse que la température effective.
Dans le cas contraire, le vieillissement est interrompu.

En conclusion, que ce soit du point de vue de divers modeéles théoriques, d’expériences [39, 16]
(toujours en nombre insuffisant pour I'instant), que de simulations numériques, la présence de
cette température effective ne fait aucun doute [61]. Reste alors & savoir comment interpréter
de fagon générale ses valeurs ou les déviations par rapport au comportement linéaire.
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Modele d’espace des phases

La seconde approche récente essentielle dans I’histoire de la compréhension des verres
est celle des modeles d’espace de phase qui sont plus des approches phénoménologiques des
transitions vitreuses. Parmi ces approches, une lumineuse et minimale vision de la transition
vitreuse et de ses effets de vieillissement est le modele de pieges proposé par Bouchaud [52],
modele sur lequel nous allons revenir plus longuement dans la prochaine partie. Les modeles
d’espace de phase sont intéressants car la dynamique du systeme est intuitive ce qui n’est
pas forcément le cas dans la résolution analytique du p-spins, que ce soit pour les lois de
vieillissement obtenues ou pour l’émergence de la température effective. Si 'objectif est
d’avoir un modele simple pour décrire les phénomenes vitreux, il faut toutefois garder en
téte la nécessité d’avoir des comportements cohérents avec la notion de température effective.
Cette nécessité sera la trame de la fin de ce manuscrit. Nous allons voir en effet la réalisation
microscopique de modeles d’espace de phase pour étudier leur comportement a travers la
FDR. Fort de nos résultats, nous proposerons dans le dernier chapitre une extension de ces
modeles avec comme objectif de comprendre toujours mieux la phénoménologie des systemes
comme les p-spins.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il est indispensable d’introduire un tant soit peu
les modeles d’espace des phases. Premiérement, les transitions vitreuses se caractérisent par
une divergence du temps de relaxation (& température finie ou pas, sachant qu’il est dur de
discriminer pour des raisons évidentes de fleche du temps). En-dessous de ces températures
de divergence, le systeme vieillit pour tous les temps expérimentalement accessibles. Une
compréhension importante de ces phénomenes d’arréts structuraux repose sur le paradigme
du paysage d’énergie [91, 59, 66, 85]. Par exemple, dans le cas du p-spins, la situation est
trés claire. Au-dessus d’une certaine énergie libre, les états du systéme (caractérisés par leur
Hessien) posseédent tous (& une exponentielle pres dans la taille du systeéme) des directions
descendantes en énergie. Ce sont donc des points-selles. En-dessous, ces directions dispa-
raissent pour laisser place seulement & des minima locaux séparés par des barrieres infinies
d’énergie dans la limite thermodynamique. Le ralentissement de la dynamique s’explique
alors pour ce systéme par la diminution des directions descendantes en énergie permettant
d’atteindre I’état d’équilibre [78]. L’extension aux verres structuraux se fait exactement dans
cette ligne de pensée [40, 58, 71, 75, 41].

Une question est alors de se demander s’il est possible d’avoir une description simplifiée
soit du processus de descente en énergie dans des états de moins en moins connectés, soit
des processus d’activation qui de toute fagon ont lieu tét ou tard. En effet, il est assez
surprenant de trouver dans la littérature la seule question du caractére 'dimension finie’
des phénomenes vitreux que chacun peut expérimenter par opposition au caractere champ
moyen. Il est vrai que le cas réaliste de dimension finie donne une transition vitreuse plus
étalée en température et surtout moins précise que celle du champ moyen; il est donc bien
nécessaire de comprendre les différences entre description champ moyen et dimension finie.
Cependant, malgré la résolution du p-spins, il n’existe pas véritablement de modele simplifié
permettant de rendre compte de sa phénoménologie. Nous essaierons autant que possible
dans la fin de cette partie de proposer quelques directions (les plus simples possibles) pour
se rapprocher de ce comportement.

Rappelons donc qu’une maniere de simplifier les descriptions des phénomenes vitreux est
de considérer I’évolution d’une particule (représentant 1’état microscopique du systeéme) dans
un paysage d’énergie en supposant des propriétés tres générales de ce paysage. Les modeles
d’espace de phase que nous allons considérer font par exemple une premiere hypothese
simplificatrice selon laquelle tous les états sont connectés.
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Dans cette situation, si nous considérons les M états i (d’énergies F;) susceptibles d’étre
visités par cette particule, une maniere générale de décrire ’évolution temporelle des ca-
ractéristiques du probleme est d’écrire un systeme d’équations maitresses pour les probabi-
lités P;(t) de trouver la particule dans I’état i :

M
1 dP; 1 . .
— =-IP({)+ — P;(t 3.5

Ty est une échelle de temps microscopique que 'on prend désormais égale a 1. I'; est la
probabilité de s’échapper de 1'état i et w(i — j) est le taux de transition entre les états 4
et j, taux vérifiant le bilan détaillé. D’un point de vue microscopique, comme tous les états
sont connectés, seule une dynamique globale peut a priori correspondre a de tels modeles.
Cependant, nous verrons que par un phénomene de ’coarse-graining’ dans le temps, il est
possible & partir d’'une dynamique d’un seul retournement de spins (dans le cas de modeles
magnétiques) d’avoir d’une fagon effective un modele totalement connecté.

Une deuxieme hypothese simplificatrice des modeles que nous allons considérer suppose
que les énergies sont des variables aléatoires indépendantes. Ainsi, par passage au continu,
les états discrets sont décrits par une densité en énergie de niveaux qui sera la plupart du
temps exponentielle :

p(E) = By’ (3.6)

Dans ce cas, le systéme est caractérisé par la probabilité P(E,t) de trouver au temps t
n’importe quel état ayant une énergie comprise entre £ et E + dFE, ou de fagon similaire
de trouver la particule dans Iénergie [E, E 4+ dE]. L’équation maitresse d’évolution est alors
donnée pour ces modeles par :

0

OPEY)  _ _ppyP(E1) + / 4B P(E', ()W (E' — E)p(E)
ot -
0
r(E) = [ W(E — E'p(E) (3.7)

ou les taux de transition W vérifient le bilan détaillé :
W(E — E') = PF-DW(E - E) (3.8)

La résolution de ces équations suivant les données de W et de p(E) permettent d’envisager
une multitude de comportements rencontrés dans divers systémes [82, 89].

Pour revenir au p-spins, nous avons vu que des points-selles disparaissaient au profit
de minima. Ainsi, deux sortes de transition W(E — E’) se sont distinguées durant les
dernieres années. La premiere correspond a une caricature d’'une situation ne comportant
que des minima. Le passage de E & E’ ne dépend que de E & travers une loi d’Arrhenius :

W(E — E') = &PF (3.9)

ou E < 0. Cette loi d’évolution accompagnée de la densité exponentielle constitue le modele
de pieges de Bouchaud [52] que nous dénommons désormais BTM. Nous étudions en détail
ce modele dans le prochain chapitre.

Deuxiemement, une facon de considérer des directions descendantes est de permettre
la descente en énergie méme a température nulle. Par exemple, nous pouvons choisir une
dynamique de Métropolis :

e PE-E) & B SE

1 sinon (3.10)

P(E—F) = {
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Ce genre de dynamique donne lieu a un autre type de comportement que Barrat et Mézard
ont étudié & température nulle [43]. Généralisant ce modele & toute température [48], nous
appellerons BMM désormais le modele étudié dans [48] (ou la seule différence consiste a
prendre une dynamique de Glauber au lieu de Métropolis).

En dépit de la simplicité du BTM, ce modele rend compte d’une multitude de comporte-
ments que ce soit dans la matiere vitreuse structurale ou les milieux granulaires, et méme
en physique atomique [42]! 11 est tout de méme important de comprendre que le succes des
modeles BTM et BMM réside aussi dans leur simplicité. Cette simplicité est essentiellement
due au fait que tous les états sont connectés. Nous verrons qu’une version plus locale de la
dynamique dans I’espace des phases, i.e. tous les états ne sont plus connectés, permet aussi
d’obtenir des phénomenes tres intéressants pour les processus vitreux. En outre, les idées que
nous développons pourraient permettre de comprendre quels sont les ingrédients nécessaires
pour obtenir une description simplifiée de dynamiques complexes comme le p-spins.
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Liste des abréviations

BMM Modele de Barrat-Mézard & température finie [48]. Acronyme anglais de Barrat-
Mézard Model.

BTM Modele de pieges de Bouchaud [52]. Bouchaud Trap Model.

FDR Relation de fluctuation dissipation. Fluctuation Dissipation Relation.
FDT Théoreme de fluctuation dissipation. Fluctuation Dissipation Theorem.
NPP Probleme de répartition des nombres. Number Partitioning Problem.

REM Modele d’énergies aléatoires [68]. Random Energy Model.






Deuxieme partie

Réalisations microscopiques de
modeles de pieges
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Chapitre 4

Réalisations microscopiques du
modele de pieges de Bouchaud

4.1 Le modéle de pieges de Bouchaud (BTM)

Le BTM est basé sur le schéma suivant : une particule évolue dans un paysage d’énergie
qui ressemble a un green de golf. Ce green est composé de trous dont la profondeur h
est distribuée exponentiellement suivant e~%". A chaque pas de temps microscopique, la
particule a une probabilité e=#" de sortir du trou pour aller sur le green qui définit ainsi
un horizon. Une fois sortie, elle tombe immédiatement dans un nouveau trou qui est dans
le cas du modele original choisi au hasard (i. e. Fig. (4.1) est de dimension infinie). Par
construction, une fois la particule hors du trou, elle perd totalement la mémoire de son
histoire et le systeme est d’une certaine fagon réinitialisé. L’effet combiné d’une distribution
exponentielle de profondeur de trous et d’une probabilité exponentielle d’échapper de ces
derniers conduit a des temps de piégeage distribués suivant une distribution dont la moyenne
diverge lorsque 3 > (,. Le caractere vitreux résulte de la possibilité de tomber dans des
trous de profondeur arbitrairement grande. Un premier succes de ce modele est qu’il donne
un temps de relaxation qui diverge comme une loi de Vogel-Fulcher (4.1). En effet, d’un point
de vue thermique, la température du bain vaut T = B! et la température de transition
vitreuse vaut T, = (3, '. Il est alors possible de montrer [82] que :

A
Trelaz ~ €779 (41)

Cette loi est caractéristique des divergences de la viscosité (analogue & un temps de relaxa-
tion) pour des verres fragiles.

Le BTM présente le paradoxe apparent que si nous considérons n’importe quelle paire
de temps tels que le systéme vient juste d’émerger d’un piege, la dynamique est (statisti-
quement) réversible dans le temps : le processus d’irréversibilité vient du fait que pour un
temps donné ¢, le systeme a de grandes chances d’étre dans un piege dont la durée de vie
est de l'ordre de t.

Ces éléments, a savoir I'existence d’un horizon au-dessus duquel le systeme doit émerger
a chaque temps, la réversibilité dans le temps et une densité exponentielle d’états, peuvent
étre considérés comme les caractéristiques définissant le modele. A ce stade, il est important
de noter que ’horizon défini dans ce modele ne correspond pas au seuil des modeles de verres
champ moyen en-dessous duquel les points selles du paysage d’énergie disparaissent. En effet,
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E
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Fic. 4.1 — Caricature du paysage d’énergie dans le BTM. Dans le BTM original, tous les
trous sont connectés de facon que le choix du trou d’arrivée de la balle est donné par une
mesure plate.

Fic. 4.2 — Barriere d’énergie a franchir lors d’une transition activée. La transition est dite
purement activée lorsque l’énergie Ey, est la méme pour tout couple d’énergies (E7, Es).

juste en-dessous de ce seuil, les verres champ moyen ne présentent pas de phénomene de
réinitialisation ou de réémergence. L’évolution est bien activée mais globalement la descente
en énergie est irréversible. Seulement pour des temps précédents I’équilibration du systeme,
il est possible que la dynamique soit celle du BTM.

Méme si de tels comportements de particules n’ont pas été observés, cette approche
phénoménologique donne un comportement vitreux décrivant aussi bien les verres structu-
raux que les verres de spins. D’autre part, seulement récemment il a été démontré [46] que
la dynamique de modele de pieges (BTM) pouvait résulter d’'un modele microscopique (le
modele d’énergies aléatoires (REM) [68] & taille finie) doté d’une dynamique microscopique
purement activée!, i.e. du type BTM. Par dynamique purement activée, il faut comprendre
que le passage entre deux états s’effectue par le franchissement d’une barriere d’énergie
dont le sommet est identique pour chaque état (Fig. (4.2)). Le sommet correspond donc &
un horizon. Ainsi, étant donnés deux états 1 et 2 d’énergies respectives Fy et Es, la pro-
babilité de passer de 1 & 2, respectivement de 2 & 1, est donnée par exp(—(E) — E1)/T)
et exp(—(En — E2)/T) respectivement. En intégrant le facteur exp(—FEy/T) dans le temps
microscopique du systéme, sans perte de généralité, nous pouvons remplacer ces taux de
transition par des taux de transition purement activée, c’est-a-dire du type :

W(E, — Ey) = BT (4.2)

pour lesquels les énergies considérées sont négatives. Ce type de transition est la dynamique
microscopique de base du BTM. En ce qui concerne le REM, comme nous le verrons a la
fin de ce chapitre, le comportement BTM semble étre insensible a la dynamique choisie a
partir du moment ou tous les états sont connectés, confirmant ainsi le caractére général de
la preuve de [46].

Enfin, il s’est avéré que ces notions de pieges avaient une réalité tangible dans les systemes

1Ce choix de dynamique permet de rendre la preuve accessible.
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Fi1G. 4.3 — Minima d’énergies potentielles visitées lors d’une simulation de type dynamique
moléculaire d’un liquide de Lennard-Jones prés de sa température vitreuse. Extrait de [67].

de Lennard-Jones. En effet, pour les liquides surfondus, il est d’usage d’étudier une énergie
E, différente de I’énergie totale du systéme (composée d’une partie cinétique et d’une partie
d’énergie potentielle d’interaction). Pour un état microscopique donné, cette énergie F
est définie comme le minimum d’énergie potentielle que ’on atteindrait apres une trempe a
température nulle & partir de ce méme état. Ces énergies sont appelés 'Structures Inhérentes’.
Les auteurs de [67] ont numériquement trouvé que ces structures visitées au cours du temps
lors d’une évolution pres de la température vitreuse peuvent se répartir dans des pieges
(métabasins) dont la dynamique peut se mettre sous la forme d’un modele de pieges (Fig.
(4.3)) avec une densité gaussienne en énergie. En considérant les résultats de [82], ils ont alors
montré qu’il était possible de rendre compte des lois d’évolution et donc du ralentissement
des corrélations de densité.

Avoir des réalisations microscopiques du BTM est intéressant. Premiérement, cela permet
de mettre en avant des situations physiques pour lesquelles cette description peut étre per-
tinente et ainsi d’en dégager la philosophie. Une autre raison, qui nous préoccupera jusqu’a
la fin de ce manuscrit, est d’étudier la réponse d’un tel systéme, ou de facon équivalente la
FDR. En effet, un large éventail de FDR a été proposé pour ce modele. La raison essentielle
d’un manque de consensus sur cette question vient du fait qu’il n’y a pas de prescription
unique sur comment un champ extérieur modifie ’horizon et donc les taux de transition.
Cette question est essentielle puisque nous avons vu que la température effective apparaissait
comme un comportement inhérent au caractere vitreux dont les caractéristiques pouvaient
recouvrir un caractére assez universel.

Dans ce chapitre, nous donnons deux exemples réalisant le BTM : le probleme de la
répartition de nombres (NPP), lui-méme un probléme de compactification, et les approxi-
mations diophantines. Le probleme NPP peut étre défini comme ceci : étant donné N nombres
aléatoires tirés avec une distribution uniforme dans 'intervalle [0, 1], le jeu consiste & divi-
ser ces nombres en deux ensembles tels que la différence de leur somme soit la plus petite
possible. Ce probleme d’optimisation peut aussi étre vu comme la caricature d’un probleme
d’empilement car si nous considérons N pieces d’épaisseurs aléatoires et indépendantes, le
jeu consiste a trouver la plus petite boite possible de sorte que ces pieces soient empilées
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Fic. 4.4 — NPP vu comme un probleme d’empilement. Etant donné un certain nombre de
pieces d’épaisseurs aléatoires, le jeu consiste a minimiser la différence de hauteur de deux
piles construites a ’aide de ces piéces.

suivant deux piles (Fig. (4.4)). Les approximations diophantines que nous allons considérer
sont les suivantes : trouver des nombres entiers n et m tels que nvV2+m+/3 soit aussi proche
que possible d’un nombre rationnel.

De ces réalisations, nous essayons d’expliquer quelles situations typiques peuvent présenter
des comportements de type BTM. Ensuite, nous donnons quelques arguments qualitatifs per-
mettant de comprendre pourquoi le REM est un candidat idéal pour une dynamique de type
BTM. Nos résultats montrent alors qu’il semble tout de méme assez difficile d’envisager une
dynamique réaliste pour le REM. Enfin, nous finissons ce chapitre par exploiter les varia-
tions du BTM (ex : modele & plusieurs niveaux [53]) pour proposer de nouveaux probléemes
d’optimisation.

4.2 NPP et le modele de pieges (BTM)

D’un point de vue de 'optimisation, la définition du NPP est la suivante : étant donné
un ensemble de N nombres réels (i. e. de précision infinie) ay, as, ..., an, chacun appartenant
au segment [0, 1], trouver une partition composé de deux ensembles S; et Sy tels que la
différence entre la somme des nombres & l'intérieur de chaque ensemble est la plus petite
possible. Ainsi, la fonction de cotit la plus naturelle pour ce probléme est donnée par :

N
E aiS;
i=1

Les s; sont des spins de type Ising pouvant prendre les valeurs £1. Si le réel a; se trouve
dans S1, le spin s; vaut +1 et vice versa.

La fonction de cott peut étre aussi écrite comme un verre de spins Ising dont les couplages
antiferromagnétiques se mettent sous une forme factorisée J;; = —a;a;, dite de type Mattis :

By = (4.3)

N
2
Hypattis = By, = E $i;Q;S; (4.4)
4,j=1
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L’énergie du fondamental de (4.3) vaut (E,,, ) = /27 N2~ [80]. Pour un hamiltonien

de la forme (4.4), ceci implique que le comportement vitreux intéressant ne se produit que
pour des températures exponentiellement petites dans la taille du systeme. Pour éviter ce
genre de probléme, nous allons utiliser un hamiltonien modifié, pour lequel I’énergie de 1’état
fondamental est extensive dans la limite thermodynamique :

N
E ;S
i=1

T, est désormais une échelle d’énergie pour laquelle I'énergie de 1'état fondamental vaut
—T4yNIn2.

E =T,In(E,)=T,n (4.5)

4.2.1 Analyse de ’équilibre

Les problemes d’optimisation non extensifs, pour lesquels I'optimum n’évolue pas linéairement

avec la taille du systeme, ne sont pas faciles a étudier dans le cadre du formalisme de la
mécanique statistique. Pour le NPP, Mertens [80] a contourné le probleme de fagon intelli-
gente : au lieu de travailler avec une fonction de partition définie sur les bases de (4.5) ou
de (4.3) en utilisant les procédés usuels pour établir ’expression de 1’énergie libre moyenne,
il a utilisé des moyens statistiques pour étudier directement l'indépendance des niveaux
d’énergie. Ainsi, ses travaux suggerent fortement que dans le cas du NPP non contraint,
pour des grandes valeurs de N, les énergies F,, sont des variables aléatoires distribuées
suivant une demi-gaussienne :

2
P(E,,) = \/ﬁ exp (- zf;zv) O(E,) (4.6)

ot O(E,,) est la fonction d’Heaviside et 02 = (a?). Mertens a aussi montré que les énergies
E, < 0(\/N ) étaient indépendantes. Ce résultat a été rigoureusement prouvé ensuite pour
les k plus basses énergies [51], et a été étudié en détails dans toutes les régions dans [45].

De cette étude, en appliquant la transformation E = T, In|E,,|, nous pouvons affirmer
que les énergies E < O(InN) sont aussi des variables aléatoires indépendantes dont la
distribution de probabilité est donnée par :

1
P(E) = Nexp (ﬂgE ~ 5o P (2ﬂgE)> (4.7)
avec N = —=22_ Pour de grandes valeurs de N, la densité des niveaux est donné Fig.

2102 N
(4.5).

La thermodynamique du NPP écrite en termes de la nouvelle énergie E avec les hy-
potheses citées plus haut peut étre obtenue en suivant la méthode microcanonique de Der-
rida pour le modele d’énergies aléatoires (REM) [68]. On peut alors remarquer qu’il y a deux
régions :

~ SiE> Ejy = —NT,In2, la densité de niveaux est plus grande que 1.

— Si B < Ejpf = —NT,In2, la densité de niveaux est plus petite que 1.

Pour F < Ej, ¢ 'entropie s’annule, et pour £ > E;,f, I'entropie vaut pour N — oo,
S(E) By E

N =2+ —~O(-E) (4.8)
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F1a. 4.5 — Entropie par spin s = S/N en fonction de l’énergie par spin e = E/N

En utilisant la relation % = %, on trouve que <—I€>:0 quand T' > T,. Pour T' < T,
Iénergie se fixe a E;,; = —T,N In2. Finalement, I’énergie libre est donnée par :
=Bt — Tym2 s T<T,
F _ .
~v=-TIn2 sinon

La transition est du premier ordre [54] par opposition au modeéle standard d’énergies aléatoires,
qui est du second ordre. Remarquons qu’au-dessus de Uénergie Ey,;, = O(InN) la densité
des états est aussi plus petite que 1. A ce niveau d’énergie, I'indépendance des énergies n’est
plus vérifiée [80]. Quoi qu’il en soit, nous allons nous intéresser aux transitions qui mettent
en jeu les basses énergies, ces niveaux ne sont donc pas pertinents. Nous n’étudierons pas
les propriétés statistiques de niveaux pris au hasard, ceci étant fait dans [45] et en détails
dans [51]. Nous nous concentrerons sur les propriétés des niveaux d’énergie rencontrés lors
d’évolution dictée par une dynamique spécifique, question liée mais loin d’étre équivalente
aux études mentionnées.

4.2.2 Analyse dynamique

L’étude de I’équilibre montre que le systéme maximise son entropie lorsque la température
est plus grande que T,;. Dans la phase de basse température T' < Ty, une dynamique
M¢étropolis conduit le systeme a explorer des états de plus en plus profonds de fagon a at-
teindre I’état fondamental —NNT;; In 2. Le point intéressant, relatif & I’ensemble des systemes
vitreux, est de comprendre comment le systeme réussit a diminuer son énergie étant donné
d’une part son hamiltonien et d’autre part sa dynamique d’évolution. Nous allons alors mon-
trer qu'une dynamique de retournement d’un seul spin conduit naturellement (4.5) au BTM.
Pour justifier notre raisonnement nous présentons les tests numériques les plus pertinents
possibles. La dynamique Métropolis est définie par des taux de transition qui vérifient le
bilan détaillé :

-B(E;—Ei) & E.> E:

_ 1 e S1 G > Ly )

Pod ~ o ={ T (19)

ot {o;} et {o;} sont des configurations qui different d’un seul retournement de spin. En-

dessous de Ty, les simulations montrent qu'un systéme de N = 30 spins ne peut pas équilibrer
en des temps numériques raisonnables [80].
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F1G. 4.6 — Structure de l'espace des phases. L’horizon sépare les €tats de surface des piéges.

F1G. 4.7 — Energie en fonction du temps pour une unique réalisation. (a) Réalisation initiale.
(b) Grossissement par 10 du temps. (c) par 100. (d) Echelle des temps inverse.

Etats de surface et horizon

Comme il a été mentionné plus haut, une des caractéristiques définissant le BTM est 1’ho-
rizon au-dessus duquel le systéme doit retourner chaque fois qu'il sort d’un état, définissant
ainsi une dynamique purement activée (voir début de chapitre). Il est facile de montrer
qu’une dynamique de retournement d’un seul spin conduit a cette propriété. En effet,
lorsque :

E < Ep =TgIn(amin) ~ —Tyln N (4.10)

avec Gmin = min(ay, ...,an) = O(1/N), un seul retournement de spin donne une énergie plus
grande que Ej. Dans la suite de cette partie, nous appelons piége un état dont 1’énergie est
plus petite que E}, et état de surface un état dont I’énergie est plus grande (Fig. (4.6)). Nous
allons voir que pour des temps longs la dynamique du systéeme est dominée par de longs
séjours dans des états profonds séparés par des excursions rapides au niveau de ’horizon.

Premiérement, nous pouvons jeter rapidement un coup d’oeil a I’évolution de ’énergie
pour une unique réalisation. Fig. (4.7) montre une réalisation pour un systéme de N = 10000
spins & température T' = 0.757T. On peut déja voir I'invariance d’échelle des pieges. Dans
le BTM, le systeme doit nécessairement apparaitre statistiquement invariant par rapport a
une inversion du temps, ce qui est limpide au vu des figures (4.7(a)) et (4.7(d)). Insistons
une nouvelle fois sur le fait que le BTM est réversible dans le temps dans un intervalle de
temps pris entre deux sorties de piege : une fois que le piege est quitté, le systéme est aussi
mal optimisé qu’il ne l’était au début. Quand le systeme est dans un état profond, il n’a
pas d’autres choix que de se réorganiser dans sa globalité pour atteindre un nouvel état
profond. Un exercice amusant est de réconcilier 'apparente réversibilité avec la tendance
systématique de I'énergie & décroitre que nous pouvons voir sur Fig. (4.8).

L’existence d’un horizon est une conséquence directe du choix de la dynamique a un seul
retournement de spin qui force les états profonds a étre situés loin les uns des autres. En
effet, le méme systeme doté d’une dynamique suivant laquelle a chaque temps microscopique
tous les spins sont aléatoirement distribués se comporte totalement différemment : & basse
température, les sauts tendent & diminuer systématiquement 1’énergie (voir chapitre suivant),
et les figures comme (4.7(a)) et (4.7(d)) sont totalement différentes : voir Fig. (5.3) du
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F1a. 4.8 — Dépendance temporelle de ’énergie E(t) pour des réalisations uniques a différentes
températures-N = 10000. Les lignes droites résultent de 1’équation (4.20).

chapitre suivant. Ce chapitre est d’ailleurs dédié a 1’étude du NPP avec une dynamique de
retournement simultané de plusieurs spins. Nous verrons a ce sujet qu’il est possible d’obtenir
un riche diagramme de phases.

Distributions des énergies et des temps de piegeage

Examinons les taux de transition de fagon a déterminer la distribution des temps de
piegeage. Dans un premier temps, nous supposons que le systéeme se trouve dans un piege,
c’est-a dire que E < Ej, : la seule fagon de s’échapper est d’atteindre un état d’énergie
plus grande. Si nous notons x = le\il a;S;, la probabilité de s’échapper de x par un seul
retournement de spin s’écrit :

1 —Z9 (In|z—2a;s;|—In |z
Pese(B(x)) = = e~ 7 (nlem2emsil=nfeD (4.11)

i
Si |z| est beaucoup plus petit que ami, (<= E < Ej) :

P...(E) = AWN&’E (4.12)

_Tg
Ay = EZV a; * est la somme de N variables aléatoires dont les distributions sont des lois

_Tg 1+
de puissance p(X =a; 7) ~ X (+75) pour T' < T,. Ceci implique que pour des grands
— T,
N, Ay suit une distribution du type loi de Levy, et donc [55] que Ay ~ N 7. Nous avons
donc :

7(E) = roe PE ; 70 o< NePEn (4.13)

7o fixe ’échelle de temps. En utilisant la relation

OF
= (4.14)

¥(1) = P(E)
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ou P(FE) vérifie (4.7), nous retrouvons une distribution de Lévy pour les temps de piegeage :

To
1+
Y

P(1) (4.15)

Au lieu de partir initialement d’un état de surface, on peut maintenant calculer la distri-
bution des énergies (ou, de fagon équivalente, la distribution des temps 7) rencontrées & un
temps donné t,,. On obtient alors une distribution modifiée par le temps d’observation. Si
nous considérons la probabilité d’étre a t,, dans un piege pres de I'horizon, il est raisonnable
de supposer que ces états sont peuplés avec une distribution proportionnelle au poids de
Gibbs (avec évidemment un cutoff & plus basses énergies) étant donné que ces états sont
visités un grand nombre de fois. Nous avons ainsi :

Pg(E, t,) < e~ (B=F)E (4.16)
ce qui implique, en utilisant le changement de variables P, (7, t,) = Pr(E,ty) |%‘ :
T/T,—1

o

7T/Tg

P (1,ty) x T L ty (4.17)
Dans la limite opposée des basses énergies, nous pouvons faire I’hypothese que deux états
trés profonds sont visités avec la méme probabilité étant donné que les optima de (4.3) sont
des états décorrélés. Il est possible de prouver ce comportement pour le BTM, mais pour le
NPP ceci reste une conjecture [80] comme toutes les propriétés d’indépendance. Dans tous
les cas, il vient :

N(tw)

Po(B,tw) o N(tu)e™® 5 Pr(rtu) o “op

T > by (4.18)
Avec la prescription que ftoo P.(7,ty) dr reste d’ordre un, nous avons N ~ tg/ T Plus
généralement, les relations (4.17) et (4.18) peuvent se mettre sous la forme d’une loi d’échelle
valide dans tous les régimes [52, 53] :

—BE
Pg(E, t,) = e B=P)E (Toi> (4.19)

ot 7(u) = 1 quand u < 1 et r(u) ~ u~! quand u > 1. En particulier, en moyenne :

t\ 7T
(E(t)) ~ —Tyln | — (4.20)
. p
ou 79 est donné par (4.13). Dans Fig. (4.8), nous avons représenté différentes réalisations a
différentes températures pour un systeme de 10000 spins dans le but de montrer la validité
de (4.20). Pour différents N, des courbes similaires sont obtenues.

A partir de nos simulations NPP, nous avons obtenu la distribution (4.18) pour différents

temps t,,. Fig. (4.9) montre la loi d’échelle P?(7,t,,) = (Py(7,t,)) " 7¢ pour un systeme de
N = 1000 spins & t,, = 10* pas Monte Carlo, pour des températures allant de 7' = 0.7 T}, &
T = 0.95T,. Les courbes sont encore en excellent accord avec les prédictions du BTM.

Fig. (4.10) donne la distribution de I’énergie d’un systéme de 50 spins pour des temps
tw = 2 % 10* et pour trois températures différentes. La moyenne est réalisée sur différentes
réalisations de I’histoire du bruit. Les lignes droites correspondent a une mesure plate pour
les basses énergies et a la distribution de Gibbs pour la queue a haute énergie. L’accord avec
le BTM est excellent.
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F1G. 4.9 — Distribution renormalisée des temps de piegeage pour t,, = 10* et pour N = 1000
SpIns.

Fia. 4.10 — Distribution de I’énergie pour différentes réalisations d’un systéeme de 50 spins
et & des temps t, = 2 x 10%.

Corrélation entre pieges profonds

La corrélation entre états a une énergie donnée dans le NPP a fait I'objet d’études
détaillées suite aux propositions de Mertens [80, 51, 45]. Bien que ces études soient sans aucun
doute pertinentes pour notre travail, on ne peut pas transférer les résultats directement :
alors qu’une étude statique considere la corrélation de n’importe quel couple de deux états
en-dessous d’une certaine énergie, nous sommes ici forcés de considérer la corrélation entre
états visités par la dynamique. Si par exemple nous demandons que deux états soient visités
a la suite, étant donné un état nous sommes en train de considérer un sous-ensemble tres
spécifique pour le prochain état. En d’autres mots, une dynamique impose des corrélations
entre des états d’énergies statistiquement indépendantes, et si 'indépendance émerge, ce ne
sera que le résultat d’une propriété de la dynamique.

Un autre ingrédient important du BTM est que la corrélation tombe & zéro a chaque fois
que ’on sort d’un piege :

1 siosi(ty +1t) = s;(ty) Vi
Cgingle(twvtw + t) - { 0 ( sizlon ( )

(4.21)
Dans le NPP, comme dans ’ensemble des systémes de spins, une corrélation naturelle est
l'autocorrélation de spins :

1

i=1

CSingle(twv tw + t) =

Il est alors utile de définir les fonctions de corrélation moyennées :

O(twa tw + t) = <CSingle(tw7 tw + t)>
cr (tw,tw +1) = <C§ingle(t7~U7 tw +1)) (4.23)
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F1G. 4.11 — Fonctions de corrélation (4.22) pour des réalisations uniques. N = 1000. T =
0.75T,. Pour des temps longs (4.22) devient (4.21).

Fia. 4.12 — Recouvrement q entre deuzr configurations successives ayant des énergies plus
petites que E*. N = 1000.

(-) correspond & une moyenne sur ’histoire du bruit. Du fait des caractéristiques particulieres
du BTM, il apparait que dans la phase de basse température, pour des longs temps d’attente,
les deux corrélations coincident. La raison est intéressante en elle-méme : pour des temps
longs, le systéeme passe la plupart de son temps dans des états de basse énergie. De plus,
quand bien méme le passage entre deux pieges profonds demande proportionnellement de
moins en moins de temps au fur et a mesure que t,, augmente, il implique le retournement
de nombreux spins. Fig. (4.11) montre ce comportement pour différentes réalisations avec
N =1000 & T = 0.75T,. Lorsque ¢, — 00, nous voyons que la corrélation Cg;ngie(tw, tw +1)
devient essentiellement un processus de saut unique, la raison étant que la route séparant
deux pieges dont la durée typique de vie est t,, devient long en terme d’états visités.

Une autre fagon de confirmer la tendance a une décorrélation plus forte a chaque passage
pres de I'horizon est de relever la premiere syf;.; et seconde Ssecond configurations visitées
ayant des énergies plus petites quune énergie donnée E*. Le recouvrement g = (Syirst ®
Ssecond)/IN est alors d’autant plus petit que E* est profonde (Fig. 4.12).

Comportements a temps longs

L’autocorrélation moyenne que nous étudions pour le NPP est donc donnée par :

N
Ot tw +1) = % S (si(tu)sitn + 1) (4.24)

=1

Cette corrélation concerne ’observable :
N
O({si}) = Zfisi(t) (4.25)
i=1

ou les &; sont des variables aléatoires gelées indépendantes pouvant prendre les valeurs +1.
Lorsque nous prenons la moyenne, il faut alors comprendre aussi que nous faisons la moyenne
sur la réalisation des §; ou, de maniére équivalente, que nous prenons la limite N — oco.
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Fi1Gc. 4.13 — Fonctions d’autocorrélation-N = 1000-1T" = 0.75 T,. Insert : N = 10000-T" =
0.9 T,. Pour chaque figure, la courbe du bas est la solution analytique de [53, 82] pour le
BTM original.

A haute température (T' > T,), les fonctions (4.24) et (4.29) deviennent invariantes par
translation temporelle : il n’y a pas de vieillissement et FDT est vérifié (Fig. (4.14)).

A plus basse température, (T' < Ty), le systeme vieillit. Nous avons relevé l'auto-
corrélation (4.24) pour un systéme de N = 1000 spins & température T = 0.75 T, et
un autre de IV = 10000 spins a température 7' = 0.9 T, pour différents temps d’attente t,,
en fonction de % Les résultats sont donnés par Fig. (4.13). Premiérement, nous voyons que
plus le temps d’attente t,, est grand, meilleur la loi d’échelle est. Nous voyons aussi que le
comportement a temps longs est bien interpolé par les résultats analytiques de Bouchaud et
al [52, 53, 82] :

sin (71'%) 1 P
Clty +t,tyw) ~ fg t du (1 —u)Ts "u T (4.26)
Tw Tt
avec tout de méme un long prérégime de sous-vieillissement.

L’insert de Fig. (4.13) montre que plus la température est haute, plus le régime pré-
asymptotique est long.

Dans cette partie, nous avons mis en évidence que dans la limite t,, — oo, le présent
modele devient strictement le BTM : les différences a temps courts sont dues aux états
de transition situés a la frontiére entre états de surface et pieges. Il faut cependant noter
que pres de la température critique, des corrections critiques a la loi d’échelle asymptotique
h(i) sont aussi présentes dans le modele original de pieges?.

FDR hors équilibre

Une des hypotheses caractéristiques du BTM est la distribution exponentielle des énergies.
Etant donné le rapport étroit avec le schéma champ moyen, et plus important, au scénario
de ‘crise entropique’ des verres, il est difficile d’abandonner cette donnée. Par contre, lors-
qu’il faut spécifier la maniére dont les temps de transitions sont affectés par 'effet d’une

2Ce comportement nous a été communiqué par Eric Bertin.
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perturbation (comme un champ magnétique), ou de fagon équivalente comment un champ
redistribue les états pres de I’horizon, il est permis une grande liberté. En effet, étant donnés
deux états d’énergies F et E’ d’aimantations respectives M et M’, les probabilités de tran-
sition peuvent prendre plusieurs formes [53, 87, 88] :

Pesc({M,E} — {M',E'}) = e Ph-(=OM =M py(p —, ) (4.27)

ou Py(E — E’) est le taux sans champ externe. Pour n’importe quel ¢, le bilan détaillé est
vérifié. Ainsi, il est possible de montrer [53, 87, 88] que la réponse est donnée par :

R(ty,tw +t) = f (—ca(jg;”’t) + (1 - C)aca(iw’t))

~ e a-g] 200 (4.29)
w
Si ¢ = 0, le taux est modifié seulement par la configuration d’arrivée (& premiére vue un
choix bizarre), et le théoreme de fluctuation dissipation est vérifié méme dans la partie
vieillissante. Si ( = 1, i.e. le taux ne dépend que de la configuration de départ, une FDR
non linéaire est observée. La nonlinéarité de la relation ne permet pas d’ interpréter la FDR
comme résultant d’une température effective (voir [88, 61] pour une discussion détaillée).
En ce qui concerne notre réalisation microscopique, nous n’avons pas la liberté de choisir
comment le champ magnétique agit : le seul choix raisonnable est de donner une prescription
Métropolis avec un terme additionnel d’interaction magnétique dans 1’énergie. En effet, par
cohérence, la réponse du systéme associée a observable (4.25) est donnée par :

N S; St o
R(ty,ty +1) = % . m :/t dt’ o(t) (4.29)

ot o(t) est la valeur par spin prise par 'observable O (4.25). La réponse intégrée correspon-
dante est alors obtenue numériquement par la donnée de :

N
1
X(tw, tw +1) = N ;Eisi(tw +1)  t>0 (4.30)

dans la limite A — 0. h est alors un champ extérieur appliqué a partir du temps ¢,,. Ce champ
est couplé aux spins par un terme d’interaction linéaire V}, dans lequel les &; interviennent
aussi :

N
Ey=E+Vy, ; Va=-h)> &s; (4.31)
i=1

La dynamique de Métropolis se fait toujours suivant (4.9) mais en considérant 1’énergie
(4.31).

Fig. (4.14) montre les FDR pour différentes températures au-dessus et en-dessous de
la température critique. De facon évidente, il n’y a pas de violation de FDT. Ce résultat
n’est pas surprenant en lui-méme car le modele de pieéges unidimensionnel présente le méme
comportement [49]. Monthus [83] a d’ailleurs donné une preuve analytique pour les modeles
de pieges d-dimensionnel. D’autre part, il est intéressant de voir que d’autres modeles tres
différents, dits de ‘spins facilités’, montrent aussi une absence de violation de FDT [60].

Comme nous allons le voir, ce résultat semble étre général dans le cas d’observables qui
sont des fonctions douces des spins. Pour comprendre cette absence de violation, remar-
quons que ceci correspond au cas ¢ = 0 du BTM, comme si les temps de transition ne
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F1G. 4.14 — Relations de fluctuation-dissipation pour différentes valeurs de températures au-
dessus et en-dessous de Ty = 2. Pour T' = 1.5T,, N = 10000, t,, = le6. Pour T' = 0.97,,
N = 10000, t,, = 5e6. Pour T' = 0.6T,, N = 1000, t,, = 5e4.

dépendaient pas de I’état initial, ce qui est pour I'instant assez facile a comprendre. En effet,
une déformation douce du green de golf (voir Fig. (4.1)) ne change pas la profondeur des
trous par rapport a leur bord : un simple retournement de spin suffit pour sortir du trou mais
ne change pas I'énergie magnétique. Ce qui n’est cependant pas clair avec ce raisonnement
en termes de BTM, c’est la raison pour laquelle le champ magnétique affecterait seulement le
choix du piege d’arrivée. Pour clarifier ceci, nous allons développer un point de vue différent
basé sur l'existence des états superficiels controlant la distribution des aimantations des
piéges.

La distribution des états est la suivante : des pieges sont atteints par des états de surface;
les états profonds visités sont séparés par de nombreux états de surface de courte durée de vie,
comme nous l'avons confirmé dans la section précédente. Si le systéme est perturbé depuis
le début par un champ magnétique de faible amplitude, il y a une petite redistribution des
énergies, mais les états de surface restent a la surface. Maintenant, considérons le temps
qui précede la chute dans un piege profond. La considération ci-dessus implique que le
systeme termine un parcours parmi de nombreux états de surface. Si nous faisons '’hypothese
naturelle que de tels états suivent une distribution de Gibbs méme en présence d’un champ,
nous pouvons conclure qu’avant le grand saut, la distribution de I’aimantation est donnée
par :

[ de Pyyp(e, M)ePhM  ePRMG (D)

= (4.32)

PGOT'EM
be fore(M) A Z

ot Pgyp,(e, M) est non nulle seulement quand e > Ej,. Z, est le facteur de normalisation.

Apres étre tombé dans un piege, nous savons que ’énergie a changé radicalement. Cependant,

puisque le processus de chute implique seulement un seul retournement de spin, ’aimanta-

tion reste essentiellement inchangée (du moins & 'ordre O(1/N)). Ainsi, la distribution de

l'aimantation a l'intérieur d’un piege profond & un temps ¢t donné est aussi de la forme :
ePPMG(M)

Py(M) = Pafter(M) = 7z (4.33)

De ces relations découle naturellement FDT puisque :
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[ dM MePhPMG(M)

(M) = =
h
o ne  JdAM MPPMMG(M) ([ dM MePPMG(M)
0) - (M = A ( - )
_ ,19(M)
= (4.34)

Insistons sur le fait que cet argument est valable pour n’importe quelle observable qui,
au contraire de I’énergie elle-méme, est douce dans I'espace des phases. Nous entendons par
‘douceur’ le fait que des configurations qui different par un nombre non-extensif de spins in-
duisent des différences négligeables pour 'observable. Dans le cas opposé, nous les décrivons
comme rugueuse. En outre, la démarche que nous avons suivi ici s’applique directement dans
le modele original de Bouchaud avec la prescription d’une décorrélation lente entre les pieges
(par exemple une observable se décorrélant d’un facteur (1 — 1/N) a chaque changement
d’état). En effet, dans ce modele il n’y a pas a proprement parler d’états de surface. Cepen-
dant, les pieges de haute énergie séparant les pieges de basse énergie sont distribués sous
une forme de Gibbs. Ainsi, le raisonnement concernant les états de surface de notre modele
s’appliquent aussi aux états de haute énergie du BTM.

Nous venons donc de voir que FDT dans notre modele résulte d’un poids de Gibbs des
états séparant les pieges profonds. Les tests numériques confirment bien ce scénario :

1. Nous avons relevé I’énergie du dernier état visité par le systéme avant de tomber dans
un piege. Fig. (4.15) montre les résultats avec et sans champ extérieur. Nous pouvons
voir I’existence de I'horizon & champ nul Ej, = Ty In(amr, ) en-dessous duquel le systeme
ne peut pas atteindre de piege par un seul retournement de spin. La comparaison
avec Fig. (4.10) confirme que lorsqu’un champ extérieur est appliqué, les états de
surface restent essentiellement au niveau de I’horizon sans champ et sont donc toujours
distribués avec des poids de Gibbs. En outre, la déviation par rapport a Ej décroit
plus vite qu’exponentiellement.

2. Une conséquence directe de notre dérivation concerne la densité de probabilité (4.33)
de I’aimantation. Fig. (4.16) confirme la loi d’échelle P(M) o %" pour différentes
valeurs de T et petits h.

D’apres notre analyse, FDT est vérifié dans le cas d’observables douces. La situation

est différente dans le cas d’observables rugueuses. Pour confirmer ce scénario, nous avons
regardé la FDR dans le cas d’une observable ressemblant a ’aimantation mais restreinte a

étre non nulle seulement lorsque I’énergie est plus petite que I’horizon Ej = =T In(amin) :
N .
W(fs)) — Yoimi&isi st E({si}) < Ej n
({si}) { 0 autrement (4:35)
La figure de fluctuation-dissipation est donnée par Fig. (4.17). La violation suit la relation :
. OC (L, t
R(ty,t) = — % (4.36)

ce qui correspond au cas ¢ = 1.

Ce résultat n’est pas surprenant : d’un c6té, puisque M s’annule dans les états de surface,
elle n’affecte pas la dynamique entre les pieges et n’est donc pas sensible au piege d’arrivée.
D’un autre coté, la probabilité de s’échapper d’un piege avec M est donnée par :

Pryo(M, E) o ePE=1M) (4.37)
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Fig. 4.15 — Densité en énergie des états précédents un piege. N = 50. T =
0.75T,.

FIG. 4.16 — Distribution renormalisée P*(M) = e PP P(M) pour différentes valeurs de h

et deT. m = % est 'aimantation par spin.

de telle fagon que ¢ = 1.

Il est alors possible de donner une image physique des FDR pour tous les (. Considérons
une observable A combinaison linéaire de deux observables A; rugueuse (comme (4.35)) et
As douce :

A=CA +(1-0)A, (4.38)

et (A%(ty)) = (A3(tw)) — 1. Par définition A; vérifie (4.36) et FDT est vérifié pour As. En
utilisant la linéarité et le fait que pour des temps longs les autocorrélations de A; et de As
respectivement deviennent identiques (comme conséquence de la dynamique du BTM) on
retrouve facilement le cas général (4.28). Pour finir sur ces FDR du BTM, il est amusant de
remarquer que la FDR (4.28) n’est pas restreinte & des valeurs de ¢ comprises entre 0 et 1.
Par exemple, nous rapportons en Fig. (4.18) la FDR pour l'observable Parité P :

P({si}) = (-1 == (4.39)

Cette observable vérifie la relation (4.28) pour une valeur de ( égale & 1.75.

Décroissance non exponentielle au-dessus de T,

Le BTM a aussi des propriétés dynamiques intéressantes a 1’équilibre pour des températures
plus grandes que la température de transition 7,. Voyons comment ceci apparait dans notre
modele microscopique. Considérons premierement la fonction de partition canonique associée
au hamiltonien (4.5) :

0
Z N/ dE eNm2-(5=06,)E (4.40)
E'inf
ou Einp = —NT41In2. Faisons le changement de variables :

n(E) = e P E—E) (4.41)
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F1G. 4.17 — FDR pour lobservable (4.35). N = 50. T = 1.5. t,, = 5ed. h = 0.005.

Fic. 4.18 - FDR dans le cas de la parité.

n(E) représente la probabilité de sortie d’un piege dont ’énergie est F avec la dynamique
locale (4.9). Il s’en suit que Z peut s’écrire comme :

e—BER

Z ~ eNan*(B*ﬁg)Eh/ dn nTlg_2 (4.42)

iy
i
e TN1n2

Puisque Fj, est non extensive et ne dépend pas de T, I’énergie libre dans la limite thermo-
dynamique peut s’écrire :

F = D-TNIn2

D = -Th (/;;N dn f(n))

A2
fln) = nT (4.43)
Trois cas sont alors a distinguer :
- T>2T,
Dans ce cas fol dn f(n) est finie et D a une contribution non-extensive & ’énergie libre.
- Ty <T <270,

fol dn f(n) est encore finie et D a une contribution non-extensive. Cependant, f(n)
est singuliere en n = 0.
- T <T,

Cette fois-ci, fel dn f(n) diverge quand ¢ — 0. Par conséquent, D a une contribution

extensive a ’énergie libre.
Nous voyons qu’en-dessous de 27} la mesure d’équilibre est anormalement peuplée par des
états caractérisés dynamiquement par des faibles probabilités de sortie n(E) ~ 0. Ceci est
lorigine des hétérogénéités temporelles dans la dynamique et coincide naturellement avec la
divergence de la variance des temps de piegeage (4.15). Au fur et & mesure que 7' diminue,
leffet des états de faible n dans la dynamique est de plus en plus prononcé [86, 82, 67, 47], et
le temps d’équilibration diverge finalement & T}, lorsque ces derniers deviennent dominants.
La Fig. (4.19) permet de comparer la fonction d’autocorrélation de spins a T' = 37T, et a



66 Réalisations Microscopiques du BTM

_T=15 Tg
_T=2T_ |
N g

01+ N =

0,011 \ _

0.001- | B

F1G. 4.19 — Relazation a [’équilibre au-dessus de Ty.N = 1000.

T = 2T,. Bien qu’il n’y ait pas de vieillissement et que le systéme équilibre, la fonction de
corrélation a une longue queue dans le premier cas qui est absente dans le second.

Autres distributions de piéges

Le NPP peut aussi étre utilisé comme base microscopique pour des modeles de pieges
modifiés. On peut en effet considérer les énergies suivantes :

—(1+6)

2 (4.44)

E aiSi
i

pour é > 0, correspondant a des fonctions de colit non extensives. Une dynamique Métropolis
avec ces énergies donne aussi des résultats intéressants mais la dynamique n’est pas du
type pieges. En effet, en reconsidérant les arguments ci-dessus, nous trouvons des temps de
piégeages distribués suivant P(7) oc 77 [In(7/7,)]~*+¢). Ce cas a aussi été discuté par Bou-
chaud [52] : pour toute température, on observe des pieges qui deviennent systématiquement
plus grands au fur et & mesure que le temps passe.

4.3 Approximations diophantines et modeles de pieges

La théorie des nombres est une mine d’or pour les modeles de verres sans désordre gelé.
La raison principale étant qu'un programme ayant des difficultés a trouver la bonne solution
d’un probleme est bloqué a cause d’'un grand nombre d’essais qui sont bons mais n’améliore
pas la situation. Ces essais se comportent alors comme des nombres quasiment aléatoires.
Plus précisément, considérons le probleme des approximations diophantines : il est demandé
par exemple de trouver des entiers n et m de telle sorte que nyv/2 + mv/3 est aussi proche
que possible d’un entier pair non nul. Nous pouvons formaliser ce probleme en disant que
nous voulons minimiser une énergie s’écrivant :

E=W{F(nV2+mV3+2)} (4.45)

ou F(x) est la distance séparant z et son plus proche entier pair. On peut alors voir ce
probleme d’optimisation comme un processus de diffusion d’une particule dans un réseau
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F1c. 4.20 — Diffusion 2d avec des pas irrationnels. Les diagonales représentent les valeurs
entiéres de nv/2 +mv\/3 = pair, pour lesquelles l’énergie est —oo.

F1G. 4.21 — Diffusion 1d avec des pas irrationnels.

bidimensionnel (n,m) avec un potentiel périodique (4.45) incommensurable avec le réseau
(Fig. 4.20) de telle fagon que les minima E = —oo sont toujours manqués.

Fig. (4.21) montre le méme probléme pour lequel nous avons représenté cette fois-ci
une seule période du potentiel et supposé des conditions de bords périodiques. Dans cette
représentation, chaque déplacement est un grand pas car la particule va toujours au-dela
des bords. Cette seconde représentation suggere qu’une succession de petits déplacements
génerent un nombre (pseudo) aléatoire dans Uintervalle [—1,1] : nous pouvons donc nous
attendre a avoir une mesure plate des états lorsque nous nous rapprochons de la situation
optimale. Comme E = In|z|, la densité d’états en énergie F est exponentielle puisque :

dx

P(B) = | T2

ce que nous avons vérifié. Maintenant, étant donné un point (n,m) constituant une bonne
approximation d’un entier pair, le déplacement vers les plus proches voisins comme (n+1,m)
ou (n,m + 1) détruira completement I’approximation puisque ce déplacement nécessite des
sauts de v2 — 1 ou v/3 — 1. On a alors un horizon au méme titre que le modéle de picges :
il est nécessaire de réémerger pour obtenir un état plus profond.

Nous pouvons faire maintenant I’hypothese que, globalement, le processus de diffusion
présenté suivant Fig. (4.20) est une diffusion dans un réseau avec des temps de picgeage
distribués suivant une loi de Lévy. Nous savons que pour de tels problemes, les retours sont
relativement fréquents & deux dimensions ce qui changent quelque peu le comportement [84].
De fagon a rendre la comparaison plus simple, nous pouvons regarder la simulation a trois
dimension E = In F(pv/2+qv/3+rv/5+ %) Fig. (4.22) montre le comportement de 1’énergie,
comportement exactement identique au BTM, le vol de Lévy donnant lieu & un processus de
sous-diffusion [84]. En outre, nous avons vérifié que nous retrouvions les résultats du NPP
concernant les distributions de temps de piegeage statique (4.15) et dynamique (4.19).

Insistons une nouvelle fois sur I'importance de I'horizon dans la dynamique, considérons
le potentiel In |z| avec x € [—1,1] et une dynamique de Métropolis pour laquelle les configu-
rations sont tirées au hasard dans l'intervalle [—1, 1]. On peut alors vérifier facilement que la
dynamique est completement différente de celle du BTM, du moins si T' = 0. En effet, a cette
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F1G. 4.22 — Approzimation de rationnels suivant pv/2+ qv/3 +1V5, avec p,q,r entiers (voir
texte)

température le BTM se trouve coincé dans le premier piege que le systéme rencontre alors
qu’ici il suffit d’attendre assez longtemps pour qu’une nouvelle configuration proposée ait
une énergie suffisamment basse. D’un c¢6té nous avons une dynamique a la Bouchaud pour
les sauts irrationnels et de 'autre une diffusion qui ressemble plus au modele de Barrat-
Mézard [43] si tous les états sont accessibles. Dans le cas de sauts trés petits nous pouvons
nous attendre & un ’crossover’ entre ces deux régimes [48]. Nous étudierons explicitement ce
cas dans le chapitre suivant.

4.4 Philosophie du BTM

4.4.1 Comportement de pieges

Dans ce chapitre nous avons vu deux réalisations microscopiques pour lesquelles le com-
portement de pieges émerge pour des temps longs. Ces réalisations nous ont permis de
tirer des conclusions sur les ingrédients nécessaires pour avoir de tels comportements. Une
premiere condition évidente est 1’existence d’états avec une large distribution de temps de
piegeage. Ceci, cependant, ne suffit pas. Comme il a été mentionné déja plusieurs fois, le
BTM est tel qu'une fois que le systeme a émergé d’'un piege jusqu’au niveau de ’horizon,
il est completement réinitialisé. En outre, il est réversible dans le sens qu’étant donné un
intervalle de temps délimitant deux sorties, ’histoire est équiprobable par rapport a un ren-
versement du temps. L’irréversibilité apparait seulement parce que le temps passé proche
de T'horizon devient progressivement négligeable devant les temps de piegeage, bien qu’il ne
soit jamais nul.

La question qu’on peut se poser est alors dans quelles circonstances peut-on avoir un
niveau d’horizon avec une telle propriété ? Si nous considérons le NPP comme un probléeme de
minimiser la hauteur d’une boite contenant deux piles de pieces d’épaisseurs aléatoires, nous
avons vu que ’horizon apparait lorsque 'optimisation est de 'ordre de la plus petite piece.
Ensuite, n’importe quel déplacement de piece amenera le systeme proche de ’horizon, et des
améliorations ne résulteront qu’apres des réarrangements globaux. On a alors un ’crossover’
entre une dynamique aux temps courts irréversible ou les changements sont globalement
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F1a. 4.23 — Compaction rapide (gauche) aux premiers stades, puis réarrangements globaux
auzx étapes finales, comme dans le BTM (droite).

favorables et une dynamique de réinitialisation pour des temps plus longs. Nous pouvons a
priori conjecturer que ceci est général pour les problemes d’empilement. Remarquons aussi
des maintenant que ’horizon dépend directement du nombre de pieces qu’on peut changer a
chaque temps. Plus ce nombre est grand, plus I’horizon sera long & atteindre (voir chapitre
suivant).

Les systemes vitreux et la matiere granulaire ont sans aucun doute un premier régime de
compaction irréversible, pendant lequel un piege (quelque soit sa définition) est probable-
ment suivi d’'un pieége plus profond. Ainsi, on peut envisager que le comportement du type
modele de pieges arrive pour des temps tres longs, lorsque chaque amélioration demande
une réorganisation complete : ceci arrive stirement au niveau de ’optimisation de quelques
grains (Fig. 4.23).

4.4.2 FDR

Comme il est dit en introduction de ce chapitre, les FDR, sont devenues une étude natu-
relle dans les systemes vieillissants et sont sirement un moyen de discriminer les différents
types de dynamique rencontrée. Une conclusion essentielle de ce chapitre est justement
qu’une réalisation microscopique du modele de pieges conduit naturellement & une non-
violation de FDT pour des observables douces telles que I'aimantation dans un systeme
magnétique. Bien que nous avons montré ce résultat pour un modele spécifique, notre argu-
ment semble étre assez robuste et rationalise les résultats de [49, 83] : ’énergie est rugueuse
donc la sortie d’un piege nécessite seulement quelques pas, distance sur laquelle une obser-
vable douce n’a pas le temps de varier. Seules des trajectoires avec beaucoup de pas font
changer ’observable et ceci ne se produit que pres de ’horizon pour lequel le systeme est lo-
calement a I’équilibre. Il est intéressant de noter que notre notion de douceur est équivalente
a la notion de neutralité au sens de Sollich [88] : 'observable est décorrélée de I'énergie, elle
n’est pas ce qui est ’compactifié’.

Une fois de plus, nous avons confirmation que le comportement de pieges ne peut se
produire que pour des temps tres longs. En effet, dans I'exemple des verres de spins champ
moyen, méme dans le régime activé du vieillissement, il y a violation de fluctuation dissi-
pation avec une température effective bien définie. Ceci veut dire que si un comportement
de type pieges est attendu, il ne se produira qu’apres la thermalisation de la température
effective et ceci arrive pour des énergies d’ordre N au-dessus de I’énergie d’équilibre. Il serait
intéressant de comprendre ce ’crossover’ plus en détails car il peut étre pertinent pour les
probléemes de dimension finie.
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F1a. 4.24 — Courbe (parabole inversée) de ’entropie en fonction de l’énergie dans le REM.
Lorsque T > T, Uénergie moyenne est donnée par le point ot la pente de S(E) vaut 1/T.
A mesure que T diminue, [’énergie moyenne glisse doucement le long de cette courbe. Pour
T < Ty, le systeme se géle dans l'état fondamental d’énergie Ey pour laquelle ’entropie
s’annule.

4.5 Comportement de pieges dans le REM

Dans ce paragraphe, nous essayons de comprendre physiquement quelles sont les raisons
qui conduisent le modele d’énergies aléatoires (REM) & un comportement de pieges a basse
température. Notre étude montre alors que ce comportement est en fait tres générique pour
ce modele et ceci a toute température. Une conséquence de ce résultat est qu’il semble
compromis d’envisager une dynamique microscopique pour le REM.

4.5.1 L’horizon

Le REM est un modele d’espace des phases ou seule une information sur la distribution
statique des énergies est donnée. Pour comprendre le comportement du modele, une étude
microcanonique doit étre menée. Ainsi, le systéme peut se définir comme la donnée de 2V
états (N — o00) dont les énergies sont distribuées suivant une gaussienne :

1 _ B2
p(E) = \/We 2N J2 (447)

ou J fixe I'échelle des énergies d’interaction magnétique. En effet, ce systéme est né d’une
volonté de simplifier ’étude du p-spins (chapitre Transition) en prenant la limite p — oo
avant N — oo afin de s’affranchir du caractere hamiltonien du systeme.

D’un point de vue thermodynamique, le systeme est dans une phase désordonnée a
haute température. L’entropie du systéme est non nulle. En-dessous de la température T, =
J/V21n 2, le systeme se gele dans I’état fondamental Fg = —NJ+v/21n 2. L’entropie s’annule.
La transition est du second ordre car I’approche du fondamental se fait contintiement le long
de la courbe Entropie vs Energie (voir figure(4.24)).

Il est alors intéressant de se demander quelle est la dynamique de descente en énergie
lors d’une trempe & basse température. Les auteurs de [46] ont montré, apreés avoir associé
a chaque état du systeme une configuration de spins indépendante de 1’énergie de 1’état
considéré, qu’une dynamique microscopique purement activée, pour des temps tres longs,
donnait un comportement identique au BTM. Se pose alors une question fondamentale :
quel est 'horizon de ce systeme ?
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Pour répondre a cette question, nous pouvons utiliser le fait que la dynamique considérée
dans [46] n’implique qu’un seul retournement de spins. Ainsi, & partir de chaque état, N états
sont possibles pour s’échapper. Comme les énergies sont indépendantes et distribuées suivant
une gaussienne (4.47), il est possible de donner la valeur la plus probable du minimum de
ces N énergies en utilisant des arguments de statistique des valeurs extrémes [72, 54]. En
utilisant les résultats de [54], nous pouvons affirmer que cette valeur vaut :

Epin ~ —JVNIn N (4.48)

Les fluctuations relatives autour de cette valeur sont d’ordre |E — Epin|/|Emin| ~ 1/1log N.
Ainsi, comme & basse température I’énergie moyenne du systéme vaut —J2N/T (c’est-a-dire
est d’ordre N), E,i, est un horizon pour le systéme. Cet horizon® est indépendant du choix
de la dynamique a partir du moment que celle-ci concerne un nombre fini de retournements
de spins. Le choix d’'une dynamique purement activée ne semble donc pas restrictive en ce
qui concerne le comportement du REM aux temps longs.

4.5.2 Quelle dynamique pour le REM ?

Le REM est tres intéressant du point de vue thermodynamique. Mais qu’en est-t-il du
point de vue de la dynamique? Puisqu’a toute température finie, ’énergie moyenne du
systeme échelle comme N, nous pouvons utiliser le raisonnement précédent pour étudier
la dynamique de la phase haute température. Incidemment, a toute température finie, une
dynamique quelconque d’'un seul retournement de spin peut étre tres bien modélisée par
une dynamique purement activée. Se pose alors un grave probleme. En, effet, lors d'une
dynamique purement activée, le temps de vie d’un état est typiquement donné par :

T(E) = roe PE (4.49)

ou 7y est une échelle de temps microscopique. A température T, I’énergie moyenne du systéeme
vaut (E) = —J?N/T. Ainsi, si le systéme est équilibré & une température T et si nous le
refroidissons (ou chauffons) un peu, le temps caractéristique d’évolution sera d’ordre :

J2

roezN (4.50)

Le temps est exponentiellement grand dans la taille du systéme. Ainsi, dans la limite ther-
modynamique (N — oo) une dynamique impliquant un nombre fini de retournement de
spins conduit le REM a un régime hors équilibre a toute température. Par conséquent, seule
une dynamique globale peut étre appliquée au REM pour qu’il devienne ergodique a haute
température.

Considérons alors une telle dynamique et estimons le temps nécessaire pour sortir d’un
état (d’équilibre) d’énergie ~ —N/T. D’apres [54], ’énergie du minimum de M énergies
tirées suivant (4.47) est typiquement donnée par :

Ey ~—JVNIn M (4.51)

Ainsi, le temps nécessaire doit étre au moins tel que cette énergie soit de I'ordre de —NJ?/T
(énergie moyenne) au bout de M essais. Il faut donc attendre de 'ordre de

M ~ 5 (4.52)

3Retenons ici que les arguments de statistique extréme [54] semblent étre un outil performant pour
déterminer I’horizon d’un systeme.
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essais pour sortir de I’état ! Une nouvelle fois, le REM est dans une situation hors équilibre.

Il semble donc que pour toute dynamique usuelle de type Métropolis ou Glauber, toute
réalisation microscopique du REM laisse le systeme loin de ’équilibre et ceci & toute température
finie. Par conséquent, d’un point de vue dynamique, le REM ne semble pas étre un bon candi-
dat pour comprendre les phénomenes de transition vitreuse. Cependant, nous verrons dans le
dernier chapitre qu’il est possible d’envisager une dynamique pour un systéme comportant
des énergies aléatoires distribuées suivant une gaussienne en s’affranchissant du caractere
totalement aléatoire concernant le choix de deux énergies successives lors de 1’évolution
temporelle.

4.5.3 Réalisations du REM

L’intérét du REM est tout de méme manifeste et la question de la réalisation macro-
scopique d’un tel modele est un challenge du point de vue des simulations numériques.
Le probleme principal est de pouvoir garder 2 nombres (correspondant aux énergies) en
mémoire !

A ce sujet, les modeles de collections de BTM (voir plus loin) sont treés intéressants. En
effet, imaginons une collection de IV cellules de type BTM, chacune d’entre elles constituée
de K spins. Si maintenant nous imposons une dynamique de retournement de N spins pris
chacun dans une cellule alors I’énergie engendrée est la somme de N variables aléatoires
indépendantes de méme densité de probabilité. Cette énergie tend donc vers une variable
aléatoire gaussienne de variance proportionnelle & N. Nous venons donc de réaliser, a ’aide
de N x K nombres, un REM & taille finie avec KV états! L’approximation est d’autant
meilleur que N est grand, K ne jouant qu’un role marginal pour toute valeur plus grande
que 30 [80].

4.6 Variations sur le BTM

La fin de ce chapitre est consacrée a la réalisation microscopique de modeles construits
sur une base identique au hamiltonien (4.5) avec la dynamique (4.9). L’objectif principal
est de faire une étude aussi exhaustive que possible des différentes variations du BTM. Plu-
sieurs raisons sous-tendent cette volonté. D’un co6té, les différents modeles inspirés du BTM,
comme le modele de pieges & plusieurs niveaux [53], sont susceptibles d’induire de nouveaux
problemes d’optimisation. D’un autre c6té, la réalisation microscopique de différentes varia-
tions du BTM permet, comme dans le cas du NPP, de comprendre les réponses et les FDR
de ces systemes.

4.6.1 Modéles de collections de BTM

Une critique a ’encontre du BTM est souvent le caractere irréaliste des sauts en énergie.
Cependant, une étude des liquides de Lennard-Jones [67] a révélé le cdté tangible d’une
telle modélisation. Précédant cette observation, Vincent et Bouchaud [56] avaient proposé,
pour les verres de spins, de penser le vieillissement comme une collection de systemes
mésoscopiques du type BTM. Dans ce cas, les variations d’énergies du systéeme restent
d’ordre L3 si L est la taille de ces sous-systeémes. Ainsi, le systéme ne présente pas de
grands sauts d’énergies. Il est intéressant alors de se demander dans le cadre du NPP quel
probleme d’optimisation réalise microscopiquement un tel systeme.
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Fi1G. 4.25 — Probléme d’optimisation correspondant a un systeme comportant deuzr parties
de type BTM sans interaction. Le jeu consiste a répartir les petits carrés en deuxr ensembles
tels que la somme des surfaces des carrés a l'intérieur de chacun soit la plus proche possible.

Imaginons donc que le systéme que 'on veuille reproduire est un systeme de N particules
constituées de % cellules élémentaires correspondant a des BTM qui n’intéragissent pas.

L’énergie correspondant a la réalisation microscopique de ce modele vaut :

N N
™M M ] ™M | M ]

E = Zln Za}vsk =1In H Zazsz (4.53)
i=1 k=1 i=1 k=1

Lorsque N = M, le probleme d’optimisation correspondant est celui de I’empilement de
pieces dans une boite (voir plus haut). Ce probléme est intrinsequement unidimensionnel
dans le sens que les degrés de liberté ne concernent qu’une dimension des piéces. Prenons
alors le cas M = % L’énergie suivant Mertens s’écrit alors

i=M i=M
E a;S; E bio;
i=1 i=1

ce qui correspond cette fois a un probleme d’optimisation concernant des objets bidimen-

(4.54)

bl

sionnels. En effet, cette derniere énergie s’écrit ‘ > i jaibjsioj|. Les objets en question sont
;
, ‘ 2 . . N e crs
des carrés de cotés a; et b; au nombre de (%) . Le jeu consiste alors & minimiser la différence

de surface coloriée de deux carrés de surface Zil a; X Zil b; avec le jeu de petits carrés
mentionné (Fig. (4.25)).

Une dynamique & un seul retournement de spins induit alors des regles de jeu assez
subtiles faisant penser & un casse-téte chinois (la notion de casse-téte étant réellement per-
tinente dans le cas de problémes NP-complets). Ces régles sont résumées dans Fig. (4.25).
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Fia. 4.26 — Vision schématique du modéle de piéges a deux niveaur. A gauche, schéma de
la structure de l’espace des phases ot nous voyons ’des piéges dans des pieges’. A droite, les
traits en pointillés épais montrent que plusieurs niveauxr peuvent étre définis. Les noeuds de

Uarbre correspondent aux ancétres des états qui sont liés en-dessous (la génération) (figure
adaptée de [53]).

Le principe est tout de méme simple : un retournement du spin s; (respectivement ;) cor-
respondant & un a; (b;, resp.) échange les lignes (les colonnes, resp.) dont un coté est a; (b;,
resp.). Remarquons alors que dans le méme esprit que la diffusion avec des sauts irrationnels,
le jeu revient rapidement & échanger de facon aléatoire un certain nombre de carrés (dans
la figure, au plus quatre).

Dans le cas de M quelconque, il est assez facile d’étendre ce jeu a des problemes d’op-
timisation concernant des objets de dimension M avec une dynamique assez complexe
d’échanges.

Pour revenir aux phénomenes de vieillissement de Vincent et Bouchaud, si le nombre de
cellules élémentaires est grand, ’énergie est effectivement douce. Cependant, une collection
de BTM ayant une FDR intrinseque non violée dans le régime de vieillissement conduit a
un systeme pour lequel FDT est aussi vérifié par linéarité de la fonction de réponse.

4.6.2 Modele de pieges a plusieurs niveaux

Les modeles de champ moyen des verres de spins donnent une distribution exponen-
tielle des états métastables. Ainsi, il est difficile d’abandonner ce caractére pour les modeles
d’espaces de phase. Au contraire, cette notion a été élargie a une généralisation du modele
de pieges prenant en compte 'des pieges dans les pieges’ en gardant un caractére expo-
nentiel de la distribution locale en énergie [53]. Pourquoi une telle généralisation ? En fait,
I'interprétation de la brisure pleine des répliques [81] (exemple : le modele de Sherrington-
Kirkpatrick (SK) [81]) suggere que la distribution des énergies libres F' restent localement
exponentielle. En termes de modeles de pieges, I'exponentielle est alors caractérisée par le
facteur de recouvrement g (corrélation statique) des états.

pg(F) = e~ T(QF"—=F)/T (4.55)
ol F* est l'énergie du piege ancétre donnant lieu & une nouvelle génération de pieges (voir
Fig. (4.26)). En supposant comme pour le BTM une probabilité de sortie des états qui ne
dépend que de la profondeur des énergies libres prises par rapport a 'ancétre alors ce modele
correspond & une structure en arbre [53] pour laquelle la notion d’ultramétricité apparait
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F1G. 4.27 — Modéle de pieges a deur niveaux. Les caractéristiques de ’énergie (4.56) sont :
N =100, T;l) =2, TéQ) = 1.8 et e = 0.1 (voir texte). T = 1.1. Sont représentées séparément
les évolutions temporelles des deuz termes constituant ’énergie. Le premier terme est donné
par la courbe du haut et le second par la courbe du bas. Pour une meilleur lisibilité, la courbe
du haut a été décalée vers le haut par une translation de +5.5 en énergie et la courbe du bas
par —5.5. Celtte figure montre clairement le phénomene de ‘piéges dans les pieges’.

comme dans le modele (SK). Cette généralisation est intéressante car elle permet de mettre
en évidence deux types de dynamiques : une dynamique stationnaire entre les pieges les
plus profonds dans la hiérarchie (ceux dont le recouvrement est grand) et une dynamique
lente de vieillissement qui concerne le passage entre les structures principales de ’arbre.
Par conséquent, ce modele donne un comportement avec plusieurs échelles de temps dont
les plus petites sont a ’équilibre. Une propriété intéressante est qu’il donne une image tres
simple et intuitive du spectaculaire phénomene de rajeunissement et de mémoire [57].

En modifiant le NPP, nous avons pu réaliser une caricature de ces modéles pour pouvoir
en étudier la réponse. Nous allons seulement décrire la réalisation d’un modele typique d’un
systeme a deux niveaux sachant que la généralisation a plusieurs niveaux est immédiate.
L’idée de la construction est la méme de celle de la construction en arbre, i.e. au fur et a
mesure qu'on descend dans I'arbre, des structures de plus en plus fines sont révélées. Ainsi,
considérons I’énergie suivante :

M w2

1
E=T"

N
2
i=1

'Mw\z

a;S;| + T;Q) In

1 =1

7

avec a; € [0,1] et b; € [0,€¢] ol € <« 1. Essayons alors de comprendre la dynamique de

ce systeme si l'on suppose qu’a chaque pas de temps un seul spin est retourné, ce spin

pouvant étre soit un s; lié a un a;, soit un o; lié a un b;. Imaginons par exemple que
N

‘Zle a;S;| soit tres bien optimisé, c’est-a-dire que cette valeur est tres proche de zéro.

Alors, les retournements des s; seront soumis & de trés grands sauts en énergies pour ce

terme. Du point de vue des a;, le systéme se comporte comme un BTM a un seul niveau.

N N
D’un autre c6té, il n’y a aucune raison pour que le terme |y .2 a;8; + > .2, biai‘ soit bien

optimisé car les b; interviennent. Ainsi, les o; sont susceptibles d’évoluer jusqu’a une bonne
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optimisation de ce terme, se comportant alors a son tour comme un piege. Ce mécanisme
conduit donc a ’des pieges dans les pieges’ puisque les s; sont gelés. Supposons maintenant
que le premier terme de I’énergie ne soit pas bien optimisé. Comme il y a une séparation
d’échelle entre les a; et les b; puisque max(b;) < max(a;), il est peu probable que le deuxieme
terme s’optimise en premier. Il faut donc attendre que le premier tombe dans un nouveau
piege pour avoir une nouvelle dynamique de piege pour les b;. Ceci est tout a fait dans
I'esprit du modele de pieges a deux niveaux. Pour confirmer le comportement de ’pieges
dans les pieges’, nous donnons en exemple la figure (4.27) montrant 1’évolution temporelle
d’une réalisation unique d’un tel modele.

De la méme facon que dans le BTM, nous avons étudié la réponse d’un tel systéme. Nous

avons alors obtenu une nouvelle fois une absence de violation de FDT (quelque soient Tél)

et Tf)). Les raisons sont évidemment similaires a celle du modele & un seul niveau et nous
pouvons conjecturer que ce comportement est vrai pour tout systéme a niveaux multiples :
pour ces modeles, nous pouvons supposer que ’aimantation évolue de la méme facon que
dans le modele a un seul niveau, c’est-a-dire par intermittence. Par ailleurs, la présence du
champ ne devrait pas non plus modifier la caractéristique des états (états de surface ou
pieges, relativement a un autre état). Ainsi, lorsque la partie de I’aimantation non gelée
évolue, elle évolue comme si elle était a 1’équilibre, en présence ou non de champ extérieur.



Chapitre 5

Réalisations microscopiques du
modele de Barrat-Mézard a
température finie

Nous venons de voir que le NPP permettait une étude microscopique du modele de pieges
activé (BTM), avec la conséquence essentielle que ce modele ne présente pas de violation de
FDT dans le régime de vieillissement. Une question naturelle est alors de se demander s’il
est possible de construire un modele d’espace des phases totalement connecté présentant la
particularité d’avoir une violation linéaire du FDT faisant ainsi apparaitre une température
effective bien définie. Pour essayer de répondre a cette question, nous allons étudier via le
NPP un autre modele d’espace des phases dont la dynamique est assez bien connue : le
BMM.

5.1 Le modele de Barrat-Mézard (BMM)

...du point de vue de ’espace des phases

Le modele en question, communément appelé le modele de Barrat-Mézard en honneur
a ses initiateurs, ressemble beaucoup au BTM. La seule, mais essentielle, différence est
que la dynamique n’est pas purement activée, c’est a dire que les taux de transitions (voir
chapitre Transition) dépendent de la différence d’énergie entre les états de départ et les
états d’arrivée. Ces taux sont habituellement ceux d’'une dynamique de Glauber :

1
N
W(E — E") = 15 B B)/T (5.1)
ou ceux de Métropolis.
L’espace des phases est toujours un espace totalement connecté. La dynamique de ce
modele consiste alors a tirer avec une probabilité plate a chaque temps microscopique une
énergie distribuée exponentiellement :

p(E) = ByePr” (5.2)

et de considérer les taux d’acceptation (5.1). Barrat et Mézard [43] ont résolu la dynamique
de ce systeme a température nulle. Dans ce cas, la dynamique, a 'opposé du BTM, n’est

7
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pas bloquée dans sa recherche du niveau fondamental car les sauts négatifs d’énergie sans
franchir de barriere d’énergie sont toujours admis. La notion d’horizon disparait dans ce
modele.

Il faut alors comprendre que le vieillissement résulte de la difficulté de trouver des énergies
de plus en plus basses sachant que 1’on choisit & chaque fois des énergies parmi [’ensemble
du spectre. Une propriété séduisante de cette dynamique a température nulle est qu’elle ne
dépend pas de la densité en énergie des états. En effet, puisque le temps de piegeage est

donné par 771 = f_EOO p(E), la relation de réciprocité ¢ () = p(E)| %—ﬂ entre la distribution

¥(7) de ces temps et la densité en énergie donne (1) = 5O0(7 — 1), indépendamment du
choix de la distribution des énergies. Il est alors possible de montrer [43, 48] que les lois
de vieillissement ne dépendent pas non plus de cette donnée. Dans le cas a priori arbitraire
(comme originalement dans le BTM) d’une décorrélation totale entre les états successivement
visités par le systeme, les lois de vieillissement sont données dans la limite usuelle des grands

temps par :

tw
tw +1

Ctw,tw +t) = (5.3)
Un moyen de différencier les comportements du BMM de ceux du BTM est de regarder 1’al-
lure de I’évolution de I’énergie pour une unique réalisation. En effet, nous avons déja men-
tionné le paradoxe apparent de réversibilité dans le BTM. Pour le BMM a basse température
T < T,/2 (voir plus loin pour I’ explication de T,/2), le comportement est violemment
irréversible comme on peut le voir sur Fig. (5.3). Pour une échelle de temps linéaire, seul
un piege apparait a température nulle ce qui est loin d’étre le comportement observé dans
le BTM.

Comme toujours, les physiciens se sont intéressés a la réponse de ce systeme. Il s’est
alors avéré qu'il était possible de calculer exactement [88] la relation entre la corrélation et
la réponse en gardant exactement la méme forme de taux de transition en présence d’un
champ extérieur! :

1
/ "N o
W(E.M — E'\M') = iy (5.4)
Pour une dynamique Métropolis, nous aurions :
P(E — B = e PE'=hM'—(E=hM)) i E' — hbM' > E — hM (5.5)
- 1 sinon ’

A température nulle, ces deux dynamiques sont identiques et Sollich a montré [88] que la
relation de fluctuation dissipation est non linéaire a cette température? :

2 0C(tu,tw +1)

Rty tw +1) =
(ot +8) =~ ——5

(5.6)
Par précipitation, nous pourrions croire que cette relation est typique d’une relation de FDT
définissant une température 2/T,. Il en serait le cas si la dérivée dans le membre de droite
était une dérivée par rapport a t,,. Malheureusement, ca ne l’est pas.

Nous allons montrer dans cette partie comment réaliser une version microscopique de ce
modele afin de comprendre le comportement & température finie. D’autre part, nous avons

1Rappelons que le choix d’une décorrélation totale implique que ces taux de transitions s’appliquent &
une dynamique ot M’ est choisie indépendamment de M.

211 est intéressant de remarquer que cette relation est identique & la relation du BTM dans le cas d’une
observable totalement rugueuse & température Ty /2.
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P'occasion d’étudier les comportements d’un systéme ayant les propriétés énergétiques sans
champ extérieur du BMM avec des lois différentes de décorrélation des observables. Ce der-
nier point est d’une importance capitale car autant la décorrélation totale dans le modele
de Bouchaud est finalement intuitive, autant ici elle ne l’est pas du tout. Un esprit averti
pourrait penser & une certaine redondance avec le travail de Eric Bertin [48] dédié au modele
de Barrat Mézard a température finie. Avec plus de sagesse, il remarquera alors que ce tra-
vail s’inscrit dans le cadre d’une décorrélation totale entre les pieges et que la question de
la réponse n’est pas abordée. Cependant, ce travail remarquable a permis de déboucher sur
une collaboration fructueuse permettant de comprendre les comportements observés dans
différents modeles microscopiques liés au NPP [74]. Vice versa, la réalisation microscopique
de tels modeles permet d’affiner la compréhension physique que l'on a des modeles d’es-
pace de phase totalement connecté mais aussi d’en montrer les limitations. A cette fin, nous
verrons que les résultats de ce chapitre débouchent sur une vision plus locale des modeles
d’énergies aléatoires (chapitre suivant) permettant d’affiner notre compréhension des dyna-
miques dans I'espace des phases.

...du point de vue du NPP

Nous partons exactement du méme hamiltonien que dans le chapitre précédent (4.5).
Ainsi, le systeme subit une transition thermodynamique du premier ordre & une température
T, en-dessous de laquelle ’équilibre est localisé dans le niveau fondamental. L’entropie s’an-
nule alors. Rappelons que la distribution des basses énergies est exponentielle (4.7).

La question posée dans le chapitre précédent est : Comment se caractérise la descente
vers I’état fondamental lorsque la dynamique implique un seul spin a chaque pas de temps ?
Dans ce chapitre, cette question reste notre préoccupation principale pour une dynamique
ou K spins au maximum peuvent étre retournés. Nous gardons les taux de Métropolis, a
savoir :

e_ﬁ(Ej_Ei) si EJ‘ > F;

Pt~ o ={ T (57)

Les configurations {o;} et {0} différent d’'un nombre maximal K de retournements de spins,
chaque retournement se faisant avec une probabilité %

Nous allons étudier le diagramme des phases de ce systéme en fonction du rapport K/N et
de la température. Nous allons balayer une gamme de modeles d’espace des phases allant du
BTM (K = 1) au BMM (K=N) en passant par des modeles BMM 4 taille finie, étudiés dans
[48]. Notre étude est essentiellement focalisée sur le cas intermédiaire 1 < K < N. D’un
point de vue énergétique ce cas se comporte essentiellement comme le BMM. La différence
se situe au niveau de la loi de corrélation des observables. En effet, a 'opposé de la situation
K = N pour laquelle la décorrélation entre deux états successifs est totale, la corrélation
(4.22) évolue doucement. Elle décroit a chaque saut d’un facteur multiplicatif (1 — K/N).

Comme dans le BMM [48], nous obtenons une transition dynamique & Tj/2. Au-dessus
de cette température, la dynamique est principalement activée alors qu’en-dessous elle est
entropique. Cette transition est loin d’étre banale. En effet, nous verrons que les lois de
vieillissement sont qualitativement différentes suivant le régime (activé ou entropique). Par
ailleurs, nous verrons que les FDR tendent dans la limite /N — 0 vers des relations
linéaires avec des pentes 1/T" lorsque T' > T/2 et 2/T, lorsque T' < T, /2 définissant ainsi
une température effective Teg = T, /2.
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5.2 Programme

Le chapitre se décompose essentiellement en trois parties.

La premiere est consacrée a la réalisation du modele BMM via le NPP. Nous profitons de
cette partie pour rappeler les caractéristiques non triviales de ce modele, a savoir la différence
de comportements suivant que la température est plus grande ou plus petite que T, /2. Nos
résultats sont confrontés directement & ceux de Bertin [48] qui a étudié ce modele strictement
du point de vue de ’espace des phases et non de celui d’une réalisation microscopique.

Ensuite, nous faisons ’étude du NPP lorsqu’un grand nombre K de spins peuvent étre
retournés mais toujours dans la limite ou K/N — 0 o N est la taille du systéme. Cette
version du NPP correspond a un modele BMM avec un seuil en énergie en-dessous duquel le
régime devient BTM [48]. Dans la limite K — oo, ce seuil est trés bas en énergie laissant place
a un modele purement BMM du point de vue des énergies mais ayant des observables qui se
décorrelent doucement entre chaque état. Nous étudions explicitement ce cas. Signalons que
durant la rédaction de cette these, Sollich a résolu le BMM (et le BTM) avec décorrélation
lente entre chaque état. Nos résultats sont en parfait accord avec son étude [90].

Enfin, le point final de notre étude se situe au niveau des réponses de ces systemes, c’est-a-
dire sur les relations de fluctuation-dissipation. Nous montrons alors, en parfait concordance
avec les travaux de Sollich [90], que dans la limite K/N — 0 pour le NPP (ou pour le BMM
avec décorrélation lente) émerge une température effective valant T /2.

5.3 Réalisations des modeles originaux

531 K=1

Il n’y a pas de pieges! La dynamique est bien celle du BTM aux temps longs. L’étude
est faite dans le chapitre précédent.

532 K=N

Considérons le cas extréme opposé ou tous les spins sont redistribués a chaque pas Monte
Carlo. Dans ce cas, I’horizon disparait puisque par construction tous les états sont connectés,
la dynamique étant globale. Par ailleurs, puisque ’ensemble des spins est redistribué, 1’au-
tocorrélation de spins (4.22) entre deux états successifs est nulle. Nous sommes donc dans
une situation ot, tous les états sont connectés, la distribution en énergie aux basses énergies
est exponentielle (4.7) et la corrélation choisie est identique & la corrélation de saut. Par
conséquent, cette dynamique globale du NPP est une réalisation microscopique du BMM
défini par les ingrédients justement mentionnés. La partie non exponentielle du spectre pour
laquelle I’énergie de Mertens est plus grande que v N n’a pas d’influence sur la dynamique
a temps longs étant donnés que ces états sont tres peu visités.

La suite de ce paragraphe est consacrée a une justification quantitative de cette réalisation,
appuyée par quelques simulations numériques ne laissant aucun doute a l'affaire.

Fonctions de corrélation

Dans le cas d’'une complete redistribution des spins, nous avons dit que I’autocorrélation
(4.22) était identique a la corrélation de saut (4.21). Cette corrélation est la base de la plupart
des calculs de loi de vieillissement dans les modeles BMM et BTM. Dans le BMM, les lois de
vieillissement ont des comportement différents suivant le secteur de temps considéré. Pour
une fonction de corrélation C(ty,, tw +1), les comportements asymptotiques t < tq, et t >> ¢,
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Fia. 5.1 — Lois de wvieillissement pour l’autocorrélation de spins. K = N = 50, pour T =
0.75T, et différents L., ; les données montrent un comportement de vieillissement simple.
La droite est la prédiction analytique de Uéquation (5.9). Insert : autocorrélation pour
différentes températures ; de gauche & droite : T/T, = 0.75,0.6,0.5,0.4,0 (t, = 10). La
droite en pointillés est proportionnelle &t~ .

F1a. 5.2 — Comportement a temps courts de lautocorrélation de spins C(ty,, t, +t) montrant
la singularité avec un exposant (1 — p)/p (droites) pour & < p < 1, exposant identique
celui de ’équation (5.10).

sont caractéristiques de la nature entropique ou activée de la dynamique [48], i.e. T < Tg/2
et Tg/2 < T < T, respectivement.
Dans la limite ¢ > t,,, le comportement caractéristique du BMM est donné [43, 48] par :

tw
Cltustu +1) ~ 2 (5.8)

En fait, en reprenant les calculs de [48] établis pour une dynamique de Glauber, il est possible
de calculer le comportement exact dans le cas des taux Métropolis :
t
Cltw, tw +1) ~ (1 — ”)Tw (5.9)

ou u = T/T, est la température réduite. Nous voyons d’apres la Fig. (5.1) que les simulations
numériques du NPP concordent trés bien avec ce comportement.

A temps courts (¢t < t,,), une analyse asymptotique de la fonction de corrélation dans le
BMM montre I'apparition d’une singularité [48] pour des températures Ty/2 < T < Ty, :

(A=p)/n
(i) s<p<l1

tw

1= Clty, b +1t) ~ (5.10)

fu n<z

Ces comportements sont en fait les comportements asymptotiques ¢/¢,, — 0. Cependant,
cette différence de comportement apparait quantitativement dans le NPP totalement redis-
tribué (Fig.5.2). Les écarts a temps trés courts viennent d’une part de exploration d’états
non exponentiellement distribués (cette exploration devenant négligeable & temps longs) et,
d’autre part, des effets de temps finis puisque les relations (5.10) sont obtenues seulement

dans la limite asymptotique des temps t,, infinis.
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Fi1c. 5.3 — Evolution temporelle de l’énergie pour des réalisations uniques du BMM : de
gauche a droite : T/T, = 0.35, 0.5 et 0.65. T, = 1. Les retours a hautes énergies sont
fréquents lorsque T > T,/2. A cette température, la dynamique est similaire a celle du
BTM, avec le fameuz paradoxe de la réversibilité lorsque ’échelle des temps est linéaire.

5.3.3 Régime entropique et régime activé

Cette singularité dans les fonctions de corrélation est la signature d’une transition entre
un régime activé et un régime entropique [48]. En effet, le BMM (par définition, la densité
en énergie est exponentielle et est donnée par (5.2)) présente une telle transition a Ty /2
en-dessous de laquelle la dynamique procede essentiellement a une descente monotone en
énergie, et au-dessus de laquelle des événements de type activés rentrent en jeu (voir Fig.
(5.3)). La présence de cette transition dans les fonctions de corrélations & la fois du BMM
et du NPP totalement redistribué confirme bien la réalisation microscopique du premier par
le dernier.

Cette transition entre un régime entropique et un régime activé peut étre vue sous un
angle différent, mais évidemment non déconnecté du point de vue des corrélations. Elle
peut étre comprise, comme ’a proposé Bertin [48], en calculant I’énergie moyenne atteinte
lors d’une transition. En-dessous de T,/2, I'énergie décroit en moyenne & chaque change-
ment d’états alors qu’au-dessus elle augmente. Visuellement, le phénomene est spectaculaire.
En effet, Fig. (5.3) montre trois réalisations de 1’évolution énergétique du BMM pour des
températures plus grandes, égales et plus petites que T, /2. Nous voyons clairement sur cette
figure la tendance du systéme & diminuer son énergie lorsque T < Tj;/2 et un comportement
plutot du type BTM au-dessus, méme si la notion d’horizon n’est pas tangible. Quantitati-
vement, ’énergie moyenne atteinte apres un saut a partir de I’énergie E est donnée par :

[° _dE' E'W(E — E')p(E')
SO dE W (E — ) p(E)

(BN = (5.11)

Dans la limite des basses énergies (E — —o0), nous trouvons pour une dynamique de type
Métropolis :
2 —1
(EYp=E+ 21—, (5.12)
I—p
En-dessous de Tj,/2, I'énergie diminue en moyenne & chaque saut. Le régime est entropique.
D’un autre c6té, lorsque T' > T, /2, ’énergie augmente en moyenne & chaque saut. Ainsi, le
systeme suit une marche aléatoire dans ’espace des énergies avec un biais vers les hautes
énergies, la condition de bord réflexive en E = 0 empéchant le systéeme de s’égarer dans les
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énergies positives. Si le temps était compté en nombre de sauts, le systeéme serait dans un
état stationnaire pres de ’énergie E = 0. Cependant, plus I’énergie visitée est basse, plus
le séjour dans I’état est long. Temporellement, la dynamique est dominée par ’acces a ces
basses énergies et plus le temps passe, plus grande est la probabilité de rencontrer des états
de basses énergies. Nous voyons donc que la phénoménologie de ce régime est tres similaire
au BTM. Le paradoxe de réversibilité et la tendance a descendre vers 1’état fondamental
sont de nouveau les caractéristiques de ’évolution énergétique. La compétition entre le biais
vers les hautes énergies et des temps de piegeage de plus en plus grand est responsable de
la singularité de la fonction de corrélation (5.10).

Cette transition est d’une importance capitale car nous verrons que la température Ty, /2
joue un role crucial dans la réponse du systeme et que d’une fagon générale cette transition
entropique-activée peut donner un ensemble de phénomenes tout a fait intéressant & étudier
(voir dernier chapitre).

5.4 Dynamique intermédiaire : 1 < K < N

Nous venons de voir que les cas extréemes K = 1 et K = N donnent respectivement les
comportements des modeles BTM et BMM. Ainsi, pour des valeurs de K/N comprises entre
0 et 1, nous pouvons nous attendre a des dynamiques intermédiaires passant contintiement
du BTM au BMM. Evidemment, le passage d’une dynamique a l'autre est assez subtile
étant donné que les dynamiques entropiques et activées sont qualitativement différentes.
Il semble alors assez clair que ’horizon aura un role tres important dans ce passage, ce
que nous expliquons plus loin. Une différence significative par rapport au BMM sera la
décorrélation douce des observables. Par opposition au BTM ou finalement cet ingrédient
n’est pas dramatique pour les lois de vieillissement, nous allons voir que la décorrélation
douce peut conduire a des comportements radicalement différents des modeles extrémes.

5.4.1 Structure de I’espace des phases

La dynamique & un seul retournement de spin (chapitre précédent) a montré le rdle
essentiel que jouait I’horizon, ingrédient indispensable du BTM. D’un autre coté, cet horizon
disparait lorsque K = N. Dans le cas intermédiaire 1 < K <« N, il reste possible de définir
un horizon. En effet, utilisant le méme argument que dans le cas du retournement d’un seul
spin, nous obtenons ’énergie suivante (voir annexe A) :

Ef = -KT,mnN (K< N) (5.13)

en-dessous de laquelle ’évolution est toujours activée : une barriere d’énergie au moins égale
a (Eff — E) doit étre franchie pour continuer I'évolution. Au contraire, lorsque les états
visités ont des énergies F bien supérieures a E,i( , alors I'influence de ’horizon ne se fait pas
sentir.

Par conséquent, lorsque K est grand, I’horizon chute vers les basses énergies et laisse
place & un ensemble d’états dont la dynamique est celle du BMM. Trois régimes doivent étre
alors distingués (Fig.(5.4)) :

1.Ty>T > %, E> E,If . Le systeme se situe au-dessus de 'horizon. La dynamique res-
semble au régime activé du BMM, la seule différence étant alors la loi de décorrélation
entre états, qui ici est lente par rapport au cas original. Typiquement ’autocorrélation
de spin diminue d’un facteur (1 — K/N) & chaque saut.
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Fi1G. 5.4 — Diagramme schématique des différents régimes attendus pour le NPP. Les va-
riables de controle sont la température et l’énergie typique visitée par le systéme. De grandes
valeurs de |E| correspondent a des énergies profondes donc a des temps longs.

2. T< %, E > EE. Comme dans (1), le régime est identique & celui du BMM mais dans
sa phase entropique. Les observables usuelles ont tendance & se décorréler doucement.

3. E< E,{f . Une fois que I’horizon est atteint, le systeme n’a pas d’autres choix que de
réémerger au-dessus pour continuer son évolution. Le comportement est alors similaire
au BTM et la température T, /2 n’a plus de role spécifique.

Ainsi, nous voyons que le modele NPP avec un nombre fini, mais grand, de retournements
de spins, conduit naturellement & un ’crossover’ entre un régime BMM et un régime BTM
a toute température. La particularité du modele induit alors une activation par rapport a
un unique niveau Eff jusqu’a I’équilibration du systeme, par opposition aux comportements
des verres de spins en champ moyen en-dessous du 'threshold’. Ce crossover est tres intuitif
du point de vue du probleme de I'empilement. Il se produit lorsque que n’importe quelle
tentative ne peut qu’empirer la situation (voir I'image du seau et des cailloux).

Bien qu’il et été tres intéressant d’étudier ce crossover, nous allons focaliser notre étude
dans le régime précédant le régime BTM pour essentiellement une raison : les simulations
étant restreintes aux capacités actuelles de I'informatique, il est difficile de faire des sta-
tistiques a des temps tres longs. Quantitativement, nous savons qu’a température nulle, le
temps de piegeage du BMM est donné par 7(E) = eiTiEg et que le temps écoulé ¢ depuis
une trempe & linstant initial (¢ = 0) est donné par le temps du piege auquel se trouve le
systeme & t. Comme le temps de crossover t. est donné pour une valeur de 1’énergie valant
-Ty,KInN, t. = NX. Par exemple, si N = 100 et K = 5, ce temps est d’ordre 10'° pas
Monte Carlo, ce qui est déja grand pour une seule réalisation.

Lorsque 1 < K <« N, par changement de température nous nous attendons donc a une
transition pour le NPP entre régime activé et régime entropique, comme dans le cas du BMM.
Cette transition est en effet tres claire du point de vue de la visualisation de 1’évolution
énergétique pour une seule réalisation & différentes températures. Fig. (5.5) montre trois
réalisations pour un systeme de 200 spins avec un retournement de 5 spins a chaque pas
Monte-Carlo. Aucune différence qualitative n’est distinguable de la figure (5.3) concernant
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Fic. 5.5 — Ewvolution temporelle de l’énergie pour des réalisations uniques du NPP pour
K =5 et N =200 : de gauche a droite : T/T, = 0.35, 0.5 et 0.65. T, = 2.

le BMM?.

Revenons un instant sur ’horizon (5.13). D’un point de vue de 'empilement des pieces,
nous avions vu que lorsqu’une seule piece pouvait étre déplacée, 1’horizon correspondait
a I'épaisseur de la plus petite piece. Dans une dynamique concernant K pieces, on peut
considérer que I'horizon est la différence minimale de hauteur entre deux piles construites a
partir de K pieces prises parmi les N de départ, ce qui correspond au cas de I'épaisseur
d’une seule pitce pour un systéme en comprenant NX (lorsque K < N). Nous avons
vu que dans le cas d’un seul changement de piece, 'horizon était donné par F,.., =
—T, In(nombre de pitces). On retrouve donc Eff = —KT,In N. Insistons alors sur le fait
que cette approche pour déterminer ’horizon n’est pas complétement redondante avec celle
de l'annexe A. En effet, 'approche de I'annexe est une approche statistiqgue des valeurs
extrémes alors qu’ici, nous avons exprimé une contrainte liée a ’impossibilité physique de
diminuer une différence de hauteur dans un probleme d’empilement.

5.4.2 Lois de vieillissement

Dans le cas K < N, une solution analytique du probléme semble assez difficile, au méme
titre qu’une solution analytique du BMM pour des observables douces (méme si Sollich [90]
a finalement tout résolu!). Nous allons donc utiliser des arguments d’échelle adaptés au
régime étudié.

Premiérement, 1’évolution temporelle de 1’énergie instantanée (non moyennée) du régime
entropique peut se décomposer en deux composantes : une valeur moyenne dont 1’évolution
est déterministe par monotonie du processus et une valeur fluctuante de moyenne nulle et de
variance finie. Ces fluctuations ne dominent pas la dynamique et peuvent étre considérées
en premieére approximation comme une perturbation de I’évolution moyenne déterministe.
Ainsi, il y a de fortes chances qu'une approximation consistant & négliger les fluctuations
puissent donner des résultats pertinents, du moins pour les lois d’échelle liées au vieillisse-
ment.

Deuxiemement, lorsque T' > T;/2, la dynamique est dominée par des événements ac-
tivés de grande amplitude qui propulsent le systeme aux hautes énergies. L’approximation
précédente n’est donc plus pertinente car ce sont les fluctuations qui dirigent la dynamique.

3Les échelles d’énergie sont différentes puisque dans la Fig. (5.3) T, = 1, tandis que dans Fig. (5.5)
Ty =2.
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Régime entropique : T < Tg/2

Pour commencer, prenons le cas d’une trempe a température nulle et estimons a 'aide
d’arguments simples la corrélation & deux temps C, (¢, tyy +t) d’une observable qui décroit
typiquement d’un facteur (1 — K/N) a chaque saut. L’autocorrélation de spins est une de ces
observables. Apres R sauts, correspondant au nombre de sauts effectués entre t,, et t,, + t,
dans la limite K/N — 0, la corrélation C'r vaut :

Op=e BE/N (5.14)

suivant la prescription Cr—¢ = 1. A linstant initial le systéme est & haute énergie. Il subit
ensuite une descente en énergie ol seuls des états de plus basses énergies sont successivement
visités. D’apres 1’équation (5.12), & chaque saut 1’énergie diminue en moyenne de T}, lorsque
les énergies visitées sont profondes (i.e. |[E| > T;). Ainsi, apres R sauts, la différence d’énergie
entre les temps t,, et t,, + ¢ est donnée dans la limite des grands t,, par :

E(ty +1t) — E(ty) = —R x T, (5.15)

D’un point de vue énergétique, le NPP loin de I'horizon se comporte comme le BMM.
Incidemment, le temps de piegeage a une énergie F est donné par :

. —1
TE = Tme </_ dE'p(E')) (5.16)

Ol Type = K/N est 'unité de temps Monte Carlo associée aux simulations numériques. p(E’)

est la densité d’énergie du NPP donnée par (4.7). Aux basses énergies, ce temps de piegeage

se réduit a :

ﬂgeiE/Ty
N

N est le préfacteur de normalisation de la densité en énergie (4.7). De fagon similaire au

BMM, le temps courant est de I'ordre du temps de vie du piege visité. Ainsi, pour des grands
temps ¢’ :

T(E) & Tine

(5.17)

Nt >
E({t')=-T,In ( 5.18
()= ~Tyn (5 - (5.18)
Cette équation combinée avec (5.15) et (5.14) donne :
4 t -
Coltu, tw +1) = < w ) (5.19)

Cette loi & température nulle est parfaitement vérifiée (Fig. (5.6)) par simulation de la
dynamique du NPP a température nulle a l'aide d’un algorithme ’event-driven’. Ce dernier
consiste & calculer la distribution des temps de piégeage pour une énergie E et & faire une
dynamique Monte Carlo pour ces temps (et non pour les énergies) suivant cette distribution.
Les résultats avec les simulations microscopiques du NPP pour des temps compatibles avec
le temps de vie du thésard sont aussi tres bons (Fig. (5.7), courbe du bas).

Pour des températures non nulles mais assez basses (T' < Tj/2) telles que le processus
activé ne soit pas le mécanisme principal d’évolution, nous pouvons utiliser le méme genre
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F1G. 5.6 — Fonctions de corrélation Cy(ty,ty, +t) d’une observable douce dans le cas de la
stmulation du NPP par un algorithm ’event-driven’ (voir texte) sans prise en compte de la
présence de Uhorizon. La décorrélation se fait d’un facteur (1 — K/N) a chaque saut.

Fia. 5.7 — Simulations Monte-Carlo directes de la fonction d’autocorrélation de spins pour
T < T,/2 et pour des petites valeurs de K/N. Pour T > 0, N = 200 et t, = 10% ; pour
T =0, N =1000 et t, = 500. Les énergies en jeu restent loin au-dessus de l’horizon. Les
courbes pleines sont les prédictions données par Eq. (5.21) sans paramétre ajustable.

d’arguments. Seule est modifiée I’énergie moyenne perdue a chaque saut. D’apres (5.12),
nous trouvons alors :

1—-2 1
Bty +1) — E(ty) = —%RTQ (<3 (5.20)
—n
Toutes choses étant égales par ailleurs, la corrélation devient
ty +1) N
Co(tw, tw +1) = < wt ) (5.21)

avec n = (1 — p)/(1 — 2u). Une nouvelle fois, cette loi est bien confirmée par les simulations
numériques du NPP (Fig. (5.7)).

D’apres ces lois de vieillissement, deux points doivent étre discutés :

— Dans le régime entropique, la loi de décorrélation des observables a un impact crucial
sur la loi de vieillissement associée. Cette loi est d’autant plus lente (exposant petit) que
la corrélation entre deux états successifs est proche. Qualitativement, ceci se comprend
assez bien car nous sommes en présence d’une descente en énergie. Ainsi, entre deux
temps t,, et t, + t, le systeme effectue en moyenne un certain nombre de sauts. Par
conséquent, plus la corrélation entre deux états successifs est forte, plus la décorrélation
sera lente pour un couple {t,,, t,, +t} donné. Au contraire du BTM pour lequel une fois
sortie d'un grand piege la décorrélation est immédiate par rapport au temps du piege,
il n’y a pas de réorganisation via des états de hautes énergies avec des temps de vie
tres courts. Les lois de vieillissement sont donc tres sensibles a la loi de décorrélation
de 'observable.

— Concernant I'importance du rapport K /N dans les lois de corrélation, la dépendance
de K vis & vis de N peut conduire & des comportements radicalement différents dans
la limite thermodynamique N — oo.
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F1G. 5.8 — Fonction d’autocorrélation de spins pour le NPP dans le cas 1 < K < N. Les
lignes droites ont des pentes = T/T, en échelle log-log de fagon a comparer avec le BTM.

F1a. 5.9 — Fonctions de corrélation dans le BMM avec un facteur de décorrélation (1 — x) ;
ict, x = 0.1. De bas en haut : T/T, = 0.52, 0.55, 0.6, 0.7 et 0.8. Les queues dépendent de
la température suivant un exposant proche de —p caractéristique du BTM. Les déviations
sont d’autant plus grandes que la température est proche de T, /2. Insert : comportements d
temps courts avec un exposant typique du BMM, a savoir (1 — p)/p (pointillés).

Etudions le cas ou K est une fraction finie de N, K = a/N. La loi de vieillissement
(5.21) converge dans la limite thermodynamique vers une fonction

t\ "™
Co(tw,ty +1) = (t)

w

indépendante de N. Cette corrélation décroit vers 0 lorsque ¢ — oco.

Lorsque K reste fini, soit /N — 0 dans la limite thermodynamique, alors la corrélation
tend vers 1 et perd sa dépendance en temps. Dans ce cas, il y a une forte brisure d’ergo-
dicité par opposition au scénario de faible brisure d’ergodicité [52, 62]. En choisissant «
comme parametre de controle, une transition vers un état de forte brisure d’ergodicité
alieua a=0.

Régime activé : T' > T, /2

Dans ce régime, les arguments propres au régime entropique ne peuvent pas s’appliquer
car les fluctuations jouent un réle important dans le systeme.

D’un point de vue énergétique, nous savons que le systéeme se comporte, loin de I’horizon,
comme le BMM. Une question naive mais légitime est de se demander si a linstar du
BTM, une loi lente de décorrélation tend asymptotiquement (¢, — co) vers la loi du BMM
original calculée avec la corrélation de saut. Les simulations numériques du NPP montrent
(Fig. (5.8)) que les queues des fonctions de corrélation se comportent comme des lois de
puissance avec des exposants dépendant de la température. Cependant, ces simulations ne
permettent pas de tirer une conclusion claire sur le comportement. Afin donc de mieux
comprendre ce comportement, nous avons simulé une version modifiée du BMM pour laquelle
les observables considérées décroissent d’un facteur (1 — x) a chaque transition en prenant
x < 1. Les résultats numériques sont donnés par Fig. (5.9). Le comportement observé est
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en fait hybride. Les temps courts (¢t < t,,) sont trés similaires au BMM avec une singularité
caractérisée par un exposant (1—p)/p (voir plus haut), alors que les temps longs donnent un
comportement dépendant de la température avec un exposant proche de celui trouvé dans
le BTM, a savoir —u. Les déviations sont d’autant plus importantes que la température est
proche de T, /2, ce qui semble assez normal par continuité du comportement avec le régime
activé.

Etant donné la similarité des résultats entre les simulations du NPP et celles du BMM mo-
difié, cette étude confirme une nouvelle fois que le NPP, pour cette dynamique intermédiaire
1 <« K < N, peut étre vu comme une version modifiée du BMM pour laquelle est prise en
compte une loi douce de décorrélation des observables. Par ailleurs, nos résultats concordent
avec ceux de Sollich concernant le BMM avec des observables se décorrélant doucement [90].

5.5 FDR dans le régime de vieillissement

Nous allons considérer dans cette partie la FDR liée & ’observable correspondant a ’au-
tocorrélation de spins. Ainsi, nous considérons 1'observable (4.25) du chapitre précédent
accompagnée des notations concernant les réponses et réponses intégrées. Le résultat princi-
pal est que dans la limite de décorrélation lente (K < N), la FDR devient linéaire définissant
ainsi une température effective. Dans le régime entropique, cette température est plus grande
que T : elle est égale a la température de transition entre régime entropique et régime activé.

5.5.1 K=N et le BMM

T,/2 sépare deux types de dynamiques rencontrées dans le NPP avec un grand nombre
de retournements de spins. Il est alors intéressant de comparer les FDR entre ces deux
régimes. Fig. (5.10) montre les résultats numériques obtenus pour T' < T,/2 dans le cas
d’une redistribution globale des spins. Comme espéré, les relations a température nulle sont
en trés bon accord avec les solutions de Sollich [88] pour le BMM. Nous rappelons que dans
le cas du BMM, la FDR est donnée [89] par :

2 0C (tu, tw + 1t
g

Les simulations numériques du NPP lorsque T' < T},/2 laissaient penser, aux erreurs numériques
pres, que cette relation de FDR était unique (mais non linéaire) pour toute température
T < T,/2. Cependant, les travaux de Sollich sur le BMM original (avec décorrélation totale
entre les états) effectués pendant la rédaction de cette thése [90] montrent que ceci n’est pas
le cas et que des petites corrections doivent étre apportées lorsque la température est finie.
Ce que nous pensions alors étre des erreurs numériques (dues par exemple aux contributions
non linéaires de la réponse) sont en fait en trés bon accord avec les simulations de Sollich. 1
faut donc retenir que d’une part, malgré les apparences, cette FDR n’est valide seulement
qu’a température nulle lorsque K = N, et d’autre part, la pente a l’origine de la courbe y
vs C est donnée par 2/T, pour toute température T < T, /2.

Au-dessus de T,/2, la FDR dépend de la température mais semble étre indépendante
dans les limites asymptotiques t < t,, et t > t,, (Fig. (5.10)). Dans le premier cas, la pente
de la courbe x vs. C est 1/T et dans le deuxieéme, elle s’annule. De nouveau ces résultats
sont en parfaite harmonie avec ceux de Sollich [90] pour le BMM lorsque T > T, /2. Ainsi, la
FDR permet de discriminer distinctement le régime activé du régime entropique. En effet,
il suffit simplement de relever le comportement a temps courts de cette relation est de voir
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F1G. 5.10 — FDR dans le NPP pour K = N = 50 a différentes températures (t, = 10*) pour
Dobservable définie par (4.25); x est mesurée en unité de T,. Les simulations numériques
a T = Ty/2 restent trés proches de la solution analytique o température nulle du BMM
(courbes pleines). Pour T > T,/2, la pente initiale est donnée par 1/T (pointillés).

si la pente est donnée par la température du bain ou par la température de transition entre
régimes activé et entropique.

Une fois de plus, nous avons confirmation que le NPP muni d’une dynamique globale
réalise le BMM. Le résultat principal de ce paragraphe étant qu’il existe un indicateur de la
transition activée-entropique (propre au BMM) qui est la relation de fluctuation dissipation.

5.5.2 1< K < N ou I’émergence d’une température effective
T > T,/2

Désormais sans véritable surprise, Fig. (5.11) montre que la FDR hors-équilibre tend
vers une relation de type FDT & mesure que % tend vers 0. Les raisons de ce comportement
sont identiques a celles du BTM étant donné que le systeme visite souvent les états de haute
énergie. La dynamique, elle, est dominée par le temps de vie des états de basse énergie.

T<T,/2

Le cas du régime entropique est bien plus surprenant et tres intéressant. En effet, & mesure
que £ tend vers 0, la relation devient linéaire avec une pente donnée par T% (Fig. (5.12))
correspondant donc a une température effective parfaitement définie égale a la température
de transition du régime activé vers le régime entropique. Remarquablement, la relation
ne semble pas dépendre de la température a la condition que le régime soit activé. Une
démonstration de cette FDR linéaire et unique pour T' < T,/2 est donnée dans 'annexe
A. Notons alors que la pente obtenue est identique & la pente initiale dans le cas K = N
pour les mémes valeurs de température. D’autre part, les travaux de Sollich [90] sur le BMM
confirme cette relation linéaire dans la limite d’un facteur multiplicatif de décorrélation a
chaque saut tendant vers 1.

Une fois de plus, la transition entre régime entropique et régime activé joue un role
déterminant dans la description des phases de basse température.
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F1G. 5.11 — FDR pour T > T, /2 dans le régime vieillissant du NPP pour 1 < K < N : une
relation linéaire avec une pente T~ est observée. N = 1000 et t,, = 10° pour T = 0.6T, ;
N =100 et t, =2 x 10° pour T = 0.7T,.

Fi1Gc. 5.12 — FDR dans le régime entropique pour le NPP avec 1 < K < N. Les données
sont données soit par simulations Monte-Carlo directes (MC), soit par lalgorithme ’event-
driven’ en présence de champ. t,, = 10® pour MC' et 10'° pour ED. Les données convergent
vers une FDR linéaire dans la limite K/N — 0 et t,, — 00.

5.6 Discussion

5.6.1 Influence de la distribution en énergie
Phases basse température

Du point de vue du NPP avec K — oo (ou du BMM), la transition entre régime ac-
tivé et régime entropique est contrélée par le rapport u = T'/T, entre la température et
Dénergie caractéristique de la densité exponentielle (4.7). D’un autre c6té nous avons si-
gnalé qu’a K fini, correspondant & un BMM avec énergie seuil en-dessous de laquelle il
n’y a plus de directions descendantes [48], il fallait s’attendre & basse température & une
transition entre un régime entropique et un régime activé due a ’absence des directions
descendantes de ’énergie. Remarquablement, ce type de transition peut apparaitre pour un
modele complétement connecté (i.e. K = N ou pas de seuil pour le BMM) mais pour des
distributions d’énergies non purement exponentielles. Par exemple, nous pouvons étudier le
cas ol p(F) est composé de deux exponentielles :

(E) ~ BTV pour Ex < E <0
BT pour E < Ex

Si Téz) /2<T< T; /2, une trempe & partir des hautes températures conduit premi¢rement
A un régime entropique tant que I’énergie moyenne FE(t) reste au-dessus de E* suivi d'un

régime activé pour des temps longs lorsque E(t) < E*. Dans le cas Tél)/Q <T <T}/2,
les régimes sont inversés. Par conséquent, un régime activé précede un régime entropique,
ce qui est plutot assez contre-intuitif. Cependant, le premier cas semble le plus général. En
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effet, considérons naturellement la distribution gaussienne [82, 67] :

1 _ 2 2
p(E) = Nord E7/2E, (5.23)

Pour toute température non nulle, ce systeme atteint un état d’équilibre dont la distribution
est aussi une gaussienne de variance E3 mais de moyenne non nulle E,,, = —EZ2 /T d’autant
plus décalée vers les basses énergies que la température est basse. Supposons maintenant
que nous fassions une trempe a partir des hautes températures vers des températures T'
telles que T' < Ey, i.e. |E,,| > Ey. L’énergie moyenne visitée E(t) se dirige doucement vers
E,, alors que la variance reste & peu pres constante. Lorsque E(t) est proche de E,,, par
exemple E(t) ~ E,,/2, il est possible de linéariser p(E) autour de E(t) et ainsi de trouver
une distribution locale exponentielle :

P(E,t) ~ eP/*® (5.24)

avec \(t) = E3/E(t). Cette approximation exponentielle est valide tant que |E — E(t)| <
EZ2/T. En particulier, pour des énergies E telles que |E — E(t)| ~ T, cette approximation est
completement justifiée. Il est alors naturel de définir une ’température’ réduite dépendante
du temps u(t) = T/A(t), jouant le méme rdle que p dans le BTM (ou le BMM). Puisque
|E(t)] est une fonction croissante du temps, pu(t) I'est aussi. Ainsi, lorsque p(t) atteint la
valeur 1/2, i.e. E(t) = E,,/2, il faut s’attendre & une transition entre le régime de descente
entropique et un régime activé. Aux temps longs, I’équilibre est atteint pour une valeur de

w=1

Comportement a hautes températures

Un calcul thermodynamique pour les verres structuraux donne souvent une température
de transition vitreuse thermodynamique a une température Tk dite de Kauzmann. Cepen-
dant, si maintenant nous procédons a des expériences de refroidissement de ces verres, le
temps de relaxation devient tres grand et semble diverger pour des températures plus grandes
que Tk [76]. Souvent, d’ailleurs, une loi de type Vogel-Fulcher (4.1) donne une dépendance
plutot bonne de la divergence de ce temps de relaxation. Nous avons déja signalé que le BTM
donnait une divergence de ces temps suivant cette loi a la température de transition thermo-
dynamique du systéme, donc & la température de Kauzmann équivalente. A la lumiere des
considérations précédentes, nous allons préciser le comportement haute température d’un
modele a deux exponentielles dont la dynamique est purement activée comme dans le BTM,
ou activée comme dans le BMM a haute température. Choisissons donc comme plus haut
une densité de niveaux en énergie définissant deux intervalles d’énergie caractérisés par deux
exponentielles :

p(E) = % (aeE/Té”e(E — E*) + BT 9B — E))
(5.25)

avec Tg(l) > T;Z) et I'énergie E* est choisie telle que |E*| > Tj. Z est le facteur de nor-

malisation et o = exp(E*(1/ Tg(Z) -1/ Tg(l))). Cette densité décroit a basse énergie comme
exp(E/ Tf) ). Par conséquent, ce modele possede une transition thermodynamique a température
Tk = Tg(2). Calculons maintenant la moyenne de 1’énergie du systeme pour des températures

plus grandes que Tg(l). 11 est facile de montrer que lorsque |E*| > (l/Tg(l) —1/T)71, cette
énergie moyenne vaut E,, ~ (1/T, —1/T)~! et la contribution des énergies inférieures a E*
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est négligeable. En somme, pour cette gamme d’énergie le systeme se comporte comme le
BTM avec une densité « exp(E/ T;l)). Lorsque T se rapproche de Tél) le temps de relaxation
commence a diverger comme une loi de Vogel-Fulcher. Il diverge alors jusqu’a que 'approxi-
mation |E*| > (1/T§1) —1/T)~! ne soit plus valide, i.e. lorsque T ~ Tg(l)(l + Tg(l)/\E*D.
Pour ces températures, le temps de relaxation est alors de 'ordre de exp(|E*|/ Tgl)). Tmagi-
nons alors que |E*| ~ 100 x Tg(l) : le systeme atteint des temps de relaxation inacceptable
pour des mesures expérimentales alors que ’énergie moyenne se situe tres loin de I’énergie
du fondamental qui échelle comme N. Cette apparente divergence des temps se produit a
des températures au-dessus de la température de transition thermodynamique.

5.6.2 Interprétation de la FDR linéaire

La FDR linéaire de pente Tj;/2 peut étre obtenue analytiquement pour des observables
douces, i.e. pour lesquelles le facteur de décorrélation entre chaque état tend vers 1 dans
la limite thermodynamique. Les calculs explicites se trouvent dans ’annexe A. Dans ce
paragraphe, nous essayons simplement de donner une image simplifiée des mécanismes phy-
siques permettant d’obtenir cette température effective et ceci dans le cas de aimantation.
Nous verrons dans le prochain chapitre une généralisation de cette température effective
pour différentes sortes de processus entropiques, i.e. pour lesquels 1’évolution temporelle de
I’énergie est monotone et décroissante.

Comme dans le cas K = 1, un ingrédient conduisant a la linéarité de la FDR est que
l’aimantation induite par ’application du champ h ne dépend pas de 'aimantation dans
laquelle se trouve le systeme lorsque le champ est appliqué a t,. En clair, la valeur de
laimantation a t,, ne doit pas influencer les taux de transitions. C’est en effet le cas ici
puisque la contribution énergétique aux taux de transitions est de 'ordre de Kh alors que
Paimantation totale varie plutét comme Nh. Ainsi, dans la limite /N — 0, la contribution
de 'aimantation initiale est négligeable. Ceci n’est pas le cas dans le BMM car la contribution
énergétique aux taux de transitions est de l'ordre de Nh puisque les aimantations sont
redistribuées aléatoirement. La valeur de I'aimantation initiale joue donc un réle crucial
dans 'obtention de la FDR.

Une fois que cette contribution est négligée, la linéarité de la FDR s’explique simplement :
la relaxation vers 'aimantation induite par h se comporte de la méme fagon que la relaxation
vers 'aimantation nulle a partir de n’importe quelle aimantation initiale induite par les
fluctuations du systeme. Ainsi, pour K = 1, nous avons vu que la visite des états superficiels
induisait une aimantation asymptotique constante M* = hN/T puisque la distribution était
donnée par une forme de Gibbs :

p(M) ~ e~ M*/N+5RM (5.26)

Etant donné qu’a temps égaux, la corrélation vaut (M?2)/N = 1, la pente de la FDR vaut bien
1/T. Cet argument s’applique aussi au régime activé T' > T, /2 du NPP lorsque 1 <« K < N
et du BMM modifié incluant des corrélations douces.

En ce qui concerne le régime entropique T' < Ty /2, aimantation peut étre obtenue en
suivant le méme raisonnement. Etant données les relations donnant les valeurs d’aimantation
apreés un saut (équation (A.4) de Pannexe A), nous pouvons estimer la valeur moyenne de

laimantation M apreés un saut comme étant la valeur la plus probable. Ainsi :

M—(l—K>M+2K<1—M2)h (5.27)

N NZ) T,
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L’aimantation asymptotique peut s’obtenir de maniére autocohérente en cherchant le point
fixe M = M de cette relation. Aux ordres dominants, nous obtenons la solution M* =
2Nh/T, donnant bien la pente 2/T, de la FDR.

5.7 Etat des lieux et discussion

Dans ce chapitre, nous avons établi le diagramme de phases dynamiques du NPP in-
troduit dans le chapitre précédent en fonction de la température et du nombre K de spins
autorisés a se retourner simultanément. Nous avons alors vu qu’il était possible d’explorer
toute une gamme de modeles d’espace des phases allant du BTM (K=1) au BMM (K=N)
en passant par des versions modifiées du BMM (1 < K < N). Ce dernier cas est équivalent
(du moins au-dessus de I’horizon) au BMM dans le cas d’observables douces. Etant données
des observables se décorrélant d’un facteur (1 — K/N), les lois de vieillissement du NPP (et
donc du BMM) différent radicalement du cas d’une corrélation de saut. Ainsi, nous avons
obtenu des comportements hybrides, i.e. similaires a la fois au BTM pour les temps longs
(t > ty) et au BMM pour les temps courts (¢ < t,,) dans le régime activé. Dans le régime
entropique, les corrélations s’éloignent du vieillissement simple en t,,/t et deviennent des
lois du type (t/t,,)""/N avec n = (1 — pu)/(1 — 2u) et p = T/T,. Notant K = aN, avec
a > 0, une brisure forte d’ergodicité a lieu & T, /2 lorsque o = 0, par opposition & la brisure
faible & T,.

T,/2 est une température trés importante dans ce modele car elle représente la température
de transition entre les régimes activé et entropique (du NPP et du BMM). D’autre part,
dans le cas le plus réaliste microscopiquement d’observables douces, les FDR tendent dans la
limite thermodynamique vers des FDR linéaires si les moyennes sont nulles & chaque instant.
La beauté de cette étude réside dans le fait que la température effective, ainsi bien définie,
est celle du bain thermique dans le régime activé et T, /2 dans le régime entropique! Il sem-
ble donc que ’émergence, dans les modeles d’espace des phases, d’une température effective
(bien définie) différente de celle du bain thermique soit treés liée a la présence d’une dyna-
mique entropique. De fagon équivalente, la température effective définie dans les verres de
spins résulte d’une dynamique entropique suivant laquelle le systeme procede a une descente
en énergie puisque cette température est aussi définie lorsque 7' — 0. Enfin, remarquons
que la FDR apparait une nouvelle fois comme un tres bon indicateur du type de dyna-
mique sous-jacente, ne faisant que confirmer I'importance d’une compréhension complete de
la manifestation de la température effective.

Pour conclure, la température T, /2 est intéressante pour deux raisons essentielles. D’une
part, il est surprenant que cette valeur differe de la valeur 1.5y = T, habituellement ren-
contrée dans les verres de spins champ moyen [62] et les arguments de type Edwards [69, 73].
Pour étre plus précis, ces théories prédisent une valeur :

Jln

T4 = TEp (5.28)
en associant ln p(F) & la complexité (ou entropie configurationnelle) du systéme. D’autre
part, et c’est la conclusion essentielle de ce chapitre, c’est que nous avons triché! En effet,
cette température effective n’est exacte que dans la limite K/N — 0, c’est a dire lorsque il
y a forte brisure d’ergodicité du systeme! Dans cette limite, le systeme ne se décorrele plus.
Il n’est donc pas légitime de parler d’évolution temporelle du systeme. Les deux points a
retenir sont les suivants :

Un modéle d’espace des phases possédant une dynamique entropique est suscep-
tible d’induire une température effective bien définie.



Réalisations Microscopiques du BMM

1l n’est pas possible d’utiliser les résultats du BMM pour la température effective
puisque cette derniére s’obtient seulement dans la limite ot le systéme n’évolue
plus.
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Chapitre 6

Dynamique locale dans ’espace
des phases

Les modeles BMM et BTM ont en point commun de proposer une dynamique totalement
connectée dans un espace des phases ayant une densité exponentielle d’énergie. Cette donnée
statique permet d’un point de vue thermodynamique d’obtenir une transition vitreuse a une
température non nulle en-dessous de laquelle le systeme se gele dans un nombre fini d’états.
D’un point de vue dynamique, diverses lois de vieillissement sont observées suivant les taux
de transition entre chaque état (purement activés ou non), et d’autre part ’évolution de la
corrélation (entre chaque état visité) des observables étudiées. Remarquablement, lorsqu’au-
cun champ extérieur n’est appliqué, ces lois dans le cas du BTM sont insensibles au choix
des observables : une fois sortie d’un grand piege, le systeme visite des pieges peu profonds
dont les durées de vie sont tres courtes; pour des temps longs, les observables ont toutes le
méme comportement, a savoir celui de la corrélation de saut. Ce point est sans doute la clef
de votute pour comprendre le don d’ubiquité de ce modele. Du point de vue de la réponse, le
comportement est sensible au type d’observables. Cependant, toute observable douce vérifie
FDT.

D’un autre coté, les lois de vieillissement du BMM sont tres sensibles a la loi de décorrélation
de 'observable, que ce soit dans le régime activé ou dans le régime entropique. Un résultat
trés intéressant est celui de la violation de FDR. En effet, nous avons vu que dans le cas d’ob-
servables douces, la FDR tendait vers une FDR linéaire et unique dans le régime entropique.
Malheureusement, dans ce régime les observables douces ne se décorrelent plus.

Une question grandement légitime est alors de se demander s’il est possible de réaliser
un modele d’espace des phases (au méme titre que le BMM et le BTM) ayant la propriété
d’avoir un comportement de vieillissement caractérisé par une température effective bien
définie, i.e. la FDR est linéaire, et différente de celle du bain thermique. Nous allons voir dans
ce chapitre que ceci est possible et que contre toute attente le REM sera le candidat idéal sur
lequel le batir. Ainsi, une dynamique locale, que nous définissons plus loin, permet au REM
d’avoir une phase haute température dynamiquement bien définie pour laquelle le systéme
relaxe en des temps finis (voir chapitre sur le BTM pour les problémes liés & une dynamique
microscopique du REM). Cette dynamique conduit naturellement & basse température & du
vieillissement caractérisé par une température effective dont les caractéristiques sont tres
similaires a celles des verres champ moyen.

L’objectif principal de ce chapitre est de donner quelques pistes d’exploration des modeles
d’espace des phases. Nos propositions sont le fruit de réflexions concernant le phénomene de
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transition entre régime activé et régime entropique que nous avons étudié dans le chapitre
précédent. En effet, pour le BMM cette transition se produit a des températures plus petites
que la température de transition thermodynamique. Ainsi, il serait intéressant de proposer
un modele ayant une température de transition dynamique plus grande que la température
de transition thermodynamique afin de se rapprocher du comportement des verres de spins
champ moyen pour lesquels le systéeme tombe hors-équilibre a des températures plus grandes
que les températures de transition statique.

Nous proposons donc un modele ayant les caractéristiques suivantes :

e Les énergies sont des variables aléatoires indépendantes distribuées suivant une densité
gaussienne.

e Le systeme subit une transition thermodynamique du second ordre & une température
T. et une transition dynamique a une température T, plus grande que 7.

e Pour toute température plus grande que Ty, le systéme relaxe en temps fini vers son
état d’équilibre.

e Lorsque T < T,, dans la limite thermodynamique, le systeme est a jamais hors
équilibre. L’énergie reste treés proche d’une énergie seuil qui est ’énergie moyenne
du systeme a 1’équilibre lorsque T' = Ty.

e Le temps de relaxation diverge comme une loi de puissance lorsque T' s’approche de
Ty par valeurs supérieures.

e Une trempe en température jusqu’'a 1" < Ty induit pour certaines observables douces
du vieillissement en lois de puissance (t/t,, )™ ol « est un exposant fini indépendant
de la taille N du systeme.

e Dans ce régime de vieillissement, FDT est violé mais la FDR est linéaire permettant
de définir une température effective. Cette température est finie a température nulle
et vaut la température du bain lorsque T = Ty.

Ces caractéristiques sont tres similaires a celles des verres de spins champ moyen. Insistons
alors sur 'objectif de ce chapitre : il consiste & donner des ingrédients permettant autant que
possible de réconcilier les descriptions d’espace des phases et les descriptions champ moyen
des phénomenes vitreux.

Le plan du chapitre est le suivant :

— Dans un premier temps, pour tout modele composé d’énergies indépendantes dis-
tribuées suivant une certaine distribution, nous proposons un moyen de prendre en
compte une connectivité non triviale entre les énergies du systeme : étant donné un
état d’énergie comprise dans une tranche d’énergie d’épaisseur dF, il est possible de
jouer sur la probabilité que cet état soit lié & un autre état suivant I’énergie de ce
dernier, et ceci pour une densité en énergie donnée. Les modeles BMM et BTM ne
présentent pas ce caractere puisque les états sont connectés indépendamment de leur
énergie. Nous verrons alors que ces modeles peuvent étre vus comme des cas particu-
liers de notre description.

— Ensuite, nous appliquons une de ces connectivités au REM, c’est-a-dire a un systeme
ayant une densité gaussienne en énergie. Nous montrons alors qu’il est possible d’ob-
tenir une phase haute température pour laquelle le systeme relaxe rapidement vers
I’équilibre.

— Nous continuons en étudiant la phase basse température. Cette phase apparailt a une
température plus grande que la température de transition thermodynamique. Nous
donnons les lois de divergence des temps de relaxation et nous étudions numériquement

les fonctions de corrélation de certaines observables douces apres une trempe en température.

Nous en profitons alors pour déterminer numériquement et analytiquement les FDR
et montrons qu’'une température effective est bien définie. En outre, nous proposons
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un processus de thermalisation de la température effective.

— Enfin, nous finissons par proposer quelques pistes que nous pensons qu’il serait bon de

développer dans le futur.

L’étude de ce chapitre n’est pas completement aboutie car ce sont des travaux qui sont nés
en fin de these. Cependant, nous pensons qu’il est important de les signaler pour montrer des
voies prometteuses de la description en terme d’espace des phases permettant de donner un
nouveau souffle a ce genre d’approche sachant que le modele que nous proposons n’a jamais
été aussi proche a notre connaissance de la phénoménologie des modeéles hamiltoniens comme
le p-spins.

6.1 Connectivité locale

Dans cette section, nous introduisons une notion de connectivité dans 1’espace des énergies.
Afin de mieux comprendre notre démarche, nous commencgons par rappeler quelques pro-
priétés de systemes vérifiant le bilan détaillé et décrits par des états discrets en énergie.

6.1.1 Description discrete

Considérons un systeme composé de M états d’énergies E;, i = 1, ..., M. Chaque état i,
d’énergie E;, est relié a un certain nombre d’états d’énergies £, j # 7. Alors le bilan détaillé
est vérifié pour ce systéme si, a chaque pas Monte Carlo, la probabilité a partir d’un état 4
de proposer une transition vers un état connecté j est égale a la probabilité de proposer j a
partir de i, ce qu’on note respectivement :

P(i,j) = P(j, i) (6.1)
et si une fois ces couples i, j choisis, les taux de transitions vérifient :
w(i — j)e PP = w(j —i)e PEi (6.2)

Souvent, seule la deuxiéme condition (6.2) est donnée car la premiere est implicite dans
la plupart des simulations. Par exemple, pour un systeme de N spins de type Ising une
dynamique de retournement d’un seul spin pris au hasard conduit a la relation (6.1) puisque
la probabilité P(i, j) pour chaque couple de configurations connectées i, j est donnée par 1/N
indépendamment de i et j. Nous allons voir que dans une description d’espace des phases
décrit par un continuum d’énergie, I’équivalent de cette premiere relation peut permettre
d’entrevoir une multitude de systemes.

6.1.2 Description continue pour des énergies indépendantes

Un systéme! composé d’énergies aléatoires indépendantes peut étre décrit dans la limite
thermodynamique par une densité d’états en énergie p(F). Ceci ne serait a priori pas possible
si les énergies étaient corrélées (voir [68] pour une discussion et des exemples). Toujours dans
la limite thermodynamique (ou de fagon équivalente la limite continue en énergie), notons
maintenant f(FE, E’) la fonction de répartition des états d’énergie comprise entre E’ et
E’ + dE’ connectés & un état d’énergie comprise entre E et E + dE.

Une maniere d’imposer le bilan détaillé & ce systéme (défini par p(E), f(E,E’) et un
choix de dynamique de type Métropolis ou Glauber) est de le soumettre aux prescriptions

1 faut comprendre ici systéeme comme étant un échantillon unique.
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équivalentes & (6.1) et (6.2). La relation correspondant & (6.1) s’écrit :
p(E)f(E,E') = p(E") f(E', E) (6.3)

En notant w(E — E’) le taux d’acceptation? de la transition entre deux états d’énergie
respective F et E’ une fois que ces énergies ont été tirées, la prescription (6.2) correspondante
s’écrit :

w(E — E') = w(E' — E)e PF'~F) (6.4)
En notant W (E — E’) le taux de transition total entre deux énergies F et F’,

W(E — E') = w(E — E')f(E, E), (6.5)
la relation (6.4) devient grace a (6.3) :

p(E)e PEW(E — E') = p(E') e PP W(E' — E) (6.6)

A partir de la relation (6.3), il est possible de donner des formes générales que peut revétir
f(E,E") (et f(E', E)). En effet, nous pouvons écrire f(E, E') comme? :

f(E,E') = exp (s(E,E') + A(E,E")) = S(E, E')eAFF) (6.7)

ou s(E, E’) est une fonction symétrique de E et E’, i.e. s(E,E') = s(E',E). S(E,E') est
donc une fonction positive symétrique. A(F, E’) est une fonction antisymétrique : A(F, E') =
—A(FE', E). En prenant le logarithme de (6.3), nous obtenons :

A(B, E') =  (n(p(E")) ~ n(p(E) (6.8)

Ainsi, la partie antisymétrique de In f(FE, E’) est fixée. Au contraire une grande liberté est
permise pour S(E, E’) avec la seule condition de normalisation de f(E, E'),i.e. [ dE'f(E,E")
1 ol 'intégrale porte sur toutes les énergies du systeme. C’est sur cette donnée de S(E, E’)
que nous allons agir.

Pour résumer, si nous considérons une dynamique Métropolis, un choix général de dy-
namique dans un espace des phases continu en énergie est donné par :

—B(E'—E) / s
N e f(E,E") si B/ >F
W(E—E) = { f(E,E si B> F
FEE) = e2(neEN-In6E)g(p, E) (6.9)

Comme par construction f(E, E’) vérifie (6.3), nous pouvons facilement montrer que cette
dynamique vérifie le bilan détaillé (6.6) . L’équation maitresse associée & ce processus s’écrit
formellement :

1 9P(E, 1)

o —P(E,t)/dE’W(E — E') +/ dE'P(E',t)W(E' — E) (6.10)

'y sera désormais pris égal a 'unité.

2 Attention! : le taux de transition w est identique au taux W des chapitres précédents concernant le
BMM et le BTM.

311 suffit de prendre s(E,E') = (In(f(E,E')) + In(f(E',E)))/2 et A(E,E'") = (In(f(E,E")) —
In(f(E', E)))/2.
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Le principe de notre construction est de choisir une forme particuliére de S(E, E’) pour
une densité gaussienne d’énergie de fagon a obtenir les propriétés discutées dans 'introduc-
tion du chapitre. Ce choix correspond en fait a restreindre aux énergies voisines les énergies
accessibles a partir d’un état. Il est important de comprendre que notre choix est arbitraire
et que tout autre choix de S(F, E’) est 1égitime. A ce sujet, il serait intéressant dans le futur
de dégager des comportements génériques suivant les propriétés de p(F) et de S(E, E').

Avant de rentrer dans la description du modele, notons que le BTM et le BMM s’ins-
crivent dans ce cadre général de formulation. En effet, pour ces modeles tous les états
d’énergies sont accessibles avec une mesure plate : f(E,E') = p(E').

6.2 Deéfinition du modele

6.2.1 Densité d’états

Nous allons étudier un systeme dont les énergies sont indépendantes et distribuées suivant
une loi gaussienne centrée :

pa(E) = (6.11)

1 E?
T exp |-
Nz PA\TNT?
Par souci de consistance nous rappelons rapidement les propriétés thermodynamiques de ce
modele (le REM [54]), & savoir qu’il existe une énergie critique définie par :

E,=—JvVIn2N (6.12)

en-dessous de laquelle il n’y a plus d’états accessibles au systeme. Incidemment, il existe une
température critique :

NJ?

T, =
|Ee|

(6.13)

en-dessous de laquelle le systeme se gele dans un nombre fini d’états d’énergie F.. L’entropie
s’annule alors. Pour des température T' > T, une méthode de point de col donne une énergie
moyenne égale a :

NJ?

(Byr =~

(6.14)

Cette énergie est extensive, ce qui est a mettre en contraste avec le cas d’'une densité pu-
rement exponentielle d’état. Cette propriété est d’ailleurs a l'origine des difficultés pour
appliquer une dynamique microscopique a ce modele (voir chapitre sur le BTM). Lorsque
T < T, I'énergie vaut celle de I’état fondamental, soit E..

6.2.2 Choix de la connectivité

Etant donnée cette distribution en énergie, nous pouvons créer toute sorte de modeles en
jouant sur la connectivité des états. Par exemple, si tous les états sont connectés, le systeme
peut ressembler fortement au BTM ou au BMM suivant la forme des taux de transitions.

Notre modele est basé sur une connectivité locale des énergies. Concrétement, les états
accessibles & partir d’un état d’énergie dans [E, F + dE] auront des énergie E’ située dans
une fenétre [F — KJ, E + KJ] ot K < N. Par conséquent la fonction symétrique S(E, E’)
comporte une fonction fenétre du type Fg(E') = O(F — E'+ KJ)O(E — E' — K.J) ou ©(e)
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S(E,E)

_______________ 0 ____________ ; E-E

Ferletre d’energie
accessible

Fic. 6.1 — Allure de la fonction symétrique intervenant dans la connectivité des états en
énergie. Seules des énergies dans la fenétre indiquée en pointillés sont permises.

est la fonction d’Heaviside. Par souci de clarté, nous notons désormais Fr cette fenétre.
Finalement nous choisissons (a priori arbitrairement) :

S(E,E') = e #IE'~El (6.15)

La forme typique de cette fonction symétrique est donnée par Fig. (6.1). En utilisant (6.9),
nous obtenons :
12 2 B ’
F(E,E') ~ e v tane~ #IE Bl gy (6.16)
11 est maintenant nécessaire de normaliser f(E, E’). Avant de procéder & cette normalisation,
faisons tendre N vers U'infini tel que K/N — 0. Dans ce cas, f est donnée par :

F(B,E') ~  F(E-B)-FE-EB| g, (6.17)

ott désormais nous adoptons la notation 35 = 2|E|/NJ2. Par exemple, & haute température,

nous avons la relation 3z, = 3 ot (E)r est I"énergie moyenne du systeme. Nous pourrions
croire que la partie ﬂTE(E’ — FE) n’est plus antisymétrique. Cependant pour des énergies
E' € [E— KJ E+ KJ], dans la limite K/N — 0, 8g/ est constant et vaut 8, justifiant
donc le caractére antisymétrique de %(E’ —E).

Sous cette forme, il est facile de normaliser f(E, E’). Nous obtenons aprés intégration

sur E :

]_ BE ’ Ba ’
EE) — — JEE-B-%E-E R
f( ’ ) Z(E)e 2 2 E
2 - 2
26) = gy (T ) gy () e

De la méme facon que précédemment, la présence de Z(E) ne modifie en rien les propriétés
de f(E, E’) puisque ce facteur, dans la limite K/N — 0, et seulement dans cette limite, est
constant sur la fenétre Fp des énergies accessibles.

Nous allons nous placer dans la limite K — oo, toujours en respectant K/N — 0. Dans
ce cas, la deuxieme exponentielle de Z(FE) tend vers 0 quelque soit la valeur de 1'énergie.
Z(FE) se simplifie et vaut donc :

__206e L2 Eerbary
62— 5% Be—DPa

Z(E) (6.19)
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f(E,E)

0 0 0 E-p
E>E, E=E; E<E4

Fi1Gc. 6.2 — Allure de la fonction de répartition des énergies des €états connectés a un état
d’énergie comprise entre E et E+ dE. En-dessous de Ey, 'exponentielle devient croissante
pour les énergies supérieures. Dans le cas d’une grande fenétre, la contribution des énergies
inférieures devient négligeable. La distribution vers ces énergies est toujours exponentielle-
ment décroissante.

Pour résumer, le modele que nous proposons peut étre défini par les propriétés suivantes :
e [’évolution du systeme est donnée par une équation maitresse dans l’espace des énergies
se mettant sous la forme :

|Ec| |E.|
% — —P(E,t) / dE'W(E — E')+ / dE'P(E', )W (E' — E) (6.20)
~IEe- —|Ee|

ou E. = —JvIn2N est ’énergie de 1’état fondamental.
e Les taux de transitions W(E’ — E) sont donnés par :

—p(E'-E) / i B
/ e f(E,E" si B/ >FE
W(E - E) {ﬂEE) si E>FE
1 BE ’ Ba ’
E E/ — 7(E —E)—*‘E —E‘ F
f( b ) Z(E) e 2 2 E
2ﬂE 2 BE—Pd g
Z(E) = + e 2 6.21
(&) 83— P%  Be— P (6:21)
olt Bg = 2|E|/NJ?. B4 < 3. ot B. = VIn2/J correspond a la température de transition
thermodynamique.

e N et K sont pris dans la limite infinie sous la contrainte K/N — 0.

Ces caractéristiques ne sont évidemment pas parlantes. Essayons alors de rappeler ce
que nous avons fait : nous sommes partis d’une densité gaussienne en énergie et nous avons
restreint les connexions entre états suivant leurs énergies, I’'objectif étant de connecter seule-
ment des états ayant des énergies proches en énergie. Pour réaliser une telle dynamique,
le respect du bilan détaillé impose des répartitions spécifiques (prescriptions (6.3) et (6.6))
pour le choix de ces énergies. Justifions le choix de notre répartition. En examinant les
deux dernieres relations de (6.21), deux régimes doivent étre distingués suivant la valeur de
BE. En effet, si fg < B4, alors f(E, E’) est donnée par deux exponentielles décroissantes
lorsque E' > E et E' < E (Fig. (6.2)) dont les pentes & l'origine sont qualitativement
du méme ordre. Ainsi, il y a a peu pres autant d’états accessibles de part et d’autre de
E. Au contraire, lorsque B > (4, la distribution des énergies £’ > E est une exponen-
tielle croissante alors que les énergies E' < F restent distribuées suivant une exponentielle
décroissante. Ainsi, dans ce régime, la proportion relative d’états d’énergie plus petite que E
devient négligeable lorsque K — oo. La limite 8z = (4, i.e. Eg = —NJ?84/2, sépare donc
deux types d’état suivant leur énergie (ceci dans la limite K — oo suivant laquelle nous
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Fic. 6.3 — Distribution p des énergies a ’équilibre a haute température. J = 1. Ty = 3.
T = 5. Pour ces simulations K = 20. L’énergie moyenne de la distribution est déplacée a
zéro. Les courbes avec des symboles sont les réalisation numériques. Les courbes pleines sont
les prédictions de l’équilibre de Boltzmann. Plus N est grand, plus la distribution est proche
de celle de Boltzmann.

Fic. 6.4 — Méme distribution mais a basse température. A Uinstant initial, le systéme se
trouve a son énergie moyenne pour éviter toute la phase de wvieillissement. Plus le rapport
K/N est petit, plus la distribution est proche de celle de Boltzmann.

travaillons). Si maintenant nous donnons une dynamique du type Métropolis, nous voyons
que pour des énergies E — Eg > NJ/K, les états se comportent tous comme des points-
selles alors que pour des énergies E; — E > NJ/K, les états se comportent tous comme des
minima. En prenant E = (F)r, ces deux régimes correspondent respectivement & T > T,
et T < T,. Par conséquent, la structure statique de I'espace de phases plus la donnée d’une
dynamique Métropolis montre que le systeme se comporte qualitativement comme les verres
de spins champ moyen (ou de fagon identique comme la théorie de couplage de modes pour
les liquides) pour lesquels un seuil en énergie libre partage les états en points-selles et en
minima. C’est dans ce cadre de pensée que nous allons maintenant étudier plus en détail ce
modele.

6.3 Relaxation a 1’équilibre

Etudions premierement les propriétés du systeme a 1’équilibre. En utilisant toujours le
fait que Z(FE) et Sg sont constants sur la fenétre Fg, il est possible de montrer que la
solution stationnaire (si elle existe) de ’équation maitresse (6.20) est donnée par ’équilibre
de Boltzmann avec une dégénérescence gaussienne :

Pog(E) ~ e B INIT*=BE (6.22)
justifiant ainsi que ce modele vérifie bien le bilan détaillé. A ce titre, les simulations Monte
Carlo de la dynamique proposée confirme bien cette distribution lorsque N — oo pour
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des températures® T > T, mais aussi pour T > T, (Fig. (6.3) et (6.4)). Dans ce dernier
cas, a l'instant initial, I'énergie du systeme vaut ’énergie moyenne pour éviter le régime de
vieillissement. Lorsque® T < T, la distribution se concentre autour de E. dans une fenétre
de taille finie (& Popposé de /N & haute température).

Dans ce qui suit, nous analysons le mode de relaxation lorsque T' > T, et montrons que
dans la limite K — oo, les temps de relaxation divergent comme une loi de puissance.

6.3.1 Phase haute température

Il est intéressant de se demander comment fonctionne la relaxation a I’équilibre lorsque
T > Ty. Dans l'esprit de la transition entre régime activé et régime entropique étudiée
dans le chapitre précédent, une quantité pertinente pour I’évolution du systeéme est 1’énergie
moyenne gagnée a chaque saut d’état. Comme d’habitude, a partir de I’énergie F, I’énergie
gagnée Ap (ou perdue suivant le signe) s’écrit :

E+KJ
N Jp i AEEW(E — E)
5=

E+KJ
p-rg WEW(E— E)

~-E (6.23)

Dans la limite K/N — 0, il est possible de montrer que ce gain s’annule pour ’énergie

Enne = (E)r = —]\é—f. Pour des énergies supérieures le gain est négatif et inversement
pour des énergies inférieures. La dynamique dans I’espace des énergies a température donnée
est donc tres intuitive et peut s’interpréter comme 'une dynamique de Langevin’ dans un
potentiel d’énergie V(E) dont le minimum est situé en (E)7 qui est la valeur moyenne de
I’énergie a température T mais aussi la valeur la plus probable. Pour une discussion plus

détaillée et plus technique, nous renvoyons le lecteur a 'annexe B de cette deuxieme partie.

Une propriété essentielle de notre description est qu’il est facile de montrer que le temps
microscopique associé & un essai pour sortir d’un état d’énergie E — E; > NJ/K est fini .
En effet, en utilisant les deux derniéres relations de (6.21), ce temps est donné dans la limite

K/N — 0 par :
E+KJ -1
70 / dE'W(E — E')
E-KJ

- %ToZ(E) ((28+Ba—Be) "+ (Ba+Be)"")

7(E)

! (6.24)

qui est fini pour toute température T' > T, et pour toute énergie E — E; > NJ/K. Comme
a I'équilibre (E)7 = —NJ?/2T, la donnée T > T, implique que E — E4 ~ NJ2(8 — 34)/2
est d’ordre N. Ainsi, ’écart-type étant d’ordre /N, T > T, implique E — Eq > NJ/K, ce
qui montre la consistance du calcul.

Nous n’avons donc plus, dans la limite thermodynamique, de problemes de divergence des
temps microscopiques rencontrés dans le REM. Par ailleurs, comme a chaque sortie 1’énergie
gagnée (ou perdue) est finie, le temps microscopique naturel de ce probléme est 79 o< 1/N.
En effet, pour des temps d’ordre 1, le systeme a haute température doit thermaliser, c’est-
a-dire qu’apres un changement de température Ar, il doit étre capable de parcourir des
distances énergétiques d’ordre ArN.

4 A haute température, nous avons aussi vérifié que toute observable vérifiait FDT.

5Pour réaliser ces simulations, chaque fois qu’une énergie tirée est plus petite que E., le systéme reste
a énergie a laquelle il se trouvait puisque par définition de la distribution gaussienne, il n’y a pas d’états
en-dessous de E..
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F1G. 6.5 — Temps de relazation du systéme & haute température. N = 5 x 10°. K = 1000.
A gauche est montrée la relazation d’observables se décorrélant d’un facteur 1 — 1/N 4
chaque saut. Le temps est compté en nombre de ‘sweep’ (temps Monte Carlo divisé par N ).
Les relazations sont exponentielles. De gauche a droite, T' = 5,4,3.5,3.2,3.1, 3.08, 3.05, 3.03.
Ty = 3. A droite, la figure montre [’évolution des temps caractéristiques des exponentielles.
La droite épaisse en trait plein est une loi de puissance avec un exposant —1.

6.3.2 Divergence des temps de relaxation

Pour toute température T' > T}, le systeme relaxe rapidement vers 1’équilibre et tout le
poids de la probabilité est concentré sur I’énergie moyenne. Ce n’est seulement que lorsque
la connectivité vers des états descendants va diminuer que le ralentissement de la dynamique
se fera sentir. Cette diminution se caractérise alors avec des poids de plus en plus fort pour
des connexions vers les états de haute énergie. Au fur et & mesure que E s’approche de Ejy,
la distribution des connexions vers les hautes énergies devient de plus en plus plate pour
devenir completement plate & Ey4 (Fig. (6.2)). Comme des énergies d’ordre K peuvent étre
atteinte, Z(E) est de l'ordre de K. Par conséquent, en utilisant la formule (6.24), nous voyons
qu’a cette énergie, le temps caractéristique Monte Carlo pour obtenir une énergie plus petite
que E; est de Vordre de K/N. Aprés N pas Monte Carlo (définissant un pas de temps micro-
scopique), ce temps est d’ordre K qui tend vers l'infini dans notre modele. Par conséquent,
lorsque T = T, le temps de relaxation est infini. Le systéme devient hors-équilibre. Nous
trouvons une nouvelle fois un comportement symptomatique des verres champ moyen, a
savoir que le temps de relaxation diverge car l'espace des phases est de moins en moins
connecté vers des basses énergies.

Etablissons maintenant quantitativement cette divergence. Pour ceci, nous pouvons cal-
culer le temps de vie de ’état d’énergie la plus probable, i.e. ’énergie moyenne, pour T' > Ty
étant donné qu’a haute température l'essentiel de I'information thermodynamique et dyna-
mique est concentré sur cet état. En utilisant la formule (6.24), nous calculons :

((E)r) = 1 Z((E)7) (8 + Ba) (6.25)

A Papproche de Ty, seul le terme Z({F)r) diverge. Par ailleurs, selon (6.21), cette divergence
est en puissance —1. Ainsi, nous trouvons une divergence du temps de relaxation du type :

Trelax ™ (T - Td)_l (626)
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Fia. 6.6 — Evolution temporelle de ’énergie par particule lors d’une trempe en température.
Le temps est microscopique (temps Monte Carlo divisé par N ). Premiérement, en des temps
d’ordre 1 le systéme atteint I’énergie E4/N . Ensuite, la descente est fortement ralentie. Nous
voyons qu’elle l’est d’autant plus que K est grand, indépendamment de N. En effet, pour un
méme K, différents N donnent le méme comportement (courbes du bas superposées). Dans
la limite K — oo, l’énergie par particule ne descend jamais en-dessous de Eq/N .

Cette divergence est bien vérifiée par les simulations numériques (Fig. (6.5)). De nouveau,
le comportement 'divergence des temps de relaxation en loi de puissance’ ressemble a celui
des verres champ moyen.

Maintenant nous allons étudier le comportement lorsque T' < Ty

6.4 La phase basse température

Quelle est la dynamique du modeéle partant initialement d’une situation a 1’équilibre a
T; > Ty et subissant une trempe en température jusqu’a une température finale Ty < Ty ?
Premiérement, nous voyouns sur Fig. (6.6) que le systéme décroit rapidement jusqu’a I’énergie
E,. Ensuite les choses se gatent. En effet, pour des énergies E; — F = aN ol « est un réel
positif non nul, le temps microscopique d’évolution échelle come e*¥/7 ’ Ainsi, pour tout
temps le systéme reste dans un environ de taille finie autour de Fy lorsque K — oo. Ce
comportement est bien confirmé par les simulations numériques (Fig. (6.6)). E4 se comporte
donc comme un seuil en-dessous duquel le systeme ne visite pas d’énergie dans la limite
K — o0. Lorsque pour un parametre quelconque P, un processus est bloqué dans sa descente
en énergie dans la limite P — oo mais reste possible lorsque P est fini, le mécanisme
d’évolution est dit activé. Par exemple, pour le p-spins, P = N la taille du systeme. Ici
P = K. Une nouvelle fois, le comportement est tres similaire aux verres de spins champ
moyen : en-dessous d’une énergie seuil, la dynamique est activée.

6.4.1 Lois de corrélation sans champ

Nous n’avons pas encore fait I’étude analytique de la descente en énergie et des lois
de vieillissement de différentes observables. Cependant, les simulations numériques donnent
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F1G. 6.7 — Fonctions de correlation a température nulle pour une observable se décorrélant
d’un facteur (1—5x107%) a chaque saut. La loi d’échelle t,,/(t, +t) devient de plus en plus
pertinente & mesure que t,, augmente. Les temps ici sont donnés en temps microscopique,
c’est-a-dire que ce sont les temps Monte Carlo divisés par N. N = 10° donc K = 500. La
droite épaisse en trait plein est une loi de puissance avec un exposant —0.4.

des résultats tres encourageants. En effet, en considérant des observables se décorrélant
d’un facteur (1 — K/N) & chaque saut, nous avons observé numériquement que les lois de
corrélation & deux temps tendent vers une forme de vieillissement de la forme :

—Q
Cltwst +1) = (tw + t) (6.27)
w

ou « est un parametre positif qui ne dépend ni de K, ni de N, dans la limite KX — oo,
N — oo, K/N — 0. Ainsi, & 'opposé du modele BMM ou nous avions des corrélations
qui n’évoluaient plus pour des observables douces, i.e. des observables dont le facteur de
décorrélation tend vers 1 dans la limite thermodynamique, nous obtenons pour notre modele
un comportement asymptotique bien défini. En outre, ce comportement est une nouvelle fois
qualitativement similaire aux lois de vieillissement des verres champ moyen.

Nous donnons comme exemple le cas de la température nulle. A cette température, nous
voyons que les lois tendent vers un exposant a ~ —0.4 (Fig. (6.7)). Lors de I'obtention de
ces lois, les énergies restent supérieures & E; — 10 x N/K.

Il serait vraiment intéressant de déterminer analytiquement les lois obtenues. Pour 1’ins-
tant, contentons-nous de donner un argument tres qualitatif montrant qu’il est possible pour
ce genre de dynamique d’obtenir des lois ne dépendant pas de K/N. Etudions en effet un
cas simplifié pour lequel Z(E) est donné par :

Z(E) = Je KE/NJ (6.28)

et plagons-nous a température nulle. Supposons maintenant que 1’énergie perdue a chaque
saut soit indépendante de E et soit typiquement égale a J. Alors en utilisant les méthodes
pour déterminer la divergence du temps de relaxation, il est possible de montrer que le temps
de vie typique d’un état est donné par :

Z(E) e—KE/NJ

7(E) = N~ ~ (6.29)
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En exprimant le temp courant comme la somme de ces temps sur les énergies visitées, nous
trouvons par passage a une intégrale de Riemann :

N
t~ ge*KE/NJ (6.30)

Ainsi, nous avons la relation E(t,,) — E(t) = & In(t/t,,), donnant pour la corrélation d’'une
observable se décorrélant d’un facteur 1 — aK/N :

t (0%
Cltw,tw +1) ~ (:’) (6.31)
Evidemment, ces calculs sont dépourvus de toute justification. Nous les donnons simplement
pour comprendre d’ou peut venir le vieillissement dans des régimes entropiques typiques de
ceux que nous rencontrons ici.

Résumons le scénario que nous obtenons lorsque nous faisons une trempe a basse température :
Premieérement, le systéme relaxe rapidement vers les énergies E;. A partir de ce seuil, le
systeme vieillit et son énergie ne décroit plus macroscopiquement.

Sans prétendre résoudre les verres de type champ moyen, nous voyons tout de méme que
cette approche est tres prometteuse car elle donne des comportements tres similaires. Une
confirmation supplémentaire de cette similarité est celle de I’étude de la réponse. En effet,
nous allons montrer que le modele présenté suit une FDR linéaire dont on peut extraire une
température effective plus grande que celle du bain thermique. En outre, lorsque T = Ty,
Teg =Tq et Tog # 0 pour T = 0.

6.5 FDR pour des régimes purement entropiques

Lorsque le régime est entropique, c’est-a dire que le systeme procede a une descente en
énergie, plus ou moins ralentie par le nombre décroissant de directions ascendantes, il est
possible de définir dans certains cas une température effective ne dépendant pas a priori du
modele considéré. En effet, lorsque :

1. le regime est entropique, i.e. a chaque saut d’état le systéme diminue en moyenne d’une
énergie finie A,

2. & partir d’une énergie E, le systéme est capable d’atteindre des énergies E’ telles que
|E' — E| > A,

3. les observables impliquées sont des observables douces indépendantes de [’énergie.
Par ’douce’, nous rappelons que cela implique qu’a chaque saut d’état, le facteur de
décorrélation de I'observable tend vers 1 dans la limite thermodynamique. L’exemple
le plus simple est celui de 'aimantation pour une dynamique & un seul retournement
de spin puisque le facteur de décorrélation est 1 — 1/N

4. la dynamique est de type Métropolis,

il est possible (annexe C) de démontrer la formule suivante pour la température effective,
dans la seule condition que le systeéme reste a énergie E pour un secteur de temps donné
(un intervalle de temps permettant au systeme de se décorréler) :

B 2 O0G(E,u)
Beff = G(E, U) ou ’u:O (632)
E+u (o)
G(E,u) = / dE'W (E, E’)+eﬁ“/ dE'W(E, E")
— oo E+4u
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F1G. 6.8 — FDR pour différentes températures T < Ty = 3. Les simulations ont €té effectuées
avec N = 10% et K = 500. Pour obtenir ces courbes, le systéme a linstant initial est
placé a une énergie E = E4 — 3N/K et la corrélation est mesurée a partir de t = 0,
ainst que la réponse. Cette derniére est obtenue en prenant une loi stochastique d’évolution
pour lobservable A donnée par A’ = A(1 — K/N) + V2K ou ¢ est une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite (voir équation (A.22) de l'annexe A).

Quand bien méme nous ne sommes pas arrivés a obtenir des lois de vieillissement pour la
densité gaussienne avec dynamique locale, nous pouvons obtenir la FDR lors du régime de
vieillissement. En effet, pour toute énergie £ > F,, les quatre conditions mentionnées pour
obtenir la formule précédente sont vérifiées lorsque T' < Ty si évidemment nous choisissons de
traiter des observables douces. En remplagant W (E, E’) par son expression, nous obtenons :

G(u) = 2(Bp + Ba) e PrtP02 _2(8p — By — 28) ! Pr=ha)/2 (6.33)
soit :
_ B(Be + Ba)
Pei(E) = G153, (6.34)

Cette définition dépend a priori de E mais dans le cas d’observables douces se décorrélant
d’un facteur 1 — aK/N a chaque saut, il suffit d’avoir fait de 'ordre de N/K sauts pour
se décorréler completement. Pour ce nombre de sauts, Og a changé seulement d’un facteur
additif 1/ K. Par conséquent, dans la limite K — oo, S reste constant lors de la décorrélation
de 'observable. Cette formule est donc valide pour toute énergie. En particulier, nous avons
vu que le systéme restait bloqué & E4; donc S = (4. Dans ce cas :

2004

ﬁeﬁzﬁ"‘ﬁd

(6.35)

Cette relation est tres bien vérifiée par les simulations numériques pour différentes
températures T < Ty (Fig. (6.8)). Il est alors remarquable d’obtenir une température ef-
fective non nulle & température nulle (Teg = T,;/2) et égale & la température du bain a la
transition dynamique. La seule différence avec le p-spins champ moyen, c’est que pour ce
dernier la température effective a tendance a augmenter a mesure que 7' diminue alors qu’ici
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elle diminue. Mentionnons a ce stade que nous sommes en train de mener des travaux mon-
trant dans quelle mesure il est possible de tendre vers une température effective constante
et égale a T, lorsque nous considérons des taux de transitions différents.

Pour finir, remarquons que cette température effective décroit lorsque 1’énergie visitée
par le systéme diminue. Bien que cette définition de la température se fasse dans le cas
K — o0, c’est-a-dire lorsque 1’énergie reste & E, si par la pensée® nous pouvions atteindre
des temps astronomiques plus grand que ~ e, nous verrions un processus de thermalisation
de la température effective. En effet, si T, < T < Ty le systeme diminue son énergie jusqu’a
atteindre 1’énergie moyenne pour laquelle Bg = 3. Pour cette valeur nous voyons bien que
Beg = (. Encore plus intéressant, si T < T,, nous pouvons adapter notre formule de la
température effective lorsqu’une borne inférieure (E.) limite les états accessibles et voir que
celle-ci tend bien vers § & mesure que E s’approche de E, (voir Annexe C).

6.6 Résumé et perspectives

Nous venons de voir un modele présentant tous les aspects de la dynamique des verres
champ moyens. La description est basée sur une description dans ’espace des phases avec
une évolution locale dans les énergies, ce qui est radicalement différent des modeles BMM
et BTM.

Plusieurs points nous semblent intéressants :

— Premieérement, le modeéle que nous proposons semble s’inscrire dans une grande famille
de systemes qu’il serait intéressant d’étudier a travers les propriétés de la fonction
symétrique de la répartition des connexions entre états. Cette a priori diversité dans
les possibles comportements (par exemple, le BMM appartient & cette famille et est
treés différent de notre modele) est un ingrédient encourageant pour comprendre la
diversité des raisons pouvant donner lieu a du vieillissement.

— Deuxiémement, la formule (6.32) proposée pour la température effective des processus
entropiques est tres générale (confirmant une nouvelle fois I’aspect universel de cette
notion) et donne des résultats incompatibles avec la température effective d’Edwards
[69] aussi bien pour le BMM que le modele gaussien en énergie avec dynamique locale.
Au-dela de cette incompatibilité, il serait intéressant de voir dans quelles limites ces
deux notions de température sont compatibles.

— Enfin, I'aspect le plus intéressant de notre démarche est qu’elle conduit a entrevoir un
possible lien entre les modeles d’espace des phases et les descriptions microscopiques
de type champ moyen puisque la phénoménologie que nous obtenons est tres similaire
& ces derniers. A notre connaissance, cette connexion entre ces deux approches n’a
jamais été mise en évidence.

En conclusion, il semble donc indispensable d’approfondir la voie de recherche introduite

dans ce chapitre pour affiner notre compréhension des phénomenes de dynamique vitreuse.

6Nous pourrions éventuellement amener physiquement (i.e. numériquement) le systéme & des énergies
E < Eg.
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Annexe A

Réalisations du BMM

A.1 L’horizon lorsque 1 < K < N

Avec K flips, il est possible de générer configurations, c’est-a-dire N¥ lorsque

N
K
K <« N. La distribution du minimum d’un ensemble de M énergies distribuées suivant
I'exponentielle (5.2) tombe dans la classe d’universalité de Gumbel [72] concernant la clas-
sification de la statistique des valeurs extrémes. Cette distribution est trés centrée autour
de sa valeur la plus probable [54] donnée par Eprobabie = —T,In M. En effet, en notant e

I’écart a cette valeur, la distribution de cet écart est donnée par :

P(e) = B4 exp(Bye — exp(Bye)) (A1)

Les écarts absolus sont donc au mieux de 7T,, & comparer avec Fpropapie qui diverge dans
la limite thermodynamique, i.e. pour M grand. Ainsi, a chaque pas le minimum d’énergie
généré par la dynamique a K retournements n’est pas plus basse que E,If ~ —KTyIlnN, ce
qui définit un horizon pour cette méme dynamique. Ainsi, pour des faibles valeurs de K,
I’horizon est sensiblement le méme que lorsque K = 1. Par conséquent, le processus devient
activé assez rapidement. Par contre, lorsque K tend vers 'infini, tout en restant plus petit
que N, cet horizon s’abime dans les profondeurs de ’espace des phases laissant place a un
régime ou la dynamique est alors équivalente au BMM pour lequel toutes les énergies sont
accessibles. La seule différence se situe dans la corrélation entre états successifs du systeme.

A.2 Dérivation de la température effective

Nous étudions, dans le contexte du BMM, I’émergence pour des observables douces d’une
température effective T, /2 bien définie. A cette fin, nous étudions premierement le cas de I'ai-
mantation pour un systéeme composé de N spins et pour lequel K spins au maximum peuvent
étre retournés. Ainsi, aimantation est considérée indépendante de ’énergie et I’évolution
de I'énergie est donnée par le BMM doté d’une dynamique Métropolis (5.5). Nous étudions
la FDR pour T' < T,/2, en prenant les limites dans 'ordre suivant : N — oo, h — 0 et
K — o0. Ensuite, nous généralisons le résultat au cas plus général d’observables douces qui
se décorrele d'un facteur (1 — K/N).
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A.2.1 L’aimantation a température nulle

Nous commengons par étudier le probleme a température nulle avec comme observable
douce, I’aimantation. Pour obtenir la FDR, il est nécessaire d’avoir la relation entre I’aiman-
tation M avant un saut et 'aimantation M’ apres. Le systéme est pris & une énergie E, en
présence d’'un champ magnétique extérieur h.

Si K spins sont choisis au hasard et sont retournés avec une probabilité %, alors K /2 spins
sont retournés en moyenne. En supposant que K est grand (K > 1), les fluctuations autour
de cette valeur K/2 peuvent étre négligées donnant ainsi une dynamique effective ot K/2
spins sont exactement retournés. Les taux de transition restent ceux de Métropolis. Etant
donnée une aimantation M, la probabilité pour un spin d’étre positif (+), respectivement
négatif (—) est donnée par :

1 M

Py =5

5T oN (A.2)

avec 1 —py; = p},. La probabilité de retourner L < K /2 spins (+), respectivement (-), vaut :
+ K/2 L £E_p

P (L) = ( [{ ) (par)” (1 —par)2 (A.3)

En exprimant la différence d’aimantation par rapport au nombre de retournements, il

est possible d’obtenir la distribution des aimantations en champ nul apres un saut sachant

qu’on se trouvait a une aimantation M. Dans la limite de K grand mais petit devant N, en
utilisant ’approximation gaussienne de la loi de Bernoulli, cette distribution vaut :

, 1 7(1»4/—(1—%)1\4)2
pr(M'|M) = \/TTMe o (A4)
ay = S8Kpipy (A.5)

En prenant en compte les taux d’acceptation a température nulle, la distribution de I’ai-
mantation P(M'|E, M) aprés une transition est donnée par :

P(M'|E, M) = W /dE’ p(E")O(E — hM — (E' — hM")) (A.6)

O(-) est la fonction d’Heaviside, et I'(E, M, h) est le facteur de normalisation correspondant
au taux de sortie de 1'état {E, M} :

D(E,M,h) = /dM'pK(M'|M)/dE'p(E’)@(E —hM — (E' — hM")) (A7)

Ainsi, la distribution P(M’|E, M) s’écrit :
1 (M’ — (1 — 8)M — apByh)?

= expl| =
\ 27TC¥M P 2aM
Remarquons alors que cette distribution est indépendante de 1’énergie E. D’autre part,
cette relation s’obtient, au facteur de normalisation pres, simplement par multiplication de
pr (M'|M) par le facteur exp(B,h(M’ — M)).

Il est désormais possible d’exprimer successivement les relations entre aimantations suc-
cessives :

P(M'|E, M) = (A.8)

M' = M1~ %) + ansflyh + anr ¢ (A.9)
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ou ( est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. Nous pouvons alors procéder par
récurrence pour obtenir I’aimantation et la corrélation (h = 0) aprés R sauts. En notant
M,, T'aimantation au temps t,,, temps a partir duquel le champ h est appliqué, et M;
l’aimantation apres ¢ sauts, nous obtenons la relation suivante apres R sauts :

R R
Mg = a®My + (Z o™= Janr, ci> + (Z aRioni> Byh (A.10)
=1 =1

avec a =1 — K/N. Les ayy, sont indépendants des ¢; et les ¢; sont indépendantes les unes
des autres. En multipliant par M,, cette relation, en choisissant h = 0 et en moyennant sur
les réalisations du bruit, nous obtenons :

(MpMy)o = a'"(M3)o (A.11)
Puis en prenant simplement la moyenne de (A.10) , nous obtenons :

R—1
(Mg)p, = a(My,)o + 28,hK (Z ai> (A.12)

L’indice 0 indique que la moyenne est prise en champ nul. Comme (Zf:ll ai) — 1=a® ot
a=1—K/N, (A.12) s’écrit :

(M) = a®(My)o + 28, Nh(1 - a®) (A.13)

Puisque nous considérons le cas d’une aimantation de valeur moyenne nulle,(M,,)g = 0. Dans
ce cas, et seulement dans ce cas, en combinant (A.11) et (A.13) et en utilisant (M2)o = N,
il vient :

(MR)n = 205h((M3) — (MpMy)) (A.14)

Cette relation n’est pas a proprement parler la FDR puisque la variable paramétrique reliant
la corrélation et la réponse est le nombre R de sauts. Pour obtenir une relation impliquant
les temps t,, et t,, + t, il faut moyenner cette relation sur la distribution des intervalles de
temps ¢ étant donné un nombre de sauts R. Considérons cette distribution en présence d’un
petit champ h. Aux ordres dominants en h, cette distribution est la somme de la distribution
en champ nul plus des termes proportionnels & Kh. En effet, le taux de sortie (A.7) d’un
état d’énergie E et d’aimantation M en présence d’un champ h est donné par :

T(E, M, h) = efs(F-hME/N)+au 50" /2 (A.15)

et comme M ~ Nh, un développement au premier ordre de ces taux donne des termes
proportionnels a Kh. Incidemment, les limites doivent étre prises dans ’ordre suivant :
N — 00, h — 0, K — oo. Ainsi, la moyenne de (A.14) avec cette distribution sous champ,
combinée aux limites indiquées, donne :

IM(tu+1)| 2

oh ‘h:o T, (M (tw 4+ t)*)0 — (M (tw + t)M(tw))o)

En faisant les identifications suivantes :
1 Mt )
oh h=0

(M(tw + )M (tw))o (A.16)

X(tw, tw +1)

zl==

Ctw,tw +1)
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nous obtenons la relation désirée en prenant C(t,,,t,) =1 :
X(tw, tw + 1) = — [ = Cltw, tw +1)] (A.17)

Notons que l'ordre des limites ne restreint pas trop le domaine de validité de cette relation.
En effet, la méme relation peut étre démontrer (voir annexe C) dans le cas K = 1 et donc
strement s’étendre a K fini par continuité avec K — oo. D’autre part, la méme relation peut
étre obtenue pour une catégorie d’observables douces se décorrélant d’un facteur (1 — K/N)
avec K fini (voir ci-dessous).

Insistons sur le fait que cette relation est seulement valide dans le cas ol I'aimantation
a une moyenne nulle a chaque temps. Cette prescription est tres similaire aux prescriptions
étudiées dans le BTM pour obtenir une unique FDR asymptotique (¢, — o0) [88].

A.2.2 Température finie

La FDR linéaire obtenue a température nulle a l'intéressante propriété d’étre valide a
toute température en-dessous de la température de transition entropique-activée Ty /2.

Pour commencer la preuve de ce comportement, remarquons que (A.4) est valide quelque
soit la température du systeme. Au contraire, la distribution d’aimantation obtenue apres
un saut dépend de la température :

1 E—h(M—M") .
/ -+ / ' By
Pr(M'\B M) = s pic (VM) [m dE'e (A.18)
0
+/ dE e~ BE' ~hM’' —(E—hM)) B, B’
E—h(M—M")

Désormais sont présents les termes activés, i.e. ceux de la forme e7°. F%(E,M) est le
taux de sortie a température T en présence du champ h, défini par la normalisation de
Pr(M'|E,M). En effectuant le changement de variables x = E' — h(M’ — M) dans les
intégrales, nous obtenons :

MM / E —h(M’'—M)
Pr(M'|E, M) = 7[;[;(E ‘]\4) B (M’ —M) (/ dx ePe® +/ dg e Pl@=E)+Bz
T( ) ) —00 E

(A.19)

Par conséquent, la dépendance en h(M’— M) est essentiellement factorisée sauf pour la borne
supérieure de la deuxiéme intégrale. Lorsque T' > T /2, cette borne est visitée souvent car
le systeme procede a un retour systématique vers les hautes énergies proches de E = 0
et h|M' — M| ~ Kh < 1. A Topposé, lorsque T' < T,/2, cette borne cesse d’étre visitée
et peut donc étre remplacée par sa valeur typique, soit 0 dans la limite o — 0. Ainsi,
pour cette approximation, la distribution Pr(M'|E, M) est une nouvelle fois obtenue en
multipliant pg (M'|M) par le facteur exp(Byh(M' — M)), exactement comme dans le cas de
température nulle :

Pr(M'|E,M) = P(M'|E, M) (A.20)

Puisque Pr(M’|E, M) ne dépend pas non plus de E, 'obtention de la FDR est identique au
cas de température nulle. Ceci montre qu'une température effective égale & T, /2 est attendue
dans tout le régime entropique T' < Ty /2.
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A.2.3 Généralisation aux observables douces

Plus généralement, nous pouvons considérer des observables A qui se décorrelent par un
facteur (1 — K/N) a chaque transition. Dans ce cas, la valeur A de 'observable aprés un
saut est donnée en fonction de la valeur A’ avant le saut, suivant :

Py K
(A'4) = (4%)(1 - ) (A21)

Un choix naturel et assez général d’évolution stochastique de I'observable A est le suivant :

K
A=A1-=)+¢a (A.22)
N
Ca est un bruit blanc gaussien dont 'amplitude est imposée a la fois par conservation de la
variance de A, & savoir (A"?) = (A2), et par la corrélation donnée par (A.21). Ainsi, & 'ordre
dominant en K/N, la variance de (4 ne dépend pas de la valeur A. Elle est donnée par! :

() = 2 (42) (4.23)

Ainsi, Eq. (A.22) peut s’écrire comme Eq. (A.4) avec ap; = 2K(A2%)/N. Dans ce cas, les
relations (A.11) et(A.13) deviennent :
<ARAU)>0 = aR<A2 >O

w

(AR)n = a"{Ay)o +28,(A%)h(1 — a®) (A.24)

La fin du calcul est alors rigoureusement la méme que pour I’aimantation, et ceci pour toute
température T' < T, /2.

Pour conclure, cette analyse montre qu’une observable douce générique satisfait une
FDR linéaire avec une température effective T, /2 lorsque T' < T, /2. En outre, il semble que
le choix de la loi stochastique (A.22) n’est pas un ingrédient indispensable a ’émergence
d’une température effective. En effet, 'annexe C montre que pour une dynamique d’un seul
retournement de spins associée a une évolution énergétique du type BMM, 'aimantation
suit aussi cette FDR. Dans ce cas, Papproximation gaussienne (A.4) ne tient plus.

1Nous avons implicitement choisi le cas d’observables qui ne sont pas corrélées avec I’énergie puisque (4
ne dépend pas de énergie.
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Annexe B

Dynamique locale

Dans cette annexe, nous étudions quelques propriétés dynamiques d’un systéme ayant
une densité exponentielle en énergie et soumis a une dynamique locale que nous spécifions
plus bas. Entre autres, nous établissons, dans la limite ou la fenétre d’énergie est petite, une
équation d’évolution de la probabilité P(E,t) de trouver le systéme & une énergie entre F et
FE +dFE au temps t. Le résultat intéressant est que la dynamique d’évolution de ’énergie est
formellement identique a une équation de diffusion d’une particule dans un potentiel linéaire.
Nous adaptons alors notre résultat pour comprendre de fagon qualitative la relaxation du
REM & connectivité locale qui peut aussi se voir d’une certaine fagon comme un processus
de diffusion.

B.1 Densité exponentielle en énergie

Considérons donc une distribution en énergie p(E) = Bye’sF et choisissons la partie
symétrique de f(E’, E) (voir texte principale du chapitre concerné) donnée par :

S(E,E') = %6‘5 AEELER(E) (B.1)

ot B4 est positif et F2(E') vaut 1 sur [E — A, E + A] et 0 sinon. Z est un facteur de
normalisation et vaut :

Z = (By/2— Ba) ™" (e(ﬂg/2—ﬁd)A _ 1) +(By/2 + Ba) " (1 _ e—(ﬁg/2+ﬁd)A> (B.2)

En outre, lorsqu’une énergie positive est tirée, le systéme reste a son énergie. L’équation
maitresse de ce processus (équation (6.20) du chapitre concerné) donne & température T' > T},
une solution stationnaire correspondant a I’équilibre de Boltzmann :

P.y(E) ~ eWPa=BE (B.3)

C’est une conséquence du bilan détaillé vérifié par les taux de transition W(E — E’). Nous
avons vérifié numériquement par méthode Monte Carlo la réalisation de cette distribution.
Nous allons maintenant voir que le systéeme ralentit fortement lorsque la température
s’approche de T}, le mécanisme sous-jacent étant identique & la transition entre le régime
activé et le régime entropique du BMM.
Pour résoudre la dynamique du systeme a haute température, il est intéressant de voir
que dans la limite A/T; << 1, le probleme se simplifie trées fortement. Nous allons donc
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considérer en premier lieu cette limite et généraliser le comportement obtenu pour des
températures proches de T, au cas A quelconque.

En développant 1’équation maitresse (6.10) aux premiers ordres non nuls en A, nous
trouvons 1’équation d’évolution suivante :

ot 3

OP(E,t) 2A2 (2P oP
=2 (G e-sgg) (B.1)

dont la solution & 1’équilibre est bien donnée par (B.3). Si nous notons D = %, D est un
coefficient de diffusion dans ’espace unidimensionnel des énergies. Plus intriguant, si nous
voyons E comme la position euclidienne dans un espace a une dimension, cette équation
d’évolution est exactement I’équation de diffusion dans un demi-espace ([—o00,0]) d’une par-
ticule soumise a un potentiel linéaire de la forme V(E) = E, ayant un coefficient de diffusion
D et a une température ﬁflml La condition de normalisation de P(E, t) conduit en intégrant

(B.4) sur E entre —oo et 0 & une condition de bord réflexive (courant nul & E = 0) :

OP(E,t)
( oF +(B- @,)P(E,t)) |E:0 =0 (B.5)
ou nous avons implicitement supposé :
. 0 . o OP(Et)
pin PED=0 5 lim = =0

ce qui est vrai seulement a haute température. Cette équation de diffusion avec ces conditions
de bord a été résolue par Smoluchowski. En prenant comme condition initiale E(t = 0) = E;,
la solution s’écrit :

1 _ (B—B;+D(B—Bg)t)>
4Dt

P(E,t) = \/me

(B.6)

(B+E;+D(B-08g)t)?
eD(B=Bg) Bi——— 57—

+\/477Dt
By =B (8,-p)E —E—E; + D(B — By)t
—&—792 e erfc N g

ou erfc(e) est la fonction complémentaire erreur : erfc(z) = % [ dze=". Pour évaluer le

temps de relaxation du systeme, il est d’usage de regarder la relaxation de la variance des
grandeurs thermodynamiques du systéme. Ainsi, nous allons regarder comment se comporte
(E?); — (E?)¢q en fonction du temps et de la température. A cette fin, nous écrivons & partir
de (B.4) I’équation d’évolution de (E?); et de (E); :

WD — 2D (1 (8- ,)0) (®.)
%? = 2D (P(0,t) + 3 — 8,) (B.8)

La premiére de ces équations donne la moyenne souhaitée a 1’équilibre, & savoir (3 — ;).
L’équation du moment d’ordre trois aurait donné aussi la valeur souhaitée de (E?)., =
1(B—B,4) 7% En choisissant E; = 0 comme condition initiale dans la relation (B.6) (ce choix
ne change rien quant aux propriétés de relaxation du systéme), nous avons l’expression de
P(O,t). Comme nous sommes intéressés au comportement lorsque les temps sont grands,
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nous pouvons développer P(0,t) + 8 — 8, au voisinage de t = co. Les premiers termes non
nuls donnent :

NE 4 1 (Bg—B)2t
() _ e (B.9)
o~ VDr(B, - B 13
ce qui donne comme solution a ’ordre dominant :
B 16 1 b —B)2t
(E)= (88" T (B.10)

" DVD(B, - B iE

En reportant cette solution dans (B.7) et en ne gardant une nouvelle fois que les termes
dominants aux grands temps, nous obtenons :
128 1 _DBg-n)2t
E?) — (B ey = e 3 B.11
e =B s = 5 73, = 12 (B0

Ainsi, le temps de relaxation 7.4, diverge comme une loi de puissance :

Trelax ™ # (B12)

(ﬂg - 5)2
Ceci n’est donc pas sans rappeler la divergence du temps de relaxation dans les modeles
champ moyen de verres de spins et dans la théorie de couplage de modes pour les liquides.
Cependant, le mode de relaxation est différent ici. En effet, dans les verres de spins, la
relaxation est de plus en plus lente car le systeme voit un paysage d’énergie de moins en moins
connecté alors qu’ici, la divergence de la relaxation vient de la compétition entre un processus
entropique et un processus activé qui tend & devenir nulle proche de Tj. Quantitativement,
nous pouvons calculer, comme nous I'avons déja fait, I’énergie moyenne gagnée lors d’un
saut pour £ < —A. Ce gain est donné a T' = T, par :
fEE—A dE'E'ePs(E'=E)/2 | fE‘E+A dE'E'e—Bs(E'—E)/2

(Y —E = e
f}f—A dE'ePo (B =E)/2 4 f;f+A dE'e—Bq(E'—E)/2

= 0

Comme le gain est une fonction croissante de la température, nous sommes bien en présence
d’une transition entre un régime essentiellement activé avec un gain positif au-dessus de 7,
et un régime entropique avec un gain négatif en-dessous. Le mécanisme est donc identique
a celui de la transition du BMM. Cependant, ici cette transition se situe a la température
de transition thermodynamique alors que pour le BMM elle se produit a % out Ty est la
transition thermodynamique.

Pour justifier que cette divergence des temps en loi de puissance est effectivement le
comportement attendu pour A finie, il suffit de remarquer que le mécanisme de divergence
est indépendant de la fenétre Fg considérée, la seule contrainte étant que cette fenétre soit
de taille finie. En effet, I'annulation du gain & 7" = T}, ne dépend pas de la taille de la fenétre.
Il serait alors tres surprenant de trouver un comportement qualitativement différent lorsque
A est finie.

B.2 Densité gaussienne en énergie

Dans ce paragraphe, nous utilisons, abusivement peut-étre, I’étude précédente pour don-
ner une idée plus précise de la relaxation du modele de densité gaussienne en énergie avec
dynamique locale, défini dans le chapitre correspondant par (6.20) et (6.21).
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Il est en effet amusant de remarquer qu'un développement de ’équation maitresse (avec la
dynamique Métropolis) en puissance de K donne une équation d’évolution pour les premiers
termes non nuls se mettant sous la forme :

OP(E,t) (&P 2E \ OP
OPED _p (M n (g n NJQ) 8E) (B.13)

avec D = 2K?/3. Ainsi, le pendant de 1’équation de diffusion (B.4), si analogie nous pouvons
faire, est ici une équation de diffusion dans un potentiel en triangle V(E) = |E — (E)p| mais
avec une température dépendant de F et valant |3 + 2E/JN?|~L. Ainsi, plus I'énergie est
loin de (E)7, plus la température est faible et donc plus la force’ est forte pour ramener le
systéme a (E)r. A (E)r, le processus devient un processus de ’diffusion pure’. Evidemment,
toute la terminologie ici est abusive car nous parlons de forces qui agissent dans ’espace des
énergies et pas I'espace réel.



Annexe C

Température effective pour des
dynamiques entropiques

Cette annexe est consacrée a I'obtention de la formule (6.32) concernant la température
effective de processus entropiques :

_ 2 OG(E,u)
bert =GB ou lu=o (C.1)
E4+u o
G(E,u) = / dE/W(E,E’)+eﬁ“/ dE'W (E, E')
—00 E+u

dans les conditions mentionnées dans le chapitre correspondant, a savoir :

1. Le regime est entropique, i.e. a chaque saut d’état le systéme diminue en moyenne
d’une énergie finie A (qui peut a priori dépendre de ’énergie & laquelle le systeme se
trouve),

2. A partir d’une énergie F, le systéme est capable d’atteindre des énergies E’ telles que
|E' — E| > A,

3. Les observables impliquées sont des observables douces indépendantes de l’énergie de
moyenne nulle.

4. La dynamique est de type Métropolis :

e PUEL=E f(Ey, Ey) i Ej > By,

N
WE=E) = { J(Eo, Ey) si By > B

Les indices h signalent que ’énergie considérée est 1’énergie totale en présence de
champ. L’indice 0 signale que ’énergie a considérer doit seulement étre ’énergie sans
champ. Ce choix de dynamique permet de prendre en compte différents modeles d’es-
pace des phases a travers la donnée de la fonction de répartition des énergies des états
connectés f(E, E') (voir chapitre sur la dynamique locale).

La deuxieme de ces conditions nous permet de dire que la fenétre d’énergie accessible a
partir d’'une énergie E peut étre prise comme infinie puisque les poids des états d’énergie
loin de E ne contribue pas. En effet, dans le cas contraire, a température nulle le systeme
pourrait atteindre des énergies arbitrairement grandes, ce que nous avons interdit puisque
A est finie.
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Premiérement, nous étudions la situation pour laquelle I’observable considérée est 1’ai-
mantation et la dynamique est celle d’'un seul retournement de spin. Nous généralisons le
résultat aux observables gaussiennes dont la loi d’évolution est donnée par (A.22) de Pannexe
A. Nous terminons enfin par appliquer cette formule (C.1) & plusieurs systémes.

C.1 Cas fictif d’un retournement de spin pour ’aiman-
tation

Considérons 'aimantation comme observable décorrélée de ’énergie et supposons qu’a un
temps donné le systeme ait une aimantation My et ceci sans champ extérieur. La probabilité
p(1—1), respectivement p(|—1), d’avoir choisi un spin dirigé vers le haut pour le retourner,
respectivement un spin dirigé vers le bas, est simplement donné par (A.2) :

1 M
T = = -4+ —= C.2
p- =p(1—=]) 5+ on (C.2)
1 M
+_ -
pr=p=1) = 5oy (C.3)
Donc apres un saut, la nouvelle aimantation est donnée par :
My = My + Xy, (C4)

ol X, est une variable de Bernoulli pouvant prendre les valeurs 2 et —2 avec les probabilités
respectives (C.2) et (C.3). En multipliant cette derniére équation par My et en prenant la
moyenne sur le bruit, nous obtenons la relation (M Mo) = (MgZ)+(Mo(1—22)—My(14-2o)),
soit :
9 2

(M1 M) = (MZ)(1~ <) (C5)
La généralisation de cette relation pour 'aimantation apres R sauts est alors immédiate et
nous avons :

2

R
(i) = 013 (1 1) (©6)

Remarquons que cette équation ne fait pas intervenir le temps, seulement le nombre de sauts
que le systeme a effectué. Cette relation est donc vraie pour toute température et pour tout
temps.

Lorsqu'un champ magnétique extérieur est appliqué, au fur et & mesure du temps la
probabilité de choisir des spins vers le haut ou vers le bas devient de plus en plus biaisée
étant donné que le systéme acquiert une aimantation. Imaginons donc qu’a un temps donné
le systeme ait une aimantation M et une énergie F et que nous avons appliqué un petit
champ magnétique h depuis le début. La probabilité d’avoir une aimantation M + 2, i.e.
d’avoir retourné un spin dirigé vers le bas, est alors donnée par :

P AB BB & [, AB (B, Ee 2 E
Ph (E, M)

€esc

PM(M +2) =

(C.7)

avec P _(E,M) la probabilité de s’échapper d'un état d’énergie E et d’aimantation M.
En notant G(E, §,x) = b dE'f(E,E") + f;_z dE'f(E, E')e PFE ~E=) nous obtenons

— 0o
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Ph (E,M)=ptG(E,3,2h) + p~G(E, 3,—2h) et par conséquent :
h . p+G(E7672h)
P2 = G 5.28) + p G(E.5.—2h) e
Ph(M _ 2) _ p_G<E7ﬁa 2h) (Cg)

p+G(Ea/87 2h) +p7G(Ea/85 72h)

En développant G(E, 3,2h) en petit h et en utilisant p™ + p~ = 1, il est facile de montrer
qu’au premier ordre en h, ces deux équations deviennent :

OG(E, 3,u)/0u
G(E, B, u)
0G(FE, B,u)/0u

G(E, B,u) |uzo

P"(M +2) =pT(1+4h l—o?) (C.10)

P"(M —2)=p (1 —4h ph) (C.11)

En utilisant la méme procédure de récurrence pour obtenir la relation (C.6), il est alors

O0G(E,B,u)/0u

possible de montrer que si apres R sauts, CE B lu—o €St resté constant, la relation

suivante est vérifiée :

(Mg)n = (Mo) (1 — ;)RHW}U-Oh ((1 - ;)R + (1 - ;)R_l ot (1 - =

(C.12)

ou l'indice h indique que 'aimantation est obtenue en présence du champ. Nous avons
utilisé le fait que dans la limite N — oo, (M?) = N. La somme du membre de droite de

cette équation est la somme d’une suite géométrique. Il est alors facile de trouver en notant
6* _ 26G(B,u)/8u .
= 2765y lu=0

(M = (M) (1;)R+5*h(1v2) (1 <1]2V)R> (C.13)

En utilisant alors (Mg) = N et la relation (C.6) on obtient (Mg), = (Mo) (1 — g)R +
B*h =2 ((ME) — (MprMo)), soit dans la limite thermodynamique :

R
(M = o} (1= 3 )+ B°BCO) — (M) (©14)

Si nous imposons maintenant que l’aimantation a une valeur moyenne nulle, alors cette
relation devient une relation de fluctuation dissipation avec comme variable paramétrique
les sauts au lieu des temps :

(MR)n = B*h((Mg) — (MpMj)) (C.15)

La fin de la démonstration est alors identique a ’annexe A, et nous obtenons une FDR
linéaire avec une température effective égale a 8*~1 confirmant la relation annoncée (C.1).

C.2 Généralisation aux observables gaussiennes

La généralisation du résultat précédent pour des observables génériques se décorrélant
d’un facteur (1 — K/N) avec K fini ne semble pas trivial. De la méme fagon, nous allons

)
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concentrer nos efforts sur des observables du type (A.22). La généralisation & toute observable
douce n’est qu'une conjecture, fortement renforcée par ’étude du cas précédent. Ainsi, a
chaque essai de transition, la nouvelle valeur A’ de 'observable est donnée en fonction de
I'ancienne valeur A par :

1 (A —(1—-K/N)A)?
A'lA) = - 1
pK( | ) mexp( 202 (C 6)
ot 02 = 2K(A?)/N. Toute choses étant égales par ailleurs, nous retrouvons 'équation
(A.18)
1 E—h(A-A")
Pr(A'|E,A) = ——— pr(A']A dE'f(E, E' C.17
n(A'|E, 4) FW?A)pKH)x(/_m /(B B (©17)
0
+/ dE/e—ﬁ(El—hA/—(E—hA))f(E7E/)
E—h(A-A)

ot TI(E, A) est le facteur de normalisation associé. La seule différence avec (A.18) est
que f(E,E’) généralise la densité du BMM (ou du BTM indifféremment). En explicitant
I'l(E, A) comme étant I'intégrale sur les énergies et sur les valeurs A’ de 1'observable du
produit de pg(A’|A) et du facteur entre parenthéses, un développement en h = 0 permet
d’obtenir :

Pr(AB,4) = = prc(A14) (L+ S'h(A' = 4))

ou I'4 est le facteur de normalisation associée. 5* est exactement donné par (C.1). Pour
finir, un développement en petit i de (A.19) donne la méme relation avec 23, a la place de
(*. Comme ces deux expressions sont identiques est que la deuxieme donne une température
effective égale 1/2(3,, nous retrouvons le résultat annoncé, a savoir (C.1).

C.3 Applications
C.3.1 Exemple du BMM

L’intérét d’une telle formule, comme l'intérét de toute formule, est qu’on peut 'appliquer
a n’importe quel systéme vérifiant les prescriptions mentionnées plus haut. Ainsi, et c’est
évidemment le premier test & effectuer, du BMM lorsque T' < T;;/2. Dans ce cas, il suffit de
remplacer f(E, E’) par ﬁgeﬁgE/ et nous trouvons :

Gemm (E,u) = %eﬁgij) (C.18)
9

Nous retrouvons bien Tog = Ty /2.

C.3.2 REM a connectivité locale

Nous avons mentionné dans la fin du chapitre sur la dynamique locale que nous pou-
vions adapter la température effective lorsqu’une borne inférieure limitait ’acceés aux basses
énergies. C’est ce que nous allons faire dans ce petit paragraphe.
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Etudions donc le REM a connectivité locale lorsque T < T, pour voir jusqu’'ou la
température effective descend lors de la thermalisation du systéme. Lorsque I’énergie s’ap-
proche de I'état fondamental, i.e. F < F,+ K, F. devient la borne inférieure des énergies
accessibles. La définition de la température effective (C.1) pour un processus entropique
ayant une borne inférieure F, en énergie est donnée par :

E+u fe’e)
G(E,u) :/E dE’f(E,E’)—&—eﬁ“/E dE'f(E, E e PE—E) (C.19)
c “+u

Pour obtenir ce résultat, il suffit de remarquer que seule la borne inférieure des énergies a
changé. L’ensemble des calculs est rigoureusement identique au cas d’une borne infinie.
Au premier ordre en E — E., nous pouvons calculer :

43
(26— Pe+ B4)(E—E.)+1

Cette température effective dépend de F, il n’est donc pas raisonnable de dire que nous
avons une relation linéaire pour la FDR. Cependant, il est une nouvelle fois remarquable de
constater que cette valeur est égale a [ lorsque E — Ey = 2/(23 — Bg + (4) correspondant
exactement a ’énergie & partir de laquelle le régime devient activé (il suffit pour cela de
calculer I’énergie moyenne gagnée & chaque saut). Le vieillissement, 8'il y a, ressemble alors
beaucoup a celui du BTM pour lequel T,g = T'. Sinon, nous voyons que le systéme commence
a thermaliser.

Bet (E) = (C.20)

C.3.3 Le modele d’oscillateur harmonique (OSC)

Ce modele [50] est construit sur un ensemble de N oscillateurs linéaires indépendants.
Si x; est la position de la particule ¢ alors 1’énergie totale d’une configuration {z;} est
simplement donnée par E({z;}) = & 3. 22 olt K est la constante de Hook. La dynamique

consiste a proposer a chaque temps un changement de ’ensemble des x; suivant x; — x;+ T;’V

ou les r; sont des variables aléatoires indépendantes distribuées suivant une gaussienne de
moyenne nulle et de variance A2. Les taux d’acceptation sont du type Métropolis (5.5).
Ce modele conduit & un régime de vieillissement dans le cas des basses températures, le
mécanisme étant entropique [50, 61] puisqu’a température nulle le systeme doit tendre vers
x; = 0 Vi demandant des sauts de plus en plus fins pour y parvenir. La fonction de corrélation
est définie par :

1
Clty,t) = NQ: 2i(te)xi(t)) (C.21)
i
ou (e) indique une moyenne sur ’histoire des réalisations du bruit. La réponse est obtenue
en ajoutant un terme d’énergie —h ), z; et en calculant :

Rltunt) = (g S

(C.22)

ot M(t) = 4 >,(x;(t)). Un résultat intéressant pour ce modele est qu'a température nulle,
dans la limite des grand temps t,,, la relation de fluctuation dissipation devient linéaire avec
une température effective égale a 2E(t,,).

Regardons alors dans quelle limite il est possible de comprendre cette température effec-
tive a la lumiere des restrictions que nous nous sommes imposées pour établir la formule de
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la température effective (C.1). Premiérement, & température nulle, le OSC est bien entro-
pique. Deuxiéemement, & partir d’une énergie E non nulle, toutes les énergies sont accessibles
suivant la distribution [50] :

1 (/B KL% (C.23)
— T k@A C.23
Var K EA2?

Il est facile de vérifier qu’a chaque pas de temps, la décorrélation tend vers 1 dans la limite
thermodynamique prise avant la limite des temps infinis. Enfin, 1a ou le bat blesse est que
Pobservable M (t) est fortement dépendante de 1'énergie considérée puisque M (t) dépend
de la position des x; ainsi que ’énergie. Cependant, si nous appliquons les yeux fermés la
formule (C.1), nous trouvons & température nulle :

f(EE) =

1 — KA?)2
G(.E’7 u) = erfC(u\/ﬁ

2
Comme a grand temps, l’énergie tend vers zéro, on peut développer la fonction erreur
complémentaire dans cette limite, nous obtenons alors :

u—KAZ2/ 2
| VAREN (k)
Vru—KA2/2

) (C.24)

G(E,u) = (C.25)

Aux premiers ordres en E, nous trouvons alors g,((%)) = 4F soit une température effective

dépendant de £ T.yy = 2E ! Remarquablement, notre approche étant loin d’étre rigoureuse,
ce résultat est qualitativement le méme que Tog = 2E(t,,) et est méme exact pour ¢t — t,,.



Conclusions générales

Pour conclure cette thése, nous rappelons les résultats essentiels obtenus dans les deux
parties.

Dans la premiere partie, nous avons mis en évidence qu’il était possible d’utiliser des
champs de forces oscillantes pour modeler la symétrie de systemes comportant des modes
mous. A partir de I'utilisation de plusieurs champs orthogonaux, il est possible de réduire
la symétrie O(3) d’un systéme en une symétrie O(2) mais aussi en une symétrie Z5 de type
Ising. Il serait tres intéressant de montrer que les systémes ayant les nouvelles symétries ont
effectivement des comportements typiques de la nouvelle classe d’universalité correspondante
(exposants critiques,...). Pour justifier cette possibilité d’agir sur les symétries, nous avons
développé plusieurs types d’approximation. Le développement hautes fréquences semblent la
méthode la plus prometteuse car elle permet déja de justifier que plusieurs champs orthogo-
naux avec des fréquences bien choisies agissent indépendamment les uns des autres de fagon
a réduire successivement les symétries d’un systeme. Il serait alors intéressant de développer
plus profondément cette méthode.

Dans la deuxieme partie, nous avons montrer des réalisations microscopiques de modele
visant & reproduire les phénomeénes de transition vitreuse. Cette démarche peut sembler
a priori incohérente puisque nous réalisons des systémes microscopiques correspondant a
des modeles théoriques. Cependant, ces réalisations ont permis de comprendre I’essence de
ces modeles mais aussi de mettre en évidence des comportements jusque la non observés.
Concernant ’essence de ces modeles, nous avons montré autant que possible que le modele de
Bouchaud correspondait a 'une situation du pire’ : la dynamique de type pieges résulte de la
nécessité de réorganiser tout un systéme pour avoir des chances de diminuer son énergie. Ce
comportement induit de fagon remarquable un théoréme de fluctuation dissipation (identique
a celui de I’équilibre) pour des observables douces dans le régime de vieillissement. De fagon
générale, nous avons alors mis en évidence qu’une température effective pouvait émerger
des modeles d’espace des phases (comme le modele de Bouchaud ou de Barrat-Mézard)
lorsque la dynamique procédait systématiquement a une descente en énergie (dynamique
entropique). Dans le dernier chapitre, nous avons alors considéré une famille assez large de ces
modeles d’espace des phases en donnant des dynamiques dites locales : a ’'opposé du modele
de Bouchaud, ou de Barrat Mézard, les énergies ne sont pas tirées aléatoirement parmi
I’ensemble du spectre lors de 1’évolution mais suivant une certaine répartition. Nous avons
alors montré que certaines de ces répartitions combinées avec une répartition gaussienne des
énergies donnaient des comportements tres similaires aux systémes hamiltoniens du type
p-spins. Nous avons aussi montré que pour tout processus entropique, il était possible de
définir une température effective grace a la description en termes d’espace des phases. Ces
nouveaux résultats pour les modeles d’espace des phases sont trés encourageants en vue
d’une harmonisation des approches liées aux phénomenes de transition vitreuse.
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