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Introduction

A la fin des années 1970, John McKay observe qu’il existe un lien combinatoire
entre la théorie des représentations des sous-groupes finis G de SLy(C) et les singularités
canoniques de surface de la géométrie algébrique.

Soit G un sous-groupe fini non trivial de SL(2,C). Ce groupe appartient a I'une des
familles dénombrables des groupes cycliques ou diédraux binaires, ou est I'un des trois
sous-groupes exceptionnels préservant un solide platonicien. Il agit naturellement sur
V = C? admettant pour seul point fixe I'origine, et en dehors de ce point, son action
est libre. Le quotient C2/G est une variété algébrique admettant une singularité iso-
lée, qui est un point double rationnel. Toutes les singularités de surface de type point
double rationnel sont ainsi obtenues, et I’on les nomme selon le point de vue : singularités
de points doubles rationnels, A-D-FE, canoniques, de Du Val, de Klein, ou de Dynkin.
D’apres des résultats généraux sur la résolution des singularités de surfaces, il existe une
unique (& isomorphisme pres) résolution minimale, c¢’est & dire un morphisme de sché-

mas Y —2% (CQ/G tel que Y est lisse, g est un isomorphisme en dehors de l'origine et

tout autre Y’ _9, C? /G ayant ces propriétés se factorise par Y (voir annexe C). Notons
FE la fibre de ¢ au-dessus du point singulier. C’est le lieu exceptionnel de la résolution.
La singularité C2 /G est rationnelle, de sorte que la résolution minimale est bonne : les
composantes irréductibles de E sont lisses et transverses. On peut lui associer un graphe
en prenant pour ensemble des sommets Irr(E) ’ensemble des composantes irréductibles
de E, une aréte entre deux sommets représentant 'intersection des composantes irréduc-
tibles correspondantes.

Par ailleurs, soit Irr*(G) I'ensemble des représentations irréductibles non triviales de
G. On peut définir un graphe dont les sommets sont indexés par Irr*(G) et le nombre
d’arétes entre V; et V; est égal a la multiplicité de V; dans Cc? ®Vj. On démontre que cette
définition est symétrique en V; et Vj et on appelle ce graphe le diagramme de McKay du
groupe G.

Le résultat de McKay (|[McK81]) est qu’il existe une bijection entre ce diagramme et
le graphe associé¢ au diviseur exceptionnel de la résolution minimale du quotient C?/G.
Cette bijection est définie a automorphisme de diagrammes prés. De plus, le graphe
obtenu est celui d’un systéme de racines A-D-E et la forme intersection sur I’ensemble
Irr(F) a pour matrice la matrice de Cartan du systéme de racines compléteé.

C’est Gérard Gonzalez-Sprinberg et Jean-Louis Verdier qui donnent & ce joli lien com-
binatoire le nom de correspondance de McKay ([GSV83]). Ils en donnent une construction

vil
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géomeétrique en termes de K-théorie de la résolution minimale : & toute représentation
p € Irr*(G), ils associent un fibré vectoriel F}, sur la résolution minimale Y, de sorte que la
premiére classe de Chern ¢;(F),) est un élément de la base de Pic(Y") en bijection avec les
composantes irréductibles du diviseur exceptionnel. Au passage, ils construisent un iso-
morphisme de groupes entre la K-théorie de la résolution et la K-théorie G-équivariante
de C%. Cette construction méne & une reformulation des conjectures géométriques liées a
la correspondance de McKay que Miles Reid exprime telle un slogan comme suit (|[Rei02]).

Soit X une variété algébrique, G un groupe d’automorphismes de X et X/G le quotient
de X par G. Soit Y une résolution des singularités de X/G. Alors la réponse a toute
question bien posée au sujet de la géométrie de Y se lit dans la géométrie G-équivariante
de X.

Ainsi, la généralisation naturelle de la correspondance de McKay est de remplacer C
par une variété X quasiprojective complexe lisse et G par un groupe d’automorphismes
de X. L’unicité de la résolution minimale est particuliére & la dimension deux. En dimen-
sion supérieure, on s’intéresse a I'existence de résolutions crépantes (voir 'annexe C). En
dimension trois, les singularités quotients de Gorenstein admettent une résolution cré-
pante, mais celle-ci n’est pas forcément unique. En dimension supérieure & quatre, il
n’existe pas toujours de résolution crépante (on trouve un exemple en dimension quatre
dans [BS95]).

Au milieu des années 1990, le schéma de Hilbert G-équivariant G-Hilb(X) s'impose
comme étant le candidat naturel pour résoudre les singularités du quotient X/G. Ce
schéma paramétre les G-grappes de X, c’est a dire les sous-schémas Z de dimension
zéro de X qui sont G-invariants et dont Iespace des sections globales H(Z,0z) est
isomorphe & la représentation réguliere C[G] de G (définition 1.4.1). II existe un mor-
phisme birationnel entre G-Hilb(X) et X/G, dit morphisme de Hilbert-Chow, qui est
une résolution des singularités dans le cas ou le schéma de Hilbert G-équivariant est
lisse.

Lorsque X est de dimension 2, le G-schéma de Hilbert de points est lisse (|[Fog68]).
Ito et Nakamura démontrent qu’il s’agit de la résolution minimale du quotient C2 /G et
identifient la bijection entre 'ensemble Irr(E) des composantes irréductibles du diviseur
exceptionnel et celui Irr*(G) des représentations irréductibles non triviales de G ([IN96,
IN99|). Une des directions de recherche dans la correspondance de McKay est alors
devenue la généralisation de ce résultat en dimension supérieure.

En dimension 3, Nakamura, Ito et Nakajima démontrent que le G-schéma de Hilbert
est lisse et identifient la correspondance de McKay dans les termes de Gonzalez-Sprinberg
et Verdier dans le cas ou G est un groupe abélien (|[Nak01, IN0OJ).

Finalement, c’est par une méthode homologique que Bridgeland, King et Reid dé-
montrent en 1999 que dans le cas de la dimension 3, le schéma G-Hilb(X) est lisse, et
qu’il s’agit d’une résolution crépante du quotient. De plus, ils démontrent 1’équivalence
de catégories dérivées suivante (|[BKRO1]).

D(G-Hilb(X)) = DY (X).
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Cette thése s’inscrit dans le cadre de la correspondance de McKay en dimension trois.
On y étudie une famille d’exemples de quotients par des groupes d’automorphismes non-
abéliens. Ces quotients admettent deux résolutions crépantes naturelles. L'une est le
G-schéma de Hilbert (qui résout les singularités d’aprés le théoréme suscité), et 'autre
est le résultat d’'un processus de désingularisation inspiré de la méthode de Jung pour
la désingularisation des points doubles rationnels en dimension deux. Ce qui a motivé ce
travail est le désir de comprendre le lien et les différences entre ces deux résolutions.

Les résultats obtenus permettent de conclure que la résolution par le schéma de Hil-
bert G-équivariant est plus naturelle. En effet, elle méne & un énoncé de correspondance
de McKay combinatoire (théoréme 2.4.2).

Au dela de I’équivalence de catégories dérivées donnée par le théoréme de Bridgeland,
King et Reid, nous avons donc cherché un lien direct entre le G-schéma de Hilbert et la
géomeétrie équivariante de la variété. Cette curiosité nous a mené vers une tentative d’in-
terprétation de ce schéma en tant qu’espace modulaire d'une famille de fibrés vectoriels
(chapitre 4).

Enfin, et toujours motivée par la compréhension du théoréme de Bridgeland, King
et Reid, la derniére partie de cette theése est consacrée & 1’étude de la catégorie dérivée
G-équivariante d’'une variété, avec action d'un groupe fini.

Voici un résumé des problémes qui sont traitées dans cette thése, et les principaux
résultats. Certains sont nouveaux et d’autres présentés avec une nouvelle preuve.

Chapitre 1 Le premier chapitre est consacré au schéma de Hilbert G-équivariant d’un
schéma quasi-projectif lisse avec action de G. Dans un premier temps, on y rappelle
les définitions d’action d'un groupe sur un schéma, G-faisceau et caractéristique d’Euler
G-équivariante.

On définit et démontre alors l'existence d'un schéma de Hilbert équivariant associé
a un polynome de représentations quelconque. C’est le théoréme 1.1.6 :

Soit Pg un polynome a coefficients dans l'anneau des représentations de G. Il existe
. 11 P p .

un schéma G—HlleG(n) paramétrant les sous-schémas G-stables de X, admettant le

polynéme Pg pour caractéristique d’FEuler G-équivariante.

Le schéma de Hilbert G-équivariant G-Hilb(X) est alors défini comme le cas particulier
de cette construction ou Py est le polyndéme constant égal & la représentation réguliére
de G. Dans le paragraphe 1.4, on énonce et on démontre des propriétés du schéma de
Hilbert G-équivariant.

Dans le paragraphe 1.5, on propose une construction du morphisme de Hilbert-Chow

Hilb"(X) — S"(X) = X" /&,, utilisant une méthode de linéarisation du déterminant.
On démontre ainsi le théoréme 1.5.6 :
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Il existe un morphisme ® : Hilb" (X) — S™(X) projectif birationnel, qui a un point h
de Hilb™ (X)) correspondant au sous-schéma 7 de X associe son support avec multiplicité

La restriction de ce morphisme au G-schéma de Hilbert conduit & la définition du mor-
phisme de Hilbert-Chow G-équivariant G-Hilb(X) 2, X/G, qui a une G-grappe associe
son support. Dans le cas ou G-Hilb(X) est lisse, ® est une résolution des singularités.

Enfin, on traite dans le paragraphe 1.6 le cas ou le quotient X /G est lisse. D’aprés un
théoréme de Chevalley, cela correspond au cas ot G agit localement comme un groupe de
réflexions. On démontre localement, puis globalement que le morphisme de Hilbert-Chow
est alors un isomorphisme. Ce sont les théoréemes 1.6.7 et 1.6.9 :

Soit X une variété et G un groupe fini agissant sur X de telle sorte que le quotient
X/G est lisse. Alors G-Hilb(X) est isomorphe o X/G.

Chapitre 2 Ce chapitre concerne I’étude locale des singularités non-abéliennes qui nous
intéressent : soit £ une courbe elliptique munie de sa structure de groupe. Notons py € E
lorigine. Soit R un systéme de racines, Q(R) le réseau engendré par R et A := Q(R)® FE.
Le groupe de Weyl W = W (R) agit naturellement sur A et d’aprés un théoréme de
Looijenga ([LooT76]), le quotient A/W est un espace projectif avec poids. Par exemple,
siR=A4,,alors W =06,41,et A/W =EQQ(R)/Sp+1 =P".

Soit W, (R) = W(R) N SL,, le sous-groupe de W (R) formé des produits pairs de
réflexions. Si aucune confusion n’est possible, nous le noterons W, . Par exemple, dans
le cas A,,, on a Wy = 2,,11. On considére le quotient de A par W,. Notons Xy cette
variété. Elle est singuliére, et c¢’est un revétement double de A/W.

Dans le cas de la dimension trois, Bertin et Markushevich ont démontré que I'on peut
résoudre les singularités de Xg par une variété de Calabi-Yau grace a la méthode de Jung
(IBM94|). Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Bridgeland, King et Reid, le W -schéma
de Hilbert de A résout également ces singularités de facon crépante. Dans ce chapitre,
on décrit les fibres au-dessus de tout point par chacune de ces résolutions. Soit R un
systéme de racines réel de dimension trois. On s’intéresse ici & la singularité locale de
C* /W, a lorigine. On verra dans le chapitre suivant que tous les points singuliers de
A/W sont de cette forme.

Le premier paragraphe est un rappel de résultats sur les revétements doubles et la
méthode de résolution de Jung.

Dans le deuxiéme paragraphe, on résout explicitement la singularité C* /W, par la
méthode de Jung pour tout systéme de racines de dimension trois. En particulier, on
démontre que la méthode de Jung s’applique pour résoudre chacune de ces singularités,
et on exhibe la fibre exceptionnelle au-dessus de l'origine.

Dans le troisiéme paragraphe, on considére la résolution de la singularite C3 /W
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par le W-schéma de Hilbert et on calcule pour tout systéme de racines de dimension
trois la fibre de cette résolution au-dessus de la singularité & 'origine. Pour ce faire, on
développe une technique de décomposition de I'algébre coinvariante Clz,y, z|/Iw, , o
Iy, est 'idéal engendré par les mondomes W -invariants de degré strictement positif.
Cette méthode est explicitée en 2.3.1.

Enfin, en comparant les résultats obtenus et les diagrammes de McKay des groupes
de Weyl associés a chaque systéme de racines, on obtient dans le quatriéme paragraphe
une correspondance combinatoire de McKay. C’est le théoréme 2.4.2 :

Soit (X,0) un germe de singularité analytiquement équivalent au quotient (C*,0) par
un sous-groupe fini de la forme W = W NSL3(C), ou W est le groupe de Weyl associé
a un systéme de racines en dimension trois. Lors de la résolution par le W, -schéma de
Hilbert, le graphe dual de la fibre exceptionnelle est en bijection avec le diagramme de
McKay du groupe W privé de ses boucles.

De plus, ce résultat n’est pas vérifié par le schéma obtenu lors de la résolution par la
méthode de Jung. Cela démontre que le schéma de Hilbert fournit une résolution plus
naturelle, au moins du point de vue de la correspondance de McKay.

Chapitre 3 Ce troisiéme chapitre est le pendant global du chapitre précédent. Soit
FE une courbe elliptique, R = A3z, Bs ou (3 un systéme de racines, et Xy le quotient
(B & Q(R))/W,.

Dans un premier paragraphe, on rappelle le théoréme de Looijenga, et le démontre
dans les cas étudiés.

Dans le deuxiéme paragraphe sont rappelés les résultats de Bertin et Markushe-
vich sur la résolution de Xy par la méthode de Jung (|[BM94|). Le cas Bj est traité
en détail : on décrit la stratification du lieu de branchement du revétement double
A/W(B3) — P et on explique comment la méthode de Jung permet de résoudre
cette variété singuliére.

D’aprés le théoréme de Bridgeland, King et Reid, le W (R)-schéma de Hilbert résout
également la singularité Xg de fagon crépante. Dans le troisiéme paragraphe, on étudie
cette résolution. Grace aux propriétés locales du schéma de Hilbert démontrées au pa-
ragraphe 1.4, on démontre que cette résolution coincide avec la résolution obtenue par
la méthode de Jung en dehors d’'un nombre fini de points. De plus, Xy vérifie en tout
point les hypothéses du théoréme 2.4.2, car tout point @ € A a pour stabilisateur sous
l’action de W(R) un groupe de Weyl associé & un sous-systéme de racines de R. Ainsi,
les résultats du chapitre précédent permettent d’obtenir les fibres de la résolution de Xg
par W (R)-Hilb(A) en tout point.

Chapitre 4 Le théoréme de Loojienga a une interprétation en terme de fibrés vectoriels
sur la courbe elliptique £ ([FMW97]). C’est la direction empruntée dans ce chapitre.
Comme dans les chapitres précédents, FE est une courbe elliptique, R un systéme
de racines et A = F ® Q(R). D’aprés Friedman, Morgan et Witten, le quotient A/W =
P(ay,... ,ak) est Uespace de modules M paramétrant une certaine famille de fibrés sur E
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(voir le théoréme 4.0.4). Dans les cas des systémes de racines R = A,, ou B, le quotient
A/W est lisse, de sorte que d’aprés le théoréme 1.6.9, A/W = W-Hilb(A). De plus, dans
ces cas, la famille universelle de M est explicite, et il existe une méthode permettant
d’associer & chaque W-grappe le fibré qui lui est associé : c’est la construction spectrale.

L’idée motivant ce chapitre est d’appliquer la construction spectrale au W -schéma de
Hilbert, pour identifier la famille des fibrés paramétrée par les W, -grappes de A, dans les

cas A, et By. Par composition du morphisme de Hilbert-Chow W, -Hilb(A) — A/W_

avec le quotient A/W, — A/W il existe un morphisme naturel de W,-Hilb(A) dans
W-Hilb(A) = M. Le premier objectif est donc de savoir si la famille paramétrée par
le W,-schéma de Hilbert est le tiré en arriére de la famille universelle de M ou si
elle comporte des informations supplémentaires. L’espoir était alors que ces éventuelles
informations s’expriment encore en termes d’une correspondance de McKay.

Dans le premier paragraphe, on définit et démontre I'existence dans le théoréme 4.1.1
d'un schéma comme ci-dessous.

Soient X et A deux schéma projectifs lisses et N un entier. Il existe un sous-schéma
ouvert Hilb™ (A, X) de HilbY (A x X) paramétrant les couples (Z,g), ot Z est une
N-grappe de A et g est un morphisme de Z vers X.

On définit alors une construction spectrale générale qui permet d’associer un fibré sur
X & un point (Z,g) de Hilb(A, X) lorsque X est une courbe.

On suppose par la suite que F est une courbe elliptique. Soit (Z,¢) un point de
HilbY (A, E). On associe une partition u(Z, g) = (k1,... ,k,) de N au couple (Z,g) (voir
le paragraphe 4.2.2). On démontre alors le théoréme 4.2.2 donnant la forme du fibré
associé a (Z, g) par la construction spectrale :

Soit (Z,g) un point de Hilb™ (A, E) tel que Z est une grappe supporté en un point
a € A. Soit f(Z,9) = (k1,... ,ky) la partition associée a (Z,q). Alors le fibré associé
sur F est

Vzg =1, @I, ®... 0 Ii,,

ot I, est la k-iéme extension non-triviale du fibré trivial sur E.

Enfin, en utilisant les résultats du chapitre 2, on applique ce théoréme aux W,-
grappes de A dans les cas de la dimension trois, A3 et Bs. On démontre ainsi par le
calcul que le W,-schéma de Hilbert parameétre une famille de fibrés sur F plus riche
que celle paramétrée par W-Hilb(A). En revanche, la correspondance entre une grappe
et le fibré associé ne permet pas de séparer les composantes irréductibles du diviseur
exceptionnel de W, -Hilb(A), donc contrairement & nos attentes, aucun phénomeéne de
correspondance de McKay n’apparait ici.

Chapitre 5 Le dernier chapitre est la version longue d’une note publiée aux comptes
rendus de l'académie des sciences (|Tér03]). Il est consacré a 'é¢tude de la catégorie
dérivée G-équivariante d’une variéteé.

Dans le premier paragraphe, on définit la catégorie dérivée G-équivariante des com-
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plexes bornés de G-faisceaux, ainsi que celle des complexes bornés supérieurement. On
en donne alors une description dans le théoréme 5.1.2 :

La catégorie dérivée G-équivariante D*F(X) est équivalente & la sous-catégorie pleine
des complexes formés de G-faisceaux cohérents localement libres sur X.

On traite alors les exemples simples ou l'action de G est libre ou triviale sur X.
En particulier, lorsque G agit trivialement sur X, on démontre que la catégorie dérivée
G-équivariante DY(X) admet une décomposition orthogonale indexée par les représen-
tations irréductibles de G. On appelle composante triviale de D%(X) la sous-catégorie
indexée par la représentation triviale dans cette décomposition.

Dans le deuxiéme paragraphe, on propose une version G-équivariante du théoréme
de Beilinson (théoréme 5.2.1) :

Soit P = P(V) et A lalgeébre symétrique ou extérieure sur V. La catégorie dérivée
G-équivariante de P™ est équivalente a la catégorie des complexes a homotopie prés de
(A-G )-modules gradués, libres et de type fini dont les générateurs sont de degrés compris

entre 0 et n.

Enfin, ’objectif du dernier paragraphe est d’évaluer la distance qui sépare la catégorie
dérivée G-équivariante d’une variété X de la catégorie dérivée du quotient X/G. En effet,

le quotient m : X — X/@ induit des foncteurs entre les catégories dérivees DY (X) et
D(X/G). On décrit exactement l'obstruction & la descente au quotient d’un objet de
DY (X). C’est le théoréme 5.3.8 :

Un complexe E de G-faisceaur sur X se descend en un compleze de faisceaux sur le
quotient si et seulement si pour tout sous-groupe H de G, la restriction de E au sous-
schéma adhérence des points de stabilisateur H est dans la composante triviale de la

catégorie dérivée des H-faisceaus sur ce sous-schéma.

On démontre alors que le foncteur La* : D(X/G) — DY (X) est pleinement fidele, de
sorte qu’il induit une équivalence de catégories entre D(X/G) et la sous catégorie pleine
de DY(X) formée des objets sans obstruction a la descente.

Enfin, concluons sur I’élargissement éventuel du contexte, et les possibilités d’applica-
tions des résultats de cette these.

Dans ce travail, nous nous limitons & des résolutions de singularités en dimension
trois. Dans ce cadre, il est connu qu’il existe des résolutions crépantes, et pour la famille
traitée, nous démontrons que la résolution par le schéma de Hilbert équivariant est la
résolution la plus naturelle au sens de McKay. La question du devenir de ce résultat
en dimension supérieure s’'impose. D’apreés le théoréme de Bridgeland, King et Reid, le
schéma de Hilbert équivariant G-Hilb(X) résout les singularités de X/G si le produit fibré
G-Hilb(X) x x/g G-Hilb(X) est de dimension inférieure & dim(X) +1 ([BKRO1]). Cette
condition n’est pas vérifiée en dimension quatre dés que le morphisme de Hilbert-Chow
admet un diviseur pour fibre au dessus d'un point. Grace a la méthode de décomposi-
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tion de 'algébre coinvariante, le travail fait en dimension trois dans le contexte local est
envisageable en dimension quatre, mais il risque d’étre fastidieux. Par exemple, dans le
cas du systéme de racines Ay, 'algébre coinvariante est de dimension 119, et le groupe
W, =25 admet 5 représentations irréductibles. Exhiber la décomposition en représen-
tations irréductibles de cette algébre est donc un probléme de théorie de représentations
des groupes finis. Une fois ce travail accompli, le méme type de réduction que dans le
cas de la dimension trois pourrait permettre de majorer la dimension des fibres. Il fau-
drait majorer cette dimension par deux, pour pouvoir appliquer le théoréeme [BKRO1], et
conclure que le W -schéma de Hilbert est lisse et résout la singularité de fagon crépante.
Ce résultat n’est absolument pas garanti, puisque 'on sait qu’il existe des singularités
en dimension quatre qui n’admettent pas de résolution crépante.

Pour ce qui est de la résolution par le processus de Jung, la méthode consiste a
se ramener 3 la résolution de singularités en dimensions inférieures. Pour appliquer ce
processus en dimension quatre, il suffit de savoir résoudre les singularités de la variété
discriminant du revétement double; et la qualité de résolution de la variété de dimen-
sion quatre dépend de la qualité de la résolution de la variété discriminant, qui est de
dimension trois. Si les singularités de celle-ci sont obtenues par quotient, (respectivement
par revétement double), le schéma de Hilbert (respectivement le processus de Jung en
dimension trois) les résout, et ’on peut appliquer le processus. Cependant, la résolution
obtenue n’est généralement pas crépante (voir la proposition 2.1.9).

Les catégories dérivées occupent depuis quelques années une place importante en géo-
meétrie algébrique, que ce soit dans le domaine de la résolution des singularités, de la
géométrie birationnelle ou de la symétrie miroir.

Dans [BOO1|, Bondal et Orlov démontrent que I'on peut reconstruire une variété
projective lisse dont le faisceau canonique (ou anticanonique) est ample & partir de sa
catégorie dérivée. En particulier, si une variété lisse X a une catégorie dérivée équiva-
lente a celle de P™ alors X est isomorphe & P". Ce résultat suggére 'existence d’une
démonstration homologique du théoréme de Loojenga, au moins dans les cas ou le quo-
tient £ ® Q(R)/W(R) est lisse. L’idée consiste a exhiber une famille exceptionnelle de
DVR)(E ® Q(R)) formée de complexes sans obstruction a la descente et démontrer
qu’elle engendre la catégorie dérivée du quotient, vue comme sous-catégorie pleine de la
catégorie dérivée W (R)-équivariante.



Chapitre 1

Le G-schéma de Hilbert

Soit G un groupe fini et X un schéma quasi-projectif lisse sur C, dans lequel G
agit fidélement. Dans toute la thése, on appelle schéma un schéma sur C, noethérien.
Le G-schéma de Hilbert de X est ’espace de module des G-grappes de X, & savoir les
sous-schémas Z de dimension zéro de X qui sont GG-stables et dont ’espace des sections
globales du faisceau structural H(Z,Oz) est isomorphe a la représentation réguliére
C[G]. Ce schéma est un bon candidat a la résolution des singularités du quotient X /G et
joue un role important dans la correspondance de McKay ; comme 1’ont mis en valeur les
travaux de Ito et Nakamura ([IN99]), ou Bridgeland, King et Reid (|[BKRO01]). En effet, il

existe un morphisme birationnel G-Hilb(X) — X /G, qui est un isomorphisme au-dessus
de l'ouvert régulier de X/G (image du lieu de X sur lequel G agit librement). C’est le
morphisme de Hilbert-Chow. Lorsque le G-schéma de Hilbert est lisse, ce morphisme
résout les singularités de X/G.

Dans les premiers paragraphes de ce chapitre, on démontre I’existence du G-schéma
de Hilbert, et plus généralement du schéma Hilb?é (X) paramétrisant les sous-schémas G-
stables de X, et admettant le polyndme Pg pour caractéristique d’Euler G-équivariante.

Dans le cinquiéme paragraphe, on construit le morphisme de Hilbert-Chow par une
méthode de linéarisation du déterminant.

Dans le sixiéme paragraphe, on traite I’exemple o G agit localement comme un
groupe de réflexions sur X. D’aprés un théoréme de Chevalley et Shephard et Todd, cela
correspond au cas ot le quotient X /G est lisse (|[Bou81]). On démontre que le morphisme
de Hilbert-Chow est alors un isomorphisme.

1.1 Définitions.

Soit X un schéma quasi-projectif lisse sur C et G un groupe fini.

Définition 1.1.1 Supposons que G agisse sur ’espace topologique sous-jacent o X et
pour tout g € G, notons g le morphisme de X dans lui méme induit par 'action de g.
On dit qu’un faisceau sur X est G-linéarisé si il existe une collection de morphismes de
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. ¢
faisceauz {@g}tgec, g+ F —— F telle que

Y1 = Id et (pfg = (pf e} f*(pg.

Un morphisme de faisceaur G-linéarisés est un morphisme de faisceaux qui commute
a laction de G.

Définition 1.1.2 On dira que le groupe G agit sur le schéma X (ou que X est un G-
schéma) si pour tout g € G, il existe un isomorphisme de schémas g : X —— X de telle

sorte que les morphismes g7 : Ox — g.Ox fournissent une G-linéarisation de Ox :
-1
{(g* }gea-

Définition 1.1.3 On dira qu’un faisceau G-linéarisé F sur le G-schéma X est un G-

faisceau si il est muni d’une G-linéarisation telle que le morphisme Ox X F —— F est
un morphisme de G-faisceauz (pour laction diagonale sur Ox x F).

On dit qu’un sous schéma fermé Y de X est GG-stable si il est défini par un G-faisceau
d’'idéaux, ce qui équivaut a dire que le quotient Oy = Ox /Zy est un G-faisceau.

Soit O(1) un faisceau trés ample relativement a X. Comme on le démontre lors de
la preuve de la proposition 1.2.4, on peut choisir le plongement de X dans un espace
projectif de telle sorte que O(1) soit G-linéarisé. Ainsi, pour tout sous-schéma fermé
G-stable Y de X, les groupes d’homologie H'(Y, Oy (n)) sont des représentations de G.
Si de plus Y est propre, ce sont des représentations de dimension finie.

Définition 1.1.4 Soit X un G-schéma quasi-projectif. Soit Y un sous-schéma fermé
propre et G-stable de X. On définit la caractéristique d’Euler G-équivariante de Y de la
facon suivante :

xa(Y, Oy (n)) =Y (~1)'[H(Y, Oy (n))],

ot [V] désigne la classe de représentation de V. Ainsi, xq(Y,Oy(n)) est un élément de
Uanneau des représentations de G.

Définition 1.1.5 Soit Pg un polynéme a coefficients dans l'anneau des représentations
. . .11 Pa(n .
de G. On définit le foncteur G — HzleG( ) de la facon suivante.

G — Hilb' ™ . Sch —s Set
Z — {Y > Z x X sous-schéma fermé propre
et plat sur 7 tel que
Vs € Z, Ys est G-stable

et xa(Y, Oy (n)) = Pa(n).}

On remarque que si P = dimo Pg, ou Pg est un polynome a coefficients dans R(G),
alors G — Hilb;c(n) est un sous-foncteur du foncteur de Hilbert usuel Hilbi.

Fixons désormais Pg; un polynome a coefficients dans ’anneau des représentations
de G et P = dimo Pg. Le but des premiers paragraphes de cette partie est de démontrer
le théoréme suivant.
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. o .11 Pa . .
Théoréme 1.1.6 Le foncteur G — Hzlbxp(n) est représentable. Son représentant est la
somme de certaines composantes connexes de (Hilb;)G, le sous-schéma des points fizes

de HilbY. On le notera G—Hilbl;c(n).

Notons R(G) la représentation réguliere de G. On définit le G-schéma de Hilbert
d’'un G-schéma quasi-projectif X par G-Hilb(X) = Hilbﬁ(a), ou R(G) est le polynome
constant égal a la représentation réguliére. Dans le paragraphe 1.4, on donne quelques
propriétés de ce schéma.

Dans le paragraphe 1.5, on construit le morphisme de Hilbert-Chow

® : Hilb% — S™(X).

On verra que sa restriction au G-schéma de Hilbert G-Hilb(X) factorise par le quotient
X/G.

Enfin, dans le paragraphe 1.6, on traite I’exemple du W-schéma de Hilbert de A",
pour W un groupe de réflexions.

1.2 Action de G sur Hilby".

1.2.1 Action sur un foncteur de points.

On démontre dans ce paragraphe qu’il est équivalent de connaitre I’action d’un groupe
sur un schéma ou sur son foncteur de points.

Si l'action de G sur X est connue, alors pour tout schéma V sur C, G agit sur
Homg.,(V, X) de la fagon suivante : Vg € G, f € Homg,(V, X),f g = go f. Cette
action est fonctorielle car si V 5 W est un morphisme de schémas, alors le foncteur de

points appliqué a ¢ donne Homg., (W, X) LN Homg,(V, X), qui a f associe f oy, et on
a*(g-f)=(gof)op=go(foyp)=ge(f)

Réciproquement, si on connait une action fonctorielle de G sur le foncteur de points
de X, alors en particulier on a une action de G sur le groupe Homg.p, (X, X), d’ou pour
tout g € G' un morphisme de schéma : ¢, = g - Id : X — X. Pour vérifier qu’il s’agit
d’une action de G sur le schéma X, il faut vérifier que {p# '} est une G linéarisation
de Ox. Soient donc f,g € G. on veut démontrer que gp,ﬁ;l = gpfﬁl o h*go;#*l. Or

hg-Idx = h-(g-Idx) action sur Homg., (X, X)
= h-(Idxog-Idy)
h-Idxog-Ildx car I’action est fonctorielle, donc si
a:X = X, alors (g-Idx)oca=g-«

= $hoPgq-

Cette identité au niveau des morphismes de schémas donne bien l’identité de G-
linéarisation du faisceau structural Ox.
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1.2.2 Action de G sur le foncteur Hilb% .

Le groupe G agit naturellement sur le schéma produit Z x X pour tout schéma Z,
par action diagonale, avec l'action donnée sur X et I’action triviale sur Z.

Ainsi, pour tout schéma Z, on obtient une action de G sur 'Hilb;(Z), I’ensemble
des sous-schémas fermés Y — Z x X plats et propres sur 7 tels que Vs € Z, Y; est G-
stable et xg(Y, Oy (n)) = Pg(n). En effet, si Y € Hilb% (Z) a pour faisceaux d’idéaux
Ty, alors I'image ¢ - Y est le sous schéma fermé de Z x X ayant pour faisceau d’idéaux

(i) (pguTy).

#
”
Ozxx = ¢g:O0zxx D gy

Alors gy est un isomorphisme de schémas entre Y et g-Y', de sorte qu’en appliquant
le critére valuatif, on démontre que g - Y est propre :

Y

T
N;‘
U v

Par ailleurs, pour tout s € Z, (g -Y)s a le méme polynome de Hilbert que qu(s),

g9
de sorte que g - Y € Hilb% (7).

On a bien défini une action de groupe, car si h et g sont dans G alors (hg)-Y est défini
par l'idéal (gofg)’] (hyg:Zy) = (@#)*]h*(goz’e)’] (h«g«Zy) et 'idéal définissant h - (g-Y)
est (o) H(hTgy) = () 'hu(0]) H(hegiTy), d'ott (hg) - Y = h-(g-Y).

Démontrons maintenant que cette action est fonctorielle. Soit « : Z1 — Zs un mor-

phisme de schémas sur C. Montrons que pour tout g € G le diagramme suivant est
commutatif

9
v

Hilb (Z5) 25 Hilbh (Z,)

a* o l

Hilbh (Z,) 2% Hilbh (7))

Soit donc Yy € Hilb% (Z1) et soit g € G. Le morphisme o* envoit Y7 sur (axIdy) (V7).
Par définition ¢, = Idy, x g (respectivement : ¢, = Idz, % g ), de sorte que la commu-
tativité du diagramme équivaut & l'identité

(v x IdX)f1 o(Idz, x ¢)(Y1) = (Idz, x g) o (a x IdX)il(Yl)

qui est claire par définition du produit fibré Z x X.
On a ainsi défini une action de G sur le foncteur de points de Hilb% et donc sur le
schéma de Hilbert lui-méme d’apres le paragraphe précédent.
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1.2.3 Schéma des points fixes de Hilb% .

Définition 1.2.1 Soit X un G-schéma. On définit le sous-schéma des points fizes X9,
lorsqu’il existe, par le schéma représentant le foncteur

V= (HOmgch(V, X))G

Ainsi, le sous schéma des points fizes de X est le schéma par lequel se factorise tous les
morphismes de schémas G-invariants.

Lemme 1.2.2 Si X est affine, alors X9 existe, et ¢’est un sous schéma fermé de X .

Preuve : On démontre que si X = Spec(A), alors le sous-schéma fermé
XY =Spec(A/ < ga —a >4eG, aca)

convient. Soit V' un schéma. Alors Homg.,(V, X) = (Hom gy, (A, I'(V, Oy )), de sorte que
Homgen(V, X )% = (Homgpnn (A, T(V, Oy))¢. Or

@ € (Hom (A, T(V,0v))¢ <= ¢ est constant sur les orbites de
I'action de G sur A
<=  factorise par le quotient
Al < ga —a >4eq, acA -

O

Définition 1.2.3 On dit qu’un G-schéma X est G-admissible si on peut le recouvrir
d’ouverts affines stables par G.

Proposition 1.2.4 Soit X un G-schéma quasi-projectif. Alors il est G-admissible et X¢
eziste.

Preuve : Il existe un faisceau L trés ample. A priori, £ n’est pas un G-faisceau. Posons
donc M = ®geqg+L. Alors M est ample et il est G-linéarisé par définition. Or tout
faisceau ample a une puissance trés ample, d’oul 'existence d’un G-faisceau trés ample.
Notons le encore M. Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de I'(X, M) tel
qu'il existe une immersion X ————— P(V™*). Quitte a remplacer V par de(; V,on a
ainsi construit une immersion G-équivariante de X dans un G-schéma projectif P(V*).
11 suffit donc de voir que pour toute représentation V de G, P(V) est G-admissible.
Supposons que V est de dimension n avec pour systéme de coordonnées xq,--- z,. 1l
alors suffit de démontrer que pour tout z € V, il existe un polynéme G-invariant f €
E[z1, -+ ,2,] qui ne s’annule pas en x. (Ainsi,  appartient a 'ouvert G-stable D(f)).
Soit z € V et soit P un polynome ne s’annulant pas en z. Etant donné que k[z1,--- ,zy]
est de type fini sur k[zq, - -, 2,] ([Bou8l, théoréme 2.6.2]), la décomposition de P selon
une base de k[z1,--- ,z,] sur k[xy, -, 2,]% fournit au moins un polynéme G-invariant
ne s’annulant pas en z. Ainsi, on peut définir X localement grace au lemme 1.2.2, et
le caractére fonctoriel de la définition assure que les recollements sont possibles. O
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1.3 Démonstration du théoréme d’existence

1.3.1 Définition de G—Hilby"

La définition du schéma G—Hilb;G s’appuie sur la version équivariante suivante d’un
lemme de Mumford ([Mum74, p.50]).

Lemme 1.3.1 Soit 7 : X — S un morphisme propre et plat de schémas. Soit G un
groupe fini d’automorphismes de X sur S et F' un G-faisceau localement libre de rang
fini sur X. Alors si S est conneze, xq(Xs, Fs) est constante dans R(G).

Supposons ce lemme acquis. On va I'appliquer au schéma (Hilb;})(;, sous-schéma des
points fixes du schéma de Hilbert associé au polyndéme P.

Notons % la famille universelle de sous-schémas de X de polynome de Hilbert P.
On a donc % est un sous-schéma fermé de Hilb; x X, propre et plat sur Hilb;. La
restriction au sous schéma des points fixes (Hilby )@ correspond a un changement de
base, de telle sorte que i*(.%) est propre et plat sur (Hilb% ).

i*(F) — (HilbY)Y x X — Hilby x X «— &

N e

(HilbR)¢ — "+ Hilbk

Soit 7 le faisceau d’idéaux de i*(.#) dans (Hilb%¥)® x X. Pour pouvoir appliquer
le lemme, il suffit de démontrer que Z est G-stable. C’est équivalent & démontrer que
i*(.F) est G-stable, et comme I’action de G sur (Hilb% ) est triviale, cela revient encore
a démontrer que pour tout s € (Hilb%)¥ i*(#), < X est G-stable. Or la donnée d'un
point d’un schéma correspond a la donnée d’un morphisme d’un corps vers ce schéma,
d’image le point. Soit donc k£ un corps. Alors s est I'image d’un morphisme appartenant a
Homg,,(Spec(k), (Hilb%)¥) = Homg,,(Spec(k), Hilby )¥, par définition du schéma des
points fixes. Or un point du schéma de Hilbert correspond, via la famille universelle .% a
un sous-schéma de X. Et un point G-invariant comme s (dans le sens o il est donné par
un morphisme G-invariant) donne un sous-schéma %, de X qui est G-stable. Maintenant,
i(F)s = 1%;71(5) = Z, car i est une immersion, de sorte que le raisonnement ci-dessus
nous donne bien : i*(.%#)s — X est G-stable.

On peut alors appliquer le lemme, qui dit qu’au-dessus d’une composante connexe S
de (Hilb%)%, le G-polynome de Hilbert xq (O, (n)) de la fibre de la famille universelle
est constant. Notons alors G—Hilb?a la réunion des composantes connexes de (Hilb% )%
au-dessus desquelles le polyndéme de Hilbert G-équivariant est Pg, et notons Z le produit
fibré & X (HilbE)C G’—Hilb;G. Nous allons démontrer que le couple (G—Hilb?c, Z) est une

X
solution au probléme universel du G-schéma de Hilbert posé dans le théoréme 1.1.6.

Soit donc Z un schéma et Y un sous schéma fermé de Z x X, propre et plat sur Z
tel que Vs € Z, Y est G-stable et admet Pg pour polyndme de Hilbert G-équivariant.
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D’aprés la propriété universelle du schéma de Hilbert Hilb;}, il existe un unique
morphisme de schéma f tel que Y = f*(.%).

f(F)=Y —~ZxX —Hilbl x X «— F

N e

7 — Hilby

Il s’agit de démontrer que f est & but dans G—Hilbic. Or Vs € Z, Ys est G-stable,
donc f(s) € (HilbY )Y, et son polynome de Hilbert G-équivariant est Pg, donc f(s) €
G—Hilb?c. On a donc un unique morphisme f : 7 — G—Hilb?c telle que Y = f*(Z). On

a bien démontré que G — Hilb"¢ est représentable ; son représentant est G—Hilbl;G et la
famille universelle est Z. O]

1.3.2 Démonstration du lemme 1.3.1

Le théoréme suivant est la version équivariante d’un théoréme de Mumford ([Mum?74,
p.46]).

Théoréme 1.3.2 Soit 7 : X — S = Spec(A) un morphisme propre de schémas, avec X
projectif de dimension n et A noethérien. Soit G un groupe fini d’automorphismes de X
sur S. Soit F' un G-faisceau cohérent sur X, plat sur S. Alors il existe un compleze fini

K=0——K'—K' ... — K"——0

de (A-G)-modules projectifs de type fini tels que les deux foncteurs de la catégorie des
A-algébres dans la catégorie des représentations de G suivants

B —— HP(X xg Spec(B),F ®4 B)

B HP(K ®4 B)

sont isomorphes.

Preuve : Soit U un recouvrement d’ouverts affines G-stables de X et C' le complexe
de Cech de F associé a ce recouvrement. Le G-faisceau F étant supposé plat sur S, le
complexe de Cech C' est formé de (A-G)-modules A-plats. Pour toute A-algébre B (sur
laquelle G agit trivialement), le recouvrement affine U x g Spec(B) = {U; x s Spec(B)} de
X x gSpec(B) est G-stable et F'® 4 B est un G-faisceau quasi-cohérent sur X x g Spec(B),
de sorte que C" ®4 B est un complexe de Cech adapté pour calculer la cohomologie de
F®sB.

On démontre qu’il existe un complexe fini K* de modules plats de types finis sur A
quasi-isomorphe & C'. Comme A est noethérien, ces modules plats sont projectifs. On
construit K par récurrence descendante.

Hypothese de récurrence au rang m : Il existe un diagramme

e 1 Rt 2
Km K Km+ K Km+ .

Om+1 {
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ot les modules K sont construits pour tout i > m et vérifient Vi < m+1, ¢; : K* — C"
est un morphisme de (G-A)-modules tel que

L. 3}* ° i = Piq10 3}«

2. 8?1 o K =0,

3. les ¢; induisent des isomorphismes en cohomologie pour tout p > m + 2 et une

surjection ker O — (H™''C),

4. les K" sont A-libres de type fini pour tout i > m + 1.

Pour initialiser la récurrence, on pose K? = 0 pour tout p > n. Alors au rang m = n,
les hypotheses ci-dessus sont vérifiées, puisque H™(F') = 0 pour tout m > n = dim(X).

Supposons maintenant que les hypothéses sont vérifiées au rang m et construisons
(K™, ¢m, 07). D’apres le point 3, ¢p,41 induit une surjection de ker 87,’(7‘“ sur H™+1(C).
Notons B™*! le noyau de cette surjection. Alors B™*! est un sous-(A-G)-module de
K™+ et il est noethérien car de type fini sur A noethérien. Comme ’action de G sur
A est triviale, on peut prolonger 'action de G' sur B™*! en une action de G sur L™, le
module libre engendré par les générateurs de B *!. On a ainsi une surjection de (A-G)-
modules L™ — B™*!_ Par ailleurs, H™(C') est également un A-module de type fini
car F est cohérent sur X qui est propre sur A. On peut donc construire L' — H™(C")

une surjection d’'un (A-G)-module libre de A sur H™(C").
Puis, H™(C") étant un (A-G)-module quotient de (A-G)-morphismes, on peut re-

monter la surjection en un (A-G)-morphisme X : L'"" — C™. Posons K™ = L & L'™,

puis
Km Km—l—l Km
o : {( et ¢ : {

z,7') — 7w(z) (z,2") — Mz) + N (2))

Cm

ol A est défini comme suit.
- 1 (r)m+1
Lm -, gmt C K K L.
I
Al Pm41 {
\ m
- cm %

Pour tout z dans L™, w(x) € ker(d)‘r’]’;:l(am+1)), donc ¢™ ! o w(L™) C 9E(C™), de
"ok

ooptt
cmt -

sorte qu'il existe A : L™ — C™ tel que % o A = ¢py41 0 7.

Le morphisme ¢, est ainsi bien défini et on a 9 o ¢y, = Py 0 O et clairement
Ot 0 O = 0. Par construction, H™H(K') — H™%(C’) est un isomorphisme, et ¢,
induit une surjection X' de L'™ = ker(9%) sur H™(C"). De plus, L™ et L'™ étant libres
de type fini, K™ 1’est aussi.

Au rang 0, les modules K* sont construits pour 0 < i < n. Changeons K° en
K9/ (ker(d% Nker(¢g))) de sorte qu’en posant K =0 on ait

H(K') = ker(8%)/(ker(8%) Nker(¢g)) = H(C').
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Alors K est de type fini, mais il n’est plus nécessairement libre.

Démontrons que K9 est plat.

Notons C" le complexe (C[1], —d¢). Soit P" le cone de ¢ : PP = KP & CP~1, o, =
(0%, ¢ — ). Alors la suite

0—>C' —P —K ——0

est exacte et dans la suite longue induite en cohomologie, le morphisme de connexion est
égal au morphisme induit par ¢ en cohomologie. On a démontré qu’il s’agit d’isomor-
phismes. Ainsi, pour tout p, HP(P") = 0, c’est a dire P est un complexe exact. Or pour
tout i > 1, P est plat par construction. L’exactitude de P implique que P° = K0 est
plat. Comme A est supposé noethérien, et que K est de type fini, il est donc projectif.

On a ainsi construit un complexe K' de (A-G)-modules projectifs quasi-isomorphe a
C'. Pour toute A-algébre B, on a donc ([Mum74|)

H"(K ®4 B) = H’(C ®, B).

U
Fin de la démonstration du lemme : Pour tout y € S, onnote X, = X x gSpec(k(y))
et F, = F®k(y). Il s’agit de démontrer que Y (—1)[H'(X,, F,)] est localement constante
dans 'anneau R(G). En appliquant le théoréme précédent a F', on obtient un complexe
K tel que [H'(X,, F,)] = [ker(dk. ® k(y))] — [im(@%ﬁl ® k(y))]. Puis, comme

0 — ker(0” ®@ k(y))] — [K* ® k(y)] — [im(0” @ k(y))] — 0,

on a par additivité [ker(0” ® k(y))] = [KP @ k(y)] — [im(0” ® k(y))], d’ott en sommant
sur Z

Y CDPIHP(Xy, Byl = Y (- 1)P[KP @ k(y)].

On est donc ramené & démontrer que » (—1)P[KP ® k(y)] est localement constant pour
y € S. Comme les conclusions sont locales, on peut supposer que S = Spec(A) est
affine. Chaque KP est une représentation linéaire de G que ’on peut décomposer selon
les représentations irréductibles K? = @ jcira)Vy ®a K}, ou K}, = Homx(V,, KP) est
projectif (car facteur direct d'un libre). On obtient

Xa(Xy, Fy) = (=1)' dim(K}, @ k(y))[V,],
de sorte que le lemme 1.3.1 découle du lemme suivant. O

Lemme 1.3.3 Un module projectif K sur A est de rang localement constant.

Preuve : Soit p un idéal premier de A. Alors K, est libre sur Ay. Soit ey, ... e, une base.
On va démontrer qu’au voisinage de p, le rang de K est r. Le module K étant de type
fini, il a lui méme un systéme générateur wy,...ws. Pour tout j € {1,... s}, il existe

g;j & p tel que gjw; = > Bje;. Posons f = II%_,g; et définissons ¢ : A?} — Ky par
ola;) = Za,% Alors ¢ est surjectif, et par hypothese, ker(y), = 0. Donc d’apreés le
lemme de Nakayama, ker(¢) = 0 au voisinage de p, de sorte que ¢ est un isomorphisme
sur un voisinage de p. g
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1.4 Le G-schéma de Hilbert

Définition 1.4.1 Le G-schéma de Hilbert de X est le schéma G-Hilb(X) précédemment
noté G-HilbH)
G.

Un point du G-schéma de Hilbert est un sous-schéma Z de X de dimension 0, et
de faisceau structural Oy tel que H°(Z,0z) est isomorphe a R(G). On appelle un tel
sous-schéma de X une G-grappe.

, ot R(G) est le polynéme constant égal a la représentation réquliére de

Lemme 1.4.2 Soit Z une G-grappe de X. Alors le support de Z est une orbite de X
sous G.

Preuve : Pour Z € G—Hilb(X), comme Z est invariant sous l'action de G, son support
consiste en une union de G-orbites. Par ailleurs G agit trivialement sur le sous espace
vectoriel de HY(Z,0) formé des fonctions constantes sur chaque orbite. Or en tant
que G-module, H%(Z,0) est la représentation réguliére. Elle ne contient donc qu’une
seule copie de la représentation triviale, ce qui implique que le support d’une G-grappe
Z € G—Hilb(X) est réduit a une unique orbite de X sous l'action de G. g
Proposition 1.4.3 Soit U C X un ouvert G-stable. Alors le G-schéma de Hilbert
G-Hilb(U) est un ouvert de G-Hilb(X).

Preuve : On sait que le schéma de Hilbert de n points d’un fermé de X est un fermé du
schéma de Hilbert Hilb" (X) ([Ser86]). Ainsi, G-Hilb(X \ U) est un fermé de G-Hilb(X).
Or par G-stabilité de U,

G-Hilb(X) = G-Hilb(X \ U) U G-Hilb(U).
O

Proposition 1.4.4 Si X est un produit X = Xy X Xo, tel que G agit trivialement sur
Xo, alors G-Hilb(X) ~ G-Hilb(X;) x Xj.

Preuve : On va démontrer que les foncteurs de points sont isomorphes. Soit S un
schéma, et Z un S-point de G-Hilb(X7) x X5. Alors Z € Hom(S, G-Hilb(X) x X5) qui
par définition est G — Hilbx, (S) x Hom(S, X2), de sorte que Z est un couple

Z:(Zd»sxxl, S—f»XQ).

Considérons 'application Z —» § x X; X X, qui & z € Z associe (i(z), f o pi1(i(2))). 11
s’agit d'un S-point de G—Hilb(X). En effet, pour tout s € S, la fibre Z! = Z; x {f(s)}
est une G-grappe de X. On a donc défini une application de G —Hilbx, (S) x Hom(S, X3)
dans G — Hilbx (S).

Réciproquement, si Z < 's §x X est un S-point de G—Hilb(X), alors on considére

Z;i'SXXlxXQ&SXXQ
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Soit s € S et (z1,x2) € Supp(Zs) alors la coordonnée x5 est indépendante du point du
support choisi, car Supp(Zs) est une orbite de G dans X et X5 est invariant sous G. On
veut définir un morphisme tel que ’application sous-jacente envoie s sur zs. Raisonnons
localement. Soit Spec(R) C S un ouvert affine. Alors ¢~ '(Spec(R)) = Spec(B), ou B
est une R-algébre finie. Soit A l'image schématique de py o7 et A la R algébre telle que
¢, ' (Spec(R)) N A = Spec(A). Etant donné que G agit trivialement sur X3, A est une
R-algebre avec action triviale de G. Ainsi, le morphisme (pg 0 4)# A —— B est a but
dans BY. Or, pour tout idéal premier p de R, By/my est la représentation réguliére de
G sur C. Ainsi, la composante isotypique de B relative & la représentation réguliére est
de dimension 1. En particulier, B = R. On a donc le diagramme suivant.

Bo R 5y

a¥

R

On en déduit que g2 est un isomorphisme local entre l'image schématique de Z et S. En
particulier il existe un morphisme de schémas S I Xy tel que (Ig, f) est une section
de la restriction de ¢ a 'image schématique de ps o 4. De plus, dans le carré cartésien
suivant, 'isomorphisme ps 0 i(Z) = S implique que p; o i est une immersion fermée.

q1
S x X] S
p1ot P1 q2

7L S x Xy x Xy 2§ x X,
L’application G — Hilbx (S) — G — Hilbx, (S) x Hom(S, X5) définie par
(ZC—i>S><X1><X2) — (Zﬂlsxxl,s—f»xg)

est la réciproque de la précédente, d’ou I'isomorphisme des foncteurs de points. O
Remarque : Le lemme 1.4.4 est utile pour obtenir des résolutions localement produit :
supposons que X = X; x Xg, ou GG agit trivialement sur la composante X1, et qu'il est
connu que le G-schéma de Hilbert résout les singularités de X5. Alors G-Hilb(X7) x X,
est une resolution localement produit de X (voir [Joy00]).

Définition 1.4.5 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G agissant sur un
schéma Y. Considérons le schéma produit P = G x Y. Alors H agit naturellement
sur P par h(g,y) = (gh~ ', hy). On peut définir le G-schéma induit par Y comme étant
le quotient de P par H. Ind2(Y) = (G x Y)/H.

Proposition 1.4.6 Supposons que H est un sous-groupe de G agissant sur un sous-
schéma'Y de X de telle sorte que X = Ind2(Y). Alors G-Hilb(X) ~ H-Hilb(Y).
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Preuve : Ici encore, on va démontrer I'isomorphisme des foncteurs de points. Soit S un
schéma et Z un S-point de H-Hilb(Y). Posons Z' = Ind/}(Z). Alors pour tout s € S,
7! = ndZ(Z,), et comme le support de Z, est une H-orbite, celui de Z’ est une G-orbite.
Puis,

Ozg = Olndg(Zs) - ngG/Hg*OZS

de sorte que la représentation HU(Z',OZQ) de G est la représentation induite de la
représentation H(Z,0,) = R(H) de H. On obtient bien la représentation réguliére de
G et on a ainsi défini une application de H — Hilby vers G — Hilbx.

Réciproquement, soit Z un S-point de G-Hilb(X). On définit Z' = ZN (S xY). Soit
s € S. Comme Y est stable par H, H(Z', Z!) est une représentation de H, et comme
X = IndZ(Y), la représentation HO(Z,, 0z ) est la représentation induite de H a G
de HY(Z',Z"). Ainsi, pour tout s € S, Z! est une H-grappe, de sorte que Z' est un
S-point de H-Hilb(Y) et on a défini une application réciproque a la précédente, donc les
foncteurs de points de G-Hilb(X) et H-Hilb(Y') sont isomorphes. O

1.5 Construction du morphisme de Hilbert-Chow

Dans ce paragraphe, on utilise la méthode de linéarisation du déterminant pour

construire le morphisme de Hilbert-Chow @ : Hilb" (X) — S™(X). Le résultat de li-
néarisation du déterminant est largement inspiré de Iversen (|Ive70]). L’application a la
construction du morphisme de Hilbert-Chow semble en revanche inédite.

1.5.1 Linéarisation du déterminant

Proposition 1.5.1 Soit A un anneau commutatif et n un entier. Il existe un unique
morphisme d’anneauz

Idet : (M,,(A)®")® —~ A
tel que ldet(a ® ... ® a) = det(a).

Preuve : On note e, s la matrice élémentaire nulle partout sauf en ligne r et colonne
s. Comme M, (A) = 1<y s<nersA, le produit tensoriel M,(A)®" est engendré par les
€ris @ ... Qep, s, pour 1 <y s, < m.

Soient f et g des éléments de T, (ensemble des applications de N dans lui méme).
Notons Ey , = e(1),9(1)®- - -®€f(n),g(n)- Alors M,(A)®" = ®(s.9)eT2 EfgA. Le groupe sy-
métrique &,, agit naturellement sur M,,(A)®" via son action sur 77 : 0- By 4 = Eq. (19 =
Eto1 go1.

Lemme 1.5.2 L’algébre des invariants est donnée par
Gn _
(M (A)*")®" = &1 g)erz/e,OF 44,

ol DEf,g = Z(f’,g’)E(f,g)mOden Ef’vgl'

Pour toute application f € T,, on définit £(f) comme étant égale & la signature de f
si f € &, et nulle sinon.
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Lemme 1.5.3 Posons ldet(0Ey,) = €(f)e(g). Cette formule définit 1det comme mor-
phisme d’anneauz de (M, (A)®")%" dans A.

Preuve : 1l suffit de démontrer

ldet(OF; ;OF) i) = e(f)e(g)e(h)e(k) = 1det(OE; 4)ldet(OE, ).

Soient f,g,h,k € T,. Remarquons que Ey FEy ) = 0gnEf ), ot dgp = 117 g(i)h(1).
Ainsi,

OEfOE ), = > > Og bt Epr o
(f’1g’)e6n(fag) (h‘lakl)€6n (h,k)

Cette somme étant dans (M, (A4)®")®»  c’est clairement une combinaison linéaire de
OFE¢ .k, pour o € &y, de sorte que le déterminant linéarisé¢ de [1Ef ([1E}, ;. est nul des
que f ou k n’est pas bijective. Dans ce cas, on a bien l'identité cherchée.

Supposons maintenant que f et k sont bijectives. Alors l'orbite de (f,g) est libre,
ainsi que celle de (h, k). On a donc

OE;gOEne = Y. Sgothr1Epgt 1.
O’GGn,TE6n
Or dg5-1 pr—1 = 0gpr—1,, donc en posant =077, 0na
DEfagDEhak = Z Z 5g,h’r”1EfU*1,k’r”10*1 = Z 5g,h’r*1|:|Ef,k7—*1-
€6, T'EG, TEG,
Comme la signature est multiplicative, OE; ;-1 = e(f)e(k)e(), et il reste & démon-

trer que 3 e 1gr—p €(T) = €(g)e(h). Si g et h ne sont pas dans la méme orbite modulo
G, alors g ou h n’est pas inversible, et 1’égalité est vérifiée. Si il existe 1y tel que gy = h,
alors on cherche la somme S = ZQTOZQTE(T). Si g est inversible, h également et cette
somme est réduite a un élément : on a S = e(7y) = €(g)e(h). Sinon, fixons i et j ayant la
méme image par g. Alors la permutation (ij) échange les permutations paires et impaires
vérifiant g7 = h. La somme S est donc nulle et ’égalité est encore vérifiée. O

Reste a voir que pour tout a € My(A), on a ldet(a ® ... ® a) = det(a). Soit a =
> a; jei; la décomposition de a dans la base canonique de M,,(A). Alorsa®a...®a =
Do iy gy e iy g €in i @ - @ €, g, Notons ag g = I ayp;) gy Pour tout o € Gy,
Qy.(f,9) = Ofg, de sorte que 'on a a®a...®a = Z(f,g)eT,%/Gn apodFE; , et ldet(a ®
a...Qa) = Z(f,g)eT,‘f/Gn arqe(f)e(g). Les facteurs tels que f et g ne sont pas inversibles
étant nuls, on obtient

ldet(a®a...®a) = Z a1 4e(g) = Z e(g)li a; 4(;y = det(a).
9geS, 9€6,

Enfin, I'unicité provient de la multilinéarité du produit tensoriel. Soient ldet et ldet’ vé-
rifiant les propriétés requises. Notons ¢ = ldet —ldet’. Soit ¢ = 01 ®...®a, € Mn(A)E:').
Alors en développant 4(3";" | ait; ®...® Y., a;t;) = 0, on obtient un polynome homo-
géne de degré n en ty,... ,t, dont le coefficient du monéme II7_,¢; est n!y(a). Ainsi, ¢

est nul, d’oit I'unicité de la linéarisation du déterminant. O
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Remarque : : on démontre facilement que si A est de caractéristique nulle, la formule
suivante définit le déterminant linéarisé :

ldet(a1 ® az...®a,) = 1/n!)] o det(aq (1),...as,(n))
= 1/n!)  cq, €(0) det(ar (o), ...an(on)),

ot a;(i) est la i-iéme colonne de a;.

1.5.2 Application géométrique

Soit A un anneau commutatif et B une A-algébre libre de dimension n. L’identi-

fication canonique End4(B) ~ M, (A) induit un morphisme d’anneaux End4(B)™ =

Idet c 1 . . . .
(End4(B)®™)®» =2+ A. Si I'on compose avec le morphisme induit par le morphisme

naturel b — hy de B dans End4(B), on obtient le corollaire suivant.

ors . . IN . S
Proposition 1.5.4 [l existe un morphisme d’anneauz Bi‘n) ™. A dit norme linéarisée,

tel que pour tout b € B, INm(b® ... ® b) = det(hy).

La définition de la norme linéarisée est indépendante de la base choisie pour B. En
effet, soit ¢ un changement de bases. Pour tout f € Ends(B)™, on a ldet(pfp ') =

ldet(f), par unicité de la linéarisation du déterminant. O
Lemme 1.5.5 Si B est un produit d’algébres B = By X By avec dim(B;) = ny et
dim(B3) = no, alors Bgn)

B") @ B{™

= Hp+q:nB£p) ® Béq) et INm factorise par la projection sur

INm
A

\ Ile@leg

BY)]) ® B§n2)

B

Preuve : Si B = By x By, alors B®" = Hp+q:nB?p ® B?q et il est clair que lorsqu’on
prend les invariants sous l'action de &,,, on obtient B(™ = Hp+q:nB1(p) ® Bé‘n.
Pour démontrer que le morphisme INm : B™ . [ factorise par le produit INm; ®

INm, : B£m) ® Bém) —— k, utilisons la formule du déterminant linéarisé.

Soit b =01 ®...0b,Rb0|®...®b, € B£®p)®B§®q). Soit (eq,...ep,) une base de By et

(én,+1,--- ,€n) une base de By. Alors ((e1,1),...(en,, 1), (1,en,41),---,(1,€,)) est une
k-base de B. Notons hjp, la matrice représentant 1’application multiplication par b; dans
cette base. Alors

1 colonne colonne colonne colonne
INm(b) = — Y elo)det | o(1) ... olp) . olp+1),..., o(n)
ToeGn de hy, de hy, de hy de hb;

. . . 0 .
Or si b; € By, la matrice hy, est une matrice par bloc de la forme ( S 0 ) , et si b'j € B,

00 .
alors hy = < 0 ), de sorte que si p # ny et ¢ # no, chacun des termes de la somme
J
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est nul. Par ailleurs, si p = nq et ¢ = ng, alors la norme linéarisée de b est

1 colonne colonne colonne colonne
INm(b) = o Z g(o)det [ o1(1) ,..., o1(n1) , o2(l) ,..., o2(n2)
"o €6y, ,02€6,, de hbl de hbnl de hb/] de hb’n2
colonne colonne
=4 > e(o)det | or(1) ..., oi(ny) | x
01€6,,,02€6n, de hb1 de hbnl
colonne colonne
g(og)det | oa(l) ..., o2(n2)
de hb/] de hblnz

Finalement, on obtient

! |
INm(p) = 212

o INm(b; ® ... ®by,) INm(b} ® ... ®1by,,).
O
Soit Z —— H un morphisme fini de rang n. La construction locale ci-avant étant
fonctorielle, on peut recoller les morphismes définis sur des ouverts affines et on obtient un
morphisme H — (£ X ... xg Z)/6,, section du morphisme naturel de S}, (Z’) =
(Z'xpg..xgZ)/6y, dans H. Avec H = Hilb"(X) et 2 la famille universelle, on obtient
le résultat suivant.

Théoréme 1.5.6 Il existe un morphisme ® : Hilb"(X) — S™(X) projectif, dit mor-
phisme de Hilbert-Chow qui d un point h € Hile(X) correspondant au sous-schéma Z
de X associe son support avec multiplicité

De plus, le morphisme de Hilbert-Chow est un isomorphisme au dessus de l'ouvert com-
plémentaire a la grosse diagonale de S™(X).

Preuve : Avec la construction ci-avant, comme 2 —— X x Hilb”(X), on obtient ® par
composition

@ Hilb(X) — S ) (Z) = §7(X) x Hilb"(X) — §™(X)

Remarquons que @ est la composé d'un morphisme fini et de la premiére projection
de S"(X) x Hilb"(X) sur S”(X). Le schéma de Hilbert étant projectif, ces morphismes
le sont également donc @ est projectif.

Soit A € Hilb"(X). Pour montrer que ®(h) est le cycle défini par le support de 2
avec multiplicité, on va faire une récurrence sur le cardinal de ce support.

Supposons que Supp(%},) est réduit & un point 2 € X. Par définition ® factorise par
Sﬁilb"(x) (Z). Remarquons que la norme linéarisée est une section du morphisme naturel
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Sﬁ“bn(x)(c@p) RN Hilb"(X). Comme 2}, est de support réduit & un point z, la fibre de p
au-dessus de h est 'image du n-uplet (z,... ,z) lors du quotient

Zh XHibn(X) - - - XHib(x) Zh — Sﬁﬂbn(x)(%)-

Ainsi,

®(h) =nx = Z prof (%) .
T€| 25|

Supposons maintenant que le résultat est démontré pour tout h tel que Supp(2})
a un support de cardinal inférieur a k, et soit A € Hilb"(X) un point correspondant
a une grappe de support de cardinal k. Notons %, = Z = Zy U Zy, on Z1 et Zy sont
disjoints. Au voisinage de h, le support de %}, est de cardinal k, et il existe un ouvert
affine U = Spec(A) de Hilb"(X) tel que

Z|,; = Spec(B; x By),

ou Bj et By sont des A-algébres de types finis. D’apres le lemme 1.5.5, La restriction & U
du morphisme @ factorise par S™(Spec(Bj)) U S™(Spec(B3)). En appliquant ’hypotheése
de récurrence a ®; et @5, on obtient le résultat voulu.

Soit U I'ouvert de Hilb"(X) réciproque de S™(X)~\ A, ot A est la diagonale épaissie.
Soit h € U. Alors le support de 2}, est de cardinal n : Supp(Z3) = {z1, ...z, }; et la fibre

du morphisme 2 Xjpn(x) - - - Xpipr(x) 2 — Hilb"(X) au-dessus de h est I'orbite de
(%1,...%y) sous I'action de &,,. En particulier, elle est de cardinal n. Soit Uj, = Spec(A)
un voisinage ouvert affine de h et p C A l'idéal premier correspondant au point h.
Soit B l'algébre finie sur A telle que 2|y, = Spec(B). Alors il existe un morphisme

surjectif A™ —— B. Soit C son noyau. D’aprés ’hypotheése, la localisation en p donne
By/my = (Ay/my)", de sorte que m = n et Gy, = 0. D’aprés le lemme de Nakayama,
il existe un ouvert affine Ay tel que B(y) = A?f)'

Supposons maintenant que Up, est choisi assez petit pour que B = A™. D’aprés le
lemme 1.5.5, la norme linéarisée factorise par le produit tensoriel A®™ = A :

INm

(Ax...x A)™ A

\ ‘1Nm1 ®...QINmo

AR...Q A
Or si NPT INm ) . (n) INm
rsi B = A, la norme linéarisée A —— A est Iidentité, de sorte que B’ —— A est
I'identité.
On a démontré que ® est un isomorphisme au voisinage de chaque point de 'ouvert U
complémentaire a la grosse diagonale. Comme il est bijectif sur cet ouvert, la restriction
@ est un isomorphisme entre U et S™(X) N A.
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1.5.3 Le morphisme de Hilbert-Chow (G-équivariant

Soit Z C G-Hilb(X) x X la famille universelle du G-schéma de Hilbert. Considérons

le quotient Z — Z/G C G-Hilb(X) x X/G. Chaque G-grappe Z est envoyée sur un
point de longueur un dans X /G, car I'algébre des invariants de la représentation réguliére
est de dimension un. On définit ainsi un morphisme

G-Hilb(X) % X/G.

Définition 1.5.7 ¢ est le morphisme de Hilbert-Chow G-équivariant.

Proposition 1.5.8 Le morphisme de Hilbert-Chow G-équivariant est en ensembliste-
ment la restriction du morphisme de Hilbert-Chow au schéma G-Hilb(X).

Preuve : Pour Z € G-Hilb(X), on a vu que le support de Z est une orbite de X
sous 'action de G (lemme 1.4.2). Ainsi, la restriction du morphisme de Hilbert-Chow
4 G-Hilb(X) envoit une grappe Z dont le support contient z sur  .q, #(G2)[y] =

> gealor] € $7(X)%. Or I'image du morphisme X —» §™(X) envoyant  sur > geclor]
est une composante irréductible du schéma des points fixes $"(X)¢ de la variété de Chow
S™(X) qui est en bijection avec X/G. O

Au-dessus de 'ouvert dense de X/G image par m de I'ensemble des points de stabi-
lisateur trivial, et contenu dans 'ouvert des points réguliers de X/G, le morphisme de
Hilbert-Chow est un isomorphisme. Ainsi, si G-Hilb(X) est lisse, connexe et de dimen-
sion égale a celle de X, alors ¢ : G-Hilb(X) — X/G est une résolution des singularités
de X.

1.6 Cas des groupes engendré par des réflexions. Variations
autour du théoréme de Chevalley

1.6.1 Notations

Définition 1.6.1 Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie. On appelle
réflexion de V' tout automorphisme linéaire g d’ordre fini tel que 1 — g soit de rang 1. Un
groupe de réflexions de V' est un groupe fini engendré par des réflexions de V.

Par exemple, si R est un systéme de racines réel et () le réseau engendré par R, le groupe
de Weyl W (R) est un groupe de réflexions sur Q ® C. Notons S = C[zy, ... ,z,]| Palgébre
symétrique sur V. Le groupe W agit alors naturellement sur S et sur le schéma affine
A" = Spec(S). Notons R = S I'algébre des polynémes invariants sous I'action de W.
Alors A" /W = Spec(R).

Définition 1.6.2 Pour tout groupe G agissant sur S, on notera Ig l'idéal engendré par
les polynomes invariants sous G s’annulant en 0 et Sq = S/1q le quotient par cet idéal.
Cette algébre Sg est appelée algébre coinvariante de S pour l'action de G.
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1.6.2 Quelques résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, on rappelle les résultats de Steinberg sur les algébres S et R
(|Ste64]).

Théoréme 1.6.3 [Ste64, Theorem 1.5|, [Hum90, proposition 1.14]

Soit U un sous-espace wvectoriel de V. Alors le sous-groupe W' de W laissant U
inwvariant point par point est un groupe de réflexions de U.

De plus, si W = W (R) est le groupe de Weyl d’un systéme de racines, alors W' est
le groupe de Weyl d’un sous-systéme de racines de R.

Théoréme 1.6.4 [Ste64, Theorem 1.3], [Bou81, Ch.V n° 5.3|

La C-algébre R des polyndmes invariants sous W est engendrée par n éléments homo-
genes algébriqguement indépendants sur C. En particulier, le quotient A" /W = Spec(R) =
A",
Théoréme 1.6.5 [Bou81, Ch.V n° 5.2]

L’algébre coinvariante Sy est isomorphe a la représentation réguliére de W sur C.

Un élément s € S est dit anti-invariant par W si pour tout w € W, w-s = det(w) 's.

Soit H I’ensemble des hyperplans des réflexions non triviales appartenant & W et pour
tout h € H soit Ry, € V* s’annulant sur h et ej son ordre.

Théoréme 1.6.6 [Ste64, Theorem 1.3], [Bou81, Ch.V n° 5.4|
1. Soit A le produit des RZ”'il pour h parcourant H. Les éléments de S anti-invariants
sont les éléments de AR.
2. 5t fi,..., fn sont des générateurs homogénes algébriquement indépendants de S
engendrant R (théoréme 1.6.4), alors le jacobien J = det (gwf;) est de la forme
AA, avec X € C*.

1.6.3 Le W-schéma de Hilbert de A"

En utilisant les résultats de Steinberg (théoréme 1.6.4), on démontre que si W est
engendré par des réflexions, alors A" /W = W-Hilb(A").

Théoréme 1.6.7 Soit W un groupe de réflexions agissant naturellement sur A™. Alors
®
le morphisme de Hilbert-Chow W -Hilb(A") — A" /W est un isomorphisme.

Preuve : Pour commencer, démontrons que ® est un morphisme bijectif. Au-dessus de
I'ouvert des points de A" de stabilisateur trivial, on sait que ® est un isomorphisme.
Soit maintenant z € A" de stabilisateur H non trivial, et y € A" /W son image par le
quotient.

Si H = W, alors x est l'origine de A”. Un point de ® '(y) est une W-grappe de A" de
support l'origine. Une telle grappe est définie par un idéal I de S = Clz, ... ,z,] contenu
dans S, I'ensemble des polyndmes s’annulant en l'origine, et tel que S/I = C[W], la
représentation réguliére de W.

La représentation triviale apparaissant avec multiplicité 1 dans la représentation ré-
guliére, Iidéal Iyy = R4S engendré par les polynémes W-invariants somme de polyndmes
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homogénes de degrés strictement positifs est inclus dans I. On cherche donc I'ensemble
{I idéal de S tel que Iy C I et S/I = C[W]}. Il est en bijection avec l'ensemble des
idéaux J de Sy = S/Iw tels que Sy /J = C[W]. Or d’aprés le théoréme 1.6.5, I'algébre
Sw est la représentation réguliére de W. Il existe donc une unique W-grappe antécédent
ay.

Si H est un sous-groupe strict de W stabilisant z, notons Ay = Nyep ker(o — 1), et
soit A’ un supplémentaire W-stable de Ay. Alors H est un groupe de réflexions de A’.
Choisissons eq, ... ,e, une base de V avec ¢; € Ay pour ¢ <r et e; € A pour ¢ > r + 1.
Alors A" = A" x A"™" et il existe un voisinage U de x stable par W tel que

avec Uy = Uy x U', on H agit trivialement sur Uy C A", et U’ est un voisinage de
0 € A" ", sur lequel H agit naturellement comme groupe de réflexions.

D’aprés la proposition 1.4.6, on a W-Hilb(U) = H-Hilb(Uy), puis d’aprés la pro-
position 1.4.4, H-Hilb(Uy) = Uy x H-Hilb(U'). Or le morphisme de Hilbert-Chow
H-Hilb(U') — U'/H est bijectif d’aprés la situation précédente. Par ailleurs, comme
H agit trivialement sur Uy, on a (Ug x U')/H =2 Uy x U'/H.

Finalement, d’apreés la proposition 1.4.3 le morphisme de Hilbert-Chow

W-Hilb(A") — A" /W

]

W-Hilb(U) — U/W

est bijectif au voisinage de z.

On a démontré que ® : W-Hilb(A") — A" /W est bijectif. En particulier, ses fibres
sont finies, et comme il est projectif (théoréme 1.5.6), cela implique que ce morphisme
est fini ([Har77]). Finalement, il est birationnel et fini & but dans une variété lisse, le
théoréme suivant qui est une conséquence du théoréme de Zariski (|[Mum88|) permet
alors de conclure. g

P . R ¢ . S .
Théoréme 1.6.8 Soit Y une variété lisse, et X —— Y un morphisme birationnel fini.
Alors ¢ est un isomorphisme.

1.6.4 Application au cas global lorsque le quotient est lisse

Théoréme 1.6.9 Soit X une variété et G un groupe fini agissant sur X de telle sorte
que le quotient X /G est lisse. Alors le morphisme de Hilbert-Chow G-Hilb(X) — X/G
est un isomorphisme.

Preuve : Le morphisme quotient X 4 X/G est plat, de sorte que son graphe G,
qui est isomorphe & X peut étre considéré comme une famille plate de G-grappes de X
indexée par X/G :



20 CHAPITRE 1. LE G-SCHEMA DE HILBERT

G — X x X/G

N

En effet, si w € X/G, alors pour w général, 7~ ' (w) est un schéma de support une
orbite libre de Card(G) points de X. C’est clairement une G-grappe de X. Puis, d’apreés
le lemme 1.3.1, xq(Xs, Fs) est constante car X/G est connexe. Ainsi, G, est bien une
famille plate de G-grappes de X, indexée par X/G.

D’aprés la propriété universelle du schéma de Hilbert, il existe un morphisme

X/G Y G-Hilb(X)

tel que G, est 'image réciproque par ¥ de la famille universelle des G-grappes. Si I’'on
considére le morphisme ¥ au niveau des points, & un point w € X/G il associe la G-
grappe m !(w), qui est un point de G-Hilb(X). En particulier, on remarque que si ® est
le morphisme de Hilbert-Chow

G-Hilb(X) 2 X/q,

alors le morphisme composé ®¥ : X/G — X /G est topologiquement égal a l'identité
sur les points de X/G.

Nous démontrons que le morphisme de Hilbert-Chow est bijectif. Etant donné qu’il
est projectif et birationnel, le théoréme de Zariski 1.6.8 permet alors de conclure. Pour
cela, et étant donnée la remarque précédente, il suffit de démontrer que ¥ est bijectif.

Lemme 1.6.10 Soit X une variété et G un groupe fini agissant sur X de telle sorte que
le quotient X /G soit lisse. Alors pour tout w € X/G, il existe une unique G-grappe de
X de support mH(w).

Preuve : Soit w € X/G. Si 7! (w) a pour cardinal Card(G), alors il n’y a qu'un moyen
de munir 7 '(w) d'une structure de G-grappe. Sinon, soit z un point de 7 '(w) et H
son stabilisateur. Alors 7' (w) = IndZ ({}), de sorte que I’ensemble des G-grappes de
X de support 7' (w) est en bijection avec I’'ensemble des H-grappes supportées en {z}
(proposition 1.4.6).

Soient t1,...t, des générateurs de I'espace tangent Ty,(X) = m,/m2. D’aprés le théo-
réme de Chevalley, Shephard et Todd [Bou81|, H agit comme un groupe de réflexion sur
T,(X). D’aprés le théoréme 1.6.7, il n’existe donc qu'une H-grappe supportée en ’origine
de Spec(@) = Spec(k[[t1, ... ,t,]]). Soit Z C Ox un faisceau d’idéaux définissant une
H-grappe supportée en z. Alors 7 est entiérement déterminée par sa fibre Z,, et 6);-
étant fidelement plat sur Ox ;, celle-ci est unique. ]



Chapitre 2

Résolution de singularités affines et
correspondance de McKay en
dimension trois

Soit W un groupe de réflexions de A3 associé a un systéme de racines réel. D’apreés
le théoréme de Steinberg 1.6.4, le quotient A% /W est lisse car l'algébre des invariants
Clz,y, 2]"Y est une C-algébre graduée de polynomes de degré de transcendance 3 sur C.
On a démontré dans le chapitre 1 que le W-schéma de Hilbert est alors isomorphe au
quotient A% /W (théoréme 1.6.7).

On s’intéresse ici au quotient de A% par le sous-groupe W, = W N SL3(C) engendré
par les produits pairs de réflexions de W. Le quotient A3 /W, présente une singularité
a origine dont on exhibe deux résolutions naturelles différentes. D’une part, on observe

que le quotient AB/W+ — AB/W est un revétement double, ce qui donne naissance
a une résolution par la méthode de Jung, qui consiste a résoudre les singularités du
lieu de branchement tout en conservant un revétement double. D’autre part, d’aprés le
théoréme de Bridgeland, King et Reid [BKRO1]| le schéma de Hilbert W, -Hilb(A?) est
lisse et résout la singularité.

Dans le premier paragraphe, on explique la méthode de résolution de Jung pour
des singularités de points doubles. Pour chaque systéme de racines R, de dimension
3, on calcule alors dans le deuxiéme paragraphe la fibre exceptionnelle au-dessus de la
singularité Xg = A% /W, (R) lors de la résolution par la méthode de Jung. Puis, dans
le troisiéme paragraphe, on calcule la fibre exceptionnelle lors de la résolution par le
W 4-schéma de Hilbert. Enfin, on remarque dans le dernier paragraphe un phénoméne
de correspondance de McKay lors de la résolution par le schéma de Hilbert.

21
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2.1 La méthode de résolution de Jung

2.1.1 Revétement double

Définition 2.1.1 Soient X et Y deux variétés normales. Un morphisme X — LY est
un revétement double si et seulement si le morphisme 7 est fini tel que m,(Ox) est une
Oy -algébre localement libre de rang 2.

Dans la suite du paragraphe, on supposera toujours X et ¥ normales.

. T R . . . .
Lemme 2.1.2 Soit X —— Y un revétement double. Alors il existe un unique faisceau
inversible £ sur'Y tel que

m.(Ox) = Oy & L.

Preuve : Localement, on a un morphisme V; = Spec(B;) L Spec(A;) = U; avec A;, B;

locaux tels que Bj est libre de rang 2 comme A;-algébre. On définit le morphisme trace

T
B; T, A; de la facon suivante.

Tr:b—»tr(Bi - Bi)
y — yb

Par hypotheése, Tr(1) = 2 est inversible dans A;, de sorte que le morphisme trace est
surjectif.
Tr
Ainsi, B; = A; @ ker(Tr), car la suite exacte ker(Tr) — B; :#' Aj —— 0 est

s

scindée. 11 existe donc & € ker(Tr) tel que B; = A; & A;€. On observe qu’alors on a
nécessairement &2 € A;.

En recollant le long des ouverts affines U;, on obtient 7, (Ox) = Oy @ L, o localement
Ly, = Oyy,&i avec &2 € O} (U;). Sur lintersection U; j, on a & = ;& avec s;; €
Oy (Ui ;). O
Remarque : : Réciproquement, une structure d’algébre sur Oy @ L est déterminée par
une application £2? —£+ Oy Pour tout (£,\) € £2, posons & - A = €+ A) = p(€) -
©(A)). Alors on peut définir un produit sur Oy @ L par

(a4+ &) Db+ N) = (ab+€-X) + (aX+bE), Y((a+&),(b+N) €Oy @L)>.

Proposition 2.1.3 Un revétement double est défini par un faisceau localement libre L
sur' Y et un diviseur de Cartier B tel que O(—B) = L®2.

Preuve : Soit X —— Y un revétement double et £ le faisceau inversible sur Y donné
par le lemme. Sur un ouvert affine U;, on a £ = Op,&; ot & = p(&,&) = b € Oy, de
sorte que

Ov, ® Ly, = Oy, ® Oy, & = Oy, [X]/(X? — by).

Posons B = {U;, b; = 0} le diviseur de Cartier d’équation b; sur U;. Sur U; ; = U;NUj;, on
a & = s;j:& avec sj; € Oy (Ui ;). On en déduit que b; = S?,ibj: et 27 —b; = 9?71(73 —bj).
Ainsi, on a bien O(—B) = L.
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Réciproquement, si B = {U;,b; = 0}, ou les b; sont choisis de telle fagon que
Oy (—B) = L®? est un carré, alors on peut construire un revétement double X .y
a partir de B en posant Ox = Oy & L, le produit sur Ox étant défini & partir de
£* —Z+ Oy, ot localement sur U, si £ = &Oyyy,, alors p(ag;, B¢;) = afb;. O

Le diviseur B est appelé diviseur de branchement du revétement double 7. Il a pour
support I'image du lieu de ramification du morphisme 7. En effet, les racines de (X2 —b;)
sont confondues si et seulement si b; = 0. Si R est le diviseur de ramification de 7 sur
X, alors B = m,(R).

oy . Q N g e 1 .
Proposition 2.1.4 Soit X —— Y un revétement double de Y, variété lisse. Les sin-
gularités éventuelles de X se trouvent au-dessus du lieu singulier du lieu de branchement.
En particulier, si B est lisse, alors X est lisse.

Preuve : Localement, X est de la forme Spec(4;[t]/t? — f), oil f est I'équation de B
dans Spec(4;) =U; C Y. Or w =2t =0« 1t =0, donc d’apres le critére Jacobien,
les singularités de X sont au-dessus de B. Puis {t = 0} N Sing(t> — f) = Sing(f), d’ou
la proposition. O

Proposition 2.1.5 Soit X — "+ Y un revétement double de Y, variété lisse connezxe.
Soit B le diviseur de branchement de w. Le revétement double X est irréductible si et
seulement si il n’existe pas de diviseur C tel que B = 2C.

Preuve : On raisonne encore localement. En gardant les mémes notations que pour la
proposition 2.1.4, il est clair que X est réductible si et seulement si f est un carré. [

Proposition 2.1.6 Soit X — "+ Y un revétement double de Y de diviseur de branche-
ment B et V CY une sous variété. L’image réciproque © (V) dans X est isomorphe
au revétement double de V' ramifié le long de BNV

Preuve : On garde encore les mémes notations que dans les preuves précédentes. Alors
V NU; = V(I), on I est un idéal de A;, et 7 (V) N'V; est défini par Uidéal 77 I de
B; = A[t]/(#? — b;). Ainsi, 71 (V) NV; = Spec ((A[t]/(t? — b)) / (TA[t]/(t* — b)) =
Spec ((A:i/I)[H)/ (> — bi)). O

Proposition 2.1.7 Soit X — "+ Y un revétement double de Y de diviseur de branche-
ment B, et soit L tel que O(—B) = L%2. Alors

wx = (wy ® L)

Preuve : Rappelons la définition de wx lorsque X est une variété normale singuliére
de dimension n. On note QZ(X) I’espace des formes différentielles sur X. C’est 1’espace
vectoriel de dimension 1 de base df; A ... A df, pour toute famille (fy... f,) de k(X)
formant une base de transcendance de k(X) sur k. Notons X° le lieu non-singulier de
X. Alors, pour tout P € XY, on peut choisir une base de coordonnées z ... ,x, en P et
un élément s de QZ(X) s’écrit

s= fdzi N... Ndz,, avec f € E(X).
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Alors s est régulier en P € X0 si f est régulier. On dit alors que s est régulier en P € X
si il existe un voisinage U C X de P tel que s est régulier en tout point de U N X’. On
définit alors wy comme étant le faisceau dont les sections sur U sont les suivantes.

DU, wx) = {s € Qx| s est régulier sur U N X0y,

En particulier, wy = i,(wyo), ol wyo est le faisceau dualisant de X°. Les variétés étant
normales, les singularités de X sont en codimension supérieure ou égale a 2. Il suffit de
démontrer le résultat dans le cas lisse, les diviseurs s’étendant a la partie singuliére.
Raisonnons localement. Soit {U;}icr un recouvrement de Y tel que B admette pour
équation b; sur U; et b; = siibj. Alors X est recouvert par les ouverts affines comme suit.

X = U Spec(A;[t]/(t* — b;)).

Soit V = V(L) le fibré vectoriel associé au faisceau localement libre £. Localement,
au-dessus de U;, c’est Spec(4;[t]), de sorte que X se réalise comme une hypersurface de
V d’équation locale #2 — b;. Le faisceau inversible normal est alors 7*(L£ 2) et la premiére
suite exacte des formes différentielles appliquée a la sous-variété lisse X de V implique

wy = wy|x ® T (L7?).
Par ailleurs, la deuxiéme suite exacte appliquée & la projection V' —" - Y donne

wy =7 (wy ® L).

2.1.2 La méthode de Jung

La méthode de Jung est une méthode de résolution pour les singularités qui sont des
revétements doubles de variétés lisses. Elle s’appuie sur la proposition 2.1.4. L’idée est
de désingulariser le lieu de branchement B tout en gardant un revétement double.

Soit X ——+ Y un revétement double de la variété lisse Y de lieu de branchement
B. D’apres la proposition 2.1.4, si B est lisse, alors X est lisse. Sinon, soit S C Sing(B)

une composante non singuliere du lieu singulier de B. Notons Y; — %, ¥ léclatement
de Y le long de S. Le schéma Y; ainsi obtenu est lisse. Posons By = ¢} (B) — 2[5,
ot By = q; ' (S) est le diviseur exceptionnel et m; la multiplicité de E; dans ¢; ' (B) en
le sens suivant : comme S C B, lorsqu’on éclate le long de S, I'image réciproque de B
contient Fq, de sorte que ’équation locale ey de Eq divise ’équation locale b; de qf] (B).
La multiplicité m; est définie comme étant le plus grand entier tel que e]"' divise by. 11
est évident que cette définition ne dépend pas de I"ouvert sur lequel on se place.
Comme Oy (—B) = L%? on a

Oy, (—B1) = (q1..(£) ® O(Ey)#1F )2,
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D’apres la proposition 2.1.3 il existe un revétement double X; de Y; de lieu de bran-
chement Bp. Soit {U;} un recouvrement de Y par des ouverts affines U; = Spec(4;)
au-dessus desquels X est défini par I'équation t? = b;. Pour tout j, soit V; ; = Spec(A;;’j)
un recouvrement affine de qfl(Uj) dans Y] tel que X soit défini par I’équation t’?’j = b j

. , . P 2[my /2
au-dessus de V; ;. Soit e; ’équation de E; sur V; ;. Par définition de By, on a e; [ /213,

iaj =
q#(bj), on qfé P A — A;yj est le morphisme d’anneaux localement induit par ¢;. On

peut alors définir une application birationnelle p; de X; dans X en posant localement

#
P 2
A/("? —bj) = Ai;/(t"; b))

a e; Mg (a).

—_—
a 7

Si Bj est lisse, on a ainsi obtenu une désingularisation de X par X;. Sinon, on peut
réappliquer ce processus; mais il n’est pas garanti d’obtenir ainsi une désingularisation
de X. En particulier, si Sing(B) a des composantes singuliéres, ce processus ne fonctionne
que dans le cas ol ces singularités sont résolues lors de I'éclatement d’autres composantes
de Sing(B).

Proposition 2.1.8 [Hor75] Si X —— Y est un revétement double de surface avec
singularités isolées, alors la méthode de Jung permet de résoudre les singularités de X.
De plus, elle fournit la résolution minimale.

En particulier, la méthode de Jung permet de résoudre les singularités de Klein, et
donne la résolution minimale. L’intérét de cette méthode est alors qu’il suffit de moins
d’éclatements que par la méthode directe pour résoudre la singularité. Dans la suite, on
utilise cette méthode pour résoudre des singularités en dimension trois. La résolution
obtenue est crépante sous certaines conditions.

Proposition 2.1.9 Soit X —— Y un revétement double de la variété lisse Y de lieu
de branchement B. Supposons que la méthode de Jung fournit une résolution de X en
éclatant successivement des composantes S, Sy,...S, de codimension 2.

Tr * m
X, T ¥.0 B = i (Bry) — 2| ] B
Pr qr
p2 q2

XlLleBlzq:(B)f2[m:|Elel

2
p1 ¢
™
X YO>OBDOS
ou B; = q{l(Si,l) est le diviseur exceptionnel de ’éclatement de Y;_1 le long de S;_1.
Alors la résolution X, —— X est crépante si et seulement si [%] =...= [";] =1.
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Preuve : Notons £; = ¢/ (L£;-1) ® OYZ(E,)M%] C’est le faisceau inversible vérifiant
O(-B;) = E?Q. Alors d’apreés la proposition 2.1.7, wy, = 7} (wy; ®£;] ). Or par hypothése
Y; est I'éclaté de Y;_1 le long de S;_1, qui est de codimension deux. Donc

wy; = q; (wy,_,) ® O(E;).

Ainsi, wy, ® £, = gf (wy,_,) ® ¢f (Lim1) ' © O(E) %], don -

wx, = (g (wr, ® L) © 0(8)*15T)
=PI oy © L))
= p;(in—1)

si et seulement si [%£] = 1. On en déduit par récurrence finie sur i € {1...7} que la

résolution est crépante si et seulement si [Z3t] =1 pour tout i € {1...r}.

2.2 Reésolutions des singularités affines par la méthode de
Jung

2.2.1 Notations

Soit R un systéme de racines réel de dimension n. On notera Q(R), ou @ s ’il n’y a pas
de confusion possible le réseau engendré par R, W(R) ou W le groupe de Weyl engendré
par les symétries associées aux racines de R, V = @ ® C l'espace vectoriel complexe
sur lequel il agit naturellement, et V* son dual. Notons S = Clzy,...,z,] l'algébre
symétrique sur V*. Le groupe W agit alors naturellement sur S et sur le schéma affine
V = A" = Spec(S).

Notons R = S" T'algébre des polynomes invariants sous l'action de W. D’aprés le
théoréme 1.6.4, il existe des éléments homogenes w1, ... ,u, € S tels que SV = R =
Clut, ... ,uy], de sorte que A" /W = Spec(R) = A".

Considérons maintenant le sous-groupe W, de W engendré par les produits pairs de
réflexions de W. Les réflexions ayant pour déterminant (—1), W, = W N SL(V) et les
éléments de S invariants par W sont les éléments de R et les éléments anti-invariants.
Ainsi, si A est I’élément anti-invariant donné par le théoréme 1.6.6, alors S+ = RURA.
De plus, comme A? € R, il existe un polynome f tel que A? = f(uy,... ,uy), et on a

SWH = Cluy, ... ,un, A]/(A% — f(ug,... ,uy)).

Le quotient A" /W, présente une singularité en I'origine qui est un revétement double
de A" = Spec(Cluq, ... ,uy]), avec pour lieu de branchement B d’équation {f = 0}. On
notera Xy la singularité affine Spec(R"+) ainsi obtenue. On dira que c’est la singularité
affine associée au systéme de racines R.

Dans ce paragraphe, on étudie la fibre au-dessus de l'origine des résolutions par la
méthode de Jung de ces singularités affines associées a un systéme de racines en dimension
3. On commence par les cas réductibles A1 x A1 x Ay, A1 X Ay, A1 X By, et A1 X G, puis
on traite les cas irréductibles A3z et B3. Le systéme C3 se déduit de son systéme dual Bs
puisque W (C3) = W(Bj3), de sorte que les singularités affines associées sont identiques.
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2.2.2 Le systéme de racines A; x A; x A,

Soit R = A; x Ay x A; le systéme de racines R = {#e;, £ey, £e3} C R?. Le groupe
de Weyl W (R) est le produit direct W = Z /27 x 7./27 x 7./ 27.. Chaque facteur agissant
sur la composante correspondante de ) = Ze) @ Zea @ Zes en envoyant e; sur son opposeé.
Pour I'action naturelle de W sur S, l'algébre des invariants est

Clo,y, 2" = Cla®,y?, 2°] = Clu, v, w).

En effet, si P = Y a; x2'y’2F € Clz,y,2]", alors pour tout (g1,£9,e3) € W on a
Zai,j’kmiyjzk = Zeﬁ 8%5§ai7_j,kmiyjzk, de sorte que l'on somme nécessairement sur des
indices pairs. C’est une premiére illustration du théoréeme 1.6.4.

Soit W le sous-groupe des produits pairs de réflexions de W.

w,={(1,1,1),(1,-1,-1),(-1,1,-1),(-1,-1,1)} = Z/27Z x Z]27Z.

L’algébre des invariants C[z, y, z]"V+ est engendrée par Clz, y, 2]V et Panti-invariant A =
zyz. En effet, d’aprés le théoréme 1.6.6.2, on sait que le générateur des anti-invariants
est donné par le jacobien

2¢ 0 0
0 2y 0 |=8xy=z.
0 0 2z

On considére la singularité affine X4, x4,x4, = A% /W, = Spec(SV+).

2

FEn notant u = z*, v:y2, w:z2, t = 1zyz,on a

Clz,y, 2"+ = Clu, v, w, ]/ (1> — wow).

Ainsi, X = A% /W est un revétement double de A? de lieu de branchement B d’équation
{uvw = 0}. Le lieu singulier de B est

Sing(B) : {fv=w=0}U{u=w=0}U{u=0v=0} =5, US, US5.

Le long de chacun des axes S;, Xgr présente une singularité de dimension deux de type
Ay dans la terminologie A — D — E. Un sous-systéme de racines de A; x A} x A est
associé a chacune de ces axes. Par exemple, le long de Sy : {v = w = 0} agit le groupe de
Weyl Z /27 x 7./27Z du sous-systéme de racines Ry = A1 x Ay de Ay x Ay x Ay engendré
par ez et es.

La méthode de Jung consiste a désingulariser B par éclatements successifs des com-
posantes du lieu singulier, c’est a dire ici les axes S;. L’ordre dans lequel les éclatements
sont effectués donnent trois résolutions différentes. Ci-aprés, on décrit le cas ot I'on éclate
d’abord I’axe associé au sous-systéme de racines Ry, puis les deux autres.

Etape 1 : Eclatons I'idéal < v,w > dans A3 (Cela résout les singularités associées au
sous-systéme de racines Ry).

a ., P o
Notons ¥; —— A? cet éclatement. Alors Y; est la réunion des ouverts U et V définis

comme suit. v

U = Spec(Clu, —,w]) = Spec(Clu',v', w']),
w
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V = Spec(Clu, v, E]) = Spec(Clu'’,v", w'"]).
v

Ces deux ouverts se recollent via les relations v'w’ = 0" et v"w"” = w' le long du lieu
exceptionnel E; ayant pour équation w' = 0 dans U et v" = 0 dans V.
Dans U, F; a pour équation w' =0, By = ¢} (B) — 2E; a pour équation v'v' = 0,
de sorte que son lieu singulier est {u' = v = 0}
Dans V', E; a pour équation v' = 0, By = ¢} (B) — 2E; a pour équation u"w" =0,
de sorte que son lieu singulier est {u” = w" = 0}
Etape 2 : Eclatons l'idéal < u”, w"” > dans V (sous-systéme de racines Ry engendré par

e1 et eg). Notons Yy = U U v 2, Y1 la composée de cet éclatement avec les immersions
ouvertes de U et V dans Y7. Alors Ys est la réunion des ouverts U, V7 et V5, oll en notant
(uff, o} W) = (%,v",w") et (uly, v, wh) = (u", 0", 71”1—,/;), alors V4 = Spec(CluY, v}, w{])
et Vo = Spec(Cluy, vy, w]]). Ces ouverts se recollent le long de E; U Ey donné par les
équations suivantes. . s
— Dans V4, Ey a pour équation w) = 0, Ey = ¢5(E1) — Es a pour équation v} =0,
et By = ¢5(B2) — 2E; est lisse, d’équation u} =0
Dans Vi, E5 a pour équation ufj = 0, Ez = q%(Ez) — FE5 a pour équation v = 0,
et By = ¢3(B2) — 2E5 est lisse, d’équation wj =
Etape 3 : Eclatons I'idéal < u',v' > dans U (sous-systéme de racines Rs engendré par e;
et e3). De la méme fagon, notons Y3 = U' U'V; U Vs LI Y5 la composée de cet éclatement
avec les immersions ouvertes dans Y5. Alors Y3 est la réunion des ouverts U; et Us et
V tels que Uy = Spec((C[g—l,,v’,w’]) = Spec(Clu), v}, w)]) et Uy = Spec(Clu’, Z—l,,w’]) =
Spec(Club, vh, wh]). Ces trois ouverts se recollent le long du lieu exceptionnel E;UEyUE3.
Dans U;, E3 a pour équation v} = 0, E = ¢5(F1) — E3 a pour équation w} =0,
et By = q3(B1) — 2E3 est lisse, d’équation u} =0
Dans Uy, E3 a pour équation ul, = 0, Ez = ¢3(E,) — E3 a pour équation w!), = 0,
et By = q3(B1) — 2E3 est lisse, d’équation v = 0
Décrivons la fibre de 0 € A3 par la composée g = g3 0 gp 0 q1 : Y3 — A>.

- q¢ Y 0)NU, = (F;NUy) U (F3NU;) avec pour équation {u} = w} = 0} U {v] =

wi =0},

~ ¢ Y0)NUy = F3 N U, avec pour équation {u) = wh = 0},

q '(0)NV; = (F1NV1)U(FyNV;) avec pour équation {u} = v} = 0}u{v} = w} = 0}
et
q '(0) NUy = F» N Vy avec pour équation {ul = o4 = 0}.

C’est la réunion des Fj, i = 1...3, avec F; 2Pl et F, N F3 = ().

D’apreés le paragraphe 2.1.2, le revétement double X* 2 .Y, avec pour diviseur de
branchement Bj est une résolution de la singularité X . Le diviseur exceptionnel de cette
résolution est I'image réciproque de Fy U F5 U F3 par le revétement double. Remarquons
que Fy C Bj, de sorte que son image réciproque par 73 est isomorphe & F; = Py. D’apreés
la proposition 2.1.6, I'image réciproque de F; est le revétement double de F; avec pour
lieu de branchement F; N Bs. Or pour ¢ = 1 ou 2 I’équation de Bs n’est pas un carré
dans Fj;, donc d’aprés la proposition 2.1.5 'image réciproque de Fj est irréductible. on a
donc des revétements étales de P!, ce qui implique que w3 (F) = P!, pour i = 2 et 3.
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Finalement, le diviseur exceptionnel de la résolution de cette singularité par la mé-
thode de Jung est la réunion de trois P! formant une chaine. Le graphe dual est alors le

suivant.
Fy Fy Fy
o——o

Si on effectue ces éclatements dans un autre ordre, en notant toujours F; la com-
posante de la fibre exceptionnelle apparaissant lors de I’éclatement de ’axe associé au
sous-systéme de racines R;, on obtient,

Fy Fy F Fy F3 Fy
o——o ou o——o

2.2.3 Le systéme de racines A; x Ay

Soit R le systéme de racines A; x Ay. Alors le groupe W(R) = Z/27 x &3 agit
naturellement sur Cz,y, z] = C[V*], ou V = Q ® C. L’algébre des invariants est

Clz,y,2]" = Cla?, yz,y* + 2%

Soit Wy = W N SL3(C). Alors W, = D3 = Gg, et 'algébre des invariants par W
contient Clz,y, 2]V et 'anti-invariant A calculé grace au jacobien

2z 0 0
0 3y? 322 | =6z(y® - 2%).
0 =z Y

2

Posons u = 22, v =yz, w=19y> + 2> et t = x(y> — 23). Alors

Cla, y, 2]+ A1x42) = Cu, v, w, 1]/ (12 — u(w? — 40%)),

de sorte que X 4, x 4, est le revétement double de A3 de lieu de branchement B d’équation
{u(w? — 4v3) = 0}. Le lieu singulier de B est

Sing(B) : {v =w =0} U{u=w?—40v> =0} =5, US,.

La composante S; est 'image du lieu de A? défini par {y = z = 0}, formé des points
de stabilisateur &3 C W. Ainsi, X 4, x4, présente des singularités de type Ay (dans la
terminologie de Klein) au-dessus de Sp, singularités associées au sous-systéme de racines
Ay de Ay x As. La composante Sy est I'image des points {(0,a,wa)} € A?, avec w racine
cubique de I'unité. Ce sont les points de stabilisateur Z /27 x 7 /27 C W de sorte que
au-dessus de S2, X4, x4, présente des singularités de type A; associées au sous-systéme
de racines A7 x Ay de A7 x A,.

On résout les singularités de B en éclatant successivement S et So. La composante
S, étant lisse, c’est celle que 'on va éclater en premier.
Etape 1 : Eclatons l'ideal < v,w > dans A®

Notons ¥; — A® cet éclatement. Alors Y; est la réunion des ouverts U et V dé-
finis comme suit : U = Spec(Clu, Z,w]) = Spec(Clu',v',w']) et V' = Spec(Clu,v, £])=
Spec(Clu,v", w"]). Ces deux ouverts se recollent via les relations v'w’ = v" et v"'w" = w'
le long du lieu exceptionnel E; ayant pour équation w’ = 0 dans U et v"” = 0 dans V.
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~ Dans U, E; a pour équation w' =0 , F; = ¢; '(0) a pour équation {u' = w' = 0}
et By = ¢;(B) — 2E; a pour équation u'(1 — 4v"*w') = 0, de sorte que son lieu
B = 0}. Remarquons que S’ N F; = (),
de sorte que I'éclatement de S’ n’apportera aucune nouvelle composante a la fibre
au dessus de 'origine.
Dans V', Ey a pour équation v' = 0, By = ¢j(B) — 2E; a pour équation w (w'"? —
49") = 0, de sorte que son lieu singulier S” a pour équation {u” = w'"? — 4v = 0}.
C’est la transformée stricte de Ss.
Etape 2 : Eclatons la transformée stricte de Sy dans Y; (on résout ainsi les singula-
rités associées au sous-systéme de racines A; X Ap). Aprés le changement de variables
(u,v,w) — (u",w"* — 4v,w"), on a dans V :

singulier S’ a pour équation {u' =1 —v

By : uv =0,
E, : v—w?=0,
FL : u=v—w>=0.
On éclate donc l'idéal < w,v > dans V. Notons Yo =U UV’ 2, Y1 la composée de
cet éclatement avec les immersions ouvertes de U et V dans Y7. Alors Y5 est la réunion
des ouverts U, Vi et Vi. Les ouverts Vi = Spec(C[},v, w]) = Spec(Clui,vi,wi]) et
Vo = Spec(Clu, 7, w]) = Spec(Clug, v2,ws]), se recollent le long de Es.
Dans Vi, E5 a pour équation v; = 0, E = qi‘(EI) — B3 a pour équation vy —w? = 0,
et By = g5(B2) — 2F5 est lisse, d’équation u; =0
Dans Vs, Ey a pour équation ug = 0, et By = ¢3(B2) — 2E> est lisse, d’équation
Vo = 0
Aprés I'éclatement g3 de S’ dans U, le lieu de branchement est lisse. La fibre de 0 € A3
par la composée ¢ = gz 0 gz 0 q1 : Y3 —— A? est la réunion F; UF, on F; C UUV;
avec i NU : {u =w =0yet HENV; : {uy = v —w? =0}, et I, C VUV,
NV {vy =w; =0} et Fy N Vo : {ug = wy = 0}.

D’apres le paragraphe 2.1.2, le revétement double X* = ¥y avec pour diviseur de
branchement Bj est une résolution de la singularité Xg. Le diviseur exceptionnel de cette
résolution est 'image réciproque de F; U Fy par le revétement double. Remarquons que
F) C Bj, de sorte que son image réciproque par ms est isomorphe & F; = P;. D’apres
la proposition 2.1.6, 'image réciproque de F est le revétement double de Fy avec pour
lieu de branchement Fy N Bs. Or I'équation de Bs n’est pas un carré dans Fy, donc
d’aprés la proposition 2.1.5 'image réciproque de F; est irréductible, ce qui implique que
w5 (Fy) = PL.

Finalement, le diviseur exceptionnel de la résolution de cette singularité par la mé-
thode de Jung est la réunion de deux P'. Le graphe dual est alors le suivant.

o———=o©

2.2.4 Le systéme de racines A; x B,

Considérons le systéme de racines R = A; x By, dans R?, défini comme 1'union de
{+e1} et {£eq, Tes, Fey £ ez} Alors W(R) = Z /27 x 727 x (Z/27)?. 11 agit naturel-
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lement sur S = C[z, y, z| et I'algébre des invariants est
S = R=C[2?,y* + 22, y*2.

Le sous-groupe W, engendré par les produits pairs de réflexions de W est un groupe
d’ordre 8 avec deux éléments d’ordre 4. Posons s = (—1,—1,(1,1)) et r = (1,—1,(—1,1)).
Ces deux éléments engendrent W, , tout élément s’écrivant sous la forme s¥ ou sr¥ et
srs =11, Ainsi, W, est le groupe ;. D’aprés le théoréme 1.6.6, les invariants de S sous
I’action de W, sont engendrés par les invariants sous l'action de W et l'anti-invariant
A, déterminé grace au Jacobien

2z 0 0
0 2y 22 | = 8xyz(y? — 2%).
0 2yz’ 2y°z

On considére la singularité affine X 4, x5, = A% /W, = Spec(S"+).

Notons A = zyz(y? — 22), u = 2%, v = y> + 22, et w = y%2%. Alors on a Iéquation
A? = yw(v? — 4w). On en déduit que X, xp, est un revétement double de A3 /W de
lieu de branchement B d’équation uw(v? — 4w) = 0. Le lieu singulier de B est

Sing(B): {v=w=0}U{u=w=0} U{u=1v>—4w=0} =5 USyUSs.

Au-dessus de Sy, Xa,xB, présente des singularités associées au sous-systéme de ra-
cines naturel By de Ay x By. En effet, ces points sont les images des points (a,0,0) € A3,
de stabilisateur Z /27 x (7 /27.)2 C W, groupe de Weyl du systéme de racines Bs.

Au-dessus de Sy et S3, on trouve des singularités de type A; dans la nomenclature
A — D — FE, associées a des sous-systémes de racines A7 X A; de Ay X By. En effet, les
points de Sy sont les images des points {(0,0,a)} ou {(0,a,0)} de A3, de stabilisateur
7.2 x 7.2, et les points de Sy sont les images des points {(0,a,a)} ou {(0,a,—a)} de A3,
de stabilisateur Z? x Z2.

On va résoudre les singularités de B par éclatements successifs, pour résoudre la
singularité du revétement. Il est nécessaire d’éclater deux fois Sy, une fois Sy et une
fois S3. On remarquera que 'ordre dans lequel on effectue ces éclatements influe sur la
configuration de la fibre au-dessus de 'origine.

Etape 1 : Eclatons I'idéal < v, w >. Cela résout partiellement les singularités associées
au sous-systéme de racines Bs, dans le sens oul elles sont transformées en singularités
associées a un systéme de racines Ay x Aq, naturellement plongé dans Bj.

Dans la carte de coordonnées (u, =, w) = (u',v',w'), on a

E : w =0,
¢ H0) : W =w =0,
¢ YB)—2E=RB, : u(v*w —4)=0,
BinE : w =0, =0.

Cette équation n’est pas un carré dans F, ce qui implique que lors du revétement
le long de Bj, I'image réciproque de E est irréductible. By présente une famille &
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un paramétre de singularité A; x Ay. Il suffit d’éclater une fois pour désingulariser.
Cette famille de singularités ne rencontrant pas ¢~ '(0), le diviseur exceptionnel
est inchangé au cours de cet éclatement. L’intersection de ¢ '(0) avec cette carte
est axe {u' = w' = 0}.

— Dans la carte de coordonnées (u,v, ) = (u",v",w"), on a

E : 2"=0,
¢ '0) : W' =0"=0,
¢ Y (B)-2E=B; : u'w"(W" —4u")=0.

Le lieu de branchement B; présente une singularité du type de celle rencontrée
lors de la résolution par la méthode de Jung de la singularité affine associée au
systéme de racines Ay x Ay x A;. Posons le changement de variables (u” 0", w'") +
(u" 0" = 4w" w"). Alors

E 0" +40" =0,
¢ 10) W =" +4dw" =0,
By J""w" =0.

Etape 2 : Résolution de la singularité associé au sous-systéme de racines A; x A; x A,
ainsi obtenue.

On éclate successivement < o, w"” >, < u” 0" > et < ", w" >, ce qui fait ap-
paraitre une chaine de trois P! au-dessus de l'origine, et résout les singularités du lieu
de branchement Bj. Si on effectue les éclatements dans cet ordre, c’est a dire si 'on
commence par résoudre entiérement les singularités associées au sous-systéme de racines
By avant d’aborder les autres, alors avec les notations du paragraphe 2.2.2; le diviseur
exceptionnel £ a pour transformée stricte une surface encore noté E telle que

EnU; : vj+4=0,

ENUs : vy+4=0,
EnVy : 1+4w) =0,
EnVy : 1+4+4w)=

La fibre au-dessus de l'origine de la composée ¢ : Y* —— A? de ces éclatements est
la réunion de quatre P! que l'on note F, Fy, Fy et Fy vérifiant dans les cartes U; et V;
les équations suivantes
¢ '(0)NU; = (FLNU) U(F3NUy) UF NU; avec pour équation respectivement
{u} = w) = 0} U{u} =w) =0} U{v] +4 = u} =0},
q '(0) N Uy = F3 N Uy avec pour équation {ub = wl = 0},
¢ O)NV, = (FNWV)U(F,NV)UFNV; avec pour équation respectivement
{uf =o' =0} U {v] =w! =0} U{l +4w! =uf =0} et
~ ¢ Y0)NUy = F, NV; avec pour équation {u} = vl = 0}.
Les composantes F', Fy et F3 ne se rencontrent pas deux a deux, mais ont chacun une
intersection avec Fy.
Soit B* la transformée stricte de By par cette suite de trois éclatements. D’apreés
le paragraphe 2.1.2, B* est lisse et il existe un revétement double de Y* de lieu de
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branchement B* qui est une résolution de la singularité X 4, p,. La fibre exceptionnelle
de cette résolution est I'image réciproque de ¢~ '(0) par ce revétement double. D’aprés la
proposition 2.1.6, c’est le revétement double de U; F; de lieu de branchement U;F; N B*.
Comme F U F| C B* et B* N F; n’a pas pour équation locale un carré pour i = 2 et
3, on obtient comme dans le paragraphe 2.2.2, que chaque composante F; a pour image
réciproque une composante isomorphe a P!, de sorte que le diviseur exceptionnel de
la résolution ainsi obtenue est la réunion de quatre P' dont un seul rencontre les trois
autres. En particulier, le graphe dual est le suivant.

L.

En revanche, si on fait les éclatement dans un autre ordre, en ne tenant par compte des
systémes de racines correspondants, alors les quatre P! formant le diviseur exceptionnel
de Y* au-dessus de la singularité sont dans la configuration d’une chaine. Ainsi, le graphe
dual est le suivant

2.2.5 Le systéme de racines A; X Go

Considérons le systéme de racines R = A; x Gy, défini dans R* comme 1'union du
systéme de racines A; = {£e;}, dont un systéme générateur est ey, et du systéme Go
des deux ou six-racines dans lintersection de 'hyperplan V = {&1eq + &re3 + €364 €
R | & + & + & = 0} avec Z3. Alors W(R) = Z/27Z x . 11 agit naturellement sur
Clz,y, z] d’apres le paragraphe A.4, et 'algébre des invariants est

SW = R =C[z?,yz,y5 + 2°].

Soit Wy = W N SL3(C). Alors W, = g, et l'algebre des invariants par W, contient
Clz,y, 2]"Y et I'anti-invariant A calculé grace au jacobien

2 0 0
0 =z y |=12z(2%—4¢%.
0 6y° 62°

2 v=yz, w=y"+ 20 et t = 2(2° — 4°). Alors

Cla, y, 2+ A12G2) = Clu, v, w, 1]/ (£ — uw(w? — 4°)),

Posons u = x

de sorte que X4, xg, est le revétement double de A3 de lieu de branchement B d’équation
u(w? — 4v8) = 0. 1 est singulier et S = Sing(B) = S U Sy U S3, ou S = {v = w = 0},
Sy ={u=w— 20> =0} et S3 ={u=w+ 203 =0}.

Au-dessus de Si, X4, xq, présente des singularités associées au sous-systéme de ra-
cines naturel G de A; x G5. En effet, ces points sont les images des points (a, 0,0) € A3,
de stabilisateur g C W, groupe de Weyl du systéme de racines Go.

Au-dessus de Sy et S3, on trouve des singularités de type A; dans la nomenclature
A — D — FE, associées a des sous-systémes de racines A7 X A de A1 x Go.

Pour résoudre B, on va éclater trois fois Sy et une fois Sy et une fois Ss.

Etape 1 : Eclatons l'idéal < v,w >.
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— Dans la carte Uy de coordonnées (u, 2

aﬁaw) = (U’,’U’,U}’), on a

E, : w =0,
pH0)=F : W =w =0,
¢ U(B)—2E =B, : u(l-4"0") =0,

BiNnE : v =04 =0.

Cette équation n’est pas un carré dans F, ce qui implique que lors du revétement
le long de By, I'image réciproque de F est irréductible. Comme lors de la résolution
de la singularité associée au systéme de racine A; X As, le lieu de branchement By
obtenu présente des singularités de type Ay x A; le long des transformées strictes
de Sy et S3, mais ces lieu ne rencontrent pas ¢~ ' (0). Il suffit d’éclater une fois ces
courbes pour désingulariser, et le diviseur exceptionnel est inchangé au cours de
cet éclatement. L’intersection de ¢~ '(0) avec cette carte est 'axe {u’ = w' = 0}.

— Dans la carte V4 de coordonnées (u, v, 2

a?) = (u",v”,w"), on a

E, : J'=0,
pL0)=F : W' =v"=0,
¢ \(B)—2E =05y : u'(w"”—4"")=0

Le lieu de branchement B; admet des singularités le long des transformées strictes
de S], SQ et Sg.
Etape 2 : Eclatons la transformée stricte de S; dans X, a savoir 'idéal < v, w > dans
la carte V7 ; puisque S7 n’a pas de trace dans Uj.

— Dans la carte Uy de coordonnées (u, &, w) = (u',v",w'), on a

By - v=0,

Fr : u=v=0,
Ey, : w =0,

F oW =w =0,

¢ YB)—2E =B, : u'(1—40""w?) =0,
BonNE : w =04 =0.

On est dans le méme cas que dans Uy : aprés ’éclatement des transformées strictes
de Sy et S3, le lieu de branchement sera lisse et la contribution & la fibre au-dessus
de 'origine inchangée.

Dans la carte V3 de coordonnées (u,v, %) = (u", 4", w"), on a

Ey 0" =0,
oo W' = o — 0,
¢ ' (B)) — 2By =By : u'(w"? — 4" =0.

Le lieu de branchement B; admet encore des singularités le long des transformées
strictes de Sp, Sy et S3.
Etape 3 : Aprés un troisiéme éclatement de S;, on obtient
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— Dans la carte Us de coordonnées (u, 2

aaaw) = (u',v',w'), on a

Ey, : o =0,
F W= =0,
E;y : w =0,

o oo =uw =0,
¢ '(Ba) —2E =Bz : u'(l—40'7%) =0,

— Dans la carte V3 de coordonnées (u,v, %) = (u",v",w"), on a

E3 o = 0,
Fao: u'=v"=0,
¢ YBy)—2E =By : u'(w" —4)=0.

Le lieu de branchement Bz admet ses singularités le long des transformées strictes
de SQ et S‘;
Etape 4 : Eclatons la transformée stricte de Sy et suivons les calculs au dessus de V.
On effectue le changement de variables w — 2 — w. Alors E; et Fs n’ont pas de trace
dans V3, et
E;s : v=0,
Fs : u=v=0,
Bs : uw(w+4)=0.

Dans la carte Uy de coordonnées (u, 2, w) = (u',v',w'), on a

E3 T 0,
F3 : =7 =0,
E4 ow' = 0,

F, : J=v4=0,
¢ Y(Bs) —2E;, =By : u(w+4)=0.

— Dans la carte Vj de coordonnées (u,v, %) = (u",v",w"), on a

E3 o = 0,
E, : J'"=0,

. "no__ . o_
Fy : d =0v" =0,

¢ '(Bs) — 2B, =By : w'(u"w"+4) =0 est lisse.

Le lieu de branchement B; admet ses singularités le long de la transformée strictes de
S3 dans Uy.

Etape 5 : Enfin, éclatons la transformée stricte de S et suivons les calculs au dessus
de V4. Aprés changement de variables, on a dans Vjy :

E3 LU= 0,

F; : u=v=0,

Ey @ w—4=0,

F, : v=w—-4=0,
By : uw=0,
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— Dans la carte Us de coordonnées (u, 5, w) = (u',v',w'), on a

E3 o = 0,
Fa o o =v=0,
E5 T 0,

Fy : o =w=0,
¢ '(By) —2E5 = Bs : u' =0 est lisse.

Dans la carte Vs de coordonnées (w, v, 2) = (4", 0", w"), on a
5 »Ys Ty s Y )

E3 o = 0,
E, : w'—4=0,
Fy, - v =w"-4=0,
E; : u" =0,
Fy : uJ'=v"=0,
¢ '(By) —2E5 = Bs : w" =0 est lisse.

Notons ¢ : Y* —— A? la composée des cinq éclatements décrits ci-avant. D’apreés le
paragraphe 2.1.2 il existe un revétement double de Y* de lieu de branchement B* = Bj
qui est une résolution crépante de la singularité X4, «g,. La fibre exceptionnelle de
cette résolution est l'image réciproque de ¢~ '(0) par ce revétement double. D’aprés la
proposition 2.1.6, c’est le revétement double de U; F; de lieu de branchement U; F; N B*.
Comme F'UF| C B* et B* N F; n’a pas pour équation locale un carré dans chaque carte,
on obtient comme dans le paragraphe 2.2.2, que chaque composante F; a pour image
réciproque une composante isomorphe a P!, de sorte que le diviseur exceptionnel de la
résolution ainsi obtenue est la réunion de cinq fibres isomorphes a P'. Le graphe dual de
la fibre est le suivant.

B F3  F5 Fy
o——O— O —O—90

2.2.6 Le systéme de racines Aj

On définit le systéme de racines R = A3 comme étant I’ensemble de tous les vecteurs
de longueur /2 et appartenant a l'intersection de H C R*, hyperplan de somme des
coordonnées égale a zéro avec le réseau €1Z @ €27 @ e3Z ® 4. Alors R = {g; — 5,1 <
i # 7 < 4}, et on peut prendre

O] = €1 — €2, g = €2 — €3, 3 = €3 — €4
comme systéme générateur.

Le groupe de Weyl W (R) = G4 agit naturellement par permutation des ;. En posant
€1 = —€1+ex+€E3—€4,60 =61 —€a+E3— €4, 63 =€1 + €9 — €3 — €4, il agit comme suit
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dans la base (e, e9,€3).

(12) (12)(34) (123) (1234)

010 -1 0 0 00 1 0 0 1
100 0 -1 0 100 0 -1 0
00 1 0 0 1 010 -1 0 0

Remarquons que si z; = €}, alors Clz1, 12, 73, 24]"Y = Clo, 09,03, 04], 011 0; sont les
fonctions symétriques en quatre variables.

Notons z = e}, y = e} et z = e5. Alors Clz1,x2,z3,24]/ < 0 >= S = Clz,y, 2], de
sorte que SV = Clog, 03,04]. Or

fo =22 +y?+ 2% = 30} — 802,
fza=zyz = 0'% — 40109 4 803,
f1=2%y? + 1222 + 4?2% = 301 — 160103 + 1602 — 6404.

Ainsi, modulo oy, les fonctions symétriques en z1, x3, 3 et x4 sont des polyndmes en
fa, f3 et fi, de sorte que I'algébre des invariants R = SV = C[fs, f3, f4]. Le sous-groupe
W, est le groupe 24, et d’aprés le théoréme 1.6.6, ’algébre des invariants par W, est
engendrée par les invariants par W et un anti-invariant donné par le Jacobien de fo, f3,
et fq. On trouve

2x 2y 2z
Yz Tz Ty = 4(2? — y?)(y? — 2%) (2% — 2?).
2c(y® + 2°) 2y(z® +2°) 2z2(2” +y?)

Notons A = (22 — y?)(y? — 22)(2? — 2?), et u = fo, v = f3 et w = f4 pour alléger les
notations.

La singularité X4, = A3 /24 est le revétement double de A3/G4 = A3, de lieu de
branchement B d’équation f(u,v,w) = u?w? — 4udv? — 4w? + 18uv?w — 27v* = 0. En
effet, le lieu de branchement B est le lieu des points de A% /W au-dessus desquels X 4,
n’a qu'une pré-image. Ce sont les images des points de A? pour lesquels la W-orbite et
la W, -orbite coincident. Soit (a,b,c,d) € R*. Alors Gy(a,b,c,d) = Ay(a, b, c,d) si et
seulement si deux des coordonnées sont égales (car dans ce cas, (a,b,c,d) est stabilisé
par une transposition). Dans la base (eq,ea,e3) de A3, les points dont les W-orbites et
W -orbites coincident sont donc les points de coordonnées {(A, A, ), A\, u € C}. Leurs
images dans A% /W ont pour coordonnées

f2 = 2)? + ,U,2,
fz = >‘2Ma
foo= X%

Or, en notant [ = A% et m = 2, les points (a, b, c¢) € C* de la forme (20 +m, > +2Im,?>m)
sont les solutions de I’équation A(r[:3 +o12% + o0z + o3) = 0, o les o; sont les fonctions



38

CHAPITRE 2. SINGULARITES AFFINES EN DIMENSION TROIS

symétriques en a,b et ¢, et A est le discriminant du polynéme. Ainsi, comme

01(a2,b2,02) == f?(aabac)a
02((12,52,(}2) = f4((1,,b,(}), et
o3(a®,b%,c¢?) = fs3(a,b,c)?

d’aprés la formule du discriminant d’un polynéme de degré trois, le lieu de branchement
B a pour équation

Disc(z® 4+ uz? + wz + v?) = v?w? — 4u3v? — 4w + 18uv?w — 270",

On vérifie par ailleurs qu’on a bien

A? = vPw? — 4uPv® — 4w + 18uv’w — 270,

Le lieu singulier de B est formé de deux composantes

T) :={v=w = 0},
Ty := {(372, —73,37%)}

qui s’intersectent en (. Ces courbes correspondent aux images des points de stabilisateur
non trivial, et non inclus dans W,.. Dans C*, les points de stabilisateur non trivial sont

— les points du type (a, a, a,a), stabilisés par le groupe entier. Seul I'origine est dans

H. et son image dans A® /&, est lorigine.

les points du type (a, a, a,b), a # b. Sous 'action de W, = 2y, ils sont stabilisés par
un cycle d’ordre trois. L’intersection avec H donne des points du type (a, a, a, —3a)
avec a # 0, qui dans le nouveau systéme de coordonnées donnent (7,7,—7) =
(4a,4a, —4a) dans A?, s’envoyant sur (372, —73,37) € A% /G,

les points du type (a,a,b,b), a # b. Sous l'action de W, ils sont stabilisés par
un élément d’ordre deux ((12)(34)). L'intersection avec H donne des points du
type (a,a,—a,—a), a # 0, qui dans le nouveau systéme de coordonnées donnent
(16a2,0,0) € A?, s’envoyant sur la droite {v = w = 0} € A3/&,

Ainsi, au-dessus de Ty, X4, présente des singularités de type A;, associées & un

systéme de racines A; x Ay, et au-dessus de Ty , des singularités de type Ag, associées a
un systéme de racines As.

On remarque que T3 est la droite tangente au cusp que présente Ty en (0. On veut

désingulariser le discriminant B, donc on va éclater successivement ces deux courbes
dans C3. autrement dit, on résout les singularités au dessus des composantes T} et T,
puis on vérifie que la singularité au-dessus de 1'origine est résolue. Lors de I’éclatement
de la courbe T7, le cusp de Ty se résout, donc on peut ensuite éclater transformée stricte
lisse de Ty dans ce premier éclatement.

Etape 1 : On éclate la courbe lisse : Y7 = Blg, (A?) LaNyL)

Dans la carte U de coordonnées (u,v/w,w) = (u',v',w'), on a

E, : w=0,
. 2 12 312 42 3 2 43 4 14
o1 (B)  : u w4 — A" 180 P — 2T ' = 0,
- 2 312 2 4 2
¢, (B) — 2B, =By : u'® —4uv'"? — 4w + 1800w’ — 270" w'* = 0.
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Alors By est lisse. En particulier, il n’y a pas de trace de la courbe Ty de singularité
A dans cette carte.
— Dans la carte V ayant pour coordonnées (u,v,w/v) = (u”,v", w")

E] : v = 0,
¢ (B)—2E, =By : " w"? — 4u" — 4w + 180" w" — 270""% = 0,
¢ (1) — 2B, =T, = (372, —73,-37),

ol i’; est la transformée stricte de Ty (On la notera simplement encore T par la

suite).
Etape 2 : Considérons I’éclatement de Y; le long de Ty : Y3 = Blp, (Y;) — Yi. Etant
donné que T5 est entiérement inclus dans la carte V lors de 1’éclatement précédent, on se
restreint au calcul de ’éclatement dans cette carte. En effet, I’autre demeurera inchangée
par 'opération. Par ailleurs, pour simplifier les calculs, on effectue un changement de
coordonnées qui nous raméne & un éclatement le long d’'un axe de coordonnées. Pour
cela, on pose le changement de coordonnées (u — w?/3,v — w3 /27, w) — (u,v,w). Alors

By —4ud - 270?% — 3uw? + 18uvw = 0,
By o v+wd/21=0,
T : u=v=0.

L’éclatement Yy o, Y7 correspond donc dans V' & ’éclatement de I'axe < u,v > dans
Spec(Clu, v, w)).
— Dans la carte V; de coordonnées (u,v/u,w) = (u',v',w'),

EI2 ou = 0,
¢, (B)) — 2By, = E;  : ulv +w'?/21 =0,
¢;1(Bl) — 2By =By : —4u — 270" — 3uw'? + 180w’ = 0.

On note que l'intersection To N Fy étant d’ordre 3, la transformée stricte de F lors
de I'éclatement le long de T (qui est isomorphe & l’éclatement de Ej le long de
T, N Ep) présente une singularité As.

Dans la carte Vo de coordonnées (u/v,v,w) = (u", 0", w"),

EQ o' = 0,
¢ (B1) — 2By = By : —4u"v" — 27 — 3u"°w"” — 18u"w" = 0.

En particulier, By est lisse, de sorte que d’apres la proposition 2.1.9, le revétement double

) G Y5 avec pour diviseur de branchement By est une résolution de la singularité
X Ay

Pour déterminer les fibres dans Xs au-dessus des points singuliers du quotient, on va
déterminer les fibres dans Y5 au-dessus des points des courbes Ty et Ty, puis en étudiant
leur intersection avec le lieu de ramification By du dernier revétement double, on en
déduira les fibres cherchées dans Xs.

Placons nous dans la carte V; de Y5 au-dessus de la carte V de Y7 contenant la courbe
T,. (Car cette carte rencontre Fy et Ej).
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Les surfaces exceptionnelles Fy : uv — w?/27 = 0 et Fy : u = 0 se coupent le long de
la droite u = w = 0. La fibre au-dessus de lorigine est la réunion de cette droite et de la
courbe C (incluse dans F; ) paramétrée C : {(2772,7,97), 7 € C}. Enfin, I'intersection
des surfaces exceptionnelles avec le lieu de branchement sont

u = 0
FEyN By :
2M 52 { (Bv—w)®> = 0
de sorte que By N Esy est de multiplicité deux dans FEs, et
27uv +w? = 0
ExnB, =0 { —du —3(3v —w)2 = 0.

D’apres la proposition 2.1.6, 'image réciproque de E5 par le revétement double
X9 —— Y5 est isomorphe au revétement double de F5 avec pour lieu de branchement
FE5N Bs. Puis, d’aprés la proposition 2.1.5, le fait que ’équation de Es N By dans Fs soit
un carré entraine que le revétement double n’est pas irréductible. Lors du revétement
double, la surface Fs se dédouble en deux surfaces qui se coupent le long de leur inter-
section avec I'image réciproque de By. En particulier, la fibre au-dessus de 0 se dédouble
en deux courbes. En revanche, comme I’équation de FE; N Fy n’est pas un carré dans
FEy, 'image réciproque de Ej est irréductible. La composante C de la fibre au-dessus de
I’origine étant incluse dans le diviseur de branchement, elle est comptée avec multiplicité
deux dans le revétement.

On obtient donc pour lieu exceptionnel au-dessus du lieu singulier de X 4, une surface
a trois composantes irréductibles. La fibre au-dessus de 'origine est la réunion de trois
courbes rationnelles s’intersectent en un unique point.

-1
¢ (9) /E1 N FEy
C = E] N BQ
—
E
B 9 N By

'Fy se
dédouble lors
du revétement Fy

En particulier, le graphe dual de la fibre au-dessus de l'origine est le suivant.

\/

2.2.7 Le systéme de racines B3

On définit R = B3 comme étant I’ensemble des vecteurs de longueurs 1 ou V2 de R3
appartenant au réseau standard e Z@eoZ®esZ. Alors R = {+e;, £e;4¢5,1 <i # j < 3},
et on peut prendre

] = &1 — &9, g = €9 — €3, (3 = €3
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comme systéme générateur. W(R) = &3 x (Z/27)% agit par permutation des &; pour
la premiére composante et multiplication par (-1) pour la deuxiéme. Ainsi, l'algébre des
invariants R = Clz, y, 2]V = Clz?,y?, 229 = C[fa, fu4, fo] avec fo = 2?2 + % + 22, f1 =
222 + 1222 + 4222, fo = 22y22>.

Pour identifier la singularité Az /W, = Xp,, cherchons un anti-invariant. D’apres le
théoréme 1.6.6.2, il est donné par le Jacobien :

2z 2y 2z
2z(y% + 22) 2y(z? 4+ 2%) 2z2(22 +y?) | =
2zy°2? 222y 2 222y 2

8ryz(x?y? (2% — y?) + 2222 (22 — 2?) + y? 22 (y? — 2?)).

Notons A = zyz(z?y?(2? — y?) + 222%(2? — 22) + y?2%(y? — 2?)), et pour simplifier les
notations, u = fo, v = f4 et w = fg. Alors Xp, est le revétement double de A* /W de
lieu de branchement B d’équation w(u?v? —4u3w — 4v3 + 18uvw — 27w?) = 0. En effet, le
lieu de branchement est le lieu de A% /W formé des points images de (a, b, c) € A ayant
la méme orbite sous 'action de W et de W, c’est a dire stabilisés par une réflexion de
W. Ce sont les points dont une coordonnée au moins est nulle (par exemple, si a = 0,
I’élément est stabilisé par (I;(—1,1,1))), et les points dont deux coordonnées sont égales
ou opposeées (si a = b, alors I’élément est stabilisé par ((12);(1,1,1)), et si a = —b, il I'est
par ((12), (1, —1,1)). Ces points vérifient donc zyz = 0 ou Disc(z® + o1(a?,b?, ¢?)2? +
aa(a?,b%, c?)z+03(a®, b%,¢?)) = 0, ol A est le discriminant du polynome. Autrement dit,
et d’aprés la formule du discriminant d’un polynéme de degré trois, dans A3, ’équation
de B est

fo(f3 i —af3fs — Af3 + 18fafafs — 27f7).

Par ailleurs, on vérifie que
A? = w(u?v® — 4udw — 40 + 18uvw — 27Tw?).

Notons B = S U H ou H est I'hyperplan d’équation w = 0 et S a pour équation
u?v? — 4udw — 4v3 + 18uvw — 27w? = 0. Alors B a trois composantes singuliéres se
rencontrant en (. D’une part le lieu singulier de S, qui est une courbe rationnelle normale

de représentation paramétrique
Sing(S) : {(3a, 302, a*)}.

D’autre part le lieu d’intersection S N H qui se divise en deux composantes dont une
conique C et une droite L.
w = 0
C:
{ u? —4v = 0

L:{v=w=0}

Ils correspondent aux images des points de stabilisateur non trivial pour l’action de
W, = &% sur A3, Ces points sont
I’origine, seul point stabilisé par le groupe entier.
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— les points du type (a,a,a), stabilisés par le sous-groupe Az de &;. Ils s’envoient
sur (3a2,3a*,a®%) € Sing(9), de sorte que, au-dessus de Sing(S), Xp, présente des
singularités de type Ao dans la terminologie A-D-FE, associées au sous-systéme de
racines Ao engendré par oy et ag de Bj .

— les points du type (0,a,a), stabilisés par le sous-groupe de W Z/27 x (Sg %
(Z/27)?%), et donc par le sous-groupe Dy de W associé au sous-systéme de racines
Ay x By de Bs. Ces points s’envoient sur (2a2,a*,0) € C dans A® /W, de sorte
que l'on a au-dessus de C des singularités de type D4 dans la terminologie A-D-FE,
associées a un systéme de racines A; X Bs.

— les points du type (0,0, a), stabilisés par &y x (Z/27)% de W. Ils s’envoient sur
(a%,0,0) € L dans A? /W, de sorte que Xp, présente des singularités de type
Dy dans la terminologie A-D-FE, associées au sous-systéme de racines By de Bjs
au-dessus de L.

Comme dans le cas Ag, on va résoudre ces familles de singularités planes en éclatant
les courbes C, L et Sing(S), et on vérifiera que le singularité a 1'origine est ainsi résolue.

Etape 1 et 2 : On éclate deux fois I'axe L (pour résoudre les singularités de type Dy).
Dans la carte de coordonnées (z,y, z) = (u, v, %), on obtient pour le lieu de branchement
By : z2(2?%y — 232 — 4y? + 18zyz — 2Ty2z?) = 0.

0

Le lieu exceptionnel Fy : y = 0 et la fibre au-dessus de l'origine : F} : { Z i 0

On éclate encore 'axe O, et on obtient
dans la carte U de coordonnées (z,y, %) il n’y a pas de trace de FEjq,

EQ Y= Oa
¢ N(B)) —2Ey = By : z(x? — 423z — 4y + 182yz — 2Ty%2%) = 0,
¢—1(0) =F : z=y=0.

— dans la carte V' de coordonnées (z, %, z),

El Y= 07

EI2 VA 0,

By : 2%y — 453 — 4y?z + 18xyz — 2Tyz? = 0,
o o x=y=0,

Fr,  x=2z=0.

By N U est le lieu de branchement d’'une famille & un paramétre de singularités
associées au systéme de racines A; x A; (Le long de la transformée de C). Elle se résout
en un éclatement qui fait apparaitre un facteur F3 = P! dans la fibre au-dessus de
I’origine.

Etape 3 : On éclate la transformée de Sing(S). Le lieu de branchement By NV présente
des singularités le long de I'axe (3a, 9, §). Aprés le changement de variables (u,v,w) =
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(x — 92,y — 27z, z), on obtient les équations suivantes :

By  w(9u — 20)? —u?v + 4ud =0,
Ey : v+27w =0,

EI2 W= 0,

Fi  u+9w=v+4+27w =0,

Fy  u=w=0.

On éclate alors 'axe O,, et on obtient

— Dans la carte V4 de coordonnées (%

Zavaw)a

E, : v=0,
Fy : v=w=0,
By w(9u —2)? — w0 + dudv = 0,
¢ "(E1) : v+2Tw=0,
¢ HF) : ouwv+ 9w =uv+ 27w =0,
(o' (F)~F)=F : u=4%, v+27w=0,
) ¢ ow =0,
¢ (Fy) : ww=w=0,
(6 Y F) —F)N{w=0}=F : u=w=0.

Dans la carte V3 de coordonnées (u, &, w)

E4 U= 0,

By : w9 2v)? —uv+4u =0,
ﬁ w4+ 9w =0v=3,

F, : uv=w=0.

et Fy n’a pas de trace dans cette carte.

Le lieu de branchement obtenu apreés ces quatre éclatements est lisse. Reste & voir ce que
devient la fibre au-dessus de l'origine lors du revétement double au-dessus de ce nouveau
lieu de branchement. On vérifie facilement que les fibres Fy, F; et Fy sont contenues dans
le lieu de branchement. Elles ne sont donc pas dédoublées lors du revétement double.
En revanche, F3 n’est pas incluse dans le lieu de branchement mais 1’équation de celui-
ci n’étant pas un carré dans Fj, I'image réciproque de la fibre F3 lors du revétement
double est irréductible. Elle est donc isomorphe a P!, seul revétement étale de lui méme.
Finalement, on obtient une chaine de quatre P'. En particulier, le graphe dual de la fibre
est le suivant.

2.3 Reésolution des singularités locales par le W, -schéma de
Hilbert

Rappelons que d’apres le théoréme de Bridgeland King et Reid ([BKRO1]), pour tout

sous-groupe G de SL3(C), le morphisme de Hilbert-Chow G-Hilb(A?) — A3 /G (défini
au paragraphe 1.5, théoréme 1.5.6) résout les singularités de A3 /G.
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2.3.1 Meéthode de décomposition de ’algébre coinvariante

Déterminer la fibre au-dessus de 1'origine du W, -schéma de Hilbert de A? revient a
déterminer la structure de I'ensemble des idéaux I C Clz,y, 2] tels que Clz, y, 2|/ soit la
représentation réguliére de W, et /T est Iidéal (x,y, z). Ce sont les idéaux définissant un
sous-schéma ayant une structure de W, -grappe de support 'origine. Comme on I’a déja
vu pour le W-schéma de Hilbert (preuve du théoréme 1.6.7), il est équivalent d’étudier
la structure de I'ensemble des idéaux I de l'algebre coinvariante Sy, tels que Sy, /1
définisse une W, -grappe de Spec(Sw, ) de support I'origine.

En effet, étant donné que les constantes sont invariantes sous 1’action de W et que
la représentation triviale intervient avec multiplicité 1 dans la décomposition de la repré-
sentation réguliére en représentations irréductibles, tout idéal de Clz, y, z| définissant une
W -grappe contient I’idéal engendré par les polyndémes non-constants de la sous-algéebre
des polynomes invariants par W_,. Notons S = Clz, y, 2], Iw, = SY*S et Sw, = S/lw,
I’algébre coinvariante de W. L’ensemble des idéaux I C Sy tels que S/I est la repré-
sentation réguliére de W est en correspondance biunivoque avec l’ensemble des idéaux
I C (Sw,)+ tels que Sy, /I est la représentation réguliere de W.

idéal de Sy, ideal de S = Clx, y, 7]
définissant une W -grappe définissant une W, -grappe
de support 1'origine de support l'origine

1 — ()
J/IW+ — J,

ot 7 : S —— Sy, est la surjection canonique.

Par ailleurs, (cf p. 26) rappelons qu'il existe un systéme générateur de la C-algebre
R = SY formée d’é¢léments homogénes fq,, fa,, fa, de S. (1.6.4, [Ste64, Theorem 1.3],
[Bou81, Ch.V n® 5.3|). En particulier, fq,, fa,, fa; est une suite S-réguliere (|Bou8l,
Ch.V n° 5.5]). En notant Sy = S/R.S lalgébre coinvariante de W, on a donc le com-
plexe de Koszul exact suivant.

0—— (€1A€2/\€3)Saa—>
(6’1 A 62)5 D (62 A eg)S D (63 A el)S iQ' €19 @ exS @ e3S
01
s Sy —— 0,

oit da(e; Aej) = fa;ej — fa;ei et O1(ei) = fa;- On peut rendre cette suite homogéne en
affectant les poids d; = deg(f4,) & e;. Alors en degré n, on a

0 ——s S[n — (d] + dy -I-dg)] — S[n - (dQ +d3)] ©® S[n — (d] +d3)] ©® S[n — (d] +d2)]
—— Sn—di]® S[n —ds] ® S[n — d3] — S[n] — Swin] — 0

Cette suite permet de calculer les dimensions des composantes homogénes de 1’algébre
Sw. En particulier, pour n > dy + dy + d3 — 2,

dim(Sw[n]) = CTQL+22_ (Ch 12 +207217d2+2 + Céfdgu) ,
+(Cnfd27d3+2 + Cn7d17d3+2 + Cnfd17d2+2) - Cnfd17d27d3+2 = 0
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Puis si n = dy + dy + d3 — 3, alors Syy[n] est de dimension 1, engendrée par ’anti-
invariant A = Jac(fq,) Comme Sy, = Sw/ASw, on en déduit la proposition suivante
sur les dimensions des composantes de ’algebre coinvariante Sy,

Proposition 2.3.1 Pour tout n > dy + dy 4 d3 — 3 la composante Sy [n] est nulle.
Autrement dit, tout monéme de Clz,y, z| de degré supérieur o di +do +ds — 3 appartient
a Vidéal Ty, .

Pour n < dy +dy + d3 — 3, avec la convention Ch =0 sip & [0,n], on a

dim(Sw, [n]) = C2,y — (Cé—dlw + Cgfd§+2 + CTZlfd3+Qg
+ (Cr gy dar2 T Crdydsro T Crdy—dysr2)-

Par ailleurs, rappelons que Sy est isomorphe & la représentation réguliere de W
(théoreme 1.6.5). Ainsi, la dimension totale de Sy, est Card(W)—1 = 2Card(W,)—1, et
chacune des représentations irréductibles non triviale V; de dimension d; de W apparait
avec la multiplicité 2d;. Ainsi, choisir une W, -grappe de support ’origine revient & choisir
pour chaque représentation irréductible V; de W, une famille libre de d; copies de V;, de
facon compatible avec la multiplication de 'algébre.

Pour chaque systéme de racines, on va décomposer ’algebre graduée Sy, en repré-
sentations irréductibles, puis on va en déduire la structure de I’ensemble des W, -grappes
de support l'origine de A3.

Rappelons que l'idéal I, = (Clz,y, 2]""+)4+Clz, y, 2] est contenu dans tous les idéaux
définissant des W -grappes de support l'origine. Ainsi, si B; est une V;-base dans Sy, ,
et I un idéal de Cl[z,y, z| définissant une W -grappe, on s’autorisera & écrire “B; € I”
pour “des représentants dans Clz,y, z] des classes composant la base B; appartiennent
a Iidéal I”. De plus, comme toute Vj-base est contenue dans la somme des V;[k], pour k
variant de 0 & 6, on s’autorisera & écrire des combinaisons linéaires de bases. Par exemple,
si By[4] = {g*, 2%} et By[5] = {zyz(z® — x2),zyz(y? — 2%}, on écrira aBy[4] + By[5] € T

ay* + bryz(2? — 2?) € 1,
pour { azt + bryz(y? — 2?) € 1,
Soit V; une représentation de dimension k et B; une base. On dira qu’on multiplie

lidentité B; € I par le vecteur (aq,...,ax) si on multiplie la i-éme ligne de identité
par a;. Par exemple, si By[4] = {2?yz, 2y?z, zyz*}, la multiplication de By[4] € I par
w?yz2 €1
(z,z,9), donne { 2%y?z €I .
zy?zt el

2.3.2 Le systéme de racines A; x A; x A,

Ici, I'algébre des polynémes invariants par W, est engendrée par z2, y?, 22 et zyz,

de sorte que I'algebre coinvariante Sy, = 1 koz - koy - koz koyz kozz-kOTY - k.
Le groupe W, = Z /27 x Z/27Z posséde quatre représentations irréductibles de degré un,
X1, X2: X3, X4 (voir paragraphe A1) etonal-k=V, , T-k=2yz-k=2V,,, §-k =
T2 - k=V,,, Z-k=3y-k=V,,.
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Lemme 2.3.2 Soit I un idéal de Clz,y, z] définissant une W - grappe de support [’ori-
gine. Alors il existe un unique triplet

ar +byz el
((a:b),(c:d),(e:f)) e (P")? tel que cy+drzel
ez + fry € I.

De plus, sia #0 alorsc=e=0,sic#0alorsa=e=0¢et sie#0 alorsa=c=0.

Preuve : Pour que chacune des représentations irréductibles n’apparaisse qu’une fois
dans la décomposition du quotient S/I en représentations irréductibles de W, il est
nécessaire qu'un facteur isomorphe a V,, soit inclus dans l'idéal I pour ¢ = 2,3 ou
4. Puis, si (a : b) # (a' : b') € P!, alors a7 + byz,a'T + V'yz forme une famille libre
deT-k®yz -k C Sw,. L’appartenance de ces deux polynémes a I impliquerait donc
'absence de x3 dans la décomposition en représentations irréductibles de Sy, /(INSw, ),
ce qui est impossible puisqu’il s’agit de la représentation réguliére de W. On en déduit
l'unicité du triplet ((a : b), (c: d),(e: f)).

Maintenant, supposons que az + byz € I, avec a # 0. Comme y? € Iy, C T et
22 e Iy, , cela implique zy € I et xz € I, c’est a dire ¢ = e = 0 par unicité du triplet

((a:b).(c: d),(e: ). O

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.3.3 La fibre exceptionnelle du W, -schéma de Hilbert est la réunion de
trois P! s’intersectant en un unique point correspondant a lidéal < xy, vz, yz, £2,y>, 2% >
de Clx,y, z]. En particulier, le graphe dual de la fibre du morphisme de Hilbert-Chow au-
dessus de la singularité a l'origine est

X2 X3

N

Preuve : En effet, si J est un idéal représentant une W, -grappe de support l'origine,
d’aprés le lemme, il appartient a I'une des familles suivantes.

N
—
s
=

) = <az+byz,2? 9% 2% 2y, 2z > (a:b) € P!,
) = <ay+brz,x?y% 2% zy,yz > (a:b) € P!,
< az+bxy,z?,y% 2%, 22,yz > (a:b) € PL.

XNXNXN
- w J
—_
Q 2
=
~—

|

2.3.3 Le systéme de racines A; x A,

La table des représentations de W, = D3 est donnée en annexe, au paragraphe A.2.
Par ailleurs, on a vu dans le paragraphe 2.2.3 que Iy, =< 22, yz,yt + 25, x(y? — 28) >,
D’apres la proposition 2.3.1 I'algebre graduée Sy, voit ses composantes s’annuler pour
n > 4, et on a dim(Sw,[0]) = 1, dim(Sw,[1]) = 3 dim(Sw [2]) = 6 — 2 = 4,
dim(Sw, [3]) = 10 =6 —1 = 3. Elle se décompose comme suit en composantes irré-
ductibles.
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déc. en rep. irréd. base
SW+ [0] le B1/11 [0] = {i}
Sw. 1] Vi, @V, w1l = {2}

Sw, [2] V,aV, B,[2); =
B,2

SW+ [3] VWJJQ @ Vp

Lemme 2.3.4 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A® de support lorigine.
Alors il existe un unique couple (ay : by) € P! tel que

aypr +by(y® — 2%) € I.

Preuve : En effet, la représentation irréductible V,, étant de degré un, elle ne doit
apparaitre qu’avec multiplicité un dans le quotient S/I, or elle apparait avec multiplicité
deux dans Sy, . O

Lemme 2.3.5 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A® de support lorigine.
Alors B,[3] € I et il existe un unique couple (a, : b,) € P! tel que

apo[Q]] + prp[2]2 e 1.

Preuve : A priori, la famille formée des (o : B : v : ) € P* vérifiant I'identite I(p)
suivante aBB,[2] @ SB,[2]1 + vBy[2], @ 6B,[3] € I est de dimension 2, car V, apparait
avec multiplicité 4 dans Sy, .

Remarquons que en multipliant l'identité I(p) par (z,y), on obtient (0 : « : 0 : )
vérifie I(p). Puis, en la multipliant par (zy : zz), on obtient (0 : 0 : 0 : @) également.
Comme le rang de cette famille est deux, on a nécessairement « = 0.

Maintenant, supposons qu'il existe (0 : 8 : 7 : §) vérifiant I(p) avec vy # 0, alors
comme z2 € I car il est invariant par W, en multipliant par (z, —2), on obtient (0: 0 :
0 : ) vérifie I(p), c’est a dire B,[3] € I, et il existe un unique couple (a, : b,) € P! tel
que a,B,[2]1 + b,B,[2]o € I, avec b # 0. Si au contraire pour tout (0: 5 : v :4) vérifiant
I(p), on a v = 0, alors comme le rang de la famille vérifiant 'identité est deux, on a
nécessairement B,[2]; € I et B,[3] € I. O
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Proposition 2.3.6 Les deux familles suivantes décrivent exactement ’ensemble des idé-
auz de Clz,y, z] définissant une W -grappe de support l'origine.

Iy(a:b) =< az + b(y? — 2%), zy, xz,yz, 22, 2® + 2° >,

I(a:b) =<aBy[2]; + be[Q]Q,mQ,yz,y3,23,.'171/2,.'1722 > .

De plus, I;(0:1) =1,(1:0). En particulier, le graphe dual de la fibre est le suivant.

Preuve : Soit I une W -grappe. D’aprés le lemme 2.3.4, il existe un couple (ay : by) € P!
tel que ayz + b¢(y3 —2%) € I. Supposons que ay # 0. Etant donné que tout les monémes
de degrés supérieurs a 4 sont nécessairement dans I, la relation ayz + by(y* — 23) € I
implique B,[2]; € I et B,[3] € I, de sorte que I = Iyj(ay : by). Sinon, a = 0 et d’aprés
le lemme 2.3.5, B,[3] € I et il existe (a, : b,) € P! tel que a,B,[2]; +b,B,[2]s € I. Dans
ce cas, on a donc I = I,(a, : by). O

2.3.4 Le systéme de racines A; x B,

La table des représentations de W = D4 est donnée en annexe, au paragraphe A.3.
On a vu que Iy, =< 22,y + 22,9222, wyz(y? — 2%) >. D’aprés la proposition , 1’algébre
graduée Sy, a des composantes nulles en degré supérieurs a 5 et dim(Sw, [0]) = 1,
dim(Sw, [1]) = 3, dim(Sw,[2]) = 6 -2 = 4, dim(Sw,[3]) = 10—6 = 4, et dim(Sw, [4]) =
15 —-12 — 141 = 3. Elle se décompose comme suit en composantes irréductibles.
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déc. en rep. irréd. base
Sw, [0] Vi By, [1] = {1}
Sw (1] Vi, @V, By, [2] = {z}
BP[l] = {ga Z}

Swip 2] | Vg @V, @V,

SW+ [3] V1/13 @ V’JM D Vp Bws [3] = {j(g2 - 22)}
By [3) = {752}
BP 3] = {QB,ZB}

S Wy [4] VWJJQ @ Vp

Les représentations 19, 13 et 14 sont de dimensions un et interviennent donc chacune
avec multiplicité un dans la représentation réguliére. On obtient directement le lemme
suivant.

Lemme 2.3.7 Soit I un idéal de Clz,y,z| définissant une W, -grappe de support 1’ori-
gine. Il existe, et de fagcon unique (ayp, : by,), (ays : byy) et (ay, : by,) dans P! tels que
ap, (Y2 — 22) + by, wyz € I, ap,x(y? — 2%) + by,yz € I et ap,x + by,yz(y? — 2%) € I.

Lemme 2.3.8 Soit I un idéal de Clz,y,z| définissant une W, -grappe de support [’ori-
gine. By4] € I et il existe un unique couple (a, : b,) € P! tel que a,B,[2] + b,B,[3] € I.

Preuve : Etant donné que p ne doit intervenir que deux fois dans la décomposition de
S/I en représentation irréductibles de Dy, et qu’elles apparaissent avec multiplicité 4
dans Sy, , la famille des (a : b: ¢ : d) € P? vérifiant Uidentite I(p) : aB,[1] + bB,[2] +
cB,[3]+dB,[4] € I est de rang deux. Soit (a : b: ¢ : d) vérifiant I(p). Alors en multipliant
par (—z,x), on obtient (0 : a : 0 : ¢) vérifie également I(p), puis en multipliant encore
par (z2,9?%), on obtient (0:0:0: a) vérifie encore I(p). Ceci implique que a = 0.

Soit (0 : b: ¢: d) vérifiant I(p), avec b ou ¢ non nul. (Il en existe, d’aprés le rang de la
famille). En multipliant respectivement par (22,y?) ou par (—z, ) I'identité, on obtient
B, €I

On a bien démontré que B,[4] € I et il existe un unique (a, : b,) € P! tel que
a,B,2] + b,B,[3] € I. O
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Proposition 2.3.9 Soit I un idéal de Clz,y, z] définissant une W -grappe de support
Uorigine. Alors I appartient a l'une des quatre familles d’idéaus suivantes.

Iy, (a:b) =< az — byz(y* — 22), zy, vz, 2%, y* + 222y>, 223, y?2?, 2yz(y? — 2%) >,

,(a:
Iy, (a:b) =< az(y? — 2%) — byz, 2%y? + 22, 2yz,y3, 23, xyd, 123, Y222 >,
Iy (a:b) =< a(y? — 2%) — bayz, 22, y? + 22,2 (y? — 22), 93, 23, y?22% >,
I,(a:b) =< azz — by®, azy + bz3, 22, y? + 2%, 2yz, 2 (y? — 2?),
yz(y? — 22), 2y, 223, 9?22 > .

De plus, 1y, (0 : 1) = I,(1:0), Iy, (1:0) = Iy, (0: 1) = 1,(0 : 1). En particulier, le
graphe dual de la fibre est le suivant.

v p o

¥s3

tels que @y, +by,yz(y? —2%) € I, ay,x(y* —22) +by,yz € I et ay, (y* —2?) + by, zyz € I.

Supposons dans un premier temps que ay, 7# 0. Alors comme tout les monomes de
degré supérieur a 5 appartiennent a Iy, C I, en multipliant I'identité par y et z, on
obtient que B,[2] € I, puis en la multipliant par yz et (y* — z?), on a By,[3] € I et
By,[3] € I. On a donc I = Iy, (ayp, : by,).

On peut maintenant supposer que ay, = 0, de sorte que tous les monomes de degrés
supérieurs a quatre appartiennent a I. D’aprés le lemme 2.3.8, il existe (a, : b,) € P! tel
—apTZ + bpy?’ e I,

apTy + bpz3 e I

Supposons alors que a, # 0. Comme tout les monoémes de degré supérieur a quatre
appartiennent & 7, en multipliant la premiére ligne par y, on obtient zyz € I, de sorte
que ay, = 0, et en multipliant la premiére ligne par z et la deuxiéme par y, on obtient
zy? € I et xz% € I, de sorte que By,[3] € I et by, = 0. Dans ce cas, I = I,(a, : b,).

On est maintenant dans le cas oi ay, = a, = 0. Supposons maintenant que a,, 7# 0.
Etant donné que 2% € Iy, C I, l'identité aw(?ﬂ — 2%) + by, xyz € I avec ay, # 0
implique que z(y? — 22) € I, donc by, = 0. Ainsi, I = I, (ay, : by,).

Enfin, si (1,1/,3.7;(1/2 —2%) +by,yz € I avec by, # 0, cela implique zyz € I, donc ay, = 0,
de sorte que zyz € I et yz(y® — 2%) € I, et I = Iy, (ay, : by,)- O

Preuve : D’aprés le lemme 2.3.7, il existe trois couples (ay, : by, ), (Gy,  byy), (G, : by,)

que a,B,[2] + b,B,[3] € I, c’est a dire : {

2.3.5 Le systéme de racines A; x G,

La table des représentations de W, = Dg est donnée en annexe au paragraphe A .4.
Par ailleurs, on a vu dans le paragraphe 2.2.5 que Iy est engendré par les polynomes
U = .'1:2, Vo= Yz, w = y6 + 28 et Iy, est engendré par u, v, w et A = .'17(26 — yﬁ).
En particulier, d’aprés la proposition 2.3.1, on a dim(Sw,[n]) = 0 pour tout n > 7, et
dim(Sw_ [0]) = 1, dim(Sw_[1]) = 3, dim(Sw, [2]) = 62 = 4, dim(Sw_[3]) = 106 =4,
dim(Sw,[4]) = 15 — 12+ 1 = 4, dim(Sw,[5]) = 21 — 20 + 3 = 4, dim(Sy,[5]) =
28 — 30 — 1+ 6 = 3. La décomposition de 'algebre graduée Sy, en représentations
irréductibles est la suivante.
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déc. en rep. irréd. base

SW+ [0] le B1/11 [1] = {1}

Sw [1] Vi, @ V), By, [2] = {z}
By, [1] = {y, z}

SW+ [2] Vm @ VPQ Bp1 [2] = {’f’lj, *"EE}
By, [2] = {5, 2%}

SW+ [3] sz ©® V1/14 D sz B1/13 [3] = {gq + 22}
By,[3] = {g® - 2°}
By, [3] = {53?32 _fJUZQ)}

SW+ [4] sz @ V1/14 D sz B1/13 [4] = {j(yq - Zq)}
By,[4] = {z(y® + 2°)}
By,[4] = {y*, 2"}

SW+ [5] Vpl @ sz Bpl [5] = {QE’ 25
By, [5) = {zy*, —z2*}

SW+ [6] Vd)z S Vm Blllz [6] = {7;6 - 26}

ol

Les représentations Vy,, de g sont de degré un, donc elles apparaissent avec multi-

plicité un dans la représentation réguliére. On en déduit le lemme suivant

Lemme 2.3.10 Soit I un idéal définissant une W, -grappe de A® de support lorigine.
Il existe, et de facon unique, trois couples (ay, : by,) € P!, i = 2,3,4 tels que Ay, T +

b1/12(y6 - zG) € I; a1/13(y3 + Z3) + b1/13x(y2 - 23) € I; a1/14(y3 - Zg) + b1/14$(y3 + Zg) el

Lemme 2.3.11 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support lorigine.

Alors By, [6] € I et il existe un unique couple (a,,

by, B [5] € 1.

t by,) € P otel que ay, B, (2] +

Preuve : La représentation p; étant de dimension 2 et apparaissant avec multiplicité 4
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dans Sy, , la famille des (a : b: c: d) € P? vérifiant I'identité

o (2 2 () )

est a priori de rang deux. Soit (a : b: ¢ : d) vérifiant I(p;). Alors en multipliant chaque
composante par x, on obtient (0 : : ¢) verifie I(p1), puis en multipliant encore par
(y*, 2*), on obtient (0:0:0: a) verlﬁe I(p1), ce qui implique que a = 0.

Si il existe (0 : b : ¢ : d) vérifiant I(p;) avec b # 0, alors en multipliant encore
par (y* 2%), on a B, [6] € I, et il existe un unique couple (a,, : b, ) € P! tel que
ap, By, [2] + b, By, [5] € I. Sinon, la famille des vecteurs vérifiant I(p;) étant de rang
deux, on a B,,[6] € I et B,,[6] € I, ce qui correspond au point (a,, : by, ) = (0: 1) avec
les notations de 1’énoncé. U

On démontre de la méme facon le lemme suivant.

Lemme 2.3.12 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support origine.
Alors By,[5] € I et il existe un unique couple (a,, : by,) € P' tel que a,,B,,[3] +
bP2BP2 [4] el

Proposition 2.3.13 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support lori-
gine. Alors I appartient o l'une des familles suivantes

I’l/l ((1, b) =<ar+ b(yﬁ - 26),m2,my,mz,yz,y6 + Zﬁﬂm(yﬁ o 26) >,

Iy, (a:b) =< a(y®+ 2%) + ba(y® — z3),$2,yz,x(y3 + z3),y4,z4, degré supérieur @ 5 >,

Iy (a:b) =< a(y®—2%) +bz(y® + 2 ) b3 ,yz 'r(y — 23),y*, 2, degré supérieur a 5>,
p

I, (a:b) =< axy +byS, axz — bz° scy zz? ,yz sc , degré supérieur a 6 >,
I,,(a:b) =< azy?® + by, axz?® — b2t 2% 2y, 12>, yz, 40, 2°, degré supérieur a 6 > .
Et Iy,(0:1) =1, (1:0), 1,,(0:1) =1,,(1:0), et 1,,(0:1) = Ip,(0:1) = Ipp,(0:1).

En particulier, le graphe dual de la fibre du morphisme de Hilbert-Chow au-dessus de la
singularité a lorigine est le suivant.

hy
P2 P1 (25

¥3

Preuve : En utilisant les notations des lemmes 2.3.10, 2.3.11, et 2.3.12, supposons que
ay, 7# 0. Alors en multipliant I'identité a., 2+ by, (y® —2%) € I par y et z, étant donné que
tous les monomes de degré supérieur a 7 appartiennent a Iy, C I, on obtient B, [2] € I,
Bp2 [3] el ng [4] €let Bw4[4] € I. Ainsi, I = I¢2 ((1,¢2 : b¢2)

Sinon, ay, = 0, de sorte que d’apres le lemme 2.3.11, tous les monomes de degré
supérieur a six appartiennent a I. Supposons que a,, # 0. Alors en multipliant I'identité
ap, By, [2]+bp, By, [5] € I par (y,2), on obtient B,,[3] € I, puis en multipliant par (y?, z?)
on obtient By,[4] € I et By,[4] € I. Finalement, I = I, (a,, : by, ).

On peut maintenant supposer que a,, = ay, = 0. Si ay, # 0, alors en multipliant
identité a,, B, [3] 4 b, B,,[4] € I par y et z, on obtient By,[3] € I et By,[3] € I. Ainsi,
I=1,(ap :bp,).
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Enfin, a,, = a,, = ay, = 0, de sorte que tous les monoémes de degré supérieur a 5
appartiennent a I. Alors a,, # 0 implique ay, = 0 et réciproquement, ay, # 0 implique
ay, = 0, de sorte soit I = Iy, (ay, : by,) soit I = Iy, (ay, : by,). On remarque que
Iw3(02 I)ZI,/M(OZI). O

2.3.6 Le systéme de racines Aj

Le résultat de ce paragraphe est donné dans [GNS00].

On a déja vu dans le paragraphe 2.2.6 que Iy est engendré par les polynomes fo =
o +y? + 2% f3 = ayz, fo = 2%y’ + 2%y + Y727 et Iy, est engendré par fo,f3, fa
et A = (22 — y?)(y? — 2%)(2* — 22). En particulier, d’aprés la proposition 2.3.1, on a
dim(Sw, [n]) = 0 pour tout n > 6, et dim(Sw,[0]) = 1, dim(Sw, [1]) = 3, dim(Sw, [2]) =
6 -1 =5, dim(Sw,[3]) = 10-3-1 =6, dim(Sw,[4]) =15 -6 -3 -1 =5, et
dim(Sw,[5]) =21 —10 -6 —3+ 1 =3.

Si on note f = 22 + jy? + 5222, on observe que

yz(22° + (5 + §2)y* + (§ +5%)2°)
yz(3z — f2)
= 3$f3 — nyQ S Iw.

yzf +yzf

De méme, z(5%f + jf) € Iw) et ay(if +5°f) € Iw.
Puis, f2 4+ f2 = 2% —y* — 2* +2(y?2? — (2y? + 222?2)), de sorte que

o(f2+ 12 = 225 —x(z* + 9t + 2*) + dwy?2? - 22(y?2? + 22y? + 2222)
= @ —a(f2 = 2fa) + dyafs — 20fs.

Or 2° = 23fy — x.f4 + yzf3, donc on obtient

o(f*+ f?) =2 fo+byzfs —afs —xf1 € Iw.

De méme, y((j/)* + (72f)?) € Iw et 2((52f)* + (j.)?) € Iw.

Ainsi, la décomposition de I'algebre graduée Sy, en représentations irréductibles est
la suivante.
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déc. en rep. irréd. Vi-base
SW+ [0] Vi, By[0] = {i}
SW+[1] Vo B\T/[l] = {ja Y, Z}
By,[2] = {2 +7%9" +52°} = {f}
Sw,[2] Vi, & Vi, & Var By,[2] = {7°+jy° +7°2°} = {f}
By[2] = {yz,2z, 2y}
Bu3l = {zf,j*yf.jzf}
Sw. 3 Vo © Ve Bull: = {2f.j9f %]}
By, [4] = {]iQ}
SW+ [4] VwQ ® V1/13 ® Ve B1/13 [4] = {f2}
SW+ [5] V\If B\I’[5] = {'fi"faa ﬂ?an 272]02}

Les représentations Vy, et V,, étant de rang un, elles apparaissent avec multiplicité
un dans la représentation réguliére. Cela implique les lemmes 2.3.14 et 2.3.15 suivant.
Lemme 2.3.14 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support lorigine.
Il existe un unique couple (ay, : by,) € P! tel que ay, f + by, f> € I.

Lemme 2.3.15 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support lorigine.
1l existe un unique couple (ay, : by,) € P! tel que ay, f + by, f € 1.

Puis, Vg étant de multiplicité trois, on a le lemme suivant.

Lemme 2.3.16 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support l'origine.
Byl4] € I, By[5] € I et il existe un unique couple (ay : by) € P! tel que ayBy[3]1 +
b\pB\pB]Q el
Preuve : Pour commencer, remarquons que le lemme 2.3.15 implique By[5] € I. En
effet, si ay, # 0, alors f? €I, donc By[5] € I. Si ay, = 0, alors f? € 1. On avu que
T(fQ - fQ) € IW+a
y(5%f? — jf?*) € Iw,, Comme Iy, C I, on obtient encore By[5] € I.
Z(7f2 - 72f) € IW+'
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Notons I(WV) Iidentité aBy([1] + SBw[2] + yBw[3]1 + 0Bw[3]2 + eBy[4] € I. Alors la
famille des (a: B:y:0:€) € P5 vérifiant I(¥) est de rang deux.
Soit (a: B :y:6:€) € P vérifiant 1(¥). Alors, en multiplian

t I(W ) ar (f,5°f,5f),
on obtient (0:0: «:0: f3) verifie I(¥), et en la multipliant par (f,jf

42f), on obtient

zf yzf
% ﬂ/f +pB | Jzzf | €1
jzf jrzyf

yz(f +f) € Iw,
Les identités { zz(52f + 7f) € Iy, et larelation Iy, C I impliquent alors aBy[3]s —
zy(if —5°f) € Iw,
BBw[4] € I, c’est a dire (0 : 0:0: a: —f) vérifie I(¥). Ainsi, comme la famille des
vecteurs vérifiant I(¥) est de rang deux, on a nécessairement « = 0.
Supposons maintenant qu'il existe (0: 8 : 7 : 6 : €) € P5 vérifiant I(¥), avec 8 # 0.
On obtient directement By[4] € I en multipliant par (f,3%f,3f), et il reste

En multipliant la deuxiéme ligne de cette identité par z et la troisiéme par gy, on obtient
{ Bzz? + yjyzf + 5j2yzf el

Bry® +vjyzf +0j°yzf € I
implique yzf et yzf € I. Or of = x> + jay® + j%x2°, et of = 2° +7 zy? + jo2t.
Ainsi, f — 2f € I. De la méme facon, on a j°yf —jyf € Ietjzf —j%zf € I, donc
(0:0:1:—1:0) vérifie I(V), ce qui contredit le fait que la famille de ces vecteurs est
de rang deux. On a donc 8 = 0.

Finalement, la famille des (0 : 0: v : 6 : €) € P? vérifiant I(¥) est de rang deux, de
sorte qu'il existe (0: 0:y: d:€) € P° vérifiant I(¥) avec v # 0 ou § # 0. En multipliant
par (y,z,z), on obtient (a — bj®)zyf € I, (a — b)yzf € I et (a — bj)zzf € I, de sorte
que By[4] € I.

On a bien démontré que By[4] € I, By[b] € I et il existe un unique couple (ay
by) € P! tel que ayBy[3]; + by By[3]2 € 1. O

de sorte que zy? € I et z2% € I. En effet, By[4] € I

Proposition 2.3.17 Soit I un idéal de Clz,y, z] définissant une W -grappe de support
Uorigine. Alors I appartient a 'une des trois familles d’idéaux suivantes.

Id)z(a‘ : b) =< (I/]i—l- bf27.f;27mfay.fazfaf27f3af4aA >
Iw3(a : b) =< af+bf27f27$f7yfazflf25f37f47A >
I\Il(a‘ : b) =< (I’B\P[g]l +bB\IJ[3]2aanananffiafﬁlaA > .

De plus, Iy,[0: 1] = Ig[0: 1], et 1y,[0 : 1] = Ig[1 : 0]. En particulier, le graphe dual
de la fibre est le suivant.

e W V3

o—0——90
Preuve : Avec les notations des lemmes 2.3.14 et 2.3.15, si ay, # 0, alors en multipliant
l'identité ay f + bq/,f2 € I par f, on obtient ay, = 0, et en la multipliant par z, y et z,
on a By[3]s. Dans ce cas, I = Iy, (ayp, : by,) avec ay, # 0.
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De méme, si ay, 7# 0, on a By[3]; € I, et by = 0, de sorte que I = Iy, (ay, : by,).

Enfin, si ay, = ag, = 0, alors d’aprés le lemme 2.3.16, il existe (a : b) € P! tel que
I =Iy(a:b). On vérifie enfin que Iy, [0 : 1] = Iy[0 : 1], et I, [0 : 1] = Iy[1 : 0]. O

2.3.7 Le systéme de racines Bj

On a déja vu dans le paragraphe 2.2.7 que Iy est engendré par les polynomes fo =
w2+ y? + 22, fq = 2%y? + 2%y + 222, fo = 229?22 et Iy, est engendré par fo,f3, fa
et A = zyz(2?y? (2 — y?) + 222%(2* — 2?) + y?2°(y* — 2?)). En particulier, d’apreés la
proposition 2.3.1, on a

dim(Sw, [n]) = 0 pour tout n. > 9, et
dim(Sy [0]) = 1,

dim(Sw, [1]) = 3,

dim(Sy, [2]) =6 —1 =5,

dim(Sw, [3]) =10 — 3 =71,

dim (S, [4]) =15 —6— 1 =8,

dim(Sw, [5]) =21 — 10 — 3 =8,

dim (S, [6]) =28 —15—6—1+1="1,
dim(Sw, [7]) =36 — 21 — 10 — 3+ 3 =5, et
dim(Sy, [8]) =45 — 28 — 15— 6+ 6+ 1 = 3.

Ci-aprés un tableau représentant la décomposition de chaque composante en représenta-
tions irréductibles, et pour chacune d’elle une V;-base.
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déc. en rep. irréd. Vi-base
Sw, [0] Vo Bol0] = {1}
Byl2] = {y* 2%}
Sw, 2] Vo @ Vy Bul2l = {97075}
B[3] {zyz}
SW+[3} I/;@Vw@Vm/) B1/}[3 = {j(72_2 )75(22—x2),2(j:2—y2)}
Bﬁ’l/J[s = {?3363323}
B0[4} = {:‘743 24}
Sw. [4] Vo @ Vy @ Vey Byld] = {z%yz zy*z, 292%}
B[4 = {yz(y* - 2%),z2(2% — %), 2y(z* — ¥*)}
Byls] = {ayz(z* — &2), ayz(a® — )
Swils] | Ve ® Vi@ Vey Byls] = {25 - 2).4(2* - %), (a2 - )}
Bs'z/)[m = {,’7}5’:(75, 25}
B.[6] {z°y° (ff — 9} + 32 (27 - )+ §° 2 (7 - 27)}
Sw, [6] Voo Vy @ Vey Bylo] = {y°2°.2°2",2°5"}
B.yl6] = {z*yz(y* — 2%),29%2(2* — 2%), 72y2*(z% — )}
Bol7] = {aga(z' - 2*), zya(y" — 7))
Sw. |7 VoV, -0 oy e o N
w17 '& Yy Byl = {25 - 2),5°(2 — 4.5 (@ - )}
Sw. [8] Vey B.y[8] = {z'yz(y? - 2%),zy"2(z* — 2?), 2yz* (2° — %)}

Lemme 2.3.18 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support lorigine.



o8 CHAPITRE 2. SINGULARITES AFFINES EN DIMENSION TROIS

11 existe un couple (a. : b.) € P! tel que
asxyz + b (222 (22 — y?) + 222%(2% — %) + 222 (2 — 2?)) e 1.

Preuve : Comme V; est une représentation de degré un de W, , elle doit apparaitre avec
multiplicité un dans la décomposition de C[z,y, z]/I en représentations irréductibles. Or,
elle apparait avec multiplicité deux dans la décomposition de I’algébre coinvariante Sy, .
Il existe donc un unique (a : b) € P! tel que azyz + b(z?y?(2? — y?) + 222%(2% — 22) +
y?2%(y? — 2?)) appartient a I. O

Lemme 2.3.19 Soit I un idéal définissant une W -grappe de A3 de support l’origine.
Alors Bey[8] € I, Bey[6] € I et il existe un unique couple (azy : bey) € P tel que

(151/1351/1[4] + be¢B€¢[5] el

Preuve : Comme V,, est une représentation de degré trois de W, elle doit apparaitre
avec multiplicité trois dans la décomposition de Clxz,y, z]/I en représentations irréduc-
tibles. Notons I(et) 'identité suivante :

aBey(1] + bBey[3] + aBey[4] 4+ cBey[5] + BBey[6] + 7B=y[8] € I.

Comme V,,, apparait avec multiplicité six dans la décomposition de Sy 4 en représenta-
tions irréductibles, la famille de vecteurs (a: b:c: a: B :v) de PP vérifiant I(g¢) est de
rang trois.

Soit (@ : b :c: a: [ :7) un vecteur de cette famille. Alors en multipliant par
(22,92, 2%) puis par (z*,y*, z*) I'identité I(et)), on montre que (0:a:b:0: a: B) et
(0:0:a:0:0: a) vérifient également cette identité. C’est une conséquence des égalités
(gcQ,y2,z2)Bm/,[k] = B.ylk + 2], et de 1 "identité (gcQ,yQ,zQ)Bm/, el.

Supposons que a # 0. Alors en multipliant I(ee) par (23yz(y? — 22),zy32(2? —
z?), zyz® (2 — y?)), étant donné que tous les monomes de degré supérieur a 9 appar-
tiennent & I, on obtient B.4[8] € I. Mais comme a # 0, (a : b : ¢ : a: (3 :7),
0:a:0:0:a:06),(0:0:a:0:0:a)et (0:0:0:0:0:1) forment une famille libre
de rang 4, d’out une contradiction. Ainsi, a = 0.

Supposons maintenant qu'il existe (0 : b: ¢ : a: B :7) un vecteur de cette famille
avec b # 0. En multipliant I(ev) par (zyz(y? — 22), zyz(2? — 2?), 2yz(2? — y?)), on
obtient B.y[8] € I. Alors, les monémes de degré supérieur a huit appartenant tous a I,
2 25, 21?)

on obtient en multipliant I(e1)) par (y2z, 22z, 22y) puis par (yz%, z

b3’z + a2 (y? —2%) € I brdyz? + a2 (y? — 2%) € I
bry3z? + ax?23(22 —2%) € I et bz + axd2?(22 —2?) € I
bryz® + axdy?(2? —y?) € 1 bry?z® + ax?y3(2? —y?) € 1
d’ou par différence,

brlyz(y? — 22) + a(z32t — 2522 —2Sy? +a%yt) € T
bry?z(2% — 22) + a(zty? — 22y® — P22 +432%) € I
bryz? (22 — y?) + a(y*z® — 9?25 — 2220 +2423) € T
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Or z + y* + 2% = f2 —2f, € I, d'ou par exemple, z32* — 2°2%2 — 2%y? + 23y? =

3(f3 — 2fs) — x°fy € I. Ainsi, si b # 0, B.y[6) € I. Mais alors (0:b:c:a:f:7),
(0:0:6:0::0),(0:0:0:0:1:0)et (0:0:0:0:0:1) vérifient I(e1)) et forment
une famille libre de rang 4, d’ott une contradiction. Ainsi, b = 0.

Enfin, supposons qu’il existe (0: 0:c: a: B :7) de P vérifiant I'identite I(g¢), avec
a # 0. Dans ce cas, B.y[8] € I, B.y[6] € I, et il existe un unique (azy : bey) € P! tel que
ey Bey[4] + beyBey[5) € 1. Si en revanche pour tout (0:0:c:a: (3 :7) de P? vérifiant
'identité I(e9), o = 0, étant donné que la famille est de rang trois, on a B.y[5] € I,

Y

B.y[6] € I et B.y[8] € I. Cela correspond au point (ay : bey) = (0: 1). O

Lemme 2.3.20 Soit I un idéal définissant une W, -grappe de A® de support lorigine.
Alors By[7) € I, By[6] € I et il existe un unique couple (ay : by) € P tel que

a¢)B¢J[4] + b’lle)[E)] eI

Preuve : Ici encore, comme Vy, est une représentation de degré trois de W, elle doit
apparaitre avec multiplicité trois dans la décomposition de C[z, y, z]/I en représentations
irréductibles. Notons () 'identité suivante :

Comme V,;, apparait avec multiplicité six dans la décomposition de Sy 4 en représenta-
tions irréductibles, la famille de vecteurs (a:b:c:a: 3 :v) de P® vérifiant I(1)) est de
rang trois.

Comme précédemment, on remarque que (22, y?, 2%) By [k] = By[k+2]. Le seul cas non
évident est pour k = 4. Il est une conséquence des égalités du type 322 —yz fy+12yzfo =
ztyz. De plus, tous les monomes de degré supérieurs a 8 appartiennent a I d’aprés le
lemme 2.3.19. Ainsi, si (a:b:c:a: ) vérifie I(¢), alors (0:a:b:0: a: () et
(0:0:a:0:0:«) également.

Supposons qu’il existe (a: b:c: a: ) vérifiant (1)), avec a # 0. En multipliant
Iy, par (y*z, z*z, z*y) puis par yz?, z2*, zy*, on obtient

ay®z? + azytz(y? —2%) € 1 ay’z® + axyzt(y? —2%) € 1
az®2? + aztyz(2? —x?) € 1 et az’2® + azyzt (2 —x?) € I
ardy? + artyz(z? —y?) € I ar?yd + axyz(z? —y?) € I

d’ou par différence, By[7] € I, car par exemple,

2

~atyz(y? + 2?)
= afyz —alyzfy
= yz(x'fo— 2’ fo+ fo — ' f2) € L.

whyz(z? — %) — styz(2? — 2?)

Ainsi,sia #0, (a:b:c:a:p:7),0:a:b:0:a:0)et(0:0:a:0:0: a)et
(0:0:0:0:0:1) forment une famille libre de quatre vecteurs vérifiant I(¢), d’ot une
contradiction. Donc a = 0.
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Supposons qu'il existe (0: b:c: «: f: ) vérifiant I(1)), avec o # 0. En multipliant
I, par (z%y,y?z,z2%) puis par (%2, y%z, 2%y), on obtient

azdy? — 2Py2? +baty’z € 1 ardy’z — 2322 fbaty? € 1
a2 — 2?yPy 4+ bryt2? € T et ary®2? — o3y3 byt € T
3 € I € I

az’z® — zy?2® + balyz? az?yz® —y323 + boy?2?

En tenant compte des identités

@+ yd) = R+ %) = P - ysh,
—(zy? 23 + 23y%2) = —zz(y?2? + 2%y?) = 2323 — xzfy,
—(2Py2® +ay’2?) = = —ay(a®2 +y?2”) = 2y’ - ayf,

on obtient par différence

a2 + b(ayt2? —xy?2t) € 1
3ax3zd + b(x?yzt — 2ty2?) € I
Saxdy? + b(ztytz — 2?ytz) € I

Or par exemple,

2 4 2,2(,2 2)

—zy?zt = a2y (y? -2
wfay® —2%) — 22 (y> + 2%) (y* — 2°)
— ahily? = ) — 2 aly? — )+ P — ).

D’ou finalement 3aBy[6] + bBy[7] € I. Si a # 0, on adonc (0 :b:c:a: f:7),
(0:0:6:0::0),(0:0:0:0:0:1)et (0:0:0:0: 3 :b) forment une famille libre
de cardinal 4 vérifiant I(+). D’ou une contradiction, donc o = 0.

Enfin, supposons qu’il existe (0: b:c:0: [ : ) vérifiant I(1)), avec b # 0. Alors en
multipliant 7(¢) par (22 3, 12? 3

zytz

2z — 2%, y%2 — 23,122 — 23), comme tous les monémes de degreé
supérieurs a 8 appartiennent a I | ztyz? —2%yz* € I, 2y 22 —xy?2* € I, et 22y2* —2%y2? €
I. Or on a vu que, par exemple zy*22 —zy?2* = xfi(y? — 22) — 23 fo(y? — 22) + 25 (y% — 22).
Ainsi, on obtient By [7] € 1.

Finalement, si il existe (0 : b : ¢ : 0 : 8 : ) vérifiant I(¢)) avec b # 0, By[6] et
By[7] € I, et il existe un unique (ay, : by) € P! tel que ayBy[4] + by By[5] € I. Sinon, le
fait que la famille des vecteurs vérifiant I(1)) est de rang trois implique By[5] By[6] et
By[7] € 1. Cela correspond au point (ay : by) = (0:1). O

Lemme 2.3.21 Soit I un idéal définissant une W, -grappe de A3 de support 'origine.
Alors By[7) € I, et il existe un unique couple (ag : by) € P' tel que

agBg[4] + by By[5] € I.

Preuve : La représentation Vy étant de dimension 2 et apparaissant quatre fois dans la
décomposition de Sy, en représentations irréductibles, la famille des vecteurs (a : b: c:
d) vérifiant I(0) est de rang 2, ou I(#) est 'identité suivante :

aBy[2] + bByl4] + c¢By[5] + dBy[7] € 1.
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Remarquons que (y2,22)By[2] = Byl[4], (y?,22)Bg[b] = By[7], et (y%,2%)By[4] € I, de
sorte que si (a : b : ¢ : d) veérifie I(f), alors (0 : a : 0 : d) également. Supposons qu’il
existe (a : b: c: d) vérifiant (), avec a # 0. Alors comme tous les monémes de degrés
supérieurs ou égaux a 8 sont dans I d’apres le lemme 2.3.19, en multipliant I(#) par
des monomes de degré 5 et par combinaisons linéraires, on obtient By[7] € I. Alors
(@:b:c:d),(0:a:0:d)et (0:0:0:1) forment une famille libre de vecteurs vérifiant
I1(0), d’ott une contradiction. Ainsi, a = 0.

Si il existe (0: b: ¢ : d) vérifiant I(6), avec b # 0, encore une fois, en multipliant ()
par des monodmes de degré 3 et par combinaisons linéraires, on obtient By[7] € I. Sinon,
comme 'ensemble des vecteurs vérifiant I(6) forme une famille de rang 2, By[6] € I et

Bg[?] el
Finalement, on a toujours By[7] € I et il existe un unique (ag : bg) € P! tel que
a9B9[4] + bng[E)] el. [l

Proposition 2.3.22 Les quatre familles suivantes indézées par P! décrivent exactement
Iensemble des idéauz définissant une W -grappe de A® de support lorigine.

IE((]‘ : b) =< (IBE[3] + bBE[G]a39[5]331/)[4]7361/1[5]a.f23f4afﬁaB’t/J[G]aBs’t/J[G]ado >7>,

Iy(a:b) =< aBy[4] + bBy[5). Byl5), Boylsl, fo. fr.d° > 6 >,
IE a: b) =< aBEd,[ ] + bBEd,[E)],Bg[E)],qu[E)],fg,f4,do > 6>,
Ig((] b) <GBG[ ]+ng[5],B¢[5],B5w[5],f2,f4,do >6>.

De plus, on a I.(0: 1) = I,(1:0) et Iy(0:1) = I.(0 : 1) = I4(0 : 1). En particulier, le
graphe dual de la fibre est le suivant.
0

vl
(

P €
e

Preuve : En gardant les notations des lemmes 2.3.18, 2.3.19, 2.3.20 et 2.3.21, supposons
a. # 0. Alors, comme tous les mondémes de degré supérieur a 8 appartiennent a I,
en multipliant par (22 — 22) puis par (22 — y?) lidentité a.B.[3] + b.B.[6] € I, on
obtient By[5] € I, de sorte que ay = 0. Puis, en multipliant par yz, par zz et par
'I'y cette identité, on obtient zy?2%2 € I, x%yz? € I et z?y?z € I. Or par exemple,
ry’2? = xfs—a (y +22) = 2P +x fs—a? fo. Ainsi, Bey[5] € I, de sorte que a.y, = 0. Enfin,
remarquons que si by, # 0, alors en multipliant par (z,y, ) l'identité a,, By, [4]+by By [5] €
I, et en additionnant les trois équations ainsi obtenues, on obtient a,zyz(z?+y*+2%) +
byB:[6] € I, ce qui implique que B.[6] € I, et a. = 0. Finalement, si a. # 0, alors
ag = by = acy = 0, de sorte que I = I.(a.,b.).

Supposons maintenant que ag # 0. D’aprés ce qui précéde, cela implique a. = 0.
On a alors d’apreés les lemmes 2.3.19, 2.3.20 et 2.3.21 que tous les mondmes de degrés
supérieurs ou égaux a 6 sont dans I. En multipliant Uidentité agBg[4] + byBy[5] par
(y,2), et en utilisant la, W_-stabilité de I, on obtient agBey[5] + bgBey[6] € I. On en
déduit que B.y[5] € I, c’est a dire a.y = 0. Enfin, supposons a,, # 0. En multipliant
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par (z,y,z) l'identité ayBy[4] 4+ by By[5] € I, et par combinaisons linéaires, on obtient
apryz(z* — %)+ sommes des monomes de degré > 6 € I, de sorte que By[5] € I et
ag = 0. Finalement, si ag # 0, alors a. = ay = a.y = 0, de sorte que I = Iy(ag, by).

Siagy # 0. Alors d’aprés ce qui précede, ag # 0 et a. = 0. Par ailleurs, supposons que
ay # 0. Alors comme x® = zy?2% — xf4 + 2% f2, et que les monomes de degré supérieurs
a 6 sont dans I, lorsqu’on multiplie identité ayBy[4] + by By[5] € I par (y,z, ), on
obtient B.4[5] € I, de sorte que a.y = 0 Finalement, si a.y # 0, alors a. = ay = ag = 0,
de sorte que I = Ly (aeyp, bey).

Si ay # 0 et by # 0, alors ce qui préceéde implique a. = a.y, = ag = 0, de sorte que
I = Iw(aw,bw).

Enfin, si I'on est dans aucun des cas précédent, alors ou bien a, = 0, ou bien by, = 0.
Si ay, = 0, alors nécessairement a. = 0 car by, # 0, donc ay = a.y = 0. Dans ce cas,
I'=1.(0:1) = Iy(1:0). Si by =0, alors ay # 0 implique ag = a.y = 0, et donc a. = 0.
Dans ce cas, [ = I(0:1) = L.y(0: 1) = Ip(0 : 1). O

2.4 Une correspondance de McKay en dimension trois
Dans [BM94], Bertin et Markushevich rappellent la conjecture suivante.

Conjecture 2.4.1 (Conjecture locale) Soit (X,0) un germe de singularité analyti-
quement équivalent au quotient (C?,0) par un sous-groupe fini G C SL3(C). Alors il

eziste une résolution f: X —— X avec K5 ~ 0 telle que

x(F71(0)) = #{ classes de conjugaison de G}.

Soit (X, 0) un germe de singularité analytiquement équivalent au quotient (C?,0) par un
sous-groupe fini de la forme WNSL3(C), ot W est le groupe de Weyl associé a un systéme
de racines en dimension trois. Les résolutions de ces singularités locales par la méthode de
Jung et par le schéma de Hilbert décrites ci-avant répondent & cette conjecture. D’apres
ce méme article de Bertin et Markushevich (|[BM94]), ce résultat était déja connu pour la
résolution par la méthode de Jung dans certains cas. D’aprés le théoréme de Bridgeland,
King et Reid (|[BKRO1]), il était également connu pour la résolution par le schéma de
Hilbert. Si G est un graphe, appelons graphe simplifié de G le graphe G auquel on a
supprimé les boucles. Comme le récapitule le tableau suivant, on vient de démontrer le
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théoréme qui suit.

' graphe dual de la
R Wy diagramme de McKay g 5 g e W, -Hilb(A%)
X2 X3 XQVX3
A1XA1XA1 Z/QZXZ/2Z
; ';X 4 X4
Al X A2 63 = D3 %Ji p ’l;bQ
ha
0 o ha
A] X By Dy § 1/J2
3 s
P4 W
p2 p1 p2 1 Y2
A1 x G De
s 3
Tpg v ¢3
0 0
3 € G €
B3 Sy
eY ey

Théoréme 2.4.2 Soit (X,0) un germe de singularité analytiquement équivalent au quo-
tient (C®,0) par un sous-groupe fini de la forme W, = W NSL3(C), ou W est le groupe
de Weyl associé a un systéeme de racines en dimension trois. Le morphisme de Hilbert-
Chow ¢ : H —— X est une résolution crépante de X en 0 et le graphe dual de la fibre
¢ 1(0) est en bijection avec le diagramme de McKay simplifié du groupe W .

En revanche, on observe dans la tableau ci-aprés que la résolution par la méthode de
Jung ne vérifie généralement pas ce critére.
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R W fibre lors de la graphe dual de la
+ résolution par Jung fibre dans W -Hilb(A?)
Al x A1 x Ay | Z)2Z x 7.)27Z. o o o v‘
Al X A2 63 = D3 o———o o—=o

A] X BQ D4

oy o—oo—o0—o

A1 x Gy Dy o—o —o —o——o :

Az Ay v o—o o

B3 64




Chapitre 3

Singularités non abéliennes
assocliées a un systéme de racines en
dimension trois

Soit R un systéme de racines réel irréductible. Dans le chapitre 1, on a considéré
laction du groupe de Weyl W(R) sur A". D’aprés un théoréme de Steinberg (1.6.4), le
quotient est lisse. On a alors démontré (théoréme 1.6.7) que W-Hilb(A?) = A3 /W . Dans
le chapitre 2, on a considéré le quotient par le sous-groupe W, = W N SL,(C). C’est
un revétement double de A" /W. Dans le cas de la dimension trois, le schéma de Hilbert
W -Hilb(A%) est une résolution crépante d’aprés le théoréme de Bridgeland King et Reid
(IBKRO1]) et I'on a construit une autre résolution crépante par la méthode de Jung.

Soit E une courbe elliptique munie de sa structure de groupe. Notons pg € E 'origine.
Dans [Loo76[, Looijenga propose le résultat suivant. Bernstein et Shvartsman remarquent
que sa preuve ne fonctionne que pour E de module générique ([BS79]), mais le résultat
est valable. Une nouvelle preuve est donnée dans [FMW98§|.

Théoréme 3.0.3 Soit R un systéme de racines, Q(R) le réseau engendré par R et E
une courbe elliptique. Le groupe de Weyl W (R) agit naturellement sur A := Q(R)® E et
le quotient A/W (R) est un espace projectif avec poids.

Dans un premier paragraphe, on explique ce théoréme de fagon élémentaire dans les cas
des systémes de racines Az, Bz et C3. D’aprés le théoréme 1.6.9, lorsque le quotient A/W

est lisse, le morphisme de Hilbert-Chow W — Hilb(A) — A/W est un isomorphisme. Si

R est de dimension trois, on a donc un isomorphisme W — Hilb(A) — A/W dans les
cas As et Bs. Dans le cas, C5, on verra que le quotient A/W = P(1,1,2) admet une
singularité isolée qui est résolue par le schéma de Hilbert.

Dans la suite de ce chapitre, on étudie globalement la situation décrite localement
dans le chapitre 2. Ainsi, R est un systéme de racines réel irréductible de dimension trois,
Q = Q(R) et Xg le quotient de A = F ®z @ par W,. C’est un revétement double de
I’espace projectif A/W. Dans ce cadre, Bertin et Markushevich on démontré le théoréme
suivant ([BM94]).

65
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Théoréme 3.0.4 Dans le cas des systémes de racines Az, Bz et Cs, le quotient Xgr

est une variété de Calabi- Yau.

Par ailleurs, d’apreés le théoréme de Bridgeland, King et Reid, le W -schéma de Hilbert
donne également une résolution crépante de cette singularité.
Dans le deuxiéme paragraphe, on rappelle le théoréme de Bertin et Markushevich
pour chacun des systémes de racines Az, B3 et C5. On ne traite en détail que le cas Bs.
Dans le troisiéme paragraphe, on rappelle le théoréme de Bridgeland, King et Reid
et on compare les résolutions obtenues avec chacune des deux méthodes. Ici aussi, on ne
traite en détail que le cas Bj, les autres étant analogues.

3.1 Le théoréme de Looijenga

Soit R un systéme de racines irréductible et réduit de dimension 3. Dans ce premier
paragraphe, on considére le quotient de A = Q(R) ® E par le groupe de Weyl W (R).
Dans ce cas, le théoréme de Looijenga et le théoréme 1.6.9 rappelés en introduction
s’expriment comme suit.

Théoréme 3.1.1 Si R = A3 ou Bs, alors le quotient (Q(R) ® E)/W (R) est isomorphe
aP3 et on a

W(R)-Hilb(Q(R) ® E) = (Q(R) ® E)/W (R) = P3.
Si R = Cs, alors (Q(C3) @ E)/W(C3) = P(1,1,2) et W(Cs)-Hilb(Q(C3) ® E) est une

résolution crépante de ce quotient.

3.1.1 Cas du systéme de racines Aj;

Rappelons que R = A3 est I'ensemble de tous les vecteurs de longueur v/2 et appar-
tenant a lintersection de H C R*, hyperplan de somme des coordonnées égale a zéro
avec le réseau 17 @ €97 @ €37 @ €47. Alors R = {e; —€;,1 < i # j < 4}. La variété
A = E® Q est lisse, isomorphe a E3 définie comme sous variété de E* par Iéquation
somme des coordonnées égale zéro. Le groupe de Weyl W = G, agit naturellement sur
A via son action sur Q et d’aprés le théoréme de Looijenga, A/W = P3. On redémontre
ce résultat directement.

Les points de A sont les quadruples (z1,...,z4) € E* tels que Z?:] x; = 4pg, de
telle sorte que O(Z?Zl z;) = O(4pg). Ainsi, A/&, s’identifie naturellement a I’ensemble
des diviseurs de E linéairement équivalent & 4pg; qui est lui méme en correspondance
avec les fonctions méromorphes f € O* telles que div(f) = Z?:] (2; — po). Finalement, a
un point de A/&, correspond une droite de 1'espace des fonctions H(E, O (4py)) ayant
un pole d’ordre 4 en pg et aucun ailleurs.

A/G4 = P*(H’(E,O(4p))) = P°.
Ce quotient étant lisse, le morphisme de Hilbert Chow
G4-Hilb(A) — A/G, = PP

est un isomorphisme d’aprés le théoréme 1.6.9.
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3.1.2 Cas du systéme de racines Bj

Rappelons que R = Bj est défini comme étant ’ensemble des vecteurs de longueurs
1 ou v/2 de R? appartenant au réseau standard €17 @ €97 @ e37. Alors R = {+e;, +¢; +
£j,1 <i#j <3} et W(R) = G3x(Z/27)3 agit sur Q = Ze1®Zes®Zes par permutation
des g; et multiplication par (—1). On considére I’action induite sur A = E ®z Q = E3.
Le quotient de E par l'action de linvolution F/(Z/27) = P!, de sorte qu’on obtient
directement

AIW (Bs) = E° /(G5 % (2/22)%) = (P')* /&3 = P,

ce qui est une preuve du théoréme de Looijenga pour les systémes de racines de type B,,.
De plus, ce quotient étant lisse, le morphisme de Hilbert Chow

W-Hilb(4) — A/W = P"

est un isomorphisme d’aprés le théoréme 1.6.9.

3.1.3 Cas du systéme de racines (s

Le systéme de racines C3 est 'ensemble des deux et des quatre-racines du réseau
Z4ﬂ{.’IJ1 + 20 + 23 + 14 = 0} c R Ainsi, C3 = Aj U{€1 + ey —e3 *6’4,...}. En
particulier, W (C3) contient W (Aj3). Remarquons que W, (C3) = W(A3) = O, le groupe
octaédral, mais W, (C3) agit par e1) alors que W (A3) agit par 9 sur C ® Q(C3) = C3.
Ainsi, on a deux plongements non conjugués de O dans W (Cj3). Soit T = W, (Asz) = y.
Dans W(C3), T = W(A3) N W, (C3) et il existe 7 € W, (C3)/T tel que le diagramme
suivant est commutatif.

W(Cs)

/‘ -

W4 (C3) =0 O =W (A;)

AN
Wi (Asz) =

Par exemple, 7 = (12)w, (¢,)- Alors W(C3) s’obtient & partir de W (A3) par adjonc-
tion de —1. (En effet, le produit (12)y(4,)(12)w, (cy) = —1.)

Ainsi, le quotient E®Q(C3)/W (C3) = E®Q(C3)/(W (A3z) x T) est isomorphe a P? /7.
Les points fixes de P3 = HY(E, O(4pg)) sous l'action de 7 sont d'une part les diviseurs
de la forme z + (—z) + y + (—y), ou z,y € E et d’autre part le diviseur py + p2 + p3 + p4,
ou les p; sont les quatre points d’ordre 2 de E. Au voisinage d’un point de la forme
z+ (—z) +y+ (—y), 7 agit comme une pseudo réflexion, donc le quotient est lisse. En
revanche, P2 /7 présente une singularité isolée en I'image du point p; + pa + p3 + pa, de
sorte que

E®Q(Cs)/W(Cs) =P(1,1,2).
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Celle-ci est localement isomorphe au quotient de A® par 7 /27, pour Iaction (z,y, z)
(—z, —y, —2z). Elle est donc résolue par le Z/2Z-schéma de Hilbert d’aprés le théoréme
de Bridgeland, King et Reid. D’aprés les propriétés locales du schéma de Hilbert équiva-

riant (propositions 1.4.3 et 1.4.6), le morphisme de Hilbert Chow W — Hilb(A) — A/W
induit un isomorphisme entre le W-schéma de Hilbert de A et le quotient A/W en dehors
du point singulier de A/W = P(1,1,2), et il donne une résolution crépante de ce schéma.

3.2 Stratification du lieu de branchement et résolution par
la méthode de Jung

Les résultats de ce paragraphes sont diis a Bertin et Markushevich (|JBM94]). On les
rappelle brievement dans les cas Az et C3, et on explique plus en détail la géométrie du
lieu de branchement et de la résolution dans le cas Bs.

3.2.1 Cas du systéme de racines A;

Comme dans le cas affine, le sous-groupe W, étant d’indice 2 dans W, le quotient
A/W, est un revétement double de P3. Son lieu de branchement B est par définition
I'image du lieu de A ou les orbites sous 'action de W et W, coincident. Cela revient a
dire que le stabilisateur sous ’action de W est non trivial, et n’est pas inclus dans W_..
Il se décompose en strates correspondantes aux sous-schémas des points de stabilisateur
fixé.

— 8y formée des points (a,a,a,a) € E* avec 4a = 0.

S, formée des points (a,a,a,b) € E* avec 3a +b =0, a # b.

— 8y formée des points (a,a,b,b) € E* avec 2a + 2b = 0.

Proposition 3.2.1 (|BM94]) Le licu Sy est la réunion de quatre coniques disjointes et
S1 est une courbe elliptique avec 16 points singuliers qui sont les points d’intersection

SiNSy,=5,.

On commence par résoudre les singularités du lieu de branchement B, puis on
construit un revétement double le long du nouveau lieu de branchement. D’apres la
situation locale, on obtient ainsi une résolution du quotient A/W.

Proposition 3.2.2 (|[BM94]) La méthode de Jung fournit une résolution du quotient
AWy en éclatant successivement So puis S;.

Preuve : D’aprés la situation locale au voisinage des points de Sy (paragraphe 2.2.6),
la transformée stricte de S; lors de I'éclatement de Sy est lisse; et si I'on éclate successi-
vement ces deux composantes, le lieu de branchement est résolu au voisinage des points
de S.

Par ailleurs, A/W présente une famille de singularités planes de type As au-dessus
de S et une famille de singularités planes de type A; au-dessus de So. D’aprés le théo-
réme 2.1.8 de Horikawa, elles admettent une résolution par la méthode de Jung, et
celle-ci fournit la résolution minimale. Elles sont respectivement associées aux systémes
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de racines Ay et Ay x A;. Dans les deux cas, un éclatement suffit & résoudre le lieu de
branchement.

D’apreés le paragraphe 2.2.6, la transformée stricte B de B aprés les éclatements de
Sy et Sy est lisse. Le revétement double le long de B est une résolution crépante du
schéma singulier A/W,.

3.2.2 Cas du systéme de racines (3

Ici, A/W est un revétement double de P(1,1,2). Son lieu de branchement B est par
définition I'image du lieu de A ou les orbites sous 'action de W et W, coincident. Cela
revient & dire que le stabilisateur sous 1’action de W est non trivial, et n’est pas inclus
dans W.. Rappelons que A/W(C3) = A/(W(A3)x < 7 >) = P(HY(E,O(4po))) / <
7 >. Ainsi, B est I'image lors du quotient par 7 de la réunion de B(Aj3) (image du
discriminant du quotient par W(As)) et du plan H constitué des diviseurs de la forme
z+(—z)+y+(—y),onz,y € E.

Proposition 3.2.3 ([BM94]) Le lieu singulier de B est la réunion de l'image du lieu
singulier de B(As) et des points de B(A3)NH. Il s’agit d’un quadrilatére et d’une conique
inscrite dans ce quadrilatére.

On remarque que le point singulier de P(1, 1,2) ne contribue pas & un point singulier
de A/W, . Plus précisemment, pg + p1 + p2 + p3 est I'unique point fixe de P? sous I’action
de 7 et son image n’appartient pas au lieu de branchement de w. Par conséquent, le
diagramme suivant est commutatif :

2:1

Y P3O B(A3)UH

AW (Cs) 22 P(1,1,2) B(Cy)

et I'action de 7 sur Y est sans point fixe.

Proposition 3.2.4 ([BM94]) En éclatant successivement les composantes du lieu sin-
gulier de B(Ajz et de B(A3)NH, la méthode de Jung donne une résolution crépante Y de
Y respectant cette action de sorte que Y/ < T > est lisse et c’est une résolution crépante

de A/W,(Cs).

3.2.3 Cas du systéme de racines Bj

Lors du quotient de E? par le sous-groupe distingué (Z/27)3, il y a seize points de
stabilisateurs non triviaux, qui sont les triplets faisant intervenir des points d’ordre deux
de E.

Le morphisme (P')% — P3 est défini par ((to : t1), (uo : w1), (vo : v1)) — (ag : a1 :
az : az), on (wty — yto)(wus — yug)(zv1 — Yvo) = agz® + a12%y + aszy® + azy® = Fu(z,y).
Les images des points de (P')? de stabilisateurs non triviaux sont les (ag : a1 : as : a3)
tels que le polynome F,(z,y) = aoz® + a12%y + aszy? + azy® a un facteur double. Ceux
avec un facteur triple ont pour stabilisateur G3.
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Stratification du lieu de branchement

Le groupe W, étant d’indice deux dans W, le quotient A/W est encore un revéte-
ment double de P3. Son lieu de branchement est donné par I'image dans P? du lieu des
points de stabilisateur non trivial et non inclus dans W.

Les points de stabilisateur non trivial sont donc a l'intersection des hypersurfaces de
réflexions dans E3. Celles-ci sont

— les douze hypersurfaces du type : {(z1,22,23) € E? | 1 = a}, ot 2a = 0. Elles

sont stabilisées par la réflexion associée a une racine de longueur 1,
— les trois hypersurfaces du type : {(z1, T2, 23) € E* | 21 = 22} . Elles sont stabilisées
par la réflexion associée a une racine de longueur /2.

Les premiéres ont pour images dans P? quatre hyperplans correspondant aux (ag :

ay : ag : ag) tels que le polynome F, a un facteur imposé : si on note ¢y, co, c3,cq les

images par E —— P! des quatre éléments d’ordre 2 de F, alors I'un des (xcin — yceip)
doit étre facteur du polynéme. On note H; I'hyperplan {a € P3 | F,(c;) = 0}. Il admet
pour équation dans P?

3 2 2 3
aopC; o + a16; oCi1 + a26;,0C; 1 + azc; = 0.

Les trois autres hypersurfaces de stabilisateur non trivial s’envoient dans P3 sur la
surface S des points de coordonnées (ag : a; : as : az) telles que le polynome agz® +
a12%y + aszy® + aszy® a un facteur double. D’aprés la formule du discriminant d’un
polynome de degré trois, I'équation de S dans P? est donc

ata3 — 4alas + 18agarazas — 27a%a§ — dagas = 0.

Reésolution par la méthode de Jung

Le quotient A/W, est un morphisme de degré deux ramifié le long de la surface
B =SUlJ;_y 4 H;i. D’aprés la méthode de Jung, il suffit pour désingulariser A/W. de
désingulariser cette surface de branchement, de sorte a pouvoir construire un revétement
double ramifié le long de la surface lisse ainsi obtenue.

Le lieu singulier de B est une union de trois composantes. D’une part le lieu singulier
de S, d’autre part 'intersection de S avec la réunion des hyperplans et enfin I'intersection
des hyperplans entre eux.

Le lieu singulier de S, est I'ensemble des (ag : a; : as : ag) tels que F, a un facteur
triple, c’est a dire a est de la forme (#} : —3t3to : 3t1#2 : —3). C’est une courbe rationnelle
de degré 3.

Sing(S) : { @102 = aoaz

L’intersection de S avec I'un des hyperplans H; correspond & la réunion d’une conique
et d'une droite dans P3. En effet, a € S si F, admet une racine double, et a € H; si ¢;
est racine, de sorte que 'on obtient la décomposition suivante.

{aeP|aeSet Folc;) =0} = {a€P?| Fy(z,y) = (t1z — toy)*(cior — ciny)}

U{a € p3 | Fo(z,y) = (tiz — toy)(ciox — cmy)Q}
= C;U L.

_ 2
3ajaz = aj
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La conique C; est ’ensemble des Fj, admettant ¢; pour racine et une racine double. Elle
a pour équation

{ ¢;olas —daraz) = cinaz(3cinas + 2¢ias)
(37?,1(0/% —4agaz) = cipag(3cipao + 2¢i1a1),

ou encore

3 2 2 3
aocj o + 0165 (Ci1 + a26i,0¢; ) + a3c; | = 0
2 2 —
Ci,O((J‘Q - 4(1,1(1,3) == (37;71(1,3(3(31;71(1,3 + 2(17;’[](1,2).

La droite L; des F, admettant ¢; pour racine double a pour équation

3 2 2 3
aoc; o+ aic; oCin + ascioc;y +azc;y = 0
3a30%1 + 2as¢;0¢i1 + cnc%0 = 0.

Les deux composantes C; et L; de S N H; se coupent en le point a,; correspondant au
polynome admettant ¢; pour racine triple. Montrons qu’elles sont tangentes en ce point.
Calculons un vecteur normal & la conique en a.;, = ((:?’1 : 7307;’00%’1 : 3(:7?’007;,1 : f(sf’ﬂ) : Si
Fl(ag,a1,a9,a3) = ciﬂ(a% —4daraz) — cina3(3ci1a3 + 2¢ paz) alors

aF/a(l[] = 0

OF/0a; = —4022’0(13,

0F[0ay = 20%’0a2 — 2¢i0¢;103

8F/8(1r; == *4()7?’0(1,1 - 6()7?’1(1,3 - 2(31;’1(}7;’(](1,2.

En a,, on obtient donc le vecteur (0 : 4020 : 802{00@1 : 120?’007?’1), de sorte que le plan
d’équation

2 2
Ciom + 2¢ioci1a2 + 3c7;’1a3 =0

est tangent a C; en a,,;, donc L; est tangente a C; en a,.

L’intersection D; ; de deux hyperplans H; et H; représente I’ensemble des F, admet-
tant ¢; et ¢; pour racine. Il rencontre L; en un point a;; j, qui représente le polynome
admettant ¢; pour racine double et ¢; pour racine simple. La droite L; ; rencontre C; en
I'unique point a; ;; qui représente le polynome admettant ¢; pour racine double et ¢;
pour racine simple.

En particulier, la conique C; incluse dans le plan H; coupe la droite L; du plan H;
en a;;; € H; N Hj = Di,j

Dans chacun des quatre plan H;, on obtient une figure analogue a la suivante. Le lieu
singulier de S n’apparait pas sur la figure car il coupe H; en 'unique point a,.



72  CHAPITRE 3. SINGULARITES NON ABELIENNES EN DIMENSION TROIS

=== _ _

I
e - - - — -
I
I

=~ e e e - — —

Au-dessus du lieu générique de C;, le quotient A/W, présente une famille de singula-
rités de type A;. En effet, les antécédents dans E? sont les points du type (o,e,e) ou
(cvi,e,—e) (o a; est un élément d’ordre 2 de F) & permutations prés. Or le stabilisateur
de (ai,e,e) sous action de W est Z/2Z =< ((23),e1) >, et celui de (aj,e,—e) est
< (23),e1e9e3 > . Ces singularités sont résolues par le schéma de Hilbert d’aprés Ito et
Nakamura ([IN99]) ou par la méthode de Jung d’aprés Horikawa ([Hor75]), et ces deux
résolutions coincident et donnent la résolution minimale de la singularité.

Au-dessus du lieu générique de Sing(S), le quotient A/W, présente une famille de
singularités de type Ao. En effet, les antécédents dans £ sont les points du type (e, e, €)
et (e,e, —e) & permutations prés. Or le stabilisateur de (e, e, e) sous l'action de W
est Az et celui de (e,e,—e) est {(1,1),((123),e2¢e3), ((132),e1e3} = As. Ici encore, ces
singularités sont résolues indifféremment par le schéma de Hilbert ou par la méthode de
Jung.

Au-dessus du lieu générique de L;, le quotient A/W est lisse. En effet, les antécédents
dans E? sont les points du type (a;, g, e). Or le stabilisateur sous I'action de W, de ces
points est {(1,1), (1,e162), ((12),e1), ((12),e2)} = (Z/27Z)% 11 s’agit donc d’un quotient
par un groupe de réflexions en dimension 2.
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Les différents types de points apparaissant dans le lieu de branchement sont récapi-
tulés dans le tableau suivant.

a racines stabilisateur R
Qc; Ci, Ci5 Ci &3 % (Z./27)3 Bs
7.]27. % (7. ]27.)3
iii.g € €6 =< (12) > x < £1,69,63 > A x B
7/27)3
Qi jk Ci, Cj, Ck :<(51/.52.)53 S Al x A x A4
7 /27)?
a€ D;; Ciy Cj, T :(< i:(].{:‘l> Ay x Ay
7.]27. % (7. ]27.)?
€L Ci> Cir @ =< (12) > x < &1,62 > By
a € Sing(S) T, T, T G A
L]27 x 7L ]2Z
a € C; Ci, X, T S (23)> x <1 > A x Ay
a € H; Ciy Ty Y L]27 =< e3 > A,
a€eS T 7)27 =< (12) > A

D’aprés la résolution locale des singularités associées & un systéme de racines, il suffit,
pour résoudre la singularité au-dessus de a,, d’éclater deux fois la droite L; puis
la transformée stricte du lieu singulier de S';
pour résoudre la singularité au-dessus de a;; ; d’éclater une premiere fois L;, puis
dans un ordre indifférent les transformées strictes de L;, C; et D; ;;
pour résoudre la singularité au-dessus de a; ; d’éclater les trois axes D; ;, D;y et

Dj.

Proposition 3.2.5 (|[BM94]|) La méthode de Jung fournit une résolution crépante de
AW, en éclatant successivement deuz fois Uj_| L;, puis Sing(S), Uj_,C; et Ui<icj<aD; ;.
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Preuve : L’étude locale des paragraphes 2.2.7, 2.2.4, 2.2.2 assure que les singularités
au-dessus des points a,, a;; ; et a; jx sont ainsi résolues. De plus, on connait la fibre de
la résolution au-dessus de chacun des ces points.

Les autres singularités sont des familles & un paramétre de singularités planes. D’aprés
le théoreme de Horikawa (théoréme 2.1.8), elles sont résolues par la méthode de Jung,
et de plus, celle-ci fournit la résolution minimale. Ainsi,

Au-dessus d'un point générique de D ;, la singularité plane de type A;, associé au
systéme de racines A; X Ay est résolue grace a 'éclatement de D; ;.

Au-dessus d'un point générique de C;, la singularité est résolue grace a I’éclatement
de Cz

Au-dessus d'un point générique de L;, la singularité plane de type As et associée
au systéme de racines By est résolue aprés deux éclatement du point singulier du
lieu de branchement.

— Au-dessus d'un point générique de Sing(S), la singularité plane de type Ay et

associée au systéme de racines Ay est résolue par I'éclatement de Sing(.S).
O

3.3 Résolution par le schéma de Hilbert

Rappelons le théoréme de Bridgeland, King et Reid.

Théoréme 3.3.1 (|[BKRO1]|) Soit M une variété compleze projective lisse de dimen-
ston trois sur laquelle agit un groupe G fini tel que wyy est trivial en tant que G-faisceau.
Soit X = M/G et Z la famille universelle du G-schéma de Hilbert de M. Alors le

diagramme commutatif suivant
Z
7N
(M) M
N A
M/G

permet de définir un foncteur de Fourier- Mukasi

G-Hilb

® = Rq, op* : D(G-Hilb(M)) — DE(M).
Alors ® est une équivalence de catégorie et G-Hilb(M) est une résolution crépante de
X =M/G.
Par ailleurs, d’apres le théoréme suivant de Bridgeland, cette équivalence de catégorie
est également vérifiée par le schéma obtenu lors de la résolution par la méthode de Jung :

Théoréme 3.3.2 (|Bri02]) Soient Yy et Ya deux variétés de Calabi Yau de dimension

trois, lisses et birationnellement équivalentes. Alors on a une équivalence de catégories

D(Y1) = D(Ya).
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Dans les cas que nous étudions, ces théorémes s’appliquent, de sorte que le W,-
schéma de Hilbert fournit de A une résolution crépante de A/W,. Notons Y (W) le
schéma obtenu lors de la résolution par la méthode de Jung. Alors Y/ (W, ) et W -Hilb(A)
sont des variétés de Calabi-Yau et elles sont birationnellement équivalentes, puisqu’il
s’agit de deux résolutions du quotient A/W,. On a les équivalences de catégories

D(Y (W,)) = D(W,-Hilb(A)) = DV+(A).

Ces équivalences impliquent en particulier et directement que la conjecture locale (2.4.1)
sur les nombres d’Euler est vérifiée par les deux résolutions. Mais 1’étude locale du
chapitre 2 donne plus de précision. En effet, on connait la géométrie des fibres au-dessus
de chaque point du quotient A/W . Par exemple, dans le cas du systéme de racines By :

— Au-dessus des 4 points de type a.,, en lesquels A/W, présente une singularité
locale du type de Xp,, le schéma W -Hilb(A) admet une fibre formée de quatre
branches isomorphes a P! dans la configuration donnée au paragraphe 2.3.7

— Au dessus des 12 points de type a;; j, on obtient également une fibre de quatre P!
dans la configuration donnée au paragraphe 2.3.4

— Au-dessus des 4 points de type a; j;, on obtient une fibre de trois P! s’intersectant
en un unique point.

— Les autres singularités de A/W, sont des familles & un paramétre de singularités
planes. Le schéma de Hilbert donne donc localement la résolution minimale de ces
singularités.

En dehors des 20 points fortement critiques, de type Bs, A1 X Bs ou Ay x Ay x Ay, les
singularités sont des familles & un paramétre de singularités planes, et les deux résolutions
donnent la résolution minimale au voisinage de ces points d’apreés les résultats de Ito et
Nakamura pour le schéma de Hilbert ([IN99]) et de Horikawa pour la méthode de Jung
([Hor75]). De plus, la géométrie de ces fibres récapitulée dans le tableau du paragraphe 2.4
démontre le résultat suivant.

Proposition 3.3.3 Les deuz résolutions de la singularité A/W, (B3) coincident en de-
hors des fibres des 20 points fortement critiques, de type B3, A1 X By ou A1 x A1 x Ay,
et cet ouvert de définition de l’isomorphisme est mazimal.

De plus, au-dessus des points de type Bs, Ay X By et A; x Ay X Ay, les fibres du
W -schéma de Hilbert admettent pour graphe dual le diagramme de McKay simplifié des
groupes W, (Bs), Wi (A1 X By) et W (A1 x Ay X Ay) respectivement.
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Chapitre 4

Espaces modulaires de fibrés
vectoriels sur une courbe elliptique

Dans ce chapitre, nous examinons la situation globale du chapitre 3 sous un nouvel
angle. Soit E une courbe elliptique, R un systéme de racines irréductibles, Q(R) le
réseau engendré par R et A = F ® Q(R). Lors du quotient de A par le groupe de
Weyl W(R), le théoréme de Looijenga 3.0.3 admet d’aprés Friedman, Morgan et Witten
une reformulation en termes de fibrés vectoriels sur la courbe elliptique E : soit G le
groupe de Lie complexe semi-simple et simplement connexe correspondant a R. On peut
définir une relation d’équivalence, de G-fibrés semi-stables, dite S-équivalence qui est
généralement plus faible que l'isomorphisme. 11 existe alors un espace de module M
paramétrant les G-fibrés holomorphes semi-stables & S-équivalence prés. De plus, on a
le théoréme suivant.

Théoréme 4.0.4 ([FMW9T7]) L’espace de module M est un espace projectif avec poids
P(sg,...,S); et les poids sont 1 et les coefficients de la plus grande racine de R.

De plus, la famille universelle est explicite dans les cas des systémes de racines A, et
By, et elle associe a chaque classe d’isomorphisme son représentant régulier, c’est a dire
le G-fibré holomorphe semi-stable ¢ tel que h°(E,ad(£)) = rang(G) (voir [FMW98]). La
construction de cette famille se fait grace a une construction dite construction spectrale.

Lors du quotient de A par le sous-groupe W de W engendré par les produits pairs
de réflexions, la construction spectrale fournit une autre famille de fibrés sur F, indexée
par W, -Hilb(A). Il est naturel de se demander si cette famille est ou non le tiré en arriére

de L.
Ly L

E x W,-Hilb(4) % E x W-Hilb(A).
On peut également s’interroger sur les éventuelles informations que £, pourrait contenir

sur la géométrie de A/W,, et de sa résolution par W, -Hilb(A).
Dans le premier paragraphe, on définit un schéma de Hilbert Hilb™ (A, E) paramé-

trant les couples (Z,¢), ou Z est une N-grappe de A et g un morphisme Z —— E. On

7
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explique alors comment associer a chaque point (Z, g) de Hilb"™ (4, E), un fibré vectoriel
V7,9 de degré zéro et de rang N sur F : c’est la construction spectrale.

Dans le deuxiéme paragraphe, on étudie ce fibré V ,. Les fibrés vectoriels sur une
courbe elliptique sont classifiés par le théoréme d’Atiyah ([Ati57]). Le théoréme 4.2.2
décrit la structure du fibré associé a un point (Z,g) de Hilb™ (A, E) en fonction de la

géométrie de Z et du morphisme g : Z —— E.

Dans le troisiéme paragraphe, on traite quelques exemples.

Dans les quatrieme et cinquiéme paragraphes, on s’intéresse successivement aux cas
des systémes de racines A, et B,. On rappelle le théoréme de Friedman, Morgan et
Witten, puis on démontre que le fibré associé & 'unique grappe supportée en l'origine
est le fibré régulier I, ;1 (respectivement Is,). Enfin, en effectuant la construction spec-
trale associée au groupe W, , on démontre grace aux tables du chapitre 2 que la fa-
mille universelle £ classifie une famille de fibrés qui n’est pas I'image réciproque de L.
Cependant, contrairement a nos espérances, le type des fibrés ne sépare pas les diffé-
rentes branches du graphe associé a la fibre a 'origine du morphisme de Hilbert-Chow

W -Hilb(A) A A/W,, de sorte qu’aucune conclusion en terme de correspondance de
McKay ne se dessine ici.

4.1 Deéfinitions

4.1.1 HilbY (4, X)

Soit A et X deux schémas projectifs lisses sur C, et N un entier. On définit le foncteur
Hilb™N (A, X) de la facon suivante.

HilbN (A, X): Sch — Set

7 AxS
7 avee Z € HilbN (4)(S)
| s

et le graphe I'y de g

est plat sur S
Xx§——S§

Théoréme 4.1.1 Le foncteur Hilb™ (A, X) est représentable par un sous-schéma ouvert
Hilb™ (A, X) de HilbY (A x X).

Preuve : On démontre que ce foncteur est un sous-foncteur ouvert de Hilb™ (A x X).
Soit S un schéma et (Z,g) € Hilb"Y (A, X)(S). Alors le graphe de g est un sous-schéma
fermé de A x X x S plat sur S par hypothése et qui restreint & chacune de ses fibres est
un sous-schéma de dimension 0 et de longueur N de A x X.

[y Zxg (X x8)— (AxS) xg(X x8)=AxXxS.

Soient maintenant Y € HilbY (A x X)(S) et g: Y — X x S le morphisme induit par
deuxiéme projection de A x X x S. Soit p; la restriction de la premiére projection 4 'Y :

AXxX xS —AxS
Y A
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Alors (Y, g) est dans Hilb" (A, X)(S) si et seulement si p; est une immersion fermée.
Soit Z la famille universelle de HilbV (A x X). On veut définir un sous-schéma H de
Hilb™ (A x X) ayant la propriété suivante :

Vh € H, (Z), — A est une immersion fermée.

Plus précisément, on va construire un schéma H _ Hile(A x X) tel que
(Ix9)(Z) — AxH

est une immersion fermée et H est universel pour cette propriété, c’est & dire que si

s Hilb"V (A x X) veérifie (1 x ¢)*(Z) — A x S est une immersion fermée, alors ¢

factorise par 1 :

g ¢

Hilb™ (4 x X)

H

Ce probléme étant un probléme universel, il suffit de le résoudre localement. L’unicité
de la solution assure que les recollements ont lieu correctement. On démontre que la
propriété qui doit étre vérifiée au-dessus de H est une propriété ouverte, de sorte que H
est un sous schéma ouvert de Hilb™ (4 x X).

Soit U = Spec(R) un ouvert affine de Hilb" (A4 x X), et V = Spec(T) un ouvert
affine de X. Alors le morphisme Z —2» Hilb™ (A x X) étant fini, p~}(U) = Spec(B) est
un ouvert affine de Z, et B est une R-algébre de type fini. Considérons la suite exacte
de R-algébres

——T®R B C 0,

oil C est le conoyau du morphisme T ® R — B. Soit h un point de U C Hilb"™ (4 x X)

au-dessus duquel le morphisme Z; —— A est une immersion fermée. Soit p 1'idéal
premier de R correspondant au point A et mgp I'idéal maximal de I'anneau Ry,. Alors on
a

— T @ By/my — B® Ry/mp — 0,

de sorte que C ® Ry/my = 0. Mais alors C étant une R-algeébre de type fini, d’apres
le lemme de Nakayama C, = 0, et il existe f ¢ p tel que C(y) = 0. Ainsi, il existe

un voisinage D(f) de h dans U au-dessus duquel le morphisme Z; —— A est une
immersion fermée. Soit H ouvert maximal vérifiant cette propriété. Il représente le
foncteur Hilb"N (A x X), et la famille universelle est (Z|,p2), oil pa est la restriction de
la projection de Z a X x HilbY (4 x X). O

4.1.2 La construction spectrale

Soit X une courbe lisse, et A un schéma projectif lisse sur C. Un point de Hilb"™ (4, X)
est donné par un couple (Z,g), ott Z est une N-grappe de A et g : Z —— X. A un

Y
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tel point, on associe un fibré de rang N sur X de la facon suivante. Notons P I'image
schématique de g. Le support de P est fini, et on note Supp(P) = {p1,...,p,}. Pour
tout i, posons Z; = g~ '(p;). Enfin, soit I', le graphe de g. Alors pour tout i, Z; x {p;} et
I'y sont des diviseurs de Cartier sur Z X X et on peut définir le faisceau localement libre

Ly=0zxx(Ty =Y Zi x {pi})-

Alors py «(Ly) est un faisceau localement libre de rang N sur X. On note Vy 4, le fibré
dont les sections sont ce faisceau. Les deux lemmes suivants démontrent que Vz 4 est un
fibré de degré nul.

Lemme 4.1.2 Supposons que (Z,g) € Hilb" (A, X) vérifie Z = Z,U...UZ,, ot chaque
facteur est supporté en un point. Alors Vz 4 =Vz, 4 ®...®Vy, 4., avec Z; '
Preuve : Notons P, I'image schématique de g; dans X, et p; son support. Alors g1 (P;) =
Wj = Ug(z;)=p, Zi, et les diviseurs W ainsi obtenus forment une partition de Z. Notons g;
le support de I'image schématique de W;. Alors le diviseur Z?:] W;x{qj} =>1_ Zix
{pi}. Par ailleurs, I'y = Y T'y,, ou Iy, est un diviseur de Z x X supporté par Z; x P;.
Finalement,
Ly=0zxx(Y To =Y Zi x {pi}).

Or Ozxx =0z,xx X ...x 0Oz «xx, de sorte que

Ly=0zxxTy —Z1 x{p1}) x ... x Oz,xx(Ty, — Zy x {p;}).

Ainsi, aprés avoir appliqué ps ., on obtient Vz 4 =Vz 4 @ ... ® Vz, 4, O
On se raméne ainsi au cas ol Z est une grappe de longueur N supportée par un point
a €A

Lemme 4.1.3 Soit (Z,g) € Hilb" (4, X), supporté en un point. Alors deg(Vz4) = 0.

Preuve : Par hypothése, Oz est une C-algébre de dimension N. Si N =1, alors Oz =
C=0p, et L= 0Ozxx, de sorte que Vz 4 est le fibré trivial. Il est bien de degré zéro.

Par récurrence, supposons que si Oz est une C-algébre de dimension N — 1, alors
V7.4 est de degré zéro. Notons py 'image de Z par g. Soit m 'anneau maximal de Oy
et £ € m"~! non nul, ol m” = 0. Soit Z* C Z défini par ¢ = 0 et ¢g* la restriction de g a
Z*. On a la suite exacte suivante.

— 0

0 ——J — Ozxx — Ozxx| v x

OrLy®@0zxx |y ux = Ozxxlyewx(Tg—Zx{po}) = Ozesx(Tg — Z* x {po}), de sorte
que ’on obtient la suite exacte :

0O ——— 7 — OZXX(F_(} —Z X {pg}) — Oz*xx(rg* — Z>x< X {po}) — 0.

Comme m annule & et Oz /m est de dimension 1, Z* est une (N — 1)-grappe de A.
Soit a € A le support de la grappe Z. Au voisinage de (a,pq), la suite exacte est la
suivante.

€T €T
I toxl /" — ——C[t, 2]/t — 0.
0 timC[,'f]/ timC[,T]/ 0

Ainsi, I = C[z] et le noyau Z = O, x. Finalement, V , est une extension de Vz- 4, par
le fibré trivial sur X, donc il est de degré nul. O
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4.2 Fibrés vectoriels sur une courbe elliptique

4.2.1 Le théoréme d’Atiyah

Supposons que F est une courbe elliptique. Les fibrés de degré nul sur F sont classifiés
par le théoreme d’Atiyah suivant.

Théoréme 4.2.1 ([Ati57]) Soit E une courbe elliptique. Il eziste, 4 isomorphisme pres,
un unique fibré vectoriel I, de degré zéro et de rang r indécomposable et tel que T'(I,) #
0. Pour tout fibré F indécomposable de degré zéro et de rang r, il existe un faisceau
localement libre L de degré zéro tel que F = L ® I,.

De plus, pour tout s <r, on a

0 . 1, e, —— I, ——0.

4.2.2 Etude du fibré V,, associé & un point de Hilb" (4, F)

Soit A un schéma projectif lisse, F une courbe elliptique et (Z,g) € HilbY (A4, E).
Supposons que Z est supporté par un point a € A. Alors I'image schématique P de g est
également supportée en un point {pg}, et de longueur n. Comme P est un sous-schéma
de la courbe lisse F, on a Op = Clz]|/z". Puis Oy étant de dimension finie sur C, Oy
est un Op-module de type fini. D’aprés la décomposition en modules monogénes d'un
module de type fini sur un anneau principal, il existe des générateurs pq,... ,p, et des
entiers ki, ...,k tels que Oz = C[t]/t* p; @ C[t]/t*2py ... & C[t]/tF" p,. De plus, comme

g# : Op —— Oy est injective, on peut supposer que k; = n et les k; sont tous inférieurs
ou égaux a n. On ordonne les entiers k; et on note u(Z,g) = (ki,... ,k,) la partition de
N associée a (Z,g).

Théoréme 4.2.2 Soit A un schéma projectif lisse et E une courbe elliptique. Soit (Z, g)
un point de Hile(A,E) tel que Z est une grappe supporté en un point a € A. Soit
w(Z,qg) = (k1,..., k) la partition associée a (Z,qg). Alors le fibré associé sur E est

VZ,g :Ik1 @Ikz @...@Ikr.

Preuve : On démontre ce théoréme par récurrence en s’appuyant sur les lemmes 4.2.3
et 4.2.4 suivants.

Lemme 4.2.3 Soit E une courbe de genre supéricur ou égal a 1 et (Z,g) € Hilb™ (A, E)
supporté en un point a € A, avec u(Z,g) = {ki,... ke }. Alors dim(H(E,Vyz,)) =r.

Preuve : Soit s € HY(E,Vy,) 2 HY(Zx E,Ozx5(Ty— Z x {po})). Soit t = g%z € Oy.
Le graphe I'j a pour équation ¢ — z au voisinage de (a,py). Ainsi, le faisceau localement
libre Ozxr(I'y — Z x {po}) est localement engendré par 7 z — au voisinage de (a,po), et
par 1 en dehors de ce point.

Soit U un voisinage de a X pg € Z x E, et V. = Z x (E ~\ pg). Alors il existe
f € O0zxr(U) telle que sy = f% et g € Ozxr(V) telle que sy = g. Enfin, sar UNV,
onazxf=(t—xz)g
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Rappelons que Oy = C[t]/t*1 p; ® C[t]/t*2py ... @ C[t]/t*" p,. On a donc une décom-
position

fo= Sl Sk p) fim(T),

ki—1
g = Zgzl Ym0 ™ - pi)gim (),
ou fim et gim sont des sections de Op. Comme t =t - 1o, t{t™ - px) = tmtl g de
sorte que

af = S SR p)afim(@),

ki ki
(t—2)g = S M (™ pi)gim—1(z) — S S (™ pi)Tgim (7).

L’identité sur U NV donne donc pour tout i € [1,7] :

zfio = —2gi0, Tfi1=0i0— %1, --- Tfiki—1 = Giki—2 — TYik;—1-

Etant donné que x n’est pas diviseur de zéro dans Op, la premiére égalité implique
que pour tout ¢ € [1,7], gio = —fi o est réguliére sur au voisinage de py. Comme elle est
réguliére en dehors de pg, ¢’est une section globale de O, donc c¢’est donc une constante.

Fixons i € [1,7] et raisonnons par récurrence sur m. Soit m € [0, k; — 2]. Supposons
que gim = fim est constante, et montrons que ¢; m+1 = fim+1 est constante et que
gim = 0. La (m + 1)-iéme identité zg¢; 41 = Gim — @ fi,m implique que g; ;41 admet
au plus un pole en pg. Si elle admettait un pole, elle admettrait également un unique
zéro, et définirait un morphisme birationnel entre E et P! ([Har77, 11, 6.10.1]). Cela
est impossible puisque E est de genre supérieur ou égal & 1. Ainsi, g;m1 est réguliere
sur K, donc constante. Puis, 'identité g; ,, = 2(gim+1 + fim) implique g;,, = 0, et
Gim+1 = fim+1-

Par récurrence, on a démontré que pour tout i € [1,7], fio = gio = ... = fig,—2 =
Giki—2 = 0et fir,_1 = —gik—1 est une constante. En particulier, la section s est définie
par r constantes et H(Z x E,O(Ty—Z xpy)) est de dimension r. Une famille génératrice
est $1,...,8;, Ol Sily = (tki*l -pi)t iv,r et sjjy = thi—1 D ]

Lemme 4.2.4 Soit (Z,g) € HilbY (A, E), de partition associée pu(Z,g) = (1,1,...,1).
Alors le fibré associé sur E est

Vig=hoho.. ol.

Preuve : Sous les hypothéses, on a n = 1, de sorte que P = {pg} = Spec(C), et

Oz = CN. Le graphe I'y = Z x py, de sorte que Ozxg(Ly — Z x {po})) = Ozxp. Ainsi,

Vz.g=02+(O0zxE) = OF]Y, d’ou le résultat. O
Notons H R,, I'hypothése de récurrence suivante au rang n

HR.,, : Soit (Z.g) € HilbY (A, E) avec u(Z,g) = (k1,... k) vérifiant ki < n, c’est d

dire Z —2—~ E envoie Z sur un point de longueur inférieure a n et la décomposition de

Oz en C[t]/t" -modules cycliques est Oy = C[t]/t*1p; @ ... ® Ct]/t* p,. Alors

VZ,g:Ik1 GB...GBI]CT.
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De plus, on connait une base sy,... ,s, de HO(E, Vzg) = HY(Z x E, Oy —Z x{po}))

telle que s; est une section globale de Iy, et elle est localement donnée par les formules

Sijy = (thi—1 'pi)t z £ au voisinage de (a,po) et sy = thi=1 . p; en dehors de (a,pg).

Les lemmes 4.2.4 et 4.2.3 initialisent la récurrence a n = 1.

Supposons que HR, 1 est vérifié et démontrons le résultat au rang m. Soit donc
(Z,g) € HiIbY (A, E) avec u(Z,g) = (k1,... k) vérifiant k; = n. Soit « le plus grand
entier tel que k, = n. Alors

Oz =Clt]/t"p1 ® ... ® Clt]/t"pa & Clt]/t*+ paqs ... & C[t]/t* pr.
Considérons le sous-schéma Z* de Z défini par I'équation (¢g#z)" ' = "~1.p;. Alors
Oz =Ct]/t" p1®...®Clt]/t" 'pa ® Clt]/tFe+ pory ... & Clt]/tF p,.

Notons ¢g* la restriction de g & Z*. Alors u(Z*,g*) = (k¥,... ,k}) avec k] = ... =k}, =
n—1,et kf =k <n—1pouri> a En particulier, (Z*, ¢*) vérifie les hypotheses de
HR, 1. De plus, OZxE\Z*xE(Fg —Zx{po}) = Oz«xu(lg- — Z* x {po}), de sorte qu’on

a la suite exacte
0 ——Z — Ozxe(ly — Z x {po}) 2. Ozxu(lg —Z* x{po}) — 0,

oil ¢ est I'application induite par la projection de Oy sur Oz /(t" ! - 1) = Oy-.
Lemme 4.2.5 V7, est une extension non triviale de Vz« 4« par (Op)“.

Preuve : Pour commencer, remarquons que H'(E, V) et HY(E, V-« ,«) ont la méme
dimension r d’aprés le lemme 4.2.3. Plus précisemment, la preuve de ce lemme montre
que H'(E, Vz.q) est engendré par les sections si,... , s, définies comme suit. Soit U un

T

voisinage de (a,po), et V' le complémentaire de (a, pg), alors sy = (thi=1 . p;) (g> et

Si|y = thi=1.p;. De méme, H(E, V7 4) est engendré par les sections s7,... ,s;. De plus,
d’apres HRy, 1, Vz+ g« = &;_1Ix; et s] est une section globale de Ij:.
Montrons que Z = (Oyq)xg)®. Par définition, il est clair que le noyau de ¢ est engen-

dré par les sections s1,... ,8q. Soit s € Ozxg(I'y — Z X {po}), une section. Alors s|;; €

Ozz] (%) et il existe une décomposition s = Y71, Zf,j;(l)(tm - i) fim () (%)
Pour tout i > «, (" - p;) fim(z) est dans I'annulateur de {si,...sq}. De méme, pour
tout m > 1, (t™ - p;) fim(x) est dans Pannulateur de {s1,...,s,}. De la méme facon,
sjy € Ozlz], et il existe une décomposition sy, = Y/, Z’f’j;é(tm “Pi)9i.m(x). Mais pour
tout ¢ > aoum > 1, (t™ - p;)gim(z) est dans I'annulateur de {sy,... ,sq}.

Finalement, si s n'est pas dans 'annulateur de ¢, alors sjy = > i, fio(z)pi (%)
et sy = >, gio(z)pi. Par recollement, fio = gio € Op et ker(¢) est isomorphe a
(Cp1&...8Cpa) ® O = (Opayxr)™

Le foncteur po . étant exact car po est fini, on obtient la suite exacte suivante.

0 — (Op)" — Vz,3 — (L) D ®i—gsilr, — 0.

Or H(E,Vz,) et HY(E,Vz« 4«) ont la méme dimension r, donc Vy, est une extension
non triviale de Vz« 4 par (Og)®. O
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L’ensemble des extensions de Vz- o« = (I,_1)* & @ ®j_,, 11, par (Or)* est en
bijection avec I’ensemble des morphismes HU(E, Ve g¢) — HI(E, (OE)"). En effet, la

suite exacte d’extension induit la suite exacte longue suivante.

0 —— H(E, (0p)") 2> HO(E,Vy,) — HY(E, Ve ) —> H'(E, (0g)*) —
Etant donné que dim(H°(E,Vy,)) = dim(H(E, Vg« 4«)) = r et dim(H'(E, (Og)®)) =
dim(H°(E, (Og)®)) = a, la derniére fléche est surjective. De plus, on connait la fleche
HU(E,VZ’Q) — H(E, Vz« g+) qui envoie si,...8q sur 0 et pour i < a, s; — sj. Fi-
nalement, comme s}_,...,s; engendrent H(E, ®_nt11k,;), la suite exacte longue se
réécrit comme suit.

00— C° - ker(¢o) D K i
HO(E, (In 1)*) @) HO(B, &}_y 1 Iy) ——~ € —— 0.

Ainsi, la restriction de ¢ au complémentaire K de ker(¢g) induit une bijection K =
5
HU(E,GBLQHI/%) et § = & + dy, out le morphisme HY(E, (I, 1)®) — C® est bijectif

0 .
et HO(E, D1 lr;) —2,+ C* est nul. On en déduit que V7,4 est la somme de @[_, | Ix

(extension correspondante au morphisme dy) avec une extension non triviale de (I, 1)
par (Og)®.

Puis, comme §; est injectif, sa restriction a chaque facteur H°(E, I, ;) — C® est
injective, de sorte que 'extension de (I, 1)* par (Og)® est une somme de « extensions

i

non triviales. Nécessairement,

Vzg = (Zn)* @ ®£:a+1]ki = ®j—1 1y,

Pour tout i € [a + 1,r], s; s’identifie avec s}, donc il s’agit bien d’une section globale

Y

de Iy,. Puis, la famille sq,...,s, engendre ker(¢g), et ker(¢g) = H(E, (I,)%), donc

I’hypothése de récurrence est démontrée au rang n.
O

4.2.3 Exemples

Soit A un schéma projectif lisse et £ une courbe elliptique.
Proposition 4.2.6 Soit Z une N-grappe de A supportée en un point telle que Oz =

, g . ) S
Cl2]/zN. Si Z ——— E est un morphisme d’image de longueur n, alors il eziste o, s
entiers tels que N = (n — 1)s + « et le fibré associé est le suivant.

Vig = )" @ (I, 1) "

Preuve : Dans ce cas, Op = Clz]/z" — Oy = C[z]/2z" est injectif, et quitte a changer
z, il envoie z sur z". Cela implique que nr > N > (n — 1)r. Il existe donc 1 < o < r tel
que N =r(n — 1) 4+ a, et la décomposition en modules cycliques de Oy est

Oz = (Clz]/z")-1@...@ (Clz]/z") - 2* ® (Clx] /2" ") - 2T @ ... ® (Clx] /2" ") - 2" .
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Ainsi, u(Z,r) = (n,... ,n,n—1... ,n—1), de sorte qu’en appliquant le théoréme 4.2.2,
on obtient Vz 4 = (In)* ® (In—1)" " O

Le deuxiéme exemple correspond aux cas que nous rencontrons dans la suite du
chapitre.

Proposition 4.2.7 Supposons que (Z,g) € Hilb" (A, E) est de la forme
Spec(C[t, s]/(tN 1" — sP(t),t*s, s%)) = P = Spec(C[z]/z") C E,

avec g7 (z) =t. Si P =0 et n = N, alors Vz,9=In @ I}. Sinon, soit m la valuation de
P. Alors VZ,g =In & I,,.

Preuve : Supposons que P = Z::r}l a;t!, avec a,, # 0. On se raméne au cas oit P = 0
et k = m en posant s’ = (Zf;r]n a;t'~™)s 4+ t"~™. Puis, si P = 0, la décomposition de
Oz en Op-modules cycliques est Oz = (Clz]/2") - 1 & (Clz]/z™) - s, d’ou le résultat en
appliquant le théoréme 4.2.2. O

Dans la suite du chapitre, A = F® Q(R) ou R est un systéme de racines irréductible
et réduit.

4.3 Le revétement spectral dans le cas A,

Soit A, I'hypersurface de E"t! d’équation la somme des coordonnées, et Z C A x
S +1-Hilb(A) la famille universelle du &,,41-schéma de Hilbert de A. On peut considérer
I'action de &,, sur les n premiéres coordonnées de E"t!. Cette action induit une action
sur Z et on obtient par factorisation par le quotient le morphisme de degré (n+1) suivant

7 = 7/6, " 6,41 -Hilb(A).

Par ailleurs, on peut considérer la restriction & A de la projection sur la derniére coor-
donnée. Ce morphisme factorise par le quotient A = A/&,,. Notons g la composée avec
la premiére projection de Z sur A :

g:?p1 - A - F

n

(Z Tiy Tnt1) — Tntl-

i=1

Soit I le graphe de g et £ = m,O(T), oit E x Z — E x &,41-Hilb(A). Alors L est
un fibré localement libre de rang (n + 1) et Friedman, Morgan et Witten démontrent le
résultat suivant.

Théoréme 4.3.1 ([FMW97]) Soit Mgy (n) espace de modules de SU(n)-fibrés régu-
liers semi-stables sur F. Alors

Ms(ny = Gy — Hilb(A) 2 P ;

et le fibré L obtenu par la construction spectrale est la famille universelle.
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Dans les chapitres précédents, on a étudié le quotient de A par le groupe alterné
Ap41. Dans le cas de la dimension trois, on a vu qu’il est résolu par le 20,4 1-schéma de
Hilbert de A. Plus généralement, il y a une fléche naturelle

Upy1-Hilb(A) % &,41-Hilb(A),

morphisme composé du morphisme de Hilbert-Chow 2, 1-équivariant avec le quotient
A/ — A/Gpq.

Par ailleurs, la construction spectrale ci-avant se fait de la méme facon avec la fa-
mille universelle du 2, 41-schéma de Hilbert Z,. On considére ’action du sous-groupe
Sp NApyq1 sur Z4 et on construit de fagon analogue £ fibré de rang (n + 1) sur
E x 2, 41-Hilb(A). On démontre que la famille £ de fibrés sur £ comprend des fibrés
non réguliers; de sorte qu’elle n’est pas le tiré en arriére de L.

4.3.1 Fibré associé a I’unique G,,, -grappe de A supportée en 0

Soit 0 € S,41-Hilb(A) et Zs C A la &,41-grappe correspondante. On a vu que
G, agit sur Z; et que g : Y. x; > ,41 factorise par le quotient Z;5 = Z5/&,,. Notons
I's C E x Zs le graphe de g.

Le morphisme E x Z Z Ex Gn41-Hilb(A) étant fini, il commute aux changements
de bases. Par la construction ci-dessus, on retrouve donc la fibre au-dessus de F x § du
diviseur I' construit en famille.

[+ ExZ—> E x Gp4;-Hilb(A)

- |

Iy > E X Z5 — E %6

Proposition 4.3.2 Si § est l'unique S, 1-grappe supportée par l'origine (pg, ... ,pgo) de
A, alors le fibré Vs correspondant est la n-iéme extension I, de Of.

Preuve : Rappelons que la grappe Z; est isomorphe & Spec(Rg,,,), o Rg,,, est
I’algébre coinvariante de Clz1, ... , 2,41] relative a 'action de &,,41. Notons o1, ... , 041
les fonctions symétriques élémentaires en les n + 1 variables z,... , 2,41 et wy,... ,wy

les fonctions symétriques élémentaires en les n premiéres variables.
R6n+l == (C[.’I,'l, e .’I,’n+1]/(01, e ,()’n_|_1).

. - _ S _
AmS%, Z5/6, = Spec(R6:+1) = Spec(Clw,... , Wy, Tnt+1]/(01,... ,0n)). Or on a les
relations o1 = wy + Tp41, 09 = Wy + W1 Tpi1, ..., Oppl = WpTpy1, de sorte que

Z5/Sn = Spec(Clzni1]/7711) 2+ P = Spec(Clz]/2"t!) C E,

avec g% (x) = £,41. On déduit alors le résultat d’aprés la proposition 4.2.6. O
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4.3.2 Fibré associé a une 2, -grappe de A supportée en 0

L’action de 2, sur A est induite par celle de &,,. On a donc
2
Clt, ... Epgp1]® = Clwy, ... ,wy, Tng1, AT/ (A = flwr, ... ,wy)),

ou A’ est un générateur des anti-invariants et f(wi,... ,w,) est donné par la formule
du discriminant en degré n.

Considérons maintenant Z une 2, -grappe au-dessus de l'origine et I l'idéal de
Clz1,... ,xpns1] le définissant. Alors I contient nécessairement oq,...,0,411 et A les
générateurs des polynomes invariants sous 2, 41. Ainsi, Z/2, est un quotient de

Spec(Clwn, ... , wp, Tpi1, A']/o1, ... ,0n+1,A,A'2 — flwy,... ,w,)) = Spec(R).

Les relations

o1 = W1+ Tpt
oy = w9+ W1Tnpt1
On+1 = WnpTnyl
) !
A = (wp—Tppwp 1 +...+ (—1)"$Z+1)A

impliquent TZﬂ € I, oAl € I et A" € ¥, Ainsi I'anneau de Z/A, est un
quotient de Spec(Clzy 41, A’}/(mﬁﬂ N RPAN A’2). Comme il est de longueur n + 1, c’est
le spectre de Clx, A]/I, ot I est un idéal de la forme (z"*!, 2V — AP(z),2%A, A?).

En appliquant la proposition 4.2.7, on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.3.3 Si Z est une Ay,11 grappe supportée en (po,... ,po) € A, alors le
fibré associé par la construction spectrale est de la forme In & I,,, avec N +m =n + 1.

4.3.3 Cas de la dimension 3

On suppose maintenant que n = 3, et on reprend les notations du paragraphe 2.3.6.
Soit Z une 4-grappe au-dessus de Vorigine et I I'idéal de Clz,y, z| le définissant. Alors,
d’aprés le paragraphe 2.3.6, en notant f = 22 + jy? 4+ j%2%, on a

fo=w? 2wy el
- fs=w3 €,
f1=w3 — 2wjws €1,

- A= A’(U)g — ’LU]’U)Q) el

yzf, xzf et zyf €I,

— tous les monémes de degré supérieur & 5 sont dans I,

il existe (a : b) € P! tel que z(af +bf) € I, y(aj’f+bjf) € I et z(ajf +bj*f) € I,

— il existe (a’ : b') € P! tel que a'f +b'f? €1,

il existe (a" : b") € P! tel que a” f + b"f? € I.

En particulier, le polynome 23-invariant s,y = z(af + bf +y(aj?f +bjf) +z(ajf +
bj?f) € I. Remarquons que A’ = 22y + y?z + 222 — (zy? + y2? + 222) et wiwy — 3wz =
2’y +y?z 4+ 322 — (vy? + y2? + 2°2), de sorte que
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Sb) = (a+Db)(w] —6wiws + 12w3) + M(wﬂm — 3wy — A)
+(a']227+b])(u)1102 —dws + A)

= (a+b)(w — 6wiws + 12w3) + 3 (a + b)(j + 52) (wi1we — 3ws)
+3(a=b)(j = 5%)A"

= (a+0b)(w}— %wlwg + 27711)3) + %((1 —b)(j — 5H)A!

Ainsi, si a # b, c’est a dire si I # Iy(1: 1), comme w3 = f3 € I** et 2wy — w? € I,
on a (a—b)(j% — j)A' — 5(a + b)w? € I*3, d’on

(Clz,y, 2]/ 1)* = Clun A"}/ (wy, (@ = b) (5 = 5)A" = 5(a + bwi) = Clw]/(w").
Ainsi, Z/ng = Z0/63.

En revanche, si a = b, alors s(1.1) = 2w? — 13wiwg + 27ws € I3 et comme wsy =
fa € I*3 et 2wy — wi € I3 on en déduit que wi € I3 Dans ce cas tous les monémes
de degré supérieur a 4 appartiennent & I, et on obtient

(Clz, y, 2]/D)* = Cluy A']/(ur A, A, wb).

Ainsi, en appliquant la proposition 4.2.7, on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.3.4 Soit I € Clz,y, z] un idéal définissant une Ay-grappe de A, de sup-
port {4po}. Si I # Iy (1 : 1), alors le fibré associé a I est 1y, la troisiéme extension non
triviale du fibré trivial sur E. Si I = Iy (1 : 1), alors c’est la somme directe I3 @ Op.

4.4 Le revétement spectral dans le cas B,

Soit Z C A x W(B,)-Hilb(A) la famille universelle du W (B,,)-schéma de Hilbert de
A = E™. On peut considérer I'action de W(B,,_1) = &, 1 x (Z/2Z)" ' sur les n — 1
premiéres coordonnées de E". Cette action induit une action sur Z et on obtient par

factorisation par le quotient le morphisme de degré 2n suivant
— 2n:1
7 = 76, s W(B,)-Hilb(A).

Considérons le morphisme projection A —— FE sur le dernier facteur. Ce morphisme
factorise par le quotient A = A/W (Bj,_1). Notons g la composée avec la projection de Z

sur A. Soit I' le graphe de g, et £ = m,O('), ot E x Z —~ E x W (B,)-Hilb(A). Alors
L est un fibré localement libre de rang 2n et Friedman, Morgan et Witten démontrent
le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1 ([FMW97]) Soit Mgy 2y l'espace de modules de Sp(2n)-fibrés régu-
liers semi-stables sur E. Alors

Msy(on) = W (B,) — Hilb(A) = P" ;

et le fibré L obtenu par la construction spectrale est la famille universelle.
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Ici également, on peut considérer la construction spectrale relative au sous-groupe
W, (Bn) C W(By,). On démontre que dans le cas n = 3, la famille de fibrés sur E indexée
par W -Hilb(A) obtenue n’est pas exclusivement formée de fibrés réguliers.

4.4.1 Fibré associé a la W(B,)-grappe de A supportée en 0

Comme dans le cas A,, on va considérer le fibré associé & la grappe supportée en
(p[]a e 1p0) € A

Proposition 4.4.2 Le fibré correspondant a 'unique W (By,)-grappe supportée en 1’ori-
gine (po, ... ,po) de A est Iy, la (2n — 1)-iéme extension non triviale de Op.

Preuve : On a Z = Spec(Rw(By)), ou Ry (B,) est l'algébre coinvariante relative a
I'action de W (B,,) sur A : Ry (B,) = Clzy,... ,z,]/(0i(x2,... ,12))i=1..n, Ol les o;
sont les fonctions symétriques élémentaires en n variables. Alors

Z/W (By_1) = Spec(Rw (B,)WPn=1)) et

RW(Bn)W(B"”) = Clun (x%, ,xifl),... ,wn,](x%,... ,x%fl),xn]/(ai(x%,... ,x%)),

ou les w; sont les fonctions symétriques élémentaires en (n — 1) variables. D’aprés les
relations entre les g; et les w;, on obtient

ZJW (By_1) = Spec(Clz,, ] /z?") <> Spec(Clz]/z*™) = P C E,

avec g% (x) = x,, de sorte que la proposition 4.2.6 donne le résultat. O

4.4.2 Fibré associé a une W, -grappe de A

Considérons maintenant la construction analogue pour W, C W.

Proposition 4.4.3 Le fibré correspondant & une W grappe supportée en (po,--. ,po)
est de la forme Iy @ Iy, ot k+ N = 2n.

Preuve : Soit Z une grappe supportée en (pg,...,pg). 1l existe un idéal I tel que
Z = Spec(C[z1,... ,zn]/I), et on a donc

Z/W(By) = Spec(Clwn (), wn 1 (7)), @, A1/ (17 P A" = f(wy)).

Les relations entre les w; et x;, ainsi qu’entre A’ et A, anti-invariant en dimension
n impliquent que Z/W, (By,) est un quotient de Spec(Clz, A]l/z?", z*" 'A, A?%). Or
Z|W4(By) est de longueur 2n, donc en appliquant la proposition 4.2.7, on obtient le
résultat. O

4.4.3 Cas de la dimension 3

On suppose ici que n = 3 et on reprend les notations du paragraphe 2.3.7. Soit Z
une W, (Bs)-grappe de A = E3 supportée en (pg, po,po), et soit I C Clz,y, z] l'idéal le
définissant. Le quotient Z/W, (Bs) est le spectre de

C[mava]W+(B2)/IW+(B2) = C[gQag4azaA’]/(IW+(B2)’A’2 - .f(gQag4))a
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oit go = 22 + 4%, g1 = 2%y? et A’ = zy(z? — y?).
Or on a
— fa=a?+yt 422 =go+ 2% € IV+(B),
fo =22y + 2222 4 222 = gy + goz? € IW+(B2),
— fo = a2y22% = gu2? € TWH(B2),
A = (294 — 2°go + 2°) A" € TW+(B2),
Il existe un unique (azy : bey) € P' tel que aep N + bszE’ e IW+(B2),
— 1l existe un unique (ag : bg) € P' tel que agz* + bgzA’ € [W+(B2)
Ou bien zyz € I, ou bien tous les monomes de degré supérieur a 6 sont dans I.
Quoi qu'il en soit, z2A’ € [W+(B2),
Or d’apreés la preuve de la proposition 2.3.22, a.y, # 0 si et seulement si I = Iy (azy : bey),
et dans ce cas, tous les monomes de degré supérieur a 6 sont dans /. Puis, si a.y = 0, ce
qui implique 2° € I, alors by = 0 sauf en I = Iy(1 : 0). Ainsi, d’aprés la proposition 4.2.7,
on obtient le résultat suivant.

Proposition 4.4.4 Soit I € Clz,y, z| un idéal définissant une W (B3)-grappe Z de A

de support {(po,po,po)}-
= Si I = I.y(azy : bey), alors le fibré associé a 7 est I.
Si I =1y(1:0), alors le fibré associé o Z est I @ Iy
— Sinon, c’est la somme directe Is ® Op.
0 €
\
TN

\ Is ® Op Wb

\

\
/\
]@] \
4 2 \E@b




Chapitre 5

La catégorie dérivée G-équivariante
DY (X)

Soit X un schéma projectif lisse sur C, et G un groupe fini agissant sur X. On a
déja observé dans les chapitres précédents que la géométrie G-équivariante de X est un
bon outil pour étudier la géométrie du quotient X/G et de ses éventuelles résolutions.
En particulier, d’aprés le théoréme de Bridgeland, King et Reid (|[BKRO1]), on a dans
certains cas une équivalence entre la catégorie dérivée G-équivariante de X et la catégorie
dérivée d’une résolution crépante de X/G.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la catégorie dérivée G-équivariante de X :
DY(X). Dans le premier paragraphe, nous la définissons et la décrivons dans les cas de
I’action libre et triviale. Dans le deuxiéme paragraphe, nous donnons une description de la
catégorie dérivée G équivariante de I’espace projectif en suivant une méthode de Beilinson
GG-équivariante. Enfin, nous nous intéressons dans le dernier paragraphe a l’écart entre
DY(X), qui contient des informations sur la géométrie G-équivariante de X et la catégorie
dérivée du quotient D(X/G). Les théorémes de comparaison que 'on peut obtenir sont
des criteéres de descente au quotient. Déja, dans [Mum66], Mumford résout la question de
la descente d’un faisceau inversible symétrique sur une variété abélienne X, le quotient
Kx = X/ <1 > étant la variété de Kummer associée. Dans [Lgn83|, Lonsted décrit le
groupe K (X) en fonction de K'(X/G), lorsque G agit sur une courbe projective lisse
X de telle facon que X/G = P!,

On note m : X — X /G le morphisme quotient. Les foncteurs adjoints suivant appa-
raissent alors naturellement.

8. D Y(X) — D (X/G)
Lr*: D (X/G) — D Y(X).

Remarquons que le foncteur 7& est exact car 7 est affine et par hypothése, I'ordre
de G est inversible dans le corps de base.

Dans le cas particulier on X/G est lisse sur C , 7 est plat donc 7* est également
exact. Tl envoie alors D(X/G) dans D% (X). D’aprés le théoréme de Chevalley, Shephard
et Todd, une orbifold complexe (voir définition C.1.5) X/G est lisse si et seulement si
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pour tout x € X, le sous-groupe d’orbifold GG, est engendré par des pseudo-réflexions
(|Bou8l]). Dans ce cas, d’aprés le théoréme 1.6.9, le G-schéma de Hilbert G-Hilb(X)
et le quotient X/G coincident. Ainsi, le foncteur de Fourier-Mukai D(X/G) — DY (X)
deéfini dans [BKRO1] (voir théoréeme 3.3.1) est le foncteur «*.

Le résultat principal de ce chapitre est un critére donnant ’'obstruction pour un com-
plexe de faisceaux G-équivariants a descendre en un complexe de faisceaux sur le quo-
tient( théoreme 5.3.8). Il généralise le théoréme de Lonsted en K-théorie G-équivariante
sur des courbes (|Lgn83]) et est & rapprocher d'un résultat de Nevins (|[Nev02]) dans le
cas des groupes algébriques réductifs.

Soit E une courbe elliptique, R un systéme de racines et QQ(R) le réseau engendré
par R. Le but de cette étude est d’arriver & une preuve homologique du théoréme de
Looijenga (théoréme 3.0.3), en utilisant ce critére de descente pour identifier la catégorie
dérivée du quotient D((EF® Q(R))/W (R)) avec la catégorie dérivée d’un espace projectif
avec poids.

Notations

Pour le langage des catégories dérivées, on renvoie aux notes de Hartshorne ([Har66]).
Rappelons tout de méme quelques notations.

Pour tout schéma Y, la catégorie D~ (Y') (respectivement D(Y')) est la catégorie déri-
vée des faisceaux quasi-cohérents sur Y, restreinte aux complexes bornés supérieurement
(respectivement bornés) et & homologies cohérentes.

D*(X) € Diyy(Qeo).

Les catégories G-Coh(X) et G-Qco(X) sont les catégories dont les objets sont les
faisceaux cohérents (respectivement quasi-cohérents) G-linéarisés et les morphismes sont
les morphismes de G-faisceaux. Ces catégories sont abéliennes et G-Qco(X) a assez
d’injectifs (cf [Gro57]). Si G agit sur X, la catégorie D% (X) (respectivement DY (X)))
est la catégorie dérivée des (G-faisceaux quasi-cohérents sur X restreinte aux complexes
bornés supérieurement (respectivement bornés) et a homologies cohérentes.

DG(X) € D54 | (G-Qeo).
Pour toute catégorie de complexes D, on notera D* lorsqu’on ne veut pas préciser si on
considére la catégorie des complexes bornés supérieurement ou bornés.
Dans tout le chapitre, on peut remplacer C par un corps k algébriquement clos, dont
la caractéristique ne divise pas 'ordre de G.

5.1 La catégorie dérivée bornée (G-équivariante

5.1.1 Une équivalence de catégories

Pour décrire la catégorie dérivée G-équivariante, on va voir qu’il suffit de connaitre
la sous-catégorie pleine dont les objets sont des complexes de faisceaux cohérents loca-
lement libres. Rappelons que HZ, (X, F') (respectivement Extg; (A, B)) désigne le s-ieme
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groupe de cohomologie G-équivariante du G-faisceau F' sur X (respectivement le Ext
G-équivariant). II existe une suite spectrale de terme initial E; = HP(G,HY(X,F))

qui converge vers Hg+q(X, F) (voir [Gro57]). Sous nos hypotheéses, il n’y a pas de coho-
mologie des groupes, de sorte que d’aprés cette suite spectrale, on obtient H} (X, F) =
H*(X,F)%.

Lemme 5.1.1 Si X est un G-schéma de dimension n lisse sur C, alors la catégorie
G-Coh(X) est de dimension homologique inférieure a n. C’est a dire, pour tout couple
de G-faisceaur cohérents (A, B) et pour tout entier s > n, Ext$ (A, B) = 0.

Preuve : La suite spectrale de terme initial E}'? = Hy,(X, &xt9(A, B) converge vers
Ext? (A, B). Or, par théoréme d’annulation de Grothendieck, H?(X, &xt9(A, B)) = 0
dés que p est un entier strictement supérieur a dim(Supp(&zti(A, B))). Ainsi, ER? =
HP (X, &xt9(A, B))Y = 0 pour p > dim(Supp(&xti(A, B))).

Supposons maintenant que &xt?(A, B) est non nul et majorons la dimension d de
son support. Soit  un point générique de &xt!(A, B). Alors Oy , est un anneau régu-
lier de dimension inférieure & n — d et la fibre &zt9(A, B), = ExtqﬁXT(Aw,Bw) est un
Ox z-module non nul. Or la dimension homologique de la catégorie des Ox z-module
est inférieure & la dimension de @’x ;, donc la non-nullité de Extqﬁx z(A'T’ B,) implique
q<mn—d. 1

Finalement, pour que E'Y = H7, (X, &£2t?(A, B)) soit non nul, il est nécessaire d’avoir
p + g < n. En particulier, pour tout entier s > n, Extf,(4, B) = 0. O

Théoréme 5.1.2 Soit X un schéma projectif lisse et soit G un groupe fini agissant sur
X. Soit £ C G-Coh(X)) la sous-catégorie pleine des G-faisceauz cohérents localement
libres sur X et .4 C DY (X) (respectivement .4~ C D™F(X)) la sous-catégorie pleine
des complexes de faisceaux dans £. On a les équivalences de catégories

M ~ DY (X),

M~ ~DY(X).

Preuve : Comme on a imposé dans la définition que .Z™* soit une sous-catégorie pleine
de D*Y(X), il suffit de démontrer que tout objet de D*%(X) est quasi-isomorphe & un
objet de .. Dans un premier temps, on rappelle que tout G-faisceau cohérent admet
une résolution localement libre finie. Ce résultat de Thomason est classique, mais on le
redémontre ici & défaut d'une référence satisfaisante (lemme 5.1.3). On applique alors un
résultat de Hartshorne (lemme 5.1.4) qui démontre le cas borné supérieurement, et on
en déduit le cas borné.

Lemme 5.1.3 Soit G un groupe fini, et soit X un G-schéma projectif lisse sur C. Tout
G-faisceau cohérent admet une résolution finie par des G-faisceaux localement libres de

type fini.

Preuve : On a démontré dans la preuve de la proposition 1.2.4 qu’il existe un faisceau
trés ample G linéarisé sur X. Notons M ce faisceau. Soit F un G-faisceau cohérent sur
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X. Par théoréme, il existe un entier n tel que F ® M®" est engendré pas ses sections
globales. Alors G agit naturellement sur T'(X, F® M®") et le morphisme de G-faisceaux :

Ox T (X, F @ M®") — F @ M®"

a® s as

est surjectif. D’ou la surjection
NX,FM®™") oM™ . F,

En répétant autant de fois que nécessaire ce procédé en remplagant F' par le noyau de
ce morphisme, on obtient une résolution de F' par des G-faisceaux cohérents localement
libres. Or d’apreés le lemme 5.1.1, la catégorie G-Coh(X) est de dimension homologique
finie, donc cette itération s’aréte et F' admet une résolution libre finie par des objets de
L. O

On utilise maintenant le lemme [Har66, 1.4.6] et la proposition [Har66, 1.4.8] de
Hartshorne qui s’expriment dans ce contexte comme suit.

Lemme 5.1.4 Soit A une catégorie abélienne. Soit L un sous-ensemble d’objets de A tel
que pour tout objet A de A il existe L € L se projetant sur A. Alors pour tout complere A
borné supérieurement d’objets de A, il existe un compleze borné supérieurement d’objets
de ¥ quasi-isomorphe a A'.

Proposition 5.1.5 Soit A une catégorie abélienne et A" une sous-catégorie pleine de
A. Si pour tout objet A de A’ il existe un objet A-projectif appartenant a A’ se projetant
A, alors on a léquivalence de catégories

D4 (A) =D (A).

En appliquant cette proposition & A" = G-Coh(X) C G-Qco(X) = A, comme le
lemme 5.1.3 démontre en particulier que les hypothéses de la proposition sont vérifiées,
on obtient I’équivalence

D% X) ~ D (G-Coh(X)).

On peut donc supposer que F' est un complexe borné supérieurement de G-faisceaux
cohérents. D’aprés le lemme 5.1.3, les hypothéses de lemme 5.1.4 sont vérifiées. Ainsi, il
existe un complexe borné supérieurement L d’objets de £ quasi-isomorphe & F. On a
bien démontré 1’équivalence

D YX)~ .

Supposons maintenant que F' est borné. L’objet donné par le lemme 5.1.4 est construit
par récursivité sur le degré de la facon suivante : Si L°, L=', ... L~ sont construits, on
choisit L™~ comme étant un objet de .# admettant une surjection vers

ker(L ™ — L") 57" prnl

Or, pour n assez grand, F'~™ est nul. Soit m est le plus petit entier tel que F" # 0. Par
construction, le complexe L est une résolution de ker(L" —» LmH) par des objets de
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L en degrés inférieurs a m. En particulier, G-Coh(X) étant de dimension homologique

On a donc bien construit un complexe L € .# qui est quasi-isomorphe a F', d’ou
I’équivalence

5.1.2 Cas d’une action libre

Dans le cas ou l'action de G est libre sur X, on trouve dans [Mum?74, p.70| la dé-
monstration de la proposition suivante.
Proposition 5.1.6 Lorsque G agit librement sur un schéma X de facon a ce que X soit
G-admissible, les foncteurs ¢ : G-Coh(X) — Coh(X /@), qui envoie un G-faisceau

sur la partie G-invariante de son image directe par 7, et 7 : Coh(X/G) — G-Coh(X)
induisent une équivalence de catégories :

G-Coh(X) ~ Coh(X/G).

Si de plus X est lisse sur C, alors le quotient ’est également et on en déduit le résultat
suivant.

Proposition 5.1.7 Si G agit librement sur un schéma X lisse sur C, le foncteur
™ : D(X/G) — DY(X)

est une équivalence de catégories.

Preuve : Il s’agit de démontrer que 7* est essentiellement surjectif. Soit F € D% (X).
On démontre par récurrence sur 'amplitude homologique de F' qu’il existe E € D(X/G)
tel que 7*(F) est quasi-isomorphe a F.

Si F' est de dimension homologique nulle, c¢’est la proposition 5.1.6. Si F' est de
dimension homologique n, on peut supposer que H*(F) = 0 si i ¢ [0,n]. Considérons
alors le triangle

ker(9°) F osoF,

oit ker(9") est vu comme complexe concentré en degré zéro et

osoF = ... —— 0 — im(0") F! F?

de telle sorte que osoF est de dimension homologique n — 1.
On se rameéne ainsi & démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.1.8 Soient E un faisceau cohérent sur X/G et F' un objet de D(X/G). On
peut considérer E comme étant un complexe concentré en degré 0. Si a: m*F — *F
est un morphisme dans DY (X), alors a = 7* B pour un certain morphisme B € D(X/G).
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Preuve : D’aprés le théoréme 5.1.2 on peut remplacer F' par un complexe L de faisceaux
localement libres et par exactitude de 7n*, 7* L est alors une résolution de «*F'. Ainsi, on
a
H'(#om(n*F,m*E)) = H'(#om(n*L,m*FE))
= Ext'(r*L,m*F)
= 0, pouri#0,

car m* L est localement libre. On est donc ramené & des morphismes de faisceaux et on

peut utiliser la proposition 5.1.6 :
HOI’H(W*F, 7I'*E) HomG—COh(X) (W*LU, W*E)

Homgon(x/c) (L’ E)

Hompx /¢ (L, E)

HOHID(X/G)(F, E) a

e 12 1 1

Remarque : La proposition 5.1.7 est une généralisation d'un résultat de Bridgeland et
Maciocia dans le cas d’un groupe cyclique ([BM98, proposition 2.5|). Ils démontrent en
effet que si G = Z/nZ agit librement sur un schéma X lisse sur C, alors un objet F' de la
catégorie dérivée D(X) se descend en un objet de D(X/G) si et seulement si il existe un
isomorphisme ¢g*F = F', ou g est un générateur de (G. Dans le cas d’un groupe cyclique
c’est équivalent & dire que F est G-linéarisé, c’est a dire F' € DY (X).

5.1.3 Cas de ’action triviale

Supposons maintenant que le groupe G agit trivialement sur le schéma X. Cela
ne nous empéche pas de définir la catégorie des G-faisceaux, ni a fortiori la catégorie
dérivée D*Y(X). Nous allons voir que dans ce cas, cette catégorie se décompose en le
sens suivant :

Définition 5.1.9 On dit qu’une catégorie additive o7 se décompose en ®; si pour tout
A € Ob(#), il existe A; € o tels que A = ®A; et Homgy (A;, Aj) =0 sii#j.

Lemme 5.1.10 Soit &7 une catégorie abélienne qui se décompose en o = @;c1;, o I
est fini. Supposons que </ admet assez de projectifs. Alors la catégorie dérivée D~ (/) se
décompose en @;c; D~ (). Si de plus o/ et chaque o sont de dimension homologique
finie, alors D() se décompose en ®;c1D(%;).

Preuve : Soit X € Ob(D (&7)). On peut clairement écrire X = @X; ou chaque com-
plexe X; est formé d’objets de 7. Soient maintenant X; et X; des complexes formés
respectivement d’objets de .4 et 7. Soit P un complexe borné supérieurement formé
de projectifs et quasi-isomorphe au complexe X;. On peut écrire P comme une somme
de complexes P = @P; ou chaque complexe P; est formé d’objets de .o7. De plus, les
objets formant les complexes P; sont également projectifs, car facteur direct d’un objet

projectif; et la flecche P —— X se réduit a P; —— X, les autres fleches étant nulles.
Il existe donc un complexe P; formé d’objets projectifs de A; qui est quasi-isomorphe a
X. Ainsi,

Hompf(ﬂ) (X,, X]) = HOHle(Q{) (Xh P]) =0.
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On a bien une décomposition de la catégorie dérivée D~ (7). Dans le cas borné, la méme
preuve s’applique. O

On applique ce lemme a la catégorie G-Qco(X) des G-faisceaux quasi-cohérents sur
X, dans le cas ot G agit trivialement sur X.

Proposition 5.1.11 Si G agit trivialement sur le schéma X, on a une décomposition
de G-Qco(X) suivant les représentations irréductibles de G, dont chaque facteur est
isomorphe a Qco(X) : tout G-faisceau se décompose en une somme directe Spetrm(@) Ep®
p, ot les E, sont des faisceauz quasi-cohérents sur X (sans action de G).

Preuve : Pour commencer, démontrons la décomposition pour les G-faisceaux cohérents.
Le cas quasi-cohérent s’en déduira par limite inductive. Pour tout p, représentation
irréductible de G, et pour tout G-faisceau cohérent F', notons

Fp = ,%pomﬁx,(;(ﬁx K p, F)

F, est un €x-module cohérent (sans action de G) et on a un morphisme naturel

69pEIrr(G) (Fp ® )0) ’ F

f®wv f(1®w).

Montrons que ¢ est un isomorphisme.

Dans un premier temps, supposons F' localement libre. Alors le probléme étant local,
on peut se placer sur un ouvert ot F' est libre et alors pour toute représentation p irréduc-
tible de G, F, est libre. Sur chaque fibre ¢ est un morphisme de (G-0x ;)-modules libres
de type fini qui est un isomorphisme lorsqu’on passe au quotient par l’idéal maximal.
En effet, cette décomposition est connue pour les représentation linéaires de dimension
finie. D’aprés le lemme de Nakayama, ¢ induit donc un isomorphisme sur chaque fibre.
Cela implique que @ est un isomorphisme.

Maintenant, soit F' un G-faisceau cohérent quelconque et soit Ly — Lo — F — 0
une présentation libre de F. Si on applique le foncteur F' —— @ crir(a) (F) ® p) a cette
suite exacte, on obtient une suite exacte car le foncteur F' —— F}, est exact a droite.
En effet, Ox ® p est un (Ox-G)-module projectif car il est libre. Puis, d’apres le lemme
des cing, on obtient I'isomorphisme pour le faisceau F', et la proposition est démontrée
pour les faisceaux cohérents..

Montrons maintenant la décomposition dans le cas quasi-cohérent. Soit F' un G-
faisceau quasi-cohérent. Localement, F' est un (A-G)-module. Montrons qu’il est limite
inductive de (A-G)-modules de type fini. Comme G est fini, pour tout 2 € F, x appartient
a un sous-(A-G)-module de type fini, par exemple celui engendré par les éléments de
l’orbite de z. On a donc bien : F' = limind(M), pour M sous-(A-G)-module de type
fini. On écrit alors F = limind(®M, ® p), et comme une somme directe est une limite
inductive sur une catégorie discréte, limite inductive et somme directe commutent, de
sorte que 'on a F' = ®p€1rr(g)limind(Mp) ® p qui est bien une décomposition de la forme
attendue. Le caractére fonctoriel de la construction locale assure que les modules ainsi
obtenus se recollent pour former des faisceaux de (€x-G)-modules F), tels que

F - GBPEITT(G)FQ ® p
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O

Les hypothéses du lemme 5.1.10 étant vérifiées, on a une décomposition de la catégo-

rie dérivée D*(G-Qco(X)), qui par restriction aux complexes de faisceaux a homologie
cohérente donne :

Corollaire 5.1.12 Si G agit trivialement sur le schéma X, on a une décomposition
G
D* (X) = 69pGIrr(G)D*’p(‘XT)a

p . . o
ot pour tout p, le foncteur D*(X) —— D*P(X) est une équivalence de catégories. Ainsi,

un objet F € D*C(X) est image réciproque d’un objet de D*(X/G) = D*(X) si et
seulement si il appartient a la composante D*P°(X) correspondante a la représentation
triviale de G.

5.2 Théoréme de Beilinson GG-équivariant

Soit P" = P(W) ou Y est un espace vectoriel de dimension (n + 1). Soit S = S()
I’algebre symétrique sur U et A = A(Y) I'algeébre extérieure. On cherche une description
de la catégorie dérivée bornée G-équivariante D(P™) des faisceaux cohérents sur P" en
termes de modules sur A ou sur S.

Pour A = S ou A, notons M (]0,n]) la catégorie des (A-G)-modules gradués, libres
et de type fini dans la catégorie des A-modules, dont les générateurs sont de degrés
compris entre 0 et n. Soit K§([0,n]) la catégorie triangulée des complexes d’objets de
M ([0,n]) & homotopie prés. Comme dans l'article [Bei79] de Beilinson pour décrire la
catégorie dérivée D(P™) on construit des foncteurs

Fy: K$([0,n]) — DE(P").

Dans ce paragraphe, nous adaptons la démarche de Beilinson pour démontrer le théoréme
suivant :

Théoréme 5.2.1 Les foncteurs Fs et Fp sont des équivalences de catégories.

Pour démontrer chacune de ces deux équivalences, on va mettre en bijection des objets
des deux catégories, qui forment des familles génératrices au sens suivant : La plus petite
sous-catégorie triangulée pleine de K§ ([0,n]) (respectivement DE(P") ) contenant cette
classe d’objet est la catégorie entiére. Rappelons alors le lemme utile suivant sur lequel
s’appuie la preuve de Beilinson (voir [Bei79] pour I’énoncé, et par exemple [Hap87| pour
une preuve).

Lemme 5.2.2 Soient € et 9 deux catégories triangulées, et F : € — 9P un foncteur
triangulé. Si X; est une famille génératrice d’objets de € telle que F(X;) est une famille
génératrice de 9, si pour tout (i,j) et pour tout | :

F : Hom'(X;, X;) — Hom!(F(X;), F(X;))
est un 1somorphisme, alors F est une équivalence de catégorie.

Pour appliquer ce lemme, il suffit donc de déterminer une famille génératrice {X;} de
KG([0,n]) et un foncteur F : K§([0,n]) — D%(P") vérifiant les hypothéses et tel que
{F(X;)} est une famille génératrice de D (P").
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5.2.1 Théoréme de structure des (A-G)-modules libres gradués de type
fini sur une C-algébre graduée A de type fini

Dans ce paragraphe, A est une C-algébre graduée sur laquelle agit un groupe fini G.
Un (A-G)-module gradué est un (A-G)-module gradué en tant que A-module et tel que
I’action de G respecte le degré.

Proposition 5.2.3 Soit M un (A-G)-module gradué libre de type fini sur A dont les
générateurs sont de degrés compris entre 0 et n. Alors il existe des représentations V,, €
R(G) telles que

M =&, (Vo ® A(—a),

ot A(—a) est U'anneau gradué obtenu en décalant la graduation de A de o : A(—a); =

Aifa

Preuve : Soit {e;,i € I} une famille de générateurs de M. On peut partitionner I en
Uae[o,n]La de telle sorte que pour tout i € Iy, le générateur e; soit de degré a.. Pour tout
g dans G et pour tout «, si i € I, alors g - ¢; est de degré «, donc :

grei= Y riaeit Y et T Y rie

jela jeiafl jEIO

ou r;; est de degré a—deg(e;). Il s’agit de démontrer que 'on peut choisir la base {¢; };cr
telle que pour tout g dans G, pour tout «, et pour tout i € I,,

g-ei= ) riie.

J€la

Soient g = max{a | In # 0}, J = Uacaola et N = @;csAe;. Pour tout g € G,
g-N C N, de sorte que N est un sous-(A-G)-module de M.

On va démontrer qu'il existe un sous-(A-G)-module gradué N' de M, dont les géné-
rateurs sont de degré aq et tel que M = N @ N'.

Le A-module M peut étre vu comme C-espace vectoriel, car A est une C-algébre
graduée (Ag = C). Comme la caractéristique du corps de base ne divise pas l'ordre du
groupe G, les représentations de dimension finie de G sont semi-simples. Or en tant que
représentation de G, M = ®penM,y,, o M, est la partie de M de degré n :

M, = @agn Dicr, Anfaei-

Comme M est de type fini sur A, I, est fini, et chaque A; étant une représentation de
dimension finie de G, M,, est une représentation de dimension finie pour tout n € N.
(Remarquons que M, est stable par G car l'action respecte la graduation). Ainsi, en tant
que somme directe de représentations semi-simples, M est semi-simple.

En particulier, la suite exacte de (C-G)-modules

0 N M — M/N 0

est scindée. Ainsi, la (A-G)-base {¢;,7 € In,} de M/N se releve en {e},i € I,,} dans M,

de telle fagon que g-e} = Zjeian rji€¢;. Le A-module engendré par la famille {e},i € In,}
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est donc un sous-(A-G)-module de M. Cependant, il n’est pas gradué a priori. On a pour

tout 4 € Iy,
/
=it Aijej.
jed

e;/ = [e;]ao =é + Z Z P‘iyj]fm*aej'

a<ag jely

Posons

Pour tout i € I,,, € est un antécédent de e; € M/N de degré ag et on a :

" /

g-ef = g-[eflao
= [Xjetn, Tii€lao
= Zjelao 7j,il€jlay (les 7j; sont de degré nul)

o
jeia(] T]’ze]‘

Soit N’ le A-module engendré par la famille {e/',i € I,,}. Alors N’ est un sous-(A-
G)-module de M supplémentaire de N. De plus, on a N’ = V,, @ A(—ag) o V,, =
®ier,,Cei est la représentation de G de dimension finie définie par I'action de G sur la
base {e/,i € I,,}. En effet, A(—ay) est le module libre de dimension 1 sur A avec un
générateur en degré «y.

On peut recommencer le raisonnement en remplacant M par N. Par récurrence des-
cendante sur le degré maximal des générateurs de M, on obtient le résultat :

M=, (V,® A(—a).
O
Remarque : On pourrait aussi décomposer M /A M en représentations irréductibles

puis, appliquer le lemme de Nakayama gradué a des relevements des V,(—«) dans M.

5.2.2 Démonstration du théoréme 5.2.1

D’apres la proposition 5.2.3, la famille {V ® A(—i),V € Irr(G),i € [0,n]} engendre
la catégorie M§ ([0,n]). Si on la considére comme une famille de complexes (ot les fais-
ceaux sont vus comme des complexes concentrés en degré nul), cette famille engendre la
catégorie triangulée K ([0,n]).

Considérons le foncteur additif suivant.

Fy: M ([0,n]) G-Coh(P")

@ Va®O(—a)siA=S

M =azoVa ® Al=a) — { Bl_gVa ® 0% (a) si A= A

Il se prolonge a la catégorie triangulée des complexes K§([0,7]), et quitte & composer
avec le foncteur de localisation, on peut voir F' comme étant un foncteur de Kg([ﬂ, n))
dans DY(P"). Le lemme 5.2.5 est la version G-équivariante du lemme classique ci aprés.
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Lemme 5.2.4 (|[BGG79]) Pour tout couple (i,7) d’entiers compris entre 1 et n,
. . Osil+#0
L — — =
1. HomD(P”)(ﬁ( 1), 0(=1)) { Si—j sinon.
2. (Théoréme de Bolit)
Homb e (@19 27(7) = {

Lemme 5.2.5 Pour tout triplet (V,W,1), on a

Osil#0

A;_j sinon.

Hom'y g g0,y (V ® S(~1), W @ S(—4)) 2 Hombe oy (V ® 0(—i), W © 6(~7)),

Homi ¢ . (V ® A(=i), W ® A=) = Hompg e (V @ (i), W @ 2 ().

Preuve : On démontre le lemme pour A = S. Sous la condition du théoréme de Bott
énoncé ci-avant, la preuve pour A = A est analogue. Soient (V, W) un couple de représen-
tations irréductibles et (i, 7) un couple d’entiers entre 1 et n. Alors d’aprés le lemme de
Schur, C étant algébriquement clos (de sorte que pour toute représentation irréductible

V de G, Endg(V) =C), on a

0 sij>i

0 sit=jetV#W,

C sit=jet V=W,

C" sij<ietm(V.Si_; @W)=m,

Hom(V ® S(—i),W ® S(—j)) =

ou m(V, E) est la multiplicité de la représentation irréductible V' dans la représentation
de dimension finie E. Puis, pour I # 0, comme les morphismes de Kg([0,n]) sont des
morphismes de complexes, il n’y a pas de morphisme non nul de V®.S(—i) vers W®S5(—j)
décalé de [ car ils sont concentrés en des degrés distincts.

Hom!(V ® S(—i), W ® S(—j)) = 0.
Calculons maintenant le terme de droite. Pour [ = 0, on a

Hom(V ® G(—i), W ® €(—j)) Hom(V ® Opn, W @ O(i — 7))

Hom(V,T'(P", 6(i — j) ® W))

1 1

D’otu, d’aprés le lemme de Schur,

0 si g >,

0 sii=j et V£W,

C sit=jet V=W,

Cm™  sij<ietm(V, Si—;i ® W) =m.

Hom(V @ G(—i), W ® €(—75)) =

Pour [ # 0, il s’agit de démontrer que Extl,(V ® €(—i), W ® €(—j)) = 0. Or d’aprés
[Gro57], il s’agit de ’aboutissement de la suite spectrale de terme initial

EY? = HP(G,Ext!(V @ 0(—i), W ® O(—j))).
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Or I'ordre du groupe G est inversible dans C, de sorte qu’il n’y a pas de cohomologie des
groupes, donc on a

ExtL(V ® 6(—i),W ® 0(—j)) = Ext' (V ® 6(—i), W ® 6(—j5))°.

1 suffit donc de démontrer que Ext!(V ® €(—i), W ® €(—j)) = 0. Or il s’agit de I"abou-
tissement de la suite spectrale de terme initial

Eg,q = HP(P", &2t (V Q@ O(—1i), W ® O(—3))).

Comme O(—i) ® V est localement libre, les Ext locaux sont triviaux pour ¢ # 0, donc
étant donné que+—j > —n—1,on a

Ext/(V® o(—i),Weo(—j) = H (P, Aom(VeO(—i),Weo(—7)))
= H'P"V*@W®O0(i—j))
= H' P 0@Gi—j)VeW
= 0.

Ainsi, pour tout VW € R(G) et pour tout i, € [0,n], on a
HomKSG([o,n})(V ® S(—), W ® S(—7)) = Hompa e (F(V @ S(—1)), F(W ® S(—j))).

Pour appliquer le lemme 5.2.2, il reste & démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.6 La famille {V ® €0(—i),V € Irr(G),i € [0,n]}, respectivement {V ®
Qi(—i),V € Tre(G),i € [0,n]}, engendre la catégorie DY (P™).

Preuve : Comme dans [Bei79], on considére la résolution de la diagonale par le complexe
de Koszul :

0 —— P (n) ® PiO(—n) — ... piQY1) @ p3O(=1) — Opuypn —» Op — 0.

La diagonale A est un sous-G-schéma de P" x P" donc Oa est un G-faisceau et
la résolution étant composée de G-faisceaux, il s’agit d’une résolution dans la catégorie
G-Coh(P" x P") de Oa par des G-faisceaux localement libres donc projectifs.

Considérons les foncteurs

p] : G-Coh(P") — G-Coh(P" x P"),
®0x : G-Coh(B" x P") — G-Coh(P" x P"),
et po . : G-Coh(P" x P") — G-Coh(P").

La composition de ces trois foncteurs est I'identité de G-Coh(IP"), de sorte qu’en dérivant
on obtient :
VM € DE(P"), M = Rpy.(Oa @F p}(M)).

Or, d’aprés la résolution de la diagonale par des complexes ®-acycliques, on sait calculer
le complexe Oa @ pi(M). En degré —a, on trouve le faisceau

Bi_p30(—d) ® p1Q(d) ® py (M) " .
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Puis, comme p} est exact et commute au produit tensoriel, piQ%(d) ® pi(M)4—* =

pi(Q%(d) ® M), Ainsi, le complexe & ®” pi(M) appartient & la sous-catégorie tri-
angulée engendrée par les faisceaux du type : p5@(—d) ®@ p;(N), on N est un G-faisceau
sur P,

Alors, comme les triangles sont conservés par les foncteurs dérivés, on peut obtenir
M par une suite de triangles débutant par des objets du type Rpg .(p5€0(—d) ® pi(N)),
ou N € G-Coh(P"). Or, d’apres la formule de projection,

Rpy . (p30(—d) @ p1(N)) = O(=d) @ Rps.(p1(N)).

Il suffit donc de démontrer que ces objets appartiennent & la sous-catégorie trian-
gulée engendrée par la famille C = {V ® 0(—i),V € Irr(G),i € [0,n]}. Notons < C >
cette catégorie. D’aprés le lemme 5.2.7 ci-apres, il suffit de démontrer que les faisceaux
d’homologie de Rpo . (p50(—d) ® pj(IN)) appartiennent & < C >.

Or, pour tout 4, le faisceau Ripy «(pf(N)) = H'(Rpa.(pi(N))) est le faisceau asso-
cié au préfaiscean constant V. —— H*(P" x V.pi(N)jprxyv) = HY(P", N). C’est donc le
faisceau constant égal a H'(IP", N) qui est une représentation de G. Ainsi, les faisceaux
d’homologie de Rpg . (p50(—d) ® pj(N)) sont de la forme V ® &(—i), ot V est une
représentation de G. Ils appartiennent donc & < C >, d’ou le résultat pour A = S.

En considérant la formule de projection

Rp1+ (p7Q%(d) © p3(N)) = QU(d) ® Rp1 . (p3(N)),

on obtient le résultat pour le foncteur Fj. O

Lemme 5.2.7 Soit &/ une catégorie abélienne, € une classe d’objets de o et < € > la
sous catégorie triangulée de D°(f) engendrée par €. Si M € Db(/) a tous ses faisceaus
d’homologie dans < € >, alors M €< € >.

Preuve : On démontre ce lemme par récurrence sur l'amplitude homologique de M.
Si elle est nulle, il n’existe quun faisceau d’homologie non nul H*(M), et M est quasi-
isomorphe au complexe H*(M)[—k]. Puis, comme < % > est stable par triangles, elle
I’est en particulier par quasi-isomorphisme, donc M €< % >.

Supposons le lemme démontré pour tout complexe d’amplitude homologique infé-
rieure ou égale a d. Soit M € D°(«/) un complexe d’amplitude d 4+ 1 dont les faisceaux
d’homologie appartiennent & < % >. Soit ky = min{k tel que H¥(M) # 0}. Considérons
le complexe

ospgM = ... —— 0 — Im(9*) — My, 1 — ...

On a alors le triangle exact suivant dans D°(7) ([Har66, 1.7]).

ker (9%0) (M) M oske M

Le premier terme appartient & < % > par hypothése et le troisiéme par hypothése
de récurrence, car 77K M est d’amplitude homologique d et ses faisceaux d’homologie
sont ceux de M, donc appartiennent & < % > par hypothése. Ainsi, comme < % > est
une sous-catégorie triangulée de DP(), M €< € >. O

On peut donc appliquer le lemme 5.2.2, et on obtient le théoréme 5.2.1. g
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5.2.3 Version Bernstein-Gel’fand-Gel’fand

On a vu que la catégorie dérivée DY (P") est engendrée par une famille exceptionnelle
forte, c’est a dire une famille {E, ... B} telle que pour tout i > 1, Hom®(E), E,,,) = 0.
D’aprés le théoréme de Bondal [Bon90, 6.2], la catégorie dérivée DY (P") est équivalente
a la catégorie dérivée de la catégorie de modules a gauche d’une algébre de chemins d’un
carquois avec relations A = Hom(@ E;, P F;).

Dans le cas particulier de P!, il n’y a pas de relations. L’algébre A est I'algébre des
chemins du carquois défini de la facon suivante : les sommets sont les E;; indexés par
i € {0,1} et j € {0,k}, ou {pg,...,pr} sont les représentations irréductibles de G et
entre les sommets E; ; et Ey j il n’y a aucune fleche si i <4’ et 2m(V,,, Vo, ® Sy) fleches
sit=0eti =1.

Par exemple, dans le cas du groupe cyclique agissant sur P! = Proj(Clz,y]) par
T+ nz, y = n 'y, le carquois est le suivant, a gauche, ol le sommet indexé par (i, )
représente O(i) @ V;. Dans le cas du groupe tétraédral, le carquois est celui de droite
ci-aprés. On l'obtient grace au diagramme complété de McKay, qui est le systéme de
racines Fg complété :

Dans le cas général, A est une algebre de Koszul, et si B est son algébre duale,
alors d’apres [Pol94|, B est une algebre de Frobenius. De plus, il y a une équivalence de
catégories

B—Mod ~ DE(P")

ou B—Mod est la catégorie obtenue & partir de la catégorie des B-modules & gauche en
factorisant modulo les morphismes qui factorisent par un module projectif.
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5.3 Critére de descente d’un objet de la catégorie dérivée
G-équivariante

Dans cette deuxiéme partie, nous évaluons la distance qui sépare les catégories
D*%(X) et D*(X/G). Autrement dit, nous déterminons I’obstruction pour un objet
de D*Y(X) a étre I'image par 7* d'un objet de D*(X/G).

On a vu dans le théoréme 5.1.2 que D*%(X) ~ .#*, mais .#* n’est pas la catégorie
dérivée bornée de la catégorie .£ des G-faisceaux cohérents localement libres sur X.

Dans un premier paragraphe, on traite malgré cela le probléme sur Z.

On se rameéne alors & ce cas en démontrant qu’'un objet de .Z* est image par 7* d'un
objet de D*(X /@) si et seulement si chacun des faisceaux de . qui le compose est image
par 7 d’'un faisceau de Coh(X/G). Cela résout le probléme de la descente d'un objet de
DY (X).

5.3.1 Descente d’un G-faisceau localement libre

On commence par raisonner dans le cas local. On suppose que X est un schéma
projectif lisse sur un corps k algébriquement clos. La proposition suivante traite le cas
de la descente d’un G-faisceau localement libre au voisinage d’un point fermé de X.

Proposition 5.3.1 Soit R une C-algebre locale d’idéal mazimal m et de corps résiduel
k. Soit Lg(R) la catégorie des (R-G)-modules libres et Rg(k) la catégorie des représen-
tations de G. Il existe des foncteurs

®k ®R

Fy : La(R) R (k) et Fy : Rg(k)

Lg(R).

Alors Fy o Fy = Idg(x) et Fy est essentiellement surjectif.

Preuve : On a clairement

VYV e Rg(k), (V@ R)®rk=V Q®;R/m=V.
Montrons alors que

VM € Lg(R), M/mM ®; R = M dans Lg(R).

Soit donc M un (R-G)-module libre. Comme M est la limite inductive de ses sous-(R-
G)-modules de types finis, on peut supposer M de type fini. En effet, si M = limind(NV),
alors

(M®k)® R = (limind(N) ® k) ® R = limind(N ® k) ® R = limind((N ® k) ® R)

car les limites inductives commutent aux foncteurs adjoints & gauches, donc en particulier
aux produits tensoriels.

Soit V.=M ® k = M/mM. On veut démontrer que M = V ® R en tant que (R-
G)-module. V' étant une représentation de dimension finie de G, on peut en choisir une
base e, ... ,€,, o les e; sont dans M et e; est la classe modulo m. Soit W le sous-(k-
G)-module de M engendré par les e;. C’est le sous-espace vectoriel engendré par les e; et
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leurs transformés par G. Il est de dimension finie car G est fini. Soit V; le quotient de W
par un supplémentaire de V' en tant que k-espace vectoriel. La surjection W — V; = V|
est un morphisme de (k-G)-modules par construction. Soit V' son noyau. On a

0 -V 4 -V - 0.

Comme toute représentation de dimension finie, W est semi-simple. Il existe donc un (k-
G)-module Vo =2 V telle que W = Vo @ V'. Notons le encore V. On a alors un morphisme
naturel de (R-G)-modules

P

VR M.
D’aprés le lemme de Nakayama, il est surjectif, et comme il s’agit d’une surjection
entre R-modules libres de méme rang, c’est un isomorphisme. [l

On en déduit le résultat suivant, déja connu dans le cadre plus général ou G est un
groupe algébrique réductif agissant sur X, de sorte qu’il existe un bon quotient X/G
(lemme de descente de Kempf, voir [DN89]).

Corollaire 5.3.2 Soit E un G-faisceau localement libre sur X. Il existe un faisceau
F € Qco(X/QG) tel que E = n*(F) si et seulement si en chacun des points fermés x de
X de stabilisateur non trivial Gy, la représentation ii(E) = Ey/myE, de G, est triviale.
De plus, ce faisceau peut alors étre choisi localement libre, et ce de maniére unique @
isomorphisme pres.

Preuve : Soit £ un G-faisceau localement libre de type fini sur X. Le morphisme
*7%(E) — E est un isomorphisme si et seulement si c¢’est un isomorphisme sur cha-
cune des fibres au-dessus des points fermés.

En tout point ot G agit librement, il s’agit bien d'un isomorphisme d’aprés le pa-
ragraphe 5.1.2. Soit  un point fermé de X de stabilisateur non trivial G,. Si il existe
F € Qco(X/G) tel que K = 7*(F), alors B, = Fp(,), de sorte que iy (F) est triviale.
Réciproquement, supposons que V' = i (FE) est triviale. D’apres la proposition 5.3.1, on
a

FE, = ﬁx@ R V.

Dans un premier temps, supposons que Oy , est complet. Alors, (wg(E))W(m) = EGr =

ﬁgfx @V = Ox/Gnx) ®V est un Ox ;g r(m)-module libre. En particulier, le faisceau

cohérent 78 (E) est localement libre (voir [Har77, Exercice 11.5.7]).
Ainsi,
(m7d(E), = (78 (E))p@) ®pos Oxa
~ Ga ’
= (ﬁx,m ®V) ®6’§fm ﬁX,a:

= Ve ﬁ)(’m.

Le morphisme 7*7%(E) — E induit donc un isomorphisme sur la fibre en z.

Si Ox , n’est pas complet, on se raméne & ce cas car le complété g;; est fidélement
plat sur @ ;. Enfin, remarquons que si F' est un faisceau localement libre tel que 7*(F) =
E, alors 7% (n*(F)) = F, d’ou I'unicité. O
Remarque : Dans la catégorie dérivée, nous verrons que lorsqu’il existe, ’antécédent
par L7* est unique.
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Dans le cas général, les points de stabilisateur non trivial ne sont pas isolés. On peut
alors construire une stratification du lieu des points de stabilisateur non trivial indexée
par les sous-groupes de GG de la facon suivante. Pour tout sous-groupe H de GG, notons
Ap Uensemble des points de stabilisateur H et X le schéma des points fixes par H :

Agp={zeX|G,=H}, X" ={ze X |Hz =2z} = |_| Ak.
HCKCG

XH est lisse sur C car il s’agit du sous-schéma des points fixes sous I'action du sous-
groupe H de G.

On considére alors le sous-schéma fermé Ay de X muni de sa structure réduite, et
on note ig : Ay — X l'inclusion fermée.

Lemme 5.3.3 Ay est lisse sur C.

Preuve : Notons X = L7 X! les composantes irréductibles de X. Alors Ay =
UacrApg N ch’. Puis, si J C I est le sous-ensemble (non vide si Ay est non vide ) formé
des indices « tels que Ay N XaH est non vide, alors Ay = UgaesAg N XaH et

ZH = I_IQEJXf.

En effet, ’'adhérence d'un sous-ensemble non vide d'une composante irréductible X est
XM entier. Ainsi, Ay est la réunion de certaines composantes connexes de X qui est
lisse sur C, donc il est lisse sur C. O

Remarquons que H agit trivialement sur Ay C X 7. Ainsi, d’aprés le paragraphe 5.1.3
on a une décomposition :

H-Qco(A) = @pep(m) Qeo’(An)

Proposition 5.3.4 Soit E un G-faisceau localement libre sur X. Pour tout H sous-
groupe de G, it (E) = Eg est un H-faisceau localement libre sur Apg. Alors E est
limage réciproque d’un faisceau localement libre sur X/G si et seulement si pour tout
sous-groupe H de G, i3 (E) appartient a la composante correspondant a la représentation
triviale de H dans la décomposition de H-Qco(Apg).

Preuve : Soit H un sous-groupe de G. Si Ay est vide, on conviendra que i}, (E) est trivial
dans le sens ci-dessus. Sinon, soit £ € Ag. En particulier, 2 est un point de stabilisateur
non trivial. D’aprés le corollaire 5.3.2, F provient du quotient si et seulement si pour tout
z € Fiz(X), it (F) est une représentation triviale du stabilisateur de z. Considérons le
morphisme i’ : Spec(k(z)) — Ay d'image z. Alors i, = iy oil| de sorte que si i’ (F)
appartient a la composante correspondant & la représentation triviale de H dans la
décomposition de H-Qco(Ag), alors i (E) = ill* 0 4%, (E) est une représentation triviale
de H. D’ou la condition suffisante.

Réciproquement, supposons que E = n*(F) ou F est un faisceau localement libre
sur X/G. Alors E est un G-faisceau trivial sur X en ce sens que l'action de G sur E
est diagonale. En effet, pour tout ouvert U C X, le (G-Ox(U))-module E(U) vérifie
g.(ae) = (g.a)e pour tout (g,a,e) € G x Ox(U) x E(U). Ainsi, comme l'action de H
est triviale sur Ay, elle 'est également sur i% (E), de sorte que i’ (E) appartient a la
composante correspondant a la représentation triviale de H dans la décomposition de
H-Qco(Ap). O
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On va maintenant démontrer que la restriction du foncteur n* a la sous-catégorie
des faisceaux localement libres de Coh(X/G) est pleinement fidéle : tout morphisme
G-équivariant dans G-Coh(X) entre image réciproques de faisceaux localement libres
provient d’'un morphisme entre ces faisceaux. Localement, il s’agit du lemme suivant.
Lemme 5.3.5 Soit A un anneau local avec action de G. Soient V et W deux représen-

tations triviales de dimension finie du groupe G et V® A — W ® A un morphisme de
A-modules commutant a l'action de G. Alors ¢ est 'image réciproque d’un morphisme

VoA W A°.

Preuve : Soit (e1,...,ey) une base de V et (fy,..., far) une base de W. On a :
gb(zi]\;] ae;) = ZZ]\;] a;p(e;) = ZZ]\;] a; ZZ‘L ¢;.if; ou 'application A-linéaire ¢ est
représentée par la matrice ((¢5:)) € v n(A).

Alors le fait que ¢ commute a Uaction de G s’écrit de la maniére suivante (compte
tenu du fait que G agit trivialement sur V et W, et donc que les bases sont invariantes)

Vge G, g ¢(Z%1 aie;) = 2%1 g-a; 2%1 g-9;ifi =
P(g - Zi:l aje;) = Zz’:] g-a; Zi:l bjifj-

De sorte que ¢ commute a 'action de G revient & dire que ¢ est G-invariant, en ce sens
qu’il provient d’un morphisme V @ AY — W @ A%, O

Proposition 5.3.6 Soit L1 = n*(F4) 2 Ly = 7*(Fy) un G-morphisme de G-faisceaux
localement libres de type fini sur X images réciproques de faisceauzr sur X/G. Alors ¢
provient d’un morphisme unique £y —— FEy dans Coh(X/G).

Preuve : L’identité 7€ o 7* = 1d entraine que s’il existe, ce morphisme est
* Coh(X/G) q ) p
G
, . > w7 (¢ > . . . g
nécessairement 7& (L) = E, m(9) 7% (Ly) = E,. Par ailleurs, I'adjonction de 7* et 7€

. . . n N .
fournit un morphisme canonique 7* o ¢ — Td, . d’oul le diagrame :
p q * G-Coh(X) g

I (% () Ly
ﬁ(Ll)l {ﬁ(h)
I ¢ Ly

Il s’agit donc de démontrer que n(L;) = Idy,, pour i = 1,2 et que ¢ = 7* (7 (¢)).

On peut raisonner localement, et donc se placer sur un ouvert affine Spec(A4), ou A
est local. Comme Lj et Lo sont localement libres, la proposition 5.3.1 s’applique et donc
L; =V;® A, ou V; est une représentation de G. Alors ’hypothése que les L; proviennent
du quotient se traduit par le fait que ces représentations sont triviales. Par ailleurs, ¢
étant un morphisme de G-faisceaux, il commute a 'action de G et on peut appliquer le
lemme 5.3.5. Ainsi, ¢ est G-invariante.

Or dans le cas affine, Spec(A) iR Spec(B), ou B = AY l'opération 7¢

considérer un A-module comme B-module et prendre sa partie G invariante, de sorte
G:
que le complexe V1 ® A A Vo ® A est transformé en Vi ® A = Vo ® AY, puis 7*

revient a
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revient a tensoriser par A au-dessus de A®, de telle sorte qu'on retrouve le complexe

ViA 2 Vo ®A. On a donc 7*7¢¢ = ¢. Autrement dit, ¢ provient du morphisme
%¢: B, —» E». O

5.3.2 Critére de descente

En appliquant les résultats obtenus pour les faisceaux localement libres, on démontre
qu’un complexe de faisceaux cohérents localement libres provient du quotient, si et seule-
ment si chaque faisceau qui le compose provient du quotient.

On démontre alors un critére de descente au quotient pour un objet de la catégorie
dérivée G-équivariante, et on identifie la catégorie dérivée du quotient comme sous-
catégorie de celle-ci.

Proposition 5.3.7 Soit L un complexe de G-faisceaur localement libres. Alors L est
image réciproque d’un objet de D*(X/G) si et seulement si pour tout i, L; est image
réciproque d’un faisceau de Coh(X/G).

Preuve : La partie directe est évidente. Réciproquement, si L est un complexe du type :

* P; * Pr— *
s (E]) - s (Ej+1). .. —1> ™ (Er) —0

ot chaque ¢; est un morphisme de G-faisceaux, alors en appliquant la proposition 5.3.6 on
obtient que chaque morphisme provient du quotient. Comme les G-faisceaux localement
libres sont 7* acycliques, on a

N 71'*(1/1]-,1) W*(E]) 71—*("/}]') W*(Ej+1)- . m W*(Er) — 0= LW*(E, ’l,b)

O
D’apreés le paragraphe 5.1.3, pour tout sous-groupe H de G et tout schéma A gy asso-

cié, on a une décomposition de la catégorie dérivée D*’H(AH) suivant les représentations
irréductibles de H.

Théoréme 5.3.8 Un objet E € D% (X) est l'image par La* d’un objet de D~ (X/G)
si et seulement si pour tout sous-groupe H de G, la restriction Lij, (E) du compleze
a l'adhérence du sous-schéma des points de stabilisateur H appartient a la composante

correspondant o la représentation triviale dans la décomposition de la catégorie dérivée
D—H(Ay) . Autrement dit, la fleche

®uLiy o

DY (X) gD H (A

est a but dans ®gD " (Apy).

Si le quotient X /G est lisse sur C, alors w est plat, et Ln* = * envoie D(X/G) dans
DY(X). Le critére pour qu'un objet de D(X) provienne du quotient est le méme que
dans le cas borné supérieurement.



110 CHAPITRE 5. LA CATEGORIE DERIVEE G-EQUIVARIANTE D% (X)

Preuve : Le but de ce théoréme est de déterminer sous quelles conditions le complexe
E est quasi-isomorphe au complexe Lr* (7% (E)).

D’aprés le paragraphe 5.1.1 il existe un complexes de G-faisceaux cohérents locale-
ment libres I quasi-isomorphe a E. Alors 7 (L) est quasi-isomorphe a 70 (E) et il est
formé de faisceaux localement libres. Comme la classe des faisceaux localement libres
est m*-acylique, on a Lz* (7 (E)) ~ n*(x¥(L)). Tl suffit donc de déterminer a quelle
condition sur E le complexe L est quasi-isomorphe au complexe 7* (7% (L)).

D’aprés le paragraphe 5.3.1 un complexe de faisceaux localement libres se descend si
et seulement si chacun des faisceaux se descend. Alors en appliquant la proposition 5.3.4,
on obtient que E provient du quotient si et seulement si pour tout sous-groupe H de G et
pour tout k € Z, i%; (L) est un H-faisceau cohérent sur Ay appartenant a la composante
correspondant & la représentation triviale dans la décomposition de H-Coh(Apg). Or les
faisceaux localement libres sont ¢},-acycliques, donc cette condition s’écrit encore (d’apres
le paragraphe 5.1.3) Li%, (E) € D" (Ay). O

Lemme 5.3.9 Le foncteur Lo* : D(X/G) — D% (X) est l'adjoint a gauche du fonc-
teur ¢ : DY(X) — D*(X/Q).

Preuve : Par construction, le foncteur 7 : G-Qco(X) — Qco(X/G) est la composé

du foncteur 7, : G-Qco(X) — G-Qco(X/G) avec le foncteur I'“ envoyant un objet de
G-Qco(X/@G) sur sa partie G-invariante dans Qco(X/@G). Ces foncteurs admettent respec-
tivement pour adjoint a gauche le foncteur 7* et U'inclusion Qeo(X/G) C G-Qco(X/G),
qui & un faisceau associe ce méme faisceau vu en tant que G-faisceau avec action tri-
viale ; de sorte que 7 : Qco(X/G) — G-Qco(X) et 7¢ : G-Qco(X) — Qco(X/G) sont
adjoints.

Etant donné qu’il n'y a pas de cohomologie des groupes en caractéristique nulle, le
foncteur T'C est exact, ainsi que son adjoint. Il n’est donc pas nécessaire de les dériver,
et on peut affirmer qu’ils restent adjoints dans les catégories dérivées.

Par ailleurs, la preuve de Hartshorne (|[Har66, corollaire I1.5.11]) dans le cas non-

équivariant s’adapte parfaitement pour démontrer que w, : DY(X) — DY(X/G) et
Ln* : DY(X/G) — DY(X) sont adjoints. Par composition, on a le résultat. O

Notons D*%(X)%° la sous-catégorie pleine de D*%(X) dont les objets sont les com-
plexes F' sans obstruction & la descente, c’est a dire tels que Li}, (F) € D**°(Ag), pour
tout sous-groupe H de G.

Proposition 5.3.10 La restriction du foncteur n¢ 6 D*F(X)%° induit une équivalence
de catégories

DY (X)50 ~ D*(X/G).

Preuve : D’aprés le théoréme 5.3.8, la catégorie D*(X)%% est I'image essentielle du

foncteur La* : D*(X/G) — D*Y(X). Il suffit donc de démontrer que Lz* est pleinement
fidele pour voir que Lz* induit une équivalence de catégorie. Alors, 7¢ étant son adjoint
a droite il s’agit de son quasi-inverse.



5.3. CRITERE DE DESCENTE 111

Soient Ey et Ey deux objets de D*(X/G), et soit ¢ € Homp. o (x)(Ln*(E1), L (E)).
D’apres le paragraphe 5.1.1, on peut supposer que les complexes F; = La*(E;) sont
formés de faisceaux localement libres. Il existe donc F € D*@(X) quasi-isomorphe a

L7*(E;) et un morphisme de complexes F A Lr*(E2) qui représente ¢. Soit L un
complexe de faisceaux localement libres quasi-isomorphe & F' :

Les critéres d’obstructions étant homologiques, les complexes F' et L appartiennent
eux aussi a D*Y(X)3% de sorte que Lr*n&(F) = F, et de méme pour L. Le morphisme

. . . poq N e .
¢ est alors également représenté par Fy < L —— F,, ot ¢' = ¢oq est un morphisme
de complexes de faisceaux localement libres, qui se descendent tous au quotient d’aprés

la proposition 5.3.7. Chaque morphisme ¢} : L; — F5; se descend de maniére unique
d’aprés la proposition 5.3.6, de sorte que ¢’ se descend de maniére unique; c’est a dire
qu'il existe un unique morphisme 1 : 7% (L) — 7% (Fy) = E» tel que La* (1)) = ¢'. Puis,
comme Wf transforme un quasi-isomorphisme en un quasi-isomorphisme, le morphisme

est dans Homp-(x /) (E1, E2), et il s’envoie sur ¢ € Homp..c(x) (L7 (E1), Ln*(Ey)). De
plus, par unicité de 1, le morphisme est unique dans la catégorie dérivée D*(X/QG); de
sorte que L7* est pleinement fidéle. O

Remarques : Grace a I'équivalence de catégories ci-dessus, le critére d’obstruction
du théoréeme 5.3.8 caractérise la catégorie dérivée D*(X/G) en tant que sous-catégorie
de D*Y(X).

Une application possible serait de calculer ainsi des catégories dérivées de certaines
variétés quotients, en les considérant comme sous-catégorie d’une catégorie dérivée G-
équivariante. Par exemple, les espaces projectifs avec poids peuvent étre étudiée en tant
que quotient par un groupe fini d’un espace projectif classique. Comme nous connaissons
la catégorie dérivée G-équivariante de P" (théoréme 5.2.1), I’étude de la catégorie dérivée
d’'un espace projectif avec poids se raméne a celle des complexes sans obstruction dans
DY (P").

Inversement, modulo une généralisation des théorémes de reconstruction d’une variété
a partir de sa catégorie dérivée de Bondal et Orlov (voir [BOO01]), ce critére pourrait
permettre d’identifer des quotients.

Par exemple, soit E est une courbe elliptique, et A C E"*! définie par Y. e; =
0. Si I'on exhibe dans la catégorie dérivée D®n+1(A) une famille exceptionnelle forte
{Fy,...,E,} de complexes sans obstruction a la descente et ayant les mémes caracté-
ristiques homologiques que la famille {O,... ,O(n)} de P" alors I'image de D(A/Gp41)
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dans D®»+1(A) contient la catégorie dérivée de P". Si de plus tout objet de DS»+1(A)
orthogonal & cette famille a des obstructions & la descente, alors A/&, 1 a exactement
la méme catégorie dérivée que P". Ce serait un moyen de redémontrer le théoréme de
Loojenga par une méthode homologique.



Annexe A

Autour des groupes de Weyl en
dimension trois

Soit R un systéme de racines réel de rang trois. On note () le réseau engendré par R,
W le groupe de Weyl de R et W le sous-groupe formé des produits pairs de réflexions.

Définition A.0.11 ([McK81]) Soit V une représentation de dimension finie d’un groupe
fini G. Notons Irr(G) l'ensemble des représentations irréductibles de G, et Vi la repré-
sentation triviale. On définit le carquois de McKay de V. comme étant le carquois dont
les sommets sont indexés par Irr(G) ~ {Vy} et le nombre de fleches entre les sommets V;
et Vj est égal a la multiplicité de V; dans V ® Vj.

Si V' est auto-dual, alors ce carquois est symétrique et on appelle diagramme de
McKay de la représentation V de G le graphe sous-jacent.

Dans ce chapitre, on calcule le diagramme de McKay de la représentation V = Q& C
de W, . Pour cela, on a besoin des tables de caracteéres des groupes W,.. Plus précisément,
on va utiliser des tables de représentations irréductibles définies de la fagon suivante.

Fixons F'(W,) une famille de représentants des classes de conjugaisons de W,. Pour
chaque représentation irréductible p : W, — GI(V), fixons une base B, et exprimons
les matrices des applications py, pour f € F dans cette base. On appelle table des
représentations irréeductibles de W relative a (F, B) la table des matrices ainsi obtenues.

Définition A.0.12 On appelle alors V,-base toute base de V dans laquelle les applica-
tions py sont représentées par ces matrices.

Ces tables de représentations irréductibles servent également lors de la recherche de
la fibre du schéma de Hilbert W,-Hilb(A) au-dessus des points singuliers de A/W,
images des points de A de stabilisateur W, (chapitres 2 et 3).
Al Al X Al X A1

Soit R = Ay x A; x A; le systéme de racines R = {4e, +ey, +e3} € R3. 11 a pour
systéme générateur {ey, e9,e3}, et le systéme de racines R est donc le suivant.
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€1 €2 €3
° ° °

Le groupe de Weyl W (R) est le produit direct W = Z /27 x 7./2Z x Z/2Z. Chaque
facteur agissant sur la composante correspondante de ) = Zey @ Zes @ Zes en envoyant
e; sur son opposé. Soit W, le sous-groupe des produits pairs de réflexions de W.

wy ={(1,1,1),(1,-1,-1),(-1,1,-1),(-1,-1,1)} 2 Z /27 x 7] 27.

Les classes de conjugaisons sont F(W,) = W, , mais les représentations Wy —» GL(V)
sont entiérement déterminées par p(g 1y et p(1,0). Le groupe Z /27 x 7./27 posséde quatre
représentations irréductibles de rang 1 :

(0,1) (1,0)
X1 1 1
X2 1 -1
X3 -1 1
X4 -1 -1

La représentation Q ® C de Wi est V = V,, @ V,, @ V,, de sorte que

VeV, = VupaVy, oV,
VeV, = V, eV, &V,
14 ® VX3 = VX4 ©® VXI ©® VXQ’
VeV, = Vi,aeV,,aV,,.

En particulier, le diagramme de McKay associé¢ a W est le suivant.

X2 X3

N\

On définit le systéme de racines R = A; x Ay dans R* comme étant I'union de {+e;}
avec I'ensemble de tous les vecteurs de longueur /2 et appartenant & 'intersection de
I'hyperplan {(z2,73,74) € R® | 29 + 23 + 24 = 0} avec le réseau esZ @ e3Z @ e4Z. Ainsi

A.2 A1 X A2
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R ={Fei} U{e; —e;, 2 <i# j <4}, et on peut prendre e;, ey — e3, e3 — €4 comme
systéme générateur, de sorte que le systéme de racines R est le suivant.
€1 €y — €3 €3 — €4

(] o———©

Alors W(R) = Z /27 x G3. Le premier facteur agit sur Ze; @ Z(ez — e3) ® Z(e3 — eq)
par multiplication par (—1) sur le premier facteur, le deuxiéme facteur agit en permutant
€9, e3 et eq. Le sous-groupe W, est isomorphe & G35 =< r,;s >, ou s est d’ordre deux et
r d’ordre trois. Toute représentation de W, est déterminée par l'action des générateurs
r et s. On choisit la table suivante pour table de représentations de W,.

r s
(3 1 1
o 1 -1

) ()

La représentation Q ® C de W, est V = Vi, &V, de sorte que

VeV, = VoV,
VoV, = Vy, oV,
VeV, = VyoVy,oV,aV,

En particulier le diagramme de McKay associé & W est le suivant.

Z Eﬂ )2

En effet, soit {eq, ez, e3} une base de V telle que e; est une Vyy -base, et {ez, e3} est une
V,-base. Alors
si € est une Vy, -base, e; ® € est une Vy,-base et {e2 @ €,e3 ® €} est une V)-base,
— si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vy,-base et {ex ® €, —e3 @ £} est une V)-base,
si {e1,€2} est une V),-base, {e; ® €1, —e1 ® £2} est une V),-base, e3 ® €1 + €2 ® €9
est une Vy, -base, e3 ® €1 — €2 ® €2 est une Vy,-base, et {e3 ® €2,e2 ® €1} est une
V,-base.

A.3 Al X B2

Considérons le systéme de racines R = A; x By, dans R?, défini comme 1'union de
{£e1} et {*eq, £e3, £eates}. On peut prendre comme systéme générateur (e, ea—es, €3)
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et le systéme de racines est le suivant.
€1 €2 — €3 €3
(] OiO

Alors W(R) = Z/27 x (7./27. x (7./27.)?). Le premier facteur agit sur Q = Ze; ®
Zey® Zes par multiplication par (—1) sur le premier facteur, le deuxiéme facteur agit en
échangeant ey et ez et les deux derniers en multipliant respectivement ey et es par (—1).
Soit W le sous-groupe des produits pairs de réflexions de W. Alors W, est isomorphe
aly =<r,s>our=(1,(-1,(-1,1))) et s = (—1,(—1,(1,1))). Ainsi, on peut choisir
pour table de représentations irréductibles la table suivante.

P1 1 1
o 1 —1
P3 -1 1
P4 ~1 —1
G ) G

La représentation Q ® C de W, est V = Vy, @V, de sorte que

VeV, = Ve,al,
VeaVy, = V, eV,
VeaVy, = VeV,
VeV, = VeV,
VeV, = Vy,oVy,dVy, eV, oV,
En particulier le diagramme de McKay associé & W est
P4
p (0
P3

En effet, soit e; une Vj,-base et {ey, e3} une V,-base, alors
si € est une Vy, -base, e; ® € est une Vy,-base et {e2 @ €,e3 ® €} est une V-base,
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— si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vj,-base et {e3 ® €, —e2 @ £} est une V)-base,
si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vy,-base et {e3 @ €,e9 ® €} est une V-base,

— si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vy,-base et {ex ® €, —e3 ® £} est une V)-base,
si {e1,e2} est une V,-base, {e1 ® €2, —e1 ® €1} est une Vj,-base, ea @ €1 + €3 ® €2 est
une Vy;,-base, ea ® €1 — e3 ® €2 est une Vy,,-base, e2 ® €2 + e3 ® €1 est une Vy,-base,
et ea ®ex — e3 ® €1 est une Vy,-base.

A4 A1 X Gg

Considérons le systéme de racines R = A; x G, défini dans R* comme 1'union du
systéme de racines A; = {£e;}, dont un systéme générateur est ey, et du systéme Gy
formé des deux ou six-racines de U'intersection de 'hyperplan V = {&1e9 + &oe3 + E3e4 €
R3 | €146 +&5 = 0} avec Z3. Ainsi, Go = {£(e2 —e3), +(e2 —e4), (e3 —e4q), £(2e0 —e3—
eq), £(2e3—ea—eq), £(2e4 —ea—e3) }. Une base de Gg est ay = ea—e3, ag = 2e9—e3—ey,
avec (a1, ag) = 3. Finalement le systéme de racines R = A; X G9 est le suivant.

€1 a9 a3

Alors W(R) = Z/27Z x . Le premier facteur Z/27 agit sur Q) = Zey ® Zay @
Zas par multiplication par (—1) sur le premier facteur, le deuxiéme facteur Dy =<
SaiSags Sa; >=< 11,81 > agit comme le groupe des isométries de ’hexagone. Soit W
le sous-groupe des produits pairs de réflexions de W. Alors W est isomorphe a Dg =<
r,s >, onr=(l,r) et s=(—1,s1).

Ainsi, sa table de représentations irréductibles est la suivante.



118 ANNEXE A. AUTOUR DES GROUPES DE WEYL

T S
1 1 1
(2 1 -1
Y3 -1 1
P4 -1 -1

w 0
P 0 C/Ji]

ol w = /3

est V="V, ®V,,, de sorte que

, racine primitive sixiéme de 'unité.
La représentation Q ® C de W

(VeVy = Vy,®V,

VeV, = VoV,

VeaVy, = VoV,

VeVy, = VoV,

VeV, = V,oV,aV,aV,
VeV, = VoV, &V, oV,.

En particulier le diagramme de McKay associé & W est le suivant.

P4
P2 p1 ()

¥s3

En effet, soit e; une Vj,-base et {ey, e3} une V,, -base, alors
si € est une Vy, -base, e; ® € est une Vy,-base et {e2 @ €,e3 ® €} est une V), -base,
si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vy, -base et {ea ® €, —e3 @€} est une V), -base,
— si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vy,-base et {e3 ® €,e2 ® £} est une V,,-base,
si € est une Vy,-base, e; ® € est une Vy,-base et {e3 ¢, —ex @€} est une V,,-base,
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— si {e1,e2} est une V), -base, {e1 ® €1, —e1 @ €2} est une V), -base, {e2 ® €1,e3 ®ea}
est une V),-base, e2 ® €9 + e3 ® €1 est une Vy, -base, et ex ® 2 — e3 ® €1 est une
Vy,-base,
si {e1,e2} est une V,,-base, {1 ® €1, —e1 ® e2} est une V,,-base, {e3 ®e1,e2 @ ea}
est une V), -base, es ® €1 + e3 ® 2 est une Vy,-base, et e ® €1 — e3 ® £ est une
Vip,-base.

A5 Aj;

On définit le systéme de racines R = A3 comme étant ’ensemble de tous les vecteurs
de longueur v/2 et appartenant a I'intersection de H = {(z1, 29,23, 24) € R* | 21 + 29 +
x3 + x4 = 0} avec le réseau e1Z @ esZ @ e3Z ® eqZ. Alors R = {e; —ej,1 <1 # j < 4},
et on peut prendre a; = e; —eg, g = €3 —e3, az = ez — e4 comme systéeme générateur,
de sorte que le systéme de racines Az est le suivant.

aq a9 o

o ———— 0

Le groupe W(R) = &4 agit sur Q = Zay @ Zas® Zasz par permutation des e;. Soit W, le
sous-groupe des produits pairs de réflexions de W. Alors W, est isomorphe a 204 de sorte
que F(W,4) = {1, (12)(34), (123), (132)} est un systéme de représentants des classes
de conjugaisons de W et sa table de représentations irréductibles est la suivante.

(12)(34) (123) (132)
" | 1 1
(25 1 J 52
P3 1 s J

-1 0 0 0 0 1 01 0
U 0O -1 0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 01 0 1 0 0

2im/3

onj=e est une racine primitive troisiéme de 'unité.

La représentation Q ® C de W, est Vi, de sorte que
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V® Vd)l = Vy
Ve VwQ = Vy
V® Vd)s = Vy
VeVey = Vi &V, @Vy, @ Ve & Vy.

En particulier le diagramme de McKay associé & W est le suivant.

o W P3

En effet, soit {e1, eq, e3} une Viy-base, alors

— si € est une V,-base, {e; ® €,e2 @ €,e3 ® ¢, } est une Vy-base,

— si e est une Vy,-base, {e1 ® ¢, jes @ £, j%e3 @ €, } est une Vy-base,
si € est une Vy,-base, {e1 ® ¢, j%e2 ® €, jes ® €, } est une Vig-base,

— si {€1,€9,€3} est une Vy-base, {ea ® €3,e3 ® €1,e1 @ €9} est une Vig-base, {e3 ®
€9,1 @ €3,e9 ® 1} est une Vy-base, e1 ® €1 + e9 ® €9 + €3 ® 3 est une Vi, -base,
e1 ®e + j2€2 ® e2 + jez ® €3 est une Vy,-base, et e; ® €1 + j2€2 R eg + je3 ® €3
est une Vy,-base.

A6 Bj;

On définit R = By comme étant I'ensemble des vecteurs de longueurs 1 ou /2 de R3
appartenant au réseau standard e Z@eoZ@esZ. Alors R = {+e;, *e;+e;,1 <i # j < 3},
et on peut prendre

Q] = €1 — €2, (g = €2 — €3, (3 = €3

comme systéeme générateur, de sorte que le systéme de racines est le suivant.

€1 — €2 eg9 —€3 €3

[ 4 ——~> 0

Le groupe W (R) = G3 x (Z/27)* agit sur Q = Zay @ Zay @ Zaz par permutation des
e; pour la premiére composante et multiplication par (-1) pour la deuxiéme.

A.6.1 Identification de W (B3) et G,.

Rappelons que W est défini comme étant le sous-groupe des permutations paires de
W = &3 x (Z/2)3. Ce sont les couples (o, (e1,€2,£3)) avec o paire et g160e3 = 1 ou &
impaire et e169e3 = —1.

On peut identifier W, (B3) & &4 comme suit.
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IG4 R d (1637 (1 17 1))

(12) & ((23),(~1,1,1))
(13) & ((13),(1, - 1,1))
(14) & ((12),(1,1, 1))
(23) & ((12),(-1, -1, 1))
(24) & ((13), (-1, 1, -1))
(34) & ((23), (~1,—1,-1))

A.6.2 Représentations irréductibles de W, = &;,.

(
(
(
(
(
(
(
(

123)
132)
124)
142)
134)
143)
234)

)

<
>
<
>
>
>
<
243) +

((132
((123
((123
((132
((132
((123
((123
((132

)

~1,-1

)
)
)
1,-1,-1))
)
)

1)
1)

)

3

~-1,1,-1
1,-1,-1
1

~1,1

17

1,1,-1
]‘J
]‘J

Le groupe &4 posséde deux représentations irréductibles de degré 1 : V{ la représenta-
tion triviale et V; la signature, une représentation de degré 2 : Vy et deux représentations
de degré 3 : Vi et Voy. F(W4) = {I,(12), (12)(34), (123), (1234)} est un systeme de
représentants des classes de conjugaisons de W, et on prendra la table suivante pour
table de représentations de W.

i (12) (12)(34) (123) (1234)
0 1 1 1 1
e -1 1 1 -1

—_— O
o O
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A.6.3 Diagramme de McKay

La représentation Q ® C de W, est V = V., de sorte que

VeV, = Vu
VeV = V,/)
VeV, = VydVy
VeV, = V.eVpoV,oVy
V®ng/; = Vo@%@Vw@VEw
Ainsi, le diagramme de McKay associé & W, est le suivant.
0
P €
=)

En effet, soit {e1, e, e3} une V,,-base, alors

— si € est une Vy-base, {€1 ® €,e2 @ €,e3 ® €} est une V,y-base,
si € est une V.-base, {e1 @ €,e2 ® €,e3 @ €, } est une Vy-base,

— si {e1,e2} est une Vp-base, {e1 ® (€1 +£2), —e2 ® €1, —e3 @ e} est une V,-base, et
{e1 ® (e1 —€2),€2 ® (262 + €1), —e3 @ (261 + £2)} est une Vy-base,

— si{e1,€2,€e3} est une Vy-base, e; @1 +e2®er+e3®e3 est une Ve-base, { —(e3®@e3+
el ®€1), (62 ®egt+eq ®€1)} est une Vy-base, {63 Regt+ea®ez, e1®ezte3®er,e1 R
62+€2®€1} est une Vew—base, et {62 Rez—e3Q¢e9, 3061 —e1Q€3,61 Qg — €2®€1}
est une Vy,-base.
si{e1,€2,€3} est une V,-base, e1 ®e1 +ea®er+e3®e3 est une Vo-base, {—(e3®ez —
e1®e1), (e2®eg —e1®e1)} est une Vy-base, {e3®ca+ea3®e3,61 ®ez3+e3Qe1,61®
€2+€2®61} est une Vw—base, et {62@63 —e3R¢e9,e3Qe1 —e1Q€3,61 Q€9 — €2 ®€1}
est une V,y-base.

A7 Cj

Le systéme de racines Cy est dual du systéme Bs.
e1 — ey ey —e3 2es
o———o0—=<—p

Ils ont donc méme groupe de Weyl et méme sous-groupe W,. Le réseau est le réseau
dual, mais 'action sur le C espace vectoriel V = @Q ® C est la méme, de sorte que le
diagramme de McKay est identique a celui de W, (B3).



Annexe B

Singularités affines associées a un
systéme de racines en dimension
deux

En dimension deux, les singularités affines associées & un systéme de racines sont des
revétement doubles du plan. Il s’agit donc des singularités de Klein, ou encore connues
sous la classification A-D-E. On va ici voir la correspondance entre cette terminologie
et le systéme de racine associé a la singularité, puis on verra comment ces singularités
sont résolues par la Méthode de Klein et par le schéma de Hilbert.

B.1 Terminologie

A1 x Ay Le systéme de racines A; x A; a pour groupe de Weyl Z /27 x 7./27, et
W, =7Z/27Z = {(1,1),(—1, 1)} agissant sur A?. La singularité X 4,4, est donc
la singularité de Klein de type A;.

Ao Le systéme de racines As a pour groupe de Weyl &3, de sorte que Wy = 203 = Z/3Z.
Ainsi, la singularité X 4, est la singularité de Klein de type As.

B, Le systéme de racines By a pour groupe de Weyl 7 /27 x (7./27.)%, de sorte que

W+ = {(la (la 1))3 (17 (71, 71))a (Ta (71, 1))7 (Ta (17 71))} = Z/4Z/ car (7—7 (71, 1))
est d’ordre 4. Ainsi, la singularité Xp, est la singularité de Klein de type As.

B.2 Reésolution par la méthode de Jung

D’apres le théoréme de Horikawa, les singularités de Klein peuvent toutes étre résolues
par la méthode de Jung. Nous donnons ici les détails des calculs, car il seront utiles pour
vérifier que l'on a bien résolu globalement les singularités dans le cas global (chapitre 3).

A; x A; Le lieu de branchement du revétement double X 4, « 4, est donnée par ’équa-
tion reliant I’anti-invariant A = z1x5 et les monomes générateurs des W-invariants

123
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u=m?etv=ur3 Ona

X a,x4, = Spec(Clu, v, Al/(A? — uv) — A? = Spec(Clu,v]).

En particulier le lieu de branchement B a pour équation uv = 0 dans A%. Cette
singularité se résout en un éclatement de 'origine, ce qui fait apparaitre un di-
viseur exceptionnel E; = P'. Lors du revétement double de Blg(A?) avec pour
lieu de branchement la transformeée stricte de B, I'image réciproque de F; est un
revétement étale de E;, de sorte qu’il est lui méme isomorphe a P!

A5 Le lieu de branchement du revétement double X 4, est donnée par 1’équation reliant
I'anti-invariant A = 2% — 3 et les monomes générateurs des W-invariants u = yz,
v=y3+2% Ona

X 4, = Spec(Clu,v, A]/(A? — v* + 4u®) — A? = Spec(Clu, v]).

En particulier le lieu de branchement B a pour équation v2 — 4u3 = 0 dans A2,

Pour résoudre cette singularité, on éclate A en (0,0).

— Dans la carte U; = Spec(Clu,v/u], le diviseur exceptionnel a pour équation
E1NU; : u =0, la transformée stricte de B est By N Uy : 1)% — 4u = 0 est lisse.
De plus, son intersection avec F; a pour équation un carré.

Dans la carte Uy = Spec(Clu/v,v]), ona EyNUz:v=0et BiNUs: 1 —4u =10
est lisse et ne rencontre pas Fj.

On a résolu la singularité du lieu de branchement en un éclatement de lorigine, ce

qui fait apparaitre un diviseur exceptionnel E; = P, Lors du revétement double

de Blg(A?) avec pour lieu de branchement By, I'image réciproque de Ej se scinde
en deux branches isomorphes & P! et se rencontrant en un point.

By Le lieu de branchement du revétement double Xp, est donnée par I’équation reliant
I'anti-invariant A = yz(y? — 2?) et les monomes générateurs des W-invariants
u=1y%2+2% v=1y%22 Ona

X 4, = Spec(Clu,v, A]/(A? — u*v + 40?) — A? = Spec(C[u, v]).

En particulier le lieu de branchement B a pour équation v(u? — 4v) = 0 dans A2,
Pour résoudre cette singularité, on éclate A% en (0,0).
Dans la carte Uy = Spec(Clu,v/u], le diviseur exceptionnel a pour équation
EiNU; : u =0, la transformée stricte de B est By MUy : vi(u—4v;) = 0. C'est le
lieu de branchement d’une singularité associé & un systéme de racines A; x Aj.
Elle se résout en un éclatement.
Dans la carte Us = Spec(Clu/v,v]), on a E;NU; :v =0et ByNUy: u3v —4 =0
est lisse et ne rencontre pas Fj.
Pour déterminer la fibre au-dessus de l'origine apres la résolution du lieu de bran-
chement, écrivons les équations de des diviseurs exceptionnels aprés le deuxiéme
éclatement.
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— Dans la carte Vi = Spec(Clu, v/u], Fy n’a pas de trace, et le deuxiéme diviseur
exceptionnel a pour équation Fo NVy : u = 0, la transformée stricte de By est
By NV i u(1 —4vy) = 0. Elle est lisse et I'équation de Ey N By N Vj n’est pas
un carré.

— Dans la carte Vo = Spec(Clu/v,v]), ona EyNVa:u=0et EaNVy:v=0. La
transformée stricte du lieu de branchement a pour équation BoNUs : u—4 = 0.
En particulier, elle est lisse et ne rencontre pas Ej.

Finalement, lors du revétement double de I'éclaté de A% avec pour lieu de bran-

chement Bs, I'image réciproque Fy de E5 est un revétement étale de Ey, de sorte

qu'il est lui méme isomorphe & P!, et I'image réciproque de E; se scinde en deux
branches isomorphes a P!, rencontrant chacune F» en un point, et ne se rencontrant
pas l'une 'autre.

B.3 Résolution par le schéma de Hilbert

D’apres le théoréme de Ito et Nakamura, le schéma de Hilbert W, -équivariant donne
la résolution minimale des singularités de Klein. En particulier, on a ici coincidence entre
la résolution par le schéma de Hilbert et par la méthode de Jung.
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Annexe C

Sur les singularités

Dans cette annexe, nous donnons le vocabulaire de base utilisé dans la thése sur les
singularités et leurs résolutions ; et nous énoncons les théorémes d’existence de résolutions
crépantes en dimension trois.

C.1 Définitions

C.1.1 Singularités

Définition C.1.1 Un schéma X est dit régulier en © € X si lanneau local Ox , est
réqulier, c’est a dire si dim(Ox ) = dim(m,/m2), ot my est idéal mazimal de Ox .
S1 X n’est pas régulier en x, il est singulier en x.

Proposition C.1.2 ([Har77]) Soit X une variété et S le lieu singulier de X. Alors S
est un sous espace fermé propre de X.

Définition C.1.3 Soit X un schéma et G un groupe agissant sur X. On dit que X est
G-admissible si il existe un recouvrement d’ouverts affines UijcrU; de X tel que U; est
G-stable pour tout i € 1.

Définition et proposition C.1.4 Soit X un schéma et G un groupe fini d’automor-
phismes de X, agissant de telle sorte que X est G-admissible. Alors il existe un schéma
quotient X/G et un morphisme X N X /G par lequel factorisent tous les morphismes

X —— Y qui sont G-invariants.
Remarque : Localement, il donnée par Spec(A4)/G = Spec(A%).

Définition C.1.5 On appelle orbifold complexe une variété X de dimension n locale-
ment isomorphe a un ouvert de C" /G pour G C GL(n,C), au sens de la topologie étale
(voir [Mum83]).

Définition C.1.6 Soit X une orbifold complexe. Pour tout point x de X, il existe un
sous-groupe Gy de GL(n,C) unique 4 conjugaison prés tel que des voisinages ouverts de
z € X et de 0 € C"/G, sont homéomorphes. On appelle G, le groupe orbifold de X en
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Exemple : Si Y = X/G est un schéma quotient d'une variété X, alors Y est une
orbifold. Les groupes orbifolds de Y sont des sous-groupes de G : ce sont les stabilisateurs
de points de z sous l’action de G.

C.1.2 Reésolutions

Définition C.1.7 Soit X un schéma normal singulier. Une résolution des singularités
de X est la donnée d’un schéma lisse Y et d’un morphisme birationnel propre Y 4. x.
Définition C.1.8 Soit Y —2+ X une résolution de singularités. Le lieu exceptionnel

E de q est l'ensemble des points e de Y tel que dim(q 'q(e)) > 1. Généralement, E =
g 1(9), ot S est le licu singulier de X .

Théoréme C.1.9 (Hironaka,[Hir64]) Soit X une variété normale sur k, corps de ca-

ractéristique nulle. Alors il existe une résolution de singularités ¢ : Y —— X dont
le lieu exceptionnel E est un diviseur a croisements normauz. De plus, q peut étre ob-

. . . - !
tenu comme produit d’éclatements de centres lisses, et si ¢/ : Y' ——— X est une autre
résolution, il existe un carré commutatif

s
N

ot p et p' sont des produits d’éclatements de centres lisses.

Soit X une variété (normale) singuliere et ¥ —2» X une résolution des singularités

de X. On peut définir un faisceau divisoriel wx par wy = jiwx,, ol Xy <l . X est le lieu
régulier de X. On définit le diviseur de Weil Kx comme celui vérifiant wx = Ox (Kx).

Définition C.1.10 Une résolution Y —— X est dite crépante si wx est inversible (X
est de Gorenstein) et vérifie 'égalité

*
Wy = (q wWx.

Définition C.1.11 Soit X une variété de Gorenstein et q : Y —— X une résolution
de singularités. Le diviseur A = Ky — q*Kx s’appelle diviseur de discrépance de la
résolution. On a A = > a;D;, ou UD; = E, le diviseur exceptionnel de q. Alors X
admet des singularités canoniques si les a; sont tous positifs ou nuls, et terminales si ils
sont strictement positifs.

On peut démontrer que ces définitions sont indépendantes de la résolution.

Remarque : Une singularité admettant une résolution crépante est canonique. Une sin-
gularité terminale n’admet pas de résolution crépante. Reid démontre qu'une singularité
de type C" /G, ou G est un sous-groupe de SL;,(C) est terminale, si et seulement si I’age
de chaque élément du groupe est différent de 1.
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C.2 Résolutions de singularités en dimension deux et trois

Théoréme C.2.1 Une surface complere X a des singularités canoniques en x si et
seulement si (X,z) est isomorphe a (A%2/G,0), ot G est un sous-groupe fini de SLo(C).
Ces singularités sont de Gorenstein et admettent une unique résolution minimale, qui est
crépante.

Théoréme C.2.2 ([Roa96], ...) Si G est un sous groupe fini de SL(3,C), alors la
singularité quotient C* /G admet une résolution crépante

Théoréme C.2.3 Si X est une orbifold de Gorenstein complexe de dimension trois tel
que les groupes orbifolds sont dans SL(3,C), alors X admet une résolution crépante.

Remarque : En dimension quatre, il existe des orbifolds qui n’admettent pas de ré-
solution crépante. Par exemple, d’aprés le critére de Reid, la singularite C*/{41} est
terminale. Elle n’admet donc pas de résolution crépante.
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