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8.2.3 Ondelettes de la théorie du contrôle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

8.2.4 Base des fonctions sorties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123



TABLE DES MATIÈRES 7.
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Introduction

Historiquement, l’étude des systèmes a été abordée du point de vue d’une modélisation
continue au moyen d’équations différentielles.

Les progrès de l’informatique, et l’utilisation d’ordinateurs dans des processus de com-
mande, ont motivé le développement d’outils théoriques permettant une description plus
qualitative de la dynamique des systèmes, comme les automates finis.

Cependant, dans de nombreux cas, une telle description échoue à rendre la complexité
et la richesse des comportements des systèmes. Ainsi, la connaissance d’une modélisation
continue de la dynamique est souvent nécessaire à la synthèse d’une loi de commande im-
plémentable par un automate. L’objet mathématique résultant du couplage des équations
différentielles modélisant l’évolution du système et de l’automate implémentant la loi de
commande forme ce que l’on appelle un automate hybride.

L’importance du problème a entrâıné un développement rapide de la théorie des sys-
tèmes hybrides. D’une manière générale, un système hybride est un système dont l’évo-
lution au cours du temps est décrite par un ensemble de lois mathématiques qui peuvent
être de natures continues ou discrètes. Hormis les problèmes de commande par ordinateur,
cette théorie a trouvé de nombreuses applications dans des domaines aussi variés que l’in-
dustrie automobile, la robotique, le contrôle du trafic aérien, la biologie...

La classe des systèmes hybrides linéaires par morceaux est probablement l’une des plus
importantes. Un système hybride est dit linéaire par morceaux si les lois décrivant son
évolution continue sont formulées au moyen d’équations différentielles linéaires. Un effort
particulier a été apporté à l’étude de cette classe pour deux raisons principales. D’abord,
elle est suffisamment riche pour permettre une modélisation réaliste de nombreux pro-
blèmes. Ensuite, sa simplicité relative permet la conception d’outils algorithmiques pour
l’analyse de ces systèmes.

Cette thèse est consacrée à l’analyse algorithmique des systèmes hybrides linéaires par
morceaux, elle est composée de cinq parties :

Introduction à la Théorie des Systèmes Hybrides

Dans cette première partie, nous introduirons les notions fondamentales de la théorie.

Le premier chapitre est consacré à la définition d’un système hybride. La définition est
illustrée par de nombreux exemples de modélisation venant de domaines variés comme la
mécanique, l’électronique où l’ingénierie automobile.
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Le deuxième chapitre formalise la notion d’exécution d’un système hybride. Nous pro-
cédons à une classification des exécutions (infinies, maximales, Zénon) et des systèmes hy-
brides (déterministes, non-bloquants). Nous énonçons un théorème d’existence et d’unicité
d’une exécution infinie acceptée par le système hybride, pour n’importe quelle condition
initiale.

Enfin, le troisième chapitre présente les restrictions associées à la classe des systèmes
hybrides linéaires par morceaux à laquelle notre étude est consacrée.

Calcul des Exécutions d’un Système Hybride

Cette partie est dédiée au calcul algorithmique des exécutions acceptées par un système
hybride où la dynamique continue est donnée par des équations différentielles linéaires
autonomes.

Le quatrième chapitre est consacré au problème de la simulation des systèmes hybrides
linéaires par morceaux et notamment au processus de détection des événements.

Dans le cinquième chapitre, nous nous intéressons aux exécutions périodiques. Nous
généralisons le concept d’application de Poincaré aux systèmes hybrides. Cet outil nous
permet de proposer un algorithme de calcul des exécutions périodiques ainsi qu’un critère
permettant d’évaluer leur stabilité. Nous terminons ce chapitre en réalisant l’étude d’un
système composé de deux réservoirs exhibant un comportement asymptotique périodique.

Analyse d’Atteignabilité

Dans cette partie, nous proposons un algorithme de calcul de l’ensemble atteignable
d’un système hybride. Nous apportons un soin particulier aux systèmes où les dynamiques
continues sont connues de manière incertaine.

Dans le sixième chapitre, nous présentons dans un premier temps les deux approches
existantes pour le calcul d’une approximation de l’ensemble atteignable des systèmes dy-
namiques linéaires autonomes. Nous proposons ensuite une généralisation d’une de ces
deux approches aux systèmes dynamiques linéaires soumis à des perturbations.

Dans le septième chapitre, nous montrons comment la méthode développée dans le cha-
pitre précédent peut être incorporée dans un algorithme de calcul de l’ensemble atteignable
d’un système hybride linéaire par morceaux. Nous complétons ensuite l’étude du système
de deux réservoirs commencée au chapitre précédent en supposant que la dynamique du
système est soumise à des fluctuations incontrôlables.

Contrôle des Systèmes Hybrides

Dans cette partie, nous proposons une méthodologie pour le contrôle des systèmes
hybrides linéaires par morceaux.

Le huitième chapitre est consacré au développement d’une analyse multirésolution de
l’espace des entrées d’un système dynamique linéaire. Il en résulte une base d’ondelettes de
la théorie du contrôle permettant une analyse hiérarchique et locale des signaux d’entrée
d’un système linéaire.

Dans le neuvième chapitre, nous montrons comment les bases d’ondelettes de la théorie
du contrôle peuvent être utilisées pour la synthèse d’une solution approchée d’un problème



de contrôle optimal d’un système hybride linéaire par morceaux. L’avantage de cette mé-
thode est que l’exécution associée à l’entrée calculée est effectivement acceptée par le
système hybride.

Approximation de Dynamiques Non-Linéaires

Cette dernière partie est consacrée à l’approximation de solutions d’équations différen-
tielles non-linéaires par des méthodes de calcul hybride.

Dans le dixième chapitre, nous montrons comment l’objet système hybride peut être
utilisé comme outil d’approximation de dynamiques non-linéaires. Dans ce chapitre, nous
considérons plus particulièrement des équations différentielles scalaires.

Dans le onzième et dernier chapitre, nous généralisons l’approche développée dans le
chapitre précédent aux équations différentielles en dimension supérieure.





Première partie

Introduction à la Théorie des
Systèmes Hybrides
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Chapitre 1

Définition et Exemples

1.1 Définition d’un système hybride

Tout système impliquant des processus continus et des phénomènes discrets peut être
vu comme un système hybride. Par extension, lorsque dans un même système physique cer-
taines grandeurs varient très rapidement (quasi-instantanément) par rapport aux autres,
alors, une modélisation hybride de ce système est envisageable et donne souvent de bien
meilleurs résultats qu’une modélisation continue.

Ainsi, les domaines d’application des systèmes hybrides sont extrêmement nombreux
et variés; on peut citer entre autres l’informatique [73], l’industrie automobile [16], la
robotique [10], le contrôle du trafic aérien [93], la biologie [12]...

Par conséquent, une définition unifiée des systèmes hybrides pouvant servir d’environ-
nement théorique à la description de ces phénomènes est difficile. La définition suivante
nous semble relativement générale. Elle est notamment motivée par [17, 87].

Définition 1.1.1 (Système hybride) Un système hybride est un septuple

H = (Q, E ,D,U ,F ,G,R)

où :

1. Q est l’ensemble dénombrable des états discrets (ou modes).

2. E ⊆ Q×Q est l’ensemble des arêtes (ou transitions).

3. D = {Dq, q ∈ Q} est la collection des domaines.
∀q ∈ Q, Dq est un sous-ensemble de Rn d’intérieur non-vide.

4. U = {Uq, q ∈ Q} est la collection des domaines de contrôle.
∀q ∈ Q, Uq est un sous-ensemble de Rp.

5. F = {fq, q ∈ Q} est la collection des champs de vecteurs.
∀q ∈ Q, fq : Dq × Uq → Rn.

6. G = {Ge, e ∈ E} est la collection des gardes.
∀e = (q, q′) ∈ E, Ge ⊆ Dq.

7. R = {Re, e ∈ E} est la collection des fonctions resets.
∀e = (q, q′) ∈ E, Re : Ge → 2Dq′ où 2Dq′ dénote l’ensemble des parties de Dq.
On suppose que pour tout x ∈ Ge, Re(x) 6= ∅.
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16. Définition et Exemples

Remarque 1.1.1 Il arrive que les équations différentielles associées aux éléments de F
soient autonomes (i.e. fq : Dq → Rn). Dans ce cas, la donnée des domaines de contrôle
est superflue et le système hybride est alors défini par le sextuple (Q, E ,D,F ,G,R).

Intuitivement, l’état du système hybride peut être décrit par deux variables : la pre-
mière discrète, notée q(t) à valeur dans Q, la deuxième continue, notée x(t) à valeur dans
Rn.

Un exemple de fonctionnement (on parle d’exécution) est montré sur la figure 1.1. A
l’instant initial (t = t0), q(t0) = q0 et la valeur initiale de la variable continue x(t0) est un
élément du domaine Dq0 . Cette dernière évolue alors en suivant l’équation différentielle
x′(t) = fq0(x(t), u(t)), où la fonction u prend ses valeurs dans le domaine de contrôle Uq0 .
Enfin, lorsque la trajectoire x(t) atteint une garde Ge à l’instant t1 (avec ici e = (q0, q1)),
la variable discrète q(t) peut alors prendre la valeur q1. La variable continue est alors
réinitialisée à une valeur de l’ensemble Re(x(t

−
1 )) ⊆ Dq1 . On répète alors le même processus

avec une nouvelle équation différentielle et de nouvelles gardes.

Par la suite, nous définirons rigoureusement la notion d’exécution d’un système hy-
bride.

x(t0)

x(t−1 ) Dq1

Ge′

Dq0

x(t+1 )

Re

e = (q0, q1)

Ge

x′ = fq1(x, u)x′ = fq0(x, u)

Fig. 1.1: Exemple d’exécution d’un système hybride

Un système hybride est donc constitué de deux composantes complémentaires couplées.

La première, donnée par le couple (Q, E), détermine la dynamique discrète du système.
Elle est décrite par l’automate dont les sommets sont les éléments de Q et les arêtes ceux
de E .

La deuxième composante du système hybride est définie par le triplet (D,U ,F) et
décrit la dynamique continue du système. Elle consiste en une collection de systèmes
dynamiques indexés sur les éléments de Q. Ainsi, la valeur de la variable discrète q(t)
détermine l’équation différentielle gouvernant l’évolution de la variable continue x(t). A
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chaque instant t, tel que q(t) = q,

{

x′(t) = fq(x(t), u(t)),
(x(t), u(t)) ∈ Dq × Uq.

Le couplage des deux composantes se fait par l’introduction de l’ensemble des gardes
G. En effet, pour qu’une transition de l’automate e ∈ E puisse se faire à un instant t, il est
nécessaire que x(t) appartienne à l’ensemble Ge.

Ainsi, la composante discrète du système contrôle la composante continue qui, rétro-
activement, détermine, à chaque instant, l’ensemble (qui peut être vide) des transitions
possibles de l’automate. L’ensemble résultant constitue ce que l’on appelle l’automate
hybride.

1.2 Exemples de systèmes hybrides

Le formalisme des systèmes hybrides est très général et englobe de nombreuses classes
de modèles de la théorie du contrôle. Dans ce paragraphe, nous présentons certaines d’entre
elles qui nous semblent significatives.

1.2.1 Systèmes dynamiques impulsionnels

Un système dynamique impulsionnel [82] décrit l’évolution d’une variable continue
x(t) régie par une équation différentielle sous contraintes. Lorsque x(t) vérifie certaines
conditions, il est alors possible de lui donner une impulsion, c’est à dire de lui affecter une
nouvelle valeur.

Dans le cadre des systèmes hybrides, les systèmes dynamiques impulsionnels corres-
pondent aux systèmes possédant un seul mode (Q = {q}) et une transition E = {e = (q, q)}
autorisant la réinitialisation de la variable continue via la fonction reset Re.

Exemple 1.2.1 (Balle bondissante [64]) On considère une balle de masse m soumise
à l’action de la gravité. On la laisse tomber d’une altitude z0 avec une vitesse initiale nulle.
L’altitude z(t) de la balle suit donc l’équation différentielle issue de la mécanique classique
mz′′(t) = −mg. Quand z(t) = 0, la balle touche le sol et rebondit en perdant une fraction
de son énérgie :

z′(t+) = −cz′(t−), avec c ≤ 1.

En posant x1(t) = z(t), x2(t) = z′(t) et en utilisant le formalisme de la définition 1.1.1,
le modèle hybride de la balle bondissante est donné par :

1. Q = {q}
2. E = {e = (q, q)}
3. Dq = R+ × R

4. fq(x1, x2) = (x2,−g)
5. Ge = {x1 = 0}
6. Re(x1, x2) = {(x1,−cx2)}
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q :







x′1 = x2
x′2 = −g
x1 ≥ 0

x1 = 0, x2 := −cx2

Fig. 1.2: Automate hybride de la balle bondissante

1.2.2 Systèmes dynamiques par morceaux

Les équations différentielles à second membre discontinu [41] ou défini par morceaux
interviennent dans de nombreux problèmes d’ingénierie; notamment en électronique où les
modèles de composants sont souvent linéaires par morceaux [19].

Le domaine de définition D de l’équation différentielle est un sous-ensemble fermé et
connexe de Rn. D est découpé en sous-domaines {Dq, q ∈ Q}, fermés, d’intérieur non-vide
et deux à deux disjoints, et tels que :

⋃

q∈Q
Dq = D.

Sur chaque domaine Dq, on définit un champ de vecteurs fq.
La trajectoire x(t) du système dynamique par morceaux se construit de la manière

suivante (voir figure 1.3). Si x(t0) appartient à l’intérieur du domaine Dq0 , alors x(t) est
solution de l’équation différentielle associée au champ de vecteurs fq0 jusqu’à l’instant t1
où x(t) atteint la frontière séparant le domaine Dq0 du domaine Dq1 . x(t) devient alors
solution de l’équation différentielle associée au champ de vecteurs fq1 .

Dq1

x(t0)

x(t1)

x′ = fq0(x, u)

x′ = fq1(x, u)

Dq0

Fig. 1.3: Trajectoire du système dynamique par morceaux

Dans le cadre de la définition 1.1.1, un système dynamique par morceaux est donc un
système hybride présentant les particularités suivantes.

– Q est l’ensemble indexant les sous domaines Dq.
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– E = {(q, q′) ∈ Q×Q, ∂Dq ∩ ∂Dq′ 6= ∅}.
On ne peut passer du domaine Dq au domaine Dq′ que s’ils ont une frontière com-
mune.

– G = {Ge, e ∈ E}. ∀e = (q, q′) ∈ E , Ge = ∂Dq ∩ ∂Dq′ .
On ne peut passer du domaine Dq au domaine Dq′ qu’en franchissant leur frontière
commune.

– R = {Re, e ∈ E}. ∀e ∈ E , ∀x ∈ Ge , Re(x) = {x}.
Il n’y a pas de réinitialisation de la variable continue.

Exemple 1.2.2 (Oscillateur électronique à valve [1, 79]) L’oscillateur électronique
à valve est un circuit composé d’une valve électronique, d’un circuit oscillant de type RLC
et d’un dispositif de rétroaction par induction électromagnétique (voir figure 1.4). Une
attention particulière a été portée à ce montage car c’est le circuit le plus simple exhibant
des oscillations de type cycle limite.

L

i’

U

R

CV

i

+E

M

U

Is

i’

Fig. 1.4: Gauche : oscillateur éléctronique à valve. Droite : caractéristique de la valve.

En appliquant la loi des mailles dans le circuit RLC et la loi des noeuds au point de
branchement de la valve électronique et du circuit RLC, on obtient les équations

Ri+ V + L
di

dt
= 0, i = i′ + C

dV

dt
=⇒ LC

d2i

dt2
+RC

di

dt
+ i = i′.

Le courant entrant à l’anode de la valve est donné par l’intensité i′ et dépend exclusivement
de la tension U appliquée à la grille. La caractéristique de la valve i′ = i′(U) est représentée
en pointillé sur la figure 1.4.

Si les oscillations de la tension U sont d’amplitude suffisante, l’intensité i′ est, la
plupart du temps, égale soit à 0 soit à Is. On peut alors, raisonnablement, représenter les
propriétés d’une telle valve par la caractéristique idéale dessinée en gras sur la figure. Par
conséquent,

LC
d2i

dt2
+RC

di

dt
+ i =

{

0 si U < 0
Is si U > 0.

La tension U est la différence de potentiels aux bornes de la bobine couplée à la bobine du
circuit RLC. Le courant d’intensité i crée un champ magnétique à l’intérieur de la bobine
du circuit RLC. Ce champ magnétique, à son tour, induit un courant dans la bobine reliée
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à la grille de la valve. Cette action rétroactive se traduit par l’équation

U = −M di

dt
.

On suppose que les bobines sont agencées de manière à avoir M < 0. On a donc

LC
d2i

dt2
+RC

di

dt
+ i =

{

0 si di
dt < 0

Is si di
dt > 0.

En posant, x1 = i, x2 = di
dt , l’oscillateur électronique à valve peut être modélisé par le

système dynamique par morceaux :

x′1(t) = x2(t), x
′
2(t) =

{

− 1
LCx1(t)− R

Lx2(t) si x2(t) < 0

− 1
LCx1(t)− R

Lx2(t) +
Is
LC si x2(t) > 0.

L’automate hybride correspondant est représenté sur la figure 1.5.

1 :







x′1 = x2
x′2 = − 1

LC
x1 − R

L
x2

x2 ≤ 0
2 :







x′1 = x2
x′2 = − 1

LC
x1 − R

L
x2 +

Is
LC

x2 ≥ 0

x2 = 0

x2 = 0

Fig. 1.5: Automate hybride de l’oscillateur électrique à valve

1.2.3 Systèmes dynamiques à commutation

Un système dynamique à commutation ou switched system (voir par exemple [37]) est
un système hybride où la variable discrète q(t) n’est pas vue comme une variable d’état
mais comme une variable de contrôle. Ainsi, l’évolution de q(t) n’est pas contrainte par
un système de gardes mais donnée par un individu extérieur.

Par conséquent, d’après la définition 1.1.1, les systèmes dynamiques à commutation
vérifient la propriété suivante :

∀e = (q, q′) ∈ E , Ge = Dq.

Exemple 1.2.3 (Bôıte de vitesse [43]) Nous présentons ici un modèle simplifié d’un
véhicule motorisé à deux vitesses se déplaçant sur un axe. On note x1(t) la position du
véhicule sur l’axe et x2(t) sa vitesse.

Le conducteur agit sur le système par deux moyens. D’abord, via la pédale d’accéléra-
tion, il contrôle l’apport de carburant représenté par la variable u(t) ∈ [0, umax]. Ensuite,
le véhicule est équipé d’une bôıte de vitesse à deux rapports, on note q(t) ∈ {1, 2} le rapport
actif.
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Le système est décrit par les équations

x′1(t) = x2(t), x
′
2(t) = u(t)gq(t)(x2(t))− kx2(t).

Les deux rapports de la bôıte de vitesse sont caractérisés par les fonctions g1 et g2 (figure
1.6). Elles représentent le rendement du moteur et relient l’accélération du véhicule, sa
vitesse, l’apport de carburant et le rapport actif.

g1

x∗2

g2

x2

Fig. 1.6: Caractéristique de la bôıte de vitesse

Le véhicule peut donc être modélisé par le système hybride suivant :

1. Q = {1, 2}.
2. E = {(1, 2), (2, 1)}.
3. D1 = D2 = R2.

4. U1 = U2 = [0, umax].

5. fq(x1, x2, u) = (x2, ugq(x2)− kx2), q ∈ Q.

6. G(1,2) = G(2,1) = R2.

7. R(1,2)(x) = R(2,1)(x) = {x}.

1.2.4 Des systèmes à commutation aux systèmes hybrides

Un problème classique lié aux systèmes dynamiques à commutation consiste à détermi-
ner une loi de rétroaction de la variable x(t) sur le contrôle discret q(t). Les changements
de valeur de q(t) ne sont plus décidés par l’extérieur mais déterminés par x(t).

Dans le formalisme des systèmes hybrides, cela revient à spécifier les gardes du système
qui détermineront les conditions de changement de la variable q(t).

Exemple 1.2.4 (Bôıte de vitesse automatique) Reprenons l’exemple 1.2.3, on veut
équiper notre véhicule d’une bôıte de vitesse automatique. Pour cela, on équipe le véhicule
d’un ordinateur de bord. Celui-ci est informé en temps réel de la valeur de la vitesse du
véhicule et détermine, en conséquence, le rapport le mieux adapté (voir figure 1.7).

La stratégie la plus simple et la plus facilement implémentable consiste à sélectionner le
rapport le plus efficace; maximisant l’accélération du véhicule pour des apports de carburant
égaux.
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Si à un instant t,

u(t)g1(x2(t))− kx2(t) ≥ u(t)g2(x2(t))− kx2(t),

ou de manière équivalente,
g1(x2(t)) ≥ g2(x2(t)),

alors le premier rapport est plus approprié. Donc, d’après la caractéristique de la bôıte
de vitesse (figure 1.6), si le véhicule à une allure inférieure à x∗2, il vaut mieux choisir le
premier rapport.

Moteur

Controleur

Accélérateur

Véhicule

Conducteur

Boite de vitesse
q(t) x2(t)

x1(t)u(t)

Fig. 1.7: Schéma du véhicule équipé d’une bôıte de vitesse automatique

La figure 1.8 présente l’automate hybride modélisant le véhicule équipé d’un contrôleur
implémentant cette stratégie.

x2 = x∗2

1 :







x′1 = x2
x′2 = ug1(x2)− kx2
x2 ≤ x∗2

2 :







x′1 = x2
x′2 = ug2(x2)− kx2
x2 ≥ x∗2

x2 = x∗2

Fig. 1.8: Automate hybride de la bôıte de vitesse automatique



Chapitre 2

Notion de Solution d’un Système
Hybride

Dans le chapitre précédent, nous avons abordé, de manière intuitive, la notion de
solution d’un système hybride. Dans cette partie, nous allons la formaliser. Les résultats
exposés dans ce chapitre sont majoritairement inspirés par le travail de K.H. Johansson,
J. Lygeros, S. Sastry et M. Egerstedt [64, 70].

2.1 Exécution d’un système hybride

2.1.1 Trajectoire temporisée

Nous avons vu que l’exécution d’un système hybride était caractérisée par l’évolution
des variables q(t) et x(t). La variable discrète q(t) est constante par morceaux et est donc
entièrement donnée par les séquences {ti}i=N

i=0 des points de discontinuité et des valeurs
successives de q(t). La notion de trajectoire temporisée permet de décrire la séquence des
instants de transition du système.

Définition 2.1.1 (Trajectoire temporisée) Une trajectoire temporisée τ = {Ii}i=N
i=0

est une séquence finie ou infinie d’intervalles de R vérifiant

1. Pour i < N , Ii = [ti, ti+1] avec ti ≤ ti+1;

2. Si N est fini, IN = [tN , tN+1] avec tN ≤ tN+1, ou IN = [tN , tN+1[ avec tN < tN+1

(on peut avoir tN+1 = +∞).

On notera, t ∈ τ , si il existe i ∈ {0, . . . , N}, tel que t ∈ Ii.
On appelle longueur de la trajectoire temporisée la quantité

∑i=N
i=0 (ti+1 − ti). Une

trajectoire temporisée de longueur finie (respectivement infinie) est dite limitée (respecti-
vement illimitée).

Les trajectoires temporisées peuvent être séparées en quatre classes principales. En
effet, soit τ une trajectoire temporisée, elle peut être :

– finie, limitée, N < +∞, tN+1 < +∞;

– finie, illimitée, N < +∞, tN+1 = +∞;

– infinie, limitée, N = +∞, limi→+∞ ti < +∞;

– infinie, illimitée, N = +∞, limi→+∞ ti = +∞.

23
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Sur l’ensemble des trajectoires temporisées, on définit une relation d’ordre partiel.

Définition 2.1.2 (Préfixe) Soient τ = {Ii}i=N
i=0 , τ ′ = {Ji}i=M

i=0 deux trajectoires tempo-
risées. On dit que τ est un préfixe de τ ′ (noté τ ≤ τ ′) si elles sont identiques ou si τ est
finie et

M ≥ N, Ii = Ji, pour i ∈ {0, . . . N − 1}, et IN ⊆ JN .

Si de plus τ 6= τ ′, on dit que τ est un préfixe strict de τ ′ (noté τ < τ ′).

Il est clair que si τ est un préfixe strict d’une trajectoire temporisée, alors, nécessairement,
τ est finie et limitée.

2.1.2 Trajectoire hybride

Ainsi, une trajectoire temporisée τ représente la séquence des intervalles sur lesquels
les variables du système hybride q(t) et x(t) évoluent continûment.

Dans le premier chapitre, on a vu qu’une transition pouvait se produire à un instant t,
lorsque x(t) appartient à une garde. La transition se produit alors en temps nul; on affecte
une nouvelle valeur à q(t) et x(t). A l’instant t où la transition s’effectue, les valeurs de
q(t) et x(t) ne sont donc pas définies de manière unique. Pour lever l’ambiguité, on définit
la notion de trajectoire hybride (voir figure 2.1).

Définition 2.1.3 (Trajectoire hybride) Une trajectoire hybride dans un ensemble V
est un doublet (τ, v) tel que :

1. τ = {Ii}i=N
i=0 est une trajectoire temporisée;

2. v est une séquence d’applications continues {vi}i=N
i=0 , avec

∀i ∈ {0, . . . , N}, vi : Ii → V .

tti

v(t)

v(t+i )

v(t−i )

Fig. 2.1: Exemple d’une trajectoire hybride (τ, v)

Les bornes des intervalles de la trajectoire temporisée τ représentent les instants aux-
quels les transitions se produisent.
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On note v : τ → V . Pour tout t ∈ τ , tel que t /∈ {t1, . . . , tN}, on définit

v(t) = vi(t), si t ∈ Ii .

Pour tout t ∈ {t1, . . . , tN}, v(t) prend deux valeurs que l’on notera

v(t−i ) = vi−1(ti), v(t
+
i ) = vi(ti) .

On définit sur l’ensemble des trajectoires hybrides une relation d’ordre partiel.

Définition 2.1.4 (Préfixe) Soient (τ, v) et (τ ′, v′) deux trajectoires hybrides dans un
ensemble V . On dit que (τ, v) est un préfixe de (τ ′, v′) (noté (τ, v) ≤ (τ ′, v′)) si

τ ≤ τ ′ et, pour tout t ∈ τ, v(t) = v′(t).

Si de plus, (τ, v) 6= (τ ′, v′), alors on dit que (τ, v) est un préfixe strict de (τ ′, v′) (noté
(τ, v) < (τ ′, v′)).

Définition 2.1.5 (Plus grand commun préfixe) Soient (τ, v) et (τ ′, v′) deux trajec-
toires hybrides, telles que (t0, v(t0))=(t′0, v

′(t0)). On appelle plus grand commun préfixe la
trajectoire hybride (τ̂ , v̂) vérifiant :

1. (τ̂ , v̂) ≤ (τ, v) et (τ̂ , v̂) ≤ (τ ′, v′);

2. ∀(τ̄ , v̄), (τ̄ , v̄) ≤ (τ, v) et (τ̄ , v̄) ≤ (τ ′, v′) =⇒ (τ̄ , v̄) ≤ (τ̂ , v̂).

Pour deux trajectoires hybrides le plus grand commun préfixe représente donc leur
plus grande partie commune avant que les deux trajectoires ne se séparent.

Proposition 2.1.1 Soient (τ, v) et (τ ′, v′) deux trajectoires hybrides, soit (τ̂ , v̂) leur plus
grand commun préfixe, alors :

– soit τ̂ = τ ou τ̂ = τ ′;

– soit τ̂ = {Îi}i=N̂
i=0 , avec N̂ < +∞ et ÎN̂ = [t̂N̂ , t̂N̂+1].

Preuve : Supposons (τ, v) ≤ (τ ′, v′), alors (τ̂ , v̂) = (τ, v). De même, si (τ ′, v′) ≤ (τ, v)
alors (τ̂ , v̂) = (τ ′, v′).
Supposons, maintenant que (τ, v) et (τ ′, v′) ne sont pas comparables. Il est clair que τ̂ < τ
et τ̂ < τ ′ et donc τ̂ est finie et limitée.
Donc τ̂ = {Îi}i=N̂

i=0 , avec N̂ < +∞. Si ÎN̂ = [t̂N̂ , t̂N̂+1[, alors puisque τ̂ est un préfixe strict

de τ et de τ ′, on a ÎN̂ ⊂ IN̂ et ÎN̂ ⊂ I ′N̂ .
Par conséquent, t̂N̂+1 appartient aux intervalles IN̂ et I ′N̂ .
De plus,

∀t ∈ ÎN̂ , vN̂ (t) = v̂N̂ (t) = v′
N̂
(t).

Par continuité de vN̂ sur IN̂ et de v′
N̂

sur I ′N̂ .

vN̂ (t̂N̂+1) = lim
t→t̂

N̂+1

vN̂ (t) = lim
t→t̂

N̂+1

v′
N̂
(t) = v′

N̂
(t̂N̂+1).

On peut donc définir (τ̄ , v̄) le préfixe de (τ, v) et (τ ′, v′), tel que le dernier intervalle de
τ̄ est [t̂N̂ , t̂N̂+1]. On a de manière immédiate (τ̂ , v̂) < (τ̄ , v̄); (τ̂ , v̂) n’est donc pas le plus
grand commun préfixe de (τ, v) et (τ ′, v′).

¥
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2.1.3 Définition d’une exécution d’un système hybride

Nous pouvons maintenant définir la notion de solution d’un système hybride (on parle
d’exécution). L’ensemble des exécutions d’un système hybride est une partie de l’ensemble
des trajectoires hybrides dans l’ensemble Q× Rn.

Définition 2.1.6 (Exécution) Une exécution d’un système hybride H est une trajectoire
hybride (τ, q, x), où q : τ → Q et x : τ → Rn, vérifiant

1. évolution continue : pour tout i ∈ {0, . . . , N}, tel que ti < ti+1 :

– q(t) est constante sur l’intervalle Ii;

– x(t) ∈ Dq(t) sur l’intervalle Ii;

– il existe une application mesurable u : [ti, ti+1]→ Uq(t), telle que

∀t ∈ [ti, ti+1], x
′(t) = fq(t)(x(t), u(t)) .

2. évolution discrète : pour tout i ∈ {1, . . . , N} :

– e = (q(t−i ), q(t
+
i )) ∈ E;

– x(t−i ) ∈ Ge;

– x(t+i ) ∈ Re(x(t
−
i )).

On dit qu’un système hybride accepte une exécution. Le triplet (t0, q(t0), x(t0)) est
appelé condition initiale de l’exécution.

Remarque 2.1.1 Pour toute condition initiale (t0, q0, x0), x0 doit être un élément de
Dq0.

2.1.4 Classification des exécutions

Un système hybride peut accepter une grande variété d’exécutions. Une classification
de ces exécutions se révèle utile.

Définition 2.1.7 (Exécution maximale) Une exécution (τ, q, x) est maximale si elle
n’est le préfixe d’aucune autre exécution de H.

Définition 2.1.8 (Exécution finie, infinie) Une exécution (τ, q, x) est dite :

– finie, si τ est finie et limitée;

– infinie, si τ est soit infinie, soit illimitée.

On a de manière assez immédiate le résultat suivant.

Proposition 2.1.2 Une exécution infinie est maximale.

Preuve : Soit (τ, q, x) une exécution infinie. τ est soit infinie, soit illimitée et ne peut
donc pas être le préfixe d’une autre trajectoire temporisée. Par conséquent, l’exécution
(τ, q, x) n’est le préfixe d’aucune autre trajectoire hybride et est donc maximale.
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Exemple 2.1.1 On considère le système hybride H définit par :

1. Q = {1, 2}
2. E = {(1, 2), (2, 1)}
3. D1 = D2 = [−3, 3]
4. f1(x) = 1, f2(x) = −1
5. G(1,2) = [1, 2], G(2,1) = [−2,−1]
6. R(1,2) = R(2,1) = {x}

H accepte les trois exécutions suivantes (voir figure 2.2).
Première exécution : (τ1, q1, x1) avec

– τ1 = {[2i, 2i+ 2]}i=+∞
i=0 ;

– Pour tout t ∈ [2i, 2i+ 2], q1(t) =

{

1, si i est pair
2, si i est impair;

– Pour tout t ∈ [2i, 2i+ 2], x1(t) =

{

−1 +(t− 2i), si i est pair
1 −(t− 2i), si i est impair.

τ1 est infinie et illimitée, par conséquent, l’exécution (τ1, q1, x1) est infinie et donc maxi-
male.
Deuxième exécution : (τ2, q2, x2) avec

– τ2 = {[0, 2], [2, 4]};

– Pour tout t ∈ τ2, q2(t) =
{

1, si t ∈ [0, 2]
2, si t ∈ [2, 4];

– Pour tout t ∈ τ2, x2(t) =
{

−1 +t, si t ∈ [0, 2]
3 −t, si t ∈ [2, 4].

τ2 est finie et limitée, par conséquent l’exécution (τ2, q2, x2) est finie. De plus, il est clair
que (τ2, q2, x2) < (τ1, q1, x1) et donc (τ2, q2, x2) n’est pas maximale.
Troisième exécution : (τ3, q3, x3) avec

– τ3 = {[0, 2], [2, 6]};

– Pour tout t ∈ τ3, q3(t) =
{

1, si t ∈ [0, 2]
2, si t ∈ [2, 6];

– Pour tout t ∈ τ3, x3(t) =
{

−1 +t, si t ∈ [0, 2]
3 −t, si t ∈ [2, 6].

τ3 est finie et limitée, par conséquent l’exécution (τ3, q3, x3) est finie. De plus, (τ3, q3, x3)
est maximale.

En effet, supposons qu’il existe une exécution (τ, q, x), telle que (τ3, q3, x3) < (τ, q, x).
Soit le deuxième intervalle de la trajectoire temporisée τ est de la forme [2, T ] (ou [2, T [),
avec T > 6. Soit la trajectoire temporisée τ possède un troisième intervalle.
Dans le premier cas, pour tout t ∈ [2, T [, q(t) = 2, et x(t) = 3 − t. Par conséquent, pour
t ∈]6, T [, x(t) < −3, et donc x(t) /∈ D2.
Dans le deuxième cas, cela signifie qu’il y a un changement de l’état discret à l’instant
t = 6, On a donc q(6−) = 2 et q(6+) = 1. Or x(6−) = −3, et donc x(6−) /∈ G(2,1).

On voit donc que la réciproque de la proposition 2.1.2 est fausse : une exécution maxi-
male peut ne pas être infinie.

Notons que (τ2, q2, x2) est aussi un préfixe strict de (τ3, q3, x3); c’est d’ailleurs le plus
grand commun préfixe de (τ1, q1, x1) et (τ3, q3, x3). Une exécution peut donc être le préfixe
de plusieurs exécutions maximales distinctes.
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Fig. 2.2: Exemple d’exécutions

Cet exemple suscite deux questions :

1. Comment garantir, que toute exécution est le préfixe d’une seule exécution maxi-
male?

2. Sous quelles conditions la réciproque de la proposition 2.1.2 est elle vraie? Autrement
dit, quelles conditions doivent êtres vérifiées pour garantir que toute exécution finie
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est le préfixe d’une exécution infinie?

Nous examinons ces deux questions dans la partie suivante.

2.2 Systèmes hybrides déterministes et non-bloquants

Les deux questions précédentes nous amènent à définir deux classes de systèmes hy-
brides, les systèmes hybrides déterministes et les systèmes hybrides non-bloquants.

Définition 2.2.1 (Système hybride déterministe) Un système hybride H est déter-
ministe, si, pour toute condition initiale (t0, q0, x0), H accepte une unique exécution maxi-
male.

Définition 2.2.2 (Système hybride non-bloquant) Un système hybride H est non-
bloquant, si, pour toute condition initiale (t0, q0, x0), H accepte une exécution infinie.

Dans cette partie, on suppose que les équations différentielles définissant la dyna-
mique continue du système sont autonomes. On considère donc un système hybride H =
{Q, E ,D,F ,G,R}.

On suppose de plus, que pour tout q ∈ Q, le champ de vecteur fq est Lipschitz sur Dq.
Ainsi [30], pour tout x0 ∈ Dq, le problème de Cauchy

x′(t) = fq(x(t)), x(t0) = x0, x(t) ∈ Dq (2.2.1)

admet une unique solution maximale. Cette solution est définie sur un intervalle I qui
peut être de la forme

– I = [t0,+∞[;

– I = [t0, T ], avec T < +∞; dans ce cas, x(T ) ∈ ∂Dq;

– I = [t0, T [, avec T < +∞; dans ce cas, la limite de x(t) en T existe et

lim
t→T

x(t) ∈ ∂Dq.

L’ensemble de ces points de ∂Dq jouent un rôle essentiel pour les propriétés de détermi-
nisme ou de non-blocage du système hybride. D’une part, si une transition du système
hybride est possible alors que x(t) n’est pas un point de cet ensemble, le système hybride
peut soit continuer à évoluer continûment soit effectuer une transition. D’autre part, si
lorsque x(t) atteint un de ces points, toute transition est impossible, alors l’exécution du
système hybride ne peut se poursuivre.

Définition 2.2.3 (Point de sortie) Soit x0 un point de Dq, tel que x(t), la solution
maximale du problème de Cauchy (2.2.1) est définie sur un intervalle I de longueur finie.

– Si I = [t0, T ], alors x(T ) est un point de sortie de Dq.

– Si I = [t0, T [, alors limt→T x(t) est un point de sortie de Dq.

L’ensemble des points de sortie est une partie de ∂Dq notée Sq.

A l’aide des ensembles des points de sortie, il est possible de donner une caractérisation
d’un système hybride déterministe ou non-bloquant [70].
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2.2.1 Caractérisation d’un système hybride déterministe

Lemme 2.2.1 (Condition nécessaire et suffisante [70]) Un système hybride est dé-
terministe si et seulement si il vérifie les trois conditions suivantes :

– pour tout (q, q′) ∈ E, G(q,q′) ⊆ Sq;

– pour tout (q, q′) ∈ E et (q, q′′) ∈ E, q′ 6= q′′, G(q,q′) ∩G(q,q′′) = ∅;
– pour tout e ∈ E et x ∈ Ge, Re(x) contient un unique élément.

Pratiquement, pour qu’un système hybride soit déterministe il faut et il suffit qu’une
transition ne soit possible que lorsque l’évolution continue est bloquée. De plus, lorsqu’une
transition est autorisée, toutes les autres sont bloquées et la variable continue ne peut être
réinitialisée qu’à une seule valeur.

2.2.2 Caractérisation d’un système hybride non-bloquant

Lemme 2.2.2 (Condition suffisante [70]) Si

∀q ∈ Q, ∀x ∈ Sq, ∃(q, q′) ∈ E , x ∈ G(q,q′),

alors le système hybride est non-bloquant.
De plus, toute exécution maximale acceptée par H est infinie.

De manière intuitive, la condition donnée dans le lemme 2.2.2 signifie qu’à chaque
fois que l’évolution continue du système est bloquée (quand la variable continue atteint
la frontière du domaine et est obligée de sortir de celui-ci) alors une transition est possible.

Cette condition n’est pas nécessaire. En effet, considérons le système hybride H donné
par

1. Q = {1, 2}
2. E = {(1, 2)}
3. D1 = [0, 1[, D2 = R
4. f1(x) = 1, f2(x) = 0

5. G(1,2) = [0, 1[

6. R(1,2) = {x}
L’ensemble des points de sorties du domaine D1 est S1 = {1}, donc les hypothèses du
lemme 2.2.2 ne sont pas vérifiées. Soit (t0, σ0, y0) une condition initiale.
Si σ0 = 2, alors l’exécution

({[t0,+∞[}, {t 7→ 2}, {t 7→ y0})
est infinie et acceptée par H.
Si σ0 = 1 alors l’exécution

({[t0, t0], [t0,+∞[}, {t 7→ 1, t 7→ 2}, {t 7→ y0, t 7→ y0})
est infinie et acceptée par H.
Donc, pour toute condition initiale, le système hybride accepte une exécution infinie; H
est non-bloquant.

En revanche, pour un système hybride déterministe, la condition du lemme 2.2.2 de-
vient nécessaire.
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Lemme 2.2.3 (Condition nécessaire et suffisante [70]) Un système hybride déter-
ministe est non-bloquant si et seulement si

∀q ∈ Q, ∀x ∈ Sq, ∃(q, q′) ∈ E , x ∈ G(q,q′).

2.2.3 Existence et unicité des exécutions

Grâce aux lemmes 2.2.1 et 2.2.3, on peut donner des conditions nécessaires et suffisantes
pour l’existence et l’unicité d’une exécution infinie (et donc maximale) acceptée par le
système hybride.

Théorème 2.2.1 (Existence et unicité des exécutions [70]) Soit un système hybride
H vérifiant les trois conditions suivantes

– pour tout q ∈ Q ⋃(q,q′)∈E G(q,q′) = Sq;

– pour tout (q, q′) ∈ E et (q, q′′) ∈ E, G(q,q′) ∩G(q,q′′) = ∅;
– pour tout e ∈ E et x ∈ Ge, Re(x) contient un unique élément.

Alors, pour toute condition initiale (t0, σ0, y0), H accepte une unique exécution infinie
(τ, q, x). Toute exécution de H ayant (t0, σ0, y0) pour condition initiale est un préfixe de
(τ, q, x).

Preuve : D’après le lemme 2.2.3,H est non-bloquant. Par conséquent, pour toute condi-
tion initiale (t0, σ0, y0) il existe une exécution infinie (τ, q, x).
D’après le lemme 2.2.1, H est déterministe. Donc, pour toute condition initiale, il existe
une unique exécution maximale.
D’après la proposition 2.1.2, toute exécution infinie est maximale; donc, pour toute condi-
tion initiale, il existe une unique exécution infinie.
De plus, comme H est déterministe, toute éxecution ayant (t0, σ0, y0) pour condition ini-
tiale est un préfixe de (τ, q, x).
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Ainsi, l’existence et l’unicité d’une exécution infinie pour toute condition initiale est
garantie par des critères simples.

2.3 Exécution Zénon

On suppose que les hypothèses du théorème 2.2.1 sont vérifiées. Ainsi, pour toute
condition initiale, le système hybride H accepte une unique exécution infinie (τ, q, x). La
trajectoire temporisée τ peut donc être :

– finie illimitée, le système hybride effectue un nombre fini de transitions en un temps
infini;

– infinie illimitée, le système hybride effectue une infinité de transitions en un temps
infini;

– infinie limitée, le système hybride effectue une infinité de transitions en un temps
fini.

Dans le dernier cas, on dit que l’exécution (τ, q, x) est Zénon.

Définition 2.3.1 (Exécution Zénon) Une exécution (τ, q, x) est Zénon si τ est infinie
et limitée.



32. Notion de Solution d’un Système Hybride

Exemple 2.3.1 (Balle bondissante) Reprenons l’exemple 1.2.1 du premier chapitre. A
l’instant t0, on laisse tomber la balle d’une altitude z0 > 0. La variable continue du système
est x = (x1, x2), où x1 est l’altitude de la balle et x2 sa vitesse. La condition initiale du
système hybride est donc (t0, q, (z0, 0)). Tant que l’altitude de la balle est positive, on a :

x′1(t) = x2(t) et x′2(t) = −g =⇒ x2(t) = −g(t− t0) et x1(t) = −
g

2
(t− t0)2 + z0 .

L’impact de la balle sur le sol (et donc la transition du système hybride) se produit à
l’instant t1 tel que x1(t1) = 0, donc

t1 = t0 +

√

2z0
g
, x2(t

−
1 ) = −

√

2gz0.

A cet instant, la balle rebondit :

x2(t
+
1 ) = −cx2(t−1 ) = c

√

2gz0.

Soit ti l’instant auquel se produit le i-ème rebond. Jusqu’au prochain impact de la balle
sur le sol, on a

x2(t) = −g(t− ti) + x2(t
+
i ) et x1(t) = −

g

2
(t− ti)2 + x2(t

+
i )(t− ti) .

A l’instant ti+1, la balle touche le sol

x1(ti+1) = 0 =⇒ ti+1 = ti +
2

g
x2(t

+
i )

et rebondit

x2(t
+
i+1) = −cx2(t−i+1) = cx2(t

+
i ) = · · · = cix2(t

+
1 ) = ci+1

√

2gz0.

Ainsi, le système hybride admet une exécution infinie et la longueur de la trajectoire tem-
porisée asssociée est

i=∞
∑

i=0

(ti+1 − ti) =
√

2z0
g

+
i=∞
∑

i=1

2

g
x2(t

+
i ) =

√

2z0
g

+
i=∞
∑

i=1

ci2

√

2z0
g

.

Si c < 1, alors
i=∞
∑

i=0

(ti+1 − ti) =
√

2z0
g

(

1 +
2c

1− c

)

< +∞.

La trajectoire temporisée est donc limitée et l’exécution est Zénon.

L’existence d’exécutions Zénon pose parfois des problèmes pour la simulation des sys-
tèmes hybrides. Les instants de transition du système hybride se rapprochent de plus en
plus. Si l’on procède à une simulation numérique, on ne peut donc plus, à partir d’un
certain rang, différencier les instants successifs ti.

Hormis le problème de simulation, l’existence d’exécutions Zénon pose un problème
plus conceptuel. En effet, si l’on reprend l’exemple précédent, on constate que l’on ne peut
prévoir l’évolution de la balle que sur un intervalle de temps limité. Or, passé ce délai, la
balle continue à exister. Y-a-t-il un moyen de savoir ce qui se passe après?
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Remarquons d’abord que la possibilité d’avoir une exécution Zénon est liée à un des
points essentiels de la définition des systèmes hybrides : la transition en temps nul. En
effet, il est clair que ce fait relève de l’idéalisation du monde réel. Pour une balle réelle, une
durée non-nulle sépare l’instant où la balle rencontre le sol et l’instant où elle le quitte.

Une manière de régulariser une exécution Zénon est donc de supposer que les transi-
tions du système ne se font plus en temps nul mais se déroulent en une durée ε constante.
Aussi petit le délai ε soit-il, les variables du système hybride sont alors définies sur
[t0,+∞[. On peut alors prévoir l’évolution de la variable continue après le temps Zé-
non (i.e. limi→+∞ ti) en prenant la limite de la variable x(t) lorsque le paramètre ε tend
vers 0.

L’exécution ainsi régularisée du système hybride modélisant la balle nous informe que
celle-ci atteint le point (0, 0) au temps Zénon et reste immobile par la suite.

Cette méthode de régularisation et d’autres, telle que la généralisation du concept
de solution Filippov (voir [41]) pour une équation différentielle discontinue au concept
d’exécution Filippov d’un système hybride, ont été abordées dans [64, 65, 74]. Des condi-
tions nécessaires ou suffisantes à l’existence d’exécutions Zénon peuvent être trouvées dans
[64, 100].





Chapitre 3

Systèmes Hybrides Linéaires par
Morceaux

La classe des systèmes hybrides linéaires par morceaux est sans aucun doute l’une des
plus utilisées. En effet, elle présente de nombreux avantages et notamment :

– elle permet de modéliser de manière assez réaliste de nombreux problèmes (en bio-
logie [12, 33, 44], en électronique [57, 83]...);

– elle est suffisamment simple pour pouvoir concevoir des outils algorithmiques effi-
caces pour l’analyse [40, 52, 63, 77] ou le contrôle [3, 14, 68].

3.1 Définition du modèle hybride linéaire par morceaux

Dans cette partie, nous présentons les restrictions du modèle linéaire par morceaux
par rapport au modèle général de la définition 1.1.1.

La variable discrète du système prend ses valeurs dans un ensemble dénombrable Q.
Sa dynamique, comme dans le modèle général, est décrite par l’automate (Q, E) où E
est l’ensemble des transitions discrètes du système. Pour tout q ∈ Q, on définit le sous-
ensemble Eq de E des transitions de q vers un autre état :

Eq = {e ∈ E , e = (q, q′)}.

A chaque état q ∈ Q, on associe une équation différentielle linéaire qui peut être :

– autonome, dans ce cas, la dynamique de la variable continue est donnée par

x′(t) = Aqx(t) + bq

où Aq est une matrice n×n à coefficients constants et bq est un vecteur constant de
Rn;

– avec entrée, dans ce cas,

x′(t) = Aqx(t) +Bqu(t), u(t) ∈ Uq

où Aq et Bq sont des matrices à coefficients constants de tailles respectives n× n et
n× p et Uq est un polyèdre de Rp.
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Pour tout q ∈ Q, on associe également un ensemble de contraintes. Chaque contrainte
correspond à une transition de l’ensemble Eq. La contrainte Ce, associée à la transition e,
peut s’écrire sous la forme d’une inégalité linéaire, Ce = {x ∈ Rn, cTe x ≥ de}, où ce est un
vecteur unitaire de Rn et de un scalaire. Lorsque la variable discrète vaut q, la variable
continue x(t) doit satisfaire l’ensemble des contraintes :

∀e ∈ Eq, c
T
e x(t) ≥ de.

Le domaine Dq est donc défini par

Dq =
⋂

e∈Eq
Ce = {x ∈ Rn, ∀e ∈ Eq, c

T
e x ≥ de}.

Dq est donc un polyèdre (voir figure 3.1).

ce4

Dq

ce2

ce3

ce1

Fig. 3.1: Exemple d’un polyèdre Dq

Quand x(t) est sur le point de franchir l’hyperplan d’équation cTe x = de, alors la
transition e s’effectue. Les gardes du système sont donc définies par la relation

∀e ∈ Eq, Ge = Sq ∩ {x ∈ Rn, cTe x = de}

où Sq est l’ensemble des points de sortie de Dq. Pour les systèmes autonomes, Sq est donné
par la définition 2.2.3. On peut étendre la définition de Sq aux systèmes avec entrée de la
manière suivante : y ∈ ∂Dq est un élément de Sq, si il existe une solution x(t) de l’équation
différentielle associée au champ de vecteurs fq telle que x(0) = y et

∃ε > 0, ∀t ∈]0, ε[, x(t) /∈ Dq.

Enfin, on suppose qu’il n’y a pas de réinitialisation de la variable continue :

∀e ∈ E , Re(x) = {x}.

Remarque 3.1.1 La dernière hypothèse implique que

∀e = (q, q′) ∈ E , Ge ⊆ Dq′ .

En effet, Re est une application de Ge dans l’ensemble des parties de Dq′. Donc, pour tout
x ∈ Ge, on doit avoir {x} ⊆ Dq.
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Un système hybride linéaire par morceaux peut donc se définir de la manière suivante.

Définition 3.1.1 (Système hybride linéaire par morceaux) Un système hybride li-
néaire par morceaux est un quintuplet

H = (Q, E ,U ,F , C)

où :

1. Q est l’ensemble dénombrable des états discrets (ou modes).

2. E ⊆ Q×Q est l’ensemble des arêtes (ou transitions).

3. U = {Uq, q ∈ Q} est la collection des domaines de contrôle.
∀q ∈ Q, Uq est un polyèdre de Rp.

4. F = {fq, q ∈ Q} est la collection des champs de vecteurs linéaires.
∀q ∈ Q, fq(x, u) = Aqx+Bqu ou fq(x) = Aqx+ bq.

5. C = {Ce, e ∈ E} est la collection des contraintes.
∀e ∈ E, Ce = {x ∈ Rn, cTe x ≥ de}.

3.2 Discussion sur l’existence et l’unicité des exécutions

3.2.1 Systèmes autonomes

On suppose, dans ce paragraphe, que les champs de vecteurs du système hybride H
définissent des équations différentielles autonomes. Dans ce cas, H = (Q, E ,F , C).

Tout d’abord, l’application directe du lemme 2.2.2 nous donne le résultat suivant.

Proposition 3.2.1 Un système hybride linéaire par morceaux H avec des dynamiques
continues autonomes est non-bloquant. Toute exécution maximale acceptée par H est infi-
nie.

Preuve : Soient q ∈ Q et x ∈ Sq. Puisque Sq ⊆ ∂Dq, il existe une transition e ∈ Eq

telle que cTe x = de et donc x ∈ Ge.
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Généralement, un système hybride linéaire par morceaux n’est pas déterministe. Sup-
posons qu’il existe un état q ∈ Q et deux transitions partant de q, e1 = (q, q1) et
e2 = (q, q2), tels que

Sq ∩ {x ∈ Rn, cTe1x− de1} ∩ {x ∈ Rn, cTe2x− de2} 6= ∅.

Soit y un point de cet ensemble, pour la condition initiale (0, q, y), le système hybride
accepte les deux exécutions :

({[0, 0], [0, 0]}, {t 7→ q, t 7→ q1}, {t 7→ y, t 7→ y})
et ({[0, 0], [0, 0]}, {t 7→ q, t 7→ q2}, {t 7→ y, t 7→ y}).

Cependant, cette configuration est la seule qui puisse introduire de l’indéterminisme.
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Proposition 3.2.2 Supposons que H accepte deux exécutions maximales distinctes (τ, q, x)
et (τ ′, q′, x′) pour la même condition initiale. Soit (τ̂ , q̂, x̂) leur plus grand commun préfixe,
on note (σ, y) = (q̂(t̂N̂+1), x̂(t̂N̂+1)). Il existe deux transitions e1, e2 dans Eσ, e1 6= e2,
telles que







y ∈ Sσ

cTe1y − de1 = 0
cTe2y − de2 = 0.

Preuve : Comme (τ, q, x) et (τ ′, q′, x′) sont distinctes et maximales, alors leur plus
grand commun préfixe (τ̂ , q̂, x̂) vérifie :

(τ̂ , q̂, x̂) < (τ, q, x) et (τ̂ , q̂, x̂) < (τ ′, q′, x′).

On a donc τ̂ 6= τ et τ̂ 6= τ ′. D’après la proposition 2.1.1, τ̂ = {Îi}i=N̂
i=0 , avec N̂ < +∞ et

ÎN̂ = [t̂N̂ , t̂N̂+1]. On note (σ, y) = (q̂(t̂N̂+1), x̂(t̂N̂+1)).

−Premier cas : t̂N̂+1 6= tN̂+1 ou t̂N̂+1 6= t′
N̂+1

A l’instant t̂N̂+1, il n’y a pas de transitions dans aucune des deux exécutions maximales.

Cependant, x(t̂N̂+1) = x′(t̂N̂+1) = y, donc par unicité de la solution du problème de Cau-

chy, x(t) et x′(t) coincident sur un intervalle plus grand que ÎN̂ . (τ̂ , q̂, x̂) n’est donc pas le
plus grand commun préfixe de (τ, q, x) et (τ ′, q′, x′).

−Deuxième cas : t̂N̂+1 = tN̂+1 et t̂N̂+1 6= t′
N̂+1

A l’instant t̂N̂+1, il y a une transition dans l’exécution (τ, q, x) donc y appartient à une
garde du domaine Dσ et donc à Sσ.
Par contre, il n’y a pas de transition dans l’exécution (τ ′, q′, x′), donc y n’est pas un élé-
ment de Sσ. Ce cas est impossible.

−Troisième cas : t̂N̂+1 6= tN̂+1 et t̂N̂+1 = t′
N̂+1

, symétrique au deuxième cas.

−Quatrième cas : t̂N̂+1 = tN̂+1 et t̂N̂+1 = t′
N̂+1

A l’instant t̂N̂+1, il y a une transition dans les deux exécutions. Cependant, comme (τ̂ , q̂, x̂)
est le plus grand commun préfixe de (τ, q, x) et (τ ′, q′, x′),

(q(t+
N̂+1

), x(t+
N̂+1

)) 6= (q′(t+
N̂+1

), x′(t+
N̂+1

)).

Par hypothèse, il n’y a pas de réinitialisation de la variable continue, donc

x(t+
N̂+1

) = x(t−
N̂+1

) = y = x′(t−
N̂+1

) = x′(t+
N̂+1

).

Nécessairement q(t+
N̂+1

) 6= q′(t+
N̂+1

). Donc y ∈ G(σ,q(t+
N̂+1

)) ∩G(σ,q′(t+
N̂+1

)).

¥
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3.2.2 Systèmes avec entrée

On suppose maintenant que les champs de vecteurs du système hybride H définissent
des équations différentielles avec entrée.

Proposition 3.2.3 Un système hybride linéaire par morceaux est non-bloquant. Toute
exécution maximale acceptée par H est infinie.

Preuve : Soit
H = (Q, E ,U ,F , C)

un système hybride linéaire par morceaux. Pour tout q ∈ Q, prenons un vecteur uq du
polyèdre Uq. Considérons le système hybride linéaire par morceaux avec des dynamiques
continues autonomes

H′ = (Q, E ,F ′, C), avec ∀q ∈ Q, fq(x) = Aqx+Bquq .

Toute exécution acceptée par H′ l’est également par H. D’après le lemme 3.2.1, toute
exécution maximale de H′ est infinie.
Supposons qu’il existe (τ, q, x) une exécution maximale et finie de H. On a τ = {Ii}i=N

i=0

avec N < +∞. Il est facile de montrer que IN = [tN , tN+1] (preuve similaire à celle du
lemme 2.1.1) .

Or H′ accepte une exécution infinie pour la condition initiale (tN+1, q(tN+1), x(tN+1)).
Cette exécution est également une exécution de H et prolonge (τ, q, x) qui ne peut donc
pas être maximale.

¥

Pour une condition initiale donnée, une équation différentielle linéaire avec entrée ad-
met plusieurs solutions. Par conséquent, il est clair que les systèmes avec entrée ne sont,
en général, pas déterministes.

Par la suite, nous ne considérerons que des systèmes hybrides linéaires par morceaux.
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Calcul des Exécutions d’un
Système Hybride
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Chapitre 4

Simulation des Systèmes Hybrides

SoientH = (Q, E ,F , C) un système hybride linéaire par morceaux autonome et (t0, σ0, y0)
une condition initiale de H. La simulation de H consiste à calculer une exécution (τ, q, x)
acceptée par H et ayant (t0, σ0, y0) pour condition initiale. Dans ce chapitre, nous présen-
tons un algorithme de simulation de H.

Contrairement à l’approche classique de la simulation des systèmes continus (voir par
exemple [29, 32]) qui consiste, le plus souvent, à calculer la valeur des variables du système
à certains instants de discrétisation, notre approche cherche à fournir une représentation
formelle de l’exécution.

Ainsi, l’exécution de H sera représentée, du point de vue informatique, par des sé-
quences d’intervalles et d’applications, ce qui permet de rester au plus près de la définition
2.1.6.
Cette représentation est possible, car les champs de vecteurs que nous considérons sont
linéaires et donc une résolution formelle des équations différentielles associées est possible.

Cette approche possède deux avantages :

1. Elle permet de représenter n’importe quelle exécution (τ, q, x) où τ est une trajectoire
temporisée finie. On peut donc avoir des exécutions définies sur [t0,+∞[.

2. Elle permet d’évaluer les variables q et x de H à tout instant de l’intervalle couvert
par la trajectoire temporisée τ .

Cependant, nous sommes obligés de ne considérer que des trajectoires temporisées
finies. En effet, une représentation de séquences infinies n’est évidemment pas envisageable.
Nous devons donc fixer un nombre maximal de transitions autorisées que l’on notera
N < +∞.

Nous pouvons alors proposer l’algorithme de simulation de H. Il consiste en une boucle
principale; à chaque itération de la boucle, les séquences τ , q et x sont augmentées d’un
élément. Ainsi, chaque itération de la boucle consiste à simuler ce qui se passe entre deux
transitions discrètes. Chaque itération se décompose en trois phases (voir également [95]) :

1. Simulation de l’évolution continue.
On résoud symboliquement l’équation différentielle linéaire associée à l’état discret
σd.

2. Détection des événements.
On calcule l’instant (si il existe) auquel la transition discrète survient. C’est l’instant
tf auquel la solution de l’équation différentielle sort du domaine Dσd .
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3. Simulation de l’évolution discrète
On regarde quelles sont les transitions discrètes autorisées et on en choisit une.

La phase de simulation de l’évolution discrète est la seule qui puisse introduire de l’indé-
terminisme si plusieurs transitions sont autorisées à l’instant tf . Ceci est en accord avec
la proposition 3.2.2 du chapitre précédent.

Pour choisir parmi les transitions autorisées, on peut soit faire appel à un générateur
aléatoire, soit donner une relation d’ordre sur les transitions.

Données : Une condition initiale (t0, σ0, y0)
Un nombre maximal de transitions N .

Résultat : Une exécution (τ, q, x).

– Initialisation
τ := {}; q := {};x := {};
td := t0;σd := σ0; yd := y0;
i := 0;

tant que td < +∞ et i ≤ N faire

– Simulation de l’évolution continue
Résoudre symboliquement
y′(t) = Aσdy(t) + bσd , y(td) = yd;

si y(t) reste dans Dσd sur [td,+∞[ alors
τ := {τ, [td,+∞[}; q := {q, t 7→ σd};x := {x, t 7→ y(t)};
td := +∞;

sinon

–Détection des événements
Calculer tf l’instant auquel y(t) sort de Dσd ;
τ := {τ, [td, tf ]}; q := {q, t 7→ σd};x := {x, t 7→ y(t)};

– Simulation de l’évolution discrète
Choisir une transition e = (σd, σf ) telle que y(tf ) ∈ Ge;
td := tf ;σd := σf ; yd := y(td);
i := i+ 1;

fin
fin

Algorithme 1: Simulation d’un système hybride

Dans les paragraphes suivants, nous détaillons les deux premières phases de chaque
itération de la boucle. Pour alléger les notations, nous omettrons de noter les indices
correspondants à l’état discret du système hybride. En effet, pendant une itération, la
variable discrète q(t) reste constante.
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4.1 Simulation de l’évolution continue

La simulation de l’évolution continue consiste à résoudre un problème de Cauchy du
type :

y′(t) = Ay(t) + b, y(td) = yd. (4.1.1)

La solution de ce problème est bien connue et peut s’exprimer sous forme intégrale

y(t) = eA(t−td)yd +

∫ t

td

eA(t−s)b ds.

Cependant, pour une évaluation numérique plus simple, il est souvent utile de procéder
au changement de variable suivant :

z(t) =

(

y(t)
1

)

, y(t) = Pz(t).

La fonction z est alors solution de l’équation différentielle linéaire

z′(t) =

(

y′(t)
0

)

=

(

Ay(t) + b
0

)

=

(

A b
0 0

)(

y(t)
1

)

=

(

A b
0 0

)

z(t).

En notant

Ā =

(

A b
0 0

)

,

on peut donner l’expression suivante de la fonction y(t) :

y(t) = PeĀ(t−td)

(

yd
1

)

.

4.2 Détection des événements

La phase de détection des événements consiste à calculer l’instant tf auquel survient
la prochaine transition. Le problème peut être formulé de la manière suivante.

Soit y la solution du problème de Cauchy linéaire (4.1.1). tf est le plus petit réel
supérieur à td tel que y(tf ) appartienne à l’ensemble des points de sortie du domaine
polyédral D. Autrement dit, tf est solution du problème

{

∀t ∈ [td, tf ], y(t) ∈ D,
∃ε > 0, ∀t ∈]tf , tf + ε[, y(t) /∈ D. (4.2.2)

Il est généralement impossible de résoudre ce problème de manière exacte. En effet, dès
que l’on considère des équations différentielles de dimension supérieure ou égale à deux, il
devient très difficile de trouver une expression formelle de la solution tf [28].

On doit donc avoir recours à une résolution numérique du problème. Une méthode näıve
consiste à calculer la valeur de y(t) à certains points de discrétisation {td+kdt, k ∈ N}. Dès
que y(td+kdt) n’est plus un élément du domaine, on en déduit que tf est dans l’intervalle
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[td + (k − 1)dt, td + kdt]. On peut alors affiner l’évaluation de tf par une méthode de
dichotomie.

Cependant, il y a certains cas où cette méthode échoue (voir figure 4.1). On voit que
y(t) quitte le domaine dans un intervalle [td+(k−1)dt, td+kdt] alors que les deux valeurs
succesives y(td + (k − 1)dt) et y(td + kdt) sont des éléments du domaine.

Ceci est problématique, à cause de la nature discontinue des systèmes hybrides. Si
l’on ne détecte pas que y(t) sort du domaine, la transition ne s’effectue pas et l’exécution
calculée par l’algorithme de simulation peut être très différente de l’exécution réellement
acceptée par le système hybride.
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Fig. 4.1: Exemple de situation où la simulation näıve échoue

De nombreuses techniques ont été proposées pour résoudre le problème de détection
des événements.

Dans [85], Shampine et al. proposent une méthode plus fiable pour tester si un évé-
nement survient durant l’intervalle [td + (k − 1)dt, td + kdt]. Elle consiste à construire
une approximation polynomiale de la solution y(t) sur l’intervalle et à vérifier si l’ap-
proximation sort du domaine. Park et Barton [76] ont combiné l’idée de l’approximation
polynomiale avec des méthodes issues de l’arithmétique des intervalles pour déterminer les
intervalles durant lesquels y(t) peut sortir du domaine. Esposito et. al [38] ont utilisé des
techniques de la théorie du contrôle pour calculer un pas de temps adaptatif, ralentissant
la simulation quand on se rapproche de la frontière du domaine.

Toutes ces techniques sont basées sur des schémas d’approximation numérique des
solutions des équations différentielles. Elles possèdent donc deux inconvénients majeurs.
D’abord, la précision de la détection est évidemment limitée par celle du schéma numérique
utilisé. De plus, le pas de temps doit rester suffisamment fin pour garder une précision
acceptable, ce qui peut mener à un grand nombre d’itérations.
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Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons un algorithme (voir aussi [47]) pour
la détection des événements dans les systèmes hybrides linéaires par morceaux. Il est basé
sur l’expression symbolique de la solution y(t) et, par conséquent, ne possède pas les
défauts décrits précédemment.

4.2.1 Supprimer les contraintes superflues

A chaque facette du polyèdreD est associée une transition discrète du système hybride.
E est l’ensemble de ces transitions. Ainsi le problème (4.2.2) peut être reformulé :

{

∀e ∈ E, ∀t ∈ [td, tf ], c
T
e y(t) ≥ de,

∃e ∈ E, ∃ε > 0, ∀t ∈]tf , tf + ε[, cTe y(t) < de.

En notant ge(t) = cTe y(t)− de, le problème à résoudre devient
{

∀e ∈ E, ∀t ∈ [td, tf ], ge(t) ≥ 0,
∃e ∈ E, ∃ε > 0, ∀t ∈]tf , tf + ε[, ge(t) < 0.

(4.2.3)

Le problème peut encore être simplifié en supprimant certaines contraintes inutiles.
Supposons que la condition initiale yd est un élément de la frontière du polyèdre D. Il
existe une transition e ∈ E, telle que ge(td) = cTe yd − de = 0. Trois configurations sont
possibles :

Proposition 4.2.1 Soit e ∈ E, telle que ge(td) = 0,

1. Si ∀k ∈ {1, . . . , n}, g(k)e (td) = cTe A
k−1(Ayd + b) = 0, alors ∀t ∈ R, ge(t) = 0.

2. Si ∃p ∈ {1, . . . , n}, g(p)e (td) = cTe A
p−1(Ayd + b) < 0 et

∀k ∈ {1, . . . , p− 1}, g(k)e (td) = cTe A
k−1(Ayd + b) = 0,

alors il existe ε > 0, ∀t ∈]td, td + ε[, ge(t) < 0.

3. Si ∃p ∈ {1, . . . , n}, g(p)e (td) = cTe A
p−1(Ayd + b) > 0 et

∀k ∈ {1, . . . , p− 1}, g(k)e (td) = cTe A
k−1(Ayd + b) = 0,

alors il existe ε > 0, ∀t ∈]td, td + ε[, ge(t) > 0.

Preuve : Nous commençons par démontrer la première assertion.
A est une matrice carrée de taille n × n, on peut donc exprimer An comme combinaison
linéaire des matrices A0, A, . . . , An−1 : An =

∑k=n
k=1 akA

k−1. Par conséquent,

cTe A
n(Ayd + b) =

k=n
∑

k=1

akc
T
e A

k−1(Ayd + b) = 0.

De proche en proche, on peut montrer que pour tout k ∈ N∗, cTe Ak−1(Ayd + b) = 0. En
remarquant que, pour tout t ∈ R, y′(t) = eA(t−td)(Ayd + b), on arrive à

∀t ∈ R, g′e(t) = cTe y
′(t) = cTe e

A(t−td)(Ayd + b) =
k=∞
∑

k=1

(t− td)k−1
(k − 1)!

cTe A
k−1(Ayd + b) = 0.

Donc ge(t) est constante sur R et donc, pour tout t ∈ R, ge(t) = 0.
La deuxième et la troisième assertions sont évidentes.
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Ainsi, si il existe une transition e vérifiant les hypothèses de la deuxième assertion,
y(t) quitte le polyèdre D à l’instant td, la transition du système hybride se produit alors à
cet instant. Les transitions vérifiant les hypothèses de la première assertion peuvent être
supprimées de l’ensemble E puisque l’on sait que les contraintes associées seront toujours
respectées. On a alors, pour toutes les transitions e ∈ E restantes :

∃ε > 0, ∀t ∈]td, td + ε[, ge(t) > 0.

Le problème (4.2.3) peut donc se reformuler de la manière suivante :

{

∀e ∈ E, ∀t ∈]td, tf [, ge(t) > 0,
∃e ∈ E, ge(tf ) = 0.

(4.2.4)

Remarque 4.2.1 L’instant tf , solution de ce problème, est le premier instant auquel
y(t) atteint la frontière du domaine D. Le point y(tf ) n’est pas nécessairement un point de
sortie. Donc tf n’est pas toujours solution du problème (4.2.3). Grâce à un test, similaire
à celui décrit plus haut, on peut déterminer si y(t) sort de D à l’instant tf . Sinon, on
recommence en prenant tf comme nouvel instant initial. Il convient cependant de noter
que ce cas reste marginal et ne se produit presque jamais.

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons comment le problème ainsi transformé peut
être résolu.

4.2.2 Algorithme de résolution

L’algorithme présenté dans cette partie utilise le fait qu’il est facile de calculer des sous-
approximations et des sur-approximations de la solution du problème (4.2.4). Le détail de
ces calculs sera exposé par la suite.

Données : L’ensemble de transitions E.
Résultat : Une sous-approximation tf et une sur-approximation tf de tf .

répéter
Calculer une sur-approximation tf de tf ;
pour chaque e ∈ E faire

En supposant ge(tf ) = 0,
calculer une sous-approximation hypothétique tf (e) de tf ;
si tf (e) > tf alors

ge(tf ) 6= 0, supprimer e de E;

fin
fin
tf := mine∈E tf (e);

jusqu’à précision désirée atteinte;

Algorithme 2: Détection des événements

A chaque itération de l’algorithme, trois étapes principales doivent être effectuées.

1. D’abord, on calcule une sur-approximation tf de tf .
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2. Ensuite, on élimine de E les transitions dont on est sûr qu’elles ne se réaliseront pas.
Pour chaque transition e ∈ E, on suppose que ge(tf ) = 0. Cela nous permet de
calculer une sous-approximation hypothétique tf (e) de tf .
On teste ensuite si tf (e) est plus grande que tf . Si le test est positif, on arrive à une
contradiction (la sous-approximation est plus grande que la sur-approximation). Cela
signifie que l’hypothèse ge(tf ) = 0 est fausse. Ainsi, on peut supprimer la transition
e de E, sans changer le résultat du problème (4.2.4).

3. Enfin, le minimum de toutes les sous-approximations hypothétiques donne une sous-
approximation effective de tf . Pour nous en convaincre, raisonnons par l’absurde.
Si tf > tf , alors, pour tout e ∈ E, tf (e) > tf . Nécessairement, pour tout e, l’hy-
pothèse ge(tf ) = 0 est fausse. y(t) ne sort donc jamais du domaine D et tf = +∞.
Donc tf ≤ tf , ce qui amène la contradiction.

L’algorithme 2 permet de calculer des sous-approximations et des sur-approximations
successives de tf . Ces calculs seront détaillés par la suite, mais d’abord, il est nécessaire
de montrer que les fonctions ge vérifient certaines propriétés.

Propriétés des fonctions ge

A partir de maintenant, on suppose que le domaine D est un polytope (un polyèdre
borné).

Théorème 4.2.1 [101] Si D est un polytope, alors il existe p points {y1, . . . yp} de Rn tel
que D est l’enveloppe convexe de ces points (voir figure 4.2).

ce4
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ce3

y1

ce5

ce1
ce2

y2

y4

y5

Fig. 4.2: Exemple d’un polytope D

On peut alors calculer des bornes pour les dérivées successives de ge.

Proposition 4.2.2 Soient e ∈ E, k ≥ 1,

∀t ∈ [td, tf ],

{

g
(k)
e (t) ≤ maxi=p

i=1[c
T
e A

k−1(Ayi + b)] = mk
e

g
(k)
e (t) ≥ mini=p

i=1[c
T
e A

k−1(Ayi + b)] = mk
e .

Preuve : Soient e ∈ E, k ≥ 1, on a

g(k)e (t) = cTe y
(k)(t) = cTe A

k−1(Ay(t) + b).
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Ensuite, pour tout t ∈ [td, tf ], y(t) est un élément du polytope D. Il existe donc p réels
positifs {λ1(t), . . . , λp(t)} tels que

y(t) =

i=p
∑

i=1

λi(t)yi,

i=p
∑

i=1

λi(t) = 1.

En reportant dans l’expression de g
(k)
e (t), on arrive au résultat énoncé.

¥

On peut maintenant décrire le calcul des sur-approximations et des sous-approximations
de tf . Notons tjf la valeur de la sous-approximation tf , t

j
f la valeur de la sur-approximation

tf après j itérations de l’algorithme 2. Ces suites sont initialisées de la manière suivante :

t0f = td, t
0
f = +∞.

Sur-approximation de tf

Soit e ∈ E, il est clair que

∀t ∈ [tjf , tf ], ge(t) ≤ ge(t
j
f ) + (t− tjf )g′e(t

j
f ) +

(t− tjf )2
2

m2
e . (4.2.5)

ge(t) est strictement positif sur l’intervalle ]tjf , tf [. Donc, la plus petite racine strictement

supérieure à tjf de la sur-approximation polynomiale de ge(t) est, si elle existe, nécessai-
rement plus grande que tf . Ainsi, nous définissons la sur-approximation de tf après j + 1
itérations par

t
j+1
f = min

e∈E
(t

j+1
f (e))

où t
j+1
f (e) est la plus petite racine strictement supérieure à tjf de la sur-approximation

polynomiale de ge(t) donnée par l’équation (4.2.5). Si une telle racine n’existe pas, on

définit t
j+1
f (e) = +∞.

Sous-approximation de tf

Nous avons vu que l’étape délicate de l’algorithme est le calcul d’une sous-approximation
de tf . Nous avons montré que cela était possible en utilisant un ensemble de sous-approxima-
tions hypothétiques. Dans ce paragraphe, nous détaillons le calcul de celles-ci.

Nous présentons d’abord le calcul de la première sous-approximation t1f de tf .

Proposition 4.2.3 Soit e ∈ E, il existe p ∈ {0, . . . , n}, tel que g(p)e (td) > 0

∀t ∈ [td, tf ], ge(t) ≥
(t− td)p

p!
g(p)e (td) +

(t− td)p+1

(p+ 1)!
mp+1

e .

Preuve : Si ge(td) 6= 0, alors, en prenant p = 0, il est clair que la proposition est vraie.

Si ge(td) = 0, d’après la proposition 4.2.1, il existe p ∈ {1, . . . , n} tel que, g
(p)
e (td) > 0 et

∀k ∈ {1, . . . , p− 1}, g(k)e (td) = 0.
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Or,

∀t ∈ [td, tf ], ge(t) ≥
k=p
∑

k=0

(t− td)k
k!

g(k)e (td) +
(t− td)p+1

(p+ 1)!
mp+1

e

ce qui permet de conclure.

¥

Supposons ge(tf ) = 0. En tf , la sous-approximation polynomiale de ge(t), donnée
par la proposition 4.2.3, est négative. On choisit donc t1f (e), de manière à ce que la sous-

approximation de ge(t), et donc également ge(t), soient strictement positives sur ]td, t
1
f (e)[.

– Si mp+1
e ≥ 0, t1f (e) = +∞.

– Si mp+1
e < 0, t1f (e) = td − g(p)e (td)

p+1

mp+1
e

.

La première sous-approximation de tf est alors donnée par

t1f = min
e∈E

t1f (e).

Remarque 4.2.2 Il est important de noter que td < t1f ≤ tf , par conséquent ge(t
1
f ) = 0

si et seulement si t1f = tf .

La suite des sous-approximations est croissante, donc, pour tout j ≥ 1, t1f ≤ tjf ≤ tf .

Ainsi, ge(t
j
f ) = 0 si et seulement si tjf = tf .

Nous présentons maintenant le calcul des sous-approximations suivantes. Soit e ∈ E ,
nous avons

∀t ∈ [tjf , tf ], ge(t) ≥ ge(t
j
f ) + (t− tjf )g′e(t

j
f ) +

(t− tjf )2
2

m2
e . (4.2.6)

Supposons ge(tf ) = 0. En tf , la sous-approximation polynomiale de ge(t), donnée par

l’équation (4.2.6), est négative. Soit tj+1
f (e) la plus petite racine, strictement supérieure à

tjf , de la sous-approximation de ge(t). Ce polynome est strictement positif en tjf et donc

également sur [tjf , t
j+1
f (e)[. tf est donc nécessairement plus grand que tj+1

f (e).
Comme nous l’avons expliqué précédemment (voir l’algorithme 2), on prend ensuite

tj+1
f = min

e∈E
(tj+1

f (e)).

Remarque 4.2.3 Nous sommes obligés de différencier le calcul de t1f et celui des sous-
approximations suivantes. En effet, supposons qu’il existe une transition e ∈ E telle que
ge(td) = g′e(td) = 0 et m2

e < 0. Si nous n’appliquons pas le calcul spécifique de t1f alors

nous avons t1f = td et pour tout j ∈ N, tjf = td.
Il faut cependant se rendre compte que ce cas est très particulier. En pratique, il est souvent
inutile d’appliquer le calcul spécifique de t1f .
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4.2.3 Convergence et tests

Dans cette partie, nous montrons que les suites (tjf ) et (t
j
f ) donnent un encadrement

convergent de tf .

Théorème 4.2.2 (Convergence des suites (tjf ) et (t
j
f ))

lim
j→+∞

tjf = tf .

Si y(t) n’atteint pas la frontière de D tangentiellement,

lim
j→+∞

t
j
f = tf .

Si de plus, il existe une unique transition e ∈ E telle que ge(tf ) = 0, alors

|tj+1
f − tj+1

f | = O(|tjf − tjf |2).

Preuve : Notons que, par construction, la suite (tjf ) est croissante et majorée par tf .
Elle est donc convergente et sa limite t∞f est dans l’intervalle ]td, tf ]. De plus, t∞f doit être

un point fixe de l’itération définissant tj+1
f à partir de tjf . Donc, il existe une transition

e ∈ E tel que ge(t
∞
f ) = 0. Nécessairement, t∞f = tf .

Supposons maintenant que y(t) n’atteint pas la frontière de D tangentiellement. On a
ge(tf ) = 0 et g′e(tf ) < 0. Par continuité des applications ge et g′e, on a également,

lim
j→+∞

ge(t
j
f ) = 0 et lim

j→+∞
g′e(t

j
f ) < 0

Il existe donc J ∈ N, tel que, pour tout j ≥ J , le discriminant de la sur-approximation
polynomiale donnée par l’équation (4.2.5) soit strictement positif :

∀j ≥ J, g′e(t
j
f )

2 − 2m2
ege(t

j
f ) > 0.

On peut alors calculer la valeur de la sur-approximation t
j+1
f (e) :

– Si m2
e = 0, alors

∀j ≥ J, t
j+1
f (e) = tjf +

−ge(tjf )
g′e(t

j
f )

.

– Si m2
e 6= 0, alors

∀j ≥ J, t
j+1
f (e) = tjf +

−g′e(tjf )−
√

g′e(t
j
f )

2 − 2m2
ege(t

j
f )

m2
e

.

Dans les deux cas, t
j+1
f (e) tend vers tf quand j tend vers l’infini. De plus,

tf ≤ t
j+1
f ≤ t

j+1
f (e).

Donc t
j+1
f tend vers tf quand j tend vers l’infini.
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Calculons maintenant l’ordre de convergence. Si il existe une unique transition e ∈ E
telle que ge(tf ) = 0, il est clair qu’à partir d’un certain rang tjf = tjf (e) et t

j
f = t

j
f (e). On

a alors






ge(t
j
f ) + (tj+1

f − tjf )g′e(t
j
f ) +

(tj+1
f
−tj

f
)2

2 m2
e = 0

ge(t
j
f ) + (t

j+1
f − tjf )g′e(t

j
f ) +

(t
j+1
f −tj

f
)2

2 m2
e = 0

D’où,

(t
j+1
f − tj+1

f )g′e(t
j
f ) =

(tj+1
f − tjf )2

2
m2

e −
(t

j+1
f − tjf )2

2
m2

e.

Par conséquent,

|tj+1
f − tj+1

f ||g′e(tjf )| ≤
|m2

e|
2
|tj+1
f − tjf |2 +

|m2
e|
2
|tj+1
f − tjf |2.

En remarquant que |tj+1
f − tjf | ≤ |t

j
f − tjf | (car t

j
f ≤ tj+1

f ≤ tf ≤ t
j
f ) et |t

j+1
f − tjf | ≤ |t

j
f − tjf |

(car tjf ≤ tf ≤ t
j+1
f ≤ t

j
f ), on arrive au résultat souhaité.

¥

Nous avons appliqué l’algorithme de détection des événements sur l’exemple suivant
(voir aussi figure 4.1).

{

y′1(t) = 0.1y1(t) +y2(t) , y1(0) = 0
y′2(t) = −y1(t) +0.1y2(t) , y2(0) = 0.17.

Nous définissons le polytope D comme l’enveloppe convexe de l’ensemble de points

{(0, 1), (−0.5, 0.5), (−0.5,−0.5), (0,−1), (0.5,−0.5), (0.5, 0.5)}.

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

−1

−0.8

−0.6
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Fig. 4.3: Calculs succesifs de y(tjf )
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La valeur approximative de tf calculée par notre algorithme est 10.8687. Sur la figure

4.3, nous avons représentré la valeur de y(t) aux instants tjf . On voit que notre algorithme
permet d’utiliser une discrétisation relativement large quand on est loin des facettes de
D. Expérimentalement, on retrouve bien que les suites (tjf ) et (t

j
f ) convergent de manière

quadratique vers tf .



Chapitre 5

Exécutions Périodiques d’un
Système Hybride

Les systèmes hybrides exhibent fréquemment des comportements périodiques (voir par
exemple [60, 80]). Par conséquent, il est nécessaire de développer des outils mathématiques
pour le calcul et l’analyse de la stabilité des exécutions périodiques.

Les travaux menés sur ce sujet ont d’abord porté sur la généralisation du théorème de
Poincaré Bendixon et l’analyse de stabilité.

L’extension du théorème de Poincaré Bendixon s’applique aux systèmes hybrides plans
(la variable continue prend ses valeurs dans R2).

Le théorème de Poincaré Bendixon est un résultat classique de la théorie qualitative
des équations différentielles (voir par exemple [78]). Il permet de caractériser le bassin
d’attraction des orbites périodiques des systèmes dynamiques plans.

Ainsi, Matveev et Savkin [73] ont généralisé le théorème de Poincaré Bendixon aux
systèmes hybrides constants par morceaux plans. Asarin, Schneider et Yovine ont étendu
ce résultat aux inclusions différentielles constantes par morceaux [5]. Enfin, pour les sys-
tèmes hybrides déterministes plans, Simic, Johansson, Lygeros et Sastry ont démontré un
théorème de Poincaré Bendixon hybride [88].

Pour l’analyse de stabilité, les méthodes développées utilisent soit des résultats de la
théorie de la stabilité au sens de Lyapunov [52, 81], soit la notion d’analyse de sensibilité
des trajectoires (sensibilité par rapport aux paramètres et aux conditions initiales) [61, 59].

Cependant, le problème du calcul des exécutions périodiques a été peu traité. Dans [69],
des équations symboliques, non-triviales, ont été établies pour le calcul des cycles limites
dans un système dynamique plan, continu et linéaire par morceaux avec 2 régions. Même
dans ce cas simple, l’utilisation de méthodes numériques est nécessaire pour résoudre le
système de deux équations à deux inconnues.

Ainsi, il semble indispensable de développer des méthodes numériques pour calculer les
exécutions périodiques acceptées par un système hybride linéaire par morceaux quelconque
et donc nécessairement plus complexe.

Dans [55, 97], des algorithmes numériques efficaces ont été proposés pour le calcul des
solutions périodiques dans les systèmes dynamiques continus.
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Dans ce chapitre, nous proposons d’étendre ces techniques au calcul des exécutions
périodiques des systèmes hybrides linéaires par morceaux. Notre méthode (voir aussi [48])
repose sur la généralisation du concept d’application de Poincaré aux systèmes hybrides.

5.1 Définition, exemple

La notion d’exécution périodique est assez intuitive. Cela signifie qu’il existe une pé-
riode T , strictement positive, telle que les variables (discrète et continue) du système
hybride ont la même valeur à un instant t ∈ τ et à l’instant t+ T .

De proche en proche, on montre que les variables q et x ont la même valeur à l’instant
t + nT , pour n ∈ N. Par conséquent, la trajectoire temporisée associée à une exécution
périodique est nécessairement illimitée.

Définition 5.1.1 (Exécution périodique) Une exécution (τ, q, x) est dite périodique
si :

– la trajectoire temporisée τ est illimitée;

– il existe T > 0 tel que

∀t ∈ τ, q(t+ T ) = q(t), x(t+ T ) = x(t) .

T est la période de l’exécution.

Illustrons cette définition grâce à un exemple.

Exemple 5.1.1 (Oscillateur électronique à valve [1, 79]) Reprenons l’exemple 1.2.2
présenté dans le premier chapitre. On suppose que l’intensité de saturation est égale à 1,
(Is = 1). En introduisant les constantes

ω2
0 =

1

LC
et 2h =

R

L
,

les équations régissant le système deviennent

x′1(t) = x2(t), x
′
2(t) =

{

−ω2
0x1(t)− 2hx2(t) si x2(t) < 0,

−ω2
0x1(t)− 2hx2(t) + ω2

0 si x2(t) > 0.

On suppose que ω2 = ω2
0 − h2 > 0, ainsi le circuit RLC est un oscillateur amorti.

A l’instant initial t0 = 0, le système n’est pas saturé (q(0) = 1), on impose la condi-
tion initiale x1(0) = i0 > 0, x2(0) = 0. Tant que x2(t) ≤ 0, on a

{

x1(t) = i0e
−ht
(

cos(ωt) + h
ω sin(ωt)

)

x2(t) = −i0 ω2+h2

ω e−ht sin(ωt).

A l’instant t1 =
π
ω , x2 s’annule à nouveau, le système hybride effectue alors une transition

vers l’état de saturation (q(t+1 ) = 2). A l’instant t1,

x1(t1) = −i0e−
πh
ω .

On a alors, tant que x2(t) ≥ 0,
{

x1(t) = 1− (i0e
−πh

ω + 1)e−h(t−t1)
(

cos(ω(t− t1)) + h
ω sin(ω(t− t1))

)

x2(t) = (i0e
−πh

ω + 1)ω
2+h2

ω e−h(t−t1) sin(ω(t− t1)).
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A l’instant t2 =
2π
ω , x2 s’annule à nouveau, le système hybride effectue alors une transition

vers l’état non saturé (q(t+2 ) = 1). A l’instant t2,

x1(t2) = 1 + e−
πh
ω + e−

2πh
ω i0.

Remarquons que si

i0 =
1 + e−

πh
ω

1− e− 2πhω
=

1

1− e−πh
ω

,

alors x1(t0) = x1(t2). Ainsi, pour la condition initiale (0, 1, (i0, 0)), le système hybride
accepte une exécution périodique de période 2π

ω .

Soit (τ, q, x) une exécution périodique acceptée par un système hybride H. On a vu
que τ est nécessairement illimitée.

Si τ est finie, il y a un nombre fini de transitions. D’après l’hypothèse de périodicité de
la variable discrète q, on peut conclure que le système hybride n’effectue aucune transition :

∀t ∈ τ, q(t) = σ.

Dans ce cas, l’existence de l’exécution périodique correspond à l’existence d’une solution
périodique de l’équation différentielle associée au champ de vecteurs fσ.

Dans le cas d’un système hybride linéaire par morceaux, cela signifie donc que la
matrice Aσ possède des valeurs propres imaginaires pures. Par la suite, nous ne nous in-
téresserons pas à ce cas. En effet, il peut être traité par les méthodes classiques pour les
systèmes continus.

Si τ est infinie, la trajectoire Γ parcourue dans Rn sur une période par la variable
continue est composée de morceaux de solutions d’équations différentielles linéaires. Dans
ce cas, Γ est appelée cycle hybride.

Il existe alors un entier N , des nombres réels 0 = t∗0 ≤ t∗1 ≤ · · · ≤ t∗N+1 = T et une
séquence d’états discrets {σ0, . . . , σN} tels que le système hybride accepte une exécution
(τ∗, q∗, x∗) vérifiant :

τ∗ = {[t∗i , t∗i+1]}i=N
i=0 , q

∗ = {t→ σi}i=N
i=0

et
x∗(0) = x∗(tN+1) ∈ G(σN ,σ0).

L’exécution (τ ∗, q∗, x∗) est appelée motif de l’exécution périodique. En effet, l’exécution
périodique acceptée par le système hybride est formée d’une infinité de répétitions du motif
(τ∗, q∗, x∗).

Durant une période T le système hybride effectue donc N transitions :
{

ei = (σi, σi+1), i ∈ {0, . . . N − 1}
eN = (σN , σ0).

On définit également les grandeurs suivantes :
{

y∗i = x∗(t∗i ), i ∈ {0, . . . N + 1}
s∗i = t∗i+1 − t∗i , i ∈ {0, . . . N}.

Notons que, y∗0 = y∗N+1 et que pour tout i ∈ {0, . . . N}, y∗i+1 ∈ Gei .
On fera également les hypothèses suivantes (voir figure 5.1). Pour tout i ∈ {0, . . . N} :
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1. Il existe η > 0, tel que, pour tout e ∈ Eσi , e 6= ei,

∀t ∈ [t∗i , t
∗
i+1], B(x∗(t), η) ∩Ge = ∅,

où B(x∗(t), η) est la boule centrée en x∗(t) de rayon η.

2. x∗(t) n’atteint pas la garde Gei tangentiellement :

cTei(Aσiy
∗
i+1 + bσi) 6= 0.

3. Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

∀t ∈ [t∗i , t
∗
i+1 − ε], B(x∗(t), δ) ∩Gei = ∅.

B(x∗(t), η)

y∗i+1

B(x∗(t), δ)
Gei

B(x∗(t), η)

Fig. 5.1: Illustration des hypothèses sur le cycle hybride

Ces hypothèses sont liées à la stabilité de l’exécution périodique. Elles garantissent
que, pour des conditions initiales (0, σ0, x0) avec x0 dans un voisinage de x∗0, les N + 1
premiers éléments de la séquence des modes discrets de l’exécution acceptée par le système
hybride H, sont les mêmes que ceux du cycle.

La première hypothèse signifie, qu’entre deux transitions du système hybride, la va-
riable continue x∗(t) est à une distance minimale de η des gardes des autres transitions.
Ainsi, on peut perturber légèrement la trajectoire x∗(t) sans que celle-ci n’atteigne une de
ces gardes. La seule transition possible est donc ei.

Si on ne fait pas la deuxième hypothèse, alors une légère perturbation de la trajectoire
peut suffire à ce que x∗(t) n’atteigne plus Gei . La transition ne peut alors pas se faire.

La troisième hypothèse garantit que la transition ei ne peut se faire qu’à un instant
voisin de t∗i+1.

5.2 Application de Poincaré hybride

Dans cette partie, nous étendons la notion d’application de Poincaré aux systèmes
hybrides. Mais d’abord, il nous semble utile d’introduire cet outil dans le cadre des systèmes
dynamiques (on pourra aussi voir [62]).
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5.2.1 Application de Poincaré pour les systèmes dynamiques

Le calcul des solutions périodiques est un problème important de la théorie des sys-
tèmes dynamiques. Un des outils les plus efficaces pour traiter ce problème est l’application
de Poincaré. Le principe est illustré sur la figure 5.2.

Xc=P(Xc) 
X 

P(X) 

Fig. 5.2: Application de Poincaré pour un système dynamique

Considérons un système dynamique avec une solution périodique. Dans l’espace des
phases (disons Rn), ceci se traduit par l’existence d’un cycle Γ.

Soit S un hyperplan transverse au cycle Γ en un point xc. On définit l’application de
Poincaré P sur un voisinage de xc. A tout point x de l’hyperplan S, on associe le point
P (x), tel que la trajectoire du système dynamique, issue de x, revient sur l’hyperplan S
au point P (x) après approximativement une période de Γ.

Calculer la solution périodique devient alors équivalent à trouver le point fixe de l’ap-
plication de Poincaré. De plus, si l’on est capable de calculer la différentielle de cette
application, alors la méthode de Newton appliquée à l’application P fournit une méthode
efficace pour le calcul du cycle limite [55, 97].

Dans les paragraphes suivants, nous montrons que cette notion peut être généralisée
aux systèmes hybrides linéaires par morceaux.

5.2.2 Application d’impact

Les applications d’impact sont des outils relativement répandus pour l’analyse des
systèmes hybrides [20, 52, 95].

Soit σ ∈ Q, l’application d’impact Pσ est celle qui à un point y du domaine Dσ, associe
le point, si il existe, par lequel la solution de l’équation différentielle associée à l’état σ
passant par y sort du domaine Dσ. Pσ est donc une application d’une partie de Dσ dans
Sσ l’ensemble des points de sortie du domaine Dσ. La dynamique continue du système est
ainsi abstraite, la notion de temps ayant été supprimée.
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Etant donnée une condition initiale (t0, σ0, y0), on sait ainsi qu’un événement discret
surviendra, mais on ignore à quel instant, lorsque la variable continue vaudra Pσ0(y0).
Une transition e0 = (σ0, σ1), telle que Pσ0(y0) ∈ Ge0 , s’effectue alors. On considère ensuite
l’application Pσ1 . De proche en proche, on peut déterminer la séquence des états discrets
et la valeur de la variable continue lors des transitions.

On s’intéresse à ses applications au voisinage du cycle hybride (voir figure 5.3). Tout
d’abord, notons que pour tout i ∈ {0, . . . N}, y∗i+1 = Pσi(y

∗
i ). Au voisinage de y∗i , on peut

montrer que l’application Pσi vérifie certaines propriétés.

Théorème 5.2.1 Pour tout i ∈ {0, . . . N}, il existe un voisinage V (y∗i ) de y∗i tel que Pσi

est définie sur V (y∗i ), et
∀yi ∈ V (y∗i ), Pσi(yi) ∈ Gei .

On note yi+1 = Pσi(yi).
L’application d’impact Pσi est de classe C∞ sur V (y∗i ) et sa différentielle en yi est

dPσi(yi) =

(

I − (Aσiyi+1 + bσi)c
T
ei

cTei(Aσiyi+1 + bσi)

)

esiAσi

où si est le temps que met la solution de l’équation différentielle linéaire associée à l’état
σi pour aller de yi à yi+1.

x∗(t)x(t)

y∗i

yi+1 = Pσi(yi)

yi

Gei

Gei−1

y∗i+1 = Pσi(y
∗
i )

Fig. 5.3: Application d’impact Pσi

Preuve : Soit Φσi le flot de l’équation différentielle associée à l’état σi :

Φσi(y, s) = eAσi
sy +

∫ s

0
eAσi

(s−τ)bσi dτ.

Φσi est de classe C∞ par rapport aux variables y et s.
Remarquons que

∀s ∈ [0, s∗i ], Φσi(y
∗
i , s) = x∗(t∗i + s).
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Montrons que pour yi voisin de y∗i , la trajectoire issue de yi n’atteint pas la garde Ge

(pour e 6= ei).
Soit η > 0, la constante donnée par l’hypothèse 1. Par continuité de Φσi par rapport à s,
il existe si > s∗i , tel que

∀s ∈ [s∗i , si], ‖Φσi(y
∗
i , s)− Φσi(y

∗
i , s

∗
i )‖ <

η

2
.

De plus, il existe V1(y
∗
i ), un voisinage de y∗i , tel que

∀yi ∈ V1(y∗i ), ∀s ∈ [0, si], ‖Φσi(yi, s)− Φσi(y
∗
i , s)‖ ≤ e‖Aσi

si‖‖yi − y∗i ‖ <
η

2
. (5.2.1)

Donc, pour tout yi ∈ V1(y∗i ) et pour tout s ∈ [s∗i , si],

‖Φσi(yi, s)− Φσi(y
∗
i , s

∗
i )‖ ≤ ‖Φσi(yi, s)− Φσi(y

∗
i , s)‖+ ‖Φσi(y

∗
i , s)− Φσi(y

∗
i , s

∗
i )‖ < η.

(5.2.2)

On peut donc conclure, grâce à l’hypothèse 1 et aux équations (5.2.1) et (5.2.2) que

∀yi ∈ V1(y∗i ), ∀s ∈ [0, si], ∀e ∈ Eσi , e 6= ei, Φσi(yi, s) /∈ Ge. (5.2.3)

Soit yi dans un voisinage de y∗i , on désire calculer l’instant si tel que Φσi(yi, si) ∈ Gei :

Hσi(yi, si) = cTeiΦσi(yi, si)− dei = 0.

L’application Hσi est C∞ par rapport aux deux variables. De plus, Hσi(y
∗
i , s

∗
i ) = 0 et

d’après l’hypothèse 2 :

∂Hσi

∂s
(y∗i , s

∗
i ) = cTei

∂Φσi

∂s
(y∗i , s

∗
i ) = cTei(Aσiy

∗
i+1 + bσi) 6= 0.

Le théorème des fonctions implicites s’applique, il existe :

– I = [si, s
′
i], un intervalle contenant s∗i , avec si < s∗i < s′i ≤ si;

– V2(y
∗
i ), un voisinage de y∗i ;

– sσi , une application de classe C∞ de V2(y
∗
i ) dans I

tels que

∀(yi, si) ∈ V2(y∗i )× I, Hσi(yi, si) = 0 ⇐⇒ si = sσi(yi). (5.2.4)

D’après l’hypothèse 3,

∃δ, ∀s ∈ [0, si],B(Φσi(y
∗
i , s), δ) ∩Gei = ∅.

Il existe V3(y
∗
i ), un voisinage de y∗i tel que

∀yi ∈ V3(y∗i ), ∀s ∈ [0, si], ‖Φσi(yi, s)− Φσi(y
∗
i , s)‖ ≤ e‖Aσi

‖s∗i ‖yi − y∗i ‖ < δ.

Donc,

∀yi ∈ V3(y∗i ), ∀s ∈ [0, si], Φσi(yi, s) /∈ Gei . (5.2.5)
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Soit V (y∗i ) = V1(y
∗
i ) ∩ V2(y∗i ) ∩ V3(y∗i ). D’après (5.2.3), (5.2.4) et (5.2.5), pour tout

yi ∈ V (y∗i ) :

– ∀s ∈ [0, sσi(yi)], ∀e ∈ Eσi , e 6= ei, Φσi(yi, s) /∈ Ge;

– ∀s ∈ [0, sσi(yi)[, Φσi(yi, s) /∈ Gei ;

– Φσi(yi, sσi(yi)) ∈ Gei .

Donc l’application d’impact, Pσi , est définie sur V (y∗i ) et

∀yi ∈ V (y∗i ), Pσi(yi) = Φσi(yi, sσi(yi)) ∈ Gei .

De plus Pσi est de classe C∞ et sa différentielle est donnée par

dPσi(yi) =
∂Φσi(yi, si)

∂y
+
∂Φσi(yi, si)

∂s
dsσi(yi)

= eAσi
sσi (yi) + (AσiΦσi(yi, si) + bσi)dsσi(yi).

Or d’après le théorème des fonctions implicites :

dsσi(yi) = −
∂Hσi

∂y (yi, sσi(yi))

∂Hσi

∂s (yi, sσi(yi))
=

−cTeieAσi
sσi (yi)

cTei(AσiΦσi(yi, sσi(yi)) + bσi)
.

En notant si = sσi(yi) et yi+1 = Φσi(yi, sσi(yi)) = Pσi(yi), on arrive à

dPσi(yi) = eAσi
si + (Aσiyi+1 + bσi)

−cTeieAσi
si

cTei(Aσiyi+1 + bσi)
.

¥

5.2.3 Application de Poincaré hybride

On peut alors définir l’application de Poincaré hybride. Soit (0, σ0, y0) une condition
initiale du système hybride avec y0 ∈ GeN et suffisamment proche de y∗0. La variable
continue x(t) sort du domaine Dσ0 en un point y1 ∈ Ge0 proche de y∗1. De proche en
proche, on peut montrer que les N+1 premiers éléments de la séquence des modes discrets
sont les mêmes que ceux de l’exécution périodique. La variable continue revient donc sur
GeN en un point

yN+1 = PσN oPσN−1o . . . oPσ0(y0).

L’application P = PσN oPσN−1o . . . oPσ0 est appelée application de Poincaré hybride. No-
tons qu’une exécution périodique du système hybride H correspond à un point fixe de
l’application de Poincaré :

P (y∗0) = y∗0.

Théorème 5.2.2 L’application de Poincaré hybride P est C∞ sur un voisinage de y∗0. Sa
différentielle est

dP (y0) =
i=0
∏

i=N

dPσi(yi),

où
yi = Pσi−1o . . . oPσ0(y0).

Preuve : P est la composition de fonctions C∞, P est donc C∞. L’expression de dP
est obtenue par l’application du théorème de composition d’applications différentiables.

¥
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5.3 Stabilité et calcul des exécutions périodiques

L’application de Poincaré hybride s’avère très utile pour l’analyse de stabilité et le
calcul des exécutions périodiques.

5.3.1 Stabilité du cycle hybride

Le résultat présenté dans ce paragraphe est similaire à ceux exposés dans [61, 59, 88].
On dira qu’un cycle hybride est stable si pour tout y0 dans un voisinage de y∗0, l’exécution
(τ, q, x) du système hybride ayant (0, σ0, y0) pour condition initiale vérifie

lim
t→∞

d(x(t),Γ) = 0.

Il est clair que cela est possible si et seulement si la suite (yk0 ) des retours successifs de
x(t) sur la garde GeN est bien définie et converge vers y∗0. Cette suite est définie par la
relation de récurrence :

yk+1
0 = P (yk0 ), y

0
0 = y0.

Théorème 5.3.1 (Stabilité du cycle hybride) Soient λj les valeurs propres de la ma-
trice dP (y∗0).

– Si pour tout j, |λj | < 1, alors Γ est stable. On dit que Γ est un cycle limite hybride.

– S’il existe j ′, |λj | > 1, alors Γ n’est pas stable.

– S’il existe j ′, |λj | = 1, et pour tout j 6= j ′, |λj | ≤ 1, alors notre méthode ne permet
pas de conclure.

Preuve : y∗0 est un point fixe de l’application P . Le théorème est alors une conséquence
immédiate du théorème de stabilité des points fixes par linéarisation (voir par exemple
[98]).

¥

Nous illustrons ce résultat en analysant la stabilité de l’oscillateur électronique à valve.

Exemple 5.3.1 (Oscillateur électronique à valve [1, 79]) On a vu précédemment que
pour x1(0) = i∗0, x2(0) = 0 avec

i∗0 =
1

1− e−πh
ω

,

le système hybride acceptait une exécution périodique.
On définit alors au voisinage du point (i∗0, 0) l’application de Poincaré hybride P (x1, x2)
sur la garde G(2,1) :

P (x1, x2) = (P1(x1, x2), P2(x1, x2)) .

Comme P (x1, x2) ∈ G(2,1), on a pour tout (x1, x2), P2(x1, x2) = 0.
D’autre part, on a vu précédemment que :

P1(x1, 0) = 1 + e−
πh
ω + e−

2πh
ω x1.

Donc,
∂P1
∂x1

(x1, 0) = e−
2πh
ω .
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La différentielle de l’application de Poincaré hybride en (x1, 0) est donc de la forme

dP (x1, 0) =

(

e−
2πh
ω

∂P1
∂x2

(x1, 0)

0 0

)

.

Les valeurs propres de dP (i∗0, 0) sont donc 0 et e−
2πh
ω < 1. Le cycle hybride est stable.

5.3.2 Calcul du cycle hybride

Calculer le cycle hybride revient donc à calculer le point fixe y∗0 de l’application de
Poincaré. Autrement dit, y∗0 est une racine de l’équation

Q(y) = y − P (y) = 0.

Si dQ(y∗0) est inversible, alors la méthode de Newton appliquée à la fonction Q converge
localement vers y∗0. On fera donc l’hypothèse que le cycle hybride n’est pas singulier :
dP (y∗0) ne possède pas de valeur propre égale à 1.

Soit y00 une approximation de y∗0 sur la garde GeN , la méthode de Newton appliquée à
Q devient

yk+1
0 = yk0 − [dQ(yk0 )]

−1Q(yk0 )

= yk0 − [I − dP (yk0 )]−1(yk0 − P (yk0 )).

Par conséquent, le schéma itératif est

yk+1
0 = [I − dP (yk0 )]−1(P (yk0 )− dP (yk0 )yk0 ) (5.3.6)

A chaque itération de la méthode de Newton, on doit calculer les valeurs de P (yk0 ) et de
dP (yk0 ). Le calcul de P (yk0 ) est fait par simulation du système hybride. Par l’algorithme
présenté dans le chapitre précédent, on simule le système hybride H avec la condition
initiale (0, σ0, y

k
0 ) jusqu’à ce que la variable continue x(t) revienne sur la garde GeN .

Durant la simulation, les valeurs des instants et des points auxquels surviennent les
transitions sont calculées. En reportant ces valeurs dans l’expression de la différentielle de
l’application de Poincaré hybride donnée par les théorèmes 5.2.1 et 5.2.2, on peut alors
calculer dP (yk0 ).

Le calcul de yk+1
0 est alors possible. Ce schéma numérique est convergent, en effet le

résultat classique de convergence de la méthode de Newton donne le théorème suivant.

Théorème 5.3.2 Soit y00 un point de la garde GeN , suffisamment proche de y∗0. Soit (y
k
0 )

la suite définie par le schéma (5.3.6). On a alors,

lim
k→+∞

yk0 = y∗0

de plus,

||yk+1
0 − y∗0|| = O(||yk0 − y∗0||2).

Preuve : dP (y∗0) n’a pas de valeur propre égale à 1. De plus l’application de Poincaré
hybride est C∞ et sa différentielle est donc continue sur un voisinage de y∗0. Pour yk0
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suffisamment proche de y∗0, dP (y
k
0 ) n’a donc pas de valeur propre égale à 1 et la matrice

I − dP (yk0 ) est inversible. L’équation (5.3.6) est équivalente à

yk+1
0 = P (yk0 ) + dP (yk0 )(y

k+1
0 − yk0 ).

P est C∞ et y∗0 est un point fixe de P , on a donc

y∗0 = P (y∗0) = P (yk0 + (y∗0 − yk0 ))
= P (yk0 ) + dP (yk0 )(y

∗
0 − yk0 ) +O(||yk0 − y∗0||2).

On a, par conséquent,

y∗0 − yk+1
0 = dP (yk0 )(y

∗
0 − yk+1

0 ) +O(||yk0 − y∗0||2).

D’où

[I − dP (yk0 )](y∗0 − yk+1
0 ) = O(||yk0 − y∗0||2).

Sur un voisinage de y∗0, la matrice I − dP (y) est inversible donc

||yk+1
0 − y∗0|| = O(||yk0 − y∗0||2).

¥

On voit, cependant, que la convergence de notre méthode est seulement locale. Ainsi,
nous devons dans un premier temps avoir recours à une méthode de localisation du cycle
hybride. Dans le cas général, on doit souvent utiliser un ensemble de simulations pour
pouvoir deviner l’existence d’un cycle et procéder à sa localisation.

5.4 Exemple

Le système de deux réservoirs (voir figure 5.4) a été présenté dans [80] comme un
exemple de cycle limite se produisant dans les systèmes hybrides.

L’étude de la stabilité du système a été faite par Rubensson et Lennartson dans [81]
grâce à des fonctions de Lyapunov et par Hiskens dans [61] grâce à l’analyse de sensibilité
de trajectoire. Cette dernière utilise des outils assez similaires à la différentielle de l’appli-
cation de Poincaré hybride définie dans ce chapitre.

Le système est composé de deux réservoirs et deux valves. Le premier réservoir est
alimenté avec un débit constant égal à Q0. La première valve permet d’ajouter de l’eau
dans le premier réservoir. L’apport d’eau supplémentaire est alors Q1.

L’eau du premier réservoir passe dans le second réservoir. Le débit est proportionnel
au volume d’eau v1 dans le premier réservoir. La quantité d’eau dans le premier réservoir
suit donc la loi

v′1(t) =

{

−v1(t) +Q0, si la première valve est fermée
−v1(t) +Q0 +Q1, si la première valve est ouverte.

La seconde valve permet de vider le second réservoir. Le débit est proportionnel au volume
d’eau v2 dans le deuxième réservoir. On prélève également de l’eau dans le deuxième
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v2

Q0Q1

Q2 QB

v1

Fig. 5.4: Système de deux réservoirs

réservoir à un débit constant QB. La quantité d’eau dans le deuxième réservoir suit donc
la loi

v′2(t) =

{

v1(t) −QB, si la deuxième valve est fermée
v1(t)− v2(t) −QB, si la deuxième valve est ouverte.

L’objectif est de garder les volumes d’eau dans certaines limites autour de niveaux de
références v∗1 et v∗2 en utilisant une stratégie feedback d’ouverture/fermeture des valves.

Nous disposons donc d’un total de quatre modes discrets pour notre système hybride
linéaire par morceaux (voir tableau 5.1).

Etat du valve 1 valve 2
système hybride

q(t) = 1 fermée fermée
q(t) = 2 ouverte fermée
q(t) = 3 fermée ouverte
q(t) = 4 ouverte ouverte

Tab. 5.1: Les états discrets du système hybride des deux réservoirs

On introduit les variables x1(t) = v1(t)− v∗1 et x2(t) = v2(t)− v∗2. La variable continue
du système hybride est x(t) = (x1(t), x2(t)). Le but est donc de garder les variables x1(t)
et x2(t) proche de 0.
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Les dynamiques continues sont données par

A1 =

(

−1 0
1 0

)

, b1 =

(

−2
0

)

, A2 =

(

−1 0
1 0

)

, b2 =

(

3
0

)

,

A3 =

(

−1 0
1 −1

)

, b3 =

(

−2
−5

)

, A4 =

(

−1 0
1 −1

)

, b4 =

(

3
−5

)

.

On définit la stratégie d’ouverture/fermeture des valves en définissant les contraintes
du système hybride linéaire par morceaux.

Lorque l’on est dans l’état 1, les deux valves sont fermées. Le niveau dans le premier
réservoir monte alors qu’il descend dans le deuxième. Si x1 atteint −1, on ouvre le premier
robinet pour remplir le premier réservoir. Si x2 atteint 1, on ouvre le deuxième robinet
pour vider le deuxième réservoir. On a donc

C(1,2) = {x1 ≥ −1}, C(1,3) = {x2 ≤ 1}.

Lorsque l’on est dans l’état 2, la première valve est ouverte et la deuxième est fermée;
les deux réservoirs se remplissent. Lorsque le niveau dans le deuxième réservoir atteint 1,
on ferme la première valve et on ouvre la seconde :

C(2,3) = {x2 ≤ 1}.

Lorsque l’on est dans l’état 3, la première valve est fermée et la deuxième ouverte; les
deux réservoirs se vident. Lorsque le niveau dans le premier réservoir atteint −1, on ouvre
la première valve pour remplir le premier réservoir. Lorsque le niveau dans le deuxième
réservoir atteint 0, on ferme la deuxième valve.

C(3,4) = {x1 ≥ −1}, C(3,1) = {x2 ≥ 0}.

Enfin, dans l’état 4, les deux valves sont ouvertes. Le premier réservoir se remplit, le
deuxième se vide. Lorsque le niveau dans le premier réservoir atteint 1 on ferme la première
valve. Lorsque le niveau dans le second reservoir atteint 0 on ferme la deuxième valve.

C(4,3) = {x1 ≤ 1}, C(4,2) = {x2 ≥ 0}.

Sur la figure 5.5, nous avons tracé un exemple d’exécution du système de deux réser-
voirs. Les droites tracées en pointillés représentent les gardes du système. Il semble que la
variable x(t) du système tende vers un cycle limite hybride. La séquence d’états discrets
correspondant au cycle hybride est {1, 2, 3}.

Pour initialiser l’algorithme, nous devons choisir un point proche du cycle sur la garde
G(3,1). y

0
0 = (1, 0)T semble être un point initial raisonnable. Les résultats du calcul du

cycle hybride effectué par notre algorithme sont montrés dans le tableau 5.2.

On voit que la convergence de notre méthode est bien quadratique. Seulement trois
itérations sont requises pour obtenir une approximation du cycle limite hybride avec une
précision proche de celle autorisée par l’arithmétique flottante utilisée par matlab.
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Fig. 5.5: Exemple d’exécution du système hybride

k (yk0 )
T ||P (yk0 )− yk0 ||

0 [1.0000000000000000 0] 0.1195483220052789
1 [1.1086673728553014 0] 0.0005631232587389
2 [1.1081603057366756 0] 0.0000000125312090
3 [1.1081602944523914 0] 0.0000000000000390

Tab. 5.2: Résulats du calcul du cycle hybride

A la dernière itération, la différentielle de l’application de Poincaré hybride a pour
matrice

dP (yk0 ) =

(

−0.1105 −0.3099
0 0

)

dont les valeurs propres sont 0 et -0.1105. Par conséquent, le cycle hybride est stable. De
plus sa période est d’environ 2.7732 et les temps passés dans chaque état sont 1.1340 pour
l’état 1, 1.3868 pour l’état 2 et 0.2524 pour l’état 3. Sur la figure 5.6, le cycle limite hybride
du système de deux réservoirs est représenté.

Remarque 5.4.1 Il est possible, pour un système plan, d’avoir une des valeurs propres
de la différentielle qui est négative. Ceci ne se produit jamais dans les systèmes purement
continus et est rendu possible ici car les trajectoires parcourues dans R2 par la variable
continue du système peuvent se croiser.
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Fig. 5.6: Cycle hybride du système de deux réservoirs
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Chapitre 6

Atteignabilité des Systèmes
Dynamiques Linéaires

Dans la partie précédente, nous avons vu comment réaliser l’analyse de systèmes hy-
brides linéaires par morceaux par le calcul de ses exécutions. Cependant, il est fréquent
que la dynamique continue d’un système hybride ne soit connue que de manière approxi-
mative :

– soit parce que les valeurs des paramètres du système sont mesurées avec une marge
d’incertitude;

– soit parce que dans le processus de modélisation, on néglige l’effet de certains phé-
nomènes n’ayant qu’une action limitée sur le comportement du système.

Cette incertitude sur la dynamique continue du système peut être intégrée au modèle en
ajoutant, aux champs de vecteurs linéaires, un terme de perturbation. Dans chaque mode
q ∈ Q, l’évolution de la variable continue est alors donnée par une inclusion différentielle
(voir par exemple les travaux de Aubin [8, 9]) :

x′(t) = Aqx(t) + bq + u(t), ‖u(t)‖ ≤ µq (6.0.1)

où ‖.‖ dénote une norme polyédrique1. Il est facile de voir que le système hybride résultant,
H, est linéaire par morceaux.

Cette modélisation a l’avantage d’être plus réaliste; en revanche, pour une condition
initiale donnée, le système hybride accepte une infinité d’exécutions maximales. Pour étu-
dier l’ensemble des comportements possibles du système, il faut alors définir la notion
d’ensemble atteignable.

Soit I ⊆ Q×Rn, un ensemble de conditions initiales possibles, l’ensemble atteignable
R(I) du système hybride H pour l’ensemble de conditions initiales I est l’ensemble des
couples (σ, y) ∈ Q×Rn, tels qu’il existe une exécution (τ, q, x) acceptée par H vérifiant

(q(t0), x(t0)) ∈ I et ∃t ∈ τ, q(t) = σ, x(t) = y.

Typiquement, le calcul de cet ensemble est requis pour la vérification des systèmes
hybrides. Le travail de vérification des systèmes hybrides est une tâche difficile. Il s’agit
de garantir algorithmiquement qu’un système hybride vérifie une propriété donnée.

1Une norme est dite polyédrique si sa boule unité est un polytope. Par exemple, la norme 1 et la norme
∞ sont polyédriques.
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On peut citer, par exemple, le problème suivant (vérification d’une propriété de sûreté).
Etant donnés un ensemble de conditions initiales I ⊆ Q × Rn et un ensemble de panne
U ⊆ Q×Rn, il faut prouver que les exécutions acceptées par H pour les conditions initiales
I n’atteignent jamais l’ensemble critique U :

R(I) ∩ U = ∅.

L’importance du problème a motivé de nombreux travaux sur le sujet. Pour une classe
particulière de systèmes hybrides constants par morceaux, appelés automates temporisés,
des méthodes et des outils pour le calcul exact de l’ensemble atteignable ont été développés
[58, 99]. Pour des systèmes avec des dynamiques continues plus complexes, le calcul exact
de l’ensemble atteignable est difficile. Même pour des systèmes hybrides linéaires par
morceaux, ceci est possible uniquement pour certaines matrices en fonction de leurs valeurs
propres [67].

D’un autre côté, plusieurs méthodes d’approximation de l’ensemble atteignable ont été
développées, [2, 11, 21, 23, 54, 75]. Ces méthodes approchent l’ensemble atteignable en
utilisant différentes représentations classiques des ensembles : union de polytopes, d’hy-
perrectangles orthogonaux, ellipsöıdes, ensembles algébriques.

Dans cette partie, nous considèrerons la classe des systèmes hybrides linéaires par mor-
ceaux où les dynamiques continues sont données par des inclusions différentielles telles que
(6.0.1). Un prérequis nécessaire à l’analyse d’atteignabilité de tels systèmes hybrides est
le calcul de l’ensemble atteignable d’un système dynamique linéaire soumis à des pertur-
bations.

Dans ce chapitre, nous commencerons par étudier les deux approches existantes pour
le calcul d’une approximation de l’ensemble atteignable d’un système dynamique linéaire
autonome. Nous verrons, ensuite, comment une de ces deux méthodes peut être adaptée au
cas de systèmes soumis à des perturbations. Mais d’abord, il nous faut préciser la notion
d’approximation pour les ensembles.

6.1 Approximation d’ensembles

Il est souvent intéressant d’approcher un ensemble E par un autre ensemble F tel que
tout élément de E est aussi dans F .

Définition 6.1.1 (Approximation Conservative) On dit que F est une approxima-
tion conservative de l’ensemble E si E ⊆ F .

Pour évaluer la qualité de cette approximation, il est nécessaire d’introduire une notion
de distance sur les ensembles.

Définition 6.1.2 (Distance de Hausdorff [39]) Soit ‖.‖ une norme sur Rn. L’appli-
cation dH : 2Rn × 2Rn → R+ définie par

dH(E,F ) = max

(

sup
x∈E

inf
y∈F

‖x− y‖, sup
y∈F

inf
x∈E

‖x− y‖
)

est une distance sur l’ensemble des parties de Rn.
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La distance de Hausdorff vérifie certaines propriétés intéressantes :

Proposition 6.1.1 (Propriétés de la distance de Hausdorff [39])

1. Si F est une approximation conservative de E, alors

dH(E,F ) = sup
y∈F

inf
x∈E

‖x− y‖.

2. Soient E1, E2, F1, F2 des parties de Rn :

dH(E1, F1) ≤ δ et dH(E2, F2) ≤ δ =⇒ dH(E1 ∪ E2, F1 ∪ F2) ≤ δ.

6.2 Atteignabilité des systèmes linéaires autonomes

On considère le système dynamique linéaire autonome suivant :

x′(t) = Ax(t) + b, x(t) ∈ Rn.

Notons Φ le flot associé à cette équation différentielle.

Φ(y, t) = eAty +

∫ t

0
eA(t−s)b ds.

On se donne un ensemble de conditions initiales I ⊆ Rn. Notons

Φ(I, t) = {Φ(y, t), y ∈ I}.

On cherche à calculer R(I), l’ensemble atteignable par le système dynamique pour l’en-
semble de conditions initiales I. Cet ensemble est défini par :

R(I) =
{

Φ(y, s), y ∈ I, s ∈ R+
}

=
⋃

s∈R+
Φ(I, s).

Le problème de cette caractérisation, est qu’en général, il est impossible de vérifier si
un point de Rn appartient à cet ensemble. On cherche donc à approcher cet ensemble
de manière conservative : R(I) est inclus dans l’approximation. Plus généralement, on
cherchera à calculer une approximation de l’ensemble atteignable par le système dynamique
sur l’intervalle de temps [0, t].

Définition 6.2.1 L’ensemble atteignable du système dynamique sur l’intervalle [0, t], pour
un ensemble de conditions initiales I est noté R[0,t](I) et est défini par la relation

R[0,t](I) =
⋃

s∈[0,t]
Φ(I, s).

Pour la classe des systèmes linéaires, des méthodes [2, 21] et des outils (d/dt [4, 25] ou
CheckMate [22, 86]) efficaces, ont été proposés pour le calcul des ensembles atteignables.
Chacune de ces approches utilise une des propriétés de décomposition de l’ensemble attei-
gnable données par la proposition suivante.
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Proposition 6.2.1 Soient r > 0, N ∈ N, on note t = Nr,

R[0,t](I) =
k=N−1
⋃

k=0

R[0,r](Φ(I, kr)), (6.2.2)

R[0,t](I) =

k=N−1
⋃

k=0

Φ(R[0,r](I), kr). (6.2.3)

Preuve : On a clairement

R[0,t](I) =
k=N−1
⋃

k=0

R[kr,(k+1)r](I).

Remarquons que l’ensemble atteignable par le système dynamique sur l’intervalle [kr, (k+
1)r], R[kr,(k+1)r](I), peut être calculé de deux manières différentes. Soit x un élément de
cet ensemble :

∃y ∈ I, s ∈ [kr, (k + 1)r], x = Φ(y, s)

= Φ(Φ(y, kr), s− kr)
= Φ(Φ(y, s− kr), kr).

On peut donc :

– soit calculer l’ensemble atteignable sur l’intervalle [0, r] pour l’ensemble de conditions
initiales Φ(I, kr) :

R[kr,(k+1)r](I) = R[0,r](Φ(I, kr));

– soit calculer l’image par le flot à l’instant kr de l’ensemble atteignable sur l’intervalle
[0, r] :

R[kr,(k+1)r](I) = Φ(R[0,r](I), kr).

¥

On voit donc, que deux approches distinctes sont possibles pour le calcul de l’ensemble
atteignable sur l’intervalle [0, t].

Nous souhaitons calculer une approximation conservative de l’ensemble R[0,t](I) sous
la forme d’une union de polytopes. La proposition 6.2.1 montre qu’une telle approximation
peut être calculée à partir de deux fonctions :

– Une fonction qui à un polytope I associe son image par le flot Φ(I, r);

– Une fonction qui à un polytope I associe un polytope R̂[0,r](I), approximation conser-
vative de l’ensemble atteignable R[0,r](I), pour r arbitrairement petit.

6.2.1 Calcul de l’image par le flot

L’image d’un polytope I par le flot est un polytope et est aisément calculable.

Proposition 6.2.2 Soit I un polytope, I est l’enveloppe convexe d’un ensemble fini de
points {y1, . . . , yp}, l’ensemble Φ(I, r) est l’enveloppe convexe de l’ensemble de points
{Φ(y1, r), . . . ,Φ(yp, r)}.
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Preuve : Soit y un point de I, il existe p réels positifs {λ1, . . . , λp} tels que,

y =

i=p
∑

i=1

λiyi,

i=p
∑

i=1

λi = 1.

Comme l’application qui à y associe Φ(y, r) est une application affine, on a

Φ(y, r) =

i=p
∑

i=1

λiΦ(yi, r).

¥

Le calcul de l’image d’un polytope par le flot est donc simple et peut être implémenté
efficacement.

6.2.2 Approximation conservative de R[0,r](I)

Le calcul d’un polytope, R̂[0,r](I), contenant l’ensemble atteignable R[0,r](I) est beau-
coup plus délicat que le calcul de l’image par le flot. La méthode présentée ici est similaire
à celle utilisée par d/dt, on pourra aussi consulter la thèse de T. Dang [24].

Soit I un polytope, observons d’abord que I et Φ(I, r) sont inclus dans R[0,r](I). Donc,

R[0,r](I) ⊆ R̂[0,r](I) =⇒ I ⊆ R̂[0,r](I) et Φ(I, r) ⊆ R̂[0,r](I).

De plus, I est l’enveloppe convexe d’un ensemble fini de points {y1, . . . , yp}. D’après la pro-
position 6.2.2, Φ(I, r) est l’enveloppe convexe de l’ensemble {Φ(y1, r), . . . ,Φ(yp, r)}. Soit
J l’enveloppe convexe de l’ensemble de points {y1, . . . , yp,Φ(y1, r), . . . ,Φ(yp, r)}. Puisque
R̂[0,r](I) doit être un polytope contenant cet ensemble de points, on a nécessairement,

J ⊆ R̂[0,r](I).

On définit également l’ensemble J ′ :

J ′ =
{

x+
s

r
(Φ(x, r)− x), x ∈ I, s ∈ [0, r]

}

.

J ′ est l’ensemble des segments reliant les points de I à leur image par le flot à l’instant r.
On a donc J ′ ⊆ J . De plus, intuitivement, pour r petit, J ′ est une bonne approximation
de R[0,r](I). A l’aide de la distance de Hausdorff, on peut quantifier la qualité de cette
approximation.

Lemme 6.2.1 dH(R[0,r](I), J
′) ≤ εr avec

εr =
r2

2
er‖A‖‖A‖ sup

x∈I
‖Ax+ b‖.

Preuve : Soit y un élément de l’ensemble atteignable R[0,r](I) :

∃x ∈ I, s ∈ [0, r], y = Φ(x, s).
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Remarquons que, par la formule de Taylor,

y = x+
k=∞
∑

k=1

sk

k!
Ak−1(Ax+ b).

Soit z le point de J ′, défini par z = x+ s
r (Φ(x, r)− x). On a de même

z = x+
k=∞
∑

k=1

srk−1

k!
Ak−1(Ax+ b).

D’où,

z − y =
k=∞
∑

k=2

s(rk−1 − sk−1)
k!

Ak−1(Ax+ b).

Pour s dans l’intervalle [0, r], s(rk−1 − sk−1) ≤ rk, donc

‖z − y‖ ≤
k=∞
∑

k=2

rk

k!
‖A‖k−1‖Ax+ b‖

≤ 1

‖A‖
(

er‖A‖ − 1− r‖A‖
)

‖Ax+ b‖

≤ r2

2
er‖A‖‖A‖ ‖Ax+ b‖ ≤ εr.

De la même manière, on peut montrer que, pour tout z ∈ J ′, il existe y ∈ R[0,r](I), tel
que ‖z − y‖ ≤ εr.

¥

On note B(0, εr) la boule centrée en 0 et de rayon εr, le symbole ⊕ dénote la somme
de Minkowski [101]. D’après le lemme précédent, il est clair que

R[0,r](I) ⊆ J ′ ⊕ B(0, εr).
On a donc une approximation conservative de l’ensemble R[0,r](I). Malheureusement, l’en-
semble J ′ est en général non-convexe (voir figure 6.1) et donc l’ensemble J ′ ⊕ B(0, εr) ne
peut convenir.

y1

y2

J 6= J ′ J = J ′

y1y2

Fig. 6.1: L’ensemble J ′ est une bonne approximation de R[0,r](I) mais n’est pas toujours
un polytope. Le plus petit polytope contenant J ′ est J .
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Le polytope J est l’enveloppe convexe de J ′, et en pratique, il est fréquent que l’on ait
J = J ′. Par conséquent, il semble que le choix de

R̂[0,r](I) = J ⊕ B(0, εr)

soit raisonnable.

Le polytope R̂[0,r](I) peut donc être calculé par l’algorithme suivant.

Données : Un polytope I
I est l’enveloppe convexe de {y1, . . . , yp}.

Résultat : Une approximation conservative R̂[0,r](I) de l’ensemble R[0,r](I).

Calculer J l’enveloppe convexe de {y1, . . . , yp,Φ(y1, r), . . . ,Φ(yp, r)};
R̂[0,r](I) := J ⊕ B(0, εr);

Algorithme 3: Calcul de R̂[0,r](I)

Proposition 6.2.3 Soit R̂[0,r](I) l’ensemble calculé par l’algorithme 3.

Si ‖.‖ est une norme polyédrique, alors R̂[0,r](I) est un polytope et

R[0,r](I) ⊆ R̂[0,r](I).

De plus (voir figure 6.1) :

– Si J = J ′, δr(I) = dH(R[0,r](I), R̂[0,r](I)) ≤ 2εr

– Si J 6= J ′, δr(I) = dH(R[0,r](I), R̂[0,r](I)) ≤ 2εr + rer‖A‖ supx∈I ‖Ax+ b‖
avec

εr =
r2

2
er‖A‖‖A‖ sup

x∈I
‖Ax+ b‖.

Preuve : J est un polytope, si ‖.‖ est une norme polyédrique, B(0, εr) est un polytope
et J ⊕ B(0, εr) est donc également un polytope [101].
De plus, J ′ ⊆ J , et d’après le lemme 6.2.1, on a

R[0,r](I) ⊆ J ′ ⊕ B(0, εr) ⊆ J ⊕ B(0, εr) = R̂[0,r](I).

Enfin,

dH(R[0,r](I), R̂[0,r](I)) ≤ dH(R[0,r](I), J
′ ⊕ B(0, εr)) + dH(J ′ ⊕ B(0, εr), R̂[0,r](I))

≤ dH(R[0,r](I), J
′) + dH(J ′, J ′ ⊕ B(0, εr)) +

dH(J ′ ⊕ B(0, εr), J ⊕ B(0, εr))
≤ 2εr + dH(J ′, J).

Supposons J 6= J ′, soit y ∈ J , il existe 2p réels positifs {α1, . . . , αp, β1, . . . , βp} tels que

y =

i=p
∑

i=1

αiyi +

i=p
∑

i=1

βiΦ(yi, r),

i=p
∑

i=1

αi +

i=p
∑

i=1

βi = 1.
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Soit z l’élément de I ⊆ J ′ défini par

z =

i=p
∑

i=1

(αi + βi)yi,

On a,

y − z =
i=p
∑

i=1

βi(Φ(yi, r)− yi) =
i=p
∑

i=1

βi

k=∞
∑

k=1

rk

k!
Ak−1(Ayi + b).

D’où

‖y − z‖ ≤ sup
x∈I

‖Ax+ b‖
k=∞
∑

k=1

rk

k!
‖A‖k−1 ≤ sup

x∈I
‖Ax+ b‖ 1

‖A‖(e
r‖A‖ − 1)

≤ rer‖A‖ sup
x∈I

‖Ax+ b‖.

Donc, dH(J ′, J) ≤ rer‖A‖ supx∈I ‖Ax+ b‖.
¥

Ainsi, si l’on se trouve dans le cas où J 6= J ′, la fonction d’approximation R̂[0,r] est en
O(r). Si l’on est dans le cas, relativement fréquent, où J = J ′, alors l’approximation est
en O(r2), ce qui est nettement mieux. Dans [24], on peut voir comment, en subdivisant
l’ensemble I, on peut se ramener au cas favorable. Cette transformation engendre bien
entendu un coût supplémentaire non négligeable.

Présentons maintenant les deux approches pour le calcul d’une approximation de l’en-
semble atteignable R[0,t](I).

6.2.3 L’approche de d/dt

Développé au laboratoire Verimag de Grenoble par Dang, Maler et Asarin, d/dt [4,
25] est un outil de vérification des systèmes continus et hybrides basé sur le calcul des
ensembles atteignables.

L’algorithme 4, utilisé par d/dt, repose sur la décomposition de l’ensemble atteignable
donnée par l’équation (6.2.2).

Données : Un polytope I.

Résultat : Une approximation conservative RN de l’ensemble R[0,t](I).

I0 := I; R0 := I;
pour k = 0 . . . N − 1 faire

Rk+1 := Rk ∪ R̂[0,r](Ik);
Ik+1 := Φ(Ik, r);

fin

Algorithme 4: Calcul de l’ensemble atteignable (approche d/dt)

L’ensemble Ik est égal à Φ(I, kr), l’image de I par le flot à l’instant kr, Rk est une
approximation conservative de l’ensemble atteignable du système dynamique R[0,kr](I) sur
l’intervalle de temps [0, kr].
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Une illustration des premières étapes de l’algorithme est montrée sur la figure 6.2 :

– Tout d’abord, on calcule une approximation conservative R1 = R̂[0,r](I0) de l’en-
semble atteignable R[0,r](I).

– Puis on calcule l’image de l’ensemble de conditions initiales I par le flot à l’instant
r : I1 = Φ(I0, r).

– Ensuite, on recommence le même procédé pour le nouvel ensemble de conditions
initiales I1. L’ensemble R2 = R1∪R̂[0,r](I1) est alors une approximation conservative
de l’ensemble atteignable R[0,2r](I).

I1 = Φ(I0, r)

R2 = R1 ∪ R̂[0,r](I1)

I0 = I

R1 = R̂[0,r](I0)

Fig. 6.2: Illustration de la méthode de calcul de l’ensemble atteignable par d/dt
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Théorème 6.2.1 Soit RN l’ensemble calculé par l’algorithme 4 :

1. (Approximation conservative) R[0,t](I) ⊆ RN .

2. (Convergence de l’approximation)

dH(R[0,t](I), RN ) ≤ r(1 + r‖A‖)et‖A‖ sup
x∈I

‖Ax+ b‖.

Preuve : Soit y un point deR[0,t](I). D’après l’équation (6.2.2), il existe k ∈ {0, . . . , N−
1}, tel que y ∈ R[0,r](Φ(I, kr)).

Φ(I, kr) = Ik et R[0,r](Ik) ⊆ R̂[0,r](Ik) ⊆ RN .

D’où y ∈ RN .

Calculons l’erreur d’approximation produite par l’outil d/dt. On a

RN =
k=N−1
⋃

k=0

R̂[0,r](Φ(I, kr)).

D’après la proposition 6.2.3, pour tout k ∈ {0, . . . N − 1},

dH(R[0,r](Φ(I, kr)), R̂[0,r](Φ(I, kr))) = δr(Φ(I, kr)).

En utilisant la deuxième propriété de la distance de Hausdorff donnée par la proposition
6.1.1,

dH

(

k=N−1
⋃

k=0

R[0,r](Φ(I, kr)),
k=N−1
⋃

k=0

R̂[0,r](Φ(I, kr))

)

≤ k=N−1
max
k=0

δr(Φ(I, kr)).

D’où,

dH(R[0,t](I), RN ) ≤ k=N−1
max
k=0

δr(Φ(I, kr))

≤ rer‖A‖(1 + r‖A‖) sup
x∈I,1≤k≤N−1

‖AΦ(x, kr) + b‖.

De plus,

AΦ(x, kr) + b =
∂Φ

∂t
(x, kr) = ekrA(Ax+ b).

¥

6.2.4 L’approche de CheckMate

La bôıte à outils Checkmate [22, 86], développée à l’université de Carnegie Mellon de
Pittsburgh, permet également la vérification des systèmes hybrides grâce au calcul des
ensembles atteignables.

L’algorithme 5, utilisé par CheckMate, repose sur la décomposition de l’ensemble at-
teignable donnée par l’équation (6.2.3).
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Données : Un polytope I.

Résultat : Une approximation conservative RN de l’ensemble R[0,t](I).

P1 := R̂[0,r](I); R1 := P1;
pour k = 1 . . . N − 1 faire

Pk+1 := Φ(Pk, r);
Rk+1 := Rk ∪ Pk+1;

fin

Algorithme 5: Calcul de l’ensemble atteignable (approche CheckMate)

Pk+1 est une approximation conservative de R[kr,(k+1)r](I), l’ensemble atteignable du
système dynamique sur l’intervalle [kr, (k+1)r]. Rk+1 est une approximation conservative
de R[0,(k+1)r](I), l’ensemble atteignable du système dynamique sur l’intervalle [0, (k+1)r].

Une illustration des premières étapes de l’algorithme est montrée sur la figure 6.3 :

– La première étape de l’algorithme est la même que pour l’algorithme précédent; on
calcule une approximation conservative R1 = P1 = R̂[0,r](I) de l’ensemble attei-
gnable R[0,r](I).

– Ensuite, on se contente de propager l’ensemble atteignable; P2 = Φ(P1, r) donne une
approximation conservative de R[r,2r](I). R2 = R1 ∪ P2 est alors une approximation
conservative de R[0,2r](I).

P1 = R̂[0,r](I)

P2 = Φ(P1, r)

I

Fig. 6.3: Illustration de la méthode de calcul de l’ensemble atteignable par CheckMate

Théorème 6.2.2 Soit RN l’ensemble calculé par l’algorithme 5 :

1. (Approximation conservative) R[0,t](I) ⊆ RN .

2. (Convergence de l’approximation)

dH(R[0,t](I), RN ) ≤ e‖A‖(t−r)δr(I).
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Preuve : Soit y un point de R[0,t](I), d’après l’équation (6.2.3), il existe k ∈ {0, . . . , N−
1}, tel que y ∈ Φ(R[0,r](I), kr). Or,

R[0,r](I) ⊆ R̂[0,r](I) = P1.

Donc,

Φ(R[0,r](I), kr) ⊆ Φ(P1, kr) = Pk+1 ⊆ RN .

D’où y ∈ RN .

Calculons maintenant l’erreur produite par CheckMate. On a

RN =
k=N−1
⋃

k=0

Φ(R̂[0,r](I), kr).

Soit x ∈ RN ,

∃k ∈ {0, . . . , N − 1}, y ∈ R̂[0,r](I), x = Φ(y, kr).

De plus,

dH(R[0,r](I), R̂[0,r](I)) = δr(I) =⇒ ∃y′ ∈ R[0,r](I), ‖y − y′‖ ≤ δr(I).

Or, x′ = Φ(y′, kr) est un élément de R[0,t](I) et

x′ − x = Φ(y′, kr)− Φ(y, kr) = eAkr(y′ − y).

Donc,

‖x′ − x‖ ≤ ‖eAkr‖ ‖y′ − y‖ ≤ e‖A‖(t−r)δr(I).

¥

6.2.5 Comparaison des deux méthodes

Nous avons vu que le calcul de l’image d’un polytope par le flot pouvait être effectué
facilement et de manière précise. Par conséquent, une bonne idée de la complexité de
chaque algorithme est donnée par le nombre d’appels à la fonction R̂[0,r]. De ce point

de vue, il est clair que Checkmate est meilleur que d/dt. Il n’appelle la fonction R̂[0,r]

qu’une seule fois (lors de l’initialisation) alors que d/dt l’appelle N fois (un appel à chaque
itération).

De plus, l’erreur d’approximation commise par les deux méthodes est comparable (de
l’ordre de O(r)). La méthode utilisée par CheckMate parâıt donc, en théorie, plus efficace
que celle de d/dt.

Remarque 6.2.1 L’ordre de convergence des méthodes est en O(r), cependant, en pra-
tique et pour les raisons déjà invoquées, il arrive fréquemment que celui-ci soit en O(r2).
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6.3 Atteignabilité des systèmes linéaires soumis à des per-

turbations

On considère maintenant un système dynamique linéaire soumis à des perturbations

x′(t) = Ax(t) + b+ u(t), x(t) ∈ Rn, ‖u(t)‖ ≤ µ.

On souhaite calculer une approximation de l’ensemble atteignable du système pour l’en-
semble de conditions initiales I.

Notons Φµ(y, t), l’ensemble des points de Rn atteignables à l’instant t pour la condition
initiale y. x est un élément de Φµ(y, t) si et seulement si il existe une fonction entrée u,
mesurable, telle que ‖u(s)‖ ≤ µ presque partout sur [0, t] (on dit que u est admissible) et

x = eAty +

∫ t

0
eA(t−s)(b+ u(s)) ds.

On notera, pour un ensemble I ⊆ Rn,

Φµ(I, t) =
⋃

y∈I
Φµ(y, t).

Définition 6.3.1 L’ensemble atteignable du système dynamique sur l’intervalle [0, t] pour
un ensemble de conditions initiales I, noté Rµ

[0,t](I), est donné par :

Rµ
[0,t](I) =

⋃

s∈[0,t]
Φµ(I, s).

Comme pour les systèmes autonomes, on cherche à approcher cet ensemble de ma-
nière conservative. Dans [24], une généralisation de l’algorithme 4, basée sur le principe
de maximum de Pontryagin [71], a été proposée. Dans cette partie, nous nous proposons
d’adapter l’algorithme 5 pour traiter les systèmes linéaires soumis à des perturbations2.

Tout d’abord, observons que la décomposition de l’ensemble atteignable donnée par
l’équation (6.2.3) peut être généralisée aux systèmes avec entrée :

Proposition 6.3.1 Soient r > 0, N ∈ N, on note t = Nr,

Rµ
[0,t](I) =

k=N−1
⋃

k=0

Φµ(Rµ
[0,r](I), kr).

Preuve : On a clairement

Rµ
[0,t](I) =

k=N−1
⋃

k=0

Rµ
[kr,(k+1)r](I).

2Travail mené en collaboration avec E. Asarin et T. Dang
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Soit x un élément de Rµ
[kr,(k+1)r](I), il existe y ∈ I, s ∈ [kr, (k + 1)r], et u une fonction

entrée admissible, tels que

x = eAsy +

∫ s

0
eA(s−τ)(b+ u(τ)) dτ.

= eAsy +

∫ s−kr

0
eA(s−τ)(b+ u(τ)) dτ +

∫ s

s−kr
eA(s−τ)(b+ u(τ)) dτ.

= eAkr

(

eA(s−kr)y +

∫ s−kr

0
eA(s−kr−τ)(b+ u(τ)) dτ

)

+

∫ kr

0
eA(kr−τ)(b+ u(τ + s− kr)) dτ.

En remarquant que

z = eA(s−kr)y +

∫ s−kr

0
eA(s−kr−τ)(b+ u(τ)) dτ

est un élément de Rµ
[0,r](I), on peut déduire que

x = eAkrz +

∫ kr

0
eA(kr−τ)(b+ u(τ + s− kr)) dτ

est un élément de Φµ(Rµ
[0,r](I), kr). Réciproquement, par le cheminement inverse, il est

assez simple de voir qu’un élément de Φµ(Rµ
[0,r](I), kr) est un élément de Rµ

[kr,(k+1)r](I).

¥

Ainsi, en adaptant l’algorithme 5, une approximation conservative de l’ensemble attei-
gnable peut être calculée de la manière suivante :

1. On calcule un polytope R̂µ
[0,r](I), approximation conservative de l’ensemble attei-

gnable Rµ
[0,r](I).

2. On calcule les images Φµ(R̂µ
[0,r](I), kr) de cet ensemble par le flot.

Contrairement au cas autonome, l’image d’un polytope I par le flot Φµ n’est pas simple
à calculer. Il faut donc, là aussi, avoir recours à une méthode d’approximation. On doit
donc définir une fonction Φ̂µ, qui à un polytope I et à un réel positif r, associe un polytope
Φ̂µ(I, r) qui approche l’ensemble Φµ(I, r) de manière conservative.

6.3.1 Approximation conservative de l’image par le flot

La méthode d’approximation conservative de l’image d’un polytope par le flot repose
sur le résultat suivant :

Lemme 6.3.1 Pour tout y ∈ Rn, r ≥ 0,

Φµ(y, r) ⊆ B
(

Φ(y, r),
µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1)

)

où Φ dénote le flot de l’équation différentielle linéaire sans le terme de perturbation.
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Preuve : Soit x ∈ Φµ(y, r), il existe une fonction entrée u admissible telle que

x = eAry +

∫ r

0
eA(r−s)(b+ u(s)) ds

= eAry +

∫ r

0
eA(r−s)b ds+

∫ r

0
eA(r−s)u(s) ds

= Φ(y, r) +

∫ r

0
eA(r−s)u(s) ds.

Donc,

‖x− Φ(y, r)‖ ≤
∫ r

0
e‖A‖(r−s)‖u(s)‖ ds ≤ µ

∫ r

0
e‖A‖(r−s) ds ≤ µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1).

¥

L’ensemble des points, que l’on peut atteindre à l’instant r, en partant d’un point
y ∈ Rn, sont donc à une distance inférieure à µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1) de l’image de y par le flot

de l’équation différentielle autonome. Par conséquent, l’ensemble Φ̂µ(I, r), donné par la
relation suivante, nous donne une approximation conservative de Φµ(I, r) :

Φ̂µ(I, r) = Φ(I, r)⊕ B
(

0,
µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1)

)

. (6.3.4)

De plus, la proposition suivante garantit que cette approximation est de bonne qualité.

Proposition 6.3.2 Soit Φ̂µ(I, r), l’ensemble défini par l’équation (6.3.4), Φ̂µ(I, r) est un
polytope et

Φµ(I, r) ⊆ Φ̂µ(I, r).

De plus,
dH(Φµ(I, r), Φ̂µ(I, r)) ≤ µ‖A‖e‖A‖rr2.

Preuve : D’après la proposition 6.2.2, Φ(I, r) est un polytope. De plus, la norme ‖.‖
est polyédrique, par conséquent Φ̂µ(I, r) est un polytope.

D’après le lemme 6.3.1, il est clair que Φµ(I, r) ⊆ Φ̂µ(I, r).
Il reste donc à évaluer la qualité de l’approximation. Soit x ∈ Φ̂µ(I, r), il existe y ∈

Φ(I, r) tel que

‖x− y‖ ≤ µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1).

Il existe également z ∈ I tel que y = Φ(z, r).
Définissons la fonction entrée u, constante sur [0, r] :

∀s ∈ [0, r], u(s) =
‖A‖

e‖A‖r − 1
(x− y).

Pour tout s ∈ [0, r], ‖u(s)‖ ≤ µ et donc u est une entrée admissible du système dynamique.
Soit alors xu, le point de Φ

µ(I, r) atteint à l’instant r pour la condition initiale z et l’entrée
u. On a

xu = eArz +

∫ r

0
eA(r−s)(b+ u(s)) ds = Φ(z, r) +

∫ r

0
eA(r−s)u(s) ds

= y +
‖A‖

e‖A‖r − 1

∫ r

0
eA(r−s)(x− y) ds.
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D’où,

xu − x = y − x+
‖A‖

e‖A‖r − 1

∫ r

0
eA(r−s)(x− y) ds

=
‖A‖

e‖A‖r − 1

∫ r

0
eA(r−s)(x− y)− e‖A‖r − 1

‖A‖r (x− y) ds

=
‖A‖

e‖A‖r − 1

∫ r

0
(eA(r−s) − I)(x− y)− e‖A‖r − ‖A‖r − 1

‖A‖r (x− y) ds.

Donc,

‖xu − x‖ ≤ ‖A‖
e‖A‖r − 1

∫ r

0
‖eA(r−s) − I‖‖x− y‖+ e‖A‖r − ‖A‖r − 1

‖A‖r ‖x− y‖ ds

≤ ‖A‖
e‖A‖r − 1

‖x− y‖
∫ r

0
(r − s)‖A‖e‖A‖(r−s) +

r‖A‖e‖A‖r
2

ds

≤ µr2‖A‖e‖A‖r.

¥

On a donc la possibilité d’approcher précisément (en O(r2µ)) l’ensemble Φµ(I, r) par
un polytope (voir figure 6.4).

Φ̂µ(I, r)

I

Φ(I, r)

I

Φ(I, r)

Φµ(I, r)

Fig. 6.4: Illustration de la méthode de calcul de l’ensemble Φ̂µ(I, r)

Il nous reste à calculer une approximation conservative R̂µ
[0,r](I) de l’ensemble attei-

gnable Rµ
[0,r](I).

6.3.2 Approximation conservative de R̂µ
[0,r](I)

Soit I un polytope, on souhaite approcher de manière conservative, l’ensemble attei-
gnable Rµ

[0,r](I) par un polytope R̂µ
[0,r](I).
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L’idée du calcul est la suivante. Tout d’abord, on calcule, par l’algorithme 3, R̂[0,r](I),
l’approximation conservative de R[0,r](I), l’ensemble atteignable du système dynamique

autonome. On prend ensuite, un voisinage de R̂[0,r](I), suffisamment grand pour contenir
l’ensemble Rµ

[0,r](I).

Soit x ∈ Rµ
[0,r](I), il existe s ∈ [0, r] et y ∈ I tels que x ∈ Φµ(y, s). D’après le lemme

6.3.1, on sait que

‖x− Φ(y, s)‖ ≤ µ

‖A‖(e
‖A‖s − 1) ≤ µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1).

Donc, pour tout x ∈ Rµ
[0,r](I), il existe un point de R[0,r](I) à une distance inférieure à

µ
‖A‖(e

‖A‖r − 1). D’où,

Rµ
[0,r](I) ⊆ R[0,r](I)⊕ B

(

0,
µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1)

)

. (6.3.5)

Une approximation conservative de Rµ
[0,r](I) par un polytope est donc donnée par

R̂µ
[0,r](I) = R̂[0,r](I)⊕ B

(

0,
µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1)

)

(6.3.6)

où R̂[0,r](I) est l’ensemble calculé par l’algorithme 3.

Proposition 6.3.3 Soit R̂µ
[0,r](I) l’ensemble défini par l’équation (6.3.6), R̂µ

[0,r](I) est un
polytope et

Rµ
[0,r](I) ⊆ R̂

µ
[0,r](I).

De plus,

dH(Rµ
[0,r](I), R̂

µ
[0,r](I)) ≤ δr(I) + µre‖A‖r

où δr(I) est donné par la proposition 6.2.3.

Preuve : D’après la proposition 6.2.3, R̂[0,r](I) est un polytope, donc R̂µ
[0,r](I) est

également un polytope.

D’après les équations (6.3.5) et (6.3.6), il est clair que Rµ
[0,r](I) ⊆ R̂

µ
[0,r](I).

Soit x ∈ R̂µ
[0,r](I), il existe y ∈ R̂[0,r](I) tel que

‖x− y‖ ≤ µ

‖A‖(e
‖A‖r − 1) ≤ µre‖A‖r.

D’après la proposition 6.2.3, il existe z ∈ R[0,r](I), tel que ‖y − z‖ ≤ δr(I). Donc,

‖x− z‖ ≤ δr(I) + µre‖A‖r.

De plus, R[0,r](I) ⊆ Rµ
[0,r](I), donc, z est également un élément de Rµ

[0,r](I).

¥
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On a donc une méthode pour approcher l’ensembleRµ
[0,r](I) par un polytope R̂µ

[0,r](I, r)

(voir figure 6.5).

I

Rµ
[0,r](I)

R̂µ
[0,r](I)

R̂µ
[0,r](I)

I I

R[0,r](I) R̂[0,r](I)

Rµ
[0,r](I)

Fig. 6.5: Illustration de la méthode de calcul de l’ensemble R̂µ
[0,r](I, r)

L’approximation est en O(µr + δr(I)). Par rapport au cas autonome, on perd donc le
caractère quadratique de la convergence que l’on avait dans certains cas. Cependant, il
convient de noter que comme le terme u(t) représente des perturbations, il est raisonnable
de le considérer comme petit. Par conséquent, en faisant l’hypothèse que µ est relativement
petit, l’approximation reste de qualité tout à fait correcte.

6.3.3 Approximation conservative de l’ensemble atteignable

A présent, nous avons, à notre disposition, les outils nécessaires pour mettre en oeuvre
la généralisation de l’algorithme 5 aux systèmes linéaires soumis à des perturbations :

– On initialise le calcul de l’ensemble atteignable en calculant l’approximation conser-
vative R̂µ

[0,r](I) de l’ensemble Rµ
[0,r](I).

– On propage cet ensemble grâce à l’approximation conservative Φ̂µ du flot Φµ du
système dynamique soumis à des perturbations.

L’algorithme 6 décrit la méthode de calcul de l’approximation conservative de l’ensemble
atteignable Rµ

[0,t](I).
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Données : Un polytope I.

Résultat : Une approximation conservative RN de l’ensemble Rµ
[0,t](I).

ε := µ
‖A‖(e

‖A‖r − 1);

– Initialisation
P1 := R̂[0,r](I);
Q1 := P1 ⊕ B(0, ε) ;
R1 := Q1;

–Boucle principale
pour k = 1 . . . N − 1 faire

Pk+1 := Φ(Qk, r);
Qk+1 := Pk+1 ⊕ B(0, ε) ;
Rk+1 := Rk ∪Qk+1;

fin

Algorithme 6: Calcul de l’ensemble atteignable

Qk+1 est une approximation conservative de Rµ
[kr,(k+1)r](I), l’ensemble atteignable du

système dynamique sur l’intervalle [kr, (k + 1)r]. A l’initialisation, on affecte à Q1 l’en-
semble R̂µ

[0,r](I). Le calcul se fait en deux temps (P1 est une variable intermédiaire). En-
suite, à chaque itération de la boucle, on affecte à Qk+1 l’image de l’ensemble Qk par
l’approximation conservative du flot

Qk+1 = Φ̂µ(Qk, r).

Là encore, le calcul se fait en deux temps (Pk+1 est une variable intermédiaire).

Rk+1 est une approximation conservative de l’ensemble atteignable du système dyna-
mique sur l’intervalle [0, (k + 1)r]. On a

Rk+1 =
i=k+1
⋃

i=1

Qi.

L’ensemble RN obtenu à la sortie de l’algorithme est une approximation conservative de
Rµ

[0,t](I).

Remarque 6.3.1 Lors de l’exécution de l’algorithme 6, on effectue de nombreuses sommes
de Minkowski. A chaque itération une opération de ce type est calculée. Le nombre de som-
mets de l’ensemble Qk+1 peut alors augmenter exponentiellement.
Ceci pose des problèmes de gestion de mémoire et de complexité de l’algorithme. De plus,
les sommets ainsi introduits étant souvent très rapprochés, cela peut poser des problèmes
de stabilité numérique.
Pour toutes ces raisons, il est souvent judicieux d’approcher la somme de Minkowski de
manière conservative (voir figure 6.6). On perd en précision de calcul, mais on gagne
énormément en temps de calcul et en espace mémoire utilisé.
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Fig. 6.6: Approximation conservative de la somme de Minkowski. Le nombre de sommets
reste constant.

Le théorème suivant suppose que les sommes de Minkowski sont calculées de manière
exacte.

Théorème 6.3.1 Soit RN l’ensemble calculé par l’algorithme 6 :

1. (Approximation conservative) Rµ
[0,t](I) ⊆ RN .

2. (Convergence de l’approximation)

dH(Rµ
[0,t](I), RN ) ≤ (δr(I)e

−‖A‖r + 2µr)e‖A‖t

où δr(I) est donné par la proposition 6.2.3.

Preuve : Q1 = R̂µ
[0,r](I), par conséquent, il est clair que

Rµ
[0,r](I) ⊆ Q1.

Soit k ∈ {1, . . . , N − 1}, supposons que,

Rµ
[(k−1)r,kr](I) ⊆ Qk.

Alors
Φµ(Rµ

[(k−1)r,kr](I), r) ⊆ Φµ(Qk, r) ⊆ Φ̂µ(Qk, r).

En remarquant que

Φµ(Rµ
[(k−1)r,kr](I), r) = R

µ
[kr,(k+1)r](I) et Φ̂

µ(Qk, r) = Qk+1,

on arrive à
Rµ

[kr,(k+1)r](I) ⊆ Qk+1.

L’hypothèse de récurrence étant vraie pour k = 1, elle est vraie pour tout k ∈ {1, . . . N}.
En utilisant la décomposition de l’ensemble atteignable, donnée par la proposition

6.3.1, on arrive à

Rµ
[0,t](I) =

k=N
⋃

k=1

Rµ
[(k−1)r,kr](I) ⊆

k=N
⋃

k=1

Qk = RN .
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Démontrons maintenant la propriété de convergence. D’après la deuxième assertion de
la proposition 6.1.1,

dH(Rµ
[0,t](I), RN ) ≤ k=N−1

max
k=0

dH(Rµ
[kr,(k+1)r](I), Qk+1). (6.3.7)

D’après la proposition 6.3.3,

dH(Rµ
[0,r](I), Q1) = dH(Rµ

[0,r](I), R̂
µ
[0,r](I)) ≤ δr(I) + µre‖A‖r.

Soit k ∈ {1, . . . , N − 1},

dH(Rµ
[kr,(k+1)r](I), Qk+1) = dH

(

Φµ(Rµ
[(k−1)r,kr](I), r), Φ̂

µ(Qk, r)
)

≤ dH

(

Φµ(Rµ
[(k−1)r,kr](I), r),Φ

µ(Qk, r)
)

+dH

(

Φµ(Qk, r), Φ̂
µ(Qk, r)

)

. (6.3.8)

D’après la proposition 6.3.2, on a

dH

(

Φµ(Qk, r), Φ̂
µ(Qk, r)

)

≤ µ‖A‖e‖A‖rr2. (6.3.9)

Soit x ∈ Φµ(Qk, r), il existe y ∈ Qk et une fonction entrée admissible u tels que

x = eAry +

∫ r

0
eA(r−s)(b+ u(s)) ds.

Il existe également z ∈ Rµ
[(k−1)r,kr](I), tel que

‖y − z‖ ≤ dH(Rµ
[(k−1)r,kr](I), Qk).

Soit x′ l’élément de Φµ(Rµ
[(k−1)r,kr](I), r) défini par

x′ = eArz +

∫ r

0
eA(r−s)(b+ u(s)) ds.

On a

‖x− x′‖ = ‖eAr(y − z)‖ ≤ e‖A‖r‖y − z‖ ≤ e‖A‖rdH(Rµ
[(k−1)r,kr](I), Qk).

De plus, en remarquant que Φµ(Rµ
[(k−1)r,kr](I), r) ⊆ Φµ(Qk, r), on arrive à

dH

(

Φµ(Rµ
[(k−1)r,kr](I), r),Φ

µ(Qk, r)
)

≤ e‖A‖rdH(Rµ
[(k−1)r,kr](I), Qk). (6.3.10)

En réinjectant les équations (6.3.9) et (6.3.10) dans l’équation (6.3.8), on arrive à

dH(Rµ
[kr,(k+1)r](I), Qk+1) ≤ e‖A‖rdH(Rµ

[(k−1)r,kr](I), Qk) + µ‖A‖e‖A‖rr2.

D’où,

dH(Rµ
[kr,(k+1)r](I), Qk+1) ≤ ek‖A‖rdH(Rµ

[0,r](I), Q1) + µ‖A‖e‖A‖rr2
i=k−1
∑

i=0

ei‖A‖r

≤ ek‖A‖r
(

δr(I) + µre‖A‖r
)

+ µ‖A‖e‖A‖rr2 e
‖A‖kr − 1

e‖A‖r − 1
.
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En remarquant que e‖A‖r − 1 ≥ ‖A‖r, on arrive à

dH(Rµ
[kr,(k+1)r](I), Qk+1) ≤ ek‖A‖rδr(I) + 2µre‖A‖(k+1)r.

L’équation (6.3.7) permet de conclure.

¥

Dans ce chapitre, nous avons donc proposé une généralisation de l’algorithme 5, utilisé
par la bôıte à outils CheckMate, pour le calcul de l’ensemble atteignable d’un système
dynamique linéaire autonome. L’algorithme 6 résultant permet de calculer une approxi-
mation conservative de l’ensemble atteignable d’un système dynamique linéaire soumis
à des perturbations. Cette approximation, représentée sous forme d’union de polytopes,
converge vers l’ensemble atteignable quand le nombre de polytopes tend vers l’infini.

6.3.4 Exemple

On considère le système dynamique linéaire suivant :

x′(t) = Ax(t) + b+ u(t) , ‖u(t)‖ ≤ µ

où

A =

(

−1 0
1 −1

)

, b =

(

−2
−5

)

.

Ce système dynamique correspond au troisième mode du système de deux réservoirs pré-
senté dans le chapitre précédent. On souhaite calculer l’ensemble atteignable du système
dynamique pour l’ensemble de conditions initiales :

I =

{

(x1, x2) ∈ R2,
3

2
≤ x1 ≤

5

2
, x2 = 1

}

.

La figure 6.7 représente l’évolution de l’ensemble atteignable du système dynamique
autonome (µ = 0). Les ensembles ont été calculés par l’algorithme 5 avec un pas de temps
r = 0.1. Le dernier ensemble calculé, en trait plein sur la figure, est une approximation
conservative de l’ensemble atteignable R[0,1](I).

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−4

−3

−2

−1

0

1

2

Fig. 6.7: Evolution de l’ensemble atteignable du système dynamique autonome R[0,t](I).
L’ensemble représenté en trait plein est une approximation conservative de l’ensemble
atteignable R[0,1](I).
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Sur la figure 6.8 nous avons représenté l’évolution de l’ensemble atteignable du système
dynamique soumis à des perturbations pour des valeurs de µ respectivement égales à 0.2
et 0.5. Les ensembles ont été calculés par l’algorithme 6 avec un pas de temps r = 0.1. Le
dernier ensemble calculé, en trait plein sur la figure, est une approximation conservative
de l’ensemble atteignable Rµ

[0,1](I).
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Fig. 6.8: Evolution de l’ensemble atteignable du système dynamique soumis à des pertur-
bations Rµ

[0,t](I) (µ = 0.2 à gauche, µ = 0.5 à droite). L’ensemble représenté en trait plein

est une approximation conservative de l’ensemble atteignable Rµ
[0,1](I).

Sur la figure 6.9, nous avons tracé les ensembles atteignables Rµ
[0,1](I) du système

dynamique pour différentes valeurs de µ. On peut observer sur cette figure la croissance
de l’ensemble atteignable en fonction du paramètre µ qui borne la norme des perturbations
tolérées par le système.
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Fig. 6.9: Approximations conservatives des ensembles atteignables Rµ
[0,1](I) (de l’intérieur

vers l’extérieur, µ = 0, µ = 0.2, µ = 0.5).





Chapitre 7

Atteignabilité des Systèmes
Hybrides

Dans ce chapitre, on considère un système hybride linéaire par morceaux H, tel que
dans chaque mode discret, la dynamique continue du système est donnée par un système
dynamique soumis à des perturbations, similaire à ceux traités dans le chapitre précédent.

7.1 Ensemble atteignable d’un système hybride

On se donne un ensemble de conditions initiales I ⊆ Q × Rn. Q0 dénote l’ensemble
des états discrets initiaux. Pour tout q ∈ Q0, I

q
0 ⊆ Dq est l’ensemble des valeurs initiales

possibles pour la variable continue, si la valeur initiale de l’état discret est q. On a donc :

I =
⋃

q∈Q0
({q} × Iq0) .

Dans l’idéal, on souhaiterait calculer R(I), l’ensemble atteignable par le système hy-
bride. Un couple (σ, y) ∈ Q × Rn est dans l’ensemble R(I), si il existe une exécution
(τ, q, x), acceptée par le système hybride et telle que

(q(t0), x(t0)) ∈ I, et ∃t ∈ τ, q(t) = σ, x(t) = y . (7.1.1)

Malheureusement, il est rare que cet ensemble, ou bien une bonne approximation, soit
calculable. Par exemple, il est possible que le nombre de transitions ou bien la durée
d’exécution, nécessaires pour atteindre certains états, ne soient pas bornés. Dans ce cas,
le calcul de l’ensemble R(I) ne peut, en général, pas se faire en temps fini (on doit simuler
une infinité de transitions ou bien une durée infinie). Nous définissons donc une notion
plus faible de l’ensemble atteignable.

Définition 7.1.1 L’ensemble atteignable Rp,s(I) du système hybride est l’ensemble des
couples (σ, y) ∈ Q × Rn tels qu’il existe une exécution (τ, q, x), acceptée par le système
hybride, et vérifiant,

{

τ = {[ti, ti+1]}i=N
i=0 , avec N ≤ p, et ∀i ∈ {0, . . . , N}, ti+1 − ti ≤ s

(q(t0), x(t0)) ∈ I, et ∃t ∈ [tN , tN+1], q(t) = σ, x(t) = y .

97
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Autrement dit, l’ensemble atteignable Rp,s(I) est l’ensemble des états que l’on peut
atteindre en moins de p transitions, et en restant une durée inférieure à s dans chaque
mode.

Lemme 7.1.1
R(I) =

⋃

p∈N, s∈R+
Rp,s(I).

Preuve : Il est clair que, pour tout p ∈ N, pour tout s ≥ 0, Rp,s(I) ⊆ R(I).
Soit (σ, y) ∈ R(I), il existe une exécution (τ, q, x) vérifiant (7.1.1). On note p l’indice

de l’élément de τ = {[ti, ti+1]}i=N
i=0 contenant l’instant t auquel q(t) = σ et x(t) = y. Soit

s un réel positif vérifiant

∀i ∈ {0, . . . , p− 1}, ti+1 − ti ≤ s et t− tp ≤ s.

On a clairement, (σ, y) ∈ Rp,s(I).

¥

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme pour calculer une approximation
conservative de l’ensemble Rp,s(I). Dans certains cas, que nous identifierons, l’ensemble
calculé fournira également une approximation conservative de l’ensemble R(I).

Globalement, l’algorithme de calcul de l’ensemble atteignable consiste en une boucle
principale. A la k-ième itération de la boucle, on calcule les états atteignables en k − 1
transitions à partir de l’ensemble de conditions initiales I.

Notons Qk, l’ensemble des états discrets atteignables en k transitions. Pour q ∈ Qk,
on note Iqk , l’ensemble des valeurs de Dq que la variable continue du système hybride peut
valoir lors de la transition vers q.

Chaque itération se déroule en deux phases.

1. Calcul des successeurs continus :
Cette phase consiste à calculer, pour chaque élément q deQk, X q

s (I
q
k) le sous-ensemble

de Dq, atteignable par la dynamique continue associée à l’état q, sur l’intervalle de
temps [0, s], à partir de l’ensemble Iqk .

2. Calcul des successeurs discrets :
On regarde quelles gardes Ge (e = (q, q′)) ont été atteintes :

X q
s (I

q
k) ∩Ge 6= ∅.

L’état q′ est ajouté à Qk+1. L’ensemble X q
s (I

q
k)∩Ge est ajouté à I

q′

k+1, l’ensemble des
points que la variable continue du système hybride peut valoir lors de la transition
vers q′.

Le calcul de l’ensemble des successeurs continus n’est pas fondamentalement différent
du calcul de l’ensemble atteignable d’un système dynamique linéaire soumis à des pertur-
bations.

Dans la section suivante, nous montrons comment modifier l’algorithme 6, présenté
dans le chapitre précédent, pour calculer l’ensemble des successeurs continus.
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7.2 Calcul des successeurs continus

Pour tout état discret q, pour un ensemble de valeurs initiales I ⊆ Dq, l’ensemble des
successeurs continus X q

s (I) est l’ensemble des points y ∈ Dq, tels qu’il existe une solution
de l’inclusion différentielle :

x′(t) = Aqx(t) + bq + u(t), x(t) ∈ Rn, ‖u(t)‖ ≤ µq, (7.2.2)

vérifiant x(0) ∈ I et il existe t′ ∈ [0, s], tel que

∀t ∈ [0, t′], x(t) ∈ Dq et x(t′) = y.

D’autre part, il est intéressant de savoir si toutes les solutions de l’inclusion différentielle
(7.2.2), issues de l’ensemble I, sortent du domaine Dq avant l’instant s. Nous définissons
donc, la notion de temps de séjour, que l’on notera T q

s (I). S’il existe une solution de
l’inclusion différentielle, issue de l’ensemble I et sortant pas du domaine Dq avant l’instant
s, alors T q

s (I) = s.

Sinon, toute solution, issue de l’ensemble I, sort du domaine Dq à un instant stric-
tement inférieur à s. T q

s (I) est la borne supérieure de ces instants de sortie. Donc, si
T q
s (I) 6= s alors pour tout s′ ≥ s, X q

s′(I) = X
q
s (I).

Dans la suite de cette partie, nous omettrons, par soucis de lisibilité, de noter l’indice
q correspondant à l’état discret du système hybride.

L’algorithme 7 est une adaptation de l’algorithme 6 permettant le calcul d’une approxi-
mation conservative de l’ensemble des successeurs continus et d’une sur-approximation du
temps de séjour. La principale différence avec le calcul de Rµ

[0,s](I), l’ensemble atteignable
du système dynamique linéaire, est qu’il ne faut considérer que les trajectoires ne sortant
pas du domaine D.

Qk+1 est une approximation conservative de l’ensemble des points atteignables sur
l’intervalle [kr, (k+1)r] par les solutions de (7.2.2) restant dans le domaine D sur [0, (k+
1)r]. A chaque itération, on calcule l’image de Qk par Φ̂µ, l’approximation conservative
du flot associé à l’inclusion différentielle (7.2.2). L’intersection de cet ensemble avec le
domaine D donne Qk+1.

L’ensemble Rk+1 est une approximation conservative de l’ensemble des points attei-
gnables par les solutions de (7.2.2) restant dans le domaine D sur l’intervalle [0, (k+1)r] :

Rk+1 =
i=k+1
⋃

i=1

Qi.

Si Qk+1 = ∅, cela signifie qu’à l’instant kr, toutes les solutions sont sorties du domaine
D. Par conséquent, Ts(I) ≤ kr.
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Données : Un polytope I.

Résultat : Une approximation conservative X̂s(I) de l’ensemble Xs(I).
Une sur-approximation T̂s(I) du temps de séjour Ts(I).

ε := µ
‖A‖(e

‖A‖r − 1);

– Initialisation
P1 := R̂[0,r](I);
Q1 := (P1 ⊕ B(0, ε)) ∩D ;
R1 := Q1;

–Boucle principale
pour k = 1 . . . N − 1 faire

Pk+1 := Φ(Qk, r);
Qk+1 := (Pk+1 ⊕ B(0, ε)) ∩D ;
Rk+1 := Rk ∪Qk+1;
si Qk+1 = ∅ alors

retourner [X̂s(I), T̂s(I)] := [Rk, kr];

fin
fin
retourner [X̂s(I), T̂s(I)] := [RN , t];

Algorithme 7: Calcul de l’ensemble des successeurs continus et du temps de séjour.

Lemme 7.2.1 Soient X̂s(I) et T̂s(I) calculés par l’algorithme 7,

Xs(I) ⊆ X̂s(I) et Ts(I) ≤ T̂s(I).

Preuve : Soit y ∈ D, tel qu’il existe x(t), solution de (7.2.2) et t′ ∈ [0, r] tels que

∀t ∈ [0, t′], x(t) ∈ D et x(t′) = y.

y est donc un élément de l’ensembleRµ
[0,r](I) atteignable par le système dynamique linéaire

sur l’intervalle [0, r]. Donc, d’après la proposition 6.3.3, et comme y ∈ D,

y ∈ R̂µ
[0,r](I) ∩D = Q1.

Supposons, que l’ensemble des points, atteignables sur l’intervalle [kr, (k + 1)r], par
des solutions de (7.2.2) restant dans le domaine D sur [0, (k + 1)r], est inclus dans Qk+1.
L’hypothèse de récurrence est vraie pour k = 0.

Soit y ∈ D, tel qu’il existe x(t) solution de (7.2.2) et t′ ∈ [kr, (k + 1)r] tels que

∀t ∈ [0, t′], x(t) ∈ D et x(t′) = y.

y ∈ Φµ(x(t′−r), r), et par hypothèse x(t′−r) ∈ Qk. D’après la proposition 6.3.2, et comme
y ∈ D,

y ∈ Φ̂µ(Qk, r) ∩D = Qk+1.

Donc

Xs(I) ⊆
k=N
⋃

k=1

Qk = X̂s(I).
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Supposons Qk+1 = ∅, il n’existe pas de solution de l’inclusion différentielle issue de
l’ensemble I et restant dans D sur l’intervalle [0, kr]. Donc, Ts(I) ≤ kr = T̂s(I).

¥

7.3 Calcul de l’ensemble atteignable d’un système hybride

Nous pouvons, maintenant, mettre en oeuvre les idées présentées au début de ce cha-
pitre, pour le calcul de l’ensemble atteignable d’un système hybride Rp,s(I). La méthode
est présentée dans l’algorithme 8, X̂ q

s et T̂ q
s sont calculés par l’algorithme 7.

Qk est une partie de Q contenant l’ensemble des états discrets atteignables par le
système hybride en k transitions.

Pour tout état discret q ∈ Qk, X
q
k est une approximation conservative de l’ensemble des

états continus, atteignables entre la k-ième et la (k+1)-ième transition, par les exécutions
dont le k-ième mode est q.

Pk est une approximation conservative de l’ensemble des états atteignables entre la
k-ième et la (k + 1)-ième transition :

Pk =
⋃

q∈Qk

({q} ×Xq
k).

Rk+1 est une approximation conservative de l’ensemble des états atteignables en moins
de k transitions :

Rk+1 =
i=k
⋃

i=0

Pi.

L’ensemble calculé, R̂p,s(I) = Rp+1, est une approximation conservative de Rp,s(I).

L’algorithme calcule également deux variables booléennes p-est-atteint et s-est-atteint,
dont nous verrons l’utilité par la suite.

Théorème 7.3.1 Soit R̂p,s(I) l’ensemble calculé par l’algorithme 8,

Rp,s(I) ⊆ R̂p,s(I).

Preuve : Q0 est l’ensemble des états discrets initiaux. Pour tout état discret q ∈ Q0,
l’ensemble des états continus atteignables, en un temps inférieur à s et avant la première
transition est

X q
s (I

q
0) ⊆ X̂ q

s (I
q
0) = Xq

0 .

Soit k ∈ {0, . . . , p − 1}, supposons que pour toute exécution (τ, q, x) acceptée par le
système hybride et telle que

{

τ = {[ti, ti+1]}i=k
i=0, et ∀i ∈ {0, . . . , k}, ti+1 − ti ≤ s

(q(t0), x(t0)) ∈ I,

on a

∃σ ∈ Qk, ∀t ∈ [tk, tk+1], q(t) = σ, x(t) ∈ Xσ
k .
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Données : Un ensemble de conditions initiales I =
⋃

q∈Q0({q} × I
q
0).

Résultat : Une approximation conservative R̂p,s(I) de l’ensemble atteignable
Rp,s(I).

R0 := ∅;
p-est-atteint:=vrai;
s-est-atteint:=faux;

pour k = 0 . . . p faire

Pk := ∅;
Qk+1 := ∅;
pour q ∈ Q faire

Iqk+1 := ∅;
fin

pour q ∈ Qk faire

–Calcul des successeurs continus
Xq

k := X̂ q
s (I

q
k);

si T̂ q
s (I

q
k) = s alors

s-est-atteint:=vrai;

fin
Pk := Pk ∪

(

{q} ×Xq
k

)

;

–Calcul des successeurs discrets
pour e = (q, q′) ∈ E faire

si Xq
k ∩Ge 6= ∅ alors
Qk+1 := Qk+1 ∪ {q′};
Iq

′

k+1 := Iq
′

k+1 ∪
(

Xq
k ∩Ge

)

;

fin
fin

fin

Rk+1 = Rk ∪ Pk;
si Rk+1 = Rk alors

p-est-atteint:=faux;

fin
fin
retourner R̂p,s(I) := Rp+1

Algorithme 8: Calcul de l’ensemble atteignable du système hybride
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L’hypothèse de récurrence est vraie pour k = 0.
Soit (τ, q, x) une exécution acceptée par H, telle que

{

τ = {[ti, ti+1]}i=k+1
i=0 , et ∀i ∈ {0, . . . , k + 1}, ti+1 − ti ≤ s

(q(t0), x(t0)) ∈ I.

La variable discrète q est constante et vaut σ ∈ Q sur l’intervalle [tk+1, tk+2]. Soit t ∈
[tk+1, tk+2], on a q(t) = σ. Par hypothèse,

∃σ′ ∈ Qk, q(t
−
k+1) = σ′, x(t−k+1) ∈ Xσ′

k .

De plus, x(t−k+1) ∈ Ge où e = (σ′, σ) ∈ E . Donc x(t−k+1) ∈ Xσ′

k ∩ Ge qui, par conséquent,
n’est pas vide. On a donc σ ∈ Qk+1. D’autre part,

x(t+k+1) = x(t−k+1) ∈ Xσ′

k ∩Ge = Iσk+1.

Puisque t ∈ [tk+1, tk+2] et tk+2 − tk+1 ≤ s, on a

x(t) ∈ X σ
s (I

σ
k+1) ⊆ X̂ σ

s (I
σ
k+1) = Xσ

k+1.

Soit (σ, y) ∈ Rp,s(I), par définition, il existe une exécution (τ, q, x) acceptée par H et
vérifiant

{

τ = {[ti, ti+1]}i=N
i=0 , avec N ≤ p, et ∀i ∈ {0, . . . , k + 1}, ti+1 − ti ≤ s

(q(t0), x(t0)) ∈ I et ∃t ∈ [tN , tN+1], q(t) = σ, x(t) = y.

D’après ce qui précède, σ ∈ QN et y ∈ Xσ
N . Donc,

(σ, y) ∈ PN ⊆ R̂p,s(I).

¥

L’algorithme 8 permet également le calcul de deux variables booléennes, p-est-atteint
et s-est-atteint. Elles permettent de décider si l’ensemble R̂p,s(I), calculé par l’algorithme
8, est une approximation conservative de l’ensemble atteignable R(I).

Proposition 7.3.1 Soient p-est-atteint et s-est-atteint, les variables booléennes calculées
par l’algorithme 8 :

1. Si p-est-atteint=faux,
⋃

p′∈N
Rp′,s(I) ⊆ R̂p,s(I).

2. Si s-est-atteint=faux,
⋃

s′∈R+
Rp,s′(I) ⊆ R̂p,s(I).

3. Si p-est-atteint=faux et s-est-atteint=faux,

R(I) ⊆ R̂p,s(I).
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Preuve : Remarquons d’abord, que l’on a

∀p′ ≤ p, s′ ≤ s, Rp′,s′(I) ⊆ Rp,s(I) ⊆ R̂p,s(I).

- Si p-est-atteint=faux :

∃k ∈ {0, . . . , p}, Rk+1 = Rk.

Supposons, qu’il existe p′ tel que

Rp′,s(I) ⊆ Rk.

On peut montrer (voir preuve du théorème précédent) que Rk+1 est une approximation
conservative de l’ensemble Rk,s(I). Donc pour tout p′ ∈ {0, . . . , k}, Rp′,s(I) ⊆ Rk+1.
Comme Rk+1 = Rk, l’hypothèse de récurrence est vraie pour p′ ∈ {0, . . . , k}.

Soit (σ, y) ∈ Rp′+1,s(I), on suppose que (σ, y) est atteignable en p′ + 1 transitions
exactement (sinon (σ, y) ∈ Rp′,s(I) ⊆ Rk). Il existe donc une exécution (τ, q, x) telle que

{

τ = {[ti, ti+1]}i=p′+1
i=0 , et ∀i ∈ {0, . . . , p′ + 1}, ti+1 − ti ≤ s

(q(t0), x(t0)) ∈ I, ∃t ∈ [tp′+1, tp′+2], q(t) = σ, x(t) = y.

(q(t−p′+1), x(t
−
p′+1)) ∈ Rp′,s(I), donc, par hypothèse,

(q(t−p′+1), x(t
−
p′+1)) ∈ Rk =

i=k−1
⋃

i=0

Pi.

Il existe donc i ∈ {0, . . . , k − 1}, tel que

(q(t−p′+1), x(t
−
p′+1)) ∈ Pi =

⋃

σ′∈Qi

({σ} ×Xσ′

i ).

Donc,
∃i ∈ {0, . . . , k − 1}, σ′ ∈ Qi, q(t

−
p′+1) = σ′, x(t−p′+1) ∈ Xσ′

i .

De plus, x(t−p′+1) ∈ Ge, où e = (σ′, σ) ∈ E . Donc x(t−p′+1) ∈ Ge ∩Xσ′
i , qui par conséquent

n’est pas vide. On a donc σ ∈ Qi+1, et x(t
+
p′+1) ∈ Iσi+1.

Puisque t ∈ [tp′+1, tp′+2], et tp′+2 − tp′+1 ≤ s, on a

y = x(t) ∈ X σ
s (I

σ
i+1) ⊆ X̂ σ

s (I
σ
i+1) = Xσ

i+1.

Donc,
(σ, y) ∈ Pi+1 ⊆ Rk+1 = Rk.

Nous pouvons conclure, en remarquant que Rk ⊆ R̂p,s(I).

- Si s-est-atteint=faux :

∀k ∈ {0, . . . , p}, ∀q ∈ Qk, T q
s (I

q
k) ≤ T̂ q

s (I
q
k) < s.

Donc,
∀k ∈ {0, . . . , p}, ∀q ∈ Qk, ∀s′ ≥ s, X q

s′(I
q
k) = X q

s (I
q
k) ⊆ Xq

k .
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En reprenant la démonstation du théorème précédent, il est facile de voir que

∀s′ ≥ s, Rp,s′(I) ⊆ R̂p,s(I).

- Si t-est-atteint=faux et p-est-atteint=faux :
D’après ce qui précède, il est clair que

∀p′ ∈ N, ∀s′ ≥ 0, Rp′,s′(I) ⊆ R̂p,s(I).

Donc

R(I) =
⋃

p′∈N,s′∈R+
Rp′,s′(I) ⊆ R̂p,s(I).

¥

Remarque 7.3.1 On peut modifier légèrement l’algorithme 8. En effet, si à la fin d’une
itération, on a Rk+1 = Rk, il est inutile de continuer. En effet, Rk est alors une approxi-
mation conservative de Rp,s(I).

Remarque 7.3.2 Dans l’algorithme 7, pour le calcul d’une approximation conservative de
l’ensemble des successeurs continus d’un ensemble I, on a supposé que I était un polytope.
Or, en général, les ensembles Iqk de l’algorithme 8 ne sont pas des polytopes mais des
unions de polytopes.
Le calcul de X̂ q

s (I
q
k) nécessite donc un traitement préliminaire. On peut, soit décomposer

Iqk en un certains nombre de polytopes, calculer les ensembles des successeurs continus pour
chaque polytope, et réunir ces ensembles; soit approcher l’ensemble I qk par son enveloppe
convexe (voir [24]).

7.4 Exemple

Nous nous proposons d’utiliser l’algorithme 8 pour analyser la robustesse de la straté-
gie de contrôle du système de deux réservoirs que l’on a déjà étudié dans le chapitre 5. On
a vu que ce système avait un comportement asymptotique périodique, nous avons égale-
ment prouvé sa stabilité. Pour poursuivre notre étude, on veut savoir si ce comportement
subsiste si l’on suppose que les dynamiques continues sont incertaines : on ne connait pas
exactement les caractéristiques des valves, l’apport d’eau dans le premier réservoir peut
subir des fluctuations...

On suppose donc que les dynamiques continues du système sont données par des in-
clusions différentielles :

∀q ∈ Q, x′(t) = Aqx(t) + bq + u(t), ‖u(t)‖ ≤ µ.

On veut vérifier que pour une condition initiale proche du cycle hybride, le niveau d’eau
dans les réservoirs reste dans des limites acceptables. L’ensemble de conditions initiales
est :

I = {(q, x), q = 3, x = (x1, x2) ∈ D3, 1.5 ≤ x1 ≤ 2.5, x2 = 1}.
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Nous avons calculé l’ensemble atteignable du système hybride pour les valeurs µ = 0
et µ = 0.1. Dans les deux cas, l’algorithme s’arrête en quatre itérations, nous donnant une
approximation conservative de l’ensemble atteignable R(I).

Sur la figure 7.1, nous avons représenté les sous-ensembles des domaines D3, D1 et D2

atteignables par le système hybride ainsi que l’ensemble des états continus atteignables
pour µ = 0. Pour des conditions initiales dans I, les niveaux d’eau dans chaque réservoir
restent, pour toujours, dans les limites données par cet ensemble. On vérifie donc bien que
la stratégie de contrôle permet de garder le niveau d’eau dans des limites acceptables.
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Fig. 7.1: Ensemble atteignable dans chaque mode pour le système autonome. Ensemble
des états continus atteignables.

Sur la figure 7.2, nous avons représenté les sous-ensembles des domaines D3, D1 et D2

atteignables par le système hybride ainsi que l’ensemble des états continus atteignables
pour µ = 0.1. Pour des conditions initiales dans I, les niveaux d’eau dans chaque réservoir
restent, pour toujours, dans les limites données par cet ensemble. On voit donc que la
stratégie de contrôle est robuste, puisque, même si les dynamiques continues sont pertur-
bées, les niveaux d’eau restent dans des limites acceptables. Le niveau varie entre −1 et
2.5 dans le premier réservoir et entre −0.6 et 1 dans le deuxième réservoir.
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Fig. 7.2: Ensemble atteignable dans chaque mode pour le système soumis à des perturba-
tions. Ensemble des états continus atteignables.

Sur la figure 7.3, nous avons représenté les ensembles des états continus atteignables
pour µ = 0 et µ = 0.1.
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Fig. 7.3: Comparaisons des états continus atteignables pour le système autonome ou
soumis à des perturbations
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Chapitre 8

Analyse Multirésolution et
Théorie du Contrôle

Dans les parties précédentes, nous avons supposé que nous ne pouvions pas contrôler
la dynamique du système. L’évolution continue était donnée soit par une équation diffé-
rentielle autonome, soit par une équation différentielle avec un terme de perturbation sur
lequel on ne peut pas agir.

Dans cette partie, on considère des systèmes hybrides où les dynamiques continues sont
définies par des équations différentielles linéaires avec une entrée représentant un terme
de contrôle :

∀q ∈ Q, x′(t) = Aqx(t) +Bqu(t).

Pour de telles équations différentielles, les fonctions u et x sont appelées respectivement
entrée et sortie du système.

On s’intéressera au contrôle optimal de cette classe de systèmes hybrides et plus par-
ticulièrement au problème de planification de trajectoire : soit (t0, q0, x0) une condition
initiale pour le système hybride et (tf , qf , xf ) un état du système que l’on souhaite at-
teindre. Le problème de contrôle consiste à trouver une fonction u telle que, pour cette
entrée, le système hybride accepte une exécution (τ, q, x) vérifiant :

(q(t0), x(t0)) = (q0, x0) et (q(tf ), x(tf )) = (qf , xf ).

Généralement, une telle fonction u n’est pas unique; on cherchera donc, en plus, à minimiser
un critère d’énergie :

∫ tf

t0

uT (t)u(t) dt.

Le contrôle optimal des systèmes hybrides linéaires par morceaux a été largement
étudié. Pour des systèmes hybrides en temps discret, un cadre théorique ainsi que des outils
algorithmiques, basés majoritairement sur l’optimisation combinatoire, ont été développés
[13].

Pour des systèmes hybrides en temps continu (comme ceux que nous considérons),
le problème devient plus complexe. Souvent, on cherche à trouver des conditions néces-
saires à l’optimalité d’une entrée. Cette approche résulte en une collection de principes de

111



112. Analyse Multirésolution et Théorie du Contrôle

maximum hybrides [43, 84, 90]. La principale difficulté se trouve dans le grand nombre de
paramètres d’optimisation : nombre de transitions [34], instants des transitions, séquence
des états discrets [15, 84], et, finalement, l’entrée du système [31]. Notre étude portera
essentiellement sur ce dernier point.

On supposera donc que la trajectoire temporisée τ = {[ti, ti+1]}i=N
i=0 (avec tN+1 = tf ),

ainsi que la séquence d’états discrets q0 = σ0, . . . , σN = qf optimales sont connues. On
recherche l’entrée optimale dans l’espace vectoriel de fonctions L2(t0, tf )

p. Le problème de
contrôle optimal devient alors :

Minimiser
∫ tf
t0
uT (t)u(t) dt

sous







x(t0) = x0, x(tf ) = xf ,
x(ti) ∈ Gσi,σi+1 , i ∈ {1, . . . , N},
∀t ∈ [ti, ti+1], x(t) ∈ Dσi , i ∈ {0, . . . , N},

avec ∀t ∈ [ti, ti+1], x
′(t) = Aσix(t) +Bσiu(t), i ∈ {0, . . . , N}.

(8.0.1)

La principale difficulté de ce problème d’optimisation réside dans la contrainte x(t) ∈
Dσi . En effet, cette contrainte doit être respectée pour tout t ∈ [ti, ti+1]. Il faut donc plutôt
la percevoir comme un ensemble infini de contraintes.

Une idée pour approcher l’entrée optimale est de prendre une discrétisation du temps
et de résoudre le problème de contrôle optimal où les contraintes x(t) ∈ Dσi ne doivent
être respectées qu’aux instants de discrétisation.

Récemment, la relation entre les splines et la théorie du contrôle a été analysée [100].
Il en résulte une nouvelle classe de fonctions splines : les splines de la théorie du contrôle
(control theoretic splines). Cette classe de fonctions a des bonnes propriétés pour résoudre
une grande variété de problèmes de contrôle optimal [35, 36, 91, 100]. En particulier, la
sortie optimale de la version discrétisée du problème (8.0.1) est composée de plusieurs
splines de la théorie du contrôle.

La trajectoire optimale du problème (8.0.1) peut donc être vue comme la limite d’une
suite de splines de la théorie du contrôle, définie par une discrétisation de plus en plus fine
de l’intervalle de temps.

Un cadre théorique adapté à cette approche est celui de l’analyse multirésolution
[26, 72]. Intuitivement, l’idée est la suivante : on construit une suite convergente (fj)j∈N
d’approximations d’une fonction f . A l’échelle j, l’approximation fj est déterminée par
un échantillonage fournissant des moyennes locales de la fonction f sur des intervalles de
longueur 2−j .

D’une manière plus formelle, une analyse multirésolution consiste en une séquence
(Vj)j∈N d’espaces vectoriels embôıtés. L’espace Vj regroupe toutes les approximations pos-
sibles à l’échelle j. L’approximation de f à cette résolution est définie comme la projection
orthogonale de f sur Vj .

Dans ce chapitre, nous construisons une analyse multirésolution (Vj)j∈N pour un sous-
espace de L2(0, 1)p (voir aussi [49]), permettant de construire une suite d’approximations
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de l’entrée d’un système dynamique linéaire à partir d’un échantillonage de la sortie as-
sociée. L’ensemble des splines de la théorie du contrôle, associées à une discrétisation de
pas 2−j de l’intervalle [0, 1], est généré par les entrées de l’espace Vj .

Dans le chapitre suivant, nous verrons comment cette analyse multirésolution peut être
utilisée pour le calcul d’une solution approchée du problème de contrôle optimal (8.0.1).

Mais d’abord, nous avons besoin d’introduire certaines notions de la théorie du contrôle
des systèmes dynamiques linéaires.

8.1 Quelques résultats de la théorie du contrôle

On considère l’équation différentielle linéaire avec entrée :

x′(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, u ∈ L2(0, 1)p (8.1.2)

où x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rp, A et B sont des matrices de dimensions compatibles. On a de
manière équivalente,

∀t ∈ [0, 1], x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s) ds.

On supposera, dans un premier temps, que x0 = 0.

8.1.1 Ensemble des entrées optimales : définition, caractérisation

Notons T(A,B) l’espace vectoriel des sorties de l’équation différentielle (8.1.2)

T(A,B) =

{

x : [0, 1]→ Rn, x(t) =

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds, u ∈ L2(0, 1)p

}

et F(A,B) l’application linéaire qui à une entrée associe la sortie correspondante

F(A,B) : L2(0, 1)p → T(A,B)

u 7→ x, x(t) =
∫ t
0 e

A(t−s)Bu(s)ds.

L’application F(A,B) n’est généralement pas bijective. Déterminer l’entrée à partir de la
sortie du système est donc un problème mal posé. Pour assurer l’unicité de l’image réci-
proque, on doit restreindre l’ensemble des entrées.

On définit donc l’ensemble des entrées optimales, noté O(A,B). Une entrée u est un
élément de O(A,B) si et seulement si pour toute entrée v ∈ L2(0, 1)p telle que F(A,B)(v) =
F(A,B)(u),

∫ 1

0
v(s)T v(s) ds ≥

∫ 1

0
u(s)Tu(s) ds.

L’ensemble O(A,B) permet donc de générer, à un coût minimum, la totalité des trajectoires
de l’équation différentielle (8.1.2). Ainsi, la solution de n’importe quel problème de contrôle
peut être recherchée dans cet ensemble.

Dans la suite de cette section, nous cherchons à donner une caractérisation de l’en-
semble O(A,B).
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Lemme 8.1.1 O(A,B) = ker(F(A,B))
⊥.

Preuve : Soit u ∈ O(A,B), on peut l’écrire sous la forme

u = v + w, où v ∈ ker(F(A,B))
⊥, w ∈ ker(F(A,B)).

On a F(A,B)(v) = F(A,B)(u), et comme u est un élément de O(A,B) :

∫ 1

0
v(s)T v(s)ds ≥

∫ 1

0
u(s)Tu(s)ds

≥
∫ 1

0
v(s)T v(s)ds+

∫ 1

0
w(s)Tw(s)ds.

Ainsi, w = 0, et u ∈ ker(F(A,B))
⊥.

Soient u ∈ ker(F(A,B))
⊥, v ∈ L2(0, 1)p, telles que F(A,B)(v) = F(A,B)(u). u−v est dans

ker(F(A,B)), on a donc :

∫ 1

0
v(s)T v(s)ds =

∫ 1

0
u(s)Tu(s)ds+

∫ 1

0
(v(s)− u(s))T (v(s)− u(s))ds

≥
∫ 1

0
u(s)Tu(s)ds.

Donc u est dans O(A,B).

¥

Nous donnons maintenant une caractérisation de l’ensemble ker(F(A,B)).

Lemme 8.1.2 ker(F(A,B)) =
{

u ∈ L2(0, 1)p| Bu = 0 dans L2(0, 1)n
}

.

Preuve : Soit u ∈ ker(F(A,B)).

∀t ∈ [0, 1],
∫ t
0 e

A(t−s)Bu(s)ds = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ [0, 1],
∫ t
0 e
−AsBu(s)ds = 0

⇐⇒ Bu(s) = 0 presque partout sur [0, 1].

De manière équivalente, Bu = 0 dans l’espace de fonctions L2(0, 1)n.

¥

Avant de conclure sur la structure de l’ensemble O(A,B), nous devons démontrer un
résultat d’algèbre linéaire qui nous resservira par la suite.

Lemme 8.1.3 Il existe η, tel que,

∀y ∈ Im(BT ), ∃x ∈ Rn,

{

y = BTx
η‖y‖ ≥ ‖x‖.

où ‖.‖ dénote la norme 2.

Preuve : Notons p′ la dimension de Im(BT ), il existe une base orthonormale de cet
ensemble composée de p′ vecteurs de Rp, {e1 . . . ep′}. Il existe également p′ vecteurs de Rn,
{f1 . . . fp′}, tel que ei = BT fi, pour i ∈ {1 . . . p′}.
Soit y ∈ Im(BT ), y =

∑i=p′

i=1 yiei. Soit x =
∑i=p′

i=1 yifi, on a y = BTx. De plus,

‖x‖ ≤
i=p′
∑

i=1

|yi| ‖fi‖ ≤
i=p′

max
i=1

‖fi‖
i=p′
∑

i=1

|yi| .
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Remarquons que,





i=p′
∑

i=1

|yi|





2

=

i=p′
∑

i=1

j=p′
∑

j=1

|yi||yj | ≤
i=p′
∑

i=1

j=p′
∑

j=1

y2i + y2j
2

= p′‖y‖2 .

D’où, ‖x‖ ≤ √p′maxi=p′

i=1 ‖fi‖ ‖y‖ .
¥

Nous pouvons, à présent, caractériser l’ensemble des entrées optimales.

Proposition 8.1.1 O(A,B) =
{

BT f | f ∈ L2(0, 1)n
}

.

Preuve : Soit u ∈ L2(0, 1)p. ker(B) est le supplémentaire orthogonal de Im(BT ) dans
Rp, il existe donc deux fonctions v et w telles que :

∀t ∈ [0, 1], u(t) = v(t) + w(t), v(t) ∈ Im(BT ), w(t) ∈ ker(B).

En particulier, pour tout t ∈ [0, 1], vT (t)w(t) = 0, donc

∫ 1
0 u

T (s)u(s) ds =
∫ 1
0 v

T (s)v(s) + wT (s)w(s) ds

=
∫ 1
0 v

T (s)v(s) ds+
∫ 1
0 w

T (s)w(s) ds.

Donc v et w sont des éléments de L2(0, 1)p. D’après le lemme 8.1.3, il existe une fonction
f telle que,

∀t ∈ [0, 1], v(t) = BT f(t), et η‖v(t)‖ ≥ ‖f(t)‖.
D’où

∫ 1

0
fT (s)f(s) ds ≤ η2

∫ 1

0
vT (s)v(s) ds.

f est donc un élément de L2(0, 1)n et v ∈
{

BT f | f ∈ L2(0, 1)n
}

.
D’après le lemme 8.1.2, w ∈ ker(F(A,B)).

Soit f ∈ L2(0, 1)n, on note v = BT f . Soit w ∈ ker(F(A,B)),

∫ 1

0
vT (s)w(s)ds =

∫ 1

0
fT (s)Bw(s)ds = 0.

Donc,
{

BT f | f ∈ L2(0, 1)nx
}

est le supplémentaire orthogonal, dans L2(0, 1)p, du sous-
espace ker(F(A,B)).

¥

Remarque 8.1.1 O(A,B) = L2(0, 1)p si et seulement si B est de rang p.
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8.1.2 Contrôlabilité

Le système dynamique associé à l’équation différentielle (8.1.2) est dit contrôlable si
pour tout t ∈]0, 1], xt ∈ Rn, il existe une entrée u ∈ L2(0, 1)p menant la solution de (8.1.2)
au point xt à l’instant t :

∃u ∈ L2(0, 1)p,

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds = xt.

Proposition 8.1.2 [27] Le système dynamique associé à l’équation différentielle (8.1.2)
est contrôlable si et seulement si le Grammien d’atteignabilité

M(t) =

∫ t

0
eA(t−s)BBT eA

T (t−s)ds

est inversible pour tout t > 0.

Nous supposerons, à partir de maintenant, que le système dynamique est contrôlable.

Proposition 8.1.3 Pour tout t > 0, la matrice M(t) est symétrique définie positive et
strictement croissante :

∀t > 0, τ > 0, c ∈ Rn, c 6= 0, cTM(t+ τ)c > cTM(t)c.

Preuve : M(t) est clairement symétrique. De plus, pour tout c ∈ Rn,

cTM(t)c =

∫ t

0
cT eA(t−s)BBT eA

T (t−s)c ds =

∫ t

0

∥

∥

∥BT eA
T (t−s)c

∥

∥

∥

2
ds ≥ 0.

D’après l’hypothèse de contrôlabilité, M(t) est inversible et donc symétrique définie posi-
tive.

Soient t > 0, τ > 0, c ∈ Rn, c 6= 0,

cTM(t+ τ)c = cT
∫ t+τ

0
eA(t+τ−s)BBT eA

T (t+τ−s)ds c

= cT
∫ τ

0
eA(t+τ−s)BBT eA

T (t+τ−s)ds c

+cT
∫ t+τ

τ
eA(t+τ−s)BBT eA

T (t+τ−s)ds c (8.1.3)

= cT eAtM(τ)eA
T tc+ cTM(t)c > cTM(t)c

¥

Dans la section suivante, nous développons un cadre multirésolution pour le contrôle
des systèmes dynamiques linéaires.
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8.2 Une analyse multirésolution de O(A,B)

Nous présentons d’abord brièvement les définitions fondamentales de la théorie de
l’analyse multirésolution. Ensuite, nous verrons comment cette théorie peut s’appliquer
au contrôle des systèmes linéaires.

8.2.1 Analyse multirésolution et base d’ondelettes

Nous utilisons une notion d’analyse multirésolution similaire à celle présentée dans
[92]. Notre définition est un peu moins générale mais suffisante pour notre problème. Soit
O un sous-espace de L2(0, 1)p.

Définition 8.2.1 (Analyse Multirésolution) Une analyse multirésolution de O est une
séquence de sous-espaces fermés (Vj)j∈N vérifiant :

1. Vj ⊆ Vj+1;

2.
⋃

j∈N Vj est dense dans O;

3. pour tout j ∈ N, Vj a une base orthogonale {ϕj,k, k ∈ K(j)} où K(j) est un ensemble
d’indices.

Ainsi, une analyse multirésolution consiste en une séquence de sous-espaces approchant
O de plus en plus finement. Soit u un élément de O, l’approximation de u à l’échelle j est
la projection orthogonale de u sur Vj .

La notion d’analyse multirésolution est étroitement liée à celle d’ondelette. Les onde-
lettes sont définies comme des fonctions de base du supplémentaire orthogonal de Vj dans
Vj+1.

Définition 8.2.2 (Base d’Ondelettes) Un ensemble de fonctions de O, {ψj,m, m ∈
M(j)} est une base d’ondelettes orthonormale si

1. Le sous-espace de O, Wj = vect({ψj,m, m ∈ M(j)}) est le supplémentaire orthogo-
nal de Vj dans Vj+1.

2. L’ensemble de fonctions {ψj,m, j ∈ N,m ∈ M(j)} ∪ {ϕ0,k, k ∈ K(0)} est une base
orthonormale de O.

Dans ce cas, toute fonction u ∈ O peut s’écrire comme une combinaison linéaire infinie
d’ondelettes :

u =
∑

k∈K(0)
α0,kϕ0,k +

∑

j∈N

∑

m∈M(j)

βj,mψj,m

L’approximation de u, à l’échelle J , notée uJ est obtenue en tronquant la somme à l’indice
J − 1 :

uJ =
∑

k∈K(0)
α0,kϕ0,k +

j=J−1
∑

j=0

∑

m∈M(j)

βj,mψj,m

Dans le paragraphe suivant, nous nous proposons de construire une analyse multirésolution
de l’ensemble des entrées optimales O(A,B).
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8.2.2 Analyse multirésolution de la théorie du contrôle

Nous voulons construire une séquence de sous-espaces d’approximation de O(A,B),
adaptée à la résolution d’une version discrétisée du problème de contrôle optimal (8.0.1).
Dans ce but, il est intéressant qu’un problème de contrôle, associé à une discrétisation de
l’intervalle [0, 1] de pas 2−j , ait sa solution dans l’ensemble d’approximation Vj .

On souhaite donc définir, l’approximation uj , à l’échelle j, d’une fonction u ∈ O(A,B)

comme la solution du problème de contrôle optimal :

Minimiser
∫ 1
0 v(s)

T v(s) ds

sous x(k/2j) = y(k/2j), k ∈ {1, . . . , 2j},

où

{

x = F(A,B)(u)

y = F(A,B)(v).

(8.2.4)

On peut montrer, [100], que uj est l’unique élément de l’ensemble

Vj =
{

BT e−AT tfj(t), fj : [0, 1]→ Rn, constante sur chaque [(k − 1)/2j , k/2j [
}

vérifiant les contraintes du problème (8.2.4).

Théorème 8.2.1 La séquence de sous-espaces embôıtés (Vj)j∈N est une analyse multiré-
solution de l’ensemble des entrées optimales O(A,B).

Preuve : La propriété Vj ⊆ Vj+1 est évidente. Pour tout j ∈ N, Vj est un sous-espace
vectoriel de O(A,B) de dimension finie, on peut donc construire une base orthogonale de
Vj .

Prouvons maintenant que
⋃

j∈N Vj est dense dans O(A,B). Soit u un élément de O(A,B),

d’après la proposition 8.1.1, u = BT f où f est une fonction de L2(0, 1)n. Or, l’ensemble
des fonctions constantes par morceaux sur les subdivisions dyadiques de l’intervalle [0, 1]
est dense dans L2(0, 1)n [72].

Soit ε > 0, il existe j ∈ N et fj une fonction constante par morceaux sur la subdivision
de [0, 1] de pas 2−j telle que

∫ 1

0
||f(s)− fj(s)||2ds ≤ ε .

Soit uj = BT fj , il est clair que uj est un élément de Vj . De plus,

∫ 1

0
||u(s)− uj(s)||2ds =

∫ 1

0
||BT (f(s)− fj(s))||2ds

≤ ||BT ||2
∫ 1

0
||f(s)− fj(s)||2ds ≤ ||BT ||2ε .

¥

Pour avoir une représentation hiérarchique des fonctions de O(A,B), il nous faut définir
une base d’ondelettes pour l’analyse multirésolution (Vj)j∈N.
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8.2.3 Ondelettes de la théorie du contrôle

Notons Wj le supplémentaire orthogonal de Vj dans Vj+1.

Lemme 8.2.1 Un élément u de Vj+1 est dans le sous-espaceWj si et seulement si F(A,B)(u)
s’annule aux points

{

k/2j , k ∈ {1, . . . , 2j}
}

.

Preuve : Soit v un élément de Vj ,

v(t) = BT e−AT tfk, si t ∈ [(k − 1)/2j , k/2j [, k ∈ {1, . . . , 2j}.

Soit w ∈ Vj+1, tel que F(A,B)(w) s’annule aux points
{

k/2j , k ∈ {1, . . . , 2j}
}

.

∀k ∈ {1, . . . , 2j},
∫ k/2j

0
eA(k/2j−s)Bw(s)ds = 0.

Donc, pour tout k ∈ {1, . . . , 2j},

∫ k/2j

(k−1)/2j
e−AsBw(s)ds = e−Ak/2j

∫ k/2j

0
eA(k/2j−s)Bw(s)ds

−e−A(k−1)/2j
∫ (k−1)/2j

0
eA((k−1)/2j−s)Bw(s)ds = 0.

Par conséquent,

∫ 1

0
vT (s)w(s)ds =

k=2j
∑

k=1

fT
k

∫ k/2j

(k−1)/2j
e−AsBw(s)ds = 0.

On a donc

{

w ∈ Vj+1, F(A,B)(w) s’annule aux points {k/2j , k ∈ {1, . . . , 2j}}
}

⊆Wj .

De plus, il est facile de montrer que ces espaces sont de même dimension (c’est à dire 2jn)
et donc égaux.

¥

Nous pouvons maintenant construire une base d’ondelettes orthonormale pour l’ana-
lyse multirésolution (Vj)j∈N. Il existe une infinité de bases de O(A,B) vérifiant la définition
8.2.2. On restreindra l’ensemble des choix possibles en imposant certaines propriétés sup-
plémentaires que devra vérifier la base d’ondelettes.

V0 est de dimension n, Wj est de dimension 2jn, une telle base de O(A,B) peut être
trouvée sous la forme :

– {ϕl, l ∈ {1, . . . , n}} est une base orthonormale de V0;

– Pour tout j ∈ N, {ψl
j,m, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}} est une base orthonor-

male de Wj .
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Construction d’une base de V0

On recherche ϕl sous la forme :

ϕl(t) = BT eA
T (1−t)f l, l ∈ {1, . . . , n}

où f l ∈ Rn. Il est clair que ϕl ∈ V0. Soient l, l′ ∈ {1, . . . , n}, on doit avoir

δl,l′ =

∫ 1

0
ϕlT (s)ϕl′(s)ds = f lTM(1)f l′ .

M(1) est symétrique définie positive donc il existe une base orthonormale de Rn de vecteurs
propres {e10, . . . , en0} associés aux valeurs propres λ10 ≥ · · · ≥ λn0 > 0. Posons

f l =
1
√

λl0

el0, l ∈ {1 . . . n}.

On a alors,
∫ 1

0
ϕlT (s)ϕl′(s)ds =

elT0
√

λl0

M(1)
el

′

0
√

λl
′

0

=

√

λl
′

0

λl0
elT0 e

l′

0 = δl,l′ .

On peut énoncer le résultat suivant :

Lemme 8.2.2 {ϕl, l ∈ {1, . . . , n}} est une base orthonormale de V0.

Construction d’une base de Wj

Soit j ∈ N, on recherche une base de Wj vérifiant les propriétés suivantes :

– Localisation : pour tout m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, pour tout l ∈ {1, . . . , n},
∀t ∈ [0,m/2j [∪[(m+ 1)/2j , 1], ψl

j,m(t) = 0.

– Translation : pour tout m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, pour tout l ∈ {1, . . . , n},
∀t ∈ [m/2j , (m+ 1)/2j [, ψl

j,m(t) = ψl
j,0(t−m/2j).

La première propriété permet d’analyser ou de synthétiser une entrée d’un point de vue
local. La seconde permet d’éviter certains calculs inutiles : à chaque échelle, il suffit de
calculer n fonctions pour avoir une base de Wj .

Construisons les fonctions {ψl
j,0, l ∈ {1, . . . , n}}. ψl

j,0 ∈ Vj+1, on peut donc l’écrire
sous la forme :

ψl
j,0(t) =











BT eA
T (1/2j+1−t)glj sur

[

0, 1/2j+1
[

BT eA
T (1/2j−t)hlj sur

[

1/2j+1, 1/2j
[

0 sur
[

1/2j , 1
[

.

On veut aussi ψl
j,0 ∈Wj , donc F(A,B)(ψ

l
j,0) s’annule en 1/2j :

∫ 1/2j

0
eA(1/2j−s)Bψl

j,0(s) ds =

∫ 1/2j+1

0
eA(1/2j−s)BBT eA

T (1/2j+1−t)glj ds

+

∫ 1/2j

1/2j+1
eA(1/2j−s)BBT eA

T (1/2j−t)hlj ds

= eA/2j+1M(1/2j+1)glj +M(1/2j+1)hlj = 0.
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On a donc

hlj = −M−1(1/2j+1)eA/2j+1M(1/2j+1)glj .

La condition d’orthonormalité donne pour l, l′ ∈ {1, . . . , n},
∫ 1

0
ψlT
j,0(s)ψ

l′

j,0(s)ds =

∫ 1/2j+1

0
glTj e

A
(

1

2j+1
−s
)

BBT e
AT
(

1

2j+1
−s
)

gl
′

j ds

+

∫ 1/2j

1/2j+1
hlTj e

A
(

1

2j
−s
)

BBT e
AT
(

1

2j
−s
)

hl
′

j ds

= glTj M
(

1/2j+1
)

gl
′

j + hlTj M
(

1/2j+1
)

hl
′

j = δl,l′ .

En remplaçant hlj par son expression en fonction glj , on arrive à

glTj

[

M
(

1/2j+1
)

+M
(

1/2j+1
)

e
AT

2j+1M−1 (1/2j+1
)

e
A

2j+1M
(

1/2j+1
)

]

gl
′

j = δl,l′ .

On choisit

glj =
1

√

λlj+1

M−1
(

1

2j+1

)

elj+1,

où 0 < λ1j+1 ≤ · · · ≤ λnj+1 sont les valeurs propres de la matrice symétrique définie positive

eA
T /2j+1M−1

(

1

2j+1

)

eA/2j+1 +M−1
(

1

2j+1

)

,

et {e1j+1, . . . , e
l
j+1} est une base orthonormale de Rn composée de vecteurs propres associés.

On a alors

∫ 1

0
ψlT
j,0(s)ψ

l′

j,0(s)ds =
elTj+1
√

λlj+1

[

M−1 (1/2j+1
)

+ e
AT

2j+1M−1 (1/2j+1
)

e
A

2j+1

]

el
′

j+1
√

λl
′

j+1

=

√

√

√

√

λl
′

j+1

λlj+1

elTj+1e
l′

j+1 = δl,l′ .

Lemme 8.2.3 Pour tout j ∈ N, {ψl
j,m, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}} est une base

orthonormale de Wj.

Preuve : Soient m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}, il est clair que ψl
j,m ∈ Vj+1.

Montrons que F(A,B)(ψ
l
j,m) s’annule aux points k/2j , k ∈ {1, . . . , 2j}.

Pour k ≤ m, ψl
j,m = 0 sur l’intervalle [0, k/2j [ donc, F(A,B)(ψ

l
j,m) = 0 sur [0, k/2j ].

Pour k = m+ 1,

∫ (m+1)/2j

0
e
A(m+1

2j
−s)

Bψl
j,m(s)ds =

∫ (m+1)/2j

m/2j
e
A(m+1

2j
−s)

Bψl
j,0(s−m/2j)ds

=

∫ 1/2j

0
eA(1/2j−s)Bψl

j,0(s)ds = 0.
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Pour k > m + 1, ψl
j,m = 0 sur l’intervalle [(m + 1)/2j , k/2j [ donc, F(A,B)(ψ

l
j,m) = 0 sur

[(m+ 1)/2j , k/2j ]. Donc ψl
j,m ∈Wj .

Montrons que les ψl
j,m forment une famille orthonormale. Soient m, m′ ∈ {0, . . . , 2j −

1}, l, l′ ∈ {1, . . . , n}.
Si m 6= m′, alors ψl

j,m et ψl′

j,m′ ont des supports disjoints, donc elles sont orthogonales.
Si m = m′,

∫ 1

0
ψlT
j,m(s)ψl′

j,m(s)ds =

∫ (m+1)/2j

m/2j
ψlT
j,0(s−m/2j)ψl′

j,0(s−m/2j)ds

=

∫ 1/2j

0
ψlT
j,0(s)ψ

l′

j,0(s)ds = δl,l′ .

Donc {ψl
j,m, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}} est une famille orthonormale de 2jn

éléments du sous-espace Wj qui est de dimension 2jn. C’est donc une base orthonormale.

¥

On peut résumer les résultats précédents dans le théorème suivant.

Théorème 8.2.2 Soient

ϕl(t) = BT eA
T (1−t)f l, l ∈ {1, . . . , n}

avec

f l =
1
√

λl0

el0,

où λ10 ≥ · · · ≥ λn0 > 0 sont les valeurs propres de la matrice M(1), et {e10, . . . , el0} est la
base orthonormale de Rn composée des vecteurs propres associés.

ψl
j,m(t) =























0 sur
[

0, m
2j

[

BT e
AT
(

2m+1

2j+1
−t
)

glj sur
[

m
2j
, 2m+1

2j+1

[

BT e
AT
(

m+1

2j
−t
)

hlj sur
[

2m+1
2j+1

, m+1
2j

[

0 sur
[

m+1
2j

, 1
[

j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}
avec

glj =
1

√

λlj+1

M−1
(

1

2j+1

)

elj+1,

hlj =
−1

√

λlj+1

M−1
(

1

2j+1

)

eA/2j+1elj+1,

où 0 < λ1j+1 ≤ · · · ≤ λnj+1 sont les valeurs propres de la matrice

eA
T /2j+1M−1

(

1

2j+1

)

eA/2j+1 +M−1
(

1

2j+1

)

,
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et {e1j+1, . . . , e
l
j+1} est une base orthonormale de Rn composée des vecteurs propres asso-

ciés.
L’ensemble de fonctions {ψl

j,m, j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}} est une base
d’ondelettes orthonormale de l’analyse multirésolution {Vj}j∈N.

Preuve : Le théorème est une conséquence immédiate du théorème 8.2.1 et des lemmes
8.2.2 et 8.2.3.

¥

8.2.4 Base des fonctions sorties

La base de l’ensemble des entrées du système dynamique définit de manière implicite
une base de l’ensemble des sorties du système :

χl = F(A,B)(ϕ
l)

ξlj,m = F(A,B)(ψ
l
j,m)

j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}.

Sur la figure 8.1, nous avons tracé quelques fonctions de la base d’ondelettes de l’ensemble
des entrées ainsi que les sorties associées pour l’équation différentielle scalaire x′ = −x+u.
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Fig. 8.1: Les fonctions ϕ1, ψ1
0,0 (en haut à gauche), ψ1

1,1 (en haut à droite) et les sorties

associées χ1, ξ10,0 (en bas à gauche), ξ11,1 (en bas à droite) pour l’équation différentielle
scalaire x′ = −x+ u.



124. Analyse Multirésolution et Théorie du Contrôle

Soit u un élément de O(A,B), d’après le théorème 8.2.2, il existe des coefficients {αl, l ∈
{1, . . . , n}}, {βl

j,m, j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}} tels que :

u =
l=n
∑

l=1

αlϕl +

j=∞
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mψ

l
j,m.

Proposition 8.2.1 Soit x = F(A,B)(u), pour tout t ∈ [0, 1],

x(t) =
l=n
∑

l=1

αlχl(t) +

j=∞
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mξ

l
j,m(t).

Preuve : Soit J ∈ N, soit uJ la projection orthogonale de u sur VJ :

uJ =
l=n
∑

l=1

αlϕl +

j=J−1
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mψ

l
j,m.

On a,

lim
J→∞

∫ 1

0
‖u(s)− uJ(s)‖2ds = 0.

Soient xJ = F(A,B)(uJ), c ∈ Rn tel que ‖c‖ = 1 et t ∈ [0, 1],

∣

∣cT (x(t)− xJ(t))
∣

∣

2
=

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
cT eA(t−s)B(u(s)− uJ(s))ds

∣

∣

∣

∣

2

≤
∫ t

0
cT eA(t−s)BBT eA

T (t−s)c ds

∫ t

0
‖u(s)− uJ(s)‖2 ds

≤ cTM(t)c

∫ 1

0
‖u(s)− uJ(s)‖2 ds

≤ cTM(1)c

∫ 1

0
‖u(s)− uJ(s)‖2ds

Comme l’inégalité est valable pour tout c ∈ Rn, tel que ‖c‖ = 1, on a

lim
J→∞

‖x(t)− xJ(t)‖ = 0.

On conclut en remarquant que

xJ(t) =

l=nx
∑

l=1

αlχl(t) +

j=J−1
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mξ

l
j,m(t).

¥

Les fonctions sorties associées à la base d’ondelettes de O(A,B) forment donc également
une base de l’espace vectoriel des sorties du système dynamique.

De plus, elles vérifient des propriétés intéressantes de hiérarchisation et de localisation
de l’information ainsi que d’invariance par translation.
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Proposition 8.2.2

– Hiérarchisation : pour tout j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n},

∀J ≤ j, k ∈ {1, . . . , 2J}, ξlj,m(k/2J) = 0.

– Localisation : pour tout j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n},

∀t ∈
[

0,m/2j
]

∪
[

(m+ 1)/2j , 1
]

, ξlj,m(t) = 0 .

– Translation : pour tout j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n},

∀t ∈
[

m/2j , (m+ 1)/2j
]

, ξlj,m(t) = ξlj,0(t−m/2j).

Preuve : Soient j ∈ N, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}.
Soient J ≤ j, k ∈ {1, . . . , 2J}, k/2J = k(2j−J)/2j . D’après le théorème 8.2.2, ψl

j,m est

un élément de Wj donc ξlj,m = F(A,B)(ψ
l
j,m) s’annule aux points

{

q/2j , q ∈ {1, . . . , 2j}
}

et donc en particulier aux points
{

k/2J , k ∈ {1, . . . , 2J}
}

. On a donc également,

ξlj,m(
m

2j
) = ξlj,m(

m+ 1

2j
) = 0.

Or
∀t ∈

[

0,m/2j
[

∪
[

(m+ 1)/2j , 1
]

, ψl
j,m(t) = 0 .

En remarquant que ξlj,m est la sortie du système dynamique associée à l’entrée ψl
j,m :

∀t ∈
[

0,m/2j
]

∪
[

(m+ 1)/2j , 1
]

, ξlj,m(t) = 0 .

Soit t ∈
[

m/2j , (m+ 1)/2j
]

,

ξlj,m(t) =

∫ t

0
eA(t−s)Bψl

j,m(s) ds =

∫ t

m/2j
eA(t−s)Bψl

j,m(s) ds

=

∫ t

m/2j
eA(t−s)Bψl

j,0(s−m/2j) ds =
∫ t−m/2j

0
eA(t−m/2j−s)Bψl

j,0(s) ds

= ξlj,0(t−m/2j).

¥

Ces propriétés sont intéressantes pour traiter des problèmes de synthèse de contrôle.
La première propriété signifie que la valeur de la sortie aux points d’une discrétisation de
l’intervalle [0, 1] de pas 2−J est donnée par les coefficients associés aux échelles inférieures
à J . La deuxième garantit qu’un coefficient associé à l’échelle j modifie la trajectoire du
système dynamique sur un intervalle de longueur 2−j . La troisième permet de ne générer
que n fonctions de base à chaque échelle. Les autres sont obtenues par translation.

D’autres propriétés, ainsi qu’une application à la compression des signaux d’entrée ont
été montrées dans [49].

Dans le chapitre suivant, nous montrons comment la base d’ondelettes des fonctions
d’entrée et sa base induite des fonctions de sortie peuvent être utilisées pour calculer une
approximation de la solution du problème de contrôle optimal hybride (8.0.1).





Chapitre 9

Contrôle Optimal des Systèmes
Hybrides

On s’intéresse au problème de planification de trajectoire (8.0.1) présenté au début du
chapitre précédent. On suppose que pour tout i ∈ {0, . . . , N}, ti < ti+1. On reformule
(8.0.1) en pratiquant une adimensionnalisation de la variable de temps :

s = i+
t− ti
ti+1 − ti

, i ∈ {0, . . . , N}.

On arrive, après quelques transformations, à un problème de contrôle optimal équivalent :

Minimiser
∑i=N

i=0
1

ti+1−ti

∫ i+1
i uT (s)u(s) ds

sous







x(0) = x0, x(N + 1) = xf ,
x(i) ∈ Gσi,σi+1 , i ∈ {1, . . . , N},
∀s ∈ [i, i+ 1], x(s) ∈ Dσi , i ∈ {0, . . . , N},

avec ∀s ∈ [i, i+ 1], x′(s) = 1
ti+1−ti

(Aσix(s) +Bσiu(s)) , i ∈ {0, . . . , N}.

(9.0.1)

L’approche que nous souhaitons utiliser pour le calcul d’une solution approchée de ce
problème est la suivante (voir aussi [50]). Sur chaque intervalle [i, i+1], on peut exprimer
l’entrée du système hybride dans la base d’ondelettes de la théorie du contrôle associée au
couple de matrices (Aσi , Bσi).

Pour calculer une approximation de l’entrée optimale, on discrétise, dans un premier
temps, les contraintes d’état :

∀s ∈ [i, i+ 1], x(s) ∈ Dσi , i ∈ {0, . . . , N},

en les remplaçant par

x(i+ k/2J) ∈ Dσi , i ∈ {0, . . . , N}, k ∈ {1, . . . , 2J}

avec J ∈ N.
Nous verrons que uJ , la solution exacte de la version discrétisée du problème peut être

exprimée comme une combinaison linéaire des premières fonctions de la base d’ondelettes
(aux échelles inférieures à J).

127
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La sortie associée xJ , est généralement une bonne approximation de la sortie optimale
du problème (9.0.1). Cependant, elle ne respecte pas toutes les contraintes de (9.0.1). Cette
sortie n’est donc pas une exécution acceptée par le système hybride.

On procède alors à une deuxième phase, que l’on nomme régularisation, il s’agit de
modifier légèrement l’entrée solution du problème discrétisé, pour que l’exécution associée
soit effectivement acceptée par le système hybride. Pour rester proche de xJ , on ne modi-
fie pas la valeur de la sortie aux points de la discrétisation; on se contente de la modifier
localement entre deux de ces points. Nous verrons que ceci peut se faire en ajoutant à
l’entrée uJ des coefficients d’ondelettes aux échelles supérieures à J .

Pour ne pas alourdir inutilement des notations déjà chargées, nous expliquerons la
méthode sur le problème de contrôle optimal d’un système dynamique linéaire :

Minimiser
∫ 1
0 u

T (t)u(t) ds

sous

{

x(0) = x0, x(1) = xf
∀t ∈ [0, 1], cTx(t)− d ≥ 0,

avec x′(t) = Ax(t) +Bu(t).

(9.0.2)

où c est un vecteur de Rn et d un réel.

9.1 Discrétisation du problème de contrôle optimal

Soit J ∈ N, la discrétisation des contraintes du problème (9.0.2) nous mène à :

Minimiser
∫ 1
0 u

T (t)u(t) ds

sous

{

x(0) = x0, x(1) = xf
cTx(k/2J)− d ≥ 0, k ∈ {1, . . . , 2J},

avec x′(t) = Ax(t) +Bu(t).

(9.1.3)

On a vu, dans le chapitre précédent, que la solution d’un problème de contrôle optimal
pouvait être recherchée dans le sous-espace O(A,B).

Ainsi, on peut remplacer u dans (9.1.3) par sa décomposition dans la base d’ondelettes
de la théorie du contrôle :

u =
l=n
∑

l=1

αlϕl +

j=∞
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mψ

l
j,m.

D’après la proposition 8.2.1,

∀t ∈ [0, 1], x(t) = eAtx0 +
l=n
∑

l=1

αlχl(t) +

j=∞
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mξ

l
j,m(t).

D’après la propriété de hiérarchisation de la proposition 8.2.2, aux points de discrétisation,
la valeur de la sortie x ne dépend que d’un nombre fini de coefficients de la décomposition
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de l’entrée u dans la base d’ondelettes. Pour tout k ∈ {1, . . . , 2J},

x(k/2J) = eAk/2jx0 +
l=n
∑

l=1

αlχl(k/2J) +

j=J−1
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mξ

l
j,m(k/2J).

Ainsi, les coefficients de la décomposition en ondelettes

{βl
j,m, j ≥ J, m ∈ {0, . . . , 2j − 1}, l ∈ {1, . . . , n}}

n’ont pas d’incidence sur la satisfaction des contraintes du problème (9.1.3). De plus, la
base d’ondelettes étant orthonormale, on a

∫ 1

0
uT (t)u(t) ds =

l=n
∑

l=1

(αl)2 +

j=∞
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

(βl
j,m)2.

Il apparait donc clairement que la solution uJ de (9.1.3) est de la forme :

uJ =
l=n
∑

l=1

αlϕl +

j=J−1
∑

j=0

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mψ

l
j,m.

Le problème (9.1.3) a donc sa solution dans VJ , qui est de dimension finie. Le pro-
blème de contrôle optimal se ramène donc à un problème de programmation linéaire qua-
dratique1. Pour mieux visualiser la structure du problème, on renumérote les points de
discrétisation :

ti,p =
1

2i+1
+
p

2i
, i ∈ {0, . . . , J − 1}, p ∈ {0, . . . , 2i − 1}.

Lemme 9.1.1 Soit xJ la sortie associée à l’entrée uJ :

xJ(1) = eAx0 +
∑l=n

l=1 α
lχl(1),

xJ(ti,p) = eAti,px0 +
∑l=n

l=1 α
lχl(ti,p) +

∑j=i
j=0

∑l=n
l=1 β

l
j,b2j−ipcξ

l
j,b2j−ipc(ti,p).

où b2j−ipc dénote la partie entière de 2j−ip.

Preuve : D’après la propriété de hiérarchisation de la proposition 8.2.2, on a

xJ(1) = eAx0 +
∑l=n

l=1 α
lχl(1),

xJ(ti,p) = eAti,px0 +
∑l=n

l=1 α
lχl(ti,p) +

∑j=i
j=0

∑m=2j−1
m=0

∑l=n
l=1 β

l
j,mξ

l
j,m(ti,p).

D’après la propriété de localisation de la proposition 8.2.2, pour j ≤ i,

ξlj,m(ti,p) 6= 0 =⇒ m/2j < ti,p < (m+ 1)/2j

=⇒ m < p
2i−j

+ 1
2i−j+1

< m+ 1

=⇒ m = b2j−ipc.

En reportant dans l’expression de xJ(ti,p) on arrive à l’expression voulue.

1Minimisation sur un espace vectoriel de dimension finie d’une forme quadratique sous des contraintes
linéaires [94].
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¥

On peut donc reformuler le problème de contrôle optimal (9.1.3) d’une manière équi-
valente :

Minimiser
∑l=n

l=1 (α
l)2 +

∑j=J−1
j=0

∑m=2j−1
m=0

∑l=n
l=1 (β

l
j,m)2

αl, βl
j,m

sous











∑l=n
l=1 α

lχl(1) = xf − eAx0
∑l=n

l=1 α
lcTχl(ti,p) +

∑j=i
j=0

∑l=n
l=1 β

l
j,b2j−ipcc

T ξl
j,b2j−ipc(ti,p) ≥ d− cT eAti,px0,

i ∈ {0, . . . , J − 1}, p ∈ {0, . . . , 2i − 1}.
(9.1.4)

Ainsi, la solution de la version discrétisée du problème de contrôle optimal peut être
calculée en résolvant un problème de programmation linéaire quadratique avec 2Jn va-
riables, n contraintes égalités et 2J − 1 contraintes inégalités.

Pour la satisfaction de la contrainte à l’instant ti,p, uniquement n+n(i+1) coefficients
de la décomposition sont impliqués. En écrivant les contraintes inégalités sous forme ma-
tricielle, le nombre de coefficients non-nuls de la matrices de contraintes est donc

i=J−1
∑

i=0

p=2i−1
∑

p=0

n(i+ 2) =
i=J−1
∑

i=0

n(i+ 2)2i = J2Jn.

Cette matrice de dimension (2J − 1) × 2Jn est donc très creuse. Le problème peut alors
être résolu de manière efficace en utilisant des solveurs adaptés [94].

9.2 Régularisation de la sortie

Nous avons donc un moyen de calculer une entrée uJ telle que la sortie associée xJ
vérifie les contraintes du problème (9.0.2) aux points de discrétisation.

Pour J suffisamment grand, uJ est généralement une bonne approximation de la solu-
tion de (9.0.2). Cependant, la sortie associée ne satisfait généralement pas les contraintes
sur l’intervalle [0, 1].

Dans cette section, nous expliquons comment régulariser cette sortie pour satisfaire les
contraintes sur [0, 1]. Pour cela, on ajoute à l’entrée uJ , une seconde entrée vJ , telle que
la sortie yJ associée à l’entrée uJ + vJ garde la même allure que xJ (yJ interpole xJ aux
points de discrétisation) mais telle que yJ satisfasse les contraintes sur [0, 1].

D’après la propriété de hiérarchisation de la proposition 8.2.2, pour que yJ ait la même
valeur que xJ aux points de discrétisation, il suffit de rechercher vJ sous la forme

vJ =

j=∞
∑

j=J

m=2j−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
j,mψ

l
j,m.

Il est bien évidemment nécessaire que vJ s’exprime en fonction d’un nombre fini de coef-
ficients, on le cherche donc sous la forme

vJ =
m=2J−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
J,mψ

l
J,m.
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La sortie associée à l’entrée uJ + vJ est alors donnée par

∀t ∈ [0, 1], yJ(t) = xJ(t) +

m=2J−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
J,mξ

l
J,m(t).

D’après la propriété de localisation de la proposition 8.2.2, pour tout m ∈ {0, . . . , 2J − 1},

∀t ∈ [m/2J , (m+ 1)/2J ], yJ(t) = xJ(t) +
l=n
∑

l=1

βl
J,mξ

l
J,m(t).

La régularisation peut donc se faire de manière indépendante sur chaque intervalle de la
forme [m/2J , (m+ 1)/2J ].

Soit donc m ∈ {0, . . . , 2J − 1}. Remarquons que sur tout intervalle ouvert IJ,m =
]m/2J , (m + 1)/2J [, l’entrée uJ est de classe C∞ et donc la sortie xJ est également de
classe C∞. Sa dérivée seconde est donc bornée sur IJ,m. De même, sur les intervalles
ouverts

IJ+1,2m =]m/2J , (2m+ 1)/2J+1[, IJ+1,2m+1 =](2m+ 1)/2J+1, (m+ 1)/2J [,

les fonctions de la base induite des sorties {ξlJ,m, l ∈ {1, . . . , n}} sont de classe C∞. Leur
dérivées secondes sont donc bornées sur IJ+1,2m et IJ+1,2m+1.

En utilisant la formule de Taylor à l’ordre 2, on a sur l’intervalle IJ+1,2m :

cT yJ(t) ≥ cTxJ(
m
2J
) +

(

cTx′J(
m
2J
) +

∑l=n
l=1 β

l
J,mc

T ξ
′l
J,m(m

2J
)
)

(t−m/2J)
−
(

supIJ+1,2m |cTx′′J |+
∑l=n

l=1 |βl
J,m| supIJ+1,2m |cT ξ

′′l
J,m|

)

(t−m/2J)2/2.

L’idée de la phase de régularisation est la suivante : si le second membre de l’inégalité
ci-dessus est supérieur à d sur IJ+1,2m, alors yJ satisfait les contraintes sur l’intervalle
IJ+1,2m. Le second membre de l’inégalité est un polynôme du second degré dont le terme
quadratique est négatif, il est donc concave. A l’instant t = m/2J , il est supérieur à d;
donc il est supérieur à d sur l’intervalle IJ+1,2m si et seulement si il est supérieur à d à
l’instant t = (2m+ 1)/2J+1. Par conséquent,

d ≤ cTxJ(
m
2J
) +

(

cTx′J(
m
2J
) +

∑l=n
l=1 β

l
J,mc

T ξ
′l
J,m(m

2J
)
)

2−J−1

−
(

supIJ+1,2m |cTx′′J |+
∑l=n

l=1 |βl
J,m| supIJ+1,2m |cT ξ

′′l
J,m|

)

2−2J−3

est suffisant pour assurer que cT yJ(t) ≥ d sur l’intervalle IJ+1,2m. Par des considérations
similaires, on peut montrer que

d ≤ cTxJ(
m+1
2J

)−
(

cTx′J(
m+1
2J

) +
∑l=n

l=1 β
l
J,mc

T ξ
′l
J,m(m+1

2J
)
)

2−J−1

−
(

supIJ+1,2m+1 |cTx′′J |+
∑l=n

l=1 |βl
J,m| supIJ+1,2m+1 |cT ξ

′′l
J,m|

)

2−2J−3

est suffisant pour assurer que cT yJ(t) ≥ d sur l’intervalle IJ+1,2m+1.
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Ainsi, on choisit l’entrée vJ la plus petite possible, mais telle que les inégalités précé-

dentes soient satisfaites. Donc, pourm ∈ {0, . . . , 2J−1}, les coefficients
{

βl
J,m, l ∈ {1, . . . , n}

}

doivent être solutions du problème d’optimisation :

Minimiser
∑l=n

l=1 (β
l
J,m)2

βl
J,m

sous

{

∑l=n
l=1 β

l
J,mc

T ξ
′l
J,m(m

2J
) −|βl

J,m| supIJ+1,2m |cT ξ
′′l
J,m|2−J−2 ≥ dJ+1,2m

∑l=n
l=1 −βl

J,mc
T ξ

′l
J,m(m+1

2J
) −|βl

J,m| supIJ+1,2m+1 |cT ξ
′′l
J,m|2−J−2 ≥ dJ+1,2m+1

(9.2.5)

où

dJ+1,2m = 2J+1
(

d− cTxJ(m
2J
)
)

− cTx′J(m
2J
) + 2−N−2 supIJ+1,2m |cT ξ

′′l
J,m|

dJ+1,2m+1 = 2J+1
(

d− cTxJ(m+1
2J

)
)

+ cTx′J(
m+1
2J

) + 2−N−2 supIJ+1,2m+1 |cT ξ
′′l
J,m|.

En utilisant, une astuce classique de la théorie de l’optimisation, on introduit les variables
auxiliaires γlJ,m = |βl

J,m|. Le problème (9.2.5) est alors équivalent au problème de program-
mation linéaire quadratique :

Minimiser
∑l=n

l=1 (γ
l
J,m)2

βl
J,m, γ

l
J,m

sous



















∑l=n
l=1 β

l
J,mc

T ξ
′l
J,m(m

2J
) −γlJ,m supIJ+1,2m |cT ξ

′′l
J,m|2−J−2 ≥ dJ+1,2m

∑l=n
l=1 −βl

J,mc
T ξ

′l
J,m(m+1

2J
) −γlJ,m supIJ+1,2m+1 |cT ξ

′′l
J,m|2−J−2 ≥ dJ+1,2m+1

γlJ,m − βl
J,m ≥ 0, l ∈ {1, . . . , n}

γlJ,m + βl
J,m ≥ 0, l ∈ {1, . . . , n}.

(9.2.6)

Soit

vJ =

m=2J−1
∑

m=0

l=n
∑

l=1

βl
J,mψ

l
J,m

où les coefficients βl
J,m ont été calculés en résolvant les 2J problèmes de programmation

linéaire quadratique (9.2.6), pour m ∈ {0, . . . , 2J − 1}. On a alors,

Proposition 9.2.1 Soit u l’entrée solution du problème de contrôle optimal(9.0.2). Soit
uJ , l’entrée solution de la version discrétisée (9.1.3), soit xJ la sortie associée. Soient vJ
l’entrée obtenue par régularisation de xJ et yJ la sortie associée à uJ + vJ . On a

{

yJ(0) = x0, yJ(1) = xf
∀t ∈ [0, 1], cT yJ(t)− d ≥ 0.

On a de plus,

∫ 1

0
uTJ (t)uJ(t) dt ≤

∫ 1

0
uT (t)u(t) dt ≤

∫ 1

0
uTJ (t)uJ(t) dt+

∫ 1

0
vTJ (t)vJ(t) dt.
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Preuve : La première propriété est immédiate de par la construction de uJ et vJ .
La sortie associée à l’entrée u satisfait les contraintes de la version discrétisée (9.1.3),

donc
∫ 1

0
uTJ (t)uJ(t) dt ≤

∫ 1

0
uT (t)u(t).

D’autre part, yJ satisfait les contraintes du problème (9.0.2), donc

∫ 1

0
uT (t)u(t) dt ≤

∫ 1

0
(uJ(t) + vJ(t))

T (uJ(t) + vJ(t)) dt.

Par construction, uJ et vJ sont orthogonales, donc

∫ 1

0
(uJ(t) + vJ(t))

T (uJ(t) + vJ(t)) dt =

∫ 1

0
uTJ (t)uJ(t) dt+

∫ 1

0
vTJ (t)vJ(t) dt.

¥

Remarque 9.2.1 Il est possible que le problème de programmation linéaire quadratique
(9.2.6) n’ait pas de solution. La méthode de régularisaton exposée ici échoue. Pour y
remédier, on peut, par exemple, ajouter à vJ des coefficients aux échelles supérieures à
J + 1.

9.3 Exemples

Nous avons implémenté cette méthode dans le langage scilab. Nous présentons ici deux
exemples d’utilisation.

9.3.1 Résultats expérimentaux

On considère le problème de contrôle optimal scalaire :

Minimiser
∫ 1
0 u

2(t) ds

sous

{

x(0) = 1, x(1) = 0.8,
∀t ∈ [0, 1], x(t) ≥ 0.8,

avec x′(t) = −x(t) + u(t).

Sur la figure 9.1, nous avons tracé, pour J = 3, l’entrée u3 solution de la version
discrétisée du problème de contrôle optimal (avec un pas de discrétisation de 1/8). En bas
à gauche, nous avons représenté la sortie x3 associée à l’entrée u3. On peut voir qu’entre
deux points de la discrétisation la valeur x3 est parfois inférieure à 0.8.

L’entrée v3 obtenue par régularisation de x3 est tracée en haut à gauche, il convient
de noter que la différence d’échelle entre la courbe de u3 et celle de v3 est de l’ordre de
1/10. La sortie y3 associée à u3 + v3 est représentée en bas à droite. On peut remarquer,
qu’aux points de la discrétisation la valeur de y3 est la même que celle de x3 et qu’entre
ces points la valeur de y3 est toujours supérieure à 0.8.
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Fig. 9.1: Les entrées u3, (en haut à gauche), v3 (en haut à droite) et les sorties x3 (en bas
à gauche), y3 (en bas à droite).

Les résultats des expériences menées sur cet exemple sont répertoriés dans le tableau
9.1. Pour estimer la qualité de l’approximation (où l’erreur produite), on évalue ‖uJ +
vJ‖−‖uJ‖. Expérimentalement, il semble que la convergence soit de l’ordre O(2−2J), c’est
à dire proportionnel au carré du pas de discrétisation.

On voit également que le temps de calcul augmente relativement vite. Cependant,
même pour des valeurs de J faibles, l’approximation est de relativement bonne qualité.

J 3 4 5 6 7 8

Erreur 1.6e-3 3.5e-4 8.5e-5 2.1e-5 5.2e-6 1.3e-6

Temps de calcul (s) 0 0.01 0.02 0.04 0.24 3.58

Tab. 9.1: Qualité de l’approximation, temps de calcul (Pentium III 1 GHz, Scilab).
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9.3.2 Contrôle optimal d’un système hybride

La méthode présentée dans ce chapitre, s’étend facilement au contrôle des systèmes
hybrides linéaires par morceaux.

Globalement, seule la première phase de la méthode change légèrement. Ainsi, on
calcule la solution d’une version discrétisée de (9.0.1) :

Minimiser
∑i=N

i=0
1

ti+1−ti

∫ i+1
i uT (s)u(s) ds

sous







x(0) = x0, x(N + 1) = xf ,
x(i) ∈ Gσi,σi+1 , i ∈ {1, . . . , N},
x(i+ k/2J) ∈ Dσi , k ∈ {1, . . . 2J}, i ∈ {0, . . . , N},

avec ∀s ∈ [i, i+ 1], x′(s) = 1
ti+1−ti

(Aσix(s) +Bσiu(s)) , i ∈ {0, . . . , N}.

(9.3.7)

Ce problème peut être résolu en utilisant les bases d’ondelettes de contrôles associées à
chaque mode d’une manière similaire à celle présentée ici. Le problème discrétisé peut
alors se transformer en un problème de programmation linéaire quadratique.

La phase de régularisation est en tout point identique à celle présentée précédemment.

Nous avons utilisé notre méthode pour calculer une approximation de la solution du
problème :

Minimiser
∫ 2
0 u

T (t)u(t)dt

sous















xT (0) = −(1 1), xT (2) = (1 1)
(0 1).x(1)− 0.5 = 0
(1 0).x(t) + 1.5 ≥ 0, si t ∈ [0, 1]
(0 1).x(t)− 0.5 ≥ 0, si t ∈ [1, 2] .

avec

x′(t) =

{

A1x(t) +B1u(t), for t ∈ [0, 1]
A2x(t) +B2u(t), for t ∈ [1, 2]

où

A1 =

(

−0.1 0
0.5 −1

)

, B1 =

(

1 0
−0.1 0.2

)

,

A2 =

(

−0.1 −0.5
0.5 −0.1

)

, B2 =

(

0.8 0
0.2 1

)

.

La méthode a été utilisée avec un pas de discrétisation 1/32 (J = 5). Sur la figure 9.2,
nous avons représenté les deux composantes de l’entrée u5 + v5 que nous avons calculée
(en haut) ainsi que la variable continue y5 de l’exécution associée à cette entrée.

En voit notamment, que cette exécution est effectivement acceptée par le système
hybride : on ne sort pas des domaines entre deux transitions.

Nous avons également tracé, en bas, les deux composantes de l’entrée optimale.
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Fig. 9.2: L’entrée optimale u5 + v5 (en haut) et la sortie associée y5 (en bas).

La norme L2 de l’entrée u5 est 4.5864 alors que celle de u5 + v5 est 4.5876. Le surcoût
de l’entrée produite par notre méthode, par rapport à la véritable entrée optimale est de
l’ordre de 0.03 pourcent, ce qui est négligeable.

Dans cette partie, nous avons donc développé une approche multirésolution pour ré-
soudre des problèmes de contrôle de systèmes linéaires.

Il en résulte une analyse multirésolution, ainsi que la notion d’ondelettes de la théorie
du contrôle.

Nous avons également proposé une méthodologie pour le calcul d’une approximation
de l’entrée optimale d’un problème de contrôle d’un système hybride. L’exécution associée
à l’entrée calculée, est effectivement une exécution acceptée par le système hybride.
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Chapitre 10

Calcul Hybride : Equation
Différentielle Scalaire

La notion de calcul hybride a été introduite par Della Dora, Maignan, Mirica-Ruse et
Yovine dans [28]. L’idée du calcul hybride est d’importer les techniques innovantes de la
théorie des systèmes hybrides et de les appliquer à des problèmes, plus classiques, issus
des mathématiques appliquées.

Un aperçu des différents problèmes qui peuvent être traités par le calcul hybride peut
être trouvé dans la thèse de M. Mirica-Ruse [74]. On peut citer, entre autres, des problèmes
de design géométrique, de contrôle optimal ou de résolution des équations différentielles
ordinaires.

Considérons une équation différentielle, x′(t) = f(x(t)). La méthode d’approximation
des solutions, par le calcul hybride, est la suivante. On se donne une partition de l’espace
de phase. Dans chaque élément de cette partition, on calcule une approximation locale du
champ de vecteurs f . La partition de l’espace, munie de la dynamique continue approchée,
définit un système hybride, que l’on peut alors étudier.

Le succès de cette méthode réside dans le choix des approximations locales du champ de
vecteurs; celles-ci doivent être suffisamment simples pour permettre l’étude algorithmique
mais suffisament riches pour garder une approximation de bonne qualité. Nous verrons
que le choix d’approximations linéaires est un bon compromis.

Dans ce chapitre, nous appliquons les idées du calcul hybride à la résolution d’équa-
tions différentielles autonomes scalaires [45].

10.1 Exemple introductif

Expliquons l’idée en considérant un exemple relativement simple :

x′(t) = (x(t))2, x(0) = 1.

La solution de ce problème de Cauchy est x(t) = 1/(1− t). Nous allons approcher x(t) par
xh(t), l’application continue d’une exécution d’un système hybride linéaire par morceaux.
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Un point important du calcul hybride est que l’on a une discrétisation de l’espace
des phases (ici R); contrairement aux méthodes classiques d’approximation des solutions
d’équations différentielles qui utilisent une discrétisation du temps (voir par exemple [29,
32]).

Soit h un réel positif, l’axe des réels est découpé en intervalles de longueur h, Di =
[ih, (i + 1)h]. Chaque intervalle de la partition correspond au domaine d’un des états
discrets du système hybride.

Sur chaque intervalle Di, on définit une fonction fi, approximation locale du champ de
vecteurs f : x 7→ x2. On peut, par exemple, prendre l’interpolant linéaire de f aux points
ih et (i+ 1)h :

fi(x) = aix+ bi

avec

ai =
f((i+ 1)h)− f(ih)

h
et bi = f(ih)− ai(ih),

soit
ai = (2i+ 1)h et bi = −i(i+ 1)h2.

Soit xh(t) la solution de l’équation différentielle linéaire par morceaux :

x′h(t) = fi(xh(t)), si xh(t) ∈ Di, xh(0) = 1.

Il est facile de montrer que l’on a

xh(t) = (ih+
bi
ai
)eai(t−ti) − bi

ai
, si xh(t) ∈ Di

où ti est la valeur de l’instant où xh(ti) = ih. On peut alors calculer l’instant ti+1 de la
transition suivante, qui survient lorsque xh(ti+1) = (i+ 1)h.

ti+1 − ti =
2

(2i+ 1)h
ln

(

i+ 1

i

)

.

On peut voir ici, une des principales différences avec les méthodes classiques; la subdivi-
sion du temps est définie implicitement, par la définition de l’approximation linéaire par
morceaux, et n’est pas fixée a priori.

Remarquons que la solution de l’équation différentielle initiale x(t) possède une asymp-
tote verticale en t = 1. L’existence d’une asymptote pour xh(t), signifierait qu’une infinité
de domaines Di sont parcourus par xh(t) en temps fini. Le système hybride sous-jacent à
l’équation différentielle linéaire par morceaux effectue donc une infinité de transitions en
temps fini, et donc, l’exécution acceptée par le système hybride est Zénon.

Prenons h = 1/N avec N ∈ N∗. On a xh(0) = 1 = Nh, et donc tN = 0. L’existence
d’une asymptote verticale pour xh(t) se traduit par

lim
i→∞

ti =
∑

i≥N

(ti+1 − ti) < +∞.

Il est facile de montrer que

2N

∫ ∞

N

1

2x+ 1
ln

(

x+ 1

x

)

dx ≤
∑

i≥N

(ti+1 − ti) ≤ 2N

∫ ∞

N

1

2x− 1
ln

(

x

x− 1

)

dx.
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Ces intégrales sont finies et, de plus, leur limite quand N tend vers l’infini est 1. D’où,

lim
N→∞

∑

i≥N

(ti+1 − ti) = 1.

xh(t) possède donc une asymptote verticale qui tend vers 1 quand h tend vers 0.

Sur la figure 10.1, on a représenté x(t) et xh(t) pour différentes valeurs de h. Ex-
périmentalement, on trouve que l’ordre d’approximation de x(t) par xh(t) est de l’ordre
O(h2).
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Fig. 10.1: xh(t) pour h ∈ {0.125, 0.25, 0.5, 1} et x(t) (en trait plein)

10.2 Approximation des solutions d’équations différentielles

Dans cette partie, nous généralisons la méthode d’approximation décrite pour l’exemple
x′ = x2.

10.2.1 Méthode générale

Nous considérons des équations différentielles scalaires. Soit

x′(t) = f(x(t)), x(t) ∈ [a, b], x(0) = x0. (10.2.1)

Si f(x0) = 0 alors pour tout t, x(t) = x0. On suppose donc que f(x0) > 0, le cas f(x0) < 0
est symétrique. Ainsi, pour tout t ≥ 0, f(x(t)) > 0.
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Première étape : approximation de l’équation différentielle

On définit une partition uniforme (Di)i∈I , de pas h, de l’intervalle [a, b]. Sur chaque
intervalle Di = [νi, νi+1], on note fi l’interpolant linéaire de f aux points νi et νi+1 :

fi(x) = aix+ bi

avec

ai =
f(νi+1)− f(νi)

h
, et bi = f(νi)− aiνi.

On définit ensuite l’approximation linéaire par morceaux de la fonction f :

fh(x) = fi(x), si x ∈ Di.

La méthode de calcul hybride revient à remplacer la résolution de (10.2.1) par celle de

x′h(t) = fh(xh(t)), xh(t) ∈ [a, b], xh(0) = x0. (10.2.2)

Deuxième étape : résolution de l’équation différentielle approchée

Il est clair que, pour h suffisamment petit, fh(x0) > 0. Donc xh(t) est croissante. La
solution de (10.2.2) est donc donnée par

xh(t) =

{

νi + bi(t− ti) si f(νi) = f(νi+1)

(νi +
bi
ai
)eai(t−ti) − bi

ai
sinon

, si xh(t) ∈ Di

où ti dénote l’instant auquel xh(ti) = νi. Le calcul de xh(t) consiste donc, essentiellement
(comme pour la simulation des systèmes hybrides d’ailleurs), à calculer la séquence des
instants ti, qui correspondent aux instants de transition d’une dynamique linéaire à une
autre dynamique linéaire. La séquence des ti est donnée par la relation de récurrence

ti+1 =











+∞ si f(νi+1) ≤ 0

ti +
h
bi

si f(νi) = f(νi+1)

ti +
ln(f(νi+1))−ln(f(νi))

ai
sinon.

10.2.2 Convergence de l’approximation

Le résultat de convergence de xh(t) vers x(t) est une conséquence du théorème suivant.

Théorème 10.2.1 (Inégalité fondamentale [30]) Soit f une application de Rn dans
Rn, continue et L-Lipschitz sur un ensemble D ⊆ Rn.
Soient x1 et x2 deux fonctions à valeurs dans l’ensemble D, continues, dérivables par
morceaux sur un intervalle I ⊆ R contenant 0, et vérifiant :

∀t ∈ I où xi est dérivable, ‖x′i(t)− f(xi(t))‖ ≤ εi, i ∈ {1, 2}.

Alors,

∀t ∈ I, ‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ ‖x1(0)− x2(0)‖eL|t| +
ε1 + ε2
L

(eL|t| − 1).
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Appliquons ce théorème à notre problème d’approximation. Supposons que le champ
de vecteurs f est L-Lipschitz et C2 sur [a, b]. Il existe un intervalle I et une fonction x(t)
de I dans [a, b], continue et dérivable, tels que :

∀t ∈ I, |x′(t)− f(x(t))| = 0.

De même, il existe Ih et une fonction xh(t) de Ih dans [a, b], continue et dérivable, telle
que :

∀t ∈ Ih, |x′h(t)− fh(xh(t))| = 0.

On a, grâce à un résultat classique d’interpolation [29],

∀x ∈ [a, b], |f(x)− fh(x)| ≤ sup
[a,b]

|f ′′|h
2

8
.

D’où,

∀t ∈ Ih, |x′h(t)− f(xh(t))| ≤ |x′h(t)− fh(xh(t))|+ |fh(xh(t))− f(xh(t))|

≤ sup
[a,b]

|f ′′|h
2

8
.

En remarquant |xh(0)−x(0)| = 0, on peut alors énoncer le résultat de convergence suivant.

Théorème 10.2.2 (Convergence de l’approximation) Soit x la solution de l’équa-
tion différentielle (10.2.1), où le champ de vecteurs f est L-Lipschitz et C2 sur [a, b]; soit
xh la solution de l’équation différentielle (10.2.2).
Pour tout t, où x(t) et xh(t) sont définies,

|x(t)− xh(t)| ≤ sup
[a,b]

|f ′′| h
2

8L
(eL|t| − 1).

On voit donc que l’approximation de x(t) par xh(t) est de l’ordre O(h2). Ceci confirme
ce que l’on avait observé, expérimentalement, sur l’exemple x′ = x2.

10.2.3 Résultats expérimentaux

La méthode d’approximation des solutions d’équations différentielles scalaires a été
implémentée1 en C++.

Nous présentons ici les performances de la méthode pour l’exemple x′ = x2, avec la
condition initiale x(0) = 1. Nous avons calculé la valeur de xh(0.95) pour différentes va-
leurs du pas de discrétisation h. Les erreurs d’approximation, ainsi que les temps de calcul,
sont répertoriés dans le tableau 10.1.

On vérifie, expérimentalement, que xh(t) approche x(t) avec une précision d’ordre
O(h2), ce qui concorde avec l’estimation théorique donnée par le théorème 10.2.2.

Notons, également, que le coût de l’algorithme est en O(1/h), ce qui est tout à fait
raisonnable, et comparable au coût des méthodes classiques d’approximation des solutions
d’équations différentielles.

1en collaboration avec Jean-Guillaume Dumas
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valeur de h Erreur à t = 0.95 Temp d’exécution (Secondes)

10−1 2.2397 10−1 0
10−2 2.2221 10−3 0.001952
10−3 2.2219 10−5 0.020496
10−4 2.2219 10−7 0.203008
10−5 2.2304 10−9 2.01739

Tab. 10.1: Résultats expérimentaux pour x′ = x2, x(0) = 1 (Dec Alpha 500 MHz, C++)

10.2.4 Limites de la méthode

Il existe certains cas, où la méthode d’approximation a un mauvais comportement. On
a bien la convergence en O(h2), pour tout t, vers la solution exacte de l’équation différen-
tielle; cenpendant, le comportement de xh(t) et celui de x(t), quand t tend vers +∞ est
différent, et ce pour tout h, aussi petit soit-il.

Ceci peut se produire, par exemple, quand x(t), la solution de (10.2.1), possède une
asymptote horizontale. Dans ce cas, il existe x∞ ∈ [a, b], tel que,

lim
t→+∞

x(t) = x∞.

On a, nécessairement, f(x∞) = 0. Cependant, il est possible que l’approximation linéaire
par morceaux fh ne possède pas de zéro dans le voisinage de x∞. Ce cas est illustré sur la
figure 10.2.
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Fig. 10.2: Courbes représentatives de 1 + sin(x) et ses approximations linéaires par mor-
ceaux (à gauche). Les approximations linéaires par morceaux ne s’annulent pas. Solutions
de l’équation différentielle x′ = 1 + sin(x) et des approximations linéaires par morceaux
associées (à droite).

Considérons, l’équation différentielle

x′(t) = 1 + sin(x(t)), x(0) = 1.

La solution x(t) a une asymptote horizontale en x∞ = 3π/2. Cependant, il est visible sur
la figure que l’approximation xh(t) n’en a pas.
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Ce problème est lié au fait que le champ de vecteurs f(x) = 1+sin(x) s’annule en 3π/2,
mais est strictement positif sur un voisinage de ce point. Ainsi, l’approximation linéaire
par morceaux fh(x) de f(x) ne peut s’annuler sur un voisinage de 3π/2, sauf si le point
3π/2 est un point d’interpolation.

La raison profonde de ce problème est que l’équation différentielle x′ = 1 + sin(x) est
très sensible aux perturbations. On dit que le champ de vecteurs f(x) = 1 + sin(x) est
structurellement instable. Nous reparlerons de cette notion par la suite.

10.3 Améliorations de la convergence

Dans le section précédente, le choix de la fonction fh était limité à l’interpolant linéaire
par morceaux sur une subdivision uniforme de [a, b]. Cependant, il y a de nombreux autres
choix possibles qui donnent de meilleurs résultats. Dans cette partie, nous présentons
certains d’entre eux.

Tout d’abord, nous verrons qu’il est possible d’améliorer l’ordre de convergence en gar-
dant des approximations linéaires par morceaux. Ensuite, nous verrons qu’il est également
possible de prendre des approximations de degré supérieur.

10.3.1 Interpolation aux abscisses de Gauss

La première amélioration, dans le choix de l’approximation, a été inspirée par une
remarque de Professeur P.J. Laurent. Pourquoi choisir l’interpolant aux points de discré-
tisation, alors qu’il est possible de choisir une approximation qui répartisse mieux l’erreur?

En effet, soit x(t) la solution de l’équation différentielle (10.2.1). Comme f(x0) > 0,
x(t) est strictement croissante. Considérons alors l’intégrale

t =

∫ t

0
ds.

On effectue dans l’intégrale, le changement de variable x = x(s).

t =

∫ x(t)

x0

1

f(x)
dx.

Soit fh une approximation de f , suffisament précise pour que fh(x0) > 0. Soit xh(t) la
solution de l’équation différentielle approchée (10.2.2) associée au champ de vecteurs fh.
On a également,

t =

∫ xh(t)

x0

1

fh(x)
dx.

D’où
∫ x(t)

xh(t)

1

f(x)
dx =

∫ xh(t)

x0

(

1

fh(x)
− 1

f(x)

)

dx.

On a, par conséquent, une nouvelle majoration de l’erreur d’approximation :

|x(t)− xh(t)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
∣

∣

∣

∣

∣

∫ xh(t)

x0

(

1

fh(x)
− 1

f(x)

)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

. (10.3.3)
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On voit donc, que le meilleur choix, pour la fonction fh, est la fonction qui minimise
l’intégrale dans l’inégalité (10.3.3).

Soit (Di)i∈I une partition de [a, b], uniforme, de pas h. D’après la théorie de l’intégra-
tion numérique [29], l’intégrale sur l’intervalle Di d’une fonction, suffisamment lisse, qui
s’annule aux abscisses d’intégration de Gauss de Di, est en O(h5). On choisit donc, pour
minimiser l’intégrale,

fh(x) = fi(x) si x ∈ Di, (10.3.4)

où fi est l’interpolant linéaire de f aux abscisses d’intégration de Gauss, µi,1 et µi,2, de
l’intervalle Di = [νi, νi+1] :

µi,1 =

√
3 + 1

2
√
3
νi +

√
3− 1

2
√
3
νi+1

µi,2 =

√
3− 1

2
√
3
νi +

√
3 + 1

2
√
3
νi+1.

Proposition 10.3.1 Soit x la solution de l’équation différentielle (10.2.1), où le champ
de vecteurs f est C4 sur [a, b]; soit xh la solution de l’équation différentielle (10.2.2), où
le champ de vecteurs fh est définie par (10.3.4).
Pour tout t, où x(t) et xh(t) sont définies,

|x(t)− xh(t)| = O(h3).

Preuve : Soient i0, l’indice de l’intervalle contenant x0, it l’indice de l’intervalle conte-
nant xh(t). On a alors,

|x(t)− xh(t)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
∣

∣

∣

∣

∣

i=it−1
∑

i=i0+1

∫ νi+1

νi

(

1

fh(x)
− 1

f(x)

)

dx

+

∫ νi0+1

x0

(

1

fh(x)
− 1

f(x)

)

dx+

∫ xh(t)

νit

(

1

fh(x)
− 1

f(x)

)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
(

i=it−1
∑

i=i0+1

∫ νi+1

νi

∣

∣

∣

∣

1

fh(x)
− 1

f(x)

∣

∣

∣

∣

dx

+

∫ νi0+1

x0

∣

∣

∣

∣

f(x)− fh(x)
f(x)fh(x)

∣

∣

∣

∣

dx+

∫ xh(t)

νit

∣

∣

∣

∣

f(x)− fh(x)
f(x)fh(x)

∣

∣

∣

∣

dx

)

(10.3.5)

Comme fh est un interpolant linéaire par morceaux de f sur la partition (Di)i∈I , on a,
pour tout x ∈ [a, b], |f(x)− fh(x)| = O(h2), d’où :

∫ νi0+1

x0

∣

∣

∣

∣

f(x)− fh(x)
f(x)fh(x)

∣

∣

∣

∣

dx+

∫ xh(t)

νit

∣

∣

∣

∣

f(x)− fh(x)
f(x)fh(x)

∣

∣

∣

∣

dx = O(h3).

Remarquons que, pour tout i ∈ {i0 + 1, . . . , it − 1}, la fonction
∣

∣

∣

1
fh(x)

− 1
f(x)

∣

∣

∣ s’annule aux

abscisses d’intégration de Gauss de l’intervalle Di.
De plus, f est C4 sur [a, b], donc d’après la méthode d’intégration de Gauss [29],

∫ νi+1

νi

∣

∣

∣

∣

1

fh(x)
− 1

f(x)

∣

∣

∣

∣

dx = O(h5).
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Finallement, en remarquant que it − i0 = O(1/h), on arrive à

|x(t)− xh(t)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
(

O(h3) +

i=it−1
∑

i=i0+1

O(h5)

)

= O(h3).

¥

Remarque 10.3.1 Si x0 = νi0, alors pour tout i ∈ {i0 + 1, . . . , it − 1}, on a

|x(ti)− xh(ti)| = |x(ti)− νi| = O(h4).

On voit donc qu’un choix judicieux des points d’interpolation peut augmenter l’ordre
de la méthode. Une autre façon d’améliorer la convergence consiste à prendre des approxi-
mations d’ordre supérieure (quadratiques par morceaux par exemple).

10.3.2 Interpolation quadratique par morceaux

Le théorème 10.2.1 montre que l’ordre d’approximation des solutions d’une équation
différentielle est au moins aussi bon que l’ordre d’approximation de la fonction f par fh.
Il est donc naturel de prendre des approximations plus précises que linéaires par morceaux.
Nous considérons ici des approximations quadratiques par morceaux.

Soit (Di)i∈I une partition uniforme, de pas h, de l’intervalle [a, b]. Sur chaque intervalle
Di = [νi, νi+1], on note fi l’interpolant quadratique de f aux points νi, νi + h/2 et νi+1.
On définit la fonction fh comme l’approximation quadratique par morceaux de f :

fh(x) = fi(x) = aix
2 + bix+ ci si x ∈ Di. (10.3.6)

La solution de l’équation différentielle associée au champ de vecteurs fh est

xh(t) =































tan

(

t−ti
2

√
−∆i+arctan

(

2aiνi+bi√
−∆i

))√
−∆i−bi

2ai
si ∆i = b2i − 4aici < 0

(t−ti)ri(ri−νi)+νi
(t−ti)(ri−νi)+1 si ∆i = 0 avec ri =

−bi
2ai

−ri,1+
νi−ri,1
νi−ri,2

ri,2e
(ri,1−ri,2)(t−ti)

−1+ νi−ri,1
νi−ri,2

e(ri,1−ri,2)(t−ti)
si ∆i > 0 avec ri,j =

−bi+(−1)j
√
∆i

2ai

où ti est l’instant auquel xh(ti) = νi. La séquence des instants ti est donnée par les formules

ti+1 = ti +



























2
arctan

(

2aiνi+1+bi√
−∆i

)

−arctan
(

2aiνi+bi√
−∆i

)

√
−∆i

si ∆i = b2i − 4aici < 0
νi+1−νi

(νi+1−ri)(νi−ri)
si ∆i = 0 avec ri =

−bi
2ai

ln

(

νi+1−ri,1
νi+1−ri,2

)

−ln
(

xi−ri,1
xi−ri,2

)

ri,1−ri,2
si ∆i > 0 avec ri,j =

−bi+(−1)j
√
∆i

2ai
.

Si f est C3 sur [a, b], on a le résultat classique d’interpolation [29] :

∀x ∈ [a, b], |f(x)− fh(x)| = O(h3).

Grâce à l’inégalité fondamentale, on conclut que xh(t) approche x(t) avec une précision
d’ordre O(h3).
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Expérimentalement, on trouve que l’approximation est d’ordre O(h4). Ceci peut s’ex-
pliquer simplement, en reprenant l’évaluation de l’erreur donnée par (10.3.5). Il est facile
de montrer, grâce à la théorie de l’intégration numérique [29], que si f est C4, alors pour
tout i ∈ {i0 + 1, . . . , it − 1},

∫ νi+1

νi

(

1

fh(x)
− 1

f(x)

)

= O(h5).

On a alors,

|x(t)− xh(t)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
[

O(h4) +

i=it−1
∑

i=i0+1

O(h5)

]

= O(h4).

Proposition 10.3.2 Soit x la solution de l’équation différentielle (10.2.1), où le champ
de vecteurs f est C4 sur [a, b]; soit xh la solution de l’équation différentielle (10.2.2), où
le champ de vecteurs fh est défini par (10.3.6).
Pour tout t, où x(t) et xh(t) sont définies,

|x(t)− xh(t)| = O(h4).

Nous avons donc proposé deux méthodes permettant d’augmenter l’ordre de conver-
gence. On peut, bien sûr, utiliser une méthode hybride (interpolation quadratique par mor-
ceaux aux abscisses de Gauss [45]), ou encore augmenter l’ordre d’approximation (splines
cubiques).

10.4 Résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous comparons les performances des différentes méthodes présentées
ici avec celles des méthodes classiques de Runge-Kutta (voir par exemple [29, 32]). Dans
les tableaux suivants, ces méthodes sont répertoriées par les sigles :

– RKN : Méthode de Runge-Kutta d’ordre N .

– PLI : Méthode de calcul hybride utilisant l’interpolant linéaire par morceaux aux
sommets de la discrétisation.

– GPLI : Méthode de calcul hybride utilisant l’interpolant linéaire par morceaux aux
abscisses de Gauss de la discrétisation.

– PQI : Méthode de calcul hybride utilisant l’interpolant quadratique par morceaux.

Ces différentes méthodes ont été implémentées2 en C++. Pour notre expérimentation
numérique, nous considérons l’équation différentielle

x′(t) = ex(t), x(0) = 1

dont la solution est

x(t) = ln

(

1

e−1 − t

)

.

Pour estimer la qualité d’approximation des différentes méthodes, nous avons évalué l’er-
reur à l’instant t = 0.3. Les résultats sont répertoriés dans les tableaux 10.2 et 10.3.

2en collaboration avec Jean-Guillaume Dumas
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Nombre PLI GPLI RK3 PQI RK4
d’itérations

10 1.48e-2 6.13e-5 1.45e-3 2.13e-5 1.40e-5
20 3.69e-3 3.42e-6 2.07e-4 1.10e-6 1.55e-6
40 9.22e-4 8.32e-7 2.76e-5 7.38e-8 1.23e-7
80 2.30e-4 5.22e-8 3.56e-6 5.13e-9 8.66e-9
160 5.75e-5 1.63e-8 4.52e-7 2.88e-10 5.71e-10
320 1.43e-5 9.87e-10 5.70e-8 2.00e-11 3.66e-11
640 3.59e-6 2.40e-10 7.15e-9 1.11e-12 2.32e-12
1280 8.99e-7 1.70e-11 8.96e-10 7.95e-14 1.46e-13

Tab. 10.2: Résultats expérimentaux pour x′ = ex, x(0) = 1. Erreur à t = 0.3.

Méthode Temps moyen de calcul pour Odre expérimental Ordre théorique
1280 itérations (ms)

PLI 1.124 2.001 2
GPLI 1.168 3.058 3
RK3 0.677 2.968 3
PQI 1.597 4.210 4
RK4 0.843 3.897 4

Tab. 10.3: Résultats expérimentaux pour x′ = ex, x(0) = 1. (Pentium 3, 1 GHz, C++).

On voit donc que l’ordre expérimental des méthodes présentées précédemment est
conforme à celui que prédisait la théorie.
Nous avons, également, calculé le temps de calcul de ces méthodes (moyenne sur 1000
exécutions). On peut voir que les méthodes de calcul hybride sont légérement plus chères
que les méthodes de Runge-Kutta, cependant le coût reste comparable.

Ainsi, les bons résultats du calcul hybride sur les équations différentielles scalaires nous
encourage à pousser plus loin notre étude. Dans le chapitre suivant, nous généralisons la
méthode d’interpolation linéaire par morceaux aux sommets d’une subdivision de l’espace
des phases à des équations différentielles de plus grandes dimensions.





Chapitre 11

Calcul Hybride en Dimension
Supérieure

Dans ce chapitre, nous généralisons l’approche, décrite dans le chapitre précédent, aux
équations différentielles ordinaires de dimension supérieure ou égale à 2. On considère donc
une équation différentielle :

x′(t) = f(x(t)), x(t) ∈ D, (11.0.1)

où D est un compact de Rn.

L’idée de la méthode reste identique, on définit une partition du domaineD. Sur chaque
élément de la partition, le champ de vecteurs f est approché localement par un champ de
vecteurs plus simple. On résout, ensuite, l’équation différentielle par morceaux ainsi définie.

Notons que, contrairement au cas scalaire, le choix de l’approximation de f est plus
limité. En effet, si en dimension 1, les équations différentielles, associées à un champ de
vecteurs quadratique, sont bien connues, ce n’est pas le cas en dimension supérieure. Ainsi,
le choix d’une approximation linéaire par morceaux s’impose. De même, il convient de re-
marquer que l’estimation de l’erreur d’approximation donnée par l’inégalité (10.3.3) n’est
plus valable. En effet, le changement de variable, menant à ce résultat, n’est possible que
pour des équations différentielles scalaires.

Nous allons donc nous intéresser à la généralisation de la méthode d’approximation du
champ de vecteurs par interpolation aux sommets des éléments de la partition. Certains
des résultats exposés dans ce chapitre sont issus de [6] et [46].

11.1 Approximation de l’équation différentielle

Nous voulons approcher l’équation différentielle (11.0.1) par :

x′h(t) = fh(xh(t)), xh(t) ∈ D, (11.1.2)

où fh est une approximation linéaire par morceaux du champ de vecteurs f .
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11.1.1 Approximation linéaire par morceaux d’un champ de vecteurs

Soit donc (Di)i∈I , une partition du domaine D, où chaque élément Di est un polytope.

Calcul de l’approximation

Nous voulons calculer, par interpolation aux sommets de Di, une approximation li-
néaire fi du champ de vecteurs f :

fi(x) = Aix+ bi.

En dimension n, un champ de vecteurs linéaire fi, est caractérisé, de manière unique, par
sa valeur en n+ 1 points, {y0, . . . , yn}, affinement indépendants :

det (y1 − y0, . . . , yn − y0) 6= 0.

On suppose donc que, pour tout i ∈ I, le polytope Di est l’enveloppe convexe de n + 1
points affinement indépendants, {yi0, . . . , yin}. Ainsi [18], pour tout i ∈ I, Di est un sim-
plexe de Rn.

L’approximation de f , sur le domaine Di, est alors donnée par les contraintes d’inter-
polation aux sommets du simplexe :

∀j ∈ {0, . . . , n}, Aiy
i
j + bi = f(yij).

Donc,

∀j ∈ {1, . . . , n}, Ai(y
i
j − yi0) = f(yij)− f(yi0).

On note Yi (respectivement Fi) la matrice n × n dont les colonnes sont les vecteurs
{yij − yi0, j ∈ {1, . . . , n}} (respectivement {f(yij)− f(yi0), j ∈ {1, . . . , n}}).

Les contraintes d’interpolation, sous forme matricielle, deviennent AiYi = Fi. Par
indépendance affine des sommets du simplexe, la matrice Yi est inversible. L’approximation
linéaire du champ de vecteurs f sur Di est donc donnée par :

Ai = FiY
−1
i , et bi = f(yi0)−Aiy

i
0.

L’approximation linéaire par morceaux de f est définie par

fh(x) = fi(x), si x ∈ Di. (11.1.3)

L’équation différentielle approchée (11.1.2) définit ainsi, clairement, un système hybride
linéaire par morceaux.

Convergence de l’approximation

Nous avons vu, dans le chapitre précédent (voir théorème 10.2.1), que les solutions de
l’équation différentielle (11.1.2) approchaient les solutions de (11.0.1) avec une précision
du même ordre que l’approximation du champ de vecteurs f par fh. Il est donc important
d’évaluer la qualité de cette approximation.
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Soit i ∈ I, on note hi la taille du simplexe Di :

hi = sup
x,y∈Di

‖x− y‖.

où ‖.‖ dénote la norme ∞ sur Rn. La taille de la partition (Di)i∈I est h = supi∈I hi.

On peut, sous certaines hypothèses sur le champ de vecteurs f , majorer l’erreur d’in-
terpolation en fonction de la taille de la partition h.

Proposition 11.1.1 (Erreur d’interpolation) Si f est L− Lipschitz sur D,

sup
x∈D

‖f(x)− fh(x)‖ ≤
2Ln

n+ 1
h.

Preuve : Soit x ∈ D, il existe i ∈ I, tel que x ∈ Di. Soit {yi0, . . . , yin}, l’ensemble des
sommets du simplexe Di. Il existe n+ 1 scalaires positifs α0, . . . , αn, tels que

x =
k=n
∑

k=0

αky
i
k,

k=n
∑

k=0

αk = 1.

Notons qu’il existe l ∈ {0, . . . , n}, tel que αl ≥ 1
n+1 . Par l’inégalité triangulaire,

‖f(x)− fh(x)‖ = ‖f(x)− fi(x)‖ ≤ ‖f(x)− fi(yil)‖+ ‖fi(yil)− fi(x)‖.

Les contraintes d’interpolation donnent f(yil) = fi(y
i
l). De plus, f est L-Lipschitz, donc

‖f(x)− fi(yil)‖ ≤ ‖f(x)− f(yil)‖ ≤ L‖x− yil‖.

En reportant l’expression barycentrique de x :

‖f(x)− fi(yil)‖ ≤ L ‖
k=n
∑

k=0

αky
i
k − yil‖ ≤ L

k=n
∑

k=0

αk‖yik − yil‖.

Pour tout k 6= l, ‖yik − yil‖ ≤ h, on a donc

‖f(x)− fi(yil)‖ ≤ L(1− αl)h.

Par ailleurs, par linéarité du champ de vecteurs fi,

‖fi(yil)− fi(x)‖ = ‖fi(yil)−
k=n
∑

k=0

αkfi(y
i
k)‖ ≤

k=n
∑

k=0

αk‖fi(yil)− fi(yik)‖.

En remarquant que pour tout k ∈ {0, . . . , n}, fi(yik) = f(yik) et comme f est L-Lipschitz :

‖fi(yil)− fi(x)‖ ≤
k=n
∑

k=0

αk‖f(yil)− f(yik)‖ ≤ L
k=n
∑

k=0

αk‖yil − yik‖ ≤ L(1− αl)h.

On a donc, finalement,

‖f(x)− fh(x)‖ ≤ 2L(1− αl)h. ≤ 2L
n

n+ 1
h.
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¥

Si le champ de vecteurs f est Lipschitz sur D, alors l’approximation de f par fh est
d’ordre O(h), et donc linéaire dans la taille de la partition.

En faisant des hypothèses supplémentaires sur la régularité de f , on peut montrer que
l’approximation est d’ordre supérieur.

Proposition 11.1.2 (Erreur d’interpolation) Si f est C2 sur D,

sup
x∈D

‖f(x)− fh(x)‖ ≤
Mn2

2(n+ 1)2
h2

avec

M =
j=n
max
j=1

sup
x∈D

p1=n
∑

p1=1

p2=n
∑

p2=1

∣

∣

∣

∣

∂2f j(x)

∂xp1∂xp2

∣

∣

∣

∣

où f j dénote la j-ième composante de f .

Preuve : Soit x ∈ D, il existe i ∈ I, tel que x ∈ Di. Soit {yi0, . . . yin} l’ensemble des
sommets du simplexe Di. On définit la fonction erreur

eh(x) = f(x)− fh(x) = f(x)− fi(x).

Soit j ∈ {1, . . . , n}, ejh(x) dénote la j-ième composante du vecteur eh(x).

Di est compact, et la fonction ejh(x) est continue sur Di donc

x̄j = argmax
x∈Di

|ejh(x)| ∈ Di.

Il existe donc n+ 1 scalaires positifs, α0, . . . , αn, tels que

x̄j =
k=n
∑

k=0

αky
i
k,

k=n
∑

k=0

αk = 1.

Nécessairement, il existe l ∈ {0, . . . , n}, tel que αl ≥ 1
n+1 .

Si x̄j = yil , alors pour tout x ∈ Di, |ejh(x)| ≤ |e
j
h(y

i
l)| = 0.

Supposons x̄j 6= yil (donc αl 6= 1). Les points de la droite de Rn, passant par x̄j et
yil , peuvent être paramétrés de la manière suivante

x(λ) = x̄j + λ(yil − x̄j) = (αl + λ(1− αl))y
i
l +

k=n
∑

k=0,k 6=l

(1− λ)αky
i
k.

Remarquons que, pour tout λ ∈ [ −αl
1−αl

, 1],

αl + λ(1− αl) ≥ 0 et ∀k 6= l, (1− λ)αk ≥ 0.

Donc, pour tout λ ∈ [ −αl
1−αl

, 1], x(λ) ∈ Di.

On définit alors, sur l’intervalle [ −αl
1−αl

, 1], l’application ε

ε(λ) = ejh(x(λ)) = f j(x(λ))− f j
i (x(λ)).
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ε est C2 sur [ −αl
1−αl

, 1], et

ε′′(λ) =
p1=n
∑

p1=1

p2=n
∑

p2=1

∂2ejh
∂xp1∂xp2

(x(λ))(yil,p1 − x̄jp1)(yil,p2 − x̄jp2).

où yil,p et x̄jp sont les p-ièmes composantes des vecteurs yil et x̄
j .

Or, pour tout p ∈ {1, . . . , n},

|yil,p − x̄jp| ≤ ‖yil − x̄j‖ ≤
k=n
∑

k=0

αk‖yil − yik‖ ≤ (1− αl)hi ≤
n

n+ 1
h.

De plus, pour tout x ∈ Di,

∂2ejh
∂xp1∂xp2

(x) =
∂2f j

∂xp1∂xp2
(x)− ∂2f j

h

∂xp1∂xp2
(x) =

∂2f j

∂xp1∂xp2
(x)

D’où, pour tout λ ∈ [ −αl
1−αl

, 1],

|ε′′(λ)| ≤
p1=n
∑

p1=1

p2=n
∑

p2=1

∣

∣

∣

∣

∂2f j

∂xp1∂xp2
(x(λ))

∣

∣

∣

∣

n2

(n+ 1)2
h2 ≤M

n2

(n+ 1)2
h2.

Grâce à la formule de Taylor avec reste intégral

ε(1) = ε(0) + ε′(0) +
∫ 1

0
ε′′(λ)(1− s) ds.

x(1) = yil , donc ε(1) = 0. x(0) = x̄j , donc ε(λ) atteint un extremum en λ = 0. Par
conséquent, ε′(0) = 0. D’où,

ε(0) = −
∫ 1

0
ε′′(λ)(1− s) ds.

On a donc, pour tout x ∈ D,

|f j(x)− f j
h(x)| = |e

j
h(x)| ≤ ε(0) ≤M

n2

(n+ 1)2
h2
∫ 1

0
(1− s) ds.

Donc,

|f j(x)− f j
h(x)| ≤

Mn2

2(n+ 1)2
h2.

¥

Ainsi, si le champ de vecteurs f est deux fois différentiable sur D, l’ordre de l’approxi-
mation par fh est O(h2).
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Continuité de l’approximation

Nous avons vu que pour pouvoir définir fh comme le champ de vecteurs linéaire par
morceaux, interpolant f aux sommets des polytopes de la partition (Di)i∈I , il fallait que
les éléments de la partition Di soient des simplexes.

En imposant des contraintes supplémentaires, on peut garantir que le champ de vec-
teurs fh est continu et Lipschitz sur D. Cette propriété se révèle intéressante, puisque dans
ce cas, l’équation différentielle approchée (11.1.2) admet une et une seule solution pour
une condition initiale donnée.

Définition 11.1.1 (Maillage) Une famille de simplexes (Di)i∈I est un maillage (voir
figure 11.1) d’un polytope D si

1.
⋃

i∈I Di = D.

2. ∀i1, i2 ∈ I, i1 6= i2, l’intersection Di1 ∩ Di2 est soit vide, soit égale à l’enveloppe
convexe des sommets de Di1 communs à Di2.

Fig. 11.1: Exemple de maillage d’un polytope

Proposition 11.1.3 Si (Di)i∈I est un maillage de D, le champ de vecteurs fh est continu
et Lh-Lipschitz sur D avec

Lh = max
i∈I

‖Ai‖.

Preuve : Tout d’abord, il est clair que fh est continu sur l’intérieur de chaque simplexe
Di. Il suffit donc, de vérifier que le champ de vecteurs se recolle continûment à l’intersection
de deux simplexes.

Soient donc Di1 et Di2 deux simplexes, distincts, de la subdivision tels que Di1 ∩Di2 6=
∅. Notons {y0, . . . , yp} leur sommets communs (p ∈ {0, . . . , n− 1}).

Soit x un point de Di1 ∩Di2 , il existe p scalaires positifs tels que

x =

k=p
∑

k=0

αkyk.

Par linéarité de fi1 et fi2 :

fi1(x) =

k=p
∑

k=0

αkfi1(yk) =

k=p
∑

k=0

αkf(yk) =

k=p
∑

k=0

αkfi2(yk) = fi2(x).



11.1. Approximation de l’équation différentielle 159.

Par conséquent, fh est continu sur le polytope D.

Soient x ∈ D, y ∈ D; si x et y appartiennent au même simplexe du maillage Di. On a
alors

‖fh(x)− fh(y)‖ = ‖Ai(x− y)‖ ≤ ‖Ai‖‖x− y‖.
Sinon, le segment qui relie x à y traverse une séquence de p + 1 simplexes du maillage,
Di1 , . . . , Dip+1 . On a x ∈ Di1 et y ∈ Dip+1 . Notons xk l’intersection du segment qui relie x
à y avec Dik ∩Dik+1 , x0 = x et xp+1 = y.

‖fh(x)− fh(y)‖ ≤
k=p
∑

k=0

‖fh(xk)− fh(xk+1)‖ ≤
k=p
∑

k=0

‖Aik+1(xk − xk+1)‖

≤
k=p
∑

k=0

‖Aik+1‖ ‖xk − xk+1‖ ≤ Lh

k=p
∑

k=0

‖xk − xk+1‖.

xk−xk+1 est colinéaire à x−y, on a donc xk−xk+1 = λk(x−y) avec λk ≥ 0. Remarquons
que

x− y =

k=p
∑

k=0

xk − xk+1 =

k=p
∑

k=0

λk(x− y).

Donc,
∑k=p

k=0 λk = 1. D’où

‖fh(x)− fh(y)‖ ≤ Lh

k=p
∑

k=0

‖xk − xk+1‖ = Lh

k=p
∑

k=0

λk‖x− y‖ = Lh‖x− y‖.

¥

Si la famille de simplexes (Di)i∈I est un maillage de D, alors, pour toute condition
initiale x0 ∈ D, il existe une unique solution maximale au problème de Cauchy :

x′h(t) = fh(xh(t)), xh(t) ∈ D, xh(0) = x0.

De plus, cette solution est continûment dérivable.

11.1.2 Maillage simplicial du domaine

Nous avons vu, comment, à partir d’un maillage du domaine D, on pouvait construire
une approximation fh du champ de vecteurs f , continue, Lipschitz sur D et de bonne
qualité.

Cependant, nous n’avons pas encore parlé de la construction d’un maillage du do-
maine D. On peut bien sûr avoir recours à une méthode de triangulation de Delaunay en
dimension n [53]. Cette méthode possède le désavantage de devoir précalculer toute la tri-
angulation et de la stocker en mémoire. Lorsque la dimension augmente, l’espace mémoire
requis peut alors devenir prohibitif.

Une solution alternative, est de définir implicitement un maillage du domaine D. Ainsi,
la triangulation se fait, à la volée et localement.
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Supposons que le domaineD est un pavé de Rn,D = [a1, b1]×· · ·×[an, bn]. On découpe,
de manière implicite, le domaine D en cubes (Cj)j∈J dont les arêtes sont de longueur h.
Pour la résolution de l’équation différentielle (11.1.2), pour une condition initiale x0, il
est facile de calculer le cube Cj contenant x0. On construit alors un maillage de Cj . On
intègre l’équation différentielle, jusqu’à ce que la solution sorte de Cj pour rentrer dans
un autre cube Cj′ . On recommence ensuite en construisant un maillage de Cj′ .

Il nous faut donc détailler comment on peut construire un maillage d’un cube de Rn.
On doit aussi garantir que l’union des maillages de Cj forment un maillage du domaine
D.

Maillage d’un cube de Rn

Considérons le cube unité de Rn, C = [0, 1]n. Soit Π, l’ensemble des permutations
de {1, . . . , n}. Π possède n! éléments distincts. Soit π ∈ Π, π = (k1, . . . , kn), on définit
l’ensemble Sπ (voir figure 11.2) de la manière suivante.

Sπ = {x ∈ Rn, 0 ≤ xk1 ≤ · · · ≤ xkn ≤ 1}.
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Fig. 11.2: Exemple de simplexe Sπ en dimension 3.

Sπ est donc un simplexe. Les (n+ 1) sommets de Sπ sont les points dont les composantes
vérifient :

{

∀i ∈ {1, . . . , p}, xki = 0
∀i ∈ {p+ 1, . . . , n} xki = 1

, p ∈ {0, . . . , n}.

Lemme 11.1.1 (Maillage d’un n-cube [42]) La partition (Sπ)π∈Π forme un maillage
de [0, 1]n.

Utilisons donc ce résultat pour construire un maillage du pavé D.

Maillage de D

Supposons que le domaine D soit un pavé de la forme :

D = [a1, a1 + (N1 + 1)h]× · · · × [an, an + (Nn + 1)h].



11.2. Approximation des solutions de l’équation différentielle 161.

Le domaine D peut donc être partitionné en cubes dont les arêtes sont de longueur h :

Ci1,...,in = [a1 + i1h, a1 + (i1 + 1)h]× · · · × [an + inh, an + (in + 1)h]

i1 ∈ {0, . . . , N1}, . . . , in ∈ {0, . . . , Nn}.

Chaque cube de la partition est, à son tour, subdivisé en n! simplexes par la méthode
décrite précédemment. Le partition résultante est un maillage de D (voir [66]). De plus, il
est clair que la taille du maillage ainsi généré est égale à h.

11.2 Approximation des solutions de l’équation différentielle

Nous montrons dans cette partie les propriétés de convergence des solutions de l’équa-
tion différentielle approchée vers les solutions de l’équation initiale.

11.2.1 Approximation de la solution du problème de Cauchy

Soit x0 un point du domaine de l’équation différentielle. On note x(t), la solution de
l’équation différentielle (11.0.1), pour la condition initiale x(0) = x0. xh(t) est la solution
de l’équation différentielle approchée (11.1.2), pour la condition initiale x(0) = x0, où le
champ de vecteurs fh est calculé par la méthode présentée précédemment.

On note ε(h) l’erreur d’approximation de f par fh donnée par les lemmes 11.1.1 ou
11.1.2.

Théorème 11.2.1 (Convergence C1 de l’approximation) Pour tout t, où x(t) et xh(t)
sont définies,

‖x(t)− xh(t)‖ ≤
ε(h)

L
(eL|t| − 1)

et
‖x′(t)− x′h(t)‖ ≤ ε(h)eL|t|.

Preuve : D’après l’inégalité fondamentale (théorème 10.2.1), on a de manière immédiate
la première inégalité. Montrons la deuxième inégalité,

‖x′(t)− x′h(t)‖ = ‖f(x(t))− fh(xh(t))‖
≤ ‖f(x(t))− f(xh(t))‖+ ‖f(xh(t))− fh(xh(t))‖
≤ L‖x(t)− xh(t)‖+ ε(h)

≤ ε(h)eL|t|.

¥

Exemple 11.2.1 On considère l’équation différentielle de dimension 2
{

x′1(t) = −x1(t) + x2(t) + (x− 1.85)2

x′2(t) = 3x1(t) + x2(t)− x31(t).
(11.2.4)

Les approximations des solutions de l’équation différentielle sont calculées, en appliquant
l’algorithme de simulation, présenté dans le chapitre 4, au système hybride linéaire par
morceaux défini par le champ de vecteurs fh.
Un exemple d’approximation de solution, tracée dans l’espace des phases (x1, x2), est re-
présenté sur la figure 11.3, les éléments du maillage du domaine, traversés par l’approxi-
mation, sont également tracés.
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Fig. 11.3: Solution approchée de l’équation différentielle (11.2.4) ainsi que le maillage
associé.

11.2.2 Approximation des attracteurs

Le théorème 11.2.1 montre donc que, pour tout t, xh(t) tend vers x(t). Cependant, il
convient de remarquer que la majoration de ‖xh(t) − x(t)‖ crôıt exponentiellement par
rapport à t.

On peut donc légitimement se demander si le résultat de convergence reste vrai lorsque
t tend vers l’infini. Notamment, si lorsque t tend vers l’infini, x(t) tend vers un attracteur
de l’équation différentielle (11.0.1), il est intéressant de savoir si xh(t) tend également vers
un attracteur de l’équation différentielle (11.1.2).

Ensuite, l’attracteur de xh(t) tend-il vers celui de x(t) lorsque h tend vers 0?

Les résultats exposés dans cette partie sont issus de [89] et sont des conséquences du
théorème 11.2.1.

Notons Φ le flot de l’équation différentielle (11.0.1).

Définition 11.2.1 (Attracteur) Un attracteur est un sous-ensemble de D, compact et
invariant par le flot Φ :

∀t ≥ 0,Φ(A, t) ⊆ A,

et tel qu’il existe B, un voisinage ouvert de A vérifiant :

∀x ∈ B, lim
t→+∞

(

inf
y∈A

‖Φ(x, t)− y‖
)

= 0

Supposons que l’équation différentielle (11.0.1) a un attracteur A, qui attire un voisi-
nage B invariant par le flot Φ. Alors, on peut montrer le résultat suivant.



11.2. Approximation des solutions de l’équation différentielle 163.

Théorème 11.2.2 (Existence et semi-continuité supérieure des attracteurs) Il existe
h0 > 0, tel que pour tout 0 < h < h0, l’équation différentielle approchée (11.1.2) possède
un attracteur Ah ⊆ B et qui attire B.
De plus,

lim
h→0

(

sup
x∈Ah

inf
y∈A

‖x− y‖ = 0

)

.

Ainsi, on peut voir que l’existence d’un attracteur pour l’équation différentielle (11.0.1)
implique l’existence d’un attracteur pour l’équation différentielle approchée (11.1.2). On
n’a pas, en général, la convergence de l’attracteur Ah vers l’attracteur A. Ah est inclus dans
un voisinage de A. La réciproque est généralement fausse, cependant, il existe certains cas
où l’on peut montrer la convergence (voir par exemple [89]).

Exemple 11.2.2 Reprenons l’équation différentielle (11.2.4), cette équation possède un
cycle limite. Donc, pour h suffisamment petit, l’équation différentielle approchée possède
également un attracteur.

0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Fig. 11.4: Approximation du cycle limite de l’équation différentielle (11.2.4), ainsi que le
maillage associé.

Quelques simulations rapides montrent qu’il s’agit également d’un cycle limite. Un
calcul précis et efficace de ce cycle peut être effectué grâce à la méthode de calcul des
exécutions périodiques présentée dans le chapitre 5.

Cette solution nous donne donc une approximation du cycle limite de l’équation diffé-
rentielle (11.2.4). Le résultat est dessiné sur la figure 11.4.
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11.2.3 Comparaison des portraits de phases

Après les questions de la convergence des solutions et des attracteurs. Il est intéressant
d’examiner celle de la convergence du portrait de phase.

Plutôt que de parler de convergence du portrait de phase, il est plus judicieux de
considérer la notion d’équivalence topologique de deux champs de vecteurs.

Définition 11.2.2 (Equivalence topologique) Soient f1 et f2, deux champs de vec-
teurs définis sur des régions U1 et U2 de Rn. On dit que f1 est topologiquement équi-
valent à f2, si il existe un homéomorphisme de U1 dans U2 qui transforme les trajectoires
orientées de l’équation différentielle x′ = f1(x) en les trajectoires orientées de l’équation
différentielle x′ = f2(x).

Globalement, cela signifie qu’à un point d’équilibre de l’équation différentielle x′ =
f1(x) correspond un point d’équilibre de x′ = f2(x), avec les mêmes propriétés; un point
stable est transformé en un point stable, un point instable en un point instable, un point
selle en un point selle. De même, une solution périodique de x′ = f1(x) correspond à une
solution périodique de x′ = f2(x) avec les mêmes propriétés de stabilité.

Ainsi, la question de la convergence du portrait de phase est de savoir si, il existe un
h0 > 0, tel que pour tout h ≤ h0, le champ de vecteurs f et son approximation linéaire
par morceaux fh sont topologiquement équivalents.

Un champ de vecteurs f topologiquement équivalent à toute petite pertubation de lui
même est appelé structurellement stable. Si f est structurellement stable, il apparâıt donc
clairement que, pour h suffisamment petit, f et fh sont topologiquement équivalents.

Pour des champs de vecteurs plans, des conditions existent pour garantir qu’un champ
de vecteurs est structurellement stable (voir par exemple [62]). Malheureusement, il est
généralement impossible de vérifier, simplement, si ces conditions sont remplies.

Exemple 11.2.3 Reprenons l’équation différentielle scalaire, étudiée dans le chapitre pré-
cédent,

x′(t) = 1 + sin(x(t)).

Cette équation différentielle possède un point d’équilibre x = 3π/2.
Considérons maintenant la légère perturbation de cette équation

x′(t) = 1 + sin(x(t)) + ε

où ε est un réel strictement positif, aussi petit que l’on veut.
Pour tout ε, l’équation différentielle perturbée ne possède pas de point d’équilibre. On peut
donc conclure que le champ de vecteurs n’est pas structurellement stable.
Il est donc normal que les méthodes de calcul hybride échouent à capturer le comportement
asymptotique des solutions.

Exemple 11.2.4 Reprenons l’équation différentielle (11.2.4).
Nous avons calculé, par deux méthodes différentes, les portraits de phase sur le domaine
[−5, 3]× [−5, 5].

Sur la figure 11.5, nous avons tracé le portrait de phase calculé par le logiciel Matlab
en utilisant une méthode de Runge-Kutta ainsi que le portrait de phase calculé par une
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méthode de calcul hybride, à l’aide de l’outil CASCADE (voir [51] ou en annexe).

On peut constater que les champs de vecteurs sont topologiquement équivalents. Il y a
deux points d’équilibre, un instable et un point selle, ainsi qu’un cycle limite stable.
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Fig. 11.5: Portrait de phase de l’équation différentielle (11.2.4), calculé par une méthode
de Runge-Kutta (à gauche), et par une méthode de calcul hybride (à droite).

11.3 Approximation conservative

On voit donc que, souvent, l’étude de l’équation différentielle approchée nous permet
d’avoir de bonnes informations, aussi bien qualitatives que quantitatives sur l’équation
différentielle originale. Malheureusement, il n’est généralement pas possible de préciser si
l’approximation est correcte ou non.

Ceci peut se révéler problématique, à partir du moment où l’on ne s’intéresse pas
seulement au comportement des solutions de l’équation différentielle à court terme, mais
aussi à long terme. Typiquement, certaines applications telles que la vérification nécessitent
le calcul de l’ensemble atteignable par les solutions de l’équation différentielle (11.0.1) avec
des valeurs initiales dans un ensemble I :

R(I) =
⋃

y∈I,s∈R+
Φ(y, s)

où Φ dénote le flot de l’équation différentielle (11.0.1).

Une idée, pour approcher cet ensemble, est de calculer l’ensemble atteignable par les
solutions de l’équation différentielle approchée (11.1.2).

Exemple 11.3.1 Reprenons l’exemple x′ = 1 + sin(x). Pour un ensemble de valeurs ini-
tiales réduit au singleton {1}, l’ensemble atteignable est clairement [1, 3π/2].
Or, pour tout ε > 0, il est clair qu’il existe h ≤ ε tel que l’ensemble atteignable par les
solutions de l’équation approchée soit égal à [1,+∞[.
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Il est donc, théoriquement, impossible d’avoir une approximation convergente. A dé-
faut, on peut chercher à avoir une approximation qui soit au moins conservative1.

Pour cela, il faut tenir compte, dans le calcul de l’ensemble atteignable, de l’erreur
d’approximation du champ de vecteurs f par fh. L’idée est donc de réinjecter l’erreur
d’interpolation dans l’équation différentielle sous la forme d’un terme de perturbation :

x′h(t) = fh(xh(t)) + u(t), xh(t) ∈ D, ‖u(t)‖ ≤ ε(h) (11.3.5)

où ε(h) est l’erreur d’approximation donnée par les lemmes 11.1.1 ou 11.1.2.

Notons Φh(y, t) l’ensemble des points atteignables à l’instant t par les solutions de
l’équation différentielle (11.3.5) pour la condition initiale y. L’ensemble atteignable par
les solutions de l’équation différentielle (11.3.5) pour l’ensemble de valeurs initiales I est
donc :

Rh(I) =
⋃

y∈I,s∈R+
Φh(y, s).

On a de manière presque immédiate :

Théorème 11.3.1

– (Approximation conservative) R(I) ⊆ Rh(I).

– (Convergence sur tout compact) Pour tout t ∈ R+,

dH(
⋃

s∈[0,t]
Φ(I, s),

⋃

s∈[0,t]
Φh(I, s)) ≤

2ε(h)

L
(eL|t| − 1).

Preuve : Soit x(t) une solution de l’équation différentielle (11.0.1),

‖x′(t)− fh(x(t))‖ = ‖f(x(t))− fh(x(t))‖ ≤ ε(h).

Donc, x(t) est une solution de l’inclusion différentielle (11.3.5). Ainsi, on a bien R(I) ⊆
Rh(I).

Soient t ∈ R+, y ∈ I, s ∈ [0, t]. Soit xh une solution de l’inclusion différentielle (11.3.5),
pour la condition initale y. Pour tout s ∈ [0, t],

‖x′h(s)− f(xh(s))‖ ≤ ‖x′h(s)− fh(xh(s))‖+ ‖fh(xh(s))− f(xh(s))‖ ≤ 2ε(h).

Soit x la solution de l’équation différentielle (11.0.1), pour la condition initiale y. D’après
l’inégalité fondamentale (théorème 10.2.1), on a pour tout s ∈ [0, t],

‖x(s)− xh(s)‖ ≤
2ε(h)

L
(eL|s| − 1) ≤ 2ε(h)

L
(eL|t| − 1).

¥

1Ce travail a été mené en collaboration avec E. Asarin et T. Dang
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Ce résulat est d’une importance capitale, notamment pour ce qui concerne l’étude des
attracteurs. Supposons que l’équation différentielle (11.0.1) possède un attracteur A, le
théorème 11.2.2 nous dit que l’équation différentielle approchée (11.1.2) possède également
un attracteur Ah et que la limite de celui-ci est incluse dans A.

Maintenant, prenons un ensemble de conditions initiales I, tel que A est inclus dans
l’ensemble atteignable R(I). On a alors A ⊆ Rh(I). Voici donc un moyen de calculer une
région de D contenant l’attracteur A.

En combinant ces deux approches, on arrive à réaliser une étude relativement complète
de l’attracteur de l’équation différentielle.

Il reste donc à calculer l’ensembleRh(I). Pour cela, remarquons que l’équation différen-
tielle (11.3.5) définit un système hybride linéaire par morceaux soumis à des perturbations.

Ainsi, les algorithmes présentés dans les chapitres 6 et 7 peuvent être utilisés pour le
calcul d’une approximation conservative de l’ensemble atteignable Rh(I).

Exemple 11.3.2 Considérons l’équation de Van der Pol :

{

x′1(t) = x2(t)
x′2(t) = x2(t)(1− x21(t))− x1(t)

sur le pavé de R2, D = [−3, 3]× [−3, 3].
Nous avons appliqué l’algorithme de calcul de l’ensemble atteignable des systèmes hybrides
linéaires par morceaux à cet exemple.
Sur la figure 11.6, nous avons dessiné certaines étapes du calcul de l’ensemble atteignable
ainsi que l’approximation conservative de l’ensemble atteignable R(I), calculée par notre
algorithme. On voit que cet ensemble contient bien le cycle limite qui est un attracteur
pour l’équation de Van der Pol.
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Fig. 11.6: Différentes étapes du calcul de l’ensemble atteignable de l’équation de Van der
Pol pour l’ensemble de conditions initiales dessiné en pointillé (à gauche), approxima-
tion conservative de l’ensemble atteignable de l’équation de Van der Pol pour l’ensemble
de conditions initiales dessiné en pointillé. Le cycle limite est contenu dans l’ensemble
atteignable (à droite).
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Dans ce chapitre, nous avons montré comment les méthodes de calcul hybride peuvent
être utilisées pour l’étude des équations différentielles. Il apparâıt que cette approche
permet de développer des algorithmes efficaces qui peuvent être utilisés en complément
des méthodes classiques d’analyse numérique.







Conclusion

Cette thèse est consacrée à l’analyse algorithmique des systèmes hybrides. Dans ce mé-
moire nous avons examiné plusieurs problèmes liés à l’étude et au contrôle des systèmes
hybrides linéaires par morceaux. Les contributions dans chaque domaine sont multiples.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons considéré le problème du calcul des
exécutions acceptées par un système hybride.

Dans le chapitre quatre, nous avons abordé la simulation des systèmes hybrides et
plus particulièrement le problème central de la détection des événements. Nous avons
proposé un algorithme pour calculer un encadrement des instants auxquels surviennent
les transitions du système hybride. Cette méthode permet d’approcher ces instants avec
une précision arbitraire.

Dans le chapitre cinq, nous nous sommes intéressés aux exécutions périodiques des
systèmes hybrides. Notre approche utilise une extension de la notion d’application de
Poincaré aux systèmes hybrides. Pour cela, nous utilisons le concept d’application d’im-
pact, largement répandu dans la théorie des systèmes hybrides. La principale contribution
de ce chapitre réside dans l’utilisation de l’application de Poincaré hybride pour le calcul
des exécutions périodiques.

Dans la troisième partie, nous avons abordé le problème du calcul de l’ensemble attei-
gnable des systèmes hybrides.

Nous avons tout d’abord exposé les deux approches existantes pour l’approximation
de l’ensemble atteignable d’un système dynamique linéaire. Nous avons ensuite généralisé
une de ces approches pour pouvoir considérer des systèmes dynamiques linéaires soumis à
des perturbations. Nous avons proposé un algorithme permettant d’approcher l’ensemble
atteignable d’un tel système par une union de polytopes et fourni une borne sur l’erreur
commise par le processus d’approximation.

Enfin, nous avons intégré cette approche dans un algorithme de calcul de l’ensemble
atteignable d’un système hybride.

Dans la quatrième partie, nous nous sommes intéressés au contrôle des systèmes hy-
brides.

Dans le chapitre huit, nous avons développé une analyse multirésolution de l’espace des
entrées d’un système linéaire. Nous avons construit une base d’ondelettes orthonormales
pour permettre une représentation pratique des signaux d’entrée d’un système linéaire.
Cette représentation permet un traitement hiérarchique et locale de l’information.

Dans le chapitre neuf, nous avons montré comment ces propriétés pouvaient être uti-
lisées judicieusement pour la synthèse de signaux d’entrée d’un système hybride. Nous
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avons ainsi développé une méthodologie pour approcher l’entrée optimale d’un problème
de contrôle d’un système hybride.

Dans la dernière partie, nous avons montré comment les techniques développées pour
les systèmes hybrides linéaires par morceaux pouvaient être utilisées pour analyser des
systèmes dynamiques non-linéaires.

Dans le chapitre dix, nous avons présenté la notion de calcul hybride pour montrer
comment les systèmes hybrides pouvaient être utilisés pour approcher les solutions des
équations différentielles scalaires.

Dans le chapitre onze, nous avons généralisé cette approche aux équations différen-
tielles de dimensions supérieures. Nous avons proposé une méthodologie générale pour
l’approximation des systèmes dynamiques par des systèmes hybrides linéaires par mor-
ceaux. Nous avons ensuite regardé plusieurs critères permettant d’évaluer la qualité de
l’approximation : convergence des solutions, des attracteurs, équivalence des portraits de
phase, approximation conservative de l’ensemble atteignable.

Les perspectives pour de futurs travaux sont également nombreuses.

Tout d’abord, un travail d’implémentation efficace des différentes méthodes présentées
dans cette thèse est nécessaire. En effet, si tous les algorithmes présentés sont valables en
dimension quelconque, ils n’ont été implémentés effectivement qu’en dimension 1 ou 2. Le
passage en dimension supérieure pose des problèmes algorithmiques non-triviaux qu’il fau-
dra gérer : représentation des polytopes et opérations en grandes dimensions, complexité
exponentielle des algorithmes par rapport à la dimension du système...

Pour l’algorithme d’atteignabilité des systèmes linéaires soumis à des perturbations,
on peut imaginer avoir recours à des classes particulières de polytopes pour représenter
l’ensemble atteignable. Une piste est l’utilisation des zonotopes [56], qui constituent une
classe de polytopes invariante pour la somme de Minkowski qui, de plus, peut être calculée
avec une complexité linéaire.

Une autre piste pour les problèmes d’atteignabilité ainsi que pour l’approximation de
dynamiques non-linéaires, consiste à passer d’abord par une phase de projection : il s’agit
d’approcher un système dynamique par un système de dimension inférieure. Les calculs
sont ensuite effectués sur le nouveau système. Des travaux récents [7, 96] nous encouragent
à explorer cette voie.

Enfin, concernant la partie contrôle, nous sommes convaincus que les ondelettes de la
théorie du contrôle ont de nombreuses applications dans des problèmes ne concernant pas
uniquement le contrôle des systèmes hybrides. Dans [49] par exemple, nous avons déjà
abordé le problème du codage efficace des entrées d’un système linéaire.







Annexe : Présentation de l’outil
CASCADE

CASCADE 2 [51] est un outil codé en Matlab qui permet l’analyse et la simulation de
systèmes dynamiques plans par des méthodes de calcul hybride présentées dans le chapitre
9.

L’utilisation de CASCADE est rendue très simple par l’utilisation d’une interface gra-
phique (voir figure 11.7).

Fig. 11.7: Interface utilisateur de CASCADE
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Les principales fonctionnalités de l’outil CASCADE sont :

– Définition de l’approximation linéaire par morceaux du champ de vec-
teurs
Le champ de vecteurs initial est rentré sous la forme d’une fonction Matlab. On
définit le pavé de R2 sur lequel on souhaite étudier l’équation différentielle.
Le maillage utilisé pour l’interpolation est défini par un point qui sert d’origine et
le pas de discrétisation.

– Approximation des solutions de l’équation différentielle
Le calcul d’une solution approchée de l’équation différentielle pour une valeur initiale
donnée est effectué par l’algorithme de simulation des systèmes hybrides linéaires par
morceaux présentés dans le chapitre 4.
Il faut préciser sur quel intervalle on souhaite intégrer l’équation différentielle.

– Calcul et classification des points d’équilibre
CASCADE classe les différents points d’équilibre en fonction des valeurs propres de
la matrice du champ de vecteurs associé au domaine auquel appartient le point.
Les différentes catégories sont noeud stable, noeud instable, foyer stable, foyer in-
stable, centre, point selle. Pour cette dernière catégorie, CASCADE offre la possibilité
de calculer les variétés stables et instables du point d’équilibre.

– Calcul et classification des cycles limites
Le calcul des cycles limites est réalisé par l’algorithme de calcul des exécutions pé-
riodiques d’un système hybride linéaire par morceaux, présenté dans le chapitre 5.
Il faut préciser la droite sur laquelle on souhaite définir l’application de Poincaré,
ainsi qu’un point initial sur cette droite. L’utilisateur peut préciser certains para-
mètres servant de critères d’arrêt de l’algorithme.
Une fois le calcul terminé, CASCADE détermine la stabilité du cycle limite en fonc-
tion des valeurs propres de la différentielle de l’application de Poincaré.

– Options d’affichage
L’utilisateur peut choisir d’afficher, ou non, le maillage servant à l’interpolation.

La majorité des figures du chapitre 9 a été dessinée grâce à l’outil CASCADE.
L’étude d’un modèle dynamique de l’activité électrique d’un neurone, menée par J.G. Du-
mas et A. Rondepierre dans [33], a été partiellement réalisée par l’outil CASCADE.

Le code Matlab, ainsi qu’un manuel utilisateur, sont téléchargeables à l’adresse
http://www-lmc.imag.fr/MOSAIC/CASCADE/.
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Résumé : Cette thèse est consacrée à l’analyse algorithmique des systèmes hy-
brides. Nous examinons plusieurs problèmes liés à l’étude et au contrôle des sys-
tèmes hybrides linéaires par morceaux. Dans une première partie, nous présentons
les notions de base de la théorie. Nous illustrons notre propos grâce à de nombreux
exemples. La deuxième partie est dédiée au calcul algorithmique des exécutions ac-
ceptées par un système hybride. Une méthode de détection des événements (change-
ment de valeur de la variable discrète du système) est proposée. Le cas des exécutions
périodiques est également examiné. Dans la troisième partie, nous abordons le pro-
blème du calcul de l’ensemble atteignable des systèmes hybrides. Nous apportons un
soin particulier aux systèmes où les dynamiques continues sont connues de manière
incertaine. Dans la quatrième partie, nous nous intéressons au contrôle des systèmes
hybrides. Nous construisons une analyse multirésolution de l’espace des entrées d’un
système linéaire et calculons une base d’ondelettes associée. Les propriétés de cette
base se révèlent intéressantes pour la synthèse de signaux d’entrée d’un système
hybride. Dans la dernière partie nous montrons que les techniques développées pour
les systèmes hybrides linéaires par morceaux peuvent être utilisées pour analyser
des systèmes dynamiques non-linéaires.

Mots-clés : systèmes hybrides, équations différentielles linéaires, simulation,
exécution périodique, atteignabilité, approximation, contrôle optimal, ondelettes.

Abstract : This thesis is devoted to the algorithmic analysis of hybrid systems.
We consider several problems linked to the study and the control of piecewise li-
near hybrid systems. In the first part, we introduce the fundamental notions of the
theory. These are illustrated by numerous examples. The second part is devoted
to the computation of the executions accepted by a hybrid system. A method for
event detection is proposed. The case of periodic executions is also examinated. In
the third part, we consider the problem which consists in computing the reachable
set of a hybrid system. Particularly, we propose a method for the systems where
the continuous dynamics are given by uncertain differential equations. In the fourth
part, we propose an approach for the control of hybrid systems. We construct a mul-
tiresolution analysis of the set of inputs of a linear system and compute an associated
set of wavelets. The properties of this basis are interesting for the synthesis of input
signals of a hybrid system. In the last part, we show that the methods developped for
piecewise linear hybrid systems can be used to analyse non-linear dynamical systems.

Keywords : hybrid systems, linear differential equation, simulation, periodic
execution, reachability, approximation, optimal control, wavelets.


