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Abstract /Résumé
Abstract

From Rickard’s work, we know that two rings are derived equivalent if
there is a tilting complex, constructed from projective modules over the first
ring such that the second ring is the endomorphism ring of this tilting com-
plex.

In this thesis I describe, under some conditions, the endomorphism ring
of n-term complexes via the endomorphism ring of some more elementary
structures, the homologies of the complexes.

The case of 2-term tilting complexes over Gorenstein order with torsion
free homologies has been done by S.Konig and A.Zimmermann.

Résumé

D’apres le travail de Rickard, nous savons que deux anneaux possedent la
méme catégorie dérivée s’il existe un complexe basculant, construit a partir
de modules projectifs sur le premier anneau de telle sorte que le deuxieme
anneau soit I’anneau des endomormorphismes de ce complexe basculant.

Dans cette these je décris, sous certaines conditions, 'anneau des en-
domorphismes de complexes a n termes a partir de ’anneau des endomor-
phismes d’une structure plus élémentaire, les homologies des complexes.

Le cas de complexes basculants a 2 termes sur un ordre de Gorenstein tel
que les homologies sont sans torsion a été fait par S.Konig et A.Zimmermann.
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Introduction

En 1980, S. Brenner et M.Butler [2] ont découvert des similitudes entre
les représentations des algebres qui utilisent les carquois d’Auslander-Reiten,
qu’ils ont alors appellé “tiltings”, c’est-a-dire ”basculements” [8]. Plus tard,
dans sa these d’habilitation, D.Happel a interprété ces basculements comme
des équivalences entre les catégories dérivées D°(A) et D*(I") de modules sur
les algebres A et ' [6].

C’était la premiere fois que les catégories dérivées étaient utilisées dans
le contexte de représentation des algebres. Motivés par ce dévéloppement,
J.Rickard [16] et B.Keller [7] ont, dans leurs theses respective, donné des
conditions nécessaires et suffisantes pour que deux algebres possedent des
catégories dérivées équivalentes.

Le critere de Rickard est : les catégories dérivées D?(A) et D®(T') sont
équivalentes en tant que catégories triangulées si et seulement si il existe
un objet T' dans D°(A), nommé complexe basculant, vérifiant des propriétés
semblables aux propriétés d’'un module de Morita, et tel que I soit isomorphe
a l'anneau des endomorphismes de T

Déterminer a priori I'anneau des endomorphismes d’un complexe bascu-
lant sur un anneau A donné est difficile. Il n’existe que tres peu de cas ou
'on connait des I' possibles, avec D*(T") = DP(A) pour un A donné.

Il est donc souhaitable que 1'on puisse, pour certaines classes d’algebres
qui interviennent dans des applications spécifiques, caractériser les I" possibles
par des moyens plus simples que la classification des complexes basculants et
calculer leurs anneaux des endomorphismes a posteriori.

Une possibilité serait de restreindre le probleme au calcul de I'anneau
des endomorphismes des homologies des complexes. LL’homologie étant un
module, son anneau des endomorphismes se détermine beaucoup plus facile-
ment.

Ceci est le but de cette these. Nous allons donner des criteres simples
pour que I'anneau des endomorphismes d’un complexe soit un produit fibré



des anneaux des endomorphismes de ses homologies sur certaines algebres.

Ceci est intéressant surtout pour une classe d’algebres spécifiques : les
ordres classiques. Ces algebres interviennent en théorie de nombres pour
I’étude des modules Galoisiens et aux représentations des groupes finis comme
anneaux de groupes sur un anneau de Dedekind R.

Un ordre classique A sur un anneau de Dedekind R est une R-algebre
projective de type fini comme R-module, et si K est le corps de fractions
de R, alors A = K ®r A est une K-algebre semisimple. Donc, A se plonge
dans un produit fini d’anneaux de matrices sur des corps (éventuellement
non commutatifs) contenant K.

L’image de A dans A est donc donnée par des idéaux fractionnaires dans
chaque composantes de A et par des congruences linéaires dans un anneau
de R-torsion entre ces composantes. Ces congruences peuvent étre visualisées
comme des produits fibrés itérés par une méthode bien connue [5]. Notre des-
cription s’inscrit dans cette philosophie.

S.Konig et A.Zimmermann dans [12] ont utilisé cette approche pour un
complexe basculant de longueur 2 sur un ordre de Gorenstein A sur un an-
neau de Dedekind local complet.

Un R-ordre est de Gorenstein si Ezt} (Y, A) = 0 pour tout A-module Y
projectif de type fini en tant que R-module. Le résultat [12] détermine I’an-
neau des endomorphismes d'un complexe basculant T" en tant que produit
fibré des anneaux des endomorphismes des homologies de T" sur I'anneau des
endomorphismes de 'homologie dans la catégorie stable. Ce résultat utilise
le fait que I’homologie de T est sans R-torsion.

Klaus Lux a posé la question suivante : Existe-il une généralisation du
résultat de S.Konig et A.Zimmermann [12] pour un complexe a n termes?
Dans cette these, nous présentons cette généralisation pour un complexe T’
de longueur n sur une algebre qui n’est pas nécessairement un ordre de Go-
renstein (Théoreme 3.3).

Au lieu de considérer cette hypothese, nous supposons quelques hypotheses
plus faibles sur les extensions entre les homologies et les modules qui com-



posent le complexe. Nous utilisons également des complexes T qui sont en
fait les troncatures ;7"

La méthode pour obtenir ce résultat principal repose sur la construction
de diagrammes commutatifs variés qui donnent lieu a des produits fibrés.

Pour n = 2, nous trouvons un résultat analogue a celui de Konig et Zim-
mermann, mais avec un complexe et une algebre plus généraux et 1’homologie
n’est pas forcément sans R-torsion. Contrairement au Théoreme de Konig et
Zimmermann, I'application ¢ : Endps ) (1") — Endy(H*'T) n’est pas sur-
jective en général, comme le montre I’'Exemple 4.4 du chapitre 4.

En effet, 'image de 1, que nous notons par A%, est formée par les mor-
phismes dans End (H"'T') qui induisent des morphismes dans Endps4)(T").
Ces images A' forment un anneau et par conséquent déterminent la structure
d’anneau de Endpy,)(T"), et donc la structure d’anneau de Endps s (7).

Le cas ou l'algebre A est un ordre symétrique et T est de longueur 2 est
traité séparemment, car, méme si nous ne supposons pas que 1’homologie est
sans R-torsion, nous pouvons la remplacer par sa partie sans R-torsion. Pour
cela, nous ajoutons 'hypothese que T est un complexe basculant et nous uti-
lisons le résultat de Zimmermann sur une algebre qui possede une catégorie
dérivée équivalente a celle d'un ordre symétrique (voir [28]).

Pour des complexes a n termes sur un ordre symétrique, si nous ajou-
tons ’hypothese que les homologies au milieu sont de R-torsion, I’anneau
des endomorphismes du complexe basculant 7" est le produit fibré de A° et
de la partie sans torsion de ’anneau des endomorphismes de la plus grande
homologie, Endy(H™T)/torsion qui est isomorphe a Endy(H"T /torsion)
(Théoreme 3.26).

Avec des hypotheses et une démonstration analogues a celles du théoreme
principal (Théoreme 3.3), nous pouvons aussi déterminer Hompua)(X,Y)
pour deux complexes X et Y de longueur n(voir Théoreme 3.15).

Pendant la derniere phase de la rédaction de cette these, B.Keller a
suggéré une approche alternative pour déterminer Hompsa)(X,Y) en pas-
sant par une suite spectrale. Nous trouvons a titre d’exemple, pour X et Y



de longueur 3, un résultat similaire au Théoreme 3.15. Les arguments pour
obtenir le Théoreme 3.3 trouvent ainsi une interprétation alternative.

Cette these est organisée de fagon suivante :

Le chapitre 1 est essentiellement constitué de rappels. Dans la section
1.1, nous donnons une introduction aux catégories dérivées : la définition de
ses objets : des complexes, et des morphismes entre ces objets, les classes
d’équivalences homotopiques ou les quasi-isomorphismes sont inversibles, et
la définition des catégories triangulées. Puis, a propos des équivalences dérivées,
nous donnons une introduction aux complexes basculants et nous citons le
Théoreme de Rickard.

Dans la section 1.2, nous rappelons la notion de produit fibré et de somme
amalgamée et nous rappelons un résultat élémentaire et bien connu qui est
utile pour la démonstration du théoreme principal.

Dans la section 1.3, nous introduisons des ordres et des réseaux, notam-
ment les ordres de Gorenstein et les ordres symétriques. Nous donnons leur
définitions et quelques exemples. Nous décrivons la catégorie stable de mo-
dules sur un ordre de Gorenstein, et nous donnons aussi les résultats rélatifs
aux équivalences dérivées sur un ordre. Parmi ces résultats, on trouvera le
Théoréme de rélevement d'un complexe basculant de Rickard [18, Théoreme
3.3] et le Théoreme de Koénig et Zimmermannn [12].

Afin de faciliter la lecture du chapitre 3 plus technique, le chapitre 2
comporte la démonstration du théoreme principal pour n = 2. Nous expli-
citons également l'image de Endps)(T) dans Endy(H'T) que nous notons
A. Nous en déduisons un produit fibré plus explicite : Endps)(T) est le
produit fibré de A et de Endy(H*T). Enfin, nous traitons le cas olt A est
un ordre symétrique pour lequel nous pouvons remplacer H*T par sa partie
sans R-torsion.

Le théoreme principal et sa démonstration sont donnés dans le chapitre
3. Nous introduisons les sous anneaux A* de Endx(H™'T), formés par les
morphismes qui induisent des morphismes dans End Db(/\)(Ti) et nous expli-
quons des produits fibrés plus explicites en termes de A* dans la section 3.2.



La structure d’anneau de Endps)(T') induite par celle des A est traitée
dans la section 3.3. Puis, dans la section 3.4, nous abordons le cas ou A est un
ordre de Gorenstein. Le cas ou A est un ordre symétrique et les homologies
de milieu sont de torsion est étudié dans la section 3.5.

Nous donnons des exemples de 'utilisation du théoreme principal dans le
chapitre 4. Ces exemples utilisent des A qui sont des ordres de Gorenstein.
Parmi eux, on trouvera un exemple qui montre que ’hypothese du théoreme

principal est suffisante et un exemple qui montre que A° = Endy(H'T) tan-
dis que A' # Endy(H?T).

Enfin, nous trouverons dans I’annexe une approche alternative suggérée
par B.Keller pour déterminer Hompsx)(X,Y) par une suite spectrale . Pour
des complexes a deux termes cette approche a été détaillée par B.Keller. A
titre d’exemple nous expliquons les démarches pour des complexes a trois
termes.
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Chapitre 1

Rappels et Notations

Ce chapitre nous sert a introduire les notations qui seront utilisées tout
au long de cette these et a rappeler les résultats relatifs aux équivalences
dérivées et aux complexes basculants, en particulier le Théoreme de Rickard
et le Théoreme de Konig et Zimmermann sur les complexes basculants sur
un ordre de Gorenstein [12].

Dans la section 1.1 nous introduisons des équivalences dérivées. Nous
rappelons des produits fibrés et des sommes amalgamées dans la section 1.2.
Puis, dans la section 1.3, nous introduisons des ordres et des réseaux, en
particulier des ordres de Gorenstein et des ordres symétriques.

Les catégories seront notées par C, D, - - -, les objets d'une catégorie seront
notés par X,Y,Z, L, M,---, les objets projectifs par P, (), et les morphismes
par ¢, 9,7v,%, - --. Pour les anneaux et les algebres nous utilisons les lettres R,
A, T'. En général, les modules sont des modules a gauche de type fini. Quelques
cas dans lesquels nous utilisons des modules a droite seront mentionnés expli-
citement. Nous écrivons les morphismes a droite, et la composition ¢~y pour

p: X —=Yety:Y =2
1.1 Equivalences dérivées

Nous proposons ici une introduction sur la construction des catégories
dérivées afin de pouvoir fixer les notations. Le lecteur pourra trouver un

traitement analogue pour la section 1.1.1 dans [13], [24], et [27]; pour la

11
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section 1.1.2 dans [9] et pour la section 1.1.3 dans [13], [16] et [9].

1.1.1 Complexes

Soit C une catégorie abélienne.

Définition 1.1 Un complexe X dans C est une suite d’objets de C (X*)zez
et de morphismes (a*)rez dans (Home (X%, X*)) ez

k—1 k
'—>Xk_1a—> ){'kaﬁ)(k—i-l_>

tels que a*~! o* = 0 pour tout k € Z.
Soient X et Y deux complexes. Un morphisme de complexes ¢ : X — Y est
une suite (¢*)rez de morphismes ¥ € Home(X*, Y*) telle que le diagramme

k—1 k

k-1 X xk X b Az
Lkt Lo* Lttt
yk-1 OE) yk a_lkﬁ yk+1

soit commutatif Vk.

Avec ces définitions, nous formons la catégorie de complexes C'(C) , qui
est encore abélienne. En effet, si ¢ : X — Y est un morphisme dans C'(C), le
complexe Z défini par Z*¥ = Ker(oF : X*¥ — Y*), avec le différentiel induit
de celui de X, va étre le noyau de ¢, et de facon similaire nous pouvons
construire Coker(yp).

Un complexe est borné (resp. borné a gauche, borné a droite) si
X*% =0 pour |k| >> 0 (resp. k << 0, k >> 0). On note par C*(C)(* €
{b,+, —}) la sous-catégorie pleine de C'(C) formée par les complexes bornés
si * = b, bornés a gauche si x = +, bornés a droite si x = —.

La catégorie C peut étre considérée comme étant une sous-catégorie pleine
et fidele de C'(C) si on identifie un objet M € C avec le complexe X dont
X1 = M et les autres X* sont 0 (M est de degré 1).

X::..._)O_>M_>O_>...
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Soient X un objet de C(C) et i € Z. Le foncteur de décalage [i] est
un automorphisme de la catégorie C'(C) ou I'image d’un complexe X est un
autre complexe X[i] tel que

ka — XkJri
04]§<[i] = (=1)'ak”

Alors, une décalage par un nombre positif ¢ déplace un complexe a gauche.

Pour un complexe X dans C(C) et k € Z, on note
H*(X) := Ker(a%)/Im(a5™)
On dit que H*(X) est la k-iéme homologie de X. Si ¢ : X — Y est un
morphisme dans C(C), il induit des morphismes H*(p) : H*(X) — H*(Y).
Ceci nous donne un foncteur additif
H*():0(C) —C.
On remarque que
HY(X) = H°(X[K])

ou X [k] est le complexe obtenu de X par un décalage par k.

Exemple 1.1 Le complexe 0 — M — 0 a l’homologie M concentrée en
degré 1.

Exemple 1.2 Le complexe de groupes abéliens dont tous les composantes
sont Z /47 et le différentiel est la multiplication par 2, a des homologies qui
sont tous 0.

-2 7)47 2 7/47 > - ..

Un complexe dont tous les homologies sont 0 est dit acyclique.

Une suite exacte 0 — X 5 Y 5 Z — 0 de C(C) est donnée par un
diagramme commutatif

Xk-1 X, xko X, k1
k—1 k k+1

" . Lo . Lo

Yk:—l AN Yk Y, Yk+1
S LA* LAyt

k—1 Az Kk ay k+1
A - A — ZF
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pour tout k € Z.
Le foncteur homologie associe a une suite exacte 0 - X - Y — Z — 0
une suite exacte longue

- — HYX) — H*Y) - H*Z) - H*"Y(X) — -+

Homotopie entre complexes, catégorie homotopique

Définition 1.2 Soient X et Y deux complexes et ¢ et v deux morphismes
X — Y. Le morphisme ¢ est dit homotope 2 7 si il existe une suite (h*)zez
de morphismes h* : X¥ — Y* =1 tels que

Vi gOk i ,yk — hkal;fl + al;(hk+1.

k k Xk+1
K o — Vk 11
kal k—1 Yk
4%;»

Si une telle suite existe, elle est nommée homotopie . Si v est 0, on dit
que @ est homotope a 0. Un morphisme ¢ : X — Y est une équivalence
homotopique s’il existe v : Y — X tel que ¢y — 1dx et vy — idy soient
homotope a 0. Un objet X est dit homotope a 0 si idx est homotope a 0.

Exemple 1.3 Soient X’ et X” des objets dans C. Le complexe scindé
0— X — X'®X"— X" — 0 avec les morphismes canoniques est homotope
a 0.

On construit une nouvelle catégorie quotient K (C) de C'(C) ou les com-
plexes homotopes a 0 deviennent isomorphes a 0.

Définition 1.3 Fixons une catégorie abélienne C et la catégorie de com-
plexes C(C). Pour deux complexes X et Y, on note

Ht(X,)Y) :={p: X =Y :p est homotope a 0}
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La collection de tous les Ht(X,Y) forme un idéal de C(C). La catégorie
homotopique K(C) est la catégorie quotient de C'(C) modulo cet idéal, ou

ObK(C) = ob(C(C))
Homy)(X,Y) = Home)(X,Y)/Ht(X,Y)

C’est a dire, un morphisme homotope a 0 dans C'(C) devient le morphisme 0
dans K(C) et une équivalence homotopique devient un isomorphisme.

On définit de fagon similaire K*(C), (x € {b,+, —}), comme quotient de
C*(C). La catégorie homotopique K(C) est une catégorie additive qui n’est

pas abélienne en général. Elle est munie d’un automorphisme, le foncteur de
décalage [1] : X — X][1].

La propriété homotope a 0 est plus forte que acyclique. Par exemple, le
complexe défini dans I’'Exemple 1.2 est acyclique, mais il n’est pas homotope
a 0. Néanmoins, un complexe homotope a 0 est acyclique d’apres le lemme
suivant.

Lemme 1.1 /27, Lemme 1.45]
Soient X etY des objets de C(C) et ¢ : X — Y un morphisme de C(C) qui
est homotope a 0. Alors, H*(p) : H*(X) — H*(Y) est le morphisme 0.

1.1.2 Catégories dérivées

Soit C une catégorie abélienne qui possede sufisamment d’objets projec-
tifs. Soient X un objet de C et

P2 Pt P20

une résolution projective de X.
Nous avons un morphisme de complexes ¢ donné par

- p2 5 pl _ PO — 0
l L¢° !
0 — X — 0

Le morphisme ¢ induit un isomorphisme sur I’homologie (H*(¢) est un iso-
morphisme pour tout k), mais ¢ n’est pas inversible dans K (C).



16

Par exemple, pour C = Z —mod, le morphisme ¢ donné par ce diagramme
n’est pas inversible dans K(Z — mod).

lio
N
!

0 —

Z

l L¢P

0

La catégorie dérivée donne une méthode pour surmonter cette difficulté.

Fixons C une catégorie abélienne, avec C'(C) sa catégorie de complexes et
K(C) sa catégorie homotopique.

Définition 1.4 Soit ¢ : X — Y un morphisme dans K(C). On dit que ¢
est un quasi-isomorphisme (ou qis) si H*(p) : H*(X) — H*(Y) est un
isomorphisme pour tout k € Z.

On note par S la famille de tous les quasi-isomorphismes dans K(C).
Notre but est de définir la catégorie dérivée D(C) comme étant la localisa-
tion de K(C) a S.

Le lemme suivant est une propriété de S qui est analogue a la condition
d’Ore dans la théorie de localisation des anneaux.

Lemme 1.2 La classe S satisfait les axiomes suivants :
1. Pour tout objet X de K(C), le morphisme idx est dans S.

2. Pour tout p : X — Y ety :Y — Z dans S, la composition ¢y est
dans S.

3. Etant donnés deux morphismes ¢ : X — Y ety : Z — Y, ou vy est
dans S, c.-a.-d. un diagramme

Alors, il existe 0 : W — X dans S et : W — Z tels que ny = dp,
c’est a dire le diagramme suivant est commutatif.
w Lz
ol L
X 4y (1.1)
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Le dual est aussi valable : Si 6 : W — X dans S etn: W — Z, il
existe v : Z — Y dans S et ¢ : X — Y tels que le diagramme (1.1)
soit commutatif.

4. Pour tout v,y € Home(X,Y), les deux conditions suivantes sont equi-
valentes :

(a) 1l existe un 6 € S ou § € Homge)(Y,Y') pour un Y' tel que

©d = 0.
(b) Il existe un n € S ot n € Hompey(X', X) pour un X' tel que
ne =1my. .
Xlxgyiw

On définit la catégorie dérivée de C, D(C), comme étant la localisation
de la catégorie homotopie a la famille des quasi-isomorphismes, c¢’est a dire
les objets de D(C) sont les objets de K (C) et un morphisme ¢ : X — Y est
donné par une classe d’ équivalence de triplets (X', 0, ¢"), o X’ est un objet
dans K(C),0: X' — X dans S et ¢' : X' — Y dans K(C), c.a.d.

X< x Py
et la relation d’équivalence est défini par : (X',6,¢’) et (X”,d,¢") sont

équivalents si et seulement s’il existe un objet X"’ et morphismes X" — X,
X" — X'et X" — X" tels que le diagramme suivant soit commutatif.

X/ X//I XI/
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Nous avons un foncteur canonique K(C) — D(C) qui associe a un mor-
phisme ¢ : X — Y un triple (X, 1x, ). Nous avons rendu inversible les
quasi-isomorphismes par ce foncteur. Le lemme suivant donne une descrip-
tion plus précise sur des morphismes de la catégorie dérivée.

Lemme 1.3 1. La catégorie D(C) est additive et le foncteur canonique
C — K(C) — D(C) est additif.

2. Si un complexe I est borné a gauche de composantes injectives, alors
le morphisme canonique

HomK(C)(X, [) — HomD(C)(X, I)

est un isomorphisme pour tout complexe X. Dualement, le morphisme
canonique
HomK(c)(P, Y) — HOmD(c) (P, Y)

est un isomorphisme pour tout complexe Y si P est un complexe borné
a droite de composantes projectives.

3. Pour tout X,Y objets dans C, et k € Z, il existe un isomorphisme
canonique

Exth(X,Y) S Hompe) (X, Y[K).

La proposition suivante nous donne une identification d’un objet de C
comme étant un objet de D(C).

Proposition 1.4 La catégorie C est isomorphe a la sous-catégorie pleine de

D(C) contenant les objets X dont H*(X) = 0 pour k # 1 par le foncteur
composé C — K(C) — D(C).

La structure triangulée de la catégorie dérivée

Un triangle distingué de D(C) est une suite de morphismes
X2y % z2%x)
ou @ : C(C) — D(C) est le foncteur canonique,

620—>XL>YE>Z—>O



19

est une suite exacte courte de complexes, et de est le triple (0, M, ) ou M
dans C(C) donné pour tout k € Z

Mk = Xk+1 o) Yk
of = a§<[1] o
Mo 0 ak )’

d est le morphisme (0 ¢) et £ est la projection M — X[1].
(On le note aussi X — Y — Z ~» X][1]).
Un triangle de D(C) est une suite des morphismes
X' 5y 575 X'

qui est isomorphe a un triangle distingué, c.-a.-d. telle que les fleches verti-
cales du diagramme
X 2 v L oz 5 X

In 16 Ix L]
X —- Y = Z = X[1]

sont des isomorphismes de D(C) et la deuxieme ligne est un triangle distingué.

Définition 1.5 [10] Une catégorie additive D est dite suspendue si elle est
munie d'un foncteur S : D — D et d’une famille de suites (appelée triangle)
de la forme

X—-Y—Z7Z—-S5X)

qui est stable par isomorphismes et satisfait les conditions suivantes

TR1 Pour tout objet X, la suite
XEX 50— S(X)

est un triangle.

TR2 Pour tout morphisme ¢ : X — Y il existe un triangle

X5y 57— S(X)
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TR3 La suite

X5y L z255(X)
est un triangle si est seulement si la suite
Y 2z 5 s(x) Y sy

est un triangle.

TR4 Si

X35y 57— S(X)
et ,
X5y -7 — S(X)
sont des triangles, et sin: X — X' et #:Y — Y’ des morphismes tels
que
00 = ny',
alors il existe un morphisme y : Z — Z’ tel que
0y =vx et pS(n) = xp
x £ v X z L 58X
bn NG I x 1 S(n)

/

x 2oy Loz 45X

TR5 (axiome de 'octaedre) Etant donnés trois triangles

X 52Y - 7 — SX)
Yy & Z - X — S()
X 2 7z - Vv — SX),

alors il existe un triangle
7' =Y = X' = S(2")

tel que le diagramme ci-dessous commutatif :

X 4 Y — VA — S(X)

L idx L lu 1 idg(x)
X L 7 — Y’ — S(X)
Ly | idy Lv 1 S(e)
Y A Z — X' — S(Y)

| | Lidx |

/A — Y’ — X’

le
=]
N
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Nous avons la notion duale de celle de la catégorie suspendue :

Définition 1.6 Une catégorie additive D munie d’un foncteur S : D — D
et d’une famille de suites de la forme

SX)—-Z-Y—-X

qui est stable sous des isomorphismes est dite cosuspendue si elle satisfait
les propriétés duales de TR1-TR5.

Définition 1.7 Si le foncteur S est une équivalence, on dit que D est trian-
gulée . Dans ce cas, les notions de la catégorie suspendue et de la catégorie
cosuspendue sont équivalentes.

Théoréme 1.5 ([13, Théoréme 2.3.1] et [9, Lemme 3])
La catégorie K(C) et la catégorie D(C) munies de l’automorphisme S = [1]
sont triangulées.

Définition 1.8 Soient B, D des catégories triangulées. Un foncteur trian-
gulé est une paire (F, ) formé par un foncteur additif F' : B — D et un
isomorphisme fonctoriel

oX : F(S(X)) = S(FX),
tel que la suite
Fx ™ py I pg WO gpx)
soit un triangle de D pour tout triangle X =Y % Z 5% S(X) de B.

Un foncteur triangulé (F, ) est une équivalence de la catégorie tri-
angulée si le foncteur F' est une équivalence.

Définition 1.9 Un foncteur additif F' de D(C) a une catégorie abélienne est
cohomologique si pour tout triangle

X =Y —7Z— X[l

la suite
F(X)— F(Y)— F(Z)

est exacte.
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Remarque D’apres 'axiome TR3, un foncteur cohomologique donne lieu
a une suite exacte longue

= F(Z[-1]) = F(X)—= F(Y) - F(Z)— F(X[1]) — ---

Proposition 1.6 Pour tout objet W dans D(C), le foncteur Hompc)(W, e)
et Hompc)(e, W) sont cohomologiques.

1.1.3 Théoreme de Rickard

Désormais, toutes les catégories sont additives. On associe a un objet X

d’une catégorie additive C une sous-catégorie pleine de C : Sum — X conte-
nant toutes les sommes directes de copies de X, Add — X contenant tous les
facteurs directs des sommes directes des copies de X, et add — X contenant
tous les facteurs directs des sommes finies de copies de X.
Par exemple : si C est la catégorie de modules sur un anneau, et X est un
module libre de rank 1, alors Sum — X est la catégorie de tous les modules
libres, Add — X est la catégorie de tous les modules projectifs, add — X est
la catégorie de tous les modules projectifs de type fini.

Soit A un anneau. On note par A — Proj la catégorie de tous A-modules
projectifs, P(A) la catégorie de tous les A-modules projectifs de type fini,
Kb(A — Proj) et K°(P(A)) les catégories homotopiques de complexes de
longueur fini de A-modules projectifs (resp. projectifs de type fini), et D°(A)
la catégorie dérivée de complexes de longueur finie de A-modules.

Définition 1.10 Soit B une sous-catégorie (ou plus généralement une fa-
mille des objets) de K*(P(A)). On dit que B engendre K°(P(A)) en tant
que catégorie triangulée si K°(P(A)) est la plus petite sous-catégorie trian-
gulée de K°(P(A)), stable sous isomorphismes, qui contient B.

Définition 1.11 Soit A un anneau. Un complexe basculant partiel T’
sur A est un objet de K°(P(A)) qui satisfait :

T1 pour tout k # 0, nous avons Hompe) (T, T'[k]) = 0.
Un complexe basculant partiel qui satisfait
T2 la catégorie add —T engendre K°(P(A)) en tant que catégorie triangulée.

est un complexe basculant.
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Théoréme 1.7 (Rickard [16])
Soient A et I' deux anneaux. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. les catégories triangulées K~ (A—Proj) et K~ (I'—Proj) sont équivalentes,
2. les catégories triangulées D°(A) et D*(T') sont équivalentes,

3. les catégories triangulées K*(A—Proj) et K®(I'—Proj) sont équivalentes,
4. les catégories triangulées K°(P(A)) et K°(P(T)) sont équivalentes,
5

. il existe un compleve basculant T sur A avec Endpspy(T) =T.

Pour la démonstration, nous avons besoin de démontrer les faits suivants :

(a) Siun complexe basculant dans la condition 5 du théoreme existe, alors
il existe une équivalence de la catégorie triangulée entre K~ (A — Proj)
et K= (I' — Proj).

(b) Il existe des caractérisation de sous-catégories mentionnées dans le
théoreme qui donnent la restriction de I’équivalence entre K~ a I’équivalence
entre les differentes sous-catégories comme D°(A), etc.

(c) Sl existe une équivalence, alors I'image de I" est un complexe basculant
T avec Endps)(T) = T.

Nous allons donner la démonstration de (c). Les démonstrations de (a) et
(b) se trouvent dans [16] et [13]; puis une démonstration plus élégante dans

[7] et [9)].
Démonstration de (c)

Soit F une équivalence F : D*(I') = DP(A). La restriction de F a K*(P(T))
est une équivalence

Flgopry : K'(P(I)) = K*(P(A)).

En particulier, I'image F(T') de T est un objet 7" de K°(P(A)), et

I' = End(T). En plus, add — T engendre K°(P(A)), car I' posséde une pro-
priété analogue. La propriété T1 pour T vient de la propriéte analogue de I'
car I est projectif et Exth(T,T) = 0.
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1.2 Produits fibrés et sommes amalgamées

Dans cette section nous allons donner la définition du produit fibré et de
la somme amalgamée et leurs propriétés suivant [1].

Soient R un anneau et A une R-algebre. On note par A —mod la catégorie
de tous A-modules de type fini.
Dans cette section, tous les objets et les morphismes sont de A — mod.

Définition 1.12 Soient ¢ : X — Y,v : Z — Y deux morphismes de A-
modules. Un produit fibré de ¢ et 7 est la donnée d’un objet W et de deux
morphismes 6 : W — X, n: W — Z tels que
1. dp =nn.
2. pour tout objet U et toute paire de morphismes p: U — X, \: U — Z
tels que pp = A, il existe un unique morphisme y : U — W tel que

X0 =pet xn=A\
U\&\A\N

W —
Lo L
X 2

Il résulte de I'unicité dans la définition que, si un tel produit existe, il est
unique a isomorphisme pres.

Exemple 1.4 Soit ¢ : X — Y un morphisme. Le diagramme

W — 0
1o l
X 2 v

définit un produit fibré si et seulement si W est le noyau de ¢. Les noyaux
sont donc des cas particuliers de produits fibrés.

Théoréme 1.8 Dans A — mod, toute paire de morphismes (p,~y) admet un
produit fibré W qui peut s’écrire

W=A{(x,z) e X x Z: p(x) =7(2)}
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Lemme 1.9 Soit

w Xz
0l Ly
X % v

un produit fibré de ¢ et . Alors, si ¢ est injectif (resp. surjectif), n est
injectif (resp. surjectif) aussi.

Théoréme 1.10 A un diagramme

Z

L
0 - K 45 X % v =0

avec la ligne du bas exacte, correspond un diagramme commutatif a lignes
exactes
0 — K S w4 Z =00
idg | 1o il
0 — K L X 5 v — 0
ou W est un produit fibré de ¢ et 7.
Réciproqguement, tout diagramme commutatif a lignes exactes

/
L/

0 — K Sow Loz 500
idg | Lo Ly
0 — K L oOX 4 Y S0

(a1

est de cette forme : il existe un isomorphisme x : W' — W tel que
v=1x, x6=20" xn=1"
Démonstration Soit un diagramme a ligne exacte

Z

L
0 - K % x 2 v = 0

Pour compléter ce diagramme, on utilise la propriété universelle de W ap-
pliquée a u : K — X et au morphisme nul K — Z, et le fait que, par le
Lemme 1.9, n est surjectif. Ceci nous donne ¢ : K — W tel que

Lo =
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w — A
1o Ly
X £ v
K S w4z S0
wdg | 1o b
0 — K L X LY =0

Il reste & montrer que K = Ker(n).
Par construction, tn = 0. Soit 0 : U — W tel que n = 0.

=
L |
w L oz
Alors 86 = Ony = 0.
Dong, il existe ' : U — K tel que
05 =0'n
[0
M
\Q(S\ K — 0
L l
X Sy
Onab'in=0=0net
06 = 60'u = 00.
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Par 'unicité de W, 't = 0. Cela montre I'existence de €'.

K —0
L !
w1z

L’unicité de ¢’ vient de ce que, 16 = p est injectif, donc ¢ 'est aussi.

(Si 6" = 6, alors 0" = 0).

Pour la réciproque, étant donné un diagramme commutatif a lignes exactes

m,
idg | Lo L
0 — K N X

0 — K Sow "z S
LA

La propriété universelle du produit fibré donne un morphisme
X : W' — W tel que

xo =20 et yn=1n
!
N
W —= VA
1o Ly
X 2 v

D’autre part,
()0 =10 =pu=16
et (x)n=1n"=0=u
[%D\w\
\5\ W —> Z
Lo Ly
X 5 v
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D’oti, par I'unicité de W,
L=1x.

Nous obtenons donc un diagramme commutatif

0 - K S ow Lz S0
idp | Ix L idy
0 — K S ow L Z — 0
Et comme nous avons un diagramme commutatif a lignes exactes ou les
fleches verticales a gauche et a droite sont des isomorphismes, alors x est un

isomorphisme. Ceci termine la démonstration. m

Corollaire 1.11 Etant donné un diagramme commutatif a lignes exactes

0o - H S w 4 z =0

¢l 1d 1y
0o - K &L xX & v S0

Alors, W est un produit fibré de ¢ et v si et seulement si ( est un isomor-
phisme.

La notion duale de celle de produit fibré est la suivante

Définition 1.13 Soient ¢ : X — Y et v : X — Z deux morphismes de
A —mod. Une somme amalgamée de ¢ et v est la donnée d’un objet @ et
de deux morphimes 0 : Y — Q, n: Z — @ tels que

1. pd = .

2. pour tout objet V et toute paire de morphismes p: Y -V, A: Z -V
tels que pp = v, il existe un unique morphisme x : Q — V tel que

ox =petny =AM\

X £ v
Ly o]
Z _ L Q
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Si la somme amalgamée de deux morphismes existe, elle est unique a
isomorphisme pres. Les conoyaux sont des cas particuliers de sommes amal-
gamées.

Théoreme 1.12 Dans A—mod toute paire de morphismes admet une somme
amalgamée qui peut s’écrire

Q:W@Zywaw:V:{(fﬁg)eY@ZweX}

Lemme 1.13 Soit

X X Zz
@ In
y % 0

une somme amalgamée de ¢ et 7.
Alors, si vy est surjectif (resp. injectif), § est surjectif (resp. injectif ) aussi.

Théoreme 1.14 A un diagramme

0 - X Xz L =0

vl
Y

avec la ligne du haut exacte correspond un diagramme commutatif a lignes
exactes
o—- X L z L L =0
el In V)

0 - Y % o % L S0

ou @) est une somme amalgamée de @ et 7.
Réciproqguement, tout diagramme commutatif a lignes exactes

0o - x XL z I L — 0

@l L 11,
0o - v % @ %L L =0

est de cette forme : il existe un isomorphisme & : Q) 5 Q' tel que

v==¢&, nE=1, 0{=17"
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Corollaire 1.15 Etant donné un diagramme commutatif a lignes exactes

0o - X X z N L =0
@ | In lv
0 - Y % 0 % M =0

Alors, Q) est une somme amalgamée de o et v si et seulement si L = M.
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1.3 Ordres et Réseaux

Nous donnons ici les définitions et les propriétés des ordres et des réseaux.
La notion des ordres de Gorenstein et des ordres symétriques ainsi que des
exemples sont introduits dans la section 1.3.1. Nous expliquons la catégorie
stable de modules sur un ordre de Gorenstein et une propriété des mor-
phismes de cette catégorie dans la section 1.3.2. Dans la section 1.3.3 nous
citons des résultats rélatifs aux complexes basculants sur un ordre. Nous sui-
vons [5] pour la plupart de cette section.

Définition 1.14 Soit R anneau de Dedekind avec corps de fractions K. Un
R-ordre A est une R-algebre R-projective de type finie tel que K ®pr A est
une K-algebre semisimple.

Exemple 1.5 1. Soient I un idéal de R et

R R a b
(YL e neer)

Alors A est un R-ordre, K @r A = My (K).

2. Soient G un groupe fini, et A = RG 'anneau de groupe sur R, c.-a.-d.
I’ensemble de tous les erG a,r, o, € R. L’algebre A est un R-ordre
et K@pAest KG={> _oor:a, €K}

zelG

Fixons R un anneau de Dedekind.

Définition 1.15 Soit A un R-ordre. Un A-réseau est un A-module de type
fini sans R-torsion.

Les théoremes suivants nous donnent une possibilité d’identifier les A-
réseaux avec les A-modules R-projectif.

Théoréme 1.16 [14, Théoréme 7.7] Soit R un anneau de Dedekind. Soit
M un R-module projectif. Si M est de type fini, M =~ R 1 @1 oun>1 et
I est un idéal de R.

Théoréme 1.17 (Steinitz) [5, Théoréme 4.13]
Si R est un anneau de Dedekind, alors tout R-module sans R-torsion est
R-projectif.



32

Corollaire 1.18 Si A est un ordre sur un anneau de Dedekind, les A-réseaux
sont les A-modules R-projectifs.

Nous donnons quelques propriétés de A-réseaux.

Lemme 1.19 Si A est une R-algebre, M est un A-module de R-torsion et
N est un A-réseau, alors

Homy(M,N) =0
Lemme 1.20 Si A est un ordre, M et N sont des A-réseauz, alors
Homp(M,N) =0« Homy(N,M) = 0.

Démonstration En effet

Homy(M,N)=0 < K ®@r Hompa(M,N) =0
HomA(K®R M,K@R,N) :O
HomA(K®R N,K@R,M) :0
K@R HomA(N,M) =0
Homy(N,M) =0

teoe

1.3.1 Ordres de Gorenstein et ordres symétrique

Définition 1.16 [5] Soient R un anneau de Dedekind et A un R-ordre. On
dit que A est de Gorenstein s’il satisfait une des conditions équivalentes
suivantes

1. Exti(Y,A) = 0 pour tout A-réseau YV’

2. toute suite exacte courte
0—-A—-X—->Y =0
de A-modules est A-scindée si Y est un R-module projectif.

Remarque

1. La condition Ezth(Y,A) = 0 n’implique pas que Ext)(—,A) = 0 en
tant que foncteur appliqué a tout A-module.
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2. La condition Ezt}(Y,A) = 0 implique que Ezt} (Y, P) = 0 pour tout
A-module projectif P.

Lemme 1.21 Si A* = Hompg(A, R) est projectif en tant que A-module a
droite, alors A est de Gorenstein.

Démonstration Si M est un A-réseau a gauche, son dual M* est un
A-réseau a droite ([5, Lemme 10.26]). Etant donnée une suite exacte de A-
modules

0—-A—-X—->Y —0 (1.2)

ou Y est un A-réseau. Comme Y est A-réseau, X ’est aussi, et la suite 1.2
est donc une suite exacte de A-réseaux.

Elle est donc R-scindée, et en appliquant Hompg(—, R) elle donne lieu a
une suite exacte de A-réseaux a droite

0—-Y" - X"—>A"—0

La premiere suite est A-scindée si et seulement si la deuxieme suite est
A-scindée. Si A* est projectif en tant que A-module a droite, elle est scindée.
Ceci termine la démonstration. m

Exemple 1.6 Tout ordre héréditaire est de Gorenstein.

Exemple 1.7 Soient R un anneau de valuation discrete complet avec idéal

maximal M, k € N et
A R R
T\ ME R

. 10 0 0
801entel—(00>,e4—(01>,d0nc
R R
A€1:<Mk),A€4:<R).

(Aey)* = Homp(Aey, R) =2 (R M™F)

Alors

en tant que A-modules a droite, ou 'isomorphisme vient de la formule

(R M™F) ( /\}jk ) = R.
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Comme (R M%) = (MF R) 2 e4A, alors (Aep)* est un A-réseau a droite.
Avec le méme argument, (Aeys)* est un A-réseau a droite, et A est donc de
Gorenstein.

Définition 1.17 Soient R un anneau de Dedekind et A une R-algebre. Un
homomorphisme t de A vers R est central s’il satisfait

t(aa’) = t(d'a) Va,a € A

Un homomorphisme central ¢t : A — R définit un morphisme ¢ de A — A-
bimodules comme suivant :

A*
t(a): d v+ t(aa)

—
—

t: A
a

Définition 1.18 [3] On dit qu'une R-algebre A est une algébre symétrique
si

1. A est R-projectif.

2. 1l existe un homomorphisme central t : A — R tel que ¢ soit un iso-
morphisme, c’est a dire, A = A* sont isomorphes en tant que A — A-
bimodules.

Un R-ordre A est un ordre symétrique s’il est une algebre symétrique.
Evidemment, tout ordre symétrique est de Gorenstein.

Exemple 1.8 Si GG est un groupe fini, 'anneau de groupe RG est un ordre
symétrique, donc de Gorenstein. L’homomorphisme central ¢t : RG — R est

donné par
YIEVISEY

geG

Exemple 1.9 A défini dans Exemple 1.7 n’est pas symétrique.

. . 0 1
En effet, soient e; et e, comme ci-dessus, ey = < 00 ) , et

_( 00 S oaqk ok
e;;—(ﬂk 0)ou/\/l =<7 > .

Soit pour tout i € {1,2,3,4}, f; la base duale de e; (c’est a dire
fi(ej) = 0i5).
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Si t est central, t = 7(f; + f4) pour un r € R, mais  n’est pas surjectif.
Un exemple est donné par ¢ € A* ot p = f1 + fo + f3 + fa

S'il existe un @ = ( WZC Z € A tel que £(a) = ¢, alors pour tout

_ a v
al:(wkc/ d/>€A>

et ceci implique
r(ad +br*d +7Fet +dd)=d +V + +d V o, V,d,d €R
Donc, raa’ = d', rbr*c = ¢, rafeb =b et rdd =d', ¥V o',V ,c,d € R
Prenons @’ = 0 = ¢ = d = 1, on obtient ra = 1, rb = 1/7% rc =

1/7% rd = 1, et r est un multiple de 7*. Par conséquent, a ¢ R. Donc,
a ¢ A, ceci est une contradiction.
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1.3.2 Catégorie stable de modules sur un ordre de Go-
renstein

Fixons R un anneau de Dedekind et A une R-algébre.
Définition 1.19 Pour deux A-modules X et Y, on note
P(X,Y):={¢: X =Y : ¢ factorise vers un A-module projectif}.

La catégorie stable de A-modules, A — mod, est la catégorie quotient de
A-modules modulo P(X,Y), c’est a dire

Ob(A —mod) = Ob(A — mod)
Hom,(X,Y) = Homa(X,Y)/P(X,Y)

Si A est un ordre de Gorenstein, la catégorie stable de modules sur A est
une catégorie cosuspendue qui n’est pas triangulée en général.

Soit X dans A — mod et prenons sa résolution projective P. On définit
S(X) = Ker(P — X).

Soient X et Y dans A — mod et ¢ : Y — X. Prenons P une résolution
projective de X, nous formons un produit fibré

U —- Y
! !
P — X

et nous le complétons en un diagramme commutatif suivant :

0 - SX) - U —-Y — 0

| | l
0 —- SX) - P —- X — 0

Alors la suite S(X) - U — Y — X est un triangle dans A — mod.
Si A est une algebre auto-injective, le foncteur S est un automorphisme

et A — mod est triangulée. Dans ce cas, Rickard a montré dans [19] que les
catégories stables sont des quotients des catégories dérivées de A-modules.

Pour les morphismes dans la catégorie stable de modules sur un ordre de
Gorenstein, nous avons le lemme suivant :
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Lemme 1.22 Soit R un anneau de Dedekind et A un ordre de Gorenstein.
Soient X et W des A-modules et

0—-XS5Y —>2Z2—-0
une suite exacte de A-modules ou Z est une A-réseau. Alors,
P(X, W) C t.Homp(Y,W)
Si'Y est A-projectif,

P(X, W) = t.Homy (Y, W)
et Hom,(X, W) = Hompa(X,W)/t.Homy(Y,W)

ot t. Hompa (Y, W) = {1y :v € Homp(Y,W)}.
Démonstration Etant donnés une suite exacte de A-modules
0-X5Y >2Z—-0

ou Z est un A-réseau. .
Si v € Homy (X, W) factorise vers un projectif P, il factorise vers Y. En
effet, soit v € Homa (X, W) tel que

v =x0

ol x € Homp(X,P) et 6 € (P,W).

Nous formons une somme amalgamée
X S5y
Lx l
P — U
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et nous la complétons en un diagramme commutatif suivant :

0 - X SY — Z — 0

L x l |
O - P —- U — Z — 0

Comme P est A-projectif, Z est un A-réseau, et A étant de Gorenstein, la
suite en bas est scindée, ce qui nous donne un homomorphisme € : ¥ — P
tel que

LE = X.

X €

P

Comme
7= X0
= 10 € r.Homp(Y,W),

7 factorise vers Y. Dot P(X, W) C e.Homa (Y, W).

Y

Evidemment, si Y est A-projectif, «. Homa(Y,W) C P(X,W). Dans ce

cas,
P(X, W) =vHomp(Y,W) et Hom,(X,W) = Homp(X,W)/t.Homp(Y,W)

Remarque Si Y n’est pas projectif, I'inclusion sera propre en général. Par
exemple, si est X un A-module de R-torsion, P(X, W) = 0, mais t. Homx (Y, W)
n’est pas toujours 0.
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1.3.3 Complexes basculants de modules sur un ordre

Soit A un R-ordre. Dans cette section on étudie les équivalences dérivées
de complexes de A-modules.

Une des outils pour étudier les équivalences dérivées sur des ordres sont
les théoremes suivants :

Théoréme 1.23 [18, Théoreme 3.3]
Soit R un anneau noethérien local commutatif complet avec idéal maximal
M et corps résiduel k = R/ M. Supposons que A est une R-algébre qui est
libre de rank fini en tant que R-module. On note Ay := k ®pr A.

St Ty est un compleze basculant sur Ay, alors il existe un complexe bas-
culant T sur A, unique a isomorphisme prés, tel que

TV =2k®gT.
L’anneau des endomorphismes de Ty est libre en tant que R-module et

EndDb(Al)(T1> =k Qr EndDb(A)(T).

Théoreme 1.24 [23, II 5 Théoréme 3]
Si k est un corps parfait de caractéristique p, alors il existe un anneau de
valuation discrete R de caractéristique 0, qui admet k comme corps résiduel.

D’apres ces théoremes, étant donné un corps parfait k£, nous pouvons
toujours trouver un anneau de valuation discrete R tel que £ soit son corps
résiduel et un complexe basculant sur £ ® g A peut se relever & un complexe
basculant sur A.

Concernant des équivalences dérivées de complexes de modules sur un
ordre symétrique, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 1.25 [28] Soit R un anneau intégre. Si A et I’ sont des R-
algébres R-projectives tels qu’il existe une équivalence dérivée DP(A) = D(T),
alors

Hompg(A, R) = A si et seulement si Homg(I', R) = T.
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Ceci veut dire que toutes les algebres qui ont une catégorie dérivée équivalente
avec celle d’un ordre symétrique sont aussi des ordres symétriques, sous condi-
tion que R soit héréditaire.

Steffen Konig et Alexander Zimmermann ont étudié 'anneau des endo-
morphismes d'un complexe basculant T sur un ordre de Gorenstein. Par leur
résultat nous pouvons déterminer I’anneau des endomorphismes de 7' a partir
des anneaux des endomorphismes des homologies de 7.

Théoréme 1.26 [12] Soient R un anneau de Dedekind local complet et
A un ordre de Gorenstein.
Soit L un A-module qui est projectif de type fini en tant que R-module.
On note par

~—>P2—>P1—>Pi>Ql>L—>O

les premiers termes d’une résolution projective de L.

Soit P' un A-module projectif tel que P’ ® Q soit un progénérateur pour A
et tel que P soit un facteur direct de P’ mais QQ et P' n’ont pas de facteur
direct commun.

On définit le complexe T

0-PaP oo

ot I’homologie est concentrée en degrés -1 et 0. On note C := Ker(yp),
C':=Ce& P, et linclusion C' — P & P'.
Supposons que

Homy(P@® P',L) =0 = Homx(L, P& P').

Alors, T est un compleve basculant et Hompe (T, T) est le produit fibré
dans le diagramme suivant :

0 0
! |
Homp(P&® P',C"). = t.Homp(P @ P',C)
! |
0 — mHomp(L,Q) —  Hompuy(T,T) — Homp(C',C") — 0
| ! |
0 — Homa(L,Q).m — Homn (L, L) — Hompa(L,L)/Homp(L,Q).r — 0
! |

0 0
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L’application
Homa(C',C") — Hompa (L, L)/Homy(L, Q).
est définie en rélevant un endomorphisme de C' a travers la suite exacte
0—-C'—-P®P —-Q— L—0.

En utilisant le fait que A est de Gorenstein, [’endomorphisme de L ainsi
obtenu est bien défini modulo Homa (L, Q).7.

Ce théoreme utilise le fait que L est sans R-torsion, et utilise un complexe
basculant de longueur 2. Nous voulons obtenir un résultat analogue si A n’est
qu’'une algebre sur un anneau commutatif et L est un A-module arbitraire et
si T' est un complexe de longueur n qui satisfait certaines conditions. Dans
le chapitre 2, nous enlevons la plupart des hypotheses du Théoreme 1.26 et
nous allons la remplacer par une condition plus faible. Nous donnons une
généralisation pour des complexes basculants partiels de longueur n dans le
chapitre 3.
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Chapitre 2

Complexes a deux termes

Dans ce chapitre nous allons étudier I’anneau des endomorphismes des
complexes a deux termes. Ceci est un cas particulier du cas étudié au chapitre
3 et cette étude n’est donc pas indispensable. Néanmoins, afin d’illustrer les
démarches et de pouvoir établir plus clairement les arguments nécessaires
sans surcharge notationnelle il nous paraissait instructif de séparer ce cas ici.

2.1 Le calcul de Endp(T)

Soit R un anneau commutatif et A une R-algebre. Soit T un complexe
0P Q—0

ou P et () sont des A-modules projectives et 'homologie de T est concentrée
en degrés 1 et 2.
On note C' = Ker(«), L = Coker(a) et ¢ 'inclusion C' — P.

Nous allons donner une condition suffisante pour que 7" soit un complexe
basculant partiel. Pour alléger la présentation, notons pour tous deux com-
plexes de A-modules X et Y

(X,Y) := Hompn) (X, Y), B.(X,Y) = {Bp:pc (X,Y)}

et notons
Ext'(M,N) = Ext,(M,N)

pour deux A-modules M et N, si ceci n’implique pas de confusions.

43
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Lemme 2.1 Si (P,L) =0 et (L, P) =0 alors T est un compleze basculant
partiel.

Démonstration
L’hypothese (P,L) = 0 implique que chaque homomorphisme de P a @
factorise & travers P — Q :

0O — P - Q — 0 T
l ! ! Lp
0 - P 5 Q — 0 T[]

et donc un morphisme p € (7, T[1]) est homotope a 0.

L’hypothese (L, P) = 0 implique qu'un homomorphisme 7 : @) — P avec
ay=0est0:

o

0 — —

N O
)

P 0

| !

0 — - Q — 0
Donc v = 0 implique (7, 7[—1]) = 0.

Ceci montre que T est un complexe basculant partiel. m

Remarque

1. Si T est un complexe basculant partiel, la réciproque n’est pas toujours
vraie. Un exemple sera donné dans le chapitre 4 (Exemple 4.2).
2. Si A est un ordre, alors Homy (P, L) = 0 implique Homy (L, P) = 0.
En fait,
(P,L)=0 = (P,L/tL)=0
= (L/tL,P)=0
= (L,P)=0

ou L/tL est la partie sans R-torsion de L.
Lemme 2.2 I existe un triangle de D°(A)
T — L[—-1] — C[1] ~ T[1]

Démonstration En effet, nous avons une suite exacte de complexes de
A-modules
6:0—>C—L>T£>L[—1]—>O
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ou L[—1] est présenté par le complexe 0 — Im(a) — Q — 0.

0 0
! !
0 — C — 0 C
! L ! !
O —- P S5 Q@ —0 T
! Lo | !
0 — Im(lae) - Q@ — 0 L[-]]
! ! |
0 0 0

Cette suite exacte donne lieu au triangle
C—T— L[-1]% C[1]
ou de est le triple (0, M, () tel que M est le complexe
0—-CS5P35Q—0

(C est de degré 0), d est le morphisme (0 ¢) et ( est la projection M — C[1].
D’apres I'axiome TR3, T' — L[—1] — C]1] ~» T[1] est un triangle. m

On note par
Pl L PN PO L0
les premiers termes d’une résolution projective de L.

Nous allons regarder 'application (C,C) — (L,C|2]) qui est plus expli-
citement donnée par ’lhomomorphisme

(c,c) 5 (L,CP2))

' = ne

oll ) est lapplication d’enveloppe projective PV — (' satisfant g = o, ot
a est 'homomorphisme P° — P, et ol 'on remplace L par sa résolution

projective.
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- pt 5 po a—0> P & Q — 0
! Ln l
O — C — 0
! Lo !
O — ¢ — 0
Lemme 2.3 L’homomorphisme (C,C') A (L,C[2]) donne lieu a une suite
eracte
0— 1.(P.C) = (C.C) = (L,C[2)) = 0
Démonstration
1. Ker(¢) =u.(P,C).
En effet,

Ker(() ={¢ € (C,C) : ng est homotope a 0}.

Maintenant, si td € ¢.(P,C'), alors nid est homotope a zero par la ho-
motopie d, et nous obtenons

t.(P,C) C Ker(C).

En revanche, si ¢ € Ker((), il existe un h € (P,C) tel que
ne = a’h = nih,

et comme 7 est surjectif, cela nous donne
p=1theu(PC)

et nous obtenons donc Ker(¢) C «.(P,C). D’ou I'égalité.

2. ( est surjectif
En effet, un élément de (L, C[2]) est donné par un diagramme comme

ci-dessous :
— p1 5 po Oé—0> P —- @Q — 0
! ! !
0O — C — 0
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Comme ce diagramme est commutatif, le morphisme P° — C factorise
a travers le conoyau du morphisme P~ — P°, qui est égal a C.
Alors, si ¢ € (L,C[2]), il existe un vy € (C, C) tel que

w =17

D’ot la surjectivité de (.

Nous avons donc la suite exacte

0— 1.(P,C) — (C,C) > (L,C[2]) — 0

Lemme 2.4 57 R est un anneau de Dedekind et A est un ordre de Goren-
stein, (L,C|2]) = Hom, (C,C).

Démonstration Nous appliquons le Lemme 1.22 a C' et a la suite exacte
0—C-=-P—Im(a)—0

Nous obtenons donc

Hom,(C,C) = (C,C)/u.(P,C)
(L,C[2]) d’apres Lemme 2.3 .

Nous avons un morphisme 0 : (L, L) — (L, C[2]) qui est défini en appli-
quant le foncteur (L[—1], —) au triangle T' — L[—1] — C1] ~ T[1].

Théoreme 2.5 Si Ext}(L,C) =0, l'anneau des endomorphismes de T est
un produit fibré de 6 et

Hompyn (T, T) — Homy (L, L)
L 10
Hom(C,C) < Hompeay (L, C[2])



48

En plus, si R est un anneau de Dedekind et A est un ordre de Gorenstein
Hompuay (T, T) est un produit fibré

HOme(A) (T, T) — HOTTLA(L, L)
Ly 1o
Homy(C,C) < Hom, (C,C)

ou Hom, (C,C) est l'anneau des endomorphismes de C' dans la catégorie
stable de A-modules. Dans ce cas, tous les morphismes sont des morphismes
d’anneauz.

Remarque

1. En général ¢) n’est pas surjectif. La question de déterminér 'image est
délicate et sera traité dans la section 2.2.
Attention : Le fait que v n’est pas surjectif induit des problemes pour
le calcul de Endpsp)(T) comme il est montré dans I'Exemple 4.4 au
chapitre 4.

2. Si A n’est pas un ordre de Gorenstein, la structure multiplicative de
(L,C2]) n’est pas claire ici. On verra dans le Lemme 2.15 un autre
produit fibré qui définit la structure multiplicative de (7', 7).

La démonstration du Théoreme 2.5 suit en partie la démonstration du
Théoréme 1.26 [12].

Lemme 2.6 Le triangle dans le Lemme 2.2 induit une suite exacte
0— (1,C)— (T,T) — (L,L) — 0
Démonstration On applique le foncteur (7', —) au triangle
T — L[—-1] — C[1] ~ T[1]
ce qui nous donne une suite exacte longue dont une partie est :

<= (T, L[-2]) — (T,C) — (I,T) — (T, L[~1]) — (T.C[1]) — - --
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1. (T,L]-2]) =0

En effet, comme le diagramme

est commutatif, le morphisme vertical () — P factorise a travers le
noyau du morphisme horizontal P — (), donc vers son enveloppe
projectif P°. Le morphisme dans (T, L[-2]) est donc homotope & un
morphisme qui est 0 en degré 2. On peut alors supposer que 1’homo-
morphisme vertical ) — P est 0. Maintenant, un argument analogue
appliqué & I’homomorphisme vertical P — P° implique que 1’homo-
morphisme vertical P — P° est homotope & 0 avec une homotopie
h:P— P71

2. (T,C[1]) =0
Ceci est clair, parce que T' est concentré en degrés 1 et 2 et dans ces
degrés-la la résolution projective de C[1] est 0.

L’application

est bijective.
En effet, soit ¢ un endomorphisme de L et ¢ : ) — L I'application d’en-
veloppe projective. Comme () est projectif, et ¢ et un epimorphisme,
I’application ¢y : () — L factorise a travers ¢, cela veut dire qu’il existe
un p: @ — Q tel que

po = dp.

P
Q— o . L
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Comme « : P — @ est le différentiel de T', nous avons

(ap)d = a(pp) = a(pp) = (ap)p =0

car a¢ = 0. Comme P est I’enveloppe projective du noyau de ¢, 'ap-
plication ap factorise a travers P. Alors, il existe un homomorphisme
o: P — P tel que

oa = ap.

P % 9 % L
Lo Lp Lo
P % 9 % L
Ceci montre la surjectivité de H2.
Nous allons montrer l'injectivité de H?. Soit (o, p) € (T, L[—1]) tel que
H?(o,p) = 0. Alors, comme p¢ = 0, on obtient p : Q — @ factorise a

travers Ker(¢), et comme P est son enveloppe projective, il existe un
homomorphisme p’ : Q — P tel que p'a = p.

Q

p

P~ o ., Ker(¢)

Alors, on obtient une homotopie (nommée p') et nous pouvons supposer
que p = 0. Le méme argument appliqué a ¢ implique que (o, p) est
homotope a 0.

O - P —- @ — L
| lo Lp Ly
— PV P i Q LA

Alors, H? est un isomorphisme.

Les trois premiers énoncés impliquent que la suite courte

0— (1,C)— (I,T) — (L,L) — 0
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est exacte. m

Nous allons regarder 'application (7', C') — (C,C) qui provient du fonc-
teur (—, C') appliqué au triangle
T — L[—-1] — C[1] ~ T[1]
Cette application est plus explicitement donnée par I’lhomomorphisme
(r.c) % (C.0)
e = Hp)
Lemme 2.7 Im(H') = 1.(P,C)

Démonstration L’homomorphisme H! associe & ¢ la composition 1o\
dans le diagramme suivant :

C
le
0 — P - Q — 0
| le |
— p1 5 pY 50
LA
C

ou A est 'application d’enveloppe projective donnant un isomorphisme
entre le complexe --- — P71 — P% — 0 et C.
Cette observation donne

Im(H") C 1.(P,C)

En revanche, soit y € ¢.(P,C), donc x = ¢y’ pour un y’' : P — C. Comme

P A O — 0 est exact, et P est projectif, y' factorise & travers PP.
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Par conséquent, il existe un y : P — P? tel que YA = x'. Alors, x = ¢\
Ceci montre que
1.(P,C) C Im(H"Y).

Dot I'égalité. m

Lemme 2.8 ][] existe une suite exacte
0— (L[-1],C) = (T,C) = «.(P,C) — 0
Démonstration Nous avons une suite exacte longue
-— (C1], ) — (L[-1],C) = (T, C) = (C,C) — -
qui provient de foncteur (—, C') appliqué au triangle
T — L[—1] — C[1] ~ T[1].
L. (C[1],C)=0
En effet, comme le diagramme

- pt 5 po 5 9

! | !
— P2 5 pt 5 pYo5 00

est commutatif, le morphisme vertical P® — P~! factorise & travers le
noyau du morphisme horizontal P=! — PY donc vers son enveloppe
projectif P=2. On peut donc supposer que I’homomorphisme vertical
P? — P~1 est 0. Maintenant, un argument analogue appliqué a 1’ho-
momorphisme vertical P* — P! pout tout ¢ < 0 implique que ’homo-
morphisme vertical P! — P! est homotope & 0 avec une homotopie
hi: P* — P2 pour tout i < 0.

2. D’apres le Lemme 2.7, I'image de (T,C) — (C,C) est v.(P,C)

D’apres les deux énoncés ci-dessus, la suite
0— (L[-1],C) = (T,C) = «.(P,C) — 0

est exacte. m
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Lemme 2.9 Le morphisme T'— L|—1| donne lieu a une suite exacte

0— (L[-1],T) = (T,T) % (C,0)
Demonstration On applique le foncteur (—,7") au triangle

T — L[-1] = C[1] ~ T[]

ce qui donne une suite exacte longue dont une partie est :

= (O T) = (L[-1),T) = (T,T) = (C,T) — (L[=2],T) — -~

1. (C[1],T) = 0 parce que T est concentré en degré 1 et 2, ou chaque

résolution projective de C[1] est 0.

(G, = (C,0).
Nous avons 'application (C,C) — (C,T) qui est plus explicitement
donné pas 'homomorphisme

C,c) % (C,7)
v = (p,0).

Il est clair que cette appplication est injective.
Maintenant, un élément de (C,T) est donné par un diagramme com-
mutatif comme ci-dessous

0 — —

— 0

O +— o

C
Ly
0o — P 5

Comme pa = 0, on obtient un v € (C, C) tel que vt = . L’application
. est donc surjective. D’ou (C,T) = (C,C).

. Si R est un anneau de Dedekind et A est un ordre de Gorenstein,

_ Um().Q)
J(Q.Q) + (Im{a), P)a

ou j est l'inclusion I'm(a) — Q.

(L[-2],T
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En effet, un element v € (L[—2],T") est donné par une suite d’applica-
tions (7%)i<a o v2 = 0, 7' € (P,Q), 7° € (P°, P) et 4* = 0 pour tout
1 < 0.

| 1A° LAy

Alors, 7° induit une application ¥° € Hom(Coker(P~' — P°), P). En
fait, Coker(P~t — P°) = C.

Nous formons une somme amalgamée

C L op
17° !
P — X

et nous la complétons dans le diagramme suivant :

0 - C 5 P — Ima) — 0

17 l ]
0 — P — X — Im(a) — 0

Comme I'm(a) est un A-réseau, P étant A-projectif et A de Gorenstein,
la suite exacte en bas est devenue scindée, et nous obtenons un h €
(P, P) qui donne 4" (et aussi 7°) homotope a 0. On supposera donc
dans la suite que 7° = 0.

af

- p1 5 po = P e Q — 0
| 10 LAt !
0O —- P - Q — 0

Du fait que 7° = 0, le morphisme 7! induit une application dans
Hom(Coker(P° — P),Q). Et comme Coker(P° — P) = Im(a), on
identifie (L[—2],T) avec (Im(a), @) modulo une homotopie, c.-a.-d
Um0

j(Q.Q) + (Im(a), P)a

ou j est l'inclusion Im(a) — Q.

(L[_Q]’T
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Comme (L[—2],T) n’est pas toujours 0, 'application (7,7) — (C,C) n’est
pas toujours surjectif. Nous obtenons la suite exacte

0— (L[-1],T) = (T,T) — (C,C)

Remarque

1. Si A est un ordre de Gorenstein et L est sans R-torsion, alors (L[—2],T) = 0,
c’est a dire 'application v : (T, T) — (C, C) est toujours surjectif. Ceci
est le cas du Théoreme 1.26 montré dans [12].

2. Nous donnons un exemple (Exemple 4.4) dans le chapitre 4 pour lequel
1 n’est pas surjectif.

Lemme 2.10 Si Ext'(L,C) = 0, le morphisme T — L[—1] donne lieu a
une suite exacte

Démonstration Ceci est montré en appliquant (L[—1], —) au triangle
T — L[-1] — C[1] ~ T[1]

qui donne une suite exacte longue dont une partie est :

= (L[=1],C) = (L[], T) — (L[], L[=1]) — (L[=1], C[1]) — (L[=1], T[]]) — -~

L’énoncé vient maintenant du fait que (L[—1],C) = Ezt'(L,C) =0.m

Nous écrivons les suite exactes dans le Lemme 2.3, 2.6, 2.8, 2.9 et 2.10 en
diagramme pour lequel nous allons montrer la comutativité

0 0 0
! ! !
Hompoy(L[—-1],C) Home(A)(L[—l],T) Home(A)(L[—l],T)

| ! |

0 — HOme(A)<T,C) — HOme(A)(T,T> — HomA(L,L) —
! ! !

0 —  wHomy(P,C) — Hom(C,C) —  Hompyn(L,C2]) —
|

0

0

0
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Lemme 2.11 Le diagramme
1) — (L, L)
! !
(C,C) — (L,C[2])

est commutatif.

Démonstration Soit ¢ un élément de (7',7"). Il est donné par des appli-

cations ! € (P, P) et ¢* € (Q,Q).

0 — P RN Q — 0

Lyt N

0 — P % Q — 0
L’image de ¢ dans (T, L[—1]) est ¢?® ou ¢ est I'application d’enveloppe
projective () 2 L.
N Q — 0
L¢%¢
L

0 — P
!
0 — — 0

Dans la démonstration du Lemme 2.6, nous avons montré que H? induit une
bijection entre (7', L[—1]) et (L, L). Par conséquent, on peut identifier I'image
de p avec ¢ € (L, L) qui est donné par une suite d’applications (¢);< ol
(01, 0?) = @, ¢! € (P!, PY), pour tout i < 0.

- P 5 P45 Q =0
L¢° Lyt L ¢?

C!O «

— PO — P — Q — 0

L’image de ¢ dans (L, C[2]) est ¢°\ olt A est I'application d’enveloppe pro-
jective PO 2 C.

~ pt S p S p g
! LA !
0o — C — 0

Comme a1\ = 0, 'application ¢°) induit une application dans
Hom(Coker(P~' — P%),C), et comme Coker(P~' — P%) = (| il existe un
n e (C,C) tel que

A = "\ (2.1)



L’image de ¢ dans (L, C|2]) est donc n + ¢.(P,C).
De l'autre coté, I'image de ¢ dans (C,T) est vp'.
0 — C — 0
0 — P 5 Q — 0

Comme tp'a = 0, il existe un € € (C, C) tel que

1

€L = 1o’
C

€ Lt
. P

L’image de € dans (L, C[2]) est € + ¢.(P, C).
On va montrer que € = 1. En effet, comme A\t = a?, et a%p!

et =t
ady!

0l

= o\

Et comme ¢ est injectif, nous obtenons

e = @\
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Or, d’apres (2.1), ¢\ = An, alors
Ae = \n

Et comme )\ est surjectif, nous obtenons e = 7. Ceci termine la démonstration.
]

Lemme 2.12 Le diagramme

(1,C) — (T,7)
! !
.(P,C) — (C,C)

est commutatif .
Démonstration Soit ¢ € (7, C'). Il est donné par le diagramme suivant

0 - P 5 Q — 0

Ly !
0o — C — 0

L’image de ¢ dans (T,T) est ¢t.

0 — P L Q — 0
Ly 10
0 — P - @ —= 0

L’image de ¢u dans (C,T') est wpt.

0 — C —
L upe
0 — P N

— 0

O «— o

Comme (tpt)a = p(ra) = 0, il existe un ¢ € (C,C) tel que

DL = LpL

Comme ¢ est injectif, nous avons donc

p =1ty
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Comme l'image de ¢ dans ¢.(P, C') est 1. Ceci termine la démonstration. m

Nous venons de montrer que ce diagramme

0 0 0
l l !
Homps(ay(L[-1],C) Hompoay(L[-1],T) Hompyay(L[-1],T)

l ! !

0 —  Hompyn(T,C) —  Hompe(T,T) — Homy (L, L)
! ! !

0 — t.Homy (P, C) — Hom (C,C) —  Hompw,)(L,C2])
!
0

est commutatif.

Maintenant supposons que Ezt!(L,C) = 0.
D’apres le Lemme de serpent, nous avons donc une application
Hompyay (L, T) — Hompe)(L,T) qui est injectif car

Hompyay(L[-1],C) = Ext' (L,C) =0

et d’ailleurs surjectif car Hompe(z) (T, C) — t.Homy (P, C) est surjectif.

Du fait que Fzt'(L,C) = 0, nous obtenons aussi
Hompep) (T, C) = t.Homy (P, C)

Ceci et le fait que les suites horizontales sont exactes nous donnent, d’apres
le Corollaire 1.11, un produit fibré

Hompyn (T, T) — Homy (L, L)
! Lo
Homa(C,C) S Hompyy(L, C[2))

Remarque En fait, le lemme de serpent montre que Hompy) (L, T) —
Hompppy (L, T) est surjectif. Si R est un anneau noethérien, un endomor-
phisme surjectif pour un module noethérien est un isomorphisme. Donc
Hompyyy(L[—1],C) = 0. Mais nous avons déja utilisé Ext'(L,C) = 0 pour
établir la suite exacte verticale a droite.

—

—

0

0
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2.2 Un produit fibré plus explicite

Dans la section 2.1 nous obtenons que Endpyz)(T) est un produit fibré
de 6 et ¢
Hompop (T, T) — Homy (L, L)
1y 10
Homa(C,C) S Hompy (L, C[2))

Dans la suite, nous allons déterminer 'image de 1.

Notons
A:=1Im(y) = Ker((C,C) — (L[-2],T)).
Lemme 2.13
A={p € Endy(C):3y: P — P tel que oo =1y et 30 :Q — Q tel que ya = ad}.
Démonstration On note par ¢ 'application d’enveloppe projective P° — C,

et par o’ 'application P° — P ou a® = ¢¢.

s Pl PSP Q0 L[-2

] lo |

0 -C —0 C

! e |

0 —-C —0 C

! e |

0 =P 35Q —0 T (2.2)

Si ¢ € A donc ¢ € (C,C) tel qu’il existe un v : P — P ou

dpL = a’y
PO a? P
PpL

P
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et un ¢ : Q — Q ou ya = ad.

P~ o . Q

Comme ¢ est surjectif et a® = ¢,
dpr = ay
Py

on obtient donc v = 1y. Alors

A = {p€Endy(C):3Fy: P — P tel que ¢ppr =0a’y et 36: Q — Q tel que ya = ad}
= {p€Endy(C):3y:P— P tel que oo =1y et 30:Q — Q tel que ya = ad}

Un élément de A est donc un endomorphisme de C' qui induit un endo-
morphisme du complexe C' — P = ) comme suit
c <SP % Q
Ly L Lo
c <SPS Q

En plus, A possede une structure multiplicative en tant que sous-anneau
de (C,C). En effet, soient ¢; et vy € A. Alors il existe v1,7, € (P, P) et
51,05 € (Q, Q) tels que

pit =1y et yya=ad; i =1,2

Maintenant il est clair que ¢1p2 € A parce que nous avons vy, € (P, P) et
9102 € (Q, Q) tels que

1ot = p1(172) = (p1)r2 = (171)72

et
T2 = 71(04(52) = (’7104)52 = (0451)52
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C < P N Q
1 o192 L 72 | 0102
C <4 P -, Q

Aussi, 1gnqc) € A car

1Endoy)t = tlgnapy et lenapy = algna)-

On note

Q= Ker((L,C2]) — (L,T1]2])).

On remarque que si A est un ordre, 2 est un A-module de torsion, K @) =

0.
Lemme 2.14 [l existe une suite exacte
0—t(PC)—-AL Q-0

Demonstration D’apres le Lemme 2.3 et les définitions de A et C' nous
obtenons le diagramme suivant qui est d’ailleurs commutatif grace a (2.2).

Comme (8n)y = B(ny) = B(x id) = 0, il existe une application p : A — 2
telle que

p = .

L’application p est la restriction de n a A. Donc,

Ker(p) Cu.(P,C).
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Maintenant on va montrer ¢.(P,C) C Ker(p). 1l suffit de montrer que
t.(P,C) C A. En effet, vx = vny =0, donc il existe ¢ : t.(P,C) — A tel que

Pf =v.

Comme v est injectif, ¢ l'est aussi. Alors Ker(p) = ¢.(P,C) et on obtient
donc une suite exacte

0—u(PC)—A—-Q—0

D’apres le Théoreme 2.5 et le Lemme 2.14 nous obtenons donc un produit
fibré plus explicite.

Lemme 2.15 Endpe)(T) est un produit fibré de 0 et p

HOme(A)<T, T) — HomA(L,L)
! 1o
A A Q

La structure multiplicative de (T',T) est déterminée par celle de A, de
(L, L) et de . Nous allons voir, dans la section 3.3, le cas plus général qui
montre que ¢.(P,C) est un idéal bilatere de A et ceci donne la structure
multiplicative de €.
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2.3 Le cas ou A est un ordre symétrique

Supposons que R est un anneau de Dedekind et le complexe T' défini dans
le Théoreme 2.5 est un complexe basculant. Si A est un ordre symétrique,
nous allons voir que nous pouvons remplacer Endy (L) par Endy(L/tL) ou
L/tL est la partie sans R-torsion de L.

D’abord, rappelons le produit fibré obtenu du Lemme 2.15

(1,7) — (L,L)

! 1o
A L 0Q (2.3)

Supposons que A est un ordre symétrique. D’apres le Théoreme 1.25,
Endpyny(T) est un ordre, donc sans R-torsion.
Dans cette section, on suppose que (Im(«a), L) = 0.

On définit comme d’habitude la partie torsion de (L, L)
t(L,L)={peM:3re R,r #0 r.p =0}

et on note par tL la partie R-torsion de L.
Soit & : (L[—1],T) — (L, L) 'application du Lemme 2.10 .

Lemme 2.16 t(L,L) NE((L[-1],T)) =0

Démonstration Ceci est une conséquence du fait que (7,7) est sans
R-torsion. Comme (L[—1],T") est un idéal de (7, 7T) par le Lemme 2.10, on
a (L[—1],T) est sans R-torsion aussi. En particulier £((L[—1],7")) n’a pas de
R-torsion car ¢ est injectif, tandis que ¢(L, L) est de torsion. m

Soit 0 : (L, L) — Q 'application du Lemme 2.15 et §' = 0|,z 1)
Lemme 2.17 0" : t(L, L) — Im(0') est bijectif.

Démonstration Si f € Ker(¢'), on a f € Ker(0) = {((L[-1],T)). Or,
fet(L,L). Alors,

fet(L, L)yng((L[-1],T)) =0
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Nous obtenons Ker(§') =0 et t(L,L) = Im(0'). m

L’application # induit une application

5. (L.D) QO
“HL, L) Im(@)

f+t(L,L)— 0(f)+ Im(0)

Lemme 2.18 L’applicationé est surjectif.

Démonstration En effet, soit f + Im(0') € Q/Im(¢'), donc f € Q et
comme 6 est surjectif,

dge (L, L) tel que 0(g) = f,
on obtient donc
g+t(L,L)e (L,L)/t(L,L) et
0(g+t(L, L)) =0(g) + 0(t(L, L)) = f + Im(8).

Lemme 2.19 Ker(0) = (L[-1],T)

Démonstration Soit 8 : (L,L) — Q/Im(0') ou # est la composition
§=~0et~:(L L) — (L, L)/tL,L).

Alors
1([
610

)+

("))
(t(L,
t(L, L)

L
Ker(0) = Ker(0) + 6~
= &((L[- 71))+

1], L))
= (L1

En conséquence
(L, L) Q

(L[, T) +H(L. L) ~ Im(9')
puisque 0 est surjectif. Ensuite, comme

(L,L)/t(L,L) ~ (L, L) Q

[l

[E((LI=1], 7)) +#(L, L) /H(L, L) §(L[=1],T)) +¢(L, L)~ Im(¢)

on obtient
E((L[-1],T)) + (L, L)

Kerf = HL. L)
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Alors,

~

Ker(¥) = S((L[-1],T)) = (L[-1],T)
car {((L[—1],T))Nt(L, L) = 0. Ceci termine la démonstration. m

Par conséquent, nous obtenons un diagramme ou les morphismes induits
sur les noyaux de ses suites exactes verticales sont des isomorphismes.

0 0
|
_ (L[-1],T)+4(L,L)
(L[-1),7) = el
! !
0 — t(L,L) — (L L) — (L.L) — 0
) ) t(L.L)
| l I
0 — Im(¢) — Q — Y — 0
Im(6)
! !
0 0

Ceci nous donne un produit fibré

(L) — &2

t(L,L)
Lo
Q - Tm(07)

Nous composons le diagramme (2.3) avec le diagramme ci-dessus

! ! Sl]
A - Q - Tm(@)

~

Comme nous avons le diagramme ot les deux carrés sont des produit fibrés, et
ou les noyaux des applications verticales sont égaux, alors d’apres Corollaire
1.11, ce diagramme composé est aussi un produit fibré

(T.T) — 77

WL,L)
L
A - Tm (0

Maintenant, nous allons montrer que Enda (L) /torsion = Endx(L/torsion).
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Lemme 2.20 (L,L)/t(L,L) = (L/tL,L/tL)
Démonstration
1. La suite 0 — (L,tL) — (L, L) — (L, L/tL) — 0 est exacte.
On applique le foncteur (L, —) a la suite exacte
0—tL—L— L/tL—0
et on obtient une suite exacte longue
0— (L,tL) — (L, L) — (L, L/tL) — Ext'(L,tL) — - - (2.4)
En appliquant (—,¢L) a la suite exacte
0—Ima) - Q—L—0
on obtient une suite exacte longue
- — (Im(a),tL) — Ext'(L,tL) — Ext'(Q,L) — - -

(a) (Im(a),tL) =0
Ceci est clair car (Im(«),tL) C (Im(«a), L) =0.
(b) Ezt'(Q,L) =0 car Q est projectif.

Les deux énoncés impliquent que Ext'(L,tL) = 0, et ceci appliqué a
(2.4) implique que la suite

0— (L,tL) — (L,L) — (L,L/tL) — 0 (2.5)
est exacte.
2. (L,L/tL) = (L/tL,L/tL)
On applique (—, L/tL) a la suite exacte
0—tL—L— L/tL—0
on obtient une suite exacte longue
0— (L/tL,L/tL) — (L,L/tL) — (tL,L/tL) — ---
Comme (tL,L/tL) =0,ona (L,L/tL) = (L/tL,L/tL).
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3. t(L,L) = (L,tL)
Il est clair que
t(L,L) C (L,tL).
En effet, si ¢ € t(L, L), il existe un r, r # 0, tel que rp = 0.
Dong, il existe un r tel que pour tout | € L, rp(l) = 0. Ceci implique
que pour tout [ € L ¢(l) € tL. On a donc ¢ € (L,tL).

Maintenant si f € (L,tL) et v € L, f(z) € tL c.-a.-d. il existe un
r € R— {0} tel que rf(z) = 0. Comme L est de type fini, il existe
un s € R — {0} tel que sf = 0. Alors, f € t(L,L). Nous avons donc
t(L,L) = (L,tL).

Les lignes du diagramme suivant sont donc exactes,
0 — (L,tL) — (L,L) — (L/tL,L/tL) — 0
0 — t(L|,|L) — (L’,lL) — (L,L)/t(L,L) — 0
et ceci implique que
(L, L)
t(L, L)

= (L/tL, L/tL)

Par conséquent, on obtient un produit fibré
(T,7) — (L/tL,L/tL)

A
A - Im(0")

Nous avons donc le théoreme pour le cas ot A est symétrique :

Théoreme 2.21 Soient R un anneau de Dedekind et A un ordre symétrique.
Soit T un complexe basculant

0—-P35Q—0

ot I’homologie est concentrée en degrés 1 et 2. On note C = Ker(a) et
L = Coker(a), et pour tout A-module X, tX = la partie torsion de X.
On note

A={p € Endy(C):3y: P — P tel que oo =1y et 30 :Q — Q tel que ya = ad},
et Q= A/u.(P,C). Alors,
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1. 1l eziste un morphisme ' : t(Homy (L, L)) — €.
2. Si Homp(Im(a), L) = 0, il existe un morphisme
Homa(L/tL,L/tL) — Q/Im(0")

et un morphisme

A—Q/Im(0)
qui définissent Endpepy(T) en tant que produit fibré

Hompea(T,T) — Homuy(L/tL,L/tL)

i $
A - Tm(@)

Rémarque Ext! (L, C) est un R-module de torsion car K ® Ext!(L,C) = 0.
Or, (T, T) est un A-module sans R-torsion d’apres le Théoreme 1.25 et nous
avons l'inclusion

Ext'(L,C) — (T,C) — (T,T)

par le Lemme 2.8 et Lemme 2.9 .
Alors Ext'(L,C) = 0 est automatique si A est un ordre symétrique.
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Chapitre 3

Complexes a n termes

Dans ce chapitre, nous allons montrer notre résultat principal. Ceci est
une généralisation du Théoreme 2.5. Nous expliquons les démarches de la
construction de Endps,)(T) en tant que produit fibré de ses homologies
dans la section 3.1 et nous donnons des produits fibrés plus explicites dans
la section 3.2. A l'aide de la connaissance de la section 3.2, nous expliquons
dans la section 3.3 la structure d’anneau de Endps)(T).

Dans la section 3.4, nous traitons le cas ou A est un ordre de Gorenstein.
Le cas ou A est un ordre symétrique et les homologies au milieu sont de
torsion sera expliqué dans la section 3.5.

Soit R un anneau commutatif et A une R-algebre. Soit 1" un complexe

an—l

1 2
0-pP' P22, ... .2 P" 50
ol P* sont des A-modules projectifs et 'homologie de T est concentrée en
degrés 1,--- ., n.
On note C' = Ker(a') = H'T, ¢ 'inclusion C' — P!,
Vie{l,---,n—1}, L' = Coker(a') et ¢’ 'inclusion H — L.

Pour tout i € {1,---,n — 1}, on note par T* le complexe
. i1 ai+1 O['n,fl
0— Im(a') - P = ... P" -0

Nous donnons une condition suffisante pour que 7' soit un complexe bas-
culant partiel.

71
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Lemme 3.1 S:
Homp (P, L’) = Homy(L?,P") =0, Vic{l,---,n—1}, j>1i,
alors le complexe T est un complexe basculant partiel.

Démonstration Comme H/*'T C [, 'hypothese (P!, L7) = 0 implique
que (P!, HHT) =0,Vie {1,---,n—1},7 > 1, et ceci implique que chaque
homomorphisme de P & P! factorise a travers Im(a’), donc vers son en-
veloppe projective P7 :

! ! L | ! !
0 — P - ... & ...  pi . pitt _, ... _, pPn _,
~Du fait que (L7, P') = 0, un homomorphisme 7' : P/*' — P’ avec
aly' =0 est 0.
0 — P! — ... — ... Y pitl _, pit2 . ... _, pn _,
! ! s | !
0 — P —» ... o pt 4 piFL _, .. 5 ... 5 pn

Ceci montre que T est un complexe basculant partiel. m

Remarque

1. La réciproque n’est pas toujours vraie.
2. Si A est un ordre, alors Hom (P*, L7) = 0 implique Hom (L7, P*) = 0.

Lemme 3.2 Pour tout i € {0,---,n — 1}, il existe un triangle de D°(A)
ot 'on note T° :=T.

Démonstration

1. Pour 7 = 0, il existe une suite exacte de complexes

c:0=CLTST 0
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qui se prolonge au triangle
C—T—T" %[ (3.1)

ou Je est le triple (9, M, &) tel que M est le complexe

am~

0—CLprapre 2 pr g

(C est de degré 0), § est le morphisme (0 ¢) et & est la projection
M — C[1].

Le triangle (3.1) donne lieu au triangle
T —T'— C[1] ~ T[1]
. Pour 7 > 0, il existe une suite exacte
¢ 0= HHT[—] 51 &t g,

ot HM'T est présenté par 0 — Im(a’) — Ker(a') — 0.

0 0 0
L L o
0 — Im(a') — Ker(a™) — 0 HT[—i]
L | ! L
0 — Im(a) — prl — P*? 5 .. 5 PP 0 T
! L | | |
0 N Im(oﬂ“) - pit2 _, ... 5 pr o 0 T+
l ! !
0 0 0

Cette suite exacte nous donne un triangle
HHT[—i] — T' — 77 25 BT + 1] (3.2)
ot de est le triple (6%, M*, &%) tel que M* est le complexe
0 — Im(a') — Ker(a')

— 0
&) \ id &) N D
0 — Im(a®) — P* — ... — P* — (,
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% est le morphisme (0 ¢°) et & est la projection M* — H™T[—i+1].
Par 'axiome TR3, la suite

est un triangle.

Nous formulons maintenant le résultat principal de cette these.
Théoréme 3.3 Si pour tout i € {1,---,n— 1},

Homy (L', Im(a")) = Hompa(Im(a'),L") =0 et
Exty (L', H'T) = Homy(L', P") = 0,

alors, pour tout i € {0,---,n — 1}, il existe des morphismes
<’£ . (HiJrlT’ HiJrlT) N (LiJrl’ HZ+1T[2]>
et 9i+1 . (TH_l,TH_l) — (LH_l,HH—lTP])

qui définissent l'anneau des endomorphismes de T en tant que produit fibré
de 0 et (°

Home(A)(T, T) — Home(A)(Tl,Tl)
L0 1ot
Homa(C,C) S Hompw (L', C[2))

et définissent pour tout i € {1,---,n— 2}, Uanneau des endomorphismes
de T" en tant que produit fibré de 01 et

Hompypy(T", T7) —  Hompyn (T, T)
l ,¢z l 9i+1
Homp(H'T, HH'T) S Hompu (L', H*T2))
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Remarque

1. Comme dans le cas ot T n’a que deux termes, l'application 1’ n’est
pas toujours surjective. Nous allons déterminer I'image de v dans la
section 3.2 .

2. La structure multiplicative de (L?, H7[2]) pour tout j € {1,---,n — 1}
n’est pas claire ici. On verra dans la section 3.2 des autres produits
fibrés qui donnent la structure multiplicative de (7, 7). On expliquera
cette stucture dans la section 3.3.

3. Si A est un ordre, (L, P") = 0 implique que (L¢, Im(a')) = 0. En fait,

(Li,PY=0 =  (Li/tL},P') =0
~ (P Lt =0
= (Im(a?), L'/tLY)
= (L'/tL', Im(a)) =

= (L', Im(a%)) = 0.

0

ot L'/tL" est la partie sans R-torsion de L.

3.1 Le calcul de Endp (T

Maintenant on suppose que pour tout ¢ € {1,---,n — 1},
Homy(Im(a'), L') = Homa (L', Im(a')) = Homy (L', P") = 0.
Onnote T°:=T, L° = P!, et .0 = ..

Nous allons définir pour tout 7 € {0,---,n — 2} les morphismes ¢ et §!
et montrer que pour tout i € {0,1,---,n — 2} anneau des endomorphismes
de T est un produit fibré de (¢ et #+!

Hompp (17, T7) — Hom pypy (T, THY)
e | gt
Homa(H™'T, HH'T) S Homps) (LI, HHT[2)).
Fixons 7 € {0,---,n — 2}.
On note par

=P Pl . P Ker(a') — 0
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les premiers termes d’une résolution projective de Ker(a'), et par
=P Pl ... 5 P P Ker(aft) — 0
les premiers termes d’une résolution projective de Ker(a'*?).
Lemme 3.4 1. (T", H™'T[—i+1]) =0
2. Le triangle dans le Lemme 3.2 induit une suile exacte
0 — (T%, H*'T[—i]) — (T%, T") — (T", T"*) — 0
Démonstration On applique le foncteur (7%, —) au triangle
T — T — HMT =i 4 1] ~ T[]
ce qui nous donne une suite exacte longue dont une partie est :

= (T T 1)) — (T H T i) —
— (T, T") — (T, T — (T, "' T[—i +1]) — - -

1. (T, H'T[—i+1]) =0
Pour i = 0 ceci est clair parce que T est concentré en degrés 1,---,n
et dans ces degrés-1a la résolution projective de H'T[1] est 0.

Pour i > 0, le morphisme P* — H'*'T factorise & travers le conoyau
de (P! — P?%) qui est Im(a?).

N Pi—l N Pz N Pi—i—l — ... — P 500

! 1 !
0 — H*T - 0

Donc

o , Im(a®), HHT)
T HH T + 1)) = L)
( ) [ v+ ]) jl,(PZH,H”lT)
ott j% est I'inclusion I'm(a?) — P,
Or, d’apres 'hypothese (Im(at), L') = 0 et ceci implique
(Im(a), H'T) = 0. Dot (T%, H'T[—i + 1]) = 0.
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2. (T, T [-1]))=0
En effet, comme le diagramme
ai+2

GfH—l ai+3

_, pitl pit2 pit3 2, ... 5 pn — 0
l ! l l l
) . i+2 n—1
0 N Im(az—i-l) pit2 a oo — pn-l @ P 0

est commutatif, le morphisme P2 — Im(a’*!) factorise a travers
Coker(a*1). Comme (L', Im(a'™)) = 0, on peut donc supposer que
’homomorphisme P — Im(a'*!) est 0. Maintenant, un argument
analogue appliqué & ’homomorphisme P/ — PIVj =i+2 ... n—1,
et du fait que (L7, P7) = 0,Vj = ¢+ 2,---,n — 1 nous avons donc
(T, T+ [=1]) = 0.

Les deux énoncés impliquent que la suite courte
0— (T, H* ' [=i)) — (T, T") — (T, T"*") — 0
est exacte. m

On note par

A . A

RN P2—2 N Pi—l N pz N Hi-i—lT =0

les premiers termes dune résolution projective de H*™'T.

Lemme 3.5 1. (H™'T[—i+ 1], T%) = 0.
2. (H™*T[—i], T = 0.
3. (T%, Ty = (T, T+,

Démonstration On applique le foncteur (—, 7! au triangle
ce qui nous donne une suite exacte longue dont une partie est :

e (Hi+1T[_Z~+1]’Ti+1) N (Tz’+17Ti+1) N (Ti,Ti—H) N (Hi—i—l[—i]T, Tz’—H) .
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1. (H'T[—i + 1], T*) = 0.
- p1lo }5’ — 0

! ! l

N Pi—l N Pz N Pi-i-l — ... P 50

En effet, le morphisme P! — P factorise & travers le noyau du mor-
phisme P? — P! donc vers son enveloppe projective Pl Un ar-
gument analogue appliqué a I'homomorphisme Pi — pi pour tout
J < i implique que Pi — Pi est homotope a 0 avec une homotopie
Pi — pi—i,

2. (H™HT[—1], T) = 0.
— P PP S0
! ! !
N Pz N Pi+1 N Pi+2 — ... — P 50
Par le méme argument que celui dans 1., 'homomorphisme Pt — pitl

est homotope a 0 avec I’homotopie h : PZ — P et pi — pitl pour
tout j < 7 est homotope a 0 avec une homotopie Pi— pi.

Alors, nous obtenons (7%, T*t1) = (T T"1) u

Corollaire 3.6 La suite
0— (Ti,Hi+1T[—i]) _ (TZ,TZ) N (TH_l,TH_l) =0

est exacte.

Lemme 3.7 1. Ext'(Im(a'™Y), HT) = (L', HHT[2]).

2. L’application H'™'T — L induit une suite exacte

0 — (L, HHT) — (HHT, B0 T) & (LZ“ H™T[2]) — 0
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Démonstration On applique le foncteur (—, H*™'T) A la suite exacte

0 — Hi+1T N Lz N ]’m(ai+1> =0

et on obtient une suite exacte dont une partie est

0 N (Im(ai+1)7Hi+1T) N (Ll, HiJrlT) N (Hi+1T, Hi+1T) N
— Ext'(Im(a™™), H'T) — Ext' (L', H'T) — - -

1. Ext'(Im(ait), HHT) = (L1, H+1T[2)).

En effet en appliquant le foncteur (—, H*"'T') a la suite exacte
0 — Im(a’™) — P*2 [+
on obtient une suite exacte dont une partie est
. Bat'(P2, T - Eat'(Im(a*h), HHT) —
— Bat®(L*, T — Ext2(P2, HHT) — .

Comme P2 est un A-module projectif, Ext! (P2 H™T) = 0,
vV j € {1,2}. Ceci implique

Extl(fm(ozHl), Hi+1T) — Emt2(Li+l’Hi+1T> — (LiJrl’ H1+1[2])

. Sii=0, il est clair que Ezt'(L°, H'T) = Exzt'(P',C) = 0.
Si ¢ > 0, 'hypothese (Im(a’), L') = 0 implique (Im(a’), HT) =0
et ceci implique Ezt' (L', H1T) = 0.

. Le noyau de (H'*'T, H"'T) — (L', H™'T'[2]) est I'image de
(L', H'T) — (H™'T, HT) et celle-ci est (*.(L¢, H™T).

Ces trois énoncés impliquent que la suite

0 — ¢ (L', H'PT) — (T, ) S (D HHT]2]) — 0

est exacte. m
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Lemme 3.8 1. (T""', H'T[—i]) = Ext' (L™, H™'T).

2. (THl,HHlT[—i + 1]) — (LHl’HHlT[Q]).

3. Il existe une suite exacte

0 — Ext'(L™ HT) — (T, HT[—i]) — (L, H'T) — 0
Démonstration Nous appliquons le foncteur (—, H*H1T[—i]) au triangle
T — T — HMT =i 4 1] ~ T[]
ce qui donne une suite exacte dont une partie est
AU (Hi—&-lT[_Z— + 1],Hi+1T[—Z']) _ (Ti—i-l’Hi-i-lT[_i]) N (Ti,HH_lT[—Z']) N
N (HHIT[—Z'],HHIT[—Z']) N (THl[—lLHi—HT[—Z']) .

1 (I, B T[—i)) = Bat! (L, HHT)
Pt pi & pinn o pie 0 pno,

! ! !
0 — HT — 0

En effet le morphisme P — H™T factorise a travers Coker(a') qui
est Im(a’). Donc,
(Im(o/“), Hi+1T)

(T, HHT[—i]) = JUL (P2 HHT) = Bat'(Coker(a'™), H*H'T)

ott j**! est linclusion Im(a‘tt) — P2,
2. (Ti+1[_1]7Hi+1T[_Z']) — (Tz'Jrl7 HiJrlT[_Z' + 1]) — (Li+1’ Hi+1T[2D

~. i ~ . A . .
— pi-l RN P e pitt o, pi+2 ., .. 5 pro_ )

l Ly !
0 — H*'T — 0

1

Comme &'y = 0, v factorise a travers Coker(a'~!) = Im(a’). Donc

(Im(a*), HT)
pi.(Pi"’l, Hi—l—lT)

(T HH =i+ 1)) = = Ext'(Im(a’™h), HT).
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ol p' est inclusion Im(&') — P

D’apreés le Lemme 3.7 Ext!(Im(a*™Y), HTT) = (L, HT[2]).
D’ou (Ti+1[—1],Hi+lT[—i]) — (Li+1,Hi+1T[2D.

3. (HHT[—i+ 1), H'T[—i]) = 0
La démonstration est analogue a la premiere partie de la démonstration
du Lemme 2.8.

4. L’image de (T*, H'T[—i]) — (H™™'T, H"'T) est le noyau de
(Hi—HT, Hi-l—lT) N (Li, Hi—HT[Q])

qui est (*.(LY, H'T) d’apres le Lemme 3.7.

Les énoncés ci-dessus impliquent que la suite
0 — Ext' (L' H'™) — (T, H'T[—i]) — /(L' H'T) — 0

est exacte. m

Lemme 3.9 Le morphisme T° — T'' et le foncteur H'™' donnent lieu a
une suite exacte

0 — (T™Y, T%) — (7%, T ¥ (H*'T, 7))
Demonstration On applique le foncteur (—,7") au triangle
T — T — HHT[—i 4 1] ~ T[]
ce qui donne une suite exacte longue dont une partie est :

o= (HMT[—i+ 1], T — (T, 1) — (T",T") —
= (HWT[=i), 1) — (T [21], T7) — -
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1. (HT'T[—i+1],7%) =0
Pour i = 0, ceci est clair car T° est concentré en degré 1,---,n ol
chaque résolution projective de H'T'[1] est 0.
Pour i > 0, (H™'T[—i+1],T") est donné par le diagramme commutatif
suivant
— Pl 5 P 0
! ! !

N pifl - pi o pil ... L, P 0

Avec le méme argument comme dans la premiere partie de la démonstration
du Lemme 3.5 appliquée & P* — P' et P — PJ, Vj < i, on obtient
(H'T[—i+1],T) =0

2. (HHT[—i],T) = (H™'T, HHT).

En effet, on applique au triangle

le foncteur (H*™'T[—i], —) ce qui nous donne une suite exacte longue
oo (HT[—i], T [-1]) — (H T[], H T[—i]) —

— (H'T[~i), T') — (H' T[], T") — -

On a démontré dans le Lemme 3.5 que,
(Hi+1T[—i],Ti+1[—1]) — (Hi—H{—i + 1]7 Tz'—i-l) — 0’

et (H™HT[—i], T") = 0.

Dot (H™T[—i], T?) = (H™T, HHT).

Nous obtenons la suite exacte

0 — (T, T7) — (17, T%) % (H™'T, H'T)

Remarque Nous allons donner un exemple dans le chapitre 4 (Exemple
4.5) qui montre que (T°,T%) — (H™'T, H"*'T) n’est pas surjectif en général,
c’est-a-dire la fleche (H™ T [—i], T%) — (T*[—1],T") n’est pas toujours 0.
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Lemme 3.10 Si Ext!' (L™, HT) = 0, alors le morphisme T — T
donne lieu a une suite eracte

0 — (T, T7) — (T, T+ ot (L, HHT[2))

Demonstration Ceci est montré en appliquant (7™, —) au triangle
T — T — HH T[4+ 1] ~ T[]

qui donne une suite exacte longue dont une partie est :

T (Tﬂ_lv HH_lT[_Z]) - (TH_la TZ) - (TH_I?TH_I) -

N (Ti+1’Hi+1T[_Z- + 1}) N (Ti+1,Ti[1:|) R

1. D’apres le Lemme 3.8 et notre hypothese,
(Ti+1, Hl+1T[_Z]) — EItI(Li+1, H’H-IT) =0.
2. (T, HFYT[—i+ 1]) = (L, H*T[2]) d’apres le Lemme 3.8.
Ces deux énoncés impliquent que la suite
0 — (T, T — (T, T ol (L', H+[2)

est exacte. m

Nous écrivons les suite exactes dans Corollaire 3.6, Lemmes 3.7, 3.8, 3.9
et 3.10 en diagramme pour lequel nous allons montrer la commutativité :

(3.3)
0 0 0
. R R

El’tl(LH_l, Hz—i—lT) (TH_l, Tz) (TH_l, Tz)

! ! !

0 — (THH™T[-]) - (T, 1) - (TTT) =0
! Ly | | o7t

0 —  A(LLHTIT) o (HT,HF) S (L HIFITR) - 0
!

0
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Nous allons séparer le cas o1 7 = 0. Rappelons que C := H'T et P! = LY.

Lemme 3.11 Le diagramme

(T,T) — (Tl,Tl)
} 16!
(eXe)RESINTANGIP)

est commutatif.
La démonstration est analogue au cas a deux termes. Afin de faciliter la

lecture, nous allons donner les détails tout de meme.

Démonstration Soit ¢ un élément de (T, T'). 1l est donné par des appli-
cations ¢ € (P, P"),i € {1,---,n}.

0 — P! a—1> P2 a—2> an—_i P* — 0
Lot L Lo®
0 - P % p2oo 0 pno

L’image de ¢ dans (T,T") est (p'¢, % -+, ") ou ¢ est Papplication d’en-

veloppe projective P! 2, Im(at).

0 - P9 op2 2 pn g
Lol L¢? Len
0 — Im@) & P2 % ... 2, pro

D’apres le Lemme 3.4 il existe une bijection entre (T,T") et (T*,T). Par
conséquent, on peut identifier 'image de ¢ avec @ € (T, T!) qui est donné
par une suite d’applications (¢*)p<, ot ¢/ = @, Vj € {1,---,n}, et ¢* €
(P*, P¥), Wk < 0.

Q

,opo 2 pto 2 p2o 9 o
L° Lt L¢? Lo®

- po 4, pi a—1> P2 a—2> e — PP 500

Q
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L’image de ¢ dans (L', C[2]) est ¢ ot A est Papplication d’enveloppe
projective P? 2 C.
— p1 5 po — Pl - ... 5 P 5 0
! LA !
o —- C = 0

L’application @Y induit une application dans Hom/(Coker(P~! — PY), C),
et comme Coker(P~! — P%) = (C, il existe un n € (C,C) tel que

M= @O\ (3.4)

O\

C
L’'image de ¢ dans (L', C[2]) est donc n + ¢.(P*, C).
De l'autre coté, I'image de ¢ dans (C,T) est vp'.

0o — C — 0
L wp! |
1 2 n—1
0o — p L p2 4 0 P

Comme tplal =0, il existe un € € (C, C) tel que

€L =1p'.

. . P
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L’'image de € dans (L', C[2]) est € + ¢.(P', C).

On va montrer que € = 7. En effet, comme A\t = o, et a®p! = %

et = !
— 0!
= a0
= ¢\

Et comme ¢ est injectif, nous obtenons

e = @\
Or, d’apres (3.4), @"X = \n, alors

Ae = \n

Et comme ) est surjectif, nous obtenons € = 7). Ceci termine la démonstration.
]

Lemme 3.12 Le diagramme

(1,C¢) — (1,7)
! !
L(PLCO) — (C,0)

est commutatif .

D’emonstration La démonstration est identique a la démonstration du
Lemme 2.12 . m

Nous allons montrer la commutativité du diagramme (3.3) pour ¢ > 0.
La démonstration ne se montre pas de facon si evidente que le cas o i = 0
parce qu’il utilise notre hypothese (Im(a’), L') = 0.

Lemme 3.13 Pour tout i € {1,2,---,n — 2}, le diagramme

(Ti, Tz) N (Ti-i-l’ Tz'-‘rl)
l l Qz’Jrl
(HH'IT, Hi—l—lT) g (Li—i-l’ HH_IT[QD

est commutatif.
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Démonstration Soit ¢ un élément de (7%, 7"). Il est donné par des ap-
plications ¢’ € (P7, P7), j € {i,i+1,---,n} et p* € (P*, P*) k <.

o, opi-t A pioo o o
Lt Ly Ly®
— . ~i—1 . i n—1
-, pi-1“ pioY L. Y, pr

L'image de ¢ dans (T%, T"*') est (¢ ¢, ™2, .-+ ¢") ot ¢ est I'application
d’enveloppe projective Pit! A Im(ai+h).
—i—1

ol it an—1

— pi-l L, pi % pitl — .. — PP 500
! L™t Le"
0 — Im(@t) — ... < pr

D’aprés le Lemme 3.4, 7% — T induit une bijection entre (77, T%!)
et (T, T ). Par conséquent, on peut identifier 'image de ¢ avec ¢ €
(T, T 1) qui est donné par une suite d’applications (p");<, ol
=l Vje{i+1,i+2,---,n}, et gF € (P* P¥), Yk <.

~ . ~ 1 . i+1 n—1
- ptY pi+l . L0 X, pn o,
L Lyt Le®
~ . ~ 0 . i+1 n—1
- pt Y pil 2 0 X, prn 4

(3.5)

L’image de ¢ dans (L™ HT[2]) est @'Av ou A est 'application d’enve-
loppe projective P! 2 Ker(ai™!) et v : Ker(aitt) — (HHT)[—i + 1].
o pit ) pi & pip et et o

! | g !
0 — H*T - 0

L’application &Bi)\z/ induit une application dans 5 .
Hom(Coker(P=! — P%), H'T), et comme Coker(P™t — P") = Ker(a'™),
il existe un n € (Ker(a™), HT'T) tel que

A = @' M. (3.6)
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P Ker(a™)

HT'T

L’image de 1 dans (L, H""'[2]) est n + 1. (P™Y HHIT), ot pith est
inclusion Ker(a'™!) — Pt

De l'autre coté, 'image de ¢ dans (P[”l[—i], T%) est (- y §m2Gi1 gl G,
owdl: Pl — PV j<i—2,87": PP Pletat s PP P

N pi—Q _ Pi—l N pz‘ N 0

l 51‘—2 l 51 l at l
N Pifl N pi - pitl N pi+2 ., ... 5 pr 0
Lgt Ly Lyt Ly Ly — 0

_ , . Qi+l )
N Pz—l N Pt N Pz-i—l N Pz—‘rl e s pn — 0

Comme &'@™ait! = 0, il existe un € : P* — Ker(a™1) tel que
it = G (3.7)

ot ™! est I'inclusion Ker(a‘t!) — P,

€ dz i+1

K@T’(Ozi—H) [ i+1 Pi+1

N pi-2 N pi-1 N pi —~ 0
7l 51’—2 l 5i—1 l € l
— pl — P — Ker(a™) — 0

On identifie le complexe en bas avec le complexe

0— HHT -0
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ol HHT est de degré i.

On note par ¢ : P! — H*!'T, la composition ¢ = ev,
ouv: Ker(a) — HHT[—i+1].
_, pi-2 _, pi-1 & P 0
| L€
0 — H*T — 0

Comme a'~1¢ = 0, ¢ factorise a travers Coker(&'™') qui est H"™'T donc
il existe un € : H'T — H''T tel que

AVE = €,

oll \ est 'application d’enveloppe projective P* — Ker(a/t!).

Hi+1T

HTT

L’'image de ¢ dans (L', H™12]) est € + '.(L*, H'T).
Comme (Im(a*), H'T) = 0,
(Ker(a), HHIT) = (H*'T, H'T),
on identifie donc € + (*.(L*, H*T) avec

(Ker(a), HT)
P (P T

VE + /,Li+1.(Pi+1, Hi+1T) c
On va montrer que vé = 1.
En effet, comme a'p""! = g'a’ d’apres (3.5), et &' = A\p'™! d’apres (3.7),

6Mi-i—l — diQOH_l
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ot ™! : Ker(a™) — P Et comme p'™! est injectif, nous obtenons
€= @'\
Donc ,
E=ev=0p'\
Or, d’apres (3.6), @'\ = A, alors
E=An
Et comme € = Avé, et A est surjectif, nous obtenons

~

1 = VE.

Cecl termine la démonstration. m

Lemme 3.14 Pour tout i € {1,2,---,n — 2}, le diagramme
N b
LZ.(LZ,HH_IT) s (HZ'HT, Hz+1T>
est commutatif.
Démonstration Soit ¢ € (T, H'T[—i]). I est donné par (¢°, ") ot
o' € (Im(a?), Im(a?)) et ¢! € (P! Ker(a®1)).
0 — Im(a') — pit — P2 - ... = P = 0
l SO_Z l @Z+1 l
0 — Im(a') — Ker(a™) — 0

L’image de ¢ dans (7%, T%) est ¢ = (', "17), ou r est I'inclusion Ker(a'™) — P,

0 — Im(a') — pitt — P2 - ... S Pr—0
Ly’ L™t 10 10
0 — ]m(o/) — pitl - pit2 ., ... Pt

Limage de ¢ dans (T[], ) est (o', 7 10).

0 — Im(a') — Ker(a™) — 0
l@l lZSOH_lZ | l
0 — [m(ai) - pitt it P+ - ... - P - 0
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Comme (10" 17)a'™! = 1™ (7o) = 0, il existe un ¢ € (Ker(a™), Ker(a'))
tel que

ot = ip'te
Comme 7 est injectif, nous avons donc
- il
P =P

L’'image de ¢ dans (H™'T, H™'T) est donc (¢!, 1p™*1).

0 — ]m(oﬂ) —  Ker(a®™) — 0
Lzt
0 — Im(oﬂ) —  Ker(a™) — 0

“6

Comme l'image de ¢ dans (*.(L*, H''T) est (¢, 19" 1),
0 — Im(a') — Ker(a™) — 0
|

| Lt |

0 — Im(ozl) — pitt — P2 _, ... 5 pr o0
L¢* Lt l

0 — Im(a') — Ker(a™) — 0

ceci termine la démonstration. m

Nous venons de montrer que le diagramme

0 0 0
. R R
Emtl (Lz—l-l7 HH—IT) (TH_I, Tz) (TH_I, Tz)
. 1 L

0 — (I H™T[-i]) — (T, T") - (TThLTh) -0
l l l i+l

0 — Li.(Li,HH—lT) N (HH_IT, Hi+1T) g (Li+1,Hi+1T[2D - 0
!
0

est commutatif.

Si Ext! (L™, H*'T) = 0, le lemme de serpent nous donne un isomor-
phisme (7!, T%) S (T"+!, T%), et nous obtenons aussi

(Ti, Hz+1T[_Z]) ~ Li.(Li,HiJrlT)
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Ceci et le fait que les suites horizontales sont exactes nous donnent, d’apres
le Corollaire 1.11, un produit fibré

HOme(A) (Tl,TZ) — HOme(A)(TiJrl,TiJrl)
l l 9i+1
Homy(H™™'T, H'T) S Hompu (L', HHT[2))

Remarque Avec une démonstration analogue, étant donnés deux com-
plexes différents qui satisfaient des hypotheses similaires a celles du Théoreme
3.3 nous pouvons déterminer Homps,)(X,Y) en tant que produit fibré de
morphismes de ses homologies :

Théoréme 3.15 Soient

an—l

X0 X' 2 x2 2y et
viooyt Dyr BBy g
des complezes qui satisfaient Vi € {1,---,n — 1},
Ext) (Coker(a'), H'Y) = Homa(Coker(a'),Y") =0 et
Homp(Im(a"), Coker(3')) = Homa(Coker(a'), Im(3")) = 0.

Soient ' ' '
'X:0—=Im(@)— X" —... 5 X" -0 et

Y0 — Im(f) =Y - Y 0.

Alors, Hompy(n)(X,Y) est un produit fibré

HOme(A)(X, Y) — HOme(A)(lX,l Y)

! !
Homp(H'X,H'Y) — Hompyy)(Coker(a'), H'Y[2])

ot pour tout i € {1,---,n — 2}, Hompen)("X,'Y) est un produit fibré

HOme(A)(iX,i Y) — HOme(A) (H_IX,H_I Y)

! l
Homp(HT' X, H*T'Y) —  Hompe(Coker(a'™), HY[2])
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3.2 Des produits fibrés plus explicites

Dans la section 3.1 nous avons obtenu que Endps,)(T") est un produit
fibré de 0' et (O :
HOme(A)(T, T) — HOme(A)(Tl,Tl)
Ly° Lot
0
Homa(C,C) % Hompyay (L', C[2])
et pour tout 7 € {1,---,n — 2}, Panneau des endomorphismes de T" est
un produit fibré de §*! et (*
Hompyny(T", T") —  Hompy (T, T
l 1/}1 l 6)i+1
Homa(H™™'T, H'T) S Hompsy) (L, HT]2))
Dans la suite, nous allons déterminer I'image de ¥, i € {0,1,---,n — 2}.
Le cas ol ¢ = 0 sera traité séparemment.

Notons pour tout i € {0,1,---,n — 2},
A" = Im(") = Ker((H™'T, H'T) — (T, T[1])).

Lemme 3.16
A’ = {90 € (Ca C) : H(Vj)je{l,z---,n} ’Yj : P7— PJ tels que YL = L’Yl
et Vj€{1,2,---,n—1} ol = alyi Tt}

Démonstration On note par ¢ I’application d’enveloppe projective P — C,
et par ' I'application P’ — P ot a® = ¢!,

s Pl poSpl pr . pno,g T

! Lo | |
0 — C — 0 C
! Le 1 l
0 - C — 0 C
| (A |

o

0 P S P2 ...5P" 50 T1] (3.8)
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Si o € AY donc ¢ € (C,C) tel qu'il existe un 4! : P! — P! ou

dpr = a’y!
PO ()/0 Pl
OpL
P

et une suite (7/);eq2,ny, V¥ 1 P? — P7 ol

Vie{2,---,n—1} Yol =aly T

)24 o’ pi+l
Comme ¢ est surjectif et a® = ¢,

oL = a’y

on obtient donc pr = 1y

Alors
A’ = {p € Endy(C): 3y : Pt = P! tel que ¢pr =y et I(V)jeq2,m)
v Pl — PJ otels que Vi €{2,---,n—1} 7/al = alyi T}

= {p € Enda(C): 3(V)jeq12mr ¥ 1 PP — P7 tels que g = 1yt
et Vjie{2,---,n—1} ol =alyitt }

Pour tout 7 € {1,---,n — 2}, on note par ¢’ la composition
L' — Im(a™) — P2,
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Lemme 3.17 Pour touti € {1,---,n — 2}

A= {Soi S (HHIT, HHIT) : H(Wj)je{i+1,i+2,m,n}, 7i+1 € (Li,Li),

v e (PP Yje{i+2,---,n}, tels que o"t' = i'y"T! 4Tlot = gly' T2
Vie{i+2,---,n—1}, yad =alyitt,
Démonstration Fixons i € {1,---,n — 2}. On note par ¢’ I'application

d’enveloppe projective P! — Ker(ait), par € lapplication Ker(a'!) —
H™T, par v* I'inclusion Ker(a®™!) — P! par &' 'application P? — P!
oll &' = @', et par w* 'application P! — L. On a o't = 7lo’.

—  pitl . pi & pitt ol pit2 o pn, 0 Tt
l L ¢'e l !
0 — HTT — 0 H™'T
| L¢ | |
0 — H™T — 0 H™'T
Lo I
0 — L — P*2 ... 5 P 0 T'1] (3.9)

Si o' € A" donc ' € (H'™™', HIT) tel qu'il existe un 4 : Pl — [f
ou
Sicigi = Gigitt

(bi Ei sz Li

Li

et une suite (/) efit2,n-13 7 : P2 — P7 ol

,—yl+lo_z — a1+172+2



96

Pi—i—l i+1 Pi+2

+2

Li Ii PH—Q

et Vje{i+2,--,n—1} val =iyt

)24 o’ pi+l

Comme ¢' est surjectif et &' = ¢'v/*,

Pl = @it
— ¢zyz,71+l
on obtient donc
CIQOlLZ — 1/2’72+1.

Maintenant en appliquant (—, L?) & la suite exacte
0 — Im(a*) — P — L' — 0,
on obtient une suite exacte longue

(3.10)

L’'image de § € (L', L") dans (P"*!, L") est ©*6. Comme (Im(a’), L") = 0,

il existe un vt € (L, L") tel que

i+

/7 1:7'(7' 7,+1‘

Comme le diagramme

Ker(a™) < g
Nz X
Pi+1 L Lz

(3.11)
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est commutatif, on obtient donc, d’apres (3.10) et (3.11)

doii = yiyitl
— l/zﬂ_z,.)/z—i—l
= €yt
et comme € est surjectif, alors
(szz _ LZ’)/H_l.
On obtient aussi
7TZ’}/Z+1 (N ’_)/H_lO'i
—  itlait2
= v
— ,Nza_z,yz+2
et comme 7 est surjectif, on obtient
,}/z+10_z — O'Z’}/Z+2.

Cecl termine la démonstration. m

Un élément de A° est donc un endomorphisme de C' qui induit un endo-

1
. (e .
morphisme du complexe C' — P! = P? — ... — P" comme suit

c <& oopr9 pr e pn

Lo LAt 1 ~? I"
L Gfl sz an—l

C — P! — P? — e = P"

et un élément de A° est donc un endomorphisme de H*'T qui induit un
endomorphisme du complexe H'T «— [} — Pt — ... — P" comme suit

R A T ORI G £
Lyt LAy Ly*2 Ly

g & pn 4 pez ol ol pa

En plus, pour tout 7 € {0,---,n — 2}, A possede une structure multipli-

cative en tant que sous-anneau de (H*™'T, H*"T), par le méme argument
que dans le cas de complexes a deux termes. Aussi, 1gnqmitir) € Al
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On note pour tout i € {0,---,n — 2},
Q= Ker((L'™, H'T[2]) — (T, T'[1])).

On remarque que si A est un ordre, €2 est un A-module de torsion, K ®zQ =
0.

Lemme 3.18 ] existe une suite exacte
0= (PLCO)— A" L0 g
et pour tout i € {1,---,n — 2}, une suite exacte
0 = (L1, HHT) — AT 2 QF 0
Demonstration La démonstration est analogue a la démonstration du
Lemme 2.14. Nous donnons ici la démonstration pour la deuxieme suite

exacte.

D’aprés le Lemme 3.7 et les définitions de A® et H**'T nous obtenons le
diagramme suivant qui est d’ailleurs commutatif grace a (3.9).

0 0
I | !
A s 94
| 18 | L
0 — (L1, H'T) L (H™'T, H*'T) LN (LY, HHT2]) — 0
Lx Ly
(T?H*l’ Ti[l]) — (Ti+1’ Ti[l])

Comme (8'n')y" = B(n'y") = B(x" id) = 0, il existe une application
pl i At — Q telle que
pZM/L — /B/an,

L’application p est la restriction de n® & A?. Donc

Ker(p') C'.(L', H'T).
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Maintenant on va montrer que *.(L', H""'T) C Ker(p). Il suffit de mon-
trer que '.(LY, H™'T) C A'. En effet, v'x" = viny" = 0, donc il existe
¢ (L HTIT) — A tel que
S8 =1
Comme 1 est injectif, ¢’ I'est aussi. Alors Ker(p') = /.(L', H'T) et on

obtient donc une suite exacte

0 — (LY, HT'T) — A LYo 0

D’aprés le Théoreme 3.3 et le Lemme 3.18 nous obtenons donc des pro-
duits fibrés plus explicites.

Lemme 3.19 Endpea(T) est un produit fibré de 6 et p

Hompyp (T, T) — Homy(T',T")
! Lot
A° L Qo
ot pour tout i € {1,---,n — 2}, Endps(n)(T") est un produit fibré de 6" et
pZ
HOme(A)(Ti, TZ) — HomA(THI, TH_I)
l l g+l
Al LA QO

Remarque On obtient ainsi des morphismes
S': Endpony(T) — Endpy(HH'T) Vie{0,1,--+,n—2}

et on obtient du fait que Endpen)(T") — Endpeay(T*) est surjectif
Vie{0,1,---,n—2} que ’
Im(X) = A

et donc le Lemme 3.9 d’écrit le conoyau de X! comme étant un sous-module
de Hompyp) (T [-1],T7).
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3.3 La structure d’anneau de Endp,(T)

La structure d’anneau de Endpsy) (1) est induite par celles de AC et
de Endpsn)(T"), donc aussi de celles de A" et Endps) (T"T) pour tout
ie{l,-,n—1}

Nous allons voir la structure d’anneau de Endps ) (T") pour tout
i €{0,---,n—1}. En effet, cette structure est induite par la structure d’an-
neau de A et de Q. Donc il nous faut regarder la structure d’anneau de €,
et pour cela, comme ' = A*//.(L', H''T), il ne reste qu’a montrer que
(L HPPT) est un idéal bilatere de A°.

Lemme 3.20 (*.(L', H''T) est un idéal bilatére de A"

Démonstration Il est clair que «*.(L*, H™'T) est stable par la composi-
tion. Soient p € A’ et v = 'y € (*.(L*, H*"T). Nous avons

v =iy e (L HTT).
Donc, (*.(L, H1T) est un idéal & droite.

Il nous reste a montrer que vy € (*.(L', H''T).
En effet, comme ¢ € A, il existe un 6 € (L%, L) tel que

%

ot =16

Alors,
ey = o

= &y) e(LYHTIT)
D’ol la structure d’idéal de /*.(L!, H1T). m
Par conséquent, pour tout i € {0,---,n — 1}, Q' possede une structure

d’anneau comme anneau quotient et Endpsa (T ) posséde une structure
d’anneau ; ceux-ci induisent la structure d’anneau de Endps ) (7).
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3.4 Le cas ou A est un ordre de Gorenstein

On note pour tous deux A-modules X et Y,
Hom,(X,Y) :=1'ensemble de tous les morphismes de X a Y dans la catégorie
stable de A-modules.

Supposons que R est un anneau de Dedekind et A est un ordre de Go-
renstein.

Lemme 3.21 1. (L',C[2]) = Hom,(C,C).
2. Pour touti € {1,---,n— 1}, si (Im(a*), L") = 0, alors

(LY, H'T[2)) = Homy (Ker(a'™h), H™T).

Démonstration Pour le point 1, la démonstration est analogue a la
démonstration du Lemme 2.4 . Nous allons démontrer le point 2.

En effet, on applique le Lemme 1.22 & Ker(a'™), H™T et & la suite
exacte

0 — Ker(a™) N Im(a'™™) — 0
On obtient donc
P(Ker(a™™), HT) = ' (P, Ker(a'))

et Hom,(Ker(a™'), H'T) = (Ker(ath), HT) /ul (P!, Ker(a'th))
= Ext'(Im(a), HT)
= (L', H™'T[2]) d’apres le Lemme 3.7,

ol u' signifie Vinclusion Ker(a'™') < P!, Ceci termine la démonstration.
n

Corollaire 3.22 Si A est un ordre de Gorenstein et pour touti € {1,---,n — 1},
Exty (L', H'T) = Homy (L', P") = Homa(Im(a*), L") = 0,
alors, 'anneau des endomorphismes de T est un produit fibré de 61 et ¢°

HOme(A) (T, T) - HOme(A) (T17 Tl)
Lo Lot
Homy (C,C) & Hom, (C,C)
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ou pour tout i € {1,---,n — 2}, l'anneau des endomorphismes de T* est
un produit fibré de 0% et C°.

HOme(A)(Ti,Ti) — Home(A)(Ti+1,Ti+1)
Ly Lo+
Homy(H*'T, HH'T) &5 Hom, (Ker(aitt), H*'T)

Remarque

1. P(H™T'T, H'T) c P(Ker(a™), H'T).
En effet, en appliquant le Lemme 1.22 a la suite exacte

0— HYT Y L= Im(a™t!) — 0,

NOuUS avons
PHMT, HHT) € (L HT) = pf (P, Ker(a')
= P(Ker(a™), HIT)

-

2. En général, P(H™'T, H'T) # (L, H'T), donc
HomA(HiHT, HH—lT) N (Li-i-l’ HH-IT[Q])

est surjectif, mais il n’est pas toujours injectif.

3. Il n’y a pas de changement par rapport a A’ défini dans la section 3.2,
et comme nous supposons que (Im(at), HT) = 0, nous avons

(H'T,H''T) = (Ker(a'tY), H'T)

et le morphisme (* est le morphisme canonique de (Ker(a'™), H"T)
a (Ker(a'™), H"'T) modulo les morphismes qui factorisent vers un
module projectif.

Homy(H™'T, HT'T) L Hom,(Ker(a'™), HTT)

I /
Homp(Ker(a'™), HTIT)
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3.5 Le cas ou A est un ordre symétrique

et les homologies au milieu sont de R-torsion

Supposons que R est un anneau de Dedekind, le complexe T" défini au de-
but de ce chapitre est un complexe basculant et les homologies au milieu sont
de R-torsion. Si A est un ordre symétrique, nous allons voir que Endps (7))
est un produit fibré de A° défini dans la section 3.3 et Endx(H™T /torsion).

D’abord, rappelons le produit fibré obtenu du Lemme 3.19

Hompsp (T, T) — Homy (T, T")

! l
A - Q° (3.12)

ot pour tout i € {1,---,n — 2}, Endpss)(T") est un produit fibré

Hompyp(T',TY) — Homy (T, T")
! !
A - (3.13)

Dans cette section, nous supposons que A est un ordre symétrique. Comme
le cas de complexes a deux termes, d’apres le Théoreme 1.25 Endpsp(T)
est un ordre, donc sans R-torsion.

Supposons que H’'T sont de R-torsion Vj € {2,---,n — 1}.
Pour tout 7 € {1,---,n — 2}, on définit la partie torsion de (T*,T%)
(T TY ={p e (T, T :Ir € R,r #0 r.p =0}
Soit £ : (T, T) — (T, T") I'application du Lemme 3.10.
Lemme 3.23 (T, TY) N ¢((TY, T)) = 0.

Démonstration Ceci est clair car (T, T') est sans R- torsion, donc (T*,T') <

(T, T) aussi, en particulier £((T",T)) aussi car ¢ est injectif, tandis que
t(T*, T est de R-torsion. m

On note 0 := 0%, ou 6! : (T, T) — Q° 'application du Lemme 3.19, et
0 .= 9|t(T1,T1).
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Lemme 3.24 0’ : t(T*, T') — Im(0') est bijectif.
Démonstration La démonstration suit la démonstration du Lemme 2.17

L’application ¢ induit

(T, 1Y) Qo
N —
LT, TY  Im(0)

fHt(TTY — 0(f) + Im(9)

Lemme 3.25 1. L’applz'cationé est surjectif.
2. Ker(9) = (T',T)

Démonstration La démonstration des Lemmes 2.18 et 2.19 s’applique
verbatim. m

Par conséquent, nous obtenons le diagramme ot les noyaux des ses suites
exactes verticales sont isomorphes.

0 0
ll (1t T)+lt(T1 T
(T°.T) =
l 1l1
0 — HT", 7Y — (T, 17" — —t((?f?f) — 0
|| ! Lo
0 — Im(@) — o — %(0,) — 0
l l
0 0

Ceci nous donne un produit fibré

(T17 Tl) N (Tl’Tl)

WT1,TT)
! !
0o N Q0
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Nous composons le diagramme (3.12) avec le diagramme ci-dessus

(T,7) — (T4,71Y) — 2

! ! I
Q
T L )

Comme nous avons le diagramme ou les deux carrés sont des produit fibrés,
et ou les noyaux des applications verticales sont égaux, alors d’apres le Co-
rollaire 1.11, le diagramme composé est aussi un produit fibré

T.T) = =

H(T1,17)
! I
0 Q
A 7 TIm(@)

Maintenant fixons ¢ € {1,---,n — 2}. Soit ® : (T*,T") — (T, T")
'application du Lemme 3.6 et & = @[, 7iy.

Nous avons le diagramme suivant

0 0
! |

T, T 2 Im(d')
Ln lv

0 — Li‘(Li’ Hi—HT) N (Ti, Ti) 2 (Ti—i-l’ Ti+1) N
LA 7
(772'7 Tz)/t(Tz’ Tz) _é_) (Ti-H, Tz—}—l)/]m(q)/)

! !
0 0

(3.14)

Comme n(®7) = (n®)7 = (¢'v)7 = &'(v7) = 0, il existe un
§: (TH,TH/HT, T — (T, T [ Im(P') tel que

dr = N\

Comme ® et 7 sont surjectifs, § est surjectif aussi.
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Le noyau de 6 et [pu(«'.(L', HT)) + ¢(T%, 7)) /t(T*, T"). Comme H*™'T
est de R-torsion, u('.(LY, H*T)) T'est aussi, donc Ker(d) = 0.
Ceci implique
(T, ) /((T", T") = (T, T") [ Tm (@)
Comme Im(®’) C ¢(T* T, nous avons une application surjective
(Ti, Ti)/t(Ti, Tz) N (Ti—H, Ti-i—l)/t<Ti—i—l7 Ti-i—l)
dont le noyau est (7%, T%) /Im(®").

Ce dernier est formé par des éléments de R-torsion tandis que (T, 7") /t(T*, T")
est sans R-torsion. Alors t(T",T%) = Im(®’), et nous obtenons

(T, TH/H(T", T = (T, 7Y )y (T, T Vie {1,---,n—2}
Par conséquent
(T, T UTY, TV 2 (T, T4 fy (), T,
or Tt = Coker(a™ ') = H"T, alors
(rt, TH/(T*, TY) = (H"T, H"T) /t(H"T, H"T).
Par le méme argument comme dans la démonstration du Lemme 2.20,
(H"T, H"T) Jt(H"T, H"T) = (H"T/t(H"T), H"T /t(H"T))
ou H"T'/t(H™T) signifie la partie sans R-torsion de H"T.
Nous obtenons donc que Endps)(T') est un produit fibré

Hompya (T, T) — Homp(H"T/t(H"T), H"T /t(H"T))

! lo
Q
A - Tm (0

Nous avons donc le théoreme pour le cas ou A est symétrique :
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Théoreme 3.26 Soit R un anneau de Dedekind et A un R-ordre symétrique.
Soit T un complexe basculant

1 2 n—1
0—-pPl 2, p2 2, .. ,p_5)

ot, P sont des A-modules projectives et [’homologie de T est concentrée en
degrés 1,--- n.

On note C' = Ker(a'), v Uinclusion C — P, et L' = Coker(a'),
Vie{l,---,n—1}.

Supposons que Vi € {1,---,n — 1},

Exty (L™, HT) = Homy (L', P") = Homa(Im(a'), L") = 0,

et que H'T est de R-torsion Vi € {2,---,n — 2}.
Alors, l'anneau des endomorphismes de T est un produit fibré

Hompsn)(T,T) — Homy(H"T/t(H"T), H"T /t(H"T))

! lo
Q
A - Tm (@)

o

A’ = {p € Endp(C): I(V)jeq12mmy ¥ 2 PP — PI tels que pr = 1v"
et Vj€{2,---,n—1} 7yal =alyit }

et Q¥ = A/ (P C).

Remarque

L. Si pour tout i € {1,---,n — 2}, les Endpy,)(1") sont sans R-torsion,
nous pouvons obtenir Endps ) (T") en tant que produit fibré

(]’i7 Tz) _ (TiJrl’ Ti+1)/t(Ti+1, Ti+1)
L L
AiJtAT = Qi

ou A"/tA" est la partie sans R-torsion de A’. Mais le fait que A est
symétrique n’implique pas que les Endpsy) (T") soient sans R-torsion,
comme montre 'Exemple 4.4 avec n = 2 et T = Coker(a).
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2. Ext' (L™, H1T) = 0 est automatique si i = 0 car nous avons I'inclu-
sion

Ext' (L', H'T) — (T, H'T) — (T,T)

par le Lemme 3.8 et Lemme 3.9, et (7,7T) est un A-module sans R-
torsion d’apres le Théoreme 1.25.

3. Le fait que H*™'T sont de torsion pour tout i € {1,---,n— 2} implique
que les applications &’ et ¢ sont des isomorphismes et le diagramme
(3.14) devient

0 0
| !
0 - tH(T*, T 2 Im(3') - 0
In S
0 — (L HTT) B (T, T7) A (T, T — 0
LA L7
0 s (T, THHTLTY -2 (T, 7Y/ Im(®) — 0
| !
0 0

Alors, d’apres le Lemme de serpent, (*.(L!, H'T) = 0.

4. Le fait que H™™'T sont de torsion pour tout i € {1,---,n—2} implique
aussi que ‘ '
Endy(H'T) = End, (H'T).

Donc, dans le cas ol A est symétrique et H**'T sont de torsion pour
tout i € {1,---,n — 2}

PH™'T, HT) =/ (L', H'T) = 0,

et (L', H'™2])) = End, (H™'T).



Chapitre 4

Exemples

Nous donnons quelques exemples d’utilisation du théoreme principal
(Théoreme 3.3). Nous utilisons des A qui sont des ordres de Gorenstein. La
présentation de A dans Exemple 4.3 se trouve dans [29] et les présentations
de A dans Exemple 4.4 et Exemple 4.5 se trouvent dans [20] et [13, section
4.4].

Dans Exemple 4.1, on verra I'importance des hypotheses dans Théoreme
3.3, 'Exemple 4.2 sera un exemple qui montre que ’hypothese dans le Lemme

2.1 n'est que suffisante. Dans Exemple 4.3 l'application Endpys)(T) 4,
Endy(H'T) est surjectif ce qui n’est pas le cas dans Exemple 4.4. L’Exemple

0
4.5 sera un exemple de complexe a trois termes ott Endpu(a) (1) L Endy(H'T)

est surjectif tandis que Endpy(y)(T") LR Endy(H*T) ne Dest pas.
On note pour deux complexes X et Y
(X,Y) = Homps(p)(X,Y) et Ext'(X,Y) = Exty(X,Y)
Exemple 4.1 Soient R un anneau de valuation discrete complet avec idéal

maximal M, k € N et
R R
A_(Mk R).

On remarque que si kK = 1 cet exemple est identique a I'exemple donné par
S.Konig (voir [28]).

109
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Soient Plz( ft ),sz ( R),etTest le complexe T} ® T5 :

«

n : 0 — P — P — 0
@ S5, S5,
0 — P — 0

ou « est 'inclusion P, — PB,.

On note a = ( g ) . Donc,

Km@:(g),hm@:(“§”):(%)et

cwm@:<cwﬁw>:(R@M).

Le complexe T est un complexe basculant d’apres Théoreme 1.26, pourtant
nous ne pouvons pas utiliser le Théoreme 3.3 car

Ext!(Coker(a), Ker(a)) = (Im(a),Ker(a))/j.(P, Ker(a))

0 M*
0 0

B 0 R/M*
- (1)

ou j est l'inclusion Im(a@) — ( ];2 ) :

Nous utilisons le Théoreme 3.3 pour calculer Endps)(T1).
Comme Endy(Ker(a)) =0 et Endy(Coker(a)) = R/M*, alors

EndDb(A) (Tl) = R/Mk

Maintenant

. EndDb(A)(Tl) HOme(A)(T17T2)
EndDb(A)(T) = ( HOme(A)(T2>T1) EndDb(A)(TQ)
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Comme
Home(A)(Tl,Tg) = (Pl, Pl)/[a(Pg/Pl)] = R/Mk,
HOme(A)(TQ,Tl) = (Pl,KGT(C(» = O, et EndDb(A)(Tg) = (Pl,Pl) = R,

alors . .
R/ MF R/M

Cet exemple montre qu’il existe une algebre qui a une catégorie dérivée
équivalente avec celle d'un ordre de Gorenstein mais qui n’est pas un ordre.
]

Remarque Le premier exemple de ce type a été donné par S.Konig (voir
[28]) et a conduit a la rédaction de [11].

Exemple 4.2 Soient R, A, P;, et P, comme dans Exemple 4.1. Soit T le
complexe 11 @ Ty

«

7 : 0 — P — P — 0
S S S
T 0O — B — 0
ou « est I'inclusion P; «— P;.
Du fait que (P, Ker(a)) =0,
(Tx[1],71) = 0
et (P, Py) = a.(Py, P,), implique que
(T, T,[1]) = 0.
Ceux-ci et le fait que
(T;, Ti[k]) =0 Vie {1,2} et k#0,

impliquent que 7" est un complexe basculant partiel.
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On note & = ( g > . Donc,

Coker(a) = ( Cok;;“(oz) ) _ ( R/P/:/lk ) |

Comme (P, P) # 0, il est clair que <Cok:er(o—é)7 < 1(3)1 )) 20,

Cet exemple montre qu’il est possible que T" est un complexe basculant

partiel méme si
(C’ok;er(d), ( ];1 )) # 0.

. EndDb(A)(Tl) HOme(A)(Tl,TQ)
Endp)(T) = ( Hompyay(To, Th)  Endpe(n)(T2)

Maintenant

En effet,
(Ty, Ty) = (Coker(a), Coker(a)) = R/M*, (Ty,Ty) = (Coker(a), P?) =0,

(T, T1) = (P, P,)/(Py, P)).ao = RJMF, (15, T3) = (P, P,) = R
Donc
Endpna)(T) = ( %ﬁz . )

Dans Exemple 4.3 et 4.4, nous n’avons pas besoin de montrer que
Ext'(Coker(a), H'T) =0

parce que les A dans ces exemples sont des ordres symétriques et cette condi-
tion est automatique pour les ordres symétriques.

Désormais, on utilise des indices aux composantes de matrices d’un ordre
A, a lanneau R, a son radical 7 et a ’anneau quotient R/m pour distinguer
les caracteres différents, c’est-a-dire, par exemple R4 indique I'anneau R ou
I’algebre K ®gr A agit par le caractere 4.



113

Exemple 4.3 Soient R l'extension non ramifiée de degré 2 des entiers 2-
adiques, m = Rad(R) =< f >, pour un f € R, et 72 =< f% > . Notons par

Ay le groupe alterné d’ordre 12.

A = RA, est présenté comme suivant [29] :

iy

R

c’est-a-dire avec un choix de base approprié A est égal a

yin fyie fuyis
1,22, T3, | fyar  Yo2  fyos 24, Yi; € Ryxi —yu €7°
fy31 fy32 Y33

Soit T" un complexe donné par

T:-0-PoP 5P —0

ou P, Py, et P3 sont des A-modules projectifs

Ry 4
T 2
R\’ m\° m\°
T |, R | et s
T 7 R 9

=1,2,3,7=1,2,3

Les caracteres de P; sont notés 1 et 2, de P, sont notés 2 et 4, de P5 sont

notés 2 et 3.

On peut montrer que
T

™

3

Ker(a)= | 7

3
no

3
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et Coker(a) = Ry.

On a

72 w2

Endy(Ker(a)) = m — m — 73
~ R~ Ry~ Ry
et Ext*(Coker(a), Ker(a)) = (R/7?%), = (R/7?)s.

Comme Coker(a) est sans torsion, I'application ¢ : (T',T) — (Ker(a), Ker(a))
est donc surjectif et ceci implique que End(T) est un produit fibré de

R SRy~ Rz et Ry sur (R/7?). Alors,

E?’LdDb(A)(T): R — - R

2

R
|
R

Exemple 4.4 Soient R = Zs, 1 = Rad(R) =< 5 >, A une R-ordre qui est
Morita équivalent & By(Zs5S5). Alors, A est présenté comme suivant [20] :

R R R R RRR
T R T R T R

c’est-a-dire A est

aq bl (05} b2 as bg . ) S )
{(dg, ( o dy ) , ( ¢y dy ) ,( ¢ dy ) ,a4) ,a;, by, ¢ d; € R,5|(d; az+1),5\cl}.

Soient
R R R
R R R

ol les caracteres de Py sont notés 1 et 2, de P; sont notés 2 et 3, de P, sont
notés 3 et 4, et de P3 sont notés 4 et 5.



115

Soit T est le complexe T7 d 1o, & Tx :

Tl:OHP1€BP3$P2H0

S5 SP) 7]
> 0 — PPy — 0
©® ©®

T35 : 0 — By — 0

Le complexe T est un complexe basculant d’apres [13, Lemme 5.1.2] et sa
démonstration.

o'
Onnotea= | 0 | . Donc,
0
Ker(a) < ff ) D s
Ker(a)=| PP | = p @2]3 :
PO IPO 3
R
mery ((5),2(7)
Im(a) = 0 = 3 0 4 et
0 0
Coker(a) (R/m)s @ (R/)4
Coker(a) = 0 = 0 :
0 0

ol les indices signifient les caracteres.
On obtient donc,

Ry @ Rs Ry @ Rs T
EndA(Ker(@)) = To D15 Ro — R3® Ry — Rs 9
Ry Ry Ry — Ry

L’anneau des endomorphismes de Coker(a), Endy(Coker(&)), est un A-
module de torsion. En effet,

(B/m)s® (R/m)s 0 0
Endy(Coker(a)) = 0 00
0 0 0
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Ceci implique d’apres le Théoreme 2.21 que Endpsp)(T) = A ou A est
défini dans la section 2.2. Si 'application v définie dans le Lemme 2.9 est
surjective, alors
Endpyn(T) = A= Endy(Ker(a)).

Ceci est décomposable.

Or, T est I'image d'un End ps()(T')-module projectif indécomposable sous
I’équivalence dérivée. Ceci est une contradiction. Alors 1) n’est pas surjectif.

En effet,
Ry — Rs Ry @ Rs 4o)
EndDb(A)(T) ~ A= Ty D 5 RQ—R3@R4—R5 Uy,
Ry Rs R, — R,

ou la congruence Ry — Rj est une conséquence de la congruence dans P..

L’anneau des endomorphismes Endpsa)(1') est donc

Ry

R % T
R4/(R g ™ ™ Rl
T %/s \R R R/,

Exemple 4.5 Soient R = Z;, 7 = Rad(R) =< 7 >, A un R-ordre qui est
Morita équivalent & By(Z757). Alors A est présenté comme suivant [20] :

R R R R R R R R RRR
T R T R T R T R T R
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Soit T' le complexe T1 BT, T3 DTy B T -

T, : 0 - B 5 P, — 0

) ) )

n : 0 - B — 0

© Q%) Q%)

T 0 - PRaoP, 2 P — 0
© ©® ) ©®

Ty 0 —- PBoeP — 0

© ©® © ©

T5 0 — P5 — 0

ou P, Py, P3, Py et P5 sont des A-modules projectifs :

R R R
(%) e (R0,

T ), R27r3

R R R R
= (A7) me (),

R37T4 R47T5

R R
r=(n)A{7), »

R57T6

et les indices signifient les caracteres.

I
A~
=iy
N
X

« 0
0 0
Onnotea=| 0 |etB3=1] O
0 0
0 0
Donc,
; (7) v
1
Po 7; ’ R | T
Ker(a)=1] 0 |, Im(a) = , Ker(B) = ( ) (
0 0 T ), s
0 0 Po P,
0 P
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R
/s
0
H?T = ( R ) “ ( ™
T ), s
P, & Py
Ps
0
0
Coker(B8) = | (R/m)s®
0
0
On voit que
Endy(Ker(a)) =
Rs 0
0 O
Endy(H*T)=| Rs 0
T3 0
0 0
Endy(Coker(3)) =
Rs 0
0 0
Endy(Coker(a)) =] m 0
3 0
0 O

0
0
) |- (F)e(D) |
T )y /s
6 0
0
R
T /s
(R/)s et Coker(a)= P2609P4
P3P,
Py
R R 0 0 0
1 Rl—RQ 0 0O
0 0 00 0 |,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
R3 Rs 0
0 0 0
Rg@RG Rg@Rﬁ R6 ,
7T3@7TG R3—R4@R5—R6 R6
6 6 R¢ — Ry
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ot
0 0 (R/m)s®(R/m)s 0 0
0 0 0 0 0
Rs R
0 0
Ry — Ry ® Rs —R¢ Rs— Ry ® Rs — R
Ry — Ry ® Rs —Rg Rs— Ry @ Rs — R
T 6

0

0

Re

Re
R¢ — Ry



Comme (Im(a), Ker(a)) = ([m(5)7H2T) = 0, alors

Ext'(Coker(a), Ker(a)) = Ext'(Coker(j3
801tT1()—>Im(07)—> PQ@P4 — 0.
P @ P4

), H?T)
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=0.

D’apres le Théoreme 3.3, EndDb M(Th) est un produit fibré de Endy (H?T)

et Endy(Coker(3)) sur Eth(Coker(ﬁ) 7).

L’application (Coker(3), Coker([3)) g, Ext?(Coker(3), H*T) est induite
par Ker(3) — H?T et celle-ci n’est que la multiplication par un r € R.

Alors, 6 est injectif, et Endps)(T") = Im(y') ot ¢! :

(H2T, H2T).
En effet,
Rg 0 R3 RS
0 0 0 0
Al :Im(z/Jl) = T3 0 R3—R6 R3@R6
T3 O 7T3€B7T6 R3—R4@R5—R6
0 0 T Te

(T, 71") —

0

0

Rg

Rg
R¢ — Ry

ol la congruence de R3— Rg vient de la congruence dans Ps, et w3 dans la posi-
tion (3,1) vient du 73 dans la position correspondante dans Ends(Coker(a)).
Maintenant Endps ) (T') est un produit fibré de Endy (Ker(5)) et Endps)(T")

sur Ext?(Coker(a), Ker(a)).

La seule composante différente de 0 de Ext*(Coker(a), Ker(a)) est R/m

qui est en position (1,1), ceci donne la congruence R; — Rs3. Alors,
Ry — R3 Ry R3 R3 0
T R1 — RQ 0 0 0
End(T) = 3 0 R3 — R6 R3 7] R6 R6
T3 0 3@ Rz — Ry ® Rs — R R
0 0 e g RG — R7
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avlien b=y

Ry Rs
R }2/ R %R
et DA A2 )
T R ),
T T s\ T T 6
Remarque

1. Le complexe T est un complexe basculant. Si¢! : (T, T") — (H*T, H*T)
est surjectif, nous obtenons (T, T*) = (H*T, H?T) qui est décomposable
et ceci implique que (7,7T) est décomposable. Or, T est I'image d’'un
(T, T)-module indecomposable sous I’équivalence dérivée. Donc, dans
ce cas, ¢! n’est pas surjectif.

2. Lapplication ° : (T, T) — (H'T, H'T) est surjectif tout de méme.



Annexe A

Morphismes dans la catégorie
dérivée par une suite spectrale

Une approche alternative a été suggeré par B.Keller pendant la derniere
phase de la rédaction de la démonstration du Théoreme 3.3. Dans cette an-
nexe nous allons détailler cette approche alternative pour des complexes de
longueur deux et trois.

Soient X,Y deux complexes bornés sur une catégorie abélienne C (avec
assez d’objets projectifs). Soit D(C) la catégorie dérivée de C'(C). Si X et Y
sont des complexes filtrés, alors d’apres [26], RHome(X,Y) est présenté par
un complexe filtré Z, qui donne une suite spectrale calculant 1’homologie de
RHome(X,Y). En prenant les filtrations de X et Y donné par les troncatures
naturelles, F, X = 7>,X, p € Z, la suite spectrale devient

EY =[] Eato(H"?(X), H(Y)) = Hompe)(X,Y1n))

leZ

A.1 Complexes a deux termes

Le cas ou les homologies de X et Y sont concentrées en degrés 1 et 2 nous
a été communiqué par B.Keller. Les termes non zéro de EY? sont donnés par
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(—1:,2) (0,:2) (1:2)

Hom(H'X,H?Y) — [, Eet2(H'X,H'Y) — Eat‘(H?X, H'Y)

0 — s Bat (H'X,HY) — Eat’(H?X, H'Y)
(_170) (070) (LO)

0 — Ty, Hom(H'X, HYY) — Exf(H2X,H'Y)

0 - 0 — Ext'(H2X,H'Y)

En particulier, pour p + ¢ = 0, le differentiel d5 est 0 et on obtient Fy, =
E.. Alors, nous obtenons une suite exacte :

0— Ext'(H*X,H'Y) — Homp)(X,Y)

— [[ Hom(H'X, H'Y) — Ext*(H*X, H'Y) — 0
1=1,2

Si Ext'(H?*X, H'Y') = 0 cette suite présente Homp(c)(X,Y’) comme pro-
duit fibré analogue au Théoreme 2.5

A.2 Complexes a trois termes

Maintenant nous allons étudier le cas ou les homologies sont concentrés
en degrés 1,2,3. Comme C est abélienne avec suffisamment d’objets projectifs,
C = A —mod ou A est une algebre.

On note pour deux complexes M, N

(M,N):= Hompn)(M,N) et Ext'(M,N):= Ext\ (M, N).
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Les termes différents de 0 de E7? sont donnés par

(-1,1) (0,1) (1) (2,1)

0 = [l 23Ea:t1(HlX, ) — Tl Bat*(HT'X,H'YY) — Eat’(H*X,H'Y)
(7170) (030> ( ) ) (2ﬂ0)
0 = Tlias(H'X HY) = [y, Bat*(HHX, HY) — Ext'(H*X, H'Y)
(717*1) (0771) (Lfl) (2371)
0 - 0 = [ljo1 o Bat'(H' X, H'Y) —  Ext*(HX,H'Y)
(717 *2) (07 72) (L 72) (23 72)
0 — 0 — lel)g(HHIX, HIY) s Ext? (H3X, HlY)
(717 *3) (07 73) (1a 73) (23 73)
0 — 0 — 0 —  Ezt'(H3X,H'Y)

A.2.1 Déterminer E!

Soient
X:0—X'S X2 X3 0

Y:0—>Y1—>Y2—>Y3HO

oll X et Y sont des A-module projectifs.
Supposons que Vi € {1,2,3}

(Im(a"), Coker (")) = (Coker(a'), Im(3") = (Coker(a'),Y") =
= Eat'(Coker(a'), H'Y) = Ext'(Im(a?),Y") = Ext'(H' X, H'Y) =0

Nous allons montrer que B = E7™2 = B2 = 0.
Lemme A.1 Ext?(H3X,H'Y) =0
Démonstration En appliquant le foncteur (Im(a?), —) & la suite exacte
0— Ker(8') — Y — Im(3') — 0
on obtient

— (Im(a?), Im(B")) — Ext' (Im(a?), Ker(')) — Ext'(Im(a?),Y") —



124

Comme (Im(a?), Im(3")) C (Coker(a'), Im(B')) = 0 et d’apres I'hypothese
Ext'(Im(a?),Y') =0, on a donc

Ext*(H*X, H'Y) = Ext*(Coker(a?), Ker(3")) = Ext'(Im(a?), Ker(3)) = 0.

Lemme A.2 (H*X,H'Y) = 0.
Démonstration On applique le foncteur (—, H'Y') & la suite exacte
0 — H?’X — Coker(a') — Im(a®) — 0
et on obtient
oo — (Coker(a®), H'Y) — (H*X, H'Y) — Ext'(Im(a?), H'Y) — - --

1. (Coker(al), H'Y) = 0 car (Coker(a'), H'Y) C (Coker(a'),Y!) = 0.
2. D’apres le Lemme A.1 Ext'(Im(a?), H'Y) = 0,
Ces deux énoncés impliquent (H?X, H'Y) =0. m

Lemme A.3 (H3X, H*Y) = 0.
Démonstration On applique le foncteur (H3X, —) a la suite exacte
0 — Im(B") — Ker(8%) — H*Y — 0
et on obtient
o= (H*X, Ker(p%) — (H*X, H*Y) — Ext'(H*X, Im(B")) — ---
1. (H3X,Ker($%) =0 car
(H*X, Ker(8%) C (H*X,Y?) = (Coker(a?),Y?) = 0.

2. Ext*(H3X, Im(B")) = 0.
En fait
Ext'(H*X, Im(B3')) = Ext'(Coker(a?), Im(3'))
= (Im(a®),Im(5"))/5.(X°, Im(B"))
ol j est I'inclusion I'm(a?) — X3.
Comme (Coker(at), Im(8')) = 0 = (Im(a?), Im(B')) = 0, ceci im-
plique Ext'(H3X, Im(5')) = 0.



Les deux énoncés impliquent (H3*X, H*Y) = 0. m

Lemme A.4 Ext'(H3X,H'Y) =0
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Démonstration On applique le foncteur (—, H'Y) a la suite exacte

0 — Im(a?) — X* — Coker(a®) — 0

et on obtient

oo — (Im(a?), H'Y) — Ext'(Coker(a?), H'Y) — Ext' (X H'Y) — ...

1. (Im(a?), HY) C (Coker(at), H'Y) C (Coker(al), Y1) = 0.

2. Ext'(X3 H'Y) =0 car X? est projectif.
Les deux énoncés impliquent Ext'(H3X, H'Y) = 0. m

La suite spectrale EY devient

(0,1) (1,1)
i1 Bot (H'X, HY)  — [l Bot’(HTX, H'Y)

(0,0) (1,0)

0,0
51

Hz:1,2,3(HlXa HIY) - Hz:1,2 Eth(HlHXv HZY)

(0,—1) (1,-1)
0 —  [lieyo Bat'(H™ X, H'Y)

Soient
X :0— Im(a') — X? = X3 — 0,

Y:0—Im(B)—Y?—-Y?—0,
X :0— Im(a®) — X® =0 et
%Y 10— Im(p%) — Y? =0
En fait, /X = F;X et 'Y = F;}Y Vj € {1,2}.

o)

—

—

1,-1
—

(2,1)
Ext®(H3X,H'Y)

(2,0)
Ext*(H3X,H'Y)

(27 _1)
Ext3(H3X,H'Y)
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D’apres 1’étude menée pour des complexes a deux termes, la suite spec-
trale pour RHom (!X, 1Y) donne lieu & une suite exacte

0 — Ext'(H*X, HY) — Homp (' X, 'Y) —
— ] Hom(H'X, H'Y) — Ext*(H*X, H*Y') — 0

1=2,3

Comme on suppose que Ext!(H3X, H*Y) = 0, on obtient

Lemme A.5 La suite

0 — Homp('X, 'Y) — [[ Hom(H'X, H'Y) — Ext*(H*X, HY') — 0
1=2,3

est exacte.

Lemme A.6
Ker(0; ") = Ext*(Coker(at), H'Y) @ Ext'(Coker(a®), H*Y) = 0.
Démonstration

[[ Bat'(H*' X, H'Y) = Eat'(H*X, H'Y) © Ext'(H’X, HY).

1=1,2

D’apres Uhypothese, Ext!(H3X, H?Y) = Ext!(Coker(a?), H?Y) = 0.
On identifie

Ext*(H*X, H'Y) = Ext*(Coker(a?), H'Y) = Ext*(Im(a®), H'Y)
L’application (5%’_1 est défini en appliquant (—, H'Y'[1]) au triangle
H*X — 'X[1] — 2X[1] ~ H2X[1].
Ce triangle induit une suite exacte longue

o= (X1, HY 1) — ('X[1), H'Y[1]) —

— (H*X,H'Y[1)) > (*X,HY[1]) — ---



127

Avec une méthode analogue a celle de la démonstration du Lemme 3.10,
nous pouvons montrer que

(2X[1], H'Y[1]) = Ext*(Im(a®), H'Y) et
('X[1], H'Y[1]) = Ext'(Coker(at), H'Y).
D’aprés Lemme A.1, Ext!(Im(a?), H'Y) = Ext*(H*X, H'Y) = 0.

Ceci implique

Ker(6b™) = (X1, H'Y[1])
= Ext'(Coker(a'), H'Y)
= 0 d’apres I'hypothese.

Le foncteur (—, H'Y') appliqué au triangle H'X — X — X ~ H'X]1]
induit une application

o1 (H'X, H'Y) — ('X[-1], HY),
et au triangle H2X[-1] — 'X — 2X ~» H?X induit une application
C(PX[-1], HY) — (H*X[-2], H'Y).
Le morphisme ¢ : (HlX HY) — Ezt?*(H*X, H'Y) est donnée par
¥ = P1¥2.

Nous allons étudier Ker(§°) et pour ceci nous avons besoin de lemme
suivant :

Lemme A.7 Etant donné un morphisme t : (L® M & N) — (F & G) ou
t = (z,u,v,w) donné par

F

S
G

Zd 2O t~
g Le\s e

et L, M, N, F,G sont des modules. On note v = (v,w). Si Coker(z) = 0 alors
Ker(t) = Ker(z) ® Ker(v)
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Démonstration Nous avons le diagramme commutatif suivant :

LeMaeN — Fod
! l
Mo N — G

ot les fleches verticales sont des projections.

Nous le complétons en diagramme commutatif suivant :

0 0
! |

0 — Ker(z) — L = F — Coker(z)
l l

0 - Ker(t) & LeMoN = Fad
Im Lpe

0 — Ker(v) L MaN 5 G
l |
0 0

Comme Coker(z) = 0, la suite
0 — Ker(z) — Ker(t) = Ker(v) — 0 (A.1)

est exacte.

Comme la deuxieme et la troisieme suite verticale sont scindées, il existe
G- MPN—->LPMIBNetqgp:G—FoG tels que

@1 = luen, @p2 =la, et @it = Uge.
Ceux-ci donne lieu a b : Ker(v) — L& M & N ou
b=1q.
Du fait que iq;t = 1vgy = 0, b factorise par j, c’est a dire

b=sj
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pour un s : Ker(v) — Ker(t).

0 0
! !
0 — Ker(z) — L 5 F —  Coker(z)
! !
0 — Ker(t) &> LoMaoN 5 Fed
lmTs IpTa 12T g
0 — Ker(v) L MeN S G
! !
0 0

De plus
§Ti = sjp1 = bpy = iqip1 =1
et comme ¢ est injectif,
sT = 1d.

Alors, la suite exacte (A.1) est scindée. m

Lemme A.8 Si Coker(p) =0, alors

Ker(6?%) = Ker(¢) ® (*X,'Y)

Démonstration
(H'X,HY) % Exzt?(H?X,H'Y)
= /! =
(H?>X,H?Y) % Ext*(H?X,H?Y)
o /!
(H3X, H?Y)

L’application §%° est donné par (p,u,v,w).
On note par ® 'application

(H>X, H*Y) © (H*X, H*Y) — Ext*(H*X, H*Y).

D’apres le Lemme A.5, Ker(®) = ('X, 'Y).
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Alors, d’apres Lemme A.7, si Coker(p) =0,

Ker(6)%) = Ker(p) ® ( 'X, 'Y).

A.2.2 Identification de F%?

Contrairement au cas de complexes a deux termes, nous allons devoir
déterminer la page E%? = EPY et pour ceci, il nous faut déterminer le diffe-
rentiel 657. Tl nous suffit de considérer p + g = 0, et pour ceci, seul 65° est
différent de 0. En effet,

69 : Ker(69%) — Coker(5,),
En appliquant le foncteur (—, H'Y) au triangle
H*X — 'X[1] — *X[1] ~ H*X[1]

nous obtenons

1,—-1
51

= (X1, HY) S (2X[-1,H'Y) 5 ('X[-1],H'Y) 8
H?X[-2],H'Y) & (2X[-2], H'Y) & ('X[-2], H'Y) — ---(A.2)
Cette suite exacte longue nous donne
Ker(ps) = Im(y) = Coker(6; ")
et ceci implique

Ker(p) = {fe(H'X,HY):pi(f) € Ker(py)}
= {f e (H'X,HY) : ¢i(f) € Coker(s,*

)}
Maintenant, nous allons déterminer Coker(8;"~") = I'm(~). Soient
= X X0 X X? s Coker(at) — 0

une résolution projective de Cooker(a') et

--—>X'71—>X0—>)_(1—>X2—>[m(042)—>0
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une résolution projective de Im(a?).

L’application v : Ext*(Im(a?), H'Y) — Ext*(Coker(a'), H'Y') est donné
par

SoXU o X0 N XU L X2 0 Coker(a))
! X ! ! !

~ XU - X0 L X 4 X2 Im(a?)
| L ¢ | |
0 — HY — 0 H'Y|[2]

On note par iy I'inclusion H'X < X" et par ix I'inclusion K — X' ol
K :=le premier syzygy de Ker(a?) (X! est 'enveloppe projective de Ker(a?)).

Donc,

Coker(6;") = Im(y) =
={f' e (X", H'Y)/a" (X" H'Y) :
3¢ € (X0, H'Y)/a" (X, H'Y) tel que f' = \'¢'}

={fe(H'X, HY))ix.(X', H'Y) :
Jée (K HY)/)ix. (X1, H'Y) tel que f = x&} (A.3)
ou x : H'X — K induit par ' : X° — X°.
Ceci implique que

Ker(p) ={f € (H'X, Hlif) :
J¢ e (K, HY)/)ix.(X1,HY) tel que o1(f) = x¢}.  (A4)

La suite exacte longue A.2 nous donne aussi
Coker(ps) = Im(u) = Ker(v). (A.5)
En appliquant le foncteur (—, H'Y') au triangle

H'X - X — 1X->H1X[1]
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on obtient une suite exacte longue
o — (X[-1], HY) — (H'X[-1], H'Y) — (' X[-2], H'Y) — (X[-2], H'Y) — - -

Avec une démonstration analogue a celle du Lemme 3.6, on peut montrer
que (X[—1], H'Y) = 0, et aussi (X[—2], H'Y)) = 0.

Ceux-ci implique

1. Coker(py) = (X[-1],H'Y) = 0.

2. ('X[-2],H'Y) 2 Ext'(H'X, H'Y) = 0 d’apres 'hypothese.

3. Coker(py) = 0 car Coker(ps) C (1 X[—2], H'Y) d’aprés (A.5) et (A.2).

Alors, Coker(p) = 0 et ceci donne lieu a la proposition suivante :

Proposition A.9 Les termes de E., donnent une suite exacte

00

0 — Homp(r)(X,Y) — Ker(p)® ('X, 'Y) &, Coker(6;™") — 0

Alors, Hompn)(X,Y') est un produit fibré de Ker(yp) et Homppy('X, 'Y)
sur Coker(6;™") ot

1. Homp)(*X,'Y) est un produit fibré de Hom(H?*X, H*Y') et Hom(H*X, H*Y)
sur Ext*(H*X, H?Y),

2. Ker(p) est donné par (A.4) et Coker(6;™") est donné par (A.3).

Remarque En général, pour des complexes X et Y de n termes, nous
allons devoir calculer la suite spectrale jusqu’a la page EF? = EP4.
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