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Introduction

Sur une variété riemanienne lisse compacte (X,g) le spectre o(A,) du laplacien A, est
constitué d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie tendant vers 4+o0o. La ré-
solvante (A, — s)~! de A, est donc une famille méromorphe dans C d’opérateurs bornés
sur L?*(X, dvol,) dont les poles sont les valeurs propres de A, et les rangs des résidus sont
les multiplicités de ces valeurs propres.

Si la variété n’est pas compacte on voit en géneral apparaitre du spectre essentiel, les
premiers exemples géométriques étant I'espace euclidien (R*+!, g,) et 'espace hyperbolique
(H"*1, g,) (avec n > 1) dont les laplaciens associés possédent uniquement du spectre es-
sentiel 0(A,,) = [0,400) et a(A,,) = [”Tz,-l-oo). Si on prend n pair pour simplifier, il est
relativement direct de vérifier que pour tout N > 0, les résolvantes modifiées

Re(2) = (&g, —=2)7",  Rp(2) := (4, - i 2%)7!

définies sur {3(z) < 0} se prolongent dans les demi-plans complexes {S(z) < N} en une
famille holomorphe d’opérateurs bornés dans des espaces L2 & poids (le poids dépend de N).
On dit alors que la résolvante se prolonge holomorphiquement dans C & travers le spectre
essentiel, qui était représenté par la ‘droite critique’ {J(z) = 0} pour le nouveau paramétre
spectral z2. Une propriété remarquable du spectre essentiel est qu’une perturbation com-
pacte de la métrique sur une variété riemannienne compléte non-compacte ne change pas
le spectre essentiel du laplacien riemannien. En appliquant ceci & nos deux variétés con-
sidérées au dessus, on peut montrer & I’aide du théoréme de Fredholm analytique que pour
une perturbation compacte g des métriques g. et gp, la résolvante modifiée de A, se pro-
longe méromorphiquement & C avec poéles de multiplicité finie, au sens ou la partie polaire
du développement de Laurent en chaque pole est constituée d’opérateurs de rang fini. Les
poles provenant de ce prolongement sont en quelque sorte les valeurs spectrales discrétes
correspondant aux valeurs propres du cas compact, on les appelle résonances.

A Tinstar des valeurs propres du laplacien sur une variété compacte, elles apparaissent
dans des formules de trace et contiennent des informations géométriques et dynamiques.
Il est par exemple établi que la présence de résonances, leur position et leur distribution
asymptotique dans le plan complexe sont fortement liées a I’ensemble des géodésiques captées
dans des compacts. Une fois le prolongement méromorphe obtenu, les premiers problémes
intéressants associés aux résonances sont de donner le comportement asymptotique de leur
fonction de comptage N(R) (i.e. le nombre de résonances dans un disque D(0,R) C C de
rayon R) et d’étudier les résonances proches de I’axe critique, celles qui ont le plus de sens
physiquement.

Si 'on ne considére ici que des résonances de nature géométrique, les notions que l'on
vient d’introduire proviennent & 'origine de I’étude de I'opérateur de Schrodinger A, + V
pour un potentiel V borné & support compact et elles s’étendent a des perturbations com-
pactes relativement générales de A, . Pour de telles perturbations compactes, les résultats
de Melrose [28], Zworski [43], Sjostrand-Zworski [38], Vodev [40] montrent en géneral la ma-
joration optimale N(R) = O(R™!) mais il existe seulement quelques cas particuliers ot une
asymptotique, voire une minoration, de N(R) est connu.

Il est naturel de se demander si le méme type de prolongements méromorphes & travers le
spectre essentiel est possible dans des cadres géométriques relativement généraux comme des
perturbations non nécessairement compactes d’espaces symétriques. Les premiers exemples
que l'on peut citer sont les quotients de H**! par des groupes discrets d’isométries, ils ont
été étudiés avec succés par Guillopé et Zworski [14, 15, 16] pour n = 1 puis pour n > 1



si le groupe d’isométries est convexe co-compact. Notons que cette étude est accompagnée
d’une majoration de la fonction de comptage des résonances N(R) = O(R"*?) (la majo-
ration optimale N(R) = O(R""!) pour n > 1 étant due a4 Cuevas et Vodev [8]) ainsi que
d’'une minoration N(R) > CR? pour n = 1. D’'un autre c6té, Melrose a remarqué que dans
beaucoup de cas géométriques la variété riemannienne compléte non compacte (X, g) est
lintérieur d’une variété compacte & bord X (le bord est I'infini de X) sur laquelle le laplacien
Ay se prolonge en un opérateur a coefficients lisses mais dégénéré (non elliptique) sur le bord
0X. La nature de cette dégénérescence sur 9X détermine les différents types de géométries
prés de Uinfini et Mazzeo, Melrose, Mendoza [29, 24, 22, 23, 26, 27| ont développé un calcul
pseudo-différentiel adapté a 'analyse de ces divers problémes & bord.

Le cas qui nous intéresse modélise en quelque sorte des perturbations de quotients convexes
co-compacts de ’espace hyperbolique réel, il s’agit de variétés complétes dont la courbure
converge vers —1 a l'infini. Plus précisemment, soit X = X U X une variété compacte lisse
4 bord de dimension n + 1 et = une fonction définissant le bord (i.e. 9X = {z = 0} et dz|,x
ne s’annule pas), on dit qu'une métrique g sur X est asymptotiquement hyperbolique si x*g
se prolonge en une métrique lisse sur X et si |dz|s2y = 1 sur 8X. Cette derniére condition
assure en fait que la courbure de g converge vers —1 au bord et elle implique qu’il existe une
fonction 2 définissant X, un voisinage collier du bord U, := [0,¢) x X associé & x et une
famille lisse h(z) de métriques sur X pour z € [0, ¢) tels que

_ da? + h(x)
=

g (0.1)

T
dans le collier U,. On peut vérifier que H**! et ses quotients par des groupes convexes
co-compacts sont asymptotiquement hyperboliques. Ces variétés sont I’'objet de nombreuses
études, en particulier celles qui vérifient asymptotiquement 1’équation d’Einstein car elles
jouent un role important en physique.

Une variété asymptotiquement hyperbolique est nécessairement compléte et le spegtre du

puis d’'un nombre fini de valeurs propres formant le spectre discret o,,(A,) C (0, %-). Avec
le nouveau parameétre spectral A(n — A), la résolvante modifiée du laplacien

R(A) == (8 = An =)™

est donc une famille méromorphe sur {R(X) > 2} d’opérateurs bornés sur L*(X, dvoly), avec
des poles de multiplicité finie aux points A, tels que Ae(n — A¢) € opp(Ay).

En utilisant la théorie développée initialement par Melrose, Mazzeo et Melrose [24] sont
parvenus a montrer l'existence du prolongement méromorphe avec poles de multiplicité finie
de R()) dans C\ 1(n — N). Comme P'ont remarqué Borthwick et Perry [4], il semble & priori
possible que les points %(n —N) soient des poles de multiplicité infinie, voire des singularités
essentielles, pour la résolvante prolongée. Cependant, Guillopé et Zworski [15] ont montré
que R(A) se prolonge sur C tout entier si la courbure de la variété est constante hors d’un
compact et les exemples connus laissent penser que ces points %(n — N) ne sont pas plus
singuliers que des poles de multiplicité finie. La clé utilisée par Guillopé et Zworski pour
les analyser n’est pas tant ’hypothése de courbure mais plutot la structure spéciale d’une
telle variété prés de linfini, & savoir qu’il existe une fonction z définissant le bord de X telle
que la métrique zg reste lisse en la variable p := z? pour p € [0,€?) (i.e. z?g est ‘paire
en z’). Ceci nous conduit & définir la notion de métrique paire comme étant une métrique
asymptotiquement hyperbolique telle que la famille h(z) de (0.1) ait un développement de



Taylor en x = 0 qui ne contient que des puissances paires de z (on remarquera que cette
définition ne dépend en fait pas du choix de ).

On montrera alors dans un premier temps (Théoréme 2.5) que sous cette hypothése de
parité, la résolvante R()\) se prolonge méromorphiquement avec poles de multiplicité finie &
C tout entier, ceci en combinant les constructions de Mazzeo-Melrose [24] et de Guillopé-
Zworski [15]. Notons que cette étude nous permet de donner une majoration polynémiale en
R du nombre de résonances dans des bandes (Theoréme 2.7)

AeGRO) > 2 - N,|S()| < R)

mais le degré du polynéme dépend de N et le résultat n’est par conséquent vraisemblable-
ment pas optimal. A notre connaissance, aucune majoration des fonctions de comptage
des résonances n’a cependant été démontrée sur une variété asymptotiquement hyperbolique
quelconque.

Dans une seconde partie on peut se demander si ces hypothéses de parité sont nécessaires
a l'existence d’un prolongement méromorphe de R(A) & C. En réalité, ces problémes de
prolongements sont essentiellement équivalents & des problémes de diffusion dont I'étude
dans ce cadre général est d’abord due a Joshi et Sa Barreto [19] puis & Graham et Zworski
[12], en rappelant que Perry [31, 32|, Guillopé-Zworski [16], Mandouvalos [20] avaient déja
largement traité la diffusion sur les quotients hyperboliques. Le principe est de trouver, pour
f € C(0X) fixée et R(X) = 2 (avec X # 2), une solution

F(A) =2" 2B (\) + 22 Fy(\), Fy(\) e C®(X), i=1,2

de (Ay —A(n—A))F(X) = 0 telle que F1(A)|55 = f. On appellera alors S(A) : f — Fo(XA)|5%
I'opérateur de diffusion agissant sur C*°(9X). Joshi et Sa Barreto [19] montrent que son
noyau de Schwartz peut étre exprimé a partir du noyau de Schwartz de R()), impliquant
donc un prolongement méromorphe au sens faible de I'opérateur S(A) & C\ 2(n — N). Par
ailleurs, on vérifie que les propriétés de méromorphie de R()\) aux points %(n — N) sont
retrouvées a partir de celles de S(A). Les résultats de [19] et [12] montrent que 'opérateur
de diffusion pour cette géométrie est de nature différente de celui associé a la géométrie
euclidienne puisque S(\) est ici une famille méromorphe d’opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre 2\ —n qui posséde toujours des poles d’ordre 1 et de multiplicité infinieen A € § +N
et dans certains cas en A\ € "771 + N. Ces poles qui apparaissent dans la partie physique
{R(A) > F} sont en fait I'objet principal de I'article récent de Graham-Zworski [12] qui
donne une présentation simple et explicite des opérateurs de Poisson et de diffusion tout
en permettant de calculer les résidus de S(A) sur %(n + N). Modulo le spectre discret, ce
sont des opérateurs différentiels sur X dont certains ont une signification particuliére si la
variété (X, g) est asymptotiquement, Einstein puisqu’ils apparaissent essentiellement comme
les puissances conformes du laplacien sur (X, hg) avec hg := h(0) suivant (0.1). Quitte &
factoriser par un opérateur pseudo-différentiel inversible convenable, S()) devient une famille
holomorphe d’opérateurs Fredholm d’indice nul pour R(\) > 2 et A ¢ £(n + N) (modulo

le spectre discret), ’équation fonctionnelle S(n — A) = S(\)~! 2et la théorie Fredholm nous
permettent donc de retrouver le prolongement méromorphe de S(A) dans C\ 1 (n — N) (cette
méthode était utilisée par Perry [31, 32] et Patterson-Perry [30]). Etudier la méromorphie
de S(X) et R(X) en 3(n — N) revient finalement & analyser S(\)~! prés de 3(n + N) et
cette analyse découle essentiellement du calcul des résidus de S(A) en (n + N) de [12] et
de quelques lemmes d’analyse complexe dans des espaces de Banach. On obtient ainsi notre

résultat principal



Théoréme 1.

1. La résolvante modifiée (A, —X(n—\))"" du laplacien sur une variété asymptotiquement

hyperbolique (X, g) se prolonge méromorphiquement avec poles de multiplicité finie de
{R(N) > 2} aC\ (2 - N).

2. La résolvante modifiée (A, —X(n—X))~" du laplacien sur une variété asymptotiquement
hyperbolique (X, g) se prolonge méromorphiquement avec péles de multiplicité finie de
{R(A) > 5} a C si et seulement si g est une métrique paire.

3. Pour tout k € N et k # ”T“ il existe une variété asymptotiquement hyperbolique (X, g)
de dimension n + 1 telle que le point ”T“ — k soit limite d’une suite de résonances, ce
point est donc une singularité essentielle de la résolvante prolongée.

4. Soit X une variété lisse a bord de dimension n+1 > 2 et x une fonction définissant son
bord. Il existe alors un ouvert dense de métriques asymptotiquement hyperboliques g
sur X pour lesquelles le prolongement de (A, —X(n—\))"! a une singularité essentielle
dans C, 'ensemble des métriques asymptotiquement hyperboliques sur X étant muni de
la topologie induite par = 2C>® (X, T*X  T*X).

=
_N ) \

une suite de résonances convergeant vers "—;1 —k avec k € N

3
*
|
Z
=
=
Il
|3

|3

Figure 1: Les résonances de A, dans un cas oll g n’est pas paire



Ce théoréme résume les résultats principaux des Propositions 3.5, 3.10 et du Théoréme
3.9, on se rapportera & ceux-ci pour des énoncés plus précis.

L’apparition de singularités essentielles de la résolvante dans le feuillet non-physique
{R(A) < 3} est un phénomeéne relativement inattendu et semble étre, & notre connaissance,
le premier exemple de telles situations. On peut cependant le comparer au cas d’un opérateur
ayant un point isolé dans le spectre essentiel et qui est limite d’une suite de valeurs propres de
multiplicité finie, comme par exemple les niveaux de Landau de I'opérateur & champs mag-
nétique constant perturbé par certains potentiels en dimension paire [34]. Sachant que les
résonances pour notre probléme peuvent étre définies comme les valeurs propres d’opérateurs
non auto-adjoints (d’aprés le travail d’Agmon [1]) on peut imaginer que les singularités essen-
tielles de la résolvante prolongée soient des points isolés dans le spectre essentiel d’opérateurs
non auto-adjoints.

Le caractére nécessaire et suffisant de la condition de parité de g pour I'existence du pro-
longement méromorphe de R(\) avec poles de multiplicité finie montre bien l'instabilité de
tels prolongements & des perturbations non-compactes et il serait intéressant d’observer ce
qui se passe pour des perturbations singuliéres de la métrique (en ajoutant par exemple des
termes en z® ou log(z)’ dans la métrique).

Dans une troisiéme partie on donne une formule reliant la multiplicité des résonances a
la multiplicité des poles de l'opérateur de diffusion S(A). On pose d’abord 'opérateur de
diffusion ‘normalisé’ introduit initialement par Perry [32]

o L 2)\7711—‘( p
e

puis on définit la multiplicité d’une résonance puis d’un pole de §(A) par

>

(14 Apy) MESOA)(1+ Ay, ) M3

> (]S
N

w3

m@@::m%@%mefQMRQ») y@@::fﬁORan*Qﬁ%M»

oll Resy, désigne le résidu au point Ag. En utilisant notre étude précedente ainsi que des
résultats de Guillopé-Zworski [16] et de Gohberg-Sigal [10], on montre alors le

Théoréme 2. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique, alors \g € {R(X) < 3}

est une résonance si et seulement si ¢’est un pole de S(X\) et on a
m(Ao) = m(n — Ag) +v(Ao) — Uz _n(Ao) dimker Res,, 5, S(A)

sido & §—Noudo(n—2Xo) & 0pp(Ay), In_n(.) étant la fonction caractéristique de I’ensemble

»_NCC

Cette formule étend un résultat de Borthwick et Perry [4] aux points 1(n —N) et répond
a une question posée par Patterson-Perry [30]. Notons que ce résultat devient intéressant
si (X, g) est asymptotiquement Einstein car 'opérateur Resz 4S()) est essentiellement le
k-iéme laplacien conforme sur (89X, hg) d’aprés [12]. En particulier le calcul récent du di-
viseur en \g € C de la fonction Zeta sur un quotient convexe co-compact par Patterson-Perry
[30] et Bunke-Olbrich [5] fait apparaitre (modulo le spectre discret) le terme v(Ag) qui est
appelé ‘terme spectral’ et un ‘terme topologique’ si \g € —Np qui est un multiple de la car-
actéristique d’Euler de X. Si \g € 5 — N le terme spectral peut donc étre non nul bien que
S(X\) et R()\) soient holomorphes en g (c’est le cas de H2™+!), ceci en raison des facteurs
Gamma que contient §()\) On observe alors que le terme spectral du diviseur en un point
5 —k se décompose en fait en un véritable terme spectral, & savoir la multiplicité m (o), plus

10



un ‘terme conforme’ qui correspond & la dimension du noyau du k-iéme laplacien conforme
sur (X, hg). Perry [33] déduit de cette étude des diviseurs une formule de type Poisson
permettant de donner une minoration de la fonction de comptage des pdles de §(A) sur les
quotients convexes co-compacts. Une majoration des dimensions des noyaux des laplaciens
invariants conformes sur le bord de tels quotients apporterait par conséquent une véritable
minoration du nombre de résonances dans ces cadres typiquement, géométriques.

Pour finir on s’attachera & montrer que pour une variété asymptotiquement hyperbolique
il n’y a pas résonance dans un voisinage exponentiel de la droite critique {R(\) = 2}. Ces
problémes initialement étudiés par Burq [3] pour la géométrie euclidienne ont été récemment
complétés de maniére significative par Cardoso-Vodev et Vodev [7, 41, 42] y compris pour le
cas des quotients de H?. On utilisera une de leurs estimées sur la norme de la résolvante sur

I’axe critique pour obtenir le

Théoréme 3. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique, il existe Cy,Cy > 0
tels que (Ay — X(n — X)) ™' se prolonge de {\ € C;R(A) > 2,|S(N)| > C1} a

A e CISW)] > CLR() > 5 — Coe 1)

en une famille holomorphe d’opérateurs bornés dans des espaces L & poids.

Ce résultat est optimal dans le cas général puisque la construction de quasimodes ex-
ponentiellement proches de 1’axe critique est possible s’il existe une trajectoire périodique
elliptique. Le cas particulier des métriques non-captives & courbure constante hors d’un
compact sera aussi étudié, on montrera l’existence d’une bande prés de la droite critique
contenant au plus un nombre fini de résonances.

On peut donc résumer l'organisation de la thése de la maniére suivante : dans la premiére
section on introduit les définitions et rappels de base pour cette géométrie, puis on reprend
dans la deuxiéme section une partie de la construction du prolongement méromorphe de la
résolvante suivant Mazzeo-Melrose [24] dans le cas d’une métrique paire, tout en controlant
les normes des restes pour donner une majoration du nombre de résonances dans des ban-
des ; on montre le Théoréme 1 dans la troisiéme section aprés avoir résumé les résultats de
Joshi-S4 Barreto et Graham-Zworski qui nous intéressent et on profitera des calculs effectués
pour montrer un résultat de diffusion inverse concernant les points %(n + N). Pour finir on
donnera les démonstrations des Théorémes 2 et 3 dans les deux sections suivantes et une
annexe contient quelques résultats d’analyse complexe dans les espaces de Banach ainsi que
des estimées de normes de la résolvante du laplacien sur H**! qui nous sont utiles pour les
sections 2 et 5.

Pour conclure, on peut espérer étendre & ces variétés différents résultats connus sur les
quotients convexes co-compacts, le premier étant une majoration optimale de la fonction
de comptage des résonances si la métrique est paire. Il est clair que cette question pose
de multiples problémes, que ce soit pour utiliser la distorsion analytique dans le cas d'une
métrique analytique ou dans le choix de modéles satisfaisants pour appliquer des théories de
perturbations. Notons enfin que Sjostrand [37] (dans des cadres semi-classiques) puis Zworski
[44] et Guillopé-Lin-Zworski [17] (sur des quotients convexes co-compacts de H"*!) donnent
des bornes géométriques du nombre de résonances prés de I'axe critique (dans des voisinages
sous-coniques ou dans des bandes), ces bornes font apparaitre la dimension de Hausdorff de
I’ensemble des géodésiques captées. C’est probablement le type de résultats optimaux qui
peuvent étre obtenus sur une variété asymptotiquement hyperbolique.
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Notations Par convention, nous noterons souvent C les constantes strictement positives
qui ne dépendent pas des parameétres que I’on fait varier, puis N = {1,2,...} et Ny = NU{0}.
Pour N € R, n € N on pose

On = {AE(C;§R(>\) >ng}

k
Zi::gi(§+N0)C(C, k=1,2

Bpy1 = {m € R"!;|m| <1}
Soit (H;)i—o0,1,2 des espaces de Hilbert et (B;)i—0,1,2 des espaces de Banach. On note
L(B1,Bs) (ou L(B1) si By = By) l'espace des opérateurs linéaires continus de By dans

By, puis pour p > 1, §,(Hi,Hs) (ou 8,(H4) si Hy = Hy) désigne la classe de Schatten
d’indice p, avec sa norme associée ||.||s,. On utilisera aussi la notation usuelle

(Z):= (1+|2z*)
pour Z € R® ou Z € C, puis ~ désignera en général diffécomorphe alors que = désignera
isométrique.

Enfin, les notations et définitions concernant les applications méromorphes & valeurs dans
des espaces de Banach sont données dans I’Annexe A.
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1 Quelques rappels et cadre de travail

1.1 Introduction

Soit X = X U OX une variété lisse compacte a bord de dimension n + 1 et zo une fonction
lisse définissant son bord 90X, c’est-a-dire

29 >0, 00X ={me X,x9(m) =0}, dxo|sgx #0
On dit qu’une métrique g lisse sur l'intérieur X est conformément compacte si
Hy = x2g (1.1)

se prolonge sur X en une métrique lisse. On appellera aussi (X, g) (ou X quand il n’y a pas
de confusion possible sur g) une variété conformément compacte. La classe conforme (notée
[Holrox]) de la métrique Hy|pgx sur 0X ne dépend donc pas du choix de la fonction zq, on
Pappelle infini conforme de g. On peut observer que (|dzo|m,)|5% est lui aussi indépendant
du choix de zq et Mazzeo-Melrose [24] remarquent que les courbures sectionnelles de g en
m € X tendent vers —|dazo|fq0 (y) siy € X et m — y. Ceci nous améne & définir les var-
iétés asymptotiquement hyperboliques comme les variétés conformément compactes vérifiant
(|dzo|H,)lsx = 1. Ces métriques sont complétes et forment un cadre raisonnable pour es-
pérer généraliser des résultats de théorie spectrale valables sur I’espace hyperbolique H"*1.
Elles contiennent d’autre part I’ensemble des quotients convexes co-compacts de H**! ainsi
que leurs perturbations sur des compacts, mais le cas des ‘cusps’ n’entre pas dans cette étude.

oX

Figure 2: Variété conformément compacte

Si X est asymptotiquement hyperbolique, il est montré dans [11] ou [19] qu'il existe
pour chaque métrique hg € [Ho|rgx], une unique fonction z définissant le bord de X telle

que |dz|,>, = 1 dans un voisinage V, de X et Hglryx = ho. 1l existe donc un collier
U, :=[0,¢e;) x X tel qu'on ait le difféomorphisme
Uz — ¢(Us) C Vs
: 1.2
¢ { (ty) = ¢u(y) (1.2
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avec ¢y le flot du gradient gradeQ(m). La métrique g s’écrit dans ce collier sous la forme

. di® +h(t,y, dy

avec S?(T*U,) C T*U, ® T*U, le fibré des 2-tenseurs symétriques. On dit que (1.3) est
une forme modéle de la métrique et on écrira g et = & la place de ¢*g et t. On définit aussi
I’ensemble des fonctions définissant le bord qui induisent une forme modéle pour la métrique

Zy(0X) :={z € C®°(X);2 > 0,0X =2 '(0),3e, > 0,Ym € 2z~ ' ([0, ¢2)), |dx|z24(m) =1}

h(0,y,dy) = ho(y,dy), heC®U,,S*(T*U,)) (1.3)

et Graham [11] a donc construit une bijection

[H|rax] ¢ Z,(0X)
Le tenseur symétrique h(t,y,dy) de (1.3) definit une famille de métriques h(t) sur les hyper-
surfaces {z = t}, et cette famille dépend du choix de z € Z;(0X).

Par exemple ’espace hyperbolique H**+! défini par

2
H ! = (Bn+1§gh =1 4ldm| >

1 —|m/[?)?
s’écrit sous forme modeéle en posant z := 2 Hm}
dz> +h 2,
0= (02)x 5% D) ) = 1= g (1.4
T

gs» étant la métrique canonique (de courbure 1) sur la sphére S™ de dimension n. En
coordonnées polaires sur H'*' | on vérifie que z = 2t ot t(m) = dgn+1 (m, €) est la distance
hyperbolique du point m au centre e de H**! (e = Ogn+1 dans ce modéle).

1.2 Parité de la métrique
On peut vérifier sans peine qu’a k£ € N fixé, la condition
h(x) — h(0) = O(z")

est invariante par changement de fonction = € 7, (0X). Pour traiter le probléme qui nous
intéresse, on choisira la condition un peu moins forte de parité modulo O(z?**1!) au sens oi
il existe, pour k € N fixé, une fonction € Z,(0X) telle que la métrique g s’écrive sous la
forme

2g = da® + 1(2?,y,dy) + O(z***), 1€ C>(U,,S*(T*U,)) (1.5)
dans le collier U, associé a x par (1.2) :

Définition 1.1. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique et k € NU{oco}. On
dit que g paire modulo O(z**+1) si il existe € > 0, une fonction x définissant le bord et des
tenseurs symétriques (ha;)i—o.... x € C®(0X,S*(T*0X)) tels que

k
¢*(2°g) = dt* + Y hyit” + O™ 1)

i=0

.....

ot ¢ est le difféomorphisme induit par le flot ¢; du gradient grad,=,(z):

b { [0,€) x 0X —  ¢([0,¢) x 0X)
' ty) — ¢y
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On démontre alors que cette condition ne dépend pas du choix de la fonction z € Z,(9X).

Lemme 1.2. Soit (X,g) une variété asymptotiquement hyperbolique. Supposons qu’il existe
une fonction © € Z,(0X) et k € N tels que la métrique z*g s ’écrive

22 = da® +1(22,y,dy) + O(z***), 1€ Cc>U,, S*(T*U,)), keN (1.6)

dans le collier U = [0,€,) x X associé a x par (1.2). Alors pour toute fonction t € Z,(0X),
la métrique t2g s’écrit sous la forme

t°g = dt’ + p(t*, z,dz) + O(t>* "), pe C™(U, S*(T*Uy))
dans le collier Uy = [0,¢;) x X associé a t par (1.2).

Preuve : reprenons d’abord les calculs de Graham [11, Tem. 2.1 et 2.2]. Soit z € Z,(9X)
telle qu’on ait (1.6) et t € Z,(0X). On écrit

t=e“z, welC™U,)
et d’apreés [11], w vérifie ’équation non linéaire
20w + m((@mw)z + Z hij(m)ayiwaij) =0 (1.7)
ij
On obtient immédiatement Jdyw|,—9 = 0 et par récurrence, on montre en dérivant (1.7) par

rapport &  un nombre pair de fois que 82/ w|,—¢ = 0 pour j < k (cf. [11] pour les détails).
Rappelons maintenant que le collier associé a t est construit par le diffécomorphisme

. Ut = [O,ﬁt) X 8X — d)(Ut)
¢: { (t2) - @)

avec ¢;(z) le flot de grad,»,t. Notons
a(t, z) == 2(¢y(2)), y(t.2) = y(d;(2))
et montrons par récurrence que pour tout m < 2k + 2

O x(t,2)i—o=0  Vj,0<25<m

. 1.8
Oy (1. 2) o =0 Vj.0<2j+1<m (1.8)
Dans un premier temps on note que
gradpe t = t*Qgradgt =e “grad,.,r + e “zgrad,», w
= (e7¥ +te 20,w)0, +e ¥t Z b (2)0y, w0y,
12}
et x(t,2), y(t,z) sont définis par les équations du flot
Opa(t,z) = e @@b2wb2) 4 pem2w@b)wt2)g, 4 (2(t, 2), y(t, 2)) (1.9)
Ouys(tz) = e DD S Bl (51, 2), y(t, 2)) Dyeol(t. 2), y(t2)  (1.10)
i=1

Pour montrer (1.8), on la vérifie au rang m = 1

2(0,2) =0, 9y;(0,2)=0, j=1,....n
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puis on suppose qu’elle est vraie au rang m.
Si m + 1 est pair et inférieur ou égal & 2k + 2, on a d’aprés (1.9)

Ot x(0,2) =0 e “|1=0 + mI;" " (e Opw)]|1=0

Remarquons que si f(z,y) est une fonction paire (resp. impaire) en  modulo O(z**!) (resp.
modulo O(z*')), sa composée avec

(t,2) = (2(t,2),y(t, 2))

est paire (resp. impaire) en t modulo O(t™*+1.m+2)) (resp. modulo O(t™*(2Em+1)Y)) On
en déduit que
ofe “li=0 =0

puisque m est impair et e~ est paire modulo O(22*+3). De plus, m — 1 est pair et les dérivées
A" (e 2% 0,w)|i—0 se séparent en une somme de produits de dérivées de e 2 et de d,w.
Si le nombre de dérivées a effectuer pour I'un des termes du produit est impair, le nombre
de dérivées pour 'autre ’est aussi et 'argument précédent prouve que le produit s’annule
puisque e?* est paire modulo O(z2¥*+3). Si le nombre de dérivées pour 'un des termes est
pair, 'autre I'est aussi et le produit s’annule puisque d,w est impaire modulo O(z2#+2). On
a donc
" (0,2) =0

Si m + 1 est impair et inférieur ou égal & 2k + 1, on applique le méme raisonnement sur
Péquation (1.10) et on a & dériver un nombre impair (= m —1) de fois un produit de fonctions
paires en ¢t modulo Q(t™"(2k+1.m+1)) "ce qui prouve Pannulation

aszr]yi(O,z) =0

et (1.8) est vrai jusqu'au rang 2k + 2. )
1l reste a vérifier que pour tout & € T,0X

t*9(&,€) = e ((8:2.d2(§))* + h(,y, 0.y.dz(¢)))

est paire en t modulo O(t?**1), ce qui découle immédiatement des propriétés de parité-
imparité de w, =, y et h. O

Interprétation géométrique Notons [X]? := (X |]X)/0X le double de X comme es-
pace topologique et choisissons z une fonction qui définit le bord X de X. A partir du
difféomorphisme (1.2), on peut construire un atlas C* sur [X]? en notant que X C [X]?
est contenu dans un ouvert [V,]? := (Vi [ |V2)/0X (avec Vi = Vo = ¢(U,)) difféomorphe a
(—€s,€,) X OX via

(—€z,6) X OX =~ [Vm]2

[(1)7’1‘(1/)]7 ¢7’I‘(’U) eVisiz<O0

Le reste des cartes provient de celles recouvrant I'intérieur X de X et ne pose pas de probléme.

On remarque que cette structure C* sur [X]? dépend du choix de la fonction = définissant
0X. Si maintenant [X]2 désigne cette structure, on a le difféomorphisme global



pour z, ' deux fonctions définissant X, cependant aucun choix de structure C* sur I'espace
topologique [X]? n’est naturel par rapport 4 C°°(X). On définit alors les fonctions paires en
x modulo O(z**1) sur X comme les fonctions se prolongeant sur [X]? en des fonctions C2*
invariantes par I'involution naturelle sur [X]?, on obtient une classe de fonctions qui dépend
de la fonction x. Autrement dit, une fonction qui a un développement de Taylor en z pair
modulo O(z?**!) n’aura pas nécessairement un développement en z' pair modulo O(z2¥+1)
ou z’ est une autre fonction qui définit le bord. Dans la preuve du Lemme 1.2, on voit que si
la métrique vérifie (1.5) pour une fonction z, alors les changements de cartes sur [0,€) x X
(ot € := min(e,, €,/) qui laissent la métrique sous forme modéle sont du type

k+1 k+1
# =23 a4 0GP,y =3 b)Y + 0
j=0 j=0

et induisent donc des cartes C2**2 compatibles sur [X]2. On obtient alors un choix naturel
(par rapport a g) de structure C?**2 sur [X]?, induit par les fonctions de Z,(9X). On note
[X]ng cette structure et on observe qu’elle est munie d’une classe conforme de métriques C'2*
invariantes par l'involution de [X]?, il suffit pour cela de prolonger les métriques z%g par

symétrie pour chaque z € Z,(0X).

Exemples Les variétés asymptotiquement hyperboliques & courbure constante hors d’un
compact (dont font partie les quotients convexes co-compacts de H**!) sont paires mod-
ulo O(z>), les métriques presque-produit x=?(dz? + ho(y,dy)) + O(z>) (cf. [19]) et de
Schwartzschild-De sitter (cf. [35]) le sont aussi. Les métriques asymptotiquement Einstein
de dimension n + 1 (cf. [12]) sont toujours paires modulo O(z™) mais ont génériquement des
termes impairs a partir de la puissance z".

1.3 Densités, distributions

Soit # € Z,(8X) une fonction qui définit le bord X de X telle que

g=x*H=ua ?(dz* + h(z,y,dy))

soit une forme modeéle de la métrique g prés du bord. L’ensemble Vo(X) des champs de
vecteurs lisses sur X' qui s’annulent au bord est aussi I'espace vectoriel des sections lisses d’un
fibré noté To X dont une base locale est donnée par (20,20, ...,20,,) o (T,y1,...,Yn)

est un systéme de coordonnées prés du bord. Vo(X) a une structure d’algebre de Lie avec
X, 2Y] = 2*[X,Y] 4+ 2de(X)Y —zdz(Y)X, X,Y € C™®(X,TX)

Le fibré T5 X dual de ToX a pour base locale (z~'dx,z~'dyy,...,z " 'dy,). On note I'(X)
le fibré de densité ‘naturel’ de X, dont chaque fibre (I'(X)),, est une droite engendrée par la
densité |dzdy| sur (T*X),,. Il est clair que

|dvoly | := 6|dzdy|, ¢ :=+/det H(z,y)

est une section trivialisante de ce fibré. Ensuite, soit T'o(X) le O-fibré de densité deﬁ)f( dont
chaque fibre (To(X)),, est une droite engendrée par la densité ="~ '|dzdy| sur (T3 X),,. On

peut vérifier que I'g(X) = 2 " 1T'(X) et que

dxdy
xn+]

|dvoly| := 6
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est une section trivialisante de ce fibré au sens ou
v e C®(X,Iy(X)) < Fa € C®X),v =al|dvoly|

On construit de la méme fagon les fibrés T*(X) et T (X) := (DT (X) de s-densité
(s > 0) sur X. Plus, généralement, sur une variété a coins ayant N hypersurfaces frontiéres
définies par les fonctions lisses x4, ..., 2N, on peut aussi construire un O-fibré de s-densité en

posant
N —s(n+1)
T = (H a:) re
i=1

ot I'* est le fibré de s-densité naturel. B
On note C®°(X) (resp. C°°(X,I'Z(X))) 'ensemble des fonctions (resp. sections de

1 _ _

['g (X)) lisses sur X dont le développement de Taylor en chaque point du bord X s’annule &
tout ordre, puis C'*°(X) leur restriction & X. Le produit de deux %—densités est une 1-densité
et I'on a donc un produit hermitien

(f.9) = /X 4, f.g€C=(X TE(X))

. _ 1 _ _ 1

qui compléte C*°(X,I'Z(X)) en un espace de Hilbert appelé L*(X,I'Z(X)). Etant donné
. . _ 1

les isomorphismes entre C*°(X) et C*(X,[§ (X)), il est clair qu’il existe un isomorphisme

isométrique

L3(X,T2(X)) = L*(X, dvoly)

ot L*(X,dvol,) est 'espace des fonctions de carré intégrable par rapport a la mesure rie-
manienne sur X. De plus, pour deux métriques conformément compactes g; = =~ 2H;
(i = 1,2) sur X, lidentité L*(X,dvol,,) — L?(X,dvol,,) est continue car H; et Hs sont
quasi-isométriques.

. _ 1 _
Le dual topologique de C*(X,T'3(X)) est appelé I'ensemble des distributions demi-
R 1
densité prolongeables, noté C~°°(X,I'¢ (X)). Pour a € C, l'inclusion de z*C*>(X,T'§ (X))
_ 1 _
dans C~*°(X,I§ (X)) est donnée naturellement par le produit

(f.9) = /X fg. [eC®(XTHX)). geC=(X,THX) (1.11)

Rt

De méme pour une variété lisse a coins M, on notera C>° (X, T'¢ (M)) I'ensemble des fonctions
1

qui s’annulent & tout ordre sur toutes les hypersurfaces frontiéres de M, et C~°(M,T'¢ (M))

1

son dual. Par la suite on écrira pour simplifier (quand il n’y a pas de confusion possible) I'¢

1
et Tz & la place de T2 (M) et I'z (M) si M est une variété lisse & coins.

1.4 Théorie spectrale du laplacien

On note Diffs (X) Iensemble des opérateurs différentiels d’ordre k a coefficients C*°(X) en
les 20y, 20, (i=1,...,n)

Difff (X)) := 0\5%\70(}2)2 Vo(X)? = C>(X)
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L’une des propriétés dont on se servira souvent est que pour tout D € Diffg (X)etaeCon

a
z~*Dz" € Diffs (X) (1.12)

ce qui découle facilement de I’écriture locale
202" = 2710, + az®, v0y,z" = z"T10,,
Un calcul en coordonnées locales montre par exemple que le laplacien associé & g vérifie
A, € Diffg(X)

Tl est symétrique sur C (X ) admettant I'extension auto-adjointe de Friedrichs sur L?(X, dvol,),
mais on peut aussi le voir comme un opérateur sur C"OO(X,F(%) par 'action naturelle de
Diff}(X) sur > (X,T7)

P(v):=P (u\dvolgr%) \dvol9|% (1.13)

Soit. V9 la connection de Levi-Civita associée a g sur X et V celle associée & H sur X, puis
grad, et grady les gradients associés & g et H. Un petit calcul montre que

VLY = VLY + 2 tde(Y)W + 2 tde(W)Y — o "H(W, Y )grady (=)

ce qui prouve que pour W,Y € Vo(X), VY € Vo(X). On peut alors définir, comme dans
le cas des variétés compactes, les espaces de Sobolev entiers de la maniére suivante

k
H = HE(X) o= {f € L*(X,dvoly); Y (V) fl, € L’ (X, dvol,)}
7=0

ot le membre de droite doit étre compris comme le complété de C°(X) dans L*(X, dvol,)
pour la norme

k
| fllgce = jzo./x(vg)jﬂqumlg

qui le munit donc d’une structure d’espace Hilbertien. Pour k < 0 entier, on posera H* le dual

_ 1
de 3k, La encore on peut définir les espaces de Sobolev & demi-densité H*(X,['¢) puisque
V9 agit aussi naturellement sur les demi-densités, et on a un isomorphisme isométrique

ek = 9¢k(X,T2)
On remarque aussi que pour f € C*(X)
IV fly = ldfly = z|df |n (1.14)

donc pour tout v € Vo (X)
sl < [ lapilavol, < [ 199 3 olfavoly < G113
Jx Jx

ce qui prouve que v € Diffy(X) est un opérateur borné de H' dans H°. De plus, (1.14)
montre qu'il existe une famille finie (v;); d’éléments de Diffy(X) telle que

(V9flg < Z i fla
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Le produit (1.11) permet de définir, via l'intégration par partie, la transposée {D d’un opéra-
teur D € Difff(X)

(Df,g) = (f,'Dg), f.ge C®(X,Tg)

_ _ o1
qui implique un prolongement naturel de I'action de Diffj(X) a C~°°(X,I'Z). Dans ce cas,
la discussion précédente montre que pour k£ =0, 1

HH(X,T7) = {f € C~°(X,T3);¥D € Diffs(X), Df € HO(X,T3)}

et on peut vérifier que ¢a reste vrai pour tout k € N en montrant que D € Diff§(X) est
continu de H* dans #*~ ' si k € N, on a donc

D :HP — HPk (1.15)
— 1 1 1
si D € Difff(X,T2) pour k,p € N. D’autre part le domaine de (1+A,)7 est D((14+A,)7) =

H' et A, est continu de H' dans H~'. Comme pour le cas d’une variété compacte, il existe
des estimations & priori pour k € Ny

1 l5eeer < ClIAGfll500-0 + ClIf 5e
qui montrent alors que le domaine de (1 + Ag)g est k.

Le laplacien A, a pour spectre 0(Ag) = opp(Ay) U ess(Ay) avec

2 2

”pp(Ag) C (0, %) ﬂ”mz(Ag) < oo, UESS(AQ) = [%:OO)
sans valeur propre plongée dans le spectre essentiel (cf. [21]).
On définit les espaces & poids suivants
HE = {f e ;o NfeH} (1.16)

avec z une fonction définissant le bord, N € R, et H  D'espace des fonctions mesurables f

sur X telles que xf € HP pour toute fonction y € C§°(X). Ces espaces munis de la norme

£ llac, == 2™ fllacs

sont des espaces de Banach. Le produit (.,.) symétrique non-dégénéré de (1.11) s’étend sur
HY, pour N >0 et on a classiquement le produit symétrique non-dégénéré sur L2(9X, F%)

(u,v) := /8)? U

Pour N € R, on peut vérifier que I'espace dual de H?%, est naturellement isomorphe a 3
par rapport au produit (1.11). On utilisera aussi les notations tensorielles suivantes pour
E =H% (resp. E=L*(0X.T'2)),¢,¢ € E'

| E - FE
‘ﬁ@“"{ foo 6w f)
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2 Prolongement méromorphe de la résolvante pour une
métrique paire

Dans cette partie on reprend essentiellement la construction du prolongement méromorphe
de la résolvante du laplacien sur les variétés asymptotiquement hyperboliques, par Mazzeo et
Melrose [24]. On va considérer le cas d’une métrique paire pour pouvoir obtenir un prolonge-
ment méromorphe-fini dans C tout entier, mais puisqu’une grande partie de la construction
est générale on ne fera intervenir '’hypothése de parité qu’a partir du moment o elle devient
nécessaire.

Pour pouvoir prolonger la résolvante (A, —z) ™! a travers le spectre essentiel on utilise le
nouveau paramétre z = A(n — A) avec (A) > %. On a alors

R(\) = (Ag = A(n =)~

qui est méromorphe-fini sur {R(A) > 2} a valeur dans L(H°), avec pour poles les A, €
{R(X) > 5} tels que A\.(n — A.) € 0pp(Ay). La partie physique de C est {R(A) > %}, elle
correspond & z = A(n—A) € C\ 0.5 (A,). La droite critique est {(X) = &} et correspond au
spectre essentiel A(n—A) € ges5(A,). Pour espérer étendre R(A) a A € C il faudra restreindre
Pespace sur lequel R(\) est défini et étendre celui dans lequel il va prendre ses valeurs, on

travaillera alors naturellement dans les espaces (1.16).
.1 o1
La représentation des opérateurs linéaires continus de C*°(X,I'¢) dans C~*°(X,T'}) par

leur noyau de distribution dans C~>°(X x X,Fé) est valable dans ce cadre (théoréme de
Schwartz). L’étude de tels opérateurs se réduit donc & I’étude de leur noyau de Schwartz,
qui sont des distributions prolongeables sur la variété lisse & coins X x X. Le principe pour
inverser A, — A(n — \) est de trouver une distribution g(\;w,w’) sur X x X qui est ‘presque’
solutions de

(Ag = A(n = N))wg(Nwiw') = d(w — w')

au sens ol le reste doit étre le noyau d’un opérateur compact sur un espace de Banach bien
choisi.

La construction d’'une parametrix de la résolvante par la méthode de Mazzeo-Melrose fait
intervenir la notion d’éclatement réel pour désingulariser les noyaux de Schwartz. Le principe
est de remplacer la variété X x X (sur laquelle vit le noyau de Schwartz) par une variété
a coins ‘plus grosse’ et finalement mieux adaptée & la structure géométrique du noyau de
Schwartz de la résolvante du laplacien. Pour donner une idée du probléme, on peut imaginer
la distribution (fonction) sur [0, 1], x [0, 1], définie par

(zz")?

(22 + 22)N reC

f(l’,l”) =

1
au sens de C~°°([0, 1]x[0, 1], T ) introduit auparavant. On voit que le passage en coordonnées
polaires est plus adapté a son étude prés du coin z = 2’ = 0,

F(r cos(8), r sin(8)) = G sin(w))A

C’est ce procédé de passage en coordonnées polaires (ou éclatement) sur une variété que 'on
va maintenant rappeler.
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2.1 Variétés éclatées
On choisit un atlas (U;)ier U (Uj) e de X tel que
Uj ~ [0,6) X Bn, Ul ~ Bn+1

oit la coordonnée x € [0, ¢) utilisée pour U; est une fonction globale z € Z,(0X) sur X telle
que la métrique g s’écrive dans X N U; sous la forme g = 27 2(dz? + h(z,y,dy)). La variété
X x X est une variété lisse a coins (cf. [26]) munie de latlas (Uy X Un )a,arcrvs- Si mr, 1,
sont les projections a droite et & gauche de X x X sur X, on note encore z pour 7} (z) et z'
pour 7(z). X x X a donc deux hypersurfaces frontiéres diffeomorphes & X x X (définies
par z = 0 et par 2’ = 0), puis un coin de codimension 2 difféomorphe &4 X x X (défini par
x = ' = 0). Considérons la diagonale Ayg de X x X et notons la

B:=Aysx ={(y,y) € 0X x 0X;y € 0X} (2.1)
On a les plongements naturels suivants
B—0Xx0X 50X xX > XxX (2.2)
que l'on traitera maintenant comme des inclusions. Soit € ’espace des courbes
C:={ceC™([0,1],X x X);c(t) e B&t=0,c(0) ¢ T.(0)B}

munie de sa topologie de convergence uniforme (ainsi que les dérivées) sur les compacts. Sur
cet espace, on met la relation d’équivalence

c1 ~cy < ¢1(0) = c2(0) = m,Ja € RT, ¢} (0) — ach(0) € T, B
Si N(B) est le fibré normal de B dans X x X dont les fibres sont
N,B=T,X x X)/T,B, VpeB
on définit le fibré normal sphérique pointant & I'intérieur par

S.NB:= US,N,B
+ p€B+p

Sy N,B :={v € N,B\ {0};dz(v) > 0,dz'(v) > 0}/R*"

avec la projection naturelle 7 : Sy NB — B. On voit que S; N B peut étre représenté aussi
par
S+ Ny(B) = {e € €c(0) = p}/ ~

dont on note [¢] les classes d’équivalences. Si @ est le quart de sphére de dimension n + 1
défini par
Q:={Y = (Yo,..., Youy1) e R V] =1,Y; > 0,V > 0}

on a des ‘cartes’ locales induites par les cartes (z,y,) sur U,

S N(B) D7 '(Uy) ~ U,xQ

(o) = (p; (da(v), da’ (v), dya (v) — dy. (v)) ;)
((dz(v))? + (dz'(v))? + |dya(v) — dy!, (v)[?)?2

Il n’est pas compliqué de vérifier que cette expression ne dépend pas du repésentant v et
s’il ne s’agit pas de véritables cartes, on verra que () a une structure de variété a coins qui
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induit de véritables cartes munissant S; N B d’une structure de t-variété lisse, c’est-a-dire une
variété ‘localement a coins’ (cf. [26]). Ensuite le Vy-produit éclaté de X par X est I’ensemble

XxoX:=(XxX)\B)US,NB
sur lequel on met une topologie qui recolle Sy NB & la place de B. Pour cela soit

Zi0,1] = X xo X, &t) =c(t),t >0, &0) =]

alors on pose

UNS,NB ouvert,U N (X x X)\ B ouvert
U ouvert < Ve € €,¢(0) € U,Je > 0,3V, C € voisinage de c,
Vo eV, Vte[0,e),z(t) €U

On a une projection f: X xg X = X x X appelée application d’écrasement

[ m(m) simeSyNB
6(’")—{ m sime (X xX)\B

qui est continue. En notant ﬁma: := B~ (Uqy xUy), on construit un recouvrement de X xo X
par (Ua,a'). On pose alors

T:=0"(z), 7 :=8(2"), Ya:=P8"Wa) ¥a =5 (ya)

X

ro|=

Roo = (343" + o —Gul’)®, Paw = : (2.3)
Ra,a’
7 o — T
= , Vg g 1= 2O
pmﬂ Ra,a’ o Ra,a’

On peut alors vérifier que ces fonctions sont continues ou se prolongent par continuité sur

{Ru.or =0} et si Uy N B # 0,
Un.or ~— ba.ar (Ua.ar) C [0,400) x Q x U, (2.4)

d)a,a’ = (Rrx,a’: (prx,a’ 3 pla,a’ ) 79(1,(1’)7 77(1)

définit une ‘carte’. En réalité pour avoir la véritable définition de carte, il faut recouvrir )
par des ouverts homéomorphes a des ouverts du type [0, €)¥ x R**1=%  On définit alors

~ !

-~ _
S Sk R
xr xr xr
~1 ~ ~ ~1
Yor — Y Ya — Y ~ ~
2:1,(1/ = %; Wa,a! 1= M: Ta,a’ 1= Yo — 'U:x" (2.5)
0 r 0 i
PIE ==
A N A

et les trois ouverts suivants
U;’a' = Uma’ N {pla,oz’ 7é 0}7 U(ia’ = Ua,oz’ N {pa,a’ 7é 0}

U2 o = Unyar N {Pa,0 # 0}
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qui recouvrent U, /. Les trois cartes associées sont donc

Ul o — 0h (UL o) C[0.€) x By x [0, +00) x R (2.6)
¢31,(1’ = (5"’/’7 g:y’ I S: Z(!,(I’)
U2 0 —— ¢ 0 (U2,) C[0,€) x By x [0, +00) x R? (2.7)

¢i,a’ = (i gou t, Z(Ix,m’)

U2 o — 6 (U2 ) C[0,400)* x "7 x B, (2.8)
z,a’ = (Ta,rx’ ; Oa,al s @Ia’a’ s Wa,a! @/(1)

en sous-entendant pour la derniere que Sn~1 est aussi recouvert par des cartes. Si d’autre
part Uy,or N B = on pose

ﬁ%ﬂ’ — ¢a,a’(ﬁa7a’) ~ Uy X Uy (2.9)

¢a7a’ = (i goui,: g,a’)

complétant I'atlas de X xo X, ce qui en fait une t-variété lisse (un calcul permet de voir que
les changements de cartes sont lisses). Le produit éclaté X xy X est une variété & coins si ses
hypersurfaces frontiéres sont des sous-variétés, c’est-a-dire si il existe une fonction lisse qui
définisse chaque hypersurface frontiére. En reprenant le systéme de coordonnées (2.4), on
peut construire, par partition de l'unité, une fonction R définissant S, N B, puis si on pose
p = % et p' = % une étude dans les cartes montre que ces deux fonctions se prolongent de

maniére lisse & tout X xo X (y compris sur Sy NB), définissent chacune une hypersurface
frontiére et p, p', R sont indépendantes. La variété X xq X a donc une structure de variété
lisse & coins, avec trois hypersurfaces frontiéres : la face frontale notée F définie par {R = 0},
la face superieure notée T définie par {p = 0}, puis la face inférieure notée B définie par
{p' = 0}. Le produit éclaté est en quelque sorte un passage en coordonnées polaires autour
de B, élargissant I’espace des fonctions lisses de X x X. Par contre il est facile de vérifier
que lespace C™®(X x X) est en bijection (via 3*) avec I'espace C°(X x¢ X), et il en va de

méme pour leur dual. En étudiant les systémes de coordonnées, on peut aussi montrer que

Lo(X x X) =77 (Co(X)) @ 1 (Lo (X)),  To(X xo X) = 5*(Lo(X x X))

_ o~ _ 1
et B* deéfinit un isomorphisme entre les espaces L*(X x X, T'Z) et L?(X xo X,[2).

Pour la suite, on simplifiera les notations en oubliant les indices de cartes (a,a’) et les
tildes, par exemple en notant z,y’,... a la place de Zy o0/, Yl - - -

Dans les coordonnées (2.6), (2.7) et (2.8) on a
FNULy ={a' =0}, TNUL, ={s=0}
FNU2,={z=0}, BNUZ, ={t=0}

FNUS , ={r=0}, TNU:, ={0=0}, BNU:, ={d =0}

et les champs de vecteurs z0,,z0,, dans U, . (agissant donc sur le facteur de gauche) se
relévent sur X X X et s’expriment dans les trois cartes (Ul /)i=1,23

B (x0;) = s0s, f* (l’a'llz) = 80,
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B*(20,) = 20, —10; — 2'.0., B (20y,) = 0y, — 0z
B*(x0;) = 00y, B (20y;) = owi(00, + 0'0y) + wiord, — 0(0; — wi(w.0,))

Ce sont donc des champs de vecteurs (locaux) lisses qui s’annulent sur la face T et sont
tangents & 7, B. Les fonctions p, p', R sur X xqX s’expriment dans les cartes U(i’ﬂ, (1=1,2,3)
sous la forme

s , 1 2

p=——f = f, R=d/(145 4|2
A+ 5+ 12P)3 (At +1oP)3
1 t 1
=——————f pV=————=f R=z(l++|)zf
P Ure+ et P T are )t ( =)
4 o 1
p_—f p/_—f, R:T(1+Q2+Ql2)2f

(1440 T (140 +0?)

avec f une fonction lisse sur ﬁma: strictement positive vérifiant df,,(£) # 0 pour tout m €
TUBUTF et £ € Ty, (X xo X) tangent & 'une des hypersurfaces 7, B ou F.

Figure 3: L’application d’écrasement

De méme, on note X >§0X 'éclatement de 80X x X sur B. Celui-ci se plonge naturellement
par rapport a (2.2) dans X xg X

8X><0X2(X><0X)ﬂ'3'

en remarquant que 3(T) = {z = 0} ~ X x X. Via ces identifications, B = [ est la
fonction d’écrasement

B:0X xg X - 0X x X
Cette variété a coins (sous-variété a coins de X xg X) a deux hypersurfaces frontiéres QNB, F
définies par les fonctions p' := p'|5 et R := R|.

Enfin I'éclatement 0X xq0X de X x X sur B s’injecte aussi naturellement par rapport

4 (2.2) dans X xg X
8)2 XoaXZ (8X XOAY)Q‘B
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et la fonction d’écrasement via cette identification est 35 := E|9§. La fonction r := ﬁ‘% définit
le bord de 0X xg 0X, qui est exactement le relevé de B par 5. Soit (yo,y0) € B, V,, un
voisinage ouvert de ce point et (y,y’) un systéme de coordonnées dans V,,, on a alors

Billy—y'h=rf. feC®B5 (Vi) f>0. O flimo#0

2.2 Petit calcul

On peut remarquer que la diagonale intérieure de X x X se reléve via § en un sous-ensemble
de X xg X dont la fermeture notée D, est une sous-variété de la variété a coins X xg X

D, :=p"{(m,m") e X x X;m=m'}

De plus, D, n’intersecte le bord de X x¢ X que sur la face frontale F et elle le fait transver-
sallement. Ceci se vérifie aisément puisque dans la carte (2.3) citée au dessus, on a

D, N ﬁma/ ={m € ﬁma/;p(m) = p'(m),9(m) = 0}

_ _ 1 _ _
Définition du petit calcul On introduit 'espace I (X x¢ X,D,, T3 (X X X)) des dis-
tributions conormales & D, qui s’annulent & tout ordre sur B U T : par définition, ce sont les
distributions x vérifiant

_ _ 1 _ _
K“XX()X\'DL ECOO(X X(]X\@L,Fg(X X()X)), H“Bu‘]'EO
et s’écrivent dans les cartes ﬁa,mr de type (2.9) sous la forme d’intégrales oscillantes

k(w,w') = /ei(w”"')'éal(w7w’,f)df\dwdw’ﬁ (2.10)

avec 01 € S™(¢n.a' (Un.ar)) un symbole d’ordre m, puis dans les cartes ﬁéw de type (2.6)
sous la forme

=

dsdzdz'dy’

k(s 2,2 y') = /ei((s71)<+z.n)0.l(5,z,m/7y/,c7n)dndg g gy (2.11)

avec 07 € S™ (¢! (ﬁ;a,)) un symbole d’ordre m. Notons que la dépendance en w’ de o et

a,af
en (s,z) de o/ peut étre supprimeé par un procédé usuel d’intégration par parties. Rappelons
que (3 induit les bijections

B (X x X,TE(X x X)) ¢— CF(X xo X,TZ (X xo X))

B.: C~%(X xo X,T2 (X xg X)) e C~2(X x X,TZ(X x X))

— — 1 _ —
Les opérateurs dont le noyau de Schwartz relevé via § est dans I"™ (X xo X, D,,I'¢ (X x¢ X))
S o1
avec m € R forment un sous espace-vectoriel des opérateurs continus de C*°(X,I'§) dans
_ 1 o1
C~>°(X,T¢), note ¥7*(X,I¢). On peut vérifier que

[=JNT
[=FNT

UH(X,TE) = [ o (X, T

meR

)
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est une algébre. Les opérateurs dont les symboles o/, 07 définis en (2.10) et (2.11) ont un
développement asymptotique

ol (w, &) ~ Y oi(w,OlE™ ", o’y ) ~ Y ail(yElem "
kENg kENg
_ 1
avec o,i, a;cj homogeénes de degré 0 en £ forment une sous-algébre ‘I’S7phq(X7 I'g) de ¥§ dont les
éléments sont dits polyhomogénes. Cette sous-algébre est munie d’une application symbole
principal

00 W' (X, I5) = S™(I5X)/S™H(T5 X)

qui est un morphisme d’algébre, S™(T; X) désignant les symboles d’ordre m sur T X. Ceci
permet de construire un calcul pseudo-différentiel sur X, appelé le ‘petit calcul’. Il est sem-
blable en beaucoup de points au calcul pseudo-différentiel sur une variété compacte et il
contient les opérateurs différentiels DiﬁS(X,Fé) (le support de leur noyau relevé via 3 est
inclus dans D,). Pour la suite, on négligera la notation ‘phg’ étant donné que la majorité des
opérateurs pseudo-différentiels que 1’on utilisera sont polyhomogeénes.

_1
Propriétés de continuité Notons quesi A € ¥§(X,T'¢) a pour noyau de Schwartz relevé
k4 & support prés de F (par exemple & support dans les cartes U} ), on a I'écriture locale

x

A y) = [ 1y = s iRy - 22 T e

1 1
2 2

dsdzdzdy
g.,1,/.71,+1

dxdy

.,L.n+1

ka=k(z',y',s,2)

Cette écriture permet de montrer (voir [27] ot le cadre est légérement différent mais la preuve
est identique) que A est continu comme opérateur

A:C=(X,T8) » C®(X,T8), A:C(X,T¢) - C=(X,Tg)

De plus, la conjugaison z~*Az® (pour a € C) ne change pas le caractére conormal du noyau

par rapport & D, et son noyau relevé (%)H‘KZA s’annule encore A tout ordre sur les faces T, B
donc o
Azt € ¥N(X,IE), a€eC (2.12)

o1
si A € ¥". Enfin il est montré par Melrose et Mazzeo qu’un opérateur A € Ug'(X,T'¢) avec
m < 0 se prolonge en un opérateur borné de HY dans HZ* et donc de H? dans H™ pour tout
a € C en utilisant (2.12).

Ellipticité Pour étudier I'ellipticité de Ay, on a besoin de calculer son symbole principal

_ 1
au sens de cette géomeétrie. Le symbole principal d’un opérateur L € Difff*(X,T'])

L= > ayi(z,y)(d,)" (20,)’

i+lv|<m
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est donné par

; dy; dz -
0(D)(2) = Y anleyn’, Z=(ay Y =L +(2) e 3 X
J

i+|v|=m

correspondant a la quantification introduite en (2.10), (2.11). Le symbole principal du lapla-
cien s’exprime donc comme la forme symétrique H ! (x,y; ¢, n) si H ! est la métrique induite
par H sur le cotangent (suivant la notation (1.1) avec z a la place de zp). C’est donc un
opérateur elliptique au sens de cette définition de symbole principal.

Parametrix dans le petit calcul On peut donc maintenant construire une parametrix de
A, dans le petit calcul, essentiellement en imitant la théorie sur variété compacte. Rappelons
que

H  dz? + h(z,y,dy)

g: 2

2 T

Lemme 2.1. Soit Ay € [§ +1,00) CC, A € C et m € N. Il existe des opérateurs

[=FT

Qm(N) € Us2(X,T3), Kn(\) € ¥;™(X,T3)

tels que
(B — A1 = N)Qm(N) =1+ Kp(N) (2.13)

le noyau de Schwartz relevé kg, de Ky, est a support dans

Supp(kk,,) C (U ﬁa,a> U (U ﬁ;,a>

acl aeJ

avec les notations de la section 2.1 et il s’écrit dans ces cartes sous la forme (2.10), (2.11)
avec des symboles of{m,al‘]{m vérifiant respectivement pour a € I et a € J

ke, (' 0)] < Coum(€) ™I )™, (w,0) € Unua (2.14)

0707, (3, 2,2,y 6)] < Com(€) ™ 1IN = XY™, (s,2,2",y') € UL, (2.15)

ot v = (vi,va,v3) € (N"T1)3 et C,,n > 0 constante dépendant de v et m. Enfin K, (\)
est un polynome de degré m + 1 en X dont le coefficient de plus haut degré appartient a

v, (XL TY).

Preuve : on construit une partition de l'unité (Yo)acx (K = I U J) associée au re-
couvrement (U;)icr U (U;)jes de X puis (¢a)ack des fonctions lisses & support dans les
mémes cartes telles que ¢, = 1 sur le support de ?,. Rappelons que la métrique est
g =1z *H =z 2(dx® + h(z,y,dy)) comme en (1.3). Pour m = 1, on pose ; I'opérateur
dont le noyau de Schwartz est f.(kg,) avec

kQ, = Zae, B* (o (w)ha (w')) [ ei(“”“")'éaé21 (w,w'; f)df\dwdw’ﬁ
+ 20y B (Ba(z,9)0a(a',y") [ CTDE=MGD (52,0 y'; ¢ m)dndC

1
dsdzdz'dy' |2
PLESPWIEST

ot les symboles sont définis par

1

0g, (w,w's€) == (2H ™' (w,6) = Xo(n = X)), w=(z,9)
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Uél (S= 2, ml7 yl; f) = X(S7 Z) (SQH?] (SiE’7 yl + lJZ; f) - )‘O(n - /\0)) - , &= (C 77)
x (s, z) étant une fonction lisse & support compact dans (0, oo) x R” valant 1 dans un voisinage
de (s,2z) = (1,0), et H~' la métrique induite par H sur le cotangent 7* X. En utilisant que
Paction de A, & gauche sur les distributions sur U, , se reléve respectivement dans ﬁma
(a€l)et l}o{a (a € J) en l'action des opérateurs

—2%0? — Z h(z,y)x0y, 20y, + P

4]

—5%02 — Z hi(sz',y' +2'2)80.,80., + P
2]
avec Py, P, qui sont respectivement des opérateurs d’ordre 1 en 29, x0,, et sJs, 50, a coef-
ficients lisses, on voit que (2.13) est satisfait avec U}(I , O'IJ(l qui s’expriment localement (dans

les cartes (Uy,a)acr €t (U} ,)acs) sous la forme

a,o

EXA(n =) = Xo(n—X),8agy,, k=1J, ack

3

ott F¥(Z) est un polynome de degré 1 en Z € C* & coefficients dans les opérateurs dif-
férentiels d’ordre 2 en x0,, 20, supportés dans Uy o si k = I ou en s0s, s0,, supportés dans
Us o si k= J. On déduit pour m = 1 les estimations (2.14) et (2.15) en remarquant que

pour tout r >0
= do(n— o)1 < (r 1))

Si m > 2, on procéde par récurrence en posant pour j <met k=1,J

ob, =3 ok, (Ff(o, ok, +FEAMm -~ A) — Xo(n — Xo), O)aéjfz)
ack
ol par convention ”é)o = 0. g

Ce procédé permet d’obtenir un reste aussi régulier que I’'on veut sur la diagonale intérieure
D, (sim > n+ 1, K,;, est & noyau relevé continu), mais si les opérateurs K,, sont bornés
dans HJ, ils ne sont en fait pas compacts en genéral. Il va en effet nous falloir une annulation
du noyau de Schwartz du reste sur les faces T, B, F pour que le reste devienne compact.

2.3 Opérateur normal
Cette section est consacrée a la résolution de la singularité du reste sur F. Pour cela on
_
définit 'opérateur normal d’un opérateur L € ¥§(X,T'¢).
Opérateur normal d’un opérateur différentiel La premiére étape est de considérer le
_ 1 _
cas de L € Diffy(X,['Z). Soit p € X contenu dans une carte p € U,,
X, = (0,00) x T,0X

qui est diffeomorphe &
R = (0,00) x R®

et ¢ un difféomorphisme vérifiant

¢:Us = ¢(Us) C X, d(p) =0, do,=1Id
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Soit R, la dilatation de facteur r sur X,,, lopérateur normal de L € Diffy(X) en p est défini
comme étant I'opérateur différentiel

. COO(XP) - CDO(XP)
NP(L)'{ u - limraoR:(¢7])*L¢*R:*1“‘

On peut alors vérifier que si

L= ai(2,9)(0,)" (28,)

i+|v|<q

dans un systéme de coordonnées (z,y), alors N,(L) est Uopérateur sur (0,00), x (T,0X),

Ny(L) = > ai(0,y)(@0,)" (@0:)', p=(0,y)
it+|v|<g

et que cette définition ne dépend pas de la fonction ¢. De plus, si ho(p) est la métrique
induite par hgy sur 7,0X, on a 'isométrie évidente

2 2 2
<X,,; dx +h,0(p)> B <(O,oo)u < R du® + |dv| ) — gt

T2 u?

qui montre que X, est une variété asymptotiquement hyperbolique (en un sens c’est une
approximation de (X, ¢) a l'infini). On peut alors considérer N,(L) comme un opérateur de
Diffy(X,) (ou sur H**!) & ‘coefficients constants’, et 'opérateur normal s’interpréte comme
un procédé invariant pour geler les coefficients en un point p du bord. L’opérateur normal
de L € Diff;(X, Fé) se définit de la méme fagon en conjuguant par une section trivialisant
le fibré de demi-densité.

p=s(l+s>+[z?)7%
s pl= (14" +z[*)"
9= z(1 452+ |22)”

[N

1
2

Hn+] z

Fo=A(p, 0", 0); 19> + p° + p* =1}

Figure 4: Une fibre F, diffecomorphe a H"*!

Cas du laplacien Le laplacien A, s’écrit dans un systéme de coordonnées (z,y1, ..., Yn)

. 1
Ag = —(202)" + nwdy + 2° Ay — EmTr(hf](m)amh(m))mﬁm (2.16)
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avec Ay le laplacien sur 'hypersurface {z = t} munie de la métrique h(t). Le terme
Tr(h~'(x)0,h(x)) est la trace de opérateur linéaire associé au tenseur symétrique (9,h)(z)
via h(z). On en déduit que pour hg = h(0) on a

N,y(Ay) = —(a;&v)2 + nxdy + aJQAhO(,,)

qui est exactement le laplacien sur

<Xp; M) =~ [ t! (2.17)

2

Cet opérateur étant essentiellement le laplacien sur H?!, sa résolvante se calcule explicite-
ment (voir par exemple [15] ou [24]) et admet un prolongement holomorphe (resp. méromor-
phe) a C si n est pair (resp. n impair).

Opérateur normal d’un opérateur du petit calcul On peut remarquer que X, porte
une structure de groupe de Lie naturelle donnée par

(z,y).(z",y") = (22’ y + zy') (2.18)
avec pour élément neutre e, := (1,0) et pour l'inverse

-2

—1
€T, 1 =\ =

(z,9) PR
On peut aussi le voir comme le sous groupe de GL(T,X) constitué des éléments qui fixent
point par point T,0X et laissent invariant {dz > 0}. Les champs de vecteur 20, , 20y, , . .., 0y,

sont invariants & gauche pour cette action et la mesure de Haar invariante a droite est 92 dy.

T

L’opérateur identité sur X, s’interpréte comme la distribution . (la masse de Dirac en e))
agissant par convolution a gauche

(fxde,) = f, [ €C(Xp)
et il en va de méme pour les opérateurs différentiels en ©8,,x0,, a coeflicients constants
Y ani@d) (@0, f= Y an (f X (may)"(mam)i(sep)
it+|v|<qg i+|v|<q

Rappelons maintenant que la fibre ¥, := S, N,B dans X x¢ X est une variété a coins
diffefomorphe a un quart de sphére de dimension n + 1. Son intérieur est difféeomorphe a X,
via les coordonnées (s, z) de (2.6) (F, définit une autre compactification de X,, que X, ~
S™) et comme le remarquent Mazzeo et Melrose [24], 'opérateur N,(L) interprété comme
opérateur de convolution a pour noyau de convolution $*(L)|s, avec cette identification.

o]

Cette distribution est a support dans le neutre e, de X, ~ 3, qui est aussi I'intersection
e, =3,ND,
Ceci conduit a définir Popérateur normal en p d’un opérateur A € U (X, Fé) par
Np(A) := kalg, (2.19)
oit k4 est le noyau de Schwartz de A relevé sur X xo X via 3. Dans (2.19), N,(A) doit

étre interprété comme une distribution agissant par convolution & gauche sur le groupe de
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Lie X,,, c’est une distribution dans X,, avec un support singulier inclus dans e, et qui est un
O(cosh(dx, (m,ep)))~>°) quand dx, (m,e,) = 00, dx,(.,.) étant la distance ‘hyperbolique’

2 1 _ _
sur (X, d’”j%’;m(”)). Notons que le fibré I'¢ (X x X) se restreint en un fibré trivial canonique
au dessus de F), et N,(A) agit donc par convolution & gauche sur les demi-densités sur X,
suivant

T T _dsdz
NN = [ KOsy - 29T,
R1+1 S S S
1 1
dxdy |2 dz'dy'dsdz |2
p=0y), n= "5 f=1fayp, ra=k'y' s 2) | —om—me

Composition Une propriété qui est fondamentale pour ’'opérateur normal est la compo-
1 _ 1
sition : si L € Diffj(X,T¢) et A € (X, T¢), alors

N, (LA) = N,(L)N,(4) (2.20)

Le probléme pour résoudre la singularité de K, (X, Ag) sur F, revient donc a inverser Np(A,—
A(n — X)) et trouver un opérateur dont ’opérateur normal est

(Np(Ag = A(n = X))~ Np(Km (X)) (2.21)

La premiére étape est possible puisque cela revient & construire la résolvante du laplacien
sur H"*!. Le probléme que I'on voit apparaitre est que la distribution (2.21) ne s’annule pas
rapidement sur les bords BN3J, et TNJ, et on ne peut pas espérer trouver un opérateur dans
U¢ dont Popérateur normal est (2.21). En effet, la résolvante du laplacien hyperbolique se
calcule explicitement (son noyau est donné en (B.1)) et elle ne laisse pas stable C°° (H"+!).

Termes de bords Le double [X xy X]? de X x( X par rapport & 'hypersurface F est une
variété a coins avec 2 hypersurfaces frontiéres [T]?, [B]? correspondant au double de T et B.
Suivant Melrose, on définit les distributions conormales & T, B d’indice (a,b) € C? comme
I’ensemble

A®P([X xo X]2) i= {u € O~ ®([X xo X]?); Vyu € p™@) RO Lo(1X x X]2)}

ot V, est I'algébre de Lie des vecteurs tangents & [T]? et [B]?, p, p’ sont des fonctions définis-
sant [T]? et [B]%. On pose ensuite

_ 1 _ _ 1 _
ANX,TE) = A ([X x0 XI)|xox @ T8 (X %0 X)

Notons que ces distributions sont lisses a lintérieur de X x¢ X et jusqu'a ¥\ (BUT). On
notera \I!(r]”’“’b(X,Fé) I'espace des opérateurs sur X dont le noyau de Schwartz relevé s se
décompose en k = k' + k2 avec k% € A“’b(X,I‘é) et k' le noyau relevé d'un opérateur de
\PB”(X,F(%). On notera aussi Ri\IIOm’“’b(X,I‘é) (avec i € N) le sous-espace de \I'(r]”’“’b(X,Fé)
des opérateurs dont le noyau relevé s’annule sur F & 'ordre i. En utilisant les propriétés de

_o1 _ 1 T
composition de W5 (X,T'¢) et le fait que 'action de Diff (X, T ) & gauche sur X x X se reléve
en 'action de champs de vecteurs lisses sur X X X et tangents & F U T U B, on déduit la
composition (voir aussi [24, Prop. 5.8])

[=FT

Diffs (X, T2).R'wL™ (X, T2) c R'wkHeb (X, T3) (2.22)
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pour i,k € N, l € Z,a,b € C. On peut citer aussi un résultat de continuité ([22, Prop. 2.15])

_ 1
concernant un opérateur A de ¥, ™""(X I'Z) (avec a,b e C, m € Ny)
A HY — K (2.23)

est continusir’ <r,a—r> %, b+r" > % a+b>mn. De plus on peut vérifier (en utilisant
les arguments de [23, Th. 3.25]) que dans le cas particulier oo m >n+1,a — 7' > n+1,
b+r>n+1

Al 2 (3c0,9¢0,) < Cl\(pp')fnfll‘éAl\L (2.24)

Sl

i (X X ()X,F )
_ o1
avec k4 le noyau relevé de A et la norme L>®(X xo X,I'¢) définie en fixant une section du

1 _
fibrée T'¢ (X x¢ X), il s’agit essentiellement du Lemme de Schur. On peut aussi ajouter que
lopérateur A est continu

A:C%(X,T8) = 29C=(X,T¢) (2.25)
Il est clair que le procédé de restriction (2.19) sur les fibres F, de la face frontale JF se

o1
généralise au cas des distributions de A%?(X,T'2), le résultat étant interprété comme une
distribution de convolution sur X, (en fait lisse sur X,). La formule de composition (2.20)

o1
reste en fait valable si A est dans la classe ¥, ™*"(X,T2) ( cf. [24]). En utilisant les résultats
de prolongement méromorphe de la résolvante sur ’espace hyperbolique, on va voir que la
famille (dépendant de p) de distributions (2.21) est bien définie et on va donc construire un

_1
opérateur dans I’espace \IISQ’A’)‘(X, I'?) dont le noyau de Schwartz relevé a pour restriction
(2.21) sur chaque fibre .

2 2
Résolution sur la face frontale Rappelons le modéle H*H! = (]RTH,%) de
I’espace hyperbolique et soit,

Ry(N) = (A, = An =)

la résolvante hyperbolique étudiée dans ’annexe B. On rappelle 'expression suivante qui
donne le prolongement méromorphe & A € C du noyau de Green (cf. [15])

G\ :) 2uu’ A i ) 2uu/ 2
jw,w') = o
A u? +u'? + v — ' |? J u? +u? + v — |2

Jj=0

272720 72 T(X + 2j)
TA—24+1+5)0(G+1)

a;j(A) =

. . ) 1 . -
agissant sur les fonctions. En coordonnées R = (u? +u'? + v —0'|?)2, p=uR™, p' = u'R7!
introduites en (2.3) le noyau s’exprime sous la forme

Ga(N) = (2p0) ka(200), r(0) = 3 a;(N)o™

En terme de noyau de convolution (avec la structure de groupe (2.18)), on a pour f €
Cge(H*1)

2u A 2u T r \ du
) JY) = - - - o= ) = 2.9
(BN 9) /R:_"’l <1 +u?+ |71|2> g <1 +u? + |1)|2> f (u’y uv) U dv (2.26)
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avec ky € C*°([0,1)). On montre dans 'annexe B que pour A € C\ —Np, kx(uuiﬁ)

est localement intégrable dans H"*!, ce qui prouve que lintégrale (2.26) converge pour
A € C\ —Ny. L’action de Rp(X) sur les demi-densités est facilement déduite de ’expression
(2.26).

Avec les notations de (2.1) la face F est recouverte par les cartes (Uqg,q)acs- SOit ¢q, o
(a € J) les fonctions de troncature définies dans la preuve du lemme 2.1 et

i XxX =X, mp: XxX—>X
les projections & gauche et a droite. On pose Q'(\) 'opérateur dont le noyau relevé est

1
2

v . ~ |dsdzdz'dy'
kg = Y B(](6a)TR(1a)) Fa(N)do g g (2.27)
aed
avec 0o := (8*7 (det(h)T))|p—o = det(ho(y'))? et F,()) la fonction
2u)* 2u s s \ du
E,(\z'y',s,2) = ( k - "y, =z — —v) —d
Aia'y',5,2) /Ri+1 (14 u? +[vf2)> )‘(1 +u? + |1}|§,)KK"‘ (a: Vot uv) u
(2.28)

ot |.|, est la norme sur R” induite par la métrique ho(y') sur T,0X avec I'identification X, ~
]R{T“] provenant du choix des coordonnées (z, y) sur Uy, (z',y', s, z) sont les coordonnées dans

ﬁ;yﬂ décrites en (2.6) et

1
2

dsdzdz'dy’

_ ! !
KK, = KK, (l’ 'Y ,S,Z) Sn+1.’L‘/n+1

Pexpression du noyau relevé de K,,(\) dans cette carte. La convergence de 'intégrale pour
A € C\ —Ny est assurée puisque kg, (2',y’,.,.) est continue a support compact dans X, si
m > n + 1. Vue la discussion précédente sur 'opérateur normal, il est clair que

Np(Ag — AMn = A))Np(Q' (X)) = Np(Kim) (2.29)
Notons que ’on peut aussi choisir les fonctions v, ¢, sous la forme

Ya(z,y) = ¢ (@)Pa(y).  ¢alz.y) = ¢' (2°)¢5(y)

en prenant ', ¢' deux fonctions dépendant seulement de z qui valent 1 pres de 0X et
(42)aes une partition de 1'unité sur 0X.

Hypothése : dorénavant nous supposerons que la métrique satisfait la condition de parité
modulo O(z>°) introduite dans la Définition 1.1

w’g = da® + h(a?), heC([0,6) x 0X,S*(I0X)) (2.30)

Il sera démontré plus loin que cette condition sur g est nécessaire et suffisante pour que la
résolvante de A, se prolonge avec poles de multiplicité finie & tout C. Notons néanmoins
que la construction qui va suivre permet de traiter le prolongement méromorphe-fini de R(\)
dans C\ %(n — N) si g n’est pas paire.

Remarque : I'étude des parametrix et des restes que I'on va faire sera essentiellement
une étude locale dans les cartes U, o de X X X recouvrant la face frontale F. En utilisant
que ﬁ;ﬂ est dense dans ﬁmm il suffira souvent de se restreindre aux cartes ﬁ;ﬂ (i.e. aux
coordonnées ‘projectives’ (z',y’, s, z)) et d’utiliser des arguments de continuité pour étendre

& Uy, les propriétés ou les majorations de normes des fonctions supportées dans Uy 4.
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Lemme 2.2. L’opérateur Q'(\) défini en (2.27) est dans
Q'(A) € W, "M (X, T)
et si Qm(\) est Uopérateur construit dans le lemme 2.1, on a
(Ag = An = A))(@m(AN) —Q'(N) =1+ K'(N) (2.31)

. _ 1
K’(A) € quam+27)\+2,)\(X7 1—\02)

pour X € C\ —Ny. De plus, pour tout N > n + 1 les opérateurs Q'(\) et K'(\) sont
méromorphe-finis dans On+ G valeur dans L(HQ, H® ) en posant N' = N —n — 1.

Preuve : dans un premier temps on pose 6(t) une fonction lisse sur [0, 1] qui vaut 1 prés
det=0et 0 pourt > ]5 Pour N > n + 1, on sépare l'intégrale (2.28) en deux en écrivant
kx = k) + k3 avec

EX(E) =D a7 +0(t) Y (AP
J<N J>N
K0 = (1 6(0) 3 ay()e
J>N
ce qui induit les décompositions Fi(A) = FA(A)+F2(X) et kg = kg K. Sie = e, = (1,0)
est le neutre de X, ~ R"™! (avec p = (0,3')) pour la structure de groupe introduite en (2.18)
on a

3

2u
1+u? + o],

cosh(dx, (w™',w'™")) = cosh(dx, (w.w' ", €))

= (cosh(dx, (w,€))) "', w=(u,v)

ot dx,(.,.) est la distance ‘hyperbolique’ sur X, ~ ]R{T'l (i.e. pour la métrique (2.17)).

Puisque #k,, (z',y',.,.) est a support dans un compact de R7 ™" indépendant de (z',y') € Ua,
on en déduit que la fonction

(2u))\ 9 2u S S
L2, U,0) = A k( ) (""_' __)
(5:2,u,v) (14 u? + [of2)> M1+ + |v[2, e T2 7

est & support dans un compact de IRT‘l X IRT‘l du type
pr(w7e)+pr(wl7e) < M: w = (S,Z), w' = (“‘71))
avec M > 0. Son intégrale en (u,v) € ]R’fr“ est donc une fonction a support compact en

(s,2) € R et elle a la régularité de kg,,. Ceci prouve que kg est le noyau releve d’un

_1
opérateur de ¥, (X,I'g) a dépendance holomorphe dans On+ (;(A) est holomorphe dans
{R(A) > —25}). De plus, on observe que B*((maz’)N)né, est une fonction (pp')" 1 L (X xq

_ 1
X,T¢) dépendant holomorphiquement de A dans Oy, et (2.24) prouve donc I'holomorphie
dans O a valeur L(HY, H® y) de Popérateur dont le noyau est .k, .

Pour traiter le noyau ¢, on fait le changement de variable (U, V) = (s, 2).(u,v)~" dans
(2.28) et on garde le terme k} pour obtenir pour A ¢ —Ny

\ (20)* ] 25U o U
—k UV)——dV (2.32
S /R_n'_+1 (.92+U2+|Z*V|;;))‘ >\(82+U2+‘27V‘51)Hkm($,y7 ) )Un+1 ( )

36



Rappelons que les coordonnées (z',y’,s,z) font référence & chaque carte [7(]“! Puisque
Kk, (z',y',.,.) est & support compact dans ]R{T“] on déduit que (2.32) est, pour chaque

a € J, une fonction de s*C>( 3“!([7(]“!)) avec les notations (2.6). Dans les coordonnées
(r,0,0',w,y) de (2.8) Iintégrale (2.32) devient

(ggl))\/ (QU))‘I‘{,KM(’I"QI,_U-F’I"Q),U, V) 1 ( 2QQIUY ) dU av
R1+1 (92 + QIQUZ + |w - QIV|32/+TLU)>\ A 92 + @I2U2 + |w - QIV|QZJ+’I"&) Un+1

et cette fonction est dans (go')}C>( {3“!([72&)) Enfin le systéme (z,y,t, 2") de (2.7) donne

A U) kK, (z,y +z2', U, V) 2Ut du
t 1 2772 ’ V12 )\kk(l 2772 ’ V12 )Un+1 dv
_Riﬂ( +1i +2 =tV ) +t +2 =tV .,

qui est dans t*C'>( im(ﬁia)) On a donc prouvé que Q'(A) € ¥, ™ (X, TZ). De plus, en

utilisant encore le fait que §*((zz')V)ké, € L®(X %o X, Fé) si A € Onv, on vérifie aisément
que 'opérateur de noyau (3, IﬁJ]Q, est méromorphe sur Oy & valeur dans L(HJ).

Pour montrer que les poles sont de rang fini, on remarque que les seuls poles qui peuvent
intervenir dans (2.32) proviennent des termes

> (At

2j<N

dans I'expression de k) (¢) et ils n’apparaissent que quand n est impair (a;()) est toujours
holomorphe dans {Re(\) > —2M} si j < M). En —k € =Ny N Op-, le résidu de l'intégrale
(2.32) est une somme de termes de la forme

k21
‘ s+ U2+ ]z -V, dU
Ckylsufk/ ( | y ki, (z',y U V)——=dV (2.33)
R H

U Un

avec | € Ny tel que 2l < ket Cy; € C. On en déduit que le résidu de me, s’exprime comme
une somme (sur a € .J et 21 < k) de distributions sur X x X de la forme

Crada(z,y)va (@', y") (@) > 'z yty" £ (@Y
itj+ ||+ |v|<2k—4l

[e]3 M 3 ) I __ ) A 3
[ij uv lisses jusqu’au bord {z' = 0}. Ce sont donc les noyaux d’opérateurs de rang fini

de H%, dans H® 5. On peut remarquer que cette situation est similaire a 1’étude en courbure
constante prés du bord (traitée dans [15]).

avec

Pour montrer (2.31), on remarque d’abord que la relation de composition (2.22) implique

_1
que K'(\) € \I!am+2’>")‘(X,F§). On va préciser le comportement de son noyau relevé kg

prés de F et T en montrant que (pp') kg s’annule a I'ordre 1 sur ces deux faces. Pour cela,
A

il suffit de le vérifier dans les cartes U} , et la continuité de (pp')~
le résultat.

Suivant (2.16), le laplacien agissant sur les fonctions s’écrit dans une carte U, avec a € .J
(prés du bord)

K sur TU B apportera

. 1
Ay = —(20,)” + nady + 2° Ap(e2) — ETr(hfl (m2)m6m(h(m2)))m6m
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en rappelant que h est fonction de 22 (hypothése (2.30)). Suivant (1.13), Popérateur corre-
spondant sur le 0-fibré de demi-densités est

1
dxdy |2
mn+]

1
dxdy |?
mn+]

- (5(.@2,y)%Ag(s(mQ,y)*%f(m,y))

f(z,y)

avec § = det(h(z))2, on le notera encore A,. Par ailleurs on écrira

f=8mi(f@,y) = f(a”s% 0 +a'2), o= flamo = £(0,9)

si f est une fonction ou un tenseur lisse sur U,. B B B
L’opérateur A,Q'(A\) a un noyau de Schwartz dont le relevé sur X x¢ X s’écrit dans U;W

kayq =33 ( (50,7 + nsd, flTr( L R)sd, — 251 Y 0., (150.,)) 5 g

2%}

Utilisant que 6~7 h sont lisses en la variable s2, on fait le changement de variable S = s2 et on
obtient

Ka,on = 5%(—4(585) +2nS8s — 2Tr(h 2 SAsh)SOs — S6-1¥°8., (hijgazj))gf%m,
ij
= Ea(ml:ylasaz)r‘“Q’(ml7yl7Séaz)

(2.34)
et Eq(z',y', S, z) est un operateur différentiel en Sds,d. a coefficients lisses en S € [0, ¢)
(c’est le relévement par  de A, agissant & gauche dans X x X). Rappelons que d’aprés
(2.32), S*%Fa(azﬂy’7 S%,z) est lisse en S € [0,¢€). On peut réecrire le noyau relevé ka g de
2,Q'()
dsdzdx'dy' 3
g1 gt

(Z[Ea,ﬂ*(ﬁ%)]ﬂ*(ﬂéwa)&(}\)+/3*(F2(¢a)ﬁ}(%))EaF (A )) do
acJ
(2.35)

Le premier terme avec le commutateur est un noyau a support disjoint de FUD, vu le choix
des fonctions de troncature (on a [Ag, ¢o]1pq = 0), son image directe par 5 est clairement un

noyau dans 22222 0> (X x X, Fo%) en remarquant que
[Ag, ¢! (2%)¢% ()] = 2°¢" (2%)[An(az), ¢ (9)] + O(z™)

Concernant le deuxiéme terme de (2.35) on fait un développement de Taylor en 2’ = 0 (i.e.
sur F) de E, pour faire apparaitre 'opérateur normal de Ay en (0,y'):

Eo(2',y',S,2) = ~4(S0s)* + 2nS0s — S _ bl (y')0:,0-, + El (2, ¢, S, 2)

1,J

avec E!, un opérateur différentiel en Sdg,0, a coefficients lisses. En remarquant que le
laplacien agissant sur les demi-densités s’écrit dans U, sous la forme

A, = —(20,)*+nxd, —° Zh” )0y, Oy, + Zak kya? Z by (2%, y—y',y") 0y
4,7 k=0 lv|<2

avec y' € Uy, ay et b, lisses tels que

b, (0,y —y',y") = b, (z,0,y') =0 (2.36)
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En passant en coordonnées (z',3', S, z), on déduit que

E.(2',y', S, 2) —T'ZSZak (S, y)(Sds) + S Z 22y, (228, 2" 2,y ) DY (2.37)

k=0 v|<2

. ' N 7l s . s .
Puisque E;, et E, sont les relévements dans U, , par 8 d’opérateurs différentiels en 20, x0y

a coefficients lisses agissant & gauche dans U, o C X x X, ils se prolongent dans ﬁa,a en des

opérateurs différentiels & coefficients lisses en les champs de vecteurs locaux 3*(z0, ), 8*(z0,)

qui sont tangents & F, B et s’annulent sur T. Ces champs de vecteurs laissent invariant I'ordre

de la singularité conormale sur B, T et la régularité sur F, ce qui nous permet de retrouver que
_

K'(\) € @, ™ (X T2). De plus d’aprés (2.36) et (2.37) les coefficients de E!, s’annulent

sur FNUL, = {2’ =0} alordre 1 et sur TNUL , = {s = 0} a l'ordre 2, donc par continuité
E! F,()\) s’annule sur F et a une singularité d’ordre A + 2 sur J. Par construction de F, ()
(voir I’équation (2.29)) on déduit que

> (B (L (60)mR(a)) (Ba = A = M) Fa(N)) (@', 4/, 5, 2) =

aeJ

> 8 (w5 (Ba) TR (a) ik, (23, SE,2) + 3 (87 (17 (9a) T ($a) EL Fa(N) (0, S, 2)

acJ a€c.J

Finalement I'opérateur K'(A) défini en (2.31) a un noyau relevé qui se décompose en

ki = (Ko + Kir) (2.38)
. v dsdzdz'dy' H
ki = Y ([Ba, 87500l + B (77,.00) EL) B (Thtba) Fa (M) Ty
acJ
* __k * * ! * * p dede’dy’ 2
Kl = Z ([Ba, B* 1L dal + B (nLda) EL) B* (TRt ) Fa(A) PrEE T

acJ

+(1= 3 5 (7 (9e) () ) i,

acJ

La restriction sur F, (avec p = (0,y"))

Y B (m1(6a)TR($a)(0,9',5,2) = Y al0,5")ba(0,y) =

aEJ aeJ

et 'annulation de E', en 2’ = 0 montrent que k%, s’annule sur J et est un noyau du petit calcul
¥, "2 Concernant les propriétés de k., la discussion précédente montre que (pp') k.

s’annule & 'ordre 1 sur 3N ﬁia et & l’ordre 2 sur TN ﬁia puis qu'il a un développement de

Taylor pair en s sur T = {s = 0} dans chacune des cartes ﬁ;ﬂ (rappelons que s = ﬁ = B*(7)

est une fonction globale sur X xq X \ B). On conclut que
- o1
Kt € RpM2pAC™ (X x X,TY)

Ko € RIT™ (X xo X,D,,TZ)

et le lemme est démontré en utilisant la discussion sur les propriétés de méromorphie de
Popérateur @'(A) (les résidus de K'(\) sur —Ny sont essentiellement obtenus en appliquant
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des opérateurs différentiels aux résidus de @'()) et sont donc de rang fini). O

Avec la décomposition (2.38), le noyau k% engendre un opérateur compact sur tout espace
HY,, par contre ce n’est pas le cas de kL., si R(\) < 5 — 1. Il nous faut donc affiner encore
la parametrix pour éliminer la singularité de ces noyaux sur la face T.

2.4 Equations indicielles

Cette troisiéme étape dans la construction est beaucoup plus élémentaire que les deux autres,

mais c’est celle-ci qui produit des poles de rang infini sur la parametrix quand la métrique

n’est pas paire. En outre, elle est plus particuliérement reliée a la construction de 'opérateur

de diffusion donnée par Graham-Zworski [12] (on I’étudiera en détail dans la section suivante).
1

, - o1 _ 7
Si kg € p"pPRIC™®(X xo X,I'Z), est le noyau relevé d’'un opérateur A € ¥, *""(X I2)
avec a,b € C et i € Ny, la relation de composition (2.22) implique que le noyau relevé

, - _ 1
de (A, — A(n — X))A est dans p®p®RIC>°(X x¢ X,T'Z). Le principe est de trouver, pour
B € R, ™" (X T2) fixé, un opérateur A € R'¥,*"(X TZ) tel que

(A, — A(n — \)A — B € Riw,* b (¥ 1g)

et on va voir que ceci est possible sia = A+ j avec j € Ny.
Pour commencer on considére le laplacien agissant sur les fonctions et on remarque que
I’on peut écrire

a7 N = —(20,;)°+(n—2a)w0, — 2> Tr(h ™" (2%)h' (27)) (#0: +a)+a” App2)+a(n—a) (2.39)

dans une carte U, avec a € J et h'(2?) := (22) '8, (h(2?)) lisse en z = 0. Ceci montre par
exemple que A, —A(n— M) envoie une fonction f € z*C*(X) sur une fonction f' € z*C>(X)
qui satisfait la relation indicielle

(@ " flox = (a(n —a) = Mn = M) (@ flsx

1l est alors facile de voir que pour tout f € C*(8X) et A ¢ 1(n—N), on peut construire une
série formelle F'(\) =3 _, fi(y)z? (et donc une fonction par le lemme de Borel) telle que

(&g = A = A)2*F(N) = 0@™), fo=f

c’est 'idée de la construction de l'opérateur de diffusion par Graham-Zworski [12]. Cette
4 o 1
discussion montre que pour une fonction k(\) € z**t7z*C>(X x X,I'¢) donnée et N € N,
1

on peut construire une solution g(A\) € 2272 C>®(X x X,T¢) de
N S o1
(A, = X(n = N)g(A) — k(\) € 22N O®(X x X,T¢)

si\¢ %(n —N). On ne peut pas directement appliquer ceci pour notre parametrix puisque le
reste K'(\) n’a pas suffisemment de régularité sur F, mais on va voir que ce procédé s’adapte
a la résolution sur 7.

On pose a = A+ 2j et puisque A, ‘commute’ avec la fonction z' en tant qu’opérateur en
la premiére variable (z,y) sur Uy o, on a d’aprés (2.39)

1 1 ’152 %+j ’1’52 %+j ’1’52 %+j
53 (Ay — A(n — A))6~ 2 (—) = 2j(n — 2\ — 2j) (P) + (—) Lo (X + 2j)

wlz w/z
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sur les demi-densités avec
La(a) := 6(z?)? (7(:1:81)2+(n72a)m8m —2?Tr(h N (2R (%)) (20, +a)+m2Ah(zz))5(m2)*%

On en déduit que si A est un opérateur de noyau relevé k4 € Rp*2ipAC>®(X x¢ X,T
Popérateur (A, — A(n — A))A a pour noyau relevé

O o=

),

(Ba = A(n = X)ka = —4j(A = 5 +j)ra + EL(A+2j)ka (2.40)
dans ﬁ;m avec les notations de (2.34) et Ef (A + 2j) défini de la maniére suivante : on écrit
dans ﬁéﬂ

sA2i Ha s, 2) dsdzdz'dy' z
Ka = - f(x $,2) | —
A (1 + 2 + |22) i Y85 E) T mtt

avec f se prolongeant de maniére lisse & U, et s’annulant sur F, on pose alors

1
2

dsdzdx'dy'

Sn+1 .,L.In+1

(2.41)

~ ! !
B+ 2j)ka = MU TN + 2)) ( @'y, 5,2) )

T+ + 2P

ot La(a) est le ‘relevé’ de Ly (a) :
Lo(a) :=0> (f (s05)% + (n—2a) 50, — s*a"* Tr(h~".h') (s, +a) — s>x"26 ! Zazi (%,i-fgaz]. ))37%

1,7

- 4 . 1
L’action de L, (a) sur une distribution de Rp'?**2C(U,.,,['¢) produit une distribution de
1

Rpp 20 (Uy.0,T¢) puisque Lo (a) est le relevé d'un opérateur sur Uy, o en ,, 2, A
coefficients lisses et que ces champs de vecteurs agissant & gauche se relévent en des champs
tangents & F, B et s’annulant sur T, ¢’est-a-dire qu’ils laissent invariant ’ordre de la singularité
conormale sur B et I'ordre d’annulation sur J mais ajoutent un ordre d’annulation sur 7. Si
dans la carte U, ,, ceci est clair, on peut aussi le vérifier dans les cartes U/ , pour i = 2,3.

On en déduit que dans 'ouvert ﬁma

EL(A +2j)ka € RpMH pAC¥ (U0, T7)

D’autre part si dans (2.41) f s’exprime comme une fonction lisse de s? on peut faire le
changement de variable S = 52 comme dans la preuve du Lemme 2.2 : dans ces coordonnées
L,(a) est un opérateur différentiel en Jg,0,, a coefficients lisses (en S) et nuls en S = 0.
Ceci implique que

EL (N + 2§)k4 € RpM242 0% (T, o, T2) (2.42)

et ce noyau est une fonction lisse de S = s* dans U}, .
Par convention on notera

E'(A+2j)ka =Y EL(A+2))kaa

acJ

si k4 est un noyau qui s’écrit sous la forme k4 = ) KA,q AVeC KA,q & support dans U, 4.

acJ
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On va donc utiliser la relation (2.40) pour affiner la parametrix et éliminer la singularité
de K}, k%, sur T. Posons pour j =0,..., N
(2U) 2 au

(.’Ifl,yl,U, V)de (243)

FM(N) = q )\SA”/ f;
o’ (A) = a;(X)S> Jrz (S+U2+\2—V\Z,)>‘+2-7KK"'

A . 1 .
définie dans U, , puis

j * ok * * * ; ~ dsdzda:’dy’ %
K}(j' = Z([Emﬂ TL0a] + B (77 60) Ea)TRta Fa (\)do PSP

acJ

Comme pour I’étude du Lemme 2.2, il est facile de voir que ces distributions sont dans
4 - 1
RpM2i+2 0% (X x¢ X,T¢) et que

N
. ‘ _ _
Ko — kgl € RpMPNHI A0 (X %o X, TE)
Jj=0
est holomorphe en A dans On: (les a;(A) ont des poles seulement en A = —2j, —2j — 1,...).

De maniére essentiellement similaire & la construction de Guillopé-Zworski [15] dans le cas
de la courbure constante prés du bord, on définit alors par récurrence les opérateurs Q7 ()
et KJ/'(A) (pour j =0,...,N) dont les noyaux relevés sont

1,0

H 1
o =0, kon = ——— g = EY O+ 25 + 2) (ko — Ko 2.44
kQr, Ry 4A- 5+ 1) RK; (A+27+ )(KQ]‘ KQ;‘—1) ( )

Kon = K AR~ KKy
GO TG (A 24+ 1)

de sorte qu’en utilisant (2.40) et (2.42), on ait

(2.45)

J
(B = An = A)Boriqy = 3 Burldh + Buriser
k=0

4 _ _ o1
avec K € Rp*M2i+4 g2 0o (X xo X,TZ). On obtient alors le

Lemme 2.3. L'opérateur Q" (\) := QN (\) défini en (2.45) avec j = N vérifie

[=F¥T

Q”(A) € R\II(;OO7A+2,A(X7F )

et si Q'(N\) est Vopérateur défini en (2.27) et Q(N) := Qm(A) celui construit dans le lemme
2.1, alors on a

(Ag = Aln = AN(@QMN) — Q"(N) = Q"(N) =1+ K"()) (2.46)

K"(\) e quam+27)\+2N+47)\(X= Fé)

De plus, Q"(X) et K"(X) sont méromorphe-finis dans On: (avec N' = N —n —1) a valeur
respectivement dans L(HY, HO y) et L(HY).
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Preuve : la structure de kg~ découle directement de la discussion précédant le lemme.

De plus, on remarque que
N
(H(/\ - g +k+ 1)1> ar(\)

k=1
n’a des poles qu’en —Nj et ils sont d’ordre 1, ce qui implique la méme propriété pour KQy, KKy
en utilisant les définitions (2.44), (2.45). Leur résidu est de la forme (2.33) et I"image directe
par 3 du résidu de kqQy en —k est une somme (sur a € J et 21 < k) de termes de la forme

Pl?,l (z,y, mammay) Ir(mm/)mik Z mimljyuyw z{ii,u,l/(ml’ yl)
[ i+ i+ |+ v <2k—41 J
avec Pl“k({, Yy, 205, x0y) des opérateurs différentiels lisses en 20,29y, et f; , , des fonctions
lisses sur X & support dans U,. On en déduit que Q7%;(A) est méromorphe-fini en utilisant le
méme genre d’arguments que dans le Lemme (2.2) (les noyaux associés dans les espaces HY

o1
sont méromorphes & valeur dans L (X x X,T'2)). L'opérateur K''(\) défini par I’équation
(2.46) a pour noyau relevé

KK = K,}{,, + K,%(,, + K%,,
N
1, : :
Kjen = Kjer — E Kyl Kion = Ko, Koo = —Kgr
=0

et d’apreés la discussion précédant le lemme et ’étude du Lemme 2.2, ce noyau vérifie
‘ _ _ 1 _ _ 1
kin € R (p*“’”“p’*cm(x xo X,T3) + I7™2(X xq X,DL,FS))

On voit donc que 2=V K"”(\)z" a un noyau relevé dans

O o=

R (VPN C (X % X,T2) + I (X xq X,@L,ré)) c L™(X x X,T)

si A € On et ses propriétés de méromorphie dans Oy sont claires. g

Le reste K''()) est en fait un opérateur compact sur H%;, plus précisemment on va voir
qu’il est dans une classe de Schatten.

2.5 Continuité et norme du reste

m—2

La premiére chose que I'on peut remarquer est que K'()) est continu de HQ, dans HNLT

pour A € Oy en utilisant les propriétés de continuité (2.23) de

\Irm+2,>\+N,>\+N(X F%)
0 )
et la continuité de la multiplication par £ comme opérateur de 3—(’1(7,’72 dans 9—(’1(7,;?

Pour z € Z,(0X) fixée, le double [X]? de X est une variété compacte munie de la structure
C* induite par = (discutée dans la partie 1.2). Puisque g est paire, on rappelle que si ¢ est
l'involution échangeant les facteurs sur [X]?, la fonction x se prolonge en une fonction lisse
sur [X]? (notée encore ) telle que x o1 = —x et la métrique x2g se prolonge en une métrique
lisse g sur [X]? invariante par ¢ et dont la restriction & chaque facteur X de [X]* est z%g. On
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définit Vinclusion 4 : X — [X]* a droite de X dans [X]? et 1 la fonction caractéristique du
facteur X a droite dans [X]?. On définit alors les opérateurs continus suivants

—n—1 ,

o= oz Agf

j:{ H) - L*([X]°.T%) R:{ L2(|X], T

tels que RIf = f pour tout f € HJ. On peut remarquer que pour tout opérateur différentiel
_ . _ 1
lisse D d’ordre 1 sur [X]? et f € C*°(X,['¢) on a

DIf =92 D|gz = f
et puisque 2D| ¢ € Diffy(X), on déduit en utilisant (1.12) et (1.15) que
DI H = L2([X]%,T?)

est borné. De plus, puisque [X]? est compacte on définit H'([X]2,I'2) comme le domaine de
(1+ Ag)% et cet espace est un espace de Hilbert dont la norme peut étre donnée par

11 xry = W2y + D I1Dif 7o ixpe)
i

pour une famille finie d’opérateurs différentiels lisses D; d’ordre 1 sur [X]?. On a donc pour
A€ Opn , ,
VK" NzN = RO+ Ap) 2(14 Ag)29z VK" (N2 € 8, (H))

en rappelant que N K" (A\)zN € L(HY, H}) si A € Onr, que (14+A;) 2 est dans la classe de
Schatten 8,(L*([X]2,T2)) si p > n+1 car [X
de K"()\) dans HY, vérifient

X]? est compacte. De plus les valeurs singuliéres

pi(K"(N) < Cj~ =+ [ K" (Mg (acg, 91 (2.47)

N+1)

en utilisant p;(AB) < p;j(A)||B||. On est donc ramené & estimer la norme de K" (A) dans
des espaces de Sobolev & poids pour obtenir une majoration de ses valeurs singuliéres.

Lemme 2.4. Soit K" ()\) Uopérateur sur H%, défini dans le Lemme 2.3, alors il existe deux
entiers positifs Cn,dy tels que

(Cn (N~ j~ 7
dist(\, —No)

pi(K" (X)) <

pour A € On' et A ¢ —Np.

Preuve : d’apreés (2.47) il suffit de majorer
“N-1gn N
||z KNz HL(}C[‘}JCEJ)

ce qui sera obtenu en majorant les noyaux relevés dans chaque carte U, , ou de maniére
équivalente dans chaque carte U}
;

K" Mlle e, ae,) SC Y (fup<1 1(s05)" (s0.)" 2" s~ N~ 1;<;K,,|,130> (2.48)
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1
ot la norme ||.||p est la norme sur (pp')" T L>(Uq,a,1'§)

Puisqu’on ne cherche pas a les connaitre, Cx et dy désigneront par la suite des constantes
(non nécessairement toujours les mémes) dépendant de N mais pas de .

D’abord, on tire de (2.36) et (2.37) que Uopérateur (z's) "1 E! est un opérateur différentiel
d’ordre 2 sur Uoll’a a coeflicients lisses et bornés en les champs de vecteurs sds, s0,,, 2;0;,. De

plus, si D est un de ces champs de vecteurs, on a pour (z',y’',s,z) € U(]I’m et (u,v) dans un
compact K de Rﬁ“

2 a
D su
s24+u?+ |z —vf?

avec Cg > 0 dépendant de K.

2su R(a)
<C 2.49
>~ K<a> <52+U2+|Z’U|2> ( )

Commengons par estimer le terme provenant de x%,. D’aprés la discussion précédente
sur (z's) "' E.,, il suffit de majorer les dérivées de F1()\) dans U} , jusqu’a I'ordre 3, ce qui
est obtenu en dérivant sous 'intégrale (2.28) le terme kg, aprés avoir fait un changement
de variable v' = A, v (A, est une matrice inversible sur R” & dépendance lisse en y') dans
cette méme intégrale de sorte que |v'| = |v|,». On obtient donc pour A € Onr la majoration

dans U, (avec les notations de (2.48))

:‘11‘P<1|\(Sas)i(-gaz)"mlfl-‘folf'@%wHLgo < CNHk;\((COSh(dH"Jr‘(':e)))71)|‘L1(R1+],dmdy)
x sup ||(s05)"(s0:)" k., || ne
i+|v|<3
(On DT
dist(\, —No)

en utilisant le Lemme B.1 de 'annexe B, la majoration (obtenue par la formule de Stirling)

N CN
2l j< N (2.50)

(A < ————
0 < o 4 S

~ 1
et le fait que Kk, est un polynome en A, a coefficients dans C?(U,,o, ) et s’annulant a
tout ordre sur {p =0} U {p' =0} si m > n.

Ensuite vient la majoration du terme provenant de k., qui est obtenue en estimant les
dérivées en s0s, 50, 2;0;; jusqu’a l'ordre 3 de l'intégrale

/ STNT2QUYMINT2 e (!4, U ALY 5y 25U AU dV
Jantt (2 + U2+ [Ayz — V]2)A2N+2 N\t U2 A,z V]E) T
"

(2.51)

EN () =00 ajenia (M
j=0

1
pour la norme de (pp')" "' L>®(U, o, TZ) (on a repris I'intégrale (2.32) avec seulement le reste

ki’N du développement de Taylor de k3 a I'ordre N a la place de k3) En utilisant le fait
que (U,V) = kk,, (',y',U, A;,] V') est a support dans un compact indépendant de (z',y’)
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((z',y'") est dans un compact), on déduit de (2.49) que I'intégrale (2.51) et ses dérivées jusqu’a
Pordre 3 se majorent, par

(CN )™ sup sup |9fRY™ (1)) X ||k, |2z
i<3 t€[0,1]

pour A € On. En utilisant encore le Lemme B.1 de I'annexe B, on en tire que pour A € Oy

sup [1(50,)'(50-)7 2" 5 N Uikl < (Cw ()™
i+|v|<1

Enfin il reste & contréler le terme provenant de k%, = —£kky. On rappelle d’abord que

les E*(\ + 2j) sont des polynémes en A. Les normes a estimer sont des dérivées d’ordre au
plus 2N +5 des fonctions F+/(X). En reprenant leur définition (2.43), les majorations (2.50)
on vérifie que

3

sup |[(s0)"(50:) 2" ?s N ke || L
i+v|<1

est majoré par une somme de termes de la forme

. 2U
0507
572 (S+U2+z—vj,

Al4|v|-N—-1, ., .
CN()\)dN572 +,7+z+km/2k+l/

A+2j
> ‘dUdV X HK‘KmHLZO
JK

pour i + |v| < 2N —2j +5 et #—l—i%—k >N-j+1,KC IRT“] étant un compact. Une
étude attentive de cette intégrale ainsi que la majoration
Z(1+S+|21)7<C

dans U} _ nous permet d’en déduire que

o,

; o _N— Cn (M)
su $0,5)1(s0,) 2" 2s NS L < (7
i+\1/\p§] H( ) ( ) K HL“ - dlSt(A7 —No)

pour A € O, le lemme est donc démontré. O

2.6 Prolongement méromorphe de la résolvante
On a maintenant tous les ingrédients pour montrer le

Théoréme 2.5. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique paire de dimension
n + 1, alors la résolvante du laplacien

R(\) = (A, = An — X)) ~" € Mery (99, L(3H))
se prolonge pour tout N > n + 1 en une famille méromorphe-finie d’opérateurs
R(\) € Mers(On_n_1, L(FHY, H »))
Preuve : récapitulons I'approximation de R()\) obtenue

(Ag = Aln =A@ — Q") — Q"(N) =1+ K"())
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avec K''()\) € L(HY) compact méromorphe-fini sur Oy et Q(A), Q'()), Q" (\) méromorphe-
finis sur Oy & valeur dans L(HS,, H? 5). De plus, la structure de Q(N), Q'(A) et Q" ()
implique que ces opérateurs sont bornés de HY dans H2 si R(A) > 5 on a donc

R(A) =Q(\) - Q'(N) —Q"(N) - RINK"(N) (2.52)
pour R(A) > F sur HS. On rappelle I'équation de la résolvante dans le plan physique
R(A) —R(z) =(AMn —=X) —z(n —2))R(N)R(2) (2.53)

pour R(\) > 2 et R(z) > 2. Fixons Ay = Y avec M > 2N, alors (2.52) et (2.53)
impliquent
RN+ KX\ Au)) = Ki(A Am)
KM\Ay) = (A(n = X)) = Apu(n —Au)K"(A)R(An)
Ki(AAu) = R(Awm) + (AMn = A) = An(n = An))(Q(A) = Q'(N) = Q"(A)) R(Aumr)
si R(A) > 2. On a alors besoin d’é¢tudier la continuité de R(Ap) sur HY avec r > 0 pour
restreindre cette égalité & cet espace & poids. Il est en fait montré par Mazzeo-Vasy [25, Th.

3.3] que
R(Ar) : HY = HY,

est borné de norme majorée par Cy. On déduit donc que
KMAy) : HY = HSY, KM 2): HY = HO

sont méromorphe-finis en A dans Ons avec K(Aar, Apr) = 0 et K (A, A\ys) compact, on peut
donc utiliser le théoréme de Fredholm analytique et obtenir le prolongement méromorphe-fini
de R()\) sur Oy & valeur dans L(H%, HO 5)

RO\ = Ky (M) (1 + K\ )™t
et le théoréme est démontré. O
On appelle alors résonances les poles de ce prolongement et R, I’ensemble (discret) des

résonances de A,. Notons qu’en utilisant par exemple les arguments de Agmon [1], on peut
vérifier que ces poles ne dépendent pas de N, ni d’ailleurs leur multiplicité définie par

m(X) = mx ((n — 2\)R(V))

si Ag est une résonance (i.e. le rang du résidu de la résolvante comme fonction de A(n — A)).
Notons que la construction que 'on a utilisée, due & Mazzeo-Melrose [24], peut &tre

poussée de maniére & obtenir un reste régularisant. Ceci permet & Mazzeo et Melrose de

préciser la nature du noyau de Schwartz de 'opérateur prolongé (voir aussi [4, Th. 2.1])

Théoréme 2.6. Si (X,g) est une variété asymptotiquement hyperbolique, la résolvante du
laplacien R(X) se prolonge en une famille méromorphe-finie d’opérateurs

R(\) € Merp(On \ (Z1 U Z2), L(H%, 3 ), YN >0
Son noyau de Schwartz r(\) se décompose en (X)) = ro(X) + r1(A\) + 7m2(\) avec
B*(ro(N) € T"2(X xo X,D,,T¢)
B (r (V) € PoC™(X xo X,T¢) (2.54)
ra(\) € 22 (X x X,T2) (2.55)
A A

0t (pp') " Ar1(A) et (zx') " ra(N) sont méromorphes dans C\ (Z' U Z2) et ro(N) est le noyau
d’un opérateur holomorphe dans C a valeur dans L(3H).
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2.7 Majoration du nombre de résonances dans des bandes

Pour cette majoration on utilise la construction précédente ainsi que les techniques habituelles
faisant intervenir le déterminant. Comme avant C'y et dy seront des entiers positifs dépen-
dant de IV, non nécessairement toujours les mémes. On pose

Dn(A) = detygy (14 K (A Au)"+?)

qui est bien défini et méromorphe dans On+ avec pour seuls poles possibles les A tels que
A€ =Ny ou AMn — ) € opp(Ay), on note Zny = (2;); U'ensemble de ces poles. D’aprés la
construction de K (A, z) et K1 (], z), les poles sur —Ng NOpn+ sont d’ordre 1 et de rang majoré
par une constante Cn et ceux de R()) aux points A tels que A(n — X) € 0,,(A,) sont d’ordre
1 et de rang majoré par une constante C. En utilisant alors [15, Lem. A.1,A.2] on obtient
que la multiplicité m(Ao) d’une résonance Ag de R(A) satisfait

m(Xo) < a(Dn(A)) + Cn Uzy (o)

avec vy, la valuation (voir les définitions de I’Annexe A). On multiplie alors Dy (A) par un
polynéme Py (A) qui a des zéros d’ordre Cn aux points A € Zy et on déduit que

m(Ao) < vr, (Dn(A) P (A)) (2.56)

en utilisant la relation vy, (A(A)B(A)) > va, (A(X)) + v, (B(N)).

Ensuite on va appliquer le théoréme de Jensen & Dy (A)Pn(\) dans le disque de centre

Ay = ”EM et de rayon M+TNI Notons que ce disque contient un rectangle
., N' n N'(M — N'
{Ae@w»e{gEnﬂ,wu><——ig——l}

En utilisant le Lemme 2.4 et les relations
det(1+47) < Cexp [ O w4 | . ws(AB) < 11Blus(4) (2.57)
JjEN
si Ae8,(H) et Be L(H) sur un espace de Hilbert H, on trouve que
IDn(A)] < elOFON™ (2.58)

dans On' N {X € C;dist(\, Zn) > %} Le principe du maximum appliqué a la fonction
holomorphe Dy (X) Py (A) dans chaque disque D(z;, 1) et on déduit de (2.57) et (2.58) que

DN (AP (V)] < O™ (2.59)
dans Q. On peut d’autre part remarquer que
|Pn(An) D (Am)| = [Pn(An)| > On MY (2.60)

et le lemme de Jensen appliqué & Dy (A)Py(A) dans le disque de centre z = ¢ + M et de
rayon M + NT' combiné avec (2.59), (2.60), (2.56) prouve le
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Théoréme 2.7. Soit (X,g) une varitété asymptotiquement hyperbolique paire. Pour tout
N, M >0, il existe des entiers Cn,dN tels que

> m() <COyM
AER,NT(N,M)

si T(N, M) C C est le rectangle défini par

T(N, M) := {)\ € CGRO) € [g _ N, g] LISV < M}

Remarque : si la variété X est analytique et que 22g est analytique (avec z analytique),
on peut reprendre les estimations en utilisant des fonctions de troncatures quasi-analytiques
pour la parametrix et le fait que les normes des dérivées d’une fonction analytique reelle f
(sur un ouvert U C R™*!) sont majorées uniformément en fonction des normes de f dans
un voisinage complexe V C C**! de U (il s’agit essentiellement des arguments utilisés dans
[15]). Dans ce cas on peut vérifier que les constantes Cn, dy du Théoréme 2.7 sont majorées
par

Oy < (CN)N dy <CN

et en posant M = 4N on trouve que le nombre de résonances compris dans le disque D (%, V)
est majoré par (ON)“N.
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3 Etude de la résolvante prés de 3(n — N)

Dans cette partie, on va détailler le comportement (en ) de la résolvante R(\) prés de Z U
Z% = 3(n — N), et plus particulierement prés de Z!. En effet si 'on a vu dans le Théoréme
2.5 que la condition de parité de la métrique implique un prolongement méromorphe-fini de
R(X) a C tout entier, il n’est pas clair qu’il en soit de méme dans le cas général.

Pour traiter ce probléme il est plus adapté d’étudier 'opérateur de diffusion S(A). En
effet, Graham et Zworski [12] ont donné une présentation simple et explicite de cet opérateur
permettant de caractériser précisemment la nature de S()) au voisinage de 1 (n + N). Grace
a leurs calculs et la formule S(n — \) = S(\)~', on peut alors détailler le comportement de
S(X) au voisinage des points de 3(n — N), puis les relations entre R(A) et S(A) seront alors
utilisées afin d’étudier les singularités de R()) sur 1(n — N).

3.1 Opérateur de Poisson, opérateur de diffusion

On rappelle la construction des opérateurs de Poisson et de diffusion par Graham-Zworski
[12], ainsi que quelques autres résultats et propriétés utiles principalement dues a Joshi et Sa
Barreto [19].

Quelques propriétés de la résolvante On se place pour U'instant dans le cas d’une variété
asymptotiquement hyperbolique quelconque. Mazzeo [21] montre que pour tout A € C, il

n'existe pas de fonctions f non nulles de C>°(X,T¢) telles que (A, — A(n — \))f = 0. En
utilisant la théorie spectrale, il est clair que les points A, € {R(A) > 3} tels que Ac(n — e) €
opp(Ag) sont des poles d’ordre 1 de R(\) dont le résidu est

Resy, R(\) = (2A. — n) Zm ® dp,  dp € 2 CF(X,TT) (3.1)

ot (¢r)k=1,... p sont les fonctions propres normalisées de A, pour la valeur propre Ao (n— A¢).
De plus, ’équation indicielle (reprendre (2.39) dans le cas h(z,y,dy) non pair en x)

(Ag = Ae(n = Ae))aH f = j(n—2X = j)z* T f + O M), feC=(X), jeN

prouve que si ¢rlsx = 0 alors ¢ € C’OO(X,F(%), ce qui est exclu d’aprés le résultat de
Mazzeo. De plus, les arguments de Perry et Patterson [30, Lem. 4.9] montrent que R()\) n’a
pas de poles sur la droite critique {#(\) = 7}, sauf peut étre en A = 3 (c’est encore une
conséquence du résultat de Mazzeo [21]).

Enfin on peut remarquer que la symétrie ‘R(\) = R()\) sur L(H]) pour A € (n,+oc)
s'étend a L(HQ,H° y) pour tout N > 0 et donc par prolongement analytique on a sur
On\ (R, U Zi)

R(\) =R())
dans L(HY, H? y) et r(A;m,m') = r(X\,m',m) pour m # m' sir()\) est le noyau de Schwartz
de R(\) décrit dans le Théoréme 2.6.

Opérateur de Poisson Le probléme de Poisson est de trouver une famille d’opérateurs
continus

O ol

PO : C(0X, T @ [N*OX|" ) = 22 C®(X,T2) + 2" 2C=(X,T7)
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méromorphe (faiblement) dans Oy avec pour uniques poles les A, tels que A (n — X) €

_n

opp(Ag), continu jusqu'a {R(A) = 5} \ {5} et satisfaisant
(Ay = A(n—=A)P(N) =0
PA)f =2"Fi(\) + 22 Fy(N)

Fi(\), Fy(\) € C(X,T§)
(% Fy (\)]ox = flda]>

(3.2)

Les fibrés trivialisables [N*0X|* (avec a € C) sont les fibrés des a-densités conormales &
0X C X, ils permettent d’obtenir des définitions indépendantes du choix de la fonction z
qui définit le bord (voir [16] pour quelques détails). La construction de Graham-Zworski est
relativement simple et n’utilise que ’equation indicielle et la propriété de continuité suivante
de R(\)

R(\) : C%(X,T2) = 220 (X,T2) (3.3)

obtenue & partir du Théoréme 2.6 et de (2.25). On va détailler cette construction puisqu’elle
va fortement nous servir pour la suite.

Pour simplifier, on se restreint aux fonctions plutét qu’aux densités, sachant que 'on
retrouve I'un & partir de 'autre en conjuguant par une section du fibré. La premiére étape
est de construire, & fo € O (9X) fixée, une solution Fo, = Fo (A, fo) € C°(X) de

(B — Mn = X)a" AFo = 0@™),  Folomo = fo (3.4)

il est donc clair qu’une solution dans le collier U := U, suffit, quitte & la multiplier par une
fonction de troncature a support prés de X et valant 1 dans un voisinage de 0X. Dans U

on a d’abord la relation
(A, = An —X\)z" > = 2" D,

Dy = 7.7728§+(2)\ -n—1- gTr(hfl(m)amh(m))) m@mfwrfr(hfl(m)@mh(m))-l-mQAh(w)
et pour f € C®(0X),
Da(fad) = J(20 —n— j)fa + GO i) (35)

‘ n—z)x _

GENY) = 2 Buio f) — "I ()0, (@) £0)
Supposons que F € C(X) soit une fonction telle que DyF = O(z?) (avec j > 1), alors
puisque G(z)f = O(z) pour tout f € C>(8X), (3.5) assure que

(@7 DA(F))le=o

DyF —D J
* A(”“" iCA—n—j)

) o

Soit fo € C*(8X) fixée ; puisque Dy fo = O(z) d’aprés (3.5), la remarque précédente nous
permet de construire les fonctions F; € C*°(X) (pour j > 0) et f; € C>°(9X) (pour j > 1)
par la formule de récurrence

— (&7 DA(Fj1))]e=o
j@2x—n—j) 7

Fo=fo, fj= Fj=F; 1+ fizl, j>1 (3.6)

On a donc par construction ‘
Da(Fj-1) = O(z)
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et d’aprés le lemme de Borel, il existe une fonction F, € C°°(X) dont les coefficients de
Taylor en z = 0 sont les f;, ce qui implique que F, est une solution de (3.4). Par ailleurs,
on peut écrire les f; sous la forme

fi =pixrfo (3.7)

oil pj » est un opérateur différentiel d’ordre inférieur ou égal a 2[j/2] sur X.
Le deuxiéme point est de poser

PN fo := Fuo (X, fo) = RN(Ag = Aln = A) Feo (A, fo)

et il est clair en utilisant (3.3) que P(A) est solution de 3.2. Le fait que Fuo (), fo) soit non-
linéaire en fy (de par I'utilisation du lemme de Borel) n’est pas important puisqu’il est facile
de vérifier (cf. [12, Prop. 3.4]) l'unicité d’un opérateur solution du probléme de Poisson,
qui implique nécessairement la linéarité de P(A\). L’opérateur P(A\) est appelé opérateur de
Poisson ou opérateur d’Eisenstein.

En négligeant toujours la dépendance par rapport a la fonction z définissant le bord (qui
est exprimée dans le terme |dz|"~*), on définit 'opérateur E()\) dont le noyau de Schwartz
e(A) est la restriction pondérée du noyau de R(\) sur T

e(A) == By (B*(x M 3r(\)]) € C~(0X x X,T§) (3.8)

D’apreés (2.54) et (2.55), la distribution e(A) a une singularité conormale sur B décrite par

B*(e(\) € FARMEC™(8X xo X, TE) + * (e C=(0X x X,T)) (3.9)
On en déduit facilement que E()) est continu de C™°(X, Fé) dans C>(8X,I'7) et son tran-

_ _ 1
posé est bien défini de C~*°(0X, F%) dans C~*°(X,I'Z2). Suivant les propriétés d’holomorphie-
méromorphie de (2.54) et (2.55), on a

B* (@' e(N) € Hol(Uy, L*(X xo X,13))
Uy := {/\G(C;g—N<§R(/\) <N ¢ (RyuZluZ?)}

~ 1 _ 1
et en utilisant isomorphisme §* entre L?(dX x X,T¢) et L*(dX x¢ X,T§), on obtient que
E()) est Hilbert-Schmidt de L2(X) dans L2(8X), puis

E(\) € Hol (Un, L(HY, L*(0X))) (3.10)

Ceci implique par ailleurs que E()) est holomorphe sur Uy & valeurs dans £(L2(0X), H° 5

Enfin les seuls poles de E(X),’E()) dans {R(X) > 2} sont les X, € C tels que Ae(n — A.)
opp(Ag) et (3.1) implique que ce sont des poles d’ordre 1 et de multiplicité finie.

Ce qui nous a amené & définir E(\) est que son transposé est 'opérateur de Poisson

).
€

PON) = E(N)

et c’est essentiellement le point de vue choisi par Joshi et S& Barreto [19] pour définir
lopérateur de Poisson. Notons que cette représentation par son noyau de Schwartz per-
met de montrer que P(\) se prolonge méromorphiquement a4 C\ (Z! U Z2?). De plus, on
voit que P(A) est holomorphe en Zl_ U Z_2|_ ou peut avoir un pole de multiplicité finie en A, si
Ae(n = Ae) € app(Ay).
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Opérateur de diffusion L’opérateur de diffusion S(A) est 'opérateur défini pour R(\) >
3. A ¢ (Z]+ U Zi) et A(n — A) & opp(Ag) par

SO - { C®(0X, Iz @ |[N*0X|" ) — C®(0X,I'7 ® |N*dX )
' / S @ERO) |yl

avec les notations de (3.2). La encore on va oublier la dépendance par rapport a z et le fibré
conormal qui la controle puisque ¢a n’a pas d’incidence pour la suite.

Joshi et Sa Barreto [19] montrent que S(A) se prolonge méromorphiquement a C \ 37 et
a pour noyau de Schwartz

s(A) := (2A = n) (Ba), (B (z M Ea" M Er(N)) |7ns) (3.11)

Notons que cette restriction est bien définie comme distribution L' dans R(\) < % et X ¢

Ry U ZL U Z2, mais elle admet aussi un prolongement holomorphe a C\ (R, U $Z). En effet,
en utilisant (2.55) et (3.11), on a

s(A) = (Ba), (r 2 k(M) + ka2 (V) (3.12)

Ey(A) = (2X — n)((pp") M E R 1 (N)|7ns € C®(0X xo 0X,T'7)
Ea(A) = (2X — n)((z2') 19 (A)) lgai—0 € C (X x 0X,T?)

k1(N) et ko(\) sont respectivement holomorphe et méromorphe dans A € C\ (Z' UZ?). Pour
RA) < Zet A¢ (RyUZ UZ?), s(A) est alors une distribution conormale polyhomogene
d’ordre —2\ associée a la diagonale B de dX et S(A) est un opérateur pseudo-différentiel
polyhomogéne d’ordre 2\ — n sur X. Suivant la définition [36, Def. 11.2] de Shubin, S(\)
est une famille holomorphe dans

{éR(/\) < %} \ (R,UZ' UZ2)

d’opérateur pseudo-différentiels d’ordre 0, par conséquent S(A) est holomorphe dans le méme
ouvert a valeurs dans £(L*(X,T'7)). Le prolongement de r~2*k;()) a C\ (R, U 17) est
donné par le prolongement des distributions du type |V |27 (avec j € Ny) dans R" [18,
Th. 3.2.4], ceci en localisant dans les cartes sur 9X.

Le symbole principal de S(A) est donné par Joshi et S Barreto [19]:
o0 (S(N) = c¢(N)ag (Y?7) (3.13)
Pz -

r(A-3)

Y= (14+Ap)2, c):=2""2

ce qui nous ameéne a poser la factorisation (voir Perry [32], Perry-Patterson [30] ou Guillopé-
Zworski [16] pour une approche similaire)

S(A) :=c(n = NT A MEgN)T A3

et S(\) s’exprime sous la forme
SA) =1+K(\)

oit K()) est une famille d’opérateurs compacts pour A € C\ (R, U 17).
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Rappelons de plus les équations fonctionnelles satisfaites par S(\) et §(x\) sur 'axe

{RA) = 2\ {5} (cf. [12])

STTA) =S —A) =85\)*, SN =8m-)\=SN* (3.14)
ce qui montre que S(A) est réguliére sur la droite critique {R(A) = 5}.

L’équation S~(X) = S(n—\) va redonner le prolongement méromorphe de S()) au feuillet
non-physique si I’on sait inverser 1+ K (), et cette inversion peut étre traitée par le théoréme
de Fredholm analytique. Cette méthode est utilisé par Perry [32], Perry-Patterson [30] ou
Cuevas-Vodev [8] par exemple. Pour cela il nous faut étudier les propriétés de méromorphie
de K(\), naturellement héritées de S(\), dans un voisinage du feuillet physique Og. L’un des
points particuliérement importants concernant 'opérateur de diffusion sur ces variétés est
qu'il a des poles dans le feuillet physique Oy qui ne proviennent pas des valeurs propres L2.
On observe déja ces poles sur le symbole principal de S(A) en (3.13). Ces poles proviennent en
fait du prolongement de r~2*k;()\) c’est-a-dire du prolongement des distributions |V/|~2A+J
sur R (cf. [18, Th. 3.2.4]). Ils sont étudiés en détail par Graham et Zworski [12, Prop. 3.6]
en utilisant la construction de 'opérateur de Poisson discutée auparavant. En notant

n+j

Aj =y

(3.15)

Graham et Zworski montrent la

Proposition 3.1. L’opérateur de diffusion S(\) a toujours des poles d’ordre 1 sur Zi et au
plus des poles d’ordre 1 sur Zi, les résidus auz points (\;)jen étant

ReS)\jS(/\) = H)\j —Pj, Dj = ReS)\j (p]")\) (316)
avec pj x défini en (3.7) et Ily; est lopérateur de rang fini ayant pour noyau de Schwartz
™, = (20 — n) ((z2") M2 Resy, (V) lox xox (3.17)

Les p; sont des opérateurs différentiels sur X et sont donc de rang infini ou nuls. En
fait, il est facile de voir que les pa; ne sont jamais nuls, ce qui implique la présence de poles
d’ordre 1 de multiplicité infinie pour S(A) sur (Xs;)jen = Z73.

Pour i € R, on note H (8X) := H(9X,T?) I'espace de Sobolev d’indice i sur 8X.

Lemme 3.2. Pour tout e € (0,3) et a > 0:
K(X\) € Hol (0 \ (Z UR,), L(L*(0X),H'~*(8X))) (3.18)
En chaque point Aajq1 € Z}_ avec j € Ny, K(\) est régulier ou a un péle d’ordre 1.

Preuve: soit ¥™(0X, F%) I'espace des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m sur 9X,
agissant sur les demi-densités. La distribution (85).(r 2 k;())) est méromorphe dans O,
avec des poles d’ordre 1 sur %(n + N) dont le résidu peut engendrer un opérateur de rang
infini (cf. [18, Th. 3.2.4] par exemple). En divisant par I'(§ — A), on tue les poles situés sur
2 + N et suivant la définition de M.Shubin [36, Def. 11.2|, les opérateurs (I'(% — X))~ ' S(A)
forment une famille holomorphe

SO € Hol (oe \ (ZLUR), m2§’?<*>+"+ﬂ(a)’(,r%)) , Ya>0

CERY
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Cela se vérifie aisément dans chaque carte en calculant par transformation de Fourier locale
le symbole total (local) de (T(% — A))~'S(A) : les propriétés de (3.12) en font un symbole
polyhomogéne pour chaque A, & dépendance holomorphe en A au sens de M.Shubin.

On tire donc des propriétés de T2~ (cf. [36, Th. 1.11]), de (3.13) et de la composition

des opérateurs pseudo-différentiels holomorphes que K ()\) vérifie
K()\) € Hol (oe \ (ZLUR), \IF”“"(BXI%)) . Ya>0

Enfin (3.18) en découle immédiatement en utilisant les critéres de continuité des opérateurs
pseudo-différentiels sur les variétés compactes.

En ce qui concerne la nature des points de Z}r, c’est une conséquence directe de la Propo-
sition 3.1 mais on peut aussi le voir simplement sur la distribution r~2*k; (}). O

3.2 Equivalences entre méromorphies
Dans cette partie on montre comment les propriétés de méromorphies de R(A) et S(A) sont
liées.

La premiére étape est de montrer que ’équation de Green obtenue par Agmon [2] , Perry

[31, Th. 5.3 et 6.3] et Guillopé [13]| sur des variétés hyperboliques reste vraie dans notre
cadre.

Lemme 3.3. Pour N > 3, on a dans Uouvert

{Ae@;n—N<§re(A)<g,A,n—A¢(zluziuszg)} (3.19)
l’égalité holomorphe suivante sur L(HS,, HO 5)
RO\ — R(n—\) = (2 — n)'E(n — NS\ E(n — \) (3.20)

Preuve : on prouve d’abord que pour \,n — A ¢ (R, UZ UZ%), m,m' € X et m # m/,
on a

r(A\;m,m') —r(n — Xym,m') = (n — 2)) ./3)2 e(X;.,m)e(n — X;.,m') (3.21)

En conjuguant par les sections des fibrés de demi-densités on va considérer les noyaux de
Schwartz r()), e(\) comme des fonctions L], . sur X x X et X x X par rapport aux mesures

dvoly, ® dvoly et dvoly ® dvolp,. La formule de Green donne
/ r(X;z,m)0nr(n — X z,m') — Opr(X; 2, m)r(X; z,m')do(z) =0
J0Q

avec 00 := S, (m)US.(m')UZ; ot Sc(m) est la sphére de rayon € centrée en m, Xy = {z =t}
et 0, est la dérivation par rapport au vecteur normal unitaire (pointant vers I’exterieur du
contour). Lorsque € — 0 les intégrales sur les sphéres donnent

r(A\;m,m') —r(n — Xym,m')

en utilisant que (Ay — A(n — X)).r(X;z,m) = 6(z —m) et (Ay; —A(n — A)).r(n — A z,m) =

d(z — m). Maintenant on remarque que sur ¥; on a 8, = x0, car
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avec (yi)i=1,...n un systéme de coordonnées locales sur 0X. De plus suriZt la mesure do
s’écrit do = t~"dvoly,. Enfin, a m' € X fixé et z = (z,y) € U =[0,¢) x 0X

z = r(Am,y,m') —2te(\y,m') € 22 C™(U)

donc en passant & la limite ¢ — 0, la contribution de I'intégrale sur X; est

W—ZULXdM%mkm—Awmﬂmwmw)

et (3.21) est vérifice. Pour R(A) < ¢, on reprend I'équation (3.21) que 'on multiplie par

2~ (m) en faisant tendre m vers y € 0X. Etant donné que '~ *e(}) est continue sur §X x X
pour R(A) < %, on obtient a m' € X fixé et y € 0X

d&%mﬁZfAXdM&wdnfM&mﬁwdm@) (3.22)

En réinjectant les facteurs de demi-densité, on peut réecrire (3.21) et (3.22) sous la forme
R\ —R(n—X)=(n—2N)'ENE@m — ), EX)=-"S\E[Mm —\) (3.23)

au sens des opérateurs continus de C' (X,Fé) dans C’OO(X,F(%) et de C™ (X,F(%) dans
C~>(8X,T'z). On combine alors (3.23), les propriétés méromorphes (3.10), (A.1) et le fait
que S(X) soit une famille holomorphe d’opérateurs bornés sur L2(9X,T'2) dans I'ouvert (3.19)
pour en déduire (3.20) par le principe du prolongement analytique. O

On peut maintenant énoncer la

Proposition 3.4. Soit U C {R(\) < §} un ouvert, alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) R(\) est méromorphe dans U.

(2) S(\) est méromorphe dans U.

(3) S(\) est méromorphe dans U.

Si de plus UN Z%2 = @, on a les équivalences suivantes :
(4) R(\) est méromorphe-finie dans U.

(5) S(\) est méromorphe-finie dans U.

(6) S(\) est méromorphe-finie dans U.

(7) S(n — \) est méromorphe-finie dans U.

Par contre, si UN Z% # @ on a simplement

(7) = 6)=(5) = (¢

Preuve : (2) = (1) et (5) = (4) : soit A\g € {R(A) < §}et N > |R(\o)[+ 5, 'égalité (3.20)
est alors vérifiée pres de Ag sur L(HY, HY ). Sur R(A) < 2 les opérateurs R(n—X), E(n—\)
et 'E(n— \) sont méromorphe-finis ayant pour poles les A, € C tels que A.(n—2A.) € 0,,(A,).
On déduit donc de (A.1) les implications (2) = (1) et (5) = (4).

(1) = (2) : soit Ao un pole de R()) dans {R(A) < §} et U := B(\g, €) une boule ouverte
centré en \g de rayon € qui ne contient aucun autre pole de R()A). Les mémes arguments
que ceux du Lemme 3.2 montrent clairement que S(A) est holomorphe dans U & valeur dans
L(L*(8X)), plus précisemment c’est une famille holomorphe d’opérateurs pseudo-différentiels
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d’ordre négatif. Dans U, Ay est alors le seul pole de =235 R(A\)z~*+ % défini comme élément
de L(HY_,HY,,). On a donc dans U

2 MERO) ME = i (A= Xo)'A; + H(N) (3.24)

i=—p
Ai € L(:}C(Z)e/ Hng)v H()‘) € :}COl(UvL(g—C[Z)e/ :}C[lQE)

De plus, les noyaux de Schwartz a; et h(\) de A; et H(\) s’expriment comme des intégrales
sur le cercle C'(Ag, 5)
1 . n
a; = — (A= o) aa) M Er(N\)dA
271 . C(>\07§)
1 n 3
h(\) = — (z = X)Lz " Er(2)dz, (A — o] < < (3.25)
211 y C()\O,%) 2
La structure de () implique que 8*(a;) est une distribution conormale (non nécessairement
polyhomogeéne) & F d’ordre —2R(\g) + n — ¢, lisse sur (T U B) \ F, alors que h(\) est la
somme de (zz')"**%7r5()\) et d’une distribution h;(\) dont le relévement 3*(hi())) a la
méme structure que les 8*(a;) (hi(X) est 'intégrale (3.25) avec 71 (A) + r2(A) & la place de
r(N)).
En utilisant maintenant la définition de S(A) par son noyau de Schwartz s(A) en (3.11)
on trouve

—1

s(A) (A — Xo)¥ s(z) L. L s(z) 3
Z 2mi -/O(ko,;) (2z—n)(z—,\0)k+1d + 2mi -/C(Ao,;) (2z—n)(z—)\)d

2\ —n
k=—p

Puisque S(A) est holomorphe sur {\ € C;0 < [A — Ao| < £} & valeur dans L(L?*(8X)), on a

—1

SN A= S 1 s,
2\ —n Z 2mi /C(A ‘) (22771,)(27)\0)’“‘1(1 * om /C()\m;) (2z —n)(z — )\)d

k=—p 2 2

sur le méme ouvert & valeur dans L(L?(8X,T'2)). La deuxiéme intégrale étant holomorphe
prés de Ag, on en tire que S(A) admet un développement de Laurent fini en A\g. On a donc
prouvé (1) = (2).

(4) = (5) : d’aprés ce qu’on vient de voir il suffit de montrer que si la partie polaire de
R(\) est de rang fini alors celle de S(\) I'est aussi. On reprend donc (3.24) en supposant que
les A; sont des opérateurs de rang fini. Le noyau de A; sécrit donc sous la forme

(MBS

dxdydx'dy’

m 1/)2-_7,(,02-_7 S af‘SLQ(X,dvol_q)

Q; (l’, Y, wl7 yl) = Z 1/)27 (2137 y)@ij (ml= y’)

J=1

dim Vect{y;;;j =1,...,7m} = dim Vect{¢;;;j = 1,...,r;} = r; =rangA;,

Par régularité elliptique, t;; et p;; sont lisses a l'intérieur X de X. Puisque les 1;; sont
indépendants, il existe r; points m1,...,m,, € X tels que la matrice (Mj);x = (¢i; (m))j .k
soit de rang r;. De plus, on a

Ti

dij(x',y") = Zwik (m;)pi(z',y') € 22 C(X)
k

=1

57



.....

1,...,r;}, donc )

Par le méme raisonnement, on obtient le méme résultat concernant 1);; mais avec des points
m; différents. La restriction de a; sur z = 2’ = 0 est donc explicite et S(A) s’exprime sous
la forme

—1 r;
SN =D (A=) Y wh @ ol + Hi(N)
i=—p k=1
ol wgk, ‘ng € O®(0X, F%) sont définies par
drdy |? drdy |?
' Tdy |2 ' xrdy |2
wik = (1/171. Zntt > |m:07 Pir — (@ik ot > ‘m:(]

et H]ﬁ()\) est holomorphe prés de Ao dans L(L2(9X)).

(2) <= (3): il suffit de remarquer que ¢(n — A)A~**% et A== sont méromorphes
ainsi que leurs inverses dans L(HP(0X), HP N (8X)) pour tout p € R et N > —R(\) + 2,
puis d’utiliser (A.1) et le Lemme A.1.

(6) <= (7) : d’aprés (3.14), S(A) est unitaire sur {R(\) = §} (et A # ) et donc
inversible en un point de C. Supposons que S(A) = 1+ K (A) soit meromorphe-fini dans U,

alors le théoréme de Fredholm analytique prouve que S—!(\) = S(n — \) est méromorphe
fini dans U. La réciproque est identique.

(6) = (5) : il suffit de remarquer que c(A)A*=3 et A3 sont holomorphes dans U &
valeur dans L(L?*(0X)) et d’utiliser (A.1).

(5) = (6) : siUNZ2 =@, c(n—A)A " % et A~*% sont holomorphes dans U & valeurs
dans des espaces de Sobolev, donc il suffit d’appliquer (A.1) et le Lemme A.1. O
3.3 Meéromorphie et parité
Pour compléter le Théoréme 2.5, on obtient la

Proposition 3.5. Avec les hypothéses du Théoréme 2.6, la résolvante du laplacien se pro-
longe en une famille méromorphe-finie d’opérateurs

R(\) € Mery (On \ Z1,L(H%, HO ), YN >0 (3.26)

2k+1)

et si g est paire modulo O(x , le prolongement vérifie

R(\) € Mery (On, L(H%, 3O x)), VN € [0,k + %) (3.27)

Réciproquement si on suppose (3.27) pour k > 2 alors g est paire modulo O(z**~1).

Avant d’en donner la preuve, on énonce son corollaire immédiat

Théoréme 3.6. Avec les hypothéses du Théoréme 2.6, R(\) a un prolongement méromorphe-
fini sur C si et seulement si la métrique g est paire modulo O(z>).
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Preuve de la Proposition (3.5) : d’apres (3.14) S(X) est unitaire sur {R(\) = §} (et
A # 5), 1+ K(A) est donc inversible en un point de O.. Le théoréme de Fredholm analytique

permet alors de montrer que _
ST =1+ KM

est méromorphe-fini sur O, \ (7} UR). Enfin I'équation fonctionnelle S(n — A) = S(A) ! sur
{R(A) = 3} permet de prolonger méromorphiquement S())

SO =1+ K(n—X)~" € Mer; ({éR(/\) < g + e\ (Z U -R),L (L?(aX)))

De plus, il est clair que (n — Ry) N {R(X) < §} est uniquement constitué du spectre discret,
c’est-a-dire des A, tels que Ae(n — Ae) € opp(Ay). Soit A, une de ces “valeurs propres” sup-
posée disjointe de (Z1 U Z?2), alors (n — A.) est un pole d’ordre 1 et de multiplicité finie de
R(\) donc de S(A\) d’aprés (3.1) et (3.12). On en tire que A, est un pole d’ordre 1 et de
multiplicité finie de K (n— ) sin—\. ¢ Z% alors que c’est une valeur réguliére de K (n — \)

sin— A € Z% (le pole de S()) est tué par le facteur Gamma). On conclut donc que S(A)
est méromorphe-finie dans {R(A\) < 2} \ ZL et d’aprés la Proposition 3.4, il en va de méme
pour R(\).

En utilisant maintenant la Proposition 3.4, on obtient que R(A) est méromorphe-finie
sur O si et seulement si les points de Z1 N On sont des poles de rang polaire total fini de

S(n — X), c’est-a-dire si et seulement si les points de Z} N (n — On) sont des poles de rang
polaire total fini de K(\). On montre donc le lemme suivant qui découle des résultats de
R.Graham et M.Zworski [12] :

Lemme 3.7. Soitk € N, (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique et g paire modulo
O(x?**+1) que 'on écrit dans un collier U := (0,¢) x X sous la forme

k
g=1x"2 (daz2 + Z hoiz® 4 hop 2?4 O(a:%“)) (3.28)
i=0
avec (ha)izo, .k €t hog1 des tenseurs symétriques sur X. Alors pour j =0,...,k +1 les

points Ayji1 = ”TH + j sont au plus des poles d’ordre 1 de S(N\) dont le résidu est
RGS)\jS()\):H)\gj+1, jZO,...J{}—l

(n — Aogy1)
4

Resyy, s S(A) =,y — P2ky3

Resk2k+1s(/\) = HA2k+1 - Tr(halh2k+1) (329)

ou Iy,; ., est défini par son noyau de Schwartz en (3.17), ha] est la métrique induite par hg
sur T*0X et pagys est un opérateur différentiel d’ordre 2 sur X dont le symbole principal
s’annule seulement si

(2 — n(n — Xagy1)) Tr(hg tharir) = 0 (3.30)

Preuve : rappelons dans un premier temps que pour m € 9X les tenseurs h;(m) sont
considérés comme des matrices symétriques dans R” via le produit scalaire canonique dans
la carte, c’est en ce sens 1a qu’il faut comprendre Tr(hglhngr]) et ce terme est exactement la
trace de I'opérateur linéaire associé & hog41 via hg. Reprenons la construction de 'opérateur
de Poisson selon [12], discutée dans la sous-partie 3.1. Dans le collier U on a les relations

(A, = X(n — N\)z"* = 2" D,
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Dy = —m28§+(2)\ Cn—1- grﬁ(h’l(m)aggh(m))) 20, — T

et pour f € C®(0X)

Da(fa’) =j2A —n —j)fa’ + 2/ G\~ j)f

GENY) = 2 Buo f) —~ "I ()0, (@) £0)

On construit les fonctions F; € C*(X) (pour j > 0) et f; € C*(8X) (pour j > 1) par la
formule de récurrence

(I DA(Fj1))|a=0
J(2A = n —j)

Fo=1fo, fj= , Fj=Fia+fial, j>1 (3.31)
On peut écrire les f; sous la forme

fi =pixrfo
oil pj» est un opérateur différentiel sur 0X. Les résidus de S()\) sont donnés par 3.1 et il
bous faut par conséquent calculer les résidus de paji1,x en Agjyi.

On notera par convention D* I’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre k sur X et
par abus de notation D* désignera aussi tout opérateur différentiel d’ordre k sur X dont
on n’a pas besoin de connaitre I'expression explicite. Posons maintenant

K = Tr(ha]hngr])

Dans le développement de Taylor de G(z) en x = 0, on utilise I’hypothése (3.28) et on
regroupe les puissances paires de z dans G2(z) et les puissances impaires dans G;(z), on a
donc G(z) = G1(z) + Ga(z) avec

Gi(z) = —a?F (n—2)(2k + 1)K + 22H8Q 4 O(224+9) (3.32)
2
Go(z2) = z*Ap, +22D° + O(z") (3.33)

QeD? oy(Q)& = _(h51h2k+1h61§7f)

ot 0¢(Q) désigne le symbole principal de (). Une premiére application est que pour tout
feC>®(X) ' ‘
Dy (% f) est paire modulo O(z*h+2/+1) (3.34)

Montrons par récurrence que Fj est paire en = pour j = 0,...,2k. Fy est paire, supposons
maintenant que Fj_; est paire pour j < 2k — 1. Si j est pair, (3.31) implique alors triviale-
ment que Fj est paire. D’autre part, F;_; étant paire, (3.34) prouve que Dy (F;_1) est paire
modulo O(x?¥+1). Si j est impair, 279D, (Fj_1) est alors impaire modulo O(x2*+177) donc
s’annule en z = 0 puisque 2k + 1 — j > 2 par hypothése sur j. Des définitions de f; et Fj
en (3.6) on obtient finalement que f; = 0 et que F; = Fj_q est paire. On en déduit que
Putix =pPoup1 =0si 1 < k-1

En ce qui concerne fory1, la remarque (3.34) montre que le coefficient d’ordre 2k + 1 de
Dy Fyy, est exactement le coefficient d’ordre 2k 4+ 1 de Dy fo, & savoir

(n— A)fk +1) K22k g,
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Par conséquent pogi1,x = $(n — A)(A — Aog41) "' K et son résidu en Aoppqq vaut

(n — Ask41)

K
4

D2k+1 =

ce qui prouve (3.29).

Concernant le terme poj13,, on ne va s’intéresser qu’a son symbole principal. Pour

obtenir fory3, il nous faut évaluer le facteur devant z2%+3 dans DA(Z?E? z'f;). Mais en
remarquant que fo, 11 = 0 pour I < k et en utilisant (3.34), on voit que les seuls termes ayant
une puissance de 22¥*2 non nulle dans D (Fayyo) proviennent de Dy f; ot i € {0,2,2k + 1}.
Considérons donc les trois cas. D’aprés (3.32), le terme d’ordre z2#+3 de Dy fy est

Qf0$2k+3

De méme celui de D, fo est
(n—A+2)(2k+1)

1 A
—§(n — A+ 2)(2k + 1)K fox®t3 = K(Ap, + D°) fox?k+3

12\ 1 2)
Enfin pour Dy for 11, le terme d’ordre 22*+2 provient de 221Gy (A — 2k —1) for41, c’est donc
(n—A)

(Bng + D) fopaa™+* = o (An, + D)Ko

(A — A2gy1)
On obtient alors

(A — Agpgs) ! <Q (n—A+2)(2k+1) (n —\)
2(2k + 3) A2 —n—2) AN = Xokr1)

Ensuite on prend le résidu en A3 de cette expression et on trouve

1 (n — A2g1) 1
pig = ————— LRk A, + D
P2k+3 2(2k + 3) <Q + 2 ho +

cet opérateur a donc pour symbole principal

KAy, +

forys = An K + DO) fo

o0 (p2r+3)(§) = *m <h/01h21.~,+1h015 + %tholf:f> (3.35)
Si og(par+3) =0 on a
ho 'hagy1 — WK =0
donc en prenant la trace de cette expression on trouve (3.30). O

Si g est paire modulo O(x2¥+1), le résidu de S(\) en Ayji1 est de rang fini pour j =
0,...,k—1daprés le Lemme 3.7, donc ¢a reste vrai pour §()\) et la Proposition 3.4 prouve
alors R(A) est méromorphe-finie au voisinage des points (n — Agj11)j=0,... k—1-

Réciproquement, si R(\) est méromorphe-finie prés de ces points (avec k > 2), la Propo-
sition 3.4 nous dit que §(/\) est méromorphe-finie au voisinage des points (Azj11)j=0,... k—1-
Supposons que g soit paire modulo O(z2+1) avec I < k — 2. Les résidus de S()\) en
Aoi41 €t Agy3 doivent alors étre de rang fini. Or d’aprés le Lemme 3.7, ceci implique que
(n—Aars1)Tr(hg "hargr) = 0 et (2—n(n—Ag41))Tr(hy o) = 0, done que Tr(hy ' hoyr) =
0. Reprenant alors ’expression du symbole principal de py43 dans (3.35), on déduit que
haiy1 = 0 et donc que g est paire modulo O(x?'*+3). Puisque g est paire modulo O(z), une
récurrence évidente montre que g est paire modulo O(z**~1!) et la Proposition 3.5 est dé-
montrée. 0
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3.4 Singularités essentielles de la résolvante

En utilisant le Lemme 3.7 on va montrer qu’il existe des métriques asymptotiquement hy-
perboliques telles que le résidu de S(\) en Agg41 soit un opérateur injectif (ou de noyau de
dimension finie). D’aprés le Lemme A.2, ceci implique que S~!()\) a une singularité essentielle
en )\2k+1-

Proposition 3.8. Soit k € Ny et (X,g) une variété asymptotiquement hyperbolique paire
modulo O(z**+1) que Uon écrit sous la forme (3.28). Si k # 2L et si

mes{ Tr(hy 'hag4+1) =0} =0 (3.36)

n-1

3 k est une singularité essentielle de R(X).

alors n — Agpqq =

Preuve : il s’agit simplement de combiner les Lemmes 3.7 et A.2 et remarquer que pour
tout R > 0 la multiplication par une fonction lisse sur H%(9X) est injective si I'ensemble
des zéros de la fonction est de mesure nulle. Pour montrer que le résidu de §(/\) en Aog41 a
un noyau de dimension finie, on utilise que la somme d’un opérateur borné injectif et d’un
opérateur borné de rang fini a un noyau de dimension finie. On conclut avec la Proposition

3.4 pour passer de S(\) & R(\). O

Pour k = 0, m(z, g) := (2n) ' Tr(h, 'h1) est exactement la courbure moyenne de X dans
(X,22g), c’est une fonction lisse sur X dépendant de z. Cependant elle peut étre définie
de maniére invariante comme une section lisse m(g) du fibré conormal |[N*9X|. C’est-a-
dire qu'un changement de fonction qui définit le bord ¢+ = ez (avec w € C*°(X)) donne
m(t,g) = e “*m(z,g) ol wp := w|gx. Sila courbure moyenne est presque partout non nulle
et n # 1, la Proposition 3.8 montre que ”Tfl est une singularité essentielle de R(\).

Soit My, (X) 'espace des métriques asymptotiquement hyperboliques sur X. Si zg est

une fonction qui définit le bord, I’application

Man(X) = {G € C%(X,S82(T*X)); |dzol = 1 sur 9X}
g — 3y

est bijective et on identifiera ces deux espaces. Mg,y (X) hérite alors sa topologie C> de
celle de C>(X,T*X ® T*X) qui est définie comme d’habitude par des semi-normes (N;);en
mesurant les dérivées des tenseurs (X est compact). Il n’est pas difficile de voir que la
courbure moyenne m(.) est continue de M,;(X) dans C* (90X, |[N*9X|).

Théoréme 3.9. Soit X une variété compacte a bord de dimension n+1 > 2. Alors l’ensemble
des métriques de Mqp(X) pour lesquelles 5L est une singularité essentielle de R(\) contient
un ouvert dense de Myp(X).

Preuve: d’aprés le théoreme de Thom, I’ensemble des fonctions de Morse sur X est ouvert
et dense dans C*(9X) et il en va de méme pour les sections de Morse de C* (90X, |N*0X]).
On note alors V ce sous-ensemble de C* (X, |[N*0X|). Sis € V il est clair que mes(s~1(0)) =
0, donc m 1 (V) est un ensemble ouvert de M,,(X) contenant I’ensemble des métriques de
Man(X) telles que R(A) a une singularité essentielle en 251, 1l reste & montrer que m™' (V)
est dense dans M, (X).

On vérifie d’abord que m(.) est surjective. Soit gg € My (X) que l'on écrit sous forme
modele

go =« 2(dz® + ho + hiz + O(z?))

avec ¢ € Z,(0X). Soit

Gep i= go + 1 " hopx(e ' z) (3.37)
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avec € > 0, p € C®(0X) et x € C5°([0,2]) telle que x(t) = 1si t < 1 et x(t) =0sit> 1.
e, €t une métrique asymptotiquement hyperbolique si € est choisi suffisamment petit (mais
dépendant de supy |¢|). En fait, € peut étre pris indépendant de ¢ si |¢| < 1, on le notera
€g. On a donc

m(ges) = m(go) + pldal
et chaque section f|dz| de C*°(8X,|N*0X|) sécrit m(g., ,) en prenant ¢ := f —m(go)|dz| !
(avec la notation (3.37)).

Soit go € Mun(X), Yo := m(go), €9 defini comme avant et B(gg) := NierBi(go, ;) une
intersection finie dans M,,(X) de ‘semi-boules ouvertes’ centrées en gy de rayon r; pour
les semi-normes N;. Soit Iy le plus grand nombre de dérivées de la métrique mesurées
par les semi-normes (N;);cr. Puisque V est dense dans C*(dX,|N*0X|), on peut trou-
ver une section de Morse s dans tout voisinage ouvert W (1) de 1g. On prend alors pour
W (1pg) une intersection finie de ‘semi-boules ouvertes’ centrées en ¢y pour des semi-normes
de C>(0X,|N*0X]|) qui controlent les Iy premiéres dérivées des sections sur 9X. Les rayons
de ces semi-boules peuvent étre choisis suffisamment petits (dépendant des (r;);cr) tels que
pour toute section s € W (1)) le tenseur g, , defini dans (3.37) avec ¢ := (s — thp)|dz| !
soit dans B(go). Il est clair que g.,,, est une métrique puisque nous sommes dans le cas ol
supyx |¢| est petit (on peut donc supposer |¢| < 1). Puisque m(g.,,,) = s, il existe une
métrique dans m ' (V) N B(go). On conclut que m~' (V) est dense dans M, (X). a

Concernant n — Aggy1 = an — k avec k > 0, le méme résultat tient si I’on se restreint au
sous-espace de M,p,(X) des métriques paires modulo O(z2**+1), ceci en utilisant le calcul des
résidus de S(\) en Aogy;1 dans le Lemme 3.7 et les mémes arguments que pour k = 0.

Remarque: supposons que 08X soit connexe et qu’il existe un voisinage analytique de X
dans X, on peut alors prendre un fonction z définissant le bord qui est analytique prés de
0X. Si x2g est analytique pour une métrique g € M, (X), alors m(g) est analytique sur 9X
et

mes({m(g) =0}) >0 < m(g) =0

Sin > 2 et m(g) n’est pas identiquement nul, n — A; = ”T’l est une singularité essntielle de

R()) en utilisant la Proposition 3.8. D’un autre coté si m(g) = 0, les arguments précedant
le Lemme 3.7 prouvent que R()\) est méromorphe-finie prés de n — A;. Par conséquent on
obtient que

R(X) est méromorphe prés de "= «— 89X est minimale dans (X,z%g)

la minimalité de X ne dépendant pas du choix de z.

Un cas particulier: supposons que n = 1, que g € M,n(X) est analytique prés de X
avec X connexe. Alors S()) est holomorphe en A\; = 1 d’aprés le Lemme 3.7 et le fait que
0 ¢ opp(Ay). De plus, il existe une fonction analytique prés de 0X qui définit le bord telle
que

oo
2’g =da® + ) hia', h; € C®(0X,S*(T*0X)) (3.38)
i=0
prés de X. Si g est paire modulo O(22**1) avec k > 1, la remarque précédente et le Lemme
3.7 impliquent que R(A) est méromorphe sur C\U;sx {n— A2;+1} si et seulement si hogqq = 0.
Si on considére I'espace des métriques paires modulo O(z?) (i.e. telles que X soit géodesique
de (X,z2g)) on obtient par récurrence que R(\) est meromorphe si et seulement si g est paire
et dans ce cas les poles sont de multiplicité finie.
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3.5 Exemples avec point d’accumulation de résonances

Avant d’expliciter 'exemple, il est utile de remarquer que ’on peut facilement construire une
variété asymptotiquement hyperbolique telle que (3.29) soit une constante non nulle. Dans
ce cas le Lemme 3.7 implique que S(\) a un pole de multiplicité infinie en Ay = ”2i + k dont
le résidu est une constante non nulle. Aprés ‘renormalisation’, S(A) s’écrit donc prés de Ay
sous la forme

—1-2k
A=A
avec ¢, # 0 et H(A) holomorphe compact. Si (¢;);en est une base orthonormée de vecteurs
propres de A sur L*(8X) associés aux valeurs propres (a;);en, H(A)@; converge fortement
vers 0 quand j — oo, donc & j fixé assez grand, H(\)¢; devient négligeable dans I’expression

de §()\)¢j pour A proche de Ag. Si H(A) était nul, on aurait

S(A) =1+4c¢

+ H())

~ A=A
A 1 E i e .
S( ) = A — Ak Cka,],Qk ¢]< 7¢J>

Autrement dit, la famille d’opérateurs (1 + ¢y %)’] a une suite de poles z; = A\ —

Cr a;] 2k qui tend vers \;. La clé pour controler la ‘petite’ perturbation H () sera d’appliquer
le théoréme de Rouché.

Proposition 3.10. Pour tout k € Ny tel que k # "’Tfl, il existe une variété asymptotiquement
hyperbolique de dimension n + 1 telle que le prolongement (3.26) ait une suite de poles qui

convergent vers % — k.

Preuve : montrons que les singularités Z! peuvent étre limite d'une suite de résonances.
Pour cela on se donne k € Ny vérifiant 2k # n — 1 et le collier U := (0,2) x S™ muni de la
métrique

g =z *(dz® + d(x)ho)

2

d(z) := <1 — %)2 + X(w)m2k+1

ol hgy := gg» est la métrique canonique sur S™, puis x € C*°([0, 2]) une fonction positive telle
que x(z) = 1 pour z € [0, 3] et x(z) = 0 pour z € [1,2]. Soit By41 := {m € R""';|m| < 1}
et le diffeomorphisme

S" x (0,2) = Bnp \ {0}
2—z
24z

(w,z) — w
On vérifie aisément que ¢*g peut étre prolongée & B,11 de maniére lisse (c’est la métrique
hyperbolique 4|dm|?(1 — |m[*)~2 sur {|m| < £}). On note donc (X, G) la variété asympto-
tiquement hyperbolique obtenue, qui vérifie bien les hypothéses (3.28) : il s’agit en fait de
H**+! perturbé par un O(x?**1) prés du bord.
On obtient alors

Tr(ha]hngr]) =nNn

et donc sur le collier U ’expression du laplacien
2

Ay =—2°02 + (n—1)z0, + m—Ah

d(x)

nd () ,
° T )t
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Le Lemme 3.7 nous donne que 'opérateur de diffusion S(\) associé & Ag a un pole d’ordre

1 en )\ de résidu

(n— A
Resy, S(\) = ’M +10,, (3.39)

ot Iy, est un opérateur de rang fini sur L?(S™) dont on peut détailler la structure
m
I, = Z(pl ®@1, @ €C™(S™) C LQ(Sn)
I=1

Soit (v;)en, les valeurs propres de Ay, (répétées avec multiplicité) et (¢;),en, les vecteurs
propres orthonormés associés. Etant donné que G est une métrique radiale sur B,41, le
laplacien sur cette variété se décompose en une somme directe

x? nd(z) ,

Ag = P, P, :=—220? -1 o _ =
G jg? s P z°0; + (n — 1)z0, + a0 Vi~ 3 ) 0,
0

sur

d(z)%
L*(X, dvolg) = I? <N0,L2 ((0, 9, %(h))

avec condition de Dirichlet singuliére en z = 2. On en déduit que la résolvante et 'opérateur
de diffusion se décomposent en une somme directe

RN =P F-rxn-N))"" SO =P SN
J€ENg jENg

Rappelons d’autre part que ’expression du symbole principal de S(\) en (3.13) nous permet
de factoriser
c(n—NAMESMAME =14 K())

avec K ()\) une famille méromorphe d’opérateurs compacts sur L2(S™). Etant donnée 'expression
du résidu (3.39), on obtient pour A dans un voisinage V} de Ay

K
1+ K(A\) =1+ -—2% 4+ H())

A — M\
Ky, :=c(n—X\) (MA]% +A;kHAkA;k)
H()) € Hol(Vi, £(L*(S"), H'~(S™)), Ve >0 (3.40)

En utilisant la décomposition de S(A) sur les modes de Fourier de S™, on a
KNoj = Kj(Noj,  Kj(A) = (K(X);. 6;)
HN¢; = Hj(N)oj,  Hj(A) = (H(N)o;, ;)
avec H;(A) holomorphe sur Vi, et vérifiant sur V;,
[H;(N)] < {AT2A2H(N)g;, ¢;)]
< |IATHW¢lla} < Ca?

ot a; = (1+wv;) 3 converge vers 0 quand j — oo. Notons que (3.40) et la majoration de

HA%H(/\)H sont une simple conséquence de (3.18).
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De méme II,, laisse invariant C¢; et on a

My, é; = By, B = (x.0j, 0;) Zw 0i) {5, 01) 52 0
=1

On en déduit que

1+ K0 = 1+ —_al+2% 1 F())
: A= A
(n — A
mg = c(n — Ag) [M + ﬂj}
Remarquons que si k > 2= II,, = 0 puisque Ax(n — Ag) = 72 - (]E +k)? ¢ opp(Ag). On

vérifie que si 8; = 0 alorq my # 0, donc il existe J € N tel que pour j > J on ait my # 0
puisque 5; — 0 quand j — oo. Ainsi on obtient I'expression explicite de 'inverse de S;(A)
pour j > Jet A eV

A= g
T A (T H ) + mga

a condition que le dénominateur existe.
Choisisons ¢y > 0 tel que le disque de centre A\ et de rayon €y soit inclus dans Vj et
posons z; 1= Ay — mka;“" Il existe un entier Jo > .J tel que le cercle C(z;, ¢) de centre z;

et de rayon ¢ soit inclus dans V}, puisque z; — Ay quand j — oc. Quitte & changer .Jp, on

peut aussi supposer que |my, |a1+2k < €g. Posons alors
‘Zj B )\k‘ |mk‘a1+2l\
o 2 N 2

et les deux fonctions holomorphes dans V},
FO) =Xz =X~ X +mpai™F 0 g(h) = (A= ) H;j (M)
f(A) a pour unique zéro z;, et on a sur le cercle C(z;,€) de centre z; de rayon e

IFN =€ VAeC(z,€)

9] < (Imela ™ + ) [H;()] < Cafe, VA€ Clz,6)

On en déduit qu’il existe un rang .J; > Jy tel que pour j > .J;

[N <[fFN)], - VA€ C(z,€)

ce qui nous assure par le théoréme de Rouché que f + g a exactement un zéro dans le disque

bordé par C(zj,€). Or (f + g)(\x) = m;,oz]“k # 0 donc S;(A)~! a un unique pole dans le

disque bordé par C(z;,€) et S(A\)~" a une suite de poles qui converge vers \;. Par la formule

d’inversion S(n —X) = S(A) !, on en déduit qu’il existe une suite de résonances qui converge
n

vers % — k. O
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3.6 Un résultat inverse

Dans cette sous-partie, on exploite le calcul des résidus de S(A) sur %(n + N) pour montrer
que I’ensemble de ces résidus détermine le développement de Taylor de la métrique z2g.

Joshi-Sa Barreto [19] ont étudié la diffusion inverse sur les variétés asymptotiquement
hyperboliques et ils montrent notamment que le développement de Taylor de z2g sur X

peut étre retrouvé a partir du développement complet du symbole (local) de Popérateur

pseudo-différentiel S(A) & une energie fixée A € C\ (R, U 25%). Tout d’abord il est clair,
d’aprés (3.16), que le résidu de S()) en % dépend seulement des k premiers jets de 22g sur
0X et ce résidu ne peut donc pas déterminer le développement de Taylor de z2g en = = 0.

Par contre on va montrer que I’ensemble des résidus (Resz+x S(A))ren le détermine.
2

Proposition 3.11. Soit X = X UOX une variété lisse compacte a bord de dimension n+ 1,
x une fonction définissant le bord et g', g° deuz métriques asymptotiquement hyperboliques
sur X. On pose ST()\), S%2()\) les opérateurs de diffusion associés a g' et g° définis a partir
de la fonction x. Si il existe | € Ny tel que

Res,jo1k/2S" () — Resp o 28> (A) =0, 1<k<I1+2 (3.41)
alors z2(g' — g%) = O(2'*1).

Preuve : dans [12] il est montré dans [12] que oo (Resy, S (A)) = —Q’QUO(A%) ot h) =
2°g'|5x et Phypotheése (3.41) implique que g' et g* ont le méme infini conforme. Il existe
donc une fonction t € Z,(0X) telle que pour i = 1,2

i dv® + hi(z,y,dy)
2 b)

hg = hg

T

dans un collier U = (0,¢) x X prés du bord. Comme avant, hi(z) := hi(z,y,dy) sera
considéré comme une famille de métriques sur 9.X.

Reprenons la construction et les notations introduites dans la partie 3.1 en y ajoutant
I'indice %% associé a la métrique g¢°.

Supposons alors que

h'(z) — h*(z) = «'hy + O(z'F1), 1>1
1 — Ay = O(z!) done

avec h; un tenseur symétrique sur X. On remarque alors que A, p

D} — D3 =0(a!) et
Di(F' ) = (=Dy+DI)F , + DIF', = O(z!)

Puisque F}' ; est déterminé de maniére unique modulo O(z') pour A ¢ 4 (n — N), on déduit
que F' | = F? |. Rappelons que

fl o f2 _ 7(91\ B Di)F‘ll] ‘

e 12X —n — D)ot ="
On va seulement étudier les symboles principaux des résidus de Si()), on note donc par D7
tout opérateur différentiel d’ordre j sur X que I'on n’a pas besoin de calculer explicitement.
1l est facile de voir que

—2)l
G'(2) —G*(2) = 7#%17 + 27D 4 2'2Q 4+ O(2?)
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T, := Tr(hy ' hy)
oll () est un opérateur différentiel sur X ayant pour symbole principal
00(Q)(€) = —(hg " hihg '€, €)

En utilisant (3.5) on obtient

P Y@ (@A) - @A) L, - =T
Lo 21X — \)at O AN N)
et (3.16) montre que
)1
Resy, (S'(A) — S2(\) = — Ty + 11}, — 113, (3.42)

On observe que
DAE — DIFY = (D) - D)F + DX(fl ' — fia')

et son terme d’ordre 2'*1 est donné par D°fy + DO fi + DO(f} — f7), donc
fl]+1 - f12+1 = Dofo
puisque f{, f! — f? sont des termes d’ordre 0 en fo. De méme on a

'DiFll+1 - ®§FlQ+1 = (Qi - Qi)FllJrl + Di((fll - f;)ml + (fl1+1 - fl2+1)-771+1)

2

et son terme d’ordre z!*? est donné par

(n—A+2)

Qo+ Dt = 2 s DO — ) + A - )

ce qui implique

1 2
fz+2 - fz+2 =

-1 <Q+l(n)\+2) n— A

S P A+ Ay, T} + D°
200+ 2)(A — Aig1) d2h—n—2) Bt gy Sttt )fO

en rappelant que fi = —(2(2\ —n —2)) " (An, + D) fo et fi = D°f,. On conclut que

-1 n—1
Plyo — Diys = 20+2) (Q + TTAhO + Dl)

et le résidu de Sy (A) — S2(A) en Ao a pour symbole principal

(n—1)

o0 (Resy, (ST (A) — S2(N)) = 5 1 <—h01hlh01§+ TTlh01§7§> (3.43)

2(1+2)
Si (3.42) et (3.43) sont nuls, on trouve alors que

d-—nn-0))T;=0, (n—-0T;=0
en prenant la trace de (3.43) et en notant que H;l sont des opérateurs régularisants. Ceci

prouve que T = 0 et donc que h;y = 0 d’aprés (3.43). Une récurrence évidente compléte la
démonstration. O
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4 Une formule de multiplicité

Le propos de cette partie est de donner une preuve directe et un peu plus générale du résultat
de Borthwick et Perry [4] concernant ’équivalence entre multiplicité des résonances et des
poles de diffusion, notamment dans le but de traiter les points de %(n —N) que leur méthode
exclut. Le principe de leur démonstration est d’étudier le cas d’un pole simple (un pole
d’ordre 1 et de multiplicité 1) et d’utiliser la théorie de perturbation introduite par Agmon
[1] pour ‘éclater’ les poles multiples en poéles simples. On choisira plutot la méthode de
Guillopé-Zworski [16] qui fait intervenir essentiellement les résultats de Gohberg et Sigal
[10], la représentation de S(\) par son noyau (3.11) et la formule de Green (3.20).

4.1 Lemmes préliminaires

Pour simplifier les notations, on posera dorénavant z(A) = A(n — A) la fonction holormor-

phiquement inversible de () < % dans C\ [”Tz,oo) et z'(\) sa dérivée. Les rappels et
notations associés a I’article de Gohberg-Sigal [10] sont donnés dans I'annexe A.3, ainsi que
les définitions des multiplicités my, et Ny, dont on va se servir.

Pour étudier les poles de R()\) dans {R(A) < §}, on utilise les lemmes 2.4 et 2.11 de [16]
pour montrer le

Lemme 4.1. Soit \g € R et N tel que 3 > R(Ao) > § — N, alors dans un voisinage Vy, de
Ao on a la factoristaion

RO) =R 0) [ 3200 — 20005 Py | B + HOY, (4.1)

Jj=1
avecm € N, kqy,...k, € =N,

H(\) € Hol(Vy,, L(zNLA(X), 2" N2 (X)), F;(\) € Hol(Vy,, L(C?))

othg=— Z;n:] kj = mx, (2'(A)R(N)) est la multiplicité de la résonance X, (P})j=1,...m sont
des projecteurs orthogonauz sur C? tels que P;P; = 0,;; P; et rang(P;) = 1, puis ® est définie
par
o :{ HY —
fo= (WL )=,

(¥1)i=1.....q €tant une base de ImA avec A := Resy,(z'(A)R(X)). De plus, on a
p—1 ;
Im(A) € Y a0 log! (x)C™ (X, TE) (4.2)
j=0

avec p lordre du péle Ny de R(N).

Preuve : il suffit de reprendre les lemmes 2.4 et 2.11 de [16] & 1a différence que I'on factorise
la résolvante et non pas 'opérateur de diffusion. Les arguments utilisés sont essentiellement
que la partie singuliére de R(\) s’exprime sous la forme

- = . Ay —z(X)) 4
Exo(R(N) = Ex, (Z ((z()\) —( z()/zo))i )




et que (Ay; — 2(Ag))|ima est un endomorphisme p-nilpotent dont la matrice peut donc étre
mise sous forme de Jordan. Rappelons que par régularité elliptique, les éléments de Im A sont
lisses dans X .

Pour étudier la structure des noyaux de Schwartz a; de A;, on définit d’abord I'opérateur

R(\) :=z M3R(\)z M3 (4.3)

dans un disque D (g, €) centré en \g de rayon e. Si € est choisi assez petit, ﬁ(/\) est méromor-
phe dans ce disque & valeurs dans L£(H3J,,H",.) et Ao en est le seul pole. Si vy, (R(N)) =p

alors c’est aussi un pole d’ordre p de R(\). Le noyau de Schwartz 7(\) = (zz') 22 r()\) de
R(\) est méromorphe et sa partie singuliére en Ay est celle de

(@) M5 (1 (A) +m2(N) € (22')0%(X x X\ B,T?)
avec B la diagonale du bord (2.1) et r;(A) définis dans le Théoréme 2.6. On a donc dans V),

S (BN) = 3 Bj(A— Ao (1.4)

Jj=-p

ot Bj € L(HYI,,H",,) a pour noyau de Schwartz

oL (a2 (1 () 4 1) )
J 21 | (Mo, %) (A — AO).7+1

et C(Xo, 5) est le cercle de centre Ay et de rayon 5. La preuve de la Proposition 3.4 montre
que l'on peut écrire le noyau de Schwartz b; de B; sous la forme

1
drdydx'dy' |2
gl pintl

Vik, ik € 12C7(X)

bj(may7ml7yl) = ijk(’t/y)gojk(rl/yl)
k=1

dim Vect{p;r; k =1,...,r;} = dim Vect{e);r; k = 1,...,r;} = r; = rangB;,

A3

Maintenant on observe que x a pour développement de Taylor en Ag

53 10/ () A2 L o — 2

au sens des opérateurs de L(HQ, HS,) et de L(H,,, H ) et donc que 2'(A)R()) a un résidu

A vérifiant
p—1

Im(A) C Zm)‘“ log’ (m)CDO(X,Fé)
=0

ce qui compléte la preuve. O

En utilisant le Lemme 4.1 et (3.12), on obtient alors le

Lemme 4.2. Soit \g € {R(\) < §} un pole de S()\). Avec les notations du Lemme 4.1, on
a la décomposition suivante prés de Ag

SO0 = @3- RO | S0 - 2005 P | BV H) (45)

J=1

avec HY(\) € Hol(Vy,, L(L*(0X,T2))) et ®4(\) € Hol(Vy,, L(L2(HX,T'2)),C1).
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Preuve : R(A) étant défini en (4.3), la preuve du Lemme 4.1 montre que la partie singuliére
de R(A) en Ap a un noyau de Schwartz =y, (7(\)) vérifiant

Ex (FON) € (22') 30 (X x X,TF) (4.6)
Soit ®(A) := S W%ﬁ;(@m’**ﬂhzh au sens des opérateurs de L(HJ ,C?) :
HY, — C
PV o (D B oy (a)a o, )
I=1,...,q

et le Lemme 4.1 implique que

Ms

Zxo(B(V) = 2, T (Y00 = 200)5 P ) B3 () (4.7)

J=1

Soit C' := 27 ,Im(B;) avec Bj; les operateurs definis en (4.4) et soit Ilc la projection
orthogonale de = 2‘LZ(X) sur C. On multiplie (4.7) a gauche par Il et a droite par Tl¢

((C7)* = C7 avec lidentification canonique) et en utilisant que Zy,(R())) est symétrique
(puisque ‘R(A) = R()\)) on deduit que (4.7) est vérifiée si ®()\) est remplacée par

*LA(X,TE) -
;oo (S5 YA (e (log (@)s 0t E ), 1)),

de sorte que les termes logarithmiques disparaissent. Finalement, on peut utiliser la représen-
tation de S(\) par son noyau de Schwartz (3.12) et on obtient

=0 (50)) = Zx, [ A= )@ )R O (30 = 200)5 B BB
u L2(0X,T2) — (¢
> { oo (S0 Moo @a ) |ox, )
ce qui termine la preuve. O

De ce lemme, on déduit le

Corollaire 4.3. Si A\ € {R()\) < %} est un pole de S(X), c’est un pole de R(N) tel que
Mg (2 (M R(N)) > NAO( (n — NS — )\)) (4.8)

avec Ny, la multiplicité d’annulation définie en (A.6).

Preuve : on peut d’abord réecrire (4.5) sous la forme

Ms

c(N)S( ( ~2(\o)) Pj)F4()\) + HE(N)

Jj=1
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F3(0) := A —n)Y MEDINF V), Fu(N) = B\ (N A2
HY(A) == (2A —n) Y M3 HE )Y A3

Supposons que les k; soient rangés par ordre croissant et soit (@(()j))_j—l7...7M un systéme canon-

ique de vecteurs propres de c¢(n—X)S(n—A) en Ao avec (7;)j=1,...,m les multiplicités partielles
d’annulation associées, rangées par ordre décroissant (notons qu’un systéme canonique est
deduit de celui de g(n — A)). Montrons que M < m, puis par récurrence que r; < —k; pour
tout y=1,..., M.

Si @ (A) est une fonction racine de ¢(n — A)S(n — A) en Ay correspondant & ng), alors

c(n = NS = XN (A) = (2()) = 2(A))"7 619 (A)

avec ¢ (Ag) # 0 donc en faisant tendre X vers \g dans

PI0) =Y () — 2B RFND ) + (20 — 200)" )9 ()
=1

on trouve que r; < —k; et que <p(()'7) est dans I’espace vectoriel

E; = Vect{ Fs(Ao) P, Fy (M) L*(0X,T%):i7; < —ky}

De plus, l'ordre sur (r;);=1,.. m implique que E; C Ej pour tout j = 1,..., M mais

dim Ej; < m puisque P, est de rang 1, on a donc nécessairement M < m car les <p((]j) sont,

indépendants par hypothése. Maintenant soit j < M et supposons que r; < —k; pour tout
i < j. Notons d’abord que E; C Ej;y; puisque rj4q1 < 7. Sirjp1 > —kjyi1, alors Ej = Fjq

. . N . . 1 j+1
et c’est un espace de dimension j qui contient les vecteurs indépendants <p((] ), .. .,(p((]ﬁ ),

donc c’est impossible. On en conclut que 7j11 < —k;41 et finalement que

M m
Ny, (c(n ~ NS - A)) =3 "r <= ki=gq=my (' (VRO
j=1 1=1
et le corollaire est démontré. O

Lemme 4.4. Soit \g € {R(A) < 3} un pole de R(\) de multiplicité finie. Si Xo(n — o) ¢

opp(Ayg) ou Ao ¢ L(n —N), alors Ao est un pole de S(\) tel que

Mg (Z/(VR(N)) < Ny, (c(n ~NS(n - )\))

Preuve : supposons d’abord que \g ne soit pas pole de ¢(A) (i.e. A\g ¢ Z2). Prés de Ao,
on écrit donc S(A) sous sa forme factorisée (A.7)

NS\ = UL (V) (Po + i()\ - )\O)klPl> Us(N) (4.9)

=1

avec Uy (A), Ua(\) des opérateurs holomorphiquement inversibles prés de g et

P;P; = 6;;P;, rang(P)=1pourl=1,....,m, 1= ZP_;, ki eZ”
Jj=0
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On reprend alors I’équation de Green reliant la résolvante et la matrice de diffusion (3.20) sur
L(HY, HO ) avec n — N < R(A) < 2. Considérons les développements de Laurent suivants
en )¢ (pour j =1,2)

(n=20)R(n = X) = 71 Ri(A = Xo)' + O((A = Xo)P),
@A — ) UsN)Y2Em —A) =S EP (A= X)i + O((\ — X)), (4.10)

z—fl z

(= 20)'B(n = ) E0(00) = £ BT (V= 20) + (A= Mo)?),
oit R et E(jl) sont non nuls si et seulement si Ag(n — Ag) € gpp(A,) et dans ce cas

R_ 1—7Zf;]¢i®¢i:
EC) = zii 2 (A0) Y25 (220 5 6) o © i, (4.11)
BY = =58 6y @ (M) Y25 (2205 ),

avec ¢; € z" 2 C>®(X,I['?) les fonctions propres normalisées de Ay pour la valeur propre
Ao(n — Ap). On tire de (4.9), (3.20), et (4.10) que

A:=Resy,((n - 20)R\N) =R+ Y. EVREP + Y EVREY (412

jHitk=—1 Jjtitk=—1
ki >0 k1 <0

avec par convention k; =0 <= [ = 0. Posons V :=Im(A;) + Im(A4,) avec

Ay = R_, + EY)PE| (Z P,>

k=1

Ay =EVRE® + Y EVREY.

jtitki=—1
k; <0

D’aprés (4.11) on remarque que
m(A;) C 2" M C%(X,TE), (A= Ao(n — Ag)) Ay =0

or grace au Lemme 4.1 on sait qu’il existe p € N tel que
) C Z 2o log (2)C%(X,T2), (A — Ao(n — Ag))PA = 0,

on peut donc affirmer que
YueV, (A—X(n—X))Pu=0.

Notons que si Ag ¢ 3(n — N), alors
1 oL o1
"M C®(X,TE) ﬂZaonlog ®(X,0Z) c C=(X,T7),
donc si Vi, V5 sont définis par

Vi =V Nnat o 0(X, FO%), Vg:VﬁZm)‘Ulogj(m)Coo(X,FéL
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on déduit du résultat de Mazeeo [21] que
VinVe € C(X,T2) Nkerpa(A — Ao(n — Ao))? = 0.

On peut donc décomposer V = Vi & Vo & V3 avec V3 un supplémentaire de V; & V5 dans V.
Soit Iy, le projection de V' sur V5 parallélement a V; @ V3, Iy la projection orthogonale de
2~ NL2(X) sur V et 1y linclusion de V sur 2=V L2(X). On multiplie (4.12) & gauche par
l'I’V2 := 1y Iy, Iy et & droite par "1'[",2 pour obtenir

jtitk=—1
k; <0

par construction de V5 et en utilisant la symétrie A = A (puisque ‘R(\) = R()\)). Remar-
quons maintenant que

71\‘,171
> EUREPm, = Y 3w EREY,
Jjtitki=—1 k;<0 =0

k; <0

et le rang de cet opérateur est majoré par — >, ok = Ny (c(n — A)S(n — A)) puisque

rang(P;) = 1. Le lemme est démontré quand Ao ¢ 5 — N.

Sido €2 —Net Ag(n —Ag) ¢ 0pp(A,), ona Ry =0, E") =0 et E®) =0in (4.10), on
reprend la méme preuve en remplagant (4.9) et (4.12) par

c(N)S(\) = Ui () ((A — o) Py + zm:(/\ —~ /\0)‘”+1Pl> Us(N),
=1

Resy, (n—20R(N) = > EMREY

JHitki=—2
ki<—1

la premiére égalité étant obtenue de la factorisation de Gohberg-Sigal (A.7) de S()) en Aq.
On observe alors que le rang de

—ky—2
> mEVREYM, = Y Y m,EVREY M,
Jtitk=—2 ki<—1 i=0

ki<—1

est majoré par

= 3 (k1) = = 3 (hi+1) = Ny (S(n— X)) —dimker S(n— o) = Ny, (c(n—A)§(n—A))
ki<—1 k; <0

ce qui conclut la preuve. O

4.2 La formule et son intérét

On peut enfin énoncer le résultat principal de la section :
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Théoréme 4.5. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique avec g paire et A\g €
{R(N) < 2} tel que Ao ¢ {A € C;A(n — \) € 0y (Ag)} N 3(n = N). Alors Ao est un pole de
R(X) si et seulement si c’est un pole de S(\) et on a

m(Xo) =m(n — o) +v(Xo) — Nz _n(Xo) dimker S(n — Ag) (4.13)

ot la multiplicité v(X\g) est définie par

v(Ao) := — Tr(ResAo e ()\)g'()\))

avec = _ la fonction caracteristique de § — N.

Preuve : en combinant les résultats du Corollaire 4.3 et du Lemme 4.4 avec (A.10) et
(A.9), il reste alors & montrer que

N (S()‘)) = Mn—Xxo (414)
si Ao(n — Xo) & opp(Ag) ou Ao ¢ 3(n — N). Le cas Ao(n — Xg) ¢ opp(A,) est clair puisque
S(A)t = S(n — A) est holomorphe prés de Ag donc my,_x, = 0 ; le cas A(n — Ag) € opp(Ay)

demande un plus d’attention. D’aprés (3.1) et (3.11), S(\) a une partie singuliére en n — Ag

k
CAo) A —n+ X)) Z T*O*%g 2 Txo—gd)g

j=1

avec C'(Ag) une constante non nulle, k = m,,_y, et qﬁg = 223 ¢;|%. Il est facile de voir

_o1
que les gzﬁg sont indépendants car sinon il existe une solution u € zn o+ (X,T§) de
(Ag — Xo(n — Ao))u = 0, et un développement de Taylor de cette équation en z = 0 montre

L1
que u est dans C™°(X,T'¢), ce qui est exclu d’aprés R. Mazzeo [21]. Puisque le pole est d’ordre

1 la factorisation sous la forme (A.7) de S()) prés de n — Ag est claire en ce qui concerne les
ky négatifs: onam = ket k, = 1pourl = 1,..., k. Ceci prouve donc (4.14) et le théoréme. O

Notons que 'on peut étendre (4.13) a la droite {(A) = 2} en utilisant que R(\) et S(A)

sont continus sur cette droite sauf en I o seul R(A) peut avoir un pole, et dans ce cas

vy, = 0 et (4.13) est trivialement satisfaite.

Cette formule répond & une question posée par Perry-Patterson dans [30], & savoir si la
formule qu’il donnait avec Borthwick [4] restait valide pour les points de %(n—N), notamment
dans le cas des quotients hyperboliques convexes co-compacts : la réponse est donc négative
puisqu’on voit apparaitre un terme correctif pour & — N. Si Ag(n — Xo) ¢ 0,,(A,), ce terme
correctif en \g = § — k est exactement la dimension du noyau de 'opérateur poj, défini dans
(3.16). Autrement dit ce terme correctif en chaque point § —k ne dépend que des 2k premiers
jets de la métrique au bord. Dans le cas particulier d’une variété asymptotiquement Einstein,
c’est o

dim ker 5(5 + k) = dimker Py,

Py étant la k-iéme puissance invariante conforme du laplacien sur (8X, ho) (cf. [12]).

Le calcul récent du diviseur en Ag € C de la fonction Zeta sur un quotient convexe co-
compact par Patterson-Perry [30] et Bunke-Olbrich [5] fait apparaitre (modulo le spectre
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discret) le terme v(\g) qui est appelé ‘terme spectral’ et un ‘terme topologique’ si \g € —Ny
qui est un multiple entier (dépendant de \g) de la caractéristique d’Euler de X. Si Ay € 5—N
le terme spectral peut donc étre non nul bien que S(A) et R()) soient holomorphes en Ag
(C’est le cas de H2"1), ceci en raison des facteurs Gamma que contient S(A). On observe
alors que le terme spectral du diviseur en un point § — k se décompose en fait en un véritable
terme spectral, & savoir la multiplicité m(Aq), plus un ‘terme conforme’ qui correspond a la
dimension du noyau du k-iéme laplacien conforme sur (09X, hy).

Pour conclure, il est important de noter que la formule de type Poisson obtenue par
Perry [33] dans le cas de ces mémes quotients permet de minorer le nombre de poles (avec
multiplicité) de §()\) dans un disque D(%3, R) C C de rayon R, ot la multiplicité d’un pole
est

1

v(o) = Tt (ﬁ L AL <Am>

Il est clair que ces péles sont en nombre supérieur au nombre de résonances d’aprés le
Théoréme 4.5. On peut notamment ne pas avoir de résonance alors que que le nombre
de poles de S(X) dans le disque D(Z,R) de C est un O(R"*!), c’est le cas de H*! avec
n + 1 impair. Il serait donc intéressant d’étudier la dimension des noyaux des opérateurs
invarariants conformes, en particulier dans le cas des quotients convexes co-compacts, pour
appliquer le résultat de Perry et donner une ‘vraie minoration’ du nombre de résonances dans
un disque. Réciproquement, ces opérateurs étant encore peu connus, on peut espérer en savoir
un peu plus via 'étude des résonances. Par exemple pour n pair et (X, g) asymptotiquement
Einstein, la @ courbure est redéfinie dans Graham-Zworski [12] par la formule

Q=(-1)82"21(2 — 1)IS(n)1
2 2
en notant que le résidu py,, est un opérateur différentiel dont le noyau contient les constantes.

Si @ = 0 on déduit que le noyau de S(n) contient un vecteur propre de rang 2 et donc S(n—\)
a un pole en A = n, c’est-a-dire que 0 est une résonance.
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5 Absence de résonance prés de ’axe critique

Le propos de cette partie est I’étude de zones sans résonances prés de I'axe critique.
Physiquement, les résonances les plus intéressantes sont celles proches de ’axe critique

{R(A) = 3} pour leur durée de vie plus longue. Il est montré (par exemple par Burq [6] dans

les cadres euclidiens ou Vodev [41] sur des variétés) que dans beaucoup de situations il existe

une région sans résonance de la forme
Ae S <e DPUIRM)| > G}, C1,02>0

ot la droite critique dans ce cas est S(A) = 0. On va voir que de tels résultats tiennent aussi
pour les variétés asymptotiquement hyperboliques.

Les ingredients essentiels que 'on va utiliser sont une borne uniforme de la norme de
la résolvante pondérée sur l'axe critique et l'utilisation d’une parametrix astucieuse, a la
maniére de article de Vodev [41].

Pour prolonger analytiquement R(\) dans un voisinage de 'axe critique, le principe sera
de le voir comme une perturbation de la résolvante du laplacien sur un espace modéle X
qui est suffisamment proche de notre variété. Un bon candidat pour Xy est le produit tordu
((0,€) x X,z 2(dz® + hg)) oit hg est une métrique de I'infini conforme de g mais pour des
raisons techniques on prendra RT x X avec la méme métrique et on localisera la résolvante
prés de ¢ = 0 avec des fonctions de troncature (c’est 'approche de Vodev dans [41]). 1l faudra
bien-sir vérifier que le modéle posséde déja cette propriété de prolongement analytique preés
de P’axe critique et controler sa norme dans cette zone.

Le cas des métriques non-captives (sans géodésique restant bloquée dans un compact)
sera aussi étudié, notamment quand la courbure est constante hors d’un compact ot on va
montrer qu’il existe une bande contenant ’axe critique avec seulement un nombre fini de
résonances & l'intérieur.

5.1 Le résultat de Cardoso-Vodev

Dans [7], Cardoso et Vodev considérent une variété riemannienne X dont la structure est con-
trolée prés de l'infini et ils obtiennent une borne exponentielle pour la norme de la résolvante
pondérée sur la droite critique. La variété X vérifie en dehors d’un compact Z

X\Z=([R,00) xS,g:=dr* +0o(r)), R>1 (5.1)

avec S une variété lisse compacte de dimension n, = signifie ‘isometrique’ et o(r) = o(r,y, dy)
est une famille de métriques sur S, := {r} x S telles que

la(r,y)l <C. 9ra(ryy)| <Cr~'7% §>0, r>R (5.2)

0 (0™ ") (r,y,6) > grfl(r,y,ﬁ), Y(y.§) e TS, (5.3)

o=t (r) = (6¥(r));; étant la métrique induite par o(r) sur 7S, et g(r,y) defini par

a(r,y) = (270 logv) + ()2 Y 00,0y, v + 2 v, ()

1,J
avec v = (det(a,;j))%. Une variété asymptotiquement hyperbolique avec métrique g =
x72(dz?® + h(x)) se décompose clairement sous la forme (5.1) en posant z = e~ " et on

a
o(r,y,dy) = e’ h(e™ ", y,dy)
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avec h(z,y,dy) lisse jusqu’a z = 0. Utilisant la coordonnée z, on obtient v € O (X),
0, = —x0, et hil € C>(X) donc

20, logv + v 2 Z 2*h"8,,v0,,v € C*(X)
g
vAv! = 1/( — (20,)* — (x0, log v)x0, — v Zayi(uﬁhijam))u*] € C™(X)
i,j

et (5.2) est satisfait pour tout § > 0. De plus, on a pour (y,¢&) € T*0X

TaT(T2h71)(T7’U,£) _ 67(}771)(’1',’1//5)
P ) o T i (@, y,0)

si z < e avec € petit, on déduit que (5.3) est vérifie. En conclusion, les variétés asymptotique-
ment hyperboliques font partie des variétés étudiées par Cardoso et Vodev [7] puis Vodev
[42]. Leurs résultats se résument dans ce cas en le

>1

Théoréme 5.1. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique de dimension n + 1.
Il eziste Cy,Cy > 0 tels que la résolvante R(\) := (Ay — A(n— X)) ™! se prolonge continument
de W:={A€ CGR\) > 2, An —X) ¢ 0,p(Ag)} a

WU{XeCGRO) > g,g(x) >y}

dans L(HY, H' ;) avec une norme majorée par
2 2

1) < 02602‘)‘75"
2

R 2 a0y ¢7
17
pour p = 0,1, [S(A)[ >0 et 0 <R(A) — § < 1. Si de plus, g est non-captive on a

ROV e ey ser ) < CalS(N) 747
2 2
pourp=0,1, [S(N)| >0 et 0 < R(Y) ~ £ <1

5.2 Deux modéles

Soit (M, hg) une variété riemannienne compacte de dimension n et
Xp:= (0,+00), x M, go:=x *(dz® + ho) (5.4)

Bien que la variété (Xg, go) ne soit pas conformément compacte, elle a une structure confor-
mément compacte prés de z = 0. On pourrait prendre comme opérateur modéle le laplacien
sur ((0,1] x X, go) avec condition de Dirichlet en = 1 pour avoir une véritable variété
conformément compacte (avec bord) mais il est plus facile de traiter Xy car elle porte plus
de symétrie.

Tout d’abord, on note X := [0, +00) x M et Difff (X,) I'espace des opérateurs différentiels
d’ordre k sur X & support dans [0,1] x M et qui s’écrivent localement sous la forme

Y ialz,y)(@0,) 08, a;. € CF(Xo)
i+|a|<k

ou (Yi)i=1,...,n, sont des coordonnées locales sur M.
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En posant la nouvelle variable r = logz, il est facile de voir que le laplacien Ay, est

unitairement équivalent &
2

4
sur L?(Rx M, drdvoly, ). Si H* := H*(X;) sont les domaines de (1+A,,)%, on remarque que

les arguments donnés par Froese et Hislop dans [9, appendice] montrent que pour k£ =0, 1,2
et s €10,2]

S N N (5.5)

VD € Diffs (X)), D € L(H*(Xo), H* ¥ (Xy)) (5.6)
bien qu’ils ne considérent pas la partie ‘cusp’ {r € R"}. Bien-siir le cas k = 1,5 = 1 est
obtenu a partir de I’égalité

12 2 TAT )2 n? 2
1A+ Fo)2ullzz = l10rullz + lle"Af ullie + { 7 +1 ) [ullze (5.7)
Dans un premier temps, on montre que la résolvante pondérée de A, se prolonge a un
voisinage de ’axe critique et on donne une majoration de sa norme.

Lemme 5.2. Soit ¢ < 5, 29 < 1, (X0, 90) deﬁm en (5.4) et p une fonction lisse sur Xo a
support dans {z < 1} et telle que p(z,y) = z? pour x < xg. Alors la résolvante pondérée

pRo(N)p = p(Lge — A(n — X)) "'p
se prolonge analytiquement de Og a O, \ {%} dans L(L?*(Xy)) et on a la majoration

n |pt2e
10507 pRo(Npllez2) < C]A =5

dans {\ € G;R(N) > 2 —¢,|S(N)| > 1} pour tout D? € Difff(Xo), ¢ =0,1 et p=0,1,2. La
constante C > 0 dépend de €, x¢ et DP.

Preuve: d’abord pour p = 2 la remarque (5.6) implique que D?(1 + A, )" est borné
pour tout D? € Diffz(X), donc 'équation

(Agy +i)pRo(N)p = [Agy, pIRo(N)p + p* + (M = ) + i) pRo(A)p

(1.12) et (5.6) montrent que les cas p = 0,1 suffisent pour obtenir la cas p = 2.
Nous avons une décomposition pour l'opérateur Py de (5.5) induite par la résolution

spectrale de Ay,
n2

— (4) (4) . 52, ,2r, 2
P=@r" R=-0te W+
J€ENq
ou (i3)jen, sont les valeurs propres de Ay, (répétées avec multiplicité) associées a une base
orthonormale de L*(M) de vecteurs propres (1;)jen,- En notant la résolvante de Po(j) sur
L?(R,dr) par
R () := (B = A(n =)~

on a clairement pour f € L*(X) et f; := (f,¢;)r2(m

p(Bgy — A= X)) pf = D (0B (Npfi)v (5.8)

JE€Ng
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Notons que pour pu; # 0 la translation

o { L*(R,dr) — L2(R,dr)
! f = fllog(p;) +e)
est une isometrie et que U;lPO(j)Uj =Q avec ) := —0? +€°" + ”72. Posons k := A — & pour

simplifier,le noyau de Green de @ est alors facile & calculer pour R(k) > 0 (cf. [39, Ex. 4.15])
RoN)(r,1) == (Q — AMn — X))~ (r,8) = ~K_p(e") (e H(r —t) — Ix(e") K p(eVH(t )

avec H la fonction de Heaviside et Iy, K les fonctions de Bessel modifiées. De plus, pour
p; = 0 il est bien connu que

RO N\ (r,t) = —(2k) e kIl
et que pour A € O, \ {0}

n|—1+p

192085 Nplle sy < O A 3

(5.9)

Ces expressions se prolongent dans C et on peut remarquer qu’il n’y a pas de résonance

excepté 5 pour ce probléme. En utilisant la relation
w
Kpy=————(I —I_
F 2sin(km) (I 2

un petit calcul montre que

2

Ro(N)(r,t) — Ro(n — \)(r,t) = = sin(km) Ky (e") Ki.(e") (5.10)
w

Rappelons maintenant la formule

Ky (z) = F(_kl_‘_é_—l%)wczk’ '/000 cos(tz)(t? + 1)F 2 dt (5.11)

pour R(k) = —e avec 5 > € > 0 et posons p(r) = ez x(r) ol x est une fonction lisse sur R

telle que x(r) =1 quand r < —1 et x(r) = 0 quand r > 0. Dans {|k| > 1} U {R(k) = —€¢} on
a les estimations suivantes (en utilisant (5.11) et la formule de Stirling)

2

1
S C‘k|2€

| sin(km)|. ‘F(k‘ + 5)

1

< Cer(%if)u.;ix(’l“ — log /,Lj) / (t2 + 1)757%(#
J0

p(r —log pj) Ky (e")
T(—k+ 1)
qui donnent pour p; # 0

107 00U D OERW:1) ~ Raln -~ (e t)Pdrdt < Ok

d’aprés (5.10). On combine ceci avec la borne usuelle de la résolvante dans le feuillet physique
et on obtient pour |k| > 1 et R(k) = —¢

U (p)Ro(NU; " (0) e (12) < ClkI*
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Mais puisque U;l(p) = UjflpUj au sens opérateur et que U; est une isométrie, on utilise

R’ (\) = UjRq(VU; !
pour conclure que dans {|S(A — )| > 1} N{R(X - §) = —€}ona

2e

: n
1pRS Wplles <€A -3 (5.12)

La norme de Sobolev H'! est donnée par (5.7), mais 0,U; = U;9, et e" 1081 = Uje"U;],
donc '

0, R (\) = U;0,RgNU; !, e85 RY) (\) = Uje" Rg(NU; !

une intégration par parties donne

1

/ COS“@")UHZ)"%dt“<’“‘§>/ atsin(te)e " (1+ )" Fdt
0 0

et en le multipliant par €” ou en le dérivant par rapport & r, ce terme reste borné par
1 - 2 2\y—e—3
k—§ 2 +t7)(L+t7) " 2dt
Jo

On déduit que ||pe"+108 i R(()j)()\)pH et \|p8TR(()j)()\)p\| sont bornés comme dans (5.12) mais
avec la puissance 2¢ + 1 en utilisant (5.10) et la borne usuelle sur la resolvante dans la par-
tie physique. Pour achever la démonstration, il reste & combiner ceci avec (5.8), (5.7) et le
principe de Phragmen-Lindelof appliqué a (A — §)pRo()\)p dans la bande |[R(A) — | <e. La
borne pour ¢ = 1 (une dérivée par rapport a \) est obtenue directement du cas ¢ = 0 et de
la formule de Cauchy. O

Le second modéle est I'espace hyperbolique (H"*!, g;), qui peut-étre vu comme une var-
iété conformément compacte (voir (1.4)), avec # = 2(1 — |m|)(1 + |m|)~! comme fonction
définissant le bord si m € B,y1. On donne l'estimation suivante qui sera démontrée dans
I'annexe B :

Proposition 5.3. Soit 1 > ¢y > € > 0, la résolvante hyperbolique Ry (X) := (A, — A(n —
A)~! se prolonge holomorphiquement de Oy a O, dans L(HS,H' ,) et on a pour p,q = 0,1
2 2

—1+p

n
Hag\Rh(A)HL(}(%,%f%) <cC ‘)\ - 5‘

dans {\ € C;R(A) > & — €, |S(N)| > 1}, avec C dépendant de €.

5.3 Zones sans résonance

On a maintenant tous les outils pour montrer le

Théoréme 5.4. Soit (X, g) une variété asymptotiquement hyperbolique, alors il existe Cy,Cy >
0 tels que la résolvante R(A\) := (A, — A(n — A\))™" se prolonge analytiquement de {\ €
CR(A) > 3,18 > Ci} a

A eS| > O R() > 5 — Coe 1)
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dans L(HS,H® ,) De plus, si g est non-captive, R(\) se prolonge analytiquement a
2 2

(e BRI > 1RO > 2 - oA~}

dans le méme espace.

Preuve : notons d’abord R(A\) := (A, — A(n — A)) la resolvante de A, dans la partie
physique et prenons z € Z,(0X) de maniére a ce que la métrique s’écrive sous forme modéle
(voir (1.3))

g=a"2(ds? + h(s))

On a donc un ouvert V de (X, g) isométrique au collier U := (0,6) x X (avec § > 0) muni
de la métrique z—2(dz? + h(z)) et on note i : V — U cette isométrie. On observe qu’il est
toujours possible de renormaliser # (prendre #’ = x6 1) pour avoir § = 1 sans changer la
structure modéle de la métrique, on suppose donc § = 1. Considérons maintenant (X, go)

la variété définie en (5.4) avec B
(M, ho) := (8X, h(0)) (5.13)

Soit Ji7 et Ry les opérateurs bornés suivants

Rer - { L?(Xg,dvoly,) —  L*(U,dvoly,)
fo= flwl(e)
g { L*(U,dvol,,) — L*(Xo,dvoly,)
v fo—= 1y f

avec vy I'inclusion U C Xg et 1l la fonction caractéristique de U. De méme on peut définir les
opérateurs Jy et Ry induits par I'inclusion V' C X. Puisque i*¢g et g sont quasi-isometriques
sur V, on obtient que i* : L?(U, dvol,,) — L*(V,dvoly) et i, : L*(V,dvoly) — L*(U, dvoly,)
sont bornés. On pose alors

I* == Jyi*Ry € L(L*(Xo,dvoly,), L (X, dvol,))
I, := iRy € L(L*(X, dvol,), L*(Xo, dvoly,))

Pour j = 1,2, 3,4, soit ¢; une fonction lisse sur R™ qui vaut 1 sur [0, %] et 0 sur [%, +00),
puis ¥; est ensuite considérée comme une fonction sur U dépendant seulement de la variable

z. Posons z’Zij :=1*(¢;), on a alors au sens opérateur
LI =1, I"Lapj =4

D’autre part, il est facile de vérifier (avec I'expression (2.16) par exemple) qu’il existe
Dg,Dy, € Diffg(X) tels que

Ay —I*Agtpsl, = 2D, A, — "3, I, = 2Dy,

On se place d’abord dans le feuillet physique Qg et on pose Ry(A) la résolvante considérée
dans le Lemme 5.2 avec le choix (5.13). Notons que

(Ag¥z — A(n — A))ha Ro(MN) 1 = Y1 + [Agy, 2] Ro(N) ey (5.14)

puisque Yath3 = P9 et Yap; = Y1. Soit x; = 1 — 1;1 et xo une fonction lisse a support
compact dans X qui vaut 1 sur le support de x;. Pour Aq € Qg fixé, A := A(n — A) et
Ag := Xo(n — Xg) on pose

Ror(\) := Iy Ro(AN)r I,  Egr()) := Ror(A) + xoR(Xo)xa
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Lr(\) = [Ag, xolBo)x1 + (Ao — A)xoR(No)x1 + I*[Agy, Y] Ro(N)t1 I + 2D Ror(N)

et on déduit de (5.14)
(Ay —A)ERr(AN) =14 Lg(A) (5.15)

De méme, on donne une parametrix a gauche pour A, — A
Ror(\) := I"thy Ro(N)ha Lo,  Er(X) = Ror(A) + x1R(Xo)xo

LX) = Ro(\zDy, + I*1 Ro(A)[t2, Ago ) T + X1 R(X0)[Ag. xo] + (Ao — A)x1R(Ao)x0

et on a

Er(M)(Ay —A)=1+4+Lg(N) (5.16)
Soit z, A\ € Oy, Z := z(n — z) ; de (5.15) et (5.16) on tire

R(\) = Eg(\) - RALr(N), R(z) = By (z) — L(2)R(2) (5.17)

D’un autre coté, on a ’équation de la résolvante
R(A) — R(z) = (A= Z)R(MNR(2)
qui, combinée avec la premiére égalité de (5.17), implique
22 R\)z? (14 K (), 2)) = K1 (), 2) (5.18)

K(\z):=(A—Z)z 2 Lr(NR(2)z?, Ki(\z):=27R(2)2? + (A — Z)2? Er(\)R(2)z?

Pour simplifier, on notera DP (resp. DF) tout opérateur différentiel de Diff5(X) & support

dans supp% (resp. de Difff(Xy) a support dans suppi3) et avec cette notation (1.12) se
résume en
DPz® = z*DP

On obtient donc (puisque x; et I*[Ay,,4]1, sont & support compact) que

1

2 2Lr(\) = (D' + (Ao — M)z~ 'x0) 22 R(\o)x1 + 22 I* D2 Ro(N)¢hr L. (5.19)

22 BR(\) = 27 Ror(N) + 22 xoR(Ao)x1 (5.20)
De méme, la seconde egalité de (5.17) et la définition de Ey,(A), Lz, (A) impliquent

R(z)zT = I"{yRo(2)(D2, %22 R(2)x? + DO1,7)

1 1 1 1 1 5.21
+x1R(No)z2 (XO + D'z2R(2)z2 + (Z — Ag)m’EXOR(z)mE) (5-21)

En combinant cette derniére expression avec (5.19), on a

K\ 2)
A-2Z

(D' + (Ao — Az~ "x0) m%R(AO)XlR(z)m%
+m%I*DSRO(A)d)lf*XlR(AO)m% (XO + Dlm%R(z)m% +(Z - A0)$7%X0R(2)$%)
422 I*D2Ro(A\Y2 Ro(2) (D21, x> 2% R(2)2® + DYI,x7)

Les deux premiéres lignes de cette expression se prolongent pour A dans O N {|S(A)| > 1} et
z dans {R(z) > 2} N {|S(z)| > C} comme opérateurs bornés sur Hg en utilisant le Lemme
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5.2 avec p = 224, (1.15) et le Théoréme 5.1. De plus, ces termes ont une norme L(HJ)
bornée par CeCUAFI=D),

Tl reste a traiter la derniére ligne dans I'expression de (A — Z) 1K (), z). On utilise alors
(1.15) et le Théoréme 5.1 pour montrer que

D*27R(2)z? = D*(P +i) " (D'2?R(2)2? + 2 + (i + Z)z? R(2)z?)

se prolonge continument & R(z) = % et [I(2)| > 0 avec une norme L(HG) majorée par
CeCl2l. Soit p; := x21p; définie sur (0,1) x AX, on a
PaRoN i Ro(2)hs = aRo(N1(Agy, — A)Ro(N)Ro(2)(Ag, — Z)3h1 Ro(2)3)s

= Ya(thr + Ro(N)[Y01, Age]) Ro(N) Ro (2) (1 — [¥h1, Agg]Ro(2)) 94

qui peut étre réecrit

paRo(N)ps — paRo(2)ps
AN—Z7

=

1 1 1 -
2 (Y1 + paRo(A)[Yr, Ay, 27 7) (thr =27 2[thr, Agy | Ro(2) pa)x

o par abus de notation = = i,(z). Rappelons que m’%[dJl,AgO]m’% € Diff§ (X)) puisque
[¢1,Ag,] a un support compact dans Xo. Grace a cette expression, le Lemme 5.2, le fait que

w2 [*D2x 2 = I*D2 et &~ 2 D2T,z> = I,D?, on obtient que
27 I* D2 Ro(A\) ¢ Ry (2) (D21, 27 27 R(2)x* + DYI,x7)

se prolonge a O, N {[S(A)| > 1} et {R(z) > 5} N {|S(2)] > C'} comme operateurs bornés sur
HY avec une norme majorée par Ce®(A+2) | Fixons z = % +is avec |s| grand, alors toutes
ces estimations montrent que

n
KO, Dlleg < RO) - 5| Ce

quand S(X) = s et R(X\) > £ — ¢, de plus ce terme est borné par 1 si

1 5
\m(x) - %\ < 5O e RN g0 = s (5.22)

Puisque K (A, z) est holomorphe en A dans O, N {|S(A)| > 1} on peut inverser (1 + K (), z))
holomorphiquement si A satisfait la condition (5.22).

Enfin le terme K (A, z) peut étre traité exactement de la méme fagon en utilisant (5.20)
et (5.21). La démonstration est achevée. Pour le cas non-captif ¢’est similaire mais seulement
des polynémes en (), z) apparaissent dans K (), z)(A — Z)~!, et en suivant attentivement les
calculs précédents on voit que leur degré est borné par 4 + 3e. O

Notons que la zone exponentielle est optimale pour le cas général puisque I’existence de
géodésiques fermées elliptiques implique ’existence de résonances exponentiellement proches
de I'axe critique par la méthode des quasimodes. Pour la cas non-captif et quand la courbure
est constante hors d’un compact, on peut utiliser un autre modéle pour la construction du
parametrix, & savoir des ‘morceaux’ de H**! qui apporteront une meilleure approximation
de la résolvante et vont nous permettre de montrer le

Théoréme 5.5. Soit (X, g) une variété conformément compacte dont la courbure sectionnelle
est constante hors d’un compact et © une fonction définissant le bord. Si g est non-captive,
il existe C1,Cy > 0 tels que w%(Ag — An —X)"'zz se prolonge analytiquement de {\ €
CGRA) > 5,[SN)| > Ch}oa

A eCISM)| > 0, RN) > 5 - Ca}
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Preuve : la preuve est presque identique, on va donc la résumer. Si la métrique g a une
courbure constante prés de I'infini il existe (voir [15]) des cartes V; C X (avec j = 1,..., M)
recouvrant un voisinage du bord X qui, munies de g, sont isométriques (notons I; cette
isomeétrie) a 'ouvert

n+1

Bl i={m=(y1,.. ., ynt1) € R iynin >0, y7 <1} (5.23)
im1

munie de la métrique hyperbolique y;j] (3", dy?). En fait, une parametrix qui sera suffisante
pour notre probléme est donnée dans [15, Prop. 3.1]. Fixons Ag € O, rappelons que A, est
le laplacien sur H" ™! et Rj,(\) sa résolvante étudiée dans le Lemme 5.3. Soit x? des fonctions
a support dans (5.23) telles que x] = 1 sur le support de x3 et suivant [15] ou [30, Lem. 3.2],
on peut prendre ' ‘ ‘
Xi Wi Yna1) = G1 (1, Y)Y (Yn)

avec (1){ € C§°(R™) tel que ij I;gbg = 1sur 90X et wzj € C°°([0,1)) qui vaut 1 pour yp41 <6
avec § < 1 petit. Soit x := 1 — Zﬁ\i] IZ (x3), et xo € C§°(X) tel que xo = 1 sur le support
de x ; enfin I7 et [; sont définis comme dans la preuve du théoreme précédent mais avec

les isométries V; — BTL]. On reprend la preuve du théoréme précédent mais on remplace
Eg, Er par

M M
Er(\) = xoRM\o)x + Y EXIBa(NX3T,,  Er(d) == xB(o)xo + »_ Ix3Ra(MNXIT;,
j=1 =1

et les termes d’erreur sont

Lr(A) = [Ay, xo RO)X + (Ao = A)xoROo)x + D T [Ag, , X1 R (VX315

Jj=1

Li(A) := XxRB(Xo)[x0, Ag] + (Ao = A)xR(Xo)xo + Y IXIRA(N)[xT, A, 175,

Jj=1

avec toujours A := A(n — A) et Ag := Ag(n — Ap). z étant une fonction définissant le bord
80X, x; := I; x est alors une fonction définissant {y,,+1 = 0} dans B, ;. De plus, il est facile
de vérifier (voir [15]) que

22 [A,,, Xz e DIS[@"TY), i=1,2 (5.24)

oit on considére B, ; C H"*!. On a donc la méme formule que (5.18) avec

K\, 1 <N : 4
A (A xR0 + (A — AxoROa)x + 3 5 (A IR,
j=1

M
x (}RO0)xo + Y LdRR() (A L. + [y, X115 R(2))

j=1

+XR(A0)[Ag, X0 R(2) — (Ao — Z)XR(o)xoR(2) )t
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pour A,z dans la partie physique. Notons que le Théoréme 5.1, le Lemme 5.3 et (5.24)

montrent que tous ces produits se prolongent & R(z) = 2 et R(A) > 251 excepté peut-étre
M M
. i . . . 4 4 i
w [ r1, IR, | | S Ed RN AL + 18y, 1L RB(2) | 0 (5.25)
j=1 j=1
Fixons Ay = ”T“ +1isg avec sp > 0 grand et soit (A, z) dans
U= {(A,z) €T N~ ol < 1]z do| < 1,R(2) > g}
Le Théoréme 5.1 implique que pour o = f%, 0
[ B0 0l RO0XE" + (A0 = M)z xoRO0a"| | <€ (5.26)
2 XR(M0)x0z? — (Ao — Z)a°xR(Xo)x0R(2)77 + 2*XR(X0)[Ay, X0l R(2)z> i SO0
(5.27)
et C ne dépend pas de sp. Remarquons maintenant que le Lemme 5.3 et (5.24) montrent que
M . .
> a2 Ay, X Ra (N X2 L 2 <C (5.28)
=1 L(12)
Zmi[;ngh(z)(X{Ij*mi +[Ay, . x111;  R(z)x2) < Csyt (5.29)
=1 L(12)

et il reste & considérer (5.25), qui & priori n’existe pas dans U. Quand V; N'V; = @ il est clair

que X%Ij*lfxg = 0, donc supposons que V; N'V; # 0. Suivant les calculs de la preuve du
théoréme précédent on obtient que

22 Ry 15, T X4 Ru(2)>

V)

peut s’exprimer pour A, z € Qg sous la forme

2Ry (N)z? — 22 Ry (2)z?

0 + 27 Ba(N). Ay, Je %) 7 (7% [xds Ag, | Ru(2)2* + x3)

On observe que cet opérateur sur L2(H**!) se prolonge & (), z) € U et vérifie dans U
|22 Ry(\)X L, I XA R (2) 72 || ¢ 12,11y < Oyt (5.30)

d’aprés le Lemme 5.3 et le théoréme des accroisements finis (implicitement utilisé dans la
preuve du théoréme précédent)

2Ry (N)xz — z2 Ry (2)x2
A7

< Csy' sup  [|0xz? Ry(Nz2 ||, m)
‘)\7}\0‘<1

L(L2,H")

On combine (5.26)-(5.30), le Théoreéme 5.1 et le fait que I7, I;, sont des isométries L*(V;) ¢

L*(B},,), et on conclut que
IK(A, 2)[] < CIA = 2]
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pour (A, z) € U, donc en posant z = & +isg on voit que 1+ K (), 2) est holomorphiquement
inversible pour

Ae{Ae TR >g-0”,|/\—/\0|<1}

Puisque C ne dépend pas de Ao, il existe une bande {|R(\) — 5| < €} ot K (A, 2) est inversible
excepté peut-étre en un nombre fini de points. Enfin, le terme K (A, z), defini comme dans
(5.18) avec notre nouveau parametrix, se traite de la méme maniére. O

Notons que cette hypothése de non-capture est essentiellement satisfaite pour des pertur-

bations de métriques sur H"*! et ne contient pas les cas non triviaux de quotients convexes
co-compacts.
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A Fonctions méromorphes dans des espaces de Banach

A.1 Deéfinitions et notations

Soit (B;)i=0,1,2 des espaces de Banach. Si U est un ouvert de C, Hol(U, Bg) (resp. Mer(U, By))
est ’ensemble des applications holomorphes (resp. méromorphes) sur U & valeurs dans Byg.
Rappelons que M () est dite méromorphe sur U & valeurs dans B si pour tout Ag € U il
existe un voisinage V3, de Ao, un entier p > 0 et des éléments (M;);—1,.., de Bg tels que
pour tout A € Vi, \ {Ao} on ait the développement de Laurent suivant

.....

M(\) = zp: M —Xo) i+ H(N), H\) € Hol(Va,, Bo)

Il est facile de voir que M (A) est holomorphe dans U \ S ot S est un ensemble discret de U
dont les éléments sont appelés poles de M (\). On appellera =y (M (X)) := M (\) — H()\) la
partie polaire de M (\) en Ag. De plus la valuation vy, (M (X)) est définie comme la plus petite
puissance dans le développement de Laurent, par exemple ici vy, (M (\)) = —p est Pordre du
pole Ao mais v, (M (X)) > 0 si M () est holomorphe prés de z. On notera M; = Resy, M (A)
le résidu de M (\) en Ag et si By = L(B1, Ba) est un espace d’applications linéaire continues,
mx, (M (X)) := rangM; est appelé la multiplicité de Ag et Rangy M (X) := Y7, rangM; le
rang total polaire de M(\) en \g. Si maintenant le rang total polaire est fini en chaque
pole de M (), on dit que M (\) est méromorphe-finie et on note Mer (U, By) I'espace des
fonctions méromorphe-finies dans U & valeurs dans Bg. Pour finir, si A\g € U et M(A) est
méromorphe dans U \ {\¢} mais pas dans U, on dira que Aq est une singularité essentielle de
M(N).

On peut aussi remarquer que ces définitions s’étendent au cadre des espaces localement
convexes (cf. Bunke-Olbrich [5] par exemple).

A.2 Quelques propriétés utiles

Soit U C C un ouvert et (B;)i—o,1.2 des espaces de Banach. Alors la multiplication ponctuelle
(A(N), B(\)) = A(A)B(A) sur les espaces

HOl(U, L(B,l BJ)) C ME‘Tf(UI L(B“ Bj)) C ME‘T(U, L(B,l BJ))
a les propriétés de stabilité suivantes

Mer(U, L(B;, B;)) x Mer(U,L(B;,Br)) — Mer(U,L(B;, Bi))
Merf(U7L(‘Bi,‘Bj)) X Me’l“f(U7£;('B]‘,‘Bk)) — Merf(U,L(Bi793k)) (Al)
%OZ(UL(‘B“‘BH) X }(Ol(UL(‘BW‘Bk)) — g{Ol(UL(‘B“‘Bk))

De plus si B, := L(B;, C) est le dual de B;, la transposition

t. [ L(B1,Bs) — L(B;, BY)
' A = A (f = f1(A()
agissant ponctuellement (Y4)()) := {(A()\)) a les propriétés de stabilité suivantes
Mer(U,L(Bi, B;)) — Mer(U, L(B), B)))
Mer (U, L(Bi, Bj)) — Mers(U,L(B},B})) (A.2)
Hol(U,L(Bi, B;)) — Hol(U,L(BY, B}))

Notons aussi le résultat général suivant qui sera utile pour la suite.
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Lemme A.1. Soit By C By des espaces de Banach et j : By — By linclusion continue.
Soit U un ouvert de C et \g € U, si M(A) est continue dans U \ {\o} & valeurs dans By et
jo M(X) € Mer(U,B1), alors M(\) € Mer(U,By). De plus, si (B;)i=o,1 sont des espaces
d’applications linéaires continues sur des espaces de Banach et jo M(X) € Mery(U, B1), alors

M(X) € Mers (U, By).

Preuve : On montre d’abord que M(X) € Hol(U \ {Ao}, Bo) ; il suffit de montrer que
pour tout Ay € U \ {Xo} il existe € > 0 tel que

/ M(\)dA = 0 (A.3)
T

pour tout triangle 7" inclus dans le disque ouvert {|A\—A;| < €}. Notons que (A.3) est satisfait
quand on remplace M (A) par j o M()\). Mais puisque j est continue, I'intégrale de j o M (\)
sur T', definie comme la limite d’une somme de Riemann, est exactement

jo/TM(A)dA:/TjoM(A)dA

On a donc I’égalité cherchée (A.3) puisque j est injective. En utilisant les mémes arguments
et I'hypothése de méromorphie de j o M (\) on obtient le développement de Laurent

JoM() = 3 o Myh— A+ o H\

k=—p

M;, =1 A= Xo) M (N)dx, H(N) =1 (z— A" tM(2)dz

2mi Jp 27 Jp

pour A prés de Ay et T' un triangle entourant A\g. Mais j étant injective on a

MO) = 3 Med— do)k + HOY

k=—p

et H(A) est holomorphe prés de Ay & valeurs dans Bg. Il reste & remarquer que si j o My, est
de rang fini alors M}, aussi, en utilisant encore I'injectivité de j. O

On énonce maintenant un Lemme qui sera important pour prouver ’apparition de singu-
larités essentielles de la résolvante.

Lemme A.2. Soit B un espace de Banach de dimension infinie, \g € C et U un voisinage
de Ag. Soit M (N\) € Hol(U\{ o}, L(B)) une famille méromorphe dans U d’opérateurs bornés
qui vérifie

K

A—=Xo

ot K_1 et K(\) sont des opérateurs compacts et on suppose que

MO) =1+ + KN, K(\) € Hol(U,L(B)) (A.4)

dimker K_; < oo

Si M (X) est inversible en un point de U, alors M (X) est inversible pour presque tout A € U,
d’inverse M ~'(\) méromorphe-fini dans U\ {\o} et le point \g est une singularité essentielle
de M~1(X).
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Preuve : pour simplifier, nous prendrons Aqg = 0, ce qui ne change rien & la preuve.
Le fait que M (A) soit inversible dans U \ {0} d’inverse méromorphe-fini provient simple-
ment du théroréme de Fredholm analytique. Supposons maintenant que M ~!(\) admette un
développement de Laurent fini en 0

M7 (A) =Y NN, p>0

i=—p

On développe alors M (X) en série de Laurent en 0

M) =Y MXN =K Ax'+1+Ko+» K\

i=—1 i=1

ou les K; sont compacts, puis on effectue le produit

o0
MM ') = > N Y MNe=1
i=—p—1  j+k=i

ce qui donne le systéme

i+p

> MNi =6, i>-p—1 (A.5)

j=—1
Montrons par récurrence que les opérateurs IV; sont de rang fini pour i < 0. En regardant
pour i = —p — 1 I’équation (A.5), on obtient K_;N_, = 0, et par hypothése sur K_; on
trouve que N_, est de rang fini. Soit I < —1, supposons maintenant que N; est de rang fini
pour tout i < I et montrons que Ny;q est de rang fini. Pour i = I, I’équation (A.5) donne

que
I+p

K_1Nip1 = —ZMiNFJ'

7=0

est de rang fini par hypothése de récurrence (car I — j < I). Soit r un entier tel que
r>dmker K_; +dimImK_; Ny,

Si N4 est de rang infini, il existe une famille de vecteurs linéairement indépendants (¢;)i=1,... r
dans Im(Ny41) et K_; restreinte & E := @;_, Cp; est donc une application linéaire sur un
espace de dimension finie vérifiant

dimker K_;|p +rangK_4|p < dimE =7r

ce qui est impossible. On en déduit que le rang de Ny est fini.

Prenons donc (A.5) avec i =0 : K_; et (N;);<o étant compacts, on conclut que

P
1=K_ M +Y MN_
Jj=0

est compact, ce qui est impossible. O

Exemple : considérer M(X\) = 14+ A~1(1+ Ap) "2 si M est une variété compacte. En

diagonalisant M (\) sur la base de vecteurs propres de A s on voit facilement que M ()1 a
une suite de poles convergeant vers 0.
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A.3 Rappels sur la théorie de Gohberg-Sigal

On rappelle globalement quelques résultats et définitions de Gohberg et Sigal [10] qui nous
serviront pour I'étude des multiplicités des résonances.

Soit H un espace de Hilbert, M(A) une fonction méromorphe sur un ouvert U C C &
valeurs dans L(H) et Ay € U. Reprenant essentiellement les notations de Gohberg-Sigal
[10], on appelle fonction racine de M (A) en Ao une fonction p(A) € Hol(Vy,, H) telle que
limy_, 5, M(A)p(A) = 0 et p(Ng) # 0, Vordre d’annulation de M (A)¢(\) étant appelé la
multiplicité de ¢(A). Le vecteur po := ¢(\g) est appelé vecteur propre de M(A) en Ay
et ’ensemble des vecteurs propres de M (A) en g forme un sous-espace vectoriel de H noté
kery, M (\) (c’est une généralisation de ker M (Ag) quand M (A\) a un pole en Ag). Le rang d’un
vecteur propre g est défini comme étant la borne supérieure des multiplicités des fonctions
racines p(A) de M(A) en Ag telles que @(Ao) = @o. Si dimkery, M(\) = a < oo et que
les rangs de tous les vecteurs propres sont finis, un systéme canonique de vecteurs propres

(4)

est une base (@E)i))izl o de kery, M(X) dont les rangs de ¢’ ont la propriété suivante :

le rang de <p((]]) est le maximum des rangs des vecteurs propres de M(\) en Ag et le rang
de <p((]') est le maximum des rangs des vecteurs propres appartenant & un supplémentaire de

.....

Vect(gp(()l)7 e cp((]i’fl)) dans kery, M (A). Un systéme canonique de vecteurs propres n’est pas

unique mais la famille des rangs des vecteurs propres ne dépend pas du choix du systéme

canonique. On note alors r; = <p(()i) les multiplicités partielles d’annulation de M (A) en Ag et

«

Nag(MA) = 7 (A.6)

i=1

est la multiplicité d’annulation de M (A) en Ag.

Supposons que M () soit une famille méromorphe d’opérateurs Fredholm dans L(3H) et
Ao un pole de rang polaire total fini. Sil'indice de (M (\) —Ey, (M (A))|x=x, est nul, Gohberg
et Sigal [10] montrent qu’il existe des opérateurs holomorphiquement inversibles U (A) et
Us(A) prés de Ag, des projecteurs orthogonaux (P));=o,...,m et des entiers (k;);=1,... m non nuls
tels que

M(X\) = U (N (Po +> (A Ag)‘”P,> Us(N) (A.7)
1=1
P;P; = 6;;P;, rang(P)=1pourli=1,...,m, dim(l1—-F) <o
Si de plus M(X) a un inverse M ~!(\) méromorphe (ce qui correspond au cas ot Py +
Sty Pr=1), dont g est un pole de rang polaire total fini, il s’écrit

M=) =0yt (Po + zm:(/\ - /\o)k’Pl> Ut (N (A-8)

=1

Il est important de noter (cf. [10]) que I’ensemble des multiplicités partielles d’annulation est
invariant par multiplication par une famille holomorphiquement inversible d’opérateurs, on
déduit donc de (A.8) et (A.7) que

my = dimker M (\g) = #{l;k; > 0}, m_ :=dimker M~ (X\) = #{l; k; < 0}

puis que I'ensemble des multiplicités partielles d’annulation de M (X) (resp. M ~1())) en \g
est {k;; ki > 0} (resp. {ki; ki < 0}). On en déduit alors

Ny (M) = ki, Na(MT'(V) =Dk

ki >0 k; <0
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De la factorisation (A.7), Gohberg-Sigal [10] tirent ensuite la généralisation du théoréme des
résidus logarithmiques

Tr (Res, (M1 (A)M'(X))) = Na, (M(X)) = Ny (M~ (X)) (A.9)

Cet entier est essentiellement I'ordre du zéro ou du pole de det(M (X)) quand le déterminant
est défini.

Soit maintenant M (\) une famille méromorphe d’opérateurs Fredholm d’indice 0 dans
L(H) et A\g un pole de rang polaire total fini. On I’écrit sous la forme (A.7) et on déduit que
pour L(A) = (A — Xg) 'M()\) on a dimkery, L(\) = #{l; k; > 1}, I'ensemble des multiplicités
partielles d’annulation de L(\) en Ag est {k; — 1;k > 1} et

Nao(LO) = Y (ki = 1) = > (k1 — 1) = N, (M (X)) — dim kery, M()) (A.10)
ky>1 k>0
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B Le modéle hyperbolique

2 2
Prenons le modéle H* ! = (]RT’l, %) de I'espace hyperbolique muni naturellement de

la structure de groupe (2.18) avec le neutre e = (1,0r=). Soit
Rp(N) = (Ag, —A(n — X))~
la résolvante du laplacien hyperbolique. Dans un premier temps, Rpy(\) a pour noyau de

Schwartz rp(A) = Gp(A\)p dans ce modéle avec

ol on( 1 1

1 —A
Gh(\w,w') = F(A_—H_I)A) /0 (H(1 — 1) (5 * o] t) dt (B.1)

2uu’
u? +u?+v—v'?

o(w,w') = (cosh(dHnJr] (w,w')))) T

1
w=(u,v), w =0 - | dudedodv' 2
- L o ’ Hi= un+1lyn+1

pour R(\) > §. D’aprés [15], on a l'expression suivante qui donne le prolongement méro-
morphe & A € C du noyau de Schwartz

Gr(\w,w) = o(w,w)  kx(o(w,w")) (B.2)

27 A2 1= 3T (A + 25)
TA—24+1+ )0 +1)

ka(0) =3 a;(Na®, a;(A) =

De cette expression on obtient directement que Rp(\) se prolonge analytiquement a C (au
sens faible) si n est pair et méromorphiquement & C avec des poles d’ordre 1 sur — N, si n est
impair. De plus, les résidus du noyau (B.2) en ces poles engendrent des opérateurs de rang
fini (cf. [15]).

1 1
En terme de noyau de convolution, on a pour f = f(u,v) Zi‘ff{ ‘2 € O (H"H Tg)

dsdz 3

sn+]

(Ba(A)f)(s,2) = Gn(Xu,v,e)f (573 - gv) %du

n41
JRY

(B.3)

et on va voir que Gp(A;w, e) est localement intégrable en w € ]RT“] .
Rappelons que la fonction définissant le bord introduite en (1.4) est z = 2e~ " avec t(w) =
dpgn+1 (w, €) la distance hyperbolique au neutre e. En posant encore w = (u,v) € ]Rf'l on a

donc

qui est une fonction définissant le bord de H**!. En utilisant (B.2), on en déduit que dans
ce modéle, opérateur E(A) défini par (3.8) a pour noyau de Schwartz

2u’ A 2 AtE
(N V,w') = ag(A
v =0 (=) (5vp)

avec w' = (u',v") et la formule (3.21) s’écrit dans ce contexte

1
2

dVdu'dv’

uln+]

Gr(hw,e) = Grln — Aw,e) + d()\)/ (VI (B.4)

re (U2 + |V —v|2)A
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d(N) =2"(n — 2 N)ap(N)ag(n — A), w = (u,v)

Dans un premier temps on donne une estimation des normes du noyau de convolution
Gh(A;w,e) et de la fonction k.

Lemme B.1. Avec les notations de (B.1) et (B.2), on a pour tout compact K de H't! et
pour A € On, A ¢ =Ny :

dudv _ (Cg)N(A)n!
Gr( A u,v,e B.5
[ 16,0 T (5.5
avec Cxg > 0 une constante dépendant de K. D’autre part, si kiv est définie par
N
EN(0) =0 2N L Er(0) — Z a;(N)o?
j=1
on a pour X € On '
sup sup |9LkY (o)) < ON(N)I¥ (B.6)

i<4 00, 3]
avec dy un entier dépendant de N.
Preuve : tout d’abord la formule de Stirling montre que

720N
NP )

[NIE]

< CN(\)

dans On. On commence ensuite par remarquer que pour A € (‘J% eta>0

/E(t(l )M (1 —t4a) Pt <O

En utilisant ces estimations et un changement de variable t — 1 —¢ on a pour A € (‘)%

dud . 3 i RN dud
/ IGa(Xu,v,e)| Tt < OV (N E <0K+ / / PO (2t 4+ 0w)) = )
K u K Jo

u

d(w) = cosh(dgn+1 (w,e)) — 1

Posons alors pour A > § > 0 avec A fixée

-

1(6) := / TR (21 4 6) RN gy
0

et un changement de variable ¢ — §t donne pour \ € 01

51
10) < 05 [T P ey T
J0

€ I
< C5 T (/ (2t)5’“*>*"7“dt+/2 t"T“dt)
J0O Je

< 067 (207N + Caclogd)

o=
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si € € (0, %A’]). Notons que l'on peut donc choisir A de sorte que la boule hyperbolique
centrée en e et de rayon R défini par cosh(R) — 1 = A contienne K, puis on prend e =

min(,2 47" pour avoir

I(6) < Créd " 10g6

et un passage en coordonnées polaires donne

[RE®)

L’estimation (B.5) est montrée pour A € O%. Pour traiter le cas A € Oy, il suffit d’utiliser la
majoration obtenue dans 01 avec (B.4) en notant que

dudv < Cx

Cin—1-=X...|1—=}]
| tan(zw )|

(V)] =

d’apreés la formule du complément
[(2)T(1 - z) = n(sin(nz)) " (B.7)

puis que

uéR(A)(l + |V|2)§R(A)fn N
/" W v —opEm < (Ck)

siR(\) € [2 N, 2 1] et (u,0) € K. On a finalement montré (B.5).

Pour obtenir (B.6), on écrit d’abord pour A € O

k(o) = QF(_fnji(f)) /1(2t(1t))“7“(1+a(1Qt))*dt
= : L _()A].ﬂ)( cr)-f/ol(?t(l—t))*"2“(1—2t)-"dt
—Cn(A)o?NH! /0 (2t(1 — £))* " Ry (t,0)dt
= iaj(k)02j+02N+1kiV(a)

avec !
Rn(t,0) := (1 —2t)>N*! / (1—w)*N (1 +wo(1—2t)) * >N "dw
0

n

27 "F (A + 2N + 1)
LA = 235)(2N)!

Cn()N) =

en utilisant la formule de Taylor (en ¢ = 0) avec reste intégral. Par un changement de
variable on obtient

1

2

() = =On) [Tt = 0P (B t.) + (1= o))t
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et on refait un développement de Taylor avec reste intégral de Ry (t,0) ent =0 :

N .j 1 N
. 1
Rn(t,o) = Z WH + ¢V H ﬂ(&N+1RN)(t’IU,(T)dw
= J! Jo N! '
On a alors
N . .
(@) = =3 CinW)(9]Bn(0,0) + (-1 Bx(1,0))
j=0
P AL 4N aozp (L—w)V oy
+C’N()\)/ / Az TN (1 1) 7TT(8t T RN) (tw, o) dwdt
o Jo :
1 1 N
p) o1 nt1 -1
—ox [T [ e eea - op B 08 R - o) duds
o Jo :
en posant
1 [7 i, .
Cin(\) = C’N(A)ﬁ/ A (21— 1) dt
'Jo
On peut vérifier que cette intégrale se prolonge holomorphiquement dans Oy en faisant un

développement de Taylor & l'ordre N avec reste intégral de (1 — t)A’% ent = 0 et en

remarquant le prolongement méromorphe suivant pour k € Ny

1

/5 PR g = (A ST ; L ks 1)7]2*“"7“*’“*1
J0

On conclut en observant que toutes les intégrales dans la derniére expression de k;\v sont,
convergentes pour o < A et A € Op, puis que

0{0L Ry (t,0)] < CN (TR < N+1, i<4

pour o < tg%,AeON et enfin que

1

2
[CNN < VNN, O v (V)] < OV ()N 2T

pour A € Oy en utilisant la formule de Stirling. La majoration (B.6) est donc satisfaite. O

On étudie maintenant les normes du prolongement de Ry (\) en tant qu’opérateurs bornés

dans les espaces a poids introduits en (1.16).

Proposition B.2. La résolvante hyperbolique Rp(\) := (A, — A(n — X))~! se prolonge
analytiquement de Og a On_s a valeurs dans L(HQ, H? y) pour tout N € R et § > 0 sin
2

est pair (resp. pour tout N < n sin est impair) et on a dans On_s
2

(B.8)

. n|~1+p
IR BR(N)| e (o, 3¢v ) < c3™ ‘/\ - 5‘

avec p,q = 0,1 et Cs > 0.

Preuve : on utilise le modeéle de Beltrami pour H*! et sa métrique modeéle (1.4) asymp-
totiquement hyperbolique. Pour montrer ces estimations, on considére les opérateurs d’onde

2 2 7% 2
Uo(t) := cos (t Ay, — %) , Ui(t) := (Agh — %) sin (t Ay, — %)
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En dimension impaire nous avons, par le principe de Huygens,
XtUO(t)Xt = O, t>0 (Bg)

ou x; est la fonction caractéristique de la boule hyperbolique ouverte de centre 0 et de rayon
%. On a alors pour ¢t > 0

mNUO(t)mN =1~ X‘)mNU‘](t)(l - Xﬁ)mN +(1- Xt)-”NUO(t)Xt-TN + Xt-?TNUo(t)(l - Xt)mN
(B.10)
1l est clair que
N N
x| <2V, oo <1 (B.11)

et on remarque aussi que m € Supp(l — x¢) si et seulement si |m| > tanh (%), c’est-a-dire
que
1—|m| 1 — tanh(%) ;

t
T =2 < Atl — %¢" 2
14 |m| 1+ tanh(3)

On a donc N
(1= xp)aV || < 2Ve % (B.12)

Maintenant on déduit de (B.10), (B.11) et (B.12) que
||a:NU0(t)a:NH < 22N % (B.13)

Il reste & voir que
(g - )\) eV RNz = / e E NN U (1) 2N dt (B.14)
0

et (B.8) est prouvé quand p = 0 et n+1 impair. Pour traiter le cas de n+1 pair, on va étudier
2No UL (t)xN | puisque Uy (t) = 0;U;(t). Pour € > 0 petit, soit ¥ € C5°(RT) a support dans
[0,1] et valant 1 sur [0,1 — ¢]. On pose alors

4 h
¥, (m) = \Il< argtan m)

t

qui est & support dans la boule hyperbolique de rayon % et vaut 1 dans la boule hyperbolique

%. On a alors

de rayon ~
‘I’tatU] (t)\I’t = at (\IltU] (t)\I’t) — (8t\Ilt)U] (t)\I’t — \IltU] (t)(at‘I/t) (B15)

Le noyau de U (t) s’écrit

Ur(t;o,y) = C (sinh2 (%) — sinh? (M))+

n
2

donc par construction de Wy, les opérateurs dans (B.15) ont un noyau lisse & support compact
(dépendant de t), ce qui prouve facilement qu’il existe T' > 0 tel que

%0, U ()T, < Cee™ % (B.16)

pour t > T. On procéde enfin comme dans le cas impair, en décomposant =¥ sur le support
de ¥, puis en dehors, ce qui prouve (B.8) pour p = 0.
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Pour le cas p = 1, on remarque d’aprés (1.14) et (1.12) qu’il suffit de donner un prolonge-
ment de 2V DRy, (A\)zN pour un nombre fini d’opérateurs D € Diff(l)(ﬁm_l) et de majorer sa
norme. On remarque que pour R(A) > 3 et D € Diff(l)(ﬁm_l)

mNDRh(A)mN:/ 5NN DUy ()N dt (B.17)
J0

avec ||[DU;(t)|| < C d’aprés (1.15). De plus
U, DU, (t)¥; = DO, U, (t)¥; — [D, ¥;]U1 (1) T,
a donc un noyau lisse & support compact, on vérifie qu’il existe T' > 0 tel que pour t > T
W, DUL (£) ¥, < Coe (B.18)

En décomposant ¥ DU, (t)z™N de la méme fagon qu’en (B.10) et en utilisant (B.18), (B.17)

3 3

on en déduit (B.8) quand p = 1. O
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RESONANCES SUR. LES VARIETES ASYMPTOTIQUEMENT HYPERBOLIQUES

On étudie le prolongement méromorphe de la résolvante du laplacien sur une classe de var-
iétés riemanniennes complétes non-compactes & courbure asymptotiquement —1. On mon-
tre que la résolvante se prolonge méromorphiquement & C avec poles de multiplicité finie
(appelés résonances) si et seulement si la métrique vérifie une certaine condition de parité
asymptotique, puis on construit des exemples pour lesquels il existe une suite de résonances
convergeant vers un point du feuillet non-physique, prouvant que des singularités essentielles
peuvent apparaitre sans cette condition. Dans un deuxiéme temps, on montre que les réso-
nances coincident, avec multiplicités, avec les poles de 'opérateur de diffusion renormalisé
a 'exception d’un ensemble discret de points pour lesquels on explicite géométriquement la
différence des multiplicités. Enfin, on montre ’existence d’une zone sans résonance exponen-
tiellement proche de ’axe critique.

Mots clés. laplacien, prolongement méromorphe, résolvante, résonance, diffusion, variété
hyperbolique.

RESONANCES ON ASYMPTOTICALLY HYPERBOLIC MANIFOLDS

We study the meromorphic extension of the resolvent for the Laplacian on a class of non-
compact complete Riemannian manifolds whose curvatures approach —1 at infinity. We show
that the resolvent extends meromorphically to C with poles of finite multiplicity (called res-
onances) if and only if the metric satisfies a certain condition of asymptotic evenness, then
we construct examples for which there exists a sequence of resonances converging to a point
of the non-physical sheet, proving that some essential singularities can appear without this
condition. Secondly, we show that the resonances coincide, with multiplicities, with the poles
of the renormalized scattering operator, except for a discrete set of points for which an ex-
plicit geometric formula between the multiplicities is given. We finally prove the existence of
a free of resonance region exponentially close to the critical line.

Key words. Laplacian, meromorphic extension, resolvent, resonance, scattering, hyperbolic
manifold.



