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In tro duction

Sur une v ariété riemanienne lisse compacte ( X ; g ) le sp ectre � (�

g

) du laplacien �

g

est

constitué d'une suite de v aleurs propres de m ultiplicité �nie tendan t v ers + 1 . La ré-

solv an te (�

g

� s )

� 1

de �

g

est donc une famille méromorphe dans C d'op érateurs b ornés

sur L

2

( X ; dv ol

g

) don t les p ôles son t les v aleurs propres de �

g

et les rangs des résidus son t

les m ultiplicités de ces v aleurs propres.

Si la v ariété n'est pas compacte on v oit en géneral apparaître du sp ectre essen tiel, les

premiers exemples géométriques étan t l'espace euclidien ( R

n +1

; g

e

) et l'espace h yp erb olique

( H

n +1

; g

h

) (a v ec n � 1 ) don t les laplaciens asso ciés p ossèden t uniquemen t du sp ectre es-

sen tiel � (�

g

e

) = [0 ; + 1 ) et � (�

g

h

) = [

n

2

4

; + 1 ) . Si on prend n pair p our simpli�er, il est

relativ emen t direct de v éri�er que p our tout N > 0 , les résolv an tes mo di�ées

R

e

( z ) := (�

g

e

� z

2

)

� 1

; R

h

( z ) := (�

g

h

�

n

2

4

� z

2

)

� 1

dé�nies sur f= ( z ) < 0 g se prolongen t dans les demi-plans complexes f= ( z ) < N g en une

famille holomorphe d'op érateurs b ornés dans des espaces L

2

à p oids (le p oids dép end de N ).

On dit alors que la résolv an te se prolonge holomorphiquemen t dans C à tra v ers le sp ectre

essen tiel, qui était représen té par la `droite critique' f= ( z ) = 0 g p our le nouv eau paramètre

sp ectral z

2

. Une propriété remarquable du sp ectre essen tiel est qu'une p erturbation com-

pacte de la métrique sur une v ariété riemannienne complète non-compacte ne c hange pas

le sp ectre essen tiel du laplacien riemannien. En appliquan t ceci à nos deux v ariétés con-

sidérées au dessus, on p eut mon trer à l'aide du théorème de F redholm analytique que p our

une p erturbation compacte g des métriques g

e

et g

h

, la résolv an te mo di�ée de �

g

se pro-

longe méromorphiquemen t à C a v ec p ôles de m ultiplicité �nie, au sens où la partie p olaire

du dév elopp emen t de Lauren t en c haque p ôle est constituée d'op érateurs de rang �ni. Les

p ôles pro v enan t de ce prolongemen t son t en quelque sorte les v aleurs sp ectrales discrètes

corresp ondan t aux v aleurs propres du cas compact, on les app elle r ésonanc es .

A l'instar des v aleurs propres du laplacien sur une v ariété compacte, elles apparaissen t

dans des form ules de trace et con tiennen t des informations géométriques et dynamiques.

Il est par exemple établi que la présence de résonances, leur p osition et leur distribution

asymptotique dans le plan complexe son t fortemen t liées à l'ensem ble des géo désiques captées

dans des compacts. Une fois le prolongemen t méromorphe obten u, les premiers problèmes

in téressan ts asso ciés aux résonances son t de donner le comp ortemen t asymptotique de leur

fonction de comptage N ( R ) (i.e. le nom bre de résonances dans un disque D (0 ; R ) � C de

ra y on R ) et d'étudier les résonances pro c hes de l'axe critique, celles qui on t le plus de sens

ph ysiquemen t.

Si l'on ne considère ici que des résonances de nature géométrique, les notions que l'on

vien t d'in tro duire pro viennen t à l'origine de l'étude de l'op érateur de Sc hro dinger �

g

e

+ V

p our un p oten tiel V b orné à supp ort compact et elles s'étenden t à des p erturbations com-

pactes relativ emen t générales de �

g

e

. P our de telles p erturbations compactes, les résultats

de Melrose [28 ], Zw orski [43 ], Sjostrand-Zw orski [38 ], V o dev [40 ] mon tren t en géneral la ma-

joration optimale N ( R ) = O ( R

n +1

) mais il existe seulemen t quelques cas particuliers où une

asymptotique, v oire une minoration, de N ( R ) est conn u.

Il est naturel de se demander si le même t yp e de prolongemen ts méromorphes à tra v ers le

sp ectre essen tiel est p ossible dans des cadres géométriques relativ emen t généraux comme des

p erturbations non nécessairemen t compactes d'espaces symétriques. Les premiers exemples

que l'on p eut citer son t les quotien ts de H

n +1

par des group es discrets d'isométries, ils on t

été étudiés a v ec succès par Guillop é et Zw orski [14, 15 , 16 ] p our n = 1 puis p our n > 1
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si le group e d'isométries est con v exe co-compact. Notons que cette étude est accompagnée

d'une ma joration de la fonction de comptage des résonances N ( R ) = O ( R

n +2

) (la ma jo-

ration optimale N ( R ) = O ( R

n +1

) p our n > 1 étan t due à Cuev as et V o dev [8]) ainsi que

d'une minoration N ( R ) � C R

2

p our n = 1 . D'un autre côté, Melrose a remarqué que dans

b eaucoup de cas géométriques la v ariété riemannienne complète non compacte ( X ; g ) est

l'in térieur d'une v ariété compacte à b ord

�

X (le b ord est l'in�ni de X ) sur laquelle le laplacien

�

g

se prolonge en un op érateur à co e�cien ts lisses mais dégénéré (non elliptique) sur le b ord

@

�

X . La nature de cette dégénérescence sur @

�

X détermine les di�éren ts t yp es de géométries

près de l'in�ni et Mazzeo, Melrose, Mendoza [29 , 24 , 22 , 23 , 26 , 27 ] on t dév elopp é un calcul

pseudo-di�éren tiel adapté à l'analyse de ces div ers problèmes à b ord.

Le cas qui nous in téresse mo délise en quelque sorte des p erturbations de quotien ts con v exes

co-compacts de l'espace h yp erb olique réel, il s'agit de v ariétés complètes don t la courbure

con v erge v ers � 1 à l'in�ni. Plus précisemmen t, soit

�

X = X [ @

�

X une v ariété compacte lisse

à b ord de dimension n + 1 et x une fonction dé�nissan t le b ord (i.e. @

�

X = f x = 0 g et dx j

@

�

X

ne s'ann ule pas), on dit qu'une métrique g sur X est asymptotiquement hyp erb olique si x

2

g

se prolonge en une métrique lisse sur

�

X et si j dx j

x

2

g

= 1 sur @

�

X . Cette dernière condition

assure en fait que la courbure de g con v erge v ers � 1 au b ord et elle implique qu'il existe une

fonction x dé�nissan t @

�

X , un v oisinage collier du b ord U

x

:= [0 ; � ) � @

�

X asso cié à x et une

famille lisse h ( x ) de métriques sur @

�

X p our x 2 [0 ; � ) tels que

g =

dx

2

+ h ( x )

x

2

(0.1)

dans le collier U

x

. On p eut v éri�er que H

n +1

et ses quotien ts par des group es con v exes

co-compacts son t asymptotiquemen t h yp erb oliques. Ces v ariétés son t l'ob jet de nom breuses

études, en particulier celles qui v éri�en t asymptotiquemen t l'équation d'Einstein car elles

jouen t un rôle imp ortan t en ph ysique.

Une v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique est nécessairemen t complète et le sp ectre du

laplacien �

g

agissan t sur les fonctions est constitué de sp ectre essen tiel �

ess

(�

g

) = [

n

2

4

; + 1 )

puis d'un nom bre �ni de v aleurs propres forman t le sp ectre discret �

pp

(�

g

) � (0 ;

n

2

4

) . A v ec

le nouv eau paramètre sp ectral � ( n � � ) , la résolv an te mo di�ée du laplacien

R ( � ) := (�

g

� � ( n � � ))

� 1

est donc une famille méromorphe sur f< ( � ) >

n

2

g d'op érateurs b ornés sur L

2

( X ; dv ol

g

) , a v ec

des p ôles de m ultiplicité �nie aux p oin ts �

e

tels que �

e

( n � �

e

) 2 �

pp

(�

g

) .

En utilisan t la théorie dév elopp ée initialemen t par Melrose, Mazzeo et Melrose [24 ] son t

parv en us à mon trer l'existence du prolongemen t méromorphe a v ec p ôles de m ultiplicité �nie

de R ( � ) dans C n

1

2

( n � N ) . Comme l'on t remarqué Borth wic k et P erry [4 ], il sem ble à priori

p ossible que les p oin ts

1

2

( n � N ) soien t des p ôles de m ultiplicité in�nie, v oire des singularités

essen tielles, p our la résolv an te prolongée. Cep endan t, Guillop é et Zw orski [15 ] on t mon tré

que R ( � ) se prolonge sur C tout en tier si la courbure de la v ariété est constan te hors d'un

compact et les exemples conn us laissen t p enser que ces p oin ts

1

2

( n � N ) ne son t pas plus

singuliers que des p ôles de m ultiplicité �nie. La clé utilisée par Guillop é et Zw orski p our

les analyser n'est pas tan t l'h yp othèse de courbure mais plutôt la structure sp éciale d'une

telle v ariété près de l'in�ni, à sa v oir qu'il existe une fonction x dé�nissan t le b ord de

�

X telle

que la métrique x

2

g reste lisse en la v ariable � := x

2

p our � 2 [0 ; �

2

) (i.e. x

2

g est `paire

en x '). Ceci nous conduit à dé�nir la notion de métrique p air e comme étan t une métrique

asymptotiquemen t h yp erb olique telle que la famille h ( x ) de (0.1) ait un dév elopp emen t de

7



T a ylor en x = 0 qui ne con tien t que des puissances paires de x (on remarquera que cette

dé�nition ne dép end en fait pas du c hoix de x ).

On mon trera alors dans un premier temps (Théorème 2.5) que sous cette h yp othèse de

parité, la résolv an te R ( � ) se prolonge méromorphiquemen t a v ec p ôles de m ultiplicité �nie à

C tout en tier, ceci en com binan t les constructions de Mazzeo-Melrose [24 ] et de Guillop é-

Zw orski [15 ]. Notons que cette étude nous p ermet de donner une ma joration p olynômiale en

R du nom bre de résonances dans des bandes (Theorème 2.7)

f � 2 C ; < ( � ) >

n

2

� N ; j= ( � ) j � R g

mais le degré du p olynôme dép end de N et le résultat n'est par conséquen t vraisem blable-

men t pas optimal. A notre connaissance, aucune ma joration des fonctions de comptage

des résonances n'a cep endan t été démon trée sur une v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique

quelconque.

Dans une seconde partie on p eut se demander si ces h yp othèses de parité son t nécessaires

à l'existence d'un prolongemen t méromorphe de R ( � ) à C . En réalité, ces problèmes de

prolongemen ts son t essen tiellemen t équiv alen ts à des problèmes de di�usion don t l'étude

dans ce cadre général est d'ab ord due à Joshi et Sá Barreto [19 ] puis à Graham et Zw orski

[12 ], en rapp elan t que P erry [31, 32 ], Guillop é-Zw orski [16 ], Mandouv alos [20 ] a v aien t déjà

largemen t traité la di�usion sur les quotien ts h yp erb oliques. Le princip e est de trouv er, p our

f 2 C

1

( @

�

X ) �xée et < ( � ) =

n

2

(a v ec � 6=

n

2

), une solution

F ( � ) = x

n � �

F

1

( � ) + x

�

F

2

( � ) ; F

i

( � ) 2 C

1

(

�

X ) ; i = 1 ; 2

de (�

g

� � ( n � � )) F ( � ) = 0 telle que F

1

( � ) j

@

�

X

= f . On app ellera alors S ( � ) : f ! F

2

( � ) j

@

�

X

l'op érateur de di�usion agissan t sur C

1

( @

�

X ) . Joshi et Sá Barreto [19 ] mon tren t que son

no y au de Sc h w artz p eut être exprimé à partir du no y au de Sc h w artz de R ( � ) , impliquan t

donc un prolongemen t méromorphe au sens faible de l'op érateur S ( � ) à C n

1

2

( n � N ) . P ar

ailleurs, on v éri�e que les propriétés de méromorphie de R ( � ) aux p oin ts

1

2

( n � N ) son t

retrouv ées à partir de celles de S ( � ) . Les résultats de [19 ] et [12 ] mon tren t que l'op érateur

de di�usion p our cette géométrie est de nature di�éren te de celui asso cié à la géométrie

euclidienne puisque S ( � ) est ici une famille méromorphe d'op érateurs pseudo-di�éren tiels

d'ordre 2 � � n qui p ossède toujours des p ôles d'ordre 1 et de m ultiplicité in�nie en � 2

n

2

+ N

et dans certains cas en � 2

n � 1

2

+ N . Ces p ôles qui apparaissen t dans la partie ph ysique

f< ( � ) >

n

2

g son t en fait l'ob jet principal de l'article récen t de Graham-Zw orski [12 ] qui

donne une présen tation simple et explicite des op érateurs de P oisson et de di�usion tout

en p ermettan t de calculer les résidus de S ( � ) sur

1

2

( n + N ) . Mo dulo le sp ectre discret, ce

son t des op érateurs di�éren tiels sur @

�

X don t certains on t une signi�cation particulière si la

v ariété ( X ; g ) est asymptotiquemen t Einstein puisqu'ils apparaissen t essen tiellemen t comme

les puissances conformes du laplacien sur ( @

�

X ; h

0

) a v ec h

0

:= h (0) suiv an t (0.1). Quitte à

factoriser par un op érateur pseudo-di�éren tiel in v ersible con v enable, S ( � ) devien t une famille

holomorphe d'op érateurs F redholm d'indice n ul p our < ( � ) �

n

2

et � =2

1

2

( n + N ) (mo dulo

le sp ectre discret), l'équation fonctionnelle S ( n � � ) = S ( � )

� 1

et la théorie F redholm nous

p ermetten t donc de retrouv er le prolongemen t méromorphe de S ( � ) dans C n

1

2

( n � N ) (cette

métho de était utilisée par P erry [31, 32 ] et P atterson-P erry [30 ]). Etudier la méromorphie

de S ( � ) et R ( � ) en

1

2

( n � N ) revien t �nalemen t à analyser S ( � )

� 1

près de

1

2

( n + N ) et

cette analyse découle essen tiellemen t du calcul des résidus de S ( � ) en

1

2

( n + N ) de [12 ] et

de quelques lemmes d'analyse complexe dans des espaces de Banac h. On obtien t ainsi notre

résultat principal
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Théorème 1.

1. L a r ésolvante mo di�é e (�

g

� � ( n � � ))

� 1

du laplacien sur une variété asymptotiquement

hyp erb olique ( X ; g ) se pr olonge mér omorphiquement ave c p ôles de multiplicité �nie de

f< ( � ) >

n

2

g à C n (

n +1

2

� N ) .

2. L a r ésolvante mo di�é e (�

g

� � ( n � � ))

� 1

du laplacien sur une variété asymptotiquement

hyp erb olique ( X ; g ) se pr olonge mér omorphiquement ave c p ôles de multiplicité �nie de

f< ( � ) >

n

2

g à C si et seulement si g est une métrique p air e.

3. Pour tout k 2 N et k 6=

n +1

2

il existe une variété asymptotiquement hyp erb olique ( X ; g )

de dimension n + 1 tel le que le p oint

n +1

2

� k soit limite d'une suite de r ésonanc es, c e

p oint est donc une singularité essentiel le de la r ésolvante pr olongé e.

4. Soit

�

X une variété lisse à b or d de dimension n + 1 > 2 et x une fonction dé�nissant son

b or d. Il existe alors un ouvert dense de métriques asymptotiquement hyp erb oliques g

sur X p our lesquel les le pr olongement de (�

g

� � ( n � � ))

� 1

a une singularité essentiel le

dans C , l'ensemble des métriques asymptotiquement hyp erb oliques sur X étant muni de

la top olo gie induite p ar x

� 2

C

1

(

�

X ; T

�

�

X 
 T

�

�

X ) .

une suite de résonances con v ergean t v ers

n +1

2

� k a v ec k 2 N

< ( � ) =

n

2

0

n

2

� N

n +1

2

� N

Figure 1: Les résonances de �

g

dans un cas où g n'est pas paire
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Ce théorème résume les résultats principaux des Prop ositions 3.5, 3.10 et du Théorème

3.9, on se rapp ortera à ceux-ci p our des énoncés plus précis.

L'apparition de singularités essen tielles de la résolv an te dans le feuillet non-ph ysique

f< ( � ) <

n

2

g est un phénomène relativ emen t inattendu et sem ble être, à notre connaissance,

le premier exemple de telles situations. On p eut cep endan t le comparer au cas d'un op érateur

a y an t un p oin t isolé dans le sp ectre essen tiel et qui est limite d'une suite de v aleurs propres de

m ultiplicité �nie, comme par exemple les niv eaux de Landau de l'op érateur à c hamps mag-

nétique constan t p erturb é par certains p oten tiels en dimension paire [34 ]. Sac han t que les

résonances p our notre problème p euv en t être dé�nies comme les v aleurs propres d'op érateurs

non auto-adjoin ts (d'après le tra v ail d'Agmon [1]) on p eut imaginer que les singularités essen-

tielles de la résolv an te prolongée soien t des p oin ts isolés dans le sp ectre essen tiel d'op érateurs

non auto-adjoin ts.

Le caractère nécessaire et su�san t de la condition de parité de g p our l'existence du pro-

longemen t méromorphe de R ( � ) a v ec p ôles de m ultiplicité �nie mon tre bien l'instabilité de

tels prolongemen ts à des p erturbations non-compactes et il serait in téressan t d'observ er ce

qui se passe p our des p erturbations singulières de la métrique (en a joutan t par exemple des

termes en x

�

ou l og ( x )

j

dans la métrique).

Dans une troisième partie on donne une form ule relian t la m ultiplicité des résonances à

la m ultiplicité des p ôles de l'op érateur de di�usion S ( � ) . On p ose d'ab ord l'op érateur de

di�usion `normalisé' in tro duit initialemen t par P erry [32 ]

e

S ( � ) := 2

2 � � n

�( � �

n

2

)

�(

n

2

� � )

(1 + �

h

0

)

� � +

n

2

S ( � )(1 + �

h

0

)

� � +

n

2

puis on dé�nit la m ultiplicité d'une résonance puis d'un p ôle de

e

S ( � ) par

m ( �

0

) := rang

�

Res

�

0

(( n � 2 � ) R ( � ))

�

; � ( �

0

) := � T r

�

Res

�

0

(

e

S

� 1

( � )

e

S

0

( � ))

�

où Res

�

0

désigne le résidu au p oin t �

0

. En utilisan t notre étude préceden te ainsi que des

résultats de Guillop é-Zw orski [16 ] et de Goh b erg-Sigal [10 ], on mon tre alors le

Théorème 2. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique, alors �

0

2 f< ( � ) �

n

2

g

est une r ésonanc e si et seulement si c'est un p ôle de S ( � ) et on a

m ( �

0

) = m ( n � �

0

) + � ( �

0

) � 1 l

n

2

� N

( �

0

) dim k er R es

n � �

0

S ( � )

si �

0

=2

n

2

� N ou �

0

( n � �

0

) =2 �

pp

(�

g

) , 1 l

n

2

� N

( : ) étant la fonction c ar actéristique de l'ensemble

n

2

� N � C .

Cette form ule étend un résultat de Borth wic k et P erry [4] aux p oin ts

1

2

( n � N ) et rép ond

à une question p osée par P atterson-P erry [30 ]. Notons que ce résultat devien t in téressan t

si ( X ; g ) est asymptotiquemen t Einstein car l'op érateur Res

n

2

+ k

S ( � ) est essen tiellemen t le

k -ième laplacien conforme sur ( @

�

X ; h

0

) d'après [12 ]. En particulier le calcul récen t du di-

viseur en �

0

2 C de la fonction Zeta sur un quotien t con v exe co-compact par P atterson-P erry

[30 ] et Bunk e-Olbric h [5] fait apparaître (mo dulo le sp ectre discret) le terme � ( �

0

) qui est

app elé `terme sp ectral' et un `terme top ologique' si �

0

2 � N

0

qui est un m ultiple de la car-

actéristique d'Euler de

�

X . Si �

0

2

n

2

� N le terme sp ectral p eut donc être non n ul bien que

S ( � ) et R ( � ) soien t holomorphes en �

0

(c'est le cas de H

2 n +1

), ceci en raison des facteurs

Gamma que con tien t

e

S ( � ) . On observ e alors que le terme sp ectral du diviseur en un p oin t

n

2

� k se décomp ose en fait en un v éritable terme sp ectral, à sa v oir la m ultiplicité m ( �

0

) , plus

10



un `terme conforme' qui corresp ond à la dimension du no y au du k-ième laplacien conforme

sur ( @

�

X ; h

0

) . P erry [33 ] déduit de cette étude des diviseurs une form ule de t yp e P oisson

p ermettan t de donner une minoration de la fonction de comptage des p ôles de

e

S ( � ) sur les

quotien ts con v exes co-compacts. Une ma joration des dimensions des no y aux des laplaciens

in v arian ts conformes sur le b ord de tels quotien ts app orterait par conséquen t une v éritable

minoration du nom bre de résonances dans ces cadres t ypiquemen t géométriques.

P our �nir on s'attac hera à mon trer que p our une v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique

il n'y a pas résonance dans un v oisinage exp onen tiel de la droite critique f< ( � ) =

n

2

g . Ces

problèmes initialemen t étudiés par Burq [3] p our la géométrie euclidienne on t été récemmen t

complétés de manière signi�cativ e par Cardoso-V o dev et V o dev [7, 41 , 42 ] y compris p our le

cas des quotien ts de H

2

. On utilisera une de leurs estimées sur la norme de la résolv an te sur

l'axe critique p our obtenir le

Théorème 3. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique, il existe C

1

; C

2

> 0

tels que (�

g

� � ( n � � ))

� 1

se pr olonge de f � 2 C ; < ( � ) >

n

2

; j= ( � ) j > C

1

g à

f � 2 C ; j= ( � ) j > C

1

; < ( � ) >

n

2

� C

2

e

� C

2

j � j

g

en une famil le holomorphe d'op ér ateurs b ornés dans des esp ac es L

2

à p oids.

Ce résultat est optimal dans le cas général puisque la construction de quasimo des ex-

p onen tiellemen t pro c hes de l'axe critique est p ossible s'il existe une tra jectoire p ério dique

elliptique. Le cas particulier des métriques non-captiv es à courbure constan te hors d'un

compact sera aussi étudié, on mon trera l'existence d'une bande près de la droite critique

con tenan t au plus un nom bre �ni de résonances.

On p eut donc résumer l'organisation de la thèse de la manière suiv an te : dans la première

section on in tro duit les dé�nitions et rapp els de base p our cette géométrie, puis on reprend

dans la deuxième section une partie de la construction du prolongemen t méromorphe de la

résolv an te suiv an t Mazzeo-Melrose [24 ] dans le cas d'une métrique paire, tout en con trôlan t

les normes des restes p our donner une ma joration du nom bre de résonances dans des ban-

des ; on mon tre le Théorème 1 dans la troisième section après a v oir résumé les résultats de

Joshi-Sá Barreto et Graham-Zw orski qui nous in téressen t et on pro�tera des calculs e�ectués

p our mon trer un résultat de di�usion in v erse concernan t les p oin ts

1

2

( n + N ) . P our �nir on

donnera les démonstrations des Théorèmes 2 et 3 dans les deux sections suiv an tes et une

annexe con tien t quelques résultats d'analyse complexe dans les espaces de Banac h ainsi que

des estimées de normes de la résolv an te du laplacien sur H

n +1

qui nous son t utiles p our les

sections 2 et 5.

P our conclure, on p eut esp érer étendre à ces v ariétés di�éren ts résultats conn us sur les

quotien ts con v exes co-compacts, le premier étan t une ma joration optimale de la fonction

de comptage des résonances si la métrique est paire. Il est clair que cette question p ose

de m ultiples problèmes, que ce soit p our utiliser la distorsion analytique dans le cas d'une

métrique analytique ou dans le c hoix de mo dèles satisfaisan ts p our appliquer des théories de

p erturbations. Notons en�n que Sjostrand [37 ] (dans des cadres semi-classiques) puis Zw orski

[44 ] et Guillop é-Lin-Zw orski [17 ] (sur des quotien ts con v exes co-compacts de H

n +1

) donnen t

des b ornes géométriques du nom bre de résonances près de l'axe critique (dans des v oisinages

sous-coniques ou dans des bandes), ces b ornes fon t apparaître la dimension de Hausdor� de

l'ensem ble des géo désiques captées. C'est probablemen t le t yp e de résultats optimaux qui

p euv en t être obten us sur une v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique.
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Notations P ar con v en tion, nous noterons souv en t C les constan tes strictemen t p ositiv es

qui ne dép enden t pas des paramètres que l'on fait v arier, puis N = f 1 ; 2 ; : : : g et N

0

= N [ f 0 g .

P our N 2 R , n 2 N on p ose

O

N

:=

n

� 2 C ; < ( � ) >

n

2

� N

o

Z

k

�

:=

n

2

� (

k

2

+ N

0

) � C ; k = 1 ; 2

B

n +1

:= f m 2 R

n +1

; j m j < 1 g

Soit ( H

i

)

i =0 ; 1 ; 2

des espaces de Hilb ert et ( B

i

)

i =0 ; 1 ; 2

des espaces de Banac h. On note

L ( B

1

; B

2

) (ou L ( B

1

) si B

1

= B

2

) l'espace des op érateurs linéaires con tin us de B

1

dans

B

2

, puis p our p � 1 , S

p

( H

1

; H

2

) (ou S

p

( H

1

) si H

1

= H

2

) désigne la classe de Sc hatten

d'indice p , a v ec sa norme asso ciée jj : jj

S

p

. On utilisera aussi la notation usuelle

h Z i := (1 + j Z j

2

)

1

2

p our Z 2 R

n

ou Z 2 C , puis ' désignera en général di�éomorphe alors que

�

=

désignera

isométrique.

En�n, les notations et dé�nitions concernan t les applications méromorphes à v aleurs dans

des espaces de Banac h son t données dans l'Annexe A.
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1 Quelques rapp els et cadre de tra v ail

1.1 In tro duction

Soit

�

X = X [ @

�

X une v ariété lisse compacte à b ord de dimension n + 1 et x

0

une fonction

lisse dé�nissan t son b ord @

�

X , c'est-à-dire

x

0

� 0 ; @

�

X = f m 2

�

X ; x

0

( m ) = 0 g ; dx

0

j

@

�

X

6= 0

On dit qu'une métrique g lisse sur l'in térieur X est conformémen t compacte si

H

0

:= x

2

0

g (1.1)

se prolonge sur

�

X en une métrique lisse. On app ellera aussi ( X ; g ) (ou X quand il n'y a pas

de confusion p ossible sur g ) une v ariété conformémen t compacte. La classe conforme (notée

[ H

0

j

T @

�

X

] ) de la métrique H

0

j

T @

�

X

sur @

�

X ne dép end donc pas du c hoix de la fonction x

0

, on

l'app elle l'in�ni conforme de g . On p eut observ er que ( j dx

0

j

H

0

) j

@

�

X

est lui aussi indép endan t

du c hoix de x

0

et Mazzeo-Melrose [24 ] remarquen t que les courbures sectionnelles de g en

m 2 X tenden t v ers �j dx

0

j

2

H

0

( y ) si y 2 @

�

X et m ! y . Ceci nous amène à dé�nir les v ar-

iétés asymptotiquemen t h yp erb oliques comme les v ariétés conformémen t compactes v éri�an t

( j dx

0

j

H

0

) j

@

�

X

= 1 . Ces métriques son t complètes et formen t un cadre raisonnable p our es-

p érer généraliser des résultats de théorie sp ectrale v alables sur l'espace h yp erb olique H

n +1

.

Elles con tiennen t d'autre part l'ensem ble des quotien ts con v exes co-compacts de H

n +1

ainsi

que leurs p erturbations sur des compacts, mais le cas des `cusps' n'en tre pas dans cette étude.

x

X

@

�

X

Figure 2: V ariété conformémen t compacte

Si X est asymptotiquemen t h yp erb olique, il est mon tré dans [11 ] ou [19 ] qu'il existe

p our c haque métrique h

0

2 [ H

0

j

T @

�

X

] , une unique fonction x dé�nissan t le b ord de

�

X telle

que j dx j

x

2

g

= 1 dans un v oisinage V

x

de @

�

X et H

0

j

T @

�

X

= h

0

. Il existe donc un collier

U

x

:= [0 ; �

x

) � @

�

X tel qu'on ait le di�éomorphisme

� :

�

U

x

! � ( U

x

) � V

x

( t; y ) ! �

t

( y )

(1.2)

14



a v ec �

t

le �ot du gradien t grad

x

2

g

( x ) . La métrique g s'écrit dans ce collier sous la forme

�

�

g =

dt

2

+ h ( t; y ; dy )

t

2

; h (0 ; y ; dy ) = h

0

( y ; dy ) ; h 2 C

1

( U

x

; S

2

( T

�

U

x

)) (1.3)

a v ec S

2

( T

�

U

x

) � T

�

U

x


 T

�

U

x

le �bré des 2-tenseurs symétriques. On dit que (1.3) est

une forme mo dèle de la métrique et on écrira g et x à la place de �

�

g et t . On dé�nit aussi

l'ensem ble des fonctions dé�nissan t le b ord qui induisen t une forme mo dèle p our la métrique

Z

g

( @

�

X ) := f x 2 C

1

(

�

X ); x � 0 ; @

�

X = x

� 1

(0) ; 9 �

x

> 0 ; 8 m 2 x

� 1

([0 ; �

x

)) ; j dx j

x

2

g

( m ) = 1 g

et Graham [11 ] a donc construit une bijection

[ H j

T @

�

X

]  ! Z

g

( @

�

X )

Le tenseur symétrique h ( t; y ; dy ) de (1.3) de�nit une famille de métriques h ( t ) sur les h yp er-

surfaces f x = t g , et cette famille dép end du c hoix de x 2 Z

g

( @

�

X ) .

P ar exemple l'espace h yp erb olique H

n +1

dé�ni par

H

n +1

:=

�

B

n +1

; g

h

=

4 j dm j

2

(1 � j m j

2

)

2

�

s'écrit sous forme mo dèle en p osan t x := 2

1 �j m j

1+ j m j

H

n +1

n f 0 g

�

=

�

(0 ; 2) � S

n

;

dx

2

+ h ( x )

x

2

�

; h ( x ) := (1 �

x

2

4

)

2

g

S

n

(1.4)

g

S

n

étan t la métrique canonique (de courbure 1 ) sur la sphère S

n

de dimension n . En

co ordonnées p olaires sur H

n +1

, on v éri�e que x = 2 e

� t

où t ( m ) = d

H

n +1
( m; e ) est la distance

h yp erb olique du p oin t m au cen tre e de H

n +1

( e = 0

R

n +1
dans ce mo dèle).

1.2 P arité de la métrique

On p eut v éri�er sans p eine qu'à k 2 N �xé, la condition

h ( x ) � h (0) = O ( x

k

)

est in v arian te par c hangemen t de fonction x 2 Z

g

( @

�

X ) . P our traiter le problème qui nous

in téresse, on c hoisira la condition un p eu moins forte de parité mo dulo O ( x

2 k +1

) au sens où

il existe, p our k 2 N �xé, une fonction x 2 Z

g

( @

�

X ) telle que la métrique x

2

g s'écriv e sous la

forme

x

2

g = dx

2

+ l ( x

2

; y ; dy ) + O ( x

2 k +1

) ; l 2 C

1

( U

x

; S

2

( T

�

U

x

)) (1.5)

dans le collier U

x

asso cié à x par (1.2) :

Dé�nition 1.1. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique et k 2 N [ f1g . On

dit que g paire mo dulo O ( x

2 k +1

) si il existe � > 0 , une fonction x dé�nissant le b or d et des

tenseurs symétriques ( h

2 i

)

i =0 ;:::;k

2 C

1

( @

�

X ; S

2

( T

�

@

�

X )) tels que

�

�

( x

2

g ) = dt

2

+

k

X

i =0

h

2 i

t

2 i

+ O ( t

2 k +1

)

où � est le di�é omorphisme induit p ar le �ot �

t

du gr adient gr ad

x

2

g

( x ) :

� :

�

[0 ; � ) � @

�

X ! � ([0 ; � ) � @

�

X )

( t; y ) ! �

t

( y )
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On démon tre alors que cette condition ne dép end pas du c hoix de la fonction x 2 Z

g

( @

�

X ) .

Lemme 1.2. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique. Supp osons qu'il existe

une fonction x 2 Z

g

( @

�

X ) et k 2 N tels que la métrique x

2

g s'é crive

x

2

g = dx

2

+ l ( x

2

; y ; dy ) + O ( x

2 k +1

) ; l 2 C

1

( U

x

; S

2

( T

�

U

x

)) ; k 2 N (1.6)

dans le c ol lier U = [0 ; �

x

) � @

�

X asso cié à x p ar (1.2). A lors p our toute fonction t 2 Z

g

( @

�

X ) ,

la métrique t

2

g s'é crit sous la forme

t

2

g = dt

2

+ p ( t

2

; z ; dz ) + O ( t

2 k +1

) ; p 2 C

1

( U

t

; S

2

( T

�

U

t

))

dans le c ol lier U

t

= [0 ; �

t

) � @

�

X asso cié à t p ar (1.2).

Preuv e : reprenons d'ab ord les calculs de Graham [11, Lem. 2.1 et 2.2]. Soit x 2 Z

g

( @

�

X )

telle qu'on ait (1.6) et t 2 Z

g

( @

�

X ) . On écrit

t = e

!

x; ! 2 C

1

( U

x

)

et d'après [11 ], ! v éri�e l'équation non linéaire

2 @

x

! + x

�

( @

x

! )

2

+

X

ij

h

ij

( x ) @

y

i

! @

y

j

!

�

= 0 (1.7)

On obtien t immédiatemen t @

x

! j

x =0

= 0 et par récurrence, on mon tre en dériv an t (1.7) par

rapp ort à x un nom bre pair de fois que @

2 j +1

x

! j

x =0

= 0 p our j � k (cf. [11 ] p our les détails).

Rapp elons main tenan t que le collier asso cié à t est construit par le di�éomorphisme

� :

�

U

t

= [0 ; �

t

) � @

�

X ! � ( U

t

)

( t; z ) ! �

0

t

( z )

a v ec �

0

t

( z ) le �ot de grad

t

2

g

t . Notons

x ( t; z ) := x ( �

0

t

( z )) ; y ( t; z ) := y ( �

0

t

( z ))

et mon trons par récurrence que p our tout m � 2 k + 2

@

2 j

t

x ( t; z ) j

t =0

= 0 8 j; 0 � 2 j � m

@

2 j +1

t

y ( t; z ) j

t =0

= 0 8 j; 0 � 2 j + 1 � m

(1.8)

Dans un premier temps on note que

grad

t

2

g

t = t

� 2

grad

g

t = e

� !

grad

x

2

g

x + e

� !

x grad

x

2

g

!

= ( e

� !

+ te

� 2 !

@

x

! ) @

x

+ e

� 2 !

t

X

i;j

h

ij

( x ) @

y

i

! @

y

j

et x ( t; z ) , y ( t; z ) son t dé�nis par les équations du �ot

@

t

x ( t; z ) = e

� ! ( x ( t;z ) ;y ( t;z ))

+ te

� 2 ! ( x ( t;z ) ;y ( t;z ))

@

x

! ( x ( t; z ) ; y ( t; z )) (1.9)

@

t

y

j

( t; z ) = e

� 2 ! ( x ( t;z ) ;y ( t;z ))

t

n

X

i =1

h

ij

( x ( t; z ) ; y ( t; z )) @

y

i

! ( x ( t; z ) ; y ( t; z )) (1.10)

P our mon trer (1.8), on la v éri�e au rang m = 1

x (0 ; z ) = 0 ; @

t

y

j

(0 ; z ) = 0 ; j = 1 ; : : : ; n

16



puis on supp ose qu'elle est vraie au rang m .

Si m + 1 est pair et inférieur ou égal à 2 k + 2 , on a d'après (1.9)

@

m +1

t

x (0 ; z ) = @

m

t

e

� !

j

t =0

+ m@

m � 1

t

( e

� 2 !

@

x

! ) j

t =0

Remarquons que si f ( x; y ) est une fonction paire (resp. impaire) en x mo dulo O ( x

2 l +1

) (resp.

mo dulo O ( x

2 l

) ), sa comp osée a v ec

( t; z ) ! ( x ( t; z ) ; y ( t; z ))

est paire (resp. impaire) en t mo dulo O ( t

min(2 l +1 ;m +2)

) (resp. mo dulo O ( t

min(2 l;m +1)

) ). On

en déduit que

@

m

t

e

� !

j

t =0

= 0

puisque m est impair et e

� !

est paire mo dulo O ( x

2 k +3

) . De plus, m � 1 est pair et les dériv ées

@

m � 1

t

( e

� 2 !

@

x

! ) j

t =0

se séparen t en une somme de pro duits de dériv ées de e

� 2 !

et de @

x

! .

Si le nom bre de dériv ées à e�ectuer p our l'un des termes du pro duit est impair, le nom bre

de dériv ées p our l'autre l'est aussi et l'argumen t précéden t prouv e que le pro duit s'ann ule

puisque e

2 !

est paire mo dulo O ( x

2 k +3

) . Si le nom bre de dériv ées p our l'un des termes est

pair, l'autre l'est aussi et le pro duit s'ann ule puisque @

x

! est impaire mo dulo O ( x

2 k +2

) . On

a donc

@

m +1

t

x (0 ; z ) = 0

Si m + 1 est impair et inférieur ou égal à 2 k + 1 , on applique le même raisonnemen t sur

l'équation (1.10) et on a à dériv er un nom bre impair ( = m � 1 ) de fois un pro duit de fonctions

paires en t mo dulo O ( t

min(2 k +1 ;m +1)

) , ce qui prouv e l'ann ulation

@

m +1

t

y

i

(0 ; z ) = 0

et (1.8) est vrai jusqu'au rang 2 k + 2 .

Il reste à v éri�er que p our tout � 2 T

z

@

�

X

t

2

g ( � ; � ) = e

2 !

�

( @

z

x:dz ( � ))

2

+ h ( x; y ; @

z

y :dz ( � ))

�

est paire en t mo dulo O ( t

2 k +1

) , ce qui découle immédiatemen t des propriétés de parité-

imparité de ! , x , y et h . �

In terprétation géométrique Notons [

�

X ]

2

:= (

�

X

F

�

X ) =@

�

X le double de

�

X comme es-

pace top ologique et c hoisissons x une fonction qui dé�nit le b ord @

�

X de

�

X . A partir du

di�éomorphisme (1.2), on p eut construire un atlas C

1

sur [

�

X ]

2

en notan t que @

�

X � [

�

X ]

2

est con ten u dans un ouv ert [ V

x

]

2

:= ( V

1

F

V

2

) =@

�

X (a v ec V

1

= V

2

= � ( U

x

) ) di�éomorphe à

( � �

x

; �

x

) � @

�

X via

( � �

x

; �

x

) � @

�

X ' [ V

x

]

2

( x; y ) !

�

[ �

� x

( y )] ; �

� x

( y ) 2 V

1

si x � 0

[ �

x

( y )] ; �

x

( y ) 2 V

2

si x � 0

Le reste des cartes pro vien t de celles recouvran t l'in térieur X de

�

X et ne p ose pas de problème.

On remarque que cette structure C

1

sur [

�

X ]

2

dép end du c hoix de la fonction x dé�nissan t

@

�

X . Si main tenan t [

�

X ]

2

x

désigne cette structure, on a le di�éomorphisme global

[

�

X ]

2

x

' [

�

X ]

2

x

0
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p our x; x

0

deux fonctions dé�nissan t @

�

X , cep endan t aucun c hoix de structure C

1

sur l'espace

top ologique [

�

X ]

2

n'est naturel par rapp ort à C

1

(

�

X ) . On dé�nit alors les fonctions paires en

x mo dulo O ( x

2 k +1

) sur

�

X comme les fonctions se prolongean t sur [

�

X ]

2

x

en des fonctions C

2 k

in v arian tes par l'in v olution naturelle sur [

�

X ]

2

, on obtien t une classe de fonctions qui dép end

de la fonction x . Autremen t dit, une fonction qui a un dév elopp emen t de T a ylor en x pair

mo dulo O ( x

2 k +1

) n'aura pas nécessairemen t un dév elopp emen t en x

0

pair mo dulo O ( x

0 2 k +1

)

où x

0

est une autre fonction qui dé�nit le b ord. Dans la preuv e du Lemme 1.2, on v oit que si

la métrique v éri�e (1.5) p our une fonction x , alors les c hangemen ts de cartes sur [0 ; � ) � @

�

X

(où � := min( �

x

; �

x

0

) qui laissen t la métrique sous forme mo dèle son t du t yp e

x

0

= x

k +1

X

j =0

a

j

( y ) x

2 j

+ O ( x

2 k +4

) ; y

0

=

k +1

X

j =0

b

j

( y ) x

2 j

+ O ( x

2 k +3

)

et induisen t donc des cartes C

2 k +2

compatibles sur [

�

X ]

2

x

. On obtien t alors un c hoix naturel

(par rapp ort à g ) de structure C

2 k +2

sur [

�

X ]

2

, induit par les fonctions de Z

g

( @

�

X ) . On note

[

�

X ]

2

Z

g

cette structure et on observ e qu'elle est m unie d'une classe conforme de métriques C

2 k

in v arian tes par l'in v olution de [

�

X ]

2

, il su�t p our cela de prolonger les métriques x

2

g par

symétrie p our c haque x 2 Z

g

( @

�

X ) .

Exemples Les v ariétés asymptotiquemen t h yp erb oliques à courbure constan te hors d'un

compact (don t fon t partie les quotien ts con v exes co-compacts de H

n +1

) son t paires mo d-

ulo O ( x

1

) , les métriques presque-pro duit x

� 2

( dx

2

+ h

0

( y ; dy )) + O ( x

1

) (cf. [19 ]) et de

Sc h w artzsc hild-De sitter (cf. [35 ]) le son t aussi. Les métriques asymptotiquemen t Einstein

de dimension n + 1 (cf. [12 ]) son t toujours paires mo dulo O ( x

n

) mais on t génériquemen t des

termes impairs à partir de la puissance x

n

.

1.3 Densités, distributions

Soit x 2 Z

g

( @

�

X ) une fonction qui dé�nit le b ord @

�

X de

�

X telle que

g = x

� 2

H = x

� 2

( dx

2

+ h ( x; y ; dy ))

soit une forme mo dèle de la métrique g près du b ord. L'ensem ble V

0

(

�

X ) des c hamps de

v ecteurs lisses sur

�

X qui s'ann ulen t au b ord est aussi l'espace v ectoriel des sections lisses d'un

�bré noté T

0

�

X don t une base lo cale est donnée par ( x@

x

; x@

y

1

; : : : ; x@

y

n

) où ( x; y

1

; : : : ; y

n

)

est un système de co ordonnées près du b ord. V

0

(

�

X ) a une structure d'algèbre de Lie a v ec

[ xX ; xY ] = x

2

[ X ; Y ] + xdx ( X ) Y � xdx ( Y ) X ; X ; Y 2 C

1

(

�

X ; T

�

X )

Le �bré T

�

0

�

X dual de T

0

�

X a p our base lo cale ( x

� 1

dx; x

� 1

dy

1

; : : : ; x

� 1

dy

n

) . On note �(

�

X )

le �bré de densité `naturel' de

�

X , don t c haque �bre (�(

�

X ))

m

est une droite engendrée par la

densité j dxdy j sur ( T

�

�

X )

m

. Il est clair que

j dv ol

H

j := � j dxdy j ; � :=

p

det H ( x; y )

est une section trivialisan te de ce �bré. Ensuite, soit �

0

(

�

X ) le 0-�bré de densité de

�

X don t

c haque �bre (�

0

(

�

X ))

m

est une droite engendrée par la densité x

� n � 1

j dxdy j sur ( T

�

0

�

X )

m

. On

p eut v éri�er que �

0

(

�

X ) = x

� n � 1

�(

�

X ) et que

j dv ol

g

j := �

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�
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est une section trivialisan te de ce �bré au sens où

� 2 C

1

(

�

X ; �

0

(

�

X )) ( ) 9 a 2 C

1

(

�

X ) ; � = a j dv ol

g

j

On construit de la même façon les �brés �

s

(

�

X ) et �

s

0

(

�

X ) := x

� s ( n +1)

�

s

(

�

X ) de s-densité

( s > 0 ) sur

�

X . Plus, généralemen t, sur une v ariété à coins a y an t N h yp ersurfaces fron tières

dé�nies par les fonctions lisses x

1

; : : : ; x

N

, on p eut aussi construire un 0-�bré de s-densité en

p osan t

�

s

0

:=

 

N

Y

i =1

x

i

!

� s ( n +1)

�

s

où �

s

est le �bré de s-densité naturel.

On note

_

C

1

(

�

X ) (resp.

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) ) l'ensem ble des fonctions (resp. sections de

�

1

2

0

(

�

X ) ) lisses sur

�

X don t le dév elopp emen t de T a ylor en c haque p oin t du b ord @

�

X s'ann ule à

tout ordre, puis

_

C

1

( X ) leur restriction à X . Le pro duit de deux

1

2

-densités est une 1-densité

et l'on a donc un pro duit hermitien

h f ; g i :=

Z

�

X

f �g ; f ; g 2

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X ))

qui complète

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) en un espace de Hilb ert app elé L

2

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) . Etan t donné

les isomorphismes en tre

_

C

1

( X ) et

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) , il est clair qu'il existe un isomorphisme

isométrique

L

2

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X ))

�

=

L

2

( X ; dv ol

g

)

où L

2

( X ; dv ol

g

) est l'espace des fonctions de carré in tégrable par rapp ort à la mesure rie-

manienne sur X . De plus, p our deux métriques conformémen t compactes g

i

= x

� 2

H

i

( i = 1 ; 2 ) sur X , l'iden tité L

2

( X ; dv ol

g

1

) ! L

2

( X ; dv ol

g

2

) est con tin ue car H

1

et H

2

son t

quasi-isométriques.

Le dual top ologique de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) est app elé l'ensem ble des distributions demi-

densité prolongeables, noté C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) . P our a 2 C , l'inclusion de x

a

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X ))

dans C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) est donnée naturellemen t par le pro duit

( f ; g ) :=

Z

�

X

f g ; f 2 C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) ; g 2

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

(

�

X )) (1.11)

De même p our une v ariété lisse à coins M , on notera

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

( M )) l'ensem ble des fonctions

qui s'ann ulen t à tout ordre sur toutes les h yp ersurfaces fron tières de M , et C

�1

( M ; �

1

2

0

( M ))

son dual. P ar la suite on écrira p our simpli�er (quand il n'y a pas de confusion p ossible) �

1

2

0

et �

1

2

à la place de �

1

2

0

( M ) et �

1

2

( M ) si M est une v ariété lisse à coins.

1.4 Théorie sp ectrale du laplacien

On note Di�

k

0

( X ) l'ensem ble des op érateurs di�éren tiels d'ordre k à co e�cien ts C

1

(

�

X ) en

les x@

y

i

; x@

x

( i = 1 ; : : : ; n )

Di�

k

0

(

�

X ) := V ect

0 � i � k

V

0

(

�

X )

i

; V

0

(

�

X )

0

= C

1

(

�

X )
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L'une des propriétés don t on se servira souv en t est que p our tout D 2 Di�

k

0

(

�

X ) et a 2 C on

a

x

� a

D x

a

2 Di�

k

0

(

�

X ) (1.12)

ce qui découle facilemen t de l'écriture lo cale

x@

x

x

a

= x

a +1

@

x

+ ax

a

; x@

y

i

x

a

= x

a +1

@

y

i

Un calcul en co ordonnées lo cales mon tre par exemple que le laplacien asso cié à g v éri�e

�

g

2 Di�

2

0

(

�

X )

Il est symétrique sur

_

C

1

( X ) admettan t l'extension auto-adjoin te de F riedric hs sur L

2

( X ; dv ol

g

) ,

mais on p eut aussi le v oir comme un op érateur sur

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) par l'action naturelle de

Di�

�

0

(

�

X ) sur

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

)

P ( � ) := P

�

� j dv ol

g

j

�

1

2

�

j dv ol

g

j

1

2

(1.13)

Soit r

g

la connection de Levi-Civita asso ciée à g sur X et r

H

celle asso ciée à H sur

�

X , puis

grad

g

et grad

H

les gradien ts asso ciés à g et H . Un p etit calcul mon tre que

r

H

W

Y = r

g

W

Y + x

� 1

dx ( Y ) W + x

� 1

dx ( W ) Y � x

� 1

H ( W ; Y ) grad

H

( x )

ce qui prouv e que p our W ; Y 2 V

0

(

�

X ) , r

W

Y 2 V

0

(

�

X ) . On p eut alors dé�nir, comme dans

le cas des v ariétés compactes, les espaces de Sob olev en tiers de la manière suiv an te

H

k

:= H

k

( X ) := f f 2 L

2

( X ; dv ol

g

);

k

X

j =0

j ( r

g

)

j

f j

g

2 L

2

( X ; dv ol

g

) g

où le mem bre de droite doit être compris comme le complété de

_

C

1

( X ) dans L

2

( X ; dv ol

g

)

p our la norme

jj f jj

H

k =

0

@

k

X

j =0

Z

X

j ( r

g

)

j

f j

2

g

dv ol

g

1

A

1

2

qui le m unit donc d'une structure d'espace Hilb ertien. P our k < 0 en tier, on p osera H

k

le dual

de H

� k

. Là encore on p eut dé�nir les espaces de Sob olev à demi-densité H

k

(

�

X ; �

1

2

0

) puisque

r

g

agit aussi naturellemen t sur les demi-densités, et on a un isomorphisme isométrique

H

k

�

=

H

k

(

�

X ; �

1

2

0

)

On remarque aussi que p our f 2

_

C

1

( X )

jr

g

f j

g

= j d f j

g

= x j d f j

H

(1.14)

donc p our tout v 2 V

0

(

�

X )

jj v f jj

2

H

0

�

Z

X

j d f j

2

g

j v j

2

g

dv ol

g

�

Z

X

jr

g

f j

2

g

j x

� 1

v j

2

H

dv ol

g

� C

v

jj f jj

2

H

1

ce qui prouv e que v 2 Di�

1

0

(

�

X ) est un op érateur b orné de H

1

dans H

0

. De plus, (1.14)

mon tre qu'il existe une famille �nie ( v

i

)

i

d'élémen ts de Di�

1

0

(

�

X ) telle que

jr

g

f j

g

�

X

i

j v

i

f j

H
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Le pro duit (1.11) p ermet de dé�nir, via l'in tégration par partie, la transp osée

t

D d'un op éra-

teur D 2 Di�

�

0

(

�

X )

( D f ; g ) = ( f ;

t

D g ) ; f ; g 2

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

)

qui implique un prolongemen t naturel de l'action de Di�

�

0

(

�

X ) à C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

) . Dans ce cas,

la discussion précéden te mon tre que p our k = 0 ; 1

H

k

(

�

X ; �

1

2

0

) = f f 2 C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

); 8 D 2 Di�

k

0

(

�

X ) ; D f 2 H

0

(

�

X ; �

1

2

0

) g

et on p eut v éri�er que ça reste vrai p our tout k 2 N en mon tran t que D 2 Di�

1

0

(

�

X ) est

con tin u de H

k

dans H

k � 1

si k 2 N , on a donc

D : H

p

! H

p � k

(1.15)

si D 2 Di�

k

0

(

�

X ; �

1

2

0

) p our k ; p 2 N . D'autre part le domaine de (1 + �

g

)

1

2

est D ((1 + �

g

)

1

2

) =

H

1

et �

g

est con tin u de H

1

dans H

� 1

. Comme p our le cas d'une v ariété compacte, il existe

des estimations à priori p our k 2 N

0

jj f jj

2

H

k +1

� C jj �

g

f jj

2

H

k � 1

+ C jj f jj

2

H

k

qui mon tren t alors que le domaine de (1 + �

g

)

k

2

est H

k

.

Le laplacien �

g

a p our sp ectre � (�

g

) = �

pp

(�

g

) [ �

ess

(�

g

) a v ec

�

pp

(�

g

) � (0 ;

n

2

4

) ; ]�

pp

(�

g

) < 1 ; �

ess

(�

g

) = [

n

2

4

; 1 )

sans v aleur propre plongée dans le sp ectre essen tiel (cf. [21 ]).

On dé�nit les espaces à p oids suiv an ts

H

p

N

:= f f 2 H

p

loc

; x

� N

f 2 H

p

g (1.16)

a v ec x une fonction dé�nissan t le b ord, N 2 R , et H

p

loc

l'espace des fonctions mesurables f

sur X telles que �f 2 H

p

p our toute fonction � 2 C

1

0

( X ) . Ces espaces m unis de la norme

jj f jj

H

p

N

:= jj x

� N

f jj

H

p

son t des espaces de Banac h. Le pro duit ( :; : ) symétrique non-dégénéré de (1.11) s'étend sur

H

0

N

p our N � 0 et on a classiquemen t le pro duit symétrique non-dégénéré sur L

2

( @

�

X ; �

1

2

)

( u; v ) :=

Z

@

�

X

uv

P our N 2 R , on p eut v éri�er que l'espace dual de H

0

N

est naturellemen t isomorphe à H

0

� N

par rapp ort au pro duit (1.11). On utilisera aussi les notations tensorielles suiv an tes p our

E = H

0

N

(resp. E = L

2

( @

�

X ; �

1

2

) ),  ; � 2 E

0

� 
  :

�

E ! E

0

f ! � (  ; f )
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2 Prolongemen t méromorphe de la résolv an te p our une

métrique paire

Dans cette partie on reprend essen tiellemen t la construction du prolongemen t méromorphe

de la résolv an te du laplacien sur les v ariétés asymptotiquemen t h yp erb oliques, par Mazzeo et

Melrose [24]. On v a considérer le cas d'une métrique paire p our p ouv oir obtenir un prolonge-

men t méromorphe-�ni dans C tout en tier, mais puisqu'une grande partie de la construction

est générale on ne fera in terv enir l'h yp othèse de parité qu'à partir du momen t où elle devien t

nécessaire.

P our p ouv oir prolonger la résolv an te (�

g

� z )

� 1

à tra v ers le sp ectre essen tiel on utilise le

nouv eau paramètre z = � ( n � � ) a v ec < ( � ) >

n

2

. On a alors

R ( � ) := (�

g

� � ( n � � ))

� 1

qui est méromorphe-�ni sur f< ( � ) >

n

2

g à v aleur dans L ( H

0

) , a v ec p our p ôles les �

e

2

f< ( � ) >

n

2

g tels que �

e

( n � �

e

) 2 �

pp

(�

g

) . La partie ph ysique de C est f< ( � ) >

n

2

g , elle

corresp ond à z = � ( n � � ) 2 C n �

ess

(�

g

) . La droite critique est f< ( � ) =

n

2

g et corresp ond au

sp ectre essen tiel � ( n � � ) 2 �

ess

(�

g

) . P our esp érer étendre R ( � ) à � 2 C il faudra restreindre

l'espace sur lequel R ( � ) est dé�ni et étendre celui dans lequel il v a prendre ses v aleurs, on

tra v aillera alors naturellemen t dans les espaces (1.16).

La représen tation des op érateurs linéaires con tin us de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) dans C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

) par

leur no y au de distribution dans C

�1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) est v alable dans ce cadre (théorème de

Sc h w artz). L'étude de tels op érateurs se réduit donc à l'étude de leur no y au de Sc h w artz,

qui son t des distributions prolongeables sur la v ariété lisse à coins

�

X �

�

X . Le princip e p our

in v erser �

g

� � ( n � � ) est de trouv er une distribution q ( � ; ! ; !

0

) sur

�

X �

�

X qui est `presque'

solutions de

(�

g

� � ( n � � ))

!

q ( � ; ! ; !

0

) = � ( ! � !

0

)

au sens où le reste doit être le no y au d'un op érateur compact sur un espace de Banac h bien

c hoisi.

La construction d'une parametrix de la résolv an te par la métho de de Mazzeo-Melrose fait

in terv enir la notion d'éclatemen t réel p our désingulariser les no y aux de Sc h w artz. Le princip e

est de remplacer la v ariété

�

X �

�

X (sur laquelle vit le no y au de Sc h w artz) par une v ariété

à coins `plus grosse' et �nalemen t mieux adaptée à la structure géométrique du no y au de

Sc h w artz de la résolv an te du laplacien. P our donner une idée du problème, on p eut imaginer

la distribution (fonction) sur [0 ; 1]

x

� [0 ; 1]

x

0

dé�nie par

f ( x; x

0

) :=

( xx

0

)

�

( x

2

+ x

0 2

)

�

; � 2 C

au sens de C

�1

([0 ; 1] � [0 ; 1] ; �

1

2

0

) in tro duit aupara v an t. On v oit que le passage en co ordonnées

p olaires est plus adapté à son étude près du coin x = x

0

= 0 ,

f ( r cos ( � ) ; r sin( � )) =

�

1

2

sin(2 � )

�

�

C'est ce pro cédé de passage en co ordonnées p olaires (ou éclatemen t) sur une v ariété que l'on

v a main tenan t rapp eler.
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2.1 V ariétés éclatées

On c hoisit un atlas ( U

i

)

i 2 I

[ ( U

j

)

j 2 J

de

�

X tel que

U

j

' [0 ; � ) � B

n

; U

i

' B

n +1

où la co ordonnée x 2 [0 ; � ) utilisée p our U

j

est une fonction globale x 2 Z

g

( @

�

X ) sur

�

X telle

que la métrique g s'écriv e dans X \ U

i

sous la forme g = x

� 2

( dx

2

+ h ( x; y ; dy )) . La v ariété

�

X �

�

X est une v ariété lisse à coins (cf. [26]) m unie de l'atlas ( U

�

� U

�

0

)

�;�

0

2 I [ J

. Si �

R

; �

L

son t les pro jections à droite et à gauc he de

�

X �

�

X sur

�

X , on note encore x p our �

�

L

( x ) et x

0

p our �

�

R

( x ) .

�

X �

�

X a donc deux h yp ersurfaces fron tières di�éomorphes à @

�

X �

�

X (dé�nies

par x = 0 et par x

0

= 0 ), puis un coin de co dimension 2 di�éomorphe à @

�

X � @

�

X (dé�ni par

x = x

0

= 0 ). Considérons la diagonale �

@

�

X

de @

�

X � @

�

X et notons la

B := �

@

�

X

= f ( y ; y ) 2 @

�

X � @

�

X ; y 2 @

�

X g (2.1)

On a les plongemen ts naturels suiv an ts

B ! @

�

X � @

�

X ! @

�

X �

�

X !

�

X �

�

X (2.2)

que l'on traitera main tenan t comme des inclusions. Soit C l'espace des courb es

C :=

�

c 2 C

1

�

[0 ; 1] ;

�

X �

�

X

�

; c ( t ) 2 B , t = 0 ; c

0

(0) =2 T

c (0)

B

	

m unie de sa top ologie de con v ergence uniforme (ainsi que les dériv ées) sur les compacts. Sur

cet espace, on met la relation d'équiv alence

c

1

� c

2

( ) c

1

(0) = c

2

(0) = m; 9 a 2 R

+

; c

0

1

(0) � ac

0

2

(0) 2 T

p

B

Si N ( B ) est le �bré normal de B dans

�

X �

�

X don t les �bres son t

N

p

B = T

p

(

�

X �

�

X ) =T

p

B ; 8 p 2 B

on dé�nit le �bré normal sphérique p oin tan t à l'in térieur par

S

+

N B := t

p 2 B

S

+

N

p

B

S

+

N

p

B := f v 2 N

p

B n f 0 g ; dx ( v ) � 0 ; dx

0

( v ) � 0 g = R

+

a v ec la pro jection naturelle � : S

+

N B ! B . On v oit que S

+

N B p eut être représen té aussi

par

S

+

N

p

( B ) = f c 2 C ; c (0) = p g = �

don t on note [ c ] les classes d'équiv alences. Si Q est le quart de sphère de dimension n + 1

dé�ni par

Q := f Y = ( Y

0

; : : : ; Y

n +1

) 2 R

n +2

; j Y j = 1 ; Y

0

� 0 ; Y

1

� 0 g

on a des `cartes' lo cales induites par les cartes ( x; y

�

) sur U

�

S

+

N ( B ) � �

� 1

( U

�

) ' U

�

� Q

( p ; v ) !

 

p ;

( dx ( v ) ; dx

0

( v ) ; dy

�

( v ) � dy

0

�

( v ))

(( dx ( v ))

2

+ ( dx

0

( v ))

2

+ j dy

�

( v ) � dy

0

�

( v ) j

2

)

1

2

!

Il n'est pas compliqué de v éri�er que cette expression ne dép end pas du rep ésen tan t v et

s'il ne s'agit pas de v éritables cartes, on v erra que Q a une structure de v ariété à coins qui
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induit de v éritables cartes m unissan t S

+

N B d'une structure de t-v ariété lisse, c'est-à-dire une

v ariété `lo calemen t à coins' (cf. [26 ]). Ensuite le V

0

-pro duit éclaté de

�

X par

�

X est l'ensem ble

�

X �

0

�

X := ((

�

X �

�

X ) n B ) t S

+

N B

sur lequel on met une top ologie qui recolle S

+

N B à la place de B . P our cela soit

e c : [0 ; 1] !

�

X �

0

�

X ; ec ( t ) = c ( t ) ; t > 0 ; e c (0) = [ c ]

alors on p ose

U ouv ert ( )

8

<

:

U \ S

+

N B ouv ert ; U \ (

�

X �

�

X ) n B ouv ert

8 c 2 C ; e c (0) 2 U; 9 � > 0 ; 9 V

c

� C v oisinage de c ;

8 x 2 V

c

; 8 t 2 [0 ; � ) ; ex ( t ) 2 U

On a une pro jection � :

�

X �

0

�

X !

�

X �

�

X app elée application d'écrasemen t

� ( m ) =

�

� ( m ) si m 2 S

+

N B

m si m 2 (

�

X �

�

X ) n B

qui est con tin ue. En notan t

e

U

�;�

0

:= �

� 1

( U

�

� U

�

0

) , on construit un recouvremen t de

�

X �

0

�

X

par (

e

U

�;�

0

) . On p ose alors

ex := �

�

( x ) ; ex

0

:= �

�

( x

0

) ; ey

�

:= �

�

( y

�

) ; ey

0

�

:= �

�

( y

0

�

)

R

�;�

0

:=

�

ex

2

+ ex

0 2

+ j ey

�

� ey

0

�

0

j

2

�

1

2

; �

�;�

0

:=

ex

R

�;�

0

; (2.3)

�

0

�;�

0

:=

ex

0

R

�;�

0

; #

�;�

0

:=

ey

�

� ey

0

�

0

R

�;�

0

On p eut alors v éri�er que ces fonctions son t con tin ues ou se prolongen t par con tin uité sur

f R

�;�

0

= 0 g et si

e

U

�;�

0

\ B 6= ; ,

e

U

�;�

0

� ! �

�;�

0

(

e

U

�;�

0

) � [0 ; + 1 ) � Q � U

�

(2.4)

�

�;�

0

:=

�

R

�;�

0

; ( �

�;�

0

; �

0

�;�

0

; #

�;�

0

) ; ey

�

�

dé�nit une `carte'. En réalité p our a v oir la v éritable dé�nition de carte, il faut recouvrir Q

par des ouv erts homéomorphes à des ouv erts du t yp e [0 ; � )

k

� R

n +1 � k

. On dé�nit alors

s :=

ex

ex

0

; z

�;�

0

:=

ey

�

� ey

0

�

0

ex

0

; t :=

ex

0

ex

z

0

�;�

0

:=

ey

0

�

0

� ey

�

ex

; !

�;�

0

:=

ey

�

� ey

0

�

0

j ey

�

� ey

0

�

0

j

; r

�;�

0

:= j ey

�

� ey

0

�

0

j (2.5)

%

�;�

0

:=

ex

j ey

�

� ey

0

�

0

j

; %

0

�;�

0

:=

ex

0

j ey

�

� ey

0

�

0

j

et les trois ouv erts suiv an ts

e

U

1

�;�

0

:=

e

U

�;�

0

\ f �

0

�;�

0

6= 0 g ;

e

U

2

�;�

0

:=

e

U

�;�

0

\ f �

�;�

0

6= 0 g

e

U

3

�;�

0

:=

e

U

�;�

0

\ f #

�;�

0

6= 0 g
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qui recouvren t

e

U

�;�

0

. Les trois cartes asso ciées son t donc

e

U

1

�;�

0

� ! �

1

�;�

0

(

e

U

1

�;�

0

) � [0 ; � ) � B

n

� [0 ; + 1 ) � R

n

(2.6)

�

1

�;�

0

:= ( ex

0

; ey

0

�

0

; s; z

�;�

0

)

e

U

2

�;�

0

� ! �

2

�;�

0

(

e

U

2

�;�

0

) � [0 ; � ) � B

n

� [0 ; + 1 ) � R

n

(2.7)

�

2

�;�

0

:= ( ex ; ey

�

; t; z

0

�;�

0

)

e

U

3

�;�

0

� ! �

3

�;�

0

(

e

U

3

�;�

0

) � [0 ; + 1 )

3

� S

n � 1

� B

n

(2.8)

�

3

�;�

0

:= ( r

�;�

0

; %

�;�

0

; %

0

�;�

0

; !

�;�

0

; ey

�

)

en sous-en tendan t p our la dernière que S

n � 1

est aussi recouv ert par des cartes. Si d'autre

part

e

U

�;�

0

\ B = ; on p ose

e

U

�;�

0

� ! �

�;�

0

(

e

U

�;�

0

) ' U

�

� U

�

0

(2.9)

�

�;�

0

:= ( ex ; ey

�

; ex

0

; ey

0

�

0

)

complétan t l'atlas de

�

X �

0

�

X , ce qui en fait une t-v ariété lisse (un calcul p ermet de v oir que

les c hangemen ts de cartes son t lisses). Le pro duit éclaté

�

X �

0

�

X est une v ariété à coins si ses

h yp ersurfaces fron tières son t des sous-v ariétés, c'est-à-dire si il existe une fonction lisse qui

dé�nisse c haque h yp ersurface fron tière. En reprenan t le système de co ordonnées (2.4), on

p eut construire, par partition de l'unité, une fonction R dé�nissan t S

+

N B , puis si on p ose

� :=

ex

R

et �

0

:=

ex

0

R

une étude dans les cartes mon tre que ces deux fonctions se prolongen t de

manière lisse à tout

�

X �

0

�

X (y compris sur S

+

N B ), dé�nissen t c hacune une h yp ersurface

fron tière et �; �

0

; R son t indép endan tes. La v ariété

�

X �

0

�

X a donc une structure de v ariété

lisse à coins, a v ec trois h yp ersurfaces fron tières : la face fron tale notée F dé�nie par f R = 0 g ,

la face sup erieure notée T dé�nie par f � = 0 g , puis la face inférieure notée B dé�nie par

f �

0

= 0 g . Le pro duit éclaté est en quelque sorte un passage en co ordonnées p olaires autour

de B , élargissan t l'espace des fonctions lisses de

�

X �

�

X . P ar con tre il est facile de v éri�er

que l'espace

_

C

1

(

�

X �

�

X ) est en bijection (via �

�

) a v ec l'espace

_

C

1

(

�

X �

0

�

X ) , et il en v a de

même p our leur dual. En étudian t les systèmes de co ordonnées, on p eut aussi mon trer que

�

0

(

�

X �

�

X ) = �

�

L

(�

0

(

�

X )) 
 �

�

R

(�

0

(

�

X )) ; �

0

(

�

X �

0

�

X ) = �

�

(�

0

(

�

X �

�

X ))

et �

�

dé�nit un isomorphisme en tre les espaces L

2

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) et L

2

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) .

P our la suite, on simpli�era les notations en oublian t les indices de cartes ( �; �

0

) et les

tildes, par exemple en notan t z ; y

0

; : : : à la place de ez

�;�

0

; y

0

�

0

; : : : .

Dans les co ordonnées (2.6), (2.7) et (2.8) on a

F \

e

U

1

�;�

0

= f x

0

= 0 g ; T \

e

U

1

�;�

0

= f s = 0 g

F \

e

U

2

�;�

0

= f x = 0 g ; B \

e

U

2

�;�

0

= f t = 0 g

F \

e

U

3

�;�

0

= f r = 0 g ; T \

e

U

3

�;�

0

= f % = 0 g ; B \

e

U

3

�;�

0

= f %

0

= 0 g

et les c hamps de v ecteurs x@

x

; x@

y

i

dans U

�;�

0

(agissan t donc sur le facteur de gauc he) se

relèv en t sur

�

X �

0

�

X et s'exprimen t dans les trois cartes (

e

U

i

�;�

0

)

i =1 ; 2 ; 3

�

�

( x@

x

) = s@

s

; �

�

( x@

y

i

) = s@

z

i
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�

�

( x@

x

) = x@

x

� t@

t

� z

0

:@

z

0

; �

�

( x@

y

i

) = x@

y

i

� @

z

0

i

�

�

( x@

x

) = %@

%

; �

�

( x@

y

i

) = %!

i

( %@

%

+ %

0

@

%

0

) + !

i

%r @

r

� % ( @

!

i

� !

i

( ! :@

!

))

Ce son t donc des c hamps de v ecteurs (lo caux) lisses qui s'ann ulen t sur la face T et son t

tangen ts à F ; B . Les fonctions �; �

0

; R sur

�

X �

0

�

X s'exprimen t dans les cartes

e

U

i

�;�

0

( i = 1 ; 2 ; 3 )

sous la forme

� =

s

(1 + s

2

+ j z j

2

)

1

2

f ; �

0

=

1

(1 + s

2

+ j z j

2

)

1

2

f ; R = x

0

(1 + s

2

+ j z j

2

)

1

2

f

� =

1

(1 + t

2

+ j z j

2

)

1

2

f ; �

0

=

t

(1 + t

2

+ j z j

2

)

1

2

f ; R = x (1 + t

2

+ j z

0

j

2

)

1

2

f

� =

%

(1 + %

2

+ %

0 2

)

1

2

f ; �

0

=

%

0

(1 + %

2

+ %

0 2

)

1

2

f ; R = r (1 + %

2

+ %

0 2

)

1

2

f

a v ec f une fonction lisse sur

e

U

�;�

0

strictemen t p ositiv e v éri�an t d f

m

( � ) 6= 0 p our tout m 2

T [ B [ F et � 2 T

m

(

�

X �

0

�

X ) tangen t à l'une des h yp ersurfaces T , B ou F .

�
�
�
�

����
B

!

T

�
�

0

B

F

�

x

0

x

y � y

0

D

�

Figure 3: L'application d'écrasemen t

De même, on note @

�

X �

0

�

X l'éclatemen t de @

�

X �

�

X sur B . Celui-ci se plonge naturellemen t

par rapp ort à (2.2) dans

�

X �

0

�

X

@

�

X �

0

�

X ' (

�

X �

0

�

X ) \ T

en remarquan t que � ( T ) = f x = 0 g ' @

�

X �

�

X . Via ces iden ti�cations,

e

� := � j

T

est la

fonction d'écrasemen t

e

� : @

�

X �

0

�

X ! @

�

X �

�

X

Cette v ariété à coins (sous-v ariété à coins de

�

X �

0

�

X ) a deux h yp ersurfaces fron tières

e

B ;

e

F

dé�nies par les fonctions e�

0

:= �

0

j

T

et

e

R := R j

T

.

En�n l'éclatemen t @

�

X �

0

@

�

X de @

�

X � @

�

X sur B s'injecte aussi naturellemen t par rapp ort

à (2.2) dans @

�

X �

0

�

X

@

�

X �

0

@

�

X ' ( @

�

X �

0

�

X ) \

e

B
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et la fonction d'écrasemen t via cette iden ti�cation est �

@

:=

e

� j

e

B

. La fonction r :=

e

R j

e

B

dé�nit

le b ord de @

�

X �

0

@

�

X , qui est exactemen t le relev é de B par �

@

. Soit ( y

0

; y

0

) 2 B , V

y

0

un

v oisinage ouv ert de ce p oin t et ( y ; y

0

) un système de co ordonnées dans V

y

0

, on a alors

�

�

@

( j y � y

0

j ) = r f ; f 2 C

1

( �

� 1

@

( V

y

0

)) ; f > 0 ; @

r

f j

r =0

6= 0

2.2 P etit calcul

On p eut remarquer que la diagonale in térieure de

�

X �

�

X se relèv e via � en un sous-ensem ble

de

�

X �

0

�

X don t la fermeture notée D

�

est une sous-v ariété de la v ariété à coins

�

X �

0

�

X

D

�

:= �

� 1

f ( m; m

0

) 2 X � X ; m = m

0

g

De plus, D

�

n'in tersecte le b ord de

�

X �

0

�

X que sur la face fron tale F et elle le fait transv er-

sallemen t. Ceci se v éri�e aisémen t puisque dans la carte (2.3) citée au dessus, on a

D

�

\

e

U

�;�

0

= f m 2

e

U

�;�

0

; � ( m ) = �

0

( m ) ; # ( m ) = 0 g

Dé�nition du p etit calcul On in tro duit l'espace I

m

(

�

X �

0

�

X ; D

�

; �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X )) des dis-

tributions conormales à D

�

qui s'ann ulen t à tout ordre sur B [ T : par dé�nition, ce son t les

distributions � v éri�an t

� j

�

X �

0

�

X n D

�

2 C

1

(

�

X �

0

�

X n D

�

; �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X )) ; � j

B [ T

� 0

et s'écriv en t dans les cartes

e

U

�;�

0

de t yp e (2.9) sous la forme d'in tégrales oscillan tes

� ( w ; w

0

) =

Z

e

i ( w � w

0

) :�

�

I

( w ; w

0

; � ) d� j dw dw

0

j

1

2

(2.10)

a v ec �

I

2 S

m

( �

�;�

0

(

e

U

�;�

0

)) un sym b ole d'ordre m , puis dans les cartes

e

U

1

�;�

0

de t yp e (2.6)

sous la forme

� ( s; z ; x

0

; y

0

) =

Z

e

i (( s � 1) � + z :� )

�

J

( s; z ; x

0

; y

0

; � ; � ) d� d�

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

(2.11)

a v ec �

J

2 S

m

( �

1

�;�

0

(

e

U

1

�;�

0

)) un sym b ole d'ordre m . Notons que la dép endance en w

0

de �

I

et

en ( s; z ) de �

J

p eut être supprimeé par un pro cédé usuel d'in tégration par parties. Rapp elons

que � induit les bijections

�

�

:

_

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

(

�

X �

�

X ))  !

_

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X ))

�

�

: C

�1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X ))  ! C

�1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

(

�

X �

�

X ))

Les op érateurs don t le no y au de Sc h w artz relev é via � est dans I

m

(

�

X �

0

�

X ; D

�

; �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X ))

a v ec m 2 R formen t un sous espace-v ectoriel des op érateurs con tin us de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) dans

C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

) , noté 	

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

) . On p eut v éri�er que

	

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) :=

[

m 2 R

	

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

)
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est une algèbre. Les op érateurs don t les sym b oles �

I

; �

J

dé�nis en (2.10) et (2.11) on t un

dév elopp emen t asymptotique

�

I

( w ; � ) �

X

k 2 N

0

�

I

k

( w ; � ) j � j

m � k

; �

J

( x

0

; y

0

; � ) �

X

k 2 N

0

�

J

k

( x

0

; y

0

; � ) j � j

m � k

a v ec �

I

k

; �

J

k

homogènes de degré 0 en � formen t une sous-algèbre 	

�

0 ;phg

(

�

X ; �

1

2

0

) de 	

�

0

don t les

élémen ts son t dits p olyhomogènes. Cette sous-algèbre est m unie d'une application sym b ole

principal

�

0

: 	

m

0 ;phg

(

�

X ; �

1

2

0

) ! S

m

( T

�

0

�

X ) =S

m � 1

( T

�

0

�

X )

qui est un morphisme d'algèbre, S

m

( T

�

0

�

X ) désignan t les sym b oles d'ordre m sur T

�

0

�

X . Ceci

p ermet de construire un calcul pseudo-di�éren tiel sur

�

X , app elé le `p etit calcul'. Il est sem-

blable en b eaucoup de p oin ts au calcul pseudo-di�éren tiel sur une v ariété compacte et il

con tien t les op érateurs di�éren tiels Di�

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) (le supp ort de leur no y au relev é via � est

inclus dans D

�

). P our la suite, on négligera la notation `phg' étan t donné que la ma jorité des

op érateurs pseudo-di�éren tiels que l'on utilisera son t p olyhomogènes.

Propriétés de con tin uité Notons que si A 2 	

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) a p our no y au de Sc h w artz relev é

�

A

à supp ort près de F (par exemple à supp ort dans les cartes

e

U

1

�;�

0

), on a l'écriture lo cale

A ( f � )( x; y ) =

Z

k (

x

s

; y �

x

s

z ; s; z ) f (

x

s

; y �

x

s

z )

ds

s

dz :�

�

A

:= k ( x

0

; y

0

; s; z )

�

�

�

�

dsdz dxdy

sx

n +1

�

�

�

�

1

2

; � :=

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�

1

2

Cette écriture p ermet de mon trer (v oir [27 ] où le cadre est légèremen t di�éren t mais la preuv e

est iden tique) que A est con tin u comme op érateur

A :

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) !

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ; A : C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ! C

1

(

�

X ; �

1

2

0

)

De plus, la conjugaison x

� a

Ax

a

(p our a 2 C ) ne c hange pas le caractère conormal du no y au

par rapp ort à D

�

et son no y au relev é (

�

0

�

)

a

�

A

s'ann ule encore à tout ordre sur les faces T ; B

donc

x

� a

Ax

a

2 	

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

) ; a 2 C (2.12)

si A 2 	

m

0

. En�n il est mon tré par Melrose et Mazzeo qu'un op érateur A 2 	

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

) a v ec

m � 0 se prolonge en un op érateur b orné de H

0

0

dans H

m

0

et donc de H

0

a

dans H

m

a

p our tout

a 2 C en utilisan t (2.12).

Ellipticité P our étudier l'ellipticité de �

g

, on a b esoin de calculer son sym b ole principal

au sens de cette géométrie. Le sym b ole principal d'un op érateur L 2 Di�

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

L :=

X

i + j � j� m

a

�;i

( x; y )( x@

y

)

�

( x@

x

)

i

28



est donné par

�

0

( L )( Z ) :=

X

i + j � j = m

a

�;i

( x; y ) �

�

�

i

; Z = ( x; y ;

X

j

�

j

dy

j

x

+ �

dx

x

) 2 T

�

0

�

X

corresp ondan t à la quan ti�cation in tro duite en (2.10), (2.11). Le sym b ole principal du lapla-

cien s'exprime donc comme la forme symétrique H

� 1

( x; y ; � ; � ) si H

� 1

est la métrique induite

par H sur le cotangen t (suiv an t la notation (1.1) a v ec x à la place de x

0

). C'est donc un

op érateur elliptique au sens de cette dé�nition de sym b ole principal.

P arametrix dans le p etit calcul On p eut donc main tenan t construire une parametrix de

�

g

dans le p etit calcul, essen tiellemen t en imitan t la théorie sur v ariété compacte. Rapp elons

que

g =

H

x

2

=

dx

2

+ h ( x; y ; dy )

x

2

Lemme 2.1. Soit �

0

2 [

n

2

+ 1 ; 1 ) � C , � 2 C et m 2 N . Il existe des op ér ateurs

Q

m

( � ) 2 	

� 2

0

(

�

X ; �

1

2

0

) ; K

m

( � ) 2 	

� m

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

tels que

(�

g

� � ( n � � )) Q

m

( � ) = 1 + K

m

( � ) (2.13)

le noyau de Schwartz r elevé �

K

m

de K

m

est à supp ort dans

Supp ( �

K

m

) �

 

[

� 2 I

e

U

�;�

!

[

 

[

� 2 J

e

U

1

�;�

!

ave c les notations de la se ction 2.1 et il s'é crit dans c es c artes sous la forme (2.10), (2.11)

ave c des symb oles �

I

K

m

; �

J

K

m

véri�ant r esp e ctivement p our � 2 I et � 2 J

j @

�

�

I

K

m

( w ; w

0

; � ) j � C

�;m

h � i

� m �j �

3

j

h � � �

0

i

m +1

; ( w ; w

0

) 2

e

U

�;�

(2.14)

j @

�

�

J

K

m

( s; z ; x

0

; y

0

; � ) j � C

�;m

h � i

� m �j �

3

j

h � � �

0

i

m +1

; ( s; z ; x

0

; y

0

) 2

e

U

1

�;�

(2.15)

où � = ( �

1

; �

2

; �

3

) 2 ( N

n +1

)

3

et C

�;m

> 0 c onstante dép endant de � et m . En�n K

m

( � )

est un p olynôme de de gr é m + 1 en � dont le c o e�cient de plus haut de gr é app artient à

	

� m � 1

0

(

�

X ; �

1

2

0

) .

Preuv e : on construit une partition de l'unité (  

�

)

� 2 K

( K = I [ J ) asso ciée au re-

couvremen t ( U

i

)

i 2 I

[ ( U

j

)

j 2 J

de

�

X puis ( �

�

)

� 2 K

des fonctions lisses à supp ort dans les

mêmes cartes telles que �

�

= 1 sur le supp ort de  

�

. Rapp elons que la métrique est

g = x

� 2

H = x

� 2

( dx

2

+ h ( x; y ; dy )) comme en (1.3). P our m = 1 , on p ose Q

1

l'op érateur

don t le no y au de Sc h w artz est �

�

( �

Q

1

) a v ec

�

Q

1

:=

P

� 2 I

�

�

( �

�

( w )  

�

( w

0

))

R

e

i ( w � w

0

) :�

�

I

Q

1

( w ; w

0

; � ) d� j dw dw

0

j

1

2

+

P

� 2 J

�

�

( �

�

( x; y )  

�

( x

0

; y

0

))

R

e

i (( s � 1) � + z :� )

�

J

Q

1

( s; z ; x

0

; y

0

; � ; � ) d� d�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

1

2

où les sym b oles son t dé�nis par

�

I

Q

1

( w ; w

0

; � ) :=

�

x

2

H

� 1

( w ; � ) � �

0

( n � �

0

)

�

� 1

; w = ( x; y )
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�

J

Q

1

( s; z ; x

0

; y

0

; � ) := � ( s; z )

�

s

2

H

� 1

( sx

0

; y

0

+ x

0

z ; � ) � �

0

( n � �

0

)

�

� 1

; � = ( � ; � )

� ( s; z ) étan t une fonction lisse à supp ort compact dans (0 ; 1 ) � R

n

v alan t 1 dans un v oisinage

de ( s; z ) = (1 ; 0) , et H

� 1

la métrique induite par H sur le cotangen t T

�

�

X . En utilisan t que

l'action de �

g

à gauc he sur les distributions sur U

�;�

se relèv e resp ectiv emen t dans

e

U

�;�

( � 2 I ) et

e

U

1

�;�

( � 2 J ) en l'action des op érateurs

� x

2

@

2

x

�

X

i;j

h

ij

( x; y ) x@

y

i

x@

y

j

+ P

1

� s

2

@

2

s

�

X

i;j

h

ij

( sx

0

; y

0

+ x

0

z ) s@

z

i

s@

z

j

+ P

2

a v ec P

1

; P

2

qui son t resp ectiv emen t des op érateurs d'ordre 1 en x@

x

; x@

y

i

et s@

s

; s@

z

i

à co ef-

�cien ts lisses, on v oit que (2.13) est satisfait a v ec �

I

K

1

; �

J

K

1

qui s'exprimen t lo calemen t (dans

les cartes (

e

U

�;�

)

� 2 I

et (

e

U

1

�;�

)

� 2 J

) sous la forme

F

k

�

( � ( n � � ) � �

0

( n � �

0

) ; � ) �

k

Q

1

; k = I ; J; � 2 k

où F

k

�

( Z ) est un p olynôme de degré 1 en Z 2 C

n +2

à co e�cien ts dans les op érateurs dif-

féren tiels d'ordre 2 en x@

x

; x@

y

i

supp ortés dans

e

U

�;�

si k = I ou en s@

s

; s@

z

i

supp ortés dans

e

U

1

�;�

si k = J . On déduit p our m = 1 les estimations (2.14) et (2.15) en remarquan t que

p our tout r > 0

j r � �

0

( n � �

0

) j

� 1

� ( r + 1)

� 1

Si m � 2 , on pro cède par récurrence en p osan t p our j � m et k = I ; J

�

k

Q

j

:= �

X

� 2 k

�

k

Q

1

�

F

k

�

(0 ; � ) �

k

Q

j � 1

+ F

k

�

( � ( n � � ) � �

0

( n � �

0

) ; 0) �

k

Q

j � 2

�

où par con v en tion �

k

Q

0

:= 0 . �

Ce pro cédé p ermet d'obtenir un reste aussi régulier que l'on v eut sur la diagonale in térieure

D

�

(si m > n + 1 , K

m

est à no y au relev é con tin u), mais si les op érateurs K

m

son t b ornés

dans H

0

0

, ils ne son t en fait pas compacts en genéral. Il v a en e�et nous falloir une ann ulation

du no y au de Sc h w artz du reste sur les faces T ; B ; F p our que le reste devienne compact.

2.3 Op érateur normal

Cette section est consacrée à la résolution de la singularité du reste sur F . P our celà on

dé�nit l'op érateur normal d'un op érateur L 2 	

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) .

Op érateur normal d'un op érateur di�éren tiel La première étap e est de considérer le

cas de L 2 Di�

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) . Soit p 2 @

�

X con ten u dans une carte p 2 U

�

,

X

p

:= (0 ; 1 ) � T

p

@

�

X

qui est di�éomorphe à

R

n +1

+

:= (0 ; 1 ) � R

n

et � un di�éomorphisme v éri�an t

� : U

�

! � ( U

�

) � X

p

; � ( p ) = 0 ; d�

p

= I d
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Soit R

r

la dilatation de facteur r sur X

p

, l'op érateur normal de L 2 Di�

�

0

(

�

X ) en p est dé�ni

comme étan t l'op érateur di�éren tiel

N

p

( L ) :

�

C

1

( X

p

) ! C

1

( X

p

)

u ! lim

r ! 0

R

�

r

( �

� 1

)

�

L�

�

R

�

r

� 1

u

On p eut alors v éri�er que si

L =

X

i + j � j� q

a

�;i

( x; y )( x@

y

)

�

( x@

x

)

i

dans un système de co ordonnées ( x; y ) , alors N

p

( L ) est l'op érateur sur (0 ; 1 )

x

� ( T

p

@

�

X )

y

N

p

( L ) =

X

i + j � j� q

a

�;i

(0 ; y

0

)( x@

y

)

�

( x@

x

)

i

; p = (0 ; y

0

)

et que cette dé�nition ne dép end pas de la fonction � . De plus, si h

0

( p ) est la métrique

induite par h

0

sur T

p

@

�

X , on a l'isométrie éviden te

�

X

p

;

dx

2

+ h

0

( p )

x

2

�

�

=

�

(0 ; 1 )

u

� R

n

v

;

du

2

+ j dv j

2

u

2

�

= H

n +1

qui mon tre que X

p

est une v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique (en un sens c'est une

appro ximation de ( X ; g ) à l'in�ni). On p eut alors considérer N

p

( L ) comme un op érateur de

Di�

�

0

(

�

X

p

) (ou sur H

n +1

) à `co e�cien ts constan ts', et l'op érateur normal s'in terprète comme

un pro cédé in v arian t p our geler les co e�cien ts en un p oin t p du b ord. L'op érateur normal

de L 2 Di�

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) se dé�nit de la même façon en conjuguan t par une section trivialisan t

le �bré de demi-densité.
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�

0

= (1 + s

2

+ j z j

2

)

�

1

2

z

s

e

�

0

�

#

e

p

H

n +1

� = s (1 + s

2

+ j z j

2

)

�

1

2

F

p

= f ( �; �

0

; # ); j # j

2

+ �

2

+ �

0 2

= 1 g

# = z (1 + s

2

+ j z j

2

)

�

1

2

Figure 4: Une �bre F

p

di�éomorphe à H

n +1

Cas du laplacien Le laplacien �

g

s'écrit dans un système de co ordonnées ( x; y

1

; : : : ; y

n

)

�

g

= � ( x@

x

)

2

+ nx@

x

+ x

2

�

h ( x )

�

1

2

x T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x )) x@

x

(2.16)
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a v ec �

h ( t )

le laplacien sur l'h yp ersurface f x = t g m unie de la métrique h ( t ) . Le terme

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x )) est la trace de l'op érateur linéaire asso cié au tenseur symétrique ( @

x

h )( x )

via h ( x ) . On en déduit que p our h

0

= h (0) on a

N

p

(�

g

) = � ( x@

x

)

2

+ nx@

x

+ x

2

�

h

0

( p )

qui est exactemen t le laplacien sur

�

X

p

;

dx

2

+ h

0

( p )

x

2

�

�

=

H

n +1

(2.17)

Cet op érateur étan t essen tiellemen t le laplacien sur H

n +1

, sa résolv an te se calcule explicite-

men t (v oir par exemple [15 ] ou [24 ]) et admet un prolongemen t holomorphe (resp. méromor-

phe) à C si n est pair (resp. n impair).

Op érateur normal d'un op érateur du p etit calcul On p eut remarquer que X

p

p orte

une structure de group e de Lie naturelle donnée par

( x; y ) : ( x

0

; y

0

) = ( xx

0

; y + xy

0

) (2.18)

a v ec p our élémen t neutre e

p

:= (1 ; 0) et p our l'in v erse

( x; y )

� 1

= (

1

x

; �

y

x

)

On p eut aussi le v oir comme le sous group e de GL ( T

p

�

X ) constitué des élémen ts qui �xen t

p oin t par p oin t T

p

@

�

X et laissen t in v arian t f dx > 0 g . Les c hamps de v ecteur x@

x

; x@

y

1

; : : : ; x@

y

n

son t in v arian ts à gauc he p our cette action et la mesure de Haar in v arian te à droite est

dx

x

dy .

L'op érateur iden tité sur X

p

s'in terprète comme la distribution �

e

p

(la masse de Dirac en e

p

)

agissan t par con v olution à gauc he

( f ? �

e

p

) = f ; f 2 C

1

0

( X

p

)

et il en v a de même p our les op érateurs di�éren tiels en x@

x

; x@

y

i

à co e�cien ts constan ts

X

i + j � j� q

a

�;i

( x@

y

)

�

( x@

x

)

i

f =

X

i + j � j� q

a

�;i

�

f ? ( x@

y

)

�

( x@

x

)

i

�

e

p

�

Rapp elons main tenan t que la �bre F

p

:= S

+

N

p

B dans

�

X �

0

�

X est une v ariété à coins

di�éomorphe à un quart de sphère de dimension n + 1 . Son in térieur est di�éomorphe à X

p

via les co ordonnées ( s; z ) de (2.6) ( F

p

dé�nit une autre compacti�cation de X

p

que X

p

'

S

n

) et comme le remarquen t Mazzeo et Melrose [24 ], l'op érateur N

p

( L ) in terprété comme

op érateur de con v olution a p our no y au de con v olution �

�

( L ) j

F

p

a v ec cette iden ti�cation.

Cette distribution est à supp ort dans le neutre e

p

de X

p

'

�

F

p

qui est aussi l'in tersection

e

p

= F

p

\ D

�

Ceci conduit à dé�nir l'op érateur normal en p d'un op érateur A 2 	

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

) par

N

p

( A ) := �

A

j

F

p

(2.19)

où �

A

est le no y au de Sc h w artz de A relev é sur

�

X �

0

�

X via � . Dans (2.19), N

p

( A ) doit

être in terprété comme une distribution agissan t par con v olution à gauc he sur le group e de
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Lie X

p

, c'est une distribution dans X

p

a v ec un supp ort singulier inclus dans e

p

et qui est un

O (cosh( d

X

p

( m; e

p

)))

�1

) quand d

X

p

( m; e

p

) ! 1 , d

X

p

( :; : ) étan t la distance `h yp erb olique'

sur ( X

p

;

dx

2

+ h

0

( p )

x

2

) . Notons que le �bré �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X ) se restrein t en un �bré trivial canonique

au dessus de F

p

et N

p

( A ) agit donc par con v olution à gauc he sur les demi-densités sur X

p

suiv an t

( N

p

( A ) f )( x; y ) =

Z

R

n +1

+

k (0 ; y

0

; s; z ) f (

x

s

; y �

x

s

z )

dsdz

s

:�

p = (0 ; y

0

) ; � =

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�

1

2

; f = f ( x; y ) �; �

A

= k ( x

0

; y

0

; s; z )

�

�

�

�

dx

0

dy

0

dsdz

x

0 n +1

s

n +1

�

�

�

�

1

2

Comp osition Une propriété qui est fondamen tale p our l'op érateur normal est la comp o-

sition : si L 2 Di�

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) et A 2 	

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) , alors

N

p

( LA ) = N

p

( L ) N

p

( A ) (2.20)

Le problème p our résoudre la singularité de K

m

( �; �

0

) sur F

p

revien t donc à in v erser N

p

(�

g

�

� ( n � � )) et trouv er un op érateur don t l'op érateur normal est

( N

p

(�

g

� � ( n � � )))

� 1

N

p

( K

m

( � )) (2.21)

La première étap e est p ossible puisque cela revien t à construire la résolv an te du laplacien

sur H

n +1

. Le problème que l'on v oit apparaître est que la distribution (2.21) ne s'ann ule pas

rapidemen t sur les b ords B \ F

p

et T \ F

p

et on ne p eut pas esp érer trouv er un op érateur dans

	

�

0

don t l'op érateur normal est (2.21). En e�et, la résolv an te du laplacien h yp erb olique se

calcule explicitemen t (son no y au est donné en (B.1)) et elle ne laisse pas stable

_

C

1

(

�

H

n +1

) .

T ermes de b ords Le double [

�

X �

0

�

X ]

2

de

�

X �

0

�

X par rapp ort à l'h yp ersurface F est une

v ariété à coins a v ec 2 h yp ersurfaces fron tières [ T ]

2

; [ B ]

2

corresp ondan t au double de T et B .

Suiv an t Melrose, on dé�nit les distributions conormales à T ; B d'indice ( a; b ) 2 C

2

comme

l'ensem ble

A

a;b

([

�

X �

0

�

X ]

2

) := f u 2 C

�1

([

�

X �

0

�

X ]

2

); V

b

u 2 �

< ( a )

�

0< ( b )

L

1

([

�

X �

0

�

X ]

2

) g

où V

b

est l'algèbre de Lie des v ecteurs tangen ts à [ T ]

2

et [ B ]

2

, �; �

0

son t des fonctions dé�nis-

san t [ T ]

2

et [ B ]

2

. On p ose ensuite

A

a;b

(

�

X ; �

1

2

0

) := A

a;b

([

�

X �

0

�

X ]

2

) j

�

X �

0

�

X


 �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X )

Notons que ces distributions son t lisses à l'in térieur de

�

X �

0

�

X et jusqu'à F n ( B [ T ) . On

notera 	

m;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) l'espace des op érateurs sur

�

X don t le no y au de Sc h w artz relev é � se

décomp ose en � = �

1

+ �

2

a v ec �

2

2 A

a;b

(

�

X ; �

1

2

0

) et �

1

le no y au relev é d'un op érateur de

	

m

0

(

�

X ; �

1

2

0

) . On notera aussi R

i

	

m;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) (a v ec i 2 N ) le sous-espace de 	

m;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

des op érateurs don t le no y au relev é s'ann ule sur F à l'ordre i . En utilisan t les propriétés de

comp osition de 	

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) et le fait que l'action de Di�

�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) à gauc he sur

�

X �

�

X se relèv e

en l'action de c hamps de v ecteurs lisses sur

�

X �

0

�

X et tangen ts à F [ T [ B , on déduit la

comp osition (v oir aussi [24 , Prop. 5.8])

Di�

k

0

(

�

X ; �

1

2

0

) :R

i

	

l;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) � R

i

	

l + k ;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) (2.22)
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p our i; k 2 N , l 2 Z , a; b 2 C . On p eut citer aussi un résultat de con tin uité ([22 , Prop. 2.15])

concernan t un op érateur A de 	

� m;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) (a v ec a; b 2 C , m 2 N

0

)

A : H

0

r

! H

m

r

0

(2.23)

est con tin u si r

0

� r , a � r >

n

2

, b + r

0

>

n

2

, a + b > n . De plus on p eut v éri�er (en utilisan t

les argumen ts de [23 , Th. 3.25]) que dans le cas particulier où m > n + 1 , a � r

0

� n + 1 ,

b + r � n + 1

jj A jj

L ( H

0

r

; H

0

r

0

)

� C jj ( ��

0

)

� n � 1

�

A

jj

L

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

)

(2.24)

a v ec �

A

le no y au relev é de A et la norme L

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) dé�nie en �xan t une section du

�bré �

1

2

0

(

�

X �

0

�

X ) , il s'agit essen tiellemen t du Lemme de Sc h ur. On p eut aussi a jouter que

l'op érateur A est con tin u

A :

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ! x

a

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) (2.25)

Il est clair que le pro cédé de restriction (2.19) sur les �bres F

p

de la face fron tale F se

généralise au cas des distributions de A

a;b

(

�

X ; �

1

2

0

) , le résultat étan t in terprété comme une

distribution de con v olution sur X

p

(en fait lisse sur X

p

). La form ule de comp osition (2.20)

reste en fait v alable si A est dans la classe 	

� m;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) ( cf. [24 ]). En utilisan t les résultats

de prolongemen t méromorphe de la résolv an te sur l'espace h yp erb olique, on v a v oir que la

famille (dép endan t de p ) de distributions (2.21) est bien dé�nie et on v a donc construire un

op érateur dans l'espace 	

� 2 ;�;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) don t le no y au de Sc h w artz relev é a p our restriction

(2.21) sur c haque �bre F

p

.

Résolution sur la face fron tale Rapp elons le mo dèle H

n +1

�

=

( R

n +1

+

;

du

2

+ j dv j

2

u

2

) de

l'espace h yp erb olique et soit

R

h

( � ) := (�

g

h

� � ( n � � ))

� 1

la résolv an te h yp erb olique étudiée dans l'annexe B. On rapp elle l'expression suiv an te qui

donne le prolongemen t méromorphe à � 2 C du no y au de Green (cf. [15 ])

G

h

( � ; ! ; !

0

) =

�

2 uu

0

u

2

+ u

0 2

+ j v � v

0

j

2

�

�

1

X

j =0

�

j

( � )

�

2 uu

0

u

2

+ u

0 2

+ j v � v

0

j

2

�

2 j

�

j

( � ) =

2

� � � 2 j � 1

�

�

n

2

�( � + 2 j )

�( � �

n

2

+ 1 + j )�( j + 1)

agissan t sur les fonctions. En co ordonnées R = ( u

2

+ u

0 2

+ j v � v

0

j

2

)

1

2

, � = uR

� 1

, �

0

= u

0

R

� 1

in tro duites en (2.3) le no y au s'exprime sous la forme

G

h

( � ) = (2 ��

0

)

�

k

�

(2 ��

0

) ; k

�

( � ) =

1

X

j =0

�

j

( � ) �

2 j

En terme de no y au de con v olution (a v ec la structure de group e (2.18)), on a p our f 2

C

1

0

( H

n +1

)

( R

h

( � ) f )( x; y ) =

Z

R

n +1

+

�

2 u

1 + u

2

+ j v j

2

�

�

k

�

�

2 u

1 + u

2

+ j v j

2

�

f

�

x

u

; y �

x

u

v

�

du

u

dv (2.26)
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a v ec k

�

2 C

1

([0 ; 1)) . On mon tre dans l'annexe B que p our � 2 C n � N

0

, k

�

(

2 u

u

2

+ j v j

2

+1

)

est lo calemen t in tégrable dans H

n +1

, ce qui prouv e que l'in tégrale (2.26) con v erge p our

� 2 C n � N

0

. L'action de R

h

( � ) sur les demi-densités est facilemen t déduite de l'expression

(2.26).

A v ec les notations de (2.1) la face F est recouv erte par les cartes (

e

U

�;�

)

� 2 J

. Soit �

�

;  

�

( � 2 J ) les fonctions de troncature dé�nies dans la preuv e du lemme 2.1 et

�

L

:

�

X �

�

X !

�

X ; �

R

:

�

X �

�

X !

�

X

les pro jections à gauc he et à droite. On p ose Q

0

( � ) l'op érateur don t le no y au relev é est

�

Q

0

:=

X

� 2 J

�

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

)) F

�

( � )

e

�

0

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

(2.27)

a v ec

e

�

0

:= ( �

�

�

�

L

(det( h )

1

2

)) j

x

0

=0

= det( h

0

( y

0

))

1

2

et F

�

( � ) la fonction

F

�

( � ; x

0

; y

0

; s; z ) =

Z

R

n +1

+

(2 u )

�

(1 + u

2

+ j v j

2

y

0

)

�

k

�

�

2 u

1 + u

2

+ j v j

2

y

0

�

�

K

m

�

x

0

; y

0

;

s

u

; z �

s

u

v

�

du

u

dv

(2.28)

où j : j

y

0

est la norme sur R

n

induite par la métrique h

0

( y

0

) sur T

p

@

�

X a v ec l'iden ti�cation X

p

'

R

n +1

+

pro v enan t du c hoix des co ordonnées ( x; y ) sur U

�

, ( x

0

; y

0

; s; z ) son t les co ordonnées dans

e

U

1

�;�

décrites en (2.6) et

�

K

m

= �

K

m

( x

0

; y

0

; s; z )

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

l'expression du no y au relev é de K

m

( � ) dans cette carte. La con v ergence de l'in tégrale p our

� 2 C n � N

0

est assurée puisque �

K

m

( x

0

; y

0

; :; : ) est con tin ue à supp ort compact dans X

p

si

m > n + 1 . V ue la discussion précéden te sur l'op érateur normal, il est clair que

N

p

(�

g

� � ( n � � )) N

p

( Q

0

( � )) = N

p

( K

m

) (2.29)

Notons que l'on p eut aussi c hoisir les fonctions  

�

; �

�

sous la forme

 

�

( x; y ) =  

1

( x )  

2

�

( y ) ; �

�

( x; y ) = �

1

( x

2

) �

2

�

( y )

en prenan t  

1

; �

1

deux fonctions dép endan t seulemen t de x qui v alen t 1 près de @

�

X et

(  

2

�

)

� 2 J

une partition de l'unité sur @

�

X .

Hyp othèse : doréna v an t nous supp oserons que la métrique satisfait la condition de parité

mo dulo O ( x

1

) in tro duite dans la Dé�nition 1.1

x

2

g = dx

2

+ h ( x

2

) ; h 2 C

1

([0 ; � ) � @

�

X ; S

2

( T

�

@

�

X )) (2.30)

Il sera démon tré plus loin que cette condition sur g est nécessaire et su�san te p our que la

résolv an te de �

g

se prolonge a v ec p ôles de m ultiplicité �nie à tout C . Notons néanmoins

que la construction qui v a suivre p ermet de traiter le prolongemen t méromorphe-�ni de R ( � )

dans C n

1

2

( n � N ) si g n'est pas paire.

Remarque : l'étude des parametrix et des restes que l'on v a faire sera essen tiellemen t

une étude lo cale dans les cartes

e

U

�;�

de

�

X �

0

�

X recouvran t la face fron tale F . En utilisan t

que

e

U

1

�;�

est dense dans

e

U

�;�

, il su�ra souv en t de se restreindre aux cartes

e

U

1

�;�

(i.e. aux

co ordonnées `pro jectiv es' ( x

0

; y

0

; s; z ) ) et d'utiliser des argumen ts de con tin uité p our étendre

à

e

U

�;�

les propriétés ou les ma jorations de normes des fonctions supp ortées dans

e

U

�;�

.
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Lemme 2.2. L'op ér ateur Q

0

( � ) dé�ni en (2.27) est dans

Q

0

( � ) 2 	

� m;�;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

et si Q

m

( � ) est l'op ér ateur c onstruit dans le lemme 2.1, on a

(�

g

� � ( n � � ))( Q

m

( � ) � Q

0

( � )) = 1 + K

0

( � ) (2.31)

K

0

( � ) 2 R 	

� m +2 ;� +2 ;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

p our � 2 C n � N

0

. De plus, p our tout N > n + 1 les op ér ateurs Q

0

( � ) et K

0

( � ) sont

mér omorphe-�nis dans O

N

0

à valeur dans L ( H

0

N

; H

0

� N

) en p osant N

0

= N � n � 1 .

Preuv e : dans un premier temps on p ose � ( t ) une fonction lisse sur [0 ; 1] qui v aut 1 près

de t = 0 et 0 p our t �

1

2

. P our N > n + 1 , on sépare l'in tégrale (2.28) en deux en écriv an t

k

�

= k

1

�

+ k

2

�

a v ec

k

1

�

( t ) =

X

j � N

�

j

( � ) t

2 j

+ � ( t )

X

j >N

�

j

( � ) t

2 j

k

2

�

( t ) = (1 � � ( t ))

X

j >N

�

j

( � ) t

2 j

ce qui induit les décomp ositions F

�

( � ) = F

1

�

( � ) + F

2

�

( � ) et �

Q

0

= �

1

Q

0

+ �

2

Q

0

. Si e = e

p

= (1 ; 0)

est le neutre de X

p

' R

n +1

(a v ec p = (0 ; y

0

) ) p our la structure de group e in tro duite en (2.18),

on a

2 u

1 + u

2

+ j v j

2

y

0

= (cosh ( d

X

p

( ! ; e )))

� 1

; ! = ( u; v )

cosh ( d

X

p

( !

� 1

; !

0� 1

)) = cosh ( d

X

p

( ! :!

0� 1

; e ))

où d

X

p

( :; : ) est la distance `h yp erb olique' sur X

p

' R

n +1

+

(i.e. p our la métrique (2.17)).

Puisque �

K

m

( x

0

; y

0

; :; : ) est à supp ort dans un compact de R

n +1

+

indép endan t de ( x

0

; y

0

) 2 U

�

,

on en déduit que la fonction

( s; z ; u; v ) !

(2 u )

�

(1 + u

2

+ j v j

2

y

0

)

�

k

2

�

�

2 u

1 + u

2

+ j v j

2

y

0

�

�

K

m

�

x

0

; y

0

;

s

u

; z �

s

u

v

�

est à supp ort dans un compact de R

n +1

+

� R

n +1

+

du t yp e

d

X

p

( ! ; e ) + d

X

p

( !

0

; e ) � M ; ! = ( s; z ) ; !

0

= ( u; v )

a v ec M > 0 . Son in tégrale en ( u; v ) 2 R

n +1

+

est donc une fonction à supp ort compact en

( s; z ) 2 R

n +1

+

et elle a la régularité de �

K

m

. Ceci prouv e que �

2

Q

0

est le no y au relev é d'un

op érateur de 	

� m

0

(

�

X ; �

1

2

0

) à dép endance holomorphe dans O

N

0

( �

j

( � ) est holomorphe dans

f< ( � ) > � 2 j g ). De plus, on observ e que �

�

(( xx

0

)

N

) �

2

Q

0

est une fonction ( ��

0

)

n +1

L

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) dép endan t holomorphiquemen t de � dans O

N

0

, et (2.24) prouv e donc l'holomorphie

dans O

N

0

à v aleur L ( H

0

N

; H

0

� N

) de l'op érateur don t le no y au est �

�

�

2

Q

0

.

P our traiter le no y au �

1

Q

0

on fait le c hangemen t de v ariable ( U; V ) = ( s; z ) : ( u; v )

� 1

dans

(2.28) et on garde le terme k

1

�

p our obtenir p our � =2 � N

0

s

�

Z

R

n +1

+

(2 U )

�

( s

2

+ U

2

+ j z � V j

2

y

0

)

�

k

1

�

�

2 sU

s

2

+ U

2

+ j z � V j

2

y

0

�

�

K

m

( x

0

; y

0

; U; V )

dU

U

n +1

dV (2.32)

36



Rapp elons que les co ordonnées ( x

0

; y

0

; s; z ) fon t référence à c haque carte

e

U

1

�;�

. Puisque

�

K

m

( x

0

; y

0

; :; : ) est à supp ort compact dans R

n +1

+

on déduit que (2.32) est, p our c haque

� 2 J , une fonction de s

�

C

1

( �

1

�;�

(

e

U

1

�;�

)) a v ec les notations (2.6). Dans les co ordonnées

( r ; %; %

0

; ! ; y ) de (2.8) l'in tégrale (2.32) devien t

( %%

0

)

�

Z

R

n +1

+

(2 U )

�

�

K

m

( r %

0

; y + r ! ; U; V )

( %

2

+ %

0 2

U

2

+ j ! � %

0

V j

2

y + r !

)

�

k

1

�

�

2 %%

0

U

%

2

+ %

0 2

U

2

+ j ! � %

0

V j

2

y + r !

�

dU

U

n +1

dV

et cette fonction est dans ( %%

0

)

�

C

1

( �

3

�;�

(

e

U

3

�;�

)) . En�n le système ( x; y ; t; z

0

) de (2.7) donne

t

�

Z

R

n +1

+

(2 U )

�

�

K

m

( x; y + xz

0

; U; V )

(1 + t

2

U

2

+ j z

0

� tV j

2

y + xz

0

)

�

k

1

�

�

2 U t

1 + t

2

U

2

+ j z

0

� tV j

2

y + r !

�

dU

U

n +1

dV

qui est dans t

�

C

1

( �

2

�;�

(

e

U

2

�;�

)) . On a donc prouv é que Q

0

( � ) 2 	

� m;�;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) . De plus, en

utilisan t encore le fait que �

�

(( xx

0

)

N

) �

1

Q

0

2 L

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) si � 2 O

N

0

, on v éri�e aisémen t

que l'op érateur de no y au �

�

�

1

Q

0

est méromorphe sur O

N

0

à v aleur dans L ( H

0

0

) .

P our mon trer que les p ôles son t de rang �ni, on remarque que les seuls p ôles qui p euv en t

in terv enir dans (2.32) pro viennen t des termes

X

2 j � N

�

j

( � ) t

2 j

dans l'expression de k

1

�

( t ) et ils n'apparaissen t que quand n est impair ( �

j

( � ) est toujours

holomorphe dans f R e ( � ) > � 2 M g si j < M ). En � k 2 � N

0

\ O

N

0

, le résidu de l'in tégrale

(2.32) est une somme de termes de la forme

C

k ;l

s

2 l � k

Z

R

n +1

+

 

s

2

+ U

2

+ j z � V j

2

y

0

U

!

k � 2 l

�

K

m

( x

0

; y

0

; U; V )

dU

U

n +1

dV (2.33)

a v ec l 2 N

0

tel que 2 l � k et C

k ;l

2 C . On en déduit que le résidu de �

�

�

1

Q

0

s'exprime comme

une somme (sur � 2 J et 2 l � k ) de distributions sur

�

X �

�

X de la forme

C

k ;l

�

�

( x; y )  

�

( x

0

; y

0

)( xx

0

)

2 l � k

X

i + j + j � j + j � j� 2 k � 4 l

x

i

x

0 j

y

�

y

0 �

f

�

i;j;�;�

( x

0

; y

0

)

a v ec f

�

i;j;�;�

lisses jusqu'au b ord f x

0

= 0 g . Ce son t donc les no y aux d'op érateurs de rang �ni

de H

0

N

dans H

0

� N

. On p eut remarquer que cette situation est similaire à l'étude en courbure

constan te près du b ord (traitée dans [15 ]).

P our mon trer (2.31), on remarque d'ab ord que la relation de comp osition (2.22) implique

que K

0

( � ) 2 	

� m +2 ;�;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) . On v a préciser le comp ortemen t de son no y au relev é �

K

0

près de F et T en mon tran t que ( ��

0

)

� �

�

K

0

s'ann ule à l'ordre 1 sur ces deux faces. P our cela,

il su�t de le v éri�er dans les cartes

e

U

1

�;�

et la con tin uité de ( ��

0

)

� �

�

K

0

sur T [ B app ortera

le résultat.

Suiv an t (2.16), le laplacien agissan t sur les fonctions s'écrit dans une carte U

�

a v ec � 2 J

(près du b ord)

�

g

= � ( x@

x

)

2

+ nx@

x

+ x

2

�

h ( x

2

)

�

1

2

T r

�

h

� 1

( x

2

) x@

x

( h ( x

2

))

�

x@

x
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en rapp elan t que h est fonction de x

2

(h yp othèse (2.30)). Suiv an t (1.13), l'op érateur corre-

sp ondan t sur le 0 -�bré de demi-densités est

f ( x; y )

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�

1

2

!

�

� ( x

2

; y )

1

2

�

g

� ( x

2

; y )

�

1

2

f ( x; y )

�

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�

1

2

a v ec � = det( h ( x ))

1

2

, on le notera encore �

g

. P ar ailleurs on écrira

e

f := �

�

�

�

L

( f ( x

2

; y )) = f ( x

0 2

s

2

; y

0

+ x

0

z ) ;

e

f

0

:=

e

f j

x

0

=0

= f (0 ; y

0

)

si f est une fonction ou un tenseur lisse sur U

�

.

L'op érateur �

g

Q

0

( � ) a un no y au de Sc h w artz don t le relev é sur

�

X �

0

�

X s'écrit dans

e

U

1

�;�

�

�

g

Q

0

=

e

�

1

2

�

� ( s@

s

)

2

+ ns@

s

�

1

2

T r (

e

h

� 1

s@

s

e

h ) s@

s

� s

2

e

�

� 1

X

i;j

@

z

i

(

e

h

ij

e

� @

z

j

)

�

e

�

�

1

2

�

Q

0

Utilisan t que

e

� ,

e

h son t lisses en la v ariable s

2

, on fait le c hangemen t de v ariable S = s

2

et on

obtien t

�

�

g

Q

0

=

e

�

1

2

�

� 4( S @

S

)

2

+ 2 nS @

S

� 2 T r (

e

h

� 1

S @

S

e

h ) S @

S

� S

e

�

� 1

P

i;j

@

z

i

(

e

h

ij

e

� @

z

j

)

�

e

�

�

1

2

�

Q

0

= E

�

( x

0

; y

0

; S; z ) �

Q

0

( x

0

; y

0

; S

1

2

; z )

(2.34)

et E

�

( x

0

; y

0

; S; z ) est un op erateur di�éren tiel en S @

S

; @

z

à co e�cien ts lisses en S 2 [0 ; � )

(c'est le relèv emen t par � de �

g

agissan t à gauc he dans

�

X �

�

X ). Rapp elons que d'après

(2.32), S

�

�

2

F

�

( x

0

; y

0

; S

1

2

; z ) est lisse en S 2 [0 ; � ) . On p eut réecrire le no y au relev é �

�

g

Q

0

de

�

g

Q

0

( � )

 

X

� 2 J

[ E

�

; �

�

( �

�

L

�

�

)] �

�

( �

�

R

 

�

) F

�

( � ) + �

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

)) E

�

F

�

( � )

!

e

�

0

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

(2.35)

Le premier terme a v ec le comm utateur est un no y au à supp ort disjoin t de F [ D

�

vu le c hoix

des fonctions de troncature (on a [�

g

; �

�

]  

�

= 0 ), son image directe par � est clairemen t un

no y au dans x

� +2

x

0 �

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) en remarquan t que

[�

g

; �

1

( x

2

) �

2

�

( y )] = x

2

�

1

( x

2

)[�

h ( x

2

)

; �

2

�

( y )] + O ( x

1

)

Concernan t le deuxième terme de (2.35) on fait un dév elopp emen t de T a ylor en x

0

= 0 (i.e.

sur F ) de E

�

p our faire apparaître l'op érateur normal de �

g

en (0 ; y

0

) :

E

�

( x

0

; y

0

; S; z ) = � 4( S @

S

)

2

+ 2 nS @

S

� S

X

i;j

h

ij

0

( y

0

) @

z

i

@

z

j

+ E

0

�

( x

0

; y

0

; S; z )

a v ec E

0

�

un op érateur di�éren tiel en S @

S

; @

z

à co e�cien ts lisses. En remarquan t que le

laplacien agissan t sur les demi-densités s'écrit dans U

�

sous la forme

�

g

= � ( x@

x

)

2

+ nx@

x

� x

2

X

i;j

h

ij

0

( y

0

) @

y

i

@

y

j

+ x

2

1

X

k =0

a

k

( x

2

; y )( x@

x

)

k

+ x

2

X

j � j� 2

b

�

( x

2

; y � y

0

; y

0

) @

�

y

a v ec y

0

2 U

�

, a

k

et b

�

lisses tels que

b

�

(0 ; y � y

0

; y

0

) = b

�

( x

2

; 0 ; y

0

) = 0 (2.36)
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En passan t en co ordonnées ( x

0

; y

0

; S; z ) , on déduit que

E

0

�

( x

0

; y

0

; S; z ) = x

0 2

S

1

X

k =0

a

k

( x

0 2

S; y )( S @

S

)

k

+ S

X

j � j� 2

x

0 2 �j � j

b

�

( x

0 2

S; x

0

z ; y

0

) @

�

z

(2.37)

Puisque E

0

�

et E

�

son t les relèv emen ts dans

e

U

1

�;�

par � d'op érateurs di�éren tiels en x@

x

; x@

y

à co e�cien ts lisses agissan t à gauc he dans U

�;�

�

�

X �

�

X , ils se prolongen t dans

e

U

�;�

en des

op érateurs di�éren tiels à co e�cien ts lisses en les c hamps de v ecteurs lo caux �

�

( x@

x

) ; �

�

( x@

y

)

qui son t tangen ts à F ; B et s'ann ulen t sur T . Ces c hamps de v ecteurs laissen t in v arian t l'ordre

de la singularité conormale sur B ; T et la régularité sur F , ce qui nous p ermet de retrouv er que

K

0

( � ) 2 	

� m +2 ;�;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

) . De plus d'après (2.36) et (2.37) les co e�cien ts de E

0

�

s'ann ulen t

sur F \

e

U

1

�;�

= f x

0

= 0 g à l'ordre 1 et sur T \

e

U

1

�;�

= f s = 0 g à l'ordre 2 , donc par con tin uité

E

0

�

F

�

( � ) s'ann ule sur F et a une singularité d'ordre � + 2 sur T . P ar construction de F

�

( � )

(v oir l'équation (2.29)) on déduit que

X

� 2 J

�

�

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

))( E

�

� � ( n � � )) F

�

( � )

�

( x

0

; y

0

; S; z ) =

X

� 2 J

�

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

)) �

K

m

( x

0

; y

0

; S

1

2

; z ) +

X

� 2 J

�

�

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

)) E

0

�

F

�

( � )

�

( x

0

; y

0

; S; z )

Finalemen t l'op érateur K

0

( � ) dé�ni en (2.31) a un no y au relev é qui se décomp ose en

�

K

0

= ( �

1

K

0

+ �

2

K

0

) (2.38)

�

1

K

0

:=

X

� 2 J

�

[ E

�

; �

�

�

�

L

�

�

] + �

�

( �

�

L

�

�

) E

0

�

�

�

�

( �

�

R

 

�

) F

1

�

( � )

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

�

2

K

0

:=

X

� 2 J

�

[ E

�

; �

�

�

�

L

�

�

] + �

�

( �

�

L

�

�

) E

0

�

�

�

�

( �

�

R

 

�

) F

2

�

( � )

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

+

�

1 �

X

� 2 J

�

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

))

�

�

K

m

La restriction sur F

p

(a v ec p = (0 ; y

0

) )

X

� 2 J

�

�

( �

�

L

( �

�

) �

�

R

(  

�

))(0 ; y

0

; s; z ) =

X

� 2 J

�

�

(0 ; y

0

)  

�

(0 ; y

0

) = 1

et l'ann ulation de E

0

�

en x

0

= 0 mon tren t que �

2

K

0

s'ann ule sur F et est un no y au du p etit calcul

	

� m +2

0

. Concernan t les propriétés de �

1

K

0

, la discussion précéden te mon tre que ( ��

0

)

� �

�

1

K

0

s'ann ule à l'ordre 1 sur F \

e

U

1

�;�

et à l'ordre 2 sur T \

e

U

1

�;�

puis qu'il a un dév elopp emen t de

T a ylor pair en s sur T = f s = 0 g dans c hacune des cartes

e

U

1

�;�

(rapp elons que s =

�

�

0

= �

�

(

x

x

0

)

est une fonction globale sur

�

X �

0

�

X n B ). On conclut que

�

1

K

0

2 R �

� +2

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

)

�

2

K

0

2 R I

� m +2

(

�

X �

0

�

X ; D

�

; �

1

2

0

)

et le lemme est démon tré en utilisan t la discussion sur les propriétés de méromorphie de

l'op érateur Q

0

( � ) (les résidus de K

0

( � ) sur � N

0

son t essen tiellemen t obten us en appliquan t
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des op érateurs di�éren tiels aux résidus de Q

0

( � ) et son t donc de rang �ni). �

A v ec la décomp osition (2.38), le no y au �

2

K

0

engendre un op érateur compact sur tout espace

H

0

N

, par con tre ce n'est pas le cas de �

1

K

0

si < ( � ) <

n

2

� 1 . Il nous faut donc a�ner encore

la parametrix p our éliminer la singularité de ces no y aux sur la face T .

2.4 Equations indicielles

Cette troisième étap e dans la construction est b eaucoup plus élémen taire que les deux autres,

mais c'est celle-ci qui pro duit des p ôles de rang in�ni sur la parametrix quand la métrique

n'est pas paire. En outre, elle est plus particulièremen t reliée à la construction de l'op érateur

de di�usion donnée par Graham-Zw orski [12 ] (on l'étudiera en détail dans la section suiv an te).

Si �

A

2 �

a

�

0 b

R

i

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) , est le no y au relev é d'un op érateur A 2 	

�1 ;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

a v ec a; b 2 C et i 2 N

0

, la relation de comp osition (2.22) implique que le no y au relev é

de (�

g

� � ( n � � )) A est dans �

a

�

0 b

R

i

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) . Le princip e est de trouv er, p our

B 2 R

i

	

�1 ;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) �xé, un op érateur A 2 R

i

	

�1 ;a;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

) tel que

(�

g

� � ( n � � )) A � B 2 R

i

	

�1 ;a +1 ;b

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

et on v a v oir que ceci est p ossible si a = � + j a v ec j 2 N

0

.

P our commencer on considère le laplacien agissan t sur les fonctions et on remarque que

l'on p eut écrire

x

� a

�

g

x

a

= � ( x@

x

)

2

+( n � 2 a ) x@

x

� x

2

T r ( h

� 1

( x

2

) h

0

( x

2

))( x@

x

+ a )+ x

2

�

h ( x

2

)

+ a ( n � a ) (2.39)

dans une carte U

�

a v ec � 2 J et h

0

( x

2

) := (2 x )

� 1

@

x

( h ( x

2

)) lisse en x = 0 . Ceci mon tre par

exemple que �

g

� � ( n � � ) en v oie une fonction f 2 x

a

C

1

(

�

X ) sur une fonction f

0

2 x

a

C

1

(

�

X )

qui satisfait la relation indicielle

( x

� a

f

0

) j

@

�

X

= ( a ( n � a ) � � ( n � � ))( x

� a

f ) j

@

�

X

Il est alors facile de v oir que p our tout f 2 C

1

( @

�

X ) et � =2

1

2

( n � N ) , on p eut construire une

série formelle F ( � ) =

P

j

f

j

( y ) x

j

(et donc une fonction par le lemme de Borel) telle que

(�

g

� � ( n � � )) x

�

F ( � ) = O ( x

1

) ; f

0

= f

c'est l'idée de la construction de l'op érateur de di�usion par Graham-Zw orski [12 ]. Cette

discussion mon tre que p our une fonction k ( � ) 2 x

� + j

x

0 �

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) donnée et N 2 N ,

on p eut construire une solution q ( � ) 2 x

� + j

x

0 �

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) de

(�

g

� � ( n � � )) q ( � ) � k ( � ) 2 x

� + N

x

0 �

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

)

si � =2

1

2

( n � N ) . On ne p eut pas directemen t appliquer ceci p our notre parametrix puisque le

reste K

0

( � ) n'a pas su�semmen t de régularité sur F , mais on v a v oir que ce pro cédé s'adapte

à la résolution sur T .

On p ose a = � + 2 j et puisque �

g

`comm ute' a v ec la fonction x

0

en tan t qu'op érateur en

la première v ariable ( x; y ) sur U

�;�

, on a d'après (2.39)

�

1

2

(�

g

� � ( n � � )) �

�

1

2

�

x

2

x

0 2

�

�

2

+ j

= 2 j ( n � 2 � � 2 j )

�

x

2

x

0 2

�

�

2

+ j

+

�

x

2

x

0 2

�

�

2

+ j

L

�

( � + 2 j )
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sur les demi-densités a v ec

L

�

( a ) := � ( x

2

)

1

2

�

� ( x@

x

)

2

+ ( n � 2 a ) x@

x

� x

2

T r ( h

� 1

( x

2

) h

0

( x

2

))( x@

x

+ a ) + x

2

�

h ( x

2

)

�

� ( x

2

)

�

1

2

On en déduit que si A est un op érateur de no y au relev é �

A

2 R �

� +2 j

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) ,

l'op érateur (�

g

� � ( n � � )) A a p our no y au relev é

( E

�

� � ( n � � )) �

A

= � 4 j ( � �

n

2

+ j ) �

A

+ E

]

�

( � + 2 j ) �

A

(2.40)

dans

e

U

1

�;�

a v ec les notations de (2.34) et E

]

�

( � + 2 j ) dé�ni de la manière suiv an te : on écrit

dans

e

U

1

�;�

�

A

=

s

� +2 j

(1 + s

2

+ j z j

2

)

� + j

f ( x

0

; y

0

; s; z )

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

a v ec f se prolongean t de manière lisse à

e

U

�;�

et s'ann ulan t sur F , on p ose alors

E

]

�

( � + 2 j ) �

A

:= s

� +2 j

e

L ( � + 2 j )

�

f ( x

0

; y

0

; s; z )

(1 + s

2

+ j z j

2

)

� + j

�

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

(2.41)

où

e

L

�

( a ) est le `relev é' de L

�

( a ) :

e

L

�

( a ) :=

e

�

1

2

�

� ( s@

s

)

2

+ ( n � 2 a ) s@

s

� s

2

x

0 2

T r (

e

h

� 1

:

e

h

0

)( s@

s

+ a ) � s

2

x

0 2

e

�

� 1

X

i;j

@

z

i

(

e

h

ij

e

� @

z

j

)

�

e

�

�

1

2

L'action de

e

L

�

( a ) sur une distribution de R �

0 2 � +2 j

C

1

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

) pro duit une distribution de

R ��

0 2 � +2 j

C

1

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

) puisque

e

L

�

( a ) est le relev é d'un op érateur sur U

�;�

en x@

x

; x@

y

i

à

co e�cien ts lisses et que ces c hamps de v ecteurs agissan t à gauc he se relèv en t en des c hamps

tangen ts à F ; B et s'ann ulan t sur T , c'est-à-dire qu'ils laissen t in v arian t l'ordre de la singularité

conormale sur B et l'ordre d'ann ulation sur F mais a jouten t un ordre d'ann ulation sur T . Si

dans la carte

e

U

1

�;�

ceci est clair, on p eut aussi le v éri�er dans les cartes

e

U

i

�;�

p our i = 2 ; 3 .

On en déduit que dans l'ouv ert

e

U

�;�

E

]

�

( � + 2 j ) �

A

2 R �

� +2 j +1

�

0 �

C

1

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

)

D'autre part si dans (2.41) f s'exprime comme une fonction lisse de s

2

on p eut faire le

c hangemen t de v ariable S = s

2

comme dans la preuv e du Lemme 2.2 : dans ces co ordonnées

e

L

�

( a ) est un op érateur di�éren tiel en @

S

; @

z

i

à co e�cien ts lisses (en S ) et n uls en S = 0 .

Ceci implique que

E

]

�

( � + 2 j ) �

A

2 R �

� +2 j +2

�

0 �

C

1

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

) (2.42)

et ce no y au est une fonction lisse de S = s

2

dans

e

U

1

�;�

.

P ar con v en tion on notera

E

]

( � + 2 j ) �

A

:=

X

� 2 J

E

]

�

( � + 2 j ) �

A;�

si �

A

est un no y au qui s'écrit sous la forme �

A

=

P

� 2 J

�

A;�

a v ec �

A;�

à supp ort dans

e

U

�;�

.
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On v a donc utiliser la relation (2.40) p our a�ner la parametrix et éliminer la singularité

de �

1

K

0

; �

3

K

0

sur T . P osons p our j = 0 ; : : : ; N

F

1 ;j

�

( � ) := �

j

( � ) S

�

2

+ j

Z

R

n +1

+

(2 U )

� +2 j

( S + U

2

+ j z � V j

2

y

0

)

� +2 j

�

K

m

( x

0

; y

0

; U; V )

dU

U

n +1

dV (2.43)

dé�nie dans

e

U

1

�;�

puis

�

1 ;j

K

0

:=

X

� 2 J

([ E

�

; �

�

�

�

L

�

�

] + �

�

( �

�

L

�

�

) E

0

�

) �

�

R

 

�

F

1 ;j

�

( � )

e

�

0

�

�

�

�

dsdz dx

0

dy

0

s

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

Comme p our l'étude du Lemme 2.2, il est facile de v oir que ces distributions son t dans

R �

� +2 j +2

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) et que

�

1

K

0

�

N

X

j =0

�

1 ;j

K

0

2 R �

� +2 N +4

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

)

est holomorphe en � dans O

N

0

(les �

j

( � ) on t des p ôles seulemen t en � = � 2 j; � 2 j � 1 ; : : : ).

De manière essen tiellemen t similaire à la construction de Guillop é-Zw orski [15 ] dans le cas

de la courbure constan te près du b ord, on dé�nit alors par récurrence les op érateurs Q

00

j

( � )

et K

00

j

( � ) (p our j = 0 ; : : : ; N ) don t les no y aux relev és son t

�

Q

00

� 1

:= 0 ; �

Q

00

0

:= �

�

1 ; 0

K

0

4( � �

n

2

+ 1)

; �

K

00

j

:= E

]

( � + 2 j + 2)( �

Q

00

j

� �

Q

00

j � 1

) (2.44)

�

Q

00

j

:= �

Q

00

j � 1

�

�

1 ;j

K

0

� �

K

00

j � 1

4( j + 1)( � �

n

2

+ j + 1)

(2.45)

de sorte qu'en utilisan t (2.40) et (2.42), on ait

(�

g

� � ( n � � )) �

�

�

Q

00

j

=

j

X

k =0

�

�

�

1 ;k

K

0

+ �

�

�

K

00

j

a v ec �

K

00

j

2 R �

� +2 j +4

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) . On obtien t alors le

Lemme 2.3. L'op ér ateur Q

00

( � ) := Q

00

N

( � ) dé�ni en (2.45) ave c j = N véri�e

Q

00

( � ) 2 R 	

�1 ;� +2 ;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

et si Q

0

( � ) est l'op ér ateur dé�ni en (2.27) et Q ( � ) := Q

m

( � ) c elui c onstruit dans le lemme

2.1, alors on a

(�

g

� � ( n � � ))( Q ( � ) � Q

0

( � ) � Q

00

( � )) = 1 + K

00

( � ) (2.46)

K

00

( � ) 2 R 	

� m +2 ;� +2 N +4 ;�

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

De plus, Q

00

( � ) et K

00

( � ) sont mér omorphe-�nis dans O

N

0

(ave c N

0

= N � n � 1 ) à valeur

r esp e ctivement dans L ( H

0

N

; H

0

� N

) et L ( H

0

N

) .
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Preuv e : la structure de �

Q

00

découle directemen t de la discussion précédan t le lemme.

De plus, on remarque que

 

N

Y

k = l

( � �

n

2

+ k + 1)

� 1

!

�

l

( � )

n'a des p ôles qu'en � N

0

et ils son t d'ordre 1 , ce qui implique la même propriété p our �

Q

00

j

; �

K

00

j

en utilisan t les dé�nitions (2.44), (2.45). Leur résidu est de la forme (2.33) et l'image directe

par � du résidu de �

Q

00

N

en � k est une somme (sur � 2 J et 2 l � k ) de termes de la forme

P

�

k ;l

( x; y ; x@

x

; x@

y

)

2

4

( xx

0

)

2 l � k

X

i + j + j � j + j � j� 2 k � 4 l

x

i

x

0 j

y

�

y

0 �

f

�

i;j;�;�

( x

0

; y

0

)

3

5

a v ec P

�

l;k

( x; y ; x@

x

; x@

y

) des op érateurs di�éren tiels lisses en x@

x

; x@

y

i

et f

�

i;j;�;�

des fonctions

lisses sur

�

X à supp ort dans U

�

. On en déduit que Q

00

N

( � ) est méromorphe-�ni en utilisan t le

même genre d'argumen ts que dans le Lemme (2.2) (les no y aux asso ciés dans les espaces H

0

� N

son t méromorphes à v aleur dans L

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) ). L'op érateur K

00

( � ) dé�ni par l'équation

(2.46) a p our no y au relev é

�

K

00

:= �

1

K

00

+ �

2

K

00

+ �

3

K

00

�

1

K

00

:= �

1

K

0

�

N

X

j =0

�

1 ;j

K

0

; �

2

K

00

:= �

2

K

0

; �

3

K

00

:= � �

K

00

N

et d'après la discussion précédan t le lemme et l'étude du Lemme 2.2, ce no y au v éri�e

�

K

00

2 R

�

�

� +2 N +4

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) + I

� m +2
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�

X �

0

�

X ; D

�

; �

1

2

0

)

�

On v oit donc que x

� N

K

00

( � ) x

N

a un no y au relev é dans

R

�

�

� + N +4

�

0 � + N

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) + I

� m +2

(

�

X �

0

�

X ; D

�

; �

1

2

0

)

�

� L

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

)

si � 2 O

N

0

et ses propriétés de méromorphie dans O

N

0

son t claires. �

Le reste K

00

( � ) est en fait un op érateur compact sur H

0

N

, plus précisemmen t on v a v oir

qu'il est dans une classe de Sc hatten.

2.5 Con tin uité et norme du reste

La première c hose que l'on p eut remarquer est que K

00

( � ) est con tin u de H

0

N

dans H

m � 2

N +1

p our � 2 O

N

0

en utilisan t les propriétés de con tin uité (2.23) de

	

� m +2 ;� + N ;� + N

0

(

�

X ; �

1

2

0

)

et la con tin uité de la m ultiplication par x comme op érateur de H

m � 2

N

dans H

m � 2

N +1

.

P our x 2 Z

g

( @

�

X ) �xée, le double [

�

X ]

2

de

�

X est une v ariété compacte m unie de la structure

C

1

induite par x (discutée dans la partie 1.2). Puisque g est paire, on rapp elle que si � est

l'in v olution éc hangean t les facteurs sur [

�

X ]

2

, la fonction x se prolonge en une fonction lisse

sur [

�

X ]

2

(notée encore x ) telle que x � � = � x et la métrique x

2

g se prolonge en une métrique

lisse �g sur [

�

X ]

2

in v arian te par � et don t la restriction à c haque facteur

�

X de [

�

X ]

2

est x

2

g . On
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dé�nit l'inclusion i :

�

X ! [

�

X ]

2

à droite de

�

X dans [

�

X ]

2

et 1 l

�

X

la fonction caractéristique du

facteur

�

X à droite dans [

�

X ]

2

. On dé�nit alors les op érateurs con tin us suiv an ts

I :

(

H

0

0

! L

2

([

�

X ]

2

; �

1

2

)

f ! x

� n � 1

2

1 l

�

X

f

; R :

(

L

2

([

�

X ]

2

; �

1

2

) ! H

0

0

f ! x

n +1

2

f � i

tels que RI f = f p our tout f 2 H

0

0

. On p eut remarquer que p our tout op érateur di�éren tiel

lisse D d'ordre 1 sur [

�

X ]

2

et f 2

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) on a

D I f = I x

n +1

2

D j

�

X

x

� n � 1

2

f

et puisque xD j

�

X

2 Di�

1

0

(

�

X ) , on déduit en utilisan t (1.12) et (1.15) que

D I : H

1

1

! L

2

([

�

X ]

2

; �

1

2

)

est b orné. De plus, puisque [

�

X ]

2

est compacte on dé�nit H

1

([

�

X ]

2

; �

1

2

) comme le domaine de

(1 + �

�g

)

1

2

et cet espace est un espace de Hilb ert don t la norme p eut être donnée par

jj f jj

2

H

1

([

�

X ]

2

)

= jj f jj

2

L

2

([

�

X ]

2

)

+

X

i

jj D

i

f jj

2

L

2

([

�

X ]

2

)

p our une famille �nie d'op érateurs di�éren tiels lisses D

i

d'ordre 1 sur [

�

X ]

2

. On a donc p our

� 2 O

N

0

x

� N

K

00

( � ) x

N

= R (1 + �

�g

)

�

1

2

(1 + �

�g

)

1

2

I x

� N

K

00

( � ) x

N

2 S

1

( H

0

0

)

en rapp elan t que x

� N

K

00

( � ) x

N

2 L ( H

0

0

; H

1

1

) si � 2 O

N

0

, que (1 + �

�g

)

�

1

2

est dans la classe de

Sc hatten S

p

( L

2

([

�

X ]

2

; �

1

2

)) si p > n + 1 car [

�

X ]

2

est compacte. De plus les v aleurs singulières

de K

00

( � ) dans H

0

N

v éri�en t

�

j

( K

00

( � )) � C j

�

1

n +1

jj K

00

( � ) jj

L ( H

0

N

; H

1

N +1

)

(2.47)

en utilisan t �

j

( AB ) � �

j

( A ) jj B jj . On est donc ramené à estimer la norme de K

00

( � ) dans

des espaces de Sob olev à p oids p our obtenir une ma joration de ses v aleurs singulières.

Lemme 2.4. Soit K

00

( � ) l'op ér ateur sur H

0

N

dé�ni dans le L emme 2.3, alors il existe deux

entiers p ositifs C

N

; d

N

tels que

�

j

( K

00

( � )) �

( C

N

h � i )

d

N

j

�

1

n +1

dist ( �; � N

0

)

p our � 2 O

N

0

et � =2 � N

0

.

Preuv e : d'après (2.47) il su�t de ma jorer

jj x

� N � 1

K

00

( � ) x

N

jj

L ( H

0

0

; H

1

0

)

ce qui sera obten u en ma joran t les no y aux relev és dans c haque carte

e

U

�;�

ou de manière

équiv alen te dans c haque carte

e

U

1

�;�

jj K

00

( � ) jj

L ( H

0

N

; H

1

N +1

)

� C

X

� 2 J

 

sup

i + j � j� 1

jj ( s@

s

)

i

( s@

z

)

�

x

0� 1

s

� N � 1

�

K

00

jj

L

1

�

!

(2.48)
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où la norme jj : jj

L

1

�

est la norme sur ( ��

0

)

n +1

L

1

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

)

Puisqu'on ne c herc he pas à les connaître, C

N

et d

N

désigneron t par la suite des constan tes

(non nécessairemen t toujours les mêmes) dép endan t de N mais pas de � .

D'ab ord, on tire de (2.36) et (2.37) que l'op érateur ( x

0

s )

� 1

E

0

�

est un op érateur di�éren tiel

d'ordre 2 sur

e

U

1

�;�

à co e�cien ts lisses et b ornés en les c hamps de v ecteurs s@

s

; s@

z

i

; z

j

@

z

i

. De

plus, si D est un de ces c hamps de v ecteurs, on a p our ( x

0

; y

0

; s; z ) 2

e

U

1

�;�

et ( u; v ) dans un

compact K de R

n +1

+

�

�

�

�

D

�

2 su

s

2

+ u

2

+ j z � v j

2

�

a

�

�

�

�

� C

K

h a i

�

2 su

s

2

+ u

2

+ j z � v j

2

�

< ( a )

(2.49)

a v ec C

K

> 0 dép endan t de K .

Commençons par estimer le terme pro v enan t de �

2

K

00

. D'après la discussion précéden te

sur ( x

0

s )

� 1

E

0

�

, il su�t de ma jorer les dériv ées de F

1

�

( � ) dans

e

U

1

�;�

jusqu'à l'ordre 3 , ce qui

est obten u en dériv an t sous l'in tégrale (2.28) le terme �

K

m

après a v oir fait un c hangemen t

de v ariable v

0

= A

y

0

v ( A

y

0

est une matrice in v ersible sur R

n

à dép endance lisse en y

0

) dans

cette même in tégrale de sorte que j v

0

j = j v j

y

0

. On obtien t donc p our � 2 O

N

0

la ma joration

dans

e

U

�;�

(a v ec les notations de (2.48))

sup

i + j � j� 1

jj ( s@

s

)

i

( s@

z

)

�

x

0� 1

s

� N � 1

�

2

K

00

jj

L

1

�

� C

N

jj k

1

�

((cosh( d

H

n +1
( :; e )))

� 1

) jj

L

1

( R

n +1

+

;dxdy )

� sup

i + j � j� 3

jj ( s@

s

)

i

( s@

z

)

�

�

K

m

jj

L

1

�

�

( C

N

h � i )

d

N

dist ( �; � N

0

)

en utilisan t le Lemme B.1 de l'annexe B, la ma joration (obten ue par la form ule de Stirling)

j �

j

( � ) j �

C

N

h � i

C N

dist ( �; � N

0

)

; j � N (2.50)

et le fait que �

K

m

est un p olynôme en � , à co e�cien ts dans C

3

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

) et s'ann ulan t à

tout ordre sur f � = 0 g [ f �

0

= 0 g si m � n .

Ensuite vien t la ma joration du terme pro v enan t de �

1

K

00

qui est obten ue en estiman t les

dériv ées en s@

s

; s@

z

i

; z

j

@

z

i

jusqu'à l'ordre 3 de l'in tégrale

Z

R

n +1

+

s

� + N +2

(2 U )

� +2 N +2

�

K

m

( x

0

; y

0

; U; A

� 1

y

0

V )

( s

2

+ U

2

+ j A

y

0

z � V j

2

)

� +2 N +2

k

2 ;N

�

�

2 sU

s

2

+ U

2

+ j A

y

0

z � V j

2

�

dU dV

U

n +1

(2.51)

k

2 ;N

�

( t ) := � ( t )

1

X

j =0

�

j + N +1

( � ) t

2 j

p our la norme de ( ��

0

)

n +1

L

1

(

e

U

�;�

; �

1

2

0

) (on a repris l'in tégrale (2.32) a v ec seulemen t le reste

k

2 ;N

�

du dév elopp emen t de T a ylor de k

2

�

à l'ordre N à la place de k

2

�

) En utilisan t le fait

que ( U; V ) ! �

K

m

( x

0

; y

0

; U; A

� 1

y

0

V ) est à supp ort dans un compact indép endan t de ( x

0

; y

0

)
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( ( x

0

; y

0

) est dans un compact), on déduit de (2.49) que l'in tégrale (2.51) et ses dériv ées jusqu'à

l'ordre 3 se ma joren t par

( C

N

h � i )

d

N

sup

i � 3

sup

t 2 [0 ; 1]

j @

i

t

k

2 ;N

�

( t ) j � jj �

K

m

jj

L

1

�

p our � 2 O

N

0

. En utilisan t encore le Lemme B.1 de l'annexe B, on en tire que p our � 2 O

N

0

sup

i + j � j� 1

jj ( s@

s

)

i

( s@

z

)

�

x

0� 1

s

� N � 1

�

1

K

00

jj

L

1

�

� ( C

N

h � i )

d

N

En�n il reste à con trôler le terme pro v enan t de �

3

K

00

= � �

K

00

N

. On rapp elle d'ab ord que

les E

]

( � + 2 j ) son t des p olynômes en � . Les normes à estimer son t des dériv ées d'ordre au

plus 2 N + 5 des fonctions F

1 ;j

�

( � ) . En reprenan t leur dé�nition (2.43), les ma jorations (2.50),

on v éri�e que

sup

i + j � j� 1

jj ( s@

s

)

i

( s@

z

)

�

x

0� 2

s

� N � 2

�

3

K

00

jj

L

1

�

est ma joré par une somme de termes de la forme

C

N

h � i

d

N

S

� + l + j � j� N � 1

2

+ j + i + k

x

0 2 k + l

Z

K

�

�

�

@

i

S

@

�

z

 

2 U

S + U

2

+ j z � V j

2

y

0

!

� +2 j

�

�

�

dU dV � jj �

K

m

jj

L

1

�

p our i + j � j � 2 N � 2 j + 5 et

l + j � j

2

+ i + k � N � j + 1 , K � R

n +1

+

étan t un compact. Une

étude atten tiv e de cette in tégrale ainsi que la ma joration

x

0

(1 + S + j z j

2

)

1

2

� C

dans

e

U

1

�;�

nous p ermet d'en déduire que

sup

i + j � j� 1

jj ( s@

s

)

i

( s@

z

)

�

x

0� 2

s

� N � 1

�

3

K

00

jj

L

1

�

�

( C

N

h � i )

d

N

dist ( �; � N

0

)

p our � 2 O

N

0

, le lemme est donc démon tré. �

2.6 Prolongemen t méromorphe de la résolv an te

On a main tenan t tous les ingrédien ts p our mon trer le

Théorème 2.5. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique p air e de dimension

n + 1 , alors la r ésolvante du laplacien

R ( � ) = (�

g

� � ( n � � ))

� 1

2 M er

f

( O

0

; L ( H

0

0

))

se pr olonge p our tout N > n + 1 en une famil le mér omorphe-�nie d'op ér ateurs

R ( � ) 2 M er

f

( O

N � n � 1

; L ( H

0

N

; H

0

� N

))

Preuv e : récapitulons l'appro ximation de R ( � ) obten ue

(�

g

� � ( n � � ))( Q ( � ) � Q

0

( � ) � Q

00

( � )) = 1 + K

00

( � )
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a v ec K

00

( � ) 2 L ( H

0

N

) compact méromorphe-�ni sur O

N

0

et Q ( � ) , Q

0

( � ) , Q

00

( � ) méromorphe-

�nis sur O

N

0

à v aleur dans L ( H

0

N

; H

0

� N

) . De plus, la structure de Q ( � ) , Q

0

( � ) et Q

00

( � )

implique que ces op érateurs son t b ornés de H

0

0

dans H

2

0

si < ( � ) �

n

2

on a donc

R ( � ) = Q ( � ) � Q

0

( � ) � Q

00

( � ) � R ( � ) K

00

( � ) (2.52)

p our < ( � ) �

n

2

sur H

0

0

. On rapp elle l'équation de la résolv an te dans le plan ph ysique

R ( � ) � R ( z ) = ( � ( n � � ) � z ( n � z )) R ( � ) R ( z ) (2.53)

p our < ( � ) >

n

2

et < ( z ) >

n

2

. Fixons �

M

=

n + M

2

a v ec M > 2 N , alors (2.52) et (2.53)

impliquen t

R ( � )(1 + K ( �; �

M

)) = K

1

( �; �

M

)

K ( �; �

M

) := ( � ( n � � ) � �

M

( n � �

M

)) K

00

( � ) R ( �

M

)

K

1

( �; �

M

) := R ( �

M

) + ( � ( n � � ) � �

M

( n � �

M

))( Q ( � ) � Q

0

( � ) � Q

00

( � )) R ( �

M

)

si < ( � ) �

n

2

. On a alors b esoin d'étudier la con tin uité de R ( �

M

) sur H

0

r

a v ec r > 0 p our

restreindre cette égalité à cet espace à p oids. Il est en fait mon tré par Mazzeo-V asy [25 , Th.

3.3] que

R ( �

M

) : H

0

N

! H

0

N

est b orné de norme ma jorée par C

N

. On déduit donc que

K ( �; �

M

) : H

0

N

! H

0

N

; K

1

( �; z ) : H

0

N

! H

0

� N

son t méromorphe-�nis en � dans O

N

0

a v ec K ( �

M

; �

M

) = 0 et K ( �; �

M

) compact, on p eut

donc utiliser le théorème de F redholm analytique et obtenir le prolongemen t méromorphe-�ni

de R ( � ) sur O

N

0

à v aleur dans L ( H

0

N

; H

0

� N

)

R ( � ) = K

1

( �; �

M

)(1 + K ( �; �

M

))

� 1

et le théorème est démon tré. �

On app elle alors résonances les p ôles de ce prolongemen t et R

g

l'ensem ble (discret) des

résonances de �

g

. Notons qu'en utilisan t par exemple les argumen ts de Agmon [1 ], on p eut

v éri�er que ces p ôles ne dép enden t pas de N , ni d'ailleurs leur m ultiplicité dé�nie par

m ( �

0

) := m

�

0

(( n � 2 � ) R ( � ))

si �

0

est une résonance (i.e. le rang du résidu de la résolv an te comme fonction de � ( n � � ) ).

Notons que la construction que l'on a utilisée, due à Mazzeo-Melrose [24], p eut être

p oussée de manière à obtenir un reste régularisan t. Ceci p ermet à Mazzeo et Melrose de

préciser la nature du no y au de Sc h w artz de l'op érateur prolongé (v oir aussi [4, Th. 2.1])

Théorème 2.6. Si ( X ; g ) est une variété asymptotiquement hyp erb olique, la r ésolvante du

laplacien R ( � ) se pr olonge en une famil le mér omorphe-�nie d'op ér ateurs

R ( � ) 2 M er

f

( O

N

n ( Z

1

�

[ Z

2

�

) ; L ( H

0

N

; H

0

� N

)) ; 8 N > 0

Son noyau de Schwartz r ( � ) se dé c omp ose en r ( � ) = r

0

( � ) + r

1

( � ) + r

2

( � ) ave c

�

�

( r

0

( � )) 2 I

� 2

(

�

X �

0

�

X ; D

�

; �

1

2

0

)

�

�

( r

1

( � )) 2 �

�

�

0 �

C

1

(

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) (2.54)

r

2

( � ) 2 x

�

x

0 �

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) (2.55)

oú ( ��

0

)

� �

r

1

( � ) et ( xx

0

)

� �

r

2

( � ) sont mér omorphes dans C n ( Z

1

�

[ Z

2

�

) et r

0

( � ) est le noyau

d'un op ér ateur holomorphe dans C à valeur dans L ( H

0

0

) .
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2.7 Ma joration du nom bre de résonances dans des bandes

P our cette ma joration on utilise la construction précéden te ainsi que les tec hniques habituelles

faisan t in terv enir le déterminan t. Comme a v an t C

N

et d

N

seron t des en tiers p ositifs dép en-

dan t de N , non nécessairemen t toujours les mêmes. On p ose

D

N

( � ) := det

H

0

N

�

1 + K ( �; �

M

)

n +2

�

qui est bien dé�ni et méromorphe dans O

N

0

a v ec p our seuls p ôles p ossibles les � tels que

� 2 � N

0

ou � ( n � � ) 2 �

pp

(�

g

) , on note Z

N

= ( z

i

)

i

l'ensem ble de ces p ôles. D'après la

construction de K ( �; z ) et K

1

( �; z ) , les p ôles sur � N

0

\ O

N

0

son t d'ordre 1 et de rang ma joré

par une constan te C

N

et ceux de R ( � ) aux p oin ts � tels que � ( n � � ) 2 �

pp

(�

g

) son t d'ordre

1 et de rang ma joré par une constan te C . En utilisan t alors [15 , Lem. A.1,A.2] on obtien t

que la m ultiplicité m ( �

0

) d'une résonance �

0

de R ( � ) satisfait

m ( �

0

) � v

�

0

( D

N

( � )) + C

N

1 l

Z

N

( �

0

)

a v ec v

�

0

la v aluation (v oir les dé�nitions de l'Annexe A). On m ultiplie alors D

N

( � ) par un

p olynôme P

N

( � ) qui a des zéros d'ordre C

N

aux p oin ts � 2 Z

N

et on déduit que

m ( �

0

) � v

�

0

( D

N

( � ) P

N

( � )) (2.56)

en utilisan t la relation v

�

0

( A ( � ) B ( � )) � v

�

0

( A ( � )) + v

�

0

( B ( � )) .

Ensuite on v a appliquer le théorème de Jensen à D

N

( � ) P

N

( � ) dans le disque de cen tre

�

M

=

n + M

2

et de ra y on

M + N

0

2

. Notons que ce disque con tien t un rectangle

(

� 2 C ; < ( � ) 2

�

n

2

�

N

0

2

;

n

2

�

; j= ( � ) j �

p

N

0

( M � N

0

)

2

)

En utilisan t le Lemme 2.4 et les relations

j det(1 + A

p

) j � C exp

0

@

C

X

j 2 N

�

j

( A )

p

1

A

; �

j

( AB ) � jj B jj �

j

( A ) (2.57)

si A 2 S

p

( H ) et B 2 L ( H ) sur un espace de Hilb ert H , on trouv e que

j D

N

( � ) j � e

( C

N

h � i )

d

N

(2.58)

dans O

N

0

\ f � 2 C ; dist ( �; Z

N

) �

1

4

g . Le princip e du maxim um appliqué à la fonction

holomorphe D

N

( � ) P

N

( � ) dans c haque disque D ( z

i

;

1

4

) et on déduit de (2.57) et (2.58) que

j D

N

( � ) P

N

( � ) j � e

( C

N

h � i )

d

N

(2.59)

dans O

N

0

. On p eut d'autre part remarquer que

j P

N

( �

M

) D

N

( �

M

) j = j P

N

( �

M

) j � C

N

M

d

N

(2.60)

et le lemme de Jensen appliqué à D

N

( � ) P

N

( � ) dans le disque de cen tre z =

n

2

+ M et de

ra y on M +

N

0

2

com biné a v ec (2.59), (2.60), (2.56) prouv e le
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Théorème 2.7. Soit ( X ; g ) une varitété asymptotiquement hyp erb olique p air e. Pour tout

N ; M � 0 , il existe des entiers C

N

; d

N

tels que

X

� 2 R

g

\ T ( N ;M )

m ( � ) � C

N

M

d

N

si T ( N ; M ) � C est le r e ctangle dé�ni p ar

T ( N ; M ) :=

n

� 2 C ; < ( � ) 2

h

n

2

� N ;

n

2

i

; j= ( � ) j � M

o

Remarque : si la v ariété

�

X est analytique et que x

2

g est analytique (a v ec x analytique),

on p eut reprendre les estimations en utilisan t des fonctions de troncatures quasi-analytiques

p our la parametrix et le fait que les normes des dériv ées d'une fonction analytique reelle f

(sur un ouv ert U � R

n +1

) son t ma jorées uniformémen t en fonction des normes de f dans

un v oisinage complexe V � C

n +1

de U (il s'agit essen tiellemen t des argumen ts utilisés dans

[15 ]). Dans ce cas on p eut v éri�er que les constan tes C

N

; d

N

du Théorème 2.7 son t ma jorées

par

C

N

� ( C N )

C N

; d

N

� C N

et en p osan t M = 4 N on trouv e que le nom bre de résonances compris dans le disque D (

n

2

; N )

est ma joré par ( C N )

C N

.

49



3 Etude de la résolv an te près de

1

2

( n � N )

Dans cette partie, on v a détailler le comp ortemen t (en � ) de la résolv an te R ( � ) près de Z

1

�

[

Z

2

�

=

1

2

( n � N ) , et plus particulièremen t près de Z

1

�

. En e�et si l'on a vu dans le Théorème

2.5 que la condition de parité de la métrique implique un prolongemen t méromorphe-�ni de

R ( � ) à C tout en tier, il n'est pas clair qu'il en soit de même dans le cas général.

P our traiter ce problème il est plus adapté d'étudier l'op érateur de di�usion S ( � ) . En

e�et, Graham et Zw orski [12 ] on t donné une présen tation simple et explicite de cet op érateur

p ermettan t de caractériser précisemmen t la nature de S ( � ) au v oisinage de

1

2

( n + N ) . Grâce

à leurs calculs et la form ule S ( n � � ) = S ( � )

� 1

, on p eut alors détailler le comp ortemen t de

S ( � ) au v oisinage des p oin ts de

1

2

( n � N ) , puis les relations en tre R ( � ) et S ( � ) seron t alors

utilisées a�n d'étudier les singularités de R ( � ) sur

1

2

( n � N ) .

3.1 Op érateur de P oisson, op érateur de di�usion

On rapp elle la construction des op érateurs de P oisson et de di�usion par Graham-Zw orski

[12 ], ainsi que quelques autres résultats et propriétés utiles principalemen t dues à Joshi et Sá

Barreto [19].

Quelques propriétés de la résolv an te On se place p our l'instan t dans le cas d'une v ariété

asymptotiquemen t h yp erb olique quelconque. Mazzeo [21 ] mon tre que p our tout � 2 C , il

n'existe pas de fonctions f non n ulles de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) telles que (�

g

� � ( n � � )) f = 0 . En

utilisan t la théorie sp ectrale, il est clair que les p oin ts �

e

2 f< ( � ) >

n

2

g tels que �

e

( n � �

e

) 2

�

pp

(�

g

) son t des p ôles d'ordre 1 de R ( � ) don t le résidu est

Res

�

e

R ( � ) = (2 �

e

� n )

� 1

p

X

k =1

�

k


 �

k

; �

k

2 x

�

e

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) (3.1)

où ( �

k

)

k =1 ;:::;p

son t les fonctions propres normalisées de �

g

p our la v aleur propre �

e

( n � �

e

) .

De plus, l'équation indicielle (reprendre (2.39) dans le cas h ( x; y ; dy ) non pair en x )

(�

g

� �

e

( n � �

e

)) x

�

e

+ j

f = j ( n � 2 �

e

� j ) x

�

e

+ j

f + O ( x

�

e

+ j +1

) ; f 2 C

1

(

�

X ) ; j 2 N

0

prouv e que si �

k

j

@

�

X

= 0 alors �

k

2

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) , ce qui est exclu d'après le résultat de

Mazzeo. De plus, les argumen ts de P erry et P atterson [30 , Lem. 4.9] mon tren t que R ( � ) n'a

pas de p ôles sur la droite critique f< ( � ) =

n

2

g , sauf p eut être en � =

n

2

(c'est encore une

conséquence du résultat de Mazzeo [21 ]).

En�n on p eut remarquer que la symétrie

t

R ( � ) = R ( � ) sur L ( H

0

0

) p our � 2 ( n; + 1 )

s'étend à L ( H

0

N

; H

0

� N

) p our tout N > 0 et donc par prolongemen t analytique on a sur

O

N

n ( R

g

[ Z

1

�

)

R ( � ) =

t

R ( � )

dans L ( H

0

N

; H

0

� N

) et r ( � ; m; m

0

) = r ( �; m

0

; m ) p our m 6= m

0

si r ( � ) est le no y au de Sc h w artz

de R ( � ) décrit dans le Théorème 2.6.

Op érateur de P oisson Le problème de P oisson est de trouv er une famille d'op érateurs

con tin us

P ( � ) : C

1

( @

�

X ; �

1

2


 j N

�

@

�

X j

n � �

) ! x

�

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) + x

n � �

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

)
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méromorphe (faiblemen t) dans O

0

a v ec p our uniques p ôles les �

e

tels que �

e

( n � �

e

) 2

�

pp

(�

g

) , con tin u jusqu'à f< ( � ) =

n

2

g n f

n

2

g et satisfaisan t

8

>

>

<

>

>

:

(�

g

� � ( n � � )) P ( � ) = 0

P ( � ) f = x

n � �

F

1

( � ) + x

�

F

2

( � )

F

1

( � ) ; F

2

( � ) 2 C

1

(

�

X ; �

1

2

0

)

( x

n

2

F

1

( � )) j

@

�

X

= f j dx j

� � n

(3.2)

Les �brés trivialisables j N

�

@

�

X j

a

(a v ec a 2 C ) son t les �brés des a -densités conormales à

@

�

X �

�

X , ils p ermetten t d'obtenir des dé�nitions indép endan tes du c hoix de la fonction x

qui dé�nit le b ord (v oir [16 ] p our quelques détails). La construction de Graham-Zw orski est

relativ emen t simple et n'utilise que l'equation indicielle et la propriété de con tin uité suiv an te

de R ( � )

R ( � ) :

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ! x

�

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) (3.3)

obten ue à partir du Théorème 2.6 et de (2.25). On v a détailler cette construction puisqu'elle

v a fortemen t nous servir p our la suite.

P our simpli�er, on se restrein t aux fonctions plutôt qu'aux densités, sac han t que l'on

retrouv e l'un à partir de l'autre en conjuguan t par une section du �bré. La première étap e

est de construire, à f

0

2 C

1

( @

�

X ) �xée, une solution F

1

= F

1

( �; f

0

) 2 C

1

(

�

X ) de

(�

g

� � ( n � � )) x

n � �

F

1

= O ( x

1

) ; F

1

j

x =0

= f

0

(3.4)

il est donc clair qu'une solution dans le collier U := U

x

su�t, quitte à la m ultiplier par une

fonction de troncature à supp ort près de @

�

X et v alan t 1 dans un v oisinage de @

�

X . Dans U

on a d'ab ord la relation

(�

g

� � ( n � � )) x

n � �

= x

n � �

D

�

D

�

:= � x

2

@

2

x

+

�

2 � � n � 1 �

x

2

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x ))

�

x@

x

�

( n � � ) x

2

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x ))+ x

2

�

h ( x )

et p our f 2 C

1

( @

�

X ) ,

D

�

( f x

j

) = j (2 � � n � j ) f x

j

+ x

j

G ( � � j ) f (3.5)

( G ( z ) f )( x; y ) := x

2

�

h ( x )

f ( y ) �

( n � z ) x

2

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x )) f ( y )

Supp osons que F 2 C

1

(

�

X ) soit une fonction telle que D

�

F = O ( x

j

) (a v ec j � 1 ), alors

puisque G ( z ) f = O ( x ) p our tout f 2 C

1

( @

�

X ) , (3.5) assure que

D

�

F � D

�

�

x

j

( x

� j

D

�

( F )) j

x =0

j (2 � � n � j )

�

= O ( x

j +1

)

Soit f

0

2 C

1

( @

�

X ) �xée ; puisque D

�

f

0

= O ( x ) d'après (3.5), la remarque précéden te nous

p ermet de construire les fonctions F

j

2 C

1

(

�

X ) (p our j � 0 ) et f

j

2 C

1

( @

�

X ) (p our j � 1 )

par la form ule de récurrence

F

0

= f

0

; f

j

=

� ( x

� j

D

�

( F

j � 1

)) j

x =0

j (2 � � n � j )

; F

j

= F

j � 1

+ f

j

x

j

; j � 1 (3.6)

On a donc par construction

D

�

( F

j � 1

) = O ( x

j

)
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et d'après le lemme de Borel, il existe une fonction F

1

2 C

1

(

�

X ) don t les co e�cien ts de

T a ylor en x = 0 son t les f

j

, ce qui implique que F

1

est une solution de (3.4). P ar ailleurs,

on p eut écrire les f

j

sous la forme

f

j

= p

j;�

f

0

(3.7)

où p

j;�

est un op érateur di�éren tiel d'ordre inférieur ou égal à 2[ j = 2] sur @

�

X .

Le deuxième p oin t est de p oser

P ( � ) f

0

:= F

1

( �; f

0

) � R ( � )(�

g

� � ( n � � )) F

1

( �; f

0

)

et il est clair en utilisan t (3.3) que P ( � ) est solution de 3.2. Le fait que F

1

( �; f

0

) soit non-

linéaire en f

0

(de par l'utilisation du lemme de Borel) n'est pas imp ortan t puisqu'il est facile

de v éri�er (cf. [12 , Prop. 3.4]) l'unicité d'un op érateur solution du problème de P oisson,

qui implique nécessairemen t la linéarité de P ( � ) . L'op érateur P ( � ) est app elé op érateur de

P oisson ou op érateur d'Eisenstein .

En négligean t toujours la dép endance par rapp ort à la fonction x dé�nissan t le b ord (qui

est exprimée dans le terme j dx j

n � �

), on dé�nit l'op érateur E ( � ) don t le no y au de Sc h w artz

e ( � ) est la restriction p ondérée du no y au de R ( � ) sur T

e ( � ) :=

e

�

�

�

�

�

( x

� � +

n

2

r ( � )) j

T

�

2 C

�1

( @

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) (3.8)

D'après (2.54) et (2.55), la distribution e ( � ) a une singularité conormale sur B décrite par

e

�

�

( e ( � )) 2 e�

0 �

e

R

� � +

n

2

C

1

( @

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) +

e

�

�

( x

0 �

C

1

( @

�

X �

�

X ; �

1

2

0

)) (3.9)

On en déduit facilemen t que E ( � ) est con tin u de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) dans C

1

( @

�

X ; �

1

2

) et son tran-

p osé est bien dé�ni de C

�1

( @

�

X ; �

1

2

) dans C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

) . Suiv an t les propriétés d'holomorphie-

méromorphie de (2.54) et (2.55), on a

e

�

�

( x

0 N

e ( � )) 2 H ol ( U

N

; L

2

( @

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

))

U

N

:= f � 2 C ;

n

2

� N < < ( � ) < N ; � =2 ( R

g

[ Z

1

�

[ Z

2

�

) g

et en utilisan t l'isomorphisme

e

�

�

en tre L

2

( @

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) et L

2

( @

�

X �

0

�

X ; �

1

2

0

) , on obtien t que

E ( � ) est Hilb ert-Sc hmidt de L

2

( X ) dans L

2

( @

�

X ) , puis

E ( � ) 2 H ol

�

U

N

; L ( H

0

N

; L

2

( @

�

X ))

�

(3.10)

Ceci implique par ailleurs que

t

E ( � ) est holomorphe sur U

N

à v aleurs dans L ( L

2

( @

�

X ) ; H

0

� N

) .

En�n les seuls p ôles de E ( � ) ;

t

E ( � ) dans f< ( � ) >

n

2

g son t les �

e

2 C tels que �

e

( n � �

e

) 2

�

pp

(�

g

) et (3.1) implique que ce son t des p ôles d'ordre 1 et de m ultiplicité �nie.

Ce qui nous a amené à dé�nir E ( � ) est que son transp osé est l'op érateur de P oisson

P ( � ) =

t

E ( � )

et c'est essen tiellemen t le p oin t de vue c hoisi par Joshi et Sá Barreto [19 ] p our dé�nir

l'op érateur de P oisson. Notons que cette représen tation par son no y au de Sc h w artz p er-

met de mon trer que P ( � ) se prolonge méromorphiquemen t à C n ( Z

1

�

[ Z

2

�

) . De plus, on

v oit que P ( � ) est holomorphe en Z

1

+

[ Z

2

+

ou p eut a v oir un p ôle de m ultiplicité �nie en �

e

si

�

e

( n � �

e

) 2 �

pp

(�

g

) .
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Op érateur de di�usion L'op érateur de di�usion S ( � ) est l'op érateur dé�ni p our < ( � ) �

n

2

, � =2 ( Z

1

+

[ Z

2

+

) et � ( n � � ) =2 �

pp

(�

g

) par

S ( � ) :

�

C

1

( @

�

X ; �

1

2


 j N

�

@

�

X j

n � �

) ! C

1

( @

�

X ; �

1

2


 j N

�

@

�

X j

�

)

f ! ( x

n

2

F

2

( � )) j

@

�

X

j dx j

�

a v ec les notations de (3.2). Là encore on v a oublier la dép endance par rapp ort à x et le �bré

conormal qui la con trôle puisque ça n'a pas d'incidence p our la suite.

Joshi et Sá Barreto [19 ] mon tren t que S ( � ) se prolonge méromorphiquemen t à C n

1

2

Z et

a p our no y au de Sc h w artz

s ( � ) := (2 � � n ) ( �

@

)

�

�

�

�

�

x

� � +

n

2

x

0� � +

n

2

r ( � )

�

j

T \ B

�

(3.11)

Notons que cette restriction est bien dé�nie comme distribution L

1

dans < ( � ) �

n

2

et � =2

R

g

[ Z

1

�

[ Z

2

�

, mais elle admet aussi un prolongemen t holomorphe à C n ( R

g

[

1

2

Z ) . En e�et,

en utilisan t (2.55) et (3.11), on a

s ( � ) = ( �

@

)

�

�

r

� 2 �

k

1

( � )

�

+ k

2

( � ) (3.12)

k

1

( � ) := (2 � � n )(( ��

0

)

� � +

n

2

R

n

r

1

( � )) j

T \ B

2 C

1

( @

�

X �

0

@

�

X ; �

1

2

)

k

2

( � ) := (2 � � n )(( xx

0

)

� � +

n

2

r

2

( � )) j

x = x

0

=0

2 C

1

( @

�

X � @

�

X ; �

1

2

)

k

1

( � ) et k

2

( � ) son t resp ectiv emen t holomorphe et méromorphe dans � 2 C n ( Z

1

�

[ Z

2

�

) . P our

< ( � ) �

n

2

et � =2 ( R

g

[ Z

1

�

[ Z

2

�

) , s ( � ) est alors une distribution conormale p olyhomogène

d'ordre � 2 � asso ciée à la diagonale B de @

�

X et S ( � ) est un op érateur pseudo-di�éren tiel

p olyhomogène d'ordre 2 � � n sur @

�

X . Suiv an t la dé�nition [36 , Def. 11.2] de Sh ubin, S ( � )

est une famille holomorphe dans

n

< ( � ) <

n

2

o

n ( R

g

[ Z

1

�

[ Z

2

�

)

d'op érateur pseudo-di�éren tiels d'ordre 0 , par conséquen t S ( � ) est holomorphe dans le même

ouv ert à v aleurs dans L ( L

2

( @

�

X ; �

1

2

)) . Le prolongemen t de r

� 2 �

k

1

( � ) à C n ( R

g

[

1

2

Z ) est

donné par le prolongemen t des distributions du t yp e j Y j

� 2 � + j

(a v ec j 2 N

0

) dans R

n

[18 ,

Th. 3.2.4], ceci en lo calisan t dans les cartes sur @

�

X .

Le sym b ole principal de S ( � ) est donné par Joshi et Sá Barreto [19 ]:

�

0

( S ( � )) = c ( � ) �

0

�

�

2 � � n

�

(3.13)

� := (1 + �

h

0

)

1

2

; c ( � ) := 2

n � 2 �

�(

n

2

� � )

�( � �

n

2

)

ce qui nous amène à p oser la factorisation (v oir P erry [32 ], P erry-P atterson [30 ] ou Guillop é-

Zw orski [16 ] p our une appro c he similaire)

e

S ( � ) := c ( n � � )�

� � +

n

2

S ( � )�

� � +

n

2

et

e

S ( � ) s'exprime sous la forme

e

S ( � ) = 1 + K ( � )

où K ( � ) est une famille d'op érateurs compacts p our � 2 C n ( R

g

[

1

2

Z ) .
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Rapp elons de plus les équations fonctionnelles satisfaites par S ( � ) et

e

S ( � ) sur l'axe

f< ( � ) =

n

2

g n f

n

2

g (cf. [12 ])

S

� 1

( � ) = S ( n � � ) = S ( � )

�

;

e

S

� 1

( � ) =

e

S ( n � � ) =

e

S ( � )

�

(3.14)

ce qui mon tre que S ( � ) est régulière sur la droite critique f< ( � ) =

n

2

g .

L'équation S

� 1

( � ) = S ( n � � ) v a redonner le prolongemen t méromorphe de S ( � ) au feuillet

non-ph ysique si l'on sait in v erser 1 + K ( � ) , et cette in v ersion p eut être traitée par le théorème

de F redholm analytique. Cette métho de est utilisé par P erry [32 ], P erry-P atterson [30 ] ou

Cuev as-V o dev [8] par exemple. P our cela il nous faut étudier les propriétés de méromorphie

de K ( � ) , naturellemen t héritées de S ( � ) , dans un v oisinage du feuillet ph ysique O

0

. L'un des

p oin ts particulièremen t imp ortan ts concernan t l'op érateur de di�usion sur ces v ariétés est

qu'il a des p ôles dans le feuillet ph ysique O

0

qui ne pro viennen t pas des v aleurs propres L

2

.

On observ e déjà ces p ôles sur le sym b ole principal de S ( � ) en (3.13). Ces p ôles pro viennen t en

fait du prolongemen t de r

� 2 �

k

1

( � ) c'est-à-dire du prolongemen t des distributions j Y j

� 2 � + j

sur R

n

(cf. [18 , Th. 3.2.4]). Ils son t étudiés en détail par Graham et Zw orski [12 , Prop. 3.6]

en utilisan t la construction de l'op érateur de P oisson discutée aupara v an t. En notan t

�

j

:=

n + j

2

(3.15)

Graham et Zw orski mon tren t la

Prop osition 3.1. L'op ér ateur de di�usion S ( � ) a toujours des p ôles d'or dr e 1 sur Z

2

+

et au

plus des p ôles d'or dr e 1 sur Z

1

+

, les r ésidus aux p oints ( �

j

)

j 2 N

étant

R es

�

j

S ( � ) = �

�

j

� p

j

; p

j

:= R es

�

j

( p

j;�

) (3.16)

ave c p

j;�

dé�ni en (3.7) et �

�

j

est l'op ér ateur de r ang �ni ayant p our noyau de Schwartz

�

�

j

:= (2 �

j

� n )

�

( xx

0

)

� �

j

+

n

2

R es

�

j

r ( � )

�

j

@

�

X � @

�

X

(3.17)

Les p

j

son t des op érateurs di�éren tiels sur @

�

X et son t donc de rang in�ni ou n uls. En

fait, il est facile de v oir que les p

2 j

ne son t jamais n uls, ce qui implique la présence de p ôles

d'ordre 1 de m ultiplicité in�nie p our S ( � ) sur ( �

2 j

)

j 2 N

= Z

2

+

.

P our i 2 R , on note H

i

( @

�

X ) := H

i

( @

�

X ; �

1

2

) l'espace de Sob olev d'indice i sur @

�

X .

Lemme 3.2. Pour tout � 2 (0 ;

1

2

) et � > 0 :

K ( � ) 2 H ol

�

O

�

n ( Z

1

+

[ R

g

) ; L ( L

2

( @

�

X ) ; H

1 � �

( @

�

X ))

�

(3.18)

En chaque p oint �

2 j +1

2 Z

1

+

ave c j 2 N

0

, K ( � ) est r é gulier ou a un p ôle d'or dr e 1 .

Preuv e : soit 	

m

( @

�

X ; �

1

2

) l'espace des op érateurs pseudo-di�éren tiels d'ordre m sur @

�

X ,

agissan t sur les demi-densités. La distribution ( �

@

)

�

( r

� 2 �

k

1

( � )) est méromorphe dans O

�

a v ec des p ôles d'ordre 1 sur

1

2

( n + N ) don t le résidu p eut engendrer un op érateur de rang

in�ni (cf. [18 , Th. 3.2.4] par exemple). En divisan t par �(

n

2

� � ) , on tue les p ôles situés sur

n

2

+ N et suiv an t la dé�nition de M.Sh ubin [36 , Def. 11.2], les op érateurs (�(

n

2

� � ))

� 1

S ( � )

formen t une famille holomorphe

S ( � )

�

�

n

2

� �

�

2 H ol

�

O

�

n ( Z

1

+

[ R ) ; 	

2 < ( � )+ n + �

( @

�

X ; �

1

2

)

�

; 8 � > 0

54



Cela se v éri�e aisémen t dans c haque carte en calculan t par transformation de F ourier lo cale

le sym b ole total (lo cal) de (�(

n

2

� � ))

� 1

S ( � ) : les propriétés de (3.12) en fon t un sym b ole

p olyhomogène p our c haque � , à dép endance holomorphe en � au sens de M.Sh ubin.

On tire donc des propriétés de �

2 � � n

(cf. [36 , Th. 1.11]), de (3.13) et de la comp osition

des op érateurs pseudo-di�éren tiels holomorphes que K ( � ) v éri�e

K ( � ) 2 H ol

�

O

�

n ( Z

1

+

[ R ) ; 	

� 1+ �

( @

�

X ; �

1

2

)

�

; 8 � > 0

En�n (3.18) en découle immédiatemen t en utilisan t les critères de con tin uité des op érateurs

pseudo-di�éren tiels sur les v ariétés compactes.

En ce qui concerne la nature des p oin ts de Z

1

+

, c'est une conséquence directe de la Prop o-

sition 3.1 mais on p eut aussi le v oir simplemen t sur la distribution r

� 2 �

k

1

( � ) . �

3.2 Equiv alences en tre méromorphies

Dans cette partie on mon tre commen t les propriétés de méromorphies de R ( � ) et S ( � ) son t

liées.

La première étap e est de mon trer que l'équation de Green obten ue par Agmon [2] , P erry

[31 , Th. 5.3 et 6.3] et Guillop é [13 ] sur des v ariétés h yp erb oliques reste vraie dans notre

cadre.

Lemme 3.3. Pour N >

n

2

, on a dans l'ouvert

n

� 2 C ; n � N < < ( � ) <

n

2

; �; n � � =2 ( Z

1

�

[ Z

2

�

[ R

g

)

o

(3.19)

l'é galité holomorphe suivante sur L ( H

0

N

; H

0

� N

)

R ( � ) � R ( n � � ) = (2 � � n )

t

E ( n � � ) S ( � ) E ( n � � ) (3.20)

Preuv e : on prouv e d'ab ord que p our �; n � � =2 ( R

g

[ Z

1

�

[ Z

2

�

) , m; m

0

2 X et m 6= m

0

,

on a

r ( � ; m; m

0

) � r ( n � � ; m; m

0

) = ( n � 2 � )

Z

@

�

X

e ( � ; :; m ) e ( n � � ; :; m

0

) (3.21)

En conjuguan t par les sections des �brés de demi-densités on v a considérer les no y aux de

Sc h w artz r ( � ) ; e ( � ) comme des fonctions L

1

loc

sur X � X et X � @

�

X par rapp ort aux mesures

dv ol

g


 dv ol

g

et dv ol

g


 dv ol

h

0

. La form ule de Green donne

Z

@ 


r ( � ; z ; m ) @

n

r ( n � � ; z ; m

0

) � @

n

r ( � ; z ; m ) r ( � ; z ; m

0

) d� ( z ) = 0

a v ec @ 
 := S

�

( m ) [ S

�

( m

0

) [ �

t

où S

�

( m ) est la sphère de ra y on � cen trée en m , �

t

= f x = t g

et @

n

est la dériv ation par rapp ort au v ecteur normal unitaire (p oin tan t v ers l'exterieur du

con tour). Lorsque � ! 0 les in tégrales sur les sphères donnen t

r ( � ; m; m

0

) � r ( n � � ; m; m

0

)

en utilisan t que (�

g

� � ( n � � ))

z

r ( � ; z ; m ) = � ( z � m ) et (�

g

� � ( n � � ))

z

r ( n � � ; z ; m ) =

� ( z � m ) . Main tenan t on remarque que sur �

t

on a @

n

= x@

x

car

j x@

x

j

g

= 1 ; g ( x@

x

; @

y

i

) = 0
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a v ec ( y

i

)

i =1 ;:::;n

un système de co ordonnées lo cales sur @

�

X . De plus sur �

t

la mesure d�

s'écrit d� = t

� n

dv ol

h

t

. En�n, à m

0

2 X �xé et z = ( x; y ) 2 U = [0 ; � ) � @

�

X

z ! r ( � ; x; y ; m

0

) � x

�

e ( � ; y ; m

0

) 2 x

� +1

C

1

( U )

donc en passan t à la limite t ! 0 , la con tribution de l'in tégrale sur �

t

est

( n � 2 � )

Z

@

�

X

e ( � ; y ; m ) e ( n � � ; y ; m

0

) dv ol

h

0

( y )

et (3.21) est v éri�ée. P our < ( � ) �

n

2

, on reprend l'équation (3.21) que l'on m ultiplie par

x

� �

( m ) en faisan t tendre m v ers y 2 @

�

X . Etan t donné que x

0� �

e ( � ) est con tin ue sur @

�

X �

�

X

p our < ( � ) �

n

2

, on obtien t à m

0

2 X �xé et y 2 @

�

X

e ( � ; y ; m

0

) = �

Z

@

�

X

s ( � ; � ; y ) e ( n � � ; � ; m

0

) dv ol

h

0

( � ) (3.22)

En réinjectan t les facteurs de demi-densité, on p eut réecrire (3.21) et (3.22) sous la forme

R ( � ) � R ( n � � ) = ( n � 2 � )

t

E ( � ) E ( n � � ) ; E ( � ) = �

t

S ( � ) E ( n � � ) (3.23)

au sens des op érateurs con tin us de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) dans C

�1

(

�

X ; �

1

2

0

) et de

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) dans

C

�1

( @

�

X ; �

1

2

) . On com bine alors (3.23), les propriétés méromorphes (3.10), (A.1) et le fait

que S ( � ) soit une famille holomorphe d'op érateurs b ornés sur L

2

( @

�

X ; �

1

2

) dans l'ouv ert (3.19)

p our en déduire (3.20) par le princip e du prolongemen t analytique. �

On p eut main tenan t énoncer la

Prop osition 3.4. Soit U � f< ( � ) <

n

2

g un ouvert, alors les pr op ositions suivantes sont

é quivalentes :

(1) R ( � ) est mér omorphe dans U .

(2) S ( � ) est mér omorphe dans U .

(3)

e

S ( � ) est mér omorphe dans U .

Si de plus U \ Z

2

�

= ? , on a les é quivalenc es suivantes :

(4) R ( � ) est mér omorphe-�nie dans U .

(5) S ( � ) est mér omorphe-�nie dans U .

(6)

e

S ( � ) est mér omorphe-�nie dans U .

(7)

e

S ( n � � ) est mér omorphe-�nie dans U .

Par c ontr e, si U \ Z

2

�

6= ? on a simplement

(7) ( ) (6) ) (5) ( ) (4)

Preuv e : (2) ) (1) et (5) ) (4) : soit �

0

2 f< ( � ) <

n

2

g et N > j< ( �

0

) j +

n

2

, l'égalité (3.20)

est alors v éri�ée près de �

0

sur L ( H

0

N

; H

0

� N

) . Sur < ( � ) <

n

2

les op érateurs R ( n � � ) , E ( n � � )

et

t

E ( n � � ) son t méromorphe-�nis a y an t p our p ôles les �

e

2 C tels que �

e

( n � �

e

) 2 �

pp

(�

g

) .

On déduit donc de (A.1) les implications (2) ) (1) et (5) ) (4) .

(1) ) (2) : soit �

0

un p ôle de R ( � ) dans f< ( � ) <

n

2

g et U := B ( �

0

; � ) une b oule ouv erte

cen tré en �

0

de ra y on � qui ne con tien t aucun autre p ôle de R ( � ) . Les mêmes argumen ts

que ceux du Lemme 3.2 mon tren t clairemen t que S ( � ) est holomorphe dans U à v aleur dans

L ( L

2

( @

�

X )) , plus précisemmen t c'est une famille holomorphe d'op érateurs pseudo-di�éren tiels
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d'ordre négatif. Dans U , �

0

est alors le seul p ôle de x

� � +

n

2

R ( � ) x

� � +

n

2

dé�ni comme élémen t

de L ( H

0

2 �

; H

0

� 2 �

) . On a donc dans U

x

� � +

n

2

R ( � ) x

� � +

n

2

=

� 1

X

i = � p

( � � �

0

)

i

A

i

+ H ( � ) (3.24)

A

i

2 L ( H

0

2 �

; H

0

� 2 �

) ; H ( � ) 2 H ol ( U; L ( H

0

2 �

; H

0

� 2 �

)

De plus, les no y aux de Sc h w artz a

i

et h ( � ) de A

i

et H ( � ) s'exprimen t comme des in tégrales

sur le cercle C ( �

0

;

�

2

)

a

i

=

1

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

( � � �

0

)

� i � 1

( xx

0

)

� � +

n

2

r ( � ) d�

h ( � ) =

1

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

( z � � )

� 1

( xx

0

)

� z +

n

2

r ( z ) dz ; j � � �

0

j <

�

2

(3.25)

La structure de r ( � ) implique que �

�

( a

i

) est une distribution conormale (non nécessairemen t

p olyhomogène) à F d'ordre � 2 < ( �

0

) + n � � , lisse sur ( T [ B ) n F , alors que h ( � ) est la

somme de ( xx

0

)

� � +

n

2

r

0

( � ) et d'une distribution h

1

( � ) don t le relèv emen t �

�

( h

1

( � )) a la

même structure que les �

�

( a

i

) ( h

1

( � ) est l'in tégrale (3.25) a v ec r

1

( � ) + r

2

( � ) à la place de

r ( � ) ).

En utilisan t main tenan t la dé�nition de S ( � ) par son no y au de Sc h w artz s ( � ) en (3.11)

on trouv e

s ( � )

2 � � n

=

� 1

X

k = � p

( � � �

0

)

k

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

s ( z )

(2 z � n )( z � �

0

)

k +1

dz +

1

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

s ( z )

(2 z � n )( z � � )

dz

Puisque S ( � ) est holomorphe sur f � 2 C ; 0 < j � � �

0

j <

�

2

g à v aleur dans L ( L

2

( @

�

X )) , on a

S ( � )

2 � � n

=

� 1

X

k = � p

( � � �

0

)

k

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

S ( z )

(2 z � n )( z � �

0

)

k +1

dz +

1

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

S ( z )

(2 z � n )( z � � )

dz

sur le même ouv ert à v aleur dans L ( L

2

( @

�

X ; �

1

2

)) . La deuxième in tégrale étan t holomorphe

près de �

0

, on en tire que S ( � ) admet un dév elopp emen t de Lauren t �ni en �

0

. On a donc

prouv é (1) ) (2) .

(4) ) (5) : d'après ce qu'on vien t de v oir il su�t de mon trer que si la partie p olaire de

R ( � ) est de rang �ni alors celle de S ( � ) l'est aussi. On reprend donc (3.24) en supp osan t que

les A

i

son t des op érateurs de rang �ni. Le no y au de A

i

sécrit donc sous la forme

a

i

( x; y ; x

0

; y

0

) =

r

i

X

j =1

 

ij

( x; y ) '

ij

( x

0

; y

0

)

�

�

�

�

dxdy dx

0

dy

0

x

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

;  

ij

; '

ij

2 x

� �

L

2

( X ; dv ol

g

)

dim V ect f '

ij

; j = 1 ; : : : ; r

i

g = dim V ect f  

ij

; j = 1 ; : : : ; r

i

g = r

i

= rang A

i

;

P ar régularité elliptique,  

ij

et '

ij

son t lisses à l'in térieur X de

�

X . Puisque les  

ij

son t

indép endan ts, il existe r

i

p oin ts m

1

; : : : ; m

r

i

2 X tels que la matrice ( M

j k

)

j;k

:= (  

ij

( m

k

))

j;k

soit de rang r

i

. De plus, on a

�

ij

( x

0

; y

0

) :=

r

i

X

k =1

 

ik

( m

j

) '

ik

( x

0

; y

0

) 2 x

n

2

C

1

(

�

X )
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étan t donné que a

i

2 ( xx

0

)

n

2

C

1

(

�

X �

�

X n B ; �

1

2

0

) . Or ( �

ij

)

j =1 ;:::;r

i

est une base de V ect f '

ij

; j =

1 ; : : : ; r

i

g , donc

'

ij

2 x

n

2

C

1

(

�

X ) ; j = 1 ; : : : ; r

i

P ar le même raisonnemen t, on obtien t le même résultat concernan t  

ij

mais a v ec des p oin ts

m

j

di�éren ts. La restriction de a

i

sur x = x

0

= 0 est donc explicite et S ( � ) s'exprime sous

la forme

S ( � ) =

� 1

X

i = � p

( � � �

0

)

i

r

i

X

k =1

 

]

ik


 '

]

ik

+ H

]

1

( � )

où  

]

ik

; '

]

ik

2 C

1

( @

�

X ; �

1

2

) son t dé�nies par

 

]

ik

=

 

 

ik

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�

1

2

!

j

x =0

; '

]

ik

=

 

'

ik

�

�

�

�

dxdy

x

n +1

�

�

�

�

1

2

!

j

x =0

et H

]

1

( � ) est holomorphe près de �

0

dans L ( L

2

( @

�

X )) .

(2) ( ) (3) : il su�t de remarquer que c ( n � � )�

� � +

n

2

et �

� � +

n

2

son t méromorphes

ainsi que leurs in v erses dans L ( H

p

( @

�

X ) ; H

p � N

( @

�

X )) p our tout p 2 R et N > �< ( � ) +

n

2

,

puis d'utiliser (A.1) et le Lemme A.1.

(6) ( ) (7) : d'après (3.14),

e

S ( � ) est unitaire sur f< ( � ) =

n

2

g (et � 6=

n

2

) et donc

in v ersible en un p oin t de C . Supp osons que

e

S ( � ) = 1 + K ( � ) soit meromorphe-�ni dans U ,

alors le théorème de F redholm analytique prouv e que

e

S

� 1

( � ) =

e

S ( n � � ) est méromorphe

�ni dans U . La récipro que est iden tique.

(6) ) (5) : il su�t de remarquer que c ( � )�

� �

n

2

et �

� �

n

2

son t holomorphes dans U à

v aleur dans L ( L

2

( @

�

X )) et d'utiliser (A.1).

(5) ) (6) : si U \ Z

2

�

= ? , c ( n � � )�

� � +

n

2

et �

� � +

n

2

son t holomorphes dans U à v aleurs

dans des espaces de Sob olev, donc il su�t d'appliquer (A.1) et le Lemme A.1. �

3.3 Méromorphie et parité

P our compléter le Théorème 2.5, on obtien t la

Prop osition 3.5. A ve c les hyp othèses du Thé or ème 2.6, la r ésolvante du laplacien se pr o-

longe en une famil le mér omorphe-�nie d'op ér ateurs

R ( � ) 2 M er

f

�

O

N

n Z

1

�

; L ( H

0

N

; H

0

� N

)

�

; 8 N � 0 (3.26)

et si g est p air e mo dulo O ( x

2 k +1

) , le pr olongement véri�e

R ( � ) 2 M er

f

�

O

N

; L ( H

0

N

; H

0

� N

)

�

; 8 N 2 [0 ; k +

1

2

) (3.27)

R é cipr o quement si on supp ose (3.27) p our k � 2 alors g est p air e mo dulo O ( x

2 k � 1

) .

A v an t d'en donner la preuv e, on énonce son corollaire immédiat

Théorème 3.6. A ve c les hyp othèses du Thé or ème 2.6, R ( � ) a un pr olongement mér omorphe-

�ni sur C si et seulement si la métrique g est p air e mo dulo O ( x

1

) .
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Preuv e de la Prop osition (3.5) : d'après (3.14)

e

S ( � ) est unitaire sur f< ( � ) =

n

2

g (et

� 6=

n

2

) , 1 + K ( � ) est donc in v ersible en un p oin t de O

�

. Le théorème de F redholm analytique

p ermet alors de mon trer que

e

S

� 1

( � ) = (1 + K ( � ))

� 1

est méromorphe-�ni sur O

�

n ( Z

1

+

[ R ) . En�n l'équation fonctionnelle

e

S ( n � � ) =

e

S ( � )

� 1

sur

f< ( � ) =

n

2

g p ermet de prolonger méromorphiquemen t

e

S ( � )

e

S ( � ) := (1 + K ( n � � ))

� 1

2 M er

f

�

f< ( � ) <

n

2

+ � g n ( Z

1

�

[ ( n � R )) ; L

�

L

2

( @

�

X )

�

�

De plus, il est clair que ( n � R

g

) \ f< ( � ) <

n

2

g est uniquemen t constitué du sp ectre discret,

c'est-à-dire des �

e

tels que �

e

( n � �

e

) 2 �

pp

(�

g

) . Soit �

e

une de ces �v aleurs propres� sup-

p osée disjoin te de ( Z

1

�

[ Z

2

�

) , alors ( n � �

e

) est un p ôle d'ordre 1 et de m ultiplicité �nie de

R ( � ) donc de S ( � ) d'après (3.1) et (3.12). On en tire que �

e

est un p ôle d'ordre 1 et de

m ultiplicité �nie de K ( n � � ) si n � �

e

=2 Z

2

+

alors que c'est une v aleur régulière de K ( n � � )

si n � �

e

2 Z

2

+

(le p ôle de S ( � ) est tué par le facteur Gamma). On conclut donc que

e

S ( � )

est méromorphe-�nie dans f< ( � ) <

n

2

g n Z

1

�

et d'après la Prop osition 3.4, il en v a de même

p our R ( � ) .

En utilisan t main tenan t la Prop osition 3.4, on obtien t que R ( � ) est méromorphe-�nie

sur O

N

si et seulemen t si les p oin ts de Z

1

�

\ O

N

son t des p ôles de rang p olaire total �ni de

e

S ( n � � ) , c'est-à-dire si et seulemen t si les p oin ts de Z

1

+

\ ( n � O

N

) son t des p ôles de rang

p olaire total �ni de K ( � ) . On mon tre donc le lemme suiv an t qui découle des résultats de

R.Graham et M.Zw orski [12 ] :

Lemme 3.7. Soit k 2 N , ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique et g p air e mo dulo

O ( x

2 k +1

) que l'on é crit dans un c ol lier U := (0 ; � ) � @

�

X sous la forme

g = x

� 2

 

dx

2

+

k

X

i =0

h

2 i

x

2 i

+ h

2 k +1

x

2 k +1

+ O ( x

2 k +2

)

!

(3.28)

ave c ( h

2 i

)

i =0 ;:::;k

et h

2 k +1

des tenseurs symétriques sur @

�

X . A lors p our j = 0 ; : : : ; k + 1 les

p oints �

2 j +1

=

n +1

2

+ j sont au plus des p ôles d'or dr e 1 de S ( � ) dont le r ésidu est

R es

�

j

S ( � ) = �

�

2 j +1

; j = 0 ; : : : ; k � 1

R es

�

2 k +1

S ( � ) = �

�

2 k +1

�

( n � �

2 k +1

)

4

T r ( h

� 1

0

h

2 k +1

) (3.29)

R es

�

2 k +3

S ( � ) = �

�

2 k +3

� p

2 k +3

où �

�

2 j +1

est dé�ni p ar son noyau de Schwartz en (3.17), h

� 1

0

est la métrique induite p ar h

0

sur T

�

@

�

X et p

2 k +3

est un op ér ateur di�ér entiel d'or dr e 2 sur @

�

X dont le symb ole princip al

s'annule seulement si

(2 � n ( n � �

2 k +1

)) T r ( h

� 1

0

h

2 k +1

) = 0 (3.30)

Preuv e : rapp elons dans un premier temps que p our m 2 @

�

X les tenseurs h

i

( m ) son t

considérés comme des matrices symétriques dans R

n

via le pro duit scalaire canonique dans

la carte, c'est en ce sens là qu'il faut comprendre T r ( h

� 1

0

h

2 k +1

) et ce terme est exactemen t la

trace de l'op érateur linéaire asso cié à h

2 k +1

via h

0

. Reprenons la construction de l'op érateur

de P oisson selon [12 ], discutée dans la sous-partie 3.1. Dans le collier U on a les relations

(�

g

� � ( n � � )) x

n � �

= x

n � �

D

�
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D

�

:= � x

2

@

2

x

+

�

2 � � n � 1 �

x

2

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x ))

�

x@

x

�

( n � � ) x

2

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x ))+ x

2

�

h ( x )

et p our f 2 C

1

( @

�

X ) ,

D

�

( f x

j

) = j (2 � � n � j ) f x

j

+ x

j

G ( � � j ) f

( G ( z ) f )( x; y ) := x

2

�

h ( x )

f ( y ) �

( n � z ) x

2

T r ( h

� 1

( x ) @

x

h ( x )) f ( y )

On construit les fonctions F

j

2 C

1

(

�

X ) (p our j � 0 ) et f

j

2 C

1

( @

�

X ) (p our j � 1 ) par la

form ule de récurrence

F

0

= f

0

; f

j

=

� ( x

� j

D

�

( F

j � 1

)) j

x =0

j (2 � � n � j )

; F

j

= F

j � 1

+ f

j

x

j

; j � 1 (3.31)

On p eut écrire les f

j

sous la forme

f

j

= p

j;�

f

0

où p

j;�

est un op érateur di�éren tiel sur @

�

X . Les résidus de S ( � ) son t donnés par 3.1 et il

b ous faut par conséquen t calculer les résidus de p

2 j +1 ;�

en �

2 j +1

.

On notera par con v en tion D

k

l'ensem ble des op érateurs di�éren tiels d'ordre k sur @

�

X et

par abus de notation D

k

désignera aussi tout op érateur di�éren tiel d'ordre k sur @

�

X don t

on n'a pas b esoin de connaître l'expression explicite. P osons main tenan t

K := T r ( h

� 1

0

h

2 k +1

)

Dans le dév elopp emen t de T a ylor de G ( z ) en x = 0 , on utilise l'h yp othèse (3.28) et on

regroup e les puissances paires de x dans G

2

( z ) et les puissances impaires dans G

1

( z ) , on a

donc G ( z ) = G

1

( z ) + G

2

( z ) a v ec

G

1

( z ) = � x

2 k +1

( n � z )(2 k + 1)

2

K + x

2 k +3

Q + O ( x

2 k +5

) (3.32)

G

2

( z ) = x

2

�

h

0

+ x

2

D

0

+ O ( x

4

) (3.33)

Q 2 D

2

; �

0

( Q )( � ) = �h h

� 1

0

h

2 k +1

h

� 1

0

� ; � i

où �

0

( Q ) désigne le sym b ole principal de Q . Une première application est que p our tout

f 2 C

1

( @

�

X )

D

�

( x

2 j

f ) est paire mo dulo O ( x

2 k +2 j +1

) (3.34)

Mon trons par récurrence que F

j

est paire en x p our j = 0 ; : : : ; 2 k . F

0

est paire, supp osons

main tenan t que F

j � 1

est paire p our j � 2 k � 1 . Si j est pair, (3.31) implique alors triviale-

men t que F

j

est paire. D'autre part, F

j � 1

étan t paire, (3.34) prouv e que D

�

( F

j � 1

) est paire

mo dulo O ( x

2 k +1

) . Si j est impair, x

� j

D

�

( F

j � 1

) est alors impaire mo dulo O ( x

2 k +1 � j

) donc

s'ann ule en x = 0 puisque 2 k + 1 � j � 2 par h yp othèse sur j . Des dé�nitions de f

j

et F

j

en (3.6) on obtien t �nalemen t que f

j

= 0 et que F

j

= F

j � 1

est paire. On en déduit que

p

2 l +1 ;�

= p

2 l +1

= 0 si l � k � 1 .

En ce qui concerne f

2 k +1

, la remarque (3.34) mon tre que le co e�cien t d'ordre 2 k + 1 de

D

�

F

2 k

est exactemen t le co e�cien t d'ordre 2 k + 1 de D

�

f

0

, à sa v oir

�

( n � � )(2 k + 1)

2

K x

2 k +1

f

0
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P ar conséquen t p

2 k +1 ;�

=

1

4

( n � � )( � � �

2 k +1

)

� 1

K et son résidu en �

2 k +1

v aut

p

2 k +1

=

( n � �

2 k +1

)

4

K

ce qui prouv e (3.29).

Concernan t le terme p

2 k +3 ;�

, on ne v a s'in téresser qu'à son sym b ole principal. P our

obtenir f

2 k +3

, il nous faut év aluer le facteur dev an t x

2 k +3

dans D

�

(

P

2 k +2

i =0

x

i

f

i

) . Mais en

remarquan t que f

2 l +1

= 0 p our l < k et en utilisan t (3.34), on v oit que les seuls termes a y an t

une puissance de x

2 k +3

non n ulle dans D

�

( F

2 k +2

) pro viennen t de D

�

f

i

où i 2 f 0 ; 2 ; 2 k + 1 g .

Considérons donc les trois cas. D'après (3.32), le terme d'ordre x

2 k +3

de D

�

f

0

est

Qf

0

x

2 k +3

De même celui de D

�

f

2

est

�

1

2

( n � � + 2)(2 k + 1) K f

2

x

2 k +3

=

( n � � + 2)(2 k + 1)

4(2 � � n � 2)

K (�

h

0

+ D

0

) f

0

x

2 k +3

En�n p our D

�

f

2 k +1

, le terme d'ordre x

2 k +3

pro vien t de x

2 k +1

G

2

( � � 2 k � 1) f

2 k +1

, c'est donc

(�

h

0

+ D

0

) f

2 k +1

x

2 k +3

=

( n � � )

4( � � �

2 k +1

)

(�

h

0

+ D

0

) K f

0

On obtien t alors

f

2 k +3

=

� ( � � �

2 k +3

)

� 1

2(2 k + 3)

�

Q +

( n � � + 2)(2 k + 1)

4(2 � � n � 2)

K �

h

0

+

( n � � )

4( � � �

2 k +1

)

�

h

0

K + D

0

�

f

0

Ensuite on prend le résidu en �

2 k +3

de cette expression et on trouv e

p

2 k +3

= �

1

2(2 k + 3)

�

Q +

( n � �

2 k +1

)

2

K �

h

0

+ D

1

�

cet op érateur a donc p our sym b ole principal

�

0

( p

2 k +3

)( � ) = �

1

2(2 k + 3)

�

� h

� 1

0

h

2 k +1

h

� 1

0

� +

( n � �

2 k +1

)

2

K h

� 1

0

� ; �

�

(3.35)

Si �

0

( p

2 k +3

) = 0 on a

h

� 1

0

h

2 k +1

�

( n � �

2 k +1

)

2

K = 0

donc en prenan t la trace de cette expression on trouv e (3.30). �

Si g est paire mo dulo O ( x

2 k +1

) , le résidu de S ( � ) en �

2 j +1

est de rang �ni p our j =

0 ; : : : ; k � 1 d'après le Lemme 3.7, donc ça reste vrai p our

e

S ( � ) et la Prop osition 3.4 prouv e

alors R ( � ) est méromorphe-�nie au v oisinage des p oin ts ( n � �

2 j +1

)

j =0 ;:::;k � 1

.

Récipro quemen t, si R ( � ) est méromorphe-�nie près de ces p oin ts (a v ec k � 2 ), la Prop o-

sition 3.4 nous dit que

e

S ( � ) est méromorphe-�nie au v oisinage des p oin ts ( �

2 j +1

)

j =0 ;:::;k � 1

.

Supp osons que g soit paire mo dulo O ( x

2 l +1

) a v ec l � k � 2 . Les résidus de

e

S ( � ) en

�

2 l +1

et �

2 l +3

doiv en t alors être de rang �ni. Or d'après le Lemme 3.7, ceci implique que

( n � �

2 l +1

) T r ( h

� 1

0

h

2 l +1

) = 0 et (2 � n ( n � �

2 l +1

)) T r ( h

� 1

0

h

2 l +1

) = 0 , donc que T r ( h

� 1

0

h

2 l +1

) =

0 . Reprenan t alors l'expression du sym b ole principal de p

2 l +3

dans (3.35), on déduit que

h

2 l +1

= 0 et donc que g est paire mo dulo O ( x

2 l +3

) . Puisque g est paire mo dulo O ( x ) , une

récurrence éviden te mon tre que g est paire mo dulo O ( x

2 k � 1

) et la Prop osition 3.5 est dé-

mon trée. �
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3.4 Singularités essen tielles de la résolv an te

En utilisan t le Lemme 3.7 on v a mon trer qu'il existe des métriques asymptotiquemen t h y-

p erb oliques telles que le résidu de

e

S ( � ) en �

2 k +1

soit un op érateur injectif (ou de no y au de

dimension �nie). D'après le Lemme A.2, ceci implique que

e

S

� 1

( � ) a une singularité essen tielle

en �

2 k +1

.

Prop osition 3.8. Soit k 2 N

0

et ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique p air e

mo dulo O ( x

2 k +1

) que l'on é crit sous la forme (3.28). Si k 6=

n � 1

2

et si

mes f T r ( h

� 1

0

h

2 k +1

) = 0 g = 0 (3.36)

alors n � �

2 k +1

=

n � 1

2

� k est une singularité essentiel le de R ( � ) .

Preuv e : il s'agit simplemen t de com biner les Lemmes 3.7 et A.2 et remarquer que p our

tout R � 0 la m ultiplication par une fonction lisse sur H

R

( @

�

X ) est injectiv e si l'ensem ble

des zéros de la fonction est de mesure n ulle. P our mon trer que le résidu de

e

S ( � ) en �

2 k +1

a

un no y au de dimension �nie, on utilise que la somme d'un op érateur b orné injectif et d'un

op érateur b orné de rang �ni a un no y au de dimension �nie. On conclut a v ec la Prop osition

3.4 p our passer de

e

S ( � ) à R ( � ) . �

P our k = 0 , m ( x; g ) := (2 n )

� 1

T r ( h

� 1

0

h

1

) est exactemen t la courbure mo y enne de @

�

X dans

(

�

X ; x

2

g ) , c'est une fonction lisse sur @

�

X dép endan t de x . Cep endan t elle p eut être dé�nie

de manière in v arian te comme une section lisse m ( g ) du �bré conormal j N

�

@

�

X j . C'est-à-

dire qu'un c hangemen t de fonction qui dé�nit le b ord t = e

!

x (a v ec ! 2 C

1

(

�

X ) ) donne

m ( t; g ) = e

� !

0

m ( x; g ) où !

0

:= ! j

@

�

X

. Si la courbure mo y enne est presque partout non n ulle

et n 6= 1 , la Prop osition 3.8 mon tre que

n � 1

2

est une singularité essen tielle de R ( � ) .

Soit M

ah

( X ) l'espace des métriques asymptotiquemen t h yp erb oliques sur X . Si x

0

est

une fonction qui dé�nit le b ord, l'application

�

M

ah

( X ) ! f G 2 C

1

(

�

X ; S

2

+

( T

�

�

X )); j dx

0

j

G

= 1 sur @

�

X g

g ! x

2

0

g

est bijectiv e et on iden ti�era ces deux espaces. M

ah

( X ) hérite alors sa top ologie C

1

de

celle de C

1

(

�

X ; T

�

�

X 
 T

�

�

X ) qui est dé�nie comme d'habitude par des semi-normes ( N

i

)

i 2 N

mesuran t les dériv ées des tenseurs (

�

X est compact). Il n'est pas di�cile de v oir que la

courbure mo y enne m ( : ) est con tin ue de M

ah

( X ) dans C

1

( @

�

X ; j N

�

@

�

X j ) .

Théorème 3.9. Soit

�

X une variété c omp acte à b or d de dimension n + 1 > 2 . A lors l'ensemble

des métriques de M

ah

( X ) p our lesquel les

n � 1

2

est une singularité essentiel le de R ( � ) c ontient

un ouvert dense de M

ah

( X ) .

Preuv e : d'après le théoreme de Thom, l'ensem ble des fonctions de Morse sur @

�

X est ouv ert

et dense dans C

1

( @

�

X ) et il en v a de même p our les sections de Morse de C

1

( @

�

X ; j N

�

@

�

X j ) .

On note alors V ce sous-ensem ble de C

1

( @

�

X ; j N

�

@

�

X j ) . Si s 2 V il est clair que mes ( s

� 1

(0)) =

0 , donc m

� 1

( V ) est un ensem ble ouv ert de M

ah

( X ) con tenan t l'ensem ble des métriques de

M

ah

( X ) telles que R ( � ) a une singularité essen tielle en

n � 1

2

. Il reste à mon trer que m

� 1

( V )

est dense dans M

ah

( X ) .

On v éri�e d'ab ord que m ( : ) est surjectiv e. Soit g

0

2 M

ah

( X ) que l'on écrit sous forme

mo dèle

g

0

= x

� 2

( dx

2

+ h

0

+ h

1

x + O ( x

2

))

a v ec x 2 Z

g

( @

�

X ) . Soit

g

�;'

:= g

0

+ x

� 1

h

0

'� ( �

� 1

x ) (3.37)
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a v ec � > 0 , ' 2 C

1

( @

�

X ) et � 2 C

1

0

([0 ; 2]) telle que � ( t ) = 1 si t �

1

2

et � ( t ) = 0 si t � 1 .

g

�;'

est une métrique asymptotiquemen t h yp erb olique si � est c hoisi su�sammen t p etit (mais

dép endan t de sup

@

�

X

j ' j ). En fait, � p eut être pris indép endan t de ' si j ' j � 1 , on le notera

�

0

. On a donc

m ( g

�;'

) = m ( g

0

) + ' j dx j

et c haque section f j dx j de C

1

( @

�

X ; j N

�

@

�

X j ) sécrit m ( g

�;'

) en prenan t ' := f � m ( g

0

) j dx j

� 1

(a v ec la notation (3.37)).

Soit g

0

2 M

ah

( X ) ,  

0

:= m ( g

0

) , �

0

de�ni comme a v an t et B ( g

0

) := \

i 2 I

B

i

( g

0

; r

i

) une

in tersection �nie dans M

ah

( X ) de `semi-b oules ouv ertes' cen trées en g

0

de ra y on r

i

p our

les semi-normes N

i

. Soit I

0

le plus grand nom bre de dériv ées de la métrique mesurées

par les semi-normes ( N

i

)

i 2 I

. Puisque V est dense dans C

1

( @

�

X ; j N

�

@

�

X j ) , on p eut trou-

v er une section de Morse s dans tout v oisinage ouv ert W (  

0

) de  

0

. On prend alors p our

W (  

0

) une in tersection �nie de `semi-b oules ouv ertes' cen trées en  

0

p our des semi-normes

de C

1

( @

�

X ; j N

�

@

�

X j ) qui con trôlen t les I

0

premières dériv ées des sections sur @

�

X . Les ra y ons

de ces semi-b oules p euv en t être c hoisis su�sammen t p etits (dép endan t des ( r

i

)

i 2 I

) tels que

p our toute section s 2 W (  

0

) le tenseur g

�

0

;'

de�ni dans (3.37) a v ec ' := ( s �  

0

) j dx j

� 1

soit dans B ( g

0

) . Il est clair que g

�

0

;'

est une métrique puisque nous sommes dans le cas où

sup

@

�

X

j ' j est p etit (on p eut donc supp oser j ' j � 1 ). Puisque m ( g

�

0

;'

) = s , il existe une

métrique dans m

� 1

( V ) \ B ( g

0

) . On conclut que m

� 1

( V ) est dense dans M

ah

( X ) . �

Concernan t n � �

2 k +1

=

n � 1

2

� k a v ec k > 0 , le même résultat tien t si l'on se restrein t au

sous-espace de M

ah

( X ) des métriques paires mo dulo O ( x

2 k +1

) , ceci en utilisan t le calcul des

résidus de S ( � ) en �

2 k +1

dans le Lemme 3.7 et les mêmes argumen ts que p our k = 0 .

Remarque : supp osons que @

�

X soit connexe et qu'il existe un v oisinage analytique de @

�

X

dans

�

X , on p eut alors prendre un fonction x dé�nissan t le b ord qui est analytique près de

@

�

X . Si x

2

g est analytique p our une métrique g 2 M

ah

( X ) , alors m ( g ) est analytique sur @

�

X

et

mes ( f m ( g ) = 0 g ) > 0 ( ) m ( g ) = 0

Si n � 2 et m ( g ) n'est pas iden tiquemen t n ul, n � �

1

=

n � 1

2

est une singularité essn tielle de

R ( � ) en utilisan t la Prop osition 3.8. D'un autre côté si m ( g ) = 0 , les argumen ts précedan t

le Lemme 3.7 prouv en t que R ( � ) est méromorphe-�nie près de n � �

1

. P ar conséquen t on

obtien t que

R ( � ) est méromorphe près de

n � 1

2

( ) @

�

X est minimale dans (

�

X ; x

2

g )

la minimalité de @

�

X ne dép endan t pas du c hoix de x .

Un cas particulier : supp osons que n = 1 , que g 2 M

ah

( X ) est analytique près de @

�

X

a v ec @

�

X connexe. Alors S ( � ) est holomorphe en �

1

= 1 d'après le Lemme 3.7 et le fait que

0 =2 �

pp

(�

g

) . De plus, il existe une fonction analytique près de @

�

X qui dé�nit le b ord telle

que

x

2

g = dx

2

+

1

X

i =0

h

i

x

i

; h

i

2 C

1

( @

�

X ; S

2

( T

�

@

�

X )) (3.38)

près de @

�

X . Si g est paire mo dulo O ( x

2 k +1

) a v ec k � 1 , la remarque précéden te et le Lemme

3.7 impliquen t que R ( � ) est méromorphe sur C n [

i>k

f n � �

2 i +1

g si et seulemen t si h

2 k +1

= 0 .

Si on considère l'espace des métriques paires mo dulo O ( x

3

) (i.e. telles que @

�

X soit géo desique

de (

�

X ; x

2

g ) ) on obtien t par récurrence que R ( � ) est meromorphe si et seulemen t si g est paire

et dans ce cas les p ôles son t de m ultiplicité �nie.
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3.5 Exemples a v ec p oin t d'accum ulation de résonances

A v an t d'expliciter l'exemple, il est utile de remarquer que l'on p eut facilemen t construire une

v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique telle que (3.29) soit une constan te non n ulle. Dans

ce cas le Lemme 3.7 implique que S ( � ) a un p ôle de m ultiplicité in�nie en �

k

=

n +1

2

+ k don t

le résidu est une constan te non n ulle. Après `renormalisátion', S ( � ) s'écrit donc près de �

k

sous la forme

e

S ( � ) = 1 + c

k

�

� 1 � 2 k

� � �

k

+ H ( � )

a v ec c

k

6= 0 et H ( � ) holomorphe compact. Si ( �

j

)

j 2 N

est une base orthonormée de v ecteurs

propres de � sur L

2

( @

�

X ) asso ciés aux v aleurs propres ( �

j

)

j 2 N

, H ( � ) �

j

con v erge fortemen t

v ers 0 quand j ! 1 , donc à j �xé assez grand, H ( � ) �

j

devien t négligeable dans l'expression

de

e

S ( � ) �

j

p our � pro c he de �

k

. Si H ( � ) était n ul, on aurait

e

S ( � )

� 1

=

X

j 2 N

� � �

k

� � �

k

+ c

k

�

� 1 � 2 k

�

j

h :; �

j

i

Autremen t dit, la famille d'op érateurs (1 + c

k

�

� 1 � 2 k

� � �

k

)

� 1

a une suite de p ôles z

j

= �

k

�

c

k

�

� 1 � 2 k

j

qui tend v ers �

k

. La clé p our con trôler la `p etite' p erturbation H ( � ) sera d'appliquer

le théorème de Rouc hé.

Prop osition 3.10. Pour tout k 2 N

0

tel que k 6=

n � 1

2

, il existe une variété asymptotiquement

hyp erb olique de dimension n + 1 tel le que le pr olongement (3.26) ait une suite de p ôles qui

c onver gent vers

n � 1

2

� k .

Preuv e : mon trons que les singularités Z

1

�

p euv en t être limite d'une suite de résonances.

P our cela on se donne k 2 N

0

v éri�an t 2 k 6= n � 1 et le collier U := (0 ; 2) � S

n

m uni de la

métrique

g := x

� 2

( dx

2

+ d ( x ) h

0

)

d ( x ) :=

�

1 �

x

2

4

�

2

+ � ( x ) x

2 k +1

où h

0

:= g

S

n

est la métrique canonique sur S

n

, puis � 2 C

1

([0 ; 2]) une fonction p ositiv e telle

que � ( x ) = 1 p our x 2 [0 ;

1

2

] et � ( x ) = 0 p our x 2 [1 ; 2] . Soit B

n +1

:= f m 2 R

n +1

; j m j < 1 g

et le di�éomorphisme

S

n

� (0 ; 2) !

 

� 1

B

n +1

n f 0 g

( ! ; x ) !

2 � x

2 + x

!

On v éri�e aisémen t que  

�

g p eut être prolongée à B

n +1

de manière lisse (c'est la métrique

h yp erb olique 4 j dm j

2

(1 � j m j

2

)

� 2

sur fj m j �

1

3

g ). On note donc ( X ; G ) la v ariété asympto-

tiquemen t h yp erb olique obten ue, qui v éri�e bien les h yp othèses (3.28) : il s'agit en fait de

H

n +1

p erturb é par un O ( x

2 k +1

) près du b ord.

On obtien t alors

T r ( h

� 1

0

h

2 k +1

) = n

et donc sur le collier U l'expression du laplacien

�

g

= � x

2

@

2

x

+ ( n � 1) x@

x

+

x

2

d ( x )

�

h

0

�

n

2

d

0

( x )

d ( x )

x

2

@

x
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Le Lemme 3.7 nous donne que l'op érateur de di�usion S ( � ) asso cié à �

G

a un p ôle d'ordre

1 en �

k

de résidu

Res

�

k

S ( � ) = �

n ( n � �

k

)

4

+ �

�

k

(3.39)

où �

�

k

est un op érateur de rang �ni sur L

2

( S

n

) don t on p eut détailler la structure

�

�

k

=

m

X

l =1

'

l


 '

l

; '

l

2 C

1

( S

n

) � L

2

( S

n

)

Soit ( v

j

)

j 2 N

0

les v aleurs propres de �

h

0

(rép étées a v ec m ultiplicité) et ( �

j

)

j 2 N

0

les v ecteurs

propres orthonormés asso ciés. Etan t donné que G est une métrique radiale sur B

n +1

, le

laplacien sur cette v ariété se décomp ose en une somme directe

�

G

�

=

M

j 2 N

0

P

j

; P

j

:= � x

2

@

2

x

+ ( n � 1) x@

x

+

x

2

d ( x )

v

j

�

n

2

d

0

( x )

d ( x )

x

2

@

x

sur

L

2

( X ; dv ol

G

)

�

=

l

2

�

N

0

; L

2

�

(0 ; 2] ;

d ( x )

n

2

x

n +1

dx

� �

a v ec condition de Diric hlet singulière en x = 2 . On en déduit que la résolv an te et l'op érateur

de di�usion se décomp osen t en une somme directe

R ( � ) =

M

j 2 N

0

( P

j

� � ( n � � ))

� 1

; S ( � ) =

M

j 2 N

0

S

j

( � )

Rapp elons d'autre part que l'expression du sym b ole principal de S ( � ) en (3.13) nous p ermet

de factoriser

c ( n � � )�

� � +

n

2

S ( � )�

� � +

n

2

= 1 + K ( � )

a v ec K ( � ) une famille méromorphe d'op érateurs compacts sur L

2

( S

n

) . Etan t donnée l'expression

du résidu (3.39), on obtien t p our � dans un v oisinage V

k

de �

k

1 + K ( � ) = 1 +

K

�

k

� � �

k

+ H ( � )

K

�

k

:= c ( n � �

k

)

�

�

n ( n � �

k

)

4

�

� 1 � 2 k

+ �

�

1

2

� k

�

�

k

�

�

1

2

� k

�

H ( � ) 2 H ol ( V

k

; L ( L

2

( S

n

) ; H

1 � �

( S

n

))) ; 8 � > 0 (3.40)

En utilisan t la décomp osition de S ( � ) sur les mo des de F ourier de S

n

, on a

K ( � ) �

j

= K

j

( � ) �

j

; K

j

( � ) := h K ( � ) �

j

; �

j

i

H ( � ) �

j

= H

j

( � ) �

j

; H

j

( � ) := h H ( � ) �

j

; �

j

i

a v ec H

j

( � ) holomorphe sur V

k

, et v éri�an t sur V

k

j H

j

( � ) j � jh �

�

1

2

�

1

2

H ( � ) �

j

; �

j

ij

� jj �

1

2

H ( � ) �

j

jj �

1

2

j

� C �

1

2

j

où �

j

:= (1 + v

j

)

�

1

2

con v erge v ers 0 quand j ! 1 . Notons que (3.40) et la ma joration de

jj �

1

2

H ( � ) jj son t une simple conséquence de (3.18).
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De même �

�

k

laisse in v arian t C �

j

et on a

�

�

k

�

j

= �

j

�

j

; �

j

:= h �

�

k

�

j

; �

j

i =

m

X

l =1

h '

l

; �

j

ih �

j

; �'

l

i !

j !1

0

On en déduit que

1 + K

j

( � ) = 1 +

m

k

� � �

k

�

1+2 k

j

+ H

j

( � )

m

k

:= c ( n � �

k

)

�

n ( n � �

k

)

4

+ �

j

�

Remarquons que si k >

n � 1

2

, �

�

k

= 0 puisque �

k

( n � �

k

) =

n

2

4

� (

1

2

+ k )

2

=2 �

pp

(�

G

) . On

v éri�e que si �

j

= 0 alors m

k

6= 0 , donc il existe J 2 N tel que p our j � J on ait m

k

6= 0

puisque �

j

! 0 quand j ! 1 . Ainsi on obtien t l'expression explicite de l'in v erse de S

j

( � )

p our j � J et � 2 V

k

S

j

( � )

� 1

= c ( n � � ) �

2 � � n

j

� � �

k

( � � �

k

)(1 + H

j

( � )) + m

k

�

1+2 k

j

à condition que le dénominateur existe.

Choisisons �

0

> 0 tel que le disque de cen tre �

k

et de ra y on �

0

soit inclus dans V

k

et

p osons z

j

:= �

k

� m

k

�

1+2 k

j

. Il existe un en tier J

0

� J tel que le cercle C ( z

j

;

�

0

2

) de cen tre z

j

et de ra y on

�

0

2

soit inclus dans V

k

puisque z

j

! �

k

quand j ! 1 . Quitte à c hanger J

0

, on

p eut aussi supp oser que j m

k

j �

1+2 k

j

� �

0

. P osons alors

� =

j z

j

� �

k

j

2

=

j m

k

j �

1+2 k

j

2

et les deux fonctions holomorphes dans V

k

f ( � ) = � � z

j

= � � �

k

+ m

k

�

1+2 k

j

; g ( � ) = ( � � �

k

) H

j

( � )

f ( � ) a p our unique zéro z

j

, et on a sur le cercle C ( z

j

; � ) de cen tre z

j

de ra y on �

j f ( � ) j = �; 8 � 2 C ( z

j

; � )

j g ( � ) j � ( j m

k

j �

1+2 k

j

+ � ) j H

j

( � ) j � C �

1

2

j

�; 8 � 2 C ( z

j

; � )

On en déduit qu'il existe un rang J

1

� J

0

tel que p our j � J

1

j g ( � ) j < j f ( � ) j ; 8 � 2 C ( z

j

; � )

ce qui nous assure par le théorème de Rouc hé que f + g a exactemen t un zéro dans le disque

b ordé par C ( z

j

; � ) . Or ( f + g )( �

k

) = m

k

�

1+2 k

j

6= 0 donc S

j

( � )

� 1

a un unique p ôle dans le

disque b ordé par C ( z

j

; � ) et S ( � )

� 1

a une suite de p ôles qui con v erge v ers �

k

. P ar la form ule

d'in v ersion S ( n � � ) = S ( � )

� 1

, on en déduit qu'il existe une suite de résonances qui con v erge

v ers

n � 1

2

� k . �
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3.6 Un résultat in v erse

Dans cette sous-partie, on exploite le calcul des résidus de S ( � ) sur

1

2

( n + N ) p our mon trer

que l'ensem ble de ces résidus détermine le dév elopp emen t de T a ylor de la métrique x

2

g .

Joshi-Sa Barreto [19 ] on t étudié la di�usion in v erse sur les v ariétés asymptotiquemen t

h yp erb oliques et ils mon tren t notammen t que le dév elopp emen t de T a ylor de x

2

g sur @

�

X

p eut être retrouv é à partir du dév elopp emen t complet du sym b ole (lo cal) de l'op érateur

pseudo-di�éren tiel S ( � ) à une energie �xée � 2 C n ( R

g

[

n � Z

2

) . T out d'ab ord il est clair,

d'après (3.16), que le résidu de S ( � ) en

n + k

2

dép end seulemen t des k premiers jets de x

2

g sur

@

�

X et ce résidu ne p eut donc pas déterminer le dév elopp emen t de T a ylor de x

2

g en x = 0 .

P ar con tre on v a mon trer que l'ensem ble des résidus ( Res n + k

2

S ( � ))

k 2 N

le détermine.

Prop osition 3.11. Soit

�

X = X [ @

�

X une variété lisse c omp acte à b or d de dimension n + 1 ,

x une fonction dé�nissant le b or d et g

1

, g

2

deux métriques asymptotiquement hyp erb oliques

sur X . On p ose S

1

( � ) , S

2

( � ) les op ér ateurs de di�usion asso ciés à g

1

et g

2

dé�nis à p artir

de la fonction x . Si il existe l 2 N

0

tel que

R es

n= 2+ k = 2

S

1

( � ) � R es

n= 2+ k = 2

S

2

( � ) = 0 ; 1 � k � l + 2 (3.41)

alors x

2

( g

1

� g

2

) = O ( x

l +1

) .

Preuv e : dans [12 ] il est mon tré dans [12 ] que �

0

( Res

�

2

S

i

( � )) = � 2

� 2

�

0

(�

h

i

0

) où h

i

0

=

x

2

g

i

j

@

�

X

et l'h yp othèse (3.41) implique que g

1

et g

2

on t le même in�ni conforme. Il existe

donc une fonction t 2 Z

g

( @

�

X ) telle que p our i = 1 ; 2

g

i

=

dx

2

+ h

i

( x; y ; dy )

x

2

; h

1

0

= h

2

0

dans un collier U = (0 ; � ) � @

�

X près du b ord. Comme a v an t, h

i

( x ) := h

i

( x; y ; dy ) sera

considéré comme une famille de métriques sur @

�

X .

Reprenons la construction et les notations in tro duites dans la partie 3.1 en y a joutan t

l'indice �

i

asso cié à la métrique g

i

.

Supp osons alors que

h

1

( x ) � h

2

( x ) = x

l

h

l

+ O ( x

l +1

) ; l � 1

a v ec h

l

un tenseur symétrique sur @

�

X . On remarque alors que �

g

1

� �

g

2

= O ( x

l

) donc

D

1

�

� D

2

�

= O ( x

l

) et

D

2

�

( F

1

l � 1

) = ( � D

1

�

+ D

2

�

) F

1

l � 1

+ D

1

�

F

1

l � 1

= O ( x

l

)

Puisque F

i

l � 1

est déterminé de manière unique mo dulo O ( x

l

) p our � =2

1

2

( n � N ) , on déduit

que F

1

l � 1

= F

2

l � 1

. Rapp elons que

f

1

l

� f

2

l

= �

( D

1

�

� D

2

�

) F

1

l � 1

l (2 � � n � l ) x

l

j

x =0

On v a seulemen t étudier les sym b oles principaux des résidus de S

i

( � ) , on note donc par D

j

tout op érateur di�éren tiel d'ordre j sur @

�

X que l'on n'a pas b esoin de calculer explicitemen t.

Il est facile de v oir que

G

1

( z ) � G

2

( z ) = � x

l

( n � z ) l

2

T

l

+ x

l +1

D

0

+ x

l +2

Q + O ( x

l +3

)
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T

l

:= T r ( h

� 1

0

h

l

)

où Q est un op érateur di�éren tiel sur @

�

X a y an t p our sym b ole principal

�

0

( Q )( � ) = �h h

� 1

0

h

l

h

� 1

0

� ; � i

En utilisan t (3.5) on obtien t

f

1

l

� f

2

l

= �

P

l � 1

j =0

x

j

( G

1

( � � j ) � G

2

( � � j )) f

1

j

2 l ( � � �

l

) x

l

j

x =0

=

( n � � ) T

l

f

0

4( � � �

l

)

et (3.16) mon tre que

Res

�

l

( S

1

( � ) � S

2

( � )) = �

n � l

8

T

l

+ �

1

�

l

� �

2

�

l

(3.42)

On observ e que

D

1

�

F

1

l

� D

2

�

F

2

l

= ( D

1

�

� D

2

�

) F

1

l

+ D

2

�

( f

1

l

x

l

� f

2

l

x

l

)

et son terme d'ordre x

l +1

est donné par D

0

f

0

+ D

0

f

1

1

+ D

0

( f

1

l

� f

2

l

) , donc

f

1

l +1

� f

2

l +1

= D

0

f

0

puisque f

1

1

; f

1

l

� f

2

l

son t des termes d'ordre 0 en f

0

. De même on a

D

1

�

F

1

l +1

� D

2

�

F

2

l +1

= ( D

1

�

� D

2

�

) F

1

l +1

+ D

2

�

(( f

1

l

� f

2

l

) x

l

+ ( f

1

l +1

� f

2

l +1

) x

l +1

)

et son terme d'ordre x

l +2

est donné par

Qf

0

+ D

0

f

1

1

�

( n � � + 2) l

2

T

l

f

1

2

+ D

0

( f

1

l +1

� f

2

l +1

) + �

h

0

( f

1

l

� f

2

l

)

ce qui implique

f

1

l +2

� f

2

l +2

=

� 1

2( l + 2)( � � �

l +1

)

�

Q +

l ( n � � + 2)

4(2 � � n � 2)

T

l

�

h

0

+

n � �

4( � � �

l

)

�

h

0

T

l

+ D

0

�

f

0

en rapp elan t que f

1

2

= � (2(2 � � n � 2))

� 1

(�

h

0

+ D

0

) f

0

et f

1

1

= D

0

f

0

. On conclut que

p

1

l +2

� p

2

l +2

=

� 1

2( l + 2)

�

Q +

n � l

4

T �

h

0

+ D

1

�

et le résidu de S

1

( � ) � S

2

( � ) en �

l +2

a p our sym b ole principal

�

0

�

Res

�

l +2

( S

1

( � ) � S

2

( � ))

�

=

� 1

2( l + 2)

�

� h

� 1

0

h

l

h

� 1

0

� +

( n � l )

4

T

l

h

� 1

0

� ; �

�

(3.43)

Si (3.42) et (3.43) son t n uls, on trouv e alors que

(4 � n ( n � l )) T

l

= 0 ; ( n � l ) T

l

= 0

en prenan t la trace de (3.43) et en notan t que �

i

�

l

son t des op érateurs régularisan ts. Ceci

prouv e que T = 0 et donc que h

l

= 0 d'après (3.43). Une récurrence éviden te complète la

démonstration. �
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4 Une form ule de m ultiplicité

Le prop os de cette partie est de donner une preuv e directe et un p eu plus générale du résultat

de Borth wic k et P erry [4] concernan t l'équiv alence en tre m ultiplicité des résonances et des

p ôles de di�usion, notammen t dans le but de traiter les p oin ts de

1

2

( n � N ) que leur métho de

exclut. Le princip e de leur démonstration est d'étudier le cas d'un p ôle simple (un p ôle

d'ordre 1 et de m ultiplicité 1 ) et d'utiliser la théorie de p erturbation in tro duite par Agmon

[1 ] p our `éclater' les p ôles m ultiples en p ôles simples. On c hoisira plutôt la métho de de

Guillop é-Zw orski [16 ] qui fait in terv enir essen tiellemen t les résultats de Goh b erg et Sigal

[10 ], la représen tation de S ( � ) par son no y au (3.11) et la form ule de Green (3.20).

4.1 Lemmes préliminaires

P our simpli�er les notations, on p osera doréna v an t z ( � ) = � ( n � � ) la fonction holormor-

phiquemen t in v ersible de < ( � ) <

n

2

dans C n [

n

2

4

; 1 ) et z

0

( � ) sa dériv ée. Les rapp els et

notations asso ciés à l'article de Goh b erg-Sigal [10 ] son t donnés dans l'annexe A.3, ainsi que

les dé�nitions des m ultiplicités m

�

0

et N

�

0

don t on v a se servir.

P our étudier les p ôles de R ( � ) dans f< ( � ) <

n

2

g , on utilise les lemmes 2.4 et 2.11 de [16 ]

p our mon trer le

Lemme 4.1. Soit �

0

2 R et N tel que

n

2

> < ( �

0

) >

n

2

� N , alors dans un voisinage V

�

0

de

�

0

on a la factoristaion

R ( � ) =

t

� F

1

( � )

0

@

m

X

j =1

( z ( � ) � z ( �

0

))

k

j

P

j

1

A

F

2

( � )� + H ( � ) ; (4.1)

ave c m 2 N , k

1

; : : : k

m

2 � N ,

H ( � ) 2 H ol ( V

�

0

; L ( x

N

L

2

( X ) ; x

� N

L

2

( X ))) ; F

i

( � ) 2 H ol ( V

�

0

; L ( C

q

)) ;

où q = �

P

m

j =1

k

j

= m

�

0

( z

0

( � ) R ( � )) est la multiplicité de la r ésonanc e �

0

, ( P

j

)

j =1 ;:::;m

sont

des pr oje cteurs ortho gonaux sur C

q

tels que P

i

P

j

= �

ij

P

j

et r ang ( P

j

) = 1 , puis � est dé�nie

p ar

� :

�

H

0

N

! C

q

f ! ((  

l

; f ))

l =1 ;::: ;q

(  

l

)

l =1 ;::: ;q

étant une b ase de Im A ave c A := R es

�

0

( z

0

( � ) R ( � )) . De plus, on a

Im ( A ) �

p � 1

X

j =0

x

�

0

log

j

( x ) C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) (4.2)

ave c p l'or dr e du p ôle �

0

de R ( � ) .

Preuv e : il su�t de reprendre les lemmes 2.4 et 2.11 de [16 ] à la di�érence que l'on factorise

la résolv an te et non pas l'op érateur de di�usion. Les argumen ts utilisés son t essen tiellemen t

que la partie singulière de R ( � ) s'exprime sous la forme

�

�

0

( R ( � )) = �

�

0

 

p

X

i =1

(�

g

� z ( �

0

))

i � 1

A

( z ( � ) � z ( �

0

))

i

!
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et que (�

g

� z ( �

0

)) j

Im A

est un endomorphisme p-nilp oten t don t la matrice p eut donc être

mise sous forme de Jordan. Rapp elons que par régularité elliptique, les élémen ts de Im A son t

lisses dans X .

P our étudier la structure des no y aux de Sc h w artz a

j

de A

j

, on dé�nit d'ab ord l'op érateur

e

R ( � ) := x

� � +

n

2

R ( � ) x

� � +

n

2

(4.3)

dans un disque D ( �

0

; � ) cen tré en �

0

de ra y on � . Si � est c hoisi assez p etit,

e

R ( � ) est méromor-

phe dans ce disque à v aleurs dans L ( H

0

2 �

; H

0

� 2 �

) et �

0

en est le seul p ôle. Si v

�

0

( R ( � )) = p

alors c'est aussi un p ôle d'ordre p de

e

R ( � ) . Le no y au de Sc h w artz er ( � ) = ( xx

0

)

� � +

n

2

r ( � ) de

e

R ( � ) est méromorphe et sa partie singulière en �

0

est celle de

( xx

0

)

� � +

n

2

( r

1

( � ) + r

2

( � )) 2 ( xx

0

)

n

2

C

1

(

�

X �

�

X n B ; �

1

2

0

)

a v ec B la diagonale du b ord (2.1) et r

i

( � ) dé�nis dans le Théorème 2.6. On a donc dans V

�

0

�

�

0

(

e

R ( � )) =

� 1

X

j = � p

B

j

( � � �

0

)

j

(4.4)

où B

j

2 L ( H

0

2 �

; H

0

� 2 �

) a p our no y au de Sc h w artz

b

j

=

1

2 � i

Z

C ( �

0

;

�

2

)

( xx

0

)

� � +

n

2

( r

1

( � ) + r

2

( � ))

( � � �

0

)

j +1

d�

et C ( �

0

;

�

2

) est le cercle de cen tre �

0

et de ra y on

�

2

. La preuv e de la Prop osition 3.4 mon tre

que l'on p eut écrire le no y au de Sc h w artz b

j

de B

j

sous la forme

b

j

( x; y ; x

0

; y

0

) =

r

j

X

k =1

 

j k

( x; y ) '

j k

( x

0

; y

0

)

�

�

�

�

dxdy dx

0

dy

0

x

n +1

x

0 n +1

�

�

�

�

1

2

;  

j k

; '

j k

2 x

n

2

C

1

(

�

X )

dim V ect f '

j k

; k = 1 ; : : : ; r

j

g = dim V ect f  

j k

; k = 1 ; : : : ; r

j

g = r

j

= rang B

j

;

Main tenan t on observ e que x

� �

n

2

a p our dév elopp emen t de T a ylor en �

0

x

� �

n

2

= x

�

0

�

n

2

p � 1

X

j =0

log

j

( x )

( � � �

0

)

j

j !

+ O (( � � �

0

)

p

)

au sens des op érateurs de L ( H

0

N

; H

0

2 �

) et de L ( H

0

� 2 �

; H

0

� N

) et donc que z

0

( � ) R ( � ) a un résidu

A v éri�an t

Im ( A ) �

p � 1

X

j =0

x

�

0

log

j

( x ) C

1

(

�

X ; �

1

2

0

)

ce qui complète la preuv e. �

En utilisan t le Lemme 4.1 et (3.12), on obtien t alors le

Lemme 4.2. Soit �

0

2 f< ( � ) <

n

2

g un p ôle de S ( � ) . A ve c les notations du L emme 4.1, on

a la dé c omp osition suivante pr ès de �

0

S ( � ) = (2 � � n )

t

�

]

F

1

( � )

0

@

m

X

j =1

( z ( � ) � z ( �

0

))

k

j

P

j

1

A

F

2

( � )�

]

+ H

]

( � ) (4.5)

ave c H

]

( � ) 2 H ol ( V

�

0

; L ( L

2

( @

�

X ; �

1

2

))) et �

]

( � ) 2 H ol ( V

�

0

; L ( L

2

( @

�

X ; �

1

2

)) ; C

q

) .
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Preuv e :

e

R ( � ) étan t dé�ni en (4.3), la preuv e du Lemme 4.1 mon tre que la partie singulière

de

e

R ( � ) en �

0

a un no y au de Sc h w artz �

�

0

( er ( � )) v éri�an t

�

�

0

( er ( � )) 2 ( xx

0

)

n

2

C

1

(

�

X �

�

X ; �

1

2

0

) (4.6)

Soit �

(

� ) :=

P

p � 1

i =0

( � � �

0

)

i

i !

d

i

d�

i

(� x

� � +

n

2

) j

� = �

0

au sens des op érateurs de L ( H

0

2 �

; C

q

) :

�( � ) :

(

H

0

2 �

! C

q

f !

�

P

p � 1

j =0

( �

0

� � )

j

j !

(log

j

( x ) x

� �

0

+

n

2

 

l

; f )

�

l =1 ;::: ;q

et le Lemme 4.1 implique que

�

�

0

(

e

R ( � )) = �

�

0

0

@

t

�( � ) F

1

( � )

�

m

X

j =1

( z ( � ) � z ( �

0

))

k

j

P

j

�

F

2

( � )�( � )

1

A

(4.7)

Soit C :=

P

� 1

j = � p

Im ( B

j

) a v ec B

j

les op erateurs de�nis en (4.4) et soit �

C

la pro jection

orthogonale de x

� 2 �

L

2

( X ) sur C . On m ultiplie (4.7) à gauc he par �

C

et à droite par

t

�

C

( ( C

q

)

�

= C

q

a v ec l'iden ti�cation canonique) et en utilisan t que �

�

0

(

e

R ( � )) est symétrique

(puisque

t

R ( � ) = R ( � ) ) on deduit que (4.7) est v éri�ée si �( � ) est remplacée par

8

<

:

x

2 �

L

2

(

�

X ; �

1

2

0

) ! C

q

f !

�

P

p � 1

j =0

( �

0

� � )

j

j !

h �

C

(log

j

( x ) x

� �

0

+

n

2

 

l

) ; f i

�

l =1 ;::: ;q

de sorte que les termes logarithmiques disparaissen t. Finalemen t, on p eut utiliser la représen-

tation de S ( � ) par son no y au de Sc h w artz (3.12) et on obtien t

�

�

0

( S ( � )) = �

�

0

0

@

(2 � � n )

t

�

]

( � ) F

1

( � )

�

m

X

j =1

( z ( � ) � z ( �

0

))

k

j

P

j

�

F

2

( � )�

]

( � )

1

A

a v ec

�

]

( � ) :

(

L

2

( @

�

X ; �

1

2

) ! C

q

f !

�

P

p � 1

j =0

( �

0

� � )

j

j !

h �

C

(log

j

( x ) x

� �

0

+

n

2

 

l

) j

@

�

X

; f i

�

l =1 ;:::;q

;

ce qui termine la preuv e. �

De ce lemme, on déduit le

Corollaire 4.3. Si �

0

2 f< ( � ) <

n

2

g est un p ôle de S ( � ) , c'est un p ôle de R ( � ) tel que

m

�

0

( z

0

( � ) R ( � )) � N

�

0

�

c ( n � � )

e

S ( n � � )

�

(4.8)

ave c N

�

0

la multiplicité d'annulation dé�nie en (A.6).

Preuv e : on p eut d'ab ord réecrire (4.5) sous la forme

c ( � )

e

S ( � ) = F

3

( � )

�

m

X

j =1

( z ( � ) � z ( �

0

))

k

j

P

j

�

F

4

( � ) +

e

H

]

( � )
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F

3

( � ) := (2 � � n )�

� � +

n

2

t

�

]

( � ) F

1

( � ) ; F

4

( � ) := F

2

( � )�

]

( � )�

� � +

n

2

e

H

]

( � ) := (2 � � n )�

� � +

n

2

H

]

( � )�

� � +

n

2

Supp osons que les k

j

soien t rangés par ordre croissan t et soit ( '

( j )

0

)

j =1 ;:::;M

un système canon-

ique de v ecteurs propres de c ( n � � )

e

S ( n � � ) en �

0

a v ec ( r

j

)

j =1 ;:::;M

les m ultiplicités partielles

d'ann ulation asso ciées, rangées par ordre décroissan t (notons qu'un système canonique est

deduit de celui de

e

S ( n � � ) ). Mon trons que M � m , puis par récurrence que r

j

� � k

j

p our

tout j = 1 ; : : : ; M .

Si '

( j )

( � ) est une fonction racine de c ( n � � )

e

S ( n � � ) en �

0

corresp ondan t à '

( j )

0

, alors

c ( n � � )

e

S ( n � � ) '

( j )

( � ) = ( z ( � ) � z ( �

0

))

r

j

�

( j )

( � )

a v ec �

( j )

( �

0

) 6= 0 donc en faisan t tendre � v ers �

0

dans

'

( j )

( � ) =

m

X

l =1

( z ( � ) � z ( �

0

))

r

j

+ k

l

F

3

( � ) P

l

F

4

( � ) �

( j )

( � ) + ( z ( � ) � z ( �

0

))

r

j

e

H

]

( � ) �

( j )

( � )

on trouv e que r

1

� � k

1

et que '

( j )

0

est dans l'espace v ectoriel

E

j

:= V ect f F

3

( �

0

) P

l

F

4

( �

0

) L

2

( @

�

X ; �

1

2

); r

j

� � k

l

g

De plus, l'ordre sur ( r

j

)

j =1 ;:::;M

implique que E

j

� E

M

p our tout j = 1 ; : : : ; M mais

dim E

M

� m puisque P

l

est de rang 1 , on a donc nécessairemen t M � m car les '

( j )

0

son t

indép endan ts par h yp othèse. Main tenan t soit j � M et supp osons que r

i

� � k

i

p our tout

i � j . Notons d'ab ord que E

j

� E

j +1

puisque r

j +1

� r

j

. Si r

j +1

> � k

j +1

, alors E

j

= E

j +1

et c'est un espace de dimension j qui con tien t les v ecteurs indép endan ts '

(1)

0

; : : : ; '

( j +1)

0

,

donc c'est imp ossible. On en conclut que r

j +1

� � k

j +1

et �nalemen t que

N

�

0

�

c ( n � � )

e

S ( n � � )

�

=

M

X

j =1

r

j

� �

m

X

l =1

k

l

= q = m

�

0

( z

0

( � ) R ( � ))

et le corollaire est démon tré. �

Lemme 4.4. Soit �

0

2 f< ( � ) <

n

2

g un p ôle de R ( � ) de multiplicité �nie. Si �

0

( n � �

0

) =2

�

pp

(�

g

) ou �

0

=2

1

2

( n � N ) , alors �

0

est un p ôle de S ( � ) tel que

m

�

0

( z

0

( � ) R ( � )) � N

�

0

�

c ( n � � )

e

S ( n � � )

�

Preuv e : supp osons d'ab ord que �

0

ne soit pas p ôle de c ( � ) (i.e. �

0

=2 Z

2

�

). Près de �

0

,

on écrit donc

e

S ( � ) sous sa forme factorisée (A.7)

c ( � )

e

S ( � ) = U

1

( � )

 

P

0

+

m

X

l =1

( � � �

0

)

k

l

P

l

!

U

2

( � ) (4.9)

a v ec U

1

( � ) , U

2

( � ) des op érateurs holomorphiquemen t in v ersibles près de �

0

et

P

i

P

j

= �

ij

P

j

; rang ( P

l

) = 1 p our l = 1 ; : : : ; m; 1 =

m

X

j =0

P

j

; k

l

2 Z

�
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On reprend alors l'équation de Green relian t la résolv an te et la matrice de di�usion (3.20) sur

L ( H

0

N

; H

0

� N

) a v ec n � N < < ( � ) <

n

2

. Considérons les dév elopp emen ts de Lauren t suiv an ts

en �

0

(p our j = 1 ; 2 )

( n � 2 � ) R ( n � � ) =

P

p � 1

i = � 1

R

i

( � � �

0

)

i

+ O (( � � �

0

)

p

) ;

(2 � � n ) U

2

( � )�

� �

n

2

E ( n � � ) =

P

p � 1

i = � 1

E

(2)

i

( � � �

0

)

i

+ O (( � � �

0

)

p

) ;

( n � 2 � )

t

E ( n � � )�

� �

n

2

U

1

( � ) =

P

p � 1

i = � 1

E

(1)

i

( � � �

0

)

i

+ O (( � � �

0

)

p

) ;

(4.10)

où R

� 1

et E

( j )

� 1

son t non n uls si et seulemen t si �

0

( n � �

0

) 2 �

pp

(�

g

) et dans ce cas

R

� 1

= �

P

k

i =1

�

i


 �

i

;

E

(2)

� 1

=

P

k

i =1

U

2

( �

0

)�

�

0

�

n

2

( x

�

0

�

n

2

�

i

) j

@

�

X


 �

i

;

E

(1)

� 1

= �

P

k

i =1

�

i




t

U

1

( �

0

)�

�

0

�

n

2

( x

�

0

�

n

2

�

i

) j

@

�

X

;

(4.11)

a v ec �

i

2 x

n � �

0

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) les fonctions propres normalisées de �

g

p our la v aleur propre

�

0

( n � �

0

) . On tire de (4.9), (3.20), et (4.10) que

A := Res

�

0

(( n � 2 � ) R ( � )) = R

� 1

+

X

j + i + k

l

= � 1

k

l

� 0

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

+

X

j + i + k

l

= � 1

k

l

< 0

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

(4.12)

a v ec par con v en tion k

l

= 0 ( ) l = 0 . P osons V := Im ( A

1

) + Im ( A

2

) a v ec

A

1

:= R

� 1

+ E

(1)

� 1

P

0

E

(2)

0

+ E

(1)

� 1

 

X

k

l

=1

P

l

!

E

(2)

� 1

;

A

2

:= E

(1)

0

P

0

E

(2)

� 1

+

X

j + i + k

l

= � 1

k

l

< 0

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

:

D'après (4.11) on remarque que

Im ( A

1

) � x

n � �

0

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ; (� � �

0

( n � �

0

)) A

1

= 0

or grace au Lemme 4.1 on sait qu'il existe p 2 N tel que

Im ( A ) �

p � 1

X

j =0

x

�

0

log

j

( x ) C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ; (� � �

0

( n � �

0

))

p

A = 0 ;

on p eut donc a�rmer que

8 u 2 V ; (� � �

0

( n � �

0

))

p

u = 0 :

Notons que si �

0

=2

1

2

( n � N ) , alors

x

n � �

0

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) \

p � 1

X

j =0

x

�

0

log

j

( x ) C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) �

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ;

donc si V

1

; V

2

son t dé�nis par

V

1

= V \ x

n � �

0

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ; V

2

= V \

p � 1

X

j =0

x

�

0

log

j

( x ) C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) ;
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on déduit du résultat de Mazeeo [21 ] que

V

1

\ V

2

�

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) \ k er

L

2

(� � �

0

( n � �

0

))

p

= 0 :

On p eut donc décomp oser V = V

1

� V

2

� V

3

a v ec V

3

un supplémen taire de V

1

� V

2

dans V .

Soit �

V

2

le pro jection de V sur V

2

parallèlemen t à V

1

� V

3

, �

V

la pro jection orthogonale de

x

� N

L

2

( X ) sur V et �

V

l'inclusion de V sur x

� N

L

2

( X ) . On m ultiplie (4.12) à gauc he par

�

0

V

2

:= �

V

�

V

2

�

V

et à droite par

t

�

0

V

2

p our obtenir

A =

X

j + i + k

l

= � 1

k

l

< 0

�

0

V

2

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

t

�

0

V

2

par construction de V

2

et en utilisan t la symétrie

t

A = A (puisque

t

R ( � ) = R ( � ) ). Remar-

quons main tenan t que

X

j + i + k

l

= � 1

k

l

< 0

�

0

V

2

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

t

�

0

V

2

=

X

k

l

< 0

� k

l

� 1

X

i =0

�

0

V

2

E

(1)

i

P

l

E

(2)

� k

l

� 1 � i

t

�

0

V

2

et le rang de cet op érateur est ma joré par �

P

k

l

< 0

k

l

= N

�

0

( c ( n � � )

e

S ( n � � )) puisque

rang ( P

l

) = 1 . Le lemme est démon tré quand �

0

=2

n

2

� N .

Si �

0

2

n

2

� N et �

0

( n � �

0

) =2 �

pp

(�

g

) , on a R

� 1

= 0 , E

(1)

� 1

= 0 et E

(2)

� 1

= 0 in (4.10), on

reprend la même preuv e en remplaçan t (4.9) et (4.12) par

c ( � )

e

S ( � ) = U

1

( � )

 

( � � �

0

) P

0

+

m

X

l =1

( � � �

0

)

k

l

+1

P

l

!

U

2

( � ) ;

Res

�

0

(( n � 2 � ) R ( � )) =

X

j + i + k

l

= � 2

k

l

< � 1

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

la première égalité étan t obten ue de la factorisation de Goh b erg-Sigal (A.7) de

e

S ( � ) en �

0

.

On observ e alors que le rang de

X

j + i + k

l

= � 2

k

l

< � 1

�

0

V

2

E

(1)

i

P

l

E

(2)

j

t

�

0

V

2

=

X

k

l

< � 1

� k

l

� 2

X

i =0

�

0

V

2

E

(1)

i

P

l

E

(2)

� k

l

� 2 � i

t

�

0

V

2

est ma joré par

�

X

k

l

< � 1

( k

l

+ 1) = �

X

k

l

< 0

( k

l

+ 1) = N

�

0

(

e

S ( n � � )) � dim k er

e

S ( n � �

0

) = N

�

0

�

c ( n � � )

e

S ( n � � )

�

ce qui conclut la preuv e. �

4.2 La form ule et son in térêt

On p eut en�n énoncer le résultat principal de la section :
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Théorème 4.5. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique ave c g p air e et �

0

2

f< ( � ) <

n

2

g tel que �

0

=2 f � 2 C ; � ( n � � ) 2 �

pp

(�

g

) g \

1

2

( n � N ) . A lors �

0

est un p ôle de

R ( � ) si et seulement si c'est un p ôle de S ( � ) et on a

m ( �

0

) = m ( n � �

0

) + � ( �

0

) � 1 l

n

2

� N

( �

0

) dim k er

e

S ( n � �

0

) (4.13)

où la multiplicité � ( �

0

) est dé�nie p ar

� ( �

0

) := � T r

�

R es

�

0

e

S

� 1

( � )

e

S

0

( � )

�

ave c 1 l

n

2

� N

la fonction c ar acteristique de

n

2

� N .

Preuv e : en com binan t les résultats du Corollaire 4.3 et du Lemme 4.4 a v ec (A.10) et

(A.9), il reste alors à mon trer que

N

�

0

(

e

S ( � )) = m

n � �

0

(4.14)

si �

0

( n � �

0

) =2 �

pp

(�

g

) ou �

0

=2

1

2

( n � N ) . Le cas �

0

( n � �

0

) =2 �

pp

(�

g

) est clair puisque

e

S ( � )

� 1

=

e

S ( n � � ) est holomorphe près de �

0

donc m

n � �

0

= 0 ; le cas �

0

( n � �

0

) 2 �

pp

(�

g

)

demande un plus d'atten tion. D'après (3.1) et (3.11),

e

S ( � ) a une partie singulière en n � �

0

C ( �

0

)( � � n + �

0

)

� 1

k

X

j =1

�

�

0

�

n

2

�

]

j


 �

�

0

�

n

2

�

]

j

a v ec C ( �

0

) une constan te non n ulle, k = m

n � �

0

et �

]

j

:= x

�

0

�

n

2

�

j

j

@

�

X

. Il est facile de v oir

que les �

]

j

son t indép endan ts car sinon il existe une solution u 2 x

n � �

0

+1

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) de

(�

g

� �

0

( n � �

0

)) u = 0 , et un dév elopp emen t de T a ylor de cette équation en x = 0 mon tre

que u est dans

_

C

1

(

�

X ; �

1

2

0

) , ce qui est exclu d'après R. Mazzeo [21 ]. Puisque le p ôle est d'ordre

1 la factorisation sous la forme (A.7) de

e

S ( � ) près de n � �

0

est claire en ce qui concerne les

k

l

négatifs : on a m = k et k

l

= 1 p our l = 1 ; : : : ; k . Ceci prouv e donc (4.14) et le théorème. �

Notons que l'on p eut étendre (4.13) à la droite f< ( � ) =

n

2

g en utilisan t que R ( � ) et

e

S ( � )

son t con tin us sur cette droite sauf en

n

2

où seul R ( � ) p eut a v oir un p ôle, et dans ce cas

�

�

0

= 0 et (4.13) est trivialemen t satisfaite.

Cette form ule rép ond à une question p osée par P erry-P atterson dans [30 ], à sa v oir si la

form ule qu'il donnait a v ec Borth wic k [4 ] restait v alide p our les p oin ts de

1

2

( n � N ) , notammen t

dans le cas des quotien ts h yp erb oliques con v exes co-compacts : la rép onse est donc négativ e

puisqu'on v oit apparaître un terme correctif p our

n

2

� N . Si �

0

( n � �

0

) =2 �

pp

(�

g

) , ce terme

correctif en �

0

=

n

2

� k est exactemen t la dimension du no y au de l'op érateur p

2 k

dé�ni dans

(3.16). Autremen t dit ce terme correctif en c haque p oin t

n

2

� k ne dép end que des 2 k premiers

jets de la métrique au b ord. Dans le cas particulier d'une v ariété asymptotiquemen t Einstein,

c'est

dim k er

e

S (

n

2

+ k ) = dim k er P

k

P

k

étan t la k-ième puissance in v arian te conforme du laplacien sur ( @

�

X ; h

0

) (cf. [12 ]).

Le calcul récen t du diviseur en �

0

2 C de la fonction Zeta sur un quotien t con v exe co-

compact par P atterson-P erry [30 ] et Bunk e-Olbric h [5] fait apparaître (mo dulo le sp ectre
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discret) le terme � ( �

0

) qui est app elé `terme sp ectral' et un `terme top ologique' si �

0

2 � N

0

qui est un m ultiple en tier (dép endan t de �

0

) de la caractéristique d'Euler de

�

X . Si �

0

2

n

2

� N

le terme sp ectral p eut donc être non n ul bien que S ( � ) et R ( � ) soien t holomorphes en �

0

(c'est le cas de H

2 n +1

), ceci en raison des facteurs Gamma que con tien t

e

S ( � ) . On observ e

alors que le terme sp ectral du diviseur en un p oin t

n

2

� k se décomp ose en fait en un v éritable

terme sp ectral, à sa v oir la m ultiplicité m ( �

0

) , plus un `terme conforme' qui corresp ond à la

dimension du no y au du k-ième laplacien conforme sur ( @

�

X ; h

0

) .

P our conclure, il est imp ortan t de noter que la form ule de t yp e P oisson obten ue par

P erry [33 ] dans le cas de ces mêmes quotien ts p ermet de minorer le nom bre de p ôles (a v ec

m ultiplicité) de

e

S ( � ) dans un disque D (

n

2

; R ) � C de ra y on R , où la m ultiplicité d'un p ôle

est

� ( �

0

) = � T r

 

1

2 � i

Z

C ( �

0

;� )

e

S

� 1

( � )

e

S

0

( � ) d�

!

Il est clair que ces p ôles son t en nom bre sup érieur au nom bre de résonances d'après le

Théorème 4.5. On p eut notammen t ne pas a v oir de résonance alors que que le nom bre

de p ôles de

e

S ( � ) dans le disque D (

n

2

; R ) de C est un O ( R

n +1

) , c'est le cas de H

n +1

a v ec

n + 1 impair. Il serait donc in téressan t d'étudier la dimension des no y aux des op érateurs

in v ararian ts conformes, en particulier dans le cas des quotien ts con v exes co-compacts, p our

appliquer le résultat de P erry et donner une `vraie minoration' du nom bre de résonances dans

un disque. Récipro quemen t, ces op érateurs étan t encore p eu conn us, on p eut esp érer en sa v oir

un p eu plus via l'étude des résonances. P ar exemple p our n pair et ( X ; g ) asymptotiquemen t

Einstein, la Q courbure est redé�nie dans Graham-Zw orski [12 ] par la form ule

Q = ( � 1)

n

2

2

n

n

2

!(

n

2

� 1)! S ( n )1

en notan t que le résidu p

2 n

est un op érateur di�éren tiel don t le no y au con tien t les constan tes.

Si Q = 0 on déduit que le no y au de

e

S ( n ) con tien t un v ecteur propre de rang 2 et donc S ( n � � )

a un p ôle en � = n , c'est-à-dire que 0 est une résonance.

77



5 Absence de résonance près de l'axe critique

Le prop os de cette partie est l'étude de zones sans résonances près de l'axe critique.

Ph ysiquemen t, les résonances les plus in téressan tes son t celles pro c hes de l'axe critique

f< ( � ) =

n

2

g p our leur durée de vie plus longue. Il est mon tré (par exemple par Burq [6] dans

les cadres euclidiens ou V o dev [41 ] sur des v ariétés) que dans b eaucoup de situations il existe

une région sans résonance de la forme

f � 2 C ; = ( � ) � e

� C

1

j � j

; j< ( � ) j � C

2

g ; C

1

; C

2

> 0

où la droite critique dans ce cas est = ( � ) = 0 . On v a v oir que de tels résultats tiennen t aussi

p our les v ariétés asymptotiquemen t h yp erb oliques.

Les ingredien ts essen tiels que l'on v a utiliser son t une b orne uniforme de la norme de

la résolv an te p ondérée sur l'axe critique et l'utilisation d'une parametrix astucieuse, à la

manière de l'article de V o dev [41 ].

P our prolonger analytiquemen t R ( � ) dans un v oisinage de l'axe critique, le princip e sera

de le v oir comme une p erturbation de la résolv an te du laplacien sur un espace mo dèle X

0

qui est su�sammen t pro c he de notre v ariété. Un b on candidat p our X

0

est le pro duit tordu

((0 ; � ) � @

�

X ; x

� 2

( dx

2

+ h

0

)) où h

0

est une métrique de l'in�ni conforme de g mais p our des

raisons tec hniques on prendra R

+

� @

�

X a v ec la même métrique et on lo calisera la résolv an te

près de x = 0 a v ec des fonctions de troncature (c'est l'appro c he de V o dev dans [41 ]). Il faudra

bien-sûr v éri�er que le mo dèle p ossède déjà cette propriété de prolongemen t analytique près

de l'axe critique et con trôler sa norme dans cette zone.

Le cas des métriques non-captiv es (sans géo désique restan t blo quée dans un compact)

sera aussi étudié, notammen t quand la courbure est constan te hors d'un compact où on v a

mon trer qu'il existe une bande con tenan t l'axe critique a v ec seulemen t un nom bre �ni de

résonances à l'in térieur.

5.1 Le résultat de Cardoso-V o dev

Dans [7], Cardoso et V o dev considèren t une v ariété riemannienne X don t la structure est con-

trôlée près de l'in�ni et ils obtiennen t une b orne exp onen tielle p our la norme de la résolv an te

p ondérée sur la droite critique. La v ariété X v éri�e en dehors d'un compact Z

X n Z

�

=

�

[ R ; 1 ) � S; g := dr

2

+ � ( r )

�

; R � 1 (5.1)

a v ec S une v ariété lisse compacte de dimension n ,

�

=

signi�e `isometrique' et � ( r ) = � ( r ; y ; dy )

est une famille de métriques sur S

r

:= f r g � S telles que

j q ( r ; y ) j � C ; j @

r

q ( r ; y ) j � C r

� 1 � �

; � > 0 ; r > R (5.2)

� @

r

( �

� 1

)( r ; y ; � ) �

C

r

�

� 1

( r ; y ; � ) ; 8 ( y ; � ) 2 T

�

S

r

(5.3)

�

� 1

( r ) = ( �

ij

( r ))

i;j

étan t la métrique induite par � ( r ) sur T

�

S

r

et q ( r ; y ) de�ni par

q ( r ; y ) := (2

� 1

@

r

log � )

2

+ (2 � )

� 2

X

i;j

�

ij

@

y

i

� @

y

j

� + 2

� 1

� �

g

( �

� 1

)

a v ec � := (det( �

ij

))

1

2

. Une v ariété asymptotiquemen t h yp erb olique a v ec métrique g =

x

� 2

( dx

2

+ h ( x )) se décomp ose clairemen t sous la forme (5.1) en p osan t x = e

� r

et on

a

� ( r ; y ; dy ) = e

2 r

h ( e

� r

; y ; dy )
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a v ec h ( x; y ; dy ) lisse jusqu'à x = 0 . Utilisan t la co ordonnée x , on obtien t � 2 x

� n

C

1

(

�

X ) ,

@

r

= � x@

x

et h

ij

2 C

1

(

�

X ) donc

x@

x

log � + �

� 2

X

i;j

x

2

h

ij

@

y

i

� @

y

j

� 2 C

1

(

�

X )

� �

g

�

� 1

= �

�

� ( x@

x

)

2

� ( x@

x

log � ) x@

x

� �

� 1

X

i;j

@

y

i

( � x

2

h

ij

@

y

j

)

�

�

� 1

2 C

1

(

�

X )

et (5.2) est satisfait p our tout � > 0 . De plus, on a p our ( y ; � ) 2 T

�

@

�

X

x@

x

( x

2

h

� 1

)( x; y ; � )

x

2

h

� 1

( x; y ; � )

= 2 + x

@

x

( h

� 1

)( x; y ; � )

h

� 1

( x; y ; � )

� 1

si x � � a v ec � p etit, on déduit que (5.3) est v éri�é. En conclusion, les v ariétés asymptotique-

men t h yp erb oliques fon t partie des v ariétés étudiées par Cardoso et V o dev [7 ] puis V o dev

[42 ]. Leurs résultats se résumen t dans ce cas en le

Théorème 5.1. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique de dimension n + 1 .

Il existe C

1

; C

2

> 0 tels que la r ésolvante R ( � ) := (�

g

� � ( n � � ))

� 1

se pr olonge c ontinument

de W := f � 2 C ; < ( � ) >

n

2

; � ( n � � ) =2 �

pp

(�

g

) g à

W [ f � 2 C ; < ( � ) �

n

2

; = ( � ) > C

1

g

dans L ( H

0

1

2

; H

1

�

1

2

) ave c une norme major é e p ar

jj R ( � ) jj

L ( H

0

1

2

; H

p

�

1

2

)

� C

2

e

C

2

j � �

n

2

j

p our p = 0 ; 1 , j= ( � ) j � 0 et 0 � < ( � ) �

n

2

� 1 . Si de plus, g est non-c aptive on a

jj R ( � ) jj

L ( H

0

1

2

; H

p

�

1

2

)

� C

2

j= ( � ) j

� 1+ p

p our p = 0 ; 1 , j= ( � ) j � 0 et 0 � < ( � ) �

n

2

� 1

5.2 Deux mo dèles

Soit ( M ; h

0

) une v ariété riemannienne compacte de dimension n et

X

0

:= (0 ; + 1 )

x

� M ; g

0

:= x

� 2

( dx

2

+ h

0

) (5.4)

Bien que la v ariété ( X

0

; g

0

) ne soit pas conformémen t compacte, elle a une structure confor-

mémen t compacte près de x = 0 . On p ourrait prendre comme op érateur mo dèle le laplacien

sur ((0 ; 1] � @

�

X ; g

0

) a v ec condition de Diric hlet en x = 1 p our a v oir une v éritable v ariété

conformémen t compacte (a v ec b ord) mais il est plus facile de traiter X

0

car elle p orte plus

de symétrie.

T out d'ab ord, on note

�

X

0

:= [0 ; + 1 ) � M et Di�

k

0

(

�

X

0

) l'espace des op érateurs di�éren tiels

d'ordre k sur

�

X

0

à supp ort dans [0 ; 1] � M et qui s'écriv en t lo calemen t sous la forme

X

i + j � j� k

a

i;�

( x; y )( x@

x

)

i

x

j � j

@

�

y

i

; a

i;�

2 C

1

(

�

X

0

)

où ( y

i

)

i =1 ;::: ;n

son t des co ordonnées lo cales sur M .
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En p osan t la nouv elle v ariable r = log x , il est facile de v oir que le laplacien �

g

0

est

unitairemen t équiv alen t à

P

0

= � @

2

r

+ e

2 r

�

h

0

+

n

2

4

(5.5)

sur L

2

( R � M ; dr dv o l

h

0

) . Si H

k

:= H

k

( X

0

) son t les domaines de (1 + �

g

0

)

p

2

, on remarque que

les argumen ts donnés par F ro ese et Hislop dans [9, app endice] mon tren t que p our k = 0 ; 1 ; 2

et s 2 [0 ; 2]

8 D 2 Di�

k

0

(

�

X

0

) ; D 2 L ( H

s

( X

0

) ; H

s � k

( X

0

)) (5.6)

bien qu'ils ne considèren t pas la partie `cusp' f r 2 R

+

g . Bien-sûr le cas k = 1 ; s = 1 est

obten u à partir de l'égalité

jj (1 + P

0

)

1

2

u jj

2

L

2

= jj @

r

u jj

2

L

2

+ jj e

r

�

1

2

h

0

u jj

2

L

2

+

�

n

2

4

+ 1

�

jj u jj

2

L

2

(5.7)

Dans un premier temps, on mon tre que la résolv an te p ondérée de �

g

0

se prolonge à un

v oisinage de l'axe critique et on donne une ma joration de sa norme.

Lemme 5.2. Soit � <

1

2

, x

0

< 1 , ( X

0

; g

0

) de�ni en (5.4) et � une fonction lisse sur X

0

à

supp ort dans f x � 1 g et tel le que � ( x; y ) = x

1

2

p our x � x

0

. A lors la r ésolvante p ondér é e

�R

0

( � ) � := � (�

g

0

� � ( n � � ))

� 1

�

se pr olonge analytiquement de O

0

à O

�

n f

n

2

g dans L ( L

2

( X

0

)) et on a la major ation

jj @

q

�

D

p

�R

0

( � ) � jj

L ( L

2

)

� C

�

�

�

� �

n

2

�

�

�

p +2 �

dans f � 2 C ; < ( � ) >

n

2

� �; j= ( � ) j > 1 g p our tout D

p

2 Di�

p

0

(

�

X

0

) , q = 0 ; 1 et p = 0 ; 1 ; 2 . L a

c onstante C > 0 dép end de � , x

0

et D

p

.

Preuv e : d'ab ord p our p = 2 la remarque (5.6) implique que D

2

(1 + �

g

0

)

� 1

est b orné

p our tout D

2

2 Di�

2

0

(

�

X

0

) , donc l'équation

(�

g

0

+ i ) �R

0

( � ) � = [�

g

0

; � ] R

0

( � ) � + �

2

+ ( � ( n � � ) + i ) �R

0

( � ) �

(1.12) et (5.6) mon tren t que les cas p = 0 ; 1 su�sen t p our obtenir la cas p = 2 .

Nous a v ons une décomp osition p our l'op érateur P

0

de (5.5) induite par la résolution

sp ectrale de �

h

0

P =

M

j 2 N

0

P

( j )

0

; P

( j )

0

:= � @

2

r

+ e

2 r

�

2

j

+

n

2

4

où ( �

2

j

)

j 2 N

0

son t les v aleurs propres de �

h

0

(rép étées a v ec m ultiplicité) asso ciées à une base

orthonormale de L

2

( M ) de v ecteurs propres (  

j

)

j 2 N

0

. En notan t la résolv an te de P

( j )

0

sur

L

2

( R ; dr ) par

R

( j )

0

( � ) := ( P

( j )

0

� � ( n � � ))

� 1

on a clairemen t p our f 2 L

2

( X ) et f

j

:= h f ;  

j

i

L

2

( M )

� (�

g

0

� � ( n � � ))

� 1

�f =

X

j 2 N

0

( �R

( j )

0

( � ) �f

j

)  

j

(5.8)
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Notons que p our �

j

6= 0 la translation

U

j

:

�

L

2

( R ; dr ) ! L

2

( R ; dr )

f ! f (log( �

j

) + � )

est une isometrie et que U

� 1

j

P

( j )

0

U

j

= Q a v ec Q := � @

2

r

+ e

2 r

+

n

2

4

. P osons k := � �

n

2

p our

simpli�er,le no y au de Green de Q est alors facile à calculer p our < ( k ) > 0 (cf. [39 , Ex. 4.15])

R

Q

( � )( r ; t ) := ( Q � � ( n � � ))

� 1

( r ; t ) = � K

� k

( e

r

) I

k

( e

t

) H ( r � t ) � I

k

( e

r

) K

� k

( e

t

) H ( t � r )

a v ec H la fonction de Hea viside et I

k

; K

k

les fonctions de Bessel mo di�ées. De plus, p our

�

j

= 0 il est bien conn u que

R

( j )

0

( � )( r ; t ) = � (2 k )

� 1

e

� k j r � t j

et que p our � 2 O

�

n f 0 g

jj @

p

r

�R

( j )

0

( � ) � jj

L ( L

2

)

� C

�

�

�

� �

n

2

�

�

�

� 1+ p

(5.9)

Ces expressions se prolongen t dans C et on p eut remarquer qu'il n'y a pas de résonance

excepté

n

2

p our ce problème. En utilisan t la relation

K

k

= �

�

2 sin ( k � )

( I

k

� I

� k

)

un p etit calcul mon tre que

R

Q

( � )( r ; t ) � R

Q

( n � � )( r ; t ) =

2

�

sin( k � ) K

k

( e

t

) K

k

( e

r

) (5.10)

Rapp elons main tenan t la form ule

K

k

( z ) =

�( � k +

1

2

)2

� k

�(

1

2

)

z

k

Z

1

0

cos ( tz )( t

2

+ 1)

k �

1

2

dt (5.11)

p our < ( k ) = � � a v ec

1

2

> � > 0 et p osons � ( r ) = e

r

2

� ( r ) où � est une fonction lisse sur R

telle que � ( r ) = 1 quand r � � 1 et � ( r ) = 0 quand r � 0 . Dans fj k j > 1 g [ f< ( k ) = � � g on

a les estimations suiv an tes (en utilisan t (5.11) et la form ule de Stirling)

j sin( k � ) j :

�

�

�

�

�( � k +

1

2

)

�

�

�

�

2

� C j k j

2 �

�

�

�

�

� ( r � log �

j

) K

k

( e

r

)

�( � k +

1

2

)

�

�

�

�

� C e

r (

1

2

� � )

�

�

1

2

j

� ( r � log �

j

)

Z

1

0

( t

2

+ 1)

� � �

1

2

dt

qui donnen t p our �

j

6= 0

Z

j U

� 1

j

( � )( r ) U

� 1

j

( � )( t )( R

Q

( � )( r ; t ) � R

Q

( n � � )( r ; t )) j

2

dr dt � C j k j

4 �

d'après (5.10). On com bine ceci a v ec la b orne usuelle de la résolv an te dans le feuillet ph ysique

et on obtien t p our j k j � 1 et < ( k ) = � �

jj U

� 1

j

( � ) R

Q

( � ) U

� 1

j

( � ) jj

L ( L

2

)

� C j k j

2 �
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Mais puisque U

� 1

j

( � ) = U

� 1

j

�U

j

au sens op érateur et que U

j

est une isométrie, on utilise

R

( j )

0

( � ) = U

j

R

Q

( � ) U

� 1

j

p our conclure que dans fj= ( � �

n

2

) j � 1 g \ f< ( � �

n

2

) = � � g on a

jj �R

( j )

0

( � ) � jj

L ( L

2

)

� C

�

�

�

� �

n

2

�

�

�

2 �

(5.12)

La norme de Sob olev H

1

est donnée par (5.7), mais @

r

U

j

= U

j

@

r

et e

r +log �

j

= U

j

e

r

U

� 1

j

,

donc

@

r

R

( j )

0

( � ) = U

j

@

r

R

Q

( � ) U

� 1

j

; e

r +log �

j

R

( j )

0

( � ) = U

j

e

r

R

Q

( � ) U

� 1

j

une in tégration par parties donne

Z

1

0

cos( te

r

)(1 + t

2

)

k �

1

2

dt = �

�

k �

1

2

�

Z

1

0

2 t sin ( te

r

) e

� r

(1 + t

2

)

k �

3

2

dt

et en le m ultiplian t par e

r

ou en le dériv an t par rapp ort à r , ce terme reste b orné par

�

�

�

�

k �

1

2

�

�

�

�

Z

1

0

2( t + t

2

)(1 + t

2

)

� � �

3

2

dt

On déduit que jj �e

r +log �

j

R

( j )

0

( � ) � jj et jj �@

r

R

( j )

0

( � ) � jj son t b ornés comme dans (5.12) mais

a v ec la puissance 2 � + 1 en utilisan t (5.10) et la b orne usuelle sur la resolv an te dans la par-

tie ph ysique. P our ac hev er la démonstration, il reste à com biner ceci a v ec (5.8), (5.7) et le

princip e de Phragmen-Lindelof appliqué à ( � �

n

2

) �R

0

( � ) � dans la bande j< ( � ) �

n

2

j � � . La

b orne p our q = 1 (une dériv ée par rapp ort à � ) est obten ue directemen t du cas q = 0 et de

la form ule de Cauc h y . �

Le second mo dèle est l'espace h yp erb olique ( H

n +1

; g

h

) , qui p eut-être vu comme une v ar-

iété conformémen t compacte (v oir (1.4)), a v ec x = 2(1 � j m j )(1 + j m j )

� 1

comme fonction

dé�nissan t le b ord si m 2 B

n +1

. On donne l'estimation suiv an te qui sera démon trée dans

l'annexe B :

Prop osition 5.3. Soit

1

4

> �

0

> � > 0 , la r ésolvante hyp erb olique R

h

( � ) := (�

g

h

� � ( n �

� ))

� 1

se pr olonge holomorphiquement de O

0

à O

�

dans L ( H

0

1

2

; H

1

�

1

2

) et on a p our p; q = 0 ; 1

jj @

q

�

R

h

( � ) j j

L ( H

0

1

2

; H

p

�

1

2

)

� C

�

�

�

� �

n

2

�

�

�

� 1+ p

dans f � 2 C ; < ( � ) >

n

2

� �; j= ( � ) j > 1 g , ave c C dép endant de �

0

.

5.3 Zones sans résonance

On a main tenan t tous les outils p our mon trer le

Théorème 5.4. Soit ( X ; g ) une variété asymptotiquement hyp erb olique, alors il existe C

1

; C

2

>

0 tels que la r ésolvante R ( � ) := (�

g

� � ( n � � ))

� 1

se pr olonge analytiquement de f � 2

C ; < ( � ) >

n

2

; j= ( � ) j > C

1

g à

f � 2 C ; j= ( � ) j > C

1

; < ( � ) >

n

2

� C

2

e

� C

2

j � j

g
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dans L ( H

0

1

2

; H

0

�

1

2

) De plus, si g est non-c aptive, R ( � ) se pr olonge analytiquement à

n

� 2 C ; j= ( � ) j > C

1

; < ( � ) >

n

2

� C

2

j � j

� 6

o

dans le même esp ac e.

Preuv e : notons d'ab ord R ( � ) := (�

g

� � ( n � � )) la resolv an te de �

g

dans la partie

ph ysique et prenons x 2 Z

g

( @

�

X ) de manière à ce que la métrique s'écriv e sous forme mo dèle

(v oir (1.3))

g = x

� 2

( dx

2

+ h ( x ))

On a donc un ouv ert V de ( X ; g ) isométrique au collier U := (0 ; � ) � @

�

X (a v ec � > 0 ) m uni

de la métrique x

� 2

( dx

2

+ h ( x )) et on note i : V ! U cette isométrie. On observ e qu'il est

toujours p ossible de renormaliser x (prendre x

0

= x�

� 1

) p our a v oir � = 1 sans c hanger la

structure mo dèle de la métrique, on supp ose donc � = 1 . Considérons main tenan t ( X

0

; g

0

)

la v ariété dé�nie en (5.4) a v ec

( M ; h

0

) := ( @

�

X ; h (0)) (5.13)

Soit I

U

et R

U

les op érateurs b ornés suiv an ts

R

U

:

�

L

2

( X

0

; dv ol

g

0

) ! L

2

( U; dv ol

g

0

)

f ! f ( �

U

( � ))

I

U

:

�

L

2

( U; dv ol

g

0

) ! L

2

( X

0

; dv ol

g

0

)

f ! 1 l

U

f

a v ec �

U

l'inclusion U � X

0

et 1 l

U

la fonction caractéristique de U . De même on p eut dé�nir les

op érateurs I

V

et R

V

induits par l'inclusion V � X . Puisque i

�

g

0

et g son t quasi-isometriques

sur V , on obtien t que i

�

: L

2

( U; dv ol

g

0

) ! L

2

( V ; dv ol

g

) et i

�

: L

2

( V ; dv ol

g

) ! L

2

( U; dv ol

g

0

)

son t b ornés. On p ose alors

I

�

:= I

V

i

�

R

U

2 L ( L

2

( X

0

; dv ol

g

0

) ; L

2

( X ; dv ol

g

))

I

�

:= I

U

i

�

R

V

2 L ( L

2

( X ; dv ol

g

) ; L

2

( X

0

; dv ol

g

0

))

P our j = 1 ; 2 ; 3 ; 4 , soit  

j

une fonction lisse sur R

+

qui v aut 1 sur [0 ;

j

5

] et 0 sur [

j +1

5

; + 1 ) ,

puis  

j

est ensuite considérée comme une fonction sur U dép endan t seulemen t de la v ariable

x . P osons

e

 

j

:= i

�

(  

j

) , on a alors au sens op érateur

I

�

I

�

 

j

=  

j

; I

�

I

�

e

 

j

=

e

 

j

D'autre part, il est facile de v éri�er (a v ec l'expression (2.16) par exemple) qu'il existe

D

R

; D

L

2 Di�

2

0

(

�

X ) tels que

�

g

� I

�

�

g

0

 

3

I

�

= xD

R

; �

g

� I

�

 

3

�

g

0

I

�

= xD

L

On se place d'ab ord dans le feuillet ph ysique O

0

et on p ose R

0

( � ) la résolv an te considérée

dans le Lemme 5.2 a v ec le c hoix (5.13). Notons que

(�

g

0

 

3

� � ( n � � ))  

2

R

0

( � )  

1

=  

1

+ [�

g

0

;  

2

] R

0

( � )  

1

(5.14)

puisque  

2

 

3

=  

2

et  

2

 

1

=  

1

. Soit �

1

:= 1 �

e

 

1

et �

0

une fonction lisse à supp ort

compact dans X qui v aut 1 sur le supp ort de �

1

. P our �

0

2 O

0

�xé, � := � ( n � � ) et

�

0

:= �

0

( n � �

0

) on p ose

e

R

0 R

( � ) := I

�

 

2

R

0

( � )  

1

I

�

; E

R

( � ) :=

e

R

0 R

( � ) + �

0

R ( �

0

) �

1
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L

R

( � ) := [�

g

; �

0

] R ( �

0

) �

1

+ (�

0

� �) �

0

R ( �

0

) �

1

+ I

�

[�

g

0

;  

2

] R

0

( � )  

1

I

�

+ xD

R

e

R

0 R

( � )

et on déduit de (5.14)

(�

g

� �) E

R

( � ) = 1 + L

R

( � ) (5.15)

De même, on donne une parametrix à gauc he p our �

g

� �

e

R

0 L

( � ) := I

�

 

1

R

0

( � )  

2

I

�

; E

L

( � ) =

e

R

0 L

( � ) + �

1

R ( �

0

) �

0

L

L

( � ) =

e

R

0 L

( � ) xD

L

+ I

�

 

1

R

0

( � )[  

2

; �

g

0

] I

�

+ �

1

R ( �

0

)[�

g

; �

0

] + (�

0

� �) �

1

R ( �

0

) �

0

et on a

E

L

( � )(�

g

� �) = 1 + L

L

( � ) (5.16)

Soit z ; � 2 O

0

, Z := z ( n � z ) ; de (5.15) et (5.16) on tire

R ( � ) = E

R

( � ) � R ( � ) L

R

( � ) ; R ( z ) = E

L

( z ) � L

L

( z ) R ( z ) (5.17)

D'un autre côté, on a l'équation de la résolv an te

R ( � ) � R ( z ) = (� � Z ) R ( � ) R ( z )

qui, com binée a v ec la première égalité de (5.17), implique

x

1

2

R ( � ) x

1

2

(1 + K ( �; z )) = K

1

( �; z ) (5.18)

K ( �; z ) := (� � Z ) x

�

1

2

L

R

( � ) R ( z ) x

1

2

; K

1

( �; z ) := x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ (� � Z ) x

1

2

E

R

( � ) R ( z ) x

1

2

P our simpli�er, on notera D

p

(resp. D

p

0

) tout op érateur di�éren tiel de Di�

p

0

(

�

X ) à supp ort

dans supp

f

 

3

(resp. de Di�

p

0

(

�

X

0

) à supp ort dans supp  

3

) et a v ec cette notation (1.12) se

résume en

D

p

x

�

= x

�

D

p

On obtien t donc (puisque �

i

et I

�

[�

g

0

;  

2

] I

�

son t à supp ort compact) que

x

�

1

2

L

R

( � ) =

�

D

1

+ (�

0

� �) x

� 1

�

0

�

x

1

2

R ( �

0

) �

1

+ x

1

2

I

�

D

2

0

R

0

( � )  

1

I

�

(5.19)

x

1

2

E

R

( � ) = x

1

2

e

R

0 R

( � ) + x

1

2

�

0

R ( �

0

) �

1

(5.20)

De même, la seconde egalité de (5.17) et la dé�nition de E

L

( � ) ; L

L

( � ) impliquen t

R ( z ) x

1

2

= I

�

 

1

R

0

( z )( D

2

0

I

�

x

1

2

x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ D

0

0

I

�

x

1

2

)

+ �

1

R ( �

0

) x

1

2

�

�

0

+ D

1

x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ ( Z � �

0

) x

�

1

2

�

0

R ( z ) x

1

2

�

(5.21)

En com binan t cette dernière expression a v ec (5.19), on a

K ( �; z )

� � Z

=

�

D

1

+ (�

0

� �) x

� 1

�

0

�

x

1

2

R ( �

0

) �

1

R ( z ) x

1

2

+ x

1

2

I

�

D

2

0

R

0

( � )  

1

I

�

�

1

R ( �

0

) x

1

2

�

�

0

+ D

1

x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ ( Z � �

0

) x

�

1

2

�

0

R ( z ) x

1

2

�

+ x

1

2

I

�

D

2

0

R

0

( � )  

2

1

R

0

( z )( D

2

0

I

�

x

1

2

x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ D

0

0

I

�

x

1

2

)

Les deux premières lignes de cette expression se prolongen t p our � dans O

�

\ fj= ( � ) j � 1 g et

z dans f< ( z ) �

n

2

g \ fj= ( z ) j � C g comme op érateurs b ornés sur H

0

0

en utilisan t le Lemme
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5.2 a v ec � = x

1

2

 

4

, (1.15) et le Théorème 5.1. De plus, ces termes on t une norme L ( H

0

0

)

b ornée par C e

C ( j � j + j z j )

.

Il reste à traiter la dernière ligne dans l'expression de (� � Z )

� 1

K ( �; z ) . On utilise alors

(1.15) et le Théorème 5.1 p our mon trer que

D

2

x

1

2

R ( z ) x

1

2

= D

2

( P + i )

� 1

( D

1

x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ x + ( i + Z ) x

1

2

R ( z ) x

1

2

)

se prolonge con tin umen t à < ( z ) =

n

2

et j= ( z ) j � 0 a v ec une norme L ( H

0

0

) ma jorée par

C e

C j z j

. Soit �

j

:= x

1

2

 

j

dé�nie sur (0 ; 1) � @

�

X , on a

 

4

R

0

( � )  

2

1

R

0

( z )  

4

=  

4

R

0

( � )  

1

(�

g

0

� �) R

0

( � ) R

0

( z )(�

g

0

� Z )  

1

R

0

( z )  

4

=  

4

(  

1

+ R

0

( � )[  

1

; �

g

0

]) R

0

( � ) R

0

( z )(  

1

� [  

1

; �

g

0

] R

0

( z ))  

4

qui p eut être réecrit

x

�

1

2

(  

1

+ �

4

R

0

( � )[  

1

; �

g

0

] x

�

1

2

)

�

4

R

0

( � ) �

4

� �

4

R

0

( z ) �

4

� � Z

(  

1

� x

�

1

2

[  

1

; �

g

0

] R

0

( z ) �

4

) x

�

1

2

où par abus de notation x = i

�

( x ) . Rapp elons que x

�

1

2

[  

1

; �

g

0

] x

�

1

2

2 Di�

1

0

(

�

X

0

) puisque

[  

1

; �

g

0

] a un supp ort compact dans X

0

. Grace à cette expression, le Lemme 5.2, le fait que

x

1

2

I

�

D

2

0

x

�

1

2

= I

�

D

2

0

et x

�

1

2

D

2

0

I

�

x

1

2

= I

�

D

2

, on obtien t que

x

1

2

I

�

D

2

0

R

0

( � )  

2

1

R

0

( z )( D

2

0

I

�

x

1

2

x

1

2

R ( z ) x

1

2

+ D

0

0

I

�

x

1

2

)

se prolonge à O

�

\ fj= ( � ) j � 1 g et f< ( z ) �

n

2

g \ fj= ( z ) j � C g comme op erateurs b ornés sur

H

0

0

a v ec une norme ma jorée par C e

C ( j � j + j z j )

. Fixons z =

n

2

+ is a v ec j s j grand, alors toutes

ces estimations mon tren t que

jj K ( �; z ) jj

L ( H

0

0

)

�

�

�

�

< ( � ) �

n

2

�

�

�

C e

C j s j

quand = ( � ) = s et < ( � ) >

n

2

� � , de plus ce terme est b orné par

1

2

si

�

�

�

< ( � ) �

n

2

�

�

�

�

1

2

C

� 1

e

� 4 C j= ( � ) j

; = ( � ) = s: (5.22)

Puisque K ( �; z ) est holomorphe en � dans O

�

\ fj= ( � ) j > 1 g on p eut in v erser (1 + K ( �; z ))

holomorphiquemen t si � satisfait la condition (5.22).

En�n le terme K

1

( �; z ) p eut être traité exactemen t de la même façon en utilisan t (5.20)

et (5.21). La démonstration est ac hev ée. P our le cas non-captif c'est similaire mais seulemen t

des p olynômes en ( �; z ) apparaissen t dans K ( �; z )(� � Z )

� 1

, et en suiv an t atten tiv emen t les

calculs précéden ts on v oit que leur degré est b orné par 4 + 3 � . �

Notons que la zone exp onen tielle est optimale p our le cas général puisque l'existence de

géo désiques fermées elliptiques implique l'existence de résonances exp onen tiellemen t pro c hes

de l'axe critique par la métho de des quasimo des. P our la cas non-captif et quand la courbure

est constan te hors d'un compact, on p eut utiliser un autre mo dèle p our la construction du

parametrix, à sa v oir des `morceaux' de H

n +1

qui app orteron t une meilleure appro ximation

de la résolv an te et v on t nous p ermettre de mon trer le

Théorème 5.5. Soit ( X ; g ) une variété c onformément c omp acte dont la c ourbur e se ctionnel le

est c onstante hors d'un c omp act et x une fonction dé�nissant le b or d. Si g est non-c aptive,

il existe C

1

; C

2

> 0 tels que x

1

2

(�

g

� � ( n � � ))

� 1

x

1

2

se pr olonge analytiquement de f � 2

C ; < ( � ) >

n

2

; j= ( � ) j > C

1

g à

f � 2 C ; j= ( � ) j > C

1

; < ( � ) >

n

2

� C

2

g
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Preuv e : la preuv e est presque iden tique, on v a donc la résumer. Si la métrique g a une

courbure constan te près de l'in�ni il existe (v oir [15 ]) des cartes V

j

�

�

X (a v ec j = 1 ; : : : ; M )

recouvran t un v oisinage du b ord @

�

X qui, m unies de g , son t isométriques (notons I

j

cette

isométrie) à l'ouv ert

B

+

n +1

:= f m = ( y

1

; : : : ; y

n +1

) 2 R

n +1

; y

n +1

> 0 ;

n +1

X

i =1

y

2

i

< 1 g (5.23)

m unie de la métrique h yp erb olique y

� 2

n +1

(

P

i

dy

2

i

) . En fait, une parametrix qui sera su�san te

p our notre problème est donnée dans [15, Prop. 3.1]. Fixons �

0

2 O

0

, rapp elons que �

g

h

est

le laplacien sur H

n +1

et R

h

( � ) sa résolv an te étudiée dans le Lemme 5.3. Soit �

j

i

des fonctions

à supp ort dans (5.23) telles que �

j

1

= 1 sur le supp ort de �

j

2

et suiv an t [15 ] ou [30 , Lem. 3.2],

on p eut prendre

�

j

i

( y

1

; : : : ; y

n +1

) = �

j

i

( y

1

; : : : ; y

n

)  

j

i

( y

n +1

)

a v ec �

j

i

2 C

1

0

( R

n

) tel que

P

M

j

I

�

j

�

j

2

= 1 sur @

�

X et  

j

i

2 C

1

([0 ; 1)) qui v aut 1 p our y

n +1

� �

a v ec � < 1 p etit. Soit � := 1 �

P

M

j =1

I

�

j

( �

j

2

) , et �

0

2 C

1

0

( X ) tel que �

0

= 1 sur le supp ort

de � ; en�n I

�

j

et I

j

�

son t dé�nis comme dans la preuv e du théorème précéden t mais a v ec

les isométries V

j

! B

+

n +1

. On reprend la preuv e du théorème précéden t mais on remplace

E

R

; E

L

par

E

R

( � ) := �

0

R ( �

0

) � +

M

X

j =1

I

�

j

�

j

1

R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

; E

L

( � ) := �R ( �

0

) �

0

+

M

X

j =1

I

�

j

�

j

2

R

h

( � ) �

j

1

I

j

�

et les termes d'erreur son t

L

R

( � ) := [�

g

; �

0

] R ( �

0

) � + (�

0

� �) �

0

R ( �

0

) � +

M

X

j =1

I

�

j

[�

g

h

; �

j

1

] R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

L

L

( � ) := �R ( �

0

)[ �

0

; �

g

] + (�

0

� �) �R ( �

0

) �

0

+

M

X

j =1

I

�

j

�

j

2

R

h

( � )[ �

j

1

; �

g

h

] I

j

�

a v ec toujours � := � ( n � � ) et �

0

:= �

0

( n � �

0

) . x étan t une fonction dé�nissan t le b ord

@

�

X , x

j

:= I

j

�

x est alors une fonction dé�nissan t f y

n +1

= 0 g dans B

+

n +1

. De plus, il est facile

de v éri�er (v oir [15 ]) que

x

�

1

2

[�

g

h

; �

j

i

] x

�

1

2

2 Di�

1

0

( H

n +1

) ; i = 1 ; 2 (5.24)

où on considère B

+

n +1

� H

n +1

. On a donc la même form ule que (5.18) a v ec

K ( �; z )

� � Z

= x

�

1

2

0

@

[�

g

; �

0

] R ( �

0

) � + (�

0

� �) �

0

R ( �

0

) � +

M

X

j =1

I

�

j

[�

g

h

; �

j

1

] R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

1

A

�

�

�R ( �

0

) �

0

+

M

X

j =1

I

�

j

�

j

2

R

h

( z )( �

j

1

I

j

�

+ [�

g

h

; �

j

1

] I

j

�

R ( z ))

+ �R ( �

0

)[�

g

; �

0

] R ( z ) � (�

0

� Z ) �R ( �

0

) �

0

R ( z )

�

x

1

2
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p our �; z dans la partie ph ysique. Notons que le Théorème 5.1, le Lemme 5.3 et (5.24)

mon tren t que tous ces pro duits se prolongen t à < ( z ) =

n

2

et < ( � ) >

n � 1

2

excepté p eut-être

x

�

1

2

0

@

M

X

j =1

I

�

j

[�

g

h

; �

j

1

] R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

1

A

0

@

M

X

j =1

I

�

j

�

j

2

R

h

( � )( �

j

1

I

j

�

+ [�

g

h

; �

j

1

] I

j

�

R ( z ))

1

A

x

1

2

(5.25)

Fixons �

0

=

n +1

2

+ is

0

a v ec s

0

> 0 grand et soit ( �; z ) dans

U :=

n

( �; z ) 2 C

2

; j � � �

0

j < 1 ; j z � �

0

j < 1 ; < ( z ) �

n

2

o

Le Théorème 5.1 implique que p our � = �

1

2

; 0

�

�

�

�

�

�

x

�

1

2

[�

g

; �

0

] R ( �

0

) �x

�

+ (�

0

� �) x

�

1

2

�

0

R ( �

0

) �x

�

�

�

�

�

�

�

L ( L

2

)

� C (5.26)

�

�

�

�

�

�

x

�

�R ( �

0

) �

0

x

1

2

� (�

0

� Z ) x

�

�R ( �

0

) �

0

R ( z ) x

1

2

+ x

�

�R ( �

0

)[�

g

; �

0

] R ( z ) x

1

2

�

�

�

�

�

�

L ( L

2

)

� C s

� 1

0

(5.27)

et C ne dép end pas de s

0

. Remarquons main tenan t que le Lemme 5.3 et (5.24) mon tren t que

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

M

X

j =1

x

�

1

2

I

�

j

[�

g

h

; �

j

1

] R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

x

1

2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

L ( L

2

)

� C (5.28)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

M

X

j =1

x

1

2

I

�

j

�

j

2

R

h

( z )( �

j

1

I

j

�

x

1

2

+ [�

g

h

; �

j

1

] I

j

�

R ( z ) x

1

2

)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

L ( L

2

)

� C s

� 1

0

(5.29)

et il reste à considérer (5.25), qui à priori n'existe pas dans U . Quand V

j

\ V

i

= ; il est clair

que �

j

2

I

j

�

I

�

i

�

i

2

= 0 , donc supp osons que V

j

\ V

i

6= ; . Suiv an t les calculs de la preuv e du

théorème précéden t on obtien t que

x

1

2

R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

I

�

i

�

i

2

R

h

( z ) x

1

2

p eut s'exprimer p our �; z 2 O

0

sous la forme

( �

j

2

+ x

1

2

R

h

( � )[ �

j

2

; �

g

h

] x

�

1

2

)

x

1

2

R

h

( � ) x

1

2

� x

1

2

R

h

( z ) x

1

2

� � Z

( x

�

1

2

[ �

i

2

; �

g

h

] R

h

( z ) x

1

2

+ �

i

2

)

On observ e que cet op érateur sur L

2

( H

n +1

) se prolonge à ( �; z ) 2 U et v éri�e dans U

jj x

1

2

R

h

( � ) �

j

2

I

j

�

I

�

i

�

i

2

R

h

( z ) x

1

2

jj

L ( L

2

;H

1

)

� C s

� 1

0

(5.30)

d'après le Lemme 5.3 et le théorème des accroisemen ts �nis (implicitemen t utilisé dans la

preuv e du théorème précéden t)

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x

1

2

R

h

( � ) x

1

2

� x

1

2

R

h

( z ) x

1

2

� � Z

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

L ( L

2

;H

1

)

� C s

� 1

0

sup

j � � �

0

j < 1

jj @

�

x

1

2

R

h

( � ) x

1

2

jj

L ( L

2

;H

1

)

On com bine (5.26)-(5.30), le Théorème 5.1 et le fait que I

�

j

; I

j

�

son t des isométries L

2

( V

j

) $

L

2

( B

+

n +1

) , et on conclut que

jj K ( �; z ) jj � C j � � z j
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p our ( �; z ) 2 U , donc en p osan t z =

n

2

+ is

0

on v oit que 1 + K ( �; z ) est holomorphiquemen t

in v ersible p our

� 2 f � 2 C ; < ( � ) >

n

2

� C

� 1

; j � � �

0

j < 1 g

Puisque C ne dép end pas de �

0

, il existe une bande fj< ( � ) �

n

2

j < � g où K ( �; z ) est in v ersible

excepté p eut-être en un nom bre �ni de p oin ts. En�n, le terme K

1

( �; z ) , de�ni comme dans

(5.18) a v ec notre nouv eau parametrix, se traite de la même manière. �

Notons que cette h yp othèse de non-capture est essen tiellemen t satisfaite p our des p ertur-

bations de métriques sur H

n +1

et ne con tien t pas les cas non triviaux de quotien ts con v exes

co-compacts.
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A F onctions méromorphes dans des espaces de Banac h

A.1 Dé�nitions et notations

Soit ( B

i

)

i =0 ; 1 ; 2

des espaces de Banac h. Si U est un ouv ert de C , H ol ( U; B

0

) (resp. M er ( U; B

0

) )

est l'ensem ble des applications holomorphes (resp. méromorphes) sur U à v aleurs dans B

0

.

Rapp elons que M ( � ) est dite méromorphe sur U à v aleurs dans B

0

si p our tout �

0

2 U il

existe un v oisinage V

�

0

de �

0

, un en tier p > 0 et des élémen ts ( M

i

)

i =1 ;:::;p

de B

0

tels que

p our tout � 2 V

�

0

n f �

0

g on ait the dév elopp emen t de Lauren t suiv an t

M ( � ) =

p

X

i =1

M

i

( � � �

0

)

� i

+ H ( � ) ; H ( � ) 2 H ol ( V

�

0

; B

0

)

Il est facile de v oir que M ( � ) est holomorphe dans U n S où S est un ensem ble discret de U

don t les élémen ts son t app elés p ôles de M ( � ) . On app ellera �

�

0

( M ( � )) := M ( � ) � H ( � ) la

partie p olaire de M ( � ) en �

0

. De plus la v aluation v

�

0

( M ( � )) est dé�nie comme la plus p etite

puissance dans le dév elopp emen t de Lauren t, par exemple ici v

�

0

( M ( � )) = � p est l'ordre du

p ôle �

0

mais v

z

( M ( � )) � 0 si M ( � ) est holomorphe près de z . On notera M

1

= Res

�

0

M ( � )

le résidu de M ( � ) en �

0

et si B

0

= L ( B

1

; B

2

) est un espace d'applications linéaire con tin ues,

m

�

0

( M ( � )) := rang M

1

est app elé la m ultiplicité de �

0

et Rang

�

0

M ( � ) :=

P

p

i =1

rang M

i

le

rang total p olaire de M ( � ) en �

0

. Si main tenan t le rang total p olaire est �ni en c haque

p ôle de M ( � ) , on dit que M ( � ) est méromorphe-�nie et on note M er

f

( U; B

0

) l'espace des

fonctions méromorphe-�nies dans U à v aleurs dans B

0

. P our �nir, si �

0

2 U et M ( � ) est

méromorphe dans U n f �

0

g mais pas dans U , on dira que �

0

est une singularité essen tielle de

M ( � ) .

On p eut aussi remarquer que ces dé�nitions s'étenden t au cadre des espaces lo calemen t

con v exes (cf. Bunk e-Olbric h [5 ] par exemple).

A.2 Quelques propriétés utiles

Soit U � C un ouv ert et ( B

i

)

i =0 ; 1 ; 2

des espaces de Banac h. Alors la m ultiplication p onctuelle

( A ( � ) ; B ( � )) ! A ( � ) B ( � ) sur les espaces

H ol ( U; L ( B

i

; B

j

)) � M er

f

( U; L ( B

i

; B

j

)) � M er ( U; L ( B

i

; B

j

))

a les propriétés de stabilité suiv an tes

M er ( U; L ( B

i

; B

j

)) � M er ( U; L ( B

j

; B

k

)) ! M er ( U; L ( B

i

; B

k

))

M er

f

( U; L ( B

i

; B

j

)) � M er

f

( U; L ( B

j

; B

k

)) ! M er

f

( U; L ( B

i

; B

k

))

H ol ( U; L ( B

i

; B

j

)) � H ol ( U; L ( B

j

; B

k

)) ! H ol ( U; L ( B

i

; B

k

))

(A.1)

De plus si B

0

i

:= L ( B

i

; C ) est le dual de B

i

, la transp osition

t

:

�

L ( B

1

; B

2

) ! L ( B

0

2

; B

0

1

)

A !

t

A : ( f

0

! f

0

( A ( : )))

agissan t p onctuellemen t (

t

A )( � ) :=

t

( A ( � )) a les propriétés de stabilité suiv an tes

M er ( U; L ( B

i

; B

j

)) ! M er ( U; L ( B

0

j

; B

0

i

))

M er

f

( U; L ( B

i

; B

j

)) ! M er

f

( U; L ( B

0

j

; B

0

i

))

H ol ( U; L ( B

i

; B

j

)) ! H ol ( U; L ( B

0

j

; B

0

i

))

(A.2)

Notons aussi le résultat général suiv an t qui sera utile p our la suite.
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Lemme A.1. Soit B

0

� B

1

des esp ac es de Banach et j : B

0

, ! B

1

l'inclusion c ontinue.

Soit U un ouvert de C et �

0

2 U , si M ( � ) est c ontinue dans U n f �

0

g à valeurs dans B

0

et

j � M ( � ) 2 M er ( U; B

1

) , alors M ( � ) 2 M er ( U; B

0

) . De plus, si ( B

i

)

i =0 ; 1

sont des esp ac es

d'applic ations liné air es c ontinues sur des esp ac es de Banach et j � M ( � ) 2 M er

f

( U; B

1

) , alors

M ( � ) 2 M er

f

( U; B

0

) .

Preuv e : On mon tre d'ab ord que M ( � ) 2 H ol ( U n f �

0

g ; B

0

) ; il su�t de mon trer que

p our tout �

1

2 U n f �

0

g il existe � > 0 tel que

Z

T

M ( � ) d� = 0 (A.3)

p our tout triangle T inclus dans le disque ouv ert fj � � �

1

j < � g . Notons que (A.3) est satisfait

quand on remplace M ( � ) par j � M ( � ) . Mais puisque j est con tin ue, l'in tégrale de j � M ( � )

sur T , de�nie comme la limite d'une somme de Riemann, est exactemen t

j �

Z

T

M ( � ) d� =

Z

T

j � M ( � ) d�

On a donc l'égalité c herc hée (A.3) puisque j est injectiv e. En utilisan t les mêmes argumen ts

et l'h yp othèse de méromorphie de j � M ( � ) on obtien t le dév elopp emen t de Lauren t

j � M ( � ) =

� 1

X

k = � p

j � M

k

( � � �

0

)

k

+ j � H ( � )

M

k

:=

1

2 � i

Z

T

( � � �

0

)

� k � 1

M ( � ) d�; H ( � ) :=

1

2 � i

Z

T

( z � � )

� 1

M ( z ) dz

p our � près de �

0

et T un triangle en touran t �

0

. Mais j étan t injectiv e on a

M ( � ) =

� 1

X

k = � p

M

k

( � � �

0

)

k

+ H ( � )

et H ( � ) est holomorphe près de �

0

à v aleurs dans B

0

. Il reste à remarquer que si j � M

k

est

de rang �ni alors M

k

aussi, en utilisan t encore l'injectivité de j . �

On énonce main tenan t un Lemme qui sera imp ortan t p our prouv er l'apparition de singu-

larités essen tielles de la résolv an te.

Lemme A.2. Soit B un esp ac e de Banach de dimension in�nie, �

0

2 C et U un voisinage

de �

0

. Soit M ( � ) 2 H ol ( U n f �

0

g ; L ( B )) une famil le mér omorphe dans U d'op ér ateurs b ornés

qui véri�e

M ( � ) = 1 +

K

� 1

� � �

0

+ K ( � ) ; K ( � ) 2 H ol ( U; L ( B )) (A.4)

où K

� 1

et K ( � ) sont des op ér ateurs c omp acts et on supp ose que

dim k er K

� 1

< 1

Si M ( � ) est inversible en un p oint de U , alors M ( � ) est inversible p our pr esque tout � 2 U ,

d'inverse M

� 1

( � ) mér omorphe-�ni dans U n f �

0

g et le p oint �

0

est une singularité essentiel le

de M

� 1

( � ) .
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Preuv e : p our simpli�er, nous prendrons �

0

= 0 , ce qui ne c hange rien à la preuv e.

Le fait que M ( � ) soit in v ersible dans U n f 0 g d'in v erse méromorphe-�ni pro vien t simple-

men t du thérorème de F redholm analytique. Supp osons main tenan t que M

� 1

( � ) admette un

dév elopp emen t de Lauren t �ni en 0

M

� 1

( � ) =

1

X

i = � p

N

i

�

i

; p � 0

On dév elopp e alors M ( � ) en série de Lauren t en 0

M ( � ) =

1

X

i = � 1

M

i

�

i

= K

� 1

�

� 1

+ 1 + K

0

+

1

X

i =1

K

i

�

i

où les K

i

son t compacts, puis on e�ectue le pro duit

M ( � ) M

� 1

( � ) =

1

X

i = � p � 1

�

i

X

j + k = i

M

j

N

k

= 1

ce qui donne le système

i + p

X

j = � 1

M

j

N

i � j

= �

i 0

; i � � p � 1 (A.5)

Mon trons par récurrence que les op érateurs N

i

son t de rang �ni p our i � 0 . En regardan t

p our i = � p � 1 l'équation (A.5), on obtien t K

� 1

N

� p

= 0 , et par h yp othèse sur K

� 1

on

trouv e que N

� p

est de rang �ni. Soit I � � 1 , supp osons main tenan t que N

i

est de rang �ni

p our tout i � I et mon trons que N

I +1

est de rang �ni. P our i = I , l'équation (A.5) donne

que

K

� 1

N

I +1

= �

I + p

X

j =0

M

j

N

I � j

est de rang �ni par h yp othèse de récurrence (car I � j � I ). Soit r un en tier tel que

r > dim k er K

� 1

+ dim Im K

� 1

N

I +1

Si N

I +1

est de rang in�ni, il existe une famille de v ecteurs linéairemen t indép endan ts ( '

i

)

i =1 ;:::;r

dans Im ( N

I +1

) et K

� 1

restrein te à E :=

L

r

i =1

C '

i

est donc une application linéaire sur un

espace de dimension �nie v éri�an t

dim k er K

� 1

j

E

+ rang K

� 1

j

E

< dim E = r

ce qui est imp ossible. On en déduit que le rang de N

I +1

est �ni.

Prenons donc (A.5) a v ec i = 0 : K

� 1

et ( N

i

)

i � 0

étan t compacts, on conclut que

1 = K

� 1

N

1

+

p

X

j =0

M

j

N

� j

est compact, ce qui est imp ossible. �

Exemple : considérer M ( � ) = 1 + �

� 1

(1 + �

M

)

�

1

2

si M est une v ariété compacte. En

diagonalisan t M ( � ) sur la base de v ecteurs propres de �

M

on v oit facilemen t que M ( � )

� 1

a

une suite de p ôles con v ergean t v ers 0 .
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A.3 Rapp els sur la théorie de Goh b erg-Sigal

On rapp elle globalemen t quelques résultats et dé�nitions de Goh b erg et Sigal [10 ] qui nous

serviron t p our l'étude des m ultiplicités des résonances.

Soit H un espace de Hilb ert, M ( � ) une fonction méromorphe sur un ouv ert U � C à

v aleurs dans L ( H ) et �

0

2 U . Reprenan t essen tiellemen t les notations de Goh b erg-Sigal

[10 ], on app elle fonction racine de M ( � ) en �

0

une fonction ' ( � ) 2 H ol ( V

�

0

; H ) telle que

lim

� ! �

0

M ( � ) ' ( � ) = 0 et ' ( �

0

) 6= 0 , l'ordre d'ann ulation de M ( � ) ' ( � ) étan t app elé la

m ultiplicité de ' ( � ) . Le v ecteur '

0

:= ' ( �

0

) est app elé v ecteur propre de M ( � ) en �

0

et l'ensem ble des v ecteurs propres de M ( � ) en �

0

forme un sous-espace v ectoriel de H noté

k er

�

0

M ( � ) (c'est une généralisation de k er M ( �

0

) quand M ( � ) a un p ôle en �

0

). Le rang d'un

v ecteur propre '

0

est dé�ni comme étan t la b orne sup érieure des m ultiplicités des fonctions

racines ' ( � ) de M ( � ) en �

0

telles que ' ( �

0

) = '

0

. Si dim k er

�

0

M ( � ) = � < 1 et que

les rangs de tous les v ecteurs propres son t �nis, un système canonique de v ecteurs propres

est une base ( '

( i )

0

)

i =1 ;:::;�

de k er

�

0

M ( � ) don t les rangs de '

( i )

0

on t la propriété suiv an te :

le rang de '

(1)

0

est le maxim um des rangs des v ecteurs propres de M ( � ) en �

0

et le rang

de '

( i )

0

est le maxim um des rangs des v ecteurs propres appartenan t à un supplémen taire de

V ect ( '

(1)

0

; : : : ; '

( i � 1)

0

) dans k er

�

0

M ( � ) . Un système canonique de v ecteurs propres n'est pas

unique mais la famille des rangs des v ecteurs propres ne dép end pas du c hoix du système

canonique. On note alors r

i

= '

( i )

0

les m ultiplicités partielles d'ann ulation de M ( � ) en �

0

et

N

�

0

( M ( � )) =

�

X

i =1

r

i

(A.6)

est la m ultiplicité d'ann ulation de M ( � ) en �

0

.

Supp osons que M ( � ) soit une famille méromorphe d'op érateurs F redholm dans L ( H ) et

�

0

un p ôle de rang p olaire total �ni. Si l'indice de ( M ( � ) � �

�

0

( M ( � )) j

� = �

0

est n ul, Goh b erg

et Sigal [10 ] mon tren t qu'il existe des op érateurs holomorphiquemen t in v ersibles U

1

( � ) et

U

2

( � ) près de �

0

, des pro jecteurs orthogonaux ( P

l

)

l =0 ;:::;m

et des en tiers ( k

l

)

l =1 ;:::;m

non n uls

tels que

M ( � ) = U

1

( � )

 

P

0

+

m

X

l =1

( � � �

0

)

k

l

P

l

!

U

2

( � ) (A.7)

P

i

P

j

= �

ij

P

j

; rang ( P

l

) = 1 p our l = 1 ; : : : ; m; dim (1 � P

0

) < 1

Si de plus M ( � ) a un in v erse M

� 1

( � ) méromorphe (ce qui corresp ond au cas où P

0

+

P

m

l =1

P

l

= 1 ), don t �

0

est un p ôle de rang p olaire total �ni, il s'écrit

M

� 1

( � ) = U

� 1

2

( � )

 

P

0

+

m

X

l =1

( � � �

0

)

� k

l

P

l

!

U

� 1

1

( � ) (A.8)

Il est imp ortan t de noter (cf. [10 ]) que l'ensem ble des m ultiplicités partielles d'ann ulation est

in v arian t par m ultiplication par une famille holomorphiquemen t in v ersible d'op érateurs, on

déduit donc de (A.8) et (A.7) que

m

+

:= dim k er M ( �

0

) = ] f l ; k

l

> 0 g ; m

�

:= dim k er M

� 1

( �

0

) = ] f l ; k

l

< 0 g

puis que l'ensem ble des m ultiplicités partielles d'ann ulation de M ( � ) (resp. M

� 1

( � ) ) en �

0

est f k

l

; k

l

> 0 g (resp. f k

l

; k

l

< 0 g ). On en déduit alors

N

�

0

( M ( � )) =

X

k

l

> 0

k

l

; N

�

0

( M

� 1

( � )) =

X

k

l

< 0

k

l
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De la factorisation (A.7), Goh b erg-Sigal [10 ] tiren t ensuite la généralisation du théorème des

résidus logarithmiques

T r

�

Res

�

0

( M

� 1

( � ) M

0

( � ))

�

= N

�

0

( M ( � )) � N

�

0

( M

� 1

( � )) (A.9)

Cet en tier est essen tiellemen t l'ordre du zéro ou du p ôle de det( M ( � )) quand le déterminan t

est dé�ni.

Soit main tenan t M ( � ) une famille méromorphe d'op érateurs F redholm d'indice 0 dans

L ( H ) et �

0

un p ôle de rang p olaire total �ni. On l'écrit sous la forme (A.7) et on déduit que

p our L ( � ) = ( � � �

0

)

� 1

M ( � ) on a dim k er

�

0

L ( � ) = ] f l ; k

l

> 1 g , l'ensem ble des m ultiplicités

partielles d'ann ulation de L ( � ) en �

0

est f k

l

� 1; k

l

> 1 g et

N

�

0

( L ( � )) =

X

k

l

> 1

( k

l

� 1) =

X

k

l

> 0

( k

l

� 1) = N

�

0

( M ( � )) � dim k er

�

0

M ( � ) (A.10)
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B Le mo dèle h yp erb olique

Prenons le mo dèle H

n +1

�

=

( R

n +1

+

;

du

2

+ j dv j

2

u

2

) de l'espace h yp erb olique m uni naturellemen t de

la structure de group e (2.18) a v ec le neutre e = (1 ; 0

R

n

) . Soit

R

h

( � ) := (�

g

h

� � ( n � � ))

� 1

la résolv an te du laplacien h yp erb olique. Dans un premier temps, R

h

( � ) a p our no y au de

Sc h w artz r

h

( � ) = G

h

( � ) � dans ce mo dèle a v ec

G

h

( � ; ! ; !

0

) =

�

�

n +1

2

2

1 � n

�( � )

�( � �

n � 1

2

)

Z

1

0

( t (1 � t ))

� �

n +1

2

�

1

2

+

1

2 � ( ! ; !

0

)

� t

�

� �

dt (B.1)

� ( ! ; !

0

) :=

�

cosh ( d

H

n +1
( ! ; !

0

)))

�

� 1

=

2 uu

0

u

2

+ u

0 2

+ j v � v

0

j

2

! = ( u; v ) ; !

0

= ( u

0

; v

0

) ; � :=

�

�

�

�

dudu

0

dv dv

0

u

n +1

u

0 n +1

�

�

�

�

1

2

p our < ( � ) >

n

2

. D'après [15 ], on a l'expression suiv an te qui donne le prolongemen t méro-

morphe à � 2 C du no y au de Sc h w artz

G

h

( � ; ! ; !

0

) = � ( ! ; !

0

)

�

k

�

( � ( ! ; !

0

)) (B.2)

k

�

( � ) :=

1

X

j =0

�

j

( � ) �

2 j

; �

j

( � ) :=

2

� � � 2 j � 1

�

�

n

2

�( � + 2 j )

�( � �

n

2

+ 1 + j )�( j + 1)

De cette expression on obtien t directemen t que R

h

( � ) se prolonge analytiquemen t à C (au

sens faible) si n est pair et méromorphiquemen t à C a v ec des p ôles d'ordre 1 sur � N

0

si n est

impair. De plus, les résidus du no y au (B.2) en ces p ôles engendren t des op érateurs de rang

�ni (cf. [15 ]).

En terme de no y au de con v olution, on a p our f = f ( u; v )

�

�

dudv

u

n +1

�

�

1

2

2 C

1

0

( H

n +1

; �

1

2

0

)

( R

h

( � ) f )( s; z ) =

Z

R

n +1

+

G

h

( � ; u; v ; e ) f

�

s

u

; s �

z

u

v

�

du

u

dv

�

�

�

�

dsdz

s

n +1

�

�

�

�

1

2

(B.3)

et on v a v oir que G

h

( � ; ! ; e ) est lo calemen t in tégrable en ! 2 R

n +1

+

.

Rapp elons que la fonction dé�nissan t le b ord in tro duite en (1.4) est x = 2 e

� t

a v ec t ( ! ) =

d

H

n +1
( ! ; e ) la distance h yp erb olique au neutre e . En p osan t encore ! = ( u; v ) 2 R

n +1

+

on a

donc

(cosh( d

H

n +1
( ! ; e )))

� 1

=

2 u

1 + u

2

+ j v j

2

= x ( ! )

�

1 +

x

2

( ! )

4

�

� 1

qui est une fonction dé�nissan t le b ord de H

n +1

. En utilisan t (B.2), on en déduit que dans

ce mo dèle, l'op érateur E ( � ) dé�ni par (3.8) a p our no y au de Sc h w artz

e ( � ; V ; !

0

) = �

0

( � )

�

2 u

0

u

0 2

+ j V � v

0

j

2

�

�

�

2

1 + j V j

2

�

� � +

n

2

�

�

�

�

dV du

0

dv

0

u

0 n +1

�

�

�

�

1

2

a v ec !

0

= ( u

0

; v

0

) et la form ule (3.21) s'écrit dans ce con texte

G

h

( � ; ! ; e ) = G

h

( n � � ; ! ; e ) + d ( � )

Z

R

n

u

�

(1 + j V j

2

)

� � n

( u

2

+ j V � v j

2

)

�

dV (B.4)
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d ( � ) = 2

n

( n � 2 � ) �

0

( � ) �

0

( n � � ) ; ! = ( u; v )

Dans un premier temps on donne une estimation des normes du no y au de con v olution

G

h

( � ; ! ; e ) et de la fonction k

�

.

Lemme B.1. A ve c les notations de (B.1) et (B.2), on a p our tout c omp act K de H

n +1

et

p our � 2 O

N

, � =2 � N

0

:

Z

K

j G

h

( � ; u; v ; e ) j

dudv

u

�

( C

K

)

N

h � i

n � 1

dist ( �; � N

0

)

(B.5)

ave c C

K

> 0 une c onstante dép endant de K . D'autr e p art, si k

N

�

est dé�nie p ar

k

N

�

( � ) := �

� 2 N � 1

0

@

k

�

( � ) �

N

X

j =1

�

j

( � ) �

2 j

1

A

on a p our � 2 O

N

sup

i � 4

sup

� 2 [0 ;

1

2

]

j @

i

�

k

N

�

( � ) j � C

N

h � i

d

N

(B.6)

ave c d

N

un entier dép endant de N .

Preuv e : tout d'ab ord la form ule de Stirling mon tre que

�

�

�

�

�

�

�

n +1

2

2

1 � n

�( � )

�( � �

n +1

2

+ 1)

�

�

�

�

�

� C

N

h � i

n

2

dans O

N

. On commence ensuite par remarquer que p our � 2 O

1

4

et � � 0

�

�

�

�

�

Z

1

2

0

( t (1 � t ))

� �

n +1

2

(1 � t + � )

� �

dt

�

�

�

�

�

� C

En utilisan t ces estimations et un c hangemen t de v ariable t ! 1 � t on a p our � 2 O

1

4

Z

K

j G

h

( � ; u; v ; e ) j

dudv

u

� C

N

h � i

n

2

 

C

K

+

Z

K

Z

1

2

0

(2 t )

< ( � ) �

n +1

2

�

2 t + � ( ! )

�

�< ( � )

dt

dudv

u

!

� ( ! ) := cosh ( d

H

n +1
( ! ; e )) � 1

P osons alors p our A > � > 0 a v ec A �xée

I ( � ) :=

Z

1

2

0

(2 t )

< ( � ) �

n +1

2

(2 t + � )

�< ( � )

dt

et un c hangemen t de v ariable t ! � t donne p our � 2 O

1

4

I ( � ) � C �

�

n � 1

2

Z

1

2

�

� 1

0

(2 t )

< ( � ) �

n +1

2

(2 t + 1)

�< ( � )

dt

� C �

�

n � 1

2

 

Z

�

0

(2 t )

< ( � ) �

n +1

2

dt +

Z
1

2

�

� 1

�

t

�

n +1

2

dt

!

� C �

�

n � 1

2

((2 � )

< ( � )

+ C

A;�

log � )
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si � 2 (0 ;

1

2

A

� 1

) . Notons que l'on p eut donc c hoisir A de sorte que la b oule h yp erb olique

cen trée en e et de ra y on R dé�ni par cosh ( R ) � 1 = A con tienne K , puis on prend � =

min(

1

2

;

1

2

A

� 1

) p our a v oir

I ( � ) � C

K

�

�

n � 1

2

log �

et un passage en co ordonnées p olaires donne

Z

K

I ( � ( ! ))

dudv

u

� C

K

L'estimation (B.5) est mon trée p our � 2 O

1

4

. P our traiter le cas � 2 O

N

, il su�t d'utiliser la

ma joration obten ue dans O

1

4

a v ec (B.4) en notan t que

j d ( � ) j =

C j n � 1 � � j : : : j 1 � � j

j tan( � � ) j

d'après la form ule du complémen t

�( z )�(1 � z ) = � (sin ( � z ))

� 1

(B.7)

puis que

Z

R

n

u

< ( � )

(1 + j V j

2

)

< ( � ) � n

( u

2

+ j V � v j

2

)

< ( � )

dV � ( C

K

)

N

si < ( � ) 2 [

n

2

� N ;

n

2

�

1

4

] et ( u; v ) 2 K . On a �nalemen t mon tré (B.5).

P our obtenir (B.6), on écrit d'ab ord p our � 2 O

1

4

k

�

( � ) =

2

3 � n

2

�

�

n +1

2

�( � )

�( � �

n +1

2

+ 1)

Z

1

0

(2 t (1 � t ))

� �

n +1

2

(1 + � (1 � 2 t ))

� �

dt

=

2 N

X

j =0

2

3 � n

2

�

�

n +1

2

�( � + j )

�( � �

n � 1

2

) j !

( � � )

j

Z

1

0

(2 t (1 � t ))

� �

n +1

2

(1 � 2 t )

j

dt

� C

N

( � ) �

2 N +1

Z

1

0

(2 t (1 � t ))

� �

n +1

2

R

N

( t; � ) dt

=

N

X

j =1

�

j

( � ) �

2 j

+ �

2 N +1

k

N

�

( � )

a v ec

R

N

( t; � ) := (1 � 2 t )

2 N +1

Z

1

0

(1 � w )

2 N

(1 + w � (1 � 2 t ))

� � � 2 N � 1

dw

C

N

( � ) :=

2

3 � n

2

�

�

n +1

2

�( � + 2 N + 1)

�( � �

n � 1

2

)(2 N )!

en utilisan t la form ule de T a ylor (en � = 0 ) a v ec reste in tégral. P ar un c hangemen t de

v ariable on obtien t

k

N

�

( � ) = � C

N

( � )

Z

1

2

0

(2 t (1 � t ))

� �

n +1

2

( R

N

( t; � ) + R

N

(1 � t; � )) dt
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et on refait un dév elopp emen t de T a ylor a v ec reste in tégral de R

N

( t; � ) en t = 0 :

R

N

( t; � ) =

N

X

j =0

@

j

t

R

N

(0 ; � )

j !

t

j

+ t

N +1

Z

1

0

(1 � w )

N

N !

( @

N +1

t

R

N

)( tw ; � ) dw

On a alors

k

N

�

( � ) = �

N

X

j =0

C

j;N

( � )

�

@

j

t

R

N

(0 ; � ) + ( � 1)

j

@

j

t

R

N

(1 ; � )

�

+ C

N

( � )

Z

1

2

0

Z

1

0

t

� �

n � 1

2

+ N

(2(1 � t ))

� �

n +1

2

(1 � w )

N

N !

( @

N +1

t

R

N

)( tw ; � ) dw dt

� C

N

( � )

Z

1

2

0

Z

1

0

t

� �

n � 1

2

+ N

(2(1 � t ))

� �

n +1

2

( w � 1)

N

N !

( @

N +1

t

R

N

)(1 � tw ; � ) dw dt

en p osan t

C

j;N

( � ) := C

N

( � )

1

j !

Z

1

2

0

t

� �

n +1

2

+ j

(2(1 � t ))

� �

n +1

2

dt

On p eut v éri�er que cette in tégrale se prolonge holomorphiquemen t dans O

N

en faisan t un

dév elopp emen t de T a ylor à l'ordre N a v ec reste in tégral de (1 � t )

� �

n +1

2

en t = 0 et en

remarquan t le prolongemen t méromorphe suiv an t p our k 2 N

0

Z

1

2

0

t

� �

n +1

2

+ k

dt =

�

� �

n + 1

2

+ k + 1

�

� 1

2

� � +

n +1

2

� k � 1

On conclut en observ an t que toutes les in tégrales dans la dernière expression de k

N

�

son t

con v ergen tes p our � � A et � 2 O

N

, puis que

j @

j

t

@

i

�

R

N

( t; � ) j � C

N

h � i

j + i

2

< ( � )

; j � N + 1 ; i � 4

p our � �

1

2

, t �

1

2

, � 2 O

N

et en�n que

j C

N

( � ) j � C

N

h � i

C N

; j C

j;N

( � ) j � C

N

h � i

C N

2

�< ( � )

p our � 2 O

N

en utilisan t la form ule de Stirling. La ma joration (B.6) est donc satisfaite. �

On étudie main tenan t les normes du prolongemen t de R

h

( � ) en tan t qu'op érateurs b ornés

dans les espaces à p oids in tro duits en (1.16).

Prop osition B.2. L a r ésolvante hyp erb olique R

h

( � ) := (�

g

h

� � ( n � � ))

� 1

se pr olonge

analytiquement de O

0

à O N � �

2

à valeurs dans L ( H

0

N

; H

2

� N

) p our tout N 2 R et � > 0 si n

est p air (r esp. p our tout N � n si n est imp air) et on a dans O N � �
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(B.8)

ave c p; q = 0 ; 1 et C

�

> 0 .

Preuv e : on utilise le mo dèle de Beltrami p our H

n +1

et sa métrique mo dèle (1.4) asymp-

totiquemen t h yp erb olique. P our mon trer ces estimations, on considère les op érateurs d'onde
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h
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En dimension impaire nous a v ons, par le princip e de Huygens,

�

t

U

0

( t ) �

t

= 0 ; t > 0 (B.9)

où �

t

est la fonction caractéristique de la b oule h yp erb olique ouv erte de cen tre 0 et de ra y on

t

2

. On a alors p our t > 0

x

N

U

0

( t ) x

N

= (1 � �

t

) x

N

U

0

( t )(1 � �

t

) x

N

+ (1 � �

t

) x

N

U

0

( t ) �

t

x

N

+ �

t

x

N

U

0

( t )(1 � �

t

) x

N

(B.10)

Il est clair que

�

�

�

�

�

t

x

N

�

�

�

�

� 2

N

; jj U

0

( t ) j j � 1 (B.11)

et on remarque aussi que m 2 Supp (1 � �

t

) si et seulemen t si j m j � tanh

�

t

4

�

, c'est-à-dire

que

x = 2

1 � j m j

1 + j m j

� 2

1 � tanh(

t

4

)

1 + tanh(

t

4

)

= 2 e

�

t

2

On a donc
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� 2
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e
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(B.12)

Main tenan t on déduit de (B.10), (B.11) et (B.12) que
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�
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N
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0

( t ) x
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� 2
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e

�
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(B.13)

Il reste à v oir que

�
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2

� �
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x

N

R

h

( � ) x

N

=

Z

1

0

e

t (

n

2

� � )

x

N

U

0

( t ) x

N

dt (B.14)

et (B.8) est prouv é quand p = 0 et n + 1 impair. P our traiter le cas de n + 1 pair, on v a étudier

x

N

@

t

U

1

( t ) x

N

, puisque U

0

( t ) = @

t

U

1

( t ) . P our � > 0 p etit, soit 	 2 C

1

0
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) (B.15)

Le no y au de U

1

( t ) s'écrit

U

1

( t ; x; y ) = C

�

sinh

2

�

t

2

�

� sinh

2

�

d ( x; y )

2

�

�

�

n

2

+

donc par construction de 	

t

, les op érateurs dans (B.15) on t un no y au lisse à supp ort compact

(dép endan t de t ), ce qui prouv e facilemen t qu'il existe T > 0 tel que

jj 	
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( t )	
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e

�
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(B.16)

p our t � T . On pro cède en�n comme dans le cas impair, en décomp osan t x

N

sur le supp ort

de 	

t

puis en dehors, ce qui prouv e (B.8) p our p = 0 .
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P our le cas p = 1 , on remarque d'après (1.14) et (1.12) qu'il su�t de donner un prolonge-

men t de x

N

D R

h

( � ) x

N

p our un nom bre �ni d'op érateurs D 2 Di�

1

0

( H

n +1

) et de ma jorer sa

norme. On remarque que p our < ( � ) >

n

2
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N
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N

D U

1
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dt (B.17)

a v ec jj D U

1

( t ) jj � C d'après (1.15). De plus
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1

( t )	

t

= D 	

t

U

1

( t )	

t

� [ D ; 	

t

] U

1
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t

a donc un no y au lisse à supp ort compact, on v éri�e qu'il existe T > 0 tel que p our t � T
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e
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(B.18)

En décomp osan t x

N

D U

1

( t ) x

N

de la même façon qu'en (B.10) et en utilisan t (B.18), (B.17),

on en déduit (B.8) quand p = 1 . �
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RÉSONANCES SUR LES V ARIÉTÉS ASYMPTOTIQUEMENT HYPERBOLIQUES

On étudie le prolongemen t méromorphe de la résolv an te du laplacien sur une classe de v ar-

iétés riemanniennes complètes non-compactes à courbure asymptotiquemen t � 1 . On mon-

tre que la résolv an te se prolonge méromorphiquemen t à C a v ec p ôles de m ultiplicité �nie

(app elés résonances) si et seulemen t si la métrique v éri�e une certaine condition de parité

asymptotique, puis on construit des exemples p our lesquels il existe une suite de résonances

con v ergean t v ers un p oin t du feuillet non-ph ysique, prouv an t que des singularités essen tielles

p euv en t apparaître sans cette condition. Dans un deuxième temps, on mon tre que les réso-

nances coïnciden t, a v ec m ultiplicités, a v ec les p ôles de l'op érateur de di�usion renormalisé

à l'exception d'un ensem ble discret de p oin ts p our lesquels on explicite géométriquemen t la

di�érence des m ultiplicités. En�n, on mon tre l'existence d'une zone sans résonance exp onen-

tiellemen t pro c he de l'axe critique.

Mots clés. laplacien, prolongemen t méromorphe, résolv an te, résonance, di�usion, v ariété

h yp erb olique.

: : :

RESONANCES ON ASYMPTOTICALL Y HYPERBOLIC MANIF OLDS

W e study the meromorphic extension of the resolv en t for the Laplacian on a class of non-

compact complete Riemannian manifolds whose curv atures approac h � 1 at in�nit y . W e sho w

that the resolv en t extends meromorphically to C with p oles of �nite m ultiplicit y (called res-

onances) if and only if the metric satis�es a certain condition of asymptotic ev enness, then

w e construct examples for whic h there exists a sequence of resonances con v erging to a p oin t

of the non-ph ysical sheet, pro ving that some essen tial singularities can app ear without this

condition. Secondly , w e sho w that the resonances coincide, with m ultiplicities, with the p oles

of the renormalized scattering op erator, except for a discrete set of p oin ts for whic h an ex-

plicit geometric form ula b et w een the m ultiplicities is giv en. W e �nally pro v e the existence of

a free of resonance region exp onen tially close to the critical line.

Key w ords. Laplacian, meromorphic extension, resolv en t, resonance, scattering, h yp erb olic

manifold.


