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Notations :

Rk; Nk; Zk : Ensemble des k-uplets r�eels, d'entiers, d'entiers relatifs.

P; E; Var; Cov : Probabilit�e, esp�erance, variance, covariance.

v.a. : variable al�eatoire.

v.a.i.i.d. : variables al�eatoires ind�ependantes, identiquement distribu�ees.

[x] : Partie enti�ere d'un r�eel x:

Æi;j = 1; si i = j et 0 sinon.

�(�) : Fonction Gamma.

jjvjj; v 2 Rk : Norme euclidienne sur Rk:

1IE(�) : Fonction indicatrice sur un ensemble E:

MK(R) : Ensemble des matrices carr�ees de taille K �a coeÆcients r�eels.

At; A�1; pour A 2 MK(R) : Matrice transpos�ee de A; inverse de A:

jAj; Tr(A); pour A 2 MK(R) : D�eterminant de A; trace de A:

`p(Z) =
n
(un)n2Z;

�P
n2Zjunjp

	1=p
< +1

o
; p � 1:

un � vn si limn!+1 un
vn

= 1:

un = O(vn) si 9c > 0; junj � cjvnj:

un = o(vn) si limn!+1 un
vn

= 0:

un � vn si 9c1; c2 > 0; c1jvnj � junj � c2jvnj:

P�! : Convergence en probabilit�e.

p:s:�! : Convergence presque sûre.

L�! : Convergence en loi.

L
= : Egalit�e en loi:





Chapitre

1 Introduction

Les processus autosimilaires, c'est-�a-dire les processus invariants en loi par changement
d'�echelle, ont connu un v�eritable essor cette deuxi�eme moiti�e de si�ecle tant sur l'aspect
th�eorique avec le d�eveloppement de nombreux mod�eles stochastiques, que sur le point pra-
tique avec des domaines d'application nombreux et vari�es. Et pourtant, en observant les crues
et les s�echeresses successives du Nil, ces ph�enom�enes d'invariance �etaient connus depuis bien
longtemps comme le souligne cette citation de la Bible (Gen�ese, 41-29.30):

\Voici, il y aura sept ann�ees de grande abondance dans tout le pays d'Egypte. Sept ann�ees
de famine viendront apr�es elles; et l'on oubliera toute cette abondance au pays d'Egypte, et

la famine consumera le pays."

Ce ph�enom�ene fut appel�e E�et Joseph par Mandelbrot [70], et traduit un ph�enom�ene de
cycles, de persistance d'un syst�eme dans un �etat (s�echeresse ou crue dans le cas du Nil).
Les premi�eres donn�ees raisonnables sont bas�ees sur les mesures des minima du niveau du Nil
durant les ann�ees 622-1284, et ont �et�e mises sur le devant de la sc�ene par Tousson en 1925
[92]; la Figure Fig. 1.1 repr�esente les cumuls des minima du niveau du Nil recentr�es sur cette
p�eriode de 663 ann�ees. Cette s�erie chronologique a suscit�e une recherche importante et le
travail le plus probant est celui de l'hydrologiste H. Hurst [52]. En 1951, il a mis en �evidence
un comportement particulier de la statistique R=S (rescaled adjusted range), constamment
utilis�ee en hydrologie, qui implique, entre autres, que la variance de la moyenne empirique
(calcul�ee sur une s�erie de longueur N), converge vers z�ero avec une vitesse plus faible que
la vitesse N�1. Ce r�esultat d�ecouvert empiriquement fut en totale contradiction avec les
r�esultats classiques de l'�epoque pour les processus de Markov ou les processus m�elangeants. Ce
comportement fut appel�e par la suite E�et de Hurst par Mandelbrot et al. [69], qui justement
furent les premiers �a tenter de mod�eliser ce nouveau ph�enom�ene, en introduisant pour cela
un processus stochastique appel�e mouvement brownien fractionnaire (not�e mbf), processus
d�ej�a �etudi�e dans un contexte th�eorique sans l'avoir nomm�e ainsi par Kolmogorov [62], en
1940. Le mbf est l'unique processus gaussien, param�etr�e par (H;C) 2]0; 1[�R+�, centr�e, nul
�a l'origine, �a accroissements stationnaires et autosimilaires de param�etre H . Dans la suite
de document, nous nous r�ef�ererons toujours �a cette d�e�nition lorsque nous parlerons de mbf.
Nous laisserons de côt�e les d�e�nitions alternatives discut�ees par Marinucci et al. [71], qui ont
conduit �a certaines confusions dans la litt�erature �econom�etrique. La notion d'autosimilarit�e
d'un processus est tr�es li�ee �a la notion de fractale, objet math�ematique introduit au d�ebut
du si�ecle par Julia, Cantor ou encore Haussdor�. De mani�ere simpli��ee, une fractale est une
�gure g�eom�etrique ou un ensemble de points au trac�e fractionn�e et irr�egulier, invariant par
changement d'�echelle. Ceci se traduit d'un point de vue probabiliste : un processus X =
fX(t); t � 0g est dit autosimilaire de param�etre H si 8t1; : : : ; td 2 R+ et 8Æ > 0

(X(t1); : : : ; X(td))
L
=
�
Æ�HX(Æt1); : : : ; Æ

�HX(Ætd)
�
:
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Le mbf constitue une extension notable du mouvement brownien, en ce sens que les accrois-
sements du mbf ne sont plus ind�ependants. Leur structure de covariance d�ecrô�t hyperboli-
quement avec le temps. Le mbf est un mod�ele tr�es particulier car le param�etre H �egalement
appel�e param�etre de Hurst ou param�etre fractionnaire, est li�e �a di��erentes notions. Outre la
notion d'autosimilarit�e que nous avons d�ej�a signal�ee, le param�etre H g�ere la r�egularit�e des
trajectoires du processus. En e�et, la dimension fractale du mbf vaut presque sûrement 2�H .
Cette derni�ere propri�et�e est int�eressante car elle traduit le fait que le mbf permet d'obtenir
des trajectoires plus irr�eguli�eres que celles du mouvement brownien lorsque H < 1=2, et in-
versement plus r�eguli�eres lorsque H > 1=2. En�n, et nous le verrons un peu plus en d�etail
dans le Chapitre 2, le param�etre H g�ere la d�ecroissance hyperbolique de la fonction d'au-
tocovariance du mbf (not�ee 
(�) par la suite). On montre, en e�et, que 
(k) = O(jkj2H�2).
Le processus des accroissements, d�e�ni sur R+, d�e�nit alors un processus �a longue m�emoire
lorsque H > 1=2 car 
(�) n'est pas sommable pour cette valeur du param�etre.

Depuis le travail pionnier de Mandelbrot, le mouvement brownien fractionnaire a �et�e
utilis�e comme outil de mod�elisation dans de nombreuses situations : en hydrologie [68], en
turbulence [87], [43], en climatologie, e.g. [20], en �economie [47], [37], en imagerie m�edicale
[63], [56], [58], en r�eseaux de t�el�ecommunications, e.g. Willinger et al. [96], ou encore pour
mod�eliser des courbes de charge �electrique [72], [9].

Occultons pour un court moment les probl�emes statistiques que peut soulever une telle
mod�elisation (identi�cation, pr�ediction, validation du mod�ele : : : ) pour mettre en avant un
des aspects limit�es du mouvement brownien fractionnaire. Consid�erons toujours les donn�ees
du Nil, et focalisons-nous plus particuli�erement sur les cent premi�eres observations. A premi�ere
vue, ces premi�eres observations semblent 
uctuer de mani�ere plus ind�ependante que les cinq
cents suivantes, autrement dit le ph�enom�ene de persistance nettement visible apr�es les ann�ees
720, est absent pour les premi�eres donn�ees. Cette impression est con�rm�ee par Beran qui,
dans [21], a montr�e sous la forme d'un test statistique, que la variabilit�e de l'estimation de
l'exposant fractionnaire sur les deux sous-s�eries �etait signi�cative. Il montre ainsi que cette

uctuation des premi�eres donn�ees n'est pas due au hasard mais �a un r�eel changement de la
structure de d�ependance. Ainsi, l'exposant fractionnaire associ�e aux donn�ees du Nil n'est pas
constant mais semble bien �evoluer au cours du temps, ce qui nous am�ene �a nous poser la
question suivante : un mod�ele contrôlant \localement" la structure de d�ependance ne serait-il
pas plus ad�equat?

Ce comportement ne constitue pas un ph�enom�ene isol�e. D'autres situations semblent
n�ecessiter l'�evolution de l'exposant fractionnaire, comme l'illustre l'exemple ci-apr�es, issu de
la biom�ecanique. Le probl�eme en question consiste en l'�etude du syst�eme de contrôle de
la posture d'un individu debout au repos, en utilisant des plates-formes qui mesurent la
trajectoire du centre de pouss�ee (CP) ou du centre de gravit�e (CG), et a pour objectif de
juger de la qualit�e des r�e
exes. Collins et De Luca [31], d'une part, et Rougier [83], [84],
d'autre part, ont analys�e la projection sur l'un des deux axes (du syst�eme orthonorm�e centr�e
sur les pieds de l'individu) de la trajectoire du CP au cours du temps, et ont ainsi pu mettre
en �evidence deux phases : une premi�ere tr�es rapide (en moyenne < 0:4 seconde) o�u l'individu
est en retard par rapport �a ses perceptions sensorielles, contrôle mal sa position et a tendance
�a s'�ecarter davantage de son �etat d'�equilibre, et une seconde au cours de laquelle il int�egre
rapidement les informations sensorielles et corrige presque instantan�ement sa position pour
la ramener �a un �etat d'�equilibre. Collins et De Luca [31] ont propos�e de mod�eliser ces deux
phases de la trajectoire du CP par un mbf, du fait de l'apparence autosimilaire des trajectoires
interpol�ees obtenues : �a la premi�ere phase pourrait correspondre un ph�enom�ene mod�elis�e par
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un mbf de param�etre H > 1=2 et �a la seconde phase plus irr�eguli�ere un ph�enom�ene mod�elis�e
par un mbf de param�etre H < 1=2.

L'exemple des donn�ees du Nil ainsi que celui issu de la biom�ecanique montrent que dans
certaines situations, il peut être int�eressant d'autoriser un syst�eme �a changer de r�egime, de
permettre �a la structure de d�ependance d'�evoluer dans le temps. Frisch [43] expose �egalement
quelques situations identiques. Il semble donc naturel de d�evelopper un mod�ele stochastique
susceptible de d�ecrire de telles �evolutions. Ceci a �et�e entrepris parall�element par Peltier et al.
[77], et Benassi et al. [16] : ils introduisent le mouvement brownien multifractionnaire (not�e
mbm), extension du mouvement brownien fractionnaire au sens o�u les param�etres r�egissant
le mbf (en particulier le param�etre d'autosimilarit�e H) deviennent des fonctions du temps.
L'int�erêt d'un tel mod�ele r�eside, comme le montrent les auteurs pr�ecit�es, dans le fait que l'on
peut contrôler localement la r�egularit�e des trajectoires. Autrement dit, le mbm permet d'être
en ad�equation avec des ph�enom�enes qui, par exemple, seraient de plus en plus persistants, de
plus en plus antipersistants ou encore des ph�enom�enes qui passeraient d'un �etat antipersistant
�a un �etat persistant.

Traiter d'un point de vue statistique ce genre de ph�enom�ene, a �et�e l'objectif initial de ce
travail de recherche. N�eanmoins, ce travail a n�ecessit�e des connaissances th�eoriques constitu�ees
par un traitement approfondi et pertinent du mbf, tant sur la compr�ehension des r�esultats
obtenus jusqu'alors que sur leurs extensions. Ce m�emoire se d�ecompose donc en deux grandes
parties. Les Chapitres 2 �a 4 traitent de l'inf�erence statistique pour le mouvement brownien
fractionnaire, et le Chapitre 5 de l'inf�erence statistique pour le mouvement brownien multi-
fractionnaire.

Partie 1 : Inf�erence statistique pour le mouvement brownien fractionnaire:

Pr�ecisons avant toute chose, que nous travaillons sur un espace probabilis�e (
;A; P ).

� Ce second chapitre d�eveloppe des m�ethodes pour identi�er le mbf. L'approche consid�er�ee
consiste �a �ltrer une seule trajectoire discr�etis�ee d'un mbf observ�ee sur un compact, et d'es-
timer les param�etres par une m�ethode de moments. Nous verrons que le �ltrage de la trajec-
toire discr�etis�ee a pour e�et de d�etruire la longue d�ependance. Ainsi, un �ltre adapt�e permet
d'�eviter la dichotomie des comportements asymptotiques des estimateurs lorsque H < 3=4
et H > 3=4 (e.g. Poggi et al. [80], Peltier et al. [76], Beran [20]), provenant du fait que la
fonction de covariance des accroissements du mbf met en d�efaut le th�eor�eme central limite
de Breuer et Major [22] valable pour les fonctionnelles non lin�eaires de processus gaussiens.
Nous verrons dans quel sens nous uniformisons et g�en�eralisons, pour le mbf, les travaux de
Poggi et al. [80], d'Higuchi [50], d'Istas et al. [55], de Kent et al. [60] et de Peltier et al.
[76], en �etudiant le k-�eme (k 2 R+�) moment absolu empirique des variations discr�etes d'une
trajectoire discr�etis�ee d'un mbf. Nous distinguons le cas mbf standard, processus pour le-
quel C = 1, du cas non standard, H et C inconnus. En supposant le processus discr�etis�e
en i=N; i = 0; : : : ; N � 1, nous montrons, entre autres, que les estimateurs d�evelopp�es de H
convergent en loi vers une loi gaussienne avec la vitesse de convergence 1=

p
N log(N), dans

le cas standard, et 1=
p
N , dans le cas non standard, et ce quel que soit H 2]0; 1[.
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Pour l'ensemble des estimateurs d�evelopp�es, nous obtenons une expression analytique des
constantes asymptotiques des variances, ce qui permet une comparaison eÆcace, vis-�a-vis
du choix du �ltre et du r�eel k, entre autres. Une �etude par simulation est ensuite men�ee,
illustrant ainsi les performances des proc�edures. En�n, une comparaison approfondie avec
l'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) est entreprise. Cette �etude montre, entre
autres, que les estimateurs d�evelopp�es ont l'avantage d'être tr�es rapidement calculables et de
se comporter tout aussi bien que l'EMV pour des s�eries courtes. Ceci est tr�es int�eressant car,
rappelons-le, notre souci n'est pas de d�evelopper des estimateurs pour le mod�ele param�etrique
que constitue le mbf, et pour lequel il est bien �evident que l'EMV est le plus performant, mais
de s�electionner une m�ethode qui permettra d'estimer localement l'exposant fractionnaire. Ce
chapitre s'inscrit dans un cadre param�etrique, car nous d�eveloppons des estimateurs pour les
param�etres d'un mbf. Le cadre semi-param�etrique, tr�es largement �evoqu�e dans la litt�erature,
e.g. Beran [20], Istas et Lang [55], Robinson [82], Moulines et Soulier [73], n'est pas trait�e
ici. Cependant, les r�esultats obtenus dans ce chapitre peuvent certainement être �etendus.

Une partie des r�esultats du Chapitre 2 constitue un article actuellement en cours de
r�evision, [25].

� Nous nous int�eressons, dans le Chapitre 3, �a l'obtention d'une borne minimale \uni-
verselle" de la variance des estimateurs de H et C bas�es sur une trajectoire discr�etis�ee du
mbf aux instants i=�N ; i = 0; : : : ; N � 1 (avec �N ! +1 lorsque N ! +1). C'est-�a-dire
�a l'�evaluation des bornes de Cram�er-Rao des param�etres H et C. Dans le cas du mbf non
standard (param�etresH et C inconnus), ce travail a d�ej�a �et�e entrepris par Dahlhaus, [34], qui
montre, entre autres, que tout estimateur, disons bHN , du param�etre d'autosimilarit�e v�eri�e
�a partir d'un certain rang

Var
� bHN

� � �2

N
;

et explicite la constante �2.
Notre contribution �a ce travail est double : premi�erement nous consid�erons les deux ver-

sions du mbf, standard et non standard, et deuxi�emement, nous donnons une d�emonstration
alternative, unique et originale. Notre preuve s'appuie sur un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire fon-
damental concernant les inverses de suites de matrices \localis�ees" pr�es de leur diagonale, que
nous prouvons. Plus pr�ecis�ement, nous consid�erons \certaines" suites de matrices poss�edant
la propri�et�e de d�ecroissance hyperbolique ou exponentielle de ses coeÆcients en s'�eloignant
de la diagonale, et montrons que leurs inverses poss�edent la même propri�et�e. Ces r�esultats
d'alg�ebre lin�eaire adaptent et �etendent ceux obtenus par Ja�ard [57], dans le cas de matrices
in�nies.

Tout ce formalisme nous a, entre autres, permis de montrer que tout estimateur du pa-
ram�etre d'autosimilarit�e v�eri�e �a partir d'un certain rang

Var
� bHN

� � (
1

2N log2(�N )
dans le cas standard,

c2

N pour un c > 0; dans le cas non standard.

Il faut ici noter que le travail de Dahlhaus, [34], est remarquable, car dans le cas non standard,
il explicite la constante de la borne minimale de la variance, alors que notre approche ne nous
permet de donner que son comportement asymptotique.

Le Chapitre 3 montre, entre autres, que les vitesses de convergence des estimateurs de H
et C d�evelopp�es dans le Chapitre 2 sont identiques aux comportements asymptotiques des
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bornes de Cram�er-Rao de H et C, et par cons�equent optimales. Les r�esultats de ce Chapitre 3
ont �et�e obtenus en collaboration avec J. Istas, et constituent un article accept�e dans la revue
Statistics and Probability Letters [27].

� Le Chapitre 4 traite de deux probl�emes statistiques induits par le mbf : la validation du
mod�ele, et l'identi�cation du mbf en pr�esence d'un bruit gaussien additif.

Dans une premi�ere partie, nous discutons de divers tests li�es au mbf. Certains sont d�ej�a
�etablis dans la litt�erature : test d'ad�equation �a la distribution marginale, e.g. Beran et al. [17],
test d'ad�equation �a la densit�e spectrale de Beran [18], test de longue m�emoire de Kokoszka
et al. [61], test d'autosimilarit�e de Bardet [9]. En outre, nous proposons une statistique qui
g�en�eralise le kurtosis empirique des accroissements du mbf �etudi�e par Peltier et al. [76].
Nous prouvons un th�eor�eme central limite pour cette statistique, sous l'hypoth�ese que l'on
dispose d'une trajectoire discr�etis�ee d'un mbf, puis d'une trajectoire discr�etis�ee d'un processus
gaussien �a accroissements stationnaires, et localement autosimilaire en 0 au sens d'Istas et
Lang [55]. Nous envisageons de tester la moyenne de cette statistique et illustrons les tr�es
bonnes performances de ce test �a l'aide de simulations.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous consid�erons le probl�eme statistique d'identi-
�cation robuste suivant : nous supposons observer le mod�ele

Z(i=�N) = BH;C(i=�N) + �(i); i = 0; : : : ; N � 1;

o�u BH;C = fBH;C(i=�N); i = 0; : : : ; N � 1g est une trajectoire discr�etis�ee d'un mbf de pa-
ram�etresH et C, et o�u � = f�(i); i = 0; : : : ; N � 1g est un �echantillon de N v.a.i. gaussiennes
centr�ees et de variance E(�(i)2) = �2. Nous supposons que �N ! +1, lorsque N ! +1
et qu'en outre BH;C et � sont ind�ependants. Notre objectif est d'estimer les param�etres H
et C. Dans [20], Beran discute de divers types de robustesse pour les processus �a longue
m�emoire, tels que la stationnarit�e des accroissements, la gaussiannit�e, une perturbation de
la structure au second ordre. La prise en compte d'un bruit gaussien additif dans une s�erie
chronologique form�ee d'un mbf discr�etis�e constitue un probl�eme particulier de robustesse, qui,
�a notre connaissance, n'avait �et�e regard�e auparavant que par Wornell [100]. Cependant, nous
am�eliorons son travail en nous a�ranchissant d'une hypoth�ese de d�emonstration fondamentale
faite par Wornell.

La m�ethode d'identi�cation d�evelopp�ee utilise les id�ees du Chapitre 2, concernant l'iden-
ti�cation du mbf sans bruit additif : m�ethode des moments et �ltrage. Elle est bas�ee sur la
di��erence de moments d'ordre 2 du vecteur Z �ltr�e par deux �ltres, dont l'un est le dilat�e
double de l'autre. Nous montrons que H et C peuvent être estim�es par une r�egression log-
lin�eaire, de mani�ere tr�es simple et rapide. Nous prouvons les convergences en probabilit�e et en
loi des estimateurs, moyennant quelques hypoth�eses sur le pas de discr�etisation �N . En suppo-
sant que �N = N �, avec 0 < � < 1=4H , nous obtenons des r�esultats de type th�eor�eme central
limite pour les estimateurs avec la vitesse de convergence N2H��1=2 (resp. N2H��1=2 log(N))
pour l'estimateur de H (resp. C). Nous �etudions �egalement le cas particulier � = 0, pour
lequel la vitesse de convergence de l'estimateur de H devient 1=

p
N .

Nous avons ensuite d�evelopp�e un test statistique consistant, permettant de d�etecter la
pr�esence �eventuelle d'un bruit gaussien additif. La statistique consid�er�ee est une mesure de
l'�ecart entre deux estimateurs du param�etre d'autosimilarit�e : l'un prenant en compte la
pr�esence �eventuelle d'un bruit, l'autre supposant la s�erie non bruit�ee. Quel que soit le pas
de discr�etisation �N = N �, avec � � 0, nous obtenons un th�eor�eme central limite pour cette
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statistique, avec la vitesse de convergence 1=
p
N . Les performances des estimateurs et de la

proc�edure de test sont valid�ees par une �etude de simulation.

Partie 2 : Inf�erence statistique pour le mouvement brownien multifractionnaire:

� Le Chapitre 5 quitte le cadre param�etrique, parfois contraignant en mod�elisation sto-
chastique, et s'inscrit dans un cadre semi-param�etrique. Nous introduisons une g�en�eralisation
naturelle du mbf, le mouvement brownien multifractionnaire, propos�e parall�element par Pel-
tier et al. [77] et Benassi et al. [16]. Cette extension est obtenue en substituant les param�etres
H et C par deux fonctions du temps, dans les int�egrales stochastiques repr�esentant le mbf. Si
la fonction H (resp. C) appartient �a l'ensemble des fonctions h�old�eriennes d'ordre 0 < � � 1
sur ]0; 1[ (resp. sur R+�), les auteurs montrent que cette extension se comporte \asymp-
totiquement localement" comme le mbf, ce qui sugg�ere d'identi�er le mbm en adaptant une
m�ethode d'identi�cation du mbf. Nous avons choisi d'adapter les estimateurs d�evelopp�es dans
le Chapitre 2 car, d'une part, leur vitesse de convergence est optimale et, d'autre part, ils se
comportent de mani�ere tr�es performante vis-�a-vis de l'estimateur du maximum de vraisem-
blance.

Dans une premi�ere partie donc, nous d�eveloppons des estimateurs de la fonctionH �a partir
d'une seule trajectoire discr�etis�ee aux instants i=N; i = 0; : : : ; N � 1 d'un mbm v�eri�ant
les hypoth�eses pr�ecit�ees. Par analogie avec le Chapitre 2, nous di��erencions le cas o�u le
mbm est standard (C � 1), du cas plus g�en�eral (H et C inconnues). L'estimateur de la
fonction H en t 2 [0; 1] est estim�e �a partir des observations du mbm au voisinage VN;�(t) =
fj=N; j 2 Ztel que j jN � tj � �g, o�u � est un param�etre destin�e �a tendre vers 0 lorsque
N ! +1. Nous montrons que les estimateurs convergent ponctuellement presque sûrement
vers la vraie valeur de la fonction, et en loi sur ]0; 1[ ( avec la vitesse de convergence 1p

2N� log(N)

pour le cas standard, et 1p
2N�

pour le cas non standard) vers des processus gaussiens centr�es

de fonction de covariance explicite. Dans les deux versions du mbm, nous montrons qu'il
existe un choix asymptotique optimal pour le param�etre �. Par ailleurs, nous pr�esentons une
proc�edure de Monte-Carlo pour choisir � �a taille d'�echantillon �x�ee. Cette proc�edure ainsi
que les estimateurs sont �etudi�es par simulation. Pr�ecisons que cette premi�ere partie �etend le
travail de Benassi et al., qui dans [16] consid�erent le cas � = 1, et proposent un estimateur
consistant pour la fonction H , d'un mbm non standard (sans obtenir la convergence en loi).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous pr�esentons quelques tests pour le mbm.
Premi�erement, nous d�e�nissons une version locale du kurtosis empirique des accroissements
du mbf, �etudi�ee dans le Chapitre 4. Nous appelons naturellement cette nouvelle statistique
kurtosis empirique local pour le mbm et prouvons qu'elle converge en loi sur ]0; 1[ vers un
processus gaussien centr�e, de fonction de covariance explicite. Dans une seconde partie, nous
d�eveloppons des tests param�etriques pour la fonction de Hurst. Plus pr�ecis�ement, nous tes-
tons l'hypoth�ese que la fonction de Hurst est issue d'un mod�ele lin�eaire. Pour cela, nous
introduisons une statistique qui est une distance L2 entre un estimateur fonctionnel de la
fonction H et le mod�ele lin�eaire estim�e. Nous montrons qu'elle converge en loi avec la vitesse
1=
p
2N� vers une variable al�eatoire dont la loi est explicite. Ces statistiques g�en�eralisent celle

introduite par Beran, [21], pour tester la variabilit�e du param�etre de Hurst dans une s�erie
mod�elis�ee par un processus �a longue m�emoire.
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Annexes:

� Les Annexes A et B fournissent des outils pour simuler une trajectoire discr�etis�ee du mbf
et pour estimer le param�etre de Hurst �a partir d'une seule trajectoire. Elles constituent une
�etude bibliographique non exhaustive mais suÆsamment large pour comprendre les di��erentes
mani�eres entreprises jusqu'alors, pour r�esoudre ces deux probl�emes. Une �etude comparative
des m�ethodes de simulation a �et�e men�ee, ce qui a permis d'extraire une m�ethode exacte (pour
simuler une trajectoire discr�etis�ee des accroissements du mbf) et tr�es rapide même pour des
tailles d'�echantillon �elev�ees; il s'agit de la m�ethode d�evelopp�ee par Wood et Chan [97], appel�ee
m�ethode de la matrice circulante. Ces deux annexes ont fait l'objet d'une publication dans
la revue Journal of Statistical Software, [28] .

� En�n dans l'Annexe C, nous pr�esentons trois m�ethodes de simulation du mbm. Deux
d'entre elles �etant des approximations, une �etude comparative a �et�e men�ee dans le but d'ex-
plorer leur qualit�e. Les scripts de ces m�ethodes, impl�ement�ees sous Matlab, sont �egalement
disponibles.

Perspectives:

� De par la diversit�e des th�emes abord�es dans ce m�emoire, les perspectives sont nom-
breuses. Elles sont pour la plupart discut�ees en �n de chaque chapitre. En particulier, un tra-
vail reste �a mener pour �etablir de mani�ere pr�ecise les liens entre les m�ethodes d'identi�cation
bas�ees sur le �ltrage, que nous d�eveloppons, et celles bas�ees sur la transform�ee en ondelettes,
e.g. Flandrin [42], Wornell [100], Abry et al. [1] : : : De notre point de vue, ces m�ethodes sont
conceptuellement semblables mais il est primordial de comprendre les di��erentes connexions.
En ce sens, les travaux bas�es sur les m�ethodes d'ondelettes ne sont pas discut�es dans les
chapitres �a venir.

� De mani�ere plus g�en�erale, l'objectif de cette th�ese �etait le traitement statistique d'une
alternative particuli�ere du mbf, �a savoir le mbm. Tel qu'il a �et�e introduit, le mbm est un
processus continu. Il ne permet donc pas de consid�erer des ph�enom�enes dont la structure de
d�ependance varierait de mani�ere brutale avec le temps. Ceci a �et�e entrepris d'un point de vue
probabiliste par Ayache et al. [6], et Benassi et al. [15]. Le traitement statistique est, pour le
moment, partiel.

� Par ailleurs, notre travail s'inscrit dans un cadre gaussien. Celui-ci est particuli�erement
agr�eable, car les outils de d�emonstrations sont bien �etablis. Quitter le cadre gaussien et faire le
lien avec l'analyse multifractale, qui connâ�t un v�eritable succ�es ces derni�eres ann�ees, consti-
tue une perspective attrayante.
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Fig. 1.1 { Sommes cumul�ees des minima du niveau du Nil recentr�es par la moyenne empirique
durant les ann�ees 622-1284 (voir Tousson [92]).



Chapitre

2 Identi�cation du mou-

vement brownien frac-

tionnaire par variations

discr�etes

Ce chapitre contient quelques rappels des principales propri�et�es statistiques du mbf, et
d�eveloppe des estimateurs consistants des param�etres du mouvement brownien fractionnaire
bas�es sur le k-�eme moment absolu des variations discr�etes d'une seule trajectoire du mbf. Les
performances de ces estimateurs sont illustr�ees et une �etude comparative avec l'estimateur
du maximum de vraisemblance y est men�ee.

2.1 Propri�et�es g�en�erales du mbf

Avant de s'attaquer au probl�eme d'identi�cation du mbf, nous souhaitons �enum�erer
quelques propri�et�es de ce processus qui indiquent, entre autres, que l'estimation des pa-
ram�etres n'est pas triviale.

Commen�cons par rappeler que le mouvement brownien fractionnaire (mbf) de param�etres
(H;C) 2]0; 1[�R+�, est le processus, not�e fBH;C(t); t � 0g issu de l'int�egration fractionnaire
d'un bruit blanc gaussien, ou de mani�ere �equivalente par l'int�egrale stochastique :

BH;C(t) = C V
1=2
H

Z
R

ft(s)dB(s) (2.1)

avec ft(s) =
1

�(H + 1=2)

n
jt� sjH� 1

21I]�1;t](s)� jsjH�1=21I]�1;0](s)
o
;

avec BH;C(0) = 0 et VH = �(2H+1) sin(�H); � d�esigne la fonction Gamma et B est un mou-
vement brownien standard. Ou encore plus simplement, le mbf est d�e�ni comme �etant l'unique
processus gaussien centr�e, nul �a l'origine, �a accroissements stationnaires et autosimilaires, tel
que

E
�
fBH;C(t)�BH;C(s)g2

�
= C2 jt� sj2H ; 8 s; t 2 R+:

Dans toute la suite, nous appellerons mbf standard le processus pour lequel C = 1. La pro-
pri�et�e d'autosimilarit�e nous permet d'obtenir la fonction de covariance du mbf (not�ee �(�; �))
ainsi que la fonction d'autocovariance du mbf (i.e. la fonction de covariance des accroissements
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not�ee 
(�)) respectivement donn�ees par :

�(t; s) = Cov
�
BH;C(t); BH;C(s)

�
=

C2

2

� jtj2H + jsj2H � jt� sj2H � (2.2)


(t� s) = Cov
�
BH;C(t+ 1)�BH;C(t); BH;C(s+ 1)� BH;C(s)

�
=

C2

2

� jt� s � 1j2H � 2 jt� sj2H + jt� s + 1j2H �: (2.3)

Dans le cas particulier H = 1=2, le mbf s'identi�e au mouvement brownien, avec dans ce
cas 
(k) = 0; pour jkj � 1 (les accroissements sont ind�ependants). Lorsque H 6= 1=2,
un d�eveloppement limit�e en l'in�ni exhibe la d�ecroissance hyperbolique suivante : 
(k) �
C2 H(2H � 1) jkj2H�2; lorsque jkj ! +1: Le processus des accroissements du mbf, appel�e
bruit gaussien fractionnaire (bgf), constitue une s�erie chronologique stationnaire, et admet
une densit�e spectrale (d�e�nie par la transform�ee de Fourier de 
(�)) explicitement donn�ee
par :

f(�) = f(�;H;C) = 2 c� (1� cos�)
X
j2Z

j 2�j + � j�1�2H ; 8 � 2 [0; 2�] ; (2.4)

avec c� = C2

2� sin(�H)�(2H + 1). Un d�eveloppement de Taylor de f dans un voisinage de 0
montre que la signature spectrale du bgf est j�j1�2H , ce qui indique la pr�esence d'un pôle en
z�ero lorsque H > 1=2, fait caract�eristique des processus �a longue m�emoire.

En ce qui concerne la r�egularit�e des trajectoires, �a l'instar du mouvement brownien, le
mbf est �a trajectoires continues et presque sûrement non di��erentiables. L'approche fractale
raÆne cette di��erence. En e�et, la dimension de Hausdor� d'un mbf de param�etre H 2]0; 1[
est presque sûrement �egale �a 2�H , ce qui implique que pour H < 1=2 les trajectoires sont
plus irr�eguli�eres que celles du mouvement brownien, et inversement plus r�eguli�eres lorsque
H > 1=2. La Figure Fig.2.1 illustre cette remarque.
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Fig. 2.1 { Trajectoires sur [0; 1] de mbfs respectivement de param�etres H = 0:3; 0:5; 0:8 si-
mul�ees par la m�ethode de Wood et Chan (voir Annexe A).

2.2 Introduction au probl�eme d'identi�cation

De par la complexit�e du processus, l'identi�cation est une tâche d�elicate, ayant sus-
cit�e une litt�erature importante depuis 1968. Une liste non exhaustive des estimateurs les
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plus courants est pr�esent�ee par Beran [20] : m�ethode R/S, variogramme, corr�elogramme, log-
p�eriodogramme, maximum de vraisemblance (estimateur de Whittle). Nous renvoyons le lec-
teur �a l'Annexe B pour un tour d'horizon plus complet des m�ethodes d'identi�cation. Ces
derni�eres ann�ees ont vu l'�emergence de nouvelles approches : une approche par d�ecomposition
en ondelettes et une approche par variations discr�etes, consistant toutes deux en le �ltrage
de l'observation d'une seule trajectoire, qui a pour e�et d'acc�el�erer la d�ecorr�elation des ob-
servations. Ces m�ethodes ne sont pas restreintes au mod�ele brownien fractionnaire et restent
adapt�ees �a une classe de processus beaucoup plus large que constituent les processus gaussiens
localement autosimilaires en 0. Un processus gaussien, fX(t); t � 0g centr�e, �a accroissements
stationnaires est dit localement autosimilaire en 0, not�e glas (voir Istas et Lang [55]) si sa
fonction demi-variance v(t) = 1

2E
�
(X(s+ t)�X(s))2

�
v�eri�e la propri�et�e suivante, lorsque

t! 0 :

v2D(t) = v2D(0) + (�1)DCjtj2H + o(jtj2H) ; (2.5)

o�u D est le plus grand entier tel que v soit 2D-fois di��erentiable, et 0 < H < 1. La notion
de processus localement autosimilaire est d�evelopp�ee entre autres par Benassi et al. [13], et
signi�e que le processus tangent converge en loi vers un processus autosimilaire. Dans le
cadre des processus gaussiens, cette notion est �equivalente �a (2.5). Par ailleurs, nous nous
sommes restreints au cas o�u le processus X est centr�e mais pr�ecisons que Istas et Lang [55] ont
�etudi�e le cas de processus non centr�es dont la fonction moyenne v�eri�e certaines conditions
de r�egularit�e. Pour d�ecrire les m�ethodes d'estimation du param�etre H d�esignons par (X) le
vecteur obtenu par la discr�etisation de fX(t); t � 0g aux instants i=N; i = 0; : : : ; N � 1, et
par (V a) le vecteur (X) �ltr�e par un �ltre a. D�e�nissons en outre les variations d'une certaine
fonction F, appel�ees F-variations, par la statistique,

VN(F; a) =
1

N � `
N�1X
i=`

F
�
V a(i=N)

�
:

De nombreux travaux sont bas�es sur cette approche, avec le choix particulier F(t) = Hk (t) =
jtjk

E(jV a(0)jk) � 1: En e�et, avec un mod�ele simpli��e, Bardet [9], Poggi et Viano [80] dans le

cas o�u F = H2 et Higuchi [50], empiriquement lorsque F = H1 , exhibent des estimateurs
convergents en 1=

p
N , pour H < 3=4, bas�es sur une m�ethode de r�egression des F-variations

de plusieurs �ltres d'ordre 1. Sous le mod�ele g�en�eral, Istas et Lang [55] d'une part, Kent et
Wood [60] d'autre part, �etudient le comportement de variations quadratiques pour des �ltres
d'ordre p � 2, et exhibent des estimateurs convergents en 1=

p
N , pour tout H . En�n, en

se restreignant au mod�ele du mouvement brownien fractionnaire standard (C = 1), Peltier
et L�evy-V�ehel [76], par une approche fractale du probl�eme d'identi�cation, explicitent une
classe d'estimateurs de H convergents en 1=

p
N log(N); pour H < 3=4, en estimant le k-�eme

moment absolu des accroissements du mbf (F = Hk , pour k 2 N�).
L'objectif de ce travail est d'uniformiser et de g�en�eraliser ces r�esultats en �etudiant les

Hk�variations (pour k 2 R+�) du mbf standard et non standard, pour un �ltre d'ordre
quelconque. Notre principale contribution est d'exhiber pour chaque mod�ele le k optimal et
d'obtenir une convergence gaussienne pour tout H 2]0; 1[.

Dans la Section 2.3, nous introduisons un certain nombre de notations et d�e�nissons
une statistique appel�ee k-variations, consistant en le k-�eme moment absolu empirique des
variations discr�etes normalis�ees du mbf. En s'appuyant sur les travaux de Doob [40] et de
Breuer et Major [22], nous d�emontrons sa convergence presque sûre et prouvons un th�eor�eme
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central limite. La Section 2.4 se propose d'identi�er le mbf standard (C = 1) et le mbf non
standard (C 6= 1). Pour ces deux mod�eles, nous exhibons une classe d'estimateurs consistants
et asymptotiquement gaussiens. Si le processus est observ�e aux instants i=N (resp. i=�N avec
�N ! +1 lorsque N ! +1) pour i = 0; : : : ; N � 1, la vitesse de convergence de la classe
d'estimateurs de H lorsque le mbf est standard est 1=

p
N log(N) (resp. 1=

p
N log(�N)), et

1=
p
N (quel que soit le pas de discr�etisation) lorsque le mbf est g�en�eralis�e. En�n, ajoutons que

pour l'ensemble des estimateurs propos�es, la variance est minimale pour k = 2. La Section
2.5 propose d'illustrer les performances des estimateurs introduits dans la Section 2.4 via
une �etude de simulation. La Section 2.6, en�n, assure la coh�erence et les perspectives de ce
travail car nous nous attachons �a comparer les estimateurs introduits pour identi�er le mbf
non standard avec l'estimateur de Whittle (issu du maximum de vraisemblance). Les preuves
des di��erents r�esultats �enonc�es sont rassembl�es dans la Section 2.8.

2.3 k-variations du mbf

L'objectif de cette premi�ere partie est d'introduire un certain nombre de notations et
de pr�esenter les r�esultats de convergence du k-�eme moment absolu empirique des variations
discr�etes normalis�ees du mbf, de mani�ere �a rendre plus lisible la Section 2.4. Notre mod�ele
statistique sera constitu�e d'une trajectoire, not�ee BH;C , d'un mbf de param�etres (H;C) 2
]0; 1[�R+�, discr�etis�ee aux instants i=N; i = 0; : : : ; N�1. Nous notons a un �ltre de longueur
`+ 1 et d'ordre p � 1, i.e. un vecteur �a composantes r�eelles v�eri�antX̀

q=0

aqq
i = 0 pour i = 0; : : : ; p� 1 et

X̀
q=0

aqq
p 6= 0 :

Soit V a la s�erie issue du �ltrage de la trajectoire discr�etis�ee BH;C par a :

V a

�
j

N

�
=
X̀
q=0

aq BH;C

�
j � q

N

�
; pour j = `; : : : ; N � 1 :

A titre d'exemple, V a repr�esente les accroissements du mbf dans le cas o�u a = (1;�1), et
les di��erences secondes lorsque a = (1;�2; 1). Nous noterons Ek le k-�eme moment absolu de
la loi normale centr�ee r�eduite, explicitement donn�e par Ek = 2k=2�(k + 1=2)=�(1=2); k > 0.
D�e�nissons la variable al�eatoire VN(k; a), appel�ee k-variations par

VN(k; a) =
1

N � `

N�1X
i=`

8<: jV a(i=N)jk

E
�
jV a(i=N)jk

� � 1

9=;: (2.6)

La quantit�e E
�
jV a(i=N)jk

�
d�epend explicitement des param�etres H et C. Il peut donc

parâ�tre sans int�erêt d'�etudier le comportement asymptotique de la variable al�eatoire VN(k; a).
Cependant, comme nous le verrons par la suite les comportements des estimateurs que nous
d�e�nissons sont intimement li�es �a celui de VN(k; a). Avant tout, d�esignons par �

a
H la fonction

de covariance de V a. Il est clair que la s�erie V a est stationnaire (ceci provient du fait que la
somme des composantes du �ltre est nulle). L'autosimilarit�e du mbf entrâ�ne que pour tout
j 2Z:

�aH(j) = E (V a(i=N)V a((i+ j)=N)) = �C
2

2

X̀
q;r=0

aqarjq � r + jj2H : (2.7)
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L'int�erêt de l'approche, c'est-�a-dire l'utilisation des �ltres discrets, est donn�e par le Lemme
suivant, dû �a Istas et Lang [55].

Lemme 2.1 Avec les notations pr�ec�edentes, nous avons �aH(j) � �j2H�2p; lorsque j ! +1,

o�u � = �1
2

P`
q;r=0 �2p;H

(q�r)2p
(2p)! avec �2p;H = 2H(2H � 1) : : :(2H � 2p+ 1).

La Figure Fig.2.2 illustre la d�ecroissance hyperbolique de �aH . Par la suite, nous noterons
pour j 2Z

�aH(j) =
�aH(j)

�aH(0)
: (2.8)
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Fig. 2.2 { Trac�es de la fonction �aH pour di��erents �ltres (Db4 d�esignant le �ltre d'une
ondelette de Daubechies d'ordre 4) et pour deux valeurs du param�etre de Hurst.

En utilisant les travaux de Doob [40], de Breuer et Major [22] et d'apr�es le d�eveloppement
en polynômes d'Hermite de la fonction Hk (t) = jtjk=Ek � 1, dont les coeÆcients not�es ck2j
sont explicit�es dans la Section 2.8.1, nous obtenons le r�esultat suivant quant �a la convergence
de VN(k; a) :

Proposition 2.1 Soit a un �ltre d'ordre p � 1 et soit k un r�eel strictement positif, alors
lorsque N ! +1 on a

(i)

VN(k; a)
p:s:�! 0: (2.9)

(ii) Si p > H + 1=4,
p
N VN(k; a)

L�! N ( 0; A1(H; k; a) ) ; (2.10)

o�u

A1(H; k; a) =
X
j�1

(ck2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�aH(i)
2j et ck2j =

1

(2j)!

j�1Y
q=0

( k � 2q ) : (2.11)
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La condition p > H + 1=4 de (ii) r�esulte de la condition de sommabilit�e au carr�e de �aH
d�ecoulant elle-même du Th�eor�eme 1 de Breuer et Major [22]. Ainsi, si p = 1 la convergence en
loi n'est valable que sur l'intervalle H 2]0; 3=4[, alors qu'elle est valable pour tout H 2]0; 1[
d�es que p � 2.
Remarque : l'autosimilarit�e globale du processus n'est pas une condition n�ecessaire pour
obtenir la convergence en loi des k-variations. Moyennant des hypoth�eses suppl�ementaires
sur les param�etres d'un processus gaussien localement autosimilaire en 0 (i.e. sur le reste du
d�eveloppement en 0 de v2D(�), sur le pas de discr�etisation et sur l'ordre du �ltre), Istas et
Lang [55], Th�eor�emes 2 et 4, montrent, lorsque k = 2, que la limite reste gaussienne.

Le Corollaire 2.1 r�epond �a la question suivante : que se passe-t-il si l'on fait varier k en
fonction de N? Cette question est motiv�ee par le fait qu'en choisissant � > 0 et k = N��,
on a lorsque N ! +1,

ck2j � N���2j avec �2j = (�1)j�12j�1 (j � 1)!

(2j)!
:

Nous nous sommes alors int�eress�es �a comprendre comment cela in
uait sur la vitesse de
convergence de VN(N

��; a).

Corollaire 2.1 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 et soit � un r�eel strictement positif,
alors

N�+ 1
2 VN

�
N��; a ) L�! N � 0; A1(H; a)

�
;

avec

A1(H; a) =
X
j�1

(�2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�aH(i)
2j et �2j = (�1)j�1 2

j�1 (j � 1)!

(2j)!
:

Ainsi, plus k tend rapidement vers z�ero, plus la vitesse de convergence des k-variations est
�elev�ee. Ces r�esultats �etant �etablis, nous nous proposons d'identi�er les param�etres du mbf
par une m�ethode de moments en distinguant les cas o�u le coeÆcient d'�echelle, C, est connu
ou non.

2.4 Applications des r�esultats �a l'identi�cation du mbf

2.4.1 Cas du mbf standard

D�e�nissons le k-�eme moment absolu empirique des variations discr�etes du mbf par la
statistique suivante

SN(k; a) =
1

N � `
N�1X
i=`

jV a (i=N)jk : (2.12)

La stationnarit�e de la s�erie (V a) et les notations introduites impliquent que

E (SN(k; a)) =
1

NHk
f�aH(0)gk=2 Ek:

Certains des auteurs cit�es pr�ec�edemment, e.g. Istas et Lang [55], Kent et Wood [60], proposent
un estimateur bas�e sur une m�ethode de r�egression �a partir de la statistique SN(k; a) �evalu�ee
pour plusieurs �ltres. Cette m�ethode a le m�erite d'expliciter un estimateur ind�ependant de
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E(V a(i=N)2). De ce fait, l'hypoth�ese d'autosimilarit�e locale en 0, peut suÆre pour l'iden-
ti�cation. L'avantage du mod�ele mbf est que l'autosimilarit�e est globale, E(SN (k; a)) est
explicite : en utilisant un seul �ltre toute l'information est conserv�ee; en estimant E(SN (k; a))
par SN(k; a), on d�eduit une premi�ere classe d'estimateurs :

bHN(k; a) = g�1k;a;N( SN(k; a) ) ; (2.13)

o�u nous d�e�nissons pour un entier N � 1, un �ltre a quelconque et un r�eel k strictement
positif, la fonction gk;a;N sur ]0; 1[ par

gk;a;N(t) =
1

N tk
f�at (0)gk=2Ek:

En supposant que la taille de l'�echantillon v�eri�e

N > max
t2]0;1[

exp

� P
jq�rj>2 aqar log(jq � rj) jq � rj2tP

q;r aqar jq � rj2t
�
; (H)

condition r�ealis�ee pour l'ensemble des �ltres utilis�es en pratique (accroissements d'ordre quel-
conque, �ltres de Daubechies, coi
ets), la monotonie (et donc l'inversibilit�e) de gk;a;N est as-

sur�ee. En particulier, l'hypoth�ese (H) assure l'existence de la classe d'estimateurs bHN(k; a).
Le cas p = 1, o�u la s�erie V a n'est autre que le bruit gaussien fractionnaire standard, a �et�e
�etudi�e par Peltier et L�evy-V�ehel [76]. Ils obtiennent une expression analytique des estima-
teurs, ce qui est impossible d�es lors que p � 2. En e�et, lorsque p = 1, la fonction �at (0) est
constante et �egale �a 1 8t 2]0; 1[, alors qu'elle d�epend de t lorsque p � 2. Pr�ecisons d'ailleurs
que num�eriquement bHN(k; a) est obtenu par minimisation de gk;a;N(t)� SN(k; a) sur ]0; 1[.

Par la suite, a d�esignera un �ltre v�eri�ant implicitement l'hypoth�ese (H). La Proposition
2.1 permet d'obtenir le r�esultat suivant relatif �a la convergence de bHN(k; a).

Proposition 2.2 Soit a un �ltre d'ordre p � 1 et soit k un r�eel strictement positif, alors
lorsque N ! +1 on a

(i)

bHN(k; a)
p:s:�! H : (2.14)

(ii) Si p > H + 1=4,

p
N log(N)

� bHN(k; a) � H
� L�! N

�
0;
A1(H; k; a)

k2

�
; (2.15)

o�u A1(H; k; a) est donn�ee par (2.11).

La connaissance de la discr�etisation et du coeÆcient d'�echelle, C, se r�epercute dans la
vitesse de convergence de l'estimateur en 1=

p
N log(N), vitesse plus �elev�ee que la vitesse pa-

ram�etrique \classique" (en 1=
p
N). A ce stade, connaissant explicitement la variance asymp-

totique des estimateurs, on peut se demander s'il existe une valeur optimale de k qui minimise
la variance de bHN(k; a). On a :

Corollaire 2.2 Pour tout �ltre a d'ordre p � 1, la variance de bHN(k; a) est minimale pour
k = 2.
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Preuve : Notons (ck2j)
0 = 1

k2
(ck2j)

2(2j)!, o�u ck2j d�esigne le 2j-�eme coeÆcient du d�eveloppement

en polynômes d'Hermite de la fonction Hk (t) = jtjk=Ek� 1. La Section 2.8 explicite ce calcul
et montre que ck2j =

1
(2j)!

Qj�1
q=0 (k� 2q).

1

k2
A1(H; k; a) =

X
j�1

(ck2j)
0X
i2Z

�aH(i)
2j � (ck2)

0 X
i2Z

�aH(i)
2 =

1

2

X
i2Z

�aH(i)
2:

Il suÆt alors de remarquer que (c22j)
0 = 0 pour j > 1, i.e. que 1

4A1(H; 2; a) =
1
2

P
j2Z�

a
H(j)

2.

2

Le Corollaire 2.2 implique en particulier qu'il est inutile de faire varier k en fonction de
N pour estimer le param�etre H . Lorsque k = 2, nous obtenons le th�eor�eme limite suivant
lorsque N ! +1 :

p
N log(N)

� bHN(2; a) � H
� L�! N

 
0;
1

2

X
i2Z

�aH(i)
2

!
: (2.16)

La classe d'estimateurs bHN(k; a) que nous venons de d�e�nir et d'�etudier n'est pas sans int�erêt.
Certes, elle suppose la connaissance de la discr�etisation et du coeÆcient d'�echelle C mais elle
nous permet de construire un test asymptotique, bas�e sur (2.16), utilis�e pour juger de la
qualit�e de diverses m�ethodes de simulation du mbf. Nous renvoyons le lecteur �a l'Annexe A.

Pour expliciter les estimateurs bHN(k; a), nous avions suppos�e la trajectoire discr�etis�ee
aux instants i=N; i = 0; : : : ; N � 1. Si la discr�etisation devient i=�N ; i = 0; : : : ; N � 1,
avec �N ! +1 lorsque N ! +1, nous obtenons un r�esultat fort int�eressant. De mani�ere
analogue �a (2.13), d�e�nissons

bH�N
= g�1k;a;�N ( SN(k; a) ) ; (2.17)

avec

SN(k; a) =
1

N � `

N�1X
i=`

��V a (i=�N)
��k et gk;a;�N (t) =

1

(�N)tk
f�at (0)gk=2Ek:

Le r�esultat suivant montre l'am�elioration apport�ee pour une telle discr�etisation.

Corollaire 2.3 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 et soit k un r�eel strictement positif,
alors lorsque N ! +1 on a

(i) bH�N
(k; a)

p:s:�! H :

(ii) Si p > H + 1=4,

p
N log(�N)

� bHN(k; a)�H
� L�! N ( 0; A1(H; k; a) ) :

Exemples : �N = N�; � > 0; vitesse de convergence : 1=�
p
N log(N)

�N = exp(N), vitesse de convergence : 1=N
3
2

La preuve r�esulte du fait que les preuves des Propositions 2.1 et 2.2 sont encore valables
en rempla�cant la discr�etisation uniforme par la discr�etisation f0; : : : ; N�1�N

g.
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2.4.2 Cas du mbf g�en�eralis�e

Supposons de nouveau la trajectoire discr�etis�ee aux instants i=N; i = 0; : : : ; N � 1. Nous
avons �a pr�esent deux param�etres �a estimer, H et C. Il devient donc impossible d'utiliser la
m�ethode pr�ec�edente bas�ee sur la r�egression non lin�eaire avec un seul �ltre, et il est indispen-
sable d'employer plusieurs �ltres. Et parmi l'ensemble des �ltres, il en existe une collection
int�eressante (�egalement employ�ee par Kent et Wood [60] dans le cas k = 2) constitu�ee par la
suite (am)m�1 d�e�nie pour m � 1 par

ami =

�
aj si i = jm
0 sinon

pour i = 0; : : : ; m`+ 1 ;

Le �ltre am n'est autre que le �ltre a dilat�e m fois. L'int�erêt de cette famille r�eside dans le
calcul suivant

E (SN(k; a
m)) =

1

NHk

�
�a

m

H (0)
	k=2

Ek = mHkE (SN(k; a)) ;

qui indique la log-lin�earit�e en H de E(SN(k; a
m)). La proc�edure d'estimation devient simple

et naturelle : on se donne M �ltres (M � 2) et on e�ectue une r�egression lin�eaire simple de
LN =

�
log SN(k; a

m)
	
1�m�M sur XM , matrice M � 2 du plan d'exp�erience d�e�nie par

XM =

�
0 k log(2) : : : k log(M)
1 1 : : : 1

�t
; (2.18)

ce qui permet d'obtenir une classe d'estimateurs de � = (H; �)t, que l'on notera e�olsN (k; a;M) =� eHols
N (k; a;M); e�olsN (k; a;M)

�t
, avec � le param�etre d�e�ni par

� = log E(SN (k; a)) = k log(C)�Hk log(N) + log
�
�aH(0)

k
2 =Ek

�
:

Avec les notations adopt�ees pr�ec�edemment, cette classe s'�ecrit

e�olsN (k; a;M) = (X t
MXM)

�1 X t
M LN :

Nous pouvons alors �etablir le r�esultat suivant, �enon�cant la convergence des k-variations en
dimension M , et la normalit�e asymptotique du r�esidu de la r�egression lin�eaire de LN sur XM .

Proposition 2.3 Soient a un �ltre d'ordre p � 1, k un r�eel strictement positif, et M un
entier sup�erieur ou �egal �a 2, alors, lorsque N ! +1, on a
(i) �

VN(k; a
1); : : : ; VN(k; a

M)
� p:s:�! (0; : : : ; 0): (2.19)

Si p > H + 1=4,
(ii)

p
N
�
VN(k; a

1); : : : ; VN(k; a
M)
�t L�! N ( 0; Gk ): (2.20)

(iii)

p
N
�
LN �XM �

� L�! N ( 0; Gk ): (2.21)
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Gk �etant la matrice M�M d�e�nie par

gmn =
X
j�1

(ck2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�a
m;an

H (i)2j avec �a
m;an

H (i) =

P`
q;r=0 aqarjmq � nr + ij2H

mHnH
P`

q;r=0 aqarjq � rj2H :

(2.22)

La d�e�nition de � permet d'obtenir explicitement une classe d'estimateurs pour le coeÆcient
d'�echelle C :

eCols
N (k; a;M) = N

eHols �
�a

eHols(0)
1
2 E

1
k
k

��1
exp

�e�olsN (k; a;M)=k
�
; (2.23)

o�u eHols = eHols
N (k; a;M). Il en d�ecoule alors la proposition suivante, exprimant la convergence

des estimateurs des param�etres H et C :

Proposition 2.4 Soient a un �ltre d'ordre p � 1, k un r�eel strictement positif, et M un
entier sup�erieur ou �egal �a 2, alors lorsque N ! +1 on a
(i) � eHols

N (k; a;M); eCols
N (k; a;M)

�
p:s:�! ( H;C ) ; (2.24)

(ii) Si p > H + 1=4,

p
N
� eHols

N (k; a;M)�H
� L�! N �0; �2ols(k)� ; (2.25)

p
N

log(N)

� eCols
N (k; a;M)� C

�Æ
C

L�! N �0; �2ols(k)� ; (2.26)

o�u la variance asymptotique �2ols(k), est d�e�nie par �2ols(k) =
At G0

k A

kAk4 ; A �etant le vecteur

M -dimensionnel de composantes Am = log(m)� 1
M

PM
m=1 log(m) ,jj:jj la norme euclidienne

de RM et G0k la matrice M�M dont les termes g�en�eriques sont d�e�nis g0mn = gmn=k
2.

Par analogie avec le Corollaire 2.2, nous pouvons montrer le r�esultat suivant:

Corollaire 2.4 Pour tout �ltre a d'ordre p � 1, la constante asymptotique �2ols(k) est mini-
male pour k = 2.

Preuve : Il suÆt de remarquer que 8m;n = 1; : : : ;M et 8k > 0, on a�
G0k
�
m;n

=
X
j�1

�
ck2j

�0X
i2Z

�a
m;an

H (i)2j �
�
ck2

�0X
i2Z

�a
m;an

H (i)2 =
1

2

X
i2Z

�a
m;an

H (i)2 =
�
G02
�
m;n

;

d'o�u le r�esultat.

2

Dans notre proc�edure d'identi�cation, nous avons �evit�e l'estimation deH par une r�egression
non lin�eaire de fSN(k; am)g1�m�M sur fE(SN (k; am))g1�m�M en remarquant le fait que
log E(SN (k; a

m)) est lin�eaire en H . On pourrait alors penser que la non lin�earit�e apport�ee
par la transformation logarithmique entrâ�nerait par sa courbure un biais non n�egligeable sur
les param�etres. Ceci n'est manifestement pas le cas, comme le montrent les calculs suivants.
Dans le cas particulier k = 2, notons �N le vecteur LN �XM �. En remarquant que (�N)m =
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log YN;m � log(N �m`); o�u YN ;m est d�e�nie par YN ;m =
PN�1

i=m` V
am(i=N)2=E(V am(i=N)2) ;

et en approchant, E(log(YN ;m)) par E(log(Y )), o�u Y ; �2
N�m`, on obtient

E( (�N)m ) ' 	

�
N �m`

2

�
� log

�
N �m`

2

�
; o�u 	(t) = �0(t)=�(t) : (2.27)

Un d�eveloppement limit�e montre alors que E((�N )m) = O� 1
N�m`

�
: le biais est donc

n�egligeable. Pour en être convaincu, le tableau ci-dessous donne une approximation de la
part apport�ee par la non-lin�earit�e du logarithme, dans l'estimation �nale de H : celle-ci vaut

�At E(�N )
2kAk2 (avec E(�N ) donn�ee par (2.27)).

Taille de l'�echantillon
128 256 512 1024 2048 4096

M=2 4.53 10�5 1.11 10�5 2.77 10�6 6.91 10�7 1.73 10�7 4.31 10�8

M=5 7.77 10�5 1.89 10�5 4.67 10�6 1.16 10�6 2.89 10�7 7.23 10�8

M=10 1.31 10�4 3.13 10�5 7.66 10�6 1.89 10�6 4.71 10�7 1.17 10�7

En suivant une id�ee de Bardet [9], nous pouvons envisager une r�egression lin�eaire pond�er�ee,
en estimant la matrice de covariance Gk par bGk = Gk( eHols

N (k; a;M)). Avec les notations prises
pr�ec�edemment l'estimateur d�e�ni par la r�egression lin�eaire de LN sur XM pond�er�ee par bGk,
est d�e�ni par e�glsN (k; a;M) =

�
X t

M ( bGk)
�1 XM

��1
X t

M LN :

Ceci d�etermine les estimateurs eHgls
N (k; a;M) et e�glsN (k; a;M), et de mani�ere identique �a (2.23),

nous obtenons une nouvelle classe d'estimateurs pour le coeÆcient d'�echelle,

eCgls
N (k; a;M) = N

eHgls �
�a
eHgls(0)

1
2 E

1
k
k

��1
exp

� 1
k
e�glsN (k; a;M)

�
;

o�u eHgls = eHgls
N (k; a;M). Nous obtenons alors le r�esultat analogue �a la Proposition 2.4,

concernant les convergences du param�etre d'autosimilarit�e et du coeÆcient d'�echelle.

Proposition 2.5 Soient a un �ltre d'ordre p � 1, k un r�eel strictement positif, et M un
entier sup�erieur ou �egal �a 2, alors lorsque N ! +1 on a
(i) � eHgls

N (k; a;M); eCgls
N (k; a;M)

�
p:s:�! ( H;C ) ; (2.28)

(ii) Si p > H + 1=4,
p
N
� eHgls

N (k; a;M)�H
� L�! N �0; �2gls(k)� ; (2.29)

p
N

log(N)

� eCgls
N (k; a;M)� C

�Æ
C

L�! N �0; �2gls(k)� ; (2.30)

o�u la variance asymptotique �2gls(k), est d�e�nie par

�2gls(k) =
1

kBkk2G0

k

avec jjBkjj2G0

k
= Bt

k(G
0
k)
�1Bk ;

et Bk le vecteur

Bk =

(
IM � 1tM1M(G

0
k)
�1

1tM(G
0
k)
�11M

) �
log(m)

	
1�m�M ; o�u 1M = (1; : : : ; 1)t:
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De mani�ere identique �a la Proposition 2.2, si p = 1 (resp. p � 2), l'ensemble des r�esultats
est valable pour H < 3=4 (resp. pour tout H; 0 < H < 1).

Vient alors la question de la valeur du param�etre k minimisant la constante asymptotique
�2gls(�). La Figure Fig. 2.3 repr�esente pour deux �ltres a = (1;�1) et a = Db4 (�ltre d'une
ondelette de Daubechies d'ordre 4), pour le param�etre M = 5 et pour di��erentes valeurs de
k, le trac�e de la fonction �2gls(k)=�

2
gls(2) en fonction de H (H variant sur ]0; 3=4[ pour le �ltre

d'ordre 1, et sur ]0; 3=4[ pour le �ltreDb4). Elle nous laisse conjecturer qu'un r�esultat analogue
au Corollaire 2.4 peut être prouv�e pour �2gls(k). Ce r�esultat n'a pas beaucoup d'int�erêt en
soi car, comme le montrent les simulations e�ectu�ees dans la Section 2.5, la proc�edure de
r�egression lin�eaire pond�er�ee n'am�ene pas un gain notable par rapport �a la proc�edure de
r�egression lin�eaire simple.
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Fig. 2.3 { Rapport des variances asymptotiques �2gls(k)=�
2
gls(2) en fonction de H, pourM = 5,

pour les �ltres a = (1;�1) et a = Db4, et pour di��erentes valeurs de k.

Remarquons que seuls les estimateurs du coeÆcient d'�echelle d�ependent de la discr�etisation
de l'�echantillon. Si l'on consid�ere maintenant une discr�etisation f0; 1

�N
; : : : ; N�1�N

g, telle que
lorsque N ! +1 on ait �N ! +1 et log(�N )p

N
! 0; ceci assure que log(�N)( eH �H) (aveceH = eHols

N (k; a;M) ou eHgls
N (k; a;M)) converge en probabilit�e vers 0. Nous obtenons alors,

en suivant les d�emonstrations des Propositions 2.4 et 2.5, le r�esultat suivant,
soit eCols

�N
(k; a;M) = (�N)

eHols �
�a

eHols(0)
1
2 E

1
k
k

��1
exp

� 1
k
e�ols�N

(k; a;M)
�
;

alors, eCols
�N

(k; a;M)
P�! C ;

et
p
N

log(�N )

� eCols
�N

(k; a;M) � C
�Æ
C

L�! N � 0; �2ols(k) � :
Des r�esultats identiques sont valables pour eCgls

�N
(k; a;M).
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Par ailleurs, la premi�ere classe d'estimateurs du param�etre d'autosimilarit�e, bH�N
(k; a)

d�e�nie par (2.17), supposait la connaissance du coeÆcient d'�echelle C. Cette hypoth�ese forte
nous a permis d'expliciter une classe d'estimateurs ayant une vitesse de convergence tr�es
rapide, en 1=

p
N log(�N). Est-il possible de conserver la même vitesse de convergence, lorsque

le mouvement brownien fractionnaire n'est plus standard? Une fois le coeÆcient d'�echelle
estim�e, la trajectoire discr�etis�ee renormalis�ee par le coeÆcient d'�echelle estim�e, il s'agit de

d�ecrire le comportement de l'estimateur
bbH�N

(k; a) d�e�ni par

bbH�N
(k; a) = g�1k;a;�N

�
S0N(k; a)

�
;

o�u gk;a;�N
est la fonction d�e�nie sur ]0,1[ par

gk;a;�N
(t) = eCk 1

(�N)tk
f�at (0)gk=2Ek avec eC = eCols

�N
(k; a;M) ou eCgls

�N
(k; a;M) ;

et o�u

S0N(k; a) =
1

N � `

N�1X
i=`

1eCk
jV a(i=�N)jk:

La loi limite de
bbH�N

(k; a) passe par l'�etude de la loi limite de
V 0
N(k; a) = S0N(k; a)=E(S0N (k; a))� 1. Or,

V 0
N(k; a) = VN(k; a) +

���� eC � C

C

����k ����CeC
����k VN(k; a) : (2.31)

La convergence de eC et l'�equation (2.31) montrent que V 0
N(k; a) converge vers une loi gaus-

sienne centr�ee, avec la vitesse de convergence log(�N)=
p
N , et par un raisonnement similaire

�a la Proposition 2.15, la vitesse de convergence de
bbH�N

(k; a) devient 1=
p
N . En conclusion,

la vitesse de convergence de eC, entrâ�ne la perte d'un facteur log(�N) dans l'estimation �nale
de H .

En�n, nous renvoyons le lecteur au Th�eor�eme 3 de Istas et Lang [55], qui sous certaines
hypoth�eses de r�egularit�e du d�eveloppement de v(t) en 0, et du pas de discr�etisation, montrent,
lorsque k = 2, que ces m�ethodes de r�egression restent adapt�ees �a l'estimation de l'exposant
de H�older d'un processus gaussien localement autosimilaire en 0. Dans ce cadre de travail, le
cas k 2 R+� n'a pas �et�e consid�er�e.

2.5 Simulations et calculs num�eriques

2.5.1 Variances asymptotiques des estimateurs

Variance asymptotique de
p
N log(N) bHN(2; a)

Introduisons les quelques notations suivantes :
Di�. i : �ltre des di��erences d'ordre i (i moments nuls).
Di�. 2 dil : �ltre des di��erences d'ordre 2, dilat�e une fois (i.e. (1,0,-2,0,1)).
Db i : �ltre d'une ondelette de Daubechies d'ordre i, (i=2 moments nuls).
Coi
ets 1 : �ltre d'une Coi
et d'ordre 1 (2 moments nuls).
Nous renvoyons le lecteur �a Daubechies [35] pour des pr�ecisions sur les �ltres d'on-

delettes de Daubechies et les Coi
ets. La Figure Fig.2.4 �evalue la variance asymptotique
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de
p
N bHN(2; a), i.e.

1
2

P
i2Z�

a
H(i)

2, pour di��erents �ltres en fonction de H . Pr�ecisons tout
d'abord, que la d�e�nition de �aH assure que la constante asymptotique est ind�ependante de
la normalisation du �ltre. Nous retrouvons, tout d'abord, le fait que lorsque p = 1, �aH n'est
pas de carr�e sommable pour H � 3=4. En outre, lorsque p � 2, les calculs montrent que
la variance asymptotique augmente avec l'ordre, quel que soit H 2]0; 1[. Ensuite, parmi les
�ltres d'ordre 2, le �ltre Db4, dont nous rappelons la d�e�nition :

a ' ( 0:4829629; �0:8365163; 0:22414386; 0:12940952 )
est optimal, et dilater ce dernier �ltre n'am�ene pas d'am�eliorations. Nous avons calcul�e la
valeur num�erique Hc, �a partir de laquelle, le �ltre a = (1;�1), devient moins bon que Db4, ce
qui permet de d�egager le meilleur �ltre parmi les �ltres �etudi�es pour l'estimateur bHN(2; a) :

aopt =

�
(1;�1) si H � Hc

Db4 si H � Hc
avec, Hc ' 0:641 :

Il est clair que aopt d�epend de H . D'un point de vue pratique, une connaissance �a priori de
H est donc n�ecessaire.
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a
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Variance asymptotique de
p
N eHols

N (2; a; 2)

La Figure Fig.2.5 �evalue la variance asymptotique de
p
N eHols

N (2; a; 2) (k = 2) �a savoir

�2ols(2) =
1

2 log2(2)

X
j2Z

n
�a

1;a1

H (j)2 + �a
2;a2

H (j)2� 2�a
1;a2

H (j)2
o
;
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pour di��erents �ltres en fonction de H . Pour cette valeur du param�etre M (�egal �a 2), il
apparâ�t clairement que le �ltre a = (1;�1) minimise �2ols(2) sur ]0; 3=4[ et que le �ltre
a = Db4 est le meilleur parmi les �ltres d'ordre � 2. Nous avons ensuite souhait�e pour ces
deux derniers �ltres analyser l'�evolution en fonction de H de �2ols(2) pour di��erentes valeurs
de M . La Figure Fig.2.6 semble indiquer que la constante asymptotique �2ols(2) diminue
lorsque M augmente, Nous verrons cependant dans la Section 2.5.2.2 que choisir M trop
grand diminue certes la variance empirique des estimateurs mais a tendance �a biaiser la
moyenne.
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Fig. 2.5 { Variance asymptotique de
p
N eHols

N (2; a; 2) pour di��erents �ltres en fonction de H.

Comparaison des variances asymptotiques de �2ols(2) et �
2
gls(2)

Nous souhaitons, ici, comparer les variances asymptotiques �2ols et �
2
gls, pour le param�etre

k = 2 qui a montr�e ses performances au travers du Corollaire 2.4 et de la Figure Fig. 2.3.
La Figure Fig. 2.7 trace le rapport �2ols(2)=�

2
gls(2) pour deux �ltres et di��erentes valeurs de

M , en fonction de H . On retrouve le r�esultat de Gauss-Markov, �a savoir que ce rapport
est constamment sup�erieur �a 1. Cependant, il ressort de cette �gure que, d'un point de vue
th�eorique, le gain apport�e par une r�egression lin�eaire pond�er�ee n'est pas important (le rapport
n'exc�ede pas 1.5).

2.5.2 Qualit�es des estimateurs par simulations

Nous pr�esentons dans cette partie des r�esultats de simulations pour les trois classes d'esti-
mateurs du param�etre d'autosimilarit�e, ainsi que pour les estimateurs du coeÆcient d'�echelle.
Pour simuler une trajectoire d'un mbf discr�etis�ee sur [0,1], nous avons consid�er�e la m�ethode
introduite par Davis et Harte [36], reprise par Beran [20], et am�elior�ee par Wood et Chan
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[97], qui consiste �a extraire la racine de la matrice d'autocovariance du mbf en plongeant
cette derni�ere dans une matrice circulante facilement diagonalisable. Parmi l'ensemble des
m�ethodes de simulation du mbf, celle-ci a l'avantage d'être particuli�erement rapide et exacte
pour simuler un bgf (cf Annexe A pour un tour d'horizon des m�ethodes de simulation du
mbf). Pour l'ensemble des simulations, nous avons adopt�e la discr�etisation f0; 1

N ; : : : ;
N�1
N g.

Par ailleurs, nous noterons Di�.q (resp. Dbq), le �ltre des di��erences d'ordre q du mbf (resp.
le �ltre d'une ondelette de Daubechies d'ordre q).

2.5.2.1 Simulations pour l'identi�cation du mbf standard

Dans un premier temps, nous illustrons les performances de la premi�ere classe d'estima-
teurs, bHN(k; a). Nous traitons l'�evolution en fonction du �ltre, l'�evolution en fonction de k,
et l'�evolution en fonction de N .

�Evolution en fonction du �ltre : le Tableau Tab. 2.1 r�esume l'�etude faite sur l'�evolution
des estimateurs bHN(k; a) en fonction du �ltre. La taille de l'�echantillon a �et�e �x�ee �aN = 2048,
et le param�etre k �a 2. Les trajectoires ont �et�e simul�ees pour deux valeurs extrêmes du pa-
ram�etre d'autosimilarit�e, ceci pour mettre en �evidence les cons�equences du choix du �ltre
(1;�1), lorsque H > 3=4. Quant au �ltre optimal, les conclusions de la Figure Fig.2.4 sont
con�rm�ees.

MSE empirique
Filtre H = 0:1; ( 10�6) H = 0:9; ( 10�6)

Ordre 1 Di�. 1 6.82 409
Ordre 2 Db4 7.22 1.83

Di�. 2 7.75 2.14
Ordre 3 Db6 7.42 2.19

Di�.3 8.58 3.07
Ordre 4 Db8 7.51 2.47

Di�. 4 9.42 3.83

Tab. 2.1 { Calculs du MSE estim�e sur les estimateurs bHN(k; a) (k=2,N = 211), pour di��erents
�ltres, bas�es sur 50 trajectoires du mbf standard, de param�etre H = 0:1, et H = 0:9. Le
meilleur �ltre pour ces valeurs de H est typographi�e en gras.

�Evolution en fonction de k : la Figure Fig. 2.8 traduit le travail men�e sur l'�evolution debHN(k; a) en fonction de k. A�n d'illustrer l'am�elioration apport�ee par rapport au travail de
Peltier et L�evy-V�ehel [76], nous avons consid�er�e une valeur extrême (> 3=4) pour le param�etre
H , �a savoirH = 0:9. De ce fait, nous avons choisi le �ltre a = Db4. Nous retrouvons le r�esultat
th�eorique �enonc�e auparavant, �a savoir l'optimalit�e pour k = 2. Lorsque k > 2, l'estimateur
reste non biais�e, mais la variance augmente rapidement avec k. En outre, choisir k < 1,
n'am�ene pas d'am�eliorations.

�Evolution en fonction de N : a�n d'illustrer la convergence rapide de bHN(k; a), diverses
trajectoires du mbf de param�etre H = 0:9 sont simul�ees pour N = 100; : : : ; 10:000. Le �ltre
correspondant �a H = 0:9 est a = Db4. La Figure Fig.2.9 illustre la convergence de l'�ecart
quadratique moyen empirique (MSE) sur les 50 trajectoires en fonction de N .



40 2.5 Simulations et calculs num�eriques

0.8
95

0.9
00

0.9
05

1 2 3 4 5 6 7

Evolution des premiers estimateurs en fonction de k

1 --- k=0.1
2 --- k=0.25
3 --- k=0.5
4 --- k=1
5 --- k=2
6 --- k=4
7 --- k=10

Fig. 2.8 { Diagrammes �a moustaches des estimateurs bHN(k; a) bas�es sur 50 trajectoires du
mbf standard de param�etre H = 0:9 en fonction de k (a = Db4, N = 2048)

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

2

4

6
x 10

−5

M
S

E

N

Convergence du mse empirique

Fig. 2.9 { MSE empirique en fonction de N de l'estimateur bHN(2; a) (a = Db4) bas�e sur 50
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2.5.2.2 Simulations pour l'identi�cation du mbf non standard

Dans cette section, en vertu du Corollaire 2.4, le param�etre k a �et�e �x�e �a 2. Dans un
premier temps, nous avons tent�e de d�eterminer le meilleur choix pour le param�etreM . Dans
cette optique, nous avons simul�e 100 mbfs de taille N = 1000 et calcul�e les estimateurseHols

N (2; a;M) pour les �ltres a = (1;�1) et a = Db4 (�ltres qui ont montr�e leurs qualit�es �a
M �x�e dans la Section 2.5.1), et pour di��erentes valeurs de M . La Figure Fig.2.10 pr�esente
le MSE empirique de ces estimateurs en fonction de H . La Figure Fig.2.6 met en �evidence la
d�ecroissance de la variance de

p
N eHols

N (2; a;M) lorsque M augmente. Cependant, comme le
montre notre simulation, plusM augmente et plus l'estimateur semble biais�e. C'est pourquoi,
nous conseillons le choix M = 5 qui semble être un bon compromis. Ajoutons que pour les
faibles tailles d'�echantillon (< 50), on ne peut choisir une valeur �elev�ee du param�etreM . Ceci
vient du fait que l'on estime E(SN (2; a

M)) avec N �M` observations (�a titre d'exemple pour
N = 50;M = 5; a = Db4 on perd pr�es de 30 % des observations). Pour de si petites tailles
d'�echantillon, il est pr�ef�erable de choisir le param�etre le plus petit possible, �a savoir M = 2.

Nous avons ensuite illustr�e la convergence des estimateurs eHols
N ; eHgls

N ; eCols
N et eCgls

N . Pour
ce faire, 100 mbfs de taille N 2 f100; 200; : : : ; 1000g et de param�etres H = 0:9 et C = 2
ont �et�e simul�es. La Figure Fig.2.11 pr�esente le MSE empirique de ces estimateurs en fonction
de N . Il apparâ�t clairement que la proc�edure de r�egression lin�eaire pond�er�ee n'am�ene pas
d'am�eliorations notables. Ceci est dû au fait comme le montre la Figure Fig.2.12, que les
points sont tr�es bien align�es autour de la droite de r�egression. En cons�equence, par la suite,
nous n'envisagerons pas l'utilisation des estimateurs eHgls

N et eCgls
N en vertu de leur coût de

calcul �elev�e (estimation de la matrice de covariance bG2).
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2.6 Performances des estimateurs vis-�a-vis de l'estimateur de

Whittle

Dans cette section, nous souhaitons comparer les performances des estimateurs d�evelopp�es
dans les sections pr�ec�edentes, et plus pr�ecis�ement de l'estimateur eHols

N (k; a;M), pour les pa-
ram�etres k = 2;M = 2 (voir la Section 2.5 qui montre la pertinence de ce choix de param�etres)
avec l'estimateur de Whittle, estimateur d'une approximation de la vraisemblance (voir Be-
ran [20] ou Annexes B.3 pour plus de d�etails concernant la construction de ces estimateurs).
Ayant �x�e le param�etre k �a 2, nous confondons m�ethode des variations discr�etes et m�ethode
des variations quadratiques. Rappelons bri�evement l'int�erêt d'une telle �etude comparative.
Estimer les param�etres du mouvement brownien fractionnaire n'est pas une �n en soi. Si
tel �etait le cas, notre travail s'inscrivant dans un cadre param�etrique, il serait totalement
d�enu�e de sens de d�evelopper des estimateurs qui de toute fa�con seraient moins performants
que l'estimateur du maximum de vraisemblance. L'id�ee sous-jacente est que nous souhaitons
identi�er une extension du mbf �a savoir le mouvement brownien multifractionnaire, proces-
sus qui comme nous le verrons dans le Chapitre 5 se comporte \localement" comme le mbf.
Dans cette optique, nous avons besoin d'estimateurs ayant de \bonnes" propri�et�es de conver-
gence, qui soient rapidement calculables et qui soient au moins aussi eÆcaces pour de petits
�echantillons que l'estimateur de Whittle. Tout ceci est �etudi�e dans les paragraphes �a venir.

2.6.1 Variances asymptotiques

Dans un premier temps, nous comparons les variances asymptotiques de
p
N bHW (o�ubHW d�esigne l'estimateur de Whittle) et

p
N eHols

N (2; a; 2) pour les �ltres a = (1;�1) et a =
Db4. Notons respectivement �2W (H) et �2VQ(a;H) (VQ pour variations quadratiques) ces
constantes. D'apr�es Beran [20] (ou Annexes B.3) et la Proposition 2.4, il est clair que :

�2W (H) =
2

D
; avec D =

1

2�

Z �

��

�
@

@H
log f(x;H)

�2

dx :

�2V Q(a;H) =
1

2 log2(2)

X
j2Z

n
�a

1;a1

H (j)2+ �a
2;a2

H (j)2 � 2�a
1;a2

H (j)2
o
;

o�u �a
m;an

H est d�e�ni par (2.22). Les Figures Fig. 2.13 d�ecrivent les comportements de ces
constantes asymptotiques en fonction de H 2]0; 1[, ainsi que l'eÆcacit�e des estimateurs d�e�nie
par Eff(a;H) =

�2V Q(a;H)

�2W (H)
. Pr�ecisons que pour le �ltre a = (1;�1), �ltre d'ordre 1, �2V Q(a;H)

et Eff(a;H) ont �et�e �evalu�ees sur leur intervalle de d�e�nition �a savoir ]0; 3=4[. Il ressort que
les estimateurs d�evelopp�es, d'un point du vue th�eorique, se comportent tr�es bien vis-�a-vis de
l'estimateur du maximum de vraisemblance.

2.6.2 Temps CPU des proc�edures d'estimation

Le Tableau Tab.2.2 r�esume l'�etude faite quant au temps CPU des proc�edures d'estimation
de H par variations discr�etes et par maximum de vraisemblance. Il pr�esente les temps CPU
en secondes de 1000 r�ep�etitions de la proc�edure d'identi�cation pour des tailles d'�echantillon
allant de 50 �a 100.000. Le tableau est �eloquent : pour n � 10:000, la simulation n'a pas �et�e
envisag�ee pour l'estimateur de Whittle, les calculs �etant trop longs alors qu'au-del�a de cette
taille d'�echantillon, nos estimateurs restent tr�es adapt�es.
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Taille de l'�echantillon
50 100 250 500 750 1000 5000 10.000 50.000 100.000

MV 26.49 63.22 141.51 275.53 419.18 553.71 3071.20 � � �
VQ 0.19 0.18 0.24 0.29 0.30 0.34 0.99 1.68 8.50 17.47

Tab. 2.2 { Temps CPU (en sec.) des proc�edures issues de la m�ethode du maximum de vrai-
semblance et de la m�ethode des variations quadratiques pour 1000 r�ep�etitions en fonction de
la taille de l'�echantillon.

2.6.3 Performances des estimateurs pour des s�eries courtes

En vue d'appliquer localement les estimateurs pour le mod�ele plus complexe que constitue
le mbm, nous nous int�eressons aux performances des estimateurs lorsque N est assez faible.
Nous appelons �ltre optimal (not�e aopt) le �ltre a = (1;�1) lorsque H < 3=4, et a = Db4
dans le cas contraire. PourN = 20; 40; 60; 80; 100 et pourH = 0:1; 0:3; 0:5; 0:7; 0:9, nous avons
simul�e 1000 trajectoires du mbf par la m�ethode de Wood et Chan et calcul�e les estimateursbHW et eHols

N (2; aopt; 2). Il ressort de cette �etude que l'estimateur de Whittle est biais�e pour les

courtes s�eries envisag�ees mais garde une variance bien inf�erieure �a celle de l'estimateur eHols
N ,

qui lui est sans biais. La Figure Fig.2.14 permet de raÆner cette comparaison puisqu'elle
illustre le MSE empirique pour les di��erentes valeurs du param�etre de Hurst envisag�ees. Au
vu de ces graphes, nous pouvons conclure �a l'�equivalence des performances des estimateursbHW et eHols

N lorsque la taille de l'�echantillon est faible.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�evelopp�e des classes d'estimateurs des param�etres du mbf
standard et non standard par une m�ethode de moments �ltr�es. Ces estimateurs consti-
tuent d'excellentes alternatives �a l'estimateur du maximum de vraisemblance (estimateur
de Whittle) lorsque la taille d'�echantillon est faible. En outre, les proc�edures propos�ees sont
extrêmement rapides. Les qualit�es de l'approche variations discr�etes font des estimateursbHN(2; a) et eHols

N (2; a; 2) de tr�es bons candidats pour estimer localement l'exposant fraction-
naire du mouvement brownien multifractionnaire qui constitue une extension du mbf au sens
o�u les param�etres H et C �evoluent au cours du temps.

Ce chapitre s'inscrit dans un cadre gaussien. Si l'on souhaite relâcher cette contrainte de
gaussianit�e, la m�ethode de moments que nous avons d�evelopp�ee, supposant en fait la �nitude
du moment d'ordre 4 du processus, risque fort d'�echouer, alors que l'estimateur de Whittle
continue d'avoir de bonnes propri�et�es, e.g. Giraitis et al. [45].

2.8 Preuves des r�esultats

2.8.1 D�eveloppement en polynômes d'Hermite de H
k (t) = jtjk=Ek � 1

Nous noterons ckj , le j-�eme coeÆcient du d�eveloppement de Hk (t) = jtjk
Ek
� 1, dans la base

de polynômes d'Hermite, ckj = E
�
Hk (Y )Hj(Y )

�
; o�u Y est une v.a. suivant la loi normale

centr�ee r�eduite. Hj est le j-�eme polynôme d'Hermite d�e�ni par :

Hj(x) =

[j=2]X
p=0

(�1)p j!

(j � 2p)!p!
2�p xj�2p; [t] d�esignant la partie enti�ere du r�eel t:
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Fig. 2.14 { Erreur quadratique moyenne empirique pour les estimateurs issus du maximum
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Lemme 2.2 Soit k un r�eel strictement positif, alors

ck2j+1 = 0 ; 8 j � 0 (2.32)

ck2j =
1

(2j)!

j�1Y
i=0

(k � 2i) ; 8 j � 1: (2.33)

Preuve : (2.32) est obtenu trivialement, en remarquant que Hk est paire, et que les polynômes
(H2j+1)j�0 sont impairs. Pour d�emontrer (2.33), commen�cons par noter Pj , le polynôme �a
coeÆcients r�eels d�e�ni par

Pj(k) = E
�
Hk (Y )H2j(Y )

�
:

Par d�e�nition des polynômes d'Hermite, Pj est un polynôme de degr�e j. En e�et, pour j � 1

Pj(k) =

jX
q=0

(�1)q (2j)!

(2j � 2q)! q! 2q
Ek+2j�2q

Ek
;

et il est facile de voir que

Ek+2j�2q = (k + 1)(k+ 3) : : :(k + 2j � 2q � 1) Ek; si j > q :

Choisissons maintenant n 2 f0; : : : ; j�1g, H2n �etant 2j-fois di��erentiable dans L2(�) (espace
des fonctions de carr�e int�egrable par rapport �a la densit�e de la loi normale centr�ee r�eduite),

il est clair (Neveu [75], p.155) que pour Y
L
= N (0; 1),

E
�
H2n(Y ) H2j(Y )

�
= E

�
(H2n)(2j)(Y )

�
= 0 :

L'ensemble f0; 2; 4; : : : ; 2(j � 1)g constitue donc les racines du polynôme Pj , et par unicit�e

de la factorisation il vient, Pj(k) =
Qj�1

q=0 (k � 2q), d'o�u le r�esultat.

2

2.8.2 k-variations du mbf

Dans les d�emonstrations qui suivent, a d�esigne un �ltre de longueur `+ 1, et d'ordre p � 1.

Preuve du Lemme 2.1 : cette d�emonstration peut être retrouv�ee dans Istas et Lang [55],
et est pr�esent�ee ici par souci de compl�etude.
Rappelons que �aH est d�e�ni par

�aH(j) = �1
2

X̀
q;r=0

aqar jj + q � rj2H ;

ce qui, en choisissant j � `, s'�ecrit

�aH(j) = �1
2
j2H

X
q;r

aqar

�
1 +

q � r

j

�2H

:

Grâce �a un d�eveloppement en s�eries enti�eres pour chaque terme de la somme on obtient,

�aH(j) = �1
2
j2H

X
q;r

aqar

8<:
2p�1X
s=0

�s;H
s!

(q � r)s
js

+
1

j2p

X
s�2p

�s;H
s!

(q � r)s
js�2p

9=; ;
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avec �0;H = 1 et �q;H = 2H(2H � 1) : : :(2H � q + 1); q > 0. Ainsi,

�aH(j) = �1
2
j2H

2p�1X
s=0

�s;H
s!

X
q;r

aqar(q � r)s � 1

2
j2H�2p

X̀
q;r=0

X
s�2p

�s;H
s!

(q � r)s

js�2p
:

Puisque le �ltre est d'ordre p, l'un au moins des termes
P`

q=0 (aqq
s)
P`

r=0 (arr
2p�1�s)

est nul pour s = 0; : : : ; 2p� 1. Par cons�equent, �aH(j) = j2H�2p L(j) avec

L(j) =
X̀
q;r=0

X
s�p

�s;H
s!

(q � r)s
js�p

� �1
2

X̀
q;r=0

�2p;H
(2p)!

(q � r)2p lorsque j ! +1:

2

Preuve de la Proposition 2.1 :
(i) Il s'agit d'utiliser une formule bien connue sur les polynômes d'Hermite qui peut être

vue comme un cas particulier de la non moins c�el�ebre formule du diagramme (Taqqu [88],
Breuer et Major [22]) : soient U et V deux variables al�eatoires gaussiennes centr�ees r�eduites
de coeÆcient de corr�elation �, alors

E
�
Hi(U)Hj(V )

�
= Æi;j i! �

i; 8 i; j � 1 : (2.34)

En notant Hk (t) = jtjk
Ek

� 1 et Za(i) = V a(i=N)=E(V a(i=N)2)1=2 il vient

VN(k; a) =
1

N � `
N�1X
i=`

Hk (Za(i));

ce qui nous permet d'obtenir pour la variance de cette statistique

E
�
VN(k; a)

2
�

=
1

(N � `)2
N�1X
i;j=`

E

�
Hk (Za(i))Hk (Za(j))

�

=
1

(N � `)2
X
q;r�0

ckq c
k
r

N�1X
i;j=`

E
�
Hq(Z

a(i))Hr(Z
a(j))

�
;

o�u
�
ckq ; q � 1

�
sont les coeÆcients du d�eveloppement en polynômes d'Hermite de la fonction

Hk . En tenant compte du fait que les coeÆcients ck2q+1 et ck0 sont nuls (Lemme 2.2), nous
obtenons

E
�
VN(k; a)

2
�
=

1

(N � `)2

X
q�1

�k2q

N�X̀
i=`�N

(N � `� jij)�aH(i)2q ;

avec �k2q = (ck2q)
2(2q)!. Rappelons que d'apr�es le Lemme 2.1, �aH(i) = O(jij2H�2p) donc

si 4H � 4p < 1, i.e. si p > H + 1=4 (p � 2 et H 2]0; 1[ ou p = 1 et H < 3=4), la s�erieP
i2Z�

a
H(i)

2q converge pour tout q � 1, et donc

E
�
VN(k; a)

2
�
= O

�
1

N

�
: (2.35)

Etudions les cas critiques p = 1 et H = 3=4,

E
�
VN(k; a)

2
�
= O

0@ 1

N

X
jij<N

1

i

1A = O
�
log(N)

N

�
: (2.36)
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Et p = 1 et H > 3=4,

E
�
VN(k; a)

2
�
= O

0@ 1

N

X
jij<N

1

i2�2H

1A = O
�

1

N2�2H

�
: (2.37)

La convergence presque sûre est assur�ee par (2.35), (2.36) ou (2.37), selon p et H , et le
Th�eor�eme 6.2 de Doob ([40],p.492), �etablissant une condition sous laquelle les convergence
en moyenne quadratique et presque sûre, sont �equivalentes pour la convergence de moyennes
empiriques de processus stationnaires discr�etis�es.

(ii) Nous avons montr�e, Lemme 2.2, que le rang d'Hermite de Hk valait 2. En outre,
le Lemme 2.1 permet d'aÆrmer que pour tout k > 0 et p > H + 1

4 ; �
a
H(j) est de carr�e

sommable quel que soit H 2]0; 1[ . Par cons�equent, d'apr�es le Th�eor�eme 1 de Breuer et
Major, il vient lorsque N ! +1 : ([22])

p
N VN(k; a)

L�! N ( 0; A1(H; k; a) ) ;

o�u A1(H; k; a) = limN!+1 �2
N;k;a et �2

N;k;a = E

�
1
N

�PN�1
i=` H

k ( Za(i) )
�2�

, et d'apr�es la

d�emonstration de (i), on obtient

�2N;k;a =
1

N

X
j�1

(ck2j)
2 (2j)!

N�X̀
i=`�N

(N � `� jij) �aH(i)2j

N!+1�!
X
j�1

(ck2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�aH(i)
2j :

2

Preuve du Corollaire 2.1 :
Soit f , la fonction d�e�nie par le d�eveloppement en polynômes d'Hermite suivant,

f(t) =
+1X
j=1

�2j H2j(t) ; avec �2j = (�1)j�1 2
j�1 (j � 1)!

(2j)!
:

La formule de Stirling justi�e le d�eveloppement ci-dessus. En e�et,

(�2j)
2 (2j)! �

p
�

4

1

j
3
2

; (2.38)

par cons�equent
P

j�1 (�2j)2(2j)! <1. Par ailleurs, soit XN , la variable al�eatoire d�e�nie par

XN =
1

N � `
N�1X
i=`

f(Za(i)) :

La fonction f �etant de rang d'Hermite 2, le Th�eor�eme 1 de Breuer et Major [22] nous assure,
d�es que p > H + 1

4 , que lorsque N ! +1
p
N XN

L�! N � 0; A1(H; a)
�
;

o�u A1(H; a) =
P

j�1 (�2j)
2 (2j)!

P
i2Z�

a
H(i)

2j. L'int�erêt d'avoir �etudi�e la convergence de la

variable XN r�eside dans le fait que cN
��

2j � 1
N� �2j lorsque N ! +1. Donc, si nous montrons
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la convergence en probabilit�e de X 0
N =

p
N (XN �N�VN(N

��; a)) vers 0, le th�eor�eme de

Slutsky, e.g. [48], assurera que lorsque N ! +1, N�+1=2VN(N
��; a) L! N (0; A1(H; a)). Or,

X 0
N =

p
N

N � `

N�1X
i=`

X
j�2

�2j;N H2j(Z
a(i)) avec �2j;N = �2j �N� cN

��

2j :

La variance de X 0
N s'�ecrit

E
�
X 0 2

N

�
=
X
j�2

N

(N � `)2
(�2j;N)

2(2j)!
N�X̀
i=`�N

(N � `� jij) �aH(i)2j:

Puisque p > H + 1=4, nous avons pour tout j � 2,
P

jij<N�` (N � `� jij) �aH(i)2j = O(N).
Ensuite, d'apr�es le Lemme 2.2 on peut montrer que

�2j;N = �2j �N�cN
��

2j � 1

N2�
(��2j)

j�1X
q=1

1

2q
; lorsque N ! +1:

D�e�nissons �02j = ��2j
Pj�1

q=1
1
q , on a d'apr�es (2.38), (�02j)

2(2j)! �
p
�

16
log(j)2

j3=2
, ce qui au �nal

permet d'obtenir lorsque N ! +1

E
�
X 0 2

N

�
= O

0@ 1

N4�

X
j�2

log(j)2

j3=2

1A = O(N�4�):

D'o�u le fait que X 0
N converge en probabilit�e vers 0.

2

2.8.3 Identi�cation du mbf standard

Preuve de la Proposition 2.2 :
(i) Remarquons que

( 1 + VN(k; a) ) = Nk(H � bHN (k;a) )

 
�a

bHN (k;a)
(0)

�aH(0)

! k
2

: (2.39)

La convergence presque sûre de VN(k; a) vers 0, et la continuit�e de la fonction logarithme en
1, assurent alors que

k log(N)(H � bHN(k; a) ) +
k

2
log

 
�a

bHN (k;a)
(0)

�aH(0)

!
p:s:�! 0 ;

donc,

( H � bHN(k; a) ) +
1

2 log(N)
log

 
�a

bHN (k;a)
(0)

�aH(0)

!
p:s:�! 0 : (2.40)

D'apr�es la convergence presque sûre de VN(k; a) on a : NHkSN(k; a)
p:s:! f�aH(0)gk=2Ek. Ainsi,

il existe N0 2 N�; tel que 8N � N0 on ait presque sûrement

SN(k; a) � 2

NHk
f�aH(0)gk=2Ek:
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Supposons H 2]�; 1[ pour un � > 0, alors il existe N1 2 N� tel que 8N � N1 on ait presque
sûrement

0 < SN(k; a) <
1

N �k
f�a� (0)gk=2Ek = gk;a;N(�):

Donc, il existe N1 2 N� tel que 8N � N1 on ait presque sûrement

bHN(k; a) = g�1k;a;N(SN(k; a)) 2]�; 1[; 8� > 0:

Ceci et (2.40) assurent la convergence presque sûre de bHN(k; a).
(ii) La convergence presque sûre de bHN(k; a) et (2.39) permettent d'�ecrire

VN(k; a) = k log(N)
� bHN(k; a)�H

�
(1 + oP (1)) :

D'apr�es le Th�eor�eme de Slutsky, e.g. Grimmet et al. [48], nous en d�eduisons que k
p
N log(N)

� bHN(k; a)�
H
�
converge en loi vers la même limite que

p
NVN(k; a), d'o�u le r�esultat.

2

2.8.4 Identi�cation du mbf non standard

Preuve de la Proposition 2.3 :
(i) Evident d'apr�es la Proposition 2.1 (i).
(ii) La normalit�e asymptotique du vecteur des k-variations est obtenue en utilisant le

même sch�ema de d�emonstration que Istas et Lang [55], lorsque k = 2. La matrice de covariance
asymptotique est obtenue par

lim
N!+1

N E
�
VN(k; a

m) VN(k; a
n)
�
; pour m;n 2 f1; : : : ;Mg :

Or,

N E
�
VN(k; a

m) VN(k; a
n)
�

=
N

(N�m`)(N�n`)
N�1X
q=m`

N�1X
r=n`

E
�
Hk (Zam(q))Hk (Zan(r))

�
N!+1�!

X
j�1

(ck2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�a
m;an

H (i)2j :

(iii) Il suÆt de remarquer que presque sûrement, on a :

logSN(k; a
m) � log E(SN (k; a

m)) = VN(k; a
m)
�
1 + o(1)

�
: (2.41)

2

Preuve de la Proposition 2.4 :
(i) Soit �N le vecteur du bruit de la r�egression de LN sur XM , �N = LN�XM�. La th�eorie

de la r�egression lin�eaire montre que

eHols
N (k; a;M) � H =

At

k kAk2 �N ;

et e�olsN (k; a;M) � � =
(A0)t

k kA0k2 �N ;



52 2.8 Preuves des r�esultats

o�u A et A0 sont les vecteurs d�e�nis pour m = 1; : : : ;M par

Am = log(m) � 1

M

MX
m=1

log(m) ;

A0m =
1

M

MX
m=1

log(m)2 � log(m)
1

M

MX
m=1

log(m) ;

Le r�esultat (i) de la Proposition 2.3 entrâ�ne que �N
p:s:�! (0; 0; : : : ; 0)t. La convergence

de eHols
N et e�olsN est donc assur�ee. Une lecture attentive de la preuve du Th�eor�eme 6.2 de

Doob ([40], p.492), montre que l'on peut l�eg�erement am�eliorer ce r�esultat et montrer que

log(N)VN(k; a)
p:s:�! 0, ce qui permet d'obtenir

log(N)
� eHols

N (k; a;M)�H
� p:s:�! 0 :

Par d�e�nition de l'estimateur du coeÆcient d'�echelle, ceci entrâ�ne la convergence presque
sûre de eCols

N vers C.

(ii) Pour p > H + 1
4 ,

eHols
N (k; a;M) �etant d�e�ni comme une combinaison lin�eaire de

composantes d'un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaussien. En
outre,

E
� � p

N ( eHols
N (k; a;M)�H)

	2 �
=

At

k2 kAk4 E( N �N�
t
N ) A

N!+1�! 1

kAk4 A
t Gk

k2
A :

De la même mani�ere, on montre ais�ement que

p
N
� e�olsN (k; a;M)� �

� L�! N
�
0;
(A0)t G0k A

0

kAk4
�
: (2.42)

On remarquera ensuite, d'une part que presque sûrement

log( eCols
N (k; a;M) )� log(C) =

1

C
( eCols

N (k; a;M)� C ) ( 1 + o(1) ) ;

et d'autre part que

log( eCols
N (k; a;M) )�log(C) = ( eHols�H ) log(N) +

1

2
log

 
�aH(0)

�a
eHols(0)

!
+
1

k
( e�olsN (k; a;M)�� ) :

avec eHols = eHN(k; a;M). D'apr�es (2.42) et la Proposition 2.4 (i), on a

p
N

log(N)

�
1

2
log
�
�aH(0) = �

a
eHols(0)

�
+

1

k
( e�olsN (k; a;M)� � )

�
P�! 0 ;

ce qui assure que
p
N

log(N)
1
C ( eCols

N (k; a;M) � C) converge en loi vers la même limite quep
N( eHols

N (k; a;M)� H ).

2
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Preuve de la Proposition 2.5 :
Seule la d�emonstration des convergences de eHgls

N (k; a;M) est pr�esent�ee, le sch�ema de
d�emonstration de la Proposition 2.4, s'appliquant de mani�ere tout �a fait analogue pour les
d�emonstrations des convergences de eCgls

N (k; a;M).
(i) Par d�e�nition de la r�egression lin�eaire pond�er�ee, il est clair que

eHgls
N (k; a;M) � H =

( bBk)t bG�1k
k k bBkk2bGk

�N ;

o�u bBk est le vecteur d�e�ni par

bBk =

�
IM � 1tM 1M ( bGk)�1

1tM bG�1k 1M

� �
log(m)

	
1�m�M ;

avec IM la matrice identit�e de taille M et 1M = (1; 1; : : : ; 1)t. La convergence presque sûre
de eHols

N (k; a;M) entrâ�ne les convergences suivantes

bG�1k p:s:�! G�1k ; bBk
p:s:�! Bk et k bBkk2bGk

p:s:�! kBk2Gk
:

La convergence presque sûre de �N termine alors la d�emonstration.
(ii) Pour p > H +1=4, eHgls

N (k; a;M) �etant encore d�e�ni comme une combinaison lin�eaire
de composantes d'un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaussien. En
outre,

E
� � p

N( eHgls
N (k; a;M)�H)

	2�
=

( bBk)
t bG�1k

k2 k bBkk4bGk

E( N �N�
t
N ) ( bG�1k )t bBk

N!+1�! 1

kBkk2G0

k

:

2





Chapitre

3 Bornes de Cram�er-Rao

pour le mouvement brow-

nien fractionnaire

Ce chapitre explicite un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire concernant le comportement de suite
d'inverses de matrices localis�ees pr�es de leur diagonale. Nous appliquons ce r�esultat au calcul
de la borne de Cram�er-Rao des estimateurs des param�etres du mouvement brownien frac-
tionnaire, probl�eme d�ej�a abord�e et r�esolu par Dahlhaus [34] par une approche di��erente de
celle pr�esent�ee dans ce chapitre.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous continuerons �a noter fBH;C(t); t � 0g le mbf de param�etres
(H;C) 2]0; 1[�R+�. Pour tester l'eÆcacit�e d'estimateurs tels que ceux d�evelopp�es par la
m�ethode des variations discr�etes dans le Chapitre 2, il est d'usage de comparer leur �ecart qua-
dratique moyen avec la borne de Cram�er-Rao dont nous rappelons d�es �a pr�esent la d�e�nition :
soit x = (x1; : : : ; xN) un vecteur al�eatoire dont la densit�e de probabilit�e d�epend d'un pa-
ram�etre r�eel � inconnu, alors sous certaines conditions de r�egularit�e, e.g. Dacunha-Castelle
et al. [33] p.178, tout estimateur non biais�e b� de � satisfait

E

�nb� � �otnb� � �
o�

� IN(�)
�1 � BCRN(�) ; (3.1)

o�u IN(�) est la matrice d'information de Fisher d�e�nie par

IN(�) =

�
E

�
@

@�i
logL(x; �)

@

@�j
logL(x; �)

� �
1�i;j�k

(3.2)

L(x; :) �etant la vraisemblance du mod�ele.

Notre mod�ele statistique sera constitu�e d'une trajectoire soit d'un mbf standard (processus
pour lequel C = 1) soit d'un mbf non standard discr�etis�ee aux instants i=�N ; i = 0; : : : ; N�1,
avec �N ! +1 lorsque N ! +1. Nous noterons ces trajectoires discr�etis�ees respectivement
BH et BH;C . Les param�etres d'int�erêt seront donc respectivement H et (H;C), et nous no-
terons selon le cas BCRN(H) et BCRN(H;C2) les bornes de Cram�er-Rao associ�ees. Apr�es
quelques calculs d�etaill�es dans la Section 3.3, l'obtention des BCR se ram�ene au calcul de

Tr

�
d

dH
�H :�

�1
H

�
; (3.3)
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o�u �H repr�esente la matrice de covariance normalis�ee d'une transformation lin�eaire, not�ee `, de
la trajectoire discr�etis�ee BH : �H = �2H

N E
�
`(BH)`(BH)

t
�
. Si ` repr�esente les accroissements,

`(BH) d�e�nit un bgf standard observ�e aux instants i=�N ; i = 0; : : : ; N � 1 et �H la matrice
d'autocovariance normalis�ee du mbf. On comprend bien alors que la diÆcult�e d'�evaluer (3.3)
r�eside dans le fait que la matrice �H n'est pas creuse, (�H)i;j =

1
2(jj�i�1j2H�2jj�ij2H+jj�

i+1j2H). Le probl�eme n'est cependant pas insurmontable car cette matrice de Toeplitz poss�ede
une propri�et�e int�eressante de d�ecroissance hyperbolique des coeÆcients loin de la diagonale,
(�H)i;j � cjj � ij2H�2. Dans ce cadre de travail, le probl�eme est enti�erement r�esolu par
Dahlhaus [34] qui en 1989 a �etudi�e les BCR de param�etres de divers processus autosimilaires.
Sans avoir �etudi�e s�epar�ement les comportements de d

dH�H et de ��1H , il parvient �a �etablir la
limite de (3.3) lorsque N tend vers +1, et �nalement �a montrer pour le mbf non standard
que la borne de Cram�er-Rao des estimateurs du param�etre H v�eri�e :

�
BCRN(H;C

2)
�
1;1

� 1

N

2

D
; avec D =

1

2�

Z �

��

�
@

@H
log f(�)

�2

d�;

o�u f d�esigne la densit�e spectrale du bgf. Notre approche est l�eg�erement di��erente puisque
nous commen�cons par d�emontrer un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire (qui nous semble par ailleurs
int�eressant en lui-même) concernant l'inverse de matrices qui sont localis�ees pr�es de la diago-
nale, ce qui nous permet d'exhiber une transformation lin�eaire pour laquelle nous contrôlons
les comportements des coeÆcients de d

dH�H d'une part et de ��1H d'autre part. Ce contrôle
s�epar�e des coeÆcients nous permet d'obtenir exactement BCRN(H) et la vitesse de conver-
gence de BCRN(H;C

2) (notre approche ne nous permet pas d'obtenir la constante asymp-
totique 2=D).

Ce chapitre est organis�e de la mani�ere suivante. Dans la Section 3.2, nous g�en�eralisons
un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire fondamental d�emontr�e par Ja�ard [57] et qui nous permet de
contrôler les coeÆcients de suites de certaines matrices N �N exhibant soit une d�ecroissance
hyperbolique soit une d�ecroissance exponentielle. Plus pr�ecis�ement, nous prouvons que les
inverses de telles matrices poss�edent la même propri�et�e de localisation que la matrice initiale.
En �ltrant fractionnairement et partiellement la trajectoire discr�etis�ee, nous parvenons �a
exhiber dans la Section 3.3, une transformation lin�eaire pour laquelle nous contrôlons (3.3)
et �nalement �a �etablir les comportements de BCRN(H) et BCRN(H;C

2).

3.2 Inverse de matrices localis�ees

Cette section a pour objectif de pr�esenter un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire fondamental sur
les inverses de suite de matrices �nies localis�ees pr�es de leur diagonale. Nous entendons par
matrice localis�ee une matrice dont les termes d�ecroissent hyperboliquement ou exponentiel-
lement en s'�eloignant de la diagonale.

Caract�eriser l'inverse d'une matrice est un probl�eme majeur en alg�ebre lin�eaire qui a
int�eress�e de nombreux chercheurs, et engendr�e une litt�erature importante : Varga [93] et
Demko [39] se sont int�eress�es �a obtenir des bornes de jjA�1jj1 o�u A est une matrice par
bandes; Chew [24], Vassilevski [94], Barret et al. [10] et Shivakumar et al. [86] explicitent
des bornes des coeÆcients de l'inverse de matrices par bandes et/ou matrices tridiagonales;
Demko et al. [38] se sont pour leur part attach�es �a exhiber la vitesse de d�ecroissance des
coeÆcients de l'inverse de certaines matrices localis�ees. Cette liste n'est �evidemment pas
exhaustive. Cependant �a notre connaissance seul Ja�ard [57] s'est int�eress�e �a borner les co-
eÆcients de matrices localis�ees in�nies. Plus pr�ecis�ement, il montre sous certaines conditions
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que si une matrice localis�ee in�nie est inversible en tant qu'op�erateur de `2(Z) ! `2(Z)
alors son inverse exhibe la même propri�et�e de \localisation". Notre contribution est de re-
garder tr�es pr�ecis�ement comment peuvent s'adapter ces r�esultats �a des suites de matrices
�nies. Commen�cons par introduire quelques notations ainsi que les r�esultats de Ja�ard que
nous g�en�eralisons, d'une part pour les matrices �a d�ecroissance hyperbolique, ensuite pour les
matrices �a d�ecroissance exponentielle.

3.2.1 Matrices �a d�ecroissance hyperbolique

Etant donn�es � > 0; c > 0, Q�;c d�esignera l'ensemble des matrices index�ees par Z�Z
v�eri�ant

A 2 Q�;c , j(A)k;k0 j � c
�
1 + jk0 � kj ��� ; 8k; k0 2Z: (3.4)

De plus, (Q�;c;N)N�1 d�esignera la suite de sous-ensembles de matrices N �N telles que

A 2 Q�;c;N , j(A)k;k0 j � c
�
1 + jk0 � kj ��� ; 8k; k0 = 1; : : : ; N; (3.5)

avec dans (3.5) � et c ind�ependants de N . Le Lemme pr�eliminaire suivant explicite une
propri�et�e importante des ensembles Q�;c et Q�;c;N .

Lemme 3.1 Q�;c et Q�;c;N constituent des alg�ebres d�es que � > 1.

La preuve de ce r�esultat est omise, �etant en tout point identique �a celle de la Proposition 1
de Ja�ard [57].

Th�eor�eme 3.1 (Ja�ard) Soit A une matrice appartenant �a Q�;c avec � > 1, inversible en
tant qu'op�erateur de `2(Z) dans `2(Z) alors il existe c0 > 0 telle que A�1 2 Q�;c0.

Le th�eor�eme suivant pr�esente les r�esultats obtenus en restreignant le cadre de travail aux
suites de matrices N � N . Dans l'�enonc�e du r�esultat suivant, ba d�esigne la transform�ee de
Fourier d'une suite a 2 `2(Z).
Th�eor�eme 3.2 Soit � 2]1; 3=2[, et soit (AN)N�1 une suite de matrices N �N sym�etriques
d�e�nies positives telle que AN 2 Q�;c;N. Soit A1 l'op�erateur d�e�ni, si la limite suivante
existe, pour (i; j) 2Z2 par

(A1)i;j = lim
N!+1(AN)i;j

Supposons satisfaites les hypoth�eses suivantes

(H1) (A1)i;i+j = a(j) avec a(j) � cjjj��; lorsque jjj ! +1;
(H2) ba(�) > 0 for � 6= 0;

(H3)
PN

i;j=1 f(A1)i;j � (AN)i;jg2 = o(1) ; lorsque N ! +1;

alors il existe c0 > 0 telle que A�1N 2 Q�;c0;N.

Une lecture attentive des th�eor�emes pr�ec�edents montre que notre travail a consist�e �a �etablir
les conditions pour lesquelles l'inversibilit�e sur `2(Z) est assur�ee uniform�ement en N : hy-
poth�eses (H1), (H2) et (H3).

Exemple : soitGN la matrice de corr�elation d'un bgf standard discr�etis�e en i=N; i = 1; : : : ; N�
1. D'apr�es la Section 2.1,

(GN)i;j =
1

2

�jj � i� 1j2H � 2jj � ij2H + jj � i+ 1j2H	 � cjj�ij2H�2 lorsque jj�ij ! +1:
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L'op�erateur G1 tel qu'il est d�e�ni dans le Th�eor�eme 3.2 n'est autre que l'extension de la
matrice GN aux indices (i; j) 2Z2, donc l'hypoth�ese (H3) est trivialement v�eri��ee. De plus,
si H 2]1=4; 1=2[ l'hypoth�ese (H1) est satisfaite pour � = 2�2H , et la densit�e spectrale du bgf
�etant strictement positive en dehors de 0, (H2) est assur�ee. En conclusion, si H 2]1=4; 1=2[,
G�1N 2 Q2�2H;c;N .

Preuve du Th�eor�eme 3.2
Par la suite, (AN)N�1 d�esignera une suite de matrices N � N d�e�nies positives satisfai-

sant les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.2, et c une constante g�en�erique strictement positive et
ind�ependante de N . Et par souci de simplicit�e, nous reprenons les notations introduites par
Ja�ard [57].

jjAN jj = supX2RN;X 6=0
jjANX jj`2
jjXjj`2 = supX2RN;X 6=0

XtANX
XtX

:

jjAN jj� = supk;j j(AN)j;kj(1 + jk � jj)� ; pour � > 0

jjAN jj`p = supj
�P

k j(AN)j;kjp
� 1
p :

De plus, pour une suite u = (uj)j2Z, nous noterons jjujj`p =
nP

j2Zjuj jp
o1=p

; pour p � 1.

D�e�nissons, BN = I� AN
jjAN jj . Le premier Lemme, qui joue le rôle le plus important dans notre

d�emonstration, donne une borne pour jjBN jj.
Lemme 3.2 Il existe 0 < r < 1, r ind�ependant de N , tel que jjBN jj � r < 1.

Preuve du Lemme 3.2.
� Commen�cons par montrer que A1 est un op�erateur continu et inversible de `2(Z) dans

`2(Z). Soit u 2 `2(Z), puisque A1u = a�u (o�u � symbolise le produit de convolution), d'apr�es
l'in�egalit�e de Young on a

jjA1ujj`2 = jja � ujj`2 � jjajj`1jjujj`2 :
L'hypoth�ese (H1) assure que a 2 `1, A1 est donc continu. Ensuite, remarquons que [a � u =babu. Puisque, ba > 0 presque partout, a � u = 0 implique que u = 0 et donc A1 est injectif. A
pr�esent, notons v = a � u et supposons v 2 `2, d'apr�es l'�egalit�e de Parseval et l'in�egalit�e de
H�older, il est facile de voir que

jjujj`2 � jjvjj`2 jjba�1jjL2(]��;�[):
Nous avons a(j) � cjjj��; lorsque jjj ! +1, avec � 2]1; 3=2[, donc d'apr�es le r�esultat de
Zygmund [101], ba(�)�1 � cj�j1�� lorsque j�j ! 0, et ainsi en utilisant (H1) et (H2), on
montre que 1=ba 2 L2(]� �; �[). Bref, A1 est un op�erateur continu et inversible de `2(Z)!
`2(Z). En cons�equence, l'op�erateur A�11 existe et est continu de `2(Z)! `2(Z).

� Un peu d'alg�ebre lin�eaire conduit aux relations suivantes

jjAN jj = �M ; et jjBN jj = 1 � �m
�M

; (3.6)

o�u �M (resp. �m) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de la matrice AN . Pour
d�emontrer le Lemme 3.2, il suÆt de borner le rapport �M=�m ind�ependamment de N . Soient
XM et Xm les vecteurs propres associ�es �a �M et �m. D�e�nissons les vecteurs X

0
M et la matrice

A0
N par:�

X0
M

�
i
=

�
(XM)i si 1 � i � N:
0 sinon

�
A0
N

�
i;j

=

�
(AN)i;j si 1 � i; j � N:

0 sinon
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On d�e�nit de la même mani�ere le vecteur X0
m, associ�e �a Xm.

� Commen�cons par majorer �M :

�M =
X t

MANXM

X t
MXM

=
(X0

M)
tA0

NX
0
M

(X0
M)

tX0
M

=
(X0

M)
t(A0

N � A1)X0
M

(X0
M)

tX0
M

+
(X0

M)
tA1X0

M

(X0
M)

tX0
M

:

Or, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on a:

(X0
M)

t(A0
N � A1)X0

M

(X0
M)

tX0
M

�
8<: X

1�i;j�N
f(AN � A1)i;jg2

9=;
1=2

= o(1); d'apr�es l'hypoth�ese (H3):

De plus,

(X0
M)

tA1X0
M

(X0
M)

tX0
M

� sup
X2`2;X 6=0

X tA1X
X tX

= jjA1jj:

Donc �a partir d'un certain rang,

�M � 2jjA1jj: (3.7)

� Cherchons �a pr�esent �a minorer �m. Avec les notations introduites auparavant, on a:

�m =
X t
mANXm

X t
mXm

=
(X0

m)
tA0

NX
0
m

(X0
m)

tX0
m

=
(X0

m)
t(A0

N �A1)X0
m

(X0
m)

tX0
m

+
(X0

m)
tA1X0

m

(X0
m)

tX0
m

:

De nouveau,

(X0
m)

t(A0
N �A1)X0

m

(X0
m)

tX0
m

= o(1); d'apr�es l'hypoth�ese (H3):

L'op�erateur A1 �etant un op�erateur sym�etrique d�e�ni positif, d�e�nissons Y 0
m = A

1=2
1 X0

M . On
a alors

(X0
m)

tA1X0
m

(X0
m)

tX0
m

=
(Y 0

m)
tY 0
m

(Y 0
m)

tA�11 Y 0
m

� 1

jjA�11 jj :

Donc �a partir d'un certain rang,

1

�m
� 2jjA�11 jj: (3.8)

Les r�esultats (3.7) et (3.8) montrent qu'�a partir d'un certain rang �M=�m � 4jjA1jjjjA�11 jj.
La premi�ere partie de la preuve assure que ce quotient est �ni, ce qui termine la preuve du
Lemme 3.2.

2

Le Lemme 3.2 nous permet d'utiliser le cadre de travail �etabli par Ja�ard : il nous faut
prouver que A�1N 2 Q�;c;N i.e. que jjA�1N jj� � c. En �ecrivant,A�1N =

P
n�0 (BN)n, on s'aper�coit

qu'il suÆt de borner la s�erie
P

n�0 jj(BN)
njj� ind�ependamment de N . Les cinq Lemmes sui-

vants sont dûs �a Ja�ard [57]. Nous v�eri�ons leur validit�e avec les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.2.

Lemme 3.3 8p 2]1; 2]; jjBN jj`p � cpjjBN jj2=p�11 jjBN jj2�2=p`2
; avec cp ind�ependant de N .
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Preuve du Lemme 3.3

Soit bjk = (BN)j;k, et soit T 2 f1; : : : ; Ng (T sera �x�e ult�erieurement), alors� X
k

jbjkjp
�1=p

�
� X

jk�jj�T
jbjkjp

�1=p
+
� X

jk�jj>T

jjBN jjp1
jk � jjp

�1=p
: (3.9)

D'apr�es l'in�egalit�e de H�older

� TX
i=�T

jaijp
�1=p � (3T )1=p�1=2

� TX
i=�T

jaij2
�1=2

:

De plus,
NX

k=T+1

1

kp
�
Z +1

T

x�pdx =
1

p� 1
T 1�p :

En passant �a la borne sup�erieure de (3.9), il vient

jjBN jj`p � (3T )1=p�1=2 jjBN jj`2 + 2(p� 1)�1=p T 1=p�1 jjBN jj1 :

Puisque a 2 `1, jjBN jj1 est born�ee ind�ependamment de N . De plus,
�jjBN jj`2

�
N�1 est une

suite croissante, donc pour N suÆsamment grand, on peut choisir T =
� jjBN jj21 = jjBN jj2`2

�
et ainsi obtenir

jjBN jj`p � cp jjBN jj2=p�11 jjBN jj2�2=p`2
avec cp = 2�max

�
31=p�1=2; 2(p� 1)�1=p

�
:

2

Lemme 3.4 Soit eBN la matrice d�e�nie par ( eBN)j;k = ebjk = (k � j)bjk, et soit p un r�eel
satisfaisant 1 < p < 2

3�� . Si M1 et M2 sont deux matrices telles que jjM1jj`p < +1 et
jjM2jj`p < +1, alors il existe une constante c ind�ependante de N telle que�� (M1

eBNM2)i;j
�� � c jjBN jj� jjM1jj`p jjM2jj`p :

Preuve du Lemme 3.4 Commen�cons par prouver que eBN est born�e de `p ! `r, avec r
tel que 1

p +
1
r = 1. Nous avons jebjkj � cjk � jj1��. Maintenant, la suite

�jkj1���
k2Z� 2 `q si

q > 1
��1 , et donc d'apr�es l'in�egalit�e de Young, eBN sera continu `p ! `r si 1

r <
1
p +

1
q � 1. La

condition impos�ee �a p nous permet de choisir r tel que 1
p+

1
r = 1 (ce qui justi�era l'utilisation

de l'in�egalit�e de H�older ci-apr�es).
Soit (ei) la base canonique de `2, M2ej 2 `p donc jjM2ej jj`p � jjM2jj`p . Ainsi, eBNM2ej 2
`r et jj eBNM2ej jj`r � cjjBN jj� jjM2jj`p . En�n, puisque M t

1ej 2 `r, nous obtenons d'apr�es
l'in�egalit�e de H�older���< M t

1ej ; eBNM2ej >
��� � c jjBN jj� jjM1jj`p jjM2jj`p :

2

Lemme 3.5 Il existe une constante � = �(R) ind�ependante de N telle que pour n � 0 on
ait

jj(BN)
njj1 � � Rn; 8 R > jjBN jj:
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Preuve du Lemme 3.5. Soit bn;jk le coeÆcient d'indices (j; k) de la matrice (BN)
n, et soitebn;jk = (k � j) bn;jk . On a,

bn;jk =
X

i1;::: ;in�1

bji1bi1i2 : : : bin�1k :

Puisque,
jk � jj � jj � i1j + : : : + jin�1 � kj ;

il vient

jebn;jkj �
X
i1

jebji1 j jbi1i2 j : : : jbin�1k j + � � �+ X
in�1

jbji1 j jbi1i2 j : : : jebin�1k j :
Le Lemme 3.4 nous permet alors d'obtenir la majoration suivante,

jj(BN)
njj1 � 2 c jjBN jj� jj(BN)

n�1jj`p + c

n�2X
i=1

� jjBN jj� jj(BN)
ijj`p jj(BN)

n�i�1jj`p
	
:

D'apr�es le Lemme 3.3, il existe une constante c0 ind�ependante de N telle que

jj(BN)
njj1 � c0 jjBN jj�

�
jj(BN)

n�1jj2=p�11 jjBN jj(n�1)(2�2=p)

+
n�2X
i=1

� jj(BN)
ijj1 jj(BN)

n�1�ijj1
�2=p�1 jjBN jj(n�1)(2�2=p)

�
: (3.10)

Q�;N �etant une alg�ebre (voir [57] pour une preuve d�etaill�ee), il existe R0 > 0 tel que, pour
tout n, on ait : jj(BN)

njj1 � Rn
0 . D'apr�es (3.10), nous obtenons alors

jj(BN)
njj1 � 2 c0 n jjBN jj� R(n�1)(2=p�1)

0 jjBN jj(n�1)(2�2=p) :

La �n de la preuve est identique : si R1 > R
2=p�1
0 jjBN jj2�2=p, alors il existe �1 = �1(R1) tel

que jj(BN)
njj1 � �1 R

n
1 : La d�emonstration est termin�ee en it�erant cet argument et en

remarquant que jjBN jj est l'unique point �xe de l'application x 7! x2=p�1jjBN jj2�2=p.
2

Lemme 3.6 Il existe 
 > 0 tel que pour tout R > jjBN jj, on ait

jj(BN)
njj1+
 � � Rn ; avec � = �(R) ind�ependante de N:

Preuve du Lemme 3.6 La preuve est identique �a celle du Lemme 4 de Ja�ard [57]. Elle
repose sur le fait que l'on peut prouver un r�esultat identique au Lemme 3.4 pour la matriceeeBN d�e�nie par

�eeBN

�
j;k

= jk � jj1+
bjk (avec 0 < 
 < 1). Il suÆt ensuite d'appliquer le

sch�ema de la preuve du Lemme 3.5 pour la matrice ayant pour termes jk� jj1+
bn;jk.
2

Lemme 3.7 Il existe 
 > 0 tel que A�1N 2 Q
+1;c;N .

Preuve du Lemme 3.7

D'apr�es le Lemme 3.3, jjBN jj � r < 1, on peut choisir R = r dans le Lemme 3.6 et ainsi
obtenir

P
n�0 jj(BN)njj1+
 � �

1�r ; ce qui implique que A
�1
N 2 Q1+
;c;N .

2



62 3.2 Inverse de matrices localis�ees

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Th�eor�eme 3.2. Remarquons que

(k � j)(A�1N )j;k = �
X
`

X
m

(A�1N )k;`(`�m)(AN)`;m(A
�1
N )m;j :

Il existe une constante c ind�ependante de N , telle que�� (A�1N )k;`
�� � c (1 + jk � `j)�
�1 et

�� (`�m)(AN)`;m
�� � c (1 + j`�mj)1�� :

En se basant sur le Lemme 3.1, on peut montrer que si M 2 Q�;c;N et M 0 2 Q�;c0;N avec
� < 1; � > 1 alors (MM 0) 2 Q�;c00;N avec c; c0; c00 > 0. Ainsi, il existe une constante c > 0
ind�ependante de N telle que�� (k � j)(A�1N )j;k

�� � c (1 + jk � jj)1�� ;

et le Th�eor�eme 3.2 est prouv�e.

2

3.2.2 Matrices �a d�ecroissance exponentielle

En travaillant sur la g�en�eralisation du r�esultat de Ja�ard concernant les matrices dont
les termes d�ecroissent de mani�ere hyperbolique en s'�eloignant de la diagonale, nous nous
sommes aper�cus qu'une telle g�en�eralisation �etait possible pour les matrices pr�esentant une
d�ecroissance exponentielle.
Etant donn�es � > 0; c > 0, E�;c d�esignera l'ensemble des matrices index�ees parZ�Zv�eri�ant

A 2 E�;c , j(A)k;k0 j � c exp(��jk0 � kj); 8k; k0 2Z: (3.11)

De plus, (E�;c;N)N�1 d�esignera la suite de sous-ensembles de matrices N �N telles que

A 2 E�;c;N , j(A)k;k0 j � c exp(��jk0 � kj); 8k; k0 = 1; : : : ; N: (3.12)

Clairement, dans (3.12) � et c sont ind�ependants de N .

Th�eor�eme 3.3 (Ja�ard) Soit A une matrice appartenant �a E�;c, inversible en tant qu'op�erateur
de `2(Z) dans `2(Z) alors il existe c0 > 0 telle que A�1 2 E�;c0 .

Le Th�eor�eme suivant pr�esente les r�esultats obtenus en restreignant le cadre de travail aux
suites de matrices N �N .

Th�eor�eme 3.4 Soit (AN)N�1 une suite de matrices N � N sym�etriques d�e�nies positives
telle que AN 2 E�;c;N . Soit A1 l'op�erateur d�e�ni, si la limite suivante existe, pour (i; j) 2Z2

par
(A1)i;j = lim

N!+1(AN)i;j

Supposons satisfaites les hypoth�eses suivantes

(H1) (A1)i;i+j = a(j) avec a(j) � c exp(��jjj) lorsque jjj ! +1
(H2) jba(�)j > 0 for � 6= 0

(H3)
PN

i;j=1 f(A1)i;j � (AN)i;jg2 = o(1) ; lorsque N ! +1

alors il existe c0 > 0 telle que A�1N 2 E�;c0;N .
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Preuve du Th�eor�eme 3.4

Une lecture attentive de la preuve du Th�eor�eme 3.3 de Ja�ard montre que l'extension
aux suites de matrices N �N est envisageable d�es que l'on obtient un r�esultat analogue au
Lemme 3.2 pour les matrices appartenant �a E�;N , i.e. d�es qu'il existe r < 1, r ind�ependant
de N , tel que jjI � AN

jjAN jj jj � r. Et une lecture attentive du Lemme 3.2 montre que ceci est

r�ealis�e d�es que a 2 `1, 1=ba 2 L2(] � �; �[) et jba(�)j > 0 pour � 6= 0. Or, un simple calcul
int�egral montre qu'il existe c > 0 tel que ba(�) = c

�2+�2
. Donc les trois conditions pr�ecit�ees

sont trivialement v�eri��ees.

2

3.3 Applications au calcul des Bornes de Cram�er-Rao du mbf

Dans cette section, nous souhaitons appliquer les r�esultats de la section pr�ec�edente �a
l'�evaluation de la vitesse des bornes de Cram�er-Rao pour les param�etres du mbf standard,
BCRN(H), et du mbf non standard, BCRN(H;C

2). Les r�esultats de cette section ne sont pas
novateurs d'un point de vue th�eorique puisqu'ils ont d�ej�a en partie �et�e pr�esent�es par Dahlhaus
[34], qui par son approche parvient �a obtenir un �equivalent de BCRN(H;C

2). Cependant,
la d�emonstration que nous apportons est unique, originale et n'est �a notre avis pas d�enu�ee
d'int�erêt.

Rappelons les notations suivantes pour xN et yN , deux suites r�eelles : xN � yN si la
limite limN!+1 xN=yN existe et est �egale �a 1. Par ailleurs, nous aurons xN = O(yN) (resp.
xN � yN), s'il existe une constante c > 0, (resp. c1; c2 > 0), telle que jxN j � cjyN j (resp.
c1jyN j � jxN j � c2jyN j). Pour deux matrices A et B, nous aurons AN � BN si pour tout i; j
(AN)i;j � (BN)i;j .

Th�eor�eme 3.5 Soit 0 < H < 1 le param�etre de Hurst d'un mbf standard observ�e aux instants
i=�N; i = 0; : : : ; N� 1. Alors la borne de Cram�er-Rao de H v�eri�e lorsque N ! +1;�N !
+1 :

BCRN(H) � 1

2

1

N log2(�N)
: (3.13)

Th�eor�eme 3.6 Soient 0 < H < 1 et 0 < C le param�etre de Hurst et le param�etre d'�echelle
d'un mbf non standard observ�e aux instants i=�N; i = 0; : : : ; N � 1. Alors la borne de
Cram�er-Rao de (H;C) v�eri�e lorsque N ! +1;�N ! +1 :

BCRN

�
H;C2

� � �
1=N log(�N)=N

log(�N)=N log2(�N)=N

�
: (3.14)

Commen�cons par introduire quelques notations et par d�ecrire l'approche utilis�ee pour
d�emontrer ces deux r�esultats. Le vecteur BH (resp. BH;C) d�esignera une trajectoire d'un mbf
standard (resp. non standard) discr�etis�ee aux instants i=�N; i = 0; : : : ; N � 1. Soit c le
vecteur d�e�ni pour d 2]� 1=2; 1=2[ et pour k � 0 par

ck = (�1)k �(d+ 1)

�(k + 1)�(k � d+ 1)
;

o�u � d�esigne la fonction Gamma. La suite c repr�esente un �ltre fractionnaire d'ordre d, i.e.
les coeÆcients du d�eveloppement en s�eries de la fonction (1� z)d. Nous renvoyons le lecteur
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�a Beran [20] qui �enonce quelques g�en�eralit�es sur les �ltres fractionnaires. Entre autres, il
montre que la transform�ee de Fourier de c, not�ee bc, est donn�ee par bc(�) = (1 � ei�)d pour
� 2]��; �[. A pr�esent d�e�nissons �dBH (resp.�dBH;C) comme �etant le vecteur issu du �ltrage
fractionnaire partiel des accroissements de BH (resp. BH;C) avec le vecteur c :

�dBH(i) =
N�1�iX
k=0

ck XH

�
k + i

�N

�
pour i = 0; : : : ; N 0� 1;

o�u N 0 = [N(1�1= logN)] ([x] d�esignant la partie enti�ere d'un r�eel x), et o�uXH(0) = BH(0) et
XH(j=�N) = BH(j=�N)�BH(j�1=�N); pour j = 1; : : : ; N 0�1. D�esignons encore par �H;�

la matrice de covariance de �dBH d�e�nie par �H;� = E
�
(�dBH)

t(�dBH)
�
. L'autosimilarit�e

du mbf suÆt �a montrer que

(�H;�)i;j =
1

(�N)2H

(N�i;N�j)X
(k;k0)=(0;0)

ckck0
(k
0� k + j � i) ; i; j = 1; : : : ; N 0 ; (3.15)

o�u 
 d�esigne la fonction de covariance du bgf donn�ee par 
(�) = 1=2(j� � 1j2H � 2j� j2H +
j� + 1j2H). �H d�esignera la matrice normalis�ee �H;1, j�Hj le d�eterminant de �H et d

dH�H la
matrice dont les termes sont les termes de �H d�eriv�es par rapport �a H .

Le Lemme 3.8 montre la pertinence du �ltrage fractionnaire partiel des accroissements
de BH . Ce Lemme montre en e�et que pour un certain choix du r�eel d, la matrice �H de
tailleN 0 �N 0 satisfait les hypoth�eses (H1) et (H2) du Th�eor�eme 3.2. Ensuite, le fait d'avoir
d�e�ni uniquement �dBH(i) pour 0 � i < N 0 assure que chaque composante est obtenue en
�ltrant au moins N

log(N) observations du mbf, ce qui est primordial pour assurer l'hypoth�ese

(H3) du Th�eor�eme 3.2. En r�esum�e, l'approche d�evelopp�ee, i.e. le �ltrage fractionnaire partiel,
nous permet de construire une matrice (�H), pour laquelle nous contrôlons les coeÆcients ainsi
que les coeÆcients de son inverse par application du Th�eor�eme 3.2, et ce pour tout H 2]0; 1[.
Ceci est le point-cl�e pour obtenir les comportements de BCRN(H) et BCRN(H;C2). Si
nous avions consid�er�e uniquement les accroissements du mbf (sans �ltrage fractionnaire),
les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.2 n'auraient �et�e satisfaites que pour H 2]1=4; 1=2[ et nous
n'aurions �et�e en mesure de d�eterminer les comportements de BCRN(H) et BCRN(H;C

2)
que pour H 2]1=4; 1=2[.

Ajoutons �egalement que de par leur �equivalence, nous abuserons des notations en conti-
nuant �a noter BCRN(H) (resp. BCRN(H;C2)) la borne de Cram�er-Rao de H (resp. (H;C2))
bas�ee soit sur BH (resp. BH;C) soit sur �dBH (resp. �dBH;C) puisque N

0 � N . Sans perte de
g�en�eralit�e, la preuve devient plus claire.

En�n, introduisons les quelques notations suivantes :

XN0 = XN 0(H;�N) �
�
(�N)

H �dBH

�t
(�H)

�1� (�N)
H �dBH

�
; (3.16)

YN 0 = YN 0(H;�N) �
�
(�N)

H �dBH

�t d
dH

(�H)
�1� (�N)

H �dBH

�
; (3.17)

et,

uN0 = Var(XN0) ; vN 0 = Var(YN 0) ; and cN0 = Cov(XN0 ; YN 0) : (3.18)

Nous �enon�cons un r�esultat pr�eliminaire, concernant les comportements de vN0 et cN0 , qui sera
prouv�e dans la Section 3.3.2.
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Proposition 3.1 Lorsque N ! +1; �N ! +1, on a :

vN 0 = O(N) ; cN0 = O(N) ; wN0 = uN 0vN 0 � c2
N0 > 0 ; et wN0 = O(N2) :

3.3.1 Preuves des Th�eor�emes 3.5 et 3.6

Preuve du Th�eor�eme 3.5 :

La log-vraisemblance du vecteur �dBH est donn�ee par :

`N 0

�
�dBH ; H

�
= �N

0

2
log(2�) � 1

2
log
���H;�

�� � 1

2
(�dBH)

t(�H;�)
�1(�dBH) : (3.19)

Le score, S(�dBH ; H), d�e�ni comme �etant la d�eriv�ee de la vraisemblance par rapport �a H
est donn�e par :

S(�dBH ; H) = �1
2

d

dH
log
���H;�

�� � 1

2
(�dBH)

t d

dH
(�H;�)

�1(�dBH) : (3.20)

La densit�e du vecteur �dBH satisfait

(2�)�
N 0

2

���H;�

���1=2 Z
RN

exp

�
�1
2
xt(�H;�)

�1x
�
dx = 1 : (3.21)

La fonction exp
�� 1

2x
t��1H x

�
est d�erivable par rapport �a H , et la d�eriv�ee est donn�ee par

f(x) = �xt d
dH�

�1
H x exp

�� 1
2x

t��1H x
�
. Soit c = maxj;k

d
dH

�
��1H

�
j;k
, nous avons clairement

jf(x)j � c (xtx) exp
�� 1

2x
t��1H x

�
x 2 L1(RN

0

). Donc en d�erivant (3.21) par rapport �a H ,
nous obtenons :

d

dH
log
���H;�

�� = �E
�

d

dH
(�dBH)

t(�H;�)
�1�dBH

�
;

ce qui permet de r�e�ecrire (3.20) de la mani�ere suivante :

S(�dBH ; H) =
1

2

�
E
�
(�dBH)

t d

dH
(�H;�)

�1(�dBH)
� � (�dBH)

t d

dH
(�H;�)

�1(�dBH)

�
:

(3.22)

Ensuite,

d

dH
(�H;�)

�1 =
d

dH

�
(�N)

2H(�H)
�1 �

= 2(�N)
2H log(�N)(�H)

�1 + (�N)
2H d

dH
(�H)

�1 :

D'apr�es (3.16) et (3.17), (3.22) devient :

S(�dBH ; H) = log(�N)
�
E(XN 0)�XN0

	
+

1

2

�
E(YN 0)� YN 0

	
: (3.23)
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Et en utilisant les notations (3.18), la matrice d'information de Fisher est alors donn�ee par
(voir (3.2)) :

I(�dBH ; H) = E( S(�dBH ; H)2 ) = Var(S(�dBH ; H) )

= uN 0 log2(�N) +
1

4
vN 0 + cN0 log(�N) :

(3.24)

On v�eri�e trivialement que la distribution de XN0 est un chi-deux �a N 0 degr�es de libert�e, donc
uN 0 = 2N 0. Ceci et la Proposition 3.1 impliquent que :

I(�dBH ; H) = 2N 0 log2(�N) + O(N) + O(N log(�N)) ;

et le Th�eor�eme 3.5 est prouv�e (N 0 � N).

2

Preuve du Th�eor�eme 3.6
Le score d�epend maintenant des param�etres H et C :

S(�dBH;C ; H; C
2)

L
=

0@ log(�N)
�
E(XN 0)�XN 0

	
+ 1

2

�
E(YN 0)� YN 0

	
1

2C2

�
XN0 � E(XN 0)

	
1A :

La matrice d'information de Fisher est alors donn�ee par :

I(�dBH;C; H; C
2) =

0@ uN 0 log2(�N) +
1
4vN 0 + cN0 log(�N) � 1

2C2 uN 0 log(�N)� 1
4C2 cN 0

� 1
2C2 uN 0 log(�N)� 1

4C2 cN0
1

4C4uN 0

1A :

D'apr�es la Proposition 3.1, jI(�dBH;C; H; C
2)j 6= 0 et I(�dBH;C; H; C

2) est inversible d'o�u :

I(�dBH;C; H; C
2)�1 =

�
uN 0vN 0�c2N 0)�1 �0@ 4uN0 4C2

�
2uN0 log(�N) + cN0

�
4C2

�
2uN0 log(�N) + cN0

�
4C4

�
4uN0 log2(�N) + vN 0 + 4cN0 log(�N)

�
1A :

En utilisant la Proposition 3.1, nous obtenons une borne inf�erieure pour BCRN(H;C
2).

Mais le Chapitre 2 fournit des estimateurs des param�etres H et C2 dont les �ecarts quadra-
tiques moyens se comportent comme (3.14). Ces �ecarts quadratiques moyens constituent une
borne sup�erieure de BCRN(H;C2), ce qui termine la preuve.

2

3.3.2 Preuve de la Proposition 3.1

La Proposition 3.1 repose sur le Lemme suivant explicitant les comportements des coef-
�cients de d

dH�H et de ��1H .

Lemme 3.8
(i) Il existe � 2]1; 3=2[ tel que �H satisfasse les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.2.
(ii) Il existe � > 1 et c > 0 telles que d

dH (�H) 2 Q�;c;N0
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Preuve du Lemme 3.8. �(H) d�esignera une constante g�en�erique d�ependant de H .

(i) Pour 0 < � < 1=8, d�e�nissons

d =

�
H � 1=4� � si H 2]0; 3=4� �]
1=2� � si H 2]3=4� �; 1� �[

(3.25)

� D�e�nissons �egalement le processus (Y (t))t2Zobtenu en �ltrant le processus des accroisse-
ments du mbf avec le �ltre fractionnaire c d'ordre d :

Y (i) =
+1X
k=0

ckX

�
k � i
�N

�
; i 2Z:

Puisque d 2] � 1=2; 1=2[, la densit�e spectrale de Y , not�ee b� est explicitement donn�ee
par (cf Beran [20] p.61)

b�(�) = 2d(1� cos(�))d f(�); pour � 2]� �; �[;

o�u f d�esigne la densit�e spectrale du processus des accroissements du mbf. Rappelons
que f(�)j � �(H)j�j1�2H lorsque j�j ! 0, et donc jb�(�)j � �(H)j�j1�2H+2d lorsque
j�j ! 0. Le r�eel d a �et�e choisi de telle sorte que 2d+2� 2H 2]1; 3=2[ pour H 2]0; 1� �[,
ainsi d'apr�es Zygmund [101] �(j) � �(H)jjj2H�2d�2 lorsque jjj ! +1. Nous avons ainsi
prouv�e l'existence d'un r�eel � 2]1; 3=2[ tel que pour tout H 2]0; 1[, �(j) � �(H)jjj��
lorsque jjj ! +1.

Par d�e�nition,

�(j) =

(+1;+1)X
(k;k0)=(0;0)

ckck0
(k
0� k + j) ;

o�u 
 est la fonction d'autocovariance du mbf. Ceci signi�e que la limite limN 0!+1 (�H)i;i+j
existe et est �egale �a �(j), ce qui remplit l'hypoth�ese (H1) du Th�eor�eme 3.2.

� Puisque la densit�e spectrale du bgf, f(�) est strictement positive pour � 6= 0, b� > 0 pour
� 6= 0, l'hypoth�ese (H2) est satisfaite.

� Notons �1 la matrice in�nie d�e�nie pour (i; j) 2 Z2 par (�1)i;j = �(j � i). Il nous
faut prouver que SN =

P
1�i;j�N 0 f(�1)i;j � (�H)i;jg2 = o(1). Il est bien connu que

j
(�)j � �j� j2H�2; lorsque j� j ! +1. D'apr�es Zygmund [101], on a jc� j � �j� j�d�1,
lorsque j� j ! +1. Ainsi, on peut obtenir la majoration suivante pour SN :

SN � �N 0 X
jij�N 0

8<:
+1X

k;k0=N 00

jkj�d�1jk0j�d�1jk0 � k + ij2H�2
9=;

2

;

avec N 00 = N �N 0 (on a N 00 ! +1; lorsque N ! +1);

� N 0 X
k1 ;::: ;k4�N 00

jk1j�d�1 : : : jk4j�d�1
8<: X
jij�N 0

jk1 � k3 + ij2H�2jk2 � k4 + ij2H�2
9=; :

En se basant sur la preuve du Lemme 3.1, on peut �ecrireX
jij�N 0

jk1 � k3 + ij2H�2jk2 � k4 + ij2H�2 � �xN 0 jk1 + k2 � k3 � k4j2H�2;
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avec xN0 =

8<:
1 si H < 1=2
log(N 0) si H = 1=2
(N 0)2H�1 si H > 1=2

D'o�u la majoration suivante pour SN � �N 0 xN 0

P
k1;::: ;k4�N 00 F (k1; : : : ; k4) o�u

F (k1; : : : ; k4) = jk1j�d�1 : : : jk4j�d�1jk1 + k2 � k3 � k4j2H�2. D�e�nissons pour � > 0

E1 =
n
k1; : : : ; k4 � N 00; 0 < (N 00)1+�xN 0 jk1 + k2 � k3 � k4j2H+2+� < jk1k2k3k4jd+1

o
E2 =

n
k1; : : : ; k4 � N 00; (N 00)1+�xN0 jk1 + k2 � k3 � k4j2H+2+� � jk1k2k3k4jd+1

o
:

Ensuite,X
(k1;::: ;k4)2E1

F (k1; : : : ; k4) � (N 00)�1�� x�1
N0

X
k1;::: ;k4�N 00

jk1 + k2 � k3 � k4j�4��

� (N 00)�1�� x�1
N0 (3.26)

Et,

X
(k1;::: ;k4)2E2

F (k1; : : : ; k4) � (N 00)
(1+�)(2�2H)
2+2H+� x

2�2H
2H+2+�

N 0

8<: X
k�N 00

jkj�(d+1)
�
1+ 2�2H

2+2H+�

�9=;
4

:

� (N 00)
(1+�)(2�2H)
2+2H+� x

2�2H
2H+2+�

N 0 (N 00)4�
4(d+1)(4+�)
2H+2+� : (3.27)

Les in�egalit�es (3.26), (3.27) et les d�e�nitions de N 0 et N 00 impliquent �nalement que,

SN = L(N)

�
O � N�� � + O

�
x

4+�
2+2H+�
N N

n
5� 4(4+�)(d+1)�(1+�)(2�2H)

2+2H+�

o � �
; (3.28)

o�u L est une fonction �a variations lentes. Nous laissons alors le soin au lecteur de v�eri�er
que le terme de droite de (3.28) tend vers 0, lorsque N ! +1 si

8�+ 2� + 2��

4 + 3�
< H < 1 � � � ��

4
; (3.29)

o�u � est le param�etre introduit pour d�e�nir d, voir (3.25). L'�equation (3.29) �etant valable
pour tout � > 0, � > 0, on obtient que pour tout H 2]0; 1[, SN ! 0 lorsque N ! +1,
et l'hypoth�ese (H3) est satisfaite.

(ii) On v�eri�e facilement que j ddH b�(�)j � �(H)j�j1�2H+2dL(1=�) lorsque j�j ! 0 o�u

L d�esigne une fonction �a variations lentes. D'apr�es Zygmund [101], on a alors d
dH �(j) �

�(H)jjj2H�2d�2L(j) lorsque jjj ! +1. En conclusion, il existe � > 1 et c > 0 telles que
d
dH �(j) = O(jjj��) i.e. tel que d

dH�H 2 Q�;N 0 .

2

Preuve de la Proposition 3.1 :
Un peu d'alg�ebre lin�eaire et la formule d'Isserlis pour les variables gaussiennes [54],

conduisent �a :

vN 0 = 2 Tr

� �
d

dH
�H

�
��1H

�
d

dH
�H

�
��1H

�
cN 0 = 2 Tr

��
d

dH
�H

�
��1H

�
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Puisque Q�;c;N0 est une alg�ebre pour � > 1 (Lemme 3.1), le Lemme 3.8 implique l'existence
de � > 1 tel que d

dH�H : �
�1
H 2 Q�;c;N0 . Par ailleurs, vN 0 = O(N 0) = O(N) et cN 0 = O(N 0) =

O(N). En�n par souci de simplicit�e notons M = d
dH�H :�

�1
H . En utilisant une fois encore la

formule d'Isserlis [54], on a

wN0 � uN 0vN 0 � c2N0 = 4 N 0 X
i;j

(M)2i;j � 4
nX

i

(M)i;i
o2

� 4 N 0X
i 6=j

(M)2i;j + 4 N 0
nX

i

(M)2i;i �
�X

i

(M)i;i
�2o

> 0 (3.30)

Clairement, wN0 � uN 0vN 0 = O(N2), ce qui ach�eve la preuve de la Proposition 3.1.

2

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donn�e une alternative �a la preuve de Dahlhaus pour l'�evaluation
des BCR des param�etres du mbf, en d�emontrant un r�esultat �n d'alg�ebre lin�eaire qui expli-
cite le comportement de coeÆcients de l'inverse de matrices �a d�ecroissance polynomiale ou
exponentielle. Dans un travail ult�erieur, il serait int�eressant de pouvoir appliquer ces deux
r�esultats dans des domaines tels que les châ�nes de Markov �a transitions rares.





Chapitre

4 Probl�emes statistiques in-

duits par le mbf

Ce chapitre pr�esente quelques test li�es au mouvement brownien fractionnaire et propose
une estimation robuste des param�etres du mbf. Par estimation robuste, nous entendons esti-
mation des param�etres en pr�esence d'un bruit additif.

4.1 Sur quelques tests li�es au mbf

4.1.1 Introduction

Dans cette section, nous souhaitons pr�esenter quelques tests li�es au mouvement brownien
fractionnaire. Certains sont d�ej�a �etablis dans la litt�erature (test d'ad�equation �a la distribution
marginale, �a la densit�e spectrale, test de longue m�emoire, test d'autosimilarit�e) et nous n'en
donnerons que les grandes lignes, par souci de compl�etude de ce m�emoire, dans la Section
4.1.2. En outre, nous g�en�eralisons une statistique introduite par Peltier et L�evy-V�ehel, [76],
et d�emontrons un th�eor�eme central limite pour cette statistique dans la Section 4.1.3, ce qui
permet d'envisager de tester sa moyenne. Ces r�esultats sont d�emontr�es sous l'hypoth�ese que
la s�erie sous-jacente est issue d'un mbf dans une premi�ere partie puis d'un processus gaussien
localement autosimilaire en 0, au sens d'Istas et Lang [55] dans une seconde partie. Quelques
simulations sont propos�ees dans la Section 4.1.4 et les preuves sont pr�esent�ees dans la Section
4.1.5.

4.1.2 Quelques tests existants

4.1.2.1 Test d'ad�equation �a la distribution marginale

Soit X1; : : : ; XN , N v.a. de même distribution marginale F , on d�esire tester la normalit�e
de cette s�erie, i.e. tester les hypoth�eses

H0 : F

�
x� �

�

�
= � contre H1 : F

�
x� �

�

�
6= �;

o�u � d�esigne la fonction de r�epartition de la loi normale standard, o�u � = E(Xi) et o�u
�2 = Var(Xi). De nombreuses m�ethodes ont �et�e mises en �uvre pour e�ectuer ce test. Pour
la plupart d'entre elles, l'hypoth�ese est de supposer les variables ind�ependantes. Dans le cas
de variables d�ependantes, nous citerons les travaux de Gleser et Moore [46], de Beran et
Gosh [17], ainsi que l'excellent livre de Beran [20]. Dans ces papiers, il est pr�esent�e di��erentes
statistiques, �a savoir les statistiques du �2, de Kolmogorov-Smirnov, d'Anderson-Darling,
ainsi qu'une statistique bas�ee sur la fonction caract�eristique empirique. Sous l'hypoth�ese
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que les observations proviennent d'un processus gaussien stationnaire admettant une densit�e
spectrale dont la signature spectrale se comporte en j�j1�2H; H 2]0; 1[ (ceci est vrai pour le
bruit gaussien fractionnaire), les di��erentes convergences de ces statistiques y sont prouv�ees.
Nous renvoyons le lecteur int�eress�e �a ces travaux pour plus de d�etails.

4.1.2.2 Test d'ad�equation de la densit�e spectrale

Etant donn�eesN observationsX1; : : : ; XN d'un processus gaussien stationnaire admettant
une densit�e spectrale g(�), on peut s'int�eresser �a savoir si cette densit�e spectrale appartient
�a la classe de densit�es spectrales param�etriques du bruit gaussien fractionnaire, d�e�nie par
(2.4), i.e. s'int�eresser �a tester

H0 : g(�) = f(�;H;C) pour (H;C) 2]0; 1[�R+� contre H1 : g(�) 6= f(�;H;C) 8H;C:

Pour mettre en �uvre ce test, Beran [18] introduit la statistique suivante :

TN( bHW ; bCW) =
AN( bHW ; bCW)

BN( bHW ; bCW)2
;

avec AN( bHW ; bCW) =
4�

N

N�X
k=1

(
IN(�j)

f(�j ; bHW ; bCW)

)2

et BN ( bHW ; bCW) =
4�

N

N�X
k=1

IN(�j)

f(�j; bHW ; bCW)
;

o�u �j =
2�j
N pour j = 1; : : : ; N� avec N� = [(N � 1)=2], o�u IN d�esigne le p�eriodogramme, et

o�u bHW (resp. bCW ) d�esigne l'estimateur de Whittle de H (resp. C) (voir Annexe B pour plus
de d�etails sur cet estimateur). Beran [18] montre que, sous H0, TN est asymptotiquement
gaussien de moyenne 1=� et de variance 1=2N�2, ce qui permet facilement d'obtenir une
bonne approximation des quantiles de TN( bHW ; bCW).

4.1.2.3 Test de longue m�emoire

Pour tester la pr�esence �eventuelle d'une longue m�emoire dans une s�erie chronologique,
X1; : : : ; XN , Kokoszka et Leipus [61] ont propos�e la statistique suivante g�en�eralisant la sta-
tistique R=S propos�ee par Hurst [52] ainsi que les statistiques R=S modi��ees entreprises par
Lo [66] d'une part, et Kwiatowski et al. [64], d'autre part :

MN(q) =
1bs2N(q) 1

N2

8<:
NX
k=1

0@ kX
j=1

(Xj �XN)

1A2

� 1

N

0@ NX
k=1

kX
j=1

(Xj �XN)

1A29=; ;

o�u

XN =
1

N

NX
i=1

Xi et o�u bs2N(q) = 1

N

NX
j=1

(Xj �XN)
2 + 2

qX
j=1

!j(q)b
j
avec encore

!j(q) = 1� j=(q+ 1) et b
j = 1

N

N�jX
i=1

(Xi �XN)(Xi+j �XN); 0 � j < N:

Dans [61], les auteurs montrent l'int�erêt de cette statistique par rapport aux pr�ec�edentes et
prouvent (entre autres) lorsque q ! +1; N ! +1; q=N ! 0 les r�esultats suivants :
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Sous l'hypoth�ese que la s�erie chronologique est la discr�etisation d'un bruit gaussien fraction-
naire de param�etre H � 1=2

MN

L�!
Z 1

0
W 0(t)2dt�

�Z 1

0
W 0(t)dt

�2

;

o�u W 0(t) d�esigne un pont brownien.
Et sous l'hypoth�ese que la s�erie chronologique est la discr�etisation d'un bruit gaussien frac-
tionnaire de param�etre H > 1=2� q

N

�2H�1
MN

L�!
Z 1

0
W 0

H(t)
2dt�

�Z 1

0
W 0

H(t)dt

�2

;

o�u W 0
H(t) est un pont brownien fractionnaire de param�etre H . Ces r�esultats permettent

d'�evaluer les quantiles asymptotiques. Ajoutons en outre, qu'une �etude de simulation a �et�e
men�ee dans [61], illustrant l'eÆcacit�e de ce test par rapport �a la statistique R=S et ses
d�eriv�ees.

4.1.2.4 Test d'autosimilarit�e de Bardet

Pour estimer les param�etres H et C du mbf, nous avons dans le Chapitre 2 remarqu�e la
relation log-lin�eaire suivante

log E(SN (k; a
m)) = Hk log(m) + log E(SN (k; a));

o�u am est le �ltre a dilat�em fois, et o�u SN(k; a) repr�esente le k-�eme moment absolu empirique
de la trajectoire discr�etis�ee d'un mbf �ltr�ee par a. Ce faisant, nous avons pu estimer les
param�etres (H; �) avec � = log E(SN (k; a)), en e�ectuant une r�egression lin�eaire simple de
LN = flog(SN(k; am))g1�m�M sur XM , matrice du plan d'exp�erience d�e�nie par (2.18). Dans
[9], Bardet consid�ere le cas k = 2 et a = (1;�1) et met en �uvre un test pour le mbf
en se basant sur le comportement asymptotique des r�esidus de la r�egression pr�ec�edente : il
commence par construire la distance normalis�ee des points �a la droite de r�egression

DN (2; (1;�1);M) = N

�����
�����LN �XM

 eHols
N (2; (1;�1);M)e�olsN (2; (1;�1);M)

!�����
�����
2

bG�1
2

;

o�u jjY jj2Q = Y tQY et o�u bG2 d�esigne la matrice de covariance asymptotique estim�ee dep
N(LN � XM(H; �)

t), d�e�nie par (2.22). Ensuite, Bardet montre que si M est un entier
� 3 alors on a pour H 2]0; 3=4[

DN (2; (1;�1);M)
L�! �2M�2 : (4.1)

Ceci permet de construire le test de niveau � suivant

H0 : E (DN(2; (1;�1);M)) = M�2 contre H1 : E (DN(2; (1;�1);M)) 6= M�2 ;
avec la r�egion critique de con�ance,

�
(�2M�2)�1(

�
2 ) ; (�

2
M�2)�1(1� �

2 )
�
. Ajoutons que Bar-

det [9] a �egalement prouv�e le r�esultat (4.1), en supposant non plus que la trajectoire discr�etis�ee
est celle d'un mbf mais d'un processus gaussien �a accroissements stationnaires poss�edant une
certaine propri�et�e autosimilaire en 0, ce qui permet d'�etendre la classe d'alternatives de rejet
du test.
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4.1.3 Une nouvelle classe de statistiques

Dans [76], Peltier et L�evy-V�ehel ont introduit la statistique suivante, qui peut être vue
comme le kurtosis empirique des accroissements d'un mbf observ�e aux instants i=N; i =
0; : : : ; N � 1

PN =
1

3

SN(4; (1;�1))
SN(2; (1;�1))2;

o�u SN(k; a) est donn�e par (2.12). Ils prouvent la convergence en probabilit�e vers 1 de cette
statistique ainsi que la normalit�e asymptotique pour 0 < H < 7=8 sans expliciter la variance
asymptotique. Le travail e�ectu�e dans le Chapitre 2, nous permet de g�en�eraliser cette statis-
tique et d'obtenir des r�esultats plus �ns. D�e�nissons pour un �ltre a d'ordre p � 1 et un r�eel
k > 0 la statistique PN(k; a) par

PN(k; a) =
E2
k

E2k

SN(2k; a)

SN(k; a)2
; Ek = E(jY jk); Y L

= N (0; 1) ; (4.2)

La Proposition suivante �etablit les r�esultats de convergence obtenus pour cette statistique.

Proposition 4.1 Soit a un �ltre d'ordre p � 1 et soit k un r�eel strictement positif, alors
lorsque N ! +1 on a

(i)

PN(k; a)
p:s:�! 1 : (4.3)

(ii) Si p > H + 1=8 alors

p
N fPN(k; a) � 1g L�! N ( 0; �2(H; k; a) ) (4.4)

avec �2(H; k; a) =
X
j�2

X
i2Z

(dk2j)
2 (2j)! �aH(i)

2j (4.5)

et dk2j =
1

(2j)!

8<:
j�1Y
q=0

(2k � 2q)� 2

j�1Y
q=0

(k � 2q)

9=; ; j � 2; (4.6)

avec �aH d�e�ni par (2.7).

Comme nous le verrons dans la Section 4.1.4, la statistique PN(k; a) est tr�es int�eressante car
elle s'�ecarte signi�cativement de 1 sous certaines hypoth�eses. En estimant pr�ealablement le
param�etre d'autosimilarit�e, par un estimateur consistant, le r�esultat (4.4) nous permet la
construction du test de niveau � suivant

H0 : E (PN(k; a)) = 1 contre H1 : E (PN(k; a)) 6= 1 :

On notera que le cas particulier k = 2 r�eduit la variance asymptotique �a �2(H; 2; a) =
8
3

P
i2Z�

a
H(i)

4: Le Corollaire suivant r�epond �a une question d�ej�a soulev�ee dans le Chapitre 2,
Corollaire 2.1, quant au comportement de cette statistique lorsque k varie en fonction de N .
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Corollaire 4.1 Soient a un �ltre d'ordre p > H + 1
8, et � un r�eel strictement positif, alors

pour tout H 2]0; 1[ on a lorsque N ! +1

N2�+ 1
2
�
PN
�
N��; a

� � 1
	 L�! N � 0; �2(H; a)� ;

avec

�2(H; a) =
X
j�2

(Æ2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�aH(i)
2j et Æ2j = (�1)j 2

j�1(j � 1)!

(2j)!

j�1X
q=1

1

q
: (4.7)

La Proposition 4.1 limite l'utilisation du test qui permet seulement de rejeter l'hypoth�ese
mbf. La question que l'on se pose alors est la suivante : est-il possible d'�etendre la classe de
rejet du test?

Ceci est possible car nous pouvons obtenir les r�esultats limites de la Proposition 4.1 pour
une classe de processus beaucoup plus large que le mouvement brownien fractionnaire, �a savoir
les processus gaussiens localement autosimilaires en 0, au sens d'Istas et Lang [55]. Pour cela,
commen�cons par nous replacer dans leur cadre de travail. Soit fX(t); t � 0g un processus
gaussien centr�e non di��erentiable �a accroissements stationnaires, et soit (X) sa discr�etisation
aux instants i=�N pour i = 0; : : : ; N � 1 ;�N ! +1, lorsque N ! +1. T = (N � 1)=�N

repr�esentera la p�eriode d'observation. Un tel processus sera dit localement auto-similaire en
0, si sa fonction demi-variance, v(t), d�e�nie par v(t) = 1

2E(X(s + t) �X(s))2, v�eri�e l'une
des deux hypoth�eses suivantes :
(H1)

{ On suppose qu'il existe un r�eel s, 0 < s < 2, et un r�eel C > 0 v�eri�ant lorsque t! 0,

v(t) = v(0) + C2jtjs + o(jtj2H) ;

{ h = s=2 est l'exposant de H�older local en moyenne quadratique.

{ on note r(t) le reste du d�eveloppement de v(t) en z�ero : r(t) = v(t)� v(0)� C2jtjs:
{ Il existe un r�eel Æ > 0, un r�eel � > s, et un entier d tel que :

� r est ��h�old�erienne sur l'intervalle [�Æ; Æ].
� v est d fois d�erivable sur ]Æ; T ] et R T

Æ jv(2)j <1.

(H2)

{ Même hypoth�ese que (H1) sauf que l'hypoth�ese sur r est remplac�ee par : il existe un
r�eel Æ > 0, un r�eel G > 0, un r�eel 
 > s, et deux entiers q et d tels que

� r est q fois d�erivable sur l'intervalle [�Æ; Æ], et jr(q)(t)j � Gjtj
�q.
� v est d fois d�erivable sur ]Æ; T ] et R T

Æ jv(d)j <1.

Dans le but de d�ecrire le comportement de la statistique PN(k; a), nous consid�erons les jeux
d'hypoth�eses suivants

Jeu d'hypoth�eses 1 (resp. 1bis) : on consid�ere l'hypoth�ese (H1) avec les relations suivantes
sur les param�etres : � et d > s + 1=2 (resp. � et d > s+ 1=4). On choisit un �ltre a tel
que p > Max(�=2; d=2).

Jeu d'hypoth�eses 2 (resp. 2bis) : on consid�ere l'hypoth�ese (H2) avec les relations suivantes
sur les param�etres : q > 
 + 1=2 et d > s+ 1=2 (resp. d > s+ 1=4). On choisit un �ltre
a tel que p > Max(q=2; d=2).
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Jeu d'hypoth�eses 3 (resp. 3bis) (cas critique) : on consid�ere l'hypoth�ese (H2) avec les rela-
tions suivantes sur les param�etres : s > 3=2 (resp. s > 7=4), et q et d sont �egaux �a 2.
On choisit un �ltre a et �N tel que p = 1 et �2s�3

N = L(N) (resp. �4s�7
N = L(N)), o�u

L est une fonction �a variations lentes.

Nous obtenons alors le r�esultat suivant qui justi�e la possible utilisation de la statistique
PN(k; a).

Corollaire 4.2 Soit k un r�eel strictement positif,

(i) Sous les jeux d'hypoth�eses 1, 2 et 3 on a

PN(k; a)
p:s:�! 1

(ii) Sous les jeux d'hypoth�eses 1bis et 2bis, on a

p
NPN (k; a)

L�! N (0; �2(H; k; a) :

et sous le jeu d'hypoth�eses 3bis on a

p
N�

2s�7=2
N PN(k; a)

L�! N (0; �2(H; k; a) :

o�u �2(H; k; a) est donn�e par (4.5).

Il faut pr�eciser que Istas et Lang [55] �etudient des processus gaussiens localement auto-
similaires en 0 qui ne sont plus centr�es et dont la moyenne v�eri�e certaines conditions de
r�egularit�e. Nous n'avons pas regard�e cette possible extension mais nous pensons n�eanmoins
que les r�esultats sous les mêmes conditions que celles �etablies par Istas et Lang restent iden-
tiques.

4.1.4 Etude par simulations du nouveau test

Nous nous attachons dans cette partie �a illustrer le test de moyenne pour les processus
gaussiens localement autosimilaires en 0, bas�e sur la statistique PN(2; a). Les hypoth�eses de
test sont

H0 : E (PN(2; a)) = 1 contre H1 : E (PN(2; a)) 6= 1 :

Nous simulons R trajectoires de divers processus gaussiens localement autosimilaires en 0;
pour chacune d'entre elles, nous construisons l'intervalle de con�ance de niveau �, suivant

I = IPN (2;a) =

�
PN(2; a)� u�

�p
N

; PN(2; a) + u�
�p
N

�
o�u, �2 =

8

3

X
i2Z

�aeH(i)4 :

avec u� = ��1(�2 ), et eH un estimateur de H . Pour des questions de rapidit�e, nous avons

choisi eH = eHols
N (2; Db4; 5). Nous construisons �nalement la statistique T = 1

R

PR
i=1 1I

�
1 =2 I

�
,

permettant d'�evaluer ainsi le pourcentage de rejet de H0. Dans un premier temps, nous
appliquons cette proc�edure de test �a des processus gaussiens localement autosimilaires en 0.
Nous avons, en outre, consid�er�e les deux alternatives aux processus glas en 0 suivantes :

{ Mod�ele 1 :

X1(t) = BH(t) +f1(t) ; f1(t) = 

�
1I( t 2]0; 12 ] ) � 1I( t 2]12 ; 1[ )

	
:
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{ Mod�ele 2 :

X2(t) = BH(t) + f2(t) ; f2(t) = 

�
1I( t 2]0; 13 ] ) � 1I( t 2]13 ; 23 [ ) +1I( t 2]23 ; 1[ )

	
:

Pour la valeur 
 = 0:008, la �gure ci-apr�es pr�esente les trac�es des fonctions f1(t) et f2(t).
Le r�eel 
 implique que les processus X1 et X2 n'appartiennent plus �a la classe des processus
gaussiens localement autosimilaires en 0.

L'ensemble des r�esultats des tests est r�esum�e dans le tableau Tab. 4.1.4. Pour � = 0:05,
le test d�etecte l'autosimilarit�e locale en 0, des di��erents processus gaussiens localement auto-
similaires envisag�es (D = 0 ou D = 1), et ce pour des tailles d'�echantillon faibles (N = 256).
En ce qui concerne les alternatives aux processus glas en 0, lorsque 
 est nul, les processus X1

et X2 se r�eduisent au mouvement brownien fractionnaire. Le test est alors concluant mais si
l'on augmente l�eg�erement la valeur de 
, le test d�etecte le fait qu'il n'y a plus autosimilarit�e
locale en 0.
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Fig. 4.1 { Fonctions f1(t) et f2(t) (
 = 0:008), d�e�nissant les processus X1(t) et X2(t),
alternatives aux processus glas en 0.

4.1.5 Preuves des r�esultats

Preuve de la Proposition 4.1 :
(i) Il suÆt de remarquer que

PN(k; a) =
VN(2k; a) + 1

( VN(k; a) + 1 )2
; (4.8)

o�u VN(k; a) est la statistique appel�ee k-variations dans le Chapitre 2, d�e�nie par (2.6) et
d'utiliser la convergence presque sûre de VN(k; a) �etablie par la Proposition 2.1.

(ii) D'apr�es (4.8), nous pouvons �ecrire

PN(k; a) � 1 = ( VN(k; a) + 1 )�2
�
VN(2k; a) + 1� (VN(k; a) + 1)2

	
= ( VN(k; a) + 1 )�2

�
VN(2k; a)� 2VN(k; a)� VN(k; a)2

	
:
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Taille de l'�echantillon

Processus Param�etres 256 512 1024

Mouvement brownien fractionnaire D = 0; H = 0:9 5 % 4.8 % 3.8 %
Arima fractionnaire D = 0; H = 0:9 5.6 % 3 % 4.2 %

Processus gaussien de covariance : D = 0; H = 0:9 4.8 % 3.2 % 4.8 %
exp(�jtj1:8)

X1(t) = BH(t) + f1(t) 
 = 0:004 8 % 25 % 97 %
H = 0:9 
 = 0:008 38 % 98.5 % 100 %

X2(t) = BH(t) + f2(t) 
 = 0:004 5 % 42.5 % 100 %
H = 0:9 
 = 0:008 64 % 100 % 100 %

Tab. 4.1 { Pourcentage de rejet de H0 (E(PN (2; a) = 1)) empirique bas�e sur la simulation
de 500 statistiques PN(2; a) (o�u a=Db4), pour divers processus gaussiens localement autosi-
milaires, ainsi que pour les processus X1 et X2

D'apr�es la Proposition 2.1,
p
N
�
PN(k; a) � 1

�
converge en loi vers la même limite quep

N
�
VN(2k; a)�2VN(k; a)

�
. Or, en notant Hk (t) = jtjk=Ek�1 et Za(i) = V a(i=N)=E(V a(i=N)2)1=2

on a

VN(2k; a) � 2 VN(k; a) =
1

N � `
N�1X
i=`

n
H2k � 2Hk

o
(Za(i))

=
1

N � `
N�1X
i=`

dk2j H2j(Z
a(i)) ;

o�u les coeÆcients, dk2j, du d�eveloppement d'Hermite sont d�e�nis par

dk2j =
1

(2j)!

8<:
j�1Y
q=0

(2k� 2q)� 2

j�1Y
q=0

(k � 2q)

9=; : (4.9)

Le rang d'Hermite de H2k � 2Hk vaut 4. Donc, d'apr�es le Lemme 2.1 explicitant le com-
portement asymptotique de �aH, fonction de corr�elation de Za, si p > H + 1=8, �aH est de
puissance 4 sommable, et d'apr�es le Th�eor�eme 1 de Breuer et Major [22], il existe �2(H; k; a)
telle que :

p
N
�
VN(2k; a) � 2VN(k; a)

� L�! N ( 0; �2(H; k; a) ) : (4.10)

Pour calculer �2(H; k; a), on remarquera que

E

�
N
�
VN(2k; a)� 2VN(k; a)

	2 �
=

1

N

X
j�2

N�X̀
i=`�N

(N � ` � jij) (dk2j)2(2j)! �aH(i)2j ;

o�u �aH est d�e�ni par (2.7). On obtient donc,

�2(H; k; a) =
X
j�2

X
i2Z

(dk2j)
2 (2j)! �aH(i)

2j :

2
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Preuve du Corollaire 4.1 :
La d�emonstration est bas�ee sur le même sch�ema que celle du Corollaire 2.1. Soit F , la

fonction d�e�nie par le d�eveloppement d'Hermite suivant

F (t) =
X
j�2

Æ2j H2j(t); avec Æ2j = (�1)j 2
j�1(j � 1)!

(2j)!

j�1X
q=1

1

q
:

La formule de Stirling justi�e le d�eveloppement ci-dessus. En e�et,

(Æ2j)
2 (2j)! �

p
�

4

log(j)2

j
3
2

;

par cons�equent
P

j�2 (Æ2j)
2 (2j)! < 1. Par ailleurs, soit YN , la variable al�eatoire d�e�nie

par

YN =
1

N � `

N�1X
i=`

F (Za(i)) :

La fonction F �etant de rang d'Hermite 4, le Th�eor�eme 1 de Breuer et Major [22] nous assure,
d�es que p > H + 1=8, que lorsque N ! +1

p
N YN

L�! N � 0; �2(H; a) � ; o�u �2(H; a) =
X
j�2

(Æ2j)
2 (2j)!

X
i2Z

�aH(i)
2j :

L'int�erêt d'avoir �etudi�e la convergence de la variable YN r�eside dans le fait que dN
��

2j �
1

N2� lorsque N ! +1. Donc, si nous montrons la convergence en probabilit�e de Y 0N =p
N
�
YN �N2�fVN(2N��; a)� 2VN(N��; a)g� vers 0, le Th�eor�eme de Slutsky, e.g. [48], as-

surera que lorsque N ! +1, N2�+1=2 fVN(2N��; a)� 2VN(N��; a)g L! N (0; �2(H; a)). Or,

Y 0N =

p
N

N � `

N�1X
i=`

X
j�3

�2j;N H2j(Z
a(i)) avec �2j;N = Æ2j �N2�dN

��

2j :

Puisque p > H + 1=8, nous avons pour tout j � 3,
P

jij<N�` (N � `� jij)�aH(i)2j = O(N).
Ensuite, d'apr�es (4.6) on peut montrer que

�2j;N = Æ2j �N2�dN
��

2j � 1

N3�
Æ02j :

o�u nous d�e�nissons Æ02j = 6(�1)j�1 2j�1(j�1)!(2j)!

Pj�2
q=1

Pj�1
r=q+1

1
(2r)(2s). D'apr�es la formule de Stir-

ling,

(Æ02j)
2(2j)! � 9

p
�

4

1

j3=2

(
j�2X
r=1

j�1X
s=r+1

1

rs

)2

:

Il existe J 2 N� tel que 8j � J on ait

(Æ02j)
2(2j)! =

1

j3=2
O
0@8<:

j�2X
q=1

log(r)

r

9=;
21A

=
1

j3=2
O
0@8<:

j�2X
q=1

1

r3=8

9=;
1A

=
1

j3=2
O
�
j1=4

�
= O

�
j�5=4

�
:
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Nous obtenons �nalement lorsque N ! +1

E
�
Y 02
N

�
= O

0@ 1

N6�

X
j�3

1

j5=4

1A = O(N�4�):

D'o�u le fait que Y 0
N converge en probabilit�e vers 0.

2

Preuve du Corollaire 4.2 :
(i) Dans [55], Istas et Lang montrent queX

jij<N
�aH;�(i)

2 =

� O(1) sous les jeux d'hypoth�eses 1 et 2,

O(�2s�3
N ) sous le jeu d'hypoth�eses 3.

;

o�u nous avons not�e �aH;�(i) = E(V a(i=�N)V
a(0))=

�
E(V a(0)2)1=2E(V a(i=�N)

2)1=2
	
et o�u

cette fois-ci V a d�esigne la trajectoire discr�etis�ee d'un processus gaussien localement autosi-
milaire �ltr�e par a. En utilisant la preuve de la Proposition 2.1, on montre que

E
�
VN(k; a)

2
�
=

� O(1=N) sous les jeux d'hypoth�eses 1 et 2,
O(�2s�3

N =N) sous le jeu d'hypoth�eses 3.

Il suÆt alors d'utiliser le Th�eor�eme 6.2 de Doob ([40],p.492) pour obtenir la convergence
presque sûre de la statistique VN(k; a) vers 0, ce qui est suÆsant d'apr�es (4.8) pour obtenir
celle de PN(k; a).

(ii) Une lecture attentive de la preuve de la Proposition 4.1 montre que l'on obtient un
crit�ere de normalit�e asymptotique d�es que �aH;� est de puissance 4 sommable. Or, en reprenant
les d�emonstrations e�ectu�ees par Istas et Lang [55], on s'aper�coit queX

jij<N
�aH;�(i)

4 =

� O(1) sous les jeux d'hypoth�eses 1bis et 2bis,
O(�4s�7

N ) sous le jeu d'hypoth�eses 3bis.

En utilisant le même sch�ema que pour la d�emonstration de la Proposition 4.1, le r�esultat est
prouv�e.

2

4.2 D�ebruitage d'un signal mod�elis�e par un mbf

4.2.1 Introduction

Cette section a pour objet l'estimation de mani�ere robuste des param�etres d'un mouve-
ment brownien fractionnaire. Nous �etudions un type de robustesse bien pr�ecis puisque nous
souhaitons estimer les param�etres d'un mbf bruit�e par un bruit gaussien additif. Dans le cadre
des processus �a longue m�emoire, Beran [20] regarde d'autres types de probl�emes robustes :
stationnarit�e du processus, gaussiannit�e, perturbation de la structure au second ordre. Nous
distinguons deux approches pour estimer les param�etres d'un mbf bruit�e :

� la premi�ere consiste �a estimer la variance du bruit pr�esent dans le signal, �a d�ebruiter
le signal de mani�ere �a retrouver le mbf sous-jacent. Il suÆt ensuite d'appliquer une
m�ethode d'estimation classique �a ce signal d�ebruit�e. Et pour d�ebruiter un processus
autosimilaire, nous pouvons envisager d'utiliser une proc�edure d�evelopp�ee par Vidakovic
et al. [95], bas�ee sur une approche ondelettes bay�esiennes.
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� la seconde consiste �a estimer directement les param�etresH et C du mbf (sans se pr�eoccuper
de la variance du bruit) par une m�ethode du type de celle d�evelopp�ee dans le Chapitre
2 (m�ethode des moments et �ltrage).

Dans ce m�emoire, nous avons consid�er�e la seconde approche mais il ne serait pas d�enu�e
d'int�erêt dans un travail ult�erieur de comparer les performances des deux approches. A notre
connaissance, seul Wornell [100] a regard�e ce type de probl�emes. Sa m�ethode consiste �a
calculer les coeÆcients d'ondelettes au vu d'une trajectoire discr�etis�ee d'un mbf bruit�e par un
bruit gaussien d'�ecart-type constant, et d'estimerH par un maximum de vraisemblance sur les
coeÆcients d'ondelettes en supposant ces derniers ind�ependants. Notre approche nous permet,
sans hypoth�ese de d�emonstration d'exhiber des estimateurs du param�etre H et d'�etablir les
th�eor�emes limite associ�es. La Section 4.2.2 pr�esente le mod�ele statistique consid�er�e et donne
les r�esultats de convergence d'une statistique appel�ee variations quadratiques bruit�ees, qui a
pour analogue la statistique VN(k; a) introduite dans le Chapitre 2 pour le cas non bruit�e. Nous
d�eveloppons une m�ethode dans la Section 4.2.3 pour estimer les param�etres H et C du mbf,
bas�ee sur la di��erence de moments d'ordre 2 des observations �ltr�ees par deux �ltres, dont
l'un est le dilat�e double de l'autre. Les convergences en probabilit�e et en loi des estimateurs
introduits y sont d�emontr�ees. Nous nous attachons, dans la Section 4.2.4, �a d�evelopper un
test permettant de d�etecter la pr�esence d'un bruit gaussien additif, test bas�e sur la mesure
de l'�ecart entre deux estimateurs du param�etre H . La Section 4.2.5 pr�esente une �etude de
simulation et la Section 4.2.6 contient les preuves des di��erents r�esultats �enonc�es.

4.2.2 Variations quadratiques bruit�ees

L'objectif de cette premi�ere partie est de pr�esenter les r�esultats de convergence des
variations quadratiques bruit�ees. Notre mod�ele statistique sera constitu�e du vecteur Z =
fZ(i=�N); i = 0; : : : ; N � 1g v�eri�ant

Z(i=�N) = BH;C(i=�N) + �(i); (4.11)

o�u BH;C = fBH;C(i=�N); i = 0; : : : ; N � 1g est une trajectoire discr�etis�ee d'un mbf de pa-
ram�etres H et C, et o�u � = f�(i); i = 0; : : : ; N � 1g est un vecteur de N v.a.i. gaussiennes
centr�ees et de variance E(�(i)2) = �2. Nous supposerons que �N ! +1 et qu'en outre BH;C

et � sont ind�ependants. Par souci de simplicit�e, nous utilisons les mêmes notations que dans
le Chapitre 2. Ainsi, le vecteur a d�esignera toujours un �ltre de longueur ` + 1 et d'ordre
p � 1. Soit V a la s�erie issue du �ltrage de Z par a

V a

�
i

�N

�
=
X̀
q=0

aq

�
BH;C

�
i� q

�N

�
+ �(i� q)

�
; pour i = `; : : : ; N � 1 :

D�e�nissons les variations quadratiques bruit�ees par :

VN;�2(a) =
1

N � `

N�1X
i=`

�
V a(i=�N)

2

E (V a(i=�N)2)
� 1

�
: (4.12)

En�n, la famille de �ltres (am)m�1 d�esignera toujours la suite de �ltres dilat�es du �ltre a.
Tout comme dans le Chapitre 2, on utilise les r�esultats de Doob [40], d'une part, et de Breuer
et Major [22], d'autre part, pour montrer le r�esultat suivant.
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Proposition 4.2 Soit a un �ltre d'ordre p � 1 et soit M un entier sup�erieur ou �egal �a 2,
alors lorsque N ! +1 on a

(i)
�
VN;�2(a

1); : : : ; VN;�2(a
2M)

� p:s:�! (0; : : : ; 0)

(ii) Si p > H + 1=4;
p
N
�
VN;�2(a

1); : : : ; VN;�2(a
2M)

�t L�! N ( 0; G�2 ) ;

o�u G�2 est la matrice 2M � 2M d�e�nie pour m;n = 1; : : : ; 2M par

(G�2)m;n = gm;n = 2

8>><>>:
X

�m`�i�n`

�a
m;an(i)2

�a(0)2
+

X
i<�m`;
i>n`

�a
m;an

H (i)2

�amH (0)�anH (0)

9>>=>>; : (4.13)

Pour deux vecteurs a; a0 de longueur respectives `+ 1 et `0 + 1, nous avons not�e

�a;a
0

H (j) =

(`;`0)X
(q;r)=(0;0)

aqa
0
rjq � r + jj2H et �a;a

0

(j) =

(`;`0)X
q;r=(0;0)

aqarÆj+q�r;0: (4.14)

En outre,

�aH(0) = �a;aH (0) et �a(0) = �a;a(0) =
X̀
q=0

a2q : (4.15)

4.2.3 Identi�cation du mbf bruit�e

Dans cette section, nous allons d�evelopper une m�ethode de moments permettant d'estimer
les coeÆcients H et C tout en prenant en compte la pr�esence �eventuelle d'un bruit gaussien
additif. Pour cela, d�e�nissons le moment d'ordre 2 empirique par

SN;�2(a) =
1

N � `

N�1X
i=`

V a (i=�N)
2 : (4.16)

D'apr�es le Lemme 4.1 d�emontr�e dans la Section 4.2.6, il est clair que

E
�
SN;�2(a)

�
=

C2

(�N)2H
�aH(0) + �2�a(0);

o�u �aH et �a sont donn�es par (4.15). Par analogie avec le cas non bruit�e, Section 2.4.2,
C2

(�N )2H
�aH(0) repr�esente la moyenne du moment d'ordre 2 empirique d'un mbf de param�etres

H , C observ�e aux instants i=�N ; i = 0; : : : ; N � 1 et �2 �a(0)
(�N )2H

repr�esente la part apport�ee

par le bruit �. Consid�erons toujours la suite de �ltres (am)m�1. Dans le cas non bruit�e, nous
avions

E
�
SN;�2(a

m)
�
= m2HC

2�aH(0)

(�N)2H
;

qui indiquait la log-lin�earit�e en H de log E(SN ;�2(a
m)), ce qui permettait d'expliciter tr�es sim-

plement des estimateurs de H et C par r�egression lin�eaire simple de flog(SN;�2(am)g1�m�M
sur XM , matrice du plan d'exp�erience d�e�nie par (2.18). Cette propri�et�e n'est plus valable
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dans le cas o�u �2 6= 0. Une alternative pourrait être alors d'estimer H et C par minimisation
d'un crit�ere moindre carr�e du type

f(H;C; �2) =
MX
m=1

�
SN;�2(a

m)� E �SN;�2(am)�	2:
Le gradient de cette fonction ne permet pas d'obtenir une expression analytique des pa-
ram�etres minimisant cette fonction, et donc engendre des complexit�es pour �etudier les pro-
pri�et�es statistiques des estimateurs. Pour contourner cette diÆcult�e, il faut remarquer que

�a
m;am(0) =

mX̀
q=0

(amq )
2 = �a(0);

et donc en consid�erant la suite de variables TN;�2(a
m) = SN;�2(a

2m) � SN;�2(a
m), nous re-

marquons que

E
�
TN;�2(a

m)
�
=m2H C2

(�N)2H
�aH(0)

�
22H � 1

	
:

Par cette op�eration, nous r�ecup�erons la log-lin�earit�e en H de log E(TN ;�2(a
m)). La proc�edure

devient triviale : on se donne M �ltres (M � 2) et on e�ectue une r�egression lin�eaire simple
de LTN;�2

=
�
logTN(a

m)
	
1�m�M sur XM , matrice M � 2 du plan d'exp�erience d�e�nie par

(2.18), ce qui permet d'obtenir une classe d'estimateurs de � = (H; �)t, avec � le param�etre
d�e�ni par � = 2 log(C)�2H log(�N)+log(�aH(0)f22H�1g): Cette classe d'estimateurs s'�ecrit
explicitement

e�N;�2(a;M) =
� eHN;�2(a;M); e�N;�2(a;M)

�t
= (X t

MXM)
�1 X t

M LTN;�2
:

Et on obtient une classe d'estimateurs de C via l'�equation

eCN;�2 = �
eHN;�2

N

�
�aeHN;�2

(0)f22eHN;�2 � 1g
��1=2

exp
�e�N;�2(a;M)=2

�
;

o�u nous avons not�e eHN;�2 = eHN;�2(a;M). En se basant sur la preuve de la Proposition 4.2,

on peut alors montrer les convergences suivantes quant aux estimateurs eHN;�2 et eCN;�2 .

Proposition 4.3 Soient a un �ltre d'ordre p > H + 1=4, M un entier sup�erieur ou �egal �a
2, et supposons �N = N � avec � un r�eel v�eri�ant 0 < � < 1=4H, alors lorsque N ! +1, on a

(i) � eHN;�2(a;M); eCN;�2(a;M)
�

P�! ( H;C ) ; (4.17)

(ii)

N1=2�2H�
� eHN;�2(a;M)�H

� L�! N
�
0;
At(G0�2)A
4jjAjj4

�
; (4.18)

N1=2�2H�

log(N)

� eCN;�2(a;M)� C �ÆC L�! N
�
0;
At(G0�2)A
4jjAjj4

�
; (4.19)
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o�u A est le vecteur de composantes Am = log(m) � 1
M

PM
m=1 log(m) , o�u jj:jj d�esigne la

norme euclidienne et o�u G0�2 est la matrice M�M d�e�nie pour m;n = 1; : : : ;M par

�
G0�2

�
m;n

= �m�n fg2m;2n + gm;n � g2m;n � g2n;mg ; (4.20)

o�u � est le vecteur de composantes �m =
�2�a(0)

C2�aH(0)m2Hf22H�1g avec gm;n le terme g�en�erique de

la matrice (G�2) d�e�nie par (4:13).

Il est important de remarquer que la pr�esence du bruit � implique une condition assez
forte sur le pas de discr�etisation �N pour obtenir la normalit�e asymptotique de eHN;�2(a;M).
Dans le cas non bruit�e cette lacune n'apparaissait pas puisque l'estimateur de H que nous
d�eveloppions, voir Section 2.4.2, �etait ind�ependant du pas de discr�etisation.

Nous tenons �a pr�esenter le cas particulier suivant explicitant le comportement des esti-
mateurs lorsque � = 0, i.e. lorsque le mbf est observ�e aux instants i = 0; : : : ; N � 1.

Corollaire 4.3 Soient a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 et M un entier sup�erieur ou �egal �a
2, alors dans le cas particulier o�u �N = 1, on a lorsque N ! +1
(i)

p
N
�
VN;�2(a

1); : : : ; VN;�2(a
2M)

�t L�! N ( 0; J�2 ) (4.21)

(ii)

p
N
� eHN;�2(a;M)�H

� L�! N
�
0;
At(J 0�2)A
4jjAjj4

�
; (4.22)

o�u J�2 est la matrice 2M � 2M d�e�nie pour m;n = 1; : : : ; 2M par

(J�2)m;n = 2
X
j2Z

n
C2�a

m;an

H (j) + �2�a
m;an(j)

o2
fC2�a

m

H (0) + �2�a(0)g fC2�a
n

H (0) + �2�a(0)g

et o�u J 0�2 est la matrice M �M d�e�nie pour m;n = 1; : : : ;M par�
J 0�2
�
m;n

= �m�n (J�2)2m;2n + �m�n (J�2)m;n � �m�n (J�2)2m;n � �m�n (J�2)2n;m ;

avec � et � les vecteurs de composantes

�m =
C2�aH(0)(2m)2H + �2�a(0)

C2�aH(0)m
2H f22H � 1g et �m =

C2�aH(0)m
2H + �2�a(0)

C2�aH(0)m
2H f22H � 1g :

Nous avons pr�esent�e uniquement les convergences en loi des variations quadratiques bruit�ees
et de l'estimateur de H , les convergences en probabilit�e d�ecoulent trivialement des Proposi-
tions 4.2 et 4.3.

4.2.4 Test de pr�esence d'un bruit gaussien additif

Nous nous proposons ici de d�evelopper un test statistique consistant permettant de
d�etecter la pr�esence �eventuelle d'un bruit gaussien additif. Les hypoth�eses �a tester sont

H0 : �2 = 0 contre H1 : �2 6= 0:



Chapitre 4 Probl�emes statistiques induits par le mbf 85

Une id�ee naturelle, consiste �a mesurer l'�ecart entre deux estimateurs de H , le premier obtenu
par la proc�edure d�ecrite dans la Section 2.4.2 (estimateur ne tenant pas compte du bruit) et
le second d�evelopp�e dans la Section 4.2.3 qui int�egre la pr�esence d'un bruit gaussien additif.
Simpli�ons les notations et notons eHSN;�2

(a;M) (resp. eHTN;�2
(a;M)), l'estimateur obtenu

par r�egression lin�eaire de LSN;�2
=
�
log(SN;�2(a

m))
	
1�m�M (resp. LTN;�2

), sur XM . Nous
pouvons alors d�eduire de la Proposition 4.3 le r�esultat suivant

Proposition 4.4 Soit a un �ltre d'ordre p � 1, soit M un entier sup�erieur ou �egal �a 2, et
soit �N = N � avec � � 0, alors lorsque N ! +1 on a sous l'hypoth�ese H0

(i)

eHTN;0(a;M)� eHSN;0(a;M)
p:s:�! 0: (4.23)

(ii) Si p > H + 1=4

p
N
� eHTN;0(a;M)� eHSN;0(a;M)

� L�! N �0; �2(H)
�
; (4.24)

avec �2(H) = At(G00)A
4jjAjj4 o�u G00 est la matrice M �M d�e�nie pour m;n = 1; : : : ;M par

�
G00
�
m;n

= g00m;n = �2 f r2m;2n + rm;n � r2m;n � r2n;m g ; (4.25)

avec � = 22H

22H�1 et rm;n le terme g�en�erique de R d�e�nie par (R)m;n = 2
P

j2Z
�
am;an

H (j)2

m2Hn2H�aH(0)2
.

D�e�nissons alors

TBB(a;M) =
N

�2( eHTN;�2
(a;M))

n eHTN;�2
(a;M)� eHSN;�2

(a;M)
o2
: (4.26)

D'apr�es la Proposition 4.4 sous l'hypoth�ese H0, TBB(a;M)
L�! �21, donc pour mettre en

oeuvre un test statistique de niveau �, il suÆt d'�evaluer le (1� �)-quantile, q�, de la loi �21
et de rejeter H0 si TBB(a;M) > q�.

On peut ensuite s'int�eresser �a la puissance de ce test. Pour cela, consid�erons la suite
d'hypoth�eses H1;N suivante, H1;N : �2 = �2N = ÆNp

N�2H
N

, o�u (ÆN)N�1 est une suite de r�eels
strictement positifs v�eri�ant lorsque N ! +1

ÆN ! +1; ÆNp
N
! +1 et

ÆN
�2H

N

! +1; avec �N = N � et 0 � � < 1=4H:

Avec ce choix de suite d'hypoth�eses, d�ependant clairement du pas de discr�etisation, nous
avons le r�esultat suivant :

Proposition 4.5 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 et soit M un entier sup�erieur ou �egal
�a 2, alors pour tout u � 0, nous avons

lim
N!+1P

�
TBB � u

��� H1;N

�
= 1 : (4.27)

En cons�equence, sous la suite d'hypoth�eses H1;N , le test bas�e sur la statistique TBB est
asymptotiquement de puissance 1.
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4.2.5 Etude par simulations des estimateurs et du test

Dans cette section, nous illustrons les performances des estimateurs de H lorsque le mbf
est bruit�e, ainsi que la qualit�e du test de pr�esence de bruit gaussien additif.

4.2.5.1 Identi�cation du mbf bruit�e

La Figure Fig.4.2 illustre les �ecarts quadratiques moyens (MSE) empiriques, en fonction
de N , bas�es sur 100 trajectoires, des estimateurs eHTN;�2

(a;M) (tenant compte du bruit)

et eHSN;�2
(a;M) (ne tenant pas compte du bruit). Ceci a �et�e r�ealis�e pour H = 0:3; 0:5; 0:8,

� = 0; 0:1; 1 et �N = 1. Lorsque � = 0, quelle que soit la valeur de H , les MSE tendent
vers 0 avec la taille d'�echantillon. Et il faut noter la meilleure performance de l'estimateureHSN;�2

par rapport �a eHTN;�2
. Lorsque � augmente, l'estimateur eHSN;�2

se d�et�eriore et devient

moins bon que eHSN;�2
pour � = 1. Ceci provient du fait, comme le montre la Figure Fig.4.3,

que, lorsque � augmente, l'estimateur eHSN;�2
est tr�es fortement biais�e alors que sa variance

continue �a d�ecrô�tre avec N . L'estimateur eHTN;�2
, quant �a lui, est non biais�e. Le prix �a payer,

cependant, pour obtenir cette consistance r�eside dans la variance qui est relativement �elev�ee.
En outre, nous pouvons remarquer, �a � �x�e, que l'estimateur est plus performant lorsque le
param�etreH est �elev�e. En�n, nous tenons �a pr�eciser que la proc�edure bas�ee sur la statistique
TN;�2 n�ecessite une taille d'�echantillon > 1000. Pour des tailles d'�echantillon inf�erieures, il
peut arriver que TN;�2(a) < 0 (ce qui est th�eoriquement impossible), ce qui engendre une
erreur dans la proc�edure d'estimation, celle-ci �etant bas�ee sur l'�evaluation de log TN;�2(a).

4.2.5.2 Test de pr�esence d'un bruit

La Figure Fig.4.4 illustre l'�etude de simulation men�ee pour le test de pr�esence d'un bruit
gaussien additif. Nous avons donc consid�er�e le test d'hypoth�eses

H0 : �2 = 0 contre H1 : �2 6= 0:

Pour H = 0:3; 0:6; 0:8, nous avons simul�e 500 trajectoires du mbf bruit�e par un bruit gaussien
d'�ecart-type � 2 [0; 1] et �evalu�e pour chacune de ces trajectoires la statistique TBB. Pour
chaque valeur du param�etre H , nous tra�cons le pourcentage de rejet de H0 empirique au
niveau � = 0:05. Il ressort de cette �etude que lorsque � = 0, nous sommes amen�es �a rejeter
environ 5 fois sur 100 l'hypoth�ese H0 pour l'hypoth�ese H1, et ce quelle que soit la valeur de
H . Ce pourcentage augmente avec �, et nous pouvons noter une di��erence en fonction de H .
Lorsque H est petit (H = 0:3), le pourcentage de rejet de H0 (toujours au niveau �) n'est que
de 50%, ce qui implique que le test n'est pas tr�es puissant pour cette valeur du param�etre
de Hurst. A l'inverse, lorsque H est plus �elev�e (H = 0:6; 0:8), le pourcentage de rejet est
rapidement tr�es �elev�e en fonction de �. Cette di��erence de comportement en fonction de H
provient du fait que plus H est �elev�e, plus l'estimateur eHSN;�2

(a;M) est biais�e et donc plus
la statistique TBB est �elev�ee.

4.2.6 Preuve des r�esultats

Preuve de la Proposition 4.2

Lemme 4.1 Soient m et n deux entiers � 1, alors, avec les notations 4.14,

E
�
V am(i=�N)V

an(i+ j=�N)
�
=

C2

(�N)2H
�a

m;an

H (j) + �2�a
m;an(j) =

1

�2H
N

O �jjj2H�2p� ;
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Fig. 4.2 { MSE empiriques en fonction de N des estimateurs eHTN;�2
et eHSN;�2

bas�es sur 100
trajectoires de mbfs de param�etre H = 0:3; 0:5; 0:8 bruit�es par des bruits gaussiens d'�ecart-type
� = 0; 0:1; 1. Les param�etres des estimateurs sont a = Db4 et M = 2.
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en fonction de N ,
bas�es sur 100 trajectoires de mbf de param�etre H = 0:8 bruit�es par un bruit gaussien d'�ecart-
type 1.
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Fig. 4.4 { Pourcentages de rejet de H0 empirique (au niveau � = 5%) en fonction de
l'�ecart-type du bruit, �, bas�es sur 500 trajectoires de mbf bruit�e, de taille N = 1000 et
H = 0:3; 0:6; 0:8.
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lorsque jjj ! +1.

Preuve du Lemme 4.1

E
�
V am(i=�N)V

an(i+ j=�N)
�

=

(m`;n`)X
(q;r)=(0;0)

amq a
m
r E (BH;C (i� q=�N)BH;C (i+ j � r=�N))

+

(m`;n`)X
(q;r)=(0;0)

amq a
m
r E (� (i� q) � (i+ j � r))

=
C2

(�N)2H
�a

m;an

H (j) + �2�a
m;an(j);

o�u �a
m;an

H et �a
m;an sont donn�es par (4.14). D�es que j < �m` ou j > n`, le second terme est

nul. De plus, d'apr�es le Lemme 2.1, on sait que le premier terme d�ecrô�t en jjj2H�2p, d'o�u le
r�esultat.

2

(i) Commen�cons par regarder la convergence presque sûre de la statistique VN;�2(a) pour
un �ltre a. D'apr�es la preuve de la Proposition 2.1 et d'apr�es le Lemme 4.1, on a lorsque
N ! +1

E
�
VN;�2(a)

2
� � 2

N2

X
jij<N�`

(N � `� jij)
8<:

C2

(�N )2H
�aH(j) + �2�(j)

C2

(�N )2H
�aH(0) + �2�(0)

9=;
2

� 2

N

8<:Xjij<`
�
�a(j)

�a(0)

�2

+
X

`�jij<N�`

�
�aH(j)

�aH(0)

�2
9=;

=

8<:
O(1=N) si p � 2 ou p = 1 et H < 3=4;
O(log(N)=N) si p = 1 et H = 3=4;
O(N2H�2) si p = 1 et H > 3=4:

(4.28)

La convergence presque sûre d�ecoule alors du Th�eor�eme 6.2 de Doob [40]. L'extension en
dimension sup�erieure ne pose pas de probl�emes.

(ii) Commen�cons par �etudier la convergence gaussienne pour un seul �ltre. La statistique
VN;�2(a) peut s'�ecrire

VN;�2(a) =
1

N � `

N�1X
j=`

H2(W (j));

o�u H2 est le deuxi�eme polynôme d'Hermite et o�u W (j) = V a(j=�N )
E(V a(j=�N)2)1=2

L
= N (0; 1). D'apr�es

le Lemme 4.1, la s�erie
P

j E (W (i)W (i+ j))2 est convergente d�es que p > H +1=4. En e�et,P
j E(W (i)W (i + j))2 � 2

nP
jjj<`

�a(j)2

�a(0)2 +
P

jjj�`
�aH(j)2

�aH(0)2

o
, et la seconde s�erie est convergente

si p > H + 1=4. Donc d'apr�es le Th�eor�eme 1 de Breuer et Major [22], on a lorsque N ! +1

p
NVN;�2(a)

L�! N
0@0; 2

8<:Xjjj<`
�a(j)2

�a(0)2
+
X
jjj�`

�aH(j)
2

�aH(0)
2

9=;
1A :
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Remarquons ici que supposer le bruit gaussien est indispensable pour pouvoir appliquer le
Th�eor�eme de Breuer et Major [22]. L'extension en dimension 2M suit en tout point la preuve
de la Proposition 2.3. Soit G�2 la matrice de covariance asymptotique

(G�2)m;n = gm;n = lim
N!+1NE

�
VN;�2(a

m)VN;�2(a
n)
�

= lim
N!+1

2

N

N�1X
i=m`

N�1X
j=n`

8><>:
C2

(�N )2H
�a

m;an

H (j � i) + �2�a
m;an(j � i)�

C2

(�N )2H
�a

m

H (0) + �2�a(0)
�1=2�

C2

(�N )2H
�a

n

H (0) + �2�a(0)
�1=2

9>=>;
2

� 2
X

jij<N�(n^m)`

8><>:
C2

(�N )2H
�a

m;an

H (j � i) + �2�a
m;an(j � i)�

C2

(�N )2H
�a

m

H (0) + �2�a(0)
�1=2 �

C2

(�N )2H
�a

n

H (0) + �2�a(0)
�1=2

9>=>;
2

Et en utilisant le fait que �a
m;an(i) est nul pour i < �m` et i > n`, nous obtenons

(G�2)m;n = 2

8><>:
X

�m`�i�n`

�a
m;an(i)2

�a(0)2
+

X
i<�m`
i>n`

�a
m;an

H (i)2

�a
m

H (0)�anH (0)

9>=>; :

Cette matrice de covariance asymptotique est bien sym�etrique.

2

Preuve de la Proposition 4.3

(i) et (ii) Par d�e�nition d'une r�egression lin�eaire simple

eHN;�2(a;M) � H =
At

2 kAk2 �TN;�2
; (4.29)

et e�N;�2(a;M) � � =
(A0)t

2 kA0k2 �TN;�2
; (4.30)

o�u A et A0 sont les vecteurs d�e�nis pour m = 1; : : : ;M par

Am = log(m) � 1

M

MX
m=1

log(m) ;

A0m =
1

M

MX
m=1

log(m)2 � log(m)
1

M

MX
m=1

log(m) ;

et o�u �TN;�2
= LTN;�2

� XM(H; �)t. Par d�e�nition de TN;�2(a
m) on peut d�eduire la relation

suivante

TN;�2(a
m)

E
�
TN;�2(am)

� � 1 = �mVN;�2(a
2m)� �mVN;�2(a

m); (4.31)

o�u � et � sont les vecteurs d�e�nis par

�m =

C2

(�N )2H
�aH(0)(2m)2H + �2�a(0)

C2

(�N )2H
�aH(0)m

2H f22H � 1g
N!+1� (�N)

2H �2�a(0)

C2�aH(0)m
2H f22H � 1g(4.32)

�m =

C2

(�N )2H
�aH(0)m

2H + �2�a(0)

C2

(�N )2H �
a
H(0)m

2H f22H � 1g
N!+1� (�N)

2H �2�a(0)

C2�aH(0)m
2H f22H � 1g (4.33)
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Notons � le vecteur de composantes �m =
�2�a(0)

C2�aH(0)m2Hf22H�1g et supposons d�esormais �N =

N �; avec � > 0. D'apr�es (4.28), pour un �ltre d'ordre p > H + 1=4, et un r�eel � v�eri�ant

� < 1=4H on a N2H�VN;�2(a)
P! 0. Par ailleurs, pour ce choix de �, N1=2�2H� log

TN;�2(a
m)

E(TN;�2 (a
m))

converge en loi vers la même limite que N1=2�2H�

�
TN;�2 (a

m)

E(TN;�2(a
m))

� 1

�
, i.e. que la variable

�m
p
N
�
VN;�2(a

2m)� VN;�2(a
m)
	
, qui converge en loi vers une gaussienne centr�ee en vertu

de la Proposition 4.2. En cons�equence, pour un �ltre d'ordre p > H + 1=4, un entier M � 2
et un r�eel � > 0 v�eri�ant � < 1

4H , on a lorsque N ! +1

�TN;�2

P�! 0:

N1=2�2H��TN;�2

L�! N �0; G0�2� ;
avec�
G0�2

�
m;n

= g0m;n

= lim
N!+1

N

N4H�
E
��
�mVN;�2(a

2m)� �mVN;�2(am)
	�
�nVN;�2(a

2n)� �nVN;�2(an)
	�

= �m�n fg2m;2n + gm;n � g2m;n � g2n;mg :

Ainsi, eHN;�2(a;M)
P! H . En outre, eHN;�2(a;M)� H �etant d�e�ni comme une combinaison

lin�eaire de composantes d'un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaus-

sien (si p > H + 1=4) et N
N4H�Var

� eHN;�2(a;M)�H
�
N!+1�! At(G0

�2
)A

4jjAjj4 . De la même mani�ere,e�N;�2(a;M)
P! � et si p > H + 1=4 et 0 < � < 1=4H , on a lorsque N ! +1

N1=2�2H�
�e�N ;�2(a;M)� �

� L�! N
�
0;
(A0)tG0

�2
A0

4jjA0jj4
�
: (4.34)

En�n, remarquons que,

log
� eCN;�2(a;M)=C

�
=

� eHN;�2(a;M)�H
�
log(N)

+
1

2
log

�
�aH(0)f22H � 1g

�a
eH
N;�2

(0)f22eHN;�2 � 1g

�
+
1

2

�e�N;�2(a;M)� �
�
(4.35)

On montre facilement que log(N)
N2H� �TN;�2

P�! (0; : : : ; 0)t, ce qui assure la convergence en proba-

bilit�e de eCN;�2(a;M) vers C. D'apr�es (4.34) et (4.35), on peut noter que la variable al�eatoire
N1=2�2H�

log(N) log
� eCN;�2(a;M)=C

�
converge en loi vers la même limite que la variable al�eatoire

N1=2�2H�

log(N)

� eCN;�2(a;M)� C
�
=C, i.e. �nalement que la v.a. N1=2�2H�

� eHN;�2(a;M)�H
�
,

d'o�u le r�esultat.

2

Preuve du Corollaire 4.3

(i) Dans ce cas particulier le Lemme 4.1 s'�ecrit

E
�
V am(i)V an(i+ j)

�
= C2�

am;an

H (j) + �2�a
m;an(j) = O �jjj2H�2p� ; 8m;n � 1: (4.36)
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La normalit�e asymptotique se d�emontre de la même mani�ere que dans le cas o�u � > 0,
Proposition 4.2. Seule, la matrice de covariance asymptotique change, matrice 2M �2M , que
nous notons J�2 . D'apr�es (4.36)

(J�2)m;n = lim
N!+1NE

�
VN;�2(a

m)VN;�2(a
n)
�

= 2
X
j2Z

n
C2�a

m;an

H (j) + �2�a
m;an(j)

o2
fC2�amH (0) + �2�a(0)gfC2�anH (0) + �2�a(0)g : (4.37)

(ii) La relation (4.31) est toujours valable avec les vecteurs � et � d�e�nis par

�m =
C2�aH(0)(2m)2H + �2�a(0)

C2�aH(0)m
2H f22H � 1g et �m =

C2�aH(0)m
2H + �2�a(0)

C2�aH(0)m
2H f22H � 1g :

A pr�esent,
p
N

�
TN;�2 (a;M)

E(TN;�2 (a;M))
� 1

�
converge en loi vers la même limite que la variable

p
N log

TN;�2 (a;M)

E(TN;�2 (a;M))
; i.e. que

p
N
�
�mVN;�2(a

2m)� �mVN;�2(a
m)
	
qui converge en loi vers

une gaussienne centr�ee en vertu de (i). Ainsi, si p > H + 1=4 on a lorsque N ! +1
p
N�TN;�2

L�! N (0; J 0�2);

o�u J 0�2 est la matrice M �M d�e�nie par�
J 0�2
�
m;n

= �m�n (J�2)2m;2n + �m�n (J�2)m;n � �m�n (J�2)2m;n � �m�n (J�2)2n;m :

Par la suite, d'apr�es (4.29)

p
N
� eHN;�2(a;M)�H

� L�! N
�
0;
At(J 0�2)A
4jjAjj4

�
:

2

Preuve de la Proposition 4.4

(i) et (ii) Les estimateurs eHTN;�2
(a;M) et eHSN;�2

(a;M) sont d�e�nis par les relations
suivantes

eHTN;�2
(a;M) =

At

2jjAjj2 LTN;�2
;

eHSN;�2
(a;M) =

At

2jjAjj2 LSN;�2
:

Sous l'hypoth�ese H0, on a presque sûrement

�
LTN;0 � LSN;0

�
m
= �

�
VN;0(a

2m)� VN;0(am)
	 f1 + o(1)g; (4.38)

avec � = 22H

22H�1 . L'�equation (4.38) et la convergence presque sûre de VN;0 assurent la conver-
gence presque sûre �enonc�ee sous H0.

Sous l'hypoth�ese H0, d'apr�es (4.38), on remarque que
p
N
�
LTN;0 � LSN;0

�
converge en

loi vers la même limite que le vecteur de composantes
p
N�fVN;0(a2m) � VN;0(a

m)g. Les



Chapitre 4 Probl�emes statistiques induits par le mbf 93

composantes de ce dernier vecteur �etant d�e�nies comme une combinaison lin�eaire de com-
posantes d'un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaussien. Ainsi,
lorsque N ! +1 p

N
�
LTN;0 � LSN;0

� L�! N �0; G00� ;
o�u G00 est la matrice M �M d�e�nie pour m;n = 1; : : : ;M par�

G00
�
m;n

= g00m;n = lim
N!+1 �

2E
��
VN;0(a

2m)� VN;0(am)
	�
VN;0(a

2n)� VN;0(an)
	�

= �2 f r2m;2n + rm;n � r2m;n � r2n;m g ;

et o�u rm;n est le terme g�en�erique de R d�e�nie par (R)m;n = 2
P

j2Z
�a

m;an

H (j)2

m2Hn2H�aH(0)2
.

2

Preuve de la Proposition 4.5
Par d�e�nition de TN;�2(a

m) on a sous la suite d'hypoth�eses H1;N la relation suivante

TN;�2(a
m)

E
�
TN;�2(a

m)
� � 1 = �mVN;�2(a

2m)� �mVN;�2(a
m);

o�u � et �, cette fois-ci, sont les vecteurs d�e�nis par

�m =

C2

(�N )2H �
a
H(0)(2m)2H + �2N�

a(0)

C2

(�N)2H
�aH(0)m

2H f22H � 1g
N!+1� 22H

22H � 1

�m =

C2

(�N )2H
�aH(0)m

2H + �2N�
a(0)

C2

(�N )2H
�aH(0)m

2H f22H � 1g
N!+1� 22H

22H � 1
: (4.39)

En cons�equence, on a presque sûrement�
LTN;�2

� LSN;�2

�
m

N!+1� 22H

22H � 1

�
VN;�2(a

2m)� VN;�2(a
m)
	�

1 + o(1)
�

+ log

0@ 22H � 1

1 + �2N
�2H
N �a(0)

m2HC2�aH(0)f22H�1g

1A : (4.40)

D�e�nissons pour simpli�er les vecteurs � et B�2 pour m = 1; : : : ;M :

�m =
�
LTN;�2

� LSN;�2

�
m

et (B�2)m = log

0@1 + �2N
�2H
N �a(0)

m2HC2�aH(0)f22H�1g
22H � 1

1A :

D'apr�es la Proposition 4.4 et (4.40), il existe �2 telle que nous ayons la convergence en loi
suivante lorsque N ! +1

TN :=
p
N

At

p
2jjAjj2 (� +B�2)

L�! N (0; �2): (4.41)

Par ailleurs, sous la suite d'hypoth�eses H1;N il existe un vecteur B0 tel que pour tout m =
1; : : : ;M on ait

(B�2)m
N!+1� (B0)m

ÆNp
N
: (4.42)
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Sous la suite d'hypoth�eses H1;N , nous avons alors pour tout u � 0

P(TBB(a;M) � u) = P

�
At

2jjAjj4N��
tA � u

�
N!+1� P

�
T 2
N � ÆN

AtB0p
2jjAjj2TN � ÆNTN

Bt
0Ap

2jjAjj2 + Æ2N
AtB0B

t
0A

2jjAjj4 � u

�
= P

�
T 2
N

Æ2N
� 2

�

ÆN
TN + �2 � u

Æ2N

�
; avec � =

AtB0p
2jjAjj2

= P

�
2�

ÆN
TN � 1

Æ2N
T 2
N +

u

Æ2N
� �2

�
:

Or, TN converge en loi, lorsque N ! +1, donc d'apr�es le Th�eor�eme de Slutsky, e.g. Grimmet
et al. [48], et puisque ÆN ! +1, on a:

2�

ÆN
TN � 1

Æ2N
T 2
N +

u

Æ2N

L�! 0:

Ainsi,

P

�
2�

ÆN
TN � 1

Æ2N
T 2
N +

u

Æ2N
� �2

�
N!+1�! 1;

ce qui revient �a dire que sous la suite d'hypoth�eses H1;N

lim
N!+1P

�
TBB(a;M) � u

��H1;N

�
= 1:

2

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, d'une part, nous avons �enum�er�e un certain nombre de tests et pro-
pos�e une g�en�eralisation du kurtosis empirique. Hormis peut-être le test d'ad�equation �a la
densit�e spectrale de Beran, aucun de ces tests n'est puissant pour le mouvement brownien
fractionnaire. Il serait int�eressant de regarder un peu plus pr�ecis�ement la puissance de ce
test. En ce qui concerne la partie sur le d�ebruitage, les r�esultats sont performants pour des
tailles d'�echantillon > 1000. Comme nous l'avons d�ej�a signal�e, notre m�ethode bas�ee sur une
r�egression log-lin�eaire donne parfois des r�esultats aberrants pour des tailles d'�echantillon
inf�erieures. Nous pensons qu'une estimation des param�etres par minimisation d'un crit�ere
moindres carr�es bas�e sur le moment d'ordre 2 empirique des coeÆcients d'ondelettes se-
rait num�eriquement plus stable. En�n, il serait pertinent de comparer les deux approches
pr�ecit�ees, avec celle qui consisterait �a d�ebruiter le signal d'une part puis �a identi�er le signal
d�ebruit�e. Ces deux derniers points sont en cours d'�etude et font l'objet d'un travail commun
avec A. Antoniadis.



Chapitre

5 Inf�erence statistique pour

le mouvement brownien

multifractionnaire

Ce chapitre d�eveloppe des m�ethodes pour identi�er le mouvement brownien multifraction-
naire (extension du mouvement brownien fractionnaire au sens o�u les param�etres �evoluent �a
pr�esent avec le temps) et pr�esente quelques tests li�es au mod�ele.

5.1 Introduction

Nous avons montr�e dans l'Introduction de ce m�emoire, que dans certaines situations il
pouvait être int�eressant de relâcher la contrainte de stationnarit�e, de permettre �a l'exposant
fractionnaire d'�evoluer au cours du temps. Dans cette optique, a �et�e r�ecemment d�evelopp�e
un mod�ele susceptible de d�ecrire de telles �evolutions : il s'agit du mouvement brownien mul-
tifractionnaire (not�e mbm). Deux approches naturelles ont �et�e abord�ees pour obtenir une
extension du mbf. Elles consistent �a substituer les param�etres H;C dans les int�egrales sto-
chastiques d�e�nissant le mbf par deux fonctions du temps H(t); C(t). La premi�ere approche
est une approche moyenne mobile et a �et�e propos�ee par Peltier et L�evy-V�ehel [77], processus
fW1(t); t 2 R+g. La seconde est une approche spectrale introduite par Benassi et al. [16],
processus fW2(t); t 2 R+g :

W1(t) = C(t)f�K(2H(t))g1=2
Z
R

ft(s)dB1(s) (5.1)

avec ft(s) =
1

�(H(t) + 1=2)

n
jt� sjH(t)� 1

2 1I]�1;t](s)� jsjH(t)�1=21I]�1;0](s)
o
;

W2(t) = C(t) fK(2H(t))=2g1=2
Z
R

(exp(it�)� 1)

j�jH(t)+1=2
dB2(�) ; (5.2)

o�u B1 et B2 sont deux mouvements browniens et o�u K est la fonction d�e�nie sur ]0; 2[ par
K(�) = �(�+ 1) sin(��=2)=� . D�es que les fonctions H et C appartiennent �a l'ensemble des
fonctions h�old�eriennes d'ordre 0 < � � 1 (sur [0; 1] pour H , et sur R+� pour C), alors les
processusW1 etW2 sont de carr�e int�egrable. Ajoutons que, sous ces mêmes hypoth�eses, Cohen
[30] a prouv�e l'�egalit�e en loi de ces deux processus, qui, pr�ecisons-le, ont �et�e ajust�es de mani�ere
�a ce que E(W1(t)

2) = E(W2(t)
2) = C(t)2jtj2H(t). Dans la suite, nous noterons indi��eremment

fW (t); t � 0g le mouvement brownien multifractionnaire de fonction de Hurst H(t), et de
variance normalis�ee C(t). Le mbm �etant un processus gaussien de carr�e int�egrable, on peut le
d�e�nir de mani�ere analogue �a (5.1) et (5.2) comme �etant l'unique processus gaussien, centr�e,
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nul �a l'origine et de fonction de covariance d�e�nie pour s; t 2 [0; 1] par :

E (W (t)W (s)) =
C(t)C(s)

2
g
�
H(t); H(s)

�njtjH(t)+H(s)+ jsjH(t)+H(s)� jt� sjH(t)+H(s)
o
;

(5.3)

o�u g est d�e�nie par

g
�
H(t); H(s)

�
= K

�
H(t) +H(s)

��1 �
K
�
2H(t)

�
K
�
2H(s)

�	1=2
: (5.4)

Le calcul de la fonction de covariance, dont nous rappelons qu'elle constitue un noyau her-
mitien de type positif (voir Neveu [75] p.34), s'appuie sur le Th�eor�eme de repr�esentation de
juj� (e.g. Bahr et al. [8]):

juj� = K(�)

Z
R

1� cos(�u)

j�j�+1
d�; 8u 2 R; 0 < � < 2:

L'objectif de ce chapitre est d'identi�er et valider le mbm. L'identi�cation de ce mod�ele
est un probl�eme partiellement trait�e par Benassi et al. [16]. Les auteurs y explicitent un
estimateur d'une fonction de Hurst continûment d�erivable sur [0; 1] et d�emontrent sa consis-
tance. Nous nous proposons de g�en�eraliser et compl�eter ce travail, d'une part, en consid�erant
des fonctions de Hurst et des fonctions �echelles h�old�eriennes d'ordre � > 0, d'autre part, en
obtenant les th�eor�emes limite pour les estimateurs introduits. Nous discutons des probl�emes
pratiques engendr�es par un tel mod�ele et proposons quelques tests.

Les propri�et�es de stationnarit�e et d'autosimilarit�e des accroissements sont v�eri��ees par le
mbm non plus de mani�ere globale mais de mani�ere asymptotiquement locale; Benassi et al.
[16] montrent que si H 2 C�([0; 1]) v�eri�e suptH(t) < min(1; �), alors

lim
�!0+

�
W (t+ �u)�W (t)

�2H(t)

�
u2R+

L
= C(t) (BH(t)(u))u2R+ ; (5.5)

o�u BH(t)(u) d�esigne le mbf de param�etreH(t) d�e�ni surR+. Le r�esultat (5.5) sugg�ere que pour
estimer les param�etres d'un tel processus, nous pouvons adapter localement des m�ethodes
globales valables pour l'identi�cation du mbf. La m�ethode utilis�ee est appel�ee m�ethode des
variations quadratiques locales. Elle se r�eduit �a adapter localement la m�ethode des variations
quadratiques, �etudi�ee par Istas et Lang [55] et par nous-mêmes dans le Chapitre 2, et qui
consiste �a �ltrer les observations d'un processus gaussien stationnaire autosimilaire ou loca-
lement autosimilaire en 0, ce qui a pour e�et de d�etruire la d�ependance des observations, et
d'estimer le moment empirique d'ordre 2 de la s�erie �ltr�ee. Le choix d'adapter la m�ethode
des variations quadratiques plutôt qu'une autre m�ethode d'identi�cation est justi��e d'une
part par le fait que cette m�ethode induit des estimateurs ayant pour vitesse de convergence
les vitesses des bornes de Cram�er-Rao des param�etres du mbf (voir Chapitre 3), et d'autre
part par le fait que cette m�ethode est rapidement calculable, stable num�eriquement, et se
comporte particuli�erement bien vis-�a-vis de l'estimateur du maximum de vraisemblance pour
de petits �echantillons (voir Section 2.6). Ce dernier point est primordial car rappelons-le le
mouvement brownien multifractionnaire sera identi��e de mani�ere locale.

La Section 5.2 rassemble les outils n�ecessaires pour identi�er le mod�ele. Nous y d�e�nissons
une statistique appel�ee variations quadratiques locales repr�esentant la variance empirique de
la trace d'un mbm �ltr�e et normalis�e. Nous appliquons les r�esultats de convergence de cette
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statistique au probl�eme d'identi�cation dans la Section 5.3. Dans cette partie, nous explicitons
des estimateurs de la fonction de Hurst H 2 C�([0; 1]), en distinguant les cas o�u la fonction
�echelle C est connue ou inconnue. La consistance, les convergences �nies-dimensionnelles et
en loi y sont d�emontr�ees. Notre m�ethode est une m�ethode locale et d�epend en cela d'un
param�etre r�egissant la taille d'un voisinage. Dans ce cadre, nous pr�esentons �egalement une
proc�edure permettant un choix eÆcace de ce param�etre. Une �etude de simulation a �et�e men�ee
dans la Section 5.4 pour valider cette proc�edure et explorer la qualit�e des estimateurs. Dans
la Section 5.5, nous d�eveloppons quelques tests pour le mbm. Dans une premi�ere partie,
nous adaptons localement la statistique PN(2; a), qui repr�esentait le kurtosis empirique des
variations discr�etes du mbf et d�emontrons sa convergence en loi vers un processus gaussien
centr�e de fonction de covariance explicite, ce qui permet d'envisager une proc�edure de test.
Dans [21], Beran et al. s'interrogent sur d'�eventuels changements de variations du param�etre
de longue m�emoire. Dans cette optique, la seconde partie de cette section propose un test
statistique convergent d'hypoth�eses H(�) est constante contre H(�) non constante, ainsi que
quelques g�en�eralisations possibles. En�n, les preuves des di��erents r�esultats �enonc�es sont
pr�esent�es dans la Section 5.7.

5.2 Variations quadratiques locales : d�e�nitions et comporte-

ments asymptotiques

L'objectif de cette premi�ere partie est de rappeler certaines d�e�nitions et notations d�ej�a
utilis�ees dans le Chapitre 2, et de pr�esenter les r�esultats de convergence de la variance em-
pirique de la trace d'un mbm �ltr�e et normalis�e, de mani�ere �a rendre la Section 5.3, relative
�a l'identi�cation de la fonction de Hurst, plus lisible. Par la suite, notre mod�ele statistique
sera constitu�e d'une trajectoire d'un mbm discr�etis�ee, not�ee (W ), aux instants i=N pour
i = 0; : : : ; N � 1, de param�etres fonctionnels H et C. Nous supposerons que la fonction de
Hurst, H (resp. C), appartient �a l'espace des fonctions h�old�eriennes d'ordre 0 < � � 1 sur
[0; 1] (resp. sur R+�) et v�eri�e suptH(t) < min(1; �). Dans la suite de ce pr�esent document,
ces hypoth�eses seront implicitement v�eri��ees. Nous notons a un �ltre de longueur ` + 1 et
d'ordre p � 1, i.e. un vecteur �a composantes r�eelles v�eri�ant

X̀
q=0

aqq
i = 0 pour i = 0; : : : ; p� 1 et

X̀
q=0

aqq
p 6= 0 :

Soit (V a) la s�erie issue du �ltrage de (W ) par a :

V a

�
j

N

�
=
X̀
q=0

aq W

�
j � q

N

�
; pour j = `; : : : ; N � 1 :

A titre d'exemple, (V a) repr�esente les accroissements du mbm dans le cas o�u a = (1;�1),
et les di��erences secondes lorsque a = (1;�2; 1). D�e�nissons la statistique VN;�(t; a) pour
t 2 [0; 1], appel�ee variations quadratiques locales, par :

VN;�(t; a) =
1

vN(t; a)

X
j2VN;�(t;a)

(
V a( jN )

2

E(V a( jN )
2)

� 1

)
; (5.6)

o�u VN;�(t; a) est un voisinage de t d�e�ni, pour un � > 0 destin�e �a tendre vers 0, par :

VN;�(t; a) =
n
j 2Z;

��� jN � t
��� � �

o
et o�u vN(t; a) = Card(VN;�(t; a)). La statistique VN;�(t; a)
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peut être vue comme les H2-variations locales d'un certain processus gaussien (H2 �etant le
deuxi�eme polynôme d'Hermite d�e�ni par H2(t) = t2 � 1). En ce sens, c'est une version locale
des statistiques �etudi�ees entre autres par Guyon et al. [49] ou Breuer et al. [22], statistiques
pour lesquelles les auteurs �enoncent des th�eor�emes central limite. Avant de d�ecrire le com-
portement asymptotique de VN;�(t; a), nous avons besoin du Lemme suivant explicitant la
structure de corr�elation de (V a).

Lemme 5.1 Soient t; t0 2 [0; 1] et soient j 2 VN;�(t; a); j0 2 VN;�(t0; a) alors, lorsque
jj0 � jj ! +1, on a

E

�
V a

�
j

N

�
V a

�
j0

N

� �
=

C(t)C(t0)
NH(t)+H(t0)

�aH(t)
2 +

H(t0)
2

(j0� j) f1 +O(�� log(N))g ;

(5.7)

o�u �aH(k) = �1
2

X̀
q;q0=0

aqaq0 jq � q0 + kj2H : (5.8)

Ce r�esultat montre entre autres que localement la fonction de covariance de (V a) est
asymptotiquement stationnaire, ce �a quoi l'on s'attendait en vertu du r�esultat (5.5). Nous
sommes �a pr�esent en mesure d'�enoncer les r�esultats de convergence des variations quadratiques
locales.

Proposition 5.1 Soit t 2 [0; 1] et soit a un �ltre d'ordre p � 1, alors lorsque (N; �) !
(+1; 0) avec N�! +1, nous avons :

(i) VN ;�(t; a)
p:s:�! 0 : (5.9)

(ii) Si p > H(t) + 1=4;p
vN(t; a) VN ;�(t; a)

L�! N � 0; �2(H(t); a)
�
; (5.10)

avec, �2(H(t); a) = 2
X
j2Z

�aH(t)(j)
2

�aH(t)(0)2
: (5.11)

(iii) Soit d > 1 et soient t1; : : : ; td 2 [0; 1], alors si p > H + 1=4, avec H = suptH(t), on a�p
vN(t1; a)VN;�(t1; a); : : : ;

p
vN(td; a)VN;�(td; a)

�t L�! (G(t1); : : : ;G(td))
t ; (5.12)

o�u (G(t1); : : : ;G(td ))
t est un vecteur gaussien centr�e, tel que 8i; j 2 f1; : : : ; dg,

Cov
�
G(ti);G(tj )

�
= 2

X
k2Z

�a
H(ti)
2 +

H(tj)

2

(k)2

�aH(ti)
(0)�aH(tj)

(0)
: (5.13)

Il est rassurant de remarquer que nous obtenons \localement" le même r�esultat de conver-
gence presque sûre et en loi pour la statistique VN;�(�; a) que dans le cas du mbf (Proposition
2.1). L'analogie se poursuit sur la validit�e du r�esultat (ii) : en e�et, en choisissant un �ltre au
moins d'ordre 2, nous sommes assur�es de la convergence gaussienne de VN;�(t; a) quelle que
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soit la valeur de H(t), le �ltre d'ordre 1 ne l'autorisant que lorsque 0 < H(t) < 3=4.

Nous nous int�eressons maintenant �a la convergence en distribution de VN;�(�; a) pour la
topologie de la convergence uniforme sur les ensembles compacts. Pour cela, nous avons besoin
de l'in�egalit�e suivante, assurant un crit�ere d'�equitension.

Lemme 5.2 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 o�u H = suptH(t), soit r un entier pair
� 4 et soient t; t0 2 IN;� = [ `N + �; N�1N � �], on a alors, en notant vN = 2N�:

E
�
v
r=2
N

�
VN ;�(t; a) � VN;�(t

0; a)
�r �

= O � jt � t0jr� � : (5.14)

En particulier, en choisissant r > 1 +
h
1
�

i
on aboutit au r�esultat suivant

Proposition 5.2 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 o�u H = suptH(t), alors lorsque
(N; �)! (+1; 0) avec N�! +1, nous avons la convergence en loi suivante sur ]0; 1[ :

p
vN VN;�(�; a) �! G ; (5.15)

o�u vN = 2N� et o�u G = fG (t); t 2]0; 1[g est un processus gaussien centr�e de fonction de
covariance donn�ee par (5.13).

Ces r�esultats pr�eliminaires �etant �etablis, nous nous proposons �a pr�esent d'identi�er le
mbm par une m�ethode des moments en distinguant les cas o�u la fonction normalisante C est
connue ou inconnue.

5.3 Applications des r�esultats �a l'identi�cation du mbm

5.3.1 Mouvement brownien multifractionnaire standard

Nous parlerons de mouvement brownien multifractionnaire standard, lorsque la fonction
�echelle C est connue. Pour estimer l'unique param�etre fonctionnel H , l'id�ee est d'adapter
localement un estimateur obtenu par r�egression non lin�eaire, pour le mouvement brownien
fractionnaire standard, �etudi�e dans le Chapitre 2. D�e�nissons la statistique

SN;�(t; a) =
1

vN(t; a)

X
j2VN;�(t;a)

V a

�
j

N

�2

; pour t 2 [0; 1] : (5.16)

Le Lemme 5.1 justi�e l'approximation suivante quant �a la moyenne de la statistique SN;�(t; a) :

E
�
SN;�(t; a)

�
= gN;a

�
H(t)

�
+ O

�
��N�2H(t) log(N)

�
;

o�u gN;a est une fonction d�e�nie sur [0; 1] par, gN;a(u) = N�2u �au(0) ; et o�u �au est d�e�ni par
(5.8). Dans la Section 2.4.1, nous avions prouv�e que gN;a est inversible sous la condition (H)
suivante sur le �ltre :

N > Max
x2]0;1[ exp

� P
jq�rj>2 aqar log(jq � rj) jq � rj2xP

q;r aqar jq � rj2x
�
; (H)

condition r�ealis�ee par l'ensemble des �ltres classiques : accroissements, �ltres d'une ondelette
de Daubechies, : : : et qui par cons�equent sera implicitement satisfaite dans la pr�esentation
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des r�esultats de convergence. Ceci permet de d�e�nir une classe d'estimateurs de la fonction
de Hurst H , en t 2 [0; 1] par

bHN;�(t; a) = g�1N;a

�
SN;�(t; a)

�
: (5.17)

Le travail e�ectu�e dans la Section 5.2 et les propri�et�es de la fonction gN;a nous permettent
d'obtenir le r�esultat suivant, quant �a la convergence de cette classe d'estimateurs :

Proposition 5.3 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 o�u H = suptH(t), et supposons

� = O(N�� log(N)�) avec � 2 R et 0 < � < 1, alors lorsque N ! +1, nous avons :
(i) Pour tout t 2 [0; 1];

Biais
� bHN;�(t; a)

�
= O(��); Var

� bHN;�(t; a)
�
= O

�
1

N� log(N)2

�
et bHN;�(t; a)

p:s:�! H(t):

(5.18)

(ii) Soit d � 1 et soient t1; : : : ; td 2 [0; 1] alors�p
vN(t1; a) log(N)BN; bH(t1); : : : ;

p
vN(td; a) log(N)BN; bH(td)

�t L�! �
G bH (t1); : : : ;G bH (td)

�t
;

(5.19)

o�u BN ; bH(t) = bHN;�(t; a)� H(t) et o�u
�
G bH (t1); : : : ;G bH (td)

�t
est un vecteur gaussien centr�e,

tel que 8i; j 2 f1; : : : ; dg

Cov
�
G bH (ti);G bH (tj)

�
=

1

2

X
j2Z

�a
H(ti)
2 +

H(tj)

2

(j)2

�aH(ti)
(0)�aH(tj)

(0)
: (5.20)

(iii) Sur ]0; 1[, on a la convergence en loi suivante :

p
vN log(N)

� bHN;�(�; a)�H(�) � �! G bH ; (5.21)

o�u vN = 2N� et o�u G bH = fG bH (t); t 2]0; 1[g est un processus gaussien centr�e de fonction de
covariance donn�ee par (5.20).

Nous pouvons encore souligner l'analogie des r�esultats (i) et (ii) avec ceux obtenus avec
le mod�ele mbf (Proposition 2.2). Ce parall�ele autorise la remarque suivante : il est inutile
d'estimer la fonction de Hurst en estimant le k��eme moment absolu empirique local d�e�ni

par SN ;�(t; a; k) = vN(t; a)
�1P

j2VN;�(t;a)

��V a
�
j=N

���k; pour t 2 [0; 1] et k > 0; plutôt que
le moment d'ordre 2, car nous avons prouv�e, dans le cas du mouvement brownien fraction-
naire, que la variance asymptotique de l'estimateur �etait minimale pour k = 2 (Corollaire 2.2).

Le choix optimal du param�etre � relatif au voisinage d�epend d'un crit�ere choisi a priori.
En se donnant le crit�ere de l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee (not�e MISE), crit�ere lar-
gement utilis�e pour les probl�emes relatifs �a l'estimation fonctionnelle, il vient d'apr�es la
Proposition 5.3 :

MISE
� bHN;�(�; a)�H(�) � = O ��2��+O �vN(t; a)�1 log(N)�2

�
:
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En choisissant � = O(N�� log(N)�) avec � 2 R; 0 < � < 1, on montre que le MISE optimal
(not�e MISE�) peut s'�ecrire

MISE�
� bHN;�(�; a)�H(�) � = O

�
N
� 2�
2�+1 log(N)�

4�
2�+1

�
:

De mani�ere �equivalente la vitesse optimale de convergence pour cette classe d'estimateurs

est : N
� �
2�+1 log(N)

� 2�
2�+1 . En particulier, si � = 1 (i.e. la fonction de Hurst est continûment

d�erivable sur [0; 1]), ceci s'�ecrit N� 1
3 log(N)�

2
3 . La classe d'estimateurs bHN;� utilise non seule-

ment l'asymptotique autosimilarit�e du mbm mais surtout le fait que le processus est observ�e
aux instants

�
0; 1

N ; : : : ;
N�1
N

	
. Cette derni�ere information augmente la vitesse optimale de

convergence classique en estimation non param�etrique, �equivalente �a N
��
2�+1 , de log(N)

� �
2�+1 .

L'int�erêt de cette classe d'estimateurs r�eside dans le fait qu'elle converge rapidement vers
la vraie fonction H(t) et devrait, entre autres, nous permettre de juger de la qualit�e de
m�ethodes de simulation du mouvement brownien multifractionnaire.

5.3.2 Mouvement brownien multifractionnaire g�en�eralis�e

Si l'on cherche �a mod�eliser des donn�ees r�eelles par un mouvement brownien multifraction-
naire, c'est-�a-dire un processus r�egi par deux param�etres fonctionnels distincts, supposer C
connue devient douteux : la m�ethode pr�ec�edente bas�ee sur une r�egression non lin�eaire sur un
seul �ltre devient donc inutilisable. Nous contournons cette diÆcult�e en introduisant, pour
m � 1, le �ltre am d�e�ni par :

ami =

�
aj si i = jm
0 sinon

pour i = 0; : : : ; m` :

Le �ltre am repr�esente le �ltre a dilat�e m fois. D�e�nissons la statistique SN;�(t; a
m) par :

SN;�(t; a
m) =

1

vN(t; am)

X
j2VN;�(t;am)

V am
�
j

N

�2

; pour t 2 [0; 1] : (5.22)

L'int�erêt de la suite (am)m�1 r�eside dans le calcul suivant :

E
�
SN;�(t; a

m)
�

= gN;am
�
H(t)

�
+ O

�
��N�2H(t) log(N)

�
= m2H(t) gN;a

�
H(t)

�
+O

�
��N�2H(t) log(N)

�
;

o�u gN;a(u) = N�2u�au(0). Ceci traduit le fait que

log E (SN;�(t; a
m)) � 2H(t) log(m) + log gN;a(H(t)); lorsque (N; �)! (+1; 0):

SoitM un entier � 2. Nous pouvons alors envisager d'estimer H(t) par une r�egression lin�eaire
simple locale de LN;�(t; a), sur XM , matrice du plan d'exp�erience, d�e�nis par

LN;�(t; a) = f log SN;�(t; am) g1�m�M et XM =

�
0 2 log(2) : : : 2 log(M)
1 1 : : : 1

�t
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Soit �(t) = (H(t); log gN;�(t; a))
t. Alors la premi�ere composante du vecteur e�N;�(t; a;M),

estimateur de �(t) donn�e par e�N ;�(t; a;M) = (X t
MXM)

�1X t
MLN;�(t; a), fournit une classe

d'estimateurs de la fonction de Hurst, que l'on note eHN;�(t; a;M). Cette construction d'une
nouvelle classe d'estimateurs de la fonction H est une version locale de celle obtenue pour
estimer le param�etre constantH d'un mbf, voir Section 2.4.2. Enon�cons �a pr�esent les r�esultats
de convergence de eHN;�.

Proposition 5.4 Soient a un �ltre d'ordre p > H + 1=4 o�u H = suptH(t), M un entier

sup�erieur ou �egal �a 2 et supposons que � = O(N�� log(N)�), avec � 2 R et 0 < � < 1, alors
lorsque N ! +1, nous avons :
(i) Pour tout t 2 [0; 1];

Biais
� eHN;�(t; a;M)

�
= O (�� log(N)) ; Var

� eHN;�(t; a;M)
�
= O

�
1

N�

�
et eHN ;�(t; a;M)

p:s:�! H(t): (5.23)

(ii) Soit d � 1 et soient t1; : : : ; td 2 [0; 1] alors en notant BN; eH(t) = eHN;�(t; a;M)� H(t),
on a�p

vN(t1; a;M)BN; eH(t1); : : : ;
p
vN(td; a;M)BN; eH(td)

�t L�! �
G eH (t1); : : : ;G eH (td)

�t
;

(5.24)

o�u
�
G eH (t1); : : : ;G eH (td)

�t
est un vecteur gaussien centr�e tel que 8i; j;2 f1; : : : ; dg

Cov
�
G eH (ti);G eH (tj)

�
=

1

4jjAjj4 A
t �

�
H(ti)

2
+
H(tj)

2
; H(ti); H(tj)

�
A ; (5.25)

avec �(H1; H2; H3) la matrice M �M d�e�nie par

�
�(H1; H2; H3)

�
m;n

= 2
X
j2Z

�a
m;an

H1
(j)2

�a
m

H2
(0)�anH3

(0)
; m; n = 1; : : : ;M :

avec, �a
m;an

H (j) =
mX̀
q=0

nX̀
q0=0

aqa
0
q jmq � nq0 + jj2H ; (5.26)

et o�u A est le vecteur d�e�ni pour m = 1; : : : ;M par Am = log(m)�M�1PM
m=1 log(m).

(iii) Sur ]0; 1[, on a la convergence en loi suivante :

p
vN
� eHN;�(�; a;M)�H(�) � �! G eH ; (5.27)

o�u vN = 2N� et o�u G eH = fG eH (t); t 2]0; 1[g est un processus gaussien centr�e de fonction de
covariance donn�ee par (5.25).

Nous tenons �a faire remarquer que Benassi et al. [16] n'obtenaient la consistance de eHN;�

(pour le �ltre (1;�2; 1)) que sous la condition 0 < � < 1=2.
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Par ailleurs, il est tout �a fait possible d'envisager une r�egression lin�eaire pond�er�ee de
LN;� sur XM . Dans cette optique, nous obtiendrions des r�esultats de convergence analogues
�a ceux de la Proposition 5.4, en adaptant localement la Proposition 2.5. Ceci n'a pas �et�e
entrepris car, pour avoir impl�ement�e ce type de m�ethode pour le mbf, nous pensons que le
gain apport�e est minime en comparaison du coût de calculs engendr�e par l'estimation de la
matrice de covariance �.

La taille de fenêtre optimale est obtenue en minimisant l'erreur quadratique moyenne
int�egr�ee de eHN ;�. Un rapide calcul montre que le MISE optimal (not�e MISE�) peut s'�ecrire

MISE�
� eHN;�(�; a;M)�H(�) � = O

�
N
� 2�
2�+1 log(N)

2
2�+1

�
;

et la vitesse de convergence optimale pour la classe d'estimateurs eHN;�(t; a;M) est donc :

N
� �
2�+1 log(N)

1
2�+1 :

Remarque sur le voisinage optimal: Dans les Sections 5.2 et 5.3, nous avons pr�esent�e des
r�esultats de convergence d'estimateurs �a un param�etre � pr�es. Nous avons d�etermin�e le com-
portement optimal asymptotique (en fonction de la taille de l'�echantillon) de ce param�etre.
Cette remarque vise �a fournir une proc�edure de s�election de �, �a taille d'�echantillon �x�ee.

Nous pr�esentons le probl�eme de voisinage optimal pour l'estimateur eHN;� (Section 5.3.2).

Il est �evident que nous pouvons proc�eder de mani�ere analogue pour l'estimateur bHN;�. Le
probl�eme est donc de choisir le param�etre � par minimisation de l'erreur quadratique int�egr�ee
(ISE),

ISE
� eHN;� �H

�
=

Z 1

0

n eHN;�(t)�H(t)
o2

dt ;

ou plutôt la version discr�etis�ee, que l'on notera RiskK(�) pour un entier K > 0 :

RiskK(�) =
1

K

K�1X
i=0

n eHN;�

�
i=K

��H�i=K�o2 :
Puisque la fonction H est inconnue, il faut estimer RiskK(�). Et pour ce faire, nous proposons
une proc�edure de Monte-Carlo. L'id�ee est de simuler B (B � 1) mbms standard de fonction
de Hurst eHN;�. Pour chaque trajectoire, nous estimons la fonction de r�egularit�e en utilisant

les mêmes param�etres que pour calculer l'estimateur eHN;�. En notant eH(b)
N;� l'estimateur de la

b-�eme trajectoire simul�ee (b = 1; : : : ; B), ceci permet au �nal d'estimer RiskK(�) par

[RiskK(�) =
1

K

K�1X
i=0

( eHN;�

�
i=K

� � 1

B

BX
b=1

eH(b)
N;�

�
i=K

�)2

: (5.28)

Notons �a pr�esent �� = argmin RiskK(�) et b�� = argmin [RiskK(�). L'�etude de simulation
de la Section 5.4 montre que cette proc�edure est performante. Un travail ult�erieur pourrait
permettre de justi�er th�eoriquement cette proc�edure.

5.4 Quelques simulations

Le probl�eme de simuler une trajectoire du mbm est trait�e dans l'Annexe C. Pr�ecisons
seulement que dans cette �etude, nous avons opt�e pour la m�ethode de Choleski consistant �a
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d�ecomposer la matrice de covariance du mbm discr�etis�e en i=N; i = 0; : : : ; N�1 sous sa forme
de Choleski. Nous avons regard�e trois types de fonction de Hurst : une fonction lin�eaire, une
fonction p�eriodique et un fonction logistique.

H1(t) = 0:1 + (0:9� 0:1)t (5.29)

H2(t) = 0:5 + 0:3 sin(4�t) (5.30)

H3(t) = 0:3 + 0:3=(1+ exp(�100(t� 0:7))) (5.31)

Fixons d�es �a pr�esent certains param�etres utilis�es dans toute cette section.
N : taille des s�eries simul�ees := 1000
Nt : nombre de trajectoires simul�ees := 50
K : discr�etisation des estimateurs := 100
a : �ltre d'une ondelette de Daubechies d'ordre 4 (Db4): 2 moments nuls.

M : nombre de �ltres pour l'estimateur eHN;� := 2

B : nombre de trajectoires simul�ees pour le calcul de b�� := 20
Nous avons choisi de travailler avec le �ltre Db4 car dans le cas du mbf, il s'est av�er�e que ce

�ltre donnait les meilleurs r�esultats parmi les �ltres d'ordre � 2, ce qui est int�eressant si l'on
souhaite �eviter les probl�emes dus au �ltre d'ordre 1 pour H(t) � 3=4. Dans l'ensemble de cette
section, nous parlerons de distribution du risque empirique (resp. de l'estimateur empirique
: : : ), la distribution du risque (resp. de l'estimateur : : : ) moyennis�e sur l'ensemble des Nt

trajectoires. Dans un premier temps, nous v�eri�ons notre proc�edure de recherche de voisinage
optimal; nous l'appliquons ensuite aux estimateurs fonctionnels bHN;�, eHN;�.

5.4.1 S�election de voisinage optimal

Pour chacun des trois cas tests d�e�nis par (5.29), (5.30) et (5.31), nous nous proposons
d'appliquer la proc�edure de recherche de voisinage par m�ethode de Monte-Carlo d�ecrite dans
la Section 5.3. Nous nous sommes restreints, sans perte de g�en�eralit�e, aux choix de � tel
que N� est un entier. D�e�nissons h = N� puis h� = N�� et ch� = N b��. La Figure Fig.5.1

illustre la distribution empirique du risque th�eorique (RiskK) et estim�e ([RiskK) en fonction
de h 2 [10; 100]. Le choix de la grille de h est justi��e par le fait que les minima des risques
(th�eorique et estim�e) empiriques pour les trois cas tests se situent dans cet intervalle (et
même mieux dans l'intervalle [20; 50]). Le tableau Tab.5.1, quant �a lui, r�esume les calculs de

h� et ch�, ainsi que les valeurs des risques respectifs en ces valeurs.

h� ch� RiskK(�
�) [RiskK(b��)

H(t) lin�eaire 51 46 5.91 10�4 8.36 10�4

H(t) p�eriodique 22 25 2.20 10�3 3.00 10�3

H(t) logistique 43 47 6.59 10�4 7.68 10�4

Tab. 5.1 { Fenêtres optimales (empiriques) th�eorique et estim�e, et risques associ�es

5.4.2 Estimateurs fonctionnels

Dans cette section, nous calculons les distributions empiriques des estimateurs de fonction
de Hurst, bHN;� et eHN;� (avec les param�etres d�e�nis en introduction de cette section), pour
chacune des fonctions (5.29), (5.30) et (5.31). Pour chacun des estimateurs, nous calculons
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�egalement les bandes de con�ance th�eoriques (discr�etis�ees K fois) au niveau � = 0:05. Soit
�21(t) (resp. �22(t)) la constante de la variance asymptotique de

p
vN(t; a) log(N)

�
H(t) �bHN;�(t; a)

�
(resp.

p
vN(t; a)

�
H(t)� eHN;�(t; a;M)). Rappelons que d'apr�es (5.19) et (5.24) :

�21(t) =
1

2

X
j2Z

�aH(t)(j)
2

�aH(t)(0)2
; o�u �aH(t)(j) est donn�e par (5.8):

�22(t) =
1

2 log2(2)

X
j2Z

�
�a

2;a2

H(t) (j)
2

�a
2;a2

H(t) (0)
2
+
�a

1;a1

H(t) (j)
2

�a
1;a1

H(t) (0)
2
� 2

�a
1;a2

H(t) (j)
2

�a
1

H(t)(0)�
a2
H(t)(0)

�
;

avec �a
m;an

H(t) (j) d�e�ni par (5.26). Pr�ecisons en outre que les estimateurs ont �et�e calcul�es pour

� = b�� o�u b�� est donn�e par le tableau Tab.5.1.

Lorsque C(t) est connue (estimateur fonctionnel bHN;�), les �gures Fig.5.2 �a 5.4 montrent
que la distribution empirique de l'estimateur co��ncide parfaitement avec la vraie valeur de la
fonction et ce pour H(t) lin�eaire, p�eriodique et logistique. Ceci nous permet intrins�equement
de valider notre proc�edure de simulation. Maintenant, lorsque C(t) est inconnue ( estimateurseHN;�), ce qui est le cas pour des donn�ees r�eelles, les simulations montrent qu'en moyenne on
retrouve de mani�ere tr�es satisfaisante la forme originelle de la fonction de Hurst.

5.5 Sur quelques tests pour le mbm

Cette section montre sous l'hypoth�ese du mbm la convergence du kurtosis empirique local
et propose quelques tests param�etriques pour la fonction de Hurst. Les r�esultats d�ecoulent
de ceux pr�esent�es dans les Sections 5.2 et 5.3. Les notations utilis�es sont identiques.

5.5.1 Kurtosis empirique local pour le mouvement brownien multifraction-
naire

Il s'agit ici de g�en�eraliser une propri�et�e d�emontr�ee dans la Section 4.1.3 pour le mbf,
concernant la convergence du \kurtosis empirique" pour le mbf. D�e�nissons les statistiques
SN;�(t; a; k) et PN ;�(t; a), pour t 2 [0; 1] et k > 0, par :

SN;�(t; a; k) =
1

vN(t; a)

X
j2VN;�(t;a)

����V a

�
j

N

�����k : (5.32)

PN;�(t; a) =
1

3

SN;�(t; a; 4)

SN;�(t; a; 2)2
: (5.33)

L'int�erêt de cette statistique r�eside dans le fait qu'elle s'exprime ind�ependamment des fonc-
tions H et C, et de la proposition suivante �enon�cant les r�esultats de convergence de PN;�(�; a) :

Proposition 5.5 Soit a un �ltre d'ordre p > H + 1=8 o�u H = suptH(t), et supposons

� = O(N�� log(N)�) avec � 2 R et 0 < � < 1, alors lorsque N ! +1, nous avons :
(i) Pour tout t 2 [0; 1];

PN;�(t; a)
p:s:�! 1 : (5.34)
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Fig. 5.1 { Distribution empirique des risques th�eorique et estim�e en fonction de h = N� pour
les trois cas tests d�e�nis par (5.29), (5.30) et (5.31)
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Fig. 5.2 { Distribution empirique des estimateurs de la fonction de Hurst lin�eaire d�e�nie par
(5.29), et bandes de con�ance th�eoriques discr�etis�ees au niveau � = 0:05.
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Fig. 5.3 { Distribution empirique des estimateurs de la fonction de Hurst p�eriodique d�e�nie
par (5.30), et bandes de con�ance th�eoriques discr�etis�ees au niveau � = 0:05.
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Fig. 5.4 { Distribution empirique des estimateurs de la fonction de Hurst logistique d�e�nie
par (5.31), et bandes de con�ance th�eoriques discr�etis�ees au niveau � = 0:05.
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(ii) soit d � 1 et soient t1; : : : ; td 2 [0; 1]

�p
vN(t1; a) (PN;�(t1; a)� 1) ; : : : ;

p
vN(td; a) (PN;�(td; a)� 1)

�t L�! (GP (t1); : : : ;GP (td))
t ;

(5.35)

o�u (GP (t1); : : : ;GP (td))
t est un vecteur gaussien centr�e et tel que 8i; j 2 f1; : : : ; dg

Cov ( GP (ti);GP (tj) ) =
8

3

X
k2Z

�a
H(ti)
2 +

H(tj)
2

(k)4

�aH(ti)
(0)2�aH(tj)

(0)2
: (5.36)

(iii) Sur ]0; 1[, on a la convergence en loi suivante

p
vN ( PN;�(�; a)� 1 ) �! GP ; (5.37)

o�u vN = 2N� et o�u GP = fGP (t); t 2]0; 1[g est un processus gaussien centr�e de fonction de
covariance donn�ee par (5.36).

On montre ais�ement que l'erreur quadratique moyenne int�egr�ee optimale peut s'�ecrire

MISE� ( PN ;�(�; a)� 1 ) = O
�
N
� 2�
2�+1 log(N)

2
2�+1

�
:

Au vu des r�esultats de convergence de PN;�(�; a), on peut s'int�eresser �a former le test (au
niveau �) suivant d'hypoth�eses

H0(�1; �2) : E (PN;�(t; a)) = 1 sur [�1; �2] contre H1(�1; �2) : E (PN;�(t; a)) 6= 1 sur [�1; �2] ;

avec �1; �2 2]0; 1[. Pour cela d�e�nissons la statistique

P 0N;�(�1; �2) = vN
1

�2 � �1

Z �2

�1

fPN;�(t; a)� 1g2 dt:

La convergence en loi sur ]0; 1[ de PN;�(�; a) suÆt �a montrer que

P 0N;�(�1; �2)
L�! 1

�2 � �1

Z �2

�1

G2P (t)dt :

Ce comportement asymptotique nous permet de rejeter l'hypoth�ese H0(�1; �2) (et donc
intrins�equement l'hypoth�ese que la trajectoire discr�etis�ee initiale est celle d'un mbm) si

q� < P 0N;�(�1; �2) o�u q� est le (1� �)-quantile de la loi limite 1
�2��1

R �2
�1
GP (t)

2dt.

Nous tenons �a pr�eciser que si H0(�1; �2) n'est pas rejet�ee, la statistique P 0N;� ne fournit
aucun renseignement sur le fait que la trajectoire discr�etis�ee est celle d'un mbm car comme
nous l'avons d�ej�a signal�e pour le mbf, [25] p.15, un tel r�esultat peut être prouv�e pour des
processus multifractionnaires plus g�en�eraux tels que ceux introduits par Benassi et al [16].
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5.5.2 Tests param�etriques sur la fonction de Hurst

5.5.2.1 Test de multifractionnarit�e

Dans cette premi�ere partie, on se propose de fournir une proc�edure de test permettant de
di��erencier les deux mod�eles que sont le mbf et le mbm. Un tel probl�eme est �a relier avec le
travail de Beran et al. Dans [21], les auteurs s'int�eressent �a savoir si un processus �a longue
m�emoire exhibe des changements de variations de son param�etre �a longue m�emoire. Leur
statistique de test se base sur la proc�edure suivante. Pour t 2 [0; 1], on d�ecoupe la trajectoire
discr�etis�ee X = fX(0); : : : ; X(N � 1=N)g en deux s�eries chronologiques :

X1(t) =

�
X(0); : : : ; X

�
[Nt]

N

��
X2(t) =

�
X

�
[Nt] + 1

N

�
; : : : ; X

�
N � 1

N

��
:

Ensuite, on estime le param�etre de longue m�emoire de X1 et X2 (estimateurs not�es bH1(t)
et bH2(t)) par une m�ethode de maximum de vraisemblance. La statistique de test est alors
d�e�nie pour un Æ > 0

TN =
p
N sup

Æ<t<1�Æ

p
t(1� t)

��� bH1(t)� bH2(t)
���: (5.38)

Notre approche est di��erente puisque nous supposons disposer non pas d'une trajectoire
discr�etis�ee d'un processus �a longue m�emoire mais d'un processus localement �a longue m�emoire.
Nous estimons �a tout instant la r�egularit�e du processus, ce qui nous permet de former la sta-
tistique mesurant l'�ecart quadratique moyen de l'estimateur fonctionnel par rapport �a sa
moyenne ergodique. En outre, l'int�erêt d'estimer �a tout instant la r�egularit�e du processus
nous permet de construire des tests plus g�en�eraux que celui discut�e (voir Section 5.5.2.2).

Revenons �a notre cadre de travail et d�e�nissons les hypoth�eses de test :

H0(�1; �2) : H(t) = H sur [�1; �2] contre H1(�1; �2) : H(t) 6= H sur [�1; �2] ;

pour des r�eels �1; �2 2]0; 1[. D�e�nissons ensuite la statistique TN;�(�1; �2) par :

TN;�(�1; �2) =
1

�2 � �1

Z �2

�1

� eHN;�(t) � 1

�2 � �1

Z �2

�1

eHN;�(s)ds

�2

dt : (5.39)

o�u eHN;�(�) = eHN;�(�; a;M) d�esigne l'estimateur de la fonction de Hurst explicit�ee dans la
Section 5.3.2. L'introduction de cette statistique est justi��ee par le r�esultat suivant, explicitant
le comportement asymptotique de TN ;�(�1; �2) sous l'hypoth�ese H0.

Proposition 5.6 Soient �1; �2 2]0; 1[, �1 � �2, alors sous les hypoth�eses de la Proposition
5.4 et sous l'hypoth�ese nulle H0(�1; �2), nous avons lorsque N ! +1

TN;�(�1; �2)
p:s:�! 0 (5.40)

vNTN;�(�1; �2)
L�! T (�1; �2)=

1

�2 � �1

Z �2

�1

�
G eH (t)�

1

�2 � �1

Z �2

�1

G eH (s)ds
�2

dt:(5.41)

o�u vN = 2N� et o�u G eH est le processus gaussien centr�e de fonction de covariance d�e�nie
par (5.25).
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La preuve de la Proposition 5.6 d�ecoule directement du Th�eor�eme de convergence domin�ee
et de la convergence en loi sur ]0; 1[ de eHN;�(�; a;M)� H(�), Proposition 5.4. Pour mettre
en �uvre un test de niveau � bas�e sur la statistique TN;�(�1; �2), il suÆt de calculer le
(1 � �)�quantile, q�, de T (�1; �2) et de rejeter H0 si vNTN;�(�1; �2) > q�. Pour �evaluer le
quantile q�, nous proposons une m�ethode de Monte-Carlo consistant �a simuler Rmouvements
browniens multifractionnaires de fonction de Hurst eHN;�. Pour chacun de ces mbms, on estime

la fonction de Hurst, estimateur fonctionnel que l'on note eH(i)
N;� pour i = 1; : : : ; R puis on

�evalue les statistiques

vN T
(i)
N;�(�1; �2) = vN

1

�2 � �1

Z �2

�1

� eH(i)
N;�(t) � 1

�2 � �1

Z �2

�1

eH(i)
N;�(s)ds

�2

dt ;

pour i = 1; : : : ; R: Il suÆt alors d'estimer q� par le quantile empirique de fvNT (1)
N;�; : : : ; vNT

(R)
N;� g.

Int�eressons nous �a pr�esent au calcul de la puissance asymptotique de notre test. Pour
cela, d�e�nissons la suite d'hypoth�eses

H1;N(�1; �2) :
��H(t)�H

�� = ÆNp
vN
; 8t 2 [�1; �2]; (5.42)

o�u nous notons f = 1
�2��1

R �2
�1
f(s)ds, et o�u (ÆN)N�1 est une suite de r�eels strictement positifs

v�eri�ant ÆN ! +1; ÆNp
vN

! 0, lorsque N ! +1. Avec ce choix de suite d'hypoth�eses H1;N ,

nous pouvons montrer le r�esultat suivant :

Proposition 5.7 Pour tout u � 0, nous avons

lim
N!+1P

�
vN TN;�(�1; �2) � u

��� H1;N(�1; �2)

�
= 1 : (5.43)

En cons�equence, sous la suite d'hypoth�eses H1;N(�1; �2) le test est asymptotiquement de
puissance 1.

5.5.2.2 Extension des r�esultats

Le but de cette seconde partie est d'�etendre les statistiques de tests, i.e. de pouvoir tester
le fait que H appartienne �a une famille de fonctions param�etr�ee par �. Plus pr�ecis�ement, nous
supposerons que H est issue d'un mod�ele lin�eaire, i.e. que H peut s'exprimer sous la forme
H(t) =

Pq
i=1 �igi(t) sur [�1; �2] (�1; �2 2]0; 1[), o�u � 2 � � Rq(q � 1) (� d'int�erieur non

vide), et o�u
g : R �! Rq

t 7�! ( g1(t); : : : ; gq(t) )

satisfait les deux hypoth�eses suivantes.
(i) gi 2 L2([�1; �2]); i = 1; : : : ; q:
(ii) les fonctions (g1; : : : ; gq) sont ind�ependantes.

D�e�nissons le sous-espace vectoriel G

G =

(
qX
i=1

�igi(�); g satisfaisant (i) et (ii); � 2 �

)
:

On souhaite donc tester

H0(�1; �2) : H 2 G contre H1(�1; �2) : H 62 G ;
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sur l'intervalle [�1; �2]. Au vu de l'estimateur fonctionnel eHN;�, on peut estimer le param�etre
� en minimisant la fonction

f(�) =
1

�2 � �1

Z �2

�1

n eHN;�(t) � �t g(t)
o2

dt ;

soit e�N;� = G�1
Z �2

�1

g(s)t eHN;�(s) ds :

Il est donc naturel d'introduire la statistique suivante :

TN;�(�1; �2) =
1

�2 � �1

Z �2

�1

n eHN;�(t)� e�tN;�g(t)odt: (5.44)

Nous obtenons alors le Corollaire suivant.

Corollaire 5.1 Soient �1; �2 2]0; 1[; �1 � �2, alors sous les hypoth�ese de la Proposition 5.4
et sous l'hypoth�ese nulle H0(�1�2), nous avons lorsque N ! +1

TN;�(�1; �2)
p:s:�! 0 (5.45)

vNTN;�(�1; �2)
L�! T (�1; �2) ; (5.46)

avec

T (�1; �2) =
1

�2 � �1

Z �2

�1

(
G eH (t)�

�
G�1

1

�2 � �1

Z �2

�1

g(s)tG eH (s)ds
�t
g(t)

)2

dt : (5.47)

La preuve est identique �a celle de la Proposition 5.6 d�ecoulant elle-même du Th�eor�eme de
convergence domin�ee et de la Proposition 5.4.
Exemple : tendance lin�eaire, � = (�1; �2); g(t) = (1; t). Un simple calcul montre que l'esti-
mateur de � est d�e�ni par

e�(1)N;� =
2

(�2 � �1)2
Z �2

�1

(2(�2 � �1)� 3t) eHN;�(t)dt

e�(2)N;� =
6

(�2 � �1)3
Z �2

�1

(2t� (�2 � �1)) eHN;�(t)dt : (5.48)

Remarque : consid�erons la suite d'hypoth�eses d�e�nie par

H1;N(�1; �2) :
��H(t)� �tg(t)

�� = ÆNp
vN
; 8t 2 [�1; �2];

o�u (ÆN)N�1 est une suite de r�eels strictement positifs v�eri�ant ÆN ! +1; ÆNp
vN

! 0, lorsque

N ! +1. On peut obtenir un r�esultat analogue �a la Proposition 5.7, �a savoir que le test est
asymptotiquement de puissance 1, sous la suite d'hypoth�eses H1;N(�1; �2).

Pour le moment nous disposons de statistiques nous permettant de tester l'appartenance
de la fonction de Hurst �a un mod�ele lin�eaire d�etermin�e. Il serait int�eressant de pouvoir
tester, en s'appuyant sur les travaux de Cox et al [32], le fait que H est polynomiale contre
l'alternative H n'est pas polynomiale. Ceci n'a pas �et�e envisag�e et pourrait faire l'objet d'un
travail ult�erieur.
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5.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons d�evelopp�e des m�ethodes pour identi�er la r�egularit�e locale
d'une trajectoire discr�etis�ee d'un mbm. Les r�esultats permettent d'obtenir un estimateur
de toute fonction H 2 C�(]0; 1[), avec 0 < � � 1. Les simulations e�ectu�ees ont montr�e
que lorsque � = 1, les proc�edures d�evelopp�ees sont performantes, même pour des tailles
d'�echantillon de l'ordre deN = 1000, qui est une valeur raisonnable au regard de la complexit�e
du processus. Dans un proche avenir, une attention particuli�ere sera port�ee au cas � < 1, qui,
pour le moment, pose quelques probl�emes num�eriques. Par ailleurs, les tests d�evelopp�es dans
la Section 5.5 o�rent de belles perspectives pour les applications.

5.7 Preuves des r�esultats

Variations quadratiques locales

Lemme 5.3 Soit fX(t); t 2 Rg un processus centr�e admettant une fonction de corr�elation
r, et soit Xn la moyenne empirique du processus X observ�e en j = 1; : : : ; n, d�e�nie par
Xn = 1

n

Pn
j=1X(j) : Supposons 8i; j = 1; : : : ; n; r(i; j) = O(r0(j � i)); avec r0 telle que

r0(0) > r0(j); 8j 2Z. Si E(X 2
n) = O(n��); � > 0, alors Xn

p:s:�! 0; lorsque n! +1 :

Ce premier Lemme adapte un r�esultat de Doob ([40],p.492) valable pour les processus sta-
tionnaires, aux processus dont la fonction de corr�elation est asymptotiquement stationnaire.
Preuve du Lemme 5.3 : Il s'agit de reprendre la preuve du Th�eor�eme 6.2 de Doob [40] et
de v�eri�er sa v�eracit�e avec les hypoth�eses �enonc�ees. Soit �0 tel que ��0 > 1 et soit n > m�0 ,

on a E(X
2
n) = O(m���0). Notons (nm)m�1 la suite d'entiers de�finie par nm = [m�0]+1, alors

8� > 0,

P
� jXnm j > �

� � K2

�2
1

m��0
:

D'apr�es le Lemme de Borel-Cantelli, nous avons alors lorsque n! +1

Xnm
p:s:�! 0 : (5.49)

Par ailleurs,

E

�
max

nm�n�nm+1

���Xn � nm
n
Xnm

���2 � � 1

jnmj2 E
� � nm+1X

j=nm

X(j)
�2 �

� 1

n2m

nm+1X
j;j0=nm

E(X(j)X(j0))

� K r0(0)
(nm+1 � nm)2

n2m
� K0

m2
:

D'o�u 8� > 0,

P

�
max

nm�n�nm+1

���Xn � nm
n
Xnm

��� > �

�
� K 02

�2
1

m2
;

et d'apr�es le Lemme de Borel-Cantelli

Xn � nm
n
Xnm

p:s:�! 0; (5.50)
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(5.49) et (5.50) montrent que Xn
p:s:! 0; lorsque n! +1.

2

Remarque : une lecture attentive de ce Lemme montre que si X est un processus v�eri�ant

les hypoth�eses du Lemme 5.3 alors log(n)Xn
p:s:! 0, lorsque n! +1.

Preuve du Lemme 5.1 :
Pour e�ectuer ce calcul, nous utilisons la repr�esentation spectrale du mbm car elle permet

la s�eparation entre la variable t g�erant l'�evolution de la r�egularit�e et la variable �, variable
fr�equencielle. Par souci de clart�e, notons C0(t) = C(t)K(2H(t))1=2=

p
2. D'apr�es (5.2) et un

changement de variables � = Nu, on a :

E

�
V a

�
j

N

�
V a

�
j0

N

��
=

Z
R

X
q;q0

aqaq0
�
ei(j�q)u � 1

��
e�i(j

0�q0)u � 1
� C0( j�qN )C0( j

0�q0
N )

jNujH( j�q
N

)+H( j
0
�q0

N
)
N du

= A + B ;

avec

A =

Z
R

X̀
q;q0=0

aqaq0
�
ei(j�q)u � 1

��
e�i(j

0�q0)u � 1
� C0(t)C0(t0)
NH(t)+H(t0)

du

jujH(t)+H(t0)+1
:

B =

Z
R

X̀
q;q0=0

aqaq0
�
ei(j�q)u � 1

��
e�i(j

0�q0)u � 1
� jN j�H(t)�H(t0)

jujH(t)+H(t0)+1
�

(
C0( j�qN )C0( j

0�q0
N )

jNujH( j�q
N

)+H( j
0
�q0

N
)�H(t)�H(t0)

� C0(t)C0(t0)

)
du : (5.51)

Puisque le �ltre est d'ordre � 1,

X̀
q;q0=0

aqaq0
�
ei(j�q)u � 1

��
e�i(j

0�q0)u � 1
�
=

X̀
q;q0=0

ei(j�j
0+q0�q)u aqaq0 ;

ce qui permet de r�e�ecrire le premier terme :

A = N�H(t)�H(t0) C0(t)C0(t0)
X̀
q;q0=0

aqaq0

Z
R

ei(j�j0+q0�q)u

jujH(t)+H(t0)+1
du

= N�H(t)�H(t0) C(t)C(t0) (�1
2
)
X̀
q;q0=0

aqaq0 jq � q0 + j0 � jjH(t)+H(t0)

=
C(t)C(t0)
NH(t)+H(t0)

�aH(t)
2 +H(t0)

2

(j0 � j) : (5.52)

Puisque H 2 C�([0; 1]),

jNujH(
j�q
N )�H(t)+H

�
j0�q0

N

�
�H(t0)

= 1 + O� �� log(jNuj) � : (5.53)

En outre,

C0
�
j � q
N

�
= C0(t) + O(��) et C0

�
j0 � q0

N

�
= C0(t0) + O(��) : (5.54)
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(5.53) et (5.54) permettent d'obtenir la majoration suivante pour B :

B =
C(t)C(t0)
NH(t)+H(t0)

�aH(t)
2 +H(t0)

2

(j0� j) O��� log(N)
�
+

C0(t)C0(t0)
X̀
q;q0=0

aqaq0

 Z
R

ei(j�j0+q0�q)u

jujH(t)+H(t0)+1
log(juj)du

!
� O(��) :

Dans un voisinage de 0,X
q;q0

aqaq0
ei(j�j0+q0�q)u

jujH(t)+H(t0)+1
log(juj) = o

�juj2p�H(t)�H(t0) log(juj)� :
L'int�egrale est d�e�nie en 0, et nous pouvons conclure �a

E

�
V a

�
j

N

�
V a

�
j0

N

� �
=

C(t)C(t0)
NH(t)+H(t0)

�aH(t)
2 +

H(t0)
2

(j0 � j) f1 +O(�� log(N))g :

2

Preuve de la Proposition 5.1 :
(i) On a

E
�
VN;�(t; a)

2
�
=

1

vN(t; a)2

X
j;j02VN;�(t;a)

E
�
H2(Z

a
N(j))H2(Z

a
N(j

0))
�
;

o�u Za
N(j) =

V a( j
N
)

E(V a( j
N
)2)1=2

et o�u H2 est le deuxi�eme polynôme d'Hermite d�e�ni par H2(u) =

u2 � 1. D'apr�es le Lemme 5.1,

E
�
H2(Z

a
N(j))H2(Z

a
N(j

0))
�

= 2 E
�
Za
N(j)Z

a
N(j

0)
�2

= 2
�aH(t)(j

0� j)2

�aH(t)(0)2
�
1 +O��� log(N)

�	
:

D'o�u

E
�
VN;�(t; a)

2
�

=
1

vN(t; a)2

X
jjj<vN (t;a)

(vN(t; a)� 1� jjj)�
a
H(t)(j)

2

�aH(t)(0)
2

�
1 + O��� log(N)

� 	
� 1

vN(t; a)

X
j2Z

�aH(t)(j)
2

�aH(t)(0)
2
; lorsque (N; �)! (+1; 0) :

D'apr�es le Lemme 2.1,
�aH(t)(j) = O( j4H(t)�4p ) :

Donc si p > H(t) + 1=4,

E
�
VN;�(t; a)

2
�
= O

�
1

vN(t; a)

�
: (5.55)

Pr�ecisons le cas critique : si p = 1 et H(t) = 3=4 alors

E
�
VN;�(t; a)

2
�
= O

�
log(vN(t; a))

vN(t; a)

�
; (5.56)
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et si p = 1 et H(t) > 3=4 alors

E
�
VN;�(t; a)

2
�
= O

�
1

vN(t; a)2�2H(t)

�
: (5.57)

La convergence presque sûre est assur�ee par (5.55), (5.56) ou (5.57) selon p et H(t), et le
Lemme 5.3.

(ii) D'apr�es le Th�eor�eme 1 de Breuer et Major adapt�e aux processus gaussiens non station-
naires ([22], p.429), la condition n�ecessaire pour obtenir un crit�ere de normalit�e asymptotique
est la sommabilit�e au carr�e de E (Za

N(j
0)Za

N(j + j0)) ; 8j0 2Z. Or,X
j2Z
E
�
Za
N(j

0)Za
N(j

0 + j)
�2 �

X
j2Z

O
�
j4H(t)�4p

�
; lorsque (N; �)! (+1; 0):

On obtient alors le r�esultat �enonc�e en utilisant le fait que p > H + 1=4.

2

(iii) Nous traitons le cas d = 2, le cas d > 2 s'en d�eduisant facilement. D�e�nissons pour

t 2 [0; 1], v(t) = lim(N;�)!(+1;0)
vN (t;a)
N� . Soient t1; t2 2 [0; 1], d�e�nissons encore pour �; � 2 R

la variable al�eatoire suivante

TN;�(�; �) = �
p
v(t1)VN;�(t1; a) + �

p
v(t2)VN;�(t2; a): (5.58)

On remarque que

TN;�(�; �) =

vN (t1;a)+vN(t2;a)X
k=1

Hk (T (k)) ;

o�u Hk(x) =

�
�
p
v(t1)H2(x) si 1 � k � vN(t1; a)

�
p
v(t2; a)H2(x) si vN(t1; a) < k � vN(t2; a)

; (5.59)

et T (k) =

�
Z(k�1) si 1 � k � vN(t1; a)
Z(k�2) si vN(t1; a) < k � vN(t2; a)

:

H2 d�esigne le deuxi�eme polynôme d'Hermite, Z(k) la v.a. V a(k=N)
E(V a(k=N)2)1=2

. En�n, k�1 = �t1(k)

(resp.k�2 = �t2(k)) o�u �t1 (resp. �t2) d�esigne une bijection de VN;�(t1; a) (resp. VN;�(t2; a))
sur f1; : : : ; vN(t1; a)g (resp. fvN(t1; a) + 1; : : : ; vN(t1; a) + vN(t2; a)g). Il est facile de voir
que la fonction Hk d�e�nie par (5.59) est de rang d'Hermite 2. En outre pour k1; k2 2
f1; : : : ; vN(t1; a) + vN(t2; a)g (k1 � k2)

E (T (k1)T (k2))
(N;�)!(+1;0)�! 2

8>>>>>><>>>>>>:

�a
H(t1)

(k2�k1)
�a
H(t1)

(0) si k1; k2 � vN(t1; a)

�a
H(t2)

(k2�k1)
�a
H(t2)

(0) si k1; k2 > vN(t1; a)

�a
H(t1)
2 +

H(t2)
2

(k2�k1)
n
�a
H(t1)

(0)�a
H(t2)

(0)
o1=2 si k1 � vN(t1; a); k2 > vN(t1; a)

=

8<:
O �jk2 � k1j2H(t1)�2p� si k1; k2 � vN(t1; a)

O �jk2 � k1j2H(t2)�2p� si k1; k2 > vN(t1; a)

O �jk2 � k1jH(t1)+H(t2)�2p� si k1 � vN(t1; a); k2 > vN(t1; a)
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Donc, 8k0 2 f1; : : : ; vN(t1; a) + vN(t2; a)g puisque p > H + 1=4 on a

vN (t1;a)+vN (t2;a)X
k=1

E
�
T (k)T (k0)

�2
= O(1):

D'apr�es le Th�eor�eme 1 de Breuer et Major adapt�e aux processus gaussiens non stationnaires
([22], p.429), il existe �2(t1; t2; H; a) tel que 8�; � 2 R

p
N�TN;�(�; �)

L�! N �0; �2(t1; t2; H; a)� :
En conclusion, le vecteur

�p
vN(t1; a)VN;�(t1; a);

p
vN(t2; a)VN;�(t2; a)

�t
est asymptotique-

ment gaussien. En�n d'apr�es les calculs pr�ec�edents

Cov
�p

vN(t1; a)VN;�(t1; a);
p
vN(t2; a)VN;�(t2; a)

�
�! 2

X
j2Z

�aH(t1)
2

+
H(t2)

2

(j)2

�aH(t1)
(0)�aH(t2)

(0)
: (5.60)

2

Preuve du Lemme 5.2 :

Soit r un entier � 4. Par souci de clart�e, nous noterons Z(j) = Za
N(j) =

V a( j
N
)

E(V a( j
N
)2)1=2

, et

t� = [N(t0 � t)].

E
�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a)� VN;�(t0; a)

�r �
=

1

v
r=2
N

E

8<: X
j2VN;�(t;a)

H2(Z(j))�H2(Z(j + t�))

9=;
r

=
1

v
r=2
N

X
j1;::: ;jr

rX
q=0

(�1)q Cq
r E ( H2(Z(j1 + t�)) : : :H2(Z(jq + t�))H2(Z(jq+1)) : : :H2(Z(jr)) ) :

D'apr�es la formule du diagramme, e.g. Taqqu [88],

E ( H2(Z(j1 + t�)) : : :H2(Z(jq + t�))H2(Z(jq+1)) : : :H2(Z(jr)) ) = T1 + T2 ;

o�u T1 (resp. T2) repr�esente l'ensemble des termes issus du produit des covariances (resp. co-
variances au carr�e), dont nous explicitons la forme ci-apr�es.

Termes T1 : �a des permutations pr�es sur les indices les termes de T1 peuvent s'�ecrire

E (Z(j1 + t�)Z(j2 + t�)) : : :E (Z(jq�1 + t�)Z(jq + t�)) : : :E (Z(jr�1)Z(jr)) (5.61)

D'apr�es le Lemme 5.1 il existe K > 0; N1 2 N�; tel que pour tout N � N1, on ait :

1

v
r=2
N

X
j1;::: ;jr

(5:61) � 1

v
r=2
N

X
j1;::: ;jr

�a
H(t0)(j2 � j1) : : :�aH(t0)(jq � jq�1)�aH(t)

2 +H(t0)
2

(jq+1 � jq) : : :

: : :�aH(t)(jr � jr�1)�aH(t)
2 +H(t0)

2

(j1 � jr)

� K

v
r=2
N

X
j2;::: ;jr

8<:X
j1

�aH(t)
2 +H(t0)

2

(j1 � jr)�
a
H(t0)(j2 � j1)

9=; : : :�aH(t)(jr � jr�1):

(5.62)
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Soient A1; A2 et A3 les matrices de covariance associ�ees aux op�erateurs �aH(t); �
a
H(t0)

et
�aH(t)

2 +
H(t0)
2

, et soit Q� l'ensemble des matrices carr�ees dont les coeÆcients v�eri�ent

j(A)j;kj � c( 1 + jk� jj )��; � > 0; c > 0 :

On sait que A1; A2 et A3 2 Q2p�2H o�u H = suptH(t). En outre, Ja�ard [57] a montr�e que
Q� est une alg�ebre, pour � > 1. Donc,

Ai Aj 2 Q2p�2H ; 8i; j = 1; 2; 3:

En it�erant cet argument, on montre qu'il existe B 2 Q2p�2H telle que

(5:62) � C1

v
r=2
N

X
jr�1;jr

(B)jr�1jr (A1)jr�1jr

� C2

v
r=2
N

X
jr�1jr

�
1 + jjr � jr�1j

�4H�4p � C2

v
r=2�1
N

X
j2Z

(1 + jjj)4H�4p :

Puisque p > H + 1=4, la s�erie converge et par cons�equent :

1

v
r=2
N

X
j1 ;::: ;jr

rX
q=0

(�1)qCq
r � T1 �! 0; lorsque (N; �)! (+1; 0) : (5.63)

Termes T2 : d'apr�es la formule du diagramme et le Lemme 5.1, il existe K > 0; N2 2 N� tel
que pour tout N � N2 on ait :

1

v
r=2
N

rX
q=0

(�1)qCq
r

X
j1;::: ;jr

T2 � K
rX

q=0

(�1)qCq
r

X
i=0;::: ;min(q;r�q)

q�i pair

(
A
jr�2qj
max(q;r�q)S

�
H(t)

2
+
H(t0)
2

�i
Nr�q�iS(H(t))

r�q�i
2 Nq�iS(H(t0))

q�i
2

)
:

(5.64)

o�u S(H) =
X
j2Z

�aH(j)
2 et N� = (�� 1)� (�� 3)� : : :� 3� 1 :

En utilisant (5.63) et (5.64), on v�eri�e alors que :

E

�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a)� VN;�(t0; a)

�r�
= O

(�
S
�
H(t)

�� 2S
�H(t)

2
+
H(t0)
2

�
+ S

�
H(t0)

��r=2)
:

(5.65)
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Notons U(t; t0) = S
�
H(t)

� � 2 S
�H(t)

2 + H(t0)
2

�
+ S

�
H(t0)

�
. En utilisant (5.8), on montre

alors que :

U(t; t0) =
1

4

X
j2Z

X
q1;::: ;q4

aq1 : : :aq4 (jq1 � q2 + jjjq3� q4 + jj)H(t)+H(t0)�
n
(jq1 � q2 + jjjq3� q4 + jj)H(t)�H(t0) � 1 + (jq1 � q2 + jjjq3 � q4 + jj)H(t0)�H(t) � 1

o
=

1

4

X
j2Z

X
q1;::: ;q4

aq1 : : :aq4 (jq1 � q2 + jjjq3� q4 + jj)H(t)+H(t0) �
�jt� t0j2� log(jq1 � q2 + jjjq3� q4 + jj)2(1 + o(1))

	
= jt� t0j2�

X
j2Z

O
�
jjj2H(t)+2H(t0)�4p log(1 + jjj)

�
:

La s�erie converge si p > H + 1=4, en cons�equence :

U(t; t0) = O � jt � t0j2� � : (5.66)

2

Preuve de la Proposition 5.2 :

Soit r = 2
�
1 +

h
1
�

i �
, d'apr�es le Lemme 5.2, il vient

E
�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a)� VN;�(t

0; a)
�r �

= O � jt� t0jr� � :
D'apr�es la Proposition 5.1 (iii) et puisque r� > 1, nous avons de mani�ere classique la conver-
gence en loi, pour la topologie de Skorohod, de VN;�(�; a) vers le processus gaussien G de
fonction de covariance d�e�nie par (5.60).

2

Mod�ele mbms

Preuve de la Proposition 5.3 :
(i) Les d�e�nitions de VN;�, SN;� et le Lemme 5.1 permettent de montrer que

f1 + VN;�(t; a)g f1 + O(�� log(N))g= N2( bHN;�(t;a)�H(t))
�a

bHN;�(t;a)
(0)

�aH(t)(0)
: (5.67)

En utilisant la convergence presque sûre de VN;�(t; a) vers 0 et la continuit�e du logarithme en
1, il vient

2
� bHN;�(t; a)�H(t)

�
log(N) + log

�
�a
bHN;�(t;a)

(0)=�aH(t)(0)
�

p:s:�! 0:

Puis, � bHN;�(t; a)�H(t)
�
+

1

2 log(N)
log
�
�a

bHN;�(t;a)
(0)=�aH(t)(0)

�
p:s:�! 0: (5.68)

D'apr�es la convergence presque sûre de VN;�(t; a) on a : N2H(t)SN;�(t; a)
p:s:! �aH(t)(0). Ainsi, il

existe N0 2 N�; tel que 8N � N0 on ait presque sûrement

SN;�(t; a) � 2

N2H(t)
�aH(t)(0):
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Supposons H(t) 2]Æ; 1[ pour un Æ > 0, alors il existe N1 2 N�; tel que 8N � N1 on ait presque
sûrement

0 < SN;�(t; a) <
1

N2Æ
�aÆ (0) = gN;a(Æ):

Donc, il existe N1 2 N�; tel que 8N � N1 on ait presque sûrement

bHN;�(t; a) = g�1N;a(SN;�(t; a)) 2]Æ; 1[; 8Æ > 0:

Ceci et (5.68) assurent la convergence presque sûre de bHN;�(t; a). En outre, d'apr�es (5.67) et
la Proposition 5.1,

E

� bHN;�(t; a)�H(t)
�

= O (��) ;

et Var
� bHN;�(t; a)�H(t)

�
= O �Var(VN;�(t; a)) log(N)�2

�
= O

�
1

N� log(N)2

�
:

(ii) Commen�cons par regarder le cas d = 1. D'apr�es (5.67), on a presque sûrement

VN ;�(t; a)
N!+1� 2

�
H(t)� bHN;�(t; a)

�
log(N) (1 + o(1)) : (5.69)

Ainsi, la variable al�eatoire
p
vN(t; a)VN;�(t; a) converge en loi vers la même limite que la

variable al�eatoire 2
p
vN(t; a) log(N)

� bHN;�(t; a)�H(t)
�
, d'o�u le r�esultat. Le cas d > 1 se

d�eduit facilement de la Proposition 5.1 (iii). Terminons par le calcul suivant pour t; t0 2 [0; 1]

Cov
�p

vN(t; a) log(N)f bHN;�(t; a)�H(t);
p
vN(t0; a) log(N)f bHN;�(t

0; a)�H(t0)
�

� 1

4
Cov

�p
vN(t; a)VN;�(t; a);

p
vN(t0; a)VN;�(t0; a)

�
�! 1

2

X
j2Z

�aH(t)
2

+H(t0)
2

(j)2

�a
H(t)(0)�

a
H(t0)(0)

; lorsque N ! +1:

(iii) Soit r un entier pair � 4 et soient t; t0 2]0; 1[. D'apr�es (5.69) il existe N0 2 N�; tel
que 8N � N0 on ait presque sûrement

VN;�(t; a)� VN;�(t0; a) � fH(t)� bHN;�(t; a) � H(t0)� bHN;�(t
0; a)g log(N):

Par cons�equent, pour tout N � N0

E
�
v
r=2
N log(N)r

� bHN;�(t; a)�H(t)� bHN;�(t
0; a)�H(t0)

�r �
=

O
�
E
�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a)� VN;�(t0; a)

�r� �
:

En choisissant r suÆsamment grand, le r�esultat d�ecoule du Lemme 5.2.

2
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Mod�ele mbm non standard

Outre les notations introduites auparavant, nous d�e�nissons

�N;�(t; a) = LN;�(t; a) � XM�(t) :

Preuve de la Proposition 5.4 :
(i) Il s'agit tout d'abord de remarquer que

eHN ;�(t; a;M)�H(t) =
At

2jjAjj2 �N;�(t; a) ; (5.70)

puis que

N2H(t) SN ;�(t; a
m)

C(t)2�a
m

H(t)(0)
= f1 + VN;�(t; a

m)g f1 +O (�� log(N))g : (5.71)

D'apr�es la Proposition 5.1, il vient queN2H(t) SN;�(t;a
m)

C(t)2�a
m

H(t)(0)

p:s:�! 1, et par la suite (�N;�(t; a))m
p:s:�!

0, d'o�u la convergence presque sûre de eHN;�(t; a;M) vers H(t). Remarquons en outre que

E ((�N;�(t; a))m) = O(�� log(N)), d'o�u E
� eHN;�(t; a;M)�H(t)

�
= O(�� log(N)), puis que

Var((�N;�(t; a))m) = O �vN(t; am)�1� d'o�u Var� eHN;�(t; a;M)
�
= O((N�)�1):

(ii) Commen�cons par regarder le cas d = 1. D'apr�es (i), on a presque sûrement

(�N;�(t; a))m = log

�
N2H(t) SN;�(t; am)

C(t)2�a
m

H(t)(0)

�
=

�
N2H(t) SN;�(t; a

m)

C(t)2�a
m

H(t)(0)
� 1

�
(1 + o(1)) :

(5.72)

Ainsi d'apr�es (5.71),
p
vN(t; am)(�N;�(t; a))m converge en loi vers la même limite que la

variable
p
vN(t; am)VN;�(t; a

m) et d'apr�es la Proposition 2.3, la Proposition 5.1 et puisque
vN (t;ai)
vN (t;aM)

! 1, pour i = 1; : : : ;M , on a :q
vN(t; aM)�N;�(t; a)

L�! N
�
0;�(H(t);H(t);H(t))

�
; (5.73)

o�u �(H(t); H(t); H(t)) est la matrice M �M d�e�nie par�
�(H(t); H(t);H(t))

�
m;n

= lim
N!+1

p
vN(t; am)

p
vN(t; an)E (VN;�(t; a

m)VN;�(t; a
n))

= 2
X
j2Z

�a
m;an

H(t) (j)2

�a
m

H(t)(0)�
an
H(t)(0)

; m; n = 1; : : : ;M ;

avec, �a
m;an

H (j) =
mX̀
q=0

nX̀
q0=0

aqa
0
q jmq � nq0 + jj2H :

Les r�esultats (5.70) et (5.73) assurent que eHN;�(t; a)�H(t) est asymptotiquement gaussien.
Le cas d > 1 se d�eduit tr�es facilement en utilisant la Proposition 5.1 (iii), qui implique la
convergence �nie-dimensionnelle gaussienne de �N;�(�; a). Terminons par calculer pour t; t0 2
[0; 1]

Cov
�p

vN(t; a)f eHN;�(t; a;M)�H(t)g;
p
vN(t0; a)f eHN;�(t

0; a;M)�H(t0)
�
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� At

4jjAjj4E
�p

vN (t;aM)fVN;�(t;a
1);::: ;VN;�(t;a

M)gtpvN (t0;aM )fVN;�(t
0;a1);::: ;VN;�(t

0;aM)g
�
A

�! 1

4jjAjj4A
t�

�
H(t)

2
+
H(t0)
2

; H(t); H(t0)
�
A; lorsque N ! +1:

(iii) Soient r un entier � 4, et soient t; t0 2]0; 1[, d'apr�es (5.72), il existe N0 2 N�; tel que
8N � N0 on ait presque sûrement pour m = 1; : : : ;M

�
�N;�(t; a)� �N;�(t

0; a)
� � 2

 
N2H(t) SN;�(t; a

m)

C(t)2�a
m

H(t)(0)
�N2H(t0) SN;�(t

0; am)
C(t0)2�am

H(t0)
(0)

!
:

D'apr�es (5.71), il existe N1 2 N�; 8N � N1 on ait presque sûrement pour m = 1; : : : ;M 
N2H(t) SN;�(t; a

m)

C(t)2�a
m

H(t)(0)
�N2H(t0) SN;�(t

0; am)
C(t0)2�am

H(t0)
(0)

!
� 2

�
VN;�(t; a

m)� VN;�(t
0; am)

�
:

Ainsi pour tout N � maxfN0; N1g on a

E

�
v
r=2
N

�
�N;�(t; a)� �N;�(t

0; a)
	r�

= O
�
E

�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a)� VN;�(t0; a)

	r��
:

En choisissant r suÆsamment grand, on obtient en utilisant le Lemme 5.2 la convergence en
loi sur ]0; 1[ de �N;�(�; a), puis celle de eHN;�(�; a;M)�H(�) en utilisant (5.70).

2

Propri�et�e asymptotique du mbm

Preuve de la Proposition 5.5 : D�e�nissons

VN;�(t; a; k) =
1

vN(t; a)

X
j2VN;�(t;a)

Hk
�

V a(j=N)

E(V a(j=N)2)1=2

�
;

o�u Hk (t) = jtjk=Ek � 1 et o�u Ek d�esigne le k-�eme moment absolu de la loi normale standard.
Dans le Chapitre 5, nous avons montr�e la convergence presque sûre et la convergence en loi
de cette statistique dans le cas k = 2. Ceci n'est pas restrictif car en nous basant sur la preuve
de la Proposition 2.1, on peut facilement montrer que lorsque N ! +1

VN;�(t; a; k)
p:s:�! 0 ; (5.74)

et p
vN(t; a)VN;�(t; a; k)

L�! N � 0; �2(H(t); a; k)
�
; (5.75)

o�u

�2(H(t); a; k) =
X
q�1

X
j2Z

(ck2j)
2(2j)!

�aH(t)(j)
2q

�aH(t)(0)2q
:

ck2j repr�esentant le 2j-�eme coeÆcient du d�eveloppement en polynômes d'Hermite de H
k , donn�e

par :

ck2j =
1

(2j)!

j�1Y
q=0

(k � 2q) :
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(i) Commen�cons par remarquer que

PN;�(t; a) =
( 1 + VN;�(t; a; 4) )

( 1 + VN;�(t; a; 2) )
2

�
1 +O��� log(N)

�	
; (5.76)

D'apr�es (5.9) ceci signi�e que presque sûrement, on a

PN;�(t; a)� 1 =
�
1 + VN;�(t; a; 2)

��2�
VN;�(t; a; 4)� 2VN;�(t; a; 2)� VN;�(t; a; 2)2

	 ��
1 +O��� log(N)

�	
N!+1� f VN;�(t; a; 4)� 2VN;�(t; a; 2) g

�
1 + o(1)

	
: (5.77)

d'o�u le r�esultat.
(ii) Commen�cons par le cas d = 1. Soit t 2 [0; 1] et notons Za(j=N) = V a(j=N)

E(V a(j=N)2)1=2
, nous

pouvons alors remarquer que

VN;�(t; a; 4)� 2VN;�(t; a; 2) =
1

3vN(t; a)

X
j2VN;�(t;a)

H4 (Z
a(j=N));

o�u H4 d�esigne le 4-�eme polynôme d'Hermite d�e�ni par H4(t) = t4 � 6t2 + 3. D'apr�es le
Th�eor�eme 1 de Breuer et Major adapt�e aux processus gaussiens non stationnaires ([22], p.429),
la condition n�ecessaire pour obtenir un crit�ere de normalit�e asymptotique est la convergence
de la s�erie X

j2Z
E
�
Za(j=N)Za(j + j 0=N)

�4
; 8j 0 2Z:

Or, d'apr�es le Lemme 5.7X
j2Z
E
�
Za(j=N)Za(j + j0=N)

�4 N!+1�
X
j2Z

O
�
j4H(t)�4p

�
; 8j0 2Z:

En choisissant p > H + 1=8, cette s�erie est convergente. Ainsi, en utilisant en outre (5.77),
on en d�eduit qu'il existe �2(t) telle que lorsque N ! +1p

vN(t; a) fPN;�(t; a)� 1g L�! N (0; �2(t)):

La variance �2(t) est donn�ee par

�2(t) = lim
N!+1 vN(t; a)Var(PN;�(t; a)� 1)

= lim
N!+1 vN(t; a)Var(VN;�(t; a; 4)� 2VN;�(t; a; 2))

= lim
N!+1

1

9

X
j;j02VN;�(t;a)

E
�
H4(Z

a(j=N))H4(Z
a(j0=N))

�
=

8

3

X
j2Z

�aH(t)(j)
4

�aH(t)(0)
4
:

La convergence �nie-dimensionnelle de
�p

vN(t1; a)fPN;�(t1; a)� 1g; : : : ;pvN(td; a)PN;�(td; a)g�t,
pour t1; : : : ; td 2 [0; 1] se d�emontre de la même mani�ere que la Proposition 5.1 (iii). Terminons
par calculer pour t; t0 2 [0; 1] et lorsque N ! +1

Cov
�p

vN(t; a)
�
PN;�(t;a) � 1

	
;
p
vN(t0; a)

�
PN;�(t0;a) � 1

	�
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� 1

3

X
j2VN;�(t;a)
j02VN;�(t

0;a)

E
�
H4(Z(j))H4(Z(j

0))
�

�! 8

3

X
j2Z

�aH(t)
2 +

H(t0)
2

(j)4

�aH(t)(0)
2�aH(t0)(0)

2

: (5.78)

(iii) On se propose d'�etablir un crit�ere de tension. Soient t; t0 2 IN;�, en notant t� =
[N(t0 � t)]

E

�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a; 4)� 2VN;�(t; a; 2)� VN;�(t

0; a; 4)+ 2VN;�(t
0; a; 2)

	r �
=

1

3rv
r=2
N

X
j1;::: ;jr

rX
q=0

(�1)qCq
r E ( H4(Z(j1 + t�)) : : :H4(Z(jq + t�))H4(Z(jq+1)) : : :H4(Z(jr)) ) :

En utilisant une nouvelle fois la formule du diagramme, il est possible de montrer, par des
arguments similaires �a la preuve du Lemme 5.2 qu'il existe N3 2 N� et K > 0 tels que pour
tout N � N3 on ait :

E
�
v
r=2
N

�
VN;�(t; a; 4)� 2VN;�(t; a; 2)� VN;�(t0; a; 4)+ 2VN;�(t

0; a; 2)
	r � � K

rX
q=0

(�1)qCq
r�

X
i=0;::: ;min(q;r�q)

q�i pair

(
A
jr�2qj
max(q;r�q)S

0
�
H(t)

2
+
H(t0)
2

�i
Nr�q�iS0(H(t))

r�q�i
2 Nq�iS0(H(t0))

q�i
2

)
:

(5.79)

o�u S0(H) =
X
j2Z

�aH(j)
4 et N� = (��1)� (��3)� : : :�3�1 :

Ceci permet d'obtenir la majoration suivante, cf. (5.64) et (5.65) :

E
� �

PN;�(t; a)� 1
	r �

= O
 �

S0
�
H(t)

�
+ S0

�
H(t0)

�� 2S0
�
H(t)

2
+
H(t0)
2

��r=2 !
;

et si p > H + 1=8, d'apr�es (5.66)

E
� �

PN;�(t; a)� 1
	r �

= O
�
jt� t0j r�2

�
: (5.80)

Nous assurons ainsi le crit�ere de tension dans l'espace des fonctions continues �a droite et
poss�edant une limite �a gauche, en choisissant r suÆsamment grand.

2
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5.7.1 Test de multifractionnarit�e

Preuve de la Proposition 5.7 : sous la suite d'hypoth�eses H1;N(�1; �2) d�e�nie par (5.42),
on a presque sûrement :

vNTN;�(�1; �2) � WN;� + Æ2N ;

avec

WN;� =
vN

�2 � �1

Z �2

�1

n eHN;�(t; a;M)�H(t)� eHN;�(�; a;M)�H(�)
o2
dt

� ÆNp
vN

2vN
�2 � �1

Z �2

�1

n eHN;�(t; a;M)�H(t)� eHN;�(�; a;M)�H(�)
o
dt:(5.81)

D'apr�es la convergence en loi sur ]0; 1[ de eH(�; a;M)�H(�), �enonc�ee par la Proposition 5.4,
et d'apr�es le Th�eor�eme de Slutsky, e.g. Grimmet et al. [48], il vient lorsque N ! +1

WN;�
L�! T (�1; �2);

o�u T (�1; �2) est la v.a. d�e�nie par (5.41). Pour tout u � 0, nous avons alors sous la suite
d'hypoth�eses H1;N(�1; �2) :

P(vNTN;�(�1; �2) � u) � P
�
WN;� + Æ2N � u

�
= P

�
1

Æ2N
fu �WN;�g � 1

�
:

Toujours d'apr�es le Th�eor�eme de Slutsky, e.g. Grimmet et al. [48], on a lorsque N ! +1
1

Æ2N
fu �WN;�g L�! 0;

d'o�u

P

�
1

Æ2N
fu�WN;�g � 1

�
N!+1�! 1:

2



Annexe

A Simulation du mouve-

ment brownien fraction-

naire

A.1 Introduction et position du probl�eme

Dans cette premi�ere annexe, nous souhaitons r�ealiser une �etude bibliographique et com-
parative non exhaustive du probl�eme de la simulation de trajectoires du mbf. La motiva-
tion d'obtenir de bonnes trajectoires est double : �eventuelle ad�equation graphique avec des
donn�ees r�eelles, comparaison d'estimateurs du param�etre d'autosimilarit�e H par simulations
de Monte-Carlo (et en particulier comparaison des estimateurs d�evelopp�es dans le Chapitre
2 avec l'estimateur du maximum de vraisemblance).

Cette annexe est organis�ee de la mani�ere suivante. Nous d�ecrivons cinq m�ethodes de simu-
lation dans les Sections A.2 �a A.6. Cette liste n'est pas exhaustive mais rassemble cependant
les m�ethode les plus cit�ees et plus performantes dans la litt�erature. La Section A.7 discute de
la qualit�e de l'approximation de la trajectoire discr�etis�ee d'un mbf via les sommes cumul�ees
de la trajectoire discr�etis�ee d'un bgf. En�n, la Section A.8 propose un crit�ere permettant de
juger de la qualit�e des divers simulateurs. Une telle �etude a d�ej�a �et�e entreprise par Jenane
et al [59] : trois proc�edures de tests d�e�nies ind�ependamment de l'identi�cation du mod�ele
y sont consid�er�ees. Notre approche est l�eg�erement di��erente puisque nous proposons un test
th�eorique bas�e sur le comportement asymptotique d'un estimateur param�etrique de H , ce
qui permet d'extraire une m�ethode de simulation eÆcace parmi celles �etudi�ees.

Pour cette �etude, nous adoptons le cadre de travail suivant : simulation d'une trajectoire
discr�etis�ee, not�ee BH , d' un mbf standard (C = 1) de taille N aux instants i=N pour i =
0; : : : ; N�1. Nous ne perdons aucune g�en�eralit�e �a imposer ceci car une trajectoire discr�etis�ee
d'un mbf non standard, not�ee BH;C , que l'on souhaiterait simuler aux instants i=�N est
obtenue trivialement par l'�equation

BH;C (i=�N)
L
= C

�
N

�N

�H
BH (i=N) ; pour i = 0; : : : ; N � 1:

Nous distinguons deux approches : la premi�ere consiste �a ne regarder que le mbf (sans se
pr�eoccuper des accroissements) et donne naissance �a trois m�ethodes : la premi�ere est bas�ee sur
la repr�esentation stochastique moyenne mobile du mouvement brownien fractionnaire [69], la
seconde repose sur l'int�egration fractionnaire d'un bruit blanc gaussien d�ecompos�e sur une
analyse multir�esolution et suit en cela le travail de Sellan et al. [2], la derni�ere, la plus �evidente,
consiste �a extraire la racine carr�ee de la matrice de covariance du mbf. La seconde approche
est en fait un moyen d�etourn�e. L'id�ee est de g�en�erer un bruit gaussien fractionnaire, not�e X ,
aux instants i=N pour i = 0; : : : ; N�1 et de d�e�nir une trajectoire discr�etis�ee d'un mbf via les
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sommes cumul�ees deX , c'est-�a-dire de d�e�nir BH(i=N) =
Pi

k=0X(i=N) pour i = 1; : : : ; N�1
et BH(0) = 0. L'int�erêt de simuler le processus des accroissements r�eside dans sa stationnarit�e.
La matrice de covariance du bgf aux instants i=N pour i = 0; : : : ; N � 1 devient une matrice
de Toeplitz. Les deux m�ethodes d�evelopp�ees ci-apr�es (m�ethode de Levinson [78], m�ethode de
Wood et Chan [97]) consistent en l'�evaluation de la racine carr�ee d'une matrice de Toeplitz.

A.2 Repr�esentation stochastique du mouvement brownien frac-

tionnaire

En consid�erant la repr�esentation stochastique moyenne mobile du mouvement brownien
fractionnaire de Mandelbrot et Van Ness [69], une premi�ere tentative naturelle pour simuler
le mbf consiste �a discr�etiser l'int�egrale stochastique (2.1). Il nous suÆt d'approcher (2.1) par
une somme de Riemann tronqu�ee �a une borne �aN ! �1, ce qui nous permet d'obtenir
pour t = 1; : : : ; N � 1

BH

�
t

N

�
= KH

8<:
0X

k=�aN

h
(t� k)H�1=2 � (�k)H�1=2

i
B1(k) +

tX
k=0

(t� k)H�1=2B2(k)

9=; ;

o�u KH =
V
1=2
H

�(H+1=2)
1

NH et o�u B1 (resp. B2) est un vecteur de aN + 1 (resp. N) variables
al�eatoires gaussiennes standard ind�ependantes et ind�ependantes de B2. Le choix de aN r�esulte
d'un compromis entre la pr�ecision d�esir�ee et le nombre de points temporels. En pratique, et
pour les illustrations qui vont suivre, nous avons choisi aN = N1:5. Cette approche est pu-
rement historique, et du fait des approximations successives, ne constitue pas une bonne
mani�ere de simuler un mbf.

A.3 M�ethode de Sellan, Meyer et Abry

Cette m�ethode a �et�e l'initiative de Sellan, Meyer et Abry [2]. Le mbf d�erivant de l'int�egration
fractionnaire d'un bruit blanc (bb) gaussien, l'id�ee est de partir de la d�ecomposition d'un bb
sur une analyse multir�esolution (not�ee AMR),e.g. Daubechies [35] pour un point de vue
g�en�eral sur les ondelettes et les AMRs :

w(t) =
X
k2Z

�(k) �0(t� k) +
X
j�0

X
k2Z


j(k)  j;k(t) ; (A.1)

o�u �(k) et 
j(k) sont des v.a. gaussiennes standard ind�ependantes. �0 repr�esente la fonction
�echelle et f j;kgj�0;k2Z la famille d'ondelettes associ�ees �a l'AMR. L'action de l'op�erateur

d'int�egration fractionnaire, not�e D�s (avec s = H + 1=2), �a (A.1) conduit �a

BH(t) =
X
k2Z

�(k) (D�s�0)(t� k) +
X
j�0

X
k2Z


j(k) (D
�s j;k)(t) : (A.2)

Le r�esultat suivant, dû �a Sellan [85] d�ecrit explicitement la mani�ere d'int�egrer fraction-
nairement une AMR, et la n�ecessit�e d'introduire des ondelettes biorthogonales.
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Th�eor�eme A.1 Soit V0(�0) une AMR orthogonale de L2(R), de r�egularit�e r 2 N�; �0 et  0

repr�esentant respectivement la fonction �echelle et l'ondelette m�ere d�eduites de cette analyse.
Supposons que s 2]12 ; 32 [, alors

V
(s)
0 = f f 2 L2(R); Dsf 2 V0 g ; et V

(�s)
0 = f f 2 L2(R);D�sf 2 V0 g ;

d�e�nissent deux AMRs biorthogonales, admettant pour fonction �echelle

�
(s)
0 = Us(�0) pour V

(s)
0 (�0) ; et �

(�s)
0 = U�s(�0) pour V

(�s)
0 (�0) ;

o�u g = Us(f) a pour transform�ee de Fourier (i2��)
�s(1�exp(i2��))2 bf(�), et pour ondelettes

m�ere :
 
(s)
0 = 4s D�s( 0) ; et  

(�s)
0 = 4�s Ds

( 0) :

D�s d�esigne l'op�erateur conjugu�e de D�s, et E, pour un ensemble E, l'adh�erence de E. Sous
les conditions du Th�eor�eme A.1, Sellan montre qu'il existe un bb gaussien de variance �2,
permettant de construire un processus ARIMA(0; s; 0), not�e bH , et pour j 2 Z+, un bb
gaussien discret de variance 2j�2, not�e (
j(k))k2Z, de telle sorte que la restriction de BH �a
tout intervalle ]0; T ]; T > 0 admette la repr�esentation suivante

8 t 2]0; T ]; BH(t) =
X
k2Z

bH(k) �
(s)
0 (t� k) +

X
j�0

X
k2Z

4�s 2�js 
j(k)  
(s)
j;k(t) : (A.3)

L'impl�ementation informatique est r�ealis�ee en trois �etapes :

1. Calcul des �ltres relatifs �a �
(s)
0 et  

(s)
0 : soit u(k) le �ltre initial de l'AMR, relatif �a

�0, et soit v(k) le �ltre en miroir quadrature associ�e. Les auteurs cit�es pr�ec�edemment

montrent, en notant u(s) et v(s) (resp. u(�s) et v(�s) ), les �ltres associ�es �a �(s)0 et  
(s)
0

(resp. �
(�s)
0 et  

(�s)
0 ), les relations suivantes :

u(s) = f (s) � u; F (s)(z) = 2�s(1 + z�1)s :
v(s) = g(s) � v; G(s)(z) = 2s(1� z�1)�s :
u(�s) = f (�s) � u; F (�s)(z) = 2s(1 + z)�s :
v(�s) = g(�s) � v; G(�s)(z) = 2�s(1� z)s :

o�u � d�esigne le produit de convolution et o�u F (�s) (resp. G(�s)) d�esigne la z-transform�ee
de f (�s) (resp. g(�s)), � = �1. Cependant, un probl�eme num�erique survient : pour
s = H+1=2, les fonctions f (s) et g(s) ont, en g�en�eral, un support in�ni et la s�erie (A.3)
diverge. Pour �eviter ce probl�eme, les approximations suivantes sont propos�ees :

u(s) = u � f (1) � tf (d) ; u(�s) = �Æ�1 � (ev(s))_ ;
v(s) = v � g(1) � tg(d) ; v(�s) = Æ1 � (eu(s))_ ;

o�u nous avons not�e ( ew)_ le �ltre de composantes (�1)kw(�k), o�u d = s� 1 et o�u tf (d)

et tg(d) sont des versions de f (d) et g(d) tronqu�ees sup�erieurement �a un ordre choisi a
priori.

2. Simulation de bH : le processus ARIMA(0; s; 0) r�esulte de la convolution d'un bb gaus-
sien avec le �ltre de r�eponse impulsionnelle :

�
(s)
k =

kX
p=0

(�1)p
��s
p

�
avec

��s
p

�
=

�(�s + 1)

�(p+ 1)�(�s� k + 1)
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La diÆcult�e num�erique d�ecrite ci-dessus apparaissant de nouveau, l'approximation sui-
vante est propos�ee : bH = 
j � �(1) � t�(d), o�u t�(d) est une version de �(d) tronqu�ee
sup�erieurement �a un ordre choisi a priori.

3. On tronque ensuite la s�erie (A.3) �a une r�esolution J pour obtenir :

BJ
H(t) =

X
k2Z

bH(k) �
(s)
�J;k(t) +

JX
j=0

X
k2Z


j(k) 4
�s 2�js  (s)

j;k(t) : (A.4)

Ceci �etant fait, nous pouvons utiliser l'algorithme pyramidal de Mallat adapt�e aux on-
delettes biorthogonales, cf Daubechies [35] : d�ecomposition �a l'aide des �ltres u(�s) et v(�s),
et synth�ese �a l'aide des �ltres u(s) et v(s). Le diagramme Fig.A.1 r�esume la proc�edure. Pour
rester coh�erent, l'obtention d'un d'une trajectoire discr�etis�ee de taille N avec une r�esolution
J n�ecessite de g�en�erer le mbf sur une dur�ee T = 2�JN ; il suÆt d'utiliser l'autosimilarit�e du
processus pour obtenir une trajectoire discr�etis�ee aux instants i=N , pour i = 0; : : : ; N � 1.
D'un point de vue pratique, nous avons, comme Abry et Sellan le pr�econisent, choisi une
r�esolution de 6 ou 7 et utilis�e le �ltre d'une ondelette de Daubechies d'ordre 20 pour sa
r�egularit�e.

L�egende

� [" 2] : op�erateur de dilatation d�e�ni par [" 2]xk=x2k.
� bH : ARIMA(0; s; 0) simul�e.

� g0; : : : ; gJ�1 : v.a. gaussiennes standard simul�ees.

1
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b
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2
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2

2

2

2

Fig. A.1 { Diagramme pour la simulation d'un mbf par synth�ese d'ondelettes.

A.4 M�ethode de Choleski

Soit � la matrice de covariance du mbf standard discr�etis�e aux instants i=N; pour i =
0; : : : ; N � 1. D'apr�es (2.2),

(�)i;j = �

�
i

N
;
j

N

�
; pour i; j = 0; : : : ; N � 1:



Annexe A Simulation du mouvement brownien fractionnaire 131

D�e�nissons �0 comme �etant la matrice � priv�ee de sa premi�ere ligne et de sa premi�ere colonne.
Puisque �0 est une matrice sym�etrique d�e�nie positive, elle admet une d�ecomposition de
Choleski, �0 = LLt o�u L est une matrice triangulaire inf�erieure. Simuler un une trajectoire
discr�etis�ee d'un mbf aux instants i=N pour i = 1; : : : ; N�1 revient alors �a g�en�erer un vecteur
Z de (N � 1) v.a.i. gaussiennes standard et �a e�ectuer le produit matriciel LZ. En e�et, LZ

est un vecteur gaussien centr�e et E
�
(LZ)(LZ)t

�
= �0. Le vecteur BH =

�
0; (LZ)t

�t
d�e�nit un

une trajectoire discr�etis�ee d'un mbf aux instants d�esir�es.
Cette m�ethode est la seule exacte en th�eorie, mais du fait de la complexit�e des calculs,

de l'ordre de O(N3), et du mauvais conditionnement de �0 il n'est pas d�enu�e de sens de
s'int�eresser �a des m�ethodes moins coûteuses num�eriquement.

A.5 M�ethode de Levinson

Soit G la matrice d'autocovariance du mbf standard discr�etis�e aux instants i=N; pour
i = 0; : : : ; N � 1. D'apr�es (2.3),

(G)i;j = 
(j � i); pour i; j = 0; : : : ; N � 1:

Pour contourner les coûts de calculs engendr�es par la d�ecomposition de Choleski de G (ce
qui conduirait �a une m�ethode identique �a celle pr�esent�ee dans la Section A.4), il suÆt de
remarquer que G est une matrice de Toeplitz. Le caract�ere Toeplitz signi�e que la premi�ere
ligne de G caract�erise toute la matrice, ce qui conduit �a des algorithmes plus performants
pour extraire la racine carr�ee de G. L'algorithme suivant peut être retrouv�e dans [78].
A l'�etape 1 d�e�nissons

�! k1 = �
( 1
N ) ; �

2
1 = 1 ;

�! L1 =
�
1; 


�
1
N

�
; : : : ; 


�
N�1
N

� �t
et bL1 =

�
0; 


�
1
N

�
; : : : ; 


�
N�1
N

� �t
:

D�e�nissons ensuite les vecteurs Lj = �2j

�
0; : : : ; 0; 1; `j2; : : : ; `

j
N�j+1

�t
etbLj = �2j

�
0; : : : ; 0; 0; ^̀j2; : : : ;

^̀j
N�j+1

�t
.

�A l'�etape j + 1, on a :

�! kj+1 =
�^̀j

1
�2j

�2j+1 = �2j (1� k2j+1) ;

�!
� bLj+1
Lj+1

�
=

�
IN kj+1 Z

kj+1 IN Z

�� bLj
Lj

�
; o�u Z =

0BBB@
0
1 0

. ..
. . .

1 0

1CCCA :

D�esignons par D la matrice D = diag(�1; : : : ; �N) et soit L = (L1; : : : ; LN) D�1. On peut
v�eri�er que LLt = G. En d�esignant par Z un vecteur de N v.a.i. gaussiennes standard, le
vecteur (LZ) d�e�nit alors un bgf aux instant i=N pour i = 0; : : : ; N�1. Les sommes cumul�ees
de ce vecteur d�e�nissent une trajectoire discr�etis�ee, not�ee BH , d'un mbf aux instants d�esir�es
(en posant en outre BH(0) = 0). Cette m�ethode g�en�ere de mani�ere exacte un bgf avec un
coût de calcul de l'ordre de O(N2 log(N)) mais reste particuli�erement lente, avec le logiciel
S-plus, d�es que la taille de l'�echantillon N > 1000.
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A.6 M�ethode de Wood et Chan

Initialement propos�ee par Davis et Harte [36], cette m�ethode valable pour une grande
classe de processus gaussiens stationnaires, a �et�e r�ecemment am�elior�ee par Wood et Chan
[97]. Dans le but d'extraire la racine carr�ee de la matrice d'autocovariance G, l'id�ee est de
plonger G dans une matrice circulante C, de taille m = 2g; g 2 N�, facilement diagonalisable
dans la base de Fourier, de g�en�erer un vecteur Y = (Y0; : : : ; Ym�1)t

mathcalL
= N (0; C), et grâce

�a une construction appropri�ee de C, de g�en�erer (Y0; : : : ; YN�1)t
L
= N (0; G). Soit C la matrice

d�e�nie par :

C =

0BBB@
c0 c1 : : : cm�1
cm�1 c0 : : : cm�2
...

...
. . .

...
c1 c2 : : : c0

1CCCA o�u cj =

�

( jN ) si 0 � j < m

2 ;


(m�jN ) si m
2 < j < m� 1 :

Par construction, C est une matrice sym�etrique circulante. On choisitm la premi�ere puissance
de deux, pour des questions de rapidit�e d'algorithme, m � 2(N � 1) tel que C est d�e�nie
positive. Les auteurs sugg�erent une approximation lorsque cette derni�ere condition n'est pas
satisfaite. Pour le mbf, nous avons remarqu�e num�eriquement que cette condition �etait remplie
pour la valeur m = 2�2� , o�u 2� est la premi�ere puissance de deux sup�erieure �aN , et ce quelles
que soient la taille d'�echantillon N et la valeur du param�etre H . On fait ensuite l'usage d'un
r�esultat de Brockwell et Davis pour diagonaliser C : il existe une matrice diagonale � telle
que C = Q�Q� , o�u Q est la matrice unitaire d�e�nie par

(Q)j;k = m�1=2 exp

�
�2i� jk

m

�
; pour j; k = 0; : : : ; m� 1 :

Puisque Q est unitaire, si Y = Q�1=2Q�Z avec Z
L
= N (0; Im), alors Y

L
= N (0; C). La

proc�edure de simulation d'un bgf discr�etis�e se r�eduit alors aux trois �etapes suivantes :

1. Calcul des valeurs propres de C : un simple calcul matriciel montre que

�k =
m�1X
j=0

cj exp

�
�2i� jk

m

�
=

m�1X
j=0

cj exp

�
2i�

jk

m

�
; pour k = 0; : : : ; m� 1 :

Ce calcul peut être r�ealis�e en utilisant la transform�ee de Fourier rapide, FFT (directe
ou inverse).

2. Simulation rapide de Q�Z : en d�ecomposant Q�Z en partie r�eelle et partie imaginaire,
simuler W = Q�Z revient aux deux sous-�etapes suivantes :

�! g�en�erer U; V deux v.a.i gaussiennes standard, et �ecrire W0 = U et Wm
2
= V :

�! pour 1 � j < m
2 , g�en�erer Uj ; Vj deux v.a.i. gaussiennes standard, et �ecrire

Wj =
1p
2
(Uj + iVj) ;

Wm�j =
1p
2
(Uj � iVj) :

3. Reconstruction de X : la derni�ere �etape consiste �a calculer

X

�
k

N

�
=

1p
m

m�1X
j=0

p
�j Wj exp

�
�2i� jk

m

�
; pour k = 0; : : : ; m� 1 ;
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en utilisant une fois encore la FFT. Nous obtenons ensuite une trajectoire discr�etis�ee,
not�ee BH , via les sommes cumul�ees de X , en posant en outre BH(0) = 0.

La m�ethode de Wood et Chan est exacte pour simuler un bgf, a une complexit�e de
N log(N), et d'un point de vue pratique est rapide même pour de tr�es grandes valeurs de N .

A.7 Approximation d'un mbf via les sommes cumul�ees d'un bgf

Soit eBH le vecteur d�e�ni par :

eBH(0) = 0

eBH(i=N) =
iX

k=0

eX(k=N); i = 1; : : : ; N � 1 ;

o�u eX d�esigne un bgf simul�e aux instants i=N; i = 0; : : : ; N�1. Rappelons que E
� eX(i=N) eX(j=N)

�
=


 ((j � i)=N) ; i; j = 0; : : : ; N � 1. Donc, il est clair que

E

� eBH (i=N) eBH (j=N)
�

=
iX

k=0

jX
l=0


 ((j � i)=N); i; j = 1; : : : ; N � 1:

Nous pouvons ainsi d�e�nir une mesure de l'approximation d'une trajectoire discr�etis�ee d'un
mbf par les sommes cumul�ees d'une trajectoire discr�etis�ee d'un bgf, via la fonction E d�e�nie
sur f0; : : : ; N � 1g � f0; : : : ; N � 1g par

E(i; j) =

(
0 si i ou j = 0�����(i; j)�Pi

k=0

Pj
l=0 
(j � i)

�
=�(i; j)

��� sinon:

La Figure Fig.A.2 illustre le graphe de la fonction E pour di��erentes valeurs de H . Il apparâ�t
clairement qu'une telle approximation engendre des erreurs n�egligeables sur la structure de
covariance.

A.8 Qualit�e des g�en�erateurs du mbf

Cette section a pour but d'explorer la qualit�e des di��erentes m�ethodes de simulation
d�ecrites auparavant. Une telle �etude a d�ej�a �et�e entreprise par Jennane et al. [59]. Ils consid�erent
plusieurs g�en�erateurs du mbf et proposent explicitement trois proc�edures testant la normalit�e,
la stationnarit�e et l'autosimilarit�e des accroissements du mbf. Les deux premi�eres proc�edures
ne permettent pas une exploration de la qualit�e des divers simulateurs : en e�et les tableaux
Tab.3 et Tab.4 de [59] montrent que quatre m�ethodes parmi les cinq consid�er�ees passent les
tests avec succ�es. De par le caract�ere omnibus de ces tests, nous n'avons pas envisag�e de
tester la normalit�e et la stationnarit�e du bgf. Et �a la proc�edure propos�ee pour v�eri�er l'auto-
similarit�e des �echantillons simul�es, nous avons pr�ef�er�e nous orienter vers une approche bas�ee
sur le comportement asymptotique d'un estimateur param�etrique.

L'estimateur que nous employons a �et�e introduit et compl�etement �etudi�e dans la Section
2.4.1. Il est bas�e sur la m�ethode des variations discr�etes qui consiste �a estimer le moment
d'ordre 2 de la s�erie issue du �ltrage de la trajectoire discr�etis�ee d'un mbf standard avec
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Fig. A.2 { Erreur relative de la structure de covariance d'un mbf approch�e par les sommes
cumul�ees d'un bgf, pour di��erentes valeurs de H.
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un �ltre not�e a. Rappelons qu'un �ltre a de longueur ` + 1 et d'ordre p � 1 un vecteur �a
composantes r�eelles v�eri�ant

X̀
q=0

aqq
i = 0 pour i = 0; : : : ; p� 1 et

X̀
q=0

aqq
p 6= 0 :

Nous renvoyons donc le lecteur �a la Section 2.4.1 pour de plus amples d�etails sur la construc-
tion et les propri�et�es de l'estimateur en question que nous noterons bHN(2; a). Enon�cons
seulement son int�erêt r�ev�el�e par la convergence suivante, voir Eq.(2.16) :

p
N log(N)

� bHN(2; a) � H
� L�! N �0; �2� ; (A.5)

o�u �2 = 1
2

P
j2Z
nP`

q;r=0 aqarjq � r + jj2H=P`
q;r=0 aqarjq � rj2H

o2
. D�ecrivons �a pr�esent la

proc�edure de simulation utilisant le comportement asymptotique (A.5). Pour di��erentes va-
leurs du param�etre d'autosimilarit�e, et pour deux �ltres (le premier est associ�e aux accrois-
sements a = Inc1 = (1;�1), le second est associ�e �a une ondelette de Daubechies d'ordre 4,
a = Db4 ' (0:482629;�0:8365163; 0:2241439; 0:1294095)):

1. Nous g�en�erons 200 trajectoires du mbf par chacune des m�ethodes de simulation.

2. Pour i = 1; : : : ; 200 :

� Nous estimons le param�etre d'autosimilarit�e par variations discr�etes, que nous notonsbHi(a).

� Nous construisons l'intervalle de con�ance au niveau � = 0:05

I(�2; H; a) =

� bHi(a)� u�
�p

N log(N)
; bHi(a) + u�

�p
N log(N)

�
;

o�u u� = ��1(�=2) � 1:96, et �2 est la constante asymptotique d�ependant de H
et du �ltre utilis�e et donn�ee par le tableau Tab.A.1.

param�etre de Hurst H=0.1 H=0.3 H=0.5 H=0.7 H=0.9

a = Inc1 0.6820765 0.5625909 0.5 0.7854074 �
a = Db4 0.7790751 0.7396438 0.6388889 0.5922214 0.5661291

Tab. A.1 { Constante asymptotique �2 pour di��erentes valeurs de H et pour les deux �ltres
Inc1 et Db4

3. Nous �evaluons le taux de recouvrement des intervalles de con�ance :

S(H; a) =
1

200

200X
i=1

1I
�
H 2 I(�2; H; a)� :

Les r�esultats sont pr�esent�es dans le tableau Tab.A.2. Pour H > 3=4, la proc�edure n'a
pas �et�e r�ealis�ee pour le �ltre Inc1 puisque la convergence en loi gaussienne de l'estimateurbHN(2; Inc1) n'est valable que sur l'intervalle 0 < H < 3=4. Nous pouvons noter que les
m�ethodes de Mandelbrot et al. et Levinson ne sont pas eÆcaces pour les faibles et larges
valeurs du param�etre H . En ce qui concerne la m�ethode de Choleski et celle d�evelopp�ee par
Wood et Chan, les r�esultats sont satisfaisants puisque le taux de recouvrement th�eorique
de 95% est presque toujours atteint. Il apparâ�t �egalement clairement que les estimateurs
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d�eduits de trajectoires discr�etis�ees g�en�er�ees par la m�ethode de Sellan et al. sont fortement
biais�es. Bref, cette �etude souligne le fait que les m�ethodes les plus stables sont les m�ethodes
de Choleski et de Wood et al. Et puisque la Section A.7 a montr�e l'excellente approximation
d'un mbf via les sommes cumul�ees d'un bgf, nous conseillons d'utiliser la m�ethode de Wood
et Chan, en vertu de sa rapidit�e de calculs, pour simuler un mbf.

Param�etre de Hurst
M�ethode de simulation H=0.1 H=0.3 H=0.5 H=0.7 H=0.9

Inc1 72.0 % 89.0 % 97.0 % 83.0 % �
Mandelbrot et al.

Db4 92.0 % 93.0 % 96.0 % 3.0 % 0.0 %

Inc1 69 % 2.5 % 0 % 0 % �
Sellan et al.

Db4 87.0 % 22.0 % 20.0 % 7.5 % 0.0 %

Inc1 97.5 % 94.5 % 93.0 % 91.0 % �
Choleski

Db4 93.0 % 96.5 % 94.5 % % 97.5 % 93.0 %

Inc1 50.5 % 79.5 % 97.0 % 63.5 % �
Levinson

Db4 85.0 % 93.5 % 99.0 % 89.0 % 0.0 %

Inc1 94 % 93.5 % 92.5 % 92.0 % �
Wood et al.

Db4 94.5 % 96.5 % 96.5 % 97.5 % 100 %

Tab. A.2 { R�esultats du taux de recouvrement en pourcentage des intervalles de con�ance au
niveau 95% pour di��erentes m�ethodes de simulation.



Annexe

B Quelques estimateurs du

param�etre de Hurst

B.1 Introduction et position du probl�eme

Cette annexe a pour but de dresser une liste non exhaustive des estimateurs du param�etre
d'autosimilarit�e, de pr�esenter quelques simulations et de d�ecrire bri�evement la bô�te �a outils
d�evelopp�ee sous le logiciel S-plus 3.4 regroupant l'ensemble des proc�edures d�ecrites dans les
Annexes A et B.
Nous distinguons quatre approches pour aborder l'identi�cation du mbf :

� M�ethodes spectrales : log-p�eriodogramme, variante de Robinson.

� Maximum de vraisemblance : estimateur de Whittle.

� M�ethodes temps-�echelle : d�ecomposition en ondelettes du mbf.

�M�ethodes temporelles : nombre de franchissements d'un niveau donn�e, variations discr�etes.

Encore une fois cette liste n'est pas exhaustive (la m�ethode R=S ou la m�ethode bas�ee
sur le corr�elogramme, par exemple, n'ont pas �et�e consid�er�ees) mais pr�esente les di��erentes
mani�eres entreprises pour identi�er le mod�ele mbf. Par la suite, nous supposerons dispo-
ser d'un �echantillon BH;C d'un mbf non standard de taille N , aux instants i=N pour i =
0; : : : ; N � 1; X d�esignera le vecteur des accroissements de BH;C et le coeÆcient d'�echelle C
sera suppos�e inconnu.

B.2 M�ethodes spectrales

Les m�ethodes spectrales sont des m�ethodes semi-param�etriques. Nous les pr�esentons
bri�evement, ici, car elles ont �et�e largement utilis�ees dans la litt�erature pour estimer le pa-
ram�etre d'autosimilarit�e d'un mbf, e.g. Beran [20].

B.2.1 Log-p�eriodogramme

Cette premi�ere approche consiste �a exploiter d'une part la signature du bgf, f(�) �
cf j�j1�2H, quand j�j ! 0, et d'autre part le fait que le p�eriodogramme d�e�ni par

IN(�) =
1

2�N

���� N�1X
t=0

X(t) e�it�
����2 ; pour � = �k;N =

2�k

N
;

est un estimateur asymptotiquement sans biais de la densit�e spectrale. Il suÆt alors de re-
marquer que

log E
�
IN(�)

� ' log cf + (1� 2H) log(j�j) ;
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soulignant la lin�earit�e en H de log E(IN (�)) dans un voisinage de z�ero. Soient 1 � m1 <

m2 � N� = [N � 1=2], d�e�nissons b�N l'estimateur d�eduit de la r�egression lin�eaire sur�
log(�k)

	
m1�k�m2

de
�
log(IN(�k))

	
m1�k�m2

, on obtient alors un estimateur de H par la
relation bHN(m1; m2) =

1

2
(1� b�N) :

Si m1 et m2 satisfont
p
m2 log(m2)=m1 + m1 log

2(N)=m2 ! 0 ; Geweke et Porter-Hudak
[44] exposent le r�esultat suivant (sans en donner une preuve rigoureuse):

p
m2

log(N)

� bHN(m1; m2)�H
� L�! N (0;

�2

6
) : (B.1)

B.2.2 Variante de Robinson

En notant F (�) =
R �
0 f(�)d�, Robinson [82] remarque l'existence d'une relation log-

lin�eaire entre deux valeurs de F (�). Soit q 2]0; 1[, on a, F (q�)
F (�) � q2�2H , lorsque j�j ! 0. En

estimant F (�k;N) par

bF (�k;N) =
2�

N

[N�k;N=2�]X
j=1

IN(�j;N); pour k = m1; : : : ; m2 ;

on en d�eduit un estimateur de H :

bHN(q;m1; m2) = 1 � 1

2 log(q)
log

( bF (q�m2;N)bF (�m2;N)

)
:

Pour 1=2 < H < 3=4, Lobato et Robinson [67] exhibent la valeur optimale de q par simula-
tions. Ajoutons qu'en choisissantm1 etm2 comme pr�ec�edemment, on peut obtenir un r�esultat
de normalit�e asymptotique identique �a (B.1).

B.3 Maximum de vraisemblance : estimateur de Whittle

Appliqu�e �a notre mod�ele, la m�ethode consiste �a maximiser la log-vraisemblance du bgf

de param�etre � =
� �2�

2� ; H
�
, o�u �2� est la variance de l'innovation, donn�e par :

LN(x; �) = �N
2
log(2�)� 1

2
log jdet(G)j � 1

2
xtG�1x ;

o�u G = G(�) d�esigne la matrice du bgf �echantillonn�e. L'impl�ementation informatique met
en �evidence deux diÆcult�es : premi�erement les calculs de G�1 et log jdet(G)j sont parti-
culi�erement lents et \chers", et deuxi�emement G est extrêmement mal conditionn�ee. Pour
contourner ces diÆcult�es une approximation de la vraisemblance s'est impos�ee,e.g. Beran
[20], donnant naissance �a un nouvel estimateur appel�e estimateur de Whittle et explicite-
ment donn�e par :

bHN = argmin
H

N�X
j=1

IN(�j;N)

f( �j;N ; (1; H) )
;
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o�u f(�; (1; H)) d�esigne la densit�e spectrale de param�etres (1; H) du bgf, et IN(�) le p�eriodogramme
empirique. Il est d�esormais bien connu,e.g. Beran [20], que bHN tend presque sûrement vers
H , et v�eri�e le r�esultat de normalit�e asymptotique suivant :

p
N
� bHN �H

� d�! N
�
0;

2

D

�
; avec D =

1

2�

Z �

��

�
@

@H
log f(x; �)

�2

dx :

Malgr�e ces performances, l'estimateur de Whittle sou�re d'être lent �a l'ex�ecution, biais�e pour
de petits �echantillons, et tr�es sensible �a un bruit blanc additif. Pr�ecisons �egalement qu'il
existe une version semi-param�etrique de l'estimateur de Whittle. Nous restreignant au cadre
param�etrique du mbf, nous ne la pr�esentons pas et renvoyons pour cela le lecteur �a Taqqu et
al. [91].

B.4 M�ethode temps-�echelle : d�ecomposition en ondelettes

Soit f j;k(t) = 2�j=2 0(2�jt � k); j = 1; : : : ; J; k 2 Zg la famille d'ondelettes, g�en�er�ees �a
partir d'une ondelette m�ere  0, elle-même d�e�nie via une analyse multir�esolution, voir [35].
Nous noterons < BH;C ;  j;k > les coeÆcients de la DWT (discrete wavelet transform). Deux
raisons permettent d'expliquer l'utilisation de la transform�ee en ondelette pour l'identi�cation
du mbf :

1. Autosimilarit�e des coeÆcients d'ondelettes : l'autosimilarit�e du mbf assure que la va-
riance des coeÆcients s'�ecrit :

E
�
< BH;C ;  j;k >

2
�
=

1

2
2j(2H+1) C

2

N2H

Z
R2
ju� vj2H (u) (v)dudv = KH 2j(2H+1) ;

o�u < :; : > d�esigne le produit scalaire de L2(R).

2. La transform�ee en ondelette d�ecorr�ele l'�echantillon du mbf. En e�et, en notant M le
nombre de moments nuls de l'ondelette m�ere, Flandrin et al. [1], par exemple ont montr�e
que lorsque jj � j0j ! +1

E
�
< BH;C ;  j;k > < BH;C ;  j0;k0 >

�
= O� j2jk � 2j

0

k0j2(H�M)
�
:

De mani�ere identique aux m�ethodes spectrales, on peut alors remarquer la lin�earit�e en H de
log2 E(< BH;C ;  j;k >

2),

log2 E
�
< BH;C ;  j;k >

2
�
= j(2H + 1) + log2(KH) :

Il suÆt alors d'estimer le E(< BH;C ;  j;k >
2) par le moment empirique d'ordre 2,

�j = 2�j
2j�1X
k=0

< BH;C ;  j;k >
2 ;

pour d�eduire un estimateur deH par la r�egression lin�eaire de
�
log2(�j)

	
j1�j�j2 sur fjgj1�j�j2 ,

o�u [j1; j2] repr�esente la gamme de r�esolutions utilis�ees. Abry et al. [3] ont r�ecemment am�elior�e
cette m�ethode. Soit � le vecteur du bruit d�e�ni par

�j = log2(�j)� (2H + 1)j � log2(KH) ; pour j = j1; : : : ; j2
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les auteurs cit�es montrent que

E( �j ) =
	(2j�1)
log 2

� (j � 1) et Var( �j ) =
�(2; 2j�1)
(log 2)2

;

o�u 	 est la fonction Digamma d�e�nie par 	(t) = �0(t)
�(t)

, et o�u �(2; t) est la fonction Zeta de
Riemann g�en�eralis�ee. Un nouvel estimateur de H est alors d�eduit de la r�egression lin�eaire de�
log2(�j) � E(�j )

	
j1�j�j2 sur fjgj1�j�j2 , pond�er�ee par

�
Var(�j)

	
j1�j�j2 . D'un point de

vue pratique, ajoutons que la librairie Wavethresh() de S-plus a �et�e utilis�ee pour �evaluer les
coeÆcients d'ondelettes du mbf.

B.5 M�ethodes temporelles

B.5.1 Nombre de franchissements de z�ero du bgf

Le caract�ere lisse de la fonction de covariance du bgf assure la convergence du temps
local, Aza��s [7]. Feuerverger et al. [41] se basent sur ce r�esultat pour estimer l'exposant de
H�older d'un processus gaussien non di��erentiable, en comptant le nombre de franchissements
d'un niveau donn�e. Nous pr�esentons une version simpli��ee de cet estimateur. D�e�nissons le
nombre moyen de franchissements de z�ero du bgf �echantillonn�e par la statistique :

SN =
1

N � 1

N�2X
i=0

1I
�
X(i=N)X(i+ 1=N) < 0

�
;

o�u 1I(�) d�esigne la fonction indicatrice. L'ergodicit�e des accroissements et un calcul int�egral

suÆsent �a montrer que : SN
p:s:�! �=� ; avec � d�e�ni, en notant r = 22H�1 � 1, par

o�u � =

�
arctan((1� r2)1=2=r) si r > 0

�=2 + arctan(�r=(1� r2)1=2) sinon,
:

Supposons que l'on connaisse a priori � = sgn(H� 1
2), nous pouvons alors facilement d�eduire

l'estimateur suivant bHN =
1

2

�
1 + log2

�
1 + �j cos(�SN)j

� 	
:

Ajoutons que pour 0 < H < 3=4, bHN est asymptotiquement gaussien avec la vitesse de
convergence 1=

p
N , cf. Ho et Sun [51].

B.5.2 Variations discr�etes du mbf

Cette approche est enti�erement d�evelopp�ee dans le Chapitre 2, nous y renvoyons donc le
lecteur int�eress�e.

B.6 Quelques simulations

Nous nous proposons d'illustrer les m�ethodes pr�esent�ees dans les Annexes A et B �a travers
quelques simulations. Pour une taille d'�echantillon de N = 1000, nous avons g�en�er�e 50 tra-
jectoires de mbf standard de param�etre H = 0:9, discr�etis�es uniform�ement sur [0; 1[, par les
m�ethodes de Mandelbrot (discr�etisation de la repr�esentation stochastique du mbf), de Sellan
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et al., de Choleski, de Levinson et de Wood et Chan. Les fonctions S-plus associ�ees sont res-
pectivement mvnFBM(), waveFBM(), cholFBM(), levFBM(), et circFBM(), voir Section B.7.
Pour chaque trajectoire, nous calculons les estimateurs de H par les m�ethodes d�ecrites dans
les Sections B.2 �a B.5.2. Des diagrammes �a moustaches, Fig.B.1, Fig.B.2 et Fig.B.3 illustrent
les r�esultats. La valeur �elev�ee du param�etre de Hurst met en �evidence plusieurs points faibles
des diverses m�ethodes de simulation et d'estimation discut�ees dans les sections pr�ec�edentes.

B.7 Scripts S-plus

L'ensemble de ce travail a �et�e r�ealis�e avec le logiciel S-plus 3.4. Le tableau Tab.B.1
r�esume cette �etude : �a chaque m�ethode correspond un nom d'appel sous S-plus, les param�etres
n�ecessaires, et �eventuellement les sous-programmes reli�es. Nous conseillons �a l'utilisateur de
�xer pr�ecis�ement les param�etres d'entr�ees de chaque proc�edure. Par exemple, pour g�en�erer
un mbf standard de longueur N et de param�etre H = 0:8 par la m�ethode de Wood et Chan,
on �ecrira circFBM(n=1000,H=0.8). Par d�efaut, plotfBm=1 la trajectoire r�esultante sera donc
trac�ee. En�n pr�ecisons que la fonction waveST() estimant le param�etre H par une m�ethode
d'ondelette a �et�e impl�ement�ee en utilisant la librairie Wavethresh(), disponible gratuite-
ment �a l'adresse suivante http ://www.stat.cmu.edu/S/. Cette librairie ne permettant que
la d�ecomposition d'un signal de longueur une puissance de deux, pour un signal de taille
quelconque nous avons miroit�e les donn�ees jusqu'�a la puissance de deux suivante.

B.8 Adresses WEB

Les Annexes A et B constituent un article accept�e au Journal of Statistical Software
(Vol.5, 2000), disponible sur le WEB l'adresse suivante : http://www.jstatsoft.org/.

D'autres adresses WEB traitant les mêmes sujets :

� http://www-syntim.inria.fr/fractales , bô�te �a outils d'analyse fractale pour le
traitement du signal sous matlab.

� http://www.ens-lyon.fr/~pabry/OT22HTML , serveur de l'Op�eration Th�ematique 2.2
du GdR PRC ISIS Ondelettes et fractales pour le traitement du signal et des images.

� http://www.maths.unsw.edu.au/~grace, pro�cedures de simulation de processus gaus-
siens stationnaires et de champs gaussiens stationnaires en FORTRAN (page person-
nelle de G.Chan).

jbullet http://www.stat.cmu.edu/S/, bô�te �a outils S-plus de Beran pour la simulation
et l'identi�cation de processus �a longue m�emoire.
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0.7
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0.7
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0.8
0

0.8
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0.9
0

1 2 3 4 5 6 7 8

Mandelbrot’s method

1 ---- perST
2 ---- peragST
3 ---- whittST
4 ---- waveST
5 ---- lc0ST
6 ---- VaPk01ST
7 ---- VaPkolST
8 ---- VaPkglST

0.8
0.9

1.0
1.1

1 2 3 4 5 6 7 8

Wavelet’s method

1 ---- perST
2 ---- peragST
3 ---- whittST
4 ---- waveST
5 ---- lc0ST
6 ---- VaPk01ST
7 ---- VaPkolST
8 ---- VaPkglST

Fig. B.1 { Diagrammes �a moustaches des estimateurs de H bas�es sur 50 trajectoires du mbf
simul�ees par la m�ethode de Mandelbrot et par synth�ese d'ondelettes.



Annexe B Quelques estimateurs du param�etre de Hurst 143

0.8
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1.0
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1.0
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1.1
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1.1
5

1 2 3 4 5 6 7 8

Choleski’s method

1 --- perST
2 --- peragST
3 --- whittST
4 --- waveST
5 --- lc0ST
6 --- VaPk01ST
7 --- VaPkolST
8 --- VaPkglST

0.8
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0.8
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0.9
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0.9
5
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1.0
5

1 2 3 4 5 6 7 8

Levinson-Choleski’s method

1 ---- perST
2 ---- peragST
3 ---- whittST
4 ---- waveST
5 ---- lc0ST
6 ---- VaPk01ST
7 ---- VaPkolST
8 ---- VaPkglST

Fig. B.2 { Diagrammes �a moustaches des estimateurs de H bas�es sur 50 trajectoires du mbf
simul�ees par les m�ethodes de Choleski et de Levinson.
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1 2 3 4 5 6 7 8

Wood-Chan’s method

1 ---- perST
2 ---- peragST
3 ---- whittST
4 ---- waveST
5 ---- lc0ST
6 ---- VaPk01ST
7 ---- VaPkolST
8 ---- VaPkglST

Fig. B.3 { Diagrammes �a moustaches des estimateurs de H bas�es sur 50 trajectoires du mbf
simul�ees par la m�ethode de Wood et Chan
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Nom d'appel S-plus Objet

mvnFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) M�ethode de Mandelbrot

waveFBM(n= ,H= ,J= ,plotfBm= ) Synth�ese d'ondelettes :
subroutine : convol(x,y) int�egration fractionnaire d'une AMR

G�en�erateurs

cholFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) D�ecomposition de Choleski
du de la matrice de covariance.

levFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) Algorithme de Levinson pour
mbf les matrices de Toeplitz

circFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) M�ethode de la matrice circulante
de Wood et Chan

perST(fBm= ,m1= ,m2= ,llplot= ) Log-p�eriodogramme

peraggST(fBm= ,q= ,m1= ,m2= ) Variante de Lobato et Robinson

whittST(fBm= ,Hprel= ) Estimateur de Whittle
subroutine : spdFGN(Htry= ,n= )

waveST(fBm= ,j1= ,j2= ,llplot= ) D�ecomposition en ondelette

Estimateurs lc0ST(fBm= ,sign= ) Franchissements de 0 du bgf

VaPk01ST(fBm= ,k= ,a= ,Hprel= ) k-�eme moment absolu empirique
de subroutine : piaH(a= ,H= ,i= ) des variations discr�etes

du mbf standard

H VaPkolST(fBm= ,k= ,a= ,M= ,llplot= ) k-�eme moment absolu empirique
subroutine : piaH(a= ,H= ,i= ) des variations discr�etes du mbf :

moindres carr�es ordinaires

VaPkglST(fBm= ,k= ,a= ,M= ,llplot= ) k-�eme moment absolu empirique
subroutine : piaH(a= ,H= ,i= ) des variations discr�etes du mbf :

rhoadil(a,H,j,m1,m2) moindres carr�es g�en�eralis�es

Tab. B.1 { R�esum�e des m�ethodes de synth�ese et d'analyse impl�ement�ees sous le logiciel S-plus
pour le mbf.





Annexe

C Simulation d'un mouve-

ment brownien multifrac-

tionnaire

C.1 Introduction et position du probl�eme

Cette annexe vise �a extraire une m�ethode correcte pour simuler un mouvement brownien
multifractionnaire (nous pr�eciserons un peu apr�es le sens de m�ethode correcte). L'objectif
est d'obtenir la trace d'un mbm de fonction de Hurst H 2 C�([0; 1]) (v�eri�ant suptH(t) <
min(1; �)), aux instants i=N pour i = 0; : : : ; N � 1. Nous noterons W la discr�etisation du
mbm sur une grille uniforme de [0; 1[ de taille N et dont la structure de covariance est

donn�ee par (5.3), et fW une trajectoire discr�etis�ee simul�ee aux mêmes instants. La diÆcult�e
d'un tel probl�eme provient de la non-stationnarit�e du mbm �a n'importe quel ordre, cf. (5.3),
contrairement au mbf (pour ce dernier processus, il est bien connu que les accroissements
sont stationnaires). Nous renvoyons �a Beran [20], Jenane et al. [59] ou aux Annexes A et
B pour un tour d'horizon des m�ethodes de simulation du mbf. En ce qui concerne notre
mod�ele, du fait de la non-stationnarit�e du processus, la matrice de covariance n'est plus �a
caract�ere Toeplitz. Il nous est donc impossible d'utiliser directement des m�ethodes adapt�ees
aux processus gaussiens stationnaires, telles que la m�ethode de Levinson,e.g. Peltier [77]
ou la m�ethode de la matrice circulante initialement propos�ee par Davis et Harte [36] et
am�elior�ee r�ecemment par Wood et Chan [97]. Un processus gaussien centr�e �etant enti�erement
d�etermin�e par sa structure au second ordre, il n'existe �a notre connaissance qu'une seule
m�ethode exacte en th�eorie; il s'agit de la m�ethode de Choleski, n�ecessitant comme son nom
l'indique la d�ecomposition de Choleski de la matrice de covariance. Cette proc�edure n�ecessite
un coût de calculs tr�es �elev�e en O(N3), ce qui la rend particuli�erement lente d�es que N >
1000, ce qui parâ�t une taille d'�echantillon moyenne au regard de la complexit�e du mod�ele.
C'est pourquoi nous avons voulu examiner deux approches plus rapides, l'une propos�ee par
Peltier et L�evy-V�ehel [77] l'autre par Wood et Chan [99]. Ces approches constituent des
approximations, il nous a donc sembl�e important de mesurer th�eoriquement l'erreur commise
sur la structure de covariance sur quelques exemples a�n de pouvoir �eventuellement valider
l'une ou l'autre m�ethode. Il s'agit donc de regarder les valeurs de la fonction E d�e�nie sur
f0; : : : ; N � 1g � f0; : : : ; N � 1g par

E(i; j) =

��������
E

�
W
�
i
N

�
W
�
j
N

��
� E

�fW �
i
N

�fW �
j
N

��
E

�fW �
i
N

�fW �
j
N

��
�������� :
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Ces m�ethodes ont �et�e �etudi�ees sous les logiciels S-plus et Matlab (pour la m�ethode de
Choleski). Commen�cons par d�ecrire ces m�ethodes ainsi que le calcul th�eorique de l'erreur
commise dans le cas des approximations.

C.2 M�ethode de Choleski

D�esignons par GH la matrice de covariance du mbm standard aux instants i=N pour
i = 0; : : : ; N � 1, et G0H la même matrice priv�ee de sa premi�ere ligne et de sa premi�ere
colonne. Puisque E(W (t)W (0)) = 0; 8t 2 R+, nous pouvons nous ramener �a simuler un
vecteur gaussien de matrice de covariance G0H . G0H �etant sym�etrique d�e�nie positive, nous
pouvons facilement g�en�erer un mbm en calculant la d�ecomposition de Choleski d'une part,
G0H = LLt (L triangulaire inf�erieure), en simulant un vecteur de N � 1 variables al�eatoires

i.i.d de loi N (0; 1), et en e�ectuant au �nal le produit matriciel LZ. En d�e�nissant fW par

ce produit, il vient imm�ediatement que E(fWfW t) = E((LZ)(LZ)t) = G0H. Nous obtenons une
trajectoire discr�etis�ee d'un mbm aux instants j=N; j = 0; : : : ; N � 1 en compl�etant fW avec

la valeur fW (0) = 0.

Cette m�ethode a �et�e impl�ement�ee sous le logiciel Matlab, logiciel particuli�erement stable
pour les probl�emes num�eriques d'alg�ebre lin�eaire. Pour certaines fonctions de Hurst, le condi-
tionnement de la matrice de covariance est tr�es �elev�e, �a tel point que le logiciel S-plus estime
que la matrice de covariance n'est pas de rang plein, et même poss�ede des valeurs propres
n�egatives, ce qui contredit le fait que la fonction de covariance du mbm constitue un noyau
hermitien de type positif ([75] p.34).

C.3 Approximation de Peltier et L�evy-V�ehel

Peltier et L�evy-V�ehel [77] s'appuient sur la propri�et�e (5.5) : localement le mbm est un mbf,
et proposent de simuler une trajectoire de mbm en simulant N mbfs de param�etre H(i=N)
pour i = 0; : : : ; N � 1, ayant les mêmes entr�ees gaussiennes, puis de poser

fW �
i

N

�
= B

H( i
N )

�
i

N

�
; i = 0; : : : ; N � 1:

En ce qui concerne la m�ethode de simulation du mbf, nous pr�econisons la m�ethode d�evelopp�ee
par Wood et Chan [97] dite m�ethode de la matrice circulante. En e�et, cette m�ethode est
exacte, particuli�erement rapide, stable et la plus performante parmi l'ensemble des m�ethodes
classiques (nous renvoyons le lecteur aux Annexes A et B pour une �etude comparative). En
outre, nous disposons d'une expression analytique pour la fonction E. Rappelons bri�evement
cette m�ethode : il s'agit de simuler un mbf de param�etre H via les sommes cumul�ees d'un
bruit gaussien fractionnaire (bgf), not�e eXH. Et pour g�en�erer ce dernier, l'id�ee est de plonger
la matrice d'autocovariance du mbf (i.e. la matrice de covariance de eXH) dans une matrice
circulante CH , de taille m une puissance de 2, diagonalisable dans la base de Fourier. Pour
r�esumer les di��erentes �etapes, d�etaill�ees dans [97], le vecteur simul�e est d�e�ni par :

eXH

�
j

N

�
=

m�1X
k=0

p
�H(k) Zk e

�2i� jk
m ;
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o�u

Zk =

8>>><>>>:
1p
m
U; si k = 0

1p
m
V; si k = m=2

1p
2m

(Uk + iVk) ; si 0 < k < m=2
1p
2m

(Uk � iVk) ; si m=2 < k < m

;

avec U; V; fUk; Vk; k = 1; : : : ; m=2� 1g i.i.d. de loi N (0; 1). Le r�eel �H(k) d�esigne la k-�eme
valeur propre de la matrice circulante CH �evalu�ee �a l'aide de la �t :

�H(k) =
m�1X
`=0

cH(`) e
�2i� k`

m ;

o�u

cH(`) =

�


�
`
N

�
si 0 � ` � m=2



�
m�`
N

�
si m=2 < ` � m� 1

; et 
(k) =
1

2

�jk � 1j2H � 2jkj2H + jk+ 1j2H� :
En utilisant ces notations, on montre que la structure de covariance de deux bgfs de pa-

ram�etres Hi = H
�
i
N

�
et Hj = H

�
j
N

�
, pour i; j 2 f0; : : : ; N � 1g, est donn�ee par :

E

� eXHi

�
i0

N

� eXHj

�
j0

N

� �
= bvij �jj0� i0j� ; pour i0; j 0 2 f0; : : : ; N � 1g;

o�u bvij d�esigne la �t discr�ete du vecteur vij d�e�ni par vij(k) = �Hi(k)
1=2�Hj(k)

1=2. En
cons�equence, la structure de covariance du vecteur simul�e est explicitement donn�ee par :

E

� fW� i
N

�fW� j
N

� �
=

iX
i0=0

jX
j0=0

bvij �jj0� i0j�; pour i; j 2 f0; : : : ; N � 1g: (C.1)

C.4 Approximation de Wood et Chan

Dans [98], Wood et Chan g�en�eralisent leurs travaux expos�es dans [97] et parviennent �a
simuler de mani�ere exacte des champs de vecteurs gaussiens stationnaires. Les auteurs se
basent sur cette approche pour proposer dans [99] une approximation du mbm. L'id�ee est de
simuler U bgfs Y1; : : : ; YU aux instants 0; : : : ; N � 1, de param�etres d�etermin�es h1; : : : ; hU
(tels que 0 < h1 < : : : < hU < 1) corr�el�es, de structure de corr�elation

E ( Yu(j)Yv(k) ) =
g(hu; hv)

2

�
jj � k � 1jhu+hv � 2jj � kjhu+hv + jj � k + 1jhu+hv

�
;

pour j; k = 0; : : : ; N � 1 et u; v = 1; : : : ; U (g �etant donn�ee par (5.4)). Ceci est r�ealis�e par
l'algorithme pr�esent�e dans [98]. L'�etape suivante se r�esout �a construire les mbfs associ�es via
les sommes cumul�ees :

eBhu

�
j

N

�
=

1

Nhu
fY1(j) + : : :+ Yu(j)g :

L'�etape �nale consiste �a estimer les valeurs du mbm en j=N par une pond�eration des mbfs
corr�el�es pris dans un certain voisinage de j=N , soit

fW �
j

N

�
=

X
(v;k)2Nj

Æj;(v;k) eBhv

�
k

N

�
= Æj Z

t
j ; (C.2)
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avec Zj =
n eBhv

�
k
N

�
; (v; k) 2 Nj

o
. En pratique, les auteurs pr�econisent le choix du voisinage

suivant Nj = f(v; k); pour v = uj ; u
0
j et k = j�1; j; j+1g, avec les �eventuelles modi�cations

aux bords de l'intervalle [0; 1]. Les entiers uj et u
0
j sont choisis de telle mani�ere que huj ; hu0j

soient les deux valeurs les plus proches de H(j=N) parmi (h1; : : : ; hU). En�n, on choisit Æj
de mani�ere �a minimiser l'erreur quadratique moyenne en j=N , i.e.

Æj = E
�
ZjZ

t
j

��1
E (ZjW (j=N)) :

La structure de covariance du vecteur �nal est donc explicitement donn�ee par

E

� fW� i
N

�fW� j
N

� �
= Æi E

�
ZiZ

t
i

�
Æj : (C.3)

C.5 Qualit�e des approximations

A�n d'�evaluer la qualit�e des approximations, nous avons, dans un souci d'objectivit�e,
choisi des cas tests, i.e. des choix particuliers de la fonction de Hurst, pr�esents dans les
papiers de Peltier et L�evy-Vehel [77] d'une part, et Wood et Chan [99] d'autre part. Trois
fonctions ont �et�e �etudi�ees : une fonction lin�eaire (H1), une fonction �a caract�ere p�eriodique
(H2) et une fonction dite logistique (H3), d�e�nies sur [0; 1[ par :

H1(t) = 0:1 + (0:9� 0:1)t

H2(t) = 0:5 + 0:3 sin(4�t)

H3(t) = 0:3 + 0:3=(1+ exp(�100(t� 0:7)))

Ces trois fonctions ont d�ej�a �et�e introduites dans le Chapitre 5.
La �gure Fig.C.1 pr�esente un exemple de trajectoires simul�ees pour chacun des cas-tests

et chacune des m�ethodes pr�esent�ees. La taille de chaque s�erie est 1000. A l'oeil, toutes les
trajectoires rendent bien compte de la r�egularit�e prescripte. La �gure Fig.C.2 r�esume quant �a
elle la qualit�e des approximations sur la structure au second ordre du mbm : pour chaque cas
test nous avons repr�esent�e la covariance th�eorique du mbm, puis successivement les erreurs
relatives sur la structure au second ordre pour la m�ethode des mbfs et la m�ethode de Wood
et Chan. Ces calculs ont �et�e encore e�ectu�es pour la valeur N = 1000. Il ressort de ce
graphique que les deux m�ethodes cit�ees pr�ec�edemment sont de bonnes approximations, au
sens o�u l'erreur relative commise sur la structure au second ordre est assez faible (< 0:3 pour
les trois cas tests).

C.6 Conclusions

Pour les trois cas tests �etudi�es, nous conseillons d'utiliser la d�ecomposition de Choleski
lorsque la taille d'�echantillon n'est pas trop importante (de l'ordre de 1000), et indi��eremment
l'une ou l'autre m�ethode approximative lorsque la taille de l'�echantillon devient plus �elev�ee.
Ce choix est guid�e par le fait que la d�ecomposition de Choleski n�ecessite le stockage d'une
matrice carr�ee de taille N (taille de l'�echantillon), ce qui n'est pas raisonnable lorsque N est
�elev�e.

Ajoutons que les proc�edures ont �et�e impl�ement�ees sous Matlab pour la m�ethode de Cho-
leski et sous S-plus pour la m�ethode des mbfs et la m�ethode de Wood et Chan. Elles consti-
tuent une bô�te �a outils disponible �a l'adresse suivante :

ftp.imag.fr/pub/labo-LMC/SMS/SimulMBM.tar.gz
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D'autres adresses WEB traitant de la simulation du mouvement brownien multifraction-
naire :

� http://www-syntim.inria.fr/fractales , bô�te �a outils d'analyse fractale et multi-
fractale pour le traitement du signal sous matlab.

� http://www.maths.unsw.edu.au/~grace, proc�edure en FORTRAN de simulation du
mbm par approximation de champs gaussiens stationnaires (page personnelle de G.Chan).
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Fig. C.1 { Exemple de trajectoires de mouvements browniens multifractionnaires (de taille
N = 1000) pour trois types de fonction de Hurst
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Fig. C.2 { Covariances th�eoriques et erreurs relatives des approximations de la m�ethode des
mbfs et de la m�ethode de Wood et al. sur la structure au second ordre. Les mbms sont de
longueur 1000 et le pas de discr�etisation 0.05.
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R�esum�e
Dans cette th�ese, nous �etudions divers probl�emes statistiques li�es �a deux mod�eles pa-

ram�etriques stochastiques que sont le mouvement brownien fractionnaire (mbf) et le mouve-
ment brownien multifractionnaire (mbm). Le mbf a �et�e introduit en statistique �a partir de
1968 pour mod�eliser des ph�enom�enes autosimilaires (i.e. invariants par changements d'�echelle)
et des s�eries chronologiques exhibant une structure de d�ependance uniforme qui d�ecrô�t de
mani�ere hyperbolique avec le temps. Le mbm, apparu beaucoup plus r�ecemment, constitue
une extension du mbf au sens o�u la structure de d�ependance peut �evoluer au cours du temps:
l'autosimilarit�e n' est alors v�eri��ee qu' "asymptotiquement localement". L'objectif initial de
ce travail de recherche a �et�e l'identi�cation de ce dernier mod�ele. N�eanmoins, ce travail a
n�ecessit�e des connaissances th�eoriques constitu�ees par un traitement approfondi et pertinent
du mbf, tant sur la compr�ehension des r�esultats obtenus jusqu'alors que sur leurs extensions.

Nous commen�cons donc par d�evelopper des m�ethodes pour identi�er le mbf. Ces m�ethodes
sont bas�ees sur le k-�eme moment absolu empirique de variations discr�etes d'une seule trajec-
toire discr�etis�ee d'un mbf. Nous g�en�eralisons ce travail en d�eveloppant une estimation robuste
(vis-�a-vis d'un bruit gaussien additif) des param�etres, et pr�esentons quelques tests permet-
tant de valider le mod�ele. Nous d�emontrons ensuite un r�esultat d'alg�ebre lin�eaire concernant
l'inverse de matrices dont les coeÆcients d�ecroissent hyperboliquement en s'�eloignant de la
diagonale. Ce r�esultat s'av�ere fondamental pour exhiber le comportement asymptotique des
bornes de Cram�er-Rao des param�etres du mbf. Dans une derni�ere partie, nous proposons une
approche locale des r�esultats des premiers chapitres, et cela a�n d'identi�er le mbm.

Les r�esultats de cette th�ese sont illustr�es par des �etudes num�eriques et de nombreuses
simulations. En�n, trois annexes permettent au lecteur de se familiariser avec le probl�eme
d'identi�cation du mbf ainsi que le probl�eme de simulation de trajectoires discr�etis�ees de
processus gaussiens.

Mots-cl�es: processus fractionnaires, processus multifractionnaires, autosimilarit�e, iden-
ti�cation robuste, bornes de Cram�er-Rao, inversion de matrices localis�ees, simulation de tra-
jectoires discr�etis�ees d'un processus gaussien.

Abstract
This thesis deals with statistical problems related to two parametric models: the frac-

tional Brownian motion (fBm) and the multifractional Brownian motion (mBm). Firstly, we
develop methods for identifying a fBm. These methods are based on the k-th absolute empi-
rical moment of discrete variations of a discretized path of a fBm. We then extend this work
by developping a robust method (with respect to an additive Gaussian noise) estimation of
parameters, and present few tests for validating the model.
We also prove a linear algebra result concerning inverses of matrices with terms decreasing
hyperbolically far away from the diagonal. This result is fundamental to exhibit the asymp-
totic behavior of Cram�er-Rao bounds for the parameters of a fBm.
Finally, we propose a local approach of the results of the �rst chapters, in order to identify
the mBm, viewed as an extension of the fBm in the sense that the regularity of the process
varies with time.
Numerical studies and many simulations are provided to illustrate the results of this thesis.
Moreover, three appendices allow the reader to familiarize himself with the problem of fBm's
identi�cation and the simulation of discretized paths of Gaussian processes.

Keywords: fractional and multifractional processes, self-similarity, stable identi�cation,
Cram�er-Rao bounds, inverses of localized matrices, simulation of sample path of a Gaussian
process.


