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Notations :

I G :  Ensemble des k-uplets réels, d’entiers, d’entiers relatifs.
P, E, Var, Cov : Probabilité, espérance, variance, covariance.
v.a. :  variable aléatoire.
v.a.i.i.d. :  variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées.
[2] : Partie entiere d’un réel z.
i ; = 1, siz=7j et 0 sinon.
I'() :  Fonction Gamma.
|v]], v e RF :  Norme euclidienne sur R
Ig(-) :  Fonction indicatrice sur un ensemble F.
Mg (R) :  Ensemble des matrices carrées de taille K a coefficients réels.
AU AT pour A € Mg (R) @ Matrice transposée de A, inverse de A.

|A|, Tr(A), pour A€ Mg(R) : Déterminant de A, trace de A.

1
(z) = {(wnen {Spez ual}7? < 400}, p2 1.
Uy, ~ Up st im0 ij—z =1.
w, = O(vy,) st e >0, |uy| < v,
Uy, = o(vy,) st limy g ij—z =0.
Uy, X U, st Jey, e >0, cr|vg]| < Jug| < ezlvyl.
RN :  Convergence en probabilité.
p.s. ~
= Convergence presque siire.
L .
— Convergence en loi.

[t

Egalité en loi.






Chapitre
Introduction

Les processus autosimilaires, c’est-a-dire les processus invariants en loi par changement
d’échelle, ont connu un véritable essor cette deuxieme moitié de siecle tant sur l'aspect
théorique avec le développement de nombreux modeles stochastiques, que sur le point pra-
tique avec des domaines d’application nombreux et variés. Et pourtant, en observant les crues
et les sécheresses successives du Nil, ces phénomenes d’invariance étaient connus depuis bien
longtemps comme le souligne cette citation de la Bible (Genese, 41-29.30):

“Voict, il y aura sept années de grande abondance dans tout le pays d’Fqgypte. Sept années
de famine viendront apreés elles; et 'on oubliera toute cette abondance au pays d’FEgypte, et
la famine consumera le pays.”

Ce phénomene fut appelé Effet Joseph par Mandelbrot [70], et traduit un phénomene de
cycles, de persistance d’un systeme dans un état (sécheresse ou crue dans le cas du Nil).
Les premieres données raisonnables sont basées sur les mesures des minima du niveau du Nil
durant les années 622-1284, et ont été mises sur le devant de la scéne par Tousson en 1925
[92]; la Figure Fig. 1.1 représente les cumuls des minima du niveau du Nil recentrés sur cette
période de 663 années. Cette série chronologique a suscité une recherche importante et le
travail le plus probant est celui de ’hydrologiste H. Hurst [52]. En 1951, il a mis en évidence
un comportement particulier de la statistique R/S (rescaled adjusted range), constamment
utilisée en hydrologie, qui implique, entre autres, que la variance de la moyenne empirique
(calculée sur une série de longueur N), converge vers zéro avec une vitesse plus faible que
la vitesse N~!. Ce résultat découvert empiriquement fut en totale contradiction avec les
résultats classiques de I’époque pour les processus de Markov ou les processus mélangeants. Ce
comportement fut appelé par la suite Effet de Hurst par Mandelbrot et al. [69], qui justement
furent les premiers a tenter de modéliser ce nouveau phénomene, en introduisant pour cela
un processus stochastique appelé mouvement brownien fractionnaire (noté mbf), processus
déja étudié dans un contexte théorique sans I’avoir nommé ainsi par Kolmogorov [62], en
1940. Le mbf est I'unique processus gaussien, paramétré par (H,C') €]0, 1[xR™™, centré, nul
a origine, a accroissements stationnaires et autosimilaires de parametre H. Dans la suite
de document, nous nous référerons toujours a cette définition lorsque nous parlerons de mbf.
Nous laisserons de c6té les définitions alternatives discutées par Marinucci et al. [71], qui ont
conduit a certaines confusions dans la littérature économétrique. La notion d’autosimilarité
d’un processus est tres liée a la notion de fractale, objet mathématique introduit au début
du siecle par Julia, Cantor ou encore Haussdorff. De maniére simplifiée, une fractale est une
figure géométrique ou un ensemble de points au tracé fractionné et irrégulier, invariant par
changement d’échelle. Ceci se traduit d’un point de vue probabiliste: un processus X =

{X(t),t > 0} est dit autosimilaire de parametre H si Viq,...,t; € RT et V§ > 0

(X(1h),..., X(t2) £ (577X (610),..., 677X (514)) .
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Le mbf constitue une extension notable du mouvement brownien, en ce sens que les accrois-
sements du mbf ne sont plus indépendants. Leur structure de covariance décroit hyperboli-
quement avec le temps. Le mbf est un modele tres particulier car le parametre H également
appelé parametre de Hurst ou parametre fractionnaire, est lié & différentes notions. Outre la
notion d’autosimilarité que nous avons déja signalée, le parametre H gere la régularité des
trajectoires du processus. En effet, la dimension fractale du mbf vaut presque sirement 2— H.
Cette derniere propriété est intéressante car elle traduit le fait que le mbf permet d’obtenir
des trajectoires plus irrégulieres que celles du mouvement brownien lorsque H < 1/2, et in-
versement plus régulieres lorsque H > 1/2. Enfin, et nous le verrons un peu plus en détail
dans le Chapitre 2, le parametre H gere la décroissance hyperbolique de la fonction d’au-
tocovariance du mbf (notée v(-) par la suite). On montre, en effet, que v(k) = O(|k|*~2).
Le processus des accroissements, défini sur RT, définit alors un processus & longue mémoire
lorsque H > 1/2 car (-) n’est pas sommable pour cette valeur du parametre.

Depuis le travail pionnier de Mandelbrot, le mouvement brownien fractionnaire a été
utilisé comme outil de modélisation dans de nombreuses situations: en hydrologie [68], en
turbulence [87], [43], en climatologie, e.g. [20], en économie [47], [37], en imagerie médicale
[63], [56], [58], en réseaux de télécommunications, e.g. Willinger et al. [96], ou encore pour
modéliser des courbes de charge électrique [72], [9].

Occultons pour un court moment les problemes statistiques que peut soulever une telle
modélisation (identification, prédiction, validation du modele ... ) pour mettre en avant un
des aspects limités du mouvement brownien fractionnaire. Considérons toujours les données
du Nil, et focalisons-nous plus particulierement sur les cent premieres observations. A premiere
vue, ces premieres observations semblent fluctuer de maniere plus indépendante que les cing
cents suivantes, autrement dit le phénomene de persistance nettement visible apres les années
720, est absent pour les premieres données. Cette impression est confirmée par Beran qui,
dans [21], a montré sous la forme d’un test statistique, que la variabilité de I’estimation de
I’exposant fractionnaire sur les deux sous-séries était significative. Il montre ainsi que cette
fluctuation des premieres données n’est pas due au hasard mais a un réel changement de la
structure de dépendance. Ainsi, I’exposant fractionnaire associé aux données du Nil n’est pas
constant mais semble bien évoluer au cours du temps, ce qui nous amene a nous poser la
question suivante : un modele controlant “localement” la structure de dépendance ne serait-il
pas plus adéquat?

Ce comportement ne constitue pas un phénomene isolé. D’autres situations semblent
nécessiter I’évolution de I’exposant fractionnaire, comme l'illustre ’exemple ci-apres, issu de
la biomécanique. Le probleme en question consiste en I’étude du systeme de contréle de
la posture d’un individu debout au repos, en utilisant des plates-formes qui mesurent la
trajectoire du centre de poussée (CP) ou du centre de gravité (CG), et a pour objectif de
juger de la qualité des réflexes. Collins et De Luca [31], d’une part, et Rougier [83], [84],
d’autre part, ont analysé la projection sur I'un des deux axes (du systéme orthonormé centré
sur les pieds de l'individu) de la trajectoire du CP au cours du temps, et ont ainsi pu mettre
en évidence deux phases: une premiere trés rapide (en moyenne < 0.4 seconde) ou l'individu
est en retard par rapport a ses perceptions sensorielles, contréle mal sa position et a tendance
a s’écarter davantage de son état d’équilibre, et une seconde au cours de laquelle il integre
rapidement les informations sensorielles et corrige presque instantanément sa position pour
la ramener a un état d’équilibre. Collins et De Luca [31] ont proposé de modéliser ces deux
phases de la trajectoire du CP par un mbf, du fait de I’apparence autosimilaire des trajectoires
interpolées obtenues: a la premiere phase pourrait correspondre un phénomene modélisé par
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un mbf de parametre H > 1/2 et a la seconde phase plus irréguliere un phénomene modélisé
par un mbf de parametre H < 1/2.

L’exemple des données du Nil ainsi que celui issu de la biomécanique montrent que dans
certaines situations, il peut étre intéressant d’autoriser un systeme a changer de régime, de
permettre a la structure de dépendance d’évoluer dans le temps. Frisch [43] expose également
quelques situations identiques. Il semble donc naturel de développer un modele stochastique
susceptible de décrire de telles évolutions. Ceci a été entrepris parallelement par Peltier et al.
[77], et Benassi et al. [16]: ils introduisent le mouvement brownien multifractionnaire (noté
mbm), extension du mouvement brownien fractionnaire au sens ou les parametres régissant
le mbf (en particulier le parameétre d’autosimilarité H) deviennent des fonctions du temps.
L’intéréet d’un tel modele réside, comme le montrent les auteurs précités, dans le fait que ’on
peut controler localement la régularité des trajectoires. Autrement dit, le mbm permet d’étre
en adéquation avec des phénomenes qui, par exemple, seraient de plus en plus persistants, de
plus en plus antipersistants ou encore des phénomenes qui passeraient d’un état antipersistant
a un état persistant.

Traiter d’un point de vue statistique ce genre de phénomene, a été 'objectif initial de ce
travail de recherche. Néanmoins, ce travail a nécessité des connaissances théoriques constituées
par un traitement approfondi et pertinent du mbf, tant sur la compréhension des résultats
obtenus jusqu’alors que sur leurs extensions. Ce mémoire se décompose donc en deux grandes
parties. Les Chapitres 2 & 4 traitent de I'inférence statistique pour le mouvement brownien
fractionnaire, et le Chapitre 5 de I'inférence statistique pour le mouvement brownien multi-
fractionnaire.

Partie 1: Inférence statistique pour le mouvement brownien fractionnaire:

Précisons avant toute chose, que nous travaillons sur un espace probabilisé (2, A, P).

o Ce second chapitre développe des méthodes pour identifier le mbf. L’approche considérée
consiste a filtrer une seule trajectoire discrétisée d’un mbf observée sur un compact, et d’es-
timer les parameétres par une méthode de moments. Nous verrons que le filtrage de la trajec-
toire discrétisée a pour effet de détruire la longue dépendance. Ainsi, un filtre adapté permet
d’éviter la dichotomie des comportements asymptotiques des estimateurs lorsque H < 3/4
et H > 3/4 (e.g. Poggi et al. [80], Peltier et al. [76], Beran [20]), provenant du fait que la
fonction de covariance des accroissements du mbf met en défaut le théoreme central limite
de Breuer et Major [22] valable pour les fonctionnelles non linéaires de processus gaussiens.
Nous verrons dans quel sens nous uniformisons et généralisons, pour le mbf, les travaux de
Poggi et al. [80], d’Higuchi [50], d’Istas et al. [55], de Kent et al. [60] et de Peltier et al.
[76], en étudiant le k-éme (k € R™*) moment absolu empirique des variations discrétes d’une
trajectoire discrétisée d’un mbf. Nous distinguons le cas mbf standard, processus pour le-
quel C' = 1, du cas non standard, H et (' inconnus. En supposant le processus discrétisé
en i/N,i=0,...,N — 1, nous montrons, entre autres, que les estimateurs développés de H
convergent en loi vers une loi gaussienne avec la vitesse de convergence 1/v/N log(N), dans
le cas standard, et 1/v/N, dans le cas non standard, et ce quel que soit H €]0, 1].
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Pour I’ensemble des estimateurs développés, nous obtenons une expression analytique des
constantes asymptotiques des variances, ce qui permet une comparaison efficace, vis-a-vis
du choix du filtre et du réel k, entre autres. Une étude par simulation est ensuite menée,
illustrant ainsi les performances des procédures. Enfin, une comparaison approfondie avec
Pestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) est entreprise. Cette étude montre, entre
autres, que les estimateurs développés ont ’avantage d’étre tres rapidement calculables et de
se comporter tout aussi bien que 'EMYV pour des séries courtes. Ceci est tres intéressant car,
rappelons-le, notre souci n’est pas de développer des estimateurs pour le modele paramétrique
que constitue le mbf, et pour lequel il est bien évident que 'EMV est le plus performant, mais
de sélectionner une méthode qui permettra d’estimer localement 'exposant fractionnaire. Ce
chapitre s’inscrit dans un cadre paramétrique, car nous développons des estimateurs pour les
parametres d’un mbf. Le cadre semi-paramétrique, trés largement évoqué dans la littérature,
e.g. Beran [20], Istas et Lang [55], Robinson [82], Moulines et Soulier [73], n’est pas traité
ici. Cependant, les résultats obtenus dans ce chapitre peuvent certainement étre étendus.

Une partie des résultats du Chapitre 2 constitue un article actuellement en cours de
révision, [25].

e Nous nous intéressons, dans le Chapitre 3, & 'obtention d’une borne minimale “uni-
verselle” de la variance des estimateurs de H et ' basés sur une trajectoire discrétisée du
mbf aux instants i/Ay,i =0,...,N — 1 (avec Ay — +oo lorsque N — +00). C’est-a-dire
a I’évaluation des bornes de Cramer-Rao des parametres H et C'. Dans le cas du mbf non
standard (parametres H et C'inconnus), ce travail a déja été entrepris par Dahlhaus, [34], qui
montre, entre autres, que tout estimateur, disons Hy, du parametre d’autosimilarité vérifie
a partir d’un certain rang

2
Var(ﬁN) > %7
et explicite la constante o2.

Notre contribution & ce travail est double: premierement nous considérons les deux ver-
sions du mbf, standard et non standard, et deuxiemement, nous donnons une démonstration
alternative, unique et originale. Notre preuve s’appuie sur un résultat d’algebre linéaire fon-
damental concernant les inverses de suites de matrices “localisées” pres de leur diagonale, que
nous prouvons. Plus précisément, nous considérons “certaines” suites de matrices possédant
la propriété de décroissance hyperbolique ou exponentielle de ses coeflicients en s’éloignant
de la diagonale, et montrons que leurs inverses possedent la méme propriété. Ces résultats
d’algebre linéaire adaptent et étendent ceux obtenus par Jaffard [57], dans le cas de matrices
infinies.

Tout ce formalisme nous a, entre autres, permis de montrer que tout estimateur du pa-
rametre d’autosimilarité vérifie a partir d’un certain rang

1
Var(IA{N) > { 32]\710g_2(AN)

S pour un ¢ > 0, dans le cas non standard.

dans le cas standard,

Il faut ici noter que le travail de Dahlhaus, [34], est remarquable, car dans le cas non standard,
il explicite la constante de la borne minimale de la variance, alors que notre approche ne nous
permet de donner que son comportement asymptotique.

Le Chapitre 3 montre, entre autres, que les vitesses de convergence des estimateurs de H
et (' développés dans le Chapitre 2 sont identiques aux comportements asymptotiques des
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bornes de Cramer-Rao de H et (', et par conséquent optimales. Les résultats de ce Chapitre 3
ont été obtenus en collaboration avec J. Istas, et constituent un article accepté dans la revue
Statistics and Probability Letters [27].

e Le Chapitre 4 traite de deux problemes statistiques induits par le mbf: la validation du
modele, et I'identification du mbf en présence d’un bruit gaussien additif.

Dans une premiere partie, nous discutons de divers tests liés au mbf. Certains sont déja
établis dans la littérature : test d’adéquation a la distribution marginale, e.g. Beran et al. [17],
test d’adéquation a la densité spectrale de Beran [18], test de longue mémoire de Kokoszka
et al. [61], test d’autosimilarité de Bardet [9]. En outre, nous proposons une statistique qui
généralise le kurtosis empirique des accroissements du mbf étudié par Peltier et al. [76].
Nous prouvons un théoreme central limite pour cette statistique, sous ’hypothese que 'on
dispose d’une trajectoire discrétisée d’'un mbf, puis d’une trajectoire discrétisée d’un processus
gaussien & accroissements stationnaires, et localement autosimilaire en 0 au sens d’Istas et
Lang [55]. Nous envisageons de tester la moyenne de cette statistique et illustrons les tres
bonnes performances de ce test a ’aide de simulations.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous considérons le probleme statistique d’identi-
fication robuste suivant : nous supposons observer le modele

Z(i/Ay) = Buc(i/Ay) + (i), i=0,...,N—1,

ot By o = {Buc(t/Ay),1=0,...,N — 1} est une trajectoire discrétisée d’un mbf de pa-
rametres H et C', et ol e = {¢(i),i=10,..., N — 1} est un échantillon de N v.a.i. gaussiennes
centrées et de variance E(e(7)?) = o?. Nous supposons que Ay — +oo, lorsque N — +o00
et qu’en outre By . et € sont indépendants. Notre objectif est d’estimer les parametres H
et C'. Dans [20], Beran discute de divers types de robustesse pour les processus a longue
mémoire, tels que la stationnarité des accroissements, la gaussiannité, une perturbation de
la structure au second ordre. La prise en compte d’un bruit gaussien additif dans une série
chronologique formée d’un mbf discrétisé constitue un probleme particulier de robustesse, qui,
a notre connaissance, n’avait été regardé auparavant que par Wornell [100]. Cependant, nous
améliorons son travail en nous affranchissant d’une hypothese de démonstration fondamentale
faite par Wornell.

La méthode d’identification développée utilise les idées du Chapitre 2, concernant I'iden-
tification du mbf sans bruit additif: méthode des moments et filtrage. Elle est basée sur la
différence de moments d’ordre 2 du vecteur Z filtré par deux filtres, dont ’'un est le dilaté
double de "autre. Nous montrons que H et C' peuvent étre estimés par une régression log-
linéaire, de maniere tres simple et rapide. Nous prouvons les convergences en probabilité et en
loi des estimateurs, moyennant quelques hypotheses sur le pas de discrétisation Ay. En suppo-
sant que Ay = N, avec 0 < € < 1/4H, nous obtenons des résultats de type théoreme central
limite pour les estimateurs avec la vitesse de convergence N2H=1/2 (resp. N2H=1/2]og(N))
pour l'estimateur de H (resp. C'). Nous étudions également le cas particulier ¢ = 0, pour
lequel la vitesse de convergence de I'estimateur de H devient 1/\/N

Nous avons ensuite développé un test statistique consistant, permettant de détecter la
présence éventuelle d’un bruit gaussien additif. La statistique considérée est une mesure de
I’écart entre deux estimateurs du parametre d’autosimilarité: I'un prenant en compte la
présence éventuelle d’un bruit, autre supposant la série non bruitée. Quel que soit le pas
de discrétisation Ay = N, avec € > 0, nous obtenons un théoreme central limite pour cette
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statistique, avec la vitesse de convergence 1/v/N. Les performances des estimateurs et de la
procédure de test sont validées par une étude de simulation.

Partie 2: Inférence statistique pour le mouvement brownien multifractionnaire:

e Le Chapitre 5 quitte le cadre paramétrique, parfois contraignant en modélisation sto-
chastique, et s’inscrit dans un cadre semi-paramétrique. Nous introduisons une généralisation
naturelle du mbf, le mouvement brownien multifractionnaire, proposé parallelement par Pel-
tier et al. [77] et Benassi et al. [16]. Cette extension est obtenue en substituant les parametres
H et C' par deux fonctions du temps, dans les intégrales stochastiques représentant le mbf. Si
la fonction H (resp. C') appartient a I’ensemble des fonctions héldériennes d’ordre 0 < n <1
sur |0, 1[ (resp. sur R"’*), les auteurs montrent que cette extension se comporte “asymp-
totiquement localement” comme le mbf, ce qui suggere d’identifier le mbm en adaptant une
méthode d’identification du mbf. Nous avons choisi d’adapter les estimateurs développés dans
le Chapitre 2 car, d’une part, leur vitesse de convergence est optimale et, d’autre part, ils se
comportent de maniere tres performante vis-a-vis de 'estimateur du maximum de vraisem-
blance.

Dans une premiere partie donc, nous développons des estimateurs de la fonction H a partir
d’une seule trajectoire discrétisée aux instants ¢/N,i = 0,..., N — 1 d’'un mbm vérifiant
les hypotheses précitées. Par analogie avec le Chapitre 2, nous différencions le cas ou le
mbm est standard (C' = 1), du cas plus général (H et C' inconnues). L’estimateur de la
fonction H en ¢ € [0, 1] est estimé a partir des observations du mbm au voisinage Vy ((t) =
{j/N,j € Z tel que |§ — t| < €}, ou € est un parametre destiné a tendre vers 0 lorsque
N — 4o00. Nous montrons que les estimateurs convergent ponctuellement presque sirement
vers la vraie valeur de la fonction, et en loi sur ]0, 1 ( avec la vitesse de convergence ———1——

V2Nelog(N)
pour le cas standard, et ﬁ pour le cas non standard) vers des processus gaussiens centrés
de fonction de covariance explicite. Dans les deux versions du mbm, nous montrons qu’il
existe un choix asymptotique optimal pour le parametre ¢. Par ailleurs, nous présentons une
procédure de Monte-Carlo pour choisir € a taille d’échantillon fixée. Cette procédure ainsi
que les estimateurs sont étudiés par simulation. Précisons que cette premiere partie étend le
travail de Benassi et al., qui dans [16] considerent le cas n = 1, et proposent un estimateur
consistant pour la fonction H, d’un mbm non standard (sans obtenir la convergence en loi).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous présentons quelques tests pour le mbm.
Premierement, nous définissons une version locale du kurtosis empirique des accroissements
du mbf, étudiée dans le Chapitre 4. Nous appelons naturellement cette nouvelle statistique
kurtosis empirique local pour le mbm et prouvons qu’elle converge en loi sur |0, 1[ vers un
processus gaussien centré, de fonction de covariance explicite. Dans une seconde partie, nous
développons des tests paramétriques pour la fonction de Hurst. Plus précisément, nous tes-
tons ’hypothese que la fonction de Hurst est issue d’un modele linéaire. Pour cela, nous
introduisons une statistique qui est une distance L? entre un estimateur fonctionnel de la
fonction H et le modeéle linéaire estimé. Nous montrons qu’elle converge en loi avec la vitesse
1/+/2Ne vers une variable aléatoire dont la loi est explicite. Ces statistiques généralisent celle
introduite par Beran, [21], pour tester la variabilité du parametre de Hurst dans une série
modélisée par un processus a longue mémoire.
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Annexes:

e Les Annexes A et B fournissent des outils pour simuler une trajectoire discrétisée du mbf
et pour estimer le parametre de Hurst a partir d’une seule trajectoire. Elles constituent une
étude bibliographique non exhaustive mais suffisamment large pour comprendre les différentes
manieres entreprises jusqu’alors, pour résoudre ces deux problemes. Une étude comparative
des méthodes de simulation a été menée, ce qui a permis d’extraire une méthode exacte (pour
simuler une trajectoire discrétisée des accroissements du mbf) et trés rapide méme pour des
tailles d’échantillon élevées; il s’agit de la méthode développée par Wood et Chan [97], appelée
méthode de la matrice circulante. Ces deux annexes ont fait ’'objet d’une publication dans
la revue Journal of Statistical Software, [28] .

e Enfin dans I’Annexe C, nous présentons trois méthodes de simulation du mbm. Deux
d’entre elles étant des approximations, une étude comparative a été menée dans le but d’ex-
plorer leur qualité. Les scripts de ces méthodes, implémentées sous Matlab, sont également
disponibles.

Perspectives:

e De par la diversité des themes abordés dans ce mémoire, les perspectives sont nom-
breuses. Elles sont pour la plupart discutées en fin de chaque chapitre. En particulier, un tra-
vail reste a mener pour établir de maniere précise les liens entre les méthodes d’identification
basées sur le filtrage, que nous développons, et celles basées sur la transformée en ondelettes,
e.g. Flandrin [42], Wornell [100], Abry et al. [1] ... De notre point de vue, ces méthodes sont
conceptuellement semblables mais il est primordial de comprendre les différentes connexions.
En ce sens, les travaux basés sur les méthodes d’ondelettes ne sont pas discutés dans les
chapitres a venir.

e De maniere plus générale, 'objectif de cette these était le traitement statistique d’une
alternative particuliere du mbf, a savoir le mbm. Tel qu’il a été introduit, le mbm est un
processus continu. Il ne permet donc pas de considérer des phénomenes dont la structure de
dépendance varierait de maniéere brutale avec le temps. Ceci a été entrepris d’un point de vue
probabiliste par Ayache et al. [6], et Benassi et al. [15]. Le traitement statistique est, pour le
moment, partiel.

e Par ailleurs, notre travail s’inscrit dans un cadre gaussien. Celui-ci est particulierement
agréable, car les outils de démonstrations sont bien établis. Quitter le cadre gaussien et faire le
lien avec I’analyse multifractale, qui connait un véritable succes ces dernieres années, consti-
tue une perspective attrayante.
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Fic. 1.1 - Sommes cumulées des minima du niveau du Nil recentrés par la moyenne empirique
durant les années 622-1284 (voir Tousson [92]).



Chapitre
Identification du mou-

vement brownien frac-
tionnaire par variations
discretes

Ce chapitre contient quelques rappels des principales propriétés statistiques du mbf, et
développe des estimateurs consistants des parametres du mouvement brownien fractionnaire
basés sur le k-eme moment absolu des variations discretes d’une seule trajectoire du mbf. Les
performances de ces estimateurs sont illustrées et une étude comparative avec 'estimateur
du maximum de vraisemblance y est menée.

2.1 Propriétés générales du mbf

Avant de s’attaquer au probleme d’identification du mbf, nous souhaitons énumeérer
quelques propriétés de ce processus qui indiquent, entre autres, que l'estimation des pa-
rametres n’est pas triviale.

Commencons par rappeler que le mouvement brownien fractionnaire (mbf) de parametres
(H,C) €]0, 1[xR** est le processus, noté { By (t),t > 0} issu de l'intégration fractionnaire
d’un bruit blanc gaussien, ou de maniere équivalente par I'intégrale stochastique:

Buclt) = CV/? /R fi(s)dB(s) (2.1)
1

{1t = sl 1) y(s) = 181121y (s) |

avec  fi(s) =

T(H + 1/2)

avec By (0) =0et Vi ='(2H + 1) sin(n H); I' désigne la fonction Gamma et B est un mou-
vement brownien standard. Ou encore plus simplement, le mbf est défini comme étant 'unique
processus gaussien centré, nul a 'origine, & accroissements stationnaires et autosimilaires, tel
que

E( {Buclt) - Buc(9)}?) = C*|t— s, Vst € R,
Dans toute la suite, nous appellerons mbf standard le processus pour lequel ¢' = 1. La pro-

priété d’autosimilarité nous permet d’obtenir la fonction de covariance du mbf (notée I'(-, -))
ainsi que la fonction d’autocovariance du mbf (i.e. la fonction de covariance des accroissements
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notée v(-)) respectivement données par:

02
D(ts) = Cov(Bye(t) Bue(s)) = — (M7 + |7 —Je—s™)  (22)
P)/(t — S) = COV( BH,C(t—I_ 1) — BH,C(t)7BH,C(S+ 1) — BH,C(S) )
02
= 7(|1t—s—1|2H — 20t = s 4 jt—s+1P7). (2.3)

Dans le cas particulier H = 1/2, le mbf g’identifie au mouvement brownien, avec dans ce
cas y(k) = 0, pour |[k| > 1 (les accroissements sont indépendants). Lorsque H # 1/2,
un développement limité en linfini exhibe la décroissance hyperbolique suivante: (k) ~
C? H(2H — 1) |k|*"~2, lorsque |k| — 400. Le processus des accroissements du mbf, appelé
bruit gaussien fractionnaire (bgf), constitue une série chronologique stationnaire, et admet
une densité spectrale (définie par la transformée de Fourier de v(-)) explicitement donnée
par:

FO)=FOH,C) = 2cex (L—cosA) Y [ 2mj+ A7 wae(o,2n], (2.4)
JETL

2

avec ¢y = £ sin(wH)I'(2H + 1). Un développement de Taylor de f dans un voisinage de 0
montre que la signature spectrale du bgf est |A|'=2H ce qui indique la présence d’un pole en
zéro lorsque H > 1/2, fait caractéristique des processus a longue mémoire.

En ce qui concerne la régularité des trajectoires, a l'instar du mouvement brownien, le
mbf est & trajectoires continues et presque surement non différentiables. L’approche fractale
raffine cette différence. En effet, la dimension de Hausdorff d’'un mbf de parametre H €]0, 1]
est presque strement égale & 2 — H, ce qui implique que pour H < 1/2 les trajectoires sont
plus irrégulieres que celles du mouvement brownien, et inversement plus régulieres lorsque

H > 1/2. La Figure Fig.2.1 illustre cette remarque.

103 H=05
T T

-1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 T o1 02 03 o4 05 08 07 08 09 1 T o1 02 03 o4 05 08 07 08 09 1
Time Time Time

Fic. 2.1 — Trajectoires sur [0, 1] de mbfs respectivement de parametres H = 0.3,0.5,0.8 si-
mulées par la méthode de Wood et Chan (voir Annexe A).

2.2 Introduction au probleme d’identification

De par la complexité du processus, l'identification est une tache délicate, ayant sus-
cité une littérature importante depuis 1968. Une liste non exhaustive des estimateurs les
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plus courants est présentée par Beran [20]: méthode R/S, variogramme, corrélogramme, log-
périodogramme, maximum de vraisemblance (estimateur de Whittle). Nous renvoyons le lec-
teur & ’Annexe B pour un tour d’horizon plus complet des méthodes d’identification. Ces
derniéres années ont vu I’émergence de nouvelles approches : une approche par décomposition
en ondelettes et une approche par variations discretes, consistant toutes deux en le filtrage
de 'observation d’une seule trajectoire, qui a pour effet d’accélérer la décorrélation des ob-
servations. Ces méthodes ne sont pas restreintes au modele brownien fractionnaire et restent
adaptées a une classe de processus beaucoup plus large que constituent les processus gaussiens
localement autosimilaires en 0. Un processus gaussien, {X (t), ¢ > 0} centré, & accroissements
stationnaires est dit localement autosimilaire en 0, noté glas (voir Istas et Lang [55]) si sa
fonction demi-variance v(t) = $E( (X (s+1t) — X (s))? ) vérifie la propriété suivante, lorsque
t—0:

() = v*P(0) + (=DPCIP + of|tP) (2.5)

ol D est le plus grand entier tel que v soit 2D-fois différentiable, et 0 < H < 1. La notion
de processus localement autosimilaire est développée entre autres par Benassi et al. [13], et
signifie que le processus tangent converge en loi vers un processus autosimilaire. Dans le
cadre des processus gaussiens, cette notion est équivalente a (2.5). Par ailleurs, nous nous
sommes restreints au cas ol le processus X est centré mais précisons que Istas et Lang [55] ont
étudié le cas de processus non centrés dont la fonction moyenne vérifie certaines conditions
de régularité. Pour décrire les méthodes d’estimation du parametre H désignons par (X) le
vecteur obtenu par la discrétisation de {X (¢), ¢t > 0} aux instants ¢/N, : =0,... ,N — 1, et
par (V) le vecteur (X) filtré par un filtre a. Définissons en outre les variations d’une certaine
fonction F, appelées F-variations, par la statistique,

1 N-1
Vi(F,a) = —— F( Ve(i/N)) .

N —( 4
=L

De nombreux travaux sont basés sur cette approche, avec le choix particulier F(t) = HF () =
W — 1. En effet, avec un modele simplifié, Bardet [9], Poggi et Viano [80] dans le
cas oit F = H? et Higuchi [50], empiriquement lorsque F = H!, exhibent des estimateurs
convergents en 1/v/N, pour H < 3/4, basés sur une méthode de régression des F-variations
de plusieurs filtres d’ordre 1. Sous le modele général, Istas et Lang [55] d’une part, Kent et
Wood [60] d’autre part, étudient le comportement de variations quadratiques pour des filtres
d’ordre p > 2, et exhibent des estimateurs convergents en 1/\/ﬁ7 pour tout H. Enfin, en
se restreignant au modele du mouvement brownien fractionnaire standard (C' = 1), Peltier
et Lévy-Véhel [76], par une approche fractale du probleme d’identification, explicitent une
classe d’estimateurs de H convergents en 1/\/ﬁ10g(1\7)7 pour H < 3/4, en estimant le k-eme
moment absolu des accroissements du mbf (F = H*, pour k& € N*).

L’objectif de ce travail est d’uniformiser et de généraliser ces résultats en étudiant les
H* — variations (pour & € R™) du mbf standard et non standard, pour un filtre d’ordre
quelconque. Notre principale contribution est d’exhiber pour chaque modele le £ optimal et
d’obtenir une convergence gaussienne pour tout H €]0, 1].

Dans la Section 2.3, nous introduisons un certain nombre de notations et définissons
une statistique appelée k-variations, consistant en le k-eme moment absolu empirique des
variations discrétes normalisées du mbf. En s’appuyant sur les travaux de Doob [40] et de
Breuer et Major [22], nous démontrons sa convergence presque siire et prouvons un théoreme
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central limite. La Section 2.4 se propose d’identifier le mbf standard (C' = 1) et le mbf non
standard (C' # 1). Pour ces deux modeles, nous exhibons une classe d’estimateurs consistants
et asymptotiquement gaussiens. Si le processus est observé aux instants i/N (resp. i/ Ay avec
Ay — 400 lorsque N — 400) pour ¢ =0,..., N — 1, la vitesse de convergence de la classe
d’estimateurs de H lorsque le mbf est standard est 1/v/Nlog(N) (resp. 1/v/Nlog(Ay)), et
1/vVN (quel que soit le pas de discrétisation) lorsque le mbf est généralisé. Enfin, ajoutons que
pour ’ensemble des estimateurs proposés, la variance est minimale pour & = 2. La Section
2.5 propose d’illustrer les performances des estimateurs introduits dans la Section 2.4 via
une étude de simulation. La Section 2.6, enfin, assure la cohérence et les perspectives de ce
travail car nous nous attachons a comparer les estimateurs introduits pour identifier le mbf
non standard avec 'estimateur de Whittle (issu du maximum de vraisemblance). Les preuves
des différents résultats énoncés sont rassemblés dans la Section 2.8.

2.3 k-variations du mbf

L’objectif de cette premiere partie est d’introduire un certain nombre de notations et
de présenter les résultats de convergence du k-eme moment absolu empirique des variations
discretes normalisées du mbf, de maniere a rendre plus lisible la Section 2.4. Notre modele
statistique sera constitué d’une trajectoire, notée By ., d’'un mbf de parametres (H,C) €
10, 1[xR**, discrétisée aux instants i/N,i=0,..., N — 1. Nous notons @ un filtre de longueur
£+ 1et d’ordre p > 1, i.e. un vecteur a composantes réelles vérifiant

£

£
Zaqqizo pour i =0,...,p—1 et Zaqqp7£0_

g=0 g=0

Soit V* la série issue du filtrage de la trajectoire discrétisée By - par a:

. ¢ .
V“<%>:ZanH,c<%> . pour j=40,...,N—1.
q=0
A titre d’exemple, V* représente les accroissements du mbf dans le cas ot @ = (1, —1), et
les différences secondes lorsque a = (1, —2, 1). Nous noterons Fj, le k-éme moment absolu de
la loi normale centrée réduite, explicitement donné par Ey = 25/2T(k 4 1/2)/T(1/2),k > 0.
Définissons la variable aléatoire Viy(k, a), appelée k-variations par

Ve l/n
ik, a) = —13. .
" v 2; E([ve /) 1 .

La quantité E(|V“(2/N)|k) dépend explicitement des parametres H et . Il peut donc

paraitre sans intérét d’étudier le comportement asymptotique de la variable aléatoire Vi (k, a).
Cependant, comme nous le verrons par la suite les comportements des estimateurs que nous
définissons sont intimement liés a celui de Vy(k, a). Avant tout, désignons par 7§, la fonction
de covariance de V. Il est clair que la série V' est stationnaire (ceci provient du fait que la
somme des composantes du filtre est nulle). L’autosimilarité du mbf entraine que pour tout
jEZL:
C?
() = EVA/N)VH(i+5)/N) = == Y agarlg—r+ "7, (2.7)

2
q,r=0
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L’intéret de 'approche, c’est-a-dire 'utilisation des filtres discrets, est donné par le Lemme
suivant, di a Istas et Lang [55].

Lemme 2.1 Avec les notations précédentes, nous avons 75,(j) ~ k2P Jorsque j — 400,

ol K=—1 577,:0 ﬁ2p7H% avec Bop g =2H(2H —1)...(2H - 2p+1).

La Figure Fig.2.2 illustre la décroissance hyperbolique de 7%. Par la suite, nous noterons
pour j € Z

Py(j) = 5 (2.8)

H=0.1 H=0.9

— - a=Db4
ok a=(1,-33-1) ||

Fonction de covariance
o
o

Fonction de covariance

=)

) 0 05 1 15 2 25 0 05 1 15 2 25 3 35 4

F1iG. 2.2 — Tracés de la fonction ©% pour différents filtres (Db4 désignant le filtre d’une
ondelette de Daubechies d’ordre 4) et pour deux valeurs du parameétre de Hurst.

En utilisant les travaux de Doob [40], de Breuer et Major [22] et d’apres le développement
en polynémes d’Hermite de la fonction H*(¢t) = [t|*/Ey — 1, dont les coefficients notés cgj
sont explicités dans la Section 2.8.1, nous obtenons le résultat suivant quant a la convergence

de Vy(k,a):

Proposition 2.1 Soit a un filtre d’ordre p > 1 et soit k un réel strictement positif, alors
lorsque N — 400 on a

(i)

Vilk,a) £35 0. (2.9)
(i) Sip> H+1/4,
VN Vy(k,a) = N(0,Ay(H, k,a)), (2.10)
Ay(H koa) = Y (e5)2 01D pu() et ;= @ [Tk = 2¢). (211)
J>1 €7 g=0
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La condition p > H + 1/4 de (1) résulte de la condition de sommabilité au carré de p%

découlant elle-méme du Théoréme 1 de Breuer et Major [22]. Ainsi, si p = 1 la convergence en
loi n’est valable que sur intervalle H €]0,3/4], alors qu’elle est valable pour tout H €]0, 1]
des que p > 2.
Remarque: 'autosimilarité globale du processus n’est pas une condition nécessaire pour
obtenir la convergence en loi des k-variations. Moyennant des hypotheses supplémentaires
sur les parameétres d’un processus gaussien localement autosimilaire en 0 (i.e. sur le reste du
développement en 0 de v2P(-), sur le pas de discrétisation et sur I'ordre du filtre), Istas et
Lang [55], Théoremes 2 et 4, montrent, lorsque k = 2, que la limite reste gaussienne.

Le Corollaire 2.1 répond a la question suivante: que se passe-t-il si ’on fait varier k en
fonction de N7 Cette question est motivée par le fait qu’en choisissant o > 0 et k = N7¢,
on a lorsque N — +o0,

—a —1yi-1 U= D!
cngN 0y; avec By = (—1)/7127 IW

Nous nous sommes alors intéressés a comprendre comment cela influait sur la vitesse de
convergence de Vy (N~ a).

Corollaire 2.1 Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/4 et soit a un réel strictement positif,

alors 1
NO‘-I—E VN(N_a7a) i> N<07A1(H7a)> '

avec
2771 (5 — 1)!

Ar(H @) = 3 (00)" (2)0 D_pi(@¥ et by = (C) T

i>1 i€l
Ainsi, plus k tend rapidement vers zéro, plus la vitesse de convergence des k-variations est
élevée. Ces résultats étant établis, nous nous proposons d’identifier les parametres du mbf
par une méthode de moments en distinguant les cas ou le coefficient d’échelle, C', est connu
ou non.

2.4 Applications des résultats a I'identification du mbf

2.4.1 Cas du mbf standard

Définissons le k-eme moment absolu empirique des variations discretes du mbf par la
statistique suivante

N-1
1 a k
Sulk) = 5o 30 IV (212
La stationnarité de la série (V) et les notations introduites impliquent que

B(Su(k,a) = vz (501 B

Certains des auteurs cités précédemment, e.g. Istas et Lang [55], Kent et Wood [60], proposent
un estimateur basé sur une méthode de régression a partir de la statistique Sy (k, a) évaluée
pour plusieurs filtres. Cette méthode a le mérite d’expliciter un estimateur indépendant de
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E(V4(i/N)?). De ce fait, 'hypothése d’autosimilarité locale en 0, peut suffire pour I'iden-
tification. L’avantage du modele mbf est que l'autosimilarité est globale, E(Sy (k,a)) est
explicite : en utilisant un seul filtre toute I'information est conservée; en estimant E(Sy (k, a))
par Sy(k,a), on déduit une premiere classe d’estimateurs:

Hy(k,a) = gig o (S(kia)) (2.13)

ol nous définissons pour un entier N > 1, un filtre a quelconque et un réel k strictement
positif, la fonction gy 4 » sur ]0, 1] par

1
ghan(t) = o Anf (O3 B

En supposant que la taille de I’échantillon vérifie

N > max exp
te]o,1]

{ D lgmri>2 gty log(lg —r[) g — r* } | )

Dgr Ggttr | —1[*

condition réalisée pour I’ensemble des filtres utilisés en pratique (accroissements d’ordre quel-
conque, filtres de Daubechies, coiflets), la monotonie (et donc I'inversibilité) de g o » est as-
surée. En particulier, I’hypotheése (H) assure l'existence de la classe d’estimateurs IA{N(k, a).
Le cas p = 1, ol la série V* n’est autre que le bruit gaussien fractionnaire standard, a été
étudié par Peltier et Lévy-Véhel [76]. lls obtiennent une expression analytique des estima-
teurs, ce qui est impossible dés lors que p > 2. En effet, lorsque p = 1, la fonction 7¢(0) est
constante et égale a 1 ¥t €]0, 1[, alors qu’elle dépend de ¢ lorsque p > 2. Précisons d’ailleurs
que numériquement IA{N(k, a) est obtenu par minimisation de gy o ~(¢) — Sy (k,a) sur 0, 1[.

Par la suite, a désignera un filtre vérifiant implicitement ’hypotheése (#). La Proposition
2.1 permet d’obtenir le résultat suivant relatif a la convergence de ﬁN(k, a).

Proposition 2.2 Soit a un filtre d’ordre p > 1 et soit k un réel strictement positif, alors
lorsque N — 400 on a

(i)

Hy(k,a) 5% H . (2.14)
(ii) Sip> H +1/4,
x/ﬁlog(N)(ﬁN(k,a) - H) £ N(o,%), (2.15)

ou Ay (H, k,a) est donnée par (2.11).

La connaissance de la discrétisation et du coefficient d’échelle, C', se répercute dans la
vitesse de convergence de 'estimateur en 1/\/N10g(1\7)7 vitesse plus élevée que la vitesse pa-
ramétrique “classique” (en 1/\/ﬁ) A ce stade, connaissant explicitement la variance asymp-
totique des estimateurs, on peut se demander s’il existe une valeur optimale de k qui minimise
la variance de ﬁN(k, a). On a:

Corollaire 2.2 Pour tout filtre a d’ordre p > 1, la variance de ﬁN(k, a) est minimale pour
k=2.
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Preuve: Notons (012“]) ==
en polynomes d’ Hermlte de la fonctlon H* (1) = [t|*/Ex — 1. La Section 2.8 explicite ce calcul

et montre que 02] 2] H bk —2¢).

A a) = Y Y07 2 (Y Y= 5 S el

j>1 €7 1EZL 1EZL

(02]) (27)!, ou 012“] désigne le 2j-eme coefficient du développement

Il suffit alors de remarquer que (cgj)’ =0 pour j > 1, i.e. que %Al(H, 2,a)= %Z]‘ez p%(5)2.
O
Le Corollaire 2.2 implique en particulier qu’il est inutile de faire varier k en fonction de

N pour estimer le parametre H. Lorsque &k = 2, nous obtenons le théoreme limite suivant
lorsque N — +o00:

\/Nlog(N)(ﬁN(z,a) - H) LIyY (0% Zpg(w) . (2.16)

1EZL

La classe d’estimateurs IA{N(k, a) que nous venons de définir et d’étudier n’est pas sans intérét.
Certes, elle suppose la connaissance de la discrétisation et du coefficient d’échelle C' mais elle
nous permet de construire un test asymptotique, basé sur (2.16), utilisé pour juger de la
qualité de diverses méthodes de simulation du mbf. Nous renvoyons le lecteur a ’Annexe A.

Pour expliciter les estimateurs ﬁN(k,a), nous avions supposé la trajectoire discrétisée
aux instants ¢/N,i = 0,..., N — 1. Si la discrétisation devient i/Ay, ¢ = 0,... , N — 1,
avec Ay — +oo lorsque N — 400, nous obtenons un résultat fort intéressant. De maniere
analogue a (2.13), définissons

j§AN'__ gkiAANK‘SN(kva)) ) (2.17)

avec

Sulbya) = —— S V(AN [T et gran, () = ﬁ{ﬂg(o)}m B,
=4 N

Le résultat suivant montre ’amélioration apportée pour une telle discrétisation.

Corollaire 2.3 Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/4 et soit k un réel strictement positif,
alors lorsque N — 400 on a

(i o
Hy (kya) — H .
(i) Sip>H+ 1/4,
VN log(Ay) (Hy(k,a) — H) 55 N(0, Ay(H, k,a)) .
Ezemples: Ay= N% a >0, vitesse de convergence: 1/a/N log(N)
Ay = exp(N), vitesse de convergence: 1/N%

La preuve résulte du fait que les preuves des Propositions 2.1 et 2.2 sont encore valables

en remplacant la discrétisation uniforme par la discrétisation {0,..., ]X—:Vl .
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2.4.2 Cas du mbf généralisé

Supposons de nouveau la trajectoire discrétisée aux instants i/N,i=0,..., N — 1. Nous
avons a présent deux parametres a estimer, H et . Il devient donc impossible d’utiliser la
méthode précédente basée sur la régression non linéaire avec un seul filtre, et il est indispen-
sable d’employer plusieurs filtres. Et parmi ’ensemble des filtres, il en existe une collection
intéressante (également employée par Kent et Wood [60] dans le cas k = 2) constituée par la
suite (a™),,>1 définie pour m > 1 par
n {Oa] ano;]m pour i =0,...,ml+ 1,

Le filtre a™ n’est autre que le filtre a dilaté m fois. L’intérét de cette famille réside dans le
calcul suivant

B(Su (k™)) = e {75 (01} Be = mE (4 (k)

qui indique la log-linéarité en H de F(Sy(k,a™)). La procédure d’estimation devient simple
et naturelle: on se donne M filtres (M > 2) et on effectue une régression linéaire simple de

Ly= {log Sy(k, am)}lngM sur X,;, matrice M X 2 du plan d’expérience définie par
0 klog(2) ... klog(M) \'

ce qui permet d’obtenir une classe d’estimateurs de o = (H, 8)?, que I'on notera a%/*(k,a, M) =

~ ~ ¢
(vals(k, a, M), 035(k, a, M)) , avec f le parametre défini par
6 = log B(Sy (k,a)) = klog(C) — Hklog(N) + log ( #%(0)% /Ey ) .
Avec les notations adoptées précédemment, cette classe s’écrit
&%S(k,a,M) = (XJL:/IXM)_I XJL:/I LN .

Nous pouvons alors établir le résultat suivant, énoncant la convergence des k-variations en
dimension M, et la normalité asymptotique du résidu de la régression linéaire de L sur X,,.

Proposition 2.3 Soient a un filtre d’ordre p > 1, k un réel strictement positif, et M un
entier supérieur ou €gal a 2, alors, lorsque N — +o00, on a

(i)

(Va(k,ab), ..., Va(k, ™)) 25 (0,...,0). (2.19)
Sip>H+1/4,
(ii)
VN (Va(k,a'), ... Va(k,a™) )" =5 N(0,Gy). (2.20)

(iii)

VN (Ly=Xya) =5 N(0,Gy). (2.21)
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Gy étant la matrice MxM définie par

Zﬁ r0 Qg | g — nr 4?1
mHpH S

]21 i€Z aqar|q — r|2H

(2.22)

q,r=0

La définition de 8 permet d’obtenir explicitement une classe d’estimateurs pour le coefficient

d’échelle C':

G (kya, M) = NI (72,.(0)F EF )™" exp (55’@5(1%@7]\4)/’“) v (2.23)

ol

ot Hls = ﬁ;ls(k, a, M). 1l en découle alors la proposition suivante, exprimant la convergence
des estimateurs des parametres H et C':

Proposition 2.4 Soient a un filtre d’ordre p > 1, k un réel strictement positif, et M un
entier supérieur ou égal a 2, alors lorsque N — 400 on a

(i)

S.

(H;IS(k,a,M)fJ;IS(k,a,M)) L5 (H,CY, (2.24)

(i) Sip>H+1/4,
VN (ko M) = 1) S N (0,03,(8) (2.25)
AR E e = C)jC 5 N0k 0h) (220)
ot la variance asymptotique o2, (k), est définie par O'le(k) = %; A étant le vecteur
M -dimensionnel de composantes A,, = log(m) — - W _q log(m) ,||.|| la norme euclidienne

de RM et G, la matrice MxM dont les termes genemques sont définis ¢! = Gumn /K>
Par analogie avec le Corollaire 2.2, nous pouvons montrer le résultat suivant:

Corollaire 2.4 Pour tout filtre a d’ordre p > 1, la constante asymptotique O'le(k) est mini-
male pour k = 2.

Preuve: Il suffit de remarquer que Vm,n=1,... , M et Yk > 0, on a
(G = S0 () S o @ 2 () S o @ = 5 Y (0P = ()
i>1 €7 €L ZEZ

d’ou le résultat.
Od

Dans notre procédure d’identification, nous avons évité I’estimation de H par une régression
non linéaire de {Sy(k,a™)}1<m<nm sur {E(Sy(k,a™))}1<m<m en remarquant le fait que
log E(Sy (k,a™)) est linéaire en H. On pourrait alors penser que la non linéarité apportée
par la transformation logarithmique entrainerait par sa courbure un biais non négligeable sur
les parametres. Ceci n’est manifestement pas le cas, comme le montrent les calculs suivants.
Dans le cas particulier k& = 2, notons £y le vecteur Ly — X, a. En remarquant que (§y),, =
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log Yy m — log(N — mf), ott Yy, est définie par Yy, = SSNL V™ (i/N)2/E(V " (i/N)?) |
et en approchant, E(log(Yy.»)) par E(log(Y)), ot Y ~ x%__,, on obtient

E( (Ex)m ) ~ ¥ ( N;’M) - log<N_2m€> . ol W(t) = I'(O)/T() . (2.27)

Un développement limité montre alors que E((yx)m) = O( w2 ): le biais est donc

négligeable. Pour en étre convaincu, le tableau ci-dessous donne une approximation de la
part apportée par la non-linéarité du logarithme, dans I’estimation finale de H : celle-ci vaut

_A;ﬂﬁév) (avec E(&y ) donnée par (2.27)).

Taille de I’échantillon
128 256 512 1024 2048 4096
2 4.53107° 1.11 10~ 277 10°% 6.9110-7 1.73 107 4.3110°%
5 7.77 107° 1.89107° 4.67107°% 1.16107% 2.8910°7 7.2310°%
M=10 1.3110~* 3.1310~° 7.6610=® 1.8910=% 4.7110-7 1.1710°7

M=
M=

En suivant une idée de Bardet [9], nous pouvons envisager une régression linéaire pondérée,
en estimant la matrice de covariance Gy par Gy, = Gr(HS*(k, a, M)). Avec les notations prises
précédemment Destimateur défini par la régression linéaire de L sur X,; pondérée par CA}k,
est défini par

& (kya, My = (X4 (Gr) ™ Xor ) XL, Ly

Ceci détermine les estimateurs ﬁj%ls(k, a, M) et 5“(]7\7[5(]67 a, M), et de maniére identique a (2.23),
nous obtenons une nouvelle classe d’estimateurs pour le coefficient d’échelle,

~gl fots 13 -1 L~y

C%(kya, M) = NT* (72,0002 EBF )7 exp ( z 0% (k,a, M) ) ,
on H9s = ﬁj%ls(k,a,M). Nous obtenons alors le résultat analogue a la Proposition 2.4,
concernant les convergences du parametre d’autosimilarité et du coefficient d’échelle.

Proposition 2.5 Soient a un filtre d’ordre p > 1, k un réel strictement positif, et M un
entier supérieur ou égal a 2, alors lorsque N — 400 on a

(i)

(ﬁj%ls(k,a,M),a%ls(k,a,M)) L5 (H,CY, (2.28)

(ii) Sip > H+1/4,
VN (e M) = H ) N (0,03,()) (2.29)
N (Gtn(h,a, )= C)JC s (0,020 | (2.30)

log(N)
ot la variance asymptotique O';ls(k), est définie par

9 1

optak) = g ave 1BillG;, = BL(GY) ™" By,
k

et By le vecteur

14,1,,(GY) !
By = I, — MMk lo Coon ly= (1,...,1)
k { M 1%4((;2)—11M { og(m }1<m<M M= )
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De maniére identique a la Proposition 2.2, si p =1 (resp. p > 2), 'ensemble des résultats
est valable pour H < 3/4 (resp. pour tout H, 0 < H < 1).

Vient alors la question de la valeur du parametre £ minimisant la constante asymptotique
ngls(-). La Figure Fig. 2.3 représente pour deux filtres a = (1,—1) et ¢ = Db4 (filtre d’une
ondelette de Daubechies d’ordre 4), pour le parametre M = 5 et pour différentes valeurs de
k, le tracé de la fonction ngls(k)/agls(Q) en fonction de H (H variant sur ]0, 3/4[ pour le filtre
d’ordre 1, et sur 10, 3/4] pour le filtre Db4). Elle nous laisse conjecturer qu’un résultat analogue
au Corollaire 2.4 peut étre prouvé pour ngls(k). Ce résultat n’a pas beaucoup d’intérét en
soi car, comme le montrent les simulations effectuées dans la Section 2.5, la procédure de
régression linéaire pondérée n’amene pas un gain notable par rapport a la procédure de
régression linéaire simple.

a=(1,-1), M=5 a=Db4, M=5
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Fr1a. 2.3 — Rapport des variances asymptotiques U;ls(k)/gzls(Q) en fonction de H, pour M = 5,
pour les filtres a = (1, —1) et a = Db4, et pour différentes valeurs de k.

Remarquons que seuls les estimateurs du coeflicient d’échelle dépendent de la discrétisation
de I’échantillon. Si I'on considere maintenant une discrétisation {0, ﬁ, e ,]X—;Vl}, telle que

log(Aw)
VN

lorsque N — 400 on ait Ay — 400 et — 0; ceci assure que log(Ay)(H — H) (avec

H = ﬁ;ls(k, a, M) ou ﬁj%ls(k, a, M)) converge en probabilité vers 0. Nous obtenons alors,
en suivant les démonstrations des Propositions 2.4 et 2.5, le résultat suivant,

soit
~ Irols 1 i_ 1 “ols
C (kya, M) = (M) (72,007 EF )7 exp ( T 63 (kya, M) )
alors,
C3s (k,a, M) RN C,
~OS E
et log@N) (CZ (kya, M) — C)JC 55 N(0,0%,(k)) .

Des résultats identiques sont valables pour 5’%;(1@ a, M).
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Par ailleurs, la premiere classe d’estimateurs du parametre d’autosimilarité, ﬁAN(k, a)
définie par (2.17), supposait la connaissance du coefficient d’échelle C'. Cette hypothese forte
nous a permis d’expliciter une classe d’estimateurs ayant une vitesse de convergence tres
rapide, en 1/\/N10g(AN). Est-il possible de conserver la méme vitesse de convergence, lorsque
le mouvement brownien fractionnaire n’est plus standard? Une fois le coeflicient d’échelle
estimé, la trajectoire discrétisée renormalAisée par le coefficient d’échelle estimé, il s’agit de

décrire le comportement de 'estimateur IA{AN(k, a) défini par

Hay(kya) = gk_,i,AN< Si(k,a) ),
ol gkq,a, est la fonction définie sur ]0,1[ par

1
(Ax)

Graay () = CF —— O/ B, avee  C=C4 (k,a,M) ou C{° (k,a, M),

et ou

1 =
Sulkya) = — ZEWGWANW-
=4

La loi limite de IA{AN(k, a) passe par I’étude de la loi limite de
Vilk,a) = Sy(k,a)/B(Sy (k, a)) = 1. Or,

k k

Vi(k,a) = Vy(k,a) + ‘CEJ—C Vi (k,a) . (2.31)

C

La convergence de C' et Péquation (2.31) montrent que V}(k, a) converge vers une loi gaus-
sienne centrée, avec la vitesse de convergence log(Ay)/v N, et par un raisonnement similaire

a la Proposition 2.15, la vitesse de convergence de ﬁAN(k, a) devient 1/\/N En conclusion,
la vitesse de convergence de ', entraine la perte d’un facteur log(Ax) dans I’estimation finale
de H.

Enfin, nous renvoyons le lecteur au Théoreme 3 de Istas et Lang [55], qui sous certaines
hypotheses de régularité du développement de v(¢) en 0, et du pas de discrétisation, montrent,
lorsque k = 2, que ces méthodes de régression restent adaptées a I’estimation de I’exposant
de Hélder d’un processus gaussien localement autosimilaire en 0. Dans ce cadre de travail, le
cas k € R n’a pas été considéré.

2.5 Simulations et calculs numériques

2.5.1 Variances asymptotiques des estimateurs
Variance asymptotique de \/ﬁlog(N)IA{N(Q, a)

Introduisons les quelques notations suivantes :

Diff. ¢ . filtre des différences d’ordre ¢ (¢ moments nuls).

Diff. 2 dil  : Ailtre des différences d’ordre 2, dilaté une fois (i.e. (1,0,-2,0,1)).
Db i . filtre d’une ondelette de Daubechies d’ordre 7, (¢/2 moments nuls).
Coiflets 1 : filtre d’une Coiflet d’ordre 1 (2 moments nuls).

Nous renvoyons le lecteur a Daubechies [35] pour des précisions sur les filtres d’on-
delettes de Daubechies et les Coiflets. La Figure Fig.2.4 évalue la variance asymptotique
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de VNH (2, a), ie. 53 iez P4 (1)%, pour différents filtres en fonction de H. Précisons tout
d’abord, que la définition de p% assure que la constante asymptotique est indépendante de
la normalisation du filtre. Nous retrouvons, tout d’abord, le fait que lorsque p = 1, p% n’est
pas de carré sommable pour H > 3/4. En outre, lorsque p > 2, les calculs montrent que
la variance asymptotique augmente avec l'ordre, quel que soit H €]0, 1[. Ensuite, parmi les
filtres d’ordre 2, le filtre Db4, dont nous rappelons la définition :

a ~ (0.4829629, —0.8365163, 0.22414386, 0.12940952 )

est optimal, et dilater ce dernier filtre n’amene pas d’améliorations. Nous avons calculé la

valeur numérique H., a partir de laquelle, le filtre ¢ = (1, —1), devient moins bon que Db4, ce

qui permet de dégager le meilleur filtre parmi les filtres étudiés pour I'estimateur Hy(2,a):

(1,-1) si H<H

Qopt = { Dl;4 S H> HZ avec, H.~ 0.641 .

Il est clair que a,p,; dépend de H. D’un point de vue pratique, une connaissance a priori de
H est donc nécessaire.

~ |
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Fra. 2.4 — Constante asymptotique %Ziez p% ()% pour différents filtres, en fonction de H

Variance asymptotique de v/ Nﬁfﬁ(l a,?)

La Figure Fig.2.5 évalue la variance asymptotique de v/ Nﬁfﬁ(l a,2) (k=2) a savoir

1 11 2 2 1.2
22: at,at ¢ N2 a‘,a -2_2a,a .27
%s(2) = Si—aoy o (2) JEEZ{,OH )+ e () =2pm"" (4) }
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pour différents filtres en fonction de H. Pour cette valeur du parametre M (égal a 2), il
apparait clairement que le filtre ¢ = (1,—1) minimise ¢ (2) sur ]0,3/4[ et que le filtre
a = Db4 est le meilleur parmi les filtres d’ordre > 2. Nous avons ensuite souhaité pour ces
deux derniers filtres analyser I’évolution en fonction de H de ¢ (2) pour différentes valeurs
de M. La Figure Fig.2.6 semble indiquer que la constante asymptotique 0215(2) diminue
lorsque M augmente, Nous verrons cependant dans la Section 2.5.2.2 que choisir M trop
grand diminue certes la variance empirique des estimateurs mais a tendance a biaiser la
moyenne.

Constante asymptotique oils

a=(1,-1)
—— a=Db4
T~ - — a=(1,-2,1)
3.5 ~ : a=Db6 M
T - a=(1,-3,3,-1)
3+ Toi=. - .
o5l T~
g - -
IS T -
a T -
E -~
Q \\\
o ~ -
=1 -~ =
3 o~
S15F- Tl .
1F : :
0.5 : : i
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fic. 2.5 — Variance asymptotique de +/ Nﬁfﬁ(l a,2) pour différents filtres en fonction de H.

Comparaison des variances asymptotiques de 02 (2) et o2, (2)

Nous souhaitons, ici, comparer les variances asymptotiques O'le et Ug2157 pour le parametre
k = 2 qui a montré ses performances au travers du Corollaire 2.4 et de la Figure Fig. 2.3.
La Figure Fig. 2.7 trace le rapport 0215(2)/0315(2) pour deux filtres et différentes valeurs de
M, en fonction de H. On retrouve le résultat de Gauss-Markov, a savoir que ce rapport
est constamment supérieur a 1. Cependant, il ressort de cette figure que, d’un point de vue
théorique, le gain apporté par une régression linéaire pondérée n’est pas important (le rapport

n’excede pas 1.5).

2.5.2 Qualités des estimateurs par simulations

Nous présentons dans cette partie des résultats de simulations pour les trois classes d’esti-
mateurs du parametre d’autosimilarité, ainsi que pour les estimateurs du coefficient d’échelle.
Pour simuler une trajectoire d’un mbf discrétisée sur [0,1], nous avons considéré la méthode
introduite par Davis et Harte [36], reprise par Beran [20], et améliorée par Wood et Chan
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2.5 Simulations et calculs numériques

a=(1,-1)

a=Db4
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Fia. 2.6 — Variance asymptotique de +/ Nﬁ;ls(Q, a, M) pour les filtresa = (1, —1) et a = Db4

en fonction de H et de M.
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[97], qui consiste & extraire la racine de la matrice d’autocovariance du mbf en plongeant
cette derniere dans une matrice circulante facilement diagonalisable. Parmi ’ensemble des
méthodes de simulation du mbf, celle-ci a 'avantage d’étre particulierement rapide et exacte
pour simuler un bgf (cf Annexe A pour un tour d’horizon des méthodes de simulation du
mbf). Pour ’ensemble des simulations, nous avons adopté la discrétisation {0, %, ey %}
Par ailleurs, nous noterons Diff.q (resp. Dbg), le filtre des différences d’ordre ¢ du mbf (resp.
le filtre d’une ondelette de Daubechies d’ordre ¢).

2.5.2.1 Simulations pour ’identification du mbf standard

Dans un premier temps, nous illustrons les performances de la premiere classe d’estima-
teurs, Hy(k,a). Nous traitons I’évolution en fonction du filtre, ’évolution en fonction de k,
et ’évolution en fonction de N.

Evolution en fonction du filtre: le Tableau Tab. 2.1 résume P’étude faite sur 1’évolution
des estimateurs ﬁN(k, a) en fonction du filtre. La taille de Iéchantillon a été fixée a N = 2048,
et le parametre k a 2. Les trajectoires ont été simulées pour deux valeurs extrémes du pa-
rametre d’autosimilarité, ceci pour mettre en évidence les conséquences du choix du filtre
(1,—1), lorsque H > 3/4. Quant au filtre optimal, les conclusions de la Figure Fig.2.4 sont
confirmées.

MSE empirique

Filtre H=0.1, (1079 H=0.9, (1079
Ordre 1 Diff. 1 6.82 409
Ordre 2 Db4 7.22 1.83
Diff. 2 7.75 2.14
Ordre 3 Db6 7.42 2.19
Diff.3 8.58 3.07
Ordre 4 Db8 7.51 2.47
Diff. 4 9.42 3.83

TaB. 2.1 - Calculs du MSFE estimé sur les estimateurs IA{N(k, a) (k=2,N = 21) pour différents
filtres, basés sur 50 trajectoires du mbf standard, de parameétre H = 0.1, et H = 0.9. Le
meilleur filtre pour ces valeurs de H est typographié en gras.

]i)volution en fonction de k: la Figure Fig. 2.8 traduit le travail mené sur I’évolution de
Hy(k,a) en fonction de k. Afin d’illustrer ’amélioration apportée par rapport au travail de
Peltier et Lévy-Véhel [76], nous avons considéré une valeur extréme (> 3/4) pour le parameétre
H ., asavoir H = 0.9. De ce fait, nous avons choisi le filtre @ = Db4. Nous retrouvons le résultat
théorique énoncé auparavant, a savoir 'optimalité pour k£ = 2. Lorsque k£ > 2, 'estimateur
reste non biaisé, mais la variance augmente rapidement avec k. En outre, choisir & < 1,
n’amene pas d’améliorations.

Evolution en fonction de N: afin d’illustrer la convergence rapide de ﬁN(k, a), diverses
trajectoires du mbf de parametre H = 0.9 sont simulées pour N = 100,...,10.000. Le filtre
correspondant & H = 0.9 est ¢ = Db4. La Figure Fig.2.9 illustre la convergence de I’écart
quadratique moyen empirique (MSE) sur les 50 trajectoires en fonction de N.
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Evolution des premiers estimateurs en fonction de k
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Fic. 2.8 — Diagrammes a moustaches des estimateurs ﬁN(k, a) basés sur 50 trajectoires du
mbf standard de paramétre H = 0.9 en fonction de k (a = Db4, N = 2048)

. x 107 Convergence du mse empirique
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FiG. 2.9 - MSE empirique en fonction de N de l'estimateur ﬁN(Q, a) (a = Db4) basé sur 50
trajectoires du mbf standard de parameétre H = 0.9.
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2.5.2.2 Simulations pour l’identification du mbf non standard

Dans cette section, en vertu du Corollaire 2.4, le parametre k& a été fixé a 2. Dans un
premier temps, nous avons tenté de déterminer le meilleur choix pour le parametre M. Dans
cette optique, nous avons simulé 100 mbfs de taille N = 1000 et calculé les estimateurs
ﬁ;ls(Q, a, M) pour les filtres a = (1, —1) et a = Db4 (filtres qui ont montré leurs qualités a
M fixé dans la Section 2.5.1), et pour différentes valeurs de M. La Figure Fig.2.10 présente
le MSE empirique de ces estimateurs en fonction de H. La Figure Fig.2.6 met en évidence la
décroissance de la variance de \/Nﬁfvls(l a, M) lorsque M augmente. Cependant, comme le
montre notre simulation, plus M augmente et plus ’estimateur semble biaisé. C’est pourquoi,
nous conseillons le choix M = 5 qui semble étre un bon compromis. Ajoutons que pour les
faibles tailles d’échantillon (< 50), on ne peut choisir une valeur élevée du parametre M. Ceci
vient du fait que I’on estime E(Sy (2, a™)) avec N — M{ observations (a titre d’exemple pour
N =50,M = 5,a = Db4 on perd pres de 30 % des observations). Pour de si petites tailles
d’échantillon, il est préférable de choisir le parametre le plus petit possible, a savoir M = 2.

Nous avons ensuite illustré la convergence des estimateurs Ho'*, HY* C%s et C9°. Pour
ce faire, 100 mbfs de taille N € {100,200,...,1000} et de parametres H = 0.9 et C' = 2
ont été simulés. La Figure Fig.2.11 présente le MSE empirique de ces estimateurs en fonction
de N. Il apparait clairement que la procédure de régression linéaire pondérée n’amene pas
d’améliorations notables. Ceci est di au fait comme le montre la Figure Fig.2.12, que les
points sont tres bien alignés autour de la droite de régression. En conséquence, par la suite,
nous n’envisagerons pas l'utilisation des estimateurs H%® et C%* en vertu de leur coiit de
calcul élevé (estimation de la matrice de covariance @2)

x10™ a=Db4

0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9

Fic. 2.10 — MSE empirique en fonction de H des estimateurs ﬁ;ls(Q, a, M) pour les filtres
a=(1,-1) et a = Db4 et pour différentes valeurs de M.
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Fic. 2.11 — MSE empirique en fonction de N des estimateurs Ho', HY* % et C9°, basés
sur 50 mbfs de parameétre H = 0.9 et C' = 2.
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Fic. 2.12 — Ezemple de régression linéaire simple de log(Sy(2,a™)) sur log(m), (m =
, 10) basée sur une trajectoire discrétisée d’un mbf standard de taille N = 1000 et
de parameétre H = 0.9.



Chapitre 2 Identification du mouvement brownien fractionnaire par variations discrétes 43

2.6 Performances des estimateurs vis-a-vis de ’estimateur de
Whittle

Dans cette section, nous souhaitons comparer les performances des estimateurs développés
dans les sections précédentes, et plus précisément de 'estimateur vals(k, a, M), pour les pa-
rametres k = 2, M = 2 (voir la Section 2.5 qui montre la pertinence de ce choix de parameétres)
avec ’estimateur de Whittle, estimateur d’une approximation de la vraisemblance (voir Be-
ran [20] ou Annexes B.3 pour plus de détails concernant la construction de ces estimateurs).
Ayant fixé le parametre k£ a 2, nous confondons méthode des variations discretes et méthode
des variations quadratiques. Rappelons brievement I'intérét d’une telle étude comparative.
Estimer les parametres du mouvement brownien fractionnaire n’est pas une fin en soi. Si
tel était le cas, notre travail s’inscrivant dans un cadre paramétrique, il serait totalement
dénué de sens de développer des estimateurs qui de toute facon seraient moins performants
que 'estimateur du maximum de vraisemblance. L’idée sous-jacente est que nous souhaitons
identifier une extension du mbf & savoir le mouvement brownien multifractionnaire, proces-
sus qui comme nous le verrons dans le Chapitre 5 se comporte “localement” comme le mbf.
Dans cette optique, nous avons besoin d’estimateurs ayant de “bonnes” propriétés de conver-
gence, qui soient rapidement calculables et qui soient au moins aussi eflicaces pour de petits
échantillons que Pestimateur de Whittle. Tout ceci est étudié dans les paragraphes a venir.

2.6.1 Variances asymptotiques

Dans un premier temps, nous comparons les variances asymptotiques de \/NIA{W (ou
Hyy désigne Pestimateur de Whittle) et vNHZ5(2,a,2) pour les filtres a = (1,—1) et a =
Db4. Notons respectivement o3, (H) et of,(a, H) (VQ pour variations quadratiques) ces
constantes. D’apres Beran [20] (ou Annexes B.3) et la Proposition 2.4, il est clair que:

2y = 2 D T et
O = o avec D= o _\am og f(z, x.
1 1,41 2 .2 1,42
2 _ a,a -\ 2 a“,a N2 a*,a N2
Tugla, H) = 210872) Z{pH ()2 + 5™ (G)* = 205" (4) }
JEZ
ol paHm’an est défini par (2.22). Les Figures Fig. 2.13 décrivent les comportements de ces

constantes asymptotiques en fonction de H €]0, 1[, ainsi que Iefficacité des estimateurs définie

0'2 a
par Eff(a,H) = %. Précisons que pour le filtre a = (1, —1), filtre d’ordre 1, 0"2/@((% H)
o

et Fff(a, H) ont été évaluées sur leur intervalle de définition a savoir ]0,3/4[. Il ressort que

les estimateurs développés, d’un point du vue théorique, se comportent tres bien vis-a-vis de
Iestimateur du maximum de vraisemblance.

2.6.2 Temps CPU des procédures d’estimation

Le Tableau Tab.2.2 résume I’étude faite quant au temps CPU des procédures d’estimation
de H par variations discretes et par maximum de vraisemblance. Il présente les temps CPU
en secondes de 1000 répétitions de la procédure d’identification pour des tailles d’échantillon
allant de 50 & 100.000. Le tableau est éloquent : pour n > 10.000, la simulation n’a pas été
envisagée pour 'estimateur de Whittle, les calculs étant trop longs alors qu’au-dela de cette
taille d’échantillon, nos estimateurs restent tres adaptés.
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2.6 Performances des estimateurs

vis-a-vis de Uestimateur de Whittle
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Fia. 2.13 — Comportements des constantes asymptotiques oy,
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5oet op(a,.) (pour les filtres

a=(1,-1) et a = Db4) et de Uefficacité des estimateurs vis-a-vis de Uestimateur de Whittle,

en fonction de H €]0,1].
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Taille de I’échantillon
50 100 250 500 750 1000 5000 10.000 50.000 100.000

MV  26.49 63.22 141.51 275,53 419.18 553.71 3071.20 X X X
vQ 0.19 0.18 0.24 0.29 0.30 0.34 0.99 1.68 8.50 17.47

TaB. 2.2 — Temps CPU (en sec.) des procédures issues de la méthode du mazimum de vrai-
semblance et de la méthode des variations quadratiques pour 1000 répétitions en fonction de
la taille de Uéchantillon.

2.6.3 Performances des estimateurs pour des séries courtes

En vue d’appliquer localement les estimateurs pour le modele plus complexe que constitue
le mbm, nous nous intéressons aux performances des estimateurs lorsque N est assez faible.
Nous appelons filtre optimal (noté a,,) le filtre ¢ = (1, —1) lorsque H < 3/4, et a = Db4
dans le cas contraire. Pour N = 20, 40, 60, 80, 100 et pour H = 0.1,0.3,0.5,0.7,0.9, nous avons
simulé 1000 trajectoires du mbf par la méthode de Wood et Chan et calculé les estimateurs
ﬁW et ﬁ;ls(Q, opt; 2). 1l ressort de cette étude que 'estimateur de Whittle est biaisé pour les
courtes séries envisagées mais garde une variance bien inférieure a celle de 'estimateur ﬁ;ls,
qui lui est sans biais. La Figure Fig.2.14 permet de raffiner cette comparaison puisqu’elle
illustre le MSE empirique pour les différentes valeurs du parametre de Hurst envisagées. Au
vu de ces graphes, nous pouvons conclure a I’équivalence des performances des estimateurs
Hy et ﬁfﬁ lorsque la taille de I’échantillon est faible.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé des classes d’estimateurs des parametres du mbf
standard et non standard par une méthode de moments filtrés. Ces estimateurs consti-
tuent d’excellentes alternatives a 'estimateur du maximum de vraisemblance (estimateur
de Whittle) lorsque la taille d’échantillon est faible. En outre, les procédures proposées sont
extréemement rapides. Les qualités de I'approche variations discretes font des estimateurs
ﬁN(Q, a) et H3*(2,a,2) de trés bons candidats pour estimer localement 1’exposant fraction-
naire du mouvement brownien multifractionnaire qui constitue une extension du mbf au sens
ol les parametres H et C' évoluent au cours du temps.

Ce chapitre s’inscrit dans un cadre gaussien. Si 'on souhaite relacher cette contrainte de
gaussianité, la méthode de moments que nous avons développée, supposant en fait la finitude
du moment d’ordre 4 du processus, risque fort d’échouer, alors que I'estimateur de Whittle
continue d’avoir de bonnes propriétés, e.g. Giraitis et al. [45].

2.8 Preuves des résultats
2.8.1 Développement en polynémes d’Hermite de H* (¢) = |¢t|*/F; — 1

k
Nous noterons c;?, le j-eme coefficient du développement de HF (t) = % — 1, dans la base

de polynémes d’Hermite, c? =E( H*(Y)H;(Y)), olY estune v.a.suivant laloi normale
centrée réduite. H; est le j-eme polynome d’Hermite défini par:

[i/2] 4
H;(z) = Z (—1)pm2_p 2!~ [t] désignant la partie entiere du réel ¢.
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Fia. 2.14 — Erreur quadratique moyenne empirique pour les estimateurs issus du maximum
de vraisemblance et des variations quadratiques pour des courtes séries simulées pour H €

{0.1,0.3,0.5,0.7,0.91}.
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Lemme 2.2 Soit k un réel strictement positif, alors

ki =0, Vji>0 (2.32)
ki = H -2, Vj>1 (2.33)

Preuve: (2.32) est obtenu trivialement, en remarquant que H* est paire, et que les polynémes
(Hzj41)j>0 sont impairs. Pour démontrer (2.33), commencons par noter P;, le polynome a
coefficients réels défini par

Pi(k) = E(H*(Y)Hy;(Y) ) .
Par définition des polynomes d’Hermite, P; est un polynome de degré j. En effet, pour j > 1

(25)! Eryaj—2q
2] —2¢)! ¢! 24 E, '

QMQ

et il est facile de voir que
Ek+2]‘_2q = (k—l—l)(k—l—3)...(k—|—2j—2q—1)Ek, si g >q.

Choisissons maintenant n € {0,...,j—1}, H*" étant 2j-fois différentiable dans L%(¢) (espace
des fonctions de carré intégrable par rapport a la densité de la loi normale centrée réduite),

il est clair (Neveu [75], p.155) que pour YV £ N(0,1),
E( B (Y) Hy(Y)) = E((®#)®(Y)) = 0.

L’ensemble {0,2,4,...,2(j — 1)} constitue donc les racines du polynéme P;, et par unicité
de la factorisation il vient, P;(k) = Hé;é (k — 2q), d’ou le résultat.
O

2.8.2 k-variations du mbf
Dans les démonstrations qui suivent, a désigne un filtre de longueur £+ 1, et d’ordre p > 1.
Preuve du Lemme 2.1: cette démonstration peut étre retrouvée dans Istas et Lang [55],

et est présentée ici par souci de complétude.
Rappelons que 7% est défini par

¢
. 1 .
77?{(]) = D) § AqQy |] +4q - r|2H7
q,r=0

ce qui, en choisissant j > £, s’écrit

L oop qg—-r 2
o .
(1) = =5 > asa (1 L )
q7r
Grace a un développement en séries entieres pour chaque terme de la somme on obtient,

2p—1

) 1. ﬁ —r)® ﬁ (g—r)®
(@) = =53 ) e Z au Sy 2p > (o
q7r

5>2p
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avec oy =1et B,y =2H(2H —1)...(2H — ¢+ 1), ¢ > 0. Alnsi,

2p—1
. 1. B, 1 B (g 1)
S0 = LY P S gy - L 3y Ao
s=0 . q,r 4,7=0 5>2p

Puisque le filtre est d’ordre p, I'un au moins des termes Zg o (a,0%) S8 (apr2P=1=9)

est nul pour s =0,...,2p— 1. Par conséquent, 7% (j) = j27 =22 L(j) avec
S yo e liotl 1 Z g ) lorsque j = +x.
q,r=0 s>p qr 0

a

Preuve de la Proposition 2.1:

(i) 11 s’agit d’utiliser une formule bien connue sur les polynémes d’Hermite qui peut étre
vue comme un cas particulier de la non moins célebre formule du diagramme (Taqqu [88],
Breuer et Major [22]) : soient U et V' deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites
de coeflicient de corrélation p, alors

E( H;(UYH;(V)) = §;i'p', Y i,j>1. (2.34)

En notant H* (¢) = % —1et Z9(i) = V(i/N)/E(V(i/N)?)/2 il vient

| -
Vwlk,a) = 5— > H (Z2°(3),
1={

ce qui nous permet d’obtenir pour la variance de cette statistique

B(Valkoo') = = N Z B( B (7°(0) B (7°())) )

b,y =4
- G X Z (NHAZG) )
q,r>0 ig=t

ol ( cg, g>1 ) sont les coefficients du développement en polynémes d’Hermite de la fonction
H*. En tenant compte du fait que les coefficients c§q+1 et c§ sont nuls (Lemme 2.2), nous
obtenons

N-¢
E( VN(k7a)2 ) — Za2q Z N — (- |7’|)p%(l)2q 3
g>1 1={—N

avec oegq = (cgq)Q(Qq)!. Rappelons que d’apreés le Lemme 2.1, p%(i) = O(]i|*#~2P) donc

sidH —4p < 1,ie.sip> H+1/4 (p > 2 et H €]0,1[oup = 1 et H < 3/4), la série
> ien PE(1)*7 converge pour tout ¢ > 1, et donc

E( Vy(k,a)®) = 0(%) : (2.35)

Etudions les cas critiques p =1 et H = 3/4,

B( Vy(k,a)?) = O %Z % - 0<1°g](VN)> . (2.36)
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Et p=1et H > 3/4,

E( Va(k,a)?) = O %222_% :0(@). (2.37)

li|<N

La convergence presque sire est assurée par (2.35), (2.36) ou (2.37), selon p et H, et le
Théoreme 6.2 de Doob ([40],p.492), établissant une condition sous laquelle les convergence
en moyenne quadratique et presque siire, sont équivalentes pour la convergence de moyennes
empiriques de processus stationnaires discrétisés.

(ii) Nous avons montré, Lemme 2.2, que le rang d’Hermite de H* valait 2. En outre,
le Lemme 2.1 permet d’affirmer que pour tout k£ > Oetp > H + i, p%(j) est de carré
sommable quel que soit H €]0,1[ . Par conséquent, d’apres le Théoréeme 1 de Breuer et
Major, il vient lorsque N — +oo: ([22])

VN Vy(k,a) 5 N(0,4,(H, k,a)),

2
ol Aj(H,k,a) = limy_yoo02, et 0%, = E(ﬁ(Zﬁzlﬂk(Z“(i) )) ),et d’apres la

démonstration de (i), on obtient

N—¢
Fre = 3 L) > (N =i A
21 i=
+oo
RN () (29)! ZpH”]-
i>1 1EZL
O
Preuve du Corollaire 2.1:
Soit f, la fonction définie par le développement en polynémes d’Hermite suivant,
2= 1)
)= S byl avee gy = (-2 UL
: (25)!
La formule de Stirling justifie le développement ci-dessus. En effet,
: 7 1
(625)* (24)! ~ % — (2.38)

]2

par conséquent Y., (62;)2(24)! < oo. Par ailleurs, soit Xy, la variable aléatoire définie par

!
Xy = N _¢ Zf(Z (1))

=4
La fonction f étant de rang d’Hermite 2, le Théoréme 1 de Breuer et Major [22] nous assure,

des que p > H + i, que lorsque N — +00

L

VN Xy = N(0,4,(H,a)),

ot Ai(H,a) = 35, (62;)? (27)! 3z P4 (1)%. L'intérét d’avoir étudié la convergence de la

variable Xy réside dans le fait que cé\; ° WGQJ' lorsque N — 4o00. Dong, si nous montrons
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la convergence en probabilité de X = /N (Xy — N°Vy (N~ a)) vers 0, le théoreme de
Slutsky, e.g. [48], assurera que lorsque N — 400, NoH/2V (N2 qa) A N(0,A,(H,a)). Or,

\/N — a . a —a
X, = N7 Z; Z;@%N Hy;(Z%(¢)) avec Ogjy= b0, — N €3,
=0 j>

La variance de X s’écrit

B(X) = 3 g (Oune2 Z — = Jil) ().

§>2

Puisque p > H 4 1/4, nous avons pour tout j > 2, >3, n_, (N = €= [i]) p%(1)% = O(N).
Ensuite, d’apres le Lemme 2.2 on peut montrer que

1
a1 - 1
Oy n = b5 — 0]2\; Nza( 62;) Z %0 lorsque N — +o0.
g=1 9
Définissons 6, = —62; 37—, ;, on a d’apres (2.38), (85,)%(24)! ~ \/_logs(/z)) , ce qui au final

permet d’obtenir lorsque N — 400

1 log(j)” -
2 4o
B(X) =03 e = O(N~).
i>2

D’ou le fait que X/, converge en probabilité vers 0.

O
2.8.3 Identification du mbf standard
Preuve de la Proposition 2.2:
(i) Remarquons que
- T 0 2
( 14+ VN(k, a) ) — NHH - Hy(ka)) (%‘8;)) . (239)
H

La convergence presque sire de Vi (k, a) vers 0, et la continuité de la fonction logarithme en
1, assurent alors que

= k ﬂ-g a 0 s
k log(N)(H — Hy(k,a)) + =log (M) %00,
T

2 #(0)
donc,
. 1 Tavea (O s,
(H — Hy(k,a)) + Wlog W = 0. (2.40)

D’aprés la convergence presque siire de Vi (k,a) on a: NHES (k, a) 25 {71'}'_}(0)}”2 Ey,. Ainsi,
il existe Ny € N*, tel que YN > Ny on ait presque sirement

Sx(k,a) < NHk{ SO E
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Supposons H €le, 1[ pour un € > 0, alors il existe N; € N* tel que VN > N; on ait presque
stirement

1
0 < Sk, ) < 5 {720} Bi = gian(6)-
Dong, il existe Ny € N* tel que VN > Nj on ait presque sirement

Hy(k,a) = gt (Sy(k,a)) €le, 1], Ve > 0.

Ceci et (2.40) assurent la convergence presque stre de IA{N(k, a).
(ii) La convergence presque stre de Hy(k, a) et (2.39) permettent d’écrire

Vi (k, @) = klog(N) (Hy (K, a) = H) (1+ 0p(1))..

D’aprés le Théoreme de Slutsky, e.g. Grimmet et al. [48], nous en déduisons que kv/N log(N) (ﬁN(k, a)—
H) converge en loi vers la méme limite que \/NVN(k, a), d’ot le résultat.
O

2.8.4 Identification du mbf non standard

Preuve de la Proposition 2.3:

(i) Evident d’apres la Proposition 2.1 (i).

(i) La normalité asymptotique du vecteur des k-variations est obtenue en utilisant le
méme schéma de démonstration que Istas et Lang [55], lorsque k = 2. La matrice de covariance
asymptotique est obtenue par

lim N E( Vy(k,a™) Va(k,a") ), pour m,n € {1,...,M}.

N—+oco
Or,
N-1 N-1
E( Vy(k,a™) Va(k, ")) = = mg D ZZ ZZE (B (2" () B (2" (r)) )
g=mi r=n
N—>_+>oo Z 02] 2] Z pam,a" z
i>1 1EZL

(iii) 1l suffit de remarquer que presque sirement, on a:

log S (k,a™) — logE(Sy(k,a™)) = Vy(k,a™)(1+ o(1)). (2.41)

a

Preuve de la Proposition 2.4:
(i) Soit &y le vecteur du bruit de la régression de Ly sur Xy, &y = Ly — Xy a. La théorie
de la régression linéaire montre que

~ At
H (k. a M) — H = —
N ( 7a7 ) k HAH2 gN 9
~ A’
et 0% (k,a, M) — 6 = A Ex s

kA2
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ol A et A’ sont les vecteurs définis pour m = 1,..., M par
1 M
Aw = log(m) — mi_jllog<m>,
/ 1 2 1
A, = 57 ﬂ;log(m) — log(m) -+ ﬂ;log(m) 7
Le résultat (¢) de la Proposition 2.3 entraine que &y 22 (0,0,...,0)". La convergence

de ﬁfvls et gfvls est donc assurée. Une lecture attentive de la preuve du Théoreme 6.2 de
Doob ([40], p.492), montre que 'on peut légérement améliorer ce résultat et montrer que

log(N)Vy(k,a) £5 0, ce qui permet d’obtenir
log(N) ( HY*(k,a, M) - H) 25 0.

Par définition de 'estimateur du coefficient d’échelle, ceci entraine la convergence presque
siire de C'/* vers C'. N
(ii) Pour p > H + 1 Hg*(k,a, M) étant défini comme une combinaison linéaire de
composantes d’un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaussien. En
outre,
E( { VN (Hy?(k,a,M)—H) }") = WE(N&V&V)A
N oo 1 . G

[A[% 2

De la méme maniere, on montre aisément que

VN (85 (k0 0) - 0) AN(O,%) . (2.42)

On remarquera ensuite, d’une part que presque sirement

log( T2 (k, a, M) ) — log(C) = = (C(k,a, M)~ C') (1+0(1) ),

Ql

et d’autre part que

log( C%% (k, a, M) )=log(C') = ( FI*—H }log(N) —I—%log ( :Hl(%) ) +%( 6 (0, M)—6 ) .

avec H' = H(k,a, M). D’aprés (2.42) et la Proposition 2.4 (i), on a

\/N 1 @ a 1 nols P
log(V) {_10g<7TH(0)/7Tgols(0)) —I_E(O]\lf (k,a,M)—O)} — 0,

2

VN

ce qui assure que Tog(N) % (510\715(167(17]\4) — (') converge en loi vers la méme limite que

VN( HZ (kya, M) — H ).

a
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Preuve de la Proposition 2.5:

Seule la démonstration des convergences de ﬁj%ls(k,a,M) est présentée, le schéma de
démonstration de la Proposition 2.4, s’appliquant de maniere tout a fait analogue pour les
démonstrations des convergences de 5]%15(167 a, M).

(i) Par définition de la régression linéaire pondérée, il est clair que

(Bt Gyt

HY(kya,M) — H = ~—Z
kA BRlIZ,

€N7

ol Ek est le vecteur défini par

o 1, 1y (G) ™!
Bi= {1~ B st g
avec Ips la matrice identité de taille M et 13y = (1,1,...,1)". La convergence presque siire

de ﬁ;ls(k, a, M) entraine les convergences suivantes
~_ p.s. _ -~ p.s. Fa p.s.
Gyl == Grl By =5 B et |IBilg 5 (IBIIG, -

La convergence presque siire de {, termine alors la démonstration.

(ii) Pour p > H +1/4, HY*(k,a, M) étant encore défini comme une combinaison linéaire
de composantes d’un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaussien. En
outre,

(By)' G7!

_CE gV el ) (Gr) B
2 4
K (Bt

E( { VN(H (k,a, M) — H) }*)

N—+oco 1

IBkll&,
k






Chapitre
Bornes de Cramer-Rao

pour le mouvement brow-
nien fractionnaire

Ce chapitre explicite un résultat d’algebre linéaire concernant le comportement de suite
d’inverses de matrices localisées pres de leur diagonale. Nous appliquons ce résultat au calcul
de la borne de Cramer-Rao des estimateurs des parametres du mouvement brownien frac-
tionnaire, probleme déja abordé et résolu par Dahlhaus [34] par une approche différente de
celle présentée dans ce chapitre.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous continuerons & noter {By~(f),t > 0} le mbf de parameétres
(H,C) €]0,1[xR**. Pour tester Defficacité d’estimateurs tels que ceux développés par la
méthode des variations discretes dans le Chapitre 2, il est d’usage de comparer leur écart qua-
dratique moyen avec la borne de Cramer-Rao dont nous rappelons des a présent la définition :
soit * = (z1,...,xy) un vecteur aléatoire dont la densité de probabilité dépend d’un pa-
rametre réel  inconnu, alors sous certaines conditions de régularité, e.g. Dacunha-Castelle
et al. [33] p.178, tout estimateur non biaisé 8 de 0 satisfait

E ({5— 0}t {- 0}) > I,(0)~" = BORy(6) (3.1)

ot Iy(#) est la matrice d’information de Fisher définie par

1(6) = { E (88& log L(z, ) %10gL(9€,0)> }1§i,j§k (3.2)

J

L(z,.) étant la vraisemblance du modéle.

Notre modele statistique sera constitué d’une trajectoire soit d’un mbf standard (processus
pour lequel C' = 1) soit d’un mbf non standard discrétisée aux instants ¢/Ay,i=0,...,N—1,
avec Ay — 400 lorsque N — 400. Nous noterons ces trajectoires discrétisées respectivement
By et By . Les parametres d’intérét seront donc respectivement H et (H,C'), et nous no-
terons selon le cas BOCRy(H) et BCRy(H,C?) les bornes de Cramer-Rao associées. Apres
quelques calculs détaillés dans la Section 3.3, lobtention des BCR se ramene au calcul de

d _
Tr ( EEH.E; ) : (3.3)
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ol X5 représente la matrice de covariance normalisée d’une transformation linéaire, notée ¢, de
la trajectoire discrétisée By : Sy = A2HE (((By)((By)'). Si € représente les accroissements,
((By) définit un bgf standard observé aux instants i/Ay,i=10,..., N — 1 et ¥y la matrice
d’autocovariance normalisée du mbf. On comprend bien alors que la difficulté d’évaluer (3.3)
réside dans le fait que la matrice X5 n’est pas creuse, (Xy);; = %(|j—i— 12 20— 4|5 -
i+1|2"). Le probleme n’est cependant pas insurmontable car cette matrice de Toeplitz possede
une propriété intéressante de décroissance hyperbolique des coeflicients loin de la diagonale,
(Zn)ij ~ ¢|j — i|*” 7% Dans ce cadre de travail, le probleme est entiérement résolu par
Dahlhaus [34] qui en 1989 a étudié les BCR de parameétres de divers processus autosimilaires.
Sans avoir étudié séparément les comportements de %EH et de ©3;1, il parvient & établir la
limite de (3.3) lorsque N tend vers +oo, et finalement & montrer pour le mbf non standard
que la borne de Cramer-Rao des estimateurs du parametre H vérifie:

z 12 SR :
(BC'RN(H,C))L1 N D avecD_Qﬂ_ - 8Hlogf(/\) dA,

ou [ désigne la densité spectrale du bgf. Notre approche est légerement différente puisque
nous commencons par démontrer un résultat d’algebre linéaire (qui nous semble par ailleurs
intéressant en lui-méme) concernant 'inverse de matrices qui sont localisées pres de la diago-
nale, ce qui nous permet d’exhiber une transformation linéaire pour laquelle nous controlons
les comportements des coefficients de %EH d’une part et de ©5! d’autre part. Ce contréle
séparé des coefficients nous permet d’obtenir exactement BC'Ry(H) et la vitesse de conver-
gence de BORy(H,C?) (notre approche ne nous permet pas d’obtenir la constante asymp-
totique 2/D).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Dans la Section 3.2, nous généralisons
un résultat d’algebre linéaire fondamental démontré par Jaffard [57] et qui nous permet de
controéler les coeflicients de suites de certaines matrices V x N exhibant soit une décroissance
hyperbolique soit une décroissance exponentielle. Plus précisément, nous prouvons que les
inverses de telles matrices possedent la méme propriété de localisation que la matrice initiale.
En filtrant fractionnairement et partiellement la trajectoire discrétisée, nous parvenons a
exhiber dans la Section 3.3, une transformation linéaire pour laquelle nous contrélons (3.3)
et finalement & établir les comportements de BORy(H) et BCRy(H,C?).

3.2 Inverse de matrices localisées

Cette section a pour objectif de présenter un résultat d’algebre linéaire fondamental sur
les inverses de suite de matrices finies localisées pres de leur diagonale. Nous entendons par
matrice localisée une matrice dont les termes décroissent hyperboliquement ou exponentiel-
lement en s’éloignant de la diagonale.

Caractériser I'inverse d’une matrice est un probleme majeur en algebre linéaire qui a
intéressé de nombreux chercheurs, et engendré une littérature importante: Varga [93] et
Demko [39] se sont intéressés & obtenir des bornes de ||A7!||., ot A est une matrice par
bandes; Chew [24], Vassilevski [94], Barret et al. [10] et Shivakumar et al. [86] explicitent
des bornes des coefficients de I'inverse de matrices par bandes et/ou matrices tridiagonales;
Demko et al. [38] se sont pour leur part attachés a exhiber la vitesse de décroissance des
coeflicients de I'inverse de certaines matrices localisées. Cette liste n’est évidemment pas
exhaustive. Cependant & notre connaissance seul Jaffard [57] s’est intéressé a borner les co-
efficients de matrices localisées infinies. Plus précisément, il montre sous certaines conditions
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que si une matrice localisée infinie est inversible en tant qu’opérateur de (%(Z) — (*(Z)
alors son inverse exhibe la méme propriété de “localisation”. Notre contribution est de re-
garder tres précisément comment peuvent s’adapter ces résultats a des suites de matrices
finies. Commencons par introduire quelques notations ainsi que les résultats de Jaffard que
nous généralisons, d’une part pour les matrices & décroissance hyperbolique, ensuite pour les
matrices a décroissance exponentielle.

3.2.1 Matrices a décroissance hyperbolique

Etant donnés a > 0,¢ > 0, (), désignera I’ensemble des matrices indexées par Z X Z
vérifiant

AEQ%C = |(A)k,k’| < C<1—|—|l€/—k|)_a 7Vk7k/€Z. (34)

De plus, (Qa,c,n) >, désignera la suite de sous-ensembles de matrices N X N telles que

A€Qaen & |(App| < c(1+|K —k)™" , Ve K =1,... N, (3.5)

avec dans (3.5) a et ¢ indépendants de N. Le Lemme préliminaire suivant explicite une
propriété importante des ensembles Q. . et Qo c n-

Lemme 3.1 (), . et (o n constituent des algebres des que o > 1.

La preuve de ce résultat est omise, étant en tout point identique a celle de la Proposition 1

de Jaffard [57].

Théoreme 3.1 (Jaffard) Soit A une matrice appartenant a Q) . avec o > 1, inversible en
tant qu’opérateur de (*(Z) dans (*(Z) alors il existe ¢ > 0 telle que A™' € Q,, »r.

Le théoreme suivant présente les résultats obtenus en restreignant le cadre de travail aux
suites de matrices N x N. Dans ’énoncé du résultat suivant, @ désigne la transformée de
Fourier d’une suite a € (*(Z).

Théoréme 3.2 Soit o €]1,3/2[, et soit (Ay)y>1 une suite de matrices N x N symétriques
définies positives telle que Ay € Qucn. Soit Aoy Uopérateur défini, si la limite suivante
existe, pour (i, ) € Z* par

(Asc)ij = lim (Ay)i;

N—+4o0

Supposons satisfaites les hypothéses suivantes

(H1) (Aco)ii+; = a(j) avee a(j) ~ clj|~*, lorsque |j| — 400,
(Hz) a(X) >0 for A#£0,
(Hs) YN _ {(Aw)iy — (An)iy}? =o(1), lorsque N — +oo,

alors il existe ¢ > 0 telle que Ay' € Qo n-
Une lecture attentive des théoremes précédents montre que notre travail a consisté a établir

les conditions pour lesquelles I'inversibilité sur (*(Z) est assurée uniformément en N : hy-
potheses (Hy), (Hz) et (Hs).

Exemple : soit Gy la matrice de corrélation d’un bgf standard discrétiséen i/N,i=1,... ,N—
1. D’apres la Section 2.1,

1, o . e -
(Guig = A= i = 1P =20 =i+ |j = i+ 1P} ~ el =i lorsque |j—1] — +oo.
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L’opérateur G, tel qu’il est défini dans le Théoreme 3.2 n’est autre que 'extension de la
matrice ¢y aux indices (i,5) € Z?%, donc I’hypothese (Hjz) est trivialement vérifiée. De plus,
si H €]1/4,1/2[’hypothese (Hy) est satisfaite pour &« = 2—2H , et la densité spectrale du bgf
étant strictement positive en dehors de 0, (Hz) est assurée. En conclusion, si H €]1/4,1/2],
G;fl € Q2—2H,C,N-

Preuve du Théoréme 3.2

Par la suite, (AN)NZI désignera une suite de matrices N X N définies positives satisfai-
sant les hypotheses du Théoreme 3.2, et ¢ une constante générique strictement positive et
indépendante de N. Et par souci de simplicité, nous reprenons les notations introduites par

Jaffard [57].

AnX XtAnX
I[Anll = supxerny xzo % = SUPX RN, X£0 ~Xx
ANl = supg; [(Ax)jrl (14 1k = 4))*,  pour >0

1
Anll = sup; [ 30, [(An)jnl?] 7 -

1/p
De plus, pour une suite u = (u;);ez, nous noterons ||ul|p = {Z]‘ez |u]‘|p} , pour p > 1.

Définissons, By = I — ”ﬁ—x”. Le premier Lemme, qui joue le role le plus important dans notre

démonstration, donne une borne pour ||By]|.
Lemme 3.2 [l existe 0 < r < 1, r indépendant de N, tel que ||By|| <r < 1.

Preuve du Lemme 3.2.

e Commencons par montrer que A, est un opérateur continu et inversible de (?(Z) dans
(2(Z). Soit u € (*(Z), puisque As,u = a*u (ol * symbolise le produit de convolution), d’aprés
I'inégalité de Young on a

[ Asoullee = [lax ulle < ][ ]]ull e

L’hypothése (Hy) assure que a € £}, A, est donc continu. Ensuite, remarquons que @ * i =
au. Puisque, @ > 0 presque partout, a * v = 0 implique que u = 0 et donc A, est injectif. A
présent, notons v = a * u et supposons v € {2, d’apres 1’égalité de Parseval et I'inégalité de
Holder, il est facile de voir que

lulle < Mlolle @ 1 r2qr, -

Nous avons a(j) ~ ¢|j|~?, lorsque |j| — 400, avec a €]1,3/2[, donc d’apres le résultat de
Zygmund [101], @(A\)~! ~ ¢|A|'™ lorsque |A] — 0, et ainsi en utilisant (Hy) et (Hz), on
montre que 1/a@ € L*(] — w, x[). Bref, A, est un opérateur continu et inversible de (*(Z) —
(*(Z). En conséquence, l'opérateur AZ! existe et est continu de (*(Z) — (*(Z).
e Un peu d’algebre linéaire conduit aux relations suivantes
Am
1Al = Aas et IBull = 1 = =, (3.6)
M
ol Ay (resp. A,,) est la plus grande (resp. plus petite) valeur propre de la matrice Ay. Pour
démontrer le Lemme 3.2, il suffit de borner le rapport Ay /A, indépendamment de N. Soient
Xy et X, les vecteurs propres associés a Ay, et A,,. Définissons les vecteurs XJ?J et la matrice
AS par:

(X%),:{(XM)Z» §LSiSN ) _{(AN)M S 1<ij<AN.
k3 0 i

sinon Ny 0 sinon
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On définit de la méme maniére le vecteur X9, associé & X,,.
e Commencons par majorer A,:

XiAxXu  (X9UALXS  (X9)UAS = A)XY | (X)X

Ay = = -
" XX (XR) X (XR) X (XR) X

Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

1/2
XO t AO _Aoo XO
(Xa) (A Xy < Z {(Ay — A)ij )2 = o(1), d’apres ’hypothese (Hs).
(XR) X5 ~ ’
1<ij<N
De plus,
DEALY N ¢ XA X
( 3/1()0 txoM < sup XX = ||AOO||
(X9 Xer2,X#0
Donc a partir d’un certain rang,
Ay < 2||As]]- (3.7)

e Cherchons a présent a minorer A,,. Avec les notations introduites auparavant, on a:

- Kb A | (G)URXD (XD)'(AS — A) XD (X)) A X

X5 Xm (X)1 X5, (X)1 X5, (X5) X5

De nouveau,
XO)(AY — A ) X0
( m)(( év)t 5 )Xo = o(1), d’apres I’hypothese (Hs).

L’opérateur A., étant un opérateur symétrique défini positif, définissons Y,0 = A<1X/>2XJ?/I. On
a alors
(X0)ALXY RS 1
(X)X (V)AZYS  [IAZ]

Donc a partir d’un certain rang,

1 _
= < Al (38)

Les résultats (3.7) et (3.8) montrent qu’a partir d’un certain rang Ay /A, < 4| Ao ||| AZ].
La premiere partie de la preuve assure que ce quotient est fini, ce qui termine la preuve du
Lemme 3.2.

a

Le Lemme 3.2 nous permet d’utiliser le cadre de travail établi par Jaffard: il nous faut
prouver que Ay' € Q, o i-e. que ||AyY|o < c. En écrivant, Ay! = Y nso (By)™, on s’apercoit
qu’il suffit de borner la série Y <o ||(By)"||o indépendamment de N. Les cinq Lemmes sui-
vants sont diis & Jaffard [57]. Nous vérifions leur validité avec les hypotheses du Théoreme 3.2.

Lemme 3.3 Vp€]1,2], |[|Byllp < cp||BN||f/p_1 ||BN||Z2_2/p7 avec ¢, indépendant de N.
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Preuve du Lemme 3.3

Soit bjp = (By) ks et soit T € {1,..., N} (T sera fixé ultérieurement), alors
1/p 1/p || Buyll] \1/P
(P L |P 1
(Shr)s (5 )"+ (5 B
k lk—3|<T k=3 |>T
D’apres I'inégalité de Hoélder
T T
1/ 1/2
( Z |ai|p) b < (3T)1/p—1/2 ( Z |ai|2)
i==T i==T

De plus,

N too
Z i < / 2 Pdx = LTl_p.
kP

k=T+1 T p—1

En passant a la borne supérieure de (3.9), il vient
1Buller < BD)MP2[Bylle + 200 = )77 TP Byl

Puisque a € (%, ||Byl||1 est bornée indépendamment de N. De plus, (||BN||[2)N>1 est une

suite croissante, donc pour N suffisamment grand, on peut choisir 7= [ ||By||} /_||BN||?2 ]
et ainsi obtenir

1Bl < e [BullF"7" 1| By||577" avec ¢, =2 x max (317712 2(p — 1)71/7).
O

Lemme 3.4 Soit By la matrice définie par (B/N)j’;g = ij = (k — j)bji, et soit p un réel

satisfaisant 1 < p < =2=. Si My et My sont deux matrices telles que ||Mi]|, < +oo el

3—a’
|| Ma||;p < 400, alors il existe une constante ¢ indépendante de N telle que

| (M B Ma)ij | < e ||Blla [[Mller || Ma]ler -

Preuve du Lemme 3.4 Commencons par prouver que By est borné de {# — (" avec r

tel que %—I— 1 = 1. Nous avons |Z]k| < c|k — 7|17, Maintenant, la suite (|k|1_a)k€Z* € (7 si

q > ﬁ, et donc d’apres I'inégalité de Young, EN sera continu % — (" si % < Zl) + % — 1. La
condition imposée a p nous permet de choisir r tel que %—I—% = 1 (ce qui justifiera 'utilisation
de I'inégalité de Holder ci-apres). N

Soit (e;) la base canonique de (2, Mye; € (¥ donc ||Maej||,, < ||Mz]]p- Alnsi, ByMse; €

et ||§NM26]'||ZT < ¢||Bylly ||Ma||sp- Enfin, puisque Mfe; € ", nous obtenons d’apres

I'inégalité de Holder
< Miej, ByMae; >| < e ||Blla [|Miller | Moo -
O
Lemme 3.5 [l existe une constante k = k(R) indépendante de N telle que pour n > 0 on

ait

H(Bx)"lh < & B, v it > |[Byll.



Chapitre 3 Bornes de Crameér-Rao pour le mouvement brownien fractionnaire 61

Preuve du Lemme 3.5. Soit b, ;1 le coefficient d’indices (7, k) de la matrice (By)", et soit

bn,jk = (k - ]) bmjk' On a,

bk = D biibisi, - bin_ik -
i17~~~7in—1
Puisque,
B =gl < |7j—al + oo+ i1 — K],
il vient
bl < 1bjir | biginl - Pbi il o D i | biin] - - [bi ] -
i

in—l
Le Lemme 3.4 nous permet alors d’obtenir la majoration suivante,

n—2

1Bx)"ll < 2 Bulla [1(Bx)" Mo + ¢ Y { I1Bullo 1Bx) Nl 1(Bx)" ™l } -

=1

D’apres le Lemme 3.3, il existe une constante ¢’ indépendante de N telle que

I(By)"lh < ¢ 1Byl { [(By)™ |71 || By (=D 2=21p)

n—2

ST (B By 1) 77 || By || (=D @=20) } (3.10)

=1

Q..n étant une algébre (voir [57] pour une preuve détaillée), il existe Ry > 0 tel que, pour
tout n, on ait: ||(Bxy)"|l1 < R§. D’aprés (3.10), nous obtenons alors

1(Bx)" < 2¢ n || Bylla RGO || By||(m0C=210)
La fin de la preuve est identique: si Ry > R?)/p_lHBNH?_?/p7 alors il existe k1 = k1 (Ry) tel
que |[(By)"l1 < &1 R} . La démonstration est terminée en itérant cet argument et en
remarquant que ||By|| est 'unique point fixe de Iapplication z — z/7=1[|By||?~2/*.
a

Lemme 3.6 Il existe v > 0 tel que pour tout R > ||By||, on ait
(Bx)"ll144 < & R™, avec Kk = k(R) indépendante de N.

Preuve du Lemme 3.6 La preuve est identique & celle du Lemme 4 de Jaffard [57]. Elle
repose sur le fait que 'on peut prouver un résultat identique au Lemme 3.4 pour la matrice

By définie par (EN) = |k — j1"7bjk (avec 0 < v < 1). 1l suffit ensuite d’appliquer le

schéma de la preuve du Lemme 3.5 pour la matrice ayant pour termes |k — j|'*7b,, j.
O

Lemme 3.7 [l existe v > 0 tel que Ay' € Q. qy1on-

Preuve du Lemme 3.7
D’apres le Lemme 3.3, ||By|| < r < 1, on peut choisir R = r dans le Lemme 3.6 et ainsi
obtenir ano I[(Bx)"li4+ < 725, ce qui implique que AV E€Qiy o
O
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Nous pouvons maintenant terminer la preuve du Théoreme 3.2. Remarquons que
(k= DA = =D > (AT kel = m) (An) e (AT -
Y4 m

Il existe une constante ¢ indépendante de N, telle que
A e [ € e k=)™ et (= m)(Ax)em | € ¢ (10— m))'™ .

En se basant sur le Lemme 3.1, on peut montrer que si M € Q.. y et M € Qp vy avec
e < 1,8 > 1alors (MM') € Q.. avec ¢,c,¢” > 0. Ainsi, il existe une constante ¢ > 0
indépendante de N telle que

| (k=) (Am | < e+l — 4D,

et le Théoreme 3.2 est prouvé.

3.2.2 Matrices a décroissance exponentielle

En travaillant sur la généralisation du résultat de Jaffard concernant les matrices dont
les termes décroissent de maniere hyperbolique en s’éloignant de la diagonale, nous nous
sommes apercus qu’une telle généralisation était possible pour les matrices présentant une
décroissance exponentielle.

Etant donnés 8 > 0,¢ > 0, &z, désignera ’ensemble des matrices indexées par Z x Z vérifiant

Ae&s. & |(Aw| < cexp(=plk —k|), Yk, k' € Z. (3.11)
De plus, (557C7N)N21 désignera la suite de sous-ensembles de matrices N x N telles que
A€&sen & [(Apw| < cexp(—plk — k), VE, K =1,... N. (3.12)
Clairement, dans (3.12) 3 et ¢ sont indépendants de N.

Théoreme 3.3 (Jaffard) Soit A une matrice appartenant a Eg ¢, inversible en tant qu’opérateur
de (*(Z) dans (*(Z) alors il existe ¢ > 0 telle que A™' € Eg o1 .

Le Théoreme suivant présente les résultats obtenus en restreignant le cadre de travail aux
suites de matrices N X V.

Théoréme 3.4 Soit (Ay)y>1 une suite de matrices N X N symétriques définies positives
telle que Ay € Eg . Soit Ao, Uopérateur défini, si la limite suivante existe, pour (i, j) € Z*
par

(Acc)iy = lim (Ay)i;

N—+4o0

Supposons satisfaites les hypothéses suivantes

(Hi) (A)iis; = alj) avee a(j) ~ cexp(=Bljl)  lorsque |j| — 400
(Ha) [a(N)|> 0 for A#0
(He) YN  {(A)is — ()i} =o(1).  lorsque N — +o0

alors il existe ¢ > 0 telle que Ay' € E3,e! N+
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Preuve du Théoréme 3.4

Une lecture attentive de la preuve du Théoreme 3.3 de Jaffard montre que I'extension
aux suites de matrices N X N est envisageable dés que I’'on obtient un résultat analogue au
Lemme 3.2 pour les matrices appartenant a 3 y, i.e. des qu’il existe r < 1, r indépendant
de N, tel que ||I — ”fl—%”H < r. Et une lecture attentive du Lemme 3.2 montre que ceci est
réalisé deés que a € (1, 1/a € L*(] — 7, x[) et [@(A)| > 0 pour A # 0. Or, un simple calcul
intégral montre qu’il existe ¢ > 0 tel que a(\) = m Donc les trois conditions précitées
sont trivialement vérifiées.

3.3 Applications au calcul des Bornes de Cramer-Rao du mbf

Dans cette section, nous souhaitons appliquer les résultats de la section précédente a
I’évaluation de la vitesse des bornes de Cramer-Rao pour les parametres du mbf standard,
BCRy(H), et du mbf non standard, BC'Ry(H,C?). Les résultats de cette section ne sont pas
novateurs d’un point de vue théorique puisqu’ils ont déja en partie été présentés par Dahlhaus
[34], qui par son approche parvient & obtenir un équivalent de BC'R(H,(C?). Cependant,
la démonstration que nous apportons est unique, originale et n’est & notre avis pas dénuée
d’intérét.

Rappelons les notations suivantes pour z, et yy, deux suites réelles: zy ~ yy si la
limite limy_ 400 @5 /Yy existe et est égale & 1. Par ailleurs, nous aurons zy = O(yy) (resp.
Ty X yy), sl existe une constante ¢ > 0, (resp. ¢1,c2 > 0), telle que |zy| < c|yy| (resp.
calyy| < lzy| < ezlyn]). Pour deux matrices A et B, nous aurons Ay < By si pour tout ¢, j
(Ax)ij =< (Bx)i;-

Théoréme 3.5 Soit 0 < H < 1 le paramétre de Hurst d’un mbf standard observé aux instants
i/An, 1=0,...,N— 1. Alors la borne de Cramér-Rao de H vérifie lorsque N — 400, Ay —
400 -

1 1

PO ™ 3 Mo 3

(3.13)

Théoréme 3.6 Soient 0 < H < 1 et 0 < C' le parameétre de Hurst et le paramétre d’échelle

d’un mbf non standard observé aux instants i/An, ¢ = 0,...,N — 1. Alors la borne de
Cramer-Rao de (H,C) vérifie lorsque N — 400, Ay — 400 :
1N log(A)/N )
BCRy( H,C?) = ) 3.14
(1) < (ol tosaay (.14

Commencons par introduire quelques notations et par décrire approche utilisée pour
démontrer ces deux résultats. Le vecteur By (resp. By o) désignera une trajectoire d’un mbf
standard (resp. non standard) discrétisée aux instants i/A~, 7 =0,...,N — 1. Soit ¢ le
vecteur défini pour d €] — 1/2,1/2[ et pour k > 0 par

Ck+D0(k—d+1)°

ou I' désigne la fonction Gamma. La suite ¢ représente un filtre fractionnaire d’ordre d, i.e.
les coefficients du développement en séries de la fonction (1 — z)d. Nous renvoyons le lecteur
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a Beran [20] qui énonce quelques généralités sur les filtres fractionnaires. Entre autres, il
montre que la transformée de Fourier de ¢, notée ¢, est donnée par ¢(\) = (1 — e*)? pour
A €]—m, 7[. A présent définissons Ay By (resp.AgBy ) comme étant le vecteur issu du filtrage
fractionnaire partiel des accroissements de By (resp. By ) avec le vecteur c¢:

N—-1—:

b
AgBy (i) = Z ckXH<A+Z> pour i =0,..., N —1,
k=0 N

ou N'=[N(1-1/log N)] ([z] désignant la partie entiere d’un réel z), et ot X;(0) = By (0) et
Xy(j/Ax) = Bu(j/Ay) —Bu(j—1/Ay), pour j =1,..., N —1. Désignons encore par Xy »
la matrice de covariance de AyBy définie par X5, = E ((AdBH)t(AdBH)). L’autosimilarité
du mbf suffit & montrer que

1 (N—4,N—j)
(Swa)y; = L Z crepy(K —k4+j—4), i,5=1,...,N', (3.15)
N (k,k")=(0,0)

ol v désigne la fonction de covariance du bgf donnée par v(r) = 1/2(|7 — 1] — 2|72 +
|7+ 1|2H). Yy désignera la matrice normalisée Xy 1, |X5| le déterminant de Xy et %EH la
matrice dont les termes sont les termes de X5 dérivés par rapport a H.

Le Lemme 3.8 montre la pertinence du filtrage fractionnaire partiel des accroissements
de By. Ce Lemme montre en effet que pour un certain choix du réel d, la matrice X, de
tailleN’ x N’ satisfait les hypotheses (H;) et (Hz) du Théoreme 3.2. Ensuite, le fait d’avoir
défini uniquement AyBy (i) pour 0 < ¢ < N’ assure que chaque composante est obtenue en
filtrant au moins % observations du mbf, ce qui est primordial pour assurer 'hypothese
(Hj3) du Théoreme 3.2. En résumé, 'approche développée, i.e. le filtrage fractionnaire partiel,
nous permet de construire une matrice (X), pour laquelle nous contrélons les coefficients ainsi
que les coefficients de son inverse par application du Théoréme 3.2, et ce pour tout H €]0, 1].
Ceci est le point-clé pour obtenir les comportements de BCRy(H) et BCRy(H,C?). Si
nous avions considéré uniquement les accroissements du mbf (sans filtrage fractionnaire),
les hypotheses du Théoréeme 3.2 n’auraient été satisfaites que pour H €]1/4,1/2[ et nous
n’aurions été en mesure de déterminer les comportements de BCRy(H) et BCRy(H,C?)
que pour H €]1/4,1/2].

Ajoutons également que de par leur équivalence, nous abuserons des notations en conti-
nuant & noter BC'Ry(H) (resp. BCRy(H,C?)) la borne de Cramer-Rao de H (resp. (H,C?))
basée soit sur By (resp. By o) soit sur AgBy (resp. AgBy ) puisque N’ ~ N. Sans perte de
généralité, la preuve devient plus claire.

Enfin, introduisons les quelques notations suivantes :

Xy = Xp(H,Ay) = (A7 AuBy ) (Z0) 7 (AT AyBy ), (3.16)
Yoo = Yw(H,Ay) = (A7 AdBH)"‘%(zH)—l((AN)H AgBy ), (3.17)

et,
uy = Var(Xy), oy = Var(Yy), and cy= Cov(Xy, Yy). (3.18)

Nous énoncons un résultat préliminaire, concernant les comportements de vy et ¢y, qui sera
prouvé dans la Section 3.3.2.
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Proposition 3.1 Lorsque N — +o0o, Ay — +00, on a:

vy = O(N), cw = ON), wy = uyvy — 2, >0, et wy = O(N?).

3.3.1 Preuves des Théorémes 3.5 et 3.6

Preuve du Théoréme 3.5 :
La log-vraisemblance du vecteur AyzBy est donnée par:

l(AyBy, H) = ——log(Qﬂ') - —1og\2“\ —Z AdBH) (Swa) HAgBy) . (3.19)

Le score, S(AyBy, H), défini comme étant la dérivée de la vraisemblance par rapport a H
est donné par:

1 d 1 d
S(AaBy, H) = —35 - log 1Sual - §(AdBH)tﬁ(EH7A)_1(AdBH) : (3.20)
La densité du vecteur AyBjy satisfait
_ 1
(27)~ ‘EHA‘ 12 / exp ( ——xt(EHA)_lx) dz = 1. (3.21)
RN 2

La fonction exp ( — %xtEglx) est dérivable par rapport a H, et la dérivée est donnée par
flz) = —xt%Eglw exp( 1 tEI;lx) Soit ¢ = max; %(Egl)mk, nous avons clairement
|f(2)] < ¢ (afz) exp(— —xtEH z)z € LY(RN"). Donc en dérivant (3.21) par rapport a H,
nous obtenons:

d d
dH log ‘EHA‘ ( JH (AdBH) (EH,A)_IACIBH> )

ce qui permet de réécrire (3.20) de la maniere suivante:

S(abin 1) = 5 {B( @B S50 (8aB) ) = (8aBa) T (Sa) ™ (aB) |
(3.22)
Ensuite,
d -1 _ d 2
)™ = (A7)
= 20 log(A) (B (A (8,

D’apres (3.16) et (3.17), (3.22) devient :

S(AgBu, H) = log(Ay){ E(Xyr) - Xo ) + %{E(YN/) Yol (3.23)
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Et en utilisant les notations (3.18), la matrice d’information de Fisher est alors donnée par
(voir (3.2)):

I(AgBy, H) = E(S(AyBy, H)?) = Var(S(AyBy, H))

1
(3.24)

On vérifie trivialement que la distribution de X s est un chi-deux a N’ degrés de liberté, donc
uy = 2N'. Ceci et la Proposition 3.1 impliquent que:

I(AyBy, H) = 2N'log*(Ay) + O(N) + O(Nlog(Ay)),

et le Théoreme 3.5 est prouvé (N’ ~ N).

O
Preuve du Théoréme 3.6
Le score dépend maintenant des parametres H et C':
A log(AN{ E(Xy/) — Xnr } + ${ E(Yy) =Yy }
S(AdBH,C7 H7 02) —
5o { X —E(Xy) }
La matrice d’information de Fisher est alors donnée par:
uyr log? (Ay) 4+ oy + ey log(Ay) —sezun log(Ay) — shzcnr

[(AgBy o, H,C?) =
— gzt log(Ax) — gfew ot

D’apres la Proposition 3.1, [I(AgBy.c, H,C?)| # 0 et I(AyBy ¢, H,C?) est inversible d’oti:
I(AdBHp,H, 02)_1 = (uN/UN/—CJQ\,/)_l X
R 402( 2upr log(Ay) + ey )

402( 2ups log(Ay) + ey ) 404( A logz(AN) + vy + 4oy log(Ay) )

En utilisant la Proposition 3.1, nous obtenons une borne inférieure pour BC Ry (H,C?).
Mais le Chapitre 2 fournit des estimateurs des parametres H et C'? dont les écarts quadra-
tiques moyens se comportent comme (3.14). Ces écarts quadratiques moyens constituent une
borne supérieure de BC' Ry (H,(C?), ce qui termine la preuve.

O

3.3.2 Preuve de la Proposition 3.1

La Proposition 3.1 repose sur le Lemme suivant explicitant les comportements des coef-
ficients de %EH et de L5t

Lemme 3.8
(i) Il existe o €]1,3/2] tel que Xy satisfasse les hypothéses du Théoréme 3.2.
(ii) 1l existe 3 > 1 et ¢ > 0 telles que 75 (Xyu) € Qp e n
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Preuve du Lemme 3.8. x(H) désignera une constante générique dépendant de H.
(i) Pour 0 < € < 1/8, définissons

(3.25)

d— H—-1/4—¢ si H €]0,3/4 — €]
Tl 1/2—€ si H€]3/4—¢e,1—¢]

e Définissons également le processus (Y (¢)):ez obtenu en filtrant le processus des accroisse-
ments du mbf avec le filtre fractionnaire ¢ d’ordre d:

+oo .
k_

Y(i) = chx<A ’),iez.
N

k=0

Puisque d €] — 1/2,1/2[, la densité spectrale de Y, notée & est explicitement donnée
par (cf Beran [20] p.61)

G(A) = 2%(1 —cos(A\)? f(N), pour A €] — 7,7,

ol f désigne la densité spectrale du processus des accroissements du mbf. Rappelons
que f(A)| ~ w(H)|A'""2H lorsque |A| — 0, et donc [G(\)| ~ x(H)|A|'~2H+27 lorsque
|A| = 0. Le réel d a été choisi de telle sorte que 2d+2 —2H €]1,3/2[ pour H €]0,1 — ¢,
ainsi d’apres Zygmund [101] o () ~ (H)|7]*7 =22 lorsque |j| — +o0. Nous avons ainsi
prouvé l'existence d’un réel a €]1,3/2[ tel que pour tout H €]0,1[, o(j) ~ (H)|j|~*
lorsque |j| — +o0.
Par définition,
(+00,+00)
oj) = Y, aay(K—k+j),
(k,k")=(0,0)
ol v est la fonction d’autocovariance du mbf. Ceci signifie que la limite impnv 400 (X5)5 545
existe et est égale a o(j), ce qui remplit 'hypothese (Hy) du Théoreme 3.2.
e Puisque la densité spectrale du bgf, f(A) est strictement positive pour A # 0, 3 > 0 pour
A # 0, 'hypotheése (Hg) est satisfaite.
e Notons ¥, la matrice infinie définie pour (¢,7) € Z* par (Xoo)i; = o(j — ). Il nous
faut prouver que Sy = > ien {1(Xe0)ij — (4)i;}° = o(1). 1l est bien connu que
Iy (7)] ~ K|7|2H72, lorsque |7| = +oo. D’aprés Zygmund [101], on a |e;| ~ x|r|~%L,

lorsque || — 4o00. Ainsi, on peut obtenir la majoration suivante pour Sy :

2

+oo
Sy < wN' Z Z |k|_d_1|k/|_d_1|k/ _k +i|2H_2 7
i<t | kh'=N"
avec N = N — N’ (on a N — +o0, lorsque N — +00),
e N L1 I 1 e O N 1 I e e S P

ki, g >N li|<N"

En se basant sur la preuve du Lemme 3.1, on peut écrire

Z |1 — ks + i|2H_2|k2 —kq+ i|2H_2 < Kayr|ky + kg — ks — k4|2H—27
| <N'
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1 s H<1/2
avec zy = < log(N') st H=1/2
(NN s H >1/2

D’ou la majoration suivante pour Sy < KN’ z Zkl,...,lmzN” Fky,... ks ou
Fky,... k) = |Ey |79 k| kg kg — ks — ky|*P 2. Définissons pour 7 > 0

F, = {kh .. k4 N” 0< (N//)1+77$ /|l€1 + ko — ks — 4|2I{—I—2—I—77 < |k1k2k3k4|d+1}

E, = {kh coeska > NN 0y 4 ey — kg — ka2 > |k1k2k3k4|d+1} .

Ensuite,
S Pk k) < (NTTah N kb k= ks — k|
(kl,...,k4)€E1 k17~~~7k42N”
< (N7t (3.26)
Et,
4
_ 2—2H
Z F(k17 o .. 7k4) S (N”)% x21/{+2+n Z |k| d+1 25‘22?”)
(kl,...,k4)€E2 kZN”
_ 2—2H
< (I e i S (3.27)

Les inégalités (3.26), (3.27) et les définitions de N' et N” impliquent finalement que,

4+7 {5 4(44n) (d+1)— 1+n)(2—2H)}
Sy = L(N) {O(N‘”) + 0<va+2H+" N 2420 %n ) } (3.28)

ou L est une fonction a variations lentes. Nous laissons alors le soin au lecteur de vérifier
que le terme de droite de (3.28) tend vers 0, lorsque N — +o0 si

2 2
W<H<1_6_ﬂ7 (329)

4437 4
ol € est le parametre introduit pour définir d, voir (3.25). L’équation (3.29) étant valable
pour tout 7 > 0, € > 0, on obtient que pour tout H €]0,1[, Sy — 0 lorsque N — 400,
et ’hypothese (Hs) est satisfaite.
(ii) On vérifie facilement que |750(A)| ~ K(H)|AP=2HF2IL(1/X) lorsque [A| — 0 ol
L désigne une fonction a variations lentes. D’apres Zygmund [101], on a alors %O‘(j) ~
w(H)|j)>"=29=2L(5) lorsque |j| — +oco. En conclusion, il existe 3 > 1 et ¢ > 0 telles que
%O‘(j) = (’)(|j|_*3) i.e. tel que %EH € Qs
O
Preuve de la Proposition 3.1:
Un peu d’algebre linéaire et la formule d’Isserlis pour les variables gaussiennes [54],

d _ d
o =) ()5
d -1

conduisent a:
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Puisque @, v est une algebre pour o > 1 (Lemme 3.1), le Lemme 3.8 implique 'existence
de 8 > 1 tel que 725,. 55" € Qp . Par ailleurs, vy = O(N') = O(N) et cr = O(N') =
O(N). Enfin par souci de simplicité notons M = %EH.EEI. En utilisant une fois encore la
formule d’Isserlis [54], on a

2
Wy = Un'Un/ _012\7/ = 4N Z(M)ZQ,J —4 {Z(M)“}

> ANy (0 AN o0k - (Y (M)Z,Z»)Q} >0 (3.30)
it ; ;

Clairement, wy < uyvy = O(N?), ce qui acheve la preuve de la Proposition 3.1.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une alternative a la preuve de Dahlhaus pour I’évaluation
des BCR des parametres du mbf, en démontrant un résultat fin d’algebre linéaire qui expli-
cite le comportement de coefficients de l'inverse de matrices a décroissance polynomiale ou
exponentielle. Dans un travail ultérieur, il serait intéressant de pouvoir appliquer ces deux
résultats dans des domaines tels que les chaines de Markov a transitions rares.






Chapitre
Problemes statistiques in-

duits par le mbf

Ce chapitre présente quelques test liés au mouvement brownien fractionnaire et propose
une estimation robuste des parametres du mbf. Par estimation robuste, nous entendons esti-
mation des parametres en présence d’un bruit additif.

4.1 Sur quelques tests liés au mbf

4.1.1 Introduction

Dans cette section, nous souhaitons présenter quelques tests liés au mouvement brownien
fractionnaire. Certains sont déja établis dans la littérature (test d’adéquation a la distribution
marginale, a la densité spectrale, test de longue mémoire, test d’autosimilarité) et nous n’en
donnerons que les grandes lignes, par souci de complétude de ce mémoire, dans la Section
4.1.2. En outre, nous généralisons une statistique introduite par Peltier et Lévy-Véhel, [76],
et démontrons un théoreme central limite pour cette statistique dans la Section 4.1.3, ce qui
permet d’envisager de tester sa moyenne. Ces résultats sont démontrés sous ’hypothese que
la série sous-jacente est issue d’un mbf dans une premiere partie puis d’un processus gaussien
localement autosimilaire en 0, au sens d’Istas et Lang [55] dans une seconde partie. Quelques
simulations sont proposées dans la Section 4.1.4 et les preuves sont présentées dans la Section
4.1.5.

4.1.2 Quelques tests existants
4.1.2.1 Test d’adéquation a la distribution marginale

Soit Xq,..., Xy, N v.a. de méme distribution marginale F’, on désire tester la normalité
de cette série, i.e. tester les hypotheses

Hy: F(w_u>:¢ contre Hj: F(gg_'u>7é(1>7

g g

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi normale standard, ou g = E(X;) et ou
0? = Var(X;). De nombreuses méthodes ont été mises en ceuvre pour effectuer ce test. Pour
la plupart d’entre elles, I’hypothése est de supposer les variables indépendantes. Dans le cas
de variables dépendantes, nous citerons les travaux de Gleser et Moore [46], de Beran et
Gosh [17], ainsi que I’excellent livre de Beran [20]. Dans ces papiers, il est présenté différentes
statistiques, & savoir les statistiques du y?, de Kolmogorov-Smirnov, d’Anderson-Darling,
ainsi qu’une statistique basée sur la fonction caractéristique empirique. Sous I'hypothese
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que les observations proviennent d’un processus gaussien stationnaire admettant une densité
spectrale dont la signature spectrale se comporte en |A|'=2H I €]0,1] (ceci est vrai pour le
bruit gaussien fractionnaire), les différentes convergences de ces statistiques y sont prouvées.
Nous renvoyons le lecteur intéressé a ces travaux pour plus de détails.

4.1.2.2 Test d’adéquation de la densité spectrale

Etant données N observations X7y, ..., Xy d’un processus gaussien stationnaire admettant
une densité spectrale g(A), on peut s’intéresser a savoir si cette densité spectrale appartient
a la classe de densités spectrales paramétriques du bruit gaussien fractionnaire, définie par
(2.4), i.e. s’intéresser a tester

Ho: g(\) = f(\, H,C) pour (H,C) €]0, I[xR** contre Hy: g(\)# f(A\,H,C) VH,C.
Pour mettre en ceuvre ce test, Beran [18] introduit la statistique suivante :

Ay (Hy,Cy)

TN(ﬁW76W) - = = 3
BN(HW7 CW)2

2 *
e Al Coy = 5 iy 8 = YL
’ N &= AJ7HW7GW> ’ N = (A, Hy,Cw)’

ol A; = 2]7\;] pour j=1,...,N*avec N*=[(N — 1)/2], ou Iy désigne le périodogramme, et

ol Hy (resp. CW) désigne lestimateur de Whittle de H (resp. C') (voir Annexe B pour plus
de détails sur cet estimateur). Beran [18] montre que, sous Hy, Ty est asymptotiquement
gaussien de moyenne 1/7 et de variance 1/2Nx?, ce qui permet facilement d’obtenir une
bonne approximation des quantiles de TN(I/JW7 CA'W)

4.1.2.3 Test de longue mémoire

Pour tester la présence éventuelle d’une longue mémoire dans une série chronologique,
X1, ..., Xy, Kokoszka et Leipus [61] ont proposé la statistique suivante généralisant la sta-
tistique R/.S proposée par Hurst [52] ainsi que les statistiques R/S modifiées entreprises par
Lo [66] d’une part, et Kwiatowski et al. [64], d’autre part:

1 1 N k 2 1 N k 2
i = 5 LI (Y -x) - A (ye-xa) |
N k=1 \y=1 k=1 j=1
ou L L .
XNZWZXZ et ou S?V(‘]):WZ(XJ_XN)Q‘FQZ“J(‘])%
=1 7=1 7=1
avec encore
1
wile) =1-j/(g+1) et Fj=5 > (Xi= Xa)(Xig; = Xy), 0<j <N
=1

Dans [61], les auteurs montrent l'intérét de cette statistique par rapport aux précédentes et
prouvent (entre autres) lorsque ¢ — 400, N — 400, /N — 0 les résultats suivants:
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Sous I’hypothese que la série chronologique est la discrétisation d’un bruit gaussien fraction-
naire de parametre H < 1/2

My 55 /Olwo(t)th— (/OIWO(t)dt>27

ot WO(t) désigne un pont brownien.
Et sous 'hypotheése que la série chronologique est la discrétisation d’un bruit gaussien frac-
tionnaire de parametre H > 1/2

(%)QH_IMN N /Olwg(t)th— (/Olwg(t)dt>2,

olt W2(t) est un pont brownien fractionnaire de parameétre H. Ces résultats permettent
d’évaluer les quantiles asymptotiques. Ajoutons en outre, qu’une étude de simulation a été
menée dans [61], illustrant 'efficacité de ce test par rapport a la statistique R/S et ses
dérivées.

4.1.2.4 Test d’autosimilarité de Bardet

Pour estimer les parametres H et C' du mbf, nous avons dans le Chapitre 2 remarqué la
relation log-linéaire suivante

log E(Sy (k,a™)) = Hklog(m) + log E(Sy(k,a)),

ot a™ est le filtre a dilaté m fois, et ou Sy (k, a) représente le k-eme moment absolu empirique
de la trajectoire discrétisée d’un mbf filtrée par a. Ce faisant, nous avons pu estimer les
parametres (H,6) avec § = log E(Sy (k,a)), en effectuant une régression linéaire simple de
Ly = {log(Sx(k,a™))}y cpnens sur Xy, matrice du plan d’expérience définie par (2.18). Dans
[9], Bardet considére le cas k = 2 et @ = (1,—1) et met en ceuvre un test pour le mbf
en se basant sur le comportement asymptotique des résidus de la régression précédente: il
commence par construire la distance normalisée des points a la droite de régression

L X ( Hf*(2,(1,-1), M) )

Dy (2,(1,-1),M) = N

9

510\715(27 (17 _1)7M)

~A—1
G2

ol ||Y||Z2 = Y!QY et ot G, désigne la matrice de covariance asymptotique estimée de
VN(Ly — X, (H,0)"), définie par (2.22). Ensuite, Bardet montre que si M est un entier

> 3 alors on a pour H €]0,3/4]
L
Dy (27(17_1)7M) — X?/[—2 : (41)
Ceci permet de construire le test de niveau « suivant

Hyo: E(Dy(2,(1,-1),M)) = M-2 contre Hy: E(Dy(2,(1,-1),M)) # M-2,

avec la région critique de confiance, [ (x%_,)7' (%

det [9] a également prouvé le résultat (4.1), en supposant non plus que la trajectoire discrétisée

). (X%_2)"H (1= %) |. Ajoutons que Bar-

est celle d’un mbf mais d’un processus gaussien a accroissements stationnaires possédant une
certaine propriété autosimilaire en 0, ce qui permet d’étendre la classe d’alternatives de rejet
du test.
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4.1.3 Une nouvelle classe de statistiques

Dans [76], Peltier et Lévy-Véhel ont introduit la statistique suivante, qui peut étre vue
comme le kurtosis empirique des accroissements d’un mbf observé aux instants i/N,i =
0,...,N—1
1 SN(47 (17 _1))

3 Sy(2,(1,-1))%

ot Sy(k,a) est donné par (2.12). Ils prouvent la convergence en probabilité vers 1 de cette
statistique ainsi que la normalité asymptotique pour 0 < H < 7/8 sans expliciter la variance
asymptotique. Le travail effectué dans le Chapitre 2, nous permet de généraliser cette statis-
tique et d’obtenir des résultats plus fins. Définissons pour un filtre a d’ordre p > 1 et un réel
k > 0 la statistique Py (k, a) par

PN:

EZ Sy(2k,a)

Far Sx(h,a)?’ By =BV, Y ZN (0.1, (42)

Py(k,a) =

La Proposition suivante établit les résultats de convergence obtenus pour cette statistique.

Proposition 4.1 Soit a un filtre d’ordre p > 1 et soit k un réel strictement positif, alors
lorsque N — 400 on a

(i)

Py(k,a) 25 1. (4.3)
(i1) Sip > H +1/8 alors
VN {Py(k,a) — 1} =5 N(0,0%(H, k,a)) (4.4)

avec o (H,k,a) = ZZ(d’;ﬁ? (25)! p (1)% (4.5)

71>2 1€Z
1 7—1 7—1
et dy; = 2 [Tek—29) —2]](k-29) ¢, 5>2, (46)
) q=0 q=0

avec p% défini par (2.7).

Comme nous le verrons dans la Section 4.1.4, la statistique Py (k,a) est tres intéressante car
elle s’écarte significativement de 1 sous certaines hypotheses. En estimant préalablement le
parametre d’autosimilarité, par un estimateur consistant, le résultat (4.4) nous permet la
construction du test de niveau « suivant

Hy: E(Py(kya)) =1 contre Hy: E(Py(k,a)) # 1.

On notera que le cas particulier & = 2 réduit la variance asymptotique a o?(H,2,a) =
%Ziez p%(1)*. Le Corollaire suivant répond a une question déja soulevée dans le Chapitre 2,
Corollaire 2.1, quant au comportement de cette statistique lorsque k varie en fonction de V.
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Corollaire 4.1 Soient a un filtre d’ordre p > H + L, et o un réel strictement positif, alors

pour tout H €]0,1[ on a lorsque N — +0o0

8}

N2+ f Py(N™a) — 1} 25 N(0,0%(H,a)),
avec

, - 2i1( ]— il
o (Hva) = Z 52] 2] ZpH et 52] = (_1) -

J>2 €7 g=1 q

La Proposition 4.1 limite 'utilisation du test qui permet seulement de rejeter I’hypothese
mbf. La question que I'on se pose alors est la suivante: est-il possible d’étendre la classe de
rejet du test?

Ceci est possible car nous pouvons obtenir les résultats limites de la Proposition 4.1 pour
une classe de processus beaucoup plus large que le mouvement brownien fractionnaire, a savoir
les processus gaussiens localement autosimilaires en 0, au sens d’Istas et Lang [55]. Pour cela,
commengons par nous replacer dans leur cadre de travail. Soit {X(¢),¢ > 0} un processus
gaussien centré non différentiable & accroissements stationnaires, et soit (X') sa discrétisation
aux instants i/Ay pour 1 =10,...,N — 1 ,Ay — 400, lorsque N — +oo. T'= (N - 1)/Ay
représentera la période d’observation. Un tel processus sera dit localement auto-similaire en
0, si sa fonction demi-variance, v(t), définie par v(t) = IE(X (s +t) — X(s))?, vérifie 'une
des deux hypotheses suivantes :

(H1)
— On suppose qu’il existe un réel s, 0 < s < 2, et un réel C' > 0 vérifiant lorsque ¢ — 0,

o(t) = v(0) + Ct* + oJt]*),

— h = s/2 est I’exposant de Holder local en moyenne quadratique.
— on note r(t) le reste du développement de v(t) en zéro: r(t) = v(t) — v(0) — C|t|°.
— 1l existe un réel 6 > 0, un réel 5 > s, et un entier d tel que:
e 1 est f—holdérienne sur I'intervalle [—4, §].
e v est d fois dérivable sur 14, T] et féT v < 0.
(H2)
— Méme hypothese que (H1) sauf que I’hypothese sur r est remplacée par: il existe un
réel & > 0, un réel G > 0, un réel v > s, et deux entiers ¢ et d tels que
o 1 est ¢ fois dérivable sur I'intervalle [—4, 8], et |r(D)(1)] < Gt]7~1.
e v est d fois dérivable sur 14, T] et féT [0 @)] < 0.
Dans le but de décrire le comportement de la statistique Py(k, a), nous considérons les jeux
d’hypotheses suivants

Jeu d’hypothéses 1 (resp. 1bis): on considere ’hypothese (H1) avec les relations suivantes
sur les parameétres: 3 et d > s+ 1/2 (resp. § et d > s+ 1/4). On choisit un filtre a tel
que p > Max(5/2,d/2).

Jeu d’hypothéses 2 (resp. 2bis): on considere 'hypothese (H2) avec les relations suivantes
sur les parametres: ¢ > v+ 1/2 et d > s+ 1/2 (resp. d > s+ 1/4). On choisit un filtre
a tel que p > Max(q/2,d/2).
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Jeu d’hypothéses 3 (resp. 3bis) (cas critique) : on considere I’hypothese (H2) avec les rela-
tions suivantes sur les parametres: s > 3/2 (resp. s > 7/4), et ¢ et d sont égaux a 2.
On choisit un filtre a et Ay tel que p=1 et A%™3 = L(N) (resp. AY ™" = L(N)), ott
L est une fonction a variations lentes.

Nous obtenons alors le résultat suivant qui justifie la possible utilisation de la statistique

Py(k,a).

Corollaire 4.2 Soit k un réel strictement positif,

(i) Sous les jeux d’hypothéses 1, 2 et 3 on a
Py(k,a) 251
(ii) Sous les jeuxr d’hypothéses 1bis et 2bis, on a
VNPy(k,a) - N(0,0%(H, k,a).
et sous le jeu d’hypothéses 3bis on a
VNAZTTEP (k) -5 N(0,0%(H, k,a) .
ou 0?(H, k,a) est donné par ({.5).

Il faut préciser que Istas et Lang [55] étudient des processus gaussiens localement auto-
similaires en 0 qui ne sont plus centrés et dont la moyenne vérifie certaines conditions de
régularité. Nous n’avons pas regardé cette possible extension mais nous pensons néanmoins
que les résultats sous les mémes conditions que celles établies par Istas et Lang restent iden-
tiques.

4.1.4 Etude par simulations du nouveau test

Nous nous attachons dans cette partie a illustrer le test de moyenne pour les processus
gaussiens localement autosimilaires en 0, basé sur la statistique Py(2,a). Les hypotheses de
test sont

Hy: E(Py(2,a)) = 1 contre Hy: E(Py(2,a)) # 1.

ous simulons rajectoires de divers processus gaussiens localement autosimilaires en 0;
N 1 Rt t de d local t aut 1 0;
pour chacune d’entre elles, nous construisons l'intervalle de confiance de niveau «, suivant

o o 8

I= Tpy2a) = | Pv(2,0) = ua—=73 Px(2,0) + uog—= ot, o? = - Zp%(i)4 .
N N 3 €7

avec U, = @_1(%), et H un estimateur de H. Pour des questions de rapidité, nous avons

choisi H = ﬁ;ls(Q, Db4,5). Nous construisons finalement la statistique 7" = % Zil ]I(l ¢ I),
permettant d’évaluer ainsi le pourcentage de rejet de Hp. Dans un premier temps, nous
appliquons cette procédure de test a des processus gaussiens localement autosimilaires en 0.
Nous avons, en outre, considéré les deux alternatives aux processus glas en 0 suivantes:

— Modele 1:

Xi(t) = Bu(t) +A(), A®) = y{ U(t€]0,3]) - U(t €]z, 1) }.
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— Modele 2:
Xo(t) = Bu(t) +L(0), (1) = v{ U(t€]o,5]) — W(t el 30) +U(tel3 1) }.

Pour la valeur v = 0.008, la figure ci-aprés présente les tracés des fonctions fi(t) et fo(?).
Le réel v implique que les processus X; et X n’appartiennent plus a la classe des processus
gaussiens localement autosimilaires en 0.

L’ensemble des résultats des tests est résumé dans le tableau Tab. 4.1.4. Pour o = 0.05,
le test détecte I'autosimilarité locale en 0, des différents processus gaussiens localement auto-
similaires envisagés (D =0 ou D = 1), et ce pour des tailles d’échantillon faibles (N = 256).
En ce qui concerne les alternatives aux processus glas en 0, lorsque 7 est nul, les processus Xy
et X5 se réduisent au mouvement brownien fractionnaire. Le test est alors concluant mais si
I’on augmente légerement la valeur de 7, le test détecte le fait qu’il n’y a plus autosimilarité
locale en 0.

0.01 T 0.01 T

0.008 B 0.008

0.006 q 0.006 q

0.004 q 0.004 q

0.002 q 0.002 q

£,0
o
;
1,0
o
‘
;

-0.002 q -0.002 q

-0.0041 : : 1 ~0.004- : : 1

-0.006 T -0.006 T

-0.008 -0.008 _ b

-0.01 L L L L L L L L L ~0.01 L L I I I I I I I

Fic. 4.1 — Fonctions fi(t) et fo(t) (v = 0.008), définissant les processus X;(t) et Xy(t),
alternatives aux processus glas en 0.

4.1.5 Preuves des résultats

Preuve de la Proposition 4.1:

(i) 11 suffit de remarquer que

Vv (2k,a) +1

(Vw(k,a)+ 1)
ou Vy(k,a) est la statistique appelée k-variations dans le Chapitre 2, définie par (2.6) et
d’utiliser la convergence presque sure de Vy (k, a) établie par la Proposition 2.1.

(ii) D’apres (4.8), nous pouvons écrire

PN(kva) -1 = (VN(kva)—l_l)_z{VN(2k7Q)+1_(VN(k7a)+1)2}
= ( VN(kv a) +1 )_2{ VN(ka a) - 2VN(kv a) - VN(kv a)2 } :

Py(k,a) = (4.8)
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Taille de I’échantillon

Processus Parametres 256 512 1024

Mouvement brownien fractionnaire D=0, H=09 5% 4.8 % 3.8%

Arima fractionnaire D=0, H=09 56% 3 % 4.2 %

Processus gaussien de covariance: D=0, H=0.9 48% 32% 4.8 %
exp(~ 1]

X1(t) = Bu(t) + fi(1) vy=0004 8% 2% 97 %

H=0.9 ~ = 0.008 38 % 98.5% 100 %

Xo(t) = Bu(t) + flt) y=0004 5% 425% 100 %

H=0.9 ~ = 0.008 64 % 100 % 100 %

TaB. 4.1 — Pourcentage de rejet de Hy (E(Py(2,a) = 1)) empirique basé sur la simulation
de 500 statistiques Py (2,a) (ou a=DbJ), pour divers processus gaussiens localement autosi-
milaires, ainsi que pour les processus Xy et Xo

D’apres la Proposition 2.1, \/N(PN(k,a) — 1) converge en loi vers la méme limite que
VN (Vi (2k, a)—2Vy(k, a)). Or, en notant H (t) = |t|*/E,—1et Z(i) = V(i/N)/E(V*(i/N)?)'/?

on a

=
[

1

_ 1 2k k a:
Vi(2k,a) = 2Vilk,a) = +— > { H2F - 2H }(z (i)
1 N-1
= N > di; Hyj(Z2°(3))
ou les coefficients, d2]7 du développement d’Hermite sont définis par
) -1 -1
s, = @ I @k—29) 2] (h-29) ; . (4.9)
) q=0 q=0

Le rang d’Hermite de H?* — 2H* vaut 4. Donc, d’aprés le Lemme 2.1 explicitant le com-
portement asymptotique de p%, fonction de corrélation de Z%, si p > H 4 1/8, p%, est de
puissance 4 sommable, et d’aprés le Théoreme 1 de Breuer et Major [22], il existe o%(H, k, a)
telle que:

\/N(VN(zk,a) —QVN(k,a)) £y N(0,0%H, k,a)) . (4.10)

Pour calculer ¢%(H, k, a), on remarquera que

N-—

E( N{ Va(2h,a) = 2Vi(k,0) }' ) = ﬁ Z Z = €= il) (d3)*(29)! P ()

i=f—

ol p%, est défini par (2.7). On obtient donc,

(k) = Y3 ()7 2L

7>2 €L
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Preuve du Corollaire 4.1:
La démonstration est basée sur le méme schéma que celle du Corollaire 2.1. Soit F, la
fonction définie par le développement d’Hermite suivant

it -1y i

F(t) = ; S; Hoj(t), avec 8y = (—1) RTINS Zg-

La formule de Stirling justifie le développement ci-dessus. En effet,

) 7 log(j)?
(32 (2)t ~ YT 08U
]2
par conséquent Y., (d27)? (27)! < oo. Par ailleurs, soit Yy, la variable aléatoire définie
par

g=1

1 N-1
Yy = v ;F(Z“(i))

La fonction F' étant de rang d’Hermite 4, le Théoréeme 1 de Breuer et Major [22] nous assure,
des que p > H + 1/8, que lorsque N — 400

VNYy = N(0,0%(H,a)), ot o*(H,a) = Z (625)% (24)! ZpH

7>2 1EZL

L’intérét d’avoir étudié la convergence de la variable Y réside dans le fait que dN_a ~

NQQ lorsque N — 4o00. Donc, si nous montrons la convergence en probabilité de Y’ =
VN (YN — N2 V(2N a) = 2Vy (N~ a )}) vers 0, le Théoreme de Slutsky, e.g. [48]7 as-
surera que lorsque N — 400, N2+U/2{V, (2N~ a) — 2V (N, a)} 5 N(0, 0%(H, a)). Or,

JN » .
Y, = N7 ZZ Agjx Hoj(Z%(i)) avec Agjy = &yj — N? dy; .
=t j>3
Puisque p > H + 1/8, nous avons pour tout j > 3, >, y_¢ (N — (= i) p%(1)% = O(N).
Ensuite, d’apres (4.6) on peut montrer que

1

Agjuy = 8aj = Ny ~ 5285,
ot nous définissons &, = 6(—1 it 2 UL Z Zr 41 —). D’apres la formule de Stir-
ling,
i—2 -1 2
97 1 % 1
P29 ~ 2 -
(52]) (2]) 4 j3/2{ T‘S} .
r=1s=r+1
Il existe J € N* tel que V5 > J on ait
: 2
-2
. 1  log(r)
(03,)%(25)! = jgﬁo .
g=1
j—2
1
— o\ & )
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Nous obtenons finalement lorsque N — 400

1 1 _a
E(VY) = O g i | = OV,
i3

D’ou le fait que Y} converge en probabilité vers 0.

Preuve du Corollaire 4.2:
(i) Dans [55], Istas et Lang montrent que

Z 2 () = { O(1) sous les jeux d’hypotheses 1 et 2,
i HhA O(A%7?) sous le jeu d’hypotheses 3.

oll nous avons noté pi (1) = E(V*(i/Ay)V(0))/ {E(V(0))YV2E(V A (i/Ax)H)?}) et o
cette fois-ci V* désigne la trajectoire discrétisée d’un processus gaussien localement autosi-
milaire filtré par a. En utilisant la preuve de la Proposition 2.1, on montre que

O(1/N) sous les jeux d’hypotheses 1 et 2
2 _ 3
E( Viv(k, a) ) B { O(A%¥™3/N) sous le jeu d’hypotheses 3.

Il suffit alors d’utiliser le Théoreme 6.2 de Doob ([40],p.492) pour obtenir la convergence
presque stre de la statistique Viy(k, a) vers 0, ce qui est suffisant d’aprés (4.8) pour obtenir
celle de Py(k,a).

(i) Une lecture attentive de la preuve de la Proposition 4.1 montre que 'on obtient un
critere de normalité asymptotique des que p7; . est de puissance 4 sommable. Or, en reprenant
les démonstrations effectuées par Istas et Lang [55], on s’apercoit que

Z o (i = { (’)(41) ] sous les jeux d’hypotheses 1bis et 2bis,
i HA O(AY ™) sous le jeu d’hypotheses 3bis.

En utilisant le méme schéma que pour la démonstration de la Proposition 4.1, le résultat est
prouvé.

O

4.2 Débruitage d’un signal modélisé par un mbf

4.2.1 Introduction

Cette section a pour objet 'estimation de maniére robuste des parameétres d’un mouve-
ment brownien fractionnaire. Nous étudions un type de robustesse bien précis puisque nous
souhaitons estimer les parametres d’un mbf bruité par un bruit gaussien additif. Dans le cadre
des processus a longue mémoire, Beran [20] regarde d’autres types de problémes robustes:
stationnarité du processus, gaussiannité, perturbation de la structure au second ordre. Nous
distinguons deux approches pour estimer les parametres d’un mbf bruité :

e la premiere consiste a estimer la variance du bruit présent dans le signal, a débruiter
le signal de maniere a retrouver le mbf sous-jacent. Il suffit ensuite d’appliquer une
méthode d’estimation classique & ce signal débruité. Et pour débruiter un processus
autosimilaire, nous pouvons envisager d’utiliser une procédure développée par Vidakovic
et al. [95], basée sur une approche ondelettes bayésiennes.



Chapitre 4 Problémes statistiques induits par le mbf 81

e la seconde consiste & estimer directement les parametres H et C' du mbf (sans se préoccuper
de la variance du bruit) par une méthode du type de celle développée dans le Chapitre
2 (méthode des moments et filtrage).

Dans ce mémoire, nous avons considéré la seconde approche mais il ne serait pas dénué
d’intérét dans un travail ultérieur de comparer les performances des deux approches. A notre
connaissance, seul Wornell [100] a regardé ce type de problemes. Sa méthode consiste a
calculer les coefficients d’ondelettes au vu d’une trajectoire discrétisée d’un mbf bruité par un
bruit gaussien d’écart-type constant, et d’estimer H par un maximum de vraisemblance sur les
coefficients d’ondelettes en supposant ces derniers indépendants. Notre approche nous permet,
sans hypothese de démonstration d’exhiber des estimateurs du parametre H et d’établir les
théoremes limite associés. La Section 4.2.2 présente le modele statistique considéré et donne
les résultats de convergence d’une statistique appelée variations quadratiques bruitées, qui a
pour analogue la statistique Vi (k, @) introduite dans le Chapitre 2 pour le cas non bruité. Nous
développons une méthode dans la Section 4.2.3 pour estimer les parametres H et C' du mbf,
basée sur la différence de moments d’ordre 2 des observations filtrées par deux filtres, dont
I’un est le dilaté double de 'autre. Les convergences en probabilité et en loi des estimateurs
introduits y sont démontrées. Nous nous attachons, dans la Section 4.2.4, & développer un
test permettant de détecter la présence d’un bruit gaussien additif, test basé sur la mesure
de I'écart entre deux estimateurs du parametre H. La Section 4.2.5 présente une étude de
simulation et la Section 4.2.6 contient les preuves des différents résultats énoncés.

4.2.2 Variations quadratiques bruitées

L’objectif de cette premiere partie est de présenter les résultats de convergence des
variations quadratiques bruitées. Notre modele statistique sera constitué du vecteur Z =

{Z(i/Ay),i=0,...,N — 1} vérifiant

Z(i/Ax) = By o(i/Ay) + €(1), (4.11)

ot By o = {Buc(t/Ay),1=0,...,N — 1} est une trajectoire discrétisée d’un mbf de pa-
rametres H et C, et ol € = {€(¢),1=0,...,N — 1} est un vecteur de N v.a.l. gaussiennes
centrées et de variance E(e(¢)?) = 0. Nous supposerons que Ay — +00 et qu’en outre By ¢
et € sont indépendants. Par souci de simplicité, nous utilisons les mémes notations que dans
le Chapitre 2. Ainsi, le vecteur a désignera toujours un filtre de longueur £ + 1 et d’ordre
p > 1. Soit V? la série issue du filtrage de Z par a

. £ .
? Z [ . .
" (A—N> - q:oaq {BHVC ( ANq>+€(l_q)} 7 pour 1=y N

Définissons les variations quadratiques bruitées par :

T vegi/Ay
Vyg2(a) = N 7 Z{#A)))—%. (4.12)

Enfin, la famille de filtres (a”),,>1 désignera toujours la suite de filtres dilatés du filtre a.
Tout comme dans le Chapitre 2, on utilise les résultats de Doob [40], d’une part, et de Breuer
et Major [22], d’autre part, pour montrer le résultat suivant.
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Proposition 4.2 Soit a un filtre d’ordre p > 1 et soit M un entier supérieur ou égal a 2,
alors lorsque N — 400 on a

(Z) ( VN,cr2 (al)v sty VN,cr2 (QQM) )
(i) Sip>H+1/4, VN (Vyo(a'),. o Ve (@) 5 N(0,G,0 ),

3

w
—
e}
(e
=

ot G2 est la matrice 2M x 2M définie pour m,n=1,...,2M par

ﬁam7an (2)2 ﬂ_?]mﬂ,n (2)2
G = Gy = 2 S YR (0 [ 13
( 02)m7n Im, _m42<;<ng ﬁa(0)2 + i<;nf v (O)ﬂ'}'_‘] (0) ( )
- - i>nl

Pour deuxr vecteurs a, a’ de longueur respectives £+ 1 et £' + 1, nous avons noté

(£, (£,
) = Y aglg—r+ P et B = ) 85400 (4.14)
(q,r’):(0,0) q,r:(0,0)
En outre,
£
F1(0) = 7N0) et BU(0) = 570(0) = 3 el (4.15)
q=0

4.2.3 Identification du mbf bruité

Dans cette section, nous allons développer une méthode de moments permettant d’estimer
les coeflicients H et C' tout en prenant en compte la présence éventuelle d’un bruit gaussien
additif. Pour cela, définissons le moment d’ordre 2 empirique par

N-1
Sy pa(a) = ﬁ S Ve (/A (4.16)
1={

D’apres le Lemme 4.1 démontré dans la Section 4.2.6, il est clair que

2
€ 5i(0) + 025°(0),

E(Syq2(a) = e

ou 7% et % sont donnés par (4.15). Par analogie avec le cas non bruité, Section 2.4.2,

ﬁﬂ'?](()) représente la moyenne du moment d’ordre 2 empirique d’un mbf de parametres

H, C observé aux instants ¢:/Ay, i =0,... , N —1 et o2 B9 représente la part apportée
1 1 1 1 (AN)2H p p pp

par le bruit e. Considérons toujours la suite de filtres (a”),,>1. Dans le cas non bruité, nous

avions

E (SN,cr2 (am)> = m”%%gg&

qui indiquait la log-linéarité en H de log E(S) ,2(a™)), ce qui permettait d’expliciter tres sim-
plement des estimateurs de H et C' par régression linéaire simple de {log(Sy ,2(a™)}1<m<m
sur Xz, matrice du plan d’expérience définie par (2.18). Cette propriété n’est plus valable
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dans le cas ot 0% # 0. Une alternative pourrait étre alors d’estimer H et (' par minimisation
d’un critere moindre carré du type

M
f(Hv c, 02) = Z {SN,U2 (am) - E (SN,cr2 (am))}z'

Le gradient de cette fonction ne permet pas d’obtenir une expression analytique des pa-
rametres minimisant cette fonction, et donc engendre des complexités pour étudier les pro-
priétés statistiques des estimateurs. Pour contourner cette difficulté, il faut remarquer que

F0) = Y () = B(0),

. z . . m _ 2m m
et donc en considérant la suite de variables Ty ,2(a™) = Sy ,2(a*™) — Sy ,2(a™), nous re-
marquons que

_ a7

E(Ty,2(a™) =m 7(0) {227 —1}.

(Ay)2H "
Par cette opération, nous récupérons la log-linéarité en H de log E(Ty ,2(a™)). La procédure
devient triviale: on se donne M filtres (M > 2) et on effectue une régression linéaire simple
de LTN702 = {log TN(am)}lngM
(2.18), ce qui permet d’obtenir une classe d’estimateurs de @ = (H, 6)?, avec @ le parametre
défini par 8 = 2log(C) —2H log(A ) +log(7%(0){227 —1}). Cette classe d’estimateurs s’écrit
explicitement

sur X,;, matrice M x 2 du plan d’expérience définie par

t
G2 (a, M) = (HN7U2(Q,M),0N7U2 (a,M)) = (XLXw)™' XY, Ly,

Et on obtient une classe d’estimateurs de ' via I’équation

- -1/2
~ H ~
Crgr = A (w;f:f (0) {27 —1}) exp (B g2 (0, M) /2)

N,o’2

oll nous avons noté ﬁN7gz = ﬁN7gz(a, M). En se basant sur la preuve de la Proposition 4.2,

on peut alors montrer les convergences suivantes quant aux estimateurs Hy .2 et CNJz.

Proposition 4.3 Soient a un filtre d’ordre p > H + 1/4, M un entier supérieur ou égal a
2, et supposons Ay = N€ avec € un réel vérifiant 0 < ¢ < 1/4H, alors lorsque N — 400, on a

(i)

(HN702(Q,M),6N702(Q,M)) (1o, (4.17)
(ii)
N1/2-2He (ﬁNJQ (a, M) — H) LN (0, 7A;(HC}|2|1A> 7 (4.18)
N1/2-2He o At(G;2)A
W(CMQ (e, M)-C)/C = N <O’W> , (4.19)
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ot A est le vecteur de composantes A,, = log(m) — ﬁz%ﬂ log(m) , ou ||.|| désigne la
norme euclidienne et ou G, est la matrice MxM définie pour m,n =1,..., M par
<G2T2)m,n = VUmVp {ng,Qn + Imn — 92mn — an,m} 3 (420)
26(1( )

ot v est le vecteur de composantes v, = TP P PP =1} WVEC Gmyn le terme générique de
la matrice (G ,2) définie par (4.13).

Il est important de remarquer que la présence du bruit ¢ implique une condition assez
forte sur le pas de discrétisation A, pour obtenir la normalité asymptotique de ﬁN702 (a, M).
Dans le cas non bruité cette lacune n’apparaissait pas puisque estimateur de H que nous
développions, voir Section 2.4.2, était indépendant du pas de discrétisation.

Nous tenons a présenter le cas particulier suivant explicitant le comportement des esti-
mateurs lorsque € = 0, i.e. lorsque le mbf est observé aux instants ¢ =0,..., N — 1.

Corollaire 4.3 Soient a un filtre d’ordre p > H + 1/4 et M un entier supérieur ou égal a
2, alors dans le cas particulier ou Ay =1, on a lorsque N — 400

(i)

VN (Vyoe(ah), oo Ve (@) 55 N(0,J,2) (4.21)
(i)
VN (ﬁN,ﬂ (a, M) —H) £ N(o,%) : (4.22)

ot J,2 est la matrice 2M x 2M définie pour m,n=1,...,2M par

{02 7)ot )}

J = 2 n
o) Z < {C? 7" (0) + 02 5°(0)} {C?7 7 (0) + 02 52(0) }
et ou J!, est la matrice M x M définie pour m,n=1,..., M par

(Jc/r2)m,n = AmAn (JCT2)2m,2n + fmfhn (JCT2)m,n - /\m,un (JCT2)2m,n - ,um/\n (JCT2)2n,m ’

avec A et p les vecteurs de composantes

C?*r2(0)(2m)?H + 0232(0) . B C?*r2 (0)ym* + 023%(0)
Coma(0ym2H {220 — 1y 1 Hm T Cagaoym2H {220 — 1)

Am =

Nous avons présenté uniquement les convergences en loi des variations quadratiques bruitées
et de 'estimateur de H, les convergences en probabilité découlent trivialement des Proposi-
tions 4.2 et 4.3.

4.2.4 Test de présence d’un bruit gaussien additif

Nous nous proposons ici de développer un test statistique consistant permettant de
détecter la présence éventuelle d’un bruit gaussien additif. Les hypotheses a tester sont

Hy: o0%2=0 contre H : o? #0.
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Une idée naturelle, consiste a mesurer ’écart entre deux estimateurs de H, le premier obtenu
par la procédure décrite dans la Section 2.4.2 (estimateur ne tenant pas compte du bruit) et
le second développé dans la Section 4.2.3 qui integre la présence d’un bruit gaussien additif.
Simplifions les notations et notons IAJJSNVU,Z (a, M) (resp. ﬁTN702 (a, M)), l'estimateur obtenu
par régression linéaire de Ls , = {log(Sy,2(a™))} o oy (resp. LTN,U’Z)’ sur Xpr. Nous
pouvons alors déduire de la Proposition 4.3 le résultat suivant

Proposition 4.4 Soit a un filtre d’ordre p > 1, soit M un entier supérieur ou égal a 2, et
soit Ay = N avec € > 0, alors lorsque N — 400 on a sous Uhypothése Hy

(i)

Hry o (a, M) — Hs,, ,(a, M) 25 0. (4.23)
(i) Sip>H+1/4
ad i L
VN (o (a, M) = sy o (a, M) ) =55 N (0,73(H)) (4.24)
avee T3 (H) = %%4& ot G est la matrice M x M définie pour m,n=1,..., M par
(G") =g =V { Pamzn + Tmn = T2mm — T2nm s (4.25)
avec v = % et 1y, le terme générique de R définie par (R),, , = 2 Z]‘GZ %
Définissons alors
N - - 2
TBB(a, M) = {HTN L, M) = Hs, ,(a, M)} . (4.26)

r2(Hr,, ,(a, M)

D’apres la Proposition 4.4 sous ’hypothese Hy, TBB(a, M) £ X4, donc pour mettre en
oeuvre un test statistique de niveau «, il suffit d’évaluer le (1 — a)-quantile, ¢, de la loi \?
et de rejeter Hy si TBB(a, M) > q,.
On peut ensuite s’intéresser a la puissance de ce test. Pour cela, considérons la suite
2

d’hypotheses H; y suivante, Hp y : 0? = oy = \/NSX%H’ ol (5N)N21 est une suite de réels

strictement positifs vérifiant lorsque N — 400

Oy — +00, — 400 et — 400, avec Ay=Net0<e<1/4H.

O O
VN a3
Avec ce choix de suite d’hypotheses, dépendant clairement du pas de discrétisation, nous
avons le résultat suivant :

Proposition 4.5 Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/4 et soit M un entier supérieur ou égal

a 2, alors pour tout u > 0, nous avons

lim IF’(TBB >y ‘ HLN> = 1. (4.27)

N—+oo

En conséquence, sous la suite d’hypotheses I v, le test basé sur la statistique TBB est
asymptotiquement de puissance 1.
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4.2.5 Etude par simulations des estimateurs et du test

Dans cette section, nous illustrons les performances des estimateurs de H lorsque le mbf
est bruité, ainsi que la qualité du test de présence de bruit gaussien additif.

4.2.5.1 Identification du mbf bruité

La Figure Fig.4.2 illustre les écarts quadratiques moyens (MSE) empiriques, en fonction
de N, basés sur 100 trajectoires, des estimateurs Hr, ,(a, M) (tenant compte du bruit)

et IAJJSNVU,Z (a, M) (ne tenant pas compte du bruit). Ceci a été réalisé pour H = 0.3,0.5,0.8,
c =0,0.1,1 et Ay = 1. Lorsque ¢ = 0, quelle que soit la valeur de H, les MSE tendent
vers 0 avec la taille d’échantillon. Et il faut noter la meilleure performance de ’estimateur
IAJJSNJQ par rapport a IA{/TNJQ . Lorsque ¢ augmente, 'estimateur IAJJSNJQ se détériore et devient

moins bon que ﬁSN _» pour o = 1. Ceci provient du fait, comme le montre la Figure Fig.4.3,

que, lorsque o augmente, l'estimateur g, est tres fortement biaisé alors que sa variance
N

2
continue a décroitre avec N. L’estimateur HTN,C;N quant a lui, est non biaisé. Le prix a payer,
cependant, pour obtenir cette consistance réside dans la variance qui est relativement élevée.
En outre, nous pouvons remarquer, a o fixé, que ’estimateur est plus performant lorsque le
parametre H est élevé. Enfin, nous tenons a préciser que la procédure basée sur la statistique
Ty > nécessite une taille d’échantillon > 1000. Pour des tailles d’échantillon inférieures, il
peut arriver que Ty ,2(a) < 0 (ce qui est théoriquement impossible), ce qui engendre une
erreur dans la procédure d’estimation, celle-ci étant basée sur I’évaluation de log Ty ,2(a).

4.2.5.2 Test de présence d’un bruit

La Figure Fig.4.4 illustre ’étude de simulation menée pour le test de présence d’un bruit
gaussien additif. Nous avons donc considéré le test d’hypotheses

Hy: o0%2=0 contre H : o? #0.

Pour H = 0.3, 0.6, 0.8, nous avons simulé 500 trajectoires du mbf bruité par un bruit gaussien
d’écart-type o € [0, 1] et évalué pour chacune de ces trajectoires la statistique T'BB. Pour
chaque valeur du parametre H, nous tracons le pourcentage de rejet de Hy empirique au
niveau o = 0.05. Il ressort de cette étude que lorsque ¢ = 0, nous sommes amenés a rejeter
environ 5 fois sur 100 I'hypotheése Hg pour I’hypothese Hy, et ce quelle que soit la valeur de
H. Ce pourcentage augmente avec o, et nous pouvons noter une différence en fonction de H.
Lorsque H est petit (H = 0.3), le pourcentage de rejet de Hy (toujours au niveau «) n’est que
de 50%, ce qui implique que le test n’est pas trés puissant pour cette valeur du parametre
de Hurst. A D'inverse, lorsque H est plus élevé (H = 0.6,0.8), le pourcentage de rejet est
rapidement tres élevé en fonction de o. Cette différence de comportement en fonction de H
provient du fait que plus H est élevé, plus I'estimateur IAJJSNVU,Z (a, M) est biaisé et donc plus
la statistique T BB est élevée.

4.2.6 Preuve des résultats
Preuve de la Proposition 4.2

Lemme 4.1 Soient m et n deux entiers > 1, alors, avec les notations 4.1/,

m o, . n,. . 02 a™.a™ . a™ g™/ . 1 . —
E (V" (i/Ay)V" (Z+J/AN))=WWH’ () +a*8*" " (5) = 5 @ (i),
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Fic. 4.2 — MSE empiriques en fonction de N des estimateurs ﬁTN o €l ﬁSN o basés sur 100
trajectoires de mbfs de paramétre H = 0.3, 0.5, 0.8 bruités par des bruits gaussiens d’écart-type
o =0,0.1,1. Les parameétres des estimateurs sont a = Db4 et M = 2.
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Estimateurs bases sur S_N Estimateurs bases sur T_N
N=2.10"3 N=4.10"3 N=6.10"3 N=8.10"3 N=10"4 N=2.10"3 N=4.10"3 N=6.10"3 N=8.10"3 N=10"4
Fic. 4.3 — Diagrammes a moustaches des estimateurs Hr, , et Hg , en fonction de N,
o N

basés sur 100 trajectoires de mbf de paramétre H = 0.8 bruités par un bruit gaussien d’écart-
type 1.

Pourcentage de rejet dutest en fonction de @ Pourcentage de rejet dutest en fonction de @ Pourcentage du test en fonction de o
T T T T T T T

-. seuil a=5%
0 1
o go
20
10
10
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 0‘5 0.7 08 09 1 0 0.05 01 0.15 0.2 025 03 0.35 0.4 045 05
F1G. 4.4 — Pourcentages de rejet de Hy empirique (au niveau o = 5%) en fonction de

Uécart-type du bruit, o, basés sur 500 trajectoires de mbf bruité, de taille N = 1000 et
H =10.3,0.6,0.8.
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lorsque |j| — +oo.

Preuve du Lemme 4.1

(ml,nl)

E(V G/ AV (i4+5/Ay) = Z al'a”E (Byc (i — q/Ax) Buye (i 4+ — r/AY))
(¢,r)=(0,0)
(ml,nl)
+ Y apalE(e(i-q)e(i+j—r)
(¢,r)=(0,0)
02 a™a™ . a™,a” ¢ -
= G U+ )

ol ﬂzm’an et 377" sont donnés par (4.14). Dés que j < —mf ou j > nl, le second terme est

nul. De plus, d’apres le Lemme 2.1, on sait que le premier terme décroit en |j]2H=%7 d’ou le
résultat.

O

(i) Commengons par regarder la convergence presque siire de la statistique Vy ,2(a) pour

un filtre a. D’apres la preuve de la Proposition 2.1 et d’apres le Lemme 4.1, on a lorsque
N — 400

2
022 T4 (g ‘|‘02ﬁj
E(Ve (@) ~ o 3 (N—t—Ji) Eml 2()
li|<N—¢ WT%(O) + 023(0)

I R

s
<li]<N-¢ -~ H

7] <2
O(1/N) sip>2oup=1et H<3/4,
= O(log(N)/N) sip=1et H=3/4, (4.28)

O(N?H-2) sip=1et H>3/4.

La convergence presque sire découle alors du Théoreme 6.2 de Doob [40]. L’extension en
dimension supérieure ne pose pas de problemes.

(i) Commencons par étudier la convergence gaussienne pour un seul filtre. La statistique
Vy o2 (a) peut s’écrire

1 N-1
VN,02 (a) m : H?(W(]))v
=L
. s . ) . . N ve(i/ay) £ S
ot Hy est le deuxieme polynéme d’Hermite et ou W (j) = BVG/ATE N(0,1). D’apres

le Lemme 4.1, la série > E (W (:) W (i +4))? est convergente dés que p > H 4 1/4. En effet,

S EW(OW (i 44))* ~ 2 {leld % + 215 %}7 et la seconde série est convergente
2t Ty
si p > H+ 1/4. Donc d’apres le Théoreme 1 de Breuer et Major [22], on a lorsque N — 400

VNV po(a) = N (0,20

|7]<£

5 () 7i(j)?
707+ 2 407

l71>¢
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Remarquons ici que supposer le bruit gaussien est indispensable pour pouvoir appliquer le
Théoreme de Breuer et Major [22]. L’extension en dimension 2M suit en tout point la preuve
de la Proposition 2.3. Soit G,z la matrice de covariance asymptotique

(G 2) = ¢gmn,= lim NE(VN702(am)VN702(a”))

mn N—+co

-1 N-1

= lim ZZ
N—=too N i = (ﬁﬂ%m(o)_l_gzﬁa(o))lh(ﬁﬂ%n(o)_ngﬁa(o))l/z

2

G G = )+ P =)

~ 2 % St (f — i) + o2~ i)

) - 1/2 ) . 1/2
li|<N —(nAm)t (chﬁﬂ'% (0) + UQﬁ“(O)) (@Agﬁﬂ'% (0) + UQﬂa(O))

Et en utilisant le fait que 52" (4) est nul pour i < —m/( et i > n{, nous obtenons

n
a™,a” (s a7a('2

(Gcr2)m,n = 2 Z ﬂﬂa( + Z )
—ml<i<nl z>né

Cette matrice de covariance asymptotique est bien symétrique.

O
Preuve de la Proposition 4.3
(i) et (ii) Par définition d’une régression linéaire simple
- At
Hy 2(a,M) — H = WfTN,c2 , (4.29)
7 (A
et Oy o2(a, M) — 0 = 2 A2 5TN02 , (4.30)
ol A et A’ sont les vecteurs définis pour m = 1,..., M par
1 M
Ay = log(m) — + Zlog
1 M
Al = i mzzllog(m) — log(m Z log(m
et o &1y, =L, , — Xu(H,0)'. Par définition de Ty ,2(a™) on peut déduire la relation
suivante
Ty o2(a™)
— ] =\, Vo2 (a®™) = i Viy g2 (a™), 4.31
B (@) o (87) =t Vi (a7) 3y
ol A et u sont les vecteurs définis par
c 2H 23a a
yy = GpraOCTA T o o O )
G (O)m?f {27 1) Corp Ome {227 — 1)
2 m2H 2
u . (AN)2H7TH(O) t+o ﬁ ( ) N—+oo (A )2H Uzﬁa(()) (4 33)
m - ~ N :
(AN2)2H 72 (0ym2H {22H _ 1} C?7a (0)ym2H {22H — 1}
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2 pa
0 , .
Notons v le vecteur de composantes v, = CQW%((;T)TfHS{)QQH_l} et supposons désormais Ay =

N¢ avec € > 0. D’aprées (4.28), pour un filtre d’ordre p > H + 1/4, et un réel e vérifiant

€< 1/4H on a N*V_ ,(a) % 0. Par ailleurs, pour ce choix de e, N1/2-2H¢ oo %
’ N,o’2 @

% - 1}, i.e. que la variable

U VN {Vy 2 (a®™) = Vyy ,2(a™) }, qui converge en loi vers une gaussienne centrée en vertu
de la Proposition 4.2. En conséquence, pour un filtre d’ordre p > H + 1/4, un entier M > 2
et un réel € > 0 vérifiant € < ﬁ, on a lorsque N — +00

converge en loi vers la méme limite que NI/Q_QHE{

&y, — 0.
N S N(0,GL)
avec
( 22)m,n = g;n,n
- N—1>r-|r—loom <{ m N,cr2(a )_:um N,cr2(a )}{ n N,cr2(a )_:un N,cr2(a )})

=  VUnly {gQTn,Qn + Immn — J2mmn — g?n,m} .

Alinsi, ﬁN7gz (a, M) 5 H.En outre, ﬁN7gz (a, M) — H étant défini comme une combinaison
linéaire de composantes d’un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaus-

~ oo AYG A R .
sien (sip > H +1/4) et %Var (ngz(a7 M) — H) N %. De la méme maniere,

gNﬂz(a,M)gOet sip>H+1/4et0<e<1/4H, on alorsque N — 400

(A/)tG;QA/>

o (5 c
N/2—2H (0N702(a,M)—0) N N(O, AT

(4.34)

Enfin, remarquons que,

log (Cy (0, M)/C) = (Hy 2 (a, M) = H ) log(N)

1 r%(0){227 — 1} 1/~
+ o log <7T%N ’ 0 - 1}) +3 (8 2 (@, M) — 0) (4.35)

log(N P .
?ng)(He) §ry o — (0,...,0) ce qui assure la convergence en proba-

bilité de 5’N702 (a, M) vers C. D’apres (4.34) et (4.35), on peut noter que la variable aléatoire
% log (5’N702 (a, M)/C) converge en loi vers la méme limite que la variable aléatoire
N1/2—-2He

“Tog(N) (5’N702(a,M) - C’) /C, ie. finalement que la v.a. N1/2-2He (ﬁN7gz(a,M) - H)7

d’ou le résultat.

On montre facilement que

a

Preuve du Corollaire 4.3
(i) Dans ce cas particulier le Lemme 4.1 s’écrit

E(V" @V (i4 ) = Cri " () + 028" () = O ([P 7%), Ymyn > 1. (4.36)
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La normalité asymptotique se démontre de la méme maniere que dans le cas ou ¢ > 0,
Proposition 4.2. Seule, la matrice de covariance asymptotique change, matrice 2M x 2M, que
nous notons J,2. D’apres (4.36)

(Jo2) o = lim NE(Vy,2(a™)Vy ,2(a"™))

N—+0o0 !
S G ik, 75" (7))
T LR 0+ OO )+ 075 0))

(4.37)

(ii) La relation (4.31) est toujours valable avec les vecteurs A et p définis par

C?r(0)(2m)* + o25°(0)
C2re (0)ym2H {227 — 1}

C*r(0)ym*H 4 5254(0)
C?re (0)ym2H {22H — 1}

Am =

et  p, =

T M . o .. .
A présent, vV N {m — 1} converge en loi vers la méme limite que la variable

TN70.2 (a7M) . 2m m . .
V' N log E(Ty o (000)) i.e. que VN {A,Vy ,2(a*™) — i, Viy o2 (a™)} qui converge en loi vers
une gaussienne centrée en vertu de (i). Ainsi, si p > H 4+ 1/4 on a lorsque N — 400

L
\/NgTNJQ = N(0,J02),
ot J!, est la matrice M x M définie par
( c/r2>m7n = AmAn (JCT2)2m,2n + Hom (JCT2)m,n B /\m,un (JU2)2m,n B ,um/\n (JU2)2n,m .

Par la suite, d’aprés (429)
~ - AYJ A
/ 2
( w02 (@ M) ) N<07 4[| A]* )
a

Preuve de la Proposition 4.4 N
(i) et (ii) Les estimateurs Hr, ,(a, M) et Hs_ _,(a, M) sont définis par les relations
suivantes 7 7

- At
Hry plas M) = g By o
~ At
HSN,O—2 (a, M) = W LSN,0'2 )
Sous I’hypothese Hy, on a presque siirement
(Lo = Lsyo), = v {Vio(a®) = Vio(a™)} {14 0(1)}, (4.38)

avec v = % L’équation (4.38) et la convergence presque sire de Vi o assurent la conver-
gence presque sire énoncée sous Hy.
Sous I’hypotheése Hg, d’aprés (4.38), on remarque que v N (LTN,O — LSN,o) converge en

loi vers la méme limite que le vecteur de composantes v Nuv{Vyo(a®*™) — Vyo(a™)}. Les
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composantes de ce dernier vecteur étant définies comme une combinaison linéaire de com-
posantes d’un vecteur asymptotiquement gaussien est asymptotiquement gaussien. Ainsi,
lorsque N — 400

VN (L1yy = Lsy,) == N (0,G"),

ot G est la matrice M x M définie pour m,n =1,..., M par
(G”>m,n g;)/’L,n = Ngfﬂoo V'E ({VN,O(azm) - VN,O(am)} {VN,O(‘I%) - VN70(a”)})

2
= Vv { T2m,2n + "mm — T2mmn — M2am }7
o G
et oll rp, , est le terme générique de R définie par (R)y,, =2 ey m.
H

O
Preuve de la Proposition 4.5
Par définition de T'y ,2(a™) on a sous la suite d’hypotheses H; y la relation suivante
T o2 (am) m m
BTy~ L= e (@) = Vi (@),
N,o
ol A et pu, cette fois-ci, sont les vecteurs définis par
2 a a
. WTH(O)(Qm)zH +B0) Ny, o 22H
) a0y m2H {227 — 1 2=t
2
_ B Ot ol B0 2 (4.39)
T S T (2 1) 2T |
En conséquence, on a presque stirement
N—+co 22H 2m m
(LTN702 LSN 02) ~ 92H _ | {VN,cr? (™) — VN,cr?(a )} (1 + 0(1))
2 1
+ log ; - A2 5(0) (4.40)
T X R (0) (22 1)
Définissons pour simplifier les vecteurs ¢ et B2 pour m=1,..., M:
2 AY5(0)
o = (1 7 et (B). =lo L+ IN A2 (0){22F -1}
m TN,02 SN,02 m o /m g 22H -1

D’apres la Proposition 4.4 et (4.40), il existe x? telle que nous ayons la convergence en loi
suivante lorsque N — 400

T, = VN2
" V2] A2

Par ailleurs, sous la suite d’hypotheéses H; y il existe un vecteur By tel que pour tout m =
1,..., M on ait

t

(6+ B,2) - N(0,5%). (4.41)

O (4.42)

)
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Sous la suite d’hypotheses H; y, nous avons alors pour tout u > 0

At
P(TBB(a,M)>u) = P (WMWA > u)
N—=+4c0 2 AtBO BZ—';A 2 AtBoBéA )
S IP’( Sy —0 o5, T >
YOAARTT T AR Y 2l
T? o U At By
= ]P’(—N—Q—T —|—0422—>7 avec = ——————
02 oy " 6% V2| A2
2c¢ 1 U
= Pl=—Ty—- =T24+ — <a?).
<6N YT N*&%”‘)

Or, Ty converge en loi, lorsque N — +00, donc d’apres le Théoreme de Slutsky, e.g. Grimmet
et al. [48], et puisque §y — 400, on a:
2a 1

-r. — _
oy 82

2 u L
TN—|—g — 0.
Ainsi,
2c 1 U N—+oo
Pl —Ty—- =T24+ <o) =571
<5NN &%N*&%-“) |

ce qui revient a dire que sous la suite d’hypotheses H; y

lim P(TBB(a,M) > u|Hy) = 1.

N—+oo

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, d’une part, nous avons énuméré un certain nombre de tests et pro-
posé une généralisation du kurtosis empirique. Hormis peut-étre le test d’adéquation a la
densité spectrale de Beran, aucun de ces tests n’est puissant pour le mouvement brownien
fractionnaire. Il serait intéressant de regarder un peu plus précisément la puissance de ce
test. En ce qui concerne la partie sur le débruitage, les résultats sont performants pour des
tailles d’échantillon > 1000. Comme nous ’avons déja signalé, notre méthode basée sur une
régression log-linéaire donne parfois des résultats aberrants pour des tailles d’échantillon
inférieures. Nous pensons qu’une estimation des parametres par minimisation d’un critere
moindres carrés basé sur le moment d’ordre 2 empirique des coefficients d’ondelettes se-
rait numériquement plus stable. Enfin, il serait pertinent de comparer les deux approches
précitées, avec celle qui consisterait a débruiter le signal d’une part puis a identifier le signal
débruité. Ces deux derniers points sont en cours d’étude et font 'objet d’un travail commun
avec A. Antoniadis.



Chapitre
Inférence statistique pour

le mouvement brownien
multifractionnaire

Ce chapitre développe des méthodes pour identifier le mouvement brownien multifraction-
naire (extension du mouvement brownien fractionnaire au sens ol les parametres évoluent a
présent avec le temps) et présente quelques tests liés au modele.

5.1 Introduction

Nous avons montré dans 'Introduction de ce mémoire, que dans certaines situations il
pouvait étre intéressant de relacher la contrainte de stationnarité, de permettre a ’exposant
fractionnaire d’évoluer au cours du temps. Dans cette optique, a été récemment développé
un modele susceptible de décrire de telles évolutions: il s’agit du mouvement brownien mul-
tifractionnaire (noté mbm). Deux approches naturelles ont été abordées pour obtenir une
extension du mbf. Elles consistent a substituer les parametres H, (' dans les intégrales sto-
chastiques définissant le mbf par deux fonctions du temps H (), C'(¢). La premiere approche
est une approche moyenne mobile et a été proposée par Peltier et Lévy-Véhel [77], processus
{Wi(t),t € RT}. La seconde est une approche spectrale introduite par Benassi et al. [16],
processus {Ws(t),t € RT}:

Wit) = CO{rKQ2H ()} /R fe(s)dB(s) (5.1)
1

TT(HO +1/2)
(exp(itA) — 1)

coy a2 [T ). (52)

avec  fi(s)

{1t = s1TO-310_ () = 57OV gy (5)

Ws(t)

ou B; et By sont deux mouvements browniens et ot K est la fonction définie sur |0, 2[ par
K(a) =T'(a+ 1)sin(an/2)/7 . Deés que les fonctions H et C' appartiennent a 'ensemble des
fonctions holdériennes d’ordre 0 < 1 < 1 (sur [0,1] pour H, et sur R** pour (), alors les
processus Wy et W3 sont de carré intégrable. Ajoutons que, sous ces mémes hypotheses, Cohen
[30] a prouvé I’égalité en loi de ces deux processus, qui, précisons-le, ont été ajustés de maniere
3 ce que E(W, (1)?) = B(Wy (8)2) = C()?[t]*7 (™). Dans la suite, nous noterons indifféremment
{W(t),t > 0} le mouvement brownien multifractionnaire de fonction de Hurst H(¢), et de
variance normalisée C'(¢). Le mbm étant un processus gaussien de carré intégrable, on peut le
définir de maniere analogue a (5.1) et (5.2) comme étant ['unique processus gaussien, centré,
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nul & l'origine et de fonction de covariance définie pour s,t € [0, 1] par:

E(W(t)W(s)) = %g([f@),[{(s)) {|t|H(t)+H(5) + |S|H(t)-l—H(s) _ |t _ S|H(t)-|—H(s)} :
(5.3)
ou ¢ est définie par
g(H(0). H(s) = K (H(1) + H() ™ (K (2 (1) K (211() ). (5.4)

Le calcul de la fonction de covariance, dont nous rappelons qu’elle constitue un noyau her-
mitien de type positif (voir Neveu [75] p.34), s’appuie sur le Théoreme de représentation de
|u|® (e.g. Bahr et al. [8]):

1 — cos(A
u|” = K(a) / Locoshu) ) vueR, 0<a<2
R |A[F

L’objectif de ce chapitre est d’identifier et valider le mbm. L’identification de ce modele
est un probleme partiellement traité par Benassi et al. [16]. Les auteurs y explicitent un
estimateur d’une fonction de Hurst continiment dérivable sur [0, 1] et démontrent sa consis-
tance. Nous nous proposons de généraliser et compléter ce travail, d’une part, en considérant
des fonctions de Hurst et des fonctions échelles héldériennes d’ordre 1 > 0, d’autre part, en
obtenant les théoremes limite pour les estimateurs introduits. Nous discutons des problemes
pratiques engendrés par un tel modele et proposons quelques tests.

Les propriétés de stationnarité et d’autosimilarité des accroissements sont vérifiées par le
mbm non plus de maniere globale mais de maniere asymptotiquement locale; Benassi et al.
[16] montrent que si H € C"([0, 1]) vérifie sup, H (¢) < min(1, ), alors

i W(t+ eu) — W(t) £
e—07t €2H(1) wER+

C(t) (Baw(u)yep+ (5.5)

ol By, (u) désigne le mbf de parametre H (t) défini sur R*. Le résultat (5.5) suggére que pour
estimer les parametres d’un tel processus, nous pouvons adapter localement des méthodes
globales valables pour l'identification du mbf. La méthode utilisée est appelée méthode des
variations quadratiques locales. Elle se réduit a adapter localement la méthode des variations
quadratiques, étudiée par Istas et Lang [55] et par nous-mémes dans le Chapitre 2, et qui
consiste a filtrer les observations d’un processus gaussien stationnaire autosimilaire ou loca-
lement autosimilaire en 0, ce qui a pour effet de détruire la dépendance des observations, et
d’estimer le moment empirique d’ordre 2 de la série filtrée. Le choix d’adapter la méthode
des variations quadratiques plutot qu’une autre méthode d’identification est justifié d’une
part par le fait que cette méthode induit des estimateurs ayant pour vitesse de convergence
les vitesses des bornes de Cramer-Rao des parameétres du mbf (voir Chapitre 3), et d’autre
part par le fait que cette méthode est rapidement calculable, stable numériquement, et se
comporte particulierement bien vis-a-vis de 'estimateur du maximum de vraisemblance pour
de petits échantillons (voir Section 2.6). Ce dernier point est primordial car rappelons-le le
mouvement brownien multifractionnaire sera identifié de maniere locale.

La Section 5.2 rassemble les outils nécessaires pour identifier le modele. Nous y définissons
une statistique appelée variations quadratiques locales représentant la variance empirique de
la trace d’'un mbm filtré et normalisé. Nous appliquons les résultats de convergence de cette
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statistique au probleme d’identification dans la Section 5.3. Dans cette partie, nous explicitons
des estimateurs de la fonction de Hurst H € C"([0,1]), en distinguant les cas ol la fonction
échelle C' est connue ou inconnue. La consistance, les convergences finies-dimensionnelles et
en loi y sont démontrées. Notre méthode est une méthode locale et dépend en cela d’un
parametre régissant la taille d’un voisinage. Dans ce cadre, nous présentons également une
procédure permettant un choix efficace de ce parametre. Une étude de simulation a été menée
dans la Section 5.4 pour valider cette procédure et explorer la qualité des estimateurs. Dans
la Section 5.5, nous développons quelques tests pour le mbm. Dans une premiére partie,
nous adaptons localement la statistique Py(2,a), qui représentait le kurtosis empirique des
variations discrétes du mbf et démontrons sa convergence en loi vers un processus gaussien
centré de fonction de covariance explicite, ce qui permet d’envisager une procédure de test.
Dans [21], Beran et al. s’interrogent sur d’éventuels changements de variations du parametre
de longue mémoire. Dans cette optique, la seconde partie de cette section propose un test
statistique convergent d’hypotheéses H (-) est constante contre H(-) non constante, ainsi que
quelques généralisations possibles. Enfin, les preuves des différents résultats énoncés sont
présentés dans la Section 5.7.

5.2 Variations quadratiques locales: définitions et comporte-
ments asymptotiques

L’objectif de cette premiere partie est de rappeler certaines définitions et notations déja
utilisées dans le Chapitre 2, et de présenter les résultats de convergence de la variance em-
pirique de la trace d’un mbm filtré et normalisé, de maniere & rendre la Section 5.3, relative
a l'identification de la fonction de Hurst, plus lisible. Par la suite, notre modele statistique
sera constitué d’une trajectoire d’un mbm discrétisée, notée (W), aux instants i/N pour
t=20,...,N — 1, de parametres fonctionnels H et C'. Nous supposerons que la fonction de
Hurst, H (resp. ('), appartient a I’espace des fonctions héldériennes d’ordre 0 < 7 < 1 sur
[0, 1] (resp. sur R™™) et vérifie sup; H(t) < min(1, 7). Dans la suite de ce présent document,
ces hypotheses seront implicitement vérifiées. Nous notons a un filtre de longueur ¢4 1 et
d’ordre p > 1, i.e. un vecteur a composantes réelles vérifiant

£ £

Zaqqizo pour ¢t =0,...,p—1 et Zaqqp7£0.

g=0 q=0
Soit (V) la série issue du filtrage de (W) par a:

: ‘ .
V“(%)z aqVV(‘%) ) pour j=40... N—1.
9=0

A titre d’exemple, (V%) représente les accroissements du mbm dans le cas ot @ = (1, 1),
et les différences secondes lorsque @ = (1, —2,1). Définissons la statistique Vy (¢, a) pour

t € [0, 1], appelée variations quadratiques locales, par:

1 Ve(s)?

Vive(t,a) = on(t ) > B(Va(i)y2) Lo (5.6)
N\ JEVy c(t,a) ( (W) )

ol Vy (t,a) est un voisinage de ¢ défini, pour un ¢ > 0 destiné a tendre vers 0, par:

Vielt,a) = {j €7, % — t‘ < e} et oll vy (t,a) = Card(Vy (¢, a)). La statistique Vy (¢, a)
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peut étre vue comme les Hy-variations locales d’un certain processus gaussien (Hy étant le
deuxiéme polynéme d’Hermite défini par Ho(t) = t* — 1). En ce sens, c’est une version locale
des statistiques étudiées entre autres par Guyon et al. [49] ou Breuer et al. [22], statistiques
pour lesquelles les auteurs énoncent des théoremes central limite. Avant de décrire le com-
portement asymptotique de Vy (¢, a), nous avons besoin du Lemme suivant explicitant la
structure de corrélation de (V).

Lemme 5.1  Soient t,t' € [0,1] et soient j € Vy (t,a), j° € Vy.(t',a) alors, lorsque
|7/ — 7| = 400, on a

B (v ()7 (%) ) = sthesn P, s —3) {1+ O og(N))

(5.7)

£
\ . 1
ot (k) = ~3 Z agaylqg —q +k*H . (5.8)

7,9’=0

Ce résultat montre entre autres que localement la fonction de covariance de (V) est
asymptotiquement stationnaire, ce a quoi 'on s’attendait en vertu du résultat (5.5). Nous
sommes a présent en mesure d’énoncer les résultats de convergence des variations quadratiques
locales.

Proposition 5.1  Soit t € [0,1] et soit a un filtre d’ordre p > 1, alors lorsque (N,¢€) —
(+00,0) avec Ne — 400, nous avons :

(1) Vyet,a) 25 0. (5.9)
(i1) Si p> H(t)+1/4,

Von(t,a) Va(t,a) = N(0,6%(H(t),a)) (5.10)

avec, o*(H(t),a) = 2 Z — (5.11)

(iii) Soit d > 1 et soient ty, ...ty € [0,1], alors si p > H + 1/4, avec H = sup, H(t), on a

t
(Voultn,alVaelts, a), . Vor (o Vit @) =5 (B(1), -, 6(ta)) , (5:12)
oti (G(t1),...,G(tg))" est un vecteur gaussien centré, tel que Vi, j € {1,...,d},

7-‘-i{(ti)_l_H(tJ) (k)2
Cov(G(t;), G(t;)) = 2 i (0 (0) -

kez | H(E)

(5.13)

2
)77?1(%)
Il est rassurant de remarquer que nous obtenons “localement” le méme résultat de conver-
gence presque siire et en loi pour la statistique Vy (-, @) que dans le cas du mbf (Proposition
2.1). L’analogie se poursuit sur la validité du résultat (i¢): en effet, en choisissant un filtre au
moins d’ordre 2, nous sommes assurés de la convergence gaussienne de Vy (¢, a) quelle que
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soit la valeur de H(t), le filtre d’ordre 1 ne I"autorisant que lorsque 0 < H (t) < 3/4.

Nous nous intéressons maintenant a la convergence en distribution de Vy (-, a) pour la
topologie de la convergence uniforme sur les ensembles compacts. Pour cela, nous avons besoin
de I'inégalité suivante, assurant un critere d’équitension.

Lemme 5.2  Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/4 ou H = sup, H(t), soit r un entier pair
> 4 et soient t,t' € Iy = [% + ¢, % — €], on a alors, en notant vy = 2Ne:

E(UQ/Q(VME(LQ) - VN,E(t’,a))T) = o(|t=t]") . (5.14)

En particulier, en choisissant r > 1+ H} on aboutit au résultat suivant
Proposition 5.2  Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/4 ou H = sup, H(t), alors lorsque
(N, €) = (+00,0) avec Ne — 400, nous avons la convergence en loi suivante sur ]0,1[:

Von Ve(ha) — G (5.15)

ot vy = 2Ne et ou G = {G(t),t €]0,1[} est un processus gaussien centré de fonction de
covariance donnée par (5.13).

Ces résultats préliminaires étant établis, nous nous proposons a présent d’identifier le
mbm par une méthode des moments en distinguant les cas ou la fonction normalisante C' est
connue ou inconnue.

5.3 Applications des résultats a I'identification du mbm

5.3.1 Mouvement brownien multifractionnaire standard

Nous parlerons de mouvement brownien multifractionnaire standard, lorsque la fonction
échelle C' est connue. Pour estimer 'unique parametre fonctionnel H, l'idée est d’adapter
localement un estimateur obtenu par régression non linéaire, pour le mouvement brownien
fractionnaire standard, étudié dans le Chapitre 2. Définissons la statistique

_ ! TEAY
SN,E(t7a) == m jeVNz:(t a)V (ﬁ) s pour t € [071] . (516)

Le Lemme 5.1 justifie 'approximation suivante quant a la moyenne de la statistique Sy (¢, a):
B( Swelt,a) ) = gua( H(1)) + O (N2 010g(N))

oll gy 4 est une fonction définie sur [0, 1] par, gy o(u) = N72% 72(0), et out 72 est défini par
(5.8). Dans la Section 2.4.1, nous avions prouvé que gy , est inversible sous la condition (#)

suivante sur le filtre:

> g—ri>2 @ty log(lg —r|) g — 7[> }
D g Gqttr g — ]2 ’

condition réalisée par I’ensemble des filtres classiques : accroissements, filtres d’une ondelette
de Daubechies, ... et qui par conséquent sera implicitement satisfaite dans la présentation

N > Maxxe]O’l[ exp{ (H)
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des résultats de convergence. Ceci permet de définir une classe d’estimateurs de la fonction
de Hurst H, en t € [0,1] par

Hy.(t,a) = g34( Sye(t,a)) . (5.17)

Le travail effectué dans la Section 5.2 et les propriétés de la fonction gy, nous permettent
d’obtenir le résultat suivant, quant & la convergence de cette classe d’estimateurs :

Proposition 5.3  Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/4 ot H = sup, H(t), et supposons
¢ =O(NPlog(N)¥) avec a € R et 0 < 3 < 1, alors lorsque N — 400, nous avons:
(i) Pour tout t € [0,1],

Biais (ﬁN7E(t, a)) = O(¢"), Var (IA{ME(t7 a)) =0 (W) et Hy (t,a) 25 H(t).
(5.18)
(i7) Soit d > 1 et soient ty,...,tq € [0,1] alors
t
(Voultn allog(N) By altr), -, v/ou (b, @) log(N) By e (ta) ) == (G(t1), - G (1)
(5.19)
ou By 5(t) = lTA{ME(t7 a) — H(t) et ot (Gz(t1),...,Gg (td))t est un vecteur gaussien centré,
tel que Vi,j € {1,...,d}
( - ly Tty | sty )
Cov( G5 (), Gr(t;) ) = = —2 > (5.20)
= H 2 jez 7-‘-H(ti)(O)ﬂ-H(tj)(O)
(vi7) Sur )0, 1], on a la convergence en loi suivante :
Voxlog(N) (Hy,(-ya) = H(-)) — Gy , (5.21)

ot vy = 2Ne et ou Gz = {Gp(t),t €]0, 1[} est un processus gaussien centré de fonction de
covariance donnée par (5.20).

Nous pouvons encore souligner ’analogie des résultats (i) et (i¢) avec ceux obtenus avec
le modele mbf (Proposition 2.2). Ce parallele autorise la remarque suivante: il est inutile
d’estimer la fonction de Hurst en estimant le k—eéme moment absolu empirique local défini
par Sy (t,a, k) = vy(t,a)™" ZjEVN,e(t,a) ‘V“(j/N)‘k, pour t € [0,1] et k& > 0, plutét que
le moment d’ordre 2, car nous avons prouvé, dans le cas du mouvement brownien fraction-
naire, que la variance asymptotique de ’estimateur était minimale pour k& = 2 (Corollaire 2.2).

Le choix optimal du parametre € relatif au voisinage dépend d’un critere choisi a priori.
En se donnant le critére de I'erreur quadratique moyenne intégrée (noté MISE), critere lar-
gement utilisé pour les problemes relatifs & 'estimation fonctionnelle, il vient d’apres la
Proposition 5.3:

MISE( Hy ((-ya) = H(-) ) = O (") + O (vx(t, a) " log(N)72) .
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En choisissant ¢ = O(N~Flog(N)?) avec « € R,0 < 3 < 1, on montre que le MISE optimal
(noté MISE*) peut s’écrire

MISE* (Hy(-a) ~ H() ) = O ( N7547 log(N) 7547 ).

De maniere équivalente la vitesse optimale de convergence pour cette classe d’estimateurs
- -l .o . . . .

est: N~ 271 log(N) 27+1. En particulier, si n = 1 (i.e. la fonction de Hurst est continument

dérivable sur [0, 1]), ceci s’écrit N~z log(N)_g. La classe d’estimateurs Hy . utilise non seule-

ment ’asymptotique autosimilarité du mbm mais surtout le fait que le processus est observé

aux instants {07 %, e ,%} Cette derniere information augmente la vitesse optimale de

convergence classique en estimation non paramétrique, équivalente a N’“i%, de log(N)_%%.

L’intérét de cette classe d’estimateurs réside dans le fait qu’elle converge rapidement vers
la vraie fonction H(f) et devrait, entre autres, nous permettre de juger de la qualité de
méthodes de simulation du mouvement brownien multifractionnaire.

5.3.2 Mouvement brownien multifractionnaire généralisé

Si ’on cherche a modéliser des données réelles par un mouvement brownien multifraction-
naire, c’est-a-dire un processus régi par deux parametres fonctionnels distincts, supposer C'
connue devient douteux : la méthode précédente basée sur une régression non linéaire sur un
seul filtre devient donc inutilisable. Nous contournons cette difficulté en introduisant, pour
m > 1, le filtre ¢™ défini par:

m { 4j sLr=gm pour ¢t =0,...,ml.

0 sinon

Le filtre a™ représente le filtre a dilaté m fois. Définissons la statistique Sy (¢, a™) par:

1 w7\
Sye(t,a™) = ——— Z Ve (%) , pour te€f0,1]. (5.22)

o) ey Tham
L’intérét de la suite (a™),,>; réside dans le calcul suivant :
B( Syo(t,a")) = guam(H(B) + O (N~ Olog(N))
= m2) gN@( H(t) ) + 0 (e”N_zH(t) log(N)) .
ol gy o(u) = N72%72(0). Ceci traduit le fait que
logE(Sy(t,a™)) ~ 2H(t)log(m) + loggna(H(t)), lorsque (N,¢) — (+00,0).

Soit M un entier > 2. Nous pouvons alors envisager d’estimer H () par une régression linéaire
simple locale de Ly (¢, a), sur X, matrice du plan d’expérience, définis par

LN,e(t7a) = {log SNyﬁ(uam) }ISmSM

¢
ot XM_< (1) QIOf(Q) 2103;1(M) )
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Soit «(t) = (H(t),loggx.(t,a)). Alors la premiere composante du vecteur @y .(t,a, M),
estimateur de «(t) donné par ay . (t,a, M) = (X, X)X, Ly (t,a), fournit une classe
d’estimateurs de la fonction de Hurst, que I"on note HN7E(t, a, M). Cette construction d’une
nouvelle classe d’estimateurs de la fonction H est une version locale de celle obtenue pour
estimer le parametre constant H d’un mbf, voir Section 2.4.2. Enoncons a présent les résultats
de convergence de ﬁNW

Proposition 5.4  Soient a un filtre d’ordre p > H +1/4 ou H = sup, H(t), M un entier
supérieur ou égal a 2 et supposons que ¢ = O(N~Plog(N)®), aveca € R et 0 < 8 < 1, alors
lorsque N — +00, nous avons:

(i) Pour tout t € [0,1],

- - 1
. . _ ’]7 e JES—
Biais (lT{JV7E(t7 a, M)) = O ("log(N)), Var(HN7E(t, a, M)) =0 (Ne)
et Hy.(t,a,M) 2% H(t). (5.23)
(21) Soit d > 1 el soient ty,...,t; € [0,1] alors en notant By z(t) = Hy (t,a, M) — H(t),
on a
t
(Voslt a, M) By s (1), Vorltas e, MBy a(ta)) =5 (G(h), - G (1)’
(5.24)
ot (Gﬁ (t1),...,Gg (td))t est un vecteur gaussien centré tel que Vi, j, € {1,... d}
1 H(t; Hit;
COU<Gﬁ(ti)v Gﬁ (tj)> = 4[| A4 A'Y ( é ) + %7 H{(t), H(tj) ) A, (5.25)

avec X(Hy, Hq, H3) la matrice M x M définie par

a™,a™ ~2
( S(Hy, Hy, Hs) ) = QZ ﬂHl ()0 , myn=1,..., M.
eZﬂ'H2 7TH3()

ml  nl

avec, A Z Z aqgay |mq — ng i (5.26)

9=0¢'=

et ou A est le vecteur défini pour m=1,..., M par A,, =log(m) — M~} 2%21 log(m).
(237) Sur]0,1[, on a la convergence en loi suivante :

Voy (Hy (ya,M)—H(-)) — Gj , (5.27)

ot vy = 2Ne et ou Gz = {Gy(t),t €]0,1[} est un processus gaussien centré de fonction de
covariance donnée par (5.25).

Nous tenons a faire remarquer que Benassi et al. [16] n’obtenaient la consistance de ﬁME
(pour le filtre (1,—-2,1)) que sous la condition 0 < 5 < 1/2.
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Par ailleurs, il est tout a fait possible d’envisager une régression linéaire pondérée de
Ly sur Xpr. Dans cette optique, nous obtiendrions des résultats de convergence analogues
a ceux de la Proposition 5.4, en adaptant localement la Proposition 2.5. Ceci n’a pas été
entrepris car, pour avoir implémenté ce type de méthode pour le mbf, nous pensons que le
gain apporté est minime en comparaison du cotit de calculs engendré par I'estimation de la
matrice de covariance 3.

La taille de fenétre optimale est obtenue en minimisant ’erreur quadratique moyenne
intégrée de ﬁN7E. Un rapide calcul montre que le MISE optimal (noté MISE*) peut s’écrire

MISE* ( Hy (-, a, M) — H(-) ) = O(N—%hog(zv)m%) 7

et la vitesse de convergence optimale pour la classe d’estimateurs ﬁN7E(t,a,M) est donc:

N~ log(N)5T .

Remarque sur le voisinage optimal: Dans les Sections 5.2 et 5.3, nous avons présenté des
résultats de convergence d’estimateurs & un parametre ¢ pres. Nous avons déterminé le com-
portement optimal asymptotique (en fonction de la taille de I’échantillon) de ce parameétre.
Cette remarque vise a fournir une procédure de sélection de €, a taille d’échantillon fixée.
Nous présentons le probleme de voisinage optimal pour ’estimateur ﬁME (Section 5.3.2).
Il est évident que nous pouvons procéder de maniere analogue pour l'estimateur ﬁME. Le
probleme est donc de choisir le parametre € par minimisation de I’erreur quadratique intégrée

(1SE),
~ Lo 2
ISE(Hy, - H) = / {HN7E(t) - H(t)} dt
0
ou plutét la version discrétisée, que I’on notera Riskp (¢) pour un entier K > 0:

K-1

Riskpc(e) = ; Z {ﬁN7E(i/I(') —H(i/[(>}2

=0

Puisque la fonction H est inconnue, il faut estimer Risky (€). Et pour ce faire, nous proposons
une procédure de Monte-Carlo. L’idée est de simuler B (B > 1) mbms standard de fonction
de Hurst Hy .. Pour chaque trajectoire, nous estimons la fonction de régularité en utilisant

77(0)

les mémes parametres que pour calculer 'estimateur ﬁN7E. En notant Hy ¢ I'estimateur de la

b-eme trajectoire simulée (b =1,..., B), ceci permet au final d’estimer Risky (¢) par
K-1 - ) 2
— b
Risky(e) = P {HNE i/K) — bg_l Hy (i/K } . (5.28)

Notons & présent € = argmin Risky(€) et € = argmin Riskg (¢). L’étude de simulation
de la Section 5.4 montre que cette procédure est performante. Un travail ultérieur pourrait
permettre de justifier théoriquement cette procédure.

5.4 Quelques simulations

Le probleme de simuler une trajectoire du mbm est traité dans ’Annexe C. Précisons
seulement que dans cette étude, nous avons opté pour la méthode de Choleski consistant a
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décomposer la matrice de covariance du mbm discrétisé en i/N,i=0,..., N —1 sous sa forme
de Choleski. Nous avons regardé trois types de fonction de Hurst : une fonction linéaire, une
fonction périodique et un fonction logistique.

Hyi(t) = 0.14(0.9-0.1)t (5.29)
Hy(t) = 0.540.3sin(4nt) (5.30)
Hs(t) = 0.340.3/(1+4 exp(—100(¢t — 0.7))) (5.31)
Fixons des a présent certains parametres utilisés dans toute cette section.

N taille des séries simulées = 1000

Ny nombre de trajectoires simulées = 50

K discrétisation des estimateurs = 100

a : filtre d’une ondelette de Daubechies d’ordre 4 (Db4): 2 moments nuls.

M nombre de filtres pour I'estimateur Hy . = 2

B : nombre de trajectoires simulées pour le calcul de & = 20

Nous avons choisi de travailler avec le filtre Db4 car dans le cas du mbf, il s’est avéré que ce
filtre donnait les meilleurs résultats parmi les filtres d’ordre > 2, ce qui est intéressant si ’on
souhaite éviter les problemes dus au filtre d’ordre 1 pour H (t) > 3/4. Dans I’ensemble de cette
section, nous parlerons de distribution du risque empirique (resp. de I'estimateur empirique

. ), la distribution du risque (resp. de I’estimateur ... ) moyennisé sur I’ensemble des N,
traject01res Dans un premier temps, nous vérifions notre procédure de recherche de voisinage
optimal; nous 'appliquons ensuite aux estimateurs fonctionnels HN . HN .

5.4.1 Sélection de voisinage optimal

Pour chacun des trois cas tests définis par (5.29), (5.30) et (5.31), nous nous proposons
d’appliquer la procédure de recherche de voisinage par méthode de Monte-Carlo décrite dans
la Section 5.3. Nous nous sommes restreints, sans perte de généralité, aux choix de ¢ tel
que Ne est un entier. Définissons h = Ne puis h* = Ne™ et h* = Né-. La Figure Fig.5.1
illustre la distribution empirique du risque théorique (Riskg) et estimé (@B) en fonction
de h € [10,100]. Le choix de la grille de h est justifié par le fait que les minima des risques
(théorique et estimé) empiriques pour les trois cas tests se situent dans cet intervalle (et
méme mieux dans I'intervalle [20, 50]). Le tableau Tab.5.1, quant & lui, résume les calculs de
h* et l/zi, ainsi que les valeurs des risques respectifs en ces valeurs.

h* h* Riskg (€) Riskz (€%)
H (t) linéaire 51 46 591 107* 8.36 10~*
H (t) périodique 22 25 2.20 1073 3.00 1073
H (t) logistique 43 47 6.59 10~* 7.68 1074

TaB. 5.1 — Fenétres optimales (empiriques) théorique et estimé, et risques associés

5.4.2 Estimateurs fonctionnels

Dans cette section, nous calculons les distributions empiriques des estimateurs de fonction
de Hurst, HNE et HNE (avec les parametres définis en introduction de cette section), pour
chacune des fonctions (5.29), (5.30) et (5.31). Pour chacun des estimateurs, nous calculons
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également les bandes de confiance théoriques (discrétisées K fois) au niveau o = 0.05. Soit
oi(t) (resp. o3(t)) la constante de la variance asymptotique de \/vy(t,a)log(N)(H (t) —
Hy  (t,a)) (resp. \/vx(t,a)(H(t) — Hy(t,a, M)). Rappelons que d’apres (5.19) et (5.24):

2 1 ﬂ-%’(t)(j)z < a4 ,
oi(t) = 3 E SN IEA ot 7y, (j) est donné par (5.8).
jez "H®
a?,a? ;. alal /. al,a? /.
2 — 1 T H(t) (3)2 TH(1) (3)2 9 TH(t) (])2
02() - 21os2(2 § : a2,a? 9 + al gl 2 - al 0 a2 0 )
og”( )jeZ Tao (002 75y (0) i (0) 75 (0)

avec Ty, (j) défini par (5.26). Précisons en outre que les estimateurs ont été calculés pour

€ = €* ou €* est donné par le tableau Tab.5.1.

Lorsque C'(t) est connue (estimateur fonctionnel IA{ME), les figures Fig.5.2 & 5.4 montrent
que la distribution empirique de 'estimateur coincide parfaitement avec la vraie valeur de la
fonction et ce pour H (t) linéaire, périodique et logistique. Ceci nous permet intrinséquement
de valider notre procédure de simulation. Maintenant, lorsque C'(t) est inconnue ( estimateurs
Hy ), ce qui est le cas pour des données réelles, les simulations montrent qu’en moyenne on
retrouve de maniére tres satisfaisante la forme originelle de la fonction de Hurst.

5.5 Sur quelques tests pour le mbm

Cette section montre sous [’hypotheése du mbm la convergence du kurtosis empirique local
et propose quelques tests paramétriques pour la fonction de Hurst. Les résultats découlent
de ceux présentés dans les Sections 5.2 et 5.3. Les notations utilisés sont identiques.

5.5.1 Kurtosis empirique local pour le mouvement brownien multifraction-
naire

Il s’agit ici de généraliser une propriété démontrée dans la Section 4.1.3 pour le mbf,
concernant la convergence du “kurtosis empirique” pour le mbf. Définissons les statistiques
Snelt,a, k) et Py (t,a), pour t € [0,1] et k> 0, par:

1 NEANE
SN,E(L a7 k) — m Z V (ﬁ) (532)
T jeVy ((ta)
Py(t,a) L Swelha,d) (5.33)

3 Sye(t,a,2)?"

L’intéret de cette statistique réside dans le fait qu’elle s’exprime indépendamment des fonc-
tions H et C', et de la proposition suivante énoncant les résultats de convergence de Py (-, a):

Proposition 5.5  Soit a un filtre d’ordre p > H + 1/8 ot H = sup, H(t), et supposons
e =O(N Plog(N)*) avec a« €R et 0 < 3 < 1, alors lorsque N — +00, nous avons :
(i) Pour tout t € [0,1],

Py.(t,a) Z5 1. (5.34)
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5.5

H(®) lineaire
T

Risk

30

I
40

0.045

Theoretical risk
Estimated risk

i i
50 60
Size of window

0.04

100
H(1) periodique
T T

0.035

0.03

0.025

Risk

0.02

0.015

0.01

0.005

i
20 40

Theoretical risk
Estimated risk

»

i i i i
50 60 70
Size of window

90 100
H(t) logistique
T T

I I
20 30

a0

Theoretical risk
Estimated risk

I I I
50 60

Fic. 5.1 — Distribution empirique des risques théorique
les trois cas tests définis par (5.29), (5.30) et (5.31)
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Sur quelques tests pour le mbm
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H(t) lineaire, C(t) connue

1.4
- - - Ho
1.2 E— Estimated function .
- == - Confidence band
1 _

O Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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H(t) lineaire, C(t) inconnue
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Time

Fic. 5.2 — Distribution empirique des estimateurs de la fonction de Hurst linéaire définie par
(5.29), et bandes de confiance théoriques discrétisées au niveau o = 0.05.
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1.1 ‘ : : : :
— = H(t) ~ .
1t ~~| ——  Estimated function // N -
/| ---- Confidence band \

(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fic. 5.3 — Distribution empirique des estimateurs de la fonction de Hurst périodique définie
par (5.30), et bandes de confiance théoriques discrétisées au niveau o = 0.05.
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H(t) logistique, C(t) connue

0.9 T T T T T T T T T
- - - HQ
ogk | /™ Estimated function |
- = —- Confidence band
0.7} : - B e
== T T~
./// -
/24
0.6 Y |
z
v/
1
80_5 L /7 -
T V4
/
0.4+ Py o
_ /
> v
- = e
~ - - - - — - — - - = = = -~ -
O3FT———==—= T == N
0.2+ -
01 i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Time
H(t) logistique, C(t) inconnue
0.9 T T T T T T T T ——T v
- N _
~ P -
- - - H(t) PR ’
ogk | — Estimated function - -7 |
- = —- Confidence band 7>
01 i i i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Time

Fic. 5.4 — Distribution empirique des estimateurs de la fonction de Hurst logistique définie
par (5.31), et bandes de confiance théoriques discrétisées au niveau o = 0.05.
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(i7) soit d > 1 et soient ty,... ,t5 € [0,1]
tor
(Voultn, @) (Paclt,a) = 1) oo Vou(a, @) (Puclta,a) = 1) =5 (Gp(ta), -, Gp(ta))'
(5.35)
ot (Gp(ty),...,Gp(tg))" est un vecteur gaussien centré et tel que ¥i,j € {1,...,d}
(rity Gy = & 3 ) (5.36)
Cov( Gp(t;),Gp (¢, = = a a . 5.36
! 3 ke7, 7-‘-H(ti)(0)277-H(tj)(0)2
(737) Sur]0,1[, on a la convergence en loi suivante
Von (Pye(a)—1) — Gp, (5.37)

ot vy = 2Ne et ou Gp = {Gp(t),t €]0,1[} est un processus gaussien centré de fonction de
covariance donnée par (5.36).

On montre aisément que 'erreur quadratique moyenne intégrée optimale peut s’écrire
2 2
MISE" ( P(a) = 1) = O ( N5 log(N) 77 ) .

Au vu des résultats de convergence de Py (-, a), on peut s’intéresser a former le test (au
niveau «) suivant d’hypotheses

Ho(B1,52) :E(Px(t,a)) = 1sur [B1, ] contre Hy(B1,52) : E(Px(t,a))# 1 sur [, Ba],

avec 31, B €]0, 1[. Pour cela définissons la statistique

1 B2

12
5 J, Pt -1t

PJ/\775(ﬁ17ﬁ2) = Uy

La convergence en loi sur |0, 1[ de Py (-, @) suffit & montrer que

1 B2

2
) G (t)dt .

Pl (1, 2)

Ce comportement asymptotique nous permet de rejeter I’hypothése Hg(f31,82) (et donc
intrinsequement ’hypotheése que la trajectoire discrétisée initiale est celle d’'un mbm) si
Go < Py (B1,B2) ol g4 est le (1 — a)-quantile de la loi limite B2i—61 f,6’12 Gp (t)dt.

Nous tenons & préciser que si Ho(f1,32) n’est pas rejetée, la statistique PJ’V’E ne fournit
aucun renseignement sur le fait que la trajectoire discrétisée est celle d’un mbm car comme
nous l'avons déja signalé pour le mbf, [25] p.15, un tel résultat peut étre prouvé pour des
processus multifractionnaires plus généraux tels que ceux introduits par Benassi et al [16].



Chapitre 5 Inférence statistique pour le mouvement brownien multifractionnaire 111

5.5.2 Tests paramétriques sur la fonction de Hurst

5.5.2.1 Test de multifractionnarité

Dans cette premiere partie, on se propose de fournir une procédure de test permettant de
différencier les deux modeles que sont le mbf et le mbm. Un tel probleme est a relier avec le
travail de Beran et al. Dans [21], les auteurs s’intéressent a savoir si un processus a longue
mémoire exhibe des changements de variations de son parameétre a longue mémoire. Leur

statistique de test se base sur la procédure suivante. Pour ¢ € [0, 1], on découpe la trajectoire
discrétisée X = {X(0),..., X (N —1/N)} en deux séries chronologiques :

5 = {xonx (B9}

i = [ (R (Vo))

Ensuite, on estime le parameétre de longue mémoire de X; et Xy (estimateurs notés H, (t)
et Hy(t)) par une méthode de maximum de vraisemblance. La statistique de test est alors
définie pour un § > 0

Ty = VN sup i(l—0) ‘Hl s (t)]. (5.38)
§<t<1—6
Notre approche est différente puisque nous supposons disposer non pas d’une trajectoire
discrétisée d’un processus a longue mémoire mais d’un processus localement a longue mémoire.
Nous estimons a tout instant la régularité du processus, ce qui nous permet de former la sta-
tistique mesurant 1’écart quadratique moyen de l’estimateur fonctionnel par rapport a sa
moyenne ergodique. En outre, 'intérét d’estimer a tout instant la régularité du processus
nous permet de construire des tests plus généraux que celui discuté (voir Section 5.5.2.2).
Revenons a notre cadre de travail et définissons les hypotheses de test:

Ho(B1, B2) + H(t) = H sur [31, 3] contre Hy(By,B2) + H(t) # H sur [31, 5] ,
pour des réels (1, 32 €]0, 1[. Définissons ensuite la statistique Ty (81, B2) par:

1 62 . 1 62 . d 2d
Tye(Br;P2) = m/ﬁl {HN,E(t) “ oA, Hy (s) s} t. (5.39)

ot Hy . (-) = Hy(-,a, M) désigne l'estimateur de la fonction de Hurst explicitée dans la
Section 5.3.2. L’introduction de cette statistique est justifiée par le résultat suivant, explicitant
le comportement asymptotique de Ty (51, f2) sous 'hypothese Hy.

Proposition 5.6  Soient 5y, f2 €]0, 1], By < Bo, alors sous les hypothéses de la Proposition
5.4 et sous Uhypothése nulle Hyo(81, 82), nous avons lorsque N — 400

Tye(Br,02) 5 0 (5.40)
- 1 B2 1 2
UNTN,E(ﬁ17 ﬁg) — T(ﬁh ﬁg):m /B {Gﬁ (t) ﬁ2 — ﬂl (GI ( )dS} dt(541)

ou vy = 2Ne et ou Gy est le processus gaussien centré de fonction de covariance définie

par  (5.25).
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La preuve de la Proposition 5.6 découle directement du Théoreme de convergence dominée
et de la convergence en loi sur ]0,1[ de Hy (-, a, M) — H(-), Proposition 5.4. Pour mettre
en ceuvre un test de niveau « basé sur la statistique Ty (01, f2), il suffit de calculer le
(1 — a)—quantile, ¢,, de T(81, 32) et de rejeter Hy si vyTy(f1,082) > qo. Pour évaluer le
quantile g, nous proposons une méthode de Monte-Carlo consistant a simuler R mouvements
browniens multifractionnaires de fonction de Hurst ﬁNW Pour chacun de ces mbms, on estime
la fonction de Hurst, estimateur fonctionnel que 'on note IA{/J(V?)E pour : = 1,..., R puis on
évalue les statistiques

(0) 1 P =) 1 7 =) :
Un TN,E(ﬁlvﬁ?) = Uy ﬂ2_ﬁ1/ {HN7E(t) - m/ﬁ HN7E(S)dS} dt7

(R)}‘

pour: = 1,..., R. Il suffit alors d’estimer g, par le quantile empirique de {UNTJ(V{Q, N N
Intéressons nous a présent au calcul de la puissance asymptotique de notre test. Pour
cela, définissons la suite d’hypotheses

Hy (B, B2) ‘H(t) — H‘ = .Vt e [B, B, (5.42)

=%
<

1
B2—=p1

vérifiant §y — +00, \%V_N — 0, lorsque N — 4-00. Avec ce choix de suite d’hypotheses H; y,

nous pouvons montrer le résultat suivant :

oll nous notons f = f,812 f(s)ds, et olt (8y)y>1 est une suite de réels strictement positifs

Proposition 5.7 Pour tout u > 0, nous avons

lim P(vN Ty (61 B2) > u HLN(ﬂl,ﬂz)) -1 (5.43)

N—+4o0

En conséquence, sous la suite d’hypotheses Hy y(81,32) le test est asymptotiquement de
puissance 1.

5.5.2.2 Extension des résultats

Le but de cette seconde partie est d’étendre les statistiques de tests, i.e. de pouvoir tester
le fait que H appartienne a une famille de fonctions paramétrée par 6. Plus précisément, nous
supposerons que H est issue d’un modele linéaire, i.e. que H peut s’exprimer sous la forme
H(t) = >L,0,g:(t) sur [81,52] (81,062 €]0,1]), ot 6 € © C R%g > 1) (O d’intérieur non
vide), et ou

g: R — R¢
b (10 94(0)
satisfait les deux hypotheses suivantes.

(7/) gzeLz([ﬁl7ﬁ2D7 22177(]
(27) les fonctions (g1, ..., g,) sont indépendantes.
Définissons le sous-espace vectoriel G

g
g = { ZOigi(-), ¢ satisfaisant (i) et (i), 6 € © }
=1

On souhaite donc tester

Ho(B1,082): HeG contre Hy(B,02): H¢EG,
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sur 'intervalle [31, 32]. Au vu de I'estimateur fonctionnel ﬁMa on peut estimer le parametre
# en minimisant la fonction

=5 /BBQ{HNf(t) 00 |,

soit
~ B2 ~
Oy = G™* g(s)! Hy(s) ds .
B1

Il est donc naturel d’introduire la statistique suivante :

B2 —
Turf) = 5= /5 (ot =8 cg(t) . (5.44)

Nous obtenons alors le Corollaire suivant.

Corollaire 5.1 Soient (31,32 €]0, 1], 81 < B2, alors sous les hypothése de la Proposition 5.4
et sous Uhypothése nulle Ho(152), nous avons lorsque N — +00

Tre(Br,82) =5 0 (5.45)
oxTwe(Br.B2) =5 T(B1, ) | (5.46)
avec
T (B, B2) = ! /62 Gg(t) - (G_l ! /62 g(s)tG~(s)d8>tg(t) 2 dt . (5.47)
7 ﬁQ - ﬁl 1 = ﬁz - ﬁ1 581 H

La preuve est identique a celle de la Proposition 5.6 découlant elleeméme du Théoreme de
convergence dominée et de la Proposition 5.4.

Exemple: tendance linéaire, § = (01, 6;), g(t) = (1,¢). Un simple calcul montre que [’esti-
mateur de # est défini par

- 9 B2 ~

o = AL / (2(8y — B1) — 3t)Hy o (1)dt

- 6 B2 ~

07 = YA /B (2t — (82 — By)) Hy o (t)dt . (5.48)

Remarque: considérons la suite d’hypotheses définie par

O
Hy (81, B2) |H(t) - 6'g(t)| = \/?7 vt € [81, B2,

N

olt (0y)n>1 est une suite de réels strictement positifs vérifiant 6 — 400, \jTN_N — 0, lorsque
N — +00. On peut obtenir un résultat analogue a la Proposition 5.7, a savoir que le test est
asymptotiquement de puissance 1, sous la suite d’hypotheses Hy (51, f2).

Pour le moment nous disposons de statistiques nous permettant de tester appartenance
de la fonction de Hurst & un modele linéaire déterminé. Il serait intéressant de pouvoir
tester, en s’appuyant sur les travaux de Cox et al [32], le fait que H est polynomiale contre
I’alternative H n’est pas polynomiale. Ceci n’a pas été envisagé et pourrait faire 'objet d’un

travail ultérieur.
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5.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons développé des méthodes pour identifier la régularité locale
d’une trajectoire discrétisée d’'un mbm. Les résultats permettent d’obtenir un estimateur
de toute fonction H € C"(]0,1[), avec 0 < 5 < 1. Les simulations effectuées ont montré
que lorsque 5 = 1, les procédures développées sont performantes, méme pour des tailles
d’échantillon de 'ordre de N = 1000, qui est une valeur raisonnable au regard de la complexité
du processus. Dans un proche avenir, une attention particuliere sera portée au cas n < 1, qui,
pour le moment, pose quelques problemes numériques. Par ailleurs, les tests développés dans
la Section 5.5 offrent de belles perspectives pour les applications.

5.7 Preuves des résultats

Variations quadratiques locales

Lemme 5.3  Soit {X(¢),t € R} un processus centré admettant une fonction de corrélation
r, et soit X, la moyenne empirique du processus X observé en j = 1,...,n, définie par
X, =1 Yoy X(J) - Supposons Vi, j = 1,...,n, r(i,j) = O(r'(j — 7)), avec '’ telle que

r’'(0) > r'(5), Vj € Z. Si ]E(Yi) =O(n™ ), a>0, alors X,, L5 0, lorsque n — 400 .

Ce premier Lemme adapte un résultat de Doob ([40],p.492) valable pour les processus sta-
tionnaires, aux processus dont la fonction de corrélation est asymptotiquement stationnaire.
Preuve du Lemme 5.3: 1l s’agit de reprendre la preuve du Théoreme 6.2 de Doob [40] et
de vérifier sa véracité avec les hypothéses énoncées. Soit o tel que aa’ > 1 et soit n > m®,
on a ]E(YZ) = O(m="). Notons (n,,), s, la suite d’entiers definie par n,, = [m®]+1, alors
Ye > 0, - ,

— K 1
P<|Xnm|>€) Sé—zm.

D’apres le Lemme de Borel-Cantelli, nous avons alors lorsque n — 400

X, 25 0. (5.49)

Par ailleurs,

E max
Nm Snsnm-l-l

Yn—%mynmr) < ﬁE((nff)((j))Q)

1 Nm+1

S 0 Z E(X(5)X (")
g =nm
- (nm—l—l nm) K’

D’ou Ve > 0,

Nm Snsnm-l-l

— " — K? 1
]P’( max Xn—n—X ‘>e>§ —
n
et d’apres le Lemme de Borel-Cantelli

X, - 22X, 5o, (5.50)
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(5.49) et (5.50) montrent que X, 25 0, lorsque n — +o0.
a

Remarque: une lecture attentive de ce Lemme montre que si X est un processus vérifiant

les hypothéses du Lemme 5.3 alors log(n) X, 23270, lorsque n — +oo.
Preuve du Lemme 5.1:

Pour effectuer ce calcul, nous utilisons la représentation spectrale du mbm car elle permet
la séparation entre la variable ¢ gérant I’évolution de la régularité et la variable A, variable
fréquencielle. Par souci de clarté, notons C’(t) = C'(t)K (2H (t))"/?/v/2. D’apres (5.2) et un
changement de variables A = Nu, on a:

NEAYZ AN e CERHCERD
E(V <W>V (ﬁ)) = /Zaqaq i(—q)u 1)(@ J'=q _1) — H(%q_,)Ndu

9,9’ |NU|H(N)+
= A+ B,

avec

—ii' =" ') du
A = / Z aqaq o 1><€ (=) _1>NH(t)+ () |u[HO+FH(E)+1

4,9'=0
i |N|—H(t)—H(t’)
B = /Zaq% U= 1) (e ~ D orae X
9,9'=0
C () O (E5L
U5) - (, v - 't p du . (5.51)
|V | HORD+HH () =H (@) -H (1)

Puisque le filtre est d’ordre > 1,

£

£
Z aqaq/(el(]_q)“ - 1) (6_2(] =) Z Wi=3"+4'~q)u aq,aq
q,9'=0

ce qui permet de réécrire le premier terme:

B i W(j=i"+4' = )u
A = NTHOZHO Z @qq’ / [u[HOFH)+1 du
g,9'=0
— — ! 1 1
= NI cme) (-3) Z agaylg — g+ = O
9,9'=0
ccw g
_ %ﬂm s (=) (5.52)
Puisque H € C"(]0,1]),
|NU|H(%)—H(1‘)+H<J - >_H(t’) -1 + (’)( " log(|Nu|)) ] (5.53)

c <ﬂ> — ') + O() et (%) — W)+ O . (5.54)
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(5.53) et (5.54) permettent d’obtenir la majoration suivante pour B:
c)C)

B = NI ﬂ-a%ﬁl-pﬂ;_'l(j/_j) (’)(e” log(N)) +
T eili—i'+a'=q)u
') Y agay /leogqupdu X O(e") .
q,9'=0

Dans un voisinage de 0,

ei=i'+d' —qu e
Zaqaq’mlog(WD = 0(|u|2p H(t) H(t)log(|u|)).

4,q'

L’intégrale est définie en 0, et nous pouvons conclure a

(v (3)7 (%) ) = it i s 0~ ) {1+ O 08V}

2 2

a
Preuve de la Proposition 5.1:
(2) On a
1 o @
E(Vye(t,a)®) = oa)? Y. E(HAZEG)Ha(Z5 () )
T Ggrev (ta)
ou Z%(j) = _ V) ot oh Hj est le deuxiéme polynéme d’Hermite défini par Hy(u) =

E(Ve(£)2)!/?
u? — 1. D’apres le Lemme 5.1,

E( Ha(Z24(j) HoZ2 (") )

2E(Z5()Z5("))

77?1@) (J' = ])2
= 2= = N 4+0(log(N )
D’ou
9 _ 1 . TZ(t)(j)z n
E(Vielt,a)?) = —— > (ox(t,a) = 1—[j) =225 { 1+ O(c"log(N)) }
UN(tv a) lil<vn(t,a) ﬂ-H(t)(O)
~ ! Z iy ()* lorsque (N, €) — (+00,0)
UN(tv a) jez 77—1%@)(0)2 7 7 7

D’apres le Lemme 2.1,
Done si p > H(t) +1/4,

E(Vye(t,a)?) =0 ( ﬁ ) : (5.55)

t,a)

Précisons le cas critique: si p=1et H(t) = 3/4 alors

E(Vye(t,a)?) =0 ( w) : (5.56)

vy (t,a)
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et sip=1et H(t) > 3/4 alors

E( Vye(t,a)?) = O ( m> : (5.57)

La convergence presque sire est assurée par (5.55), (5.56) ou (5.57) selon p et H(t), et le
Lemme 5.3.

(71) D’apres le Théoréme 1 de Breuer et Major adapté aux processus gaussiens non station-
naires ([22], p.429), la condition nécessaire pour obtenir un critére de normalité asymptotique
est la sommabilité au carré de E(Z%(j) 25 (i + 7)), Vi’ € Z. Or,

Z]E Z“ Nz’ —|—] Z(’)( 4p), lorsque (N, €) = (400,0).
JEZ JEZ

On obtient alors le résultat énoncé en utilisant le fait que p > H + 1/4.
O

(2i) Nous traitons le cas d = 2, le cas d > 2 s’en déduisant facilement. Définissons pour

te [07 1]7 U(t) = lirn(N,e)—)(-I—oo,O) M
la variable aléatoire suivante

Tre(A ) = AN olt)Va(ti,a) + p/o(te)Vae(tz, a). (5.58)

Soient tq,ty € [0, 1], définissons encore pour A\, u € R

On remarque que

TN,E(/\MM) = Z Hy, (T(k)) y

. | A u(t) Ha(x) si 1<k<ovy(t1,a)
b ) = T 5 i) ket O

Z(ky) si 1 <k<wvy(ty,a
et Tk) = { ng%; si vy(ty,a) <(k§ gN(tg,a)
Hj désigne le deuxieme polynéme d’Hermite, Z (k) la v.a. %. Enfin, k7 = ¢4, (k)
(resp.ky = ¢, (k)) ol ¢y, (resp. ¢y,) désigne une bijection de Vy(t1,a) (resp. Vi (l2,a))
sur {1,...,vx(t1,a)} (resp. {vn(t1,a) + 1,...,vx(t1,0) + vy(t2,a)}). 1l est facile de voir
que la fonction Hj définie par (5.59) est de rang d’Hermite 2. En outre pour ki, k2 €
{17 s 7UN(t17 a) + UN(t27 a)} (kl < k2)

[igs ko—k
Hizl)( : 1) si khk?SUN(tha)
(e, (0)
A — Tittey ) S ki k> ox(tn, )
E(T (k)T (k2)) 2 (1) (©) bR s T
") | H(ey) (2R
2 2 7z sl k1 <oyt a), ke > vy(ty, a)

{700 O,y O}

O(|k2—k1|2H tl 2p) si khkg S UN(tha)
= O<|k2— |2H t2) 2p) si ki, ko > UN(tl,a)
O <|l€2 — k1|H 1 +H(t2) 2p) si kl S UN(th a)7 kz > UN(th a)
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Done, V&' € {1,...,vy(t1,a) + vy(ta,a)} puisque p> H +1/4 on a

vy (t1,a)+oy(t2,a)

> E(T(k)T(K))" = 0(1).

k=1

D’apres le Théoreme 1 de Breuer et Major adapté aux processus gaussiens non stationnaires
([22], p-429), il existe o%(ty,t2, H, a) tel que YA, u € R

VNeTw (M) = N (0,0%(t, b2, H a)) .
¢
En conclusion, le vecteur (\/UN(tl,a)VN7E(t1,a), \/UN(tg,a)VN7E(t2,a)) est asymptotique-

ment gaussien. Enfin d’apres les calculs précédents

Cov (\/UN(th a)Vye(t1,a), oy (ta, a)Vy (L2, a)) — 2 Z ) 0) (5.60)
JEZ Htl T H(t2)
a

Preuve du Lemme 5.2: ;

Soit r un entier > 4. Par souci de clarté, nous noterons Z(j) = Z3(j) = E(V‘:(%ﬁ)g)l/w et
=[N -1)].

) , 1 . .
E( o (Vaelt,a) = Va0, 0) ) = —5ES S0 Ha(Z()) - Ha(Z(j+17)
Un JEVN (t,a)

= ,,/2 > Z TCLE(HA(Z(i 1) - Ho(Z (g + 0) Ho(Z (Gg41)) - - - Ha (Z(50)) ) -

LyeeesJr g=0

D’apres la formule du diagramme, e.g. Taqqu [88],
E( Ho(Z(1 +17)) - - Ho(Z (g + ) Ho(Z (Gg41)) - - - Ha(Z(5r)) ) = Th + T,

ou Ty (resp. Ty) représente I’ensemble des termes issus du produit des covariances (resp. co-
variances au carré), dont nous explicitons la forme ci-apres.

Termes T} : a des permutations pres sur les indices les termes de T peuvent s’écrire

E(Z(jh1+)Z(G2+t)) .. . E(Z(Jgur1 + ) Z(Gg + 7)) .. . E(Z(jr-1)Z(5,)) (5.61)

D’apres le Lemme 5.1 il existe K > 0, N; € N*, tel que pour tout N > Ny, on ait:

1 1 a L o e a . .
72 Z (5.61) < 72 Z TE( (J2 = J1) - ‘T H (Jg — «]q—l)ﬂ-ﬂﬁ_l_H(t’) (Jgt1 = Jo) - -
2 2

N 1y sdr UN' 1yeesdr
a

: 'ﬂ-H(t) (]7’ - jr—l)ﬂ-aﬂﬁ_l_ﬂt_/l(jl - ]7’)
2 2

K ) . . .
< 72 Z Z”JJ Jt_’l = 3 )T (2 = J1) ¢ o Ty Ur = Jr=1)-

N j27~~~7jr

(5.62)
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Soient A;, Az et As les matrices de covariance associées aux opérateurs T, Tz(t,) et
i)+ et s0it ), 'ensemble des matrices carrées dont les coefficients vérifient

[(A)jkl < e( L+ |k—j])7, a>0,¢>0.

On sait que Ay, Az et A3 € @, 77 ou H = sup, H(t). En outre, Jaffard [57] a montré que
Q). est une algebre, pour a > 1. Donc,

AiAj € Qg Vij=1,2,3.

En itérant cet argument, on montre qu’il existe B € sz_Qﬁ telle que

Ch
(5.62) < —7 > (B)jiir (A1) i,
UN jr—lyjr
Cy . . 4H—4 Co Ny
< T—/QZ(1+|M—JT—1|) meZ(H‘UwH v
Un Jr—1ir Un JE€EL

Puisque p > H + 1/4, la série converge et par conséquent :

r/z Z Z 1ICE x Ty — 0, lorsque (N, ¢) = (+00,0) . (5.63)

1y-esdr =0

Termes Ty : d’apres la formule du diagramme et le Lemme 5.1, il existe K > 0, Ny € N* tel
que pour tout N > Nj on ait:

EONEIED ML I

¢=0,...,min(q,r —q)
q—1 pair

{ Aty (@ * @) NomymsS (H (1) 5 NyiS (H (1) 5 } |

ol S(H) = > 7%(j)* et No = (@—1)x(a=3)x...x3x1.
JEL

En utilisant (5.63) et (5.64), on vérifie alors que:

! r/2
B (o (Vo) - WAﬂw?ZO{@wwwﬁﬂi9+5§%+ﬂmw0 }

(5.65)
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Notons U(t,t') = S(H(t)) — 2 S(@ + H(Qt/)) + S(H(t')). En utilisant (5.8), on montre

alors que:

ut) = —Z S g g (00— g2+ llas — ga + )OO

JEZ Q1,444

{01 = a2+ dllas = s + 37O 14 (Jg1 = 42+ llgs — aa + )10 1]

- _Z Z gy - -ag, (g1 = g2 + jllas — g1 + )OO x

JEZ Q1,444

{It =117 log(la1 = g2 + jllgs — g1 + 41)* (1 + o(1)) }

= =t Y O (1P g (14 |j]) ) .
JEZ

La série converge si p > H 4 1/4, en conséquence:

Uty = o(|t=tPn) . (5.66)

Preuve de la Proposition 5.2:
Soit r =2 ( 1+ {ﬂ ), d’apres le Lemme 5.2, il vient

E( o/ (Vaelt,a) = Vi (0, @) ) = O (Je=21") .

D’apres la Proposition 5.1 (ii7) et puisque 1 > 1, nous avons de maniére classique la conver-
gence en loi, pour la topologie de Skorohod, de Vy (-, a) vers le processus gaussien G de
fonction de covariance définie par (5.60).

O
Modele mbms
Preuve de la Proposition 5.3:
1) Les definitions de V., Sy et le Lemme 5.1 permettent de montrer que
1) Les définiti de V., Sw, le L 5.1 d
. T%N (tya)(O)
(L Vae(t,a)) {1+ (67 log(N))} = N2l =0) PRc s g5 )
Tr(r)

En utilisant la convergence presque siire de Vi (¢, a) vers 0 et la continuité du logarithme en
1, il vient

2( ﬁN,E(t7 a) - H(t) ) log(N) —I— log (T%Nye(tya) (0)/7721“) (0)) ﬁ} 0
Puis,

1

TTog() (70 (0)/ Ty (0)) 25 0. (5.68)

([A{N7E(t,a)—H(t)) + 2log

D’aprés la convergence presque siire de Viy . (t,a) on a: N2H®S, (¢ a) &3 T (0). Ainsi, il
existe Ny € N*, tel que VN > Ny on ait presque siirement

2 (1
N2H() ()(0)'

Snelt,a) <



Chapitre 5 Inférence statistique pour le mouvement brownien multifractionnaire 121

Supposons H (t) €], 1[ pour un ¢ > 0, alors il existe Ny € N*, tel que YN > N; on ait presque
stirement

1 a
0< SN,e(t7a) < Wﬂ-é (0) = gN7a((S)'
Dong, il existe Ny € N*, tel que VN > Nj on ait presque siirement

Hy (t,a) = g5 L (Sw.e(t,a)) €16,1], V3 > 0.

Ceci et (5.68) assurent la convergence presque siire de lTA{ME(t7 a). En outre, d’apres (5.67) et
la Proposition 5.1,

E( Hueltia)-H{®)) = 0,

et Var( Hyolta) = H()) = O (Var(Vi(t,0)) log(N)™?) = 0(@)

(71) Commengons par regarder le cas d = 1. D’aprés (5.67), on a presque sirement
Vie(t,a) Y 2 (H(t) = Hyo(t,0)) log(N) (14 0(1) (5.69)

Ainsi, la variable aléatoire /vy (t,a)Vy ((t,a) converge en loi vers la méme limite que la
variable aléatoire 2y/vy(t, a)log(N) (ﬁN7E(t,a) — H(t))7 d’ott le résultat. Le cas d > 1 se

déduit facilement de la Proposition 5.1 (i¢¢). Terminons par le calcul suivant pour ¢,¢" € [0, 1]

Cov (\/ (t,a)log(N {HNE (t,a) AV oy (' a)log(N {HNE (t'ya) — H(t/))

N %COV (Vorlt @) Vit @) A/on (@) Vi a)

a N2
1 FM_I_HU’) («])
— = —= > , lorsque N — +oc.
2 52 " (O (0)

(7i7) Soit r un entier pair > 4 et soient t,¢ €]0, 1[. D’apres (5.69) il existe Ny € N*, tel
que YN > Ny on ait presque stirement

Vielt,a) = Vi (t' a) < {H(t)— Hy(t,a) — H(t") — Hy (', a)}log(N).

Par conséquent, pour tout N > Ny

B (o0 (N) (At ) — () — et a) — HHW))") =

O(E( (Vo (ta) - VN,E(t',a))*)) :

En choisissant r suffisamment grand, le résultat découle du Lemme 5.2.
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Modeéle mbm non standard
Outre les notations introduites auparavant, nous définissons
€N7E(t7a) — LN7E(t7a) — XMO((t) .

Preuve de la Proposition 5.4:
(7) 1l s’agit tout d’abord de remarquer que

- Al
Hy (tya,M)—H(t) = W Enelt,a), (5.70)
puis que
2H(t) Selt; ) = {1+ Vi (t,a™)} {1+ O ("log(N))}. (5.71)

C(1)*m 1 (0)

Sn e(t,a™ p.s. . p.5.
(t)#m — 1, et parlasuite (yc(t,a)), —

D’apres la Proposition 5.1, il vient que N2H

0, d’ou la convergence presque siire de ﬁN7E(t,a,M) vers H (t). Remarquons en outre que

E((€xe(t,a))m) = O(elog(N)), d'oit E(ﬁN7E(t,a,M) —H(t)) — O(e"log(N)), puis que
Var (vt @)m) = O (vx(t,a™) 1) doit Var (. (t 0, M)) = O((Ne)™).

(71) Commengons par regarder le cas d = 1. D’apres (i), on a presque sirement

_ 2H (¢t SN,E(tvam) _ 2H (¢t SN,E(tvam)
Gt = v (V" ity ) = (V7 e ) 0o

(5.72)

Ainsi d’apres (5.71), \Jox(t,a”)(Exc(t,a)), converge en loi vers la méme limite que la
variable /vy (t,a™)Vy (t,a™) et d’apres la Proposition 2.3, la Proposition 5.1 et puisque

iév(gff;/,)) — 1, pouri=1,...,M,on a:
o (t, aM)Ex ()~ N (0,S(H (), H (1), H (1)) (5.73)
ou X(H(t), H(t), H(t)) est la matrice M x M définie par
(S(H(t),H(t),H(t))) = lim Voox(t, am) /oy (t, a®)E (Vy (t, a™)Vy (L, a™))
m,n N—+0oo ’
T (1)
= 2 m an 3 y 17 7M ’
% 77%1@) O)ﬂ-H(t)(O)
ml  nl
avec, xl ZZaq al, Imq — ng’ + j*7 .
¢=0¢'=

Les résultats (5.70) et (5.73) assurent que lT{JV7E(t7 a) — H(t) est asymptotiquement gaussien.
Le cas d > 1 se déduit treés facilement en utilisant la Proposition 5.1 (i4¢), qui implique la
convergence finie-dimensionnelle gaussienne de &y (-, ). Terminons par calculer pour ¢,¢' €

[0, 1]

Cov (\/ ta{HNEtaM O} Von(t,a {HNEtaM) H(t ))
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At
4||A||4 (4/ (Ea ) Vi e (") Vive (£,6™) Y o (00 M) { Vg o () a1) o Vi o (2 M)})A

1 H(t) H({)
Aty (2 HO . HE ) A 1 N ‘
Al ( 5t H{), H(t) ) A, lorsque N — o0

(7it) Soient r un entier > 4, et soient ¢,t' €]0, 1[, d’aprés (5.72), il existe Ny € N*| tel que
YN > Ny on ait presque stirement pour m=1,..., M

S E(tv am) n Sy E(tlv am)
. t7 a) — . t/7 a < 9 N?H(t)Ny—m _ N?H(t )7—m ]
(gN, ( ) gN, ( )) — ( C(t)zﬂ-%(t)(o) C(t/)2ﬂ-z(t/)(0)

D’apres (5.71), il existe Ny € N*, VN > Nj on ait presque sirement pour m=1,..., M

Sye(t,a™) N Sye(t' a™)
N s = N2 s | < 2 (Ve a™) = Vi (1 ™)
( C(t)QﬂZ(t)(O) C(t/)zﬂ.a (0) > ( N, ( ) ~, ( ))

H(t"

Ainsi pour tout N > max{Ny, N1} on a

E (0 {€nelty) = &uclt @)} ) = O (B(o* {Vac(t,0) = Vet @)} )

En choisissant r suffisamment grand, on obtient en utilisant le Lemme 5.2 la convergence en
loi sur 10, 1] de &y (-, @), puis celle de Hy (-, a, M) — H(-) en utilisant (5.70).
a

Propriété asymptotique du mbm

Preuve de la Proposition 5.5: Définissons

Vielt,a k) = : > w (E( VEG/N) )

G Ve(j/N))Le

ot H¥(t) = |t|*/E) — 1 et ot E} désigne le k-eme moment absolu de la loi normale standard.
Dans le Chapitre 5, nous avons montré la convergence presque siire et la convergence en loi
de cette statistique dans le cas k = 2. Ceci n’est pas restrictif car en nous basant sur la preuve
de la Proposition 2.1, on peut facilement montrer que lorsque N — +00

VN,E(tvavk) =% 0, (5.74)

et
Voo (t,a)Vy o (t, a, k) —>N(00( (t),a,k)) , (5.75)

ol

2 oo (4)*
o 02] 2 .
( ; ]%% ] 7TH (0)

cgj représentant le 2j-eme coefficient du développement en polynémes d’Hermite de H*, donné

par:
-1
& 1

€ = @H(’?—QQ)-
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(¢) Commengons par remarquer que

(14 Vyelt,a,4))
(14 Vye(t,a,2))?

Py (t,a) = {1+ 0("log(N))} (5.76)

D’apres (5.9) ceci signifie que presque sirement, on a

Py (t,a)—1 = (14 Vit a,2) ) Vi (t,a,4) = 2V o (t,0,2) = Vig o (1,0, 2)} X
{1 + (’)(e” log(N))}
N2 Vet a,4) = 2V (1,0, 2) {1+ 0(1) }. (5.77)

d’ott le résultat. 4
(71) Commencons par le cas d = 1. Soit ¢ € [0, 1] et notons Z*(j/N) = %, nous
pouvons alors remarquer que

1 .
Vieltsa ) = 2Vt 2) = s 30 Ha(Z°G/N),
N JEVN ((t,a)

olt Hy désigne le 4-eme polynéme d’Hermite défini par Hy(t) = t* — 6t + 3. D’aprés le
Théoreme 1 de Breuer et Major adapté aux processus gaussiens non stationnaires ([22], p.429),
la condition nécessaire pour obtenir un critere de normalité asymptotique est la convergence
de la série

Y E(ZUG/N)Z G+ 5 N) v ez
JEL
Or, d’apres le Lemme 5.7
a as . N 00 . _ .
STE(zG/N) 2 G+ N VRN o (0, v ez,
JEZ JEZ

En choisissant p > H + 1/8, cette série est convergente. Ainsi, en utilisant en outre (5.77),
on en déduit qu’il existe o2(t) telle que lorsque N — 400

Vst a) {Py.(t,a) — 1} 5 AN(0,02(1).

La variance o%(t) est donnée par

oit) = Ngr-lr—loo vy (t,a)Var (Py(t,a) — 1)
= NEI-II}OO oy (t,a)Var (Vy (¢, a,4) — 2Vy (L, @, 2))
= dm oo E(H(ZGIN)HAZGN))

j7j/€VN,e(t7a)
_ §Z 77?1@) (j)4‘
3 jez ﬂ-?{(t)(o)4

¢
La convergence finie-dimensionnelle de (\/UN(th a){Py(t1,a) — 1}, ..., \/ox(ta, @) Py c(tq, a)}) ,

pourty,...,tq € [0,1]se démontre de la méme maniére que la Proposition 5.1 (¢i¢). Terminons
par calculer pour ¢,¢ € [0,1] et lorsque N — 400

Cov (\/ un(ts @) { Py ct) = 1} Vs (t's @) { Py c(er,a) — 1})
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1 : :
~ 3 Y E(H(ZG)DHAZ(G)))
jEVN,e(tva)
jIEVN,e(tlva)
N ﬂaﬂﬁl+ﬂt_’l(j)4 :

) . (5.78)
’ %WH(”(O)%H@,)(O)

(2it) On se propose d’établir un critere de tension. Soient ¢,¢' € Iy ., en notant t* =

[N (' =1)]

E( it { VNE t a 4) - QVN e(t a 2) VN,e(t/7a74) +2VN7€(t/7a72) }r) -

- r/z Z Z DICLE( Hy(Z(jr 4+ 17)) . . Ha(Z (g + ) Ha(Z (jg1)) - - - Ha(Z () ) -

1yeesdr g=0

En utilisant une nouvelle fois la formule du diagramme, il est possible de montrer, par des
arguments similaires a la preuve du Lemme 5.2 qu’il existe N3 € N* et K > 0 tels que pour
tout N > N3 on ait:

E( O Vaeo(t,a,4) = 2V o (t,0,2) = Vi ot a,4) + 2V (¢ 0, 2) ) < K Z 1)9C7

> { Aﬁ;ffq',r_q)S’ (@ + @) Ny geiS'(H ()57 Ny_iS' (H ()5 } ,

¢=0,...,min(q,r —q)
q—1 pair

ol S(H) = > 75()* et Nu = (@a=1)x(a=3)x...x3x1.
JEL

Ceci permet d’obtenir la majoration suivante, cf. (5.64) et (5.65):

! r/2
E( {Pro(ta) 1)) = 0({5'<H<t>>+s'< @) -5 (104 B} ) 7

et si p> H +1/8, d’apres (5.66)

E({Pult,a) =1} ) = 0([t-1I%). (5.80)

Nous assurons ainsi le critere de tension dans ’espace des fonctions continues a droite et
possédant une limite a gauche, en choisissant r suffisamment grand.

a
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5.7.1 Test de multifractionnarité

Preuve de la Proposition 5.7 : sous la suite d’hypotheses Hy x (1, f2) définie par (5.42),
on a presque siirement :

UNTN,E(ﬁhﬁQ) > WN,E + 512\77

avec

vy B2 o = 2
Wie = 55 /1 {HN7E(t,a,M)—H(t)—HN7E(.7a7M)—H(.)} dt

5]\7 QUN it

B2 _
_ \/Eﬁz — 5 / {HN7E(t,a,M) - H(t) - HN7E(-7Q7M) — H()} dt.(5.81)

D’apres la convergence en loi sur ]0, 1] de ﬁ(, a, M) — H(-), énoncée par la Proposition 5.4,
et d’apres le Théoreme de Slutsky, e.g. Grimmet et al. [48], il vient lorsque N — +o0

WN,E i> T(ﬁh ﬁ2)7

ou T(B1,2) est la v.a. définie par (5.41). Pour tout u > 0, nous avons alors sous la suite

d’hypotheses Hy (51, f2) :
P (UNTN,E (ﬁh ﬁQ) > u) > P (WN,E + 512\7 > U)

1
— P(g{U_WN7E}§1>.

Toujours d’apres le Théoreme de Slutsky, e.g. Grimmet et al. [48], on a lorsque N — 400

1 L
g {U — WN,E} — 07

d’ol

1 o0
P (5—2 {u—Wy.} < 1) Nogee
N



Annexe

Simulation du mouve-
ment brownien fraction-
naire

A.1 Introduction et position du probleme

Dans cette premiere annexe, nous souhaitons réaliser une étude bibliographique et com-
parative non exhaustive du probleme de la simulation de trajectoires du mbf. La motiva-
tion d’obtenir de bonnes trajectoires est double: éventuelle adéquation graphique avec des
données réelles, comparaison d’estimateurs du parametre d’autosimilarité H par simulations
de Monte-Carlo (et en particulier comparaison des estimateurs développés dans le Chapitre
2 avec 'estimateur du maximum de vraisemblance).

Cette annexe est organisée de la maniere suivante. Nous décrivons cinq méthodes de simu-
lation dans les Sections A.2 a A.6. Cette liste n’est pas exhaustive mais rassemble cependant
les méthode les plus citées et plus performantes dans la littérature. La Section A.7 discute de
la qualité de approximation de la trajectoire discrétisée d’un mbf via les sommes cumulées
de la trajectoire discrétisée d’un bgf. Enfin, la Section A.8 propose un critére permettant de
juger de la qualité des divers simulateurs. Une telle étude a déja été entreprise par Jenane
et al [59]: trois procédures de tests définies indépendamment de 'identification du modéle
y sont considérées. Notre approche est légerement différente puisque nous proposons un test
théorique basé sur le comportement asymptotique d’un estimateur paramétrique de H, ce
qui permet d’extraire une méthode de simulation efficace parmi celles étudiées.

Pour cette étude, nous adoptons le cadre de travail suivant : simulation d’une trajectoire
discrétisée, notée By, d” un mbf standard (C' = 1) de taille N aux instants ¢/N pour i =
0,...,N—1. Nous ne perdons aucune généralité a imposer ceci car une trajectoire discrétisée
d’un mbf non standard, notée By ., que 'on souhaiterait simuler aux instants ¢/Ay est
obtenue trivialement par I’équation

H
Buc (i/Ay) £ C (%) By (i/N), pouri=0,... ,N— L.
N

Nous distinguons deux approches: la premiére consiste a ne regarder que le mbf (sans se
préoccuper des accroissements) et donne naissance a trois méthodes: la premieére est basée sur
la représentation stochastique moyenne mobile du mouvement brownien fractionnaire [69], la
seconde repose sur 'intégration fractionnaire d’un bruit blanc gaussien décomposé sur une
analyse multirésolution et suit en cela le travail de Sellan et al. [2], la derniere, la plus évidente,
consiste a extraire la racine carrée de la matrice de covariance du mbf. La seconde approche
est en fait un moyen détourné. L’idée est de générer un bruit gaussien fractionnaire, noté X,
aux instants i/N pour ¢ = 0,..., N —1 et de définir une trajectoire discrétisée d’un mbf via les
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sommes cumulées de X, ¢’est-a-dire de définir By (i/N) = 22:0 X(i/N)pouri=1,...,N—1
et By (0) = 0. L’intérét de simuler le processus des accroissements réside dans sa stationnarité.
La matrice de covariance du bgf aux instants ¢/N pour ¢ = 0,..., N — 1 devient une matrice
de Toeplitz. Les deux méthodes développées ci-apres (méthode de Levinson [78], méthode de
Wood et Chan [97]) consistent en I’évaluation de la racine carrée d’une matrice de Toeplitz.

A.2 Représentation stochastique du mouvement brownien frac-
tionnaire

En considérant la représentation stochastique moyenne mobile du mouvement brownien
fractionnaire de Mandelbrot et Van Ness [69], une premiére tentative naturelle pour simuler
le mbf consiste a discrétiser I'intégrale stochastique (2.1). Il nous suffit d’approcher (2.1) par
une somme de Riemann tronquée & une borne —ay — —oo, ce qui nous permet d’obtenir
pourt=1,...,N—-1

t . 0 —1/2 —1/2 : —-1/2
By <ﬁ>:KH g;N [(t—k)H /2 _(—k)H /]Bl(k)+];(t—k)f’ 2By (k) ¢ ,
otk

ou Ky = WNLH et ou By (resp. By) est un vecteur de ay + 1 (resp. N) variables

aléatoires gaussiennes standard indépendantes et indépendantes de Bs. Le choix de a, résulte
d’un compromis entre la précision désirée et le nombre de points temporels. En pratique, et
pour les illustrations qui vont suivre, nous avons choisi ay = N!. Cette approche est pu-
rement historique, et du fait des approximations successives, ne constitue pas une bonne
maniere de simuler un mbf.

A.3 Méthode de Sellan, Meyer et Abry

Cette méthode a été I'initiative de Sellan, Meyer et Abry [2]. Le mbf dérivant de I'intégration
fractionnaire d’un bruit blanc (bb) gaussien, I'idée est de partir de la décomposition d’un bb
sur une analyse multirésolution (notée AMR),e.g. Daubechies [35] pour un point de vue
général sur les ondelettes et les AMRs:

= Y OMK) dolt — k) + DD (k) diklt) (A.1)

keZ >0 kEZ

ot A(k) et v;(k) sont des v.a. gaussiennes standard indépendantes. ¢ représente la fonction
échelle et {1k} ;50 ez la famille d’ondelettes associées a PAMR. L’action de I'opérateur

d’intégration fractionnaire, noté D~*% (avec s = H 4+ 1/2), a (A.1) conduit a
= D AME) (D7)t — k) + > > (k) (D7) (1) - (A.2)
k€T j>0 keL

Le résultat suivant, du & Sellan [85] décrit explicitement la maniere d’intégrer fraction-
nairement une AMR, et la nécessité d’introduire des ondelettes biorthogonales.
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Théoréme A.1  Soit Vo(po) une AMR orthogonale de L*(R), de régularité r € N*, ¢g et g
représentant respectivement la fonction échelle et ondelette mere déduites de cette analyse.

Supposons que s E]%, %[, alors

Vo) = {fel)R),D°feVo}, e Vi) = {felR),DfeVo},

définissent deur AMRs biorthogonales, admettant pour fonction échelle

0" = Usldo) pour Vi?(00), et o = T_s(6o) pour Vg~ (o),

ot g = Us(f) a pour transformée de Fourier (i2rxv)~*(1 —eXp(iQﬂ'l/))zf(l/), et pour ondelettes
mere :

B = 4 D), et Y = 47 D (o)

D~s désigne I'opérateur conjugué de D=%, et E, pour un ensemble F, ’adhérence de E. Sous

les conditions du Théoréme A.1, Sellan montre qu’il existe un bb gaussien de variance o2,

permettant de construire un processus ARIM A(0, s,0), noté by, et pour j € ZT, un bb
gaussien discret de variance 2/0?, noté (7y;(k))rez, de telle sorte que la restriction de By &
tout intervalle ]0, 7], T > 0 admette la représentation suivante

Wt €0, 7],  Bu(t) = Y bulk) ot — k) + Y S a2 k) o)) . (A3)

keZ >0 kEZ

L’implémentation informatique est réalisée en trois étapes:

1. Calcul des filtres relatifs a (bés) et ¢és): soit u(k) le filtre initial de 'AMR, relatif a
¢o, et soit v(k) le filtre en miroir quadrature associé. Les auteurs cités précédemment

montrent, en notant u(*) et v(®) (resp. u(=9) et v(=3) ), les filtres associés a (bés) et ¢és)

(resp. (bé_s) et zb(()_s) , les relations suivantes:

) = )y, FO(z) = 27514271,

v = g gy, GO() = 2°(1—z"Y7 .

k) - f(—s) * U, F(=s) (Z) = 25(1 + Z)_S .

v(=s) = g9y, GE9(z) = 27°(1—2)°.
ol * désigne le produit de convolution et ot F(**) (resp. G**)) désigne la 2-transformée
de f() (resp. ¢{**)), ¢ = #1. Cependant, un probleéme numérique survient: pour

s = H+1/2, les fonctions f(*) et ¢(*) ont, en général, un support infini et la série (A.3)
diverge. Pour éviter ce probleme, les approximations suivantes sont proposées:

= u* f(l) * tf(d) , u(—s) = —{0_1* (5(5) v .
Dy 1y o) = g (@)Y

9

o =yl

ol nous avons noté (@)" le filtre de composantes (—1)¥w(—k), olt d = s — 1 et oit t f(¥)
et tg(? sont des versions de f(4) et ¢(?) tronquées supérieurement & un ordre choisi a
priori.

2. Simulation de by : le processus ARIM A(0, s,0) résulte de la convolution d’un bb gaus-
sien avec le filtre de réponse impulsionnelle :

af) = ijo(—l)p (;S> avec <_p8> N F(p+£)(F_(S—J; i)k+ 1)

p=
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La difficulté numérique décrite ci-dessus apparaissant de nouveau, ’approximation sui-

vante est proposée: by = 7; * o« talD | ot tal? est une version de o!? tronquée

supérieurement & un ordre choisi a priori.

3. On tronque ensuite la série (A.3) a une résolution J pour obtenir :

J
Bi) = Y bulk) 69,0 + 33 k) 47 27 () (A.4)

kEZ j=0 k€Z

Ceci étant fait, nous pouvons utiliser ’algorithme pyramidal de Mallat adapté aux on-
delettes biorthogonales, cf Daubechies [35]: décomposition a ’aide des filtres u(=9) et v(=5),
et synthése & l'aide des filtres u(®) et v(*). Le diagramme Fig.A.1 résume la procédure. Pour
rester cohérent, 'obtention d’un d’une trajectoire discrétisée de taille N avec une résolution
J nécessite de générer le mbf sur une durée 7' = 277 N; il suffit d’utiliser ’autosimilarité du
processus pour obtenir une trajectoire discrétisée aux instants /N, pour ¢ = 0,..., N — 1.
D’un point de vue pratique, nous avons, comme Abry et Sellan le préconisent, choisi une
résolution de 6 ou 7 et utilisé le filtre d’une ondelette de Daubechies d’ordre 20 pour sa
régularité.

Légende

> [T 2] : opérateur de dilatation défini par [T 2]zp=z2.
> by ARIMA(0, s,0) simulé.

> go,---,0,-1: V.a. gaussiennes standard simulées.
b, — uo
uls)
_ (s) - (s)
go Vv u
g © | B()
9 v . H
(s)
9, v

Fia. A.1 — Diagramme pour la simulation d’un mbf par synthése d’ondelettes.

A.4 Méthode de Choleski

Soit I' la matrice de covariance du mbf standard discrétisé aux instants i/N, pour i =
0,...,N —1. Dapres (2.2),

(D) = F(%,%), pour 4,5=0,...,N — 1.
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Définissons IV comme étant la matrice I' privée de sa premiere ligne et de sa premiere colonne.
Puisque I est une matrice symétrique définie positive, elle admet une décomposition de
Choleski, ' = LL' oli L est une matrice triangulaire inférieure. Simuler un une trajectoire
discrétisée d’un mbf aux instants i/N pour i = 1,..., N —1 revient alors & générer un vecteur
Z de (N — 1) v.a.i. gaussiennes standard et a effectuer le produit matriciel LZ. En effet, L7
est un vecteur gaussien centré et E((LZ)(LZ)') =T". Le vecteur By = (0, (LZ)t)t définit un
une trajectoire discrétisée d’un mbf aux instants désirés.

Cette méthode est la seule exacte en théorie, mais du fait de la complexité des calculs,
de lordre de O(N?), et du mauvais conditionnement de I" il n’est pas dénué de sens de
s’intéresser a des méthodes moins colteuses numériquement.

A.5 Meéthode de Levinson

Soit G la matrice d’autocovariance du mbf standard discrétisé aux instants i/N, pour
i=0,...,N— 1. Dapres (2.3),

(G)iy = v(j—1), pour i,j=0,...,N -1

Pour contourner les coiits de calculs engendrés par la décomposition de Choleski de G (ce
qui conduirait & une méthode identique & celle présentée dans la Section A.4), il suffit de
remarquer que G est une matrice de Toeplitz. Le caractere Toeplitz signifie que la premiere
ligne de GG caractérise toute la matrice, ce qui conduit a des algorithmes plus performants
pour extraire la racine carrée de (G. L’algorithme suivant peut étre retrouvé dans [78].

A I'étape 1 définissons

— k= _7(%)7 U% =1,
—1y 0\ ¢ =~ Y
— L= (L (), v (57 ) et I = (0, 9(R) - v (5 )
, , , ¢
Définissons ensuite les vecteurs L/ = o7 (07 vy 00 L By By ) et
i = o (07 .., 0,0, 8 ...,ég_j+1) :
A I’étape j+ 1, on a:
k. _ -4 2 — g2(1 — k2
— RKjt1 = g]2 Oiv1 — U]( ]—|—1)7
0
Lt Iy kivy Z L o |t o
—><Lj+1>_<kj+1IN P i , ou /= ‘
1 0
Désignons par D la matrice D = diag(oy,...,0y) et soit L = (L',..., L) D7'. On peut
vérifier que LL' = (G. En désignant par Z un vecteur de N v.a.i. gaussiennes standard, le
vecteur (LZ) définit alors un bgf aux instant i/N pour ¢ =0,..., N—1. Les sommes cumulées

de ce vecteur définissent une trajectoire discrétisée, notée By, d’un mbf aux instants désirés
(en posant en outre By (0) = 0). Cette méthode génere de maniere exacte un bgf avec un
coiit de calcul de I'ordre de O(N?%log(N)) mais reste particulierement lente, avec le logiciel
S-plus, des que la taille de I’échantillon N > 1000.



1532 A.6 Méthode de Wood et Chan

A.6 Méthode de Wood et Chan

Initialement proposée par Davis et Harte [36], cette méthode valable pour une grande
classe de processus gaussiens stationnaires, a été récemment améliorée par Wood et Chan
[97]. Dans le but d’extraire la racine carrée de la matrice d’autocovariance G, I'idée est de
plonger G dans une matrice circulante C', de taille m = 29, g € N*, facilement diagonalisable

dans la base de Fourier, de générer un vecteur Y = (Yo, ..., Y,_1)° matheatl N(0,C), et grace
a une construction appropriée de (', de générer (Yo, ..., Yy_1)’ £ N(0,G). Soit C' la matrice
définie par:
Cp CT ... Cm_1
Cm—1 Cyp ... Cmpm_2 L 1 0< 9 m
= m‘ ‘ ‘ m‘ ot ¢ = { ’ygn]\_,; S} - _.]< 2
: o : y(Tt) s T<j<m—1.
(4] Cy ... Cp

Par construction, C' est une matrice symétrique circulante. On choisit m la premieére puissance
de deux, pour des questions de rapidité d’algorithme, m > 2(N — 1) tel que C' est définie
positive. Les auteurs suggerent une approximation lorsque cette derniere condition n’est pas
satisfaite. Pour le mbf, nous avons remarqué numériquement que cette condition était remplie
pour la valeur m = 2%2%, ou 2¥ est la premiere puissance de deux supérieure a N, et ce quelles
que soient la taille d’échantillon N et la valeur du parametre H. On fait ensuite 'usage d’un
résultat de Brockwell et Davis pour diagonaliser C': il existe une matrice diagonale A telle
que C' = QAQ* , ol () est la matrice unitaire définie par

ik
@)k = m~1% exp <—2i77‘]—> , pour j,k=0,...,m—1.
m

Puisque @ est unitaire, si Y = QAY2Q*Z avec Z £ N(0, 1), alors Y £ N(0,C). La
procédure de simulation d’un bgf discrétisé se réduit alors aux trois étapes suivantes :
1. Calcul des valeurs propres de C': un simple calcul matriciel montre que

m—1 . m—1 .
k k
A = E c; exp (—22'7?‘%) = E cjexp (22'77‘%) , pour k=0,...,m—1.

j=0 j=0
Ce calcul peut étre réalisé en utilisant la transformée de Fourier rapide, FFT (directe
ou inverse).
2. Simulation rapide de 7 : en décomposant (J*Z en partie réelle et partie imaginaire,
simuler W = @*Z revient aux deux sous-étapes suivantes :
— générer U,V deux v.a.i gaussiennes standard, et écrire Wy = U et W% =V.
— pour 1 < j < &, générer U;, V; deux v.a.i. gaussiennes standard, et écrire

1 .

W]‘ = _\/§(U]+ZV])7
1 .

Waey = —=(U;—iV}).

V2

3. Reconstruction de X : la derniere étape consiste a calculer

2 1= ik
X(ﬁ) :\/—E;\//\jwj exp(—Qiﬂ"%), pour k=0,...,m—1,
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en utilisant une fois encore la FFT. Nous obtenons ensuite une trajectoire discrétisée,
notée By, via les sommes cumulées de X, en posant en outre By (0) = 0.

La méthode de Wood et Chan est exacte pour simuler un bgf, a une complexité de
Nlog(N), et d’un point de vue pratique est rapide méme pour de tres grandes valeurs de N.

A.7 Approximation d’un mbf via les sommes cumulées d’un bgf
Soit By le vecteur défini par:

By(0) = 0
By(i/N) = X(k/N), i=1,...,N—1,
k=0

ot X désigne un bgfsimulé aux instants ¢/N,i=0,..., N—1. Rappelons que E ()?(Z/N))?(]/N)) =
Y((j—9)/N), 4,7j=0,...,N —1. Dong, il est clair que

E( By (i/N) By (5/N)) = 3.3 9(G=/N), ij=1,...,N—1.

k=0 (=0

Nous pouvons ainsi définir une mesure de "approximation d’une trajectoire discrétisée d’un

mbf par les sommes cumulées d’une trajectoire discrétisée d’un bgf, via la fonction F définie
sur {0,..., N =1} x{0,...,N — 1} par

o 0 sitouy)=0
E(i,j) = { ‘(F(i,j) — 22:0 Z{:o'ﬂj — z)) /F(i7j)‘ sinon.

La Figure Fig.A.2 illustre le graphe de la fonction F pour différentes valeurs de H. Il apparait
clairement qu’une telle approximation engendre des erreurs négligeables sur la structure de
covariance.

A.8 Qualité des générateurs du mbf

Cette section a pour but d’explorer la qualité des différentes méthodes de simulation
décrites auparavant. Une telle étude a déja été entreprise par Jennane et al. [59]. Ils considerent
plusieurs générateurs du mbf et proposent explicitement trois procédures testant la normalité,
la stationnarité et I’autosimilarité des accroissements du mbf. Les deux premieres procédures
ne permettent pas une exploration de la qualité des divers simulateurs: en effet les tableaux
Tab.3 et Tab.4 de [59] montrent que quatre méthodes parmi les cinq considérées passent les
tests avec succes. De par le caractere omnibus de ces tests, nous n’avons pas envisagé de
tester la normalité et la stationnarité du bgf. Et a la procédure proposée pour vérifier 'auto-
similarité des échantillons simulés, nous avons préféré nous orienter vers une approche basée
sur le comportement asymptotique d’un estimateur paramétrique.

L’estimateur que nous employons a été introduit et completement étudié dans la Section
2.4.1. 1l est basé sur la méthode des variations discretes qui consiste a estimer le moment
d’ordre 2 de la série issue du filtrage de la trajectoire discrétisée d’un mbf standard avec
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H=0.1 H=0.2 H =03

Relative Erfor
0 0010.020.030.040.05

g 2
52 g
£3 g8
53 8
23 23
E g
M M

Fia. A.2 — Erreur relative de la structure de covariance d’un mbf approché par les sommes
cumulées d’un bgf, pour différentes valeurs de H.
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un filtre noté a. Rappelons qu’un filtre a de longueur £ + 1 et d’ordre p > 1 un vecteur a
composantes réelles vérifiant

¢ £
Zaqqizo pouri=0,...,p—1 et Zaqqp7£0‘

9=0 9=0

Nous renvoyons donc le lecteur a la Section 2.4.1 pour de plus amples détails sur la construc-
tion et les propriétés de 'estimateur en question que nous noterons Hy(2,a). Enongons
seulement son intérét révélé par la convergence suivante, voir Eq.(2.16):

VNlog(N)(Hy(2,0) = H ) 55 N (0,0%), (A.5)

oll 02 = %Zjez { Zg,r:o aga.lq —r+j1*H/ Zg,r:o aqa,|q — r|2H}2. Décrivons a présent la
procédure de simulation utilisant le comportement asymptotique (A.5). Pour différentes va-
leurs du parametre d’autosimilarité, et pour deux filtres (le premier est associé aux accrois-
sements ¢ = Incl = (1,—1), le second est associé & une ondelette de Daubechies d’ordre 4,
a = Db4 ~ (0.482629, —0.8365163,0.2241439, 0.1294095)) :

1. Nous générons 200 trajectoires du mbf par chacune des méthodes de simulation.

2. Pour:=1,...,200:

e Nous estimons le parametre d’autosimilarité par variations discretes, que nous notons
H;(a).
e Nous construisons l'intervalle de confiance au niveau o = 0.05

~

I(6* H,a) = |H(a) —

Vo) T o L

olt uy, = ®71(a/2) = 1.96, et o2 est la constante asymptotique dépendant de H
et du filtre utilisé et donnée par le tableau Tab.A.1.

parametre de Hurst H=0.1 H=0.3 H=0.5 H=0.7 H=0.9

a = Incl 0.6820765 0.5625909 0.5 0.7854074 X
a= Db4 0.7790751 0.7396438 0.6388889 0.5922214 0.5661291

TaB. A.1 — Constante asymptotique o* pour différentes valeurs de H et pour les deux filtres
Incl et Db4

3. Nous évaluons le taux de recouvrement des intervalles de confiance:

1 200
S(H,a) = 5 Y W (HeI(o® H,a)).
=1

Les résultats sont présentés dans le tableau Tab.A.2. Pour H > 3/4, la procédure n’a
pas été réalisée pour le filtre I'ncl puisque la convergence en loi gaussienne de I'estimateur
ﬁN(Q,Incl) n’est valable que sur l'intervalle 0 < H < 3/4. Nous pouvons noter que les
méthodes de Mandelbrot et al. et Levinson ne sont pas efficaces pour les faibles et larges
valeurs du parametre H. En ce qui concerne la méthode de Choleski et celle développée par
Wood et Chan, les résultats sont satisfaisants puisque le taux de recouvrement théorique
de 95% est presque toujours atteint. Il apparait également clairement que les estimateurs
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déduits de trajectoires discrétisées générées par la méthode de Sellan et al. sont fortement
biaisés. Bref, cette étude souligne le fait que les méthodes les plus stables sont les méthodes
de Choleski et de Wood et al. Et puisque la Section A.7 a montré ’excellente approximation
d’un mbf via les sommes cumulées d’un bgf, nous conseillons d’utiliser la méthode de Wood
et Chan, en vertu de sa rapidité de calculs, pour simuler un mbf.

Parametre de Hurst
Méthode de simulation H=0.1 H=0.3 H=0.5 H=0.7 H=0.9
Incl 720% 89.0% 97.0% 83.0 % X

Mandelbrot et al.
Db4 92.0% 93.0% 96.0% 3.0% 0.0 %
Incl 69% 2.5 % 0% 0% X

Sellan et al.

Db4 87.0% 22.0% 20.0% 7.5 % 0.0 %

Incl 97.5% 945% 93.0% 91.0 % X
Choleski

Dba 93.0% 965% 94.5% %975 % 93.0%

Incl 50.5% 795% 97.0% 63.5 % X
Levinson

Dba 85.0% 93.5% 99.0% 89.0 % 0.0 %

Incl 94% 935% 925 % 92.0 % X

Wood et al.

Db4 945 % 96.5% 96.56% 975 % 100 %

TAB. A.2 — Résultats du taux de recovvrement en pourcentage des intervalles de confiance au
niveau 95% pour différentes méthodes de simulation.



Annexe

Quelques estimateurs du
parametre de Hurst

B.1 Introduction et position du probleme

Cette annexe a pour but de dresser une liste non exhaustive des estimateurs du parametre
d’autosimilarité, de présenter quelques simulations et de décrire brievement la boite a outils
développée sous le logiciel S-plus 3.4 regroupant I’ensemble des procédures décrites dans les
Annexes A et B.

Nous distinguons quatre approches pour aborder I'identification du mbf:

e Méthodes spectrales : log-périodogramme, variante de Robinson.

e Maximum de vraisemblance : estimateur de Whittle.

e Méthodes temps-échelle : décomposition en ondelettes du mbf.

e Méthodes temporelles : nombre de franchissements d’un niveau donné, variations discretes.

Encore une fois cette liste n’est pas exhaustive (la méthode R/S ou la méthode basée
sur le corrélogramme, par exemple, n’ont pas été considérées) mais présente les différentes
manieres entreprises pour identifier le modele mbf. Par la suite, nous supposerons dispo-
ser d’un échantillon By . d’un mbf non standard de taille N, aux instants ¢/N pour ¢ =
0,...,N —1; X désignera le vecteur des accroissements de By . et le coefficient d’échelle C'
sera supposé inconnu.

B.2 Méthodes spectrales

Les méthodes spectrales sont des méthodes semi-paramétriques. Nous les présentons
brievement, ici, car elles ont été largement utilisées dans la littérature pour estimer le pa-
rametre d’autosimilarité d’un mbf, e.g. Beran [20].

B.2.1 Log-périodogramme

Cette premiere approche consiste a exploiter d’une part la signature du bgf, f(A) ~
cr|A172H | quand |A] = 0, et d’autre part le fait que le périodogramme défini par

I ( E ~ X A : A=A = —2 k
our = =
N 2 N v y p k,N N y

est un estimateur asymptotiquement sans biais de la densité spectrale. Il suffit alors de re-
marquer que

log E(Iy(A)) =~ logcs+ (1—2H)log(|A]),
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soulignant la linéarité en H de logE(Iy (X)) dans un voisinage de zéro. Soient 1 < m; <
my < N* =[N — 1/2], définissons a 'estimateur déduit de la régression linéaire sur
{llog,(/\k)}M1§kSm2 de {log(IN(/\k))}mlgkgm27 on obtient alors un estimateur de H par la
relation

-~

1 .
Hy(my,mg) = 5(1— ay) .

Si my et my satisfont \/mylog(my)/my + mylog?(N)/my — 0, Geweke et Porter-Hudak
[44] exposent le résultat suivant (sans en donner une preuve rigoureuse):

2

N c T
g (Hulm,ma) -1 ) = N, %) (B.1)

B.2.2 Variante de Robinson

En notant F(A) = fOA f(6)df, Robinson [82] remarque lexistence d’une relation log-

linéaire entre deux valeurs de F'()). Soit ¢ €]0, 1], on a, ];((q;)) ~ ¢*2H lorsque || — 0. En
estimant F'(Ag ) par
- [NAg, n/27]
F(Apy) = ~ z; Inv(Aj ), pour k=mq,...,mso,
]:

on en déduit un estimateur de H :

_ 1 F(qAm

Hy(qg,mi,me) = 1 — ———— log 7A(q 2.n) .

2 log(q) F(M )

Pour 1/2 < H < 3/4, Lobato et Robinson [67] exhibent la valeur optimale de ¢ par simula-
tions. Ajoutons qu’en choisissant m; et my comme précédemment, on peut obtenir un résultat
de normalité asymptotique identique a (B.1).

B.3 Maximum de vraisemblance : estimateur de Whittle

Appliqué & notre modele, la méthode consiste a maximiser la log-vraisemblance du bgf
2
%< H ), olt 02 est la variance de I'innovation, donné par :

de parametre 8 = ( 35,

N 1 1
Ly(z,0) = —Elog(%’) — §log |det (G| — §xtG_1x ,

ot G = G(#) désigne la matrice du bgf échantillonné. L’implémentation informatique met
en évidence deux difficultés: premierement les calculs de G~! et log|det(G)| sont parti-
culierement lents et “chers”, et deuxiemement G est extrémement mal conditionnée. Pour
contourner ces difficultés une approximation de la vraisemblance s’est imposée,e.g. Beran
[20], donnant naissance a un nouvel estimateur appelé estimateur de Whittle et explicite-
ment donné par:

N
7y . IN(AJN)
H, = argmin E : ,
Y gmy p F( X, (1,H))
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ou f(-, (1, H)) désigne la densité spectrale de parametres (1, H) du bgf, et Iy(A) le périodogramme
empirique. 1l est désormais bien connu,e.g. Beran [20], que Hy tend presque stirement vers
H, et vérifie le résultat de normalité asymptotique suivant :

~ d 2 1 [T(0 :
\/N(HN—H) —>J\/'<075>7 avec D_ﬂ/ {8—Hlogf($,0)} dz .

—T

Malgré ces performances, 'estimateur de Whittle souffre d’étre lent a ’exécution, biaisé pour
de petits échantillons, et tres sensible a un bruit blanc additif. Précisons également qu’il
existe une version semi-paramétrique de ’estimateur de Whittle. Nous restreignant au cadre
paramétrique du mbf, nous ne la présentons pas et renvoyons pour cela le lecteur a Taqqu et

al. [91].

B.4 Méthode temps-échelle : décomposition en ondelettes

Soit {1 x(t) = Q_j/zzbo(Q_jt —k),j=1,...,J,k € Z} la famille d’ondelettes, générées a
partir d’une ondelette mere g, elleeméme définie via une analyse multirésolution, voir [35].
Nous noterons < By ¢, ;1 > les coefficients de la DWT (discrete wavelet transform). Deux
raisons permettent d’expliquer 'utilisation de la transformée en ondelette pour I'identification

du mbf:

1. Autosimilarité des coefficients d’ondelettes: 'autosimilarité du mbf assure que la va-
riance des coefficients s’écrit :

2 L ey C°
]E( <BH,C7¢j,k> ) 252

N2H /R2 lu — v|*Hap(u) ) (v)dudv = K 9i(2H+1)

oll < .,.> désigne le produit scalaire de L?(R).

2. La transformée en ondelette décorrele I’échantillon du mbf. En effet, en notant M le
nombre de moments nuls de ’ondelette mere, Flandrin et al. [1], par exemple ont montré
que lorsque |j — j'| = 400

E( < Buc, ¥in > < By, ¥jpp > ) = O([27k — 27 K/ PH-M) Y

De maniere identique aux méthodes spectrales, on peut alors remarquer la linéarité en H de
logy E(< Bac, ¥k >2)7

logy E( < Bue,thjr>* ) = j2H +1) + logy(Ky) .
1l suffit alors d’estimer le E(< Byc, ¥, >%) par le moment empirique d’ordre 2,

27 -1

My = 277 Z <BH,Cv¢j,k >27
k=0

pour déduire un estimateur de H par la régression linéaire de { log, (u;) }jl <<, SUT Uti<i<ios
ol [j1, j2] représente la gamme de résolutions utilisées. Abry et al. [3] ont récemment amélioré
cette méthode. Soit € le vecteur du bruit défini par

§ = logy(py) — (2H +1)j —logy(Ky) ,  pour j = ji,...,J2
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les auteurs cités montrent que

BG) = To ) - G e Va6 -

¢(2,211)
(log2)?

ou U est la fonction Digamma définie par ¥(t) = %, et ou ((2,t) est la fonction Zeta de
Riemann généralisée. Un nouvel estimateur de I est alors déduit de la régression linéaire de
{log,(;) — E<€j)}jl§j§j2 sur {j}; <j<j,, pondérée par {Var(fj)}jl<j<],2. D’un point de
vue pratique, ajoutons que la librairie Wavethresh() de S-plus a été utilisée pour évaluer les
coefficients d’ondelettes du mbf.

B.5 Méthodes temporelles

B.5.1 Nombre de franchissements de zéro du bgf

Le caractere lisse de la fonction de covariance du bgf assure la convergence du temps
local, Azais [7]. Feuerverger et al. [41] se basent sur ce résultat pour estimer I’exposant de
Hélder d’un processus gaussien non différentiable, en comptant le nombre de franchissements
d’un niveau donné. Nous présentons une version simplifiée de cet estimateur. Définissons le
nombre moyen de franchissements de zéro du bgf échantillonné par la statistique:

N-2

Sy = v ; I X(i/N)X(i+1/N)<0),

ou 1I(-) désigne la fonction indicatrice. L’ergodicité des accroissements et un calcul intégral

suffisent & montrer que: Sy 25 /7 , avec 8 défini, en notant r = 2241 — 1 par
ol [ arctan((1 — %)% /r) si r>0
| 7/2+ arctan(—r/(1 — r?)'/2) sinon,

Supposons que ’on connaisse a priori € = sgn(H — %), nous pouvons alors facilement déduire
Iestimateur suivant

~ 1
Hy = 3 {14 log, ( 1+ €|cos(wSy)|) } -

Ajoutons que pour 0 < H < 3/4, ﬁN est asymptotiquement gaussien avec la vitesse de
convergence 1/v/ N, cf. Ho et Sun [51].

B.5.2 Variations discrétes du mbf

Cette approche est entierement développée dans le Chapitre 2, nous y renvoyons donc le
lecteur intéressé.

B.6 Quelques simulations

Nous nous proposons d’illustrer les méthodes présentées dans les Annexes A et B a travers
quelques simulations. Pour une taille d’échantillon de N = 1000, nous avons généré 50 tra-
jectoires de mbf standard de parametre H = 0.9, discrétisés uniformément sur [0, 1[, par les
méthodes de Mandelbrot (discrétisation de la représentation stochastique du mbf), de Sellan
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et al., de Choleski, de Levinson et de Wood et Chan. Les fonctions S-plus associées sont res-
pectivement mvnFBM(), waveFBM(), cholFBM(), 1evFBM(), et circFBM(), voir Section B.7.
Pour chaque trajectoire, nous calculons les estimateurs de H par les méthodes décrites dans
les Sections B.2 & B.5.2. Des diagrammes a moustaches, Fig.B.1, Fig.B.2 et Fig.B.3 illustrent
les résultats. La valeur élevée du parametre de Hurst met en évidence plusieurs points faibles
des diverses méthodes de simulation et d’estimation discutées dans les sections précédentes.

B.7 Scripts S-plus

L’ensemble de ce travail a été réalisé avec le logiciel S-plus 3.4. Le tableau Tab.B.1
résume cette étude : a chaque méthode correspond un nom d’appel sous S-plus, les parametres
nécessaires, et éventuellement les sous-programmes reliés. Nous conseillons a I'utilisateur de
fixer précisément les parametres d’entrées de chaque procédure. Par exemple, pour générer
un mbf standard de longueur N et de parametre H = 0.8 par la méthode de Wood et Chan,
on écrira circFBM(n=1000,H=0.8). Par défaut, plotfBm=1 la trajectoire résultante sera donc
tracée. Enfin précisons que la fonction waveST() estimant le parametre H par une méthode
d’ondelette a été implémentée en utilisant la librairie Wavethresh(), disponible gratuite-
ment a ’adresse suivante http ://www.stat.cmu.edu/S/. Cette librairie ne permettant que
la décomposition d’un signal de longueur une puissance de deux, pour un signal de taille
quelconque nous avons miroité les données jusqu’a la puissance de deux suivante.

B.8 Adresses WEB

Les Annexes A et B constituent un article accepté au Journal of Statistical Software
(Vol.5, 2000), disponible sur le WEB I’adresse suivante: http://www.jstatsoft.org/.

D’autres adresses WEB traitant les mémes sujets:

e http://www-syntim.inria.fr/fractales , boite a outils d’analyse fractale pour le
traitement du signal sous matlab.

e http://www.ens-lyon.fr/ pabry/0T22HTML , serveur de ’Opération Thématique 2.2
du GdR PRC ISIS Ondelettes et fractales pour le traitement du signal et des images.

e http://www.maths.unsw.edu.au/"grace, protedures de simulation de processus gaus-
siens stationnaires et de champs gaussiens stationnaires en FORTRAN (page person-
nelle de G.Chan).

|bullet http://www.stat.cmu.edu/S/, boite & outils S-plus de Beran pour la simulation
et l'identification de processus a longue mémoire.
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Mandelbrot’'s method

el
= : ; ;
o
D I 3 i I :
) = T
=B
=1 : :
H H H
: i : L
o i i i
~ i : i i
= : [ : ;
: ;
1 --—- persST ;
2 ---- peragST :
3 -——— whittST
=3 a4 ———- wavesT
= | 5 ——- 1cOST
6 --—- VaPkO1ST
7 --—- VaPkolST H
8 --—- VaPkgIsST — iy
i 2 3 a 5 6 7 8
Wavelet’'s method
—
—
[
; 1 --— persST
2 --—- peragST
3 -——- whittST
a4 ———- wavesT
5 -—— IcOST
6 —--—- VaPkoO1sST
3 — 7 --——- VaPkolST
8 ---- VaPkglsT
el
T ;
[
(=23
(=}
v Il
i [
; T
i =
1 :
L H
=] 1 L |
(=13
|
N
——
i 2 3 a 5 6 7 8

Fic. B.1 — Diagrammes a moustaches des estimateurs de H basés sur 50 trajectoires du mbf
stmulées par la méthode de Mandelbrot et par synthese d’ondelettes.
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Choleski’s method

1 --- persST
v | 2 --- peragST
—i 3 -—- whittsST
4 --—- wavesT
5 -—— lcOST
6 --- VaPkO1ST
s _| [l 7 --- VaPkolsT
! : 8 --- VaPkgIsST
[
Lo ;
=
—i
V_?_\
= i
- | i |
o i :
> : ;
[ H
= — | 1
= ; i i i
- 1
L : :
; :
Lo
a3 |
=
i 2 3 a 5 6 7 8
Levinson-Choleski’s method
[
Lo ;
=
—
[
(a2
=
—
el P —
Lo : ;
2 — ; ; = —
=3 : :
= i :
| = |
o 1 --—- persST i
< — 2 -—— peragsT [ i
< 3 - WhittST — i
4 ---- waveST
5 -——- lcOST
6 ---- VaPkoO1sST
S | 7 --—- VaPkolST
= 8 ---- VaPkgIST
i 2 3 a 5 6 7 8

Fic. B.2 — Diagrammes a moustaches des estimateurs de H basés sur 50 trajectoires du mbf
simulées par les méthodes de Choleski et de Levinson.
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Wood-Chan’s method

=
— | — 1 ---- persST
1 2 ---- peragST
— 3 -—--- whittsST
4 ---—- wavesT
; 5 -——- lcOST
=3 6 --—- VaPkO1ST
=S | 7 -—— VaPkolST
— : 8 --—— VaPkgIsST
: ; T
H : : T
o i i i
> — i H i
d H 3 3 3
o i
S :
i : : :
L 3 i
2 ? : %
= — e ; ; ;
= R i : :
i 3 i
——
[e—2
s
(=1
i 2 3 a 5 6 7 8

Fic. B.3 — Diagrammes a moustaches des estimateurs de H basés sur 50 trajectoires du mbf
simulées par la méthode de Wood et Chan
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Nom d’appel S-plus Objet
mvnFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) Méthode de Mandelbrot
waveFBM(n= ,H= ,J= ,plotfBm= ) Synthese d’ondelettes :
subroutine : convol(x,y) intégration fractionnaire d’une AMR
Générateurs
cholFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) Décomposition de Choleski
du de la matrice de covariance.
levFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) Algorithme de Levinson pour
mbf les matrices de Toeplitz
circFBM(n= ,H= ,plotfBm= ) Méthode de la matrice circulante
de Wood et Chan
perST(£Bm= ,ml1= ,m2= ,1lplot= ) Log-périodogramme
peraggST(fBm= ,q= ,ml= ,m2= ) Variante de Lobato et Robinson
whittST(fBm= ,Hprel= ) Estimateur de Whittle
subroutine : spdFGN(Htry= ,n= )
waveST(fBm= ,ji1= ,j2= ,llplot= ) Décomposition en ondelette
Estimateurs 1cOST(fBm= ,sign= ) Franchissements de 0 du bgf
VaPk01ST(£fBm= ,k= ,a= ,Hprel= ) k-eme moment absolu empirique
de subroutine : piaH(a= ,H= ,i= ) des variations discretes
du mbf standard
H VaPkolST(fBm= ,k= ,a= ,M= ,llplot= ) k-eme moment absolu empirique
subroutine : piaH(a= ,H= ,i= ) des variations discretes du mbf:
moindres carrés ordinaires
VaPkglST(fBm= ,k= ,a= ,M= ,1llplot= ) k-eme moment absolu empirique
subroutine : piaH(a= ,H= ,i= ) des variations discretes du mbf:
rhoadil(a,H,j,ml,m2) moindres carrés généralisés

TAB. B.1 — Résumé des méthodes de syntheése et d’analyse implémentées sous le logiciel S-plus

pour le mbf.







Annexe

Simulation d’un mouve-
ment brownien multifrac-
tionnaire

C.1 Introduction et position du probleme

Cette annexe vise a extraire une méthode correcte pour simuler un mouvement brownien
multifractionnaire (nous préciserons un peu apres le sens de méthode correcte). L’objectif
est d’obtenir la trace d’un mbm de fonction de Hurst H € C"([0,1]) (vérifiant sup, H () <
min(1, 7)), aux instants ¢/N pour ¢ = 0,..., N — 1. Nous noterons W la discrétisation du
mbm sur une grille uniforme de [0, 1] de taille N et dont la structure de covariance est
donnée par (5.3), et W une trajectoire discrétisée simulée aux mémes instants. La difficulté
d’un tel probleme provient de la non-stationnarité du mbm a n’importe quel ordre, cf. (5.3),
contrairement au mbf (pour ce dernier processus, il est bien connu que les accroissements
sont stationnaires). Nous renvoyons a Beran [20], Jenane et al. [59] ou aux Annexes A et
B pour un tour d’horizon des méthodes de simulation du mbf. En ce qui concerne notre
modele, du fait de la non-stationnarité du processus, la matrice de covariance n’est plus a
caractere Toeplitz. 1l nous est donc impossible d’utiliser directement des méthodes adaptées
aux processus gaussiens stationnaires, telles que la méthode de Levinson,e.g. Peltier [77]
ou la méthode de la matrice circulante initialement proposée par Davis et Harte [36] et
améliorée récemment par Wood et Chan [97]. Un processus gaussien centré étant entierement
déterminé par sa structure au second ordre, il n’existe a notre connaissance qu’une seule
méthode exacte en théorie; il s’agit de la méthode de Choleski, nécessitant comme son nom
Iindique la décomposition de Choleski de la matrice de covariance. Cette procédure nécessite
un cofit de calculs trés élevé en O(N?), ce qui la rend particulierement lente dés que N >
1000, ce qui parait une taille d’échantillon moyenne au regard de la complexité du modele.
C’est pourquoi nous avons voulu examiner deux approches plus rapides, 'une proposée par
Peltier et Lévy-Véhel [77] 'autre par Wood et Chan [99]. Ces approches constituent des
approximations, il nous a donc semblé important de mesurer théoriquement ’erreur commise
sur la structure de covariance sur quelques exemples afin de pouvoir éventuellement valider

I’une ou 'autre méthode. Il s’agit donc de regarder les valeurs de la fonction F définie sur
{0,...,N—1} x{0,...,N — 1} par

=
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g
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Ces méthodes ont été étudiées sous les logiciels S-plus et Matlab (pour la méthode de
Choleski). Commencons par décrire ces méthodes ainsi que le calcul théorique de Ierreur
commise dans le cas des approximations.

C.2 Méthode de Choleski

Désignons par GGy la matrice de covariance du mbm standard aux instants i/N pour
i =0,...,N—1, et G% la méme matrice privée de sa premiere ligne et de sa premiere
colonne. Puisque E(W (£)W(0)) = 0,Vt € R*, nous pouvons nous ramener & simuler un
vecteur gaussien de matrice de covariance G%,. G’; étant symétrique définie positive, nous
pouvons facilement générer un mbm en calculant la décomposition de Choleski d’une part,
G, = LL' (L triangulaire inférieure), en simulant un vecteur de N — 1 variables aléatoires
i.i.d de loi M (0,1), et en effectuant au final le produit matriciel LZ. En définissant w par
ce produit, il vient immédiatement que E(W W) = E((LZ)(LZ)!) = (,. Nous obtenons une
trajectoire discrétisée d’un mbm aux instants j/N, 7 =0,..., N — 1 en complétant W avec
la valeur W (0) = 0.

Cette méthode a été implémentée sous le logiciel Matlab, logiciel particulierement stable
pour les problemes numériques d’algebre linéaire. Pour certaines fonctions de Hurst, le condi-
tionnement de la matrice de covariance est tres élevé, a tel point que le logiciel S-plus estime
que la matrice de covariance n’est pas de rang plein, et méme possede des valeurs propres
négatives, ce qui contredit le fait que la fonction de covariance du mbm constitue un noyau
hermitien de type positif ([75] p.34).

C.3 Approximation de Peltier et Lévy-Véhel

Peltier et Lévy-Véhel [77] s’appuient sur la propriété (5.5) : localement le mbm est un mbf,
et proposent de simuler une trajectoire de mbm en simulant N mbfs de parametre H(i/N)
pour ¢t =0,..., N — 1, ayant les mémes entrées gaussiennes, puis de poser

W(%) = Bu(4) (%) i=0,...,N—1.

En ce qui concerne la méthode de simulation du mbf, nous préconisons la méthode développée
par Wood et Chan [97] dite méthode de la matrice circulante. En effet, cette méthode est
exacte, particulierement rapide, stable et la plus performante parmi ’ensemble des méthodes
classiques (nous renvoyons le lecteur aux Annexes A et B pour une étude comparative). En
outre, nous disposons d’une expression analytique pour la fonction F. Rappelons brievement
cette méthode: il s’agit de simuler un mbf de parametre H via les sommes cumulées d’un
bruit gaussien fractionnaire (bgf), noté X, Et pour générer ce dernier, I'idée est de plonger
la matrice d’autocovariance du mbf (i.e. la matrice de covariance de X ) dans une matrice
circulante C'y, de taille m une puissance de 2, diagonalisable dans la base de Fourier. Pour
résumer les différentes étapes, détaillées dans [97], le vecteur simulé est défini par:

. m—1
~ . k
k=0
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oll .
— U, sik=20
Py P
g 7= Vs sik=m/
FT) A UtV si0<k<m/2
ﬁ(Uk—in% sim/2<k<m

avec U,V {Ur, Vi, k =1,...,m/2 — 1} i.i.d. de loi N(0,1). Le réel Ay(k) désigne la k-eme

valeur propre de la matrice circulante C'y; évaluée a laide de la ft:

m—1
Au(k) = > eu(l) e
=0
ou
Y4 .
_ [ ly) si0<i<m)/2 L em o2 o

En utilisant ces notations, on montre que la structure de covariance de deux bgfs de pa-
rametres H; = H (#) et H; =H (%), pour ¢,j € {0,..., N — 1}, est donnée par:

N -y N y
E ( XHz (%) XH] (%) ) = 62] <|j/_ Zl|) ) pour i/mj/ € {07 s N = 1}7

ot v;; désigne la fft discrete du vecteur v;; défini par v;;(k) = /\Hl.(k)l/?AHj (k)'/2. En
conséquence, la structure de covariance du vecteur simulé est explicitement donnée par:

E(W(%)W(%))zggaj(u'—ﬂ), pourd,j€{0,...,N—1}.  (C.1)

C.4 Approximation de Wood et Chan

Dans [98], Wood et Chan généralisent leurs travaux exposés dans [97] et parviennent a
simuler de maniere exacte des champs de vecteurs gaussiens stationnaires. Les auteurs se
basent sur cette approche pour proposer dans [99] une approximation du mbm. L’idée est de

simuler U bgfs Y7,...,Yy aux instants 0,..., N — 1, de parametres déterminés hq, ..., hy
(tels que 0 < hy < ... < hy < 1) corrélés, de structure de corrélation
g, hy)

E(Y.(5)Yu(k)) = (1 = k= 1t — 2 — kfhethe | — o 1 [Pethe)

2

pour j,k=0,...,N—1letu,v=1,...,U (g étant donnée par (5.4)). Ceci est réalisé par
l’algorithme présenté dans [98]. L’étape suivante se résout a construire les mbfs associés via
les sommes cumulées :

~ J 1 : .

Bu \ ) = ym 0+ +Yu()}

L’étape finale consiste a estimer les valeurs du mbm en j/N par une pondération des mbfs
corrélés pris dans un certain voisinage de j/N, soit

— (] ~ k
W<ﬁ> = Y Siww B <ﬁ> = 6; 7%, (C.2)

(v,k)EN;
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avec /; = {Ehv (%) , (v, k) € N]}. En pratique, les auteurs préconisent le choix du voisinage

suivant Nj = {(v, k), pour v = uj,u}; et k = j—1,j,j+ 1}, avec les éventuelles modifications
aux bords de l'intervalle [0, 1]. Les entiers u; et u; sont choisis de telle maniere que f,, hu3

soient les deux valeurs les plus proches de H(j/N) parmi (hq,...,hy). Enfin, on choisit §;
de maniére a minimiser I’erreur quadratique moyenne en j/N, i.e.

5; = E(Z;Z)" E(Z;W(i/N)) .

La structure de covariance du vecteur final est donc explicitement donnée par

E ( W(%)W(%) ) = 5 E(Z.21)5; . (C.3)

1

C.5 Qualité des approximations

Afin d’évaluer la qualité des approximations, nous avons, dans un souci d’objectivité,
choisi des cas tests, i.e. des choix particuliers de la fonction de Hurst, présents dans les
papiers de Peltier et Lévy-Vehel [77] d’une part, et Wood et Chan [99] d’autre part. Trois
fonctions ont été étudiées: une fonction linéaire (Hp), une fonction a caractére périodique
(H3) et une fonction dite logistique (Hs), définies sur [0, 1[ par:

Hi(t) = 0.1+ (0.9—0.1)t
Hy(t) = 0.54 0.3sin(4nt)
Hs(t) = 0.340.3/(14 exp(—100(t —0.7)))

Ces trois fonctions ont déja été introduites dans le Chapitre 5.

La figure Fig.C.1 présente un exemple de trajectoires simulées pour chacun des cas-tests
et chacune des méthodes présentées. La taille de chaque série est 1000. A oeil, toutes les
trajectoires rendent bien compte de la régularité prescripte. La figure Fig.C.2 résume quant a
elle la qualité des approximations sur la structure au second ordre du mbm : pour chaque cas
test nous avons représenté la covariance théorique du mbm, puis successivement les erreurs
relatives sur la structure au second ordre pour la méthode des mbfs et la méthode de Wood
et Chan. Ces calculs ont été encore effectués pour la valeur N = 1000. Il ressort de ce
graphique que les deux méthodes citées précédemment sont de bonnes approximations, au
sens ou 'erreur relative commise sur la structure au second ordre est assez faible (< 0.3 pour
les trois cas tests).

C.6 Conclusions

Pour les trois cas tests étudiés, nous conseillons d’utiliser la décomposition de Choleski
lorsque la taille d’échantillon n’est pas trop importante (de I'ordre de 1000), et indifféremment
I’'une ou 'autre méthode approximative lorsque la taille de ’échantillon devient plus élevée.
Ce choix est guidé par le fait que la décomposition de Choleski nécessite le stockage d’une
matrice carrée de taille N (taille de I’échantillon), ce qui n’est pas raisonnable lorsque N est
élevé.

Ajoutons que les procédures ont été implémentées sous Matlab pour la méthode de Cho-
leski et sous S-plus pour la méthode des mbfs et la méthode de Wood et Chan. Elles consti-
tuent une boite a outils disponible a ’adresse suivante :

ftp.imag.fr/pub/labo-LMC/SMS/SimulMBM. tar.gz
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D’autres adresses WEB traitant de la simulation du mouvement brownien multifraction-
naire:
e http://www-syntim.inria.fr/fractales , boite & outils d’analyse fractale et multi-
fractale pour le traitement du signal sous matlab.
e http://www.maths.unsw.edu.au/"grace, procédure en FORTRAN de simulation du
mbm par approximation de champs gaussiens stationnaires (page personnelle de G.Chan).
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Fic. C.2 — Covariances théoriques et erreurs relatives des approzimations de la méthode des
mbfs et de la méthode de Wood et al. sur la structure au second ordre. Les mbms sont de
longueur 1000 et le pas de discrétisation 0.05.
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Résumé

Dans cette these, nous étudions divers problemes statistiques liés a deux modeles pa-
ramétriques stochastiques que sont le mouvement brownien fractionnaire (mbf) et le mouve-
ment brownien multifractionnaire (mbm). Le mbf a été introduit en statistique & partir de
1968 pour modéliser des phénomenes autosimilaires (i.e. invariants par changements d’échelle)
et des séries chronologiques exhibant une structure de dépendance uniforme qui décroit de
maniere hyperbolique avec le temps. Le mbm, apparu beaucoup plus récemment, constitue
une extension du mbf au sens ou la structure de dépendance peut évoluer au cours du temps:
I’autosimilarité n’ est alors vérifiée qu’ ”asymptotiquement localement”. L’objectif initial de
ce travail de recherche a été l'identification de ce dernier modele. Néanmoins, ce travail a
nécessité des connaissances théoriques constituées par un traitement approfondi et pertinent
du mbf, tant sur la compréhension des résultats obtenus jusqu’alors que sur leurs extensions.

Nous commencons donc par développer des méthodes pour identifier le mbf. Ces méthodes
sont basées sur le k-eme moment absolu empirique de variations discretes d’une seule trajec-
toire discrétisée d’un mbf. Nous généralisons ce travail en développant une estimation robuste
(vis-a-vis d’un bruit gaussien additif) des parameétres, et présentons quelques tests permet-
tant de valider le modele. Nous démontrons ensuite un résultat d’algebre linéaire concernant
I'inverse de matrices dont les coeflicients décroissent hyperboliquement en s’éloignant de la
diagonale. Ce résultat s’avere fondamental pour exhiber le comportement asymptotique des
bornes de Cramer-Rao des parameétres du mbf. Dans une derniére partie, nous proposons une
approche locale des résultats des premiers chapitres, et cela afin d’identifier le mbm.

Les résultats de cette these sont illustrés par des études numériques et de nombreuses
simulations. Enfin, trois annexes permettent au lecteur de se familiariser avec le probleme
d’identification du mbf ainsi que le probleme de simulation de trajectoires discrétisées de
processus gaussiens.

Mots-clés: processus fractionnaires, processus multifractionnaires, autosimilarité, iden-
tification robuste, bornes de Cramer-Rao, inversion de matrices localisées, simulation de tra-
jectoires discrétisées d’un processus gaussien.

Abstract

This thesis deals with statistical problems related to two parametric models: the frac-
tional Brownian motion (fBm) and the multifractional Brownian motion (mBm). Firstly, we
develop methods for identifying a fBm. These methods are based on the k-th absolute empi-
rical moment of discrete variations of a discretized path of a fBm. We then extend this work
by developping a robust method (with respect to an additive Gaussian noise) estimation of
parameters, and present few tests for validating the model.
We also prove a linear algebra result concerning inverses of matrices with terms decreasing
hyperbolically far away from the diagonal. This result is fundamental to exhibit the asymp-
totic behavior of Cramer-Rao bounds for the parameters of a fBm.
Finally, we propose a local approach of the results of the first chapters, in order to identify
the mBm, viewed as an extension of the fBm in the sense that the regularity of the process
varies with time.
Numerical studies and many simulations are provided to illustrate the results of this thesis.
Moreover, three appendices allow the reader to familiarize himself with the problem of fBm’s
identification and the simulation of discretized paths of Gaussian processes.

Keywords: fractional and multifractional processes, self-similarity, stable identification,
Cramer-Rao bounds, inverses of localized matrices, simulation of sample path of a Gaussian
process.



