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La Modélisation en Biologie

Discipline encore jeune (début XX° siecle)

Confrontée a deux problemes principaux :

e Phénomenes Biologiques = Tres Complexes
e Phénomenes Biologiques = Mal Mesures
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La Modélisation en Biologie

Discipline encore jeune (début XX° siecle)

Confrontée a deux problemes principaux :

e Phénomenes Biologiques = Tres Complexes
e Phénomenes Biologiques = Mal Mesures
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La Modélisation en Biologie

Modeles Biologigues
Mal Connus et Difficiles a Valider

A

Modeles Biologigues
doivent décrire des Grandeurs Positives

A

Malgré les incertitudes, garantir :
Modeles Biologiques : Positifs
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Problématique

Comment Controler des Systemes a la fois :
Incertains

et

Contraints a la Positivité
?
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Problématique

Comment Controler des Systemes a la fois :
Incertains

et

Contraints a la Positivité
?

= Par I'intermédiaire du Controle :
Exploiter les proprietes qualitatives des termes mal connus

— S'affranchir des incertitudes des modeles

— garantir la stabilisation globale vers un équilibre choisi
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Plan de la Présentation

a Les Systemes Dynamiques Positifs
e Caractérisation
@ Cas des Systemes Linéaires
@ Cas des Systemes Non-Linéaires
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Plan de la Présentation

a Les Systemes Dynamiques Positifs

e Une Classe Particuliere de Systemes Positifs
@ Modele du Bioréacteur Mono-Espece

e Cas général

L. Mailleret — p.5



Plan de la Présentation

a Les Systemes Dynamiques Positifs
e Une Classe Particuliere de Systemes Positifs

e Stablilisation Statique
@ Cas du Bioréacteur Mono-espece

@ Cas Geénéral

e Stabilisation Adaptative
@ Cas du Bioréacteur Mono-espece

@ Cas Geénéral
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Plan de la Présentation

Les Systemes Dynamiques Positifs
Une Classe Particuliere de Systemes Positifs

Q

Q

e Stabilisation Statique
e Stabilisation Adaptative
Q

Extension des Résultats
a Principe
@ Cas des Bioréactions en Cascade

@ Validation : la Fermentation Anaérobie
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Plan de la Présentation

Les Systemes Dynamiques Positifs

Une Classe Particuliere de Systemes Positifs
Stabilisation Statique

Stabilisation Adaptative

Extension des Résultats

Q
Q
Q
Q
Q
Q

Conclusion & Perspectives
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Les Systemes Positifs



Positivité des Vecteurs

e Positivité au sens classique dans R™ :
x>0 < Vi, z; >0
e Orthant positif R :
R? ={zx € R", 2 > 0}
e Forte Positivité dans R™ :
x>0 < Vi, z; >0
o Orthant fortement positif R", :

RY, ={z € R", 2> 0}
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Positivité
d’'un Systeme Dynamique

Positivité au sens classique :

a Y est un Systeme Positif
&

rog >0 = Vit >0, z(t,xg) > 0

=
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Positivité
d’'un Systeme Dynamique

Ma déemarche requiert une nouvelle propriéte

a X est un Systeme Fortement Positif
&

rg > 0 = Vi >0, x(t,z9) > 0

&
Vr >0, 2, =0 = z;, >0
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Les Systemes Linéaires Positifs

Y . x=Ax+b

Y, est un systeme positif < Vi, i;(z; =0)> 0

Donc :
Vi, aig x 0+ a;ja;+b; >0
j#i
e b>0

e A est Metzler :
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Les Systemes Linéaires Positifs

> x=Ax+b
¥, est un systéme fortement positif < Vi, i;(z; =0)> 0

Donc :
a b>0

e A est Metzler :
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Les Systemes Linéaires Positifs

Lien entre existence et stabilité d’un equilibre positif z*
> x=Axz+b
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Les Systemes Linéaires Positifs

Lien entre existence et stabilité d’un equilibre positif z*
> x=Axz+b

@ Théoréeme : [Luenberger,1979] Si X est positif :
A stable = 32 >0
@ Théoréme : Si X est fortement positif :

A stable = 2 > 0
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Les Systemes Linéaires Positifs

Lien entre existence et stabilité d’un equilibre positif z*
> x=Axz+b

@ Théoreme : [Luenberger,1979] Si 2. est positif :

Astable = J 2 >0

@ Théoréme : Si X est fortement positif :
A stable < 3 2% > 0

Contrairement aux systemes linéaires classiques
positivité = lien : existence et stabilité
d’'un equilibre “acceptable”
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Les Systemes
Non-Linéaires Positifs

Systemes lineaires positifs : peu de liberté sur les
comportements dynamigues

e.g. dz* > 0 < 2 GAS, pas d’oscillations entretenues etc...

— Modeles Non-Lineaires positifs plus fréquents
en Biologie ou les dynamiques
a reproduire sont souvent complexes

L. Mailleret — p.11



Les Systemes
Non-Linéaires Positifs

Systemes lineaires positifs : peu de liberté sur les
comportements dynamigues

e.g. dz* > 0 < 2 GAS, pas d’oscillations entretenues etc...

— Modeles Non-Lineaires positifs plus fréquents
en Biologie ou les dynamiques
a reproduire sont souvent complexes

/\ Pas de Résultats Générigues
— Necessité de se limiter a des classes particulieres
a Systemes de Kolmogorov (généralisation de Lotka-Volterra)

a Systemes Coopératifs (généralisation du cas linéaire)
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Les Systemes de Kolmogorov

Systemes Positifs par construction :

AN\ systemes positifs, jamais fortement positifs (0 équilibre)
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Les Systemes de Kolmogorov

Systemes Positifs par construction :

AN\ systemes positifs, jamais fortement positifs (0 équilibre)

Cas General des Systemes de Lotka - Volterra ou:

f(x)=Ax+ 0
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Les Systemes de Kolmogorov

Systemes Positifs par construction :

AN\ systemes positifs, jamais fortement positifs (0 équilibre)

Cas General des Systemes de Lotka - Volterra ou:
flz) = Az +b

— Grande variété de comportements dynamiques :

x* GAS sur R” ., comportement cyclique, cycle limite, chaos etc...
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Les Systemes de Kolmogorov
Exemples en Ecologie Théorigue

1 Proie xz, 1 Prédateur y
(Lotka - Volterra) :

& =a(l—vy)
g =ylz—1)

Comportement Cyclique

Predateurs

Proies
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Les Systemes de Kolmogorov
Exemples en Ecologie Théorigue

1 Proie z, 1 Prédateur y
(Kolmogorov) :

{ixﬂl:@x%)

Predateurs

g =y(b— %)

Cycle Limite Attractif

Cycle attractif

Proies
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Les Systemes de Kolmogorov
Exemples en Ecologie Théorigue

2 Proies z et y
(en compétition)
1 Prédateur =
(Gilpin, de type L - V) :
(&= r((re — Qza®) — QzyY — Qp22)
Yy =y((ry — ayyy) — ayzT — ayz2)

| 2= 2(—rz + azzT + azyy)

,_.
1)
s}
IS}
|

Proies 2

N\

\ | | | | | | | | |

600
soo Proies 1

Spirale Chaotique

0000000
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Les Systemes
Coopeératifs Positifs

¥ &= f(x) 3 estcoopératif
(Kamke,1932; Hale,1980; Hirsh,1982; Smith,1986)
&
La Jacobienne D f(x) est Metzler pour tout x
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Les Systemes
Coopératifs Positifs

¥ : = f(x) X estcoopeératif
(Kamke,1932; Hale,1980; Hirsh,1982; Smith,1986)
&
La Jacobienne D f(x) est Metzler pour tout x

> est coopératif positif
&
Y, est cooperatifet f(0) > 0
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Les Systemes
Coopeératifs Positifs

¥ : = f(x) X estcoopeératif
(Kamke,1932; Hale,1980; Hirsh,1982; Smith,1986)
&
La Jacobienne D f(x) est Metzler pour tout x

> est coopératif positif
&
Y, est cooperatifet f(0) > 0

De la méme facon :

> est coopératif fortement positif
=
Y. est coopératif et f(0) > 0
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Les Systemes
Coopeératifs Positifs

Systemes linéaires positifs :
cas particuliers des systemes coopératifs positifs
(Df(x) = A, Metzler)
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Les Systemes
Coopératifs Positifs

Systemes linéaires positifs :
cas particuliers des systemes coopératifs positifs
(Df(x) = A, Metzler)
Résultat similaire pour > coopératifs fortement positifs :

@ Théoréme : X coopératif fortement positif. Si D f(x) \, alors:

Jz* >0 = 2" GASsur R
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Les Systemes
Coopératifs Positifs

Systemes linéaires positifs :
cas particuliers des systemes coopératifs positifs
(Df(x)=A, Metzler)
Résultat similaire pour > coopératifs fortement positifs :

@ Théoréme : X coopératif fortement positif. Si D f(x) \, alors:

Jz* >0 = 2" GASsur R

A nouveau, contrainte de Positivité
= lien existence equilibre “acceptable” et GAS
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Une Classe Particuliere

de Systemes

Non-Linéaires Positifs
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| es Bioréacteurs

» Substrats
“‘ Biomasse

o Produits

s Activateurs
Inhibiteurs
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| es Bioréacteurs

Chemostats Fermenteur Anaérobie
LOV, Villefranche sur Mer LBE, Narbonne

Différents types d’installations L Mailret-p.17



Fonctionnement des
Bioréacteurs Mono - Espece

Mode de fonctionnement
“Continu” ;
Flux entrant = Flux Sortant

. } o : » Substrats

.. s | o Biomasse Dilution (commande) :
: VA ; T ‘: ) AI;I(.I(JZIC\l:;;}esUI'S u — ﬂ O

) © &A ! *Unhibiteurs Volume —
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Fonctionnement des
Bioréacteurs Mono - Espece

Mode de fonctionnement
“Continu” ;
: . Flux entrant = Flux Sortant

. :? 0% 4 » Substrats
.. s | o Biomasse Dilution (commande) :
@1, v e Y : o Produits Flux
o ~t. 'é: s JActivateurs U = m l O
e ot Inhibiteurs
il bl

Modele base Bilans de Masses (deux types d’échanges):
e Echanges Biologiques (croissance, ingestion etc...)
e Echanges Physiques (Flux)
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Modele des
Bioréacteurs Mono - Espece

“Bioréaction” se produisant a la vitesse r(.) :

ks oy
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Modele des
Bioréacteurs Mono - Espece

ks Y x
o Modele décrivant les concentrations :

{ 3 = u(Sin — s) | —kr(.)

+r(.)

“Bioréaction” se produisant a la vitesse r(.) :
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Modele des
Bioréacteurs Mono - Espece

“Bioréaction” se produisant a la vitesse r(.) :
ks & x

o Modele décrivant les concentrations :
$ = u(s;, — )
T = —ux

A\ r(.) représente la partie Biologique A\
— depend de nombreux facteurs
— tres difficile a modéeliser (incertitude...)

—kr(.)
+r(.)
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Modélisation de 7(.)

e La Bioréaction se produit en sens unique
=7r(.) >0
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Modélisation de 7(.)

e La Bioréaction se produit en sens unique
=7r(.) >0

e La Bioréaction a lieu si la biomasse peut se nourrir
= Vs,z >0, r(.) >0
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Modélisation de r(.)

e La Bioréaction se produit en sens unique
=7r(.) >0

e La Bioréaction a lieu si la biomasse peut se nourrir
= Vs, >0, r(.) >0

e Le Modele doit étre Positif, Yu > 0
=7r(s=0,...)=0

Pas d’Hypotheses Supplémentaires
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Points Clefs

du Modele de Bioréacteur

o Modele du bioréacteur mono-espéce avec ¢ = (s, z)!

[

—1
0

0

el

Sin

0

)

L. Maillere
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Points Clefs
du Modele de Bioréacteur

o Modele du bioréacteur mono-espéce avec ¢ = (s, z)!

. [ -1 0 s\ |
e (05 (V)
>0 L 1)

Systeme Positif Globalement Stable
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Points Clefs

o Modele du bioréacteur mono-espéce avec ¢ = (s, z)!

. [ -1 0 s\ |
e (05 (V)
>0 L 1)

Systeme Positif Globalement Stable

e De plus :

k Sin —k
V6>£, 6( 0 >+< . >>>O
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Classe Géneérale de Systemes

a Geénéralisation du modele de Bioréacteur :

r=_u_, fl&) +c ¥
N~ ——

—~—
> ()

Systeme > ()
Positif GAS siz >0
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Classe Géneérale de Systemes

a Geénéralisation du modele de Bioréacteur :

r=_u_, fl&) +c ¥
N~ ——

—~—
> ()

Systeme > ()
Positif GAS sixz >0

e Avec:
e f(x) coopératif, f(0) > 0 (= positif)
e Df(x)\, (= globale stabilité)
e 30, >0, VG > B, Bf(0) +¢>0

e Pas d’hypothese Supplémentaire sur v(.)

L. Mailleret — p.23



Fonction de Monod ()

Exemples de

e Cas du Bioreacteur : r(.)

u(.) de “Monod”

Dynamiques en Boucle Ouverte

w(s)x avec u(.) de “Monod”

30

25

X 201

c
810

151

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18
concentration en su bstrat S

Comportement Génére
= GAS sur R%,

L. Maill

eret—p.24



Exemples de

e Cas du Bioreacteur : r(.)

Dynamiques en Boucle Ouverte

u(s)x avec u(.) de “Haldane”

30

25

Fonction de Haldane (u)
S al (=2 ~ © o 5 l’:

u(.) de “Haldane”

X 201

151

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 Q
concentration en su bstrat S

Comportement Génére
= Multi - Stabilité
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Exemples de
Dynamiques en Boucle Ouverte

0\ 1
1
0.1 0

Comportement
Généré .
Cycle Limite
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Stabllisation Statique



Objectif

Sur la base d’'un modele incertain de type :

& =uf(x)+cp()
Ou :
e f(x) est bien connue
e 9(.) est connu qualitativement (x > 0 = ¥(x) > 0)

Concevoir un contrbéleur assurant :
Stabilisation Globale sur R?,

vers un équilibre »* > 0 réglable

e |dée : mesurer y = (.) et l'utiliser pour le contrdle

L. Mailleret — p.26



Controle Statique

@ Théoreme : Considérons le Systeme Positif :

& =uf(x)+cy(.)
y = 1(.)

Alors, Vv > [3,,, le contréle :
u(-) =vy =v9(.) (=0)

Stabilise Globalement sur Rfﬁ* le Systeme vers 'unique équilibre

x* > 0tel que : 1
fla) = —c
y

x™ est réglable par I'intermédiaire du choix de 7y

L. Mailleret — p.27



ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioréacteur

@ Preuve : modele du bioréacteur en boucle fermée :

{ §= () sin = 5) —kr() { = r()(s* — 3)

L. Mailleret — p.28



ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioréacteur

@ Preuve : modele du bioréacteur en boucle fermée :

{ §= () sin = 5) —kr() { 5= yr()(s* — s)

t=r()—~yr()x

T
avec : & = (s*, %)l = (Szn - %7 %)

@ RZ positivement invariant = V¢ >0, r(.) > 0
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ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioréacteur

@ Preuve : modele du bioréacteur en boucle fermée :
$=r(.)(Sin —s) — kr(.) - s =~r(.)(s* —s)
t=r()—vr()r ;

T
avec : & = (s*, %)l = (Szn - %7 %)
@ RZ positivement invariant = V¢ >0, r(.) > 0

@ dou,Vt>0, V& >0

fi(t,fo) > min(f;,ﬁo,i) >0 = 30450 > O, 7“() > Ogy > 0

L. Mailleret — p.28



ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioreacteur

@ Preuve : modele du bioréacteur en boucle fermée :

{ §= () sin = 5) —kr() { = () (s* — s)

*

T =~r(.)(z* —x)

T
avec : & = (s*,2*)T = (sm — %, %)
@ RZ positivement invariant = V¢ >0, r(.) > 0
@ dou,Vt>0, V& >0
gz(t7£0) > min(g;jkvgo,’i) >0 = Elafo > O? T() > Qg >0
t

@ Or:&(t) =& + (§o,i — &) exp (—’Y/ 7“(°)d7>

0

A\ . 4

Vo

divergente

Donc §* est GAS sur R”;,

L. Mailleret — p.28



|dée de Preuve : Cas Général

@ Preuve : modele en boucle fermée :

o =vo() (f@)+2c)

\ - 7

fortement positif GAS

@ En utilisant la coopérativité et la forte positivité, on montre que :

T >0 = Vt >0, x(t,xg) >0

L. Mailleret — p.29



|dée de Preuve : Cas Général

@ Preuve : modele en boucle fermée :

b =70() (f)+2e)

\ - 7

fortement positif GAS

@ En utilisant la coopérativité et la forte positivité, on montre que :

T >0 = Vt >0, x(t,xg) >0

@ Dou:zp>0 = dag, >0, Vt >0, ¥(.) > az, >0
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|dée de Preuve : Cas Général

@ Preuve : modele en boucle fermée :

b =70() (f)+2e)

\ - 7

fortement positif GAS

@ En utilisant la cooperativite et la forte positivité, on montre que :

T >0 = Vt >0, x(t,xg) >0
@ Dol:zg>0 = Ja,, >0, Vt>0, ¥(.) > ag, >0
t
@ Changement de temps : t' = / v (.)dT
0

z(t, xg) ale méme comportement que la trajectoire, issue de x, de :
dx 1

= f(x) + ;c qui converge vers 2 > (

L. Mailleret — p.29



|dée de Preuve : Cas Général

@ Preuve : modele en boucle fermée :

o =vo() (f@)+2c)

\ - 7

fortement positif GAS

@ En utilisant la cooperativite et la forte positivité, on montre que :

xo>0 = Vt>0, x(t,xg) >0
@ Dou:zp>0 = Jay, >0, Vt >0, ¥(.) > az, >0
t
@ Changement de temps : ¢’ = / v (.)dT
0

z(t, o) a le méme comportement que la trajectoire, issue de g, de :
dx 1

= fx) + ;c qui converge vers 2 > (

@ Valable Vzg >0 = z* GASsurR", L Mailleret - p.29



Efficacité du Controleur

Retour sur I'exemple académique générant un cycle limite

X1
=4 I
-
< T T T
4 «hk 4
1 el i
o
41 kL i
o
4
@
3
7]
4 Nl i
o
- N i
al
- w | i
S
w 1 I I
a
X1
o
n
o

X2
X2

1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
Temps Tem ps
12 T T T T T T .
1.1F b
® ™
X XN
1 i
09 * ! : * : * 09
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15
Temps Tem O8]

Systeme en Systeme
Boucle Ouverte Controle
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Choix de I'equilibre z*

x* > ( est réglable par le choix de ~ :

Si f(.) et ¢ bien connus = calcul possible du v ad hoc
/\ Incertitudes paramétriques sur f(.) ou c VAN

= Mauvais calcul de ~
= Erreur statique entre z* atteint et x* attendu

L. Mailleret — p.31



Stabilisation Adaptative



Objectif

Sur la base d’'un modele incertain de type :

i = uf(x) + ()

Concevoir un contrbleur assurant :
Stabilisation Globale sur R”,

vers un z* > 0 correspondant a une consigne x;

e ldée : mesurer y, = x; et l'utiliser pour ajuster v en ligne

L. Mailleret — p.33



Controle Adaptatif

@ Théoreme : Considérons le Systeme Positif :

{ i = uf(w)+ ()

y=((), z:)"
Alors, pour tout 7 “admissible”, le contrdle :
u(.) = y()w(.) (= 0)
Y= 0KY() (i —27)(v = ym) (Yar — )

Ox statique
0

AveC:5:—signe( ),K>O, Y > Y > B >0

Et: v(t =0) €vm, 7um|

Stabilise Globalement sur R’} le Systeme vers 2™ > 0
correspondant a la consigne =

L. Mailleret — p.34



ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioréacteur

e Preuve : Modéle en boucle fermée, état y, on mesure s :
i =r()(1 -2

s =r()((sin — ) — k)

LY =Er(O)(sT =) (v — ) (v — )

I\

L. Mailleret — p.35



ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioréacteur

e Preuve : Modéle en boucle fermée, état y, on mesure s :
i =r()(1 -2

$=r()(v(sin —s) — k)

LY =Er(O)(sT =) (v — ) (v — )

I\

@ On montre que : (zg,s0)? > 0=Vt >0, (z(t),s(t))r >0
@ Dou: (330, S())T >0=Vt>0, 7“() > Qlyy > 0

@ Changement de temps : t' = fotr(.)dr

L. Mailleret — p.35



|dée de Preuve :

Cas du Modele de Bioréacteur

e Preuve : Modéle en boucle fermée, état y, on mesure s :

2

I\

\

z=r(.)(1—z)
s =71()(V(sin —5) — k)
Y =Kr()(s" —s)(v = vm) (v —7)

@ x(t,xo0) ale méme comportement que la trajectoire, issue de g, de

I\

(

' = (1—~x)
s' = (7(sin — 5) — k)

LY =K = s) (v — ) (v — )
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ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioreacteur

e Preuve : Modéle en boucle fermée, état y, on mesure s :
(i =r()(1 - ya)

$=r()(v(sin —s) — k)

LY =Er()(sT = 8)(v = ym) (v — )

I\

@ x(t,xo0) ale méme comportement que la trajectoire, issue de g, de
(' = (1 —~x)
s' = (V(sin — 5) — k)
| Y =K(s"—s)(y - vm)(w - v)
@ Fonction de LaSalle : (avec 7 = k/(sm —

I\

dw

L. Mailleret — p.35



ldée de Preuve :
Cas du Modele de Bioreacteur

e Preuve : Modéle en boucle fermée, état y, on mesure s :
(& =7r()(1 —v2)

$=r()(v(sin —s) — k)

Y= KT = 8)(r = ym) (v =)

I\

@ x(t,xo0) ale méme comportement que la trajectoire, issue de g, de
(o = (1 —~x)
s' = (V(sin — 5) — k)
V= KT =) (y - %n)(w — 7)
@ Fonction de LaSalle : (avec 7 =k/(Sin —

w — S —
V = (s;,—kx—s 2+/ ok dw+/
( ) Sip—S* K w /7m /7M w)

valable V(z¢, s9)! > 0 = équilibre correspondant a s* GAS

L. Mailleret — p.35
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San—S

dw




Cas Geéeneral

e Preuve par la méme méthode dans un cas particulier :
T; = u(—aix;) + ()
— utilisation d’'un “principe de séparation non-linéaire”

o étude du sous systeme en z; et v
— convergence vers z; et v* (LaSalle)

e étude du sous systeme en ;4 en z; et 7~
— application du resultat statique

a Cas general : méthode difféerente requise
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Efficacité du Controleur

Bioréacteur type Haldane : A° concentration de l'influent

I | 04
14
>
C12- - 8
<7510 - 502 i
=
8_
i o
0 50 100 150 GO 50 160 150
Temps .
8
6_
sl b ]
E4 _________________
j=)
{0
SR

0 50 100 150 0 50 100 150
Temps Temps

Non Controlé (lessivage) Controlé (pérennité) v e



Extension des Résultats
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Principe

Utilisation du “Principe de Séparation Non-Lineaire”
— Permet de stabiliser globalement des systemes de type

1 = g(T1, T2, u)
j?g — Uf(ﬂfg) -+ Clb(ﬂfl, 332)

e Siu(.) = yY(xy,xs) stabilise le sous-systeme x5 vers x5 > (

e Et si le sous-systeme x; controlé, projeté sur zo = x5 :
o1 = g(x1, T2, VP (21,73))
admet un équilibre 7 > 0 GAS

Etude dans le cas statique uniguement
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Cas des Bioréactions en Cascade
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Modele associé

AVEC : 15() = 1(s;)z;

A\ Multi-Stabilité Fréquente en Boucle Ouverte A

\

Zifl = —Uuxr

$1 = u(S1,in

Zlfj — —’LLZEj

§j = u(Sj,in

Sn — U(Sn,in

Bioréaction en Cascade :

OO
)
.

— Sn)

Cas des Bioréactions en Cascade

+r1(.)
—kl?“l(.)

()
—kjri () +1ri-1(.)

Fral)
—knrn() + larn_1(.)
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—1 n—1
e Substrat équivalent : sy = s,, + Z (H

=1

2

Changements de Va

n

riables

a (n-1) Changements : z; = s; + kjx; — [z

j+1
K, ) ok

> 1 = g(T1, 22, u)

j=Fk

k
fl —-——uzq-+-r1() )
Tp—1 ::'_qun—1'+'rn—1() )
| = u(S1,in — 21) \
Zn—l :::U(Sn—lxn'_'zn—l)

Ty, = —ux, +7,(.)
St =u(Stin — sT) — knrn(.)

> Lo = uf(xe) + cp(xq, x2)
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Stabilisation
des Bioréactions en Cascade

alors le controle :

Etsi v >

ST,in

u(-) = ra(.) = tn(Sn)Tn

Stabilise Globalement le Modele de Bioréaction en Cascade vers un
unique équilibre £* > 0

e Remarque : w “petit” est précisement quantifiable
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ldée de Preuve

@ Systéme Controlé Positif = V¢ > 0, u(.) >0

@ On montre par I'absurde que : / u(.)dT diverge
0

= lim x5(t) = 25 >0

t— o0
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ldée de Preuve

@ Le sous-systeme :

i1 = (w1, @2(t), u(as, 72(1)) )
“asymptotiquement autonome” (Markus, 1956); systeme limite

jjl — g(xla ZC;, U(Qfl, ZC;))
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ldée de Preuve

lim x5(t) = 25 > 0

t—00

@ Le sous-systeme :

i1 = (w1, @2(t), u(as, 72(1)) )
*asymptotiquement autonome” (Markus, 1956); systeme limite
jjl — g(ajla ZE;, ’LL(CIZ‘l, ZE;))

@ Etude du sous systeme limite :
Petit Gain pour les systemes monotones (Angeli & Sontag, 2003)

—- Condition Suffisante assurant la GAS de x7 > 0
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ldée de Preuve

lim zo(t) = 25 > 0

t—00

@ Le sous-systeme :

i1 = (w1, @2(t), u(as, 72(1)) )
*asymptotiquement autonome” (Markus, 1956); systeme limite
jjl — g(xla :C;? /UJ(ajla CC;))

@ Etude du sous systeme limite :
Petit Gain pour les systemes monotones (Angeli & Sontag, 2003)

—- Condition Suffisante assurant la GAS de x7 > 0

@ Conclusion:
Attractivité Globale de (z7, z3)1 (Markus) et (z7, z3)! Stable O
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Efficacité du Controleur

Cascade de deux Bioréactions type “Haldane”

Modele Non Controle ;. Multi-Stabilite
40 : '
— trajectoire |
35t | = conditioninitide | R O
o equilibre 5
O o

population X2
= - N N
S o o &

A

0 5 10 15 S 20
population X1

(Projection dans le plan : (z1, x2))

L. Mailleret — p.44



Efficacité du Controleur

Cascade de deux Bioréactions type “Haldane”
Modele Controlé GAS

— trg ectoire sans controle 5
35| - trgjectoire controlee | 7 AR

40

0 5 10 15 20
population X1

(Projection dans le plan : (z1, x2))
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Cas Particulier :
La Fermentation Anaérobie

Procédé de Traitement Biologique des Eaux Usées

a Tres Efficace
e Permet de récupérer de I'énergie

Mais peu utilisé au niveau industriel :

e Multi-Stabilité (fort risque de lessivage des biomasses)
a Controle difficile (non-linéarités non-monotones)

Modélisé par une Bioréaction en Cascade a deux étapes
— Mesure facile de r,(.) = Flux de CH, produit

— Procédé idéal pour tester la demarche proposée
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Cas Particulier :
La Fermentation Anaérobie

Tests Expérimentaux sur le Fermenteur du LBE-INRA

40 7
A A

A35' 6t
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S 2
330 1 85
(T =
< n

25f
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0 15 0
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25 ; 8
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— Reésultats conformes a ceux attendus

40
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Conclusion
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Q

Conclusion

Mise en évidence d’'une nouvelle classe de systemes

Exploitation de la positivité de ces systemes

Développement de procédures de stabilisation dédiées

e vitesse de convergence non-reglable

@ mais comportement asymptotique garanti

Résultats intéressants pour les Bioreacteurs
@ Robustesse aux incertitudes des modeles
@ Robustesse aux structures des modeles

(cf. bioréactions en cascade)

Application expérimentale convaincante
(cf. fermentation anaérobie)
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Perspectives

e Poursuite de la validation : Fermentation anaérobie
e “Simulatoire” : modele complexe “ADM1” IWA-2002
e Expeéerimentale : cas adaptatif (le plus utile pour WWTP)

— Utilisation plus répandue a I'échelle industrielle ?

e Extension des résultats : Bioréactions Arborescentes
— Exploitation de I'existence d’un “substrat équivalent”

e Application a d’autres procedes biologigues
e.g. Cultures hors sol, écotrons. ..

Proposer d'autres classes de systemes “incertains”

©

& Controleurs exploitant des proprietés qualitatives
— Cas d’incertitudes de dimension supérieure. ..
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	La Mod'elisation en Biologie
	Probl'ematique
	Plan de la Pr'esentation
	Plan de la Pr'esentation
	Les Syst`emes Positifs
	Positivit'e des Vecteurs
	Positivit'e\d'un Syst`eme Dynamique
	Les Syst`emes Lin'eaires Positifs
	Les Syst`emes Lin'eaires Positifs
	Les Syst`emes\ Non-Lin'eaires Positifs
	Les Syst`emes de Kolmogorov
	Les Syst`emes de Kolmogorov\Exemples en 'Ecologie Th'eorique
	Les Syst`emes\Coop'eratifs Positifs
	Les Syst`emes\Coop'eratifs Positifs
	Une Classe Particuli`ere\vspace {.2cm} de Syst`emes\vspace {.35cm} Non-Lin'eaires Positifs
	Les Bior'eacteurs
	Fonctionnement des\Bior'eacteurs Mono - Esp`ece
	Fonctionnement des\Bior'eacteurs Mono - Esp`ece
	Mod`ele des\Bior'eacteurs Mono - Esp`ece
	Mod'elisation de $r(.)$
	Points Clefs\ du Mod`ele de Bior'eacteur
	Classe G'en'erale de Syst`emes
	Exemples de\Dynamiques en Boucle Ouverte
	Stabilisation Statique
	Objectif
	Contr^ole Statique
	Id'ee de Preuve :\ Cas du Mod`ele de Bior'eacteur
	Id'ee de Preuve : Cas G'en'eral
	Efficacit'e du Contr^oleur
	Choix de l''equilibre $x^star $
	Stabilisation Adaptative
	Objectif
	Contr^ole Adaptatif
	Id'ee de Preuve :\ Cas du Mod`ele de Bior'eacteur
	Cas G'en'eral
	Efficacit'e du Contr^oleur
	Extension des R'esultats
	Principe
	Cas des Bior'eactions en Cascade
	Changements de Variables
	Stabilisation\des Bior'eactions en Cascade
	Id'ee de Preuve
	Efficacit'e du Contr^oleur
	Cas Particulier :\La Fermentation Ana'erobie
	Conclusion
	Conclusion
	Perspectives
	Merci...

