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1 Introduction et Motivations

La matière granulaire est omniprésente dans notre environnement naturel ; la surface de la
terre est recouverte de ”grains” que ce soit sous une forme consolidée, comme dans les roches
granulaires, ou non consolidée sous la forme de sable dans les déserts, de sédiments au niveau
des marges océaniques et lacustres ou bien de sols ; on peut aussi les trouver de façon diluée
sous la forme de boues et de suspensions. Ces collections de grains de toutes formes et propriétés
physico-chimiques correspondant à des objets dont les dimensions s’étendent sur plusieurs ordres
de grandeurs (de quelques dizaines de microns à plusieurs kilomètres) montrent néanmoins des
comportements universels.

On comprend alors l’importance de l’étude de la matière granulaire pour les Sciences de
la Terre ; les géologues vont s’intéresser aux propriétés des milieux granulaires en liaison avec
l’étude des sols ou des roches sédimentaires ; ces dernières sont formées par consolidation lente
de grains détritiques et par la modification des contacts intergranulaires ; l’adhésion entre les
grains intervient par diffusion en surface ou par dépôt chimique au contact. Dans sa forme non
consolidée les grains sont susceptibles de se déplacer les uns par rapport aux autres même s’ils
sont maintenus en contact par la pression et par les forces de frottement. On peut également
les rencontrer sous une forme faiblement consolidée, lorsque l’adhésion est assurée par les forces
capillaires dans les milieux granulaires humides.

En géophysique, la problématique de l’activité sismique est très liée à la matière granulaire ;
en effet, les failles qui possèdent une certaine épaisseur sont remplies en surface par des fragments
polydisperses de roche broyée qui constituent la gouge de faille ; la présence de ce matériau au
coeur de la faille contrôle de façon importante les propriétés de frottement, de transport, mais
également la transmission des contraintes. La compréhension mécanique de ce matériau est donc
un enjeu important pour mieux appréhender ces objets géologiques.

Dans le secteur industriel, la matière granulaire concerne des quantités colossales ; le sable et
les graviers sont à la base des matériaux de constructions ordinaires ; après l’eau, c’est la matière
granulaire qui est la plus utilisée industriellement ; elle peut avoir une faible valeur ajoutée (gra-
nulats de construction et agro-alimentaires) ou bien au contraire une forte valeur ajoutée dans
l’industrie pharmaceutique, et la chimie fine. Qu’ils soient naturels ou synthétiques ces granulats
subissent un cycle de production (extraction ou confection, traitement, stockage, transport) et
chaque étape est susceptible d’être perturbée par des phénomènes liés aux comportements mé-
caniques propres des matériaux granulaires. Si l’industrie des matériaux de base s’est satisfaite
jusqu’à présent d’un traitement approximatif de ces problèmes, d’autres industries exigent un
traitement de meilleure performance. Dans d’autres domaines industriels, on va s’intéresser au
milieu granulaire sous la forme de matrice composant un milieu poreux et on va chercher à dé-
crire les écoulements de fluides (comme l’eau, le pétrole et le gaz) dans ces milieux ; les enjeux
économiques dans ces industries sont considérables. On retiendra également le rôle fondamental
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des granulats dans l’amélioration de la résistance des bétons de haute performance en génie civil.
La matière granulaire étant très commune dans la nature comme dans l’industrie, les pro-

blèmes qui y sont liés ont été traités par de nombreux domaines de recherche ; ces efforts ont
abouti à des développements importants aussi bien en recherche théorique qu’en recherche ex-
périmentale et numérique. Dans tous ces domaines, la complexité de la définition des propriétés
de ces matériaux tient à la multiplicité des paramètres présents dans la réalité naturelle et in-
dustrielle ; ceci pose des problèmes importants à la physique et à la mécanique actuelles qui sont
encore loin de pouvoir apporter une réponse satisfaisante à des problèmes aussi complexes.

Si l’interaction mécanique entre deux particules peut être considérée comme relativement
simple (dans la mesure où les constantes du matériau sont généralement bien définies), accéder
au comportement mécanique effectif d’un assemblage granulaire n’est pas un problème aisé.
L’étude du comportement collectif des particules en contact est au coeur des préoccupations
et il existe deux approches distinctes pour déterminer les propriétés mécaniques d’un matériau
granulaire : l’approche phénoménologique (très utilisée dans l’ingénierie et en mécanique des sols)
et l’approche structurale (plutôt développée par les physiciens).

La première approche est basée sur les théories d’élasticité et de plasticité où le matériau
granulaire est considéré comme un milieu continu, sans prendre en considération explicitement
la micro-structure de l’assemblage de particules. On applique alors aux matériaux granulaires les
lois de la mécanique dérivées de celles qui s’appliquent aux solides homogènes. Dans cette analyse
mécanique, la détermination des modèles constitutifs est difficile et fait intervenir beaucoup de
paramètres qui n’ont pas de significations physiques claires ; néanmoins le succès de la description
du comportement mécanique trouve probablement son origine dans l’expression implicite de la
géométrie de l’assemblage.

Dans l’approche structurale ou micro-mécanique en revanche, la mécanique est traitée sur la
base des interactions entre les particules et cette approche discrète modélise de façon explicite
l’arrangement des particules ; ces modèles microscopiques sont basés sur la notion de désordre
et l’approche modélisatrice est souvent réductrice car on considère des empilements de grains
idéalisés par des sphères et dont la population est généralement monodisperse. Si dans la na-
ture ou dans l’industrie, les formes et les propriétés des grains sont très variables, ce qui joue
forcément un rôle important dans les comportements statique et dynamique des assemblages, le
facteur essentiel pourrait néanmoins résider dans l’arrangement géométrique des grains ; en effet,
la réduction du problème granulaire à quelques paramètres micro-mécaniques et à la notion de
désordre suffit à faire émerger les comportements particuliers des matériaux granulaires. Ainsi,
même pour le cas le plus idéalisé de matériau granulaire (sphères monodisperses), on met en
évidence une étonnante complexité ; la dispersion des propriétés locales dans le matériau résulte
de l’hétérogénéité des contacts ; on observe la formation de chaînes de forces de contact formant
des réseaux arborescents mis en évidence dans les expériences de photo-élasticité (biréfringence
induite par contrainte mécanique) ; cette structure particulière donne naissance à des échelles
intermédiaires entre la dimension du grain et celle de l’empilement et par conséquent une homo-
généisation simple des propriétés locales n’est pas adaptée à ce type de matériau.

Ce travail préliminaire sur des systèmes simples cherche à obtenir des lois pour généraliser
les solutions à des assemblages plus complexes et plus proches de la réalité naturelle en terme
de formes, polydispersité et propriétés mécaniques des grains ; car au delà de la diversité des
propriétés physiques des systèmes de grains, il existe des caractéristiques communes qui reposent
sur la géométrie du désordre qu’il faut maîtriser sur des assemblages simplifiés avant d’espérer
obtenir des lois plus générales. Il faut donc pouvoir décrire correctement ce désordre géométrique
et comprendre comment il influe sur les propriétés mécaniques macroscopiques. Une autre source
de complexité vient du fait que cette géométrie des contacts dépend de l’histoire antérieure de
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2. Présentation du mémoire

formation du matériau granulaire.

Dans les études essentiellement numériques que nous avons menées au cours de cette thèse,
nous avons cherché à dégager les principes de base de la physique de matériaux granulaires
simplifiés mais bien caractérisés. Nous nous limitons à l’étude des propriétés physiques et du
comportement des matériaux granulaires constitués de particules sphériques et faiblement poly-
disperses.

Ce n’est qu’en passant par cette approche élémentaire que l’on pourra modéliser de façon
correcte les mécanismes mis en jeu dans l’environnement granulaire géophysique. Il se peut
qu’à terme une solution généralisée du problème vienne d’une formulation phénoménologique
construite sur une base structurale forte.

2 Présentation du mémoire

L’organisation de se mémoire s’articule autour de trois parties :

La première partie est consacrée, premièrement à une introduction à la matière granulaire
pour présenter le contexte et les motivations de ce travail de thèse, et deuxièmement à la présen-
tation de la méthode de modélisation numérique (Méthode des Eléments Discrets) des milieux
granulaires utilisée. Cette modélisation prend en compte l’existence individuelle de chaque grain
composant l’ensemble granulaire macroscopique ; elle nécessite la résolution des équations du
mouvement pour chaque grain et la définition de lois de contact intergranulaire afin de pouvoir
rendre compte du comportement de l’assemblage.

La seconde partie est consacrée à l’étude des propriétés géométriques et mécaniques des as-
semblages granulaires denses sous contrainte. Le premier chapitre est consacré au protocole de
préparation des assemblages granulaires denses ; nous y présentons une caractérisation complète
des effets des paramètres de mélanges (tailles de grains et concentrations) sur les propriétés géo-
métriques et mécaniques des assemblages granulaires sous contraintes. Le deuxième chapitre est
consacré à l’élasticité non-linéaire et aux propriétés acoustiques de ces milieux ; on y compare
les dépendances en pression des modules élastiques effectifs obtenues par les approches expéri-
mentales, numériques et théoriques ; on y met en évidence le comportement viscoélastique de ces
milieux lié à la relaxation collective des grains. Dans le troisième chapitre enfin, nous présen-
tons la modélisation numérique d’une expérience test visant à mesurer la fonction réponse d’un
matériau granulaire pour confirmer ou infirmer la validité des différentes théories granulaires :
une force quasi-ponctuelle est appliquée au coeur du matériau et le champ de contraintes qu’elle
génére dans le matériau est mesuré.

Dans la troisième et dernière partie, ce sont les processus de déformation et d’endommage-
ment qui seront étudiés. Le premier chapitre est consacré à la modélisation numérique de tests
de compression biaxiale utilisant un algorithme de membrane flexible ; nous mettons en évidence
le phénomène de dilatance et la localisation de la déformation selon des bandes de cisaillement ;
nous caractériserons également les processus micro-mécaniques de rotations et de glissements
de contact sollicités dans ces bandes. Le second chapitre propose un modèle statistique d’en-
dommagement des roches granulaires faisant ressortir une dépendance explicite de la taille des
échantillons et de l’hétérogénéité de cimentation ; les modélisations numériques de tests triaxiaux
associées corroborent les hypothèses et les prédictions de ce modèle.
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3 Remarques

Dans ce mémoire, nous avons souhaité présenter les différentes études dans un ordre rationnel
du point de vue des problématiques traitées mais ne correspondant pas toujours à l’ordre chro-
nologique de réalisation. Chaque étude tend à apporter un élément de réponse à la relation entre
les propriétés microscopiques des grains et des contacts et la réponse mécanique macroscopique
des agrégats granulaires. Nous examinons dans un premier temps la préparation d’un assemblage
”polydisperse” de particules à l’équilibre statique, puis nous étudions les propriétés mécaniques
de ces assemblages à l’état quasi-statique suite à des petites déformations ; par la suite nous
nous intéressons aux grandes déformations dans des agrégats non consolidés et pour terminer
nous nous intéressons à la déformation et l’endommagement des agrégats consolidés. Certains
travaux ont fait l’objet de publications, que l’on retrouvera en Annexes. Les chapitres traitant
ces travaux suivent la ligne directrice des articles correspondants et apportent des compléments
d’études.
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1.1 Introduction

Ce chapitre propose une introduction réductrice à la matière granulaire ; on se concentre
exclusivement sur le comportement à l’état solide de ce matériau. De façon plus générale, on
rappelle qu’il est susceptible de reproduire le comportement des trois états de la matière ; il peut
présenter à la fois un comportement solide sous la forme d’un tas, un comportement liquide si il
est déversé sur un plan incliné (ou si le tas se déstabilise par exemple), et enfin si on le soumet à
une agitation intense, il acquiert des caractéristiques propres qui permettent de le décrire comme
un gaz de particules.

En réalité, et c’est là le plus surprenant, c’est à l’état statique qu’on a le plus de difficultés
à appréhender le comportement mécanique d’un matériau granulaire. Celui-ci résulte, d’une
part des interactions entre les grains qui le compose et est donc lié à la mécanique du contact
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solide/solide intergranulaire à l’échelle élémentaire du matériau ; ce problème n’est pas simple en
soit. Le comportement macroscopique est également fonction de l’arrangement géométrique des
grains dans l’assemblage et par suite de la répartition des contacts intergranulaires ; nous verrons
que le désordre des contacts est une caractéristique déterminante de la physique des matériaux
granulaires ; d’autre part la façon dont les efforts sont transmis dans ce milieu présente des
particularités étonnantes faisant intervenir une échelle intermédiaire entre la taille élémentaire
du grain et celle de l’assemblage de grains.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons à des observations expérimentales sur la
déformation des matériaux granulaires, dont nous dégagerons les traits caractéristiques de leur
comportement mécanique. Nous verrons ensuite comment la définition de propriétés moyennes
permet d’approcher le matériau granulaire, de nature discrète par définition, comme un conti-
nuum. Nous discuterons des limites de cette approche de milieu continu qui oblitère l’aspect
granulaire et ne permet pas de saisir les processus mis en jeu dans le comportement macro-
scopique. Nous ferons donc un retour au coeur du matériau, à l’échelle élémentaire du contact
intergranulaire, dont nous décrirons la mécanique ; nous verrons alors comment la non-linéarité
et l’inélasticité de comportement du contact se répercute à l’échelle macroscopique ; enfin pour
terminer nous tenterons d’identifier les autres facteurs qui influencent le passage micro-macro et
détermine le comportement mécanique de l’assemblée de grains.

1.2 Les observations expérimentales

L’approche la plus traditionnelle pour appréhender le comportement mécanique des maté-
riaux granulaires est l’approche expérimentale du Laboratoire ; un échantillon de matériau (dé-
fini comme volume élémentaire) est soumis à un jeu de contraintes (qui peuvent évoluer dans
le temps, on parlera alors de chemin de contraintes), et les déformations qui en résultent sont
mesurées ; les propriétés mécaniques sont alors exprimées comme une relation entre le chemin
suivi dans l’espace des contraintes et des déformations en fonction du temps σ(t) = F(ǫ(t)).
Expérimentalement, des chemins de chargement ”simples” sont généralement suivis comme le
test de compression isotrope, le test de compression uniaxiale ou bien encore le traditionnel test
de compression triaxiale.

Ce sont ces tests expérimentaux et leur résultats (F) qui permettront de déterminer les lois
de comportement mécanique d’un matériau granulaire comme nous le verrons un peu plus tard.
Mais tout d’abord, nous présentons quelques traits caractéristiques que l’on peut dégager de ces
expériences réalisées à l’échelle macroscopique qui vont nous donner un aperçu des propriétés des
matériaux granulaires et nous faire sentir dans une certaine mesure les processus microscopiques
qui en sont à l’origine. Nous nous concentrons sur le test de compression triaxiale qui apporte le
plus d’informations.

1.2.1 L’essai de chargement triaxial

L’essai triaxial axisymétrique (voir figure 1.2) se déroule de la façon suivante [23] [114]
[146] : un échantillon de matériau (à l’échelle du laboratoire) est soumis latéralement à des
contraintes σ22 et σ33 et axialement à une déformation ǫ11 (ou plutôt un taux de déformation ǫ̇11),
respectivement en appliquant une pression de confinement Pc (par un fluide dont l’échantillon
est isolé par une membrane flexible) et à l’aide d’un piston ; les déformations latérales ǫ22 et ǫ33
et la contrainte axiale σ11 sont alors mesurées respectivement par des jauges de déformation et
par un capteur de force.
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Fig. 1.1 – Expériences de compression triaxiale : (a) seuil de rupture (plasticité) vue par la
contrainte déviatorique / déformation axiale (b) compaction et dilatance vue par la déforma-
tion volumique / déformation axiale (c) déformation inélastique pour cycle de chargement-
déchargement, (d) régime pseudo élastique pour un micro-cycle de chargement-déchargement
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Fig. 1.2 – Test de chargement triaxial : (1) au départ l’état de contrainte est isotrope σ11 = σ22 =
σ33, (2) ensuite, la compression axiale débute avec un taux de déformation constant ǫ̇11 = cste
et la pression de confinement (latérale) est maintenue également constante σ22 = σ33 = Pc ;
la contrainte axiale augmente et est mesurée à l’aide d’un capteur de force ; les déformations
latérales ǫ22 et ǫ33 sont mesurées à l’aide de jauges de déformation (ou des LVDT) et on peut
alors calculer la déformation volumique ǫv.
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L’échantillon est au préalable soumis lentement à une compression isotrope, c’est-à-dire
σ11 = σ22 = σ33 et lorsque la pression p est atteinte, la compression est stoppée ; c’est l’état
de référence à partir duquel l’essai triaxial peut débuter. La déformation axiale ǫ11 est appliquée
progressivement en maintenant un taux de déformation constant ; le taux de déformation axiale
imposé ˙ǫ11 est suffisamment petit pour que l’on puisse considérer des conditions quasi-statiques ;
la contrainte axiale σ11 augmente en conséquence. Les contraintes transversales σ22 et σ33 sont
maintenues constantes à la valeur de la pression de confinement pc. Au cours du test, l’échantillon
se déforme et on calcule sa déformation volumique comme ǫv = ǫkk.

La représentation conventionnelle des résultats d’un test triaxial se résume classiquement à
deux courbes : l’une en contrainte, et l’autre en déformation.

– La courbe contrainte-déformation (voir figure 1.1(a)) représente l’évolution du déviateur
des contraintes q = (σ11) − (σ33) en fonction de la déformation axiale ǫ11

– La courbe en déformation (voir figure 1.1(b)) représente la déformation volumique ǫv =
∆V/V en fonction de la déformation axiale ǫ11.

Lorsqu’un matériau granulaire est soumis à un essai triaxial, on peut dresser les caractéris-
tiques générales de ces courbes comme suit :

– Pour la courbe en contrainte (figure 1.1), au cours du chargement, on peut distinguer trois
parties ; la première partie correspond à une réponse linéaire (du moins au début), la se-
conde correspond à un adoucissement vers un maximum où a lieu la rupture macroscopique
de l’échantillon ; cette rupture apparaît sous la forme d’une bande de cisaillement ; la troi-
sième partie correspond au comportement post-rupture, où les mécanismes qui domine le
comportement du matériau ont lieu à l’échelle de la bande de cisaillement (on se reportera
au chapitre 6 consacré à la localisation de la déformation). Le ’pic’ de contrainte et le pa-
lier qui lui succèdent sont directement fonction de la pression de confinement Pc imposée
à l’échantillon. On remarquera également que l’état de compaction du matériau granulaire
(”sa préparation”) influence la réponse mécanique de façon importante ; un agrégat dense
présente un pic avant la rupture alors qu’un agrégat lâche n’en présente pas. On retiendra
donc l’influence fondamentale du mode de préparation sur la réponse mécanique ; il corres-
pond en réalité à des arrangements granulaires très différents ; dans un cas la réponse est
fortement non-linéaire (arrangement lâche) et dans l’autre le départ est linéaire.

– Pour la courbe en déformation, suivant l’état de compacité du matériau, les réponses sont
également différentes ; pour un agrégat lâche, on observe une compaction continue qui tend
vers un palier ; en revanche, un agrégat dense subit dans un premier temps une compression
volumique puis à l’approche de la rupture le matériau se dilate ; ensuite le comportement
post-rupture tend vers un plateau. On retiendra ici l’influence de l’arrangement granulaire
mais surtout le phénomène de dilatance du matériau ; nous étudierons au chapitre 6, les
mécanismes qui en sont à l’origine ; ceux-ci ont lieu notamment à l’échelle de la bande de
cisaillement lors de la localisation de la déformation mais pas seulement, car la dilatance
peut être observée avant le pic de contrainte.

1.2.2 Le test de déchargement

Si on décharge le matériau, c’est-à-dire qu’on revient à un état de contrainte déviatorique nulle
(σ11−σ33) = 0, on constate qu’une partie de la déformation subsiste (ǫ11 6= 0 (voir figure 1.1(c)) ;
la déformation est irréversible et par conséquent le comportement est inélastique. Ce phénomène
d’hystérésis est observé même aux faibles déformations ; aux très faibles déformations, l’hystérésis
devient minimale ; ce régime pseudo-élastique peut être approché en réalisant de petits cycles
de déformations (voir figure 1.1(d)) sur un cycle de chargement plus important [119] [61].

16



1.3. Les modèles élastoplastiques macroscopiques

0.0 0.5 1.0

ε  (%)

0

5

10

15

σ
(M

P
a

)

(a) (b) 50% Cimenté

NumériqueExpériences

Sandstone

Mineur

Majeur

Fig. 1.3 – Cycles de chargement-déchargement (majeur et mineurs) et comportement hysté-
rétique associé : (a) expérience de compression uniaxiale sur des agrégats faiblement consolidés
[119] ; (b) simulations d’agrégats partiellement consolidés ; on montre dans [61] que plus la cimen-
tation intergranulaire est importante, moins l’hystérésis est marquée : la cimentation empêche le
glissement au contact des grains.

On peut alors différentier des constantes élastiques statiques (cycles majeurs) et dynamiques
(cycles mineurs) ; ces derniers sont à mettre en relation avec les modules calculés à partir des
mesures de vitesses (voir chapitre 4). Ces différences de comportement en fonction de l’intensité
de la déformation appliquée trouve son origine au niveau des contacts intergranulaires ; aux
faibles déformations, la déformation serait élastique au niveau du contact et donc complètement
réversible ; aux déformations plus importantes, le contact intergranulaire passe d’un régime de
déformation élastique à un régime inélastique caractérisé par le glissement irréversible des grains
(la force d’interaction transverse sature) ; Dans un travail numérique [61], nous avions corrélé le
comportement hystérétique observé à la mobilisation du frottement intergranulaire dans les cycles
mineurs pseudo-élastiques et dans les cycles majeurs inélastiques. La déformation irréversible
trouve son origine à l’échelle microscopique des grains (voir figure 1.3) ; en effet en cimentant
les contacts intergranulaires [61], le comportement hystérétique diminue en proportion avec la
cimentation.

Nous nous intéresserons un peu plus loin au cours de ce chapitre à la mécanique du contact
intergranulaire non cimenté et au chapitre 7, nous nous intéresserons aux effets de la cimentation
intergranulaire sur les propriétés mécaniques d’assemblages granulaires consolidés.

1.3 Les modèles élastoplastiques macroscopiques

1.3.1 L’approche de milieu continu

Dans l’approche physique des milieux continus équivalents, on considère les moyennes de cer-
taines quantités sur des petits volumes δV ; la masse devient la masse volumique ρ et les forces
deviennent des contraintes σ̄ ; l’approche continue se justifie en général par l’écart important
de taille entre la particule microscopique élémentaire et le volume macroscopique du matériau
considéré ; le volume élémentaire δV doit être suffisamment grand pour que la moyenne sur un en-
semble de particules élémentaires soit représentative des propriétés du matériau, et suffisamment
petit pour justement être considéré comme l’objet élémentaire.
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Les objets manipulés en mécanique des milieux continus sont principalement le tenseur des
contraintes σ̄ et le tenseur des déformations ǭ.

– Le tenseur des contraintes σ̄ est relié à la force ~dF appliquée sur une petite surface ~dS
comme ~dF = σ̄ ~dS ; des considérations sur l’équilibre des moments imposent que σ̄ soit un
tenseur symétrique, c’est-à-dire (σij=σji).

– Si on applique des efforts sur un milieu, celui-ci se déforme, ce qui revient à dire qu’un
point ~x se déplace de ~u(x) ; c’est le champ de déplacement qui caractérise la déformation

et donc on lui associe un tenseur de déformation défini comme ǫij = 1
2

(

δui
δxj

+
δuj

δxi

)

; on

constate que selon la définition donnée, ǭ est également un tenseur symétrique (ǫij=ǫji).

Si l’approche de milieu continu est parfaitement adaptée à la description de la matière conden-
sée, qu’en est-il pour les milieux granulaires ? Dans un milieu granulaire, l’objet élémentaire est
le grain et sa différence de taille avec l’assemblage macroscopique n’est généralement pas aussi
importante que cela, et ceci pose le problème de la définition du volume élémentaire représentatif.
Néanmoins on peut tenter d’utiliser des modèles macroscopiques basés sur l’approche de milieu
continu pour décrire le comportement des matériaux granulaires ; c’est l’approche traditionnelle
de la mécanique des sols qui considère le matériau granulaire comme un matériau élasto-plastique
et tente d’élaborer des lois de comportement décrivant le plus fidèlement possible son comporte-
ment mécanique.

1.3.2 Les lois de comportement

Le principe fondamental de la dynamique stipule qu’à l’équilibre, la résultante des forces
s’exerçant sur un petit volume est nulle ; en terme des contraintes, cela équivaut à écrire :

~divσ̄ = ρ~g (1.1)

Cette équation nous fournit trois équations alors que le tenseur des contraintes (symétrique)
a six composantes indépendantes. Il manque une relation caractérisant le comportement du
matériau considéré. Dans le cas des matériaux granulaires, il n’y a pas aujourd’hui de consensus
sur la forme de la loi de comportement ; on peut utiliser une loi élastoplastique comme on va le voir
mais d’autres relations de clôture ont été proposées récemment pour les matériaux granulaires.

Une loi de comportement complète nécessitera en réalité plusieurs lois de comportement inter-
médiaires pour obtenir une description satisfaisante ; dans la formulation présentée, la plasticité
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Fig. 1.5 – Critère de rupture de Mohr-Coulomb et Cercle de Mohr : le cercle représente l’ensemble
des états de contraintes (σ11, σ33) ou (σn, τ) stables, et la droite représente la limite de plasticité ;
l’angle ϕ est l’angle de frottement interne du matériau.

succède à l’élasticité :
– La première loi va caractériser le comportement réversible du matériau ; on se situe dans

le domaine des déformations élastiques et la loi est par définition de type élastique éven-
tuellement non-linéaire et anisotrope. Dans le cas d’un solide élastique isotrope linéaire,
la relation entre contraintes et déformations fait intervenir deux constantes, par exemple
les paramètres de Lamé λ et µ ou bien le module d’Young E et le coefficient de Poisson ν
dans la loi de Hooke présentée sous deux formes :

{

σij = λδijǫkk + 2µǫij , ;
ǫij = 1

E ((1 + ν)σij − νδijσkk), .
(1.2)

– Une seconde loi va spécifier les conditions de contraintes pour lesquelles le régime de défor-
mation plastique succède au régime de déformation élastique ; c’est le critère de rupture,
ou la limite de plasticité.

– Une fois passé dans le régime des déformations irréversibles, une troisième loi visera enfin
à décrire l’écoulement plastique

Il est possible d’inclure dans ces lois de comportement la notion d’écrouissage qui traduit
l’évolution de ces lois au cours des déformations plastiques, traduisant les modifications irréver-
sibles au sein du matériau. Ici, on présente le modèle élasto-plastique de Mohr-Coulomb qui ne
fait pas intervenir d’écrouissage mais rend compte d’un certain nombre d’observations expéri-
mentales.

1.3.3 Le critère de rupture de Mohr-Coulomb

Le comportement mécanique des matériaux granulaires vis-à-vis de la rupture peut être
abordé par la théorie de Coulomb dans la mesure où l’on considère ces matériaux comme étant
élastiques parfaitement plastiques. Pour ces matériaux idéaux de Coulomb, aux faibles déforma-
tions (c’est-à-dire pour de faibles cisaillements), on peut décrire le comportement élastique par
la loi de Hooke ; au-delà d’une certaine déformation critique (cisaillement critique), le matériau
qui présente une rhéologie de type plastique subit la rupture.

Le critère de rupture lie les composantes du tenseur des contraintes entre elles et se présente
sous la forme F(σii) = 0 qui représente une surface dans l’espace des contraintes principales.
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Pour déterminer l’espace des contraintes correspondant à un état stable, le critère de Mohr-
Coulomb caractérise l’état de plastification du matériau ; le critère s’écrit alors avec un seul
paramètre ϕ qui est l’angle de frottement interne de ce matériau.

Dans le repère des contraintes principales, le critère de Mohr-Coulomb s’exprime selon :

(σ11 − σ33) = sin(ϕ)(σ11 + σ33) + C , (1.3)

où σ11 est la contrainte axiale dans la direction de compression et σ33 est la contrainte latérale
de confinement (voir figure 1.5(b)).

Le critère peut également s’écrire dans le repère du plan de rupture, c’est-à-dire par rapport
à la direction du glissement :

τ = tan(ϕ)σn = µfσn + C , (1.4)

où σn et τ sont respectivement les contraintes normale et tangentielle le long du plan de rup-
ture (voir figure 1.5(b)), µf est le coefficient de frottement interne et C la cohésion du matériau.
Dans la plupart des études présentées dans ce mémoire, nous nous intéresserons à des matériaux
granulaires non-cohésifs, ce qui revient à poser C = 0.

Cette formulation du critère de rupture offre une analogie avec le frottement solide/solide
de Coulomb ; Considérons un plan Π séparant deux blocs solides distincts A et B (voir fi-
gure 1.5(b)) formant un angle θ avec l’horizontale. Tant que la limite plastique n’est pas atteinte,
les contraintes σn et τ agissent au niveau du plan Π sur le bloc supérieur et contrebalancent la
contrainte exercée par ce bloc dû à son poids. Tant que l’équilibre est assuré, τ = tan(θ)σn,
mais lorsque la limite de plasticité est atteinte τ = µfσn, l’équilibre est rompu et les deux blocs
glissent l’un par rapport à l’autre le long du plan Π.

Par conséquent, tout plan Π d’inclinaison θ tel que tan(θ) = µf est un plan de rupture
possible ; cet angle que nous notons ϕ correspond à l’angle de frottement interne du matériau.
Cet angle de frottement interne ϕ caractérise les propriétés de frottement du matériau ; sa valeur
va être en partie déterminée par le frottement microscopique aux contacts inter-granulaires,
mais également par l’organisation de la structure granulaire ; ceci englobe de nombreux facteurs
comme l’encombrement géométrique local dû à la forme des grains, le mode de préparation de
l’assemblage qui va influer sur sa densité, et naturellement les conditions aux limites vont jouer
un rôle important. On comprend alors que la contrainte latérale de confinement dans un test de
compression triaxiale va influer sur l’angle de friction interne du matériau et donc sur l’angle du
plan de rupture. Pour un matériau donné, cet angle fluctue autour de sa valeur moyenne.

Finalement, on retiendra que ce critère de rupture rend compte de l’existence d’un seuil
et d’un palier pour les tests triaxiaux et qu’ils vont dépendre de l’angle de frottement interne
du matériau lui-même influencé par de nombreux paramètres. La compréhension des conditions
d’apparition des bandes de cisaillement en réponse aux contraintes déviatoriques appliquées peut
être approchée par ce type de critère. Il a été montré que la forme des grains (tailles, angularité)
influence la localisation de la déformation. Un des enjeux importants est de caractériser l’en-
semble des variables microscopiques (et mésoscopiques) qui vont déterminer la localisation des
déformations à plus grande échelle.

1.3.4 La déformation plastique

Lorsque le matériau a atteint son seuil de rupture, il va alors se déformer plastiquement et
se mettre à ”s’écouler” à la manière d’un fluide visqueux. Afin de décrire cette nouvelle phase de
déformation, il faut se doter d’une règle qui lie le taux de déformation ǫ̇ij à l’état de contrainte.
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Dans le cas où le critère de plasticité n’est pas indépendant de la contrainte moyenne (et
donc de la contrainte de confinement), la fonction F sur laquelle repose le critère de Mohr
Coulomb ne peut pas être utilisée et il faut définir une nouvelle fonction G, le potentiel plastique
qui définit comme F une surface dans l’espace des contraintes principales. L’introduction de ce
potentiel plastique et d’un nouvel angle Φ permet de rendre compte du phénomène de dilatance
(augmentation de volume de l’échantillon) que l’on peut observer expérimentalement dans les
matériaux granulaires. L’angle Φ est alors appelé angle de dilatance.

1.3.5 Un modèle élasto-plastique trop simple

Le modèle élasto-plastique décrit contient 4 paramètres : (1) et (2) les modules élastiques
effectifs du matériau E et ν qui vont caractériser la phase de déformation réversible élastique,
(3) l’angle de frottement interne du matériau ϕ qui définit le seuil de rupture du matériau et le
passage à un régime de déformation plastique, enfin (4) l’angle de dilatance Φ qui entre dans la
loi d’écoulement et permet de décrire le phénomène d’augmentation de volume (la dilatance) au
cours de la déformation plastique.

Néanmoins, ce modèle ne permet pas se de rendre compte parfaitement du comportement
des matériaux granulaires ; l’expression du critère de rupture serait plus complexe que le critère
de Mohr-Coulomb ; en effet, si l’angle de friction interne ϕ permet de prédire l’angle préférentiel
d’apparition du plan de rupture (en l’occurrence ϕ/2 avec la contrainte principale maximale),
ce critère ne permet pas de prédire les déviations d’angle de ce plan de rupture en fonction des
conditions de chargement et des paramètres constitutifs de la roche.

D’autre, part au cours d’essais où l’on soumet l’échantillon à des cycles de chargement-
déchargement, le seuil de plasticité évolue, c’est le phénomène d’écrouissage ; le critère de rupture
ne dépend donc pas uniquement de l’état de contrainte du matériau F(σij) = 0, mais également
de l’histoire du chargement qui doit donc être prise en compte par une nouvelle variable. Ainsi,
si le matériau atteint son seuil de rupture, à la suite d’une déformation plastique, celui-ci sera
repoussé plus loin au cours du prochain cycle ; l’écrouissage est positif car le matériau s’est
consolidé au cours de la déformation plastique.

Nous venons de voir le cas d’une loi de comportement élasto-plastique pour un matériau
isotrope ; cependant nombreux sont les matériaux qui présentent une anisotropie ; dans ce cas,
leur comportement mécanique présente une ou plusieurs directions privilégiées, et la réponse de
ces matériaux va différer dans ces directions. La loi élastique isotrope de Hooke ne peut plus être
utilisée et il faut la généraliser au cas anisotrope :

σij = Cijklǫkl , (1.5)

où Cijkl est le tenseur des constantes élastiques de quatrième ordre ; des considérations de
symétries sur les tenseurs des contraintes et des déformations et sur le potentiel d’énergie de
déformation permet de réduire le nombre des constantes indépendantes à 21 ; ensuite plus la
symétrie du matériau considéré augmente, plus le nombre de constantes indépendantes diminue.
Par exemple pour un cas d’intérêt souvent pratique, l’anisotropie transverse, 5 constantes élas-
tique seront nécessaires pour décrire totalement le matériau. On imagine alors que les lois de
comportement deviennent très complexes.

Enfin, nous avons vu que l’état de contraintes dans le matériau ne dépend pas seulement de
l’état de déformation du matériau mais qu’il va également dépendre de l’histoire des déformations
inélastiques antérieures, ce qui oblige à introduire un paramètre supplémentaire dans le potentiel
plastique.
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Fig. 1.6 – Contact entre deux sphères élastiques en tout point identiques (p1) et (p2) et dépla-
cements normaux ~un et tangentiels ~ut.

La prise en compte de toutes ces caractéristiques et processus dans les lois élastoplastiques,
pour se rapprocher au plus près de la description des matériaux réels, peut rendre très complexe
la résolution analytique du problème.

Lorsque l’on est en présence d’un comportement irréversible, la déformation n’est pas une
fonction univoque de la contrainte. L’évolution est dépendante des déformations antérieures
c’est-à-dire du chemin de contrainte suivi.

Les lois de comportement doivent alors être décrites de façon incrémentale et le comportement
est intégré sur le chemin de contrainte. L’histoire du chargement subi par un volume élémentaire,
détermine son état de contrainte final.

1.4 Le milieu granulaire à l’échelle microscopique

Une fois qu’un échantillon a été testé en laboratoire et soumis à différents chemins de
contraintes, il est possible de réunir le jeu de paramètres qui va entrer dans les lois de com-
portement élasto-plastiques ; ces paramètres sont ajustés de façon à décrire le plus fidèlement les
résultats expérimentaux. Nous sommes donc en mesure de décrire et prédire le comportement
macroscopique du matériau ; ce n’est pourtant pas suffisant car avec cette approche ”empirique”,
si le comportement du matériau est bien prédit, la compréhension qu’on en a reste faible.

En effet, le comportement mécanique d’un agrégat granulaire doit nécessairement trouver son
origine à l’échelle microscopique des grains ; on doit donc comprendre comment les propriétés des
grains (constantes élastiques, formes) et des contacts intergranulaires (propriétés de frottement)
influencent le comportement macroscopique de l’assemblage. Les lois élastoplastiques ne font que
refléter en un sens ce passage ”micro-macro”, et il faut donc chercher l’information au niveau de
l’objet le plus élémentaire de l’assemblage granulaire, le contact inter-granulaire.
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1.4.1 Mécanique du contact inter-granulaire

Considérons deux sphères (p1) et (p2) identiques en contact ; chacune est de rayon R et est
composée d’un matériau élastique de module de cisaillement µ et de coefficient de Poisson ν. Les
centres de ces sphères ~O1 et ~O2 sont déplacés axialement de ~un et tangentiellement de ~ut comme
illustré sur la figure 1.6, de telle façon qu’aucun mouvement relatif de rotation (~ω1 = ~ω3 = 0)
ou de torsion ne soit permis (~ω2). De part la symétrie du problème, les déplacements normaux
et tangentiels du centre de la région de contact O(C) par rapport aux centres des sphères seront
respectivement ~un et ~ut. Par la suite ~un et ~ut feront référence aux déplacements normaux et
tangentiels du contact.

Le contact de Hertz-Mindlin

Hertz (1882) a résolu le problème du contact entre deux sphères élastiques identiques (p1)
et (p2) pressées axialement l’une contre l’autre par un déplacement ~un [79] ; il montra que la
distribution des tractions normales dans la zone de contact circulaire (C) est donnée par :

qHM
n =

4µ

πR(1 − ν)
(Run − r2)1/2 , (1.6)

où r est la distance radiale par rapport au centre de l’aire de contact O(C). Comme le rayon
de la surface de contact circulaire a =

√
Run, on a 0 < r <

√
Run.

Mindlin (1949) montra plus tard [105], que lorsque deux sphères pressées axialement l’une
contre l’autre par un déplacement ~un dans un premier temps sont par la suite déplacées tan-
gentiellement de ~ut, la surface de contact et la distribution des tractions normales, ne sont pas
affectées et la distribution des tractions tangentielles (asymétrique de part et d’autre de la zone
de contact) est donnée par :

qHM
t =

4µut

π(2 − ν)
(Run − r2)−1/2. (1.7)

Comme nous l’avons signalé auparavant, cette solution suppose qu’il n’existe ni mouvement
de rotation, ni mouvement de torsion relatif entre les deux sphères (p1) et (p2). On constate que
la traction tangentielle qt est singulière à la circonférence de la surface de contact, à l’endroit
justement où la traction normale qn devient nulle. Par conséquent, il est nécessaire de prendre
en compte la possibilité de glissement au niveau de la zone de contact [105] [106] [107]. Dans
cette solution le glissement au niveau de la surface de contact peut être partiel ; s’il a lieu, il
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Fig. 1.8 – Différents chemins de chargement (a), (b), (c), f(dun, dut) d’un matériau depuis un
état initial A identique (un = 0, ut = 0) et aboutissant à un état final B identique, (un, ut).

apparaît dans un anneau circulaire périphérique (rs ≤ r ≤ a) ; pour un déplacement normal ~un

donné créant une surface de contact S(C) de rayon a, appliquer un petit déplacement tangentiel
~ut entraîne un petit mouvement relatif tangentiel sur une partie de la zone de contact qui glisse
(”slip”), alors qu’aucun mouvement relatif n’a lieu sur le reste de la surface de contact qui adhère
(”stick”).

Le contact de Walton

Une solution intéressante proposée par Walton [158], montre qu’un déplacement tangentiel
~ut ne cause pas nécessairement de glissement ; Walton considéra le cas particulier où les déplace-
ments normaux et tangentiels sont appliqués simultanément‘ et proportionnellement, c’est-à-dire,
ut = cun, où c est une constante.

Dans ce cas particulier, les distributions de tractions normales et tangentielles sont données
par :

{

qW
n = 4µ

πR(1−ν)(Run − r2)1/2, ;

qW
t = 8µc

πR(2−ν)(Run − r2)1/2, .
(1.8)

A la différence de la solution de Hertz-Mindlin, ici les tractions normales et tangentielles sont
proportionnelles (qW

t ∝ qW
n ) pour tout r et par conséquent le glissement, s’il a lieu, se produira

cette fois sur la totalité de la zone de contact.

La forme différentielle

Les différentes solutions obtenues pour les distributions de tractions tangentielles (cas de
Hertz-Mindlin et cas de Walton) résultent on l’a vu, de la différence des chemins de charge-
ment supposés : (τHM ) déplacements normal puis tangentiel dans le cas de Hertz-Mindlin, (τW )
déplacements normal et tangentiel simultanés et proportionnels dans le cas de Walton.

Pour pouvoir considérer un chemin de chargement quelconque (τ), il est possible d’écrire la
solution de Hertz-Mindlin reliant les tractions aux déplacements sous une forme différentielle :

{

dqn = 2µ
π(1−ν)(Run − r2)−1/2dun, ;

dqt = 8µ
π(2−ν)(Run − r2)−1/2dut, .

(1.9)

où dqn et dqt sont les incréments de tractions normales et tangentielles de la zone de contact
et dun et dut sont les incréments de déplacements normaux et tangentiels du contact.
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Fig. 1.9 – Champs de tractions (a) normales et (b) tangentielles résultant de trois chemins
de chargement différents (a), (b) et (c) (voir figure 1.8) ; le champ des tractions normales est
identique pour les trois chemins (”path-independant”) ; le champ des tractions tangentielles est
fonction du chemin de chargement suivi (”path-dependant”).

Etant donné que cette solution différentielle est dérivée de la solution de Hertz-Mindlin,
dqt résulte d’un déplacement tangentiel dut en conservant le déplacement normal ~un fixé ; le
déplacement tangentiel dut est lié au déplacement normal dun par dut = c(τ)dun, où τ est le
paramètre caractérisant l’histoire du chargement.

Dans ces conditions, on peut réécrire l’équation 1.9 comme :

dqt =
8µc(τ)

π(2 − ν)
(Run − r2)−1/2dun , (1.10)

Lois de contact

En intégrant ces équations sur le chemin de chargement approprié τHM ou τW , on retrouve
bien sûr à la fois les solutions de distributions de tractions de Hertz-Mindlin et celles de Walton.

Finalement, pour n’importe quel état du contact entre les particules (p1) et (p2) résultant
des déplacements un(τ) et ut(τ) le long du chemin de chargement τ , les tractions dqn et dqt

peuvent être intégrées sur la surface de contact S(C)(τ) afin d’obtenir les forces d’interactions

normales f
(C)
n (t) et tangentielles f

(C)
t (t) au contact ; on obtient alors les lois de contacts de type

force-déplacement :

f (C)
n =

∫

S(C)
q(C)
n (un)dS =

8

3

µ

1 − ν
R1/2u3/2

n , (1.11)

et

f
(C)
t =

∫

S(C)

∫

τ
dq

(C)
t (un(τ), c(τ))dS =

∫

S(C)
q
(C)
t dS . (1.12)

Si on peut intégrer f
(C)
n qui est fonction exclusivement de l’état final un, pour intégrer f

(C)
t

il faut connaître explicitement la forme du chemin de chargement τ . Néanmoins, sans connaître

τ , on peut tout de même calculer les rigidités de contacts normales k
(C)
n et tangentielles k

(C)
t ;

elles sont obtenues en calculant kn = dfn

dun
et kt = dft

dut
|un , soit :
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{

k
(C)
n = 4µ

1−ν R1/2u
1/2
n , ;

k
(C)
t = 8µ

2−ν R1/2u
1/2
n , .

(1.13)

On voit donc que ces rigidités normales et tangentielles ne sont fonction que de la valeur de
un et sont, par conséquent, indépendantes de l’histoire du chargement du contact τ . Ce sont ces
rigidités que nous utiliserons dans les lois de contact utilisées dans les simulations numériques

pour nos différentes études. Néanmoins, nous gardons à l’esprit que la force tangentielle f
(C)
t

reste elle dépendante du chemin de chargement suivi.

Dépendance au chemin de chargement

Pour illustrer ce propos, nous considérons en figure 1.8 trois chemins de chargement différents
(τa), (τb)et(τc) à partir du point A avec au final au point B les mêmes déplacements normaux
~un et tangentiels ~ut ; numériquement nous pouvons facilement calculer les distributions de trac-

tions normales q
(C)
n et tangentielles q

(C)
t au point B en intégrant dq

(C)
n et dq

(C)
t données par les

équations 1.9. On pourrait ensuite calculer les forces de contact résultantes f
(C)
n et f

(C)
t qui

sont les quantités qui vont réellement nous intéresser numériquement ; cependant, pour illustrer
notre propos sur la dépendance au chemin de chargement, nous présentons donc en figure 1.9
les résultats des calculs pour les distributions de tractions normales et tangentielles pour chacun
des chemins (a), (b) et (c).

Nous constatons que la distribution des tractions normales résultante q
(C)
n (r) est identique

pour les trois chemins considérés (et par suite, le résultat est le même pour la force de contact

f
(C)
n ; par contre, les distributions des tractions tangentielles résultantes q

(C)
t (r) sont différentes

pour les trois chemins considérés (et en conséquence, les forces de contact tangentielles f
(C)
t sont

également différentes).

On remarquera qu’aucune des formes de ces distributions tangentielles de tractions ne laissent
penser qu’il y ait eu à priori un glissement au cours du chargement [79]

Contact de deux sphères - Déchargement

Nous illustrons brièvement la réponse mécanique d’un contact inter-granulaire lors d’un dé-
chargement ; nous supposons que deux grains ont été dans un premier temps pressés en contact
de telle façon que des tractions normales et tangentielles se soient développées au niveau de
la zone de contact et nous postulons que la friction au contact a été suffisamment importante
(rugosité de la surface des grains) pour qu’il n’y ait pas eu de glissement lors du chargement ;
dans un deuxième temps, le contact est déchargé, c’est-à-dire que le déplacement ~un est réduit
tout en appliquant un déplacement tangentiel ~ut ; dans ces conditions, le glissement au contact
va pouvoir être favorisé.

Implications pour un assemblage granulaire

Nous comprenons maintenant un peu mieux comment le comportement mécanique d’un as-
semblage de grains est nécessairement lié à la mécanique du contact inter-granulaire ; nous consta-
tons également qu’appréhender la réponse mécanique de l’objet élémentaire qu’est le contact
inter-granulaire n’est pas aussi simple ; en effet même pour un problème de contact simplifié
(pas de rotation, ni de torsion relative des grains), pour des conditions de chargement local dif-
férentes, nous venons de voir que la distribution des tractions tangentielles et donc les forces
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d’interaction tangentielles entre les grains vont être modifiées ; tous ces effets microscopiques de
dépendance au chemin de chargement mais aussi de déformations irréversibles (tel qu’on peut
considérer le glissement au contact) vont jouer un rôle fondamental dans la réponse macrosco-
pique de l’assemblage ; cependant, on entrevoit déjà la difficulté pour remonter à l’échelle du
matériau : car comprendre la mécanique d’un contact inter-granulaire isolé ne résout pas tout, il
faut comprendre la mécanique d’une assemblée de grains en interactions, ce qui est un problème
encore plus délicat comme nous le verrons.

1.5 De l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique

Nous venons de voir quelques caractéristiques des contacts intergranulaires ; si ces propriétés
microscopiques importantes déterminent en partie le comportement macroscopique d’un matériau
granulaire, les propriétés de l’assemblage des grains sont elles aussi fondamentales car ce sont elles
qui déterminent le passage du comportement de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique.

Dans un premier temps, nous allons voir comment la non-linéarité du contact intergranulaire
se transmet à l’échelle de l’agrégat granulaire ; on pourra se rapporter au chapitre 4 pour une
discussion plus détaillée. Ensuite, nous ferons état de l’existence d’une échelle intermédiaire dans
l’arrangement granulaire tout aussi importante que l’échelle microscopique du contact pour le
comportement macroscopique ; elle fait intervenir la structure du réseau de contacts et surtout
l’hétérogénéité des forces qui s’y développe ; elle correspond à l’échelle de transmission des efforts
dans le milieu granulaire ; le chapitre 3 présente une illustration de ces effets.

1.5.1 Elasticité Non-Linéaire

Comme nous l’avons déjà évoqué, remonter aux lois de comportement à partir des méca-
nismes mis en jeu à l’échelle des grains est très important ; c’est pourquoi, nous avons introduit
précédemment la théorie du contact de Hertz-Mindlin entre deux solides élastiques de constantes
élastiques µ et ν (par exemple), sans détailler le calcul élastique. A l’échelle microscopique,
lorsque deux grains sphériques en contact ponctuel sont soumis à une force de compression F ,
leurs centres se rapprochent d’une distance 2~un (voir figure 1.6) , les grains se déforment et une
surface de contact S(C) de rayon a se développe. L’évolution de la surface de contact entraîne
une relation non-linéaire entre la force appliquée F et la distance d’interpénétration w = 2un :

– Le concept géométrique d’interpénétration fait croître la surface de contact comme S(C) ∝
a2 = 2unR.

– Nous avons calculé les raideurs normales k
(C)
n et tangentielles k

(C)
t du contact de Hertz-

Mindlin (voir les équations 1.13), et nous avons vu qu’elles évoluaient comme le déplace-

ment normal u
1/2
n ; plus la surface de contact augmente entre les grains, plus les raideurs

deviennent importantes ; le contact durcit de façon non-linéaire avec l’interpénétration et

en conséquence les lois d’interactions normales f
(C)
n et tangentielles f

(C)
t vont être non-

linéaires :

{

f
(C)
n ∝

√
R̄u

3/2
n , ;

δf
(C)
t ∝

√
R̄u

1/2
n δut, .

(1.14)

En remontant à l’échelle des milieux continus [36] [160] [159] en postulant une homogénéisa-
tion statistique, le comportement de l’agrégat macroscopique reflète le comportement à l’échelle
microscopique ; il se comporte comme un matériau élastique non-linéaire dont les modules élas-
tiques (K et µ par exemple) seront d’autant plus important que la pression de confinement p
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est élevée. La Théorie de Milieu Effectif prédit une évolution des modules élastiques comme
(K, µ) ∝ p1/3. Cette prédiction peut être testée par des mesures acoustiques en mesurant la
vitesse de propagation des ondes ultrasonores dans le milieu granulaire. Comme la vitesse c varie
comme

√
K, µ, pour vérifier la validité du contact de Hertz-Mindlin à la base de la Théorie de Mi-

lieu Effectif, les vitesses devraient dépendre de façon non-linéaire avec la pression de confinement
p selon c ∝ p1/6.

En fait, si les mesures acoustiques présentent en effet une dépendance non-linéaire, la loi
puissance sur les vitesses serait plus proche de p1/4 (d’où une dépendance en p1/2 pour les modules
élastiques). Certains modèles ont donc remis en cause la validité de la loi de contact de Hertz pour
expliquer ces divergences ; en effet la théorie de Hertz traite le contact entre des grains idéalisés
(sphériques, homogénéité des propriétés) ; pour traiter l’angularité, les aspérités, l’hétérogénéité
des grains, d’autres modèles de contact ont été élaborés aboutissant à des comportements non-
linéaires microscopiques et macroscopiques différents.

Le chapitre 4 est justement consacré à l’étude de ce problème et les résultats qui y sont
présentés, montrent que l’origine du désaccord viendrait plutôt de la modification progressive
du réseau de contacts lorsque la pression augmente. La compression a pour effet de rapprocher
les grains ce qui tend à créer de nouveaux contacts. En faisant une analogie avec les micro-
fissures (”cracks”) de certains matériaux, on peut dire que lors des déformations, des contacts
s’ouvrent (disparaissent) et d’autres se ferment (apparaissent) ; cette seconde source de non-
linéarité modifie donc les propriétés macroscopiques de l’assemblage et souligne l’importance de
l’arrangement dans l’édifice granulaire. La ”texture” granulaire devient aussi importante que la
mécanique du contact élémentaire pour comprendre le comportement de l’agrégat.

1.5.2 Notion de texture granulaire

Le comportement moyen d’un assemblage de grains est le résultat de l’interaction des par-
ticules entre elles par l’intermédiaire des contacts comme on vient de le voir. Quelle que soit
la nature mécanique de ces contacts, le réseau géométrique qu’ils déterminent implique une
structure particulière qui constitue une composante fondamentale de la description des milieux
granulaires. Cette structure correspond à ce que l’on appelle la texture du milieu granulaire et
elle va être influencée par différents facteurs.

– La forme des grains : si les grains ne sont pas sphériques mais de forme allongée, on
peut avoir une orientation préférentielle des grains dans l’assemblage qui va engendrer des
directions de contact privilégiées.

– Le mode de préparation de l’assemblage : selon le mode de dépôt des grains (par exemple
”point source”, pluviation, ...) on obtiendra ou non des directions de contacts privilégiées.

– L’histoire des déformations : selon les sollicitations en déformation : pour un cisaillement
simple par exemple, on obtiendra une direction de contacts privilégiée (selon la diagonale
”compactante”).

Si des directions de contact sont privilégiées (P(θ)), l’assemblage est anisotrope du point
de vue de la texture de son réseau de contact. Il est alors tentant de chercher à relier la tex-
ture et l’anisotropie des propriétés mécaniques macroscopiques. Ainsi, l’introduction de variables
géométriques dans le formalisme élasto-plastique pourrait permettre ”d’expliciter” les propriétés
texturales de l’assemblage et donc de décrire de façon plus réaliste le comportement du matériau.

Dans les observations expérimentales, nous avons vu que des assemblages lâches et denses
de grains (les préparations sont différentes) avaient des propriétés mécaniques très différentes
que ce soit en dessous du seuil de rupture ou au niveau du seuil de rupture ; on a également
vu que les déformations engendraient l’évolution des propriétés mécaniques (l’écrouissage) ; la
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texture rend donc compte à la fois de l’histoire de la préparation mais également de l’histoire
des déformations ; elle est donc fondamentale pour comprendre le comportement mécanique car
elle est au coeur du passage ”micro-macro”.

1.5.3 Désordre de contacts et hétérogénéité du réseau de forces

Les assemblages granulaires présentent un désordre de contacts et le réseau de forces qui se
développe sur ce réseau est très hétérogène, que l’on considère des grains frottants ou non.

Les forces de contacts entre grains s’exercent sur des distances très faibles et les grains même
idéalisés comme des sphères pourront être légèrement polydisperses ; la polydispersité ainsi que
le frottement solide sont à l’origine de la répartition hétérogène des forces.

Les expériences de photoélasticimétrie (biréfringence induite par les efforts) (et les simulations
numériques plus récemment) sur des assemblages de grains photoélastiques et confinés montrent
qu’une contrainte extérieure appliquée sur ce milieu tend à se propager selon des chemins im-
pliquant préférentiellement certains grains en contact ; ainsi l’essentiel de la charge appliquée
semble soutenue par un faible nombre de grains. Ces grains forment donc entre eux un réseau de
contacts sur lequel les forces se concentrent ; c’est ce que l’on appelle communément les chaînes
de forces.

Cette hétérogénéité de la transmission des forces semble être une propriété fondamentale des
milieux granulaires si on se réfère à un matériau élastique où les contraintes sont distribuées de
façon homogène. D’autre part il existe une échelle associée à ce réseau de forces qui caractérise la
longueur de la transmission des forces dans le milieu (obtenues par des fonctions de corrélations) ;
cette échelle intermédiaire, entre l’échelle élémentaire donnée par la taille des grains et l’échelle
macroscopique de l’assemblage, pose le problème de la définition du volume représentatif dans
les milieux granulaires dont on a parlé au tout début de ce chapitre.

Au fond, on ne sait pas encore très bien répondre à la question de savoir si ces chaînes de
forces sont si importantes pour la réponse macroscopique ; il se pourrait que moyennées sur un
volume suffisant, leur influence (qui est significative localement) ne soit pas aussi critique qu’on
aurait pu le penser (l’étude présentée au chapitre 5 se rattache directement à cette probléma-
tique). Néanmoins, l’organisation des chaînes de forces et plus généralement la texture granulaire
constitue la mémoire du milieu et fige son histoire après chaque sollicitation mécanique.

1.6 Conclusions

Le comportement mécanique d’un matériau granulaire n’est pas facile à appréhender. Nous
avons vu que l’approche mécanique des milieux continus lorsqu’elle traite le matériau granulaire
à l’aide de modèles ”simples” ne permet pas de rendre compte de toutes les observations expé-
rimentales ; lorsque les modèles utilisés sont plus complexes, le nombre de paramètres augmente
et ces derniers perdent de leurs significations physiques ; le comportement est bien décrit mais la
compréhension des processus mis en jeu est faible ; c’est la limite de la formulation implicite des
propriétés du matériau. Nous avons également survolé la mécanique du contact intergranulaire
et nous avons vu que le comportement de cet objet élémentaire est complexe en soit. Finalement
le passage ”micro-macro” fait intervenir la structure de l’arrangement des grains (plus générale-
ment la texture) qui présente des propriétés inattendues. Comment faire le lien entre toutes ces
échelles et ces différents niveaux de complexité et lever les ambiguïtés de l’approche continue ?
La modélisation numérique basée sur l’approche des Eléments Discrets apporte une solution in-
téressante. Les grains sont traités individuellement de même que leurs interactions mécaniques
au niveau des contacts, et l’arrangement est traité de façon explicite ce qui permet de réaliser
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le passage micro-macro de façon la plus réaliste. La simplification dans ce type d’approche tient
dans la modélisation des grains dont la géométrie est souvent idéalisée (sphères, ellipsoïdes) par
rapport aux formes variées rencontrées dans les granulaires réels. Cette méthode numérique sera
traitée dans le chapitre suivant et c’est sur sa base que seront développés tous les travaux que
nous avons réalisés au cours de cette thèse.
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2.1 Introduction

Les méthodes des éléments discrets ont pour origine la dynamique moléculaire ; l’objectif de
la modélisation numérique des milieux particulaires est le suivant : à partir de la considération
des particules élémentaires constituant un milieu et de la connaissance de leurs interactions
réciproques, la méthode de modélisation devrait être capable de prévoir le comportement de ce
milieu ; il s’agit donc, de calculer le mouvement des particules (les éléments discrets) composant
un système, c’est-à-dire de calculer la variation de la quantité de mouvement et du moment
angulaire de ces particules en leur appliquant la loi fondamentale de la dynamique ; on peut alors
suivre l’évolution globale de ce système. A l’origine, cette méthode a été employée pour étudier
les liquides ; elle fût par exemple utilisée pour élaborer un modèle d’Argon liquide en utilisant
des potentiels inter-atomiques de type Lehnnard-Jones [126].

Cette méthode a été adaptée par Cundall et Strack [26] pour permettre la simulation du
comportement des milieux granulaires ; dans ce cas, la nature des forces d’interaction est très
souvent exclusivement répulsive. Depuis, la modélisation numérique des milieux granulaires a
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subi un essor considérable, et la difficulté inhérente à la modélisation de ces milieux a entraîné
le développement d’autres méthodes numériques. Chacune de ces méthodes (par exemple la
méthode ”Event-Driven” [96] [5] ou bien la méthode ”Contact Dynamics” [77] [146]) présente
des avantages et des inconvénients et sera plus ou moins bien adaptée à l’étude d’un problème
donné.

Résoudre les équations du mouvement des particules nécessite des expressions explicites des
forces d’interactions ; on parlera d’interactions de contact pour un milieu granulaire ; le contact
dans la Méthode numérique des Eléments Discrets est conceptualisé par l’interpénétration des
particules (c’est-à-dire leur chevauchement) ; c’est pourquoi, on qualifie parfois les particules
sphériques (la géométrie la plus simple donc la plus utilisée) dans ce type de modélisation de
sphères molles à la différence d’autres méthodes numériques de modélisation des milieux granu-
laires où les particules sont dures et ne peuvent pas s’interpénétrer. Le qualificatif de ”mou” est
bien sûr exagéré car les interactions de contact sont généralement fortement répulsives.

Si la mécanique du contact devrait nous permettre d’obtenir des expressions des forces de
contact entre les particules, le problème du contact solide-solide dans des conditions générales
est extrêmement complexe [79] ; des schémas de forces de contact simplifiés sont utilisés dans les
simulations car premièrement comme on vient de le dire, l’expression analytique la plus générale
n’est pas accessible et deuxièmement, plus la loi est simple, plus elle sera facile à implémenter et
surtout plus efficace sera la modélisation d’un nombre important de particules en interactions ;
nous verrons au cours de ce chapitre que pour modéliser d’une façon représentative le comporte-
ment d’un milieu, la taille du système considérée (en nombre de particules) est importante ; nous
verrons également, que le fait d’introduire en plus des forces centrales d’interactions, des forces
transversales de frottement, même simples, compliquent sérieusement la modélisation, surtout
en géométrie tri-dimensionnelle.

Nous ne traiterons pas en détail dans ce chapitre des modèles constitutifs de contact entre
particules solides ; on se rapportera au chapitre 1, où quelques modèles importants seront présen-
tés et leur implémentation numérique discutée. Ici, nous considérerons simplement des modèles
de contact type ”ressorts” et ”amortisseurs”, normaux et tangentiels, au niveau de chaque contact,
avec une limite de friction sur la force tangentielle ; la possibilité de comportement non-linéaire
des ”ressorts” et des ”amortisseurs” sera simplement évoquée.

Dans la Méthode des Eléments Discrets, le schéma numérique de résolution est séquentiel et
explicite, basé sur un schéma de différences finies qui s’accommodent bien d’un ”échantillonna-
ge” périodique ; il est important, lorsqu’on aborde la dynamique des systèmes particulaires de
prendre des précautions sur les échelles de temps et les distances caractéristiques du problème ;
en effet, la méthode repose sur un échantillonnage (c’est-à-dire, un pas de temps de calcul) suf-
fisamment petit, pour que, durant un cycle, les perturbations imposées au niveau des contacts
d’une particule, ne puissent pas se propager plus loin que ses ”voisines” immédiates (c’est-à-dire
partageant un contact) ; de cette façon, on s’assure que les forces agissantes sur les particules
seront déterminées exclusivement par leurs interactions de contacts. Comme la vitesse à laquelle
une perturbation se propage dans un matériau est fonction uniquement des propriétés physiques
de ce dernier, nous verrons qu’on peut facilement contraindre l’échantillonnage afin que cette
condition soit vérifiée.

La méthode la plus générale des Eléments Discrets permet de modéliser des particules réelle-
ment déformables et de formes complexes (depuis l’ellipsoïde au polygone). L’implémentation de
la méthode développée au cours de cette thèse se limite au cas ”simple” des particules sphériques
non-déformables, interpenétrables ; l’avantage tient à la fois au nombre de particules modéli-
sables mais aussi à l’extension du modèle à trois dimensions qui devient assez facile à mettre
en oeuvre. Ceci nous a permis notamment de conduire des simulations réalistes pour l’étude de
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Fig. 2.1 – Deux particules (p1) et (p2) en interaction : (a) Mouvements relatifs des deux particules
en translation et en rotation ; (b) interpénétration w entre les particules partageant la surface de
contact (C).

la déformation des matériaux granulaires non-consolidés et consolidés (voir les chapitres 6 et 7
respectivement).

2.2 Particules en mouvements et en interactions

Avant de considérer un système de particules, considérons plus simplement le problème de
deux particules en mouvements et en interactions car c’est la brique à la base de la modélisation
numérique : soient deux particules sphériques (p1) et (p2) en mouvement relatif l’une par rapport
à l’autre (voir figure 2.1(a)) et partageant une surface de contact (C) (voir figure 2.1(b)) :

– Les rayons des particules sont rayon R1 et R2.
– Les positions des centres de gravité ~O1 et ~O2 de ces particules sont respectivement ~x(1) et

~x(2) et leurs rotations sont ~θ1 et ~θ2 (définies positives dans le sens anti-horaire).

– Leurs vitesses de translation sont ~̇x1 et ~̇x2, leurs vitesses de rotation ~ω1 et ~ω2.
– Leurs accélérations sont ~̈x1 et ~̈x2, leurs accélérations angulaires ~̇ω1 et ~̇ω2.
– Chaque particule possède une masse m et un moment d’inertie I et des modules élastiques

µ et ν.
– La gravité est désignée par ~g ; Dans les études réalisées au cours de cette thèse, nous

travaillerons toujours en supposant les forces gravitationnelles négligeables par rapport
aux autres forces mises en jeu dans le système de particules ; nous poserons donc ~g = ~0.

– L’interpénétration des particules en contact w est fortement exagérée sur les figures 2.1
par rapport aux interpénétrations des particules dans nos simulations.

– On définit les deux vecteurs ~n(c) = ~n(p1p2) et ~t(c) = ~t(p1p2) perpendiculaires entre eux,

qui permettront de décomposer, la vitesse relative ~̇x
(p1p2)

des particules (p1) et (p2) et la
force ~f (c) = ~f (p1p2) s’exerçant au point de contact (c) selon une composante normale et

composante tangentielle, ~̇x
(p1p2)
n et ~̇x

(p1p2)
t pour la vitesse et ~f

(c)
n et ~f

(c)
t pour la force.
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Fig. 2.2 – Processus de résolution dans un algorithme de ”Dynamique Moléculaire” de type
”Eléments Discrets” : 4 étapes sont réalisées au cours d’un cycle de calcul : (a) la recherche des
paires de particules en interactions (c’est-à-dire recherche des contacts pour un milieu granulaire),
(b) le calcul des forces d’interactions (de contact), (c-1) l’intégration du mouvement des particules
en translation et en rotation, (c-2) lorsqu’une notion de voisinage est considérée pour la recherche
des interactions, les nouvelles positions des particules sont testées par rapport à ce voisinage, et
(d) forçage extérieur sur le système (déformation, perturbation locale, etc), ou modification de
certaines conditions aux limites (frontières périodiques, frontières rigides, etc), modifications de
certains paramètres physiques ou numériques.

2.3 Schéma de résolution numérique

Le cycle de calcul est un algorithme de type ’pas à pas’ qui requiert la répétition d’un schéma
de résolution que nous présentons :

– Au début de chaque cycle de calcul, le jeu d’interaction est mis à jour à partir de la position
des particules ; en effet, ces interactions se forment et disparaissent au cours de la simulation
en fonction des positions relatives des particules et de la portée des interactions.

– Une fois les interactions repérées, on applique une loi d’interaction entre les particules.
Pour un milieu granulaire on applique à chaque contact une loi de type force-déplacement ;
elle permet de calculer les intensités des forces de contact à partir du mouvement relatif
des deux particules et du modèle constitutif utilisé.

– Lorsque toutes les forces de contact ont été évaluées et que la force nette et le moment
résultant sur chaque particule ont été calculés, on applique l’équation du mouvement pour
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Fig. 2.3 – Conditions aux frontières du système : (a) frontières périodiques (répétition virtuelle
dans les trois directions de l’espace d’un motif de configuration de particules et de forces de
contact), (b) cisaillement dans une configuration de frontières périodiques ; d’autres conditions
de frontières sont possibles : frontières ”physiques”, rigides ou déformables.

déterminer et mettre à jour la position et la vitesse des particules.
– On peut enfin, si on le souhaite, modifier les conditions aux frontières du système (défor-

mation macroscopique), ou effectuer un forçage du système (déformation locale), ou bien
encore modifier un paramètre de la simulation.

2.4 Conditions limites aux frontières

Les systèmes de tailles finies et les systèmes infiniment grands peuvent se comporter très
différemment. Il n’existe pas de réponse unique au problème de savoir quelle doit être la taille
minimale à considérer pour qu’un système de taille finie se comporte de façon la plus proche
possible d’un système infiniment grand.

Il existe plusieurs façons de définir les frontières qui délimitent un système dans l’espace ;
on peut considérer des frontières réelles, rigides (c’est-à-dire indéformables) ou bien flexibles
(déformables et adaptatives), ou bien encore des frontières virtuelles périodiques, représentées en
figure 2.3(a).

Si l’on considère des frontières physiques dans un système grande taille, seule une faible
proportion des particules interagit avec ces frontières ; ces particules ressentent les déviations
induites par rapport aux conditions qui dominent au coeur du système ; les autres particules (la
majorité) évoluent dans un environnement qui n’est pas affecté par l’existence des frontières.

Si maintenant on considère un système de taille réduite, la majorité des particules évoluent
dans un environnement modifié par les frontières. Considérons, par exemple, un système tri-
dimensionnelle de faible taille contenant 1000 particules (10 × 10 × 10) ; plus de la moitié des
particules sont en interaction immédiate avec les frontières du système. Dans cette géométrie, la
taille de ce système ne permettra pas de décrire correctement l’état qu’aurait une particule ’in-
terne’ dans un système de grande taille (ou une particule quelconque dans un système infiniment
grand) ;le système est spatialement inhomogène du point de vue de ses propriétés.

Souvent, on ne s’intéresse pas au comportement des particules près des frontières, mais l’on
cherche plutôt à décrire l’état homogène interne d’un système ; seulement, les capacités de calcul
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dont on dispose posent naturellement des limitations sur le nombre de particules modélisables et
donc sur la taille du système.

La solution couramment utilisée pour résoudre ce type de problème, consiste à ne pas consi-
dérer des frontières réelles mais des frontières virtuelles ; il est en effet possible de définir un
système dont l’extension est limitée spatialement à une taille L mais, qui est libre de frontières
physiques en utilisant des conditions de frontières périodiques.

L’introduction de ces frontières périodiques revient à considérer un espace infini composé
d’une juxtaposition dans l’espace de copies d’un système donné (voir figure 2.3(a)). Ce système
serait le motif de base sans un milieu infini.

Il y a des conséquences à cette périodicité :

– Une particule (p) qui sortirait du système par l’une des frontières, réentrerait immédiate-
ment dans le système par la frontière opposée ; conceptuellement, il s’agit d’une particule
différente (p′) de celle qui a quitté le système (p) mais qui aurait néanmoins exactement
les mêmes propriétés.

Lorsque la particule (p) de position x
(p)
i dans une direction quitte le système de dimension

Li dans cette même direction, c’est-à-dire, x(p) < 0 ou x
(p)
i > Li, la position x

(p′)
i de la

nouvelle particule (p′) qui rentre dans le système est :

x
(p′)
i = x

(p)
i + sign(Li − x

(p)
i )Li , (2.1)

– Une particule (p) proche d’une frontière dans une direction i donnée pourrait interagir avec
des particules (p′) proches de la frontière opposée ; conceptuellement, de la même façon,
la particule (p) n’interagit pas avec les particules (p′) mais avec des particules différentes
(p′′) qui auraient les mêmes propriétés ; la distance d’interaction r entre (p) et (p′′) peut

se calculer à l’aide des positions de (p) et (p′) selon que x
(p)
i > x

(p′)
i ou x

(p)
i < x

(p′)
i selon :

r = |x(p′)
i + sign(x(p) − x(p′))Li − x(p)| , (2.2)

– Dans un système de taille Li dans la direction i, la distance d’interaction r(pp′) entre
les particules (p) et (p′) ne peut pas dépasser la distance d’interaction maximale rM =
min(L1, L2, L3)/2, sous peine de prendre en compte plusieurs fois la même paire d’inter-
actions.

r(pp′) = |x(p′) − x(p)| < min(L1, L2, L3)/2 , (2.3)

En utilisant les conditions de frontières périodiques, il devient possible de modéliser des
systèmes spatialement limités mais qui sont cependant spatialement homogènes du point de vue
des propriétés considérées.

Comme nous venons de le voir, l’utilisation de conditions de frontières périodiques limite
la portée des interactions entre particules à la moitié de la plus petite dimension du système
min(L1, L2, L3) ; dans le cas d’un potentiel d’interaction de très courte portée, comme pour
les granulaires, ce problème n’en est plus un ; il conviendra cependant de se rappeler de cette
limitation lors du calcul de longueurs de corrélations dans le système.

D’autre part, les frontières périodiques n’éliminent pas les effets de taille finie sur certaines
propriétés macroscopiques comme nous pourrons le mettre en évidence au chapitre 7.

La taille minimale à considérer est donc fonction des propriétés du système considéré et doit
en tout état de cause être supérieure aux longueurs de corrélations qui peuvent exister dans le
système.
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(b)(a) (c)

Fig. 2.4 – Techniques de recherche des paires de N particules en interactions : (a) évaluation de
toutes les paires possibles (N×N), (b) partitionnement de l’espace en sous-domaines permettant
de définir un voisinage et évaluation des paires de particules appartenant à des cellules voisines
(9 et 27 cellules voisines en 2D et 3D respectivement), (c) évaluation des paires de particules
dans un rayon (rM + ǫr) où rM est la distance d’interaction maximum (le plus gros diamètre de
particules dans un granulaire sec) et ǫr est une tolérance.

Seule une étude numérique considérant ces effets permettrait de s’assurer de la validité des
résultats obtenus.

Il existe des techniques permettant d’imposer des déformations à des systèmes ayant ce
type de conditions aux limites, sans violer la symétrie des conditions périodiques ; on peut par
exemple imposer un champ de déformation homogène au système de particules en utilisant une
déformation affine (ui = ǫijxj) ; on peut même cisailler le système comme cela est représenté sur
la figure 2.3(b).

2.4.1 Détection des Interactions de Paires

Dans un système composé de n particules, c’est la portée maximale des interactions qui
constitue le paramètre critique pour le temps de modélisation. Plus la portée des interactions
est importante, et plus il faudra tester de paires d’interactions. Dans un système granulaire non
cohésif, la portée des interactions est réduite ; si RM est le rayon des plus grandes particules du
système, la portée maximale des interactions sera 2RM ; il serait donc inutile de tester toutes les
paires de particules ; il faudrait donc pouvoir trouver rapidement les particules proches les unes
des autres, c’est-à-dire pouvoir définir un voisinage d’interactions pour chaque particule ou bien
pour un groupe de particules.

Nous allons présenter brièvement les méthodes de détection des interactions de paires par
des définitions différentes de la notion de voisinage (se reporter à la figure 2.4) ; les ouvrages
classiques de Dynamique Moléculaire [2] [127] traitent de ces techniques en détails.

Totalité des Paires

Comme nous venons de le mentionner, c’est la plus simple des méthodes à implémenter
mais aussi la moins efficace en terme de volume de calcul, en particulier, lorsque la portée des
interactions est petite par rapport à la taille du système considéré et, c’est justement le cas dans
un matériau granulaire.

Cette méthode implique de considérer toutes les paires de particules possibles pour déterminer
quelles sont les particules qui interagissent entre elles. La notion de voisinage est ici étendue à
tout le système comme cela est représenté sur la figure 2.4(a) ; étant donné les réarrangements
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Fig. 2.5 – Partitionnement en cellules et indexation locale : la cellule centrale (Ix = k,Iy = l,
et Iz = m en 3D) possède 8 et 26 cellules voisines à 2D et 3D respectivement (Ix = k ± 1,
Iy = l ± 1 et Iz = m ± 1 en 3D), dont 5 et 13 cellules respectivement ont un index (local et
global) supérieur à celui de la cellule considérée.

continus de particules au cours des simulations, la procédure de détection des interactions devra
être répétée au cours de chaque cycle de calcul.

Le temps de calcul (c’est-à-dire le nombre d’opérations) avec une telle méthode croît comme
O(N2), où N est le nombre de particules ; on considère en effet N × N paires de particules ;
ceci signifie que si l’on double le nombre de particules, on multiplie par quatre le nombre de
tests à effectuer. Par conséquent, l’utilisation de cette méthode n’est à envisager que pour des
nombres très faibles de particules et si la portée des interactions est très importante (au maximum
minL1, L2, L3 en conditions de frontières périodiques).

Remarquons d’autre part, qu’il est possible d’optimiser cette méthode pour éviter de prendre
en compte deux fois la même paire d’interactions (pp′) et (p′p). Les particules étant indicées de 1
à N , il suffit de tester les paires (c’est-à-dire calculer leur distance relative) en parcourant une à
une les particules tel que l’indice de la particule courante soit inférieur à l’indice de la particule
”voisine” testée.

Cette méthode peut être également utilisée pour s’assurer du bon fonctionnement de mé-
thodes plus élaborées dont les implémentations sont complexes et sources d’erreurs comme la
méthode de Partitionnement en Cellules (Cells subdivision) ou bien la méthode de Voisinage de
Particules (Neighbor-list).

Partitionnement en cellules

La méthode de partitionnement du système en cellules consiste à subdiviser l’espace du
système au moyen d’une grille bidimensionnelle ou tridimensionnelle carrée (ou rectangulaire).
Les particules sont assignées à ces cellules sur la base de leur positions respectives. La notion de
voisinage est ici réduite aux cellules proches les unes des autres, c’est-à-dire, les cellules partageant
un sommet, une arête ou bien encore un face à 3D (voir figure2.5). Ces cellules sont indicées

globalement de 1 à N (C) ou bien sur une base cartésienne (1, 2, 3) de i = 1, N
(C)
1 , j = 1, N

(C)
2 et

k = 1, N
(C)
3 .

La dimension des cellules doit être plus grande que la portée maximale des interactions et
ces interactions n’interviennent qu’entre les particules assignées dans une même cellule ou bien
entre les particules dont les cellules sont immédiatement voisines (voir figure 2.5 et figure 2.7). Il
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Ni

Nj  > Ni

Fig. 2.6 – Méthode des index supérieurs pour le partitionnement en cellules : pour éviter de
comptabiliser deux fois chaque contact, la méthode consiste à restreindre la recherche des contacts
sur les cellules voisines dont l’index (local ou global) est supérieur à celui de la cellule considérée ;
c’est la même optimisation que pour l’index des particules dans la méthode de voisinage étendu
à tout le système.

(a) (b)

Fig. 2.7 – Recherche des contacts dans la méthode du partitionnement en cellules : selon que la
cellule centrale contiennent une ou plusieurs particules, on peut subdiviser la cellule en quarts
de cellule : (a) dans le premier cas, on considère l’ensemble des cellules voisines de la cellule
considérée d’index supérieurs ; (b) dans le second cas, la particule est dans un premier temps
attribuée à un des quarts de cellule (1, 2, 3) ou 4, et seulement les cellules voisines du quart de
cellule sont considérées ; on réduit ainsi le nombre de paires de particules considérées.
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est préférable que la taille des cellules L(C) (plus petite dimension) soit plus grande que la portée
maximale des interactions rM car si cela n’est pas le cas, il faudrait considérer non seulement les
cellules de premier voisinage (i ± 1,j ± 1,k ± 1) mais également celles plus éloignées de second
voisinage par exemple (i ± 2,j ± 2,k ± 2) par exemple.

La méthode se décompose comme suit ; une fois les paires de cellules voisines connues (déter-
minées une fois lors de l’initialisation de la simulation), celles-ci sont parcourues successivement
et les couples de particules contenues dans ces cellules sont considérés comme des interactions
possibles et sont donc testés. Si les particules sont suffisamment proches pour interagir, la paire
considérée est répertoriée comme une interaction, c’est-à-dire un contact pour un assemblage
granulaire. Cette technique permet de réduire considérablement le volume de calcul ; cette fois-
ci, le nombre d’opérations ne croît plus comme O(N2) mais seulement comme O(N), ce qui est
un gain considérable.

Comme pour la technique précédente, il existe une optimisation simple de la méthode ; en
effet, du fait de la symétrie de l’organisation en cellule, seulement la moitié des paires de cellules
est à considérer pour éviter de répertorier deux fois la même interaction entre deux particules. Il
suffit de tester les paires de particules, uniquement lorsque l’indice global de la cellule courante
est inférieur à l’indice de la cellule voisine considérée (voir figure 2.6).

Dans le cadre de la modélisation d’un matériau granulaire, on notera que l’efficacité de cette
méthode est maximale lorsque le système est très homogène en taille ; on pourra utiliser une
cellule de dimension optimale L(C) = 2RM où RM est le plus grand rayon. Cependant, dans le
cas où on déformerait le système au cours de la simulation, la dimension des cellules pourrait
diminuer et, par conséquent, on pourrait se retrouver dans la situation à risque où LC < 2RM

et, dans ce cas, on risquerait de manquer des interactions (cas où des particules appartiendraient
à deux cellules d’index i et i + 2 dans une direction et dont les positions seraient très proches
des frontières des cellules dans la direction considérée). Par précaution, il sera donc préférable
de définir une dimension de cellules LC > 2RM (par exemple 2.5) et de s’assurer au cours de la
simulation, si le système est déformé) que L(C)(t) > 2RM .

Au cours des simulations, les particules en mouvement peuvent être amenées à se déplacer
de cellules en cellules. Il faut donc réassigner les particules aux nouvelles cellules et rechercher
les paires d’interactions à chaque fois que cela est nécessaire, à priori, à chaque cycle de calcul. Il
existe pourtant un moyen pour éviter de répéter cette tâche à chaque cycle comme nous allons
le voir.

Cette méthode de subdivision en cellules est très souvent employée comme composante d’une
autre méthode de détection des interactions, la méthode de Voisinage de Particules (Neighbors-
List) que l’on va maintenant présenter.

Voisinage de particule

Dans la précédente méthode de Partitionnement en Cellules, une fraction des paires d’inter-
actions ’possibles’, définies sur la base du voisinage des cellules, est ensuite répertoriée comme
des interactions ’réelles’ (sur la base de la portée des interactions). Il est donc possible de tenir
dans ce voisinage local, une liste des paires où l’interaction est ’réelle’ et où l’interaction est
’possible’ selon une certaine tolérance. Il est alors très intéressant de pouvoir se resservir de
cette liste au cours d’un certain nombre de cycles successifs, en s’assurant par un certain critère
qu’aucune nouvelle interaction ne puisse apparaître entre temps. Cela éviterait d’avoir à déter-
miner à chaque cycle l’ensemble des interactions ; si cela permet de s’assurer qu’aucune nouvelle
interaction ne sera manquée, cela revient ”souvent” à reconstruire inutilement la même liste de
paires d’interaction ; en effet, à chaque cycle de calcul ne correspond pas l’apparition de nouvelles
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Fig. 2.8 – Liste de voisinage : (a) construction pour chaque particule ; (b) en combinaison avec
le partitionnement en cellule ; la liste de voisinage de la particule centrale est construite à t0 ;
les particules (A) sont en interactions réelles avec cette particule ; les particules (B) sont suc-
ceptibles d’entrer en interaction avec la particule centrale au cours de t + N∆t ; les particules
(C) ne pourront rentrer en interaction avec la particule centrale avant t+N∆t car leurs vitesses
maximales (intégrées sur toutes les particules du système), ne leur permet pas de parcourir la
distance ǫr sur cet intervalle de temps. Après N cycles, la liste doit être reconstruite.

interactions.
La technique consiste à tenir dans un premier temps une liste des interactions ’possibles’

sur un critère de portée maximale des interactions rM à laquelle on ajoute une tolérance ǫr soit
ri = rM (1 + ǫr). On trouvera donc dans la liste de voisinage à la fois des paires de particules en
interactions réelles, mais également des interactions possibles à la faveur de l’évolution locale des
particules dans les cycles à venir (voir figure 2.4). Ainsi, pendant un certain nombre de cycles, il
suffira de tester uniquement la liste de voisinage pour s’assurer de ne manquer aucune interaction.

Une fois la liste de voisinage construite, il faudra plusieurs cycles de calcul avant que les
mouvements relatifs des particules (particule ”au centre” de la liste et particules à l’extérieur de
la liste c’est-à-dire en dehors de la portée de la tolérance) ne rendent nécessaire la reconstruction
d’une nouvelle liste. Le succès de cette approche repose donc sur une modification lente de
l’environnement des particules.

Le critère de rafraîchissement de la liste est basée sur la détermination de la vitesse relative
maximum pour toutes les paires ; Lorsque :

∑

t

max(|~v(paires)(t)|)2∆t > ǫr , (2.4)

alors il faut rafraîchir la liste.
Remarquons que ce critère est de nature globale, dans la mesure où il combine sur un nombre

de cycles la contribution de différentes paires de particules et garantit qu’aucune nouvelle inter-
action de paires ne sera omise, car les particules ne peuvent pas se déplacer de ǫr au cours de cet
intervalle de cycles.

Pour finir on remarquera que ces méthodes d’optimisation reposent sur la recherche des
nouvelles interactions ; les interactions qui disparaissent sont elles de toutes façons répertoriées
à chaque cycle de calcul lors de l’étape de calcul des forces d’interaction préliminaire à l’étape
d’intégration du mouvement (voir figure 2.2).
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Fig. 2.9 – Lois d’interaction aux contacts : (a) interaction normale élastique non linéaire (de
type Hertz), (b) interaction transversale élastique (de type Mindlin) dépendante de l’histoire du
chargement et du seuil de friction.

2.4.2 Lois d’Interaction au Contact

Les lois de contact relient les composantes du déplacement relatif des deux particules (p1) et
(p2) en contact aux forces agissantes sur ces particules.

Le contact est modélisé par l’interpénétration des sphères (approche de contact ’mou’ par
opposition au contact ’dur’ de sphères rigides) peut être décrit en terme d’un point de contact
~x(c) appartenant au plan de contact Π(c). Ce plan est défini par un vecteur normal unité ~n(c)

(voir figure 2.1(b)). Le vecteur unité normal de contact est dirigé selon le segment de droite défini

par les centres des deux particules ~x(p1) et ~x(p2). Le point de contact ~x(c) se situe dans le volume
correspondant au concept d’interpénétration des deux particules défini par la distance w.

La force de contact ~f se décompose selon une force normale ~fn agissante dans la direction
du vecteur unité de contact normal ~n(c) et une force transversale ~ft agissante dans le plan de
contact Π(c) selon le vecteur unité de contact transversal ~t(c). Ces forces ~fn et ~ft sont reliées

aux déplacements relatifs des particules correspondants ~u
(p1p2)
n et ~u

(p1p2)
t par des lois de contact

faisant intervenir entre autre des rigidités normales k
(c)
n et tangentielles k

(c)
t (voir figure 2.10(a)

et (b)).

Nous présentons d’abord la loi de contact normale de nature élastique répulsive et ensuite
nous présentons la loi de contact transversale sous une forme incrémentale, de nature élastique
en dessous du seuil de friction (voir figures 2.10).

Interaction Normale

Le vecteur unité de contact normal ~n(c) qui définit le plan de contact Π(c) entre deux particules
(p1) et (p2) est :

~n(c) =
~x(p2) − ~x(p1)

∣

∣~x(p2) − ~x(p1)
∣

∣

, (2.5)

où ~x(p1) et ~x(p2) sont les positions des centres des particules et
∣

∣

∣~x(p2) − ~x(p1)
∣

∣

∣ est la distance

entre les centres des particules. On a ~n(c) = ~n(p1p2) = − ~n(p2p1).
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Fig. 2.10 – Lois d’interaction aux contacts (pour le cas linéaire) : (a) interaction normale élas-

tique, l’intensité de la force normale f
(c)
n au contact est donné en fonction de la composante

normale du déplacement relatif u
(p1p2)
n des particules (p1) et (p2) selon la raideur kn ; (b) inter-

action transversale élastique et seuil de friction ; l’intensité de la force transverse f
(c)
t au contact

est donné en fonction de la composante transverse du déplacement relatif u
(p1p2)
t des particules

(p1) et (p2).

L’interpénétration w est définie par le déplacement relatif des deux particules en contact

dans la direction normale (voir figure 2.1), c’est-à-dire par w = | ~
u

(AB)
n |. w peut être calculée

simplement comme :

w =
∣

∣

∣~x(p2) − ~x(p1)
∣

∣

∣ − (R(1) + R(2)) , (2.6)

Selon cette définition, w est négatif lorsque les deux particules (p1) et (p2) sont en contact

et s’interpénétrent. Cette interpénétration définit une surface S
(c)
w ou un volume V

(c)
w selon la

géométrie de la modélisation dans lequel se trouve le point de contact ~x(c) défini comme :

~x(c) = ~x(p1) +

(

R1 − 1

2
w

)

~n(c) , (2.7)

Connaissant ~x(c), il est possible de calculer la surface des deux segments de cercle composant

S
(c)
w ou bien les deux segments de sphères composant V

(c)
w . Cette surface et ce volume inter-

viennent dans le calcul de la fraction solide d’un assemblage de particules compressées ; leurs
calculs seront présentés dans le chapitre 3.

Le vecteur de force de contact ~f(c) = ~f(p1p2) qui représente l’action de la particule (p1) sur la

particule (p2) peut être décomposée en une force normale ~f
(c)
n selon ~n(c) et une force transversale

~f
(c)
t dans le plan de contact selon ~t(c) :

~f (c) = ~f (c)
n + ~f

(c)
t , (2.8)

De forme générale de la composante normale de la force de contact est calculée comme :

~f (c)
n = k(c)

n w ~n(c) , (2.9)

où kn est la raideur normale du contact (voir figure 2.10(a)). Remarquons que la valeur
de kn est déterminée par le modèle de contact choisi ; aussi, si la raideur est dépendante de
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l’interpénétration (augmentation de la surface de contact), kn(w), la loi de contact devient non
linéaire. La raideur normale kn est un module de type ”sécant” car elle relie le déplacement normal
à la force correspondante par contre, comme nous le verrons par la suite, la raideur tangentielle
kt est un module de type ”tangent” car elle relie le déplacement incrémental transverse et la force
correspondante.

On réalise la somme vectorielle de toutes les forces de contact normales afin d’obtenir leur
contribution au mouvement de translation de la particule (p) (voir figure 2.13(a)) :

~fp
n =

np
c

∑

i=1

~f c
n (2.10)

A cette force viendra s’ajouter la contribution des forces de contact transversales ~fp
t .

Interaction Transversale

La force de contact transversale ~f
(c)
t est calculée de façon incrémentale, c’est-à-dire, sous

la forme ~∆f
(c)

t . Le déplacement relatif entre les particules (p1) et (p2) en plus de créer une
interpénétration w, donne également un déplacement transversal ~∆s (voir figure 2.1) qui est à
l’origine de force transversale élastique (sous le seuil de friction).

Soient deux particules (p1) et (p2) ayant chacune respectivement une vitesse instantanée ~v(p1)

et ~v(p2), la vitesse relative du contact, c’est-à-dire, de la paire de particules est ~v(c) = ~v(p1p2) (la
vitesse relative de la particule (p2) par rapport à la particule (p1)).

~v(c) = ~v(p2) − ~v(p1) , (2.11)

Cette vitesse ~v(c) peut être à son tour décomposée : selon ~n(c), on obtient la composante

normale ~v
(c)
n et selon ~t(c) dans le plan de contact Π(c), on a la composante transversale ~v

(c)
t . La

composante transversale est alors calculée selon :

~v
(c)
t = ~v(c) − ~v(c)

n , (2.12)

Comme nous considérons également le mouvement de rotation de chaque particule ω(p1) et

ω(p2) (voir figure 2.1), la composante transversale
~

v
(c)
t doit être calculée plus généralement selon :

~v
(c)
t = (~v(c) − ~v(c)

n ) − (~ω(A)R(A) + ~ω(B)R(B)) × ~n(c) , (2.13)

Etant donné que nous considérons la forme incrémentale de la force transversale ~∆f
(c)

t , la

composante transversale de l’incrément de déplacement ~∆s = u
(p1p2)
t peut être calculée à partir

de la vitesse de contact transversale sur un incrément de temps ∆t :

~∆s = ~v
(c)
t ∆t , (2.14)

On peut alors calculer l’incrément de force ~∆f
(c)

t dans la direction transversale par :

~∆ft
(c)

= −kt
~∆s , (2.15)

où kt est la raideur transversale du contact et sa valeur est déterminée par le modèle de contact
utilisé ; kt peut par exemple être dépendant de l’interpénétration w ; plus l’interpénétration de
deux sphères est importante et plus la raideur transversale devient grande.

44



2.4. Conditions limites aux frontières

x x

y

z

x

y
y

zzφ

θ

ψ

(b) (c)
(a)

Fig. 2.11 – Définition des angles d’Euler, et de la séquence de rotations associées : (a) première
rotation R1 d’angle φE autour de l’axe z, (b) suivie d’une rotation R2 d’angle θE autour du
nouvel axe x et (c) rotation R3 d’angle ΨE autour du nouvel axe z.

La force transversale au contact ~f
(c)
t est calculée en intégrant sur l’histoire de chargement du

contact selon :

~f
(c)
t =

∫ t

t=0

~df
(c)

t , , (2.16)

Numériquement, l’intégrale est remplacée par une somme sur les intervalles ∆t, et on a donc :

~
f

(c)
t =

t
∑

t=0

~∆f
(c)

t , , (2.17)

Et donc au cycle de calcul Nc (à t), la force de contact transversale vaut la force au cycle

Nc − 1 (à t − ∆t) incrémentée de ~∆f
(c)

t :

~f
(c)
t (t) ← ~f

(c)
t (t − ∆t) + ~∆f

(c)

t , (2.18)

Rotation du Plan de Contact - Quaternions

On a vu que le mouvement d’une particule (p) peut être décomposé selon un mouvement de

translation ~̇x
(p)

et un mouvement de rotation ~ω(p). Le premier est gouverné par la force nette
~f agissant sur la particule, alors que le second dépend du moment appliqué sur la particule ~M
(”bras” du centre du point de contact x(c) au centre de masse x(p)). Nous allons considérer le
mouvement de rotation R de la surface de contact S(c) entre deux particules (p1) et (p2) qui ont
chacune un mouvement de translation T p1 et T p2 (voir figure 2.12(a)).

Les angles d’Euler

Les angles d’Euler sont définis en terme d’une séquence de rotations autour d’un jeu d’axes
en coordonnées cartésiennes (voir figure 2.11) ; la première rotation R1 fait intervenir un angle
φE (sens anti-horaire) autour de l’axe z. Elle est ensuite suivie par une rotation R2 d’angle θE

autour du nouvel axe x et enfin la rotation finale R3 fait intervenir l’angle ΨE autour du nouvel
axe z.

La matrice de rotation complète [R] est le produit des matrices de rotations individuelles R1,
R2 et R3 :

[R] = R1(φE)R2(θE)R3(ΦE) (2.19)
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Fig. 2.12 – Rotation du plan de contact et des forces qui y sont associées : (a) le mouvement
relatif ~x(c) des particules en contact est à l’origine de la rotation du plan Π(c) en fonction du
temps : cette rotation du plan de n(c)(t − ∆t) à n(c)(t) est définie par l’axe de rotation ~eQ et
de l’angle θQ (produit vectoriel, et produit scalaire respectivement) ; (b) la rotation du plan de
contact entraîne la rotation des vecteurs qui y sont associés (rotation rigide de l’ensemble) ; la
force transversale de contact ~ft effectue donc le même mouvement de rotation de ~ft−∆t à ~ft.

Il y a deux façons d’interpréter la rotation exprimée par [R] :
– (1) On peut considérer un vecteur ~r et utiliser la matrice de rotation [R] pour connaître

ses composantes dans le nouveau système de coordonnées après rotation : ~r′ = [R]~r.
– (2) On peut aussi considérer le vecteur ~r′ et appliquer la rotation inverse [R]−1 en utilisant

la transposée de la matrice [R] pour obtenir le vecteur ~r : ~r = [R]T ~r′

Mais le problème peut se poser différemment ; imaginons que l’on dispose par exemple de
deux vecteurs unité ~r et ~r′ et que l’on souhaiterait remonter à la matrice de rotation [R] afin
d’appliquer cette rotation à un autre vecteur ~r′′. On convient que la détermination de la matrice
de rotation n’est pas simple.

Afin de pouvoir remonter à la matrice de rotation, il est préférable de décrire les rotations dans
un autre référentiel ; une méthode particulièrement intéressante pour les problèmes numériques
de ce genre fait intervenir les Quaternions [53] [2].

Les Quaternions

Une définition alternative de la matrice de rotation, vient du fait que toute rotation [R]
autour d’un point fixe O peut être exprimée sous la forme :

~r′ = ~rcos(θQ) + ( ~eQ · ~r) ~eQ(1 − cos(θQ)) + ( ~eQ × ~r)sin(θQ) , (2.20)

où ~eQ est le vecteur unité caractérisant l’axe de rotation passant par O et θQ est l’angle de
rotation autour cet axe.

Un Quaternion Q est un jeu de quatre quantités scalaires Q = {q1, q2, q3, q4} ou bien on peut
le définir également comme un vecteur ~q tel que qi = cisin(θQ)) pour i = {1, 2, 3} et un scalaire
q4 = cos(θQ/2).

Ce quaternion satisfait
∑4

i=1 q2
i = 1 en normalisant ses composantes ~q et q4.

On peut alors réécrire l’équation 2.20 selon :

~r′ = (2q2
4 − 1)~r + 2(~q · ~r)~q + 2q4~q × ~r (2.21)
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Les composantes des quaternions qi en fonction des angles d’Euler φE , θE et ΨE sont :



















q1 = sin(θE/2)cos((φE − ΨE)/2), ;
q2 = sin(θE/2)sin((φE − ΨE)/2), ;
q3 = cos(θE/2)sin((φE − ΨE)/2), ;
q4 = cos(θE/2)cos((φE − ΨE)/2), .

(2.22)

Et la matrice de rotation [R] s’écrit alors en terme de ~q et q4 comme :

[R] = 2







q2
1 + q2

4 − 1
2 q1q2 + q3q4 q1q3 − q2q4

q1q2 − q3q4 q2
2 + q2

4 − 1
2 q2q3 + q1q4

q1q3 + q2q4 q2q3 − q1q4 q2
3 + q2

4 − 1
2






(2.23)

Si nous reprenons notre problème : nous avons deux particules (p1) et (p2) en contact à
t en mouvement de translation T (p1) et T (p2) ; la surface de contact est S(c)(t) ; à t + ∆t, les
particules sont toujours en contact (w < 0) ; la surface de contact S(c)(t+∆t) peut avoir diminué
(|w(t + ∆t)| < |w(t)|) ou bien augmenté |(w(t + ∆t)| > |w(t)|).

Le vecteur de contact unité est ~n(c) à t et ~n′(c) à t + ∆t. La rotation du plan de contact Π(c)

entre t et t + ∆t se définit comme on vient de le voir à l’aide du vecteur ~eQ définissant l’axe de
rotation et l’angle θQ qu’il est très facile d’obtenir à partir de ~n(c) et ~n′(c) :

{

~eQ = ~n(AB) × ~n′(AB), ;

cos(θQ) = | ~n(AB) · ~n′(AB)|, .
(2.24)

Une fois, ~eQ et θQ connus, on peut calculer les composantes du quaternion ~q et q4 qui vont
définir la matrice rotation du contact [R](c)(t → t+∆t). On peut ensuite appliquer cette rotation
à n’importe quel vecteur ~r ; Dans le cas qui nous intéresse, on appliquera la rotation à la force
transversale de frottement ~ft(t) qui appartient au plan de contact Π(c)(t) ; on obtient ainsi ~ft(t)
dans Π(c)(t + ∆t) et on peut alors sommer vectoriellement ~ft(t) et ∆~ft(t + ∆t) calculé pour
obtenir ~ft(t + ∆t) :

~ft(t + ∆t) = [R]~ft(t) + ∆~ft(t + ∆t) (2.25)

De cette façon, on peut suivre correctement l’évolution de la force transverse de contact
~ft(t + ∆t) de en suivant la rotation du plan de contact au cours du mouvement relatif des
particules (d’où l’utilisation de la forme différentielle pour le calcul de cette force).

Seuil de friction

Le modèle de contact utilisé inclut un frottement de type Coulomb ; la force tangentielle ~f
(c)
t

est bornée par le seuil de frottement de Coulomb, égal au produit de la force normale |~f (c)
n | par

le coefficient de frottement µf ; à chaque contact (c), la magnitude de la force de frottement est
donc limitée par :

|~f (c)
t | ≤ µf |~f (c)

n | (2.26)

Si cette condition n’est pas respectée, on aura |~f (c)
t | = µf |~f (c)

n | et :

~f
(c)
t ←

~f
(c)
t

|~f (c)
t |

µf |~f (c)
n | (2.27)
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Enfin on calculera la résultante vectorielle ~f
(p)
t sur la particule de ces forces de contact

transversales ~f
(c)
t pour obtenir leur contribution au mouvement de translation de la particule

(voir figure 2.13(a)) :

~f
(p)
t =

np
c

∑

i=1

~f
(c)
t (2.28)

On sommera cette contribution à la contribution des forces normales précédemment calculée.

~f (p) = ~f (c)
n + ~f

(c)
t (2.29)

Moments

Afin de calculer le moment résultant ~M(p) agissant sur une particule (p), on calcule la somme
vectorielle de tous les moments agissant à partir de tous les points de contacts ~M(c) (approxi-
mation à la distance R(p)) de la particule (p) ; chaque moment correspond au produit vectoriel
de la force ~f c

t par le vecteur unité normal de contact ~n(c) multiplié par le rayon de la particule
R(p) :

~M(c) = ~n(c) × ~f
(c)
t R(p) , (2.30)

Et le moment résultant ~Mp agissant sur la particule (p) est obtenu en sommant ces moments :

~M(p) =
np

c
∑

i=1

~M(c) (2.31)

C’est à partir de ce moment que l’on va pouvoir calculer le mouvement de rotation de la
particule (p), à savoir déterminer sa vitesse angulaire ω(p) et sa rotation θp (voir figure 2.13(b)).

2.5 Intégration du Mouvement

Le mouvement d’une particule est déterminé par la force nette ~f (p) = (~f
(p)
n +~f

(p)
t ) et le moment

~M(p) résultant sur la particule et, peut être décomposé en un mouvement de translation T (p) et
un mouvement de rotation R(p) (voir figure 2.13).

– (1) Le mouvement de translation T (p) de la particule (c’est-à-dire, de son centre de masse)

est décrit par sa position ~x(p), sa vitesse ~̇x
(p)

, et son accélération ~̈x
(p)

.
– (2) Le mouvement de rotation R(p) lui est décrit par sa rotation ~θ(p), sa vitesse angulaire

~ω(p) et son accélération angulaire ~̇ω
(p)

.

On écrit, l’équation du mouvement de translation sous la forme :

m(~̈x
(p) − ~g) = ~f (p) =

np
c

∑

i=1

~f (c) , (2.32)

où m est la masse de la particule, ~f (p) est la force résultante (la somme vectorielle de toutes
les forces appliquées ~f (c)) sur la particule (p), et ~g est l’accélération gravitationnelle (~g = ~0 dans
nos travaux).

L’équation pour le mouvement de rotation s’écrit sous la forme :
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Fig. 2.13 – Détermination de la trajectoire x(p) et de la rotation θ(p) des particules à partir

des forces de contact : (a) sommation vectorielle des forces de contact normales ~f
(c)
n agissant

sur le centre de masse d’une particule (p) (composante du mouvement de translation avec les
forces de contact transversales non représentées), (b) sommation vectorielle des moments ~M (c)

agissant sur une particule (p) (mouvement de rotation) issus des forces transversales de contact
~f
(c)
t (mouvement de translation et de rotation).

I~̇ω
(p)

= ~M(p) =
n

(p)
c

∑

i=1

~M(c) , (2.33)

où I est le moment d’inertie de la particule, et ~M(p) est le moment résultant (la somme
vectorielle de tous les moments appliqués ~M(c)) sur la particule.

2.5.1 Schémas numériques d’intégration

Il existe un certain nombre de méthodes d’intégration numériques du mouvement mais toutes
ne sont pas adaptées à la Méthode des Eléments Discrets.

Premièrement, dans ce type de simulations, au cours d’un cycle de calcul c’est l’étape d’éva-
luation des forces de contact qui consomme le plus de temps ; de ce fait, les méthodes d’intégration
qui requièrent plusieurs évaluations des forces au cours d’un cycle de calcul (méthodes itératives)
sont à proscrire.

Dans ce type de modélisation, obtenir un degré d’exactitude dans la résolution des trajec-
toires n’est pas vraiment un objectif réaliste (et pratique) ; les interactions de nature fortement
répulsives sont à l’origine d’une croissance exponentielle de l’erreur sur la trajectoire avec le
temps. Les critères de choix de la méthode numérique d’intégration à utiliser devraient plutôt
être basés sur la conservation d’énergie dans le système.

Les particules évoluent généralement dans un environnement sujet à des modifications qui
peuvent être brutales dues aux réarrangements constants. Deux schémas numériques d’intégration
sont généralement utilisés pour la Méthode des Eléments Discrets ; Les variantes ’Leap-Frog’ et
’Verlet’ (algébriquement complètement équivalentes) et la méthode ’Prédicteur-Correcteur’.

Dans le programme que nous avons développé au cours de cette thèse, ces deux schémas d’in-
tégration ont été implémentés ; nous avons réalisé des simulations de préparation d’échantillons
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x
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tt-∆tt-∆t t+∆t

ma = Σ f

Fig. 2.14 – Schéma numérique d’intégration de Verlet : à partir de l’accélération de la particule
~̈x à t et de sa position ~x à t et à (t − ∆t), on peut calculer sa nouvelle position à t + ∆t.

numériques suivant un protocole qui sera développé au chapitre 3 en utilisant l’un ou l’autre de
ces schémas. Chronologiquement, c’est la méthode Leap-frog que nous avons implémentée dans
un premier temps et, c’est celle-ci que nous avons conservée par la suite pour rester consistant
avec des simulations et des résultats obtenus dans des travaux antérieurs.

Méthode Verlet

Intéressons nous dans un premier temps au schéma d’intégration de ’Verlet’ [157] :
Considérons le développement de Taylor de la position x(t) :

{

x(t + dt) = x(t) + ẋ(t)dt + ẍ(t)dt2

2 + O(dt3), ;

x(t − dt) = x(t) − ẋ(t)dt + ẍ(t)dt2

2 − O(dt3), .
(2.34)

où x(t), ẋ(t), ẍ(t) sont respectivement la position, la vitesse et l’accélération de la particule
au temps t. Bien que ẍ(t) soit exprimé dans ce développement comme une fonction de t, dans
la Méthode des Eléments Discrets, ẍ est en réalité une fonction des positions des particules
déterminées à partir des lois de contact.

A partir des deux développements, 2.34, il s’ensuit :

x(t + dt) = 2x(t) − x(t − dt)dt + ẍ(t)dt2 + O(dt4) (2.35)

Remarquons que la vitesse n’intervient pas dans cette formule, mais peut être obtenue par :

ẋ(t) =
(x(t + dt) − x(t − dt))

2dt
+ O(dt2) (2.36)

Les équations de mouvement sont donc intégrées en utilisant un schéma de différences finies
de pas de temps ∆t.

Au temps t, connaissant les positions ~x(p)(t) de toutes les particules (p) dans le système
et, connaissant toutes les interactions de paires (x(p1), x(p2))(t), nous calculons les intensités des

forces de contact ~f
(p)
n (t) et ~f

(p)
t (t) par les lois de contact et les moments ~M(p)(t) de chaque

particule. Nous résolvons alors l’accélération translationnelle ~̈x
(p)

(t) et rotationnelle ~̇ω
(p)

(t).
Connaissant les positions et les rotations de toutes les particules au cycle précédent x(t−∆t),

nous pouvons calculer leurs positions et leurs rotations au cycle suivant x(t + ∆t) selon :

{

x(t + ∆t) = 2x(t) − x(t − ∆t) + ẍ(t)∆t2, ;
θ(t + ∆t) = 2θ(t) − θ(t − ∆t) + ω̇(t)∆t2, .

(2.37)
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Fig. 2.15 – Schéma numérique d’intégration ”Leap-Frog” : à partir de l’accélération de la particule
~̈x à t, de sa vitesse ~̇x à (t − ∆t/2), et de sa position ~x à t, on peut calculer sa nouvelle position
à (t + ∆t) et sa nouvelle vitesse à (t + ∆t/2).

Les nouvelles positions x(t+∆t) et rotations θ(t+∆t) étant connues, le cycle suivant t+∆t
peut être commencé (voir figure 2.2).

Méthode Leap-Frog

La schéma d’intégration Leap-Frog est une variante du schéma précédent ; en effet, nous
pouvons réécrire les développements de Taylor sous des formes sensiblement différentes :











x(t + dt) = x(t) + (ẋ(t) + ẍ(t)dt
2 )dt + O(dt3), ;

ẋ(t + dt
2 ) = (ẋ(t) + ẍ(t)dt

2 ) + O(dt3), ;

ẋ(t − dt
2 ) = (ẋ(t) − ẍ(t)dt

2 ) + O(dt3), .

(2.38)

A partir de ces trois développements, 2.38, il s’ensuit :

{

x(t + dt) = x(t) + ẋ(t + dt
2 ), ;

ẋ(t + dt
2 ) = ẋ(t − dt

2 ) + ẍ(t)dt, .
(2.39)

Remarquons que les positions x(t + dt) et les vitesses ẋ(t + dt
2 ) sont évaluées à des instants

différents ; néanmoins, cela ne présente pas de réel problème et si les vitesses ont besoin d’être
évaluées à t, alors celles-ci peuvent être calculées comme :

ẋ(t) = ẋ(t ± dt

2
) ∓ ẍ(t)

dt

2
, (2.40)

De la même façon que dans le précédent schéma d’intégration, au temps t, connaissant les
positions ~x(p)(t) de toutes les particules (p) dans le système, et connaissant toutes les interactions

de paires (~x(p1), ~x(p2))(t), nous calculons les intensités des forces de contact ~f
(p)
n (t) et ~f

(p)
t (t) par

les lois de contact et les moments ~M (p)(t) de chaque particule. Nous résolvons alors l’accélération

translationnelle ~̈x
(p)

(t) et rotationnelle ~̇ω
(p)

(t).

Connaissant les vitesses de toutes les particules à l’intervalle de cycle précédent ẋ(t − dt
2 ),

nous pouvons calculer dans un premier temps leurs vitesses à l’intervalle de cycle suivant ẋ(t+ dt
2 )

et dans un deuxième temps leurs positions au cycle suivant x(t + dt).

Comme c’est le schéma que nous avons surtout utilisé dans nos simulations, nous allons en
donner une description plus complète ; ici, les équations de mouvement sont donc intégrées en
utilisant un schéma de différences finies centrées sur le pas de temps ∆t.
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Les quantités ẋ et ω sont calculées sur l’intervalle t ± ∆t
2 alors que les quantités x,ẍ,θ,ω̈, f

et M sont calculées sur l’intervalle t ± n∆t. Les accélérations en translation et en rotation sont
calculées à t en fonction des vitesses aux centres des intervalles t ± n∆t :







~̈x(t) = 1
∆t

[

~̇x(t + ∆t/2) − ~̇x(t − ∆t/2)
]

, ;

~ẇ(t) = 1
∆t [~ω(t + ∆t/2) − ~ω(t − ∆t/2)] , .

(2.41)

En insérant ces équations dans la relation fondamentale de la dynamique, nous obtenons les
expressions des vitesses aux centres des intervalles (t ± n∆t) :















~̇x(t + ∆t/2) = ~̇x(t − ∆t/2) +

(

~F (t)
m + ~g

)

∆t, ;

~ω(t + ∆t/2) = ~ω(t − ∆t/2) +

(

~M(t)
I

)

∆t, .
(2.42)

Et finalement, on peut calculer les positions ~x et les rotations ~θ des particules en (t + ∆t) :

{

~x(t + ∆t) = ~x(t) + ~̇x(t + ∆t/2)∆t, ;
~θ(t + ∆t) = ~θ(t) + ~ω(t + ∆t/2)∆t, .

(2.43)

Méthode de Prédicteur-Correcteur

Nous introduisons brièvement l’autre méthode d’intégration relativement répandue dans les
modélisations de Dynamique Moléculaire, le Prédicteur-Correcteur [121] ; cette méthode utilise
d’avantage d’informations que les méthodes précédentes et se révèle en général plus précise. Les
deux formes les plus familières sont :

– (1) la méthode ’multi-cycles’ qui utilise les valeurs des accélérations aux cycles antérieurs
{ẍ(t), ẍ(t − ∆t), ẍ(t − 2∆t), ...} ,

– (2) la méthode qui utilise au cycle courant (t) les dérivés d’ordres supérieurs de l’accéléra-

tion au pas de temps considéré ẍ(t), d
dt ẍ(t), d2

dt2
ẍ(t), ...}.

L’intégration se ramène à résoudre l’équation différentielle de second ordre :

ẍ = f(x, ẋ, t) , (2.44)

qui se déroule en deux étapes :

– (1) Dans un premier temps, la position x(t + ∆t) et la vitesse ẋ(t + ∆t) sont prédites au
pas de temps (t + ∆t) à l’aide de la formule de prédicteur {P (x) et P (ẋ)} ; on peut alors
calculer la fonction f(P (x(t + ∆t)), P (ẋ(t + ∆t)), t + ∆t) .

– (2) Dans un deuxième temps, la position x(t + ∆t) et la vitesse ẋ(t + ∆t) prédites sont
corrigées à l’aide de la formule de correcteur (C(x) et C(ẋ)) en prenant en compte la valeur
de f précédemment calculée, c’est-à-dire, f(P (x(t + ∆t)), P (ẋ(t + ∆t)), t + ∆t).

Etant donné que cette méthode prend en compte un nombre plus important d’informations,
elle atteint une meilleure précision dans le calcul des trajectoires des particules et donc les
interactions sont mieux reproduites ; cependant elle reste plus complexe à mettre en oeuvre et
nécessite une allocation mémoire plus importante. Bien que deux étapes soient nécessaires à
l’intégration, les forces ne sont calculées qu’une seule fois au cours d’un cycle de calcul avant
l’étape de prédiction et elles ne sont pas réévaluées avant l’étape de correction. C’est en effet
l’évaluation des forces qui est la plus consommatrice en temps de calcul dans un algorithme de
Dynamique Moléculaire.
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m
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α m/k

Fig. 2.16 – Modèle masse-ressort : une masse m est accrochée à une extrémité d’un ressort de
raideur k, dont l’autre extrémité est fixée à une paroi rigide.

2.5.2 Temps de contact et échantillonnage critique

2.5.3 Modélisation d’une collision binaire

Si nous considérons le problème simple d’une collision binaire frontale de particules (p1) et
(p2) en interaction élastique ; on a vu que la force normale d’interaction est liée à l’interpénétra-
tion w (négative) des deux particules ; cette force de restitution élastique, liée à l’énergie élastique
stockée au contact, est de la forme :

{

~fel
n = k

(c)
n w ~n(c), en élasticité linéaire ;

~fel
n = k

(c)
n w1+γ ~n(c), en élasticité non linéaire.

(2.45)

Dans le cas linéaire, c’est l’équation classique d’un ressort de rigidité k comme c’est illustré sur
la figure 2.16 ; Dans le cas non-linéaire, à différents modèles de contacts de particules sphériques

correspondent différents paramètres γ (Pour un modèle de contact de Hertz, γ = 1/2, et f
(c)
n ∝

w3/2).

On peut également introduire une force dissipative de nature dynamique au contact de la
forme :

{

~fdiss
n = −2Dnm̄( ~ẋ(c) · n(c)) ~n(c), en élasticité linéaire ;

~fdiss
n = −2Dnm̄( ~ẋ(c) · n(c))wγ ~n(c), en élasticité non linéaire.

(2.46)

Dn est le coefficient de dissipation normale, m̄ est la masse réduite des particules (p1) et (p2)
et le paramètre γ introduit la non-linéarité du modèle de contact.

Dans le cas où les interactions de contact sont strictement linéaires, le mouvement relatif des
particules (p1) et (p2), matérialisé par le point x(c) est gouverné par l’équation différentielle :

m̄ ¨x(c) + m̄D ˙x(c) + kx(c) = 0 → ¨x(c) + µ ¨x(c) + ω2
0x

(c) = 0 , (2.47)

où µ = Dn et ω2
0 =

√

k/m̄.

la solution classique de cette équation d’oscillateur amorti est :







x(c)(t) = ẋ(c)(t<tc)
ω exp−µtsin(ωt), et

˙x(c)(t) = ẋ(c)(t<tc)
ω exp−µt(−µsin(ωt) + ωcos(ωt)), .

(2.48)
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où ẋ(c)(t < tc) est la vitesse relative avant la collision frontale, et ω est la pulsation de

l’oscillateur amorti valant
√

ω2
O − µ2.

Le temps de contact, c’est-à-dire le temps que dure la collision depuis le moment ou w ≤ 0
au moment où w > 0 est :

tw =
π

ω
=

π
√

(k/m̄) − (Dn/m̄)2
, (2.49)

soit tw = π
√

m/k lorsqu’il n’y a pas de dissipation au contact (Dn = 0, temps de contact
plus court).

2.5.4 Echantillonnage critique

Maintenant que nous avons introduit l’équation et la solution d’un oscillateur amorti dans le
cadre d’un contact entre particules, considérons un système de ”masse-ressort” à une dimension
(voir figure 2.16), décrit par une particule de masse m et un ressort de raideur k. Le mouvement

du point est gouverné par l’équation différentielle m ¨x(p) = −kx(p), la résolution numérique de ce
problème, calculée par un schéma de différences finies de second ordre, sera stable seulement si
le pas de temps ∆t n’excède pas un pas de temps critique ∆tc qui vaut :

∆tc =
T

π
, avec , T = 2π

√

m/k , (2.50)

où T est la période du système.
Le système que nous modélisons dans la Méthode des Eléments Discrets est un assemblage de

particules en contact dans un espace bidimensionnel ou tridimensionnel ; chacune des particules
(p) peut avoir sa propre masse m(p) (par exemple, si l’on considère une distribution de taille de
particules) et chaque contact peut également avoir une raideur différente (si l’on considère par
exemple des particules de propriétés élastiques différentes) ou simplement pour une distribution
de surfaces de contact S(c) dans un modèle de contact non-linéaire.

Pour chaque degré de liberté (mouvement de translation T et mouvement de rotation R)

supposés non couplés, un pas de temps critique est calculable ∆tTc =
√

m/kT et ∆tRc =
√

I/kR.
Le pas de temps critique retenu sera le plus petit de tous les pas de temps critiques calculés pour
tous les degrés de libertés des particules. On choisira enfin un pas de temps ∆t de l’ordre du
dixième de la valeur du pas de temps critique déterminée ∆tc afin de résoudre correctement le
mouvement de la particule sur la période d’oscillation T .

2.5.5 Dissipation d’énergie

Dans un système frictionnel, l’énergie apportée au système de particules est dissipée par glis-
sement au contact des grains lorsque la force transversale atteint le seuil de friction. Cependant,
dans certaines simulations, le glissement peut ne pas être autorisé ou bien alors ce mode de
dissipation peut se révéler insuffisant pour aboutir à un état d’équilibre dans un délai (nombre
de cycles de calcul) raisonnable.

Il existe des méthodes alternatives pour dissiper l’énergie du système en amortissant le mou-
vement des particules.

Amortissement global de fluide environnant visqueux

Un amortissement global associé au milieu dans lequel les particules sont en mouvement peut
être pris en compte dans les équations de la dynamique des particules ; On réécrit, les équations

54



2.6. Calcul du tenseur des contraintes

du mouvement de translation T (p) et du mouvement de rotation R(p) en prenant en compte les
termes d’amortissement globaux :







m(~̈x
(p) − ~g) + Cg

T
~̇x

(p)
= ~f (p) =

∑n(c)

i=1
~f (c) , ;

I~̇ω
(p)

+ Cg
R~ω(p) = ~M(p) =

∑n
(p)
c

i=1
~M(c) , .

(2.51)

où Cg
T est le coefficient d’amortissement global pour le mouvement de translation et Cg

R est
le coefficient d’amortissement global pour le mouvement de rotation.

Amortissement local de collisions visco-élastiques

Il est également possible d’introduire un terme d’amortissement de contact qui rend compte
d’une interaction purement visco-élastique ; la forme générale des composantes normales et tan-
gentielles des forces de contact est :







~
f

(c)
n = k

(c)
n w ~n(c) + C l

nẋ(c) ~n(c), ;

~∆ft
(c)

= −kt
~∆s + C l

tẋ
(c) ~t(c), .

(2.52)

où C l
n, et C l

t sont les coefficient d’amortissement locaux aux contacts pour les composantes
normales et tangentielles de la force de contact.

On notera que ces termes de dissipation introduits dans les équations maîtresses de la dyna-
mique, rendent compte exclusivement d’interactions visco-élastiques aux contacts mais ne repro-
duisent en aucun cas des déformations permanentes (c’est-à-dire plastiques).

2.6 Calcul du tenseur des contraintes

La contrainte σ̄ est une quantité continue ; par conséquent, elle ne peut pas être définie en
chaque point de l’espace dans un assemblage particulaire car ce milieu est par définition de nature
discrète. Les forces de contact sont définies à la micro-échelle et pour passer de la micro-échelle
des contacts à l’échelle du milieu continu de l’assemblage, il est nécessaire d’opérer une moyenne
sur l’espace.

Les composantes du tenseur des contraintes moyennes σ̄ dans un volume de matériau V sont
définies comme :

〈σ(V )
ij 〉 =

1

V

∫

V
σijdV , (2.53)

où σij est le tenseur des contraintes au sein du volume V .
Pour un matériau de nature discrète, la plus petite échelle à laquelle les contraintes sont

définissables correspond à l’échelle des particules et, par conséquent, l’intégrale sur le volume V
du matériau peut être remplacée par une somme sur les N particules contenues dans ce volume :

〈σ(V )
ij 〉 =

1

V

N
∑

i=1

〈σ(p)
ij 〉V (p) , (2.54)

où 〈σ(p)
ij 〉 est le tenseur des contraintes moyennées sur la particule (p) ; il peut se réécrire en

terme du tenseur local des contraintes dans la particule σ
(p)
ij comme :

〈σ(p)
ij 〉 =

1

V (p)

∫

V (p)
σ

(p)
ij dV (p) , (2.55)
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Fig. 2.17 – Détermination des contraintes dans un matériau granulaire : le tenseur local σ
(p)
ij est

tout d’abord moyenné sur chaque particule à partir des forces de contact fn et ft, ensuite on
peut calculer un tenseur de contraintes moyenné sur un ensemble de particules contenues dans

une cellule 〈σ(C)
ij 〉 ou bien sur l’ensemble des particules contenues dans le système 〈σ(S)

ij 〉 .

Pour un tenseur quelconque Aij , on peut écrire l’identité suivante :

Aij = δikAkj = xi,kAkj = [(xiAkj),k − xiAkj,k] , (2.56)

En appliquant cette identité au tenseur local des contraintes σ
(p)
ij de la particule (p), on

obtient :

〈σ(p)
ij 〉 =

1

V (p)

∫

V (p)

[

(

xiσ
(p)
kj

)

,k
− xiσ

(p)
kj,k

]

dV (p) , (2.57)

L’intégrale de volume peut être réécrite comme une intégrale de surface en appliquant le
théorème de ”Gauss-Divergence” au premier terme de l’intégrale ; l’équation d’équilibre en l’ab-
sence de forces centrales (agissant sur le centre de masse, ici ~g = ~0) s’écrit comme ~divσ̄ = ~0 et le
second terme de l’intégrale s’annule.

〈σ(p)
ij 〉 =

1

V (p)

∫

S(p)

(

xiσ
(p)
kj

)

nkdS(p) , (2.58)

où S(p) est la surface de la particule (p), ~n(p) est le vecteur unité normal dans la direction
sortante de cette surface.

Chaque particule étant chargée par des forces ponctuelles agissant ~f c sur des surfaces finies

de contact S(c), l’intégrale précédente peut être remplacée par une somme sur les n
(p)
c contacts de

la particule (p), et l’expression du tenseur des contraintes moyenné sur la particule (p) devient :

〈σ(p)
ij 〉 =

1

V (p)

n
(p)
c

∑

k=1

x
(c)
i f

(c)
j , (2.59)
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où ~x(c) et ~f (c) sont respectivement les points de contact et les forces agissantes sur les sur-
faces de contact S(c). Le signe négatif est ici introduit pour s’assurer qu’une force compressive
corresponde à une contrainte moyenne négative, selon la convention choisie.

La position du contact ~x(c) peut être réécrite d’une autre façon en terme de la position de la
particule ~x(p) selon

x
(c)
i = x

(p)
i +

∣

∣

∣x
(c)
i − x

(p)
i

∣

∣

∣ n
(c,p)
i , (2.60)

où nc,p
i est le vecteur unité normal dirigé du centre de la particule (p) vers le point de contact

(c).

Si une particule est en équilibre alors la force nette ~f (p) sur la particule est nulle, soit :

~f (p) =
n(c)
∑

k=1

~f c = ~0 (2.61)

En remplaçant 2.60 et 2.61 dans l’expression du tenseur des contraintes moyennes 〈σij〉 dans
la particule (p), on obtient :

〈σ(p)
ij 〉 = − 1

V (p)

n(c)
∑

k=1

∣

∣

∣x
(c)
i − x

(p)
i

∣

∣

∣ n
(c,p)
i f

(c)
j (2.62)

Le tenseur des contraintes moyennes sur le volume V du matériau peut maintenant être
calculé en reprenant l’expression 2.54 et en y incorporant l’expression du tenseur des contraintes

〈σ(p)
ij 〉 moyennées à l’échelle des particules (p). L’expression finale obtenue pour ce tenseur est :

〈σ(V )
ij 〉 = − 1

V

Np
∑

l=1

n
(p)
c

∑

k=1

∣

∣

∣x
(c)
i − x

(p)
i

∣

∣

∣ n
(c,p)
i f

(c)
j (2.63)

2.7 Structure des données - Implémentation Série

Nous présentons brièvement la structure de données que nous avons choisie d’utiliser pour
implémenter la Méthode des Eléments Discrets (voir figure 2.18). Les principaux groupes de
données que nous traitons dans cette méthode sont : les données du système (S), les données
des cellules (C), les données des particules (p) et les données des contacts (c) ; ces données
sont regroupées selon des structures de données propres à chaque type (S), (C), (p) et (c). Ces
structures de données peuvent être reliées entre elles, et la façon de les lier va définir la structure
globale des données.

Une structure de données autoreférentielle ( ou structure récursive) correspond à une structure
dont au moins un des champs contient un lien (pointeur) vers une structure de même type
(organisation horizontale sur figure 2.18). Ce sera le cas pour les structures de données de type
cellule, de particule et de contact. Chaque structure contient des données propres à son type, et
chaque structure est organisée selon une liste double chaînée (c’est le cas dans notre structure
de données) : chaque structure fait référence à deux autres structures de même type (structure
autoréférentielle) qui pointent elles mêmes sur cette structure. Mais chaque structure ne fait pas
seulement référence à une structure de même type ; elle peut également faire référence à une
structure de type différent et on parle alors d’une structure en arbre (organisation verticale sur
figure 2.18).
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Fig. 2.18 – Structure de données dans le programme de ”Dynamique Moléculaire” développé :
quatre types de données sont définis (a) Système, (b) Cellule, (c) Contact et (d) Particule ; à
partir de ces éléments, on construit une structure complexe (entre liste chaînée et arbre) reliant
les éléments entre eux ; cette structure de données évolue au cours de la simulation.

Tous ces éléments ou noeuds de données peuvent être éparpillés en mémoire, mais sont reliés
entre eux par des liens logiques (les pointeurs vers des adresses mémoires) ; c’est ce qui permet
d’avoir une gestion par allocation dynamique de la mémoire. Dans les simulations, ce sont surtout
les structures de type contact qui font le plus appel à la gestion dynamique de la mémoire ; en
effet, si le nombre de contacts évolue constamment au cours des simulations, le nombre de cellules
et le nombre de particules sont souvent fixés au début de la simulation et restent inchangés par
la suite.

2.8 Implémentation parallèle

La limite pratique de modélisation pour la Méthode des Eléments Discrets sur des architec-
tures séries (PC et stations de travail) en terme de capacité mémoire et de temps de calcul est de
l’ordre de quelques dizaines de milliers de particules que ce soit en géométrie 2D ou en géométrie
3D. Si l’on souhaite modéliser des systèmes de plusieurs centaines de milliers de particules, il
devient inévitable de recourir à la modélisation sur des architectures parallèles.

Il existe différentes façons d’implémenter la Méthode des Eléments Discrets sur une architec-
ture parallèle selon, qu’il s’agisse d’une architecture à mémoire partagée (l’ensemble des noeuds
se partagent une unité de mémoire unique) ou bien d’une architecture à mémoire distribuée
(chaque noeud possède son unité de mémoire propre, à laquelle il est le seul à avoir accès). Dans
le cadre de cette thèse, nous avons implémenté de deux façons la Méthode des Eléments Discrets
sur une architecture parallèle à mémoire distribuée.

– (1) Dans le cas où le système à modéliser est de petite taille, la mémoire d’un noeud sera
suffisante pour stocker la totalité des données. Dans ces conditions, il peut être intéressant
de modéliser le même système de particules sur chaque noeud en faisant par exemple varier
un ou plusieurs paramètres pour échantillonner l’espace des paramétres d’un problème
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Fig. 2.19 – Modes d’implémentation parallèle d’un algorithme de ”Dynamique Moléculaire” : (a)
par décomposition de domaines pour simuler un système de particule de grande taille où chaque
processeur traite une région du système et communique avec les autres processeurs pour calculer
les interactions entre les domaines ; (b) chaque processeur traite indépendamment, soit le même
système de particules avec des paramètres de simulations différents, soit il traite des systèmes
différents (configurations de particules) avec les mêmes paramètres, et seul le processeur maître
effectue des communications pour affecter les tâches aux processeurs esclaves.

donné. Ou bien, on peut modéliser des systèmes différents (différentes réalisations initiales,
c’est-à-dire, des configurations spatiales de particules différentes) avec le même jeu de
paramètres afin de pouvoir moyenner certaines quantités sur l’ensemble des simulations.
Dans ces deux configurations, la technique consiste à lancer depuis un noeud ’maître’,
l’ensemble des simulations sur les noeuds ’esclaves’ ; le noeud maître s’occupe d’initialiser les
simulations sur les autres noeuds en leur communicant les informations nécessaires comme
les positions initiales des particules (la réalisation), les jeux de paramètres, il s’occupe
également de gérer les modifications des conditions au cours des simulations.

– (2) Dans le cas où l’on souhaite modéliser un système de grande taille, deux problèmes
peuvent se poser ; soit la mémoire d’un noeud n’est pas suffisante pour stocker toutes
les informations nécessaires pour la simulation, soit le nombre de particules devient trop
important et le temps de calcul devient trop grand. Dans ces conditions, la technique
consiste à partager la tache de modélisation globale sur l’ensemble des noeuds ; à chaque
noeud sera attribué un domaine de l’espace totale à modéliser. Il faut donc partitionner le
système en un certain nombre de domaines et d’assigner à chaque noeud une de ces régions.
Chacune de ces régions est elle même composée d’un ensemble de cellules. De cette façon,
toutes les particules et toutes les interactions assignées à une cellule seront assignées au
noeud traitant la région où se trouve la cellule.
Lorsqu’une particule se déplace d’une cellule i appartenant à une région vers une cellule
appartenant à une autre région j, toutes les informations concernant cette particule et ces
interactions devront être transférées de la mémoire du noeud traitant la cellule i vers la
mémoire du noeud traitant la cellule j. Ces communications d’informations entre noeuds
sont pénalisantes en terme de temps de calcul puisqu’elles augmentent le temps du cycle
de calcul. Cependant, au cours d’un cycle, seule une petite fraction du nombre total de
particules se déplacent ainsi d’une région vers une autre région. Dans le cas où les interac-
tions entre particules sont de courtes portées, la majorité des interactions ont lieu entre les
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particules appartenant à une même région et par conséquent le volume des communications
entre noeuds est réduit.
Une des conditions requises pour l’efficacité de l’implémentation parallèle est que la mise en
oeuvre des communications soit la plus efficace possible, c’est-à-dire que le temps consacré
au transfert d’informations soit le plus petit possible.

2.8.1 Conclusions et Perspectives

Au cours de cette thèse, nous avons développé un programme qui permet de modéliser des
assemblages de particules sphériques élastiques ’interpenétrables’ aux contacts en adoptant la
Méthode des Eléments Discrets. Cette méthode a été implémentée en utilisant à la fois de la
programmation en Fortran 95 [104] [71] [121] [122] et en C [123] permettant une structure
modulaire (schémas d’intégration, modèle de forces, post-traitement) et une gestion dynamique
de la mémoire (liste chaînée).

Ce programme nous a permis de modéliser des systèmes bi-dimensionnels et tri-dimensionnels
de particules dont le nombre peut varier de quelques centaines à plusieurs dizaines de milliers
(100000). Ce dernier chiffre correspond à une limite pratique pour les architectures séries ac-
tuelles. Aussi, afin de moyenner nos résultats sur un ensemble de réalisations différentes, nous
avons par la suite adapté la version ’série’ du programme pour le faire fonctionner sur des ar-
chitectures parallèles ; dans cette version, un jeu de simulations (assemblages de particules ou
paramètres différents) est lancé simultanément sur un ensemble d’unités de calculs communicant
entre elles. Une unité maître se charge de coordonner les communications et les entrées/sorties
fichier. Nous avons adopté l’interface de communication la plus répandue MPI [117] [145]
[61] [72], et nous avons fait fonctionner le programme sur des architectures parallèles différentes
(Cluster de PC sous Linux à l’ENS et à l’IPGP , et Cluster SUN au Levich Institute).

Enfin, une version purement parallèle a également fait l’objet d’un développement dans l’ob-
jectif de modéliser des systèmes de taille plus importante ou bien de modéliser plus rapidement
un système de taille modérée en répartissant la tache de calcul sur plusieurs unités par décom-
position de Domaine. Cette version purement parallèle nécessite un volume de communications
important. Cette version n’a pas été finalisée dans le cadre de cette thèse.

Pour chaque simulation, l’état du système, c’est-à-dire toute les informations contenues dans
la structure de données de la liste chaînée (système, cellules, particules, contacts, ...), a été
sauvegardé régulièrement dans la limite d’espace libre sur les disques de sauvegardes, sous forme
de fichiers binaires. Ces fichiers binaires peuvent servir à la fois à l’analyse ultérieure des données
mais ils sont également utilisés pour régénérer un système correspondant à l’état sauvegardé.

Nous avons également programmé un certain nombre de routines de traitement de données
mais aussi de visualisation bidimensionnelle (génération d’image Post-Script [81]) ou tridimen-
sionnelle (génération de structures de données compatibles avec le logiciel IBM Open Data
Visualisation Explorer).

Les comportements observés numériquement ont pu, dans certains cas, être comparés à des
mesures et observations expérimentales. Les protocoles de préparation d’assemblages granulaires,
et les différentes conditions aux limites que nous avons implémentées seront exposés dans les
chapitres suivants.
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3.1 Introduction

Ce chapitre se rapporte à un problème important concernant les assemblages granulaires,
à savoir comment l’ordre (degré d’organisation des particules) et la réponse mécanique d’un
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système composé de plusieurs espèces de particules, sont liés aux paramètres de mélange, à
savoir les hétérogénéités de taille de particules et les concentrations des différentes espèces.

Dans cette étude, nous présentons des résultats numériques sur les propriétés géométriques et
mécaniques d’assemblages denses de particules sphériques élastiques, distribuées selon un arran-
gement bidimensionnel. Nous nous sommes intéressés à l’étude de la plus simple configuration des
assemblages ”multi-composants” consistant en un mélange bidisperse (c’est-à-dire deux espèces
de taille de particules différentes).

Dans l’intervalle d’hétérogénéité de tailles considéré, les propriétés géométriques moyennes
telles que la coordinence moyenne des particules 〈Z〉 ou la fraction volumique solide φs (ou
la fraction complémentaire, la porosité φ), mais également la réponse mécanique, dépendent
fortement de la composition du mélange ; l’ordre dans l’assemblage est mesuré par des paramètres
d’ordre locaux et globaux d’orientations de contacts 〈Ψ6〉.

L’étude systématique des assemblages de sphères par des simulations numériques a une longue
histoire, qui trouvent ses racines dans la théorie des liquides et des verres [147] ; elles nous
permettent d’étudier les propriétés géométriques en prenant en compte les contacts réels entre
les particules, qui sont importantes pour les propriétés mécaniques et les propriétés de transport.

Au vu de la richesse du problème des assemblages de sphères et la grande variété des appli-
cations, il est important de connaître les réponses à des questions fondamentales, telles que la
relation entre le degré d’ordre dans les assemblages de particules bidisperses et les paramètres
caractérisant le mélange, les hétérogénéités de tailles et les concentrations des espèces.

D’autre part, l’étude des assemblages de particules distribuées dans une géométrie plane, c’est-
à-dire des arrangements bidimensionnels, peut être un bon outil pour l’étude et la compréhension
des propriétés des assemblages tri-dimensionnels. Il est en effet intéressant de trouver les moyens
de décrire ces propriétés, soit à l’aide de la définition de paramètres scalaires moyennés sur
l’assemblage (par exemple la coordinence 〈Z〉, la fraction solide φs, soit en caractérisant des
fonctions de distributions de certaines variables (intensité des forces d’interactions P(f)) ou
en étudiant les propriétés de fonctions de corrélations (corrélation de paires des positions des
particules g(r), corrélations des intensités des interactions de contacts K(r)).

Il est bien connu, que les assemblages denses constitués de sphères de taille identique montrent
des domaines ordonnés ; c’est pourquoi dans le présent chapitre, nous étudions les effets de dis-
tribution de taille de particules sur les propriétés géométriques et les caractéristiques mécaniques
d’assemblages bidimensionnels de sphères élastiques. Nous nous intéressons plus particulièrement
au problème de l’homogénéisation de la texture des assemblages en fonction de leur paramètres
de mélanges. Cette étude préliminaire aux autres travaux réalisés au cours de cette thèse est
fondamentale, car elle permet de définir et caractériser des assemblages de particules qui nous
serviront comme de référence, et qui seront par la suite utilisés pour l’étude d’autres problèmes
concernant plus généralement les matériaux granulaires.

3.2 Simulations numériques

Pour modéliser les assemblages granulaires polydisperses, nous utilisons le programme déve-
loppé au cours de cette thèse et basé sur la méthode des ”Eléments Discrets” [26], dont nous
avons présenté la mise en ouvre dans le chapitre 2.

3.2.1 Méthode des Eléments Discrets

Nous rappelons qu’il s’agit d’un modèle discret de sphères élastiques interagissant selon une
loi de contact de type Hertz-Mindlin (force de contact normale non-linéaire de Hertz ~fn et force
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de contact frictionnelle transversale ~ft) :

{

fn = 2
3knR̄1/2w3/2 ;

∆ft = kt(R̄w)1/2∆s .
(3.1)

On se rapportera au chapitre 4 pour les données plus détaillées concernant ces lois de contact,
de type force-déplacement ; elles y sont discutées en relation avec les constantes élastiques effec-
tives des assemblages ; on notera ici que le terme R̄ = 2R1R2/(R1 + R2) (issu de la distance
mutuelle des deux centres des particules par rapport au plan de contact dans la théorie de Hertz
[149] [79]) prend en compte les tailles différentes des deux sphères R1 et R2 ; ces lois de contact
permettent donc de modéliser les interactions dans des assemblages polydisperses.

L’étude menée et présentée dans ce chapitre restreint la modélisation à la géométrie d’ar-
rangement bidimensionnelle, où les centres des sphères sont distribuées sur un plan. Dans ces
simulations, les constantes élastiques des particules des particules sont choisies en accord avec les
valeurs typiques pour des billes de verre (utilisées dans de nombreux travaux expérimentaux de
milieux granulaires [91] [99] [97] [13] [108]), c’est-à-dire, un module de cisaillement µ = 30GPa
et un coefficient de Poisson ν = 0.2.

3.2.2 Compaction et densification

Nos simulations de mélange débutent avec un protocole numérique élaboré pour mimer la
procédure expérimentale de préparation des assemblages granulaires denses [99] ; cette procé-
dure commence avec un gaz de N particules placées à des positions aléatoires, dans une cellule
cubique de volume V répétée périodiquement dans l’espace (”virtuellement”, par les conditions
de frontières périodiques, voir au chapitre 1).

Pendant l’étape de compaction-densification, la force transversale d’interaction entre les par-
ticules ~ft de l’équation 3.1 n’est pas considérée (kt = 0) mais elle sera restaurée dans une étape
ultérieure, lors du calcul des modules élastiques de l’assemblage et pour le moment, seule la force
d’interaction normale ~fn est présente au contact.

Le système de particules, un gaz à l’état initial, est lentement compressé par une déformation
affine de l’assemblage, ui = ǫijxj (en spécifiant un taux de déformation macroscopique ǫ̇11 =
ǫ̇22 = ǫ̇), jusqu’à ce qu’une valeur de fraction solide spécifiée φs soit atteinte ; la valeur choisie
pour φs lors de la phase de compaction correspond à la configuration de particules du Random
Close Packing , défini comme l’état de compacité maximale d’un assemblage désordonné de
particules (quasi identiques, c’est à dire pour une distribution de taille très serrée) [151], soit
φRCP

s ≈ 0.84 à 2D [7].
A ce stade, de nombreux contacts sont déjà formés (〈Z 6= 0〉) et la pression est non nulle

p 6= 0 ; la compression est alors stoppée (ǫ̇=0) et on continue à résoudre le mouvement de
translation des particules ; le système de particules n’est plus déformé et peut donc se relaxer
sans forçage vers une coordinence nulle 〈Z = 0〉, et donc vers une pression nulle p = 0 (voir le
calcul des contraintes σij en fonction des forces de contact ~f (C) au chapitre 2).

Un terme d’amortissement est inclus dans la résolution numérique de la trajectoire des par-
ticules, pour empêcher les oscillations continues des interactions purement élastiques ; cet amor-
tissement est de nature visqueuse (Cηẋ) (voir chapitre 2) ; il permet au système de se relaxer
vers un état d’équilibre même lorsque la pression est nulle (c’est-à-dire qu’il n y a pas de contact
entre les particules). Une fois que l’énergie cinétique des particules 〈Ec〉 a été complètement
dissipée par la viscosité numérique, la compression est poursuivie au-delà de la fraction solide
critique du Random Close Packing, à l’aide d’un mécanisme numérique de Servo-Control qui
ajuste continûment, à chaque cycle de calcul, le taux de déformation appliqué au système ǫ̇ pour
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Fig. 3.1 – Mélange bidisperse : (a) paramètres caractérisant le mélange bidisperse de particules
(A) et (B), respectivement de rayons RA et RB (avec RA < RB) : la déviation de rayon ∆R par
rapport au rayon moyen 〈R〉, (δR = ∆R/〈R〉) et les concentrations des deux espèces CA et CB

telles que CA + CB = 1 ; (b) assemblage bidisperse de petites et grosses particules (A) et (B).

atteindre une pression p0 spécifiée, un état de contrainte σ̄0 (si l’on veut obtenir un état de
référence anisotrope), ou bien encore une fraction solide φ0 dans un état d’équilibre statique ;
ce protocole permet de densifier le système de façon très efficace, en réalisant une succession de
cycles de compression-dilatation d’amplitude de plus en plus faibles censés reproduire l’agitation
mécanique expérimentale imposée au système pour le densifier (sous forme de vibrations ou de
légers chocs par exemple).

Comme les forces de frottement ne sont pas considérées aux contacts des particules, il n’y a pas
de résistance transversale aux mouvements des particules au cours de la phase de densification,
et de ce fait, le système de particules atteint des fractions solides maximales φs pour la pression
spécifiée p0, telle que φs(p0) > φRCP

s .
Pour l’étude présentée dans ce chapitre, tous les assemblages de particules modélisés ont été

préparés de façon à atteindre un équilibre statique sous une pression de p0 = 10MPa ; quelques
simulations de mélange ont également été réalisées avec une pression inférieure p0 = 1MPa, et
qualitativement les résultats obtenus sont identiques à ceux présentés dans ce chapitre.

La coordinence moyenne obtenue pour ces assemblages confinés est toujours supérieure à
Z > 4 ; pour des assemblages de particules rigides (i.e. indéformables) et sans friction µf = 0,
on peut montrer qu’il existe une limite supérieure telle que 〈Z〉 = 2D, où D est la dimension de
la géométrie du problème. Pour des particules déformables (comme dans nos simulations au sens
de l’interpénétration) et des pressions importantes, les particules sont compressées, des contacts
supplémentaires se forment, et la coordinence moyenne augmente.

3.3 Les mélanges bidisperses

Dans cette étude, nous nous intéressons aux effets de la polydispersité des particules sur les
propriétés géométriques et mécaniques des assemblages ; le modèle le plus simple de polydispersité
se résume à un mélange bidisperse, c’est-à-dire un mélange de deux espèces de particules (A)
(petites) et (B) (grosses) (voir figure 3.1(b)) ayant les mêmes propriétés mécaniques (modules
élastiques), mais (1) de rayons différents, RA et RB, et (2) de concentrations données, CA et CB

(voir figure 3.1(a)).
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3.3.1 La déviation de rayon

Pour définir l’écart de taille entre les deux espèces de particules, nous utilisons la déviation
de rayon ∆R des deux espèces par rapport au rayon moyen 〈R〉 ; on considère le paramètre δRA,B

comme :

δR =
|〈R〉 − RA|

〈R〉 =
|RB − 〈R〉|

〈R〉 =
∆RA,B

〈R〉 , (3.2)

où ∆RA,B est l’écart de rayon des petites et grosses particules au rayon moyen 〈R〉 = 1
2(RA +

RB).

Dans un premier temps, les effets d’hétérogénéité de taille ont été étudiés sur un intervalle
de déviation de rayon δR allant de 10−4 (soit 0.01% de 〈R〉) à 10−1 (soit 10% de 〈R〉) pour
une valeur de rayon moyen choisie à 〈R〉 = 0.1mm. Dans un deuxième temps, la polydispersité
a été étudiée pour des déviations de rayons plus importantes δR allant de 1.10−1 à 7.10−1 ; au
delà, pour un mélange à concentrations égales des deux espèces, l’écart de taille devient trop
important ; les petites particules sont de tailles inférieures à la taille des pores d’un arrangement
Hexagonal Compact de grosses particules ; elles peuvent alors se loger dans cette porosité ; ceci
fait apparaître un degré de complexité supplémentaire dans les arrangements binaires qui va au
delà des ambitions de cette étude.

3.3.2 La concentration

La concentration C d’une espèce X dans l’assemblage est définie comme le rapport entre le
nombre de particules qui compose cette population NX au nombre total de particules dans le
système N :

CX =
NX

N
, (3.3)

et, on a naturellement
∑

CX = 1, puisque
∑

NX = N .

Dans une première partie de cette étude, nous considérons exclusivement les effets d’hétérogé-
néité de taille, et nous nous intéressons donc au cas d’un mélange binaire de particules, composé
de deux populations ayant la même concentration, soit CA = CB = 0.5 et nous faisons varier la
déviation de rayon δR ; dans une seconde partie en revanche, nous traiterons le cas où les deux
populations sont de concentrations différentes telles que CA = 1 − CB = C, pour des déviations
de rayons fixées ; nous étudierons l’effet de la concentration sur un intervalle de C ∈ [0; 1] ; nous
partirons donc d’un mélange monodisperse de petites particules (A) et nous ferons croître la
quantité de particules (B) dans le mélange par rapport à la quantité de particules (A) ; nous
terminerons alors avec un assemblage monodisperse de particules (B).

3.4 Propriétés Géométriques

3.4.1 Coordinence et fraction solide

Coordinence

La coordinence moyenne 〈Z〉 d’un assemblage de particules correspond au nombre moyen de
contacts que ces particules partagent entre elles ; pour un matériau granulaire où les interactions
sont dures (partie répulsive du potentiel très raide, partie attractive du potentiel nulle pour des
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Fig. 3.2 – (a) évolution de la coordinence moyenne des particules 〈Z〉 dans l’assemblage en
fonction de la déviation de rayon ∆R : 〈Z〉 diminue approximativement d’une unité de 0.01% à
10% de déviation de rayon ; (b) évolution de la coordinence partielle des deux espèces 〈ZA〉 et
〈Z〉B sur le même intervalle de déviation : toutes les deux décroissent comme 〈Z〉 (courbe noire)
et on a : 〈ZA〉 < 〈Z〉 < 〈ZB〉.

particules non adhésives), dans la coordinence de premier voisinage (r = RB), seules les paires
de particules partageant une surface de contact S(C) sont considérées.

Si n et N sont respectivement le nombre de contacts et le nombre de particules présents dans
un assemblage de volume V , la coordinence moyenne de l’assemblage 〈Z〉 est définie comme :

〈Z〉 =
2n

N
. (3.4)

Mais cette coordinence pourrait être moyennée sur un volume quelconque 6= V , si on s’inté-
ressait par exemple aux hétérogénéités de coordinence dans l’assemblage.

On peut également définir les coordinences moyennes partielles 〈ZX〉 pour chaque espèce
(X) ayant nX,X contacts entre les particules qui la composent et partageant nX,Y contacts avec
l’autre espèce (Y ) :

〈ZX〉 =
2nX,X + nX,Y

N
. (3.5)

Ce paramètre peut servir à signer les phénomènes de ségrégation entre espèces par exemple,
ou bien, peut servir à caractériser une organisation particulière des populations de particules.

De façon générale, la coordinence va donner une mesure moyenne de la connectivité du réseau
de contacts ; plus sa valeur est forte, plus l’assemblage est dense (close packing), et inversement,
plus elle est faible, plus l’assemblage est lâche (loose packing).

Chaque particule a besoin d’un certain nombre de contacts pour restreindre ses degrés de
liberté de mouvement, de telle sorte que le système puisse atteindre un état d’équilibre statique.
Si on considère l’équilibre mécanique d’un ensemble N de particules formant n contacts, il est
possible de calculer une limite inférieure et supérieure de la coordinence moyenne 〈Z〉 pour que
le système ne soit pas surdéterminé [150]. Dans un assemblage 2D à l’équilibre statique, il y a
2n forces à déterminer à l’aide de 3N équations d’équilibre.

Pour que le système ne soit pas hyperstatique, le nombre d’équations ne doit pas dépasser le
nombre de variables ce qui implique :
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2n ≥ 3N → 〈Z〉 ≥ 3 . (3.6)

Par ailleurs, les contraintes géométriques donnent n relations entre les 2N coordonnées des
particules (par exemple |~r1 − ~r2| = 2(R1 + R2)) et le nombre d’équations ne doit pas dépasser le
nombre de variables :

n ≤ 2N → Z ≤ 4 (3.7)

Finalement, nous obtenons un encadrement pour la coordinence moyenne des particules,
3 ≤ 〈Z〉 ≤ 4, pour un assemblage qui n’est pas dans un état hyperstatique ; Dans le cas des
assemblages qui nous concerne et du type de modélisations numériques utilisées, les conditions
de pressions imposent une déformation compressive de l’assemblage et la friction n’est pas consi-
dérée ; le système passe dans un état hyperstatique, et l’encadrement n’est pas vérifié dans sa
limite supérieure 〈Z〉 > 4 .

Dans le cas où les forces tangentielles seraient considérées lors de la préparation, l’encadrement
peut être vérifié [100] ; si, en plus les forces de contact tangentielles parviennent au seuil de
frottement de Coulomb, dans ce cas la relation entre la force normale fn et la force tangentielle
ft est donnée par ft = µfn ; ceci, constitue une détermination supplémentaire du système, qui
augmente la borne inférieure de l’encadrement de la coordinence 〈Z〉.

La figure 3.2(a) montre la dépendance de la coordinence moyenne des particules 〈Z〉, à la dé-
viation de rayon δR des deux espèces qui caractérise le degré d’hétérogénéité de taille du système.
Nous constatons que la coordinence moyenne 〈Z〉 décroît régulièrement avec l’augmentation de
l’hétérogénéité de taille δR ; elle passe d’une valeur maximale de 5.2 à 0.01% de déviation de
rayon à une valeur minimale de 4.3 pour 10% de déviation de rayon dans l’intervalle considéré.
On rappelle que ces valeurs de coordinance correspondent à un état d’équilibre statique pour
des assemblages de particules sphériques bidimensionnelles, sans friction, compressées sous une
pression de 10 MPa. On sait que la pression est à l’origine de l’augmentation de la coordinance
moyenne par rapport à la limite sphères rigides, cependant, tous les échantillons numériques ont
été préparés à la même pression p0, et les valeurs obtenues sont particulièrement fortes surtout
aux faibles déviations de rayons.

Porosité et fraction solide

La porosité φ d’un assemblage de particules est la fraction du volume de vide Vv sur le
volume V de l’assemblage considéré ; par opposition, la fraction solide φs représente la fraction
du volume solide Vs dans le volume V de l’assemblage. La porosité et la fraction solide sont liées
par la relation φ = 1 − φs, comme V = Vv + Vs.

Si N est le nombre de particules dans un assemblage de volume V , le volume solide total des
particules non déformées s’écrit NVp ; dans le cas de particules déformables (interpénétrables),
à ce volume, il faut soustraire le volume correspondant à l’interpénétration des N particules au
niveau des n contacts, soit Vi =

∑n
k=1 V k

i ; le volume solide devient donc Vs = NV (p) − Vi.

la porosité φ est donc définie comme :

φ = 1 − φs = 1 − NV (p) − Vi

V
(3.8)

Pour calculer le volume Vi à soustraire au volume total des particules NV (p) afin de calculer le
volume de la phase solide Vs et donc de corriger la fraction solide φs, il faut calculer le volume de
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Fig. 3.3 – Evolution de la porosité φ de l’assemblage en fonction de la déviation de rayon ∆R :
de 0.01% à 1% de déviation de rayon, φ ≈ cst ≈ 0.115 et au-delà jusque 10%, φ augmente
rapidement vers 0.15.

l’interpénétration mutuelle de deux particules ; à 2D, on calcule la surface d’un segment de cercle,
et à 3D on calcule le volume d’un segment de sphère comme cela est illustré sur la figure 3.4.

On calcule la surface d’un segment de cercle S(c) et le volume d’un segment de sphère (calotte
sphérique) V (c) comme :

{

Si ≈ 4
3w

√

w(2R − w), ;
Vi = 1

3πw2(3R − w), .
(3.9)

La porosité d’un assemblage est à la fois un indicateur de son degré de déformation (voir au
chapitre 4, l’évolution de la porosité avec la pression φ(p) dans un agrégat granulaire tridimen-
sionnel) mais peut également être une signature de l’arrangement des particules comme nous le
montrons dans cette étude.

Dans cette étude, nous considérons la porosité surfacique, c’est-à-dire dans le plan de l’ar-
rangement des sphères.

Nous observons sur la figure 3.3 que la porosité φ croît globalement avec l’augmentation de
l’hétérogénéité de taille δR, mais que sur l’intervalle [0.01%; 1%] de déviation de rayon, la porosité
reste constante à une valeur légèrement inférieure à 0.12 ; au-delà jusqu’à δR = 10%, la porosité
croît rapidement pour atteindre la valeur de ≈ 0.15.

La valeur maximum de la porosité à 10% de déviation de rayon est proche de la valeur de la
porosité pour un assemblage bidimensionnel de type Random Close Packing, où φ ≈ 0.16. Comme
tous les assemblages ont été préparés à la même pression p = 10MPa, les faibles valeurs de φ
aux petites hétérogénéités de taille doivent donc avoir pour origine une organisation particulière
de l’assemblage de particules qui tend à densifier le système aux faibles déviations de rayons δR.
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Fig. 3.4 – Calcul du volume d’interpénétration entre deux sphères partageant un contact défini
par le plan Π(c) contact ; Surface d’un segment de cercle et volume d’un segment de sphère en
fonction de w/2.

Carte de l’hétérogénéité de coordinence

Les fortes valeurs de 〈Z〉 aux faibles déviations de rayons s’expliquent, si on construit une
carte de l’hétérogénéité de coordinence dans les assemblages de particules ; on s’intéresse donc à
la coordinence de chaque particule Z(p) qui correspond au nombre de contacts que cette particule
partage avec les particules dans son voisinage immédiat.

Sur la figure 3.5, pour chaque déviation de rayon δR, on présente les assemblages de particules,
où chaque particule est représentée par un cercle dont la couleur correspond à sa coordinence ; ces
cartes de coordinence sont binaires : les particules de couleur rouge ont une coordinence Z(p) < 6
et celles de couleur noire Z(p) = 6.

– (1) Aux faibles hétérogénéités de taille, on observe que les assemblages présentent des
régions de tailles relativement importantes (plusieurs dizaines, voir quelques centaines de
particules pour les plus grandes) où sont regroupées les particules de coordinence Z(p) = 6 ;
ces régions à forte coordinence sont constituées à la fois de particules appartenant aux
deux espèces (A) et (B). La fraction de ces particules sur le nombre total de particules
dans l’assemblage, s’élève approximativement à 50%. Ces régions sont séparées par des
joints d’épaisseur beaucoup plus faible, et composés de particules ayant des coordinences
Z(p) < 6.
On comprend maintenant l’origine des valeurs anormalement élevées de la coordinence
moyenne des assemblages aux faibles déviations de rayon δR, 〈Z〉 ≈ 5, étant donné que
une moitié des particules de l’assemblage ont une coordinence Z(p) = 6. Par ailleurs on
constate, que les particules de forte coordinence sont ordonnées les unes par rapport aux
autres selon un arrangement de type Hexagonal Compact bidimensionnel.

– (2) Aux fortes hétérogénéités de taille, les assemblages sont très différents ; peu de particules
ont une coordinence Z = 6 (moins de 10%) et ces dernières sont relativement isolées les
unes des autres. On ne retrouve pas de larges régions ordonnées Hexagonal Compact comme
cela était le cas aux faibles hétérogénéités de taille.

Si on regarde la séquence complète des assemblages de δR = 10−4 à δR = 10−1, on ob-
serve un morcellement progressif des régions ordonnées à forte coordinence ; cette transition dans
l’organisation des particules traduit bien la diminution régulière de la coordinence moyenne de
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Fig. 3.5 – Carte ”binaire” de la coordinence des particules Z(p) : (en haut) pour des valeurs
croissantes de déviation de rayon δR : (a) 0.01%, (b) 0.025%, (c) 0.05%, (d) 0.1%, (e) 0.025%, (f)
0.5%, (g) 1%, (i) 2.5%, (j) 5% ; (en bas), agrandissement pour les deux bornes de l’intervalle de
déviation de rayon : (A) 0.01% et (B) 10% ; sont représentées en noir les particules de Z(p) = 6
et en rouge celles de Z(p) < 6.
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Fig. 3.6 – Distribution angulaire Pθ (π-périodique) des directions de contacts pour des δR crois-
sants : (a) 10−1, (b) 10−2, (c) 10−3, (d) 10−4 ; (à gauche) représentation linéaire, (à droite)
représentation polaire ; pour les fortes déviations de rayons δR, on observe une distribution re-
lativement homogène et pour les faibles déviations, on observe plusieurs directions de contacts
privilégiées π/3-périodiques qui sont la signature d’arrangements Hexagonaux Compactes locaux
dans l’assemblage.

l’assemblage 〈Z〉, sur cet intervalle de déviation de rayon.

On sait que la porosité d’un assemblage de particules est fortement corrélée à l’arrangement
des particules entre elles ; plus le degré d’ordre est important, et plus la porosité diminue et
globalement, nous avons vu que la porosité augmente avec la déviation de rayon mais qu’elle
était constante sur l’intervalle δR ∈ [10−4; 10−2], contrairement à la coordinence moyenne de
l’assemblage, qui elle diminue régulièrement.

A présent, nous allons caractériser de façon plus précise le degré d’ordre dans ces assemblages
et pour ce faire, nous allons nous intéresser aux propriétés des réseaux de contacts.

3.4.2 Fabrique du réseau des contacts

Texture

Les caractéristiques géométriques du réseau des contacts sont quantifiables grâce à la défini-
tion du tenseur de fabrique Φij [134] [23] [114] ; il s’agit d’un tenseur d’ordre 2 qui représente
une statistique sur les directions de contact entre les particules. Il permet donc de rendre compte
de la géométrie moyenne de l’arrangement des particules dans l’assemblage.

Le tenseur de fabrique est défini comme :

Φ̄ij =
1

n

n
∑

k=1

nk
i n

k
j = 〈ninj〉 , (3.10)

où ~n est le vecteur de contact unitaire, n est le nombre total de contacts dans le volume V
de l’assemblage.

Les valeurs propres Φ1 et Φ2 de ce tenseur nous permettent de calculer l’anisotropie a =
Φ1 − Φ2 du réseau, dont la valeur traduit l’existence d’une ou plusieurs directions de contact
privilégiées. Les directions principales de ce tenseur nous donnent donc les directions privilégiées
de contact, c’est-à-dire les directions d’anisotropies.
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Nous avons calculé le tenseur de fabrique Φ̄ pour l’ensemble de nos assemblages, pour s’assurer
que l’anisotropie du réseau de contacts est faible, ce qui est effectivement le cas, étant donné le
protocole de préparation numérique utilisé pour obtenir ces assemblages ; il permet en effet de
réaliser une compression isotrope ǫ̇11 = ǫ̇22 = ǫ̇ et assure un état final d’équilibre statique tel que
p = σ11 = σ22 ; les valeurs des anisotropies a mesurées par le tenseur de fabrique sont de l’ordre
de 10−3 − 10−2, ce qui est relativement faible en accord avec les valeurs d’anisotropie calculées
à partir du tenseur des contraintes.

Contrairement à d’autre modes de préparation (par exemple de type pluviation [146], où bien
de type point source), et compte tenu de la forme circulaire des particules, dans nos préparations
aux fortes déviations de rayon, la direction des contacts est relativement uniforme d’un point de
vue macroscopique, comme on peut le voir sur la figure 3.6. La fonction de distribution angulaire
Pθ donne la probabilité d’avoir un contact dans une direction θ.

En allant vers les faibles déviations de rayon, on constate que la distribution des directions
de contact n’est plus uniforme ; en effet sur 180 degrés, on observe des groupes de directions
de contact plus probables que les autres (π/3 périodiques) ; on peut en observer plusieurs pour
un même assemblage. C’est typiquement la signature d’arrangements locaux de type Hexagonal
Compact dans les assemblages ; on a donc des directions privilégiées 0 + θ, 60 + θ et 120 + θ ; le
fait d’observer plus d’une direction privilégiée π/3 périodique dans un assemblage laisse supposer
que les différentes régions ne sont pas orientées de façon cohérentes entre elles.

Réseaux de contacts

On représente sur la figure 3.7, le réseau de contacts des assemblages de différentes hété-
rogénéités de taille, qui nous fournit un aperçu de la répartition de la densité de contact dans
l’échantillon.

– Aux faibles hétérogénéités de taille, on observe des domaines ayant des densités de contact
élevées et d’autres régions où la densité de contact est plus faible. Cette répartition très
hétérogène de la densité de contact correspond exactement aux régions identifiées par
la carte de coordinence des particules (figure 3.5) ; les zones à forte densité de contact
correspondent aux régions où l’on trouve les particules à coordinence élevée (Z(p) = 6), et
on remarque clairement sur ces représentations du réseau de contacts la nature ordonnée
Hexagonal Compact et dense de ces arrangements locaux. Les orientations de ces différents
clusters présents dans un même assemblage ne semblent pas cohérentes les unes avec les
autres, comme la distribution des orientations de contact P(θ) le laissait supposer . Par
ailleurs, la nature lâche des joints est également évidente et on constate qu’ils ont une faible
épaisseur par rapport à l’extension des régions ordonnées ; leur épaisseur est typiquement
de l’ordre de quelques diamètres de particules.

– Aux hétérogénéités de taille plus importante, la densité de contact devient beaucoup plus
homogène, avec localement la présence de défauts répartis également de façon homogène
dans le réseau ; on remarque que ces défauts sont à la base de la structure des joints que
l’on observe dans les assemblages à faibles déviations de rayon.

3.4.3 Paramètres de structure et d’ordre

Nous avons vu que les représentations visuelles de la coordinence Z(p) des particules et
du réseau de contacts de l’assemblage ~n(c), associées à l’étude de l’évolution de la coordinence
moyenne 〈Z〉 et de la porosité φ de l’assemblage avec l’hétérogénéité de taille δR, permettait
de tirer un certain nombre d’informations sur les propriétés géométriques des arrangements
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Fig. 3.7 – Représentation des réseaux de contacts pour des valeurs croissantes de la déviation
de rayon δR : (en haut) (a) 0.01%, (b) 0.025%, (c) 0.05%, (d) 0.1%, (e) 0.25%, (f) 0.5%, (g) 1%,
(i) 2.5%, (j) 5% ; (en bas), agrandissement pour les deux bornes de l’intervalle de déviation de
rayon : (A) 0.01% et (B) 10% ; les directions de contact sont données par les segments joignant
les centres des particules.
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Fig. 3.8 – Normalisation de la fonction de distribution de paires g(r) : (a) en conditions de
frontières périodiques, quelque soit la particule (p) et la distance r <L

M , Nδ(r) est normalisé par
S(r) ; (b) en conditions de frontières rigides, pour les particules proches des frontières et pour
les distances r croissantes, Nδ(r) doit être normalisé par S(p)(r).

granulaires.

Nous souhaiterions maintenant quantifier ces observations sur la structure des arrangements,
et quantifier le degré d’organisation dans nos systèmes de particules. C’est ce que nous allons
faire à présent, en calculant (1) la fonction de distribution de paires g(r) et (2) des paramètres
d’ordre (Φ6) basés sur la cohérence d’orientation des contacts dans les assemblages, par rapport à
un assemblage de référence parfaitement ordonné (par exemple Hexagonal Compacte ou Cubique
en 2D et Cubique Faces Centrées en 3D).

Fonction de distribution de paires

La structure d’un assemblage de particules monodisperse ou légèrement polydisperse, peut

être caractérisée par un jeu de fonctions de distribution des positions des particules ~r(p). La plus
simple d’entre elles, est la fonction de distribution de paires g(~ri, ~rj), (où g(~r) plus simplement)
[2] [127].

Cette fonction fournit la probabilité de trouver une paire de particules séparées par la distance
r par rapport à la probabilité que l’on aurait pour une distribution de positions de particules com-
plètement aléatoire à la même densité. Une définition de g(r) qui réalise une moyenne d’ensemble
sur les N2 paires de particules présentes dans un volume V est :

g(r) =
V

N2
〈
∑

i

∑

j 6=i

δ(r − rij)〉 , (3.11)

Pour l’évaluation numérique de g(r) (voir figure 3.8(a)), la δ-fonction de la définition est
remplacée par une fonction non nulle (de valeur unité) sur un très petit intervalle ∆r.

– Dans le cas où les frontières du système sont périodiques, la fonction g(r) peut être calculée
sur des distances r aussi grandes que r = min{L1, L2, L3}/2 (où ~L est la dimension du
système) et on normalise la fonction comme cela est indiqué dans l’équation 3.11, c’est-à-
dire selon :
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Fig. 3.9 – (a) fonctions de distribution de paires g(r) calculées pour deux systèmes préparés avec
un mélange bidisperse de particules, de déviation de rayon δR minimale (10−4) (en rouge) et
maximale (10−1) (en noir) ; les distances r sont normalisées par le diamètre moyen des particules
soit 2〈R〉 ; à forte déviation, on observe des corrélations seulement à courtes distances, et à faible
déviation, on observe des pics de corrélations aux distances multiples de 〈R〉 et aux distances
intermédiaires caractéristiques d’un réseau Hexagonal Compact (r = 2

√
3R, r = 2

√
7R...).

{

g(r) = SNδ(r)
πN2r∆r

, à 2D ;

g(r) = V Nδ(r)
2πN2r2∆r

, à 3D.
(3.12)

où Nδ(r) est le nombre total de particules interceptées par toutes les particules du système
pour une distance r ± ∆r donnée. On normalise alors par la surface ∆S(r) ou le volume
∆V (r) de la tranche considérée.

– Dans le cas où les frontières ne seraient pas périodiques (frontières rigides par exemple, où
positions de particules dans un volume V issues d’une mesure expérimentale), la normali-
sation de la fonction g(r) est plus délicate. Dans ce cas, pour chaque particule (p) et pour

chaque distance r ± ∆r, il faut calculer le volume d’intersection V
(p)
I (r) entre le volume

de la tranche VT (r)PBC tel qu’il serait pour des conditions de frontières périodiques et le
volume V du système de particules.

L’intégration analytique du volume V
(p)
I (r) peut se révéler fastidieuse ; il est alors préférable

de réaliser une intégration numérique de ce volume par la méthode de Monte-Carlo : en

tirant des positions aléatoires ~rMC dans le volume V du système, sur K tirages, K
(p)
I (r)

points tomberont dans le Volume d’intersection V
(p)
I (r) et K points tomberont dans le

volume V du système. Le volume de normalisation pour chaque particule (p) et chaque

distance r ± ∆r devient V
(p)
I (r) =

K
(p)
I (r)

K V .
Nous avons calculé les fonctions de distribution de paires bidimensionnelles g(r) pour nos

assemblages de différentes hétérogénéités de taille δR, et nous présentons sur la figure 3.9 les
résultats de ces calculs des fonctions de distribution de paires g(r) pour les bornes de l’intervalle
de déviations de rayon δR (par souci de lisibilité).

Chaque fonction g(r) de ces différents systèmes présentent un ou plusieurs premiers pics au-
tour de la distance r = 2〈R〉. Aux faibles hétérogénéités de taille, on observe qu’un seul pic, alors
qu’aux fortes hétérogénéités, on observe distinctement trois pics. En réalité, ces premiers pics
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r
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Fig. 3.10 – Paramètres et fonction d’ordre d’orientation des contacts : (à gauche) paramètres
issus de la moyenne globale sur tous les contacts (en traits pointillés) et de la moyenne locale sur
les voisins immédiats (en traits pleins) ; (à droite), fonction radiale issue de la moyenne sur une
distance r (en traits pointillés).

de g(r) correspondent aux distances des premiers voisins de chaque particule. Lorsque δR aug-
mente, la résolution du calcul ∆r permet d’observer les coordinences partielles ZX,Y des espèces
(voir équations 3.5) : petites particules entre elles (A,A) pour le premier pic, grosses particules
entre elles (B, B) pour le dernier pic, et petites et grosses particules pour le pic intermédiaire
(A,B) (celui qui a la plus grande amplitude) ; si on augmentait la résolution (diminution de ∆R,
on observerait également 3 premiers pics aux déviations de rayons plus importantes). On attire
l’attention sur le fait, que les fonctions de distribution de paires g(r) présentées sur la figure 3.9
ne sont pas normalisées correctement, afin de pouvoir les comparer.

– Aux petites distances, g(r) pourrait servir à mettre en évidence un phénomène de sé-
grégation des espèces de particules dans les assemblages ; dans ce cas l’amplitude du pic
intermédiaire deviendrait très faible par rapport aux amplitudes des deux autres pics. Ici
ce n’est pas ce qu’on observe ; dans les régions ordonnées, on observe des particules issues
des deux populations A et B.

– Alors que des pics d’amplitudes décroissantes sont encore observés aux grandes distances
(sur quelques 〈D〉 ) pour les assemblages à petit δR, aucun pic n’est observé pour les
assemblages à grand δR ; on observe plutôt des bosses d’amplitudes décroissantes dont les
sommets sont progressivement décalés, par rapport aux distances normalisées au diamètre
moyen des particules.

Les pics de g(r) à grande distance traduisent une forte corrélation des positions des parti-
cules, alors que les bosses signifient la perte de cohérence des positions des particules entre elles
sur des distances de quelques diamètres. La fonction de distribution de paires g(r) peut donc
nous fournir des informations sur la présence d’une composante de réseau cristallin dans les as-
semblages, par le repérage des distances des pics de corrélation ; les distances à faible δR sont
caractéristiques d’un réseau Hexagonal Compact : on trouve les distances multiples du diamètre
moyen (〈D〉 2〈D〉 3〈D〉 ...]), mais également les distances caractéristiques intermédiaires d’un tel
réseau (2

√
3R 2

√
7R).
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Fig. 3.11 – Evolution des paramètres d’ordre d’orientation de contact globaux Ψg
6 (en haut) et

locaux Ψl
6 (en bas) en fonction de la déviation de rayon δR ; le paramètre global est insatisfaisant

dans la mesure où il n’est pas corrélé avec la déviation de rayon (c’est-à-dire, le degré d’ordre) ;
le paramètre local lui, est bien corrélé avec δR : on présente deux versions de ce paramètre avec
des sensibilités différentes à l’hétérogénéité de taille δR.

Paramètres et Fonctions d’ordre d’orientation des contacts

Une fois qu’on a repéré la présence d’une composante de réseau cristallin dans un assemblage,
il peut être intéressant d’avoir un paramètre pour quantifier le degré d’ordre correspondant et
mesurer l’importance de cette composante cristalline ; nous avons donc utilisé des paramètres
scalaires d’ordre orientationnel, qui vont mesurer la cohérence des directions de contacts dans
les assemblages, par rapport au réseau cristallin Hexagonal Compact, c’est-à-dire que nous allons
mesurer le degré de symétrie d’ordre 6 [82] [151] [152].

Paramètre global Ψg
6 Cette mesure du degré d’ordre peut être définie soit globalement, soit

localement. Au niveau le plus simple, le paramètre d’ordre orientationnel global Ψg
6 peut être

défini comme :

Ψg
6 =

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

e6iθij

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.13)

où j parcourt l’ensemble des n contacts du système, et θ est l’angle que forme le vecteur unité

de contact ~n(c) avec un axe de référence. La moyenne des directions de contact est donc réalisée
sur les n contacts à travers la fonction e6iθ qui mesure la cohérence, et le module Ψg

6 est ensuite
calculé.

Ce paramètre d’ordre sert à quantifier la cohérence de la symétrie d’ordre 6 dans le système,
et pour un réseau Hexagonal Compact parfait, on aurait Ψg

6 = 1.

Cependant, comme nous pouvons le voir sur la figure 3.11, le paramètre d’ordre orientationnel
global Ψg

6 n’est pas très bien corrélé avec la déviation de rayon δR, même si on observe une
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tendance générale, avec la plus forte valeur à faible δr et les plus faibles valeurs aux grands δR.
Dans la figure 3.7 nous avons vu que le degré d’organisation des particules dans ces assemblages
semble être bien corrélé avec δR ; il y a donc un problème avec ce paramètre, qui ne quantifie pas
correctement la composante de réseau Hexagonal Compact dans les assemblages.

En fait, dans un assemblage, même si la majorité des particules appartiennent à des régions
ordonnées Hexagonal Compact, le paramètre d’ordre d’orientation de contact global Ψg

6, peut
avoir une faible valeur ; ceci est dû au fait que ces régions ordonnées ne sont pas forcément
orientées de façon cohérente les unes par rapport aux autres, et comme la moyenne est réalisée
de façon globale, la cohérence locale peut très bien ne plus apparaître dans la valeur finale de Ψg

6 ;
l’information est perdue lorsque l’on effectue la moyenne globalement (voir équation 3.13), d’où
l’idée d’effectuer la moyenne uniquement sur le premier voisinage de chaque sphère ; on définit
alors le paramètre localement.

Paramètre local Afin de mesurer le degré d’ordre dans nos assemblages, nous allons utiliser
le paramètre d’ordre d’orientation de contact dans sa version locale qui peut être défini selon :

Ψl
6 =

1

N

N
∑

j=1

1

nj

∣

∣

∣

∣

∣

nj
∑

k=1

e6iθij

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.14)

où comme :

Ψl
6 =

1

N

N
∑

j=1

1

nHCP

∣

∣

∣

∣

∣

nj
∑

k=1

e6iθij

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.15)

où j parcourt l’ensemble des N particules du système, k parcourt l’ensemble des nj particules
en contact avec la particule j et θ est l’angle que forme le vecteur unité de contact ~njk entre les
particules j et k avec un axe de référence.

La moyenne des directions de contacts calculée à travers la fonction e6iθ est maintenant
effectuée uniquement sur les particules immédiatement voisines (on moyenne alors soit sur les nj

contacts de la particule j, soit sur nHCP = 6 caractéristique d’un réseau Hexagonal Compact) ;
un module est alors calculé pour chaque particule, puis on moyenne l’ensemble de ces N modules
pour obtenir la valeur de Ψl

6.

L’évolution de ces deux nouveaux paramètres avec l’hétérogénéité de taille δR est présentée en
figure 3.11 ; les deux paramètres locaux sont relativement bien corrélés avec le degré d’ordre dans
les assemblages. On constate que le second paramètre (celui défini avec n(p) = nHCP = 6) est plus
sensible que le premier à la déviation de rayon δR, dans la mesure où il y est supposé un nombre
de 6 contacts par particule (〈ZHCP 〉 = 6), et pas le nombre réel de contacts ; par conséquent,
ce deuxième paramètre ne prend pas uniquement en compte le phénomène de décohérence des
directions des clusters, mais il inclut également la déviation de coordinence des particules Z(p)(δR)
par rapport au réseau Hexagonal Compact, ce qui tend à le rendre plus sensible. On a vu sur la
figure 3.2 que 〈Z〉 était une fonction décroissante monotone de δR.

Le paramètre d’ordre local Ψl
6 est donc bien adapté à la quantification du degré d’ordre,

c’est-à-dire de la composante cristalline dans l’assemblage alors que le paramètre global Ψg
6 lui

ne l’est pas, du fait de la décohérence des orientations des régions ordonnées, et ce sont les joints
de clusters qui absorbent cette décohérence des orientations.
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Fig. 3.12 – Mesure de l’ordre d’orientation des contacts par la fonction Ψ6(r) ; aux faibles
distances, la fonction vaut 1 car chaque cluster mesure sa propre cohérence ; au delà d’une
taille moyenne de ces régions ordonnées, la fonction décroît car elle mesure la décohérence des
orientations des clusters entre eux.
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Fig. 3.13 – Fonctions d’ordre d’orientation des contacts Ψ6(r) pour des déviations de rayon δR

croissantes ; aux faibles δR, la décroissance de la fonction mesure la taille moyenne des régions
ordonnées Hexagonal Compact ; un rayon moyen 〈RδR

〉 de ces régions peut être mesuré ; il vaut
de 6 à 8 tailles de particules aux faibles δR ; à partir d’une distance de ≈ 18 tailles de particules,
la décohérence l’emporte et la fonction de peut plus quantifier correctement le degré d’ordre par
rapport à δR ; c’est la transition entre Ψl

6 et Ψg
6.
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Chapitre 3. Effets des paramètres de mélange sur les propriétés des assemblages granulaires bidisperses

Fonction d’ordre d’orientation des contacts radiale

Précédemment, nous avons quantifié le degré d’ordre dans les assemblages granulaires, ré-
sultant de la présence de régions ordonnées Hexagonal Compact. Nous souhaitons maintenant
caractériser la géométrie de ces régions en calculant leur extension spatiale par un rayon moyen.

Nous avons donc défini une fonction Ψ6(r) basée sur le paramètre d’ordre d’orientation de
contact Φ6, et nous allons nous servir de la décohérence des orientations des régions ordonnées
Hexagonales Compactes, pour calculer cette taille moyenne. Cette fonction prend exclusivement
en considération les particules de coordinence Z(p) = 6, c’est-à-dire les particules appartenant
aux régions ordonnées (Ψ6(r) = ΨHCP

6 (r)) ; les autres particules ne jouent aucun rôle dans la
valeur de cette fonction.

Nous définissons la fonction Ψ6(r) comme :

Ψ6(r) =
1

NZ=6

NZ=6
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

nj(r)

nj(r)
∑

k=1

e6iθjk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (3.16)

où NZ=6 est le nombre de particules de coordinence Z = 6 dans le système, j parcourt
l’ensemble de ces particules, nj(r) est le nombre de contacts présents dans un voisinage circulaire
de distance r autour de la particule j.

Pour une distance r donnée, on réalise pour chaque particule (p) la moyenne des directions
de contacts à travers la fonction e6iθ sur une distance r de ~r(p) (voir figure 3.11), puis on en
calcule le module ; ensuite, on moyenne l’ensemble de ces modules sur les NZ=6 particules de
l’assemblage.

Lorsque la distance r sur laquelle est réalisée la moyenne est inférieure à la taille d’une région
Hexagonal Compact, alors la fonction d’ordre Φ6(r) = ΨHCP

6 (r) = 1 ; par contre lorsque la
distance r devient plus importante que la taille moyenne d’une telle région, alors Ψ6(r) commence
à décroître.

Nous avons calculé cette fonction pour l’ensemble des assemblages de particules d’hétérogé-
néité de taille croissante et sur des distances n’excédant pas max{L1, L2}/2, où ~L est la dimension
du système (les conditions de frontières périodiques imposent cette distance limite) ; les résultats
pour Φ6(r) sont présentés sur la figure 3.13.

Aux faibles hétérogénéités de taille, δR ∈ [10−4; 10−2], la fonction Ψ6(r) conserve une valeur
très proche de 1 sur quelques tailles de particules, ≈ 7 à 8 〈D〉 ; pour des distances supérieures,
cette fonction décroît. Aux fortes hétérogénéités de taille, la fonction Φ6(r) commence à décroître
aux très faibles distances, ≈ 2〈D〉, car les régions ordonnées sont devenues quasiment inexistantes
dans les assemblages.

La fonction d’ordre ΨHCP
6 (r) que nous avons définie nous donne donc des informations sur

la taille moyenne des régions Hexagonales Compactes ; cette information était plus difficilement
accessible par la fonction de distribution de paire g(r), le repérage des pics de corrélations deve-
nant plus difficile à mesure que leur amplitude décroît avec la distance ; aux grandes distances,
le signal de la composante cristalline devient comparable au signal moyen. La fonction Ψ6(r) est
donc beaucoup plus intéressante de ce point de vue, car l’initiation de sa décroissance permet
d’avoir accès immédiatement à cette information.

3.5 La réponse mécanique des mélanges bidisperses

Précédemment, nous avons mené une étude sur l’évolution des propriétés géométriques des
assemblages bidisperses de particules avec l’hétérogénéité de taille croissante ; désormais, nous
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Fig. 3.14 – Evolution des modules élastiques K (module d’incompressibilité, en noir) et µ (mo-
dule de cisaillement, en rouge) en fonction de la déviation de rayon δR ; pour le calcul des modules
dans les simulations, l’approximation affine a été utilisée (et la relaxation conséquente a été in-
terdite) ; pour le calcul des modules avec la Théorie de Milieu Effectif (voir Annexe A, chapitre
4), les valeurs 〈Z〉 = 4.3 et φs = 0.85 on été utilisées pour être consistantes avec les valeurs
correspondantes à δR = 10−1 ; lorsque la déviation de rayon augmente, les modules élastiques
diminuent (≈ 10% − 15% pour K et µ).

allons nous intéresser à l’évolution de leurs propriétés mécaniques. Si l’on considère des assem-
blages avec des textures aussi différentes que celles présentées en figure 3.7, il est légitime de
penser que ces assemblages auront très probablement des réponses mécaniques différentes ; c’est
ce que nous allons montrer en calculant dans un premier temps les modules élastiques effectifs
de ces différents assemblages.

3.5.1 Modules élastiques effectifs

Nous calculons numériquement les modules élastiques effectifs des assemblages : le module
d’incompressibilité K et le module de cisaillement µ. Dans un premier temps, il nous faut res-
taurer la composante transversale de la force de contact ft car les assemblages on été préparés
sans friction kt = 0 ; comme les systèmes sont à un état d’équilibre statique, les vitesses relatives
entre les particules sont quasi-nulles ẋ(c) ≈ 0 (dans la limite de la précision numérique) ; de ce

fait l’introduction des forces transversales ne modifie pas cet équilibre, puisque ∆f
(c)
t ∝ ∆s et

∆s = ẋ
(c)
t ∆t.

Nous appliquons ensuite une déformation infinitésimale (aussi petite que la précision numé-
rique le permet), ∆ǫij = ǫ̇ij∆t, et sous l’hypothèse d’homogénéité du champ de déplacement à
toutes les échelles, nous appliquons à chaque particule la déformation macroscopique, c’est-à-dire
ui = ǫijxj ; nous faisons l’hypothèse de déformation affine de l’assemblage ; nous mesurons alors
la réponse de l’assemblage ∆σ̄ dans le régime linéaire, sans permettre la relaxation des particules.

Le module de cisaillement µ est calculé à partir d’un test biaxial (∆ǫ11 = −∆ǫ22 = ∆ǫ) et
le module d’incompressibilité K est obtenu à partir d’une compression isotrope (∆ǫ11 = ∆ǫ22 =
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∆ǫ), ou bien à partir d’un test uniaxial (∆ǫ11 = ∆ǫ ,∆ǫ22 = 0) connaissant préalablement µ.

Les contraintes σ̄ sont déterminées à partir des forces de contact des particules (voir la
formulation au Chapitre 2) et les déformations ǭ sont imposées aux systèmes (déformation affine
en conditions de frontières périodiques) en définissant les taux de déformations ¯̇ǫ. On se référera
au chapitre 4, pour le détail des relations permettant de calculer les modules élastiques K et µ
à partir des déformations ǭ imposées et des contraintes σ̄ mesurées.

Sur la figure 3.14, nous observons que les modules élastiques sont fortement dépendants de
l’hétérogénéité de taille des assemblages δR. Les modules les plus forts sont obtenus pour les sys-
tèmes de plus faibles déviations de rayon, ceux qui présentent les régions ordonnées Hexagonales
Compactes ; à l’inverse, les modules de plus faibles amplitudes sont obtenus pour les systèmes de
plus fortes déviations de rayon, ceux qui présentent une texture homogène. La diminution des
valeurs des modules avec l’hétérogénéité de taille croissante est relativement régulière, comme
l’était la décroissance de la coordinence moyenne 〈Z〉. Les écarts entre les modules les plus grands
et les modules les plus petits sont de l’ordre de 15% pour le module d’incompressibilité K et
pour le module de cisaillement µ. On constate donc que la réponse mécanique macroscopique
des assemblages est très sensible à l’hétérogénéité de taille des assemblages de particules et donc
au degré d’ordre.

Comme nous l’expliquons dans le chapitre 4, dans le cadre de la Théorie de Milieu Effectif
d’assemblages de sphères élastiques, les modules sont des fonctions croissantes non linéaires de
la pression p, mais aussi de la coordinence moyenne 〈Z〉 et de la fraction solide φs ; nous avons
justement observé que 〈Z〉 et φs étaient bien corrélés avec la déviation de rayon δR ; sur l’intervalle
d’hétérogénéité de taille considérée, lorsque δR augmente, 〈Z〉 et φs diminue, ce qui est cohérent
avec la diminution des modules élastiques.

La réponse mécanique du système se calcule, on vient de le voir, à partir des contraintes dans
l’assemblage, qui trouvent leurs origines au niveau des forces de contact entre les particules ;
par conséquent, pour comprendre l’origine des différences de réponses des systèmes à une même
perturbation identique, nous allons maintenant caractériser les propriétés des forces de contact
de nos assemblages.

3.5.2 Transmission des forces

Distribution des Forces

La caractérisation des intensités des forces transmises entre les particules est une composante
importante de la texture d’un assemblage granulaire. Leur grande hétérogénéité (voir figure 3.15)
est une propriété majeure qui est à l’origine de bien des aspects particuliers de leur comportement
[124] [134] [70] [104]. La distribution statistique des modules des forces de contact (composante
normale) fn illustre la grande variabilité de leur intensité.

Pour relier la réponse mécanique macroscopique des assemblages granulaires au niveau mé-
soscopique des forces de contact, nous avons réalisé l’étude des réseaux de forces de contact en
fonction de l’hétérogénéité de taille, présentée en figure 3.17, et nous avons calculé les fonctions
de distribution des intensités des forces correspondantes présentées en figure 3.16.

En observant ces distributions, nous observons des changements importants en fonction de
l’hétérogénéité de taille ; nous remarquons que les assemblages présentant les régions ordonnées
ont des forces ”fortes” dont les intensités sont très hétérogènes et obéissent à une loi ressemblant
à une exponentielle :

P(f/〈f〉) = P(1)exp[β(1 − f/〈f〉)] , (3.17)
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(a) (b)

Fig. 3.15 – Représentation de la transmission des forces de contact (composante normale fn)
dans deux systèmes (a) à faible déviation de rayon δR = 10−4 et (b) à forte déviation de rayon
δR = 10−1. L’épaisseur des traits est proportionnelle au module de la force transmise. Les forces
appartenant au réseau ’faible’ (f/〈f〉 < 1) sont de couleur noire alors que les forces appartenant
au réseau ’fort’ (f/〈f〉 > 1) sont de couleur rouge.
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Fig. 3.16 – Distribution des intensités des forces de contact (composante normale fn) pour des
systèmes de différentes déviations de rayons δR ; les systèmes à ”fort” δR (c’est-à-dire > 10−2)
présentent des distributions gaussiennes, tandis que les systèmes à faible δR ont des distributions
exponentielles ; en augmentant l’hétérogénéité de taille, on homogénéise la distribution des forces.
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En réalité, aux fortes déviations de rayon, il est difficile d’ajuster ces distributions sur une
loi exponentielle et nous retiendrons essentiellement le caractère fortement hétérogène de ces
distribution ; on peut trouver des forces ayant une intensité de ≈ 10 fois plus grande que la force
moyenne 〈f〉.

Les forces ”fortes” présentes dans les assemblages de faibles déviations de rayon, obéissent
plutôt à une loi de type gaussienne :

P(f/〈f〉) ∝ exp[−k2(f − f0)
2] , (3.18)

et à 10% de déviation de rayon, en ajustant les données on trouve k2 ≈ 0.8 et f0 ≈ 0.5.
Les systèmes de faibles déviations de rayon, qui présentent les régions ordonnées Hexagonales

Compactes, ont des distributions de forces exponentielles pour les contacts forts (f > 〈f〉), alors
que les systèmes ayant des déviations de rayon plus grandes, possédant une structure amorphe
de contact, présentent eux des distributions gaussiennes. Il a été montré par Makse et coll. [100]
qu’on pouvait, dans des assemblages tridimensionnels de particules, obtenir une transition de
la forme des distributions des intensités de forces de contact P(f) d’une forme exponentielle
vers une forme gaussienne, en augmentant le chargement extérieur et donc la pression interne
p. Pour le cas de nos assemblages, la transition observée pour les distributions des forces de
contact a une autre origine ; la distribution exponentielle est due à l’arrangement très particulier
des particules dans ces assemblages. Comme nous travaillons avec des pressions relativement
élevées p = 10 MPa, les assemblages amorphes montrent des distributions gaussiennes. Avec des
pressions plus faibles, on aurait également obtenu des distributions exponentielles comme on le
montre au chapitre 4 sur des assemblages tri-dimensionnels.

On constate, que les plus fortes intensités de forces observées, le sont dans les systèmes à
faible δR ; on y trouve des forces dont le module est ≈ 10 fois supérieur à la force moyenne alors
que dans les systèmes à fort δR, la plus forte force a une intensité seulement ≈ 4 fois supérieure
à la force moyenne. Par ailleurs, on remarque que la valeur moyenne des forces 〈f〉 = 1 sépare
deux types de distributions ; ceci est lié à la structure complexe des milieux granulaires, où
deux populations de contacts vont pouvoir être distinguées par l’intensité des forces qu’elles
transmettent. Suivant qu’ils transmettent des forces de module supérieur ou inférieur à la force
moyenne 〈f〉, les contacts peuvent être groupés en deux sous-populations caractérisées par des
fonctions de distribution différentes.

Il a été proposé que les faibles forces suivent une loi puissance [124] [97] [104]du type :

P(f/〈f〉) = P(1)(f/〈f〉)α , (3.19)

Cependant, nous n’observons pas ce type de distribution pour le réseau de faibles forces dans
ces simulations.

En figure 3.15, on montre en rouge les contacts transmettant des forces de module supérieur
au module moyen 〈f〉 ; ils appartiennent au réseau fort. A l’inverse, les contacts représentés en
noir qui transmettent des forces de module inférieur au module moyen appartiennent au réseau
faible. En représentant distinctement ces deux sous-réseaux, on met en évidence dans les systèmes
à forte hétérogénéité de taille un squelette de forces de fortes intensités formant des structures de
cages où l’on trouve quelques particules et où les intensités des forces de contact sont beaucoup
plus faibles. L’existence de ces sous-réseaux va nous permettre de calculer des longueurs de
corrélation de forces.

Aux faibles déviations de rayon, la structure du réseau est très différente ; nous constatons que
les forces de fortes intensités semblent se concentrer plutôt dans les joints des régions ordonnées,
et selon une direction perpendiculaire à leur direction d’extension. Ces forces forment des ponts
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qui connectent les régions ordonnées entre elles ; ces ponts de forces pourraient transmettre les
contraintes d’une région à l’autre ; on peut supposer, que cette structure très particulière du
réseau de forces, doit avoir une influence importante sur la réponse mécanique de tels assemblages.
Nous étudierons par la suite la répartition des forces de fortes intensités, par rapport aux régions
ordonnées et aux joints.

Longueurs de corrélation

Les corrélations spatiales entre les forces de contact peuvent être quantifiées grâce à la fonction
de corrélation des intensités de forces de contact K(r). Si l’on considère un assemblage de N
particules formant n contacts, cette fonction de corrélation des forces est donnée par l’expression :

K(r) =
1

〈f〉2

∑

i

∑

j 6=i ∆(rij − r)fifj
∑

i

∑

j 6=i ∆(rij − r)
, (3.20)

où rij désigne la distance séparant deux contacts i et j transmettant respectivement les forces
d’intensité fi et fj ; la fonction est normalisée par 1

〈f〉2
si bien que si il n’y a pas de corrélation,

la fonction vaut 1.
Les fonctions de corrélation K(r) calculées pour tous les systèmes de différents δR sont pré-

sentées en figure 3.18.
– Aux fortes hétérogénéités de taille, la fonction K(r) montre des fluctuations dont les in-

tensités sont décroissantes sur quelques diamètres de particules. Nous mettons donc en
évidence, l’existence d’une échelle intermédiaire entre la taille des particules 〈D〉 et la taille
du système L ; c’est l’échelle mésoscopique qui caractérise la longueur de transmission des
forces dans le milieu.

– Aux faibles hétérogénéités, des pics de corrélations d’amplitudes décroissantes sont observés
pour les distances correspondantes, notamment aux multiples des diamètres des particules
〈D〉, mais aussi pour des distances intermédiaires caractéristiques d’un réseau Hexagonal
Compact.

La répartition spatiale des forces de contact et leur intensité, nous permet de mettre en
évidence une longueur de corrélation qui caractérise l’extension de la transmission des forces
dans l’assemblage.

Partitionnement des forces

Pour quantifier la relation entre les régions ordonnées Hexagonales Compactes, les joints
désordonnés et la distribution spatiale des forces de contact, que l’on peut observer sur la fi-
gure 3.20(b), nous définissons une fonction de répartition ΠZ=6(f/〈f〉) des forces appartenant
au réseau de contacts faible et au réseau de contacts fort dans les régions ordonnées (où Z = 6).

ΠZ=6 =
N

f/〈f〉
Z=6

Nf/〈f〉
(3.21)

Il s’agit donc de calculer la fraction de contacts transmettant une force d’une intensité
f/〈f〉 ∈ [k; k + 1] entre des particules de coordinence Z = 6 ; la figure 3.19 montre que les
contacts transmettant des forces de faibles intensités sont localisés préférentiellement dans les
clusters ordonnés (≈ 60%), alors que les contacts transmettant des forces de fortes intensités
sont concentrés majoritairement dans les joints désordonnés(> 90%). Aux fortes hétérogénéités
de taille, la transition de la répartition des forces de contact a lieu sur l’intervalle [2〈f〉; 3〈f〉] des
intensités de forces.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(A) (B)

Fig. 3.17 – Représentation du réseau de transmission des forces de contact : (En haut) pour
des systèmes de valeurs croissantes de déviation de rayon δR : (a) 0.01%, (b) 0.025%, (c) 0.05%,
(d) 0.1%, (e) 0.025%, (f) 0.5%, (g) 1%, (i) 2.5%, (j) 5% ; (en bas), agrandissement pour les
deux bornes de déviation (A) 0.01% et (B) 10% ; les intensités des forces sont proportionnelles à
l’épaisseur des segments joignant les centres des particules en contact.
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Fig. 3.18 – (a) fonctions de corrélation des intensités des forces K(r) calculées pour deux systèmes
préparés avec un mélange bidisperse de particules, de déviation de rayon δR minimale 10−4 et
maximale 10−1 ; les distances r sont normalisées par le diamètre moyen des particules soit 2〈R〉 ;
à forte déviation, on observe des corrélations seulement à courtes distances, et à faible déviation,
on observe des pics de corrélations aux distances multiples de 〈R〉 notamment.
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Fig. 3.19 – Relations entre le réseau de forces et les régions ordonnées Hexagonales Compactes :
(a) participation des sous-réseaux de forces (f/〈f〉 ∈ [k; k + 1]) aux clusters (Z = 6) pour des
systèmes de déviation de rayons différents δR ; les faibles forces (k=0,k=1) sont plutôt concentrées
dans les clusters, alors que les fortes forces (k>1) sont concentrées essentiellement dans les joints ;
la concentration des très fortes forces dans les joints a lieu entre k = 1 et k = 2 ; (b) représentation
du réseau de forces ”fort” en rouge et des clusters de particules ayant une coordinence (Z(p) = 6).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(A) (B)

Fig. 3.20 – Représentation superposée du réseau de transmission des forces de contact ’fort’
(segments rouges) et des particules appartenant au régions ordonnées (cercles noirs) : (en haut)
pour des systèmes de valeurs croissantes de déviation de rayon δR : (a) 0.01%, (b) 0.025%, (c)
0.05%, (d) 0.1%, (e) 0.025%, (f) 0.5%, (g) 1%, (i) 2.5%, (j) 5% ; (en bas), agrandissement pour
les deux bornes de déviation (A) 0.01% et (B) 10% ; on remarque que les forces de plus forte
intensité sont concentrées dans les joints et ont une direction perpendiculaire à ces joints, formant
des ponts entre les régions ordonnées.90
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Fig. 3.21 – Distribution des longueurs des chaînes de forces P(L) (en unité de taille de particule
moyenne 2〈R〉) pour des valeurs croissantes de la déviation de rayon δR ; on constate que les
chaînes définies par (L ≥ 3), quelque soit leur extension, sont plus nombreuses dans les systèmes
à faible déviation de rayon ; la chaîne la plus longue est de 8 tailles de particules pour δR = 10−1

et ≈ 30 tailles de particules pour δR = 10−4.

Extension spatiale des chaînes de forces

Afin de comprendre la relation entre la réponse mécanique des assemblages granulaires et les
propriétés des réseaux de forces de contact, on peut également s’intéresser à la transmission des
forces le long des ”chaînes de forces” ; nous allons donc étudier l’évolution de la distribution des
longueurs de chaînes de forces avec l’hétérogénéité de taille des assemblages. Il faut tout d’abord
définir ce que l’on entend par extension (ou longueur) d’une chaîne de forces ; il s’agit de repérer
les chaînes de vecteurs de contacts qui sont quasi-colinéaires à une déviation d’angle près ∆θ ;
on calcule alors la longueur des chaînes L de la façon suivante :

– On choisit tout d’abord une particule (p) et un contact (c) de cette particule avec une
particule voisine (p′) ; on détermine la direction de contact θ(c) par rapport à un axe de
référence, et on définit la déviation d’angle maximale autorisée ∆θc.

– On parcourt alors les particules voisines de (p′) en contact (c′) et on calcule les angles des
directions de contact θ(c′) ; si la direction d’un de ces contacts θ(c′) fait un angle inférieur
à ∆θc avec le contact d’origine (c) d’angle θ(c), alors on considère que ces deux contacts
(c) et (c′) forment un segment de chaîne de forces et on continue la procédure à partir de
la particule (p′) et du contact (c′).

– Si on ne peut pas trouver de contact ayant une direction telle que |θ(c′) − θ(c)| < ∆θc, alors
on arrête la procédure et la longueur de chaîne est définie comme le nombre de contacts
trouvés à partir du contact d’origine (c).

– On réalise cette procédure pour l’ensemble des paires de particules dans le système, et on
obtient alors un histogramme de toutes les longueurs de chaînes répertoriées.

– Il faut ensuite corriger cet histogramme en supprimant les segments de chaînes compta-
bilisés plusieurs fois (pour une même chaîne) au cours de la procédure de recherche ; par
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exemple, si une chaîne de 4 contacts a été répertoriée, alors il faudra supprimer de l’histo-
gramme : une chaîne de 4 contacts (la chaîne ”opposée”), et tous les segments, c’est-à-dire
deux chaînes de 3 contacts et deux chaînes de 2 contacts. On opère cette procédure de
correction à partir de la chaîne de longueur maximale LM répertoriée dans le système et
on poursuit vers les chaînes de longueurs inférieures.

– On obtient alors la distribution des longueurs de chaînes de forces P(L) présentée en
figure 3.21 pour les assemblages de différentes hétérogénéités de taille.

Dans les systèmes présentant des régions ordonnées, le réseau de forces est constitué par de

longues chaînes ininterrompues (|θ(c′)
k+1−θ

(c)
k | < ∆θc). Sur la figure 3.22, on voit qu’elles s’étendent

depuis une région ordonnée vers une autre et s’orientent perpendiculairement aux frontières de
ces clusters, (les joints). Dans ces assemblages, l’extension maximale des chaînes de forces peut
atteindre des longueurs de l’ordre de L ≈ 30 tailles de particule. Lorsque la déviation de rayon
augmente, l’extension maximale des chaînes de forces diminue fortement ; dans les assemblages
à texture amorphe, la longueur maximale répertoriée est de ≈ 8 tailles de particule.

3.6 Influence de la concentration

Dans la première partie de cette étude, nous nous sommes intéressés aux effets des hétéro-
généités de taille dans des mélanges bidisperses, dont les deux populations de particules étaient
présentes en concentrations égales C(A) = C(B) = 0.5. Nous nous sommes également intéres-
sés aux effets de la concentration sur les arrangements pour les déviations de rayon suivantes :
δR = 10−4, δR = 10−3, δR = 10−2 et δR = 10−1.

Nous avons préparé des assemblages de particules bidisperses avec des concentrations va-
riables en utilisant le même protocole de compaction-densificationqu’utilisé précédemment, afin
d’obtenir des assemblages à l’équilibre statique sous une pression p = 10MPa. Nous avons fait
évoluer la concentration de la population (A) par rapport à la population (B) en partant d’un mé-
lange monodisperse de ((B) C(B) = 1 , C(A) = 0), pour terminer avec un mélange monodisperse
de (A) (C(A) = 1 , C(B) = 0) ; les assemblages intermédiaires sont définis par les concentrations
C(A) = C , C(B) = 1 − C = 0.

Nous présentons, sur la figure 3.23, les résultats de cette étude en terme d’évolution de la
coordinence moyenne des assemblages 〈Z〉 en fonction de la concentration des espèces C pour
différentes déviations de rayon δR. Aux vues des résultats obtenus dans la partie précédente de
cette étude, et des corrélations mises en évidence entre la coordinence moyenne (〈Z〉), la degré
d’ordre (Ψ6), et la réponse mécanique (K et µ), cette figure suffit à résumer les effets de la
concentration sur les propriétés des assemblages.

– Dans les assemblages à faible hétérogénéité de taille, l’effet de la concentration sur la
coordinence moyenne est quasi inexistant ; quelques soient les concentrations relatives des
deux espèces, la coordinence moyenne reste à une valeur élevée 〈Z〉 ∈ [5.1; 5.3] ce qui laisse
supposer l’existence de régions ordonnées Hexagonale Compact dans ces assemblages, ce
que nous avons vérifié en visualisant les réseaux de contacts.

– Lorsque l’on augmente l’hétérogénéité de taille, l’effet de la concentration commence à se
faire sentir ; pour des valeurs de δR modérées, on peut observer une diminution régulière de
la coordinence moyenne à des valeurs intermédiaires ≈ 4.5 à mesure que les concentrations
des deux espèces de particules s’homogénéisent (C(A) = C(B) = 0.5).

– Aux fortes hétérogénéités de taille, l’effet de la concentration est très important lorsque
les concentrations des deux espèces sont très hétérogènes ; en effet, c’est sur les premiers
pour-cent d’ajout d’une espèce dans le mélange, que l’on observe la diminution la plus
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(A) (B)

Fig. 3.22 – Représentation superposée du réseau de transmission des forces de contact ’fort’
(segments rouges) et des chaînes de forces de plus grande extension (segments noirs) : (En haut)
pour des systèmes de valeurs croissantes de déviation de rayon δR : (a) 0.01%, (b) 0.025%, (c)
0.05%, (d) 0.1%, (e) 0.025%, (f) 0.5%, (g) 1%, (i) 2.5%, (j) 5% ; (en bas), agrandissement pour
les deux bornes d’hétérogénéités de taille : (A) 0.01% et (B) 10%.
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Fig. 3.23 – Evolution de la coordinence moyenne des particules 〈Z〉 dans des systèmes bidisperses,
en fonction de la concentration des deux espèces de particules C = C(A) = 1 − C(B) et de la
déviation de rayon δR ; on observe une symétrie du diagramme telle que 〈Z〉(C) ≈ 〈Z〉(1 − C)
pour tous les δR ; aux faibles déviations, la valeur de la coordinence moyenne est indifférente
aux concentrations des deux espèces (dispersion des valeurs entre [5.1 − 5.3]), par contre aux
fortes déviations de rayon, ajouter 10% de concentration d’une espèce suffit à faire chuter 〈Z〉,
de pratiquement une unité,par rapport à un mélange monodisperse.
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(a)

2R

R

2/3 h

(b)
Fig. 3.24 – Cristallisation type Hexagonal Compact : (b) rapport de taille critique dans un
mélange bidisperse : pour un rapport de taille kc ≈ 6.5 (ou une déviation de rayon δc ≈ 0.73) ;
les petites particules peuvent se loger dans les interstices d’un assemblage ordonné Hexagonal
Compact de grosses particules ; (a) si l’écart de taille n’est pas trop important (k < kc), une
faible quantité de petites particules réparties de façon homogène permet de désorganiser sur une
certaine distance l’arrangement ordonné des grosses particules.

importante de la coordinence moyenne ; ainsi la présence de 10% − 15% de particules
(A) dans un mélange composé majoritairement de particules (B) (et inversement) suffit à
faire chuter la coordinence moyenne de ses plus fortes valeurs 〈Z〉 > 5 pour un mélange
monodisperse vers une valeur minimale de 〈Z〉 ≈ 4.3. pour un mélange bidisperse .

On constate donc, que pour une déviation de rayon suffisante, 10% d’une espèce de particule
répartie de façon homogène dans l’assemblage permet de gêner l’organisation collective des par-
ticules de l’autre espèce, selon des arrangements Hexagonaux Compacts ; il suffit de considérer un
arrangement local Hexagonal Compact de 18 particules centrées autour d’une particule comme
sur la figure 3.24(a), pour s’en rendre compte ; on peut comprendre que l’ajout localement de
2 particules (soit ≈ 10% du nombre total), plus grosses ou plus petites doit suffire à empêcher
toute cristallisation locale.

3.7 Fortes hétérogénéités de taille

3.8 Rapport de tailles critique

Pour terminer cette étude, nous avons simulés des assemblages de particules en prenant des
mélanges bidisperses homogènes en concentrations (C(A) = C(B) = 0.5), de forte hétérogénéité
de tailles, allant de δR = 0.1 à δR = 0.7. Au-delà de cette déviation de rayon maximale, les
particules de plus faible taille (A), deviennent suffisamment petites pour pouvoir se loger dans
les espaces vides de l’assemblage laissés par l’arrangement des plus grosses particules (B) (voir
figure 3.24(b)) ; elles se logent dans la porosité de l’arrangement Hexagonal Compact des parti-
cules.

Pour définir des hétérogénéités de tailles de cet ordre, il est plus facile de travailler avec un
nouveau paramètre, le rapport des rayons des petites et grosses particules :
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kR =
R(B)

R(A)
. (3.22)

La relation qui relie le nouveau paramètre de rapport de rayons kR à l’ancien, la déviation
de rayon δR pour un rayon moyen 〈R〉 identique est :

(kR + 1)(1 − δR) = 2 (3.23)

On peut calculer le rayon critique pour qu’une petite particule (A) se loge dans l’espace laissé
vide par un arrangement Hexagonal Compact de grosses particules (B) (voir figure 3.24(b)) : à
partir de δR =

√
3 − 1 ≈ 0.73, soit kR =

√
3/(2 −

√
3) ≈ 6.5, les particules de plus faible taille

prises individuellement sont trop petites pour désorganiser l’arrangement des grosses particules ;
cependant si elles sont ”côte à côte”, leur taille effective devient suffisante pour pouvoir gêner
cette organisation.

3.8.1 Réseau de transmission des forces de contact

Sur la figure 3.25, on a représenté l’évolution du réseau des forces de contact, en fonction de
l’hétérogénéité de taille.

Lorsque kR approche la valeur critique kc = 6.5 soit δR = 0.73, un certain ordre dans la
structure du réseau de forces commence à réapparaître, mais il reste difficile à caractériser ; les
structures Hexagonales Compacts ne sont pas encore marquées, car premièrement l’écart de taille
n’est pas encore suffisant et deuxièmement, localement, comme on vient de le voir, des groupes de
petites particules ”côte à côte” (deux suffisent) peuvent gêner la formation de tels arrangements ;
on observe plutôt des configurations de forces en quadrilatères comme sur la figure 3.26.

Sur le reste de l’intervalle, de δR = 0.1 à δR = 0.6, la texture granulaire et le réseau de
forces n’évoluent pratiquement pas ; ceci est confirmé comme nous allons le voir par l’étude
de l’évolution des propriétés géométriques comme la coordinence moyenne 〈Z〉 et la porosité
φ (figure 3.27), mais également l’évolution des propriétés mécaniques, c’est-à-dire les modules
élastiques (figure 3.28), la distribution des amplitudes de forces de contact et la distribution des
longueurs de chaînes de forces ( figure 3.29).

3.8.2 Coordinence moyenne et porosité

Tout d’abord, on regarde en figure 3.27 (a) l’évolution de la coordinence moyenne 〈Z〉 de l’as-
semblage et des coordinences partielles moyennes des deux espèces 〈Z(A)〉 et 〈Z(B)〉) ; on constate
que 〈Z〉 reste pratiquement constant autour de la valeur ≈ 4 sur l’intervalle d’hétérogénéité de
taille δR ∈ [0.1 − 0.7] ; ce n’est pas le cas pour les coordinences moyennes partielles ; sur cet
intervalle, 〈Z(A)〉 diminue → 2, 5, alors que 〈Z(B)〉 augmente → 5.5 ; comme l’évolution de la
taille des populations (A) et (B) va en sens opposé, les surfaces de contact possibles des grosses
particules augmentent alors que celle des petites particules diminuent, d’où l’évolution inverse
des coordinences partielles ; mais la surface de contact moyenne de l’assemblage reste la même
et, c’est pourquoi la coordinence moyenne 〈Z〉 n’évolue pratiquement pas.

En ce qui concerne la porosité de l’assemblage sur l’intervalle de rapports de taille considérés
(figure 3.27 (b)), elle diminue fortement en passant de φ ≈ 0.15 à pratiquement φ ≈ 0.10 ; en
effet, plus les particules de la population (A) deviennent petites, et plus elles commencent à
sentir la porosité crée par les arrangements des grosses particules. On rappelle que la porosité
d’un arrangement Hexagonal Compact parfait vaut φHCP ≈ 0.094.
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 3.25 – Réseaux des forces de contact normales pour des échantillons à forte hétérogénéité
de taille et à concentrations égales des deux populations (CA = CB = 0.5) : (a) δR = 0.1, (b)
δR = 0.3, (c) δR = 0.5, (d) δR = 0.7 ; on observe une réorganisation du réseau à la plus forte
déviation, δR = 0.7.
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(a) (b) (c) (d)

(B) (C)(A)

(E) (F)(D)

Fig. 3.26 – Mélange bidisperse à forte hétérogénéité de taille : (a) les différents types possibles
de triangles et quadrilatères de contacts en combinant les deux espèces de particules (d’après Bi-
deau) ; (b) comparaison avec le réseau de forces du mélanges possédant la plus forte hétérogénéité
de taille δR = 0.7 ; comme 0.7 < δR,c = 0.74, les arrangements Hexagonaux Compact de grosses
particules n’apparaissent pas encore mais on retrouve dans le réseau de forces, les combinaisons
de particules proposées par Bideau.
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Fig. 3.27 – Evolution de la coordinence moyenne 〈Z〉 et des coordinences partielles moyennes
〈Z[A,B]〉 (a) et de la porosité φ (b) en fonction de l’hétérogénéité de taille des assemblages aux
fortes déviations de rayon δR = [0.1 − 0.7]) ; la coordinence moyenne 〈Z〉 reste à peu près
constante sur cet intervalle (par compensation : ZB ր et ZA ց) alors que la porosité chute
de façon importante (la valeur de la porosité d’un assemblage plan Hexagonal Compact est
φHCP = 1 − π/2

√
3 ≈ 0.094).

3.8.3 Modules élastiques effectifs

Les modules élastiques effectifs des assemblages K et µ, restent pratiquement inchangés sur
l’intervalle δR = [0.1 − 0.7] : K(δR) ≈ 1200MPa et µ(δR) ≈ 1300MPa. Ceci est consistant avec
la valeur constante de la coordinence moyenne, mais pas avec la décroissance de la porosité. Dans
la Théorie élastique de Milieu Effectif, c’est surtout toute la valeur de la coordinence moyenne
qui joue sur les valeurs des modules élastiques (∝ Z2/3) et la porosité a un effet beaucoup plus
faible (∝ φ2/3), ce qui expliquerait que les valeurs des modules évoluent peu. Cependant pour des
hétérogénéités de rayons trop importantes δR > 10%, cette Théorie de Milieu Effectif (présentée
au chapitre suivant) ne peut plus être utilisée car elle décrit le comportement mécanique d’un
assemblage de sphères élastiques identiques, c’est-à-dire ayant toutes le même rayon. Il faudrait
construire une nouvelle Théorie de Milieu Effectif qui puisse décrire le comportement mécanique
des mélanges polydisperses désordonnés. Les travaux théoriques de Dodds [37] [40] et Bideau
et coll. [12] [11] sont basés sur des modèles statistiques géométriques permettant d’obtenir des
expressions analytiques pour les propriétés moyennes (coordinence, compacité) d’assemblages
désordonnés de disques polydisperses ; les travaux plus récents de Troadec [153] et Richard
[134] [151] sont une extension de ces modèles, et utilisent des méthodes de triangulations sur
des assemblages désordonnés de sphères bidisperses, pour obtenir des expressions analytiques des
propriétés moyenne comparables. Sur la base de ces travaux, on pourrait imaginer calculer les
modules élastiques de ces assemblages bidisperses en y incorporant les expressions des forces de
contact et en réalisant le passage ”micro-macro” pour remonter aux contraintes.

3.8.4 Distributions des forces et des longueurs de chaînes

Toujours sur le même intervalle d’hétérogénéité de taille, on constate que les distributions
des amplitudes des forces de contact P (fn/〈fn〉) et les distributions des longueurs de chaînes de
forces P (L) sont pratiquement identiques quelque soit la valeur de δR, excepté pour la plus forte
déviation de rayon δR = 0.7, lorsque l’ordre réapparaît ; en effet, nous l’avons vu, lorsque la taille
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Fig. 3.29 – (a) Distribution des intensités des forces de contact normales P(fn/〈fn〉) (a) et
distribution des longueurs de chaînes de forces P(L) en fonction de la déviation de rayon δR aux
fortes hétérogénéités de tailles ; pour δR ∈ [0.1; 0.6], les distributions sont globalement identiques
(P(fn/〈fn〉 à une forme gaussienne), par contre à δR = 0.7, les distributions changent, P(fn/〈fn〉)
devient exponentielle et P(L)) devient plus hétérogène, LM passe de 8 à 13.
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de ’pores’ devient comparable à la taille des petites particules, on peut obtenir une réorganisation
des grosses particules, avec une réapparition du degré d’ordre, ce qui va influencer la forme de
ces distributions P (fn/〈fn〉) et P (L) ; toutes les deux deviennent plus hétérogènes à l’approche
du rapport de taille critique.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats d’une étude numérique sur les effets des
paramètres de mélange (hétérogénéités de taille et de concentration) sur les propriétés géomé-
triques (au sens de la texture) et mécaniques des mélanges bidisperses de particules sphériques
élastiques. Nous avons utilisé le programme de Dynamique Moléculaire, développé au cours de
cette thèse et présenté au chapitre précédent, pour simuler ces mélanges.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à l’évolution des propriétés géométriques
moyennes, comme la coordinence ou bien la porosité ; nous avons également suivi l’évolution de la
texture du réseau de contacts et du réseau de forces dans les assemblages. Nous avons quantifié
ces changements et le degré d’organisation du système, à l’aide de paramètres d’ordre et de
fonction de corrélations. Nous avons montré, que le paramètre d’ordre d’orientations de contact
global était inadapté pour quantifier le degré d’organisation des particules, alors que la version
locale était bien corrélée avec la transition de la texture granulaire. La fonction d’ordre radiale
nous a permis de déterminer la taille moyenne des régions ordonnées de l’ordre de r = 7 − 8
tailles de particules pour les systèmes de faible hétérogénéité de taille.

Par la suite, nous avons étudié la dépendance de la réponse mécanique des assemblages
granulaires en fonction des paramètres de mélange. Cette réponse mécanique est sensible au
degré d’hétérogénéité de tailles de particules et à leur concentration respectives. On observe
une diminution significative des modules élastiques effectifs, de l’ordre de 10% pour le module
d’incompressibilité K et de l’ordre de 15% pour le module de cisaillement µ. Nous avons pu
mettre en relation, l’évolution de la réponse mécanique aux propriétés des forces de contact :
distribution de leurs intensités et distribution de leur extension spatiale. La transition texturale
observée implique une transition de la distribution des intensités des forces de contact depuis
une distribution exponentielle, hétérogène, vers une distribution gaussienne, plus homogène ;
cette homogénéisation s’accompagne d’une diminution de l’amplitude maximale des forces. Nous
avons également montré que cette transition texturale correspond à une décroissance importante
de l’extension des chaînes de forces, la taille maximale passant d’une trentaine de tailles de
particules pour les assemblages présentant un haut degré d’organisation, à seulement 8 tailles de
particules pour les assemblages à texture homogène. Ceci pourrait être corrélé avec la diminution
significative des modules élastiques.

De façon plus générale, cette étude préliminaire des assemblages granulaires bidisperses, nous
a permis de déterminer des valeurs spécifiques à utiliser en terme de concentration C(A), C(B) et
rapport de taille δR, pour la préparation numérique d’assemblages granulaires bidimensionnels
(au voisinage de la gamme de pression utilisée, p = 10MPa) qui soient exempts de phéno-
mènes de cristallisation Hexagonale Compacte, ce qui est important pour les études ultérieures
présentées dans ce mémoire. Ainsi, de faibles déviations de rayons, de l’ordre de 10% se sont
révélées suffisantes pour supprimer le phénomène d’organisation collective des particules ; pour
une telle hétérogénéité de taille, même un mélange relativement hétérogène en concentration
supprime toute possibilité de cristallisation ; la présence de 10% de particules d’une espèce de
taille différente de l’espèce majoritaire suffit à éliminer ce problème.

Par la suite, que ce soit pour des simulations en géométrie 2D ou bien 3D, nous utiliserons
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des mélanges bidisperses en rapport de concentrations C = 50%− 50% et de déviation de rayon
δR = 10% par rapport au rayon moyen, dont la valeur sera 〈R〉 = 0.1mm.
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Elasticité non-linéaire et propriétés
acoustiques des agrégats granulaires
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4.1 Introduction et objectifs

Les propriétés acoustiques et mécaniques des matériaux granulaires confinés par des contraintes
extérieures peuvent être extrêmement non-linéaires comparées aux solides élastiques continus [60]
[63] [75].
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Fig. 4.1 – Augmentation de la surface de contact entre les deux grains avec la contrainte exté-
rieure, à l’origine de la non-linéarité dans la théorie de contact de Hertz-Mindlin.

De nombreuses applications industrielles telles que l’optimisation de l’emplacement des puits
pétroliers dans les réservoirs d’hydrocarbures, dépendent de façon critique de l’interprétation
correcte des mesures acoustiques non-linéaires dans les matériaux granulaires [67], comme illustré
par les larges variations des vitesses ultrasonores ou des constantes élastiques des formations
géologiques de nature granulaire en fonction des contraintes externes. Dans cette étude, les effets
non-linéaires, font référence au fait que les modules élastiques, calculés à partir de déformations
de très faibles amplitudes, dépendent de façon non linéaire de contrainte externe (ou de la
pression interne) ; on ne s’intéresse pas à la réponse mécanique non-linéaire dans le cas de grandes
déformations.

A l’origine de la compréhension de ce problème vient en premier lieu la théorie de contact
de Hertz-Mindlin (1) pour modéliser les forces inter-granulaires [79] [86] ; dans ce cas, la non-
linéarité est issue de l’augmentation avec la contrainte extérieure de la surface de contact entre
les deux grains (voir figure 4.1(a)). Les théories conventionnelles décrivant ce problème dans le
cadre de l’élasticité des milieux continus [86] considèrent une déformation uniforme à toutes
les échelles (c’est-à-dire que le tenseur de déformation à l’échelle macroscopique de l’échantillon
est applicable au niveau microscopique des grains) et le champ de déplacement des grains est
linéaire avec la déformation macroscopique (c’est ”l’approximation de déformation affine” (2), voir
figure 4.1(b)). On calcule ensuite les contraintes en terme de déformation en considérant le milieu
désordonné comme un milieu effectif qui exerce une force moyenne sur un grain représentatif ;
cette approximation définit plus généralement la Théorie de Milieu Effectif (Effective Medium
Theory) (3) [43] [36] [159] [113] [156].

Comme il a été montré dans des travaux récents [60] [104], la théorie de l’élasticité n’explique
pas de façon satisfaisante les propriétés mécaniques des assemblages de grains non-cohésifs. La
principale prédiction de la Théorie de Milieu Effectif est la dépendance du module d’incompres-
sibilité K et du module de cisaillement µ avec la pression p : K et µ varient comme ∼ p1/3.
Cependant un nombre important d’expériences réalisées sur des grains de sable (de forme irrégu-
lière par nature) ou bien sur des billes de verre sphériques (modèle simplifié, mieux contrôlable
expérimentalement) montrent une dépendance ”anormale” (par rapport à la théorie) avec la pres-
sion caractérisée par des puissances de p variant entre 1/3 et 1/2 [60]. Des études ont montré
qu’une dépendance en p1/2 était plus appropriée pour décrire la variation non-linéaire des mo-
dules élastiques K et µ [60] ; dans ce cas, les modules augmentent plus rapidement avec la
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pression par rapport à la prédiction élastique.
Dans cette étude, nous cherchons à comprendre l’origine du désaccord entre la prédiction de

la Théorie élastique de Milieu Effectif, les résultats expérimentaux et les simulations numériques.
Nous avons conduit dans un premier temps, une série d’expériences acoustiques pour caractériser
la non-linéarité du comportement élastique des matériaux granulaires non-cohésifs en environne-
ment, sec sous une large gamme de pression (de quelques MPa à plus d’une centaine de MPa
(p ∼ 150MPa)). A partir de ce travail expérimental, nous réalisons qu’une étude microscopique
est nécessaire afin de comprendre l’origine des désaccords avec les théories existantes pour les
matériaux granulaires.

Dans cet objectif, nous avons conduit des simulations de type Dynamique Moléculaire (ou
Eléments Discrets) en géométrie bidimensionnelle et tridimensionnelle, pour avoir accès aux
mécanismes microscopiques de relaxation des matériaux granulaires.

Les modélisations numériques nous permettent de calculer les modules élastiques d’un assem-
blage désordonné de grains sphériques élastiques en contact frottant les uns avec les autres [79]
et vont nous donner des indications importantes sur l’origine du désaccord : (1) traitement des
contacts intergranulaires (c’est-à-dire, la loi de contact utilisée) ou bien (2) les hypothèses sous-
jacentes à la Théorie des Milieux Effectifs (l’approximation de déformation affine et le concept
de milieu effectif). Nous montrons qu’il existe un bon accord entre les résultats des simulations
et les expériences acoustiques, ce qui tend à confirmer la validité de la théorie du contact de
Hertz-Mindlin pour des agrégats de billes de verre composés de particules frottantes.

La dépendance en pression ”anormale” des modules, nous montre tout d’abord qu’il existe
plusieurs non-linéarités importantes (autres que la loi de contact) qui ne permettent pas de
définir de manière simple le comportement mécanique du matériau granulaire en fonction de
la pression. Nous trouvons qu’il existe un régime à basse pression où la coordinence 〈Z〉 et la
fraction volumique de la phase solide φs évoluent très peu, par rapport aux valeurs minimales
obtenues par les simulations (aux pressions les plus basses accessibles numériquement, c’est-à-
dire quelques dizaines de KPa) ; dans ce régime, la dépendance des modules M(p) en p1/3 est
approximativement valide (cela correspond à une dépendance en p1/6 pour les vitesses). Par
contre aux pressions plus importantes p > 10MPa, l’augmentation de la coordinence 〈Z〉(p) et
de la fraction solide φs(p) suggèrent d’autres non-linéarités et par conséquent, il n’est pas possible
de mettre à l’échelle le comportement observé de manière simple.

En fait nous observons qu’autour de la pression p = 10MPa, il existe une transition en terme
de puissance de p depuis une dépendance en p1/3 aux faibles pressions, vers une dépendance
en p1/2 aux larges pressions (plus précisément, l’ajustement donne p5/9). Nous pouvons donc
penser que les dispersions observées dans les valeurs expérimentales, pourraient s’expliquer par
l’existence d’un changement continu d’exposant de 1/3 à 5/9. Cette transition a lieu justement
dans le régime où les expériences sont généralement réalisées, c’est-à-dire au voisinage de la région
de transition à p ≈ 10MPa.

Le résultat le plus important de cette étude, relie l’effet de la friction inter-granulaire et de
la relaxation des contraintes, au comportement à la fois élastique non-linéaire et inélastique des
matériaux granulaires, selon le type de déformations imposées ; ceci est mis en évidence par le
calcul des constantes élastiques K (module d’incompressibilité) et µ (module de cisaillement).
Tout d’abord, nous trouvons que la formulation élastique donne une description raisonnable
de la réponse d’un système granulaire à des chargements en compression hydrostatique : le
comportement du module d’incompressibilité K est raisonnablement bien décrit part la Théorie
de Milieu Effectif ; par contre, nos expériences et nos simulations montrent que la théorie élastique
n’est pas adaptée à la description de la réponse de ce matériau à des déformations en cisaillement,
puisqu’elle ne peut prédire les valeurs correctes pour le module de cisaillement µ.
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Fig. 4.2 – (a) pour un milieu élastique continu, ou bien un milieu particulaire ordonné, hypo-
thèse de déformation ”affine”, aucune relaxation n’est nécessaire car les forces et les moments se
compensent localement ; (b) pour un matériau granulaire désordonné, le champ de déformation
homogène n’est pas consistant avec l’équilibre local des forces de contact ; les grains subissent
une force non compensée du fait qu’ils ne sont pas dans un environnement local symétrique. En
conséquence, ces grains ne sont pas à l’équilibre.

Les simulations numériques indiquent que la Théorie de Milieu Effectif ne fonctionne pas
car elle ne prend pas en compte la relaxation consécutive à la déformation affine macroscopique
[1]. En effet, cette théorie fait l’hypothèse ”affine” , c’est-à-dire que soumis à une déformation
macroscopique infinitésimale, chaque grain se déplace en accord avec la direction de déformation
macroscopique et sa position (exactement selon le champ de déplacement résultant d’un milieu
élastique continu), et le mouvement de rotation n’est pas considéré ; de plus, aucune relaxation
consécutive n’est permise et ainsi, la réponse est purement élastique (voir figure 4.2(a)).

Pour un matériau granulaire, le champ de déformation homogène que l’on vient de décrire,
n’est consistant avec l’équilibre local des forces de contact agissant sur les grains uniquement
dans le cas d’un système parfaitement ordonné ; en revanche, dans un système désordonné, (l’état
le plus probable d’un milieu granulaire), une déformation inhomogène se développe au niveau
local. Suite à l’application d’une déformation affine, les grains subissent une force non compensée
du fait qu’ils ne sont pas dans un environnement local symétrique. En conséquence, ces grains
ne sont pas à l’équilibre et se déplacent vers des positions ~x différentes de celles supposées
par l’approximation affine ~xe, de telle sorte que les forces ~f sur chaque grain se compensent
exactement (voir figure 4.2(b)). Numériquement, on observe le même comportement pour les
mouvements de rotation ~θ et les moments ~M se compensent.

Nous montrons, que l’hypothèse de l’affinité est approximativement valide pour le module
d’incompressibilité K, mais sérieusement mise à défaut pour le module de cisaillement µ ; pour
cette raison, les prédictions de la Théorie de Milieu Effectif diffèrent de façon importante des
valeurs obtenues expérimentalement et numériquement. Ainsi la principale source de déviation à
l’élasticité est l’inadéquation du champ de déformation uniforme ǭij à toutes les échelles (échelle
microscopique des grains et mésoscopique des chaînes de forces).

Afin de quantifier l’écart des prédictions de la Théorie de Milieu Effectif pour le module de
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cisaillement µ, dans cette étude, nous regarderons deux cas distincts : (1) le cas où les grains
ne sont pas frottants (µf = 0 → ft = 0) et interagissent uniquement avec des forces normales
(l’état du système n’est pas fonction de l’histoire du chargement) et, le cas où les grains sont
frottants (µf 6= 0) et interagissent en plus avec des forces tangentielles élastiques avec un seuil
de frottement (l’état du système est alors explicitement fonction de l’histoire du chargement).

On montrera que le plus grand désaccord entre la théorie et les simulations est obtenu pour
les systèmes où la friction de contact est nulle ; d’autre part, la différence est plus prononcée
aux faibles pressions lorsque le système se rapproche d’un état marginal de rigidité (coordinence
critique sans friction : 4 en 2D et 6 en 3D. A la suite d’une sollicitation externe du système
en déformation cisaillante (cisaillement pur, ou bien déformation uniaxiale), la relaxation du
système est pratiquement complète. Par conséquent, ce comportement ne peut pas être capturé
par l’approche classique de l’élasticité.

Lorsque la friction et l’élasticité tangentielles sont prises en compte aux contacts inter-
granulaires, l’accord entre la théorie et les simulations est meilleure par rapport au cas non
frottant, mais néanmoins un désaccord important persiste. La friction et les forces tangentielles
empêchent en fait le déplacement des grains par rapport au déplacement de champ moyen de l’ap-
proximation affine. De ce fait, la théorie élastique fournit un meilleur accord avec les simulations
et les expériences pour des grains frottants que pour des grains non frottants.

Dans l’objectif de développer une meilleure compréhension du comportement des assemblages
granulaires sous pression, il faudrait donc abandonner l’approche de l’élasticité et considérer le
milieu granulaire comme un matériau ”visco-élastique”. Les effets de relaxation collective peuvent
expliquer les désaccords des modules de cisaillement, avec les prédictions élastiques. Les correc-
tions à apporter augmentent de façon dramatique dans le cas de matériaux peu denses, et pour
des assemblages à faible friction inter-particulaire.

Une base à l’origine de ces travaux est que les méthodes de logging acoustique et d’inter-
prétation, dans le cadre de l’élasticité non-linéaire, sont au premier plan pour l’évolution des
technologies aidant à améliorer et optimiser le positionnement des puits dans la production pé-
trolière. Les vitesses et l’atténuation des ondes sonores dans les roches sont fonction de nombreux
paramètres comme la densité, la porosité, la saturation en fluides et le degré d’endommagement
ou de fracturation ; par conséquent, l’utilisation de cette méthode pour sonder les propriétés des
formations géologiques est des plus intéressante ; cependant les propriétés de ces ondes qui les
rendent justement si utiles pour l’exploration, donnent lieu à des formes d’ondes très complexes
lorsqu’elles parcourent une formation géologique, par exemple lorsque l’on place transmetteurs
et récepteurs au coeur d’un puits. D’autre part, pour placer idéalement un puits, la connaissance
de la distribution des contraintes préexistantes est essentielle. Les propriétés mécaniques de la
formation géologique granulaire obtenues par les mesures de logging peuvent aider à prédire la
résistance de la formation. La magnitude des contraintes dérivée des mesures acoustiques peut
également aider à la prédiction des problèmes de ”sanding” dans les formations non consolidées
(production de sable par désolidarisation des grains de la formation à la circonférence d’un puits).
Ces mesures acoustiques sont donc également très utilisées pour comprendre la distribution des
contraintes autour d’un puits.

Ce travail représente un essai pour comprendre certains des mécanismes d’atténuation, mais
aussi la dépendance des vitesses des ondes avec les contraintes dans les matériaux granulaires.
Dans une première partie, nous présenterons les prédictions de la Théorie de Milieu Effectif
ainsi que l’approche numérique ; ensuite nous décrirons les expériences de propagation des ondes
ultrasonores dans les agrégats de billes de verre ; dans une dernière partie, nous présenterons les
résultats de cette étude.
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4.2 Les prérequis

Le problème des propriétés élastiques des matériaux granulaires, a beaucoup été traité depuis
les travaux précurseurs de Mindlin [40] [165] [160] [90] [91] [77] [34]. Cependant, une solution
générale à ce problème est toujours manquante.

Dans une expérience type, un assemblage de billes de verre sans cohésion est confiné sous une
pression hydrostatique p, et la vitesse de propagation des ondes de compression vp, et la vitesse
de propagation des ondes de cisaillement vs sont mesurées en fonction de l’état de contrainte
(voir Domenico [40], Yin [165] et [60] [160] [77]). Les vitesses des ondes P et des ondes S sont
reliées aux constantes élastiques du matériau dans la limite des grandes longueurs d’ondes par
[101] :



















vp =
√

K+4/3µ
ρ , à 3D ;

vp =
√

K+µ
ρ , à 2D ;

vs =
√

µ
ρ , .

(4.1)

où K est le module élastique d’incompressibilité du matériau, µ son module de cisaillement
et ρ est sa densité volumique de l’assemblage.

4.2.1 Mécanique du contact

Hertz utilisa l’élasticité linéaire des milieux continus, pour calculer la force normale de deux
sphères élastiques pressées en contact, en ne considérant pas d’adhésion [79] [86], il montra que
deux grains sphériques en contact avec les rayons R1 et R2 interagissent avec une force normale
répulsive :

fn =
2

3
knR̄1/2w3/2 , (4.2)

où R̄ = 2R1R2/(R1+R2) ; l’interpénétration est w = (1/2)[(R1+R2)−|~x2−~x1|] où ~x1 et ~x2

sont les positions des centres des grains. Cette force normale agit uniquement en compression :
fn=0 lorsque w < 0. La raideur effective du contact kn = 4µg/(1 − νg) est définie en terme du
module de cisaillement µg et du coefficient de Poisson νg du matériau des grains. Typiquement,
µg = 30GPa et νg = 0.2 pour des billes de verre sphériques.

La situation en présence d’une force tangentielle ft est nettement plus complexe. Dans le cas
de sphères pressées sous un chargement oblique, la force tangentielle de contact a tout d’abord été
calculée par Mindlin [105] ; l’histoire générale du chargement peut être décrite par un incrément
de la force tangentielle ∆ft et dans la force normale ∆fn.

Pour le cas particulier où les incréments de chargement n’entraînent pas de micro-glissement
à la surface de contact (c’est-à-dire, lorsque ∆Ft < µf∆Fn), où µf est le coefficient de friction
entre les sphères (typiquement µf = 0.3), Mindlin a montré [105] que l’incrément de force
tangentielle est :

∆ft = kt(R̄w)1/2∆s , (4.3)

où la raideur kt = 8µf/(2− νg) et l’incrément de déplacement ∆s est défini de telle sorte que
le déplacement relatif transversal entre les deux grains soit 2∆s ; C’est la condition de Mindlin
en condition de non glissement. La forme incrémentale de la relation est nécessaire, car la valeur
de la force tangentielle (et plus généralement, l’état de contrainte dans le matériau) dépend de
la trajectoire du chargement local τ dans l’espace (w, s) [113]. La force tangentielle finale est
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εij

εij

p(θ)=1/2πεij εij=

(a) (b)

Fig. 4.3 – Hypothèses sous-jacentes à la Théorie de Milieu Effectif ; (a) l’approximation de
déformation affine, (b) toutes les particules sont statistiquement identiques du point de vue de
leur coordinance, et toutes les directions de contacts sont équiprobables.

obtenue par l’intégration sur le chemin pris par les sphères en contact avec les conditions initiales
fn = 0,ft = 0 et w = 0, s = 0 donnant :

∆ft =

∫

τ
kt(R̄w)1/2∆s , (4.4)

Ainsi, l’état de contrainte d’un système granulaire avec des forces élastiques tangentielles dé-
pendant du chemin de chargement τ(w, s) (il est dit ”path-dependant”), c’est-à-dire que le travail
produit lors de la déformation du système dépend de l’histoire du chargement, on peut compri-
mer en premier et cisailler ensuite, ou bien l’inverse, on peut cisailler en premier et comprimer
ensuite. Le résultat dépend du ”chemin” suivi (succession de compressions et de cisaillements) et
non, de l’état final instantané (les positions des centres des deux sphères).

D’un autre côté, l’état de contrainte d’un système de sphères interagissant uniquement par
des forces normales est indépendant du chemin de chargement suivi τ(w, s) (il est dit ”path-
independant”) ; le travail réalisé ne dépend pas de la façon dont on a appliqué la déformation,
mais de l’état final de déformation.

Lorsque le déplacement transversal augmente, la force tangentielle élastique atteint sa valeur
seuil, donnée par la friction de Coulomb :

ft = µffn + C (4.5)

Cette loi dégénère vers la loi d’Amonton lorsqu’il n’existe pas d’adhésion C = 0. Remarquons
que la loi de frottement de Coulomb, ajoute une source supplémentaire de dépendance au chemin
de chargement suivi.

4.2.2 Théorie de Milieu Effectif de l’élasticité granulaire

Energie élastique

L’idée à la base des théories élastiques, et qui est fondamentale pour notre étude, est que
le travail macroscopique réalisé en déformant le milieu granulaire doit être égal à la somme des
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travaux au niveau de chaque contact inter-granulaire, et que ce dernier est remplacé par une
moyenne adaptée [36] [159] [113]. Ces théories de milieu effectif sont basées sur la mécanique
du contact de Hertz-Mindlin.

Dans le cas d’un solide isotrope déformable, la densité d’énergie de déformation par unité de
volume U est une fonction de la déformation ǫij (au second ordre en ǫij , un solide élastique est
décrit uniquement par deux constantes [86]) :

U(ǫij) = U0 − pǫkk + µe(ǫij − 1/3δijǫkk)
2 + 1/2Ke(ǫkk)

2 , (4.6)

où, ǫij = 1/2( δui
δxj

+
δuj

δxi
) et les déviations ui = xi−Ri des positions des N particules dans le sys-

tème {x1, ..., xN} sont mesurées à partir d’un état de référence rigide adapté {R} = {R1, ..., RN}.
Cet état de référence est habituellement choisi périodique, mais on peut également le définir pour
des solides amorphes pour lesquels l’état de référence est désordonné (par exemple des assem-
blages granulaires [1]).

Les indices de Ke et µe dénotent que les valeurs des modules élastiques sont calculées en
considérant les matériaux granulaires comme des solides purement élastiques.

Il y a deux hypothèses sous-jacentes à la théorie des milieux effectifs :

– (1) Toutes les particules sont statistiquement identiques, et il est supposé qu’il existe une
distribution isotrope des contacts pour une particule donnée.

– (2) Une approximation de déformation affine est utilisée, c’est-à-dire que des sphères à la
position xj seront déplacées d’une distance ∆ui dans un intervalle de temps ∆t en accord
avec le taux de déformation macroscopique ǫ̇ij par :

∆ui = ǫ̇ijxj∆t , (4.7)

Les grains sont toujours à l’équilibre, du fait de la première hypothèse de distribution iso-
trope des contacts, et aucune relaxation n’est par conséquent nécessaire ; ce type de Théorie de
Milieu Effectif, revient donc à effectuer une simple moyenne des rigidités non-linéaires de tous
les contacts sur un volume V donné.

La définition d’un champ de déformation uniforme n’est possible que sous l’approximation
de milieux effectifs. Cette hypothèse est également correcte pour les assemblages ordonnés. Par
contre, dans le cas des assemblages non ordonnés, l’approximation affine est inconsistante avec
l’équilibre local des forces et donc des grains.

En reprenant les deux hypothèses évoquées précédemment, l’énergie élastique est remplacée
par une moyenne adaptée sur les n contacts présents dans le volume V :

dU =
1

V

n
∑

k=1

∫

~f · ~du ≈ 〈Z〉φs

Vg
〈
∫

~f · ~du〉 , (4.8)

où ~f · ~du = fndw+ ~ft. ~ds, 〈Z〉 est la coordinence moyenne, φs est la fraction volumique solide,
et Vg est le volume d’un grain.

Finalement, nous présentons la prédiction de la Théorie des Milieux Effectifs pour le module
d’incompressibilité K, et le module de cisaillement µ pour un système isotrope confiné sous une
pression p.

Module élastique ”Path indépendant”

Les modules élastiques issus de modèle ”Path indépendant” (c’est-à-dire que leur valeur est
indépendante du chemin de chargement suivi, et donc du travail effectué), correspondent au cas où
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kt = 0, les grains ne sont pas frottants. On considère qu’il y a glissement parfait au contact inter-
granulaire µf = 0 , ce qui correspond à prendre ft = 0 et on considère donc uniquement les forces
normales entre les grains. Ce cas correspond à des forces dont les modules sont indépendants
du chemin suivi ; on peut utiliser une fonction de densité d’énergie, qui dépend uniquement
de la position instantanée des particules (équation 4.6). Ce cas pourrait être considéré comme
conservatif dans la mesure où le travail total réalisé sur un chemin fermé est nul.

Pour le cas de grains sans friction, nous avons à 3D :

{

Ke(p) = kn
12π (φs〈Z〉)2/3(6πp

kn
)(1/3), ;

µe(p) = kn
20π (φs〈Z〉)2/3(6πp

kn
)(1/3), .

(4.9)

La théorie des milieux effectifs, prédit donc un module de cisaillement non nul, malgré le fait
que la friction de contact entre les grains ne soit pas considérée. C’est la raideur normale kn qui
apparaît dans l’expression du module de cisaillement µe, et c’est donc uniquement l’état com-
pressif du système et la ”frustration” des réarrangements des grains liés à cet état de contrainte,
qui donne une résistance au cisaillement pour un tel système.

Modules élastiques ”Path dependant”

Les modules élastiques issus de modèle ”Path dependant”, correspondent au cas où kt 6= 0,
les grains sont frottants.

Dans ce cas les forces élastiques tangentielles sont prises en considération, En principe l’éner-
gie dépend maintenant du chemin ; cependant il a été montré que les constantes élastiques de
second ordre, sont toutes indépendantes du chemin suivi dans le cadre de la Théorie de Milieu
Effectif, alors que la dépendance de chemin apparaît pour les constantes élastiques de troisième
ordre [113].

Le module d’incompressibilité Ke n’est pas affecté par l’introduction de forces tangentielles
et l’équation précédente reste valide ; le module de cisaillement µe lui est modifié. A 3D, nous
avons donc :

{

Ke(p) = kn
12π (φs〈Z〉)2/3(6πp

kn
)(1/3), ;

µe(p) = kn+3/2kt

20π (φs〈Z〉)2/3(6πp
kn

)(1/3), .
(4.10)

Les résultats précédents ont été obtenus par plusieurs auteurs en utilisant différentes méthodes
[36] [159] [113] et sont valides pour des systèmes de sphères infiniment rugueuses (le glissement
est interdit, soit µf → ∞). Par conséquent, le seuil de friction de Coulomb ne peut pas être
atteint malgré qu’il y ait une force tangentielle élastique.

La dépendance en p1/3 des modules élastiques est une conséquence directe de loi de contact
normale de Hertz, en effet :

p ∼ fn ∼ w3/2 ∼ ǫ3/2 → µe ∼ Ke ∼
dp

dǫ
∼ ǫ1/2 ∼ p1/3 (4.11)

Remarquons qu’un système de ressorts linéaires tels que fn ∝ w donnerait des constantes
élastiques indépendantes de la pression (cadre de la théorie de l’élasticité linéaire).

On a vu que le modèle de contact inter-granulaire est basé sur deux hypothèses, premièrement,
c’est la solution de Mindlin où le glissement est interdit pour la force tangentielle (no slip) et le
glissement total de la surface de contact est considérée uniquement, lorsque la force tangentielle
devient supérieure au produit de l’intensité de la force normale, par le coefficient de friction de
contact µffn. Mais en réalité, une partie du contact peut glisser, alors que l’autre partie ne glisse
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pas ; le glissement intervient selon une surface annulaire depuis la périphérie de la zone de contact ;
ce glissement partiel peut intervenir pour n’importe quelle valeur finie de la force tangentielle ;
une étude considérant différents chemins de chargement τ , considérant cette possibilité de micro-
glissement, c’est-à-dire que |∆ft| > µf∆fn a été réalisé par Mindlin et Deresiewicz [106]. Il y
est montré que la force tangentielle incrémentale peut être obtenue comme :

∆ft = αkt(R̄w)1/2∆s ± µf (1 − α)∆fn , (4.12)

où α = 1 lorsque le micro-glissement n’a pas lieu, sinon α prend différentes valeurs en fonction
de l’histoire du chemin de chargement ; Etant donné que le calcul de la Théorie des Milieu Effectif
est réalisé en considérant uniquement les forces de Hertz-Mindlin (c’est-à-dire que le glissement
partiel de Mindlin-Deresiewicez n’est pas considéré), nous utilisons également ces lois de contact
dans les simulations numériques, pour pouvoir comparer correctement les prédictions de la théorie
et nos résultats numériques.

4.2.3 Désaccords entre la théorie et les expériences

Il a été montré expérimentalement, que le module d’incompressibilité K et le module de
cisaillement µ d’un assemblage de grains élastiques sphériques varient avec la pression plus rapi-
dement que la dépendance en p1/3 prédite par les équations 4.9 et 4.10 de la Théorie de Milieu
Effectif [60].

Rapport des modules élastiques

On peut également s’intéresser au rapport des modules élastiques K µ pour mettre en évidence
le désaccord entre la théorie et les expériences ; en reprenant les équations 4.10 de la théorie
élastique pour des grains frottants, le rapport des modules s’écrit :

Ke

µe
=

5(2 − νg)

3(5 − 4νg)
(4.13)

Ce rapport est indépendant de la pression, et dépend uniquement du coefficient de Poisson
des grains νg. Les expériences donnent des valeurs de rapport K/µ comprises entre 1.1− 1.3. La
théorie élastique prédit elle, un rapport de 0.71 si l’on choisit νg = 0.2 ; en fait, cette prédiction
est peu sensible aux variations de νg : le rapport des modules varient comme Ke

µe
= 0.71 +−0.04

pour un coefficient de Poisson de νg = 0.2+−0.1. Par conséquent, il faudrait avoir un coefficient
de Poisson νe ≈ 1.2, pour ajuster la théorie aux valeurs expérimentales K/µ, violant évidemment
la limite supérieure thermodynamique de νg < 0.5 [86].

Coefficient de Poisson de l’assemblage

Le coefficient de Poisson effectif de l’assemblage ν est une autre quantité intéressante qui met
en évidence le désaccord sérieux. La valeur prédite par la Théorie de Milieu Effectif νe est elle
aussi indépendante de la pression et, est donnée uniquement en terme du coefficient de Poisson
des grains νg selon :

νe =
Ke − 2/3µe

2(Ke − 1/3µe)
=

νg

2(5 − 3νg)
. (4.14)

Pour des billes de verre typiques, le coefficient de Poisson des grains vaut νg = 0.2 et la valeur
prédite par la théorie élastique est alors νe = 0.02 ce qui est un ordre de magnitude plus petit
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Fig. 4.4 – Modèle de couche molle de De Gennes pour expliquer la dépendance en pression
”anormale” des modules élastiques avec la pression (a) ∝ p1/3, (b) ∝ p1/2

que les valeurs expérimentales typiques ν = 0.28 [40]. Le coefficient de Poisson d’un matériau
granulaire est donc incroyablement élevé, par rapport à un solide élastique ordinaire.

Hypothèses sur l’origine du désaccord

Les origines des désaccords ne sont pas clairement identifiées ; cela pourrait être dû (1) à
la loi de contact de Hertz-Mindlin utilisée dans la théorie élastique , ou bien, (2) l’origine du
désaccord pourrait être associée aux hypothèses de la Théorie de Milieu Effectif, qui pourraient
être violées dans les milieux granulaires.

De Gennes [34] a exploré le problème en ce qui concerne la loi de contact (voir figure 4.4) ;
il a proposé qu’une fine couche (d’épaisseur e très petite par rapport au rayon de la surface de
contact a) oxydée en surface des grains (donc de module beaucoup plus faible), aurait pour effet
une augmentation plus rapide avec la pression des modules élastiques des assemblages, ce qui
pourrait expliquer les comportements des assemblages de billes métalliques. En effet, dans ces
conditions la compression est concentrée dans la couche ”molle” et l’expression de la pression
locale au contact est modifiée ; la dépendance en pression des modules effectifs passe alors à p1/2.

p ∼ fn ∼ w3/2 ∼ ǫ2 → µe ∼ Ke ∼
dp

dǫ
∼ ǫ2 ∼ p1/2 (4.15)

Goddard [60] a proposé en revanche, que l’angularité des grains (typiquement des grains de
sable) pourrait modifier la loi de contact, donnant lieu à différentes dépendances avec la pression.

D’autres auteurs [60] [29] ont également proposé que l’augmentation du nombre de contacts
entre les grains avec la contrainte (〈Z〉) pourrait être une origine du désaccord. Ainsi, Jenkins
[29] mesura des modules élastiques en utilisant des simulations numériques pour une unique
pression, et conclut que la Théorie de Milieu Effectif ne décrit pas correctement le module de
cisaillement µ, mais décrit de façon satisfaisante le module d’incompressibilité K.

Enfin des travaux expérimentaux réalisés par Liu and Nagel [90] et Jia et coll. [77] se sont
concentrés sur le rôle joué par les chaînes de forces, dans la propagation des ondes, dans de tels
milieux.
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4.2.4 Modèle visco-élastique linéaire constitutif

Pour comprendre nos résultats, il est important de généraliser les concepts élastiques intro-
duits précédemment à la réponse visco-élastique ; dans la visco-élasticité linéaire [15] [135] [62],
l’état de contrainte spécifié par le tenseur des contraintes σ̄ est déterminé par l’équation linéaire
constitutive, qui fait intervenir l’historique du système (∞ → t) :

σij(t) =

∫ t

−∞
Gijkl(t − t′)ǫ̇kl(t

′)dt′ , (4.16)

où ǫ̇kl = dǫkl/dt est le taux de déformation et Gijkl(t) est le tenseur des modules de relaxation ;
ce sont des modules complexes, où la partie réelle est liée à la réponse instantanée, et la partie
imaginaire caractérise la dissipation du modèle visco-élastique.

Pour des matériaux viscoélastiques linéaires, le tenseur des modules de relaxation Gijkl ne
possède que deux constantes indépendantes qui sont, le module de relaxation d’incompressibilité
K(t) et le module de relaxation de cisaillement µ(t). Ces modules caractérisent respectivement
la réponse à une déformation compressive isotrope ˙ǫkk et à une déformation cisaillante ˙ǫij . Ces
modules sont vus comme des analogues dépendant du temps des modules élastiques Ke et µe.

Dans ce travail, nous nous intéressons à la relaxation des contraintes, après avoir imposé des
déformations infinitésimales de type, compression hydrostatique (pour obtenir K), cisaillement
pur et compression biaxiale (pour obtenir µ), et compression uniaxiale (combinaison linéaire de
K et µ, selon la géométrie modélisée 2D ou 3D).

Par exemple, une déformation cisaillante est appliquée instantanément au temps t = 0,
d’intensité ∆ǫ12. Nous avons ˙ǫ12 = ǫ12/δ(t). L’équation 4.16 se réduit donc à σ12(t) = G(t)ǫ12.
De cette façon, ce protocole de déformation donne immédiatement une information complète sur
la fonction réponse G(t) simplement en mesurant σ(t) ; ce protocole de déformation est d’autant
plus particulièrement simple à implémenter dans nos simulations de dynamique moléculaire. La
réponse instantanée du matériau granulaire visco-élastique G(t = 0) représente le module de
cisaillement ”à l’équilibre” µe calculé par la Théorie élastique de Milieu Effectif.

– Pour un solide parfaitement élastique, le module de relaxation est indépendant du temps
G(t) = G = cste et on peut donc définir le module de cisaillement du matériau comme :

µe = σ12/ǫ12 = G(t = 0) (4.17)

– Pour un liquide Newtonien G(t) = ηδ(t), où η est la viscosité. Pour un liquide visco-
élastique, G(t) approche zéro quand t → ∞. Pour un solide viscoélastique, la relaxation
donne un module fini :

µ = G(t → ∞) (4.18)

Une analyse similaire peut être réalisée pour le module de relaxation d’incompressibilité K(t)
pour obtenir K(t = 0) = Ke et K(t → ∞) = K.

4.2.5 Dynamique Moléculaire

Equations du mouvement

Dans les simulations de dynamique moléculaire de la matière granulaire, la force et le moment
sur chaque grain dépendent du choix de la loi de contact inter-granulaire [26] [139]. Nous utilisons
la méthode des Eléments Discrets présentée au chapitre 2, développée à l’origine par Cundall
[26] ; les équations du mouvement :
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{

m~̈x =
∑ ~f, (translation) ;

I
~̈
θ =

∑ ~M, (rotation).
(4.19)

sont résolues pour un assemblage composé de sphères élastiques interagissant avec des lois de
contact de Hertz-Mindlin et un seuil de frottement de Coulomb (c’est-à-dire glissement global
de toute la surface de contact). ~f et ~M sont les forces et les moments agissants sur un grain,
m et I sont sa masse et son moment d’inertie, et enfin, ẍ et θ̈ sont ses accélérations linéaires et
angulaires.

Méthode d’intégration

Les solutions numériques de ces équations 4.19 sont obtenues par intégration en différences
finies, en assumant des vitesses (ẋ, ω) et accélérations constantes (ẍ, ω̇) au cours des pas de temps
∆t. Les taux de déformation ˙̄ǫ sont supposés être faibles, et les pas de temps ∆t sont choisis
suffisamment petits, pour s’assurer que la perturbation d’un grain ne se propage pas plus loin
que ses voisins immédiats (voir chapitre 2).

Amortissement numérique

L’amortissement du mouvement des grains est inclue dans les calculs, pour prévenir les oscil-
lations continues d’un système purement élastique. Physiquement, l’amortissement provient de
la perte d’énergie du système (génération de chaleur et déformations inélastiques). La dissipation
a lieu à l’échelle microscopique des grains et des contacts ; elle dépend du taux de déformation
ẇ (le taux d’interpénétration des grains) et également de la friction de Coulomb (glissement).

Plusieurs méthodes d’amortissement sont envisageables numériquement :
– (1) L’amortissement global agit comme si les particules étaient immergées dans un fluide

visqueux, par l’introduction de termes de dissipations visqueuses dans les équations du
mouvement de translation et de rotation 4.19 ; ces termes ∼ −CηT ẋ et ∼ −CηRω (où
CηT et CηR sont les coefficients d’amortissement globaux liés à la viscosité du fluide), sont
proportionnels respectivement, à la vitesse absolue, et à la vitesse angulaire des particules.
Ce type d’amortissement global permet de garantir, que le système puisse atteindre un état
d’équilibre statique à énergie cinétique nulle à une pression donnée ou bien à une pression
nulle ; cet amortissement est utile notamment pour dissiper l’énergie cinétique durant la
préparation initiale de l’échantillon (compression-équilibration), mais n’est pas vraiment
réaliste pour décrire la dissipation dans les matériaux granulaires secs en général.

– (2) Un amortissement plus réaliste implique un terme de force de contact proportionnel aux
vitesses relatives des grains. En effet, l’amortissement à l’échelle microscopique du contact
a lieu par dissipation visqueuse d’énergie dans le corps des particules, lorsque celles-ci sont
déformées. Une force d’amortissement est donc ajoutée à chaque force de contact, normale
et tangentielle ; elle est proportionnelle aux vitesses normales et tangentielles, Cǫnẇ et Cǫt ṡ
respectivement, où Cǫn et Cǫn sont les coefficients d’amortissement visco-élastiques.

Cependant, le modèle d’amortissement de contact, bien que plus réaliste que l’amortissement
globale, n’est pas en accord avec des résultats expérimentaux sur des coefficients de restitution
normaux de sphères subissant une collision [17] [55]

Il a été montré que, pour incorporer la loi de dissipation menant à l’inélasticité du contact
inter-granulaire de façon consistante avec la loi de contact de Hertz, une force non linéaire
dépendante de la vitesse relative des grains devait être incorporée dans la loi de contact. Le
terme dissipatif de la force normale a été déterminé par Brilliantov et coll. [17] :
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fdiss
n =

2

3
AknR̄1/2w1/2ẇ , (4.20)

où A est un temps de relaxation qui dépend des propriétés visco-élastiques des grains, qui
ne peut être déterminé qu’à partir des expériences de collision de particules et de mesure des
coefficients de restitution.

Dans cette étude, nous ne sommes pas intéressé par la façon dont le système approche l’état
d’équilibre, mais seulement par l’état final qui est censé être indépendant du type d’amortissement
utilisé ; nous utilisons donc les amortissements plus efficaces numériquement : l’amortissement
global pour la préparation des échantillons, et l’amortissement de contact pour le calcul des
constantes élastiques. Cependant, pour des études dynamiques, un terme dissipatif de la forme
de l’équation 4.20 devrait être considéré.

4.3 Expériences acoustiques

Dans la plus classique des expériences, un assemblage de billes de verre est confiné sous des
conditions hydrostatiques, et les vitesses de propagation des ondes ultrasonores de compression
vp et de cisaillement vs sont mesurées en fonction de la pression p [40] [165] [160].

Dans la limite des grandes longueurs d’ondes, la vitesse de propagation est reliée aux constantes
élastiques de l’agrégat par les équations 4.1.

4.3.1 Montage expérimental

Nous avons réalisé nos propres expériences, en utilisant un jeu de billes de verre de haute
qualité (sphéricité, homogénéité de taille), et de diamètre suffisamment petit pour mesurer un
signal appréciable à faible pression (permet de multiplier les surfaces de contact au niveau du
transmetteur et du récepteur).

A partir des mesures expérimentales de Domenico [40], nous nous attendons à obtenir des
vitesses de compression vp ≈ 1000m/s et des vitesses de cisaillement vs ≈ 500m/s. Nous
réalisons nos mesures ultrasonores avec des ”pulses” de fréquence f = 500 kHz.

Par conséquent, la taille des billes de verre doit être telle que R ≪ vs/2f . Nous avons alors
choisi un jeu de billes de verre de diamètre R = 45µm ± 5%.

Les billes de verre sont nettoyées et séchées pour éviter les agglomérations (forces électrosta-
tiques ou humidité). Les billes de verre sont ensuite déposées dans un récipient flexible de 3 cm
de hauteur et de 2.5 cm de rayon.

Un émetteur et un récepteur ainsi qu’une paire de LVDT sont placés au sommet et à la base
de l’échantillon ; la paire de LVDT (Linear Variable Differential Transducers) permet de mesurer
les déplacements lors de la compaction de l’échantillon pour corriger les vitesses (voir figure 4.6).

Avant de commencer les mesures, une série de coups légers et de vibrations est appliquée
sur les côtés de récipient dans le but d’obtenir le meilleur assemblage aussi dense que possible.
Le système entier est ensuite placé dans une cellule haute pression remplie d’huile. Nous avons
alors appliqué des pressions de confinement croissantes allant de 0 à 140 MPa ; cette pression a
été appliquée de façon cyclique plusieurs fois jusqu’à ce que le système développe une hystérésis
minimale. A ce stade, les ondes de compression et les ondes de cisaillement ont été propagées
dans l’assemblage granulaire en appliquant des pulses. Les vitesses ultrasonores (et les modules
élastiques correspondants) ont été obtenues en mesurant les temps d’arrivées des ondes en sous-
trayant le temps de propagation des embases bord à bord.
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(b)(a)

Fig. 4.5 – Dispositif expérimental pour mesurer la vitesse de propagation des ondes ultra-sonores
dans un matériau granulaire sous confinement isotrope : (à gauche) les instruments permettant
la génération d’un signal source (pulse) et de mesure du signal reçu, à droite, la presse de
confinement isotrope (jusque p ≈ 150MPa) et l’échantillon de billes de verre dans son container
flexible.
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Fig. 4.6 – Evolution des vitesses de propagation de ondes ultra-sonores P (en haut) et S (en
bas) en fonction de la pression de confinement ; la correction des vitesses liée à la compaction
de l’échantillon granulaire lors des cycles initiaux de chargement-déchargement, est de l’ordre de
10% et l’hystérésis des cycles est minimale avant la mesure.

Les résultats que nous avons obtenus sont représentés sur la figure 4.6 et comparés avec
les données de Domenico pour les pressions allant de ≈ 0 à 40 MPa (carrés rouges). Il reste
une composante d’hysteresis entre le cycle de montée en pression, et celui de descente qui est
représentatif d’un agrégats de particules.

A cause de la déformation des billes de verre et des réarrangements granulaires, la taille du
système décroît avec l’augmentation de pression. Pour obtenir les vitesses correctes à partir des
temps d’arrivées des signaux, nous avons mesuré de façon précise le déplacement des embases
avec l’augmentation de pression par la paire de LVDT.

Pour éviter la fracturation des particules à cause d’un chargement local trop important, nous
avons utilisé, comme déjà mentionné, des particules de petites tailles pour diminuer l’intensité
des forces de contact. D’autre part, après avoir soumis le matériau granulaire à des pressions
importantes, nous souhaitons avoir une idée qualitative de la présence de grains endommagés
dans l’assemblage ; nous avons donc observé les grains sous microscope et nous avons observé
qu’une faible fraction des billes a été endommagée.

Par contre, lorsque l’expérience a été répétée avec des billes de rayon plus importantes (〈R〉 ≈
0.3 ,mm), sous microscope, de nombreux grains sont apparus fracturés, ce qui corrobore les
importantes émissions acoustiques et la sévère inflexion des vitesses ultrasonores qui ont pu être
observées, lorsque nous avons monté en pression le système durant le premier cycle de chargement
(non présenté ici). Pour les billes de 45µm, nous n’avons pas observé d’inflexion, ni remarqué
d’émissions acoustiques.
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4.4 Simulations numériques

Nous avons réalisé des simulations sur des systèmes composés de 10000 particules sphériques,
placées dans une cellule cubique répétée périodiquement dans l’espace, et dont les dimensions
latérales sont de l’ordre de L = 4mm. Les particules interagissent au contact par des forces de
type Hertz-Mindlin et nous choisissons pour les paramètres élastiques des valeurs typiques pour
ces billes de verre µg = 30 GPa et νg = 0.2, pour pouvoir comparer nos résultats numériques
avec les mesures expérimentales.

La distribution de taille de grains est choisie de telle sorte que la moitié des particules ait
un rayon R1 = 0.105mm et l’autre moitié un rayon R2 = 0.095mm. Cependant, nos résultats
se sont révélés à 3D peu sensibles aux choix de la distribution de taille (faiblement polydisperse
à monodisperse) ; à 2D les effets de hétérogénéité de taille sur l’organisation des particules sont
critiques (voir chapitre 3).

Le mode opératoire des simulations est le suivant : les simulations commencent avec un gaz de
10000 grains distribués à des positions aléatoires, dans une cellule cubique de dimension impor-
tante. Nous appliquons dans un premier temps un protocole de compression et d’équilibration,
de façon à obtenir un agrégat dense désordonné, correspondant à une valeur de pression pré-
déterminée p. Ensuite, le système est sollicité par une compression infinitésimale incrémentale,
ou bien par un cisaillement de même nature ; l’évolution du champ de contraintes est calculée
une fois que le système est de retour à un état d’équilibre. Nous obtenons alors, le module d’in-
compressibilité K(p) et le module de cisaillement µ(p) du système, pour différentes pressions de
confinement p.

4.4.1 L’état de référence - protocole numérique

Un point critique de cette étude est la façon d’obtenir un cadre de référence propre {R}, à
partir duquel nous pouvons calculer les modules élastiques. Le travail commence donc avec un
protocole numérique destiné à reproduire la procédure expérimentale utilisée pour la prépara-
tion d’agrégats granulaires denses, à une pression de confinement donnée. Dans les expériences,
l’assemblage de grains initial est sujet à une agitation mécanique et à des vibrations, dans le but
d’augmenter la fraction volumique de la phase solide φs.

Durant l’ étape de préparation des échantillons numériques, nous supprimons les forces trans-
versales de contact entre les grains (c’est-à-dire, au choix kt=0 ou bien µf=0) ; de cette façon,
puisqu’il n’y a pas de force transversale, les grains glissent sans résistance et le système atteint
une forte fraction volumique de la phase solide φs (comme obtenu expérimentalement). Si nous
préparons le système avec les forces tangentielles, alors le système atteint un état de fraction
volumique de la phase solide φs plus faible, et la coordinance moyenne des particules 〈Z〉 est
également plus petite. Là, la force tangentielle et la friction seront restaurées au moment de
calculer les constantes élastiques.

En partant d’un gaz de particule, nous appliquons en premier lieu une compression lente pour
rapprocher les particules le plus proche possible de la valeur spécifiée pour la fraction volumique
(0.64 pour la phase solide) ; à ce stade de nombreux contacts se sont formés, le système n’est
pas dans un état d’équilibre, et une pression instantanée p et une coordinence 〈Z〉 peuvent être
calculées. Cette compression initiale est montrée en figure 4.7 (1).

La compression est alors stoppée et les grains peuvent alors se relaxer. Si la compression est
stoppée avant d’atteindre la fraction volumique du ’Random Close Packing’, le système relaxera
vers une pression nulle p → 0 et une coordinence nulle 〈Z〉 ; il n’est en effet pas possible d’atteindre
l’équilibre en-dessous de cette fraction volumique. On voit cette relaxation dans la figure 4.7 (2).
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Fig. 4.7 – Suivi du processus initial de compaction (courbes en bas 1 et 2) et du protocole d’équi-
libration consécutif (courbes en haut (3), (4) et (5)) à partir de l’évolution de la coordinence
moyenne 〈Z〉 du système en fonction de la pression p ; ces deux étapes utilisent une déforma-
tion affine du matériau pour le compacter et le densifier et on choisit un coefficient de friction
intergranulaire nul, µf = 0.

La compression est ensuite poursuivie au-delà de la fraction volumique critique vers une
pression déterminée p0 comme dans la figure 4.7 (3), (4) et (5) . Cette pression souhaitée est
obtenue à l’aide d’un mécanisme de servo-contrôle, qui ajuste continûment le taux de déformation
appliqué ǫ̇ jusqu’à ce que le système atteigne l’équilibre à p0. Ce mécanisme fonctionne de la façon
suivante, pour ajuster le taux de déformation à l’écart entre la pression du système p et la pression
désirée p0 :

ǫ̇ = g(p − p0), (4.21)

où g est le facteur de gain qui permet d’atteindre l’équilibre de façon ”optimale”, quelque soit
la pression désirée.

4.4.2 Coordinence

Le protocole de préparation de l’état de référence est répété pour différentes pressions, ce qui
permet d’obtenir la courbe d’évolution de la coordinence moyenne 〈Z〉(p) de ces états d’équilibre,
en fonction de la pression p (voir figure 4.8).

Plusieurs points importants peuvent être signalés sur la figure correspondante 4.8. Première-
ment, la coordinence moyenne 〈Z〉 augmente de façon non-linéaire avec la pression ; deuxième-
ment, nous trouvons que la coordinence de l’assemblage approche une valeur minimale critique
proche de Zc ≈ 4 à 2D et Zc ≈ 6 à 3D quand p → 0.

Aux faibles pressions (comparées aux modules élastiques des grains), le système se comporte
comme un assemblage de particules rigides. Ces particules sont connectées de façon minimale à
Z = 6 en 3D alors qu’en 2D le même protocole de préparation donne Z = 4. Ces faibles coordi-
nences peuvent s’expliquer [1] [51] [150], pour un système de N particules rigides sans friction
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Fig. 4.8 – Evolution de la coordinence moyenne 〈Z〉 dans les assemblages 2D, pour 10 réalisations
différentes (à gauche) et 3D (à droite) de sphères non frottantes, équilibrés à des pressions p
croissantes ; à basse pression (limite isostatique), 〈Z〉 → 4 à 2D et 〈Z〉 → 6 à 3D.

en D dimensions. Il est nécessaire de déterminer ZN/2 forces normales avec ND équations
d’équilibres des forces. La coordinence critique qui permet de résoudre ce système d’équations
est donc Zc = 2D.

Aux larges pressions de confinement, les grains sont plus compressés et de nouveaux contacts
apparaissent ; la coordinence augmente par rapport à sa valeur initiale de stabilité.

Nous pouvons ajuster la dépendance de la coordinence avec la pression par une loi puissance
en p et empiriquement nous trouvons la relation :

{

Z(p)2D = Zc + ( p
6.2105 )1/3 ,

Z(p)3D = Zc + ( p
1.91107 )1/3 ,

(4.22)

On a constaté une erreur (de saisie) concernant la dépendance de Z(p)3D dans l’équation (1)
de l’article soumis à Physical Review Letter (voir Annexe B), et c’est la dépendance proposée
dans l’équation 4.22 qui est correcte.

4.4.3 Fraction volumique

Nous mesurons également la fraction volumique de la phase solide en fonction de la pression
et nous trouvons qu’elle approche la valeur critique de φsc = 0.64 quand p → 0 :

{

φs(p)2D = φsc + ( p
1.30108 )1/3 ,

φs(p)3D = φsc + ( p
2.751011 )1/3 ,

(4.23)

La valeur de φsc = 0.63 = φs(RCP ) correspond à la fraction volumique du Random Close
Packing (RCP), c’est-à-dire, l’assemblage de sphères rigides le plus dense possible [54] [7].

4.4.4 Limite de sphères dures

Dans notre système de particules "déformables" (selon le concept d’interpénétration), cette
limite de sphères est obtenue lorsque la pression s’annule p → 0 ; dans nos simulations, ce point
critique du RCP ne peut être obtenu que de façon asymptotique. La faible valeur de 〈Zc est
très significative et elle devrait être comparée par exemple à 2D à 〈Z〉 = 6 pour un arrangement
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Fig. 4.9 – Evolution de la fraction volumique solide φs dans les assemblages 2D (à gauche) et
3D (à droite) de sphères non frottantes, équilibrés à des pressions p croissantes ; à basse pression
(limite de sphères rigides), φs → 0.84 à 2D et φs → 0.64 à 3D.

de type Hexagonale Compacte, HCP et à 3D à 〈Z〉 = 12 pour un arrangement de type Cubique
Face Centrée, CFC.

Si nous supposons que toutes les particules ont le même nombre de contacts minimum Z(p) =
Zc, et que nous ne considérons pas une valeur moyenne 〈Z〉 comme dans les résultats de nos
simulations, alors les équations relatives à la distribution des contraintes peuvent être résolues
sans référence à l’état de déformation du système ǭ. Nous nous plaçons dans le cadre de la limite
isostatique [1], le point de départ des théories récentes de distributions des contraintes dans les
assemblages granulaires [51] [150] [14] [23]. Les concepts de ”fragilité” et de ”rigidité marginales”
dépendent de l’existence de cet état minimalement connecté.

Les résultats précédents ont été obtenus avec un système où la friction est inexistante (ft = 0).
Des protocoles de préparation similaires pour des grains frottants donnent des agrégats avec des
coordinences 〈Z〉 et des fractions volumiques de la phase solide φs plus faibles. Des arguments
similaires à ceux présentés précédemment, donnent Zc = D + 1 pour ce cas (voir chapitre 3).

4.4.5 Autre protocole de préparation

Pour tester la robustesse de nos résultats (courbe d’équilibre 〈Z〉(1)(p)), nous avons employé
un second protocole, dans lequel le système est préparé en compression dès le début au-delà de la
limite du Random Close Packing (telle que φs(p) > φRCP

c et dans un deuxième temps, les grains
sont libres de se relaxer vers l’équilibre sans avoir recours à un mécanisme de servo-contrôle.
L’état final 〈Z〉(2)(p) est essentiellement identique à celui obtenu par le protocole de préparation
précédent (voir figure 4.8).

4.4.6 Distribution des Forces

Dans les matériaux granulaires, des études ont montré que pour les forces de contact fn ayant
une intensité plus grande que la valeur moyenne 〈fn〉, la distribution des forces de contact suit
une loi exponentielle [4] [109] [124] [97] [13].

D’autre part, les expériences de visualisation photo-élastique, ainsi que les simulations montrent
que les forces de contact sont fortement localisées le long de chaîne de forces qui supporte la ma-
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Fig. 4.10 – Distribution des intensités des forces de contact (P )(fn/ < fn〉) dans des assemblages
3D sans friction pour différentes pressions (de p = 100kPa à p = 1GPa) ; Pour le protocole de
préparation employé, aux faibles pressions, les distributions des intensités des forces de contact
fort (fn > 〈fn〉) sont de nature exponentielle alors, qu’aux fortes pressions, on observe une
transition vers une forme gaussienne.

jeure partie du chargement appliqué. L’existence des chaînes de forces et des distributions de
forces exponentielles seraient intimement liées.

Nous avons analysé ce scénario sur un large intervalle de pression, depuis p = 10KPa jusqu’à
p = 1GPa.

La figure 4.10, montre la distribution des forces obtenues dans nos simulations ; aux faibles
pressions, la distribution est exponentielle en accord avec les expériences et modèles connus. Ce-
pendant, lorsque le système est compressé de façon plus importante, nous trouvons une transition
graduelle vers une distribution de forces de type gaussienne.

{

P(f/〈f〉) = P(f/〈f〉 = 1)eβ(1−f/〈f〉) ,

P(f/〈f〉) ∝ e−k2(f−f0)2 ,
(4.24)

où β ≈ 2 pour les distributions exponentielles aux faibles pressions et k ≈ 0.8 et f0 ≈ 1/2
pour les distributions gaussiennes aux fortes pressions.

Cette transition a également été observée dans des simulations 3D de compression uniaxiale
avec des grains frottants [100], et dans des expériences de compression uniaxiale [100] utilisant
la technique du ”papier carbone” [92] [109] (mesure l’intensité des forces à la base d’une colonne
par les empreintes des contacts) ; ceci suggère que ce résultat est générique et ne dépend pas
qualitativement de l’histoire de la préparation. La transition d’une distribution de forces gaus-
sienne (homogène), vers une distribution de forces exponentielle (hétérogène), serait guidée par la
localisation des chaînes de forces lorsque la contrainte appliquée est diminuée ; cette localisation
est induite par le désordre dans l’assemblage.
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4.4.7 Paramètre d’ordre

Pour quantifier l’ordre dans nos assemblages 3D, nous avons examiné le paramètre d’orienta-
tion des contacts Q6 à 3D défini par Torquato [151] [152], qui est une généralisation à 3D du pa-
ramètre Φ6 également défini par Torquato [82], et qui trouve son origine dans le paramètre d’ordre
d’orientations des interactions Qlm pour l’étude des liquides et des verres [147] ; Chaque contact
~n(c) entre deux grains peut être associé à l’harmonique sphérique Ylm(θ, φ) ∝ eimφPlm(cos(θ))

(où Plm(cos(θ)) est le polynôme de Legendre) en utilisant les angles de la direction de contact
(θ, φ) par rapport à un référentiel choisi. La fonction Q6 est alors définie comme :

Qg
6 =





4π

13

+6
∑

m=−6

|Ȳ6m|2


 , (4.25)

où Ȳ6m correspond à une moyenne sur l’ensemble des contacts. Pour un système complètement
désordonné dans la limite d’un système de taille infini, Q6 est égale à 0, alors que pour cristal
de type cubique face centré (CFC), Q6 atteint sa valeur maximale 0.575 (la limite 1 est atteinte
pour un réseau icosahedral parfait).

Par analogie avec le chapitre 3, nous avons recherché à l’aide de la fonction Q6, la présence
d’ordre dans le système sous la forme de cluster de type CFC ; Il ne nous a pas été possible
de mettre en évidence la présence d’un ordre local, même pour des systèmes préparés avec des
distributions de tailles unimodales. En effet, les valeurs calculées pour nos préparations sont de
l’ordre de Q6 ≈ 10−2, ce qui est encore plus faible que les préparations de Torquato ≈ 10−1

utilisant l’algorithme de compression de Lubachevsky-Stillinger [95]. Par ailleurs, nous n’avons
pas mis en évidence de corrélation entre la valeur du paramètre Q6, et la pression p (et donc
avec la fraction solide φs sur la même gamme [0.64; 0.68]). Ceci tend a montrer que selon notre
protocole de préparation, il est très difficile d’observer une organisation collective des grains dans
un arrangement tri-dimensionnel, alors que c’était le cas pour les arrangements bi-dimensionnels
(voir chapitre 3). Cependant, la quantification de l’ordre orientationnel a été réalisé de façon
globale, or on avait vu au chapitre 3, que la façon de calculer le paramètre en réalisant une
moyenne locale ou globale pouvait être critique. En effet la décohérence des orientations des
”clusters” organisés de particules dans le volume de l’échantillon pouvait sérieusement mettre à
défaut la quantification de l’ordre. Il faudrait donc recalculer le paramètre Ql

6 de façon locale
pour s’assurer du très faible degré d’ordre de nos échantillons numériques.

4.4.8 Calcul des modules élastiques

Nous nous concentrons désormais sur le calcul des propriétés élastiques des matériaux gra-
nulaires en utilisant les états de références {R}(p) comme points de départ (voir figure 4.7).
Considérons le calcul des modules élastiques K et µ du système en fonction de la pression p.
Premièrement nous restaurons la composante transversale des forces de contact en posant kt 6= 0
et donc ft 6= 0. Nous appliquons ensuite une petite perturbation au système et nous mesurons la
réponse résultante.

Nous supposons qu’il est peu probable que le glissement puisse avoir lieu aux contacts (seul le
glissement total est considéré), étant donné que nous appliquons une déformation infinitésimale
∆ǫ = ǫ̇∆t, cependant nous choisissons une large valeur pour le coefficient de friction µf >> 1
pour s’assurer qu’aucun contact ne glisse.

Les modules élastiques sont calculés en appliquant une perturbation de déformation affine
infinitésimale ∆ǫ selon :
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κ µ κ(3D)
+4/3µ(3D)

κ(2D)
+µ(2D)

(a) (b) (c)

Fig. 4.11 – Calcul des modules élastiques : (a) le module d’incompressibilité K est obtenu
par un test de compression isotrope, (b) le module de cisaillement µ est obtenu par un test de
cisaillement pur (où par un test biaxial symétrique, non représenté ici), (c) on vérifie la cohérence
des calculs par un test de compression uniaxiale qui nous fournit la relation linéaire entre les
modules élastique K + 4/3µ en 3D et K + µ en 2D.

∆ui = ǫ̇xj∆t (4.26)

Ensuite, nous suivons la réponse du système au cours du temps en terme des contraintes
σij(t) correspondantes à la déformation appliquée. Lorsque, après un certain temps, le système
atteint finalement un nouvel état d’équilibre, les modules sont obtenus à partir des perturbations
des contraintes ∆σij entre les deux états d’équilibre statiques. Ce calcul est répété plusieurs fois
pour ∆ǫ → 0, afin de s’assurer que nous nous trouvons bien dans le régime de réponse linéaire,
c’est-à-dire, lorsque le module élastique devient indépendant de δǫ.

Le module de cisaillement µ peut être calculé soit à l’aide d’un test de cisaillement pur
(∆ǫii = 0) ou bien alors, à partir d’un test biaxial (∆ǫ11 = −∆ǫ22, ∆ǫ33 = 0 et ∆ǫij = 0) :

{

µ = 1
2

∆σ12
∆ǫ12

, ;

µ = 1
2

(∆σ22−∆σ11)
(∆ǫ22−∆ǫ11)

, .
(4.27)

Le module d’incompressibilité K peut lui être calculé soit à l’aide d’un test de compression
hydrostatique (δǫii = cst, δǫij = 0) :

K =
1

3

∆σkk

∆V
, (4.28)

ou bien à l’aide d’un test de compression uniaxial en connaissant µ préalablement (∆ǫ33 6= 0,
∆ǫ11 = ∆ǫ22 = 0 et ∆ǫij = 0) :

K + 4/3µ =
∆σ11

∆ǫ11
, (4.29)

Les contraintes σij sont déterminées à partir des forces de contact ~fn et ~ft calculées et la
déformation ǫij est déterminée à partir des dimensions imposées à la cellule unité, c’est-à-dire,
ǫ = δL/L0 où L0 est la dimension de l’état de référence R du système dans une direction donnée
à une pression p.
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Fig. 4.12 – Evolution du module d’incompressibilité K dans les assemblages 2D (à gauche) et 3D
(à droite) avec la pression p ; on superpose la prédiction de la théorie élastique de milieu effectif
(droite en pointillé), nos mesures expérimentales (cercles) ainsi que celles de Domenico (losanges),
et les résultats des simulations numériques (cercles pleins) ; lorsque la pression augmente, la
théorie élastique sous-estime la valeur de K comparée aux valeurs expérimentales et numériques.

4.4.9 Comparaisons : Théorie de Milieu Effectif, expériences, et simulations

Dépendance en pression des modules élastiques

Sur les figures 4.12 et 4.13 sont représentées respectivement les évolutions des modules
d’incompressibilité et celles des modules de cisaillement pour les trois approches que sont, les
prédictions de la Théorie de Milieu Effectif, les mesures expérimentales et les simulations numé-
riques.

Nous voyons que nos résultats numériques et expérimentaux (à 3D) sont raisonnablement en
bon accord.

Les résultats expérimentaux de Domenico [40] sont également montrés sur ces figures. On
constate que les résultats expérimentaux sont dispersés aux faibles pressions. Ceci reflète la
difficulté des mesures aux faibles pressions sur des matériaux granulaires où il existe une perte
significative des signaux (d’où l’utilité d’utiliser des billes de petites tailles pour augmenter
la surface de contact entre le matériau et les capteurs) ; aux pressions plus importantes, nos
résultats numériques sont en bon accord avec les mesures expérimentales ; numériquement on
ne peut jouer sur aucun paramètre pour ajuster les données, étant donné que les constantes
élastiques caractérisant le matériau des grains sont données par les propriétés des grains utilisés
dans les expériences.

On montre également sur ces figures, les prédictions de la Théorie de Milieu Effectif utilisant
les paramètres déterminés à partir des simulations ; nous avons choisi les valeurs de ces paramètres
dans la limite du Random Close Packing, lorsque p → 0, soit 〈Z〉 = 4 à 2D, 〈Z〉 = 6 à 3D et
φs = 0.84 à 2D, φs = 0.64 à 3D [7] sont tous indépendants de la pression (hypothèse incluse
dans la Théorie de Milieu Effectif).

Sur les figures 4.12 à 2D et à 3D, nous voyons qu’aux faibles pressions, le module d’incom-
pressibilité K est bien décrit par la théorie, par contre aux plus fortes pressions, les valeurs
expérimentales et numériques de K augmentent plus rapidement que la dépendance en p1/3. Sur
les figures 4.12 à 2D et à 3D, nous constatons que la situation avec le module de cisaillement
µ est encore moins satisfaisante ; la théorie le surestime aux faibles pressions, et sous-estime son
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Fig. 4.13 – Evolution du module de cisaillement µ dans les assemblages 2D (à gauche) et 3D
(à droite) avec la pression p ; on superpose la prédiction de la théorie élastique de milieu ef-
fectif (droite en pointillé), nos mesures expérimentales (cercles) ainsi que celles de Domenico
(losanges), et les résultats des simulations numériques (cercles pleins), aux faibles pressions, la
théorie élastique surestime la valeur de µ comparée aux valeurs expérimentales et numériques,
et aux fortes pressions, elle la sous-estime.

augmentation avec la pression.

Corrections de la théorie

Module d’incompressibilité

Pour trouver l’origine du dysfonctionnement de la Théorie de Milieu Effectif, en ce qui
concerne la prédiction de la dépendance correcte des modules élastiques avec la pression, on
peut étudier les figures 4.14 et 4.15 qui représentent les valeurs des modules normalisés par le
terme de dépendance en pression p1/3.

Dans une telle représentation, la théorie prédit une valeur constante pour les modules, mais
nous voyons sur les figures que les valeurs numériques et expérimentales, elles, augmentent clai-
rement de façon non-linéaire avec la pression.

Il est tentant d’essayer d’ajuster ces données avec une autre loi puissance ; cependant, nous
devons inclure les lois puissances 4.22 et 4.23 de dépendance de la coordinence 〈Z〉(p)et de la
fraction solide avec la pression φs(p). Nous modifions donc les équations 4.10 pour inclure ces
dépendances en pression. Modifiant ainsi la Théorie de Milieu Effectif, nous voyons qu’elle prédit
désormais la même tendance avec la pression que les simulations. Les valeurs expérimentales
semblent également suivre cette tendance mais, plus de données sur une gamme de pressions
plus larges, seraient nécessaire pour le confirmer.

Pour le module d’incompressibilité, K(p) nous trouvons que la théorie modifiée est maintenant
en très bon accord avec les simulations numériques et les données expérimentales. Nous pouvons
donc penser que la dépendance ”anormale” mise en évidence dans les expériences, pourrait être
une mesure de la transition de comportement, obtenue en combinant les équations 4.10 et les
non- linéarités des équations 4.22 et 4.9, donnant deux régimes de dépendance en pression
différents, à savoir :

K(p) ∼ µ(p) ∼ p1/3 , , p ≪ 10 MPa (4.30)
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Fig. 4.14 – Evolution du module d’incompressibilité normalisé (par la dépendance de Hertz p1/3)
K∗ dans les assemblages 2D (à gauche) et 3D (à droite) avec la pression p ; on superpose la pré-
diction de la théorie élastique de milieu effectif (droite en pointillé), nos mesures expérimentales
(cercles) ainsi que celles de Domenico (losanges), les résultats des simulations numériques (cercles
pleins) et la prédiction de la théorie modifiée (large pointillé) prenant en compte les dépendances
Z(p) ( 4.22) et φ(p) ( 4.23) ; la théorie élastique corrigée est essentiellement en bon accord avec
les mesures expérimentales et les résultats numériques.

K(p) ∼ µ(p) ∼ p5/9 , , p ≫ 10MPa (4.31)

Très souvent, compte-tenu des contraintes expérimentales, les expériences sont faites proche
de la zone de transition de dépendance en pression vers p ≈ 10MPa ; elles pourraient ainsi
mesurer un comportement de transition.

Nous souhaitons attirer l’attention sur le fait que pour des pressions larges (supérieures à
quelques dizaines de MPa), la mécanique du contact de Hertz pourrait ne plus fonctionner,
étant donné que cette théorie est basée sur de faibles déformations (l’interpénétration est très
petite par rapport au rayon des particules, w ≪ R) ; la vrai dépendance finale pourrait ne pas
être accessible expérimentalement, au moins pour les matériaux utilisés dans cette étude (des
billes de verre), et probablement pour les particules qui constituent généralement les formations
granulaires réelles (sables).

Module de cisaillement

Comme le module d’incompressibilité K(p) est désormais relativement bien décrit par la
Théorie de Milieu Effectif modifiée, nous nous concentrons maintenant sur le module de cisaille-
ment µ(p).

Dans la figure 4.15, on observe que si la tendance en pression est bien décrite par la théorie
modifiée, aussi bien à 2D qu’à 3D, elle surestime fortement la valeur du module de cisaillement
quelque soit la pression. Cette surestimation comme nous le montrerons par la suite, devient
prépondérante lorsque l’intensité des forces de frottement diminue (kt → 0, ft → 0).
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Fig. 4.15 – Evolution du module de cisaillement normalisé (par la dépendance de Hertz p1/3) µ∗

dans les assemblages 2D (à gauche) et 3D (à droite) avec la pression p ; on superpose la prédiction
de la théorie élastique de milieu effectif (droite en pointillé), nos mesures expérimentales (cercles)
ainsi que celles de Domenico (losanges), les résultats des simulations numériques (cercles pleins)
et la prédiction de la théorie modifiée (large pointillé) prenant en compte les dépendances Z(p)
( 4.22) et φ(p) ( 4.23) ; la théorie élastique corrigée prédit la bonne dépendance en pression mais
sur-estime fortement le module de cisaillement, par rapport aux mesures expérimentales et aux
résultats numériques et ceci de façon plus prononcée aux faibles pressions.
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Fig. 4.16 – Désaccord entre la théorie élastique de milieu effectif et les mesures expérimentales
et les résultats numériques pour des assemblages 3D mis en évidence par le rapport des modules
élastique K/µ (en pointillé, la prédiction élastique, en symboles, les mesures expérimentales, en
traits et symboles pleins, les résultats numériques).
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Rapport des modules élastiques

Si l’on regarde le rapport des modules élastiques K/µ qui est indépendant de la pression dans
la théorie, dans les simulations et approximativement dans les expériences comme montré dans la
figure 4.16, on remarque que les valeurs du rapport ne concordent pas. Les expériences donnent
un rapport K/µ ∈ [1.1; 1.3], et les simulations un rapport K/µ = 1.05±0.05 en relativement bon
accord avec les expériences ; les expériences de Domenico semblent donner un meilleur accord,
car nos valeurs expérimentale de modules d’incompressibilité sont un peu plus fortes, et celles de
modules de cisaillement un peu plus faibles. Pour les mesures expérimentales, la variabilité aux
faibles pressions peut refléter la difficulté de propager une onde dans un matériau granulaire aux
faibles pressions de confinement.

D’autre part, si on calcule le coefficient de Poisson effectif des assemblages (non présenté), on
remarque que celui des simulations νMD ≈ 0.27 est en excellent accord avec celui des expériences
νEXP ≈ 0.28, mais diffère fortement de la prédiction théorique νe = 0.02.

4.4.10 Rôle des forces transversales et des rotations

Pour comprendre pourquoi la Théorie de Milieu Effectif surestime le module de cisaillement
µ, nous examinons le rôle des forces transversales ~ft, et donc le rôle des rotations ~θ dans le
processus de relaxation des grains. Ces effets ne jouent vraisemblablement aucun de rôle dans le
calcul du module d’incompressibilité K (voir figure 4.14). Selon la théorie, la force transversale
~ft contribue uniquement au module de cisaillement (seul µe ∝ kt). Dans ces conditions, nous
avons de bonnes raisons d’examiner le comportement de µ en fonction de l’intensité de la force
transversale, donc en fonction de la raideur tangentielle kt ; nous remplaçons donc la raideur
kt dans l’équation 4.10 de la Théorie de Milieu Effectif par αkt, et nous redéfinissons la force
transversale dans les simulations comme :

∆ft = αkt(R̄w)1/2∆s , (4.32)

où α = 0 est approprié pour un contact non frottant (glissement parfait), alors que α = 1
décrit le résultat purement frictionnel et correspondant aux résultats décrits jusqu’à présent.

Pour quantifier le rôle de la force transversale sur les modules élastiques, nous calculons K(α)
et µ(α) en faisant varier α de 0 à 1 pour une pression donnée de p = 100 , kPa.

Les résultats obtenus par les simulations numériques sont représentés sur la figure 4.17. Pour
les comparer avec la Théorie de Milieu Effectif, nous montrons également les prédictions de la
théorie où kt serait normalisé par αkt. Ces simulations confirment que le module d’incompressi-
bilité K est essentiellement indépendant de l’intensité des forces transversales ; la théorie prédit
une ligne horizontale puisque K n’y est fonction que de la raideur normale kn (équation 4.10),
ce qui est confirmé par les résultats numériques.

Le module de cisaillement µ est lui très sensible à la force transversale ; dans le cas de par-
ticules non frottantes, lorsque α → 0, il devient très petit en comparaison de la valeur prédite
par l’EMT ; la Théorie de Milieu Effectif n’est pas en mesure de rendre compte de cette décrois-
sance importante du module de cisaillement. Nous allons donc nous intéresser au processus de
relaxation des contraintes dans le matériau granulaire, et aux conséquences des déplacements et
réarrangements des grains qui ne suivent pas le champ de déformation de nature affine, dû au
désordre de l’assemblage.
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Fig. 4.17 – Prédictions théoriques de l’évolution des modules élastiques KEMT et µEMT en
fonction de l’intensité de la force transversale ft = αfH

t avec α[0; 1], et des résultats numériques
issus des simulations de Dynamique Moléculaire KMD et µMD ; le module d’incompressibilité K
est bien décrit par la théorie, quelque soit α ; le module de cisaillement µ par contre est surestimé,
et de façon beaucoup plus prononcée lorsque α ← 0, c’est-à-dire que le rapport µe/µGD croît de
façon très importante lorsque α → 1
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Fig. 4.18 – Evolution temporelle de l’état de contrainte, vu par l’évolution temporelle des forces
de contact : (a) le système granulaire subit une déformation compressive isotrope ǫii, le champ de
déformation (déplacement des particules) est compatible avec l’approximation affine, car les forces
et les moments s’équilibrent sur chaque grain ; (b) le système granulaire subit une déformation
cisaillante ǫij , le champ de déformation est cette fois incompatible avec l’approximation affine, car
les forces et les moments sur chaque grain ne s’équilibrent plus, donnant lieu à des réarrangements
de grains, se traduisant par une relaxation des contraintes.
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Fig. 4.19 – Evolution temporelle de la composante cisaillante du tenseur des contraintes ∆σ12(t),
après une déformation cisaillante infinitésimale instantanée ∆ǫ12 ; à la suite de la perturbation,
le système relaxe vers un nouvel équilibre : ∆σ12(t = 0) = ∆σA→B

12 et ∆σ12(t → ∞) = ∆σC
12 ; on

observe deux régimes de relaxation : la relaxation est d’abord très rapide, puis ensuite très lente.

4.4.11 Rôle de la relaxation et du désordre

Dans la Théorie de Milieu Effectif, si une perturbation affine de la forme de l’équation 4.26 est
appliquée au système, les grains seront toujours à l’équilibre de par l’hypothèse de distribution
isotrope des contacts ; aucune relaxation n’est nécessaire et la réponse du matériau est alors
purement élastique.

Ce n’est pas le cas dans les simulations de dynamique moléculaire (et dans les systèmes réels à
fortiori) ; à la suite de l’application d’une perturbation affine, les grains se réarrangent localement
dans leur voisinage ; ils se déplacent et s’éloignent de la position initiale fixée par la déformation
affine et appliquée à chaque grain ; relativement les uns aux autres, ils se réarrangent pour trouver
une nouvelle position d’équilibre impliquant mouvements de translation et de rotation (dans un
système frictionnel) (voir figure 4.18) ; ces réarrangements de grains sont directement associés à
la relaxation des contraintes.

La figure 4.19 montre le comportement de σ12(t) pour un système sous une pression de
p = 100KPa, où l’intensité des forces transversales (c’est-à-dire kt) a été normalisée par α = 0.2
pendant, et après l’application de la perturbation de déformation affine ∆ǫ12(t = 0), qui déplace
tous les grains en accord avec le taux de déformation macroscopique ǫ̇12.

Il est évident que le système se comporte comme un milieu solide visco-élastique, comme nous
l’avons expliqué dans ce chapitre. Lorsque la déformation affine est appliquée ∆ǫ12, la contrainte
cisaillante σ12 augmente, et les grains sont loin de l’équilibre, étant donné, la configuration
désordonnée du système ; ceci correspond à la réponse élastique instantanée σ12(t = 0). Les
grains se déplacent ensuite progressivement vers une nouvelle position d’équilibre. Une fois que
cet état d’équilibre a été atteint pour l’ensemble du système (en théorie lorsque σ12(t → ∞),
numériquement, après un certain nombre de cycles, l’état de contrainte n’évolue pratiquement
plus), nous mesurons le changement résultant en contrainte ∆σ12 à partir duquel les modules
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Fig. 4.20 – Prédiction théoriques de l’évolution des modules élastiques K µ en fonction de l’in-
tensité de la force transversale ft = αfH

t avec α[0; 1], et des résultats numériques correspondants
dans le cadre de l’approximation affine (c’est-à-dire, pas de rééquilibration consécutive à la défor-
mation) ; le module d’incompressibilité K reste inchangé (bien décrit par la théorie) et le module
de cisaillement µ est maintenant lui aussi bien prédit quelque soit α.

sont calculés.

4.4.12 Modules purement élastiques

Supposons maintenant, que l’on répète les calculs de modules élastiques en ne prenant en
compte que le déplacement instantané de la perturbation affine, et on ignore donc la relaxation
consécutive. Les modules élastiques qui résultent de cette hypothèse sont obtenus comme KAM =
1
3

∆σAM
kk

∆V et µAM = ∆σAM
12 /δǫAM

12 .

Dans la figure 4.20 nous représentons les modules calculés de cette façon pour p = 100KPa
comme fonction de α. Nous voyons que les modules issus des déplacements instantanés (Affine
Motion) sont maintenant très proches de la prédiction de la théorie ; Il reste environ un écart de
l’ordre de 10% pour cent, qui est représentatif du désordre de l’assemblage dans les simulations
alors qu’on a vu que la théorie élastique supposait des directions de contacts équiprobables.

Ainsi, la différence entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux et numériques
pour le module de cisaillement µ, repose essentiellement sur la relaxation non affine des grains ;
cette différence est d’autant plus importante que les forces transversales sont de faibles intensités.
Par contraste, la relaxation des grains après une perturbation affine en compression, n’est pas
particulièrement significative, et la prédiction de la théorie pour le module d’incompressibilité K
est correcte.

Sur les figures 4.21 et 4.22, on représente respectivement les modules élastiques K et µ et les
mêmes modules normalisés K∗ et µ∗ (par p1/3) en fonction de la pression p ; on constate comme
on pouvait s’y attendre, que le module d’incompressibilité K est bien décrit par la Théorie de
Milieu Effectif (corrigée), quelque soit la pression ; le module de cisaillement, lorsqu’il est calculé
sur la base de la déformation affine est compatible avec la Théorie de Milieu Effectif à toutes les

133



Chapitre 4. Elasticité non-linéaire et propriétés acoustiques des agrégats granulaires

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

Pressure p [Pa.m]

10
4

10
5

10
6

10
7

B
u

lk
 M

o
d

u
lu

s 
K

 [
P

a
.m

]

EMT Walton

MD Relaxation

MD Affine

(2D)(a)

10 100 1000 10000 100000 1000000

Pressure p [Pa.m]

10
4

10
5

10
6

10
7

S
h

ea
r 

M
o
d

u
lu

s µ
 [

P
a
.m

]

EMT Walton

MD Relaxation

MD Affine

(2D)(b)

Fig. 4.21 – Evolution des modules élastiques K et µ dans les assemblages 2D (en haut) avec
la pression p ; on superpose la prédiction de la théorie élastique de milieu effectif (non corrigée
de la dépendance en pression de la coordinence et de la fraction solide) (droite en pointillé),
les résultats des simulations numériques avec relaxation (cercles pleins noirs) et sans relaxation
(cercles rouges) ; A toutes les pressions, on observe le phénomène de relaxation des contraintes
pour le module de cisaillement.
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Fig. 4.22 – Evolution des modules élastiques normalisés (par la dépendance de Hertz p1/3) µ∗

dans les assemblages 2D avec la pression p ; on superpose la prédiction de la théorie élastique de
milieu effectif (droite en pointillé) et corrigée de la dépendance en pression de la coordinence et
de la fraction solide (droite en pointillé), les résultats des simulations numériques (cercles pleins
noirs) avec et sans relaxation (cercles rouges). Globalement à toutes les pressions, le module
de cisaillement calculé à partir de la perturbation affine, est en accord avec la prédiction de la
Théorie de Milieu Effectif corrigée de la dépendance en pression de la coordinence moyenne et
de la fraction solide.

134



4.5. Conclusions et perspectives

pressions mais cette hypothèse n’est pas vérifiée, car on constate que les processus de relaxation
interviennent à toutes les pressions.

4.5 Conclusions et perspectives

Nos simulations de dynamique moléculaire en géométrie bi-dimensionnelle et tri-dimensionnelle
sont en bon accord avec les données expérimentales sur la dépendance en pression des modules
élastiques des assemblages granulaires. Elles servent également à clarifier le désaccord avec la
Théorie de Milieu Effectif. La relaxation des grains après une déformation affine infinitésimale
est une composante essentielle du module de cisaillement mais pas du module d’incompressibilité
et cette relaxation n’est pas prise en compte dans l’EMT.

A partir de ces résultats, nous voyons qu’il a un réel besoin d’un nouveau cadre théorique
pour décrire la relaxation collective des matériaux granulaires et spécialement pour le cas du
cisaillement de ces matériaux, et plus particulièrement lorsque la friction est faible.

Nous avons vu qu’il est impossible de définir un champ de déformation dans un matériau
granulaire, car elle est inhomogène à l’échelle des grains ; c’est la racine du problème à laquelle est
confrontée la Théorie élastique de Milieu Effectif, car l’approche élastique repose sur l’hypothèse
d’un champ de déformation uniforme à toutes les échelles.

Des théories alternatives ont été proposées récemment sur la transmission des contraintes
dans les assemblages granulaires ; les contraintes internes y sont décrites sans avoir recours à
l’utilisation des variables de déformation, comme c’est le cas dans la théorique élastique. Une
nouvelle relation de clôture entre les composantes du tenseur des contraintes, et non plus entre
la contrainte et la déformation, est proposée pour résoudre l’indétermination des systèmes gra-
nulaires. La validité de ces relations de clôture est toujours une question de débat, même si
certaines expériences récentes sur la mesure de la fonction-réponse d’un milieu granulaire (fonc-
tion de Green), suggèrent que le cadre de l’élasticité pourrait être l’approche correcte aux larges
échelles. Nous étudierons ce problème de plus près dans le prochain chapitre.

Dans le cas de relaxations collectives dynamiques, nos résultats montrent que la formulation
élastique est fausse dans la description de la réponse des matériaux granulaires au cisaillement.
L’assemblage de particules répond instantanément à un chargement externe, isotrope avec une
déformation élastique et un module d’incompressibilité K fini, étant donné que la perturbation
externe est incompatible avec les axes principaux des contraintes prédéterminés par l’histoire de
la préparation de l’échantillon. Par contre, il ne peut pas supporter un chargement en cisaillement
sans des réarrangements significatifs. Ainsi, le système granulaire ne peut être considéré élastique,
que dans la mesure où les perturbations imposées sont compatibles avec la structure des chaînes
de forces ; dans le cas contraire, il se déforme irréversiblement.
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5.1 Introduction à la statique des matériaux granulaires

5.1.1 L’approche élastoplastique de la mécanique des sols

Les matériaux granulaires sont soumis comme les autres matériaux au principe fondamental
de la dynamique ; en terme de contrainte, la relation qui décrit l’équilibre du matériau est ~divσ̄ =
ρ~g ; dans un problème bidimensionnel, nous avons alors un jeu de deux équations pour résoudre
trois composantes indépendantes du tenseur des contraintes σij ; la troisième relation qui permet
de clore le système d’équations caractérise le comportement du matériau ; en élasticité isotrope
linéaire, c’est la loi de Hooke qui est utilisée. Les comportements des matériaux granulaires sont
complexes comme peut l’illustrer l’étude présentée au chapitre précédent ; il n’a pas été identifié

137



Chapitre 5. Fonction Réponse de matériaux granulaires sous contrainte

encore aujourd’hui de loi universellement reconnue pour les milieux granulaires qui dicterait leurs
comportements, étant donné un jeu de paramètres le caractérisant.

En mécanique des sols, pour déterminer la loi de comportement d’un matériau granulaire, on
le soumet généralement à un ensemble de tests mécaniques parfois destructeur ; le plus classique
de ces tests est le test de chargement triaxiale ; au terme de ces essais mécaniques, ce n’est pas une
seule loi de comportement, mais un ensemble de lois qui vont caractériser les différents régimes
de comportement du matériau granulaire au cours de son chargement, depuis un comportement
initial élastique (réversible) vers un régime de déformation plastique lorsqu’il existe, décrit par
un critère de rupture et une loi d’écoulement ; un matériau granulaire voit ses lois de compor-
tement évoluer lorsqu’il subit des déformations plastiques ; le matériau granulaire a donc un
comportement irréversible et son comportement dépend fortement des déformations antérieures ;
cette modification irréversible du comportement du matériau s’appelle l’écrouissage. Si en plus,
le matériau granulaire possède une anisotropie (directions privilégiées de comportement), alors
les modèles élastoplastiques peuvent devenir terriblement complexes et il faut avoir recours à
l’outil numérique (éléments finis) pour résoudre même un problème simple, comme trouver le
profil de pression sous un tas de sable. Il faudra décrire numériquement de façon incrémentale la
succession de processus de construction du tas.

Donc les lois de comportement sont déterminées de telle façon, qu’elles doivent décrire de
la façon la plus fidèle, les résultats des tests mécaniques expérimentaux ; si le comportement du
matériau à l’échelle macroscopique est relativement bien décrit ; la connaissance des processus
microscopiques qui sont à l’origine du comportement macroscopique n’existe pas ; on ne sait pas
comment par exemple, la polydispersité des grains va influencer le comportement du matériau
(voir le Chapitre 3), ni comment autre exemple, la friction entre les grains peut également dicter
son comportement (voir le Chapitre 4).

Le passage micro-macro est donc laissé de côté dans l’approche élastoplastique de la méca-
nique des sols. Il y a là un manque de justification microscopique des lois de comportement.

Nous allons maintenant présenter des expériences simples sur des milieux granulaires : le tas
de sable et le silo. Les résultats sont simples et mettent l’accent sur l’insuffisance des modèles
élastoplastiques.

Par ailleurs, au cours de la période récente, différentes techniques ont permis d’observer à
l’échelle microscopique, les forces de contact dans les matériaux granulaires, expérimentalement
par photoélasticimétrie par exemple et numériquement par les simulations de dynamique molé-
culaire ; ces études ont permis de mettre en évidence la forte hétérogénéité spatiale des forces de
contact s’organisant selon des ’chaînes de forces’. Ce sont ces observations qui sont à l’origine des
développements de nouvelles formulations mécaniques pour les matériaux granulaires (remise en
cause du régime linéaire même aux très faibles déformations).

5.1.2 Des expériences à l’échelle macroscopique

L’expérience du trou du Tas

Sur la figure 5.1 on présente deux modes de préparation d’un tas granulaire, par point source
ou bien par pluviation et les profils de pressions à la base des tas sont mesurés ; le résultat peu
intuitif de cette expérience est que, lorsque le tas est préparé à partir d’un point source, on
observe un minimum de pression sous le centre du tas alors que c’est là que l’on s’attendrait
à trouver, selon une approche élastique isotrope classique, un maximum de pression. De façon
également surprenante, lorsque le tas est préparé par pluviation, ce n’est plus un minimum local
mais un plateau de pression qui est observé. La préparation, et donc l’histoire de construction du
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(a) (b)

Fig. 5.1 – Tas granulaires obtenus par deux modes de construction différents et profils de pression
mesurés à la base : (a) les grains sont lâchés à partir d’un point source, le tas se forme par
avalanches successives, et le profil de pression présente un creux central ; (b) une pluie homogène
de grains permet d’obtenir le même tas, mais cette fois le creux a disparu au profit d’un plateau.

K

Mg

Mm
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(b)

Fig. 5.2 – Remplissage d’une colonne par un matériau granulaire ; la masse lue sur la balance
dévie de la masse réelle déposée dans la colonne, puis sature ; la friction aux parois supporterait
l’écart de charge.

tas met en jeu des processus qui déterminent de façon fondamentale les propriétés ultérieures du
tas à l’état statique. C’est la mise en évidence de la nature incrémentale des lois de comportement
élastoplastiques.

Si l’élasticité isotrope n’est pas capable de reproduire ce profil de pression, en revanche l’élas-
ticité anisotrope permet d’ajuster les solutions théoriques aux résultats expérimentaux. Encore
faudrait-il pouvoir justifier au niveau microscopique la complexité de l’anisotropie nécessaire pour
reproduire la réponse mécanique d’une expérience pourtant très simple.

Le problème du silo

Le problème du silo se présente de la façon suivante ; on remplit progressivement une colonne
par un matériau granulaire et on mesure la masse des grains sur le fond ; on s’attendrait à voir
évoluer linéairement la masse mesurée avec la masse déversée dans le silo ; le comportement
surprenant qui est mis en évidence dans cette expérience est le suivant : au cours du remplissage
la masse mesurée sur le fond va saturer rapidement quelque soit la masse déversée dans le silo ;
il y a donc là un effet d’écrantage de la masse réelle. Une interprétation simple de ce phénomène
est fondée sur la redirection des contraintes verticales dans le plan transverse ; il convient alors
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d’introduire une relation de proportionnalité entre les contraintes verticales et les contraintes
horizontales ; la relation de Janssen traduit cette redirection comme σ11 = Kσ22 où K est
la constante de Janssen. Dans ce modèle, ce sont les parois qui encaissent le poids des couches
granulaires et qui assurent l’écrantage de la masse. Bien que ce modèle s’ajuste bien aux résultats
expérimentaux, il y a une hypothèse forte, qui consiste à supposer que les forces de friction aux
parois, sont exactement sur le bord du cône de Coulomb. La question importante soulevée à
nouveau par ce résultat expérimental est de savoir, s’il faut y voir la manifestation mécanique
des chaînes de forces dans le comportement macroscopique du matériau.

5.1.3 L’échelle microscopique et les chaînes de forces

Si les expériences présentées précédemment fournissent des résultats étonnants à l’échelle des
milieux continus, c’est-à-dire que les mesures effectuées proviennent de la moyenne sur un grand
nombre de grains, d’autres expériences en revanche mettent en évidence des phénomènes tout
aussi étonnants à l’échelle microscopique des grains et des contacts ; ces observations ont montré
l’existence d’une organisation très particulière des forces de contact selon un réseau inhomogène.

On définit la biréfringence comme le fait de transmettre deux rayons distincts polarisés dans
deux plans perpendiculaires, et qui se propagent dans le cristal à des vitesses différentes. Cer-
taines matières présentent ce phénomène lorsqu’elles sont soumises à des contraintes. C’est cette
propriété qui est utilisée en photoélasticimétrie pour mesurer les contraintes apparaissant dans
un modèle. Dans les expériences, on utilise donc des grains photoélastiques qui ont cette propriété
d’avoir leur luminosité corrélée aux contraintes locales auxquelles ils sont soumis. Si on prend un
assemblage de grains que l’on confine, alors on voit apparaître une structuration particulière ; la
lumière qui traverse le matériau granulaire est transmise à des vitesses différentes au niveau de
chaque grain, et ceci montre que les forces de contact sont très inhomogènes. La charge appliquée
au matériau est supportée par un faible nombre de grains qui forment des chaînes de forces ; on
peut observer que ces chaînes de forces forment des structures cellulaires, dont la taille moyenne
est de l’ordre de quelques tailles de grains.

Etant donné la structure très inhomogène des forces de contact, il est intéressant de caracté-
riser leurs distributions ; pour ce faire, on peut utiliser des expériences de papier carbone ou bien
des simulations numériques pour mesurer les intensités des forces de contact. On montre alors
que les fluctuations des intensités des forces de contact sont de l’ordre de grandeur de la force
moyenne. Il a ainsi été montré que ces forces ont une distribution exponentielle, donc hétérogène ;
il a également été montré une transition de la distribution des forces, depuis une loi exponentielle
vers une loi gaussienne lorsque augmente le chargement du système, et la distribution tend donc
à s’homogénéiser.

Dans un matériau élastique homogène, la contrainte est répartie de façon régulière, contrai-
rement à ce que l’on observe dans un matériau granulaire. On peut donc se demander si cette
structuration inhomogène de la distribution des contraintes est incompatible avec une théorie
élastique pour décrire le comportement macroscopique du matériau. Soit ces chaînes de forces sont
à l’origine des comportements étonnants des matériaux granulaires par redirection des charges
du centre vers les côtés dans le cas du trou du tas et du problème du silo entraînant le phénomène
d’écrantage, soit elles ne sont qu’une curiosité microscopique et lorsqu’elles sont moyennées sur
un volume macroscopique, leur existence n’est plus aussi importante. Il y a donc une perspective
intéressante ; les matériaux granulaires pourraient obéir à des lois de comportement mécanique
différentes de l’élasticité, et qui seraient la conséquence de l’existence des chaînes de forces.
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F2

F1

Fig. 5.3 – Retransmission d’une force verticale dans la direction horizontale dans un matériau
granulaire ; ce concept est à l’origine du développement des modèles propagatifs.

5.1.4 Les modèles granulaires

Les résultats expérimentaux que l’on a présentés sont a priori incompatibles avec une théorie
simple élastoplastique standard qui par ailleurs ne s’intéresse pas aux caractères microscopiques
des matériaux granulaires ; l’évidence expérimentale et numérique de la forte hétérogénéité spa-
tiale des forces de contact s’organisant selon des ’chaînes de forces’ est à l’origine des développe-
ments de nouvelles formulations mécaniques pour les matériaux granulaires [14].

De façon générale, les lois de la mécanique sont reformulées plus simplement que la théorie
élastoplastique. Il y a aussi le problème de la définition à l’échelle macroscopique des déformations
ǭ dans les milieux discrets ; dans ces conditions, elles pourraient ne pas être importantes pour
décrire le comportement d’un matériau granulaire et on pourrait reformuler les lois sans les
prendre en compte ; dans ce cas pour clore le problème, il faut proposer de nouvelles hypothèses ;
ce sont ces relations de clôture qui s’inspirent des observations des chaînes de forces et des
phénomènes de redirection des contraintes. La loi de Hooke reliant contraintes et déformations
est abandonnée au profit de nouvelles lois qui ne prennent pas en compte les déformations.

Les Modèles propagatifs

On reprend les équations d’équilibre des contraintes :

~divσ̄ = ρ~g, (5.1)

On avait vu qu’elles étaient insuffisantes pour décrire le matériau et qu’il fallait apporter une
autre relation traduisant les caractéristiques mécaniques du matériau considéré. Les nouveaux
modèles granulaires proposent des relations mettant en jeu uniquement les composantes du ten-
seur des contraintes sans faire apparaître le concept de déformation (par rapport aux équations
constitutives de la mécanique traditionnelle).

Equations hyperboliques et modèles BCC et O.S.L En prenant pour base le concept de
chaînes de forces, et en supposant leur influence à l’échelle macroscopique, un matériau granulaire
pourrait être modélisable par des liens rigides entre les grains. Un matériau granulaire aurait la
propriété de retransmettre toute force verticale dans la direction horizontale.

En reprenant ces idées, en les traduisant en terme de contraintes et faisant le passage depuis
les hypothèses microscopiques vers l’échelle des milieux continus, le modèle B.C.C. (Bouchaud,
Cates, Claudin) [23] propose de nouvelles relations phénoménologiques :
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σ11 = σ22 = Kσ33 , (5.2)

et le modèle plus général O.S.L. (Oriented Stress Linearity) qui fait apparaître le terme de
cisaillement du tenseur des contraintes propose lui la relation :

σ11/σ22 = η + µσ12/σ22 , (5.3)

où les coefficients η et µ dépendent de l’historique de la construction du matériau granulaire
(µ s’annule si le mode de construction respecte une symétrie horizontale par exemple).

En introduisant ces relations de clôture dans l’équation d’équilibre sur les contraintes 5.1,
on obtient alors des équations dites hyperboliques, c’est-à-dire possédant la même structure
mathématique qu’une équation d’onde.

Pour le modèle B.C.C., la composante verticale σ11 vérifie par exemple l’équation suivante :

∂2
22σ22 − K∂2

11σ22, (5.4)

C’est donc une équation d’onde, où la variable temporelle aurait été remplacée par une
variable spatiale. Par conséquent, une contrainte appliquée en surface d’un matériau se propage
le long de lignes caractéristiques formant un angle avec la verticale dont la tangente vaut

√
K.

Ces lignes (macroscopiques car définies à l’échelle des milieux continus) seraient la représentation
mathématique des chaînes de forces (qui ont une origine microscopique), qui était on le rappelle
à la base de la pensée de ce modèle.

Pour le modèle O.S.L., la substitution du second modèle dans l’équation de continuité donne
pour les composantes du tenseur des contraintes σij l’équation suivante :

(∂2 − c+∂1)(∂2 − c−∂1)σij = 0 , (5.5)

où c± = 1/2(−µ ±
√

µ2 + 4η).

Cette équation est également hyperbolique et appartient donc à la même classe d’équation
d’onde que la précédente. Cette fois, la réponse à la perturbation doit se propager selon les deux
directions définies par ∂1 = c±∂2 où ∂1 et ∂2 sont les déplacements relatifs par rapport au point
d’application de la perturbation.

Pour ces deux modèles, il y a donc une grande différence avec les modèles élastoplastiques
standards dont les équations sont elliptiques, c’est-à-dire de type Laplaciennes.

La donnée d’une relation quelconque entre les composantes du tenseur des contraintes, ne
mettant pas en jeu les déformations, aboutit au même type d’équations hyperboliques.

Modèles paraboliques

Une tout autre approche des matériaux granulaires considère l’aspect discret de la matière à
l’échelle des grains et la transmission des forces de contact de proche en proche qui repose sur
une théorie probabiliste de diffusion des forces [25].

L’idée représentée sur la figure 5.4 a été mise en forme mathématiquement sous le nom de
q − Model.

On sait que le mécanisme qui domine l’apparition de la structure très inhomogène du réseau
de forces est l’hétérogénéité de l’assemblage (comme on a pu le voir au Chapitre 3) ; ce désordre
dans l’organisation des particules entraîne une distribution inégale des forces de contact entre
des particules voisines.
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F

q.F

(1-q).F

Fig. 5.4 – Le q-model : redistribution d’une force verticale F au niveau d’un grain sur ses deux
voisins immédiats qui vont supporter chacun une partie de la force, qF et (1− q)F , où q est une
variable aléatoire bornée par 0 et 1.

Dans un assemblage, un grain est chargé verticalement vers le bas par une force F ; celle-ci
va se répartir de façon non équilibré et aléatoirement sur les grains dans son voisinage inférieur ;
on pourrait considérer un modèle à plus de deux voisins.

Ici, comme il s’agit d’un modèle statistique, les corrélations spatiales de répartition, que l’on
avait mis en évidence au Chapitre 3 par l’étude des fonctions de corrélation de paires g(r) et de
forces K(R) ne sont pas considérées, pas plus que les hétérogénéités de coordinence des particules
Z(p).

Pour un modèle à deux voisins il y aura donc une fraction q de la force transmise F sur le
premier et une autre fraction (1 − q) sur le second.

Si une fraction qij de la force totale supportée par la particule i dans la couche D est transmise
à la particule j dans la couche D + 1, alors la force supportée par la particule i dans la couche
D satisfait l’équation :

w(D + 1, j) = 1 +
∑

qij(D)w(D, i) , (5.6)

Les fractions qij(D) sont des variables aléatoires indépendantes avec pour contrainte
∑

qij = 1
qui assure la condition d’équilibre des forces sur chaque particule. La probabilité de réaliser un
tirage donné de q à chaque site i, est donnée par la fonction de distribution ρ(qi1, ..., qiN ).

De proche en proche les forces se répartissent et diffusent vers le bas.

Si on s’intéresse à la distribution de force QD(w) qui est la probabilité qu’un site de la couche
D supporte une force verticale w, on peut obtenir QD pour différentes distributions de q.

Si on considère une distribution uniforme de q, qui est la distribution la plus simple consistante
avec la contrainte

∑N
1 qi = 1. On l’obtient en choisissant chacun des q1 ,q2,...,qN−1 indépendam-

ment d’une distribution uniforme entre 0 et 1 en posant qN = 1 − ∑

qj et en gardant seulement
les jeux satisfaisants qN >= 0. Il est montré que dans ce cas η(q) = 1/(N − 1)(1 − q)N−2 pour
cette distribution.

Ainsi pour le q-model à deux voisins N = 2, avec q2 = 1 − q1, la probabilité d’obtenir
une valeur q est η(q) = 1 Pour le q-model à trois voisins N = 3, les configurations retenues
sont q1 + q2 + q3 = 1 et η(q) = M , et la probabilité d’obtenir une valeur q est M(1 − q) où
M = (N − 1) = 2. Le q-model le plus général à N voisins donne pour la probabilité d’obtenir
une valeur q η(q) = (N − 1)(1 − q)N−2

Bien qu’il existe une distribution particulière de q qui donne une distribution des forces qui
décroît comme une loi puissance aux larges forces, pour presque toutes les distributions de q
si on choisit pour q une distribution uniforme entre 0 et 1, on retrouve que les forces de forte
amplitude (c’est-à-dire supérieures à la force moyenne) suivent une distribution exponentielle.
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Ainsi, ce modèle semble contenir des composantes essentielles de l’inhomogénéité des forces
dans les matériaux granulaires. Cependant si ce modèle reproduit bien la distribution des fortes
forces, c’est là sa meilleure justification, il est en contradiction avec les résultats expérimentaux
sur la distribution des faibles forces. Radjai et coll. montrent en effet que si les grandes forces
(supérieures à la force moyenne) sont bien distribuées exponentiellement, les forces faibles suivent
elles une loi de puissance d’exposant très faible. L’allure bimodale de cette distribution laisse
penser que le matériau granulaire est constitué de deux sous-réseaux qui vont chacun avoir un
rôle mécanique différent.

Ce modèle ne peut bien sûr pas capturer l’ensemble des propriétés des matériaux granulaires,
car c’est un simple modèle scalaire qui ne prend en considération que la conservation de la
composante verticale des forces ; il ignore la nature vectorielle des forces et l’équilibre vectoriel
n’est pas vérifié. Ces effets qui ont été négligés par ce modèle laisse penser qu’ils ne déterminent
pas le trait caractéristique de la distribution des fortes forces.

A grande échelle, l’équation que vérifient les contraintes est une équation de diffusion, comme
on pouvait s’y attendre d’après le caractère stochastique du processus.

5.1.5 Confrontations des nouveaux modèles à l’approche élastoplastique

Les modèles propagatifs et le modèle statistique de diffusion, peuvent être qualifiés de modèles
causaux ; en effet, la contrainte se propage dans le matériau depuis un point source et ce qui est
important, la partie du matériau qui est au-dessus de la perturbation n’est pas influencée par
l’état du matériau au-dessous de la perturbation de part la directionnalité des modèles ; cette
caractéristique des modèles granulaires sort donc complètement de l’approche élastique puisque
dans cette approche, tous les points de l’espace sont sensibles à l’état de tous les autres.

D’autre part, on a vu que dans l’approche élastoplastique standard, pour connaître l’état
de contrainte d’un matériau il est nécessaire de décrire tous les processus qui ont participé à
sa construction, soit la succession de tous les états intermédiaires du matériau ce qui nécessite
d’avoir recours à des équations de types incrémentales. En revanche, dans les modèles propagatifs,
tous les états possibles du matériau (dus à des processus de construction différents) sont envisagés
par le choix d’un jeu différent de paramètres ; le caractère incrémental des équations n’est plus
nécessaire pour calculer l’état de contrainte dans le matériau.

5.1.6 Le test de la fonction réponse

Pour tenter de départager les différents modèles, une expérience a été proposée par P.G. De
Gennes [35] ; Il s’agit d’appliquer en surface du matériau (ou dans le matériau) une force de
perturbation ponctuelle et de mesurer le champ de contraintes résultant sous la perturbation.
L’approche élastoplastique est alors confrontée aux modèles granulaires du point de vue de la
perturbation du champ de contraintes. Or, chacun de ces modèles prédit des distributions de
contraintes différentes en accord avec la forme mathématique spécifique qui décrit l’équilibre des
contraintes de ces modèles. Les modèles élastoplastiques sont décrits par des équations de nature
elliptique, tandis que les modèles granulaires sont décrits par des équations d’autres natures,
hyperboliques pour les modèles propagatifs et paraboliques pour les modèles probabilistes de
diffusion des forces.

Sur la figure 5.5, on compare les réponses des différents modèles :

– Modèle elliptique
Dans le cadre de l’approche élastoplastique, si on regarde l’état d’un matériau avant qu’il
n’atteigne le critère de rupture, la loi de comportement mécanique est de type élastique
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Fig. 5.5 – Fonctions réponses des différents modèles et largeur des distributions : (a) réponse
elliptique de l’approche élastique, (b) réponse hyperbolique du modèle propagatif, (c) réponse
parabolique du modèle probabiliste.

et les équations différentielles qui décrivent l’état de contrainte du matériau sont de types
elliptiques.
Dans le cas le plus simple, si on considère un matériau élastique linéaire homogène isotrope,
Boussinesq a calculé le profil de contrainte issu de la perturbation ponctuelle (fonction de
Green) en surface d’une couche semi-infinie ; cette réponse ne dépend d’aucun paramètre
élastique de matériau ; le profil se présente sous la forme d’un pic centré verticalement sous
la perturbation dont la largeur à W est proportionnelle à la profondeur y : W ∝ y.

– Modèle hyperbolique
Les premiers modèles granulaires que nous avons présentés, de type propagatifs, le modèle
B.C.C. et le modèle O.S.L., ont leur état de contrainte décrit par des équations hyperbo-
liques, c’est-à-dire des équations d’ondes (où la variable temporelle aurait été remplacée
par une variable spatiale). Pour le même problème, l’application d’une charge ponctuelle
en surface, le profil de pression est différent ; il se présente sous la forme d’une zone annu-
laire dont le rayon au centre et la largeur sont également proportionnels à la profondeur
y : W ∝ y ; de par la forme du profil, contrairement au cas elliptique, le maximum de
contraintes ne se situe pas à la verticale du point d’application de la perturbation mais au
niveau de l’anneau de propagation.

– Modèle parabolique
Le second modèle granulaire présenté est de type probabilistique à l’échelle microscopique
des grains ; à l’échelle des milieux continus, en traduisant les forces de contact en terme
de contraintes les équations proposées pour le q-model sont de type parabolique, c’est-à-
dire diffusives. Le profil de contrainte est encore différent ; cette-fois il se présente sous la
forme d’un pic de pression centré à la verticale du point d’application de la force comme
en élasticité, mais cette fois ci sa largeur W à la profondeur y est proportionnelle à

√
h et

l’équation de la parabole qui borne le profil est x =
√

2Dy.
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1 x 1

2 x 2
3 x 3

L0 = 40  ~  100 <D>

L0

(b)

(a)

Fig. 5.6 – Les trois tailles de systèmes granulaires préparés à l’état statique pour mesurer leur
fonction réponse ; l’échantillon de plus petite taille L0 × L0 est composé de 10000 grains (soit
environ 100 grains de côté), et est subdivisé en 40 couches granulaires (une couche a donc une
épaisseur d’environ 2.5 taille de grain 〈D〉 ; on double (2L0×2L0) puis triple (3L0×3L0) la taille
de système initiale pour quantifier l’effet de taille finie sur la fonction réponse.

5.2 Etude numérique de la fonction réponse

5.2.1 Présentation des simulations

Préparation du système

Nous avons réalisé des simulations numériques de Dynamique Moléculaire pour étudier les
fonctions réponses d’assemblages denses de particules sphériques en géométrie bidimensionnelle.
Ces assemblages ont été obtenus à l’aide de mélanges bidisperses de particules caractérisés par
10% de déviation de rayons par rapport au rayon moyen de 〈R〉 = 0.1mm ; les plus petits systèmes
sont composés de 10000 particules, soit approximativement 100 particules de côté ; la taille de
système intermédiaire correspond à 40000 particules, c’est-à-dire ≈ 200 × 200 ; enfin les plus
grands systèmes simulés sont composés de 90000 particules, soit ≈ 300 diamètres de particules.

Pour obtenir des systèmes de très grande taille équilibrés à l’état statique, nous avons répété
périodiquement dans l’espace un système cubique composé de 10000 particules préparé en condi-
tions de frontières périodiques et équilibré en utilisant le protocole de compaction-densification
présenté dans le chapitre précédent. Nous avons utilisé cette méthode, plutôt que de rééquilibrer
depuis l’état initial de gaz des grands systèmes composés d’un très grand nombre de particules.
En effet, équilibrer des systèmes de cette taille aurait été trop coûteux en temps de calcul.

Les particules interagissent selon les lois de contact élastiques de Hertz-Mindlin et les valeurs
des paramètres élastiques des grains sont les mêmes que ceux utilisés dans les études précédentes,
µg = 30GPa et νg = 0.2 ; les grains sont frottants et là, le coefficient de friction au contact est
µf = 0.3

Des termes d’amortissement numérique de type visqueux (−CT ẋ et −CRω) sont pris en
compte dans le schéma d’intégration du mouvement des particules pour permettre au système
d’atteindre un état d’équilibre statique ; le type d’amortissement considéré est de type global
(voir le chapitre 2 pour explication).

Le schéma général de ces simulations est le suivant ; les simulations commencent avec un
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Fig. 5.7 – Conditions aux limites : (1) les conditions de frontières périodiques sont conservées
dans la direction horizontale ; (2) rupture de la symétrie verticale du système par la création
d’un fond et d’un toit en imposant une condition de parfaite rigidité sur les particules les plus
extérieures en rouge (up

2 = 0) ; (3) application d’une surcharge verticale au centre du système,

en appliquant une force de très faible intensité sur une particule (∆f
(p)
n = ǫf 〈f〉).

agrégat bidimensionnel dense de 10000 grains sphériques à l’état statique ; cet assemblage est
confiné (par les conditions de frontières périodiques) à une valeur de pression déterminée lors du
protocole d’équilibration ; nous avons étudié trois gammes de pression, p = 100KPa, p = 1MPa
et p = 10MPa. Les agrégats obtenus sont denses, car préparés sans friction, et désordonnés, la
déviation de rayon du mélange étant suffisante pour empêcher l’organisation collective des grains
selon un réseau Hexagonal Compact.

Ensuite, pour obtenir des systèmes de taille plus importante, nous répétons périodiquement
autant de fois que désiré et ce dans chaque direction de l’espace la configuration de grains
précédemment équilibrée en conditions de frontières périodiques comme cela est présenté sur la
figure 5.6. Nous avons ainsi créé des systèmes équilibrés en conditions de frontières périodiques
de taille 2 × 2 (40000 grains), 3 × 3 (90000 grains), 4 × 4 (160000 grains), 5 × 5 (250000 grains)
et x × y (x × y × 10000 grains) en général.

Modifications des conditions de frontières

L’étape suivante consiste à supprimer la symétrie verticale du système en supprimant les
conditions périodiques dans la direction verticale (2). Pour ce faire, nous utilisons des parois
rigides granulaires représentées sur la figure 5.8 qui consiste à fixer un déplacement nul à l’en-
semble des grains interceptés par la droite d’équation y = ±L2/2, où L2 est la dimension verticale
du système ; les grains non interceptés sont : soit à l’intérieur de l’espace délimité par les deux
droites et ils sont conservés, soit ils sont à l’extérieur de cet espace et ils sont supprimés. Pour
conserver le maximum de grains dans le système, on utilise les droites d’équation y = 0.99L2 ; on
ne perd alors qu’une seule rangée horizontale de grains sans déséquilibrer le système ; en effet,
il ne faut pas que les grains, qui partageaient des contacts à travers les conditions de frontières
périodiques avant la brisure de symétrie du système, les conservent sous peine de déséquilibrer
l’état statique ; Les conditions périodiques horizontales sont elles conservées car nous voulons
préserver cette symétrie du système.
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ui(x,|y|=L2/2)=0
1

2

Fig. 5.8 – Rupture de la symétrie verticale : création d’un fond en y = +L2/2 et d’un toit en
y = −L2/2 en imposant une condition de parfaite rigidité sur les particules les plus extérieures
en rouge (up = 0).

Perturbation infinitésimale

Nous sélectionnons ensuite un grain dans ce système, celui dont la position est la plus proche
du centre du système (x = 0 et y = 0) ; ce grain partage des contacts avec un certain nombre de
grains voisins et les forces de contact se compensent à l’équilibre.

Nous ajoutons sur ce grain une force verticale dirigée vers le bas, infinitésimale c’est-à-dire
d’amplitude très faible par rapport à l’intensité moyenne des forces de contact dans l’assemblage ;
fg = 1.E − 6〈f〉 est un choix acceptable qui permet à la fois de ne pas modifier de façon trop
importante le réseau de contacts préexistant et d’avoir une résolution numérique acceptable pour
mesurer la perturbation du champ de contraintes au sein de l’agrégat.

Sur la figure 5.9, on suit au cours du temps, pour une simulation typique, l’effet de la per-
turbation ponctuelle du système sur le réseau de contacts ; on constate une diminution très
légère de la coordinence moyenne 〈Z〉 du système qui se stabilise rapidement à moins de 1% ; la
perturbation du réseau de contacts est donc très réduite ce qui est important pour interpréter
correctement les résultats numériques en terme de perturbation du champ de contraintes ∆σij .

Cette perturbation est de type marche comme illustré sur la figure 5.7 ; on applique de façon
instantanée cette perturbation et l’amplitude et la direction de la force appliquée sur le grain est
constante au cours de la simulation ; le point d’application de cette force est le centre du grain
sélectionné, et il suit donc le déplacement du grain en déséquilibre jusqu’à ce qu’un nouvel état
statique soit atteint.

Calcul de la perturbation du champ de contraintes

Au cours des simulations, la perturbation du champ de contraintes se propage dans le ma-
tériau granulaire ; la perturbation locale est définie par rapport à l’état initial statique non
perturbé ; le système est subdivisé en un certain nombre de cellules carrées toutes de dimensions
égales ; elle contient en moyenne 4 à 6 grains en contact ce qui permet de calculer un tenseur de
contrainte local avec une résolution suffisante ; pour vérifier que nous n’avons pas d’effet de taille
de moyennage, nous avons également calculé les contraintes sur des cellules plus grandes ; aucun
effet particulier n’a été mis en évidence.

Le tenseur local des contraintes de référence σref
ij est calculé à l’équilibre statique à partir

des n forces de contact ~f entre les particules ; il s’écrit :
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Fig. 5.9 – Evolution de la coordinence moyenne 〈Z〉 d’un système de N = 10000 grains suite à
la perturbation appliquée (f (G) = 10−6〈f (c)〉) ; la faible diminution de 〈Z〉 (≈ 1%) traduit une
faible perturbation du réseau de contacts.
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Fig. 5.10 – Taille sur laquelle est effectué la moyenne des forces de contact pour le calcul de l’état
de contrainte local ; on a fait varier cette taille par rapport à la taille de la cellule unité, en la
doublant puis en la triplant dans chaque direction ; suivant la configuration locale des particules,
la cellule unité se compose de 4 à 6 particules, avec une moyenne de ≈ 4 contacts par particule.
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σref
ij =

R̄

S

n
∑

i=1

(finj + fjni) , (5.7)

Le tenseur local des contraintes lors de la propagation de la perturbation, σper
ij (t), et ensuite

à l’équilibre statique, σper
ij (tequ), est déterminé à partir des n′ forces mesurées aux contacts des

particules ; la perturbation on l’a vu, doit être la plus faible possible de telle façon que le nombre
de contacts dans l’assemblage ne soit pratiquement pas modifié, n′ ≈ n ; il s’écrit :

σper
ij (t) =

R̄

S

n
′
(t)

∑

i=1

(finj + fjni) , (5.8)

Et finalement, la perturbation du champ de contraintes ∆σg
ij résultant de la force appliquée

fg est :

σg
ij = ∆σij = σper

ij − σref
ij . (5.9)

Selon la convention de signe utilisée dans cette étude, une perturbation positive (∆σg
ii〉0) se

traduira en terme de compression tandis qu’une perturbation négative (∆σg
ii < 0) se traduira

en terme de dilatation. Les rotations des particules seront considérées positives dans le sens
anti-horaire.

5.2.2 Propagation de la perturbation

Visualisation de la propagation

Les premières simulations que nous avons conduites sont des simulations où l’on se focalise
sur la propagation de la perturbation du champ de contraintes par rapport à l’état de référence ;
elles ont été réalisées avec des tailles de système L0 × L0, 3L0 × 3L0 et 5L0 × 5L0 (soit 10000,
90000 et 250000 grains).

Pour la taille de système la plus petite, 10 simulations (correspondant à 10 réalisations diffé-
rentes de configuration de particules à l’état statique) ont été réalisées ; Pour la taille de système
intermédiaire nous avons réalisé 5 simulations et enfin pour la plus grande taille de système,
une seule simulation a été effectuée. Multiplier les réalisations permet de moyenner la fonction
réponse d’un matériau granulaire ; Etant donné la nature discrète du matériau et le caractère
très inhomogène du réseau de contacts et l’hétérogénéité des intensités des forces de contactf ,
un profil issu d’une seule réalisation est très bruité ; moyenner sur un ensemble de réalisations
permet de lisser la fonction réponse.

Le pas de temps choisi pour ces simulations est plus fin que celui que nous avons utilisé
jusqu’à présent, ∆t = 10−9s ; cela nous permet d’obtenir une meilleure résolution pour suivre la
propagation de la perturbation.

Le schéma de ces simulations de propagation se présente comme suit. Une fois le grain le plus
central sélectionné, on applique une force de très faible amplitude et la perturbation se propage
à partir du centre du système comme on peut le voir sur les figures 5.11 (propagation avant la
première réflexion du front sur le fond et le toit) et 5.12 (propagation après la première réflexion
du front sur le fond et le toit).

Sur ces deux figures, on voit dans les colonnes de gauche à droite, les perturbations des
composantes horizontales, verticales et cisaillantes du tenseur des contraintes :
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Fig. 5.11 – Perturbation du champ de contraintes en fonction du temps (de haut en bas : (a)
N = 1, (b) N = 3000, (c) N = 6000, (d)N = 9000 et (e) N = 12000 cycles) - pour les 3
composantes indépendantes du tenseur (à gauche) σ11(t), (au centre) σ22(t), (à droite) σ12(t)
- dans un système de N = 90000 grains soumis localement à une très faible perturbation, une
force de contact verticale dirigée vers le bas et de module f (G) = 10−6〈f (c)〉. L’échelle de couleur
correspond à l’intensité de la perturbation : (en magenta) un état compressif ou un cisaillement
positif, (en cyan), un état de dilatation ou un cisaillement négatif. 151
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Fig. 5.12 – Perturbation du champ de contraintes en fonction du temps (de haut en bas : (a)
N = 15000, (b) N = 18000, (c) N = 21000, (d) N = 24000 et (e) N = 27000 cycles) - pour les
3 composantes indépendantes du tenseur (à gauche) σ11(t), (au centre) σ22(t), (à droite) σ12(t)
- dans un système de N = 90000 grains soumis localement à une très faible perturbation, une
force de contact verticale dirigée vers le bas et de module f (G) = 10−6〈f (c)〉. L’échelle de couleur
correspond à l’intensité de la perturbation : (en magenta) un état compressif ou un cisaillement
positif, (en cyan), un état de dilatation ou un cisaillement négatif.152
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Fig. 5.13 – Rotations des grains lors de la propagation de la perturbation ; à gauche de l’appli-
cation de la force, les grains sont en mouvement de rotation dans le sens horaire θ < 0 alors qu’à
droite de la perturbation, ils sont en mouvement de rotation dans le sens anti-horaire θ > 0.

– Avant la première réflexion, la composante horizontale ∆σ11 sous le point d’application
de la perturbation (y > 0), la composante horizontale ∆σ11 est négative dans sa partie
centrale et positive de part et d’autre ; on a donc une dilatation au centre et un état
de compression selon les directions diagonales. Un profil de pression à une profondeur y
∆σ11(x, y) se présente alors sous la forme d’un creux central et de deux pics extérieurs.
Au-dessus du point d’application de la perturbation y < 0, la composante horizontale ∆σ11

présente une distribution opposée, positive (donc état compressif) au centre et négatif (état
de dilatation) sur l’extérieur ; globalement il semble que ∆σ11(x,−y) = −∆σ11(x, y).

– La composante verticale ∆σ22 est exclusivement positive sous le point d’application de la
perturbation avec un maximum au centre ; le profil qui caractérise cet état de contraintes
compressives par rapport à l’état de référence a manifestement l’allure d’un pic central.
Au-dessus du point d’application on a manifestement un état de contraintes opposé de
dilatation avec ∆σ22(x,−y) = −∆σ11(x, y).

– La composante cisaillante ∆σ12 est négative à gauche du point d’application de la pertur-
bation et positive à droite ; cette fois on a une symétrie verticale telle que ∆σ12(−x, y) =
−∆σ11(x, y).

Pour la composante verticale du tenseur des contraintes, dans la direction de la force ap-
pliquée, une première réflexion a lieu lorsque le front atteint les frontières du système (voir
figure 5.11), verticalement au niveau des parois rigides et horizontalement au niveau des condi-
tions de frontières périodiques. Le front circulaire est réfléchi verticalement après ≈ 12000 cycles
de calculs (∆t = 10−9) en ayant parcouru une distance L2/2 ≈ 2.8 cm ; la vitesse de propagation
est donc de l’ordre de ≈ 2400m.s−1

Après cette première réflexion, le front se propage dans la direction opposée vers le centre
qu’il atteint après environ 24000 cycles (voir figure 5.12)
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Fig. 5.14 – Perturbation locale de la composante verticale du tenseur des contraintes par rapport
à l’état de référence non perturbé ∆σ22 ; pour les rangées de cellules verticales (a) x = 1, (b)
x = 10, (c) x = 20, (d) x = 30, (e) x = 40, et (f) x = 50 par rapport au centre (x = 0), on
présente les réponses ∆σ22(t) des rangées de cellules horizontales y = −1, y = −10, y = −20,
y = −30, y = −40, et y = −50 par rapport au centre (y = 0), i.e. pour la moitié inférieure du
système de N = 90000 grains.
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Analyse de la propagation

Premièrement, au cours de la propagation de la perturbation, on peut suivre l’évolution des
rotations des particules ; la distribution des rotations des particules présentée en figure 5.13 cor-
respond exactement à la distribution de la composante cisaillante des contraintes ; les particules
subissent une rotation horaire à droite de la perturbation et une rotation anti-horaire à gauche,
compatible avec l’état de contraintes cisaillant.

Nous procédons ensuite à l’analyse de la perturbation de la composante verticale du champ de
contraintes au cours de la propagation ∆σ22(x, y, t) ; ces mesures sont présentées en figure 5.14.
Pour ce faire, nous nous intéressons à 6 rangées verticales de cellules à droite de la perturbation
(x > 0) et dans la demi-partie inférieure du système (y > 0) ; nous sélectionnons pour chacune
de ces 6 rangées, 6 cellules à différentes profondeurs dont nous analysons la réponse temporelle
du matériau à la perturbation pendant la phase initiale de sa propagation depuis l’initiation, en
passant par la première réflexion puis le retour à la source.

– Dans l’axe vertical (rangée x = 1), au plus proche de la perturbation y = 1, on observe
un pic de contrainte au passage du front puis une oscillation d’amplitude décroissante avec
globalement une diminution de l’intensité de la contrainte et enfin une stabilisation à une
valeur inférieure à la valeur du pic initiale. Beaucoup plus tard, on observe à nouveau
un pic d’amplitude beaucoup plus faible lors du retour du front réfléchi sur les parois
horizontales rigides aux frontières verticales du système. Globalement aux profondeurs plus
importantes on observe la même évolution temporelle de ∆σ22(t) mais plus on s’éloigne du
point d’application de la perturbation, plus l’amplitude initiale du premier pic est faible
(expansion radiale du front) et plus le second pic arrive rapidement puisqu’on se trouve
plus proche des frontières rigides où le front est réfléchi.

– Plus on s’éloigne du front sur l’axe horizontal, et plus la réponse temporelle du matériau en
terme de perturbation du champ de contraintes devient complexe et c’est surtout aux faibles
profondeurs que la réponse est la plus difficile à comprendre. Aux grandes profondeurs,
globalement la réponse est identique à celle que nous venons d’expliciter. En étudiant la
propagation des forces sur le réseau de contacts (voir la figure 5.17, on se rend compte
qu’en réalité il existe une succession de fronts de propagation qui sont dus au mouvement
oscillant amorti de la particule forcée au centre du système.

Si maintenant, on s’intéresse à la réponse du système à l’état statique, il faut attendre la
relaxation complète du système et l’amortissement de la propagation ; ceci n’intervient qu’après
une succession d’aller-retour du front entre le centre du système et ses frontières, et c’est cette
réponse finale que nous allons maintenant regarder de plus près.

5.2.3 Vers la relaxation complète

Critères de relaxation

L’application d’une perturbation dans le matériau granulaire à l’état statique, génère une
onde qui se propage et s’amortit au cours du temps ; tout d’abord, lors du passage du premier
front d’onde, les grains sont forcés en déplacement et ils ne sont plus à l’équilibre ; c’est la réponse
instantanée locale du matériau. Les grains relaxent ensuite vers une nouvelle position d’équilibre
avant le retour du front d’onde réfléchi ; lors du retour du front, ils sont de nouveau mis en état de
déséquilibre et relaxent ; En attendant suffisamment longtemps, l’onde est complètement amortie
et tous les grains peuvent atteindre un état d’équilibre, c’est-à-dire qu’ils n’ont plus de mouve-
ment, les forces de contact et les moments étant compensés. Finalement tout le système atteint
un nouvel état d’équilibre statique. C’est cet état que nous cherchons maintenant à caractériser ;
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Fig. 5.15 – Relaxation complète du système granulaire après perturbation vers un nouvel état
d’équilibre : vitesses et taux de rotations moyennés 〈ẋ〉 et 〈ω〉 sur l’ensemble des grains ; après
200000 cycles de calcul, le système a complètement relaxé.

nous conduisons donc de nouvelles simulations pour obtenir cette relaxation complète.

Nous utilisons alors un pas de temps plus important δt = 10−8s pour diminuer le temps de
calcul, la relaxation complète étant assez longue à obtenir. Dans ces simulations nous regardons
l’état final et pour cela il faut choisir des critères permettant de repérer le nouvel état statique.
Nous pouvons par exemple regarder l’évolution de la moyenne des vitesses 〈ẍ〉 et des taux de
rotations 〈ω〉 des particules ; sur la figure 5.15 (a), on présente cette évolution pour une simulation
typique. Après avoir atteint un pic, les valeurs de ces moyennes diminuent avec le temps ; il
faudrait définir un seuil à partir duquel on définit l’état statique ; en réalité c’est la précision
numérique qui nous impose ce seuil.

Une fois que l’on a atteint l’état statique, on peut mesurer le champ de contraintes résultant
et le comparer à l’état de référence pour obtenir finalement la fonction réponse du matériau.

On présente sur la figure 5.16 (à droite), les distributions des contraintes ∆σij) à l’état
statique ; globalement, ces distributions ressemblent aux distributions que l’on avait décrites lors
de la propagation.

Effet de taille finie

Nous avons réalisé des simulations avec différentes tailles de système (L0 × L0, 2L0 × 2L0 et
3L0 × 3L0) pour connaître la taille minimale à considérer afin de pas avoir des résultats biaisés
par des effets de taille finie.

Nous avons mis en évidence l’existence de ces effets de taille finie pour plusieurs composantes
du tenseur des contraintes, comme cela est montré sur la figure 5.18. Si la composante verticale
∆σ22 n’est pas sensible à la taille de système, les deux autres composantes ∆σ11 et ∆σ12 sont
elles sensibles.

On constate que le profil ∆σ11(x) pour la plus petite taille de système est assez différent
des profils obtenus aux plus grandes tailles de système ; c’est l’effet de la rugosité des parois
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Fig. 5.16 – Perturbation du champ de contraintes à N = 30000 et à N = 300000 cycles (équilibre
statique) - pour les 3 composantes indépendantes du tenseur (en haut) σ11, (au centre) σ22, (en
bas) σ12 - dans un système de N = 90000 grains soumis localement à une très faible perturbation,
une force de contact verticale dirigée vers le bas et de module f (G) = 10−6〈f (c)〉. L’échelle de
couleur correspond à l’intensité de la perturbation : (en magenta) un état compressif ou un
cisaillement positif, (en cyan), un état de dilatation ou un cisaillement négatif.
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(a) (b)

Fig. 5.17 – Perturbation des réseaux de forces à l’équilibre statique (N = 300000 cycles) ; (à
gauche) réseau des forces normales, (à droite) réseau des forces transversales ; l’épaisseur des
segments est proportionnelle à l’intensité de la perturbation des forces de contact.

horizontales qui se fait sentir. Lorsque la taille de système augmente, on s’éloigne des parois pour
la même profondeur y = −10.

On considérera que pour des tailles de système 3L0 × 3L0, les effets de taille finie saturent
pour les profondeurs pas trop importantes ; on sait qu’il faut à peu près un rapport de taille 3 à
4 entre les dimensions verticales et horizontales pour éviter ces effets.

Symétrie de la réponse

Sur la figure 5.19, on compare les réponses à l’état statique au-dessous et au-dessus de la
perturbation ; pour les composantes horizontales et verticales des contraintes ∆σ11, ∆σ22, on
note une symétrie verticale de la réponse. Pour la composante verticale, la distribution des
contraintes (état compressif) sous la perturbation est exactement similaire à la distribution des
contraintes (état extensif) au-dessus de la perturbation.

5.2.4 Comparaison avec l’élasticité

Nous allons maintenant comparer les résultats de nos simulations avec les prédictions de
la théorie ; dans un premier temps, nous considérerons le problème d’un espace bidimensionnel
semi-infini, c’est-à-dire sans présence de fond ; dans un deuxième temps, nous nous intéresserons
au problème d’un espace bidimensionnel de dimensions finies pour prendre en considération les
effets de la présence d’un fond et d’un toit.

Elasticité - cas d’un milieu semi-infini

Les profils de contraintes de Boussinesq Les résultats de nos simulations numériques sont
comparés avec les prédictions de la théorie élastique ; un matériau élastique homogène linéaire
isotrope est complètement caractérisé par le jeu de deux coefficients élastiques (module d’Young
E et coefficient de Poisson ν par exemple).
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Fig. 5.18 – Profils horizontaux des trois composantes du tenseur des contraintes ∆σ11, ∆σ22 et
∆σ12 après relaxation complète, pour trois profondeurs y = −2 (en haut), y = −10 (au centre),
y = −18 (en bas) et pour trois tailles de système 1×1 (10000 grains) en noir, 2×2 (40000 grains)
en rouge, et 3 × 3 (90000 grains) en bleu ; Chaque profil est issu de la moyenne des réponses
pour 10 réalisations différentes ; ∆σ12(x, y) est sensible à la taille de système, ∆σ11(x, y) dans
une moindre mesure, et ∆σ22(x, y) pratiquement pas.
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Fig. 5.19 – Profils horizontaux des trois composantes du tenseur des contraintes (à gauche) ∆σ11,
(au centre) ∆σ22, (à droite) ∆σ12 après relaxation complète à différentes profondeurs, pour la
taille de système 3 × 3 (90000 grains) ; Chaque profil est issu de la moyenne des réponses pour
10 réalisations différentes. Les profils compressifs et extensifs sont symétriques par rapport à
l’horizontale passant par le centre du système y = 0.

159



Chapitre 5. Fonction Réponse de matériaux granulaires sous contrainte

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

x / y 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

σ
11

 *
 y

 (
P

a
)

Elastic solution (Boussinesq)

y = 2

y = 10

y = 20

y = 30

y = 40

y = 50

y = 58

(σ11)

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

x / y

0

0.2

0.4

0.6

0.8

σ
22

 *
 y

 (
P

a
)

Elastic solution (Boussinesq)

y = 2

y = 10

y = 20

y = 30

y = 40

y = 50

y = 58

(σ22)

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

x / y

0.3

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

σ
12

 *
 y

 (
P

a
)

Elastic solution (Boussinesq)

y = 2

y = 10

y = 20

y = 30

y = 40

y = 50

y = 58

(σ12)

Fig. 5.20 – Profils de contraintes (a) ∆σ11(x), (b) ∆σ22(x), (c) ∆σ12(x) remis à l’échelle élastique
prédits par la théorie élastique dans le cas d’un milieu semi-infini en géométrie 2D à différentes
profondeurs y = 2, y = 10, y = 20, y = 30, y = 40, y = 50 et y = 58 pour une force de
perturbation unitaire F = 1.

La solution élastique de Boussinesq [149] [86] [33] nous donne les profils de réponse en terme
de contraintes ∆σ11(x), ∆σ22(x) et ∆σ12(x), à une profondeur y, pour un espace bidimensionnel
semi-infini :

∆σ11(x, y)2D =
2F

π

yx2

(x2 + z2)2
, (5.10)

∆σ22(x, y)2D =
2F

π

y3

(x2 + y2)2
, (5.11)

∆σ12(x, y)2D =
2F

π

xy3

(x2 + y2)2
, (5.12)

où F est l’intensité de la force appliquée ponctuellement sur le matériau ; on remarquera que
cette solution ne dépend pas du jeu de paramètres élastiques qui définit le matériau.

Sur la figure 5.20, on présente la forme de ces profils de contraintes ∆σij(x) pour différentes
profondeurs y, tous remis à l’échelle élastique (voir figure 5.20) ; la composante verticale ∆σ22(x)
se présente sous la forme d’un pic central symétrique horizontalement, de valeurs exclusivement
positives ; la composante horizontale ∆σ11(x) présente un double pic avec un creux central sy-
métrique horizontalement et de valeurs exclusivement positives également ; la composante de
cisaillement ∆σ12(x) possède une symétrie centrale.

Comparaison avec les profils issus des simulations à l’état statique Sur la figure 5.21
les résultats de nos simulations numériques à l’état statique après relaxation complète en terme
de champ de contraintes résultant de l’application d’une force ponctuelle dans l’échantillon gra-
nulaire numérique, sont comparés aux profils de Boussinesq de la figure 5.20.

Tout d’abord, nous avons comparé les profils numériques normalisés par l’intensité de force
ponctuelle fFR = ǫ〈f〉 imposée au système (sur un grain) et remis à l’échelle élastique. Nous
constatons que les profils numériques ne sont pas compatibles avec la solution de Boussinesq.

Si par contre, on normalise les profils ∆σij(x, y) par l’intégrale
∫ +L1/2
−L1/2 σ22(x, y)dx, alors les

résultats numériques deviennent en meilleur accord avec la solution élastique de Boussinesq.

Pourtant dans un milieu élastique, la valeur de l’intégrale
∫ +L1/2
−L1/2 σ22(x, y)dx devrait être

exactement égale à l’intensité de la force appliquée ; ceci nous laisse donc penser que le matériau
granulaire ne se comporte pas tout à fait comme un matériau élastique et qu’une fraction de la
force appliquée s’est dissipée.
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Fig. 5.21 – Profils de contraintes résultants des simulations numériques à l’état statique (a)
∆σ11(x), (b) ∆σ22(x), (c) ∆σ12(x)) à différentes profondeurs y = 2, y = 10, y = 20, y = 30,
y = 40, y = 50 et y = 58 : (à gauche) les profils sont normalisés par la force F imposée au
matériau et sont globalement incompatibles avec les profils de Boussinesq, (à droite) les profils

sont normalisés par l’intégrale
∫ +L1/2
−L1/2 σ22(x)dx et deviennent plus compatibles avec les profils de

Boussinesq.
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Fig. 5.22 – Profils de contraintes (a) ∆σ11(x), (b) ∆σ22(x), (c) ∆σ12(x) remis à l’échelle élastique
prédits par la théorie élastique dans le cas d’un système de taille finie en présence d’un fond et
d’un toit en géométrie 2D à différentes profondeurs y = 2, y = 10, y = 20, y = 30, y = 40,
y = 50 et y = 58 pour une force de perturbation unitaire F = 1.

Cependant, il n’y a rien d’étonnant à ce que la solution de Boussinesq soit incompatible
avec les résultats de nos simulations ; en effet la géométrie du problème considéré dans nos
simulations est assez différente ; aux extrémités verticales en y = +L2/2 et y = −L2/2, nous
sommes en présence d’un fond et d’un toit rigides.

Nous allons donc nous intéresser à la résolution du problème élastique dans la même géométrie
que celle employée dans nos simulations.

Elasticité - cas isotrope en présence d’un fond et d’un toit

La solution élastique Le milieu bidimensionnel considéré est supposé élastique linéaire iso-
trope de taille verticale L2 ; la prise en compte de la géométrie spécifique [143], c’est-à-dire la
présence d’un fond et d’un toit implique d’y spécifier des conditions aux limites.

On pose alors la condition de déplacement nul à ces limites rigides du système :

uy(x, y = ±L2/2) = 0 (5.13)

On peut ensuite choisir sur ces limites rigides entre une condition de type rugueuse :

ux = 0 , (5.14)

ou bien une condition parfaitement lisse :

σ12 = 0 , (5.15)

Pour comparer aux conditions limites posées dans les simulations, nous nous intéressons exclu-
sivement aux cas rugueux ; en effet dans nos simulations, les déplacements verticaux et horizon-

taux des grains aux frontières sont nuls (u
(p)
y et u

(p)
x ) ; d’autre par le coefficient de frottement µf au

contact de ces grains est également non nul (µ
(c)
f = 0.3) et par conséquent σ12(x, y = ±L2/2) 6= 0.

Une force unité est appliquée verticalement vers le bas au centre du système (x = 0 et y = 0)
sous la forme d’un profil gaussien normalisé :

f(x) =
1√

2πσ2
exp−x2/2σ2

, (5.16)

où σ est le seul paramètre ajustable qui définit la largeur du profil.
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Un autre paramètre qui intervient dans la résolution de ce problème est le coefficient de
Poisson de l’assemblage nue ; on rappelle que le coefficient de Poisson est borné par la valeur 0.5
pour des considérations énergétiques.

Le calcul élastique de ce problème a été réalisé par Ping Wang étudiant en thèse sous la
direction de Hernan Makse au Levich Institute (City College of CUNY) dans le cadre de notre
collaboration sur cette étude ; un programme de résolution numérique a été élaboré sous le logiciel
Mathematica afin d’obtenir les profils de contraintes.

Ping Wang, nous a communiqué ses résultats pour différentes tailles de système L0, différentes
largeurs de profil de perturbation σ et différent coefficient de poisson νe.

La résolution numérique de la fonction réponse montre une faible sensibilité au coefficient de
Poisson νe. Un coefficient de 0.2 a été choisi pour la prédiction élastique présentée dans cette
étude.

En revanche, la résolution est beaucoup plus sensible au choix de la largeur de la perturbation ;
une perturbation très étroite (autant que le permet la résolution numérique), la plus proche d’une
fonction Dirac a été utilisée.

Sur la figure 5.22, on présente la forme des profils de contraintes ∆σij(x) pour différentes
profondeurs y, tous remis à l’échelle élastique ; on constate que tous les profils ne se superposent
pas correctement comme on l’attendrait ; l’origine de cette dispersion n’est pas claire ; il pourrait
s’agir de l’effet de taille finie du système dans la résolution numérique (les profils sont tronqués
horizontalement). C’est un point qui nécessite clairement une vérification mais dans le temps
imparti pour cette étude, il ne nous a pas été possible pour le moment de faire les vérifications
nécessaires.

Néanmoins, nous pouvons tout de même tirer des informations de ces profils remis à l’échelle
élastique : la forme générale des profils de contraintes est très similaire aux profils de Boussinesq,
surtout pour la contrainte verticale ∆σ22(x) et la contrainte cisaillante ∆σ12(x) : la composante
verticale se présente sous la forme d’un pic central symétrique horizontalement, de valeurs ex-
clusivement positives et la composante de cisaillement ∆σ12(x) possède une symétrie centrale.
La composante horizontale ∆σ11(x) présente également un double pic de valeurs positives avec
un creux central symétrique horizontalement mais cette fois-ci une part des valeurs est négatives
(l’amplitude négative du creux est à peu près de l’ordre de l’amplitude positive des pics).

Il est difficile de comparer ces profils de contraintes aux profils de Boussinesq étant donné la
dispersion des profils remis à l’échelle ; Il semble que globalement, l’amplitude du pic de contrainte
verticale soit supérieure à l’amplitude du pic de Boussinesq ; pour la composante horizontale en
revanche, l’amplitude du double pic semble plus faible que celle du profil de Boussinesq.

Les résultats de nos simulations numériques sont comparées avec les prédictions de la théorie
élastique ; un matériau élastique homogène linéaire isotrope est complètement caractérisé par le
jeu de deux coefficients élastiques (module d’Young E et coefficient de Poisson ν par exemple).

Comparaison avec les profils issus des simulations à l’état statique Sur la figure 5.23
les résultats de nos simulations numériques à l’état statique après relaxation complète en terme
de champ de contraintes résultant de l’application d’une force ponctuelle dans l’échantillon gra-
nulaire numérique, sont comparés aux profils de la solution élastique en présence d’un fond et
d’un toit de la figure 5.22.

Comme dans le cas précédent, pour la comparaison des résultats des simulations avec les
profils de Boussinesq, nous avons comparé les profils numériques normalisés par l’intensité de
force ponctuelle fFR = ǫ〈f〉 imposée au système (sur un grain) et remis à l’échelle élastique. Les
profils des simulations numériques ne sont toujours pas compatibles avec la nouvelle solution.
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Fig. 5.23 – Profils de contraintes résultants des simulations numériques à l’état statique (a)
∆σ11(x), (b) ∆σ22(x), (c) ∆σ12(x)) à différentes profondeurs y = 2, y = 10, y = 20, y = 30,
y = 40, y = 50 et y = 58 : (à gauche) les profils sont normalisés par la force F imposée au matériau
et sont globalement incompatibles avec les profils de la solution numérique en présence de fond

et de toit, (à droite) les profils sont normalisés par l’intégrale
∫ +L1/2
−L1/2 σ22(x)dx et deviennent plus

compatibles avec ces profils.
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Fig. 5.24 – Réponse instantanée à la perturbation par le repérage de la première arrivée du front
de propagation de la perturbation ; le front d’onde qui se déplace à la vitesse c se dilate lors de la
propagation et sa largeur l(t) augmente avec le temps ; en ~r on mesure l’arrivée sur un intervalle
de temps [r/c − ǫt; r/c + ǫt] et on repère le maximum de ∆σ22(x, y).

Maintenant, on normalise les profils ∆σij(x, y) par l’intégrale
∫ +L1/2
−L1/2 σ22(x, y)dx, et les résul-

tats numériques deviennent également en meilleur accord avec la solution élastique.

En réalité, c’est surtout au niveau des profils de contraintes horizontales, que la nouvelle
solution élastique qui prend en compte la présence d’un fond et d’un toit rigides est importante ;
en effet, après normalisation par l’intégrale, les profils numériques horizontaux deviennent en
bon accord avec la solution élastique

Cependant comme on l’avait déjà noté, le désaccord entre les profils numériques normalisés
par la force appliquée et les solutions élastiques laisse supposer des phénomènes de dissipation
dans le matériau granulaire à la suite de l’application de la perturbation.

5.2.5 Comparaison de la réponse statique et de la réponse dynamique

La comparaison des fonctions réponses obtenues par les simulations numériques avec celles
prédites par l’élasticité, nous laisse penser qu’une partie de l’énergie transférée au système lors
de l’application de la perturbation est ensuite dissipée, ce qui se traduit par une relaxation
des contraintes et ceci expliquerait les amplitudes plus faibles observées dans les simulations
numériques.

Pour étudier ce phénomène de relaxation, il peut être intéressant de séparer la réponse élas-
tique instantanée de la réponse inélastique consécutive.

Définitions des deux types de réponse

Réponse élastique instantanée Pour mesurer la réponse élastique instantanée, il faut se
placer dans le référentiel du front de perturbation ; sur la figure 5.14, on avait représenté les traces
de mesures de l’amplitude de la composante verticale du tenseur des contraintes ∆σ22(x, y) en
fonction du temps en différents points du système. Avant l’arrivée du front, l’amplitude mesurée
est nulle, puis on observe une augmentation de l’amplitude au passage du front ; comme le
front à une certaine largeur, l’augmentation de l’amplitude est graduelle ; elle atteint une valeur
maximale au centre du front, puis diminue lorsque le front s’éloigne.
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En réalité, l’application d’une perturbation de type ’marche’ en terme de force sur un grain
se traduit dans les simulations par la génération d’une succession de fronts de perturbation due
à la nature élastique des interactions de contacts. C’est ce qui explique la nature complexe de la
réponse après le passage du premier front d’onde.

Si on se focalise uniquement sur la réponse locale au passage du premier front, on peut
mesurer en tout point, le premier maximum en terme de contrainte verticale comme on peut le
voir sur la figure 5.24. Il s’agit de la mesure de la contrainte en chaque point si l’on se place sur
le référentiel qui se propage avec le front. C’est ce maximum de réponse instantanée que nous
considérons comme étant la réponse élastique du matériau granulaire.

Evolution de la réponse L’évolution locale de la réponse dans le matériau granulaire est
complexe et est fonction de l’éloignement horizontal et vertical par rapport au point d’application
de la perturbation.

Réponse à l’équilibre statique Le terme d’amortissement numérique présent dans la mo-
délisation permet de faire évoluer le système vers un état d’équilibre statique et de dissiper
efficacement l’énergie cinétique transférée aux particules sous l’impulsion de la perturbation.

Comparaison des profils instantanés et statiques avec la théorie élastique

Nous comparons les différents modes de réponse de nos simulations numériques avec les
prédictions de l’élasticité.

Sur la figure 5.25, nous avons représenté les profils de contraintes normalisés par la force
appliquée F pour les trois composantes, horizontale ∆σ11(x, y), verticale ∆σ22(x, y) et cisaillante
∆σ12(x, y) à différentes profondeurs y, pour la théorie élastique, pour la réponse instantanée et
pour la réponse à l’état statique.

Malgré la dispersion des profils numériques, globalement pour les profondeurs considérées,
nous trouvons un bon accord entre la réponse instantanée et la réponse élastique. La réponse à
l’état statique est globalement par contre plutôt en désaccord, d’amplitude toujours plus faible.

La réponse instantanée correspond donc à un état de déséquilibre du système ; les réarrange-
ments locaux des grains permettent au système de relaxer et l’amplitude de cette relaxation est
relativement importante.

Nos simulations clarifient donc les déficiences de la prédiction élastique. La relaxation des
grains après une déformation affine infinitésimale est donc une composante essentielle de la
fonction réponse.

5.2.6 Dépendance de la largeur des profils avec la profondeur

Méthodes de calcul de la largeur

Présentation des méthodes Les fonctions réponses d’assemblages granulaires denses ont
été obtenues à partir des simulations numériques où l’on s’intéresse : 1/ à l’état statique de
l’assemblage après relaxation complète (∆σ22(x, y, tRLX)), 2/ à la réponse instantanée sur le
front de propagation de la perturbation ∆σ22(y(x, c)).

Nous pouvons alors calculer la largeur des profils W en fonction de la profondeur y.

Nous avons deux possibilités pour estimer la largeur W :

– soit nous calculons le second moment de la distribution WSM comme suit :
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Fig. 5.25 – Comparaison des profils de contraintes ((à gauche) ∆σ11(x), (au centre) ∆σ22(x), (à
droite) ∆σ12(x)), à différentes profondeurs ((a) y = 2, (b) y = 10, (c) y = 30, (d) y = 50 et (e)
y = 58), de la théorie élastique (tracé noir) et des simulations numériques correspondantes (1) à
la première arrivée du front de perturbation (trait pointillé rouge), (2) à la relaxation complète
(trait plein rouge) ; globalement, la théorie élastique est en bien meilleur accord avec la réponse
instantanée lors du passage du front, qu’avec la réponse qui suit la relaxation.
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Fig. 5.26 – Méthodes de calcul de la largeur W d’une distribution f(x) : (a) WSM par le second
moment et (b) W1/2 par la largeur à mi-hauteur.

WSM (y) =

∑

x2∆σ22(x, y)
∑

∆σ22(x, y)
, (5.17)

– soit nous estimons la largeur du pic de réponse à mi-hauteur (1) en ajustant le profil avec
une fonction cloche (une gaussienne par exemple), (2) ou bien nous appliquons au jeu de
données représentant le profil un algorithme de spline, qui permet d’échantillonner le profil
à n’importe quelle abscisse x.

– Après avoir déterminé le maximum du profil de contraintes max(∆σ22(x, y)), nous identi-
fions l’abscisse à mi-hauteur x1/2 = f−1(1

2max(∆σ22(x, y))), et nous avons alors :

W1/2(y) = 2|x1/2| = 2|f−1(
1

2
max(∆σ22(x, y))| , (5.18)

Remarques Les deux méthodes ne fournissent pas la même valeur de largeur W pour une
distribution f(x) parfaitement définie car elles ne sont pas basées sur la même définition de la
largeur ; il ne faut donc pas comparer des largeurs obtenues avec deux méthodes différentes.

Sur des jeux de données , ces calculs entraînent une légère dispersion mais qui ne prête pas
à conséquence sur l’interprétation de la forme de la dépendance de la largeur des profils avec la
profondeur.

Précautions sur l’effet de taille finie Dans un problème numérique, la géométrie est de
taille finie ; nous savons qu’un profil ∆σij(x, y) est globalement représentatif, lorsque le rapport
entre la taille horizontale du système L1 et la profondeur y vaut au moins 3 à 4.

Par conséquent, dans les assemblages granulaires simulés où la plus grande taille horizontale
est de L1 = 120 (en unité de subdivisions du système), nous savons qu’au-delà d’une profondeur
y = 30 à y = 40, les profils ne seront pas représentatifs.

Dépendance de la largeur des profils pour les théories élastiques

Dépendances des largeurs élastiques par le second moment Pour chaque taille de sys-
tème xL0 ×xL0, et pour chaque profondeur y, nous avons calculé le Second Moment WSM de la
distribution ∆σ22(x, y), selon l’équation 5.17.

Sur la figure 5.27, nous avons tracé l’évolution du Second Moment des profils de réponses,
pour les théories élastiques (solution de Boussinesq sans fond et solution numérique avec fond).

Pour la théorie élastique d’un milieu semi-infini, le calcul de la largeur W par le second
moment donne une dépendance linéaire en fonction de la profondeur selon une pente 1.

168



5.2. Etude numérique de la fonction réponse

0 10 20 30 40 50 60

Depth y

0

20

40

60

80

W
id

th
 W

(y
)

Boussinesq − 2nd Moment

Boussinesq − Half Amplitude

Elastic Solution − 2nd Moment

Elastic Solution − Half Amplitude

Fig. 5.27 – Dépendance de la largeur W des profils de contraintes normalisés σ∗
22(x) avec la

profondeur y pour les théories élastiques sans fond (en noir) et avec fond et toit (en rouge) : le
calcul de WSM par la méthode du second moment est biaisé lorsque les profils sont tronqués (cas
du calcul numérique élastique avec fond) ; pour la solution élastique de Boussinesq, la dépendance
est linéaire et sa pente vaut ≈ 1 ; la largeur à mi-hauteur donne une autre dépendance linéaire
pour les deux théories élastiques de pente ≈ 1.3.

Ce n’est pas le cas pour la théorie élastique en présence de fond ; cette solution a été calculée
numériquement avec une taille de système 3L0 × 3L0 ; par conséquent, les profils sont tronqués
horizontalement et les valeurs de largeurs calculées sont biaisées. La largeur est sous-estimée à
toutes les profondeurs mais les effets augmentent lorsque la profondeur devient plus grande. Les
profils ne sont donc pas représentatifs dû à l’effet de taille finie.

On remarque que cette dépendance ressemble à celle ’un modèle de type diffusif (q-model)
qui prévoit W ∝ y1/2, mais en réalité ce n’est que l’artefact du mode de calcul, biaisé.

Nous allons donc utiliser l’autre méthode pour estimer la largeur de la distribution W afin
de pouvoir comparer les dépendances des deux solutions élastiques.

Dépendance des largeurs élastiques à mi-hauteur Pour chaque taille de système xL0 ×
xL0, et pour chaque profondeur y, nous avons estimé la largeur à mi-hauteur W1/2 de la distri-
bution ∆σ22(x, y).

Les largeurs W1/2 obtenues par les deux théories sont cette fois toutes les deux proportion-
nelles à la profondeur y ; de plus les pentes de ces deux dépendances sont quasiment identiques,
1, 28 pour la solution de Boussinesq et 1, 30 pour la solution avec fond.

On remarque l’effet de taille finie, pour la solution élastique avec fond à partir de la profondeur
y ≈ 40.

Largeurs des fonctions réponses issues des simulations

Largeur de la réponse à l’état statique après relaxation complète Sur la figure 5.28,
nous présentons l’évolution de la largeur W , calculée par le Second Moment de la distribution
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Fig. 5.28 – Dépendance de la largeur W des profils de contraintes normalisés σ∗
22(x) avec la

profondeur y pour les simulations de relaxation complète où les assemblages granulaires sont
à l’état statique : le calcul de WSM par la méthode du second moment est biaisé (dispersion
aux grandes abscisses, profils tronqués aux grandes profondeurs) ; la dépendance obtenue par la
largeur à mi-hauteur W1/2 est compatible avec la théorie élastique en présence d’un fond et d’un
toit, elle est linéaire de pente 1, 3.

WSM , et déterminée à mi-hauteur du pic de réponse W1/2, en fonction de la profondeur y des
couches granulaires, pour les assemblages granulaires à l’état statique après relaxation complète
de la perturbation.

On rappelle qu’une unité de subdivision (horizontale ou verticale) du système vaut approxi-
mativement 2.5 taille de grains (〈D〉).

– Le calcul de la largeur par le second moment de la distribution WSM est biaisé : aux
faibles profondeurs, la dispersion des valeurs des contraintes aux grandes abscisses due au
bruit numérique surévalue la largeur, et aux profondeurs plus importantes, les distributions
sont tronquées dans la mesure où la taille horizontale des systèmes L1 est trop petite pour
obtenir un profil représentatif(i.e.,

∑

∆σ∗ < 1) et de ce fait, la largeur est sous-évaluée. Par
conséquent, cette méthode de mesure de la largeur est inadaptée aux profils de contraintes
issues des simulations.

– Le calcul de la largeur à mi-hauteur du profil W1/2 donne cette fois des résultats exploi-
tables. Concernant nos simulations de relaxation complète des assemblages à l’état statique,
la largeur W1/2 évolue linéairement avec la profondeur y sur des profondeurs allant de y = 1
(centre du système) à y = 60 (au niveau du fond) ;
Si on considère le fit linéaire des valeurs W1/2(y) ( en trait pointillé rouge sur la figure 5.28),
on obtient une dépendance en très bon accord avec les prédictions de l’élasticité (en absence
et en présence de fond) pour la même méthode de calcul, pente 1, 3.

Cependant, on rappelle que si la remise à l’échelle est compatible avec les théories élastiques,
l’amplitude des profils de contraintes issues des simulations sont plus faibles (voir figure 5.25).
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Fig. 5.29 – Dépendance de la largeur W des profils de contraintes σ∗
22(x) avec la profondeur

y, pour les théories élastiques, et pour les simulations de propagation ; la méthode de calcul du
second moment est biaisée par la dispersion aux grandes abscisses x ; globalement, la dépendance
obtenue par la largeur à mi-hauteur est compatible avec la théorie élastique d’un espace semi-
infini (Boussinesq), pente 1.04.

Largeur de la réponse instantanée au front de propagation Sur la figure 5.29, nous
présentons l’évolution de la largeur de second moment WSM et de la largeur à mi-hauteur W1/2

du pic de réponse instantanée au niveau du front de propagation en fonction de la profondeur y
des couches granulaires.

– De la même façon que pour les simulations de relaxation complète, on constate que le
calcul de la largeur par le second moment de la distribution WSM est biaisé pour les
raisons évoquées précédemment.

– Le calcul de la largeur à mi-hauteur du pic de réponse W1/2 donne également de bons
résultats pour ces simulations ; pour des profondeurs allant de y = 1 à y = 60, la largeur
est proportionnelle à la profondeur, mais le fit linéaire des valeurs de W1/2 montre une
dépendance qui n’est plus tout à fait en accord avec les prédictions de l’élasticité ; la pente
est légèrement plus faible, 1.04 au lieu de ≈ 1.28.

On remarquera, la superposition du fit linéaire ( en trait pointillé rouge sur la figure 5.29)
avec la prédiction de l’élasticité calculée par le second moment WSM ; Etant donné que ces
dépendances ont été obtenues par deux méthodes de calculs différentes, il n’est pas possible de
les comparer.

Nous avons vu que les fonctions réponses instantanées de propagation du front issues des
simulations, ont des amplitudes globalement en meilleur accord avec les prédictions des théories
élastiques, en comparaison des fonctions réponses après relaxation ; cependant la dépendance de
la largeur à mi-hauteur des profils en fonction de la profondeur a une pente plus faible.
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Fig. 5.30 – Pas dévolution de la fonction réponse avec la pression : (a) Profils de contraintes
normalisés σ∗

22(x) à la profondeur y = 10 pour des systèmes équilibrés à différentes pressions p
(100KPa en tirets, 1MPa en trait pointillé et 10MPa en trait plein) ; ces profils sont comparés
au profil de la solution élastique en présence de fond et de toit ; les profils mesurés aux différentes
pressions sont quasiment identiques, mais d’amplitude inférieure au profil élastique. (b) Dépen-
dance de la largeur à mi-hauteur W1/2 des profils de contraintes avec la profondeur y ; la largeur
dépend linéairement de la profondeur en très bon accord avec prédiction élastique

5.2.7 Dépendance en pression de la fonction réponse

Préparations aux faibles pressions

Dans cette étude numérique, nous avons également regardé l’influence de la pression sur les
fonctions réponses des assemblages granulaires denses ; nous avons préparés et équilibrés des
systèmes à trois pressions différentes p = 100KPa, p = 1MPa et p = 10MPa).

Ces systèmes sont composés de 10000 grains (taille L0 × L0), soit la plus petite taille ; en
effet plus la pression devient faible, plus l’équilibration numérique des assemblages vers l’état
statique est longue et délicate à obtenir.

Pour chaque pression, les fonctions réponses ont été moyennées sur un jeu de 10 réalisations,
c’est-à-dire de configuration initiale de particules.

Profils de contraintes

Sur la figure 5.30 (a), nous présentons les profils de contraintes normalisés ∆σ∗
22(x) à la

profondeur y = 10 obtenus après relaxation complète pour les différentes pression, comparés au
profil de contraintes de la solution élastique en présence de fond et de toit.

Nous constatons que les profils moyens pour les trois pressions se superposent presque parfai-
tement mais que leur amplitude est inférieure à celle du profil élastique ; de même que pour les
simulations précédentes à la pression p = 10 MPa, nous pouvons montrer qu’à ces pressions plus
faibles, ces écarts d’amplitude sont aussi imputables au phénomène de relaxation granulaire.

Précédemment, nous avons montré la nature élastique de la remise à l’échelle pour les systèmes
à la pression p = 10 MPa ; par conséquent la remise à l’échelle pour ces pressions plus faibles est
donc elle aussi de type élastique.
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Fig. 5.31 – Fonction réponse d’un système de grains non frottants : (a) profils de contraintes
σ22(x, y) remis à l’échelle élastique ; (b) Dépendance de la largeur des profils de contraintes W
avec la profondeur y ; la largeur dépend linéairement de la profondeur en accord avec la théorie
élastique mais avec une pente plus faible

Largeurs des profils

Nous avons calculé la largeur des profils à mi-hauteur W1/2 à chaque profondeur y pour les
trois pressions et ces résultats sont présentés sur la figure 5.31 (b) ; pour les trois pressions, la
largeur W est proportionnelle à la profondeur y, ce qui est en accord avec les prédictions de
l’élasticité ; les profils de contraintes normalisés étant superposables, la dépendance obtenue est
par suite identique pour les trois pressions ; elle est parfaitement compatible avec la dépendance
linéaire prédite par l’élasticité.

5.2.8 Fonction réponse à friction nulle

Préparation et Moyennage

Les premières simulations que nous avons réalisées dans le cadre de cette étude l’ont été sur

des assemblages de grains non frottants (µ
(c)
f = 0).

Ces systèmes sont composés de 10000 grains (dimensions L0 × L0) et ont été équilibrés à la
pression p = 10MPa selon le protocole de densification déjà évoqué dans les chapitres suivants ;
comme le coefficient de friction aux contacts est nul, les grains peuvent se réarranger sans résis-
tance vers une compacité maximale ; La coordinence moyenne de ces assemblages bidimensionnels
est d’environ Z(p = 10 MPA) ≈ 4.3.

Pour obtenir des profils de contraintes représentatifs, nous avons moyenné les fonctions ré-
ponses sur un grand nombre de réalisations, près d’une cinquantaine, ce qui est nettement supé-
rieur à la moyenne des systèmes de friction non nulle, où seulement une dizaine de réalisations
étaient suffisantes pour obtenir des profils appréciables.

Les réarrangements granulaires étant facilités par l’absence de friction entre les grains, ceci
explique la nature très bruitée des profils pour une seule réalisation, d’où la nécessité de moyenner
la réponse sur un grand nombre de systèmes.
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Profils de contraintes

Sur la figure 5.31 (a), nous présentons les profils de contraintes ∆σ22(x, y) remis à l’échelle
élastique ; ils se superposent très bien à toutes les profondeurs y conformément à cette remise
à l’échelle. Pour obtenir un profil de contraintes encore plus lisse, nous avons moyenné les deux
demi-profils ∆σ22(x < 0, y) et ∆σ22(x > 0, y), ce qui est justifiable de part la nature anisotrope
des empilements considérés et la symétrie horizontale du problème.

Largeur des profils

Nous avons ensuite calculé les largeurs des profils de contraintes à mi-hauteur W1/2 pour
toutes les profondeurs y, présentées en figure 5.31 (b) ; à nouveau, nous avons obtenu une dé-
pendance linéaire de la largeur des profils avec la profondeur, en accord avec les prédictions des
théories élastiques ; néanmoins, la pente de cette dépendance linéaire est cette fois-ci inférieure
à celle des théories élastique.

Note d’avertissement

Concernant la figure 5.31 (a), nous attirons l’attention sur le fait que, la valeur absolue des
profils de contraintes ∆σ22(x, y) est à considérer avec précaution ; en effet, nous avons un doute
concernant un paramètre de normalisation numérique pour ces simulations réalisées au tout
début de cette étude, et nous ne pouvons garantir l’amplitude exacte des profils ; cependant, ceci
ne remet pas en cause les résultats concernant la remise à l’échelle élastique et la dépendance
linéaire de la largeur avec la profondeur.

5.3 Conclusions

Les observations expérimentales surprenantes du Trou du tas et du Silo de Janssen concer-
nant les phénomènes d’écrantage de pression montrent l’originalité des propriétés mécaniques des
matériaux granulaires. La mise en évidence, à la fois expérimentale et numérique de la structu-
ration des forces de contact à l’échelle des grains selon des chaînes de forces dans ces matériaux,
a amené à remettre en cause l’approche élastique traditionnelle au profit de nouveaux modèles
granulaires ; ces modèles prennent en compte la nature discrète du matériau et l’hétérogénéité
des forces de contact (q-model, de nature probabiliste) mais aussi l’existence des chaînes de forces
par des conditions de redirection des contraintes dans les équations d’équilibre (BCC, OSL, de
nature propagative). Pour départager ces modèles, le test de la fonction réponse a été envisagé ; il
s’agit d’appliquer une force ponctuelle dans le matériau à l’état d’équilibre statique et de mesurer
la perturbation du champ de contraintes résultant. Les différentes approches prédisent des dis-
tributions de contraintes différentes selon la nature des équations qui gouvernent l’équilibre des
contraintes (elliptiques pour l’approche élastique, hyperboliques pour les modèles propagatifs et
paraboliques pour les modèles probabilistes de diffusion de forces). Des études expérimentales ré-
centes (photoélasticimétrie, mesures de pressions capacitives) ont montré des résultats en accord
avec la théorie élastique et laissent donc supposer que les chaînes de forces ne seraient finalement
qu’une curiosité spécifique aux petites échelles et, qu’à l’échelle des milieux continus, elles ne
seraient pas importantes.

De notre côté, nous avons conduit des simulations numériques de la fonction réponse d’as-
semblages granulaires denses bidimensionnels pour confirmer ces résultats expérimentaux. Nous
avons également montré que la composante verticale de la fonction réponse se présente sous la
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forme d’un pic de contrainte centré à toutes les profondeurs et dont la largeur est proportionnelle
à la profondeur conformément à la prédiction de la théorie élastique ; la réponse du matériau n’a
donc pas la forme de deux pics comme le prévoient les modèles propagatifs qui incluent redirec-
tion des contraintes. et la mise à l’échelle est de type élastique ce qui met à défaut la prédiction
à caractère diffusif des modèles probabilistes.

Cependant, lorsque l’on compare les amplitudes de nos fonctions réponses numériques à
l’état statique, nous constatons qu’elles sont en désaccord avec celles obtenues par l’approche
élastique, les amplitudes de nos profils de contraintes sont plus faibles, ce qui laisserait supposer
des processus de relaxation des contraintes dans le matériau. En effet, la réponse instantanée
du matériau lors de la propagation de la perturbation est elle en accord avec les prédictions de
l’élasticité.

Nous souhaitons rester prudents sur ces résultats numériques qui demandent à être confir-
més ; si tel était le cas, la relaxation des grains après une perturbation infinitésimale serait une
composante essentielle de la fonction réponse des milieux granulaires, relaxation qui n’est pas
prise en compte par l’approche élastique. En effet, comme nous l’avons montré dans une l’étude
précédente, l’origine du problème est l’impossibilité de définir un champ de déformation qui est
inhomogène à l’échelle du grain et l’approche élastique repose elle sur l’hypothèse d’un champ
de déformation uniforme à toutes les échelles.
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A

Théorie Elastique de Milieu Effectif :
Arrangements de Sphères

Bidimensionnels et Tridimensionnels

A.1 Modules élastiques effectifs d’un assemblage de sphères

Nous présentons dans cette annexe, le calcul des modules élastiques effectifs d’un assemblage
de sphères élastiques distribuées (1) dans une géométrie tridimensionnelle, (2) dans une géométrie
bidimensionnelle (arrangement ”plan”) ; Dans ce travail de thèse, nous avons travaillé aussi bien
avec des arrangements de particules à 3D (chapitre 4 et chapitre 7) et avec des arrangements
”plan” (dits à 2D) (chapitre 3, chapitre 4, chapitre 5 et chapitre 6).

A.1.1 Vers l’état de référence {R}
Considérons un assemblage de sphères élastiques toutes identiques de rayon R, et supposons

que cet assemblage occupe un volume V et contient un nombre N de particules sphériques. Dans
l’état initial non déformé, le centre d’une sphère (k) occupe la position ~x(k) dans un certain
référentiel. Afin d’obtenir l’état déformé de référence, les frontières du système sont soumises à
un déplacement ~u consistant, avec une déformation compressive uniforme donnée par le tenseur
de déformation macroscopique ǭ :

ui = ǫijxj , (A.1)

avec ǫij les composantes du tenseur de déformation (symétrique).

Si le matériau considéré était assimilable à un milieu continu (et non pas à un milieu granu-
laire), ǫij pourrait être identifié à la déformation moyenne du milieu. Malgré le fait que le milieu
granulaire ne soit pas continu, ǫij sera quand même interprété en terme de déformation moyenne,
valable à toutes les échelles (c’est une des deux hypothèses au coeur de la théorie).

Si l’on applique une telle déformation au système, le centre d’une sphère (A) subit un dépla-
cement ~u(A), et si l’on considère une seconde sphère (B) initialement en contact avec la sphère
(A), le centre de cette sphère subit un déplacement ~u(B).

Le vecteur position du point de contact (C) est ~x(c) = 1
2(~x(A)+~x(B)), et par symétrie, il subit

un déplacement ~u(c) = 1
2(~u(A) + ~u(B)). Relativement à ce point, les déplacements des centres des

sphères sont donc δ(BA) = 1
2(~u(B) − ~u(A)) et δ(AB) = 1

2(~u(A) − ~u(B)) = −δ(AB).
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Annexe A. Théorie Elastique de Milieu Effectif : Arrangements de Sphères Bidimensionnels et Tridimensionnels

{R} = {R1,...,RN}

[σ]{R}

[∆ε] => [∆σ]

Cijkl

(a)
(b) (c)

Fig. A.1 – Calcul des constantes élastiques effectives de l’assemblages de sphères : (1) Définition
de l’état de référence {R}, (2) Application d’une déformation infinitésimale.

Pour pouvoir décomposer les déplacements relatifs selon une composante normale et une
composante tangentielle, il est utile d’introduire le vecteur de contact normal unité ~n(AB) :

~n(AB) =
~x(B) − ~x(A)

2R
, (A.2)

La composante normale w0 du déplacement relatif de la sphère supérieure est donc ~δ(BA). ~n(AB) :

w0 =
1

2
(~u(B) − ~u(A)) · ~n(AB) , (A.3)

La composante tangentielle s’écrit ~δ(BA) − w0 · ~n(AB), i.e. :

~t0 =
1

2
(~u(B) − ~u(A)) − [

1

2
(~u(B) − ~u(A)) · ~n(AB)]~n(AB) , (A.4)

Si deux sphères élastiques (A) et (B), constituées d’un matériau dont les paramétres de Lamé
sont λg et µg, sont amenées en contact par des déplacement ~w0 et ~t0, il a été montré que les

composantes normales f
(C)
n et tangentielles f

(C)
t de la force transmise ~f (C) par la surface de

contact S(C) sont :







f
(C)
n =

4R1/2w
3/2
0

3πB , ;

f
(C)
t =

8t0(Rw
1/2
0 )

3π(2B+C) , .
(A.5)

où les constantes B et C sont fonction de λg et µg et valent :

B =
1

4π
{ 1

µg
+

1

λg + µg
} , C =

1

4π
{ 1

µg
− 1

λg + µg
} , (A.6)

il s’ensuit l’expression de la force totale ~fAB = f
(C)
n ~nAB + f

(C)
t

~tAB sur la sphère A due à son
contact avec la sphère B :

~fAB =
4R1/2w

3/2
0

3πB
~nAB +

8(Rw0)
1/2

3π(2B + C)
(
1

2
(~uB − ~uA) − w0~n

AB) , (A.7)
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A ce stade, nous devons faire une hypothèse quant à l’expression du déplacement ~u ; nous
supposons que le déplacement des centres des sphères (A) et (B) est consistant avec le champ
de déformation macroscopique appliqué ǭ, c’est (1) l’approximation de déformation affine
(Affine Motion) :

u
(X)
i = eijx

(X)
j . (A.8)

En insérant cette forme de champ de déplacement ~u(X) pour les particules (A) et (B) dans

l’expression de la force ~fAB on aboutit à l’expression suivante pour ses composantes :

f
(AB)
i = − 4R2

3πB(2B + C)
{2B(−epqn

(AB)
p n(AB)

q )1/2eijn
(AB)
j − C(−epqn

AB
p n(AB)

q )3/2n
(AB)
i } ,

(A.9)
Nous avons donc maintenant, la relation qui lie la force sur la sphère (A) due à son contact

avec la sphère (B) en terme du champ de déformation uniforme appliqué ē et des positions
initiales des deux sphères via le vecteur normal de contact ~n(AB) = ~n(C).

Dans le cas particulier où la déformation appliquée correspond à une déformation hydrosta-
tique, on peut écrire eij = eδij (avec pour convention e < 0 pour une compression) ce qui réduit

l’expression de la force ~f (AB) = ~f (C) à :

~f (AB) =
4R2(−e)3/2

3πB
~n(AB), (A.10)

L’objectif final de ce calcul est de relier la contrainte moyenne dans le milieu 〈σ̄〉 au champ
de déformation appliqué ē.

Si V est le volume occupé par l’assemblage des N sphères partageant n contacts entre elles,
la contrainte moyenne nous est donnée par :

〈σij〉 =
1

V

∫

V
σijdV , (A.11)

On se rapportera au chapitre 2, où la relation qui lie la contrainte moyenne 〈σ̄〉 à l’ensemble
des forces de contact ~f (C) présentes dans le volume V est détaillée ; :

〈σij〉 = −R

V

n
∑

k=1

(

f
(c)
i n

(c)
j + f

(c)
j n

(c)
i

)

, (A.12)

L’expression de la contrainte moyenne 〈σ̄〉 pour une déformation hydrostatique eij = eδij

est obtenue en insérant l’expression de la force ~f (AB) (équation A.10) dans l’équation A.12
précédente :

〈σij〉 =
8R3

3πV B(2B + C)

N
∑

k=1

{B(−epqn
(c)
p n

(c)
q )

1/2
[eikn

(c)

k
n
(c)
j

+ ejkn
(c)

k
n
(c)
i

] − C(−epqn
(c)
p n

(c)
q )

3/2
)[n

(c)
i

n
(c)
j

} , (A.13)

A ce stade, nous devons faire une seconde hypothèse sur l’ordre dans le système ; nous suppo-
sons que (2) l’assemblage des sphères est statistiquement isotrope et donc les points de
contact sont distribués avec une probabilité uniforme sur la surface d’une sphère (les directions
de contact sont équiprobables). Cette hypothèse justifie que l’équilibre est assuré par rapport à
l’hypothèse de déformation affine précédente (1).

Comme le volume de l’assemblage V est considéré suffisamment grand et qu’il contient un
nombre important de sphères, donc de contacts, la somme sur les contacts de l’expression A.13
peut donc s’écrire en terme de moyenne sur les vecteurs contacts uniformément distribués selon :
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〈σij〉 = −
4R3ZN

3πV B(2B + C)
(B〈(−epqn

(c)
p n

(c)
q )

1/2
(−eikn

(c)

k
n
(c)
j

+ ejkn
(c)

k
n
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où Z est le nombre de contacts moyen par sphère, i.e. la coordinence moyenne 〈Z〉.
Au chapitre 3, on a défini la fraction volumique solide de l’assemblage φs de volume V et

contenant N sphères identiques de rayon R ; ici on néglige le volume global de l’interpénétration
des sphères résultant de leur déformation, et donc :

φs =
NV (p)

V
=

N4πR3

3V
, (A.15)

L’expression de la contrainte moyenne peut alors s’écrire en terme de la fraction solide φs et
du nombre de contacts moyen par sphère Z comme :
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Nous avons maintenant l’équation désirée qui relie la contrainte moyenne 〈σ̄〉 à la déforma-
tion macroscopique ē, et qui fait également apparaître la fraction volumique solide φs ainsi que
le nombre moyen de contacts par sphère Z (propriétés statistiques de l’assemblage, supposées
connues).

L’expression de 〈σij〉 pour un champ de déformation arbitraire eij est complexe, mais si nous
considérons maintenant un cas simple d’intérêt pratique, une compression hydrostatique, i.e.,
eij = eδij , alors la relation se simplifie selon :

〈σij〉 = −φsZ(−e)3/2

π2
〈n(C)

i n
(C)
j 〉 , (A.17)

et, pour une compression hydrostatique on a bien sûr 〈σij〉 = −pδij , où p est la pression

moyenne dans l’assemblage de sphères ; d’autre part, nous pouvons calculer la moyenne 〈n(C)
i n

(C)
j 〉

qui vaut à 3D 1
3δij. En remplaçant, nous obtenons la relation qui lie la pression p et la déformation

e dans le cas d’une compression hydrostatique :







p = φsZ(−e)3/2

3π2B
;

e = −(3π2Bp
φsZ

)2/3 .
(A.18)

A.1.2 Déformation incrémentale, Modules élastiques

Nous venons de caractériser un état de référence {R} pour un assemblage de sphères élastiques
en faisant des hypothèses : (1) Déformation affine, (2) Distribution isotrope des contacts. Cet
état de référence {R} est l’état déformé initial (voir figure A.1 (1)) qui va nous permettre de
calculer les modules élastiques du matériau (Cijkl). Cet assemblage est à présent soumis à une
nouvelle déformation incrémentale δeij (voir figure A.1 (2)).

On réitère les hypothèses précédentes : (1) le champ de déformation est uniforme (comme dans
un solide élastique) et le champ de déplacement δ~u qui résulte de cet incrément de déformation
est :

δui = δeijxj , (A.19)

Le centre de la sphère (X) subira donc un incrément de déplacement δ~u(X).
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Si deux sphères élastiques infiniment rugueuses (pas de glissement possible, ”perfect stick”)
amenées initialement en contact par un déplacement ~w0 et ~t0 subissent un déplacement incrémen-
tal δ ~w0 et δ~t0, il a été montré que les incréments des composantes normales δ ~fn et tangentielles
δ ~ft de la force transmise par la surface de contact S(C) sont :







δfn = 2(Rw0)1/2δw0

πB , ;

δft =
4(Rw

1/2
0 δt0)

π(2B+C) , .
(A.20)

En suivant l’analyse de la section précédente, et pour des sphères infiniment rugueuses, la
force incrémentale sur la sphère (A) due à son contact avec la sphère (B) s’écrit :

δ ~f (AB) =
(2R)1/2[(~u(B) − ~u(A)) · n(AB)]1/2

2πB(2B + C)
(2B(δ~u(B)− δ~u(A))+C[(δ~u(B)− δ~u(A)) ·~n(AB)]~n(AB)) ,

(A.21)
En répétant l’analyse précédente en faisant (1) l’hypothèse de champ de déformation uniforme

et (2) l’hypothèse de distribution statistiquement isotrope des sphères, on peut montrer que :
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Cette équation relie l’incrément de contrainte moyenne 〈δσ̄〉 à l’incrément de déformation
δǭ et à la fraction solide φs et le nombre de contacts moyen par sphère Z. Cette équation va
nous donner accès aux modules élastiques effectifs du matériau granulaire ; en effet, le tenseur
de second ordre des modules élastiques effectifs Cijkl est défini par :

〈δσij〉 = Cijkl〈δǫkl〉, (A.23)

On peut alors remonter à l’expression générale pour les composantes du tenseur des modules
Cijkl (combinaisons linéaires des modules élastiques).
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L’expression complexe se simplifie dans le cas d’une déformation initiale hydrostatique eij =
eδij selon :

Cijkl =
3φsZ(−e)1/2

4π2B(2B + C)
[B〈njnk〉δil + B〈nink〉δjl + B〈njnl〉δik + B〈ninl〉δjk + 2C〈ninjnknl〉] ,

(A.25)

On peut calculer les moyennes 〈n(C)
i n

(C)
j 〉 et 〈n(C)

i n
(C)
j n

(C)
k n

(C)
l 〉 ; comme la distribution des

sphères est isotrope, la distribution de contact l’est également et on peut intégrer les directions
de contact sur la surface d’une sphère unité :
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(δijδkl + δikδjl + δilδjk) , (A.27)

et donc en remplaçant ces expressions dans A.25, on obtient :

181



Annexe A. Théorie Elastique de Milieu Effectif : Arrangements de Sphères Bidimensionnels et Tridimensionnels

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (A.28)

où λ = λe, le paramètre de Lame (élastique) effectif de l’assemblage :

λe =
C

10(2B + C)
(
3φ2

sZ2p

π4B2
)1/3 , (A.29)

et µ = µe, le module de cisaillement effectif de l’assemblage :

µe =
(5B + C)

10(2B + C)
(
3φ2

sZ2p

π4B2
)1/3 , (A.30)

En 3D, le module d’incompressibilité K est lié aux deux premiers modules par la relation
Ke = λe + 2/3µe et donc :

Ke =
1

6
{3φ2

sZ2p

π4B2
}1/2 , (A.31)

Et le coefficient de Poisson effectif ν est défini selon :

νe =
λe

2(λe + µe)
=

νg

2(5 − 3νg)
(A.32)

A.1.3 Arrangement ”plan” de sphères

Considérons maintenant un assemblage de sphères élastiques toutes identiques de rayon R et
supposons que les centres de ces sphères soient distribués sur un plan (P ) de surface (S) ; cet
assemblage occupe un volume V et contient un nombre N de particules.

La relation qui lie la contrainte moyenne 〈σij〉 à l’ensemble des forces de contact présentes
sur la surface S est :

〈σij〉 = −R
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Si l’on considère une coupe à travers les N sphères passant par le plan (P ), la fraction
surfacique solide φs s’écrit :

φ =
NπR2

S
, (A.34)

Les hypothèses faites dans ce calcul sont les mêmes que celles faites dans le calcul précédent,
à savoir : (1) champ de déformation uniforme appliqué (l’approximation affine) et (2) assemblage
des sphères statistiquement isotrope.

D’autre part, les expressions des composantes normales fn et tangentielles ft de la force
transmise par la surface de contact sont les mêmes que précédemment, comme on considère des
contacts entre sphères et non pas entre disques.

L’expression de la contrainte moyenne peut alors s’écrire en terme de la fraction surfacique
solide φs, de la déformation macroscopique eij , et du nombre de contacts moyen par sphère n
comme :
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(A.35)

182



A.1. Modules élastiques effectifs d’un assemblage de sphères

Et pour une compression hydrostatique : eij = eδij , la relation se simplifie comme :

〈σij〉 =
4

3

−φsnR(−e)3/2

π2
〈ninj〉, (A.36)

Pour une distribution 2D, nous avons cette fois-ci 〈ninj〉 = 1
2δij et pour une compression

hydrostatique en général, 〈σij〉 = −pδij ; La pression s’écrit donc maintenant :

p =
2

3

φsnR(−e)3/2

π2B
, (A.37)

Une fois l’état de référence obtenu dans la géométrie de distribution plane, nous pouvons
développer le calcul de la même façon pour l’incrément de déformation dans cette géométrie afin
de trouver l’expression générale pour les composantes du tenseur Cijkl qui se simplifie dans le
cas d’une déformation initiale hydrostatique eij = eδij comme :

Cijkl =
φsn(−e)1/2

π2B(2B + C)
[B〈njnk〉δil + B〈nink〉δjl + B〈njnl〉δik + B〈ninl〉δjk + 2C〈ninjnknl〉] ,

(A.38)
On peut calculer les moyennes dans la géométrie plane de 〈ninj〉 et 〈ninjnknl〉 :
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Le tenseur Cijkl s’écrit alors :

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (A.41)

avec λ, le paramètre de Lamé effectif :
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avec µ, le module effectif de cisaillement :

µ =
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En 2D, le module d’incompressibilité est lié aux deux premiers modules par la relation K =
λ + µ et donc :

K =
B + 2C
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)1/3 , (A.44)
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Processus de déformation dans un
matériau granulaire non cohésif
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6.1 Introduction

6.1.1 Plasticité et localisation de la déformation

Aux petites échelles expérimentales du laboratoire comme aux grandes échelles des forma-
tions géologiques, la déformation que l’on rencontre est rarement de nature élastique et répartie
de façon homogène dans le matériau ; on est plus souvent confronté à une déformation inélastique
et localisée souvent de façon intense (c’est-à-dire de forts gradients) ; cette déformation inélas-
tique ou plastique qui est par nature irréversible (au contraire de la déformation élastique) peut
se présenter, et c’est le plus souvent le cas, de façon inhomogène. Ces zones de localisation de la
déformation peuvent se présenter sous des formes très différentes selon les matériaux considérés
(micro-fissures, joints de contacts, fractures, dissolution chimique) ; elles affectent de façon ma-
jeure les propriétés mécaniques et même les propriétés de transport de fluides dans les matériaux
poreux.

Il est important de comprendre comment la présence des inhomogénéités et leur développe-
ment va affecter les paramètres constitutifs des matériaux. Il a été montré que le phénomène de
localisation de la déformation implique de nombreux processus, depuis la croissance de défauts
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microscopiques distribués, l’interaction mécanique qui en résulte sur une échelle mésoscopique et
finalement la coalescence qui entraîne la localisation macroscopique de la déformation.

Si les objets microscopiques peuvent être modélisés théoriquement de façon assez rigoureuse,
le passage à l’échelle macroscopique requiert bien souvent une analyse mathématique complexe et
d’autre part nécessite, pour la résolution, de poser des hypothèses qui sont parfois simplificatrices
ou peu raisonnables pour l’application d’étude finale.

Pour contourner ce problème, l’approche basée sur des lois phénoménologiques simples est
utilisée. Dans le domaine fragile, on va rencontrer la rupture par fracturation macroscopique du
matériau qui se présente sous la forme d’une déformation très localisée ; dans le domaine ductile,
on peut rencontrer à la fois de la déformation homogène ou bien localisée.

6.1.2 Analyse de stabilité : enveloppe élastique et rupture plastique

Bien souvent, le domaine de déformation élastique (réversible) d’un matériau est réduit,
c’est-à-dire borné dans l’espace des contraintes appliquées. On définit alors un critère de rupture
macroscopique au-delà duquel, le matériau ne se comporte plus de façon élastique mais de manière
plastique.

Lorsqu’un matériau est soumis à des contraintes suffisamment faibles, la déformation résul-
tante est petite et élastique, c’est-à-dire réversible. Lorsque la contrainte appliquée dépasse un
seuil ”de résistance”, des déformations irréversibles apparaissent dans le matériau ; le régime de
déformation devient plastique ; ces déformations irréversibles naissent à la micro-échelle et vont
conduire à la rupture macroscopique du matériau. Si les mécanismes microscopiques de défor-
mation à l’origine de cette plasticité sont multiples, ils peuvent être englobés dans un modèle
mécanique de comportement macroscopique unique ; en conséquence, il est souvent difficile de
faire le lien entre une phase de comportement plastique macroscopique et la sollicitation d’un ou
plusieurs processus plastiques microscopiques.

Si σ̄ est le tenseur des contraintes appliquées et ǭ le tenseur des déformations, la réponse du
matériau s’exprime par sa rhéologie contenue dans le tenseur élasto-plastique C ; on lie alors la
déformation à la contrainte selon :

ǭ = Cσ̄, (6.1)

La stabilité du matériau est alors donnée par la valeur de la déformation incrémentale dǭ
résultante de l’application d’un incrément de contrainte dσ̄. Le critère conventionnel de stabilité
caractérisant le passage du régime de déformation élastique au régime de déformation plastique
est le critère de Mohr-Coulomb. On obtient ce critère en traçant la courbe qui relie la valeur
maximum du déviateur des contraintes Q (c’est-à-dire au point de rupture) à la contrainte
moyenne appliquée p ; l’enveloppe élastique est donc représentée dans un espace des contraintes
réduit, l’espace (p,Q) :

– p est la pression effective moyenne p = 1
3σkk (ou p = 1

2σkk en 2D, cas de l’étude qui va
suivre), c’est le premier invariant du tenseur des contraintes effectives σ∗

ij .
– Q est la contrainte déviatorique maximale Q = σ33 − σ11 (telle que σ33>σ22>σ11), (ou

Q = σ22 − σ11 en 2D) ; Q est la racine du second invariant du tenseur des contraintes
déviatoriques.

– La variation d’une des contraintes principales entraîne nécessairement la variation conjointe
de p et Q.

L’enveloppe de Mohr-Coulomb, peut être approximée par une droite dont les paramètres
sont la cohésion c et l’angle de frottement interne ϕ ; cette droite est tangente au cercle de Mohr-
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Coulomb. Sur cette enveloppe, les contraintes normales σn et tangentielles τ sont reliées par la
relation :

τ = tan(ϕ)σn + c = µσn + c , (6.2)

où µ est le coefficient de frottement interne du matériau.

Selon que le matériau considéré possède un comportement plastique associé ou non (donné par
des propriétés de symétrie du tenseur élasto-plastique C), le critère de Mohr Coulomb pourra
rendre compte de l’angle de la surface de rupture macroscopique du matériau lorsque la dé-
formation plastique ”bifurque” vers la localisation de la déformation. Dans le cas des matériaux
non-associés, des instabilités apparaissent avant la limite prédite par le critère de Mohr-Coulomb ;
cette chute de résistance apparaît notamment dans les matériaux granulaires non cohésifs comme
les sables soumis à un état de contrainte asymétrique, c’est-à-dire en présence d’un déviateur
par exemple lors d’un test de compression biaxial classique ; l’apparition de ces instabilités serait
liée au fait que ces matériaux subissent des variations de leur volume en dilatation ; l’apparition
de bandes de cisaillement dans ces matériaux s’accompagne d’une augmentation de son volume.
Il faudrait alors définir d’autres critères de stabilité pour rendre compte de ces comportements.
Ce n’est que par la compréhension des conditions d’apparition des bandes de cisaillement et des
mécanismes microscopiques mis en jeu lors de cette déstabilisation, qu’une analyse de stabilité
adéquate pourrait être développée. Il faut donc étudier et faire le lien entre la localisation de la
déformation et les variables microscopiques d’un matériau granulaire ; c’est dans cette perspec-
tive que nous conduisons cette étude numérique en modélisant des tests de compression biaxiale
sur des échantillons granulaires numériques.

6.1.3 Résultats expérimentaux et numériques antérieurs

Dans un test mécanique de type déformation plane, un matériau granulaire dense est dans
un premier temps déformé de façon homogène. Autour du pic de contrainte, par contre, la
déformation se localise soudainement selon de fines bandes (les bandes de cisaillement), et la
contrainte chute rapidement vers un état de contrainte résiduel. La localisation de la déformation
est à l’heure actuelle un objet d’étude à la fois théorique mais aussi expérimental. Cependant,
malgré ces nombreuses études, les mécanismes de micro-déformation qui sont à l’origine de la
naissance et du développement des bandes de cisaillement n’est pas encore très bien connu. C’est
en partie à cause du fait qu’il n’est pas possible d’observer les micro-processus qui prennent place
au sein de la roche. C’est pourquoi les simulations numériques sont de plus en plus utilisées pour
palier à cette difficulté.

Oda and Kazama [114] ont observé la microstructure des bandes de cisaillement développée
dans plusieurs sables naturels ; Les résultats qu’ils ont obtenus sont les suivants : de larges
espaces vides sont générés au sein des bandes de cisaillement alors que la déformation cisaillant
est concentrée. Les particules ont des mouvements de rotation importants dans les bandes de
cisaillement de telle sorte que de forts gradients de rotation sont générés. Chaque particule
peut se déplacer par rapport à une particule voisine soit par glissement soit par roulement. Le
rôle dominant du glissement a été considéré avec succès dans les théories de résistance et de
dilatance des sols granulaires. Des résultats expérimentaux nous montrent cependant que, plutôt
que le glissement, le roulement est un mécanisme de micro-déformation dominant entraînant une
dilatance importante du matériau granulaire.
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6.1.4 Conditions initiales des tests de compression biaxiale

Dans ce chapitre, nous allons étudier les micro-mécanismes de déformation qui conduisent à
la localisation sous forme de bandes de ’cisaillement’ ; les résultats présentés sont préliminaires ;
Du fait de soucis matériels liés au cluster de calcul de l’ENS, nous n’avons pu réaliser que 3
jeux de simulations pour cette étude ; Ce sont donc des simulations qui ne sont pas parfaitement
calibrées du point de vue des conditions initiales, surtout au niveau de la pression de confinement.
En effet, les systèmes que nous utilisons ont été équilibrés initialement à une pression de 10MPa ;
or, nous souhaitions réaliser une étude des effets de la pression de confinement sur les processus
de déformation ; il aurait donc été nécessaire d’équilibrer pour chaque pression de confinement
un échantillon pour que les conditions initiales soient le plus propres possible ; Aux conditions
initiales de chargement, nous avons donc appliqué aux échantillons équilibrés à 10MPa des
pressions de confinement inférieures ou supérieures ; le résultat est une période transitoire où le
système se dilate ou se comprime selon la pression de confinement appliquée ; très rapidement,
les systèmes atteignent les conditions d’état de contrainte souhaitée et le chargement suit son
cours.

6.2 Simulations Numériques

6.2.1 Préparation des échantillons numériques

Propriétés de l’assemblage et protocole de préparation

L’assemblage initial se compose d’un mélange bidisperse de 10000 particules ; la déviation
de rayon δR est de 10% par rapport au rayon moyen d’une valeur de 〈R〉 = 0.1mm ; la den-
sité des particules est fixée à 2500 kgm−3. Les propriétés mécaniques de l’assemblage initial
dépendent avant tout des constantes physiques de contact, c’est-à-dire des rigidités normales kn

et tangentielles kt ; elles sont fonction du modèle de contact utilisé ; c’est le modèle de contact
de Hertz-Mindlin qui est utilisé dans cette étude et les rigidités de contacts sont fonction des
propriétés élastiques des grains modélisés, en l’occurrence, un module de cisaillement µg = 30
GPa et un coefficient de Poisson νg = 0.2 mais également du taux de déformation normale au
contact puisque le modèle de contact est non-linéaire (∝ w1/2). Le choix de ces constantes est de
grande importance, surtout si l’on souhaite comparer les résultats des simulations à des résultats
issus de tests sur des échantillons granulaires réels en laboratoire.

Le protocole de préparation initial des échantillons numériques à l’équilibre statique est le
même que celui décrit dans les chapitres précédents. On rappelle que cette préparation est consti-
tuée d’une première phase de compaction à partir d’un gaz granulaire et d’une autre phase de
densification pour atteindre un équilibre statique à une pression p déterminée ou bien à un état
de fraction solide φs donné. Pour réaliser la meilleure densification possible au cours de cette
préparation initiale du système, premièrement les grains sont choisis comme étant non frottants,

c’est-à-dire que le coefficient de friction entre les particules est nul (µ
(c)
f = 0), et un mécanisme

numérique de servo-contrôle sur le taux de déformation macroscopique ¯̇ǫ du système périodique
est utilisé (se référer au Chapitre 4).

Les échantillons granulaires numériques ont donc été consolidés sous une contrainte uniforme
p0 = 1

2(σ11 + σ22), sans friction, et sans prise en compte de la gravité ; par conséquent, les
échantillons obtenus sont parfaitement isotropes

Une fois l’état d’équilibre statique obtenu (〈Z〉 → 0, p → pd, φs → φs, 〈ẋ〉 → 0, 〈ω〉 → 0), les
conditions de frontières périodiques (se référer au Chapitre 1) vont être supprimées dans toutes
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u2(x,|y|=L2/2)=ε22x2

Fig. 6.1 – Conditions aux limites verticales de l’échantillon pour un test de chargement biaxial :
construction de parois rigides par interception de particules avec deux droites horizontales proches
des limites inférieures et supérieures de l’échantillon ; les particules interceptées auront un mou-
vement de translation rigide selon des vitesses fixées par le taux de déformation macroscopique
imposé au système.

les directions de l’espace et remplacées par de nouvelles conditions. La déformation ultérieure de
l’échantillon de particules est contrôlée par quatre conditions couplées deux à deux, verticalement,
en haut et en bas, et horizontalement, à gauche et à droite.

Les conditions aux frontières

Les parois granulaires rigides de chargement Les conditions de frontières périodiques
inférieures et supérieures sont donc supprimées et remplacées par des conditions de mouvement
rigide ; toutes les particules dont les positions des centres vérifient |y − yB| < R et |y − yT | < R
seront considérées comme ayant le mouvement d’un seul et même corps rigide ; à l’état initiale,
les particules interceptées ont un déplacement nul ~u = 0 ; de cette façon l’équilibre statique de
l’échantillon est conservé. Par la suite, au moment où nous commencerons le test de chargement
biaxial, ces parois granulaires rigides se déplaceront dans le plan vertical pour appliquer le char-
gement à l’échantillon ; le mouvement de ces parois peut être dicté soit par une condition de
contrainte imposée σ̄ soit par une condition de déformation imposée ǭ ; dans cette étude, nous
travaillerons à déformation imposée. Les particules encadrées par les parois rigides constituent
notre échantillon granulaire, et les particules à l’extérieur sont supprimées du système numérique.

Les membranes latérales flexibles de confinement Les membranes flexibles granulaires
ont été introduites pour simuler l’action des membranes flexibles réelles utilisées dans les tests
triaxiaux expérimentaux pour transmettre la pression de confinement de l’huile sur l’échantillon
de façon imperméable. Les frontières latérales de l’échantillon sont composées de particules liées
sur une chaîne par des liens virtuels et peuvent être en contact localement les unes avec les
autres ou non ; elles sont directement en contact avec les particules qui composent l’échantillon
granulaire. Des forces centrales horizontales sont appliquées sur ces particules appartenant à la
membrane qui seront transmises à l’échantillon par les forces de contact ; l’intensité des forces
extérieures est globalement fixée par la valeur donnée à une pression de confinement pc et loca-
lement par la longueur des segments qui lient les particules voisines sur la chaîne que constitue
la membrane (voir figure 6.2(b)).

~fm
1 =

L1

2
σ11 ~n1 +

L2

2
σ11 ~n1 (6.3)
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rmax

θext

(a)

n1

n2

F
(p)

σ
(m)

(b)

Fig. 6.2 – Conditions aux frontières latérales pour un test de chargement biaxial : (a) méthode
de construction des membranes granulaires latérales flexibles par un double critère de sélection

des particules sur les bords, à la fois de distance et angulaire ; (b) force f
(p)
m s’appliquant sur

la particule (p) de la membrane m, dont la direction est horizontale et le module est contrôlé
localement par les longueurs des deux segments de membranes auxquels appartient la particule
(p), et plus généralement par l’intensité de la composante horizontale du tenseur de contraintes
pc = σ̄ext

11 .

où σij est le tenseur des contraintes prescrit et n1 et n2 sont les vecteurs unités normaux des
deux segments de membranes auxquels appartient la particule (p).

Techniquement, ces membranes sont donc composées de particules connectées entre elles selon
la direction verticale et forment une chaîne qui prend son origine à la base de l’échantillon au
niveau de la paroi rigide inférieure et s’étend verticalement jusqu’au sommet de l’échantillon au
niveau la paroi rigide supérieure.

A la manière du comportement mécanique du matériau flexible qui constitue les membranes
expérimentales en laboratoire, cette membrane granulaire est elle aussi flexible dans la mesure
où elle peut se dilater ou se comprimer par insertion ou exclusion locale de particules.

Pour générer numériquement ces membranes latérales à partir des particules les plus exté-
rieures de l’échantillon granulaire, il n’y a qu’un paramètre à définir, il s’agit de la distance rm

qui correspond à la longueur maximale que pourront avoir les segments de membranes définies
là les centres de deux particules voisines appartenant à cette membrane (voir figure 6.2(a)).

Si nous considérons une particule (k) quelconque de la membrane, pour déterminer quelle
sera la particule suivante (k+1) à inclure dans la chaîne de particules, il faut parcourir l’ensemble
des particules dans le voisinage immédiat de la particule (k) défini par le cercle de rayon rm.
Parmi toutes ces particules, une seule sera choisie, et ce sera celle dont :

– (1) la position du centre forme avec le centre de la particule (k) un angle θ vers l’extérieur
par rapport à l’axe de référence verticale (θ = π/2) le plus grand possible.

– (2) la distance |xk, xk+1|, bornée par rm soit la plus grande possible.

En suivant ce protocole depuis la paroi granulaire rigide de chargement inférieure, on remonte
de particule en particule à la paroi supérieure, et la chaîne est construite. Ce protocole de géné-
ration des membranes flexibles que nous avons implémenté s’est révélé particulièrement robuste
au cours des simulations ; la membrane s’adapte correctement aux déformations de l’échantillon
en se dilatant ou en se contractant.

Il y a deux façons de s’assurer qu’une fois la membrane initiale construite, celle-ci s’adapte
correctement au cours de la déformation aux déviations locales de la forme de l’échantillon :

– (1) Soit il faut mettre à jour relativement souvent la liste des segments de membrane pour
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s’assurer que certaines particules puissent quitter ou bien intégrer la membrane. Cette
technique a été mise en oeuvre cependant, elle s’est révélée trop pénalisante en terme de
temps de calcul si elle est réalisée à chaque cycle de calcul, ou bien trop complexe pour
définir un critère simple de rafraîchissement ; une solution peut consister à rafraîchir la liste
après une certain nombre de cycles de calcul.

– (2) L’autre méthode consiste simplement à générer de zéro les membranes depuis les parois
à chaque cycle ou bien après un certain temps (une fois encore le critère n’est pas simple à
définir). Pour cela, il faut générer alternativement la membrane depuis la base de l’échan-
tillon, puis depuis son sommet ; en effet, ceci permet d’adapter très légèrement la surface
de la base ou du sommet de l’échantillon granulaire au court de la déformation ( de l’ordre
d’un 1 ou 2 grains en fonction de l’intensité du chargement) ; dû à la déformabilité locale de
la membrane, au plus proche des parois rigides, il se peut que localement le mouvement de
certains grains vers l’extérieur devienne délicats à gérer à partir de la particule d’origine de
la membrane ; il faut alors définir la particule voisine extérieure comme la nouvelle origine
de la membrane. En alternant le sens vertical de la construction de la membrane (bas →
haut, haut ← bas), c’est la procédure de construction au cycle n qui se charge de choisir
la particule de la paroi rigide qui sera la nouvelle origine de la construction en sens opposé
au cycle suivant n + 1. Cette technique s’est révélée efficace.

Les propriétés de friction de contacts

Si les particules étaient considérées comme non frottantes au cours du protocole de prépa-
ration de l’échantillon afin d’obtenir une densification maximale ; les contacts n’opposant pas
de résistances transversales, les particules peuvent se réorganiser dans un état très dense. Par
contre, lors des tests de chargement biaxiaux, la friction est rétablie au contact de toutes les
particules, pour modéliser le comportement rugueux des contacts dans les agrégats granulaires
réels. Le coefficient de friction est identique pour tous les contacts entre particules de l’échantillon
numérique tel que µf = 0.3.

Au niveau des frontières du système, on peut par contre choisir d’autres conditions de friction
si on le souhaite :

– Au niveau des deux parois granulaires rigides de chargement, le coefficient de frictions
de contacts entre les particules de l’échantillon et celles des parois granulaires µparoi

f est
choisi à une valeur identique au coefficient de friction des autres contacts de l’échantillon,
c’est-à-dire à µf = 0.3.

– En ce qui concerne les propriétés de contacts au niveau des frontières latérales, aucune fric-
tion n’a été posée aux contacts entre les particules internes de l’échantillon et les particules
solidaires de la membrane, pour modéliser les caractéristiques lisses des membranes réelles.

Les conditions de chargement biaxial

Les axes du repère orthogonal de référence sont les suivants : l’axe 1 est l’axe horizontal
correspondant à la direction d’application des forces de confinement ~fm (soit fm

1 , fm
2 = 0) sur

les particules composant les membranes flexibles ; l’axe 2 est l’axe vertical, celui qui correspond à
la direction de chargement axial du système par le déplacement imposé des particules composant
les parois rigides (soit ǫ̇p

22 , ǫ̇p
11 = 0).

En réalisant un test biaxial de la sorte, au sein de l’échantillon granulaire, la contrainte
verticale σ22 est augmentée alors que la contrainte horizontale σ11 est conservée constante à pc,
si la pression d’équilibration initiale du système p0 a la valeur de la pression de confinement. Si
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ce n’est pas le cas, σ11 diminuera ou augmentera au démarrage du test biaxial pour se stabiliser
dans un délai raisonnable à la valeur de pc. Cependant, il est préférable d’avoir des conditions
propres pour la réalisation des essais et par conséquent, il serait souhaitable d’avoir autant
d’échantillons numériques équilibrés aux pressions p0 que d’expériences numériques aux pressions
de confinement pc. Dans le cadre de cette étude, à cause de contraintes de temps et de capacités
de calculs à notre disposition, nous n’avons pas préparé autant d’échantillons que de conditions
de pressions de confinement étudiées ; un échantillon préparé à la pression p0 = 10MPa a été
utilisé pour tous les essais biaxiaux. Aux pressions inférieures ou supérieures, un état transitoire
d’ajustement de la pression horizontale σ11 (influe sur σ22) est donc à prendre en considération.
Cette étude, comme nous l’avons mentionné, a un caractère de travail préliminaire fournissant
des résultats intéressants mais, qui nécessiterait d’être réalisée dans un cadre plus propre du
point de vue des conditions de pressions initiales.

En ce qui concerne les conditions de chargement par les parois rigides, un taux de déforma-
tion ˙ǫ22 a été choisi, permettant d’atteindre ≈ 4% de déformation axiale en un délai de calcul
raisonnable (de l’ordre de 105 cycles, suivant les simulations). La déformation axiale ǫ22 est donc
égale au déplacement relatif entre les frontières inférieures et supérieures divisé par la hauteur
initiale de l’assemblage de référence.

Nous adopterons les conventions de contraintes compressives positives et déformations com-
pactantes positives, ce qui correspond à un raccourcissement et à une réduction de la porosité
et comme nous l’avons vu, nous choisirons σ22 pour la composante de contrainte principale
maximum et σ11, pour la composante de contrainte principale minimum

6.2.2 Les données mécaniques caractéristiques

Nous allons tout d’abord présenter les résultats des simulations numériques de tests biaxiaux
réalisés à des pressions de confinement pc les plus proches de la pression d’équilibre de préparation
de l’échantillon de référence (p0 = 10MPa), c’est-à-dire 8MPa et 10MPa. Regardons les ré-
sultats sur les données mécaniques classiques, à savoir sur les courbes de contrainte-déformation,
et sur l’évolution des volumes.

Les courbes de contrainte-déformation

Sur la figure 6.3, on présente l’évolution des contraintes σ11 et σ22 en fonction de la défor-
mation ǫ22 pour deux tests biaxiaux réalisés à des pressions de confinement proches pc = 8MPa
et pc = 10MPa. Les courbes sont très similaires en forme ; dans les deux tests, les échantillons
voient leurs contraintes axiales augmenter alors que la déformation augmente ; ils atteignent tous
les deux un pic de contrainte dont le rapport avec la pression de confinement est d’environ 2 à
2.5. Immédiatement après ce pic, la contrainte chute ; cet adoucissement est généralement asso-
cié à un phénomène de localisation de la déformation dans les agrégats granulaires denses. On
constate que la chute est plus marquée pour le test réalisé à la pression de confinement la plus
élevée.

Contrairement à des travaux récents de Oda, nous n’incluons pas dans notre modèle de
résistance à la rotation des particules ; ils ont montré qu’en introduisant cette résistance, il était
possible d’augmenter de façon conséquente la résistance de l’échantillon en terme d’intensité de
la contrainte axiale au pic (rapport de 4 entre les contraintes axiales et horizontales).

Sur la figure, nous constatons également que la transmission de la pression de confinement à
l’échantillon granulaire à travers les membranes flexibles fonctionne correctement ; Tout au long
du chargement et de l’augmentation de la déformation, σ11 reste très proche de la valeur de pc.
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Fig. 6.3 – Courbes de contraintes (horizontale σ11 et verticale σ22) - déformation (axiale ǫ22) au
cours d’un chargement biaxial sous une pression de confinement Pc = σext

11 = 8MPa et 10MPa
dans un échantillon granulaire composé approximativement de N ≈ 7500 grains. La contrainte
axiale augmente jusqu’à atteindre un pic pour un rapport de contrainte de 2 (pics à ≈ 18, 5MPa
à 1.5% de déformation et 26MPa à 2.0% de déformation) à 2.5 selon la pression de confinement,
ensuite la contrainte chute ; cet adoucissement est communément attribué à la localisation de la
déformation.
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Nous observons une légère oscillation initiale avant stabilisation pour l’échantillon à la pression
de confinement pc = 8MPa. Comme nous l’avons évoqué, ceci vient des conditions initiales
de pression p0 de l’assemblage de référence ; l’échantillon granulaire ajuste sa contrainte depuis
p0 = 10MPa à σ11 = pc d’où les oscillations initiales qui s’amortissent rapidement.

Effets du chargement sur les volumes

L’autre donnée mécanique généralement étudiée dans les essais biaxiaux se rapporte aux vo-
lumes ; on suit par exemple l’évolution de la déformation volumique ǫs qui est égale au changement
de volume divisé par le volume de référence initiale ; En faisant l’hypothèse que la déformation de
la matrice est négligeable, on associe cette évolution de volume de l’échantillon au changement
de porosité. Cependant, dans un matériau granulaire, on pourrait penser que la déformation aux
contacts des grains n’est pas négligeable ; nous confirmerons que les deux quantités, changement
de volume et changement de porosité sont bien associées et que le volume de la matrice granulaire
est donc bien constant.

Problème posé Contrairement aux autres études que nous avons menées et que nous avons
présentées dans les chapitres précédents, le calcul du volume du matériau granulaire était rela-
tivement simple en effet, en conditions de frontières périodiques, les frontières sont caractérisées
par des objets géométriques bien définis (ligne, plan) tel que S = L1 ∗L2 ; dans cette étude, nous
avons modifié les conditions aux frontières ; si les frontières horizontales restent bien définies par
des plans, ce n’est plus le cas des frontières latérales qui sont par natures flexibles et donc de
géométrie courbe. Comment dans ces conditions calculer le volume du matériau granulaire qui
se déforme.

– (1) Une technique intéressante serait de construire une triangulation de Delaunay dont les
noeuds seraient les centres de toutes les particules de l’assemblage. Ce pavage triangulaire
de l’espace nous permettrait alors de calculer la surface totale du matériau même déformé
par sommation de l’ensemble des surfaces des éléments triangulaires. Cette méthode est
tout à fait envisageable, et nous l’avons d’ailleurs implémenté dans le programme numérique
que nous avons développé ; cependant, ces simulations étant préliminaires, nous n’avons
pas eu le loisir lors des simulations de calculer les surfaces par cette méthode. Nous avons
donc réalisé un post-traitement comme nous allons l’expliquer pour accéder à la même
information.

– (2) La technique que nous avons utilisée est la suivante ; pour visualiser le déroulement
de nos simulations et interpréter les résultats des données, il est souvent intéressant de
construire une représentation visuelle des données ; c’est ce que nous avons fait en géné-
rant des images dans un format vectoriel (ceci permet d’agrandir l’image sans perdre en
qualité) ; nous avons par exemple généré des images des échantillons granulaires en repré-
sentant chaque particule et les segments de membrane flexible membrane au cours de la
déformation. Finalement, nous pouvons traiter ces images numériques comme le ferait un
expérimentaliste sur des images de lames minces. Les images étant vectorielles nous pou-
vons augmenter la résolution dans la limite de la mémoire de l’ordinateur (meilleure est la
résolution, meilleure est la précision sur les valeurs des volumes). En calculant la surface
occupée en pixels par les particules (les objets vectoriels) et celle occupée par la totalité de
l’échantillon (lignes de pixels entre les membranes flexibles), nous avons accès à la surface
de la phase solide et à la surface totale ; ces deux informations nous permettent donc de
calculer, le changement de volume et le changement de porosité du matériau. Mais tout
d’abord, il est nécessaire de calibrer la méthode pour s’affranchir des effets de résolutions.
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Fig. 6.4 – Calibration de la méthode de détermination de la porosité de surface φ par analyse
d’images sur des assemblages granulaires compressés à des pressions croissantes (φ = φ(p), voir
Chapitre 4) ; les images vectorielles (PostScript) générées à partir des positions des particules sont
pixélisées avec une résolution suffisante (>300 pixels/cm) pour pouvoir procéder à un comptage
de pixels fiable ; la méthode analytique (conditions de frontières périodiques) et la technique
d’analyse d’image sont en excellent accord.

Calibration de la méthode Sans objet géométrique simple, il n’est plus possible de définir
la porosité comme φ = 1− Sg

ST
, car on ne sait plus définir ST comme Lx ×Ly, Lx n’ayant plus de

sens, les frontières étant flexibles ; nous avons Lx = Lx(y), nous avons donc recours à l’analyse
des images vectorielles générées.

– Nous pixelisons ces images à l’aide du logiciel Adobe PhotoShop avec différentes résolutions
et en jouant sur les contrastes et la luminosité, nous passons l’image en dégradé de gris
dans un format binaire (noir et blanc), l’histogramme de l’image nous fournit le nombre
nn de pixels noirs correspondant à la matrice. Le nombre de pixels blancs ne correspond
pas uniquement à la porosité, car l’image est plus large que l’échantillon.

– Pour accéder à la porosité, il faut donc accéder au volume de l’échantillon ; en utilisant un
outil de remplissage, nous colorions l’extérieur et cette fois nous avons accès au nombre nb

de pixels blancs.

La surface de la matrice est donc nn (c’est-à-dire surface des N particules sphériques moins la
surface d’interpénétration), celle de la porosité nb et la surface de l’échantillon est nn +nb ; pour
calibrer les surfaces , nous connaissons la surface d’un grain qui donne la dimension. Cependant,
la porosité peut être obtenue simplement par :

φ = 1 − nn

nb + nn
, (6.4)

et

∆S =
(nb + nn(ǫ22) − nb + nn)(ǫ22 = 0)

nb + nnǫ22 = 0
. (6.5)
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Fig. 6.5 – Evolution de la surface S de l’échantillon et de la porosité surfacique φ au cours
du chargement, calculées par post-traitement d’images vectorielles générées ; après une première
phase de compaction jusque 20000−30000 cycles, (0.3% de volume et 0.3% de porosité on vérifie
ainsi l’hypothèse de matrice homogène, l’interpénétration n’évolue pas φs ≈ cste), l’échantillon
se dilate (à la fin du chargement, on a −0.7% de surface et −0.7% de porosité).

Nous avons testé et vérifié cette technique d’estimation de la porosité sur les échantillons
numériques 2D préparés en conditions de frontières périodiques et présentés au chapitre 4 (voir
figure 6.4) ; ces échantillons ont été préparés avec des conditions de frontières périodiques et leurs
dimensions sont donc connues ; la dépendance en pression de la porosité donnée par la définition
de la porosité φ = 1 − N4πR3

3L1L2
est en bon accord avec les valeurs que nous obtenons avec la

méthode de calcul par analyse d’image que nous venons de détailler.

Nous possédons donc un moyen fiable pour estimer à posteriori la porosité locale dans nos
simulations de tests biaxiaux utilisant la condition de frontière de membrane flexible en tirant
parti des images vectorielles générées.

Evolution du volume et de la porosité Sur la figure 6.5, on présente l’évolution de la
déformation surfacique ainsi que de la porosité surfacique de l’échantillon granulaire préparé à
la pression p0 = 10MPa et soumis au chargement biaxial. La déformation est compressive dans
une première phase qui correspond à l’augmentation de la contrainte déviatorique en figure 6.3,
jusqu’au pic de contrainte. On a donc une diminution à la fois de la surface et de la porosité de
l’échantillon. Lorsqu’on approche du pic de contrainte, l’évolution des volumes se traduit par de la
dilatance, et au niveau du pic, l’échantillon retrouve globalement le niveau des surfaces initiales ;
la dilatance se poursuit de façon régulière après le pic pendant la phase d’adoucissement et de
fluctuation de la contrainte axiale.

Comme on peut le voir également sur les simulations d’Oda, les minimums de volume ne
correspondent pas exactement au maximum de contrainte ; il intervient un peu avant, lorsque la
courbe de contrainte commence à s’infléchir par rapport à son évolution initiale. Il y a donc un
phénomène pré-pic qui tend à faire à la fois diminuer l’augmentation de la contrainte et à faire
passer l’échantillon dans un mode de dilatance. Pour comprendre ces phénomènes, nous allons
étudier les propriétés géométriques des réseaux de contacts et de forces auxquels nous avons accès
dans nos simulations numériques.
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6.2.3 Les propriétés des réseaux de contacts et de forces

Evolution de la coordinence moyenne

Sur la figure 6.7, on peut voir que globalement, la coordinence moyenne des échantillons
granulaires chute de 5% à 10% selon la phase de déformation que l’on regarde. Aux conditions
initiales ǫ22 = 0, on observe une petite diminution de coordinence qui correspond à la mise en
place des conditions de frontières rigides horizontales des parois granulaires ; en effet, ces parois
sont composées de particules qui à l’extérieur de l’échantillon ne sont plus en contact avec aucune
autre particule, d’où la diminution de 〈Z〉 observée vers depuis 4.2 vers 4.1 et 4.

Lors de la montée initiale en charge, on observe une très légère augmentation du nombre de
contacts pour l’échantillon préparé à 10MPa de l’ordre de 1% à 4.1 ; pour l’échantillon préparé
à 8MPa, on n’observe pas d’augmentation mais une fluctuation due à l’ajustement initiale à
la pression de confinement p0 → pc. Ensuite la coordinence chute jusqu’au niveau des pics de
contrainte de 5% à 10% selon les échantillons ; c’est, nous l’avons vu, pendant cette phase que
la déformation passe du mode compactant au mode dilatant et que l’évolution de la contrainte
s’infléchit. Au-delà des pics de contrainte, on n’observe plus d’évolution de la coordinence sauf
pour de légères fluctuations autour de 3.7 ; nous avons vu que, pendant cette phase, la déformation
restait dilatante.

Evolution de la texture granulaire

Alors que la probabilité d’orientation des directions de contacts P (θ) était homogène à l’état
statique, l’application d’un chargement axial entraîne l’apparition de directions de contacts pri-
vilégiées dans la direction verticale de chargement bien sûr mais aussi dans les deux directions
intermédiaires à 45 degrés comme on le voit sur la figure 6.8 ; lorsque le chargement est poursuivi,
on n’observe pas de réelles modifications de la texture granulaire.

Evolution de la distribution des forces de contact

Nous avons calculé l’évolution des fonctions de distribution des intensités des forces P(f/〈f〉)
présentées en figure 6.9, en fonction de la déformation axiale. En observant ces distributions, nous
n’observons pas de changements importants au cours du chargement ; en revanche, nous observons
une différence significative de l’allure de ces distributions avec la distribution de l’assemblage
initial à l’état statique qui suit une loi gaussienne ; pour les distributions, pendant le chargement,
nous remarquons que certains assemblages ont des forces dont les intensités sont très hétérogènes
et obéissent à une loi qui ressemble à une loi exponentielle :

P(f/〈f〉) = P(f/〈f〉 = 1)exp[β(1 − f/〈f〉)] , (6.6)

où a été déterminée une valeur β ≈ 1.40, tandis que les faibles forces obéissent plutôt à une
loi puissance :

P(f/〈f〉) = P(f/〈f〉 = 1)(f/〈f〉)−α , (6.7)

où a été déterminée à la valeur α ≈ 0.15.

Interprétation

Contrairement à l’état statique initial, où la direction des forces de contact est homogène,
dès que l’on applique le chargement, les directions de contacts se réorientent ; une direction de
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 6.6 – Evolution du réseau de forces normales de contacts f
(c)
n à différents stades de déforma-

tion axiale ǫ22 = (a) ≈ 0%, (b) 0.5%, (c) 1.0%, (d) 1.5%, (e) 2.0%, (f) 2.5%, (g) 3.0%, (h) 3.5%, (i)
≈ 4.0%, lors d’un test de compression biaxial pour une pression de confinement pc = 8MPa ; la
largeur du segment qui relie les centres des particules en contact est proportionnelle à l’intensité
de la force.
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Fig. 6.7 – Evolution de la coordinence moyenne 〈Z〉 des échantillons granulaires en fonction
de la déformation axiale ǫ22 pour des tests de chargement biaxiaux réalisés à des pressions des
confinement Pc = 8MPa et Pc = 10MPa.
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Fig. 6.8 – Evolution de la probabilité d’orientation des directions de contacts P (θ) (π-périodique)
au cours du chargement : (a) texture initiale à l’équilibre statique, (b) modification de la texture
lors du chargement (1) aussitôt qu’on applique le chargement on voit apparaître trois directions
privilégiées, dans la direction axiale de chargement et dans les deux directions à 45 degrés, (2)
et (3) par la suite, la texture n’évolue pas de manière significative.
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Fig. 6.9 – Evolution de la distribution des forces de contact P(f/〈f〉) dans un échantillon soumis
à un test de chargement biaxial pour une pression de confinement de Pc = 8MPa.

contact privilégiée correspond à la direction de la contrainte principale σ22 et les deux autres
directions sont globalement à 45 degrés de cette direction. Si l’on s’intéresse au réseau des forces
(voir figure 6.6), on voit que la contrainte axiale n’est pas supportée de façon uniforme par toutes
les particules, mais est plutôt transmise verticalement de façon hétérogène par une structure de
chaînes de forces dont l’élongation correspond à la direction verticale ; on a donc des colonnes de
particules qui concentrent les contraintes et supportent le chargement du système.

Ces phénomènes de structuration des réseaux de forces, pour supporter un chargement, ont
été observés dans les matériaux granulaires réels et dans d’autres études numériques et sont une
propriété commune à ces matériaux.

Il est probable que cette restructuration des réseaux de contacts joue un rôle important dans
l’évolution des propriétés comme la chute de la coordinence moyenne ; si des directions de contacts
sont privilégiées, on doit avoir création de contacts selon ces directions mais aussi ouverture selon
d’autres directions puisque globalement 〈Z〉 diminue pendant le chargement.

De façon intéressante, on observe que les chaînes de forces s’infléchissent en certains endroits
du matériau lorsque la déformation devient plus importante, nous allons voir que cette évolution
est intimement liée à la localisation de la déformation dans le matériau granulaire.

6.2.4 La localisation de la déformation

Indicateurs de ruptures

Evolution du champ de vitesse Sur les figures 6.10 et 6.11 sont présentées les directions
des vecteurs de vitesses instantanées des particules à différents stades de la déformation axiale
ǫ22 pour différentes pressions de confinement p0 = 1MPa et p0 = 10 MPa.

Pour le cas où la pression de confinement est faible, p0 = 1MPa, on constate que, après une
première phase de déformation très courte (≈ 0.5%) où le champ de vitesse dans l’échantillon
est relativement homogène, la localisation de la déformation apparaît au sein de deux bandes
de faibles épaisseurs orientées perpendiculairement l’une par rapport à l’autre ; une des bandes
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 6.10 – Vitesses translationnelles des grains à différents stades de déformation axiale ǫ22 =
(a) ≈ 0%, (b) 0.5%, (c) 1.0%, (d) 1.5%, (e) 2.0%, (f) 2.5%, (g) 3.0%, (h) 3.5%, (i) 4.0%) pour un
test de compression biaxial sous une pression de confinement de Pc = 1MPa ; le segment donne
la direction du mouvement et sa longueur est proportionnelle à la vitesse.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 6.11 – Vitesses translationnelles des grains à différents stades de déformation axiale ǫ22 =
(a) ≈ 0.%, (b) 0.5%, (c) 1.0%, (d) 1.5%, (e) 2.0%, (f) 2.5%, (g) 3.0%, (h) 3.5%, (i) ≈ 4.0% pour
un test de compression biaxial sous une pression de confinement de Pc = 10MPa ; le segment
donne la direction du mouvement et sa longueur est proportionnelle à la vitesse.
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prend son origine dans le coin supérieur droit de l’échantillon et se termine de l’autre coté à
gauche dans la partie intermédiaire ; l’angle que fait cette bande avec l’horizontale est d’environ
45 degrés ; une autre bande traverse l’échantillon dans sa largeur depuis la partie supérieure
gauche vers la partie inférieure droite de l’échantillon ; l’angle que fait cette seconde bande avec
l’horizontale vaut également 45 degrés. On constate que suivant l’intensité de la déformation
axiale, une bande apparaît plus tôt que l’autre ; elles semblent donc jouer alternativement l’une
après l’autre pour localiser la déformation.

Les grains présents dans la partie supérieure de l’échantillon se déplacent en diagonale vers
le bas et ceux présents dans la partie inférieure se déplacent en diagonale vers le haut, et selon
la bande mobilisée, la composante latérale de leurs déplacements est opposée de part et d’autre
de cette frontière. C’est à l’extérieur de ces zones de faibles épaisseurs qu’il y a un mouvement
relatif significatif des grains alors que dans la bande les mouvements semblent très faibles et
un peu désordonnés en direction. Si l’on traçait un profil de vitesse qui traversait la bande, on
observerait des gradients de vitesses faibles loin de la bande et des gradients élevés au plus proche
de la bande. Si on repère en moyenne le nombre de grains qui ont une vitesse négligeable à travers
cette bande, on peut dire que son épaisseur moyenne est de l’ordre de 3−5 tailles de grains selon
les endroits, c’est-à-dire de 3% à 5% de la dimension verticale de l’échantillon.

Dans le cas où la pression de confinement est plus importante, pour p0 = 10 MPa, on constate
également que, après une seconde phase de déformation de 0% à ≈ 2.0% où le champ de vitesse
dans l’échantillon est relativement homogène, la localisation de la déformation apparaît cette fois-
ci au sein d’une seule bande de faible épaisseur également orientée à ≈ 50 degrés de l’horizontale ;
elle prend son origine dans le coin inférieur droit et traverse l’échantillon dans sa largeur en
diagonale. L’épaisseur de la bande est plus difficile à calculer dans ce cas ; par endroit, elle a l’air
de se réduire à l’épaisseur d’un contact uniquement, et en d’autre endroit, nous observons des
champs de vitesses courbés dans la bande sur une épaisseur de quelques grains. Ce qui est par
contre très net ce sont les fluctuations très importantes du champ de vitesses. Par instant, la
mobilisation des grains de part et d’autre de la bande est faible et, à d’autre moment, on observe
des pics d’activité ; c’est ce que nous allons voir en étudiant la mobilisation des particules et des
contacts au cours de la déformation.

Dans le modèle de rupture de Mohr Coulomb, les zones de rupture sont supposées être des
plans de glissement orientés selon un angle qui minimise la force de cisaillement ce qui donne un
angle d’à peu près 30 degrés par rapport à la verticale. Dans nos simulations nous observons des
angles un peu plus forts de l’ordre de 40 − 45 degrés.

Evolution de l’énergie cinétique Nous traçons l’évolution de l’énergie cinétique moyenne
translationnelle des grains 〈ET

c 〉 calculée comme :

〈ET
c 〉 =

1

N

N
∑

k=1

1

2
mkvk.vk , (6.8)

où mk et vk sont respectivement la masse et la vitesse de la particule k.
Sur la figure 6.12, on observe tout d’abord initialement une très forte augmentation de l’éner-

gie cinétique des particules ; ceci est dû à la perturbation de l’assemblage granulaire lors de
l’application des conditions de membranes flexibles ; on peut en effet vérifier qu’il existe un état
transitoire (même si le système a été préparé à la pression p0 correspondante à la pression de
confinement appliquée) au cours duquel, les particules sur les bords de la membrane s’ajustent
aux nouvelles conditions de contraintes locales. Très rapidement, l’énergie cinétique décroît pour
se stabiliser à une valeur minimale aux environs de 0.5% de déformation axiale ; ensuite, au cours
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Fig. 6.12 – Evolution de l’énergie cinétique translationnelle moyenne 〈ET
c 〉 en fonction de la

déformation axiale ǫ22 pour un test de compression biaxial sous des pressions de confinement de
Pc = 8MPa et Pc = 10MPa.

de la montée en charge avant d’atteindre le pic de contrainte, on observe une succession de pics
d’énergie d’amplitudes croissantes, qui sont la signature de réarrangements rapides de l’empile-
ment par rapport à ce que serait une augmentation plus régulière. Nous mettrons en relation
ces réarrangements de particules avec l’intermittence de la force de frottement au cours de cette
phase de chargement avant la rupture.

Ces mouvements microscopiques à l’échelle des grains pourraient être interprétés comme des
événements de mouvements majeurs macroscopiques. Ici, les réarrangements mettant en jeu une
énergie cinétique croissante peuvent être envisagés comme des précurseurs de la formation de la
localisation macroscopique de la déformation.

Lorsque le pic de contrainte est atteint, et que la localisation de la déformation se produit,
on observe une brusque augmentation de l’énergie cinétique. On y distingue la phase de dé-
clenchement et l’accélération ; Néanmoins, l’énergie cinétique ne reste pas très longtemps très
importante, rapidement, on observe une phase de décélération et l’énergie cinétique revient à
un niveau un peu plus élevé duquel elle était partie et continue à fluctuer pendant un certain
temps alors que le chargement est poursuivi et, à un moment, on observe alors un nouveau pic
d’énergie cinétique puis un troisième. Cette mobilisation intermittente des particules est à mettre
en relation avec la courbe de contrainte déformation de la figure 6.3 où après chaque événement
de rupture majeur (chute de la contrainte déviatorique), on observe une nouvelle montée en
contrainte plus faible qui sera à son tour suivie d’une rupture. Cette succession de phénomène
de rupture majeur semble avoir une certaine périodicité au cours du chargement.

Micro-mécanismes de formation de la localisation

Les rotations

224



6.2. Simulations Numériques

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 6.13 – Vitesses angulaires des grains à différents stades de déformation axiale ǫ22 = (a)
≈ 0.%, (b) 0.5%, (c) 1.0%, (d) 1.5%, (e)2.0%, (f)2.5%, (g) 3.0%, (h) 3.5%, (i) ≈ 4.0%) pour
un test de compression biaxial sous une pression de confinement de Pc = 1MPa ; l’échelle de
couleur correspond à la vitesse angulaire : (en cyan) pour le sens horaire, (en magenta) pour le
sens anti-horaire.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 6.14 – Vitesses angulaires des grains à différents stades de déformation axiale ǫ22 = (a)
≈ 0%, (b) 0.5%, (c) 1.0%, (d) 1.5%, (e) 2.0%, (f) 2.5%, (g) 3.0%, (h) 3.5%, (i) ≈ 4.0%) pour
un test de compression biaxial sous une pression de confinement de Pc = 10MPa ; l’échelle de
couleur correspond à la vitesse angulaire : (en cyan) pour le sens horaire, (en magenta) pour le
sens anti-horaire.
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visualisation Sur les figures ?? et 6.14 sont présentées les vitesses angulaires instanta-
nées des particules à différents stades de la déformation axiale ǫ22 pour différentes pressions de
confinement p0 = 1MPa et p0 = 10 MPa.

Il est connu que les rotations des particules jouent un rôle important dans le développement
des bandes de cisaillement [114] [146].

Pour les deux pressions de confinement considérées, on constate qu’après une première phase
de déformation où les rotations des particules dans l’échantillon sont relativement faibles (les
particules de couleurs représentent les vitesses angulaires les plus importantes), c’est au niveau
des bandes de localisation de la déformation que l’on avait observé sur les champs de vitesses
instantanées sur les figures 6.10 et 6.11, que les rotations des particules se concentrent. Les
particules ayant les taux de rotations les plus élevés sont donc regroupées dans les bandes de
faible épaisseur où la déformation cisaillante est accumulée.

Les particules de couleur turquoise ont une vitesse angulaire dans le sens horaire alors que
celles de couleur magenta ont une vitesse angulaire dans le sens anti-horaire. On constate que,
globalement, les particules ayant une rotation horaire sont plutôt concentrées dans les bandes de
cisaillement qui ont un pendage vers la droite alors que les particules ayant une rotation anti-
horaire se retrouvent plus majoritairement dans les bandes à pendage vers la gauche. Néanmoins,
on trouve les deux types de rotations dans chacune des bandes ; en effet, lorsqu’une rotation a
lieu au niveau d’un point de contact entre deux particules, la rotation horaire d’une particule
entraînera une composante de rotations anti-horaire sur l’autre particule et inversement. On
comprend que tous les effets qui pourraient gêner ce phénomène de roulement entraîneraient
alors la concentration des types de rotations dans les bandes dont l’état de cisaillement leur
correspond. Nous pouvons penser que, à la fois la pression du système ainsi que les propriétés
de contacts, sont susceptibles d’influencer les caractéristiques des rotations dans les bandes de
localisation.

Le fait d’avoir une concentration de rotations complémentaires peut être très important du
point de vue mécanique car dans ce cas, il est possible d’accommoder en grande partie la défor-
mation par ces rotations complémentaires de grains ; ces configurations entraînent naturellement
une diminution importante de la contrainte cisaillante puisque ces mouvements n’offrent pas de
résistance au cisaillement.

Energie Rotationnelle Nous traçons l’évolution de l’énergie cinétique moyenne rotation-
nelle des grains 〈ER

c 〉 calculée comme :

〈ER
c 〉 =

1

N

N
∑

k=1

1

2
Ikw

2
k , (6.9)

où Ik et wk sont respectivement le moment d’inertie et la vitesse de rotation de la particule
k.

Sur la figure 6.15, on observe comme pour l’énergie cinétique translationnelle moyenne initia-
lement une forte augmentation de l’énergie cinétique rotationnelle des particules ; ceci est égale-
ment dû à la perturbation locale de l’assemblage granulaire lors de l’application des conditions de
membranes flexibles et les particules s’ajustent aux nouvelles conditions locales et rapidement,
l’énergie cinétique décroît à son tour pour se stabiliser à une valeur minimale aux environs de
0.5% de déformation axiale. Une fois la phase d’ajustement transitoire passée, on peut constater
que durant la montée en charge avant d’atteindre le pic de contrainte, on observe comme pour
l’énergie cinétique translationnelle une succession de pics d’énergie d’amplitudes croissantes.
Les mouvements de rotations marquent donc aussi les réarrangements rapides des grains et ils
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Fig. 6.15 – Evolution de l’énergie cinétique rotationnelle moyenne 〈ER
c 〉 en fonction de la défor-

mation axiale ǫ22 pour des tests de compression biaxiaux sous des pressions de confinement de
Pc = 8MPa et Pc = 10MPa.

peuvent également être interprétés comme des précurseurs événements de mouvements majeurs
macroscopiques mettant en jeu également les rotations comme nous l’avons vu.

L’énergie rotationnelle des particules est également la signature des événements de rupture
majeurs dans l’échantillon ; les pics d’énergie rotationnelle comme les pics d’énergie translation-
nelle correspondent exactement aux pics de contrainte. On observe donc la même périodicité des
événements de rupture sur l’énergie cinétique rotationnelle.

Evolution des rotations avec la pression Nous avons vu dans la figure 6.10, que, à
faibles pressions, on pouvait rencontrer des bandes de cisaillement conjuguées qui étaient ac-
tives tour à tour par intermittence au cours de la déformation ; le mécanisme qui permet à ces
deux bandes de coexister alternativement trouve son origine dans les processus de rotations com-
plémentaires que l’on vient d’évoquer. Sur la figure 6.16(a), on constate que, si on a bien une

(a) (b)

Fig. 6.16 – Rotations complémentaires aux faibles pressions (a) dans la zone d’intersection des
bandes de cisaillement conjuguées (b).
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concentration de rotations horaires dans la bande gauche supérieure et une concentration de
rotations anti-horaires dans la bande droite supérieure, dans la région d’intersection, on trouve
en quantité comparable les deux types de rotations et de plus les amplitudes de ces mouvements
de rotations y sont un peu plus importants. Nous pensons que ce sont ces zones qui permettent
d’accommoder le jeu des deux bandes de cisaillement.

Le frottement inter-granulaire

visualisation Sur la figure 6.17 sont présentées les forces transversales de friction aux
contacts des particules à différents stades de la déformation axiale ǫ22 pour la pression de confi-
nement p0 = 10MPa.

Les interactions de frottement entre les particules sont dictées par une loi de frottement
de Coulomb liant le déplacement relatif des particules en contact à l’intensité de la force de
frottement ft dans une forme incrémentale. Cette intensité est bornée par le seuil de Coulomb,
qui dépend de le force normale fn au contact et d’un coefficient de frottement intergranulaire
µf . La relation ft[−µfn, µfn] est constamment vérifiée et impose à la force ~f = ~fn + ~ft de se
trouver dans le cône de Coulomb.

Nous pouvons donc distinguer les contacts selon qu’ils transmettent une force strictement à
l’intérieur du cône de Coulomb, ou dessus exactement. Dans ce dernier cas, nous avons |ft| =
µfn et le seuil de frottement est atteint ; le contact ne peut supporter d’incrément de charge
déviatorique sans qu’un glissement entre les particules n’en résulte. Ces contacts sont sources
d’instabilités locales.

Pour les deux pressions de confinement considérées, on observe que pour la première phase
de chargement avant le pic de contrainte, les contacts qui ont atteint le seuil de Coulomb sont
globalement distribués uniformément dans la surface de l’échantillon ; ce n’est, qu’une fois que
le pic de contrainte a été atteint, que l’on observe une concentration de ces contacts dans les
bandes de localisation de la déformation ; on a vu que c’est dans ces zones que l’on observait les
gradients de déformations les plus importants, et comme la force de frottement est proportionnelle
à la vitesse relative des particules en contact, il paraît naturel qu’ils atteignent avant les autres
leur seuil de glissement. On a également vu que les taux de rotations des particules les plus
importants se trouvaient également dans ces bandes et, comme on l’a observé, une bande de
cisaillement tend à concentrer des rotations compatibles avec son état (sens) de cisaillement ; les
particules en contact dans ces bandes ont donc souvent des sens de rotations identiques ce qui
est source de friction et de contrainte cisaillante contrairement à des rotations complémentaires ;
ceci tend également à favoriser le glissement des contacts au seuil de Coulomb en augmentant
l’intensité des forces de frottement. Comme nous allons le voir l’évolution de la concentration
des contacts ayant atteint le seuil de glissement est bien corrélée aux évolutions des énergies
cinétiques translationnelles et rotationnelles.

Evolution des contacts critiques Pour caractériser la mobilisation du frottement dans
un assemblage granulaire de surface S où N particules forment n contacts entre elles, nous
calculons la proportion de contacts ayant atteint leur seuil de glissement nc dans S, c’est-à-dire
le rapport de leur nombre sur le nombre total de contacts n :

υ =
nc

n
, (6.10)

Le nombre de contacts dans un assemblage dense étant proportionnel à la surface de l’as-
semblage, pour des surfaces suffisamment grandes, υ peut être envisagé comme une mesure de
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Fig. 6.17 – Forces transversales de friction et contacts critiques à différents stades de déformation
axiale ǫ22 = (a) 0%, (b) 0.5%, (c) 1.0%, (d) 1.5%, (e) 2.0%, (f) 2.5%, (g) 3.0%, (h) 3.5%, (i)
≈ 4.0%) pour un test de compression biaxial sous une pression de confinement de Pc = 10MPa ;
les contacts dont la force frottement est sous le seuil de Coulomb sont représentés en noir, tandis
que les contacts critiques qui sont au niveau du seuil de Coulomb en état de glissement, sont
représentés en rouge.
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Fig. 6.18 – Evolution de la densité de contacts critiques υ en fonction de la déformation axiale
ǫ22 pour des tests de compression biaxiaux sous des pressions de confinement de pc = 8MPa et
pc = 10MPa.

la densité de contacts critiques. Elle va dépendre à la fois de la surface S sur laquelle elle est
évaluée et de l’état de l’assemblage par rapport à la rupture macroscopique, c’est-à-dire de son
niveau de déformation.

Nous calculons la valeur de υ pour la surface entière de l’échantillon et sur la figure 6.18 on
présente son évolution en fonction de la déformation axiale ǫ22. Dès l’initiation des simulations,
comme pour les énergies cinétiques, la densité des contacts augmente instantanément puis di-
minue aussitôt au niveau, de l’ordre du pour-cent lorsque le système s’est ajusté aux nouvelles
conditions aux frontières. Contrairement aux courbes d’évolution des énergies cinétiques, où l’on
observait une augmentation progressive jusqu’au pic de contrainte, dans la mesure des fluctua-
tions instantanées d’amplitude faible par rapport au pic, ici on observe que la mobilisation du
frottement est précoce et augmente bien avant la localisation ; la densité de contacts critiques
atteint 10% rapidement après le début du chargement. Ensuite on observe ainsi une intermittence
autour de cette valeur ; υ varie rapidement sur ≈ 2.5% ; ce comportement traduit la succession
de phase de chargement au cours desquels un certains nombre de contacts parviennent au seuil
de frottement, et des phases de relaxation, qui voient disparaître en partie ces contacts critiques,
qui peuvent à nouveau lentement être rechargés. Cette intermittence suppose localement la réor-
ganisation de l’assemblage de grains et c’est ce que l’on avait conclu des évolutions des énergies
cinétiques des particules à l’approche du pic de contrainte.

Au niveau du pic de contrainte et de la localisation conséquente, on va observer de très fortes
fluctuations dans la densité des contacts critiques ; υ varie très rapidement entre ≈ 2.5% et
≈ 7.5%, ce comportement traduit les phases de rupture majeure correspondant à la localisation
de la déformation ; on observe plus exactement la même intermittence qui était caractéristique
de réarrangements locaux ; ici ce sont plutôt des couches entières de particules (dans la direction
des bandes de cisaillement) qui frottent et glissent les unes sur les autres de part et d’autre de la
bande de cisaillement ; on observe donc plutôt des pics de grandes amplitudes pendant un court
intervalle de déformation ; ensuite on observe à nouveau quelques phénomènes d’intermittence
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puis une nouvelle rupture majeure, lorsque la bande rejoue (ou une autre joue).

Corrélations des processus micro-mécaniques avec la déformation

C’est maintenant l’occasion de faire un rapide récapitulatif des résultats que nous avons
obtenus à partir des simulations numériques sur les mécanismes mis en jeu lors de la localisation
de la déformation et de montrer leur corrélation ; Au cours de l’essai de chargement biaxial, des
échantillons granulaires, nous avons montré que le pic de contrainte σ22 correspond au processus
de localisation de la déformation ; nous avons pu mettre en évidence cette rupture en représentant
les champs de vitesses (et la trace, non présentée ici) des particules ; Comme on le voit sur la
figure 6.19(a), le champ de vitesse n’est pas homogène dans l’échantillon ; de part et d’autre
d’une frontière diagonale orientée à ≈ 50 degrés, des blocs granulaires ont des champs de vitesses
propres ; c’est la rupture macroscopique de l’échantillon par cisaillement le long d’une bande
de faible épaisseur ; Nous avons montré que les mécanismes de frottement aux contacts et les
mouvements de rotations étaient importants dans le processus de localisation de la déformation
et la région où les taux de rotations sont les plus importants (figure 6.19(c)) et où on trouve les
contacts au seuil de Coulomb (figure 6.19(b)), correspond à la zone de frontière.

On remarquera sur la figure 6.20, que l’on peut trouver localement des régions où les particules
ont des taux de rotations élevés, différentes de la zone de localisation de la déformation ; néan-
moins, on ne rencontre pas dans ces zones de contacts critiques ; le seul endroit où se concentrent
à la fois taux de rotations élevés et contacts au seuil de frottement est la bande de cisaillement.

Les mécanismes associés à la dilatance

Sur la figure 6.21, on a représenté l’échantillon sous la forme des particules qui le constituent
avant l’application du chargement (a), puis après le processus de localisation. On observe que de
larges vides on été créés dans l’échantillon après la rupture, et ils sont concentrés dans les fines
bandes de cisaillement que l’on avait observées précédemment.

On avait vu au tout début de cette étude, que la première phase de déformation a un caractère
compactant, à l’approche du pic de contrainte et après la rupture, la déformation surfacique est
très nettement dilatante ; on avait également vu que l’augmentation surfacique de l’échantillon
correspondait exactement à l’augmentation de la porosité de l’échantillon granulaire, c’est-à-dire
le volume des vides (voir figure 6.5) ; ce sont ces larges vides que nous observons sur les figures
qui sont à l’origine de l’augmentation de la porosité ; on a donc une distribution de la porosité
hétérogène dans l’échantillon mais également au sein de la bande de cisaillement ; ce sont en partie
les larges vides locaux qui sont responsables de la dilatance du phénomène de dilatance. Mais il
y a également une autre explication possible qui ferait intervenir les réarrangements locaux des
grains pour satisfaire un mode de rotation complémentaire, mode qui minimise la résistance au
cisaillement.

L’inflexion des chaînes de forces Dans la phase de montée en charge jusqu’à la rupture,
nous avions vu que l’échantillon passait tout d’abord par un mode de déformation compactant
puis par un mode de déformation dilatant (figure 6.5) ; de plus, pendant cette phase, les parti-
cules s’organisent selon des colonnes orientées verticalement qui supportent en grande partie la
charge appliquée comme cela est montré par l’observation des chaînes de forces correspondantes
(figure 6.6) ; il y a donc création et renforcement des contacts dans la direction verticale et de
façon plus importante perte de contacts dans la direction horizontale entraînant globalement une
chute de la coordinence moyenne (figure 6.7) à l’approche du pic ; or, avant d’atteindre le pic,
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(c
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(b
)
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)

Fig. 6.19 – Rotations (b) et glissements (c) comme mécanismes d’accommodation de la défor-
mation dans les bandes de cisaillement (a), ici pour une pression de Pc = 10MPa.
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(a) (b)

Fig. 6.20 – Taux de rotations les plus importants (a) et glissements aux contacts (b) dans une
bande de cisaillement, ici pour une pression de confinement de Pc = 10MPa.

l’échantillon est déjà dilatant ; on a donc un flambage des chaînes de particules entraînant la créa-
tion de porosité allongée dans la direction verticale (ellipse allongée). C’est le micro-mécanisme
de dilatance avant la rupture (figures 6.22 et 6.23).

Lorsque la rupture se produit, ces structures sont déformées et cisaillées au sein de la bande ;
ce phénomène de kink des structures a encore tendance à augmenter le volume de vide entre les
colonnes de particules ainsi cisaillées.

Les modes de rotations complémentaires On a également montré dans cette étude que
les phénomènes de rotations étaient importants dans les bandes de cisaillement ; les particules y
subissent un mouvement de rotation dû au cisaillement entre la couche supérieure et la couche
inférieure compatible avec le sens de cisaillement ; les particules en contacts ont alors une rotation
frustrée l’une par rapport à l’autre ; dans ce cas il y a une forte résistance au cisaillement. Mais
nous avons aussi vu qu’en certains endroits, on peut trouver des groupes de particules ayant
des rotations complémentaires (rotation horaire et anti-horaire deux à deux). Et, dans ce cas,
la résistance au cisaillement devient minimale. Pour qu’une telle configuration de rotations soit
possible il faut au plus 4 contacts par grains [4], en effet au-delà, plus localement l’arrangement
est dense, plus le nombre de contacts augmente entre les particules et plus les configurations de
rotations frustrées deviennent probables ; par exemple dans un arrangement Hexagonal Compact,
chaque grain a six voisins et donc les rotations sont complètement frustrées. Avec seulement 4
voisins, la compacité locale est plus faible et les probabilités de rotations frustrées sont moins
importantes. La compacité de ces deux états est π/4 pour un arrangement cubique (Z=4) et
π/2

√

(3) ≈ 0.90 pour un assemblage Hexagonal Compact (Z=6). Par conséquent, si on a des
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(a) (b)

Fig. 6.21 – Distributions des vides pendant la déformation (a) avant le pic de contrainte, pendant
la phase de dilatance (b) après le pic de contrainte ; dans (a) et (b) on observe des zones où la
surface de vide est plus importante que dans le reste de l’échantillon ; dans (b) ces zones de vides
s’organisent selon la direction de la bande de cisaillement.
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Fig. 6.22 – Modèle de dilatance pour les milieux granulaires : ouverture de porosité par flambage
des chaînes de particules avant la localisation de la déformation.
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Fig. 6.23 – Modèle de dilatance pour les milieux granulaires : ouverture de porosité par inflexion
des chaînes de particules dans la bande de cisaillement.

réorganisations locales des particules dans la bande de cisaillement pour satisfaire un état de
rotations complémentaire qui diminue la résistance au cisaillement, alors la compacité locale
diminue en comparaison à d’autres régions (à l’extérieur des bandes) et donc la porosité locale
augmente ; par conséquent, ceci est un autre mécanisme de dilatance.

6.2.5 Effets de la pression de confinement

Avant de conclure cette étude, nous présentons les courbes de contrainte-déformation pour
l’ensemble des simulations ; chaque simulation correspond à une pression de confinement dif-
férente, allant de très faibles pressions pc = 100KPa. à des pressions beaucoup plus fortes
pc = 80MPa.

Comme nous l’avons déjà précisé, les conditions initiales de pression dans les échantillons
n’étaient pas les meilleures possibles étant donné que nous avons utilisé le même échantillon pré-
paré à la pression p0 = 10MPa, pour l’ensemble des simulations. Le résultat, est un ajustement
des conditions de pression pendant une phase transitoire (ce sont les oscillations initiales sur les
valeurs de contrainte) qui est plus courte aux faibles pressions, néanmoins le pic de rupture y est
atteint plus tôt ; ce réajustement initial ne semble pas être problématique, néanmoins à l’avenir,
nous préparerons un échantillon pour chaque pression de confinement étudié.

On constate que plus la pression de confinement devient élevée, plus le pic de contrainte est
atteint tard au cours de la déformation et plus le seuil de rupture est élevé ; ceci est totalement
cohérent avec les résultats obtenus par des tests biaxiaux sur des échantillons granulaires réels.
Enfin, pour les pressions de confinement les plus élevées, la déformation imposée à l’échantillon
n’a pas été assez importante pour atteindre la rupture.
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Fig. 6.24 – Courbes de contrainte (horizontale σ11 (à gauche) et verticale σ22 (à droite)) - dé-
formation (axiale ǫ22) (en terme de cycles de calcul) au cours de tests de chargements biaxiaux
pour des pressions de confinement Pc = σext

11 allant : (en haut) de 1MPa à 8MPa par incré-
ment de 1MPa, (en bas) de 10MPa à 80MPa par incrément de 10MPa, dans des échantillons
granulaires composés approximativement de N = 5000 grains.
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6.3 Conclusions et perspectives

Les simulations numériques de Dynamique Moléculaire ont été utilisées pour étudier les micro-
mécanismes de déformation des matériaux granulaires.

Nous avons mis en évidence au cours du chargement le phénomène de la localisation de la
déformation associée au seuil de contrainte. Nous avons reproduit de façon assez correcte les
données mécaniques classiques des essais de compression biaxiaux avant, pendant et après la
rupture.

(1) Dans la phase initiale de montée en charge, le mode de déformation compactant a pu
être reproduit ; il est probablement dû à la formation des contacts entre les grains dans la direc-
tion de chargement axiale ; cependant à partir d’un moment, on a également une ouverture des
contacts dans la direction horizontale par flambage des chaînes de forces entraînant la création
de porosité allongée verticalement ; c’est ce qui entraîne le passage à une déformation dilatante
avant d’atteindre le seuil de rupture comme cela est également le cas dans les essais sur les sables
réels.

(2) Au cours de cette phase, les particules sont mobilisées localement par intermittence en
translation et en rotation comme on a pu le voir par l’étude de l’évolution de l’énergie cinétique
translationnelle et rotationnelle du système ; ces réarrangements peuvent être perçus comme des
précurseurs d’événements de mobilisation majeurs.

(3) Au pic de contrainte, on a observé la rupture comme la localisation de la déformation
selon une bande de faible épaisseur ; l’étude des champs de vitesses, des champs de rotations et
des cartes des contacts au seuil de rupture sont très bien corrélés au niveau de cette bande, ce qui
montre le caractère intimement lié de ces processus dans la formation et le développement des
bandes de localisation. La dilatance augmente encore pendant et après cette phase ; le cisaillement
local entraîne une déformation des chaînes de particules et des forces associées générant une
nouvelle augmentation de la porosité.

(4) Enfin, après la première localisation, si le chargement est poursuivi, on observe une
nouvelle montée en contrainte associée avec les mêmes processus de réarrangements locaux ;
à terme, on observe une nouvelle rupture sur la même bande ou sur une autre.

A faibles pressions, les processus locaux de rotations complémentaires semblent jouer un rôle
important puisqu’ils permettent à plusieurs bandes de cisaillement de s’exprimer alternativement
au cours de la déformation. C’est un état comme on l’a vu qui peut également être à l’origine
de la dilatance de l’échantillon, lorsqu’il est accessible, il est privilégié, car il permet de réduire
la résistance au cisaillement. Plus un agrégat sera compact et plus les rotations seront frustrées
entre les grains (même si les grains ne sont pas sphériques) et plus la résistance au cisaillement
sera importante.

La nature sphérique des grains utilisés dans cette étude est bien sûr une simplification par
rapport à un matériau granulaire naturel ; les aspérités des particules auraient pour effet de
gêner les rotations et ceci entraînerait une augmentation des contraintes cisaillantes par rapport
au matériau étudié. Une façon de prendre en compte ces aspérités serait par exemple d’introduire
dans le modèle numérique une résistance aux rotations. Dans la nature, une augmentation de
la contrainte cisaillante pourrait avoir pour effet de fragmenter les aspérités des particules et
permettrait donc de relâcher les contraintes.

Enfin, les processus de fracturation des grains ne sont pas pour le moment accessibles par
le type de modèle utilisé mais, il pourrait être envisagé d’inclure une fracturation d’agrégats
de particules ayant un mouvement rigide avant la rupture. Il a été montré que les processus de
fracturation dans des assemblages granulaires vont dans le sens d’une réduction de la porosité par
un remplissage des pores (d’effondrement de la porosité) (voir chapitre 3, les mélanges bidisperses
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aux fortes hétérogénéités de taille).
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7.1 Introduction

Les caractéristiques mécaniques des matériaux granulaires peuvent être affectées, de manière
importante, par la cimentation intergranulaire. Une façon de comprendre et de quantifier le rôle
et les effets de cette cimentation est d’étudier les interactions entre les grains à la micro-échelle.

Des travaux récents sur l’étude des effets de la cimentation de contact, sur le comportement
élastique et inélastique des matériaux granulaires, sont des études expérimentales et numériques.

Un détail important et qui manque dans de nombreux travaux sur la cimentation, est une
description théorique des lois de contact interparticulaires. Dvorkin et coll. [46], [47], [48]
ont examiné la transmission des contraintes normales et tangentielles, entre des particules dé-
formables à travers des joints de ciment également déformables sur le modèle de base élastique
(ciment siliceux par exemple), ou bien de nature visqueuse [87] (sédiments marins, sables à
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Fig. 7.1 – Différentes géométries de contact intergranulaire cimenté : (a) les deux grains sont
séparés et le contact est assuré par un joint de ciment qui assure la cohésion ; les grains et le
joint se déforment élastiquement sous chargement en compression (ou en traction), (b) les deux
grains ont un point de contact, (c) les deux grains sont précompactés, c’est-à-dire. une surface
de contact entre les grains préexiste à la cimentation qui est de type annulaire.
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Fig. 7.2 – Profils qualitatifs des contraintes normales et tangentielles dans le ciment intergra-
nulaire de l’intérieur vers la périphérie, (en haut) lorsque les grains sont séparés ou lorsque les
grains ont un point de contact, (en bas) lorsque les grains sont précompactés, pour un ciment
mécaniquement moins résistant que les grains.
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Fig. 7.3 – Profils qualitatifs des contraintes normales au contact de deux sphères : (a) dans le
cas d’un contact de Hertz, la force est transmise sur une petite surface, et les contraintes sont
concentrées, (b) cimentation de contact, même de faible résistance, le ciment permet d’uniformiser
la distribution des contraintes au contact, et la résistance des grains à la rupture en sera renforcé.

huiles-lourdes, matériaux bitumineux). Deux grains cimentés peuvent être séparés ou bien avoir
un point de contact (voir figure 7.1 (a) et (b)).

Dans ce modèle, le joint de ciment est traité comme un milieu élastique, et la taille de la zone
cimentée est petite comparée à la taille de grain c’est-à-dire, le grain peut être considéré comme
un milieu semi-infini ; par ailleurs il n’y a pas de glissement possible au contact des grains et aux
interfaces entre le ciment et les grains.

La solution de ce problème montre une distribution des contraintes normales et tangentielles
particulière (voir figure 7.2) : les contraintes sont maximum au centre de la région de contact
lorsque le ciment est moins résistant que le grain, et sont maximum à sa périphérie lorsque le
ciment est plus résistant que le grain.

Une autre géométrie de problème correspond au cas précompacté, où les deux grains étaient
initialement en contact (voir figure 7.1 (c)). Dans un premier temps, sous l’effet d’un chargement
normal des grains, une surface de contact finie entre les grains s’est développée (modèle de Hertz) ;
par la suite du ciment a été déposé autour de la zone de contact préexistante.

Les hypothèses utilisées dans ce modèle sont les mêmes que dans le cas précédent. Les calculs
montrent cette fois que pour le cas d’un ciment mécaniquement moins résistant que les grains,
à la suite d’un nouveau chargement, les contraintes normales et tangentielles sont maximum à
la périphérie de la zone de contact initial et diminuent vers la périphérie de la zone annulaire de
ciment (voir figure 7.2).

Un résultat important apporté par ces études est que, le ciment intergranulaire, même s’il
est de nature moins résistante que les grains, supporte une partie importante du chargement
(voir figure 7.3) ; Pour un même chargement appliqué, la cimentation au contact diminue les
concentrations de contrainte, en comparaison de l’interaction de contact de Hertz, car la charge
est transmise sur une surface plus importante.

Ainsi, même une petite quantité de ciment faiblement résistant contribue de manière si-
gnificative à prévenir la fracturation des grains ; pour un chargement équivalent, des grains qui
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Fig. 7.4 – Schémas qualitatifs d’un contact entre deux sphères et des régions de contraintes com-
pressives (C) et extensives (T) : (a) cas d’un contact Hertzien ; au centre, toutes les contraintes
principales sont compressives (C), et à l’extérieur de cette région, une contrainte principale de-
vient extensive (T ) ; les micro-fissures peuvent alors se propager dans la direction du champ de
contraintes extensif ; (b) cas d’un contact cimenté (non précompacté) ; on trouve alors deux zones
en tension dans les grains, dont une très localisée près de la triple-jonction ((T2)) ; c’est dans
cette zone près de la surface libre que le maximum de tension est atteint.

développent un contact non cimenté auront tendance à se fracturer, alors que des grains cimentés
au contact resteront intacts et c’est le ciment inter-granulaire qui subira la rupture.

Cette prédiction issue des modèles théoriques a été confirmée par des expériences de char-
gement sur des roches granulaires synthétiques, assemblages de billes de verre cimentés par de
l’epoxy en condition hydrostatique , [166], et sables cimentés par de l’halite et du verre siliceux
[6] en condition triaxiale. Dans le cas de billes de verre non cimentées, une fracturation impor-
tante a été mise en évidence pour des pressions de confinement de quelques dizaines de MPa ;
c’est également ce que nous avons observé sur des jeux de billes de verre dans nos expériences de
compression hydrostatique, présentées dans le chapitre 4 (rupture des billes vers 40MPa mise en
évidence par les émissions acoustiques associées). Dans le cas de billes de verre cimentées à leurs
contacts par de petites quantités d’epoxy, celles-ci sont restées intactes alors que les contacts
d’epoxy ont rompu ; de même pour le cas des sables cimentés, les petites quantités de ciment dé-
posées au niveau des contacts inter-granulaires ont augmenté de façon significative la résistance
des échantillons.

Pour une force équivalente transmise, les concentrations de contraintes sont donc fortes aux
contacts de grains non-cimentés, alors que des contacts cimentés permettent d’obtenir une dis-
tribution plus uniforme des contraintes réparties sur une surface de contact plus importante ; les
contraintes à l’interface cimentée chutent de façon importante en comparaison du contact non
cimenté.

Pour un ciment peu résistant, les grains non cimentés auront tendance à se fracturer au
centre de la région de contact, alors que les grains cimentés resteront intacts ; cependant, si la
cimentation inter-granulaire est présente, la fracturation des grains peut quand même avoir lieu
si le ciment est fortement résistant, et la rupture aura lieu à la périphérie de la zone cimentée
[47], [164]. Teng-Fong Wong et coll. [164] [144] montrent dans une modélisation d’un contact
granulaire cimenté, où les modules d’Young des grains et du ciment sont comparables, que la
concentration des contraintes extensives, se situe au niveau de la triple-jonction grain-ciment-
pore. Dans la théorie du contact de Hertz, les contraintes maximales en extension se trouvent
également aux limites de la zone de contact (voir figure 7.4).

244



7.1. Introduction

Le travail que nous allons présenter dans ce chapitre, est inspiré à la fois des travaux ex-
périmentaux de tests de chargement de roches granulaires modèles, et des travaux théoriques
sur les lois de contact des grains cimentés. Nous proposons un modèle statistique de matériau
granulaire cimenté, composé de grains élastiques et d’un ciment fragile de ’faible résistance’ qui
peut se trouver au contact entre les grains et assure leur cohésion.

Les hypothèses présentes dans ce modèle est que l’endommagement d’un tel matériau granu-
laire, sous l’effet d’un chargement mécanique externe, est contrôlé principalement par les deux
facteurs suivants : (1) une distribution hétérogène de ciment au contact de grains dans l’échan-
tillon [6] [32] et (2) une distribution de forces inter-granulaires hétérogènes , typiquement
exponentielle [109] [124] [100] (voir chapitre 5), et de l’énergie élastique associée produite par
la déformation macroscopique.

Ces hypothèses qui peuvent être vérifiées par des observations directes dans les roches granu-
laires [102], et par des études expérimentales et numériques des distributions de forces dans les
milieux granulaires [109] [100], sont combinées à un simple critère de rupture pour un contact
cimenté.

Une caractéristique importante du modèle proposé, est une dépendance d’échelle explicite de
certains paramètres d’endommagement macroscopiques pour un matériau, avec des propriétés
microscopiques fixées, et des distributions d’hétérogénéités données. Cette dépendance d’échelle
pourrait être importante, pour l’interprétation de simulations numériques des matériaux granu-
laires utilisant un nombre limité de grains, mais aussi pour les tentatives d’extrapoler les critères
d’endommagement dans les roches, depuis les expériences en laboratoire vers les grandes échelles
géologiques.

Les prédictions de ce modèle statistique d’endommagement, sont confirmées qualitativement
par des simulations numériques mettant en oeuvre la méthode des Eléments Discrets, adaptée
pour la modélisation des matériaux granulaires cimentés dans une géométrie d’arrangement tri-
dimensionnel.

La plupart des études en laboratoire, portant sur les propriétés mécaniques des roches, sont
réalisées sur de petits échantillons de roches. A cause des contraintes expérimentales, les di-
mensions typiques des échantillons sont de l’ordre de quelques centimètres, ou tout au plus de
quelques dizaines de centimètres.

Cependant, les hétérogénéités et les discontinuités de différentes natures dans les roches sont
connues pour s’étaler sur une large gamme d’échelles, [110] ce qui pourrait poser la question de
savoir si les propriétés mécaniques mesurées sur un petit échantillon peuvent être représentatives
d’un volume de roche plus important.

Une telle dépendance d’échelle des propriétés mécaniques des roches a été observée expéri-
mentalement, et un certain nombre de modèles mécaniques et statistiques a été proposé pour
l’expliquer [118].

Un autre aspect de ce problème est lié à la modélisation numérique des roches utilisant une
approche particulaire [26]. Les limitations de puissance de calcul influant sur le nombre de
particules modélisées, ceci pourrait mener ces simulations à fournir des résultats biaisés dus à
des effets de taille finie.

Nous allons donc nous intéresser au problème de la dépendance d’échelle de certains para-
mètres d’endommagement dans, les roches granulaires cimentées. Nous l’avons étudié à l’aide
d’un modèle statistique relativement simple, et nous avons vérifié les prédictions de ce modèle
en utilisant des simulations numériques 3D de matériaux granulaires cimentés.
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Fig. 7.5 – (a) Distribution de résistances des contacts uniformément distribuée entre 〈ξ〉 − ∆ξ

et 〈ξ〉 + ∆ξ et (b) distribution exponentielle des forces avec une force moyenne 〈f〉.

7.2 Le modèle d’endommagement

Considérons un modèle de roche granulaire cimentée, qui consisterait en un ensemble de N
sphères élastiques confinées dans un volume V de telle façon, qu’il existe n contacts entre ces
sphères. Chaque contact est supposé avoir une certaine résistance aux chargements, normale et
tangentielle, auquels il est soumis ; ce chargement local est hétérogène dans l’échantillon du fait
du caractère désordonné de l’arrangement des particules ; la résistance du ciment au contact
dépend des constantes élastiques du matériau qui compose le ciment (µc et νc), et de la quantité
de ciment présent au contact des particules.

Nous considérons une compression triaxiale de l’échantillon soumis à une pression de confine-
ment pc constante ; comme l’arrangement initial des particules est irrégulier, l’état de contrainte
assure une distribution hétérogène des forces dans le volume de l’échantillon.

Un contact avec l’index k (k = 1, 2, . . . , n) sera caractérisé dans le modèle par deux nombres
aléatoires ξk ; la résistance du contact, (c’est-à-dire sa limite de rupture), et fk , la force appliquée
au contact.

Pour un souci de simplicité, nous ne considérons pour le moment qu’un modèle scalaire ne
prenant en compte que la composante normale de la force agissant sur le contact entre deux
grains fk = fk

n , mais le modèle pourrait être généralisé, pour prendre en compte à la fois les
composantes normales et tangentielles de la force fk

n et fk
t , ainsi que les résistances associées ξk

n

et ξk
t . Nous faisons de plus l’hypothèse que la résistance des contacts ξ est une variable aléatoire

uniformément distribuée entre deux valeurs 〈ξ〉 − ∆ξ et 〈ξ〉 + ∆ξ :

Pξ(x) =

{

1
2∆ξ

, |x − 〈ξ〉| ≤ ∆;

0 , |x − 〈ξ〉| > ∆ .
(7.1)

Un nombre d’études expérimentales et numériques des matériaux granulaires [109] [100]
indique, que même sous une compression uniforme hydrostatique, les forces entre les grains
sont distribuées dans l’échantillon de façon hétérogène (formant des chaînes de forces), et que
les amplitudes des forces de contact f supérieures à la moyenne 〈f〉, sont bien décrites par une
distribution exponentielle (pour certaines préparations) [100]. Nous supposerons donc dans notre
modèle que la force agissant au contact entre deux grains est une variable aléatoire ζ ayant la
distribution :

Pζ(x) =

{

1
〈f〉e

− x
〈f〉 , x ≥ 0 ;

0 , x < 0 .
(7.2)
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(a) (b) (c)

Fig. 7.6 – Représentation schématique du premier critère d’endommagement, au moins un
contact a rompu, (il peut y en avoir plusieurs) c’est-à-dire α ≥ 1/n : (a) affectation d’un seuil
de résistance (cercle) à chaque contact (disque), (b) sous faible chargement, les contacts en se
déformant élastiquement, stockent de l’énergie et à ce stade de la déformation, aucun contact
n’a encore atteint son seuil de rupture, (c) sous un chargement plus important, la déformation
élastique des contacts s’intensifie, et au moins un contact atteint son seuil de rupture : c’est le
point d’initiation de l’endommagement.

La valeur moyenne de la force 〈f〉 est une fonction du chargement externe (et donc de la
pression interne).

Considérons le problème de la rupture de contacts granulaires cimentés dans l’échantillon
sous l’effet d’un chargement externe.

7.2.1 Critère d’endommagement I

Présentation et hypothèses

Nous considérons dans un premier temps le plus simple des critères d’endommagement :
l’initiation de l’endommagement (voir figure 7.6). Pour cela, nous calculons la probabilité de
rupture PI(n) d’au moins un contact dans l’échantillon contenant n contacts :

PI(n) = 1 − P{ξ1 > ζ1; . . . ; ξn > ζn} ≈ 1 −
n

∏

k=1

P{ξi > ζi}, . (7.3)

Cette probabilité correspond à la probabilité ”unité” moins la probabilité de n’avoir aucun
contact endommagé dans l’échantillon, c’est-à-dire que les résistances de tous les contacts ξk sont
supérieures aux forces transmises ζk au niveau de ces contacts.

L’égalité précédente (équation 7.3) serait exacte si les contacts étaient endommagés indé-
pendamment les uns des autres, ce qui n’est en général pas vraisemblable, dû à la redistribution
des contraintes dans un matériau granulaire lors de la rupture locale d’un contact. En effet, une
partie de la force transmise au contact avant la rupture est alors redistribuée sur les surfaces
de contact voisines, et la surface de contact endommagée, si elle subsiste, transmet toujours une
partie de cette force. A priori donc, l’état de chaque contact par rapport à sa limite de rupture
n’est pas une fonction univoque du chargement extérieur, mais est aussi fonction de son envi-
ronnement local, c’est-à-dire des perturbations du réseau de transmission des forces dans son
voisinage.
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Fig. 7.7 – Probabilité de rupture d’au moins un contact (α ≥ 1/n) Pf (n,∆/a), comme fonc-
tion du nombre de contacts n et du rapport ∆/a, (où ∆ est l’hétérogénéité de cimentation et
a est la valeur moyenne des forces) selon l’équation 7.6. La “saturation” de la probabilité (i.e.
Pf (n,∆/a) → 1) dépend à la fois de la taille du système n (effet de taille finie), et de l’hétéro-
généité des seuils de résistances ∆ (effet de l’hétérogénéité de cimentation), pour des conditions
de chargement données , c’est-à-dire à valeur fixée pour la moyenne des intensités des forces a.

Pourtant, on pourra considérer cette hypothèse plutôt acceptable au stade initial de l’en-
dommagement, quand la densité des contacts endommagés reste faible, et que leurs interactions
élastiques peuvent être négligées. Nous montrerons par la suite que cette hypothèse est justifiée
en menant des simulations numériques qui prennent en considération le phénomène de redistribu-
tion des contraintes ; nous montrerons alors qu’au cours de la déformation, avant que la rupture
ne soit atteinte, les processus de redistribution des contraintes ne sont pas critiques.

Calcul de la probabilité

Nous pouvons maintenant calculer la probabilité qu’un contact cimenté ne soit pas endom-
magé :
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∆ξ1 < ∆ξ2

n1 < n3
n1 = n2

∆ξ1 = ∆ξ3
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(a) (b)
(c)

Fig. 7.8 – Effets des hétérogénéités de cimentation de contact(b) et de taille d’échantillon (c) ;
les propriétés d’un matériau et les conditions de chargement étant données (F ), l’initiation de
l’endommagement est plus probable lorsque la résistance des contacts inter-granulaires est plus
hétérogène (le réseau de forces devient plus critique pour la distribution de résistance), et un
grand échantillon a une probabilité plus forte de contenir des contacts endommagés (il échan-
tillonne mieux la distribution exponentielle des forces).

P{ζk < ξk} =
1

2∆ξ

〈ξ〉+∆ξ
∫

〈ξ〉−∆ξ

P{ζi < y}dy =
1

2∆ξ

〈ξ〉+∆ξ
∫

〈ξ〉−∆ξ

[

1 − e
− y

〈f〉

]

dy = 1 − e
−

〈ξ〉
〈f〉





sinh
∆ξ

〈f〉

∆ξ

〈f〉



 ,

(7.4)
Dans l’expression précédente, l’exposant 〈ξ〉/〈f〉 est le rapport de la résistance moyenne des

contacts 〈ξ〉 à la force intergranulaire moyenne 〈f〉. Le terme (sinh
∆ξ

〈f〉/
∆ξ

〈f〉) résulte de la variabilité

de la résistance des contacts (par le terme d’hétérogénéité ∆ξ) ; ce terme est ≥ 1 et vaut 1 lorsque
tous les contacts ont une résistance identique (∆ξ = 0). Il s’ensuit directement de (7.3) et (7.4)
que

PI(n|∆ξ>0) > PI(n|∆ξ=0) (7.5)

ce qui signifie qu’introduire une hétérogénéité dans la résistance des contacts cimentés affaiblit
en moyenne la résistance de l’échantillon tout entier.

En combinant (7.3) avec (7.4) nous obtenons la probabilité de rupture PI(n) d’au moins un
contact dans l’échantillon contenant n contacts :

PI(n) = 1 −


1 − e
−

〈ξ〉
〈f〉





sinh
∆ξ

〈f〉

∆ξ

〈f〉









n

. (7.6)

La probabilité de rupture d’au moins un contact Pf (n), comme fonction du nombre de
contacts n et du rapport ∆ξ/〈ξ〉,en accord avec l’équation (7.6), est montrée en figure 7.7.

On peut voir que lorsque n → ∞ la probabilité de rupture PI tend asymptotiquement vers
1, ce qui signifie que, avec les hypothèses du présent modèle, les échantillons de grand volume
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=αn<αn

(a) (b) (c)

Fig. 7.9 – Représentation schématique du second critère d’endommagement, ”une fraction αn
des contacts est endommagée)” : (a) affectation des seuils de résistances à tous les contacts, (b)
pour un chargement modéré, les contacts, en se déformant élastiquement, stockent de l’énergie et
des contacts ont atteints leurs seuils de rupture pour une fraction βn < αn, (c) en augmentant
le chargement, de nouveaux contacts atteignent leurs seuils de rupture pour une proportion αn ;
l’endommagement qualifié de diffus, est réparti de façon homogène dans l’échantillon.

contiennent toujours un contact endommagé ; ceci est naturel du fait que nous avons supposé
une distribution d’amplitude de force de contact de type exponentielle non tronquée.

Au sein des chaînes de forces se développant dans les échantillons réels, la distribution d’ampli-
tude des forces de contact est bien entendu limitée, par un minimum et un maximum, c’est-à-dire
que les amplitudes des forces suivent une distribution exponentielle tronquée, par la plus petite
et la plus grande force du système fmin et fmax.

Un aspect intéressant du modèle, avec ce critère d’endommagement, est la dépendance de la
probabilité de l’initiation de la rupture des contacts PI(n) comme une fonction de la taille de
l’échantillon n et du paramètre d’hétérogénéité ∆ξ. Ceci montre, d’une part, que pour un échan-
tillon de taille donnée, l’initiation de l’endommagement est plus probable lorsque la résistance
des contacts inter-granulaires est plus hétérogène et, d’une autre part, que les propriétés d’un
matériau et les conditions de chargement données, un grand échantillon a une probabilité plus
forte de contenir des contacts endommagés (voir figure 7.8).

Le critère d’endommagement que nous venons de présenter est assez sévère : il est en effet
basé sur la rupture d’un seul contact dans tout l’échantillon, et vraisemblablement, il n’est pas
adapté à la description de l’endommagement macroscopique des roches granulaires. Néanmoins,
l’équation 7.6 que nous avons obtenue, basée sur ce critère, est utile dans la mesure où elle nous
renseigne sur l’origine de la dépendance d’échelle (du nombre de contacts n) de l’endommagement
dans un échantillon hétérogène. Cette équation va de plus nous servir dans le développement d’un
modèle d’endommagement moins restrictif.

7.2.2 Critère d’endommagement II

Critère et hypothèses

Par le passé et plus récemment, de nombreux travaux ont montré que la localisation de la
déformation, par exemple, sous la forme de bandes de cisaillement [136] ou de bandes de com-
paction, [73] [18] est le mécanisme essentiel de l’endommagement macroscopique des roches gra-
nulaires. Cette localisation ne peut apparaître que lorsqu’une certaine concentration de contacts
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FF F F

(a) (b) (c)

Fig. 7.10 – Redistribution des contraintes locales ; lorsqu’un contact cimenté subit la rupture
(cas d’un ciment de faible résistance, où c’est le joint qui rompt), la force auparavant transmise
par cette surface de contact est redistribuée sur les surfaces de contacts voisines.

granulaires ont rompu au premier stade de la déformation, de telle sorte, que la redistribution des
contraintes au sein de l’échantillon introduise des interactions suffisantes entre les micro-cracks
[83].

Dans la présente approche statistique, qui néglige les aspects géométriques du problème, nous
ne pouvons pas prendre en compte les interactions entre les contacts ; lorsqu’un contact subit la
rupture, la charge locale auparavant transmise par la surface de contact endommagée, va être
redistribuée sur les contacts voisins sains, les amenant à leur tour plus près de leur seuil de
résistance (voir figure 7.10) ; comme notre calcul de probabilité pour l’échantillon tout entier est
basé sur l’indépendance des contacts endommagés individuels, notre modèle ne peut incorporer
ces effets de redistribution locale de charge. Nous verrons par la suite, à l’aide de nos simulations
numériques, que au cours de la déformation, à l’approche du pic de contrainte, ces effets sont
relativement importants.

Notre objectif ici, est d’obtenir des estimations analytiques de la dépendance d’échelle de
l’endommagement dans un matériau granulaire cimenté ; on ne peut les obtenir que sous l’hypo-
thèse posée où les contacts sont endommagés de façon indépendante. Par suite, les conclusions
des modèles statistiques présentés, ne sont valides qu’aux premiers stades d’endommagement de
l’échantillon, lorsque celui-ci est à caractère diffus.

Nous considérons maintenant un critère d’endommagement, dans lequel, les contacts endom-
magés constitueraient une fraction donnée α du nombre total de contact n dans l’échantillon
(0 < α < 1) (voir figure 7.9). Comme auparavant, la fraction des contacts endommagés doit
rester faible, de telle sorte que leurs interactions élastiques puissent être négligées. Ceci signifie
que les estimations analytiques que nous développerons ne sont valides que pour α ≪ 1.

Calcul de la probabilité

Dans le but de calculer la probabilité de rupture PII(αn) pour le critère d’endommagement
II, nous introduisons une variable aléatoire ςk ayant une distribution binomiale :

ςk =

{

1 , si le contact k est endommagé
0 , sinon .

(7.7)

Par suite, selon la définition du critère II, l’échantillon sera endommagé lorsque (voir fi-
gure 7.9) :

251



Chapitre 7. Endommagement des roches granulaires : effets des hétérogénéités de cimentation et effets d’échelle

n
∑

k=1

ςk ≥ αn . (7.8)

La probabilité correspondante à l’inégalité 7.8 peut être facilement obtenue en utilisant une
fonction de distribution binomiale :

PII(αn) = P{
n

∑

k=1

ςk ≥ αn} =
n

∑

k=[αn]

Ck
nP k

1 (1 − PI)
n−k , (7.9)

où [αn] dénote la partie entière de αn et PI est la probabilité de rupture d’un contact (voir
l’équation 7.4) :

PI = P{ξk < ζk} = e
−

〈ξ〉
〈f〉





sinh
∆ξ

〈f〉

∆ξ

〈f〉



 . (7.10)

finalement on peut réécrire :

PII(αn) = P{
n

∑

k=1

ςk ≥ αn} =
n

∑

k=[αn]

Ck
nP k

1



1 − e
−

〈ξ〉
〈f〉





sinh
∆ξ

〈f〉

∆ξ

〈f〉









n−k

, (7.11)

Qualitativement, la dépendance de l’équation 7.11 est similaire à celle obtenue pour le critère
d’endommagement I de l’équation 7.6 ; la probabilité d’avoir une fraction donnée de contacts
endommagés tend, de façon asymptotique, vers 1 quand le volume de l’échantillon augmente et
quand l’hétérogénéité de cimentation croît.

7.3 Simulations numériques

Nous présentons maintenant, une série de simulations numériques 3D utilisant le programme
de dynamique moléculaire développé au cours de cette thèse, et adapté pour la modélisation des
roches granulaires vues comme des assemblages granulaires consolidés par une cimentation de
contact. Nous testons les prédictions de notre modèle statistique, en particulier en ce qui concerne
la dépendance d’échelle de l’endommagement, pour une distribution d’hétérogénéité donnée. Le
modèle numérique prend en compte les interactions élastiques issues de la redistribution des
contraintes dans l’échantillon, et de ce fait, il est exempt des hypothèses simplificatrices du
modèle statistique.

7.3.1 Modèle numérique

Le modèle classique de dynamique moléculaire traite des assemblages de sphères élastiques
non consolidés, [26] interagissant par des lois de contacts de type Hertz-Mindlin. Nous avons
introduit, dans notre modèle numérique, une possibilité pour prendre en compte la cimentation
inter-granulaire. La cimentation au niveau des contacts préexistants est opérée à la dernière étape
de la préparation de l’échantillon numérique, par analogie avec les procédures expérimentales de
création de roches granulaires synthétiques de Bernabé et coll. [6] et Dvorkin et coll. [166].
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Fig. 7.11 – Lois de contact modifiées pour les forces normales fn et tangentielles ft en présence
de ciment (avant rupture) et après rupture (contact de Hertz) ; les seuils de rupture (f c

n,t → fH
n,t)

et de glissement (fH
t = µffH

n ) sont représentés respectivement par un cercle et un carré ; lorsque
le contact cimenté subit la rupture, les grains peuvent à nouveau glisser si la force transversale
de Hertz atteint le seuil de frottement, instantanément après la rupture ou plus tard à la faveur
du chargement.
%

Contact non cimenté

En l’absence de ciment, les grains interagissent les uns avec les autres, par des forces normales
de type Hertz fH

n qui dépendent de l’interpénétration, et par des forces transversales frictionnelles
fH

t qui dépendent à la fois des déplacements relatifs normaux et tangentiels entre les grains :

{

fH
n = 2

3CnR1/2w3/2, ;

∆fH
t = Ct(Rw)1/2∆s, .

(7.12)

où R est le rayon des sphères (dans cette étude nous avons utilisé uniquement un échantillon
granulaire monodisperse avec R = 0.1mm). Deux grains i et j en contact dont les positions des
centres sont xi,xj auront une interpénétration wij = 1/2(2R−|xi−xj |). ∆sij est le déplacement
relatif transversal entre les deux grains. Les constantes Cn = 4µg/(1 − νg) et Ct = 4µg/(2 − νg)
sont définies en terme du module de cisaillement µg et du coefficient de Poisson νg du matériau des
grains. Dans nos simulations nous avons choisi µg = 30GPa et νg = 0.2 (valeurs correspondantes
à des billes de verre). On rappelle que l’interpénétration w et le rayon de surface circulaire de
contact des grains a sont liés par a2 = Rw.

Contact cimenté

Lorsque le contact est cimenté et sain, les deux grains interagissent les uns avec les autres
selon des relations similaires aux lois 7.12 (voir figure 7.11) :

{

fC
n = 2

3CnR1/2w3/2 + Sn(w − w0), ;

∆fC
t = Ct(Rw)1/2∆s + St∆s, .

(7.13)

où Sn et St sont les raideurs normales et tangentielles caractérisant la rigidité du ciment
[46] [47] ; elles dépendent des modules élastiques du matériau qui compose le ciment et de la
surface de contact cimentée ; w0 est l’interpénétration au contact des grains au moment où ils
ont été cimentés ; elle est liée à l’intensité de la précompaction, dans le cas de nos préparations
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Fig. 7.12 – Fonctions utilisées : (a) pour lisser numériquement la rupture d’un contact cimenté
βsmooth(t), (b) pour rééquilibrer le système après rupture βequ(t) = 1, sur un nombre de cycles
donné Nδt.

d’échantillons numériques en condition de compression isotrope, la distribution d’interpénétration
de contact est liée à la pression moyenne p.

Contact endommagé

Lorsqu’un contact cimenté subit la rupture, il est endommagé et les lois de contact précédentes
sont modifiées selon :

{

fn = 2
3CnR1/2w3/2 + β(t)Sn(w − w0), ;

ft = Ct(Rw)1/2∆s + β(t)St∆s, .
(7.14)

où β est une fonction monotone décroissante de t qui prend la valeur 1 en t = t0 et la valeur 0
lorsque t > t0+Tβ comme le montre la figure 7.12. Cette fonction permet de modéliser la perte de
résistance graduelle du contact lors de la rupture, mais surtout permet de lisser les sauts dans les
intensités de forces de contact ; avant la rupture, les intensités des forces de contact sont données
par f c

n,t et, une fois le contact endommagé, les intensités des forces de contact sont à nouveau

dictées par les lois de contacts de Hertz-Mindlin fH
n,t. Le recours à ce procédé de lissage permet

(1) de supprimer les instabilités numériques (dues à la méthode d’intégration et à l’utilisation
de pas d’intégration, pas suffisamment petit par rapport au pas de temps critique défini au
chapitre 2) pour éviter qu’elles ne se propagent à tout l’échantillon, et (2) l’étape d’équilibration
permet la redistribution des contraintes dans le régime quasi-statique, c’est-à-dire qu’elle permet
aux particules de se réarranger localement pour être en équilibre avec le nouvel environnement
local, avant le nouvel incrément de déformation. Le fait de ne pas utiliser ce protocole, entraîne
lorsqu’un contact ”fort” rompt, une réaction en chaîne qui déstabilise l’échantillon numérique.

Préparation de l’échantillon

Compaction-Equilibration

Le protocole de préparation des échantillons numériques [99] est similaire à celui décrit dans
les chapitres précédents ; il reproduit la procédure expérimentale de préparation des matériaux
granulaires denses [6]. On rappelle, que la procédure consiste à compresser un gaz de particules
disposées à l’état initial de façon aléatoire, dans un volume cubique ayant des frontières pério-
diques. Le système est compressé graduellement dans les trois directions vers un état plus dense
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où la fraction volumique de la phase solide φs atteint une valeur proche de 0.64 (Random Close
Packing à 3D) ; A ce stade, la compression est stoppée et le système de particules peut relaxer
vers une pression nulle p → 0 〉Z〈→ 0. Les cycles de compression-relaxation sont poursuivis en
utilisant un mécanisme de servo-contrôle sur le taux de déformation, jusqu’à ce que la pression
souhaitée p soit atteinte et qu’un état d’équilibre statique soit obtenu ; à l’état d’équilibre, la
pression est non nulle, les grains sont compressés (c’est-à-dire déformés par interpénétration)
et par conséquent, la fraction solide est supérieure à la limite du Random Close Packing. Tous
les échantillons numériques que nous avons préparés ont une pression moyenne de 10 MPa à
l’équilibre.

Cimentation

Une fois l’échantillon granulaire compacté et équilibré, nous appliquons la procédure de ci-
mentation qui utilise un générateur aléatoire pour sélectionner parmi l’ensemble des n contacts
ceux qui seront cimentés, et d’attribuer des résistances à ces nc contacts en terme d’énergie
élastique, en accord avec les fonctions de distribution prescrites ; nous nous sommes inspirés des
travaux expérimentaux de Bernabé et coll. [6] où la résistance des contacts cimentés (intégrée
sur le volume de l’échantillon) dans des roches synthétiques est considérée en terme énergétique
par comparaison des données mécaniques obtenues par des essais de compression triaxiale, sur
des échantillons granulaires non cimentés et cimentés. L’énergie nécessaire à la déformation de
l’échantillon s’exprime comme :

E =

∫

pdǫp + qdǫq (7.15)

où p = (σ3 + 2σ1)/3 est la pression moyenne, q = σ3 − σ1 est le déviateur, ǫp = ǫ3 + 2ǫ1 est
la déformation volumique et ǫq = 2(ǫ3 − ǫ1)/3.

Dans les simulations présentées dans ce travail, nous avons cimenté tous les contacts inter-
granulaires présents dans les échantillons (n/n = 1), avec une distribution uniforme de résistance
de l’énergie élastique qui peut être supportée par le contact en accord avec l’équation (7.1) (voir
la figure 7.13).

7.3.2 Evolution de la distribution d’énergie élastique et de l’endommagement

Nous présentons maintenant plusieurs simulations de tests de compression triaxiale avec des
échantillons de différentes tailles ; les conditions de frontières périodiques sont supprimées dans
la direction verticale, et maintenues dans les deux autres directions ; le déformation axiale ǫ33 est
augmentée et la pression de confinement est maintenue constante à pc = 10MPa sur les faces
latérales de l’échantillon, en utilisant le mécanisme de servo-contrôle sur les taux de déformations
˙ǫ11 et ˙ǫ22. Tous nos tests sont réalisés dans un régime quasi-statique, c’est-à-dire que notre taux

de déformation est choisi suffisamment faible, et après chaque rupture de contact cimenté, la
procédure d’équilibration permet au système de se relaxer vers un nouvel équilibre, avant que la
déformation ne soit poursuivie.

La figure 7.14 présente les histogrammes de l’énergie élastique stockée dans les contacts
cimentés (en niveaux de gris) à cinq stades du processus d’endommagement, dans un échantillon
de 5000 grains ; l’histogramme des seuils de résistance des contacts (ligne pleine) uniformément
distribué entre 5·10−6 et 4.5·10−5J (soit 〈ξ〉 = 2.5·10−5 et ∆ξ = 2·10−5) est également représenté.
Le recouvrement des distributions d’énergie élastique et de l’histogramme des seuils de résistance,
traduit une rupture possible des contacts cimentés (ζk > ξk). La rupture ne se produit que lorsque
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Fig. 7.13 – Hétérogénéité des seuils de résistances Pξ(x) pour des systèmes de N = 100, N = 500,
N = 1000 et N = 5000 particules (soit n ≈ 630, n ≈ 3150, n ≈ 6300 et n ≈ 31500) : (à gauche)
distribution uniforme des seuils pour trois réalisations différentes, (à droite) localisation spatiale
des contacts pour une des trois réalisations : un contact est représenté par un segment tubulaire
joignant les centres des particules et l’échelle des couleurs correspond à l’amplitude des seuils de
résistance.
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Fig. 7.14 – Histogrammes (courbes) de l’énergie élastique stockée dans les contacts cimentés
déformés (n(c)(ǫ33)/n) , pour le système de N = 5000 grains pour une déformation macroscopique
croissante correspondant à des stades d’endommagement différents (α = 0.01, α = 0.05, α = 0.1,
α = 0.3 et α = 0.5), et histogramme des seuils de résistance des contacts (〈ξ〉 = 2.5 · 10−5J et
∆ξ = 2 · 10−5J).

l’énergie stockée atteint le seuil de rupture au niveau d’un seul et même contact. En d’autres
termes, même si les chaînes de forces sont fortement chargées, des contacts “faibles” pourraient
subsister dans le système. Les histogrammes de distribution d’énergie ont une forme de type
exponentielle tronquée aux petites valeurs, et la valeur moyenne de ces distributions augmente
avec la déformation durant le test de compression triaxiale. Les cinq histogrammes correspondent
à des étapes consécutives du même test lorsque 1%, 5%, 10%, 30% et 50% des contacts cimentés
ont rompu.

7.3.3 Endommagement et Pic de contrainte

La figure 7.15 montre les courbes de contrainte-déformation pour quatre échantillons compo-
sés de 100, 500, 1000 et 5000 grains. Nous observons que les courbes de contrainte-déformation
obtenues par les simulations, sont assez semblables à celles que l’on peut observer dans des
expériences de chargement triaxial sur des roches granulaires tendres, avec un faible adoucisse-
ment qui débute aux très faibles déformations. L’endommagement commence à apparaître (les
premiers contacts à rompre) lorsque la déformation axiale ǫ33 atteint approximativement la va-
leur de 1.5%. Les pics de contrainte sont atteints dans un intervalle de déformation allant de
ǫ33 ≈ 3.5% à ǫ33 ≈ 4.5%. Au pic de contrainte, moins de 10% des contacts cimentés ont rompu
dans tous les échantillons.
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Fig. 7.15 – Courbes de contrainte-déformation pour des systèmes de taille croissante en terme
de nombre de particules (N = 100, N = 500, N = 1000 et N = 5000 grains) dans des tests
simulés de compression triaxiale sous une pression de confinement de pc = 10MPa ; Les pics de
contrainte sont atteints entre ǫ33 = 3.5% et ǫ33 = 4.5% ; à cet instant, moins de 10% des contacts
cimentés sont endommagés dans tous les échantillons.
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Fig. 7.16 – (a) Courbe de contrainte-déformation pour le système de N = 5000 grains dans un
test de compression triaxiale simulé et nombre de contacts rompus par incrément de déformation
(impulsions nd

c(∆ǫ33)/n(t = tc)) qui est un analogue numérique simplifié dès l’intensité des
émissions acoustiques dans les tests de compression réels.
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Fig. 7.17 – (a) (à gauche) ”émissions acoustiques” (impulsions) dans le régime d’endommagement
diffus sur l’intervalle de déformation ǫ33 ∈ [0%; 3%] (les amplitudes nd

c(∆ǫ33)/n(t = tc) y sont
inférieures à 0, 3% de contacts rompus) ; (b) (à droite) ”émissions acoustiques” dans le régime
d’endommagement localisé ; sont représenté uniquement les amplitudes supérieures à 0, 3% de
contacts rompus pour ne pas représenter l’endommagement diffus coexistant ; six groupes d’émis-
sions majeures (pics A, B, C, D, E et F ) ont été identifiées pour la visualisation graphique ; sur
ces graphiques, est également représenté, l’endommagement cumulé au cours de la déformation
nd

c(ǫ33)/n(t = tc)

7.3.4 Localisation de l’endommagement

Energie acoustique

Dans nos simulations numériques, sous l’effet de la déformation macroscopique, les forces de
contact s’intensifient et de l’énergie de déformation est stockée aux contacts. Elle peut éventuelle-
ment devenir suffisamment importante pour atteindre le seuil de rupture du contact. Dans le type
de modèle numérique utilisé, seule une fraction de l’énergie de déformation stockée au contact
est convertie en énergie cinétique lorsqu’il y a une rupture locale ; l’amortissement numérique,
la friction aux contacts et le transfert d’énergie aux particules voisines, entraînent une certaine
perte d’énergie.

Nous avons enregistré l’endommagement à chaque incrément de déformation ainsi que l’en-
dommagement cumulé au cours de la déformation (voir figure 7.16) ; et nous avons repéré les
positions des contacts endommagés .

Sur les figures 7.16 et 7.17(a), on observe au cours de la première phase de déformation
de l’échantillon numérique (N = 5000 grains), une montée en charge : le déviateur σ33 − σ11

croît avec un léger adoucissement et nous n’observons pas d’endommagement ; ce n’est que vers
ǫ33 ≈ 1.5% que les premiers contacts cimentés commencent à rompre ; on poursuit la déforma-
tion, l’adoucissement se prononce et l’intensité des ”émissions acoustiques” augmente ; le pic de
contrainte est atteint un peu après 3.5% de déformation, et c’est à partir de cet instant que
les amplitudes des pics ""d’émission acoustiques" deviennent très importantes. Globalement à
l’approche du pic de contrainte, on était plutôt sous 0.1% de contacts endommagés par incrément
de déformation et après le pic, on observe de nombreux pics d’amplitude supérieure à 0.3%.

Pour faciliter la visualisation au niveau du pic de contrainte et dans la phase de déformation
postérieure, nous avons donc défini un seuil à 0.3% de contacts endommagés par incrément
de déformation, afin de ne repérer que les pics d’endommagement les plus importants (voir
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figure 7.17(b)). Sur l’ensemble de ces pics, nous avons sélectionné 6 groupes que nous référençons
comme A,B,C,D,E,et F par ordre de déformation croissante.

Nous allons maintenant étudier les caractéristiques de l’endommagement (intensité et distri-
bution spatiale) sur ces deux intervalles de déformation ; premièrement de 0% à 3.5%, à l’approche
du pic, et deuxièmement de 3.5% à ≈ 5%. Nous allons constater que dans la première phase, l’en-
dommagement est distribué spatialement de façon homogène, il a un caractère diffus et il est de
faible intensité. Ensuite, nous observons un autre régime d’endommagement ; il devient localisé
spatialement et s’organise selon des clusters ; nous parlerons alors d’endommagement groupé. La
transition entre ces deux régimes d’endommagement intervient au niveau du pic et de la chute
de contrainte conséquente, qui traduit habituellement la localisation de la déformation.

Pour ces deux phases de déformations et de régimes d’endommagement, nous présentons
les courbes d’endommagement cumulé au cours de la déformation (figure 7.18 pour l’endomma-
gement diffus et figure 7.20 pour l’endommagement groupé) ; nous visualisons également dans
l’espace tri-dimensionnel du volume de l’échantillon, la position des contacts endommagés en
suivant la courbe de l’endommagement cumulé (figure 7.19 pour l’endommagement diffus et fi-
gure 7.21 pour l’endommagement groupé). La phase de déformation où l’endommagement est
diffus correspond à un endommagement cumulé allant de 0% à 6% ; au-delà, c’est le régime d’en-
dommagement groupé, et nous nous intéresserons uniquement aux pics ”d’émissions acoustiques” ;
pour chaque groupe de pics, nous décomposons l’endommagement cumulé en différentes sections
ce qui permet d’obtenir une visualisation plus efficace des clusters de contacts endommagés.

Endommagement diffus

Sur la figure 7.18 représentant l’endommagement cumulé dans l’échantillon numérique au
cours de la déformation jusqu’à l’approche du pic de contrainte, on constate que globalement les
amplitudes des "émissions acoustiques" augmentent (c’est-à-dire que le taux d’endommagement
croît avec la déformation), mais elles restent de faible intensité. En visualisant les positions des
contacts qui ont subit la rupture pendant cette phase de déformation, voir figure 7.19, nous
constatons que l’endommagement est réparti de façon homogène dans le volume de l’échantillon ;
au cours d’un incrément de déformation, les contacts endommagés sont répartis spatialement
loin les uns des autres, ce qui tend à confirmer l’hypothèse que l’on avait posée dans notre
modèle statistique, selon laquelle, pendant la phase initiale de l’endommagement, les contacts
peuvent être considérés indépendamment les uns des autres ; l’environnement (état de contrainte
locale) de chaque contact cimenté n’est fonction que de la déformation macroscopique imposée ;
les redistributions de contraintes lorsqu’elles ont lieu (rupture d’un contact), sont de faibles
intensités et ne contribuent pas encore à l’endommagement des autres contacts.

L’hypothèse à la base de notre modèle est donc vérifiée, et nous constatons avec satisfaction
que même pour un état de déformation avancé proche du pic de contrainte, les redistributions
de contraintes ne semblent pas jouer un rôle très important (moins de 10% des contacts sont
endommagés, 6% pour la simulation présentée), et que le régime d’endommagement est essen-
tiellement guidé par la statistique des chaînes de forces et des caractéristiques de l’hétérogénéité
de cimentation.

En revanche, lorsqu’on se trouve très proche du pic de contrainte, l’endommagement évolue
très rapidement vers un autre régime, et le taux d’endommagement croît de façon très importante.
A ce stade, la limite de notre modèle est atteinte.
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Fig. 7.18 – Endommagement cumulé (c’est-à-dire, pourcentage de contacts cimentés ayant rom-
pus) dans l’échantillon de plus grande taille N = 5000 grains en fonction de la déformation
axiale ǫ11 : (a) de 0% à 1%, (b) de 1% à 2%,(c) de 2% à 3%,(d) de 3% à 4%,(e) de 4% à 5%,(f)
de 5% à 6% de contacts endommagés ; l’évolution de l’endommagement cumulé sur cet inter-
valle de déformation (de 0 à ≈ 3.5%) est plutôt linéaire, traduisant l’absence de forte activité
d’endommagement.
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(A) (B)

(C) (D)
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Fig. 7.19 – Localisation de l’endommagement dans l’échantillon de plus grande taille N = 5000
grains : les contacts cimentés ayant rompus sont représentés par un segment tubulaire joignant les
centres des deux grains concernés, et l’échelle de couleur représente la valeur de l’endommagement
cumulé en pourcentage. On constate que de 0% à ≈ 6% d’endommagement cumulé (c’est-à-dire,
de 0% à ≈ 3.5% de déformation axiale), l’endommagement est diffus, uniformément réparti dans
l’échantillon.
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Fig. 7.20 – Endommagement cumulé (c’est-à-dire le pourcentage de contacts cimentés ayant
rompus) dans l’échantillon de plus grande taille N = 5000 grains en fonction de la déformation
axiale ǫ11 : pics d’endommagement identifiés (a) (A), (b) (B), (c) (c), (d) (D), (e) (E), et (f) (F ) ;
l’évolution de l’endommagement cumulé sur cet intervalle de déformation (de ≈ 3% à ≈ 5%) se
caractérise par des sauts de 1% à 3% d’endommagement cumulé.
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(A) (B)

(C) (D)

(E) (F)

Fig. 7.21 – Localisation de l’endommagement dans l’échantillon de plus grande taille N = 5000
grains. On constate que de ≈ 3.5% à ≈ 5% de déformation axiale, l’endommagement se localise
pour certains incréments de déformation ; Les figures représentent les contacts ayant rompus
au cours des pics ”d’émission acoustiques” (a) A, (b) B, (c) C, (d) D, (e) E et (f) F (voir
figure 7.17) ; ces contacts sont regroupés en amas répartis dans l’échantillon, et une composante
d’endommagement diffus est toujours présente.

264



7.3. Simulations numériques

Endommagement groupé

On a vu que le pic de contrainte est atteint un peu après 3.5% de déformation ; les amplitudes
des pics ”d’émission acoustiques” deviennent importantes, et on a identifié six pics d’émissions
majeurs (sur le critère d’amplitude supérieure à 0.3%) référencés de A à F .

Sur la figure 7.20 représentant l’évolution de l’endommagement cumulé dans l’échantillon
numérique au cours de la déformation au niveau des six pics ”d’émissions acoustiques” majeures,
on constate qu’il progresse par saut important (entre 1% et 3% du nombre total de contacts)

En visualisant les positions des contacts qui ont subi la rupture pendant chaque pic ”d’émis-
sions acoustique”, (voir figure 7.21), nous constatons, que à présent, l’endommagement est réparti
de façon très hétérogène dans le volume de l’échantillon ; les contacts endommagés sont regroupés
spatialement selon des amas ; en réalité nous ne montrons pas tous les contacts endommagés au
cours d’un pic d’émissions, mais seulement une partie (entre un tiers et une moitié) pour avoir
une visualisation plus nette du caractère localisé de l’endommagement. Le caractère diffus de
l’endommagement ne semble pas avoir complètement disparu, et une partie des contacts semble
toujours répartie de façon homogène dans le volume.

Plus la déformation devient importante, plus les intensités des forces de contact augmentent,
et plus les contacts de fortes résistances sont susceptibles de rompre ; une fraction importante
de l’énergie stockée à ces contacts est alors transférée aux contacts voisins qui, à leur tour s’ap-
prochent de leur seuil de résistance. Cette redistribution locale des contraintes dans le matériau
est probablement à l’origine de ces amas de rupture. Plus la déformation est importante, plus
l’énergie stockée aux contacts est importante, et plus forte sera la redistribution des contraintes
lors de la rupture. Les contacts, en grande majorité, ne peuvent plus être considérés comme
indépendants les uns des autres. Chaque contact voit son environnement local modifié de façon
importante par l’évolution des autres contacts dans son voisinage. Il est évident que dans ce
régime d’endommagement, notre modèle statistique n’est plus valide, puisque l’hypothèse sur
laquelle il repose, n’est plus vérifiée.

Localisation macroscopique

A l’aide de ces visualisations tri-dimensionnelles, nous avons mis clairement en évidence une
transition du régime d’endommagement au cours de la déformation ; on a un mode d’endom-
magement diffus, depuis les faibles déformations (initiation de l’endommagement à ǫ33 ≈ 1.5%)
jusque très proche du pic de contrainte (ǫ33 ≈ 3.5%), où les contacts endommagés sont distribués
de façon relativement homogène au sein de l’échantillon ; on passe ensuite très rapidement à un
mode d’endommagement groupé, au niveau du pic de contrainte, où les contacts endommagés
sont regroupés spatialement en amas.

Il serait intéressant d’étudier l’organisation dans l’espace de ces clusters de contacts, pour
savoir s’il existe des corrélations spatiales, et surtout si il est possible de les aligner dans l’espace,
selon un ou plusieurs plans. D’une part, il y a la difficulté de visualisation imposée par la géométrie
3D (même avec l’aide de cette représentation il est difficile de trouver un alignement des amas)
et, d’autre part, cette géométrie impose des tailles de systèmes réduites ; en effet, la capacité de
puissance de calcul à notre disposition lors de ce travail, était insuffisante pour modéliser des
échantillons de taille plus importante que 5000 grains, et les dimensions du système sont donc de
l’ordre de 17 grains de côté. Il est donc possible que cette taille réduite de système soit insuffisante
pour observer un phénomène de localisation ; si dans le chapitre précédent, on avait bien obtenu
une localisation dans une géométrie 2D, la taille de système était de l’ordre de 100 grains de
côté pour une bande de localisation d’épaisseur de 3 − 5 tailles de grains ; par ailleurs, l’emploi
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Fig. 7.22 – Evolution de l’endommagement (fraction des contacts ayant rompu) en fonction
de la déformation axiale ǫ33 pour des systèmes de différentes tailles : N = 100, N = 500,
N = 1000 et N = 5000 grains (soit un facteur trois de taille entre le plus petit et le plus grand) ;
pour chacune des tailles, on montre les résultats des simulations pour trois échantillons préparés
indépendamment (à l’exception de la taille N = 5000 grains, pour laquelle un seul échantillon
a été testé) sont présentés ; on observe un shift des courbes vers la gauche, c’est-à-dire vers les
plus petites déformations, lorsque la taille de système augmente.

dans cette étude de conditions de frontières périodiques pourrait également poser problème sur
un échantillon de petite taille.

7.3.5 Effet d’échelle de l’endommagement

La dépendance de l’intensité de l’endommagement, en fonction de la taille des échantillons
testés est analysée en relation avec les prédictions de notre modèle statistique, décrit au début
de ce chapitre. Nous rappelons que ce modèle repose sur l’hypothèse d’indépendance entre les
contacts et par conséquent, si nous voulons comparer les résultats de nos simulations avec les
prédictions du modèle statistique, nous devons considérer l’endommagement précoce de l’échan-
tillon, c’est-à-dire dans le premier stade de déformations, lorsque la concentration des contacts
ayant rompu est encore faible (quelques pour-cent).

Une des prédictions importantes du modèle avec le critère d’endommagement I, est la dépen-
dance de la probabilité d’initiation de l’endommagement, en fonction de la taille de l’échantillon
(nombre de contacts n) mais également, de l’hétérogénéité de la cimentation ∆ǫ : l’initiation de
l’endommagement dans un échantillon de grande taille est plus probable que dans un échantillon
de petite taille pour des propriétés de matériau donné et les conditions de chargement identique.
Nous avons également montré que les prédictions du modèle avec le critère d’endommagement
II, basé sur la rupture d’une fraction de contacts αn, étaient qualitativement similaires.

Nous représentons dans la figure 7.22 le pourcentage de contacts cimentés endommagés,
comme une fonction de la déformation uniaxiale ǫ33, pour quatre échantillons de tailles différentes.
Les résultats des simulations, pour trois échantillons de chaque taille préparés indépendamment,
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Fig. 7.23 – Mise en évidence de l’effet d’échelle de : (a) pourcentage de contacts endommagés à un
état de déformation axiale ǫ33 donné (de ≈ 0% à 4%), comme fonction de la taille de système ; (b)
déformation axiale ǫ33 pour laquelle un pourcentage donné de contacts endommagés est atteint
(de 1% à ≈ 15%), comme fonction de la taille de système N (nombre de grains) ; pour une taille
suffisamment grande, l’effet d’échelle ”sature” ; dans nos simulations, la saturation intervient pour
N = 1000 grains.

(excepté pour la taille de système correspondante à 5000 grains, pour lequel nous n’avons étudié
qu’un échantillon) sont montrés dans la figure en utilisant le même style de ligne.

Tous les échantillons ont été préparés en utilisant les mêmes valeurs de constantes élastiques
pour le matériau des grains et du ciment, et la même distribution des seuils de résistance des
contacts. De cette façon, la seule différence entre les échantillons de même taille vient des sé-
quences indépendantes, issues des générateurs de nombres aléatoires, utilisées pour affecter les
positions initiales des particules (avant la compaction) et pour les procédures de cimentation.
On peut observer, que les échantillons les plus petits atteignent un degré d’endommagement
en moyenne plus tard dans le processus de déformation que les grands échantillons, ce qui est
consistant avec les prédictions de notre modèle d’endommagement statistique. On peut formuler
ceci également de la façon suivante : pour une déformation donnée, les échantillons plus petits
ont en moyenne une plus faible concentration de contacts endommagés.

Ces observations sont illustrées dans les figures 7.23 (a) et (b), où on montre la valeur de la
déformation ǫ33 pour laquelle un pourcentage fixe de contacts endommagés est atteint (de 1% à
15%) comme une fonction de la taille d’échantillon N .

On peut noter que pour ce choix particulier de valeurs des paramètres du modèle, la dé-
pendance d’échelle de l’endommagement observée sature au-delà de N = 1000 grains. On peut
considérer dans ces conditions, que les simulations de systèmes contenant au moins ce nombre de
particules sont représentatives du point de vue des propriétés des matériaux granulaires cimentés
et ne sont pas biaisés par un effet de taille d’échantillon.

Remarquons que la taille critique de système au-delà de laquelle l’effet d’échelle sature (en-
viron 1000 grains dans notre exemple), est une fonction des paramètres du modèle ; elle dépend
en particulier des paramètres d’hétérogénéité de cimentation (valeur moyenne 〈ξ〉 et largeur ∆ξ

des seuils de résistances).

En général, les matériaux fortement hétérogènes nécessiteront des échantillons de taille plus
importante, pour rendre les tests simulés représentatifs.

Nous avons délibérément choisi les paramètres des simulations de telle façon que la taille
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Fig. 7.24 – (a) Courbes de contrainte-déformation : déviateur σ33 − σ11 en fonction de la défor-
mation axiale ǫ33 pour un système de N = 5000 grains, dans un test de compression triaxiale
simulé et pour différentes pressions de confinement pc allant de 100KPa à 30 MPa ; chaque sys-
tème a été préparé à la pression d’équilibre correspondant à la pression de confinement utilisée
lors du test de compression triaxiale ; (b) évolution linéaire de l’amplitude du pic de contrainte
(σ33 − σ11)

max avec la pression de confinement σ11 = pc.

critique du système pour laquelle la dépendance d’échelle sature, corresponde à un nombre de
grains relativement petit. Nous pouvons donc simuler les échantillons dont les volumes diffèrent
par un facteur de ≈ 50, et en même temps éviter des simulations de larges systèmes, coûteuses
en terme de temps de calcul.

Nous voudrions faire remarquer que, de façon étonnante, si l’on regarde la figure 7.22, on
constate que l’effet d’échelle prédit par le modèle statistique, semble toujours fonctionner au-
delà de 3.5% de déformation axiale et de 6% de contacts endommagés ; au-delà, comme nous
l’avons vu, le régime d’endommagement a un caractère groupé relativement fort, et nous pen-
sions que les prédictions de notre modèle seraient alors mises à défaut ; il est possible que la
composante d’endommagement diffus subsistant à ce stade de la déformation permette de repro-
duire la prédiction du modèle ; en réalité très rapidement après 4% de déformation (cela n’est
pas montré sur les figures), les simulations ne rendent plus compte des prédictions du modèle
comme l’on pouvait s’y attendre ; le modèle proposé semble donc être en mesure de prédire,
encore correctement, les propriétés d’endommagement un peu après que le pic de contrainte soit
atteint, ce qui n’était pas du tout évident de part l’hypothèse forte posée sur la non interaction
des contacts aux cours de l’endommagement.

7.3.6 Effet de la Pression de Confinement

Nous avons par la suite conduit des simulations en faisant varier la pression de confinement
sur des systèmes de taille identique (N = 5000 grains) ; la plus faible pression de confinement
que nous avons utilisée est pc = 100KPa et la plus forte est pc = 30MPa. Préalablement, nous
avons donc préparé chaque système à l’équilibre statique à une pression p0 correspondante à la
pression de confinement, que nous souhaitions utiliser pour l’expérience de compression triaxiale
numérique. Chaque système a ensuite été cimenté de la même façon, c’est-à-dire en utilisant
la même distribution de seuils de rupture (〈ξ〉, ∆ξ). Nous avons ensuite chargé axialement ces
systèmes en utilisant le même taux de déformation ǫ̇33.
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Fig. 7.25 – Méthode de triangulation : diagrammes complémentaires de Voronoï (trait pointillé)
et de Delaunay (trait plein) à gauche, et à droite construction par la méthode de ’Flipping Edge’
qui maximise l’angle minimal des couples de triangles bca − adb où bcd − cda.

Sur la figure 7.24(a), nous observons que le comportement du matériau granulaire est différent
en fonction de la pression de confinement employée. Les échantillons sous pression de confinement
faible atteignent le pic de contrainte plus tôt au cours de la déformation, que les échantillons
chargés sous forte pression de confinement. D’autre part, la valeur maximale atteinte par la
contrainte déviatorique est plus importante lorsque la pression de confinement est plus forte
comme on pouvait s’y attendre ; la résistance augmente avec la pression de confinement. Enfin, le
comportement à la "rupture" est également très différent ; aux faibles pressions de confinement,
la chute de contrainte est brutale alors qu’aux pressions de confinement plus importantes, on
observe un adoucissement de la courbe à l’approche du pic de contrainte, puis une chute répartie
de façon plus homogène au cours de la déformation après le pic .

7.3.7 Modèle statistique et pression

Nous avons vu dans le chapitre 4, que la pression de la préparation initiale pouvait avoir une
influence non négligeable sur la forme de la distribution des intensités des forces de contact dans
un matériau granulaire ; il est probable qu’à plus forte pression, la distribution des forces tende
à s’homogénéiser (transition d’une distribution exponentielle vers une distribution gaussienne) ;
on pourrait donc imaginer, de calculer notre modèle statistique, sur la base d’une distribution
de forces gaussienne.

7.3.8 Membrane flexible aux frontières

Nous avons développé un algorithme de membrane flexible 3D (voir figure 7.26) en géométrie
cylindrique, sur le même modèle que celui présenté dans le chapitre 6 en géométrie 2D. La
géométrie 3D pose des difficultés non triviales : la membrane flexible doit être à présent modélisée
comme une surface déformable et un algorithme de triangulation efficace doit être utilisé.

Etant donné un nombre fini de points dans un plan (les centres des particules les plus exté-
rieures), l’idée est d’assigner à chaque point une région d’influence de telle façon que ces régions
décomposent le plan ; ces régions de Voronoï avec leurs arêtes et leurs sommets forment un
diagramme de Voronoï.
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Fig. 7.26 – Membranes flexibles en géométrie cylindrique : (a) membrane externe de confinement
d’un échantillon granulaire, où les vecteurs unités normaux des éléments de surfaces triangulaires
la constituant sont représentés (ils donnent les directions locales d’application des forces) ; (b)
membranes internes et externes, et réseau de forces de contact dans un échantillon granulaire
confiné.

La triangulation de Delaunay (voir figure 7.25 (a)) est obtenue en construisant le diagramme
complémentaire, en traçant une arête de Delaunay connectant les points à l’origine de deux
régions de Voronoï partageant une arrête de Voronoï commune. On obtient alors des régions
triangulaires de Delaunay, dont les sommets sont les points à l’origine des régions de Voronoï.

L’algorithme utilisé pour construire la triangulation de Delaunay à partir du jeu de points
prédéterminé est le plus classique, la méthode de ’Flipping Edge’ (voir figure 7.25 (b)) qui repose
sur le fait que, parmi toutes les triangulations possibles d’un jeu de points, la triangulation de
Delaunay maximise l’angle le plus petit.

Cette surface triangulée doit être mise à jour régulièrement sur la base d’un critère simple,
par exemple un nombre défini de cycles de calcul, ou bien plus évolué.

Une fois la surface triangulée, il est possible de calculer sur chaque noeud (i.e., une particule)
une force dont la valeur est fonction à la fois : de la pression de confinement pc, et des aires
des triangles associés à cette particule ; la direction de cette force, sera la somme vectorielle des
vecteurs normaux unités de chaque triangle vers l’intérieur du système.

Nous pensons utiliser à l’avenir cet algorithme de membrane 3D dans des simulations numé-
riques de compression triaxiale, afin de reproduire les processus de localisation de la déformation
observés dans le chapitre 6 en géométrie 2D.

7.4 Conclusions

Nous avons proposé un modèle statistique d’endommagement de roches granulaires qui prend
en compte une distribution de ciment inégale, et une distribution de force fortement hétérogène
dans l’échantillon sous l’action du chargement extérieur. Combiné avec un simple critère d’endom-
magement applicable aux premiers stades de l’endommagement, le modèle prédit une dépendance
explicite des probabilités d’endommagement, sur la taille de l’échantillon, et sur l’hétérogénéité de
cimentation. Ainsi, sous des conditions similaires de chargement, la probabilité de rupture d’une
fraction donnée de contacts cimentés est plus faible pour des petits échantillons. Ceci signifie
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que les tests réalisés sur des petits échantillons sous-estimeraient le degré d’endommagement qui
pourrait avoir lieu sous des conditions similaires dans des échantillons plus grands d’un matériau
identique.

Nous avons développé un modèle numérique de roches granulaires (les contacts inter-granulaires
sont cimentés) basé sur l’approche de la dynamique moléculaire, conçue initialement pour l’étude
des milieux granulaires non consolidés.

Nous avons vu, que les distributions de l’énergie élastique stockée dans les contacts cimentés
mesurées dans les simulations numériques, au cours des expériences de chargement, sont qualita-
tivement assez similaires aux distributions des amplitudes de forces observées dans les matériaux
granulaires sous compression ; cette distribution des forces de contact est connue pour suivre une
loi décroissante exponentielle tronquée.

Les prédictions de notre modèle statistique concernant l’effet d’échelle de l’endommagement
sont confirmés par nos simulations numériques. L’effet d’échelle est observé pour la déformation
nécessaire, pour produire un certain degré d’endommagement dans l’échantillon, ainsi que pour
le nombre de contacts endommagés pour un état de déformation donné.

Nous n’avons pas observé de dépendance d’échelle significative du pic de contrainte dans nos
simulations ; en effet, la différence entre le pic de contrainte du plus petit système 100-grains et
du plus grand système 5000-grains est approximativement de 10%, comme on peut le voir sur
la figure 7.15. Il est vrai que nous n’avons à notre disposition qu’une faible moyenne statistique,
ne disposant que de trois réalisations sur les plus petits systèmes, et une seule réalisation sur le
plus gros système.

Une explication possible serait que la résistance de l’échantillon proche du pic de contrainte,
est essentiellement dominée par la localisation de la déformation et de l’endommagement, dans
des structures de type bandes de cisaillantes ou compactantes s’exprimant sur l’ensemble de
l’échantillon. A ce stade de la déformation, les mécanismes de l’endommagement sont très diffé-
rents de celui décrit dans notre modèle (voir le chapitre 6).

L’effet d’échelle décrit, mis en évidence à la fois par les modèles statistiques et par les simula-
tions numériques, devrait être pris en compte dans l’interprétation des simulations numériques des
matériaux granulaires, comme dans les tentatives d’extrapolation des propriétés mécaniques, et
des propriétés de transport des roches granulaires, depuis le laboratoire vers les grandes échelles.
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Conclusion générale

1 Rappels du contexte d’étude

Durant les dernières années d’important progrès ont été réalisé par l’étude des propriétés
physiques des roches en relation avec l’exploration sismique ; les ondes sismiques rapportent des
informations sur les propriétés des roches et sur les fluides qu’elle contiennent (en terme de
temps de trajet, d’amplitude de réflexion, de variations de phases) ; l’interprétation des données
sismiques collectées par exemple sur les structures géologiques piégeant les hydrocarbures (les
réservoirs pétroliers) permet ainsi de faire le lien avec la lithologie de la roche, la porosité, la
pression de fluides, la saturation ... ; de part la complexité naturelle des roches rencontrée, une
théorie universelle pour l’ensemble des types de roches n’est pas accessible.

Les matériaux granulaires (sables consolidés ou non, sols, bétons, céramiques, matériaux
endommagés en général) sont présents en quantité abondantes sur terre ; ce sont des exemples
de matériaux élastiques inhabituels ; ils montrent une large gamme de propriétés intéressantes
(nonlinéarité, hystérésis, mémoire de chargement) ; ils sont par certains aspects similaires à des
solides et par d’autres à des liquides ; ces propriétés qui les différencient des autres matériaux
élastiques sont à la base d’une aire de recherche active ; Il est nécessaire de développer des théories
propres à ces matériaux.

Quelle est la réponse élastique dynamique de ces matériaux et comment les ondes sonores
s’y propagent-elles ? en réalité, la propagation du son dans les matériaux granulaires est une
question encore ouverte. Comment se matérialise l’endommagement dans ces matériaux selon les
conditions de chargement externes ? Ici encore, on ne possède pas de compréhension globale et
de nombreux études sont en cours.

Des problèmes géophysiques fondamentaux sont directement liés à ces questions :

– En Géotechnique, on étudie le déplacement des sols associés aux tremblements de terre ; le
couplage avec des modes résonnant des constructions peut entraîner leur rupture ; pour li-
miter ces destructions, il faut pouvoir modéliser correctement les propriétés acoustiques des
matériaux granulaires (sols) afin de caractériser la réponse du site par une étude sismique
et la découpler de celle des constructions.

– En sismique pétrolière, l’interprétation correcte des logs acoustiques est très importante
pour pouvoir déterminer correctement les paramètres des réservoirs et optimiser la pro-
duction.

– En gestion des réservoirs pétroliers, pouvoir décrire et prévoir la rupture (pour l’empêcher
ou bien pour l’influencer selon les besoins) de ces matériaux est tout à fait cruciale.
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2 Principaux résultats

Le travail qui a été réalisé au cours de cette thèse est articulé autour de deux thématiques
centrées sur les matériaux granulaires, qui ont fait l’objet des deux dernières parties de ce ma-
nuscrit :

– (1) Les propriétés géométriques (texture) et mécaniques (modules élastiques, fonction ré-
ponse) des assemblages granulaires denses.

– (2) Les processus de déformation dans les matériaux granulaires non cohésifs et les méca-
nismes d’endommagement des roches granulaires.

La méthode des Eléments Discrets a été utilisée pour modéliser les comportements de ces
matériaux. C’est une approche discontinue qui est tout à fait adapté à la nature et à l’étude de
ces matériaux.

Dans le cadre de cette thèse, le premier objectif était de développer un programme de modéli-
sation des matériaux granulaires, qu’ils soient non cohésifs et consolidés sous contraintes, ou bien
cohésifs, c’est-à-dire consolidés par cimentation des contacts intergranulaires. Le programme a été
développé sur la base de la Méthode des Eléments Discrets (issue de la Dynamique Moléculaire) ;
c’est la méthode la plus adaptée pour les études que nous souhaitions entreprendre puisqu’elle
permet de modéliser à la fois le comportement quasi-statique des matériaux granulaires mais
également les processus dynamiques comme la propagation des ondes.

L’implémentation utilise les méthodes de programmation récentes et nous avons porté beau-
coup d’attention à sa modularité de façon à pouvoir adapter très facilement le programme à
l’étude de différents problèmes exigeant des géométries spécifiques (1D,2D,3D) et des conditions
de frontières particulières (frontières périodiques, rigides, flexibles et adaptatives), mais aussi
afin de pouvoir utiliser le programme aussi bien sur un simple ordinateur que sur des clusters
de calculs (lorsque ceux-ci fonctionnent !) ; ces derniers permettent (1) de lancer simultanément
plusieurs simulations afin d’échantillonner un espace de paramètres, ou bien afin de multiplier
les réalisations pour un même jeu de paramètres avec des configurations de particules différentes,
(2) de modéliser des systèmes granulaires de grande taille nécessitant une grosse capacité de
calcul (processeurs et mémoires) en utilisant une méthode de décomposition de domaines. Au
moment où cette thèse se termine, la version purement parallèle est partiellement développée et
nous comptons finaliser son implémentation au Levich Institute du City College of New York.

Une fois la méthode numérique développée, pour étudier un matériau granulaire, il faut
tout d’abord le construire ; c’est-à-dire qu’il faut recréer un échantillon granulaire numérique
consolidé à partir de particules élémentaires. Et même si celles-ci sont les plus simples qui soit,
des sphères non frottantes, il existe un certain nombre de paramètres comme la polydispersité et
la concentration qui vont influer selon la préparation sur l’arrangement final des particules dans
l’agrégat et sur les propriétés effectives de ce dernier.

Nous avons donc mené une étude préliminaire présentée au chapitre 3 sur les effets des
paramètres de mélanges bidisperses (hétérogénéités de taille des particules, concentrations des
espèces) sur les propriétés géométriques et mécaniques des assemblages granulaires denses bidi-
mensionnels, qui s’est révélée importante pour les études ultérieures ; nous avons utilisé un mé-
lange de deux espèces de particules (mélange binaire) ayant les mêmes propriétés élastiques mais
dont les rayons différent par rapport au rayon moyen d’un pourcentage allant : (1) (faibles hétéro-
généités) de 1/100% à 10%, (2) (fortes hétérogénéités) de 10% à 70%, et dont les concentrations
des deux populations peuvent également varier entre un mélange complètement monodisperse à
un mélange à concentrations égales.

Nous avons montré, que les paramètres d’hétérogénéités de taille et de concentration étaient
sources d’effets importants sur la texture des assemblages granulaires préparés à friction nulle
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à l’équilibre statique à l’aide d’un protocole de compaction-densification : (1) aux faibles hété-
rogénéités de taille, quelles que soient les concentrations relatives des deux espèces, la texture
de l’assemblage granulaire est très hétérogène montrant localement des régions (clusters) où les
particules sont organisées selon un arrangement Hexagonal Compact et séparées les unes des
autres par des joints désordonnés, (2) aux fortes hétérogénéités une faible concentration rela-
tive d’une espèce par rapport à l’autre, de l’ordre de 10%, suffit à empêcher l’apparition de la
composante Hexagonale Compacte dans l’arrangement, et la texture de l’assemblage se présente
sous une forme amorphe. En conséquence de l’arrangement localement ordonné des particules, la
coordinence moyenne ainsi que la compacité de l’assemblage sont fortement corrélées aux valeurs
des paramètres de mélanges.

Nous avons ensuite quantifié l’évolution du degré d’ordre dans ces assemblages granulaires
avec les paramètres de mélanges en utilisant des paramètres d’ordre et des fonctions de corré-
lation ; on met ainsi en évidence la transition depuis des arrangements organisés partiellement
selon un réseau Hexagonal Compact aux faibles hétérogénéités de taille, en passant par des ar-
rangements amorphes aux hétérogénéités modérées, vers des arrangements cubiques et à nouveau
Hexagonaux Compacts aux fortes hétérogénéités (au niveau du rapport de taille critique). Si, le
paramètre d’ordre d’orientation de contact qui quantifie la cohérence des orientations de contacts
par rapport au réseau Hexagonal Compacte est bien corrélé avec le degré d’ordre dans sa version
locale, la décohérence des orientations des clusters entre eux rend inadaptée la version globale ;
néanmoins ceci nous permet de calculer une taille moyenne des régions Hexagonales Compactes
de l’ordre de 7 − 8 tailles de particules de rayon.

L’étude des propriétés mécaniques des assemblages granulaires nous a montré que les assem-
blages ordonnés ont des modules élastiques plus importants que les assemblages désordonnés,
d’un ordre de 15% pour des conditions de pressions comparables ; cet écart s’explique première-
ment par des coordinences moyennes et des compacités plus importantes et deuxièmement par
l’étude des réseaux de forces de contact dans les assemblages ; les distributions des amplitudes des
forces de contact sont beaucoup plus hétérogènes dans les assemblages partiellement ordonnés
(distribution exponentielle) alors que l’homogénéité de la texture tend à homogénéiser les forces
de contact (distribution gaussienne). Dans le cas où les forces de contact sont hétérogènes, les
forces de plus faibles amplitudes sont concentrées dans les clusters et les forces de très fortes
d’amplitudes sont concentrées aux joints de clusters, où quelques contacts assurent la transmis-
sion des forces et font la jonction mécanique entre ces régions ordonnées ; les chaînes de forces ont
des extensions plus importantes dans ce type d’assemblage et contribuent à cette transmission
sur des distances importantes.

Cette étude préliminaire, nous aura permis de définir les paramètres de mélanges en terme de
concentrations et de polydispersité à utiliser pour obtenir des assemblages granulaires à texture
homogène, ce qui a permis par la suite d’étudier les propriétés mécaniques de ces assemblages
granulaires sur une base bien définie.

Dans le travail qui a suivi, présenté au chapitre 4, nous nous sommes intéressés à l’élasticité
non-linéaire des assemblages granulaires denses (bidimensionnels et tridimensionnels), rendant
compte en partie de leurs propriétés acoustiques ; nous nous sommes également attachés à montrer
dans cette étude, que la dynamique de relaxation collective des particules jouent un rôle très
important dans la réponse mécanique de ces systèmes. Cette étude combine à la fois un travail
numérique réalisé en partie à partir des échantillons granulaires obtenus dans l’étude précédente
et un travail expérimental réalisé sur des agrégats de billes de verre.

En formulant des lois de contact microscopiques (de type force-déplacement, Hertz-Mindlin
dans cette étude) et en utilisant la Théorie de Milieu Effectif, les relations de contraintes-
déformations macroscopiques peuvent être dérivées, ce qui permet d’obtenir une prédiction sur
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la dépendance des modules élastiques d’assemblages granulaires avec la pression. Dans cette
théorie élastique de milieu effectif, l’approximation de déformation affine est utilisée ; elle décrit
une déformation homogène, sans rotation, ni torsion, ni aucun déplacement supplémentaire ; les
rigidités (et par conséquent les forces) sont moyennées sur toutes les orientations de contacts
possibles (équiprobables) pour obtenir les relations macroscopiques ; si l’état de contrainte de
référence dépend de l’histoire du chargement, les modules élastiques, eux, ne sont dépendants
que de l’état actuel de la déformation.

Les expériences numériques de compression isotrope et les mesures expérimentales de vi-
tesses de propagation d’ondes sur des assemblages granulaires denses réalisées dans cette étude,
montrent des modules élastiques (à savoir le module d’incompressibilité et le module de cisaille-
ment) en bon accord, mais dont la dépendance avec la pression augmente plus rapidement que
la prédiction de la Théorie Elastique de Milieu Effectif basée sur le contact de Hertz. De plus, les
rapports des modules élastiques obtenus numériquement et expérimentalement, constants avec
la pression, sont plus grands que la valeur constante fournie par la théorie.

Nous montrons que la formulation élastique décrit partiellement la réponse mécanique d’un
assemblage granulaire sous compression isotrope ; en effet, pour que cette description devienne
correcte, il faut inclure dans la théorie les dépendances de la coordinence moyenne et de la com-
pacité avec la pression déterminées à partir des simulations numériques. C’est la deuxième source
de non-linéarité après le contact de Hertz qui manquait à cette théorie élastique pour décrire
de façon satisfaisante l’évolution du module d’incompressibilité. Nous montrons également que
la théorie est incapable de prédire correctement la réponse d’un système granulaire soumis à
un cisaillement ; en corrigeant la théorie avec la deuxième source de non-linéarité, on améliore
la tendance pour l’évolution du module de cisaillement avec la pression, cependant la théorie
surestime toujours fortement cette réponse, et ceci de façon plus marquée lorsque la friction de
contact est diminuée. Finalement, nous montrons que l’origine de ce désaccord tient dans l’hypo-
thèse posée à la base du développement de la théorie qui voudrait que le champ de déformation
dans le milieu granulaire soit homogène à toutes les échelles, c’est-à-dire que la déformation mi-
croscopique à l’échelle du grain corresponde à la déformation macroscopique de l’assemblage. En
réalité, cette hypothèse est incompatible avec l’équilibre des forces et des moments sur les grains
pour un assemblage désordonné soumis à une déformation cisaillante, mais elle l’est en revanche
pour une déformation de compression isotrope. La relaxation collective des grains est donc une
composante essentielle du module de cisaillement et elle n’est pas prise en considération dans la
Théorie de Milieu Effectif.

Pour terminer, une petite étude sur les assemblages granulaires tridimensionnels complémen-
taire à celle effectuée dans le chapitre précédent sur les assemblages bidimensionnels nous donne
les résultats suivants : (1) les distributions des intensités de forces de contact dans les assemblages
granulaires tridimensionnels ont montré une transition depuis des distributions exponentielles aux
faibles pressions vers des distributions gaussiennes aux fortes pressions traduisant l’homogénéi-
sation des réseaux de forces, (2) les hétérogénéités de taille (modérées) sont peu décisives dans
un arrangement tridimensionnel, car le degré de liberté de mouvement supplémentaire semble
contribuer, de lui-même, à empêcher la formation de régions ordonnées comme cela avait été
montré dans les arrangements bidimensionnels.

Nous avons mis en évidence l’impossibilité de définir un champ de déformation dans un as-
semblage granulaire puisque cette déformation est inhomogène à l’échelle des grains ; l’approche
élastique qui présuppose un champ de déformation uniforme à toutes les échelles semble donc
mal appropriée pour décrire le comportement des assemblages granulaires. Nous avons vu qu’il
a été proposé d’autres théories pour décrire les milieux granulaires dont les théories de transmis-
sions des contraintes ; elles décrivent les contraintes sans recourir aux déformations en utilisant
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des nouvelles relations de clôture pour résoudre l’indétermination des systèmes granulaires ; l’as-
semblage y serait dans un état fragile dit aussi de rigidité marginale. Le choix à faire entre une
relation de clôture élastique et une relation de clôture fragile est un débat toujours ouvert ; la
mesure de la fonction réponse (ou fonction de Green) d’un milieu granulaire devrait apporter la
réponse, car chaque théorie fournit une prédiction différente ; pour le moment, il a été montré
expérimentalement que l’approche élastique semblerait être correcte aux larges échelles.

L’étude réalisée dans ce chapitre a donc consisté à mesurer numériquement la fonction réponse
d’un assemblage granulaire bidimensionnel dense, sous contraintes isotropes, aux petites comme
aux larges échelles ; cette expérience numérique consiste à appliquer une force quasi-ponctuelle
dans le matériau et à mesurer le champ de contraintes qu’elle génére. Numériquement, il est
possible d’appliquer cette force au coeur du système et pas seulement en surface comme c’est le
cas expérimentalement ; ceci permet d’obtenir les réponses en compression et en dilatation dans le
milieu, et nous avons montré que ces deux réponses sont symétriques de part et d’autre du point
d’application de la perturbation. Il est aussi possible de mesurer l’ensemble des composantes de
la réponse, longitudinale, axiale et cisaillante, ce qui est difficile à obtenir expérimentalement.

Quelle que soit la profondeur dans l’empilement numérique, la composante axiale de la fonc-
tion réponse granulaire que nous avons mesurée (et moyennée sur un jeu de 10 réalisations)
présente un pic centré à la verticale du point d’application de la force, et la largeur à mi-hauteur
de ces profils de contraintes évolue proportionnellement avec la profondeur ; ce résultat est en
accord avec les prédictions de la théorie élastique mais pas avec les prédictions : (1) des modèles
propagatifs (de transmission des contraintes) qui prédisent un double pic de part et d’autre du
point d’application de la perturbation, (2) des modèles hyperboliques (modèles probabilistiques
de diffusion des forces) qui prédisent comme la théorie élastique un pic central mais dont la
largeur évolue avec la racine carrée de la profondeur.

Néanmoins, selon nos simulations, la théorie élastique ne décrit pas non plus correctement la
réponse du milieu granulaire ; en effet, si la réponse instantanée du milieu (correspondant au pic
de propagation de la perturbation) correspond bien à la prédiction élastique, la réponse évolue
au cours de la relaxation ; finalement les amplitudes des profils de réponse à l’état statique sont
plus petits que ceux issus de la prédiction élastique. Ceci semble être en accord avec les résultats
obtenus dans l’étude présentée au chapitre 4, où nous avions montré que les réarrangements
granulaires consécutifs à l’application d’une perturbation entraînent la relaxation des contraintes
dans le milieu. Pour terminer, nous avons réalisé une étude de la dépendance de la fonction
réponse du milieu granulaire en fonction de la pression de confinement ; nous n’avons pas mis en
évidence de dépendance significative pour des pressions allant de 100KPa à 10MPa.

Dans les études précédentes, nous avons étudié soit les propriétés texturales d’assemblages
granulaires à l’équilibre statique, soit leurs propriétés mécaniques lorsqu’ils sont soumis à de très
faibles déformations, c’est-à-dire dans le régime linéaire. Dans ce nouveau travail en géométrie
bidimensionnelle, nous nous sommes intéressé aux grandes déformations des milieux granulaires,
lorsqu’ils sont soumis à un chargement axial sous une pression de confinement latérale contrôlée.
Pour modéliser des expériences de compression biaxiale, nous avons dû dans un premier temps
reproduire numériquement les conditions aux limites expérimentales : (1) un piston rigide de char-
gement, modélisé par des parois granulaires rigides, (2) des membranes flexibles imperméables,
modélisées par des membranes granulaires qui peuvent se contracter ou s’étirer localement pour
s’adapter à la déformation locale de l’échantillon et à la pression latérale appliquée.

Les données mécaniques lors des compressions biaxiales nous montrent que les échantillons
granulaires subissent, dans un premier temps, une phase de compaction (le volume et la porosité
diminuent) puis, avant d’atteindre le pic de contrainte, entrent dans une phase de dilatance
qui dure aussi longtemps que le chargement est appliqué. Le pic de contrainte coïncide avec la
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localisation de la déformation que l’on peut mettre en évidence en regardant le champ de vitesse
des particules dans l’échantillon ; on observe de très forts gradients de part et d’autre d’une ou
plusieurs bandes (qui s’intersectent) ; par contre au sein de ces bandes, les vitesses sont très
faibles, ce qui permet d’estimer leurs épaisseurs de l’ordre de 3 − 5 grains.

Nous avons réalisé ces compressions biaxiales pour plusieurs pressions de confinement, de
100KPa à 80MPa. Aux faibles pressions, les bandes de localisation concentrent les particules
ayant les taux de rotation les plus élevés (horaires ou anti-horaires) en accord avec le jeu de la
bande de localisation considérée ; il y a donc de forts gradients de cisaillement dans ces bandes.
Néanmoins, les rotations des particules ne correspondent pas exclusivement au jeu de la bande
considérée et on observe localement des systèmes de rotations complémentaires qui permettent
vraisemblablement de réduire la résistance au cisaillement et d’accommoder de façon efficace la
déformation macroscopique ; lorsque des bandes conjuguées apparaissent, c’est au niveau de leur
intersection que les rotations complémentaires se concentrent pour permettre aux deux bandes
de s’exprimer lors du chargement. Du fait de l’importance de ces mouvements de rotations
complémentaires, on observe peu de mobilisation du frottement à faible pression. Aux fortes
pressions, les rotations semblent être moins importantes et le glissement aux contacts inter-
granulaires se concentre exclusivement dans les bandes de cisaillement.

Dans nos tests numériques de compressions biaxiales, après le premier pic de contrainte et
la localisation correspondante de la déformation, nous observons plusieurs remises en charge et
déstabilisations successives de plus faible ampleur, qui traduisent les limites d’accommodation
de la déformation des bandes par rapport au chargement appliqué.

Enfin, nous avons étudié les mécanismes à l’origine de l’apparition de la dilatance lors du char-
gement ; en observant les réseaux des forces de contact, nous avons mis en évidence l’apparition
de chaînes de forces orientées dans la direction du chargement et correspondant à des colonnes
verticales de particules en contact. Le flambage de ces colonnes lors du chargement et avant
l’apparition de la localisation crée de la porosité (à la façon d’une ouverture de fissure orientée
verticalement). Lorsque la localisation est apparue, on observe très nettement l’apparition d’une
nouvelle porosité dans la bande de cisaillement qui semble correspondre à la déformation par
inflexion des chaînes de forces (et colonnes de particules associées) par le jeu de la bande.

La dernière étude que nous avons entreprise au cours de cette thèse, concerne l’endommage-
ment des roches granulaires ; nous avons tout d’abord proposé un modèle probabilistique d’en-
dommagement d’un assemblage granulaire consolidé par un ciment intergranulaire fragile ; en-
suite nous avons adapté la Méthode des Eléments Discrets et notamment les modèles de forces
de contact afin de pouvoir modéliser l’endommagement de ce milieu granulaire cohésif.

Dans le modèle d’endommagement proposé, les intensités des forces de contact suivent une
distribution strictement exponentielle et la valeur moyenne des forces est donnée ; le caractère
bimodal de la distribution des forces qui a été mis en évidence dans les milieux granulaires (sous-
réseau faible suivant une loi puissance et sous-réseau fort exponentiel) n’est pas considéré ; la
résistance du ciment aux contacts suit une distribution homogène dont on fixe la moyenne et la
largeur. Ces distributions données, on peut calculer différentes probabilités qui correspondent aux
critères d’endommagement posés ; le premier critère examiné correspond à une probabilité très
large, à savoir la probabilité d’avoir au moins un contact endommagé dans l’échantillon. Cette
probabilité est fonction des paramètres des distributions en entrées du modèle (hétérogénéité
de la cimentation, état de chargement) mais également de la taille du système (c’est-à-dire le
nombre de contact total dans l’assemblage granulaire). Le deuxième critère d’endommagement
examiné, plus restrictif, considère la probabilité d’avoir une fraction de contacts endommagés.

Nous avons tiré de ce modèle une dépendance explicite des probabilités d’endommagement
examinées en fontion de l’hétérogénéité de la cimentation inter-granulaire et de la taille de sys-
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tème : premièrement un échantillon très hétérogène du point de vue de sa cimentation aura une
probabilité d’endommagement plus importante qu’un échantillon homogène, et d’autre part deux
échantillons de taille différentes caractérisés par la même cimentation auront des probabilités
d’endommagement différentes, le plus grand échantillon ayant la probabilité d’endommagement
maximum. Nous avons donc mis en évidence un effet d’échelle sur l’endommagement.

Il est important de remarquer que dans ce modèle les contacts sont considérés parfaitement
indépendamment les uns des autres ; ainsi, dans le modèle si un contact cède, cette rupture
n’influence pas la probabilité de rupture des autres contacts ; ceci reviendrait à ne pas considérer
la redistribution locale des contraintes après la rupture d’un contact dans une roche granulaire ;
si cela ne semble pas très réaliste, dans la phase initiale d’endommagement à caractère diffus on
peut considérer que les interactions sont négligeables.

Nous avons donc par la suite réalisé des simulations numériques de compression triaxiale pour
modéliser le processus d’endommagement des roches granulaires afin : (1) de valider l’hypothèse
d’indépendance des contacts à la base du modèle d’endommagement (2) de confirmer les prédic-
tions du modèle en terme d’effet d’échelle sur l’endommagement ; nous avons donc dû adapter la
Méthode des Eléments Discrets afin de prendre en compte la présence du ciment inter-granulaire
fragile, en modifiant les lois de contacts intergranulaires et en affectant à chaque contact un seuil
de rupture en terme d’énergie de déformation.

Dans un premier temps, la visualisation de la rupture des contacts, nous a permis de confirmer
la nature diffuse de l’endommagement dans la phase initiale de déformation (en réalité pratique-
ment jusqu’au pic de contrainte), ce qui tend à valider l’hypothèse faite dans notre modèle. Dans
un deuxième temps, pendant la rupture, nous avons vu que l’endommagement tendait à se locali-
ser spatialement ce qui montre que la redistribution élastique des contraintes devient importante
dans cette phase. Enfin nous avons vérifié les prédictions de notre modèle en ce qui concerne l’ef-
fet d’échelle de l’endommagement avec la taille des échantillons : les simulations numériques de
compressions triaxiales réalisées sur des échantillons de tailles différentes (de quelques centaines
à plusieurs milliers de grains) en utilisant les mêmes paramètres de cimentation confirment le fait
que l’endommagement est plus prononcé dans les grands échantillons que dans les petits pour
un même état de chargement.

Dans ces simulations, contrairement à l’étude précédente, nous n’avons pas été capables de
mettre clairement en évidence la formation de bandes de cisaillement ; plusieurs raisons peuvent
être avancées : (1) le mode de déformation homogène utilisé pour le confinement, (2) les conditions
de frontières périodiques latérales, (3) la taille réduite des échantillons numériques en 3D et enfin
(4) la difficulté d’isoler un plan de localisation dans un objet tridimensionnel.

3 Perspectives

Les développements possibles des travaux présentés s’orientent dans différentes directions :

– Premièrement, il s’agit de mieux comprendre les mécanismes de compaction des matériaux
granulaires au cours de la préparation ; cette compaction mécanique (glissements, rotations,
...) détermine la texture du matériau, qui joue un rôle fondamentale dans la réponse mé-
canique macroscopique ; on peut supposer également que la prise en considération d’une
polydispersité plus générale (que le mélange bidisperse) pourrait influer fortement sur la
texture et la réponse mécanique associée.

– Si l’introduction d’une cohésion intergranulaire a été réalisé dans la dernière étude pré-
sentée, une meilleure description de la solution du problème du contact de deux grains
cimentés et une modélisation plus fine du processus rupture du ciment (différents modes :
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compression, tension, cisaillement) devrait permettre de mieux décrire l’endommagement
des roches granulaires ; ceci permettrait d’étudier proprement les problèmes de localisa-
tion de la déformation (bandes de cisaillement, bandes de compaction) et les problèmes de
dégradation (problèmes de sanding intervenant dans la déstabilisation des puits pétroliers).

– Bien que les fluides aient une influence profonde sur les propriétés mécaniques des géoma-
tériaux (par exemple dans les roches réservoirs) et leur évolutions, cette phase est absente
dans nos travaux ; le système sec est à lui seul très complexe et il est nécessaire dans un
premier temps de bien comprendre l’ensemble des micromécanismes avant d’envisager in-
corporer la phase fluide ; le rôle mécanique des fluides tend à affaiblir et fragiliser la roche
dans certaines conditions ; son activité chimique par modification des propriétés de contact
(géométriques, mécaniques) peut elle l’affaiblir par dissolution au contact (perte de cohé-
sion, dégradation) ou la renforcer par précipitation (cohésion plus importante). Le passage
à l’étude d’un système granulaire ”mouillé” (c’est à dire, saturé en fluides) est fondamentale
pour une majorité des applications aux Sciences de la Terre.

– Pour terminer, la mécanique des roches est avant tout à la base une science expérimentale ;
Les mesures collectées lors de tests expérimentaux sont au coeur de la description du
comportement mécanique des géomatériaux ; cependant, certaines mesures, comme nous
l’avons vu, ne sont pas accessible par cette approche d’où le recours à l’approche numérique
qui offre une excellente complémentarité ; il serait nécessaire de comparer les les résultats
issus des simulations avec des résultats obtenus sur des échantillons réels afin de les valider
et ceci permettrait de mieux caler les constantes numériques ; dans cette perspective, il
faudrait travailler avec la même géométrie, c’est à dire réaliser des simulations 3D comme
dans la dernière étude (du chapitre 7), et également augmenter la taille des échantillons
numériques (pour les rendre comparables aux échantillons réels), ce qui ne sera possible
que par la finalisation de la version parallèle du code DEM développé et l’utilisation de
ressources informatiques plus puissantes.

L’étude des matériaux granulaires reste confrontée à un important challenge ; si les matériaux
granulaires secs non cohésifs ont été largement étudiés ces dernières années, il faut maintenant
pousser l’étude de leur comportement aux différents contextes pratiques dans lesquels on peut les
trouver (cohésion intergranulaire, saturation en fluides) et identifier les traits essentiels nécessaires
à leur description macroscopique.
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”Etude numérique des propriétés mécaniques et des processus de déformation et
d’endommagement des matériaux granulaires”

Résumé

La compréhension des propriétés structurales et mécaniques des assemblages granulaires reste un problème
ouvert. La modélisation numérique de ces milieux par Dynamique Moléculaire permet de répondre à certaines
interrogations. Tout d’abord, nous étudions les effets des paramètres de mélange sur le degré d’ordre et la distribu-
tion des contraintes dans ces arrangements de grains. Ensuite, nous nous intéressons aux propriétés acoustiques de
ces milieux, très nonlinéaires comparées aux solides élastiques continus ; nos simulations servent à clarifier les dé-
ficiences de la Théorie de Milieu Effectif, qui rend partiellement compte de la dépendance en pression des modules
élastiques, et elles montrent que la relaxation des grains après une déformation infinitésimale est une composante
essentielle du module de cisaillement. Il y a donc un besoin pour une formulation alternative et l’approche tra-
ditionnelle élasto-plastique a été remise en cause par des nouveaux modèles. Si l’expérience numérique menée de
mesure de la fonction réponse (champ de contrainte généré par une force ponctuelle) montre une remise à l’échelle
élastique, elle rend également compte de phénomènes importants de relaxation. Les mécanismes de déformation
des matériaux granulaires ont aussi été étudiés en simulant des essais biaxiaux ; ils reproduisent qualitativement
les données mécaniques classiques (pic de contrainte, transition compaction/dilatance) et aussi la localisation de
la déformation ; à faible pression, les rotations de grains accommodent la déformation tandis qu’à forte pression, la
mobilisation du frottement est plus marquée. Enfin, nous proposons un modèle probabilistique d’endommagement
de roches granulaires qui prédit une dépendance de l’endommagement avec à la fois l’hétérogénéité de cimentation
et la taille d’échantillon. Ces prédictions sont confirmées par des simulations qui permettent également de mettre
en évidence deux régimes d’endommagement successifs, diffus puis concentré en amas.

Mots-clés: Matériau Granulaire, Eléments Discrets, Mélange Bidisperse, Désordre, Milieu Effectif, Relaxation, Fonction Réponse, Elasticité,
Déformation, Localisation, Cimentation, Endommagement

”Numerical study of mechanical properties and of deformation and damage pro-
cess of granular materials”

Abstract

The understanding of structural and mechanical properties of granular assemblies remains an open issue. The
numerical modeling of granular media, using the Molecular Dynamic approach, brings some answers to critical
problems. At first, we are studying the effects of mixture parameters on the degree of order and on the stress
distribution in these arrangements of grains. Next, we are interested in the acoustic properties of these media,
which are very nonlinear in comparison to continuous elastic solids ; ours simulations serve to clarify the deficiencies
of Effective Medium Theory, which only partially account for the dependency of elastic moduli with pressure.
We show that relaxation of grains, following an infinitesimal deformation is an essential component of the shear
modulus. There is clearly a need for an alternative formulation and the traditional elasto-plastic approach is faced
with new theories. If the numerical simulations led in this study, which measure the response function of granular
media (stress field generated by a point force), show an elastic scaling, it also accounts for important relaxation
process. The deformation mechanisms of granular materials were also study by simulating bixial compression tests,
which reproduce qualitatively well the classical mechanicals data (stress peak, compaction/dilatancy transition),
and also localization of the deformation ; while at low pressure, grains rotations accommodate the deformation,
at high pressure, the mobilization of friction is more pronounced. Finally, we propose a probabilistic model of
damage of granular rocks, which predicts a dependency of damage both with the cementation heterogeneity and
with the sample size. These predictions are confirmed by simulations, which also highlight two successive damage
behaviors, diffuse at first and then concentrated in clusters.

Keywords: Granular Material, Discret Elements, Binary Mixture, Disorder, Effective Medium, Relaxation, Response Fonction, Elasticity,
Deformation, Localization, Cementation, Damage




