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R�esum�eLe but principal de cette th�ese est de traiter l'�evaluation des options am�ericaines dans unmod�ele de di�usion avec des sauts et de d�evelopper les m�ethodes num�eriques permettantde calculer des prix. Elle comprend d'abord une pr�esentation de ce mod�ele et des discus-sions des formules de prix. Puis une formule quasi-explicite d'�evaluation du prix dans le caso�u l'�ech�eance est in�nie (i.e : \put perp�etuel") est �etablite. Le chapitre 3 et le chapitre 4pr�esentent une m�ethode de calcul du prix du put am�ericain fond�ee sur les in�equations varia-tionnelles (I.V.). Nous montrons que le prix de l'option am�ericaine co��ncide avec la solutiond'une I.V. Nous nous int�eressons aux probl�emes de l'existence, de l'unicit�e et des propri�et�esde r�egularit�e de la solution de l'I.V. Nous �etudions ensuite l'approximation de la solution del'I.V. En localisant le probl�eme, nous nous ramenons �a une I.V. d�e�nie dans un intervalleborn�e de R, qui est ensuite discr�etis�ee par la m�ethode des di��erences �nies. Dans un cadreg�en�eral, R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Tr�emoli�eres ont �etudi�e les sch�emas de discr�etisationdes in�equations variationnelles et montr�e des th�eor�emes de convergence sous une hypoth�esede coercivit�e assez forte. Cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee dans notre probl�eme et le principalr�esultat de ce chapitre est un th�eor�eme de convergence forte, qui semble nouveau, même dansle cas d'un mod�ele sans sauts. Dans le chapitre 5, nous proposons des formules approch�eesquasi-explicites s'inspirant de travaux sur le mod�ele de Black-Scholes. Dans un premier temps,nous g�en�eralisons la m�ethode de Mac Millan, puis nous donnons une formule exprimant le prixdu put am�ericain �a l'aide du prix critique. En�n, le dernier chapitre pr�esente les courbes devolatilit�e, les algorithmes de r�esolution du probl�eme discr�etis�e, l'impl�ementation des m�ethodesd'approximation et des r�esultats num�eriques.
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4 R�esum�e



SummaryThe aim of this thesis is to deal with the problem of American options pricing in a jump-di�usion model and to develop some numerical methods which allow us to calculate theprice. Its �rst part consists of a presentation of this model and some discussions about theprice formulas. Then a quasi-explicit formula for the prices of American options with in�nitematurity has been established. The third and fourth chapters present a method to calculatethe price of an American option with the help of the variational inequalities (V.I.). Weshow that the price of an American option is the solution of a variational inequality. We areinterested in the problem of existence, uniqueness and some regularities of the variationalinequality's solution. Then we study the approximation of the solution of V.I. In a generalcase, R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Tr�emoli�eres have studied the approximation schemes forvariational inequalities and have proved the convergence theorem under a coercive hypothesiswhich is rather strong. This hypothesis is not satis�ed in our case and the principal resultin this chapter is a strong convergence theorem, which seems new even in the model withoutjumps. In the �fth chapter, we propose two quasi-explicit formulas for the price of Americanoptions with �nite maturity in this model. At �rst, we generalize the Mac Millan method.And then we give an approximated formula for the American put's value with the help ofthe critical price. In the last chapter, we present some volatility curves, some algorithms ofresolution for the discretized problem, and implementation of the approximation methods.We give also some numerical results.
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IntroductionAvec le d�eveloppement des march�es �nanciers, l'�etude des options n'a pas cess�e de prendrede l'importance.Une option d'achat ou de vente (i.e call ou put ) est un titre �nancier conditionnel quidonne le droit, mais non l'obligation d'acheter ou de vendre un actif d�etermin�e �a un prixconvenu �a l'avance -le prix d'exercice K- �a ou avant (selon qu'il s'agit d'une option europ�eenneou am�ericaine) une date d'�ech�eance d�etermin�ee T -appel�e la maturit�e ou l'�ech�eance-.Pour obtenir ce droit d'acheter ou de vendre l'actif sous-jacent �a un prix �x�e �a l'avance,l'acheteur paie imm�ediatement au vendeur la valeur de l'option, souvent appel�ee la prime.La question de la d�etermination de la prime est le probl�eme du pricing : �a quel prix vendrel'option �a sa naissance (t = 0), ainsi qu'�a l'importe quel moment dans sa vie (0 � t � T ).Il faut donc pouvoir d�eterminer la prime �a tout instant. Pour ce faire, on a besoin d'unemod�elisation math�ematiques des march�es �nanciers.La plupart des mod�eles d'�evaluation d'option sont bas�es sur le mod�ele de Black et Scholes.Dans ce mod�ele, le prix de l'actif risqu�e est une fonction continue du temps t. Plus pr�ecise-ment, il est donn�e par la solution (St)t�0 d'une �equation di��erentielle stochastique de laforme : dStSt = �dt+ �dWt;o�u � et � sont des constantes et (Wt)t�0 un mouvement Brownien standard. Une propri�et�eessentielle du mod�ele de Black-Scholes (et peut-être la raison de son succ�es) est que lesformules de prix et de couverture qu'il fournit ne d�ependent que du seul param�etre �, appel�e\volatilit�e" par les praticiens. En fait, on distingue, en pratique, deux types de \volatilit�e"correspondant �a deux m�ethodes d'estimation de � :� la volatilit�e historique est obtenue �a partir des donn�ees historiques concernant le coursdu sous-jacent, par des m�ethodes statistiques.� la volatilit�e implicite est obtenue en inversant la formule de prix, c'est �a dire qu'�a unprix d'option et �a un niveau de cours donn�es, on associe la valeur de � qui, introduitedans la formule de Black et Scholes, avec le cours observ�e du sous-jacent, donne commeprix de l'option celui observ�e sur le march�e.7



8 IntroductionOn observe que ces deux mesures de la volatilit�e donnent des r�esultats tr�es di��erents etque la volatilit�e implicite varie d'une option �a l'autre : on peut, par exemple, tracer unecourbe de volatilit�e donnant la volatilit�e implicite en fonction du prix d'exercice et on constateque cette courbe n'est pas une droite horizontale, ce qui est en contradiction avec le mod�elede Black-Scholes.Le mod�ele que nous allons �etudier permet, d'une part, d'introduire des processus �a tra-jectoires discontinues pour mod�eliser l'�evolution des cours, ce qui permet de rendre comptede variations brutales dues �a des �ev�enements rares (publications de chi�res �economiques,�ev�enements politiques), et, d'autre part, de fournir des formules de prix d�ependant de plusieursparam�etres, dont l'ajustement permet de \coller" davantage aux donn�ees de march�e. Il a �et�eintroduit par Merton [32] en 1976. Dans [32] Merton propose des formules de prix pour lesoptions europ�eennes dans un mod�ele de di�usion avec sauts. Le but principal de cette th�eseest de traiter l'�evaluation des options am�ericaines dans ce type de mod�ele et de d�evelopper lesm�ethodes num�eriques permettant de calculer des prix. Notre travail comprend six chapitres.Les r�esultats principaux de cette th�ese sont mention�es dans [42].Nous consacrons le premier chapitre �a une pr�esentation du ce mod�ele et des formules deprix. Contrairement au mod�ele de Black-Scholes, le mod�ele de di�usion avec sauts de Mertonn'est pas un mod�ele de march�e complet. Autrement dit, il existe des actifs conditionnels nonsimulables, pour lesquels il n'y a pas de couverture parfaite. Les techniques de pricing parconstruction d'un portefeuille simulant l'option ne sont donc pas applicables. Les formulesde prix que nous adoptons correspondent �a la construction de strat�egies minimisant le risquequadratique (cf. [21], [7]) ou localement minimisantes au sens de Schweizer (cf. [39], [40]).Pour ces derni�eres strat�egies, on peut utiliser la notion de probabilit�e minimale introduitepar F�ollmer et Schweizer dans (cf. [20], [41]). Nous discutons de l'existence d'une probabilit�eminimale pour le mod�ele �etudi�e et nous montrons que lorsque la probabilit�e minimale P̂existe, le mod�ele reste, sous P̂, un mod�ele de di�usion avec sauts.Le deuxi�eme chapitre consiste �a �etablir une formule quasi-explicite d'�evaluation du prixdans le cas o�u l'�ech�eance est in�nie (i.e : \put perp�etuel").Le chapitre 3 et le chapitre 4 pr�esentent une m�ethode de calcul du prix du put am�ericainfond�ee sur les in�equations variationnelles.Dans le chapitre 3, nous montrons que le prix de l'option am�ericaine co��ncide avecla solution d'une I.V. Les di�cult�es viennent des termes de sauts qui font apparâ�tre unop�erateur int�egral dans l'in�equation parabolique. Nous commen�cons par expliciter pourquoiles op�erateurs qui vont apparâ�tre dans cette in�equation interviennent de fa�con naturelle dansnotre mod�ele. Nous nous int�eressons ensuite aux probl�emes de l'existence, de l'unicit�e et des



Introduction 9propri�et�es de r�egularit�e de la solution de l'I.V. Les r�esultats obtenus �etendent ceux de [24].Dans le chapitre 4, nous �etudions l'approximation de la solution de l'I.V. En localisantle probl�eme, nous nous ramenons �a une I.V. d�e�nie dans un intervalle born�e de R, qui estensuite discr�etis�ee par la m�ethode des di��erences �nies. Dans un cadre g�en�eral, R. Glowinsky,J. L. Lions et R. Tr�emoli�eres ont �etudi�e les sch�emas de discr�etisation des in�equations varia-tionnelles(cf. [22]) et montr�e des th�eor�emes de convergence sous une hypoth�ese de coercivit�eassez forte. Cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee dans notre probl�eme et le principal r�esultat dece chapitre est un th�eor�eme de convergence forte, qui semble nouveau, même dans le cas d'unmod�ele sans sauts (la d�emonstration de [24] se r�ef�erant simplement �a [22]).Dans le chapitre 5, nous proposons des formules approch�ees quasi-explicites s'inspirant detravaux sur le mod�ele de Black-Scholes. Dans un premier temps, nous g�en�eralisons la m�ethodede Mac Millan [30], puis nous donnons une formule exprimant le prix du put am�ericain �a l'aidedu prix critique (cf. [34] corollaire 3.1).Le chapitre 6 pr�esente les courbes de volatilit�e, les algorithmes de r�esolution du probl�emediscr�etis�e, l'impl�ementation des m�ethodes d'approximation et des r�esultats num�eriques.
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Chapitre 1Mod�ele1.1 Le Mod�eleDans le mod�ele d'�evaluation des options de Black et Scholes [5], le prix de l'actif risqu�e estune fonction continue du temps. En 1976, Merton a introduit un mod�ele dans lequel desdiscontinuit�es interviennent et il a propos�e des formules facilement calculables pour le prixdes options europ�eennes dans ce cadre (cf. [32], [28], [6]). L'objet de notre travail est ded�evelopper des m�ethodes num�eriques permettant de calculer les formules analogues pour lesoptions am�ericaines.Nous consid�erons des options sur un actif dont le prix est un processus stochastique (St)t�0solution de l'�equation : 8>><>>: S0 = ydStSt� = �dt+ �dBt + d( NtXj=1Uj) (1.1)o�u y est le \prix spot" �a l'instant 0, (Bt)t�0 est un mouvement Brownien standard �a valeursdans R, (Nt)t�0 est un processus de Poisson d'intensit�e �, (Uj)j�1 est une suite de variablesal�eatoires ind�ependantes �equidistribu�ees, �a valeurs dans ]� 1;+1[, de carr�e int�egrable, �, �deux constantes, avec � > 0. Les Uj repr�esentent les valeurs relatives des sauts. Le param�etre� repr�esente la fr�equence des sauts.Nous supposons les tribus engendr�ees respectivement par (Bt)t�0, (Nt)t�0, (Uj)j�1 ind�e-pendantes. On note Ft la tribu engendr�ee par les variables al�eatoires Bs, Ns, Uj1fj�Nsg pours � t et j � 1.Nous supposerons de plus que le taux d'int�erêt r est une constante strictement positiveet que l'on a la relation : � = r � �EU1Cette �egalit�e entrâ�ne que le prix actualis�e (e�rtSt)t�0 est une martingale de carr�e int�egrablepar rapport �a la �ltration (Ft). 11



12 Chapitre 1. Mod�eleContrairement au mod�ele de Black-Scholes, ce mod�ele n'est pas un mod�ele de march�ecomplet et le prix des options ne peut pas être d�etermin�e par construction d'un portefeuillede r�eplication. Cependant, lorsque le prix actualis�e de l'actif risqu�e est une martingale decarr�e int�egrable, on peut d�e�nir des strat�egies de couverture minimisant le risque quadra-tique (cf. [7], [21], [39]). Si on consid�ere une option europ�eenne d'�ech�eance T d�e�nie par unevariable al�eatoire positive h, FT -mesurable et de carr�e int�egrable, la valeur �a l'instant t d'unportefeuille de couverture minimisant le risque quadratique est donn�ee par :V et = E(e�r(T�t)h j Ft)C'est cette quantit�e que nous prendrons comme d�e�nition du prix de l'option �a la date t. Deplus, nous verrons dans la partie num�erique que ce prix nous donne des courbe \smile" surla volatilit�e implicite dans le mod�ele avec des sauts o�u les variables al�eatoires Uj + 1 suiventune loi Log-normal. Ce ph�enom�ene rapporte deux avantages.� Premi�erement, il est coh�erent avec le point qu'on a d�ej�a indiqu�e dans l'introduction :sur la march�e r�eel, la courbe de volatilit�e sur une même action n'est plus une droitehorizontale, elle varie avec le prix d'exercice.� Deuxi�emement, ce ph�enom�ene nous permet d'expliquer la surestimation (resp. sous-estimation) de la prime r�eelle (supposons le march�e entre dans le cadre de ce mod�eleavec sauts) en terme de surestimation (resp. sous-estimation) de la volatilit�e Brownienne(Voir le chapitre 6).Notons que Merton [32] ne fait pas l'hypoth�ese que � = r � �EU1, mais ses formules deprix peuvent s'�ecrire comme des esp�erances conditionnelles par rapport �a une probabilit�e P��equivalente �a la probabilit�e initiale P du mod�ele, telle que, sous P�, (St) est solution d'une�equation du même type que (1.1), mais avec � = r � �EU1. Du point de vue des calculs, onest donc ramen�e �a la situation dans laquelle nous nous pla�cons.Consid�erons maintenant une option am�ericaine d'�ech�eance T, permettant un pro�t dela forme h(St) quand elle exerc�ee �a l'instant t. (Pour un put : h(y) = (K � y)+, pour uncall : h(y) = (y �K)+, o�u K est le prix d'exercice). Par analogie avec le cas europ�een, nousprendrons pour valeur de l'option am�ericaine �a la date t, la quantit�e Vt, avecVt = supess� 2 Tt;TE(e�r(��t)h(S� ) j Ft) (1.2)o�u Tt;T est l'ensemble des temps d'arrêt de la �ltration (Fs)s�0 �a valeurs dans [t; T ] et (Ss)s�0est le processus d�e�ni par : Ss = ye(���22 )s+�Bs NsYj=1(1 + Uj)Le prix d'option am�ericaine Vt d�e�ni par (1.2) est plus grand que le prix europ�een V et . Ceciest naturel, parce que dans le cas am�ericain, on doit payer en plus, par rapport �a une option



1.2. Probabilit�e minimale 13europ�eenne pour le droit d'exercer de mani�ere anticip�ee. Moralement, si l'on fait le choixd'une maturit�e al�eatoire dans [0; T ] (i.e. le temps d'arrêt), selon la raisonnement pr�ec�edente,le prix d'option �a l'instant t doit être :E(e�r(��t)h(S� ) j Ft)En revenant �a la d�e�nition d'une option am�ericaine, il est assez naturelle de prendre le \sup"de tous ces valeurs comme le prix d'option am�ericaine. (cf. [2], [16], [25], [39]).Comme il n'existe pas de formule explicite pour calculer le prix d'une option am�ericaine,on doit avoir recours �a des m�ethodes d'approximation num�erique. Le but principal de cetteth�ese est l'�etude de ces m�ethodes.1.2 Probabilit�e minimaleAvant �etudier les m�ethodes pour chercher le prix Vt d'une option am�ericaine, nous faisons uneremarque sur la notion de probabilit�e minimale (cf. [20], [39], [41], [40]) pour ce mod�ele. Quandla relation � = r � �EU1 n'est pas v�eri��ee, (e�rtSt)t�0 est seulement une semi-martingale.F�ollmer et Schweizer (cf. [20], [39]) ont �etudi�e les probl�emes de couverture dans les mod�eles demarch�es incomplets d�e�nis par des semi-martingales. En g�en�eral, il n'y a pas de strat�egie decouverture minimisant le risque quadratique. Mais il y a une notion de strat�egie \localementde risque minimum" et de probabilit�e minimale introduites par F�ollmer et Schweizer (cf. [20],[39], [40], [41]). Il est �a noter que Colwell et Elliott ont introduit une \pricing mesure" [10]qui co��ncide avec la mesure minimale de F�ollmer et Schweizer [41].Maintenant, nous consid�erons un espace probabilit�e (
;F ;P) muni d'une �ltration (Ft)0�t�T .On suppose que le processus de prix �t est une semi-martingale de la forme :�t = �0 +Mt +Ato�u Mt est une martingale de carr�ee int�egrable, At est un processus �a variation �nie, absol-ument continue par rapport �a < M >t, i.e At = R t0 �sd < M >s o�u � est un processuspr�evisible d < M > int�egrable. Schweizer d�e�nit (cf. [41]) une probabilit�e minimale P̂ de lafa�con suivante :i). P̂ est une probabilit�e �equivalente �a P.ii). �t est une martingale sous P̂.iii). P = P̂ sur F0.iv). Toute martingale de carr�e int�egrable et orthogonale �a Mt sous P est encore une mar-tingale sous P̂.



14 Chapitre 1. Mod�eleIl montre que P̂ existe si et seulement si la solution de l'EDS :Gt = 1� Z t0 Gs��sdMsest une martingale de carr�e int�egrable strictement positive. Dans ce cas, P̂ est donn�e par :dP̂dP �����Ft = Gt (1.3)D'autre part, si (H0t ;Ht) d�enote une strat�egie v�eri�ant la condition d'int�egrabilit�e :E Z T0 H2ud < M >u +(Z T0 jHuj � djAju)2! <1 (1.4)Alors la valeur de cette portefeuille �a l'instant t :1Vt = H0t +Ht�t (0 � t � T )et son processus de coût est : Ct = Vt � Z t0 Hud�uLa d�e�nition d'une strat�egie \localement de risque minimum" est donn�ee par Schweizer (cf.[40]). Nous rappelons qu'une strat�egie est dite \optimale" si son processus de coût Ct est unemartingale de carr�e int�egrable et orthogonale �a Mt sous P. Schweizer (cf. [41]) montre queles trois conditions suivants sont �equivalents.� Il existe une strat�egie \optimal" pour l'actif conditionnel h.� Il existe une strat�egie \localement de risque minimum" pour l'actif conditionnel h.� L'actif conditionnel h admet une d�ecomposition :h = h0 + Z T0 Hhud�u + LhTavec h0 2 L2(
;F0;P), etHhu v�eri�ant (1.4) et Lh est une martingale de carr�e int�egrableet orthogonale �a Mt sous P.Sous une de ces trois conditions, la strat�egie optimal co��ncide avec la strat�egie \localementde risque minimum". Elle est donn�e par :H = Hh; H0 = V �H � �et Vt = h0 + Z t0 Hhu � d�u + Lht (0 � t � T )1Pour simpli�er les notations, nous supposons que l'actualisation est �egal �a 1 dans cette partie de rappel.



1.2. Probabilit�e minimale 15De plus, il montre que la valeur �a l'instant t de cette strat�egie peut s'�ecrire comme l'esp�eranceconditionnelle sous la probabilit�e minimale donn�ee au-dessus, i.e :Vt = Ê(h jFt)Naturellement, deux probl�emes se posent dans notre cas :� Y a-t-il une probabilit�e minimale ?� Quelle est la loi du processus (St) sous cette probabilit�e quand elle existe ? En partic-ulier, sous cette probabilit�e minimale, est-ce que St est encore solution d'une E.D.S dutype : dStSt� = �̂dt+ �̂dWt + d( N̂tXj=1 Ûj)o�u Wt, N̂t et Ûj ont les mêmes propri�et�es que Bt, Nt et Uj, mais sous la probabilit�e P̂ ?On verra, d'abord, que l'existence d'une probabilit�e minimale entrâ�ne des conditions restric-tives sur �, r, � et la loi des Uj .Proposition 1.1 Si le support de Uj est ]�1;+1[, alors l'existence de la probabilit�e minimalP̂ �equivaut �a la condition suivante : � 1 � � � 0 (1.5)avec : � = �+ �EU1 � r�2 + �EU21 :D�emonstration : Consid�erons le prix actualis�e ~St = e�rtSt, on a, en utilisant la formuled'Ito et (1.1), d ~St = ~St�(�� r + �EU1)dt+ � ~St�dBt + ~St�d( NtXj=1Uj � �tEU1) (1.6)Il est clair que ~St admet la d�ecomposition :~St = S0 +Mt +Atavec : At = Z t0 ~Ss�(�� r + �EU1)dsMt = Z t0 � ~Ss�dBs + Z t0 ~Ss�d( NsXj=1Uj � �sEU1)



16 Chapitre 1. Mod�eleet : �s = dAsd < M >s = ~Ss�(�� r + �EU1)( ~Ss�)2(�2 + �EU21 ) = �~Ss�D'apr�es les r�esultats de Schweizer �enonc�es avant, nous avons la probabilit�e minimale P̂ donn�epar (1.3) si et seulement si la solution de l'E.D.S.Gt = 1� Z t0 Gs��sdMsest une martingale de carr�e int�egrable strictement positive.Donc, il su�t de montrer que la solution de l'E.D.S. ci-dessus est une martingale de carr�eint�egrable strictement positive �equivaut �a la condition (1.5). Maintenant, notons :~Ms = �(�Bs + ( NsXj=1Uj � �sEU1))�on peut �ecrire : Gt = 1 + Z t0 Gs�d ~MsIl est facile de voir que ~Ms est une martingale sousP, et ~M0� = 0: En utilisant \l'exponentiellede Dol�eans-Dade" (cf. [15], [19] le th�eor�eme 13.5, ou [36] le th�eor�eme 36 page 77), on a :Gt = exp(���Bt � �( NtXj=1Uj � �tEU1)� 12�2�2t) Y0�s�t(1 +� ~Ms)e�� ~MsOn peut �ecrire : Y0�s�t(1 + � ~Ms)e�� ~Ms = NtYj=1(1� �Uj) e�Ujce qui entrâ�ne : Gt = exp(���Bt � 12�2�2t) NtYj=1(1� �Uj)e��tEU1 (1.7)D'autre part, puisque ~Ms est une martingale, de dGt = Gs�d ~Ms, on voit facilement que Gtest une martingale. Par ailleurs, il n'est pas di�cile de voir que Gt est strictement positive�equivaut �a la condition suivante : 1� � � Uj > 0 p.s. (1.8)Pour conclure la d�emonstration de cette proposition, il nous reste �a montrer que cette con-dition (1.8) est �equivalente �a la condition (1.5).La raisonnement est le suivant :� Supposons �1 � � � 0.



1.2. Probabilit�e minimale 17- Quand � = 0, il est clair qu'on a (1.8).- Quand �1 � � < 0, on a :f1� �Uj � 0g = fUj � 1� g et 1� � �1Or rappelons que les Uj sont i.i.d et �a valeurs dans ]� 1;+1[, on d�eduit :P(Uj � �1) = 0Ce qui entrâ�ne : 1� �Uj > 0 p:s:� D'autre part, supposons que � < �1 ou � > 0, on voit que la condition (1.8) ne peutjamais être v�eri��ee. Parce que,- dans le premier cas, comme f� < �1g = f 1� > �1g, et en tenant compte du faitque le support de Uj est ]� 1;1[, on voit que P(Uj � 1� ) > 0. Or f1� �Uj � 0g =fUj � 1�g, donc : P(1� �Uj � 0) > 0ce qui entrâ�ne qu'on n'a pas (1.8).- dans le deuxi�eme cas, on a : P(U1 > 1� ) > 0 8 �ce qui implique aussi qu'on n'a pas (1.8).
Par ailleurs, rappelons que � = ��r+�EU1�2+�EU21 , il est �a noter qu' une fois les param�etres r, �,�, �, EU1, et EU21 sont �x�es, � est une constante. Il est clair qu'on peut toujours bien choisirles valeurs de ces param�etres tel que la condition �1 � � � 0 soit v�eri��ee. Par exemple, onpeut prendre EU1 = 0, et choisir les restes tel qu'ils v�eri�ent :r � �2 � �EU21 � � � rceci nous permet de d�eduire �1 � � � 0.En conclusion, la condition (1.8) est une condition raisonnable, qui est v�eri��ee si et seule-ment si �1 � � � 0.Maintenant, si l'on note �� = �2 + �EU21 , �� est la variance du processus ( ~St)t�0 (voir lachapitre 6). Avec cette notion, la condition (1.8) devient :(�� r + �EU1)Uj < ��2



18 Chapitre 1. Mod�eleSous cette condition, on sait que Gt est une martingale positive. Ce qui nous donne l'existencede la probabilit�e minimale sous cette condition restrictive (1.8).Ensuite, pour voir la loi du processus ( ~St) sous P̂, nous posons : Wt = Bt + ��t, alors(1.6) devient : d ~St = ~St��(�EU21 �EU1)dt+ � ~St�dWt + ~St�d( NtXj=1Uj)La proposition suivante nous permet de r�epondre �a la deuxi�eme question �enonc�e au-dessus.Proposition 1.2 Soit ~P une probabilit�e sous laquelle1). Wt est un mouvement Brownien,2). Nt est un processus de Poisson d'intensit�e �̂ = �(1� �EU1),3). les Uj sont i.i.d et d~PU1(x) = 1��x1��EU1dPU1(x),4). (Wt)t�0, (Nt)t�0, (Uj)j�1 sont ind�ependant,alors, on a : P̂jFT = ~PjFTD�emonstration :� Pour montrer que (Wt)0�t�T est un mouvement Brownien sous P̂, il su�t de montrerque : 8 � 2 R, Lt def= exp(i�Wt + 12�2t)est une martingale sous P̂. Par (1.3), cela revient �a montrer que LtGt est une martingalesous P.Partons de la d�e�nition de Gt, remarquons Wt = Bt + ��t, on a :LtGt = exp(i�Wt + 12�2t) � exp(���Bt � 12�2�2t) NtYj=1(1� �Uj)e��tEU1= exp((i� � ��)Bt � 12(i� � ��)2t) NtYj=1(1� �Uj)e��tEU1Pour s � t, on a :E( NsYj=1(1� �Uj)e��sEU1 jFt )= E0@Ns�NtYj=1 (1� �Uj)e��(s�t)EU1 � NtYj=1(1� �Uj)e��tEU1 jFt1A



1.2. Probabilit�e minimale 19= NtYj=1(1� �Uj)e��tEU1 � E0@Ns�NtYj=1 (1� �Uj)e��(s�t)EU11A= NtYj=1(1� �Uj)e��tEU1D'o�u QNtj=1(1� �Uj)e��tEU1 est une martingale sous P.D'autre part, le fait que Bt est un mouvement Brownien sous P entrâ�ne que exp((i����)Bt � 12(i� � ��)2t) est une martingale sous P. Donc, on d�eduit que LtGt est uneP-martingale. D'o�u Wt est un mouvement Brownien sous P̂.� Pour v�eri�er que (Nt)0�t�T est encore un processus de Poisson sous P̂, il su�t demontrer l'�egalit�e suivante, pour s � t, s1 � s2 � � � � � sk � s, et u > 0,Ê(uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)) = exp[�̂(t� s)(u� 1)] � Ê('(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)) (1.9)o�u ' est une fonction bor�elienne, positive.Rappelons la d�e�nition de la probabilit�e P̂ (voir (1.3) et (1.7)), et remarquons leshypoth�eses sur (Bt)t�0, (Nt)t�0 et (Uj)j�1, on d�eduit :Ê(uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk))= E0@uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk) � exp(���Bt � 12�2�2t) NtYj=1(1� �Uj)e��tEU11A= E exp(���Bt � 12�2�2t) �E0@uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk) NtYj=1(1� �Uj)e��tEU11AOr :E0@uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk) NtYj=1(1� �Uj)e��tEU11A= E0@uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)e��tEU1 �E[ NtYj=1(1� �Uj) jNt ]1A= E�uNt�Ns'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)e��tEU1(1� �EUj)Nt�= E�uNt�Ns(1� �EUj)Nt�Ns� � E�'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)(1� �EUj)Ns� e��tEU1= e�(t�s)[u(1��EU1)�1]e��(t�s)EU1 �E('(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)(1� �EUj)Ns)e��sEU1= exp[�(t� s)(1� �EU1)(u� 1)] �E �'(Ns1 ; Ns2 ; � � � ; Nsk)(1 � �EUj)Nse��sEU1�en utilisant le fait que E(vNt) = exp(�t(v � 1)). Comme �̂ = �(1 � �EU1) et enremarquant (1.3), (1.7), on obtient (1.9).



20 Chapitre 1. Mod�ele� Il est facile de voir l'ind�ependance entre (Wt)0�t�T et �(Nt; Uj1fj�NT g) sous P̂. Main-tenant, pour achever la d�emonstration, il su�t de montrer que : pour t1 � t2 � � � � �tl � T , on a l'�egalit�e :Ê('(U1; U2; � � � ; Uk) � 1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl))= ~E('(U1; U2; � � � ; Uk) � 1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl)) (1.10)Or, par (1.3), (1.7), et les hypoth�eses sur (Bt)t�0, (Nt)t�0 et (Uj)j�1, on a :Ê('(U1; U2; � � � ; Uk) � 1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl))= E(exp(���Bt � 12�2�2t)) �E0@'(U1; U2; � � � ; Uk)1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl) NtYj=1(1� �Uj)e��TEU11A= E(exp(���Bt � 12�2�2t)) �E0@'(U1; U2; � � � ; Uk) kYj=1(1� �Uj)1A �E0@1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl) NTYj=k+1(1� �Uj)e��TEU11A= E '(U1; U2; � � � ; Uk)Qkj=1(1� �Uj)(1� �EU1)k ! �E(exp(���Bt � 12�2�2t)) �E �1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl)(1�EU1)NT e��TEU1�= E('(V1; V2; � � � ; Vk)) � ~E(1fNT�kg (Nt1 ; Nt2 ; � � � ; Ntl))o�u Vj a pour loi : dPVj (X) = 1� �Uj1� �EU1dPUj (X)D'o�u (1.10).L'�egalit�e (1.10) a prouv�e aussi que, sous P̂, �(Nt; t � T ) et �(Uj ; j � NT ) sontind�ependants.Ce qui conclut la d�emonstration.
En r�esum�e, dans notre cadre, sous la condition restrictive (1.8), il existe une probabilit�eminimale P̂. De plus, sous cette probabilit�e minimale P̂, St est encore solution d'une E.D.Sdu même type que (1.1).Comme on se trouve dans un cadre de march�es incomplets, le prix d'option n'est pasunique. Les formules de prix que nous adoptons correspondent �a la construction de strat�egies



1.3. L'�egalit�e Vt = u� 21minimisant le risque quadratique (cf. [21], [7]) ou localement minimisantes au sens de Schweizer(cf. [39], [40]). C'est un prix possible, mais ce n'est pas le seul prix. Pour les autres prix pos-sible, nous renvoyons aux travaux de N. El Karoui et M.C. Quenez ([17], [37]). Il est �a noterque les prix qu'on propose ici sont encadr�es par le prix maximal et le prix minimal de [17],[37].1.3 L'�egalit�e Vt = u�Nous revenons �a la section 1.1, et nous faisons le changement de variable en posant : Xt =log St, alors (1.1) peut être �ecrit sous la forme suivante :( X0 = xdXt = (�� �22 )dt+ �dBt + d(PNtj=1Zj)avec Zj = ln(1 + Uj) et x = ln y. De plus, on pose :  (x) = h(ex).On note (Xt;xs (!)) l'unique solution de l'�equation di��erentielle stochastique (1.11) :( Xxt = xdXs = (�� �22 )ds+ �dBs + d(PNsj=1 Zj) pour s � t (1.11)Elle peut être explicit�e de la fa�con suivante :Xt;xs = x+ (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1ZjOn rappel que, g�en�eralement, si l'application (t; s; x) 7! Xt;xs (!) est continue pour presquetout !, on dit que (Xt;xs ) est une version continue du ot de (1.11).Proposition 1.3 Supposons  (x) est une fonction continue sur R telle que : j (x)j �MeM jxj o�u M est une constante positive. Soit :u�(t; x) = sup�2Tt;T E(e�(��t)r (Xt;x� ))et V (t) = supess� 2 Tt;TE(e�(��t)r (X� ) j Ft)alors u� est fonction continue sur [0; T ] �R, et :V (t) = u�(t;Xt) p:s:La di�cult�e de cette d�emonstration vient du fait que les temps d'arrêt de Tt;T peuventd�ependre du pass�e. Donc, on introduit, d'abord, des notations suivantes :�Tt;T : L'ensemble des temps d'arrêt de la �ltration (Ft;s)t�s�T o�u Ft;s est la tribu engendr�eepar les accroissements Bu �Bt, Nu �Nt, t � u � s et Uj1fNt<j�Nsg ;



22 Chapitre 1. Mod�eleT̂t;T : L'ensemble des �el�ements de Tt;T qui peuvent être �ecrits sous la forme � =Pn 1An�n o�u(An) est une suite d'�ev�enements Ft�mesurables deux �a deux disjoints et �n 2 �Tt;T .De plus, ils ont les propri�et�es suivants :(i). Les tribus Ft et Ft;s sont ind�ependantes.(ii). Pour s 2 [t; T ], on a Fs = Ft _ Ft;s.(iii). On a de plus les inclusions : �Tt;T � T̂t;T � Tt;T .Avant de montrer la proposition 1.3, on aura besoin du le lemme suivant :Lemme 1.4 Pour tout � appartenant �a Tt;T , il existe une suite (�n) d'�el�ement de T̂t;T telleque : �n �! � p:s quand n!1Pour montrer ce lemme, il faut utiliser le r�esultat suivant qui peut être trouv�e dans le livrede Neveu [35] (Voir Ex I-5-1 ).Remarque 1.5 Si A 2 F _ G, alors 8" > 0, il existe une partition A1; � � � ; Ap de 
 form�eed'�el�ements de F et B1; � � � ; Bp 2 G tels que :P(A4 (A1B1 +A2B2 + � � �+ApBp)) < "Maintenant, on commence �a montrer le lemme 1.4.D�emonstration : (D�emonstration du lemme 1.4)Il su�t en fait de d�emontrer la convergence en probabilit�e, qui entrâ�ne la convergencepresque sure d'une sous-suite.Pour un �el�ement quelconque � appartient �a Tt;T , on peut supposer que � est de la forme :� = NXj=11Aj tj (1.12)avec t � t1 < � � � < tN � T et Aj deux �a deux disjoint et Aj 2 Ftj . En e�et, on peut toujoursapprocher � par : �m =Xk 1f k2m<�� k+12m g k + 12mD'autre part, remarquant que les tribus Ft et Ft;tj sont ind�ependantes et Ftj = Ft _ Ft;tj ,et utilisant la remarque 1.5, on sait que pour n quelconque, on peut trouver une partition



1.3. L'�egalit�e Vt = u� 23de 
 form�e d'�el�ements A01, A02; � � �, A0p 2 Ft et pour chaque j, des �ev�enements Bj1, Bj2; � � �,Bjp 2 Ft;tj tels que : 2 P(Aj 4 (A01Bj1 [A02Bj2 [ � � � [A0pBjp)) < 1n (1.13)Maintenant, on introduit �n de la fa�con suivante :�n = pXk=11A0k#k (1.14)avec #k d�e�ni par :#k = t11B1k + t21(B1k)c\B2k + � � �+ tN1(B1k)c���\(BN�1k )cBNk + T1(B1k)c���(BNk )c (1.15)�Evidemment, �n appartient �a T̂t;T . Donc, il su�t de montrer que �n donn�e par (1.14) convergevers � en probabilit�e. A partir de (1.12) et (1.14), on a :P(� 6= �n) = NXj=1P(Aj \ f�n 6= tjg)= NXj=1P(Aj \ ([pk=1(A0k \ f#k 6= tjg)) (1.16)Or la d�e�nition de #k (1.15) entrâ�ne que :f#k 6= tjg = [l<jBlk [ (Bjk)c (1.17)2Normalement, selon la remarque 1.5, on sait que la partition A01, A02; � � �, A0p d�epend de j, alors, pourquoipeut-on parler d'une partition ind�ependante de j ?On prend ici un exemple pour expliquer concr�etement. Supposons j = 1, Ft1 = Ft_Ft;t1 , on a une partitionA11, A12, A13, A14 ; j = 2, Ft2 = Ft _ Ft;t2 , on a une partition A21, A22, A23, A24, A25 ; Alors, on reconstruit, de lafa�con suivante, une nouvelle partition A01, A02, A03, A04, A05, A06, A07, A08 qui ne d�epend pas de j.
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0Donc, si j est un nombre �ni, par cette m�ethode, on peut toujours choisir une partition A01, A02; � � �, A0pind�ependante de j. D'autre part, pour chaque j, d'apr�es la remarque 1.5, on a Bj1 , Bj2; � � �, Bjm 2 Ft;tj o�um � p, mais m n'est pas forcement �egale �a p. On peut, cependant, couper Bji tel que m = p. Pour l'exempleau-dessus, on sait que, pour j = 1, on a B11 , B12 , B13 , B14 , mais on peut diviser B1i (i = 1; 2; 3; 4) tel qu'on aune nouvelle partition ~B11 , ~B12 , ~B13 , ~B14 , ~B15 , ~B16 , ~B17 , ~B18 . Même chose pour j = 2.



24 Chapitre 1. Mod�eleEn e�et : f#k 6= tjg = f#k = tjgc = (\l<j(Blk)c \Bjk)c = [l<jBlk [ (Bjk)cDe plus, comme A01, A02; � � �, A0p sont deux �a deux disjoints, de (1.16) et (1.17), et puis enutilisant aussi les faits que :� Aj � Acl 8 l < j.� [pk=1(A0k (Bjk)c) � \pk=1((A0k)c [ (Bjk)c) = ([pk=1A0kBjk)con a : P(� 6= �n) = NXj=1P(Aj \ f[pk=1[A0k \ ([l<jBlk [ (Bjk)c)]g)� NXj=1Xl<j P(Aj \ ([pk=1A0kBlk)) + NXj=1P(Aj \ ([pk=1A0k(Bjk)c))� NXj=1Xl<j P(Acl \ ([pk=1A0kBlk)) + NXj=1P(Aj \ ([pk=1A0kBjk)c))Maintenant, revenant �a la d�e�nition de \400 et utilisant (1.13), on obtient :P(� 6= �n) � NXj=1Xl<j P(Al 4 ([pk=1A0kBlk)) + NXj=1P(Aj 4 ([pk=1A0kBjk))� N(N + 1)2 � 1nCe qui entrâ�ne que �n converge vers � en probabilit�e quand n tend vers 1.D�emonstration : (D�emonstration de la proposition 1.3)A partir des d�e�nitions de V (t) et u�(t; x), on sait que :V (t) = supess� 2 Tt;TE(e�(��t)r (X� ) j Ft)u�(t; x) = sup�2Tt;T E(e�(��t)r (Xt;x� ))Puis en utilisant le lemme 1.4, et compte tenu des hypoth�eses sur  , on peut �ecrire que :V (t) = supess� 2 T̂t;TE(e�(��t)r (X� ) j Ft)u�(t; x) = sup�2T̂t;T E(e�(��t)r (Xt;x� ))



1.3. L'�egalit�e Vt = u� 25Soit un �el�ement � 2 T̂t;T qui peut être �ecrit de la fa�con suivante : � = Pn 1An�n avecA1; � � � ; An Ft�mesurables, deux �a deux disjoints et �n 2 �Tt;T , on a :E(e�(��t)r (X� ) j Ft) = XE(1An � e�(�n�t)r (X�n) j Ft)= Xn 1AnE(e�(�n�t)r (X�n) j Ft)� supn E(e�(�n�t)r (X�n) j Ft)D'autre part, en utilisant l'ind�ependance des �n et de Ft,E(e�(��t)r (Xt;x� )) = X(E(1An � e�(�n�t)r (Xt;x�n ))= XP(An) � E(e�(�n�t)r (Xt;x�n ))� supn E(e�(�n�t)r (Xt;x�n ))Xn P(An)� supn E(e�(�n�t)r (Xt;x�n ))Or : �Tt;T � T̂t;T � Tt;TOn a, donc : V (t) = supess� 2 �Tt;TE(e�(��t)r (X� ) j Ft)u�(t; x) = sup�2 �Tt;T E(e�(��t)r (Xt;x� ))Comme le processus (Xt) est la solution de l'�equation (1.11), on a, alors :Xs = Xt;Xts pour s � tce qui donne, pour tout temps d'arrêt � 2 Tt;T ,E(e�(��t)r (X� ) j Ft) = E(e�(��t)r (Xt;Xt� ) j Ft)De plus, si � 2 �Tt;T , utilisant l'ind�ependance de � et Ft, on a :E(e�(��t)r (Xt;Xt� ) j Ft) = F t;Xt(�)avec F t;x(�) = E(e�(��t)r (Xt;x� ))D'o�u : V (t) = supess� 2 �Tt;TF t;Xt(�)



26 Chapitre 1. Mod�eleOr u�(t; x) = sup�2 �Tt;T F t;x(�), pour ach�eve la d�emonstration, il su�t de montrer le supesss'identi�e au sup. Pour cela, on regarde :jF t;x(�)� F t;y(�)j � Eje�(��t)r( (Xt;x� )�  (Xt;y� ))j� Ej (Xt;x� )�  (Xt;y� )j� E( supt�s<T j (Xt;xs )�  (Xt;ys )j)or : Xt;xs = x+ (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1ZjXt;ys = y + (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1Zjet x 7!  (x) est une fonction continue, on a, alors, que : pour t �x�e, la famille de fonctionx 7! F t;x(�) est �equicontinue. D'autre part, puisque j (x)j �MeM jxj, on d�eduit :sup�2 �Tt;T E(e�(��t)r (Xt;x� )) �M sup�2 �Tt;T EeM jXt;x� j <1En utilisant le lemme 1.6 [23] suivant, et remarquant que :u�(t; x) = sup�2 �Tt;T F t;Xt(�)on sait que x 7! u�(t; x) est continue et qu'il existe une partie d�enombrable T0 de �Tt;T telleque : u�(t; x) = sup�2T0 F t;Xt(�) = supess� 2 �Tt;TF t;Xt(�) = V (t)La continuit�e de u� peut être obtenue par la même technique que dans le cas sans sauts (Voir[24]).Lemme 1.6 Soit ('j)j2J une famille �equicontinue de fonction de Rn dans R, telle quesupj2J 'j(x) <1 pour tout x. Alors la fonction d�e�nie par �(x) = supj2J 'j(x) est continue.De plus, il existe une partie d�enombrable J0 de J telle que �(x) = supj2J0 '(x) pour tout x.Avant de terminer ce chapitre, on �enonce un corollaire de la proposition 1.3, qui se sert dansle chapitre de Put perp�etuel. Notons T0;1 l'ensemble de tous les temps d'arrêt de la �ltrationde Ft d�e�nie dans la section 1.1. Tt;1 l'ensemble des �el�ements de T0;1 �a valeurs sup�erieures�a t (pour t � 0).Corollaire 1.7 Sous les même hypoth�eses que la proposition 1.3, et de plus supposons  estune fonction born�ee. Soit :V1 = supess� 2 Tt;1E(e�(��t)r1f�<1g (X� ) j Ft)U1(x) = sup�2T0;1E(e��r1f�<1g (X0;x� ))



1.3. L'�egalit�e Vt = u� 27Alors, V1 = U1(Xt)D�emonstration : Tout d'abord, il n'est pas di�cile de voir que :sup�2Tt;1E(e�(��t)r1f�<1g (Xt;x� ))a une valeur ind�ependante de t. On peut donc �ecrire :U1(x) = sup�2Tt;1E(e�(��t)r1f�<1g (Xt;x� ))Grâce �a la proposition 1.3, on sait que :V (t) = u�(t;Xt)avec : V (t) = supess� 2 Tt;TE(e�(��t)r (X� ) j Ft)u�(t; x) = sup�2Tt;T E(e�(��t)r (Xt;x� ))pour quelconque t �x�e. Posons :~V (T; t) = V (t) = supess� 2 Tt;TE(e�(��t)r (X� ) j Ft)~U(T; t;Xt) = u�(t;Xt) = sup�2Tt;T E(e�(��t)r (Xt;x� ))jx=XtIl n'est pas di�cile de voir que ~V (T; t), ~U(T; t; x) sont des fonctions croissantes de T respec-tivement et 8 T , on a : ~V (T; t) � V1; ~U(T; t;Xt) � U1(Xt)D'autre part, soit � 2 Ft;1, puisque  est born�ee, on a :E(e�r(��t)1f�=1g (Xt;x� )) = 0Ce qui entrâ�ne :E(e�r(��t)1f�<1g (Xt;x� ))= E(e�r(��t) (Xt;x� ))= E(e�r(�^T�t) (Xt;x�^T )1f��Tg) +E(e�r(��t) (Xt;x� )1f�>Tg)= E(e�r(�^T�t) (Xt;x�^T )) +E(e�r(��t) (Xt;x� )� e�r(�^T�t) (Xt;x�^T ))1f�>Tg)



28 Chapitre 1. Mod�eleA partir des d�e�nitions de ~U(�; �; �) et U1(�), et remarquons que  est born�e, on d�eduit, alors,U1(Xt) � ~U(T; t;Xt) + Ce�rT 8 TD'o�u : limT!1 ~U(T; t;Xt) = U1(Xt)De même, on peut montrer que : limT!1 ~V (T; t) = V1Or : ~V (T; t) = ~U(T; t;Xt)donc, on a : V1 = U1(Xt)En r�esum�e, apr�es les analyses qu'on a fait dans cette section, on sait que, pour calculer leprix Vt d'une option am�ericaine dans ce mod�ele, il su�t de d�eterminer la fonction u� d�e�niedans la proposition 1.3.



Chapitre 2Put perp�etuelCe chapitre est une version d�etail de [43]. Le but de cette section est d'�etablir une formulequasi-explicite pour calculer le prix d'un put \perp�etuel" dans ce mod�ele. Cette formuleest une g�en�eralisation de celle de Merton ([31] page 173-174). Nous rappelons qu'un put\perp�etuel" signi�e que nous pouvons exercer l'option �a tout moment sans limite d'�ech�eance.C'est �a dire que la date d'�ech�eance T est �egale �a l'in�ni.Il n'est pas di�cile de voir que l'expression suivante :sup�2Tt;1E[e�r(��t)(K � ye(���22 )(��t)+�(B��Bt) N�Yj=Nt+1(1 + Uj))+1f�<1g]a une valeur ind�ependante de t. Notons :V1(y) = sup�2T0;1E[e�r� (K � ye(���22 )�+�B� N�Yj=1(1 + Uj))+1f�<1g]V1(St) s'interpr�ete naturellement comme le prix d'un put \perp�etuel" �a l'instant t, avec leprix d'exercice K.Le but de ce paragraphe est d'expliciter la fonction V1(y). On verra, (dans le lemme 2.5)qu'il est commode de faire le changement de variable : x = ln y. Dans le cas du put, rappelonsque :  (x) = (K � ex)+, et si l'on note :u1(x) = sup�2T0;1E[e�r� (x+ (�� �22 )� + �B� + N�Xj=1Zj)1f�<1g] (2.1)avec Zj = ln(1 + Uj), il est �evident que : V1(y) = u1(ln y) = u1(x). Maintenant, il su�td'expliciter la fonction u1(x). Pour cela, on introduit, d'abord, le syst�eme (2.2) ci-dessous,
29



30 Chapitre 2. Put perp�etuel(dans lequel x� est inconnue) :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
Au+Bu = 0 pour x > x�u(x) = K � ex pour x � x�u(x) est continue en x�du(x)dx est continue en x�Au = �22 d2ud2x + (�� �22 )dudx � ruBu = � Z (u(x+ z)� u(x))�(dz)x� � lnK (2.2)

o�u � est la loi de Z1. On cherche une solution du syst�eme (2.2) ci-dessus, sous la forme :�u(x) = ( K � ex si x � x��e�x si x > x�o�u �, �, x� sont des constantes �a pr�eciser. Supposons que Ee�Z1 < 1, on verra, dans laproposition 2.1, que cette solution �u a une forme quasi-explicite. De plus, elle est �egale, enfait, �a la valeur de u1(x). (Voir le th�eor�eme 2.3).Proposition 2.1 Une solution de (2.2) est donn�ee par les formules suivantes :�u(x) = ( K � ex si x � x�(K � ex�)e�(x�x�) si x > x� (2.3)avec x� = ln(��K1� � )et � est l'unique solution n�egative de l'�equation suivante :�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �) + �E(e�Z1) = 0 (2.4)D�emonstration :� Tout abord, on doit montrer que l'�equation (2.4) a une et une seule racine n�egative. Ene�et, posons : �(�) = �22 �2 + (�� �22 )� � (r + �) + �E(e�Z1)On voit que : �0(�) = �2� + (�� �22 ) + �E(e�Z1Z1)�00(�) = �2 + �E(e�Z1Z21 ) � �2 > 0ce qui entrâ�ne que la fonction � 7! �(�) est une fonction convexe. Or �(0) = �r eststrictement n�egative, et lim�!�1 �(�) = +1, on peut donc dire que (2.4) a une et uneseule racine n�egative.Maintenant, on commence �a montrer notre formule.



31� D�etermination de �.Puisque l'on cherche une solution du (2.2) de la forme suivante :�u(x) = ( K � ex si x � x��e�x si x > x�En rempla�cant �u(x) par �e�x dans la premi�ere �equation de (2.2), on obtient :�22 ��2e�x + (�� �22 )��e�x � re�x + �� Z (e�(x+z) � e�x)�(dz) = 0 pour x > x�D'o�u : �22 �2 + (�� �22 )� � (r + �) + �Ee�Z1 = 0Selon la premi�ere partie de cette d�emonstration, on sait d�ej�a que cette �equation a uneet une seule racine n�egative. On la note �.� D�etermination de � et x�.D'autre part, puisque u(x) est continue en x�, du(x)dx est continue en x�, on a :�e�x� = K � ex���e�x� = �ex�D'o�u � = K � ex�e�x�x� = ln(��K1� � )De plus, comme � est n�egative, x� � lnK et � � 0. On obtient �nalement les r�esultats�enonc�es dans la proposition.
Proposition 2.2 La fonction �u(x) donn�ee par (2.3) v�eri�e :8><>: A�u+B�u � 0�u �  (A�u+B�u)(�u�  ) = 0D�emonstration : On v�eri�e, d'abord, que : A�u+B�u � 0. A partir de la forme explicite de�u(x) (voir (2.3)), on sait que :



32 Chapitre 2. Put perp�etuel� si x � x�, �u(x) = K � ex, en revenant aux d�e�nitions des op�erateurs A et B, on a :A�u = ��22 ex � (�� �22 )ex � r(K � ex)= �(�� r)ex � rKB�u = � Z (K � ex+z �K + ex))�(dz)= �ex Z (1� ez)�(dz)= ��exEU1D'o�u, en utilisant la relation �� r + �EU1 = 0,A�u+B�u = �(�� r + �EU1)ex � rK= �rK � 0� Si x > x�, �u(x) = �e�x avec � = K�ex�e�x� , en revenant, de nouveau, aux d�e�nitions desop�erateurs A et B, on a :A�u = �(�22 �2e�x + (�� �22 )�e�x � re�x)= �e�x(�22 �2 + (�� �22 )� � r)B�u = �� Z (e�(x+z) � e�x)�(dz)= ��e�xE(e�Z � 1)D'o�u, en remarquant (2.4),A�u+B�u = �e�x(�22 �2 + (�� �22 )� � r � �+Ee�Z1)= 0ce qui implique A�u+B�u � 0.Maintenant, il nous reste �a v�eri�er �u(x) �  (x). A partir de la d�e�nition de �u(x), on saitque :� si x � x�, �u(x) = K � ex =  (x) ;� si x > x�, �u(x) = �e�x avec � = K�ex�e�x� � 0, on a aussi �u(x) �  (x). En e�et, pourx > lnK,  (x) = 0, on d�eduit :�u(x) = �e�x � 0 =  (x)Il, donc, reste �a v�eri�er le cas o�u x� < x < lnK. Si l'on note :�(x) = �e�x � (K � ex)



33On voit que : �0(x) = ��e�x + ex�00(x) = ��2e�x + ex � 0Ce qui implique que �0(x) est une fonction croissante dans [x�; lnK], et de plus, commela fonction d�u(x)dx est continue en x�, on a :��e�x� = �ex�D'o�u : �0(x�) = 0. Ce qui entrâ�ne que �0(x) � 0 pour [x�; lnK]. On d�eduit donc que�(x) est une fonction croissante dans [x�; lnK]. Or �(x�) = �e�x� � (K � ex�) = 0 �acause de la continuit�e de �u(x) en x�. D'o�u �(x) � 0, ce qui dit, pour x� < x < lnK,on a aussi : �u(x) �  (x)
Th�eor�eme 2.3 Soit u1(x) la fonction d�e�nie par (2.1), on a alors :u1(x) = �u(x)o�u �u(x) est donn�e par (2.3).Ce th�eor�eme peut être montr�e par les m�ethodes de [3], [4], [23]. Le point essentiel de lad�emonstration de ce th�eor�eme est de montrer :e�rt�u(Xxt )� Z t0 e�rs(A�u+B�u)(Xxs )dsest une martingale. Pour cela, on aura besoin utiliser la formule d'Ito.Il est clair que la fonction �u donn�ee par (2.3) n'est pas de classe C2, mais on a :d�udx = ( �ex pour x � x��(K � ex�)e�(x�x�) pour x > x�et d2�udx2 = ( �ex pour x � x��2(K � ex�)e�(x�x�) pour x > x�au sens des distributions. En plus, par calcul, il n'est pas di�cile de v�eri�er que �u donn�eepar (2.3) appartient �a W 2;2;�(R), pour � � 0, o�u W 2;2;�(R) = ff 2 L2(R; e��jxjdx)j f (j) 2L2(R; e��jxjdx) j = 1; 2g (pour la d�e�nition plus g�en�eral de cet espace, voir la section 3.2.1).On a donc : j�u(x)j � Ce�2 jxj (2.5)



34 Chapitre 2. Put perp�etuelpar cons�equent de la remarque 3.21. En plus, la fonction �u a les propri�et�es suivant :0 � �u(x) � K jd�u(x)dx j � ex� jd2�u(x)dx2 j � C (2.6)o�u C = maxfex� ; ��ex�g. Pour v�eri�er (2.6), il su�t de remarquer les faits � � 0, � n�egativeet les relations entre �, � et x� (Voir les processus pour obtenir les valeurs de �, � dans lad�emonstration de la proposition 2.1). Avant de commencer �a montrer la th�eor�eme 2.3, onintroduit, d'abord, deux lemmes suivants.Lemme 2.4 Soit u(x) une fonction de classe C2 born�ee ainsi que ses d�eriv�ees et Xt unesolution de ( X0 = xdXt = (�� �22 )dt+ �dBt + dPNtj=1 Zjalors, le processus Mt = e�rtu(Xxt )� Z t0 e�rs(Au+Bu)(Xxs )dsest une martingale.D�emonstration : Ce lemme est un r�esultat classique. On donne ici seulement des grandeslignes dans sa d�emonstration.En utilisant la formule d'Ito et en remarquant les d�e�nitions des op�erateurs A et B, onpeut �ecrire : Mt = u(x) + � Z t0 e�rs@u@xdBs + Lto�u : Lt = NtXj=1[e�e�j (u(X�j )� u(X��j ))] � � Z t0 e�rs Z �(dz)(u(x+ z)� u(x))Par l'hypoth�ese du lemme, il n'est pas di�cile de voir que :E(Z t0 �2e�2rs(@u@x )2ds) <1ce qui entrâ�ne que : u(x) + � R t0 e�rs @u@xdBs est une martingale. D'autre part,comme u(x) estborn�ee, on d�eduit : E(Z t0 ds Z �(dz)(e�rs(u(x+ z)� u(x))2) <1En appliquant le lemme 2-2 Chapitre 7 dans [28], on voit que Lt est une martingale.



35Le lemme suivant nous donne une estimation et qui se sert dans la d�emonstration duth�eor�eme 2.3 quand nous faisons passer �a la limite. Mais avant de le montrer, rappelons,d'abord, que Xs est le ot de l'�equation di��erentielle stochastique (1:11) :8>><>>: Xt = x0dXs = (�� �22 )ds+ �dBs + d( NsXj=1Zj) pour s � tSoient p(t; x0; s; x) la densit�e du ot Xs et g(t; x0; s; x) la densit�e de la variable al�eatoirex0 + (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt), alors, on a :� la fonction de la densit�e g(t; x0; s; x) est donn�e par :g(t; x0; s; x) = 1p2�(s� t)� exp �(x� [x0 + (�� �22 )(s� t)])22(s� t)�2 ! (2.7)� D'apr�es l'ind�ependance entre (Bs)s�0; (Ns)s�0 et (Uj)j�1, on peut �ecrire la densit�e duot Xs sous la forme :p(t; x0; s; x) = Z g(t; x0; s; x� y)�t;s(dy)= (�t;s � g(t; x0; s; �))(x) (2.8)o�u �t;s est la loi de la variable al�eatoire NsXj=Nt+1ZjLemme 2.5 Soit ' 2 L2loc(R), et soit pour R > 0, �R le temps de sortie de l'intervalle ouvertOR =]�R;+R[ : �R = inffs � 0 j Xs 62 ORgOn a alors : E [Z �R0 e�rsj'(Xs)jds] � Ck'kL2(OR)o�u C est une constante ne d�ependant ni de ' ni de R.D�emonstration : A partir de la d�e�nition de �R et la fonction p(0; x0; s; x), il est facile devoir que : E (Z �R0 e�rsj'(Xs)jds) � E Z 10 e�rsj'(Xs)j1fjXsj�Rg ds= Z 10 ds ZOR dx � e�rsj'(x)j � p(0; x0; s; x)



36 Chapitre 2. Put perp�etuelDe plus, en utilisant l'in�egalit�e de H�older et (2.8),E (Z �R0 e�rsj'(Xs)jds)� (Z 10 e�rsdsk'k2L2(OR))1=2(Z 10 ds ZOR e�rs(p(0; x0; s; x))2dx)1=2� r� 12 k'kL2(OR)(Z 10 e�rsk�0;s � g(0; x0; s; �)k2L2 ds)1=2puisque �0;s est une mesure de probabilit�e, on d�eduit :k�0;s � g(0; x0; s; �)kL2 = k Z g(0; x0; s; � � y)�0;s(dy)kL2� Z kg(0; x0; s; � � y)kL2 �0;s(dy)= kgkL2En utilisant (2.7), on a :Z 10 e�rskgk2L2ds = Z 10 ds e�rs Z dy 1�p2�ps exp(� [y � (y0 + (�� �22 )s)]22�2s )!2= Z 10 ds e�rs Z dz � ( 1�p2�ps)2e� z2�2s= Z 10 dsps e�rs Z dz � ( 1�p2� )2e� z2�2� CD'o�u : E [Z �R0 e�rsj'(Xs)jds] � Ck'kL2(OR)Maintenant, on va montrer le th�eor�eme 2.3.D�emonstration : ( D�emonstration du th�eor�eme 2.3 )On le fait en deux �etapes :1). Le point essentiel est de montrer l'�egalit�e :E(e�r� �u(X� )) = E�u(X0) +E(Z �0 (A�u+B�u)e�rsds) (2.9)pour tout temps d'arrêt � �a valeur dans [0;1[:Il n'est pas di�cile de voir que la fonction d�e�nie par :�u(x) = ( K � ex pour x � x�(K � ex�)e�(x�x�) pour x > x�



37est une fonction uniform�ement continue sur R. De plus, par (2.6), on sait que �ujOR 2W 2;2(OR), pour tout R > 0.Maintenant, soit (�m) une suite de fonction de classe C1 sur R �a support compact,�m � 0 et R �mdx = 1 avec supp�m � ] � 1m ; 1m [. On pose : um = �u � �m, alors umappartient �a C1(R), um converge uniform�ement vers �u sur R. Aum converge vers A�udans L2(OR) du fait que �u 2W 2;2(OR) et lemme 3.22, et en plus, on peut d�eduire queBum converge vers B�u dans L2(OR). En e�et, puisque :jBum �B�uj = j� Z [um(x+ z)� u(x+ z)]�(dz) � �[um(x)� u(x)]j� �(Z kum � ukL1�(dz) + �kum � ukL1)� 2�kum � ukL1D'o�u kBum �B�uk2L2(OR) = ZOR jBum �B�uj2dx� 4�2mes(OR)kum � uk2L1En utilisant le fait que um converge vers u uniform�ement sur R, on obtient Bum con-verge vers B�u dans L2(OR).Par ailleurs, comme um = �u � �m = R �u(x� y)�m(y)dy, d'o�u :jumj � j�ujL1 Z �m(y)dy = j�ujL1 � Cpar cons�equent des faits que R �mdy = 1 et 0 � �u � K, C est une constante ind�ependantde m.Maintenant, pour montrer (2.9), on remarque que um 2 C1(R), ce qui permet d'utiliserle lemme 2.4, on a donc :Mt = e�r(t^�R)um(Xt^�R)� Z t^�R0 e�rs(Aum +Bum)(Xs)dsest une martingale. D'o�u, par le th�eor�eme d'arrêt, pour tout temps d'arrêt � �a valeur[0;1[,E(e�r(�^�R)um(X�^�R)) = E(um(X0)) +E(Z �^�R0 e�rs(Aum +Bum)(Xs)ds) (2.10)En utilisant le lemme 2.5 et remarquant les faits que Aum converge vers A�u dans L2(OR)et Bum converge vers B�u dans L2(OR), on a :E[R �^�R0 e�rs(Aum +Bum)(Xs)ds� R �^�R0 e�rs(A�u+B�u)(Xs)ds]� CkAum +Bum �A�u�B�ukL2(OR)! 0 m!1



38 Chapitre 2. Put perp�etuelDe plus, puisque um converge uniform�ement vers �u sur R, d'o�u :E(e�r(�^�R)um(X�^�R)) �! E(e�r(�^�R)u(X�^�R))E(um(X0)) �! E(u(X0))On obtient (2.10) pour u au lieu de um.Pour obtenir (2.9), il faut faire tendre R vers l'in�ni. Remarquons la proposition 2.2,on sait que A�u + B�u � 0, alors R �^�R0 e�rs(A�u + B�u)(Xs)ds est d�ecroissant en R. Ona, donc, E Z �^�R0 e�rs(A�u+B�u)(Xs)ds �! E Z �0 e�rs(A�u+B�u)(Xs)dsen appliquant le th�eor�eme de convergence monotone. D'autre part, on a aussi :E(e�r(�^�R)u(X�^�R)) �! E(e�r�u(X� ))�a cause de (2.6) et le th�eor�eme de Lebesgue. D'o�u (2.9).2). Selon la proposition 2.2, on sait que A�u+B�u � 0. De plus, en tenant compte de l'�egalit�e(2.9), on d�eduit que e�rt�u(Xt) est une sur-martingale. D'autre part, en remarquant, denouveau, la proposition 2.2, on voit que �u majore  . D'o�u :�u(Xt) � u1(Xt) p:s pour t 2 [0;1[En e�et, pour t quelconque �x�e dans [0;1[, on a :e�rt�u(Xt) � E(e�r� �u(X� )jFt)� E(e�r� (X� )jFt)D'o�u : �u(Xt) � supess� 2 Tt;1E(e�r(��t)1f�<1g (X� )jFt)= supess� 2 Tt;1E(e�r(��t)1f�<1g (Xt;x� ))= u1(Xt)Par ailleurs, si on pose : �t = inffs � t j  (Xs) = �u(Xs) g= inffs � t j Xs � x� g�t = 1 si l'ensemble est vide



39Alors, on a : (A�u+B�u)(Xs) = 0 p:s sur fs < �tgpuisque 8 x > x� (A�u+B�u)(x) = 0Ce qui donne : Z �t e�rs(A�u+B�u)ds = 0 p:sD'o�u, on conclut : E(e�rt�u(Xt)) = E(e�r�t1f�t<1g�u(X�t))Par ailleurs, de (2.6) et les in�egalit�es 0 � �u � K, 0 �  (x) = (K � ex)+ � K, on aalors : 0 � E(e�r�t1f�t=1g�u(X�t)) � KE(e�r�t1f�t=1g) = 0avec la convention e�r1 = 0. D'o�u :E(e�r�t1f�t=1g�u(X�t)) = 0De même : E(e�r�t1f�t=1g � (X�t)) = 0Maintenant, en utilisant le fait que �u(X�t) =  (X�t) et le corollaire 1.7, on d�eduit :E(e�rt�u(Xt)) = E(e�r�t �u(X�t))= E(e�r�t (X�t))= E(e�r�t1f�t<1g (X�t))= E(E(e�r�t1f�t<1g (X�t)jFt))� Ee�rtu1(Xt)D'o�u : �u(Xt) � u1(Xt) p:sPar cons�equent : �u(Xt) = u1(Xt) p:sCe qui donne, �u et u1 �etant continue :�u(x) = u1(x)



40 Chapitre 2. Put perp�etuelLe th�eor�eme 2.3 donne une majoration du prix d'un put am�ericain d'�ech�eance �nie.Puisque le prix du put am�ericain est donn�e par :u(t; x) = sup�2Tt;T E (e�r(��t)(K � xe(���22 )(��t)+�(B��Bt) N�Yj=Nt+1(1 + Uj))+)� sup�2Tt;1 E (e�r(��t)(K � xe(���22 )(��t)+�(B��Bt) N�Yj=Nt+1(1 + Uj))+1f�<1g)On verra, dans le chapitre 6, les r�esultats num�eriques sont co��ncide avec cet in�equalit�e.D'autre part, il est clair que ce th�eor�eme nous permet de calculer num�eriquement le prixd'un put \perp�etuel". �Evidemment, le calcul essentiel est de r�esoudre l'�equation (2.4), ce quipeut se faire, par exemple, par la m�ethode de Newton.On note encore la fonction �(�) �egale au membre gauche de (2.4), on sait que �(0) <0, lim�!�1 �(�) > 0 et la d�eriv�ee second �00(�) est strictement positive, en plus, on alim�!�1 �0(�) < 0, on peut donc choisir une valeur initial �0 telle que �0(�0) < 0 et prendre :�n+1 = �n � �(�n)�0(�n)En plus, on verra qu'on peut expliciter la valeur de � dans certains cas sp�eciaux :� On suppose que U1 a même loi que eg � 1 o�u g est la loi exponentielle de param�etre�0. C'est �a dire de loi 1fx>0g�0e��0xdx. Comme Z1 = ln(1 + U1), d'o�u Z1 a pour loi1fx>0g�0e��0xdx. On calcule :E(e�Z1) = �0 Zx>0 e�x � e��0xdx= � �0� � �0 si � < �0Alors l'�equation (2.4) peut s'�ecrire sous la forme suivante :�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �)� ��0� � �0 = 0Par un petit arrangement, l'�equation pr�ec�edente peut s'�ecrire sous la forme suivante :�22 �3 + (�� (1 + �0)�22 )�2 � (r + �+ �0(�� �22 ))� + r�0 = 0 (2.11)Posant : a3 = �22 > 0a2 = �� (1 + �0)�22a1 = �(r + �+ �0(�� �22 ))a0 = r�0



41En divisant par a3 dans l'�equation (2.11) et en posant y = � + a23a3 , on obtient :y3 + py + q = 0 (2.12)o�u : p = � a223a23 + a1a3 = � 13a23 (a22 � 3a1a3)q = 2a3227a33 � a2a13a23 + a0a3 = 127a33 (2a32 + 27a0a23 � 9a1a2a3)Les trois solutions de (2.12) sont alors donn�ees par :y1 = 3s�q2 +r(q2)2 + (p3)3 + 3s�q2 �r(q2)2 + (p3)3y2 = w 3s�q2 +r(q2)2 + (p3)3 + w2 3s�q2 �r(q2)2 + (p3)3y3 = w2 3s�q2 +r(q2)2 + (p3)3 + w 3s�q2 �r(q2)2 + (p3)3o�u : w = �1 + ip32 ; w2 = �1� ip32 (i2 = �1)on obtient alors : �1 = y1 � a23a3�2 = y2 � a23a3�3 = y3 � a23a3Il n'est pas di�cile de voir que �1 est la solution cherch�ee.� On suppose que U1 a même loi que eg � 1 o�u g est la loi de �2 �a n degr�e de libert�e,c'est �a dire de loi 1fx>0g 12n=2�(n2 )xn2�1e�x2 dx. On �etudie deux cas sp�eciaux : n = 2 etn = 4. Quand n = 2, c'est un cas particulier du cas pr�ec�edent.Quand n = 4,E(e�Z1) = 14�(2) Zfx>0g xe�x� 12xdx = 14�(2)(� � 12)2 si � < 12alors, l'�equation (2.4) peut s'�ecrire sous la forme suivante :�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �) + 14�(2)(� � 12 )2 = 0



42 Chapitre 2. Put perp�etueli.e :�22 �4+(���2)�3+(58�2���r��)�2+(14(���22 )+r+�)�� 14(r+�� 1�(2)) = 0 (2.13)Posant : a = �22b = �� �2c = 58�2 � �� r � �d = 14(�� �22 ) + r + �e = �14(r + �� 1�(2))On peut �ecrire (2.13) par : a�4 + b�3 + c�2 + d� + e = 0C'est un �equation d'ordre 4, on peut bien sûr expliciter ses racines.



Chapitre 3In�equation VariationnelleSelon la proposition 1.3, le calcul du prix d'une option am�ericaine Vt se ram�ene au calcul de lafonction u�(t; x). Le lien entre le probl�eme d'arrêt optimal et les in�equations variationnelles a�et�e d�egag�e par A. Bensoussan et J.-L. Lions (cf. [3], [4] ), et ces m�ethodes ont �et�e appliqu�eesaux options am�ericaines pour les mod�eles de di�usion dans [24]. Dans ce chapitre, nousutilisons la m�ethode des in�equations variationnelles pour chercher une valeur approch�ee deu�(t; x). Et on montrera u�(t; x) est la solution unique de l'in�equation parabolique suivante,sous certains hypoth�eses de r�egularit�e �a pr�eciser.8>>>>>><>>>>>>: @u@t +Au+Bu � 0u �  (@u@t +Au+Bu)( � u) = 0 9>>>=>>>; p.p. dans [0,T] � Ru(T; �) =  (3.1)On peut l'�ecrire sous une forme plus simple suivant :8<: maxf@u@t +Au+Bu; � ug = 0 dans [0,T] � Ru(T; :) =  (3.2)o�u Au = �22 @2u@x2 + (�� �22 ) @u@x � ruBu = � Z (u(t; x+ z)� u(t; x))�(dz)o�u � est la loi de variable al�eatoire Z1 = ln(1 + U1).Le travail qu'on va faire sera en deux parties en suivant les m�ethodes de [3], [4], [24].1. Montrer l'existence et l'unicit�e de la solution du probl�eme (3.1) (voir la section 3.3).2. Montrer que la solution de (3.1) est �egale �a u�(t; x) sous certaines hypoth�eses.Les di�cult�es viennent des termes de sauts qui font apparâ�tre un op�erateur int�egral dansl'in�equation parabolique. Avant d'�etudier le probl�eme (3.1), (3.2), nous expliquons pourquoiles op�erateurs A et B interviennent de fa�con naturelle dans notre mod�ele.43



44 Chapitre 3. In�equation Variationnelle3.1 Le g�en�erateur in�nit�esimal d'une di�usionComme dans le chapitre 1, on note (Xt)t�0 la solution de l'�equation di��erentielle stochas-tique (1.11). Maintenant, on calcule son g�en�erateur in�nit�esimal.Proposition 3.1 Le g�en�erateur in�nit�esimal de (Xt)t�0 est donn�ee par :(A+B)f(x) = �22 @2f@x2 + (�� �22 ) @f@x + � Z (f(x+ z)� f(x))�(dz)pour toute fonction f born�ee ainsi que ses d�eriv�ees.D�emonstration : D'apr�es la d�e�nition du g�en�erateur in�nit�esimal, on voit qu'il su�t decalculer ddtE (f(Xxt ))����t=0. Comme Xt est une solution de (1.11), on a :E (f(Xxt )) = E (f(x+ (�� �22 )t+ �Bt + NtXj=1Zj))alors, on peut �ecrire :E (f(Xxt )� f(Xx0 )) = E (f(Xxt )� f(x))= E ((f(x+ (�� �22 )t+ �Bt)� f(x))1fNt=0g)+ (f(x+ (�� �22 )t+ �Bt + Z1)� f(x))1fNt=1g+ (f(x+ (�� �22 )t+ �Bt + NtXj=1Zj)� f(x))1fNt�2g)def= I1 + I2 + I3et ddtE (f(Xxt ))����t=0 = limt!0 I1 + I2 + I3tPuisque les processus (Bt)t�0, (Nt)t�0 et (Uj)j�1 sont ind�ependants, et P(Nt = 0) = e��t,on a : limt!0 I1t = limt!0 e��tE f(x+ (�� �22 )t+ �Bt)� f(x)t= limt!0E f(x+ (�� �22 )t+ �Bt)� f(x)t= �22 @2f@x2 + (�� �22 )@f@x



3.1. Le g�en�erateur in�nit�esimal d'une di�usion 45D'autre part , comme P(Nt = 1) = �te��t et qu'il y a ind�ependance entre (Bt)t�0; (Nt)t�0et (Uj)j�1 , on voit que :I2 = �te��tE f(x+ (�� �22 )t+ �Bt + Z1)� f(x)!Or f est born�ee, par le th�eor�eme de Lebesgue, on a :limt!0 I2t = limt!0 �e��tE (f(x+ (�� �22 )t+ �Bt + Z1)� f(x))= �E (f(x+ Z1)� f(x))= � Z (f(x+ z)� f(x))�(dz)Par ailleurs, on sait que P(Nt � 2) = o(t). En e�et :P(Nt � 2) = 1Xj=2P(Nt = j)= 1Xj=2 e��t (�t)jj!= t2 1Xj=2�2e��t (�t)j�2j!= O(t2)On a, donc, en utilisant le fait que f est born�ee :jI3j = jE (f(x+ (�� �22 )t+ �Bt + NtXj=1Zj)� f(x))1fNt�2g)j� 2jf j1P(Nt � 2)= o(t)On obtient, �nalement :ddtE (f(Xxt ))����t=0 = limt!0 I1 + I2 + I3t= �22 @2f@x2 + (�� �22 ) @f@x + � Z (f(x+ z)� f(x))�(dz)



46 Chapitre 3. In�equation Variationnelle3.2 Formulation variationnelle et propri�et�es des op�erateursA et B3.2.1 Propri�et�es des A et BNous �etudions l'in�equation parabolique souvent �a partir de sa formulation variationnelle. Orpour l'�ecrire, on introduit les espaces H�, V�,Wm;p;�(R) pour � � 0 avec :H� = L2(R; e��jxjdx)V� = ff 2 H�j @f@x 2 H�gWm;p;�(R) = ff 2 Lp(R; e��jxjdx) j pour j � m; f (j) 2 Lp(R; e��jxjdx)gNoter que H� = W 0;2;�(R) et V� = W 1;2;�(R). On note (�; �)� le produit scalaire de H� etk � k�; j � j� les normes respectives de V� et H�. On �enonce, d'abord, un r�esultat classique, quiest un cons�equence du th�eor�eme de Rellich.Lemme 3.2 Si � < , l'injection canonique de V� dans H est compact.D�emonstration : Supposons que  = �+�. Comme � < , d'o�u � > 0. Il n'est pas di�cilede voir qu'une suite born�ee dans V� reste encore born�ee dans V .Maintenant, on prend une suite fn born�ee dans V� qui converge faiblement vers 0 dansH . Alors, il su�t de montrer que fn converge fortement vers 0 dans H .Soit R > 0, on regarde :kfnk2H = Z (fn(x))2e�jxjdx= Z R�R(fn(x))2e�jxjdx+ Zjxj>R(fn(x))2e�jxjdxPuisque  = �+ �, d'o�u :Zjxj>R(fn(x))2e�jxjdx = Zjxj>R(fn(x))2e��jxje��jxjdx� e��R � Zjxj>R(fn(x))2e��jxjdx� e��RkfnkV�� Ce��RD'autre part, pour R �x�e, fn j]�R;R[ reste born�ee dansW 1;2(]�R;R[), en utilisant le th�eor�emede Rellich, on d�eduit : lim supkfnk2H � Ce��R 8 REn faisant tendre R vers l'in�ni, on obtient fn converge fortement vers 0.



3.2. Formulation variationnelle et propri�et�es des op�erateurs A et B 47
Posons : a�(u; v) = �22 Z @u@x @v@xe��jxjdx+ r Z uve��jxjdx� Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 ))@u@xve��jxjdxb�(u; v) = � Z (Bu) � ve��jxjdxAlors, on peut �ecrire, par une int�egration par parties, que :(Au; v)� = �a�(u; v) 8 u, v 2 D(R)(Bu; v)� = �b�(u; v) 8 u, v 2 D(R)Il est clair que a�(u; v) est une forme bilin�eaire continue sur V� et que l'on a :ja�(u; v)j � Ckuk�kvk�avec C ne d�ependant pas de u et v. Le lemme suivant nous permet de dire que B est unop�erateur lin�eaire continu de H� �a H� et qu'on a :jb�(u; v)j � Cjuj�jvj�Nous supposons l'hypoth�ese suivante :(H) : E e�jZj <1 pour tout �.Lemme 3.3 Sous (H), alors, on a :8 u 2 H�; jBuj� � Cjuj�o�u C est une constante ind�ependante de u.D�emonstration : A partir de la d�e�nition de l'op�erateur B, on peut �ecrire, en utilisantl'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz et le fait (a� b)2 � 2(a2 + b2), que :jBuj2� = Z (Bu)2e��jxjdx� �2 Z dx e��jxj � Z (u(x+ z)� u(x))2�(dz) � Z 12�(dz)� �2 Z dx e��jxj � Z 2(u2(x+ y) + u2(x))�(dz)



48 Chapitre 3. In�equation VariationnelleD'apr�es le th�eor�eme du Fubini et le fait que e��jxj � e��jx+zj+�jzj, on d�eduit :jBuj2� � 2�2 Z �(dz) � Z (u2(x+ z) + u2(x))e��jxjdx� 2�2 Z �(dz) � (Z u2(x+ z)e��jx+zj � e�jzjdx+ Z u2(x) � e��jxjdx)= 2�2 Z �(dz) � (juj2� � e�jzj + juj2�)= 2�2juj2� � (E e�jZ1j + 1)Comme E e�jZ1j � 1, d'o�u : jBuj� � Cjuj�Par ailleurs, il est facile de voir que : B 2 L(H�;H�)On remarque que : si � = 0; on a B 2 L(L2; L2) et jBujL2 � CjujL2 :Lemme 3.4 Si (H) est v�eri��e, alors il existe deux r�eels strictement positifs � et  tel que :8u 2 V� a�(u; u) + b�(u; u) + �juj2� � kuk2�D�emonstration : D'apr�es les d�e�nitions de a�(u; u) et b�(u; u), et le lemme 3.3 et r � 0,on a : a�(u; u) + b�(u; u)� �22 (kuk2� � juj2�)� (�2�2 + j�� �22 j) � kuk� � juj� � Cjuj2�= �22 kuk2� � (�2�2 + j�� �22 j) � kuk� � juj� � (�22 + C)juj2�En posant : � = �2�2 + j�� �22 jet � = �22 > 0, on a :a�(u; u) + b�(u; u) � �kuk2� � �kuk�juj� � (� + C)juj2�D'o�u, pour tout � > 0a�(u; u) + b�(u; u) + �juj2� � �kuk2� � �kuk�juj� + (�� � � C)juj2�



3.2. Formulation variationnelle et propri�et�es des op�erateurs A et B 49et il su�t de choisir  = �2 et � tel que la forme quadratique :(x; y)! �2x2 � �xy + (�� � � C)y2soit positive. On voit facilement que ce � existe. En e�et, on utilise la relation classique ab <�2a2 + 12� b2. D'o�u :�2x2 � �xy + (�� � �C)y2 � � � ��2 x2 + (�� � � C � �2� )y2En prenant � = �� ( car � > 0); et � assez grand tel que � � � � C � �22� soit positive , onobtient : �2x2 � �xy + (�� � � C)y2 � (�� � � C � �22� )y2 � 0
3.2.2 Formulation VariationnelleAvec les notations pr�ec�edentes, la formulation varationnelle du probl�eme (3.1) peut être �ecritsous la forme suivante :8>>>><>>>>: u(T; �) =  p:p: dans Ru �  p:p: dans [0; T ]� R8v 2 V�; v �  ; on a :�(@u@t ; v � u)� + a�(u; v � u) + b�(u; v � u) � 0 p:p: dans [0, T] (3.3)La proposition 3.5, qui peut être montr�e par la même m�ethode que la proposition 1.6 dans [23]P76, dira la relation entre la solution de l'in�equation parabolique et celui de sa formulationvariationnelle sous certains condition de r�egularit�e.Proposition 3.5 Supposons  2 V�. Soit u une fonction de [0,T] � R dans R telle que :u 2 L2([0; T ]; W 2;2;�(R)) et @u@t 2 L2([0; T ]; H�)Alors, u est solution de (3.3) si et seulement si u v�eri�e (3.1) :8>>>>>><>>>>>>: @u@t +Au+Bu � 0u �  (@u@t +Au+Bu)( � u) = 0 9>>>=>>>; p.p. dans [0,T] � Ru(T; �) =  Pour obtenir l'existence et l'unicit�e de la solution de l'in�equation parabolique (3.1), onaura besoin de r�esultats de r�egularit�e de u qu'on parlera dans la section 3.4.



50 Chapitre 3. In�equation Variationnelle3.3 L'existence et L'unicit�e de la solution du probl�emeTh�eor�eme 3.6 Sous (H), et soit  2 V�, alors il existe une et une seule fonction u v�eri�ant :u 2 L2([0; T ];V�) et @u@t 2 L2([0; T ];H�)et le probl�eme (3.3).De plus, la fonction u est dans L1([0; T ];V�):La d�emonstration de l'unicit�e de ce th�eor�eme peut être faite en suivant exactement lemême raisonnement que [23] P77 . Et on utilisera le m�ethode de p�enalisation pour prouverson existence .3.3.1 Le probl�eme p�enalis�eSelon le m�ethode de p�enalisation, on commence l'�etude par le \ probl�eme p�enalis�e " : pour" > 0, trouver u" tel que : 8<: u"(T ) =  @u"@t +Au" +Bu" � 1"�(u") = 0o�u : �(�) = �( � �)+Th�eor�eme 3.7 Soit  2 V� et soit " � 0, de plus, si (H) est v�eri��e, alors, le probl�eme :8<: u"(T ) =  �(@u"@t ; v)� + a�(u"; v) + b�(u"; v) + 1" (�(u"); v)� = 0 8v 2 V�a une et une seule solution u" v�eri�ant :u" 2 L2([0; T ];V�); @u"@t 2 L2([0; T ];H�)On a de plus les estimations suivantes :ku"kL1([0;T ];V�) � C (3.4)k@u"@t kL2([0;T ];H�) � C (3.5)1p"k( � u")+kL1([0;T ];H�) � C (3.6)o�u C est une constante ind�ependante de ".



3.3. L'existence et L'unicit�e de la solution du probl�eme 51Le terme non lin�eaire �(�) a la propri�et�e de monotonie : (�(x)��(y))(x�y) � 0 pour tousr�eels x et y. Cela nous permet de prouver l'unicit�e dans le th�eor�eme 3.7 en suivant exactementle même raisonnement que pour le th�eor�eme 3.6. (Voir [23]). On obtiendra l'existence de lasolution de l'in�equation variationnelle du th�eor�eme 3.6 en utilisant, de nouveau, la monotoniede �(�) et puis en faisant tendre " vers 0.Les estimations (3.4) - (3.6) nous permettent de passer �a la limite dans la d�emonstrationdu th�eor�eme 3.6.D�emonstration : (D�emonstration de l'existence dans le th�eor�eme 3.7)La preuve de l'existence de u" comporte les �etapes suivantes :� Construction d'une suite de solutions approch�ees (um).� Estimations �a priori sur les um et dumdt .� Passage �a la limite sur m.(a). Probl�eme approch�eOn utilise une m�ethode d'approximation interne, qui consiste �a introduire une suitecroissante de sous espaces Vm de V� telle que :{ dimVm <1 pour tout m.{ pour tout v 2 V�, il existe une suite (vm) telle que :vm 2 Vm 8 m et limm!1 kv � vmk� = 0Le probl�eme approch�e est alors : trouver une fonction um(t), de [0; T ] dans Vm, telleque : 8<: um(T ) =  m�(dumdt ; v)� + a�(um; v) + b�(um; v) + 1" (�(um); v)� = 0 8v 2 Vmo�u  m 2 Vm v�eri�e :  m !  dans V�.Il est clair que ce probl�eme s'interpr�ete comme une �equation di��erentielle ordinaire enum dans Vm. Et on en d�eduit facilement l'existence et l'unicit�e de um, continue de[0; T ] dans Vm; presque partout di��erentiable, �a d�eriv�ee born�ee et v�eri�ant l'�equationapproch�ee.(b). Estimations �a priori sur les um et dumdt



52 Chapitre 3. In�equation VariationnellePrenant v = dumdt dans le probl�eme approch�e, on obtient :�(dumdt ; dumdt )� + a�(um; dumdt ) + b�(um; dumdt ) + 1" (�(um); dumdt )� = 0Notons :u0m = dumdta0(u; v) = �22 Z @u@x @v@xe��jxj dx+ (u; v)� (3.7)a1(u; v) = a�(u; v) � a0(u; v)= (r � 1)(u; v)� + Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 ))@u@xve��jxj dx (3.8)D'o�u : a0(u; u) � �kuk2� (3.9)avec � = minf�22 ; 1g.De plus, en utilisant le lemme 3.3, on a :ja1(u; v)j + jb�(u; v)j � Ckuk�jvj� (3.10)Avec ces notations, on a :� ju0m(t)j2� + a0(um; u0m) + 1" (�(um); u0m)� = �a1(um; u0m)� b�(um; u0m) (3.11)or : ddta0(um; um) = 2 � �22 Z @um@x @u0m@x e��jxjdx+ 2(u0m; um)�= 2 � a0(um; u0m)Par ailleurs, car  ne d�epend pas de t, on a(�(um); u0m)� = (( � um)+; ddt( � um))� = 12 ddt j( � um)+j2�L'�egalit�e (3.11) peut donc s'�ecrire :ju0m(t)j2� � 12 ddta0(um; um)� 12" ddt j( � um)+j2� = a1(um; u0m) + b�(um; u0m) (3.12)D'o�u, en int�egrant (3.12) entre t et T , et en remarquant que um(T ) =  m,Z Tt ju0m(s)j2�ds+ 12a0(um(t); um(t)) + 12" j( � um(t))+j2�= 12a0( m;  m) + 12" j( �  m)+j2� + Z Tt (a1(um(s); u0m(s)) + b�(um(s); u0m(s)))ds



3.3. L'existence et L'unicit�e de la solution du probl�eme 53D'apr�es (3.9) et (3.10), on a :0 � Z Tt ju0m(s)j2�ds+ �2kum(t)k2� + 12" j( � um(t))+j2�� C( k mk2� + 12" j( �  m)+j2� + Z Tt kum(s)k�ju0m(s)j�ds (3.13)o�u C et � sont deux constantes strictement positives ne d�ependant ni de m, ni de ", nide t.En utilisant la relation �el�ementaire ab � �2a2 + 12� b2, de l'in�egalit�e (3.13), on d�eduit,pour tout � > 0,Z Tt ju0m(s)j2�ds+ �2kum(t)k2�� C(k mk2� + 12" j( �  m)+j2� + �2 Z Tt kum(s)k2�ds+ 12� Z Tt ju0m(s)j2�ds)D'o�u : (1� C2� ) Z Tt ju0m(s)j2�ds+ �2kum(t)k2�� C(k mk2� + 12" j( �  m)+j2� + �2 Z Tt kum(s)k2�ds) (3.14)Choisissant � assez grand pour avoir 1� C2� > 0, on d�eduit d'abord de (3.14),�2kum(t)k2� � C(k mk2� + 12" j( �  m)+j2� + �2 Z Tt kum(s)k2�ds)En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient :kum(t)k2� � C1(k mk2� + 12" j( �  m)+j2�) (3.15)o�u C1 est une constante qui ne d�epend pas de m, ni de ", ni de t, mais d�epend de T .Maintenant, on revient �a l'in�egalit�e (3.14) et compte tenu de (3.15), on obtient :Z T0 ju0m(s)j2� ds � C2(k mk2� + 12" j( �  m)+j2�) (3.16)o�u C1 est une autre constante ne d�ependant pas de m; ni de t.(c). Passage �a la limite sur mPar l'estimation (3.16), on peut suppose, quitte �a extraire une sous-suite, que :u0m ! u0" faiblement dans L2([0; T ];H�) (3.17)



54 Chapitre 3. In�equation Variationnelleor um(t) =  m � R Tt u0m(s)ds et  m !  dans V�, on en d�eduit que, pour chaque t,um ! u" faiblement dans H�o�u u" =  � R Tt u0"(s)ds.Par ailleurs, d'apr�es (3.15), la suite um(t) est born�ee dans V�, ce qui entrâ�neum(t)! u"(t) faiblement dans V� (3.18)D'o�u, en utilisant le lemme 3.2,um(t)! u"(t) fortement dans H pour  > �.on en d�eduit : �(um(t))! �(u"(t)) fortement dans H pour  > �.or d'apr�es (3.13), (3.15) et (3.16), on a :12" j�(um(t)j2� = 12" j � ( � um(t))+j2�� C(k mk2� + 12" j( �  m)+j2�) (3.19)o�u C est une nouvelle constante ne d�ependant pas de m, ni de ".D'o�u : �(um(t))! �(u"(t)) faiblement dans H� quand m!1 (3.20)Par ailleurs, grâce �a (3.18) et au lemme 3.3, on obtient :Bum ! Bu" faiblement dans H� quand m!1on peut donc facilement d�eduire que :a�(um; v) ! a�(u"; v) (3.21)b�(um; v) ! b�(u"; v) (3.22)En faisant tendre m vers l'in�ni dans le probl�eme approch�e et en remarquant (3.17),(3.20) et (3.21), (3.22), on voit �nalement que u" est la solution du probl�eme p�enalis�e.



3.3. L'existence et L'unicit�e de la solution du probl�eme 55Pour achever la d�emonstration du th�eor�eme 3.7, en faisant tendre m vers l'in�ni dans(3.15), (3.16) et (3.19) et en remarquant que  m !  dans V�, on obtient :ku"kL1([0;T ];V�) � Ck@u"@t kL2([0;T ];H�) � C1p"k( � u")+kL1([0;T ];H�) � Co�u C est une constante ind�ependante de ".
3.3.2 D�emonstration du Th�eor�eme d'existence et l'unicit�eOn obtient la solution u de l'in�equation variationnelle en faisant tendre " vers 0. Mais on verraqu'on aura besoin la convergence forte, de u" dans H� pour passer �a la limite directementdans l'�equation suivant :�(@u"@t ; v � u")� + a�(u"; v � u") + b�(u"; v � u") + 1" (�(u"); v � u")� = 0 8v 2 V�or on ne l'a pas. En revanche, on pourra l'avoir pour  en utilisant le lemme 3.2, si l'oncommence la d�emonstration pour  au lieu de �, o�u  > �. Donc, la d�emonstration consisteen deux �etapes :1. Montrer les r�esultats dans le th�eor�eme 3.6 pour  au lieu de �.2. Faire tendre  vers � pour avoir le th�eor�eme 3.6.D�emonstration : D'apr�es le th�eor�eme 3.7, u" est la solution du probl�eme p�enalis�e associ�e�a � : � (@u"@t ; v)� + a�(u"; v) + b�(u"; v) + 1" (�(u"); v)� = 0 8v 2 V� (3.23)Pour  > �, posons  = �+ �, o�u � > 0. Pour tout w appartenant �a V , il est facile de voirque we��jxj appartient �a V�. En prenant v = we��jxj dans (3.23) et en remarquant que :a�(u"; we��jxj) = a(u"; w)b�(u"; we��jxj) = b(u"; w)�(@u"@t ; we��jxj)� = �(@u"@t ; w)1" (�(u"); we��jxj)� = 1" (�(u"); w) ;



56 Chapitre 3. In�equation Variationnelleon voit que u" est la solution du probl�eme p�enalis�e associ�e �a , pour tout  > �. i.e :8<: u"(T ) =  �(@u"@t ; w) + a(u"; w) + b(u"; w) + 1" (�(u"); w) = 0 8w 2 VD'apr�es (3.5), on peut supposer, quitte �a extraire une sous suite, que :@u"@t ! u0 faiblement dans L2([0; T ]; H�) quand "! 0Or u"(t) =  � R Tt u0"(s) ds, on en d�eduit de (3.4) que, pour tout t,u"(t) ! u(t) faiblement dans V� quand "! 0o�u u(t) =  � R Tt u0(s) ds. Le lemme 3.2 nous donne :u"(t) ! u(t) fortement dans H pour  > �Par ailleurs, il est facile de voir que :ku"kL1([0;T ];V) � ku"kL1([0;T ];V�) � C (3.24)k@u"@t kL2([0;T ];H) � k@u"@t kL2([0;T ];H�) � C (3.25)Donc, on obtient : u" ! u fortement dans L2 ([0; T ];H) (3.26)u" ! u �� faiblement dans L1([0; T ];V) (3.27)@u"@t ! @u@t faiblement dans L2([0; T ];H) (3.28)De plus, d'apr�es le lemme 3.3, B est un op�erateur lin�eaire de H �a H , cela entrâ�ne :Bu" ! Bu fortement dans L2([0; T ];H) (3.29)Maintenant, soit v 2 V�, v�eri�ant v �  , �evidemment v 2 V , on a alors :�(@u"@t ; v � u") + a(u"; v � u") + b(u"; v � u") + 1" (�(u"); v � u") = 0 8v 2 VOr �(v) = �( � v)+ = 0; donc, en tenant compte de la propri�et�e monotonie de �(�),�(@u"@t ; v � u") + a(u"; v � u") + b(u"; v � u") = 1" (�(v) � �(u"); v � u")� 0



3.3. L'existence et L'unicit�e de la solution du probl�eme 57D'o�u, pour t < t0, en utilisant les notations de (3.7) et (3.8),Z t0t (�(@u"@s ; v � u") + a(u"; v) + b(u"; v)) ds� Z t0t a0(u"(s); u"(s))ds+ Z t0t a1(u"(s); u"(s))ds+ Z t0t b(u"(s); u"(s))dsEn utilisant (3.26), (3.27), (3.28), et (3.29), on sait que :Z t0t (�(@u"@s ; v � u") + a(u"; v) + b(u"; v)) ds�! Z t0t (�(@u@t ; v � u) + a(u; v) + b(u; v)) dsD'autre part, comme :j Z t0t a1(u"(s); u"(s))ds� Z t0t a1(u(s); u(s))dsj� j Z t0t a1(u"(s); u"(s)� u(s))dsj+ j Z t0t a1(u"(s)� u(s); u(s))dsjrevenant �a la d�e�nition (3.8) de a1(u; v), il est facile de voir que :j Z t0t a1(u"(s); u"(s)� u(s))dsj � C Z t0t ku"k � ju" � uj ds! 0 �a cause de (3.26) et (3.24)De plus, par (3.27), Z t0t a1(u"(s)� u(s); u(s))ds! 0On a, donc : Z t0t a1(u"(s); u"(s))ds! Z t0t a1(u(s); u(s))dsDe même, on a aussi : Z t0t b(u"(s); u"(s))ds! Z t0t b(u(s); u(s))dsPar ailleurs, car u! Z T0 a0(u(s); u(s))ds d�e�nit une norme �equivalente sur L2([0; T ]; V), ona : lim inf"!0 Z t0t a0(u"(s); u"(s)) ds � Z t0t a0(u(s); u(s)) dsD'o�u, �nalement, Z t0t (�(@u@s ; v � u) + a(u; v � u) + b(u; v � u)) ds � 0



58 Chapitre 3. In�equation Variationnelleet, par cons�equent, � (@u@s ; v � u) + a(u; v � u) + b(u; v � u)) � 0 (3.30)Vu (3.26) �a (3.28), on a de plus : u 2 L1([0; T ]; V)@u@t 2 L2([0; T ]; H)u(T ) =  D'apr�es (3.6), on a : k � �(u")kL1([0;T ];H) � Cp"Ce qui implique que :�(u")! 0 quand "! 0 dans L1([0; T ]; H)or : �(u")! �(u) dans L2([0; T ]; H)D'o�u : �(u) = 0i.e :  � uEn faisant tendre  ! � dans (3.30), on obtient le th�eor�eme 3.6.3.3.3 Lemmes de monotonie et de continuit�e L1Les deux lemmes suivants permettent de contrôller la d�ependance de la solution u de l'in�equationvariationnelle par rapport �a la fonction  . Ils se d�emontrons comme le lemme 1.9 et le lemme1.10 dans [23].Lemme 3.8 Soient  et  ̂ appartenant �a V� et v�eri�ant :  �  ̂. Alors les solutions u etû des in�equations variationnelle associ�ees respectivement �a  et  ̂ ( voir (3.3)) v�eri�ent :u � û. En particulier, si  � 0, on a u � 0.Lemme 3.9 Soient  2 V�;  ̂ 2 V� et  �  ̂ 2 L1(R), alors,u� û 2 L1([0; T ]�R) et ku� ûkL1([0;T ]�R) � k �  ̂kL1(R)On en aura besoin pour montrer l'�egalit�e u = u� sous les hypoth�eses plus faiblement sur , dans la section suivante.



3.4. Th�eor�eme de r�egularit�e 593.4 Th�eor�eme de r�egularit�eDans la section 3.3, on a d�ej�a montr�e que l'in�equation variationnelle (3.3) a une et une seulesolution. On aura besoin de la condition de r�egularit�e : u appartient �a L2([0; T ]; W 2;2;�(R))pour revenir �a l'in�equation parabolique (3.1) et �etablir l'�egalit�e u = u� sous l'hypoth�ese  appartient �a W 2;2;�(R).Maintenant, on �etudie les r�esultats de r�egularit�e.Th�eor�eme 3.10 Soit  appartenant �a W 2;2;�(R), alors la solution u de l'in�equation varia-tionnelle (3.3) v�eri�e : u 2 L2([0; T ]; W 2;2;�(R))Dans la d�emonstration du th�eor�eme 3.10, on va utiliser le lemme suivant adapt�e de [3] (P87-P89 ).Lemme 3.11 Si u 2 V� v�eri�e :a�(u; v) + b�(u; v) = (f; v)� 8 v 2 V�o�u : a�(u; v) = �22 Z @u@x @v@xe��jxj dx+ r Z uve��jxj dx� Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 ))@u@xve��jxj dxb�(u; v) = � Z (Bu)ve��jxj dxet : f 2 L2(R; e��jxjdx)alors : u 2W 2;2;�(R) et kukW 2;2;� � C(kuk� + jf j�)o�u C est une constante ind�ependant de u et de f .D�emonstration : On �ecrit l'hypoth�ese du lemme : u 2 V� et v�eri�e :Z �22 @u@x @v@xe��jxj dx+ Z ruve��jxj dx� Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 ))@u@xve��jxj dx� Z (Bu)ve��jxj dx= Z fve��jxjdx 8 v 2 V� (3.31)



60 Chapitre 3. In�equation VariationnellePour montrer le lemme, on utilise la m�ethode des quotients di��erentiels. Soit ' unefonction sur R. Posons : �h' = '(x+ h)Notons que : (�h';	)L2(R) = ('; ��h	)L2(R)On peut choisir h positif et assez petit ( par exemple : 0 < h < 1 ), pour tout ' 2 V�, �a partirde la d�e�nition de �h', et puis en faisant une changement de variable, on a :j�h'� 'h j2� = 1h2 Z dx e��jxj(Z x+hx @'@x (y)dy)2= 1h2 Z dx e��jxj(Z h0 @'@x (x+ y)dy)2� 1h2 Z dx e��jxj Z h0 (@'@x (x+ y))2dy � Z h0 12dyen utilisant l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz. D'o�u, d'apr�es le fait que e��jxj � e��jx+yj � e�jyjet par le th�eor�eme de Fubini,j�h'� 'h j2� � 1h Z h0 dy e�jyj � Z (@'@x (x+ y))2e��jx+yjdx� e�hk'k2�� Ck'k2�On obtient : j�h'� 'h j2� � Ck'k2� 8' 2 V� (3.32)De même j��h'� 'h j2� � Ck'k2� 8' 2 V� (3.33)Maintenant, revenant �a (3.31), pour tout w appartenant �a V�, remarquant que (��hw)e��jx�hj+�jxjappartient �a V� , et (u; (��hw)e��jx�hj+�jxj)� = (�hu; w)�Prenant v = (��hw)e��jx�hj+�jxj dans (3.31) et notant que :@v@x = @(��hw)@x e��jx�hj+�jxj + �(��hw)e��jx�hj+�jxj(� x� hjx� hj + xjxj)on obtient, donc, en utilisant (�h';	)L2(R) = ('; ��h	)L2(R),Z (�22 @@x(�hu)@w@x e��jxj + �2�2 @@x(�hu)w(� xjxj + x+ hjx+ hj)e��jxj)dx+ Z r(�hu)we��jxjdx� Z (�2�2 x+ hjx+ hj + (�� �22 )) @@x (�hu)we��jxjdx� Z (B�hu)we��jxjdx= Z f � (��hw)e��jx�hj+�jxje��jxjdx



3.4. Th�eor�eme de r�egularit�e 61D'o�u : Z �22 @@x(�hu)@w@x e��jxjdx+ Z r(�hu)we��jxjdx� Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 )) @@x (�hu)we��jxjdx� Z (B�hu)we��jxjdx= Z f � (��hw)e��jx�hj+�jxje��jxjdxPar soustraction avec (3.31) appliqu�e �a w au lieu de v, on obtient ( apr�es division par h ) :Z �22 @@x �hu� uh @w@x e��jxjdx+ r Z �hu� uh we��jxjdx= Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 )) @@x �hu� uh we��jxjdx+ Z B�hu� uh we��jxjdx+ Z f � (��hw)e��jx�hj+�jxj � wh e��jxjdx (3.34)En remarquant que : C1 < e��h < e��jx�hj+�jxj < e�h < C2et C3 < e��h � 1h < e��jx�hj+�jxj � 1h < e�h � 1h < C4o�u C1, C2, C3, C4 sont des constantes ind�ependant de h, pour h appartenant �a [0; 1], et enutilisant le fait que f appartient �a L2(R; e��jxjdx) et (3.33), on voit facilement que :j Z f � (��hw)e��jx�hj+�jxj � wh e��jxjdxj= j Z f � ((��hw)� wh e��jx�hj+�jxj + we��jx�hj+�jxj � 1h )e��jxjdxj� Cjf j�(j(��hw)�wh j� + jwj�)� Ckwk� � jf j�De plus, en prenant w = �hu� uh dans (3.34), et en utilisant l'in�egalit�e de Schwartz,(3.32) et le fait que u appartient �a V�, on a :j Z (�2�2 sgn(x) + (�� �22 )) @@x �hu� uh we��jxjdxj � Cj @@x �hu� uh j� � j�hu� uh j�� Ckuk� � j @@x �hu� uh j�� Ck�hu� uh k� � kuk�De même, en utilisant le lemme 3.3, on a :j Z B�hu� uh we��jxjdxj � CjB�hu� uh j� � j�hu� uh j�� Cj�hu� uh j� � j�hu� uh j�� Ck�hu� uh k� � kuk�



62 Chapitre 3. In�equation VariationnelleDonc, il est clair que le membre de droite de l'�egalit�e (3.34) est plus petit que Ck�hu� uh k�.D'autre part, la gauche de l'�egalit�e (3.34) peut s'�ecrire que :Z �22 @@x �hu� uh @w@x e��jxjdx+ r Z �hu� uh we��jxjdx= Z �22 ( @@x �hu� uh )2e��jxjdx+ r Z (�hu� uh )2e��jxjdx� C 0k�hu� uh k2�Finalement, on obtient : k�hu� uh k� � C(kuk� + jf j�)Ce qui permet d'extraire une sous suite hi telle que �hiu� uhi converge faiblement dans V�,mais �hiu� uhi converge vers @u@x , Donc, on a :@u@x 2 V� et k@u@xk� � C(kuk� + jf j�)D'o�u : kukW 2;2;� � C(kuk� + jf j�)o�u C est une constante ind�ependante de u et f , ce qui donne le r�esultat annonc�e.D�emonstration : (D�emonstration du th�eor�eme 3.10)Il su�t de montrer l'estimation :Z T0 (a�(u; v) + b�(u; v))ds � CkvkL2([0;T ];H�) (3.35)Parce que (3.35), en fait, signi�e que :(A+B)u(s; x) 2 L2([0; T ];H�)Par le th�eor�eme de repr�esentation de Riesz, on sait qu'il existe une fonction F (s), appartient�a L2([0; T ];H�) telle que :a�(u(s); v(s)) + b�(u(s); v(s)) = (F (s); v(s))� ds p:ppour tout �el�ement v de L2([0; T ];V�). Cela entrâ�ne le r�esultat annonc�e en appliquant lelemme 3.11.Maintenant, on commence �a montrer (3.35). En partant du probl�eme p�enalis�e :�(@u"@t ; v)� + a�(u"; v) + b�(u"; v) + 1" (�(u"); v)� = 0 8v 2 V�



3.4. Th�eor�eme de r�egularit�e 63en prenant v = �(u") = �( �u")+ et en remarquant que  ne d�epend pas de t, on obtient :�( @@t(�( � u")); �(u"))� + a�((�( � u")); �(u")) + b�((�( � u")); �(u"))+1" j�(u")j2� + a�( ; �(u")) + b�( ; �(u")) = 0D'o�u : �12 ddt j( � u")+j2� + a�(�(u"); �(u")) + b�(�(u"); �(u")) + 1" j�(u")j2�= �a�( ; �(u"))� b�( ; �(u"))et, en int�egrant de 0 �a T , car �(u")(T ) = 0, on obtient :12 j�(u")(0)j2� + Z T0 (a�(�(u"); �(u")) + b�(�(u"); �(u")))ds+ 1" Z T0 j�(u")j2�ds= � Z T0 (a�( ; �(u")) + b�( ; �(u")))dsPar le lemme 3.4 et en prenant " < 1� , on a :12 j�(u")(0)j2 � � Z T0 j�(u")j2�ds+ 1" Z T0 j�(u")j2�ds � � Z T0 (a�( ; �(u")) + b�( ; �(u")))dsD'o�u : 0 � (1� "�) Z T0 j�(u")j2�ds� "[�12 j�(u")(0)j2 � Z T0 (a�( ; �(u")) + b�( ; �(u")))ds]� "[� Z T0 (a�( ; �(u")) + b�( ; �(u")))ds]Remarquons les propri�et�es de a�(�; �) et b�(�; �) indiqu�es au d�ebut de la section 3.2.1, etutilisons l'in�egalit�e de Schwartz et le fait que  appartient �a W 2;2;�(R), on obtient :Z T0 j�(u")j2�ds � "C1� "� Z T0 k kW 2;2;� � j�(u")j�ds� "�1� "�T 12 k kW 2;2;�(Z T0 j�(u")j2�ds)1=2Prenant " assez petit, on a : k1"�(u")kL2([0;T ];H�) � C (3.36)avec C ind�ependant de ".A partir du probl�eme p�enalis�e et puis en utilisant l'estimation (3.5) :k@u"@t kL2([0;T ];H�) � Cet (3.36), on d�eduit :



64 Chapitre 3. In�equation Variationnelle
j Z T0 (a�(u"; v) + b�(u"; v))dsj = j Z T0 (�(@u"@t ; v)� + 1" (�(u"); v)�)dsj� CkvkL2([0;T ];H�) (3.37)avec C ind�ependant de ". Cela implique (3.35) en faisant passer �a la limite dans (3.37).Remarque 3.12 En combinant les r�esultats de la proposition 3.5 et ceux du th�eor�eme 3.6et du th�eor�eme 3.10, on peut maintenant �enoncer que l'in�equation parabolique (3.1) a une etune seule solution u sous la condition  2 W 2;2;�(R). cela signi�e qu'on a d�ej�a accompli lapremi�ere partie de notre travail.Avant d'entrer la deuxi�eme partie de notre travail, on rappelle d'abord un r�esultat clas-sique, qui r�esulte du th�eor�eme de plongement entre espaces de Sobolev (cf. [1] P107-P108lemme 5.15, [9] P166 th�eor�eme IX.12 ).Lemme 3.13 Si p > n2 , et soit '(t; x) est une fonction v�eri�ant :@'@t 2 Lp(R�Rn) et ' 2 Lp(R;W 2;p(Rn))Alors '(t; x) est born�e et on a :k'(t; x)kL1(R�Rn) � C(k'kLp(R;W 2;p(Rn)) + k@'@t kLp(R�Rn))La corollaire 3.14 r�esulte du lemme 3.13.Corollaire 3.14 Si n = 1; p = 2 et  2 W 2;2;�(R), alors, la solution u de (3.1) a uneversion continue sur [0; T ]�R et il existe une constante C telle que :ju(t; x)j � C exp(�2 jxj)pour tout (t; x) 2 [0; T ] �R.En e�et, rappelons, d'abord, quelques r�esultats qu'on a d�ej�a eus avant : Si  2 W 2;2;�(R);alors il existe une unique fonction u sur [0; T ] �R telle que :@u@t 2 L2([0; T ];W 0;2;�(R)) u 2 L2([0; T ];W 2;2;�(R))et v�eri�e l'in�equation parabolique (3.1). Alors v = u exp(��2 (1 + jxj2) 12 ) v�eri�e :v 2 L2(R; W 2;2(R)) et @v@t 2 L2(R�R)



3.5. L'�egalit�e u� = u 65En utilisant le lemme 3.13, on a donc : ju(t; x)j � C exp(�2 jxj).D'autre part, en posant vm = v��m o�u �m est une suite r�egularisantes (voir la d�emonstrationdu th�eor�eme 3.20), on a :@vm@t �! @v@t dans L2([0; T ];W 0;2(R))vm �! v dans L2([0; T ];W 2;2(R))Par ailleurs, en utilisant le lemme 3.13, on voit que :kvm � vkL1(R�R) � C(kvm � vkL2(R;W 2;2(R)) + k@vm@t � @v@t kL2(R�R)�! 0 quand m!1ce qui implique que vm converge uniform�ement vers v. D'o�u v est une fonction continue. Onobtient, �nalement, que u a une version continue.3.5 L'�egalit�e u� = uDans cette section, on montrera d'abord que la solution u de l'in�equation parabolique (3.1)est �egale �a u� si  appartient �a W 2;2;�(R) (th�eor�eme 3.20). Or, dans le cas pratique, parexemple le put am�ericain  (x) = (K � ex)+ n'appartient pas �a W 2;2;�(R), on devra donca�aiblir l'hypoth�ese sur  . Cela sera fait par le th�eor�eme 3.26 �a la �n de la section 3.5.Maintenant, on introduit d'abord deux lemmes, qui seront utiles dans la d�emonstrationdu th�eor�eme 3.20. En revenant au lemme 2.5, on voit qu'on a le lemme analogue suivant siT est �ni.Lemme 3.15 Soit ' 2 L2([0; T ]; L2loc(R)), soit pour R > 0, �R le temps de sortie del'intervalle OR =]�R;R[ : �R = inffs � 0 j Xx0s 62 ORgOn a alors : E (Z T^ �R0 j'(s;Xx0s )jds) � Ck'kL2([0;T ]�OR)o�u C est une constante ne d�ependant ni de ' ni de R.D�emonstration : Rappelons que la fonction p(t; x0; s; x) est la densit�e du ot Xs, on peutdonc �ecrire : E (Z T^ �R0 j'(s;Xx0s )jds) � E Z T0 (j'(s;Xx0s )j1fjXsj�Rg) ds= Z T0 ds ZOR dxj'(s; x)j � p(0; x0; s; x)



66 Chapitre 3. In�equation VariationnelleEt, en utilisant l'in�egalit�e de H�older et (2.8) :E (Z T^ �R0 j'(s;Xx0s )jds)� k'kL2([0;T ]�OR)(Z T0 ds ZOR(p(0; x0; s; x))2dx)1=2� k'kL2([0;T ]�OR)(Z T0 k�0;s � g(0; x0; s; �)k2L2 ds)1=2puisque �0;s est un mesure de probabilit�e, on d�eduit :k�0;s � g(0; x0; s; �)k2L2 = k Z g(0; x0; s; � � y)�0;s(dy)k2L2� Z kg(0; x0; s; � � y)k2L2 �0;s(dy)= kgk2L2D'apr�es (2.7) et on notons C1 = 1p2�� ; C2 = 12�2 , on a :kgkL2([0;T ]�R)= [Z T0 ds � Z dy( 1p2��s 12 exp(�y � (y0 + (�� �22 )s)22�2s ))2]1=2� C1[Z T0 ds � Z dy(s� 12 s 14 exp(�C2y2))2]1=2= (Z T0 dsps)1=2 � (Z exp(�2C2y2)dy)1=2� C (3.38)on obtient, donc : E (Z T^ �R0 j'(s;Xs)j ds) � Ck'kL2([0;T ]�OR)o�u C est une constante ne d�ependant ni de ' ni de R.Remarque 3.16 1. Il r�esulte du lemme 3.15 que : si ' = '0 presque partout sur [0; T ]�R,on a alors : E (Z �^ �R0 '(s;Xs) ds) = E (Z �^ �R0 '0(s;Xs) ds)pour tout temps d'arrêt �.2. On montrerait de même que : si � t;xR = inffs � tj Xt;xs 62 ORg, on a :E (Z T^ � t;xR0 j'(s;Xs)jds) � Ck'kL2([0;T ]�OR)o�u C est une constante ne d�ependant ni de ' ni de R.



3.5. L'�egalit�e u� = u 67Le lemme 3.17, qui peut être montr�e en suivant exactement le même raisonnement quecelui dans le lemme 2-2 Ch 7 [28], est une g�en�eralisation du lemme 2-2 Ch 7 [28] (voir AnnexA). Il sera utile dans la d�emonstration du lemme 3.18.Lemme 3.17 Soit �(t; y; z) une fonction mesurable de R�Rd�R, telle que pour tout r�eelt, z la fonction y 7! �(t; y; z) soit continue sur Rd, et soit (Yt)t�0 un processus continue �agauch, �a valeur dans Rd, adapt�e �a la �ltration (Ft)t�0, de plus �(t; y; z) est une fonctioncontinue en t. On suppose que, pour tout t > 0,E(Z t0 ds Z �(dz)�2(s; y; z)) < +1Alors le processus Mt d�e�nie par :Mt = NtXj=1�(�j; Y�j ; Uj)� � Z t0 ds Z �(dz)�(s; Ys; z))est une martingale de carr�e integrable.Lemme 3.18 Soit u(t; x) une fonction de classe C2 �a d�eriv�ee born�ee en x et v�eri�ant :ju(t; x)j � C exp(�2 jxj)Xt est une solution de (1.11) :8>><>>: X0 = x0dXt = (�� �22 )dt+ �dBt + d( NtXj=1Zj)Si l'hypoth�ese (H) est v�eri��ee, alors, le processus :Mt = e�rtu(t;Xxt )� Z t0 e�rs(@u@s +Au+Bu)(s;Xxs )dsest une martingale, o�u A, B sont les op�erateurs d�e�nis dans le probl�eme (3.2).D�emonstration : La formule d'Itô donne :e�rtu(t;Xxt ) = u(0; x0) + Z t0 e�rs(@u@s � ru)ds+ Z t0 e�rs@u@x ((�� �22 )ds+ �dBs)+�22 Z t0 e�rs@2u@x2 ds+ NtXj=1(e�r�j (u(�j ;X�j )� u(�j ;X��j ))



68 Chapitre 3. In�equation Variationnelleo�u les �j sont les temps de sauts du processus de Poisson.En appliquant les d�e�nitions de l'op�erateur A et l'op�erateur B, on peut �ecrire :e�rtu(t;Xxt ) = u(0; x0) + Z t0 e�rs(@u@s +Au+Bu)(s;Xxs )ds+� Z t0 e�rs@u@x(s;Xxs )dBs + NtXj=1[e�r�j (u(�j ;X�j )� u(�j ;X��j ))]�� Z t0 ds e�rs � Z �(dz) (u(s;Xs + z)� u(s;Xs))Notant :Lt = NtXj=1[e�r�j (u(�j ;X�j )� u(�j ;X��j ))]� � Z t0 ds e�rs � Z �(dz) (u(s;Xs + z)� u(s;Xs))on a : Mt = u(0; x0) + � Z t0 e�rs@u@xdBs + LtDe plus, par l'hypoth�ese du lemme, il n'est pas di�cile de voir que :E (Z t0 e�2rs(@u@x )2ds) < +1ce qui entrâ�ne que u(0; x0) + � Z t0 e�rs@u@xdBs est une martingale. On voit, donc, que pourmontrer que Mt est une martingale, il su�t de montrer que Lt est une martingale. En e�et,posons : �(s;Xs; z) = e�rs(u(s;Xs + z)� u(s;Xs))On peut alors �ecrire :Lt = NtXj=1�(�j ;X��j ; z)� � Z t0 ds Z �(dz)�(s;Xs� ; z)Par ailleurs, puisque ju(t; x)j � exp �2 jxj, on r�esulte que :ju(s;Xs + z)� u(s;Xs)j2 � 2(ju(s;Xs + z)j2 + ju(s;Xs)j2)� 2C(exp(�jXs + zj) + exp(�jXsj))� 2C exp(�jXsj) � (exp(�jzj) + 1)D'o�u : E (Z t0 ds Z �(dz)�2(s;Xs� ; z)) = E (Z t0 ds Z �(dz)�2(s;Xs; z))� CE [Z t0 ds e�2rs � Z �(dz) e�jXsj(e�jzj + 1)]= CE [Z t0 ds e�2rs � e�jXsj(E e�jzj + 1)]= C(E e�jzj + 1)(Z t0 e�2rsE e�jXsjds)� C 0(E e�jzj + 1)E (exp� sups2[0;T ] jXsj) (3.39)



3.5. L'�egalit�e u� = u 69o�u C, C 0 sont des constantes. Or, remarquons que (Ns)s�0 est un processus croissant en s etutilisons l'ind�ependance entre le processus (Nt)t�0 et (Uj)j�1, on a :E exp� sups2[0;T ] j NsXj=1Zj j � E exp� NTXj=1 jZj j = E NTYj=1 e�jZj j= Xk�0P(NT = k)E ( kYj=1 e�jZj j)= exp(�T (E e�jZj � 1)) (3.40)D'o�u, d'apr�es (H) : E exp� sups2[0;T ] j NsXj=1Zjj < +1D'autre part, il est facile de voir que :E (exp� sups2[0;T ] jx0 + (�� �22 )s+ �Bsj) � E [exp(�(jx0j+ (�� �22 )T + � sups2[0;T ] jBsj))]� exp(�(jx0j+ (�� �22 )T ))E (exp(�� sups2[0;T ] jBsj))< +1On peut donc obtenir, en utilisant l'ind�ependance entre (Bt)t�0, (Nt)t�0 et (Uj)j�1 :E (exp� sups2[0;T ] jXsj) = E (exp� sups2[0;T ] jx0 + (�� �22 )s+ �Bs + NsXj=1Zj j)� E (exp� sups2[0;T ] jx0 + (�� �22 )s+ �Bsj)E (exp� sups2[0;T ] j NsXj=1Zjj)< +1 (3.41)D'apr�es (3.39) et (3.41) et en utilisant le (H), on a :E (Z t0 ds Z �(dz)�2(s;Xs� ; z)) < +1par le lemme 3.17, cela implique que le processus Lt est une martingale. On obtient �nalementle r�esultat �enonc�e.Remarque 3.19 Si Xt;xs est la solution de (1.11)8>><>>: Xt = xdXs = (�� �22 )ds+ �dBs + d( NsXj=1Zj) pour s � t



70 Chapitre 3. In�equation Variationnellealors, le processusM� = e�r(��t)u(�;Xt;x� )� Z �t e�r(s�t)(@u@t +Au+Bu)(s;Xt;xs )ds; � � test une martingale.Maintenant, on peut �enoncer le th�eor�eme principal dans cette section.Th�eor�eme 3.20 Si  2 W 2;2;�(R), et (H) est v�eri��ee, alors la solution u de l'in�equationparabolique (3.1) v�eri�e : u(t; x) = u�(t; x) sur [0; T ]�Ro�u u�(t; x) est d�e�nie par : u�(t; x) = sup�2Tt;T E (e�r(��t) (Xt;x� ))Avant de commencer la d�emonstration du th�eor�eme 3.20, nous ferons, d'abord, une re-marque sur la fonction obstacle  .Remarque 3.21 Si  2 W 2;p;�(R), on a  e��p (1+jxj2)1=2 2 W 2;p(R). Par le corollaire IX13 P169 dans le livre de Brezis (cf. [9]), on sait que : W 2;p(Rn) � L1(Rn) si p > n2 :Particuli�erement, si n = 1; p = 2 on obtient :j (x)j � C exp(�2 jxj)D'autre part, on introduit quelques r�esultats qui est r�esulte du th�eor�eme IV 22 dans lelivre de Brezis (cf. [9]) et qui seront utiles dans la d�emonstration du th�eor�eme 3.20.Lemme 3.22 Soit 
 un ouvert born�e, et soit f appartenant �a L2(
), et supposons que(�n)n�1 est une suite r�egularisant ( i:e une suite qui v�eri�e : �n 2 C1c (R); supp�n �] �1n ; 1n [; R �n = 1; �n � 0) , alors :�n � f ! f dans L2(
)Lemme 3.23 Soit f appartenant �a H�, alors :�n � f ! f dans H�De plus, on donne une remarqueRemarque 3.24 1. Soit f 2 H�, alors f 2 L2(
).



3.5. L'�egalit�e u� = u 712. Si jf(x)j � C exp(�jxj), alors fn(= �n � f) v�eri�e : jfn(x)j � C exp(�jxj)En e�et : jfn(x)j = j R f(x� y)�n(y)dyj = j R �n(dy)f(x� y)j� R �n(dy)jf(x� y)j � C R �n(dy)e�jx�yj� Ce�jxj R �n(dy)e�jyj = Ce�jxj R e�jyj�n(y)dy� C exp(�jxj)Maintenant, on met l'accent sur la d�emonstration du th�eor�eme 3.20. En e�et, le pointessentiel est de montrer :E (e�r�u(�;X�)) = Eu(0; x0) +E Z �0 e�rs(@u@t +Au+Bu)(s;Xs)ds (3.42)pour tout temps d'arrêt � �a valeurs dans [0; T ]:On pense naturellement �a utiliser le lemme 3.18, mais les probl�emes se posent �a cause desfaits que :1. u(t; x) n'est pas forc�ement une fonction �a d�eriv�ee born�ee en x.2. u(t; x) n'est pas de classe C2.En r�ealit�e, on utilisera la m�ethode d'approximation. Pour se ramener aux conditions dulemme 3.18, on doit introduire le temps de sortie de l'intervalle OR =]� R;R[, on prouverad'abord l'�egalit�e (3.42) pour � ^ �R au lieu de �, puis, on fera tendre R vers l'in�ni pourobtenir (3.42).D�emonstration : (D�emonstration du th�eor�eme 3.20)La d�emonstration sera faite en deux parties1. Premi�ere �etape :Comme  2 W 2;2;�(R), d'apr�es les r�esultats dans la section pr�ec�edente, on sait qu'ilexiste une unique fonction continue u sur [0; T ]�R telle que :@u@t 2 L2([0; T ];W 0;2;�(R)) et u 2 L2([0; T ];W 2;2;�(R))et u v�eri�e l'in�equation parabolique (3.1) et l'estimation ju(t; x)j � C exp(�jxj).Notons : ~u(t; x) = 8><>: u(0; x) pour t < 0 et x 2 Ru(T; x) pour t > T et x 2 Ru(t; x) pour (t; x) 2 [0; T ]� RIl est clair que ~u(t; x) est une fonction continue sur R�R. D'o�u~u(t; x) 2 L1loc(R; L1loc(R))



72 Chapitre 3. In�equation VariationnelleSoient (�m)m�1 (resp. (~�m)m�1 ) deux suites de fonction de classe C1 sur R (resp. R )�a support compact, �m � 0 et R �m = 1 avec supp�m � ] � 1m ; 1m [; (resp. ~�m �0 et R ~�m = 1 avec supp ~�m �]� 1m ; 1m [). On pose :um(t; x) = ~u � (�m 
 ~�m)(t; x)= ZR ZR ~u(t� s; x� y)�m(y)~�m(s)dydsD'o�u : um(t; x) 2 C1(R�R)Par cons�equent, en remarquant la d�e�nition de ~u(t; x),um(t; x) converge uniform�ement vers u(t; x) sur le compact [0; T ]� [�R;R]: (3.43)Par ailleurs, puisque u 2 L2([0; T ];W 2;2;�(R)) et @u@t 2 L2([0; T ];H�), par le lemme3.23, on obtient : um �! u dans L2([0; T ];W 2;2;�(R))@um@t �! @u@t dans L2([0; T ];H�)D'o�u : um 2 L2([0; T ];W 2;2;�(R)) et @um@t 2 L2([0; T ];H�)Ce qui entrâ�ne, par le lemme 3.13 :jum(t; x)j � C exp(�jxj) (3.44)D'autre part, par la remarque 3.24 et le lemme 3.22, il n'est pas di�cile de voir que :@um@t +Aum �! @u@t +Au dans L2([0; T ];L2(OR)) (3.45)et de plus, on a : Bum �! Bu dans L2([0; T ];L2(OR)) (3.46)En e�et :jBum �Buj2L2([0;T ];L2(OR)) = Z[0;T ] ds ZOR(Bum �Bu)2e��jxje�jxjdx� e�jRj Z[0;T ] ds jBum �Buj2�� e�jRjjum � uj2L2([0;T ];L2(OR)) d'apr�es le lemme 3.3Par le lemme 3.18, on d�eduit que :Mt^ �R = e�r(t^�R)um(t^�R;Xxt^ �R)�Z t^ �R0 e�rs(@um@t +Aum+Bum)(s;Xs)ds (3.47)



3.5. L'�egalit�e u� = u 73est une martingale. D'o�u, par le th�eor�eme d'arrêt, pour tout temps d'arrêt � �a valeurs[0; T ], on a :E e�r(�^�R)um(� ^ �R;Xx�^ �R)= um(0; x) +E Z �^ �R0 e�rs(@um@t +Aum +Bum)(s;Xs)ds (3.48)Comme um converge uniform�ement vers u sur [0; T ] � [�R;R]; on voit que :um(0; x) �! u(0; x) si m!1Par ailleurs, d'apr�es (3.44), on a :jum(� ^ �R;Xx�^ �R)j � C exp(�jXx�^ �R j) � exp(� sup0�t�T jXtj)or E exp(� supt jXtj) <1 ( voir (3.41)), par ailleurs, comme um converge vers u dansL2([0; T ];W 2;2;�(R)), il existe une sous suite, encore not�e um, tel que um converge versu presque sûrement dans R, on d�eduit, donc, par le th�eor�eme de Lebesgue,E e�r(�^�R)um(� ^ �R;Xx�^ �R) �! E e�r(�^�R)u(� ^ �R;Xx�^ �R)D'autre part, en utilisant le lemme 3.15 et en tenant compte (3.45)et (3.46),@um@t +Aum +Bum �! @u@t +Au+Bu dans L2([0; T ];L2(OR))On a : E Z �^ �R0 e�rs(@um@t +Aum +Bum)(s;Xs)ds�! E Z �^ �R0 e�rs(@u@t +Au+Bu)(s;Xs)ds m!1ce qui donne, en faisant tendre m vers l'in�ni dans (3.48),E (e�r(�^�R)u(� ^ �R;Xx�^ �R))= u(0; x) +E Z �^ �R0 e�rs(@u@s +Au+Bu)(s;Xs)ds (3.49)Maintenant, on fera tendre R vers l'in�ni dans (3.49) pour obtenir (3.42). Mais, d'abord,en remarquant :u(� ^ �R;Xx�^ �R) � C exp(�jX�^ �R j) � C exp(� sup0�t�T jXtj)et en utilisant, de nouveau, le fait que : ( voir (3.41)),E exp(� sup0�t�T jXtj) < +1



74 Chapitre 3. In�equation Variationnelleon d�eduit, par le th�eor�eme du Lebesgue, que :E (e�r(�^�R)u(� ^ �R;Xx�^ �R)) �! E (e�r�u(�;Xx� )) si R!1D'autre part, comme @u@t +Au+Bu � 0, d'o�u Z �^ �R0 e�rs(@u@s +Au+Bu)(s;Xs)ds estd�ecroissant en R, on a alorsE Z �^ �R0 e�rs(@u@s +Au+Bu)(s;Xs)ds �! E Z �0 e�rs(@u@s +Au+Bu)(s;Xs)dsen appliquant le th�eor�eme de convergence monotone. Ce qui implique �nalement (3.42).2. Deuxi�eme �etapeComme @u@t +Au+Bu � 0 presque sûrement sur [0; T ]�R, on d�eduit de l'�egalit�e (3.42)que e�rtu(t;Xt) est une sur-martingale. Pour t quelconque �x�e dans [0; T ], puisque umajore  , on a : e�rtu(t;Xt) � E (e�r�u(�;X� )jFt)� E (e�r� (X� )jFt)D'o�u, par la proposition 1.3,u(t;Xt) � sup�2Tt;T E (e�r(��t) (X� )jFt)= sup�2Tt;T E (e�r(��t) (Xt;x� ))jx=Xt= u�(t;Xt)Par ailleurs, posons : �t = inffs � t j  (Xs) = u(s;Xs)galors, pour t � s < �t, on a :  (Xs) < u(s;Xs). D'autre part, par les propri�et�es de u etl'existence d'une densit�e pour le ot, on a :(@u@t +Au+Bu)(s;Xs) = 0 ds dP presque partout sur fs < �tg (3.50)En e�et, comme (@u@t + Au + Bu)( � u) = 0 dt dx presque partout, on peut �ecrireque : dt dxf(t; x) j (@u@t +Au+Bu)( � u) 6= 0g = 0o�u dt, dx d�esignent les mesures. Pour dt-presque tout t, on a :dxfx j (@u@t +Au+Bu)( � u) 6= 0g = 0



3.5. L'�egalit�e u� = u 75or Xs a une densit�e, donc la loi de Xs est continue par rapport de le mesure dx, d'o�u :PXtfx j (@u@t +Au+Bu)( � u) 6= 0g = 0On a : ( � u)(@u@t +Au+Bu)(t;Xt) = 0 dt dP presque sûrementce qui donne (3.50).Maintenant, travaillant plutôt avec le temps initial t au lieu de 0, et en utilisant laremarque 3.19 et la remarque 3.16 2) et en raisonnant de la même fa�con que pourobtenir (3:42), on obtient :E (e�r(� t�t)u(� t;X� t)) = Eu(t;Xt) +E Z � tt e�r(s�t)(@u@t +Au+Bu)(s;Xs)dsD'o�u, par (3.50), E (e�r� tu(� t;X� t)) = E (e�rtu(t;Xt))et, comme u(� t;X� t) =  (X� t) , ce qui donne :E (e�rtu(t;Xt)) = E (e�r� t (X� t))= E (E (e�r� t (X� t)jFt))D'o�u, par la proposition 1.3,u(t;Xt) � sup�2Tt;T E (e�r(��t) (X� )jFt)= sup�2Tt;T E (e�r(��t) (Xt;x� ))= u�(t;Xt)On a, alors, u(t;Xt) = u�(t;Xt) p:sD'o�u u(0; x) = u�(0; x)En travaillant avec le ot plutôt qu'avec (Xt), on obtiendrait de la même fa�con :u(t; x) = u�(t; x) (t; x) 2 [0; T ] �R
Mais dans le cas du put am�ericain,  (x) = (K � ex)+ 2 W 1;2;�(R), n'appartient pas �aW 2;2;�(R). On doit donc �etablir l'�egalit�e u = u� sous des hypoth�eses plus faibles pour  ,compatibles avec l'hypoth�ese qu'on a d�ej�a faite sur  . On rappelle le lemme qui est montr�edans le [24] (voir le lemme 3.3 [24]).



76 Chapitre 3. In�equation VariationnelleLemme 3.25 Si  2 W 1;2;�(R); alors il existe � > 0 et une suite  m d'�el�ements deW 2;2;�(R) qui converge uniform�ement vers  .En suivant exactement le même raisonnement que [24] et en utilisant le lemme 3.25, on obtientle th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 3.26 Supposons  appartient �a W 1;2;�(R); Alors, la solution u de l'in�equationvariationnelle (3.3) co��ncide avec la fonction u�(t; x) d�e�nie par :u�(t; x) = sup�2Tt;T E (e�r(��t) (Xt;x� ))3.6 Smooth �tDans le cas du put am�ericain,  (x) = (K � ex)+, et il est clair que  (�) a les propri�et�essuivants :1. j j � K et  0(x) = �ex1fK>exg ce qui entrâ�ne que : j 0(x)j � K2.  (x) 2W 1;2;�(R)3. La fonction x!  (log x) = (K � x)+ est convexe sur ]0;1[.En appliquant le th�eor�eme 3.26, on a :u(t; x) = u�(t; x)= sup�2Tt;T E (e�r(��t) (Xt;x� ))= sup�2Tt;T E (e�r(��t) (x+ (�� �22 )(� � t) + �(B� �Bt) + N�Xj=Nt+1Zj) (3.51)o�u u est la solution de l'in�equation variationnelle (3.3).Dans cette partie, on montrera directement que, dans le cas du put am�ericain, la fonctionu(t; x) v�eri�e l'in�equation parabolique. Pour obtenir des propri�et�es de r�egularit�e de u, onprouvera d'abord, trois lemmes :Lemme 3.27 Si x!  (log x) est convexe, alors, la fonction x! u(t; log x) est convexe sur]0;1[, pour tout t 2 [0; T ].D�emonstration : D'apr�es (3.51),u(t; log x) = sup�2Tt;T E (e�r(��t) (log x+ (�� �22 )(� � t) + �(B� �Bt) + N�Xj=Nt+1Zj))or x!  (log x) est convexe, ce qui donne le lemme 3.27



3.6. Smooth �t 77Remarque 3.28 Si x !  (log x) est d�ecroissante, alors, la fonction x ! u(t; log x) estd�ecroissante sur ]0;1[, pour tout t 2 [0; T ].Maintenant, on peut montrer le lemme 3.29 qui sera utile dans l'�etude des propri�et�es de@u@t .Lemme 3.29 Supposons  (x) est une fonction continue sur R telle que : j (x)j �MeM jxjo�u M est une constant positive, on a :u(t; x) = sup#2T0;1 E (e�r(T�t)# (x+ (�� �22 )(T � t)#+ �pT � tB# + N#(T�t)Xj=1 Zj))D�emonstration : D'apr�es (3.51), on a :u(t; x) = sup�2Tt;T E (e�r(��t) (x+ (�� �22 )(� � t) + �(B� �Bt) + N�Xj=Nt+1Zj))Rappelons la d�emonstration de la proposition 1.3, et remarquons que  v�eri�e les mêmehypoth�eses que celui dans la proposition 1.3, on sait qu'on a la même �egalit�e avec �Tt;T au lieude Tt;T . De plus, si l'on r�eussit �a v�eri�er :((Bs �Bt)s�t; (Ns �Nt)s�t; (UNt+j)j�1) � 1 ((Bt)t�0; (Nt)t�0; (Uj)j�1) (3.52)On peut donc �ecrire (3.51) sous la forme suivante :u(t; x) = sup�2T0;T�t E (e�r� (x+ (�� �22 )� + �B� + N�Xj=1Zj))Il est ais�e de voir que � appartient T0;T�t si et seulement si � est de la forme : � = #(T � t) o�u# est un temps d'arrêt de la �ltration (H)s�0 �a valeur dans [0; 1]; o�u Hs est la tribu engendr�eepar les variables al�eatoires B�(T�t); N�(T�t); � � s et Uj1fj�Ns(T�t)g. Remarquant le faitque le processus (B�(T�t))��0 a même loi que le processus (pT � tB�)��0, on obtient que :u(t; x) = sup#2T0;1 E (e�r(T�t)# (x+ (�� �22 )(T � t)#+ �pT � tB# + N#(T�t)Xj=1 Zj))Il reste donc �a montrer (3.52). En e�et, on v�eri�e, d'abord, la suite (UNt+j)j�1 a mêmeloi que la suite (Uj)j�1. Pour cela, il su�t de montrer que, pour tout p � 0 et pour toutefonction bor�elienne positive sur Rp,E (f(UNt+1; UNt+2; : : : ; UNt+p)) = E (f(U1; U2; : : : ; Up)) (3.53)100 �00 signi�e avoir la même loi



78 Chapitre 3. In�equation VariationnelleOr, si l'on note le premier membre dans (3.53) par I, en utilisant l'ind�ependance de (Nt)t�0et (Uj)j�1, on a alors :I = 1Xj=0E (1fNt=jgf(Uj+1; Uj+2; : : : ; Uj+p))= 1Xj=0P (Nt = j)E f(Uj+1; Uj+2; : : : ; Uj+p)= E (f(U1; U2; : : : ; Up))�a cause du fait que (Uj+1; Uj+2; : : : ; Uj+p) a même loi que (U1; U2; : : : ; Up).D'autre part, comme le processus (Bs � Bt)s�t ( resp. (Ns � Nt)s�t) a même loi que leprocessus (Bs�t)s�t ( resp. (Ns�t)s�t), de plus, en utilisant l'ind�ependance entre les processus(Bt)t�0, (Nt)t�0, (Uj)j�1, on obtient (3.52).Le lemme classique suivant sera utile pour �etudier la continuit�e de @u@x ( cf [26], Chapitre II,lemme 3.1).Lemme 3.30 Soit u(t; x) une fonction de R2 dans R, ayant des d�eriv�ees partielles @u@t et@2u@x2 uniform�ement born�ees sur R2. Alors, @u@x v�eri�e une condition de H�older d'ordre 12 en t,uniform�ement par rapport �a x.Maintenant, on va montrer le th�eor�eme principal de cette section. Il est une g�en�eralisation duth�eor�eme 3.6 de [24]. La m�ethode de d�emonstration est analogue �a celle de [24]. Les termesde sauts sont trait�es par des techniques de martingales.Th�eor�eme 3.31 Supposons qu'on a (H), si la fonction  est lipschitzienne et x 7!  (log(x))est convexe, alors la fonction u ( d�e�nie par (3.51)) admet des d�eriv�ees partielles @u@t , @u@x , @2u@x2localement born�ees sur [0; T [�R et v�eri�e :@u@t +Au+Bu � 0u �  (@u@t +Au+Bu)( � u) = 0 9>>>=>>>; p:p dans [0; T [�RDe plus, la fonction @u@x est continue sur [0; T [�R.Remarque 3.32 D'apr�es les propri�et�es sur  d'un put am�ericain �enonc�e au d�ebut de cettesection, il n'est pas di�cile de voir que ce  v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 3.31.D�emonstration :



3.6. Smooth �t 79� Puisque  est lipschitzienne, on sait, alors, que  apparient �a W 1;2;�(R) pour tout� > 0, en utilisant le th�eor�eme 3.6, on sait qu'il existe une et une seule fonction uv�eri�ant : u 2 L2([0; T ]; V�) et @u@t 2 L2([0; T ]; H�)et pour tout �el�ement v appartient �a V� et v�eri�ant v �  , on a :� (@u@t ; v � u)� + a�(u; v � u) + b�(u; v � u) � 0u �  (3.54)Prenant v(x) = u(x)+'(x)e�jxj o�u '(x) est une fonction positive ind�e�niment d�erivable�a support compact, de sorte que v(x) appartient �a V�, et v �  , on obtient :�(@u@t +Au+Bu; '(x)e�jxj)� � 0Par cons�equent �(@u@t + Au + Bu) d�e�nit une mesure positive sur ]0; T [�R. D'autrepart, comme x 7!  (log(x)) est convexe, si l'on note : g(x) = u(t; log x), le lemme 3.27entrâ�ne que : @2g(x)@x2 = 1x2 (@2u@x2 � @u@x) � 0, ce qui signi�e que @2u@x2 � @u@x est une mesurepositive sur ]0; T [�R. On a donc, au sens de distribution,@u@t + �22 @2u@x2 + (�� �22 ) @u@x � ru+Bu � 0 dans ]0; T [�R@2u@x2 � @u@x � 0 dans ]0; T [�RD'o�u : 0 � �22 (@2u@x2 � @u@x) � ru� @u@t � �@u@x �Bu (3.55)cela implique que @2u@x2 � @u@x appartient �a L2([0; T ]; H�). D'o�u :@2u@x2 2 L2([0; T ]; H�)De plus, (3.55) nous permet de d�eduire la bornitude locale de @2u@x2 de celle de @u@t , @u@x etBu. D'autre part, en prenant v =  dans (3.54), il n'est pas di�cile de v�eri�er :(@u@t +Au+Bu)( � u) = 0 dans [0; T [�R� Montrons la bornitude locale de @u@xFixons x, y 2R, utilisant le fait que  est lipschitzienne, on peut �ecrire que, pour tout� 2 Tt;T , j (x+ (�� �22 )(� � t) + �(B� �Bt) + N�Xj=Nt+1Zj)�  (y + (�� �22 )(� � t) + �(B� �Bt) + N�Xj=Nt+1Zj)j� Cjx� yj



80 Chapitre 3. In�equation Variationnelleo�u C est une constante. On en d�eduit facilement par (3.51) l'estimation :ju(t; x)� u(t; y)j � Cjx� yjComme C est une constante ne d�ependant ni de t, ni de (x; y), u est lipschitzienne enx, uniform�ement par rapport �a t, et donc @u@x est born�e sur [0; T ]�R.� Montrons la bornitude de BuOn part de la d�e�nition de l'op�erateur B ( cf. (3.2)), i.e : Bu = � R (u(t; x + z) �u(t; x))�(dz). De l'in�egalit�e : ju(t; x+ z)� u(t; x)j � Cjzjon d�eduit : jBuj � Z ju(t; x+ z)� u(t; x)j�(dz)� CE jZ1j< +1; car E jZ1j � 1�E e�jZ1j <1ce qui donne le bornitude de Bu sur [0; T ]�R.� Montrons la bornitude locale de @u@tPour cela, on utilise le lemme 3.29. Fixons t, s 2 [0; T ], avec t < s. Pour tout #appartenant �a T0;1, on a :je�r(T�t)# (x+ (�� �22 )(T � t)#+ �pT � tB# + N#(T�t)Xj=1 Zj)� e�r(T�s)# (x+ (�� �22 )(T � s)#+ �pT � sB# + N#(T�s)Xj=1 Zj)j� je�r(T�t)# � e�r(T�s)#jj (x+ (�� �22 )(T � t)#+ �pT � tB# + N#(T�t)Xj=1 Zj)j+ e�r(T�s)#j (x+ (�� �22 )(T � t)#+ �pT � tB# + N#(T�t)Xj=1 Zj)�  (x+ (�� �22 )(T � s)#+ �pT � sB# + N#(T�s)Xj=1 Zj)j (3.56)or : je�r(T�t)# � e�r(T�s)#j = j1� e�r(t�s)#je�r(T�t)#� Cjt� sje�r(T�t)# (3.57)



3.6. Smooth �t 81Par ailleurs, puisque  est lipschitzienne, on sait que :j (x + (�� �22 )(T � t)#+ �pT � tB# + N#(T�t)Xj=1 Zj)�  (x+ (�� �22 )(T � s)#+ �pT � sB# + N#(T�s)Xj=1 Zj)j� Cj(�� �22 )(s� t)#+ �(pT � t�pT � s)B#+ N#(T�t)Xj=1 Zj � N#(T�s)Xj=1 Zj j (3.58)En prenant les esp�erances et en utilisant le lemme 3.29, on d�eduit de (3.56), (3.57) et(3.58),ju(t; x) � u(s; x)j � Cjt� sjju(t; x)j+ C sup#2T0;1 E (e�r(T�s)#(j(�� �22 )(s� t)#j+ j�(pT � t�pT � s)B#j+ jN#(T�t)Xj=1 Zj � N#(T�s)Xj=1 Zjj))(3.59)En remarquant que t < s, on peut donc �ecrire :jN#(T�t)Xj=1 Zj � N#(T�s)Xj=1 Zj j = j N#(T�t)Xj=N#(T�s)+1Zj j � N#(T�t)Xj=N#(T�s)+1 jZj j= N#(T�t)Xj=1 jZj j � N#(T�s)Xj=1 jZj jNotant : Mt = NtXj=1 jZj j � �tE (jZ1j)On sait queMt est une martingale de carre int�egrable, puisque E jZ1j2 � 2�2E e�jZj <1, d'apr�es l'hypoth�ese (H). Cela permet d'�ecrire :E jN#(T�t)Xj=1 Zj � N#(T�s)Xj=1 Zj j � E (N#(T�t)Xj=1 jZj j � N#(T�s)Xj=1 jZjj)= E (+�#(T � t)E jZ1j � �#(T � s)E jZ1j)= �(s� t)E jZ1jE#� C(s� t) (3.60)



82 Chapitre 3. In�equation Variationnelleo�u C est une constante ne d�ependant ni de t, ni de s, ni de x. Par ailleurs,E jB#j � E jB1j < +1 (3.61)�a cause du fait que jBtj est une sous-martingale. On d�eduit alors de (3.59), (3.60) et(3.61) et du fait que : t! pT � t est de classe C1 sur [0; T [;ju(t; x) � u(s; x)j � Cjt� sj(u(t; x) + 1)ce qui entrâ�ne que @u@t est localement born�e sur [0; T [�R.� La bornitude locale de @2u@x2Elle est obtenue par la bornitude locale de @u@t , @u@x et Bu et (3.55). Cela donne lacontinuit�e de @u@x sur [0; T [�R d'apr�es le lemme 3.30.



Chapitre 4Localisation, Discr�etisation etConvergenceNous avons d�ej�a montr�e que le prix d'une option am�ericaine dans ce mod�ele avec des sautsest la solution de l'in�equation variationnelle (3.3), si  appartient �a W 1;2;�(R).Pratiquement, pour calculer le prix u�, nous nous ramenons, donc, �a chercher une solutionnum�erique de (3.3). Cela se fait en trois �etapes :1. Localisation du probl�eme ( C'est �a dire que nous nous ram�enerons �a un ouvert born�ede R du type fx 2 R; jxj < lg o�u l est une constante positive).2. Discr�etisation de (3.3) sur cet ensemble born�e et �etude de la convergence.3. R�esolution du probl�eme discr�etis�e par certains algorithmes. Ce point sera trait�e dansle chapitre 6.4.1 Localisation du probl�emeOn note, comme pr�ec�edemment, Xt;xs le ot associ�e �a l'�equation di��erentielle stochastique(1.11), i.e : ( Xt = xdXs = (�� �22 )ds+ �dBs + d(PNsj=1Zj) pour s � tOn a la forme explicite :Xt;xs = x+ (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1ZjPour localiser le probl�eme, on introduit d'abord :T t;xl = inffs > t ; jXt;xs j > lg (4.1)83



84 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergenceet on note : ul�(t; x) = sup�2Tt;T E [e�r(�^T t;xl �t) (Xt;x�^T t;xl )] (4.2)Par ailleurs, dans le chapitre 1, on a d�ej�a vu que le prix d'une option am�ericaine est donn�epar : u�(t; x) = sup�2Tt;T E (e�r(��t) (Xt;x� ))La proposition 4.1 dira que pour calculer u�(t; x), il su�t de calculer u�l (t; x).Proposition 4.1 Si l'on a l'hypoth�ese (H), et de plus, si  (x) 2 W 1;2;�(R), alors u�l con-verge uniform�ement vers u� sur tout compact, i.e :8 R > 0; liml!1 sup(t;x)2[0;T ]�[�R;+R] ju�(t; x)� u�l (t; x)j = 0D�emonstration : A partir des d�e�nitions des fonctions u�(t; x) et u�l (t; x), on a :ju�(t; x)� u�l (t; x)j� sup�2Tt;T E j[e�r(��t) (Xt;x� )� e�r(�^T t;xl �t) (Xt;x�^T t;xl )]1fT t;xl <�gj� sup�2Tt;T E [(e�r(��t)j (Xt;x� )j+ e�r(�^T t;xl �t)j (Xt;x�^T t;xl )j)1fT t;xl <�g]� E [2 sups2[t;T ] j (Xt;xs )j1fT t;xl <Tg]� 2MsE exp(2M sup[t;T ] jXt;xs j) �qP (T t;xl < T )en utilisant l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz et j (x)j �MeM jxj.Puisque Ee�jZ1j < +1, par (3.41), il n'est pas di�cile de voir que :sup(t;x)2[0;T ]�[�R;R]E (exp(2M sups2[t;T ] jXt;xs j)) � C1 < +1o�u C1 est une constante ind�ependante de l. On a, donc :sup(t;x)2[0;T ]�[�R;R] ju�(t; x) � u�l (t; x)j � 2MpC1 sup(t;x)2[0;T ]�fx2R; jxj�RgqP(T t;xl < T )Pour en d�eduire le r�esultat �enonc�e dans la proposition, il su�t de montrer que :liml!1 sup(t;x)2[0;T ]�[�R;R]P(T t;xl < T ) = 0En e�et, �a partir de la d�e�nition de T t;xl , on sait que :fT t;xl < Tg = f sups2[t;T ] jXt;xs j > lg



4.1. Localisation du probl�eme 85or : Xt;xs = x+ (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1ZjDonc : f sups2[t;T ] jXt;xs j > lg � f sups2[t;T ] j�(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1Zjj > l � j�� �22 jT �RgD'o�u, en utilisant (3.52),P f supt�s�T jXt;xs j > lg� P f sup0�s�T�t j�Bs + NsXj=1Zj j > l � j�� �22 jT �Rg� P f sup0�s�T j�Bs + NsXj=1Zjj > l � j�� �22 jT �Rg� P ( sup0�s�T j�Bsj > l � j�� �22 jT �R2 ) +P ( sup0�s�T NsXj=1 jZj j > l � j�� �22 jT �R2 )en tenant compte du fait que fjaj + jbj > Mg � fjaj > M2 gSfjbj > M2 g. Or, en utilisantl'in�egalit�e P(Yt > a) � e�aE(eYt), on a :P ( sup0�s�T NsXj=1 jZj j > l �R� j�� �22 jT2 )� P (NTXj=1 jZj j > l �R� j�� �22 jT2 )� e� l�R�j�� �22 jT2 E exp(NTXj=1 jZj j)� e� l�R�j�� �22 jT2 exp(�T (E ejZ1j � 1))en remarquant le fait que E (exp(PNTj=1 jZjj) = exp(�T (E ejZ1j�1)) (Voir (3.40)). Par ailleurs,P ( sup0�s�T j�Bsj) > l �R� j�� �22 jT2 )� P ( sup0�s�T �Bs) > l �R� j�� �22 jT2 ) +P ( sup0�s�T ��Bs) > l �R� j�� �22 jT2 )Comme (�Bs)s�0 est encore un mouvement Brownien et en utilisant l'in�egalit�e :P (sup0�s�T Bs �a) � e�a2T (cf. [28] Chapitre V, la section 2.1), on a :P ( sup0�s�T j�Bsj) > l �R� j�� �22 jT2 ) � 2e� (l�R�j�� �22 jT )24�2T



86 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceOn obtient, �nalement,ju�(t; x)� ul�(t; x)j� 2MpC1(2e� (l�R�j�� �22 jT )24�2T + C2e� l�R�j�� �22 jT2 )1=2 (4.3)o�u C2 = exp(�T (E ejZ1j � 1)), ce qui entrâ�ne la proposition.4.2 L'�egalit�e ul� = ul4.2.1 L'existence, l'unicit�e et la r�egularit�e du probl�eme localis�ePour le calcul de ul�, on introduit les notations suivants :
l = fx 2 R; jxj < lg = ]� l; l [@
l = fx 2 R; jxj = lgHl = L2(
l)Vl = ff 2 Hl ; @f@x 2 Hlg =W 1;2(
l)Wm;p(
l) = ff 2 Lp(
l) j pour j � m; f (j) 2 Lp(
l)gLe th�eor�eme 4.6, qui sera montr�e par une m�ethode analogue �a celle du chapitre 3, maisdans le cas d'un ouvert born�e, nous permettra de dire que ul� est la solution de l'in�equationparabolique suivante, si  2W 2;2;�(R) :Trouver ul 2 L2([0; T ]; W 2;2(
l)) tel que @ul@t 2 L2([0; T ]; L2(
l)) et8>><>>: maxf@ul@t +Aul +Blul;  � ulg = 0 dans [0; T ] �
lul(t; x) =  (x) si x 2 @
lul(T; x) =  (x) (4.4)o�u :Aul = �22 @2ul@x2 + (�� �22 ) @ul@x � rulBlul = � Zz;z+x2
l(ul(t; x+ z)� ul(t; x))�(dz) + � Zz;z+x62
l( (x + z)� ul(t; x))�(dz)Remarquons que, maintenant, l'op�erateur Bl n'est plus lin�eaire, par ailleurs, la solution uldu probl�eme (4.4) est une fonction d�e�nie sur 
l.�Evidemment, on doit d'abord montrer l'existence et l'unicit�e de la solution du probl�eme(4.4). La seule di�cult�e vient du fait que l'op�erateur Bl 62 L(L2(
l); L2(
l)). Pour l'�eviter,



4.2. L'�egalit�e ul� = ul 87on introduit un op�erateur ~Bl qui est d�e�nie par :~Blul = � Zz;z+x2
l(ul(t; x+ z)� ul(t; x))�(dz) + � Zz;z+x62
l(0� ul(t; x))�(dz)= �[Zz;z+x2
l ul(t; x+ z)�(dz) � ul(t; x)] (4.5)Alors, le probl�eme (4.4) peut être �ecrit sous la forme suivante :Trouver ul 2 L2([0; T ]; W 2;2(
l)) tel que @ul@t 2 L2([0; T ]; L2(
l)) et8>><>>: maxf@ul@t +Aul + ~Blul + f;  � ulg = 0 dans [0; T ] � 
lul(t; x) =  (x) si x 2 @
lul(T; x) =  (x) (4.6)avec : f = � Zz;z+x62
l  (x+ z)�(dz)Posons : a(u; v) = Z
l �22 @u@x @v@xdx+ Z
l ruvdx� Z
l(�� �22 )@u@xvdxb(u; v) = � Z
l( ~Blu)vdxOn a �evidemment, par une int�egration par parties, que :(Au; v)l = �a(u; v) 8u; v 2 D(
l)( ~Blu; v)l = �b(u; v) 8u; v 2 D(
l)o�u (�; �)l d�esigne le produit scalaire de Hl.La formulation variationnelle du probl�eme (4.6) peut, alors, être �ecrite :Trouver ul 2 L2([0; T ]; Vl) tel que @ul@t 2 L2([0; T ]; Hl) et8>>>>>><>>>>>>: ul(T; �) =  ul �  p:p: dans [0; T ] �
lul(t; x) =  (x) si x 2 @
l8vl 2 Vl; vl �  ; on a :�(@ul@t ; vl � ul)l + a(ul; vl � ul) + b(ul; vl � ul)� (f; vl � ul)l � 0 (4.7)En reprenant les d�emonstrations du chapitre 3, on peut obtenir l'�equivalence entre le probl�eme(4.6) et (4.7) sous certain condition de r�egularit�e, et de plus, l'existence et l'unicit�e de lasolution du probl�eme (4.7), si l'on r�eussit �a montrer que ~Bl 2 L(L2(
l); L2(
l)).



88 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceProposition 4.2 Supposons  2 V� et f 2 Hl. Et soit u une fonction de [0; T ] � 
l dansR tel que : ul 2 L2([0; T ]; W 2;2(
l)) et @ul@t 2 L2([0; T ]; Hl). Alors, les probl�emes (4.6) et(4.7) sont �equivalentes.Th�eor�eme 4.3 Soit  2 V�, et supposons f 2 L2([0; T ];L2(
l)). Alors, il existe une et uneseule fonction ul 2 L2([0; T ]; Vl) telle que @ul@t 2 L2([0; T ]; Hl) et ul v�eri�e (4.7). De plus, lafonction ul est dans L1([0; T ]; Vl).Il su�t, donc, de montrer le lemme suivant :Lemme 4.4 L'op�erateur ~Bl d�e�ni par (4.5) est un op�erateur lin�eaire born�e sur L2(
l):D�emonstration : A partir de la d�e�nition de l'op�erateur ~Bl, on a :j ~Blulj2L2(
l) = Z
l( ~Blul)2dx= �2 Z
l dx [Zz;x+z2
l ul(t; x+ z)�(dz) � ul(t; x)]2� 2�2 Z
l dx [Zz;x+z2
l ul2(t; x+ z)�(dz) + ul2(t; x)]en utilisant les faits que : (a � b)2 � 2(a2 + b2) et (R f�(dz))2 � R f2�(dz). De plus, par leth�eor�eme de Fubini, on d�eduit :j ~Blulj2L2(
l) � 2�2[Z �(dz) Zz;x+z2
l ul2(t; x+ z)dx+ julj2L2(
l)]� 4�2julj2L2(
l)D'autre part, revenant �a la d�e�nition de ~Bl, il est facile de voir que l'op�erateur ~Bl est lin�eaire.D'o�u ~Bl 2 L(L2(
l); L2(
l)).Pour revenir �a l'in�equation parabolique (4.4), d'apr�es la proposition 4.2, on aura besoindu th�eor�eme de r�egularit�e sur l'ouvert born�e 
l. C'est le th�eor�eme 4.5 suivant, qui peut êtremontr�e en suivant exactement la même m�ethode que dans le th�eor�eme 3.10.Th�eor�eme 4.5 Supposons  2W 2;2;�(R) et f 2 L2([0; T ];Hl), la solution ul de l'in�equationvariationnelle (4.7) v�eri�e : ul 2 L2([0; T ]; W 2;2(
l))



4.2. L'�egalit�e ul� = ul 894.2.2 L'�egalit�e ul� = ulDans la section 4.2.1, on a d�ej�a prouv�e que : si  2 W 2;2;�(R), alors, il existe une fonc-tion unique ul(t; x) appartient �a L2([0; T ]; W 2;2(
l)) tel que @ul@t 2 L2([0; T ]; Hl) et v�eri�antl'in�equation parabolique (4.4). Maintenant, on va montrer que cette fonction co��ncide avec lafonction ul�(t; x) d�e�nie par (4.2), si la fonction  est, de plus, uniform�ement continue surR. On voit que, dans le cas qui nous int�eresse, par exemple, le put am�ericain, la fonction  v�eri�e cette condition.Th�eor�eme 4.6 Supposons que  2W 2;2;�(R) et  est une fonction uniform�ement continuesur R. On a, alors, ul�(t; x) = ul(t; x) sur [0; T ]� 
lo�u ul�(t; x) est d�e�ni par (4.2) et ul(t; x) est la solution unique du probl�eme (4.4).On remarque, tout d'abord, qu'il nous faut montrer que :e�r(t^Txl )u(t ^ T xl ;Xxt^Txl )� Z t^Txl0 e�rs(@u@s +Au+Blu)(s;Xs)dsest une martingale. N�eanmoins, la di�cult�e vient du fait que u 62 C2 et qu'on ne peut pas�a priori utiliser la formule d'Ito avec sauts. En r�ealit�e, on le fait par approximation. D'autrepart, les termes de sauts peuvent poser des di�cult�es quand on localise le probl�eme. Lad�emonstration se fera en deux �etapes.D�emonstration : (D�emonstration du th�eor�eme 4.6)1. Premi�ere �etape :Comme  2 W 2;2;�(R), d'apr�es les r�esultats de la section pr�ec�edente, on sait qu'ilexiste une unique fonction ul sur [0; T ]�
l telle que @ul@t appartient �a L2([0; T ]; Hl) etul appartient �a L2([0; T ]; W 2;2(
l)) et v�eri�e l'in�equation parabolique (4.4).Notons : �u(t; x) = 8><>: ul(t; x) pour (t; x) 2 [0; T ]� 
lul(0; x) pour (t; x) 2 (�1; 0)� 
l (x) SinonPuisque ul(T; x) =  (x), et ul(t; x) =  (x) si x 2 @
l, il est clair que �ul(t; x) est unefonction continue sur R�R. D'o�u :�ul(t; x) 2 L1loc(R; L1loc(R))Soient (�m)m�1 (resp. (��m)m�1 ) deux suites de fonction de classe C1 surR (resp. R ) �asupport compact, �m � 0 et R �m = 1 avec supp�m � ]� 1m ; 1m [ (resp. ��m � 0 et R ��m =



90 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence1 avec supp ��m � ]� 1m ; 1m [), on pose :um(t; x) = �u � (�m 
 ��m)(t; x)= ZR ZR �u(t� s; x� y)�m(y)��m(s)dydsD'o�u : um(t; x) 2 C1(R�R)Par cons�equent, en remarquant la d�e�nition de �u(t; x) et le fait que ul est continue sur[0; T ] � 
l et  uniform�ement continue,um(t; x) converge uniform�ement vers �u(t; x) sur [0; T ]�R: (4.8)Par ailleurs, puisque ul 2 L2([0; T ];W 2;2(
l)) et @ul@t 2 L2([0; T ];L2(
l)), par le lemme3.22, on obtient : um �! ul dans L2([0; T ];W 2;2(
l))@um@t �! @ul@t dans L2([0; T ];L2(
l))D'o�u : @um@t +Aum �! @ul@t +Aul dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.9)De plus, on a : Bum �! Blul dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.10)En e�et : Pour (t; x) quelconque �x�ee dans [0; T ] � 
l,Bum = Z um(t; x+ z)�(dz) � um(t; x)Blul = Zz;x+z2
l ul(t; x+ z)�(dz) + Zz;x+z 62
l  (x+ z)�(dz) � ul(t; x)= Z �u(t; x+ z)�(dz) � ul(t; x)jBum �Blulj � Z jum(t; x+ z)� �u(t; x+ z)j�(dz) + jum(t; x)� ul(t; x)jD'o�u : jBum �Blulj2L2([0;T ];L2(
l))= Z[0;T ] ds Z
l jBum �Blulj2dx� 2 Z[0;T ] ds Z
l dx � (jum � �uj2L1([0;T ]�R) + jum � ulj2L1([0;T ]�
l))= 4Tmes(
l) � jum � �uj2L1([0;T ]�R)! 0 en utilisant (4.8)



4.2. L'�egalit�e ul� = ul 91D'autre part, par la remarque 3.21, on a : j (x)j � C exp(�2 jxj) car  appartient �aW 2;2;�(R). Or ul est une fonction continue sur [0; T ] � 
l, en revenant �a la d�e�nitionde �u(t; x), on d�eduit facilement que :j�u(t; x)j � C exp(�jxj) sur [0; T ]�RCe qui entrâ�ne, par la remarque 3.24 2),jum(t; x)j � C exp(�jxj) sur [0; T ]�R (4.11)Maintenant, grâce au fait que um 2 C1([0; T ]�R) et (4.11), on peut utiliser le lemme3.18 ( plutôt la remarque 3.19 ), cela nous donne que :M�^T t;xl = e�r(�^T t;xl �t)um(� ^ T t;xl ;Xx�^T t;xl )� Z �^T t;xlt e�r(s�t)(@um@s +Aum +Bum)(s;Xs)ds (4.12)est une martingale, o�u T t;xl = inffs � t j Xt;xs 62 
lg. D'o�u, par le th�eor�eme d'arrêt,pour tout temps d'arrêt � �a valeurs [t; T ],E e�r(�^T t;xl �t)um(� ^ T t;xl ;Xx�^T t;xl )= um(t; x) +E Z �^T t;xlt e�r(s�t)(@um@s +Aum +Bum)(s;Xs)dsPuisque um converge vers �u uniform�ement sur [0; T ]�R ( Voir (4.8) ), d'o�u :um(t; x) �! �u(t; x) si m!1E e�r(�^T t;xl �t)um(� ^ T t;xl ;Xx�^T t;xl ) �! E e�r(�^T t;xl �t)�u(� ^ T t;xl ;Xx�^T t;xl )De plus, en tenant compte des (4.9), (4.10) et remarquant que T t;xl est la même choseque � t;xR dans la remarque 3.16 2), donc, en utilisant la remarque 3.16 2), on a :E Z �^T t;xlt e�r(s�t)(@um@s +Aum +Bum)(s;Xt;xs )ds�! E Z �^T t;xlt e�r(s�t)(@ul@s +Aul +Blul)(s;Xt;xs )dsce qui donne :E e�r(�^T t;xl �t)�u(� ^ T t;xl ;Xx�^T t;xl )= �u(t; x) +E Z �^T t;xlt e�r(s�t)(@ul@s +Aul +Blul)(s;Xs)ds (4.13)



92 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence2. Deuxi�eme �etape :Comme @ul@t + Aul + Bul � 0 p.p sur [0; T ] � 
l, on d�eduit de l'�egalit�e (4.13) quee�r(�^T t;xl �t)�u(�^T t;xl ;Xx�^T t;xl ) est une sur-martingale. Puisque ul �  p.p sur [0; T ]�
let �u =  en dehors de 
l , d'o�u �u �  p.p sur [0; T ]�R. Par ailleurs, pour t quelconque�x�e dans [0; t], on a, 8� 2 Tt;T ,e�r(t^T t;xl �t)�u(t ^ T t;xl ;Xxt^T t;xl ) � E (e�r(�^T t;xl �t)�u(� ^ T t;xl ;Xx�^T t;xl )jFt)� E (e�r(�^T t;xl �t) (X�^T t;xl )jFt)D'o�u, puisque T t;xl � t,ul(t;Xt) � sup�2Tt;T E (e�r(�^T t;xl �t) (X�^T t;xl )jFt)= sup�2Tt;T E (e�r(�^T t;xl �t) (Xt;x�^T t;xl ))jx=Xt= ul�(t;Xt) par (4.2)D'autre part, posons :�t = inffT t;xl � s � t j  (Xs) = �u(s;Xs) gIl n'est pas di�cile de voir l'existence de �t. En e�et : Pour jXT t;xl j > l, par la d�e�nitionde la fonction �u, on sait que �u(T t;xl ;XT t;xl ) =  (XT t;xl ). Donc, pour t � s < �t < T t;xl ,on a :  (Xs) < �u(s;Xs) = ul(s;Xs)De plus, par les propri�et�es de ul et l'existence d'une densit�e pour le ot, on a :(@ul@s +Aul +Blul)(s;Xs) = 0 ds dP presque partout sur fs < �tgEn e�et : puisque ul v�eri�e :(ul �  )(@ul@t +Aul +Blul) = 0 dt dx presque partoutOn peut, alors, �ecrire :dt dx[f(t; x) j ( � ul)(@ul@t +Aul +Blul) 6= 0g] = 0o�u dt, dx d�esignent les mesures de Lebesgue respectivement sur [0; T ] et sur ] � l; l[.Pour dt-presque tout t, on a :dx[fx j ( � ul)(@ul@t +Aul +Blul) 6= 0g] = 0



4.2. L'�egalit�e ul� = ul 93Or Xs a une densit�e, donc la loi de Xs est continue par rapport �a la mesure dx. D'o�u :PXt [fx j ( � ul)(@ul@t +Aul +Blul) 6= 0g] = 0Donc : ( � ul)(@ul@t +Aul +Blul) = 0 dt dP p:sOr, sur fs < �tg, on a  (Xs) < ul(s;Xs) dt dP p:s, ce qui donne (@ul@t +Aul+Blul) = 0dt dP p:s sur fs < �tg.D'autre part, remarquant que M�^T t;xl ( Voir (4.12) ) est une martingale, en suivant lemême raisonnement pour obtenir (4.13), mais, en utilisant le th�eor�eme d'arrêt pour �tet t au lieu de � et t, on obtient :E e�r(�t^T t;xl �t)�u(�t ^ T t;xl ;Xx�t^T t;xl ) = E e�r(t^T t;xl �t)�u(t ^ T t;xl ;Xxt^T t;xl )= Eul(t;Xt)Par la d�e�nition de �t, on a :�u(�t ^ T t;xl ;Xx�t^T t;xl ) =  (Xx�t^T t;xl )Ce qui donne : Eul(t;Xt) = E e�r(�t^T t;xl �t) (Xx�t^T t;xl )= E (E (e�r(�t^T t;xl �t) (Xx�t^T t;xl )jFt))D'o�u : ul(t;Xt) � sup�2Tt;T E e�r(�^T t;xl �t) (Xx�^T t;xl )jFt)= sup�2Tt;T E (e�r(�^T t;xl �t) (Xx�^T t;xl ))jx=Xt= ul�(t;Xt) par (4.2)On a, alors, ul(t;Xt) = ul�(t;Xt) p:sD'o�u : ul(t; x) = ul�(t; x) pour (t; x) 2 [0; T ]� 
l
De plus, en adaptant la d�emonstration du lemme 1.10 de [23] au cas d'un ouvert born�e
l, on a le lemme de continuit�e L1.



94 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceLemme 4.7 Si  et  ̂ sont des fonctions dans W 1;2;�(R) et si  �  ̂ 2 L1(
l), alors lessolutions ul ( resp. ûl ) de l'in�equation variationnelle (4.7) associ�ee �a  ( resp.  ̂ ) v�eri�ent :ul � ûl 2 L1([0; T ]� 
l)et kul � ûlkL1([0;T ]�
l) � k �  ̂kL1(
l)D�emonstration : Supposons u" (resp. û") est la solution du probl�eme p�enalis�e de (4.7)associ�e �a  (resp.  ̂) :�(@u"@t ; v)l + a(u"; v) + b(u"; v)� (f; v)l + 1" (�(u"); v)l = 0 8v 2 Vlavec : �(�) = �( ��)+ et f = � Rz;x+z 62
l  (x+z)�(dz) (resp. f̂ = � Rz;x+z 62
l  ̂(x+z)�(dz)).Posons : w = (u" � û" �K)+ avec K = k �  ̂kL1(
l), on a, en prenant v = w :� (@w@t ; w)l + a(w;w) + b(w;w) + a(K;w) + b(K;w)� (f � f̂ ; w)l + 1" (�(u")� �(û"); w)l = 0(4.14)Or : b(K;w) � (f � f̂ ; w) = (� Zz;x+z 62
l(K � ( �  ̂))�(dz); w)et compte tenu du fait que K � ( �  ̂) � 0, on voit que b(K;w) � (f � f̂ ; w) est positive.Par ailleurs, a(K;w) = Kr R wdx > 0 et remarquons :(�(u")� �(û"); w)l � 0on d�eduit, de (4.14), � (@w@t ; w)l + a(w;w) + b(w;w) � 0 (4.15)En suivant la même raisonnement du lemme 3.4, on peut montrer qu'il existe deux r�eelsstrictement positifs � et  tel que :a(w;w) + b(w;w) + �jwj2Hl � kwk2Vlce qui entrâ�ne que :�12 ddt jwj2Hl � �12 ddt jwj2Hl + kwk2Vl� �12 ddt jwj2Hl + a(w;w) + b(w;w) + �jwj2Hl� �jwj2Hlen utilisant (4.15). On a : ddt(jwj2Hle2�t) � 0



4.3. Discr�etisation du probl�eme 95Cela implique que jwj2Hle2�t est une fonction croissante en t. Or w(T ) = 0, d'o�u : w = 0. Onobtient �nalement les r�esultats �enonc�es en faisant passer �a la limite.En utilisant la proposition 3.25, on peut montrer le th�eor�eme 4.8 par la même m�ethodeque pour le th�eor�eme 3.26.Th�eor�eme 4.8 Supposons que  2W 1;2;�(R), alors la solution ul de l'in�equation variation-nelle (4.7) associ�ee �a  �egale �a ul�(t; x) qui est d�e�ni par (4.2).Selon les r�esultats pr�ec�edents, nous savons que le calcul du prix d'une option am�ericaine seram�ene �a la r�esolution de l'in�equation variationnelle (4.7). La discr�etisation de ce probl�emefait l'objet de la prochaine section.4.3 Discr�etisation du probl�emeNous nous int�eressons maintenant au cas o�u Z1 admet une densit�e g (i.e : �(dz) = g(z)dz).Nous supposons de plus que cette fonction de densit�e g est de classe C1. Un exemple importantde cette situation est le cas o�u U1 + 1 suit une loi log-normale, car on a alors des formulessimples pour le prix des options europ�eennes (cf. [32]).Pour discr�etiser (4.7) par la m�ethode des di��erences �nies, on le transforme, d'abord, enun probl�eme homog�ene. Supposons qu'on ait une fonction ~ de R dans R v�eri�ant :� ~ est r�eguli�ere dans R( de classe C2).� ~ =  dans un voisinage ouvert de @
l.Il n'est pas di�cile de voir que ceci est possible pour tous les cas pratiques d'obstacle  quenous traitons. On voit facilement que le probl�eme (4.7) est �equivalent au probl�eme homog�enesuivant, apr�es changement de variable, ~ul = ul � ~ ,Trouver ul 2 L2([0; T ]; Vl) tel que @ul@t 2 L2([0; T ]; Hl) et8>>>>>><>>>>>>: ul(T; �) = � ul � � p:p: dans [0; T ]� 
lul(t; x) = 0 si x 2 @
l8vl 2 Vl; vl � � ; on a :�(@ul@t ; vl � ul)l + a(ul; vl � ul) + b(ul; vl � ul)� ( ~f; vl � ul)l � 0 (4.16)avec : ~f = A ~ + ~Bl ~ + f; f = � Zz;z+x62
l  (x+ z)�(dz)� =  � ~ 



96 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceD�esormais, pour all�eger l'�ecriture, on peut noter ~ul par un nouveau ul, ~f par un nouveau fdans (4.16). Comme ~ est une fonction assez r�eguli�ere, on voit que la fonction � a au moinsla même r�egularit�e que  . D'autre part, il est clair que, si  appartient �a V�, sous la condition(H) : Ee�jZ1j < +1, la fonction f donn�ee au dessus est au moins dans H�. En e�et, comme :f = A ~ + ~Bl ~ + � Zz;z+x62
l  (x+ z)�(dz);on voit qu'il su�t de v�eri�er que Rz;z+x62
l  (x + z)�(dz) 2 H�. Or, en utilisant le th�eor�emede Fubini et le fait que e��jxj � e�jzj � e��jx+zj, on a :j Zz;z+x62
l  (x+ z)�(dz)j2� � Z dx Zx+z 62
l  2(x+ z)�(dz) � e��jxj� Z �(dz) � e�jzj � Z  2(x+ z)e��jx+zjdx� Ee�jZ1jj j2�Avant de discr�etiser le probl�eme, on introduit les notations :K = fv j v 2 Vl; v � � p:p sur 
lgW (0; T ) = fv j v 2 L2([0; T ];Vl); @v@t 2 L2([0; T ];Hl)gK = fv j v 2W (0; T ); v(t) 2 K; p:p: t 2 [0; T ] g (4.17)K0 = fv j v 2 K; v = 0 sur @
l; v(T ) = � g (4.18)(4.16) peut être �ecrit de la fa�con suivant :( Trouver u 2 K0 tel que :(u0 +Au+ ~Blu+ f; v � u) � 0 p:p t 2 [0; T ] 8 v 2 K (4.19)En e�et, (4.19) est une forme instantan�ee �equivalente de l'in�equation suivante :( Trouver u 2 K0 tel que :R T0 (u0 +Au+ ~Blu+ f; v � u)dt � 0 8 v 2 K (4.20)Nous traitons, d'abord, le cas o�u  2 W 2;2;�(R), ce qui implique � 2 W 2;2;�(R) et f 2 Hl.Nous a�aiblissons ensuite l'hypoth�ese sur  en prenant  2W 1;2;�(R) (voir la section 4.4.4).Dans ce cas, nous avons � 2W 1;2;�(R) et f 2 Hl.Le probl�eme (4.19) va être discr�etis�e par la m�ethode des di��erences �nies expos�ee dans[22]. Pr�ecis�ement, soit h 2 R, h > 0, h destin�e �a tendre vers 0, et :Rh = fM j M = mh; m 2 ZgA chaque M dans Rh, on associe l'intervalle :W 0h (M) =](m� 12)h; (m + 12)h[



4.3. Discr�etisation du probl�eme 97On pose, alors : 
h = fM 2 Rh; W 0h (M) � 
lgm1 = inffm j mh 2 
hgm2 = supfm j mh 2 
hget nous notons Vh l'espace engendr�e par les fonctions �Mh o�u �Mh est la fonction indicatrice deW 0h (M) et M 2 
h. Un �el�ement uh de Vh est de la forme :uh(x) = m2Xj=m1 uj1](j� 12 )h; (j+ 12 )h](x)La fonction uh peut être repr�esent�ee par la �gure suivante :
-l (i+1)h l

u
1m

u i-1

u i

u i+1 mu

m
1

(i-1)h          ih m
2

h

2

hDe plus, on approche les d�eriv�ees par des quotients di��erentiels :�'(x) = 1h ['(x+ h2 )� '(x� h2 )] (4.21)D�e�nissons : (uh; vh)h = Z
l uhvhdx 8 uh; vh 2 Vhet jvhjh = q(vh; vh)h = jvhjL2(
l)kvhkh = [jvhj2L2(
l) + j�vhj2L2(
l)] 12Il est facile de voir que ces normes v�eri�ent les in�egalit�es suivantes :jvhjh � kvhkh 8vh 2 Vhkvhkh � C0h jvhjh 8vh 2 Vh (4.22)



98 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergenceo�u C0 = p5 quand h < 1. Le deuxi�eme in�egalit�e r�esulte des faits suivants : partant de lad�e�nition de l'op�erateur � et remarquant que vh est nul en dehors de [(m1� 12)h; (m2+ 12)h],on a : j�vhj2L2(
l) = �����vh(�+ h2 )� vh(� � h2 )h �����2L2(
l)= Z
l 1h2 � �vh(x+ h2 )� vh(x� h2 )�2 dx� 2h2  Z
l+h2 v2h(y)dy + Z
l�h2 v2h(y)dy!� 4h2 jvhj2L2(
l)Or, kvhkh = hjvhj2L2(
l) + j�vhj2L2(
l)i 12� �jvhj2L2(
l) + 4h2 jvhj2L2(
l)� 12= r1 + 4h2 jvhjL2(
l)Si l'on prend 0 < h � 1, on obtient (4.22) avec C0 = p5.De plus, on a le lemme suivant.Lemme 4.9 Soit (uh)h>0 une famille de fonctions telles que uh 2 Vh pour tout h. Si uhconverge vers u faiblement dans L2(
l) quand h tend vers 0 et �uh est born�e dans L2(
l).Alors, on a : uh �! u fortement dans L2(
l)Remarque 4.10 Le lemme 4.9 �equivaut �a dire que : si les conditions du lemme 4.9 sontv�eri��es, alors, uh est relativement compact dans L2(
l).D�emonstration : On va introduire une variable interm�ediaire �uh. Si l'on montre qu'ellev�eri�e les conditions suivantes :1) juh � �uhjL2(
l) �! 0 si h! 02) j@�uh@x jL2(
l) � C j�uhjL2(
l) � Calors, comme uh converge vers u faiblement dans L2(
l), 1) entrâ�ne que �uh converge versu faiblement dans L2(
l). De plus, par 2), on sait qu'il existe une sous suite de �uh, (not�eeencore �uh); qui converge fortement. D'o�u �uh converge fortement vers u. Comme :juh � ujL2(
l) � juh � �uhjL2(
l) + j�uh � ujL2(
l);



4.3. Discr�etisation du probl�eme 99on obtient le r�esultat �enonc�e en utilisant de nouveau 1).Maintenant, le probl�eme est comment construire �uh ?Notons :�uh = (�ui) m1 � 1 � i � m2; ei = [ih; (i + 1)h[ m1 � i < m2A partir de la d�e�nition de Vh, il n'est pas di�cile de voir que uh est nul sur les ensembles](m2 + 12)h; l[ et ] � l; (m1 � 12)h[. Notons : ui = uh(ih) pour m1 � i � m2, on construit lafonction �uh, qui est d�e�nie sur 
l =]� l; l[, de la fa�con suivante : (voir la �gure suivante )�ui(x) = ui+1 � uih (x� ih) + ui si x 2 ei�um1�1(x) = 8><>: um112h (x� (m1 � 12)h) si x 2 [ (m1 � 12)h;m1h [0 si x 2 ]� l; (m1 � 12)h [�um2(x) = 8><>: �um212h (x� (m2 + 12)h) si x 2 [m2h; (m2 + 12)h [0 si x 2 ] (m2 + 12)h; l [
-l m h (i+1)h l(i+2)h                             m   h        

21
(i-1)h        ih

uh

uh

Il su�t de montrer que �uh v�eri�e les deux points �enonc�es au d�ebut de la d�emonstration. Pourcela, notons : e1i = [ ih; (i+ 12)h [ m1 � i < m2e2i = [ (i + 12)h; (i+ 1)h [ m1 � i < m2em1�1 = [ (m1 � 12)h; m1h [em2 = [ (m2h; (m2 + 12)h [�Evidemment : e1iS e2i = ei. A partir de la d�e�nition de uh et �uh, on a :juh � �uhj2L2(
l) = m2�1Xi=m1 [ Ze1i(ui � �ui(x))2dx+ Ze2i(ui+1 � �ui(x))2dx ]



100 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence+ Zem1�1(um1 � �um1�1(x))2dx+ Zem2 (um2 � �um2(x))2dx= m2�1Xi=m1 [ Ze1i(�ui+1 � uih (x� ih))2dx+ Ze2i(ui+1 � uih (x� (i+ 1)h))2dx+ 2 Zem1�1(um1h (m1h� x))2dx+ 2 Zem2 (um2h (x�m2h))2dx� 2[m2�1Xi=m1 h3(ui+1 � uih )2 + h3(um1h )2 + h3(um2h )2 ]� Ch2j�uhj2hOr par l'hypoth�ese du lemme 4.9, on sait que �uh est born�e dans L2(
l). Donc, on obtientque : juh � �uhjL2(
l) �! 0 si h! 0i.e �uh v�eri�e 1).Par ailleurs, d�erivant par rapport �a x dans la d�e�nition de �uh, on a :j@�uh@x j2L2(
l) = m2�1Xi=m1 Zei(ui+1 � uih )2dx+ Zem1�1(um112h )2dx+ Zem2 (um212h )2dx� j�uhj2h� CD'autre part : j�uhjL2(
l) � juhjL2(
l) + juh � �uhjL2(
l)Or uh est born�e dans L2(
l) grâce au fait que uh converge vers u faiblement dans L2(
l) etremarquons 1), on d�eduit que �uh est born�e dans L2(
l).4.3.1 Approximation de a(�; �); K et � Nous approximons la fonction  par  h =PM2
h  h(M)�Mh o�u  h(M) = 1h RW 0h(M)  (x)dx.1 Même chose pour la fonction ~ . Comme � =  � ~ , d'o�u la fonction approch�ee de � est� h =  h � ~ h. Notons : uj = uh(jh) pour m1 � j � m2, � s = � h(sh) pour s 2 Z. Nousd�e�nissons, pour uh 2 Vh et m1 � j � m2 :ah(uh; vh) = Z
l �22 �uh �vhdx+ Z
l ruhvhdx� Z
l(�� �22 )�uhvhdxah(uh; vh) = �(Ahuh; vh)1Dans la pratique, nous prenons  h =PM2
h  (M)�Mh . Nous verrons ce point �a la �n de ce chapitre.



4.3. Discr�etisation du probl�eme 101On obtient un op�erateur Ah : Vh ! Vh d�e�ni par :Ahuh = m2Xj=m1(Ahuh)j1](j� 12 )h; (j+ 12 )h]o�u : (Ahuh)j = �22h2 (uj+1 � 2uj + uj�1) + (�� �22 )uj+1 � uj�12h � ruj (4.23)Par ailleurs, on approche K ( d�e�ni page 96 ) par :Kh = fvh 2 Vh; vh(M) � � h(M) M 2 
hgIl n'est pas di�cile de voir que Kh est un sous espace convexe ferm�e de Vh et non vide ( Parexemple : � h 2 Kh ).4.3.2 Approximation de l'op�erateur ~Bl et de fPour traiter l'op�erateur ~Bl, on rappelle, d'abord, �(dz) = g(z)dz (Voir la section 4.3). Commel'op�erateur ~Bl peut être �ecrit sous la forme suivante :~Blu = � �Zz;x+z2
l u(t; x+ z)g(z)dz � u(t; x)�On introduit alors l'op�erateur Bh : Vh ! Vh d�e�ni par :Bhuh = m2Xj=m1(Bhuh)j1](j� 12 )h; (j+ 12 )h]avec : (Bhuh)j = �( m2�jXi=m1�j ui+jgih� uj) m1 � j � m2 gi = g(ih) (4.24)Il est clair de voir que i varie entre �(m2 � m1) et m2 � m1. D'o�u [gi] est un vecteur dedimension au moins de 2(m2 �m1) + 1. On d�e�nit :bh(uh; vh) = �(Bhuh; vh)Par ailleurs, rappelons que f = A ~ + ~Bl ~ + � Rz;z+x62
l  (x + z)�(dz), on l'approche parfh =P fj1](j� 12 )h;(j+ 12 )h] avec :fj = (Ah ~ h)j + (Bh ~ h)j + � Xi+j>m2i+j<m1  i+jgih (4.25)



102 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence4.3.3 Discr�etisation du tempsSupposons que k est le pas de discr�etisation en temps. Posons :N = [Tk ] et vh;k(t; x) = NXi=0 vih(x)1](i�1)k;ik](t)Pour x �x�e dans 
l, t 7! vh;k(t; x) est, �eventuellement, une fonction d�e�nie sur l'intervalle]� k; T ].On approche l'op�erateur de d�erivation par rapport au temps en posant :��vh;k(t) = vh;k(t+ k)� vh;k(t)k (4.26)Le sch�ema d'approximation du probl�eme (4.19) est alors le suivant. On cherche une solutionapproch�ee de la forme : uh;k(t; x) = NXi=0 uih(x)1](i�1)k;ik](t)o�u u0h; � � � ; uNh sont des �el�ements de Vh v�eri�ant le syst�eme suivant :8>>>>><>>>>>: uNh = � h;8 i 2 f0; � � � ; Ng; uih 2 Kh et uih(m1h) = uih(m2h) = 0;8 i 2 f0; � � � ; Ng; 8 vh 2 Kh(uih � ui�1hk +Ahui��h +Bhui���h + fh; vh � ui�1h )h � 0 (4.27)avec � et �� �x�es dans [0; 1] et : ui��h = uih + �(ui�1h � uih)ui���h = uih + ��(ui�1h � uih);les op�erateurs Ah et Bh et la fonction fh �etant d�e�nis par (4.23), (4.24) et (4.25) respective-ment. Le syst�eme (4.27) donne une relation de r�ecurrence entre ui�1h et uih et se r�esout deproche en proche �a partir de la condition terminale uNh = � h. Si on note :u�h;k(t) = NXi=0 ui+1��h (x)1](i�1)k;ik](t)= uh;k(t+ k) + �(uh;k(t)� uh;k(t+ k)); (4.28)on voit que pour toute fonction vh;k de la forme :vh;k(t; x) = NXi=0 vih(x)1](i�1)k;ik](t);avec vih 2 Kh, pour tout i = 0; � � � ; N , on a :Z T�k0 (��uh;k +Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k � uh;k)dt � 0 (4.29)Pour � = 1 (resp. � = 0), (4.27) s'agit du sch�ema implicite (resp. explicite)



4.3. Discr�etisation du probl�eme 103Avant d'�etudier la convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e, on montre le lemmesuivant, qui joue un rôle important dans la d�emonstration du th�eor�eme de convergence.Lemme 4.11 Soit une famille de fonctions uh;k de la forme : uh;k(t; x) =PNi=0 uih(x)1](i�1)k;ik](t)avec uih 2 Vh. On suppose que uh;k v�eri�e les conditions suivantes :i). j��uh;kjL1([0;T ];L2(
l)) � C et juh;kjL1([0;T ];L2(
l)) � Cii). Il existe une fonction u v�eri�ant @u@t 2 L2([0; T ];L2(
l)) et jujL1([0;T ];L2(
l)) � C telleque, quand h et k tendent vers 0 :uh;k �! u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))�uh;k �! @u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))Alors, on a : uh;k �! u fortement dans L2([0; T ];L2(
l))D�emonstration : Il r�esulte de la d�e�nition de �� que la condition j��uh;kjL1([0;T ];L2(
l)) � Centrâ�ne : juh;k(t+ k; �)� uh;k(t; �)jL2(
l) � Ck (4.30)o�u C est constante ne d�ependant ni de t, ni de k, ni de h. On montre, d'abord, l'in�egalit�esuivante : juh;k(t; �) � uh;k(s; �)jL2(
l) � C(jt� sj _ k) 8 t; s 2 [0; T ] (4.31)Cela se fait en deux �etapes :1). Si jt� sj < k, juh;k(t; �)� uh;k(s; �)jL2(
l) � Ck.2). Si jt� sj � k, juh;k(t; �)� uh;k(s; �)jL2(
l) � Cjt� sj.Pour nous donner une id�ee pr�ecise de la fonction uh;k, nous la repr�esentons par la �guresuivante en partant de sa d�e�nition uh;k =PNi=0 uih1](i�1)k;ik](t) :

0 ik (i+ 1)k(i� 1)k N
uih ui+1h



104 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceSupposons s � t. On commence �a v�eri�er le premier point 1). Si jt � sj < k, il est clairqu'on a deux cas :� Soit t, s se trouvent dans le même intervalle, par exemple, dans ](i � 1)k; ik]. Dans cecas, uh;k(t; x) = uh;k(s; x) = uih. On a �evidemment l'in�egalit�e (4.31).� Soit t, s se trouvent dans deux intervalles adjacents, par exemple, t 2](i � 1)k; ik],s 2]ik; (i + 1)k]. Comme la valeur de uh;k reste toujours �egale �a ui+1h pour tout s 2]ik; (i + 1)k], on peut, donc, s'arranger de telle sorte que :juh;k(s; �) � uh;k(t; �)jL2(
l) = juh;k(t+ k; �) � uh;k(t; �)jL2(
l) � CkPour v�eri�er le deuxi�eme point, il su�t de remarquer qu'il existe un entier n, 1 � n � N , unr�eel s1, 0 � s1 � k tel que s = t+ nk + s1, et :juh;k(s; �)� uh;k(t; �)jL2(
l)= juh;k(t+ nk + s1; �)� uh;k(t; �)jL2(
l)� juh;k(t+ nk + s1; �)� uh;k(t+ nk; �)jL2(
l)+ juh;k(t+ nk; �)� uh;k(t+ (n� 1)k; �)jL2(
l) + � � �+ juh;k(t+ k; �)� uh;k(t; �)jL2(
l)En utilisant le premier point 1) et (4.30), on obtient :juh;k(s; �)� uh;k(t; �)jL2(
l) � Ck + Cnk� 2C(s� t)�a cause des faits que k � s� t, nk � s� t.Maintenant, on commence la d�emonstration principale de ce lemme. Notons :Yh;k(t) = juh;k(t; �) � u(t; �)j2L2(
l)Pour montrer le lemme 4.11, il su�t de v�eri�er que :Z[0;T ] Yh;k(t)dt �! 0 h; k ! 0Pour cela, il su�t de montrer les deux points suivants :i). Pour t quelconque �x�e dans [0; T [, Yh;k(t) �! 0 ;ii). Il existe une fonction g 2 L1 telle que jYh;k(t)j � g(t) pour tout t 2 [0; T ].On commence par v�eri�er ii). Cela r�esulte de l'in�egalit�e :jYh;k(t)j = juh;k(t; �) � u(t; �)j2L2(
l)� 2juh;k(t; �)j2L2(
l) + 2ju(t; �)j2L2(
l)



4.3. Discr�etisation du probl�eme 105et du fait que juh;kjL1([0;T ];L2(
l)) � C et jujL1([0;T ];L2(
l)) � C.Maintenant, on commence �a montrer i). Soit � > 0, pour t quelconque �x�e dans [0; T [, onconsid�ere le terme 1� R t+�t uh;k(s; x)ds. Puisque :j1� Z t+�t u(s; x)ds� u(t; x)j= j1� Z t+�t (u(s; x) � u(t; x))dsj= j1� Z t+�t (Z st @u@s (�; x)d�)dsj� C� �Z t+�t [Z st @u@s (�; x)d�]2ds�1=2 � �Z t+�t 12ds�1=2= Cp� �Z t+�t [Z st (@u@s (�; x))2d�] � [s� t]ds�1=2en utilisant deux fois l'in�egalit�e de Cauchy-Schwartz. Par ailleurs, en utilisant le th�eor�eme deFubini, et en remarquant que @u@t appartient �a L2([0; T ];L2(
l)), on obtient :j1� Z t+�t u(s; �)ds� u(t; �)jL2(
l)� Cp� ������Z t+�t [Z st (@u@s (�; �))2d�] � [s� t]ds�1=2�����L2(
l)= Cp� �Z
l dx � Z t+�t [Z st (@u@s (�; x))2d�] � [s� t]ds�1=2= Cp� �Z t+�t ds � (s� t) Z st d� Z
l(@u@s (�; x))2dx�1=2� Cp�(Z t+�t (s� t)ds)1=2 � ����@u@t ����L2([0;T ];L2(
l))� Cp� ����@u@t ����L2([0;T ];L2(
l))� Cp� (4.32)Ce qui entrâ�ne que :1� Z t+�t u(s; x)ds �! u(t; x) dans L2(
l) si �! 0 (4.33)D'autre part, en utilisant (4.31), on a :j1� Z t+�t uh;k(s; �)ds� uh;k(t; �)jL2(
l)= j1� Z t+�t (uh;k(s; �)� uh;k(t; �))dsjL2(
l)



106 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence� 1� Z t+�t juh;k(s; �)� uh;k(t; �)jL2(
l)ds� C� Z t+�t (jt� sj _ k)ds� C(� _ k) (4.34)On a par ailleurs, pour t 2 [0; T [ �x�e et � > 0 :(Yh;k(t))1=2 = juh;k(t; �) � u(t; �)jL2(
l)� juh;k(t; �) � 1� Z t+�t uh;k(s; �)dsjL2(
l)+ j1� Z t+�t uh;k(s; �)ds� 1� Z t+�t u(s; �)dsjL2(
l)+ j1� Z t+�t u(s; �)ds � u(t; �)jL2(
l)� C(k _ �) + Cp�+ j1� Z t+�t uh;k(s; �)ds� 1� Z t+�t u(s; �)dsjL2(
l)d'apr�es (4.34) et (4.32).On a donc, pour chaque � > 0 :lim sup(h;k)!(0;0)(Yh;k(t))1=2 � Cp�+ lim sup(h;k)!(0;0) ����1� Z t+�t uh;k(s; �)ds� 1� Z t+�t u(s; �)ds����L2(
l)Pour avoir limYh;k(t) = 0, il su�t donc de montrer que, pour tout � > 01� Z t+�t uh;k(s; �)ds �! 1� Z t+�t u(s; �)ds (4.35)fortement dans L2(
l) quand h; k ! 0. Or la convergence faible de uh;k vers u dansL2([0; T ];L2(
l)) entâ�ne :1� Z t+�t uh;k(s; x)ds �! 1� Z t+�t u(s; x)ds faiblement dans L2(
l)D'autre part, comme :j1� Z t+�t �(uh;k(s; �))dsjL2(
l) � 1� Z t+�t j�(uh;k(s; �))jL2(
l)ds� �1� Z t+�t j�(uh;k(s; �))j2L2(
l)ds�1=2� (C� )1=2 par suite des hypoth�eses du lemmeOn d�eduit, du lemme 4.9, que :1� Z t+�t uh;k(s; x)ds �! 1� Z t+�t u(s; x)ds fortement dans L2(
l)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 1074.4 Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e4.4.1 �Etude des propri�et�es des Bh et AhPrenant les même notations qu'avant, on va d�emontrer le lemme suivant qui dira que l'op�erateurBh est continu dans Vh.Lemme 4.12 Pour l'op�erateur Bh d�e�ni par (4.24), on a :jBhuhjL2(
l) � CbjuhjL2(
l) 8 uh 2 Vho�u Cb est une constante.D�emonstration : A partir de la d�e�nition de Bh ( Vu (4.24) ), on voit, du fait (a� b)2 �2(a2 + b2), que : jBhuhj2L2(
l) = m2Xj=m1 h(Bhuh)2j= �2 m2Xj=m1 h( m2�jXi=m1�j ui+jgih� uj)2� 2�2h3 m2Xj=m1( m2Xi=m1 uigi�j)2 + 2�2 m2Xj=m1 hu2jGrâce au fait que g est une fonction positive de classe C1 telle que R g(z)dz = 1, on peut direque Pm2�m1i=m1�m2 gih � Cg o�u Cg est une constante (En e�et, on peut prendre h assez petitetelle que Cg � 2), et puis en utilisant la relation suivante (P aibi)2 � (P a2i bi)(P bi) si bi � 0,on obtient, en prenant ai = ui, bi = gi�j ,jBhuhj2L2(
l)� 2�2h3[ m2Xj=m1( m2Xi=m1 u2i gi�j)( m2Xi=m1 gi�j)] + 2�2 m2Xj=m1 hu2j� 2�2h2Cg m2Xi=m1 u2i m2Xj=m1 gi�j + 2�2 m2Xj=m1 u2jhen changeant l'ordre d'indice i et j. Comme juhj2L2(
l) =Pm2j=m1 u2jh, on a, alors :jBhuhj2L2(
l) � 2�2C2g juhj2L2(
l) + 2�2juhj2L2(
l)� 2�2(C2g + 1)juhj2L2(
l)ce qui donne le r�esultat �enonc�e avec Cb = �q2(C2g + 1) ' �p10.



108 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceLemme 4.13 Les op�erateurs Bh et ~Bl v�eri�ent l'in�egalit�e suivante :jBhuh � ~BluhjL2(
l) � CphjuhjL2(
l) 8 uh 2 VhD�emonstration : Notant ei =] (i� 12)h; (i+ 12)h [, et �a partir de la d�e�nition de Vh, on saitque uh est nul dehors de l'intervalle ] (m1� 12)h; (m2+ 12 )h [ et on peut �ecrire, de la d�e�nitionde ~Bl, ~Bluh(x) = �[Zz; x+z2
l uh(x+ z)g(z)dz � uh(x)]= m2Xj=m1 �[Zz; x+z2
l uh(x+ z)g(z)dz � uh(x)]1ej (x)= m2Xj=m1 �[ m2Xi=m1 Zei�x uh(x+ z)g(z)dz � uh(x)]1ej (x)= m2Xj=m1 �[ m2Xi=m1 ui Zei�x g(z)dz � uj ]1ej (x)En revenant �a la d�e�nition de Bh,Bhuh(x) = m2Xj=m1 �( m2�jXi=m1�j ui+jgih� uj)1ej (x)on d�eduit, si l'on note Ii(x) = Rei�x[g((i � j)h) � g(z)]dz :(Bhuh � ~Bluh)(x) = m2Xj=m1 �[ m2Xi=m1 ui(gi�jh� Zei�x g(z)dz)]1ej (x)= m2Xj=m1 �( m2Xi=m1 uiIi(x)) � 1ej (x)Par ailleurs, comme g est une fonction de classe C1 et gi = g(ih), en utilisant l'in�egalit�e deCauchy-Schwarz, on sait que :jIi(x)j � Zei�x j Z (i�j)hz @g@� (�)d�jdz� C Zei�x0@sj Z (i�j)hz (@g@� (�))2d�j �qj(i� j)h � zj1A dz� Ckgk � h 32



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 109�a cause du fait que j(i� j)h � zj < h 2. D'o�u :jBhuh � ~Bluhj2L2(
l) � C�2 m2Xj=m1 h �0@ m2Xi=m1 juijh 321A2En utilisant de nouveau l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz (P aibi)2 � (P a2i jbij)(P jbij) avecai = juij, bi = h, on obtient :jBhuh � ~Bluhj2L2(
l) � C�2h m2Xj=m1 h � ( m2Xi=m1 juij2h) � ( m2Xi=m1 h)� C�2hjuhj2L2(
l)ce qui entrâ�ne la relation suivante :jBhuh � ~BluhjL2(
l) � CphjuhjL2(
l) 8 uh 2 VhRemarque 4.14 Si les hypoth�eses du lemme 4.11 sont v�eri��es, on a, alors :Bhuh;k �! ~Blu fortement dans L2([0; T ];L2(
l))En e�et, remarque, d'abord, que :jBhuh;k � ~BlujL2([0;T ];L2(
l))� jBhuh;k � ~Bluh;kjL2([0;T ];L2(
l)) + j ~Bluh;k � ~BlujL2([0;T ];L2(
l))� Cph Z T0 juh;k(t; �)j2L2(
l)dt! 12 + C  Z T0 juh;k(t; �) � u(t; �)j2L2(
l)ds! 12par suites des lemmes 4.13 et 4.4. Par ailleurs, par les hypoth�eses et le lemme 4.11, on saitque R T0 juh;k(t)j2dt est born�e et uh;k converge vers u fortement dans L2([0; T ];L2(
l)), ce quientrâ�ne le r�esultat �enonc�e.Maintenant, on va �etudier des propri�et�es de l'op�erateur Ah et ah(uh; vh). Il est facile devoir, par la d�e�nition de ah(�; �), que :jah(uh; vh)jh � Cakuhkh � kvhkh 8 uh; vh 2 Vh (4.36)2Quand x 2 ej et z 2 ei � x, on a (j � 12 )h � x � (j + 12 )h et (i� 12 )h� x � z � (i+ 12 )h� x. D'o�u :(i� j)h� h � z � (i� j)h+ hce qui nous donne j(i� j)h� zj < h



110 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergenceavec Ca = 3(�2+ j�j+r). En e�et, �a partir de la d�e�nition de ah(�; �), et en utilisant l'in�egalit�ede Cauchy-Schwarze, on a :jah(uh; vh)j � �22 j�uhjh � j�vhjh + rjuhjh � jvhjh + (j�j+ �22 )j�uhjh � jvhjh� 3(�2 + j�j+ r)kuhkh � kvhkhPar ailleurs, on a le lemme suivant.Lemme 4.15 Si uh;k converge vers u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)) et �uh;k convergevers @u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)), et si, de plus, la fonction u est nul sur le bord@
l. Alors, on a : lim suph;k!0 Z T0 (Ahuh;k; uh;k)dt � Z T0 (Au; u)dtD�emonstration : A partir de la d�e�nition de ah(�; �), on sait que :Z T0 (Ahuh;k; uh;k)dt = � Z T0 ah(uh;k; uh;k)dt= � Z T0 a0h(uh;k; uh;k)dt+ Z T0 a1h(uh;k; uh;k)dtavec : a0h(w; v) = Z
l �22 �w � �vdx + r Z
l wvdxa1h(w; v) = Z
l(�� �22 )�w � vdxPuisque uh;k converge vers u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)) et �uh;k converge vers @u@xfaiblement dans L2([0; T ];L2(
l)), on a, alors :lim inf Z T0 a0h(uh;k; uh;k)dt � Z T0 a0(u; u)dtavec a0(w; v) = Z
l �22 @w@x @v@xdx+ r Z
l wvdx( car u �! R T0 a0(u; u)ds d�e�nit une norme �equivalente sur L2([0; T ];V ) )Remarque que : (Au; u) = �a(u; u)= a0(u; u)� (�� �22 ) Z
l @u@xudxDonc, pour achever la d�emonstration de ce lemme, il su�t de v�eri�er si :1. R
l @u@xudx = 0.



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 1112. R T0 a1h(uh;k; uh;k)dt = 0.Il est facile de voir que le premier point vient du fait que u = 0 sur @
l, puisque :Z
l @u@xudx = 12u2j@
l = 0Maintenant, il reste le deuxi�eme point �a v�eri�er. A partir de la d�e�nition de Vh, il n'est pasdi�cile de voir que uh;k est nul en dehors de l'intervalle [(m1 � 12)h; (m2 + 12)h] ( � ]� l; l [ ).Remarquons la d�e�nition de �uh;k ( Voir (4.21) ), on a :Z
l �uh;k � uh;kdx= 1h Z
l(uh;k(x+ h2 )� uh;k(x� h2 ))uh;k(x)dx= 1h (Z l�l uh;k(x+ h2 )uh;k(x)dx � Z l�l uh;k(x� h2 )uh;k(x)dx)= 1h (Z l�l uh;k(x+ h2 )uh;k(x)dx� Z l�h2�l�h2 uh;k(x)uh;k(x+ h2 )dx)= 0Ce qui implique, par la d�e�nition de a1h(�; �),Z T0 a1h(uh;k; uh;k)dt = (�� �22 ) Z T0 dt Z
l �uh;k � uh;kdx= 0On obtient �nalement : lim supZ T0 (Ahuh;k; uh;k)dt � Z T0 (Au; u)dt
On introduit le lemme 4.16, il nous permet de montrer l'existence et l'unicit�e de la solu-tion ui�1h du probl�eme discr�etis�e (4.27), et sera utile dans la d�emonstration du th�eor�eme deconvergence. Pour all�eger l'�ecriture, on notera j � j au lieu de j � jh, k � k au lieu de k � kh, (�; �)au lieu de (�; �)h. Dans les endroits o�u il y a des ambigu��t�es, on les indiquera.Lemme 4.16 Il existe un r�eel � strictement positif ind�ependant de h tel que :ah(uh; uh) + �juhj2 � 0kuhk2 8 uh 2 Vhavec 0 = �24 .
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D�emonstration : La d�emonstration est analogue �a celle du lemme 3.4. En e�et, par lad�e�nition de ah(�; �) et le fait que r > 0, on a :ah(uh; uh)= Z
l �22 (�uh)2dx+ Z
l ru2hdx� Z
l(�� �22 )�uh � uhdx� �22 (kuhk2 � juhj2)� j�� �22 j � kuhk � juhjEn prenant � = j�� �22 j et � = �22 , pour � > 0, on a :ah(uh; uh) + �juhj2 � �kuhk2 � �juhj � kuhk+ (�� �)juhj2et il su�t de choisir 0 = �24 et � tel que (x; y) ! �2x2 � �xy + (�� �)y2 soit positive.Comme ah(uh; vh) = �(Ahuh; vh), bh(uh; vh) = �(Bhuh; vh) en utilisant le lemme 4.16 etle lemme 4.12, on a :((1kI � �Ah � ��Bh)uh; uh) = 1k (uh; uh) + �ah(uh; uh) + ��bh(uh; uh)� 1k juhj2 � ��juhj2 + �0kuhk2 � ��Cbjuhj2= (1k � ��� ��Cb)juhj2 + �0kuhk2Pour k est assez petit tel que 1k � ��� ��Cb soit positive, et par ((4.22)), on obtient :(( 1k I � �Ah � ��Bh)uh; uh) � (( 1k � ��� ��Cb) h2C20 + �0)kuhk2 > 0ce qui veut dire que l'op�erateur ( 1kI �Ah � �Bh) est coercif.Remarque 4.17 En revenant au sch�ema (4.27), il n'est pas di�cile de voir que : si uihest donn�e, pour tout � appartient �a [0; 1] et tout �� appartient �a [0; 1], l'in�equation (4.27) aune unique solution ui�1h �a cause du fait que ( 1kI � �Ah � ��Bh) est coercif. ( cf : \Analysenum�erique des in�equations variationnelles". Chapitre I, Th�eor�eme 2.1 et 2.2 [22]).En e�et, (4.27) peut être �ecrit sous la forme suivante :(( 1kI � �Ah � ��Bh)ui�1h ; vh � ui�1h ) � ( �f i�1h ; vh � ui�1h )avec : �f i�1h = (1k I + (1� �)Ah + (1� ��)Bh)uih � fh



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 1134.4.2 Th�eor�eme de convergenceR. Glowinsky, J. L. Lions et R. Tr�emoli�eres ont �etudi�e les sch�emas de discr�etisation desin�equations variationnelles dans [22] et montr�e des th�eor�emes de convergence sous une hy-poth�ese de coercivit�e assez forte. Cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee dans notre probl�eme etles r�esultats de [22] ne s'appliquent pas directement. L'objet de cette section est de montrerque, dans notre cadre, la solution approch�ee uh;k converge fortement vers la solution u duprobl�eme (4.19), si  2W 2;2;�(R) et sous certaines conditions de stabilit�e.D'apr�es les r�esultats pr�ec�edents (Voir le th�eor�eme 4.3 et la section 4.3), on sait d�ej�a que, si 2 V�, le probl�eme (4.20) a une unique solution. D'autre part, si  2W 2;2;�(R), en revenantaux d�e�nitions de � , f (voir le page 95), il n'est pas di�cile de voir que f �A � � ~Bl � 2 Hl.Selon les r�esultats de [22], on sait que (4.20) est �equivalent au probl�eme suivant (4.37) (cf. [22]Ch. 6 la remarque 2.3 et le page 179), qui est une formulation \faible" du probl�eme (4.20) :3Trouver u 2 Kf tel que u(T; �) = � et :( R T0 (v0 +Au+ ~Blu+ f; v � u)dt � 0 8 v 2 K0avec Kf = fv jv 2 L2([0; T ];Vl); v(t) 2 K; p:p t 2 [0; T ]g (4.37)Avant de montrer le th�eor�eme du convergence, on prouvera d'abord quelques lemmes.La remarque 4.19, qui est une cons�equence du lemme 4.18, expliquera la relation entrel'in�equation discr�ete \faible" et l'in�equation discr�ete \forte".Lemme 4.18 Soit wh;k =PNi=1 wih1](i�1)k;ik](t), et wh;k(T ) = 0. Alors, on a :Z T�k0 (��wh;k(t); wh;k(t))dt � 0D�emonstration : Remarquons la d�e�nition de �� (cf. (4.26) page 102), on a :Z T�k0 (��wh;k(t); wh;k(t))dt = 1k Z T�k0 (wh;k(t+ k)� wh;k(t); wh;k(t))dtEt en utilisant la relation �el�ementaire (b � a; a) = 12 jbj2 � 12 jaj2 � 12 ja � bj2, en prenantb = wh;k(t+ k), a = wh;k(t), on en d�eduit :Z T�k0 (��wh;k(t); wh;k(t))dt = 12k Z T�k0 (jwh;k(t+ k)j2 � jwh;k(t)j2 � jwh;k(t+ k)� wh;k(t)j2)dt� 12k Z T�k0 (jwh;k(t+ k)j2 � jwh;k(t)j2)dt= 12k (Z Tk jwh;k(t)j2dt� Z T�k0 jwh;k(t)j2dt)= 12k (Z TT�k jwh;k(t)j2dt� Z k0 jwh;k(t)j2dt)3Comme l'on consid�ere une formulation \faible" du probl�eme, on introduit la notation Kf .



114 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceComme wh;k(T ) = 0, et wh;k = PNi=1 wih1](i�1)k;ik](t), on voit que wh;k(t) = 0 sur l'intervalle]T � k; T ]. D'o�u : Z T�k0 (��wh;k(t); wh;k(t))dt � 0
Remarque 4.19 Soient vh;k =PNi=1 vih1](i�1)k;ik](t), uh;k =PNi=1 uih1](i�1)k;ik](t) et vh;k(T ) =uh;k(T ). Si l'on a :Z T�k0 (��uh;k +Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k � uh;k)dt � 0alors, on a aussi : Z T�k0 (��vh;k +Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k � uh;k)dt � 0 (4.38)o�u �� est d�e�ni par (4.26) et u�h;k, u��h;k sont d�e�nis par (4.28) dans la section 4.3.3.Cette remarque r�esulte directement du lemme 4.18. En e�et, en prenant wh;k = vh;k � uh;k,comme vh;k(T ) = uh;k(T ), d'o�u wh;k(T ) = 0. Par le lemme 4.18, on voit que :Z T�k0 (��(vh;k � uh;k); vh;k � uh;k)dt � 0On obtient : Z T0 (��uh;k; vh;k � uh;k)dt � Z T0 (��vh;k; vh;k � uh;k)dtce qui entrâ�ne le r�esultat �enonc�e en ajoutant le terme (Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k � uh;k) dechaque côt�e et en utilisant l'hypoth�ese.Le lemme 4.20 et lemme 4.22 nous donneront des estimations de la solution du probl�emediscr�etis�e sous des hypoth�eses de stabilit�e convenables. i.e il existe deux constantes �1 > 0,�2 > 0 tel que : 1� (1� �)8C20C2a�2 kh2 � �1 > 0 (4.39)1� ��Cbk � �Ca kh2 � �2 > 0 (4.40)o�u C0, Ca, Cb sont des constantes donn�ees dans (4.22), (4.36) et le lemme 4.12 respectivement.Lemme 4.20 On suppose  2W 2;2;�(R). Soit uh;k la solution du probl�eme discr�etis�e (4.27),on a alors, si l'hypoth�ese de stabilit�e (4.39) est v�eri��ee :kuh;kkL1([0;T ];L2(
l)) � C (4.41)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 115Z T0 j�(uh;k(s; �))j2L2(
l)ds � C (4.42)NXi=1 juih � ui�1h j2h � C (4.43)D�emonstration : Comme � h 2 Kh, en prenant vh = � h dans (4.27) et en remarquant que(Ahuh; vh) = �ah(uh; vh), on a :1k (ui�1h � uih; ui�1h � � h) + ah(ui��h ; ui�1h )� ah(ui��h ; � h) + (Bhui���h ; ui�1h � � h) + (fh; ui�1h � � h) (4.44)Or : ui��h = �ui�1h + (1� �)uihD'o�u :ah(ui��h ; ui�1h ) = �ah(ui�1h ; ui�1h ) + (1� �)ah(uih; uih) + (1� �)ah(uih; ui�1h � uih)(4.45)Rempla�cant ah(ui��h ; ui�1h ) par (4.45) dans (4.44) et utilisant le lemme 4.16, on sait qu'ilexiste deux r�eels �1, �2 strictement positifs ind�ependant de �, �� et tel que :1k (ui�1h � uih; ui�1h � � h) + 0[�kui�1h k2h + (1� �)kuihk2h]� �1�jui�1h j2h � �2(1� �)juihj2h + (1� �)ah(uih; ui�1h � uih)� ah(ui��h ; � h) + (Bhui���h ; ui�1h � � h) + (fh; ui�1h � � h) (4.46)o�u 0 = �24 . En utilisant la relation �el�ementaire :(a� b; a) = 12 jaj2h � 12 jbj2h + 12 ja� bj2hpour le premier terme du membre de gauche dans l'in�egalit�e pr�ec�edente (4.46) avec a =ui�1h � � h et b = uih � � h et en multipliant par 2k de chaque cot�e de (4.46), On obtient :jui�1h � � hj2h � juih � � hj2h + jui�1h � uihj2h+ 2k0[�kui�1h k2h + (1� �)kuihk2h]� 2k[�1�jui�1h j2h + �2(1� �)juihj2h]� 2k(1 � �)ah(uih; ui�1h � uih) + 2kah(ui��h ; � h)� 2k(Bhui���h ; ui�1h � � h) + 2k(fh; ui�1h � � h) (4.47)



116 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergencePour majorer le membre droite de (4.47), on l'estime terme par terme en utilisant la relationclassique : 2(a; b) � �jaj2 + 1� jbj2 8� > 0. D'o�u :j2ah(uih; ui�1h � uih)j � 2Cakuihkh � kui�1h � uihkh� 02 kuihk2h + 2C2a0 kui�1h � uihk2h (� = 02 )� 02 kuihk2h + 2C20C2a0h2 jui�1h � uihj2h par (4.22)Comme ui��h = �ui�1h + (1� �)uih, on d�eduit :j2ah(ui��h ; � h)j= j2�ah(ui�1h ; � h) + 2(1 � �)ah(uih; � h)j� 2�Cakui�1h kh � k � hkh + 2(1� �)Cakuihkh � k � hkh� 0�kui�1h k2h + �C2a0 k � hk2h + (1� �)02 kuihk2h + (1� �)2C2a0 k � hk2h= 0�kui�1h k2h + (1� �)02 kuihk2h + C2a0 (2� �)k � hk2hD'autre part, en utilisant le lemme 4.12, et en remarquant ui���h = ��ui�1h + (1� ��)uih, on a :j2(Bhui���h ; ui�1h � � h)j= j2��(Bhui�1h ; ui�1h � � h) + 2(1 � ��)(Bhuih; ui�1h � � h)j� 2��Cbjui�1h jh � (jui�1h jh + j � hjh) + 2(1� ��)Cbjuihjh � (jui�1h jh + j � hjh)� Cb(3��jui�1h j2h + ��j � hj2h + 2(1 � ��)juihj2h + (1� ��)jui�1h j2h + (1� ��)j � hj2h)= Cb(1 + 2��)jui�1h j2h + 2Cb(1� ��)juihj2h + Cbj � hj2het j2(fh; ui�1h � � h)j � 2jfhjh(jui�1h jh + j � hjh)� 2jfhj2h + jui�1h j2h + j � hj2hce qui entrâ�ne, apr�es un arrangement, que :jui�1h � � hj2h � juih � � hj2h + jui�1h � uihj2h + k0[�kui�1h k2h + (1� �)kuihk2h]� k(2�1� + (1 + 2��)Cb + 1)jui�1h j2h + k(2�2(1� �) + 2(1 � ��)Cb)juihj2h+ (2� �)C2ak0 k � hk2h + (Cb + 1)kj � hj2h + 2kjfhj2h+ (1� �)2C20C2a0 � kh2 jui�1h � uihj2hpuisque 0 = �24 , d'apr�es l'hypoth�ese de stabilit�e (4.39), on sait qu'il existe une constante�1 > 0 tel que : 1� 8C20C2a�2 kh2 (1� �) � �1 > 0



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 117et de plus, notant �3 = 2�1� + (1 + 2��)Cb + 1 > 0, �4 = 2�2(1 � �) + 2(1 � ��)Cb > 0, on aalors : jui�1h � � hj2h � juih � � hj2h + �1jui�1h � uihj2h + k0[�kui�1h k2h + (1� �)kuihk2h]� k(�3jui�1h j2h + �4juihj2h) + C1kk � hk2h + C2kj � hj2h + 2kjfhj2h (4.48)avec C1 = (2��)C2a0 et C2 = 1 + Cb. En sommant (4.48) de i = n+ 1 � 0 �a N et remarquantuNh = uh;T = � h et les faits que : PNi=n+1 kjfhj2h � C et PNi=n+1 kk � hk2h � C, on obtient :junh � � hj2h � juNh � � hj2h + �1 NXi=n+1 jui�1h � uihj2h+ k0 NXi=n+1[�kui�1h k2h + (1� �)kuihk2h]� C + k NXi=n+1(�3jui�1h j2h + �4juihj2h)� C + 2maxf�3; �4g NXi=n kjuihj2h
(4.49)

Par la relation �el�ementaire 12 jaj2h � jbj2h � ja� bj2h avec a = unh, b = � h, on d�eduit, de (4.49)junhj2h � 2j � hj2h + 2C + C 0 NXi=n kjuihj2h (4.50)Comme uh;k(t) =PNi=1 uih1](i�1)k;ik](t), par cons�equent : si t 2](n� 1)k; nk], alors,uh;k(t) = unh et NXi=n kjuihj2h = Z T(n�1)k juh;k(s)j2hdsOr, pour t 2](n� 1)k; nk],Z T(n�1)k juh;k(s)j2hds = Z Tt juh;k(s)j2hds+ Z t(n�1)k juh;k(s)j2hds= Z Tt juh;k(s)j2hds+ (t� (n� 1)k)juh;k(t)j2h� Z Tt juh;k(s)j2hds+ kjuh;k(t)j2hRevenant �a (4.50), on a :juh;k(t)j2h � C 0 Z Tt juh;k(s)j2hds+ 2C + 2j � hj2h + C 0kjuh;k(t)j2hPour k assez petit tel que 1� C 0k > 0, par le lemme de Gronwall, on obtient :juh;k(t)jh � C p:p t 2](n� 1)k; nk]



118 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergencece qui donne (4.41). Par ailleurs, on d�eduit, remarquant uNh = � h,NXi=n+1 k(�kui�1h k2h + (1� �)kuihk2h)= k(�kunhk2h + NXi=n+1 kuihk2h � �k � hk2h)� NXi=n+1 kkuihk2h � k�k � hk2h= Z Tnk kuh;k(s)k2hds� �kk � hk2hEn revenant �a (4.49) et utilisant (4.41), on a R Tnk kuh;k(s)k2hds � C, ce qui donne (4.42). Il estfacile de montrer (4.43) �a partir de (4.49).Remarque 4.21 On voit clairement, de la d�emonstration du lemme 4.20, qu'on a encore lesestimations (4.41), (4.42) et (4.43) même dan le cas o�u  2W 1;2;�(R).Avant de montrer le lemme suivant, il n'est pas di�cile de voir que (4.27) est �equivalent�a la forme suivante :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
Trouver ui�1h 2 Vh tel que :uih � ui�1hk +Ahui��h +Bhui���h + fh � 0ui�1h � � h(uih � ui�1hk +Ahui��h +Bhui���h + fh)( � h � ui�1h ) = 0uNh = � huih(m1h) = uih(m2h) = 0 (4.51)

o�u : fj = (Ah ~ h)j + (Bh ~ h)j + � Xi+j>m2i+j<m1  i+jgih(Bhuh)j = �( m2�jXi=m1�j ui+jgih� uj)et Ah, ui��h , ui���h ont les même formes que celles dans (4.27).Lemme 4.22 Sous les hypoth�eses du lemme 4.20 et si, de plus l'hypoth�ese de stabilit�e (4.40)est v�eri��ee, alors on a : k��uh;kkL1([0;T ];L2(
l)) � C (4.52)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 119k�uh;kkL1([0;T ];L2(
l)) � C (4.53)Z T0 k��uh;kk2hds � C (4.54)NXi=1 j��i�1 � ��ij2h � C (4.55)o�u : ��i�1 = uih � ui�1hkD�emonstration : D'apr�es le sch�ema (4.27), on a :(��i�1 +Ahui��h +Bhui���h + fh; vh � ui�1h ) � 0 8 vh 2 Kh (4.56)(��i +Ahui+1��h +Bhui+1���h + fh; vh � uih) � 0 8 vh 2 Kh (4.57)Prenant vh = uih dans (4.56) et vh = ui�1h dans (4.57)(��i�1 +Ahui��h +Bhui���h + fh; uih � ui�1h ) � 0(���i �Ahui+1��h �Bhui+1���h � fh; uih � ui�1h ) � 0En ajoutant et puis en divisant par k, on a :(��i�1 � ��i �Ah(ui+1��h � ui��h )�Bh(ui+1���h � ui���h ); ��i�1) � 0Remarquant le fait que ah(uh; vh) = �(Ahuh; vh), on peut �ecrire :(��i�1 � ��i; ��i�1) + ah(ui+1��h � ui��h ; ��i�1) � (Bh(ui+1���h � ui���h ); ��i�1) (4.58)Puisque : ui+1��h � ui��h = k(��i + �(��i�1 � ��i)) = k���i�1 + k(1� �)��iD'o�u :ah(ui+1��h �ui��h ; ��i�1) = k[�ah(��i�1; ��i�1)+(1��)ah(��i; ��i)+(1��)ah(��i; ��i�1� ��i)] (4.59)Rempla�cant ah(ui+1��h � ui��h ; ��i�1) par (4.59) dans (4.58) et utilisant le lemme 4.16, on saitqu'il existe deux r�eels �1, �2 strictement positifs ind�ependants de � tels que :(��i�1 � ��i; ��i�1)+ k0(�k��i�1k2h + (1� �)k��ik2h)� k(�1�j��i�1j2h + �2(1� �)j��ij2h)+ k(1 � �)ah(��i; ��i�1 � ��i)� (Bh(ui+1���h � ui���h ); ��i�1) (4.60)



120 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergenceo�u 0 = �24 > 0. En utilisant la relation �el�ementaire : (a � b; a) = 12 jaj2h � 12 jbj2h + 12 ja � bj2hpour le premier terme du membre de gauche dans l'in�egalit�e pr�ec�edente (4.60) avec a = ��i�1,b = ��i et en multipliant par 2 de chaque côt�e de (4.60). On obtient :j��i�1j2h � j��ij2h + j��i�1 � ��ij2h+ 2k0(�k��i�1k2h + (1 � �)k��ik2h)� 2k(�1�j��i�1j2h + �2(1� �)j��ij2h)� 2k(1� �)ah(��i; ��i�1 � ��i)+ 2k(Bh(ui+1���h � ui���h ); ��i�1)En utilisant la relation classique : 8 � > 0; 2(a; b) � �jaj2h + 1� jbj2h, on a :j2ah(��i; ��i�1 � ��i)j � Cak��ikh � k��i�1 � ��ikh� 02 k��ik2h + 2C2a0 k��i�1 � ��ik2h (� = 02 )� 02 k��ik2h + 8C20C2a�2h2 j��i�1 � ��ij2h par (4.22)D'autre part, comme :ui+1���h � ui���h = k(��i + ��(��i�1 � ��i)) = k����i�1 + k(1� ��)��iet en utilisant le lemme 4.12, on d�eduit :j2(Bh(ui+1���h � ui���h ; ��i�1)j = j2k��(Bh��i�1; ��i�1) + 2k(1 � ��)(Bh��i; ��i�1)j� 2k��Cbj��i�1j2h + k(1 � ��)Cb(j��ij2h + j��i�1j2h)= (1 + ��)Cbkj��i�1j2h + (1� ��)Cbkj��ij2hD'o�u : j��i�1j2h � j��ij2h + j��i�1 � ��ij2h + 2k0�k��i�1k2h + 32k0(1� �)k��ik2h� k(2�1� + (1 + ��)Cb)j��i�1j2h + k(2�2(1� �) + (1� ��)Cb)j��ij2h+ (1� �)8C20C2a�2 kh2 j��i�1 � ��ij2hD'apr�es l'hypoth�ese de stabilit�e (4.39), on sait qu'il existe une constante �1 > 0 tel que :1� (1� �)8C20C2a�2 � kh2 � �1 > 0De plus, notons : �3 = 2�1� + (1 + ��)Cb et �4 = 2�2(1� �) + (1� ��)Cb, on a alors :j��i�1j2h � j��ij2h + �1j��i�1 � ��ij2h + 2k0�k��i�1k2h + 32k0(1� �)k��ik2h� k(�3j��i�1j2h + �4j��ij2h) (4.61)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 121En sommant (4.61) de i = n+ 1 � 0 �a N � 1 et en remarquant uNh = � h, on obtient :j��nj2h � j��N�1j2h + �1 N�1Xi=n+1 j��i�1 � ��ij2h+ 20� N�1Xi=n+1 kk��i�1k2h + 320(1� �) N�1Xi=n+1 kk��ik2h� maxf�3; �4g N�1Xi=n+1 k(j��i�1j2h + j��ij2h)� C N�1Xi=n kj��ij2h (4.62)Si l'on r�eussit �a montrer j��N�1j2h � C, en utilisant la même technique que dans le lemme 4.20,on peut d�eduire, par le lemme de Gronwall :����uh;k(t+ k)� uh;k(t)k ����h � C p:p t 2](n� 1)k; nk]ce qui donne (4.52). Maintenant, il reste �a montrer que :j��N�1jh � CEn e�et, �a partir du sch�ema (4.51) en prenant i = N � 1, on a :8>>><>>>: ��N�1 +AhuN��h +BhuN���h + fh � 0uN�1h � � h(��N�1 +AhuN��h +BhuN���h + fh)( � h � uN�1h ) = 0uNh = � hPour j quelconque appartenant �a [m1;m2], on n'a que deux cas :-A). soit : uNj � uN�1jk + (AhuN��h )j + (BhuN���h )j + fj � 0uN�1j = � jD'o�u : ��N�1j = 0-B). Soit : uNj � uN�1jk + (AhuN��h )j + (BhuN���h )j + fj = 0uN�1j � � jD'o�u : ��N�1j = �(AhuN��h )j � (BhuN���h )j � fj



122 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceOn peut donc �ecrire : j��N�1jh � jAhuN��h jh + jBhuN���h jh + jfhjhor : uN��h = uNh + �(uN�1h � uNh ) = � h � k���N�1uN���h = uNh + ��(uN�1h � uNh ) = � h � k����N�1En utilisant le lemme 4.12, on a :j��N�1jh � jAh � hjh + k�jAh��N�1jh + jBh � hjh + k��jBh��N�1jh + jfhjh� jAh � hjh + k�jAh�N�1jh + Cbj � hjh + k��Cbj��N�1jh + jfhjhOr, en remarquant la d�e�nition de Ah, on voit que :jAh��N�1jh � 2�2h2 j��N�1jh + j�� �22 jh j��N�1jh + rj��N�1jh� C 0ah2 j��N�1jhavec C 0a = 2�2 + j�� �22 jh+ rh2 � 3(�2 + j�j+ r) = Ca, quand h < 1. D'o�u :j��N�1jh � jAh � hjh + k�Cah2 j��N�1jh +Cbj � hjh + k��Cbj��N�1jh + jfhjhOn obtient : (1� Ca� kh2 � Cb��k)j�N�1jh � jAh � hjh + Cbj � hjh + jfhjhPuisque  2 W 2;2;�(R), d'o�u � l'est aussi, on a donc : jAh � hjh � C. D'autre part,comme : jfhjh � jAh ~ hjh + jBh ~ hjh + �j Xi+j>m2i+j<m1  i+jgihjh� jAh ~ hjh + jBh ~ hjh +C�(X 2i+jh) � (X g2i h)En tenant compte des faits que ~ est assez r�eguli�ere et k hkh � C et kgkh � C, on a :jfhjh � C. Et remarquons (4.40), on d�eduit :j��N�1jh � C



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 123Pour avoir (4.54) et (4.55), il su�t de partir de (4.62) et utiliser la même technique dansle lemme 4.20. Par ailleurs, (4.53) est une cons�equence imm�ediate de (4.54). Puisque :unh = uNh � N�1Xi=n k��uih= � h � N�1Xi=n k��uihOr k � hkh � C, et par (4.54), on obtient (4.53). Cela ach�eve la d�emonstration du lemme.
Remarque 4.23 Si  2 W 2;2;�(R) et si les conditions de stabilit�e (4.39), (4.40) sontv�eri��ees, �a partir des (4.41), (4.42), (4.52) et remarquant que les r�esultats dans \Analysenum�erique des in�equations variationnelles" Chapitre I (5.18), (5.19) et (5.20), (cf. [22]),on sait qu'il existe une fonction u, pour des suites extraites, encore not�ee uh;k; tel queuh;k converge faiblement vers u dans L2([0; T ];L2(
l)), �uh;k converge faiblement vers @u@xdans L2([0; T ];L2(
l)) et ��uh;k converge faiblement vers @u@t dans L2([0; T ];L2(
l)). D'o�u :@u@t 2 L2([0; T ];L2(
l)). Par le lemme 4.11, on a uh;k converge vers u fortement dansL2([0; T ];L2(
l)). Le lemme 4.25 nous permettra de dire que cette u est une solution du(4.37).On introduit maintenant un op�erateur h, qui servira dans les d�emonstrations du lemme4.25 et du th�eor�eme 4.26, hv = XM2
h 1h(v; �Mh )�Mh (4.63)Avant d'�enoncer le lemme 4.25, on montre, d'abord, le lemme suivant.Lemme 4.24 Soient v 2W (0; T ) et vh;k =PNi=1 vih(x)1](i�1)k; ik](t) avec vih(x) = hv(ik; x).On a alors : vh;k �! v fortement dans L2([0; T ];L2(
l))



124 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceDe plus, si @v@t 2 L2([0; T ];Vl) on a :�vh;k �! @v@x fortement dans L2([0; T ];L2(
l))D�emonstration :� Notons ei =](i� 1)k; ik]. A partir de la d�e�nition de vh;k, on peut �ecrire :(vh;k � v)(t; x) = NXi=1(vih(x)� v(t; x))1ei(t)= NXi=1(hv(ik; x) � v(t; x))1ei(t)= NXi=1(hv(ik; x) � v(ik; x))1ei(t) + NXi=1(v(ik; x) � v(t; x))1ei(t)On note le premier terme ( resp. le deuxi�eme terme ) �a droite par Y1 (resp. Y2). Posons :Ii(t; x) = v(ik; x) � v(t; x), alors, pour t 2 ei, on a : ik � t � k, d'o�u, par l'in�egalit�e deCauchy-Schwarz, jIi(t; x)j = j Z ikt @v@s (s; x)dsj� pik � t �  Z ikt (@v@s (s; x))2ds!12� k 12 �  Z ikt (@v@s (s; x))2ds! 12ce qui entrâ�ne : jY2j = j NXi=1 Ii(t; x)1ei(t)j� NXi=1 jIi(t; x)j1ei(t)� k 12 NXi=1 Z ikt (@v@s (s; x))2ds! 12 � 1ei(t)En utilisant le th�eor�eme de Fubini et en remarquant @v@t 2 L2([0; T ];L2(
l)), on a :jY2jL2([0;T ];L2(
l)) � k 12  NXi=1 k Z
l Z ikt (@v@s (s; x))2dsdx! 12� k 12  NXi=1 k � j@v@s j2L2([0;T ];L2(
l))! 12



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 125� Ck 12�! 0 k ! 0Maintenant, pour k �x�e, on va montrer que jY1jL2([0;T ];L2(
l)) ! 0 quand h tend versz�ero. En e�et, il n'est pas di�cile de v�eri�er (cf. [22] Ch. 1) que, pour t quelconque �x�edans [0; T ], hv �! v fortement dans L2(
l)�hv �! @v@x fortement dans L2(
l)ce qui veut dire que, pour 1 � i � N , 8" > 0, il existe hi > 0 tel que, pour touth 2 [0; hi], on a : jhv(ik; �) � v(ik; �)jL2(
l) � "Prenons h0 = minfh1; � � � ; hNg, pour tout h 2 [0; h0], on d�eduit :jY1jL2([0;T ];L2(
l)) =  NXi=1 kjhv(ik; �) � v(ik; �)j2L2(
l)!12 � "Par ailleurs, comme :jvh;k � vjL2([0;T ];L2(
l)) � jY1jL2([0;T ];L2(
l)) + jY2jL2([0;T ];L2(
l))On obtient, �nalement, vh;k converge vers v fortement dans L2([0; T ];L2(
l)).� De même, on a :(�vh;k � @v@x)(t; x)= NXi=1(�hv(ik; x) � @v@x(ik; x)) � 1ei(t) + NXi=1(@v@x (ik; x) � @v@x(t; x)) � 1ei(t)On note le premier terme ( resp. le deuxi�eme terme ) �a droite par Z1 (resp. Z2). Posons :Ji(t; x) = @v@x(ik; x) � @v@x(t; x), en suivant le même m�ethode que le premi�ere partie, ond�eduit, pour t 2 ei, que :jJi(t; x)j = j Z ikt @2v@s@x(s; x)dsj� k 12  Z ikt ( @2v@s@x (s; x))2ds! 12ce qui donne : jZ2j � k 12 NXi=1 Z ikt ( @2v@s@x (s; x))2ds! 12 � 1ei(t)



126 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergencePuisque @2v@s@x 2 L2([0; T ];L2(
l)), on a :jZ2jL2([0;T ];L2(
l)) � k 12  NXi=1 k Z
l Z ikt ( @2v@s@x (s; x))2dsdx! 12� k 12 k @2v@s@xkL2([0;T ];L2(
l))�! 0 k ! 0D'autre part, puisque : �hv �! @v@x fortement dans L2(
l)en suivant le même raisonnement que la premier partie, on a :jZ1jL2([0;T ];L2(
l)) �! 0D'o�u le r�esultat.Lemme 4.25 Supposons que  2W 2;2;�(R), que uh;k est la solution du probl�eme discr�etis�e(4.27), et qu'il existe une fonction u tel que :uh;k ! u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l));�uh;k ! @u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l));et ��uh;k ! @u@t faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)):On suppose de plus, kh2 � � o�u � est une constante assez petite pour que les conditions destabilit�e (4.39) et (4.40) soient v�eri��es. Alors, u est une solution du probl�eme (4.37). C'est�a dire que : ( u 2 KfR T0 (v0 +Au+ ~Blu+ f; v � u)dt � 0 8 v 2 K0D�emonstration : 8 v 2 K0, d�e�nissons : vh;k = PNi=1 vih(x)1](i�1)k; ik](t) avec vih(x) =hv(ik; x). Remarquons la d�e�nition de K0, on sait que v 2W (0; T ). Utilisons le lemme 4.24,on a : vh;k �! v fortement dans L2([0; T ];L2(
l))D'autre part, compte tenu des d�e�nitions de K0, � h et Kh (cf. (4.18) et la section 4.3.1), iln'est pas di�cile de v�eri�er que hv 2 Kh. Par ailleurs, puisque v 2 K0, d'o�u v(T; x) = � (x),



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 127et en tenant compte de nouveau de la d�e�nition de � h et le fait que uh;k(T ) = � h, on d�eduitque vh;k(T; x) = uh;k(T; x).Par ailleurs, en portant vh;k dans le probl�eme discr�etis�e (4.27), on a :Z T�k0 (��uh;k +Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k � uh;k)dt � 0Par la remarque 4.19, on a :Z T�k0 (��vh;k +Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k � uh;k)dt � 0D'o�u : Z T�k0 (��vh;k +Ahu�h;k +Bhu��h;k + fh; vh;k)dt� Z T�k0 (��vh;k; uh;k)dt+ Z T�k0 Ah(u�h;k; u�h;k)dt+ Z T�k0 (Bhu��h;k; uh;k)dt+ Z T�k0 (fh; uh;k)dt+ Z T�k0 (Ahu�h;k; uh;k � u�h;k)dt (4.64)Par les hypoth�ese de ce lemme et les d�e�nitions de u�h;k et u��h;k, il est facile de voir que :u�h;k �! u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.65)�u�h;k �! @u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.66)�Evidemment, (4.65), (4.66) sont encore vrai pour �� au lieu de �. En combinant les r�esultatsdans les lemmes 4.20 et 4.22 et en utilisant le lemme 4.15 et la remarque 4.14, on a :lim supZ T�k0 (Ah(uh;k; uh;k)dt � Z T0 (Au; u)dtBhu��h;k �! ~Blu fortement dans L2([0; T ];L2(
l))En passant �a la limite dans (4.64), on obtient :Z T0 (v0 +Au+ ~Blu+ f; v � u)dt � lim supZ T�k0 (Ahu�h;k; uh;k � u�h;k)dtIl su�t de montrer que le second membre est plus petit que z�ero. En utilisant la mêmetechnique que \Analyse Num�erique des in�equations variationnelle" P178 (cf. [22]) et en re-marquant les d�e�nitions de u�h;k, uh;k (cf. page 102), on �ecrit :Ih;k = j Z T�k0 (Ahu�h;k; uh;k � u�h;k)dtj= jN�1Xi=1 Z ik(i�1)k(Ahu�h;k; uh;k � u�h;k)dtj



128 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence= jN�1Xi=1 k(Ahui+1��h ; uih � ui+1��h )j� N�1Xi=1 k(1� �)j(Ahui+1��h ; uih � ui+1h )j� pk(1� �)Ca N�1Xi=1 pkkui+1��h kh � kuih � ui+1h kh� pkC0Cah (1� �)(N�1Xi=1 kkui+1��h k2h)1=2 � (N�1Xi=1 juih � ui+1h j2h)1=2en utilisant (4.22). Or, puisque j��uh;kjL2([0;T ];L2(
l)) � C,(N�1Xi=1 jui+1h � uihj2h)1=2 = (k N�1Xi=1 kjui+1h � uihk j2h)1=2 � Ck1=2Par (4.41) et (4.42) et les hypoth�eses du lemme, on a alors :Ih;k � Ck1=2 ! 0Ce qui entrâ�ne : Z T0 (v0 +Au+ ~Blu+ f; v � u)dt � 0 8 v 2 K0Par ailleurs, comme uih 2 Kh et uh;k(t; x) = PNi=1 uih(x)1](i�1)k;ik](t), d'o�u uh;k � � h. Or � hconverge vers � fortement dans L2(
l), uh;k converge vers u fortement dans L2([0; T ];L2(
l)),on obtient u � � . D'autre part, puisque �uh;k converge vers @u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)),on voit que u 2 L2([0; T ];Vl), d'o�u u 2 K, ce qui donne u 2 Kf . D'o�u, u est la solution duprobl�eme (4.37).Maintenant, on �enonce le th�eor�eme de convergence.Th�eor�eme 4.26 Soit  2 W 2;2;�(R). On suppose que uh;k(t; x) = PNi=1 uih(x)1](i�1)k;ik](t)est la solution du probl�eme discr�etis�e (4.27) et u est la solution du probl�eme (4.19). Si � 2[0; 1], �� 2 [0; 1], h; k tendent vers z�ero, et de plus, si kh2 � � o�u � est une constante assezpetite pour que les conditions de stabilit�e (4.39) et (4.40) soient v�eri��ees. On a alors :uh;k �! u fortement dans L2([0; T ];L2(
l))�uh;k �! @u@x fortement dans L2([0; T ];L2(
l))D�emonstration : D'apr�es les hypoth�eses dans le th�eor�eme, en combinant les r�esultats dans



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 129le lemme 4.20, 4.22, la remarque 4.23 et le lemme 4.25, on sait qu'il existe une fonction ~uv�eri�ant : uh;k �! ~u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))�uh;k �! @~u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))��uh;k �! @~u@t faiblement dans L2([0; T ];Vl)et @~u@t appartient �a L2([0; T ];Vl), ~u est la solution du probl�eme (4.37). De plus,uh;k �! ~u fortement dans L2([0; T ];L2(
l))D'autre part, en prenant au d�ebut de la section 4.4.2, on sait que le probl�eme (4.20) est�equivalente au probl�eme (4.37). Cela dit que ~u co��ncide avec la fonction u qui est la solutiondu probl�eme (4.20). D'o�u :uh;k �! u faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))�uh;k �! @u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))��uh;k �! @u@t faiblement dans L2([0; T ];Vl)et @u@t appartient �a L2([0; T ];Vl). Cela dit qu'on a obtenu la convergence faible. De plus, on aaussi : uh;k �! u fortement dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.67)Maintenant, il reste �a montrer �uh;k converge fortement vers @u@x . Pour cela, on va utiliserlemme 4.16.Prenant ~uh;k =PNi=1 ~uih(x)1](i�1)k;ik](t) avec ~uih(x) = hu(ik; x) o�u h est d�e�ni par (4.63),comme @u@t appartient �a L2([0; T ];Vl), par le lemme 4.24, on a :~uh;k �! u fortement dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.68)�~uh;k �! @u@x fortement dans L2([0; T ];L2(
l)) (4.69)Or : kuh;k � uk � kuh;k � ~uh;kk+ k~uh;k � ukIl su�t de montrer que :Z T0 kuh;k � ~uh;kk2ds �! 0 quand h; k ! 0 (4.70)Notant : Yh;k = � Z T�k0 (Ahuh;k �Ah~uh;k; uh;k � ~uh;k)dt



130 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceEn utilisant le lemme 4.16 et compte tenu de (4.67), (4.68), il n'est pas di�cile de voir qu'ilsu�t de montrer que : lim supYh;k � 0Cela peut être obtenu en appliquant les m�ethodes analogues que [22] et en utilisant lestechniques pour traiter Ih;k dans la d�emonstration du lemme 4.25. En e�et, on r�ecrit, d'abord,Yh;k sous la forme suivante :Yh;k = � Z T0 (Ahuh;k; uh;k)dt+ Z T�k0 (Ahuh;k; ~uh;k)dt� Z T�k0 (Ah~uh;k; ~uh;k � uh;k)dt (4.71)Or, par (4.28) : u�h;k(t) = uh;k(t+ k) + �(uh;k(t)� uh;k(t+ k))D'o�u : Ahuh;k(t) = Ahu�h;k(t)� (� � 1)Ah(uh;k(t)� uh;k(t+ k)) (4.72)En rempla�cant Ahuh;k par (4.72) dans le premier terme �a droite de (4.71), on a :Yh;k = � Z T�k0 (Ahu�h;k; uh;k)dt+ (� � 1) Z T�k0 (Ah(uh;k(t)� uh;k(t+ k)); uh;k)dt+ Z T�k0 (Ahuh;k; ~uh;k)dt� Z T�k0 (Ah~uh;k; ~uh;k � uh;k)dt (4.73)D'autre part, puisque u est la solution du probl�eme (4.20), u 2 K0. Remarquons la construc-tion de la fonction ~uh;k et la d�e�nition de l'op�erateur 0 (cf. (4.63), il n'est pas di�cile devoir que ~uih 2 Kh et ~uh;k(T ) = � h = uh;k(T ). En prenant vh;k = ~uh;k dans (4.38), commevh;k(T ) = ~uh;k(T ) = uh;k(T ), d'apr�es la remarque 4.19, on d�eduit :� Z T�k0 (Ahu�h;k; uh;k)dt � � Z T�k0 (��~uh;k; ~uh;k � uh;k)dt� Z T�k0 (Ahu�h;k; ~uh;k)dt� Z T�k0 (fh; ~uh;k � uh;k)dt (4.74)En appliquant (4.74) et en faisant un arrangement, (4.73) donne :Yh;k � � Z T�k0 (��~uh;k; ~uh;k � uh;k)dt� Z T�k0 (fh; ~uh;k � uh;k)dt� Z T�k0 (Ah~uh;k; ~uh;k � uh;k)dt



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 131+(� � 1) Z T�k0 (Ah(uh;k(t)� uh;k(t+ k)); uh;k)dt+ Z T�k0 (Ahuh;k; ~uh;k)dt� Z T�k0 (Ahu�h;k; ~uh;k)dt� � Z T�k0 (��~uh;k +Ah~uh;k + fh; ~uh;k � uh;k)dt+(� � 1) Z T�k0 (Ah(uh;k(t)� uh;k(t+ k)); uh;k)dt+ Z T�k0 (Ah(uh;k � u�h;k); ~uh;k)dtPar (4.72), Yh;k � � Z T�k0 (��~uh;k +Ah~uh;k + fh; ~uh;k � uh;k)dt+ Zh;kavec : Zh;k = (1� �) Z T�k0 (Ah(uh;k(t)� uh;k(t+ k)); ~uh;k � uh;k)dtOr : jZh;kj = j(1� �)N�1Xi=1 k(Ah(uih � ui+1h ); ~uih � uih)j� (1� �)C0pkh (N�1Xi=1 juih � ui+1h j2h) 12 (N�1Xi=1 kk~uih � uihk2h) 12en utilisant (4.22). Puisque : j��uh;kjL2([0;T ];L2(
l)) � C, on a :(N�1Xi=1 juih � ui+1h j2)1=2 = (k N�1Xi=1 kjuih � ui+1hk j2)1=2 � Ck1=2Par (4.42), (4.43) et les faits que ~uh;k, �~uh;k restent born�e dans L2([0; T ];L2(
l)), et leshypoth�eses du th�eor�eme, on d�eduit :jZh;kj � Cpk �! 0 si k ! 0D'autre part, il n'est pas di�cile de voir que � R T�k0 (��~uh;k +Ah~uh;k ++Bh~uh;k + fh;k; ~uh;k �uh;k)dt tend vers z�ero �a cause de (4.67), (4.68) et (4.69). Donc, on obtient, �nalement :lim supYh;k �! 0ce qui ach�eve notre d�emonstration.



132 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceRemarque 4.27 Dans leur th�eor�eme de convergence, R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Tr�emoli�eres[22] ont indiqu�e que, contrairement au cas des �equations, la stabilit�e n'entrâ�ne pas n�ecessairementla convergence (cf. [22] page 179). Ils imposent donc une condition de convergence, i.e :(1� �)C20kh2 �! 0;condition qui est vide pour � = 1. Or, ici, nous avons montr�e que les conditions de stabilit�es(4.39), (4.40) : 1� (1� �)8C20C2a�2 kh2 � �1 > 01� ��Cbk � �Ca kh2 � �2 > 0peuvent entâ�ner directement la convergence. Ces conditions sont un peu plus faibles que cellede R. Glowinsky, J. L. Lions et R. Tr�emoli�eres [22] pour � 6= 1, mais il faut noter que ladeuxi�eme condition n'est pas vide pour � = 1.Maintenant, nous verrons les conditions de stabilit�es plus pr�ecise. En prenant h < 1, ona : C0 = p5, Ca = 3(�2 + j�j + r) et Cb = �p10 (cf. (4.22), (4.36) et le lemme 4.12). Side plus l'on prend �1 = �2 = 12 , les conditions ci-dessus peuvent être �ecrites sous la formesuivante : (1� �) kh2 � �290C2a� kh2 � 1� 2Cb��k2Ca4.4.3 Monotonie de la solution discr�etis�eeDans cette section, notre but est de montrer que la solution discr�etis�ee du probl�eme (4.27)t 7! uh;k(t) est d�ecroissante. Mais avant de le faire, nous introduirons quelques propri�et�es desin�equations variationnelles en dimension �nie, qui ont �et�e montr�ees dans le livre [22] \AnalyseNum�erique des in�equations variationnelles", chapitre I, 3.1 et [24].Nous noterons (u; v) le produit scalaire de deux vecteur u et v de Rn, et u � v si8 i 2 f1; : : : ; ng ui � vi. Par ailleurs, nous dirons qu'une matrice M est co�ercive s'il existeune constante C > 0 telle que, pour tout vecteur x 2 Rn, (Mx; x) � Cjxj2; jxj d�esignant lanorme euclidienne. Nous �enon�cons, d'abord, un r�esultat �el�ementaire [23].Proposition 4.28 Soit M une matrice carr�ee r�eelle d'ordre n, pour tous vecteurs u, q, ' deRn, les deux syst�emes suivants sont �equivalents :8><>: Mu � qu � '(Mu� q; '� u) = 0 (4.75)et ( u � '(Mu; v � u) � (q; v � u) pour tout vecteur v � ' (4.76)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 133La proposition suivante nous permettra de montrer la d�ecroissance de uh;k(t) en t. Pour lad�emonstration de cette proposition, nous renvoyons �a [24].Proposition 4.29 Si la matrice coercive M a des coe�cients non diagonaux n�egatifs ou nul,la solution du syst�eme (4.75) est le plus petit vecteur u v�eri�ant : Mu � q; et u � '.Maintenant, nous commen�cons nos �etudies sur la monotonie de la solution discr�etis�e. Les outilsessentiels est a'appliquer la proposition 4.29. Pour que nous puissions utiliser la proposition4.29, nous devons mettre le sch�ema (4.27) �a la forme (4.75). Mais, d'abord, rappelons que(4.27) peut être �ecrit sous la forme �equivalente (4.51) page 118.Supposons que u(t; x) est la solution du probl�eme (4.19), on approche le vecteur(u(i�t; j�x))0�i�N;m1�j�m2 par le vecteur [�ui�1j ] qui est la solution du syst�eme suivantvenant du (4.51), apr�es un calcul :�ui�1m1 = 0; �ui�1m2 = 0 1 � i � N8>>><>>>: �uNj = � j m1 � j � m2�a�ui�1j�1 + (1 + �b)�ui�1j + �c�ui�1j+1 + �si�1j � �qij�ui�1j � � j(�a�ui�1j�1 + (1 + �b)�ui�1j + �c�ui�1j+1 + �si�1j � �qij)( � j � �ui�1j ) = 0 9>=>; 1 � i � Nm1 + 1 � j � m2 � 1(4.77)o�u, si l'on pose : � = �� �22 , 8>>>>>><>>>>>>: a = �k�22h2 + �k2hb = k�2h2 + rkc = �k�22h2 � �k2h (4.78)�si�1j = ��k��( m2�jXl=m1�j �ui�1l+jglh� �ui�1j ) (4.79)�qij = �uij � (1� �)(a�uij�1 + b�uij + c�uij+1) + �k(1� ��)( m2�jXl=m1�j �uil+jglh� �uij) + kfj (4.80)avec : fj = (Ah ~ h)j + (Bh ~ h)j + � Xl+j>m2l+j<m1  l+jglhSupposons � < �2h , on a, alors : a < 0, c < 0. De plus, il est �evident que : 1+�b > 0. Posons :m = m2 �m1 � 1 et notons ui, qi, ' , F les vecteurs de Rm de composantes de :uij = �uij+m1 1 � j � mqij = �qij+m1 1 � j � m'j = � j+m1 1 � j � mFj = fj+m1 1 � j � m



134 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence_v d�esigne, pour tout vecteur v, le vecteur de composantes de : 48><>: _v1 = v1 � �a�um1 + y1_vm = vm � �c�um2 + ym_vj = vj + yj 2 � j � m� 1 (4.81)o�u le vecteur [yj] est donn�e par :yj = ���khg�j �um1 + ���khgm�j+1�um2 1 � j � m (4.82)A partir de cette d�e�nition, il est clair de voir que le vecteur _v a la propri�et�e :v � v̂ =) _v � _̂vAvec ces notations, le syst�eme (4.77) est �equivalent au syst�eme suivant :�ui�1m1 = 0; �ui�1m2 = 0; 1 � i � Net 8><>: uN = 'Mui�1 � _qi; ui�1 � '(Mui�1 � _qi; '� ui�1) = 0 ) 1 � i � N (4.83)o�u : qij = uij � (1� �)(auij�1 + buij + cuij+1) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0uil+jglh� uij) + kFj (4.84)avec la convention u0 = �um1 = 0, um+1 = �um2 = 0.Notant : d = ����k, d < 0, alors, la matrice M d'ordre m peut s'�ecrire sous la forme suivant :M = ~M +G (4.85)o�u : ~M = 0BBBBBB@ 1 + �b �c 0 � � � 0 0�a 1 + �b �c � � � 0 00 �a 1 + �b � � � 0 0... ... ... ... ...0 0 0 � � � �a 1 + �b
1CCCCCCAm�met G = 0BBBB@ �(1� g0h)d g1hd g2hd � � � gm�1hdg�1hd �(1� g0h)d g1hd � � � gm�2hd... ... ... ... ...g1�mhd g2�mhd g3�mhd � � � �(1� g0h)d 1CCCCAm�m4On note �um1 = �uim1 et �um2 = �uim2 pour tout 0 � i � N . Dans cette section, comme les conditions auxbords sont nul, i.e �um1 = �um2 = 0, on a en e�et _vj = vj pour tout 0 � j � N . Ici, nous donnons une formeplus g�en�erale, qui se servira pour traiter le cas o�u les conditions aux bords ne sont pas nul, dans la sectionsuivante. A ce moment l�a, on a �um1 =  (m1h) et �um2 =  (m2h).



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 135i.e ~M = ( ~mij) avec : ~mii = 1 + �b i = 1; � � � ;m~mi�1;i = �c i = 2; � � � ;m~mi+1;i = �a i = 1; � � � ;m� 1~mi;j = 0 sinonet G = (gij) o�u : gii = �(1� g0h)d et gij = gj�ihd si i 6= jPosons : M = (mi;j); alors elle v�eri�e :mii > 0 et mij � 0 si i 6= j (4.86)En e�et :Il est facile de voir que 1� g0h > 0 pour h assez petite. Par ailleurs, puisque b > 0, d < 0,on en d�eduit alors :mii = 1+�b�(1�g0h)d > 0. D'autre part, si i 6= j; mij = ~mij+gj�ihd < 0par cons�equence du fait que a, c, d sont n�egatifs et gl � 0 pour l = m1; � � � ;m2: De plus, lamatrice M a la propri�et�e suivante.Lemme 4.30 Soit M = (mij) la matrice qui est d�e�ni par (4.85), pour h assez petit, on aalors : mii > Xj 6=i jmijj pour 1 � i � mmjj > Xi6=j jmijj pour 1 � j � mD�emonstration : Pour montrer ce lemme, il su�t de v�eri�er que ~M; G ont les in�egalit�esanalogues.� A partir de la d�e�nition de a, b, c, il est facile de voir que : j�aj+ j�cj = �k�2h2 < 1 + �b.D'o�u : ~mii >Pj 6=i j ~mij j et ~mjj >Pi6=j j ~mijj.� Puisque g est la fonction positive de classe C1 telle que R g(z)dz = 1, il est facile devoir que, pour h assez petite :Xj 6=i jgij j = �Xj 6=i gj�ihd= �d( mXj=1 gj�ih� g0h)� giiDe même, Xi6=j jgjij = �Xi6=j gi�jhd � �d( mXl=�m glh� g0h) � gjj.



136 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceCe qui entrâ�ne le r�esultat annonc�e.Lemme 4.31 Soit M une matrice d'ordre m v�eri�ant :mii > Xj 6=i jmijj pour 1 � i � mmjj > Xi6=j jmijj pour 1 � j � malors M est coercive.D�emonstration :(Mx; x) = mXi=1( mXj=1mijxj)xi= mXi=1miix2i + mXi=1 mXj=1j 6=imijxixj� mXi=1miix2i � mXi=1 mXj=1j 6=i jmijj(x2i + x2j2 )= 12( mXi=1(miix2i � mXj=1j 6=i jmijjx2i )) + 12( mXj=1(mjjx2j � mXi=1i6=j jmijjx2j ))= 12 mXi=1(mii � mXj 6=i jmij j)x2i + 12 mXj=1(mjj � mXi6=j jmij j)x2jRevenant aux hypoth�eses, on sait qu'il existe �1; �2 deux constantes positives, tel que : pourtout i, mii�Pj 6=i jmijj � �1 > 0, et pour tout j, mjj�Pi6=j jmij j � �2 > 0. Ce qui entrâ�ne(Mx; x) � (�1 + �2)Pmi=1 x2i .Remarque 4.32 Grâce aux lemmes 4.30 et 4.31, on a la coercivit�e de la matrice M quiest d�e�nie par (4.85). De plus, par (4.86), on sait que cette matrice a des coe�cients nondiagonaux n�egatifs ou nul, et des coe�cients diagonaux positifs. C'est �a dire que cette matricev�eri�e tous les hypoth�eses de la proposition 4.29.La proposition suivante parlera de la monotonie de la solution discr�etis�e.Proposition 4.33 Si l'hypoth�ese de stabilit�e suivante :1� (�(1� ��) + r(1� �))k � (1� �)�2 kh2 > 0 (4.87)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 137est v�eri��e, et supposons que les vecteurs u0; u1; � � � ; uN sont les solutions du probl�eme (4.83),alors, ils ont les propri�et�es suivante :8i 2 f1; � � � ; Ng ui � ui�1 (4.88)D�emonstration : On montre, d'abord, le fait que :si ui�1 � ui =) qi�1 � qiEn e�et, a partir de la d�e�nition de q (Vu (4.84)), on d�eduit :qi�1j = �(1� �)(aui�1j�1 + cui�1j+1) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0ui�1l+jglh)+(1� (1� �)b� �k(1 � ��))ui�1j + kFjRemarquons que b = �2kh2 + rk, et l'hypoth�ese de stabilit�e, on sait que : 1 � (1 � �)(�2kh2 +rk)� �(1 � ��)k > 0. De plus, comme a < 0, c < 0, � 2 [0; 1], �� 2 [0; 1], � > 0 et gl � 0 pourl = m1; � � � ;m2, on peut d�eduire, en utilisant ui�1 � ui,qi�1j � �(1� �)(auij�1 + cuij+1) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0uil+jglh)+ (1� (1� �)b� �k(1 � ��))uij + kFj= qijmaintenant, on commence �a montrer le r�esultat �enonc�e dans la proposition, �ca se fait parr�ecurrence sur i. Il est clair que l'on a uN�1 � uN , grâce au fait que uN = '. Supposonsl'in�egalit�e ui�1 � ui acquise, ce qui donne qi�1 � qi d'apr�es ce qui pr�ec�ede. Revenant �a lad�e�nition de _q (Vu (4.81)), il est �evident que : qi�1 � qi =) _qi�1 � _qi. D'o�u Mui�2 �_qi�1 � _qi. Or ui�2 � ', de plus, remarquant les faits que : la matrice M est coercive et a descoe�cients non diagonaux n�egatifs ou nul, on a alors ui�2 � ui�1 par la proposition 4.29.4.4.4 A�aiblissement de l'hypoth�ese sur  Dans cette section, nous reprenons les notations introduites �a la section 4.3, i.e. ~u = u � ~ o�u ~u est la solution de (4.19) et u est la solution de (4.4). Si l'on note ~uh;k la solution duprobl�eme discr�etis�e homog�ene (4.27), et ~u la solution du probl�eme homog�ene (4.19), d'apr�esle th�eor�eme 4.26, on a d�ej�a montr�e que si  2W 2;2;�(R), on a :~uh;k �! ~u fortement dans L2([0; T ];L2(
l))�~uh;k �! @~u@x fortement dans L2([0; T ];L2(
l))



138 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceDans cette section, on va montrer qu'on a encore le th�eor�eme de convergence sous une con-dition plus faible sur  (i.e :  2W 1;2;�(R)). Pour cela, on aura besoin d'une estimation dugenre : j~uh;k � ~̂uh;kjL1([0;T ]�
l) � Cj h �  ̂hjL1(
l)o�u ~uh;k (resp. ~̂uh;k) est la solution du probl�eme (4.27) associ�ee �a  h (resp.  ̂h).Par ailleurs, en revenant �a la section 4.3, il est facile de voir que la solution du probl�emede d�epart (4.4) est donn�ee par : u = ~u+ ~ et que : uh;k = ~uh;k + ~ hest la solution du probl�eme discr�etis�e suivant :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
Trouver ui�1h 2 Vh tel que :uih � ui�1hk +Ahui��h +Bhui���h + fh � 0ui�1h �  h(uih � ui�1hk +Ahui��h +Bhui���h )( h � ui�1h ) = 0uNh =  huih(m1h) =  h(m1h); uih(m2h) =  h(m2h) (4.89)

avec fj = � Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglho�u �j =  ((m1 + j)�x) pour 1 � j � m. De plus, remarquons l'hypoth�ese de r�egularit�e sur~ (voir page 95), il n'est pas di�cile de voir que si  2W 2;2;�(R), on a :uh;k �! u fortement dans L2([0; T ];L2(
l))�uh;k �! @u@x fortement dans L2([0; T ];L2(
l))On verra, dans la d�emonstration du lemme 4.34, qu'il est commode de prouver, tout d'abord,deux lemmes qui pr�eciseront la d�ependance de la solution approch�ee uh;k du sch�ema (4.89)par rapport �a  h: En fait, ces deux lemmes sont analogues aux lemmes de monotonie et decontinuit�e L1. (Voir lemme 3.8, lemme 3.9).Avant de les montrer, en suivant la même m�ethode que dans la section 4.4.3, on �ecrit lesch�ema (4.89) sous la forme suivante :ui�10 =  (m1h); ui�1m+1 =  (m2h); 1 � i � Net 8><>: uN = �Mui�1 � _qi; ui�1 � �(Mui�1 � _qi; �� ui�1) = 0 ) 1 � i � N (4.90)



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 139o�u : qij = uij � (1� �)(auij�1 + buij + cuij+1)+ �k(1� ��)( m+1Xl+j=0uil+jglh� uij) + �k Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglh (4.91)o�u la matrice M est d�e�ni comme dans (4.85) et le vecteur _q est d�e�ni comme dans (4.81) et(4.82). 5Maintenant, on peut �enoncer le lemme suivant :Lemme 4.34 Soient  h et  ̂h appartient �a Vh et v�eri�ent  h �  ̂h, et de plus, si l'hypoth�esede stabilit�e (4.87) est v�eri��ee. Alors, les solutions uh;k et ûh;k du sch�ema (4.90) associ�eesv�eri�ent : uh;k � ûh;kD�emonstration : Nous utilisons une m�ethode analogue �a celle de la proposition 4.33. Celase fait en deux �etapes.1). Nous montrons le fait que :si uih � ûih (a)=) qi � q̂i (b)=) _qi � _̂qiEn e�et, pour montrer (a), nous partons de la d�e�nition de q (Voir (4.91)), on d�eduit :qij = �(1� �)(auij�1 + cuij+1) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0uil+jglh)+ (1� (1� �)b� �k(1 � ��))uij + �k Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglhremarquons que b = �2kh2 + rk (Voir (4.78)), et que sous l'hypoth�ese de stabilit�e (4.87) :1� (1� �)b� �k(1� ��) > 0De plus, comme a < 0, c < 0, � 2 [0; 1], �� 2 [0; 1], � > 0 et gl � 0 pour l = m1; � � � ;m2,on peut d�eduire6, en utilisant uih � ûih,  h �  ̂h,qij � �(1� �)(aûij�1 + cûij+1) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0 ûil+jglh)5En e�et, on �ecrit  (m1h) au lieu de �um1 ,  (m2h) au lieu de �um2 dans (4.81) et (4.82) �a cause des conditionsaux bords.6Si l'on part directement du probl�eme homog�ene (4.19) et son probl�eme discr�etis�e (4.27), dans la membredroite de qij (voir (4.84)), on aura un terme plus kFj avec :Fj = (Ah ~ h)j+m1 + (Bh ~ h)j+m1 + �k Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglh



140 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence+ (1� (1� �)b� �k(1 � ��))ûij + �k Xl+j>m+1l+j<0 �̂l+jglh= q̂ijDe plus, pour montrer (b), en revenant �a la d�e�nition de _v (Voir (4.81) et (4.82)), dansce cas, on a :_q1 = q1 � �a (m1h) + y1 _̂q1 = q̂1 � �a ̂(m1h) + ŷ1_qm = qm � �c (m2h) + ym _̂qm = q̂m � �c ̂(m2h) + ŷm_qj = qj + yj 2 � j � m� 1 _̂qj = q̂j + ŷj 2 � j � m� 1avec : yj = ���khg�j (m1h) + ���khgm�j+1 (m2h)ŷj = ���khg�j ̂(m1h) + ���khgm�j+1 ̂(m2h)comme  h �  ̂h, et a < 0, c < 0, gl > 0, si qi � q̂i, on peut a�rmer que :_q1 � _̂q1_qm � _̂qm_qj � _̂qj pour 2 � j � m� 1D'o�u : _qi � _̂qi2). Nous utilisons une m�ethode de r�ecurrence sur i pour montrer le r�esultat �enonc�e dansle lemme. Pour i = N , comme uNh = �h, ûNh = �̂h, or  h �  ̂h et �j =  ((m1 + j)�x),d'o�u �h � �̂h. On a uN � ûNh .Maintenant, supposons l'in�egalit�e uih � ûih acquise. Cela entrâ�ne, par la premi�ere partie,que : _qi � _̂qiD'o�u : Mûi�1 � _̂qi � _qiOr ûi�1 � �̂ � �, de plus, remarquant les faits que : la matrice M est coercive et a descoe�cients non diagonaux n�egatifs ou nul, on a alors, par la proposition 4.29,ui�1h � ûi�1hquand  �  ̂, si l'on note ~ h (resp. ~̂ h) la fonction approch�ee de ~ (resp. ~̂ ), �a partir de la d�e�nition de ~ (voir la section 4.3), on n'a pas forcement la relation suivante :(Ah ~ h)j+m1 + (Bh ~ h)j+m1 � (Ah ~̂ h)j+m1 + (Bh ~̂ h)j+m1ce qui veut dire qu'on n'a pas forcement qij � q̂ij comme ici. C'est la raison pour laquelle on revient, d'abord,au probl�eme original.



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 141On obtient �nalement : uh;k � ûh;k
Lemme 4.35 Si  h 2 Vh,  ̂h 2 Vh et  h� ̂h 2 L1(
l), et si de plus la condition de stabilit�e(4.87) est v�eri��ee. Alors : uh;k � ûh;k 2 L1([0; T ] � 
l)et juh;k � ûh;kjL1([0;T ]�
l) � j h �  ̂hjL1(
l)D�emonstration : On voit que pour avoir le r�esultat �enonc�e, il su�t de montrer que :� j h �  ̂hjL1(
l) � uh;k � ûh;k � j h �  ̂hjL1(
l) (4.92)Posons : K = j h�  ̂hjL1(
l) et notons vh;k la solution du probl�eme discr�etis�e (4.90) associ�e ̂h +K. On commence par montrer l'in�egalit�e :uh;k � ûh;k +KCela se fait en deux �etapes.� montrer : uh;k � vh;k� montrer : vh;k � ûh;k +K1). Remarquant que uh;k (resp. vh;k) est la solution du probl�eme discr�etis�e (4.90) associ�ee h (resp.  ̂h +K), et le fait que  h �  ̂h � K, d'o�u  h �  ̂h +K, il r�esulte du lemme4.34 que : uh;k � vh;k2) On introduit d'abord quelques notations. Les vecteurs �, �̂ sont d�e�nies par :�j =  ̂((m1 + j)�x) +K�̂j =  ̂((m1 + j)�x)Le vecteur Q (resp. q̂) est d�e�ni par (4.91) pour vih (resp. ûih) au lieu de uih, et �j (resp.�̂j) au lieu de �j. Et de plus,8><>: _Q1 = Q1 � �a( ̂h(m1h) +K) + y1_Qm = Qm � �c( ̂h(m2h) +K) + ym_Qj = Qj + yj pour 2 � j � m� 1 (4.93)



142 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergence8><>: _̂q1 = q̂1 � �a ̂h(m1h) + ŷ1_̂qm = q̂m � �c ̂h(m2h) + ŷm_̂qj = q̂j + ŷj pour 2 � j � m� 1 (4.94)avec (voir (4.82))yj = ���khg�j( ̂(m1h) +K) + ���khgm�j+1( ̂(m2h) +K) 1 � j � mŷj = ���khg�j ̂(m1h) + ���khgm�j+1 ̂(m2h) 1 � j � mD'o�u : yj = ŷj + ���khK(g�j + gm�j+1) 1 � j � m (4.95)Par un calcul, on voit que vh;k v�eri�e :8>>><>>>: vN = �Mvi�1 � _Qi 1 � i � Nvi�1 � � 1 � i � N(Mvi�1 � _Qi;�� vi�1) = 0 1 � i � Net ûh;k v�eri�e : 8>>>><>>>>: ûN = �̂Mûi�1 � _̂qi 1 � i � Nûi�1 � �̂ 1 � i � N(Mûi�1 � _̂qi; �̂� ûi�1) = 0 1 � i � NMaintenant, il faut montrer que : vh;k � ûh;k +K (4.96)Pour cela, on utilisera une m�ethode analogue �a celle utilis�ee dans le lemme 4.34. Onproc�ede en deux �etapes.a). Pour i �x�e, si vih � ûik +K, alors _Qi � _̂qi +MK.b). Une m�ethode r�ecurrence sur i pour obtenir (4.96).Pour obtenir a), partons de la d�e�nition de Q (Voir (4.91)), on peut �ecrire :Qij = vij � (1� �)(avij�1 + bvij + cvij+1)+ �k(1 � ��)( m+1Xl+j=0 vil+jglh� vij) + �k Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglhD'o�u : Qij = �(1� �)(avij�1 + cvij+1) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0 vil+jglh)+ (1� (1� �)b� �k(1� ��))vij + �k Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglh



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 143en tenant compte du fait que b = �2kh2 + rk et l'hypoth�ese de stabilit�e, on sait que :1� (1� �)b� �k(1� ��) > 0De plus, comme a < 0, c < 0, � 2 [0; 1], �� 2 [0; 1], � > 0 et gl � 0, on peut d�eduire, enutilisant vih � ûih +K, et �j = �̂j +K,Qij � �(1� �)(a(ûij�1 +K) + c(ûij+1 +K)) + �k(1� ��)( m+1Xl+j=0(ûil+j +K)glh)+ (1� (1� �)b� �k(1 � ��))(ûij +K) + �k Xl+j>m+1l+j<0 �l+jglh= ûij � (1� �)(aûij�1 + bûij + cûij+1) + �k(1 � ��)( m+1Xl+j=0 ûil+jglh� ûij)+ �k Xl+j>m+1l+j<0 �̂l+jglh+ �kK Xl+j>m+1l+j<0 glh+ K � (1� �)K(a+ b+ c) + �k(1� ��)K( m+1Xl+j=0 glh� 1)En tenant compte du fait que g est une fonction positive de classe C1 telle que R g(z)dz =1, il est facile de voir que �k(Pm+1l+j=0 glh+Pl+j>m+1l+j<0 glh� 1)� rk < 0. D'autre part, enremarquant la d�e�nition de q̂ et a+ b+ c = rk, r est positive, on peut d�eduire que :Qij � q̂ij +K + �K(a+ b+ c)� �k��K( m+1Xl+j=0 glh� 1)� K(a+ b+ c) + �kK( m+1Xl+j=0 glh+ Xl+j>m+1l+j<0 glh� 1)� q̂ij + (�a+ (1 + �b) + �c)K � �k��K( m+1Xl+j=0 glh� 1)Par ailleurs, �a partir de la d�e�nition de la matrice M (Voir (4.85)), on voit que :(MK)1 = ((1 + �b) + �c)K � �k��K(m�1Xl=0 glh� 1)(MK)m = (�a+ (1 + �b))K � �k��K( 0Xl=1�m glh� 1)(MK)j = (�a+ (1 + �b) + �c)K � �k��K( mXl+j=1 glh� 1) pour 2 � j � m� 1



144 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceD'o�u, si l'on note : xj = �kh��K(g�j + gm�j+1)Qi1 � q̂i1 + (MK)1 + �aK � x1Qim � q̂im + (MK)m + �cK � xmQij � q̂ij + (MK)j � xj pour 2 � j � m� 1D'autre part, en revenant �a (4.93), (4.94) et (4.95), on a :_Qi1 = Qi1 � �a( ̂h(m1h) +K) + y1� q̂i1 + (MK)1 + �aK � �aK � �a ̂h(m1h) + ŷ1= q̂i1 � �a ̂h(m1h) + (MK)1 + ŷ1= _̂qi1 + (MK)1De même, _Qim � _̂qim + (MK)met _Qij = Qij + yj= Qij + ŷj + xj� q̂ij + (MK)j + ŷj= _̂qij + (MK)j pour m� 1 � j � 2On obtient �nalement : _Qi � _̂qi +MKD'o�u a).Pour montrer b), on raisonne par r�ecurrence sur i pour montrer (4.96). Pour i = N ,comme vNh = �h =  ̂h + K, ûNh =  ̂h, on a vNh = uNh + K. Supposons que l'on avih � ûih +K, en utilisant a), on a : _Qi � _̂qi +MKOr : Mûi�1 � _̂qiD'o�u : M(ûi�1 +K) � _̂qi +MK � _QiPar ailleurs, ûi�1 �  ̂h, d'o�u : ûi�1 +K �  ̂h +K = �h



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 145Ce qui entrâ�ne, par la proposition 4.29, que :vi�1h � ûi�1h +KD'o�u : vh;k � ûh;k +KOn obtient �nalement : uh;k � vh;k � ûh;k +Kce qui donne : uh;k � ûh;k � KDe même, on peut montrer que ûh;k � uh;k � K, ce qui donne �K � uh;k � ûh;k � K.D'o�u : uh;k � ûh;k 2 L1([0; T ] �
l)et juh;k � ûh;kjL1([0;T ]�
l) � K = j h �  ̂hjL1(
l)
Si l'on note, de plus, ~̂uh;k est la solution du probl�eme (4.27) associ�e �a  ̂h, on a, alors :uh;k = ~uh;k + ~ hûh;k = ~̂uh;k + ~̂ ho�u uh;k (resp. ûh;k) est la solution de (4.89) associ�ee �a  h (resp.  ̂h) et ~uh;k est la solution de(4.27) associ�e �a  h. Et ~ h (resp. ~̂ h) est la fonction approch�ee de ~ (resp. ~̂ ).Corollaire 4.36 Si les conditions du lemme 4.35 sont v�eri��ees, alors, on a :j~uh;k � ~̂uh;kjL1([0;T ]�
l) � j ~ h � ~̂ hjL1(
l) + j h �  ̂hjL1(
l)En e�et,j~uh;k � ~̂uh;kjL1([0;T ]�
l) = juh;k � ~ h � ûh;k + ~̂ hjL1([0;T ]�
l)� juh;k � ûh;kjL1([0;T ]�
l) + j ~ h � ~̂ hjL1([0;T ]�
l)� j h �  ̂hjL1(
l) + j ~ h � ~̂ hjL1(
l)par le lemme 4.35.Maintenant, on peut �enoncer le th�eor�eme principal de cette partie.



146 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et ConvergenceTh�eor�eme 4.37 Soit  2 W 1;2;�(R). On suppose que ~uh;k(t; x) = PNi=1 ~uih(x)1](i�1)k;ik](t)est la solution du probl�eme discr�etis�e (4.27) et ~u est la solution du probl�eme (4.19). Si � 2[0; 1], �� 2 [0; 1], h; k tendent vers z�ero, et de plus, si kh2 � � o�u � est une constante assezpetit tel que les conditions de stabilit�e (4.87), (4.39) et (4.40) sont v�eri�es. On a alors :~uh;k �! ~u fortement dans L2([0; T ];L2(
l))�~uh;k �! @~u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l))D�emonstration :� Puisque  2 W 1;2;�(R), d'o�u  j
l7 2 W 1;2(
l) � C(
l), par la convolution, on saitqu'il existe une suite  m d'�el�ement de W 2;2(
l) qui converge uniform�ement vers  . Parailleurs, si l'on suppose ~um est la solution du probl�eme (4.19) associ�ee �a  m, d'apr�es lelemme 4.7, on a :j~u� ~umjL1([0;T ]�
l) � j �  mjL1(
l) + j ~ � ~ mjL1(
l) (4.97)� Supposons que  h (resp.  h;m) est la fonction approch�ee de  (resp.  m), ~uh;k;m est lasolution discr�etis�e associ�e �a  h;m. Par le corollaire 4.36, on a alors :j~uh;k � ~uh;k;mjL1([0;T ]�
l) � j h �  h;mjL1(
l) + j ~ h � ~ h;mjL1(
l) (4.98)� On a par ailleurs, d'apr�es (4.98),j~uh;k � ~ujL2([0;T ]�
l) � j~uh;k � ~uh;k;mjL2([0;T ]�
l)+ j~uh;k;m � ~umjL2([0;T ]�
l) + j~um � ~ujL2([0;T ]�
l)� C(j h �  h;mjL1(
l) + j ~ h � ~ h;mjL1(
l))+ j~uh;k;m � ~umjL2([0;T ]�
l) + j~um � ~ujL2([0;T ]�
l) (4.99)Or, puisque  m 2W 2;2(
l), d'apr�es le th�eor�eme 4.26, on sait que :~uh;k;m ! ~um fortement dans L2([0; T ];L2(
l)) quand h; k ! 0D'autre part, comme :j h �  h;mjL1(
l) � j h �  jL1(
l) + j �  mjL1(
l) + j m �  h;mjL1(
l)et j ~ h � ~ h;mjL1(
l) � j ~ h � ~ jL1(
l) + j ~ � ~ mjL1(
l) + j ~ m � ~ h;mjL1(
l)7 j
l d�esigne la restriction de  �a 
l



4.4. Convergence de la solution du probl�eme discr�etis�e 147en utilisant les faits que  h (resp. ~ h) converge vers  (resp. ~ ) et  h;m (resp. ~ h;m)converge vers  m (resp. ~ m) quand h tend vers 0, on en d�eduit, pour chaque m,lim suph;k!0 j~uh;k � ~ujL2([0;T ]�
l)� C(j �  mjL1(
l) + j ~ � ~ mjL1(
l)) + j~um � ~ujL2([0;T ]�
l)� C 0(j �  mjL1(
l) + j ~ � ~ mjL1(
l)) (4.100)d'apr�es (4.97), et C 0 est une autre constante.Comme (4.100) est vrai pour tout m, en faisant tendre m vers l'in�ni, on obtient�nalement le r�esultat �enonc�e.� En remarquant la remarque 4.21, on en d�eduit :�~uh;k �! @~u@x faiblement dans L2([0; T ];L2(
l)):
Pratiquement, pour calculer le prix d'un put am�ericain dans ce mod�ele, nous prenons ph =PM2
h  (M)�Mh comme la fonction approch�ee de  . Ceci est bas�e sur les raisonnementssuivants : Premi�erement, dans ce cas,  est une fonction uniform�ement continue sur 
l, donc,on a :  ph !  uniform�ement sur 
l h !  uniform�ement sur 
lSupposons que uph;k la solution discr�etis�ee associ�ee �a  ph, d'apr�es le lemme 4.35, on a :juh;k � uph;kjL1([0;T ]�
l) � j h �  phjL1(
l)Or : j h �  phjL1(
l) � j h �  jL1(
l) + j ph �  jL1(
l)�! 0D'o�u : juh;k � uph;kjL2([0;T ]�
l) � juh;k � uph;kjL1([0;T ]�
l)�! 0D'autre part, en utilisant le th�eor�eme 4.37, on a :juph;k � ujL2([0;T ]�
l) � juh;k � uph;kjL2([0;T ]�
l) + juh;k � ujL2([0;T ]�
l)�! 0



148 Chapitre 4. Localisation, Discr�etisation et Convergencece qui entrâ�ne que : uph;k �! 0 fortement dans L2([0; T ]� 
l):



Chapitre 5Formules d'approximationsquasi-explicites5.1 Approximation de Mac-MillanDans les chapitres pr�ec�edents, nous avons pr�esent�e la m�ethode des in�equations variationnellespour calculer le prix d'une option am�ericaine dans ce mod�ele. Le but de ce chapitre est dedonner une autre m�ethode analytique qui nous permet de donner une valeur approch�ee duprix du put am�ericain faisant intervenir le prix du put europ�een. C'est une g�en�eralisationde l'algorithme de MacMillan (cf. [30] [27]). Cette m�ethode nous donne des valeurs assezpr�ecises, et en plus, est facile �a programmer.Nous rappelons que le prix d'un put am�ericain, apr�es un changement de la variable, estdonn�e par : u�(t; x) = sup�2Tt;T E([e�r(��t) (Xt;x� ))]avec  (x) = (K � ex)+ et :Xt;xs = x+ (�� �22 )(s� t) + �(Bs �Bt) + NsXj=Nt+1ZjD'apr�es le chapitre 3, u�(t; x) est �egal �a la solution u(t; x) de l'in�equation aux d�eriv�ees par-tielles suivante :8>>>>>><>>>>>>: @u@t +Au+Bu � 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[u(t; x) �  (x) p:p dans [0; T ]�]0;+1[(@u@t +Au+Bu)( � u) = 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[u(T; x) =  (x)o�u les op�erateurs A et B sont d�e�nis par :Au = �22 @2u@x2 + (�� �22 ) @u@x � ru149



150 Chapitre 5. Formules d'approximations quasi-explicitesBu = � Z (u(t; x+ z)� u(t; x))�(dz)Pour avoir un lien entre le prix d'un put am�ericain avant la changement de la variable etla solution d'une in�equation variationnelle, nous posons : y = ex. Si l'on note le prix spot �al'instant 0 par y et la fonction v(t; y) = u(t; ln y) = u(t; x), apr�es un calcul, on peut d�eduireque le prix d'un put am�ericain :v�(t; y) = sup�2Tt;T E[e�r(��t)(K � ye(���22 )(��t)+�(B��Bt) N�Yj=Nt+1(1 + Uj))+]est �egal �a la fonction v(t; y) o�u v(t; y) v�eri�e l'in�equation aux d�eriv�ees partielles suivante :8>>>>>><>>>>>>: @v@t + �Av + �Bv � 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[v(t; y) � h(y) p:p dans [0; T ]�]0;+1[(@v@t + �Av + �Bv)(h � v) = 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[v(T; y) = h(y) (5.1)avec : �Av = �2y22 @2v@y2 + �y@v@y � rv�Bv = � Z (v(t; y(1 + z))� v(t; y))�(dz)h(y) = (K � y)+A partir de la d�e�nition du prix d'un put, on sait que limy!1 v�(t; y) = 0, cela nous permetd'�ecrire : limy!1 v(t; y) = 0 (5.2)D'autre part, il n'est pas di�cile de v�eri�er que le prix d'un put europ�een ve dans ce mod�eleest solution de l'�equation suivante :8<: @ve@t + �Ave + �Bve = 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[ve(T; y) = h(y) (5.3)Posons : w = v � ve. De (5.1), (5.3), on d�eduit que w v�eri�e :8>>>>>><>>>>>>: @w@t + �Aw + �Bw � 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[w(t; y) � h(y)� ve(t; y) p:p dans [0; T ]�]0;+1[(@w@t + �Aw + �Bw)(w � h+ ve(t; y)) = 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[w(T; y) = 0 (5.4)Notre but est de chercher une solution approch�ee de (5.1). Pour cela, il su�t d'approximerla solution w = v� ve de (5.4). On discr�etise l'in�equation (5.4) uniquement en temps. Puis sil'on prend un seul pas en temps, et en suivant une m�ethode totalement implicite et notons :~h(y) = h(y)� ve(0; y)



5.1. Approximation de Mac-Millan 151w1 = w(T; y) = 0; w0 = w(0; y)le sch�ema d'approximation du probl�eme (5.4) peut être �ecrit sous la forme suivante :8>>>>>><>>>>>>: w1 � w0T + �Aw0 + �Bw0 � 0w0 � ~h(y)(w0 � ~h)(w1 � w0T + �Aw0 + �Bw0) = 0w1 = 0Si l'on note w0 = ~w(y), le sch�ema pr�ec�edente devient :8><>: � ~w + T ( �A ~w + �B ~w) � 0~w(y) � ~h(y)( ~w � ~h)(� ~w + T ( �A ~w + �B ~w)) = 0 (5.5)Maintenant on introduit le syst�eme suivant :8>>>>>><>>>>>>: � ~w + T ( �A ~w + �B ~w) = 0 pour y > y�~w(y) = ~h(y) pour y � y�~w(y) est continue en y�d ~w(y)dy est continue en y�limy!1 ~w(y) = 0 (5.6)On cherche une solution ~w de (5.6) sous la forme :~w(y) = ( �y� y > y�~h(y) y � y�o�u �, �, y� sont des constantes �a pr�eciser.Avant d'�enoncer la proposition suivante, on introduit deux notations en posant : v0 = @v@yet v00 = @2v@y2 .Proposition 5.1 La solution de (5.6) sous la forme pr�ec�edente est donn�ee par les formulessuivantes : ~w(y) = ( �y� y > y�K � y � ve(0; y) y � y� (5.7)o�u : � = K � y� � ve(0; y�)y�� � 0;� est l'unique solution n�egative de l'�equation :�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �+ 1T ) + �E(1 + U1)� = 0 (5.8)et y� est la solution unique de l'�equation :f(y) = y dans [0;K] (5.9)o�u : f(y) = j�j K � ve(0; y)v0e(0; y) + 1 + j�j (5.10)



152 Chapitre 5. Formules d'approximations quasi-explicitesAvant de montrer cette proposition, on �etudie quelque propri�et�es du prix d'un put eu-rop�een ve(t; y). D'apr�es le chapitre 7 3.3 du livre [27], on sait que le prix d'un put europ�eenve est donn�e par :ve(t; y) = E[e�r(T�t)h(ye(���22 )(T�t)+�BT�t NT�tYj=1 (1 + Uj))]avec h(y) = (K � y)+. D'o�u :a). ve(0; 0) = e�rTK < Kb). limy!1 ve(0; y) = 0c). ve(t; y) � 0d). et y 7! ve(t; y) est une fonction convexe �a cause du fait que y 7! h(y) = (K � y)+ estconvexe, donc, v00e (t; y) est positive.e). c), d), a) entrâ�nent que ve(0; y) est strictement plus petit que K.f). 1 + v0e(0; y) � 0La derni�ere propri�et�e f) r�esulte du fait suivant :En e�et, si l'on note : VT = e(���22 )T+�BT QNTj=1(1 + Uj), alors ST = yVT , etve(0; y) = E(e�rT (K � ST )+)= E(e�rT (K � yVT )+)v0e(0; y) = �E(e�rTVT )1fy<K=VT g� �E(e�rTVT )= �e�rTE(VT )Puisque le prix actualis�e (e�rtSt)t�0 est une martingale, d'o�u :E(VT ) = erTE(erTVT )= erTE(V0)= erTD'o�u f).D�emonstration : (D�emonstration de la proposition 5.1)� On va, d'abord, montrer que l'�equation (5.8) a une et une seule racine n�egative. Ene�et, posons : �(�) = �22 �2 + (�� �22 )� � (r + �+ 1T ) + �E(1 + U1)�



5.1. Approximation de Mac-Millan 153puisque U1 est une variable al�eatoire �a valeurs dans ]� 1;1[,�0(�) = �2� + (�� �22 ) + �E(1 + U1)� ln(1 + U1)�00(�) = �2 + �E(1 + U1)� ln2(1 + U1) � �2 > 0D'o�u, la fonction � 7! �(�) est une fonction convexe. Par ailleurs, comme 1 + U1 > 0,alors, pour tout � appartenant �a l'intervalle ] �1;1[, on a E(1 + U1)� � 0. D'o�u :lim�!�1 �(�) = +1. D'autre part, on sait que �(0) = �(r + 1T ) < 0, on peut alors�enoncer que (5.8) a une et une seule racine n�egative.Maintenant, on commence �a v�eri�er notre formule.� D�etermination de �Pour pr�eciser la valeur de �, on remplace ~w(y) par �y� dans la premi�ere �equation de(5.6), on obtient :�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �+ 1T ) + �E(1 + U1)� = 0D'apr�es la premi�ere �etape de cette d�emonstration, on sait que cette �equation a une etune seule racine n�egative, on la note �.� D�etermination de � et y�Puisque ~w(y) est continue en y�, d ~w(y)dy est continue en y�, on a :�y�� = (K � y�)� ve(0; y�)��y�(��1) = �1� v0e(0; y�)D'o�u : � = K � y� � ve(0; y�)y��y�j�j = K � y� � ve(0; y�)1 + v0e(0; y�)Par calcul, on voit que y� est la solution de f(y) = y o�u f(y) = j�j K�ve(0;y)v0e(0;y)+1+j�j .D'autre part, en tenant compte des faits que 1 + v0e(0; y) � 0, ve(t; y) � 0, et ve(0; y) <K, on sait que : 0 � j�j K � ve(0; y�)1 + v0e(0; y�) + j�j � K � ve(0; y�) � KD'o�u : y� � K � ve(0; y�)0 � y� � K



154 Chapitre 5. Formules d'approximations quasi-explicitesOn a alors : � = K � y� � ve(0; y�)y�� � 0Il reste �a montrer que y = f(y) a une seule solution dans [0;K]. On va, d'abord, montrerque f(y)� y est une fonction d�ecroissante. Comme :f(y) = j�j K � ve(0; y)v0e(0; y) + 1 + j�jf 0(y) = �j�j � v0e(0; y)v0e(0; y) + 1 + j�j + (K � ve(0; y))v00e (0; y)(v0e(0; y) + 1 + j�j)2 �En utilisant les faits que K � ve(0; y) > 0, et v00e (0; y) > 0, d'o�u :f 0(y)� 1 < 0Cela entrâ�ne que f(y) � y est une fonction strictement d�ecroissante. D'autre part,puisque ve(0; 0) = e�rTK et v0e(0; 0) + 1 > 0, alors,f(0) = j�j K � ve(0; 0)v0e(0; 0) + 1 + j�j = j�j K � e�rTKv0e(0; 0) + 1 + j�j > 0Par ailleurs, �a cause des faits v0e(0;K) + 1 � 0, et ve(0;K) > 0, on a �evidemment que :�j�jve(0;K) < K(v0e(0;K) + 1)Donc : j�jK � j�jve(0;K) < j�jK +K(v0e(0;K) + 1)D'o�u : f(K) = j�j K � ve(0;K)v0e(0;K) + 1 + j�j < KIl en r�esulte que y = f(y) a une solution unique dans [0;K], or y� s'il existe est unesolution de cet �equation dans [0;K]. Donc, y� est la seule solution de y = f(y) dans[0;K].
La proposition suivante nous permettra de calculer le prix d'un put am�ericain v(t; y).Proposition 5.2 La fonction ~w(y) d�e�nie par (5.7) est une solution de (5.5).D�emonstration : Comme (5.7) est une solution de (5.6), pour montrer la proposition 5.2,il su�t de v�eri�er les deux points suivants.



5.1. Approximation de Mac-Millan 1551). ~w(y) = K � y � ve(0; y) = ~h(y) (quand y < y�) satisfait la premi�ere in�equation dans(5.5).2). ~w(y) = �y� (quand y � y�) satisfait la deuxi�eme in�equation dans (5.5).Pour montrer 1), on note :'(y) = �~h(y) + T ( �A~h+ �B~h) pour y < y�Remarquons ~h(y) = h(y) � ve(0; y), d'o�u ~h(y) = K � y � ve(0; y) pour y � y� < K. On adonc :'(y) = �(K � y) + ve(0; y) + T ( �A(K � y) + �B(K � y))� T ( �Ave(0; y) + �Bve(0; y))A partir des d�e�nitions des op�erateurs �A et �B, et utilisons la relation �� r + �EU1 = 0, ond�eduit :�A(K � y) + �B(K � y) = ��y � r(K � y) + � Z (K � y(1 + z)� (K � y))�(dz)= �rK � (�� r)y � �yEU1= �rKPar ailleurs, puisque v00e (0; y) � 0, 1 + v0e(0; y) � 0, et r; y sont positifs, et en remarquant, denouveau, �� r + �EU1 = 0, on a :�Ave = �2y22 @2ve@y2 + �y@ve@x � rve= �2y22 v00e + ryv0e � �yv0eEU1 � rve� �ry � rve � �yv0eEU1On peut donc �ecrire :'(y) � �(K � y) + ve(0; y) � rTK + rTy + rTve + �Tyv0eEU1 � T �Bve= (1 + rT )(ve � (K � y))� �T Z (ve(0; y(1 + z))� ve(0; y) � yz @ve@y (0; y))�(dz)Comme la fonction y 7! ve(0; y) est convexe, alors :ve(0; y(1 + z))� ve(0; y) � yz @ve@y (0; y)D'o�u : '(y) � (1 + rT )(ve � (K � y))Posons �'(y) = (1 + rT )(ve � (K � y)), maintenant, il reste �a montrer �'(y) � 0 pour y � y�.Puisque (K � y�)� ve(0; y�) = �y��,�'(y�) = ��(1 + rT )y��� 0 car � > 0; y� � 0



156 Chapitre 5. Formules d'approximations quasi-explicitesOr : �'0(y) = (1 + rT )(v0e + 1) � 0Il en r�esulte que �'(y) est une fonction croissante de y. D'o�u pour y � y�, on a �'(y) � �'(y�) �0. Maintenant, il reste �a v�eri�er 2). Montrons d'abord l'in�egalit�e pour y� � y � K, on a :~h(y) = K � y � ve(0; y). Posons :'̂(y) = ~w(y)� ~h(y) = �y� �K + y + ve(0; y)On voit qu'il su�t de montrer '̂(y) � 0. Puisque :'̂0(y) = ��y��1 + 1 + v0e(0; y)'̂00(y) = ��(� � 1)y��2 + v00e (0; y)et � < 0, v00e (0; y) � 0, d'o�u : '̂00(y) > 0 dans [y�;K]Ce qui implique '̂0(y) est une fonction croissante dans [y�;K]. Et, de plus, comme la fonctiond ~w(y)dy est continue en y�, on a :'̂0(y�) = ��y�(��1) + 1 + v0e(0; y�) = 0d'o�u '̂0(y) � 0 pour [y�;K]. On en d�eduit, donc, '̂(y) est une fonction croissante dans [y�;K].Or : '̂(y�) = �y�� �K + y� + ve(0; y�) = 0�a cause du fait que la fonction ~w(y) est continue en y�. D'o�u '̂(y) � 0 sur [y�;K], i.e :~w(y) � ~h(y) sur [y�;K].Par ailleurs, pour y� < K � y, on a ~h(y) = (K � y)+ � ve(0; y) = �ve(0; y) � 0. Or~w(y) = �y� > 0 �a cause du fait que � est strictement positif et y � K > y� > 0. D'o�u~w(y) = �y� > ~h(y) pour y � K. On a donc ~w(y) = �y� � ~h(y) pour y � y�.Une approximation du prix d'un put am�ericain est donn�ee par :v(0; y) = ( ve(0; y) + �y� si y > y�K � y si y � y��Evidement, on a : v(0; y) � ve(0; y):Dans un cas sp�ecial o�u la variable al�eatoire Z1 = ln(1 + U1) suit une loi que la loiexponentielle de param�etre �0 > 1, on peut calculer la valeur de � et le prix d'un put



5.2. Une forme approch�ee du prix du put am�ericain 157europ�een ve(t; y) explicitement, cela peut faciliter le calcul du prix d'un put am�ericain. Ene�et : comme Z1 = ln(1 + U1),E(1 + U1)� = Ee�Z1 = �0 Zy>0 e�ye��0ydy = �0�0 � � si � < �0alors, l'�equation (5.8) peut s'�ecrire sous la forme suivante :�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �+ 1T ) + ��0�0 � � = 0i.e : �22 �3 + (�� (1 + �0)�22 )�2 � (r + �+ 1T + �0(�� �22 ))� + (r + 1T )�0 = 0C'est une �equation d'ordre trois. Elle a une racine n�egative. Il existe une formule explicitepour r�esoudre cet �equation. (voir le cas d'un put perp�etuel).5.2 Une forme approch�ee du prix du put am�ericainLe but de cette section est de montrer que, dans ce mod�ele avec des sauts, le prix d'un putam�ericain peut être �ecrit comme le prix d'un put europ�een plus un terme d'int�egrale quicontient le prix critique. (Dans le cas sans sauts, voir le papier de Myneni [34]).On utilise les même notations qu'avant. Le prix d'un put am�ericain v(t; y) peut être �ecritsous la forme suivante :v(t; y) = sup�2Ft;T E(e�r(��t)(K � ye(���22 )(��t)+�(B��Bt) N�Yj=Nt+1(1 + Uj))+)et le prix d'un put europ�een est :ve(t; y) = E(e�r(T�t)(K � ye(���22 )(T�t)+�(BT�Bt) NTYj=Nt+1(1 + Uj))+)On rappelle que v(t; y) est la solution de l'in�equation aux d�eriv�ees partielles suivant :8>>>>>><>>>>>>: @v@t + �Av + �Bv � 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[v(t; y) � h(y) p:p dans [0; T ]�]0;+1[(@v@t + �Av + �Bv)(h � v) = 0 p:p dans [0; T ]�]0;+1[v(T; y) = h(y)avec : �Av = �2y22 @2v@y2 + �y@v@y � rv�Bv = � Z (v(t; y(1 + z))� v(t; y))�(dz)h(y) = (K � y)+



158 Chapitre 5. Formules d'approximations quasi-explicitesMaintenant, on d�e�nit le prix critique s�(t) de la fa�con suivante :s�(t) = supfy j v(t; y) = (K � y)+gFinanci�erement, il signi�e qu'on doit exercer l'option d�es que le prix du cours devient pluspetit que s�(t). C'est la raison pour laquelle l'on lui donne le nom de \prix critique".Proposition 5.3 On a :v(t; y) = ve(t; y) + rK Z T�t0 e�r�P((�� �22 )� + �B� + N�Xj=1 ln(1 + Uj) � log s�(� + t)y )d�D�emonstration : D'apr�es le th�eor�eme 3.31, on sait que, dans le cas du put am�ericain, lafonction v(t; y) admet des d�eriv�ees partielles @v@t , @v@y , @2v@y2 localement born�ees sur [0; T [�R.Comme v n'appartient pas �a C2, donc, on ne peut pas utiliser la formule d'Ito directement�a e�rtv(t; St). Cependant, on peut se d�ebrouiller �a l'aide de la m�ethode d'approximation (cf.la d�emonstration du th�eor�eme 3.20). Nous d�e�nissons vm de la même fa�con que celui dans leth�eor�eme 3.20 (i.e, en utilisant le technique de la convolution), alors vm 2 C1. En appliquantla formule d'Ito �a e�rtvm(t; St), on a :e�rtvm(t; St)� vm(0; S0) = Z t0 e�r�(@vm@� � rvm)d� + Z t0 e�r� @vm@y (�S�d� + �S�dB�)+ 12 Z t0 S2��2e�r� @2vm@y2 d� + NtXj=1[e�r�j (vm(�j ; S�j )� vm(�j; S��j ))]o�u les �j sont les temps de sauts du processus de Poisson.e�rtvm(t; St)� vm(0; S0)= Z t0 e�r�(@vm@� + �Avm + �Bvm)(�; S�)d� + Z t0 e�r�S��@vm@y dB�+ NtXj=1[e�r�j (vm(�j; S�j )� vm(�j; S�j� ))] � � Z t0 d� � e�r� Z �(dz)(vm(�; S�(1 + z))� vm(�; S�))Notant : Mt = Z t0 e�r�S��@vm@y dB�Lt = NtXj=1[e�r�j (vm(�j; S�j )�vm(�j; S�j� ))]�� Z t0 d� �e�r� Z �(dz)(vm(�; S�(1+z))�vm(�; S�))On a : e�rtvm(t; St)� vm(0; S0)= Z t0 e�r�(@vm@� + �Avm + �Bvm)(�; S�)d� +Mt + Lt (5.11)



5.2. Une forme approch�ee du prix du put am�ericain 159En suivant le même raisonnement que dans le th�eor�eme 3.18, on peut montrer que Mt^ �R +Lt^ �R est une martingale o�u �R est d�e�nit de la même fa�con que le lemme 3.15. En faisantt = T dans (5.11) et en prenant l'esp�erance, on obtient :Ee�rT^ �Rvm(T ^ �R; ST^ �R)� vm(0; S0)= E Z T^ �R0 e�r�(@vm@� + �Avm + �Bvm)(�; S�)d� +E(MT^ �R + LT^ �R)= E Z T^ �R0 e�r�(@vm@� + �Avm + �Bvm)(�; S�)d� (5.12)Nous faisons passer �a la limite en appliquant les même technique que celui dans le th�eor�eme3.20. Nous obtenons : Ee�rT v(T; ST )� v(0; S0)= E Z T0 e�r�(@v@� + �Av + �Bv)(�; S�)d�D'autre part, �a partir de la d�e�nition du prix critique, on voit facilement que :(@v@� + �Av + �Bv)(�; S�) = 0 sur fy > s�(t)gD'o�u : E(e�rT v(T; ST ))� v(0; S0) = E Z T0 e�r�(@v@� + �Av + �Bv)1fS��s�(�)gd� (5.13)mais sur fS� � s�(�)g, on a v(t; y) = (K � y)+ = K � y. Par calcul, en tenant compte dufait que r � �� �EU1 = 0, on d�eduit :@v@� + �Av + �Bv = �2y22 � 0 + �y(�1)� r(K � y) + � Z [(K � y(1 + z)) � (K � y)]�(dz)= ��y + ry � rK + � Z (�yz)�(dz)= (r � �� �EU1)y � rK= �rKce qui entrâ�ne que :E(e�rT v(T; ST ))� v(0; S0) = E Z T0 e�r�(�rK)1fS��s�(�)gd�= �rK Z T0 e�r�P(S� � s�(�))d�D'o�u : v(0; S0) = E(e�rT (K � ST )+) + rK Z T0 e�r�P(S� � s�(�))d�Or, si l'on note S0 = y, S� = yQN�j=1(1 + Uj)e(���22 )�+�B� , remarquons :ve(0; y) = E(e�rT (K � ST )+)



160 Chapitre 5. Formules d'approximations quasi-expliciteson obtient :v(0; y) = ve(0; y) + rK Z T0 e�r�P((�� �22 )� + �B� + N�Xj=1 ln(1 + Uj) � log s�(�)y )d�Plus g�en�eralement, pour t quelconque, on a :v(t; y) = ve(t; y) + rK Z T�t0 e�r�P((�� �22 )� + �B� + N�Xj=1 ln(1 + Uj) � log s�(� + t)y )d�
Ce chapitre est une version d�etaill�ee de [43].



Chapitre 6R�esultats Num�eriquesLes programmes r�ealisant les di��erentes algorithmes pr�esent�es dans cette th�ese sont �ecrits enlangage \Pascal" et e�ectu�es sur station de travail SUN.Dans cette partie num�erique, nous supposons que les variables al�eatoires 1 + Uj suiventune loi lognormale.6.1 Volatilit�e impliciteDans cette section, on va pr�esenter quelques courbes de volatilit�e implicite (CdV).Nous rappelons que le prix risque St est contrôl�e par l'E.D.S :dStSt� = �dt+ �dBt + NtXj=1Ujet sous la condition � = r � �EU1, le prix actualis�e ~St = e�rtSt est une martingale. Il estclair que sa variation quadratique est :< ~St; ~St > = Z t0 ~S2u(�2 + �EU21 )du= ��2 Z t0 ~S2uduavec : ��2 = �2 + �EU21 (6.1)Or on sait que dans le mod�ele de Black et Scholes, la variation quadratique de ~St est �egale �a�2 R t0 ~S2udu. Il est clair que la pr�esence des sauts modi�e la volatilit�e observable du processus( ~St)t�0 et la volatilit�e purement Brownienne � n'est plus observable. Si le nombre moyen desauts annuel � = 0, on retrouve le mod�ele de Black et Scholes avec �� = �. Dans la suite, onintroduit un param�etre p qui contrôle les sauts, en posant p = �2��2 , (6.1) devient :161



162 Chapitre 6. R�esultats Num�eriques
p+ ���2EU21 = 1On fait varier les valeurs de p de 0 �a 1. Alors, p = 1 correspond du cas sans sauts (i.ele mod�ele de Black et Scholes), et p = 0 correspond le cas o�u on n'a que des sauts et p < 1correspond au mod�ele avec des sauts.Nous supposons dans un premier temps qu'on a un march�e �nancier suivant le mod�ele deBlack et Scholes. Nous calculons la prime (not�e P) dans ce mod�ele. P doit être une fonctionde x, s, K, r et �. Notons : P = �(x; s;K; r; �) (6.2)o�u x est le prix du sous-jacent, s est la maturit�e r�esiduelle, K le prix d'exercice, r le tauxd'int�erêt, � la volatilit�e.Remarquons que dans le cas europ�een, � a une forme explicite. Or dans le cas am�ericain,elle n'a pas de formule explicite, mais il existe des m�ethodes num�eriques pour calculer P .Maintenant, supposons que le taux d'int�erêt r, le prix d'exerciceK sont connus, et le coursest observ�e sur le march�e, on peut toujours inverser (6.2) pour avoir une valeur approch�eede � (Par exemple par la m�ethode de Newton). C'est la volatilit�e implicite Brownienne. Sil'on consid�ere plusieurs options �ecrites sur le même sous-jacent, mais avec des prix d'exercicedi��erents, en observant les cours sur le march�e et en utilisant la m�ethode pr�ec�edente, on peutavoir une courbe de volatilit�e implicite (CdV) en fonction du prix d'exercice.Si on interpr�ete le march�e par le mod�ele de Black et Scholes, on aura une CdV plate.(Voir la �gure 3, p = 1).Maintenant, si l'on suppose que le \bon" mod�ele correspondant au march�e est le mod�eleavec sauts, on calcule la prime en utilisant la `formule' de valorisation dans notre mod�ele avecla volatilit�e historique �� = 0:3 pour la �gure 1. Admettons que les autre param�etres sont �x�es,on inverse (6.2) avec cette prime pour avoir une volatilit�e implicite. Cette volatilit�e implicitenous permet d'�egaliser la prime de Black et Scholes �a la prime observ�ee sur le march�e.Nous �etudions l'allure des CdV et leurs d�eformations en fonction de la variance de U , de� et de p.Nous prenons les param�etres de la fa�con suivante :- Le taux d'int�erêt sans risque : r = 9%.- Le prix du sous-jacent : x = 45FF .- L'esp�erance de U1 : EU1 = 0.- La maturit�e r�esiduelle s = T � t = 30 jours.Dans un premier temps, on �xe les valeurs de p et la volatilit�e historique ��, et on faitvarier la variance de U1. On a alors les courbes suivantes.



6.1. Volatilit�e implicite 163Cas europ�een :Figure 1

0:2850:290:2950:30:3050:310:3150:32

35 40 45 50 55
Volatilit�eimplicite

Le prix d'exercice

Volatilit�e implicite (cas europ�een)�� = 0:3, p = 0:3 VarU=0.01VarU=0.008VarU=0.005

Cette �gure pr�esente di��erentes CdV pour di��erentes amplitudes des sauts. Lorsquel'amplitude des sauts devient grande, le niveau d'inexion de CdV devient \fort". Ce sontles sauts qui l'emportent. Lorsque l'amplitude des sauts tend vers 0, CdV tend vers celui deBlack et Scholes (de plus en plus proche d'une droite).Figure 2
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Le prix de l'exercice

Volatilit�e implicite (cas europ�een)V ariance de U = 0:04, p = 0:3 �� = 0:1�� = 0:2�� = 0:3�� = 0:4�� = 0:5



164 Chapitre 6. R�esultats Num�eriquesEn faisant varier les valeurs de volatilit�e historique �� de 0:1 �a 0:5, on a trouv�e les mêmesph�enom�enes qu'avant. Lorsque �� d�ecrô�t, c'est la partie des sauts qui l'emportent, on a uneCdV o�u l'inexion est tr�es \forte". Or, pour �� grand, on a une CdV plus proche d'une droite(CdV de Black et Scholes).Figure 3
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Le prix d'exercice

Volatilit�e implicite (cas europ�een)V ariance de U = 0:04, �� = 0:3 p = 1p = 0:7p = 0:5p = 0:3p = 0:1

Cette �gure pr�esente les di��erentes CdV pour les di��erentes valeurs de p. Rappelons quep est un param�etre qui repr�esente le niveau des sauts intervenu. Lorsque p d�ecrô�t, les sautsl'emportent, et le CdV devient plus convexe. Or pour p = 1, c'est �a dire dans le cas o�u il n'ya pas de sauts, on a retrouv�e la CdV de Black et Scholes.On rappelle qu'une option de vente est dans la monnaie (`in-the-money' en Anglais ) sile prix du sous-jacent est inf�erieur au prix d'exercice, ce qui correspond au fait qu'elle seraexerc�ee. Au contraire, une option de vente est hors de la monnaie (`out-of-the money' enAnglais ) si le prix du sous-jacent est sup�erieur au prix d'exercice. De plus, on dira qu'uneoption est �a la monnaie (`at-the-money' en Anglais ) dans le cas o�u il y a �egalit�e entre le prixdu sous-jacent et le prix d'exercice.En utilisant cette notion de CdV, on peut aussi donner une interpr�etation compl�ementairepour comparer les deux mod�eles. Supposons que la volatilit�e observ�e sur le march�e est �� = 0:3.D'apr�es la �gure 3, lorsque l'option est tr�es fortement hors de la monnaie, la volatilit�e implicite� est plus grande que la volatilit�e observ�e ��. Si les �nanciers consid�erent �� comme la volatilit�eBrownienne, c'est �a dire qu'ils ont pris une volatilit�e plus faible, alors la prime de Black etScholes est plus faible que la prime dans le mod�ele avec sauts.Au contraire, quand on est �a la monnaie, la volatilit�e brownienne � est plus faible que lavolatilit�e observ�e ��. Si les �nanciers prennent �� comme la volatilit�e Brownienne, ils ont fait



6.2. R�esolution du probl�eme discr�etis�e 165une sur-estimation, ce qui entrâ�ne que la prime de Black et Scholes est plus grande que laprime du mod�ele avec sauts. Cas put perp�etuel :Figure 4
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Le prix d'exercice

Volatilit�e implicite (put perp�etuel)�� = 0:3 , EU = 0, varU = 0:04 p=0.1p=0.2p=0.3p=0.5p=0.7p=1
Pour le put perp�etuel, supposons la volatilit�e observ�ee sur la march�e est �� = 0:3, on voitque, par le �gure 4, tous les CdV se trouvent au-dessous de �� = 0:3. Ce qui veut dire quesi l'on consid�ere �� comme la volatilit�e Brownienne, on a fait une sur-estimation. La primedonn�ee par le mod�ele de Black et Scholes est alors sup�erieur �a celle donn�ee par le mod�eleavec sauts.6.2 R�esolution du probl�eme discr�etis�eEn pratique, pour calculer le prix d'un put am�ericain, nous suivons le sch�ema correspondant�a � = 1 et �� = 0. Pour r�esoudre (4.89), nous nous ramenons, �a chaque pas de temps, �aun \probl�eme de compl�ementarit�e lin�eaire". Les algorithmes de ce probl�eme ont �et�e �etudi�es.Notre objet est de chercher un algorithme e�cace compte tenu des propri�et�es particuli�eresde notre probl�eme. Maintenant, nous rappelons, d'abord, quelques propri�et�es du probl�emede compl�ementarit�e lin�eaire. Pour en savoir plus, nous renvoyons aux livres de Murty [33] etde Cottle, Pang et Stone [11].6.2.1 Probl�eme de Compl�ementarit�e Lin�eaireBeaucoup de probl�emes en m�ecanique structurels, en physique, en �economie etc peuvent êtreinterpr�et�es comme des probl�emes de compl�ementarit�e. Un probl�eme de compl�ementarit�e sepr�esente sous la forme suivante :
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Trouver Z 2 Rn tel que :8><>: W = f(Z)W � 0; Z � 0W TZ = 0o�u f : Rn 7! Rn et W 2 Rn.Si f est a�ne, de la forme : f(Z) = q +MZ o�u q 2 Rn et M est une matrice de n� n,on parle de probl�eme de compl�ementarit�e lin�eaire (P.C.L). La r�esolution de ce probl�eme estbien �etudi�ee. Les algorithmes num�eriques , comme celui de Lemke [29] et celui de Saigal [38],exitent.Nous verrons que le calcul du prix d'une option am�ericaine peut se ramener �a un cassp�ecial de P.C.L o�u la matrice M est une matrice de Minkowski tri-diagonales. On rappelleque la matrice de Minkowski est une matrice ayant des coe�cients diagonaux positives,des non diagonaux n�egatives ou nuls et des mineurs principaux positives. Le but de cetteparagraphe est de sugg�erer deux algorithmes e�caces, i.e : celui de Cryer (cf. [14]) et celuide Brennan-Schwartz (cf. [24], [8]) en tenant compte des propri�et�es particuli�eres de notreprobl�eme.6.2.2 L'algorithme de CryerL'algorithme de Cryer est une modi�cation de l'algorithme de Saigal (cf. [38]). Il poss�ededeux caract�eristiques :� Les donn�ees sont balay�ees alternativement entre le `forward passes' et `backward passes'.� Le nombre d'op�erations e�ectu�es par �etape est O(n).Nous allons pr�esenter cet algorithme. Rappelons que le probl�eme est de trouver les vecteursW = (Wi) et Z = (Zi) dans Rn tel que :8><>: W = q +MZ (6.3.1)W � 0; Z � 0 (6.3.2)W TZ = 0 (6.3.3) (6.3)o�u M = (mij) 2 Rn �Rn, q = (qi) 2 Rn. Notons : N = f1; 2; � � � ; ng, si J � N ,� jJ j d�esigne le nombre d'�el�ements dans J .� NnJ d�esigne le compl�ementaire de J par rapport �a N .� MZ + qjJ � 0 signi�e le syst�eme de jJ j in�egalit�es obtenu en supprimant les lignes etles colonnes d'indice n'appartenant pas �a J .



6.2. R�esolution du probl�eme discr�etis�e 167L'id�ee principale de cet algorithme est de : choisir la valeur initiale tel qu'elle v�eri�e (6.3.1) et(6.3.3), garder ces deux conditions pendant toutes les �etapes de l'algorithme, et faire v�eri�er,au fur et �a mesure, la condition de non-n�egative (6.3.2). On obtient, �nalement, la solutiondu probl�eme.On rappelle que si M est une matrice de Minkowski, alors, M jJ l'est aussi, et M�1 � 0.L'algorithme peut alors être d�ecrit par le sch�ema suivant :�etape 0 :Choisir Z0 � 0, tel que : MZ0 + qjJ0 = 0;o�u J0 = fi 2 N : Z0i > 0g. On peut supposer que : 3J0 � Q = fi 2 N : q0i < 0gPosons p := 0.1�ere-�etape :Notons : W p =MZp + q; Ip = fi 2 N j W pi < 0g� Si Ip = �, stop. (W p; Zp) est la solution du probl�eme.� Sinon, Choisir ip 2 Ip et poser : Jp+1 = Jp[fipgCalculer Zp+1 tel que :MZp+1 + qjJp+1 = 0; Zp+1jNnJp+1 = 0Poser : p = p+ 1 et r�ep�eter.Il est �evident que cet algorithme se terminera apr�es n �etapes au maximum. Pour lajusti�cation de l'algorithme, nous renvoyons �a [14].Jusqu'�a pr�esent, ce qu'on a utilis�e, c'est que M est une matrice de Minkowski. On n'a pasutilis�e le fait queM est le tri-diagonale. C'est �a dire que l'algorithme qu'on a �enonc�e avant estvalable pour toute matrice de Minkowski. Le calcul principal de cet algorithme est bas�e surla r�esolution du syst�eme et le process pour ajouter ip. Th�eoriquement, chaque fois qu'on faitune extension de Jp, on doit r�esoudre, de nouveau, le syst�eme. Mais dans notre cas sp�ecial o�uM est une matrice de Minkowski tri-diagonale, il existe une fa�con plus e�cace pour r�ealiser3Au moins, par exemple, on peut prendre J0 = Q, il est facile de voir que, MZ0jQ = �qjQ > 0, orremarquons que M est une Minkowski matrice, il n'est pas di�cile de voir que : Z0jQ > 0.



168 Chapitre 6. R�esultats Num�eriquescet algorithme. Le point essentiel est que : les donn�ees sont balay�ees alternativement entre le`forward passes' et `backward passes'.Supposons que t est le nombre de signes chang�es dans les composants du vecteur q, etl'ensemble Jp est �ecrit par la fa�con suivante :Jp = [k2�pBpko�u �p � fi 2 N : 1 � i � 1 + tg. Et chaque bloc Bk est non vide et est compos�ed'une suite d'entier sans interruption. De plus, les blocs sont disjoints, non continus, et avecun ordre croissant. Cela veut dire que : si i 2 Bpk, j 2 Bpr , et k < r, alors, i + 1 < j.Maintenant, on va utiliser le fait que M est une matrice tri-diagonale. Ayant cette propri�et�e,et remarquant Jp = Sk2�p Bpk, il n'est pas di�cile de voir que :MZp+qjJp = 0 est �equivalent�a MZp + qjBpk = 0 pour k 2 �p. Donc, il su�t de consid�erer le syst�eme :MZp + qjBpk = 0o�u Bk = fi 2 N : f � i � lg avec f (resp. l) le plus petit (resp. le plus grand) entier dansle bloc. Nous utilisons la m�ethode de Gauss pour le r�esoudre. Si l'on note :mi;i�1 = ai mi;i = bi mi;i+1 = ciet � = �q, on peut exprimer la m�ethode de Gausse par la fa�con suivante :Forward �Elimination :( ~bf = bf~bi = bi � ai~bi�1 ci�1 pour f + 1 � i � l ( ~�f = �f~�i = �i � ai~bi�1 ~�i�1 pour f + 1 � i � lCalcul Zpl : Zpl = ~�l~blBack substitution : Zpi = 1~bi (~�i � ciZpi+1) f � i � l � 1Il n'est pas di�cile de voir que : si ~p > p et B ~pk = Bpk S fl + 1g, il n'est pas n�ecessaire derefaire le calcul de forward �elimination qu'on a d�ej�a fait pour Bpk. Pour calculer Z ~pl+1, il su�tde faire : ~bl+1 = bl+1 � al+1~bl cl; ~�l+1 = �l+1 � al+1~bl ~�let Z ~pl+1 = ~�l+1~bl+1Bien sûr, si on a besoin de toutes les valeurs de Z ~pl ; � � � ; Z ~pf , on devrait faire back substitution.Il parâ�t que, selon la sch�ema principal, Zp+1 doit être recalcul�e apr�es chaque choix de ip.



6.2. R�esolution du probl�eme discr�etis�e 169Mais, en r�ealit�e, ce n'est pas le cas, parce que Cryer [14] a montr�e que si Ip 6= �, alors Jp+1est obtenu de Jp en ajoutant un adjacent point ip �a un des blocs Bpk. C'est �a dire que nouscalculons seulement un composant de Zp si l'on en a besoin pour d�eterminer ip. En plus, lescomposants non nuls de Zp, dont on a besoin pour d�eterminer ip, correspondent �a des boutsde blocs. Donc, ce n'est pas la peine d'avoir toutes les valeurs de Zpl ; � � � ; Zpf dans chaque�etape, la seule valeur dont on a besoin pour tester le signe de W pi , c'est Zpl+1 (ou. Zpf�1. Ilpeut, donc, être calcul�e en utilisant forward (ou backward) �elimination sans backward (ouforward) substitution.Le point essentiel de ce nouveau algorithme est : On utilise alternativement `forward pass'et `backward pass' pendant l'impl�ementation.Remarque 6.1 Th�eoriquement, on ajoute un indice ip+1 par �etape pour �elargir le bloc. Mais,en pratique, l'extension de ce bloc Bpk est fait en ajoutant tous les points possibles suivant lebloc courant. Dans le cas o�u Q a seulement un bloc contenant 1 (ou n), l'erreur de calcul decette algorithme est moins que :2n divisions + 4n op�erationso�u une op�eration signi�e une soustraction plus une multiplication.Avant de terminer cette section, on rappelle encore un r�esultat.Remarque 6.2 Cotte et Sacher (cf. [12] P327 et P335) et Elliott et Ockendon (cf. [18]P117) ont montr�e que si le vecteur q dans (6.3) a la propri�et�e suivant :qi < 0 1 � i � k0 qi � 0 k0 < i � nalors, il existe k � k0 tel que :zi > 0 1 � i � k zi = 0 k < i � nDans ce cas, l'algorithme de Cryer se r�eduit �a l'algorithme de Elliott et Ockendon. Il est clairque la remarque 6.1 s'applique dans ce cas.6.2.3 L'algorithme de Brennan-SchwartzL'objet de cette section est de rappeler l'algorithme de Brennan-Schwartz, un algorithmeassez e�cace pour r�esoudre un cas sp�ecial de P.C.L qui nous int�eresse. Pour plus de d�etailssur cet algorithme, nous renvoyons �a [8], [24].Nous consid�erons le probl�eme suivant : trouver les vecteurs u = (ui) 2 Rn tel que :8><>: Mu � �u � '(Mu� �; '� u) = 0 (6.4)



170 Chapitre 6. R�esultats Num�eriqueso�u �; ' 2 Rn et M est une matrice de la forme :
M = 0BBBBBBBB@ b1 c1 0 � � � 0 0a2 b2 c2 � � � 0 00 a3 b3 � � � 0 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 � � � bn�1 cn�10 0 0 � � � an bn

1CCCCCCCCA (6.5)
Les deux propositions suivantes ont �et�e montr�ees dans [24].Proposition 6.3 Si ci = 0 pour i 2 f1; � � � ; n � 1g et bi > 0 pour i 2 f1; � � � ; ng, alors lasolution unique de (6.4) est donn�ee par :u1 = �1b1 _ '1uj = [ 1bj (�j � ajuj�1)] _ 'j 2 � j � nDe plus, si l'on introduit les notations suivantes :~M = 0BBBBBBBBB@

~b1 0 0 � � � 0 0a2 ~b2 0 � � � 0 00 a3 ~b3 � � � 0 0... ... ... ... ...0 0 0 � � � ~bn�1 00 0 0 � � � an ~bn
1CCCCCCCCCAavec ~bn = bn, ~bi�1 = bi�1 � ci�1~bi ai pour i 2 f2; � � � ; ng et ~�n = �n, ~�i�1 = �i�1 � ci�1~bi ~�i pouri 2 f2; � � � ; ng. Nous avons la deuxi�eme proposition.Proposition 6.4 On suppose que la matrice M coercive et de la forme (6.5), avec cj � 0pour j = 1; � � � ; n � 1. Si la solution u du syst�eme (6.4) v�eri�e : ui = 'i pour 1 � i � k etui > 'i si i > k, avec k 2 f1; 2; � � � ; ng, alors u est aussi solution du syst�eme :8><>: ~Mu � ~�u � '( ~Mu� ~�; '� u) = 0 (6.6)La di�cult�e d'utiliser cet algorithme vient de la v�eri�cation de la propri�et�e portant sur u.Dans [24], il a �et�e montr�e que cet algorithme est valable pour le mod�ele de Black-Scholes.Nous n'avons pas pu donner une justi�cation rigoureuse analogue pour le mod�ele avec dessauts, mais, num�eriquement, cet algorithme semble �egalement valide (voir les courbes dansla section suivante).



6.3. Mise en �uvre des algorithmes de Brennan-Schwartz et Cryer pour le put am�ericain 1716.3 Mise en �uvre des algorithmes de Brennan-Schwartz etCryer pour le put am�ericainNous consid�erons le put Am�ericain. En tenant compte de ce qui pr�ec�ede, pour calculer le prixd'une option am�ericaine dans ce mod�ele, il su�t de chercher une solution approch�ee de (4.4).Apr�es le changement de variable t! T � t, (4.4) peut s'�ecrire de la fa�con suivante :8>>>>><>>>>>: �@u@t +Au+Blu � 0u �  (�@u@t +Au+Blu)( � u) = 0u(t; x) =  (x) si x 2 @
u(0; x) =  (x)o�u :Aul = �22 @2ul@x2 + (�� �22 ) @ul@x � rulBlul = � Zz;z+x2
l(ul(t; x+ z)� ul(t; x))�(dz) + � Zz;z+x62
l( (x+ z)� ul(t; x))�(dz) (x) = (K � ex)+Nous suivons le sch�ema analogue �a (4.89), mais correspondant au probl�eme ci-dessus (i.e,apr�es le changement de variable t ! T � t), en prenant � = 1, �� = 0. Pr�ecis�ement, nousapprochons le vecteur (u(i�t; j�x))0�i�n;m1�j�m2 par le vecteur [�uij ] solution du syst�emesuivant :8>>>>><>>>>>: �u0j =  j m1 � j � m2a�uij�1 + (1 + b)�uij + c�uij+1 � �qi�1j�uij �  j(a�uij�1 + (1 + b)�uij + c�uij+1 � �qi�1j )( j � �uij) = 0 9>=>; 1 � i � nm1 + 1 � j � m2 � 1�uim1 =  (m1h); �uim2 =  (m2h) 1 � i � no�u a, b et c sont donn�es par (4.78) et �q est donn�e :�qi�1j = �ui�1j + �kh m2�jXl=m1�j �ui�1l+j gl + �kh Xl+j>m2l+j<m1  l+jgl � �k�ui�1jIntroduisons les mêmes notations que dans la section 4.4.3, i.e : m = m2 � m1 � 1, pour1 � j � m, uj = �uj+m1 , 'j =  j+m1 , et qj = �qj+m1 , le syst�eme ci-dessus peut être �ecrit sousla forme suivante :8>>>>><>>>>>: u0j = 'j 1 � j � mauij�1 + (1 + b)uij + cuij+1 � qi�1juij �  j(auij�1 + (1 + b)uij + cuij+1 � qi�1j )( j � uij) = 0 9>=>; 1 � i � n1 � j � mui0 = �uim1 =  (m1h); uim+1 = �uim2 =  (m2h) = 0 0 � i � n



172 Chapitre 6. R�esultats Num�eriqueset qi�1j = ui�1j + �khm+1�jXl=�j ui�1l+jgl + �kh Xl+j>m+1l+j<0 'l+jgl � �kui�1jEn suivant le même raisonnement que dans la section 4.4.3, ce syst�eme est �equivalent auprobl�eme de compl�ementarit�e lin�eaire suivant :8><>: u0 = 'Mui � _qi�1; ui � '(Mui � _qi�1)(ui � ') = 0 ) 1 � i � net M est donn�ee par (4.85) avec � = 1 et G = 0, i.e :M = 0BBBBBB@ 1 + b c 0 � � � 0 0a 1 + b c � � � 0 00 a 1 + b � � � 0 0... ... ... ... ...0 0 0 � � � a 1 + b
1CCCCCCAm�met le vecteur _q est donn�e par (4.81) avec � = 1 et �� = 0 et  m2 = 0, i.e :_v1 = q1 � a m1_vj = qj 2 � j � mSi l'on note bi = 1 + b pour 1 � i � m, alors l'algorithme de Brennan-Schwartz peut êtred�ecrit de la fa�con suivante :1). Donner les valeurs initiales : u0j = 'j 0 � j � m+ 12). En partant de (ui�1j )0�j�m+1, on calcule (uij)0�j�m+1 par le sch�ema de r�ecurrencesuivant : ui0 =  (m1h)ui1 = qi�11b1 _ '1uij = [ 1~bj (~qi�1j � aui�1j�1)] _ 'j 2 � j � muim+1 =  (m2h) = 0avec ~bm = bm ~qi�1m = qi�1m~bj�1 = bj�1 � c~bj a ~qi�1j�1 = qi�1j�1 � c~bj ~qi�1j



6.3. Mise en �uvre des algorithmes de Brennan-Schwartz et Cryer pour le put am�ericain 173Pour appliquer l'algorithme de Cryer, on fait le changement de variable : Z = ui � ',Q =M'� _qi�1, alors le probl�eme ci-dessus peut être ramen�e �a la forme de (6.3).8><>: W = Q+MZW � 0; Z � 0W TZ = 0Maintenant, nous allons �xer dans un premier temps certains param�etres pour les calculs.Nous prenons :- Le taux d'int�erêt sans risque : r = 9%.- Le prix d'exercice : K = 45FF .- L'esp�erance de U1 : EU1 = 0.- La variance de U1 : V arU1 = 0:04.Comme U = St�St�St� , la variable al�eatoire U repr�esente l'amplitude relative de sauts.Nous int�eressons d'abord aux courbes du prix de l'option am�ericaine en fonction du cours.Nous prenons l'�ech�eance de l'option �egale �a trois mois, et la fr�equence moyenne des sauts an-nuelle �T = 3, et la volatilit�e brownienne � = 0:3.Figure 5
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Comparaison de l'algorithme de B-S et Cryerr = 9%, K = 45, T = 3 mois, � = 0:3, EU1 = 0, V arU1 = 4%, � = 3Brennan-SchwartzCryer

D'apr�es la �gure 5, nous voyons que les r�esultats obtenus par les deux algorithmes sontpratiquement les mêmes. Or, nous savons bien que, th�eoriquement, l'algorithme de Cryerest valide. Donc, bien que nous n'ayons pas pu donner de justi�cation rigoureuse pourl'algorithme de Brennan-Schwartz, on peut, au moins dire qu'il marche num�eriquement.L'avantage de l'algorithme de Brennan-Schwartz est sa facilit�e de programmation.



174 Chapitre 6. R�esultats Num�eriques6.4 Put europ�eenNous rappelons que le prix d'un put europ�een dans le mod�ele avec des sauts est donn�e par :ue(t; x) = E(e�r(T�t)(K � xe(���22 )(T�t)+�(BT�Bt) NTYj=Nt+1(1 + Uj)+)= E(e�r(T�t)K � xe(���22 �r)(T�t)+�BT�t NT�tYj=1 (1 + Uj)+)= 1Xn=0 e��(T�t)(�(T � t))nn! E(e�r(T�t)K � xe(���22 �r)(T�t)+�BT�t nYj=1(1 + Uj)+)Dans le cas o�u U1 a même loi que eg�1 o�u g est une gaussienne de moyenne m et de variance�2, on a une formule explicite (cf. [7], [32]), si l'on note � = T � t :ue(t; x) = 1Xn=0 (�(1 +EU1)�))nn! e��(1+EU1)�Kn(t; x) (6.7)o�u : Kn(t; x) = E(Ke�rn� � x exp(�nB� � �2n2 �))+= Ke�rn�N (�d2)� xN (�d1)avec : d1 = log xK + (rn + �2n2 )��np�d2 = d1 � �np��2n = �2 + n�2�rn = r � �EU1 + n� ln(1 +EU1)De plus, sa d�eriv�ee par rapport �a x (appel�ee \delta" par les �nanciers) est donn�ee par :@ue@x = � 1Xn=0 (�(1 +EU1)�))nn! e��(1+EU1)�N (�d1)Par ailleurs, comme N (�d1) +N (d1) = 1, on a :1 + @ue@x = 1Xn=0 (�(1 +EU1)�))nn! e��(1+EU1)�N (d1)Cette formule sera utilis�ee dans la programmation de l'algorithme de Mac-Millan.



6.4. Put europ�een 175D'autre part, il n'est pas di�cile de voir que :E(1 + U1) = em+ �22E(1 + U1)2 = e2m+2�2D'o�u : �2 = ln[E(1 + U1)2]� 2 ln(1 +EU1)m = 2 ln(1 +EU1)� 12 ln[E(1 + U1)2]Il est clair que, lorsqu'on connâ�t l'esp�erance et la variance de U1, on peut calculer m et �2,ce qui nous permet d'achever le calcul du prix d'option. Dans les exemples qu'on va traiterapr�es, on suppose EU1 = 0. Dans ce cas, on a :�2 = ln(1 +EU21 ) = ln(1 + V arU1)m = �12 ln(1 +EU21 ) = �12 ln(1 + V arU1)En r�esum�e, une fois qu'on connâ�t les valeurs de x, r, K, T , �, et V ar U1 (la variance deU1), on peut calculer la prime dans ce mod�ele.Nous comparons les prix du put am�ericain et du put europ�een. La �gure 6 pr�esente lescourbes de la prime de ce mod�ele dans les cas europ�een et am�ericain respectivement.Figure 6
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Une option am�ericaine peut être exerc�ee �a tout moment avant l'�ech�eance. Alors qu'uneoption europ�eenne, elle, peut être exerc�e seulement �a l'�ech�eance, ce qui veut dire que l'optionam�ericaine donne plus de droit que l'option europ�eenne. Il est donc normal que le prix d'uneoption am�ericaine soit plus �elev�e que le prix europ�een.



176 Chapitre 6. R�esultats Num�eriques6.5 L'algorithme du put perp�etuel et de Mac-Millan6.5.1 Put perp�etuelL'objet de cette section est de r�ealiser les algorithmes de put perp�etuel et de Mac-Millanpr�esent�es respectivement dans le chapitre 2 et 5. Comme la variable Uj + 1 suit une loi delog-normale et : ln(1 + Uj) � N (m; �2), on peut �ecrire :E(1 + Uj)� = Ee� ln(1+U1) = e�2�22 +�mLe calcul d'un put perp�etuel contient trois �etapes :1). Calcul de la solution approch�ee (not�e ~�) de l'�equation�22 �2 + (�� �22 )� � (r + �) + �e �2�22 +�m = 0par la m�ethode de dichotomie.2). Calcul du prix critique x� = �~�K1�~� .3). Calcul du prix du put perp�etuel :u(x) = ( K � x si x < x�(K � x�)( xx� )� si x � x�Figure 7
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Nous comparons le prix d'un put am�ericain d'�ech�eance 3 mois avec le prix d'un putperp�etuel (Les restes des donn�ees sont prises comme avant). Il est clair que le prix d'un



6.5. L'algorithme du put perp�etuel et de Mac-Millan 177put perp�etuel est plus �elev�e qu'un put am�ericain d'�ech�eance �ni. Parce que le d�etenteur dupremier titre peut exercer l'option �a tout moment, or l'�ech�eance du second titre est limit�ee �a3 mois, ce qui veut dire que le d�etenteur du premier titre aura plus de droit que le deuxi�eme.D'autre part, en revenant �a l'algorithme de Brennan-Schwartz, et en faisant varier l'�ech�eance,on voit que les prix d'options am�ericaines sont augment�es en fonction de l'�ech�eance. L'interpr�eta-tion est analogue au cas pr�ec�edent.Figure 8
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6.5.2 L'algorithme de Mac-millanSi l'on note : �(�) = �22 �2 + (�� �22 )� � (r + �+ 1T ) + �e�2�22 +�mon a : �0(�) = �2�+ (�� �22 ) + �(�2�+m)e�2�22 +�mL'algorithme de Mac-Millan peut être d�ecrit par :1). Calcul du prix d'option europ�eenne ue(0; x) et son d�eriv�e @ue@x .2). Calcul de la solution approch�ee (not�e ~�) de l'�equation �(�) = 0 �a l'aide de la m�ethodede Newton.3). Calcul du prix critique x�, solution de l'�equation f(x) = x o�u f(x) = j~�j K�ue(0;x)u0e(0;x)+1+j~�j ,par la m�ethode de dichotomie.4). Calcul de � = K�x��ue(0;x�)x��



178 Chapitre 6. R�esultats Num�eriques5). Calcul du prix du put am�ericain :~u(0; x) = ( ue(0; x) + �x� si x > x�K � x si x � x�Figure 9
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Figure 10
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6.6. Comparaisons du mod�ele de Black-Scholes et du mod�ele avec sauts 179Nous prenons les mêmes donn�es qu'avant pour comparer les algorithmes de Brennan-Schwartz, de Cryer, et de Mac-Millan. Nous voyons, sur les �gures 9 et 10, qu'il n'y a pasdes di��erences signi�catives entre les r�esultats obtenus par ces trois algorithmes. Au niveaude rapidit�e, l'algorithme de Mac-Millan est le plus rapide. Mais, il est limit�e aux d'�ech�eancescourtes.6.6 Comparaisons du mod�ele de Black-Scholes et du mod�eleavec sautsRappelons que ��2 = �2 + �EU21 et p = �2��2 . Comme �� est la volatilit�e observ�ee sur le march�e,pour comparer les deux mod�eles, il est donc indispensable de prendre �� comme la volatilit�edans les deux mod�eles. Nous rappelons que dans le mod�ele de di�usion avec des sauts ��2 =�2 + �EU21 , et dans le mod�ele de Black et Scholes ��2 = �2.On compare les deux mod�eles dans les cas europ�een et am�ericain. La �gure 12 ci-dessousest la même que la �gure 11, sauf que l'�echelle y est augment�ee.Cas europ�een :Figure 11
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180 Chapitre 6. R�esultats Num�eriquesFigure 12
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On voit clairement qu'on a les mêmes ph�enom�enes dans le cas am�ericain que dans le caseurop�een. Cas am�ericain :Figure 13
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6.6. Comparaisons du mod�ele de Black-Scholes et du mod�ele avec sauts 181Figure 14
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Nous rappelons que l'amplitude de sauts U1 est une variable al�eatoire �a valeurs �a ]�1;+1[tel que 1 + U1 suit une loi lognormale. Donc, les sauts dans ce mod�ele peuvent être positifsou n�egatifs. D'autre part, la prime est reli�ee directement au risque d'exercer de l'option. Plusla prime est �elev�ee, plus on a de chance d'exercer l'option.Ici on d�ecrit seulement les ph�enom�enes (�gure 13 et 14 ) dans le cas am�ericain :� Si on note le prix du sous-jacent par St, quand on est tr�es fortement dans la monnaie,alors la prime d'option va être K � St.� Quand on est tr�es fortement hors de la monnaie, la prime dans le mod�ele avec sauts estplus �elev�ee que le mod�ele de Black et Scholes.� Quand on est autour de la monnaie, la prime dans le mod�ele de Black et Scholes estplus �elev�ee que dans le mod�ele avec sauts.



182 Chapitre 6. R�esultats Num�eriquesPut perp�etuelFigure 15
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De cette �gure, on voit que, dans le cas d'un put perp�etuel, la prime dans le mod�ele deBlack et Scholes est plus �elev�ee que dans le mod�ele avec sauts.6.7 Prix en fonction du tempsLes allures des courbes suivantes sont coh�erentes avec les courbes europ�eennes dans le mod�elede Black et Scholes donn�ees dans le livre de Cox et Rubinstein (cf. [13] Figure 5-9 P220 , voirle cas o�u p = 1 �a la �gure 16).On prend le prix d'exercice K = 45FF , r = 9%, l'esp�erance de U �egale �a 0, la variance deU �egale �a 0:04, la volatilit�e historique �� = 0:3. L'axe du temps repr�esente : T � t. Autrementdit, quand on approche de 0, on approche de la maturit�e. On consid�ere dans un premiertemps un put am�ericain. Les six courbes trac�ees dans la �gure 16 orrespondent aux trois cassuivants :1). le prix du sous-jacent x est �egal �a 40, c'est �a dire que on est dans la monnaie.2). le prix du sous-jacent x est �egal �a 45, c'est �a dire que on est �a la monnaie.3). le prix du sous-jacent x est �egal �a 50, c'est �a dire que on est hors de la monnaie.Par le �gure 16, on voit que quand on approche de l'�ech�eance, la prime tends vers 5, 0, 0respectivement.



6.7. Prix en fonction du temps 183
Figure 16
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Maintenant, on traite le cas o�u le prix du sous-jacent x = 40 (dans la monnaie). Les autresparam�etres sont pris comme avant. Rappelons que p est un param�etre qui contrôle les sauts,en faisant varier les valeurs de p, on voit que quand p augmente, la courbe de la prime estplus proche de celle de Black et Scholes (p = 1).Figure 17
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184 Chapitre 6. R�esultats Num�eriquesConclusionNous avons compar�e le mod�ele de Black et Scholes avec le mod�ele avec sauts (ici, on pr�ecisele 1 + U1 suit une loi lognormale). On a trouv�e, dans le cas europ�een et le cas am�ericain,qu'on a presque les mêmes ph�enom�enes.� Supposons que le prix du sous-jacent est St. Lorsque l'option est fortement dans lamonnaie, l'existence de sauts est insu�sante pour que l'on puisse \esp�erer" que le spotpasse en dessus du prix d'exercice K, l'option sera \�a peu pr�es sûr" d'être exerc�ee. Ontrouve, donc, dans les deux mod�eles que, la prime d'option europ�eenne est �a peu pr�es�egale �a e�rtK � St ; la prime d'une option am�ericaine est �egale �a K � St.� Lorsque l'option est fortement hors de la monnaie, la prime d'option dans le mod�eleavec sauts est sup�erieure �a la prime dans le mod�ele de Black et Scholes.� Lorsque l'option est �a la monnaie, la prime d'option dans le mod�ele avec sauts estinf�erieure �a la prime dans le mod�ele de Black et Scholes.



Annexe A D�emonstration du lemme 3.17La d�emonstration de ce lemme est exactement la même que celle du lemme 2-2 Ch 7 [28].Ici, nous donnons sa d�emonstration suivante, seulement pour completer la lecture.D�emonstration : On suppose d'abord que � est born�ee et on pose :C = sup(t;y;z)2R�Rd�R j�(t; y; z)jOn a alors : j NtXj=1�(�j; Y�j ; Uj)j � CNt et j Z t0 ds Z �(dz)�(s; Ys; z)j � CtDonc, Mt est de carr�e int�egrable. Fixons s et t, avec s < t, et posons :Z = NtXj=Ns+1�(�j; Y�j ; Uj)Une subdivision � = (s0 = s < s1 < � � � < sm = t) de l'intervalle [s; t] associons :Z� = m�1Xi=0 Nsi+1Xj=Nsi+1�(si; Ysi ; Uj) (.8)La continuit�e �a gauche de (Yt)t�0, la continuit�e de � par rapport �a y et la continuit�e de� par rapport �a t impliquent que Z� converge presque sûrement vers Z quand le pas de lasubdivision � tend vers 0. On a de plus jZ�j � C(Nt�Ns), ce qui entrâ�ne que la convergencea lieu aussi dans L1 et même dans L2. On a :E(Z�jFs) = E m�1Xi=0 E(Zi+1jFsi)jFs!en posant : Zi+1 = Nsi+1Xj=Nsi+1�(si; Ysi ; Uj) = Nsi+1�NsiXj=1 �(si; Ysi ; UNsi+j)185



186 AnnexEn utilisant le lemme 2.1 dans [28], et le fait que Ysi est Fsi-mesurable, on voit que :E(Zi+1jFsi) = ��i(si; Ysi)o�u ��i(si; y) est d�e�nie par :��i(si; y) = E0@Nsi+1�NsiXj=1 �(si; y; UNsi+j )1ALa quantit�e ��i(s; y) est donc l'esp�erance d'une somme al�eatoire et, d'apr�es l'exercice 38 [28] :��i(si; y) = �(si+1 � si) Z �(dz)�(si; y; z)En revenant �a l'�equation (.8), on a alors :E(Z�jFs) = E(m�1Xi=0 ��i(si; Ysi)jFs)= E m�1Xi=0 �(si+1 � si) Z �(dz)�(si; Ysi ; z)jFs!En faisant tendre le pas de � vers 0, on obtient :E0@ NtXj=Ns+1�(�j; Y�j ; Uj)jFs1A = E�� Z ts du Z �(dz)�(u; Yu; z)jFs�ce qui prouve que Mt est une martingale.Si l'on ne suppose plus � born�ee, mais E(R t0 ds R �(dz)�2(x; y; z)) < +1 pour tout t, onpeut introduire les fonctions (born�ees) �n d�e�nies par :�n(t; y; z) = inf(n; sup(�n;�(t; y; z))les martingales (Mnt )t�0 d�e�nies par :Mnt = NtXj=1�n(�j ; Y�j ; Uj)� � Z t0 ds Z �(dz)�n(s; Ys; z))On voit facilement que : E(R t0 ds R �(dz)(�n(s; Ys; z)��(s; Ys; z))2) tend vers 0 lorsque n tendvers l'in�ni. Il en r�esulte que la suite (Mnt )n�1 est une suite de Cauchy dans L2 et comme Mnttend vers Mt p.s, Mt est de carr�e int�egrable et par passage �a la limite, le lemme est v�eri�epour �.
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