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Chapitre 1

Introduction historique

La physique atomique est a l'origine de la mécanique quantique. Avec
I’augmentation de la précision des résultats expérimentaux, I'importance
des effets relativistes est devenue de plus en plus évidente. Par voie de
conséquence, la physique atomique est également a la base du développement
de la mécanique quantique relativiste (RQM) et de la théorie quantique des
champs, en particulier de 1’électrodynamique quantique (QED).

Ce chapitre est composé de deux parties. Dans la premiere partie, nous
rappellerons les développements de la mécanique quantique relativiste puis
de I'électrodynamique quantique. Cette mise au point est essentielle car ils
représentent les fondements de la théorie atomique actuelle. Dans la seconde
partie, nous verrons comment les outils modernes de la physique atomique
ont progressé depuis 1950, a savoir 1’électrodynamique quantique des états
liés et les différentes approches du probleme a N-corps relativistes.

1.1 Mécanique Quantique Relativiste et Elec-
trodynamique Quantique

1.1.1 Premiere période : Espoir de trouver une Théorie
Quantique Relativiste a un nombre fixé de par-
ticules

La mécanique ondulatoire, évincée de 1925 a 1926 par la mécanique des
matrices de Heisenberg, Born, Jordan et Pauli, fut remise sur le devant de la
scéne par Schrodinger en 1926. Celui-ci, dans un article [1], écrivit sa fameuse
équation qui constitue une formulation mathématique de la mécanique des
ondes. Equation qui, pour un électron plongé dans un potentiel V(7 t), se



formule de la facon suivante :

L0 h? S ,
zhalﬂ(r,t) = —%A—I—V(r,t) U(7,t), (1.1)
avec V¥ la fonction d’onde de I’électron, m la masse de I’électron et h = %

ou h est la constante de Planck.

Cette formule était issue de I'hypothese que fit de Broglie en 1923 [2] :
tout comme les photons, les particules matérielles pouvaient étre décrites par
des ondes. Pour une particule libre, les relations entre les caractéristiques
corpusculaires (E et p) et ondulatoires (v et \) sont :

En supposant que toute orbite fermée contenait un nombre entier de longueur
d’onde A, de Broglie retrouva les conditions de ’ancienne théorie des quanta
appliquée a la physique de I'atome de Bohr et Sommerfeld. Pour mémoire,
nous rappelons que le modele de Sommerfeld est une généralisation de celui
de Bohr. En effet, Sommerfeld prit en compte la relativité restreinte ce qui eut
pour conséquence que les orbites sont désormais elliptiques. En effectuant des

développements limités en ¢, il obtint pour I'énergie I'expression suivante :

v 272 3
B = E —mé® = —Rhe= [1 4@ (ﬁ _ —) + } . (12
n

n? k4

avec I I'énergie totale de 1'électron, n le nombre quantique principal, £ =
[ +1, R la constante de Rydberg, h la constante de Planck, Z la charge
nucléaire, o la constante de structure fine et ¢ la vitesse de la lumiere. La
dégénérescence en n des niveaux est désormais levée et une structure fine des
niveaux de I’hydrogene apparait [3].

Durant I’été 1926, Davisson et Germer confirmerent expérimentalement ['hy-
pothese de De Broglie avec la diffraction des électrons par les cristaux.

On peut alors se demander pourquoi I’équation (1.1) que donna premieére-
ment Schrodinger était non relativiste alors que la mécanique ondulatoire
puise ses origines dans la relativité restreinte. En fait, Schrodinger trouva
d’abord une équation relativiste mais devant les problemes que celle-ci soule-
vait, en particulier de mauvaises valeurs pour la structure fine de ’hydrogene,
il préfera se limiter a ’approximation non-relativiste qui permettait d’obtenir
des valeurs correctes mais pas la structure fine!



Parallelement, cette équation fut redécouverte indépendamment par Klein et
Gordon. Elle prend, pour un électron plongé dans un potentiel électrostatique

% ! (cas de 'atome d’hydrogene), la forme suivante :
o2
(B4 i) -enn—meet win = (13)

En plus de ne pas donner la bonne structure fine de I’hydrogene, cette
équation conduisait a des énergies négatives et a une densité de probabilité
non-définie positive.

Pour Dirac, c’est 1a que se trouvait la solution. Il se mit donc a chercher
une équation d’onde relativiste menant a une densité de probabilité positive
comme avec I’équation de Schrodinger.

Il s’apercut que si I’équation de Klein-Gordon pouvait produire des probabi-
lités négatives, c’est qu’elle était du deuxieme ordre par rapport au temps.
Il fallait donc remplacer I’équation de Klein-Gordon par une équation du
premier ordre par rapport au temps, mais également par rapport aux coor-
données afin d’assurer la covariance. Toutefois, cette équation devait étre en
accord avec 1’équation libre de Klein-Gordon qui ne traduit que la relation
énergie-impulsion E? = p?c? + m?c*. Dirac obtint cette équation? pour un
électron :

ov

i = (—id@.V + fm)¥, (1.4)

ol W est désormais une matrice colonne a 4 composantes d'un genre particu-
lier appelée Bi-spineur de Dirac et ol @ et [ sont des matrices hermitiennes
anticommutatives dont le carré vaut I. On vérifie facilement que chacune des
composantes de ¥ satisfait a I’équation de Klein-Gordon, a condition que les
matrices «; et [ obéissent aux relations suivantes :

{ai,ak} = 2(523 (15)
{aiaﬁ} =0 :
o =p=1 (1.7)

Il existe plusieurs représentations des matrices de Dirac, toutes reliées par
des transformations unitaires. La représentation la plus couramment utilisée
en physique atomique est la suivante :

(D) () e

1Systéme d’unités de Gauss.
2Dans la suite de cette section, nous utilisons le systéeme d’unité ot ¢ = A = 1.




Les o' sont les matrices de Pauli et I la matrice unité 2 x 2.

Pour étudier le comportement d’un électron dans un champ électromagnétique
extérieur arbitraire caractérisé par un quadripotentiel A* = {@,A’}, Dirac
suiva la procédure habituelle du couplage minimal qui est imposée pour as-
surer 'invariance de jauge du champ électromagnétique, c’est-a-dire :

.0 0 = = >
za—ma—eqﬁ et —iV = -1V —eA (1.9)
On a alors : P
i = (&.(—ﬁ —eA) +ed+ ﬁm) v (1.10)

= (a.p+ pm) ¥ + (—e&.ff—k eqﬁ) U
= (Ho + Hin) ¥
A la limite non-relativiste, on retrouve I’équation de Pauli que celui-ci, a

partir de I’équation de Schrodinger, avait introduite pour rendre compte de
la structure fine de I'’hydrogene :

0P (.7)*

I— = +ep| D, 1.11
ot [ 2m ¢ (1.11)

ol ® est maintenant un spineur a deux composantes.

Dirac montra que dans un champ central (cas de la physique atomique), la

conservation du moment cinétique prend la forme suivante :

IS
[H,—inV+§ =0, (1.12)

ou I’on reconnait I'opérateur moment cinétique orbital (—i7x V) et Popérateur

du moment cinétique intrinseque S = % avec Y version 4 x 4 des matrices
de Pauli. En itérant I’équation (1.10), Dirac trouva une équation analogue a

celle de Klein-Gordon en présence d’'un champ extérieur :

[(7;% —e®)? — (iV 4+ eA)? — mQ] (7, 1) = 0, (1.13)

mais avec désormais la présence de deux termes supplémentaires :

eS.B - ieo‘z’.lﬂ T, (1.14)



c’est-a-dire :

(i% —e®)? — (iV 4 eA)? + eS.B —ie@.E —m?| U(Z,t) =0  (1.15)
Pour un électron se déplacant avec v < ¢, on retrouve la valeur de Goudsmit
et Uhlenbeck (1926) pour le moment magnétique. Cette valeur, plus le fait
que la théorie est relativiste par nature, assure de trouver un déplacement de
structure fine en accord (a I'ordre a*mc?) avec celui trouvé par Heisenberg,
Jordan et Darwin. Par la suite, Darwin et Gordon obtinrent la formule exacte
pour les niveaux d’énergie de I’hydrogene dans la théorie de Dirac. Lorsqu’on
développe cette formule & ’ordre trois en série de a?, ces termes sont en accord
avec ceux trouvés par Sommerfeld (1.2) . Dirac avait donc atteint son but :
une formulation relativiste avec des probabilités positives. De plus, a partir
de cette équation, on peut obtenir une équation de continuité :

Livi=0o, (1.16)

olt p = |U|? peut étre interprété comme une densité de probabilité
et 3 = cUT@T comme une densité de courant.

Cependant, il restait un probleme et non des moindres, celui de I'existence
d’énergies négatives. En effet, 2 un p' donné sont associées quatre solutions :

1
E =+\/p?>+m? avec JZ:$§
1
E=—\/p?>+m? avec Jz::F§

Ce probleme était également présent dans I’équation de Klein-Gordon, ainsi
qu’en physique classique relativiste ou ’on suppose simplement que les seuls
états physiques possibles sont ceux d’énergie positive. Cependant, ce probleme
est beaucoup plus ennuyeux en mécanique quantique relativiste comme le
montra Dirac en 1928. En effet, I'interaction d’un électron avec un photon
peut entrainer une transition au cours de laquelle I’électron peut tomber dans
un état d’énergie négative, ceci remettant en cause la stabilité de la matiere.
En 1930, s’appuyant sur le Principe d’exclusion, Dirac proposa une solution :
tous les états d’énergie négative sont occupés, empéechant ainsi un électron
d’y tomber. Le concept de mer de Dirac était né. Lorsqu’un trou se pro-
duisait dans cette mer, cela se traduisait par I’apparition d’une particule de
charge positive et d’énergie positive. Comme a cette époque les seules par-
ticules connues de charges positives étaient les protons, Dirac identifia donc



au départ ces trous a des protons. Mais cette identification conduisit a des
problemes de stabilité de la matiere si bien qu’en 1931 il suggéra que les trous
devaient etre de nouvelles particules de charge positive et de méme masse que
I’électron. Cette hypothese fut confirmée expérimentalement en 1932 par An-
derson qui découvrit dans les rayons cosmiques la présence de particules de
méme masse que les électrons mais de charge opposée. Ces particules, ap-
pelées depuis lors positrons, se révélerent alors étre les bons candidats pour
représenter les trous dans la mer de Dirac.

Dirac avait donc établi une équation covariante de Lorentz qui, d'une part,
reproduisait de maniere correcte un certain nombre de résultats expérimentaux
(spin et moment magnétique de 1’électron ainsi que la structure fine de
I’hydrogene) et possédait une densité de probabilité définie positive et qui,
d’autre part, apportait une nouvelle conception de la matiere (I’anti-matiere
constituée par les trous) avec la découverte d’Anderson comme confirmation.

Dans la théorie de Dirac, le vide a une charge et une énergie infinies. Mais
puisque toutes les mesures représentent des fluctuations finies de ’énergie et
de la charge par rapport au vide, cela conduit a une théorie acceptable.

Toutefois, la nécessité d’introduire la notion de trous dans la théorie de
Dirac remit en question l'interprétation de son équation comme une équation
a particule unique. En effet, le principe d’incertitude autorise des fluctuations
dans cette mer qui se traduisent par 'apparition de paires virtuelles électron-
trou (positron). On est donc en présence d'un probleme a plusieurs corps
qui, en mécanique quantique classique, est traité dans le cadre de la seconde
quantification. [.’équation de Schrodinger y est désormais traitée comme une
équation de champ classique, la fonction d’onde étant ce champ.

Qu’en est-il des résultats d’énergie négative de ’équation de Klein-Gordon ?
Dans ce cas, Iidée brillante de Dirac ne fonctionne pas car cette équation
s’applique & des particules de spin nul (boson) 2. Nous verrons par la suite
que la théorie quantique des champs donne une interprétation consistante de
ces deux cas.

3Lorsque la vitesse de la particule est telle que v < ¢, on retrouve ’équation de
Schrédinger pour une particule libre. Comme le type de particule décrit par une équation
d’onde ne dépend pas du fait que celle-ci soit relativiste ou non-relativiste, nous en
déduisons que I’équation de Klein-Gordon décrit des particules de spin nul! [4]



1.1.2 Seconde période : Naissance de la Théorie Quan-
tique des Champs

C’est du fait d’un accident historique que les propriétés corpusculaires des
particules furent les premieres a étre observées plutot que leurs propriétés
ondulatoires, comme ce fut le cas pour les photons [5]. En effet, a I’époque
de la découverte de 1’électron par Thomson en 1897, la croyance dans les
idées de la physique classique était tres forte et dans ce cadre, matiere et
rayonnement sont deux concepts bien distincts. On aurait alors eu bien des
difficultés a accepter qu'un électron puisse se comporter a la fois comme
une onde et comme une particule. Cette idée sera a la base du principe de
complémentarité énoncé par Bohr [6], notion qui n’est toujours pas des plus
faciles a accepter de nos jours. Ainsi que le disait Bohr : Anyone who is not
shocked by the quantum theory does not understand it.

C’est Einstein qui sera a ’origine de cette révolution. Planck avait déja
posé les bases pour un telle interprétation lors de son étude sur le rayon-
nement d’un corps noir [7]. Il émettait I’hypothése tres contreversée que les
échanges d’énergie entre le rayonnement et les parois se font par paquets. Ein-
stein, de son coté, ira beaucoup plus loin en affirmant que le rayonnement
se comporte comme une assemblée de paquets d’énergie [8], appelés photons
par la suite. Avec les photons, les physiciens avaient désormais des particules
se comportant comme des champs ou des corpuscules et il était alors naturel
de prendre modele sur la théorie du rayonnement pour 1’élaboration d’une
théorie quantique des champs. C’est ce que firent en 1926 Born, Heisenberg
et Jordan [9] en appliquant leurs nouveaux concepts de la mécanique des
matrices au champ du rayonnement libre. En se limitant au cas unidimen-
sionnel, ils trouverent un hamiltonien identique a celui d’une corde vibrante
dont les extrémités sont fixes :

1 5] fou)? ou\’
H== — =) | d 1.17
2 /0 [( ot ) te <8x> v (1.17)
En appliquant la procédure habituelle consistant a développer le champ sui-
vant ses modes propres, ils obtinrent :

ulw,t) =3 qi(t)sin (%) (1.18)
- kme
W = (1.19)

(Pour la corde, ce champ est constitué par les petits déplacements autour de
la position d’équilibre en chacun des points de cette derniere. On peut trouver
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un tres bon traitement de la quantification de la corde non-relativiste dans la
réference [10]). Ils trouverent donc une somme d’hamiltoniens d’oscillateurs
harmoniques qu’ils avaient déja bien étudiée dans le cadre de la mécanique
des matrices, soit :

H =2 "[(t) +wig; (t)] (1.20)

1

N

o
k=

On peut alors écrire H en se servant des opérateurs de création a et d’anni-
hilation a introduits dans ’étude des oscillateurs harmoniques, ce qui conduit
pour H a ’expression suivante :

1
H =" hw(afay + 5) (1.21)
k

L’état propre le plus général d'un tel hamiltonien est de la forme :

1_ nkl 1_ nk2
| ) (%) (%) 10) (1.22)
n ’n ’...’/n/nﬂ... — PR .

b ko i nkl! ’I”L].m!

Cela signifie que tous les états peuvent étre construits a partir du vide de la
théorie |0). Un tel état avec un nombre défini de quanta dans chacun des états
possibles est dénommé état de Fock. L’espace formé par I’action sur |0) d'un
nombre de fois quelconque des opérateurs de création pour n’importe lequel
des modes est appelé Espace de Fock. La base d’un tel espace contient donc
tous les états possibles |ny,ng,- -+, ng,---), ol les ny représentent le nombre
de quanta présent dans le mode k [11]. Grace aux opérateurs de création et
d’annihilation, on passe d’un état a un autre.

Born, Heisenberg et Jordan appliquerent donc ce formalisme au cas d’un
rayonnement libre interagissant avec un atome afin de retrouver les coeffi-
cients d’Einstein [12].

Mais en 1927, ce sera finalement Dirac qui, en développant le vecteur po-
tentiel ff(x, t) en ses modes propres, obtiendra la relation entre les coefficients
d’Einstein :

AB > a) = (82};”3) VB3 - a), (1.23)

ou A(f — «) est le taux d’émission spontanée entre les états 3 et « et on

uB(B — «a) avec u = (877(:#3”3) V3 est le taux d’émission induite.

Dirac obtint cette relation sans faire appel a la Thermodynamique comme
le fit Einstein. Devant les succes de la méthode appliquée au champ électro-
magnétique, elle fut appliquée aux autres champs. Cela signifie que l'on
peut donc considérer les équations de Klein-Gordon et de Dirac comme



des équations de champs classiques et les soumettre a une quantification.
Les excitations de ces champs possedent des propriétés que 'on peut as-
socier a une particule tels 1’énergie, I'impulsion et le moment cinétique.
Finalement, ce sera Dirac qui arrivera en 1928 a une formulation correcte
de T'interaction entre particules chargées et photons, posant ainsi les bases
de Délectrodynamique quantique (QED). Dans ce formalisme, les fonctions
d’onde (c-number) sont devenues des opérateurs (q-number) qui créent et
détruisent des particules. Dans un tel formalisme, le champ de Dirac s’écrit :

U(z) =) drup(z) + i blug(z), (1.24)

les signes + et - au-dessus des sommes faisant référence aux modes d’énergie
positive et négative, nous avons donc :

—iwpt

si w > 0
si wg <0 (1.25)

ug(x) k(x)e

=u
up(z) = up(x)et

On peut donc se demander en quoi la théorie quantique des champs résoud
le probleme des énergies négatives ? Pour cela, il faut faire appel a une idée
associée aux noms de Stiickelberger [13] et de Feynman ([14]-[15]) qui in-
terpréterent un électron d’énergie négative remontant le temps comme un

positron d’énergie positive évoluant vers le futur. Cette constatation vient
de : emwrt = e=il-wi)(=1)

Au début des années trente, Heisenberg et Pauli ([16]-[17]) commencerent
a étudier les corrections d’ordre élevé et s’apercurent que les quantités ob-
tenues étaient infinies. Ceci fut confirmé dans le calul, effectué par Oppen-
heimer [18], de I’énergie propre d’un électron lié. Donc, si les premiers temps
furent euphoriques, les problemes qui existaient déja en électrodynamique
classique réapparurent. Dans ce cadre, en effet, si 'on s’intéresse a 1’énergie
propre classique de 1’électron, on aboutit a une quantité infinie, probleme
déja noté par Lorentz. Au deuxieme ordre de la théorie des perturbations,
par exemple, le déplacement en énergie d’un électron dans un niveau n de
I’atome d’hydrogene est :

m,A

En_Em_wk ’

ou la somme et l'intégration portent sur tous les états électroniques (m) et
photoniques (k, \) intermédiaires et ou H " est le terme représentant I'inter-
action. Ce calcul aboutit a une quantité infinie provenant de l'intégration



lorsque k£ — oo. Ce genre d’infini est appelé divergence Ultra-Violette puis-
qu’il provient de la présence dans les états intermédiaires de photons de tres
courte longeur d’onde (tres grande énergie). Les physiciens eurent alors 'idée
d’éliminer tous les états intermédiaires responsables de cette divergence en
introduisant un parametre de coupure . Tous les états tel que k£ > % quand
a — 0 étaient éliminés. Apres plusieurs essais, Weisskofp [19] montra que
I’énergie propre de I’électron se comportait comme :

3o h
em = —mIn | — 1.27
" 27rm ! (mca) ( )

quand a — 0. Par la suite, il montra que ce comportement en Ina était vrai
a tous les ordres.

En 1933, Dirac [20] mit en évidence un autre type de divergence dont
I'origine se trouve dans la théorie des trous. Le vide, qui dans ce cas est
composé de la mer d’électrons d’énergie négative, est en effet le siege de fluc-
tuations se traduisant par ’apparition et la disparition continuelles de paires
électron-positron. Donc, un électron plongé dans un tel milieu aura tendance
a attirer les positrons et a repousser les électrons des paires virtuelles si bien
que la charge d’un électron est écrantée et I’on parle alors d’électrons ha-
billés. Ce sont ces derniers que ’on observe. Ce processus porte le nom de
Polarisation du Vide (V.P.).

Il reste une derniere divergence appelée divergence Infrarouge. Elle pro-

vient du fait que des photons de tres basse énergie ne sont pas observés par
les détecteurs mais ils doivent tout de méme etre pris en compte au cours
des calculs.
Durant les années trente, les physiciens cohabitérent avec ces infinis et se
mirent méme a la recherche d’autres théories. J.A. Wheeler [21], par exemple,
pensait que la théorie devait uniquement reposer sur des quantités obser-
vables telle la matrice S dont les éléments sont constitués par les amplitudes
des différents phénomenes susceptibles de se produire lors d’une réaction.
Mais a la méme époque, une idée commencait a percer selon laquelle tous
les infinis pouvaient étre absorbés dans une redéfinition, une renormalisation
des parametres de la théorie. En effet, comme on I’a déja vu dans le cas
de la polarisation du vide, on ne mesure jamais la charge d’un électron nu
(bare-electron) mais celle d'un électron habillé (dressed-electron).

Mais il faudra attendre 1947 et les travaux de W.E. Lamb et R.C. Rether-
ford [22]. Ces derniers, bénéficiant des progres importants réalisés au cours
de la seconde guerre mondiale dans le domaine des radars, annoncerent, leur
mesure du déplacement du niveau 2s,,, par rapport au niveau 2p;,, dans
I’hydrogene, maintenant connu sous le nom de déplacement de Lamb. Ce
résultat était en totale contradiction avec la théorie de Dirac selon laquelle
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ils doivent avoir la méme énergie. Le déplacement de Lamb montrait I'im-
portance de tenir compte des corrections d’ordre supérieur qui jusqu’alors
étaient écartées puisque infinies. Pour la petite histoire, c’est dans le train
qui le ramenait d’une conférence que Bethe [23] fit un calcul non-relativiste
(il n’inclut pas les états intermédiaires positroniques) de ’énergie propre
de I’électron dans le champ coulombien d’un proton, cas qui correspond a
I’électron de ’atome d’hydrogene, et il trouva une valeur tres proche de celle
expérimentale (1057 Mhz). Le premier calcul relativiste de 1’énergie propre
d’un électron lié fut effectué par N.M. Kroll et W.E. Lamb [24]. Au cours
de leur calcul, ils trouverent que la correction au moment magnétique de
Iélectron (le ‘g — 2’) devait étre celle mesurée expérimentalement par P.
Kush et H.M. Foley [25] ainsi que par J.E. Nafe et E.B. Nelson [26]. Cette
valeur du moment magnétique anormal de 1’électron coincidait avec la valeur
théorique que Schwinger [27] avait trouvée.

Il fallait donc arriver a obtenir les informations physiques contenues dans
ces infinis. Finalement, les travaux de Schwinger, Feynman et Tomonaga
montrerent comment obtenir des résultats a partir de calculs de QED d’ordre
élevé, posant ainsi les bases de la théorie de la renormalisation sous sa forme
moderne. A I'occasion de ce travail et afin de faciliter le calcul des termes suc-
cessifs des développements perturbatifs, Feynman introduisit des diagrammes
désormais utilisés dans de nombreux domaines de la physique. Ils sont appelés
diagrammes de Feynman. Il est a noter que 'origine de ces infinis est tres
profonde puisqu’elle provient de notre mauvaise connaissance de la structure
de I'espace-temps a tres courtes distances £ — 0 ou hautes énergies k& — co.
Jusqu’a la fin de sa vie, Dirac ne sera pas satisfait par la solution que pro-
posait la renormalisation aux problemes d’infinis et resta persuadé qu’une
nouvelle théorie verrait le jour permettant ainsi de se passer des techniques
de la renormalisation qu’il considérait comme artificielles.

Depuis cette époque, I’électrodynamique quantique est la théorie quan-
tique des champs la plus précise dont nous disposons. Toutes les autres
théories, telles la théorie de 'interaction faible et la théorie de I'interaction
forte, ont été construites en prennant pour modele la QED.

1.2 Physique Atomique
Comme indiqué en début de chapitre, nous allons étudier dans cette se-

conde partie la nouvelle approche de la physique atomique issue de I’élaboration
de la mécanique quantique relativiste et de I’électrodynamique quantique.
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Jusqu’en 1949, le développement de ces deux derniers domaines s’est ef-
fectué parallelement a celui de la physique atomique. D’une part, I’équation
de Dirac fut développée afin de trouver une équation d’onde relativiste don-
nant le bon spectre de I’hydrogene, en particulier sa structure fine. D’autre
part, la théorie de 1’électrodynamique quantique a vu le jour lorsque les phy-
siciens ont cherché a obtenir une description de l'interaction de particules
chargées avec un champ électromagnétique également quantifié, par opposi-
ton a la méthode semi-classique ol seulement les particules sont quantifiées
et le champ électromagnétique traité de facon classique. Une fois de plus, les
premieres applications concernerent ’atome d’hydrogene. Forts de ces nou-
veaux outils, les physiciens qui travaillaient dans le domaine de la physique
atomique voulurent les rendre applicables a des atomes plus complexes que
I’hydrogene. En effet, la physique atomique donne des informations sur les
propriétés et l'interaction des atomes et doit donc tenir compte des effets
relativistes, des effets de I'électrodynamique quantique et des effets a plu-
sieurs corps. Par conséquent, de nouvelles formulations de I’électrodynamique
quantique et du probleme a N-corps sont apparues tenant compte du fait
qu’elles devaient permettre d’obtenir des résultats numériques pouvant étre
confrontés aux résultats expérimentaux de plus en plus précis.

1.2.1 L’Electrodynamique Quantique appliquée aux
états liés : la BSQED

Lorsqu’on parle de théorie quantique des champs, on pense généralement
au domaine des hautes énergies. Mais les outils de la théorie des champs
se sont révélés tres utiles dans de nombreux autres domaines (comme la
mécanique statistique) moyennant quelques aménagements. Tel est le cas en
physique atomique. De nos jours, la structure de 1’électrodynamique quan-
tique telle qu’elle est utilisée en physique atomique correspond a peu pres a
celle de la fin des années quarante (époque de la formulation des méthodes de
renormalisation) et des années cinquante qui étendirent la théorie aux états
liés .

En 1951 parait Particle de Furry [28] posant les bases d’une nouvelle

représentation de 1’électrodynamique quantique adaptée a I’étude des états
liés. Dans la représentation de Furry, le potentiel nucléaire entre des le début
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dans la fonction d’onde et le propagateur * :

—icd. NV +V(Z)+ (8= 1) — E,| ¢u(7) = 0, (1.28)

avec : .
On(z) = ¢ (T)e P! (1.29)
Le potentiel dans (1.28) est le potentiel coulombien du noyau, mais il peut

aussi etre un potentiel effectif dans le cas d’atomes a plusieurs électrons.
L’opérateur du champ électron-positron a donc la forme suivante :

U(r) = anon(z) + Y bl,én(z) (1.30)

E,>0 En<0

On peut comparer cette équation avec (1.24) o, dans ce cas, les ug(z) étaient
solutions de 1’équation libre de Dirac.

Le formalisme de la théorie quantique des champs permet aussi de calculer
le déplacement des niveaux d’énergie a partir des éléments de la matrice S.
Dans un article de 1951, Gell-Mann et Low [29] donnérent 1’expression du
déplacement en énergie, actuellement connue sous le nom de théoreme de
Gell-Mann et Low. L’expression utilisée est celle symétrisée par Sucher [30] :

.\ 9

AB, = lim S2ax(lSelne
ce—=0 2 <n|5'5,,\|n>c
A—1

(1.31)

ou l'indice c fait référence aux diagrammes connectés, ceux déconnectés
n’étant pas pris en compte [31]. Nous renvoyons le lecteur désireux de connait-
re le formalisme se cachant derriere cette formule (théories des perturbations,
branchement adiabatique de la perturbation, Matrice S, Théoreme de Wick
...) aux références suivantes [32], [33] , [34] et [35]. Les deux corrections ra-
diatives les plus importantes dans le déplacement des niveaux atomiques
sont, premiérement, I’énergie propre (Self-Energy : S.-E.) de 1’électron et,
deuxiemememt, la polarisation du vide (Vacuum Polarisation : V.P.). Dans
le chapitre VII et dans le cas des atomes exotiques, on verra que la polarisa-
tion du vide 'emporte sur I'énergie propre.

D’un point de vue purement théorique, toute la théorie relativiste des
atomes est contenue dans I’électrodynamique quantique des états liés car elle
est issue de la formulation relativiste du probleme a N-corps. Mais dans ce
cadre, traiter le cas d’atomes a plusieurs électrons est dans la plupart des cas

1A partir de maintenant, on utilise le systéme d’unités atomiques (voir I’Appendice A)
dans toutes les équations.
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inapplicable sauf pour des systémes simples tres lourds. L’origine de cette
difficulté provient de ’approximation utilisée qui porte le nom d’approxima-
tion en échelle, ceci étant di a la forme des diagrammes conservés dans le
développement. Dans ce cadre, un diagramme a n + 1 lignes photoniques
est seulement d’ordre % fois plus petit que le diagramme avec n lignes pho-
toniques [36]. Donc, a moins que Z ne soit tres grand, I'utilisation directe
de la BSQED pour les atomes légers a I'ordre nécessaire afin d’obtenir une
précision comparable aux résultats expérimentaux est impossible.

Depuis 30 ans, 'apparition d’accélérateurs et de sources d’ions [37] ca-
pables de produire des ions lourds fortement chargés, comme au GSI & Darm-
stadt (SIS/ESR) et a Livermore (Super Ebit), a ouvert I’étude d’'un domaine
devenu de nos jours 'un des plus actifs de la physique atomique : la physique
atomique des ions lourds de charge positive. Peu de tentatives ont été faites
pour utiliser directement la BSQED dans le cas d’ions lourds a deux électrons
[38]. Cependant la trés grande précision atteinte dans les mesures a stimulé,
d’une part, le développement de techniques pour le probleme a N-corps relati-
vistes, sujet de la prochaine section, et d’autre part, ’étude d’un domaine en-
core mal connu, celui de ’électrodynamique quantique en champs forts ([39],
[40] et [41]) avec, par exemple, le cas de I'uranium hydrogénoide. Le champ
électrique a la surface du noyau y vaut environ 2.10'”V/cm. Dans un tel
contexte, 'application de la machinerie habituelle pour I’évaluation des cor-
rections dues a I’électrodynamique quantique, elle-méme basée sur la théorie
des perturbations et résultant en un développement en « (représentant le
nombre de photons virtuels) auquel s’ajoute un développement suivant les
puissances de Za qui rend compte de la présence du champ nucléaire, peut
soulever des questions concernant la validité d’une telle approche [42].

Depuis le calcul non-relativiste de Bethe de la correction radiative a I'aide
d’un développement en Z« et le calcul relativiste de N.M. Kroll et W.E. Lamb
Jr, dont nous avons déja parlé dans la section 1.2, les calculs des correc-
tions radiatives dans les systemes hydrogénoides se sont multipliés donnant
les ordres suivants du développement en Za (ex. [43]) et la littérature est
désormais tres abondante.

Il est important de signaler que les calculs de haute précision en BSQED
ont un caractere différent par rapport a ceux d’une précision comparable
effectués en QED. En effet, dans le cadre de la BSQED, le processus de re-
normalisation de la série perturbative doit étre effectué de facon plus subtile
et doit mettre en jeu des soustractions complexes de divergences se chevau-
chant et s’emboitant.

La renormalisation en QED est une procédure parfaitement définie bien
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que sa mise en ceuvre soit longue et complexe. En BSQED, cependant, les
calculs de haute précision sont essentiellement non-perturbatifs vis-a-vis du
potentiel nucléaire. Bien que ces calculs mettent en jeu des noyaux intégrables
pouvant étre écrits en fonction des diagrammes de Feynman, des parametres
sans dimensions, en particulier la constante de structure fine a, entrent dans
les fonctions d’onde et dans les propagateurs d’une facon non-perturbative.
On ne peut donc pas simplement compter les puissances de a présentes
dans un noyau intégrable afin de déterminer sa contribution au déplacement
énergétique d’un niveau. Généralement, un noyau donné comprend quelques
termes principaux ainsi que des séries infinies de termes plus petits. De plus,
les noyaux peuvent souvent étre groupés de maniere a ce que leurs termes
principaux s’annulent. Il est important de tenir compte de ceci afin d’éviter
de calculer des termes faux d’ordre inférieur. Cela a pour conséquence que
I'utilisation de la BSQED ne se fait pas de facon mécanique. Il existe donc
plusieurs manieres d’obtenir un résultat correct.

Enfin, signalons que le caractere non-perturbatif de la BSQED se tra-
duit par une dépendance non-analytique des développements (apparition de
logarithmes). La méthode pour contrer ces difficultés est d’arranger ’expres-
sion calculée de maniere a séparer la partie analytique et d’isoler les termes
d’ordre supérieur.

Le déplacement de Lamb (& une boucle) du a I’énergie propre (S.-E.) et a la
polarisation du vide (V.P.) peut étre écrit sous la forme suivante :

a(Z a)4
lorsque Z est treés grand, la fonction F,(Za) doit étre évaluée numériquement
[44]. En revanche, pour de petites valeurs de Z, celle-ci peut étre développée
en puissance de Za. C’est une série asymptotique divergente.
Dans le cas ou le recul du noyau atomique n’est pas pris en compte, le
développement fait intervenir des constantes tout comme le facteur loga-
rithmique In(Za)~2. On a alors :

Fo(Za) = Agp(n) + Ap(n) In(Za) 2 + Ase(n)(Za (1.33)
+(Za)? {G(n, Za) + Agp(n) ln(Zoz)_z} + Aga(n) In*(Za) 2

Les fonctions G(n, Za) = [Gsp(n, Za) + Gyp(n, Za)] dordre a(Za)® repré-
sentent des termes non-logarithmiques ainsi que toutes les corrections d’ordre
supérieur. Le calcul des constantes et de ces fonctions a mobilisé de nombreux
physiciens ([42] et [45]).

Il ne semble pas y avoir de méthode standard dans ’évaluation des dépla-
cements radiatifs des niveaux d’énergie atomique. La raison provient de 1'uti-
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lisation du propagateur de Dirac-Coulomb (fonction de Green) qui peut étre
traité de plusieurs manieres.

En ce qui concerne la polarisation du vide, celle-ci peut étre considérée
comme la correction au potentiel Coulombien que I’électron ressent de la part
du noyau atomique. La premiere contribution non nulle est appelée potentiel
de Uehling ([46]-[47]). Les termes suivants furent calculés par Wichmann et
Kroll [48] qui ont montré qu’ils pouvaient s’écrire sous la forme d’un potentiel
effectif ayant la forme suivante :

PP _ Z Vigi (1.34)

i=1,j=0

Toutefois, ces derniers n’obtinrent que des estimations et ce sera finalement
G. Soff et P. Mohr [49] qui calculerent la correction exacte de la polarisation
du vide.

Si, dans les premiers temps, la précision des résultats expérimentaux per-
mettait aux théoriens de séparer les corrections radiatives des effets de recul
dus a la masse finie du noyau, il est désormais nécessaire de ne plus effectuer
une telle démarche afin de se rapprocher des résultats expérimentaux de plus
en plus précis [50]. Comme nous l’avons signalé précédemment, la physique
des ions lourds a conduit aux développements de méthodes pour le probleme
a N-corps relativistes, sujet de la prochaine section.

1.3 Le probleme a plusieurs corps en Phy-
sique Atomique

Si en physique on sait traiter les problemes a deux corps, il en va au-
trement lorsqu’on aborde des questions mettant en jeu trois corps ou plus.
C’est un probleme important de la mécanique classique qui est d’ailleurs a
I’origine de la théorie du chaos. Bien que la tache fut difficile, il fallait en
physique atomique arriver a trouver un moyen de contourner ce probleme
si 'on voulait dépasser I’étude de I'hydrogene. C’est-a-dire, mettre au point
des méthodes d’approximation a valeurs opérationnelles dont les résultats
seraient en accord avec 1’expérience.
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1.3.1 Cas Classique

Les premieres tentatives en mécanique quantique classique sont issues
d’un hamiltonien ayant la forme suivante :

N
Hg" = Z hnr(i) + Ve e, (1.35)
i—1

ou V,_, est I'opérateur représentant l'interaction inter-électronique, soit :

N
Ve = — 1.
ey (1.36)
1<)
Le passage d’'un cas a un électron a celui a plusieurs électrons, c’est-a-dire
de :
Hy (1) (1) = BY(1)

Hst_olne\p(laz"':N):E\I’(LQa"':N) (138)

n’était pas évident.

Approche variationnelle

Ce seront les travaux d’Hylleraas [51] sur I’hélium de 1928 a 1932 qui don-
neront confiance dans une telle transition. L’idée principale d’Hylleraas est
d’avoir reconnu que 1’équation de Schrédinger était 1’équation différentielle
obtenue a partir de la recherche d’un minimun dans un calcul variationnel.
En effet, d’un point de vue variationnel, la fonction d’onde normalisée ¥ est
celle qui minimise <?’$ﬂ§’> Ainsi dans une telle procédure, au lieu de recher-
cher ¥ par l'intermédiaire de I’équation de Schrédinger, on peut utiliser la
méthode variationnelle de Ritz [52]. C’est ce que fit Hylleraas. En utilisant
des fonctions d’essai formellement dépendantes, entre autre, de la distance
inter-électronique rio , il prennait explicitement en compte les corrélations,
notion sur laquelle nous reviendrons a plusieurs reprises dans la suite de la
these. Le probleme de la méthode d’Hylleraas est que les fonctions d’essai
deviennent de plus en plus compliquées au fur et a mesure qu’augmente le
nombre d’électrons, rendant ainsi son utilisation tres difficile. Il fallait donc
développer d’autres méthodes tout en simplifiant les hypotheses de départ.

Un atome est un systeme physique avec un centre de force bien défini
dont la conséquence est une localisation des électrons autour du noyau qui
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ressentent alors un champ pratiquement a symétrie sphérique. Cette consta-
tation est le point de départ de tous les calculs atomiques dans les atomes
a plusieurs électrons et est connue sous le nom d’approximation du champ
central. Celle-ci est basée sur le modele a particules indépendantes dans le-
quel chaque électron se déplace dans un potentiel central effectif représentant
son interaction avec le noyau et 1'effet moyen de la répulsion avec les autres
électrons. Deux approches furent utilisées pour trouver ce potentiel central.
La plus simple est le modele de Thomas-Fermi basé sur des considérations sta-
tistiques et semi-classiques. La plus élaborée est celle d’Hartree-Fock. Cette
derniere est issue du modele a particules indépendantes et fut formulée par
Hartree en 1928. Dans ce modele, chacun des électrons a sa propre fonction
d’onde. Hartree proposa également une méthode itérative de résolution basée
sur le concept d’auto-consistance. Malheureusement, la fonction d’onde to-
tale n’était pas antisymétrique. En 1930, sa méthode fut donc généralisée
par Slater et Fock afin de tenir compte du principe d’exclusion de Pauli.
Cette généralisation est désormais connue sous le nom de méthode Hartree-
Fock. Elle est basée sur un principe variationnel dans lequel les fonctions
d’essai sont des déterminants de Slater construits a partir d’orbitales mono-
électroniques hydrogénoides. Dans une telle approximation, 'hamiltonien
pour un atome ou un ion a N électrons s’écrit :

— z_l: 7 Z Z e TZ| (1.39)

1<J

ou I'hypotheése d’un noyau infiniment lourd a été employée.

La méthode Hartree-Fock [53] donne la meilleure fonction d’onde possible
compatible avec 'approximation a particules indépendantes. Mais afin de te-
nir compte des corrélations, on doit dépasser ce stade et utiliser des fonctions
d’essai plus générales qu’un unique déterminant de Slater. Une généralisation
possible est de prendre une fonction d’onde qui est la somme de déterminants
de Slater de maniere & ce que cette fonction soit état propre de L2, S%, L, et
S,. Une telle fonction est appelée fonction d’état de configuration CSF.
Une amélioration supplémentaire consiste a former une combinaison linéaire
de CSF. Dans ce cas, le processus auto-cohérent se déroulera en deux étapes
et portera le nom de Méthode Hartree-Fock Multiconfigurée (MCHF). On
peut citer le programme de C. Froese-Fischer ([54] et [55]) qui utilise cette
méthode.

Théorie des perturbations a plusieurs corps : MBPT

La théorie des perturbations a été utilisée des les années 1920 et ses for-
mulations les plus connues sont celles de Rayleigh-Schrodinger et Brillouin-
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Wigner. En principe, ces développement peuvent étre utilisés a tous les ordres
mais ils deviennent tres lourds a partir du quatrieme ordre. De nouvelles for-
mulations puisant leurs origines dans la théorie quantique des champs furent
développées a la fin des années quarante et au cours des années cinquante
par Feynman ([15] et [56]) et Dyson ([57] et [58]), entre autres .

Les techniques appelées de nos jours théorie des perturbations a plusieurs

corps (MBPT) font référence a celles utilisées pour la premiere fois en phy-
sique nucléaire pour I’étude du noyau, ce dernier constituant un systeme
extremement, compliqué dépourvu d’un centre de force bien déterminé au
contraire de la physique atomique. Mais il fut montré qu’'un tel systéme pou-
vait toutefois étre décrit par un modele a particules indépendantes. Ainsi,
a la fin des années quarante, Goeppert Mayer [59] proposa un modele en
couche du noyau. Le probleme supplémentaire de la physique nucléaire est
la forte force répulsive existant entre les nucléons a petites distances, ce qui
empéche l'utilisation de la théorie des perturbations sous sa forme usuelle.
Brueckner et Levison [60] introduisirent un opérateur de réaction. De cette
maniere, une force inter-nucléaire effective fut obtenue. Celle-ci contenait la
partie diagonale (approximation en échelle : ladder) de la véritable interac-
tion.
Brueckner appliqua ce formalisme a des noyaux comprenant un grand nombre
de nucléons et trouva que le développement perturbatif de I’énergie incluait
des termes quadratiques par rapport au nombre de nucléons. Lorsque ce
nombre augmentait, il conduisait a l'apparition d’une densité d’énergie aug-
mentant sans cesse. Ces termes non physiques devaient donc étre compensés
par d’autres termes du développement. Il les appela réductibles puisqu’ils
pouvaient étre exprimés a l'aide de termes d’ordre inférieur. Le fait que ces
termes pouvaient disparaitre fut prouvé de maniere rigoureuse par Goldstone
[61] en utilisant des méthodes issues de la théorie quantique des champs.
Celui-ci montra que les termes réductibles de Brueckner étaient représentés
par des diagrammes déconnectés, c’est-a-dire contenant plusieurs parties non-
connectées aux lignes extérieures °.

Nous allons maintenant aborder les applications de ces techniques a la
physique atomique.

La premiere application de la théorie des perturbations a plusieurs corps a
la physique atomique fut faite par H. Kelly ([62], [63], [64] et [65]) au début
des années soixante. Il appliqua le formalisme de Golstone dont le point de
départ est ’équation de Schrodinger a plusieurs électrons ou '’hamiltonien
est (1.35). Cet hamiltonien est séparé de la fagon usuelle, soit : H = Hy+ V'

5La situation est identique 2 celle de la théorie quantique des champs ot de tels dia-
grammes ne contribuent qu’a la phase de la fonction d’onde.
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avec

N
le, Z
Hy = ho(i) olt hy = —5 V2= —+u(r) (1.40)

et V= Z 2 u(r;) (1.41)

ol u est un potentiel moyen.
Goldstone utilise ensuite la théorie des perturbations dépendante du temps
et obtient :

1

F—-—FE,=AFE = YolV | ——
: > (w (EO_HO

V)n Wo)e s (1.42)

ol F est I’énergie totale, Ey I'énergie non-perturbée, ¥, la fonction d’onde de
I’hamiltonien non-perturbé Hj et I'indice ¢ rappelle que seuls les diagrammes
connectés sont pris en compte.

1.3.2 Cas relativiste

Il est maintenant bien reconnu que des calculs précis de structures ato-
miques, en particulier dans les atomes lourds, doivent tenir compte des effets
relativistes. La premiere tentative ayant véritablement aboutie date de 1951
avec ’écriture d’une équation d’onde relativiste a deux corps par Bethe et
Salpeter [66]. Celle-ci généralise au cas de deux corps 1'équation de Dirac.
Son extension a plus de deux corps n’est pas tres difficile. Cependant, une
telle équation souffre de deux problemes :

- Premierement, elle fait intervenir un noyau intégrable ne pouvant pas
etre écrit sous une forme fermée. L’origine de ce probleme est que toute
théorie quantique relativiste conserve uniquement la charge totale mais pas
le nombre de particules;

- Deuxiemement, elle fait intervenir plusieurs temps ce qui rend impos-
sible sa réduction a une forme hamiltonienne. Ce second probleme provient
de la nécessité d’obtenir une théorie complétement covariante.

Il fallait donc prendre une autre voie. Les physiciens profiterent alors du
travail réalisé en mécanique quantique classique pour le probleme a N-corps
qui avait déja soulevé de nombreuses questions. Il existe désormais plusieurs
méthodes générales pour calculer les effets relativistes, les effets de corrélation
et les effets de la BSQED dans les atomes a plusieurs électrons. Nous allons en
présenter deux, la premiere étant une extension de I'approche variationnelle
au cas relativiste et la seconde constituant une extension au cas relativiste
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de la théorie des perturbations a plusieurs corps appelée RMBPT.

Méthodes variationnelles a tous les ordres

Les méthodes variationnelles sont des méthodes a tous les ordres ¢ dans
lesquelles la fonction d’onde totale de 'atome est représentée par une fonc-
tion d’essai construite de maniere a couvrir la plupart de I'espace fonctionnel
de ’hamiltonien. Suivant la forme de la fonction d’essai, on peut classer ces
méthodes en trois groupes :

- Premier Groupe : La fonction d’essai est construite a partir de combi-
naisons linéaires de déterminants de Slater dépendant uniquement des coor-
données électroniques |r;| et non des coordonnées relatives r;; = |r; —r,|. Les
parametres variationnels sont dans ce cas uniquement les fonctions d’onde
mono-électroniques. La méthode est appelée Méthode de Dirac-Fock (DF);

- Deuxieme Groupe : Les seuls parametres variationnels sont les coeffi-
cients de mélange. La méthode est appelée RCI (Relativistic Configuration
Interaction) ;

- Troisieme Groupe : Les parametres variationnels sont les fonctions d’ondes
mono-électroniques et les coefficients de mélange. Cette méthode est appelée
MCDF (Multiconfiguration Dirac-Fock).

L’extension de la méthode Hartree-Fock au domaine relativiste débute
des 1935 avec les travaux de Swirles ([67],[68]). Elle montra que I’équation de
Dirac, tout comme I’équation de Schrodinger, pouvait étre obtenue a partir
d’un principe variationnel. La méthode portera désormais le nom de Dirac-
Fock. L’équivalent relativiste de (1.38) est I’hamiltonien de Dirac-Coulomb :

N N
Hpe = ho(i) + Y Vo(lF; = 7)), (1.43)
i=1 i>j
avec :
hp = cd.p+ fe” — — (1.44)
T
1

- (1.45)
|7 — 73]
Mais en 1951, un article de Brown et Ravenhall [69] annonca que I’hamilto-

nien (2.33) n’avait pas d’états propres correspondant a des états liés. Et cela,

6Les méthodes & tous les ordres sont des méthodes dans lesquelles sont resommées
certaines sous-classes de diagrammes de Feynman. Mais il est impossible de sommer toutes
les classes & tous les ordres [36].

21



en raison de I’existence du continuum d’énergies négatives. Ainsi, seule 'utili-
sation de la BSQED permettrait d’éviter cette catastrophe. Mais comme nous
I’avons déja signalé, faire des calculs avec cette méthode dans les atomes ou
ions a plusieurs électrons est une chose impossible.

Pendant longtemps l'opérateur de Breit, qui était utilisé pour rendre
compte de l'interaction électron-électron due a I’échange de photons trans-
verses, fut jugé responsable de ce probleme. L’origine de 'opérateur de Breit
remonte a 1929 [70]. Ce dernier avait obtenu une expression rendant compte
de maniere correcte de 'interaction électron-électron [71] (comme du retard,
par exemple) et dont la forme est (en jauge de Coulomb) :

Q.0 Q.0

B(i,j) = — (cos(wijrij) — 1)

Tij Tij
cos(w; 1) — 1
+(osz,)(oz]VJ)2— s (146)
wz-jrij

ou les opérateurs V; et V,; n’agissent que sur les 7;; et non sur les fonc-
tions d’onde! Nous reviendrons dans le second chapitre sur la cause de la
dépendance de jauge du potentiel de Breit. Il fallait donc trouver un hamil-
tonien tenant correctement compte de I'existence du continuum négatif. Cet
hamiltonien sera obtenu a partir de la BSQED par Mittleman [72] et Sucher
[73], entre autres. En écrivant de maniere formelle I’hamiltonien d’un systeme
a N-électrons sous la forme :

H = Hy[Ne™,0e™] + Hi[(N + 1)e™, let] + Ho[(N + 2)e™,2et] + -+ (1.47)

et en gardant seulement le premier terme de ce développement, nous arrivons
a ce que ’on nomme "approximation sans-paire (no-pair hamiltonian). Celui-
ci exclut de maniere explicite les paires électron-positron et cela nous amene
a la notion de projecteur sur les états électroniques d’énergie positive, sur
lesquels nous reviendrons au cours du deuxieme chapitre.

La méthode MCDF permet de rendre compte des corrélations les plus

importantes entre les électrons de valence des couches ouvertes. En revanche,
la corrélation entre les électrons de valence et ceux du cceur sont difficiles a
traiter dans cette approche.
Je terminerai en citant deux programmes reposant sur la méthode MCDF,
celui de Desclaux [74] et celui de Grant [75]. Nous reviendrons plus en détail
sur le fonctionnement du programme de J.P. Desclaux dans le troisieme cha-
pitre, puisque c’est le programme utilisé par notre équipe.
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Théorie des perturbations a plusieurs corps relativistes : RMBPT

Depuis les travaux de Kelly, la théorie des perturbations a plusieurs corps
est devenue I'une des méthodes les plus importantes et les plus utilisées pour
calculer les niveaux d’énergie et les propriétés des systemes atomiques. Le
point de départ est encore 'hamiltonien sans-paire, c’est-a-dire que 1’on se
limite aux états propres d’énergie positive a ’aide d’opérateurs de projection,

soit :
> hp(i)+ > Ti] A (1.48)

i=1 i<j=1 Y

H:A++

On peut inclure U'interaction de Breit B(i, j) afin de tenir compte des ordres
les plus bas des interactions magnétiques et du retard (conséquence de la
vitesse finie de la lumiere), soit :

éhD(i) + XN: (ri + Bij)

i<j=1 N Y

Hnofpair — A++ A++ (149)

Cet hamiltonien tient donc compte de I'interaction Coulombienne et de I'in-
teraction de Breit entre les électrons, mais il ne prend pas en compte les
effets dus aux paires ainsi que ceux de la BSQED, comme la S.-E. et la V.P..
Cependant, il peut étre traité d’'une facon semblable a celle de I’hamiltonien
non-relativiste dans le cadre d’un développement en diagrammes connectés
comme ([76], [77], [78] et [79]). La méthode RMBPT apparait alors comme
une généralisation directe de la méthode non-relativiste MBPT, elle-méme
basée sur la technique des diagrammes de Goldstone.

C’est une théorie similaire a celle de la BSQED a la différence que I'état
de référence n’est plus le vide mais un état atomique. La principale difficulté
liée a cette méthode provient des sommes infinies sur les états intermédiaires
apparaissant lors des calculs. Les développements de la théorie basés sur
I'utilisation de base ont permis de réaliser de grands progres. L’astuce étant
d’enfermer ’atome dans une boite sphérique, ce qui permet d’obtenir un en-
semble de solutions fini et complet de I’équation de Dirac a un électron. Cela
permet alors de ramener les sommes infinies sur les états intermédiaires a des
sommations discretes et finies.

L’un des avantages de la méthode RMBPT provient du fait qu’elle permet
d’obtenir d’une maniere simple et automatique les corrélations a l'intérieur
d’un atome a couches fermées ou entre un unique électron de valence et
un ceeur ionique a couches fermées. En revanche, elle est mise en difficulté
lorsqu’on 'applique aux atomes ayant une structure en couche complexe.
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une étude exhaustive des différentes
principales étapes ayant conduit aux techniques actuelles utilisées en phy-
sique atomique.

Nous avons vu que l'approximation sans paire est a la base des deux
approches (MCDF et RMBPT) complémentaires du probleme relativiste a
plusieurs corps. Cependant, dans cette approximation, les effets des paires
virtuelles ainsi que les corrections radiatives sont omis. Toutefois, avec la
précision des expériences actuelles, il est nécessaire d’aller au-dela de cette ap-
proximation et les ions lourds constituent un excellent moyen pour tester les
méthodes théoriques utilisées et en particulier les approximations réalisées.
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Chapitre 2

Problemes théoriques de
I’étude relativiste des atomes a
plusieurs électrons

2.1 Introduction

L’étude des ions lourds multichargés apporte des renseignements sur la
physique des états liés a N-corps, mais également sur la QED en champs
forts. La force responsable de la localisation des électrons pres du noyau
ainsi que de leur interaction mutuelle est la force électromagnétique. On
dispose d’une théorie quantique de cette interaction avec la QED qui est
a I’heure actuelle, comme je l'ai déja signalé dans le premier chapitre, la
théorie quantique des champs la plus précise dont on dispose. Mais cette
théorie concerne en premier lieu des particules libres en interaction et son
extension aux particules liées (Bound States QED : BSQED) fut nécessaire
pour une utilisation en physique atomique.

Dans le cadre de la BSQED, les champs électroniques et photoniques
sont quantifiés dans le champ électromagnétique nucléaire qui apparait en
premiere approximation comme un champ de fond classique. Les deux cor-
rections radiatives les plus importantes sont 1’énergie propre (Self-Energy :
S.-E.) et la polarisation du vide (Vacuum Polarisation : V.P.) a lordre a.
A la différence de la QED ou les particules sont libres, il faut en BSQED
évaluer ces corrections a tous les ordres en Za représentant l’interaction cou-
lombienne avec le noyau.

Par contre, si on désire aller aux ordres supérieurs, une prise en compte
sérieuse des effets nucléaires doit étre envisagée. Le noyau atomique n’est
alors plus considéré comme une source ponctuelle classique. C’est a ce ni-
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veau que 1’évaluation des corrections radiatives se trouve limitée : d’une part,
par l'influence des effets nucléaires dépendante du modéle nucléaire choisi et,
d’autre part, par l'incertitude concernant les parametres nucléaires comme
la taille des nucléons par exemple.

On est donc confronté a deux difficultés majeures avec 1’étude des ions
lourds :

1) La superposition des effets de la BSQED et des effets a N-corps, se
traduisant par ce que I’on nomme les corrélations sur lesquelles je reviendrai
par la suite.

2) L’augmentation du couplage (Z«) avec la croissance de Z, ce qui rend
difficile 'application des méthodes usuelles de la BSQED, elles-mémes basées
sur un développement perturbatif avec, par exemple, le cas de I'uranium hy-
drogénoide Za ~ 0.67.

Pour résoudre la premiere difficulté, il a fallu mettre au point des tech-
niques permettant de tenir compte de maniére précise des effets a N-corps
de sorte que les effets de la BSQED ne soient pas masqués. Les physiciens
disposaient dans le cadre de la mécanique quantique non-relativiste d’une
méthode pour le probleme a N-corps qui donnait de bons résultats : la
méthode Hartree-Fock. C’est une méthode de champ moyen dans laquelle
chaque électron se déplace dans un champ central résultant de son interac-
tion avec le noyau et les autres électrons. Ils généraliserent cette méthode
au domaine relativiste et obtinrent une précision suffisante de sorte que les
effets de la BSQED peuvent étre traités de maniere perturbative.

Je commencerai dans ce chapitre par rappeler les solutions de 1’équation
de Dirac dans un champ central, puisque ces solutions constituent les briques
a partir desquelles seront construits les états atomiques. J’aborderai ensuite
le cas a plusieurs électrons et en particulier le probleme lié au choix d’un
hamiltonien & N-corps en relativité.

2.2 Atomes a un électron relativiste

2.2.1 L’équation de Dirac hydrogénoide

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent, la recherche d’une équation
d’onde relativiste du premier ordre par rapport au temps amena Dirac a
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I’équation suivante pour un électron lié :

Zaa—\f = (ca@.p+ B+ V(r))¥, (2.1)

ou la fonction ¥ est désormais un bispineur a quatre composantes, V(r) le
potentiel nucléaire et les matrices «; (i=1,2,3) et [ les matrices de Dirac
vérifiant les relations : (1.5), (1.6) et (1.7). La représentation (1.8), appelée
représentation de Pauli-Dirac, permet de retrouver facilement la limite non-
relativiste a savoir 1’équation de Pauli [80], car dans celle-ci le bispineur W

se scinde en deux morceaux :
¢ )
U = , 2.2
(¢ 22

ou ¢ et y sont deux spineurs a deux composantes. Pour de plus amples ren-
seignements sur les matrices de Dirac, on pourra consulter la référence [81].
L’interaction d’un électron de Dirac avec un champ électromagnétique extérieur,
caractérisé par un quadripotentiel A* tel que :

Agxt(x) = {V;z:ctafze:vt}a (23)

est introduite par 'intermédiaire du couplage minimun qui assure la cova-
riance de I’équation ainsi que I'invariance de jauge locale du champ. Le cou-
plage minimal est réalisé par la substitution p*(z) — p*(z) — AL, dans
I'équation (2.1), soit :

0¥

IS = [c&. (ﬁ+ z’e/fext(x)) Vi) + B2 @ (2.4)

Sil'on néglige les effets de recul dus a la masse finie du noyau pour un électron
dans le champ coulombien d’un noyau de charge +7, le champ extérieur peut
alors étre considéré comme statique. Le quadripotentiel est donné par :

A = {%, 0 (2.5)

On obtient donc la fonction d’onde de I’électron en résolvant I’équation de
Dirac hydrogénoide dans le référentiel du noyau, soit :

o)) L., 7
i = (cd.p— P B = hpW (2.6)
On obtient le systeme suivant pour ¢ et x :
7Z
<8 - — —) ¢ = cd.px (2.7)
T
7Z
(6 +c* - —) X = cd.po (2.8)
r
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Dans ce cas, 'hamiltonien hp commute avec I'opérateur du moment cinétique
total j2, avec I'une de ses composantes j, et avec I'opérateur de parité P = S,
lui-méme équivalent relativiste de I'opérateur de parité w. On peut donc
trouver des états d’énergie, de moment cinétique et de parité bien définis.
Cherchons une autre constante du mouvement. On peut esperer étre en
mesure de vérifier si le spin de I’électron est aligné ou non avec le moment
cinétique total. Pour cela, on introduit 'opérateur K (opérateur de Dirac
commutant avec I’hamiltonien de Dirac) et son expression est la suivante :

K =8(31+1) (2.9)

([82] et [83])
Ses valeurs propes sont :

1
k=1 quand j:l_§

1
k=—(+1) quand j:l+§

Pour un électron dans un champ central, on peut donc construire des fonc-
tions propres communes a hp, K, j* et j, de valeurs propres E, —x, j(j + 1)
et m. Entre k et j existe une relation importante :

H:i(ﬁ%), (2.10)

donc x est un entier non nul. De maniere explicite, 'opérateur K a pour

expression :
K:(al“ 0 ) (2.11)
0 —o.l—-1
Donc les équations :
KYpm = —kYpem et P =3(+1)0 (2.12)

conduisent a :

et :

ainsi que :



et :
A
i*x = <l+§> x =70 +1)x
A partir de ces équations, on obtient :

1

1
—ﬁ:j(j+1)—l¢(l¢+1) et /f:j(j+1)—lx(lx+1)+1 (2.13)

Pour un « et un j donnés, nous pouvons déterminer l4 et [, soit :

TAB. 2.1 - Relations entre K, j, ly et [,

K l¢1 lxl
H:]—f—ll ]‘f—? ]—?
k=-(+3)|J—3 )ty

Nous voyons donc que [y et [, different d'une unité, ce qui implique que les
fonctions ¢ et y sont de parité opposée.
Dans le cas d’'un champ central, nous écrivons :

L fa (1) 1,m (6, 6)
Unjm = ( ignzi(r)ﬂjim(& ) ) (2.14)

Toute la partie angulaire est contenue dans ce que ’on nomme les spineurs
harmoniques sphériques (voir I’Annexe C) :

Qi (0, ) = ZYm o (6, qﬁ)qﬁ”(lm—a Soli ]m> (2.15)

les (Im — o3o|lijm) étant des coefficients de Clebsh-Gordan. En exprimant
les différents coefficients, on obtient :

, 1/2 v
o (52) " v e.0)
=1+ Qi =
J = 9 jlm — i 1/2 +1/2
(T) ~1/2 (0, 9)
4 1/2
1—m m 1/2
__ = Q0. — - <J;j+2 ) ]+1/2 (0 ¢)
J gt jaiem) /2 ym1/2 g
2542 ]—1—1/2 (6. ¢)
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La parité des spineurs sphériques est imposée par les orbitales sphériques
et vaut (—1).
Précédemment, nous avons vu qu’a des valeurs de k et j fixées correspon-
daient un [ donné. On a donc une équivalence entre les deux ensembles de
nombres quantiques :
{E,j,l,m} < {E,k,m} (2.16)

Nous pouvons donc écrire la fonction d’onde d’un électron dans un champ
central sous la forme :

1 fn K(T)Qlﬂ m(ga ¢) )
vV, ,em=—-1 .77 ’ 2.17
e T < Zgn,n(T)an,m(aa ¢) ( )
En posant :
F, . Gnn
n,K = . t n.k — ’ 2.1
funr) = 125t g, = G 219

nous obtenons les équations radiales [84] ! :

dF, . A
c < R EFM> = (g +E+ —) G
dr T T

dG,, .. A
¢ (G— - EGM> S <5 — —) G
dr T T

Or I'énergie totale ¢ est telle que ¢ = F, . + ¢, ou E,, est I'énergie de
I’électron dans le champ central, soit :

dF,, . 7
Cnr  Bp = {20 + <EM - —ﬂ Gon (2.20)
dr T T
dG K A
M CGhw = |Epy— =| Fox 2.21
ot 26 = |Ens = 2| F (2.21)

Le nombre quantique n est relié au nombre de noeuds n, de la fonction d’onde
radiale P,.(r), appelée grande composante. Ceci est rassurant puisqu’a la
limite non-relativiste seule cette composante reste et, dans ce cas, une telle
relation existe.

On peut donc classer les états propres de hp de la maniére suivante :

IPour obtenir les équations radiales vérifiées par F et G, la relation suivante est utile :

b(r)

@ |

Qn,m:| _ 2 [dP kP
,

- + T] Q_pom (2.19)
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TAB. 2.2 - Labels et nombres quantiques
Labels S12 P2 P32 dzp dsp
K -1 1 2 -2 -3
j=I|kl—% |1/2 1/2 3/2 3/2 5/2
(=]c+3-2] 0 1 1 2 2

2.2.2 Les effets de ’Electrodynamique Quantique dans
la structure atomique

Introduction

Les bases théoriques de la physique atomique relativiste sont contenues
dans D’électrodynamique quantique des états liés (BSQED). Toutefois, sans
approximation, le calcul des strutures atomiques ne peut pas aller bien loin.
La théorie de Dirac prévoit que les niveaux 2s; /5 et 2p; o possedent la méme
énergie. Mais comme le mesurerent Lamb et Retherford, ces deux niveaux
présentent une levée de dégénéréscence correspondant a un écart de 1057
MHz, désormais appelé déplacement de Lamb (Lamb shift). Ce déplacement
provient de l'interaction de I’électron avec les fluctuations incessantes du
vide de la théorie. Les deux contributions les plus importantes a ’ordre «
sont, d’une part, ’énergie propre et, d’autre part, la polarisation du vide.
L’importance de ces deux termes augmente en Z* et peut méme devenir du
méme ordre de grandeur que 'effet de 'interaction inter-électronique.

L’énergie propre (Self-Energy : S.-E.)

I

F1a. 2.1 — Diagramme de Feynman pour l’énergie propre (S.-E.)

Comme le montre la figure 2.1, cette correction correspond a 1’émission
puis a la réabsorption d’un photon virtuel par 1’électron lié. En dehors des
atomes exotiques, c’est la correction la plus importante dans les atomes
usuels. Mais, sans les outils de la renormalisation, son calcul conduit a une
quantité infinie. En effet, ce diagramme correspond a I’élément suivant de la
matrice S :

(@)]9P|0f) = a/d4ff1d4$2 (W5(22)7"2S (22, 21)7" W a (1)) Dyypa (2 — 71)
(2.22)
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Cet élément est divergent et doit étre soumis au processus de renormalisation.
L’énergie propre renormalisée est alors écrite sous la forme suivante :

AEReom: — Ape — AM, (2.23)

avec AM le contre-terme de masse, défini par :
AM = 6m/dFN (U p(F)UA(7)] 2, (2.24)

om étant la masse électromagnétique infinie. La renormalisation peut étre
effectuée de différentes manieres. L'une de ces méthodes, développée par P.J.
Mohr ([85] et [86]), est basée sur le procédé de régularisation de Pauli-Villars
[87] appliqué au propagateur photonique. La “masse du photon” A 3 est reliée
a la masse électromagnétique de 1’électron par la relation :

Sm = % G In(A2) + g) (2.25)

Suivant un tel procédé, la correction d’énergie propre se trouve séparée en
deux parties :
AE;{%norm. — AEL 4 AE;{Ienorm. (226)

Le premier terme correspond a la contribution des photons virtuels de basse
énergie et le second a ceux de haute énergie.

Fic. 2.2 — Diagramme de Feynman représentant la polarisation du vide
(V.P.)

2Le symbole N indique que les opérateurs sont ordonnés normalement.

3Au vertex d'un diagramme de Feynman, c’est la quadri-impulsion qui est conservée.
Alors la masse du photon virtuel qui vaut q?/ n’est pas forcément nulle. La particule virtuelle
est donc en dehors du niveau de masse.
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La polarisation du vide (Vacuum Polarisation : V.P.)

Comme nous 'avons dit précédemment, ’autre correction d’ordre « est
la polarisation du vide (Figure 2.2). L’élément de la matrice S correspondant
a cette correction est :

(@952 |20) = —Oé/d4$1d4$2 (WA@Y O 4(21)) Tr (S(2, 1)) Dy o (w2 — 1)

(2.27)
Le déplacement en énergie résultant de cet élément peut s’écrire :
AEVP = i/d?“l (\I’A(Fl)’}/g¢(771)\IJA($1)) s (228)
ou le terme : 2\
O(7)) = / pvp(7)dry (2.29)
|7 — 7]

ressemble a un potentiel de polarisation de la densité électronique. Ce dépla-
cement AFEyp est divergent, ceci provenant de la singularité du propagateur
électronique lorsque 7, — 7.

Pour la renormalisation de cette quantité, on peut effectuer un dévelop-
pement en puissance de V', ¢’est-a-dire du nombre d’interaction de I’électron
lié avec le champ du noyau atomique. Wichman et Kroll [48] ont montré que
la polarisation du vide pouvait s’écrire sous la forme d’un potentiel effectif :

VVP: Z ‘/;"2]‘4,1, (230)

i=1,j=0

0it Vi 9511 est un potentiel d’ordre o/ (Za)’. L'ordre en of représente le nombre
de boucle qui écrante le noyau vis-a-vis de la particule liée et (Za)’ est
le nombre d’interaction avec le champ nucléaire. Dans le cas d'une seule
boucle (i = 1), le premier terme V}; correspond au potentiel d’Uéhling [46].
Les autres termes a une boucle non nuls sont ceux pour lesquels j est pair
(Théoreme de Furry [88]).

La correction d’ordre o (Za) est appelée correction de Kéllen-Sabry [89]
et fut calculée exactement par T. Beier et G. Soff en 1987 [90] pour les ions
heliumoides.

2.3 Atomes a plusieurs électrons

Dans la premiere section, nous avons étudié ’hamiltonien relativiste pour
une particule de spin 1/2, ¢’est-a-dire ’hamiltonien de Dirac hp, ainsi que les
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corrections devant étre incluses afin de rendre compte des résultats expéri-
mentaux. Des tentatives ont été menées pour généraliser cette équation au cas
de plusieurs particules. On a en effet cité dans le premier chapitre I’équation
de Bethe-Salpeter qui s’applique au cas de deux particules et les problemes
qui lui sont associés.

Comme dans le cas non relativiste, I’hamiltonien d’un systeme a N-électrons
peut étre écrit :

N N
Hpo =Y _hp(i)+ > Ve(|7; — 7)) (2.31)
i=1 i>j

Les opérateurs hp sont les hamiltoniens de Dirac a 1 électron (2.1) et Hpc
est appelé hamiltonien de Dirac-Coulomb. Il existe une différence essentielle
entre les approximations réalisées dans les calculs classiques et celles dans les
calculs relativistes en physique atomique. Alors que dans le premier cas des
approximations sont introduites afin de simplifier la résolution numérique des
équations, dans le deuxieme cas des approximations doivent étre déja faites
dans la définition de U'interaction effective entre les électrons [91] .

2.4 La recherche d’un hamiltonien pour le
probleme a plusieurs corps relativistes

2.4.1 Le probléeme du continuum négatif et ’hamilto-
nien sans-paire

Une des conséquences les plus extraordinaires de la relativité restreinte
est la possibilité de création de particule due a 1I’équivalence entre la masse
et I’énergie. Comme nous ’avons vu dans le premier chapitre, toute tentative
d’établir une équation de Schrodinger relativiste conduit automatiquement
a un continuum d’énergie négative. Grace a une utilisation judicieuse du
principe d’exclusion, Dirac réussit a surmonter cette difficulté (mer de Dirac).

Si l'on effectue une généralisation directe de I’hamiltonien de Schrédinger
a plusieurs corps au cas relativiste en remplacant hyr(i) par hp(i) = @;.p; +
Bim + Vg (i), on obtient alors 'hamiltonien de Dirac-Coulomb :

N
Hpe = hp(i) + Ve, (2.32)
i=1
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qui conduit a I’équation familiere :
Hpc¥(1,2,---N)=FE¥(1,2,---N) (2.33)

Toutefois, I’équation (2.33) n’a pas d’états propres normalisables * (Maladie
de Brown-Ravenhall).

2.4.2 Conséquences

Bien que le défaut de Hpe fut signalé dans plusieurs articles ([93], [94] et
[95]), il y eut peu de réaction. Les principales raisons de cet état de fait sont
les suivantes :

1) Hpc fut utilisé par Breit dans son travail précurseur sur les effets dis
a ’échange de photons transverses entre les électrons;

2) Hpc fut utilisé pour obtenir des équivalents relativistes aux équations
d’Hartree-Fock ;

En revanche, si nous essayons de dépasser ’approximation d’une fonc-
tion d’état atomique se réduisant a un simple produit antisymétrisé de fonc-
tions d’onde mono-électroniques (déterminant de Slater), les difficultés liées
a l'usage de (2.33) apparaissent rapidement. En effet, dans le cas de l'utilisa-
tion de la méthode Dirac-Hartree-Fock (DHF), les équations sont obtenues
a partir d’un principe variationnel :

5 - -
6_@<\D|HDC|W> =0, (2.34)

e e
T (2.3)
YN ety o)

avec la contrainte (\171|\I7]> = §;j. Cependant, puisque Hpc n’a pas d’états
liés, la signification des U n’est pas claire. En particulier, ¥ n’est pas une
approximation d’une solution liée de (2.33) puisqu’une telle solution n’existe
pas.

Néanmoins, de nombreux calculs menés de cette maniere dans les ions lourds
ont donné de bons résultats. C’est peut-étre pour cette raison que la dissolu-
tion dans le continuum négatif continua a étre ignorée. Mais une telle situa-
tion ne pouvait pas continuer indéfiniment. Alors, comme I'on va se servir des

4En effet, pour une paire d’électrons liés, il est possible de trouver un nombre infini de
paires d’états (un dans le continuum positif et un autre dans le continuum négatif) ayant
la méme énergie [92]. On a donc couplage d’un état discret & un continuum.
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U pour calculer des propriétés atomiques, on a donc besoin de comprendre
leur signification physique et méme si des calculs basés sur (2.34) donnent
de bons résultats, il faut tout de méme en comprendre les raisons.

Afin d’obtenir une réponse, on doit essayer de partir de la théorie fonda-
mentale, c’est-a-dire de la BSQED.

2.4.3 La réponse de la BSQED

Comme nous allons le voir, la BSQED conduit d’une maniere assez simple
a des équations ne souffrant pas du probléme de la dissolution dans le conti-
nuum d’énergies négatives. En particulier, elle conduit a ’hamiltonien :

N
MO =N " hp (i) + Ay VeeA s, (2.36)
i=1
avec :
Ay = Ap(DAL(2)---AL(N) (2.37)

Il s’agit d’un opérateur de projection qui empéche le couplage entre le conti-
nuum d’énergies positives et le continuum d’énergies négatives.

La principale caractéristique de la BSQED qui complique I’étude des états
liés est que cette derniere autorise non seulement la création ou ’annihilation
de photons virtuels (comme dans I’habituelle QED) mais également 1’appa-
rition de paires électron-positron virtuelles, grace a la présence du troisieme
corps, c’est-a-dire le noyau atomique. Cela signifie que méme en négligeant
les photons, la description de I’état fondamental d’un atome a N-électrons
de charge nucléaire Z nécessite non seulement la connaissance de la fonction
d’onde & N variables fy.-.p.+, mais aussi des fonctions :

f(N+1)e—;le+7 f(N+2)e— 2ety 77T (238)

Heureusement, a moins que la charge nucléaire Z ne soit tres grande, nous
pouvons traiter de la production et de 'annihilation de paires virtuelles par
la théorie des perturbations. Nous allons voir comment la division de I’ha-
miltonien de la BSQED suivante :

Hesqep = Hydomy + HYS0en (2.39)

conduit a (2.36).
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2.4.4 Obtention de ’hamiltonien sans-paire a partir de
la BSQED

Voyons maintenant comment (2.36) émerge de la BSQED. Dans la jauge
de Coulomb (de rayonnement), ’hamiltonien total de la BSQED est donné
par (en dehors des contre-termes) :

Hpsqep = Huay + Hyaq + Hr, (2.40)

ou H,,, est 'hamiltonien des particules, Hgr,q ['hamiltonien des champs
transverses et Hr le terme d’interaction avec le champ transverse. L’hamil-
tonien des particules peut étre séparé en deux parties, soit :

1 7)p(a .
Hmat = He:vt + HC avec HC = 5 / / %(Pf{i%ﬂ, (241)
r—

ou H., est 'hamiltonien des particules incluant le potentiel nucléaire et
ou H¢ représente la répulsion Coulombienne entre les particules. Les termes
H, o et Hpqq ne dépendent que des seules variables dynamiques des particules
ou que des seules variables dynamiques du champ transverse, mais pas des
deux a la fois. Quant a la perturbation Hyp, cette derniere contient a la fois
des opérateurs de particules et des opérateurs de champ transverse :

Hr =~ [j@).Ar avee ()= -eNp@on@)] (242

Pour commencer, négligeons Hr et concentrons-nous sur H,,,. En utili-
sant la forme seconde quantifiée de 1p ° pour déterminer p dans H¢, nous
obtenons 16 termes qui peuvent étre organisés de la maniere suivante :

He = HX P 4 grair (2.43)

Hg‘)*pair étant la somme de quatre termes qui correspondent a des processus
de diffusion purs (e~ —e™ ou e™ —e™) et qui ne font pas intervenir la création
ou ’annihilation de paires virtuelles.

Nous avons :

no—pair 1
HCO pair: _ 5 Z [Mc(n'lng, nlng)a:,lama:gam +-- (244)
ou :
3 13 2 ¢’ T T
Mc(ning; ning) = //d Thd JTQU;Z(%)U:;(@)W ~|“n1($1)“"2($2)
2 1— T2
(2.45)




Puisque H.’ """ commute avec 7.~ et 7+, qui sont les opérateurs nombre
d’occupation (c’est-a-dire les opérateurs comptant le nombre de quanta pré-
sents dans chacun des modes électroniques et positroniques), nous pouvons
I’ajouter a H,,; et définir notre hamiltonien de matiere d’ordre zéro par :

HY = Hepy + HYO P (2.46)

Puisque H? , commute avec 7,- et 7+, nous pouvons chercher des états

propres de Hgmt tel que :
H? U =FEVU avec 7,V =NU et n+¥=0 (2.47)

La forme générale de W est :

U= )" f(ni-ny)a),--af [0)° (2.48)

Lorsqu’on cherche a revenir dans I’espace de configuration (jusqu’a présent,
nous étions dans I’espace nombre d’occupation), les projecteurs :

= 3w () (249

apparaissent puisque nous sommes dans la situation :
Ne-W =NU et na+¥ =0, (2.50)

c’est-a-dire olt aucun positron (électron d’énergie négative) n’est présent .
En raison de I'égalité :
A(D) =0, (2.51)

nous pouvons réécrire H? U = <Hemt + HY™ palr) U = EV sous la forme :

mat

Hp = H™™ pa“—ZHDext +Z[A+ )AL ( ) A+()A+(j) (2.52)

1<)

Nous obtenons donc une équation de type hamiltonien :

HOPNY, = BT, (2.53)

Les af ---a} |0) constituent les vecteurs de base de l'espace de Fock et les
f(ny---ny) sont les fonctions d’onde dans cet espace. | f(ny ---ny)|? donne la probabilité
de trouver une particule en chaque point # - - - Z,, [96].

"On a donc trouvé un moyen de traduire mathématiquement que tous les états d’énergie
négative sont remplis (mer de Dirac).
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Grace a l'utilisation des projecteurs, nous pouvons inclure l'interaction de
Breit dans ’hamiltonien H™°~P*" soit :

N N 9
nopair . . . € . .
He = 1 = 3 Hpi) + 3 [4:08:0) (£ + By ) A 0A.0)
i=1 i<j R4
(2.54)
Dans ce cadre, les effets des paires ne peuvent étre pris en compte que

par la théorie des perturbations.

2.4.5 Le choix des projecteurs

Il y a eu une polémique concernant 1'utilisation des projecteurs dans les
calculs de Dirac-Hartree-Fock. Heully et al. [97] ont montré que puisque les
continuums d’énergie négative sont différents pour des potentiels différents,
'utilisation d’ondes planes, suggérée par Sucher [73], pouvait introduire quel-
ques états d’énergie négative non-souhaités. Donc, au niveau de 'approxi-
mation sans-paire, la réponse est dépendante du choix effectué pour les
opérateurs de projection. Cette dépendance disparaissant uniquement si des
solutions exactes au probleme sont utilisées. Mittleman [98] a montré qu’en
partant d'un hamiltonien incluant des opérateurs de projection et qu’en cher-
chant ces derniers de facon a ce qu’ils rendent 1’énergie stationnaire, on pou-
vait obtenir de facon exacte des opérateurs de projection associés au potentiel
de Dirac-Hartree-Fock, et ceci dans le cas d’une fonction constituée par un
unique déterminant.

Cette derniere approche fournissait une explication raisonnable au succes
rencontré par la méthode Dirac-Hartree-Fock dans le calcul des énergies. Ce-
pendant, les résultats précédents avaient été encore obtenus dans le cadre
de l'approximation a particules indépendantes, personne n’ayant proposé a
cette époque une regle valable pour le cas multiconfiguré. Pourtant, plu-
sieurs auteurs avaient remarqué les difficultés de convergence que rencontrait
la méthode MCDF dans le cas de I'utilisation de plusieurs configurations.
Au départ, ces problemes furent attribués aux méthodes numériques uti-
lisées. Mais par la suite, P. Indelicato et J.P. Desclaux [99] montrérent que
les problemes de convergence étaient dus a I'influence du continuum négatif
sur les orbitales de corrélation. Par voie de conséquence, les opérateurs de
projection, qui ne sont pas indispensables dans les calculs Dirac-Fock a une
configuration, sont nécessaires dans le cas des calculs MCDF.

P. Indelicato [100] fournira une méthode générale pour tenir compte des
projecteurs dans n’importe quel calcul MCDF. Il montrera également que
les erreurs faites dans les précédents calculs qui omettaient les projecteurs
étaient négligeables dans les calculs faisant intervenir une seule configuration
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ou dans les calculs MCDF avec des orbitales occupées. Ce qui confirmait le
fait que les premiers calculs effectués avec la méthode DF sans utilisation des
projecteurs donnaient de bons résultats.

Jusqua maintenant, nous nous sommes restreints a I'interaction Coulom-
bienne entre les électrons. Cependant, n’importe quelle interaction électron-
électron provoque le couplage avec le continuum négatif. Mais grace aux
opérateurs de projection, I'effet de cette derniere peut étre évalué sans risque
et ceci a n’importe quel ordre de la théorie des perturbations. La prochaine
difficulté dans I’établissement d’un hamiltonien pour un systeme a N-électrons
relativistes est la détermination de 'opérateur d’interaction électron-électron

Gij-

2.4.6 L’interaction électron-électron

Cette interaction doit étre obtenue a partir de la BSQED et correspond
a I’élément de la matrice S entre les états |[AB > et |[C'D > (approximation
a un photon) ®

SAB%C’D = Oé//\l’c fl?l \IJD .’L'J)’}/ D (.’L‘ j)fy;\I'B(xj)\I'A(xi)d4xid4xj
(2.55)
Il faut maintenant effectuer I'intégration temporelle pour obtenir 'opérateur
recherché. Si 'on peut définir les énergies mono-électroniques ¢,, c’est-a-
dire la dépendance temporelle des fonctions d’onde de chaque électron, alors
I'intégration temporelle peut étre réalisée et conduit aux résultats suivants
selon le choix de jauge effectué pour D, (z1 — z2) (le propagateur photo-
nique) :
- en jauge de Lorentz :

Sapsep = S(wac,wpp)a [ [ Uh(z) ¥ ()
10‘#0‘] Cos(wmr”)} (2.56)
\I/A(Iz)\I/B(I])d l‘idBLEj

- en jauge de Coulomb :

SaBscp = Swac,wpp)a [ [ UL (x;) U}, (x;)
L B cos(uwyry) + (V) (). V,) (<L)
\I’A({El)\I’B(ZBJ)d?’ZBid:iI,Ej

(2.57)

8Pour des raisons de clarté, on se restreint au terme direct. Mais toutes les conclusions
de cette section s’appliquent également au terme d’échange.
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ou :

wij =wac = ales — €c| = wpp = aleg — €p| (2.58)
est I'énergie du photon virtuel échangé ° et r;; = |75 — 7| est la distance
inter-électronique.

A la limite non-relativiste ¢ — oo olt w;; = 0, les deux expressions sont

égales et nous reconnaissons le terme de Coulomb classique en % On peut

)
considérer les expressions précédentes comme les éléments de matrice des
opérateurs effectifs :

_ 1-d:.d,
9ig = it cos(wirij) (2.59)
gy = 2 = B cos(wyry) + (@.V)(@;. 7)) (2lpmst)

La premiere expression correspond au choix de la jauge de Lorentz et la
seconde au choix de la jauge de Coulomb. Le terme d’interaction électron-
électron dépend donc de la jauge choisie. En ce qui concerne le déplacement
en énergie, il est le méme dans les deux jauges a condition que les fonctions
d’onde mono-électroniques utilisées soient solutions d’équations différentielles
locales. Par contre, lorsque des potentiels non-locaux sont utilisés comme
dans les méthodes a tous les ordres (par ex. MCDF), la dépendance des
éléments de matrice non-diagonaux vis-a-vis du choix de jauge est tres forte
([75], [91], [101], [102] et [103]).

Il a été prouvé de fagon théorique et confirmé par une confrontation avec
les résultats expérimentaux ([104], [105] et [106]) que la jauge de Coulomb
doit étre utilisée. Cela provient du fait que les calculs auto-cohérents du type
Dirac-Fock ainsi que n’importe quelle autre méthode basée sur un principe
itératif utilisent ’approximation & un photon (d’ordre «) et ne prennent en
compte qu’une partie des diagrammes de la BSQED d’ordre supérieur. Au
deuxieme ordre, par exemple, les diagrammes contenant des lignes photo-
niques croisées (crossed-ladder) et une partie des diagrammes non-croisés
(ladder) sont omis. Il a été montré que ces effets sont plus importants en
jauge de Feynman qu’en jauge de Coulomb ou ils sont nuls [106], ce qui est
a 'origine des différences obtenues dans les deux jauges.

9Le souvenir du caractere a deux temps de cette interaction se manifeste par la présence
de Wij-
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Y

Gij giCj'oul gag/G (ggR + ggOR)

Fi1G. 2.3 — Diagrammes de Feynman représentant les trois termes de l’inter-
action é€lectron-électron g;; en jauge de Coulomb

L’interaction électron-électron g;; (correspondant aux diagrammes de la
figure 2.3) peut étre écrite en jauge de Coulomb sous la forme :

ou Mag/G
g = 95" + 93" + gi" + gffO", (2.60)
avec : .
g = — (2.61)
7"1']'
le terme Coulombien,
gheol® — 203 (2.62)
7“1‘]'
le terme Magnétique ou de Gaunt,
Br _ G0 (&) (d].r)
BR _ _ — 2.63
gZJ 27"1']‘ 27Aij ( )
le terme de retard de Breit (Breit Retardation), et
wor _ _ Qi-4j L e os(wi) =1 gy
gi; = ———[cos(wy;rij) — 1] — (43.V;) (. V) 5 ~ i
7"1']' wijn-j
(2.64)

représente le retard d’ordre supérieur (High-Order Retardation).

Signalons pour terminer deux autres difficultés liées au choix de g;; : premie-
rement, du fait qu’il dépende de w,;, opérateur H"°~P*" n’est pas hermitien
et, deuxiemement, dans le cadre du probleme a N-corps relativistes, w;; est
difficile & déterminer clairement.

2.4.7 Les différentes corrections a I’énergie des électrons
liés dans un atome a plusieurs électrons

Introduction

Au début de ce chapitre, nous avons étudié ’équation de Dirac d’un
systeme hydrogénoide tout comme nous avons abordé les principales correc-
tions a I’énergie (S.-E. et V.P.). Nous avons vu que ces corrections conduisent
a des développements en Zq, parametre qui traduit 'ordre de grandeur des
corrections radiatives.
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Dans un atome & plusieurs électrons 1%, il y a un parametre supplémentaire :
1/Z. Celui-ci caractérise 'ordre de grandeur de 'interaction entre les électrons
(corrélation électronique).

Comportement des corrections vis-a-vis de Z

La contribution du déplacement de Lamb & un électron est d’ordre Z(Za)?
a bas Z et devient comparable a I’énergie de corrélation électronique des le mi-
lieu de la table périodique des éléments. Comme nous I’avons vu précédemment,
I’approximation de 'hamiltonien sans-paire est a la base des calculs de phy-
sique atomique relativiste comme dans les méthodes MCDF et RMBPT.
Dans cette approximation, les effets des paires virtuelles (électron-positron)
sont négligés. Or, a haut 7, les contributions principales des paires virtuelles
sont d’ordre (Za)?In(Za) et (Za)? et deviennent comparables & 1’énergie de
corrélation. !

190n doit utiliser la charge effective du noyau Z.s¢ et non Z a cause de I'écrantage des
autres électrons.

Hes autres effets contribuant a 'ordre (Za)? sont I’effet de retard, I’écrantage du Lamb
shift ainsi que l'interaction de Breit du deuxiéme ordre (Breit-Breit).
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Chapitre 3

La méthode Dirac-Fock
multi-configurationelle
(MCDF)

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons obtenu I’expression de I’hamilto-
nien effectif d’un atome. Nous devons donc résoudre 1’équation :

Hnopair\Ij(Fl’ . ,FN) — 5\11(7?‘1’ e ,FN) (31)

Bien évidemment, comme nous ’avons déja signalé a plusieurs reprises, une
telle équation n’est pas directement soluble et nous devons avoir recours
a des méthodes d’approximation. Ces dernieres sont basées sur le modele
a particules indépendantes qui considere que chaque électron se déplace
indépendamment des autres dans un champ moyen résultant du champ nuclé-
aire et de la distribution de charge moyenne due aux autres électrons. Ce
modele peut étre étendu aux particules relativistes dont la fonction d’onde
est un bispineur de Dirac, c’est-a-dire :

~~

(3.2)

[ S

ISR SRS
= W N
AN N N N
\.H-
L33

Nous pouvons en plus nous restreindre au cas de I’approximation du champ
central. Par conséquent, comme dans le cas non-relativiste, nous pouvons
considérer tout I’édifice atomique comme étant composé de couches et nous
arrivons ainsi au modele en couches de ’atome. Dans ce modele, toutes les
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fonctions d’onde d’une couche posseédent les mémes parties radiales P(r) et
Q(r) et les bispineurs s’écrivent :

— P,k (r)sgnky/ %YH%@% 0, )
o | PR ey (6,0) 53
T iQuelr)senmy/ TEEEY e 1(0,0)

iQui(r) |~ st 1 (6,6)

ol sgnk vaut +1si k > 0 et —1si kK < 0. En revanche, elles ont un comporte-
ment différent vis-a-vis de 'orientation. En effet, comme nous ’avons vu au
deuxieme chapitre, les parties angulaires associées a P et a () ont un nombre
orbital { différent d’une unité. On associe [ & P et [ & Q '. Une sous-couche

(nl) et une sous-couche (nl) ont donc des parties radiales différentes. Ces
deux sous-couches donnent la couche (nl) a la limite non-relativiste.

Plusieurs approches sont alors possibles pour résoudre (3.1), les deux prin-

cipales étant basées d’une part sur la méthode des perturbations et d’autre
part sur la méthode variationnelle.
L’avantage de la théorie perturbative est d’étre systématique. Cette derniere
fournit les corrections a 1’énergie sous forme d’une série de puissance de
la constante de couplage. En revanche, la méthode variationnelle présente
une plus grande souplesse d’utilisation grace au choix des fonctions d’essai
utilisées. Nous allons rappeler comment la méthode Dirac-Fock multiconfi-
gurée (MCDF) permet de résoudre cette équation. C’est effectivement cette
derniere qui est mise en ceuvre dans le programme utilisé par notre équipe.
Il s’agit de ’analogue relativiste de la méthode MCHF. La nécessité d’uti-
liser des méthodes multiconfigurationnelles provient de I'importance de se
rapprocher des résultats expérimentaux qui sont de plus en plus précis. Nous
devons donc dépasser le modele a particules indépendantes et tenir compte
de la corrélation, c’est-a-dire qu’il faut aller plus loin que I’approximation de
base qui consiste a prendre comme fonction d’onde approchée ® un unique
déterminant ou une combinaison de déterminants issus d’une méme configu-
ration. Cependant, avant d’aborder la méthode MCDF', nous allons rappeler
les principes de la méthode Dirac-Fock (DF).

!Ces deux nombres vérifient que I — [ = sgnk
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3.2 La méthode Dirac-Fock

Comme nous l'avons dit précédemment, il existe essentiellement deux
méthodes de détermination approchée pour I'obtention des niveaux d’énergie
et des fonctions d’onde du spectre discret : la méthode des perturbations et la
méthode variationnelle. Cette seconde méthode est tres générale puisqu’elle
est applicable chaque fois que I’équation a résoudre peut se mettre sous forme
variationnelle.

3.2.1 Le Principe Variationnel

Bien que nous connaissions #"°P*" il en va autrement de ses états propres
|¥,,) et de ses valeurs propres &,.
En prennant un ket |®) quelconque de ’espace des états du systeme, la valeur
moyenne de 'hamiltonien H"°P" dans cet état est :

<Hnopair> — <<;T$;r> Z 50’ (3‘4)

ol & est la plus petite des valeurs propres de H"P¥". Nous avons 1’égalité si
et seulement si |®) est un vecteur propre de H"P¥" avec la valeur propre &,.

Cette propriété est le point de départ d’une détermination approchée
de &. On choisit de maniere arbitraire? un ensemble de fonctions d’essai
dépendant de parametres. La valeur moyenne <’Hn°pair> est alors rendue sta-
tionnaire par rapport a ces parametres. La valeur obtenue est en général un
minimun et peut servir d’approximation a I’énergie du niveau fondamental
du systeme.

Théoréme de Ritz

Ce théoreme étend le principe précédent puisqu’il énonce que la valeur
moyenne de ’hamiltonien H"°P2" qui est une fonctionnelle, est stationnaire
au voisinage de ses valeurs propres discretes. De ce théoreme, on déduit que
la valeur moyenne <’H“°pair> est stationnaire si et seulement si le vecteur
d’état |®)auquel elle correspond est vecteur propre de HP¥r  les valeurs
stationnaires de <’H“°pair> étant les valeurs propres de H"oP3r,

La valeur moyenne a été précédemment définie en utilisant des kets |®)
non normalisés. Dans de nombreuses situations, il convient de restreindre

2Ce choix est en général dicté par les symétries du systéme physique considéré.
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les variations a ’espace des kets normés. Le principe variationnel, désormais
appelé principe d’optimisation avec contraintes, est alors appliqué a la fonc-
tionnelle :

F (@] = £[D] + \ (|D) (3.5)

Deux manieres d’utiliser le principe variationnel pour obtenir des
fonctions d’onde approchées

La premiere facon consiste a considérer une classe de fonctions ® de forme
analytique spécifique contenant des parametres, dont les "meilleures” valeurs
au sens variationnel sont déterminées en rendant F' stationnaire par rapport a
ces parametres. On trouve dans cette catégorie la méthode d’Hyleraas consis-
tant a introduire la distance inter-électronique 7;; dans la fonction d’onde.

Quant a la seconde, elle considere une classe de fonctions ® construites
d’une facon spécifique a partir de fonctions arbitraires des variables du proble-
me. Ces fonctions sont alors déterminées de sorte a minimiser F' : c’est la
méthode Dirac-Fock (DF).

3.2.2 Les trois étapes des calculs de structures ato-
miques

Dans I'approximation a particules indépendantes, nous nous intéressons
aux calculs de structures atomiques. Dans ce modele, ’état atomique est
représenté par une fonction d’onde ® qui, pour une configuration a couches
completes, consiste en un unique déterminant de fonctions d’onde mono-
électroniques : il s’agit dans notre cas des bispineurs de Dirac sphériques.
Nous voulons trouver les parties radiales P, (r) et Qu.(r) de ces fonctions
1, de sorte que la quantité :

F = (| H™™P | D) + )\ (D) (3.6)

soit stationnaire par rapport aux variations des fonctions Py, (r) et Q. (7).
La détermination des fonctions d’onde radiales se fait en trois étapes :

1) Détermination de I'expression de F' par rapport aux fonctions d’onde
mono-électroniques

2) Obtention & partir de 'expression de F' des équations vérifiées par
les fonctions d’onde radiales. Cette étape nécessite le calcul des intégrales
angulaires

3) Résolution de ces équations
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Les fonctions d’onde des systemes a plusieurs électrons

La fonction d’onde d’un systéme a N-électrons relativistes a 4Y compo-
santes et les matrices de Dirac correspondantes sont de type : 4V x 4V |
Cependant, comme dans le cas non-relativiste, nous n’avons pas besoin de
travailler avec la fonction d’onde complete, mais nous pouvons la décomposer
sur les représentations irréductibles de J? et I’écrire par rapport aux fonctions
d’onde mono-électroniques (dans notre cas, les bispineurs de Dirac). La forme
la plus simple pour la fonction d’onde d’un systeme a N-électrons obéissant
au principe de Pauli est une fonction écrite sous la forme d’'un déterminant
de Slater :

77/),1(1'1) ¢a(r2) ¢a(rN)
Yo(re)  u(ra) -+ y(rw)

’ébN(I'l) T/JN(I'Q) T/JN(I'N)

Ce type de fonctions d’onde n’est exact qu’a la limite ou les électrons n’in-
teragissent pas (modele a particules indépendantes). Cependant, elles se
révelent étre une bonne approximation de la fonction d’onde des atomes
a couches fermées ol le champ moyen est a symétrie sphérique. Des combi-
naisons linéaires de tels déterminants peuvent étre utilisées afin de donner
une meilleure estimation de 1’énergie moyenne.

(I)(I'l, ro,...

o L
7rN—m

Nous allons donc devoir calculer des éléments de matrice du type :

. 1/’{?‘1% 1/@121‘2; TI){EI‘Nﬁ za((m)) za((m)) za((rN))

. _ v (r v (r c Pt . r r r

(ol [ f| ¥ D e R
() Pf(r2) - Pi(rw) Un(r1) Yn(r2) - Yn(rw)

avec : N
F=Xfr =31
i=1 i

Cette équation peut étre simplifiée grace a des argument dus a Léwdin [107].
Si 'on développe le premier déterminant, il y aura un terme constitué du
produit direct des éléments de la diagonale principale. La contribution de ce
terme a 1’élément de matrice sera :

. Ya(r1)  Ya(r2) - a(rn)
(o|f]@) =57 [ [ [vt@ou e D vl ey
Yn(r1) ¥n(rz) -+ ¥n(rn)

On peut montrer que les N! termes obtenus en développant le déterminant
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donneront le méme résultat. Nous obtenons donc :

7,/)@(1‘1) 77/),1(1'2) T 77/),1(1'1\7)
(alfle)= [ [ [ e tegons] )
On peut trouver les détails du calcul précédent dans la référence [108].

T/JN(I'l) ¢N(P2) ’ébN(I'N)

3.2.3 Premiere étape : Détermination de F

Pour cela, nous allons devoir calculer les éléments de matrice du hamil-
tonien. Celui-ci peut étre séparé en des parties a 1 électron et a 2 électrons.

Opérateurs a un électron

N ~
<d> Y i
i=1
L’hypothese ici faite est que les fonctions d’onde mono-électroniques consti-
tuent un ensemble complet orthonormé. Dans le cadre de la méthode Dirac-
Fock, ces opérateurs sont issus de Hp,euu(7), ¢’est-a-dire du hamiltonien de
Dirac? de ’électron n°i en présence du potentiel nucléaire. Ils sont au nombre
de trois :
1) L’énergie potentielle : Viy
2) L’énergie cinétique : ca.p
3) L’énergie de repos : 3c?

2

‘I>>=Z<i|f|i>

Opérateurs a deux électrons
L’opérateur est maintenant de la forme f(ri, r;) avec :
Y fi=) flriry) (3.7)
i>j i>j

En prenant la diagonale principale, notre élément de matrice aura la forme :

J = //7#:(1'1)1/1;(1‘2)]”(1'1,1'2)7/)a(1'1)7/)b(1‘2)d1‘1d1‘2

3Le fait d’utiliser I’hamiltonien de Dirac permet d’introduire les corrections dues & la
variation de masse, au terme de Darwin et a l'interaction spin-orbite dans la description
de la cinématique des électrons et de leur intéraction avec le potentiel nucléaire.
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Il y a un terme supplémentaire qui contribue a la valeur moyenne. Il s’agit
du terme dans lequel le changement :

Ya(r1)p(r2) — Ya(r2)s(r:)

a été fait. Ce terme conduit au terme dit d’échange :

K= —//’éb;r(rl)’ébgr(m)f(rh1'2)7/)a(1'2)¢b(1'1)d1'1d1'2

Dans le cas d'un atome & N électrons, ce que I'on utilise est la somme de ces
termes pour toutes les paires d’électrons que ’on peut former, soit :

(o[ 4]o) - 5 (s} Gl

1>)

Dans la méthode Dirac-Fock, I'opérateur a deux électrons qui nous intéres-
se est I’opérateur g;; que nous avons présenté¢ au chapitre précédent. Le lecteur
désireux de connaitre les détails de I’évaluation de ces différents opérateurs
pourra consulter la référence [109].

Cependant, les fonctions d’onde précédentes (constituées d’un seul détermi-
nant) ne sont pas, en dehors des systémes a couches compleétes, des états
propres de I’opérateur moment cinétique total .J> comme le sont les fonctions
propres exactes. En formant des combinaisons linéaires de déterminants is-
sus de la méme configuration, c’est-a-dire des déterminants avec les mémes
n, j et k mais avec des valeurs de m différentes, nous pouvons construire
des fonctions propres de J2. Ces combinaisons sont appelées Fonctions d’état
de Configuration® (CSF) et sont notées : [yIIJM). Les coefficients d; sont
obtenus en demandant que les CSF soient également états propres de J2. La
méthode utilisée dans le programme MDFGME est tres générale. En effet,
tous les déterminants intervenant dans une CSF ayant les mémes valeurs de
la parité II et de M, la matrice de J? est construite puis diagonalisée ce
qui permet d’obtenir les coefficients recherchés. Il existe une autre facon de
construire les CSF basée sur I'utilisation des coefficients de parenté fraction-
naire suivie d'une antisymétrisation explicite. Des détails sur cette méthode
peuvent étre trouvés dans la référence [110]. Le programme MDFGME uti-
lise la premiére méthode [111]. Pour un systéme a N-électrons, une fonction

f f

4Les différents nombres quantiques magnétiques des orbitales servant & construire les
déterminants appartenant a une méme fonction d’état de configuration sont liés par

N
djmmj =M.
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d’état de configuration est donc :
i) - W)
WILIMY=>"di| 1 (3.8)
= () e U()

Tout comme dans le cas non-relativiste, il est utile d’introduire la notion
d’énergie moyenne d’une configuration E 4y définie par :

: Y (2J+1)E(J)

(3.9)

Les parties radiales sont obtenues en appliquant a celle-ci le principe varia-
tionnel. En effet, & partir d’'une configuration ne contenant pas uniquement
des couches completes, nous pouvons obtenir plusieurs niveaux et en dehors
de cas spéciaux comme la configuration sp, les fonctions radiales ne dépendent
pas énormément du niveau considéré. Afin de déterminer ’expression de E 4y,
nous devons calculer I'interaction d’un électron avec une couche fermée. Nous
obtenons alors :

-1
Ea =3 ax |I(AA) + %EMA, A)+ Y apEm(A B)| (3.10)
1 A#B

ou les g4 sont les nombres d’occupation des différents états. Les expres-
sions des termes Fj,; (A, A) et E; (A, B) dépendent des termes retenus dans
I'expression de l'interaction électron-électron g;; = gf; + gi];{[ + gf;-. En ef-
fectuant l'intégration angulaire®, nous nous retrouvons avec des intégrales
radiales mettant uniquement en jeu les fonctions P4, ()4 ainsi que des co-
efficients angulaires. La fonctionnelle énergie E 4y associée a une CSF peut
donc étre écrite comme une combinaison linéaire d’intégrales radiales a 1
électron, I(A, A) et a 2 électrons E (A, A) et Einy(A, B). Les expressions de
ces différentes intégrales dans le cas de la méthode DF peuvent étre trouvées
dans la référence [112].

3.2.4 Deuxieme étape : Les équations de Dirac-Fock

Les équations vérifiées par les fonctions radiales P et () s’écrivent en
annulant les dérivées fonctionnelles de F' par rapport a ces composantes,

5Pour la méthode Hartree-Fock, nous renvoyons le lecteur & 'ouvrage de C. Froese-
Fischer [55].
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soit :

oF  O[Eav =66 165)]

OPun(r) OB (1) =0 (3.11)
oF a[EAV = D €ij (@i |¢j>} B
O 500 =0 (3.12)

Les fonctions d’onde radiales P et () doivent alors vérifier un ensemble
d’équations intégro-différentielles et ce autant qu’il y a de fonctions dans
la base. Pour une orbitale A, apres avoir effectué les intégrations angulaires,
ces dernieres s’écrivent, :

dP 1
d—A 4 Mp = [202 + = (€4 — V)] Qa+ E (XAB + 6AB> Qp (3.13)
r r c ¢
BAA
dQ 4 KA B 1 ' €AB
o A——E[G“‘V]PA_BZ#A(XAB+—C ) Ps (31)

ou V est la somme du potentiel nucléaire et de l'interaction directe entre
les électrons, ou Xap et X' 5 sont des potentiels d’échange et ou les e,
et les e4p sont des multiplicateurs de Lagrange introduits afin d’imposer
I’orthonormalisation entre les fonctions d’onde mono-électroniques.

Afin d’obtenir des résultats plus précis, il est nécessaire de dépasser le
modele a particules indépendantes en tenant compte de la corrélation.

La corrélation

Cette derniere a deux origines. Premierement, le caractere antisymétrique
de la fonction d’onde atomique conduit a un genre de corrélation entre les
positions des particules de spins paralleles méme s’il n’y a aucune interac-
tion entre ces particules. Deuxiemement, 'interaction pouvant exister entre
des particules provoque également une corrélation entre leurs positions et ce
meme en ’absence de tout postulat de symétrisation.

Ces deux effets sont appelés corrélation statique (échange) et corrélation
dynamique. Il faut noter que ces deux effets ne sont pas additifs et que cette
séparation est purement conventionnelle. De nos jours, la séparation usuelle
consiste a considérer que toute la corrélation statique (I’échange) est incluse
dans I'approximation de Dirac-Fock et d’appeler corrélation la corrélation
dynamique. Nous pouvons étendre la définition donnée par Lowdin de la
corrélation au cas relativiste et définir :

Freorr — Eexact o EDF, (315)
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avec E®2 la solution exacte de I'équation (3.1) Cette corrélation a plu-
sieurs origines. Ce peut étre, par exemple, la répulsion coulombienne entre
les électrons ou la partie magnétique issue du terme de Breit.

3.2.5 De meilleures approximations
Deux types d’amélioration de I’approximation

[’approximation de base dans les calculs de structures atomiques est de
prendre comme approximation d’une fonction d’onde ® représentant une
unique configuration un seul déterminant consitué de fonction d’onde 1, (ici
des bispineurs de Dirac) dans le cas de couches complétes ou une combi-
naison linéaire de tels déterminants pour un systeme a couches ouvertes. Le
déterminant est une expression formelle du modele de ’atome dans lequel
chaque électron est supposé étre dans un état stationnaire dans le champ du
noyau et des autres électrons, mais ou lI'indétermination porte sur I'électron
dont I’état est représenté par la fonction d’onde ).

Il y eut plusieurs manieres d’améliorer cette approximation. Une fagon
d’améliorer cette approximation est d’utiliser des fonctions ® mettant expli-
citement en jeu les r;; ou les ;; qui sont, d’'une part, la distance entre deux
électrons 7 et j et, d’autre part, leur orientation spatiale. Toutefois, 'utilisa-
tion de telles fonctions d’onde implique le rejet de I’idée de ”configuration”.
C’est le type d’approche dit de Hylleraas.

Une autre approche pour améliorer la précision tout en conservant la
notion de configuration consiste a représenter un état atomique non pas par
une fonction représentant une unique configuration mais par la superposition
d’un ensemble de fonctions, chacune issue d'une configuration différente.

Superposition de configurations

En construisant une fonction d’onde approchée qui superpose des fonc-
tions représentant différentes configurations, nous devons inclure dans le cas
relativiste celles ayant la méme parité II, le méme J et le méme M. Ces
fonctions sont alors appelées Fonctions d’Etat Atomique (ASF) et ont pour

expression :
NCF

M) =) ;®(HIlJM),
i=1
ou NCF représente le nombre total de CSF incluses dans la définition de la
fonction d’état atomique. On applique ensuite le principe variationnel a la
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nouvelle fonctionnelle obtenue et soumise a la contrainte supplémentaire :
NCF
=1 (3.16)
i=1
Il y a deux fagons d’effectuer des calculs de structures atomiques basées
sur I'utilisation de fonctions d’onde multiconfigurées :

a) La premiére consiste a superposer des configurations et a considérer les
fonctions d’onde radiales comme étant données. Les coefficients de mélange
¢; sont donc ajustés de facon a minimiser la fonctionnelle. Il s’agit alors de
la méthode d’interaction de configurations relativistes (RCI).

b) La seconde considere les fonctions d’onde radiales de chaque confi-
guration comme étant libres d’étre modifiées par la superposition des autres
configurations. Cela nous conduit au sujet de la prochaine section, la méthode
MCDF.

3.3 La Méthode MCDF

3.3.1 La corrélation dans les atomes complexes

Bien que la méthode Dirac-Fock fournisse de bons résultats lors du calcul
de nombreuses propriétés atomiques, une analyse précise des résultats obte-
nus montre un léger désaccord avec les valeurs expérimentales. Le probleme
provient du fait que dans la méthode Dirac-Fock nous ne tenons compte que
de I’échange, mais nous négligeons complétement la corrélation (corrélation
dynamique) existant entre les mouvements des différents électrons.

3.3.2 Les fonctions d’onde

La fonction d’onde totale dans la méthode Dirac-Fock Multi-Configurée
(MCDF) est construite comme une superposition de CSF :

Ner M
V(ILIM) = ¢, |nIJM) avec » ci=1 (3.17)
v=1 i=1

3.3.3 La Fonctionnelle Energie E’

Elle a désormais pour expression :
NCF NCF

EOILIM)] =" Y e, (O (WILIM) [H"P| & (y,ITTM))  (3.18)

v=1 p=1
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3.4 Les équations intégro-différentielles de la
méthode MCDF

3.4.1 Les équations radiales

Comme la méthode DF, la méthode MCDF est basée sur un principe va-
riationnel mais comporte maintenant une variation supplémentaire. En effet,
nous pouvons, en plus de la variation par rapport aux deux fonctions radiales
P et @), effectuer une variation par rapport aux coefficients de mélange c,.
Nous obtenons ainsi deux ensembles d’équations variationnelles :

a) Les coefficients de mélange ¢, sont les composantes de 1'un des vec-
teur propre de la matrice hamiltonienne et dépendent de I'état étudié. Ils
sont obtenus en annulant les dérivées partielles de la valeur moyenne £ du
hamiltonien sur la base des CSF, soit :

(V[ H |¥)
dc,

Ces équations peuvent étre écrites sous une forme matricielle. Si I'on définit
un vecteur colonne constitué des coefficients de mélange ¢,, nous avons :

=0 (3.19)

E'=c'Hc avec ¢c= (1, ,Cnpp) (3.20)

Ces équations se résolvent en diagonalisant 'opérateur hamiltonien sur la
base utilisée.

b) De méme, la variation des fonctions d’onde radiales conduit aux équati-
ons intégro-différentielles (3.12) que nous avions obtenues lors de notre étude
sur la méthode DF. Désormais, les potentiels V' et les X sont des fonctions
explicites des coefficients de mélange ¢,. Etant donné que 1’'équation de Di-
rac admet des solutions d’énergie négative, I’application du principe varia-
tionnel donne uniquement une solution stationnaire, et ce méme pour l’état
fondamental. Nous rappellons que dans le cas non-relativiste, il s’agit d’un
minimun. Dans le cas relativiste, il est donc nécessaire de restreindre aux
fonctions correspondant a des états d’énergie positive I'espace fonctionnel
auquel le principe variationnel est appliqué afin d’obtenir un minimun. Cette
restriction est assurée par les opérateurs de projection.

Nous ne rentrerons cependant pas dans les détails des méthodes numériques
utilisées pour résoudre ces diverses équations. Le lecteur intéressé pourra
consulter la référence [112]. Nous indiquons uniquement la stratégie employée
pour effectuer un calcul avec la méthode MCDF.

1) Etant donné un ensemble de coefficients ¢,, on minimise I’énergie totale
par rapport aux fonctions P et (). Ceci constitue le probleme auto-cohérent
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usuel. Celui-ci est répété plusieurs fois jusqu’a ’obtention de la précision
souhaitée. Nous obtenons alors un nouvel ensemble de parties radiales.

2) Avec les nouvelles fonctions d’onde radiales, nous diagonalisons la ma-
trice énergie et un nouvel ensemble de coefficients ¢, est obtenu.

Ce processus en deux étapes est alors répété jusqu’a ce que I’énergie soit
constante a la précision souhaitée entre deux cycles successifs.

3.5 Conclusion

Comme nous I’avons signalé dans la section précédente, la méthode MCDF
permet de rendre compte de la corrélation existant entre les électrons d’un
atome complexe. Mais cela se traduit par une augmentation importante de la
complexité des calculs dont la conséquence est que le processus ne converge
pas toujours. Toutefois, pour tenter de surmonter cette difficulté, le pro-
gramme MDFGME offre plusieurs options tels le choix des fonctions d’onde
initiales, le choix des coefficients, le choix de la méthode numérique utilisée
pour résoudre les équations intégro-différentielles ainsi que le choix de la
méthode utilisée pour calculer les parametres de Lagrange non-diagonaux.

Au cours des deux prochains chapitres, nous allons voir I'influence impor-
tante de la corrélation sur deux propriétés atomiques. Nous verrons, d’une
part, son influence sur ’énergie de liaison totale (Chapitre IV) et, d’autre
part, son influence sur la durée de vie du niveau métastable 3P, dans les gaz
rares (Chapitre V).
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Chapitre 4

Influence de la corrélation sur
I’énergie de liaison totale dans
les ions lourds

4.1 Introduction

Comme nous I’avons signalé au cours des chapitres précédents, il existe
deux méthodes tres employées pour résoudre le probleme a plusieurs corps
relativistes. Il s’agit, d’'une part, de la méthode RMBPT basée sur une ap-
proche perturbative du probléeme et, d’autre part, de la méthode MCDF
basée sur le principe variationnel. Toutes deux possedent leurs avantages et
leurs inconvénients. Il est donc intéressant de confronter les résultats obtenus
par ces deux méthodes puisque celles-ci constituent des approximations du
meéme probleme. Dans les deux premiers articles, les deux méthodes ont été
employées parallelement afin de confronter leurs résultats. Quant au dernier
article, dont le but est de fournir une évaluation systématique des énergies
de liaison, seule la méthode MCDF a été utilisée puisqu’elle peut traiter des
cas ol la structure des couches externes est arbitraire.

4.2 Les résultats

4.2.1 L’influence des effets relativistes et a plusieurs
corps sur les énergies de liaison totales du césium
et d’autres ions fortement chargés

Résumé :
La détermination des masses atomiques a partir d’atomes fortement ionisés en
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utilisant des pieges de Penning nécessite des valeurs précises des énergies de liaison
électroniques. Dans ce travail, les énergies de liaisons de plusieurs ions (issus de
divers éléments) sont calculées dans le cadre de deux méthodes & plusieurs corps
relativistes : la théorie des perturbation & plusieurs corps relativistes (RMBPT) et
la méthode Dirac-Fock multiconfigurée (MCDF). Les ions étudiés dans cet article
sont : le Cl (He et Li-like), le Se (F et Ne-like), le Cs (He, Be, Ne, Al, Cl, Ar, K,
Kr, Xe-like et le césium Cs neutre), le Hg, le Pb et le U (Br et Kr-like). Quelques
uns de ces ions sont présentés dans I'article. Le césium a été étudié plus en détails,
permettant une comparaison systématique entre les méthodes MCDF et RMBPT.
Les énergies de liaison des ions Cs permettent une détermination de la masse
atomique du Cs qui est utilisée dans une détermination, ne dépendant pas de la
QED, de la constante de structure fine.

La possibilité offerte par les pieges a ions d’effectuer des mesures de masses
ioniques de maniere suffisament précise pour qu’elles soient sensibles aux
énergies de liaison électroniques, a rendue intéressante I’étude de la précision
des valeurs théoriques obtenues a l’aide de deux méthode de résolution ap-
prochée du probleme a plusieurs corps : MCDF et RMBPT. L’article com-
prend deux parties. Dans la premiére partie, ’approximation' a la base des
deux méthodes est rappelé. Cette derniere consite a utiliser 'hamiltonien
sans-paire. L’expression du potentiel effective V;; choisi pour rendre compte
de I'interaction électron-électron est aussi donnée. Nous avons également rap-
pelé comment s’effectue le calcul de la correlation dans les méthodes MCDF
et RMBPT.

La seconde partie de I’article est consacrée aux résultats obtenus par les
deux méthodes et a leur comparaison avec les résultats expérimentaux lorsque
cela est possible. La principale origine de la différence entre les résultats
obtenus avec la méthode MCDF et ceux obtenus avec la méthode RMBPT
provient de ce que la méthode MCDF tient compte de facon incomplete
de la corrélation lorsque plusieurs électrons sont présents. Cependant a la
précision actuelle des résultats expérimentaux, 'approche MCDF telle qu’elle
est mise en ceuvre dans le programme MDFGME utilisé par notre équipe est
largement suffisante pour fournir des valeurs précises des énergies de liaisons
a partir d’ions lourds.

LCette approximation a été étudiée dans le chapitre IT de la these.
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4.2.2 Applications des méthodes MCDF et RMBPT a
des ions piégés

Résumé :

Nous présentons des résultats récents dans le domaine des calculs des énergies
de liaison totales, des facteurs de Landé, des corrections d’électrodynamique quan-
tique et des durées de vie. Ces derniers sont inéressants pour les pieges a ions et
les sources d’ions. Nous décrivons en détails les calculs MCDF et RMBPT des
énergies de liaisons ioniques, qui sont nécessaires pour la détermination des masses
atomiques a partir de mesures réalisées sur des ions fortement chargés. Nous mon-
trons également de nouveaux résultats concernant le facteur de Landé dans les ions
a 3 électrons. Finalement, nous décrivons comment les calculs relativistes peuvent
aider & comprendre la physique des ions lourds produits par les sources d’ions.

Apres une premiere partie consacrée aux principes de base des deux
méthodes utilisées, nous proccédons de nouveau a une comparaison des résulats
obtenus, pour les énergies de liaison totale, avec les deux méthodes. Nous nous
intéressons ensuite au facteur de Landé g; qui a toujours constitué un sujet
tres étudié en spectroscopie de haute précision. Grace aux développements
des trappes a ions, il est maintenant possible d’obtenir des valeurs expéri-
mentales de g;. Ceci permet de juger de notre abilité a traiter de quantités
combinant les effets relativistes et les effets a plusieurs corps. L’amélioration
du programme MDFGME qui autorise désormais le calcul de ce facteur, a
permis une comparaison avec les résultats obtenus par la méthode RMBPT.
L’accord entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus par les méthodes
RMBPT et MCDF est bon, il sera toutefois nécéssaire dans I’avenir d’améliorer
si cela est possible les valeurs théoriques.
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4.2.3 Les calculs systématiques des énergies de liaison
atomiques totales

Résumé :

Nous avons calculé, dans le modele Dirac-Fock, les énergies de liaison totales des
ions ayant de 3 & 92 électrons et ce pour tous les atomes de Z = 3 4 Z = 118. Ceci a
pour but la détermination des masses atomiques a partir d’ions fortement chargés.
Au cours de ce travail nous avons déterminé la configuration fondamentale de
nombreux ions pour lesquels, elle n’était pas connue. Nous avons également fourni
la correlation électronique totale pour les séries iso-électroniques du béryllium, du
néon, du magnesium et de ’argon, en incluant la corrélation de Breit et en utilisant
I’approche multiconfigurationnelle de Dirac-Fock.

Dans ce travail, uniquement la méthode Dirac-Fock a été utilisée, a savoir
le programme MDFGME en incluant une unique configuration. Comme nous
I’avons noté dans les deux articles précédents, a 1’heure actuelle une telle
approche est suffisante étant donné la précision des résultats expérimentaux
lorsque ces derniers sont disponibles. Cette approche nous a permis d’obtenir
la configuration de I’état fondamental de nombreux ions lourds qui était jus-
qu’alors inconnue. Les énergies de liaison ont été évaluée avec un traitement
completement auto-cohérent du terme de Breit. L’énergie propre et 1’énergie
propre écrantée basée sur ’approximation de Welton ont été utilisées. Les
diverses contributions a la polarisation du vide ont été également prises en
compte. Donc dans ces différents calculs seule la correction de corrélation
mangque. Toutefois nous avons également éffectué des calculs multiconfigurés,
c’est-a-dire qui inclus la corrélation, pour certains ions a couches fermés.
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4.3 Conclusion

En citant une phrase de Hartree tirée de son livre [53] : “One of the
purpose of the calculation of atomic structures is to provide data for the
evaluation of atomic properties not accessible to direct observation”, nous
voyons que ce but a été atteint. En effet, en dehors de quelques ions Cs,
les valeurs expérimentales ne sont pour le moment pas disponibles ou alors
I'incertitude de I'ordre de quelques centaines d’elV” de ces valeurs ne permet
pas une comparaison avec les résultats théoriques.
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Chapitre 5

Influence de la corrélation sur
les probabilités de transition
dans les gaz rares

(Ne, Ar, Kr et Xe)

5.1 Introduction

La corrélation joue un role important dans le calcul d’autres quantités
que celles de I'énergie. Nous allons voir dans ce chapitre son influence sur les
durées de vie des états atomiques. Pour cela, nous avons choisi I'état 2P, des
gaz rares Ne, Ar, Kr et Xe. Cet état est un état métastable puisqu’il ne
peut se déexcité vers le fondamental 'Sy que grace & une transition dipolaire
magnétique M 2.

L’importance d’une telle étude provient du fait qu’elle permet de tester la
précision de la fonction d’onde obtenue en dehors de ’évaluation de 1’énergie.
En effet la méthode MCDF, basée sur un principe variationnel dans lequel
I’energie est rendue stationnaire par rapport aux variations de la fonction
d’onde, est moins sensible aux changements de la fonction d’onde que le sont
des quantités comme les durées de vie. Ces dernieres offrent 'un des exemple
les plus intéressant de I'effet de la corrélation.

5.2 Meéthode et options de calculs

Nous avons utilisé le programme MDFGME dont nous avons parlé dans
le troisieme chapitre. A cette occasion, nous avions signalé que celui-ci offrait
beaucoup d’options de calculs. Nous avons choisi de prendre completement

85



en compte le terme de Breit, mais ceci de deux manieres différentes. Dans
un cas, nous l'avons traité de facon perturbative et, dans I'autre cas, nous
I’avons inclu a chaque étape du processus auto-cohérent.

Le calcul des durées de vie passe par 1’évaluation des éléments de matrice
de 'opérateur multipolaire mis en jeu dans la transition étudiée. Cependant,
lorsqu’on effectue des calculs avec la méthode Dirac-Fock multiconfigurée,
nous devons évaluer des éléments de matrice non-diagonaux d’opérateurs a
un électron. Par non-diagonaux, nous entendons ici entre deux états apparte-
nant a des configurations différentes. Or, le potentiel complet des méthodes
MCDF pour la corrélation ne peut étre obtenu que si les fonctions d’onde
de chaque état mis en jeu sont optimisées séparément (OL). Toutefois, la
méthode d’optimisation des niveaux présente un défaut important : les spin-
orbitales de méme symétrie dans les états initial et final ne sont pas ortho-
gonales. Nous avons tenu compte de ceci dans nos calculs grace a une option
du programme MDFGME permettant de tenir donc de la non-orthogonalité
entre les orbitales des états initial et final.

5.3 Les résultats

Les cas auto-cohérents pour le krypton et le xénon sont en cours de
réalisation.

5.3.1 Le néon
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TAB. 5.1 — Breit en perturbation

| Initial ?P, Final 1., Energies de transition (eV) 7(P) (s) |
15225%22p°3st 1522522p" 15.03642 38.2366
+..2p33513p? +..2p*352 13.62859 62.0428
+..2p335'3d? +..2p*3p? 14.49786 39.1413
+..2p3351452 +.2p*3 2 16.51139 21.4994
+..2p%3s'4p? +..2p"45? 16.44178 21.9775
+..2p33s14d? +..2p*4p? 16.45758 21.9840
+.2p33514 f2 +..2pt4d? 16.46232 22.0502
+..2p3351552 +..2p*4 f? 16.67565 20.8028
+..2p%35'5p? +..2p"552 16.66766 20.8618
+..2p%35'5d? +..2p*5p? 16.68377 20.7560
+..2p33s'5 f2 +..2p*5d? 16.66505 20.9828
+..2p*5 f2 16.69830 20.7742
+..2p'3s'3p* +..2p%3p* 16.72400 20.5414
+..2p'35'3d* +..2p%3d* 16.73173 20.6102
+..2p'3st4pt +..2p%4p? 16.73632 20.4677
+..2p°3d* +..2p%4d* 16.73131 21.0600
+..2p33523dY  +..25'2p%3513pt 17.63803 16.0201
+1522p8352 17.70002 15.9121
+15%2p%3p? 17.72030 15.8092
+15225'2p°35? +1522p83d? 17.83207 15.3596
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TAB. 5.2 — Breit auto-cohérent

| Initial ?P, Final 1., Energies de transition (eV) 7(P) (s) |

15225%22p°3st 1522522p" 15.03642 38.2347
+..2p%3513p? +..2p*35? 13.62858 62.0399
+..2p33513d? +..2p*3p? 14.49785 39.1391
+..2p%35'452 +..2p"3d? 16.51139 21.4996
+..2p%3s'4p? +..2p"45? 16.44174 21.9780
+..2p33s14d? +..2p%4p? 16.45757 21.9844
+..2p33s14 £ +..2p*4d? 16.46235 22.0505
+..2p3351552 +..2p*4 f? 16.67568 20.8032
+..2p%35'5p? +..2p"552 16.66769 20.8621
+..2p%35'5d? +..2p*5p? 16.68380 20.7563
+..2p33s'5 f2 +..2p*5d? 16.66509 20.9833
+..2p*5 f2 16.69834 20.7746

+..2p'3s'3p* +..2p%3p* 16.72401 20.5418
+..2p'35'3d* +..2p%3d* 16.73178 20.6107
+..2p'3st4pt +..2p%4p? 16.73636 20.4681
+..2p°3d* +..2p%4d* 16.73136 21.0608
+..2p33523dY  +..25'2p%3513pt 17.63805 16.0206
+1522p83s2 17.69998 15.9138

+1522p%3p? 17.72032 15.8096

+15225'2p°35? +1522p83d? 17.83215 15.3598
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5.3.2 L’argon

TAB. 5.3 — Breit en perturbation

| Initial 3 P Final 'S, Energies de transition (eV) 7(P) (s) |
M2 | 1522522p53523p°4s!  1522522p%35%3p0 10.81070 65.9508
+..3p33d%4s! +..3p*3d? 11.57877 52.2327
+..3p34s14p? +..3p*4s? 11.19257 61.0978
+..3p34sM4d? +..3p*4p? 11.78667 43.4526
+..3p%4s'4 f? +..3p*4d? 11.67376 45.7450
+..3p34s'55? +..3p*4 f? 11.91953 41.6181
+..3p%45'5p? +..3p"5s? 11.90109 41.9670
+..3p%45'5d? +..3p*5p? 11.93396 41.4012
+..3p%4s'5f? +..3p*5d? 11.93578 41.4681
+..3p'3d"4s! +..3p?3d* 11.97587 41.0941
+..3p'4s 4p* +..3p%4p* 11.98429 40.8207
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TAB. 5.4 — Breit auto-cohérent

| Initial * P, Final 1S, Energies de transition (eV) 7(P) (s) |
1522522p53523p54st  1522522p%3523p° 10.81070 65.9437
+..3p33d%4s! +..3p*3d? 11.57877 52.2297
+..3p%4s4p? +..3p"452 11.19257 61.0940
+..3p%4s'4d? +..3p"4p? 11.78664 43.4502
+..3p%4s'4f? +..3p*4d? 11.67377 45.7418
+..3p%45'55> +..3p*4 f? 11.91953 41.6153
+..3p%45'5p? +..3p*55? 11.90106 41.9648
+..3p%45'5d? +..3p*5p? 11.93399 41.3982
+..3p%45'5 f? +..3p*5d? 11.93576 41.4659
+..3p"3d*4s! +..3p?3d* 11.97590 41.0898
+..3p'4st4p! +..3p%4p* 11.98427 40.8174
+..3p'4s'4d* +..3p%4d* 11.98030 41.0476

90



5.3.3 Le krypton

TAB. 5.5 — Breit en perturbation

| | Initial ’P, Final 'S, Energie de transition (V) 7(°P) (s) |
M2 | [Ar]3d"04s%4p°5s"  [Ar]3d'045%4p° 9.30910 86.6425
+..4p%4d? +...4p*4d? 11.75698 17.8259
+..4p°4d' 55 +..4p*55? 11.77933 17.4001
+..4p34d' 5p? +..4p*5p? 12.24842 12.7174
+..4p34d'5d? +..4p*5d? 12.26353 7.1193
+..4p355' 5p? +..4p°5p! 11.94986 10.3720
+..4p>55'5d? +..4p*4d' 55! 10.75833 25.7886
+..4p>4d*4 f? +.4p*4 f? 11.05868 21.8390
+..4pP5514 f2 +.4p°4ft 10.81063 25.4930
+..4p*4d® +..4p*4d* 10.87133 24.6971
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5.3.4 Le xénon

TAB. 5.6 — Breit en perturbation

| Initial * P, Final 1S, Energies de transition (eV) 7(PR) (s) |
M2 | [Kr]4d"5s?5p°6st  [Kr]4d"5s%5p° 7.83214 135.9149
+..5525p%5d? +..5525p*5d? 9.87723 22.7775
+..5525p35d"' 652 +..5525p*652 9.89457 22.1792
+..5525p35d' 6p? +..5525p6p? 10.23546 16.4968
+..5525p35d' 6d> +..5525p*6d? 10.23845 9.4963
+..5p%65'6p? +..5p%6p! 10.01236 13.2307
+..5p%65'6d? +..5p*5d 65! 9.24365 29.6958
+..5p36526d! +..5p*6s'6d! 9.28425 28.5620
4 5p5d3 +.5p25d 9.33522 27.0201
+..5p'5d6p" +..5p26p" 9.34984 26.9449
+..5p'5d 6d* +..5p%6d* 9.35433 26.8832
+..5p'6st6p* +..5p%6p? 9.34005 26.8953
+..5p'65'6d* +..5p*5d36s! 9.37345 27.0221
+..55'5p°5d? +..55'5p56s! 9.33455 25.7566
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5.4 Discussion

Bien que les calculs utilisant la méthode MCDF doivent étre faits de
maniere systematique, a la différence des calculs d’énergie totale comme ceux
dont nous avons parlé au quatrieme chapitre, les calculs de probabilités de
transition présentent cette difficulté supplémentaire : la corrélation doit étre
répartie de facon équilibrée entre les états initial et final. Dans tous nos
calculs, nous avons essayé¢ de répartir de maniere égale les corrélations et de
tenir compte des plus importantes. Afin de montrer le role important que joue
'inclusion dans 1’état initial de la configuration p°d', nous avons effectué les
calculs dans le néon et I'argon en ne l'introduisant que tardivement. Avant
son introduction, les résultats obtenus étaient similaires a ceux de la référence
[113] bien qu’'un peu plus petits, ces différences provenant de 1’amélioration
de la prise en compte du retard dans le programme MDFGME. Une fois que
celle-ci est prise en compte, nous voyons une diminution de la durée de vie.

En ce qui concerne les éléments lourds (Kr et Xe), nous avons introduit,
des le début, cette configuration p®d’. En effet, ces derniers sont extrémement
sensibles, d’une part, aux effets relativistes et, d’autre part, a la corrélation.

TAB. 5.7 — Durées de vie : 7(*P,) (sec)
| | Ne Ar Kr Xe

N.E. Small-Warren et al. (1975) [L14]y || 244 | 55.9 | 85.1 | 1495
P. Indelicato et al. [113]y, 22 | 51 63 96
H. Katori et al. (1993)[115]exp 3878 | 391
M. Walhout et al.(1994) [116]ex, 42.9(9)
G. Birkl et al. (2002)[117)exp 14.7
M. Walhout et al. (2002) [118]exp 28.3
Nos résultats DF (2002) 382 | 52.2 | 86.6 | 135.9
Nos résultats MCDF (2002) 15.3 | 40.8 | 24.6 | 26.8

Dans ce tableau, les indices th ou exp font référence a des résultats
théoriques ou expérimentaux.

5.5 Conclusion

Nous avons vu que les états métastables sont tres sensibles a la corrélation
de valence. En effet, alors que ces corrélations affectent peu I’énergie, elles
changent la durée de vie de I’état 3 P, d’une maniere considérable. L’inclusion
d’une unique configuration a I'état initial et a 'état final peut diminuer 7 (3 P,)

93



d’un facteur 5. Dans ce travail, nous avons trouvé des valeurs tres proches
des dernieres mesures expérimentales effectuées a la différence des résultats
théoriques antérieurs qui conduisaient a des valeurs tres supérieures a celles
que trouvaient les équipes expérimentales.

Une nouvelle version du programme MDFGME vient d’étre mise au point.
Celle-ci permet de générer les configurations et de calculer les différentes
contributions des multipoles susceptibles de relier deux états atomiques don-
nés. Nous sommes actuellement occupés a compléter les calculs concernant
les gaz rares (en incluant plus de configurations) et nous pensons obtenir de
meilleurs résultats d’ici le mois de septembre.
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Chapitre 6

Transitions a 2-photons dans
les atomes a N-électrons

6.1 Introduction

Nous avons établi une expression du taux de désintégration spontanée
sous une forme adaptée au programme de J.P. Desclaux et de P. Indelicato.
Ce travail a été commencé par J.P. Santos, F. Parente et P. Indelicato [119].
Ils se sont intéressés aux transitions a deux photons dans les systemes hy-
drogénoides. Cette étude leur a permis de mettre en place tous les outils
nécessaires a la détermination des éléments de matrice radiaux a un électron
et que nous retrouvons dans la formule générale a N-électrons étant donné
que les opérateurs multipolaires sont des opérateurs a 1 électron. Pour le
calcul de ces éléments, ils ont développés les parties radiales des fonctions
d’onde mono-électroniques sur une base de B-spline.

La mise au point de I'expression dans les cas de systemes comportant
N-électrons a débuté par une généralisation au cas a deux électrons, celle-ci
ayant donné lieu a un article que I'on trouvera dans la seconde partie du
chapitre. Nous ne rappellerons pas l'intéret de I’étude des transitions a 2
photons ni leur historique dans la premiere partie de ce chapitre car tous ces
renseignements se trouvent dans l’article donné en fin de chapitre. Mais il
est tout de méme judicieux de préciser que le calcul des transitions a deux
photons est intéressant, d’une part, pour les expériences destinées a mettre en
évidence la violation de parité et, d’autre part, dans le calcul du déplacement
de Lamb [120].
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6.2 Transitions a deux photons dans la méthode
MCDF

6.2.1 Introduction

Dans le modele MCDF, les fonctions d’état de configuration (CSF) ® sont
construites en prennant des combinaisons linéaires de déterminants de Slater,
de sorte que celles-ci sont états propres de I’opérateur J2. Une fonction d’état
atomique (ASF) pour un état j est alors construite a partir des CSF selon :

n;
U (I 0,0M5) = cjo@ (VI M), (6.1)
a=1
avec n;, le nombre de CSF entrant dans la composition de la fonction d’état
atomique (ASF) et * représentant toutes les autres quantités nécessaires
pour définir de maniere unique la CSF n°a. Nous avons donc pour I'état
initial :

ng

[i) = UL T M) =) e ® (V1T M), (6.2)
r=1
et pour I'état final :
ny
|f) =V (I M) = Zcft(l)t(’Y}HfJfo) (6.3)
t=1

6.2.2 Transitions a 2 photons

Nous avons (en u.a.) :

2

AW _ e 1AL, (o) b ol AL, ) ) o (1) AR (o) ) Gml AR ) )] 0
dw o (271')302 E, — E;+w - E,, — E; +ws 15
(6.4)
soit : w
_ wiw2 .
dwy  (2m)3¢2 e did

X

3

2
(@ (4TI My)| As [m) (m] Ay [@7 (T TiMs)) (@474 @5 T My)| Ax [m) (m] Ao @T(wznz—JiMm)

CFiC +
;ft”;< Em —E; +w Em — E; +w>

avec A = A(L’\llj\)/[1 (wy) et Ay = A(LA;X/[Q (wa).
La somme sur m comprend toutes les CSF ®™(~,,I1,,J,, M,;,) pouvant étre
couplées aux @ (7 T1;J;M;) et aux @' (¢I1;J;My). Nous avons donc :

)

dw Wi1wa
= d,dQ
dwy — (2m)3e2
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X

Em—Ei+w1

T encin Y <<<I>t(fy}HfJfo)|A2<I)m(fymHmJmMm))<<I>m('ymHmeMm)|A1|<I>T('leHiJiMi)>
t,r JtCir m

_|_

2
<‘I’t('YffoJfo)|A1|‘I’m(7mHmeMm)><¢'m(’YmHmeMm)A2|‘I’(’YZHiJiMi)>> ‘

Epm—E;+ws
avec
E — E (6.5)
m ’YTYL:JmaMm
D’ou :

dw Wi1wa
= d,dQ
dwy — (2m)3e2

O (1. M;))

« | L3 (! (4410 T Mp)| A |®™ (o T Ty Mi) /(@™ (Yo T Ty My )| Ax
tr CItCir 2y T, My Em—Eitw:

2
n (U (YT 5T Mg)| AL | @™ (i T Ty Min ) ) (@™ (Y Tn Jin Mim )| As | ®(v7 T3 M) ) ) ‘
Em—E;i+ws

Soit :
2

dw Wi1Wwa
= dQ,dS2
dwy — (2m)3c2

(6.6)

Z _ LoMahs L1 M
CrtCir [(BL1M1)\1)t,r + (BL2M2/\2)t,ri|

t,r

avec !

Lo MsAa _
(BLlMlkl)tm - Z

YmsJm Mm

(@1 (41119 My)| Az | (Y T Jun M) (0™ (3 T Jn M| A1 |7 (37 T Ji M3 )
Epm — E; +w

6.7
et : ©0

(@1 (41119 Mp)| A1 | (Y T Jin M) (0™ (3 T Jn M| Ao |7 (97 T Ji M3 )

L MiXq —
(k) = %

T Mo Em — E; + w2
(6.8)
Développons le carré :
dW WiWa Lo Mo L1 M\
o = apat0d X cnepcicir [(BEMER),, + (BEAEY),,

tt!r,r!
LaMa): LiMA
< [(BE2), .+ (BI), ]
et appliquons le théoreme de Wigner-Eckart :

‘ ‘ _ _ J L Im Jn L J;
(Bri),, = D (Fp/mhr M”(—AZf ", Mm><—Mm i, Mi>

7meMm

(@ (411 Ty) || AL ()

B (L)) (@™ (T ) || AL (1)
En - Ez + wy

(L)
X
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Posons :

=Im Z(_l)Jffo+Jmem Jf L2 Jm Jm L1 JZ
- M _Mf M2 Mm _Mm Ml Mz
J Ly J, Ly J;
= (=1)/rtIm 1) (My+Mm) f 2 m m 1 i
(=1) %:( 1 ( My M, M, ) ( M, M, M,
J Ly J, L, J;
— (1) tIm+1 _1\M+Mp+1 f 2 m m 1 )
- ;( g <_Mf My M, ) ( My, M, M,
G VN )Myt M1 Jr Ly Jp Im L1 J;
\/72J 2 V2t My My M, )\ =M, M, M,
soit : P
EJm(Q, 1) — (2){]—_‘_1@Jm (2, 1), (69)
ou ©7m(2,1) est similaire au facteur donné dans ['article de Goldman-Drake
u 07 (2,1 imilai f d 6 d I’article de Gold Drak
(2.24) [121].
Définissons :
SIm(9.1) = (@' (vp1ls Jp) HA(LA;)(wQ)H<I>m(vame)><<I>"(meme)||A(Lﬁ1>(w1)||q>;(7rniji)>
t,r(:)_z Em—Ei—I-wl

Ym

(6.10)
Apres voir sommé sur M; et moyenné sur M;, nous avons pour Li, A, Ly et
Ao fixés :

dW
e W1 Z Cftcircft’ Cipt
dwy  (2m)3¢2(2J; + 1) o

X Z | ([E (2,1)2%(2,1)S/7 (2, 1)), (2, 1)]
+ [EJm(1,2) n(1,2)S)m(1,2)S;m (1, 2)]
+2x [:Jm(2 1)E7(1,2)87r (2,1) S (1, 2)])

ol les coefficients =/m contiennent les sommes sur les nombres quantiques
magnétiques intermédiaires et les coefficients S/m contiennent les sommes
sur les indices 7, intermédiaires.

En utilisant les regles de sommation :

Yoo =2 )ER(2,1) = Ol (6.11)

M1 M2 M M; 2Jm + 1
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et :

!
> EJm(2,1)EJ4n(1,2):(_1)Jm+J:n+L1+L2{ ?f jz 2} (6.12)

M Ma My M;

Nous obtenons finalement :

dW w19 Z
CriCirCry Cj
dwl (27T C2 2J +1 trt/ : ftCirC ft/ Cir!

1 1
2 (m (S 2087 2. 0)] + 57— 1S (L.2)57.(1.2)]

! /
19 % Z(—l)Jm+J£n+L1+L2 { ﬁ{ j: é; } [Si{;ﬂb (2, 1)5;{::/(1,2)]

Expression de I’élément de matrice réduit d’un opérateur a 1 électron
pris entre deux CSF

Les opérateurs A(L ]34 intervenant dans I’expression du taux de désintégration
spontanée sont des opérateurs a 1 électron. Nous avons donc :

N
<VFJFMF| AS{\X/[ |V]J]M]> = <I/FJFMF| Z EL(L)\JE/[(I'Z) |I/]J]M]>

=1

Or |y JyMy) et lvp JJp M) sont des C.S.F. et nous notons D’ les déterminants
appartenant a une fonction d’état de configuration donnée, soit :

N
(veJpMp| A(LAA)/[ lvrJyMp) = Z drd, <Dk‘ Z &(LA&(H) ‘Dl>
k.l =

(t1) o () 1| va(r) e Yh(r)
= dedl\/_/dr " o ZaLM r;) ﬁ - -
VRt (ry) . 1/) f(ry) | YaTn) o Yy (ry)
avec dr = drdr,....dry. Dans la suite, nous notons les déterminants sous la
forme :

\/—Z )7 (11)p(r2)1)y (13)-. 800 (),

la somme étant prise sur toutes les permutations des indices P [« (3, ..., V] et
(—1)” étant la parité de la permutation.
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Soit :

1
<VFJFMF|AS;)\]8/[ |I/[J[M[> = szkdlﬁ /dr
ikl

< |3 (=DPgE 9kt 2)... ’;WN)-a‘;}Am.Z(—l)P’wéu)wg/(2)...1/)5/(N)]

P P’

En utilisant 'argument de Lowdin et en supposant que les fonctions d’onde
mono-électroniques appartiennent a deux CSF différentes et qu’elles sont
orthonormées, nous obtenons :

(videMe| Afyy v JiMi) =) didy y_(—1)7 / dr () (0) ()35 By
k,l

'P/
soit :
(v Te M| Ay orJi M) = dacdy Y (=17 (i s a3 | nbwd it )
kil P
(6.13)
En utilisant le théoreme de Wigner-Eckart, nous avons :
- J L J
(=)rMr ( —FMF M ]\21 ) <I/FJF HA(L/\) I/IJI>
/ Kk jk L Zl gl = .
— Z dkdl(—l)73 (=)™ ( ]—fmk Y, an. > <n’}/§’}]'; a(L) ‘ninﬁy»
kool P! ! :
soit :
joms (G L
, ( ) _mk M ml
(vedp|[AD)|vrdr) = 3 dudi(~1)" ! Lo (bbbt
kol P' (=)/r—Mr Ir L Jp
—Mprp M My
(6.14)
avec :
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Expressions des coefficients Sg";‘(2, 1)

Nous avons :
RO V()
Q" ("I, J; M;) = ZdZDZ avec D) = Mo : :
R GY Y ()
b’m g b,m —
1 1 ( 1) N ( 1)
" (Y Il I M) = > dp’' Dy avec D' = =
) | e () SN (7))
Gy S(F)

1
O (YT JMy) =Y diD. avec Di=—— :
— VN e

olu les ¢ sont des bispineurs de Dirac.
En utilisant (6.14), nous pouvons maintenant en déduire les expressions
des coefficients S;7(2,1) :

e (O TTET ) AL (w2) |27 (i T o)™ (Yo Tl o) AT (1) |87 (1T, )
St,T‘ (27 ]‘) - Z E - E +CU1

Ym

Or 7, représente I’ensemble des autres nombres quantiques (configurations,
coefficients de séniorité, ...) susceptibles de différentier deux CSF de méme
I1,,, J, et M,,. Il peut étre remplacé par n™,le nombre quantique principal

des orbitales intermédiaires pouvant étre occupées par 1’électron actif et nous
avons :

(—1) ji—mt ( ]ﬁ Lo Jb ) (— 1) = ( jg?m ]6[1 J};T )

SR = | 5 A S R B
,bob a PP ( ]\f[f My MT:L ) (—1)In—Mn ( A}"m ]\411 MZ )
(ntrtjtllay (wo)lln™ ki) (n™ sy e llay? (wi)ling kL5t )
nzm Em — E; +wi ]

Cependant, j;" est toujours égal a j;' de méme que x;' et k' sont égaux
puisqu’ils servent a construire la méme CSF intermédiaire. Posons alors j;" =
Ju =Jm et k' = Ky = k™. Nous avons alors I'expression suivante :

t,.t,t

~ Ao m,.m;m ym
a w n K nmKg™ a w n'k jt 4 4m i
(nirtiellazs (wo)l] 7N g™ laz) (wi)llngrgia) _ 2 Ix(—1) "1 50" (2,1)
Z E,—E, +uw 7

Nm

(6.15)
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ou S{:(?, 1) est le coefficient (2.23) donné dans I'article de Goldman-Drake!
[121].

Nous obtenons finalement :

(—1)jzmz< je Lo g" )
m / —m, M, mlcn
Sim,1) =2 +1 | Y didydydy Y (-1)7F ——
c,bb a PP (_1)Jf—Mf < f 2 )
b 2

(_1)jm,mgf < _];nnn? ]1\21 T]r;gﬂ ) L .
>< T et
(

6.16)
Or 2(jL + j™) est pair, d’ot :

St{;-n(27 1) 2] +1 Z dtdmd Z( )'PJr'P’( 1)Jf+Jm+Mf+Mm+mz+mZ/L71

.bb'a PP

je Lo g™ J" L g,
—mL My mp —mp M, m}

Ji Ly Jm Jm Ly J;
~M; My M, )\ —M, M, M,

S (2,1)

'La seule différence est que dans notre cas FE,, et E; sont les énergies totales des états
atomiques intermédiaire et initial!
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Termes non-croisés

Nous avons :

| o
x| 3 didpdppdy Y (1P AP () b M i

c,b,b ,a

! m
x| D0 dbdrdgdy Yo (-)Pm P et e

c’,e.e’,a’

Sir(2,1)85m,(2,1) = (2™ +1)

Pm P

PP}

mais (_1)2(Jf+Mf)+2(Jm+Mm)+2(7’m—1) =1, soit :

Sl @SR, 1) = @F7+1) Y didrdydy Y dhdrdndy Y (<P (i

c,b,b’,a c’,e,e’,a’ PiP’;
it Ly g™ ™ Lo je Lo g " Loy
y —ml My mp —-myt My m] —mt, M, m™ -ml My m,
Jr Ly Jp IJm L1 J; Jy Ly Jp IJm L1 J;
—M; M, M, -M,, M, M, —M; M, M, —M,, M, M,
x [S{: (2,1) x Si.(2, 1)]
et :

Sl (1,2, (1,2) = (7+1) Y didpdpdy, Y didrdndy Y (—1)PEP (—pymembmi b

cbba PP
it Lo im Ly g je Lo g "L gy
—-mt My mp] —-my M, m! -mt, M, m™ —m7 M, m?,
Jr Ly Jm Jm Ly J; Jr Ly Jm Jm Ly J;
—M; M, M, —M,, M, M; —M; M, M, —M,, M, M;
x [Sg’r(l,Q) x Sg'f;,(l,Q)]
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-m! Mo my" —my; My mg
Jf Lo JIm Im Ly J;
~M; My My M, M M )|
it Ly g™ ™ Ly gh ]
1 1
—-mt, Mz ml -m7}  Mip m],
Jf L2 Jm Jm Ll Ji
—M; My My —Mpm M1 M;
x [si7 @1 x 837, 2.1)]



Termes croisés

Nous avons :

J; . cm! m ym T " m! gm! !
ST (2. 1)8m(1,2) = V@i + Dy (25m +1) Y didydipdy, Y dbdr ' dy

bt a ce.e a’

< ¥ (_I)Pm+7vi+7>m,+7v’i(_l)mﬁ',+m2+m;7+mg}’
PP, PiPs
)( P jg>< b L gm)< ™ Lo jf)
m —mir M, m] —mb, My ml —m" My
Ji Ly Jm)<Jm Ly Ji><Jf L Jm/><Jmf Ly )
My i

C
~M,, M, M; ~M; M, — M,y M,
X [S{f(z 1)5{,";,(1,2)]

ISE

= |
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6.2.3 Expression finale pour L; et Ly fixés

En rassemblant les termes précédents, nous obtenons :

dW wiw 25 + 1

dw;  (27)3¢2(2J; + 1) Rt Aoy 2w+ 1
X{ (Z dipdpdy Y dbdldndy Y (<L) (e
c,b,b ,a c,eea’ PiP;
je Ly " "Ly jo Lo g T
—m! My, mj —my' M, m] —mt, My m™ —mgy My m)],
X
Ji Ly Jm Jm L1 J; Ji Ly Jm Jn L1
~M; M, M, —M,, M, M, ~M; M, M, —M,, M, M,
xS (2,1) x $37.(2.1)]
(G Lgm ™ Ly g jb o Lo gm ™ Leoju )]
N —mt My mj® —m My, m’ —mt, M; m™ —m7 My m?,
Ji L Jm A P Ji L Jm Jm Ly
~M; M, M, —M,, M, M, ~M; M, M, —M,, M, M,
x [Sf:(l,Q) x Sf,z,(l,Q)D
2j™ +1 Ji T L
2 x -~ (2J,+1 -1 Jm+J+L1+L2 f m 1
F Sy (It D 2D Ji I Ly
XN didpdidy Y dbdrdzdy x YD ()PP e
c,b,b ,a c,eea’ PP, PiP';
e Ly g7 i Ly je Lo g i Ly gy
y —mL My mj" —my My m —mt, My ml" —mZ My m,

J; Ly Jm T L J; I Li Jw T Ly I,
~M; My My )\ My, M, M; )\ -0y My My )\ —Mn My M,
ST (2,1)2(1,2) }

ou A et Ay sont les polarisations des deux photons. Nous rappellons que les
états intermédiaires utilisés sont des fonctions d’état de configuration (CSF).

6.2.4 Conclusion

La formule précédente est valable pour les transitions a deux photons dans
les systemes a N-électrons et ceci quelque soit la combinaison de multipoles
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considérée. Son insération dans le programme MDFGME est en cours.

6.3 Expression mathématique du taux de
désintégration spontanée relativiste
dans les systemes héliumoides

6.3.1 Introduction

Comme nous I'avons dit dans I'introduction, la mise au point de la for-
mule générale nous a amenés a trouver une généralisation au cas des systemes
a 2 électrons. Celle-ci est basée sur I'utilisation de ’algebre de Racah. Cepen-
dant, comme nous 'avons signalé dans le troisieme chapitre, le programme
MDFGME repose sur I'utilisation des déterminants et de leurs combinaisons
linéaires appelées fonctions d’états de configuration. De plus, dans le cas
d’un calcul multiconfiguré aux poids d; des déterminants présents dans une
C.S.F., s’ajoute les coefficients ¢, de mélange des différentes configurations
considérées. Devant une telle situation, il est difficile de faire cohabiter les
poids des différents déterminants ainsi que les coefficients issus de ’utilisation
de I'algebre de Racah. Comme nous ’avons vu dans la section précédente,
nous avons donc di nous orienter vers une autre approche pour obtenir 1’ex-
pression générale a N-électrons. Toutefois, I'expression ainsi obtenue peut
étre utilisée avec profit par d’autres programme faisant appel aux techniques
de l'algebre de Racah pour la construction des états atomiques.

6.3.2 L’article

Résumé :

Nous avons obtenu une expression théorique du taux d’émission a 2 photons
des systémes & deux électrons sous une forme adaptée a une insération facile dans
les calculs numériques. Les techniques de 1’algebre de Racah ont été utilisées afin de
généraliser le travail précédent sur ’émission a deux photons dans les systéemes hy-
drogénoides a des cas plus compliqués. L’expression obtenue est, autant que nous
le sachions, la premiere expression générale qui donne le taux de désintégration
spontanée a 2 photons dans les systemes héliumoides et ce pour toutes les combi-
naisons de multipodles.
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Chapitre 7

Atomes Exotiques

7.1 Détermination de la masse du pion chargé
et de standards de calibration en énergie
basés sur les transitions X des atomes
pioniques

7.1.1 Introduction

En raison de I'absence de standards de calibration pour les rayons X de
quelques keV, la détermination des énergies avec une précision de l'ordre
du ppm est difficile [122]. De nombreux domaines des sciences actuelles ont
besoin de tels standards, ceux existants faisant référence a des mesures vieilles
de 40 ans ou étant dans certains cas le résultat d’une interpolation a partir
d’éléments voisins. Pour ces raisons, une redétermination de ces standards
est en cours avec différentes méthodes.

L’équipe expérimentale a décidé de profiter des récents développements
dans le domaine des atomes exotiques et en particulier des raies X fines émises
par les atomes pioniques hydrogénoides qui peuvent servir de standards en
énergie dans le domaine d’énergie de quelques kel .

Aprés avoir rappelé le principe de I'expérience actuellement en cours a
I'institut Paul Scherrer, nous présenterons les calculs effectués par I’'équipe
théorique. Notre équipe s’est interessée a la détermination de la masse du
pion.
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7.1.2 Expérience
Dispositif

L’expérience s’est déroulée sur la ligne 7E5 de 1'Institut Paul Scherrer
(PSI). Pour obtenir des valeurs précises des énergies des rayons X, les expéri-
mentateurs ont utilisé un spectrometre a réflexion de Bragg [123] consistant
en un grand cristal de Si(220) de forme sphérique couplé avec des détecteurs
CCD (Charge-Coupled Device). Ainsi, les rayons X issus de transitions ve-
nant sur le cristal sont réfléchis vers les détecteurs CCD selon la loi de Bragg :

nA = 2dsin0p, (7.1)

ol n est 'ordre de réflexion et g I'angle des rayons X incidents par rapport
aux plans du cristal (Angle de Bragg), auquel les rayons réfléchis interferent
de maniere constructive. Les énergies sont obtenues a partir du changement
de 'angle de Bragg relatif a une transition de calibration se trouvant le plus
pres possible de la raie étudiée.

Les atomes pioniques sont produits en arrétant un faisceau de 7~ dans
une cible ou ils sont capturés par le potentiel des atomes dans des états de
haut n. Ces systemes se désexcitent au début de la cascade par des émissions
Auger rapides puis de plus en plus par rayonnement de rayons X.

Ces dernieres années, des études ont montré que des systemes de bas et
moyen Z deviennent hydrogénoides, c’est-a-dire que tous les électrons sont
éjectés lorsque la cible est préparée dans de bonnes conditions. Des cibles
gazeuses sont particulierement bien adaptées a la différence des cibles solides
ou la population électronique est mal connue.

Dans le domaine Z ~ 2—10, il y a une fenétre ot les électrons des atomes
pioniques et muoniques sont completement éjectés et les énergies de transi-
tion deviennent accessibles par spectroscopie X. Pour les états atomiques de
moment angulaire maximal [ = n — 1, les effets de taille finie peuvent étre
négligés. De plus, dans le ca d’atomes pioniques,les niveaux d’énergie ne su-
bissent pas de déplacements causés par l'interaction forte. Donc,les énergies
de liaisons peuvent étre calculées avec une précision de 1 ppm ou plus en
incluant toutes les corrections importantes de QED. Nous reviendrons sur
ces corrections et sur la différence existante entre les atomes ordinaires et les
atomes exotiques. Dans de tels systemes hydogénoides, le centre de gravité
d’une transition peut étre déterminé avec une précision de 107°.
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Principe

Lorsque cela est possible, il consiste a trouver une transition dans I'atome
exotique qui soit proche de celle que 'on désire étudier. En utilisant cette
méthode, la limitation provient de l'incertitude sur la masse du pion. Un
autre programme est actuellement consacré a une détermination de la masse
du pion avec une précision de 1 ppm. Une autre possibilité est d’utiliser des
atomes muoniques car la masse du muon est connue avec une précision de
0.05 ppm. Cependant, les intensités obtenues sont dans ce cas de deux ordres
de grandeur plus petits que ceux obtenus dans les atomes pioniques. Il n’est
possible d’obtenir une précision de 1ppm sur la masse du pion 7~ qu’avec
un systeme de diffraction utilisant des cristaux. Pour cela, afin de mesurer
la masse du pion sans rencontrer les problemes qui se produisent avec une
cible solide de magnésium ([124],[125]), la cible utilisée est constituée d’un
mélange gazeux de O'¢ et de N'*. La premiére composante de ce mélange
gazeux (0'®) permet la création d’oxygene muonique 10 qui est utilisé pour la
calibration de 'appareil ; quant & la seconde composante (N'?1), elle permet
la création de nitrogene pionique w/N. La pression est basse afin de limiter le
processus de recapture. Nous renvoyons le lecteur désireux de connaitre les
détails de I'expérience aux références suivantes : ([126], [127] et [128]).

7.1.3 Interaction pion-électron : Terme de Breit
Introduction

Afin d’établir des standards de calibration en énergie pour les rayons X
en utilisant des atomes pioniques, il nous a semblé intéressant de calculer
la contribution a I’énergie d’un niveau provenant de l'interaction entre un
électron et un pion due a I’échange d’un photon transverse. En effet et uni-
quement dans le cas de Z bas ou moyen, comme nous ’avons signalé dans
la section précédente, nous sommes quasiment certains que tous les électrons
ont été ejectés et n’ont pas eu le temps d’étre recapturés durant la durée de
vie de I’atome exotique’.

En revanche, ce n’est pas le cas si la cible utilisée est dense ou si les
atomes utilisés dans une cible gazeuse ont un Z élevé. Afin d’obtenir des
valeurs théoriques précises, il est donc nécessaire de tenir compte de I'in-
teraction entre le pion et les électrons résiduels. Nous avons donc établi une
expression équivalente au terme de Breit de 'interaction électron-électron. La
complication dans le cas pion-électron provient de la présence d’opérateurs

' Moins de 2% des rayons X observés dans ce cas sont affectés par la présence d’électrons
résiduels.
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0, dans l'expression du courant pionique.

Opérateurs de champs, déplacement énergétique et opérateurs de
courants

Opérateurs du champ électronique

Les opérateurs 2 du champ électro-positronique \i'( ) sont développés en
fonction des opérateurs d’annihilation (création) d’électrons a,, (a,') et des
opérateurs de création (annihilation) de positrons b (b,), soit :

{ V(1) = Y0 () + X, co Bl 0 () 72
V(r) = ZEn>O Gy Pn () + ZEn<0 bnn ()

Les ¢, () sont les solutions de I’équation de Dirac incluant le potentiel Cou-
lombien du noyau, c’est-a-dire :

On() = On(Z) exp(—iELt) ou ¢, (T) :wnnjm(ff) _ ( fnn(x)y.‘ijm(?

ignn (x)yfnjm

P
| " 5,))

-
—Sgnk %Yl,m—% (9’ SO) (7 4)

ynjm(ga 90) = 1
[ k+5+m
ﬁ%,nﬂr%(aa (,0)

L’indice n représente ’ensemble complet des nombres quantiques {n,, j, m}
nécessaires pour définir un état; n est le nombre quantique principal, [
détermine la parité de I'état P = (—1)!, j est le moment cinétique total
et m sa projection sur ’axe z. Les relations d’anticommutation entre les
opérateurs de création et d’annihilation sont :

{d’n’ d:’} - 67—1'_71’
{ (b} = 6 (7:5)

avec !

57:::”, = H(iEn)(snn’éjj’(smm’a (76)
si m et n’' sont dans le spectre discret.
Opérateurs du champ pionique
Les opérateurs du champ pionique <i>( ) sont développés en fonction des
opérateurs d’annihilation (création) de 7 ¢, (¢;) et des opérateurs de création
(annihilation) de pions 7~ d (d,,), soit :

{ d(a)= Y, 20 Cnnl@) + T, <o o 2) (7.7)

~

dF(x) = ZEn>O n (m) + ZEn<0d C;(I)

2Les lettres grecques représentant des opérateurs sont surmontées d’un chapeau.
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Les ¢, (x) sont les fonctions d’onde liées dans P'espace des coordonnées, soit :

d)n(x) = un(f) eXp(_iEnt)a (78)

un(Z) est une solution de I’équation de Klein-Gordon indépendante du temps :

[0* —m? + (V(%) — E,)*] =0, (7.9)
dans laquelle :
Za
@ =Tz (710

Celle-ci est normalisée de facon a ce que le volume de quantification contienne
la charge —e.

L’indice n représente I’ensemble complet des nombres quantiques {n, [, m}
nécessaires pour définir un état ; n est le nombre quantique principal, [ le mo-
ment orbital total et m sa projection sur I’axe z. Les relations decommutation
entre les opérateurs de création et d’annihilation sont :

[, 5] =065, et [dn,d5] =0, (7.11)

nn

avec

0t = O(£En) S O S (7.12)

si n et n' sont dans le spectre discret. Tous les autres commutateurs sont
nuls.

Dans le cas qui nous intéresse, il n’y a pas de positron et ni de pion 7
présents, d’ou : {

i — I+
O (z) = 2p, <0 dnCal)
Le théoreme de Gell-Mann et Low (sous sa forme symétrisée par Sucher)

est utilisé pour obtenir une expression du déplacement en énergie d’un état
pionique lié dans le cadre de la théorie des perturbations :

(z) = ZEn>0 G ()
() = S o () (713)

KD >

AB, = fim  Lg2fnlSealm) /O L 9(nlSea ). /ON
S A1 2 (nlSaln),

e—0 e—0

(7.15)
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L’indice ¢ rappelle le fait que seuls les diagrammes de Feynman connectés
sont inclus dans les éléments de matrice. Dans I'expression précédente, S,
est la Matrice S adiabatique définie par :

Sea=1+ Z;il Se(];

’

avec
SU) = G [y [ dhe eIl eI () - Hy (1),
) (7.16)
ot Hy(z) est la densité d’hamiltonien d’interaction définie par :
Hi(x) = j*(x) Ay(x) — 5M (x) (7.17)
On a
n) = k7 51 m> (7.18)

La correction due a I’échange d’un photon virtuel (ordre «)
On a:

BO = Tim e [(S0), +2(5), (7.19)
A1 2
e—0

La correction d’ordre a due a I’échange d’un photon virtuel entre un pion et

un électron vient du terme <S§2)> qui, apres utilisation du théoreme de Wick,

ne contient aucune contraction de champs électroniques ou positroniques. On
a donc :

(), -

d41'2

d4x16—6\t2\6—6\t1\<T[ 2 (p )A (19)] Nl(zl)A (z 1)]>

C

%

= [ty [ dtaaee e N (g 1 07| T332 (2) Ay, (22) 512 (1) Ay, (20)] B 1507),

= _;. [ d'zy [ dizieelemel (k| T[j* (, )|k>c<l|T[Zf (1) 1), (07 T[A,, (22) Ay, (21)]107),
UTEE @)D Guop Dr (29 — 1)

= 5 [ day [ dhare e (R T2 (a) [R),

soit :

—1 Ao St
(52), =57 [ atea [ e e G NG (a2) ), NG (20 0 s D)

G

Le facteur = - issu de la série de Taylor est toujours annulé par les n! fagons
différentes d’interchanger les vertex. On a donc :

(5®) = - / d'z, / eIl (k| N3 () (), (1] N[ (1) 1), Guoges D (2—11)
(7.20)
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Courant électronique

i (x) = —ed(2)y") (@)
soit : A i
N [J'é‘—l(xl)] =—e > Y ahardy(x)y" ¢r(z) (7.21)
E.,>0E,>0
Courant pionique
i (z) = —ie [ciﬁaﬂé) _ dordT
avec : A A
P(z) = ZEn/<0 dpyi G ()
{ O (@) = X, <o oG (2) (722
d’ou :
N [3‘;‘, (:cg)] = —ieN [< > chfc;;L,(xQ)) o (Z d;,gn,(x2)>
[ Epr <0 E.rco
- (Z CZL'Cn’(I2)> 0" < Z (jm'C:nf(%))]
E.rco E, <0
= e S e (G (@20 (G2)) — G ()0 (G ()]
E <O0FE, <0

avec !

Ca(2) = up(x)e™Ent 0l Uy (X) =Upin(X) = u 0,0
Gulx) = uh (x)e™ Pt ot (x) =ugy,, (x) = un(r)Y, (0, 9)
ia“ = {iat, —’LV}

Calcul de EZ)

On a donc :

(50, = = [t [ atmetlemcel (i [z o] [ 6), (1 i) |1,

XguszF(@ — I,El)
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soit :

(SBPENY = —¢? / d'w, / d'zye eIl

S Al [ (2)i0"2 (Gur(2)) = G (22)i0"2 (G (2))]

’

B,u<0E, <0 .
< Z Z ak,al/¢)k, I1 Mlqgl,(xl) > guwlDF(xz—xl)
E. >0 E;>0 .
d’ou :
<SE(2;PE)>C — _62/d4x2/d4x16—5|t2€—5|t1gﬂ2#1DF(x2_xl)
<Y DT (G 20 (Gurl2)) = Gorl2)id¥ (G (2))] (K || )
E<0FE,,<0 ¢
X Z Z Pp (1) o :1:1)< al,ap l>
Eyr>0 Ey>0 ¢
<S§25PE)>C = —62/d4$2/d4$16_6|t2€_€|t1DF(LEQ — 1)
<D G @) (G (2)) = Gor(@2)idy (G w2))] (|| )
E, <0FE, <0 ¢
X Z Z Grr (21)7" o $1)< ‘ak,al/ l>
E,1>0E;>0 ¢
soit :
<S§2;PE)>C = —62/d4$2/d4$16E|t265|t1DF(:E2 — 1)
XD Ga@)i0) (G l@2)) = Gur(w2)i0) (G (w2))] (K |d | )
E, <0FE, <0
X Z Z (jﬁk, I Oé'u¢l/ $1)< ‘ak,al/ l>
E,1>0E;>0 ¢

= —62/d4x2/d4x16gt:"egtlDF(SEQ — 1)
XD > D> > St du (@) [Gr(22)i0y (Gu () = Gur ()i, (G (22))]

Eu>0E,>0FE,,<0FE, /<0
k>

x (1 ‘a,t,al, ) (k ‘d;,dm,
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or .

Dp( ) = = +°°d e —iz(ta—t1)
P2 = Cmi ) i 4oy ¢

00
avec !

Top = X9 —X1| et b= —iy/(22410) , Rb>0

Pour ¢ petit, on peut simplifier I'intégration sur ¢, et ¢;. Soit :

+0oo
(serey — 2L [Ty, / dt, / dtyeelelgellgistta—t)

¢ 271

X Z Z Z Z e~ UEy =Bty o=i(E —Epy )t

Eu>0E,>0FE,<0FE,_ /<0

x / i, / dz, (—) 01 ()0 0 (71) (Gl (82) (—0") (Gur(@2)) = Gur (B) (497) (G (2))

o x (1 ) (k k)

~

d\T 12 dm/

&ITC’ &l' n

) D I SIS

Eu>0E,>0FE,<0F, <0

“+o00o
X/ dZ/dtQ/dtleE(t2+|t1)e’iz(t2tl)e’iAEl/k/t1e’iAEm/n/t2
— 00

x / s / dx, (—) O (E1)0" 60 (1) [ (F2)(=P") (Gur(@2)) — G (F2) (+9") (G (82))

4o
x (1 |ak | 1) (k|| £)
Utilisons la relation :
/dt2/dtlea(|t2|+t1|)ez'z(t2tl)ez’AEl/k/tleiAEm/n/tg
1 [T . . .
= 0 (Ep + Ew, Ey + Epy) . /OO d (ty — 1) e~ 2ta=t) =il Byists o =iAE 1 ta

On a donc :

(5P =33 % / :Od(tg—tl) / s / 51 Dio(y—21)

Eu>0E,>0FE,<0FE_,<0"
X G (21)a’ p (21) (G (€2)i0, (Gur (22)) = Gur (€2)i0, (G (w2))]
1 a oA
X E(S (Ekl + En/, Ell + Eml) <l l>c <k d;rl,dm/ k>

al,ap
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Effectuons l'intégration sur d (t3 — 1) en utilisant le résultat (nous n’avons
ici que le terme direct) :

/_+Oo d(ty —t1) Dp(zs — 1) = i

00 4o

Dans nos unités e? = 4ra, soit :
2 .1 .
EY) =Es= lim 5 (25EPE)Y = a/d3x2 /d%l
o o 1
X {¢7§ (1)’ (1) (G (22)180 (G (2)) = Cur ()i (G (2))] oo
% 8 (B + En, By + Ew) (0 ‘alaz,al,aj‘ 0) (0 \czkcz;,czm,cz,’;\ 0)

va [ @ [ Enio) @)@ (o) Grle) - Grlei® (Goe)] -

T21

%0 (B + By, By + Bne) (0 |axaliaval | 0) (0 |did),dyd]| 0) }

d’ou :

E(P2% = Ed = @/d3$2/d3$1

{ X i (1) by (1) (G (22)100 (G (22)) — G (2)180 (G (02))] L

T2
X 6 (Ey + En, By + Epy) 012k 00 1000101
+a/d3a:2/d%lgzﬁ,j(xl)(:vl)&d)z/(m)i [C;/($2)§(Cn'($2)) - Cn’(x2)6(<;’(x2))i| L

Z21

X6 (Eg + Ep, Ep + Epyr) 0100 £0010my }

On a donc :
Py =
2
[ [ Erisiaatonte) s G @i Gr) - Gl (G (22)

+a/d3x2/d3x1¢,j(x1)07¢k($1)i 41*(5152)6 (G(z2)) — Cl(%?)6 (¢ (z2)) .

T21

Le premier terme correspond donc a l'interaction coulombienne entre les
deux distributions de charge.
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Le second terme est :

Aaﬁza/ﬁ%a/&m@mmmm@giw@@ﬁum@n—m@gﬁwﬂm»

Passons en représentation sphérique, on a alors :

1 0 —+ (0, + ioy) 2
V2 \TE Y
Q Oy + 10 -
+l \/_( ) ( —k(ax—may) 0 NG
00 10
o 0 = 0 o, | 00 0 —1
0 T o, 0 )] | 10 00
0 1 00
00
1 0 2 (0, —ioy) 2 00
= — = \/5 * Y = —
o ﬂ(ozm i) ( %(Jm —io,) 0 v2l 00
1 0
et [129] :
v:I:l [unl(r)nm(ga QO)] = % (% - Lunl) Yi—l—lm:l:l(ga QO)
IFm—-1)(IFm) (du,
N (2(2171)25111)) (G + ) Yicimea (6, ¢)
l —m?
Vo [tni(r)Yim (0, )] = ((Mﬁw ( - % 1) Yigm (6
+ 21 1 21+1 _1 )Yl lm(9 ©)
On a donc :
1
AEf = za/d3z2/d xld)k (x1)ady(z1)u) (22)V (uy(z2)) — o

1

_m/d%z/d%ld)k (z1)adr (21)u(22)V (u) (v2)) — o1

soit :

01V o o Yua()
To1

Ofl.VQ

T21

AE} = i@/d3$2/d3$1¢1—:($1)?j/7($2)

—ia/d3x2/d3x1¢,j(x1)ul(x2)
= AEP + AEP»

or(21)w; (2)
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Or, en représentation sphérique, on a :

AB=> (-1)'A,B_,

I
Soit :
a.V = —a+1V_1 + OZOVO — a_1V+1
D’ou :
B . 3 3. 1+ ¥ a1.Vy
AE = o | d&xy [ dxi9) (21)u) (22) . or(x1)uy(z2)
21
— ia/d3x2/d3x1¢2(x1)u7(x2)(_a+lv1 +ZUVU —a-1Va)
21
. . a1V
~ ia / e / sy ()i (1) = (0 ()
21
. . agV
pia [ @, [ it o) (a2) 20 )
21
. . a1V
—za/d?’xg/d?’xld):(xl)ul (29) ; +1¢k(1‘1)ﬂl(1‘2)
21
soit :
. . 1
AEfl = —za/d3x2/d3x1d):(x1)a+1d)k(z1)ul (29)V_4 [Ul(l'g)]m—
21
. . 1
+Zoz/d3:v2/d3z1¢2’(m1)a0d)k(z1)ul (29)Vo [ul(zg)]x—
21
. . 1
—za/d?’xQ/d?’xlqﬁ;(xl)a1¢k(x1)ul (22)V 11 [w(22)] —
21
et :

AEP = +ia/d3$2/d3$1¢1:(fﬂl)a+1¢k($1)uz($2)v—1 [U?(M)]L
—ia/d3z2/d3z1¢2’(z1)a0d)k(z1)ul(xg)VO [u] (z2)] 1
+ia/d3x2/d3$1¢:($1)a1¢k($1)ul($2)v+1 [ (2)] xi

T21

21

Intéressons-nous d’abord aux bispineurs, on a :

du(T1) = ( Far(r1)Vujm (01, 01) )

= ignn(rl)y—.‘ijm(gla 901)
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avec/gzsgn/ﬂ/ﬂ:sgn/f(j—k%),l:j—l—sg;m et[:j—s’g%.

Soit :
k+1-m
_f"kﬁk (Tl)Sgnli 2,3+1 Yﬁ_ﬂ m— %(91, <,01)
K+3 +m
¢k(X1) _ fnklik 7"1) 2H+1 H__gﬂ,m_i_ 01’ 901)
—Kt
iGnyr, (71)SgNEK 2n2+1 . 91,%)
; H-I— +m
WGnir (1) i — S8 4l 91,801)
et :
M = mty K+itm
Pk (x1) = < — g (r1)sgnk 2,.54_1 +ﬂ 91a‘P1) f”knk(ﬁ) 2/<Z+1 Y*—I—ﬂ _1_%(01’@1),
; —k+3+m
zgnknk 7"1 gn,g\/TH sgn)@ 91,(,01) _Zgnknk(ﬁ) _2,3_1_1 Yj*,%’er%(elﬂpl) )
d’ot :

+1 m
Py (M)sgniey/ =5 2+1 Y mmmn %(91,801)

0 0 01 1 +m
dlzy) = — 2[00 00 Suren (r)\ ﬁﬂm (61, ¢1)
HERE T Al 001 00 . (0
0000 7 ng+ T ol Yy s o 1(01, 1)
. K m
Zgnknk 1 72/€+1 ﬂ er 017 901)
n+ +m
Zgﬂm )\ e —SEM gy L 1 (01, 1)
2
ap1Gk(71) = ——=
[E+i+
\/§ f"k:‘ik Tl H2K+1m T 91,(,01)
et :
n+ —m
00 10 et )Sngfim o Vi3 (0 01)
0 0 0 —1 fnknk Tl 2k+1 ]+Sgn“m 01:901)
awdk(t) = | o g o . -
0 10 0 Zgnknk(rl SgnHJr - 2k+1 Y — 2828 m— —(917901)
ignkﬁk(Tl —2H+1 Y _ng+ 917@1)

—k+35 +m 9
o (71) = ~09m (1) —2"”~+1 — S8 m+ 1 U1 ‘Pl)
f"’“”k " sgnnv 2n+1 J+ﬂm 1 917%)
H-I— +m 0
f"k"”"k Tl 2n+1 y+ﬂ m+1 VL, 901)
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et :

n—l—%—m
000 0 _fnknk(rl)sffHer 2rt1 Yj—l—ﬂm—%(gla@l)
a ¢ (fl?) . i 0 0 1 0 fnknk Tl)\/ 2n+1 ]+Sgn"” m+ 917()01)
-1Pk\X1) = \/5 00 0O ig (7“ )sgnﬁ MY ann 1(0 (,0)
1000 nrpkp\’'1 —9r+1 S M= 1, %1
. —K+35 —I—m
'Lgnknk 1) 2/€+1 ﬂ m_|- 017 901)
0
. —n—l—%—m
a d) (l‘ ) o 2 Zgnknk(rl)sgnﬁ “9k+1 Yj_g;_n, _%(01,@1)
—1Pk\4L1) — — = -
v2 | 0
f LY e 1 (0
— fru (T1)S80EN\ ST j+%,mf%( 1, 1)
On a donc :

¢:($1)a+1¢k($1)

_ % +5+ %
- ( fﬂkﬁk (Tl)sgn’i \/ 2K+1 j+SERE (Hl,gol) _fnkiik(rl) \/ K2N+1my;+ﬂ m_|_ (01:901)7

. [ —k+ « . —k+3+
’Lgnknk(h)sgn/‘d 2n+1 Y m_%(017§01)7 Zgnknk(Tl) f%ﬂmy sgox +%(91,801)>

, [—rtlt
Zgnklik(rl) iT.Fle —g;—”,m+%(915801)

w2 |0
NG [+ 1+
V2 Srrr (11) %Yj+s§§i,m+%(01’@1)
0

—k+i+ +
= 5 {f”k“k(“)g"kﬂk(“)\/ m ey, e g1 (01, 00V, sane 1 (01, 1)

+3+ —Kt3—
+fﬂkﬁk (Tl)g”kﬁk (Tl)\/nz,j+1m ig,é.lmy;dr%m (91:801) i SEDE %(01:801)
d’ou :

¢k+(x1)a+1¢k($1) = 2Zs§/n;

L_(k—m)?
anknk(rl)gnknk(rl)[ WY;;%JWF (917901) +ﬂ (917(:01)

1

= (rtm)? .
+ 41—?2/;)7?2 Yj-l-s%l—”,m+%(01’@1)%_535_'1”_%(91,901)
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et :

oy (1) i (1)
+3 +iim
( —fr (r1)sgnes H2n+1 J+ﬂm 01’901) S (1) K2n+1myy+ﬂ,m+ (6h; 1),

. kt+itm *
~ignn (11 sgn/i\/ 2n+1 i S““,mﬁ (01, 01); —igngr, (11)/ THY s +%(91,801) )

2

1Gnr, (T1)8gNKA/ _K;K%J:lej_sj;_nym_% (01, ¢1)
y —ignknk(n)\/%n_ﬂ i1 (01, 01)

— frpry (T1)sgnKA/ %Yﬂ%,mféwh ©1)

e () Y, g 1 (01, 1)

o (x1) oy (1) =

soit :

1 1
. 2 —Kk+s5—m |[K+5—m
—i (sgnk) fnknk(ﬁ)gnknk(ﬁ)\/ _252+ 1 \/ 252+ 1 ijsjg,m 1(01,1)Y " 3805 (91,901)

. —k+i+m [k+Li+m

1 1
. 9 —K+gz—m |[K+5—m .
i (sgnk) fnknk('rl)gnknk('rl)\/ Gy \/ 1 Yjpmmn 1001, 01)Y e 1 (01, 901)

. —k+i4+m [k+14+m
Zfﬂkﬁk(rl)gnkﬁk(n)\/ _2H2_|_1 \/ 2,:4_1 Y}Jr%,nur (017901) — sgns +%(017901)

, —Kk+1+-—m |[k+5s—m .
=t fnkﬁk (rl)gnk/‘ik (Tl)\/ —2I€2+ 1 \/ 2I€2+ 1 }/]—ﬂ m——(gla gpl)Y;Jr%,mf%(gla Sol)

—k+i+m [k+i+m
+fnknk(rl)gnknk(rl)\/ —2/<;2+1 \/ 2n2+1 }/]_ﬂmH_ (91,901)Y o %(91,801)

—k+i-m [k+i-m .
_fnknk(rl)gnknk(rl)\/ —2/12+ 1 \/ 2/$Q+ 1 Yj+i%;_ﬁ,m_%(91,901)5/]-,@,"1,%(91,801)

—k+i4+m [k+i4m
_f”kﬁk(/rl)g”kﬁk(/rl)\/ —2H2+1 \/ 2H2+1 Y}-I-Eg;—ﬁ,m+%(01:Sol)n—ig;—”,m-l-%(al:SOl)J
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D’ou :

of (1) 0Pk (1) = —ifryn, (71) Gy (1)

,T‘m (917901) SEDE %(01:901)

(01: 801) yo8on %(01, 901)

—5(91, @1)%11%;&,,,&_%(91, ©1)

j+ 282 mt 5 (91a901)y sy 1 (91,901)]

Et pour finir :
¢:($1)a—1¢k($1)

— * Kti4m *
- ( fnknk(rl)sgnﬁ \/ 2n+1 Y+_gﬁ (91a§01)7 _fnknk(rl) \/ WY

+_gﬁ +%(01’801)7

. / — % . [ —k+i4m *
Zgnknk (Tl)sgn/{/ 2,.;_1_1 Y sgnn mf% (017 901) Zgnknk (Tl) THY sgznn %(917 901) )

0
. —k+i-m
"« 2 | Wner (rl)sgnm\/ TilYk%,mf%(ah ©1)
V2 |0
+2-m
— faas (11)8808\ 52T Y s 1 (01, 01)
2isgnk

H—i—%—l—m —/<a+%—m
NG fnknk(rl)gnknk('rl)\/ 1 \/ o1 Vil 1O, 01)Y] e 1 (01, 91)

K+s—m |—k+%4+m
+fnk/<k (Tl)gnknk ("nl)\/ : \/ 2 Y

1 Tor 1 2o g 1 (01, 00V sens 1 (61, 01)

soit :

l—l‘é m2
G1 (@)o19n(21) = 2% L (1) g (1) [ ) 2

1—(2r)? ijig%,mfé(el’ Wl)y’ji%;i’er%(ela ©1)

1 (k—m)?
+ 41*((2»:)2) Yj+%m (91,<P1) g oy %(elﬁﬁl)]
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En ce qui concerne le pion, on a :

(L+m+ 1) +mp+2) (dup, I
Y 0 = 1] _ v Y 0
V+1 [Umll (TQ) lz’ml( 25 ‘102)] \/ 9 (2ll T 1) (2ll T 3) dTQ 7“2 Un, 1, lz+1m1+1( D, @2)
(= —1) (=) ((duny, | L +1
B n Y —1m 0 )
\/ 2(2 —1) (2 +1) \ dr ry it ) Yomimi+1(02,02)
soit :
Unily (T2)1/27ml (62’ (,02)V+1 [uﬂllz(ﬁ)mzml (02; 902)] =
l+my+1) (L +m+2 duy, l N
\/( 12(22111))((12;;+é;r )u"lll ( drill B _lunlll> Yllml(QZa 902)Yll+1ml+1(02, 802)
LiI—m;—1)(l;—m du, I .
_ Wumlz ( drill + H‘l ) Yizml(GQ’ ¢2)Y21—1m1+1(927 (102)

et :
Uyl (742) llml(92ﬂ SOQ)VU [uﬂzlz(TQ)Yzzmz(a% 902)] =
(l +1)2 duy, *
V (2lj+1)( 1,+3) Unyly ( d'réll - Ll“mh) Klml(92a802)ylz+1ml(92,802)
/ l2 duy, *
—+ mu”lll ( d,réll + ll+1 ) Yglml(92’ 902)1/21717711(02; 802)
et :
Unyl, (TQ)Yll*ml (027 902)V—1 [unllz(TQ)leml (02a 902)] =
I — 1)(l;— 2 duy, *
\/(lz(rgf:rf)((lzzlfé;’ BT ( Z,é” - ,%Unzlz> Yy, (025 02) Yt 11m,-1(02, 2)
l —1)(1 duy, *
- “2?2?2”-1)2&;;71”)1)“"111 ( Zrill + llﬂ ) Yilml(ab802)3/21*17”1*1(927902)

Rappelons le théoreme d’addition des harmoniques sphériques, soit :

+1

2

5521

A7
2H—1

l+1 lm(ala%) lm(92;802)

=0
Calcul de AEdBl

Celui-ci se compose de trois termes :

AES = —ia [ vy [ d*u1if (11)aad(@1) g, (12)V 2t [ung, (22)] 75
tia [ dPwy [ dPz18) (11)codr(w)ug, (22) Vo [t (22)] 5 -
—ia [ @y [ oy (w1)acidp(@n)uy, (22) Vi [ung, (22)] 5
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Premier terme :

On a:

miar [ @y [ a6 ) o) 2] s B 2)] -

T21

= —lo Zz 0 mffl 2?47:1 ((r§t+1 Y (01, 01) Yim (02, ©2) fd%?fd%l
1

ISgNK 7= (K= )2 *
Xg%lthﬁwmm&ﬂh/%iiﬁfﬂk@wmw@whwﬂﬁﬁwwm%;”h@”

1—(kp+m)®

4/ WYJ'H%MH%(H“ 801)5/;6,9@%’mk,% (01, 801)}

lj—my+1) (L —my+2 duy, 1 %
X [\/( l 2(2§[+1))((1211+§) )unlll ( dréll - éu”lll) Elml(ab §02)E5+1ml71(02; 802)

L4+my—1) (1 + duy, l *
(l2(27l7l—1)zglll+—rln)l) nyl; ( dr;ll + lglu"llll) Yzlml(GQ:SOQ)Yzz1m11(927(p2):|

On a donc :
oo m=-+I l
sgnky 4aT / 9 (r<)
2ay Tldrl/ d?“g fn K (Tl)gn K (Tl)

l_( — )2 * *
x [ dy [ %er%,mk%(@h801)ij+%7mk_%(91,901)Y1m(91,901)

) Gy 1 (0, 00)Y (01,005 (01, 1)
17(2I€k)2 ]k+%7mk+% b 901 jk—%,mk—% Ls 801 Im\Y1s 801

l—my+1) (L —my+2 duy, %
X f QQ [\/( L 2(2;;_1))((1211_1_5; )unzl[ ( d'réll - %unzl[> Elml(ab §02)E[+1ml71(02: 802)}/2771(927 @2)

lLi+my—1)(l;+m du,, *
G, (%t S, ) Vi (02, 02) Vim0, 2) Vi (6. )|

Or:
/ A1, (0, ) Vi (0, 9) Yigos (6, )
B \/(211+1) (20 +1) (23 +1) (1 1y I Loy s
B 47 0O 0 0 myp Mg M3
et :

Yi(0,¢) = (=1)"Yi-m (0, ©)
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On a donc :
/dglyjk—%,mﬁ (91;901) o+ Bk mk,%(QhS@l)Yz:n(ela@l)

= (—1)mk_%+m/dﬂly sgnnkm +IYv mk+%(91,801)yl—m(91,<,01)

T2

(_1)mké+m\/[2 (s — *55%) + 1] [2 (jk + ) 1] (20 + 1)

A7

O e . e — YR g+ B
1 1 _ —
0 0 0 my + 2 B my m

On obtient un résultat non nul si :

Jr — EFE g + EFE 1= (2 + 1) est pair,
or 2j; est toujours impair = [ doit étre impair
et

sim = +1.

Pour :
/d91Y AL mk%(@l,%)Yj};_@,mr%wh901)Y1*m(91,801)
= (_1)mk7§+m / dQle?'k-l-sgn%,mk-l-%(el’ (pl)yjjk—SgI.]%,—mk—l—%(glﬂ gpl)Y},m(Gl, gOl)

lm¢pm—mw+upm+%%+HW+n

= (-ym :
™
o ]k _ sgr;nk ]k _|_ Sgg.‘ik l ]k _ Sgg.‘ik ]k _|_ Sggl‘ék l
0 0 0 % - My my + % —m

On obtient encore un résultat non nul si [/ est impair et m = +1. De plus,
dans les deux cas précédents, on a :

3 SONK . SeNK .
‘(]’“Jr g2 k)_<]’“_ g2 k)‘glgm

soit :

‘1 <1< 2j et impair‘

130



Pour le pion on a :

/Q2lekml (025 02) Y, 11m; 102, p2) Yirn (02, 02)

= (—1)ml/92Y21ml(92,¢2)Y2l+1ml1(92;802)5/%(92,802)

(_l)ml\/(% +1)[2( Zwl) 1@+ 1)

y L L+1 1 l; L+1 1

0 0 0 -my my—1 +m
I L+1 1
0 0 0

il faut que 2[; + 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. Le second coefficient
est non nul si m = +1 et si :

Pour que le coefficient < ) soit non nul, sachant que [ est impair,

- +1)]<1<2+1

soit :

1<i<2+1|

En ce qui concerne :

/Q2Ylfml (92, 902)Yzl—1m,—1(92, 902)Yzm(92, 802)

= (—1)ml/szl,—ml(92,902)Yll—1ml—1(92,802)5/1m(92,802)

_ (enym \/ @h+ D201+ ]+ 1)

47
y L L, =11 l L—-1 1
0 0 0 —-my my—1 +m

De méme, ce terme sera différent de zéro si et seulement si :

1<1<2 -1
m = +1
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En rassemblant les résultats précédents, on trouve pour le premier terme :

—Z'Ozfd3x2fd3x1¢k (331)04+1¢k(331) nlm(@b) 1 [tny(72)] mil
— Qasgnﬁk me (2+1,2jk) 2z+1 fr%drl [ r3drs

(r< \/[2 Jr— B ) 41 [2(]k+ﬂ)+1] (21+1)

(r> l+1 fnk.‘-ek A gnknk

my— L $—(kk— ]k_m Jk + B Je — B gy 4 B ]
X{ (o 418?;,;3‘];) ( ] i S 2

0 0 o )i+ L Tom 1
bty bt [T (e G LY (e e
1—(2ky) 0 0 5 — mrg myg + ) -1
X (L—my+1) ([ —m+2) dunlll _ \/ 20 +1)[2(4+1)+1](2+1)
20201120 +3) Yl \ T, Un,, g

0
9 L L+1 1 [ ll+1 l
0 0 0 -my; my—1 +1
(—

[ GAm -1 (G tmy) dunllz ll+1
202 —1) (2l +1) b + Unyly

o L =11 l ll—l [
0 0 0 -my; my—1 +1

soit pour le premier terme :

1)m \/ 2 +1)[2(1—1)+1](21+1)
4

—iav [ Pxy [ B¢y (1) dr(wr)uly, (22) Vo [tn(22)] 7

! T21
_ 2asgnnk me (20+1,23) [ r2dry [ r2dr (:SI)H Frorn (71) Gy (71)

<V o sg“)ﬂnokwg;ﬂ)ﬂl@””{<—1>mk+g+ml(j’“‘—sg3“‘< ik )

4 0 0 0
o | Jamtmme? (G = B gk R L
1—(2.‘ik)2 my + % % — mk —1
S-Cumi)?® [ gk — BFE i+ B
1—(265)2 — my, my + % -1

1

2

L Lh+1 1 l L+1 1 \/(ll—mz-l-l)(lz—mz-i-?)u (du"lll ll )
0 0 0 —1my ml—l —|—1 2 i

. ll ll —1 l ll ll -1 l (L+my—1) (L1 +my) (dunlll ll—l—l )
<0 0 0><—m1 m—1 +1 2 Unidy \ ary T :

Deuxiéme terme :

i [ [ @00 ()roduo ) 02) Vi Finaa )]

T21
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= afd?’ZEQfd mlfnknk Tl)gnk"‘”vk (Tl) .

Z21

/mk 2 7'% .
QHk Y m’mk,%(gl, Qpl)ifjk+sgr;nk 7mk*%(01’ gOl)

my+
+ ( 11C (;3 )? ijfsg% (917 901)Y- + Sk ’kar%(gla 901)

1 2 2
(me—3)" 3 ‘ .
1— (26 }/]’k‘i‘%:mk_%(gl’ ‘101)1/]',6_%,,%_%(91, ©1)

lf(élﬁk)r‘) PR Lo sgn nk Mg + (91 §01) . sgr;nk 7mk+%(917 @1)]

(ll+1) ml du"lll I N
X[ @15 Uit aret — mo e | Yo, (62, ©2) Y1 41m, (62, ©2)

l2 2 d n .
+ (2[[ 1)(211+1)unlll ( ZT;” + ll+1unlll) Elml(GQi 802)}/21*177”(92; 802):|

1

= O‘Zz 0 mffl 21+1 f?“fdh f7"2d7"2fnm (71) Gnprr (h)%

%Idﬂ Y, Sgr;"k,mk—%(ah901)sz+sgn%7mk_%(9hSOI)YE*m(Hla(Pl)

+1)7- . .
(nllki 2) 2”1@ f dQlifjk—m,mk-l—%(al’ 801)}/;1@4-5@1%,77%-1—%(01’ 801)}/27“(91, gOl)

2
%Idﬂ Y sgnnk mk*%(gl,(,01)}/].27%’77%71(01,(,01)}/1;‘;1(01,@1)

2
—4 / (mlkj‘z ”k fdQ Y &0 nk m +%(917 901)}/;;7%’mk+%(01, (101)}/1:,1(01, gpl)]

3 du,
X |: mwu”lll ( Zl’réll - _u”lll> fdQ? llml(927(p2) l[+1m[(02;802) lm(92,§02)

12

H du,
+ munm( R )fsz Yy, (02, 02)Y), 1ml(92,902)Yzm(92,<,02)}
1) On a donc :

/dQlY Sgnnk mk*%(gl’ 901)}/;;_'_%’77%_%(01, @1)%;(01’ Sol)
= (_1)mk;+m/dQlifjk_Sgn%’mk_%(917gol)ifjk_FSgn%’_mk_i_%(gl,@l)Km(al,gé)l)

_ (_1)mk—§+m\/[2 (o — E85) + 1] [2 (i + =55 ) + 1] (20 + 1)

47

O O Sl e e el e el e
0 0 0 —Ll4mp L-mpy  -m
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Ce terme est non nul si :

Jr — 5 4 g + B 4 [ = 25, + [ est pair = [ est impair
et
m =0

2)On a:

/d915/jkm;1&,mk+;(91, PV s 1 (615 01) Y (01, 01)

= (—1)mk+%+m/dQlek_sgn%,mk_i_%(Hl,<,01)ij+sgr}%,_mk_ (01, 01)Yi_m (01, ¢1)

1
2

_ (_l)mk-i—%—i—m\/ (2 (e — 25%) + 1] [2 (Je + 25%) + 1] (20 + 1)

dm
o ]k _ 5 I;K/k ]k _|_ Sgg.‘ik l ]k _ Sgg.‘ik ]k _|_ Sggl‘ék l
0 0 0 s+m,  —3—mp —m

Ce terme est non nul si :

gk — B 4 g + B 4+ 1 = 25, + [ est pair = [ est impair
et
m =0

3) On a:

[0, 4000V, s 61000 Yi 01, 00)

1

= (—1)mk2+m/dQleHsgn%,mk_%(Hl,<p1)ij_sgl%,_mk+%(91,s01)Yzm(01,s01)

_ (_l)mk—%-i—m\/[Q (Ji + E85) + 1] [2 (i — 25%) + 1] (21 + 1)
47

(e G L (- g
0 0 0 L —m —L4m, —m
2 k 2 k

Ce terme est non nul si :

Jp — B 4 i + B 4+ 1 = 25, + [ est pair = [ est impair
et
m =0

134



4) On a:
/dﬂlyjkﬁg“%,mk%(@h%)yﬁw?;w&,mk+;(91,¢1)yz*m(91a801)
= (—1)mk+é+m/dQlekJr@,mH%(@l,901)ij_@,_mk_%(91,801)Y1—m(91,901)

_ Lyt \/ 2+ 25) 1] [2 (i = *5) +1] (14 1)

47
N A
0 0 0 —1_m i4m -m
2 k3 k

Ce terme est non nul si :

Jp — B 4 i + B + 1 =25, + [ est pair = [ est impair
et
m =0

Pour le pion, on a :
/ QQ}/lel (02, 802)Y21+1ml (02, @2)Y2m(927 902)

= (—1)ml/92Yl,ml(92,802)5/21+1m1(92,@2)Ylm(92,¢2)

— (_1)ml\/(2lz +1)[2(% Zwl) +1](20+1)

o L L+1 1 l L+1 1
0 0 0 —my  my +m
I L+1 1

0 0 0
il faut que 2[; + 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. Le second coefficient

est non nul si et si:

-+ 1)]<1<2+1

Pour que le coefficient ( ) soit non nul, sachant que [ est impair,

soit :
1<I<2+1

Ce terme sera différent de zéro si et seulement si :

1<1<2, -1
m =20
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et :
/ QQYZTml (92, SOQ)YII—ml (92, SOQ)YIm(gz, 902)

= (=" /QQ 1—my (02, 02) Y3, —1m, (02, 2) Yim (04, 2)
:(_Dm¢@h+ﬂpw—lﬂdﬂﬂ+n

47

o L L —11 l L—1 1
0 0 0 —my  my +m

De méme, ce terme sera différent de zéro si et seulement si :

m =20

{1§l§2h—1

On obtient finalement pour le deuxieme terme :

ZCMJ)d3zQJQd3$1¢k(ml)a0¢k(xl) nﬂﬂ(xz)‘7o[unnﬂ(mz)];5

_ Znim(QlHrl 2Jk) 21—1—1 f?"%d?“lfTQdTankKk(Tl)gnknk(rl) §1+1

r>
] sggnk ] _|_ sgnnk l \/[2(Jk sgnnk)+1][ (] +sgnﬁk)+1](2l+1)
0 0 4m
77"“5) ke g (e = gk
1—(2k5) —l + my % — my 0
+ <mk+é)2_f“i(—1)mk+g+o o= S o B
1—(26) + mk —5 - mk 0
o J O o gy dro (e Sk o R
1—(261)° 5 — mk —% +my 0
(mk+%)2—~i( R
(2r1)” -5 5 —|— mk 0

(Li+1)° duy, ), u+D[2(L+1D)+1](214+1)
x (20,+1) 2ll+3 unlll ( dra o nlll 1) A7

v -
l I+ 1 l ll +1 l
0 —my my
dup; l +1 (2 +1D)[2(1; —1)+1](204+1)
Qll 1 2ll+1 Uy, ( dril -+ l ) ( 1 \/ l l47r

( ll—ll> l ll—l )]
X
—m; my 0

jl jQ j3 — (_1)j1+j2+j3 jl jQ j3
—my —M9o —Mg3 myp Mo M3

136

X

+




soit :

io [ By [ dPaigf (371)@0¢k(551) 10 (02) Vo [Unyi1(72)] 7o

min(2;+1,2
= l:l( l ]k) 2l+1 f?"%d/rl fr%d/ernkKk(rl)gnknk(rl)( >§
(e 1 RS
0 0 0 4
X (mkf%)zzni (_1)mk7% jkl_ Sgglﬂk { + Sgnnk [
1—(2kk) —5tmE 5 mk 0
O gy (= gk
1-(2n)* s+mp —3— mk
mp—1)’ k2 . sgnk Sgn“k ) Sgnkk
Sy (e S e (e i
(2r1) +mk 5 — My 0

V2 o . - sgnnk . sgnky
_ [ et 3) _"”"k(_1)mk+é(_1)jk—ngk+jk+sg.Tk+l ]k Jk + =5
1—(26)” + mk —% —my O

(L+1)2—m? duy, l m 20+ D) [2(1+1)+1] (2041
) { (2l§+1)(2ll+l3)u"lll< dréll N é%m) (=1) l\/( = (l47f) e

o L L+1 1 l L+1 1
0 0 0 —my my 0

12 dun, l 20 +1)[2(4 —1)+1](20+1

o 1)(2“1)%”( T RS )(_1)ml\/( c1)2( ) 1] 214)

9 I L—=11 I ll—l l
0 0 0 —m; my 0

+
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D’ou :

ia [ dPxy [ Pxi¢) (551)040%(551) U 10 (02) Vo [Unyiy1(22)] 7o

min(2/;+1,2 !
= l:l( L) 2l+1 f?“%d?‘l fr%dTankﬁk (rl)gnkﬁk (7“1) ((:§)+1
o e A Y R
0 0 0 4
mae— 1) 2 o sgnRk sgnAi
x [_ ( 1kf(;:3k)2 k(_l)m”% ( j_kl _|_7?L ]lkj— ? i) )
k5 — Mg
(mk+%)2*"2 (_1)mk+% ]k —Sggﬁk Jk + —Sgg’”‘ [
1—(26k)° + my —l —my 0
2 nK - nK
+ (mk__%) _2"’% (_1)mk+%+2j+l Jk — sg—k ]1k + Sng [
1—(2kk) ——+mk 5 — Mg 0
(m1k+ )2_”“_’“( 1)micta 25+ ]k — Bk 1+ w
(26x)° +mk —5 — Mg 0

X

(h+1)*-m} dun, 1) (2L +1)[2(L+1)+1](20+1)
QL) 20+3) Yl \ "ar, Unyly 4

(=
l ll“‘l l ll+1 l
ml my
(=

dun, zl+1 (2 +1)[2(1; —1)+1](2141)
2ll 1 2ll+1 u"ﬂl( drs + unlll 1 in

-1 lz h—1
m]n T l
= %—H k) fT%drlfTQdmfnknk (Tl)gnkﬁk( )(( ;l)“

az

r>
(ﬂ e ) R S
0

X

+

0 0 dm
mk-l—ml-l—— (mk—%)Qfﬁi Jk = % Je + % l ((_1)2j+l . 1)
1—(264)* —% + my % — My 0
(ru+3)’ =y [ g — BFE g 4 G ( e 2jk+l)
+ 1—(2k)° l + my, _% —my 0 1-(-1)
du, 1 ll ll + 1 1 ll ll + 1 1
{ (i + 1) = mfuny, (d—ill N é“"”l) 00 0)\—m m o0

du,, L =11 [ -1 1
=t (5 ) (5700 ) (Y o)
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X

Soit pour le deuxieme terme :

ia [ dzy [ dPri¢f (21)aodr(1)u ;) (22) Vo [t (2)] 7

21

in 2ll+172jk) 2 2 (T‘<)l ]k __ Sgnk jk _|_ SgnK l
= Zlil f rldrl f TZdTankl‘Ck (rl)gnknk (rl)m 0 2 0 2 0
1)ty (( 1)+ _ ) \/ [2(jx— 5% ) +1 [2(Jk+sg“;k) 1](2i+1)
mk_} _Kk ] sggnk ]k + SgI;Kk l B (mk+ ) _Hk ]k r;lik ]k + sgr;nk
—(2k3)° —= + mg % — My 0 1—(2ky)° 3 —|— mg —% — my
du,, 1 ll ll +1 1 ll ll +1 1
[ S Mt ( d’";ll B éumll) < 00 0 —my my 0
Ay, l+1 ll ll -1 1 ll ll -1 1
\/ ’LLmll ( dril -+ l nlll) ( 0 0 0 —m; my 0

or 2j, + [ est pair, soit :

ia [ d*zy [ dPri¢y (21)aopr(@1)u,, (22) Vo [ungi(22)] 7= = 0

21

Troisiéme terme :

~ia [ & / P16 (21) 10020l 10 (22) ¥ 41 [ (2)] —

T21

_ QQSgnHk

d?"l

d?"g

21 1 z+1 fnm (1) Gnprey (1)

1

) [d [Ty (01, 00) Y a1 (01, 00) Y (61, 1)
1 1 (2rp)? Lin— e m— 3 WL @)L e o 1 W01 1) 2 m (01, 01

1

(k *m);) * *
H my ij+533"k,m—;(9hSOI)ij_S%?%,mJF;(Gh801)Y1m(91,¢1)]

l;+m, l;+m, du, *
/dQ? [\/(l;(zflill))((éaré;r?)“mh ( dr;ll - %Un,ll) Yllml(gz,802)Yl,+1ml+1(92,802)Y1m(92,<,02)

[ l=m =) (L —my) <d“"zlz_|_lz+1

2020 1) +1) dnily

) Yl;kml (92, 802)Yll—1ml+1(92, 902)Yzm(92, 802)
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On a:
/ dQl}/jk_SgI;Nk my—1 (91, (,Dl)Y sgnnk ,mk-l-% (01, @I)Yﬁn(gla gOl)
— (—l)mk+%+m / dQlifjk,Sg“%’mk,% (91, @l)ifijrSg‘}%’,mk,% (91, 801)Y2_m(01, 801)

_ (_1)mk+;+m\/[2 (jr — 55) + 1] [2 (i + B5=) + 1] (2L + 1)

4
o ]k _ sgr;nk ]k _|_ SgI;Kk l ]k SgI;Kk ] _|_ sgnnk l
0 0 0 —3 +my, —%—n% —m

Ce terme est différent de zéro si et seulement si :

1 <1< 2j;, et 25, + 1 est pair
m=—1

Pour :
/dQleH%,mk—%(gh@1)¥:_®p&,mk+;(91,901)Yz*m(91,801)
1 m
— (—]_)mk+2+ /dQ Y sgnnk mkfé(glaQpl)lfjkf%“‘%’fmkf%(glaSOI)Yz—m(GIaSOl)

= o [RG =R ] P e

47
o ]k _ sgr;nk ]k _|_ SgI;Kk l ]k SgI;Kk ] _|_ sgnnk l
0 0 0 —5 — My, ——+n% —m

Ce terme est différent de zéro si et seulement si :

1 <1 <25, et 25, + 1 est pair
m=—1

Pour le pion on a :
/ dQ0Y), (02, 02) Y1, y1m,41(02, 02) Vi (02, ©2)

= (— ) /dQQ - ml(92,902) ll+1ml+1(92,¢2) lm(92,802)

_ (ym \/ 20+ 1112 (0 - ;) 1] (20 + 1)

o L L+1 1 [ L+1 1
0 0 0 -m; my+1 m
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I L +1 1
0 0 0
il faut que 2[; + 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. Le second coefficient

est non nul si et si:

- +1)|<1<2+1

Pour que le coefficient ( ) soit non nul, sachant que [ est impair,

soit :

[1<1<2+1]

En ce qui concerne :

/ dQ2Y1Tml (02, 02) Y1, 1my 11 (025 2) Yim (02, 02)
= (—1)m’/d92Yl,ml(92,802)Y211ml+1(92,¢2)Ylm(92,902)

— an¢@h+ﬂﬁm;3+ﬁuﬂ+n

o L L —11 [, L—1 1
0 0 0 -m; my+1 m

L -1 1

0 0 0

il faut que 2/, — 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. La présence du signe
moins sous la racine rajoute la condition /; > 1. Le second coefficient est

aussi non nul si et si:

- (-1 <1<2,—1

Pour que le coefficient ) soit non nul, sachant que [ est impair,

soit :

1<i<2y—1]

Des conditions précédentes, on a :

1 <1< min(2l; 4+ 1,2j;) , m = —1 pour le terme électronique
et
m = —1 pour le terme pionique.
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On obtient finalement pour le troisieme terme :

—Wfd%?fd%l‘ﬁk («’131)04 10k (1) g0 (22) Vo [t (22)] 5
— Qasgnﬁk me (2+1,2jk) 2z+1 fr%drl [ r3drs

\/[2 Jr— )41 [2(gk+ﬂ)+1] (21+1)

X ((ank:‘ik ™ gnknk

x(—1)mk+;1[ i—(sactmy)® (Jk—sg“% JHS@% l)(ﬂk YR e

1—(2ky,)° 0 0 0 ———%W% —s—my 1
+ (kr—m)® [ Ik — sgn% Jk + Sgnnk l —Sggnk Jr + —Sgg"k l
1-(261,)? 0 0 0 —~——n% —T+my 1

(L+my+1) (4 +my+2) dungyy Yy
x \/ 2020+ 1) 2, +3) Yl \ ar, Unlz

> L L+11 [ L+1
0 0 0 —-my; my+1
- (=

1
(h=my—=1)(l1—my) dunyyy ll+1
2020 1)L +1) Yl \ Tar, + “"tlt

o L =11 l ll—l
0 0 0 —my; my+1 —1

d’ou pour le troisieme terme :

—ia [ vy [ EPx1y («’131)04 1Ok (w1) w1 (22) V1 [ty (22)] 7=

T21
min(2/;+1,25
2asgnl€k } : l k) f T2dT1 f T2d7“

—senn ) 1] [2(Gn+ 2805 ) +1](2+1)
(r> z+1fnknk(rl gnk"‘”vk Tl \/[ & ][ Ljrk ) ]

X(_l)mk*§+mz ( ]k - Sggnk ] + Sgnnk l )

\/ 2+ D21 +1)+1](20+1)

l 4

1)m \/ 2 +1)[2(1—1)+1](21+1)
4

0 0 0

v I (mtmi)® gk — B g+ B N
1—(2r)° _% + my, _% —my 1

%—(ka—mk)z jk - % ]k + % l
1*(2'%)2 —% — My —% + my 1

9 \/(ll+ml+1)(ll+ml+2)u dug, lz +1 l l Lh+1 1
2 i\ "dr Uiy -my; my+1 —1
JUmm= D) l=my) du, 1, i1 ) [ ll -1 l l h—1 1
P (T + 1 (0 o o)\ —m om+1 1

o~
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On a donc en regroupant tous les termes :

. . 1
AEP = —wz/d3x2/d3$1¢1§(«’1«"1)04+1¢k(fﬁl)unlm(«’1«"2)V1 [u”llll(x2)]x—

21
1

Z21

+ia / iz, / 116 (1) 0 (3011 (22) Vo [t (22)] —

i [ @ [ Pt (e () Vo i) -

(2041,2j
AEP = 2asgn“k me +1,2dk) fT%dTlfTQdTQ

2 —senm +1 2 +ﬂ +1((204+1
1+1fnknk(7dl gnknk Tl \/[ & ][ Eik ) ]( ;

quﬁﬂm<ﬂ—%%a—wmk1)

’!'

0 0 0
> %—(nk—mf)z Jk — % Jr + —Sgr;"k l
1=(2k)" my, + % % — my -1

+ (kitmi)® [ gk — Sggnk Jk + %n% l

1—(26%)? s—my  mp+3  —1

L L+1 1 I L+1 1 \/(lz—ml+1)(ll—ml+2)u z (dunm Uy, z)

0 0 0 -m; my—1 +1 2 ik dr ro MUY
_ I =11 [y I —1 l Mu (dunlzl + ll—l-l )

0 0 0 -my; my—1 —+1 2 mly dro

(20,+1,25
2asgnnk me 1+1,251) fT%d?“lfT%dTQ

(207 =557 ) +1] [2(5a+ 257 ) 1] 2141

T‘ l+1 fnknk (Tl gnknk Tl \/ A

X(_l)mk*§+mz ( ]k - Sggnk ] + Sgnnk l )

0 0 0
o | i) (g = B g+ SR
1—(25p)? —% -+ my _% —my  +1
4 JAsmme? (g = SR g+
—em)” N\ —d-my —i4myp 1

L1 (L2 du,, I L h+11 I Lh+1 1
| () () (Y i L

1
L—m—1)(—m du,, L L —=11 l L—-1 1
N T T
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SeNK min 2 — +11(2 +ﬂ +1((21+1
= 2038 SO [y [ v 9 o () () L L

4
sSgnk sgrmk
my+L4my Je— =5 Jk Tt l
X {( 1) ( 0 0

y % (op— mk sgx;nk ] + sgnnk l
—(2rp)° mk + 5 5 — mk -1
J

%—(nk+mk) K — % Tk +sg“”“‘ l
—(2k)° - mk—l—— —1

L+11 [ L+1 1 U —mmy+1) (I —my+2 du, !
X[( 0><—mz my—1 +1 \/(l l )2(1 l )u"lll< dréll_éumll)

L -1 l Lh—1 1 (tm—1) (i+my) <dunllz ll+1 )
(0 0 0><—m1 my—1 +1 2 Uity \ g

2 (20,41,2j 2(5— % ) +1] [2(5+ 5% ) +1] (20+1)
asgnnk Zmln 1 k) f T%d?“l f T%d?“z l+1 fnkf‘”vk gnkﬁk \/[ ( ) ]
SgNK L

1\yme+i4my Jk — B Jk ‘f‘sgmk l  1\2jk+l
x(-yymeriim (2 . LY (o

—(matmi)® [ Tk — sggnk Jk + —Sggnk [
VIV Temor \ Tom, 14 .
2 k 2 my

L—(s—mi)® [ Tk — sgr;nk Jr + % l
1-(26y,)* % + my % — my -1

lj4+m;+1)(l;+m;+2 dun, l ll ll+1 l ll ll+1 l

1
L—m—1)(—m du,, L L —-11 l L—-1 1
rme e (£ )

+

+
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On a donc, puisque 27 + [ est pair :

AEBl — 2asgnnk Zmln (20;+1,245%) f?"%d?"l fT%dTQ
2 2(j+3825 ) +1{(20+1
r( l+1fnknk(T1 gnknk Tl \/[ ][ L]r 2 ) ]( )
pymaciem (I 7 g
0 0
% (kp— mk Sggﬁk jk"‘ —Sggﬁk l
—(26x)” mk + 5 % — my, -1
L (et [ gk — % Jk +
+ Tl (2r.) 1 1
(24) 5= my + 3 -1
y L L+1 1 ll L+1 1 \/(ll_ml+1)(ll mi+2) dunyy Iy,
0 0 0 -m; my—1 +1 Tk dra Tyl
ll ll—l l ll ll_l l li+my—1)(l;+m du, 1+1
_ < 0 0 0 > < Ly my—1 41 (Li4my 2)(1 l)unlll( dréll + zr-i; unlll)
(U h+1 l L+1 \/(ll+ml+1)(ll+ml+2)u (dunm iy, )
00 0 —-my om+1 -1 2 mihi \ Tdrs Ty il
L =11 l L—1 1 h—mi—1)(l—m dus, I
+ < 0 0 0 > < Ty omy el 1 (L—my 2)(1 o) nils ( dr.lll + lr—l;lunllz)
Calcul de AEF> Celui-ci se compose de trois termes :
AEPY = +ia [ dPzy [ dxi¢) (21) a1k (21)w(ze)V g [u] (22)] mil
—ia [ Py [ dPx1¢; (1) ao0dr(1)w(z2) Vo [uf (22)] 7
+ia [ Py [ dPaidy (x1)a 19k () w(2) Vi [uf (22)] 5
Nous voyons que c’est la partie pionique qui change :
unlll(TQ)}/llml(027 902)V+1 [unzlz (TQ)Yl;kml(g% 902)} =
L+my+1) (I +m+2 duy, l *
\/( l 2(r;él+1))((l21,:7:l$) )uﬂzlz < dréll - éunzlz Yzmu(gb (102)1/2l+1ml+1(025 802)
l—m;—1)(l;— duy, *
o (l2(2rl7l—1)zélll+71n)l)umlz < dr;ll + ll+1 ) Yzmu(a?’ 802)5/21—1m,+1(927 ©2)
et :
U1, (12) Yy, (02, 02) Vo [ting, (72) Y, (02, 02)] =
(L+1)% —m2 du,, N
V (2l§+1) 21::13) Ungly ( drill B l_l“mll) leml(GQa 802)Y11+1m1(92a ©a)
12 du,, l N
W a@- 1)(21[+1)“mll( ot + )Yllmlwz’@z)Yz,qm,(GQ,S@)
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et :

unlll(r2)mlml(027 902)V*1 [unzlz (TQ)YETmlw?: 902)} =
l—my+1) (L —my+2 du,, *
Ve 2 (S — ) Vi, (82, 2) Vi 1,1 (02, 22)

l+m;—1)(;+m dun, I+1 %
- Wumll ( drill + l+ unlll) Yllml(GQ’QOQ)Yllflmlfl(H?a(P?)

Premier terme :
On a:

sia [ @, [ @0 (0o oum)u, @)V L)) -

T21

re) *
= +ia Zl 0 m_—l %ﬁnm(gla gpl)Yim(g?? 902) f d3$2 f d3l‘1

1

ISgNK 7~ (kK= )2 *
X%fnkﬁk(rl)gnknk(rl)[ %}/jkfwmwr%(gh@l)lfijr%’m,%(gla@l)

1

1= (s +m)2 *
+ WY;‘HFS@%,mJF%(ah ¢1)}3k_582”k ,m—%(al’ ©1)

l—my+1) ([, —m;+2 duy, l *
X [\/( l 2gfl+1))((lzz:§) )u"lll < dr;ll - éumlz) Yzzmz(e% 902)}/21+1m,—1(927 902)
l -1 duy, *
- (lg—(l—grl?l_l)zglllirln)l)umlz < dr;ll + ll+1 ) Elml(HQ’ 902)}/21—1ml—1(927 902)

Soit :

sgnmk
\/é 21 +1

rdr

dTQ l_|_1 fnknk (Tl)gnk:‘ik (Tl)

i (ke—m )2 * *
< J [ o o=} (O 0OV e, O )Y (01, 01)

1

71— (Krtm )2 * *
+ WyvijrSgn%,kar% (017 Wl)}/]-k,sﬂsl?%’mk,% (01: Spl)Yim(Hla 901)]

L — (1, — 9 du., *
X fQQ [\/(1227212—:»1))((1211Té;— )unlll ( drill - %unlll> }/llml(027 902)}/Zl+1ml*1(02’ @Q)Yim(927 902)

L+my—1)(l;+m duy, *
J— —( ééllil)_zélllil)l)_unlll ( lll —|— ll+1U/nlll) }/Zlml (02, 802)}/21_1,””_1(92, ()02)1/2771(02: 802)i|
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On a donc :

/dQIij_%ﬂnk_k (91,801) o B

(—1)mk_%+m/dﬂly sgnnkm +IYv senf mk+%(91,801)yl—m(91,<,01)

(—1)’"ké+m\/ [2 (e = *#5™) +1] 2 (jk SR

,%(91, ©1)Y (01, 1)

+1] (20 + 1)
Y
y gk — BFE g 4+ BFE gk — EFE g+ B
0 0 0 my + 1 1 _m -m
kT3 5 k

On obtient un résultat non nul si :

jp — R gy Bk 4] — (25, + ) est pair

Y
or 27 est toujours impair = [doit étre impair
et

sim = +1.

Pour

[ 4908, s OV s O Vi 20)

(_1)mm/dszlyjﬁsgx%w;(el,<pl)1fjk_sgx%_mk+ (01, 01)Yi (01, 01)

<—1>’”’“‘%"”\/ 2 (50— 252) +1] [2 (s + 25%)

+1] (20 +1)
4T
o ]k + sgr;nk ]k __ 5 I;Hk l ]k + sgr;nk ] S, I;I‘ék l
1 1 —
0 0 0 mp+1 S —my m

On obtient encore un résultat non nul si [ est impair et De plus
dans les deux cas précédents, on a

‘( L sgn/fk) ( . Sgnky
Jk 5 Jk 5

)| <1< 2
soit :

‘1 <1< 2j et impair‘
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Pour le pion, on a :
/Q2Y21ml (927 ()02)1/27+1m171(927 (,02)1/2771(02; 802)

= (—1)m’/szllml(%,802)Yl,+1—ml+1(92,SOQ)YIm(gz,902)

— PUW¢@h+DPm+Jﬂqnm+n

47
9 L L+1 1 L L+1 l
0 0 0 my —my+1 +m
) L L+1 1 ) ) .
Pour que le coefficient 0 0 0 soit non nul, sachant que [ est impair,

il faut que 2[; + 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. Le second coefficient

est non nul si et si:
- +1)]<1<2+1

soit :

1<i<2+1|

En ce qui concerne :
/szzlml (02, 02) Y}, 1,1 (02, 02) Vi (62, ¢2)

— (—ym / Vi (62, 02)Yis-1 i1 (B, 9) Yion (63 02)

_ (enym \/ @h+ D201+ ]+ 1)

47
y L L, =11 L -1 l
0 0 0 my —my+1 +m

De méme, ce terme sera différent de zéro si et seulement si :

1<1<2;—-1
m=—1

En rassemblant les résultats précédents, on trouve pour le premier terme :

—iav [ Pz [ P16y (1) 0 (1) tng(22) Vi [ugh 1 (22)] 2= =0

x21

puisque le terme électronique est non nul si m = +1 et le terme pionique est
non nul si m = —1.
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=—a Z?io :j:fl 2;1% f T%drl f T%dﬁf”kﬁk (Tl)g”kﬁk (741)((7";)-1—1

+

|

+

Deuxiéme terme :

i [ @y [ a0 (e1)audn(e)uw2) o lenaala))

|

1

Z21

= —Ozfd3{]32 dexlfﬂkﬁk (Tl)gﬂkﬁk (Tl)L

21
(mk—%)Q—n% *
1—(2k5)2 Y}k—sgr’%,mk—% (61, Wl)yj'kpg“%,mk_% (01, 1)
EEy

*
1—(265)2 J’k—sgr’%,mﬁé(ela‘PI)Y;H%’mH%(eth)
AN - 27 R i 3
1= (2rg)2 "kt B my -3 (01, 901)}9,“7%%’%,% (01, 1)

AR T2) Tk ) *
1—(2k)2 Yjﬁ%,mﬁ% (01, 901)ij,sgr;ﬂk g+ (61, 901)]

(ll+1)2_ml2 du"lll I «
(2ll+1)(21l+3)“"111 dre 1o Unily Yllml(027902)yll+1ml(92a802)

12—m? du,, b1 N
+\/ (2ll—ll)(2lll+1)“ntlz ( dr;ll + %“mh) Yzmu(a?a902)}/2l—1ml(92:802)}

1

r>)

[ (mg—1)"-r2 . .
( 1k—(2f3k)2 ) fdQlY;kfsgn%’mk*%(al’SOI)Y;/@-I-Sgn%Mk—%(GI’Spl)nm(gl’(pl)

my+1 2—n N "
( 1k—(22f3k)2 ) fdQlejk_sgn%”nk"'%(al’SOI)Y;k-i-Sgn%,mk-l-%(al’Sol)nm(gl’(pl)

(mu3)'

2
\Mk—3) Tk .
1 (2k0)° fdQ1ij+%’mk,%(91,901)ij7%’m

(017 Qpl)ifl;kn(gla Sol)

1
L)

(mi+3)

27]{/2
L fdQleH%,mH%(gh@l)Yj’;m;l‘,mk+;(91a901)5/zfn(91,801)]

(ll-l-l) —mf

2 du, l "
(20+1)(21;+3) Unyly ( dr;ll - éu”lll) fdQ?YEHW(H?a @2)El+1ml(02: 902)}/2771(927 §02)

12

—m? du, *
=yl Yl ( L+ l’,«tlumll) fdQ2Yllml(92a902)Yzl1m,(92,902)5/1m(92,902)}
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1) On a donc :
/dﬂleksg“;k,mk;(91,901)5/];@,%_%(91,901)Y1*m(91,901)
= (—1)mk%+m/dmfjk_sgn;k,mk_;(el,wl)nkﬁ;k,_mﬁé(el,m)iﬁm(al,sol)

__@JWF;MJPUw—%?)+ﬂP0h+%%)+ﬂeud)

dm
N el e i Sl k= B e+ EFE
0 0 0 —14+my T-mpy  -m

Ce terme est non nul si :

Jr — B5 4 g + BT 4 [ = 25, + | est pair = [ est impair
et
m=20

2)On a:
/d915/jkm;1&,mk+;(91, P1Y s 1 (615 01) Y (01, 01)

mp 1 m
= (=ymeret /dQIij—S@%,mH%(@h%)%ﬁg‘%—mk—

(_1)mk+%+m\/ [2 (e — 255) + 1] [2 (jie + 22%) + 1] (204 1)

(91; %)YLm(al, 801)

4
o ]k _ sgr;nk ]k _|_ Sgg.‘ik l ]k _ Sgg.‘ik ]k _|_ Sggl‘ék l
0 0 0 s+m,  —3—mp —m

Ce terme est non nul si :

gk — BE 4 ji + B 4+ 1 = 25, + 1 est pair = [ est impair
et
m=20
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3) On a:
/ AY), s 1 (01, 00) Y s 3 (01, 00) Vi (01, 1)
- (_1)mk%+m/dQl}/jk+W‘;1‘,mk+§(917‘Pl)ij—W‘ﬁ,_kar;(Ql;SOl)Ylm(91,801)

_ (_l)mk_;m\/ [2 (i + 85 ) + 1] [2 (Jir — 25%) + 1] (20 + 1)

4m
N el e i Sl gk — B e+ EFE
0 0 0 % — My % + my —m

Ce terme est non nul si :

Ik — B5 4 g + FFE 4 [ = 2j;, + 1 est pair = [ est impair
et
m =0

4) On a:

/dQlifijrSgn;k’kar;(gla901)}/]'};_%,7”]6_1_%(017Qpl)Yﬁn(glagOl)
mp+1+m

= o / ANV s ey (O )Y 2o

— (_1)mk+é+m\/[2 (Jr + 2557) + 1] [2 (g — *55%) + 1] (21 + 1)

(91; %)YLm(al, 801)

47
y .]k _ g% ]k + Sgg:‘ik l .]k __ 5 I;K/k ]k + Sgr;/{k l
0 0 0 —% — My % + My —-m

Ce terme est non nul si :

Jk — EFE 4 g + B 4 [ = 2 + [ est pair = [ est impair
et
m =0
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Pour le pion, on a :
/ QYm, (02, 802)Y1T+1ml (02, 02)Yim (02, ©2)

= (_1)Ml/Q2Y2lml(927(p2)Yzl+lml(927§02)Y2m(027§02)

_ (_l)ml\/(2ll +1)[2(U Zwl) +1] (21 + 1)

o L L+1 1 L L+1 1
0 0 0 m; —m;  +m
L L+1 1

0 0 0
il faut que 2[; + 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. Le second coefficient

est non nul si et si:

=+ <i<2,+1

Pour que le coefficient ) soit non nul, sachant que [ est impair,

soit :
1<1<2+1

Ce terme sera différent de zéro si et seulement si :

m =0

{1§l§211—1

et :
/ QY5 (02, 02) Y] 11, (02, 02) Yim (02, 2)

= (_1)Ml/Q2Y2lml(927(p2)Yzl1m1(927§02)Y2m(027§02)

_ (_1)ml\/(2ll +1)12( ;ﬂ-l) +1](20+1)

o L L —11 L L —1 1
0 0 0 m; —m;  +m

De méme, ce terme sera différent de zéro si et seulement si :

1<1<2, -1
m =0

soit pour le deuxieme terme :

152



—iav [ dPxy [ Prrd (21)aodr(@1)uy 1 (22) Vo [thn (22)] 7

21

min(2+1, [ G, — SEDE i o sene
= —a ST [ 2dry [ 3 e, () g () 5 (272 BT

x(~tymesmees (—pyet - 1) /BOEIHEG = e
[ (e e ) forel (g 1)]

1—(26)? —% + my, % — my 0 1-(2r)” % + my, —% —my 0

duy, L L+1 1 [ L+1 1
T (5] (47 1) (8, 20 )

du., ll ll—l [ ll ll—l l
+ ll2 B m%unlll ( T”l * ll+1 mll) ( 0 0 0 ) ( my —my 0

or 2j, + [ est pair, d’ou :
—ia [ d*zy [ a1y (21)aodr (1), (22) Vo [ugpi(w2)] 557 = 0

21

Troisiéme terme :

+ia/d3x2/d3$1¢1—:(ml)a—lﬁbk(ml)unllzl($2)v+1 (10 (2)] L

T21

asgn/fk

= — \/§ l+ 1 /T%dﬁ/ dTQ l-l—l fnk"ik (Tl)gnk,‘ik (Tl)

1

1 (kp+m)? * *
deQll %%%,m%(%%)%ﬁw 1 (01, 01) Vi, (61, 1)

,m

1

+ %Y;/ﬁ-%,m—%(ah SOI)Y;Z_S@?%’”H_%(GD SOI)YE*m(Hla (pl)]

li+m li+m, du,, *
X /dQZ [\/( l—;(QZIl—i_—i_ll))((IQ—lt_i_é;—Q)unlll (Tgl - rl_;unlll> }/llml(HQ’ @2)Y21+1m1+1(92’ WQ)E/Zm(Q% 902)

L+m =) (;+m duy, *
ety (%t + 0, ) Vi, (02, £2)Vir— 41 (83, £2) Vi (02, 22)

On a:
fdQlek—%,mﬁ(gla901)53;%,7,&%(917@1)}/1:7@(91,801)
= (_1)Mk+%7m f dQlifjkisgn%’mkié (917 @1)Y +sgn% 7mkf%(015 Spl)mfm(ali 801)

_ vt o /120065 ) ] [2000+ 5 ) +1] 20+
( ]') - 47

N AN e o R
0 0 0 mp — & —L_m -m
k B) B) k
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Ce terme est différent de zéro si et seulement si :

1 <1< 2y
m=—1

En ce qui concerne le terme :

fdQ1ij+%,m,%(91,@1)5@2,%7”1%(91,901)5/1:71(91,801)
= (—1)m’“+%+mfdQﬂ/}kJrsgn%,mk_%(ehWl)i/}k_m%,_mk_%(ah801)Y17m(91;801)

= (_1)mk+%+m\/[2(“*5@%)“][2(jk+sg“%)+1](2l+1)
4

N A L
0 0 0 my — & —L—my —m
k3 2 k

Ce terme est différent de zéro si et seulement si :

1 <1< 2y
m=—1

Pour le pion, on a :

/dQQYhml (02, <P2)Y2l*+1ml+1(92, ©2)Yim (02, ¢2)
= (—1)ml+1/dQQYLml(Hz,SOQ)YLHml1(92;902)3/2771(92,@2)

_ (it \/ 20+ 26+ 1)+ L+ )

9 L L+1 1 L L+1 {
0 0 0 m —m;—1 m
I L+1 1

0 0 0
il faut que 2[; + 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. Le second coefficient

est non nul si et si:

- +1)]<1<2+1

Pour que le coefficient ) soit non nul, sachant que [ est impair,

soit :

1<i<2+1|
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En ce qui concerne le terme :

/dQQYzlml (02, 02) Yy, 1,11 (02, 02) Yim (02, ¢2)
= (—1)ml+1/dQQYLml(Hz,SOQ)Yll1ml1(92,902)5/2771(92,@2)

_ (it \/ L+ 120 —-1)+1 (2 +1)

4T
o Iy L, —1 1 L -1 l
0 0 0 m —m;—1 m
. L =11 . . .
Pour que le coefficient 0 0 0 soit non nul, sachant que [ est impair,

il faut que 2/; — 1 soit impair, ce qui est toujours vrai. La présence du signe
moins sous la racine rajoute la condition /; > 1. Le second coefficient est

aussi non nul sim et si:

0 — (L, —1) <1<2+1

soit :

[1<1<2+1]

Des conditions précédentes, on a :

1 <1< min(2l, 4+ 1,2j;) , m = —1 pour le terme électronique
et
m = +1 pour le terme pionique.

On obtient finalement pour le troisieme terme :

+ia [ dPay fd3z1¢;€“(a:l)a_lqﬁk(xl)u;llll(zg)vﬂ [ty (22)] 2= =0

Z21

On a donc en regroupant tous les termes :

AE=0
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On obtient finalement :

AE? = AET + AED
¢’est-a-dire :

(2+1,2]
AE] =207 SO mCUEL2I) [ 2 g [ 2dr,

,m +1 2 +5855 ) +1)(20+1)
z+1 fnknk ™ gnkﬁk \/[ I [Ef ) ]
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Soit, en arrangeant la partie pionique :

AFEP = 2asgn“k me (2l H1,24) [ ridr [ r3drs
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Cette expression est en cours d’insération dans le programme MDFGME
de J.P. Desclaux et de P. Indelicato. Toutefois, nous avons réalisé une série de
calculs dans quelques atomes pioniques et muoniques supposés hydrogénoides.
Les valeurs des énergies de transition devront étre améliorées dans les cas ou
des électrons sont toujours présents pendant la cascade. Ceci deviendra pos-
sible une fois que le terme de Breit aura été mis dans le programme. Pour
I'instant, nous ne pouvons tenir compte que de l'interaction coulombienne
entre le pion et 1’électron. Celle-ci provient de :

/d3x2/d 167 (21)a ¢k(x1)

(7.23)

7.1.4 Effet de I’écrantage

Comme nous 'avons dit, le terme de Breit est en cours de programmation
et nous ne pouvons pour le moment que tenir compte de la partie coulom-
bienne de 'interaction pion-électron. Nous avons effectué le calcul pour trois
Z différents, Z = 4, Z = 12 et Z = 54, et nous considérons dans chaque cas
la présence d’aucun électron ou d’un électron ou de deux électrons.
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TAB. 7.1 — Effets de ’écrantage des électrons en (eV)

| 9Be : Transition 4f — 3d

‘ Aucun électron Un électron K

Deux électrons K ‘

Klein-Gordon (fin. nucl.)
Uehling (aZ«)
Wichman and Kroll (a(Za)?)
Kallén and Sabry (a?Za)
Loop after loop Uehling (a?Za)
Relat. recoil
Total

2843.259
0.937
0.000
0.008
0.001
0.002

2844.207

2843.168
0.937
0.000
0.008
0.001
0.002

2844.116

2843.116
0.937
0.000
0.008
0.001
0.002

2844.063

24Mg : Transition 4f — 3d

Aucun électron

Un électron K

Deux électrons K

Klein-Gordon (fin. nucl.)
Uehling (aZ«)
Wichman and Kroll (a(Za)?)
Kallén and Sabry (a?Z«)
Loop after loop Uehling (a?Z«)
Relat. recoil
Total

25867.915
49.966
—0.039
0.363
0.107
0.053
25918.367

25867.418
49.966
—0.039
0.363
0.107
0.053
25917.870

25864.135
49.970
—0.039
0.363
0.105
0.051
25914.586

132X e : Transition 8k — 7i

Aucun électron

Un électron K

Deux électrons K

Klein-Gordon (fin. nucl.)
Uehling (aZ )
Wichman and Kroll (a(Za)®)
Kallén and Sabry (a?Za)
Loop after loop Uehling (a?Zq)
Relat. recoil
Total

51872.083
84.353
—1.506
0.629
0.195
0.082
51955.835

01848.372
84.330
—1.506
0.629
0.195
0.082
51932.100

51825.290
84.310
—1.506
0.629
0.192
0.081
51908.994

Les résultats montrent qu’au fur et a mesure qu’augmente la valeur de
7, la correction due a la présence d’électrons est de plus en plus importante,
celle-ci pouvant atteindre plusieurs dizaines d’électron-volts pour des valeurs
de Z grandes. Nous voyons donc l'intérét qu’il y a d’avoir une valeur précise
de la correction causée par 'interaction pion-électron.
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Ainsi, comme nous 'avons signalé au début de la section, I'incertitude
principale sur les mesures effectuées provient de la masse du pion chargé.
Avec le systeme utilisé par les expérimentateurs, a savoir une cible gazeuse,
les calculs que nous avons effectués concernant les atomes dans la zone ou 1’on
peut considérer I'atome pionique comme hydrogénoide nous ont permis de
déterminer la masse du pion. Ces calculs constituent le sujet de la prochaine
section.

7.1.5 Détermination de la masse du pion chargé

Nous avons utilisé le programme de J.P. Desclaux et de P. Indelicato dont
nous avons parlé au troisieme chapitre de la these. Nous avons tenu compte
des principaux effets rentrant dans la détermination de 1’énergie d’un atome
exotique, a savoir la polarisation du vide et la taille finie du noyau.

Polarisation du vide

Elle résulte de I'interaction de la particule chargée entourée de son nuage
de particules virtuelles avec le noyau. Un photon virtuel peut étre échangé
avec le noyau considéré dans ce cas comme une source classique. Ce photon
peut virtuellement générer une paire électron-positron. A cause de la présence
du noyau, le vide se comporte alors comme un diélectrique et est polarisé,
I’électron étant attiré par le noyau et le positron repoussé. A ’ordre le plus bas
en la constante de couplage Z« avec le champ extérieur, la paire est supposée
se déplacer librement. Cette paire virtuelle provoque une modification du
potentiel coulombien en 1/r et entraine ainsi un déplacement en énergie de
I’état occupé par la particule exotique. La correction d’ordre le plus bas porte
le nom de correction de Uehling. Cette correction constitue la correction
radiative dominante dans les atomes pioniques et muoniques dans lesquels
I’autre correction radiative, dont nous avons parlé dans le second chapitre
(I’énergie propre : S.-E.), joue un role beaucoup moins important. La raison
provient de la masse énorme des particules exotiques comparée a la masse
d’un électron 3. Ceci augmente la densité de probabilité que la particule soit
proche du noyau ot la polarisation du vide est plus importante.

La valeur numérique de ce potentiel est assez facile a calculer. Dans les
calculs, nous avons donc tenu compte de la polarisation du vide de maniere
auto-cohérente. De plus, nous avons tenu compte des corrections au potentiel
de Uehling dues a la taille finie du noyau.

3Par exemple, nous avons m.,— ~ 273 X m,-
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Résultats

Nous avons obtenu pour les énergies de transitions dans des atomes pio-
niques et muoniques a I’approximation hydrogénoide :

TAB. 7.2 — Atomes pioniques : Energie de transition (eV), aucun électron

| Eléments | 8k—Ti 7i — 6h 6h — 5g 5g —4f 4f —3d
H 15.473 23.840 39.538 72.786 157.255
Deutérium 16.544 25.490 42.274 77.823 168.136
Tritium 16.934 26.090 43.270 79.656 172.097
3He 67.734 104.360 173.078 318.623 688.420
‘He 68.534 105.593 175.122 322.386 696.552
9Be 279.750 431.025 714.849 1316.064 2844.207
2q 632.021 973.798 1615.100 2973.826 6428.781
13C 632.623 974.726 1616.639 2976.662 6434.915
1N 861.781 1327.820 2202.335 4055.381 8768.122
15N 862.388 1328.756 2203.887 4058.240 8774.308
160 1127.094 1736.637 2880.506 5304.575 11470.548
180 1128.260 1738.434 2883.488 5310.070 11482.439
R 1428.600 2201.240 3651.278 6724.510 14542.862
20Ne 1764.428 2718.754 4509.894 8306.448 17966.245
2Ne 1766.095 2720.600 4512.948 8312.078 17978.429
Mg 2544.068 3920.271 6503.575 11980.262 25918.367
%Mg 2545.283 3922.145 6506.685 11985.993 25930.774
28Gj 3466.077 5341.337 8861.897 16326.867 35329.580
296 3466.714 5342.320 8863.529 16329.873 35336.090
3p 3981.133 6135.237 10179.546 18755.753 40589.754
329 4531.587 6982.121 11585.212 21347.123 46202.702
3G 4532.987 6984.039 11588.393 21352.988 46215.401
301 5116.839 7885.930 13085.495 24113.171 52194.964
37C1 5118.020 7887.750 13088.516 24118.742 52207.028
36 Ar 5738.784 8842.766 14673.867 27041.894 58540.702
40AY 5739.886 8846.429 14679.965 27053.137 58565.052
81Ky 23035.276  35522.185 58992.385 58992.385 58992.385
86Ky 23036.232 35523.661 58994.836 58994.836 58994.836
129X e 51954.461 80164.318 133248.387  246246.012 536062.523
131X e 51955.384  80165.743 133250.757  246250.396 536066.827
132X e 51955.833  80166.436 133251.910  246252.527  536068.834
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TAB. 7.3 — Atomes muoniques : Energie de transition (eV), aucun électron

‘ Eléments ‘ 8]€15/2 - 7’i13/2 8]€13/2 - 7i13/2 8/€13/2 — 77:11/2 ‘

H
Deutérium
Tritium
3He
‘He
Be
12C
13C
14N
15N
160
180
19F
20Ne
22Ne

12.094
12.739
12.968
51.873
52.341
212.623
479.891
480.239
654.066
654.416
855.154
855.825
1083.521
1338.092
1338.779
1928.723
1929.421
2627.077
2627.443
3017.028
3433.189
3433.903
3877.036
3877.713
4347.100
4348.467
17435.566
17436.114
39301.073
39301.602
39301.859

12.094
12.739
12.968
51.873
02.341
212.621
479.885
480.232
654.054
654.404
855.133
855.804
1083.487
1338.040
1338.727
1928.615
1929.314
2626.877
2627.243
3016.764
3432.848
3433.561
3876.601
3877.278
4346.553
4347.920
17426.785
17427.333
39256.498
39257.026
39257.283

12.094
12.739
12.968
51.873
02.341
212.624
479.898
480.245
654.079
654.428
853.175
855.846
1083.555
1338.143
1338.830
1928.830
1929.528
2627.275
2627.641
3017.289
3433.527
3434.241
3877.467
3878.145
4347.642
4349.009
17444.279
17444.827
39345.379
39345.908
39346.165
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TAB. 7.4 — Atomes muoniques : Energie de transition (eV), aucun électron

‘ Eléments ‘ 7i13/2 - 6h11/2 7’i11/2 — 6h11/2 77:11/2 - 6h9/2 ‘

H
Deutérium
Tritium
3He
‘He
Be
IQC
13C
14N
15N
160
180
19F
20Ne
22Ne

18.634
19.627
19.981
79.923
80.644
327.598
739.394
739.929
1007.760
1008.299
1317.596
1318.631
1669.473
2061.734
2062.792
2971.860
2972.936
4048.051
4048.616
4649.015
5290.394
5291.494
5974.469
5975.514
6698.979
6701.086
26880.202
26881.048
60616.493
60617.309
60617.705

18.634
19.627
19.981
79.923
80.644
327.595
739.381
739.916
1007.735
1008.274
1317.554
1318.589
1669.405
2061.630
2062.688
2971.645
2972.722
4048.218
4047.653
4648.490
9289.715
9290.815
5973.603
5974.647
6697.890
6699.997
26862.709
26863.953
60527.612
60528.427
60528.823

18.634
19.627
19.981
79.923
80.644
327.601
739.411
739.946
1007.790
1008.329
1317.648
1318.683
1669.556
2061.860
2062.919
2972.123
2973.199
4049.103
4048.539
4649.657
5291.226
5292.326
5975.529
5976.574
6700.312
6702.420
26901.666
26902.512
60725.765
60726.582
60726.979
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TAB. 7.5 — Atomes muoniques : Energie de transition (eV), aucun électron

‘ Eléments ‘ 6h11/2 — 5992

6hg/2 — 5g9/2

6hoy> — 59772 |

H
Deutérium
Tritium
3He
‘He
Be
12C
13C
14N
15N
160
180
19F
20Ne
22Ne

30.904
32.550
33.137
132.549
133.745
043.312
1226.288
1227.175
1671.398
1672.292
2185.314
2187.030
2768.988
3419.682
3421.438
4929.556
4931.342
6715.131
6716.067
7712.309
8776.610
8778.436
9911.821
9913.555
11114.198
11117.697
44623.631
44625.035
100689.414
100690.769
100691.428

30.904
32.550
33.137
132.549
133.744
943.306
1226.258
1227.145
1671.343
1672.237
2185.220
2186.936
2768.837
3419.452
3421.208
4929.079
4930.865
6714.245
6715.182
7711.142
8775.099
8776.924
9909.895
9911.628
11111.776
11115.274
44584.674
44586.076
100491.261
100492.613
100493.271

30.904
32.550
33.137
132.550
133.745
043.321
1226.335
1227.222
1671.486
1672.380
2185.464
2187.180
2769.228
3420.049
3421.805
4930.317
4932.103
6716.542
6717.479
7714.170
8779.020
8780.846
9914.894
9916.628
11118.062
11121.562
44685.934
44687.340
101007.207
101008.567
101009.228
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TAB. 7.6 — Atomes muoniques : Energie de transition (eV), aucun électron

‘ Eléments ‘ 599/2 — 4f7)2

5972 — 412

597/2 — 4 [s5)2 ‘

H
Deutérium
Tritium
3He
‘He
Be
IQC
13C
14N
15N
160
180
19F
20Ne
22Ne

56.891
09.922
61.003
244.012
246.213
1000.217
2257.705
2259.339
3077.336
3078.982
4023.752
4026.913
5098.736
6297.262
6300.497
9078.705
9081.996
12368.578
12370.304
14206.064
16167.378
16170.743
18259.516
18262.712
20475.590
20482.038
82278.738
82281.327
185824.818
185827.323
185828.540

96.891
59.922
61.003
244.011
246.212
1000.202
2257.628
2259.262
3077.193
3078.839
4023.509
4026.669
5098.344
6296.666
6299.900
9077.467
9080.758
12366.282
12368.008
14203.036
16163.457
16166.821
18254.517
18257.711
20469.304
20475.751
82177.478
82180.064
185308.871
185311.369
185312.583

56.891
59.922
61.003
244.011
246.212
1000.251
2257.878
2259.512
3077.658
3079.305
4024.303
4027.464
9099.619
6298.609
6301.845
9081.503
9084.795
12373.770
12375.497
14212.911
16176.247
16179.614
18270.828
18274.025
20489.815
20496.267
82508.718
82511.315
187002.137
187004.657
187005.882
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Pour obtenir la masse du pion chargé 7~ , nous avons considéré la variation
de I'énergie de la transition 59 — 4f de N en fonction de la masse du pion.
Pour cet élément, comme nous ’avons dit précédemment, le fait de considérer
que tous les électrons ont été éjectés est valable. Donc, les calculs que nous
avons effectués se trouvent justifiés dans ce cas et, de plus, c’est cet élément
qui est utilisé par I’équipe expérimentale.

Les valeurs de la masse que nous avons choisies couvrent le domaine ou
la masse du pion est attendue. Dans le cadre de ’approximation retenue, la
dépendance est linéaire comme le montre la figure [7.1].

Fig. 7.1 — Variation de I’énergie de la transition 5g — 4f en fonction de la
masse du pion
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139.566 139.567 139.568 139.569 139.570 139.571 139.572
Masse du pion (MeV)

Les valeurs précises des coefficients de cette droite (y = ax + b) sont :

a = 28,76000
b =41,342403

Ce qui donne pour la masse du pion, en utilisant la valeur expérimentale de
la transition 5g — 4f :

M- = 139.57070 & 0.00056 M eV/c? (7.24)
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soit une précision de 4 ppm.

Limite supérieure de la masse du neutrino muonique

Depuis que Pauli a émis 'hypothese de 'existence du neutrino afin d’ex-
pliquer le spectre en énergie obtenu lors d'une désintégration 3, deux ques-
tions importantes se sont posées concernant les neutrinos :

1) Ont-ils une masse non nulle ?
2) Si c’est le cas, quelles sont les valeurs de ces masses ?

Dans le cadre du modele standard, les neutrinos sont supposés avoir une
masse nulle. Cependant, il n’y a aucune motivation théorique irréfutable a
cette hypothese. En fait, toute extension du modele standard ayant pour but
I'unification des interactions forte et électrofaible prédit que les neutrinos
doivent avoir une masse au repos non nulle. Ceci a des conséquences impor-
tantes en Astrophysique et en Cosmologie.

On classe les expériences ayant pour but de déterminer la masse des
neutrinos en deux catégories : les expériences directes et les expériences in-
directes.

Les mesures directes sont effectuées par des analyses précises de la cinéma-
tique de processus de désintégration en physique nucléaire ou en physique
des particules, ou par des mesures en temps de vol de neutrinos issus de su-
pernovae.

Les méthodes indirectes, comme la mise en évidence des oscillations de neu-
trinos [130], nécessitent que les neutrinos possedent une masse au repos non
nulle. Les mesures d’oscillations fournissent la méthode la plus précise pour
étudier la masse des neutrinos. Cependant, ces mesures ne peuvent fournir
que le carré de la différence des masses. Donc, ces expériences révelent que les
neutrinos ont une masse mais elles ne peuvent rien dire en ce qui concerne
les masses elles-mémes. Toutefois, ces expériences répondent a la premiere
question, & savoir que les neutrinos ont une masse.

La limite directe de la masse du neutrino muonique est basée sur des
mesures cinématiques concernant la réaction :

™ =t +y, (7.25)

Cette simple désintégration a deux corps demeure la méthode la plus précise
pour obtenir une limite a la valeur de m,,. Dans cette désintégration, on
doit mesurer précisément I'impulsion du muon produit par le pion au repos
et la combiner avec les valeurs connues de la masse du pion et de la masse
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du muon. En effet, dans le référentiel de repos du pion, les deux masses sont
reliées par la relation :

ou my+ et p,+ sont respectivement les masse et impulsion du muon. Dans le
cadre de la physique atomique des atomes exotiques, c’est la masse du 7~ qui
est obtenue a partir des raies X obtenues lors de la transition du pion vers le
niveau fondamental. Cependant, la symétrie CPT entraine que m,+ = m -
et nous avons donc :

mp = mio 4 miy —2miy /m?, + iy (7.26)

La masse du muon est bien connue et possede l'incertitude la plus petite
(0.05 ppm). Dongc, plus la mesure de la masse du pion sera précise, meilleure
sera 'estimation de la limite supérieure de m,,.

En utilisant la valeur de 'impulsion du muon donnée dans la référence
[131] :
pu- = 29.79207 £+ 0.00012M eV /c, (7.27)

et la masse du muon donnée dans la référence [132] :
m,— = 105.658389 % 0.000034MeV/c?, (7.28)
nous déduisons de (7.26) :

my = 0.0231 4 0.0223MeV? /¢! (7.29)

14

Ceci nous permet d’en déduire une limite supérieure pour la masse du
neutrino muonique :

m,, < 213keV/c? (7.30)
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7.2 Les cascades muoniques dans les atomes
et les molécules de bas 7, isolés

7.2.1 Introduction

Ce travail a été effectué a la demande de I’équipe expérimentale, ceci afin
de comparer les résultats de leur programme cascade avec ceux du programme
MDFGME concernant les tansitions Auger susceptibles de se produire.

7.2.2 Article

Résumé :

Les rayons X issus des cascades muoniques dans B, C, N et Ne, suivant la
formation d’atomes muoniques dans By Hg, CHy, CoHg, C4H10, Ny, Oy et Ne
sont étudiés. La densité des diverses sources gazeuses est assez basse pour éviter
tout contact des atomes ou des molécules dans lesquels la formation se produit et
ce avec les atomes ou les molécules les entourant lors de la cascade. En utilisant
des détecteurs a semi-conducteurs, les productions de transitions en plusieurs séries
avec des énergies entre 1.5 keV et 300 keV ont été mesurées. Les calculs des cascades
ont été effectués afin d’expliquer les transitions observées. Les cascades ont pu étre
reproduites par la variation de seulement deux parameétres : le nombre d’électrons
et la distribution du moment angulaire du muon au commencement des calculs. La
cascade du pNe formé dans le néon mono-atomique a été la mieux décrite. De plus,
les cascades dans le carbone muonique se sont révélées différentes suivant le type
hydrocarbure utilisé, prouvant 'influence sur la cascade muonique de la molécule
qui capture le muon. En variant le nombre d’électrons initialement disponibles, les
effets moléculaires ont pu étre décrits avec le programme cascade.
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Chapitre 8

Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'importance de la corrélation sur
les énergies de liaison totales de plusieurs ions. Dans certains cas, cela nous
a permis de déterminer le niveau fondamental de l’ion lorsque ce dernier
n’était pas connu. Nous nous sommes également intéressé a l'influence de la
corrélation sur les durées de vie du niveau métastable 3P, des gaz rares Ne,
Ar, Kr et Xe.

Nous avons aussi poursuivi un travail commencé précédement concernant
les transitions a deux photons. Nous avons obtenu une expression pour le
taux d’émission spontanée a deux photons dans le cas d’atomes a N-électrons
sous une forme adaptée a la méthode MCDF. Elle est actuellement en cours
d’insération dans le programme MDFGME. Nous avons également obtenu au
cours de ce travail une formule générale pour les transitions a deux photons
dans les systemes héliumoides.

Afin d’effectuer des tests de violation de parité selon la méthode sugérée
dans la référence [133], il sera nécessaire d’obtenir I'expression du taux d’ab-
sorbsion. Ce dernier, ne nécessitant pas une sommation sur les états finals,
sera plus facile a programmer.

Les calculs effectués dans les atomes exotiques ont eu pour objectif, d’une
part, de fournir les énergies des transitions X de divers éléments pouvant
servir a la calibration des expériences et, d’autre part, d’obtenir la masse
du pion chargé 7—. A partir de celle-ci, nous avons pu obtenir une limite
supérieure acceptable pour la masse du neutrino muonique. Dans ’avenir, afin
d’obtenir des valeurs précises des énergies dans le cas ou des électrons sont
encore présents apres la cascade du pion, nous avons déterminé ['opérateur de
Breit correspondant a l'interaction pion-électron. Cet opérateur est en cours
d’insération dans le programme MDFGME.
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Une application supplémentaire de cet opérateur pourra concerner I'hy-
drogene pionique. En effet, avec le développement de la spectroscopie X, il
est désormais possible d’étudier le déplacement et I’élargissement des niveaux
dus a l'interaction forte et ce, par exemple, dans le niveau fondamental de
I’hydrogene pionique. C’est alors une maniere de tester la théorie des pertur-
bations chirale (CHPT) qui est 'approximation a basse énergie de la Chro-
modynamique Quantique (QCD). Il est donc intéressant de pouvoir évaluer la
contribution électromagnétique totale! & un niveau pour obtenir de manieére
plus précise la correction due a I'interaction forte.

TEn dehors des corrections radiatives.
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Annexe A

Unités atomiques

On a:
m=e=h=ag=1 (A.1)

ou m est la masse de I’électron, e la charge de ’électron, A = % et ag le rayon
de la premiere orbite de Bohr de I’atome d’hydrogene. Quant a la constante
de structure fine, elle est sans dimension et vaut :

a = 7.297352533(27) x 10 (A.2)

La valeur de « est celle donnée a ce jour sur le site : physics.nist.gov/constants.

On rappelle que la perméabilité du vide et la permittivité du vide sont
liées par la relation :
80/1/002 = KJQ

Celle-ci permet de passer d’un systeme d’unités électromagnétiques a un
autre. En unités atomiques, kK = 1 et la vitesse de la lumiere dans le vide a
pour valeur :

c=— (A.4)

On en déduit immédiatement les valeurs des deux constantes électromagnétiques :

1
47 9
o = — = 4ra (A.6)
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Annexe B

Rappels de Relativité
Restreinte :
Meétrique et Notations

La notion fondamentale en relativité restreinte est celle d’événement qui
est caractérisé par sa position dans ’espace et le temps auquel il se produit.
On définit ce que 'on nomme le quadrivecteur espace-temps :

ot ={t, 7} = {xo,xl,xQ,x?’} (B.1)

Par la suite, nous prendrons le systeme d’unités naturel dans lequel ¢ = h = 1.
La relativité restreinte affirme que la vitesse de la lumiere est constante
dans tous les référentiels d’inertie et ceci impose I'invariance de 'intervalle
ds* = dz*dz, lors d’une transformation de Lorentz. C’est donc une générali-
sation a ’espace-temps a 4 dimensions de I’idée de rotation. En effet, dans le
cas d’une rotation dans ’espace euclidien a trois dimensions, c’est la quantité
ds? = 2?2 + y? + 22, définissant une distance, qui est conservée.

L’espace des événements constitue ce que 1’on appelle ’espace de Min-
kowski. Pour définir la notion de distance dans un espace, on a besoin de
définir une métrique caractérisée par sa signature. Dans le cas Euclidien, la
signature est (+ + +). Par contre dans l’espace de Minkowski, elle vaut (-
+ + +), c’est-a-dire que lorsqu’on forme la distance entre deux points de
I’espace-temps, celle-ci ne contient pas que des carrés de coordonnées avec le
méme signe. Une telle métrique est dite pseudo-euclidienne. On a donc :

ds® = da*dzx, = (dt)* — (dF)?, (B.2)

ou la convention d’Einstein a été utilisée avec la sommation sur les indices
répétés en position haute et en position basse.
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Les coordonnées possédant un indice en position haute sont appelées contra-
variantes et celles dont l'indice est en position basse covariantes. Cette dis-
tinction n’est pas fondamentale en relativité restreinte ou l’espace est plat,
mais elle I'est en relativité genérale ou cette distinction est importante.

On passe des coordonnées contravariantes a celles covariantes grace au
tenseur métrique :

1 0 0 0
0 -1 0 0
Jw=10 0 -1 0 (B:3)
0o 0 0 -1
soit,
Ty = Gut” et t = g™z,

Ceci permet d’écrire le produit scalaire de deux quadrivecteurs sous la forme :

'z, = gua’at = g"r,x, = (z°)? — (2)?

Dans cet espace quadridimensionnel, on peut également généraliser les opérateurs
usuels du calcul tensoriel comme le gradient qui, dans sa forme quadridimen-

sionnelle, s’écrit :
0 J =
= =97, B.4
On oz, {at’ V} (B-4)

On peut aussi construire un autre opérateur tres utile et dénommé opérateur
d’Alembertien : 52
O0=0"0,=— — A B.5

Au début de cet appendice, on a défini le quadrivecteur espace-temps.
Il en existe deux autres tres importants. Le premier est le quadrivecteur
Energie-Impulsion p* défini par :

P ={E,p}, (B.6)

ou E est I’énergie de la particule et p'son impulsion. On obtient 'opérateur
quantique associé par le remplacement habituel : p* — p* = id,, soit :

o o
ﬁ“zi{&"v} (B.7)

Remarque : Nous utiliserons la notation O pour les opérateurs lorqu’il pourra
y avoir un risque de confusion avec le quadrivecteur O.
Le second est le quadripotentiel A* :

AF = {@,A’}, (B.8)
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avec @ le potentiel scalaire et Ale potentiel vecteur.

Tout comme en calcul tensoriel habituel, on peut construire des tenseurs
de rang supérieur a partir des vecteurs. On peut aussi construire des quadri-
tenseurs a partir des quadrivecteurs , et en particulier le quadritenseur du
champ électromagnétique F* défini par :

P = ghAY — 9V AP, (B.9)

qui est antisymétrique. Celui-ci peut étre exprimé en fonction des champs
électrique F et magnétique B grace aux relations :

— 14__’ — — — -
E:—aa—t—vq) et B=VxA (B.10)
Nous obtenons alors :
0 -FE, —-E, —F,
g E 0 —-B B
wo__ ) _ T z y
F = { E, B} £ B o _B (B.11)
E, -B, B, 0
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Annexe C

Les harmoniques sphériques
tensorielles

C.1 Propriétés générales des harmoniques
sphériques tensorielles

Les harmoniques sphériques tensorielles Ygf/[(ﬁ ¢) sont par définition les
fonctions propres des opérateurs J2 JZ, L2 et S? ot L est I'opérateur du
moment cinétique orbital, ST opérateur de spin et J=L+ S soit :

IYI5(0,0) = J(J+1)Y]5,(0, 0)
L2YJ5(0,¢) = L(L + 1)Y53,(0, 6)
SPY5,(0.6) = S(S +1)Y k0, 9)

et
Y50, 0) = MY3,(0, 6)

Une harmonique sphérique tensorielle décrit la distribution angulaire et la
polarisation des particules de spin S dans un état de moment cinétique total
J, de projection M et de moment orbital L définis. Le spin S est appelé le
rang de I’harmonique sphérique tensorielle.

La construction des harmoniques sphériques tensorielles peut étre faite se-
lon les regles habituelles du couplage de la mécanique quantique a partir
des harmoniques sphériques scalaires Y7,,/(6, ¢) et des fonctions de spin xp,,
(fonctions propres de S? et de S,) :

YI5(0,0) = CIM L o Yi—u(0,6)xsu (C.1)

7
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Ce sont donc des produits tensoriels irréductibles (de rang J) d’harmoniques
sphériques scalaires et de fonctions de spin :

Y ={YL ® xs}s M
Pour un J et un S donnés, L a pour valeurs : |J — S|, |J — S|+ 1,---J+S.

On va donner la définition de deux cas importants : les harmoniques
sphériques spinorielles S = 1/2 et les harmoniques sphériques vectorielles
S = 1. Il est important de signaler que ces noms ne sont pas réellement
adaptés car les propriétés de transformations des harmoniques sphériques
tensorielles lors de rotations du systeme de coordonnées sont déterminées
par J et non par S'!

C.2 Les harmoniques sphériques spinorielles

Les harmoniques sphériques spinorielles Q%,,(0, ¢) sont définies comme
des harmoniques sphériques tensorielles avec S = % soit :

QL (0,6) = Y220, 0) (C.2)

Les harmoniques sphériques spinorielles satisfont aux relations suivantes :

jQQj,l,m =7+ 1)Qm

PQm =11+ 1)Q0m
3

SQQj,l,m = ZQj,l,m

szj,z,m = mQj,z,m

Les harmoniques sphériques spinorielles peuvent étre développées sur la base
des fonctions de spin Xips soit :

Q0 (0,0) =D Cal 1, Yoaru(6,6)xy, (C.3)
I

C.3 Les harmoniques sphériques vectorielles

Les harmoniques sphériques vectorielles Y%, (6, ¢) sont définies comme
des harmoniques sphériques tensorielles avec S = 1 soit :

Y (0. 6) = Yy(0,9) (C4)
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Elles vérifient les équations :

IY5,(0,0) = J(J +1)Y5,,(0, 9)
LY %,(0,0) = L(L+1)Y%,,(0, )
S2Y§M(9’ ¢) = 2Y§M(07 ¢)

et

Elles peuvent étre obtenues par couplages a partir des harmoniques sphériques
scalaires et des fonctions de spin (fonctions propres de S? et de S,) x, = e,.
Les e, sont les vecteurs de base sphérique. On a donc :

YL, (0,0) = ZCLM w1 Y- (0, d)ey (C.5)

Pour un J # 0 donné, il y a trois valeurs possibles de L : L = J, J + 1. Si
J =10, on a uniquement L = 1.

Avec les YL,,(0, ¢), d’autres harmoniques sphériques vectorielles sont lar-
gement utilisées. Il s’agit des YS’}&(G, ¢) , avec A = 0, £1. Celles-ci ne sont pas
états propres de L2 mais sont orientées de maniére appropriée par rapport
au vecteur unitaire n = 7. Ces fonctions sont particulierement bien adaptées
pour développer le Champ électromagnétique en multipoles ayant des pro-
priétés de transversalité ! bien définies puis ue k est dirigé suivant n.

Par définition, les harmoniques sphériques Y;,(0, ¢) et Y JOM(H ¢) sont trans-

verses par rapport a n tandis que Y!(];V})(G, ng) est longitudinal, ¢’est-a-dire :

nY$)(0,6) = n.Y})(6,6) =0 (C.6)
nx Y5, (0,6) =0 (C.7)

ILa propriété de transversalité d’un champ est une notion covariante de Lorentz
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