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Introduction

Le but de cette dissertation est d’étudier 'approximation de Born-Oppenheimer a
la fois dans un cadre dynamique et dans un cadre statique. Cette approximation, qui
remonte & |[BornOppen27]|, consiste a faire usage de la petitesse du rapport de masse
entre les électrons qui gravitent dans le nuage électronique et les nucléons qui consti-
tuent les noyaux atomiques. On est alors amené relativement naturellement & considérer
le probléme de maniére semiclassique, i.e. dans la limite ol ce rapport tend vers 0. Une
telle démarche s’est depuis longtemps avérée consistante avec les résultats physiques
obtenus par les chimistes expérimentateurs. Bien que souvent associée a la théorie des
opérateurs pseudodifférentiels (avec petit parameétre, cf. [Helffer97]), nous nous plagons
ici dans le cadre a la fois plus élémentaire et plus concret d’un point de vue outillage
mathématique des paquets d’onde gaussiens (plus précisément produits d’un polynéome
par une gaussienne mais on continuera a les appeler ainsi par commodité). Ces derniers
sont des cas particuliers d’états cohérents qui ont connu des développements fort inté-
ressants (cf. [Paul97]) aussi bien du point de vue propagatif (dynamique) que de celui
des quasimodes (statique).

Une partie de cette dissertation a déja fait I'objet de la publication |[Rousse04] qui
correspond approximativement aux Chapitres 1 et 4. Toutefois, la méthode employée a
été ici beaucoup plus détaillée et décomposée. De plus, on a précisé tous les détails tech-
niques et calculatoires (quitte a les renvoyer dans I’Annexe B pour soulager la premiére
lecture) inévitables pour prouver ce genre de résultat.

Organisation de la dissertation

Le premier chapitre donne le premier élément dans la compréhension dynamique des
presque croisements dans le cadre plus simple de I'approximation adiabatique. Il regroupe
essentiellement tous les ingrédients techniques que ’on retrouvera plus tard dans le Cha-
pitre 4 : solution approchée habituelle loin de la région de transition, résolution fine d’un
probléme modéle (forme normale) dans la région de transition et recollement de ces deux
types de solution avec tous les problémes asymptotiques que cela comporte (notamment
au niveau des choix des vecteurs propres). Le principal résultat de ce chapitre est énoncé
dans le Théoréme 1.4.

Le second chapitre étudie de maniére abstraite ’opérateur typique de I'approximation
de Born-Oppenheimer. On y établit des résultats d’ordre mathématique qui donnent au
probléme physique un caractére bien posé : (essentielle) autoadjonction sur un domaine
de fonctions tests trés acceptable et mise en évidence de spectre discret dans certains
intervalles d’énergie.
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Le troisiéme chapitre s’attache a présenter les paquets d’onde (états cohérents) gaus-
siens et la plupart de leurs propriétés a la maniére de [Hagedorn91| de facon a rendre
les preuves les plus élégantes possibles. Leur intérét essentiel réside dans le fait qu’ils
permettent de résoudre exactement 1'équation de Schrédinger scalaire avec hamiltonien
dépendant du temps quadratique en position et en impulsion : c¢’est le deuxiéme élément
qui va nous servir pour résoudre les problémes de presque croisement dans le cadre de
I’approximation de Born-Oppenheimer. Cette résolution ne fait bizarrement appel qu’a
la dynamique classique : la trajectoire classique dans 1’espace des phases, I'intégrale d’ac-
tion (lagrangienne) et le flot (ici linéaire puisque ’hamiltonien est quadratique) classique.
Enfin, on y a ajouté quelques éléments de géométrie pour essayer de comprendre un peu
mieux l'influence du couple de matrices (A, B) dont 1’évolution dépend du flot linéarisé
autour de la trajectoire classique.

Le quatrieme chapitre contient un des deux résultats principaux de cette disserta-
tion, le Théoréme 4.4, qui est le pendant du résultat obtenu dans le premier chapitre
(Théoréme 1.4). On y regroupe les deux éléments évoqués dans les Chapitres 1 et 3 avec
quelques résultats élémentaires sur 'asymptotique de la mécanique classique pour un
potentiel dépendant d’un petit parameétre et qui devient singulier quand ce dernier tend
vers 0.

Le cinquiéme et dernier chapitre s’intéresse a 'approximation de Born-Oppenheimer
unidimensionnel (il y a une seule coordonnée nucléaire) dans un cadre statique (recherche
de quasimodes) pour des hamiltoniens électroniques matriciels et dont les valeurs propres
présentent éventuellement des situations de croisement générique. Les principaux résul-
tats y sont énoncés dans les Théorémes 5.4 et 5.6 et confirment la validité de la regle de
Bohr-Sommerfeld (déja connue dans le cas des hamiltoniens scalaires) sans terme cor-
rectif particulier méme en situation de croisement. Il est intéressant de remarquer que la
plupart des méthodes (c’est le cas ici) employées pour traiter le probléme statique utilise
des résultats du probleme dynamique.

Perspectives

Tout d’abord, en ce qui concerne les quasimodes du Chapitre 5 et bien que non
mentionnés explicitement dans cette dissertation, des résultats partiels ont été obtenus
en situation de presque croisement et demanderaient a étre complétés, surtout pour des
quasi-énergies proches de I'énergie (critique) de presque croisement. Cela requiert vrai-
semblablement de comprendre d'un point de vue plus dynamique la construction de qua-
simodes proposée dans [ColinParisse99| pour un potentiel scalaire présentant des maxima
locaux et pour des quasi-énergies proches de I'énergie correspondant & un des maxima
locaux (la technique d’intégration le long d’une trajectoire classique serait confrontée,
entre autres, au fait que la trajectoire est parcourue en un temps infini...).

Par ailleurs, les premiers résultats obtenus ici pour les quasimodes dans le cadre
matriciel avec ou sans croisement devraient permettre de donner une justification ma-
thématique a ce que la communauté des chimistes appellent le “Frank-Condon principle”
et cela fait ’objet d'un travail en cours en collaboration avec G. Hagedorn et S. Jilcott.
Plus précisément et comme rappelé au Chapitre 5 de [Jilcott00], ce principe stipule qu’a
l'ordre dominant en le petit paramétre qu’est le rapport de masse électrons/nucléons,
une transition entre deux états électroniques se produit trop rapidement pour qu’il y ait
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un ajustement instantané de la configuration vibratoire nucléaire. En particulier, ceci
doit pouvoir se retrouver dans la décompostion, suivant les quasimodes précédemment
construits, d’'une fonction d’onde initialement associée a un niveau électronique et un
état vibratoire et soumise a une impulsion laser qui provoque la transition d’un électron
(I'évolution d’une telle fonction d’onde a été explicitée a divers ordres dans [Jilcott00]).
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Quelques notations

Matrices

Ensembles

transposée de la matrice (réelle ou complexe) A

adjoint de la matrice complexe A

trace de la matrice A

comatrice de la matrice A

espace des matrices complexes d X d

groupe des matrices complexes inversibles d x d

groupe des matrices complexes unitaires d X d

groupe des matrices orthogonales rélles d x d

espace des matrices hermitiennes complexes d X d

cone des matrices hermitiennes définies positives complexes d X d
espace des matrices symétriques complexes d x d

cone des matrices symétriques définies positives réelles d x d
espace des matrices diagonales réelles d x d

cone des matrices diagonales définies positives réelles d x d

S?  sphére unité de R4H!
B(a,r) boule fermée de centre a et de rayon r

Espaces fonctionnels

Limites

espace des fonctions fortement C* (a support compact)
d'un ouvert Q de R? & valeurs dans un espace de Banach F
espace des fonctions LP de 2 dans C

espace des fonctions LP de 2 dans un espace de Banach E
espace des fonctions LP de 2 & valeurs p.p.

dans un sous-espace vectoriel D de E

d € € notation de contrainte asymptotique :

0, €

et 0/e tendent simultanément vers 0
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Chapitre 1

Approximation adiabatique pour
des presque croisements de valeurs
propres

Introduction

Ce premier chapitre est consacré a ce qui semble étre un des cas les plus simples
de presque croisement du point de vue dynamique. Il permettra d’exhiber dans un cas
plus simple la plupart des arguments utiles dans le Chapitre 4. Certains calculs sont
toutefois déja un peu fastidieux mais ils seront conservés dans le corps du texte afin de
suggérer la nature exacte des estimations nécessaires pour obtenir des résultats comme
le Théoréme 1.4.

On se place dans le cadre de 'approximation adiabatique avec un hamiltonien dé-
pendant du temps dont deux niveaux sont trés proches 'un de l'autre (séparés par un
“gap” conformément a I'appellation anglosaxonne) seulement en un instant précis et d’au-
tant plus proches que le parameétre adiabatique est petit (cf. Figure 1.1). On veut alors
connaitre la capacité de la fonction d’onde a transiter (au cours du temps) d’un niveau
a l'autre en fonction de la vitesse de rapprochement des deux niveaux.

A spectre de I'hamiltonien

SN

spectre complémentaire éventuel

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

deuxiéme niveau
gap

|

I

I

I

I

I

I

I

i

[

. Ll
temps de croisement temps

premier niveau

7%
7

N N

7
‘//

Fi1G. 1.1 — Rapprochement de deux niveaux pour un hamiltonien dépendant du temps.
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Plus concrétement, soit H un espace de Hilbert séparable et soit H (¢, ) une famille
d’opérateurs autoadjoints (éventuellement non bornés) de domaine fixé D dans H suffi-
samment réguliére en (¢, ). On consideére alors I’équation de Schrodinger dépendante du
temps

iﬁngHwaw (1.1)

On suppose que le spectre de H(t,d) comporte deux valeurs propres simples et isolées
du reste du spectre E1(t,d) et Fo(t,0) telles que Ey(t,0) — E1(t, ) tend vers 0 quand ¢
tend vers 0 par valeur supérieure et ce uniquement au point ¢ = #; (cf. Figures 1.2
et 1.3). On se donne alors comme condition initiale le vecteur propre 1 (tg — 3, 0) associé
a la valeur propre Ey(tg — 3,0) de H(ty — ,d) et on veut connaitre au temps o +
la décomposition spectrale entre les deux niveaux FEj(tg + (3,0) et Es(tg + 5,9) de la
solution 7 de 'équation (1.1) quand les deux paramétres § et e tendent conjointement
mais indépendamment vers 0.

Dans cette situation, on dispose d’'une prédiction formelle pour la probabilité de
transition donnée par la formule de Landau-Zener (cf. [Joye94| et [ColinPolLomb99]
pour des preuves mathématiques de cette formule dans certains contextes)

52
Pio = exp <C€—2> (1.2)

ou C est une constante qui dépend uniquement de la géométrie locale au voisinage
du point de croisement (tg,0). Cette prédiction fait apparaitre trois transitions bien
distinctes :
d/e — 0 (on parlera de presque croisement étroit) ou la transition est quasi-totale
avec une probabilité de suivre le méme niveau d’ordre g ;
d = € (on parlera de presque croisement critiqgue) ou la probabilité de transition
est strictement comprise entre 0 et 1;
d/e — 400 (on parlera de presque croisement large) on la transition est quasi-
inexistante et méme exponentiellement petite.

Le but de ce chapitre va étre de confirmer ces prédictions a 'ordre dominant et
au premier ordre (en particulier, on ne prétend pas mettre en évidence de transition
exponentiellement petite). La méthode proposée pour résoudre ce probléme s’inspire trés
largement du travail effectuée par Hagedorn dans |[Hagedorn91| dans le cas du presque
croisement critique (0 = ¢) avec H(t,0) réel symétrique.

On notera enfin que le facteur €2 dans (1.1) correspond a un choix spécifique de
I’échelle de temps qui donne le caractére “adiabatique” du probléme, toutefois le choix
fait ici (mis a part le fait d’étre un petit parameétre destiné a tendre vers () n’a rien
de crucial, ce qui ne sera pas le cas dans le contexte Born-Oppenheimer ou I'échelle de
temps choisie sera fortement corrélée au petit parameétre moléculaire du probleme (le
rapport de masse électrons/noyaux) mais nous y reviendrons.

1.1 Rappel sur le théoréme adiabatique et ses améliorations

On cherche & résoudre I’équation de Schrodinger dépendante du temps

igngﬂuw (1.3)

ou H(t) est une famille d’opérateurs autoadjoints de domaine fixé D dans H et dont la
résolvante est C3 au sens fort en ¢ €ty — 2T, tg + 2T[. On suppose que pour tout temps ¢,
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H(t) admet une valeur propre simple E(t), uniformément isolée du reste du spectre
et de vecteur propre unitaire ®(¢) dont la phase est choisie pour vérifier la condition
d’orthogonalité

(®'(t)|@(t)) = 0.

On a alors le théoréme adiabatique classique.

Théoréme 1.1 Si on pose

t

Pa(t,€) = exp <—;—2 E(T)d’r) (1)

Jtg

et si on note (t,e) la solution de l’équation de Schridinger (1.3) de condition initiale
P(tg,e) = ®(tg), alors il existe une constante strictement positive C(T') telle que

sup  l9p(t,€) — galt, €)|| < C(T)e”.
tG[tng,tg—l—T}

Remarque 1.1 Ce type de résultat remonte aux années 50 avec [Kato50] et a connu maintes
ameéliorations et variations comme dans [Nenciu93|, ... (on renvoie & [Teufel03] pour des infor-
mations plus détaillées).

Par ailleurs si on suppose de plus que H(t) est de classe CN*2 avec N > 1, on a
I’amélioration suivante.

Théoréme 1.2 [l existe une procédure constructive explicite de fonctions ¢y (t) avec

telle que si on pose

Y (t, ) = exp (—;—2 //E(T)dT) [#0(8) + 2261 (1) + - + 2V g (1) + £V 2k (1)

to

et si on note Y(t,e) la solution de I’équation de Schrodinger (1.3) de condition initiale
P(to, e) = Yy (to,e), alors il existe une constante strictement positive Cn(T') telle que

sup |[(t,e) — ¢ (te)| < Cn(T)eN.
te[to—T,to+T)

Remarques 1.2
1. La composante de ¢;(t) orthogonale & ®(t) est donnée par la formule

1 (1) = i(H(t) — B(1)), " ®'(1)
ou (H(t) — E(t))," désigne la résolvante de H (t) restreinte a I'orthogonal de ®(t) prise en
E(t) ce qu’on utilisera dans la preuve du Lemme 1.5.

2. On signale enfin pour la culture qu’il existe une version analytique de ce théoréme (qu’on
pourra trouver dans [HagJoye02]) reposant sur un procédé de troncature optimale.
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1.2 Lemme d’estimation d’erreur

Le lemme suivant (cf. [Hagedorn98]) qui repose sur une application du théoréme
fondamental du calcul intégral est 1'outil de base qui permet de mesurer I'erreur entre
des solutions exacte et approchée de méme condition initiale de I’équation de Schrédinger

8—17/; = H(r,h)Y (1.4)

ih”
et donc de démontrer le Théoréme adiabatique 1.1 et ses améliorations ainsi que les
Lemmes 1.5 et 1.6 qui vont suivre.

Lemme 1.3 Soit H(r,h) une famille d’opérateurs autoadjoints sur un espace de Hilbert
séparable H. Supposons que (r,h) appartienne au domaine de H(r,h), soit contindment
différentiable en r, et résolve l’équation de Schrodinger (1.4) au sens approché suivant

9P

hl/
“or

(r,h) = H(r, h)y(r,h) + ¢(r. h)
ot ((r, h) vérifie
1C(r, )| < pu(r, )

sur lintervalle de temps qui nous intéresse. On note ¥(r, h) la solution exacte de I’équa-
tion de Schrodinger (1.4) de condition initiale W(ro, h) = 1 (ro, h). Alors, on a l'inégalité

suivante .
/ p(p, B)dp)| .
Jro

Remarque 1.3 Le lemme reste valable si ’hamiltonien H, les fonctions d’ondes 1 et ¥, I'erreur
¢ et le majorant u dépendent d’'un paramétre supplémentaire § comme cela va étre le cas en
situation de presque croisement.

W (r, B) = p(r,A)| < A"

Preuve L’hypothése d’autoadjonction nous assure de l'existence d'un propagateur
unitaire U(r, rg, ii) associé a I'équation de Schrédinger (1.4) (cf. [ReedSimonlII75]). Le ca-
ractére unitaire du propagateur et le théoréme fondamental du calcul intégral permettent
alors de conclure ainsi

[ (r, h) — 4 (r, B
= |U(r,ro, B)p(ro, B) —(r, )|
= e(ro, B) = Ulro, r, B)p(r, )|

- [ 2wt )~ Ulrnep. 1) 1|

- |/ U0 WY (0. ) = U 1) 52,1 |

= '/T (=ih~"U(ro, p, B)(p, 1)) de

7o

| [ 100 DI
o

'/m 1(p; ﬁ)dp‘ :

< R




20 1. APPROX. ADIABATIQUE AVEC PRESQUE CROISEMENT

1.3 Notion de presque croisement de valeurs propres pour
un hamiltonien dépendant du temps et forme normale

2

du cas non dégénéré

Nous allons ici préciser encore un peu plus rigoureusement ce qu’on entend par un
presque croisement et en donner I’allure générique.

Définition 1.1 Soit H(t,0) une famille d’opérateurs autoadjoints de domaine fixé D
dans H défini sur |[tg — 2T, tg+ 2T[x] — 260, 20p[. On suppose que pour tout 6 > 0, H(t,0)
posséde deuzx valeurs propres distinctes E4(t,0) et Eg(t,d) a distance uniformément bor-
née du reste du spectre avec E4(t,0) < FEg(t,d) et que E4(tg,0) = Eg(ty,0), dans ce cas
on dit que H(t,0) admet un presque croisement en tg.

On reprend maintenant ici la réduction effectuée par Hagedorn dans [Hagedorn91]
dans le cas réel symétrique.

Soit P(t,d) le projecteur spectral associé aux valeurs propres F4(t,0) et Eg(t,d), on
pose

Hy(t,0) = H(t,6)P(t,0), E(t,6)=TrH(t,6), Ho(t,0) = H(t,0)— E(t,0)Id. (1.5)
Soit {11, 12} une base orthonormeée de P(tg,0), pour (¢,d) voisin de (9, 0), on pose

(1| P(t, 8)1p1)
o (t.5) = P(t,8) 2 — (1 (t,8)| P(t,8)ha) o1 (£, )
; |P(t,8)1pa — (1 (t, 8)|P(t,0)ha )01 (t,6)]

Dans cette base orthonormée la restriction de Hy(t,d) a P(t,0)H s’écrit

1/}1 (t7 6) -

A(t — to) + Bd + M(t,0)

oit M est C? a valeurs matricielles autoadjointes de trace nulle et vérifie M (ty,0) = 0,
98 (t9,0) = 0 et 2 (ty,0) = 0.

Définition 1.2 On dira que H(t,d) admet un presque croisement non dégénéré en tq si
{A, B} est une famille libre de matrices autoadjointes de trace nulle.

Dans ce cas, en faisant tourner la base de maniére indépendante de (¢,0), on peut
se ramener au cas ol A est diagonale, puis en changeant la phase du deuxiéme vecteur
de base, au cas ou les deux coefficients hors diagonaux de B sont égaux et strictement

a 0 b ¢
a=(5 %) ()

ou a,c > 0 et b est réel. On fait alors le changement de variable

positifs, ainsi

b g
b=t —tg+ -0, d=2S4
a a
Ainsi la restriction de H||(t,d) a P(t,0)H s’écrit dans une base orthonormée c?

b(t, d) c(t, 0) +id(t, 9)

H((t, 6) = ( o) s b ) + E(t,0)1 (1.6)
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ot b, ¢, d et E sont C? a valeurs réelles et vérifient

b(t.0) = rt+ O +46?)
c(t.d) = ré+ Ot + %)
dt,0) = O@t*+ %)
E(t,0) = 0(1)

our > 0.
Dans la suite, on abandonnera la notation soulignée pour ces variables.
On pose par ailleurs

p(t,8) = \/b(t,0)2 + c(t,6)? + d(t,6)?

et Ee(t,0) = E(t,6) + vCp(t,8) ou vA =1 et B = —1.

1.4 Choix des vecteurs propres

Intéressons nous tout d’abord au probléme modéle

Holt, 5) — ( ! ft )

Dans ce cas, il est évident que si on autorise ¢ et  a varier dans | — 1,1[, on ne peut
pas diagonaliser Hy(t,d) de maniére lisse en (¢,d) (pour § = 0 et ¢ # 0, les droites

1 0 .
propres sont engendrées par < 0 ) et < 1 ) tandis que pour ¢t = 0 et § # 0, elles sont

1 1 . . ..
engendrées par g < 1 ) et 4 < 1 )) C’est pourquoi, on s’intéresse ici au probléme

dans la limite ¢ tendant vers 0 avec § > 0. Dans ce cas, en passant en coordonnées

t = /12 + 62 cos (e(t,a)), § = /£ + 62sin (H(t, 5))

ou O(t,d) est unique dans |0, 7[, la diagonalisation lisse par

oS @ sin @

— sin @ COS @
est possible puisque 0(,d) l'est. Malheureusement, si on revient au probléme complet
pour Hy(t,d), méme si § > 0 et a cause des termes en £2, on ne peut pas garantir que
c(t,d) > 0, ce qui fait que la diagonalisation lisse précédente ne s’applique pas (de plus, le
coefficient hors diagonal d(¢,d) n’est pas nécessairement nul ce qui fait qu'il faut utiliser
des coordonnées sphériques). Toutefois, il est possible (cf. théorie des fibrés vectoriels

dans |[Husemoller66|) de choisir abstraitement des vecteurs propres réguliers associés a
chacune de nos deux valeurs propres sur tout l'ouvert | — 27", 2T[x]0, 20|, par contre il

Y

polaires

sera alors difficile de controler leurs comportements quand (%, d) tend vers (0,0). C’est
pourquoi on va quand méme faire des choix précis de vecteurs propres dans 1’esprit du

probléme modéle. Plus précisément, on va en fait faire deux choix distincts suivant la

position du triplet (%, %, %) (t,8) sur la sphére S? : on va distinguer les deux hémisphéres
(un peu épaissis) de facon a bien faire la différence entre les deux cas extrémes on
la matrice est déja diagonale mais ou les valeurs propres ne sont pas nécessairement

ordonnées correctement (b(t,d) = +p(t,9)).
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1.4.1 Mise en situation
On pose
1
Z_(0) = {t € 1/b(t,0) < Ep(t,é)}
la zone “sud”,

Z,(8) = {t e 1/b(t, ) > %p(t,é)}

la zone “nord” et

J(5) = {t € 1/p(t,) > g\/tQ + 52}

la zone ou le comportement en ¢ et § est a peu prés le méme (i.e. dans (1.6), tous les
coefficients de la matrice sont du méme ordre de grandeur).

On veut maintenant voir comment il faut choisir le couple (¢, §) pour étre sir que, si
t<0,[-T,t] C(Z_(0)NJ(0)) etsit>0,[t, T] C(Z4(5)NJ(J)) autrement dit pouvoir
controler le “gap” et le fait de rester dans le méme hémispheére.

On note Cy, C,, Cy et C, des constantes strictement positives telles que, pour tout
(t,0) € [-T,T] x [0,dp], on ait

Y

b(t,0) — rt| < Cy(t? + 62),

le(t,0) — 1] < Ce(t? +67),
jd(t,8)| < Ca(t* +6%),
|o(t, 8)% — 2 (12 + 6%)| < C,(t* + §2)%/2.
Ainsi, si on diminue T et §g de fagon a avoir

9rt r? )

T2 463 < min (=,
o0 s min{T6c7 1607

ona [-T,0] C(Z_(§)NJ(0)) et [0,T] C (Z4+(6) NJ(J)) pour tout 6 € [0,d¢]. En effet,
pour [~T,0], on a
p(L0) > T+ 0 — [p(t,0)? — r¥(i2 + o)
2

r

> (2407 [ - G2 + 092 > T2 + o)

et

1
b(t,8) < 1t + Cy(t? +6%) < 0+ g(# + %)/ < Sp(t,0).

1.4.2 Construction des vecteurs propres
Définition des vecteurs propres

Posons pour simplifier (en omettant les arguments (t,4))

Bo =2 o= Do) =2
p p p
A(t,8) = C +1iD,
1-B A
7t,(5 = — 7t76 - )
(. 6) ) = s
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A
2(1+ B)
Définissons maintenant les vecteurs propres unitaires par
DL(t,0) =g Y1+ f o,
Op(t,6) = —f 1 +g o,
pour B(t,d) < 1 (ce qui est le cas si (t,0) € [-T,0] x [0,d0]), et
¢jl(t7 6) = f+'l;b] + g_+1/}27

DL(t,0) = =gty + [T,
pour B(t,d) > —1 (ce qui est le cas si (¢,d) € [0,T] x [0, dg]).

) =\ R gt =

Choix de phase des vecteurs propres

On va maintenant faire tourner ces vecteurs propres unitaires en posant
D7(t,0) = e (8, 6)

pour C = A, B et * = 4+, —, en vue de satisfaire la condition d’orthogonalité suivante
®5(t 5)‘3@(15 5)) =0
XC\Y 8t_C )

On voit qu’il suffit d’avoir

owg Y- 0o,
oL 1.6) i {2509 E(0.6))

et on fait le choix (arbitraire) des conditions limites w, (=T, ) = 0 et w} (T, 8) = 0.

1.5 Enoncé du résultat

Avec toutes les définitions et notations qui précédent, on peut maintenant énoncer
précisément le principal résultat de cette section.

Théoréme 1.4 Soit H(t,d) un hamiltonien comme décrit a la Section 1.3 et 9)(t,0,¢)
la solution de l’équation de Schridinger associée (1.1) telle que

(=T, 0,e) = Y Ag(6,)exp (——/ EC(T,a)dT) O, (—T,0) (1.7)

C=A,B

ot A4 (0,€)|” + [Az(0,€)|* =1, alors on a, dans la limite § et € tendant vers 0,

T
P(T,0.€) — Y Af(d,e)exp <——/ EC(T,a)dT>gC+(T, |l = o(1) (1.8)

C=A,B

ol

avec,
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sidje =0,
0 eiwAB(tS,s)
56 = (o * o)
si0 =g,
iwa(e v /7T iwar(e) — I
S=ce)=| Aty e
! einA( )ei%r ein(E)eirTTF(\l/_t_%)

sid/e = +0o0,

w4 (d,e)
¢ ¥ > (1.9)

S((sa 6) = < 0 ews(d,e)

ot les différentes phases ne dépendent que du choix des phases initiales des vecteurs
propres ®5(t,0) et sont telles que la matrice S(d,€) est unitaire.
De plus, si d/e — 0 et si 5/67/5 — 400, alors, avec

) iw 4 (0,€) 8% Liwap(6,€)
fmre ' 1 —mrSe '
S(d,e) = - - -
1 _ 71-712_261“)8./4(676) g WTeZWB(‘S:g)

on a (1.8) en remplacant le terme d’erreur du second membre par o(g) De méme
st d/e = +oo et si 5/61/2 — 0, alors on a encore (1.8) en remplagant le terme d’erreur
du second membre par o (%) et en conservant la matrice S(6,¢) donnée en (1.9).

Remarque 1.4 Autrement dit et comme annoncé, les prédictions données par la formule de
Landau-Zener (1.2) sont correctes jusqu’au premier ordre.

Toute la fin de ce chapitre va étre consacrée a la preuve de ce théoréme. Par souci
de simplicité, on se place dans la situation ot A4 (d,e) = 0 et Agz(d,e) = 1. La stratégie
de la preuve est alors la suivante : on construit trois solutions approchées de 1’équation
de Schrédinger (1.1) sur trois intervalles de temps distincts [=T, —t,], [—t,, t,] et [t,,T]
puis on ajuste les constantes d’intégration présentes dans chacune de ces solutions pour
qu’elles coincident aux points de jonction des intervalles de temps (cf. Section 1.8.1 pour
plus de détails sur la technique de recollement). Loin du temps de croisement ¢ = 0,
la construction reprend celle du Théoréme adiabatique 1.1, il suffit seulement alors de
controler précisément ’erreur commise en fonction de I’écart minimum entre les deux
valeurs propres sur l'intervalle de temps considéré (cf. Section 1.6). Quant & la solution
autour du temps de croisement ¢ = 0, elle est construite a partir de 1'allure locale de
I’hamiltonien (1.6) qui conduit a un systéme explicitement résoluble (cf. Section 1.7).

1.6 Loin du temps de croisement

1.6.1 Forme de ’approximation

Lemme 1.5 Dans la région entrante —T <t < —t. <0, si on pose

Y(t.0.2) = 3 Ag(de)exp (-

C=A,B

o A, (0,€) est choisi en O(1) et si on note P(t,0,€) la solution de (1.1) de condition
initiale Y(—T,0,¢) = 5 (—T,6,¢€), alors il existe une constante strictement positive C
telle que

A

h

= | Belr,9)dr) @ (1,9)

2

€
sup P(t,d0,e) — YL (t,d,¢)|| < C—.
L 08.0) (0.9 < O
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Remarques 1.5
1. Pour l'instant, le temps t. est indépendant de & et £ ce qui ne sera déja pas le cas dans
son analogue dans le cadre Born-Oppenheimer, le Lemme 4.5. Par ailleurs, si ¢ est fixé a
une valeur strictement positive, on retrouve le Théoréme adiabatique 1.1.

2. On a un résultat analogue dans la région sortante 0 < t. < ¢t < 7T en remplacgant respecti-
vement g (t,d,¢), A (6,¢) et 8, (¢,0) par ¥s(t, 0, 5) AF(d,e) et L (,6).
1.6.2 Preuve du domaine de validité du Lemme 1.5

On traite uniquement le cas A4 (d,e) = 0 et Agz(d,e) = 1. En fait, on raffine I’Ansatz
donné dans I’énoncé en prenant (conformément au premier point des Remarques 1.2)

- t
V(0 ¢) :exp(;_g/ By (r,0)dr ) | By (t,) + i’ (1.10)
J0

g (EA(t,é) iEzg(t,a) < ‘a

ott PL(t,6) = 1 — P(t,0) est le projecteur spectral sur I'orthogonal des sous-espaces
propres associées aux valeurs propres E4(t,d) et Eg(t,d) et on rg(t,d) est la restriction
a P1(t,6)H de la résolvante de H(%,§) prise en la valeur Eg(t,6).

L’erreur commise (g (t, d,e) = exp <71}5’2 fg Egp(T, 5)d7) [782 gt H(t, 6)] PE(t,d,e)

S (t 5)> 2(t,0) +ra(t, 0) P (t, 5)88 B)

est alors
0 1 B
4875 (EA EB> 2 (t 5)> D 4(t,0)
1 0P, 0D
a9 = Eg(t,5)< o (0|5 5)> 4(£9)
1 8 2 B
T Bt 5)< alt:0)| 5 5)>@A(t,6)
4 1 00,

0%,
T BA(t.0) — Eat, 5)< alt 5)a—f(t’5)> o (00)

or 0D,
+et 8f (t,5)P'(t,0) =2 = B (¢, 6)

op+ 0P
t.0

ot (t.0) =5, ot

*®,

ot?

Il faut donc estimer les termes (on a omis les arguments (¢, 0))

+etrp(t,§) —— B (t,0)

+etrp(t, ) PL(t, ) (t,6).

119 1 -y
EA_EB 20" Oot\EA-EB)  2p?’
02, 0%, 10D, \
;_‘ ___tv [0)) --Cc [0))

a - <8t <C8t>c>’
.\ 2

109 _

<‘1>c a—f> o

L19%, \ 9%, | 0%,
2<(I)C 8t> ot H ot

P,

— Z(.dc

oz ¢

)

2 _ _
_ L1020\ 070,
q)C B <q)C o2 >q)C + Ot2
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26
Ors 0P
ot '’ ot
Or
S, =g 1+ f e,
(I)z; = _fi'l/” +9T¢27
09, g of~ _0Yy _ O
o e T T T
0%,  Of” dg~ _O0Yr  —0o
o e T T Y
D’y g 02 f~ dg~ Oy Of I 9%y 024y
_ 0 , 59 50 _ B
ot Nt et 2 T T o T o
Pog  0*f 92g~ Of o1 g o %P1 — 0%,
& 9,0, 50 e —0"n
o gz V't gV T 2 o or o 1 aE t9

Estimations techniques On a
1. pour (L,I) 'un des couples de lettres (B,b), (C,c) ou (D, d)

I 0L oL _ 1,9
L(t,0) = -, —(t,§) =2 "0t
(10) =5, Gyln0) = =2,
8% 9? ap? a9
((JQ_L(t(s):W_LWg+2 a_g_ma_g .
otz "’ p2 ’
2. pour p
p(t,0)" = b* + ¢ + d°, %wﬁzB%+C%+D%,
9?%p 0%b 0?%c 0%d 0Bob O0COc 0D od
——(t,0)=B=—=+C-—5+Doet+ —— 4 —— 4 ——
8t2(’) PR R I T TR T TR A T
3. pour f~
_ 0B
fi(t76): liBa 8f = = 0L )
2 ot 2,/2(1 — B)
_ 2B B2
- o .
ot? 2./2(1 — B) 4V2(1 - B)3/2 '
4. pour g~
_ 0A a
PO PR S R S
’ 2(1 - B) Ot 2(1—B) 2V2(1 — B)3/?’
_ 92A B A D B2
Po__wE . Aw e A%
ot? 21— B) 2v2(1-B)32  2(1 - B)3/2 " 4y/2(1 — B)5/2
Ainsi

1. pour (L,1) et p

db dc od op oL 1
C_o00), =0t +0), Z =0t +4), 2L =00), & =

0?1 0?p 1 0’L 1
i -ow 5 =0(s) -0 (aer)
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2. pour m~—,avec m = f,g

om~ 1 0%m~ 1
-—oq), & _ —o———).
m-=0Q), — O(t+5>’ o2 O((|t|+5)2>

D’ou

1. pour le gap entre les deux valeurs propres
1 1 0 1 1
=0|l—, =|=——]{t0)=0|——]),
mwmes =0 es) 7 (mms) 9 =0 (grap)

3 () 9= ()

2. pour les vecteurs propres

00, 1 >’ 1
—&(t,0) =0 C(t.6) =0 )
ot (#,9) (t+6>’ ot? (t9) ((t+5)2> '

3. pour les vecteurs propres réorientés

0, 1 PP, 1
ot (t,9) (t+6>’ ot? (t9) ((t+5)2> ’

4. pour la résolvante réduite

5.5 = 01), L5 = o) -
5. pour le projecteur spectral
O 15 = o). Lo (1.6 = o)
Finalement
54
0.6 =0 ()

et on applique le Lemme 1.3 en calculant explicitement 'intégrale temporelle du majorant
ci-dessus.

Pour conclure, on note alors que les termes en €2 dans I’Ansatz raffiné (1.10) sont
bornés par ﬂj_—Q{sQ O

1.7 Au voisinage du temps de croisement

1.7.1 Forme de ’approximation

Lemme 1.6 Dans la région intérieure —t; < t < t;, si on pose

.t
witt0.0) e (5 [ By ) ¥ sttt

k=1,2
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avec

01(5 € F,fzrs
02( ,6) irs?
Gi(e)D 1§+02()1 WDy, . ,

-G ( )1+7\/_D W 1+02( ) ” (_(1+Z)\/7_"3) st d=¢

C, (5 8) zrés/s 02(5 E) zrés/s
d, €

si /e -0

P
o =
» “Cn
S0 o
NN
~—
|
w|g P VN

) si e = +00

{ Cl( ) —irds/e +02(5 6) irds/e

ot Ci(6,€) sont choisis en O(1) et si on note 9(t,d,e) la solution de (1.1) de condition
initiale 1(0,0,¢) = 17(0,4,¢), alors il existe une constante strictement positive C telle
que

C(tﬁ—;%—%) si 6/e =0
sup [p(t.0.0) —u(tbol <{  O(n+ %) sio=e (1:11)
te[—ti,t;] t2 182 .
C (6—% + %) si0/e — +oo.

De plus, avec

f1(s,6, 8) = eiiTSQ [C] (5, 8) +g (D] (5, 8) —’iTCQ((S, E) /s BiT02d0>:|

J —00

fg(s,é, 8) = 67§ |:CQ((5, E) +g (DQ((S, E) +’iTC] (5, 8) /s Birﬁzd0'>:|

J =00

sidje = 0 et
fi(s,6,€) + fa(s,d,e) =
V2e i [01(5, ) +
f2(3757 8) - fQ(Saéa E) -
\/7 zr K] 1 —2irls z'résSln( g )
Ca(0,¢e) + 6 Dy(d,¢) — 501(5,6)6 fs |1 —e- 5

[ Sln Tés
5 <D1(5 6) + 02(5 6) 2ir 8 <5 176717‘65 ((5 B )

si0/e = 400, ot Ck(0,¢) et Dy(0,¢e) sont choisis en O(1), on a (1.11) avec pour second
membre

c(ti+5 W) si 0)e =0

2 120 13
C(%+5+ 45

) si /e = +o0.
Remarque 1.6 Le temps ¢; est ici encore indépendant de § et €.

1.7.2 Preuve du domaine de validité du Lemme 1.6

On effectue un changement d’échelle de temps s = t/e. L’équation (1.1) devient alors

75%1& = H(es, d)1,

dans laquelle on injecte I’Ansatz

—
1
Pr(t,d,e) = exp <€_2 '/0 E(r

5)(17) > fk(g,é,a)zbk(tﬁ)-

k=12
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L’erreur commise (;(s,d,¢) = [76% — H(es, 0)] 4i(es, 8. €) vérifie alors

exp (;—2 /UES E(r, 5)d7> Cr(s,d,¢e) =
S (150 o e e8) .62 Hoes, )

0s
k=12

+7‘.62 Z fk(sa 5a 6) % (68, 6)
k=1,2 ’

ot Hy(t,d) est défini dans (1.5).
Le premier terme donne déja lieu & une erreur consistante, on va donc chercher a
le faire disparaitre au mieux par un choix judicieux des fj, i.e. résoudre de maniére

z'eg i) b(es, 0) (c +id)(es, 0) fi
ds \ fo ) \ (c—id)(es,d) —b(es, d) fo )
La premiére erreur commise en ne traitant pas le terme restant est alors en O(g?| f¢|).
Compte tenu des asymptotiques de b, ¢ et d, on est ramené a 1’équation

9
ie 5 ( ;; ) :r< 855 f; ) ( ;; ) (1.12)

La seconde erreur est alors en O ((e?s® + 62)|fx|).
On distingue alors trois situations

approchée

1. 6/e = 0 et on est ramené au systéme

(0= S (1) 119

qu’on résout en

<7‘s2
2

fQ(sa(Sa 6) = 02(5, 6)€l

ce qui conduit & une erreur supplémentaire en O(d|fx|) ; pour le premier ordre, on
cherche les fi sous la forme d’'une série asymptotique en g

fk(s,é,e) = f,?(s,é,e) + gf]i(sa(sag) +

ainsi les fJ vérifie (1.13) a 'ordre dominant et au premier ordre, on doit résoudre

O fEY_ (s O fi 0 1 f
%(fé)”(os)(fé)”(lO)(f]S)

autrement dit , ,
T8 T8
Ny N
s jrs = jra
S\ ey R

en s’arrétant a ce premier ordre, on trouve I’Ansatz de I’énoncé et 'erreur supplé-
. 2
mentaire est alors en O (%|f,§\) ;
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2. 0 = € et on est ramené de maniére exacte au systéme

i‘éi fl =r S 1 fl
0s \ f2 1 —s fo )’
qu’on résout exactement a l’aide des fonctions paraboliques cylindriques D, (z)

(cf. [WhittWatson27])

1—1
2

fi(s,0 =¢e,6) = (01 (e)Di% + Cy(e) \/?D%1> (—(1+1i)V/rs)

) (= +0)Vrs)

141
2

ﬁD7%7] + CQ(&)Di

v|3

fols,0 =e,e) = &a@)

3. /e = +oc et on est ramené au systéme
0 ([ fi f1 )
1— | = | , 1.14
s(n)=(55) (0 e
rds

fi(s:6,8) + fa(s,0,6) = V2Ci(d,e)e "=
rds

—f](S,(S,E)—l—fQ(S,(S,E) = \/iCQ(é,S)GiT

ol O
O ol

qu’on résout en

ce qui conduit & une erreur supplémentaire en O(e|s|.| fx|); pour le premier ordre,

on cherche les f;, sous la forme dune série asymptotique en 5

Jr(s,0,¢) :flg(s,é,a)+§f,3(3,575)+...

ainsi les f,g vérifient (1.14) a l'ordre dominant et au premier ordre, on doit résoudre

O (AN _ (02 ! (s 0 P
()= (3 5) ()20 %) ()

autrement dit

-rds -rds
0 €= (fi+1) O e (=)
— rés . | =1r—3 _itds 40 0 ;
Is \ e (—fl + f3) € e "= (fY + 13)
en s’arrétant & ce premier ordre, on trouve I’Ansatz de I’énoncé et I'erreur supplé-
mentaire est alors en O (5els|.|f}]) ;-

Dans tous les cas, on a |[fy] = O(Ck) a l'ordre dominant, on applique alors le
Lemme 1.3 en calculant explicitement l'intégrale temporelle du majorant.

Pour le premier ordre, on utilise simplement que |f}| = O(|Cy| +|Dy]|) si 6/ — 0 et
[l = O (IDg| +Cx|(1 +s])) si 6/ — +o0. O

1.8 Recollement des trois solutions

Abordons maintenant le dernier ingrédient qui va nous permettre de démontrer le
Théoréme 1.4. On va chercher a relier les Lemmes 1.5 et 1.6 pour savoir a quelle solution,
dans la région sortante, correspond le choix A (d,e) = 0, Az(d,e) = 1 dans la région
entrante.
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1.8.1 Lemme de recollement

Le lemme suivant permet de montrer que, si on dispose de deux solutions approchées
(dans la limite A — 0) de I’équation de Schrodinger (1.4) associées a deux conditions
initiales différentes en deux temps différents, valables pour des intervalles de temps qui
s'intersectent en au moins un point et si elles sont suffisamment proches I’'une de l'autre
en ce point, alors on peut altérer I'une des deux conditions initiales de facon & ce que nos
deux solutions approchées se recollent pour approcher la méme solution sur la réunion
des deux intervalles de temps ot elles sont définies (cf. Figure 1.4).

DCH
A

()

ay(h)

t,(h) tr(h) ta(h) r

Fic. 1.4 Recollement de deux solutions.

Lemme 1.7 Soit H(r,h) une famille d’opérateurs autoadjoints sur un espace de Hil-
bert séparable H de domaine fize (indépendant de r et h) D. On se donne trois temps
tg(h) < t.(h) < tq(h) et deuz conditions initiales ay(h) et ag(h) dans D. On considére
les solutions . (r, h) de l’équation de Schrodinger (1.4) de condition initiale «(h) en
t«(h) pour x = g, d et on suppose qu’on a

19 (tr (), B) — a(tr (), B)|| < p(h).

Alors il existe un vecteur S(h) dans D tel que, si thq(r, h) désigne la solution de (1.4)
de condition initiale aq(h) + B(h) en ta(h), on a
Yg(r, h) = q(r, h) pour tout r dans [ty(h),tq(h)] et

~ B < p(h).

Remarque 1.7 Le lemme reste valable si I’hamiltonien, les trois temps, les condition initiales,
le majorant u dépendent d’un paramétre supplémentaire § comme c’est le cas dans ce qui suit.

Preuve On a toujours l'existence d’un propagateur unitaire U(r,ro,h). Ainsi les
solutions gauche et droites sont données par

Pg(r,h) = U(r,ty(h),h)oy(h)
Ya(r, h) U(r,ta(h), h)ca(h)
'Z:Zd('ra h) 1/1d(7“= h) + U(Ta td(h)a h)ﬂ(h)

11 suffit alors de prendre S(h) = U(t4(h),t,(R), h)[1)g(tr(R), h) —a(t,(R), k)] qui convient

grace au caractére unitaire du propagateur. O
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1.8.2 Asymptotique des vecteurs propres dans deux régimes asymp-
totiques

Suivant le régime dans lequel on se place (|t|/d — 0,400) on dispose de deux asymp-
totiques bien distinctes qui nous servirons suivant que le paramétre J tend vers 0 plus
vite ou moins vite que le paramétre adiabatique «.

Premier régime : [t|/d — +o0

C’est le régime qu’on utilisera quand §/e — 0 : on s’approche “adiabatiquement” de la
zone de transition éventuelle moins vite que le “gap” ne se comble ainsi, heuristiquement,

quand on arrive dans la zone de transition, le “gap” est nul et la transition est totale.

Lemme 1.8 Quand § et t tendent vers 0, on a, pour t <0,

et pour t > 0,

568 - va(t.9) = 0 (10 +]3]).
uniformément en |0/t < M.
Preuve On a

p(t,0)2 — r2t2| 1262 4+ C, (12 + 62)3/2
p(t,0) +rlt] r|t]

p(t,6) — 7] =

b(t,d) — sgn(t)p(t,d)

|B(t,0) —sgu(t)| =

p(t,d)
_ bt 8) =t + p(t,6) —rlt|]
h 1
< o TOBH(E +0%) + 1202 + C, (1 + %)/

,erQ
soit finalement

52
B(t,0) =sgn(t) + O <|f| + t_2> .

Par ailleurs

A, 0)| =

c(t,d) +4d(t, 9) ‘ L0+ (Cet Ca)(#? + §?)
p(t,0) 5lt|

soit finalement
t

A(t,0) =0 <|t| + 6‘)

ce qui permet de conclure. [l
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Deuxiéme régime : |t|/§ — 0

C’est le régime qu’on utilisera quand § /e — 400 : on s’approche “adiabatiquement” de
la zone de transition éventuelle plus vite que le “gap” ne se comble ainsi, heuristiquement,
quand le “gap” devient nul, on est déja trop avancé dans la zone de transition pour que
la transition ait lieu.

Lemme 1.9 Quand § et t tendent vers 0, on a, pour t <0,

By (t,5) - ?(qm (t, 6) +¢2(t,5))‘ —0 (5+ %)
B5(1,0) 21 (40) +4(0,9) ‘ —o(s+]3)).

et pour t > 0,

o (t,0) — 72(1/;1 (t,0) + 92(t,0))

7 \

#5(4.0) 20 (00) +(0,9) ‘ —o(s+]3)).

uniformément en |t/0] < M.
Preuve On a

p(t,0)? — r26?| < 22 + C,(t% + 62)3/2

lots,8) = ré] = p(t,0) +ré o
A(t,5) — 1] = c(t, 8) + id(t,8) — p(t,d)
’ p(t,d)
o let8) +id(t.6) — rd] + |p(t. 8) — rd]
o (Ce + Ca)rd(” + 8%) + 17t + C)(* + 6%)/2
< ’)"2(52
soit finalement
t2
A(t,0) =1+O<6+6_2>,
Par ailleurs,
‘B(t 5)| _ b(t,é) < r\t\+0b(t2+52)
’ p(t,0) I

soit finalement
B(t,6) = O <5+ ‘gD

ce qui permet de conclure. [l
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1.8.3 Le presque croisement étroit (0/c — 0) : régime |t|/J — +oc.

On a

t 2 2
/ p(r,8)dr = r [% 124 62 + % In (t +VE 52) - %ma} + Ot + |¢]62)
0

2 52

— sen(t)r (= + 21
qgn()r<2+2n

t
S) + O([t]? + 6%).

D’oti, en combinant avec les Lemmes 1.8 et 1.5, pour ¢ < 0
.t
Yp(t,d,c) = exp <L2/ Egl(r, 5)(17) D (1, 6)
€= Jo

. t 2
~exp (;—2/0 B(r, 5)d7> exp <7%> exp(iwy (£, 8))91 (1, )
X [14O(ey(t,0,€) +ea(t, ) +er(t,d,¢))]

ou
2

£
3 8}7)(1&,5,8) = t_2

J

sont les erreurs commises sur, respectivement, la phase, le vecteur propre ®4(t,9) et la
solution approchée globale. De méme, par le Lemme 1.6, on a

52 ‘t‘ R

)
€¢(t,5a€):€—21n =t 8¢(t75)_t+‘¥

Yr(t,0,€) = exp (—;—2/0 E(r,a)dT)
X Z Ck (0, ) exp <(1)k¢%> i (t,8) [1 + O(es(t, 0, ¢€))]

k=12
N t3 t|s ) . . .
ou er(t,d,e) = ‘E—L + ‘E—L est I’erreur commise sur la solution approchée globale. 11 est
possible de recoller les deux solutions qui précédent a

O (eg(t,0,e) +ea(t,6) +er(t,d,e) +er(t, d,¢)) (1.15)
prés a condition de choisir
Ci(6e) = —en(1(32)0)
Cy(d,e) = 0.
De maniére analogue, on a, pour ¢ > 0

. t
wstie) = 3 a5 [ Feraar) e

C=AB

= exp <5_2 '/0 E(r, 5)(17) [1+O(eg(t,o,e) + ea(t,d) +er(t, d,€))]

X Z Af(d,e)exp ((—1)’“2%) exp(iwg (£, 6))1k(t,6).

(C.,k)=(A,1),(B,2)

Il est possible de recoller les deux derniéres solutions avec toujours l'erreur (1.15) a
condition de choisir

At (se) = _pilwp (—tr(8,),8) —w} (tr(8,6),0)]

Af(s,e) = 0.
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L’erreur commise est alors en o(1) si on peut choisir ¢ = ¢, (4, ) tendant vers 0 avec

2
e <t < 23, %

qui est bien une zone non vide.
Pour le recollement au premier ordre, on choisit

Ci(d,e) = —est(0).9)
Cy(d,e) = 0
Dy(d,e) = 0
Dy(d,e) = 0,

et

Ajl((s’ 6) _ 7612[4/.)[;(7tr(5,5),5)74‘)1(“((5,5),5)} /1 - ‘Ag (5’ 8)‘2

Af(e) = 7§W6i%ei[u}g(ftr(6,6),6)7w§(tr(6,5),6)].

L’erreur commise est alors en o (g) si on peut choisir t = t,(d, ) tendant vers 0 avec

3/2 2

£

™ | >

e <t < (8e)/3 =,

qui est bien une zone non vide si on dispose de la condition technique supplémentaire
5/e"5 = +oo.

1.8.4 Le presque croisement critique (§ = ¢) : régime |t|/c¢ — +oc.

On compléte ici les calculs effectués par Hagedorn dans [Hagedorn91| pour le cas réel
symétrique. On a

2 82

'/Otp(T, e)dr = sgn(t)r [— +—1In

t +82(1+21 9| +0 E4+\t\3+\t\ 2
2 T MZ T n 2 )

D’oi, en combinant avec les Lemmes 1.9 et 1.5, pour ¢t < 0

Yr(t,e) = exp (—;—2 '/Ot Eg(T, 5)dr> Di(t,e)

= —exp <8—2 '/0 E(r, €)dT> [1+O(ey(t,e) +ea(t.e) +er(te))]

12 t
X exp (—z;? - zg In |- 2(1 +2In 2)) exp(iwg (t,0))11(, €)
ou
2 3 2
€ t € €
6¢(t,8)—t+f—2+|6—|2, %(t,e)z\ﬂ—l—‘? . egp(te) =

!Cette notation signifie que e/t,(6,¢), t.(0,€)/e*® et t,(8,£)6/e> tendent vers 0 quand e et §/e
tendent vers 0.
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sont les erreurs commises sur, respectivement, la phase, le vecteur propre ® (%, ) et la
solution approchée globale. De méme, par le Lemme 1.6 et un développement asympto-
tique des fonctions paraboliques cylindriques, on a, pour t < 0,

Vit e) = exp (iQ /tE(T, s)d7> [+ O(es(t,e) + ep(t2)]
X exp (—z—) 3" Cile) exp ( 1)k (Zln(Zr) - %T +5n

k=1,2

)

3
ou er(t,e) = |t| + ‘Z—L correspond a ’erreur commise sur la solution approchée globale et
ep(t,e) = ‘%‘ a celle commise sur "'asymptotique des fonctions paraboliques cylindriques.
Il est possible de recoller les deux solutions qui précédent a

Oleg(t,e) +ea(t,e) +en(t,e) +er(t,e) +ep(t,e)) (1.16)
prés & condition de choisir
Cile) = o5 e 5 (1710 §) giwy (—tr(e).e)
Cy(e) = 0.

De maniére analogue, on a, pour ¢ > 0
C et
Pr(t,e) = exp <—/ E(r, 6)dT> [1+ O(es(t,e) + ep(t,e))]
0

< Ci (e Z)\kexp< 1)k (z—ln(?r)—i—z—ln E+z£>)¢k(t )

k=12

ou

3rr

)\1267

o

M:u

)\2 = —67: &
1414

%)

et

Ps(t,e) = Z Af(d,e)exp (_;_'2'/; Ee(r, a)dT) D, (t,e)

C=A,B
"
= exp (—;—2 / E(r, a)dT) 1+ O(eg(t,e) +ealt,e) +er(te))]
J0O
x> AF(Ge)exp |(-1)Fi AN I + D14 2mm2) ) | e By, (2, ¢)
c\% 22 2 |e| "4 RAT S/
(C,k)=(A,1),(B,2)

Il est possible de recoller les deux derniéres solutions avec toujours lerreur (1.16) a
condition de choisir

Ajt((s’ ) = e~ & eilwp (—tr(e).e)—wji(tr(e)))
A§(5,6) — el VTT —i5(1-1n §) yilwg (—tr(e) ) —wf (tr(e).€))

7.6

r (1 + z%)

L’erreur commise est alors en o(1) si on peut choisir ¢t = ¢, (¢) tendant vers 0 avec
et <3

qui est bien une zone non vide. Plus précisément, Perreur est en O(e'/4) si on choisit
te(e) = 3/4.
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1.8.5 Le presque croisement large (§/¢ — +00) : régime |t|/6 — 0.

On a
t t4
0)dt =rtd .
'/0 p(r,0)dr = +O<52>

D’ot, en combinant avec les Lemmes 1.9 et 1.5, pour ¢ < 0
St
br(t,d,e) = exp (-%/ Eg(r, 5)d7) D (t,6)
e Jo

— exp <_i2 /'E(T, 6)d7> [14 O(ey(t, 6,2) + ea(t,0) + en(t,6,))]

to V2
X exp <z7;—2> exp(iwg (£,0)) == [ P1(t,6) + 1ha(t, )]
ou
k4 t g2
e¢(t,5,8) :@7 e‘b(ta(s) =0+ g > eE(t,(ﬁ,a) :5_2

sont les erreurs commises sur, respectivement, la phase, le vecteur propre ® (%, ) et la
solution approchée globale. De méme, par le Lemme 1.6, on a

Wit 6,¢) = exp (—;—2 /tE(T, 5)d7) 1+ O(er(es,6,¢))]

2

(wl(f 5) +ha(t,0)) + Ca(0, €)™ L2 (“gpy (£, 8) + a1, 0))

N 2 t]62 - - .
ou ef(t,d,e) = ;—2 + % est I’erreur commise sur la solution approchée globale. 11 est

possible de recoller les deux solutions qui précédent a
Oleg(t,0,€) + ea(t,0) +ep(t,0,e) +er(t,o,€)) (1.17)
prés a condition de choisir
Ci(d,e) = 0
Cy(d,e) = en(Tr(0)0),
De maniére analogue, on a, pour ¢ > 0

ps(t,de) = Y A+(569xp< /ECTMT> o (t,0)

C=A,B

= exp (;—2 '/0 E(r, 5)d7> 1+ O(eg(t,o,e) + ea(t,d) +er(t, d,€))]

< 3 NG el Vi i ) V2 (=1 1441 (2, 0) + (£, 0) ).
(C.k)=(A,1),(B,2) 2
Il est possible de recoller les deux derniéres solutions avec toujours l'erreur (1.17) a
condition de choisir

AY(6,e) = 0
Ag((s’ 8) — ei[wg (7tT(615)16)7w§ (tT (676)76)} .

L’erreur commise est alors en o(1) si on peut choisir ¢t = ¢,(d,¢) tendant vers 0 avec

2

< 6, 5_2
Cette notation signifie que t,(8,€)/e et t,(5,£)6%/e* tendent vers 0 quand d et £/ tendent vers 0.
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qui est bien une zone non vide.
Pour le recollement au premier ordre, on choisit

Ci(0,e) = 0
Cy(d,e) = e«n(-t(05)9)
Dy(0,e) = 0
Dy(0,e) = 0,

et les Ag’ sont inchanggés (il n’y a pas de terme correctif supplémentaire puisque d’apres les
formules du Lemme 1.6 ceux-ci sont d’ordre O (%) qui est négligeable). L’erreur commise
est alors en o (%) si on peut choisir ¢ = ¢,(d,¢) tendant vers 0 avec

. £3 g3/2

f K £, (s?, T
qui est bien une zone non vide et si on dispose de la condition supplémentaire 6/51/2 =0
(cette condition provient du terme en 0 dans eq (¢, 0) et donc de la méconnaissance de la
matrice au second ordre). On notera d’ailleurs que dans ce cadre purement adiabatique,
on peut choisir le temps de recollement aussi proche de 0 que ’on veut ce qui ne sera
pas le cas dans le cadre Born-Oppenheimer compte tenu de la largeur caractéristique des
paquets d’onde gaussien (cf. Section 4.9.4). O
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Chapitre 2

Autoadjonction et localisation du
spectre essentiel

Introduction

Ce second chapitre est consacré & une étude un peu théorique d’opérateurs typiques
de 'approximation de Born-Oppenheimer

hQ
Hh - _?Aaz + h(x)

ou h(z) est une famille d’opérateurs autoadjoints (éventuellement non bornés) de do-
maine fixe D (dans un espace de Hilbert séparable H) suffisamment régulier en z dans
Q ouvert de R?.

Il est classique que si ‘H est de dimension 1 et
si h(z) est localement intégrable et uniformément bornée inférieurement, alors Hp,
est essentiellement autoadjoint sur C°(R?%; H),

— si de plus h(z) admet des limites inférieures c4 respectivement en £oo, alors le
spectre essentiel de Hy est [mincy, +oc],

— si h(z) est suffisamment réguliére, on dispose d’asymptotiques de type Weyl don-
nant la répartition des valeurs propres (en dessous du spectre essentiel éventuel
mentionné ci-dessus) dans la limite A tendant vers 0 (cf. [Dozias97|, [Helffer97],
[DimassiSj6s99], ...).

Le but de ce chapitre sera d’étendre ces résultats au cas ou H est de dimension plus
grande voire infinie comme cela a pu étre fait dans un cadre pseudo-différentiel avec
symbole opératoriel dans |Balazard85|. Aprés une section de rappel sur les fonctions
a valeurs dans un espace de Banach, les deux sections suivantes traitent la question de
I’essentielle autoadjonction sur certains domaines ou au moins de I'existence d’extensions
autoadjointes, la quatriéme s’intéresse au probléme de la localisation du spectre essentiel.

Dans tout ce chapitre, on se fixe  un ouvert connexe de R? et 4 un espace de Hilbert
séparable.

2.1 Rappel sur les fonctions a valeurs dans un espace de
Banach

On consacre cette section & rappeler, sans preuve, des résultats sur les fonctions de {2
a valeurs dans F un espace de Banach. On renvoie a [Mikusinski78|, [Yosida78] V. §4
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et [Droniou01] pour plus de détails sur 'intégration de fonctions a valeurs vectorielles
décrite dans la Section 2.1.3.

2.1.1 Fonctions par morceaux, gradient et laplacien p.p.

Définition 2.1 Soit f une fonction de R dans C.
On dit que f est continue par morceaux s’il existe une subdivision de R

—o=ag<ay < < ay < apy; =—+00 (2.1)

telle que f est continue sur chacun des intervalles ouverts laj,aji1] pour 0 < j < n et
que f admet des limites finies a gauche et a droite en a; pour 1 < j < n.

De maniére plus générale, on dit que f est C¥ par morceaux s’il existe une subdivision
(2.1) de R telle que f est C* sur chacun des intervalles ouverts Ja;,aj 1] pour 0 < j < n
et que les dérivées de f jusqu’a lordre k admettent des limites finies a gauche et a droite
en aj pour 1 < j < m. Dans cette situation, on note f’ la fonction de R dans C qui vaut
la dérivée de f auz points ou la fonction est dérivable et 0 (par exemple) ailleurs.

Définition 2.2 Soit f une fonction de R dans C. On suppose que f est deuz fois
dérivables partout sauf en un nombre fini de points.

Dans cette situation, on note @Tf la fonction de RY dans C qui vaut le gradient de
f auz points ot la fonction est dérivable et 0 ailleurs. De méme, on note Ay f la fonction
de R? dans C qui vaut le laplacien de f aux points ot celui-ci existe et O ailleurs.

2.1.2 Dérivation

Définition 2.3 Soit f une fonction de Q dans Uespace L(E) des endomorphismes conti-
nues de F et soit k € N. On dit que f est
(normiquement) C* si f est C* pour la norme d’endomorphisme de L(E),
— fortement C* si pour tout ¢ dans E, z — f(z)(y) est C* pour la norme de E,
~ faiblement C* si pour tout | dans le dual E' de E et pour tout ¢ dans E, la fonction
z = 1(f(z)(p)) est C* a valeurs complezes.

Remarque 2.1 Le théoréme de Banach-Steinhaus implique que si f est fortement C**! alors
f est normiquement C*.

2.1.3 Intégrale de Bochner et convolution

Apreés avoir rappelé la définition de l'intégrale de Bochner, on énonce (sans preuve)
des généralisations de théorémes usuels dans le cadre de l'intégration.

Définition 2.4 Soit ¢ une fonction de ) dans E. On dit que ¢ est

faiblement mesurable si pour tout ! dans le dual E' de E, © — I((p(’l‘)) est mesurable
a valeurs complexes,
fortement mesurable s’il existe une suite (py) de fonctions simples a valeurs dans E
(pn = Z;ﬂ:"l @jnlp;, avec chaque Bj, C € mesurable et de mesure fini) qui
converge vers @ p.p.

— Bochner intégrable s’il existe une suite (@) de fonctions simples a valeurs dans E
qui converge vers @ p.p. et telle que

n—-+oo

tim [ lleule) = o(o)ldz = .
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On peut alors donner un sens a l'intégrale

/Q o(z)dx

comme une limite d’intégrale de fonctions simples pour lesquelles la définition est
celle usuelle.

Remarques 2.2
1. Un théoréme di & Pettis montre que si F est séparable, les notions de faible et forte
mesurabilité sont équivalentes.
2. Un autre théoréme dii & Bochner montre qu’une fonction ¢ fortement mesurable est Boch-
ner intégrable ssi [, |l¢(x)||dz < +o0.
3. On peut définir, pour p € [1,4+o0[, 'espace LP(Q; E) des classes de fonctions mesurables ¢
(modulo p.p.) telles que [, [|¢(x)]|Pdz < +oc. Ce sont des espaces de Banach.

4. Soit D un sous-espace vectoriel de E. Pour p € [1,+00[, on note LP(§2; D) le sous-espace
vectoriel de LP(Q); E) constitué des fonctions ¢ telles que ¢(z) € D p.p.

Théoréme 2.1 (convergence dominée) Soit p € [1,4o0c[ et soit (fn) une suite de
fonctions mesurables de Q dans E. On suppose que
(fn) converge p.p. vers une fonction f,
— il existe une fonction g € LP(Q; E) telle que pour tout n € N, ||fn|l < g p.p.
Alors f € LP(Q; E) et

i |fu = fllzs = 0.

En particulier, dans le cas p =1,

lim '/an(:v)d:v—'/ﬂf(x)dx.

n—40o

Théoréme 2.2 (Bochner) Soit f € L] (RY; E) et soit K un compact de RY. Alors, il

loc
existe un ensemble mesurable Z C R? de mesure nulle tel que

voe R~ 2, fim [ f(+hy) - f@)dy =0
h—)U' K

Théoréme 2.3 Soient p € L'(R%; C) et u € L?(R*; F).
L’intégrale

(i) = [ oo~ uulu)dy (2.2

existe p.p. et (p*u) € L*(RY E) avec ||p * ullr2ra,pmy < ollnr ey -lullr2ra;m),
i.e. Uopérateur Kyu = p * u est borné sur L?>(R%; E) avec ||K,|| < ol L1 (rascy - De
plus, si E =M est un espace de Hilbert, K = K; ot p(z) := p(—xz) (ainsi sip est
paire, K, est autoadjoint).

Si de plus p (respectivement u) est C°

>, alors pxu est C* et pour tout multi-indice

de dérivation l

O (p*u) = (8p) xu (respectivement px (0'u)).

Théoréme 2.4 Soient p,q,r € [1,400[ tels que
1 1 1
4+ =14+
p q r

et soient p € LP(R*; C) etu € LY(RY; E) alors (pxu) défini par la formule (2.2) existe p.p.
et (p*u) € L"(RY E).
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Théoréme 2.5 Soit p € [1,+00[ et soit D un sous-espace vectoriel dense de E. Alors,
CX (S E) N LP(S2;D) est dense dans LP () E).

Théoréme 2.6 Soit u € LP(R?; E) avec p € [1,4+00|, on pose, pour x,h € R?,
(7"u)(z) = u(z + h).

Alors limy,_q ||[7"u — ul|rr = 0.

2.2 Extensions autoadjointes d’opérateurs de Schrodinger

On se donne (V(z)) une famille d’opérateurs (bornés ou pas) sur H paramétrée par
z dans (Q telle que

(Vol) pour tout x dans Q, V(x) est autoadjoint de domaine D indépendant de x,

(Vo2) x — V(x) est fortement continue au sens de la résolvante i.e. pour tout ¢ dans H,
= (V(z) +1) ' est continue,

(Vo3) = +— V(z) est uniformément bornée inférieurement i.e.

ICeR, VzeR, VoeH, (V()p,p) =-Clo|

Dans l'espace de Hilbert H = L?(;H), on consideére alors I'opérateur

h?
Hy = =8 + V() (2.3)

défini de maniére naturelle sur le domaine
D =C*(Q;H)NL*(Q;D) (2.4)

des fonctions a valeurs dans D, a support compact et de classe C?.

En procédant ainsi, on dispose d’un opérateur linéaire, de domaine dense dans H
(cf. Théoréme 2.5), symétrique et borné inférieurement sur son domaine. Le théoréme de
I'extension de Friedrichs (cf. [Kato76] VI §2 Section 3 ou |[ReedSimonlII75] Section X.3)
stipule alors que (Hp, D) admet au moins une extension autoadjointe. Toutefois, il est
bien évident (au moins dans le cas oi Q n'est pas R? tout entier et donc posséde un
bord) qu’il peut en exister plus qu'une seule. La section suivante permettra de montrer
que Hp, est essentiellement autoadjoint si Q = R? et si V() posséde certaines propriétés.

Au Chapitre 4, nous travaillerons avec une extension autoadjointe quelconque de Hp
que nous continuerons a noter Hj par souci de simplicité.

2.3 Essentielle autoadjonction

On se place dans la situation de la section précédente avec les hypothéses (Vol)-
(Vg3). Le but est alors de montrer que, si = R? et si V(z) est borné pour tout z et
suffisamment régulier en x, Hy est essentiellement autoadjoint sur D (cf. Théorémes 2.9
et 2.12).

On se donne 7 € C*®(R; [0, 1]) telle que n(¢) = 1 pour ¢ < 3 et n(t)

)

=0 pourt>1.
On introduit alors la fonction de troncature n,(z) = n(||z|| — r) pour r > 0.
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Fic. 2.1 Fonction de troncature 7.

UG

T3

F1G. 2.2 — Fonction de troncature radiale ;.

2.3.1 Le cas unidimensionnel (d = 1)
Propriétés régularisantes de la convolution

On énonce ici des résultats dans un cadre assez général dans la mesure ot cela n’ajoute
pas de difficulté supplémentaire (ce qui ne sera pas le cas dans le cas multidimensionnel)

méme §'ils seront utilisés uniquement avec p(z) = Bﬂn(m) et ses dérivées.

Proposition 2.7 Soient p € L'(R;C) a support compact et u € L?(R;H)
1. si p est continue par morceauz, alors (p*u) € CO(R;H) ;

2. si p est continue C' par morceaus, alors (p+u) € C'(R;H) et

(pu)(z) = (o *u)(z),

en particulier, si p € C°(R;R), alors p * u est C™;

3. si p est C' par morceauz et u € CO(R;H), alors (p*u) € C'(R;H) et

(pxu) () = (0 *u)(z) + > splwms)u(z — z,) (2.5)

o la somme porte sur les points de discontinuité de p et o s,(xs) est la “hauteur”

du saut de discontinuité au point s 4 savoir

sp(zs) = lim p(z) — lim p(x).

Preuve On note [a, b] un intervalle compact de R contenant le support de p.
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1. Soient g € Ret h € R, on a

[0 ) = o= u] )| = || o= (7" = )] (w0 | < ol s =

qui tend vers 0 quand h tend vers 0 d’aprés le Théoréme 2.6.
2. Soient zg € Ret h # 0, on a

Th *U) —pxullr 3
o sl (s

/ 0L (oo — )iy
_ /R/O] § (2 + thyu(zy — 2)dtde.

D’aprés le Théoreme 2.1, cette quantité converge vers (p' % u)(zg) quand h tend
vers 0 (convergence simple p.p. de l'intégrande vers p;’(z)u(:vo — z) avec domination
par || 0| o ||u(zo — 2)|| qui est intégrable puisque u est L?). On conclut alors a Iaide
du premier point appliqué a ,5’ en lieu et place de p.

3. D’apres le point précédent, il suffit de traiter le cas des fonctions affines par mor-
ceaux, et & cause de la linéarité, il suffit de le montrer pour

p(z) = (az + B)1}44(z).

Soient zg € Ret h > 0, on a

[~ (p ) = p + u] (20)
h

= Iy(zo,h) + Io(zo, h) + Iq(xo, h)

avec

b—h
Iy(zg,h) = a/ u(zoy — 2)dz

a

P (2)1 g p—n)(2)u(mo — 2)dz

I
 —

Iy(zg,h) = % /ah [a(z + h) + Blu(zy — 2)dz
h
= % /0 (sp(a) — aw)u(zy — a + w)dw + Ol/R].[ah’a](Z)u({E[] — 2)dz
b
Ij(zo,h) = —% /bh (az + Bu(zg — 2)dz

h
= % / (sp(b) + aw)u(zo — b+ w)dw.
Jo
D’apres le Théoréme 2.1, quand h tend vers 0, Iy(zg,h) et la derniére intégrale
de I4(zg,h) convergent respectivement vers (p' * u)(zo) et 0. D’apres le cas facile
du Théoréme 2.2 (u est continue), quand h tend vers 0, Iy(zg,h) et la premiére
intégrale de I4(zo, h) convergent respectivement vers s,(b)u(zo—b) et s,(a)u(zo—a)
(on notera que si u est seulement L2, on a seulement convergence p.p.). Le cas h < 0
se traite de maniére tout a fait analogue. Enfin, on conclut en appliquant le premier
point a ,5’ et en utilisant que u est continue pour obtenir que le second membre
de (2.5) est continu.
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Corollaire 2.8 Soit p(z) = @n(m)

1. Soit u € C°(R;H), alors (p*u) € CO(R;H) et

(p*u)"(z) = u(@) + (0" * u)(2)

ot on a posé

1
7(z) = Sein () + ' (1)
2. Soit u € L*>(R;H), alors (p*u) € CL(R;H).
3. Soit u € CO(R;H), alors (p*u) € C*(R;H).

Remarque 2.3 Comme on le verra dans le cas multidimensionnel (cf. Proposition 2.11), la pro-

riété fondamentale de la fonction m est d’avoir pour dérivée seconde au sens des distributions
2

la fonction delta en 0 (autrement dit, il s’agit de la fonction de Green associée au laplacien
sur R : elle est harmonique partout sauf en 0 et sa dérivée admet une discontinuité de hauteur 1
en ce point). Toutefois dans le cadre unidimensionnel beaucoup de fonctions C*> par morceaux
pourraient convenir pour ce qui va suivre.

Construction d’opérateurs essentiellement autoadjoints

Théoréme 2.9 Soit V(z) une famille d’opérateurs bornés symétriques sur H
(V1) fortement continue en x € R i.e. pour tout ¢ € H, x — V()@ est continue,

(V2) localement bornée i.e.
VeeR 3h>0, 3IC(z,h), Vyelz—haz+h], |V(y|<C(z,h),
(V3) globalement uniformément bornée inférieurement i.e.
JCeR, VreR VoeH, (V(z)p ) =>-Clel>

Dans L2(R;H), l'opérateur
R? d?
2 da?

défini sur le domaine dense D(Hp) = C2(R;H) est essentiellement autoadjoint.

Hy = +V(T)

Remarques 2.4
1. Dans le cas scalaire (H de dimension 1), il existe essentiellement deux méthodes pour
prouver ce résultat :

— la premiére repose sur 'inégalité de Kato (cf. [ReedSimonII75] Théorémes X.27 et X.28)
pour les distributions et donc sur une notion de distribution positive, I’hypothése (V1)
pouvant méme étre affaiblie en V localement intégrable et I’hypothése (V2) supprimée;
la seconde utilise un procédé de régularisation par convolution (cf. [Kato76] V. §3. 6.
et IIL. §5. Exemple 5.32).

C’est cette derniére que nous avons choisi de généraliser ici car elle permet d’obtenir

relativement facilement des résultats méme dans le cas ot V() est un opérateur borné sur

un espace de dimension infinie sans faire appel aux distributions. Toutefois, la premiére
méthode permet d’obtenir le résultat dans le cas ou V(z) est seulement matriciel (de
dimension finie) sans d’ailleurs avoir recours a la notion d’intégrale de Bochner.
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2. Le domaine choisi pour I'opérateur peut vraisemblablement étre réduit a C2°(R; ), toute-
fois il faut alors s’assurer que C2(R; H) est bien dans le domaine de la cloture (autoadjointe)
de notre opérateur car pour utiliser le Lemme 1.3 il faut savoir a priori que la fonction test
que ’on propose est dans le domaine de 'opérateur (on pense en particulier aux vecteurs
propres électroniques dans le cas de 'approximation de Born-Oppenheimer qui ne seront
pas nécessairement C).

Preuve D’aprés le Théoréeme X.26 de [ReedSimonlI75], il suffit de prouver que
Ker(H; +C+1) = 0.

On pose p(z) = i)
Soit 9 € Ker(H} + C + 1), pour tout u € D(Hp), on a
hQ
77(10,11,'” + (¢, (V+C+1)u) =0. (2.6)

Fixons [a,b] un intervalle compact de R et soit w € C°(R; H) tel que le support de
w est inclus dans Ja, b[. On pose alors u = K,w. D’aprés le Corollaire 2.8, on a

u =w+ Kp~,,w

(@) = glala’(f2)) + 1/ (1)) € C2°(B: ).

,O~"
Ainsi, (2.6) donne, si r > 0 est tel que r > max(b+ 1,1 — a),

K2 K2
0 = f?@,b,w) — 7(¢,Kp~,,w) + (¢, (V+C+1)K,w)
K2 K2
= _E<1/}aw> - ?(Kp7l¢7w> + <¢7(V+C+1)anpw>
h2 2
= 77@,0,11)) — 7(Kp~,,1b,w) + (K, [(V + C + )], w),

I'introduction de la fonction de troncature 7, étant possible dans la deuxiéme égalité
puisque le support de K w est inclus dans [a — 1,0+ 1].
Autrement dit

(1, w) = (pr'H@b + 277‘72Kp[77r(v +C + )¢, w)
pour tout w € C®(Ja,b; H). Or C°(Ja,b[; H) est dense dans L?(]a, b[; H), donc on a

h(@) = —(K;9)(2) + 20 K,[n:(V + C + 1)9](2) p.p. sur [a,b]

D’apres le Théoreme 2.3, Kp~,,1b est C* puisque p~” est C2° et, d’aprés le Corollaire 2.8,
K,ne(V + C+ 1)¢] est C' puisque n,(V + C + 1)1 est L2 Ainsi 9 est C' sur Ja, b.

En réinjectant cette information et d’aprés le Corollaire 2.8, on obtient donc que
K,ne(V + C + 1)3] est C? puisque n,(V + C + 1)1 est désormais C? (on utilise ici les
hypothéses (V1) et (V2)). Finalement ¢ est C2 sur ]a,b[. Comme ceci est vrai quel que
soit l'intervalle compact [a, b] dans R, 9 est donc C? sur R tout entier.

En particulier 7,1 appartient & D(Hjy) et, grace a 'hypothese (V3),

/ (@) [2de < |2 < (Hn+ C + 1)), 1y ) = Ay € R
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Or on a
ES h2 n 2 1 ! 2 1 n ! !
(Hh+ C+ 1)(7]7‘1:0) = nT(Hh +C + 1)1:0 - 3”#/1 —h an/’ =—h 577r¢ +7]r1/}
d’ou

A= =12 [ St @ )P + ot e o) (a), ()| d

Par une intégration par parties, on a
/ni’(m)nr(m)llw(ﬂr)ﬂQdﬂ? = —[lmll* ~ /n}(ﬂr)m(ﬂr) (W' (@), % (=) + (¥ (=),9 ()] d=
JR JR
si bien que
A= (1wl + [ tant) (o). 0/ (0) = 8 o), e

comme la quantité A, est réelle et que (¢(x),9'(z)) — (¢'(z), ¥ (x)) est imaginaire pure,
I'intégrale correspondante est nulle et on a

' 2 h’ o _ I 2 2
/ /
[ 1) Pds < A = Tl < Gl [ oo s
—r |z|>r
d’o11, en faisant tendre r vers l'infini, ¢ = 0 ce qui conclut. O

2.3.2 Le cas multidimensionnel (d > 2)
Propriétés régularisantes de la fonction de Green

Définition 2.5 On introduit la fonction de Green “radiale” associée au laplacien dans
R? tout entier définie par

Linr sid=2

:r €0, {2 :
po : 7 €]0, +oo] {W sid>3

ou Vy désigne la surface d’une sphére de rayon 1 dans R%.
On pose alors, pour z € RY — {0},

p(x) = n(llz[)po(llz])-

Lemme 2.10 On dispose des résultats suivants
1. sip € [1,+00] est tel que (d —2)p < d, p € LP(R%; R),
2. Vup € L'(RY:RY),
3. Ayp € C°(R%R) et méme Agp(z) =0 si ||z]| < z.

Preuve On passe en coordonnées sphériques.

1. Comme p ne dépend que de la coordonnée radiale, on a, si d = 2,

+o00 1
/ p(z)Pdx = / n(r)?|po(r)[P2rrdr < 27r1”/ (—Ilnr)Prdr < 400
R2 0 0

et,sid >3,

1 1
— — 1— . _
[ ot@Pds < [yt Wade = @ 2y ov) e [t g

qui est fini si et seulement sid — 1 — p(d —2) > —1.
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2. On a Vyp(e) = 2|7/ (1)po(r) +n(r)eh(r)|, don

- ]Vdr

/TR |V,p(a)llds = '/Om,/( oo (r) 4 () ()|

N

! 1
[ W cloniar+ [yl Vaar

ot la deuxiéme intégrande est effectivement intégrable en 0 puisqu’elle se prolonge
par continuité de valeur 1.

3. p est clairement C* partout sauf en 0 donc Amp est C*° partout sauf peut-étre
en 0 et comme p(z) = 0 dés que [|z]| > 1, on a aussi Azp(x) = 0 en ces points
d’otu le support compact. Reste a voir ce qui se passe au voisinage de 0, soit donc
z € RT — {0} tel que ||z| < 3, au voisinage dun tel point on a p(y) = po(||y||) d’'ott

Agp(z) = po(llzll) + dH Hlpo(llwﬂ)

O

A cause de la singularité spécifique en 0 de pg, on ne peut pas énoncer de résultats
aussi généraux que dans le cas unidimensionnel, toutefois on dispose quand méme de la
proposition suivante.

Proposition 2.11 Soit u € L2(R%;H) et soit p € [1,4+00[ tel que (d — 2)p < d. Alors
1. sid<3ousid>4etsideplus u € LI(RY; H) avec %—i—% =1, pxu e CO(RY:; H),

2. siu€CORYH), pxuc CHRYH) et Vi(pxu) = (@w,o) * U

3. siu€CLRY;H), pru € C2(RY;H) et Ay(pru) = (Vw,o) *(Vyu) =u+ (Amp) XU

Remarque 2.5 La notation (Vzp) * (Vyu) est & comprendre au sens de P’égalité (2.7).

Preuve

1. Soient zg € R? et h € R%, on a, d’aprés l'inégalité de Holder,

H [ (p*xu)—p=* u} xg H = H [p s (thu — u)} (TO)H < lpllp- I u — ull,
or 7"u — u tend vers 0 dans LY quand h tend vers 0 (cf. Théoréme 2.6) et p
est LP (cf. Lemme 2.10), d’on la continuité en zy (on pourra noter qu’on a en fait
obtenu 'uniforme continuité sur R). Le cas d < 3 correspond simplement au choix
p=gq=2.
2. Soient g € RE.v € R% et h € R tel que h # 0, on a

p*u)_p*u}(mo) _ (T /;l p u)(TO)

Th,v(

h

1
= / / (y + thv)u(xg — y)dtdy
R4 JO
1
= / / (z)u(zg — z + thv)dtdz.
R4 JO
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D’apres le Théoreme 2.1, cette quantité converge vers [(v@mp) * u} (zo) quand h

tend vers 0 (convergence simple de I'intégrande vers (v.@mp> (z)u(xzg — z) avec do-

mination par ||v.V,pl|.|[u] s qui est intégrable d’aprés le Lemme 2.10). Par ailleurs,

[ [(528) o] - (B o]

qui tend vers 0 quand h tend vers 0 puisque @mp est L' (cf. Lemme 2.10) et que u
est uniformément continue.

3. Soient zg € R v € R? et h € R tel que h # 0, on a

0 [((Vep) xu| — (Vaep) *u) (z0 "y —u
Gl (G20 E\0 E GO M S

h h

on a

(5 e ]

< H@mﬂﬂl-HThu — o

1
= / / (V,ﬁ)) (zo —y) (v.Vzu) (y + thv)dtdy.
Re Jo

D’aprés le Théoreme 2.1, cette quantité converge vers [(@ﬁ)) * (1).Vmu)} (7o)

quand h tend vers 0 (convergence simple de l'intégrande vers

(Vap) (w0 = 9) (0-V0) (9)
avec domination par

H (@mp) (zo — y)H 0.Vt oo

qui est intégrable d’apres le Lemme 2.10). Par ailleurs, par le méme argument que

ci-dessus (Vmp) * (v.Vyu) est continue donc (@ﬁ)) «u est C°. Enfin, en passant

en coordonnées sphériques, on a

= / i /+OO 4 (npo) (1) (w.Veu) (2 — rw)drdw
sd=1.Jo
= [ [ ) et - ro)]
—I-/%dl /0+OO [rd Y(npo) },(7“)11,(.770 — rw)drdw

[ T+ S o]t - et

= u(zg) + /Sd‘ /0+OO (Aﬁ)) (rw)u(zo — rw)rt Ldrdw
= u(zrg) + [(AT;}) * 11} (7o)

ce qui conclut.
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Construction d’opérateurs essentiellement autoadjoints

Théoréme 2.12 Soit V(z) une famille d’opérateurs bornés symétriques sur H
(V1) fortement C' en z € RY i.e. pour tout ¢ € H, x +— V(z)p est C',

(V24) de gradient localement borné i.e.
Ve e R4, 3n>0, 3C(z,h), Vye Bz h), ||[VaV(y)|<Clz,h),
(V34) globalement uniformément bornée inférieurement i.e.
JCeR, VYzeRY, VYoeH, (V(z)p ) =>-Clol?

Dans L?(R*; M), Uopérateur
h?

défini sur le domaine dense D(Hp) = C2(R%;H) est essentiellement autoadjoint.

Remarque 2.6 La preuve proposée est analogue & celle du cas unidimensionnel (cf. Théo-
réme 2.9) avec quelques difficultés supplémentaires qui proviennent de la singularité en 0 de la
fonction de Green multidimensionnelle pg.

Preuve Soit ¢ € Ker(H} + C + 1), pour tout u € D(H}p), on a

—%2<1/1,Amu> (4, (V +C+ ) =0, (28)

Fixons R > 0 et notons Q la boule ouverte de R? centrée en 0 et de rayon R. Soit
w € CP(R%;H) tel que le support de w est inclus dans Qg. On pose alors u = K,w.
D’aprés le dernier point de la Proposition 2.11, on a

Awu:w—i—KAmpw

avec Ayp € C®°(R%; R). Ainsi, (2.8) donne, si r > 0 est tel que r > R+ 1,

h? B2
0 = _7<1/}3w> - E<1/}’KAzpw> + <1/)’ (V +C+ 1)pr)
2 2
= —%W, w) — %(KAmpw, w) + (Y, (V+C+ 1)n K,yw)
h? B2

I'introduction de la fonction de troncature 7, étant possible dans la deuxiéme égalité
puisque le support de K,w est inclus dans Qg .
Autrement dit

(Y, w) = (—Kz, ¥+ 2 2K, [0, (V + C + 1)¢], w)
pour tout w € C°(Qp; H). Or C°(p;H) est dense dans L2(Qp;H), donc on a
P(2) = —(Kz, W) () + 20 Kyln (V + C + 1)¢](z) p.p. dans Qp

D’apreés le Théoréme 2.3, KAszb est C*° puisque Amp est CX.
Par ailleurs, dans le cas ou d < 3, d’aprés le premier point de la Proposition 2.11,
Ky (V + C + 1)9] est C° puisque n,(V + C + 1) est L2 Si d > 4, c’est un peu
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plus compliqué d’obtenir le méme résultat et on procéde ainsi : fixons p > 1 tel que
(d — 2)p < d; d’aprés le Théoréme 2.4, comme p est LP et 1,(V + C + 1)) est L2,
K, (V+C+1)y] est L' avec

LN PRS0 N
’1"1_ p 2’

ainsi ¥ est L™ sur g comme ceci est vrai pour tout R > 0, 1 est donc localement L™ ;

maintenant si

k= + E <1

T P
on peut appliquer le premier point de la Proposition 2.11 avec ry dans le réle de ‘g’ pour
Ny (V +C+ 1)1 et son exposant conjugué Tlril (qui est plus petit que p d’apres 'inégalité

précédente) dans le role de ‘p’ pour p et obtenir que K ,[n, (V +C +1)9] est C° ; sinon on
peut réappliquer la Proposition 2.11 pour obtenir que K,[n,(V + C + 1)9] est L™ avec

1 1 1 1 1
S (R [ Y (= R
9 D 1 D 2

et donc 1 est localement L™ ; si

1 1
—+-<1
ro p

on obtient que K,[n,(V 4+ C + 1)9] est C° sinon on continue le procédé jusqu’a avoir

1 1 1 1
—+—-=1—-(k+1) (1——)+—<1.
T, P b 2
Dans tous les cas, on a obtenu que 1) est CO sur Qp quel que soit R > 0 donc sur R?,
En réinjectant cette information et d’aprés le deuxiéme point de la Proposition 2.11,
on obtient donc que K,[n,(V + C + 1)¢] est C' puisque n,(V + C + 1)4 est désormais
CY (on utilise ici les hypothéses (V1y) et (V24)). Ainsi ¢ est C' sur Qg donc sur RY.
En réinjectant une nouvelle fois cette information et d’aprés le troisiéme point de la
Proposition 2.11, K,[n,(V + C + 1)9] est C? puisque 7, (V + C + 1)9 est désormais C}
(on utilise ici encore les hypothéses (V1g) et (V24)). Ainsi 9 est C? sur Qx donc sur R?.
En particulier 7,4 appartient & D(Hjy) et, grace a 'hypothese (V3y)

Y

/Q (@) [2dz < [yl < ((Hn+ C + 1)), map) = A, € R

Or on a

hQ
(Hh, +C + 1)(777"7:&) = nr(H;{ +C + 1)7:b - ?(Aan)":b - h2(vm77r)'(vm¢)

= |80+ (V) (29)
d’on
2 1 2
A=t [ SO DH@E + (T ) ()T 0), 00| d
Rd

Par une intégration par parties, on a

[ @)@ @)lpia) s -
Tl = [ (T ). (F2) @), ) + o), (V) 0] o
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si bien que

2
A= [luvmmwn? + [ (V)@ (o) (e, (Vo) (@)~ (Tot) o). $(a) do
comme la quantité A, est réelle et que

(Vane)(z)ny (). (4 (2), (Vayp) (2)) — ((Vat))(2), ¥ (2))

est imaginaire pure, l’intégrale correspondante est nulle et on a

h? h?
[ @IPds < 4, = DUl < TIValE [ o)
2, Izl Zr
d’o11, en faisant tendre r vers l'infini, ¢ = 0 ce qui conclut. O

2.4 Localisation du spectre essentiel

On se place maintenant dans la situation ot H est de dimension finie et o d =1 et
on veut pouvoir préciser des intervalles d’énergie dans lesquels on est siir que le spectre
de l'opérateur Hp est purement ponctuel.

Théoréme 2.13 Supposons que

VoeH, (V(z)p,p) = Wolz)llel

ot Wy est une fonction continue et uniformément bornée inférieurement. On suppose de
plus que
¢ = liminf Wy(z) €] — oo, +0o0]
|z|—>+o00
eziste.
Alors, dans Uintervalle | — 0o, c|, le spectre de l'opérateur Hy, = —h‘; + V(z) essen-
tiellement autoadjoint sur C2(R;H) est discret.

Preuve On note Vy(z) le potentiel matriciel Wy (z)Idy et on considére les deux
opérateurs, essentiellement autoadjoints sur D = C(R; H) (cf. Théoréme 2.9), Hy et Hy
obtenus avec les potentiels matriciels V (z) et Vy(x).

On a de maniére évidente, pour z € R, V(z) > Vy(z) au sens des formes quadratiques
et donc

Hy > Hy

sur D.

Par ailleurs, K = —%238—; + Wo(z) est essentiellement autoadjoint sur C2(R;C) et
d’apres XIII.4 Exemple 6 de [ReedSimonIV78| (ou les exemples aprés le Théoréme 4.19
de |[DimassiSj6s99]), son spectre essentiel est contenu dans la demi-droite I = [¢, +o00]. Il
s’en suit que Oess(H)) = Tess(Kp ® Idy) C 1.

On conclut alors & ’aide d’un principe du minimax pour les opérateurs essentiellement
autoadjoints.

Lemme 2.14 (H, D) un opérateur essentiellement autoadjoint borné inférieurement, on
note (Ap)nen= une énumération croissante du bas du spectre de la cléture (autoadjointe)
de H (les valeurs propres discrétes sont comptées avec multiplicité et un point du spectre
esssentiel est compté avec multiplicité infinie auquel cas (\,) est alors constant a partir
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d’un certain rang). Pour L sous-espace vectoriel de dimension finie de D non réduit
a {0}, on pose

A(L):= sup (p,Hp)= max (p,Hyp).
wel,||lp|=1 peLyell=1
On définit alors
A= inf ML)

.CD,dim L=n

Alors, pour tout n dans N*, on a A\, = A

On procéde de la fagon suivante : pour tout n, si on note

{0 = inf{ sup <(p,Hf(iO)g0>/L C D avec dimL = n} ,
PEL, [lpll=1

on a clairement, pu, > p. De plus, si H,g ne posséde pas de spectre essentiel, on a
lim,, s oo 1) = 400, donc il en va de méme pour Hj qui a donc aussi un spectre purement
discret. Traitons maintenant le cas ou H,g posséde du spectre essentiel et notons sy > ¢
la borne inférieure de ce spectre. Raisonnons par ’absurde et supposons que Hp posséde
du spectre essentiel en dessous de ¢ et notons s < ¢ sa borne inférieure, on a

. 0 .
c<sp= lim < lim =s<c¢
X 20 m——+0oc 'um A m——+0oc Hm ’
d’ot1 une contradiction.
Finalement, on a donc que

Oess(Hp) C [c, +00]

et que dans l'intervalle | — oo, ¢[ posséde uniquement du spectre discret (éventuellement
vide). O
Preuve du Lemme 2.14 Le résultat découle du Théoréme 4.5.3 de [Davies95] si on
montre que D est un “core” pour la forme quadratique fermée bornée inférieurement ()
associée a H.
Quitte & ajouter une constante & H, on peut supposer que H > 0 auquel cas il suffit
de montrer que D est dense dans D(Q) = D(H?) pour la norme

lello = Vel + Qe.

Comme on sait que c’est le cas pour D = D(H), il suffit de montrer que D est dense
dans D(H) pour la norme || - ||g (par hypotheése, D est dense dans D(H) pour la norme

lellm = Viell? + [|1Hel?).
Or,si p € D(H), on a

el + 1 Hel? el
2 2

Qe = (¢, Ho) < [lell-[1Hell <

d’on 3
lelg < Slell

ce qui conclut. [l
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Chapitre 3

Fonctions de Hermite et équation de
Schrodinger scalaire

Introduction

Ce troisiéme chapitre, entre formalisme et technique, reprend principalement la pré-
sentation proposée par Hagedorn dans [Hagedorn98| des états cohérents gaussiens (les
preuves ont été détaillées dans le cas multidimensionnel) & laquelle on a adjoint quelques
résultats importants pour les deux derniers chapitres (notamment des preuves détaillées
des Propositions 3.12 et 3.13 ainsi que la Proposition 3.15). Sans étre exhaustif, il re-
groupe les principales propriétés de ces états cohérents dont le point d’orgue est le Théo-
reme 3.16.

La présentation adoptée par Hagedorn conférent a la plupart des preuves concision
et élégance, toutefois certaines restent laborieuses auquel cas la preuve a le plus souvent
été renvoyée en Annexe A pour soulager la lecture.

3.1 Opérateurs de créations et d’annihilations

Cette section donne une généralisation des opérateurs de création et d’annihilation
de 'oscillateur harmonique unidimensionnel

3.1.1 Définitions

Définition 3.1 Soient A,B € My4(C), h > 0, a,n € R, On pose pp = ?VT et on
note (v, w) = Zzzl Trwy, le produit scalaire hermitien canonique sur C*. Pour v € C?,

on pose

A(A, B, h,a,n,v) = ((Ev, x —a)+ 'L'(Zv,ph’QE - 7])) (3.1)

>t

(appelé opérateur d’annihilation) et son adjoint formel

1
‘A(AaBa haa‘anvv)* = ﬁ ((Bﬁ,.’[) o (1,> - 7‘.<Aﬂﬂph,frl o 77>) (32)

(opérateur de création) considérés tous deur comme opérateurs soit de la classe de
Schwartz S(R?; C) dans elle-méme, soit de C>°(R%; C) dans lui-méme.
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On définit deux applications f : My(C) x My(C) — Antisym,(C) x Hermy(C) et
g: My(C) x My(C) — Hermy(C) respectivement par

f(A,B) = (A'B — B'A,A*B + B*A)
g(A,B) = A*B+ B*A

et on pose V = f~1((0,2I)), U = g~ ' (Herm 7 (C)).

Remarques 3.1
1. Dans la suite, on utilisera essentiellement les opérateurs de création et d’annihilation pour
(A,B) eV oul.

2. V C GL4(C)?, en effet, pour z € C?, on a
2||z[|> = ((A*B + B*A)z, 2) = (Bz, Az) + (Az, Bz),

de méme U C GL4(C)2.

3. Si (A4,B) € V, BA™! est symétrique de partie réelle définie positive (AA4*)~1, de méme
AB™! est symétrique de partie réelle (BB*)"! et si (A,B) € U, BA™! et AB™! sont de
partie hermitienne définie positive.

4. V est une sous-variété réelle de M4(C)?, de dimension 2d* + d et lisse (f est une sub-
mersion : D4 g)f(A", B") = f(A',B) + f(A,B'")). U est un voisinage ouvert de V dans
GL4(C)%. De plus, V n'est pas affine (“plate”) ce qui oblige a traiter les matrices A et B
conjointement et posera des problémes notamment dans la preuve de la Proposition 3.13.

5. V est invariante par les transformations

(4,B) — (B,4)

(A,B) — (AU,BU)avec U € U4(C),
(A,B) — (P'AP, PtBP) avec P € O4(R),
(A,B) — (A X B) avec A € C*,

(A,B) — (DA, Dt B)avec D € GL4(R),
(A,B) — (A,B+iSA)avec S € Sym,(R),

en particulier V est connexe par arcs
(A,B) = (AUa = |A| € Herm [ (C), B1) — (P'|A|P = D € Diag;*(R), B2) —

(I, Bs € I +iSymy(R)) — (I, 1)

et non compacte. Ce dernier point joue un réle important, notamment dans les résultats de
“spreading” (cf. [CombRobert97]) et dans la nécessité de controler la dynamique associée
a ce couple de matrices dans des situations de presque croisement (voir le Chapitre 5).

6. U est invariante par les transformations

(A,B) — (B,4)
(A,B) — (QAP,Q* 'BP)avec (Q,P) € GL4(C) x GL4(C),
(A,B) — (A,B+iHA)avec H € Herm,(C),

en particulier I est connexe par arcs
(A,B) —» (I,BA™" € Herm[ T (C)) —

(I,U*BA™'U = D +iS € Diagi*(R) + iHerm4(C)) — (I, D € Diag/*(R)) — (I,1)

et, non compacte.
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3.1.2 Relations de commutation

En utilisant que pour v, w € C%,

[(’U, T — a>7 <wapﬁ,:1: - 77)] = ih(’l),@),
(c’est une formulation du principe d’incertitude d’Heisenberg) on obtient les relations de
commutation suivantes

Proposition 3.1 Pour v,w € C%, on a, si (A, B) €V,

[A(AaBahaaanav)a‘A(AaBahuaunuw)] =0 (33)
[A(AaBahaaunuv)*aA(AaBahaaanaw)*] -
[A(AaBahaaanav)aA(AaBahuaunuw)*] - (’U,’U)).

Preuve On a, en omettant les paramétres A, B, f,a,n,

[A(v), A(w)] = 22_7? ([(Ev, xr — a), (Zw,phm —n)] — [(Bw,z — a), (Zv,ph’m — n)])

< A'B — BtA_>
= - w, fu I

[A@)", A(w)*] = —[A(v), A(w)]"

<AtB — B'A_ >
= (T —bw).

[Aw), A(w)*] = 7# ([(Ev,m —a), (AW, —n)] + [(Bw,z — a), (Av, ppx — n)])

<_ A*B + B*A_>
= ’u)7 72 v .

3.1.3 Opérateurs de multiplications et de dérivations

On peut récupérer les opérateurs (v,z — a) et (v,pp, — ) (et donc tout opérateur
différentiel & coefficients polyndomiaux) par les formules

Proposition 3.2 Pour v € C*, on a si (A,B) €V

<'U7$ - (1> = \/g (-A(Aa Ba ha a, 1, Atﬁ)* + -A(Aa Ba ha a, 1, Atv)) (36)

h
(v, phz — 1) = 1\/; (A(A, B, h,a,n,B'0)* — A(A, B,h,a,n,B'v)). (3.7)

Preuve On a, pour v,v3 € C? (toujours en omettant les paramétres A, B, i, a,n),

1 — _
A(v)* + A(vg) = Tor ((Bv1 + Bva,z — a) + i(—Av7 + Ava, ppy — 1)) -

On cherche alors v et vy tels que

B B (% respectivement 0
~A A vo /L0 SPECHIVEIIERL | 9y,
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d’ott, en multipliant & gauche par la matrice inversible (car inverse de la précédente
1/ A —B*
5 At Bt )

l A'B + B"A 7AtB_BtA LI A respectivement —B
2\ A'B-B'A AB+ DB A v )\ Al PECHY Blv |-

comme on le voit ci-dessous)

3.2 Fonctions de Hermite

Dans cette section, on construit une base hilbertienne de fonctions a comportement
gaussien qui possedent des propriétés particuliérement agréables vis-a-vis des opérateurs
de création et d’annihilation, de multiplication par des polynémes et de dérivation et qui
sont bien localisées en espace et en impulsion (i.e. leurs transformées de Fourier sont bien
localisées). Ces fonctions qui sont des paquets d’onde gaussiens feront 1'objet d’un usage
intensif dans les Chapitres 4 et 5, elles correspondent, pour un systéme moléculaire, au
traitement semiclassique des noyaux qu’on considérera localisés autour de leur position
donnée par la mécanique classique (ce point sera approfondi au début du Chapitre 4).

3.2.1 Définitions

Définition 3.2 Soient A, B € GL4(C), h >0, a,n € R. Pour z € R%, on pose

o0(A, B, ) — (A4 <1<a:a,BA1(ma)> i

(mh)d/* T h +

5 5 (n,x — a)) (3.8)

>t

2

(ou le signe de la racine carrée compleze sera précisé ultérieurement). A partir d’ici on
peut choisir une base orthonormée quelconque de R, mais pour plus de simplicité on
poursuivra cet exposé avec la base canonique qu’on notera (eq,...,eq). On pose alors,
pour j=1,...,d

Aj(AaBahaa‘an) = A(A,B,ﬁ,a,n,ej).

Puis, en adoptant la notation multi-indicielle standard, on définit pour tout multi-indice
1= (l1,...,1y) € N la fonction

Ai(A, B hya,n)*"" ... Ay(A, B, h,a,n)*

SDZ(AaBahaaana') = \/l_'

¢0(A7B7haaana')‘ (39)

Pour simplifier les notations, on conviendra que (A, B,h,a,n,-) =0 pour | € Z¢ — N?
et on posera aussi

wl(AaBay) = SDl(AaBa laoaoay)'

Remarque 3.2 Si (A, B) € U, tous les (A, B, h,a,n,-) appartiennent a la classe de Schwartz.

3.2.2 Actions des opérateurs de création et d’annihilation

On a les résultats suivants, ot on a posé, 1; = (0,...,0,1,0,...,0) € N avec le 1 a
la j¢ position pour j € {1,...,d},
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Proposition 3.3 Pourl ¢ N? et j € {1,...

parameétres A, B, h,a,n,

A}"@z =

Aj Pl

.A;Aj(pl =
AjAjp =

Remarques 3.3

,d}, on a si (A,B) €V et en omettant les

Vi + Lo, (3.10)
Ve, (3.11)
L (3.12)
(lj + i (3.13)

1. Cette proposition donne tout leur sens aux appellations données en Définition 3.1.
2. On dispose ainsi du spectre conjoint des opérateurs A5 A; pour j =1,...,d.

3. L’hamiltonien de l'oscillateur harmonique d-dimensionnel s’exprime ainsi en fonction des
opérateurs de création et d’annihilation

RN ﬁZ

Preuve On a

Am+mA
' (Id, Id, 1,0,0).

1. d’apres (3.5), [A;,A3] = 1, donc [Aj, A37] = ;45071

2. pour v € C4,

A(v)gy = \/12_h

o (05— 0y - oty (&

J

V2h

3. pour (3.10), avec (3.4)

4. pour (3.11), avec (3.5)

1 *[1 *lj
&wzzﬁﬁﬁm&&ﬂ.
1 1
e \/—Z_IA]] [.A7,A

= \/580171]- ;

5. pour (3.12), avec (3.10) et (3.11)
-A* JSDI
6. pour (3.13), avec (3.5)

AjAjpr =

1 < A'B - B'A
,U’

A*(Z'i+1)

-A\/_Wl]

(.A;‘- .Aj +

*[
A 0 =V Lo

- A;ld Yo

* 1 * *
LA o+ —= A A Ay

VI

=4/ —1)+ Wiei =1

[Aj, Ao = (I + 1)y
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3.2.3 Dualité et localisation dans I’espace des phases

On va ici mettre en évidence que la matrice A gére la forme du paquet d’onde et que
la matrice B joue un réle dual en Fourier.

Définition 3.3 On définit la transformée de Fourier h-normalisée par

(Fah)(€) = (2mh) 2 / ¢ HED Y (2)da

JRd
et on rappelle que c’est un opérateur unitaire sur L*(R¢; C).
Lemme 3.4 Pour v € C¢,

FrA(A, B, h,a,n, 1))_7-—,;1 = iA(B,Ah,n,—a,v)
th(AaBahaaanav)*f){] = _iA(BaAa hana —Cl,’U)*-

Preuve On a, pour v € C?,

Fulv,o —a) = —(v,ppe+ a)Fp
Fnlv,pra —m) = (v,&—n)Fh.
D’ou
—Ev,p, +a —|—in, — .
FrA(A, B, hya,n,v) = ( A \/>2_7i (Av, & 7]>}-h =1A(B, A, h,n, —a,v)Fp,
et on conclut en utilisant que F, = .7-',;]. O

Proposition 3.5 Pourl € N, on a si (A,B) € V

(*7:E<pl(A7 B7 ha a, 1, ))(6) = (_i)‘l‘67%<a7n>¢l(33 Aa hunu —a, éh) (314)

Remarques 3.4

1. Si (A,B) € V,on a

‘ 1A — )|
(60(A, B,y a,,2)| = () 44| det A1/ exp (—gw>

si bien que les lignes de niveaux de |¢g| sont celles de |||A|~"(z — a)| i.e. centrée en a
et toutes homothétes entre elles. De méme, par la Proposition 3.5, celles de |Frpg| sont
celles de |||B|’1(£ - n)” Finalement, on voit que ¢q est localisée en (a,n) dans l'espace
des phases avec un rayon caractéristique d’ordre .

2. En toute généralité sur (A4, B), la proposition est fausse (notamment sur /) mais elle reste
valable si f(A, B) € {0} x Herm*(C).

Preuve On commence par ’établir pour |I| = 0 puis on utilisera le lemme précédent
pour conclure par récurrence sur |/|.

1. On énonce d’abord le lemme suivant

Lemme 3.6 Soit M € Symy(C) de partie réelle définie positive, alors il existe un
choiz de la racine carrée du déterminant telle qu’on a

Fi jor (€MD) (€) = (det M) ~1/2emEM O, (3.15)
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Preuve du lemme cf. Annexe A.1. O
Alinsi,

(fﬁSOO(AaBa h‘aa‘anv ))(f)

_ 1/2 —ilta rl- BA-1. _
= (wh) Y (det A) Ve mEAF 5 (e TOEAT) (2mh) V2 (€ — )
(Wﬁ)fd/zl(det B)q/ge,%(f’a)e,%w

= 67%<am>§00(33 Aa ha n, —a, f)

2. On suppose le résultat vrai pour [ et on va le montrer pour [ + 1;,

(fﬁ,(pH»]j(AaBahaa‘anﬂ )) (E)
1 %
— (fﬁﬁA](AaBahaaan) (pl(AaBahaa‘anv'))(f)
J

1
= —q — ) B A h y *f A7B7h3 b) 7.
3 < l] n 1-/4]( 3 s 1,7 Cl) ﬁ(Pl( a,n )> (6)

: — i 1 *
(—’l)‘”+]€ h< 1) <ﬁ‘A7(B7A7han7_a) (Pl(BaAa hunu —Cl,‘)) (6)
']

_ (7i)u+1j\67%<am>w+1j(B,A,ﬁ,n, —a,f).

3.2.4 Translation du point de localisation dans I’espace des phases

La proposition qui va suivre permet de mieux comprendre la dépendance en (a,n) et
en h de nos paquets d’onde.

Définition 3.4 Soient u € R4, ¢ > 0 et f € S(RY;C), on définit les opérateurs de
translation T, de déphasage u* et de dilatation A; par

(@) = Fa+u), (1)) = 9P f (), (Af)(e) = e Vg (\if) |

Remarque 3.5 Les opérateurs 7%, u* et A, sont bornés et se prolongent donc par continuité a
L?(R%; C). De plus, on a les relations

7_0 — Id Tu,]_v — Tv,]_u — Tu+v (Tu)* _ Tfu _ (Tu)fl

pl =1Id, p'p’=p'pt=p"tt, () =p = (p) !
A =1d, AAo =AcA. =Aoy, (A=A 0 = (A"

En particulier, ce sont des opérateurs unitaires. Enfin, on a
FprtFy = T FapFp ' =17 FuAF, = A
Proposition 3.7 Pour (A,B) €U, on a
Toi(A, B, h.a,n,-) = @i(A, B, ha —u,mn,),

:U‘u(pl(Aa B, h,a, 1, ) = ei<uya>()0l(Aa B, h,a, n+ hu, )
AESOI(Aa Ba ha a, 1, ) = SDI(Aa Ba h&, (I,\/E, n\/ga )



62 3. FoNcT. DE HERMITE ET EQ. DE SCHRODINGER SCAL.

En particulier, on a donc
Ahfluin/hTa(:Dl(Aa B, h,a,n, ) = 7;bl(Aa B, )

c’est-a-dire

A B han.z) = h-¥/eine—a) <A,B,ﬂ).
w1 n,T) P N

Preuve On raisonne par récurrence sur ||.
1. Le cas || = 0 est évident d’apres la formule (3.8).

2. On va utiliser le lemme suivant

Lemme 3.8 Pourv e C*, on a
T A(A, B, hya,n,v)" (1%) ' = A(A, B, h,a — u,n,v)*
" A(A, B, hya,n,v)* (u*) ' = A(A, B, B, a,n + hu,v)*
A A(A, B, hya,n,0)* (M) = A(A, B, e, av/e, Ve, v)*.
On a

TU(IOH,]].(A,B,h,(I,,ﬂ,') = TuAj(AvBahaa‘an)*(pl(AaBahaa‘anﬂ')

1‘
—

= Ii_i_.Aj(A, B.hya —u,n)*t"p (A, B, hya,n,)
'J

1
\/lj +1

= Pi+1y (A,B,h,(], - “‘7777')

[a—y

‘A](AaBa h,a — “‘777)*(70l(AaBahaa‘ —u,n, )
et on procéde de maniére tout a fait analogue pour les deux autres égalités.

3.2.5 Polynémes de Hermite généralisés

On cherche ici & comprendre la dépendance en (A, B) de nos paquets d’onde. On va
mettre en évidence que ceux-ci se décomposent en une partie purement gaussienne et

une partie polynémiale qui ne dépend que de la matrice A.
On pose, pour U € Uy(C), Bj(U)* = 2A4; (\/EU, %, 1,0,0) = (Uej,2y — Vy).

Proposition 3.9 Pour tout multi-indice | € N*, on a si (A,B) € V et si on a noté
A = |A|Uy la décomposition polaire de A,

1 4T —a
wl(AaBahaaanax) = WH[ (UA7 |A‘ ! \/ﬁ

ot Hy(U,y) est un polynome de degré |l| en y qui vérifie la relation suivante :

HO(Ua') =1
{Hz(U,-) = Bi(U)*" ... By(U)*" Hy(U,-). (3.17)

) (PU(AuBahaaanax) (316)

De plus, on a

H(U,y) =2 Uey,y)"" ... (Ueq,y) + R,(U,y)
ot Ry(U,y) est un polynome en y de degré au plus |I| — 2. Plus précisément H;(U,-)
posséde la parité de |l|.
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Remarques 3.6

1. Pour U € Uy(C) fixé, (H;(U,Y));ena est une base de C[Yq,...,Yqy].

2. Pour d =1, on a H(U,Y) = UZHI(Y) ot H;(Y) sont les polynomes de Hermite usuels
définis par
2 d
— (- y
Hi(y) = (-1 ().

3. Pour U diagonale de coefficients diagonaux (de module 1) u;, on a

d
- TL @m0
J=1

r—a

Th

Preuve On raisonne bien siir par récurrence sur |I| et on pose y = |A| ™!

1. Lecas |l| = 0 étant évident, on traite d’abord le cas |I| = 1 (on a omis les paramétres

A7 B7 h’ a’ T’)

<“,ph,m —n)po(z)

- (2B

. <U7 BA~L +2(BA1)t (2 — a)> vo(z),

d’ou
p1;(z) = Ajpo(z)
< 0B () + <AP], BA L +2(BA1)t(m - 0)>> o0(2)

A*B+B*A | A'B-B'A\
(7 (471 4) f) UAy> po(x)

i
o+
(e

= % [Bj(UA)*HO(UAay)] wo(z).

2. Voyons maintenant comment on construit Hy1,(Ua,y) a partir de Hy;(Ua,y)

Pl+1;

h T —a
Hi(Ua,y)A; — \/;<A€,7,V1Hz (UA7|A1 NG >>] ©o

= UAP]aQ"/Hl Ua,y) — VyH (U, y)) w0
/21 (1 + 15)

= Hl Ua,1 )]

(/21 + 1)

3. La derniére assertion se vérifie aisément & partir de la relation (3.17).
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3.2.6 Bases orthonormées de L?(R¢;C)

Le théoréme ci-dessous légitime le fait de s’intéresser a des conditions initiales de la
forme de nos paquets d’onde puisque les équations de Schrodinger qui nous intéressent
sont exclusivement linéaires et qu’une superposition de paquets d’onde est alors toujours
possible pourvu qu’on dispose d’un contréle des estimations quand le multi-indice [ tend
vers l'infini (voir les Remarques 3.16 pour des commentaires supplémentaires autour de
la superposition).

Théoréme 3.10 On se donne A, B, h,a,n tels que (A,B) €V, h > 0 et a,n € R¢, alors
(pi(A, B,hya,n,-))ene est une base orthonormée de L?(RY; C).

Preuve Dans toute la preuve, on omettra les paramétres A, B, i, a, 7.

1. Voyons d’abord l'orthogonalité, soient I,m € N? tels que I # m et soit alors
je{l,...,d} tel quel; #m;j. On a

\/E(‘pla ‘Pm) = (A;%pl*lj 3 (Pm> = <(Pl*1j 3 A]‘Pm) Y mj<80171j 3 (me]j>
en particulier en permutant [ et m,

(i — mj) (@1, om) =0

et ’orthogonalité voulue.

2. On va maintenant voir par récurrence sur || que ||¢;|| = 1. Le calcul suivant donne
le résultat pour |I| = 0 (on effectue le changement de variable y = |A| ™! T\;ﬁ“),

leol? = [ () 2] den AL exp (o - 0 REA (o - ) o

1 2 "
— 7d/2 _ 2 — —r -1
m /R exp(=[lyl*)dy (—ﬁ_/R e dr) :

On montre alors que le résultat pour I + 1, se déduit de celui pour /

1 * * *
g, 1> = 7 (Ao, Asor) (o1, A A1) = [l
j

i+ 1 l;+1
3. Pour la complétude, on va se ramener au cas des fonctions de Hermite classiques
unidimensionnelles qui sont traitées dans [KolFomine74]|. On commence donc par

effectuer le changement de variable y = |A| ™! Tﬁf;’ et éliminer la phase de la gaus-

sienne qui n’influe pas sur la complétude. On voit ensuite qu’on peut séparer les
variables et utiliser le premier point des Remarques 3.6 pour se ramener au cas
unidimensionnel. On conclut enfin par isomorphie de L?(R; C)®? et L?(R?;C).

O

3.2.7 Actions itérées des opérateurs de multiplications et dérivations
sur la “base de Hermite”

Les résultats qui suivent ne seront pas pleinement utilisés par la suite, on retiendra
essentiellement les identités (3.18)-(3.20) qui serviront au début du Chapitre 5 et le fait
que les quantités M, ;(A, B) définies ci-dessous servent pour raffiner les solutions et
obtenir des résultats de plus en plus précis (cf. dernier point des Remarques 3.16).
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On pose, pour (A,B) € Vetl m,j €N,

Ml,m,j(AaB) = (wl(A7B7)7ym¢7(AaBa)>
Dl,m,j(A7B) = (wl(AaBa)up??y'lzb](AaBa))
ou on rappelle que p; , = —i1V,.

Remarque 3.7 On a

<‘P1(A;B;h;aa77:-77) (T *(l)m(pj(A,B,h,(l,T},.’L'» = hm/2Ml,m,j(AaB)

3

(‘pl(A7B7h7a:n7w)7(ph,z - U)m@_i(A7B7h7a=77733)> = hm/2Dl7m,j(A B)

Proposition 3.11 Pour (A,B) €V etl, m, j € N,
1. Dy (A, B) =ill=lilMg, (B, A),
2. My i(A,B) est indépendant de B (D, (A, B) est indépendant de A),

8. Mim,i(A,B) =0 si|m|— |l —j| est strictement négatif ou impair,

lp;l (ep, Aleg) sij=1+1,

4 M (A B) =9 fle(ate, ) sij=1-1,

0 sinon

Remarque 3.8 Dans le cas d = 1, on peut représenter ’action des opérateurs © —a et pp . — 1
sur la base ordonnée des (y;(A4, B, h,a,1,))ien par les matrices infinies tridiagonales

0 AV1 o0 0
AV 0 AV2 0
e - JE|0 A2 0 AVE 0
2 0 0 AV3 0
0 0
0 —-BV1 0 0
BvV1 0 ~BvV?2 0 0
_|h 0 BV?2 0 -BV3 0
Phye —1N = 1 5 \/— \/—
0 0 BV3 0
0 0

Par ailleurs, on a aussi M; , ;j(A) = A(m+l’j)/2z(m+jil)/2Ml,myj(1) et on pourra consulter le
Théoréme 4.1 de [Hagedorn98] pour une formule précise donnant M; ., ;(1). Dans la perspective
du Chapitre 5, on donne ici certaines identités (on a omis les paramétres (A4, B, h,a,n,))

h h .
(x —a)po = \/;A% (z —a)’po = 5 [|A\2<P0 + \/5142@2] ; (3.18)
R3/? .
(v~ a)'po = =~ [3\/§A|A\2<p1 n 2\/5143(,02} , (3.19)
. |h 9 h 9 9
(Phe —M)po =i §B<ﬂ1= (Pra — M) 0 = 3 [\B\ wo — V2B 902] : (3.20)

Preuve
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1. Avec la Proposition 3.5, on a

Dl,m,j(AaB) = <f1wl(AaBa )ﬂfl(pTyw](AaBa )))
i (B, A, ), €"9i(BA,))

2. Avec la Proposition 3.9, on a

M, (A, B)

Hl (UAa‘A| )7,00 A B U H] (UA,‘A|7]?/) wU(AaBaU)>

1
<\/ \l\ll
w/2\l\+m1|7| /W

744 | det A|7/?
/2111151

g4 1/2 .
" / Hi(Ua,2)(|Al)" Hj(Ua, 2)e 17 d

V211131151

qui ne dépend bien que de A;

W

UA7|A‘ ] (UAa‘A| ) "llbO(AuBuy)‘Qdy

_ 2
/ HUa AT gy H; (U, | AL y) e 31470 gy

3. On raisonne par récurrence sur |m|. Pour [m| = 0, c¢’est évident, montrons donc le
résultat pour m + 1 avec k =1,...,d en le supposant vrai pour m. On a

Ml,m+1k,j (A) = <1/}l(A7 B7 y)7 ykymTp] (Aa Ba y)> = (yk'l:b](Aa B7 y)7 ymfl/}] (A7 B7 y)>7

or, par (3.6),

Usz(A B,y)
= (er,y)%i(A,B,y)

= (A(A'er)* + A(A'ey))hi (A, B, y)

E\H

d
_ Z ep, Aler) As + (Aley, ep)Ay) hi(A, B, y)

Si-

d
- Z(ep,Aek\/l—}—ipH_lpABy Aek,ep\/_qp; 1pABy>

Si-

Ainsi My 41, ;(A) est égal a

d
1
NG Z (<€p, Aley) /1, + IMjy1,.m,(A) + (Aley, €p>\/EMl—1p,m,j(A))- (3.21)
p=1

Or, si |m + 1| + |l — j| = |m| — |l — j| + 1 est strictement négatif ou impair,
jm| — L+ 1 — g = |m| = |1 = | £ 1 et || — [{ 1, — j| = || — |l - §| £ 1 sont de
méme nature, ce qui permet de conclure;

4. Cela découle de la formule (3.21).
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3.2.8 Produit scalaire de deux fonctions de Hermite

On dispose de deux résultats : les Propositions 4 et 7 de [HagRob98| et le Lemme 3.4
de |[HagRob99|. On va rappeler I'énoncé du premier de ces résultats puisqu’on en aura
besoin au Chapitre 5.

Proposition 3.12 Soient (Aj, Bj, h,aj,n;) € (C* x Ry x R?) tel que A;B;j+BjA; =2
(pour j =1,2) et I,k € N, alors on a

(pi(Ar, Bi,hyar,m, ), ok (A2, Ba, hag, ma, ) =

A_f]/QA;]/Q (Br As —i—A_]Bg)*# min(l,k)
\/WJF BoA, V2ltk— 11 =

By(ar — a) +1As(m — o) )
VABy — BiA;\/BiAy + A By

x(BiA; — m)%ffkﬂ <h1/2 B_1_Ua1 _(12—)_ z‘A__1(m - T]i) )
VB1A; — ABy\/Bi Ay + A By

1 [B_l(al —ag) —iAi(m — 772)} [32(01 —ag) +ida(m — 772)}

2(B1A; + A1 By)

clolj\

X(AlBQ — BlAQ)%Hl,j (h]/Q

X exp

X exp <%'(Tl1 +712)2(al — 02)> ‘

Remarques 3.9
1. Le membre de droite de 1’égalité ne dépend que du choix des racines carrées complexes de

Ay et Ay (tout comme le membre de gauche).

2. La preuve que 'on propose ici nécessite le Corollaire 3.17 du Théoréme 3.16.

Preuve cf. Annexe A.2. O

3.2.9 Variation des fonctions de Hermite avec les paramétres A, B et a

On donne ici deux résultats qui nous seront utiles au Chapitre 4 dans toute la Sec-
tion 4.9 pour le premier et plus précisément en Section 4.9.2 pour le second.

Proposition 3.13 Soit (Ag, By) € V fizé, alors il existe un voisinage ouvert U de
(Ao, Bo) dans V tel que si (A,B) € U, on a

a—a
614, 3,70, ~ . Bo. by, 0,)] = O (14— ol + 13 - 5] + 1220l

dans L*(R%; C).

Remarque 3.10 Ce résultat a déja été énoncé dans [HagJoye98] (cf. Lemme 3.1) mais la preuve
qui y est proposée n’est pas valide. En effet, 'idée de cette preuve est d’utiliser le fait que la
matrice B n’intervient que dans la partie gaussienne du paquet d’onde et que la Proposition 3.5
échange le role de A et de B. Malheureusement, ces deux observations ne permettent pas de
découpler le comportement en A et en B car les Propositions 3.5 et 3.9 ne sont valides que pour
(A, B) € V (ou une sous-variété légérement plus grande mais en tout cas pas un ouvert) et méme
une variation infinitésimale de (Aq, Bo) du type (Aq, Bo + tB') ne reste pas sur la variété V.
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Preuve Dans le cas d = 1, il suffit d’effectuer des développements limités dans la
formule explicite de la Proposition 3.12. Le cas général est moralement identique mais
avec des calculs encore plus lourds que nous n’avons pas tenu a expliciter ici (!). [l

Proposition 3.14 Soient (A,B) € V et S € Symy(R), alors pour tout | € N* et tout
y€RY ona

(y, Sy)
2

(A, B 1 iSA, u)—exp< )wz(A,B,y)-

Remarque 3.11 (A, B +iSA) € V conformément au cinquiéme point des Remarques 3.1

Preuve Le résultat est évident pour |[| = 0 et la Proposition 3.9 permet de traiter
le cas général puisque la partie polynomiale ne dépend pas de la matrice B. O

3.2.10 Troncature des fonctions de Hermite autour du point de loca-
lisation

Pour mieux mettre en valeur la localisation évoquée en Section 3.2.3, on va tronquer
nos paquets d’onde en introduisant un deuxiéme paramétre v > 0 de fagon a conserver
uniquement les points de la boule de rayon 2\/%/7 autour du point de localisation. On
met ci-aprés en évidence le fait qu’en manipulant les paquets d’onde tronqués plutot que
ceux initiaux on commet une erreur exponentiellement petite en <y, donc en 4 si on choisit
v comme une fonction de f. Cette méthode de troncature est essentiellement technique
dans les situations ou il n’y a pas de croisement de niveaux comme mentionné dans le
deuxiéme point des Remarques 3.16 et le premier des Remarques 4.1 du Chapitre 4.
Par contre, elle s’avérera particuliérement cruciale en situation de presque croisement ou
croisement aux Chapitres 4 (cf. Lemme 4.5) et 5 (cf. Section 5.3).

On se donne F € C®(RR;[0,1]) telle que F(z) = 1 pour z < 1 et F(z) = 0 pour

> 2. Pour n > 0, on note M,, = [|[(1 — F)"||o.

Par ailleurs, pour n > 0, k > 0 entiers, v €]0,1[ et (4, B) € V, on pose

M, (k, A, B) = max 11 = B)Y (lly i (A, B,y) |2 ra.c)
MD](k, A, B) = max||(1 - Y (ylyl) Vyou (A, B, )l 2 ra 0y

Proposition 3.15 Pourn > 0, k > 0 entiers, v €]0,1[ et (A, B) € V, on a les majora-
tions suivantes

9 d/2 - P
M(k A,B) < ZO (VEVIALY My | (Z2UAN) e 14177720, 320

kE+1

2
De plus, il existe un choiz particulier de F' pour lequel il existe une constante C > () telle
que

MD](k,A,B) < d*||B|\/| ——[M(k+1,A,B) + M) (k — 1, A, B)]. (3.23)

VneN, M,<C <3—"> nl. (3.24)

(&

Remarque 3.12 On précise ici explicitement la dépendance en k de I’estimation pour donner
une idée du genre de résultat qu’on peut espérer obtenir en superposant des paquets d’onde
(cf. quatriéme point des Remarques 3.16).

Preuve cf. Annexe A.3. O
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3.3 Equation de Schrodinger avec hamiltonien quadratique

Le résultat fondamental de cette section est le Théoréme 3.16 qui donne 1’évolution
en temps d'un paquet d’onde gaussien gouverné par une équation de Schrodinger avec
hamiltonien quadratique en position et en impulsion.

3.3.1 Définition de ’hamiltonien et de I’équation de Schrédinger

Définition 3.5 On se donne I un intervalle ouvert de R, tg € I, o, v € C*(I; Symq(R)),
B € CUI; My(R)), A\, u € COI;RY) et v € CO(I;R). On considére alors I’hamiltonien
quadratique H|o, B,7v, A\, p, v](z,p,t) (0ot on a noté (v, w) = Zi:l vpwy, pour v,w € C*)
donné par

[(p, a(t)p) + (p, B(t)2) + (B(t)w,p) + (2, y(H)2)] + (A(E),p) + (u(t), z) + v(t). (3.25)

N | =

On cherche alors a résoudre ’équation de Schridinger suivante

0
Zhawh(t, :E) = H[Oé, 57 v >‘7 M, V] (:Eapﬁ,a:a t)'l/}ﬁ(ta x) (326)
ot Uhamiltonien est considéré comme opérateur agissant sur S(R?; C).

3.3.2 Equations d’évolution des paramétres

On considére le systéme d’équations différentielles ordinaires suivant

= PB)a(t) + at)n(t) + At)
v(t)a(t) — B ()n(t) — pu(t)
B(t)A(t) +m( ) B(t) (3.27)
= iy(t)A(t) - B'(t)B(t)
= (), a(t)n(t)) — 3(a(t),y(t)a(t)) = (u(t),a(t)) — v(t).
La linéarité des deux premiers couples du systéme et le fait que la derniére équation

soit résolue en S donnent bien sir I'existence globale (sur tout I) de la solution associée
a toute condition initiale (a(tg),n(to), A(to), B(to), S(to))-

S o
ST = =
ST

Il

Remarque 3.13 On notera que si (A(to), B(to)) € V, les équations d’évolution et le fait que
a, 3,7, A, u et v soient & valeurs vectorielles réelles donnent que, pour tout temps ¢ dans [

(A(t), B(t)) € V.

)

3.3.3 Résolution de I’équation

Théoréme 3.16 Soient a, v € CO(I; Symy(R)), B € CO(I; My(R)), A, u € CO(I;RY) et
v € CO(I;R). On se donne des conditions initiales (a(ty),n(to), A(te), B(to), S(to)) telles
que (A(tg), B(tg)) € V et on considére (a(t),n(t), A(t), B(t),S(t)) la solution de (3.27)
associée & ces conditions initiales. Alors, pour tout multi-indice | € N¢,

Pt ) = en Dy (A(t), B(t), h.a(t), n(t). )

(o le choiz de la racine carrée compleze dans (3.8) ou (3.9) est fait de maniére continue
en t) vérifie l’équation de Schrodinger (3.26) avec I’hamiltonien (3.25).

Preuve cf. Annexe A 4. O
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Corollaire 3.17 [l existe un unique propagateur unitaire U(t,s) : S(R*; C) — S(R"; C)
associé a l'équation de Schrodinger (3.26) avec [’hamiltonien dépendant du temps (3.25)
tel que pour toute solution (a(t),n(t), A(t), B(t), S(t)) du systéme (3.27) (dont les condi-
tions initiales vérifient (A(to), B(tg)) € V) et pour tout multi-indice | € N?,

I

,S(t)W(A(t), B(t),h,a(t),n(t),-).

>t

SG) 1 (A(s), B(s), hya(s),n(s), ) = e

St

Ul(t,s)e
Remarque 3.14 U(t,s) se prolonge par continuité a L?(R?; C).

Corollaire 3.18 Soit )

h
Hh - _iAm + V(:E)

un opérateur de Schrodinger ou le potentiel V () est quadratique en x.
Soit (a(t),n(t), A(t), B(t),S(t)) la solution du systéme

a(t) = n(t)

nt) = —ViV(a(t))

Aty = iB(t) (3.28)
B(t) = iHess,V(a(t))A(t)

St = @I - V(a(®))

de condition initiale (a(to),n(to), A(to), B(to), S(to)) telle que (A(ty), B(tg)) € V. Alors,
pour tout multi-indice | € N,

)

wh,l(ta ) = ehs(t) wl(A(t)a B(t)v ha a(t)v n(t)u )

vérifie l’équation de Schrodinger
i 0 P = Hpap (3.29)
ih—1 = : :
ot 4

Remarques 3.15
1. (a,n) représente la trajectoire classique dans l'espace des phases, quant a (A, B), il ne
dépend que du flot classique linéarisé car de maniére plus explicite on a

_ Oaf(t) 7,6(1(75)
AD = Batay A1) gy B lo)
B(t) = —i ;:((ti))A(tOHS:T%B(tO)

et S est I'intégrale d’action. Ainsi on voit que, dans la situation quadratique, la connais-
sance des quantités classiques et un étalement bien choisi par des gaussiennes permet de
résoudre exactement le probléme quantique associé.

2. Hj est toujours considéré comme opérateur sur S(R?; C).

3.4 Solutions approchées de I’équation de Schrodinger

Donnons maintenant, sans rappel de preuve, un résultat énoncé dans [Hagedorn98]|
qui donne le premier ingrédient de ’approximation de Born-Oppenheimer : ’ajustement
lent du mouvement des noyaux gouverné par le potentiel associé & un niveau d’énergie
électronique (il s’agit en quelque sorte de “Born-Oppenheimer & un niveau”).
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Théoréme 3.19 Soit V € C3(R%;R) tel qu’il existe des constantes Cy, Cy et M avec
—C] < V(:E) < CQBM'T'Q.

On définit formellement Hp = —%Am + V(z). Soit (a(t),n(t), A(t), B(t),S(t)) la
solution du systéeme (3.28) de condition initiale (a(to), n(to), A(to), B(to), S(to)) telle que
(A(to), B(ty)) € V. On se donne ¢; pour tout multi-indice | € N tel que |I| < L avec
Z\HSL lci|? = 1. Alors, pour tout 8 > 0, il existe une constante Cr(B) > 0 telle que

sup  |y(t, 2, h) — olt, 2, )|l 12 e < CrL(B)R'/?
te[to—pB,to+5]

o

oltant) = exp (5(0)) 3 el AQ). B a(0),1(0),2)

<L

et ou (t,z, h) est la solution de I’équation de Schrodinger (3.29) de condition initiale

'l,b(t(],.’l/‘,ﬁ) = exp <%S(f{])> Z Cl(pl(A(to),B(to), h,a(tg),n(tg),m). (330)

<L

Remarques 3.16
1. Le fait que le potentiel soit supposé uniformément borné inférieurement assure que Hpy
est essentiellement autoadjoint sur C2°(R%; C) (cf. Théoréme X.28 de [ReedSimonII75] et
certains commentaires de la Section 2.3).

2. On peut se passer de I’hypothése sur la croissance a l'infini du potentiel en introduisant
des fonctions de troncature autour de la trajectoire classique.

3. Le résultat découle du Lemme 1.3.

4. Avec plus de régularité sur le potentiel (V de classe CV1?2), il existe une version améliorée
de ce théoréme ot 'erreur est d’ordre hN/? (cf. [Hagedorn98]), dans ce cas, on est oblige
de faire varier les ¢; au cours du temps et le systéme d’équation qui régit leur évolution
fait intervenir les quantités M; ., j(A) de la Section 3.2.7, de plus méme si les conditions
initiales ne font intervenir que les paquets d’onde avec || < L, au cours de I’évolution des
paquets d’onde avec |l| < L + 3N — 3 apparaissent. Enfin, avec l'analyticité du potentiel,
on obtient méme des résultats exponentiellement précis avec superposition éventuelle des
paquets d’onde pourvu que la fonction d’onde finale reste suffisamment localisée autour
de la trajectoire classique (cf. [HagJoye00]).

5. On renvoie a [CombRobert97] pour une autre formulation du méme genre de résultat a
I’aide de la représentation métaplectique.
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Chapitre 4

Approximation de
Born-Oppenheimer dépendante du
temps avec presque croisement

Introduction

L’hamiltonien associé & un systéme moléculaire composé de K noyaux et N — K
électrons posséde la forme suivante

N

4
H(e) = _ZQE—]\J]-AIj - Z %Aq + ZVZJ(% — xj)

]:1 b ]:K+] ’I<]

oux; € R' désigne la position de la ¢ particule, 6’4Mj (pour 1 < j < K) est la masse
du j° noyau, m; (pour K +1 < j < N) est la masse du (j — K)¢ électron et Vj; est
un potentiel d’interaction entre les i et j¢ particules. Le role du paramétre € est de
rendre les masses réduites M; des noyaux d’un ordre de grandeur comparable avec les
masses réelles m; des électrons : pour des molécules réelles, € est petit car les protons
et les neutrons qui composent les noyaux atomiques sont 1835 fois plus lourds que les
électrons. On peut d’ailleurs consulter la Section 1.2.1 |Teufel03| pour une discussion
plus précise en notant toutefois que le paramétre € qui y est introduit est le carré de
celui introduit ici.

Dans la suite, on supposera que M; = 1 pour 1 < j < K (ce qui est toujours possible
quitte a changer les variables de position z; en \/E:Ej), on pose d = Kl et on note

r = (71,...,74) € R? le vecteur de configuration nucléaire. Ainsi H(e) se décompose en
4
H(e) = —EAQE + h(x). (4.1)

ou h(x) désigne I'hamiltonien électronique qui dépend paramétriquement de x et dont la
description exacte importe peu pour ce qui va suivre. Dorénavant, on supposera seule-
ment que

(H1) h(x) est autoadjoint de domaine fixté D (indépendant de x) dans un espace de
Hilbert séparable H,

(H2) la résolvante de h(z) est fortement C* en x € Q o1 Q) est un ouvert conneve de R?,

(H3) il existe une constante C € R telle que

Ve e, VypeD, (¢, h(x)p) > -Clyl.



74 4. APPROX. DE BO DEPENDANTE DU TEMPS AVEC PRESQUE CROISEMENT

Comme évoqué dans la Section 2.2, avec i = €2, 'opérateur (4.1) est d’abord consi-
déré sur le domaine

D =CX(Q;H) N L*(; D) (4.2)

puis étendu en un opérateur autoadjoint encore noté H(e). On cherche alors a étudier
I’équation de Schrodinger dépendante du temps

0
iﬁawzH@w (4.3)

pour ¢ dans un intervalle de temps compact et oi1 ¢(t) € L?(Q;H). Le facteur £ dans le
membre de gauche correspond & un choix particulier de I’échelle de temps qui fait que
tous les termes de I’équation jouent un role significatif & 'ordre dominant (cf. [Cole68]).

L’idée de base formulée dans [BornOppen27|, qui aboutit a 'approximation de Born-
Oppenheimer, repose sur le principe suivant : les électrons trés légers sont considérés
de maniére quantique et ajustent instantanément leur état quantique aprés toute mo-
dification de la configuration nucléaire, dans le méme temps, les noyaux plus lourds
et plus lents sont considérés de maniére semiclassique et subissent un potentiel effectif
correspondant au niveau d’énergie électronique. La validité de ’approximation dépend
alors de maniére essentielle du fait que les électrons restent dans un état quantique bien
déterminé.

Dans ce contexte, 'opérateur (4.1) et I’équation (4.3) ont fait 'objet de nombreuses
études mathématiques dans diverses situations : recherche de solution approchée a divers
ordre en ¢, étude des résonances, ... On pourra consulter I'introduction de [Hagedorn94|
et les Sections 1.2.1, 2.3 et 4.2 de [Teufel03] qui donnent un peu P'état de lart sur le
sujet & diverses périodes. L’objectif de ce chapitre est d’étendre les résultats obtenus
dans [HagJoye98] sur la propagation de paquets d’onde gaussiens a travers des presque
croisements de type particulier. En ce qui concerne les croisements, on citera les résultats
obtenus dans [Colin02] et [Colin03| par des méthodes géométriques de forme normale et
ceux de [Fermanian(2| et |[FermLasser03] pour des mesures de Wigner. Enfin, pour les
presque croisements, on mentionne les travaux récents effectués dans [Colin04].

Apres avoir rappelé I'approximation de Born-Oppenheimer de [Hagedorn86| pour un
état électronique isolé dans la Section 4.1, on décrit avec précision en Section 4.2 le type
de presque croisement que ’on va étre capable de traiter. Puis, aprés avoir fait le lien avec
les résultats du Chapitre 1 et introduit un certain nombre de définitions et notations, on
énonce enfin le théoréme principal de ce chapitre en Section 4.6, le reste du chapitre et
I’Annexe B étant consacrés a la preuve de ce résultat.

4.1 Approximation de Born-Oppenheimer

4.1.1 Principe de Papproximation : séparation des variables et échelles
spatiales multiples

On suppose ici qu’en plus de (H1)-(H3), on a

(HS) h(z) admet une valeur propre simple E(z) de classe C? en x € Q et située
une distance uniformément minorée du reste du spectre de h(z).

On cherche alors une solution de (4.3) qui reste essentiellement dans 1’état propre
associé a E(x).

Pour cela, on introduit les quantités classiques déja évoquées dans le Corollaire 3.18
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et qui satisfont le systéme différentiel suivant

a(t) n(t)

i) = —V.Ba()

At) = iB(t) (4.4)
B(t) = iHess;E(a(t))A(t)

St) = sl — E(a(t))

avec les conditions initiales (& translation prés, on suppose que 0 € )

a(0) 0
n(0) = n°
A0) = Ay (4.5)
B(0) = Bq
S(0) = 0

ou a,n et S sont & valeurs réelles et A et B a valeurs matricielles complexes, et ou bien
str (Ao, By) € V.

On introduit maintenant une nouvelle variable spatiale y = Ifg(t) (et 8—? = f@) et
on cherche une solution de (4.3) de la forme

w(t’ '/I:’ E:) = (p(t7 y? 6)¢(t’ '/I:’ E:)

ou p(t,y,e) € Cet ®(t,x,e) € H.
En terme des variables ¢, 2,y (qu’on considérera momentanément indépendantes), on
est ramené & résoudre

0
je? —U = H(t,e)W 4.6
ie? 0 = Hit,e) (46)
ou
et 3 2
H(t,e) = —§A$ —e°Vy.Vy — EA‘U +ien(t).Vy + E(a(t) + ey) + hr(z)

avec hg(z) = h(z) — E(x). On vérifie alors que si ¥(¢,z,y,¢) est solution de (4.6) alors
P(t,z,e) =W (t,x, mfg(t),zf) est solution de (4.3).

En injectant V(t, z,y,e) = ¢(t,y,e)P®(t, x,e) dans (4.6), on a aprés regroupement de
certains termes

0 209
6228—f@ + gm,s?E = —63Vy<p.Vm@

1 g 1 et
+e? [EAy + —n(1).Vy + 5 Ba(t) + ay)] 0P + ¢ [EAm + hE(-T)] 2.

On va donc d’abord chercher & résoudre

.0 1 ) 1

et

2 = —éA +hp(z)| @ (4.8)
LE ot = 9 T LE\T . .
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4.1.2 Traitement de I’équation nucléaire (4.7)

Pour simplifier les écritures, on va tout d’abord poser

EA(u,h) = E(u)+(V$E(u),h)+%(h,Hess$E(u)h)

EB(u,h) = E(u+h)— E?(u,h).

On sait résoudre exactement (cf. Théoréme 3.16)

.0

Za@ =

| i 1,
58+ 109, + B a2 ¢

a l'aide des paquets d’onde du Chapitre 3. On travaille avec I’hamiltonien quadratique

1

H 1,0, Hess, B(alt). ~ 20(0). 2V, B((0), (a0 (rp1,0.

et on est donc amené & considérer le systéme différentiel ordinaire suivant

(at) = () - in(t)

n(t) = —Hess,E(a(t))a(t) — 1V, E(a(t))
{ At) = iB()

B(t) = iHess,E(a(t)A(t)

L St = SIAI? — ZE(a(t), ca(t))

et on voit facilement que si on se donne les conditions initiales

a0 = 0
(0) = 21’
A(O) = €A0
B(O) = €B(]
S(0) = 0

at) = 0

i) = ()
At) = eA)
B(t) = eB(t)
S(t) =5(t)

Finalement on peut donc proposer une solution approchée pour (4.7) a savoir

©(t,y,€)

= oxp (550)) @A, e50. 1.0. 0.
= exp (5(0)) A0, B2, a(0 (1) 000) + )

= oxp (5500 + Zn(tha) e V(A B,

(4.9)
(4.10)

(4.11)
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4.1.3 Traitement de I’équation électronique (4.8)

Pour résoudre (4.8) a I'ordre dominant, il faut avoir
0 = hg(r)®(t, z,e).

Par des théorémes perturbatifs globaux sur les fibrés vectoriels (cf. [Husemoller66]),
on sait que, si ) est contractile, on peut construire un vecteur propre unitaire global C?
@ (z) associée a la valeur propre E(z).

A cause de la connexion de Berry (cf. Section 3.4.2 de [Teufel03]), on va maintenant
faire tourner ce vecteur propre en choisissant une phase dépendante du temps pour
obtenir un nouveau vecteur propre ®p(t,z) = ¢“F“)d () qui satisfait la condition
d’orthogonalité suivante (condition de transport paralléle)

0
(Pp(t,z), <E + n(t).Vm> Dp(t,x)) =0.
Avec le changement de variable s = ¢, w = x — a(t), on voit qu’il suffit d’avoir

0
EG)E(S,U)) =i(Pg(a(s) +w),n(s).VyPr(a(s) + w))
ol on a posé wr(s,w) = wr(s,a(s) + w) et ou le second membre est bien réel (car
|®£(z)]|? = 1 indépendamment de z et en particulier, en dérivant par rapport a =,
R(Pp(z),n(t).VaPr(z)) =0).

On fait alors dans un premier temps le choix de prendre

O(t,z,e) = Pg(t,z). (4.12)

4.1.4 Forme compléte de ’approximation a I’ordre dominant et exten-
sion aux ordres suivants

Finalement avec
U(t,z,y,e) = p(t,y,e)®(t,z,€), (4.13)

ol ¢ et ® sont données par (4.10) et (4.12), on résout I'équation (4.6) avec une erreur

Stae) = [i5) — Ht.e)| W(ta.e)

) 0
= ieplt.00) (g + 000V ) @(0,2)

_E[3(a(t)a Ey)(p(ta Y, E)(I)Ff(ta :E)
4

£
+5 ety ) A @ (t 7)

+e% exp (;—25(7‘) + én(f)y) 67d/2vy¢l(A(t), B(t),y).V,®p(x).

En anticipant les estimations faites plus loin, ceci conduit, via le Lemme 1.3, & une erreur
qui ne tend pas vers 0 avec € essentiellement a cause du premier terme. Toutefois, avec
le choix de phase de la section précédente, ce terme est orthogonal & la direction qui
nous intéresse ce qui va nous étre utile pour pousser plus loin la résolution de I’équation.
Malheureusement aux ordres suivants, compte tenu du terme mélangeant en 53Vy.VI,
les problémes ne se découplent pas aussi bien qu’a I'ordre dominant. On va maintenant
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chercher ¥(t,z,y,¢e) sous la forme d'un Ansatz ot on a factorisé la phase oscillante
entrevue dans ¢(t,y,¢€) i.e. du type

U(t,z,y,e) = (4.14)

) 1 _
exp (E—QS(t) + gn(t)-y> e P[Wo(t,x,y) + eV (t, 2, y) + *Va(t, 2, y) +---].
De plus, compte tenu de la forme déja trouvée pour ¥y (¢, z,y)

wl(A(t)a B(t)a y)(ﬁE (tv 'T)a

on décomposera Wi (t, z,y) ainsi

Uyt 2,y) = gi(t, y)Pp(t,z) + U (¢, 7. y)

ol g(t,y) est L? en y et W, (¢, 2,y) est orthogonal & ®x(,7) (on notera qu'on a fait le
choix de ne pas faire dépendre g; de z, car une telle dépendance peut étre formellement
développée par © = a(t) + ey et donc envoyée aux ordres suivants en ¢). L'injection
formelle de (4.14) dans (4.6) conduit aux premiers ordres en ¢ a

Ordre 0
0= hE(x)Wé(tax’y)
— Ordre 1
0= hp(z); (t,7,y)
— Ordre 2
0 1 Y’
ZEQO = [—EAy + HessmE(a(t))?} 9o

inlton) (55 +1(0.9.) @pltea) = bV (tny)

En s’arrétant au second ordre et en tenant compte uniquement des termes bien détermi-
nés, on a alors (4.13) avec cette fois

O(t,z,e) = Pp(t,z) +ic’rp(x) (% + n(t).Va;) Dp(t,z) (4.15)

(ou rg(xz) désigne la résolvante de h(z) restreinte au sous-espace orthogonal & ®p(z)
prise en E(x)).

On notera qu’on peut bien slr poursuivre cette procédure si on dispose de plus de
régularité sur la famille (h(z)) et on pourra consulter [Hagedorn86| ou [HagJoye01| pour
plus de détails.

4.1.5 Estimation de D’erreur a ’ordre 2 et mise en évidence de ’effet
exponentiellement petit de la troncature autour de la trajectoire
classique

Ainsi avec ¥(t, z,y,e) donnée par (4.13), (4.10) et (4.15), on résout I’équation (4.6)

—_

avec une erreur =(t, z,y,€) = [i52% — H(t,e)|¥(t,z,y,€) qui vérifie
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ot on a posé ¢(t,y) = i (A(t), B(t),y).
Par ailleurs, avec ¢(t,z,¢e) = ¥ (¢, z,
reur

x—a(t)

. ,6), on résout l'équation (4.3) avec ler-

E(t,w,€) = [ZEQ% _H(e )] b(t,z,e) = E (t z, %““%) .

Pour évaluer rigoureusement ’erreur commise, on va tronquer la solution approchée
ainsi construite autour de la trajectoire classique a(t) afin de ne pas avoir a controler les
dérivées spatiales et temporelles de ® (¢, x) loin de cette trajectoire.

On considére donc une fonction de troncature F' € C*(R;[0,1]) telle que F(z) =1
siz<let F(z) =0siz > 2.

On va alors estimer Perreur commise dans ’équation (4.6) si on prend la solution
approchée

Ut z,y.e) = FOllyl)¥(t 2,y ¢) (4.16)

(ot v tend vers 0 suffisamment lentement : lerreur sera d’autant plus petite qu’on fera
tendre y plus lentement vers 0)

+ed saff YT M S
P F )0l

Voyons d’abord que les termes faisant intervenir les dérivées premiére et seconde
de F' auront une contribution exponentiellement petite en ¢ et seront donc négligeables
vis-a-vis des autres termes d’erreur : ils se majorent par

d—
’)’(82+

qui sont exponentiellement petits d’aprés (3.22) et (3.23).
Montrons maintenant que les autres termes d’erreur ont une contribution d’ordre &3
les termes sont tous a considérer en norme L? en z ol y est considéré comme fonction

1 . - 1 .
4 1) PGl + 0, + 522 P

de = mais comme ils font tous intervenir un produit d’une fonction de y par une fonction
de z, on peut majorer la norme recherchée par le produit des normes (respectivement L2
et L>) des fonctions (respectivement de y et de x), ainsi

) 1 -
exp (=555 - St ) e Pl 0,0.)

2
. 3) N A,
eIy, |F=—|| + el |F=2
6 2 |5
o
B 0
40 ~
F \% V.
w16l P (g7-+02) [re (4092 ]|
+& |V @ll2 | FV 2 ®||oo-
D’ou finalement
= (t,x, —_ a(t),e) = 0(e3). (4.17)
¢ 12(H)
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4.1.6 Enoncé du résultat

On a finalement le résultat suivant qui donne une justification mathématique de I'idée
de Born-Oppenheimer formulée dans l'introduction et qui est apparu pour la premiére
fois dans [Hagedorn86].

Théoréme 4.1 Soient h(z) un hamiltonien qui vérifie les hypothéses (H1)-(H3) et (HS),
(a,n, A, B,S) les quantités classiques définies par (4.4)-(4.5) et P (t, x) le vecteur propre
dynamique défini dans la Section 4.1.3. Dans la région bornée —T <t < T, si on pose

olta.e) = oxp (125 ) iAW), B2 a0 1), 0025 1.0

et si on note (t, -, e) la solution de I’équation de Schrodinger (4.3) de condition initiale
P(0,-,€) = 1g(0,-,€), alors il existe une constante positive Ci(T) telle que

sup |[Y(t,z,€) — Yo(t, z,€)llr2m) < Ci(T)e
te[-T.,T)

quand € tend vers 0.

Remarques 4.1
1. Si e/ est suffisamment petit, le support de la fonction de troncature qui intervient dans la
preuve qui précéde est toujours inclus dans € , ainsi ¢y (¢, -, &) est un O(1) en norme dans
L?();H) et on a donc bien le début d’un développement asymptotique pour ¢ (¢, z,¢).

2. Avec plus de régularité sur ’hamiltonien électronique (CV*?2), on peut obtenir un résul-
tat avec une erreur d’ordre O(e™) (cf. [Hagedorn86]) voire exponentiellement précis si
Ihamiltonien est analytique (cf. [HagJoye01]).

Preuve On applique le Lemme 1.3 avec la solution approchée (4.16) (ot ¥ (¢, z,y, €)
est donnée par (4.13), (4.10) et (4.15)) qui appartient évidemment & D et les estima-
tions (4.17). On conclut alors en utilisant que, sur le support de troncature, le terme
d’ordre deux est en O(g?) et que le fait de tronquer conduit & une erreur exponentielle-

ment petite en € compte tenu de la structure des paquets d’onde (cf. Proposition 3.15).
O

4.2 Rappel sur un presque croisement de type I

Comme dans le Chapitre 1, on va maintenant introduire un parameétre supplémen-
taire § qui correspondra a la distance minimale (en fait la moitié de cette distance) entre
deux valeurs propres de ’hamiltonien électronique bien isolées du reste de son spectre.

On s’intéresse donc a la résolution approchée de ’équation de Schrodinger

0
1:52&@& = H(5,e)1p (4.18)

ou H(d,e) est une extension autoadjointe quelconque (cf. Section 2.2) de Popérateur
f%Am + h(z,0) défini sur C2(Q;H) N L?(; D) avec h(x,§) une famille d’opérateurs
autoadjoints uniformément bornés inférieurement de domaine fixé D (dans H un espace
de Hilbert séparable) et dont la résolvante est C* au sens fort en (z,d) € Qx] — 28y, 20g]
et ot  est un ouvert de R,

Définition 4.1 On suppose que h(x,d) posséde deuz valeurs propres E4(x,d) et Eg(x,0)
qui dépendent continiment de (x,0) et qui sont uniformément isolées du reste du spectre
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de h(z,d). De plus, on suppose que I' := {x € Q|E4(z,0) = Ep(z,0)} est réduite a un
point ou est une sous-variété connexe propre mon vide de €} et que, par ailleurs, pour
tout (z,0) € Q x (] — 209, 0[U]0,200[) on a E4(z,0) # Ep(z,d). On dit alors que h(z, )

posséde un presque croisement en I.

Soit P(z,0) le projecteur spectral de h(zx,d) associé & E4(z,d) et Eg(z,d), on pose
hj|(z,0) = h(z,d8)P(z,9).

Dans le cas d’un presque croisement de type I (cf. [Hagedorn98’| pour la classification
des presque croisements et [HagJoye98| pour la forme normale utilisée ci-dessous dans
le cas de type I), T' est de codimension 1 et les deux valeurs propres sont simples.
Ce type de presque croisement arrive, par exemple, pour des molécules diatomiques &
cause de la symétrie rotationnelle (le paramétre transverse a I' correspond alors a la
distance entre les deux atomes). On va désormais supposer que 0 appartient a I, que la
direction z1 est normale & I" en 0 et que, quitte a changer = en x + du, on a découplé au
premier ordre I'influence de x; et de §. On sait alors qu’il existe une base orthonormale
{4p1(,6),92(z,0)} de P(x,8)H qui est C3 sur Qx] — 28¢,28[ (il est relativement facile
d’en construire une C* sur un voisinage de (z,6) = (0,0), en reproduisant le procédé
déja utilisé dans la Section 1.3 : on choisit une base orthonormée {1,172} de P(0,0)H,
on la propage de maniére C* par P(z,§), elle reste libre dans un voisinage de (0,0) et il
suffit alors de la réorthonormaliser par le procédé de Schmidt ; pour le faire de maniére
globale, il faut une fois encore faire appel a des théorémes sur les fibrés vectoriels) et
dans laquelle h|(z,d) a la forme suivante

h(z,0) = ho(z,0) + E(z,6) (4.19)
b(zx,d) c(x,d) + id(x,0)
( o(x,8) —id(z,6)  —b(x.0) ) +B9)

ot E(z,6) = Tr(h)(z,0)), b(w,0), c(z,d) et d(x,5) sont des fonctions C? sur l'ouvert
Qx| — 28y, 200] qui ont les développements limités suivants

bgw ; = ml+(€ﬁ||g|c|||2+5)2)

c(z,0) = 16+ O(|z|]? + §?

d(z,8) = O(|z|* + %) (4.20)
E(z,0) = O(1)

avec r > (. Pour alléger les notations, on posera par ailleurs

= /b(z,0)2 + c(z,0)2 + d(z,0)2.

4.3 Réduction heuristique au cas adiabatique et prédiction
a la Landau-Zener

Si on considére les noyaux de maniére physiquement classique comme des particules
purement ponctuelles suivant, au moins localement, la trajectoire (a(t, §), n(t,d)) associée
a la valeur propre moyenne FE(z,¢), I'hamiltonien H(d,¢) devient

H(1.6) = 5ln(t,0)| +h(al, ), )

et on est ramené & résoudre I'équation (1.1) avec cet hamiltonien dépendant du temps
qui posséde un presque croisement générique de deux de ces valeurs propres

%Iln(t, O)I* + E(a(t,0),8) + p(a(t.4),0)
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au sens de la Section 1.3. Si on applique le Théoréme 1.4 dans cette situation, on s’attend
donc suivant les cas (§ < &, § = € et § > €) a une probabilité de transition formellement
donnée par la formule de Landau-Zener, & savoir dans ce cas,

mr 62

o <W?>

et c’est exactement le résultat donné ci-aprés a I'ordre dominant et au premier ordre
dans le Théoréme 4.4.

4.4 Asymptotique des quantités classiques

On pose
Ec(z,0) := E(z,0) + vSp(z, d)
ot vA =1 et 8 = —1 et on se donne 70,7 € C([~do, 60]; R) avec n°(d) = n° + O(6)
et 7 (8) = n° + O(5) ot n¥ > 0. Enfin on se donne un couple (Ag, By) dans V.
On cherche alors & résoudre les systémes

a(t,8) = n(t,o)
77(fa5) = *VmE(a‘(ta(s)a(s)
A(t,0) = iB(t,0) (4.21)
B(t,8) = iHess,E(a(t,?),8)A(t,d)
St,0) = zln(t, o)l — E(a(t,d),0),
ac(t,8) = n°(t,0)
ﬁc(taé) = 7VmEC(a‘C(t75)a(s)
AC(t,8) = iBC(t,0) (4.22)
BC(t,6) = iHess,Fc(aC(t,6),0)AC(t, )
Sc(t,(S) = %||77C(t,5)||2—Ec(ac(t,é),é)
avec les conditions initiales
a(0,6) = 0
n(0,6) = n°(9)
A(0,8) = Ay (4.23)
B(0,6) = By
5(0, ) 0,
a©(0, )
n€0,8) = n°(0)
AC(0,6) = A (4.24)
B¢(0,6) = By
S€(0,6) = 0.

L’existence et 1'unicité de la solution des systémes précédents sont classiquement
données par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, de plus avec un peu plus de précision, on
dispose des asymptotiques suivantes.

Proposition 4.2 La solution des systémes différentiels (4.21) et (4.22) de condition
intiale respective (4.23) et (4.24) vérifie les asymptotiques suivantes

a(t,8) = n°()t — VLE(0, 6)% +O(#), (4.25)

n(t,8) = n°8) — VLE(0,8)t + O(t%), (4.26)
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C(t,8) = 0" (8)t — V,E(0, 6) +O(|t]? + 6t?) — " o) (4.27)
1
2 ni (B)t + 1/ (nf° (8)1)? + o2
) + 62+ Of In | — : — 25t |
Al (6) 0
1™ (8) — VLE(0,8)t + O(£2 + 6]t|) (4.28)
1
N ! [ (n?c(é)t)2+525]
@) |
0
_ l 0 2 .0 2 3
S(t,0) = | Sl (O)F = £(0,0) ) ¢t = 17(6). V4 £2(0, 0)t7 + O(t7) (4.29)
1
SC(t,0) = <§||7706(5)||2 — E(0, 5)) t — 0% (6).V,E(0,8)t2 + Ot + 6%t) (4.30)
C C
62 m (0)t 4/ (ni (9)1)? + 82
—Cr [t/ (€ (0)8)2 + 62 + 1 — 8t
vor [t/ (ny (6)¢) 7 0) n 5
AC(t,0) = Ao+ O(1), (4.31)
10 0
0O0 -+ 0 t r352
B¢ = B+ 1% Ay | 3
. 9) AR : 0/0 o9y, a7 T O
0 0
10 -0
0 --- 0 t
= By+S0r | | Ao + O(|t| +6) (4.32)
- ; (" (0))? + &2

quand t et § tendent vers 0 (ou, de plus, (4.25), (4.26) et (4.31) sont uniformes en §).

Remarque 4.2 A partir de maintenant, on omettra de préciser la dépendance en § des fonctions
(a,m, A, B,S) qui nous intéressent afin d’alléger les écritures.

Preuve cf. Annexe B.1. O

4.5 Choix des vecteurs propres

Comme dans la Section 1.4, on va faire un choix explicite de vecteurs propres afin
de pouvoir controler leurs dérivées (ici spatiales, temporelles dans le Chapitre 1). Pour
les mémes raisons, on va introduire deux zones correspondant aux deux hémispheéres
et tout va se dérouler en gros de la méme fagon excepté la largeur caractéristique des
paquets d’onde qui va obliger & introduire des zones de troncature et ainsi introduire
une condition purement technique qui empéche de s’approcher arbitrairement proche de
I’hypersurface de croisement indépendamment de €. En effet, la zone de troncature ne
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doit pas rencontrer I'’hypersurface de croisement sinon une partie du paquet d’ondes va
déja commencer & vouloir transiter alors que la partie centrale de ce paquet est encore
loin de la zone de transition.

4.5.1 Mise en situation : hypersurface de croisement vs zones de tron-
cature
On choisit T" > 0 suffisamment petit pour avoir les asymptotiques de la Proposi-

tion 4.2 (T < min(Tp, T§) de I’Annexe B.1). On définit pour & €] — 28y, 20|,
1 1
7.0 = {o e Ubiad) < gotwd) b 200) = {a € Oland) > ~5o(o.0)}
les régions ou hi(z,d) évite une forme diagonale spécifique,

\/x?+52}

J(0) = {:v € Q/p(x,6) >

N3

la région ou on sait bien contréler la taille du “gap”,
UC(.bem) = o € o - a€0.0)l < V)
Y

pour ¢t € [-T,T] la boule de troncature a l'instant ¢ et finalement

We(t,d,e,y)= | USs,069), WSS ey) = |J US(s.d.e7)
se[—T\t| s€t,T)

les deux tubes disjoints de troncature entrant et sortant (le premier sera utilisé pour
t < 0 et le second pour ¢t > 0), ces trois derniers étant représentés sur la Figure 4.1.

Par analogie avec la Section 1.4.1, on a alors le résultat suivant qui stipule dans quelle
zone on va étre capable de contrdler la taille du “gap” et le choix d’un hémisphére.

Proposition 4.3 Il existe une constante M > 0 telle que si le quadruplet (t,d,e,v) est
dans [=T,T]x]0,60]x]0,1]x]0, 1] et vérifie |t| > M=, on a, sit <0,

WE(t,8,e,7) C (Z-(5) N J(4)),

et sit >0,

De plus, on a

a‘c([fTa T]v 5) g J((S)

et pour tout z dans UC(t,0,¢,7),

T 02
plr.8) > 2 %ﬂ +62 > R(|t| + 0).

Preuve cf. Annexe B.2. O
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Fi1G. 4.1 — Mouvement classique des noyaux & travers la surface de croisement.

4.5.2 Construction des vecteurs propres

Pour (z,0) € 2x]0,2d¢[, on définit les quantités (en omettant les parameétres (z,d))

Y

b c d
B(z,0)=—-, C(z,0)=-, D(z,0)=-,
(2, d) P (z,0) P (2, 0) P
A(z,d8) =C +1iD,

1-B A
B 76 = T a B 36 =
Fad) =[5 ) = s

pour B(z,d) <1 et
1+ B A
+ 76 = _—, + ,(5 e ——
s =R o) = s
pour B(z,d) > —1.

On définit alors des vecteurs propres statiques par

O u(z,0) = g i+ [ 9o
Op(z,0) = —f +g 1o
pour B(z,0) <1 et

O (2,0) = [Th1+ gt
(2, 0) = —gtp+ [T
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pour B(z,d) > —1.
Comme dans le Chapitre 1 ou la Section 4.1.3, on va faire tourner ces vecteurs propres
unitaires de maniére dynamique en posant

B (t, x,0) = et (1, )

pour C = A, B et * = +, — en vue de satisfaire la condition d’orthogonalité suivante
* 0 C *
(QC(taxaé)a &‘i‘n (t)vir (DC(tV(Eud)) =0.
Avec le changement de variable s = t, z = z — a®(t), on voit qu’il suffit d’avoir

%G)é(s, 2,0) = i{®%(aC(s) + 2,0),1°(5). Vo ®i(aC(s) + 2,8)) (4.33)

oll on a posé @h(s,2,8) = w}(s,a’(s) + z,6). Enfin, on choisit de maniére arbitraire les
conditions initiales w, (=T, z,8) = 0 et wd (T, z, ) = 0.

4.6 Enoncé du résultat

On énonce ici le principal résultat de ce chapitre sur la propagation de paquets
d’onde gaussiens a travers un presque croisement de codimension 1 comme décrit dans
la Section 4.2. Tout d’abord, pour abréger les écritures, on pose, pour ¢t € [T, T],

SCt)  n(t)y
P tpnen) = Flalyes (142 + 2

Yi(A(), BE(t), ).

Théoréme 4.4 Soit h(x,d) un hamiltonien comme dans la Section 4.2 et )(t,x,0,¢) la
solution de ’équation de Schrodinger associée (4.18) telle que

r—af(~T
'l,b(*T,.’II,{S, 6) = Z AE((sv 8)&? <Ta %7&7) Qg(iTaTa(s)
C=A,B

ot A4 (0,€)|” + [Az(0,€)|*> =1, alors on a

—d&(T
YT,w0.e) — 3 AL )Pl (T, “””7”7) (T, 2,0) —o(1)
=48 L2(0:)
(4.34)
o
A (6, €) ) ( A (6, €) )
AV =S(d,¢e AV ,
( A56.0) ) =50 a0
avec,
- s1d/e =0,
0 elwan(d,g)
56 = (o * o)
- 510 =¢,
S(6 = ¢,e) aIRNVE: mfﬂ?) —eteas@le
= 6’ eg) = _ TT i
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sid/e = +00,

e

eiwA(ﬁ,s) 0
S((sa 8) = < 0 iwp(d,e) >

ot les différentes phases ne dépendent que du choix des phases initiales des vecteurs
propres ®5(t,x,0) et sont telles que la matrice S(0,€) est unitaire.
De plus, si 6)e — 0 et si §/e7/® — 400, alors, avec

é W_TPiWA((S,E) 1 — Tr_rﬁpiw.AB((S:E)
=1/ 0¢ 0 e2€
S((S, E) == ! - ! 3
_ W_Tﬁ in.A(‘S:g) é nr in((SaE)
1 0-2€ o€
m e £ Uk

on a (4.34) en remplacant le terme d’erreur du second membre par o (g)

Remarques 4.3
1. Le cas § = € a déja été traité complétement dans [HagJoye98], ce théoréme permet donc
de le compléter en I’étendant & d’autres tailles de “gap”.

2. Dans [HagJoye99’] et toujours avec § = e, d’autres types de presque croisement de co-
dimension plus grande sont traités. Au prix de la technique, le théoréme précédent doit
pouvoir étre étendu a ces derniers. On notera d’ailleurs que dans le cas de codimension 2,
compte tenu de la largeur du paquet d’ondes incident, le centre et les bords de celui-ci
avaient un comportement différent puisqu’ils subissaient des tailles différentes de “gap”
(chose déja entrevue pour les croisements dans les Figures 1 et 2 et le Théoréme 6.3
de [Hagedorn94| et dans la Section 12 de [Colin02] humoristiquement intitulée “the dro-
madery becomes a Bactrian”).

3. La régularité supposée sur h(z,d) ne prend pas en compte les singularités de type coulom-
bienne mais [Hagedorn88] et [KleinMartSeilWang92| donnent un apercu de la technique
qu’il faudrait utiliser pour intégrer cette difficulté supplémentaire et ainsi améliorer notre
résultat.

Comme dans le Chapitre 1, le reste de ce chapitre va étre consacré a la preuve de ce
théoréme et la stratégie utilisée est en tout point similaire a celle du Théoréme 1.4 du
Chapitre 1.

4.7 Loin du temps de croisement

Par analogie avec le Théoréeme 4.1, on a le résultat suivant.

Lemme 4.5 Dans la région entrante —T <t < —t.(d,e) <0, si on pose

C C
- t S*(t
YE(t,z,0,e) = Z A; (0, e)F <7M> exp <7 g )> golc(t,e,m)(ﬁg(t,m,é)
C=AB € €
(4.35)
ou A, (6,e) = O(1) et si on notep(t,-,0,€) la solution de I’équation de Schrodinger (4.18)

de condition initiale Y(=T,-,6,e) = Yg(=T,-,0,€), on a

1 g2 el
: t2,6,2) — it 2,5, =0 (¢l + +
28 W80 69 ion = 0 (e + - + )

quand 0 et € tendent vers 0 et o y(d,e) et t.(d,e) tendent vers 0 et sont tels que

e/(te(d,€)v(0,€)) est borné.
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Remarques 4.4

1.

On a bien sir un résultat analogue dans la région sortante 0 < t.(d,e) < t < T en
remplacant ¢ (t,z,6,¢), @5 (t,2,6) et Ay (6,¢) par Ys(t, z,6,¢), ®F (t,2,0) et AF(d,e)
respectivement.

La présence dans la formulation du résultat de la fonction de troncature n’est pas anodine
et ne sert pas uniquement pour ’estimation de I'erreur : elle est indispensable car a priori
@, (t,z,d) n’est pas bien défini au voisinage de I'hypersurface de croisement I'.

On a vu qu’il faut choisir T relativement petit pour étre str que a®(t) n’est proche de I' que
pour ¢ voisin de 0, mais si on peut s’assurer de cette hypothése autrement, le Théoréme 4.1
permet de traiter le controle de lerreur sur lintervalle de temps entre —T" quelconque fini
et —T relativement petit qui précéde et ainsi traiter un intervalle de temps plus long
puisque la traversée de la surface de croisement ne posséde une influence que localement.

Contrairement au cas adiabatique, a cause du traitement semiclassique des noyaux et de
la largeur caractéristique des paquets d’onde, le temps ¢, ne peut pas étre choisi arbitrai-
rement petit indépendamment de . Avec ¢, et § fixés strictement positifs, on retrouve le
terme d’erreur du Théoréme 4.1.

Preuve cf. Annexe B.3 ]

4.8

4.8.1

Au voisinage du temps de croisement

Forme de Papproximation

Lemme 4.6 Dans la région intérieure —t;(0,e) <t < t;(0,¢€), si on pose

br(t.5.5.) = exp (Z,S(t) + "(t)é(x - a(t))) I (g %a(t) 5 E) (2. 8)
k=1,2

avec,

\

€

)

5,9, 0 .
pour ( ;IE;"Z’(; 3 ) , respectivement
2\°, Y, 0,

91(y, 8,€)e im0 2 ysyr)

sid/e =0
92(y, (5, 6)97:7"(77(1)%4-53/1) /

9D + gy, 2) 5" [5pD )
e 2 —(1+1), /L& (n s—i-y])) sid=¢
—gi1(y. &) [5D_ i+ ga(y,€)D ( Vo
w i

g1 (Ua 5a g)efirgs — g2 (Ua 6a g)eiTgS
—irls

st 0/e = 400
gl(ya(sa 6)6 € +92(y,6, 6)6

irls
3

(ot g (y, 0, €) vérifie dans chacun des cas les contraintes qu’on mentionne dans la preuve
qui suit) et si on note Y (t,-,0,¢) la solution de I’équation de Schrodinger (4.18) de condi-
tion initiale (0, -, 0,¢) = 1(0,-,0,¢), alors on a

3 2
Oti+ 5 +5+5) sid/e >0
3 2
sup [[Y(t,z,6,¢) —Pr(t,z,6,¢)|| = 0 (ti T t?> sio=e
te[~ti ti] 02 8 )
o(t;‘-f+tg—-5+%+t—2+aféz>5’“5/8_”“’0

dans L?(S4;H) quand § et € tendent vers 0.
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Remarques 4.5
1. Ici la fonction de troncature n’est pas indispensable & la formulation du résultat puisque
les vecteurs vy (x,0) sont définis partout. Par contre, elle intervient fortement dans ’esti-
mation de 'erreur puisqu’on ne sait pas controler les dérivées spatiales de ces vecteurs.

2. Le cas 6 = € qui fait apparaitre les fonctions paraboliques cylindriques D,,(z) est bien str
déja présent dans [HagJoye98] et la preuve donnée peut d’ailleurs s’adapter aux deux autres
cas, toutefois cela ferait intervenir les fonctions spéciales D, (z) ou le paramétre n et la
variable z dépendent simultanément de nos deux petits paramétres § et € et "'asymptotique
de telles fonctions est assez difficile & traiter. C’est pourquoi la technique employée ici pour
ces deux cas sera un peu différente et finalement plus basique dans la mesure ou tous les
termes n’ont alors plus le méme poids a 'ordre dominant.

3. La prochaine section est consacrée a la preuve de ce lemme. Bien que relativement tech-
nique, nous ’avons gardée dans le corps du texte car elle constitue le coeur de la preuve du
Théoréme 4.4 puisqu’elle décrit explicitement la traversée de la surface de (presque) croi-
sement.

4. Comme pour le Lemme 1.6, le résultat peut étre amélioré jusqu’au premier ordre notam-
ment si /e — 0, les modifications des fonctions f; sont d’ailleurs mentionnées dans la
Section 4.9.2 par les formules (4.48) et (4.49).

4.8.2 Preuve du domaine de validité du Lemme 4.6

On effectue un changement d’échelle de temps s = t/e, 'équation (4.18) devient alors

9 .
76Ew = H(d,e)y

ol 1,&(5, z,0,e) = 1(es,x,d,¢). On injecte alors dans cette équation la solution approchée

Pr(s,x,d,e) =
F (77”36 — a(as)”) e/ 1) 4n(es)-(o—ales))] Z Tk <s, z —ales) .0, 5) Yi(z,0),
£

13
k=1,2

I’erreur commise est alors, si on omet la contribution des dérivées de la fonction de
troncature (qui est exponentiellement petite avec un choix convenable des fonctions g
et hy définies plus loin)

Y

exp (78(&;) - 1}77(68)"1/) E(s,x,y,0,e) =
£ £

5 (150 0.2 (0:0) = a0 Vol D)) (430

k=1,2
—E\(ales), b,ey) > frls,y, 0, ) (x,0) (4.37)
k=1,2
2
+5 D Ay fils.y. 8. (a.0) (4.38)
k=1,2
+ie® > frls.y, 6.6)n(es).Varpk(z, 6) (4.39)
k=1,2
+e* Y Vyfi(s,.0.€).Vathi(a. 9) (4.40)
k=1,2
4
+% Z fk(saya(sa 6)Ar¢k(77»5) (441)

k=1,2
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ou hg(z,0) est défini par (4.19).
Le premier terme (4.36) donne déja lieu & une erreur consistante, on va donc chercher
a le faire disparaitre au mieux par un choix judicieux des fj, i.e. résoudre de maniére

approchée
i ()= (o it s 2o ) (5):

La premiére erreur commise en ne traitant pas les termes restants (4.37)-(4.41) est alors
en

O (2 (1 + IylI*)ful + €21V y fil + %[ Ay fil) - (4.42)

Compte tenu de (1.3) et de la Proposition 4.2, on est ramené a 1’équation

D (A [ les+em 5 i
" os ( fo ) T( ] d —(nYes + ey1) ) ( f2 ) (4.43)

La seconde erreur est alors en
O (%% + 2 lylI? + %) ul) (4.44)

On distingue alors trois situations :

1. §/e = 0 et on est ramené au systéme

7.§<f1>:7n<n?s+y1 0 ><f1>
05 \ fo 0 —(ns +y1) f2 )’

qu’on résout en

. §2

fl(S,ya(sa 6) = 91(1/,5, 6)67"(”?'7"’5?/1)
. 52

f2(37y757 6) = 92(:‘/757 5)€lr(n?7+5yl)

ce qui conduit & une erreur supplémentaire en

O fxl) (4.45)
2. 0 = € et on est ramené de maniére exacte au systéme

D)o 1Y ()
05\ fo 1 —(ns +y1) fa )’

qu’on résout exactement a 1’aide des fonctions paraboliques cylindriques de Whit-
taker Dy (z) (cf. [WhittWatson27])

f1(37y752575) =
1—17 [r . T
<91(y,€)Dir +92(ys€)—5— [ gD 1) <(1 +i), [ 5 (s +y1)>
209 2 ni 2 M
f2(87y75 = 878) =

141 T . T
(—91 (y,E)T —D_ir _ +go(y,€)D i ) (—(1 + Z),/—g(n?s + yl)) ;
U 2n{ U

N
=
=
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3. /e = +oc et on est ramené au systéme

(5 )= (2 5)(5):

ol O
O o>

qu’on résout en

fl (Sa Y, 5a 6) = 01 (Ua 5a g)eiirgs — g2 (Ua (S, €)€irgs
fQ(Sayaéa E) = 0 (yaéa E)e*iT‘gs +92(y56, E)eirgs.

Malheureusement cette réalisation approchée donne lieu & des termes d’erreur en

t 2 ; . .
o2 qu’on ne peut espérer recoller avec la solution en dehors du temps de
€ g2

croisement compte tenu de la condition €/(¢7y) borné, on va donc raffiner la résolu-

tion du systéme en cherchant f; sous la forme d’'un développement asymptotique
g

en 3
£
fk(sayaéae) = fl?(sayaéag) + gfl%(sayaéag) +e

qu’on injecte dans (4.43). On va donc résoudre successivement

D f 0 ¢ 0

a‘()‘( 6)(2@)
et
0 (Y L 0 ¢ fi d ( s+ 0 P
8_(1”)( o)(é)“E( o <n9s+y1)><f§>'

Ce qui donne lieu aux solutions approchées

5

[flo +fg] (s,4,0,6) = gi(y,0,e)e "<*
8

|:_f]0 + fg] (S7y7 57 8) = g?(y7 57 S)Gngs

£l + f2] (s,y,0,e) =
8 0 s Og . ) 5 \]
0. 2)e 7 anl.9) | et (B )sin (r2s)
[7]0]] + fQ]] (s,y,(ﬁ, 6) =

. 0 . 0 S 1
ha(y, 9, 6)6"25 + g1(y, d,¢€) [%se"gs — <%% + 71/1) sin <7“—3> )
€

On s’arréte alors au premier ordre, ce qui conduit & une erreur supplémentaire en

82
0 (55 sl + izt ). (4.46)

Dans chacun de ces cas, on a

1.
fr = O(gx),

Vyfr = O(Vygr| + |s].lgx]),
Ayfe = O(|Aygr| + 8] Vygr] + s*(gk])
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2.
Jw = O(g;1),
Vyfe = O(IVygil + (1 +[s] + [lyl)]g;]) ,
Ayfr =0 (18yg5] + (L+ s+ [lyl)[Vygs| + (1 + 5"+ lyl*)]g;1)
3.

i =0 (gl
Vi = 0(IVyg50),
Ayfi = 0(18yg5)),

72 =0 ((Is/+ 5 + ll) los| + sl
Vyft =0 ((Isl+ 5 +llyl) 19590 + Vs +Ig51)

Ayft =0 (15145 + Iyl ) 18,950 + 1Ayhy1 +[9951)
Il faudra donc suivant le cas imposer les conditions :
Logr € H*(Q) N (1+ [lyl*) " L*(Q);
2. gr € H2(Q) N (14 ||y||?) ' L3(Q) et pour le gradient Vg5 € (14 [|y||?)~/2L*(Q);

3. gr € HX Q)N (1+ |lyl*) 32L2(Q), by € H*(2) N (1 + [ly[|*) 'L () et pour les
dérivees Vygr € (1+ [[ylI*)/2L*(Q), Aygr € (1+ [ylI*)~/2L*();

et dans tous les cas, il faudra avoir (1 — F)gg et (1 — F)hy et leurs dérivées spatiales
jusqu’au second ordre de norme exponentiellement petite en € pour que la contribution
de la fonction de troncature soit négligeable par rapport aux autres termes d’erreur.
On conclut alors par le Lemme 1.3 en sommant, dans chaque cas, les erreurs (4.42),
(4.44) et (4.45)/(4.46) puis en intégrant par rapport au temps s. O

4.9 Le recollement
On rappelle seulement qu’on se limite au cas ot A4 (d,e) =0 et Ag(d,e) = L.

4.9.1 Asymptotiques des vecteurs propres

Dans les deux régimes déja évoqués dans la section 1.8.2, on dispose des asympto-
tiques suivantes.

Lemme 4.7 On a, quand §, € et t tendent vers 0, pour t < 0,

[ (1= oy~ el = o1+ 2
r (ylz=ettl i+ 7)),

(
@A%®+¢M%®w = O(/
(
(

uniformément en y < 1, |e/(yt)| < M et [6/t] < M.
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Lemme 4.8 On a, quand 9§, € et t tendent vers 0, pour t < 0,

’I,‘*(IA A /
P (2O o o) - L) + a0 || = 05+ %)
'L‘*(I;B , ] i
- (VM> By (z,0) - \f(wl(ar,é) +1a(2,0)) ||| = O (“ 5 ) ’
et pour t > 0,
.'E_aA |
P (VM> o (z,0) — ?(%(%5) +i(z,0) | = O ({H % >
.'E_aB ]
P (VM> o (2,0) — ?(%(%5) +ea(z,8))| | = O ({H % > ’

uniformément en vy < 1, |e/(yt)] < M et [t/d] < M.

Enfin, I'introduction de la phase dynamique dans les vecteurs propres ne perturbe
pas 'asymptotique de maniére significative comme le montre le lemme suivant.

Lemme 4.9 On a, quand J, € et t tendent vers 0, pour C = A, B et x = +, —,

llz — aC(t)] « iw? (£,aC (),0) % _ £ 1
HF (Vf 2(t.0) - %i(a0)]| = 0 SRR

uniformément en vy < 1 et |e/(~t)] < M.

Remarques 4.6
1. Les normes qui interviennent ici sont celles de L>(Q; H).

2. Les preuves de ces trois lemmes se trouvent en Annexe B.4.

4.9.2 Le presque croisement étroit (§/ — 0) : régime |t|/0 — +o0.

Variation asymptotique du terme de phase semiclassique On a

4
050 = ("0 - r'@) 't +0 (1 + ;)
2 2 0¢
—r© [sgn(t) (n?tQ + 267? + 7]0?(5) In (2771 ;5)t>> — 5t] ,

Ew-at) = (0 @) e+ 0 (10 + %)

7
1
0 2 2 o
Y sgn(t) 24 0 " 65 In 2n7 (9)[¢] ~ ot
: 2 20" n¥ (9)? o
0
1
c ro€ 0 §?
O =a) = 00 -0 - T | (n?t—5)+0<t2+7>,
1 ,
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D’on,

[55(t) + (1)~ a%))] [S(f) T (0).(o — a(t))]
= (S°() -~ 5() + ot ¢

3 & 52 0¢ 0 C 0
= Ot +5+ (P47 eloll ) + (5 0) =) ey + ey 5 I
. 1

rvSsgn(t) [ oo 07 6% 20" (6) 1
- t 1 : 44
5 nit? + o] + o ; (4.47)

1

Variation asymptotique des paquets d’onde On a

AC(t) = Ag+O0(1)

zrucsgn( t)

52
B(t) = By+ PAy+ O (t + t—2>

771
c 8
= Bj(sgn(t)) + O <|f| + f_2>
et on note au passage que (Ag, BS(*)) appartient a V si c’est le cas pour (A, By), d’oi,

a(t) — ac(ﬂ)

3

" (AC<t>,BC<t>,y i

(Ao, B (sen (1)), 9) + O (t TR

en norme L? en y.

Asymptotique de la solution hors croisement pour ¢ < 0.
'L/JF;(t,.’E,(s, 8)
_ S5(1) 4B B 2 B B - 5
= €xXp |1 (Pl( (t)uB (t)7€ , @ (t)ﬂ? (t)ux)q)B(taxa )

2

] O e P

£
X [L+ 0 (ep(t,0,6,7) +ep(t, b, ¢) + ealt, 0) + en(t €) + eu(t, 0,€,7))]

ou
R S N ) 52 2 52 |t
ep(t,d,e,7) = 6_+5+6_1 M ot ey(t.d.e) = [t + -5 + =+ —In ‘6
0 1 e2 ¢ de € 1
2 t(5 :t —_— 2 t e 1 — - _ > t(5 — _1 -
ea(t,0) ||+W, ep(t,e) =¢cln -1+ 3 +W3’ ew(t, 6, e,7) 7|t|+7 n‘t

sont les erreurs commises sur, respectivement, la phase S(t) +n(t).(z — a(t)), la fonction
de Hermite ¢y, la fonction propre @, (z,6) (cf. Lemme 4.7), la solution approchée globale
(cf. Lemme 4.5) et la phase corrigée wy (t,2,6) (cf. Lemme 4.9).
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Asymptotique de la solution pendant le croisement.

Yr(s,y,0,e) = exp( S(;;S) +Z.77(8§).y)

< 3 gely, 8, )V IORT E ) gy (a(es) + ey, 8) [L+ O (er(es, 6,€))]
k=1,2

ou er(t,0,e) = |t| + ‘ -+ M(s + ?2 est I'erreur donnée par le Lemme 4.6.

Recollement pour ¢ < 0. Il est possible de recoller les deux solutions qui précedent a
O (ep(t,0,6,7) + ey(t,0,6) + eal(t, 0) + ex(t, €) +eu(t, d.6,7) +es(t,0.€))
prés a condition de choisir

gi(y, 6,6) = —hi(Ag, BE(=),y)es (13t (:(0.2)).0)
92(y,0,e) = 0.

Asymptotique de la solution hors croisement pour ¢ > 0.

Ps(t,z,0,e) = Z A+ J,€) exp( i (f)><pf(t,e,x)<1>z“(t,x,5)

C=A,B

a pour asymptotique

ez SOHD-G=aWN 1) 4 O (e, (t,6,e,7) + ey(t, 6,2) + ealt,0) + en(t,e) + eu(t, 5,6,7))]

(0 4 z — alt
Z TR UE=n D <AU,B€(+),7T a“)f’“"c(’“ Vip(, ).

€
(C.k)=(A,1),(B,2)

Recollement pour ¢ > 0. Il est possible de recoller les deux solutions qui précedent
avec la méme erreur que pour ¢ < 0 & condition de choisir

A:Z((S,ﬁ) — ei[u}g(7tr(6,6),a8(7tr(6,6)),5)7(411(%(6,5),aA(tr(6,6)),6)}
Af(6.e) = 0.

L’erreur commise est alors en o(1) si on peut choisir ¢ = ¢,.(d,¢) € [te(d,€),t;(d,¢€)] et
v = ~(6,¢) tendant vers 0 avec

2
€ € 0

é, ; <t < e e, — of e/’ - <<l
qui est bien une zone non vide.

Complément pour faire le recollement au premier ordre. En choisissant

1
rvC 0
" (6) = n°(6) - = s,
A
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on remplace lerreur en —7 dans e, (t,d,¢,7y) par —r (cf. (4.47), mais surtout on garantit

\t\
la conservation de 1’énergie totale a ’origine au premier ordre

04 (85)112 05 (5112
llln OF _ EA(O,(S)] . llln O _ py0.] =06
on raffine la résolution de (4.43) en prenant
fl(saya(sa 6) = (448)
) 2 K 8 .
e*?,r(n?7+sy1) |:01 (Ua 5a 6) + g <h1 (Ua (sa 6) o 7:7‘92 (Ua (sa 6) / ezr(n?02+2rry1 )dg :|
fals,y.6,€) = (4.49)
o 0a2 s .
elr(n?‘7+sy1) |:q2 (Ua (sa 6) + g <h‘2 (Ua (sa 6) + irgl (Ua 5a 6) / e*ZT(n?02+20'y1)do. :|

avec gy, hy, € H2(Q) N (14 ||ly||?) ' L?(£2), ainsi on remplace le terme d’erreur en =

er(t,d,¢e) par § ; le recollement pour ¢ < 0 est possible si on choisit

gi(y,8.6) = —i(Ag, BE(—),y)es (Ctr0e)a?(=t:(:))0)
92(y,0,6) = 0

hi(y,d,e) = 0

hQ(ya d, 5) = 0 ;

le recollement pour ¢ > 0 est possible (I'identité

(Ao, BE(—).y) = exp (‘W) (Ao, BE(+).y)
1

provient du Lemme 3.14) si on choisit

Ajé—l((sﬁ 6) _ ei[wg(ftr((5,5),(1,3(—1;(6,5)),5)7w1(tr(5,5),(1A(tr((5,5)),5)] 1 |A§((5, 6)‘2
Af(5e) = 7§ WZ)"P T eilwp (—tr(8,2),05 (—t:(6,2)).8) ~wf (t (8,),a5 (t: (8,¢)).6)]
eV m

et 'erreur commise est alors en 0(5) si on peut choisir ¢ = ¢,(d,¢€) et v = v(d,¢) tendant
vers 0 avec

gd g3/2 5/3

R SYPRNSVE)

2/3 _10/3 3 8 2

b €
<t < 633\ /5 vt 55/3,5—2,5—3,7,6<<7<<1

2o

qui est bien une zone non vide si on a la condition supplémentaire §/¢7/® — +oo (la
condition limite naturelle serait §/e? — 400, si on veut que le terme attendu du premier
ordre en O (g) ne soit pas masqué par 'erreur en O(g) du Théoréme 4.1, la condition
technique provient en fait de la méconnaissance de 'opérateur ho(z,d) au second ordre).

4.9.3 Le presque croisement critique (6 = ¢) : régime |t|/c — 400

On reprend en fait ici les calculs faits dans [HagJoye98|.
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Variation asymptotique du terme de phase semiclassique On a
[S€() +n°(2).(z = a®(1))] = [S(2) +n(t)-(z — a(1))] =

4 2
£ E
O <|t|3 +o <t2 + t) ellyll + ¢ ) + (noc(a) - 770(5)> ey +rivfey (n—ﬂ — t)
1

c £2 2
rvsgn(t) 1 € t
o (n?t2 + = <§ +1n(27)) ) + —5 In :

2 Ui Ui €

Variation asymptotique du paquet d’onde On a

AC(t) = Ag+O0(t)

zrucsgn( t)

2
B() = Bo+ PAg+ 0 <|t| + i—2>

7]1

2
C 3
= Bj(sgn(t)) + O (t + t_2>
et on note encore que (Ag, BS(*)) appartient a V si c’est le cas pour (Ag, By), d’oi,

a(t) — ac(t)> _

£

" (AC(t),BC(t),y n

2 t2
(o, B en(®).) +0 (1 + 5+ &+t

)

en norme L? en y.

Asymptotique de la solution hors croisement pour ¢ < 0. Si on choisit

1
c 0
UC 0 8%
n (e)=n)—-e—1| . |-
A :
0
on a
. 2
bt 2.6,€) = —e 2 1SOEND a)] " [ﬂ?;—ﬁéyﬁﬁ,—?(l”ln(?ﬂ?))ﬂ“ﬁ1ﬂ|§\
r — al(t
i (Aa, B5(-), T2 ) e 009 0,
1+ 0 (ep(t e,y) +ey(t,e) +ealt e) +er(t ) +ewlt e,7))]
ou
ey =L 2 < (te) = |t|+2+t2+1
e € =4+ — 4+ — €)= eln
e = Ty A :
€ 1 g2 et g2 € 1
te) = [t + — te)=eln|~|+— + — t =—+-1
841:.(,8) H+|t|’ BE(7€) eln t‘+t2+t3’ ew(7877) |t|+ n t

décrivent les mémes erreurs que dans le cas du presque croisement étroit.
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Asymptotique de la solution pendant le croisement pour ¢ < 0.

7 25 (S(es)+n(es).ey)— Ty () s+y1)?

Pi(s,y.0.) = e g [1+0 (er(es.e) +eples, )]
1)k (In|s|+ L In(2rn®)+i T
% Z gk(y,e)e( ) 277(])( E] 2 ( rm) 24) k(a(&:s) +8y,8)
k=1,2
ou er(t,e) = |t| + ‘z—‘f + g est 'erreur donnée par le Lemme 4.6 et ep(t,e,y) = ﬁ celle

correspondant aux asymptotiques des fonctions paraboliques cylindriques quand s tend
vers l'infini (cf. [WhittWatson27]).

Recollement pour ¢ < 0. 1l est possible de recoller les deux solutions qui précédent &
O (Bw(t, Ea ’Y) + 67,[) (t7 8) + €o (ta E) + BE(ta 8) + Bw(t, 87 ’7) + Bl(t, E) + BD(ta 87 ’7))

prés a condition de choisir

Tr ir 2_ 1 1
_ 0 ?(ylfa—l—ilnr)

gi(y.e) = —tu(Ag, BF(=),y)els Ot @, w
92(y,€) = 0.

Asymptotique de la solution pendant le croisement pour ¢ > (0 avec le choix
ci-dessus.

~ i

br(s,y,0,6) = e2EEIEDW g (4 V[T 40 (er(es,e) + enles, £,7))]
(— 1)k [0 s+y1)?+1In |s|+ 3 In(2rn))]
x 3 e

279

At (ales) + ey, e)
k=1,2

ou

3mr

)\1 = e "
e r 1

Ay = e gl N rewram—
ni U1+ 25)
2771

[=

el

Asymptotique de la solution hors croisement pour ¢ > 0.

bs(t, z,8,) = e (SOHND)-(z—a(®))
2~ alt)

% Z A (6 = 878)6(*1)kir,¢t(t,y,€)r[/}l (AO,BSH-), .

(C,k)=(A,1),(B,2)
X[14+0 (ex(t,e,7) +ey(t,e) +ea(t,e) +er(t,e) +eu(t,e,7))]

) eiwg(t,ac(t),e)wk (.’E, 8)

N 2
oi pu(t,y,€) = 15z + Lyr + g (1+2In(20))) + 57 In [L].

Recollement pour ¢ > 0. Il est possible de recoller les deux solutions qui précedent
avec la méme erreur que pour ¢t < 0 a condition de choisir

A =ee) = —elon(tr(Ehaltr @)k @at @) gmf " 7o

Af(=e,e) = _ei[u}g(ftr(5),a3(ftr(6)),5)7w§(tr(g),aB(tr(g)),e)}ei%67ginrgl(]+%ln(2n?)*lnr)

r 1 — 20
Vlrar )t
T]] 277?
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L’erreur commise est alors en o(1) si on peut choisir ¢ = t,(g) € [t.(0 = €,¢),t;(d = €,¢)]
et v = 7(e) tendant vers 0 avec

3
MAAS 23 Jeyet eP <y <1
qui est bien une zone non vide.

De plus, 'erreur est méme en O(e?) pour tout g €]0, [ (si on choisit #,(g) = 3/ et
v(g) = P avec p trés proche de 0, Uerreur est en O(e!/4P 4¢P Ing)).

4.9.4 Le presque croisement large (§/¢ — +00) : régime |t|/d — 0.

Variation asymptotique du terme de phase semiclassique On a

2
1) - = (0" (8) — 1" 0 2 AR U
S™(t) S(t)—(n () 77(5)>.77t+()(5 |t|+52> € | Tt
1
Cpo 0 t3 t4
C _ o o€ .0 _Tl/ U t° 9 ¢
(1) —att) = (1" @) = n'(@) ¢ = | 5+O<Mﬂ+p»
0
1
TVC 0 0 t2 t4
0
02,43 4
t t
1€ (1)- (alt) — oS (1) = WW%WW@)ﬁﬂw#%F+O<§t+§>

D’ou,

2

[SC(t) + 1€(8).(x — aC(t))] — [S(t) + n(t)-( — a(t))] = —rv° [& ey "i’ffy]]

+ (1) = ")) ey + 0 (1t + & + (5 + 3141 el

et on fait disparaitre le dernier terme qui donnerait lieu a une erreur d’ordre O(%)

en choisissant 7°” (§) = 1°(8) (ce qui revient a dire qu'on anticipe le fait que seul le
niveau Fg(z,d) va importer et qu’en conséquence la dynamique classique “moyenne”
est choisie avec les mémes conditions initiales que celles du niveau Eg(z,d), quant a la
dynamique classique du niveau E 4(z, ), elle ne va en fait jamais intervenir par la suite) ;

Variation asymptotique du paquet d’onde On a

AC(t,0) = Ag+O0(1)

t
B0+O<|t|+6+—>,

BC
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d’o,

it 82l¢l | [’
Aq, B t| 4+ 6 _— 4 —
¥i1(Ag, Bo,y) + <| |+ 0+ — 3 + - + 5e

en norme L? en y.
Asymptotique de la solution hors croisement pour ¢ < 0.

B
Vi (t,z,0,e) = exp (iSEQ(t)> @l(AB(t),BB(t),E2,aB(t),nB(t),:v)q)g(t,xj)

a pour asymptotique

£ T—a irs = T —alt w a®
eSO airt (A, 3y, T ) a0 L2 0,) + e, )

X [1 +0 (elﬂ(ta(saga’}/) + el/)(taga’}/) + eq>(t,5) + eE(ta‘g) + ew(ta 6a6a7))]

ou
52|t| |'5|3 t* ol¢| |t] 52\25\ |t|r‘
o(tb,6,7) = —5+ 5+ + oo (t.0,e) = |t +0 + = + —
P‘p( ,0,€,7) 2 52 Sen P ‘ow(a €)=t +0+ 3 + - + 5o
— 2 1 & de e 1
t,0 0+ — p(te)=eln—-+ = t,0,e,7) = — + —In—
ea(t,0) 5 er(t,e) ten{S 52 ew(t, 0,e,7) |t|+ n($

décrivent les mémes erreurs que dans le cas du presque croisement étroit.

Asymptotique de la solution pendant le croisement.

pr(s,y,6,¢) = e SENITLNENY [ L O (e (es, 6, 5))]
X |g1(y,d,€)e -ire =% (1 + 2) + g2(y, 0,¢€)e i “*(—t1 + 92) | (ales) + ey, d)

1

P 3
ou er(t,d,e) = il M + 5+ % + % est I'erreur donnée par le Lemme 4.6.

Recollement pour ¢t < 0. 1l est possible de recoller les deux solutions qui précédent &
O (ex(t,0,8,7) +ey(t,d,€) +ea(t, 0) +en(t e) +eu(t, 6,6,7) +er(t, d,¢€))
prés a condition de choisir

QI(ya(sa 6) =0

g2(y.0,6) = £zbz(Ag,Bo, y)els (Zr(0e)aB(=tr (0.)).0)
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Asymptotique de la solution hors croisement pour ¢ > 0.

Ps(t,z,0,e) = Z /\+ 0, € exp( §° (f)> (pl(Ac(t),Bc(t),EQ,GC(t),T]C(t),.’E)¢C+(t,LE,(5)

C=A,B

a pour asymptotique

¢ S (SOFND)-(a-a(t) ( Ao, Bo. Ti(f)>
£

% Z A+ 5 8 )kwffem)c (1‘(1 (t), 5)? ((_1)k711/}1 (.’E,(s) + 1/}2(x’ 5))
(C.k)=(A,1),(B.2)

X [1 +0 (etﬂ(ta(sagav) + €¢(t, 5a 6) + €q>(t, 5) + eE(ta 6) + ew(ta(sagav))] .

Recollement pour ¢ > 0. Il est possible de recoller les deux solutions qui précedent
avec la méme erreur que pour ¢t < 0 a condition de choisir

Al (be) = 0
A—é—((s’ 6) _ ei[wg(7tr(6,5),a3(7tr(6,5)),6)7w'5|'(tr (6,6),a5(tr(6,5)),6)]‘

L’erreur commise est alors en o(1) si on peut choisir t = £,.(d,€) € [te(d,€),t;(d,€)] et
v = (6,¢) tendant vers 0 avec

/3
€ s €Y 13 2/3 €
;<<t<<(§, 587,7,5 € ,%e 51/3’\/_<<’7<<1
qui est bien une zone non vide.
Enfin, contrairement au cas du presque croisement étroit, cette méthode ne semble
3
pas permettre d’obtenir un résultat au premier ordre car le terme en % dans ej(t,d,¢)
provient de la méconnaissance de l'opérateur hg(z,d) au second ordre et il ne peut étre

en o (%) compte tenu de la condition /(vt) borné. O
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Chapitre 5

Approximation de
Born-Oppenheimer indépendante du
temps

Introduction

On s’intéresse maintenant & l'approximation de Born-Oppenheimer dans un cadre
statique et unidimensionnel & savoir trouver un couple quasimode/quasi-énergie "/ E"
pour 'opérateur

h o?
1.e. une fonction vectorielle et un réel tels que
(Hh - Eh‘> Yt = o) (5.2)
9"l = 1+ 0(n7) (5.3)
E" = FEy+hE 4+ O(h?)

avec p > 1 et ¢ > 0, dans cette situation, on parle d’ailleurs d’'un quasimode d’ordre p. Les
conséquences spectrales de l'existence de tels quasimodes sont les suivantes : le spectre
de Hj, posséde une intersection non vide avec un intervalle du type [E" — ChP, E" + ChP).
Par contre, il est rare que la fonction 4" soit proche d'un vecteur propre de Hy (on peut
avoir du spectre continu et donc aucun vecteur propre), c’est toutefois le cas si on suppose
que le spectre est discret et suffisamment espacé.

Dans le cas scalaire ou h(z) est une fonction a valeurs réelles, la recherche de qua-
simodes posséde une longue histoire et se regroupe essentiellement autour de deux mé-
thodes. On retrouve la méthode B.K.W. dans la plupart des ouvrages de physique quan-
tique (cf. [Borowitz67] Section 8.3 par exemple), a cause des problémes de caustiques, elle
est souvent complétée par des recollements basées sur la fonction d’Airy qui permet de
passer de la zone classiquement permise a la zone classiquement interdite. La deuxiéme
méthode consiste a intégrer une fonction d’onde qui se propage le long d’une orbite clas-
sique périodique (cf. [Ralston76|, [PaulUribe93], [Khuat-Duy96]|, [Paul97], [HagRob98],
[Bily01], ...) C’est celle-ci que nous avons voulu adapter ici pour pouvoir traiter des
hamiltoniens h(z) matriciels et en particulier qui présentent des croisements de valeurs
propres. Avec la méthode B.K.W., on citera [ColinPinel03] qui donne la régle de Bohr-
Sommerfeld a tout ordre en £ et |Pollet97]| qui donne des résultats pour des situations
dites d’anticroisement.
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On signale par ailleurs que dans le cas multidimensionnel, sous '’hypothése de com-
pléte intégrabilité et de périodicité du flot sur chaque surface d’énergie, il existe aussi des
constructions de quasimodes basées sur cette technique (cf. [Ralston76|, [Bily01], ...) et
que, dans le cas unidimensionnel et scalaire, le probléme posé par les potentiels a puits
multiples a été résolu dans [ColinParisse99].

Les résultats obtenus dans ce chapitre concernent des hamiltoniens matriciels (her-
mitiens) avec ou sans croisement de valeurs propres. En ce qui concerne les situations
de presque croisement, les résultats sont encore trop partiels pour étre explicitement
mentionnés dans cette dissertation. On signale par ailleurs que, compte tenu des asymp-
totiques a la Weyl obtenues dans [Balazard85], il apparait qu’on a obtenu “presque tous”
les quasimodes associés au probléeme méme dans les situations de croisement de valeurs
propres.

5.1 Rappel sur la construction de quasimodes dans le cas
scalaire

On se place ici dans la situation o H est de dimension 1 si bien que h(z) est juste
une fonction scalaire (on adopte dés lors la notation V(z)) et on suppose qu’on a les
hypothéses suivantes :

(V1) V est de classe C®,
(V2) V est borné inférieurement,

(V3) il existe des constantes strictement positives C' et M telles que
VzeR, |V(z) < CeM,

On pose encore
Vi =liminfV(z) €] — oo, +00],

r—+o0

et on cherche un couple quasimode/quasi-énergie ()", E") pour I'opérateur

h o?

avec E™ proche d’une valeur Ey qui vérifie

(E1) Ep < min(Vy),

(E2) une des composantes connezes de la courbe d’énergie

1
[(Eo) = {(a,p) € R*/H(q,p) = 50" + V() = Eo}
associée a Fy est compacte et C* en tant que sous-variété de R? (autrement dit sa
projection sur l'aze des positions est un intervalle compact [q—, q+] et g— < q4 sont
deuz racines consécutives de V(q) = Ey avec V'(q_) < 0 et V'(q+) > 0), on la
notera y(Ey).

Soit alors (ag,n0) € y(Fp), il est connu que la trajectoire classique pour une telle
condition initiale est périodique de période notée 7(Fy) et que c’est le cas localement
autour de (ag,mg) : on a une famille réguliére de courbes (FE) correspondant a une

trajectoire classique sur Uintervalle [q_(F), g1 (F)] de période 7(FE).
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A V()

Eqy

RYARVARY
M
—

Fi1G. 5.1 — Trajectoire classique dans I’espace des phases pour un potentiel & trois puits.

»
»

q

D’ailleurs, si on note

q+(F)

1(B) = / IR / 2(E — V(q))dq =

— / dqdp
Jq_(m) J 3+ V(9)<E,q- (B)<q<q+(E)

’aire entourée par la courbe y(FE), on a

&) = Lim) =2 / SO S / dg
T = = = 4 = o
OE o (B) V2(E -V(q) K v(E) P

1 oOr
a(k) = ma—E(E)-

Avec toutes ces notations, on peut alors rappeler, sans rappel de preuve, le Théoréme 1
de [HagRob98].

On pose enfin

Théoréme 5.1 Soient V et Ey vérifiant les hypothéses (V1)-(V3) et (E1)-(E2). Soit
(a(t),n(t), A(t), B(t), S(t)) la solution du systéeme différentiel

a(t) = ()

) = —V'(a(t))

A(t) = iB() + 2a(Eo)n(®)[V' (alt) A(t) + in(t) B(1)
B(r) (t ’
5(1)

]
V" (a(t)) A(t) + 2ia(Eo)V'(a(t))[V'(a(t)) A(#) + in(t) B(1)]
= n(t)* — V(a(t))
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de condition initiale

a(0) ag
n(0) = mo
A(0) = Ay
B(0) = By
5(0) 0

ot (ag,no) € v(Fy) et (Ag, By) € V. On pose

EM=Ey+ —h
" )
et
1/4 |9\ (Fo) o h (S(O)+LEM)
N3 | po(A(D), B#), b a(t),n(t), )t (57)
ot

0 = V'(a(t))A(t) +in(t)B(t)

est une constante du mouvement. Alors, si (Eg, h) vérifie la régle de Bohr-Sommerfeld
I(Fy) = S(7(Fy)) + Eg7(Ey) € 27Nk, (5.8)
" est un quasimode d’ordre 3/2 associé a E" autrement dit
19" = 1+ O(h)

(Hy - B = O (/%)

Remarques 5.1
1. En introduisant une fonction de troncature comme déja mentionné dans le deuxiéme point
des Remarques 3.16, on peut s’affranchir de I'hypothése (V3).

2. Les termes dépendant de a(FEy) dans le systéme (5.6) constituent une modification du sys-
téme habituel (3.28) qui permet de rendre périodique de période 7(Fp) les matrices A(t)
et B(t). Cela revient & altérer localement ’hamiltonien H (q,p) = %pQ + V(q) en le rem-
placant par

f(H) = Ey+ (H — Ey) + a(Ey)(H — Ep)®.

Une telle transformation conserve la trajectoire classique associée a I’énergie Ey, mais le flot
linéarisé autour de cette trajectoire est légérement alteré et devient périodique puisqu’on
est en quelque sorte passé en coordonnées action-angle au second ordre. Pour plus de
détails sur cette transformation, on peut consulter [HagRob98] et [HelfferRobert84].

3. L’égalité dans (5.8) est évidente en écrivant

7(Eo) 2
S(r (B + For() = | : Vet + ] a

/T(EO)
= / pdq
v(Eo)

4. Bien que le flot et le flot linéarisé de ’hamiltonien modifié soient, périodiques en temps, le
paquet d’ondes @o(A(t), B(t), h, a(t),n(t), ) n’est pas périodique car il fait intervenir une
détermination de la racine carrée de A(t) qui n’est pas la méme aprés une période, par
contre, l'intégrande compléte de (5.7) lest grace a la condition de Bohr-Sommerfeld (5.8)
qui compense exactement le changement de signe de la racine carrée.

o
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Pour terminer cette section, on va donner quelques outils techniques qui rentrent
dans le cadre de la preuve du théoréme précédent. Notamment, pour vérifier que le
quasimode (5.7) est correctement normalisé, on est amené & calculer des produits scalaires

du type
T(En) T(En)
/ k() @t B ), / () Gu(t, b 2)dt
JO JO

oit I,k € N et s(t), \(t) sont des fonctions C? périodiques et oil on a utilisé la notation
~ i h
(pl(ta ha 'T) =eh (SO+18 )(pl(A(t)a B(t)a ha (I‘(t)a n(t)a T)

Avec un changement de variable évident et a cause de la périodicité (cf. dernier point
des Remarques 5.1), on a

7(Eo) 7(Eo)
/ Iﬁ‘,(tl)@l(tl,h,.’l/‘)dtl,/ )\(tg)(ﬁk(tg,h,.’l/‘)dtQ
0 0

(Fo) (Fo)
= [0 [ R e+ s ) (e )
0 0

On va maintenant donner une version améliorée de la Proposition 5 de [HagRob98]
qui va nous permettre d’évaluer au mieux les produits scalaires du type précédent.

Proposition 5.2 Soient f(t,s) et g(t,s) deuz fonctions a valeurs complexes respective-
ment de classe C* et C° pour (t,s) € [0 T| x [=T/2,T/2]. On suppose que pour tout

€ [0,T], g(t,0) = 0, gz (t,0) = 0 et o 55 (t,0) = aft) est réel et strictement positif et
qu’il existe r > 0 tel que, pour tout (t, 5) [0,T] x [-T/2,T/2], Rg(t,s) > rs?. Alors,
pour tout n € N, on a

T T/2 (
/0 /T/Qf(t,s)s%e-"(t’s)/hds dt = V2rhnts / F(t,0)a(t) ™ 2dt

(2n + 1)! ned 19°f ot
+Tn!\/ﬂh+ [/0 5 5oz (1 0)a(t) ™" 2dt

n T 4 5
2 213 /0 <f(t o)g 9t,0) —1—4%(15 0)85 (t, 0)) a(t) " dt

2
+(27?+3 27?+5 / f t 0 (g 3(t 0)> a(t)ini%dt

Preuve cf. Annexe C.1. O

+0 (h”+%).

Corollaire 5.3 Il existe des fonctions C? périodiques a valeurs réelles hy(t), hao(t) telles
qu’on a

(Eo) (Eo)
[0 [ RS e+ o). ot ) d
0 0

2|\9/_h]/2 /0 O Rt + 0 (1)
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et

7(Fo) T(Fo)
/ A(%) / k(t 4 s)(¢1(t + s, h,x), p1(t, B, z)) dsdt
Jo Jo

7(Eo) _ 7(Eo) .
= ﬁh3/2 X / A(t)6(t)hy (t)dt +1]/ [A(t)h‘/(t) ~ XN(t)k(t)| ho(t)dt
0 0

7(Eo)
—é%/ Awmﬁmt+o@ﬁﬁ.
0

Preuve cf. Annexe C.2. O

5.2 Construction de quasimodes en situation sans croise-
ment

On se place maintenant dans la situation ot H est de dimension 2 si bien que h(z) est
une matrice hermitienne 2 x 2 notée V(z) et on suppose qu’on a (V1)-(V2). On suppose
de plus qu’on a

(SC) les valeurs propres de V(x) sont distinctes pour tout x dans R.

On les note Ey(x) et Ey(z).

5.2.1 Reéduction de ’hamiltonien 4 une forme diagonale a ’ordre do-
minant

De maniére réguliére en z, on peut alors construire une matrice unitaire U(z) qui
diagonalise V()

_ (e [ Br(x) 0 )
wm_Uu< ; IM@>UU

et telle que U(z)*U’'(z) est nulle sur la diagonale (choix convenable des phases des vec-
teurs propres). On introduit alors, avec la notation d’opérateur fibré de [ReedSimonIV 78|,
I'opérateur unitaire

U= / U(z)dz
Jo
et on calcule formellement

- h? 9? Ei(z) 0
Hy=U"HyU = ———
n=U"HRU 5 92 + ( 0 By(s

On garde alors a I'esprit que les fonctions sur lesquelles on va faire agir ce nouvel opéra-
teur Hp, et opérateur initial Hy, sont dans C2(R; C?) et que ce sous-espace est préserveé
par U ce qui fait qu’il n’est pas nécessaire de se préoccuper précisément des domaines
d’autoadjonction.

5.2.2 Quasimodes pour ’hamiltonien réduit

De manieére un peu plus générale, on va chercher & produire des quasimodes pour des
hamiltoniens du type

f[h:Hg‘—}—E C(:E)EE+E£C($) —|—h2D($) (5.9)
2 1 0r 10z
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ou .
H 0
h __ 1
w= ()
h? 02
7T 2 g2

(avec le choix des matrices
Olr) = () U'(x), Dx) = JU'()"U'(x) = LO()’

I’hamiltonien de la section précédente rentre dans cette classe).

La forme explicitement symétrique (5.9) ne nous sera pas utile par la suite, dorénavant

on se servira de la forme (“quantifiée & gauche”)

ho
Hy = Hf + hC(2)7 o + I R(z)

R(z) = D(z) - %C'(m)

qui facilitera le controle des termes faisant intervenir des dérivations.
Soit Ey € R telle qu'on a les hypotheses (E1)-(E2) avec V(z) = Ey(z).

On se donne une fonction de troncature F' € C®(R; [0, 1]) telle que F(z) = 1 pour
lz| < 1et F(z) =0 pour |z| > 2 et on introduit un petit paramétre y que 1’on choisira

en fonction de A.

Comme dans le cas scalaire, on introduit les quantités dynamiques classiques associées
au niveau d’énergie E1(z) definies par le systéme d’équations différentielles dépendant

du temps
ar(t) = m(t)
m(t) = —Ei(ai(t))
/_11(75) = ZBl(f) +2(J/191771( )
Bi(t) = iE{(a1(t))A1(t) + 2101 B (a1 (2))
Si(t) = gm(t)? — Ei(ai(t))
a1 = gH T 0= By (0) 41 (0) + im (0) 1 (0)

et les conditions initiales vérifient

(a1(0),71(0)) € y1(Eo), A1(0)B1(0) + B1(0)A;(0) =2, S;(0) = 0.

On pose alors

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
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Ei(q)

\

71(Ep)

FiG. 5.2 Trajectoire classique dans I’espace des phases pour deux potentiels qui ne se
croisent pas.

Po(z) = Bo1/4 /Tl(EO)ngO(t,h,'y,x)dt (5.15)
J 0
g [T i (t)e(a ())
Yi(z) = —h 1/4/0 B ) F(d ())ngo(t,h,%m)dt (5.16)

ol on a allégeé les écritures en posant, pour [ € N,

<pl(ta ha :E) = (pl(A1 (t)a B] (t)7 ha ai (t)a T (t)a x)u
Gult By ) = e O (4 b, ),

x—ai(t)) -
&[(t’ h,’}/,.’l/‘) =F <77> (pl(ta h,’L‘)

Théoréme 5.4 Avec les hypothéses (V1)-(V2), (SC), (E1)-(E2) et les notations (5.10)-
(5.16) ci-dessus et si de plus le couple (Eqy, h) vérifie la régle de Bohr-Sommerfeld

I (Ey) = S1(11(Eop)) + Eor1(Ep) € 27N,
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alors Y™ vérifie
2\/%7’] (Eg)
h2 _ /2
| oo (n”)
et }
(Hn - By = 0 (5?)

autrement dit, & une constante de normalisation prés, " est un quasimode d’ordre 3/2
pour Hy.

Remarques 5.2
1. Le théoréme reste valide si les deux valeurs propres E; (z) et Es () possédent un croisement
sur un intervalle disjoint de la projection en position de la trajectoire classique ~;(Ep)
autrement dit il suffit d’avoir Ej(a1(t)) # Ea(a1(t)) pour tout temps t puisque tout se
passe localement autour de la trajectoire classique.
2. Autrement dit, a I'ordre 3/2, les quasimodes de Hj, apparaissent découplés.

3. On introduit le terme correctif ¢)1 d’ordre h pour compenser le terme (5.17) qui apparait

au premier ordre quand on fait agir %% sur q.

Preuve Calculons

- 5 B (H — EMy 0
(Hh—El)wh( 1 0 1 >+h<r(T)ﬁ%+(H§E{l)¢l>

)

+h? [( (’(—Tga_wwl ) + R(z) < %0 )] + P R(x) < 1/?] )

Hy — Bl = H{—E}+[By(z) - Ei(a)],

Pour le terme d’ordre dominant (en ), on a

(HI = Bl)go = O (1¥/2)

d’aprés le Théoréeme 5.1 (a I'introduction prés de la fonction de troncature pour s’affran-
chir de ’hypothése sur la croissance a Uinfini du potentiel), et pour les ordres suivants

ho n(E)
o) g+ = Bl = [T OO

- m1(Fo) |
P(T);% = h1/4/0 ok (S1(1)+ET) Co(t, B, z)dt

Yo S [T s et
R(z)| = h / en PRI Ca(, By ) di
J 0O
0
1

m(Eo) |
R(’I‘)( ) = h1/4/ ok (S1(1)+ET) Ca(t, b, z)dt
0
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oll, en ignorant les variables et parametres,

Ci(t,h,z) = mc(z)Foo

. |h
+2\/;B1c(:v)F<p1

—i\/f_i'yc(:v)F'<p0

. |h me(ar)
—i\/ = B F
Z\/QEQ(G/]) _E](a])llh 1£¢1

ho melar) )
—4/= Ei(a1)A F
\/;Eg(al) — E1 ((1,1) 1(01) 1o

nc(ar) T
Eg(al) — El((ll) Tl(EU
b mic(aq)

4 Eg(al) — El((ll)
_h mic(ar)

4 EQ((ll) — El((ll)
~ me(ar)

EQ((Ll) — E1 ((1,1)
EQ(’I‘) — E1 (’I‘)
EQ((Ll) — E1 ((1,1)

7710(“1) "
o Bt — Era)
2(’(”1) !

Y e — B
1 mel(ar) By

——h F'
2 VEy(ar) = Bi(ar) 7!

[1B12F g — BIV2F |

By (@) [|412F o + A3V2F |

E?(%a])F%

—mic(ar) Foq

®o

nicla)  ——
_ EQ((LI) — El ((1,1) C(!I?)F(p(]

. [k mBiclar) —
—4/ = c(z)F
\/;Eg(al) — El((ll) ( ) v1

: me(ar) ——_,
iV By (x)F
+7\/_7E2(a,1) = El(al)r(T) ©0

CQ(ta ha /I:)

r11\r

(3(t,h,z) = ( o ( x; )F(pg
(
(

_ 7192 :v) 7710(‘11)
C4(t,h, /I:) - ( ) EQ((ll) - El(al)F(pO‘

T99 T)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
(5.22)
(5.23)
(5.24)
(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

Pour les termes (5.17), (5.18) and (5.26), on développe les quantités dépendant de x
a un ordre plus élevé par la formule de Taylor (pour le tout premier et le dernier termes) :

melar)Fpo +md (a)F(z — ar)po + mc?(z,a1) Fy,

Ey(ar) — Ei(a1)

(B — E)?(z,a1)

—mc(ar)Fog —melar) F(z —a1)po —niclar)

Es(ar) — Er(ar)

Es(ar) — Er(ar)
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Ainsi, a 'ordre dominant, les termes (5.17) et (5.26) se compensent et la contribution
a l'ordre suivant provenant des termes (5.17), (5.18), (5.20), (5.21) et (5.26) est

VHk(t)Fo1 = Vik(t)p, — VEE(®)(1 — F)py (5.35)
avec k(t) une fonction périodique indépendante de i & savoir

V() = m(8)c (a1 (1) Ai (1) +icar () Bi (1)

m (t)c(ar(t)) . o
Falar (1)) — Fr (a1 (1)) [01 + [Ey(ai(t)) — Ef(a1(1))] A (t)}

Comme d’habitude, le dernier terme de (5.35) s’avére étre exponentiellement petit en 7,
quant au premier, il conduit & une erreur d’ordre O (h2) d’apres le Corollaire 5.3.

(5.17), (5.18) et (5.22)-(5.26) comportent eux aussi des termes bornés par AF;
avec I = 0,2 qui conduiront & une erreur d’ordre O (h7/4) en majorant brutalement
(et méme O (h?) en procédant avec précision).

Finalement, comme déja vu, tous les termes comportant des dérivées de la fonction de
troncature F' de (5.19) et (5.27)-(5.29) sont exponentiellement petit en 7 si bien que, en
situation sans croisement, 'erreur globale est O (53/2) (de Co(t, B, z) & (4(t, A, x), Verreur
produite est d’ordre O (h?)).

Calculons maintenant la norme L? de notre quasimode :

lnll* = llpoll® + 2[4

et d’aprés le Théoreme 5.1, on a

ol = 2ED) o (n'72) .

161
D’apres le Corollaire 5.3, on a aussi
2 t)? t))?
ol = 2% O Ay o (m2)
16,1 [EQ(M () — E1(a1(t))]
ce qui conclut. [l

5.2.3 Retour a ’hamiltonien initial

On désigne par ®;(z) = U(x)e; un choix de vecteur propre associé a Fj(z) pour la
matrice 2 x 2 V (z).

Corollaire 5.5 La fonction vectorielle

(@2(a1(t)), m (1) P (a1(2)))
t h 3 Y, T ) (1)1( )+ ih EQ((Il( )) El(al(t)) (I)Q(.’E) dt

VT ( EU
est un quasimode associé a la quasi-énergie E{‘ pour lopérateur Hy,.

Remarque 5.3 Autrement dit, le terme correctif dans le quasimode est essentiellement celui
déja introduit dans la formule (4.15).
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5.3 Construction de quasimodes en situation de croisement
générique

Passons maintenant a la situation de croisement : on se place encore dans la situation
ou H est de dimension 2 et on suppose que V (z) posséde un croisement de valeurs propres
en xp au sens ou V(x) posséde deux valeurs propres distinctes pour z # x¢ et V(z)
est une matrice scalaire (si bien qu’elle posséde une unique valeur propre double). On
suppose enfin que le croisement en xg est non dégénéré (c’est le cas générique et on parlera
de croisement transverse) au sens ou la matrice V'(z) n’est pas scalaire (autrement dit
{V(x0),V'(z0)} est une famille libre de matrices autoadjointes).

Dans cette situation, les valeurs propres Fi(xz) et Eo(x) sont aussi réguliéres que V ()
et on peut encore construire U(z) de maniére réguliére en z (méme en zq) pour diagonali-
ser V(z). On notera que ce n’est pas nécessairement possible (méme si V' (z) est de classe
C>) en dimension 1 si le croisement n’est pas transverse (cf. [Kato76] II. §5 Exemple 5.3
p.111) et en dimension supérieure (cf. [Kato76] II. §7 Exemple 5.12 p.116-117).

On est donc ramené a construire des quasimodes pour I'hamiltonien (5.9) avec

E. = Ey(z0) = Fa(z0), FE(z0) # Fy(x0)

et Fy(z) # Fy(z) pour x # x.

Soit Ey € R vérifiant (E1)-(E2) avec V(z) = E;(z) et on suppose que o appartient
a la projection [g_,q+] de v1(Ey) sur 'axe des positions. Deux situations sont possibles
(la situation Ey < E, n’est pas possible et elle a déja été mentionnée, donc traitée, dans
le premier point des Remarques 5.2) :

1. Ey > E. : il s’agit de la situation générique (z( est dans l'intérieur de l'intervalle
[q—,q4]) et il existe alors deux temps distincts 0 < ¢ < to < 71(Fp) tels que
ai(tj) = zo; on a ni(t1) = —na(ta) = & # 0 (les deux points de croisement sont
symétriques par rapport a ’axe des positions dans 1’espace des phases) et quitte
& changer l'origine des temps, on supposera qu’on a t; > 0; on pose par ailleurs,
pour A > 0 assez petit

J(A) =[0,t1 — AJU [t1 + A ko — AU [ta + A, 71 (Ey)],
K(A)=[t; — Aty +AJ Uty — Aty + A]

2. Ey = E,. : il s’agit de la situation critique (zo est une des deux extrémités de
Uintervalle [¢—,q4]) et les deux temps du cas précédent coincident en une méme
valeur tg; on a aj(tg) = zo, n1(tg) = 0 et quitte & changer 'origine des temps, on
supposera qu’on a 0 < ty < 71(Ep) ; on pose ici encore, pour A > () assez petit

J(A) = [O,to — A] U [to + A, 7 (Eo)],
K(A) =[to — A, to + Al
Théoréme 5.6 Dans les deux situations décrites ci-dessus, avec les notations (5.10)-

(5.15) et
t)c(a (T
b= [ Ol
Jvi) B2lai(t)) — Er(ai(t))
au liew de (5.16) et si de plus le couple (Fo, h) vérifie la régle de Bohr-Sommerfeld pour
le niveau F4(z)

Fo,(t,h,,z)dt (5.36)

I (Ey) = S1(11(Ep)) + Eoti(Ep) € 2nNh,
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71 (Eo)

FiG. 5.3 — Trajectoires classiques dans l'espace des phases pour deux potentiels qui se
croisent transversalement.

alors " vérifie

oy = 2 L o (r2)
1

et
(Hp — EMgh =0 (h,5/4 In h) .

Remarques 5.4
1. Si ¢(xzo) = 0, on peut en fait utiliser (5.16) et le quasimode est alors d’ordre 3/2.

2. 1l n’est pas indispensable de faire le choix explicite A = v/ dans (5.36), mais les termes

d’erreurs sont alors respectivement O (A'/2 + h3/?|In A[?) et O (h> + h3/*A + h>/*|In A|).

Preuve On reprend la stratégie de la preuve du Théoréme 5.4. Les termes d’erreur a
I'ordre dominant sont maintenant, en ignorant la contribution des dérivées de la fonction
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de troncature F' :

ou

ho a m(Eo)
o) gyt U= Bl = 7 [T RSO gy

e /,m) en T OHED (¢, ) di

+hA / en (SOHED = (¢ b z)dt
JK(A)

Q(th2) = me(z) —clar))Feo (5.37)
vi/EBime)Pe 539

Gt r) = EQ(aT]h)Cﬁagl g (B2(o) — Bala) Py (5.39)

2C aq
_i\/gEQ(Z;h— (E])(a])Fgm 540
nic(a1) L T
+hE2(al) — Er(a1) [(ﬁ (Eo) i ) oot B V2P [5.41)
C;(tvha LE) = 7]1C(a])F§00- (542)

()(t, b, ) est traité comme précédemment et donne une erreur d’ordre O (ﬁ?) ;

— en procédant brutalement, {; (¢, h, z) conduit & une erreur d’ordre O (53/4A) (voire

plus petite) :

h1/4/ RS OTENCE (8 p, )dt | < o 1/4/ Gy (£, h, )| dt < CRTHAA
K(A) K(A)

enfin, (f“(t, h,x) est traité avec plus d’attention : ce sont les deux premiers termes
qui sont les plus singuliers et ils conduisent a une erreur d’ordre O (A°/4|In A|)
(voire plus petite). Voyons comment traiter le second. En ignorant la contribution
de la fonction de troncature F et a un facteur h3/2 pres, il vaut :

by Bi(t)m (t)*c(ar(t) . }
ﬁh 1 4/(A) B ) 7E1(a1(t))¢1(t,h,.,)dt, (5.43)

comme précédemment cette quantité est bornée par

o/ By (1)1 (1) (ar (1))
NG /.,(A) Bolar(t) - Br(ar(0)| "

Intéressons nous maintenant au comportement de l'intégrande au bord de l'inter-
valle d’intégration dans le cas générique Ey > E,., on a :

Bi(t) = Bi(tj) + O(t — t;)
m(t) = (-1 + Ot —t)

(—
c(ar1(t)) = c(zo) + O(t — 1)
Bsy(ay(t)) — Ei(a1(t)) = (- 1) (B (z0) — By(z0))éo(t — t;) + O((t — 1))*)
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si bien que, dans la situation générique ou c(zg) # 0, l'intégrande se comporte

Bi(t5)éoc(zo) 1
Ei(mo) — Ey(wo) | |t — ]

comme

+0(1)

et notre quantité est bornée, a une constante multiplicative prés, par h*1/4| In A
comme annonce.

La situation critique Fy = E, est traitée grosso modo de la méme facon sauf que,
autour du temps de croisement %y, on a

m(t) = =B} (z)(t — to) + O((t — tg)?)

c(ay(t)) = e(zo) + O(t — to)

B (z0)
2

si bien que, dans la situation générique ou ¢(zg) # 0 et puisque Ej(zg) # 0 (car

71 (Ep) est lisse au voisinage de (zg,0)), intégrande a pour asymptotique

Ey(ar(t)) — Ei(a1(t)) = (E (o) — Ey(z0)) (t = t0)* + O((t — t0)°*)

B] (to)E{ (LE())C(.’E[]) 1

B (wo) — Bylao) | T—to] T O

et la situation est identique a celle du cas générique FEy > E..

Quant aux termes (i (t,z) pour k = 2,3,4, on montre facilement qu’ils produisent

respectivement des erreurs d’ordre
O (h7/4| In A|) pour (o(t, b, ) ;

-0 (52) pour (3(t, h, ) ;

O (A"'/*|In A|) pour (y(t, B, 7).

Calculons enfin la norme L? de 1, pour s’assurer que notre quasimode est correc-
tement normalisé. En procédant comme avec (5.43), on obtient que la norme de 1)1 est
bornée & une constante multiplicative prés par h’1/4| In A| dans le cas générique Ey > E,
et /4 dans le cas critique Fy = FE.. O
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Annexe A

Preuves du Chapitre 3

A.1 Preuve du Lemme 3.6

1. Pour commencer, on traite le cas M € R (i.e d =1)

f]/gﬂ(eiﬂMIQ)(f) _ /eiQWIfeﬂMCL’Qd:L,
JR

_ /ei27rM1/2y§e7ry2M1/2dy
R

2

= M71/271/27r(€7ﬂy )(M /%),

2

or on sait que Fy o (e )(§) = e ™ d'on

Fjom (€™M (€) = M7 V2em™MTE (A1)

2. On traite ensuite le cas M € C avec RM > 0 par prolongement analytique : les
deux membres de (A.1) sont analytiques en M et coincident sur la demi-droite
réelle d’aprés le point précédent, ils sont donc égaux.

3. On traite enfin le cas général, M s’écrit M = A +iB avec A € Sym} ' (R) et
B € Sym,(R). A admet une unique racine carrée symétrique définie positive qu’on
notera A2 alors A"V2MA/? = T +iA"Y?BA-/2 A"1/2BA1/? est symé-

trique réelle, elle se diagonalise donc en base orthonormale, autrement dit on a

PAY2MA V2P =T 144D
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ou P € O4(R) et D € Diag,(R).
f1/2n(€7ﬂ<m’M$>)(§)

_ / efz27r<m,§>ef7r<m,]\/l:1:>dx
R

/ efz'27r<A*1/2 Py,§>ef7r<y,(l+il7)y> ‘ det(Afl/QP) ‘du
R

— (det A)~1/2 H/ ~munen, PATY2E) (1 id ] g

(e [ B () ()

k=1

d
= (det A)71/2 H [(1 + idk)71/267”(1+7:dk)71<ek,PtA*1/2£>2
k=1

d
= (det A)~'/? (H(l—l—idk) ]/2) T(EM'E).
k=1

Ce qui conclut en remarquant que

d
[] (1 +idy) = det(I +iD) = (det A) " det M.
k=1

O
A.2 Preuve de la Proposition 3.12
On rappelle qu’on définit les polynomes de Hermite (H,,) par
ar o _
Hy(z) = (*Unﬁmzw (e m2)
pour nn € N et qu'ils vérifient
Hyo(X) = 2XHp(X) —2(n+ 1)Hy(X) (A.2)
Hy (X)) = 2(n+ 1)H,(X) (A.3)

pour tout » € N. Par convention, on posera Hp(X) = 0 pour n € (Z — N) (ainsi (A.3)
est valable pour tout n € Z et (A.2) I'est pour tout n € Z — {—2}).

Lemme A.1 Pour m,n € Z, a,c € R, byd € C, o € C et p € C tels que Rp > 0, on
pose

I n(a,b,c,d, p) = / Hy,(ax + b)H,(cx + d)efpmzdm
R

Iypn(ab,c.d, p,o) = / H,,(ax + b)H,(cx + d)efpmzeawd:v
Jr

1'1'111’1

mn m—k
2ac & p—a%\ 2 o
Smn{a:brc: ) f 2 o () e (55) e (052
p—\T p
x CF H, ;. |d . (A.4)
n — 2
P p—c
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2
Alors, on a, pour tout (m,n) € 77,

Im’n((],, ba Ca da p) = Smyn(a’ ba C, da )0)7 (A5)
O{2 ac cx
Imn(aabacada/)?a) = €Xp (_> Smn <a7b+ —,C,d+ _ap) -
’ 4p ’ 2p 2p

Remarques A.1
1. Spmon(a,b, e, d, p) est indépendant du choix des racines carrées complexes , /pfaz et /pfcz

n/2
puisque, comme H,, posséde la parité de n, la quantité (”;“2) H, (b pf ) est définie

{12

de maniére unique.

2. Si p = a® ou p = 2, on définit Sy, n(a,b,c,d,p) par prolongement par continuité en

utilisant que
p—a\"? p
( ) i, (b ) @)

p p—a’) p=a?

et son analogue pour c.

3. Dans la définition de Sy, n(a,b, ¢, d, p) la majoration de k est inutile compte tenu de la
convention H, = 0 pour n < 0.

Preuve Pour (A.5), on procéde par récurrence sur m + n.
Pour m4+n=0iem=n=0,o0na

s

Ipo(a,b,c,d.p) = /ef’w?dx— —
JR p

par un résultat classique sur les intégrales de gaussienne et

Soola,b,e,d,p) = \/f
p

puisque la somme se réduit & un seul terme égal & 1, d’ot1 ’égalité. D’ailleurs, on a aussi
I'égalité si m < 0 ou n < 0 (les deux quantités sont toutes deux nulles).

Supposons 1'égalité vraie pour tous les couples (m,n) tels que m +n < [ et soit
(m!,n') un couple tel que m'+n' =1+1, m' > 0et n' > 0. L'un des deux entiers m’, n'
est nécessairement non nul, disons n' (’autre cas se traite de fagon absolument identique
puisque toutes les formules sont invariantes si on échange (m,a,b) et (n,c,d)) et posons
m =m', n=n'— 1. En utilisant (A.2), en intégrant par parties puis en utilisant (A.3),
on a, en omettant les paramétres (a, b, ¢, d, p),

o1 = / Hyn(az + b)[2(cw + d)Hy(cz +d) = 2nH, 1 (co + d)]e " da
JR

= (:/ 2¢Hp,(ax + b)H, (cx + d)efp“"?dm +2dlp,n — 201y -1
R

- ¢ / laH],(az + b)Hy(cz + d) + cHy,(az + b)H), (cz + d)] e P dy
P Jr
2L — 20Ipn 1
c? 2ac
= Qn_lm,nfl + mTIm,]yn + QdImyn - anm,n,1

p—c? 2ac

Im,nfl + m—Imfl,n-
P

= 2dIl,, — 2n

“y
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Par ailleurs, en utilisant (A.2) et les identités

k k

k k k k
=(14 — , — k = 1+ ——

Ch i < - 1—k> Cn. (n—k)Cp n< - 1—k> C,_1,

k _ k _
kCpy, = mCy, Y, MTCS =y mncﬁq =[(n=1) = (k=1]C; ",
on a, en posant p, = 1/p > et p. = 1/p ek

Sm,n+1

™ 2ac e n+l —(m-n-1)
= (n+1) - Cn' Pa Hpn1(bpa)

min( 2ac o
\/7 Z k‘( > Crliipa (m k)Hmfk(bpa)

Xcrlchr]pc (n+1 k) [dec nfk(dpc) - 2(77' - k)anlfk(dpc)]

ﬂ— 2ac n n—|—1 (m n—1)
= _n' - (n+1)0 Hmfnfl(bpa)

mll’l

) 2ac k
| k —(m—k)
\f Z k( ) Ckpy ™ P Hop i (bpa) <1+n+1k>

X [Qanpé (B H, (dpe) — mCEp, DL H, L (dp)|

2ac¢\ "
- \f(nﬂ) <E> Ol p (=D (bpa) + 2dSmn — 2102 2 Smn1

| 2ac 2ac\" pllm=1)~(k-1)
) 7 kCp, H(mfl)f(kfl)(bpa)

k
me,,[ ~ (k1] [2(]010 Hip 1) (k1) (dpe) — 2nCy 1 Hn 9y (1-1)(dpe)

2 2 "
= 2dSm,n - 277,,06725"1,”,] + m%\/gn' (£> Cglf]pEL(M7])7n}H(m71)7n(bpa)

P
mmm ]n 1

2(1(‘ | 2(10 K k —[(m—1)—k)
k! P Crm—1Pq H(mfl)fk(bpa)

Xok [2der(n 1)—k (dpr) - 2[(” - 1) B k]H(n 2)—k (dpc)]

_ 2ac
= 2dS,, — 2np, Smn 1 —}—mTSm 1,n-

D’on I'égalité (A.5) pour le couple (m',n'), ce qui conclut la preuve par récurrence.
Par ailleurs, si a € pR, on a

_ o’ oo g5
Imp(a,b,c,d p,a) = exp P Hy,(ax + b)Hy,(cx + d)e 20/ dx
P/ Jr

2 .
= exp <Z ) / H,, <ay+b+ c;_a) H, <cy+d+ ﬂ) e*pyzdy
P p 2p
02
o <4p> m’" (a 7 2p edt g 2p ) ’
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d’on

2
Imn(a,b,e,d, p,a) = exp (O/—) Sin (a,b+ ﬂ,c,d—i— @,p) i
’ 4p ’ 2p 2p
Les deux membres de 1’égalité précédente sont holomorphes en « et coincident pour
a € pR donc ils sont toujours égaux. O
Passons maintenant a la preuve de la proposition. On va d’abord faire un certain
nombre de manipulations (décrite par la Figure A.1) pour se ramener au cas a; = ag = 0

et m = —mno.

A A A A
(a2,72)

FiGc. A.1 Manipulations successives pour se ramener & un cas “simple”.

On a

<(PZ(A17B]7h a]an]a') (Pk(A23327h3 az, 12, )>
aj+tag _ajtay

= <T 2P AlaBlah 011771")7 2 (pk(A%BQahaaQanQa')

al] —a as — a
<(Pl <A]7B]a 7%3”]7‘) s Pk <A27B27h3%77]23.>>
1+n2 1 — a9 1+ﬂ2 2 — a1
= <M <A17-Bla 1Tan1a'> ,M <A2aB23 aTan21'>>

= 67%% mA 2,02 al)(sol (A1 ) B] 3 ha —aop, —7o, ) y Pk (AQ, B27 ha aop, 7o, )>

ou on a posé

as — aq _ M2~

ag = 9 y 1o 5

On note U(t) le propagateur (unitaire) associé a 1’équation de Schrodinger pour
I’oscillateur harmonique d-dimensionnel

K2 x?
o= ( 2Am+7)w

qui nous est donné par le Corollaire 3.17 et on note to un réel tel que (ag + ing)e™"° soit
imaginaire pur : on peut par exemple choisir £y tel que

Tlo . agp

7, sintg = —————.

costy =

On a alors
<()0l (A],B],h, —ag, —7o, ) y Pk (A27B23 ha ag, 7o, )>

= (U(tﬂ)(pl (Ala Bla h‘a —agp, —To, ) s U(to)(pk (A2a BQa ha ap, 1o, ))
er(52(t0)=51(0)) () (A (t9), Bi(to), i, 0, —n(to), ) » 1 (Aa(to), Ba(to), ki, 0,1(to), -)
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e A; —iagB B, —iagA
NoAj — 2ag noB; —1ap4;

Ayttg) = PAL_100Bs ) By _aody

ap + 1y Vay + 1

7](750) = \/(I;% + 77(2], Sg(to) — Sl(t(]) =0.

Posons maintenant A; = A;(t), B; = B;(to) et n = n(to), si bien qu’on doit calculer

Q = <90l (Alaﬁla h,(], -1, ) y Pk (AQaEthaOvnv ))

qui vaut, d’aprés la Proposition 3.9 et le deuxiéme point des Remarques 3.6,
(wh)~1/? T /2 ( Ay )lA]/Q ( Ay )k
NGz Al 77 |As|

1B, AT + B AT i
x | H (14, == >H (A 1z >e e = 4 2 | da,
/TR l(_1| \/ﬁ k ‘_2| \/ﬁ XP h 9 h”

D’oi, en appliquant le Lemme A.1 avec

14,
\/7—1 I

b=0, c= 4

-1 B, A7 + B, AS! 2
a p = 214 + DgA, .21

ah) Y2 __ i A Lo A, k 1 22
@ = V—a (L) 6" () e peee—
2U+k]1 A, | | Ay B1A; " + ByA,

A"y Ay

xSk | a,2i —— ,C, 21 — P
VE[BIA +Body' | VR [BIA + Body |
Ainsi, si on pose
b— 2 Al d— 2 EN
- Vh [&A;] +§QA;]} VA [&Ar] +§24ﬂ
on a
<(pl(Ala Bla ha ai, M, ')a (pk(AQ? B2’ h” az, 12, ))
— k
(mh) 1?2 1) ( A, )l ~1/2 ( Ay )
= 714 —_— A N S aub? C?d?
VIR ) 2\, o ¢
1 41 i
X exp | —or=—— =~ gp(m +m)az —a1) |
'Qlé] +§2A2 '
Oron a

B,Ay+ A By = BiAs + A1By, ABy, — ByAy, = A1 By — By Ay,

dn? (2inA,)(—2inA,)

B,A; '+ B,A;'  BiAy+ A By

b

2inA, = Bi(a1 — az) — iAi(m —m2), —2inAy = By(ay — ag) +iAa(m — n2),
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_ BiAy+ ABy  2ac A A, 4

2HA_]A2 ’ p B |Aq]|As] By Ay + A/ By’

(p a?)l/? - ((EAI — A4, +A_1§2>”2 - (gélﬁg §142>”2
P BiAy + A By A BiAy + A1 By

A _ _
= ﬁ(A]BQ - B1A2)]/2(B1A2 + A1BQ)7]/27
A

b p = hil/QQiHAQ(A]BQ —B]Ag)i]/Q(B_]AQ +A_]B2)7]/2
p—a

— _p12 By(a1 — az) +iAs(m — n2)
VAiBy — BiAy\/ B Ay + A By

b\ 4 - _
( P ‘ ) N \Z2| (B1Ay — A1By)' (Bl Ay + A1 By) /2,
Ay

g P gy Bi(ai — az) — iAi(m — 1)
Ve V' Bi4y — A By B Ay + A By

ce qui conclut par substitution dans (A.4). O

A.3 Preuve de la Proposition 3.15

Tout d’abord, on a

MJ(0,A,B)* = |[|(1 = F)™y?
_ 2
B /Rdh — F) D (lyll)x 2| det Al Le 11471 gy

< / Mgwfd/2|detA\flefn‘A‘i]yHQdy
lylIZy~"

_ _ 2
— M2 / eI g
[I[A]z]|>y~1

e
2= AlI ™y
d
= M2p=? 2/ e " dr
Jre|| Al

+oc 1 d
< M2nd/29d / oAl g
Jjaj -ty

= M2pd29d H‘A|||d,yde*dH\AH|727’2_ (A.6)
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Par ailleurs, en omettant un certain nombre de paramétres,

(L = F) P epr, |1

- ljil<(1—F>(”>A§¢za(1—F)(">A;wl>
- ({0 PP
+{(1- )(n)wl’A(l 7F)(H)A;wl>>

- 0 S (0= P10 & (= 1) )

< O ([ (1= F)) 4 (1= ) AG) A )
= = (0= P A (= ), )

+\/% <(1 — )™y (4, (1 —F)(”>]1/u+1j> I <(1 — F)My, (1 _F)(n)¢l>
= (1 = F)™yy|% + \/\Iﬁ% <<Aej, ﬁ> (1= FYm+ Dy (1= F)(n)q/}l+1j>
< = F) ‘gfo”n( F)E D (1= F) g, |
donc

M;(k+1,A, B)*> < M} (k, A, B)? + V2y| A| M, (k. A, B)M] (k + 1, A, B),

puis

Par une récurrence triviale, on a alors

CLV2y[| Al M, ;(0, 4, B),

M;r

M) (k, A, B) <

<.
I
=)

d’on (3.22) en utilisant (A.6).
Par ailleurs, on a

d
_1/” 1 Z [<€J‘=B€k>vlk + 1y, — <B€k=€j>\/ﬁi/}zf1k}

yj V2 k=1

d’on (3.23).
Enfin, explicitons notre choix de F' : on pose

0 sizr<louzx > 2

f(T) - { exXp (—m) sinon

et on définit alors F par F(z) =1—C [ f(t)dt on C! f12 f(t)dt
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Par construction méme, on a My =1 et pour n > 0

M1 =C sup |f0 ().
z€]1,2]

Or, on a
Pulr) )
(z—1)"(2—a)"
ou P, est une famille de polynémes qui est uniquement déterminée par la relation de
récurrence suivante

f™ (@) =

Py =1
Poy1 = (X 122 X)’P, —2n(3 —2X)(X — 1)(2 — X)P, + (3 — 2X)P,.

D’une part, on a

sup /(@) = sup ‘y"efy‘ < sup ‘y"efy‘ = (ﬁ)n
z€]1,2[ (z—=1)"(2—2z)" yE[4,+00] Y€[0,+00] €
et d’autre part, si on pose Q,(X) = P"(TH)7 on a
Qo = 1
Qny1 = (XgXTQJr%) ;+n;2Qn—gX3Qn-

et

sup [Py(z)| = sup [Qn(z)].
z€[1,2] z€[—1,1]

On voit facilement alors que pour n > 0, @), est de degré 3n — 2 et que, si on désigne
par ¢, le maximum des modules des coefficients de @),, on a

1 1 1 n+2 n
Cpt1 & (g + Z + g) (deg Qn)cn + Tcn + §Cn < 3ney,.
Ainsi
Sup Q)] < (deg Qn + 1)en < 37!
z€[—1,1]
d’on lestimation (3.24). O

A.4 Preuve du Théoréme 3.16

On énonce d’abord les lemmes suivants dont on aura besoin dans la preuve du théo-
réme.

Lemme A.2 On a, pour A, B € GL4(C) et A", B' € My4(C),

Ditho(4,B.y)(B') = —(y. B'Ay)po(A. B.y),

2
1
DA'Z/JU(AaBay)(AI) = §(Vy7A,B7]vy)fl/}0(AaBay)
A'B — BtA
+(A 1y, ——— AT A A ) (A, B, y).

2
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Preuve

1. La premiére égalité s’obtient facilement par dérivation de fonctions composées

Dpyy(A, B,y)(B') = —%Dn((y,BA”y)) (B")4o(A. B, y)

2. La seconde s’obtient de maniére analogue méme si le calcul est sensiblement plus

long
DA¢0(AaBay)(A,)
= 3 [(det A) " Da(det A)(A') + (5. BDAGA™)(A)9)] (A, B.y)
DA(Afl)(A’) = —At4At
Da(det A)(A") = Tr(A'(ComA)")
d’ou

DA'l,bO(AaBay)(AI) - _% [T‘F(A,Ai]) - (y7BA7]AIA7]y)] wﬂ(AaBay)

et d’autre part, on a

(vy7AIB71Vy)¢0(A7B7y) = _(vy7A’A71y)¢0(A7Bay)
= —[(AAy, V) + Te(A'A™D)] (A, B.y)
= [(A'A7y, BA™y) — Te(A'A™)] (4, B, y)

ce qui conclut la preuve.

Lemme A.3 Si M € Sym,;(C) N GL4(C) et € My(C), on a
HIBM 5, 50.0.0.0.Vy9) (xp | -5 ) —0

Preuve On a

o[ £22]) - o] 22

0119, (x| L5N) =@, (o [ 2572 )

d’ou

2 2
(By, Vy) (GXP [ (;;,;w;;)]) = —(By, My) (exp [(U’QMD

et le résultat. O
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Lemme A.4 Si pour v € C*, on pose

An(t) = A(A(t), B(t), h,a(t),n(t),v)”
H(t) = H[aaﬁavaAa:“’a”](xapﬁ,a:at)a

alors on a

oo .
’LhaAv(t) = [H(t)a -A'u(t)]'

Preuve On observe tout d’abord qu’on a, pour v € C?,

[(ph,:ra aph,:r)a (’U, £E>] = _Qih<va aph,:l:)
[(ph,:raﬁx) + (5xaph,:r)a<vax>] = _22h<U7/6$>
[(z,vz), (v, prz)] = —2(v,yx)
[(Ph,zs B2) + (B, phw)s (U, pra)] = —2(v, B'Prg),
en particulier, on a
[H(t)a <U7 .’E)] = _ih<va /B*T + OPh + >‘>
[H(t), (v, pra)] = —ili{v,—yz — B'pre — 1),

et finalement

[H(t), A, (t)] = %\/g ({((iyA = B'B)v, z) — i((BA + iaB)v,ppe) — (0, B'X —iA'w)) .
D’autre part,

9 B ) ) )
i AL(t) = iy 5 ((Bﬁ, %) — (AT, pry) — (B, B*a+ B'a — iA™n — iA*ﬁ))

d’on le résultat en utilisant (3.27). O
Passons maintenant a la preuve du Théoréme 3.16. On commence par 1’établir pour
Il =0 puis on utilisera le lemme précédent pour conclure par récurrence sur |1].

1. On observe tout d’abord qu’on a

Yro(t, ) = h 4R SOF R0 0=a(0) gy, <A(t)7 B(t), Ty \/%(t)> :

On effectue alors le changement de variable
z — a(t)

Vh

.. , 9 . .
Ainsi, les opérateurs Hla, 3,7, A, i, v](%, prz, t) et ihzg; deviennent respectivement

s=t, y=

1
H |hov, i, Ty, VI(Ba + A), Vi(ya + 1), v + (. a) + 5 (a.70) | (4, Py, 5)

et
0 .
Zh& + (\/ﬁ(];, pl’y).

S+(n.o—a))

D’o1, si on conjugue I'équation (3.26) par e et si on utilise les variables

sety,

L 0 A A AR A n
'LHESUh’O(S,y) = H[Oé,,@,’)’, >‘auay](yap],y75)¢h,0(say) (A7)
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avec
(& ha
p = hp
y
A = Vh(Ba+an+—a)
po= Vh(+ya+Bntp)
| 7 = (Bat+an+A—an)+S—(3(n0m) —3(a,va) — (4,a) —v)
et ol on veut vérifier que
=1i ey (A(s), B
©n,0(s,y) Po(A(s), B(s),y)
est solution de (A.7). En utilisant (3.27), il reste alors a voir que
.0 .
Z%‘ﬁh,()(sa y) = H[_au _7’/67 v 05 07 0] (yu vya S)(Pﬁ,[] (55 y)
Or, en utilisant le Lemme A.2, on a
0 L . .
im—ono(s,y) = i (Dagyy(A, B.y)(A) + Diyo(A, B,y)(B))
1 Lo S
= 5 [(Ve: AB7'Vy) = (1, BA"y) | ono(s,y)
— H[iAB™',0,—iBA,0,0,0)(y, Vy, $)ono(s,y)-
Et on conclut en utilisant (3.27) et le Lemme A.3 avec M = iBA™~! ot (A, B) € V.
2. On suppose le résultat vrai pour [ et on va le montrer pour [ + 1; en utilisant le

Lemme A .4
i i () = i L (A a1, )
57 Vhi+1; - o et ht (2,
oV (™5 e + A i .9))
/7S G TR R A TA G
= (0, A OWnilt,2) + A O H Ot 2)
,j—l-l

= AW

= H(t)$ni41; (¢, o).
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Annexe B

Preuves du Chapitre 4

B.1 Preuve de la Proposition 4.2 : Asymptotiques des quan-
tités classiques

Pour obtenir I'asymptotique des quantités solutions du systéme, on va reprendre la
démonstration habituelle basée sur le théoréme de point fixe de Picard en contrélant
précisément les dépendances en t et § tout a fait dans U'esprit des Lemmes 6.1 et 6.2
de [Hagedorn94| ou de la Section 2 de |[HagJoye98|. Par ailleurs, on s’intéressera unique-
ment au cas d > 0 méme si les différentes quantités sont définies sur I'ouvert | — 2dq, 2dg[
afin de donner un sens aux dérivées successives en § = 0.

B.1.1 Trajectoires classiques associées aux valeurs propres FE¢(z, )

On commence par choisir x suffisamment petit pour avoir E(O, k) C Q.
On pose

NC := supgepo 4 [17° (8)]]

R = 250 5)T5(0.0)w0.50) || Vo B (2:.9) |

CC = SUD(2,5)€B(0,) x]0,60] (. 0)Hess, Fe (z, o).

On remarquera tout d’abord que les quantités N€, RC et C€ sont finies :
N€ car noc est continue sur le compact [0, dg],
RC car E est C' sur le compact B(0, ) x [0, dg] et Vp est bornée sur B(0, ) x]0, ],
— CC car E (respectivement p) est C?> (respectivement continue) sur le compact
B(0,x) x [0, 0] et pHess;p est bornée sur B(0, x)x]0, 5o].
Soit alors T€ > 0 tel que

R°T¢ < Inf
(N¢ + RCTOTC < &
CTC < %rn?.

Soient X¢ €]0, x] et 6 €]0, dg] tels que

pla, 5)*
Iy (6)]

VoV

_ 2
Y(z,d) € {x € BOO(O,AC)/H:EHOO < O—C:m|} x]O,éC],
mr

On note o B
By 5= (] = T,T[-{0})x]0, d]

|ull o 75:= sup |lu(t,d)| pour u € F(Bj;R")
sty (t,é)EB,f’S s
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u(t, )
t2 -
o, T,d

+

I(s)
vis={ () esmsien - aam ()

< +oo}
Yis
— U U
Big(R) = {( v ) € vag/ H( v ) < R}
Yi5

On vérifie aisément que (Y 5, [|-[|y; ;) est un espace de Banach, en particulier B 5(R)
est un espace métrique complet. On définit alors A° : FTC’{;C (RC) — ETC’{;C (R®) par

AC ( Z )  (£,0) — ( fotv(s,é)ds )

Yis

v(t,0)
t o,

7,6

3

(I B (" (8)s + u(s, 8), 6)ds

Vérifions tout d’abord que A€ est bien définie : soit w = ( :f ) € ETC#;C(RC), il est

clair que I'image de w par A est, a § fixé, continue en ¢, par ailleurs on a

1t 1]/ 1l C

— / v(s,d)ds|| < = / s v(s,9) ds| < = / sdsR¢ = U

t2 Jo t2 Jo S t2 Jo 2
[ Ve O s 00| < s VLR =
t Jo (2,8)€B(0,4) x]0,0] 2

car [ (6)s + u(s. )| < (N¢ + RCTC)TC < k, d'on A°w € Bye ge (RC)

. . . U1
Montrons maintenant que AC est strictement contractante : soient w; = < ) et

U1
(/D) - Uu
wy = < " ) dans Bre se(RC), on pose < 1)3 ) = A%w; — ACwsy, on a alors
2 ’ 3

¢ Il _
uﬂt@H _ ! /(m@ﬁ)m@ﬁ»m <J_/ sds || 21L:0) ”ﬂ“MH
12 2 | 0 2 0 t oc,TC,6¢
_ 1 U1 (t, (5) —’Ug(t, (5)

2 t

Hoo,Tc,tSC

Par ailleurs, d’aprés le théoréme des accroissements finis

|V Ben” (9)s + ui(5,),8) = Vo Be(n™ (3)s +us(5,6).9) | <

max |[Hess, Ee(C(s, 6, 6), 6)|.u(s,6) — ua(s. 8)]
0€[0,1]

ot ((s,68,0) = 1% (8)s + uy (s, 8) + O(usz(s,§) — ui(s,d)). En particulier
1<(s. 8,00 < ™ (9)s]) + B < (N€ + RTE) 3| < 1

mais on a aussi

3 3 0
Gi(5,0,0) > Jmils| = RS > (i — RETO)|s| > iy
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d’on
2 2
1(5,6,0)]] < =5 (N€ 4+ R°T€)|(1(s,6,0)| < =z [C1(5,6,0)]
7 T
1 A
et
2 r? 2 2 T 0).1\2
P(xa(s)ng(s,a,g) Z Z(Cl(saéa )" +6°) > (1771|3|) :
Finalement
t,0 1 [t
Ug(; ) H HE / (VTEC (7706 (5)9 + uq (S, 6)a 6) - vaEC(nOC (5)9 + “‘2(33 5)? 5))(]9
0

1 t 4CC
< [ o (s8) ~ s ) s
[ |Jo rn}ls]
S oy sds w(’)QUQ(’)
7”771|t| Jo t 00,TC 6
_ 20CTC || ui(t,6) — ua(t, ) H
S T 12 00,TC 6C
. 1 |ua(t,6) — us(t,9) H
I 9 2 00,T€ ,6C

C C 1
et |Aw; — A U)QHYTC’JC < 5llwr — U)QHYTC’(SC.
On applique alors le théoréme du point fixe de Picard a A€ qui nous donne 1'unicité
et Vexistence du couple (u€,v¢) € Yre se vérifiant

u® = tvc s,0)ds

06 = [ o0

o6 (t,8) = —/ V:BEC(UOC((S)S—i—uc(s,é),é)ds.
Jo

On pose finalement

aC(t,8) = 0% (8)t +ul(t,0)
n(8,8) = 1%(8) +°(t,0),

et en dérivant les relations précédentes, on obtient le lemme suivant.

Lemme B.1 La solution du systéme différentiel

FaC(t,0) = 1°(t9)
%ﬂc(tﬁ) = 7VmEC(a‘C(tv5)v5)

de condition initiale
{ a(0,8) = 0
C
n°(0,0) = n" (o)
vérifie 'asymptotique suivante

a®(t,0) = 7% (0)t+0(?)
% (8) + O(t)

quand t tend vers 0, uniformément en 6.
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B.1.2 Trajectoire classique associée a la valeur propre moyenne F(z,0)

On pose

Ny = sup;e(o 5,1 17°(9)]]
My := 2sup;eo 501 | V2 E(0,6) ||

Co = SUD(, 5B (0,5)x[0,50] ||Hess, E(z,0)]|.

On remarquera tout d’abord que les quantités Ny, Ry et Cy sont trivialement finies
car toutes les fonctions qui interviennent sont continues sur les compacts ou elles sont
considérées. On pose enfin Ry := %NOCO + Mg\/%.

Soit alors Ty > 0 tel que

{ NoTy + %]\401“'02 + RUTg’ < K
CoT? < 3.
On note
H( u ) T o) H v(t,9) H
v )y, 5 A T I A NS

- . . -/
On peut encore vérifier que (Y7 5, [|- ||’YT 5) est un espace de Banach, en particulier By 5(R)

est un espace métrique complet. On définit alors Ay : E’TO,%(RO) — EITOV(gO(R(]) par

u [Lo(s,8)ds
Ao < v ) (#,0) = ( K [VwE(nU(é)s - VwE(U(),5)§ +u(5,5),5) - vwE(o,a)}ds ) '

Vérifions tout d’abord que Aj est bien définie : soit w = < “ ) € EITO 5,(Ro), il est
U k)

clair que I'image de w par Ag est, a § fixé, continue en ¢, par ailleurs on a

1 t t
‘—/ v(s,0)ds / s
0 Jo

1

v(s,0)
< —
S

2

1

I¢] R
< — 2dsRy = =2
|t|3./o T T

3 s

Hds

1 t 82
‘ t_Q/O (VTE(HO((S)Q - VTE(Oa(s)E +“‘(sa5)a5) - VTE(O,(S))(]'?
1l pe
< t_2 Co(NOS—i-MgE—i-R()S:;)dS
Jo
1 1 1
= —Ng + =MTy + —RoT¢
00(2 0+6 00+4R0 0)
1 1 Cy Ry
< =CogNg + =My — + —=—
g CoNo g Moyt
o
3

car |[n°(d)s — V,«,E(O,&)% + u(s,0)|| < NoTo + $MoT§ + ReT§ < k et a l'aide des
accroissements finis, d’ou Aqw € EIT(]’(;O(RO).

. . . U1
Montrons maintenant que Ajg est strictement contractante : soient wy, = ( ) et
U1



B.1. Preuve de la Proposition 4.2 : Asympt. des quantités classiques 139

U9 -/ us
wy = ( o > dans By 45, (o), on pose < vy > = Apw; — Apws, on a alors

ug(t,d 1 !
3553 )H T /0 (v1(s,8) — va(s, d))ds
< L /t 24 ||Vt 9) — va(t, 9)
S B, 12 00,100
sL 0,00
1 |lui(t,0) — va(t,6) H
3 t2 00,179,090
v3(t, o I
. )H < 5 [ Colun(s.9) = s H)lds
f % 1Jo
c, [ t,0) — ua(t,d
S )H
2/, t oc,To,00
_ CoT? ||ur(t, 6) — ua(t, 0) H
4 t3 00,T0,00
1 ||ui(t, 8) — us(t, d) H
= t3 00,T0,00

et || Aowy — A[]U)QHIS/TO’(SO < %le - 11)2||'YT0160.
On applique alors le théoréme du point fixe de Picard a Ay pour en déduire les
asymptotiques (4.25) et (4.26). O]

B.1.3 Complément pour les trajectoires classiques associées aux va-
leurs propres E¢(z, )

En utilisant le Lemme B.1, on a

S (1,0) = ~VaBela(1.9).9)
1
VLB (t0).8) 5| ailt,9) + O +97)
: Ve (£.0)2 4 62) + O(|t]? + 6%)
1
0 0°
= —V,E(0,0) — /°r m (O)t + O(|t]| + 0)
(:) (" (6)1)2 + 62
d’ou les asymptotiques (4.27) et (4.28). O]

B.1.4 Intégrales d’action classiques

On rappelle qu’on a

s0.0) = [ (G0 - Flats.0).))
'/Ot <%II77C(S,5)H2 - EC((,,C(S,(;),(;O s

d’on, en utilisant (4.25)-(4.28), les asymptotiques (4.29) et (4.30). O

SC(t,0)
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B.1.5 Matrices de déformation du paquet d’ondes associées aux va-
leurs propres E¢(z,d)

Dans ce qui suit, on se donne une fois pour toute une norme matricielle sous-
multiplicative et on pose

10 0
0 0 0
P =
00 --- 0
2
Soit alors 0§ €]0, 0] tel que 65 || P|| < g?Tr et pour tout & € [0, 65], n?c((ﬁ) > in?. On pose
aussi .
§°P
LC = sup ‘HessmEc(:E,é) - 1/7“73
(,8)€B(0,5)x10,5€] p(z,0)

qui est finie (on le voit en écrivant une expression précise de Hess;p(z,d) et en utilisant
les développements limités (4.20)).

Soit alors T¢ €]0,T€] tel que
1
3

Par les théorémes classiques sur les systémes différentiels linéaires, on sait qu’a ¢ fixé,
on a existence et unicité des solutions de

2
LTS <

t
AC(t,0) = A0+71/ BC(s,8)ds
J0

t
BC(t,8) = Bg—l—i/ Hess, VC(aC(s,0),8) A€ (s, 0)ds.
0

On va maintenant déduire de ce systéme les asymptotiques des solutions AC(t,4) et
BC(t,6). On raisonne pour l'instant a § fixé,

t BC(s,6
:‘/ﬁds
0

20 4| < sup 1B,

H AC(L,6) — Ao
s€[0,t]

t

1BS (s, 8)l|
s ri62|| P|| AC(7,68) — Ag
< ||Boll + / (——i—LC) |Agl| + 0 sup |[————|| | do
° 0 p(aC (Ua 5)? 5)3 ’ T€[0,s] T
< Bl + (1P /s > do| + L°|s| | || Ao]
< r : ———————do s
" 0 p(a(0,0),0)? ’
s 82 1 AC(r,8) — Ag
+ (Y|P ‘/ —da‘ +—LC52> sup ||[———
( ” ” Jo p(ac(076)75)3 2 T€[0,s] T
AC —A
< G(s,0) + H(s,0) sup An9) = Ao
T€[0,s]
avec
4 ' 62 c
G(t,0) = ||B P ————d L[t ] ||A
08) = WBall+ (7P| [ e |+ 2600 ) 4l

H(t,§) = r|P| /t{SQ—Td + Llpep
O T P @l ), 0 T T 2
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puis

AC(s,8) — Ag

S

HAC(t,(s) — A
t

< G(to)+ H(t.0) sup
s€[0,t]

et finalement

A€ — Ay
t

o016 1= Hoo

ol on a posé Go, = SUD(; 5)e [T 1€ ]x]0,0] G(t,0), Hy = SUD(; 5)e[ T 7€) x]0,50] H(t,0) et
ou on a vérifié que G, < 400 et Hyo < 1:

I¢] 52
mm><n%w<ﬂm/ 7¢7—;m+ﬁm)mm
0 ()% + 67

64r|| P
<IBN+< ﬂ3”+ﬂmﬂumm<+m,
Ui
2 827 1 e < 32r|| P|| cp 1 1.3
H(t, ) r||P|| ——dr + - L"t 3 5+—Lt S-+-=-<1L
(B2 4 523 2 7 2 S99 '4 4
En utilisant cette asymptotique, on a
t C 452PA
BC(t.6) — Ba—i | X040
H 00~ Bo—i [ gy gy
t C 452PA
— i [ |Hess,E, 5), ) AC (s, 6) — 4L 220 |y
Z/ [ ess e (4(5.0), 0) 4% (s.9) - p(a€(s,0),0)?
t 4 2 P AC A
< ‘/ LCHAC g 5 qu / Y || |||| (S) 5)) 0||d3
1t G rG
C 0o
< I /0 [||A0||+1Hoos]ds+ s

< L Aolllt + 1 H{(t,9)

d’oi1, puisqu’on a au passage démontré que H(t, ) = O(t? + ), les asymptotiques (4.31)
et (4.32). O

B.2 Preuve de la Proposition 4.3

Les deux cas étant similaires, on traite uniquement le cas ¢ < 0. On a les asympto-
tiques suivantes

) = " t+0),
1) = 1°+00)

) = ra+ Oflal + 6%),
plw.0)? = 2z} +6%) + 0 ((lel% +6)%?).
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on note donc C,, Cy, Cy, C., Cq et C, des constantes strictement positives telles que
pour tout (¢,z,0) € [-T,T] x B(0,k) x [0,dg], on a

1a€(£,6) = 0™ ()tlloo < Cat?,
1% (6) = n°l < Cyb,
b(z,6) —rzi| < Cylllz|Z, +6°),
e(x,8) —rd| < Colllzl% + 62),
ld(z,8)] < Calllzl|% + 6%,
I, 8)? — (@} +0%)| < Cplllall% + 622

Siz € WE(t,6,¢,7), on a, d'une part

o =1t + (o — af (1,0)) + (a§(1,0) =i (O)t) + (" ()t — nlt) .

or
- (8,8 < V2o
Y
a§(,8) — ¥ (0)t] < Cot?
C
Y (8) —nl| < Cyo,

d'ot, sie/y < Yt/ (8V2), [t| < nY/(8C,) et 6 < n?/(2Cy),
0
1

0 0 0
1 gn?t—%t—%t—%t:%t<0,

et d’autre part,
z=n"t+ (z - a(t,0)) + (ac(t, 5) —n° (6)t) + (noc((s)t — not) ,
d’oul
0 € 2 0 31}
1z lloo < lln” lloo|t] + N/E; + Cat” + Cpdlt] < ([In”lloo + = =)t = Deft].
Voyons d’abord la condition WC(t,d,¢,v) C J() : d’aprés ce qui précéde on a
ple ) CpllalZ )Y G, (D )

et ) Tt @) T s

dot, si 2 + 62 < (r min(1, 79" /256)) /(402 max(1, D))

2
p(z,8)? > E(.’E% + 6%).

Voyons maintenant la condition WC(t,d,¢,v) C Z_(6) :
b(z,0) = 1z + (b(z,8) —rz) < Cp(||z]% + 62)

16 D? 20 1602\ [
< Cpmax <1, Tt> (22 + 6) < p(z,0) =2 max <1, 02t ) M g2 4 52
Ui r Ui 16

02 .
d'ot, si J5t? + 0% < r/(4C, max(1,16 D /n°))

1
b(z,d) < ip(x, J).

Finalement quitte & diminuer T et dg, la seule vraie contrainte est £/v < n[t//(8v/2),
qui impose a t de ne pas se rapprocher de 0 plus vite que €/ (ce qui est prévisible
compte tenu du fait que dans la zone de troncature de rayon v/2¢/7, p(z, ) se comporte
comme t). O
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B.3 Preuve du Lemme 4.5

On va traiter uniquement le cas ot A4(d,e) = 0 et Agz(d,e) = 1. L’Ansatz est encore
le méme que (4.15) a savoir

U(t,,y,0,¢) = F <7M> 0P ARy (AR BE(r)y)  (B.)

X [1 + ie? (gj((i’;));z(&?) + rg(x,é)Pi(x,5)> (gf +nB(t).v )} P (t,z,0)

oit PH(z,0) = 1 — P(x,6) est le projecteur spectral sur I'orthogonal des sous-espaces
propres associées aux valeurs propres E4(z,0) et Eg(z,d) et ou rp(z,d) est la restriction
a Pt(z,6)H de la résolvante de h(z,d) prise en la valeur Ep(z,d). Comme pour le
Théoréme 4.1 les termes qui font intervenir les dérivées de la fonction de troncature sont
exponentiellement petits et donc négligeables par rapport aux autres, on traitera donc
uniquement les termes restants.

Expression des termes d’erreur

On va donner ici les 35 termes qui apparaissent dans la quantité & estimer pour
évaluer I'erreur exp (—g%SB(t) — LpB(t).y) e"2E(t, .y, 0, €)

0 1 0
4
ctor (554172 gy (0 (g +19e) 8)
1 0 0 B _
ot () ol (%) %)
1 2
el ﬁ< 4 (aﬁ" V) ‘DB>

8 2
—etorgPt <8f + 7PV, ) D,

54 _
+E(PIA:1:(I)B

i (A o ‘ 9 LBy,
EP R Ly 7 at
S A ! \ =+ 15V,
Z2<pl A EA*EB _A 7]
66 1 _ 8 B _
56 1 0
—— ‘A
PRAEYN EB< < +n v) >
1
0 )V, [ ————
+1€ (Pl(vm A)vw (EAEB>< _A‘ <8f+n V) >
HieS oy (V) = vqr‘ 9 B, e,
L€ D1 mAE,A_E.B- T A ot n -V B

1 8
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e 1 (0 B
+ieS oV, [ ——— qr‘v 9 LB, ) e,
PPV Ea—FEg)" AlVe | 5y n Vg B
b ® VT@*\VT 9 B, o
AEA—Eg \ " A"\ ot v) B

,66 L 8 B _
—I—z;gpl(Amrlg)P E+77 Vi | @5

+'é (A, Ph) O B Ve
g PITE S or

s qrsP o, (L1, ) e

? 2 YITB T ot 7 .Vg
. 6 n 0 B

+ie Sol(vfr,TB)-(vfr,P ) a +n°.V, @B

)
+ie80)(Varg) PL .V, (E + nB.Va;) P

ot
+e3Vy01. (V2 ®y)

1
b . ) —
HEOV o1 (Va ) EB< 4 (at“’ v) >
. _ 1 _
1 _ 8
1 0
+'l€ VUQOZ(D m ‘V +7] V B

. 0
+ZE5vy<p[.(V$TB)PL <8t

9
+ieb (Vo PH).V, ( +1 v)

+n3.v$> D,

8
0
+ie Vy(pﬂ‘BP .V, (8—“‘77 V)

s () (o (5 ) o)

—et <p[77 Vu(rs PL< +773VI> Dy

0
—549017"3776.Vm(Pl) (81‘ +77 .V, )

*EE%(I)Z}
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9 3 1 0
—ie" By @y, 7E _EB<<I> <8t+77 V) >

0
77362E59017“3Pl <8t + 7PV, )

On va majorer chacun des termes brutalement quand ils font intervenir un produit,
on est donc ramené a estimer les termes singuliers suivants sur le support de troncature :
— les dérivées successives du gap entre les deux valeurs propres

1 o
EA(z,0) — Eg(z,6)  2p(z,0)’
1 _ Vap(z,0)
Ve (E.A(Ta(s) - EB(Ta6)> a 2,0(.’1),5)2 ’
1 [ Vep(a,0) Agp(z,d)
B <EA($75) - EB(xa5)> a p($75)3 p($75)2 ’

— les dérivées successives des vecteurs propres dynamiques (on a noté @, () les vec-
teurs propres dynamiques et ®, les vecteurs propres statiques)

Vo (t,x,0) = iVawg D¢ (1) + e VB,

0 .
(&L +75.V, ) d,(t,1,0) = “anb.V, 0,
(B 4V ® ) D (1) +i(n® — ). VLaw @4 (1),
B .
<87‘ +n°.V. > o (tym,8) = eV, 0, — (B |1°. V.05 ) g (1),

A ®p (t,m,0) = iAywp p (1) +iVwe Va®p (1) +ie™e Vywe Vi®p +ee Aoy,

8 2
@7 frmnd

e [(n°.V,)? — ViEc(a(t),0).Va — 2(®s|n°. V.0, ) n°.V,] &,
+ (g 17 V.00 ) + (0|9, EC( (t),a) 2| @ (1)
= [l Va@c |* + (¢ |(n°.Va) ¢ )] ¢ (2),

0
V. (af+” v) ot 6) =

e [iVywe + Vi ](n€. V)8, — (D, [n°. V.8, ) V&, (1)
— (@7 (. Vo) V2B ) + (Vadg 1.V, )] @ (1),

A, (;Jrn AV ) o (t,z,0) =
(iDgwy — | Vawg |2)ee €. Va®p + 2ie™e Viyw, Vi(n. V)P,
2 (Va1 V2@ ) + (D¢ [V (1. Va) @ )] Vil (1)
+e'e Ay (n°. V)P + (¢ 1. VD ) Mg (1)
(e VB ) + 2 (Va0 V(0 V)2 )

+ <(I>E‘A$(77C_VI)(I)E> } @E (t)7
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les dérivées successives de la résolvante réduite en Eg(z,d) restreinte a P (xz, §)H
V:ETB(Ia 5)3

Am’f‘g(.’li, 5)a

les dérivées successives du projecteur spectral associé aux deux valeurs propres
{EA(z,6), Eg(x,06)} qui est C? sur Qx| — 240, 209

V,P*(z,0) = ~V,P(z,0),

A P (z,8) = —=A,P(z,0).

Vecteurs propres statiques et leurs dérivées

D (2. 0) =g Y1+ [ 9o, (B.2)
Oy (2,0) = —f 1 + g~ ¢, (B.3)
Va®4(2,6) = Vaog 1 + Vof Yo +9 Vet + [ Vatha, (B.4)
VP (2,8) = =Vaf 1+ Vag tho — [ Va1 + g~ Vathy. (B.
(z

étant analogues.

Hess; ® ,(z,0) = Hess;g 11 + Hessy f~ 42 + 2Sym (Vg . Vit)
+28ym(V, f . Vatph) + g Hessyapy + f Hessytha, (B.6)
DNy ®y(7,0) = Dug Y1+ Asf o +2Veg Vathy + 2V, 7. Vytho
+9 Azt + [ Agiha, (B.7)

VilDy®y(z,0) = VilAug thr + Valaf tho + Dug™ Vathr + Agf™ Vit
+Vag Agthr + Vo f " Agths + 97 VA + [V Ayipo
+2Hess,g Vi1 + 2Hess, [~ V1o
+2Hess 91 Vg + 2Hess 1oV, f . (B.8)

Phases corrigées et leurs dérivées

On rappelle qu’on a

we (t,z,0) =1 / <<I>E(:v + aC(T) — ac(t), 5)|’I7C(7').V$(I)E(.’E + aC(T) — ac(t), 5)> dr.

J =T

En particulier,
Vewe (t,x,0) =
/ V. (@ (5 +a(r) — (1), 6) 1 (7). VB¢ (3 + a () — a°(2), ) dr.
Agwg (t,2,0) =

/ A, :E—i—a (1) — ac(t),é)\nC(T).wabg(x—i—aC(T)—ac(t),5)>d7.
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Estimation des quantités fondamentales

Les calculs précédents mettent en valeur que les quantités fondamentales & estimer
sont les fonctions p, f~ et ¢~ ainsi que leurs dérivées. Or on a
— pour (L,1) I'un des couples de lettres (B,b), (C,¢) ou (D,d)

I(z,0
L(z,8) = (z,0) :
p(z,9)
A — LV,
VoI, 0) = ol LVap,
p
H — LH L ) t_ _ t
Hoss, L(r,3) = 1oSel = LHESSop o IV opVap! = Sym(Vel-Vap')
P P
Al — LA LIV, o2 — V1.
ALz, s) = Bal T LB o LVapl” = Val Vap,
p P
VCL’ACL’Z - LVzAz — Aw VIL L Vm 2 _ levx
VA L(z,6) = P p 4 HVapl : °v.,
P p
VL Vyp|? + 2LHess;pVp — HessyIVyp — HessypViel Ayl — LAyp
= p? - 2 Vep

pour p

p(z,0) = Vb2 + 2 + &2,
Vaep(z,0) = BVyb+ CVyc+ DV,
Hess,p(z, 0) = BHess,b-+CHessyc4+DHessyd+V, B.V b +V ,C.V ! +V,D.V . d!,
Ayp(x,0) = BAyb+ CAye+ DAyd + Vi B.V b+ V,C.V e+ V,D.V,d,
VaAup(z,8) = BV Apb+ CVAyc+ DV Apd+ AyhVy B+ AyeV,C + AydV D

+2 (HessmemB + Hess, ¢V,C + Hess,dV,D

+Hess, BV,.b+ Hess, CV,c+ HesstVm,d) ;

— pour f~
1-B
) Y
Fe) =\ 52,
V.B
vmfi(xaé) =,
2\/2(1 — B)
Hess, B +B.V, B
Hess, f~ (z,0) = — €88y ~ V.B.V, |
2\/2(1-B) 4v2(1 - B)%?
ACL’B mB 2
Apf (2,0) = — _ |VuB |
2:/2(1 - B) 4V2(1 — B)3/2
TATB H""I:B ’I‘B
VoAuf (n5) =  YeAsB  Hess,BY
2\/2(1-B) 2v2(1 - B)%?

C4V2(1 - B)? 8v2(1 — B)S/2
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pour g
~ A
9 (2,0) = —F—/——,
2(1 - B)
VA AV,B
Ve (z,6) = Z + z ,
g (@ 0) V2(1 - B)  2v2(1 - B)3/?
Hess, A AHess,; B
Hess,g (z,0) = i + z
g (2. 0) V2(1 - B)  2v2(1 — B)3/2
Sym(V,A.V,B) N 3AV,B.V,B!
V2(1 — B)3/2 44/2(1 — B)3/2°
Avg(2.9) AL A N AA,B N VAV, B 3A|V,B/?
g \%,0) = )
» 201 —B)  2V2(1-B)32  2(1 - B)3/2  4J2(1 — B)5/2
AgA ALBV A+ AV,A,B A AV, B
VeAyg (z,6) = v Vel AV v

+ +
2(1 — B) 2v/2(1 — B)3/2 2v2(1 — B)3/2
Hess, AV, B + Hess, BV A L3 |V, B|?V A+ 2AHess, BV, B N AL AV, B
V2(1 — B)3/? 44/2(1 — B)5/? 2v/2(1 — B)3/2
N 3AA,BV,B N 3V.AV,BV,B 15A|V,B|’V,B
4/2(1 — B)32 ~ 2y/2(1 - B)%2  8J2(1 - B)7/2

On rappelle qu'on s’intéresse a ces quantités pour = € UC(t,d,¢,v) d’oit
— pour (L,1) et p

VTb = O(l), Vmc = O(M + 5), VT(] = O(M + 5)?

1 1
Hess,l = O(1), Hess,p = . Hess,L=0[—_],
essy, (1) esszp = O (t +5> ess O ((|t| +5)2>

VoA = 0(1), VyAup=0 (ﬁ)  VLALL=0 (ﬁ) ;

‘t‘-i—(s \t\+5
— pour f~
1
f=00). v.r=0(t),
Hessmf=0< ! ) vaTf=0< ! )
(1 + 0P (4 + 0
~ pour g~

Alinsi,



B.3. Preuve du Lemme 4.5 149

pour les vecteurs propres statiques

1 1
(9 = H (9 = —_
Ve0eta:0) =0 (g ) e ) =0 (g )

gt ~o (o)

— pour les phases corrigées, en tenant compte du fait que p > R(|t|4 ) sur l'intervalle
d’intégration (cf. Proposition 4.3),

1 1
v (2 8) =0 (In—— ), At =0(—-").
Vatwe (1, 7,9) O(“Ha) we (b ,0) O((Hé)?)

Estimations finales

En particulier, on a donc les estimations suivantes
pour le gap entre les deux valeurs propres

1 1
Ea(z,0) — Eg(w,0) © <|t| +5> ’

" (e mes) O ()
> (e mwn) = (@)

pour les vecteurs propres

1
o, —0(—
V., ®; (t,z,0) O<|t|+5>,

(v oaten =0 ()
(54 2t =0 ().

A, Dy (t,,0) = O (ﬁ) :

(5 ”V>‘“’”) o (greap)
(aﬁ ) e (h7,0) =0 |f|+6>

A, (a +n° v) (t,m,(s):O(ﬁ),

pour la résolvante réduite en Eg(z,d) restreinte & P (z,5)H

VmTB(ma(s) = O(l)a AmTB(ma(s) = O(l)a
— pour le projecteur spectral associé aux deux valeurs propres {E 4(z,0), Fg(z,d)}

Vo P(z,0) = O(1), A P(z,6)=0(1).
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Finalement ||e"/?E(t, z,v, 0, ¢)| 1o (z),L°(y) €St majoré par

84 86 83 65
O[ ((|t| +4)? " (It + 5)4> leellze + <|t| T4 + (1t + 5)3> IVyull 2

85
+ <a3 + W) ylPeil] 2 ]

Pour conclure la preuve, on applique alors le Lemme 1.3 et on remarque que le terme en

e? dans (B.1) est d’ordre O (ﬁ) U

B.4 Asymptotiques des vecteurs propres statiques et dyna-
miques

B.4.1 Preuve du Lemme 4.7

On a, avec le méme type de raisonnement que dans la Section 4.5.1, si z1 # 0,

252 4+ Gyl + )2
|z |

|p(x,0) — ]| <

D’ou, pour x € Wf(t,5,8,7) avec * = +, —,

sgn(t)b(z,0) — p(x,d)

|B(x,0) —sgu(t)] =

pl,9)
< b(z,8) — rz1| + |p(z,6) — ||
- 5l71]
< o/l (I3 +0%) +726% + Cp (|l 213, + 52)3/27

2,2
rixy
soit finalement

B(z,8) —sgn(t) = O <|t| + f—j) .

Par ailleurs,

cla,d) +id(z,8) | _ 10+ (Cet Ca)(lall3 + )

A(z,0)] = < . ,
A9 p(z,0) ‘ oieal

soit finalement
)
A(z,0) = O <|t| + 2)
ce qui permet de conclure. O

B.4.2 Preuve du Lemme 4.8

On a, toujours avec le méme type de raisonnement, si § > 0,

r2a? + Cp(||z]|%, + 6%)*/?
rd '

pl,8) — o] <
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D’ou, pour z € WE(t,d,e,v) avec * = +, —,

c(z,d) +id(z,6) — p(z,9)

A(x,0) — 1| =
Al ol(z,9)
< le(z,0) +id(z,8) — rd| + |p(z,d) — i
< o"(Cct Ca)d(ll]% +0%) + r’af + Cp(|l| % +6%)*
= r242 '
soit finalement
2
A($,5)—1—O<5+5—2>
Par ailleurs,
b(x,d T z||% + 62
Bo.g)| = |20 | vl + el + )
p('/I:a 56
soit finalement
t
B(z,0) =0 <5+ ‘ED
ce qui permet de conclure. O

B.4.3 Preuve du Lemme 4.9

Comme on a (4.33), on va chercher & estimer l’erreur commise par rapport a la
situation z = 0. On va désormais traiter uniquement le cas (C,*) = (B, —), les autres
étant analogues. On a, en omettant les divers paramétres,

(O (2,0),n° (t).Vo®p(2,6)) =
nP.(f Vaf +9 Vag) + .f72>\11\97\2>\22 ~f g M2 f g A

ot Ajj(t,z,8) = (vi(z,6),n" (t).Vauip;(z,6)).

Or
fj_l B | ‘2_1+B
o - 2 b) - 2 b)
— A A
I g =3 f g =35

e, — DV, OV,
J Vaef  +9 Vaug *ZW

Ainsi il faut mesurer Uerreur entre L(z, ) et L(a®(t),8) pour z € UB(t,8,€,7) ou L est
chacune des quantités p, B,C, D, Ve, Vid et X;;. Pour les quantités précédentes, on
pose

Lm = L(Ta(s) ; Lt = L((I‘B(t)a(s) ; [L];‘r = L'r - Lta

on a alors successivement, pour z € UB(t,6,¢,)

1.

P elt] £
pli =——=0 (m + ;(|t| + 5))
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et on conclut par intégration sur Uintervalle de temps [T, t].

. puisque V¢, V,d et \;j sont C* sur WE(0,0,e,v) %[0, dg], on a bien sir [L]F = O(

d’apres l'inégalité des accroissements finis avec

Va(p?) = 2(6Vub+ cVac+dVad) =22z, | . | +O(||z|? + 62)

= O (|t +(It| + 6)%)
et le fait que p(z,d) > R(|t| + ) ;
»_ OIF — Balpli _ €
Bi=m, o (w +6)>

toujours d’aprés I'inégalité des accroissements finis puisque b(z,d) est C' sur le
compact W5(0,d,¢,7) x [0,d0] et que B(z,d) € [0,1];

encore d’apres I'inégalité des accroissements finis puisque Vc(z,d) = O(|t| 4 d) et
que C(z,d) € [0,1]; et on a un résultat analogue pour D ;

)

2m

pour chacune de ces quantités;

SV 4 gV <[D1f<vmc>m [C1f (Vad)s + Di[Vaclf — C)[Vadlf

(1 = Bz)ps

(Dvmc - Cvmd)t ( [B];‘B . ﬁ)
(1= By)ps 1 - B, Pt

N | .

d’on, puisque Ve = O(Jt] + 0) et Vid = O(|t]| + 9),

[fva:f + gvazg]f =0 <ﬁ> .

Finalement

(Pg|n°.V,05) = O (m)
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Annexe C

Preuves du Chapitre 5

C.1 Preuve de la Proposition 5.2

(i) On commence par tronquer lintervalle d’intégration en s a [~A7, A7) avec v < 3
suffisamment grand. On a

T
/ / F(t,5)s?me 909/ gg | dt
0 h <s|<T/2
T 2n m
T T .
< / / 1 flloo (—) e s | dt < || f]|soT? <_> e
0 WY <|s|<T/2 2 D)

si bien qu’il suffit de considérer, quitte a rajouter une erreur exponentiellement

petite en h,
T Y
[([, stesseemas) a
Jo \J—m

(ii) On tronque g(¢,s) a l'ordre 5 en s avec les notations suivantes

2
glt,s) = oz(t)% +B(1)s® + y(t)s" + 5(1)s® + O (s%) .

On a ,a l'aide du développement en série de 1'exponentielle, pour |s| < A avec

v > % (dans le développement, on garde uniquement les termes de la forme %—TZ
m—2p+1
avec m < 2p + 4 car sinon la contribution est d’ordre O (h"+ > ) et est donc

0 (m+3)),

gts)/h o alt)s?/(2h) i858 8080 S amsem
e e n(t,s)| < Cs ; + = + 3 + e

n*
ou C >0 et
B 53 84 85 ﬁ(t)Q 86 87 ﬁ(t)‘; sg
n(t.s) =1 = B(t)5 —v(t)5 = 6(t) 5 + =55 + Bt 15 — =73
Or, on a

T hY 2 4 6 8
n S S S S —alt)s?
/0 < i f(ta 8)82 +4 (E + ﬁ + ﬁ + ﬁ) (& (t) /(Qh)d,'?) dt
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(iii)

(iv)

T
< hn+g/ </ ||f||0002n+4(02+04+06+08)ea(f,)g2/2d0,> dt
0 R

si bien qu’il suffit de considérer, quitte & rajouter une erreur d’ordre O (h"+g>,
T hY )
/ ( f(t, s)s n(t, s)e s /(%)ds) dt. (C.1)
0 —hY
On tronque f(¢,s) a l'ordre 3 en s avec les notations suivantes
F(t,8) = K(t) + A(t)s + pu(t)s® +v(t)s® + O (s1).

Siy > %, tous les termes a partir de % dans (C.1) sont bornés sur lintervalle

considéré. Or on a

T hY ) 5 T 9
/ </ $2n+4 - a(t)s /(sz)ds> dt < K / (/ St —a(t)o /2d0> gt
JO J—hmY J0 JR

si bien qu’il suffit de considérer, quitte & rajouter une erreur d’ordre O (h"+g>,
T rhY )
/ [/ (K(t) + A(t)s + p(t)s® + v(t)s®) s*"n(t, s)ealt)s /(%)ds} dt.
JO J —hY

On enléve les termes du produit qui produisent des erreurs du méme ordre que
celles déja considérées. Ainsi, on garde uniquement

x(t,s) = K(t)n(t, s)

e . o . 6
s —+ =+ —
h h h
qui conduit & une erreur du méme type qu’en (ii) (& savoir d’ordre O (ﬁ”+%>)

On étend l'intervalle d’intégration en s & R. On a, pour m € N,

2 P
/ gMe—as /(2h)d8 / 1 oMe—0 /Zdo_
5| >h7 jol>m %

(o0
41 2 2C, 41 2y—1
20,07 oge Y Ade = XM el /A
JEYT 2 (87

m+1
2

N

avec Oy, tel que
2 2
gMe—0 /2 < C,0e /4

pour ¢ suffisamment grand. Finalement, il suffit donc de considérer, quitte a ra-

jouter une erreur exponentiellement petite en A,

T
/ </ s2nx(t,s)e“(t)s2/(2h)d.9> dt.
0 R
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(vi) Les termes avec des puissances impaires de s ne contribuent pas compte tenu de
I'imparité globale de la fonction & intégrer sur R tout entier. Il suffit donc de
considérer, avec le changement de variables s = VAo,

'/OT </R [n‘(t) <hn0.2n _ Ry (1)t g ] %’5)20271%)

+R"T (=A@ ()™ + p(t)o?"T2) ] e“(t)”Q/Q\/ﬁer) dt.

Or, si on pose
_ 2
T = /O_Zme ao /2(1(7,
JR

on a

2m +1
Jmp1 = g
Q@
d’ott
“m 2m)! 1
In=02m—-1)2m —3) x --- x3x 1 xa "Jy=V2r a 2
2mim)
et le résultat en utilisant que
10% 1 9%
t) = -—=(t,0 t) = ——(¢,0
Bt) = 55 8(1.0), (1) = 53 5-0(4,0),
of 10%f
t) = f(£,0), A1) = —=(t,0 t) = ——2(¢,0
5 = £(.0), M) = S 0,0), u(e) = 555 (5,0)

C.2 Preuve du Corollaire 5.3

On rappelle qu’on a
Hy=1, H;=2X,

et qu’en posant

Clts) = % Bt + 5)A(t) + At + 9)B(1)

D(t,s) = B(t+s)A(t) — A(t + s)B(t)

z1(t,s) = B(t)(a(t+s) —a(t)) +iAt)(n(t + s) —n(t))

2(t,s) = B(t+s)(a(t+s) —a(t)) —iA(t + 5)(n(t + s) — n(t))
G(t,s) = S(t+s)—S(t)+ sk — %(ﬂ(t +5) +n(t))(a(t + s) — a(t))
o(t,s) — % LG, )

la formule de la Proposition 3.12 donne

_I4k41
2

; ; _ O iy
<(,0[(t+8,h,.’1?),(pk(t,h,.’ll)> QH'k\/me ke 0

min(l,k) , ~1/2 — -1/2
S _ C —k—j 220
XY ciciiwiv—D H, (-2 VD "H, 2 —_]).
o "\ VD i\ Vanv/D
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On a donc
- - _g(t,s)
<(P0(t+55h7$)5§00(t5h7$)> = f(())’o(tas)e qh’
2
- - S _g(t,s)
<¢](t+55h7$)5§01(t5h7$)> = f[}’](t,s)—}—ﬁf?]’](t,s) € qh’
avec
f00s) = e TETeT
fy'(ts) = ¢ TETC
1,1 _ 7i%52122 —5/2
fo(ts) = —e 700 Wo

Par ailleurs, on a les développements limités suivants autour de s = 0, en omettant
la dépendance en ¢ de la plupart des fonctions.

Lemme C.1

. E"(a)|A]* + |B|* + 2a|6)?
is
2

[E"(a) + %nE"'(a)|A\2 + 2a§(E’(a)B + mE”(a)A)] + 0 (s?)

C(t,s) = 1-—
&

2

2
D(t,s) = is [E”(a)AQ B4 2a02} n z% [nE”’(a)A2 - 4ia9(E’(aB ¥ z‘nE"(a)A)}
82 33
z1(t,8) = —ifs— 5 [E,(G)B + inE"(a,)A} + 7; [HE"((J,) — nQE"'(a)A} +0 (s")
29(t,s) = ifls+ % [E'(a)? — inE"(a)Z}

[gE"(a) +20?E" (a) A + 600 (E'(a)2 + T]QE"(a))} + 0 (s")

3El 2 + QEH 4
G(t, S) — % ((1) 27] ((1) + ﬂgEI,I((L);—4 + O (85) .

Preuve On a

A(t) = iB(t) + 2a8n(t)

J%(t) = iE"(a(t))A(t) + 2iafE' (a(t))

) = ~E"(a())A() - 400E (a(0)

Bt) = in()E"(a(t)A@) — B"(a(t) B() + 4iobn(t)E" (a(t)).

D’ou
2C(t,s) =
BA+ AB + s [( —iE"(a)A — 2ia§E'(a)>A + ( —iB + 204517) B}

2

*% [(inE"'(a)Z + E"(a)B + 41}(1577E"(a)> A+ (E"(a)z + 4045E'(a,)> B}
+0 (33)
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et

D(t,s) =
s [(iE”(a)A + QiaHE'(a)) A— (z’B + 2a97]) B}

—1-82—2 [(inE"’(a)A — E"(a)B + 4ia977E"(a))A — ( —E"(a)A — 4a9E'(a)>B}

+0 (33) .

Par ailleurs,

a(t) = n(t)

i) = alt) =~ Ba()

i(t) = a(t) = —n(t)E" (a(t))

m(t) = —n(t)*E"(a(t)) + E'(a(t)) E" (a(t))
D’ou
z1(t,s) =

52 83
FIAD) [ =5 (alt) = Sr0B" al) + 5 (= 107 B alt) + B a0) " (a(0))|
+0 (54)
et on en déduit aussi le résultat pour z3(t, s) en utilisant que 29(t,$) = —2z1(t + s, —3).
Enfin,
sw = 1 ma)
S0 = 20 (alt)
50 = 2P 205l
S (1) = 8n(t)E (a(t)E"(a(t)) — 20(t)° E" (a(t)).
D’ou
G(t,s) =
2 $3
s [7 — E(a)] —nE'(a)s® + ? [E'(a)?* = n*E"(a)]
5! / " 3 i 7’
IﬂME(W() PR @] +0 () +5 | + B0
2
|:'f] EI o EII ) 1 + E (El( E”((J,) _ n2ElIl(a)) + O (84):|
s3 st
X [779 — E'(a ; —nE"(a )16 + 9 (E'(aE"(a) — n*E" (a)) + O (s’ )}

ce qui conclut. [l
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Pour alléger les écritures, on va maintenant introduire les notations suivantes

C(t,s) = 1—isci(t) — g@(t) +0 (s%)
D(t,s) = isdy(t)+ i%dg(t) +0 (s?)
s? 83
z1(t,8) = —ifs — Eu(t) + 'L’gv(t) +0 (s")
2 B

2(t,8) = ifs+ Eu( ) — 1€w( )+ 0 (s)
u(t) = E'(a(t))B(t) +in(t)E" (a(t)) A(t)
o(t) = OE"(a(t)) —n(t)*E" (a(t))A(t)
u'(t) = an(t)’ B (a(t))A(t) + 2ia8 [E'(a(t)” + n(t)* E" (a(1))]
w(t) = w(t) + i (t)
o~ ECAOPBOP |,

S0

eo(t) = E'(a(t)) + 5n(t) B (a(1)) A®)* + 200u(?)
di(t) = E"(a( NA(t)? — B(t)? + 2a6?
do(t) = n(t)E" (a(t))A(t)* — diau(t).

Des développements limités précédents et avec la notation raccourcie

0= (B’
on tire la proposition suivante.
Proposition C.2
fo'ts) = 140(s)
f[}’] (t,s) = 1+is EC] (t) — 7T0:| + % [Wo (3ci(t) — mo) + % (cg(t) - gm (t)2>}
+ 0(53)
11 0> (1. 0% (5
o (t,s) = _|T +is [55}? (Bu(t)) — |T (501 (t) — Wg)]
2 lu@®)|? R (6v
+ 5 [| (Z;)| ( 3(t)) + =0u'(t) — R (Gu(t)) <g(31(f) — 7T[]>
|92 B <p2(f) Tt )2> 0 (Be () — wo)] ]
+ 0(53)
(t,s) = m—QjL il (t)+i (t) + O (s°)
glt.s) = Ty T el + 5g9 °
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ot on a pPosé

g3(t) = glf)\%l(t)*[E'(a(t))2+n(t)2E”(a(t))]

ga(t) = 3|9\2<02(t) — 201(t)2> + 6c1 ()R (Ou(t)) — ;\u(t)\Q — 2R (Av(t))
—3i0u(t) + in(t)* E" (a(t)).

D’onu,

Fn Fn
/ / t+5 (po(t+S,h,x),ég(t,h,$)>d5dt
Eo) (Eo) 0,0
— / (t)/ Kt =+ 8) fo° (t, 5)e 9 Py
0

2|\9/_h]/2 /0 O Rt + 0 (1)




160 C. PREUVES DU CHAPITRE 5

(Fo) (Fo)
/ / k(t+ 8) (Q1(t + s, h, ), p1(t, b, z)) dsdt
Eo) (Fo) ______
- / A [ REE A 4 s)e 1 s
0

7(Fo) TFo)
+57! / )\(t)/ k(t+s)fy (t,s)s?e 9B gsdt
Jo Jo

2Ty [T —
= 2 /0 NOLOL

VTR % [‘0/|; /T(EO) AOR(D) [wo (Ber(t) — mo) + > (CQ(t) - gc] (t)2>] dt

|0‘3 / ) <2m— [gq (t) — wo} + K" (t )) dt
A [ s

5 | ” A(t) [n"(t) +in(t) (gm (t) - m)} gs(t)dt

5V2 [T s 2 N W [
T [ AORDgs(0)dt] +0 (ﬁs)/ ) ~ / /0 oL
+3V2rh%/? x [T;}C (t)fﬂ—t) [%|u(t)|2 + §§R (Bu(t)) + %em
R (911( )) (gcl(t) - 7r0> ] dt
7(Fo) _
|9£§ 0 A(t)k(t) [m (5¢1(t) — mo) + g <02(t) — 201(75)2)] gt

+oE OT(EO) A(t) <m (1) [SR (Gu(t)) - 161 (—01 (t) - ”Oﬂ B _”"(t)> &

5 T(EO)A _ p
+ t)k(t t)dt
smaE AR

7(Eo) o B .
—13?7@ 30 (0 [ @) - 107 (er(0) - m) | - 10290 ) i
352 [7(Fo) - ]

e A(t)k(t)gs(t) dt
901" Jo
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= vt | o [0 [ 6ea) w3 () - Pea?)]
+9L|5 /0 o) [:*w(t)2 + 4R (Bo(t)) — 12 (Bu(®)) <g“1 - “)
+6i9u’(t)] dt + 2—% '/OT(EO) A(t)r(t) (%Cl (t) - ”0> g ()t
29_0|i /oT(EO) AR (Bu(t)) gs(t)dt
_Z_?? /OT(EO) A(t) k() g3 (t)%dt + %5 /T(EO) A(t) k(1) ga(t)dt
S—f? /0 T S O Ber (6) — o) dt 4 {0—7; | /0 T R (Bu(t)) di
g /OT(EO) (R Dlas ()t + /OT(EO) (@R +0 (%)

En utilisant l'identité

7(Eo) T(Eo)
/ A(H) / LT 5) (@1 (t + 5,5 2), 1 (1, hy ) dsdt —
J0O JO

T(E()) T(E())
[ [ REE S 10+ ), (1) ds
0 0

on voit qu'on a méme

7(Eo) T(Eo)
/ )\(t)/ k(t 4 s)(¢1(t + s, h,x), o1 (¢, b, z)) dsdt
0 0
4

= —Vrh'? x [9|3 /OT(EO) A1)k (t) [wo (6c1(t) — mo) + 3 (é}%cg(t) — %cl(m)} dt

7(Eq) _ — P
HLP/O A)R() [371,(;5)2 + 4R (Bu(t)) — 12R (Bu(t)) (261@) - 7f0>

. 7(Eo) - 7(Eo) -
T6R (iHu’(t)) ]dt + ;—07 /0 A(#)r(D)gs (t)2dt — %5 /0 A(#)r(0)Rya(t)di
4i  [7(Fo)
+p /0 [)\(t)

i 7(Eo) L L
_S_P/o MO - X (@)s(0)| R @u(n) de

=

0 -~ X(Os()| (Bea(t) — mo) dt

x

1 7(Fo) - 4 [7(FEo) -
+—65/ M) r(D) g, (£)dt — —3/ N ()R (Q)dt| + O (h5/2)
01> Jo 16 Jo




