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Introdu
tionLe but de 
ette dissertation est d'étudier l'approximation de Born-Oppenheimer àla fois dans un 
adre dynamique et dans un 
adre statique. Cette approximation, quiremonte à [BornOppen27℄, 
onsiste à faire usage de la petitesse du rapport de masseentre les éle
trons qui gravitent dans le nuage éle
tronique et les nu
léons qui 
onsti-tuent les noyaux atomiques. On est alors amené relativement naturellement à 
onsidérerle problème de manière semi
lassique, i.e. dans la limite où 
e rapport tend vers 0. Unetelle démar
he s'est depuis longtemps avérée 
onsistante ave
 les résultats physiquesobtenus par les 
himistes expérimentateurs. Bien que souvent asso
iée à la théorie desopérateurs pseudodi�érentiels (ave
 petit paramètre, 
f. [Hel�er97℄), nous nous plaçonsi
i dans le 
adre à la fois plus élémentaire et plus 
on
ret d'un point de vue outillagemathématique des paquets d'onde gaussiens (plus pré
isément produits d'un polyn�mepar une gaussienne mais on 
ontinuera à les appeler ainsi par 
ommodité). Ces dernierssont des 
as parti
uliers d'états 
ohérents qui ont 
onnu des développements fort inté-ressants (
f. [Paul97℄) aussi bien du point de vue propagatif (dynamique) que de 
eluides quasimodes (statique).Une partie de 
ette dissertation a déjà fait l'objet de la publi
ation [Rousse04℄ qui
orrespond approximativement aux Chapitres 1 et 4. Toutefois, la méthode employée aété i
i beau
oup plus détaillée et dé
omposée. De plus, on a pré
isé tous les détails te
h-niques et 
al
ulatoires (quitte à les renvoyer dans l'Annexe B pour soulager la premièrele
ture) inévitables pour prouver 
e genre de résultat.Organisation de la dissertationLe premier 
hapitre donne le premier élément dans la 
ompréhension dynamique despresque 
roisements dans le 
adre plus simple de l'approximation adiabatique. Il regroupeessentiellement tous les ingrédients te
hniques que l'on retrouvera plus tard dans le Cha-pitre 4 : solution appro
hée habituelle loin de la région de transition, résolution �ne d'unproblème modèle (forme normale) dans la région de transition et re
ollement de 
es deuxtypes de solution ave
 tous les problèmes asymptotiques que 
ela 
omporte (notammentau niveau des 
hoix des ve
teurs propres). Le prin
ipal résultat de 
e 
hapitre est énon
édans le Théorème 1.4.Le se
ond 
hapitre étudie de manière abstraite l'opérateur typique de l'approximationde Born-Oppenheimer. On y établit des résultats d'ordre mathématique qui donnent auproblème physique un 
ara
tère bien posé : (essentielle) autoadjon
tion sur un domainede fon
tions tests très a

eptable et mise en éviden
e de spe
tre dis
ret dans 
ertainsintervalles d'énergie.
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hapitre s'atta
he à présenter les paquets d'onde (états 
ohérents) gaus-siens et la plupart de leurs propriétés à la manière de [Hagedorn91℄ de façon à rendreles preuves les plus élégantes possibles. Leur intérêt essentiel réside dans le fait qu'ilspermettent de résoudre exa
tement l'équation de S
hrödinger s
alaire ave
 hamiltoniendépendant du temps quadratique en position et en impulsion : 
'est le deuxième élémentqui va nous servir pour résoudre les problèmes de presque 
roisement dans le 
adre del'approximation de Born-Oppenheimer. Cette résolution ne fait bizarrement appel qu'àla dynamique 
lassique : la traje
toire 
lassique dans l'espa
e des phases, l'intégrale d'a
-tion (lagrangienne) et le �ot (i
i linéaire puisque l'hamiltonien est quadratique) 
lassique.En�n, on y a ajouté quelques éléments de géométrie pour essayer de 
omprendre un peumieux l'in�uen
e du 
ouple de matri
es (A;B) dont l'évolution dépend du �ot linéariséautour de la traje
toire 
lassique.Le quatrième 
hapitre 
ontient un des deux résultats prin
ipaux de 
ette disserta-tion, le Théorème 4.4, qui est le pendant du résultat obtenu dans le premier 
hapitre(Théorème 1.4). On y regroupe les deux éléments évoqués dans les Chapitres 1 et 3 ave
quelques résultats élémentaires sur l'asymptotique de la mé
anique 
lassique pour unpotentiel dépendant d'un petit paramètre et qui devient singulier quand 
e dernier tendvers 0.Le 
inquième et dernier 
hapitre s'intéresse à l'approximation de Born-Oppenheimerunidimensionnel (il y a une seule 
oordonnée nu
léaire) dans un 
adre statique (re
her
hede quasimodes) pour des hamiltoniens éle
troniques matri
iels et dont les valeurs propresprésentent éventuellement des situations de 
roisement générique. Les prin
ipaux résul-tats y sont énon
és dans les Théorèmes 5.4 et 5.6 et 
on�rment la validité de la règle deBohr-Sommerfeld (déjà 
onnue dans le 
as des hamiltoniens s
alaires) sans terme 
or-re
tif parti
ulier même en situation de 
roisement. Il est intéressant de remarquer que laplupart des méthodes (
'est le 
as i
i) employées pour traiter le problème statique utilisedes résultats du problème dynamique.Perspe
tivesTout d'abord, en 
e qui 
on
erne les quasimodes du Chapitre 5 et bien que nonmentionnés expli
itement dans 
ette dissertation, des résultats partiels ont été obtenusen situation de presque 
roisement et demanderaient à être 
omplétés, surtout pour desquasi-énergies pro
hes de l'énergie (
ritique) de presque 
roisement. Cela requiert vrai-semblablement de 
omprendre d'un point de vue plus dynamique la 
onstru
tion de qua-simodes proposée dans [ColinParisse99℄ pour un potentiel s
alaire présentant des maximalo
aux et pour des quasi-énergies pro
hes de l'énergie 
orrespondant à un des maximalo
aux (la te
hnique d'intégration le long d'une traje
toire 
lassique serait 
onfrontée,entre autres, au fait que la traje
toire est par
ourue en un temps in�ni...).Par ailleurs, les premiers résultats obtenus i
i pour les quasimodes dans le 
adrematri
iel ave
 ou sans 
roisement devraient permettre de donner une justi�
ation ma-thématique à 
e que la 
ommunauté des 
himistes appellent le �Frank-Condon prin
iple�et 
ela fait l'objet d'un travail en 
ours en 
ollaboration ave
 G. Hagedorn et S. Jil
ott.Plus pré
isément et 
omme rappelé au Chapitre 5 de [Jil
ott00℄, 
e prin
ipe stipule qu'àl'ordre dominant en le petit paramètre qu'est le rapport de masse éle
trons/nu
léons,une transition entre deux états éle
troniques se produit trop rapidement pour qu'il y ait
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on�guration vibratoire nu
léaire. En parti
ulier, 
e
idoit pouvoir se retrouver dans la dé
ompostion, suivant les quasimodes pré
édemment
onstruits, d'une fon
tion d'onde initialement asso
iée à un niveau éle
tronique et unétat vibratoire et soumise à une impulsion laser qui provoque la transition d'un éle
tron(l'évolution d'une telle fon
tion d'onde a été expli
itée à divers ordres dans [Jil
ott00℄).
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Quelques notationsMatri
esAt transposée de la matri
e (réelle ou 
omplexe) AA� adjoint de la matri
e 
omplexe ATrA tra
e de la matri
e AComA 
omatri
e de la matri
e AMd(C ) espa
e des matri
es 
omplexes d� dGLd(C ) groupe des matri
es 
omplexes inversibles d� dUd(C ) groupe des matri
es 
omplexes unitaires d� dOd(R) groupe des matri
es orthogonales rélles d� dHermd(C ) espa
e des matri
es hermitiennes 
omplexes d� dHerm++d (C ) 
�ne des matri
es hermitiennes dé�nies positives 
omplexes d� dSymd(C ) espa
e des matri
es symétriques 
omplexes d� dSym++d (R) 
�ne des matri
es symétriques dé�nies positives réelles d� dDiagd(R) espa
e des matri
es diagonales réelles d� dDiag++d (R) 
�ne des matri
es diagonales dé�nies positives réelles d� dEnsemblesSd sphère unité de Rd+1B(a; r) boule fermée de 
entre a et de rayon rEspa
es fon
tionnelsCk(
)(
;E) espa
e des fon
tions fortement Ck (à support 
ompa
t)d'un ouvert 
 de Rd à valeurs dans un espa
e de Bana
h ELp(
; C ) espa
e des fon
tions Lp de 
 dans CLp(
;E) espa
e des fon
tions Lp de 
 dans un espa
e de Bana
h ELp(
;D) espa
e des fon
tions Lp de 
 à valeurs p.p.dans un sous-espa
e ve
toriel D de ELimitesÆ � " notation de 
ontrainte asymptotique :Æ, " et Æ=" tendent simultanément vers 0
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Chapitre 1Approximation adiabatique pourdes presque 
roisements de valeurspropresIntrodu
tionCe premier 
hapitre est 
onsa
ré à 
e qui semble être un des 
as les plus simplesde presque 
roisement du point de vue dynamique. Il permettra d'exhiber dans un 
asplus simple la plupart des arguments utiles dans le Chapitre 4. Certains 
al
uls sonttoutefois déjà un peu fastidieux mais ils seront 
onservés dans le 
orps du texte a�n desuggérer la nature exa
te des estimations né
essaires pour obtenir des résultats 
ommele Théorème 1.4.On se pla
e dans le 
adre de l'approximation adiabatique ave
 un hamiltonien dé-pendant du temps dont deux niveaux sont très pro
hes l'un de l'autre (séparés par un�gap� 
onformément à l'appellation anglosaxonne) seulement en un instant pré
is et d'au-tant plus pro
hes que le paramètre adiabatique est petit (
f. Figure 1.1). On veut alors
onnaître la 
apa
ité de la fon
tion d'onde à transiter (au 
ours du temps) d'un niveauà l'autre en fon
tion de la vitesse de rappro
hement des deux niveaux.
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spe
tre de l'hamiltonien
deuxième niveau

premier niveau temps de 
roisement temps
�gap�

spe
tre 
omplémentaire éventuel

Fig. 1.1 � Rappro
hement de deux niveaux pour un hamiltonien dépendant du temps.



16 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisementPlus 
on
rètement, soit H un espa
e de Hilbert séparable et soit H(t; Æ) une familled'opérateurs autoadjoints (éventuellement non bornés) de domaine �xé D dans H su�-samment régulière en (t; Æ). On 
onsidère alors l'équation de S
hrödinger dépendante dutemps i"2 ��t = H(t; Æ) : (1.1)On suppose que le spe
tre de H(t; Æ) 
omporte deux valeurs propres simples et isoléesdu reste du spe
tre E1(t; Æ) et E2(t; Æ) telles que E2(t; Æ) � E1(t; Æ) tend vers 0 quand Ætend vers 0 par valeur supérieure et 
e uniquement au point t = t0 (
f. Figures 1.2et 1.3). On se donne alors 
omme 
ondition initiale le ve
teur propre  1(t0��; Æ) asso
iéà la valeur propre E1(t0 � �; Æ) de H(t0 � �; Æ) et on veut 
onnaître au temps t0 + �la dé
omposition spe
trale entre les deux niveaux E1(t0 + �; Æ) et E2(t0 + �; Æ) de lasolution  de l'équation (1.1) quand les deux paramètres Æ et " tendent 
onjointementmais indépendamment vers 0.Dans 
ette situation, on dispose d'une prédi
tion formelle pour la probabilité detransition donnée par la formule de Landau-Zener (
f. [Joye94℄ et [ColinPolLomb99℄pour des preuves mathématiques de 
ette formule dans 
ertains 
ontextes)P1!2 = exp��C Æ2"2� (1.2)où C est une 
onstante qui dépend uniquement de la géométrie lo
ale au voisinagedu point de 
roisement (t0; 0). Cette prédi
tion fait apparaître trois transitions biendistin
tes :� Æ="! 0 (on parlera de presque 
roisement étroit) où la transition est quasi-totaleave
 une probabilité de suivre le même niveau d'ordre Æ" ;� Æ = " (on parlera de presque 
roisement 
ritique) où la probabilité de transitionest stri
tement 
omprise entre 0 et 1 ;� Æ=" ! +1 (on parlera de presque 
roisement large) où la transition est quasi-inexistante et même exponentiellement petite.Le but de 
e 
hapitre va être de 
on�rmer 
es prédi
tions à l'ordre dominant etau premier ordre (en parti
ulier, on ne prétend pas mettre en éviden
e de transitionexponentiellement petite). La méthode proposée pour résoudre 
e problème s'inspire trèslargement du travail e�e
tuée par Hagedorn dans [Hagedorn91℄ dans le 
as du presque
roisement 
ritique (Æ = ") ave
 H(t; Æ) réel symétrique.On notera en�n que le fa
teur "2 dans (1.1) 
orrespond à un 
hoix spé
i�que del'é
helle de temps qui donne le 
ara
tère �adiabatique� du problème, toutefois le 
hoixfait i
i (mis à part le fait d'être un petit paramètre destiné à tendre vers 0) n'a riende 
ru
ial, 
e qui ne sera pas le 
as dans le 
ontexte Born-Oppenheimer où l'é
helle detemps 
hoisie sera fortement 
orrélée au petit paramètre molé
ulaire du problème (lerapport de masse éle
trons/noyaux) mais nous y reviendrons.1.1 Rappel sur le théorème adiabatique et ses améliorationsOn 
her
he à résoudre l'équation de S
hrödinger dépendante du tempsi"2 ��t = H(t) (1.3)où H(t) est une famille d'opérateurs autoadjoints de domaine �xé D dans H et dont larésolvante est C3 au sens fort en t 2℄t0�2T; t0+2T [. On suppose que pour tout temps t,
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t

�(H(t; 0))

E1(t; 0) t0
E2(t; 0)

Fig. 1.2 � Æ = 0 : les deux valeurs propres se 
roisent.
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Æ > 0
t0 + �t0 � �

0
1

Fig. 1.3 � Æ > 0 : les deux valeurs propres �s'évitent�.
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 presque 
roisementH(t) admet une valeur propre simple E(t), uniformément isolée du reste du spe
treet de ve
teur propre unitaire �(t) dont la phase est 
hoisie pour véri�er la 
onditiond'orthogonalité h�0(t)j�(t)i = 0:On a alors le théorème adiabatique 
lassique.Théorème 1.1 Si on pose a(t; ") = exp�� i"2 Z tt0 E(�)d���(t)et si on note  (t; ") la solution de l'équation de S
hrödinger (1.3) de 
ondition initiale (t0; ") = �(t0), alors il existe une 
onstante stri
tement positive C(T ) telle quesupt2[t0�T;t0+T ℄ k (t; ") �  a(t; ")k 6 C(T )"2:Remarque 1.1 Ce type de résultat remonte aux années 50 ave
 [Kato50℄ et a 
onnu maintesaméliorations et variations 
omme dans [Nen
iu93℄, ... (on renvoie à [Teufel03℄ pour des infor-mations plus détaillées).Par ailleurs si on suppose de plus que H(t) est de 
lasse CN+2 ave
 N > 1, on al'amélioration suivante.Théorème 1.2 Il existe une pro
édure 
onstru
tive expli
ite de fon
tions �k(t) ave
�0(t) = �(t)telle que si on pose N (t; ") = exp�� i"2 Z tt0 E(�)d��h�0(t) + "2�1(t) + � � �+ "2N�N (t) + "2N+2�?N+1(t)iet si on note  (t; ") la solution de l'équation de S
hrödinger (1.3) de 
ondition initiale (t0; ") =  N (t0; "), alors il existe une 
onstante stri
tement positive CN (T ) telle quesupt2[t0�T;t0+T ℄ k (t; ") �  N (t; ")k 6 CN (T )"2N :Remarques 1.21. La 
omposante de �1(t) orthogonale à �(t) est donnée par la formule�?1 (t) = i(H(t)�E(t))�1r �0(t)où (H(t)�E(t))�1r désigne la résolvante de H(t) restreinte à l'orthogonal de �(t) prise enE(t) 
e qu'on utilisera dans la preuve du Lemme 1.5.2. On signale en�n pour la 
ulture qu'il existe une version analytique de 
e théorème (qu'onpourra trouver dans [HagJoye02℄) reposant sur un pro
édé de tron
ature optimale.



1.2. Lemme d'estimation d'erreur 191.2 Lemme d'estimation d'erreurLe lemme suivant (
f. [Hagedorn98℄) qui repose sur une appli
ation du théorèmefondamental du 
al
ul intégral est l'outil de base qui permet de mesurer l'erreur entredes solutions exa
te et appro
hée de même 
ondition initiale de l'équation de S
hrödingeri~� � �r = H(r; ~) (1.4)et don
 de démontrer le Théorème adiabatique 1.1 et ses améliorations ainsi que lesLemmes 1.5 et 1.6 qui vont suivre.Lemme 1.3 Soit H(r; ~) une famille d'opérateurs autoadjoints sur un espa
e de Hilbertséparable H. Supposons que  (r; ~) appartienne au domaine de H(r; ~), soit 
ontinûmentdi�érentiable en r, et résolve l'équation de S
hrödinger (1.4) au sens appro
hé suivanti~� � �r (r; ~) = H(r; ~) (r; ~) + �(r; ~)où �(r; ~) véri�e k�(r; ~)k 6 �(r; ~)sur l'intervalle de temps qui nous intéresse. On note 	(r; ~) la solution exa
te de l'équa-tion de S
hrödinger (1.4) de 
ondition initiale 	(r0; ~) =  (r0; ~). Alors, on a l'inégalitésuivante k	(r; ~) �  (r; ~)k 6 ~�� ����Z rr0 �(�; ~)d����� :Remarque 1.3 Le lemme reste valable si l'hamiltonien H , les fon
tions d'ondes  et 	, l'erreur� et le majorant � dépendent d'un paramètre supplémentaire Æ 
omme 
ela va être le 
as ensituation de presque 
roisement.Preuve L'hypothèse d'autoadjon
tion nous assure de l'existen
e d'un propagateurunitaire U(r; r0; ~) asso
ié à l'équation de S
hrödinger (1.4) (
f. [ReedSimonII75℄). Le 
a-ra
tère unitaire du propagateur et le théorème fondamental du 
al
ul intégral permettentalors de 
on
lure ainsik	(r; ~) �  (r; ~)k= kU(r; r0; ~) (r0; ~) �  (r; ~)k= k (r0; ~)� U(r0; r; ~) (r; ~)k= 



Z rr0 ��� [ (r0; ~) � U(r0; �; ~) (�; ~)℄d�



= 



Z rr0 ��i~��U(r0; �; ~)H(�; ~) (�; ~) � U(r0; �; ~)� �� (�; ~)� d�



= 



Z rr0 ��i~��U(r0; �; ~)�(�; ~)� d�



6 ~�� ����Z rr0 kU(r0; �; ~)�(�; ~)kd�����6 ~�� ����Z rr0 �(�; ~)d����� : �



20 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement1.3 Notion de presque 
roisement de valeurs propres pourun hamiltonien dépendant du temps et forme normaledu 
as non dégénéréNous allons i
i pré
iser en
ore un peu plus rigoureusement 
e qu'on entend par unpresque 
roisement et en donner l'allure générique.Dé�nition 1.1 Soit H(t; Æ) une famille d'opérateurs autoadjoints de domaine �xé Ddans H dé�ni sur ℄t0�2T; t0+2T [�℄�2Æ0; 2Æ0[. On suppose que pour tout Æ > 0, H(t; Æ)possède deux valeurs propres distin
tes EA(t; Æ) et EB(t; Æ) à distan
e uniformément bor-née du reste du spe
tre ave
 EA(t; Æ) < EB(t; Æ) et que EA(t0; 0) = EB(t0; 0), dans 
e 
ason dit que H(t; Æ) admet un presque 
roisement en t0.On reprend maintenant i
i la rédu
tion e�e
tuée par Hagedorn dans [Hagedorn91℄dans le 
as réel symétrique.Soit P (t; Æ) le proje
teur spe
tral asso
ié aux valeurs propres EA(t; Æ) et EB(t; Æ), onposeHjj(t; Æ) = H(t; Æ)P (t; Æ); E(t; Æ) = TrHjj(t; Æ); H0(t; Æ) = H(t; Æ)�E(t; Æ)Id: (1.5)Soit f 1;  2g une base orthonormée de P (t0; 0), pour (t; Æ) voisin de (t0; 0), on pose 1(t; Æ) = P (t; Æ) 1h 1jP (t; Æ) 1i ; 2(t; Æ) = P (t; Æ) 2 � h 1(t; Æ)jP (t; Æ) 2i 1(t; Æ)kP (t; Æ) 2 � h 1(t; Æ)jP (t; Æ) 2i 1(t; Æ)k :Dans 
ette base orthonormée la restri
tion de H0(t; Æ) à P (t; Æ)H s'é
ritA(t� t0) +BÆ +M(t; Æ)où M est C3 à valeurs matri
ielles autoadjointes de tra
e nulle et véri�e M(t0; 0) = 0,�M�t (t0; 0) = 0 et �M�Æ (t0; 0) = 0.Dé�nition 1.2 On dira que H(t; Æ) admet un presque 
roisement non dégénéré en t0 sifA;Bg est une famille libre de matri
es autoadjointes de tra
e nulle.Dans 
e 
as, en faisant tourner la base de manière indépendante de (t; Æ), on peutse ramener au 
as où A est diagonale, puis en 
hangeant la phase du deuxième ve
teurde base, au 
as où les deux 
oe�
ients hors diagonaux de B sont égaux et stri
tementpositifs, ainsi A = � a 00 �a � ; B = � b 

 �b �où a; 
 > 0 et b est réel. On fait alors le 
hangement de variablet = t� t0 + baÆ; Æ = 
aÆ:Ainsi la restri
tion de Hjj(t; Æ) à P (t; Æ)H s'é
rit dans une base orthonormée C3Hjj(t; Æ) = � b(t; Æ) 
(t; Æ) + id(t; Æ)
(t; Æ)� id(t; Æ) �b(t; Æ) �+E(t; Æ)I (1.6)



1.4. Choix des ve
teurs propres 21où b, 
, d et E sont C3 à valeurs réelles et véri�ent8>><>>: b(t; Æ) = rt+O(t2 + Æ2)
(t; Æ) = rÆ +O(t2 + Æ2)d(t; Æ) = O(t2 + Æ2)E(t; Æ) = O(1)où r > 0.Dans la suite, on abandonnera la notation soulignée pour 
es variables.On pose par ailleurs �(t; Æ) =pb(t; Æ)2 + 
(t; Æ)2 + d(t; Æ)2et EC(t; Æ) = E(t; Æ) + �C�(t; Æ) où �A = 1 et �B = �1.1.4 Choix des ve
teurs propresIntéressons nous tout d'abord au problème modèleH0(t; Æ) = � t ÆÆ �t � :Dans 
e 
as, il est évident que si on autorise t et Æ à varier dans ℄ � 1; 1[, on ne peutpas diagonaliser H0(t; Æ) de manière lisse en (t; Æ) (pour Æ = 0 et t 6= 0, les droitespropres sont engendrées par � 10 � et � 01 � tandis que pour t = 0 et Æ 6= 0, elles sontengendrées par p22 � 11 � et p22 � 1�1 �). C'est pourquoi, on s'intéresse i
i au problèmedans la limite Æ tendant vers 0 ave
 Æ > 0. Dans 
e 
as, en passant en 
oordonnéespolaires t =pt2 + Æ2 
os��(t; Æ)�; Æ =pt2 + Æ2 sin��(t; Æ)�où �(t; Æ) est unique dans ℄0; �[, la diagonalisation lisse par 
os �(t;Æ)2 sin �(t;Æ)2� sin �(t;Æ)2 
os �(t;Æ)2 !est possible puisque �(t; Æ) l'est. Malheureusement, si on revient au problème 
ompletpour H0(t; Æ), même si Æ > 0 et à 
ause des termes en t2, on ne peut pas garantir que
(t; Æ) > 0, 
e qui fait que la diagonalisation lisse pré
édente ne s'applique pas (de plus, le
oe�
ient hors diagonal d(t; Æ) n'est pas né
essairement nul 
e qui fait qu'il faut utiliserdes 
oordonnées sphériques). Toutefois, il est possible (
f. théorie des �brés ve
torielsdans [Husemoller66℄) de 
hoisir abstraitement des ve
teurs propres réguliers asso
iés à
ha
une de nos deux valeurs propres sur tout l'ouvert ℄� 2T; 2T [�℄0; 2Æ0[, par 
ontre ilsera alors di�
ile de 
ontr�ler leurs 
omportements quand (t; Æ) tend vers (0; 0). C'estpourquoi on va quand même faire des 
hoix pré
is de ve
teurs propres dans l'esprit duproblème modèle. Plus pré
isément, on va en fait faire deux 
hoix distin
ts suivant laposition du triplet � b� ; 
� ; d�� (t; Æ) sur la sphère S2 : on va distinguer les deux hémisphères(un peu épaissis) de façon à bien faire la di�éren
e entre les deux 
as extrêmes oùla matri
e est déjà diagonale mais où les valeurs propres ne sont pas né
essairementordonnées 
orre
tement (b(t; Æ) = ��(t; Æ)).



22 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement1.4.1 Mise en situationOn pose Z�(Æ) = �t 2 I=b(t; Æ) < 12�(t; Æ)�la zone �sud�, Z+(Æ) = �t 2 I=b(t; Æ) > �12�(t; Æ)�la zone �nord� et J(Æ) = nt 2 I=�(t; Æ) > r2pt2 + Æ2ola zone où le 
omportement en t et Æ est à peu près le même (i.e. dans (1.6), tous les
oe�
ients de la matri
e sont du même ordre de grandeur).On veut maintenant voir 
omment il faut 
hoisir le 
ouple (t; Æ) pour être sûr que, sit < 0, [�T; t℄ � (Z�(Æ)\ J(Æ)) et si t > 0, [t; T ℄ � (Z+(Æ)\ J(Æ)) autrement dit pouvoir
ontr�ler le �gap� et le fait de rester dans le même hémisphère.On note Cb, C
, Cd et C� des 
onstantes stri
tement positives telles que, pour tout(t; Æ) 2 [�T; T ℄� [0; Æ0℄, on aitjb(t; Æ) � rtj 6 Cb(t2 + Æ2);j
(t; Æ) � rÆj 6 C
(t2 + Æ2);jd(t; Æ)j 6 Cd(t2 + Æ2);j�(t; Æ)2 � r2(t2 + Æ2)j 6 C�(t2 + Æ2)3=2:Ainsi, si on diminue T et Æ0 de façon à avoirT 2 + Æ20 < min� 9r416C2� ; r216C2b �;on a [�T; 0℄ � (Z�(Æ) \ J(Æ)) et [0; T ℄ � (Z+(Æ) \ J(Æ)) pour tout Æ 2 [0; Æ0℄. En e�et,pour [�T; 0℄, on a�(t; Æ)2 > r2(t2 + Æ2)� ���(t; Æ)2 � r2(t2 + Æ2)��> (t2 + Æ2) hr2 � C�(t2 + Æ2)1=2i > r24 (t2 + Æ2)et b(t; Æ) 6 rt+ Cb(t2 + Æ2) < 0 + r4(t2 + Æ2)1=2 < 12�(t; Æ):1.4.2 Constru
tion des ve
teurs propresDé�nition des ve
teurs propresPosons pour simpli�er (en omettant les arguments (t; Æ))B(t; Æ) = b�; C(t; Æ) = 
�; D(t; Æ) = d�;A(t; Æ) = C + iD;f�(t; Æ) =r1�B2 ; g�(t; Æ) = Ap2(1 �B) ;



1.5. Enon
é du résultat 23f+(t; Æ) =r1 +B2 ; g+(t; Æ) = Ap2(1 +B) :Dé�nissons maintenant les ve
teurs propres unitaires par��A(t; Æ) = g� 1 + f� 2;��B (t; Æ) = �f� 1 + g� 2;pour B(t; Æ) < 1 (
e qui est le 
as si (t; Æ) 2 [�T; 0℄� [0; Æ0℄), et�+A(t; Æ) = f+ 1 + g+ 2;�+B (t; Æ) = �g+ 1 + f+ 2;pour B(t; Æ) > �1 (
e qui est le 
as si (t; Æ) 2 [0; T ℄ � [0; Æ0℄).Choix de phase des ve
teurs propresOn va maintenant faire tourner 
es ve
teurs propres unitaires en posant��C(t; Æ) := ei!�C(t;Æ)��C(t; Æ)pour C = A;B et � = +;�, en vue de satisfaire la 
ondition d'orthogonalité suivante���C(t; Æ)��� ��t��C(t; Æ)� = 0:On voit qu'il su�t d'avoir �!�C�t (t; Æ) = i���C(t; Æ)������C�t (t; Æ)�et on fait le 
hoix (arbitraire) des 
onditions limites !�C (�T; Æ) = 0 et !+C (T; Æ) = 0.1.5 Enon
é du résultatAve
 toutes les dé�nitions et notations qui pré
èdent, on peut maintenant énon
erpré
isément le prin
ipal résultat de 
ette se
tion.Théorème 1.4 Soit H(t; Æ) un hamiltonien 
omme dé
rit à la Se
tion 1.3 et  (t; Æ; ")la solution de l'équation de S
hrödinger asso
iée (1.1) telle que (�T; Æ; ") = XC=A;B��C (Æ; ") exp�� i"2 Z �T0 EC(�; Æ)d����C (�T; Æ) (1.7)où j��A(Æ; ")j2 + j��B (Æ; ")j2 = 1, alors on a, dans la limite Æ et " tendant vers 0,





 (T; Æ; ") � XC=A;B�+C (Æ; ") exp�� i"2 Z T0 EC(�; Æ)d���+C (T; Æ)





 = o(1) (1.8)où � �+A(Æ; ")�+B (Æ; ") � = S(Æ; ")� ��A(Æ; ")��B (Æ; ") � ;ave
,



24 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement� si Æ="! 0, S(Æ; ") = � 0 ei!AB(Æ;")ei!BA(Æ;") 0 �� si Æ = ", S(Æ = "; ") = 0� ei!A(")e��r4 p�r�(1� ir2 ) �ei!AB(")e��r2ei!BA(")e��r2 ei!B(")e��r4 p�r�(1+ ir2 ) 1A� si Æ="! +1, S(Æ; ") = � ei!A(Æ;") 00 ei!B(Æ;") � (1.9)où les di�érentes phases ne dépendent que du 
hoix des phases initiales des ve
teurspropres ��C(t; Æ) et sont telles que la matri
e S(Æ; ") est unitaire.De plus, si Æ="! 0 et si Æ="7=5 ! +1, alors, ave
S(Æ; ") = 0� Æ"p�rei!A(Æ;") q1� �r Æ2"2 ei!AB(Æ;")q1� �r Æ2"2 ei!BA(Æ;") Æ"p�rei!B(Æ;") 1A ;on a (1.8) en remplaçant le terme d'erreur du se
ond membre par o �Æ"�. De mêmesi Æ=" ! +1 et si Æ="1=2 ! 0, alors on a en
ore (1.8) en remplaçant le terme d'erreurdu se
ond membre par o � "Æ� et en 
onservant la matri
e S(Æ; ") donnée en (1.9).Remarque 1.4 Autrement dit et 
omme annon
é, les prédi
tions données par la formule deLandau-Zener (1.2) sont 
orre
tes jusqu'au premier ordre.Toute la �n de 
e 
hapitre va être 
onsa
rée à la preuve de 
e théorème. Par sou
ide simpli
ité, on se pla
e dans la situation où ��A(Æ; ") = 0 et ��B (Æ; ") = 1. La stratégiede la preuve est alors la suivante : on 
onstruit trois solutions appro
hées de l'équationde S
hrödinger (1.1) sur trois intervalles de temps distin
ts [�T;�tr℄, [�tr; tr℄ et [tr; T ℄puis on ajuste les 
onstantes d'intégration présentes dans 
ha
une de 
es solutions pourqu'elles 
oïn
ident aux points de jon
tion des intervalles de temps (
f. Se
tion 1.8.1 pourplus de détails sur la te
hnique de re
ollement). Loin du temps de 
roisement t = 0,la 
onstru
tion reprend 
elle du Théorème adiabatique 1.1, il su�t seulement alors de
ontr�ler pré
isément l'erreur 
ommise en fon
tion de l'é
art minimum entre les deuxvaleurs propres sur l'intervalle de temps 
onsidéré (
f. Se
tion 1.6). Quant à la solutionautour du temps de 
roisement t = 0, elle est 
onstruite à partir de l'allure lo
ale del'hamiltonien (1.6) qui 
onduit à un système expli
itement résoluble (
f. Se
tion 1.7).1.6 Loin du temps de 
roisement1.6.1 Forme de l'approximationLemme 1.5 Dans la région entrante �T 6 t 6 �te 6 0, si on pose E(t; Æ; ") = XC=A;B��C (Æ; ") exp �� i"2 Z t0 EC(�; Æ)d����C (t; Æ)où ��C (Æ; ") est 
hoisi en O(1) et si on note  (t; Æ; ") la solution de (1.1) de 
onditioninitiale  (�T; Æ; ") =  �E (�T; Æ; "), alors il existe une 
onstante stri
tement positive Ctelle que supt2[�T;�te℄ k (t; Æ; ") �  �E (t; Æ; ")k 6 C "2t2e + Æ2 :



1.6. Loin du temps de 
roisement 25Remarques 1.51. Pour l'instant, le temps te est indépendant de Æ et " 
e qui ne sera déjà pas le 
as dansson analogue dans le 
adre Born-Oppenheimer, le Lemme 4.5. Par ailleurs, si Æ est �xé àune valeur stri
tement positive, on retrouve le Théorème adiabatique 1.1.2. On a un résultat analogue dans la région sortante 0 6 te 6 t 6 T en remplaçant respe
ti-vement  E(t; Æ; "), ��C (Æ; ") et ��C (t; Æ) par  S(t; Æ; "), �+C (Æ; ") et �+C (t; Æ).1.6.2 Preuve du domaine de validité du Lemme 1.5On traite uniquement le 
as ��A(Æ; ") = 0 et ��B (Æ; ") = 1. En fait, on ra�ne l'Ansatzdonné dans l'énon
é en prenant (
onformément au premier point des Remarques 1.2) E(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 EB(�; Æ)d��"��B (t; Æ) + i"2 (1.10)�� 1EA(t; Æ) �EB(t; Æ) ���A(t; Æ)��� ��t��B (t; Æ)���A(t; Æ) + rB(t; Æ)P?(t; Æ) ��t��B�#où P?(t; Æ) = 1 � P (t; Æ) est le proje
teur spe
tral sur l'orthogonal des sous-espa
espropres asso
iées aux valeurs propres EA(t; Æ) et EB(t; Æ) et où rB(t; Æ) est la restri
tionà P?(t; Æ)H de la résolvante de H(t; Æ) prise en la valeur EB(t; Æ).L'erreur 
ommise �E(t; Æ; ") = exp��i"�2 R t0 EB(�; Æ)d�� �i"2 ��t �H(t; Æ)� E(t; Æ; ")est alors "4 ��t � 1EA �EB� (t; Æ)���A(t; Æ)������B�t (t; Æ)���A(t; Æ)+"4 1EA(t; Æ) �EB(t; Æ) ����A�t (t; Æ)������B�t (t; Æ)���A(t; Æ)+"4 1EA(t; Æ) �EB(t; Æ) ���A(t; Æ)����2��B�t2 (t; Æ)���A(t; Æ)+"4 1EA(t; Æ) �EB(t; Æ) ���A(t; Æ)������B�t (t; Æ)� ���A�t (t; Æ)+"4 �rB�t (t; Æ)P?(t; Æ)���B�t (t; Æ)+"4rB(t; Æ)�P?�t (t; Æ)���B�t (t; Æ)+"4rB(t; Æ)P?(t; Æ)�2��B�t2 (t; Æ):Il faut don
 estimer les termes (on a omis les arguments (t; Æ))1EA �EB = 12� ; ��t � 1EA �EB� = � ���t2�2 ;���C�t = ei!�C ����C�t ����C ������C�t ���C � ;�2��C�t2 = ei!�C "���C ������C�t �2 ��C�2���C ������C�t � ���C�t � 



���C�t 



2 ��C ����C ����2��C�t2 ���C + �2��C�t2 #;



26 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement�rB�t ; �P?�t :Or ��A = g� 1 + f� 2;��B = �f� 1 + g� 2;���A�t = �g��t  1 + �f��t  2 + g�� 1�t + f�� 2�t ;���B�t = ��f��t  1 + �g��t  2 � f�� 1�t + g�� 2�t ;�2��A�t2 = �2g��t2  1 + �2f��t2  2 + 2�g��t � 1�t + 2�f��t � 2�t + g��2 1�t2 + f��2 2�t2 ;�2��B�t2 = ��2f��t2  1 + �2g��t2  2 � 2�f��t � 1�t + 2�g��t � 2�t � f��2 1�t2 + g��2 2�t2 :Estimations te
hniques On a1. pour (L; l) l'un des 
ouples de lettres (B; b), (C; 
) ou (D; d)L(t; Æ) = l� ; �L�t (t; Æ) = �l�t � L���t� ;�2L�t2 (t; Æ) = �2l�t2 � L�2��t2� + 2L���t 2 � �l�t ���t�2 ;2. pour � �(t; Æ)2 = b2 + 
2 + d2; ���t (t; Æ) = B�b�t + C�
�t +D�d�t ;�2��t2 (t; Æ) = B�2b�t2 + C�2
�t2 +D�2d�t2 + �B�t �b�t + �C�t �
�t + �D�t �d�t ;3. pour f� f�(t; Æ) =r1�B2 ; �f��t = � �B�t2p2(1�B) ;�2f��t2 = � �2B�t22p2(1�B) � �B�t 24p2(1�B)3=2 ;4. pour g� g�(t; Æ) = Ap2(1�B) ; �g��t = �A�tp2(1�B) + A�B�t2p2(1�B)3=2 ;�2g��t2 = �2A�t2p2(1 �B) + A�2B�t22p2(1�B)3=2 + �A�t �B�tp2(1�B)3=2 + 3A�B�t 24p2(1�B)5=2 :Ainsi1. pour (L; l) et ��b�t = O(1); �
�t = O(jtj+ Æ); �d�t = O(jtj+ Æ); ���t = O(1); �L�t = O� 1jtj+ Æ� ;�2l�t2 = O(1); �2��t2 = O� 1jtj+ Æ� ; �2L�t2 = O� 1(jtj+ Æ)2� ;



1.7. Au voisinage du temps de 
roisement 272. pour m�, ave
 m = f; gm� = O(1); �m��t = O� 1jtj+ Æ� ; �2m��t2 = O� 1(jtj+ Æ)2� :D'où1. pour le gap entre les deux valeurs propres1EA(t; Æ) �EB(t; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ; ��t � 1EA �EB� (t; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;�2�t2 � 1EA �EB� (t; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)3� ;2. pour les ve
teurs propres���C�t (t; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ; �2��C�t2 (t; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;3. pour les ve
teurs propres réorientés���C�t (t; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ; �2��C�t2 (t; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;4. pour la résolvante réduite�rB�t (t; Æ) = O(1); �2rB�t2 (t; Æ) = O(1) ;5. pour le proje
teur spe
tral�P?�t (t; Æ) = O(1); �2P?�t2 (t; Æ) = O(1):Finalement �E(t; Æ; ") = O� "4(jtj+ Æ)3�et on applique le Lemme 1.3 en 
al
ulant expli
itement l'intégrale temporelle du majorant
i-dessus.Pour 
on
lure, on note alors que les termes en "2 dans l'Ansatz ra�né (1.10) sontbornés par "2t2+Æ2 . �1.7 Au voisinage du temps de 
roisement1.7.1 Forme de l'approximationLemme 1.6 Dans la région intérieure �ti 6 t 6 ti, si on pose I(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� Xk=1;2 fk� t" ; Æ; "� k(t; Æ)



28 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisementave
� f1(s; Æ; ")f2(s; Æ; ") � = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
 C1(Æ; ")e�irs2=2C2(Æ; ")eirs2=2 ! si Æ="! 0 C1(")D� ir2 + C2(")1�i2 prD ir2 �1�C1(")1+i2 prD� ir2 �1 +C2(")D ir2 ! (�(1 + i)prs) si Æ = "p22 � C1(Æ; ")e�irÆs=" � C2(Æ; ")eirÆs="C1(Æ; ")e�irÆs=" + C2(Æ; ")eirÆs=" � si Æ="! +1où Ck(Æ; ") sont 
hoisis en O(1) et si on note  (t; Æ; ") la solution de (1.1) de 
onditioninitiale  (0; Æ; ") =  I(0; Æ; "), alors il existe une 
onstante stri
tement positive C telleque supt2[�ti;ti℄ k (t; Æ; ") �  I(t; Æ; ")k 6 8>>><>>>: C �ti + t3i"2 + tiÆ"2 � si Æ="! 0C �ti + t3i"2� si Æ = "C � t2i"2 + tiÆ2"2 � si Æ="! +1: (1.11)De plus, ave
f1(s; Æ; ") = e�i rs22 �C1(Æ; ") + Æ" �D1(Æ; ") � irC2(Æ; ")Z s�1 eir�2d���f2(s; Æ; ") = ei rs22 �C2(Æ; ") + Æ" �D2(Æ; ") + irC1(Æ; ")Z s�1 e�ir�2d���si Æ="! 0 etf1(s; Æ; ") + f2(s; Æ; ") =p2e�ir Æ" s "C1(Æ; ") + "Æ  D1(Æ; ") + 12C2(Æ; ")e2ir Æ" ss"1� e�ir Æ" s sin �r Æ"s�r Æ"s #!#f2(s; Æ; ") � f2(s; Æ; ") =p2eir Æ" s "C2(Æ; ") + "Æ  D2(Æ; ") � 12C1(Æ; ")e�2ir Æ" ss"1� eir Æ" s sin �r Æ"s�r Æ"s #!#si Æ="! +1, où Ck(Æ; ") et Dk(Æ; ") sont 
hoisis en O(1), on a (1.11) ave
 pour se
ondmembre 8<: C �ti + t3i"2 + tiÆ2"3 � si Æ="! 0C � t2iÆ + t2i Æ"2 + t3iÆ"2 + tiÆ2"2 � si Æ="! +1:Remarque 1.6 Le temps ti est i
i en
ore indépendant de Æ et ".1.7.2 Preuve du domaine de validité du Lemme 1.6On e�e
tue un 
hangement d'é
helle de temps s = t=". L'équation (1.1) devient alorsi" ��s = H("s; Æ) ;dans laquelle on inje
te l'Ansatz I(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� Xk=1;2 fk� t" ; Æ; "� k(t; Æ):



1.7. Au voisinage du temps de 
roisement 29L'erreur 
ommise �I(s; Æ; ") = �i" ��s �H("s; Æ)� I("s; Æ; ") véri�e alorsexp� i"2 Z "s0 E(�; Æ)d�� �I(s; Æ; ") =Xk=1;2 �i"�fk�s (s; Æ; ") k("s; Æ) � fk(s; Æ; ")H0("s; Æ) k("s; Æ)�+i"2 Xk=1;2 fk(s; Æ; ")� k�t ("s; Æ)oû H0(t; Æ) est dé�ni dans (1.5).Le premier terme donne déjà lieu à une erreur 
onsistante, on va don
 
her
her àle faire disparaître au mieux par un 
hoix judi
ieux des fk, i.e. résoudre de manièreappro
hée i" ��s � f1f2 � = � b("s; Æ) (
+ id)("s; Æ)(
� id)("s; Æ) �b("s; Æ) �� f1f2 � :La première erreur 
ommise en ne traitant pas le terme restant est alors en O("2jfkj).Compte tenu des asymptotiques de b, 
 et d, on est ramené à l'équationi" ��s � f1f2 � = r� "s ÆÆ �"s �� f1f2 � : (1.12)La se
onde erreur est alors en O �("2s2 + Æ2)jfkj�.On distingue alors trois situations1. Æ="! 0 et on est ramené au systèmei ��s � f1f2 � = r� s 00 �s �� f1f2 � ; (1.13)qu'on résout en f1(s; Æ; ") = C1(Æ; ")e�i rs22f2(s; Æ; ") = C2(Æ; ")ei rs22
e qui 
onduit à une erreur supplémentaire en O(Æjfkj) ; pour le premier ordre, on
her
he les fk sous la forme d'une série asymptotique en Æ"fk(s; Æ; ") = f0k (s; Æ; ") + Æ"f1k (s; Æ; ") + � � �ainsi les f0k véri�e (1.13) à l'ordre dominant et au premier ordre, on doit résoudrei ��s � f11f12 � = r� s 00 �s �� f11f12 �+ r� 0 11 0 �� f01f02 �autrement dit ��s  ei rs22 f11e�i rs22 f12 ! = �ir ei rs22 f02e�i rs22 f01 ! ;en s'arrêtant à 
e premier ordre, on trouve l'Ansatz de l'énon
é et l'erreur supplé-mentaire est alors en O � Æ2" jf1k j� ;



30 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement2. Æ = " et on est ramené de manière exa
te au systèmei ��s � f1f2 � = r� s 11 �s �� f1f2 � ;qu'on résout exa
tement à l'aide des fon
tions paraboliques 
ylindriques Dn(z)(
f. [WhittWatson27℄)f1(s; Æ = "; ") = �C1(")D� ir2 + C2(")1� i2 prD ir2 �1���(1 + i)prs�f2(s; Æ = "; ") = ��C1(")1 + i2 prD� ir2 �1 + C2(")D ir2 ���(1 + i)prs� ;3. Æ="! +1 et on est ramené au systèmei ��s � f1f2 � = r� 0 Æ"Æ" 0 �� f1f2 � ; (1.14)qu'on résout en f1(s; Æ; ") + f2(s; Æ; ") = p2C1(Æ; ")e�i rÆs"�f1(s; Æ; ") + f2(s; Æ; ") = p2C2(Æ; ")ei rÆs"
e qui 
onduit à une erreur supplémentaire en O("jsj:jfkj) ; pour le premier ordre,on 
her
he les fk sous la forme d'une série asymptotique en "Æfk(s; Æ; ") = f0k (s; Æ; ") + "Æ f1k (s; Æ; ") + � � �ainsi les f0k véri�ent (1.14) à l'ordre dominant et au premier ordre, on doit résoudrei ��s � f11f12 � = r� 0 Æ"Æ" 0 �� f11f12 �+ rÆ" � s 00 �s �� f01f02 �autrement dit��s  ei rÆs" (f11 + f12 )e�i rÆs" (�f11 + f12 ) ! = ir Æ"s ei rÆs" (�f01 + f02 )e�i rÆs" (f01 + f02 ) ! ;en s'arrêtant à 
e premier ordre, on trouve l'Ansatz de l'énon
é et l'erreur supplé-mentaire est alors en O � "Æ "jsj:jf1k j� ;.Dans tous les 
as, on a jfkj = O(Ck) à l'ordre dominant, on applique alors leLemme 1.3 en 
al
ulant expli
itement l'intégrale temporelle du majorant.Pour le premier ordre, on utilise simplement que jf1k j = O(jCkj+ jDkj) si Æ="! 0 etjf1k j = O (jDkj+ jCkj(1 + jsj)) si Æ="! +1. �1.8 Re
ollement des trois solutionsAbordons maintenant le dernier ingrédient qui va nous permettre de démontrer leThéorème 1.4. On va 
her
her à relier les Lemmes 1.5 et 1.6 pour savoir à quelle solution,dans la région sortante, 
orrespond le 
hoix ��A(Æ; ") = 0, ��B (Æ; ") = 1 dans la régionentrante.



1.8. Re
ollement des trois solutions 311.8.1 Lemme de re
ollementLe lemme suivant permet de montrer que, si on dispose de deux solutions appro
hées(dans la limite ~ ! 0) de l'équation de S
hrödinger (1.4) asso
iées à deux 
onditionsinitiales di�érentes en deux temps di�érents, valables pour des intervalles de temps quis'interse
tent en au moins un point et si elles sont su�samment pro
hes l'une de l'autreen 
e point, alors on peut altérer l'une des deux 
onditions initiales de façon à 
e que nosdeux solutions appro
hées se re
ollent pour appro
her la même solution sur la réuniondes deux intervalles de temps où elles sont dé�nies (
f. Figure 1.4).

rtr(~) td(~)

�g(~)
�d(~)

 g
 d~ d

D � H
�(~)

tg(~)Fig. 1.4 � Re
ollement de deux solutions.Lemme 1.7 Soit H(r; ~) une famille d'opérateurs autoadjoints sur un espa
e de Hil-bert séparable H de domaine �xe (indépendant de r et ~) D. On se donne trois tempstg(~) < tr(~) < td(~) et deux 
onditions initiales �g(~) et �d(~) dans D. On 
onsidèreles solutions  �(r; ~) de l'équation de S
hrödinger (1.4) de 
ondition initiale ��(~) ent�(~) pour � = g; d et on suppose qu'on ak g(tr(~); ~) �  d(tr(~); ~)k 6 �(~):Alors il existe un ve
teur �(~) dans D tel que, si ~ d(r; ~) désigne la solution de (1.4)de 
ondition initiale �d(~) + �(~) en td(~), on a�  g(r; ~) = ~ d(r; ~) pour tout r dans [tg(~); td(~)℄ et� k�(~)k 6 �(~).Remarque 1.7 Le lemme reste valable si l'hamiltonien, les trois temps, les 
ondition initiales,le majorant � dépendent d'un paramètre supplémentaire Æ 
omme 
'est le 
as dans 
e qui suit.Preuve On a toujours l'existen
e d'un propagateur unitaire U(r; r0; ~). Ainsi lessolutions gau
he et droites sont données par g(r; ~) = U(r; tg(~); ~)�g(~) d(r; ~) = U(r; td(~); ~)�d(~)~ d(r; ~) =  d(r; ~) + U(r; td(~); ~)�(~):Il su�t alors de prendre �(~) = U(td(~); tr(~); ~)[ g(tr(~); ~)� d(tr(~); ~)℄ qui 
onvientgrâ
e au 
ara
tère unitaire du propagateur. �



32 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement1.8.2 Asymptotique des ve
teurs propres dans deux régimes asymp-totiquesSuivant le régime dans lequel on se pla
e (jtj=Æ ! 0;+1) on dispose de deux asymp-totiques bien distin
tes qui nous servirons suivant que le paramètre Æ tend vers 0 plusvite ou moins vite que le paramètre adiabatique ".Premier régime : jtj=Æ ! +1C'est le régime qu'on utilisera quand Æ="! 0 : on s'appro
he �adiabatiquement� de lazone de transition éventuelle moins vite que le �gap� ne se 
omble ainsi, heuristiquement,quand on arrive dans la zone de transition, le �gap� est nul et la transition est totale.Lemme 1.8 Quand Æ et t tendent vers 0, on a, pour t < 0,k��A(t; Æ) �  2(t; Æ)k = O�jtj+ ����Æt �����k��B (t; Æ) +  1(t; Æ)k = O�jtj+ ����Æt ����� ;et pour t > 0, k�+A(t; Æ) �  1(t; Æ)k = O�jtj+ ����Æt �����k�+B (t; Æ) �  2(t; Æ)k = O�jtj+ ����Æt ����� ;uniformément en jÆ=tj 6M .Preuve On a���(t; Æ) � rjtj�� = j�(t; Æ)2 � r2t2j�(t; Æ) + rjtj 6 r2Æ2 +C�(t2 + Æ2)3=2rjtj :jB(t; Æ) � sgn(t)j = ����b(t; Æ) � sgn(t)�(t; Æ)�(t; Æ) ����6 jb(t; Æ) � rtj+ ���(t; Æ) � rjtj��r2 jtj6 2rCbjtj(t2 + Æ2) + r2Æ2 + C�(t2 + Æ2)3=2r2t2soit �nalement B(t; Æ) = sgn(t) +O�jtj+ Æ2t2� :Par ailleurs jA(t; Æ)j = ����
(t; Æ) + id(t; Æ)�(t; Æ) ���� 6 rÆ + (C
 + Cd)(t2 + Æ2)r2 jtjsoit �nalement A(t; Æ) = O�jtj+ ����Æt �����
e qui permet de 
on
lure. �



1.8. Re
ollement des trois solutions 33Deuxième régime : jtj=Æ ! 0C'est le régime qu'on utilisera quand Æ="! +1 : on s'appro
he �adiabatiquement� dela zone de transition éventuelle plus vite que le �gap� ne se 
omble ainsi, heuristiquement,quand le �gap� devient nul, on est déjà trop avan
é dans la zone de transition pour quela transition ait lieu.Lemme 1.9 Quand Æ et t tendent vers 0, on a, pour t < 0,




��A(t; Æ) � p22 ( 1(t; Æ) +  2(t; Æ))




 = O�Æ + ���� tÆ �����




��B (t; Æ) � p22 (� 1(t; Æ) +  2(t; Æ))




 = O�Æ + ���� tÆ ����� ;et pour t > 0, 




�+A(t; Æ) � p22 ( 1(t; Æ) +  2(t; Æ))




 = O�Æ + ���� tÆ �����




�+B (t; Æ) � p22 (� 1(t; Æ) +  2(t; Æ))




 = O�Æ + ���� tÆ ����� ;uniformément en jt=Æj 6M .Preuve On aj�(t; Æ) � rÆj = j�(t; Æ)2 � r2Æ2j�(t; Æ) + rÆ 6 r2t2 + C�(t2 + Æ2)3=2rÆjA(t; Æ) � 1j = ����
(t; Æ) + id(t; Æ) � �(t; Æ)�(t; Æ) ����6 j
(t; Æ) + id(t; Æ) � rÆj+ j�(t; Æ) � rÆjr2Æ6 2(C
 + Cd)rÆ(t2 + Æ2) + r2t2 + C�(t2 + Æ2)3=2r2Æ2soit �nalement A(t; Æ) = 1 +O�Æ + t2Æ2� :Par ailleurs, jB(t; Æ)j = ���� b(t; Æ)�(t; Æ) ���� 6 rjtj+ Cb(t2 + Æ2)r2Æsoit �nalement B(t; Æ) = O�Æ + ���� tÆ �����
e qui permet de 
on
lure. �



34 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisement1.8.3 Le presque 
roisement étroit (Æ="! 0) : régime jtj=Æ ! +1.On aZ t0 �(�; Æ)d� = r � t2pt2 + Æ2 + Æ22 ln�t+pt2 + Æ2�� Æ22 ln Æ�+O(jtj3 + jtjÆ2)= sgn(t)r�t22 + Æ22 ln ���� tÆ �����+O(jtj3 + Æ2):D'où, en 
ombinant ave
 les Lemmes 1.8 et 1.5, pour t < 0 E(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 EB(�; Æ)d����B (t; Æ)= � exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� exp��i rt22"2� exp(i!�B (t; Æ)) 1(t; Æ)� [1 +O(e�(t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; Æ; "))℄où e�(t; Æ; ") = Æ2"2 ln ���� tÆ ����+ jtj3"2 + Æ2"2 ; e�(t; Æ) = jtj+ ����Æt ���� ; eE(t; Æ; ") = "2t2sont les erreurs 
ommises sur, respe
tivement, la phase, le ve
teur propre ��B (t; Æ) et lasolution appro
hée globale. De même, par le Lemme 1.6, on a I(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d��� Xk=1;2Ck(Æ; ") exp�(�1)ki rt22"2� k(t; Æ) [1 +O(eI(t; Æ; "))℄où eI(t; Æ; ") = jtj3"2 + jtjÆ"2 est l'erreur 
ommise sur la solution appro
hée globale. Il estpossible de re
oller les deux solutions qui pré
èdent àO (e�(t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; Æ; ") + eI(t; Æ; ")) (1.15)près à 
ondition de 
hoisir C1(Æ; ") = �ei!�B (�tr(Æ;");Æ)C2(Æ; ") = 0:De manière analogue, on a, pour t > 0 S(t; Æ; ") = XC=A;B�+C (Æ; ") exp�� i"2 Z t0 EC(�; Æ)d����C (t; Æ)= exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� [1 +O(e�(t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; Æ; "))℄� X(C;k)=(A;1);(B;2)�+C (Æ; ") exp�(�1)ki rt22"2� exp(i!+C (t; Æ)) k(t; Æ):Il est possible de re
oller les deux dernières solutions ave
 toujours l'erreur (1.15) à
ondition de 
hoisir �+A(Æ; ") = �ei[!�B (�tr(Æ;");Æ)�!+A(tr(Æ;");Æ)℄�+B (Æ; ") = 0:



1.8. Re
ollement des trois solutions 35L'erreur 
ommise est alors en o(1) si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") tendant vers 0 ave
"� 1t� "2=3; "2Æqui est bien une zone non vide.Pour le re
ollement au premier ordre, on 
hoisitC1(Æ; ") = �ei!�B (�tr(Æ;");Æ)C2(Æ; ") = 0D1(Æ; ") = 0D2(Æ; ") = 0;et �+A(Æ; ") = �ei[!�B (�tr(Æ;");Æ)�!+A(tr(Æ;");Æ)℄q1� j�+B (Æ; ")j2�+B (Æ; ") = �Æ"p�rei�4 ei[!�B (�tr(Æ;");Æ)�!+B (tr(Æ;");Æ)℄:L'erreur 
ommise est alors en o � Æ"� si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") tendant vers 0 ave
"3=2Æ1=2 ; "� t� (Æ")1=3; "2Æ ; Æ"qui est bien une zone non vide si on dispose de la 
ondition te
hnique supplémentaireÆ="7=5 ! +1.1.8.4 Le presque 
roisement 
ritique (Æ = ") : régime jtj="! +1.On 
omplète i
i les 
al
uls e�e
tués par Hagedorn dans [Hagedorn91℄ pour le 
as réelsymétrique. On aZ t0 �(�; ")d� = sgn(t)r � t22 + "22 ln ���� t" ����+ "24 (1 + 2 ln 2)�+O�"4t2 + jtj3 + jtj"2� :D'où, en 
ombinant ave
 les Lemmes 1.9 et 1.5, pour t < 0 E(t; ") = exp�� i"2 Z t0 EB(�; Æ)d����B (t; ")= � exp�� i"2 Z t0 E(�; ")d�� [1 +O(e�(t; ") + e�(t; ") + eE(t; "))℄� exp��i rt22"2 � i r2 ln ���� t" ����� i r4(1 + 2 ln 2)� exp(i!�B (t; Æ)) 1(t; ")où e�(t; ") = jtj+ "2t2 + jtj3"2 ; e�(t; ") = jtj+ ���"t ��� ; eE(t; ") = "2t21Cette notation signi�e que "=tr(Æ; "), tr(Æ; ")="2=3 et tr(Æ; ")Æ="2 tendent vers 0 quand " et Æ="tendent vers 0.



36 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisementsont les erreurs 
ommises sur, respe
tivement, la phase, le ve
teur propre ��B (t; Æ) et lasolution appro
hée globale. De même, par le Lemme 1.6 et un développement asympto-tique des fon
tions paraboliques 
ylindriques, on a, pour t < 0, I(t; ") = exp�� i"2 Z t0 E(�; ")d�� [1 +O(eI(t; ") + eD(t; "))℄� exp��i rt22"2� Xk=1;2Ck(") exp�(�1)ki�r4 ln(2r)� �r8 + r2 ln ���� t" ������ k(t; ")où eI(t; ") = jtj+ jtj3"2 
orrespond à l'erreur 
ommise sur la solution appro
hée globale eteD(t; ") = �� "t �� à 
elle 
ommise sur l'asymptotique des fon
tions paraboliques 
ylindriques.Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdent àO(e�(t; ") + e�(t; ") + eE(t; ") + eI(t; ") + eD(t; ")) (1.16)près à 
ondition de 
hoisirC1(") = e�r8 e�i r4(1�ln r2)ei!�B (�tr(");")C2(") = 0:De manière analogue, on a, pour t > 0 I(t; ") = exp�� i"2 Z t0 E(�; ")d�� [1 +O(eI(t; ") + eD(t; "))℄�C1(") Xk=1;2 �k exp�(�1)k �i r4 ln(2r) + i r2 ln ���� t" ����+ i rt22"2�� k(t; ")où �1 = e� 3�r8�2 = �ei�4 p�r� �1 + i r2�e��r8et  S(t; ") = XC=A;B�+C (Æ; ") exp�� i"2 Z t0 EC(�; ")d����C (t; ")= exp�� i"2 Z t0 E(�; ")d�� [1 +O(e�(t; ") + e�(t; ") + eE(t; "))℄� X(C;k)=(A;1);(B;2)�+C (Æ; ") exp �(�1)ki� rt22"2 + r2 ln ���� t" ����+ r4(1 + 2 ln 2)�� ei!+C (t;") k(t; "):Il est possible de re
oller les deux dernières solutions ave
 toujours l'erreur (1.16) à
ondition de 
hoisir�+A(Æ; ") = e��r2 ei(!�B (�tr(");")�!+A(tr(");"))�+B (Æ; ") = �e��r4 ei�4 p�r� �1 + i r2�e�i r2 (1�ln r2)ei(!�B (�tr(");")�!+B (tr(");")):L'erreur 
ommise est alors en o(1) si on peut 
hoisir t = tr(") tendant vers 0 ave
"� t� "2=3qui est bien une zone non vide. Plus pré
isément, l'erreur est en O("1=4) si on 
hoisittr(") = "3=4.



1.8. Re
ollement des trois solutions 371.8.5 Le presque 
roisement large (Æ="! +1) : régime jtj=Æ ! 0.On a Z t0 �(�; Æ)d� = rtÆ +O� t4Æ2� :D'où, en 
ombinant ave
 les Lemmes 1.9 et 1.5, pour t < 0 E(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 EB(�; Æ)d����B (t; Æ)= exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� [1 +O(e�(t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; Æ; "))℄� exp�irtÆ"2 � exp(i!�B (t; Æ))p22 [� 1(t; Æ) +  2(t; Æ)℄où e�(t; Æ; ") = t4Æ2"2 ; e�(t; Æ) = Æ + ���� tÆ ���� ; eE(t; Æ; ") = "2Æ2sont les erreurs 
ommises sur, respe
tivement, la phase, le ve
teur propre ��B (t; Æ) et lasolution appro
hée globale. De même, par le Lemme 1.6, on a I(t; Æ; ") = exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� [1 +O(eI("s; Æ; "))℄�"C1(Æ; ")e�ir Æt"2 p22 ( 1(t; Æ) +  2(t; Æ)) + C2(Æ; ")eir Æt"2 p22 (� 1(t; Æ) +  2(t; Æ))#où eI(t; Æ; ") = t2"2 + jtjÆ2"2 est l'erreur 
ommise sur la solution appro
hée globale. Il estpossible de re
oller les deux solutions qui pré
èdent àO(e�(t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; Æ; ") + eI(t; Æ; ")) (1.17)près à 
ondition de 
hoisir C1(Æ; ") = 0C2(Æ; ") = ei!�B (�tr(Æ;");Æ):De manière analogue, on a, pour t > 0 S(t; Æ; ") = XC=A;B�+C (Æ; ") exp�� i"2 Z t0 EC(�; Æ)d����C (t; Æ)= exp�� i"2 Z t0 E(�; Æ)d�� [1 +O(e�(t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; Æ; "))℄� X(C;k)=(A;1);(B;2)�+C (Æ; ")e(�1)k ir Æt"2 ei!+C (t;Æ)p22 �(�1)k�1 1(t; Æ) +  2(t; Æ)�:Il est possible de re
oller les deux dernières solutions ave
 toujours l'erreur (1.17) à
ondition de 
hoisir �+A(Æ; ") = 0�+B (Æ; ") = ei[!�B (�tr(Æ;");Æ)�!+B (tr(Æ;");Æ)℄:L'erreur 
ommise est alors en o(1) si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") tendant vers 0 ave
t� 2"; "2Æ22Cette notation signi�e que tr(Æ; ")=" et tr(Æ; ")Æ2="2 tendent vers 0 quand Æ et "=Æ tendent vers 0.



38 1. Approx. adiabatique ave
 presque 
roisementqui est bien une zone non vide.Pour le re
ollement au premier ordre, on 
hoisitC1(Æ; ") = 0C2(Æ; ") = ei!�B (�tr(Æ;");Æ)D1(Æ; ") = 0D2(Æ; ") = 0;et les �+C sont in
hangés (il n'y a pas de terme 
orre
tif supplémentaire puisque d'après lesformules du Lemme 1.6 
eux-
i sont d'ordre O � tÆ� qui est négligeable). L'erreur 
ommiseest alors en o � "Æ� si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") tendant vers 0 ave
t� "; "3Æ3 ; "3=2Æqui est bien une zone non vide et si on dispose de la 
ondition supplémentaire Æ="1=2 ! 0(
ette 
ondition provient du terme en Æ dans e�(t; Æ) et don
 de la mé
onnaissan
e de lamatri
e au se
ond ordre). On notera d'ailleurs que dans 
e 
adre purement adiabatique,on peut 
hoisir le temps de re
ollement aussi pro
he de 0 que l'on veut 
e qui ne serapas le 
as dans le 
adre Born-Oppenheimer 
ompte tenu de la largeur 
ara
téristique despaquets d'onde gaussien (
f. Se
tion 4.9.4). �
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Chapitre 2Autoadjon
tion et lo
alisation duspe
tre essentielIntrodu
tionCe se
ond 
hapitre est 
onsa
ré à une étude un peu théorique d'opérateurs typiquesde l'approximation de Born-OppenheimerH~ = �~22 �x + h(x)où h(x) est une famille d'opérateurs autoadjoints (éventuellement non bornés) de do-maine �xe D (dans un espa
e de Hilbert séparable H) su�samment régulier en x dans
 ouvert de Rd .Il est 
lassique que si H est de dimension 1 et� si h(x) est lo
alement intégrable et uniformément bornée inférieurement, alors H~est essentiellement autoadjoint sur C1
 (Rd ;H),� si de plus h(x) admet des limites inférieures 
� respe
tivement en �1, alors lespe
tre essentiel de H~ est [min 
�;+1[,� si h(x) est su�samment régulière, on dispose d'asymptotiques de type Weyl don-nant la répartition des valeurs propres (en dessous du spe
tre essentiel éventuelmentionné 
i-dessus) dans la limite ~ tendant vers 0 (
f. [Dozias97℄, [Hel�er97℄,[DimassiSjös99℄, ...).Le but de 
e 
hapitre sera d'étendre 
es résultats au 
as où H est de dimension plusgrande voire in�nie 
omme 
ela a pu être fait dans un 
adre pseudo-di�érentiel ave
symbole opératoriel dans [Balazard85℄. Après une se
tion de rappel sur les fon
tionsà valeurs dans un espa
e de Bana
h, les deux se
tions suivantes traitent la question del'essentielle autoadjon
tion sur 
ertains domaines ou au moins de l'existen
e d'extensionsautoadjointes, la quatrième s'intéresse au problème de la lo
alisation du spe
tre essentiel.Dans tout 
e 
hapitre, on se �xe 
 un ouvert 
onnexe de Rd etH un espa
e de Hilbertséparable.2.1 Rappel sur les fon
tions à valeurs dans un espa
e deBana
hOn 
onsa
re 
ette se
tion à rappeler, sans preuve, des résultats sur les fon
tions de 
à valeurs dans E un espa
e de Bana
h. On renvoie à [Mikusi«ski78℄, [Yosida78℄ V. �4



40 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentielet [Droniou01℄ pour plus de détails sur l'intégration de fon
tions à valeurs ve
toriellesdé
rite dans la Se
tion 2.1.3.2.1.1 Fon
tions par mor
eaux, gradient et lapla
ien p.p.Dé�nition 2.1 Soit f une fon
tion de R dans C .On dit que f est 
ontinue par mor
eaux s'il existe une subdivision de R�1 = a0 < a1 < � � � < an < an+1 = +1 (2.1)telle que f est 
ontinue sur 
ha
un des intervalles ouverts ℄aj ; aj+1[ pour 0 6 j 6 n etque f admet des limites �nies à gau
he et à droite en aj pour 1 6 j 6 n.De manière plus générale, on dit que f est Ck par mor
eaux s'il existe une subdivision(2.1) de R telle que f est Ck sur 
ha
un des intervalles ouverts ℄aj; aj+1[ pour 0 6 j 6 net que les dérivées de f jusqu'à l'ordre k admettent des limites �nies à gau
he et à droiteen aj pour 1 6 j 6 n. Dans 
ette situation, on note ~f 0 la fon
tion de R dans C qui vautla dérivée de f aux points où la fon
tion est dérivable et 0 (par exemple) ailleurs.Dé�nition 2.2 Soit f une fon
tion de Rd dans C . On suppose que f est deux foisdérivables partout sauf en un nombre �ni de points.Dans 
ette situation, on note ~rxf la fon
tion de Rd dans C d qui vaut le gradient def aux points où la fon
tion est dérivable et 0 ailleurs. De même, on note ~�xf la fon
tionde Rd dans C qui vaut le lapla
ien de f aux points où 
elui-
i existe et 0 ailleurs.2.1.2 DérivationDé�nition 2.3 Soit f une fon
tion de 
 dans l'espa
e L(E) des endomorphismes 
onti-nues de E et soit k 2 N. On dit que f est� (normiquement) Ck si f est Ck pour la norme d'endomorphisme de L(E),� fortement Ck si pour tout ' dans E, x! f(x)(') est Ck pour la norme de E,� faiblement Ck si pour tout l dans le dual E0 de E et pour tout ' dans E, la fon
tionx! l�f(x)(')� est Ck à valeurs 
omplexes.Remarque 2.1 Le théorème de Bana
h-Steinhaus implique que si f est fortement Ck+1 alorsf est normiquement Ck.2.1.3 Intégrale de Bo
hner et 
onvolutionAprès avoir rappelé la dé�nition de l'intégrale de Bo
hner, on énon
e (sans preuve)des généralisations de théorèmes usuels dans le 
adre de l'intégration.Dé�nition 2.4 Soit ' une fon
tion de 
 dans E. On dit que ' est� faiblement mesurable si pour tout l dans le dual E0 de E, x! l�'(x)� est mesurableà valeurs 
omplexes,� fortement mesurable s'il existe une suite ('n) de fon
tions simples à valeurs dans E('n = Pmnj=1 �j;n1Bj;n ave
 
haque Bj;n � 
 mesurable et de mesure �ni) qui
onverge vers ' p.p.� Bo
hner intégrable s'il existe une suite ('n) de fon
tions simples à valeurs dans Equi 
onverge vers ' p.p. et telle quelimn!+1Z
 k'n(x)� '(x)kdx = 0:



2.1. Rappel sur les fon
tions à valeurs dans un espa
e de Bana
h 41On peut alors donner un sens à l'intégraleZ
 '(x)dx
omme une limite d'intégrale de fon
tions simples pour lesquelles la dé�nition est
elle usuelle.Remarques 2.21. Un théorème dû à Pettis montre que si E est séparable, les notions de faible et fortemesurabilité sont équivalentes.2. Un autre théorème dû à Bo
hner montre qu'une fon
tion ' fortement mesurable est Bo
h-ner intégrable ssi R
 k'(x)kdx < +1.3. On peut dé�nir, pour p 2 [1;+1[, l'espa
e Lp(
;E) des 
lasses de fon
tions mesurables '(modulo p.p.) telles que R
 k'(x)kpdx < +1. Ce sont des espa
es de Bana
h.4. Soit D un sous-espa
e ve
toriel de E. Pour p 2 [1;+1[, on note Lp(
;D) le sous-espa
eve
toriel de Lp(
;E) 
onstitué des fon
tions ' telles que '(x) 2 D p.p.Théorème 2.1 (
onvergen
e dominée) Soit p 2 [1;+1[ et soit (fn) une suite defon
tions mesurables de 
 dans E. On suppose que� (fn) 
onverge p.p. vers une fon
tion f ,� il existe une fon
tion g 2 Lp(
;E) telle que pour tout n 2 N, kfnk 6 g p.p.Alors f 2 Lp(
;E) et limn!+1 kfn � fkLp = 0:En parti
ulier, dans le 
as p = 1,limn!+1Z
 fn(x)dx = Z
 f(x)dx:Théorème 2.2 (Bo
hner) Soit f 2 L1lo
(Rd ;E) et soit K un 
ompa
t de Rd . Alors, ilexiste un ensemble mesurable Z � Rd de mesure nulle tel que8x 2 Rd � Z; limh!0ZK kf(x+ hy)� f(x)kdy = 0:Théorème 2.3 Soient � 2 L1(Rd ; C ) et u 2 L2(Rd ;E).� L'intégrale (� � u)(x) := ZRd �(x� y)u(y)dy (2.2)existe p.p. et (� � u) 2 L2(Rd ;E) ave
 k� � ukL2(Rd;E) 6 k�kL1(Rd;C ) :kukL2(Rd;E),i.e. l'opérateur K�u = � � u est borné sur L2(Rd ;E) ave
 kK�k 6 k�kL1(Rd;C ) . Deplus, si E = H est un espa
e de Hilbert, K�� = K�� où ��(x) := �(�x) (ainsi si � estpaire, K� est autoadjoint).� Si de plus � (respe
tivement u) est C1
 , alors � �u est C1 et pour tout multi-indi
ede dérivation l �lx(� � u) = (�lx�) � u (respe
tivement � � (�lxu)):Théorème 2.4 Soient p; q; r 2 [1;+1[ tels que1p + 1q = 1 + 1ret soient � 2 Lp(Rd ; C ) et u 2 Lq(Rd ;E) alors (��u) dé�ni par la formule (2.2) existe p.p.et (� � u) 2 Lr(Rd ;E).



42 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentielThéorème 2.5 Soit p 2 [1;+1[ et soit D un sous-espa
e ve
toriel dense de E. Alors,C1
 (
;E) \ Lp(
;D) est dense dans Lp(
;E).Théorème 2.6 Soit u 2 Lp(Rd ;E) ave
 p 2 [1;+1[, on pose, pour x; h 2 Rd ,(�hu)(x) = u(x+ h):Alors limh!0 k�hu� ukLp = 0.2.2 Extensions autoadjointes d'opérateurs de S
hrödingerOn se donne (V (x)) une famille d'opérateurs (bornés ou pas) sur H paramétrée parx dans 
 telle que(V01) pour tout x dans 
, V (x) est autoadjoint de domaine D indépendant de x,(V02) x 7! V (x) est fortement 
ontinue au sens de la résolvante i.e. pour tout ' dans H,x 7! (V (x) + i)�1' est 
ontinue,(V03) x 7! V (x) est uniformément bornée inférieurement i.e.9C 2 R; 8x 2 R; 8' 2 H; hV (x)';'i > �Ck'k2:Dans l'espa
e de Hilbert H = L2(
;H), on 
onsidère alors l'opérateurH~ = �~22 �x + V (x) (2.3)dé�ni de manière naturelle sur le domaineD = C2
 (
;H) \ L2(
;D) (2.4)des fon
tions à valeurs dans D, à support 
ompa
t et de 
lasse C2.En pro
édant ainsi, on dispose d'un opérateur linéaire, de domaine dense dans H(
f. Théorème 2.5), symétrique et borné inférieurement sur son domaine. Le théorème del'extension de Friedri
hs (
f. [Kato76℄ VI �2 Se
tion 3 ou [ReedSimonII75℄ Se
tion X.3)stipule alors que (H~;D) admet au moins une extension autoadjointe. Toutefois, il estbien évident (au moins dans le 
as où 
 n'est pas Rd tout entier et don
 possède unbord) qu'il peut en exister plus qu'une seule. La se
tion suivante permettra de montrerque H~ est essentiellement autoadjoint si 
 = Rd et si V (x) possède 
ertaines propriétés.Au Chapitre 4, nous travaillerons ave
 une extension autoadjointe quel
onque de H~que nous 
ontinuerons à noter H~ par sou
i de simpli
ité.2.3 Essentielle autoadjon
tionOn se pla
e dans la situation de la se
tion pré
édente ave
 les hypothèses (V01)-(V03). Le but est alors de montrer que, si 
 = Rd et si V (x) est borné pour tout x etsu�samment régulier en x, H~ est essentiellement autoadjoint sur D (
f. Théorèmes 2.9et 2.12).On se donne � 2 C1(R; [0; 1℄) telle que �(t) = 1 pour t 6 12 et �(t) = 0 pour t > 1.On introduit alors la fon
tion de tron
ature �r(x) = �(kxk � r) pour r > 0.
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1

1
�

t12Fig. 2.1 � Fon
tion de tron
ature �.
1 r + 1r + 12
�r

x1
x2Fig. 2.2 � Fon
tion de tron
ature radiale �r.2.3.1 Le 
as unidimensionnel (d = 1)Propriétés régularisantes de la 
onvolutionOn énon
e i
i des résultats dans un 
adre assez général dans la mesure où 
ela n'ajoutepas de di�
ulté supplémentaire (
e qui ne sera pas le 
as dans le 
as multidimensionnel)même s'ils seront utilisés uniquement ave
 �(x) = jxj2 �(jxj) et ses dérivées.Proposition 2.7 Soient � 2 L1(R; C ) à support 
ompa
t et u 2 L2(R;H)1. si � est 
ontinue par mor
eaux, alors (� � u) 2 C0(R;H) ;2. si � est 
ontinue C1 par mor
eaux, alors (� � u) 2 C1(R;H) et(� � u)0(x) = (~�0 � u)(x);en parti
ulier, si � 2 C1
 (R;R), alors � � u est C1 ;3. si � est C1 par mor
eaux et u 2 C0
 (R;H), alors (� � u) 2 C1(R;H) et(� � u)0(x) = (~�0 � u)(x) +Xxs s�(xs)u(x� xs) (2.5)où la somme porte sur les points de dis
ontinuité de � et où s�(xs) est la �hauteur�du saut de dis
ontinuité au point xs à savoirs�(xs) = limx>!xs �(x)� limx<!xs �(x):Preuve On note [a; b℄ un intervalle 
ompa
t de R 
ontenant le support de �.



44 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentiel1. Soient x0 2 R et h 2 R, on a


h�h(� � u)� � � ui(x0)


 = 


h� � (�hu� u)i(x0)


 6 k�k2:k�hu� uk2qui tend vers 0 quand h tend vers 0 d'après le Théorème 2.6.2. Soient x0 2 R et h 6= 0, on ah�h(� � u)� � � ui(x0)h = ��h�� �h � u� (x0)= ZR �h�� �h (z)u(x0 � z)dy= ZR Z 10 ~�0(z + th)u(x0 � z)dtdz:D'après le Théorème 2.1, 
ette quantité 
onverge vers ( ~�0 � u)(x0) quand h tendvers 0 (
onvergen
e simple p.p. de l'intégrande vers ~�0(z)u(x0�z) ave
 dominationpar k~�0k1:ku(x0�z)k qui est intégrable puisque u est L2). On 
on
lut alors à l'aidedu premier point appliqué à ~�0 en lieu et pla
e de �.3. D'après le point pré
édent, il su�t de traiter le 
as des fon
tions a�nes par mor-
eaux, et à 
ause de la linéarité, il su�t de le montrer pour�(x) = (�x+ �)1[a;b℄(x):Soient x0 2 R et h > 0, on ah�h(� � u)� � � ui(x0)h = Ig(x0; h) + I0(x0; h) + Id(x0; h)ave
I0(x0; h) = � Z b�ha u(x0 � z)dz= ZR ~�0(z)1[a;b�h℄(z)u(x0 � z)dzIg(x0; h) = 1h Z aa�h h�(z + h) + �iu(x0 � z)dz= 1h Z h0 (s�(a)� �w)u(x0 � a+ w)dw + � ZR 1[a�h;a℄(z)u(x0 � z)dzId(x0; h) = �1h Z bb�h (�z + �)u(x0 � z)dz= 1h Z h0 (s�(b) + �w)u(x0 � b+ w)dw:D'après le Théorème 2.1, quand h tend vers 0, I0(x0; h) et la dernière intégralede Ig(x0; h) 
onvergent respe
tivement vers ( ~�0 � u)(x0) et 0. D'après le 
as fa
iledu Théorème 2.2 (u est 
ontinue), quand h tend vers 0, Id(x0; h) et la premièreintégrale de Ig(x0; h) 
onvergent respe
tivement vers s�(b)u(x0�b) et s�(a)u(x0�a)(on notera que si u est seulement L2, on a seulement 
onvergen
e p.p.). Le 
as h < 0se traite de manière tout à fait analogue. En�n, on 
on
lut en appliquant le premierpoint à ~�0 et en utilisant que u est 
ontinue pour obtenir que le se
ond membrede (2.5) est 
ontinu.
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tion 45�Corollaire 2.8 Soit �(x) = jxj2 �(jxj).1. Soit u 2 C1
 (R;H), alors (� � u) 2 C1
 (R;H) et(� � u)00(x) = u(x) + ( ~�00 � u)(x)où on a posé ~�00(x) = 12 jxj�00(jxj) + �0(jxj):2. Soit u 2 L2(R;H), alors (� � u) 2 C1(R;H).3. Soit u 2 C0
 (R;H), alors (� � u) 2 C2(R;H).Remarque 2.3 Comme on le verra dans le 
as multidimensionnel (
f. Proposition 2.11), la pro-priété fondamentale de la fon
tion jxj2 est d'avoir pour dérivée se
onde au sens des distributionsla fon
tion delta en 0 (autrement dit, il s'agit de la fon
tion de Green asso
iée au lapla
iensur R : elle est harmonique partout sauf en 0 et sa dérivée admet une dis
ontinuité de hauteur 1en 
e point). Toutefois dans le 
adre unidimensionnel beau
oup de fon
tions C1 par mor
eauxpourraient 
onvenir pour 
e qui va suivre.Constru
tion d'opérateurs essentiellement autoadjointsThéorème 2.9 Soit V (x) une famille d'opérateurs bornés symétriques sur H(V1) fortement 
ontinue en x 2 R i.e. pour tout ' 2 H, x 7! V (x)' est 
ontinue,(V2) lo
alement bornée i.e.8x 2 R; 9h > 0; 9C(x; h); 8y 2 [x� h; x+ h℄; kV (y)k 6 C(x; h);(V3) globalement uniformément bornée inférieurement i.e.9C 2 R; 8x 2 R; 8' 2 H; hV (x)';'i > �Ck'k2:Dans L2(R;H), l'opérateur H~ = �~22 d2dx2 + V (x)dé�ni sur le domaine dense D(H~) = C2
 (R;H) est essentiellement autoadjoint.Remarques 2.41. Dans le 
as s
alaire (H de dimension 1), il existe essentiellement deux méthodes pourprouver 
e résultat :� la première repose sur l'inégalité de Kato (
f. [ReedSimonII75℄ Théorèmes X.27 et X.28)pour les distributions et don
 sur une notion de distribution positive, l'hypothèse (V1)pouvant même être a�aiblie en V lo
alement intégrable et l'hypothèse (V2) supprimée ;� la se
onde utilise un pro
édé de régularisation par 
onvolution (
f. [Kato76℄ V. �3. 6.et III. �5. Exemple 5.32).C'est 
ette dernière que nous avons 
hoisi de généraliser i
i 
ar elle permet d'obtenirrelativement fa
ilement des résultats même dans le 
as où V (x) est un opérateur borné surun espa
e de dimension in�nie sans faire appel aux distributions. Toutefois, la premièreméthode permet d'obtenir le résultat dans le 
as où V (x) est seulement matri
iel (dedimension �nie) sans d'ailleurs avoir re
ours à la notion d'intégrale de Bo
hner.



46 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentiel2. Le domaine 
hoisi pour l'opérateur peut vraisemblablement être réduit à C1
 (R;H), toute-fois il faut alors s'assurer que C2
 (R;H) est bien dans le domaine de la 
l�ture (autoadjointe)de notre opérateur 
ar pour utiliser le Lemme 1.3 il faut savoir a priori que la fon
tion testque l'on propose est dans le domaine de l'opérateur (on pense en parti
ulier aux ve
teurspropres éle
troniques dans le 
as de l'approximation de Born-Oppenheimer qui ne serontpas né
essairement C1).Preuve D'après le Théorème X.26 de [ReedSimonII75℄, il su�t de prouver queKer(H�~ +C + 1) = 0:On pose �(x) = 12 jxj�(jxj).Soit  2 Ker(H�~ + C + 1), pour tout u 2 D(H~), on a�~22 h ; u00i+ h ; (V + C + 1)ui = 0: (2.6)Fixons [a; b℄ un intervalle 
ompa
t de R et soit w 2 C1
 (R;H) tel que le support dew est in
lus dans ℄a; b[. On pose alors u = K�w. D'après le Corollaire 2.8, on au00 = w +K ~�00wave
 ~�00(x) = 12 jxj�00(jxj) + �0(jxj) 2 C1
 (R;R):Ainsi, (2.6) donne, si r > 0 est tel que r > max(b+ 1; 1� a),0 = �~22 h ;wi � ~22 h ;K ~�00wi+ h ; (V + C + 1)K�wi= �~22 h ;wi � ~22 hK ~�00 ;wi + h ; (V + C + 1)�rK�wi= �~22 h ;wi � ~22 hK ~�00 ;wi + hK�[(V + C + 1)�r ℄; wi;l'introdu
tion de la fon
tion de tron
ature �r étant possible dans la deuxième égalitépuisque le support de K�w est in
lus dans [a� 1; b + 1℄.Autrement dit h ;wi = h�K ~�00 + 2~�2K�[�r(V + C + 1) ℄; wipour tout w 2 C1
 (℄a; b[;H). Or C1
 (℄a; b[;H) est dense dans L2(℄a; b[;H), don
 on a (x) = �(K ~�00 )(x) + 2~�2K�[�r(V + C + 1) ℄(x) p.p. sur [a; b℄D'après le Théorème 2.3, K ~�00 est C1 puisque ~�00 est C1
 et, d'après le Corollaire 2.8,K�[�r(V + C + 1) ℄ est C1 puisque �r(V + C + 1) est L2. Ainsi  est C1 sur ℄a; b[.En réinje
tant 
ette information et d'après le Corollaire 2.8, on obtient don
 queK�[�r(V + C + 1) ℄ est C2 puisque �r(V + C + 1) est désormais C0
 (on utilise i
i leshypothèses (V1) et (V2)). Finalement  est C2 sur ℄a; b[. Comme 
e
i est vrai quel quesoit l'intervalle 
ompa
t [a; b℄ dans R,  est don
 C2 sur R tout entier.En parti
ulier �r appartient à D(H~) et, grâ
e à l'hypothèse (V3),Z r�r k (x)k2dx 6 k�r k2 6 h(H~ + C + 1)(�r ); �r i =: Ar 2 R
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tion 47Or on a(H~ + C + 1)(�r ) = �r(H�~ + C + 1) � ~22 �00r � ~2�0r 0 = �~2 �12�00r + �0r 0�d'où Ar = �~2 ZR �12�00r (x)�r(x)k (x)k2 + �0r(x)�r(x)h 0(x);  (x)i� dxPar une intégration par parties, on aZR �00r (x)�r(x)k (x)k2dx = �k�0r k2 � ZR �0r(x)�r(x) �h 0(x);  (x)i + h (x);  0(x)i� dxsi bien queAr = ~22 �k�0r k2 + ZR �0r(x)�r(x) �h (x);  0(x)i � h 0(x);  (x)i� dx�
omme la quantité Ar est réelle et que h (x);  0(x)i � h 0(x);  (x)i est imaginaire pure,l'intégrale 
orrespondante est nulle et on aZ r�r k (x)k2dx 6 Ar = ~22 k�0r k2 6 ~22 k�0k21 Zjxj>r k (x)k2dxd'où, en faisant tendre r vers l'in�ni,  = 0 
e qui 
on
lut. �2.3.2 Le 
as multidimensionnel (d > 2)Propriétés régularisantes de la fon
tion de GreenDé�nition 2.5 On introduit la fon
tion de Green �radiale� asso
iée au lapla
ien dansRd tout entier dé�nie par�0 : r 2℄0;+1[7! ( 12� ln r si d = 2� 1(d�2)Vdrd�2 si d > 3où Vd désigne la surfa
e d'une sphère de rayon 1 dans Rd .On pose alors, pour x 2 Rd � f0g,�(x) = �(kxk)�0(kxk):Lemme 2.10 On dispose des résultats suivants1. si p 2 [1;+1[ est tel que (d� 2)p < d, � 2 Lp(Rd ;R),2. ~rx� 2 L1(Rd ;Rd),3. ~�x� 2 C1
 (Rd ;R) et même ~�x�(x) = 0 si kxk 6 12 .Preuve On passe en 
oordonnées sphériques.1. Comme � ne dépend que de la 
oordonnée radiale, on a, si d = 2,ZR2 j�(x)jpdx = Z +10 �(r)pj�0(r)jp2�rdr 6 2�1�p Z 10 (� ln r)prdr < +1et, si d > 3,ZRd j�(x)jpdx 6 Z 10 j�0(r)jprd�1Vddr = (d� 2)�pV 1�pd Z 10 rd�1�p(d�2)drqui est �ni si et seulement si d� 1� p(d� 2) > �1.



48 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentiel2. On a rx�(x) = xr h�0(r)�0(r) + �(r)�00(r)i, d'oùZRd k ~rx�(x)kdx = Z +10 ����0(r)�0(r) + �(r)�00(r)���rd�1Vddr6 Z 112 k�0k1j�0(r)jdr + Z 10 j�00(r)jrd�1Vddroù la deuxième intégrande est e�e
tivement intégrable en 0 puisqu'elle se prolongepar 
ontinuité de valeur 1.3. � est 
lairement C1 partout sauf en 0 don
 ~�x� est C1 partout sauf peut-êtreen 0 et 
omme �(x) = 0 dès que kxk > 1, on a aussi �x�(x) = 0 en 
es pointsd'où le support 
ompa
t. Reste à voir 
e qui se passe au voisinage de 0, soit don
x 2 Rd �f0g tel que kxk < 12 , au voisinage d'un tel point on a �(y) = �0(kyk) d'où�x�(x) = �000(kxk) + d� 1kxk �00(kxk) = 0: �À 
ause de la singularité spé
i�que en 0 de �0, on ne peut pas énon
er de résultatsaussi généraux que dans le 
as unidimensionnel, toutefois on dispose quand même de laproposition suivante.Proposition 2.11 Soit u 2 L2(Rd ;H) et soit p 2 [1;+1[ tel que (d� 2)p < d. Alors1. si d 6 3 ou si d > 4 et si de plus u 2 Lq(Rd ;H) ave
 1p + 1q = 1, � � u 2 C0(Rd ;H),2. si u 2 C0
 (Rd ;H), � � u 2 C1(Rd ;H) et rx(� � u) = � ~rx�� � u,3. si u 2 C1
 (Rd ;H), ��u 2 C2(Rd ;H) et �x(��u) = � ~rx���(rxu) = u+� ~�x���u.Remarque 2.5 La notation � ~rx�� � (rxu) est à 
omprendre au sens de l'égalité (2.7).Preuve1. Soient x0 2 Rd et h 2 Rd , on a, d'après l'inégalité de Hölder,


h�h(� � u)� � � ui(x0)


 = 


h� � (�hu� u)i(x0)


 6 k�kp:k�hu� ukqor �hu � u tend vers 0 dans Lq quand h tend vers 0 (
f. Théorème 2.6) et �est Lp (
f. Lemme 2.10), d'où la 
ontinuité en x0 (on pourra noter qu'on a en faitobtenu l'uniforme 
ontinuité sur R). Le 
as d 6 3 
orrespond simplement au 
hoixp = q = 2.2. Soient x0 2 Rd ,v 2 Rd et h 2 R tel que h 6= 0, on ah�hv(� � u)� � � ui(x0)h = ��hv�� �h � u� (x0)= ZRd Z 10 v:� ~rx�� (y + thv)u(x0 � y)dtdy= ZRd Z 10 v:� ~rx�� (z)u(x0 � z + thv)dtdz:
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tion 49D'après le Théorème 2.1, 
ette quantité 
onverge vers h�v: ~rx�� � ui (x0) quand htend vers 0 (
onvergen
e simple de l'intégrande vers �v: ~rx�� (z)u(x0�z) ave
 do-mination par kv: ~rx�k:kuk1 qui est intégrable d'après le Lemme 2.10). Par ailleurs,on a 


h�h h� ~rx�� � ui� � ~rx�� � ui(x0)


 = 


h� ~rx�� � (�hu� u)i(x0)


6 k ~rx�k1:k�hu� uk1qui tend vers 0 quand h tend vers 0 puisque ~rx� est L1 (
f. Lemme 2.10) et que uest uniformément 
ontinue.3. Soient x0 2 Rd ,v 2 Rd et h 2 R tel que h 6= 0, on a��hv h� ~rx�� � ui� � ~rx�� � u� (x0)h = �� ~rx�� � �hvu� uh � (x0)= ZRd Z 10 � ~rx�� (x0 � y) (v:rxu) (y + thv)dtdy:D'après le Théorème 2.1, 
ette quantité 
onverge vers h� ~rx�� � (v:rxu)i (x0)quand h tend vers 0 (
onvergen
e simple de l'intégrande vers� ~rx�� (x0 � y) (v:rxu) (y)ave
 domination par 


� ~rx�� (x0 � y)


 :kv:rxuk1qui est intégrable d'après le Lemme 2.10). Par ailleurs, par le même argument que
i-dessus � ~rx�� � (v:rxu) est 
ontinue don
 � ~rx�� � u est C2. En�n, en passanten 
oordonnées sphériques, on ah� ~rx�� � (rxu)i (x0)= ZRd � ~rx�� (y):(rxu)(x0 � y)dy (2.7)= ZSd�1 Z +10 rd�1(��0)0(r)(!:rxu)(x0 � r!)drd!= ZSd�1 h� rd�1(��0)0(r)u(x0 � r!)i+10 d!+ZSd�1 Z +10 hrd�1(��0)0i0(r)u(x0 � r!)drd!= ZSd�1 1Vdu(x0)d!+ZSd�1 Z +10 h(��0)00 + d� 1r (��0)0i(r)u(x0 � r!)rd�1drd!= u(x0) + ZSd�1 Z +10 � ~�x�� (r!)u(x0 � r!)rd�1drd!= u(x0) + h� ~�x�� � ui (x0)
e qui 
on
lut. �



50 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentielConstru
tion d'opérateurs essentiellement autoadjointsThéorème 2.12 Soit V (x) une famille d'opérateurs bornés symétriques sur H(V1d) fortement C1 en x 2 Rd i.e. pour tout ' 2 H, x 7! V (x)' est C1,(V2d) de gradient lo
alement borné i.e.8x 2 Rd ; 9h > 0; 9C(x; h); 8y 2 B(x; h); krxV (y)k 6 C(x; h);(V3d) globalement uniformément bornée inférieurement i.e.9C 2 R; 8x 2 Rd ; 8' 2 H; hV (x)';'i > �Ck'k2:Dans L2(Rd ;H), l'opérateur H~ = �~22 �x + V (x)dé�ni sur le domaine dense D(H~) = C2
 (Rd ;H) est essentiellement autoadjoint.Remarque 2.6 La preuve proposée est analogue à 
elle du 
as unidimensionnel (
f. Théo-rème 2.9) ave
 quelques di�
ultés supplémentaires qui proviennent de la singularité en 0 de lafon
tion de Green multidimensionnelle �0.Preuve Soit  2 Ker(H�~ + C + 1), pour tout u 2 D(H~), on a�~22 h ;�xui+ h ; (V + C + 1)ui = 0: (2.8)Fixons R > 0 et notons 
R la boule ouverte de Rd 
entrée en 0 et de rayon R. Soitw 2 C1
 (Rd ;H) tel que le support de w est in
lus dans 
R. On pose alors u = K�w.D'après le dernier point de la Proposition 2.11, on a�xu = w +K ~�x�wave
 ~�x� 2 C1
 (Rd ;R). Ainsi, (2.8) donne, si r > 0 est tel que r > R+ 1,0 = �~22 h ;wi � ~22 h ;K ~�x�wi+ h ; (V + C + 1)K�wi= �~22 h ;wi � ~22 hK ~�x� ;wi + h ; (V + C + 1)�rK�wi= �~22 h ;wi � ~22 hK ~�x� ;wi + hK�[(V + C + 1)�r ℄; wi:l'introdu
tion de la fon
tion de tron
ature �r étant possible dans la deuxième égalitépuisque le support de K�w est in
lus dans 
R+1.Autrement dit h ;wi = h�K ~�x� + 2~�2K�[�r(V + C + 1) ℄; wipour tout w 2 C1
 (
R;H). Or C1
 (
R;H) est dense dans L2(
R;H), don
 on a (x) = �(K ~�x� )(x) + 2~�2K�[�r(V + C + 1) ℄(x) p.p. dans 
RD'après le Théorème 2.3, K ~�x� est C1 puisque ~�x� est C1
 .Par ailleurs, dans le 
as où d 6 3, d'après le premier point de la Proposition 2.11,K�[�r(V + C + 1) ℄ est C0 puisque �r(V + C + 1) est L2. Si d > 4, 
'est un peu
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tion 51plus 
ompliqué d'obtenir le même résultat et on pro
ède ainsi : �xons p > 1 tel que(d � 2)p < d ; d'après le Théorème 2.4, 
omme � est Lp et �r(V + C + 1) est L2,K�[�r(V + C + 1) ℄ est Lr1 ave
1r1 = ��1� 1p�+ 12 ;ainsi  est Lr1 sur 
R 
omme 
e
i est vrai pour tout R > 0,  est don
 lo
alement Lr1 ;maintenant si 1r1 + 1p 6 1on peut appliquer le premier point de la Proposition 2.11 ave
 r1 dans le r�le de `q' pour�r(V +C+1) et son exposant 
onjugué r1r1�1 (qui est plus petit que p d'après l'inégalitépré
édente) dans le r�le de `p' pour � et obtenir que K�[�r(V +C+1) ℄ est C0 ; sinon onpeut réappliquer la Proposition 2.11 pour obtenir que K�[�r(V + C + 1) ℄ est Lr2 ave
1r2 = ��1� 1p�+ 1r1 = �2�1� 1p�+ 12et don
  est lo
alement Lr2 ; si 1r2 + 1p 6 1on obtient que K�[�r(V + C + 1) ℄ est C0 sinon on 
ontinue le pro
édé jusqu'à avoir1rk + 1p = 1� (k + 1)�1� 1p�+ 12 6 1:Dans tous les 
as, on a obtenu que  est C0 sur 
R quel que soit R > 0 don
 sur Rd .En réinje
tant 
ette information et d'après le deuxième point de la Proposition 2.11,on obtient don
 que K�[�r(V + C + 1) ℄ est C1 puisque �r(V + C + 1) est désormaisC0
 (on utilise i
i les hypothèses (V1d) et (V2d)). Ainsi  est C1 sur 
R don
 sur Rd .En réinje
tant une nouvelle fois 
ette information et d'après le troisième point de laProposition 2.11, K�[�r(V + C + 1) ℄ est C2 puisque �r(V + C + 1) est désormais C1
(on utilise i
i en
ore les hypothèses (V1d) et (V2d)). Ainsi  est C2 sur 
R don
 sur Rd .En parti
ulier �r appartient à D(H~) et, grâ
e à l'hypothèse (V3d),Z
r k (x)k2dx 6 k�r k2 6 h(H~ + C + 1)(�r ); �r i =: Ar 2 ROr on a(H~ + C + 1)(�r ) = �r(H�~ +C + 1) � ~22 (�x�r) � ~2(rx�r):(rx )= �~2 �12(�x�r) + (rx�r):(rx )�d'oùAr = �~2 ZRd �12(�x�r)(x)�r(x)k (x)k2 + (rx�r)(x)�r(x):h(rx )(x);  (x)i� dxPar une intégration par parties, on aZRd (�x�r)(x)�r(x)k (x)k2dx =�k(rx�r) k2 � ZRd (rx�r)(x)�r(x): [h(rx )(x);  (x)i + h (x); (rx )(x)i℄ dx



52 2. Autoadjon
tion et lo
alisation du spe
tre essentielsi bien queAr = ~22 �k(rx�r) k2 + ZRd (rx�r)(x)�r(x): (h (x); (rx )(x)i � h(rx )(x);  (x)i) dx�
omme la quantité Ar est réelle et que(rx�r)(x)�r(x):h (x); (rx )(x)i � h(rx )(x);  (x)iest imaginaire pure, l'intégrale 
orrespondante est nulle et on aZ
r k (x)k2dx 6 Ar = ~22 k(rx�r) k2 6 ~22 krx�k21 Zkxk>r k (x)k2dxd'où, en faisant tendre r vers l'in�ni,  = 0 
e qui 
on
lut. �2.4 Lo
alisation du spe
tre essentielOn se pla
e maintenant dans la situation où H est de dimension �nie et où d = 1 eton veut pouvoir pré
iser des intervalles d'énergie dans lesquels on est sûr que le spe
trede l'opérateur H~ est purement pon
tuel.Théorème 2.13 Supposons que8' 2 H; hV (x)';'i >W0(x)k'koù W0 est une fon
tion 
ontinue et uniformément bornée inférieurement. On suppose deplus que 
 = lim infjxj!+1W0(x) 2℄�1;+1℄existe.Alors, dans l'intervalle ℄ �1; 
[, le spe
tre de l'opérateur H~ = �~22 + V (x) essen-tiellement autoadjoint sur C2
 (R;H) est dis
ret.Preuve On note V0(x) le potentiel matri
iel W0(x)IdH et on 
onsidère les deuxopérateurs, essentiellement autoadjoints sur D = C2
 (R;H) (
f. Théorème 2.9), H~ et H0~obtenus ave
 les potentiels matri
iels V (x) et V0(x).On a de manière évidente, pour x 2 R, V (x) > V0(x) au sens des formes quadratiqueset don
 H~ > H0~sur D.Par ailleurs, K~ = �~22 �2�x2 +W0(x) est essentiellement autoadjoint sur C2
 (R; C ) etd'après XIII.4 Exemple 6 de [ReedSimonIV78℄ (ou les exemples après le Théorème 4.19de [DimassiSjös99℄), son spe
tre essentiel est 
ontenu dans la demi-droite I = [
;+1[. Ils'en suit que �ess(H0~) = �ess(K~ 
 IdH) � I.On 
on
lut alors à l'aide d'un prin
ipe du minimax pour les opérateurs essentiellementautoadjoints.Lemme 2.14 (H;D) un opérateur essentiellement autoadjoint borné inférieurement, onnote (�n)n2N� une énumération 
roissante du bas du spe
tre de la 
l�ture (autoadjointe)de H (les valeurs propres dis
rètes sont 
omptées ave
 multipli
ité et un point du spe
treesssentiel est 
ompté ave
 multipli
ité in�nie auquel 
as (�n) est alors 
onstant à partir



2.4. Lo
alisation du spe
tre essentiel 53d'un 
ertain rang). Pour L sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie de D non réduità f0g, on pose �(L) := sup'2L;k'k=1h';H'i = max'2L;k'k=1h';H'i:On dé�nit alors �00n := infL�D;dimL=n�(L):Alors, pour tout n dans N� , on a �n = �00n.On pro
ède de la façon suivante : pour tout n, si on note�(0)n = inf( sup'2L; k'k=1h';H(0)~ 'i=L � D ave
 dimL = n) ;on a 
lairement, �n > �0n. De plus, si H0~ ne possède pas de spe
tre essentiel, on alimn!+1 �0n = +1, don
 il en va de même pourH~ qui a don
 aussi un spe
tre purementdis
ret. Traitons maintenant le 
as où H0~ possède du spe
tre essentiel et notons s0 > 
la borne inférieure de 
e spe
tre. Raisonnons par l'absurde et supposons que H~ possèdedu spe
tre essentiel en dessous de 
 et notons s < 
 sa borne inférieure, on a
 6 s0 = limm!+1�0m 6 limm!+1�m = s < 
;d'où une 
ontradi
tion.Finalement, on a don
 que �ess(H~) � [
;+1[et que dans l'intervalle ℄�1; 
[ possède uniquement du spe
tre dis
ret (éventuellementvide). �Preuve du Lemme 2.14 Le résultat dé
oule du Théorème 4.5.3 de [Davies95℄ si onmontre que D est un �
ore� pour la forme quadratique fermée bornée inférieurement Qasso
iée à H.Quitte à ajouter une 
onstante à H, on peut supposer que H > 0 auquel 
as il su�tde montrer que D est dense dans D(Q) = D(H1=2) pour la normek'kQ =pk'k2 +Q':Comme on sait que 
'est le 
as pour D = D(H), il su�t de montrer que D est densedans D(H) pour la norme k � kQ (par hypothèse, D est dense dans D(H) pour la normek'kH =pk'k2 + kH'k2):Or, si ' 2 D(H), on aQ' = h';H'i 6 k'k:kH'k 6 k'k2 + kH'k22 = k'k2H2 ;d'où k'k2Q 6 32k'k2H
e qui 
on
lut. �
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Chapitre 3Fon
tions de Hermite et équation deS
hrödinger s
alaireIntrodu
tionCe troisième 
hapitre, entre formalisme et te
hnique, reprend prin
ipalement la pré-sentation proposée par Hagedorn dans [Hagedorn98℄ des états 
ohérents gaussiens (lespreuves ont été détaillées dans le 
as multidimensionnel) à laquelle on a adjoint quelquesrésultats importants pour les deux derniers 
hapitres (notamment des preuves détailléesdes Propositions 3.12 et 3.13 ainsi que la Proposition 3.15). Sans être exhaustif, il re-groupe les prin
ipales propriétés de 
es états 
ohérents dont le point d'orgue est le Théo-rème 3.16.La présentation adoptée par Hagedorn 
onférent à la plupart des preuves 
on
isionet élégan
e, toutefois 
ertaines restent laborieuses auquel 
as la preuve a le plus souventété renvoyée en Annexe A pour soulager la le
ture.3.1 Opérateurs de 
réations et d'annihilationsCette se
tion donne une généralisation des opérateurs de 
réation et d'annihilationde l'os
illateur harmonique unidimensionnela = x+ ��xp2 ; ay = x� ��xp2 :3.1.1 Dé�nitionsDé�nition 3.1 Soient A;B 2 Md(C ), ~ > 0, a; � 2 Rd . On pose p~;x = ~irx et onnote hv; wi = Pdk=1 vkwk le produit s
alaire hermitien 
anonique sur C d . Pour v 2 C d ,on pose A(A;B; ~; a; �; v) = 1p2~ �hBv; x� ai+ ihAv; p~;x � �i� (3.1)(appelé opérateur d'annihilation) et son adjoint formelA(A;B; ~; a; �; v)� = 1p2~ (hBv; x� ai � ihAv; p~;x � �i) (3.2)( opérateur de 
réation) 
onsidérés tous deux 
omme opérateurs soit de la 
lasse deS
hwartz S(Rd ; C ) dans elle-même, soit de C1(Rd ; C ) dans lui-même.



56 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.On dé�nit deux appli
ations f :Md(C ) �Md(C ) �! Antisymd(C ) � Hermd(C ) etg :Md(C ) �Md(C ) �! Hermd(C ) respe
tivement parf(A;B) = (AtB �BtA;A�B +B�A)g(A;B) = A�B +B�Aet on pose V = f�1((0; 2I)), U = g�1(Herm++d (C )).Remarques 3.11. Dans la suite, on utilisera essentiellement les opérateurs de 
réation et d'annihilation pour(A;B) 2 V ou U .2. V � GLd(C )2 , en e�et, pour z 2 C d , on a2kzk2 = h(A�B +B�A)z; zi = hBz;Azi+ hAz;Bzi;de même U � GLd(C )2 .3. Si (A;B) 2 V , BA�1 est symétrique de partie réelle dé�nie positive (AA�)�1, de mêmeAB�1 est symétrique de partie réelle (BB�)�1 et si (A;B) 2 U , BA�1 et AB�1 sont departie hermitienne dé�nie positive.4. V est une sous-variété réelle de Md(C )2 , de dimension 2d2 + d et lisse (f est une sub-mersion : D(A;B)f(A0; B0) = f(A0; B) + f(A;B0)). U est un voisinage ouvert de V dansGLd(C )2 . De plus, V n'est pas a�ne (�plate�) 
e qui oblige à traiter les matri
es A et B
onjointement et posera des problèmes notamment dans la preuve de la Proposition 3.13.5. V est invariante par les transformations(A;B) �! (B;A)(A;B) �! (AU;BU) ave
 U 2 Ud(C );(A;B) �! (P tAP; P tBP ) ave
 P 2 Od(R);(A;B) �! (�A; ��1B) ave
 � 2 C � ;(A;B) �! (DA;Dt�1B) ave
 D 2 GLd(R);(A;B) �! (A;B + iSA) ave
 S 2 Symd(R);en parti
ulier V est 
onnexe par ar
s(A;B)! (AUA = jAj 2 Herm++d (C ); B1 )! (P tjAjP = D 2 Diag++d (R); B2 )!(I; B3 2 I + iSymd(R)) ! (I; I)et non 
ompa
te. Ce dernier point joue un r�le important, notamment dans les résultats de�spreading� (
f. [CombRobert97℄) et dans la né
essité de 
ontr�ler la dynamique asso
iéeà 
e 
ouple de matri
es dans des situations de presque 
roisement (voir le Chapitre 5).6. U est invariante par les transformations(A;B) �! (B;A)(A;B) �! (QAP;Q��1BP ) ave
 (Q;P ) 2 GLd(C ) �GLd(C );(A;B) �! (A;B + iHA) ave
 H 2 Hermd(C );en parti
ulier U est 
onnexe par ar
s(A;B)! (I; BA�1 2 Herm++d (C )) !(I; U�BA�1U = D + iS 2 Diag++d (R) + iHermd(C )) ! (I;D 2 Diag++d (R)) ! (I; I)et non 
ompa
te.



3.1. Opérateurs de 
réations et d'annihilations 573.1.2 Relations de 
ommutationEn utilisant que pour v; w 2 C d ,[hv; x� ai; hw; p~;x � �i℄ = i~hv; wi;(
'est une formulation du prin
ipe d'in
ertitude d'Heisenberg) on obtient les relations de
ommutation suivantesProposition 3.1 Pour v; w 2 C d , on a, si (A;B) 2 V,[A(A;B; ~; a; �; v);A(A;B; ~; a; �; w)℄ = 0 (3.3)[A(A;B; ~; a; �; v)�;A(A;B; ~; a; �; w)� ℄ = 0 (3.4)[A(A;B; ~; a; �; v);A(A;B; ~; a; �; w)� ℄ = hv; wi: (3.5)Preuve On a, en omettant les paramètres A;B; ~; a; �,[A(v);A(w)℄ = i2~ �[hBv; x� ai; hAw; p~;x � �i℄� [hBw; x� ai; hAv; p~;x � �i℄�= ��w; AtB �BtA2 v� ;[A(v)�;A(w)�℄ = � [A(v);A(w)℄�= �AtB �BtA2 v; w� ;[A(v);A(w)�℄ = � i2~ �[hBv; x� ai; hAw; p~;x � �i℄ + [hBw; x� ai; hAv; p~;x � �i℄�= �w; A�B +B�A2 v� : �3.1.3 Opérateurs de multipli
ations et de dérivationsOn peut ré
upérer les opérateurs hv; x � ai et hv; p~;x � �i (et don
 tout opérateurdi�érentiel à 
oe�
ients polyn�miaux) par les formulesProposition 3.2 Pour v 2 C d , on a si (A;B) 2 Vhv; x� ai =r~2 �A(A;B; ~; a; �; Atv)� +A(A;B; ~; a; �; Atv)� (3.6)hv; p~;x � �i = ir~2 �A(A;B; ~; a; �;Btv)� �A(A;B; ~; a; �;Btv)� : (3.7)Preuve On a, pour v1; v2 2 C d (toujours en omettant les paramètres A;B; ~; a; �),A(v1)� +A(v2) = 1p2~ �hBv1 +Bv2; x� ai+ ih�Av1 +Av2; p~;x � �i� :On 
her
he alors v1 et v2 tels que� B B�A A �� v1v2 � = � 2v0 � respe
tivement� 02v �



58 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.d'où, en multipliant à gau
he par la matri
e inversible (
ar inverse de la pré
édente
omme on le voit 
i-dessous) 12 � A� �B�At Bt � ;12 � A�B +B�A AtB �BtAAtB �BtA A�B +B�A �� v1v2 � = � A�vAtv � respe
tivement� �B�vBtv � : �3.2 Fon
tions de HermiteDans 
ette se
tion, on 
onstruit une base hilbertienne de fon
tions à 
omportementgaussien qui possèdent des propriétés parti
ulièrement agréables vis-à-vis des opérateursde 
réation et d'annihilation, de multipli
ation par des polyn�mes et de dérivation et quisont bien lo
alisées en espa
e et en impulsion (i.e. leurs transformées de Fourier sont bienlo
alisées). Ces fon
tions qui sont des paquets d'onde gaussiens feront l'objet d'un usageintensif dans les Chapitres 4 et 5, elles 
orrespondent, pour un système molé
ulaire, autraitement semi
lassique des noyaux qu'on 
onsidérera lo
alisés autour de leur positiondonnée par la mé
anique 
lassique (
e point sera approfondi au début du Chapitre 4).3.2.1 Dé�nitionsDé�nition 3.2 Soient A;B 2 GLd(C ), ~ > 0, a; � 2 Rd . Pour x 2 Rd , on pose'0(A;B; ~; a; �; x) = (detA)�1=2(�~)d=4 exp��1~ hx� a;BA�1(x� a)i2 + i~h�; x � ai� (3.8)(où le signe de la ra
ine 
arrée 
omplexe sera pré
isé ultérieurement). A partir d'i
i onpeut 
hoisir une base orthonormée quel
onque de Rd , mais pour plus de simpli
ité onpoursuivra 
et exposé ave
 la base 
anonique qu'on notera (e1; : : : ; ed). On pose alors,pour j = 1; : : : ; d Aj(A;B; ~; a; �) = A(A;B; ~; a; �; ej):Puis, en adoptant la notation multi-indi
ielle standard, on dé�nit pour tout multi-indi
el = (l1; : : : ; ld) 2 Nd la fon
tion'l(A;B; ~; a; �; �) = A1(A;B; ~; a; �)�l1 : : :Ad(A;B; ~; a; �)�ldpl! '0(A;B; ~; a; �; �): (3.9)Pour simpli�er les notations, on 
onviendra que 'l(A;B; ~; a; �; �) = 0 pour l 2 Zd� Ndet on posera aussi  l(A;B; y) = 'l(A;B; 1; 0; 0; y):Remarque 3.2 Si (A;B) 2 U , tous les 'l(A;B; ~; a; �; �) appartiennent à la 
lasse de S
hwartz.3.2.2 A
tions des opérateurs de 
réation et d'annihilationOn a les résultats suivants, où on a posé, 1j = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) 2 Nd ave
 le 1 àla je position pour j 2 f1; : : : ; dg,



3.2. Fon
tions de Hermite 59Proposition 3.3 Pour l 2 Nd et j 2 f1; : : : ; dg, on a si (A;B) 2 V et en omettant lesparamètres A;B; ~; a; �, A�j'l = plj + 1'l+1j (3.10)Aj'l = plj'l�1j (3.11)A�jAj'l = lj'l (3.12)AjA�j'l = (lj + 1)'l: (3.13)Remarques 3.31. Cette proposition donne tout leur sens aux appellations données en Dé�nition 3.1.2. On dispose ainsi du spe
tre 
onjoint des opérateurs A�jAj pour j = 1; : : : ; d.3. L'hamiltonien de l'os
illateur harmonique d-dimensionnel s'exprime ainsi en fon
tion desopérateurs de 
réation et d'annihilation�~22 �x + kxk22 = ~ dXj=1 AjA�j +A�jAj2 (Id; Id; ~; 0; 0):Preuve On a1. d'après (3.5), [Aj;A�j ℄ = 1, don
 [Aj;A�ljj ℄ = ljA�(lj�1)j ;2. pour v 2 C d ,A(v)'0 = 1p2h �hv;Bt(x� a)i � hv;Atrxi�hx� a;BA�1(x� a)i2 ��'0= � 1p2h �v; AtB �BtA2 A�1(x� a)�'0 ;3. pour (3.10), ave
 (3.4)A�j'l = 1pl!A�l11 : : :A�(lj+1)j : : :A�ldd '0 =plj + 1'l+1j ;4. pour (3.11), ave
 (3.5)Aj'l = 1pl!A�l11 : : :AjA�ljj : : :A�ldd '0= 1pl!A�l11 : : : [Aj ;A�ljj ℄ : : :A�ldd '0 + 1pl!A�l11 : : :A�ldd Aj'0= plj'l�1j ;5. pour (3.12), ave
 (3.10) et (3.11)A�jAj'l = A�jplj'l�1j =q(lj � 1) + 1plj'l = lj'l ;6. pour (3.13), ave
 (3.5)A�jAj'l = (A�jAj + [Aj;A�j ℄)'l = (lj + 1)'l: �



60 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.3.2.3 Dualité et lo
alisation dans l'espa
e des phasesOn va i
i mettre en éviden
e que la matri
e A gère la forme du paquet d'onde et quela matri
e B joue un r�le dual en Fourier.Dé�nition 3.3 On dé�nit la transformée de Fourier ~-normalisée par(F~ )(�) = (2�~)�d=2 ZRd e� i~ h�;xi (x)dxet on rappelle que 
'est un opérateur unitaire sur L2(Rd ; C ).Lemme 3.4 Pour v 2 C d ,F~A(A;B; ~; a; �; v)F�1~ = iA(B;A; ~; �;�a; v)F~A(A;B; ~; a; �; v)�F�1~ = �iA(B;A; ~; �;�a; v)�:Preuve On a, pour v 2 C d ,F~hv; x � ai = �hv; p~;� + aiF~F~hv; p~;x � �i = hv; � � �iF~:D'oùF~A(A;B; ~; a; �; v) = �hBv; p~;� + ai+ ihAv; � � �ip2~ F~ = iA(B;A; ~; �;�a; v)F~;et on 
on
lut en utilisant que F�~ = F�1~ . �Proposition 3.5 Pour l 2 Nd , on a si (A;B) 2 V(F~'l(A;B; ~; a; �; �))(�) = (�i)jlje� i~ ha;�i'l(B;A; ~; �;�a; �): (3.14)Remarques 3.41. Si (A;B) 2 V , on aj'0(A;B; ~; a; �; x)j = (�~)�d=4j detAj�1=2 exp �1~ 

jAj�1(x � a)

22 !si bien que les lignes de niveaux de j'0j sont 
elles de 

jAj�1(x� a)

 i.e. 
entrée en aet toutes homothètes entre elles. De même, par la Proposition 3.5, 
elles de jF~'0j sont
elles de 

jBj�1(� � �)

. Finalement, on voit que '0 est lo
alisée en (a; �) dans l'espa
edes phases ave
 un rayon 
ara
téristique d'ordre ~.2. En toute généralité sur (A;B), la proposition est fausse (notamment sur U) mais elle restevalable si f(A;B) 2 f0g �Herm++d (C ).Preuve On 
ommen
e par l'établir pour jlj = 0 puis on utilisera le lemme pré
édentpour 
on
lure par ré
urren
e sur jlj.1. On énon
e d'abord le lemme suivantLemme 3.6 Soit M 2 Symd(C ) de partie réelle dé�nie positive, alors il existe un
hoix de la ra
ine 
arrée du déterminant telle qu'on aF1=2�(e��h�;M �i)(�) = (detM)�1=2e��h�;M�1�i: (3.15)



3.2. Fon
tions de Hermite 61Preuve du lemme 
f. Annexe A.1. �Ainsi,(F~'0(A;B; ~; a; �; �))(�)= (�~)�d=4(detA)�1=2e� i~ h�;aiF1=2�(e��h�;BA�1�i)((2�~)�1=2(� � �))= (�~)�d=4(detB)�1=2e� i~ h�;aie� 1~ h(���);AB�1(���)i2= e� i~ ha;�i'0(B;A; ~; �;�a; �):2. On suppose le résultat vrai pour l et on va le montrer pour l + 1j ,�F~'l+1j (A;B; ~; a; �; �)� (�)= (F~ 1plj + 1Aj(A;B; ~; a; �)�'l(A;B; ~; a; �; �))(�)= �i 1plj + 1Aj(B;A; ~; �;�a)�F~'l(A;B; ~; a; �; �)! (�)= (�i)jlj+1e� i~ ha;�i 1plj + 1Aj(B;A; ~; �;�a)�'l(B;A; ~; �;�a; �)! (�)= (�i)jl+1j je� i~ ha;�i'l+1j (B;A; ~; �;�a; �): �3.2.4 Translation du point de lo
alisation dans l'espa
e des phasesLa proposition qui va suivre permet de mieux 
omprendre la dépendan
e en (a; �) eten ~ de nos paquets d'onde.Dé�nition 3.4 Soient u 2 Rd , " > 0 et f 2 S(Rd ; C ), on dé�nit les opérateurs detranslation �u, de déphasage �u et de dilatation �" par(�uf)(x) = f(x+ u); (�uf)(x) = eihu;xif(x); (�"f)(x) = "�d=4f � xp"� :Remarque 3.5 Les opérateurs �u, �u et �" sont bornés et se prolongent don
 par 
ontinuité àL2(Rd ; C ). De plus, on a les relations�0 = Id; �u�v = �v�u = �u+v ; (�u)� = ��u = (�u)�1�0 = Id; �u�v = �v�u = �u+v ; (�u)� = ��u = (�u)�1�1 = Id; �"�"0 = �"0�" = �""0 ; (�")� = �"�1 = (�")�1:En parti
ulier, 
e sont des opérateurs unitaires. En�n, on aF~�uF�1~ = �u=~; F~�uF�1~ = ��~u F~�"F�1~ = �"�1 :Proposition 3.7 Pour (A;B) 2 U , on a�u'l(A;B; ~; a; �; �) = 'l(A;B; ~; a� u; �; �);�u'l(A;B; ~; a; �; �) = eihu;ai'l(A;B; ~; a; � + ~u; �):�"'l(A;B; ~; a; �; �) = 'l(A;B; ~"; ap"; �p"; �):



62 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.En parti
ulier, on a don
�~�1���=~�a'l(A;B; ~; a; �; �) =  l(A;B; �)
'est-à-dire 'l(A;B; ~; a; �; x) = ~�d=4e i~ h�;x�ai l�A;B; x� ap~ � :Preuve On raisonne par ré
urren
e sur jlj.1. Le 
as jlj = 0 est évident d'après la formule (3.8).2. On va utiliser le lemme suivantLemme 3.8 Pour v 2 C d , on a�uA(A;B; ~; a; �; v)� (�u)�1 = A(A;B; ~; a� u; �; v)��uA(A;B; ~; a; �; v)� (�u)�1 = A(A;B; ~; a; � + ~u; v)��"A(A;B; ~; a; �; v)� (�")�1 = A(A;B; ~"; ap"; �p"; v)�:On a�u'l+1j (A;B; ~; a; �; �) = 1plj + 1�uAj(A;B; ~; a; �)�'l(A;B; ~; a; �; �)= 1plj + 1Aj(A;B; ~; a� u; �)��u'l(A;B; ~; a; �; �)= 1plj + 1Aj(A;B; ~; a� u; �)�'l(A;B; ~; a � u; �; �)= 'l+1j (A;B; ~; a� u; �; �)et on pro
ède de manière tout à fait analogue pour les deux autres égalités. �3.2.5 Polyn�mes de Hermite généralisésOn 
her
he i
i à 
omprendre la dépendan
e en (A;B) de nos paquets d'onde. On vamettre en éviden
e que 
eux-
i se dé
omposent en une partie purement gaussienne etune partie polyn�miale qui ne dépend que de la matri
e A.On pose, pour U 2 Ud(C ), Bj(U)� = 2Aj �p2U; Up2 ; 1; 0; 0�� = hUej ; 2y �ryi.Proposition 3.9 Pour tout multi-indi
e l 2 Nd , on a si (A;B) 2 V et si on a notéA = jAjUA la dé
omposition polaire de A,'l(A;B; ~; a; �; x) = 1p2jljl!Hl�UA; jAj�1x� ap~ �'0(A;B; ~; a; �; x) (3.16)où Hl(U; y) est un polyn�me de degré jlj en y qui véri�e la relation suivante :� H0(U; �) = 1Hl(U; �) = B1(U)�l1 : : :Bd(U)�ldH0(U; �): (3.17)De plus, on a Hl(U; y) = 2jljhUe1; yil1 : : : hUed; yild +Rl(U; y)où Rl(U; y) est un polyn�me en y de degré au plus jlj � 2. Plus pré
isément Hl(U; �)possède la parité de jlj.



3.2. Fon
tions de Hermite 63Remarques 3.61. Pour U 2 Ud(C ) �xé, (Hl(U; Y ))l2Nd est une base de C [Y1 ; : : : ; Yd℄.2. Pour d = 1, on a Hl(U; Y ) = U lHl(Y ) où Hl(Y ) sont les polyn�mes de Hermite usuelsdé�nis par Hl(y) = (�1)ley2 dldyl �e�y2� :3. Pour U diagonale de 
oe�
ients diagonaux (de module 1) uj , on aHl(U; Y ) = dYj=1 �ujljHlj (Yj)� :Preuve On raisonne bien sûr par ré
urren
e sur jlj et on pose y = jAj�1 x�ap~ .1. Le 
as jlj = 0 étant évident, on traite d'abord le 
as jlj = 1 (on a omis les paramètresA;B; ~; a; �)hv; p~;x � �i'0(x) = � �hv; p~;xi� hx� a;BA�1(x� a)i2~ ��'0(x)= i�v; BA�1 + (BA�1)t2 (x� a)�'0(x);d'où'1j (x) = A�j'0(x)= 1p2~ �hej ; B�(x� a)i+�Aej ; BA�1 + (BA�1)t2 (x� a)��'0(x)= p2�ej ;�A�B +B�A2 � ( �A�1A)�AtB �BtA4 �U�Ay�'0(x)= 1p2 [Bj(UA)�H0(UA; y)℄'0(x):2. Voyons maintenant 
omment on 
onstruit Hl+1j (UA; y) à partir de Hl(UA; y)'l+1j= 1plj + 1A�j'l= 1q2jlj(l + 1j)! "Hl(UA; y)A�j �r~2 �Aej ;rxHl�UA; jAj�1x� ap~ ��#'0= 1q2jlj+1(l + 1j)! hUAej ; 2yHl(UA; y)�ryHl(UA; y)i'0= 1q2jl+1j j(l + 1j)! [Bj(UA)�Hl(UA; y)℄'0:3. La dernière assertion se véri�e aisément à partir de la relation (3.17). �



64 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.3.2.6 Bases orthonormées de L2(Rd ; C )Le théorème 
i-dessous légitime le fait de s'intéresser à des 
onditions initiales de laforme de nos paquets d'onde puisque les équations de S
hrödinger qui nous intéressentsont ex
lusivement linéaires et qu'une superposition de paquets d'onde est alors toujourspossible pourvu qu'on dispose d'un 
ontr�le des estimations quand le multi-indi
e l tendvers l'in�ni (voir les Remarques 3.16 pour des 
ommentaires supplémentaires autour dela superposition).Théorème 3.10 On se donne A;B; ~; a; � tels que (A;B) 2 V, ~ > 0 et a; � 2 Rd , alors('l(A;B; ~; a; �; �))l2Nd est une base orthonormée de L2(Rd ; C ).Preuve Dans toute la preuve, on omettra les paramètres A;B; ~; a; �.1. Voyons d'abord l'orthogonalité, soient l;m 2 Nd tels que l 6= m et soit alorsj 2 f1; : : : ; dg tel que lj 6= mj . On apljh'l; 'mi = hA�j'l�1j ; 'mi = h'l�1j ;Aj'mi = pmjh'l�1j ; 'm�1j ien parti
ulier en permutant l et m,(lj �mj)h'l; 'mi = 0et l'orthogonalité voulue.2. On va maintenant voir par ré
urren
e sur jlj que k'lk = 1. Le 
al
ul suivant donnele résultat pour jlj = 0 (on e�e
tue le 
hangement de variable y = jAj�1 x�ap~ ),k'0k2 = ZRd(�~)�d=2jdetAj�1 exp��1~hx� a;<(BA�1)(x� a)i� dx= ��d=2 ZRd exp(�kyk2)dy = � 1p� ZR e�r2dr�n = 1:On montre alors que le résultat pour l + 1j se déduit de 
elui pour lk'l+1jk2 = 1lj + 1hA�j'l;A�j'li = 1lj + 1 h'l;AjA�j'li = k'lk2:3. Pour la 
omplétude, on va se ramener au 
as des fon
tions de Hermite 
lassiquesunidimensionnelles qui sont traitées dans [KolFomine74℄. On 
ommen
e don
 pare�e
tuer le 
hangement de variable y = jAj�1 x�ap~ et éliminer la phase de la gaus-sienne qui n'in�ue pas sur la 
omplétude. On voit ensuite qu'on peut séparer lesvariables et utiliser le premier point des Remarques 3.6 pour se ramener au 
asunidimensionnel. On 
on
lut en�n par isomorphie de L2(R; C )
d et L2(Rd ; C ). �3.2.7 A
tions itérées des opérateurs de multipli
ations et dérivationssur la �base de Hermite�Les résultats qui suivent ne seront pas pleinement utilisés par la suite, on retiendraessentiellement les identités (3.18)-(3.20) qui serviront au début du Chapitre 5 et le faitque les quantités Ml;m;j(A;B) dé�nies 
i-dessous servent pour ra�ner les solutions etobtenir des résultats de plus en plus pré
is (
f. dernier point des Remarques 3.16).



3.2. Fon
tions de Hermite 65On pose, pour (A;B) 2 V et l, m, j 2 Nd ,Ml;m;j(A;B) = h l(A;B; �); ym j(A;B; �)iDl;m;j(A;B) = h l(A;B; �); pm1;y j(A;B; �)ioù on rappelle que p1;y = �iry.Remarque 3.7 On ah'l(A;B; ~; a; �; x); (x � a)m'j(A;B; ~; a; �; x)i = ~m=2Ml;m;j(A;B)h'l(A;B; ~; a; �; x); (p~;x � �)m'j(A;B; ~; a; �; x)i = ~m=2Dl;m;j(A;B):Proposition 3.11 Pour (A;B) 2 V et l, m, j 2 Nd ,1. Dl;m;j(A;B) = ijlj�jjjMl;m;j(B;A),2. Ml;m;j(A;B) est indépendant de B (Dl;m;j(A;B) est indépendant de A),3. Ml;m;j(A;B) = 0 si jmj � jl � jj est stri
tement négatif ou impair,4. Ml;1k;j(A;B) = 8>><>>: q lp+12 hep; Ateki si j = l + 1pq lp2 hAtek; epi si j = l � 1p0 sinon .Remarque 3.8 Dans le 
as d = 1, on peut représenter l'a
tion des opérateurs x� a et p~;x� �sur la base ordonnée des ('l(A;B; ~; a; �; �))l2N par les matri
es in�nies tridiagonalesx� a = r~2 0BBBBBB� 0 Ap1 0 0 � � �Ap1 0 Ap2 0 00 Ap2 0 Ap3 00 0 Ap3 0 . . .... 0 0 . . . . . .
1CCCCCCA ;

p~;x � � = ir~2 0BBBBBB� 0 �Bp1 0 0 � � �Bp1 0 �Bp2 0 00 Bp2 0 �Bp3 00 0 Bp3 0 . . .... 0 0 . . . . . .
1CCCCCCA :Par ailleurs, on a aussi Ml;m;j(A) = A(m+l�j)=2A(m+j�l)=2Ml;m;j(1) et on pourra 
onsulter leThéorème 4:1 de [Hagedorn98℄ pour une formule pré
ise donnant Ml;m;j(1). Dans la perspe
tivedu Chapitre 5, on donne i
i 
ertaines identités (on a omis les paramètres (A;B; ~; a; �; x))(x� a)'0 =r~2A'1; (x� a)2'0 = ~2 hjAj2'0 +p2A2'2i ; (3.18)(x � a)3'0 = ~3=24 h3p2AjAj2'1 + 2p3A3'2i ; (3.19)(p~;x � �)'0 = ir~2B'1; (p~;x � �)2'0 = ~2 hjBj2'0 �p2B2'2i : (3.20)Preuve



66 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.1. Ave
 la Proposition 3.5, on aDl;m;j(A;B) = hF1 l(A;B; �);F1(pm1;y j(A;B; �))i= h(�i)jlj l(B;A; �); �m(�i)jjj j(B;A; �)i= ijlj�jjjh l(B;A; �); �m j(B;A; �)i ;2. Ave
 la Proposition 3.9, on aMl;m;j(A;B)= * 1p2jljl!Hl �UA; jAj�1y� 0(A;B; y); ymp2jjjj!Hj �UA; jAj�1y� 0(A;B; y)+= 1p2jlj+jjjl!j! ZRd Hl (UA; jAj�1y)ymHj �UA; jAj�1y� j 0(A;B; y)j2 dy= ��d=4 jdetAj�1=2p2jlj+jjjl!j! ZRd Hl (UA; jAj�1y)ymHj �UA; jAj�1y� e� 12kjAj�1yk2dy= ��d=4 jdetAj�1=2p2jlj+jjjl!j! ZRd Hl(UA; z)(jAjz)mHj(UA; z)e�kzk2=4dzqui ne dépend bien que de A ;3. On raisonne par ré
urren
e sur jmj. Pour jmj = 0, 
'est évident, montrons don
 lerésultat pour m+ 1k ave
 k = 1; : : : ; d en le supposant vrai pour m. On aMl;m+1k;j(A) = h l(A;B; y); ykym j(A;B; y)i = hyk l(A;B; y); ym j(A;B; y)i;or, par (3.6),yk l(A;B; y)= hek; yi l(A;B; y)= 1p2(A(Atek)� +A(Atek)) l(A;B; y)= 1p2 dXp=1 �hep; AtekiA�p + hAtek; epiAp� l(A;B; y)= 1p2 dXp=1 �hep; Atekiplp + 1 l+1p(A;B; y) + hAtek; epiplp l�1p(A;B; y)�:Ainsi Ml;m+1k;j(A) est égal à1p2 dXp=1 �hep; Atekiplp + 1Ml+1p;m;j(A) + hAtek; epiplpMl�1p;m;j(A)�: (3.21)Or, si jm + 1kj + jl � jj = jmj � jl � jj + 1 est stri
tement négatif ou impair,jmj � jl+1p � jj = jmj � jl� jj � 1 et jmj � jl� 1p � jj = jmj � jl� jj � 1 sont demême nature, 
e qui permet de 
on
lure ;4. Cela dé
oule de la formule (3.21). �



3.2. Fon
tions de Hermite 673.2.8 Produit s
alaire de deux fon
tions de HermiteOn dispose de deux résultats : les Propositions 4 et 7 de [HagRob98℄ et le Lemme 3.4de [HagRob99℄. On va rappeler l'énon
é du premier de 
es résultats puisqu'on en aurabesoin au Chapitre 5.Proposition 3.12 Soient (Aj ; Bj ; ~; aj ; �j) 2 �C 2 � R�+ � R2� tel que AjBj+BjAj = 2(pour j = 1; 2) et l; k 2 N, alors on ah'l(A1; B1; ~; a1; �1; �); 'k(A2; B2; ~; a2; �2; �)i =A1�1=2A�1=22qB1A�11 +B2A�12 (B1A2 +A1B2)� l+k2p2l+k�1l!k! min(l;k)Xj=0 "Cjl Cjkj!4j�(A1B2 �B1A2) l�j2 Hl�j  �~�1=2 B2(a1 � a2) + iA2(�1 � �2)pA1B2 �B1A2pB1A2 +A1B2!�(B1A2 �A1B2) k�j2 Hk�j  ~�1=2 B1(a1 � a2)� iA1(�1 � �2)pB1A2 �A1B2pB1A2 +A1B2!#� exp0��1~ hB1(a1 � a2)� iA1(�1 � �2)ihB2(a1 � a2) + iA2(�1 � �2)i2(B1A2 +A1B2) 1A� exp� i~ (�1 + �2)(a1 � a2)2 � :Remarques 3.91. Le membre de droite de l'égalité ne dépend que du 
hoix des ra
ines 
arrées 
omplexes deA1 et A2 (tout 
omme le membre de gau
he).2. La preuve que l'on propose i
i né
essite le Corollaire 3.17 du Théorème 3.16.Preuve 
f. Annexe A.2. �3.2.9 Variation des fon
tions de Hermite ave
 les paramètres A;B et aOn donne i
i deux résultats qui nous seront utiles au Chapitre 4 dans toute la Se
-tion 4.9 pour le premier et plus pré
isément en Se
tion 4.9.2 pour le se
ond.Proposition 3.13 Soit (A0; B0) 2 V �xé, alors il existe un voisinage ouvert U de(A0; B0) dans V tel que si (A;B) 2 U , on ak'l(A;B; ~; a; 0; �) � 'l(A0; B0; ~; a0; 0; �)k = O�kA�A0k+ kB �B0k+ ka� a0kp~ �dans L2(Rd ; C ).Remarque 3.10 Ce résultat a déjà été énon
é dans [HagJoye98℄ (
f. Lemme 3.1) mais la preuvequi y est proposée n'est pas valide. En e�et, l'idée de 
ette preuve est d'utiliser le fait que lamatri
e B n'intervient que dans la partie gaussienne du paquet d'onde et que la Proposition 3.5é
hange le r�le de A et de B. Malheureusement, 
es deux observations ne permettent pas dedé
oupler le 
omportement en A et en B 
ar les Propositions 3.5 et 3.9 ne sont valides que pour(A;B) 2 V (ou une sous-variété légérement plus grande mais en tout 
as pas un ouvert) et mêmeune variation in�nitésimale de (A0; B0) du type (A0; B0 + tB0) ne reste pas sur la variété V .



68 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.Preuve Dans le 
as d = 1, il su�t d'e�e
tuer des développements limités dans laformule expli
ite de la Proposition 3.12. Le 
as général est moralement identique maisave
 des 
al
uls en
ore plus lourds que nous n'avons pas tenu à expli
iter i
i ( !). �Proposition 3.14 Soient (A;B) 2 V et S 2 Symd(R), alors pour tout l 2 Nd et touty 2 Rd , on a  l(A;B + iSA; y) = exp��ihy; Syi2 � l(A;B; y):Remarque 3.11 (A;B + iSA) 2 V 
onformément au 
inquième point des Remarques 3.1Preuve Le résultat est évident pour jlj = 0 et la Proposition 3.9 permet de traiterle 
as général puisque la partie polyn�miale ne dépend pas de la matri
e B. �3.2.10 Tron
ature des fon
tions de Hermite autour du point de lo
a-lisationPour mieux mettre en valeur la lo
alisation évoquée en Se
tion 3.2.3, on va tronquernos paquets d'onde en introduisant un deuxième paramètre 
 > 0 de façon à 
onserveruniquement les points de la boule de rayon 2p~=
 autour du point de lo
alisation. Onmet 
i-après en éviden
e le fait qu'en manipulant les paquets d'onde tronqués plut�t que
eux initiaux on 
ommet une erreur exponentiellement petite en 
, don
 en ~ si on 
hoisit
 
omme une fon
tion de ~. Cette méthode de tron
ature est essentiellement te
hniquedans les situations où il n'y a pas de 
roisement de niveaux 
omme mentionné dans ledeuxième point des Remarques 3.16 et le premier des Remarques 4.1 du Chapitre 4.Par 
ontre, elle s'avérera parti
ulièrement 
ru
iale en situation de presque 
roisement ou
roisement aux Chapitres 4 (
f. Lemme 4.5) et 5 (
f. Se
tion 5.3).On se donne F 2 C1(R; [0; 1℄) telle que F (x) = 1 pour x 6 1 et F (x) = 0 pourx > 2. Pour n > 0, on note Mn = k(1� F )(n)k1.Par ailleurs, pour n > 0, k > 0 entiers, 
 2℄0; 1[ et (A;B) 2 V, on poseM
n (k;A;B) = maxjlj=k k(1 � F )(n)(
kyk) l(A;B; y)kL2(Rd;C ) ;MD
n(k;A;B) = maxjlj=k k(1� F )(n)(
kyk)ry l(A;B; y)kL2(Rd;Cd ):Proposition 3.15 Pour n > 0, k > 0 entiers, 
 2℄0; 1[ et (A;B) 2 V, on a les majora-tions suivantesM
n (k;A;B) 6 0� kXj=0Cjk(p2
kAk)jMn+j1A� 2p� kjAjk�d=2 
d=2e�dkjAjk�2
�2=2; (3.22)MD
n(k;A;B) 6 d2kBkrk + 12 [M
n (k + 1; A;B) +M
n (k � 1; A;B)℄: (3.23)De plus, il existe un 
hoix parti
ulier de F pour lequel il existe une 
onstante C > 0 telleque 8n 2 N; Mn 6 C �3ne �n n!: (3.24)Remarque 3.12 On pré
ise i
i expli
itement la dépendan
e en k de l'estimation pour donnerune idée du genre de résultat qu'on peut espérer obtenir en superposant des paquets d'onde(
f. quatrième point des Remarques 3.16).Preuve 
f. Annexe A.3. �



3.3. Équation de S
hrödinger ave
 hamiltonien quadratique 693.3 Équation de S
hrödinger ave
 hamiltonien quadratiqueLe résultat fondamental de 
ette se
tion est le Théorème 3.16 qui donne l'évolutionen temps d'un paquet d'onde gaussien gouverné par une équation de S
hrödinger ave
hamiltonien quadratique en position et en impulsion.3.3.1 Dé�nition de l'hamiltonien et de l'équation de S
hrödingerDé�nition 3.5 On se donne I un intervalle ouvert de R, t0 2 I, �, 
 2 C0(I;Symd(R)),� 2 C0(I;Md(R)), �, � 2 C0(I;Rd ) et � 2 C0(I;R). On 
onsidère alors l'hamiltonienquadratique H[�; �; 
; �; �; �℄(x; p; t) (où on a noté (v; w) =Pdk=1 vkwk pour v; w 2 C d)donné par12 [(p; �(t)p) + (p; �(t)x) + (�(t)x; p) + (x; 
(t)x)℄ + (�(t); p) + (�(t); x) + �(t): (3.25)On 
her
he alors à résoudre l'équation de S
hrödinger suivantei~ ��t ~(t; x) = H[�; �; 
; �; �; �℄(x; p~;x; t) ~(t; x) (3.26)où l'hamiltonien est 
onsidéré 
omme opérateur agissant sur S(Rd ; C ).3.3.2 Équations d'évolution des paramètresOn 
onsidère le système d'équations di�érentielles ordinaires suivant8>>>><>>>>: _a(t) = �(t)a(t) + �(t)�(t) + �(t)_�(t) = �
(t)a(t) � �t(t)�(t) � �(t)_A(t) = �(t)A(t) + i�(t)B(t)_B(t) = i
(t)A(t) � �t(t)B(t)_S(t) = 12 (�(t); �(t)�(t)) � 12(a(t); 
(t)a(t)) � (�(t); a(t)) � �(t): (3.27)La linéarité des deux premiers 
ouples du système et le fait que la dernière équationsoit résolue en S donnent bien sûr l'existen
e globale (sur tout I) de la solution asso
iéeà toute 
ondition initiale (a(t0); �(t0); A(t0); B(t0); S(t0)).Remarque 3.13 On notera que si (A(t0); B(t0)) 2 V , les équations d'évolution et le fait que�; �; 
; �; � et � soient à valeurs ve
torielles réelles donnent que, pour tout temps t dans I ,(A(t); B(t)) 2 V .3.3.3 Résolution de l'équationThéorème 3.16 Soient �, 
 2 C0(I;Symd(R)), � 2 C0(I;Md(R)), �, � 2 C0(I;Rd ) et� 2 C0(I;R). On se donne des 
onditions initiales (a(t0); �(t0); A(t0); B(t0); S(t0)) tellesque (A(t0); B(t0)) 2 V et on 
onsidère (a(t); �(t); A(t); B(t); S(t)) la solution de (3.27)asso
iée à 
es 
onditions initiales. Alors, pour tout multi-indi
e l 2 Nd , ~;l(t; �) = e i~S(t)'l(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); �)(où le 
hoix de la ra
ine 
arrée 
omplexe dans (3.8) ou (3.9) est fait de manière 
ontinueen t) véri�e l'équation de S
hrödinger (3.26) ave
 l'hamiltonien (3.25).Preuve 
f. Annexe A.4. �



70 3. Fon
t. de Hermite et éq. de S
hrödinger s
al.Corollaire 3.17 Il existe un unique propagateur unitaire U(t; s) : S(Rn ; C ) ! S(Rn ; C )asso
ié à l'équation de S
hrödinger (3.26) ave
 l'hamiltonien dépendant du temps (3.25)tel que pour toute solution (a(t); �(t); A(t); B(t); S(t)) du système (3.27) (dont les 
ondi-tions initiales véri�ent (A(t0); B(t0)) 2 V) et pour tout multi-indi
e l 2 Nd ,U(t; s)e i~S(s)'l(A(s); B(s); ~; a(s); �(s); �) = e i~S(t)'l(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); �):Remarque 3.14 U(t; s) se prolonge par 
ontinuité à L2(Rd ; C ).Corollaire 3.18 Soit H~ = �~22 �x + V (x)un opérateur de S
hrödinger où le potentiel V (x) est quadratique en x.Soit (a(t); �(t); A(t); B(t); S(t)) la solution du système8>>>><>>>>: _a(t) = �(t)_�(t) = �rxV (a(t))_A(t) = iB(t)_B(t) = iHessxV (a(t))A(t)_S(t) = 12k�(t)k2 � V (a(t)) (3.28)de 
ondition initiale (a(t0); �(t0); A(t0); B(t0); S(t0)) telle que (A(t0); B(t0)) 2 V. Alors,pour tout multi-indi
e l 2 Nd , ~;l(t; �) = e i~S(t)'l(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); �)véri�e l'équation de S
hrödinger i~ ��t = H~ : (3.29)Remarques 3.151. (a; �) représente la traje
toire 
lassique dans l'espa
e des phases, quant à (A;B), il nedépend que du �ot 
lassique linéarisé 
ar de manière plus expli
ite on aA(t) = �a(t)�a(t0)A(t0) + i �a(t)��(t0)B(t0)B(t) = �i ��(t)�a(t0)A(t0) + ��(t)��(t0)B(t0)et S est l'intégrale d'a
tion. Ainsi on voit que, dans la situation quadratique, la 
onnais-san
e des quantités 
lassiques et un étalement bien 
hoisi par des gaussiennes permet derésoudre exa
tement le problème quantique asso
ié.2. H~ est toujours 
onsidéré 
omme opérateur sur S(Rd ; C ).3.4 Solutions appro
hées de l'équation de S
hrödingerDonnons maintenant, sans rappel de preuve, un résultat énon
é dans [Hagedorn98℄qui donne le premier ingrédient de l'approximation de Born-Oppenheimer : l'ajustementlent du mouvement des noyaux gouverné par le potentiel asso
ié à un niveau d'énergieéle
tronique (il s'agit en quelque sorte de �Born-Oppenheimer à un niveau�).



3.4. Solutions appro
hées de l'équation de S
hrödinger 71Théorème 3.19 Soit V 2 C3(Rd ;R) tel qu'il existe des 
onstantes C1, C2 et M ave
�C1 6 V (x) 6 C2eMx2 .On dé�nit formellement H~ = �~22 �x + V (x). Soit (a(t); �(t); A(t); B(t); S(t)) lasolution du système (3.28) de 
ondition initiale (a(t0); �(t0); A(t0); B(t0); S(t0)) telle que(A(t0); B(t0)) 2 V. On se donne 
l pour tout multi-indi
e l 2 Nd tel que jlj 6 L ave
Pjlj6L j
lj2 = 1. Alors, pour tout � > 0, il existe une 
onstante CL(�) > 0 telle quesupt2[t0��;t0+�℄ k (t; x; ~) �  0(t; x; ~)kL2(Rd;C) 6 CL(�)~1=2où  0(t; x; ~) = exp� i~S(t)� Xjlj6L 
l'l(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); x)et où  (t; x; ~) est la solution de l'équation de S
hrödinger (3.29) de 
ondition initiale (t0; x; ~) = exp� i~S(t0)� Xjlj6L 
l'l(A(t0); B(t0); ~; a(t0); �(t0); x): (3.30)Remarques 3.161. Le fait que le potentiel soit supposé uniformément borné inférieurement assure que H~est essentiellement autoadjoint sur C1
 (Rd ; C ) (
f. Théorème X.28 de [ReedSimonII75℄ et
ertains 
ommentaires de la Se
tion 2.3).2. On peut se passer de l'hypothèse sur la 
roissan
e à l'in�ni du potentiel en introduisantdes fon
tions de tron
ature autour de la traje
toire 
lassique.3. Le résultat dé
oule du Lemme 1.3.4. Ave
 plus de régularité sur le potentiel (V de 
lasse CN+2), il existe une version amélioréede 
e théorème où l'erreur est d'ordre ~N=2 (
f. [Hagedorn98℄), dans 
e 
as, on est obligéde faire varier les 
l au 
ours du temps et le système d'équation qui régit leur évolutionfait intervenir les quantités Ml;m;j(A) de la Se
tion 3.2.7, de plus même si les 
onditionsinitiales ne font intervenir que les paquets d'onde ave
 jlj 6 L, au 
ours de l'évolution despaquets d'onde ave
 jlj 6 L+ 3N � 3 apparaissent. En�n, ave
 l'analyti
ité du potentiel,on obtient même des résultats exponentiellement pré
is ave
 superposition éventuelle despaquets d'onde pourvu que la fon
tion d'onde �nale reste su�samment lo
alisée autourde la traje
toire 
lassique (
f. [HagJoye00℄).5. On renvoie à [CombRobert97℄ pour une autre formulation du même genre de résultat àl'aide de la représentation métaple
tique.
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Chapitre 4Approximation deBorn-Oppenheimer dépendante dutemps ave
 presque 
roisementIntrodu
tionL'hamiltonien asso
ié à un système molé
ulaire 
omposé de K noyaux et N � Kéle
trons possède la forme suivanteH(") = � KXj=1 "42Mj�xj � NXj=K+1 12mj�xj +Xi<j Vij(xi � xj)où xj 2 Rl désigne la position de la je parti
ule, "�4Mj (pour 1 6 j 6 K) est la massedu je noyau, mj (pour K + 1 6 j 6 N) est la masse du (j � K)e éle
tron et Vij estun potentiel d'intera
tion entre les ie et je parti
ules. Le r�le du paramètre " est derendre les masses réduites Mj des noyaux d'un ordre de grandeur 
omparable ave
 lesmasses réelles mj des éle
trons : pour des molé
ules réelles, " est petit 
ar les protonset les neutrons qui 
omposent les noyaux atomiques sont 1835 fois plus lourds que leséle
trons. On peut d'ailleurs 
onsulter la Se
tion 1.2.1 [Teufel03℄ pour une dis
ussionplus pré
ise en notant toutefois que le paramètre " qui y est introduit est le 
arré de
elui introduit i
i.Dans la suite, on supposera que Mj = 1 pour 1 6 j 6 K (
e qui est toujours possiblequitte à 
hanger les variables de position xj en pMjxj), on pose d = Kl et on notex = (x1; : : : ; xd) 2 Rd le ve
teur de 
on�guration nu
léaire. Ainsi H(") se dé
ompose enH(") = �"42 �x + h(x): (4.1)où h(x) désigne l'hamiltonien éle
tronique qui dépend paramétriquement de x et dont lades
ription exa
te importe peu pour 
e qui va suivre. Dorénavant, on supposera seule-ment que(H1) h(x) est autoadjoint de domaine �xé D (indépendant de x) dans un espa
e deHilbert séparable H,(H2) la résolvante de h(x) est fortement C3 en x 2 
 où 
 est un ouvert 
onnexe de Rd ,(H3) il existe une 
onstante C 2 R telle que8x 2 
; 8 2 D; h ; h(x) i > �Ck k:



74 4. Approx. de BO dépendante du temps ave
 presque 
roisementComme évoqué dans la Se
tion 2.2, ave
 ~ = "2, l'opérateur (4.1) est d'abord 
onsi-déré sur le domaine D = C2
 (
;H) \ L2(
;D) (4.2)puis étendu en un opérateur autoadjoint en
ore noté H("). On 
her
he alors à étudierl'équation de S
hrödinger dépendante du tempsi"2 ��t = H(") (4.3)pour t dans un intervalle de temps 
ompa
t et où  (t) 2 L2(
;H). Le fa
teur "2 dans lemembre de gau
he 
orrespond à un 
hoix parti
ulier de l'é
helle de temps qui fait quetous les termes de l'équation jouent un r�le signi�
atif à l'ordre dominant (
f. [Cole68℄).L'idée de base formulée dans [BornOppen27℄, qui aboutit à l'approximation de Born-Oppenheimer, repose sur le prin
ipe suivant : les éle
trons très légers sont 
onsidérésde manière quantique et ajustent instantanément leur état quantique après toute mo-di�
ation de la 
on�guration nu
léaire, dans le même temps, les noyaux plus lourdset plus lents sont 
onsidérés de manière semi
lassique et subissent un potentiel e�e
tif
orrespondant au niveau d'énergie éle
tronique. La validité de l'approximation dépendalors de manière essentielle du fait que les éle
trons restent dans un état quantique biendéterminé.Dans 
e 
ontexte, l'opérateur (4.1) et l'équation (4.3) ont fait l'objet de nombreusesétudes mathématiques dans diverses situations : re
her
he de solution appro
hée à diversordre en ", étude des résonan
es, ... On pourra 
onsulter l'introdu
tion de [Hagedorn94℄et les Se
tions 1.2.1, 2.3 et 4.2 de [Teufel03℄ qui donnent un peu l'état de l'art sur lesujet à diverses périodes. L'obje
tif de 
e 
hapitre est d'étendre les résultats obtenusdans [HagJoye98℄ sur la propagation de paquets d'onde gaussiens à travers des presque
roisements de type parti
ulier. En 
e qui 
on
erne les 
roisements, on 
itera les résultatsobtenus dans [Colin02℄ et [Colin03℄ par des méthodes géométriques de forme normale et
eux de [Fermanian02℄ et [FermLasser03℄ pour des mesures de Wigner. En�n, pour lespresque 
roisements, on mentionne les travaux ré
ents e�e
tués dans [Colin04℄.Après avoir rappelé l'approximation de Born-Oppenheimer de [Hagedorn86℄ pour unétat éle
tronique isolé dans la Se
tion 4.1, on dé
rit ave
 pré
ision en Se
tion 4.2 le typede presque 
roisement que l'on va être 
apable de traiter. Puis, après avoir fait le lien ave
les résultats du Chapitre 1 et introduit un 
ertain nombre de dé�nitions et notations, onénon
e en�n le théorème prin
ipal de 
e 
hapitre en Se
tion 4.6, le reste du 
hapitre etl'Annexe B étant 
onsa
rés à la preuve de 
e résultat.4.1 Approximation de Born-Oppenheimer4.1.1 Prin
ipe de l'approximation : séparation des variables et é
hellesspatiales multiplesOn suppose i
i qu'en plus de (H1)-(H3), on a(HS) h(x) admet une valeur propre simple E(x) de 
lasse C3 en x 2 
 et située àune distan
e uniformément minorée du reste du spe
tre de h(x).On 
her
he alors une solution de (4.3) qui reste essentiellement dans l'état propreasso
ié à E(x).Pour 
ela, on introduit les quantités 
lassiques déjà évoquées dans le Corollaire 3.18



4.1. Approximation de Born-Oppenheimer 75et qui satisfont le système di�érentiel suivant8>>>><>>>>: _a(t) = �(t)_�(t) = �rxE(a(t))_A(t) = iB(t)_B(t) = iHessxE(a(t))A(t)_S(t) = 12k�(t)k2 �E(a(t)) (4.4)ave
 les 
onditions initiales (à translation près, on suppose que 0 2 
)8>>>><>>>>: a(0) = 0�(0) = �0A(0) = A0B(0) = B0S(0) = 0 (4.5)où a; � et S sont à valeurs réelles et A et B à valeurs matri
ielles 
omplexes, et où biensûr (A0; B0) 2 V.On introduit maintenant une nouvelle variable spatiale y = x�a(t)" (et �y�t = ��(t)" ) eton 
her
he une solution de (4.3) de la forme (t; x; ") = '(t; y; ")�(t; x; ")où '(t; y; ") 2 C et �(t; x; ") 2 H.En terme des variables t; x; y (qu'on 
onsidérera momentanément indépendantes), onest ramené à résoudre i"2 ��t	 = H(t; ")	 (4.6)où H(t; ") = �"42 �x � "3ry:rx � "22 �y + i"�(t):ry +E(a(t) + "y) + hE(x)ave
 hE(x) = h(x)�E(x). On véri�e alors que si 	(t; x; y; ") est solution de (4.6) alors (t; x; ") = 	�t; x; x�a(t)" ; "� est solution de (4.3).En inje
tant 	(t; x; y; ") = '(t; y; ")�(t; x; ") dans (4.6), on a après regroupement de
ertains termes"2i�'�t �+ 'i"2 ���t = �"3ry':rx�+"2 ��12�y + i"�(t):ry + 1"2E(a(t) + "y)�'� + ' ��"42 �x + hE(x)��:On va don
 d'abord 
her
her à résoudrei ��t' = ��12�y + i"�(t):ry + 1"2E(a(t) + "y)�' (4.7)et i"2 ��t� = ��"42 �x + hE(x)��: (4.8)



76 4. Approx. de BO dépendante du temps ave
 presque 
roisement4.1.2 Traitement de l'équation nu
léaire (4.7)Pour simpli�er les é
ritures, on va tout d'abord poserE2℄(u; h) = E(u) + (rxE(u); h) + 12(h;HessxE(u)h)E[3(u; h) = E(u+ h)�E2℄(u; h):On sait résoudre exa
tement (
f. Théorème 3.16)i ��t' = ��12�y + i"�(t):ry + 1"2E2℄(a(t); "y)�'à l'aide des paquets d'onde du Chapitre 3. On travaille ave
 l'hamiltonien quadratiqueH �I; 0;HessxE(a(t));�1" �(t); 1"rxE(a(t)); 1"2E(a(t))� (y; p1;y; t)et on est don
 amené à 
onsidérer le système di�érentiel ordinaire suivant8>>>>>><>>>>>>:
_̂a(t) = �̂(t)� 1"�(t)_̂�(t) = �HessxE(a(t))â(t)� 1"rxE(a(t))_̂A(t) = iB̂(t)_̂B(t) = iHessxE(a(t))Â(t)_̂S(t) = 12k�̂(t)k2 � 1"2E2℄(a(t); "â(t))et on voit fa
ilement que si on se donne les 
onditions initiales8>>>><>>>>: â(0) = 0�̂(0) = 1"�0Â(0) = "A0B̂(0) = "B0Ŝ(0) = 0on a 8>>>><>>>>: â(t) = 0�̂(t) = 1"�(t)Â(t) = "A(t)B̂(t) = "B(t)Ŝ(t) = 1"2S(t):Finalement on peut don
 proposer une solution appro
hée pour (4.7) à savoir'(t; y; ") = exp� i"2S(t)�'l("A(t); "B(t); 1; 0; 1"�(t); y) (4.9)= exp� i"2S(t)�'l(A(t); B(t); "2; a(t); �(t); a(t) + "y) (4.10)= exp� i"2S(t) + i"�(t):y� "�d=2 l(A(t); B(t); y): (4.11)



4.1. Approximation de Born-Oppenheimer 774.1.3 Traitement de l'équation éle
tronique (4.8)Pour résoudre (4.8) à l'ordre dominant, il faut avoir0 = hE(x)�(t; x; "):Par des théorèmes perturbatifs globaux sur les �brés ve
toriels (
f. [Husemoller66℄),on sait que, si 
 est 
ontra
tile, on peut 
onstruire un ve
teur propre unitaire global C3�E(x) asso
iée à la valeur propre E(x).À 
ause de la 
onnexion de Berry (
f. Se
tion 3.4.2 de [Teufel03℄), on va maintenantfaire tourner 
e ve
teur propre en 
hoisissant une phase dépendante du temps pourobtenir un nouveau ve
teur propre �E(t; x) = ei!E(t;x)�E(x) qui satisfait la 
onditiond'orthogonalité suivante (
ondition de transport parallèle)h�E(t; x);� ��t + �(t):rx��E(t; x)i = 0:Ave
 le 
hangement de variable s = t, w = x� a(t), on voit qu'il su�t d'avoir��s ~!E(s; w) = ih�E(a(s) + w); �(s):rx�E(a(s) + w)ioù on a posé ~!E(s; w) = !E(s; a(s) + w) et où le se
ond membre est bien réel (
ark�E(x)k2 = 1 indépendamment de x et en parti
ulier, en dérivant par rapport à x,<h�E(x); �(t):rx�E(x)i = 0).On fait alors dans un premier temps le 
hoix de prendre�(t; x; ") = �E(t; x): (4.12)4.1.4 Forme 
omplète de l'approximation à l'ordre dominant et exten-sion aux ordres suivantsFinalement ave
 	(t; x; y; ") = '(t; y; ")�(t; x; "); (4.13)où ' et � sont données par (4.10) et (4.12), on résout l'équation (4.6) ave
 une erreur�(t; x; y; ") = �i"2 ��t �H(t; ")�	(t; x; y; ")= i"2'(t; y; ")� ��t + �(t):rx��E(t; x)�E[3(a(t); "y)'(t; y; ")�E (t; x)+"42 '(t; y; ")�x�E(t; x)+"3 exp� i"2S(t) + i"�(t):y� "�d=2ry l(A(t); B(t); y):rx�E(x):En anti
ipant les estimations faites plus loin, 
e
i 
onduit, via le Lemme 1.3, à une erreurqui ne tend pas vers 0 ave
 " essentiellement à 
ause du premier terme. Toutefois, ave
le 
hoix de phase de la se
tion pré
édente, 
e terme est orthogonal à la dire
tion quinous intéresse 
e qui va nous être utile pour pousser plus loin la résolution de l'équation.Malheureusement aux ordres suivants, 
ompte tenu du terme mélangeant en "3ry:rx,les problèmes ne se dé
ouplent pas aussi bien qu'à l'ordre dominant. On va maintenant



78 4. Approx. de BO dépendante du temps ave
 presque 
roisement
her
her 	(t; x; y; ") sous la forme d'un Ansatz où on a fa
torisé la phase os
illanteentrevue dans '(t; y; ") i.e. du type	(t; x; y; ") = (4.14)exp� i"2S(t) + i"�(t):y� "�d=2[	0(t; x; y) + "	1(t; x; y) + "2	2(t; x; y) + � � � ℄:De plus, 
ompte tenu de la forme déjà trouvée pour 	0(t; x; y) l(A(t); B(t); y)�E(t; x);on dé
omposera 	k(t; x; y) ainsi	k(t; x; y) = gk(t; y)�E(t; x) + 	?k (t; x; y)où gk(t; y) est L2 en y et 	?k (t; x; y) est orthogonal à �E(t; x) (on notera qu'on a fait le
hoix de ne pas faire dépendre gk de x, 
ar une telle dépendan
e peut être formellementdéveloppée par x = a(t) + "y et don
 envoyée aux ordres suivants en "). L'inje
tionformelle de (4.14) dans (4.6) 
onduit aux premiers ordres en " à� Ordre 0 0 = hE(x)	?0 (t; x; y)� Ordre 1 0 = hE(x)	?1 (t; x; y)� Ordre 2 i ��tg0 = ��12�y +HessxE(a(t))y22 � g0ig0(t; y)� ��t + �(t):rx��E(t; x) = hE(x)	?2 (t; x; y):En s'arrêtant au se
ond ordre et en tenant 
ompte uniquement des termes bien détermi-nés, on a alors (4.13) ave
 
ette fois�(t; x; ") = �E(t; x) + i"2rE(x)� ��t + �(t):rx��E(t; x) (4.15)(où rE(x) désigne la résolvante de h(x) restreinte au sous-espa
e orthogonal à �E(x)prise en E(x)).On notera qu'on peut bien sûr poursuivre 
ette pro
édure si on dispose de plus derégularité sur la famille (h(x)) et on pourra 
onsulter [Hagedorn86℄ ou [HagJoye01℄ pourplus de détails.4.1.5 Estimation de l'erreur à l'ordre 2 et mise en éviden
e de l'e�etexponentiellement petit de la tron
ature autour de la traje
toire
lassiqueAinsi ave
 	(t; x; y; ") donnée par (4.13), (4.10) et (4.15), on résout l'équation (4.6)ave
 une erreur �(t; x; y; ") = [i"2 ��t �H(t; ")℄	(t; x; y; ") qui véri�eexp�� i"2S(t)� i"�(t):y� "d=2�(t; x; y; ") =�E[3(a(t); "y) ~'(t; y)�(t; x; ") + "42 ~'(t; y)�x�(t; x; ")+i"4 ~'(t; y) � ��t + �(t):rx� �rE(x) � ��t + �(t):rx��E(t; x)�+"3ry ~'(t; y):rx�(t; x; ")



4.1. Approximation de Born-Oppenheimer 79où on a posé ~'(t; y) =  l(A(t); B(t); y).Par ailleurs, ave
  (t; x; ") = 	�t; x; x�a(t)" ; "�, on résout l'équation (4.3) ave
 l'er-reur �(t; x; ") = �i"2 ��t �H(")� (t; x; ") = ��t; x; x� a(t)" ; "� :Pour évaluer rigoureusement l'erreur 
ommise, on va tronquer la solution appro
héeainsi 
onstruite autour de la traje
toire 
lassique a(t) a�n de ne pas avoir à 
ontr�ler lesdérivées spatiales et temporelles de �E(t; x) loin de 
ette traje
toire.On 
onsidère don
 une fon
tion de tron
ature F 2 C1(R; [0; 1℄) telle que F (x) = 1si x 6 1 et F (x) = 0 si x > 2.On va alors estimer l'erreur 
ommise dans l'équation (4.6) si on prend la solutionappro
hée 	̂(t; x; y; ") = F (
kyk)	(t; x; y; ") (4.16)(où 
 tend vers 0 su�samment lentement : l'erreur sera d'autant plus petite qu'on feratendre 
 plus lentement vers 0)exp�� i"2S(t)� i"�(t):y� "d=2�̂(t; x; y; ") =exp �� i"2S(t)� i"�(t):y� "d=2F (
kyk)�(t; x; y; ")+"3
 ~'(t; y)F 0(
kyk) ykyk :rx�(t; x; ")+"2
 ykyk :ry ~'(t; y)F 0(
kyk)�(t; x; ")+12"2
2 ~'(t; y)F 00(
kyk)�(t; x; ")+d�12 "2
(x� a(t)) 1kyk2 ~'(t; y)F 0(
kyk)�(t; x; ")�i"
�(t): ykyk ~'(t; y)F 0(
kyk)�(t; x; "):Voyons d'abord que les termes faisant intervenir les dérivées première et se
ondede F auront une 
ontribution exponentiellement petite en " et seront don
 négligeablesvis-à-vis des autres termes d'erreur : ils se majorent par"
 �"2 + d� 12 "+ 1� kF 0 ~'k+ "2
kF 0ry ~'k+ 12"2
2kF 00 ~'kqui sont exponentiellement petits d'après (3.22) et (3.23).Montrons maintenant que les autres termes d'erreur ont une 
ontribution d'ordre "3 :les termes sont tous à 
onsidérer en norme L2 en x où y est 
onsidéré 
omme fon
tionde x mais 
omme ils font tous intervenir un produit d'une fon
tion de y par une fon
tionde x, on peut majorer la norme re
her
hée par le produit des normes (respe
tivement L2et L1) des fon
tions (respe
tivement de y et de x), ainsi



exp�� i"2S(t)� i"�(t):y� "d=2F (
kyk)�(t; x; y; ")



26 "3 

kyk3 ~'

2 




F E(3)6 �




1 + "4k ~'k2 



F �x�2 



1+"4k ~'k2 



F � ��t + �:rx��rE � ��t + �:rx��E�



1+"3kry ~'k2kFrx�k1:D'où �nalement 



��t; x; x� a(t)" ; "�



L2(
;H) = O("3): (4.17)
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 presque 
roisement4.1.6 Énon
é du résultatOn a �nalement le résultat suivant qui donne une justi�
ation mathématique de l'idéede Born-Oppenheimer formulée dans l'introdu
tion et qui est apparu pour la premièrefois dans [Hagedorn86℄.Théorème 4.1 Soient h(x) un hamiltonien qui véri�e les hypothèses (H1)-(H3) et (HS),(a; �;A;B; S) les quantités 
lassiques dé�nies par (4.4)-(4.5) et �E(t; x) le ve
teur propredynamique dé�ni dans la Se
tion 4.1.3. Dans la région bornée �T 6 t 6 T , si on pose 0(t; x; ") = exp�iS(t)"2 �'l(A(t); B(t); "2; a(t); �(t); x)�E(t; x)et si on note  (t; �; ") la solution de l'équation de S
hrödinger (4.3) de 
ondition initiale (0; �; ") =  0(0; �; "), alors il existe une 
onstante positive Cl(T ) telle quesupt2[�T;T ℄ k (t; x; ") �  0(t; x; ")kL2(
;H) 6 Cl(T )"quand " tend vers 0.Remarques 4.11. Si "=
 est su�samment petit, le support de la fon
tion de tron
ature qui intervient dans lapreuve qui pré
ède est toujours in
lus dans 
 , ainsi  0(t; �; ") est un O(1) en norme dansL2(
;H) et on a don
 bien le début d'un développement asymptotique pour  (t; x; ").2. Ave
 plus de régularité sur l'hamiltonien éle
tronique (CN+2), on peut obtenir un résul-tat ave
 une erreur d'ordre O("N ) (
f. [Hagedorn86℄) voire exponentiellement pré
is sil'hamiltonien est analytique (
f. [HagJoye01℄).Preuve On applique le Lemme 1.3 ave
 la solution appro
hée (4.16) (où 	(t; x; y; ")est donnée par (4.13), (4.10) et (4.15)) qui appartient évidemment à D et les estima-tions (4.17). On 
on
lut alors en utilisant que, sur le support de tron
ature, le termed'ordre deux est en O("2) et que le fait de tronquer 
onduit à une erreur exponentielle-ment petite en " 
ompte tenu de la stru
ture des paquets d'onde (
f. Proposition 3.15).�4.2 Rappel sur un presque 
roisement de type IComme dans le Chapitre 1, on va maintenant introduire un paramètre supplémen-taire Æ qui 
orrespondra à la distan
e minimale (en fait la moitié de 
ette distan
e) entredeux valeurs propres de l'hamiltonien éle
tronique bien isolées du reste de son spe
tre.On s'intéresse don
 à la résolution appro
hée de l'équation de S
hrödingeri"2 ��t = H(Æ; ") (4.18)où H(Æ; ") est une extension autoadjointe quel
onque (
f. Se
tion 2.2) de l'opérateur� "42 �x + h(x; Æ) dé�ni sur C2
 (
;H) \ L2(
;D) ave
 h(x; Æ) une famille d'opérateursautoadjoints uniformément bornés inférieurement de domaine �xé D (dans H un espa
ede Hilbert séparable) et dont la résolvante est C3 au sens fort en (x; Æ) 2 
�℄� 2Æ0; 2Æ0[et où 
 est un ouvert de Rd .Dé�nition 4.1 On suppose que h(x; Æ) possède deux valeurs propres EA(x; Æ) et EB(x; Æ)qui dépendent 
ontinûment de (x; Æ) et qui sont uniformément isolées du reste du spe
tre



4.3. Rédu
tion heuristique au 
as adiabatique et prédi
tion à la L-Z 81de h(x; Æ). De plus, on suppose que � := fx 2 
jEA(x; 0) = EB(x; 0)g est réduite à unpoint ou est une sous-variété 
onnexe propre non vide de 
 et que, par ailleurs, pourtout (x; Æ) 2 
� (℄� 2Æ0; 0[[℄0; 2Æ0[) on a EA(x; Æ) 6= EB(x; Æ). On dit alors que h(x; Æ)possède un presque 
roisement en �.Soit P (x; Æ) le proje
teur spe
tral de h(x; Æ) asso
ié à EA(x; Æ) et EB(x; Æ), on posehjj(x; Æ) = h(x; Æ)P (x; Æ).Dans le 
as d'un presque 
roisement de type I (
f. [Hagedorn98'℄ pour la 
lassi�
ationdes presque 
roisements et [HagJoye98℄ pour la forme normale utilisée 
i-dessous dansle 
as de type I), � est de 
odimension 1 et les deux valeurs propres sont simples.Ce type de presque 
roisement arrive, par exemple, pour des molé
ules diatomiques à
ause de la symétrie rotationnelle (le paramètre transverse à � 
orrespond alors à ladistan
e entre les deux atomes). On va désormais supposer que 0 appartient à �, que ladire
tion x1 est normale à � en 0 et que, quitte à 
hanger x en x+ Æu, on a dé
ouplé aupremier ordre l'in�uen
e de x1 et de Æ. On sait alors qu'il existe une base orthonormalef 1(x; Æ);  2(x; Æ)g de P (x; Æ)H qui est C3 sur 
�℄� 2Æ0; 2Æ0[ (il est relativement fa
iled'en 
onstruire une C3 sur un voisinage de (x; Æ) = (0; 0), en reproduisant le pro
édédéjà utilisé dans la Se
tion 1.3 : on 
hoisit une base orthonormée f 1;  2g de P (0; 0)H,on la propage de manière C3 par P (x; Æ), elle reste libre dans un voisinage de (0; 0) et ilsu�t alors de la réorthonormaliser par le pro
édé de S
hmidt ; pour le faire de manièreglobale, il faut une fois en
ore faire appel à des théorèmes sur les �brés ve
toriels) etdans laquelle hjj(x; Æ) a la forme suivantehjj(x; Æ) = h0(x; Æ) +E(x; Æ) (4.19)= � b(x; Æ) 
(x; Æ) + id(x; Æ)
(x; Æ) � id(x; Æ) �b(x; Æ) �+E(x; Æ)où E(x; Æ) = Tr(hjj(x; Æ)), b(x; Æ), 
(x; Æ) et d(x; Æ) sont des fon
tions C3 sur l'ouvert
�℄� 2Æ0; 2Æ0[ qui ont les développements limités suivants8>><>>: b(x; Æ) = rx1 +O(kxk2 + Æ2)
(x; Æ) = rÆ +O(kxk2 + Æ2)d(x; Æ) = O(kxk2 + Æ2)E(x; Æ) = O(1) (4.20)ave
 r > 0. Pour alléger les notations, on posera par ailleurs�(x; Æ) =pb(x; Æ)2 + 
(x; Æ)2 + d(x; Æ)2:4.3 Rédu
tion heuristique au 
as adiabatique et prédi
tionà la Landau-ZenerSi on 
onsidère les noyaux de manière physiquement 
lassique 
omme des parti
ulespurement pon
tuelles suivant, au moins lo
alement, la traje
toire (a(t; Æ); �(t; Æ)) asso
iéeà la valeur propre moyenne E(x; Æ), l'hamiltonien H(Æ; ") devientH(t; Æ) = 12k�(t; Æ)k2 + h(a(t; Æ); Æ)et on est ramené à résoudre l'équation (1.1) ave
 
et hamiltonien dépendant du tempsqui possède un presque 
roisement générique de deux de 
es valeurs propres12k�(t; Æ)k2 +E(a(t; Æ); Æ) � �(a(t; Æ); Æ)
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 presque 
roisementau sens de la Se
tion 1.3. Si on applique le Théorème 1.4 dans 
ette situation, on s'attenddon
 suivant les 
as (Æ � ", Æ = " et Æ � ") à une probabilité de transition formellementdonnée par la formule de Landau-Zener, à savoir dans 
e 
as,exp�� �r�1(0; Æ) Æ2"2�et 
'est exa
tement le résultat donné 
i-après à l'ordre dominant et au premier ordredans le Théorème 4.4.4.4 Asymptotique des quantités 
lassiquesOn pose EC(x; Æ) := E(x; Æ) + �C�(x; Æ)où �A = 1 et �B = �1 et on se donne �0; �0C 2 C0([�Æ0; Æ0℄;R) ave
 �0(Æ) = �0 + O(Æ)et �0C (Æ) = �0 +O(Æ) où �01 > 0. En�n on se donne un 
ouple (A0; B0) dans V.On 
her
he alors à résoudre les systèmes8>>>><>>>>: _a(t; Æ) = �(t; Æ)_�(t; Æ) = �rxE(a(t; Æ); Æ)_A(t; Æ) = iB(t; Æ)_B(t; Æ) = iHessxE(a(t; Æ); Æ)A(t; Æ)_S(t; Æ) = 12k�(t; Æ)k2 �E(a(t; Æ); Æ); (4.21)8>>>><>>>>: _aC(t; Æ) = �C(t; Æ)_�C(t; Æ) = �rxEC(aC(t; Æ); Æ)_AC(t; Æ) = iBC(t; Æ)_BC(t; Æ) = iHessxEC(aC(t; Æ); Æ)AC (t; Æ)_SC(t; Æ) = 12k�C(t; Æ)k2 �EC(aC(t; Æ); Æ) (4.22)ave
 les 
onditions initiales 8>>>><>>>>: a(0; Æ) = 0�(0; Æ) = �0(Æ)A(0; Æ) = A0B(0; Æ) = B0S(0; Æ) = 0; (4.23)8>>>><>>>>: aC(0; Æ) = 0�C(0; Æ) = �0C (Æ)AC(0; Æ) = A0BC(0; Æ) = B0SC(0; Æ) = 0: (4.24)L'existen
e et l'uni
ité de la solution des systèmes pré
édents sont 
lassiquementdonnées par le théorème de Cau
hy-Lips
hitz, de plus ave
 un peu plus de pré
ision, ondispose des asymptotiques suivantes.Proposition 4.2 La solution des systèmes di�érentiels (4.21) et (4.22) de 
onditionintiale respe
tive (4.23) et (4.24) véri�e les asymptotiques suivantesa(t; Æ) = �0(Æ)t �rxE(0; Æ) t22 +O(t3); (4.25)�(t; Æ) = �0(Æ) �rxE(0; Æ)t +O(t2); (4.26)



4.5. Choix des ve
teurs propres 83aC(t; Æ) = �0C (Æ)t �rxE(0; Æ) t22 +O(jtj3 + Æt2)� �C r2�0C1 (Æ) (4.27)�0BBB� 10...0 1CCCA24tq(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2 + Æ2�0C1 (Æ) ln0��0C1 (Æ)t +q(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2Æ 1A� 2Æt35 ;�C(t; Æ) = �0C (Æ)�rxE(0; Æ)t +O(t2 + Æjtj) (4.28)��C r�0C1 (Æ) 0BBB� 10...0 1CCCA�q(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2 � Æ� ;
S(t; Æ) = �12k�0(Æ)k2 �E(0; Æ)� t� �0(Æ):rxE(0; Æ)t2 +O(t3); (4.29)SC(t; Æ) = �12k�0C (Æ)k2 �E(0; Æ)� t� �0C (Æ):rxE(0; Æ)t2 +O(t3 + Æ2t) (4.30)��Cr24tq(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2 + Æ2�0C1 (Æ) ln0��0C1 (Æ)t +q(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2Æ 1A� Æt35 ;AC(t; Æ) = A0 +O(t); (4.31)BC(t; Æ) = B0 + �Cir0BBB� 1 0 � � � 00 0 � � � 0... ... ...0 0 � � � 0 1CCCAA0 Z t0 r3Æ2�(aC(�; Æ); Æ)3 d� +O(jtj+ Æ)

= B0 + �Cir0BBB� 1 0 � � � 00 0 � � � 0... ... ...0 0 � � � 0 1CCCAA0 tq(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2 +O(jtj+ Æ) (4.32)quand t et Æ tendent vers 0 (où, de plus, (4.25), (4.26) et (4.31) sont uniformes en Æ).Remarque 4.2 À partir de maintenant, on omettra de pré
iser la dépendan
e en Æ des fon
tions(a; �; A;B; S) qui nous intéressent a�n d'alléger les é
ritures.Preuve 
f. Annexe B.1. �4.5 Choix des ve
teurs propresComme dans la Se
tion 1.4, on va faire un 
hoix expli
ite de ve
teurs propres a�nde pouvoir 
ontr�ler leurs dérivées (i
i spatiales, temporelles dans le Chapitre 1). Pourles mêmes raisons, on va introduire deux zones 
orrespondant aux deux hémisphèreset tout va se dérouler en gros de la même façon ex
epté la largeur 
ara
téristique despaquets d'onde qui va obliger à introduire des zones de tron
ature et ainsi introduireune 
ondition purement te
hnique qui empê
he de s'appro
her arbitrairement pro
he del'hypersurfa
e de 
roisement indépendamment de ". En e�et, la zone de tron
ature ne
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 presque 
roisementdoit pas ren
ontrer l'hypersurfa
e de 
roisement sinon une partie du paquet d'ondes vadéjà 
ommen
er à vouloir transiter alors que la partie 
entrale de 
e paquet est en
oreloin de la zone de transition.4.5.1 Mise en situation : hypersurfa
e de 
roisement vs zones de tron-
atureOn 
hoisit T > 0 su�samment petit pour avoir les asymptotiques de la Proposi-tion 4.2 (T 6 min(T0; T C0 ) de l'Annexe B.1). On dé�nit pour Æ 2℄� 2Æ0; 2Æ0[,Z�(Æ) = �x 2 
=b(x; Æ) < 12�(x; Æ)� ; Z+(Æ) = �x 2 
=b(x; Æ) > �12�(x; Æ)�les régions où h1(x; Æ) évite une forme diagonale spé
i�que,J(Æ) = �x 2 
=�(x; Æ) > r2qx21 + Æ2�la région où on sait bien 
ontr�ler la taille du �gap�,UC(t; Æ; "; 
) = �x 2 
=kx� aC(t; Æ)k1 6 p2 "
�pour t 2 [�T; T ℄ la boule de tron
ature à l'instant t et �nalementW C�(t; Æ; "; 
) = [s2[�T;t℄UC(s; Æ; "; 
); W C+(t; Æ; "; 
) = [s2[t;T ℄UC(s; Æ; "; 
)les deux tubes disjoints de tron
ature entrant et sortant (le premier sera utilisé pourt < 0 et le se
ond pour t > 0), 
es trois derniers étant représentés sur la Figure 4.1.Par analogie ave
 la Se
tion 1.4.1, on a alors le résultat suivant qui stipule dans quellezone on va être 
apable de 
ontr�ler la taille du �gap� et le 
hoix d'un hémisphère.Proposition 4.3 Il existe une 
onstante M > 0 telle que si le quadruplet (t; Æ; "; 
) estdans [�T; T ℄�℄0; Æ0℄�℄0; 1℄�℄0; 1℄ et véri�e jtj >M "
 , on a, si t < 0,W C�(t; Æ; "; 
) � (Z�(Æ) \ J(Æ));et si t > 0, W C+(t; Æ; "; 
) � (Z+(Æ) \ J(Æ)):De plus, on a aC([�T; T ℄; Æ) � J(Æ)et pour tout x dans UC(t; Æ; "; 
),�(x; Æ) > r2s�02116 t2 + Æ2 > R(jtj+ Æ):Preuve 
f. Annexe B.2. �
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aA(T )
aB(T )

a(t)
aB(�T )

�

p2"=
UB(t; Æ; "; 
)W B�(t; Æ; "; 
)

Fig. 4.1 � Mouvement 
lassique des noyaux à travers la surfa
e de 
roisement.4.5.2 Constru
tion des ve
teurs propresPour (x; Æ) 2 
�℄0; 2Æ0[, on dé�nit les quantités (en omettant les paramètres (x; Æ))B(x; Æ) = b�; C(x; Æ) = 
�; D(x; Æ) = d� ;A(x; Æ) = C + iD;f�(x; Æ) =r1�B2 ; g�(x; Æ) = Ap2(1 �B)pour B(x; Æ) < 1 et f+(x; Æ) =r1 +B2 ; g+(x; Æ) = Ap2(1 +B)pour B(x; Æ) > �1.On dé�nit alors des ve
teurs propres statiques par��A(x; Æ) = g� 1 + f� 2��B (x; Æ) = �f� 1 + g� 2pour B(x; Æ) < 1 et �+A(x; Æ) = f+ 1 + g+ 2�+B (x; Æ) = �g+ 1 + f+ 2
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 presque 
roisementpour B(x; Æ) > �1.Comme dans le Chapitre 1 ou la Se
tion 4.1.3, on va faire tourner 
es ve
teurs propresunitaires de manière dynamique en posant��C(t; x; Æ) = ei!�C(t;x;Æ)��C(x; Æ)pour C = A;B et � = +;� en vue de satisfaire la 
ondition d'orthogonalité suivanteh��C(t; x; Æ);� ��t + �C(t):rx���C(t; x; Æ)i = 0:Ave
 le 
hangement de variable s = t, z = x� aC(t), on voit qu'il su�t d'avoir��s ~!�C(s; z; Æ) = ih��C(aC(s) + z; Æ); �C(s):rx��C(aC(s) + z; Æ)i (4.33)où on a posé ~!�C(s; z; Æ) = !�C(s; aC(s) + z; Æ). En�n, on 
hoisit de manière arbitraire les
onditions initiales !�C (�T; x; Æ) = 0 et !+C (T; x; Æ) = 0.4.6 Enon
é du résultatOn énon
e i
i le prin
ipal résultat de 
e 
hapitre sur la propagation de paquetsd'onde gaussiens à travers un presque 
roisement de 
odimension 1 
omme dé
rit dansla Se
tion 4.2. Tout d'abord, pour abréger les é
ritures, on pose, pour t 2 [�T; T ℄,F'Cl (t; y; "; 
) = F (
kyk) exp�iSC(t)"2 + i�C(t):y" � l(AC(t); BC(t); y):Théorème 4.4 Soit h(x; Æ) un hamiltonien 
omme dans la Se
tion 4.2 et  (t; x; Æ; ") lasolution de l'équation de S
hrödinger asso
iée (4.18) telle que (�T; x; Æ; ") = XC=A;B��C (Æ; ")F'Cl ��T; x� aC(�T )" ; "; 
���C (�T; x; Æ)où j��A(Æ; ")j2 + j��B (Æ; ")j2 = 1, alors on a





 (T; x; Æ; ") � XC=A;B�+C (Æ; ")F'Cl �T; x� aC(T )" ; "; 
��+C (T; x; Æ)





L2(
;H) = o(1)(4.34)où � �+A(Æ; ")�+B (Æ; ") � = S(Æ; ")� ��A(Æ; ")��B (Æ; ") � ;ave
,� si Æ="! 0, S(Æ; ") = � 0 ei!AB(Æ;")ei!BA(Æ;") 0 �� si Æ = ",S(Æ = "; ") = 0BB� ei!A(")e� �r4�01q�r�01 1�(1� ir2�01 ) �ei!AB(")e� �r2�01ei!BA(")e� �r2�01 ei!B(")e� �r4�01q�r�01 1�(1+ ir2�01 ) 1CCA
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roisement 87� si Æ="! +1, S(Æ; ") = � ei!A(Æ;") 00 ei!B(Æ;") �où les di�érentes phases ne dépendent que du 
hoix des phases initiales des ve
teurspropres ��C(t; x; Æ) et sont telles que la matri
e S(Æ; ") est unitaire.De plus, si Æ="! 0 et si Æ="7=5 ! +1, alors, ave
S(Æ; ") = 0� Æ"q�r�01 ei!A(Æ;") q1� �r�01 Æ2"2 ei!AB(Æ;")q1� �r�01 Æ2"2 ei!BA(Æ;") Æ"q�r�01 ei!B(Æ;") 1A ;on a (4.34) en remplaçant le terme d'erreur du se
ond membre par o � Æ"�.Remarques 4.31. Le 
as Æ = " a déjà été traité 
omplétement dans [HagJoye98℄, 
e théorème permet don
de le 
ompléter en l'étendant à d'autres tailles de �gap�.2. Dans [HagJoye99'℄ et toujours ave
 Æ = ", d'autres types de presque 
roisement de 
o-dimension plus grande sont traités. Au prix de la te
hnique, le théorème pré
édent doitpouvoir être étendu à 
es derniers. On notera d'ailleurs que dans le 
as de 
odimension 2,
ompte tenu de la largeur du paquet d'ondes in
ident, le 
entre et les bords de 
elui-
iavaient un 
omportement di�érent puisqu'ils subissaient des tailles di�érentes de �gap�(
hose déjà entrevue pour les 
roisements dans les Figures 1 et 2 et le Théorème 6.3de [Hagedorn94℄ et dans la Se
tion 12 de [Colin02℄ humoristiquement intitulée �the dro-madery be
omes a Ba
trian�).3. La régularité supposée sur h(x; Æ) ne prend pas en 
ompte les singularités de type 
oulom-bienne mais [Hagedorn88℄ et [KleinMartSeilWang92℄ donnent un aperçu de la te
hniquequ'il faudrait utiliser pour intégrer 
ette di�
ulté supplémentaire et ainsi améliorer notrerésultat.Comme dans le Chapitre 1, le reste de 
e 
hapitre va être 
onsa
ré à la preuve de 
ethéorème et la stratégie utilisée est en tout point similaire à 
elle du Théorème 1.4 duChapitre 1.4.7 Loin du temps de 
roisementPar analogie ave
 le Théorème 4.1, on a le résultat suivant.Lemme 4.5 Dans la région entrante �T 6 t 6 �te(Æ; ") < 0, si on pose E(t; x; Æ; ") = XC=A;B��C (Æ; ")F �
 kx� aC(t)k" � exp�iSC(t)"2 �'Cl (t; "; x)��C (t; x; Æ)(4.35)où ��C (Æ; ") = O(1) et si on note  (t; �; Æ; ") la solution de l'équation de S
hrödinger (4.18)de 
ondition initiale  (�T; �; Æ; ") =  E(�T; �; Æ; "), on asupt2[�T;�te℄ k (t; x; Æ; ") �  E(t; x; Æ; ")kL2(
;H) = O�" ln 1te + Æ + "2(te + Æ)2 + "4(te + Æ)3�quand Æ et " tendent vers 0 et où 
(Æ; ") et te(Æ; ") tendent vers 0 et sont tels que"=(te(Æ; ")
(Æ; ")) est borné.
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 presque 
roisementRemarques 4.41. On a bien sûr un résultat analogue dans la région sortante 0 < te(Æ; ") 6 t 6 T enremplaçant  E(t; x; Æ; "), ��C (t; x; Æ) et ��C (Æ; ") par  S(t; x; Æ; "), �+C (t; x; Æ) et �+C (Æ; ")respe
tivement.2. La présen
e dans la formulation du résultat de la fon
tion de tron
ature n'est pas anodineet ne sert pas uniquement pour l'estimation de l'erreur : elle est indispensable 
ar a priori��C (t; x; Æ) n'est pas bien dé�ni au voisinage de l'hypersurfa
e de 
roisement �.3. On a vu qu'il faut 
hoisir T relativement petit pour être sûr que aC(t) n'est pro
he de � quepour t voisin de 0, mais si on peut s'assurer de 
ette hypothèse autrement, le Théorème 4.1permet de traiter le 
ontr�le de l'erreur sur l'intervalle de temps entre � ~T quel
onque �niet �T relativement petit qui pré
ède et ainsi traiter un intervalle de temps plus longpuisque la traversée de la surfa
e de 
roisement ne possède une in�uen
e que lo
alement.4. Contrairement au 
as adiabatique, à 
ause du traitement semi
lassique des noyaux et dela largeur 
ara
téristique des paquets d'onde, le temps te ne peut pas être 
hoisi arbitrai-rement petit indépendamment de ". Ave
 te et Æ �xés stri
tement positifs, on retrouve leterme d'erreur du Théorème 4.1.Preuve 
f. Annexe B.3 �4.8 Au voisinage du temps de 
roisement4.8.1 Forme de l'approximationLemme 4.6 Dans la région intérieure �ti(Æ; ") 6 t 6 ti(Æ; "), si on pose I(t; x; Æ; ") = exp�iS(t) + �(t):(x � a(t))"2 � Xk=1;2 fk � t" ; x� a(t)" ; Æ; "� k(x; Æ)ave
, pour � f1(s; y; Æ; ")f2(s; y; Æ; ") � , respe
tivement8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
 g1(y; Æ; ")e�ir(�01 s22 +sy1)g2(y; Æ; ")eir(�01 s22 +sy1) ! si Æ="! 00B� g1(y; ")D� ir2�01 + g2(y; ")1�i2 q r�01D ir2�01 �1�g1(y; ")1+i2 q r�01D� ir2�01 �1 + g2(y; ")D ir2�01 1CA��(1 + i)q r�01 (�01s+ y1)� si Æ = " g1(y; Æ; ")e�ir Æ" s � g2(y; Æ; ")eir Æ" sg1(y; Æ; ")e�ir Æ" s + g2(y; Æ; ")eir Æ" s ! si Æ="! +1(où gk(y; Æ; ") véri�e dans 
ha
un des 
as les 
ontraintes qu'on mentionne dans la preuvequi suit) et si on note  (t; �; Æ; ") la solution de l'équation de S
hrödinger (4.18) de 
ondi-tion initiale  (0; �; Æ; ") =  I(0; �; Æ; "), alors on asupt2[�ti;ti℄ k (t; x; Æ; ") �  I(t; x; Æ; ")k = 8>>><>>>: O �ti + t3i"2 + tiÆ"2 + t2i" � si Æ="! 0O �ti + t3i"2 + t2i" � si Æ = "O � tiÆ2"2 + t2i Æ"2 + tiÆ + t2iÆ" + t3iÆ"2� si Æ="! +1dans L2(
;H) quand Æ et " tendent vers 0.
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roisement 89Remarques 4.51. I
i la fon
tion de tron
ature n'est pas indispensable à la formulation du résultat puisqueles ve
teurs  k(x; Æ) sont dé�nis partout. Par 
ontre, elle intervient fortement dans l'esti-mation de l'erreur puisqu'on ne sait pas 
ontr�ler les dérivées spatiales de 
es ve
teurs.2. Le 
as Æ = " qui fait apparaître les fon
tions paraboliques 
ylindriques Dn(z) est bien sûrdéjà présent dans [HagJoye98℄ et la preuve donnée peut d'ailleurs s'adapter aux deux autres
as, toutefois 
ela ferait intervenir les fon
tions spé
iales Dn(z) où le paramètre n et lavariable z dépendent simultanément de nos deux petits paramètres Æ et " et l'asymptotiquede telles fon
tions est assez di�
ile à traiter. C'est pourquoi la te
hnique employée i
i pour
es deux 
as sera un peu di�érente et �nalement plus basique dans la mesure où tous lestermes n'ont alors plus le même poids à l'ordre dominant.3. La pro
haine se
tion est 
onsa
rée à la preuve de 
e lemme. Bien que relativement te
h-nique, nous l'avons gardée dans le 
orps du texte 
ar elle 
onstitue le 
oeur de la preuve duThéorème 4.4 puisqu'elle dé
rit expli
itement la traversée de la surfa
e de (presque) 
roi-sement.4. Comme pour le Lemme 1.6, le résultat peut être amélioré jusqu'au premier ordre notam-ment si Æ=" ! 0, les modi�
ations des fon
tions fk sont d'ailleurs mentionnées dans laSe
tion 4.9.2 par les formules (4.48) et (4.49).4.8.2 Preuve du domaine de validité du Lemme 4.6On e�e
tue un 
hangement d'é
helle de temps s = t=", l'équation (4.18) devient alorsi" ��s ̂ = H(Æ; ") ̂où  ̂(s; x; Æ; ") =  ("s; x; Æ; "). On inje
te alors dans 
ette équation la solution appro
hée ̂I(s; x; Æ; ") =F �
 kx� a("s)k" � ei="2[S("s)+�("s):(x�a("s))℄ Xk=1;2 fk �s; x� a("s)" ; Æ; "� k(x; Æ);l'erreur 
ommise est alors, si on omet la 
ontribution des dérivées de la fon
tion detron
ature (qui est exponentiellement petite ave
 un 
hoix 
onvenable des fon
tions gket hk dé�nies plus loin),exp��iS("s)"2 � i�("s):y" � �̂(s; x; y; Æ; ") =Xk=1;2�i"�fk�s (s; y; Æ; ") k(x; Æ) � fk(s; y; Æ; ")h0(x; Æ) k(x; Æ)� (4.36)�Ê1(a("s); Æ; "y) Xk=1;2 fk(s; y; Æ; ") k(x; Æ) (4.37)+"22 Xk=1;2�yfk(s; y; Æ; ") k(x; Æ) (4.38)+i"2 Xk=1;2 fk(s; y; Æ; ")�("s):rx k(x; Æ) (4.39)+"3 Xk=1;2ryfk(s; y; Æ; "):rx k(x; Æ) (4.40)+"42 Xk=1;2 fk(s; y; Æ; ")�x k(x; Æ) (4.41)



90 4. Approx. de BO dépendante du temps ave
 presque 
roisementoù h0(x; Æ) est dé�ni par (4.19).Le premier terme (4.36) donne déjà lieu à une erreur 
onsistante, on va don
 
her
herà le faire disparaître au mieux par un 
hoix judi
ieux des fk, i.e. résoudre de manièreappro
héei" ��s � f1f2 � = � b(a("s) + "y; Æ) (
+ id)(a("s) + "y; Æ)(
� id)(a("s) + "y; Æ) �b(a("s) + "y; Æ) �� f1f2 � :La première erreur 
ommise en ne traitant pas les termes restants (4.37)-(4.41) est alorsen O �"2(1 + kyk2)jfkj+ "3jryfkj+ "2j�yfkj� : (4.42)Compte tenu de (1.3) et de la Proposition 4.2, on est ramené à l'équationi" ��s � f1f2 � = r� �01"s+ "y1 ÆÆ �(�01"s+ "y1) �� f1f2 � : (4.43)La se
onde erreur est alors enO �("2s2 + "2kyk2 + Æ2)jfkj� : (4.44)On distingue alors trois situations :1. Æ=" ! 0 et on est ramené au systèmei ��s � f1f2 � = r� �01s+ y1 00 �(�01s+ y1) �� f1f2 � ;qu'on résout en f1(s; y; Æ; ") = g1(y; Æ; ")e�ir(�01 s22 +sy1)f2(s; y; Æ; ") = g2(y; Æ; ")eir(�01 s22 +sy1)
e qui 
onduit à une erreur supplémentaire enO(Æjfkj) ; (4.45)2. Æ = " et on est ramené de manière exa
te au systèmei ��s � f1f2 � = r� �01s+ y1 11 �(�01s+ y1) �� f1f2 � ;qu'on résout exa
tement à l'aide des fon
tions paraboliques 
ylindriques de Whit-taker Dn(z) (
f. [WhittWatson27℄)f1(s; y; Æ = "; ") =�g1(y; ")D� ir2�01 + g2(y; ")1 � i2 r r�01D ir2�01 �1���(1 + i)r r�01 (�01s+ y1)�f2(s; y; Æ = "; ") =��g1(y; ")1 + i2 r r�01D� ir2�01 �1 + g2(y; ")D ir2�01 ���(1 + i)r r�01 (�01s+ y1)� ;
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roisement 913. Æ=" ! +1 et on est ramené au systèmei ��s � f1f2 � = r� 0 Æ"Æ" 0 �� f1f2 � ;qu'on résout en f1(s; y; Æ; ") = g1(y; Æ; ")e�ir Æ" s � g2(y; Æ; ")eir Æ" sf2(s; y; Æ; ") = g1(y; Æ; ")e�ir Æ" s + g2(y; Æ; ")eir Æ" s:Malheureusement 
ette réalisation appro
hée donne lieu à des termes d'erreur enO � jtj" + t2"2� qu'on ne peut espérer re
oller ave
 la solution en dehors du temps de
roisement 
ompte tenu de la 
ondition "=(t
) borné, on va don
 ra�ner la résolu-tion du système en 
her
hant fk sous la forme d'un développement asymptotiqueen "Æ fk(s; y; Æ; ") = f0k (s; y; Æ; ") + "Æ f1k (s; y; Æ; ") + � � �qu'on inje
te dans (4.43). On va don
 résoudre su

essivementi ��s � f01f02 � = r� 0 Æ"Æ" 0 �� f01f02 �eti ��s � f11f12 � = r� 0 Æ"Æ" 0 �� f11f12 �+ rÆ" � �01s+ y1 00 �(�01s+ y1) �� f01f02 � :Ce qui donne lieu aux solutions appro
hées�f01 + f02 � (s; y; Æ; ") = g1(y; Æ; ")e�ir Æ" s��f01 + f02 � (s; y; Æ; ") = g2(y; Æ; ")eir Æ" s�f11 + f12 � (s; y; Æ; ") =h1(y; Æ; ")e�ir Æ" s � g2(y; Æ; ") ��012 seir Æ" s ���012 "Æ � iy1� sin�rÆ"s����f11 + f12 � (s; y; Æ; ") =h2(y; Æ; ")eir Æ" s + g1(y; Æ; ") ��012 se�ir Æ" s ���012 "Æ + iy1� sin�rÆ"s�� :On s'arrête alors au premier ordre, 
e qui 
onduit à une erreur supplémentaire enO�"2Æ (jsj+ kyk)jf1k j� : (4.46)Dans 
ha
un de 
es 
as, on a1. fk = O(gk);ryfk = O(jrygkj+ jsj:jgkj);�yfk = O(j�ygkj+ jsj:jrygkj+ s2jgkj) ;
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 presque 
roisement2. fk = O(jgj j);ryfk = O (jrygj j+ (1 + jsj+ kyk)jgj j) ;�yfk = O �j�ygj j+ (1 + jsj+ kyk)jrygj j+ (1 + s2 + kyk2)jgj j� ;3. f0k = O (jgj j) ;ryf0k = O (jrygj j) ;�yf0k = O (j�ygj j) ;f1k = O ��jsj+ "Æ + kyk� jgj j+ jhj j� ;ryf1k = O ��jsj+ "Æ + kyk� jrygj j+ jryhj j+ jgj j� ;�yf1k = O ��jsj+ "Æ + kyk� j�ygjj+ j�yhj j+ jrygj j� :Il faudra don
 suivant le 
as imposer les 
onditions :1. gk 2 H2(
) \ (1 + kyk2)�1L2(
) ;2. gk 2 H2(
)\ (1 + kyk2)�1L2(
) et pour le gradient rygk 2 (1 + kyk2)�1=2L2(
) ;3. gk 2 H2(
) \ (1 + kyk2)�3=2L2(
), hk 2 H2(
) \ (1 + kyk2)�1L2(
) et pour lesdérivées rygk 2 (1 + kyk2)�1=2L2(
), �ygk 2 (1 + kyk2)�1=2L2(
) ;et dans tous les 
as, il faudra avoir (1 � F )gk et (1 � F )hk et leurs dérivées spatialesjusqu'au se
ond ordre de norme exponentiellement petite en " pour que la 
ontributionde la fon
tion de tron
ature soit négligeable par rapport aux autres termes d'erreur.On 
on
lut alors par le Lemme 1.3 en sommant, dans 
haque 
as, les erreurs (4.42),(4.44) et (4.45)/(4.46) puis en intégrant par rapport au temps s. �4.9 Le re
ollementOn rappelle seulement qu'on se limite au 
as où ��A(Æ; ") = 0 et ��B (Æ; ") = 1.4.9.1 Asymptotiques des ve
teurs propresDans les deux régimes déjà évoqués dans la se
tion 1.8.2, on dispose des asympto-tiques suivantes.Lemme 4.7 On a, quand Æ, " et t tendent vers 0, pour t < 0,



F �
 kx� aA(t)k" ����A(x; Æ) �  2(x; Æ)�



 = O�jtj+ ����Æt �����



F �
 kx� aB(t)k" ����B (x; Æ) +  1(x; Æ)�



 = O�jtj+ ����Æt ����� ;et pour t > 0,



F �
 kx� aA(t)k" ���+A(x; Æ) �  1(x; Æ)�



 = O�jtj+ ����Æt �����



F �
 kx� aB(t)k" ���+B (x; Æ) �  2(x; Æ)�



 = O�jtj+ ����Æt �����uniformément en 
 6 1, j"=(
t)j 6M et jÆ=tj 6M 0.
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ollement 93Lemme 4.8 On a, quand Æ, " et t tendent vers 0, pour t < 0,




F �
 kx� aA(t)k" �"��A(x; Æ) � p22 ( 1(x; Æ) +  2(x; Æ))#




 = O�Æ + ���� tÆ �����




F �
 kx� aB(t)k" �"��B (x; Æ) � p22 (� 1(x; Æ) +  2(x; Æ))#




 = O�Æ + ���� tÆ ����� ;et pour t > 0,




F �
 kx� aA(t)k" �"�+A(x; Æ) � p22 ( 1(x; Æ) +  2(x; Æ))#




 = O�Æ + ���� tÆ �����




F �
 kx� aB(t)k" �"�+B (x; Æ) � p22 (� 1(x; Æ) +  2(x; Æ))#




 = O�Æ + ���� tÆ ����� ;uniformément en 
 6 1, j"=(
t)j 6M et jt=Æj 6M 0.En�n, l'introdu
tion de la phase dynamique dans les ve
teurs propres ne perturbepas l'asymptotique de manière signi�
ative 
omme le montre le lemme suivant.Lemme 4.9 On a, quand Æ, " et t tendent vers 0, pour C = A;B et � = +;�,



F �
 kx� aC(t)k" �h��C(t; x; Æ) � ei!�C(t;aC(t);Æ)��C(x; Æ)i



 = O� "
 ln 1jtj+ Æ�uniformément en 
 6 1 et j"=(
t)j 6M .Remarques 4.61. Les normes qui interviennent i
i sont 
elles de L1(
;H).2. Les preuves de 
es trois lemmes se trouvent en Annexe B.4.4.9.2 Le presque 
roisement étroit (Æ="! 0) : régime jtj=Æ ! +1.Variation asymptotique du terme de phase semi
lassique On aSC(t)� S(t) = ��0C (Æ) � �0(Æ)� :�0t+O�jtj3 + Æ4t2��r�C "sgn(t) �01t2 + Æ22�01 + Æ2�0C1 (Æ) ln 2�0C1 (Æ)jtjÆ !!� Æt# ;aC(t)� a(t) = ��0C (Æ)� �0(Æ)� t+O�jtj3 + Æ4t2��r�C0BBB� 10...0 1CCCA"sgn(t)2  t2 + Æ22�021 + Æ2�0C1 (Æ)2 ln 2�0C1 (Æ)jtjÆ !!� Æt# ;
�C(t)� �(t) = �0C (Æ)� �0(Æ) � r�C�01 0BBB� 10...0 1CCCA (�01 jtj � Æ) +O�t2 + Æ2jtj� ;
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 presque 
roisement�C(t):(a(t) � aC(t)) = ��0(Æ) � �0C (Æ)� :�0t+O�jtj3 + Æ4t2�+r�C "sgn(t)2  �01t2 + Æ22�01 + Æ2�0C1 (Æ) ln 2�0C1 (Æ)jtjÆ !!� Æt# :D'où,�SC(t) + �C(t):(x � aC(t))�� [S(t) + �(t):(x � a(t))℄= �SC(t)� S(t)�+ �C(t): �a(t)� aC(t)�+ ��C(t)� �(t)� :"y= O�jtj3 + Æ4t2 +�t2 + Æ2jtj� "kyk�+ ��0C (Æ) � �0(Æ)� :"y + r�C"y1� Æ�01 � jtj��r�Csgn(t)2  �01t2 + Æ22�01 + Æ2�0C1 (Æ) ln 2�0C1 (Æ)jtjÆ !! : (4.47)Variation asymptotique des paquets d'onde On aAC(t) = A0 +O(t)BC(t) = B0 + ir�Csgn(t)�01 PA0 +O�jtj+ Æ2t2�= BC0 (sgn(t)) +O�jtj+ Æ2t2�et on note au passage que (A0; BC0 (�)) appartient à V si 
'est le 
as pour (A0; B0), d'où, l�AC(t); BC(t); y + a(t)� aC(t)" � = l(A0; BC0 (sgn(t)); y) +O�jtj+ Æ2t2 + t2" + Æ2" ln ���� tÆ �����en norme L2 en y.Asymptotique de la solution hors 
roisement pour t < 0. E(t; x; Æ; ")= exp�iSB(t)"2 �'l(AB(t); BB(t); "2; aB(t); �B(t); x)��B (t; x; Æ)= �e i"2 [S(t)+�(t):(x�a(t))℄�ir��01 t22"2+ t"y1� l �A0; BB0 (�); x� a(t)" � ei!�B (t;aB(t);Æ) 1(x; Æ)� [1 +O (e'(t; Æ; "; 
) + e (t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; ") + e!(t; Æ; "; 
))℄où e'(t; Æ; "; 
) = jtj3"2 + t2"
 + Æ2"2 ln ���� tÆ ����+ Æ"
 ; e (t; Æ; ") = jtj+ Æ2t2 + t2" + Æ2" ln ���� tÆ ���� ;e�(t; Æ) = jtj+ Æjtj ; eE(t; ") = " ln ����1t ����+ "2t2 + "4jtj3 ; e!(t; Æ; "; 
) = Æ"
jtj + "
 ln ����1t ����sont les erreurs 
ommises sur, respe
tivement, la phase S(t)+ �(t):(x�a(t)), la fon
tionde Hermite  l, la fon
tion propre ��B (x; Æ) (
f. Lemme 4.7), la solution appro
hée globale(
f. Lemme 4.5) et la phase 
orrigée !�B (t; x; Æ) (
f. Lemme 4.9).
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ollement 95Asymptotique de la solution pendant le 
roisement. ̂I(s; y; Æ; ") = exp�iS("s)"2 + i�("s):y" �� Xk=1;2 gk(y; Æ; ")e(�1)k ir(�01 s22 +sy1) k(a("s) + "y; Æ) [1 +O (eI("s; Æ; "))℄où eI(t; Æ; ") = jtj+ jtj3"2 + jtjÆ"2 + t2" est l'erreur donnée par le Lemme 4.6.Re
ollement pour t < 0. Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdent àO (e'(t; Æ; "; 
) + e (t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; ") + e!(t; Æ; "; 
) + eI(t; Æ; "))près à 
ondition de 
hoisirg1(y; Æ; ") = � l(A0; BB0 (�); y)ei!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ)g2(y; Æ; ") = 0:Asymptotique de la solution hors 
roisement pour t > 0. S(t; x; Æ; ") = XC=A;B�+C (Æ; ") exp�iSC(t)"2 �'Cl (t; "; x)�+C (t; x; Æ)a pour asymptotiquee i"2 [S(t)+�(t):(x�a(t))℄ [1 +O (e'(t; Æ; "; 
) + e (t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; ") + e!(t; Æ; "; 
))℄� X(C;k)=(A;1);(B;2)�+C (Æ; ")e(�1)k ir��01 t22"2+ t" y1� l �A0; BC0 (+); x� a(t)" � ei!+C (t;aC(t);Æ) k(x; Æ):Re
ollement pour t > 0. Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdentave
 la même erreur que pour t < 0 à 
ondition de 
hoisir�+A(Æ; ") = ei[!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ)�!+A(tr(Æ;");aA(tr(Æ;"));Æ)℄�+B (Æ; ") = 0:L'erreur 
ommise est alors en o(1) si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") 2 [te(Æ; "); ti(Æ; ")℄ et
 = 
(Æ; ") tendant vers 0 ave
Æ; "
 � t� "2=3;p"
; "2Æ et "1=3; Æ" � 
 � 1qui est bien une zone non vide.Complément pour faire le re
ollement au premier ordre. En 
hoisissant�0C (Æ) = �0(Æ)� r�C�01 0BBB� 10...0 1CCCA Æ;



96 4. Approx. de BO dépendante du temps ave
 presque 
roisementon rempla
e l'erreur en Æ"
 dans e'(t; Æ; "; 
) par Æ2"
jtj (
f. (4.47), mais surtout on garantitla 
onservation de l'énergie totale à l'origine au premier ordre"k�0A(Æ)k22 �EA(0; Æ)# � "k�0B(Æ)k22 �EB(0; Æ)# = O(Æ2)) ;on ra�ne la résolution de (4.43) en prenantf1(s; y; Æ; ") = (4.48)e�ir(�01 s22 +sy1) �g1(y; Æ; ") + Æ" �h1(y; Æ; ") � irg2(y; Æ; ")Z s�1 eir(�01�2+2�y1)d���f2(s; y; Æ; ") = (4.49)eir(�01 s22 +sy1) �g2(y; Æ; ") + Æ" �h2(y; Æ; ") + irg1(y; Æ; ")Z s�1 e�ir(�01�2+2�y1)d���ave
 gk; hk 2 H2(
)\ (1+kyk2)�1L2(
), ainsi on rempla
e le terme d'erreur en jtjÆ"2 danseI(t; Æ; ") par Æ2" ; le re
ollement pour t < 0 est possible si on 
hoisitg1(y; Æ; ") = � l(A0; BB0 (�); y)ei!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ)g2(y; Æ; ") = 0h1(y; Æ; ") = 0h2(y; Æ; ") = 0 ;le re
ollement pour t > 0 est possible (l'identité l(A0; BB0 (�); y) = exp��i r�01 y21� l(A0; BB0 (+); y)provient du Lemme 3.14) si on 
hoisit�+A(Æ; ") = ei[!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ)�!+A(tr(Æ;");aA(tr(Æ;"));Æ)℄q1� j�+B (Æ; ")j2�+B (Æ; ") = �Æ"r�r�01 ei�4 ei[!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ)�!+B (tr(Æ;");aB(tr(Æ;"));Æ)℄et l'erreur 
ommise est alors en o( Æ") si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") et 
 = 
(Æ; ") tendantvers 0 ave
Æ; "
 ; "4Æ ; "3=2Æ1=2 ; "5=3Æ1=3 � t� Æ1=3"1=3;pÆ
; Æ" et "2=3Æ1=3 ; "10=3Æ5=3 ; "3Æ2 ; "8Æ3 ; "2Æ ; Æ � 
 � 1qui est bien une zone non vide si on a la 
ondition supplémentaire Æ="7=5 ! +1 (la
ondition limite naturelle serait Æ="2 ! +1, si on veut que le terme attendu du premierordre en O �Æ"� ne soit pas masqué par l'erreur en O(") du Théorème 4.1, la 
onditionte
hnique provient en fait de la mé
onnaissan
e de l'opérateur h0(x; Æ) au se
ond ordre).4.9.3 Le presque 
roisement 
ritique (Æ = ") : régime jtj="! +1On reprend en fait i
i les 
al
uls faits dans [HagJoye98℄.



4.9. Le re
ollement 97Variation asymptotique du terme de phase semi
lassique On a�SC(t) + �C(t):(x � aC(t))�� [S(t) + �(t):(x � a(t))℄ =O�jtj3 + "4t2 +�t2 + "2jtj� "kyk+ "3�+ ��0C (")� �0(")� :"y + r�C"y1� "�01 � jtj��r�Csgn(t)2 ��01t2 + "2�01 �12 + ln(2�01)�+ "2�01 ln ���� t" ����� :Variation asymptotique du paquet d'onde On aAC(t) = A0 +O(t)BC(t) = B0 + ir�Csgn(t)�01 PA0 +O�jtj+ "2t2�= BC0 (sgn(t)) +O�jtj+ "2t2�et on note en
ore que (A0; BC0 (�)) appartient à V si 
'est le 
as pour (A0; B0), d'où, l�AC(t); BC(t); y + a(t)� aC(t)" � = l(A0; BC0 (sgn(t)); y) +O�jtj+ "2t2 + t2" + " ln ���� t" �����en norme L2 en y.Asymptotique de la solution hors 
roisement pour t < 0. Si on 
hoisit�0C (") = �0(")� "r�C�01 0BBB� 10...0 1CCCA ;on a  E(t; x; Æ; ") = �e i"2 [S(t)+�(t):(x�a(t))℄e�ir��01 t22"2+ t"y1+ 14�01 (1+2 ln(2�01))+ 12�01 lnj t" j�� l�A0; BB0 (�); x� a(t)" � ei!�B (t;aB(t);") 1(x; ")[1 +O (e'(t; "; 
) + e (t; ") + e�(t; ") + eE(t; ") + e!(t; "; 
))℄où e'(t; "; 
) = jtj3"2 + t2"
 + "
jtj ; e (t; ") = jtj+ "2t2 + t2" + " ln ���� t" ���� ;e�(t; ") = jtj+ "jtj ; eE(t; ") = " ln ����1t ����+ "2t2 + "4jtj3 ; e!(t; "; 
) = "2
jtj + "
 ln ����1t ����dé
rivent les mêmes erreurs que dans le 
as du presque 
roisement étroit.
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 presque 
roisementAsymptotique de la solution pendant le 
roisement pour t < 0. ̂I(s; y; Æ; ") = e i"2 (S("s)+�("s):"y)� ir2�01 (�01s+y1)2 [1 +O (eI("s; ") + eD("s; "; 
))℄� Xk=1;2 gk(y; ")e(�1)k ir2�01 (ln jsj+ 12 ln(2r�01)+i�4 ) k(a("s) + "y; ")où eI(t; ") = jtj+ jtj3"2 + t2" est l'erreur donnée par le Lemme 4.6 et eD(t; "; 
) = "
jtj 
elle
orrespondant aux asymptotiques des fon
tions paraboliques 
ylindriques quand s tendvers l'in�ni (
f. [WhittWatson27℄).Re
ollement pour t < 0. Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdent àO (e'(t; "; 
) + e (t; ") + e�(t; ") + eE(t; ") + e!(t; "; 
) + eI(t; ") + eD(t; "; 
))près à 
ondition de 
hoisirg1(y; ") = � l(A0; BB0 (�); y)ei!�B (�tr(");aB(�tr("));")e� �r8�01 e ir2�01 (y21� 12+ 12 ln r)g2(y; ") = 0:Asymptotique de la solution pendant le 
roisement pour t > 0 ave
 le 
hoix
i-dessus. ̂I(s; y; Æ; ") = e i"2 (S("s)+�("s):"y)g1(y; ") [1 +O (eI("s; ") + eD("s; "; 
))℄� Xk=1;2 e(�1)k ir2�01 [(�01s+y1)2+ln jsj+ 12 ln(2r�01)℄�k k(a("s) + "y; ")où �1 = e� 3�r8�01�2 = e� �r8�01 ei�4r�r�01 1�(1 + ir2�01 ) :Asymptotique de la solution hors 
roisement pour t > 0. S(t; x; Æ; ") = e i"2 (S(t)+�(t):(x�a(t)))� X(C;k)=(A;1);(B;2)�+C (Æ = "; ")e(�1)k ir�(t;y;") l �A0; BC0 (+); x� a(t)" � ei!+C (t;aC(t);") k(x; ")� [1 +O (e'(t; "; 
) + e (t; ") + e�(t; ") + eE(t; ") + e!(t; "; 
))℄où �(t; y; ") = �01 t22"2 + t"y1 + 14�01 �1 + 2 ln(2�01)�+ 12�01 ln �� t"��.Re
ollement pour t > 0. Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdentave
 la même erreur que pour t < 0 à 
ondition de 
hoisir�+A(Æ = "; ") = �ei[!�B (�tr(");aB(�tr("));")�!+A(tr(");aA(tr("));")℄e ir4�01 ln(2�01)e� �r2�01�+B (Æ = "; ") = �ei[!�B (�tr(");aB(�tr("));")�!+B (tr(");aB(tr("));")℄ei�4 e� ir2�01 (1+ 12 ln(2�01)�ln r)�r�r�01 1�(1 + ir2�01 )e� �r4�01 :



4.9. Le re
ollement 99L'erreur 
ommise est alors en o(1) si on peut 
hoisir t = tr(") 2 [te(Æ = "; "); ti(Æ = "; ")℄et 
 = 
(") tendant vers 0 ave
"
 � t� "2=3;p"
 et "1=3 � 
 � 1qui est bien une zone non vide.De plus, l'erreur est même en O("q) pour tout q 2℄0; 14 [ (si on 
hoisit tr(") = "3=4 et
(") = "p ave
 p très pro
he de 0, l'erreur est en O("1=4�p + "1�p ln ")).4.9.4 Le presque 
roisement large (Æ="! +1) : régime jtj=Æ ! 0.Variation asymptotique du terme de phase semi
lassique On aSC(t)� S(t) = ��0C (Æ) � �0(Æ)� :�0t+O�Æ2jtj+ t4Æ2�� r�C "�021 t33Æ + Æt# ;
aC(t)� a(t) = ��0C (Æ) � �0(Æ)� t� r�C�016 0BBB� 10...0 1CCCA t3Æ +O�Æ2jtj+ t4Æ2� ;
�C(t)� �(t) = �0C (Æ)� �0(Æ) � r�C�012 0BBB� 10...0 1CCCA t2Æ +O�Æjtj+ t4Æ3� ;

�C(t): �a(t)� aC(t)� = ��0(Æ) � �0C (Æ)� :�0t+ r�C �021 t36Æ +O�Æ2jtj+ t4Æ2� :D'où,�SC(t) + �C(t):(x � aC(t))�� [S(t) + �(t):(x � a(t))℄ = �r�C �Æt+ �021 t36Æ + �01 t2"2Æ y1�+��0C (Æ) � �0(Æ)� :"y +O �Æ2jtj+ t4Æ2 + � t4Æ3 + Æjtj� "kyk�et on fait disparaître le dernier terme qui donnerait lieu à une erreur d'ordre O( Æ"
 )en 
hoisissant �0B(Æ) = �0(Æ) (
e qui revient à dire qu'on anti
ipe le fait que seul leniveau EB(x; Æ) va importer et qu'en 
onséquen
e la dynamique 
lassique �moyenne�est 
hoisie ave
 les mêmes 
onditions initiales que 
elles du niveau EB(x; Æ), quant à ladynamique 
lassique du niveau EA(x; Æ), elle ne va en fait jamais intervenir par la suite) ;Variation asymptotique du paquet d'onde On aAC(t; Æ) = A0 +O(t)BC(t; Æ) = B0 +O�jtj+ Æ + jtjÆ � ;



1004. Approx. de BO dépendante du temps ave
 presque 
roisementd'où,  l�AC(t); BC(t); y + a(t)� aC(t)" � = l(A0; B0; y) +O�jtj+ Æ + jtjÆ + Æ2jtj" + jtj3Æ" �en norme L2 en y.Asymptotique de la solution hors 
roisement pour t < 0. E(t; x; Æ; ") = exp�iSB(t)"2 �'l(AB(t); BB(t); "2; aB(t); �B(t); x)��B (t; x; Æ)a pour asymptotiquee i"2 [S(t)+�(t):(x�a(t))℄eir Æ" t" l�A0; B0; x� a(t)" � ei!�B (t;aB(t);Æ)p22 [� 1(x; Æ) +  2(x; Æ)℄� [1 +O (e'(t; Æ; "; 
) + e (t; "; 
) + e�(t; Æ) + eE(t; ") + e!(t; Æ; "; 
))℄où e'(t; Æ; "; 
) = Æ2jtj"2 + jtj3Æ"2 + t2Æ"
 + Æjtj"
 ; e (t; Æ; ") = jtj+ Æ + jtjÆ + Æ2jtj" + jtj3Æ" ;e�(t; Æ) = Æ + jtjÆ ; eE(t; ") = " ln 1Æ + "2Æ2 ; e!(t; Æ; "; 
) = Æ"
jtj + "
 ln 1Ædé
rivent les mêmes erreurs que dans le 
as du presque 
roisement étroit.Asymptotique de la solution pendant le 
roisement. ̂I(s; y; Æ; ") = e i"2 S("s)+ i"�("s):y [1 +O (eI("s; Æ; "))℄� hg1(y; Æ; ")e�ir Æ" s( 1 +  2) + g2(y; Æ; ")eir Æ" s(� 1 +  2)i (a("s) + "y; Æ)où eI(t; Æ; ") = Æ2jtj"2 + jtjÆ + t2Æ" + jtj3Æ"2 est l'erreur donnée par le Lemme 4.6.Re
ollement pour t < 0. Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdent àO (e'(t; Æ; "; 
) + e (t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; ") + e!(t; Æ; "; 
) + eI(t; Æ; "))près à 
ondition de 
hoisirg1(y; Æ; ") = 0g2(y; Æ; ") = p22  l(A0; B0; y)ei!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ):
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ollement 101Asymptotique de la solution hors 
roisement pour t > 0. S(t; x; Æ; ") = XC=A;B�+C (Æ; ") exp�iSC(t)"2 �'l(AC(t); BC(t); "2; aC(t); �C(t); x)�+C (t; x; Æ)a pour asymptotique e i"2 (S(t)+�(t):(x�a(t))) l�A0; B0; x� a(t)" �� X(C;k)=(A;1);(B;2)�+C (Æ; ")e(�1)k ir Æ" t" ei!+C (t;aC(t);Æ)p22 �(�1)k�1 1(x; Æ) +  2(x; Æ)�� [1 +O (e'(t; Æ; "; 
) + e (t; Æ; ") + e�(t; Æ) + eE(t; ") + e!(t; Æ; "; 
))℄ :Re
ollement pour t > 0. Il est possible de re
oller les deux solutions qui pré
èdentave
 la même erreur que pour t < 0 à 
ondition de 
hoisir�+A(Æ; ") = 0�+B (Æ; ") = ei[!�B (�tr(Æ;");aB(�tr(Æ;"));Æ)�!+B (tr(Æ;");aB(tr(Æ;"));Æ)℄:L'erreur 
ommise est alors en o(1) si on peut 
hoisir t = tr(Æ; ") 2 [te(Æ; "); ti(Æ; ")℄ et
 = 
(Æ; ") tendant vers 0 ave
"
 � t� Æ;pÆ"
; "
Æ ; Æ1=3"2=3; "pÆ et "1=3Æ1=3 ;pÆ � 
 � 1qui est bien une zone non vide.En�n, 
ontrairement au 
as du presque 
roisement étroit, 
ette méthode ne semblepas permettre d'obtenir un résultat au premier ordre 
ar le terme en jtj3Æ"2 dans eI(t; Æ; ")provient de la mé
onnaissan
e de l'opérateur h0(x; Æ) au se
ond ordre et il ne peut êtreen o � "Æ � 
ompte tenu de la 
ondition "=(
t) borné. �
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 presque 
roisement
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Chapitre 5Approximation deBorn-Oppenheimer indépendante dutempsIntrodu
tionOn s'intéresse maintenant à l'approximation de Born-Oppenheimer dans un 
adrestatique et unidimensionnel à savoir trouver un 
ouple quasimode/quasi-énergie  ~=E~pour l'opérateur H~ = �~22 �2�x2 + h(x) (5.1)i.e. une fon
tion ve
torielle et un réel tels que�H~ �E~� ~ = O(~p) (5.2)k ~k = 1 +O(~q) (5.3)E~ = E0 + ~E1 +O(~2) (5.4)ave
 p > 1 et q > 0, dans 
ette situation, on parle d'ailleurs d'un quasimode d'ordre p. Les
onséquen
es spe
trales de l'existen
e de tels quasimodes sont les suivantes : le spe
trede H~ possède une interse
tion non vide ave
 un intervalle du type [E~�C~p; E~+C~p℄.Par 
ontre, il est rare que la fon
tion  ~ soit pro
he d'un ve
teur propre de H~ (on peutavoir du spe
tre 
ontinu et don
 au
un ve
teur propre), 
'est toutefois le 
as si on supposeque le spe
tre est dis
ret et su�samment espa
é.Dans le 
as s
alaire où h(x) est une fon
tion à valeurs réelles, la re
her
he de qua-simodes possède une longue histoire et se regroupe essentiellement autour de deux mé-thodes. On retrouve la méthode B.K.W. dans la plupart des ouvrages de physique quan-tique (
f. [Borowitz67℄ Se
tion 8.3 par exemple), à 
ause des problèmes de 
austiques, elleest souvent 
omplétée par des re
ollements basées sur la fon
tion d'Airy qui permet depasser de la zone 
lassiquement permise à la zone 
lassiquement interdite. La deuxièmeméthode 
onsiste à intégrer une fon
tion d'onde qui se propage le long d'une orbite 
las-sique périodique (
f. [Ralston76℄, [PaulUribe93℄, [Khuat-Duy96℄, [Paul97℄, [HagRob98℄,[Bily01℄, ...) C'est 
elle-
i que nous avons voulu adapter i
i pour pouvoir traiter deshamiltoniens h(x) matri
iels et en parti
ulier qui présentent des 
roisements de valeurspropres. Ave
 la méthode B.K.W., on 
itera [ColinPinel03℄ qui donne la règle de Bohr-Sommerfeld à tout ordre en ~ et [Pollet97℄ qui donne des résultats pour des situationsdites d'anti
roisement.



104 5. Approx. de BO indépendante du tempsOn signale par ailleurs que dans le 
as multidimensionnel, sous l'hypothèse de 
om-plète intégrabilité et de périodi
ité du �ot sur 
haque surfa
e d'énergie, il existe aussi des
onstru
tions de quasimodes basées sur 
ette te
hnique (
f. [Ralston76℄, [Bily01℄, ...) etque, dans le 
as unidimensionnel et s
alaire, le problème posé par les potentiels à puitsmultiples a été résolu dans [ColinParisse99℄.Les résultats obtenus dans 
e 
hapitre 
on
ernent des hamiltoniens matri
iels (her-mitiens) ave
 ou sans 
roisement de valeurs propres. En 
e qui 
on
erne les situationsde presque 
roisement, les résultats sont en
ore trop partiels pour être expli
itementmentionnés dans 
ette dissertation. On signale par ailleurs que, 
ompte tenu des asymp-totiques à la Weyl obtenues dans [Balazard85℄, il apparaît qu'on a obtenu �presque tous�les quasimodes asso
iés au problème même dans les situations de 
roisement de valeurspropres.5.1 Rappel sur la 
onstru
tion de quasimodes dans le 
ass
alaireOn se pla
e i
i dans la situation où H est de dimension 1 si bien que h(x) est justeune fon
tion s
alaire (on adopte dès lors la notation V (x)) et on suppose qu'on a leshypothèses suivantes :(V1) V est de 
lasse C5,(V2) V est borné inférieurement,(V3) il existe des 
onstantes stri
tement positives C et M telles que8x 2 R; jV (x)j 6 CeMx2 :On pose en
ore V� = lim infx!�1 V (x) 2℄�1;+1℄;et on 
her
he un 
ouple quasimode/quasi-énergie ( ~; E~) pour l'opérateurH~ = �~22 �2�x2 + V (x) (5.5)ave
 E~ pro
he d'une valeur E0 qui véri�e :(E1) E0 < min(V�),(E2) une des 
omposantes 
onnexes de la 
ourbe d'énergie�(E0) = f(q; p) 2 R2=H(q; p) = 12p2 + V (q) = E0gasso
iée à E0 est 
ompa
te et C2 en tant que sous-variété de R2 (autrement dit saproje
tion sur l'axe des positions est un intervalle 
ompa
t [q�; q+℄ et q� < q+ sontdeux ra
ines 
onsé
utives de V (q) = E0 ave
 V 0(q�) < 0 et V 0(q+) > 0), on lanotera 
(E0).Soit alors (a0; �0) 2 
(E0), il est 
onnu que la traje
toire 
lassique pour une telle
ondition initiale est périodique de période notée �(E0) et que 
'est le 
as lo
alementautour de (a0; �0) : on a une famille régulière de 
ourbes 
(E) 
orrespondant à unetraje
toire 
lassique sur l'intervalle [q�(E); q+(E)℄ de période �(E).
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q
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Fig. 5.1 � Traje
toire 
lassique dans l'espa
e des phases pour un potentiel à trois puits.D'ailleurs, si on noteI(E) = Z
(E) pdq = 2Z q+(E)q�(E) p2(E � V (q))dq = Z 12 p2+V (q)<E; q�(E)6q6q+(E) dqdpl'aire entourée par la 
ourbe 
(E), on a�(E) = �I�E (E) = 2Z q+(E)q�(E) 1p2(E � V (q))dq = Z
(E) dqp :On pose en�n �(E) = 12�(E) ���E (E):Ave
 toutes 
es notations, on peut alors rappeler, sans rappel de preuve, le Théorème 1de [HagRob98℄.Théorème 5.1 Soient V et E0 véri�ant les hypothèses (V1)-(V3) et (E1)-(E2). Soit(a(t); �(t); A(t); B(t); S(t)) la solution du système di�érentiel8>>>><>>>>: _a(t) = �(t)_�(t) = �V 0(a(t))_A(t) = iB(t) + 2�(E0)�(t)[V 0(a(t))A(t) + i�(t)B(t)℄_B(t) = iV 00(a(t))A(t) + 2i�(E0)V 0(a(t))[V 0(a(t))A(t) + i�(t)B(t)℄_S(t) = 12�(t)2 � V (a(t)) (5.6)
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ondition initiale 8>>>><>>>>: a(0) = a0�(0) = �0A(0) = A0B(0) = B0S(0) = 0où (a0; �0) 2 
(E0) et (A0; B0) 2 V. On poseE~ = E0 + ��(E0)~et  ~ = ~�1=4s j�j2p��(E0) Z �(E0)0 e i~ (S(t)+tE~)'0(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); x)dt (5.7)où � = V 0(a(t))A(t) + i�(t)B(t)est une 
onstante du mouvement. Alors, si (E0; ~) véri�e la règle de Bohr-SommerfeldI(E0) = S(�(E0)) +E0�(E0) 2 2�N~; (5.8) ~ est un quasimode d'ordre 3=2 asso
ié à E~, autrement ditk ~k = 1 +O(~)(H~ �E~) ~ = O �~3=2� :Remarques 5.11. En introduisant une fon
tion de tron
ature 
omme déjà mentionné dans le deuxième pointdes Remarques 3.16, on peut s'a�ran
hir de l'hypothèse (V3).2. Les termes dépendant de �(E0) dans le système (5.6) 
onstituent une modi�
ation du sys-tème habituel (3.28) qui permet de rendre périodique de période �(E0) les matri
es A(t)et B(t). Cela revient à altérer lo
alement l'hamiltonien H(q; p) = 12p2 + V (q) en le rem-plaçant par f(H) = E0 + (H �E0) + �(E0)(H �E0)2:Une telle transformation 
onserve la traje
toire 
lassique asso
iée à l'énergieE0, mais le �otlinéarisé autour de 
ette traje
toire est légèrement alteré et devient périodique puisqu'onest en quelque sorte passé en 
oordonnées a
tion-angle au se
ond ordre. Pour plus dedétails sur 
ette transformation, on peut 
onsulter [HagRob98℄ et [Hel�erRobert84℄.3. L'égalité dans (5.8) est évidente en é
rivantS(�(E0)) +E0�(E0) = Z �(E0)0 ��(t)22 � V (a(t)) +E0� dt= Z �(E0)0 �(t)2dt= Z
(E0) pdq:4. Bien que le �ot et le �ot linéarisé de l'hamiltonien modi�é soient périodiques en temps, lepaquet d'ondes '0(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); x) n'est pas périodique 
ar il fait intervenir unedétermination de la ra
ine 
arrée de A(t) qui n'est pas la même après une période, par
ontre, l'intégrande 
omplète de (5.7) l'est grâ
e à la 
ondition de Bohr-Sommerfeld (5.8)qui 
ompense exa
tement le 
hangement de signe de la ra
ine 
arrée.



5.1. Rappel sur la 
onstru
tion de quasimodes dans le 
as s
alaire 107Pour terminer 
ette se
tion, on va donner quelques outils te
hniques qui rentrentdans le 
adre de la preuve du théorème pré
édent. Notamment, pour véri�er que lequasimode (5.7) est 
orre
tement normalisé, on est amené à 
al
uler des produits s
alairesdu type *Z �(E0)0 �(t) ~'l(t; ~; x)dt;Z �(E0)0 �(t) ~'k(t; ~; x)dt+où l; k 2 N et �(t); �(t) sont des fon
tions C3 périodiques et où on a utilisé la notation~'l(t; ~; x) = e i~ (S(t)+tE~)'l(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); x):Ave
 un 
hangement de variable évident et à 
ause de la périodi
ité (
f. dernier pointdes Remarques 5.1), on a*Z �(E0)0 �(t1) ~'l(t1; ~; x)dt1;Z �(E0)0 �(t2) ~'k(t2; ~; x)dt2+= Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'l(t+ s; ~; x); ~'k(t; ~; x)i dsdt:On va maintenant donner une version améliorée de la Proposition 5 de [HagRob98℄qui va nous permettre d'évaluer au mieux les produits s
alaires du type pré
édent.Proposition 5.2 Soient f(t; s) et g(t; s) deux fon
tions à valeurs 
omplexes respe
tive-ment de 
lasse C4 et C6 pour (t; s) 2 [0; T ℄ � [�T=2; T=2℄. On suppose que pour toutt 2 [0; T ℄, g(t; 0) = 0, �g�s (t; 0) = 0 et �2g�s2 (t; 0) = �(t) est réel et stri
tement positif etqu'il existe r > 0 tel que, pour tout (t; s) 2 [0; T ℄ � [�T=2; T=2℄, <g(t; s) > rs2. Alors,pour tout n 2 N, on aZ T0  Z T=2�T=2 f(t; s)s2ne�g(t;s)=~ds! dt = (2n)!2nn!p2�~n+ 12 Z T0 f(t; 0)�(t)�n� 12 dt+(2n+ 1)!2nn! p2�~n+ 32"Z T0 12 �2f�s2 (t; 0)�(t)�n� 32dt�2n+ 324 Z T0 �f(t; 0)�4g�s4 (t; 0) + 4�f�s (t; 0)�3g�s3 (t; 0)��(t)�n� 52dt+(2n+ 3)(2n + 5)72 Z T0 f(t; 0)��3g�s3 (t; 0)�2 �(t)�n� 72 dt#+O �~n+ 52� :Preuve 
f. Annexe C.1. �Corollaire 5.3 Il existe des fon
tions C2 périodiques à valeurs réelles h1(t), h2(t) tellesqu'on a Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'0(t+ s; ~; x); ~'0(t; ~; x)i dsdt= 2p�j�j ~1=2 Z �(E0)0 �(t)�(t)dt+O �~3=2�



108 5. Approx. de BO indépendante du tempset Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'1(t+ s; ~; x); ~'1(t; ~; x)i dsdt= p�~3=2 � " Z �(E0)0 �(t)�(t)h1(t)dt+ iZ �(E0)0 h�(t)�0(t)� �0(t)�(t)ih2(t)dt� 4j�j3 Z �(E0)0 �0(t)�0(t)dt#+O �~5=2� :Preuve 
f. Annexe C.2. �5.2 Constru
tion de quasimodes en situation sans 
roise-mentOn se pla
e maintenant dans la situation où H est de dimension 2 si bien que h(x) estune matri
e hermitienne 2� 2 notée V (x) et on suppose qu'on a (V1)-(V2). On supposede plus qu'on a(SC) les valeurs propres de V (x) sont distin
tes pour tout x dans R.On les note E1(x) et E2(x).5.2.1 Rédu
tion de l'hamiltonien à une forme diagonale à l'ordre do-minantDe manière régulière en x, on peut alors 
onstruire une matri
e unitaire U(x) quidiagonalise V (x) V (x) = U(x)� E1(x) 00 E2(x) �U(x)�et telle que U(x)�U 0(x) est nulle sur la diagonale (
hoix 
onvenable des phases des ve
-teurs propres). On introduit alors, ave
 la notation d'opérateur �bré de [ReedSimonIV78℄,l'opérateur unitaire U = Z� U(x)dxet on 
al
ule formellement~H~ = U�H~U = �~22 �2�x2 +� E1(x) 00 E2(x) �� ~2U(x)�U 0(x) ��x � ~22 U(x)�U 00(x):On garde alors à l'esprit que les fon
tions sur lesquelles on va faire agir 
e nouvel opéra-teur ~H~ et l'opérateur initial H~ sont dans C2
 (R; C 2) et que 
e sous-espa
e est préservépar U 
e qui fait qu'il n'est pas né
essaire de se préo

uper pré
isément des domainesd'autoadjon
tion.5.2.2 Quasimodes pour l'hamiltonien réduitDe manière un peu plus générale, on va 
her
her à produire des quasimodes pour deshamiltoniens du type~H~ = H~0 + ~2 �C(x)~i ��x + ~i ��xC(x)�+ ~2D(x) (5.9)



5.2. Constru
tion de quasimodes en situation sans 
roisement 109où H~0 = � H~1 00 H~2 �H~j = �~22 �2�x2 +Ej(x)C(x) = C(x)� = � 0 
(x)
(x) 0 �D(x) = D(x)� = � d1(x) d(x)d(x) d2(x) �(ave
 le 
hoix des matri
esC(x) = �iU(x)�U 0(x); D(x) = 12U 0(x)�U 0(x) = 12C(x)2l'hamiltonien de la se
tion pré
édente rentre dans 
ette 
lasse).La forme expli
itement symétrique (5.9) ne nous sera pas utile par la suite, dorénavanton se servira de la forme (�quanti�ée à gau
he�)~H~ = H~0 + ~C(x)~i ��x + ~2R(x)où R(x) = D(x)� i2C 0(x)qui fa
ilitera le 
ontr�le des termes faisant intervenir des dérivations.Soit E0 2 R telle qu'on a les hypothèses (E1)-(E2) ave
 V (x) = E1(x).On se donne une fon
tion de tron
ature F 2 C1(R; [0; 1℄) telle que F (x) = 1 pourjxj 6 1 et F (x) = 0 pour jxj > 2 et on introduit un petit paramètre 
 que l'on 
hoisiraen fon
tion de ~.Comme dans le 
as s
alaire, on introduit les quantités dynamiques 
lassiques asso
iéesau niveau d'énergie E1(x) de�nies par le système d'équations di�érentielles dépendantdu temps 8>>>><>>>>: _a1(t) = �1(t)_�1(t) = �E01(a1(t))_A1(t) = iB1(t) + 2�1�1�1(t)_B1(t) = iE001 (a1(t))A1(t) + 2i�1�1E01(a1(t))_S1(t) = 12�1(t)2 �E1(a1(t)) (5.10)où �1 = � 01(E0)2�1(E0) ; �1 = E01(a1(0))A1(0) + i�1(0)B1(0) (5.11)et les 
onditions initiales véri�ent(a1(0); �1(0)) 2 
1(E0); A1(0)B1(0) +B1(0)A1(0) = 2; S1(0) = 0: (5.12)On pose alors E~1 = E0 + �~�1(E0) (5.13) ~ = �  00 �+ ~� 0 1 � (5.14)
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E0

qE1(q)
E2(q)

q

p


1(E0)
Fig. 5.2 � Traje
toire 
lassique dans l'espa
e des phases pour deux potentiels qui ne se
roisent pas.ave
  0(x) = ~�1=4 Z �1(E0)0 F'0(t; ~; 
; x)dt (5.15) 1(x) = �~�1=4 Z �1(E0)0 �1(t)
(a1(t))E2(a1(t)) �E1(a1(t))F'0(t; ~; 
; x)dt (5.16)où on a allégé les é
ritures en posant, pour l 2 N,'l(t; ~; x) = 'l(A1(t); B1(t); ~; a1(t); �1(t); x);~'l(t; ~; x) = e i~ (S1(t)+tE~1 )'l(t; ~; x);F'l(t; ~; 
; x) = F �
 x� a1(t)p~ � ~'l(t; ~; x):Théorème 5.4 Ave
 les hypothèses (V1)-(V2), (SC), (E1)-(E2) et les notations (5.10)-(5.16) 
i-dessus et si de plus le 
ouple (E0; ~) véri�e la règle de Bohr-SommerfeldI1(E0) = S1(�1(E0)) +E0�1(E0) 2 2�N~;



5.2. Constru
tion de quasimodes en situation sans 
roisement 111alors  ~ véri�e k ~k2 = 2p��1(E0)j�1j +O �~1=2�et ( ~H~ �E~1 ) ~ = O �~3=2� ;autrement dit, à une 
onstante de normalisation près,  ~ est un quasimode d'ordre 3=2pour ~H~.Remarques 5.21. Le théorème reste valide si les deux valeurs propresE1(x) et E2(x) possèdent un 
roisementsur un intervalle disjoint de la proje
tion en position de la traje
toire 
lassique 
1(E0)autrement dit il su�t d'avoir E1(a1(t)) 6= E2(a1(t)) pour tout temps t puisque tout sepasse lo
alement autour de la traje
toire 
lassique.2. Autrement dit, à l'ordre 3=2, les quasimodes de ~H~ apparaissent dé
ouplés.3. On introduit le terme 
orre
tif  1 d'ordre ~ pour 
ompenser le terme (5.17) qui apparaitau premier ordre quand on fait agir ~i ��x sur  0.Preuve Cal
ulons( ~H~ �E~1 ) ~ = � (H~1 �E~1 ) 00 �+ ~� 0
(x)~i � 0�x + (H~2 �E~1 ) 1 �+~2 �� 
(x)~i � 1�x0 �+R(x)�  00 ��+ ~3R(x)� 0 1 � :Rappelons les notations et identitésV [n(x; a) = V (x)� n�1Xk=0 V (k)(a)(x� a)kk! ;H~1 �E~1 = �1(px � �1) +E01(a1)(x� a1)� ��1(E0)~+ (px � �1)22 +E001 (a1)(x� a1)22+E[31 (x; a1);H~2 �E~1 = H~1 �E~1 + [E2(x)�E1(x)℄ ;~i ��x = �1 + (px � �1):Pour le terme d'ordre dominant (en ~), on a(H~1 �E~1 ) 0 = O �~3=2�d'après le Théorème 5.1 (à l'introdu
tion près de la fon
tion de tron
ature pour s'a�ran-
hir de l'hypothèse sur la 
roissan
e à l'in�ni du potentiel), et pour les ordres suivants
(x)~i � 0�x + (H~2 �E~1 ) 1 = ~�1=4 Z �1(E0)0 e i~ (S1(t)+tE~1 )�1(t; ~; x)dt
(x)~i � 1�x = ~�1=4 Z �1(E0)0 e i~ (S1(t)+tE~1 )�2(t; ~; x)dtR(x)�  00 � = ~�1=4 Z �1(E0)0 e i~ (S1(t)+tE~1 )�3(t; ~; x)dtR(x)� 0 1 � = ~�1=4 Z �1(E0)0 e i~ (S1(t)+tE~1 )�4(t; ~; x)dt



112 5. Approx. de BO indépendante du tempsoù, en ignorant les variables et paramètres,�1(t; ~; x) = �1
(x)F'0 (5.17)+ir~2B1
(x)F'1 (5.18)�ip~

(x)F 0'0 (5.19)�ir~2 �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)�1B1F'1 (5.20)�r~2 �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)E01(a1)A1F'1 (5.21)+~ �1
(a1)E2(a1)�E1(a1) ��1(E0)F'0 (5.22)�~4 �1
(a1)E2(a1)�E1(a1) hjB1j2F'0 �B21p2F'2i (5.23)�~4 �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)E001 (a1) hjA1j2F'0 +A21p2F'2i (5.24)� �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)E[31 (x; a1)F'0 (5.25)��1
(a1) E2(x)�E1(x)E2(a1)�E1(a1)F'0 (5.26)+12~
2 �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)F 00'0 (5.27)+ip~
 �21
(a1)E2(a1)�E1(a1)F 0'0 (5.28)� 1p2~
 �1
(a1)B1E2(a1)�E1(a1)F 0'1 (5.29)�2(t; ~; x) = � �21
(a1)E2(a1)�E1(a1)
(x)F'0 (5.30)�ir~2 �1B1
(a1)E2(a1)�E1(a1)
(x)F'1 (5.31)+ip~
 �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)
(x)F 0'0 (5.32)�3(t; ~; x) = � r11(x)r21(x) �F'0 (5.33)�4(t; ~; x) = �� r12(x)r22(x) � �1
(a1)E2(a1)�E1(a1)F'0: (5.34)Pour les termes (5.17), (5.18) and (5.26), on développe les quantités dépendant de xà un ordre plus élevé par la formule de Taylor (pour le tout premier et le dernier termes) :�1
(a1)F'0 + �1
0(a1)F (x� a1)'0 + �1
[2(x; a1)F'0;��1
(a1)F'0 � �1
(a1)E02(a1)�E01(a1)E2(a1)�E1(a1)F (x� a1)'0 � �1
(a1)(E2 �E1)[2(x; a1)E2(a1)�E1(a1) F'0:
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tion de quasimodes en situation sans 
roisement 113Ainsi, à l'ordre dominant, les termes (5.17) et (5.26) se 
ompensent et la 
ontributionà l'ordre suivant provenant des termes (5.17), (5.18), (5.20), (5.21) et (5.26) estp~k(t)F'1 = p~k(t)'1 �p~k(t)(1 � F )'1 (5.35)ave
 k(t) une fon
tion périodique indépendante de ~ à savoirp2k(t) = �1(t)
0(a1(t))A1(t) + i
(a1(t))B1(t)� �1(t)
(a1(t))E2(a1(t))�E1(a1(t))h�1 + �E02(a1(t))�E01(a1(t))�A1(t)i:Comme d'habitude, le dernier terme de (5.35) s'avére être exponentiellement petit en ~,quant au premier, il 
onduit à une erreur d'ordre O �~2� d'après le Corollaire 5.3.(5.17), (5.18) et (5.22)-(5.26) 
omportent eux aussi des termes bornés par ~F'lave
 l = 0; 2 qui 
onduiront à une erreur d'ordre O �~7=4� en majorant brutalement(et même O �~2� en pro
édant ave
 pré
ision).Finalement, 
omme déjà vu, tous les termes 
omportant des dérivées de la fon
tion detron
ature F de (5.19) et (5.27)-(5.29) sont exponentiellement petit en ~ si bien que, ensituation sans 
roisement, l'erreur globale est O �~3=2� (de �2(t; ~; x) à �4(t; ~; x), l'erreurproduite est d'ordre O �~2�).Cal
ulons maintenant la norme L2 de notre quasimode :k ~k2 = k 0k2 + ~2k 1k2et d'après le Théorème 5.1, on ak 0k2 = 2p��1(E0)j�1j +O �~1=2� :D'après le Corollaire 5.3, on a aussik 1k2 = 2p�j�1j Z �(E0)0 �1(t)2
(a1(t))2[E2(a1(t))�E1(a1(t))℄2dt+O �~1=2�
e qui 
on
lut. �5.2.3 Retour à l'hamiltonien initialOn désigne par �j(x) = U(x)ej un 
hoix de ve
teur propre asso
ié à Ej(x) pour lamatri
e 2� 2 V (x).Corollaire 5.5 La fon
tion ve
torielle~�1=4s j�1j2p��1(E0) Z �1(E0)0 '0(t; ~; 
; x) ��1(x) + i~h�2(a1(t)); �1(t)�01(a1(t))iE2(a1(t))�E1(a1(t)) �2(x)� dtest un quasimode asso
ié à la quasi-énergie E~1 pour l'opérateur H~.Remarque 5.3 Autrement dit, le terme 
orre
tif dans le quasimode est essentiellement 
eluidéjà introduit dans la formule (4.15).
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tion de quasimodes en situation de 
roisementgénériquePassons maintenant à la situation de 
roisement : on se pla
e en
ore dans la situationoùH est de dimension 2 et on suppose que V (x) possède un 
roisement de valeurs propresen x0 au sens où V (x) possède deux valeurs propres distin
tes pour x 6= x0 et V (x0)est une matri
e s
alaire (si bien qu'elle possède une unique valeur propre double). Onsuppose en�n que le 
roisement en x0 est non dégénéré (
'est le 
as générique et on parlerade 
roisement transverse) au sens où la matri
e V 0(x0) n'est pas s
alaire (autrement ditfV (x0); V 0(x0)g est une famille libre de matri
es autoadjointes).Dans 
ette situation, les valeurs propres E1(x) et E2(x) sont aussi régulières que V (x)et on peut en
ore 
onstruire U(x) de manière régulière en x (même en x0) pour diagonali-ser V (x). On notera que 
e n'est pas né
essairement possible (même si V (x) est de 
lasseC1) en dimension 1 si le 
roisement n'est pas transverse (
f. [Kato76℄ II. �5 Exemple 5.3p.111) et en dimension supérieure (
f. [Kato76℄ II. �7 Exemple 5.12 p.116-117).On est don
 ramené à 
onstruire des quasimodes pour l'hamiltonien (5.9) ave
E
 = E1(x0) = E2(x0); E01(x0) 6= E02(x0)et E1(x) 6= E2(x) pour x 6= x0.Soit E0 2 R véri�ant (E1)-(E2) ave
 V (x) = E1(x) et on suppose que x0 appartientà la proje
tion [q�; q+℄ de 
1(E0) sur l'axe des positions. Deux situations sont possibles(la situation E0 < E
 n'est pas possible et elle a déjà été mentionnée, don
 traitée, dansle premier point des Remarques 5.2) :1. E0 > E
 : il s'agit de la situation générique (x0 est dans l'intérieur de l'intervalle[q�; q+℄) et il existe alors deux temps distin
ts 0 6 t1 < t2 < �1(E0) tels quea1(tj) = x0 ; on a �1(t1) = ��2(t2) = �0 6= 0 (les deux points de 
roisement sontsymétriques par rapport à l'axe des positions dans l'espa
e des phases) et quitteà 
hanger l'origine des temps, on supposera qu'on a t1 > 0 ; on pose par ailleurs,pour � > 0 assez petitJ(�) = [0; t1 ��℄ [ [t1 +�; t2 ��℄ [ [t2 +�; �1(E0)℄;K(�) = [t1 ��; t1 +�℄ [ [t2 ��; t2 +�℄ ;2. E0 = E
 : il s'agit de la situation 
ritique (x0 est une des deux extrêmités del'intervalle [q�; q+℄) et les deux temps du 
as pré
édent 
oïn
ident en une mêmevaleur t0 ; on a a1(t0) = x0, �1(t0) = 0 et quitte à 
hanger l'origine des temps, onsupposera qu'on a 0 < t0 < �1(E0) ; on pose i
i en
ore, pour � > 0 assez petitJ(�) = [0; t0 ��℄ [ [t0 +�; �1(E0)℄;K(�) = [t0 ��; t0 +�℄:Théorème 5.6 Dans les deux situations dé
rites 
i-dessus, ave
 les notations (5.10)-(5.15) et  1(x) = �h�1=4 ZJ(p~) �1(t)
(a1(t))E2(a1(t))�E1(a1(t))F'0(t; ~; 
; x)dt (5.36)au lieu de (5.16) et si de plus le 
ouple (E0; ~) véri�e la règle de Bohr-Sommerfeld pourle niveau E1(x) I1(E0) = S1(�1(E0)) +E0�1(E0) 2 2�N~;
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q

q
p

E1(q) E2(q)

x0


1(E0)


1(E0) q
p

E0 > E

E0 = E


Fig. 5.3 � Traje
toires 
lassiques dans l'espa
e des phases pour deux potentiels qui se
roisent transversalement.alors  ~ véri�e k ~k2 = 2p��1(E0)j�1j +O �~1=2�et ( ~H~ �E~1 ) ~ = O �~5=4 ln~� :Remarques 5.41. Si 
(x0) = 0, on peut en fait utiliser (5.16) et le quasimode est alors d'ordre 3=2.2. Il n'est pas indispensable de faire le 
hoix expli
ite � = p~ dans (5.36), mais les termesd'erreurs sont alors respe
tivement O �~1=2 + ~3=2j ln�j2� et O �~2 + ~3=4�+ ~5=4j ln�j�.Preuve On reprend la stratégie de la preuve du Théorème 5.4. Les termes d'erreur àl'ordre dominant sont maintenant, en ignorant la 
ontribution des dérivées de la fon
tion
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ature F :
(x)~i � 0�x + (H2 �E~1 ) 1 = ~�1=4 Z �1(E0)0 e i~ (S1(t)+tE~1 )�01 (t; ~; x)dt+~�1=4 ZJ(�) e i~ (S1(t)+tE~1 )�+1 (t; ~; x)dt+~�1=4 ZK(�) e i~ (S1(t)+tE~1 )��1 (t; ~; x)dtoù �01 (t; ~; x) = �1(
(x) � 
(a1))F'0 (5.37)+ir~2B1�1
(x)F'1 (5.38)�+1 (t; ~; x) = � �1
(a1)E2(a1)�E1(a1) (E2(x)�E2(a1))F'0 (5.39)�ir~2 B1�21
(a1)E2(a1)�E1(a1)F'1 (5.40)+~ �1
(a1)E2(a1)�E1(a1) �� ��1(E0) � 14 jB1j2�F'0 + 14B21p2F'2�(5.41)��1 (t; ~; x) = �1
(a1)F'0: (5.42)� �01(t; ~; x) est traité 
omme pré
édemment et donne une erreur d'ordre O �~2� ;� en pro
édant brutalement, ��1 (t; ~; x) 
onduit à une erreur d'ordre O �~3=4�� (voireplus petite) :




~�1=4 ZK(�) e i~ (S1(t)+tE~1 )��1 (t; ~; �)dt




 6 ~�1=4 ZK(�) k��1 (t; ~; �)kdt 6 C~�1=4� ;� en�n, �+1 (t; ~; x) est traité ave
 plus d'attention : 
e sont les deux premiers termesqui sont les plus singuliers et ils 
onduisent à une erreur d'ordre O �~5=4j ln�j�(voire plus petite). Voyons 
omment traiter le se
ond. En ignorant la 
ontributionde la fon
tion de tron
ature F et à un fa
teur ~3=2 près, il vaut :� ip2~�1=4 ZJ(�) B1(t)�1(t)2
(a1(t))E2(a1(t))�E1(a1(t)) ~'1(t; ~; x)dt; (5.43)
omme pré
édemment 
ette quantité est bornée par~�1=4p2 ZJ(�) ���� B1(t)�1(t)2
(a1(t))E2(a1(t))�E1(a1(t)) ���� dt:Intéressons nous maintenant au 
omportement de l'intégrande au bord de l'inter-valle d'intégration dans le 
as générique E0 > E
, on a :B1(t) = B1(tj) +O(t� tj)�1(t) = (�1)j+1�0 +O(t� tj)
(a1(t)) = 
(x0) +O(t� tj)E2(a1(t))�E1(a1(t)) = (�1)j(E01(x0)�E02(x0))�0(t� tj) +O((t� tj)2)
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roisement générique 117si bien que, dans la situation générique où 
(x0) 6= 0, l'intégrande se 
omporte
omme ���� B1(tj)�0
(x0)E01(x0)�E02(x0) ���� 1jt� tjj +O(1)et notre quantité est bornée, à une 
onstante multipli
ative près, par ~�1=4j ln�j
omme annon
é.La situation 
ritique E0 = E
 est traitée grosso modo de la même façon sauf que,autour du temps de 
roisement t0, on a�1(t) = �E01(x0)(t� t0) +O((t� t0)2)
(a1(t)) = 
(x0) +O(t� t0)E2(a1(t))�E1(a1(t)) = (E01(x0)�E02(x0))E01(x0)2 (t� t0)2 +O((t� t0)3)si bien que, dans la situation générique où 
(x0) 6= 0 et puisque E01(x0) 6= 0 (
ar
1(E0) est lisse au voisinage de (x0; 0)), l'intégrande a pour asymptotique2 ����B1(t0)E01(x0)
(x0)E01(x0)�E02(x0) ���� 1jt� t0j +O(1)et la situation est identique à 
elle du 
as générique E0 > E
.Quant aux termes �k(t; x) pour k = 2; 3; 4, on montre fa
ilement qu'ils produisentrespe
tivement des erreurs d'ordre� O �~7=4j ln�j� pour �2(t; ~; x) ;� O �~2� pour �3(t; ~; x) ;� O �~11=4j ln�j� pour �4(t; ~; x).Cal
ulons en�n la norme L2 de  1 pour s'assurer que notre quasimode est 
orre
-tement normalisé. En pro
édant 
omme ave
 (5.43), on obtient que la norme de  1 estbornée à une 
onstante multipli
ative près par ~�1=4j ln�j dans le 
as générique E0 > E
et ~�1=4 dans le 
as 
ritique E0 = E
. �
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Annexe APreuves du Chapitre 3
A.1 Preuve du Lemme 3.61. Pour 
ommen
er, on traite le 
as M 2 R�+ (i.e d = 1)F1=2�(e��Mx2)(�) = ZR e�i2�x�e��Mx2dx= ZR e�i2�M�1=2y�e��y2M�1=2dy= M�1=2F1=2�(e��y2)(M�1=2�);or on sait que F1=2�(e��x2)(�) = e���2 , d'oùF1=2�(e��Mx2)(�) =M�1=2e��M�1�2 : (A.1)2. On traite ensuite le 
as M 2 C ave
 <M > 0 par prolongement analytique : lesdeux membres de (A.1) sont analytiques en M et 
oïn
ident sur la demi-droiteréelle d'après le point pré
édent, ils sont don
 égaux.3. On traite en�n le 
as général, M s'é
rit M = A + iB ave
 A 2 Sym++d (R) etB 2 Symd(R). A admet une unique ra
ine 
arrée symétrique dé�nie positive qu'onnotera A1=2, alors A�1=2MA�1=2 = I + iA�1=2BA�1=2. A�1=2BA�1=2 est symé-trique réelle, elle se diagonalise don
 en base orthonormale, autrement dit on aP tA�1=2MA�1=2P = I + iD



124 A. Preuves du Chapitre 3où P 2 Od(R) et D 2 Diagd(R).F1=2�(e��<x;Mx>)(�)= ZR e�i2�<x;�>e��<x;Mx>dx= ZR e�i2�<A�1=2Py;�>e��<y;(I+iD)y>��det(A�1=2P )��dy= (detA)�1=2 dYk=1ZRd e�i2�ykhek;P tA�1=2�ie��(1+idk)y2kdyk= (detA)�1=2 dYk=1F1=2� �e��(1+idk)y2� (hek; P tA�1=2�i)= (detA)�1=2 dYk=1 h(1 + idk)�1=2e��(1+idk)�1hek;P tA�1=2�i2i= (detA)�1=2 dYk=1 (1 + idk)�1=2! e��h�;M�1�i:Ce qui 
on
lut en remarquant quedYk=1 (1 + idk) = det(I + iD) = (detA)�1 detM: �A.2 Preuve de la Proposition 3.12On rappelle qu'on dé�nit les polyn�mes de Hermite (Hn) parHn(x) = (�1)nex2 dndxn �e�x2�pour n 2 N et qu'ils véri�entHn+2(X) = 2XHn+1(X) � 2(n+ 1)Hn(X) (A.2)H 0n+1(X) = 2(n+ 1)Hn(X) (A.3)pour tout n 2 N. Par 
onvention, on posera Hn(X) = 0 pour n 2 (Z� N) (ainsi (A.3)est valable pour tout n 2 Z et (A.2) l'est pour tout n 2 Z� f�2g).Lemme A.1 Pour m;n 2 Z, a; 
 2 R, b; d 2 C , � 2 C et � 2 C tels que <� > 0, onpose Im;n(a; b; 
; d; �) = ZRHm(ax+ b)Hn(
x+ d)e��x2dxIm;n(a; b; 
; d; �; �) = ZRHm(ax+ b)Hn(
x+ d)e��x2e�xdxSm;n(a; b; 
; d; �) = r�� min(m;n)Xk=0 k!�2a
� �k Ckm��� a2� �m�k2 Hm�k �br ��� a2��Ckn ��� 
2� �n�k2 Hn�k�dr ��� 
2� : (A.4)



A.2. Preuve de la Proposition 3.12 125Alors, on a, pour tout (m;n) 2 Z2,Im;n(a; b; 
; d; �) = Sm;n(a; b; 
; d; �); (A.5)Im;n(a; b; 
; d; �; �) = exp��24��Sm;n�a; b+ a�2� ; 
; d + 
�2� ; �� :Remarques A.11. Sm;n(a; b; 
; d; �) est indépendant du 
hoix des ra
ines 
arrées 
omplexesq ���a2 etq ���
2puisque, 
ommeHn possède la parité de n, la quantité ���a2� �n=2Hn �bq ���a2 � est dé�niede manière unique.2. Si � = a2 ou � = 
2, on dé�nit Sm;n(a; b; 
; d; �) par prolongement par 
ontinuité enutilisant que ��� a2� �n=2Hn�br ��� a2� ����!�!a2 (2b)net son analogue pour 
.3. Dans la dé�nition de Sm;n(a; b; 
; d; �) la majoration de k est inutile 
ompte tenu de la
onvention Hn = 0 pour n < 0.Preuve Pour (A.5), on pro
ède par ré
urren
e sur m+ n.Pour m+ n = 0 i.e m = n = 0, on aI0;0(a; b; 
; d; �) = ZR e��x2dx =r��par un résultat 
lassique sur les intégrales de gaussienne etS0;0(a; b; 
; d; �) =r��puisque la somme se réduit à un seul terme égal à 1, d'où l'égalité. D'ailleurs, on a aussil'égalité si m < 0 ou n < 0 (les deux quantités sont toutes deux nulles).Supposons l'égalité vraie pour tous les 
ouples (m;n) tels que m + n 6 l et soit(m0; n0) un 
ouple tel que m0+n0 = l+1, m0 > 0 et n0 > 0. L'un des deux entiers m0, n0est né
essairement non nul, disons n0 (l'autre 
as se traite de façon absolument identiquepuisque toutes les formules sont invariantes si on é
hange (m;a; b) et (n; 
; d)) et posonsm = m0, n = n0 � 1. En utilisant (A.2), en intégrant par parties puis en utilisant (A.3),on a, en omettant les paramètres (a; b; 
; d; �),Im;n+1 = ZRHm(ax+ b)[2(
x + d)Hn(
x+ d)� 2nHn�1(
x+ d)℄e��x2dx= 
ZR 2xHm(ax+ b)Hn(
x+ d)e��x2dx+ 2dIm;n � 2nIm;n�1= 
� ZR �aH 0m(ax+ b)Hn(
x+ d) + 
Hm(ax+ b)H 0n(
x+ d)� e��x2dx+2dIm;n � 2nIm;n�1= 2n
2� Im;n�1 +m2a
� Im�1;n + 2dIm;n � 2nIm;n�1= 2dIm;n � 2n�� 
2� Im;n�1 +m2a
� Im�1;n:



126 A. Preuves du Chapitre 3Par ailleurs, en utilisant (A.2) et les identitésCkn+1 = �1 + kn+ 1� k�Ckn; (n� k)Ckn+1 = n�1 + kn+ 1� k�Ckn�1;kCkm = mCk�1m�1; kn+ 1� kCkn = Ck�1n ; kn+ 1� knCkn�1 = [(n� 1)� (k � 1)℄Ck�1n ;on a, en posant �a =q ���a2 et �
 =q ���
2 ,Sm;n+1= r�� (n+ 1)!�2a
� �n+1 Cn+1m ��(m�n�1)a Hm�n�1(b�a)+r�� min(m;n)Xk=0 k!�2a
� �k Ckm��(m�k)a Hm�k(b�a)�Ckn+1��(n+1�k)
 [2d�
Hn�k(d�
)� 2(n� k)Hn�1�k(d�
)℄= r��n!�2a
� �n+1 (n+ 1)Cn+1m ��(m�n�1)a Hm�n�1(b�a)+r�� min(m;n)Xk=0 k!�2a
� �k Ckm��(m�k)a Hm�k(b�a)�1 + kn+ 1� k�� h2dCkn��(n�k)
 Hn�k(d�
)� 2nCkn�1��[(n�1)�k+2℄
 Hn�1�k(d�
)i= r�� (n+ 1)!�2a
� �n+1 Cn+1m ��(m�n�1)a Hm�n�1(b�a) + 2dSm;n � 2n��2
 Sm;n�1+2a
� r�� min(m;n)Xk=1 (k � 1)!�2a
� �k�1 kCkm��[(m�1)�(k�1)℄a H(m�1)�(k�1)(b�a)� kn+ 1� k��[n�(k�1)℄
 h2d�
CknH(n�1)�(k�1) (d�
)� 2nCkn�1H(n�2)�(k�1)(d�
)i= 2dSm;n � 2n��2
 Sm;n�1 +m2a
� r��n!�2a
� �nCnm�1�[(m�1)�n℄a H(m�1)�n(b�a)+m2a
� r�� min(m�1;n�1)Xk=0 k!�2a
� �k Ckm�1��[(m�1)�k℄a H(m�1)�k(b�a)�Ckn��(n�k)
 �2d�
H(n�1)�k(d�
)� 2[(n� 1)� k℄H(n�2)�k(d�
)�= 2dSm;n � 2n��2
 Sm;n�1 +m2a
� Sm�1;n:D'où l'égalité (A.5) pour le 
ouple (m0; n0), 
e qui 
on
lut la preuve par ré
urren
e.Par ailleurs, si � 2 �R, on aIm;n(a; b; 
; d; �; �) = exp��24��ZRHm(ax+ b)Hn(
x+ d)e��(x� �2� )2dx= exp��24��ZRHm�ay + b+ a�2��Hn�
y + d+ 
�2�� e��y2dy= exp��24�� Im;n�a; b+ a�2� ; 
; d + 
�2� ; �� ;



A.2. Preuve de la Proposition 3.12 127d'où Im;n(a; b; 
; d; �; �) = exp��24��Sm;n�a; b+ a�2� ; 
; d + 
�2� ; �� :Les deux membres de l'égalité pré
édente sont holomorphes en � et 
oïn
ident pour� 2 �R don
 ils sont toujours égaux. �Passons maintenant à la preuve de la proposition. On va d'abord faire un 
ertainnombre de manipulations (dé
rite par la Figure A.1) pour se ramener au 
as a1 = a2 = 0et �1 = ��2.(a2; �2)
(a1; �1)Fig. A.1 � Manipulations su

essives pour se ramener à un 
as �simple�.On ah'l(A1; B1; ~; a1; �1; �); 'k(A2; B2; ~; a2; �2; �)i= D��a1+a22 'l(A1; B1; ~; a1; �1; �); ��a1+a22 'k(A2; B2; ~; a2; �2; �)E= �'l�A1; B1; ~; a1 � a22 ; �1; �� ; 'k �A2; B2; ~; a2 � a12 ; �2; ���= ��� �1+�22~ 'l�A1; B1; ~; a1 � a22 ; �1; �� ; �� �1+�22~ 'k �A2; B2; ~; a2 � a12 ; �2; ���= e� i~ 12 h�1+�2;a2�a1ih'l (A1; B1; ~;�a0;��0; �) ; 'k (A2; B2; ~; a0; �0; �)ioù on a posé a0 = a2 � a12 ; �0 = �2 � �12 :On note U(t) le propagateur (unitaire) asso
ié à l'équation de S
hrödinger pourl'os
illateur harmonique d-dimensionneli~ ��t = ��~22 �x + x22 � qui nous est donné par le Corollaire 3.17 et on note t0 un réel tel que (a0+ i�0)e�it0 soitimaginaire pur : on peut par exemple 
hoisir t0 tel que
os t0 = �0pa20 + �20 ; sin t0 = � a0pa20 + �20 :On a alorsh'l (A1; B1; ~;�a0;��0; �) ; 'k (A2; B2; ~; a0; �0; �)i= hU(t0)'l (A1; B1; ~;�a0;��0; �) ; U(t0)'k (A2; B2; ~; a0; �0; �)i= e i~ (S2(t0)�S1(t0))h'l (A1(t0); B1(t0); ~; 0;��(t0); �) ; 'l (A2(t0); B2(t0); ~; 0; �(t0); �i
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 Aj(t0) = �0Aj � ia0Bjpa20 + �20 ; Bj(t0) = �0Bj � ia0Ajpa20 + �20 ;�(t0) =qa20 + �20 ; S2(t0)� S1(t0) = 0:Posons maintenant Aj = Aj(t0), Bj = Bj(t0) et � = �(t0), si bien qu'on doit 
al
ulerQ = h'l (A1; B1; ~; 0;��; �) ; 'k (A2; B2; ~; 0; �; �)iqui vaut, d'après la Proposition 3.9 et le deuxième point des Remarques 3.6,(�~)�1=2p2l+kl!k!A1�1=2� A1jA1j�l A�1=22 � A2jA2j�k�ZRHl�jA1j�1 xp~�Hk�jA2j�1 xp~� exp �1~B1A�11 +B2A�122 x2 + 2 i~�x! dx:D'où, en appliquant le Lemme A.1 ave
a = jA1j�1p~ ; b = 0; 
 = jA2j�1p~ ; d = 0; � = B1A�11 +B2A�122~ ; � = i2�~ ;Q = (�~)�1=2p2l+kl!k!A1�1=2� A1jA1j�l A�1=22 � A2jA2j�k exp �1~ 2�2B1A�11 +B2A�12 !�Sl;k0�a; 2i jA1j�1�p~ hB1A�11 +B2A�12 i ; 
; 2i jA2j�1�p~ hB1A�11 +B2A�12 i ; �1A :Ainsi, si on poseb = 2i jA1j�1�p~ hB1A�11 +B2A�12 i ; d = 2i jA2j�1�p~ hB1A�11 +B2A�12 i ;on a h'l(A1; B1; ~; a1; �1; �); 'k(A2; B2; ~; a2; �2; �)i= (�~)�1=2p2l+kl!k!A1�1=2� A1jA1j�l A�1=22 � A2jA2j�k Sl;k(a; b; 
; d; �)� exp � 12~ 4�2B1A�11 +B2A�12 � i2~(�1 + �2)(a2 � a1)! :Or on aB1A2 +A1B2 = B1A2 +A1B2; A1B2 �B1A2 = A1B2 �B1A2;4�2B1A�11 +B2A�12 = (2i�A1)(�2i�A2)B1A2 +A1B2 ;2i�A1 = B1(a1 � a2)� iA1(�1 � �2); �2i�A2 = B2(a1 � a2) + iA2(�1 � �2);



A.3. Preuve de la Proposition 3.15 129� = B1A2 +A1B22~A1A2 ; 2a
� = A1jA1j A2jA2j 4B1A2 +A1B2 ;��� a2� �1=2 = �(B1A1 � 2)A�11 A2 +A1B2B1A2 +A1B2 �1=2 = �A1A1 A1B2 �B1A2B1A2 +A1B2�1=2= A1jA1j (A1B2 �B1A2)1=2(B1A2 +A1B2)�1=2;
br ��� a2 = ~�1=22i�A2(A1B2 �B1A2)�1=2(B1A2 +A1B2)�1=2= �~�1=2 B2(a1 � a2) + iA2(�1 � �2)pA1B2 �B1A2pB1A2 +A1B2 ;��� 
2� �1=2 = A2jA2j(B1A2 �A1B2)1=2(B1A2 +A1B2)�1=2;dr ��� 
2 = ~�1=2 B1(a1 � a2)� iA1(�1 � �2)pB1A2 �A1B2pB1A2 +A1B2
e qui 
on
lut par substitution dans (A.4). �A.3 Preuve de la Proposition 3.15Tout d'abord, on aM
n (0; A;B)2 = k(1� F )(n) 0k2= ZRd(1 � F )(n)(
kyk)2��d=2jdetAj�1e�kjAj�1yk2dy6 Zkyk>
�1 M2n��d=2jdetAj�1e�kjAj�1yk2dy= M2n��d=2 ZkjAjzk>
�1 e�kzk2dz6 M2n��d=2 Zkzk>kjAjk�1
�1 e�kzk2dz= M2n��d=2 2Zr>kjAjk�1
�1 e�r2dr!d6 M2n��d=22d Z +1kjAjk�1
�1 e�kjAjk�1
�1rdr!d= M2n��d=22d kjAjkd 
de�dkjAjk�2
�2 : (A.6)



130 A. Preuves du Chapitre 3Par ailleurs, en omettant un 
ertain nombre de paramètres,k(1� F )(n) l+1jk2= 1lj + 1 D(1� F )(n)A�j l; (1� F )(n)A�j lE= 1lj + 1 D�[(1� F )(n);A�j ℄ +A�j(1� F )(n)� l; (1� F )(n)A�j lE= 1lj + 1�D[(1� F )(n);A�j ℄ l; (1� F )(n)plj + 1 l+1jE+D(1� F )(n) l;Aj(1� F )(n)A�j lE�= 1plj + 1 D[(1� F )(n);A�j ℄ l; (1� F )(n) l+1jE+ 1lj + 1 D(1� F )(n) l;�[Aj; (1 � F )(n)℄ + (1� F )(n)Aj�A�j lE= 1plj + 1 D[(1� F )(n);A�j ℄ l; (1� F )(n) l+1jE+ 1plj + 1 D(1� F )(n) l; [Aj ; (1� F )(n)℄ l+1jE+ D(1� F )(n) l; (1 � F )(n) lE= k(1 � F )(n) lk2 + p2
plj + 1 ��Aej ; ykyk� (1� F )(n+1) l; (1� F )(n) l+1j�6 k(1 � F )(n) lk2 + p2
kAkplj + 1 k(1� F )(n+1) lk:k(1 � F )(n) l+1jk;don
 M
n (k + 1; A;B)2 6M
n (k;A;B)2 +p2
kAkM
n+1(k;A;B)M
n (k + 1; A;B);puis M
n (k + 1; A;B) 6M
n (k;A;B) +p2
kAkM
n+1(k;A;B):Par une ré
urren
e triviale, on a alorsM
n (k;A;B) 6 kXj=0Cjk(p2
kAk)jM
n+j(0; A;B);d'où (3.22) en utilisant (A.6).Par ailleurs, on a��yj l = � 1p2 dXk=1 hhej ; Bekiplk + 1 l+1k � hBek; ejiplk l�1kid'où (3.23).En�n, expli
itons notre 
hoix de F : on posef(x) = ( 0 six 6 1 oux > 2exp�� 1(x�1)(2�x)� sinonet on dé�nit alors F par F (x) = 1� C R x0 f(t)dt où C�1 = R 21 f(t)dt.



A.4. Preuve du Théorème 3.16 131Par 
onstru
tion même, on a M0 = 1 et pour n > 0Mn+1 = C supx2℄1;2[ jf (n)(x)j:Or, on a f (n)(x) = Pn(x)(x� 1)n(2� x)n f(x)où Pn est une famille de polyn�mes qui est uniquement déterminée par la relation deré
urren
e suivanteP0 = 1Pn+1 = (X � 1)2(2�X)2P 0n � 2n(3� 2X)(X � 1)(2 �X)Pn + (3� 2X)Pn:D'une part, on asupx2℄1;2[ ���� f(x)(x� 1)n(2� x)n ���� = supy2[4;+1[ ��yne�y�� 6 supy2[0;+1[ ��yne�y�� = �ne �net d'autre part, si on pose Qn(X) = Pn(X+32 ), on aQ0 = 1Qn+1 = �X48 � X24 + 18�Q0n + n� 22 Qn � n2X3Qn:et supx2[1;2℄ jPn(x)j = supx2[�1;1℄ jQn(x)j:On voit fa
ilement alors que pour n > 0, Qn est de degré 3n � 2 et que, si on désignepar 
n le maximum des modules des 
oe�
ients de Qn, on a
n+1 6 �18 + 14 + 18� (degQn)
n + n+ 22 
n + n2 
n 6 3n
n:Ainsi supx2[�1;1℄ jQn(x)j 6 (degQn + 1)
n 6 3nn!d'où l'estimation (3.24). �A.4 Preuve du Théorème 3.16On énon
e d'abord les lemmes suivants dont on aura besoin dans la preuve du théo-rème.Lemme A.2 On a, pour A;B 2 GLd(C ) et A0; B0 2Md(C ),DB 0(A;B; y)(B0) = �12(y;B0A�1y) 0(A;B; y);DA 0(A;B; y)(A0) = 12(ry; A0B�1ry) 0(A;B; y)+(A�1y; AtB �BtA2 A�1A0A�1y) 0(A;B; y):



132 A. Preuves du Chapitre 3Preuve1. La première égalité s'obtient fa
ilement par dérivation de fon
tions 
omposéesDB 0(A;B; y)(B0) = �12DB �(y;BA�1y)� (B0) 0(A;B; y)= �12(y;B0A�1y) 0(A;B; y):2. La se
onde s'obtient de manière analogue même si le 
al
ul est sensiblement pluslong DA 0(A;B; y)(A0)= �12 �(detA)�1DA(detA)(A0) + (y;BDA(A�1)(A0)y)� 0(A;B; y)or, on a DA(A�1)(A0) = �A�1A0A�1DA(detA)(A0) = Tr(A0(ComA)t)d'où DA 0(A;B; y)(A0) = �12 �Tr(A0A�1)� (y;BA�1A0A�1y)� 0(A;B; y)et d'autre part, on a(ry; A0B�1ry) 0(A;B; y) = �(ry; A0A�1y) 0(A;B; y)= � �(A0A�1y;ry) + Tr(A0A�1)� 0(A;B; y)= �(A0A�1y;BA�1y)� Tr(A0A�1)� 0(A;B; y)
e qui 
on
lut la preuve. �Lemme A.3 Si M 2 Symd(C ) \GLd(C ) et � 2Md(C ), on aH[�M�1; �; �tM; 0; 0; 0℄(y;ry ; s)�exp ��(y;My)2 �� = 0:Preuve On a ry �exp ��(y;My)2 �� = �My�exp ��(y;My)2 ��d'où (ry; �M�1ry)�exp ��(y;My)2 �� = �(ry; �y)�exp ��(y;My)2 ��(�y;ry)�exp ��(y;My)2 �� = �(�y;My)�exp ��(y;My)2 ��et le résultat. �



A.4. Preuve du Théorème 3.16 133Lemme A.4 Si pour v 2 C d , on poseA�v(t) = A(A(t); B(t); ~; a(t); �(t); v)�H(t) = H[�; �; 
; �; �; �℄(x; p~;x; t);alors on a i~ ��tA�v(t) = [H(t);A�v(t)℄:Preuve On observe tout d'abord qu'on a, pour v 2 C d ,[(p~;x; �p~;x); hv; xi℄ = �2i~hv; �p~;xi[(p~;x; �x) + (�x; p~;x); hv; xi℄ = �2i~hv; �xi[(x; 
x); hv; p~;xi℄ = �2hv; 
xi[(p~;x; �x) + (�x; p~;x); hv; p~;xi℄ = �2hv; �tp~;xi;en parti
ulier, on a [H(t); hv; xi℄ = �i~hv; �x + �p~;x + �i[H(t); hv; p~;xi℄ = �i~hv;�
x � �tp~;x � �i;et �nalement[H(t);A�v(t)℄ = ir~2 �h(i
A � �tB)v; xi � ih(�A + i�B)v; p~;xi � hv;Bt�� iAt�i� :D'autre part,i~ ��tA�v(t) = ir~2 �h _Bv; xi � ih _Av; p~;xi � hv; _B�a+B� _a� i _A�� � iA� _�i�d'où le résultat en utilisant (3.27). �Passons maintenant à la preuve du Théorème 3.16. On 
ommen
e par l'établir pourjlj = 0 puis on utilisera le lemme pré
édent pour 
on
lure par ré
urren
e sur jlj.1. On observe tout d'abord qu'on a ~;0(t; x) = ~�d=4e i~S(t)+ i~ (�(t);x�a(t)) 0�A(t); B(t); x� a(t)p~ � :On e�e
tue alors le 
hangement de variables = t; y = x� a(t)p~ :Ainsi, les opérateurs H[�; �; 
; �; �; �℄(x; p~;x; t) et i~ ��t deviennent respe
tivementH �~�; ~�; ~
;p~(�a+ �);p~(
a+ �); � + (�; a) + 12(a; 
a)� (y; p1;y; s)et i~ ��s + (p~ _a; p1;y):D'où, si on 
onjugue l'équation (3.26) par e i~ (S+(�;x�a)) et si on utilise les variabless et y, i~ ��s'~;0(s; y) = H[�̂; �̂; 
̂; �̂; �̂; �̂℄(y; p1;y; s)'~;0(s; y) (A.7)
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8>>>>>>><>>>>>>>:
�̂ = ~��̂ = ~�
̂ = ~
�̂ = p~(�a+ �� + �� _a)�̂ = p~( _� + 
a+ �t� + �)�̂ = (�a+ �� + �� _a; �) + _S � (12 (�; ��) � 12 (a; 
a)� (�; a)� �)et où on veut véri�er que'~;0(s; y) = ~�d=4 0(A(s); B(s); y)est solution de (A.7). En utilisant (3.27), il reste alors à voir quei ��s'~;0(s; y) = H[��;�i�; 
; 0; 0; 0℄(y;ry ; s)'~;0(s; y):Or, en utilisant le Lemme A.2, on ai ��s'~;0(s; y) = i~�d=4(DA 0(A;B; y)( _A) +DB 0(A;B; y)( _B))= i2 h(ry; _AB�1ry)� (y; _BA�1y)i'~;0(s; y)= H[i _AB�1; 0;�i _BA�1; 0; 0; 0℄(y;ry ; s)'~;0(s; y):Et on 
on
lut en utilisant (3.27) et le Lemme A.3 ave
 M = iBA�1 où (A;B) 2 V.2. On suppose le résultat vrai pour l et on va le montrer pour l + 1j en utilisant leLemme A.4i~ ��t( ~;l+1j (t; x)) = 1plj + 1 i~ ��t (A�j(t) ~;l(t; x))= 1plj + 1 �i~�A�j(t)�t  ~;l(t; x) +A�j(t)i~ ��t ~;l(t; x)�= 1plj + 1 �[H(t);A�j (t)℄ ~;l(t; x) +A�j(t)H(t) ~;l(t; x)�= 1plj + 1H(t)A�j (t) ~;l(t; x)= H(t) ~;l+1j (t; x): �
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Annexe BPreuves du Chapitre 4B.1 Preuve de la Proposition 4.2 : Asymptotiques des quan-tités 
lassiquesPour obtenir l'asymptotique des quantités solutions du système, on va reprendre ladémonstration habituelle basée sur le théorème de point �xe de Pi
ard en 
ontr�lantpré
isément les dépendan
es en t et Æ tout à fait dans l'esprit des Lemmes 6.1 et 6.2de [Hagedorn94℄ ou de la Se
tion 2 de [HagJoye98℄. Par ailleurs, on s'intéressera unique-ment au 
as Æ > 0 même si les di�érentes quantités sont dé�nies sur l'ouvert ℄� 2Æ0; 2Æ0[a�n de donner un sens aux dérivées su

essives en Æ = 0.B.1.1 Traje
toires 
lassiques asso
iées aux valeurs propres EC(x; Æ)On 
ommen
e par 
hoisir � su�samment petit pour avoir B(0; �) � 
.On pose 8><>: NC := supÆ2[0;Æ0℄ k�0C (Æ)kRC := 2 sup(x;Æ)2B(0;�)�℄0;Æ0℄ krxEC(x; Æ)kCC := sup(x;Æ)2B(0;�)�℄0;Æ0℄ k�(x; Æ)HessxEC(x; Æ)k:On remarquera tout d'abord que les quantités NC ; RC et CC sont �nies :� NC 
ar �0C est 
ontinue sur le 
ompa
t [0; Æ0℄,� RC 
ar E est C1 sur le 
ompa
t B(0; �)�[0; Æ0℄ etrx� est bornée sur B(0; �)�℄0; Æ0 ℄,� CC 
ar E (respe
tivement �) est C2 (respe
tivement 
ontinue) sur le 
ompa
tB(0; �) � [0; Æ0℄ et �Hessx� est bornée sur B(0; �)�℄0; Æ0℄.Soit alors T C > 0 tel que 8<: RCT C 6 14�01(NC +RCT C)T C 6 �CCT C 6 14r�01 :Soient �C 2℄0; �℄ et ÆC 2℄0; Æ0℄ tels que8(x; Æ) 2 �x 2 B1(0; �C)=kxk1 6 2�01T C jx1j��℄0; ÆC ℄; ( �(x; Æ)2 > r24 (x21 + Æ2)j�0C1 (Æ)j > 34�01:On note B ~T ;~Æ := (℄� ~T ; ~T [�f0g)�℄0; ~Æ℄kuk1; ~T ;~Æ := sup(t;Æ)2B ~T ;~Æ ku(t; Æ)k pour u 2 F(B ~T ;~Æ;Rn)
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� uv �



Y ~T ;~Æ := 



u(t; Æ)t2 



1; ~T;~Æ + 



v(t; Æ)t 



1; ~T;~ÆY ~T;~Æ := (� uv � 2 F(℄0; ~Æ℄; C0(℄� ~T ; ~T [;Rn � Rn))=



� uv �



Y ~T ;~Æ < +1)B ~T ;~Æ(R) := (� uv � 2 Y ~T ;~Æ=



� uv �



Y ~T;~Æ 6 R) :On véri�e aisément que (Y ~T ;~Æ; k�kY ~T ;~Æ) est un espa
e de Bana
h, en parti
ulier B ~T ;~Æ(R)est un espa
e métrique 
omplet. On dé�nit alors AC : BTC;ÆC (RC) 7! BTC ;ÆC(RC) parAC � uv � : (t; Æ) 7�!  R t0 v(s; Æ)ds� R t0 rxEC(�0C (Æ)s+ u(s; Æ); Æ)ds ! :Véri�ons tout d'abord que AC est bien dé�nie : soit w = � uv � 2 BTC;ÆC (RC), il est
lair que l'image de w par AC est, à Æ �xé, 
ontinue en t, par ailleurs on a



 1t2 Z t0 v(s; Æ)ds



 6 1t2 ����Z t0 s



v(s; Æ)s 



 ds���� 6 1t2 Z jtj0 sdsRC = RC2



1t Z t0 rxEC(�0C (Æ)s+ u(s; Æ); Æ)ds



 6 sup(x;Æ)2B(0;�)�℄0;ÆC℄ krxEC(x; Æ)k = RC2
ar k�0C (Æ)s+ u(s; Æ)k 6 (NC +RCT C)T C 6 �, d'où ACw 2 BTC;ÆC (RC).Montrons maintenant que AC est stri
tement 
ontra
tante : soient w1 = � u1v1 � etw2 = � u2v2 � dans BTC;ÆC (RC), on pose � u3v3 � = ACw1 �ACw2, on a alors



u3(t; Æ)t2 



 = 1t2 



Z t0 (v1(s; Æ) � v2(s; Æ))ds



 6 1t2 Z jtj0 sds



v1(t; Æ) � v2(t; Æ)t 



1;TC;ÆC= 12 



v1(t; Æ) � v2(t; Æ)t 



1;TC;ÆC :Par ailleurs, d'après le théorème des a

roissements �nis


rxEC(�0C (Æ)s+ u1(s; Æ); Æ) �rxEC(�0C (Æ)s+ u2(s; Æ); Æ)


 6max�2[0;1℄ kHessxEC(�(s; Æ; �); Æ)k:ku1(s; Æ) � u2(s; Æ)koù �(s; Æ; �) = �0C (Æ)s+ u1(s; Æ) + �(u2(s; Æ)� u1(s; Æ)). En parti
ulierk�(s; Æ; �)k 6 k�0C (Æ)sk +RCs2 6 (NC +RCT C)jsj 6 1mais on a aussi j�1(s; Æ; �)j > 34�01jsj �RCs2 > (34�01 �RCT C)jsj > �012 jsj
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lassiques 137d'où k�(s; Æ; �)k 6 2�01 (NC +RCT C)j�1(s; Æ; �)j 6 2�01T C j�1(s; Æ; �)jet �(x; Æ)2x=�(s;Æ;�) > r24 (�1(s; Æ; �)2 + Æ2) > (r4�01jsj)2:Finalement



v3(t; Æ)t 



 = 



1t Z t0 (rxEC(�0C (Æ)s + u1(s; Æ); Æ) �rxEC(�0C (Æ)s+ u2(s; Æ); Æ))ds



6 1jtj ����Z t0 4CCr�01jsjku1(s; Æ) � u2(s; Æ)kds����6 4CCr�01jtj Z jtj0 sds



u1(t; Æ) � u2(t; Æ)t2 



1;TC;ÆC6 2CCT Cr�01 



u1(t; Æ) � u2(t; Æ)t2 



1;TC;ÆC6 12 



u1(t; Æ) � u2(t; Æ)t2 



1;TC;ÆCet kACw1 �ACw2kYTC ;ÆC 6 12kw1 � w2kYTC ;ÆC .On applique alors le théorème du point �xe de Pi
ard à AC qui nous donne l'uni
itéet l'existen
e du 
ouple (uC ; vC) 2 YTC;ÆC véri�antuC(t; Æ) = Z t0 vC(s; Æ)dsvC(t; Æ) = �Z t0 rxEC(�0C (Æ)s+ uC(s; Æ); Æ)ds:On pose �nalement aC(t; Æ) = �0C (Æ)t+ uC(t; Æ)�C(t; Æ) = �0C (Æ) + vC(t; Æ);et en dérivant les relations pré
édentes, on obtient le lemme suivant.Lemme B.1 La solution du système di�érentiel� ddtaC(t; Æ) = �C(t; Æ)ddt�C(t; Æ) = �rxEC(aC(t; Æ); Æ)de 
ondition initiale � aC(0; Æ) = 0�C(0; Æ) = �0C (Æ)véri�e l'asymptotique suivante( aC(t; Æ) = �0C (Æ)t +O(t2)�C(t; Æ) = �0C (Æ) +O(t)quand t tend vers 0, uniformément en Æ.



138 B. Preuves du Chapitre 4B.1.2 Traje
toire 
lassique asso
iée à la valeur propre moyenne E(x; Æ)On pose 8<: N0 := supÆ2[0;Æ0℄ k�0(Æ)kM0 := 2 supÆ2[0;Æ0℄ krxE(0; Æ)kC0 := sup(x;Æ)2B(0;�)�[0;Æ0℄ kHessxE(x; Æ)k:On remarquera tout d'abord que les quantités N0; R0 et C0 sont trivialement �nies
ar toutes les fon
tions qui interviennent sont 
ontinues sur les 
ompa
ts où elles sont
onsidérées. On pose en�n R0 := 32N0C0 +M0qC03 .Soit alors T0 > 0 tel que� N0T0 + 12M0T 20 +R0T 30 6 �C0T 20 6 43 :On note 



� uv �



0Y ~T;~Æ := 



u(t; Æ)t3 



1; ~T;~Æ + 



v(t; Æ)t2 



1; ~T;~Æ :On peut en
ore véri�er que (Y ~T ;~Æ; k�k0Y ~T ;~Æ) est un espa
e de Bana
h, en parti
ulier B0~T ;~Æ(R)est un espa
e métrique 
omplet. On dé�nit alors A0 : B0T0;Æ0(R0) 7! B0T0;Æ0(R0) parA0� uv � (t; Æ) =  R t0 v(s; Æ)ds� R t0 hrxE��0(Æ)s�rxE(0; Æ) s22 + u(s; Æ); Æ� �rxE(0; Æ)ids ! :Véri�ons tout d'abord que A0 est bien dé�nie : soit w = � uv � 2 B0T0;Æ0(R0), il est
lair que l'image de w par A0 est, à Æ �xé, 
ontinue en t, par ailleurs on a



 1t3 Z t0 v(s; Æ)ds



 6 1jtj3 ����Z t0 s2 



v(s; Æ)s2 



ds���� 6 1jtj3 Z jtj0 s2dsR0 = R03



 1t2 Z t0 (rxE(�0(Æ)s�rxE(0; Æ)s22 + u(s; Æ); Æ) �rxE(0; Æ))ds



6 1t2 Z jtj0 C0(N0s+M0 s22 +R0s3)ds= C0(12N0 + 16M0T0 + 14R0T 20 )6 12C0N0 + 13M0rC03 + R03= 2R03
ar k�0(Æ)s � rxE(0; Æ) s22 + u(s; Æ)k 6 N0T0 + 12M0T 20 + R0T 30 6 � et à l'aide desa

roissements �nis, d'où A0w 2 B0T0;Æ0(R0).Montrons maintenant que A0 est stri
tement 
ontra
tante : soient w1 = � u1v1 � et
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lassiques 139w2 = � u2v2 � dans B0T0;Æ0(R0), on pose � u3v3 � = A0w1 �A0w2, on a alors



u3(t; Æ)t3 



 = 1jtj3 



Z t0 (v1(s; Æ) � v2(s; Æ))ds



6 1jtj3 Z jtj0 s2ds



v1(t; Æ) � v2(t; Æ)t2 



1;T0;Æ0= 13 



v1(t; Æ) � v2(t; Æ)t2 



1;T0;Æ0



v3(t; Æ)t2 



 6 1t2 ����Z t0 C0ku1(s; Æ) � u2(s; Æ)kds����6 C0t2 Z jtj0 s3ds



u1(t; Æ) � u2(t; Æ)t3 



1;T0;Æ0= C0T 204 



u1(t; Æ) � u2(t; Æ)t3 



1;T0;Æ06 13 



u1(t; Æ) � u2(t; Æ)t3 



1;T0;Æ0et kA0w1 �A0w2k0YT0;Æ0 6 13kw1 � w2k0YT0 ;Æ0 .On applique alors le théorème du point �xe de Pi
ard à A0 pour en déduire lesasymptotiques (4.25) et (4.26). �B.1.3 Complément pour les traje
toires 
lassiques asso
iées aux va-leurs propres EC(x; Æ)En utilisant le Lemme B.1, on addt�C(t; Æ) = �rxEC(aC(t; Æ); Æ)= �rxE(aC(t; Æ); Æ) � �Cr20BBB� 10...0 1CCCA aC1(t; Æ) +O(t2 + Æ2)qr2(aC1 (t; Æ)2 + Æ2) +O(jtj3 + Æ3)= �rxE(0; Æ) � �Cr0BBB� 10...0 1CCCA �0C1 (Æ)tq(�0C1 (Æ)t)2 + Æ2 +O(jtj+ Æ)d'où les asymptotiques (4.27) et (4.28). �B.1.4 Intégrales d'a
tion 
lassiquesOn rappelle qu'on aS(t; Æ) = Z t0 �12k�(s; Æ)k2 �E(a(s; Æ); Æ)� dsSC(t; Æ) = Z t0 �12k�C(s; Æ)k2 �EC(aC(s; Æ); Æ)� dsd'où, en utilisant (4.25)-(4.28), les asymptotiques (4.29) et (4.30). �
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es de déformation du paquet d'ondes asso
iées aux va-leurs propres EC(x; Æ)Dans 
e qui suit, on se donne une fois pour toute une norme matri
ielle sous-multipli
ative et on pose P = 0BBB� 1 0 � � � 00 0 � � � 0... ... ...0 0 � � � 0 1CCCA :Soit alors ÆC0 2℄0; Æ0℄ tel que ÆC0 kPk 6 �02164r et pour tout Æ 2 [0; ÆC0 ℄, �0C1 (Æ) > 12�01 . On poseaussi LC := sup(x;Æ)2B(0;�)�℄0;ÆC0 ℄



HessxEC(x; Æ) � �Cr4Æ2P�(x; Æ)3 



qui est �nie (on le voit en é
rivant une expression pré
ise de Hessx�(x; Æ) et en utilisantles développements limités (4.20)).Soit alors T C0 2℄0; T C ℄ tel que LCT C20 6 12 :Par les théorèmes 
lassiques sur les systèmes di�érentiels linéaires, on sait qu'à Æ �xé,on a existen
e et uni
ité des solutions deAC(t; Æ) = A0 + iZ t0 BC(s; Æ)dsBC(t; Æ) = B0 + iZ t0 HessxV C(aC(s; Æ); Æ)AC (s; Æ)ds:On va maintenant déduire de 
e système les asymptotiques des solutions AC(t; Æ) etBC(t; Æ). On raisonne pour l'instant à Æ �xé,



AC(t; Æ) �A0t 



 = 



Z t0 BC(s; Æ)t ds



 6 sups2[0;t℄ kBC(s; Æ)kkBC(s; Æ)k6 kB0k+ �����Z s0 � r4Æ2kPk�(aC(�; Æ); Æ)3 + LC� kA0k+ � sup�2[0;s℄



AC(�; Æ) �A0� 



! d������6 kB0k+�r4kPk: ����Z s0 Æ2�(aC(�; Æ); Æ)3 d�����+ LC jsj� kA0k+�r4kPk: ����Z s0 Æ2��(aC(�; Æ); Æ)3 d����� + 12LCs2� sup�2[0;s℄



AC(�; Æ) �A0� 



6 G(s; Æ) +H(s; Æ) sup�2[0;s℄



AC(�; Æ) �A0� 



ave
 G(t; Æ) = kB0k+�r4kPk: ����Z t0 Æ2�(aC(�; Æ); Æ)3 d� ����+ LCjtj� kA0kH(t; Æ) = r4kPk: ����Z t0 Æ2��(aC(�; Æ); Æ)3 d� ����+ 12LCt2
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AC(t; Æ) �A0t 



 6 G(t; Æ) +H(t; Æ) sups2[0;t℄ 



AC(s; Æ) �A0s 



et �nalement 



AC �A0t 



1;TC0 ;ÆC0 6 G11�H1 ;où on a posé G1 = sup(t;Æ)2[�TC0 ;TC0 ℄�℄0;Æ0℄G(t; Æ), H1 = sup(t;Æ)2[�TC0 ;TC0 ℄�℄0;Æ0℄H(t; Æ) etoù on a véri�é que G1 < +1 et H1 < 1 :G(t; Æ) 6 kB0k+ rkPkZ jtj0 Æ2[(�01�4 )2 + Æ2℄3 d� + LC jtj! kA0k6 kB0k+�64rkPk�031 + LCT C0 � kA0k < +1;H(t; Æ) 6 rkPkZ jtj0 Æ2�[(�01�4 )2 + Æ2℄3 d� + 12LCt2 6 32rkPk�021 Æ + 12LCt2 6 12 + 14 = 34 < 1:En utilisant 
ette asymptotique, on a



BC(t; Æ) �B0 � iZ t0 �Cr4Æ2PA0�(aC(s; Æ); Æ)3 ds



= 



iZ t0 �HessxEC(aC(s; Æ); Æ)AC (s; Æ) � �Cr4Æ2PA0�(aC(s; Æ); Æ)3 � ds



6 ����Z t0 LCkAC(s; Æ)kds���� + ����Z t0 r4Æ2kPkkAC(s; Æ) �A0k�(aC(s; Æ); Æ)3 ds����6 LC Z jtj0 �kA0k+ G11�H1 s� ds+ rG1kPk1�H1 ����Z t0 Æ2s�(aC(s; Æ); Æ)3 ds����6 LCkA0kjtj+ G11�H1H(t; Æ)d'où, puisqu'on a au passage démontré que H(t; Æ) = O(t2+ Æ), les asymptotiques (4.31)et (4.32). �B.2 Preuve de la Proposition 4.3Les deux 
as étant similaires, on traite uniquement le 
as t < 0. On a les asympto-tiques suivantes aC(t; Æ) = �0C (Æ)t+O(t2);�0C (Æ) = �0 +O(Æ)b(x; Æ) = rx1 +O(kxk21 + Æ2);�(x; Æ)2 = r2(x21 + Æ2) +O �(kxk21 + Æ2)3=2� ;



142 B. Preuves du Chapitre 4on note don
 Ca, C�, Cb, C
, Cd et C� des 
onstantes stri
tement positives telles quepour tout (t; x; Æ) 2 [�T; T ℄�B(0; �) � [0; Æ0℄, on akaC(t; Æ) � �0C (Æ)tk1 6 Cat2;k�0C (Æ)� �0k 6 C�Æ;jb(x; Æ) � rx1j 6 Cb(kxk21 + Æ2);j
(x; Æ) � rÆj 6 C
(kxk21 + Æ2);jd(x; Æ)j 6 Cd(kxk21 + Æ2);j�(x; Æ)2 � r2(x21 + Æ2)j 6 C�(kxk21 + Æ2)3=2:Si x 2W C�(t; Æ; "; 
), on a, d'une partx1 = �01t+ �x1 � aC1(t; Æ)� + �aC1(t; Æ) � �0C1 (Æ)t� + ��0C1 (Æ)t � �01t� ;or jx1 � aC1(t; Æ)j 6 p2 "
jaC1 (t; Æ) � �0C1 (Æ)tj 6 Cat2j�0C1 (Æ)� �01 j 6 C�Æ;d'où, si "=
 6 �01 jtj=(8p2), jtj 6 �01=(8Ca) et Æ 6 �01=(2C�),x1 6 �01t� �018 t� �018 t� �012 t = �014 t < 0;et d'autre part,x = �0t+ �x� aC(t; Æ)�+ �aC(t; Æ) � �0C (Æ)t� + ��0C (Æ)t� �0t� ;d'où kxk1 6 k�0k1jtj+p2 "
 + Cat2 + C�Æjtj 6 (k�0k1 + 3�014 )jtj = Dtjtj:Voyons d'abord la 
ondition W C�(t; Æ; "; 
) � J(Æ) : d'après 
e qui pré
ède on a�(x; Æ)2r2(x21 + Æ2) > 1� C�r2 (kxk21 + Æ2)3=2(x21 + Æ2) > 1� C�r2 (D2t t2 + Æ2)3=2�02116 t2 + Æ2d'où, si t2 + Æ2 6 (r4min(1; �041 =256))=(4C2� max(1;D6t )),�(x; Æ)2 > r22 (x21 + Æ2):Voyons maintenant la 
ondition W C�(t; Æ; "; 
) � Z�(Æ) :b(x; Æ) = rx1 + (b(x; Æ) � rx1) < Cb(kxk21 + Æ2)6 Cb max�1; 16D2t�021 � (x21 + Æ2) 6 �(x; Æ)2Cbr max�1; 16D2t�021 �s�02116 t2 + Æ2d'où, si �02116 t2 + Æ2 6 r=(4Cb max(1; 16D2t =�021 )),b(x; Æ) < 12�(x; Æ):Finalement quitte à diminuer T et Æ0, la seule vraie 
ontrainte est "=
 6 �01 jtj=(8p2),qui impose à t de ne pas se rappro
her de 0 plus vite que "=
 (
e qui est prévisible
ompte tenu du fait que dans la zone de tron
ature de rayon p2"=
, �(x; Æ) se 
omporte
omme t). �



B.3. Preuve du Lemme 4.5 143B.3 Preuve du Lemme 4.5On va traiter uniquement le 
as où ��A(Æ; ") = 0 et ��B (Æ; ") = 1. L'Ansatz est en
orele même que (4.15) à savoir	(t; x; y; Æ; ") = F �
 kx� aB(t)k" � e i"2 [SB(t)+�B(t):"y℄"�d=2 l(AB(t); BB(t); y) (B.1)� �1 + i"2� j��A(x; Æ)ih��A(x; Æ)jEA(x; Æ) �EB(x; Æ) + rB(x; Æ)P?(x; Æ)�� ��t + �B(t):rx����B (t; x; Æ)où P?(x; Æ) = 1 � P (x; Æ) est le proje
teur spe
tral sur l'orthogonal des sous-espa
espropres asso
iées aux valeurs propres EA(x; Æ) et EB(x; Æ) et où rB(x; Æ) est la restri
tionà P?(x; Æ)H de la résolvante de h(x; Æ) prise en la valeur EB(x; Æ). Comme pour leThéorème 4.1 les termes qui font intervenir les dérivées de la fon
tion de tron
ature sontexponentiellement petits et don
 négligeables par rapport aux autres, on traitera don
uniquement les termes restants.Expression des termes d'erreurOn va donner i
i les 35 termes qui apparaissent dans la quantité à estimer pourévaluer l'erreur exp �� i"2SB(t)� i"�B(t):y� "n=2�(t; x; y; Æ; ")�"4'l� ��t + �B:rx���A 1EA �EB ���A��� � ��t + �B:rx���B��"4'l��A 1EA �EB �� ��t + �B:rx���A��� � ��t + �B:rx���B��"4'l��A 1EA �EB *��A��� � ��t + �B:rx�2 ��B+�"4'lrBP?� ��t + �B:rx�2 ��B+"42 'l�x��B+i"62 'l(�x��A) 1EA �EB ���A��� � ��t + �B:rx���B�+i"62 'l��A�x� 1EA �EB����A��� � ��t + �B:rx���B�+i"62 'l��A 1EA �EB ��x��A��� � ��t + �B:rx���B�+i"62 'l��A 1EA �EB ���A����x� ��t + �B:rx���B�+i"6'l(rx��A):rx� 1EA �EB����A��� � ��t + �B:rx���B�+i"6'l(rx��A) 1EA �EB :�rx��A��� � ��t + �B:rx���B�+i"6'l(rx��A) 1EA �EB :���A���rx� ��t + �B:rx���B�



144 B. Preuves du Chapitre 4+i"6'l��Arx� 1EA �EB� :�rx��A��� � ��t + �B:rx���B�+i"6'l��Arx� 1EA �EB� :���A���rx� ��t + �B:rx���B�+i"6'l��A 1EA �EB �rx��A���rx� ��t + �B:rx���B�+i"62 'l(�xrB)P?� ��t + �B:rx���B+i"62 'lrB(�xP?)� ��t + �B:rx���B+i"62 'lrBP?�x� ��t + �B:rx���B+i"6'l(rxrB):(rxP?)� ��t + �B:rx���B+i"6'l(rxrB)P?:rx� ��t + �B:rx���B+i"6'lrB(rxP?):rx� ��t + �B:rx���B+"3ry'l:(rx��B )+i"5ry'l:(rx��A) 1EA �EB ���A��� � ��t + �B:rx���B�+i"5ry'l��A:rx� 1EA �EB����A��� � ��t + �B:rx���B�+i"5ry'l��A 1EA �EB :�rx��A��� � ��t + �B:rx���B�+i"5ry'l��A 1EA �EB :���A���rx� ��t + �B:rx���B�+i"5ry'l:(rxrB)P?� ��t + �B:rx���B+i"5ry'lrB:(rxP?)� ��t + �B:rx���B+i"5ry'lrBP?:rx� ��t + �B:rx���B�"4'l��A�B:rx� 1EA �EB����A��� � ��t + �B:rx���B��"4'l�B:rx(rB)P?� ��t + �B:rx���B�"4'lrB�B:rx(P?)� ��t + �B:rx���B�E[3B 'l��B



B.3. Preuve du Lemme 4.5 145�i"2E[3B 'l��A 1EA �EB ���A��� � ��t + �B:rx���B��i"2E[3B 'lrBP?� ��t + �B:rx���B :On va majorer 
ha
un des termes brutalement quand ils font intervenir un produit,on est don
 ramené à estimer les termes singuliers suivants sur le support de tron
ature :� les dérivées su

essives du gap entre les deux valeurs propres1EA(x; Æ) �EB(x; Æ) = 12�(x; Æ) ;rx� 1EA(x; Æ) �EB(x; Æ)� = �rx�(x; Æ)2�(x; Æ)2 ;�x� 1EA(x; Æ) �EB(x; Æ)� = jrx�(x; Æ)j2�(x; Æ)3 � �x�(x; Æ)�(x; Æ)2 ;� les dérivées su

essives des ve
teurs propres dynamiques (on a noté ��C (t) les ve
-teurs propres dynamiques et ��C les ve
teurs propres statiques)rx��C (t; x; Æ) = irx!�C ��C (t) + ei!�C rx��C ;� ��t + �B:rx���A(t; x; Æ) = ei!�A�B:rx��A� 
��Aj�A:rx��A���A(t) + i(�B � �A):rx!�A��A(t);� ��t + �C :rx���C (t; x; Æ) = ei!�C �C :rx��C � 
��C j�C :rx��C ���C (t);�x��C (t; x; Æ) = i�x!�C ��C (t)+ irx!�C :rx��C (t)+ iei!�C rx!�C :rx��C + ei!�C �x��C ;� ��t + �C :rx�2��C (t; x; Æ) =ei!�C �(�C :rx)2 �rxEC(aC(t); Æ):rx � 2 
��C j�C :rx��C � �C :rx���C+ h
��C j�C :rx��C �2 + 
��C jrxEC(aC(t); Æ):rx��C �i��C (t)� �k�C :rx��C k2 + 
��C j(�C :rx)2��C ����C (t);rx� ��t + �C :rx���C (t; x; Æ) =ei!�C [irx!�C +rx℄(�C :rx)��C � 
��C j�C :rx��C �rx��C (t)� �
��C j(�C :rx)rx��C �+ 
rx��C j�C :rx��C ����C (t);�x� ��t + �C :rx���C (t; x; Æ) =(i�x!�C � jrx!�C j2)ei!�C �C :rx��C + 2iei!�C rx!�C :rx(�C :rx)��C+2 �
rx��C j�C :rx��C �+ 
��C jrx(�C :rx)��C ��rx��C (t)+ei!�C �x(�C :rx)��C + 
��C j�C :rx��C ��x��C (t)�h 
�x��C j�C :rx��C �+ 2 
rx��C jrx(�C :rx)��C �+ 
��C j�x(�C :rx)��C � i��C (t);



146 B. Preuves du Chapitre 4� les dérivées su

essives de la résolvante réduite en EB(x; Æ) restreinte à P?(x; Æ)HrxrB(x; Æ);�xrB(x; Æ);� les dérivées su

essives du proje
teur spe
tral asso
ié aux deux valeurs propresfEA(x; Æ); EB(x; Æ)g qui est C3 sur 
�℄� 2Æ0; 2Æ0[rxP?(x; Æ) = �rxP (x; Æ);�xP?(x; Æ) = ��xP (x; Æ):Ve
teurs propres statiques et leurs dérivées��A(x; Æ) = g� 1 + f� 2; (B.2)��B (x; Æ) = �f� 1 + g� 2; (B.3)rx��A(x; Æ) = rxg� 1 +rxf� 2 + g�rx 1 + f�rx 2; (B.4)rx��B (x; Æ) = �rxf� 1 +rxg� 2 � f�rx 1 + g�rx 2: (B.5)A partir d'i
i, on ne pré
ise que les dérivées su

essives de ��A(x; Æ), 
elles de ��B (x; Æ)étant analogues.Hessx��A(x; Æ) = Hessxg� 1 +Hessxf� 2 + 2Sym(rxg�:rx t1)+2Sym(rxf�:rx t2) + g�Hessx 1 + f�Hessx 2; (B.6)�x��A(x; Æ) = �xg� 1 +�xf� 2 + 2rxg�:rx 1 + 2rxf�:rx 2+g��x 1 + f��x 2; (B.7)rx�x��A(x; Æ) = rx�xg� 1 +rx�xf� 2 +�xg�rx 1 +�xf�rx 2+rxg��x 1 +rxf��x 2 + g�rx�x 1 + f�rx�x 2+2Hessxg�rx 1 + 2Hessxf�rx 2+2Hessx 1rxg� + 2Hessx 2rxf�: (B.8)Phases 
orrigées et leurs dérivéesOn rappelle qu'on a!�C (t; x; Æ) = iZ t�T 
��C (x+ aC(�)� aC(t); Æ)j�C (�):rx��C (x+ aC(�)� aC(t); Æ)� d�:En parti
ulier,rx!�C (t; x; Æ) =iZ t�T rx 
��C (x+ aC(�)� aC(t); Æ)j�C(�):rx��C (x+ aC(�)� aC(t); Æ)� d�;�x!�C (t; x; Æ) =iZ t�T �x 
��C (x+ aC(�)� aC(t); Æ)j�C(�):rx��C (x+ aC(�)� aC(t); Æ)� d�:



B.3. Preuve du Lemme 4.5 147Estimation des quantités fondamentalesLes 
al
uls pré
édents mettent en valeur que les quantités fondamentales à estimersont les fon
tions �, f� et g� ainsi que leurs dérivées. Or on a� pour (L; l) l'un des 
ouples de lettres (B; b), (C; 
) ou (D; d)L(x; Æ) = l(x; Æ)�(x; Æ) ;rxL(x; Æ) = rxl � Lrx�� ;HessxL(x; Æ) = Hessxl � LHessx�� + 2Lrx�:rx�t � Sym(rxl:rx�t)�2 ;�xL(x; Æ) = �xl � L�x�� + 2Ljrx�j2 �rxl:rx��2 ;rx�xL(x; Æ) = rx�xl � Lrx�x���x�rxL� � 4Ljrx�j2 �rxl:rx��3 rx�+2rxLjrx�j2 + 2LHessx�rx��Hessxlrx��Hessx�rxl�2 � �xl � L�x��2 rx� ;� pour � �(x; Æ) =pb2 + 
2 + d2;rx�(x; Æ) = Brxb+ Crx
+Drxd;Hessx�(x; Æ) = BHessxb+CHessx
+DHessxd+rxB:rxbt+rxC:rx
t+rxD:rxdt;�x�(x; Æ) = B�xb+ C�x
+D�xd+rxB:rxb+rxC:rx
+rxD:rxd;rx�x�(x; Æ) = Brx�xb+Crx�x
+Drx�xd+�xbrxB+�x
rxC+�xdrxD+2�HessxbrxB +Hessx
rxC +HessxdrxD+HessxBrxb+HessxCrx
+HessxDrxd� ;� pour f� f�(x; Æ) =r1�B2 ;rxf�(x; Æ) = � rxB2p2(1 �B) ;Hessxf�(x; Æ) = � HessxB2p2(1�B) � rxB:rxBt4p2(1�B)3=2 ;�xf�(x; Æ) = � �xB2p2(1 �B) � jrxBj24p2(1�B)3=2 ;rx�xf�(x; Æ) = � rx�xB2p2(1 �B) � HessxBrxB2p2(1�B)3=2� �xBrxB4p2(1�B)3=2 � 3jrxBj2rxB8p2(1�B)5=2 ;



148 B. Preuves du Chapitre 4� pour g� g�(x; Æ) = Ap2(1�B) ;rxg�(x; Æ) = rxAp2(1 �B) + ArxB2p2(1�B)3=2 ;Hessxg�(x; Æ) = HessxAp2(1 �B) + AHessxB2p2(1�B)3=2+Sym(rxA:rxBt)p2(1�B)3=2 + 3ArxB:rxBt4p2(1�B)5=2 ;�xg�(x; Æ) = �xAp2(1�B) + A�xB2p2(1�B)3=2 + rxA:rxBp2(1�B)3=2 + 3AjrxBj24p2(1�B)5=2 ;rx�xg�(x; Æ) = rx�xAp2(1�B) + �xBrxA+Arx�xB2p2(1�B)3=2 + �xArxB2p2(1�B)3=2+HessxArxB +HessxBrxAp2(1�B)3=2 +3 jrxBj2rxA+ 2AHessxBrxB4p2(1�B)5=2 + �xArxB2p2(1�B)3=2+ 3A�xBrxB4p2(1�B)5=2 + 3rxA:rxBrxB2p2(1�B)5=2 + 15AjrxBj2rxB8p2(1�B)7=2 :On rappelle qu'on s'intéresse à 
es quantités pour x 2 UC(t; Æ; "; 
) d'où� pour (L; l) et � rxb = O(1); rx
 = O(jtj+ Æ); rxd = O(jtj+ Æ);rx� = O(1); rxL = O� 1jtj+ Æ� ;Hessxl = O(1); Hessx� = O� 1jtj+ Æ� ; HessxL = O� 1(jtj+ Æ)2� ;rx�xl = O(1); rx�x� = O� 1(jtj+ Æ)2� ; rx�xL = O� 1(jtj+ Æ)3� ;� pour f� f = O(1); rxf = O� 1jtj+ Æ� ;Hessxf = O� 1(jtj+ Æ)2� ; rx�xf = O� 1(jtj+ Æ)3� ;� pour g� g = O(1); rxg = O� 1jtj+ Æ� ;Hessxg = O� 1(jtj+ Æ)2� ; rx�xg = O� 1(jtj+ Æ)3� :Ainsi,



B.3. Preuve du Lemme 4.5 149� pour les ve
teurs propres statiquesrx��C (x; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ; Hessx��C (x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;rx�x��C (x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)3� ;� pour les phases 
orrigées, en tenant 
ompte du fait que � > R(jtj+Æ) sur l'intervalled'intégration (
f. Proposition 4.3),rx!�C (t; x; Æ) = O�ln 1jtj+ Æ� ; �x!�C (t; x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� :Estimations �nalesEn parti
ulier, on a don
 les estimations suivantes� pour le gap entre les deux valeurs propres1EA(x; Æ) �EB(x; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ;rx� 1EA(x; Æ) �EB(x; Æ)� = O� 1(jtj+ Æ)2� ;�x� 1EA(x; Æ) �EB(x; Æ)� = O� 1(jtj+ Æ)3� ;� pour les ve
teurs propres rx��C (t; x; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ;� ��t + �B:rx���A(t; x; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ;� ��t + �C :rx���C (t; x; Æ) = O� 1jtj+ Æ� ;�x��C (t; x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;� ��t + �C :rx�2��C (t; x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;rx� ��t + �C :rx���C (t; x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)2� ;�x� ��t + �C :rx���C (t; x; Æ) = O� 1(jtj+ Æ)3� ;� pour la résolvante réduite en EB(x; Æ) restreinte à P?(x; Æ)HrxrB(x; Æ) = O(1); �xrB(x; Æ) = O(1);� pour le proje
teur spe
tral asso
ié aux deux valeurs propres fEA(x; Æ); EB(x; Æ)grxP?(x; Æ) = O(1); �xP?(x; Æ) = O(1):



150 B. Preuves du Chapitre 4Finalement k"n=2�(t; x; y; Æ; ")kL1(x);L2(y) est majoré parC"� "4(jtj+ Æ)3 + "6(jtj+ Æ)4� k'lkL2 +� "3jtj+ Æ + "5(jtj+ Æ)3� kry'lkL2+�"3 + "5(jtj+ Æ)2�

kyk3'l

L2 #;Pour 
on
lure la preuve, on applique alors le Lemme 1.3 et on remarque que le terme en"2 dans (B.1) est d'ordre O � "2(jtj+Æ)2�. �B.4 Asymptotiques des ve
teurs propres statiques et dyna-miquesB.4.1 Preuve du Lemme 4.7On a, ave
 le même type de raisonnement que dans la Se
tion 4.5.1, si x1 6= 0,���(x; Æ) � rjx1j�� 6 r2Æ2 + C�(kxk21 + Æ2)3=2rjx1j :D'où, pour x 2W C� (t; Æ; "; 
) ave
 � = +;�,jB(x; Æ) � sgn(t)j = ����sgn(t)b(x; Æ) � �(x; Æ)�(x; Æ) ����6 jb(x; Æ) � rx1j+ ���(x; Æ) � rjx1j��r2 jx1j6 2rCbjx1j(kxk21 + Æ2) + r2Æ2 +C�(kxk21 + Æ2)3=2r2x21 ;soit �nalement B(x; Æ)� sgn(t) = O�jtj+ Æ2t2� :Par ailleurs, jA(x; Æ)j = ����
(x; Æ) + id(x; Æ)�(x; Æ) ���� 6 rÆ + (C
 + Cd)(kxk21 + Æ2)r2 jx1j ;soit �nalement A(x; Æ) = O�jtj+ ����Æt �����
e qui permet de 
on
lure. �B.4.2 Preuve du Lemme 4.8On a, toujours ave
 le même type de raisonnement, si Æ > 0,j�(x; Æ) � rÆj 6 r2x21 + C�(kxk21 + Æ2)3=2rÆ :



B.4. Asymptotiques des ve
teurs propres statiques et dynamiques 151D'où, pour x 2W C� (t; Æ; "; 
) ave
 � = +;�,jA(x; Æ) � 1j = ����
(x; Æ) + id(x; Æ) � �(x; Æ)�(x; Æ) ����6 j
(x; Æ) + id(x; Æ) � rÆj+ j�(x; Æ) � rÆjr2Æ6 2r(C
 + Cd)Æ(kxk21 + Æ2) + r2x21 + C�(kxk21 + Æ2)3=2r2Æ2 ;soit �nalement A(x; Æ) � 1 = O�Æ + t2Æ2� :Par ailleurs, jB(x; Æ)j = ���� b(x; Æ)�(x; Æ) ���� 6 rjx1j+Cb(kxk21 + Æ2)r2Æsoit �nalement B(x; Æ) = O�Æ + ���� tÆ �����
e qui permet de 
on
lure. �B.4.3 Preuve du Lemme 4.9Comme on a (4.33), on va 
her
her à estimer l'erreur 
ommise par rapport à lasituation z = 0. On va désormais traiter uniquement le 
as (C; �) = (B;�), les autresétant analogues. On a, en omettant les divers paramètres,h��B (x; Æ); �B(t):rx��B (x; Æ)i =�B:(f�rxf� + g�rxg�) + f�2�11jg�j2�22 � f�g��12 � f�g��21où �ij(t; x; Æ) = h i(x; Æ); �B(t):rx j(x; Æ)i.Or f�2 = 1�B2 ; jg�j2 = 1 +B2 ;f�g� = A2 ; f�g� = A2 ;f�rxf� + g�rxg� = iDrx
� Crxd2(1 �B)� :Ainsi il faut mesurer l'erreur entre L(x; Æ) et L(aB(t); Æ) pour x 2 UB(t; Æ; "; 
) où L est
ha
une des quantités �;B;C;D, rx
, rxd et �ij . Pour les quantités pré
édentes, onpose Lx = L(x; Æ) ; Lt = L(aB(t); Æ) ; [L℄xt = Lx � Lt;on a alors su

essivement, pour x 2 UB(t; Æ; "; 
),1. [�℄xt = [�2℄xt�x + �t = O� "jtj
(jtj+ Æ) + "
 (jtj+ Æ)�



152 B. Preuves du Chapitre 4d'après l'inégalité des a

roissements �nis ave
rx(�2) = 2(brxb+ 
rx
+ drxd) = 2r2x10BBB� 10...0 1CCCA+O(kxk2 + Æ2)= O �jtj+ (jtj+ Æ)2�et le fait que �(x; Æ) > R(jtj+ Æ) ;2. [B℄xt = [b℄xt �Bx[�℄xt�t = O� "
(jtj+ Æ)�toujours d'après l'inégalité des a

roissements �nis puisque b(x; Æ) est C1 sur le
ompa
t WB�(0; Æ; "; 
) � [0; Æ0℄ et que B(x; Æ) 2 [0; 1℄ ;3. [C℄xt = [
℄xt � Cx[�℄xt�t = O� "
 + "jtj
(jtj+ Æ)2�en
ore d'après l'inégalité des a

roissements �nis puisque rx
(x; Æ) = O(jtj+ Æ) etque C(x; Æ) 2 [0; 1℄ ; et on a un résultat analogue pour D ;4. puisquerx
;rxd et �ij sont C1 surWB�(0; Æ; "; 
)�[0; Æ0 ℄, on a bien sûr [L℄xt = O( "
 )pour 
ha
une de 
es quantités ;5. [frxf + grxg℄xt = i2 [D℄xt (rx
)x � [C℄xt (rxd)x +Dt[rx
℄xt � Ct[rxd℄xt(1�Bx)�x+(Drx
� Crxd)t(1�Bt)�x � [B℄xt1�Bx � [�℄xt�t �!d'où, puisque rx
 = O(jtj+ Æ) et rxd = O(jtj+ Æ),[frxf + grxg℄xt = O� "
(jtj+ Æ)� :Finalement h��B j�B:rx��B i = O� "
(jtj+ Æ)�et on 
on
lut par intégration sur l'intervalle de temps [�T; t℄. �
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Annexe CPreuves du Chapitre 5C.1 Preuve de la Proposition 5.2(i) On 
ommen
e par tronquer l'intervalle d'intégration en s à [�~
 ; ~
 ℄ ave
 
 < 12su�samment grand. On a�����Z T0  Z~
6jsj6T=2 f(t; s)s2ne�g(t;s)=~ds! dt�����6 Z T0  Z~
6jsj6T=2 kfk1�T2 �2n e�rs2=~ds! dt 6 kfk1T 2�T2 �2n e�r~2
�1si bien qu'il su�t de 
onsidérer, quitte à rajouter une erreur exponentiellementpetite en ~, Z T0 �Z ~
�~
 f(t; s)s2ne�g(t;s)=~ds� dt:(ii) On tronque g(t; s) à l'ordre 5 en s ave
 les notations suivantesg(t; s) = �(t)s22 + �(t)s3 + 
(t)s4 + Æ(t)s5 +O �s6� :On a ,à l'aide du développement en série de l'exponentielle, pour jsj 6 ~
 ave

 > 13 (dans le développement, on garde uniquement les termes de la forme sm~pave
 m < 2p + 4 
ar sinon la 
ontribution est d'ordre O �~n+m�2p+12 � et est don
O �~n+ 52�),���e�g(t;s)=~ � e��(t)s2=(2~)�(t; s)��� 6 Cs4�s2~ + s4~2 + s6~3 + s8~4� e��(t)s2=(2~)où C > 0 et�(t; s) = 1� �(t)s3~ � 
(t)s4~ � Æ(t)s5~ + �(t)22 s6~2 + �(t)
(t) s7~2 � �(t)36 s9~3 :Or, on a����Z T0 �Z ~
�~
 f(t; s)s2n+4�s2~ + s4~2 + s6~3 + s8~4� e��(t)s2=(2~)ds� dt����



154 C. Preuves du Chapitre 56 ~n+ 52 Z T0 �ZR kfk1�2n+4(�2 + �4 + �6 + �8)e��(t)�2=2d�� dtsi bien qu'il su�t de 
onsidérer, quitte à rajouter une erreur d'ordre O �~n+ 52�,Z T0 �Z ~
�~
 f(t; s)s2n�(t; s)e��(t)s2=(2~)ds� dt: (C.1)(iii) On tronque f(t; s) à l'ordre 3 en s ave
 les notations suivantesf(t; s) = �(t) + �(t)s+ �(t)s2 + �(t)s3 +O �s4� :Si 
 > 13 , tous les termes à partir de s3~ dans (C.1) sont bornés sur l'intervalle
onsidéré. Or on aZ T0 �Z ~
�~
 s2n+4e��(t)s2=(2~)ds� dt 6 ~n+ 52 Z T0 �ZR �2n+4e��(t)�2=2d�� dtsi bien qu'il su�t de 
onsidérer, quitte à rajouter une erreur d'ordre O �~n+ 52�,Z T0 �Z ~
�~
 ��(t) + �(t)s+ �(t)s2 + �(t)s3� s2n�(t; s)e��(t)s2=(2~)ds� dt:(iv) On enlève les termes du produit qui produisent des erreurs du même ordre que
elles déjà 
onsidérées. Ainsi, on garde uniquement�(t; s) = �(t)�(t; s)+�(t)�s� �(t)s4~ � 
(t)s5~ + �(t)22 s7~2�+ �(t)�s2 � �(t)s5~ �+ �(t)s3:Les autres termes sont majorés pars4�s2~ + s4~ + s6~ �qui 
onduit à une erreur du même type qu'en (ii) (à savoir d'ordre O �~n+ 52�).(v) On étend l'intervalle d'intégration en s à R. On a, pour m 2 N,�����Zjsj>~
 sme��s2=(2~)ds����� = ~m+12 �����Zj�j>~
� 12 �me���2=2d������6 2Cm~m+12 Z 1~
� 12 �e���2=4d� = 2Cm� ~m+12 e��~2
�1=4ave
 Cm tel que �me���2=2 6 Cm�e���2=4pour � su�samment grand. Finalement, il su�t don
 de 
onsidérer, quitte à ra-jouter une erreur exponentiellement petite en ~,Z T0 �ZR s2n�(t; s)e��(t)s2=(2~)ds� dt:



C.2. Preuve du Corollaire 5.3 155(vi) Les termes ave
 des puissan
es impaires de s ne 
ontribuent pas 
ompte tenu del'imparité globale de la fon
tion à intégrer sur R tout entier. Il su�t don
 de
onsidérer, ave
 le 
hangement de variables s = p~�,Z T0  ZR "�(t)�~n�2n � ~n+1
(t)�2n+4 + ~n+1�(t)22 �2n+6�+~n+1 ���(t)�(t)�2n+4 + �(t)�2n+2� #e��(t)�2=2p~d�!dt:Or, si on pose Jm = ZR �2me���2=2d�;on a Jm+1 = 2m+ 1� Jm ;d'où Jm = (2m� 1)(2m� 3)� � � � � 3� 1� ��mJ0 = p2� (2m)!2mm!��m� 12et le résultat en utilisant que�(t) = 16 �3g�s3 (t; 0); 
(t) = 124 �4g�s4 (t; 0);�(t) = f(t; 0); �(t) = �f�s (t; 0); �(t) = 12 �2f�s2 (t; 0): �C.2 Preuve du Corollaire 5.3On rappelle qu'on a H0 = 1; H1 = 2X;et qu'en posantC(t; s) = 12 hB(t+ s)A(t) +A(t+ s)B(t)iD(t; s) = B(t+ s)A(t)�A(t+ s)B(t)z1(t; s) = B(t)(a(t+ s)� a(t)) + iA(t)(�(t + s)� �(t))z2(t; s) = B(t+ s)(a(t+ s)� a(t))� iA(t+ s)(�(t+ s)� �(t))G(t; s) = S(t+ s)� S(t) + sE0 � 12(�(t+ s) + �(t))(a(t + s)� a(t))g(t; s) = z1(t; s)z2(t; s)4C(t; s) + iG(t; s)la formule de la Proposition 3.12 donneh ~'l(t+ s; ~; x); ~'k(t; ~; x)i = C� l+k+122l+kpl!k!e� g~ e�i ��(E0) s�min(l;k)Xj=0 Cjl Cjkj!4jp�Dl�jHl�j  � z1C�1=2p2~p�D!pDk�jHk�j z2C�1=2p2~pD! :



156 C. Preuves du Chapitre 5On a don
 h ~'0(t+ s; ~; x); ~'0(t; ~; x)i = f0;00 (t; s)e� g(t;s)~h ~'1(t+ s; ~; x); ~'1(t; ~; x)i = �f1;10 (t; s) + s2~ f1;12 (t; s)� e� g(t;s)~ave
 f0;00 (t; s) = e�i ��(E0) sC�1=2f1;10 (t; s) = e�i ��(E0) sC�3=2f1;12 (t; s) = �e�i ��(E0) s z1z22s2 C�5=2Par ailleurs, on a les développements limités suivants autour de s = 0, en omettantla dépendan
e en t de la plupart des fon
tions.Lemme C.1C(t; s) = 1� isE00(a)jAj2 + jBj2 + 2�j�j22�s22 �E00(a) + i2�E000(a)jAj2 + 2���E0(a)B + i�E00(a)A��+O �s3�D(t; s) = ishE00(a)A2 �B2 + 2��2i+ is22 h�E000(a)A2 � 4i���E0(aB + i�E00(a)A�i+O �s3�z1(t; s) = �i�s� s22 hE0(a)B + i�E00(a)Ai+ is36 h�E00(a)� �2E000(a)Ai+O �s4�z2(t; s) = i�s+ s22 hE0(a)B � i�E00(a)Ai�is36 h�E00(a) + 2�2E000(a)A + 6���E0(a)2 + �2E00(a)�i+O �s4�G(t; s) = s36 E0(a)2 + �2E00(a)2 + �3E000(a) s424 +O �s5� :Preuve On a_A(t) = iB(t) + 2���(t)_B(t) = iE00(a(t))A(t) + 2i��E0(a(t))�A(t) = �E00(a(t))A(t) � 4��E0(a(t))�B(t) = i�(t)E000(a(t))A(t) �E00(a(t))B(t) + 4i���(t)E00(a(t)):D'où2C(t; s) =BA+AB + sh�� iE00(a)A � 2i��E0(a)�A+ �� iB + 2����Bi�s22 h�i�E000(a)A+E00(a)B + 4i���E00(a)�A+ �E00(a)A+ 4��E0(a)�Bi+O �s3�



C.2. Preuve du Corollaire 5.3 157et D(t; s) =sh�iE00(a)A+ 2i��E0(a)�A� �iB + 2����Bi+s22 h�i�E000(a)A�E00(a)B + 4i���E00(a)�A� ��E00(a)A� 4��E0(a)�Bi+O �s3� :Par ailleurs, _a(t) = �(t)_�(t) = �a(t) = �E0(a(t))��(t) = :::a (t) = ��(t)E00(a(t)):::� (t) = ��(t)2E000(a(t)) +E0(a(t))E00(a(t)):D'oùz1(t; s) =B(t) �s�(t)� s22 E0(a(t))� s36 �(t)E00(a(t))�+iA(t) ��sE0(a(t)) � s22 �(t)E00(a(t)) + s36 �� �(t)2E000(a(t)) +E0(a(t))E00(a(t))��+O �s4�et on en déduit aussi le résultat pour z2(t; s) en utilisant que z2(t; s) = �z1(t+ s;�s).En�n, _S(t) = �(t)22 �E(a(t))�S(t) = �2�(t)E0(a(t)):::S (t) = 2E0(a(t))2 � 2�(t)2E00(a(t))::::S (t) = 8�(t)E0(a(t))E00(a(t)) � 2�(t)3E000(a(t)):D'où G(t; s) =s ��22 �E(a)�� �E0(a)s2 + s33 �E0(a)2 � �2E00(a)�+ s412 �4�E0(a)E00(a)� �3E000(a)�+O �s5�+ s ��22 +E(a)�� �� �E0(a)s2 � �E00(a)s24 + s312 �E0(aE00(a)� �2E000(a)�+O �s4��� ��s�E0(a)s22 � �E00(a)s36 + s424 �E0(aE00(a)� �2E000(a)�+O �s5��
e qui 
on
lut. �



158 C. Preuves du Chapitre 5Pour alléger les é
ritures, on va maintenant introduire les notations suivantesC(t; s) = 1� is
1(t)� s22 
2(t) +O �s3�D(t; s) = isd1(t) + is22 d2(t) +O �s3�z1(t; s) = �i�s� s22 u(t) + is36 v(t) +O �s4�z2(t; s) = i�s+ s22 u(t)� is36 w(t) +O �s4�où on a u(t) = E0(a(t))B(t) + i�(t)E00(a(t))A(t)v(t) = �E00(a(t)) � �(t)2E000(a(t))A(t)u0(t) = i�(t)2E000(a(t))A(t) + 2i�� �E0(a(t))2 + �(t)2E00(a(t))�w(t) = v(t) + 3iu0(t)
1(t) = E00(a(t))jA(t)j2 + jB(t)j22 + �j�j2
2(t) = E00(a(t)) + i2�(t)E000(a(t))jA(t)j2 + 2��u(t)d1(t) = E00(a(t))A(t)2 �B(t)2 + 2��2d2(t) = �(t)E000(a(t))A(t)2 � 4i��u(t):Des développements limités pré
édents et ave
 la notation ra

our
ie�0 = ��(E0) ;on tire la proposition suivante.Proposition C.2f0;00 (t; s) = 1 +O(s)f1;10 (t; s) = 1 + is �32
1(t)� �0�+ s22 ��0 (3
1(t)� �0) + 32 �
2(t)� 52
1(t)2��+ O �s3�f1;12 (t; s) = �j�j22 + is �12< ��u(t)�� j�j22 �52
1(t)� �0��+ s22 " ju(t)j24 + < ��v(t)�3 + i2�u0(t)�< ��u(t)��52
1(t)� �0��j�j22 �52 �
2(t)� 72
1(t)2�+ �0 (5
1(t)� �0)�#+ O �s3�g(t; s) = j�j22 s22 + is36 g3(t) + s424g4(t) +O �s5�



C.2. Preuve du Corollaire 5.3 159où on a posé

g3(t) = 32 j�j2
1(t)� �E0(a(t))2 + �(t)2E00(a(t))�g4(t) = 3j�j2�
2(t)� 2
1(t)2�+ 6
1(t)< ��u(t)�� 32 ju(t)j2 � 2< ��v(t)��3i�u0(t) + i�(t)3E000(a(t)):

D'où,

Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'0(t+ s; ~; x); ~'0(t; ~; x)i dsdt= Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s)f0;00 (t; s)e�g(t;s)=~dsdt= 2p�j�j ~1=2 Z �(E0)0 �(t)�(t)dt+O �~3=2�
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Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'1(t+ s; ~; x); ~'1(t; ~; x)i dsdt= Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s)f1;10 (t; s)e�g(t;s)=~dsdt+~�1 Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s)f1;12 (t; s)s2e�g(t;s)=~dsdt= 2p�j�j ~1=2 Z �(E0)0 �(t)�(t)dt+p2�~3=2 � "p2j�j3 Z �(E0)0 �(t)�(t) ��0 (3
1(t)� �0) + 32 �
2(t)� 52
1(t)2�� dt+p2j�j3 Z �(E0)0 �(t)�2i�0(t) �32
1(t)� �0�+ �00(t)� dt� 1p2j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)g4(t)dt�2p2j�j5 Z �(E0)0 �(t) ��0(t) + i�(t)�32
1(t)� �0�� g3(t)dt+5p23j�j7 Z �(E0)0 �(t)�(t)g3(t)2dt#+O �~5=2�� 2p�j�j ~1=2 Z �(E0)0 �(t)�(t)dt+3p2�~3=2 � "2p2j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)"14 ju(t)j2 + 13< ��v(t)�+ i2�u0(t)�< ��u(t)��52
1(t)� �0�#dt�p2j�j3 Z �(E0)0 �(t)�(t) ��0 (5
1(t)� �0) + 52 �
2(t)� 72
1(t)2�� dt+2p2j�j5 Z �(E0)0 �(t)�i�0(t) �< ��u(t)�� j�j2�52
1(t)� �0��� j�j22 �00(t)� dt+ 53p2j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)g4(t)dt�10p23j�j7 Z �(E0)0 �(t)�i�(t) �< ��u(t)�� j�j2�52
1(t)� �0��� j�j2�0(t)� g3(t)dt�35p29j�j7 Z �(E0)0 �(t)�(t)g3(t)2dt#



C.2. Preuve du Corollaire 5.3 161= p�~3=2 � "� 4j�j3 Z �(E0)0 �(t)�(t) ��0 (6
1(t)� �0) + 3�
2(t)� 154 
1(t)2�� dt+ 1j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)�3ju(t)j2 + 4< ��v(t)�� 12< ��u(t)��52
1(t)� �0�+6i�u0(t)�dt+ 16ij�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)�114 
1(t)� �0� g3(t)dt� 20ij�j7 Z �(E0)0 �(t)�(t)< ��u(t)� g3(t)dt� 20j�j7 Z �(E0)0 �(t)�(t)g3(t)2dt+ 4j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)g4(t)dt� 8ij�j3 Z �(E0)0 �(t)�0(t) (3
1(t)� �0) dt+ 12ij�j5 Z �(E0)0 �(t)�0(t)< ��u(t)� dt+ 16j�j5 Z �(E0)0 �(t)�0(t)g3(t)dt+ 4j�j3 Z �(E0)0 �0(t)�0(t)dt#+O �~5=2�En utilisant l'identitéZ �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'1(t+ s; ~; x); ~'1(t; ~; x)i dsdt =Z �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'1(t+ s; ~; x); ~'1(t; ~; x)i dsdton voit qu'on a mêmeZ �(E0)0 �(t)Z �(E0)0 �(t+ s) h ~'1(t+ s; ~; x); ~'1(t; ~; x)i dsdt= �p�~3=2 � " 4j�j3 Z �(E0)0 �(t)�(t) ��0 (6
1(t)� �0) + 3�<
2(t)� 154 
1(t)2�� dt� 1j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)�3ju(t)j2 + 4< ��v(t)�� 12< ��u(t)��52
1(t)� �0�+6<�i�u0(t)��dt+ 20j�j7 Z �(E0)0 �(t)�(t)g3(t)2dt� 4j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)<g4(t)dt+ 4ij�j3 Z �(E0)0 h�(t)�0(t)� �0(t)�(t)i (3
1(t)� �0) dt� 6ij�j5 Z �(E0)0 h�(t)�0(t)� �0(t)�(t)i< ��u(t)� dt+ 16j�j5 Z �(E0)0 �(t)�(t)g03(t)dt� 4j�j3 Z �(E0)0 �0(t)�0(t)dt#+O �~5=2� �


