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1 INTRODUCTION. 41 Introduction.Le sujet de cette thèse est la résolution du problème de di�raction parun obstacle (ou écran, screen en Anglais) métallique d'une onde électroma-gnétique en régime harmonique. Il a fait l'objet de nombreuses recherches etles méthodes de résolution numérique sont multiples: on peut modéliser leproblème en dimension trois et appliquer des schémas numériques à l'aide deséléments �nis de J. C. Nédélec [36], [37], cf. P. Monk [35], R. Hiptmair[26], ou bien on peut se ramener à un problème bidimensionnel par le biaisd'équations intégrales. Un large éventail des méthodes intégrales est donnédans Colton-Kress [9].Le choix des méthodes intégrales, dans la résolution d'équations aux dérivéespartielles (EDP) avec conditions aux limites en général, est historiquementassez ancien, et a connu un essor très dynamique suite aux travaux de W.Wendland [49], et de ses élèves. Deux points cruciaux sont au c÷ur de cesméthodes:1. la coercivité de l'opérateur intégral dans les espaces d'énergie (inégalitésde Gårding, forte ellipticité), qui est la propriété clef permettant l'usagedes méthodes de Galerkin pour la résolution numérique du problème,2. les estimations a priori sur sur une échelle d'indices de Sobolev, quiprédisent de la vitesse de convergence d'une méthode de Galerkin uti-lisée. Ces estimations sont étroitement liées aux structures algébriqueet géométrique du problème en question: régularité des coe�cients del'opérateur initial, régularité du second membre, régularité de la fron-tière sur laquelle on impose les conditions aux limites.L'intérêt majeur des méthodes intégrales est le fait que l'on se ramène àdiscrétiser un objet 2D plutôt que 3D. L'inconvénient est la forme de lamatrice que l'on récupère, par exemple, avec une méthode de Galerkin: engénéral, elle est pleine.Pour le problème de Maxwell, si l'on reste dans le cadre des résolutionspar des méthodes intégrales, de nombreuses idées ont été proposées: citonsA. Bendali [3], utilisant les éléments �nis de Raviart-Thomas [42], R.MacCamy & E. Stephan ainsi que M. Costabel & E. Stephan [14]ramenant le problème à un opérateur fortement elliptique. Les deux typesde méthodes ont été testés dans la pratique; on consultera la thèse de K.Maatouk [32] pour la seconde méthode.



1 INTRODUCTION. 5Depuis maintenant plus de dix ans, a�n d'accélérer les résolutions d'EDP avecconditions aux limites par des méthodes intégrales, l'idée d'utiliser une based'ondelettes (dont l'auteur est Y. Meyer, cf. [34]) dans une analyse multi-échelle a fait son chemin; un grand nombre de travaux enthousiastes ont été(et sont encore) conduits pour divers types d'opérateurs intégraux. CitonsSchneider [44] et Dahmen [16] qui ont étudié la question dans un cadrethéorique général, l'équipe associée à W. Dahmen [17], ainsi que l'articlede coauteurs Dahmen-Stevenson [19] et Cohen-Dahmen-DeVore [8],l'équipe associée à C. Schwab [40], [41], et les articles d' A. Rathsfeld[22].En ce qui concerne la résolution du problème de Maxwell par des équationsintégrales, il n'y a pas eu, à ce jour, de méthodes numériques utilisant lesondelettes. On peut esquisser quelques raisons à ce fait: d'abord il y a le choixde l'opérateur intégral, et des espaces fonctionnels associés. Par exemple, danscette thèse, l'opérateur considéré n'est pas coercif sur son espace naturel, etcette singularité exclut l'utilisation d'une méthode de Galerkin quelconque.Ensuite, il y a le choix de la construction des ondelettes, et même pour desespaces fonctionnels �classiques� (espaces de Sobolev), il n'y a pas (encore?)de construction �universelle�. Cependant, il y a bien deux approches quise retrouvent: la première idée se rapproche, dans son principe, des éléments�nis deRaviart-Thomas, et consiste à construire des ondelettes �spéciales�(dans H(div)); cette idée a été abordée (séparément) par K. Urban [48]dans ses articles, et, numériquement, par R. Loison [31] dans sa thèse. Ladeuxième idée serait de modi�er l'opérateur intégral de départ pour obtenirun opérateur intégral sur des espaces fonctionnels �classiques� (Hs:::). Cetteidée très séduisante, dans la perspective d'utiliser des méthodes liées auxéléments �nis classiques, nécessite quelques précautions; en particulier, il fauts'assurer que les problèmes énoncés sont toujours équivalents, sous peined'implanter une méthode qui converge vers une mauvaise solution. C'est cettedernière approche qui a été choisie pour �l directeur dans cette thèse.1.1 Origine du problème et objectifs de la thèse.1.1.1 Origine du problème.Le problème concret est le rayonnement d'une structure physique illu-minée par un champ sinusoïdal incident. Cette structure est composée d'undiélectrique sur lequel on a posé une plaque métallique d'épaisseur négligeable



1 INTRODUCTION. 6devant la longueur d'onde du champ incident. L'étude de l'objet rayonnantétait le sujet de la thèse de S. Béline [2] à l'INSA de Rennes, et ce fut lepoint de départ de deux thèses simultanées à Rennes: celle de R. Loison [31]à l'INSA de Rennes, et la présente thèse.Dans la thèse de S. Béline, et comme nous le verrons dans le paragraphe3 pour les équations intégrales surfaciques, le problème était ramené à larésolution numérique d'équations intégrales mixtes, bidimensionnelles et tri-dimensionnelles, l'inconnue étant le courant de polarisation qui apparaît dufait de la présence du diélectrique (courant �volumique�) et de la métallisa-tion (courant �surfacique�). La méthode utilisée (�méthode des moments�)consistait en la décomposition du courant induit suivant une base multié-chelle constituée de polynômes de degré 1 par morceaux. Comme soulignédans cette thèse, l'inconvénient majeur d'une telle méthode était le caractèreplein de la matrice discrète obtenue, qui rendait l'inversion (et donc le calculdu champ di�racté) couteuse en temps.Des calculs numériques ont été menés avec succès pour le problème d'antennesimple, et con�rmèrent la di�culté de passer à des structures plus complexescomme les réseaux d'antennes, ce qui intéressait aussi les industriels.Les pistes envisagées pour réduire le temps de calcul étaient fondées surles caractères symétriques d'une structure particulière, mais elles n'o�raientqu'une réduction partielle sans permettre une méthode générale peu onéreuseapplicable à tout type de structure.1.1.2 Les ondelettes pour la résolution d'équations intégrales.Comme nous l'avons déjà mentionné, l'utilisation de bases d'ondelettesdans la résolution numérique d'équations intégrales permet dans de nom-breux cas de réduire de manière signi�cative le temps de calcul des solutions.Le principe est le suivant: en développant les vecteurs en jeu suivant une based'ondelettes à supports �nis, la matrice du problème discrétisé est constituéede coe�cients petits par rapport à sa diagonale. En négligeant ces petits co-e�cients dans la matrice discrète, suivant un critère déterminé (seuillage), onobtient une matrice creuse avec peu de coe�cients non nuls, plus rapidementinversible.L'idée de départ du projet de thèse à l'INSA était d'utiliser ces méthodesde résolution par ondelettes avec pour base de travail la thèse de S. Béline,a�n de réduire les temps de calculs et �nalement d'essayer de résoudre lesproblèmes de réseaux d'antennes.



1 INTRODUCTION. 7On peut dire que les résultats dans la thèse de R. Loison ont con�rmé les es-pérances: en substance, les résolutions par ondelettes permettent des calculsqui s'avéraient totalement exclus par la �méthode des moments classiques�décrite dans la thèse de S. Béline, et la méthode par ondelettes proposée aété appliquée à des réseaux d'antennes.1.1.3 Les ondelettes pour le problème de Maxwell: deux thèses,deux visions.Les deux thèses commencées en septembre 1997 à Rennes avaient pourobjectif de mettre en évidence une technique de résolution du problème deMaxwell par le biais d'équations intégrales, en utilisant des méthodes d'on-delettes. Si le point de départ et les objectifs étaient comparables, les mo-tivations étaient bien distinctes: d'un côté, pour la thèse de R. Loison, encollaboration avec le CNES et Alcatel à Toulouse, il s'agissait d'obtenir desrésultats convaincants et un code implémenté fonctionnel rapidement; celaimposait une étude pratique plutôt que théorique. D'un autre côté, pour lathèse présentée ici, l'accent était porté sur les résultats théoriques: étude del'opérateur intégral, estimations d'erreurs, critères de compressions, etc....Il ne s'agissait en aucun cas de faire deux thèses concurrentielles, mais plutôtdeux thèses complémentaires; l'idée était la suivante: les résultats théoriquespouvaient aider à l'implémentation d'un code, et à l'analyse des résultats(taux de convergence, taux de compression,...) tandis que les résultats numé-riques pouvaient con�rmer les résultats théoriques obtenus.Dans les deux cas, il ne s'agissait pas non plus de construire des ondelettes�nouvelles� associées à ce problème particulier, mais plutôt de voir commenton pouvait utiliser les ondelettes que l'on trouve dans la littérature pournotre problème.Les nombreux échanges entre les deux groupes de travail furent enrichis-sants d'un point de vue professionnel, la similarité des travaux permettantde connecter la théorie à la pratique.1.1.4 Résultats et comparaisons.Les deux thèses ont suivi leurs chemins et ont abouti, pour l'une (R.Loison), à de bons résultats, un code informatique fonctionnel, et une mé-thode permettant l'étude de structures complexes qui étaient di�ciles ouimpossibles à traiter auparavant, et de l'autre, la présente thèse, à des ré-



1 INTRODUCTION. 8sultats théoriques cherchés (et démontrés), qui con�rment en partie certainsrésultats pratiques: les taux de compression, trouvés par R. Loison don-nent des matrices, après seuillage, contenant N logN éléments non nuls, àconstantes près, où N désigne la taille de la matrice relative au problèmediscrétisé. La complexité algorithmique suit aussi cette courbe. En consé-quence, les méthodes d'ondelettes fonctionnent et fonctionnent bien pour larésolution d'équations intégrales pour le problème de Maxwell. D'ailleurs, lefait de trouver des résultats similaires en théorie et en pratique est à la foisrassurant et encourageant.En ce qui concerne les méthodes proposées dans les deux thèses, elles sont àla fois similaires et di�érentes: similaires dans leurs élaborations, équationsintégrales, fonctions de base (fonctions d'échelle), seuillage, sont identiques;di�érentes dans leurs mises en ÷uvre (structures géométriques, constructionsdes ondelettes, critères a priori).On peut toutefois comparer les complexités des deux méthodes, leurs avan-tages et inconvénients.� Le gros avantage de la méthode présentée par R. Loison est la simpli-cité des ondelettes utilisées. L'�inconvénient�, outre l'absence de cer-titude sur la validité mathématique de la méthode proposée, inhérenteaux objectifs �xés cités plus haut, est la structure des métallisationsimposées: planes et à caractères rectangulaires, a�n d'utiliser de la ma-nière la plus simple possible des ondelettes construites par produit ten-soriel.Les résultats numériques obtenus sont convaincants, et permettent d'en-visager la résolution de systèmes physiques complexes avec un grandnombre d'inconnues.� L'avantage de la méthode proposée ici est bien son caractère �intrinsèque�,en utilisant une triangulation de la surface par des triangles �courbes�,ce qui est bien plus souple pour toute discrétisation, et permet de trai-ter réellement tout type de métallisation. En outre, on n'utilise des on-delettes construites à partir d'éléments �nis continus uniquement, enpassant à des méthodes non conformes, et un nombre de moments nulsminimal. Ceci est à comparer avec des méthodes conformes qui exige-raient des éléments �nis C1, donc des fonctions de bases plus lourdes, etavec des méthodes exigeant un nombre de moments nuls élevé (2 voire3), qui donnent des ondelettes à très grands supports, et pratiquementdi�ciles à mettre en ÷uvre. De ce point de vue, les deux thèses ont en



1 INTRODUCTION. 9commun d'utiliser les outils d'approximation les plus simples possibles.L'inconvénient, outre l'absence de tests numériques, inhérente aux ob-jectifs �xés plus haut, est la lourdeur des ondelettes utilisées, comparéesà celles de R. Loison: sur un maillage et une structure quelconques, etceci est un phénomène connu, on devrait ne voir le béné�ce d'une telleméthode qu'en allant vers des systèmes à grands nombres d'inconnues.Les résultats obtenus pour la compression, et donc la complexité algo-rithmique, sont conformes aux tests numériques e�ectués par R. Loi-son.1.2 Réduction du problème.1.2.1 Modélisation du problème initial.Pour cette section, on pourra se référer à Colton-Kress [9], Hazard-Lenoir [25].Le problème initial est donc le rayonnement d'une structure diélectrique �niesur laquelle on a posé une plaque métallique d'épaisseur négligeable devantla longueur d'onde incidente. On cherche à calculer le champ di�racté enfréquence, c'est-à-dire en régime harmonique. Le diélectrique est modélisé parune partie ouverte relativement compacte et connexe 
 de R3, et la plaquemétallique est une partie � ouverte et simplement connexe de la frontière@
. On suppose que la frontière @
 est C1 par morceaux, et on note n lanormale extérieur de @
.Les caractéristiques électromagnétiques du diélectrique sont les données desa permettivité "1 et de sa perméabilité �1. En dehors de 
, on suppose quela perméabilité et la permettivité sont celles du vide, notées respectivement�0 et "0. Les équations de Maxwell s'écrivent, en régime harmonique et ausens des distributions dans R3n�:� rotE = i!�HrotH = �i!"Eoù " (resp.�) vaut "1 dans 
 (resp. �1), et "0 en dehors (resp. �0). Lechamp (E;H) représente la somme des champs incident (Ei;Hi) et di�racté(Es;Hs). On cherche donc à calculer le champ di�racté.On impose deux conditions physiques aux limites.1. L'une sur la plaque, celle des conducteurs parfaits, donnant l'annulation



1 INTRODUCTION. 10de la composante tangentielle du champ total:E� n = 0 sur �.2. L'autre est la condition de décroissance du champ di�racté à l'in�ni,appelée condition de radiation de Silver-Müller, cf. [9], et 3.On impose aux champs E et H d'être dans L2loc(R3), et leurs rotationnelsd'être dans L2loc(R3n�) ainsi que dans L2loc(
) et dans L2loc(R3n
). Ceci n'im-plique nullement que les rotationnels sont dans L2loc(R3) tout entier.En revanche, compte tenu de la condition d'annulation de la composante tan-gentielle du champ électrique sur �, on obtientE 2 Hloc(rot;R3)avec Hloc(rot;R3) := fU 2 L2loc(R3)�� rotU 2 L2loc(R3)g:Comme conséquence de l'écriture des équations de Maxwell au sens distri-butionnel sur R3, on obtient les relations de saut au travers de la surface@
: n �H = 0 sur �;n�E = 0 sur �;[n�E] = 0 sur @
;[n�H] = 0 sur @
n�;["E � n] = 0 sur @
n�;[�H � n] = 0 sur @
:En première approximation, on posera�1 = �0:Ceci correspond à une réalité physique, la permittivité étant la caractéristiquela plus sensible au changement de milieux. En conséquence, on obtient les



1 INTRODUCTION. 11relations de saut suivantes:n �H = 0 sur �;n�E = 0 sur �;[n�E] = 0 sur @
;[n�H] = 0 sur @
n�;["E � n] = 0 sur @
n�;[H � n] = 0 sur @
;1.2.2 Equations intégrales.Réécrivant les équations de Maxwell au sens distributionnel sur R3 toutentier, on obtient: � rotE = i!�HrotH = �i!"E� [H� n]��:En éliminant H, sachant que � est constante sur R3,rot rotE = "�!2E� i!�[H� n]��:Ce qui s'écrit, en posant k2 = "�!2,rot rotE = k2E+ jc��:On posera aussi k2i := "i�!2; i = 0; 1;ce qui nous permet d'écrirerot rotE� k20E = jd + jc;avec jc = �i!�[H� n]��jd = (k2 � k20)E



1 INTRODUCTION. 12et on posera j := jc + jd:En notant G0(x� y) := eik0 jx�yjjx� yj ; x; y 2 R3le noyau de Green associé à l'opérateur de Helmholtz ��� k20, et en posantA := G0 ? j;� := divA;on trouve la formule de représentation du champ di�ractéEd = � 1k20r��A:Les physiciens appellentA le potentiel vectoriel, et � le potentiel scalaire. Onen déduit un système d'équations intégrales mixte (volumique et surfacique)en écrivant la condition de nullité du champ total sur la plaque métallique,et l'écriture du champ incident à l'intérieur du diélectrique:n �Ei = 1k20n�r�+ n �A sur �, condition électrique,Ei = (k2 � k20)�1jd + 1k20r� +A dans 
;les inconnues étant jd et jc.1.2.3 Réduction du problème, objectifs.Comme nous l'avons vu, le problème physique se ramène à la résolutionde deux équations intégrales, contenant des intégrales volumiques et surfa-ciques. Cependant, l'étude qui va suivre ne portera que sur la partie surfa-cique, c'est-à-dire le problème sans le diélectrique. En e�et, le problèmepeut aussi se ramener totalement à des intégrales surfaciques, en séparantpar exemple le problème intérieur et extérieur, et en utilisant une représen-tation indirecte, avec des conditions aux bords �xés. On renvoie, pour plusde détails, à Colton-Kress [9]. Essentiellement, on retrouvera d'ailleurs le



1 INTRODUCTION. 13même opérateur intégral que pour le problème sans diélectrique. La partie�singulière� du problème est donc bien l'étude de la di�raction d'un champpar un écran métallique. De nombreuses études ont été menées dans ce sens,on renvoie à [46], et les ses références citées.On notera que l'opérateur intégral obtenu n'est pas coercif dans l'espacenaturel de résolution, ce qui exclut l'usage d'une méthode de Galerkin quel-conque. Nous verrons dans le document pourquoi.Précisément, dans [46], les problèmes de di�raction par un écran métalliqueont été traités, et la résolution utilisait des éléments �nis bidimensionnelsclassiques. On obtenait les taux de convergence suivants, pour la plaque ou-verte: ku� uhk = O(h 12�");où h désignait le pas de résolution, et " était un réel arbitraire strictementcompris entre 0 et 1=2. La norme utilisée ici est la norme d'énergie. On avaitles mêmes résultats dans [29], [43], avec des méthodes tridimensionnellesutilisant les éléments �nis de Nédélec. Comme nous l'avons vu, en appliquantune méthode de Galerkin sur les équations intégrales, on obtient une matricepleine, ce qui ralentit de manière considérable le temps de calcul. On sait queles méthodes d'ondelettes pourraient avoir pour e�et de réduire ce nombred'éléments non nuls par une condition de seuil sans trop détruire le taux deconvergence. Les questions auxquelles nous répondons dans cette thèse sontles suivantes:1. Des méthodes d'ondelettes sont-elles applicables à l'opérateur intégralvu précédemment? Si oui, mettre en évidence une base d'ondeletteadaptée, et, de préférence, construite à partir d'éléments �nis 2D clas-siques. Cela contient aussi les méthodes de seuillage.2. Les taux de convergence, comparés à [46] sont-ils conservés? Autrementdit, un travail sur les estimations d'énergie est indispensable.3. Peut-on dégager une méthode de résolution �intrinsèque�, par rapportà la géométrie de l'écran (surface fermée, plaque ouverte...)? Cette ques-tion est en étroit rapport avec les estimations d'énergie et les singula-rités de la solution.Les réponses que l'on trouvera seront d'ailleurs positives.Encore une fois, l'accent est mis sur la particularité de la résolution. Il ne



1 INTRODUCTION. 14faudrait pas perdre de vue que tout cela est sujet à des restrictions impor-tantes pour la mise en ÷uvre pratique. En ce qui concerne le calcul e�ectifdes éléments de la matrice, pour l'intégration numérique, on pourra se référerà [44], [22]; pour le stockage de données, et la manipulation des coe�cients,on pourra se référer à [19], [18], [40]. Tous ces caractères sont assez clairsdans l'état actuel de la bibliographie à ce propos.1.2.4 Structure du document.Le document se présente en deux grandes parties:1. on étudie le problème de di�raction dans le cas particulier où la plaquemétallique est fermée, compacte, régulière et simplement connexe. Lemécanisme de résolution est fondé sur la décomposition de Hodge etsur la réécriture du problème en quatre variables scalaires. On appliqueensuite des méthodes de résolution par ondelettes sur la matrice 4 � 4par blocs obtenue.2. La structure de résolution étant ainsi établie sur le cadre régulier, onl'adapte sur le cas où la plaque est une partie polygonale et simplementconnexe de la surface précédente (cas de la plaque ouverte). C'est le casle plus intéressant dans la pratique. De nombreux problèmes techniquessurviennent alors, l'adaptation n'étant pas aussi triviale que cela: es-paces, décomposition(s) de Hodge, et méthode(s) de seuillage pour lamatrice discrète di�èrent parfois singulièrement de la première partie.On se bornera, dans cette deuxième partie à détailler les points quidi�èrent de la première, car, encore une fois, le schéma général de ré-solution est identique.La méthode de résolution présentée (via les décompositions de Hodge) ainsique la forme de la matrice discrète obtenue est à rapprocher du tout récentarticle de A. Buffa, M. Costabel et C. Schwab [6], qui ont travaillé, avecd'autres motivations, sur la résolution du problème de Maxwell pour un écranmétallique de forme polyédrique.Avant d'entrer dans le vif du sujet, on commence par un bref aperçu dela géométrie du problème considéré dans la première partie.



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 152 Opérateurs sur une surface � régulière.Pour cette section, on se réfère aux ouvrages d'Hörmander [27], Chen-Zhou [7], Lions-Magenes [30] et Dautray-Lions [21] pour les espacesfonctionnels et les opérateurs sur ces espaces.2.1 Généralités topologiques.Une surface � � R3 est de classe Ck, k 2 N [ f1g si pour tout x 2 �,il existe � > 0, Dx un domaine de R2 contenant un point �x et x une ap-plication bijective de Dx vers B(x; �)\ �, de classe Ck telle que x(�x) = x,et telle que son gradient soit de rang 2 en tout point. Le bord d'un domaineborné de R3 est une surface fermée, et en particulier, une surface fermée estcompacte. On se �xe dans la suite une surface fermée de classe C1, simple-ment connexe.On se donne un recouvrement �ni d'ouverts relatifs (M�) et de bord C1,simplement connexes, et une partition de l'unité (��) relative à ce recouvre-ment, avec des notations évidentes. On se donne alors une famille de domainesD� � R2, et une famille (x�)� d'applications de D� dans M�, de classe C1,bijectives. Chaque x� est appelée carte locale.La variable générique de D� sera dénommée � = (�1; �2)T ; un point de lasurface sera noté indi�éremment x ou x(�) = (x1(�); ::x3(�))T .Le plan tangent s'écrit Tx0 = V ectf@�1x(�0); @�2x(�0)g en un point x0 =x(�0) 2 M�0 de la surface, avec @�j x = @x=@�j. On dé�nit le tenseur fonda-mental par G = (gij)1�i;j�2, gij := (@�i x; @�j x) en un point �, (; ) désignant leproduit euclidien dans R3. Son inverse est noté G�1 = (gij).g := detG = j@1x� @2xj2 > 0; (2.1.1)j:j étant la norme euclidienne, � le produit vectoriel, sur R3. L'élément desurface s'écrit ds = pgd�.La normale est dé�nie en tout point par n(x(�)) = g�1=2@�1x� @�2x.Une distribution (scalaire) u sur � peut être écrite comme u =P� u�, avecu� = ��u, distribution à support dans M�; par abus, on notera aussi u� �u� �x�, qui désignera aussi, comme fonction sur R2, son prolongement par 0en dehors de D�. On dé�nit alors les espaces de Sobolev de manière classique



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 16([7], [27]) sur � par: 8s 2 Ru 2 Hs(�) () 8�; u� 2 Hs(R2);avec pour norme kuk2s =X� ku�k2Hs(R2)=X� ZR2(1 + j�j2)sjbu�(�)j2d�où bu� désigne la transformée de Fourier de u.REMARQUES. Cette dé�nition est spéci�que aux surfaces fermées, dansle sens où l'on garde la (L2�)dualité (Hs;H�s). Dans le cas d'une surfaceouverte, si on la suppose partie d'une autre surface M , i.e., � � M , onpeut dé�nir deux types d'espaces de Sobolev distincts sur �, à partir d'unrecouvrement de M : on commence par dé�nir Hs(M) de la même manière,et: Hs(�) := fuj�;u 2 Hs(M)g;avec pour norme kukHs(�) = inffkvkHs(M); vj� = ug;et eHs(�) := fu 2 Hs(M)j Supp(u) � �g;ce dernier espace étant muni de la norme induite. La dualité se retrouvecette fois ci entre Hs et eH�s. En particulier, revenant au cas de la surfacefermée, on peut dé�nir Hs(M�), qui est à distinguer de eHs(M�). On a l'inclusion-injection (pour s � 0):eHs(M�) � Hs(M�):En outre, si on se donne une fonction u 2 Hs(�), alorsu��M�2 Hs(M�):On remarquera en�n qu'en changeant de partition, ou de recouvrement, onobtient des normes équivalentes.



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 172.2 Gradient surfacique.Comme � est de classe C2, on peut trouver � > 0 tel que, pour tout� 2 D�, �0 2 D�0, j�3j < �, j�03j < �, x(�) + �3n(�) 6= x(�0) + �03n(�0).L'ensembleV�(�) := [�fx(�) + �3n(�);� := (�1; ::�3) 2 D��]� �; �[g (2.2.1)dé�nit un voisinage de �.On note e = (e1; ::e3)T la base canonique de R3, ete� = (e�1 ; ::e�3)T = (@�1x; @�2x;n)T (2.2.2)la base locale sur �.On prolonge toute fonction scalaire ' 2 C0(�) à V� en �' de manière continuepar: 8�;8x(�) 2M�; �'(x(�) + �3n(�)) = '(x(�)): (2.2.3)et sur V�, @xi �' = @ �'@xi @x �' = (@xj �')T (2.2.4)@�i �' = @ �'@�i @� �' = (@�j �')T (2.2.5)Le gradient de �', s'écrit r �' =Pi @xi �'ei.Dé�nition 2.2.1 Le gradient surfacique r� ' d'une fonction ' 2 C1(�) estdé�ni sur � par:r� '(x(�)) := n(�)� (r �'(x(�))� n(�)): (2.2.6)Notons F (�) = (fij(�)) = 0@(@�1x+ �3@�1n)T(@�2x+ �3@�2n)TnT 1A : (2.2.7)alors detF (�; 0) = pg et pour j�3j < �, detF > 0. On notera F�1(�) =(f ij(�)). On a la formule de changement de repère:e = F�1(�; 0)e� (2.2.8)



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 18et @x �' = F�1(�; 0)@� �': (2.2.9)Et par un calcul direct, r�' = 2Xj;k=1(@�j ')gjke�k : (2.2.10)ou encore r�' = 2Xj=1 (G�1@�')je�j ; (2.2.11)en notant @�' = (@�1'; @�2')T : (2.2.12)2.3 Divergence surfacique.Dé�nition 2.3.1 Pour u 2 D0(�)3, la distribution div� u dé�nie par8' 2 C1(�); < div� u; ' >:= � < u;r� ' > (2.3.1)est appelée divergence surfacique.Pour u 2 L2(�)3, < div� u; ' >= � R� u � r� ' ds. On remarquera quediv� u = div�(u� (u;n)n).Le lemme suivant donne la divergence surfacique en coordonnées locales:Lemme 2.3.1 Si u 2 C1(�)3, u� := ��u, u tangentiel, i.e. (u;n) = 0 sur�; en posant u� =Pj u�j e�j ,div� u� = 1pgXk @�k (pgu�k ): (2.3.2)Le lien avec la divergence 3D est donné par leLemme 2.3.2 Soit u� 2 C10(M�), tangentiel, etU�(x(�) + �3n(�)) := u�(�); � 2 D�; j�3j < �; (2.3.3)alors div� u� = divxU�j� (2.3.4)



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 192.4 RotationnelsDé�nition 2.4.1 Soit u 2 C1(�)3 un champ tangentiel, et U son prolonge-ment sur V�(�) par (2.3.3). On pose alorsrot� u := (rotUj�;n) (2.4.1)rot� sera appelé rotationnel scalaire.Le rotationnel scalaire a deux expressions simples en coordonnées locales:rot� u = 1pg ((@�1u; e�2)� (@�2u; e�1)) ; (2.4.2)et rot� u = 1pg (@�1 (Gu�)2 � @�2 (Gu�)1) (2.4.3)avec u� = (u�1 ; u�2), u =Pj u�j e�j .Comme pour la divergence surfacique, le rotationnel vectoriel admet unopérateur adjoint vectoriel:Dé�nition 2.4.2 Pour un champ scalaire ', on pose8u 2 C1(�); < rot� ';u >:=< '; rot� u > : (2.4.4)rot� est appelé rotationnel vectoriel.En coordonnées locales, il s'écrit:rot� ' = 1pg ((@�2')e�1 � (@�1')e�2) (2.4.5)Ces opérateurs sont liés au gradient et à la divergence par leLemme 2.4.1 Soit u un champ tangentiel, et ' scalaire, alors:1. rot� u = div�(u� n); r� ' = n� rot� ': (2.4.6)2. rot�r� = 0; div� rot� = 0: (2.4.7)



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 202.5 Laplacien surfacique.On dé�nit le laplacien surfacique par �� := div�r�. Par le dernierlemme, ��� = rot� rot�, et:8u; v 2 H1(�); < ���u; v >= Z�(r� u;r� v)ds = Z�(rot� u; rot� v)ds:(2.5.1)Proposition 2.5.1 L'opérateur ��� est un isomorphisme deH1� (�) = fu 2 H1(�)jZ� u ds = 0g (2.5.2)dans H�1� (�) = fu 2 H�1(�)j < u; 1 >�1;1= 0g: (2.5.3)Il induit un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre +2 et ���1� H�1=2� (�) �H3=2(�).2.6 Potentiel de simple couche.Dé�nition 2.6.1 On se �xe un réel k; on dé�nit l'opérateur V � V (k) (pourla fréquence k) par 8' 2 L2(�); 8x 2 R3;(V ')(x) = Z� eikjx�yj4�jx� yj'(y)ds(y): (2.6.1)Par la même formule (2.6.1), on peut dé�nir l'opérateur V agissant sur desfonctions ' à valeurs dans C 3 . L'opérateur V sera appelé potentiel de simplecouche (scalaire ou vectoriel).Le noyau G(x; y) := eikjx�yj4�jx� yjest appelé noyau de Green.



2 OPÉRATEURS SUR UNE SURFACE � RÉGULIÈRE. 21On rappelle (cf. [7])queG est une solution élémentaire de l'équation de Helm-holtz �(� + k2)' = 0 sur R3et que V est un opérateur d'ordre �1 sur la surface �; plus précisément, il ala propriété fondamentale suivante:Théorème 2.6.1 Pour tout s 2 R, l'opérateur V0 � V (0) dé�ni parV0'(x) := Z� 14�jx� yj'(y)ds(y): (2.6.2)est un isomorphisme de Hs(�) vers Hs+1(�) et véri�e< V0';' >H 12 ;H�12� Ck'k2� 12 : (2.6.3)où C est une constante ne dépendant que de la surface �. Autrement dit,V0 est un opérateur dé�ni positif (ou coercif) de H� 12 dans H 12 , et induitun opérateur de Fredholm de Hs(�) vers Hs+1(�). En�n, V � V0 induit unopérateur compact de Hs(�) vers Hs+1(�).Attention: ce dernier théorème n'est valable que pour des surfaces ferméesrégulières, en ce qui concerne la partie �Fredholm� pour des indices de Sobo-lev quelconques. Le résultat reste vrai si la surface est le bord d'un polyèdre(cf. [14] s'appuyant sur des résultats de [23]), et même pour des surfaces lip-schitziennes, voir [45], si on se borne aux indices s tels que js + 12 j < 1. Cesrésultats avancés seront repris dans le traitement des plaques ouvertes; dansle cas des surfaces régulières, le théorème entre dans le cadre des opérateurspseudo-di�érentiels sur des variétés, et pour une preuve complète, on se re-portera à [7].En�n, (cf. [7], [9]) le potentiel de simple couche est lié à la divergence 3D parleLemme 2.6.1 Pour un champ tangentiel u,div V u = V (div� u) sur R3: (2.6.4)



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.223 Equation intégrale pour le problème de Max-well.Pour ce paragraphe, on se réfèrera à Colton-Kress [9], Chen-Zhou[7].3.1 Le problème de Maxwell.On va décrire brièvement le problème physique que l'on souhaite résoudre.On suppose que � est un écran métallique, sur lequel on jette une ondeélectromagnétique, dite incidente, (Ei;Hi), et on souhaite calculer le champtotal (E;H) régnant en dehors de �.L'onde incidente étant supposée connue, il su�t de calculer l'onde di�ractée(Es;Hs) qu'induit la surface métallique.On note 
 le domaine intérieur à �, et 
c = R3n
. Le problème en régimeharmonique est modélisé par le système� rotE = i!�HrotH = �i!"E dans 
c (3.1.1)E = Ei +Es; (3.1.2)et on suppose que ces équations sont véri�ées aussi par le champ incident,mais sur tout R3. Ici, " désigne la permittivité du milieu 
c, et � sa perméa-bilité, et on suppose que ces quantités sont constantes; on travaille aussi àfréquence ! �xe. Deux conditions aux limites sont imposés aux champs:1. la condition (physique) signi�ant que � est un métal parfait, modéliséepar l'annulation de la partie tangentielle du champ électrique sur �:E� n = 0 sur �; (3.1.3)2. et une condition à l'in�ni pour le champ di�racté, dite condition deSilver-Müller, cf. [9]: si k = !p"�; (3.1.4)lim�!1 supkgk=1 j(rotEs(�g))� g+�g divEs(�g)� ik�Es(�g)j = 0: (3.1.5)



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.23Les équations (3.1.1) avec ces deux conditions aux limites forment le problèmede Maxwell extérieur.La condition électrique (3.1.3) jointe aux équations� rotE = i!�HrotH = �i!"E dans 
 (3.1.6)forment le problème de Maxwell intérieur.Ce qui nous intéresse se passe à l'extérieur de �, et pour des raisons d'unicité,on impose à la valeur k de ne pas être une fréquence de résonnance, autrementdit, que le problème intérieur n'admet que la solution triviale 1. La raison decette hypothèse est que l'on souhaite élargir la résolution de ces équationsà des surfaces ouvertes (variétés �à bord�), où ne subsiste plus ce distinguoentre intérieur et extérieur. De ce fait, en regardant le problème comme posésur R3, on a imposé E = 0 dans 
: (3.1.7)3.2 L'équation intégrale.Encore une fois, on s'est �xé un cadre bien spéci�que pour résoudre leproblème de Maxwell extérieur (en particulier, on évite les fréquences derésonnances). Ce cadre permet une résolution par une équation intégrale quiest �naturelle� pour deux raisons: d'abord elle découle de manière linéaire deshypothèses faites, et, d'autre part, en l'absence de domaine intérieur (pourdes surfaces ouvertes), il n'y en a pas d'autre. Dans le cas qui nous concerne,d'autres approches existent, pour obtenir d'autres équations intégrales; on seréférera à [9].Posons u := �[H� n] sur �; (3.2.1)dé�ni par la formule de Green� < u;� >�= ZR3(rotH � ��H � rot�)dx1. Ou encore que k2 n'est pas dans le spectre de l'opérateur surfacique ���



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.24pour toutes fonctions � dans D(R3)3. Cela dé�nit une distribution u�� àsupport sur �. Comme E� n = 0 sur �;les équations de Maxwell s'écrivent au sens des distributions sur R3 commerotE = i!�H (3.2.2)rotH = �i!"E+ u�� (3.2.3)En éliminant H entre ces deux équations, on obtientrot rotE = k2E+ i!�u��: (3.2.4)De l'égalité (d'opérateur dans R3)rot rot = ��+rdiv;on déduit �(�E+ k2E) = �rdivE+ i!�u��:En prenant à présent la divergence dans (3.2.3),divE = 1i!" div(u��);d'où �(�E+ k2E) = � 1i!"rdiv(u��) + i!�u��:Mais l'onde incidente véri�e les équations de Maxwell homogènes dans toutR3, et �(�Ei + k2Ei) = 0 dans R3;on peut donc écrire�(�Es + k2Es) = � 1i!"rdiv(u��) + i!�u��:



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.25Par une convolution avec le noyau de Green, et commeEs véri�e la conditionde radiation de Silver-Müller (3.1.5) à l'in�ni,�i!"Es = rdiv(V u) + k2V u;en�n, du lemme 2.6.1, on obtient la formule de représentation�i!"Es = r(V div� u) + k2V u: (3.2.5)Pour obtenir une équation intégrale permettant de trouver u, et donc lechamp di�racté par cette formule de représentation, on prend la trace tan-gentielle sur � des deux membres de l'équation (3.2.5). On détaille ici lesrelations de saut liées à l'opérateur V .On reprend le voisinage V�(�) dé�ni pour � > 0 su�samment petit parV�(�) := fx+ �3n(x)jx 2 �; j�3j < �get on dé�nit un voisinage extérieur parV+� (�) := V�(�) \ 
cainsi qu'un voisinage intérieur parV�� (�) := V�(�) \ 
Pour ' 2 H1(V�� (�)), on note'�(x) := limh!0� '(x+ hn(x)); x 2 �les traces de par et d'autre de la surface, et les traces tangentielles ��� serontdé�nies, pour tout champ vectoriel �, par���(x) = n(x)� (��(x)� n(x)):On sait qu'alors (cf. [7], [9]) l'opérateur de simple couche est continu à traversla surface: V '+ = V '� =: V ' sur �; (3.2.6)et que son gradient admet un saut suivant la normale de �:(rV ')�(x) = (rV ')+(x) + '(x)n(x) x 2 �;



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.26en particulier, on peut bien en dé�nir la trace tangentielle, qui n'est autreque son gradient surfacique:r� V ' = ��(rV ')= �+(rV ') sur �:Pour toute fonction vectorielle �, on noteraV�� := ��V � sur �:En prenant, comme annoncé, les traces tangentielles dans la formule de re-présentation (3.2.5), on obtient�i"!��Es = r� V div� u + k2V�u:La condition aux limites ��E = ��Ei + ��Es = 0nous donne �nalement, Ei étant continu,i"!Ei = r� V div� u + k2V�u; (3.2.7)qui est appelée équation intégrale du champ électrique.Réciproquement, à présent, on se donne un champ u tangentiel sur � so-lution de l'équation intégrale (3.2.7) et on souhaite savoir si le champ Esdé�ni par la formule de représentation (3.2.5) est bien solution de notre pro-blème de Maxwell d'origine. Notons tout d'abord qu'il su�t de véri�er queE = Ei+Es est solution du problème de Maxwell extérieur avec la conditionaux limite (3.1.7) des métaux parfaits, car alors Es serait analytique en de-hors de � et véri�erait de facto la condition de radiation de Silver-Müller, carle potentiel de simple couche véri�e la condition de radiation de Sommerfeld,cf. [9].Es est donc dé�ni par�i"!Es = r(V div� u) + k2V u dans R3n�;et on pose E = Ei +Es.En prenant les traces tangentielles dans la formule de représentation, et



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.27d'après l'équation intégrale (3.2.7), on a immédiatement la condition auxlimites E� n = 0.On pose à présent Hs := rotV u dans D0(R3): (3.2.8)Ici, les formules de saut s'écrivent ([7], [9]):(rotV �)� = (rotV �)+ + n� � (3.2.9)pour tout champ vectoriel �. Donc, en prenant les traces tangentielles dans(3.2.8), [Hs � n] = ((Hs)+ � (Hs)�)� n= �(n� u) � n= �ucar u est tangentiel. On retrouve l'égalité qu'on a imposé pour obtenir l'équa-tion intégrale.D'autre part, de la dé�nition de EsHs = �i"!k�2 rotEs= (i!�)�1 rotEsce qui nous donne une des deux équations de Maxwell. Pour obtenir l'autre,on écrit rotHs = rot rotV u= (��+rdiv)V u= k2V u +rdivV u= �i!"Es;toutes ces égalités étant entendues dans 
 ou dans 
c. De ce qui précède, ona aussi rotHs = �i!"Es � u�� dans R3:Le champE véri�e bien les équations de Maxwell, et donc véri�e de problèmede Maxwell intérieur homogène (et E = 0 de nos hypothèses) ainsi que leproblème extérieur, avec la condition de radiation de Silver-Müller à l'in�nipour Es, ce qu'il fallait prouver.L'équation intégrale (3.2.7) résout donc le problèmephysique dans le �modèle�mathématique que l'on s'est �xé. On doit à présent spéci�er le cadre de larésolution de cette équation, c'est-à-dire l'espace dans lequel on va chercherl'inconnue u.



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.283.3 EspacesPour ce paragraphe, on se réfère à Paquet [39],Costabel [11],Costabel-Dauge [12], Levillain [29], Buffa, P. Ciarlet [4], [5].3.3.1 Espace des solutions.Tout d'abord, pour le problème extérieur, les champs électrique et ma-gnétique sont tout naturellement dans l'espaceHloc(rot;
c) := f� 2 L2loc(
c)j rot� 2 L2loc(
c)g:L'inconnue u de notre équation intégrale est comme on l'a vu le saut dela composante tangentielle du champ magnétique. D'une part, on a doncnaturellement u 2 H� 12 (�)3et comme div� u = div�(H� n)= rot�H= �i!"(E;n)on a aussi div� u 2 H� 12 (�):En�n, u est tangentiel, et on peut dé�nir un espace naturel pour u:Dé�nition 3.3.1X := �u 2 H�1=2(�)3jdiv� u 2 H�1=2(�); (u;n) = 0	 (3.3.1)avec pour normekuk2X := kuk2�1=2 + kdiv� uk2�1=2: (3.3.2)Remarque:On adopte une notation symbolique pour cet espace, mais dans[29], X est noté TH� 12 (div�;�), et dans [4], [5], il est noté H� 12div�(�). En réa-lité, dans la suite, on va travailler essentiellement sur des sous-espaces, qui



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.29n'ont pas de notations précises.La solution cherchée, étant tangentielle, possède essentiellement deux incon-nues scalaires. On souhaite ramener l'équation intégrale à un système 2�2 eninconnues scalaires, et pour cela, on utilisera la décomposition de Hodge deséléments de X = TH� 12 (div�). Finalement, on veut travailler sur des espacesde Sobolev classiques; l'idée est de pouvoir utiliser des éléments �nis stan-dard pour la résolution numérique, et même d'utiliser des décompositions enondelettes pour pouvoir résoudre de manière rapide le système obtenu.Théorème 3.3.1 (Décomposition de Hodge sur X )On rappelle queH� 12� (�) = f' 2 H� 12 (�)j < '; 1 >� 12 ; 12= 0:gOn pose X 1 := fu 2 Xjdiv� u = 0g (3.3.3)X 2 := r���1� H� 12� (�): (3.3.4)Alors X 1 = rot�H 12 (�); (3.3.5)et X = X 1 �X 2: (3.3.6)De plus,1. X k est un sous-espace fermé de X , pour k = 1; 2,2. la norme induite de H� 12 (�)3 est une norme équivalente à la normed'énergie induite k:kX sur X 1, et on écrirakukX � kuk�1=2; (u 2 X 1): (3.3.7)3. L'application u 7! kdiv� uk� 12 est une norme sur X 2 équivalente à lanorme dénergie induite k:kX sur X 2



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.30Preuve : On pourra se référer à [5], [39] pour la preuve.X 1 = rot�H 12 car � est simplement connexe.Soit donc u 2 X . Soit � 2 H1� (à moyenne nulle) solution de��� = div� u;et p = r� �. On a bien entendu p 2 X 2, etq = u� p 2 Xde plus, div�(u � p) = 0;et donc q 2 X 1: on a X 1+X 2 = X , et la somme est directe car si u 2 X 1\X 2,alors u = r����1 �2 et div� u = 0 donne �2 = 0.Restent les équivalences de normes. La première (3.3.7) est triviale, quand àla seconde, si u 2 X 2, u = r����1 �2, alors �2 = div� u, etkuk� 12 � Ck �1�� �2k 12� Ck �1�� �2k1� Ck�2k�1� Ck�2k� 12 :où C désigne une constante (générique), et donck�2k� 12 � kukX � Ck�2k� 12 : �Remarque: dans l'écriture u = rot� �1, u 2 X 1, �1 est dé�ni à une constanteadditive près, de sorte que, si l'on impose �1 2 H 12� , c'est-à-dire à moyennenulle, on a kukX � k�1k 12 : (3.3.8)La décomposition de Hodge permet un résultat de densité:Lemme 3.3.1C1(�)3 \ X est partout dense dans X .



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.31Preuve : On se �xe " > 0 et u 2 X que l'on écrit commeu = rot� �1 +r� �1�� �2;avec �1 2 H 12� , �2 2 H� 12� . On peut alors trouver �10 2 C1(�) et �20 2 C1(�)tels que Z� �20 = 0k�10 � �1k 12 < "; k�20 � �2k� 12 < "On dé�nit alors u0 := rot� �10+r����1 �20. Alors, u0 2 C1(�)\X et, avecles équivalences de normes précédentes,ku� u0kX � C(k rot�(�1 � �10)k� 12 + k�2 � �20k� 12 )� C2";d'où le résultat. �3.3.2 L'espace dual bX de XDans cette section, on caractérise le dual de X = TH� 12 (div�) pour leproduit scalaire L2 sur la surface. Tout cela est bien connu ([39]), et mêmegénéralisé à des surfaces polyédriques ([5]).Dé�nition 3.3.2bX := nu 2 H� 12 (�)3j rot� u 2 H� 12 (�); (u;n) = 0o (3.3.9)avec pour normekuk2bX := kuk2� 12 + k rot� uk2� 12 : (3.3.10)Remarques:� cet espace est souvent noté TH� 12 (rot�), ou H� 12rot�, cf. [29], [4], [5]. Ici,on garde notre notation symbolique.



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.32� On montrera dans la suite que cet espace est (anti-)dual à l'espace X ,ce qui est assez remarquable, étant donnée la nature des distributionsqui interviennent (toutes sont quand même dans H� 12 !).� Ceci est d'autant plus remarquable que l'espace bX est déduit de X parune �rotation�, compte tenu de la relation (2.4.6).Cette denière remarque nous permet d'écrire une décomposition de Hodge surbX , calquée sur le théorème 3.3.1:Théorème 3.3.2 (Décomposition de Hodge sur bX )On pose bX 2 := fu 2 bXj rot� u = 0g (3.3.11)bX 1 := rot���1� H� 12� (�): (3.3.12)Alors bX 2 = r�H 12 (�); (3.3.13)et bX = bX 1 � bX 2: (3.3.14)De plus,1. bX k est un sous-espace fermé de bX , pour k = 1; 2,2. la norme induite de H� 12 (�)3 est une norme équivalente à la normed'énergie induite k:k bX sur bX 2, et on écrirakuk bX � kuk� 12 ; (u 2 bX 2): (3.3.15)3. L'application u ! k rot� uk� 12 est une norme sur bX 1 équivalente à lanorme dénergie induite k:k bX sur bX 1Remarque: ici encore, si bu 2 bX 2, u = r� b�2, et b�2 est dé�ni à une constanteprès. En imposant b�2 2 H 12� , on akbuk bX � kb�2k 12 (3.3.16)



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.33Comme pour bX , on a le résultat de densitéLemme 3.3.2C1(�)3 \ bX est partout dense dans bX .La relation de dualité, dans un sens que l'on va préciser, entreX = TH� 12 (div�)et bX = TH� 12 (rot�) est une conséquence des deux décompositions de Hodgesur X et bX :Théorème 3.3.3Pour u = rot� �1 +r� �1�� �2 2 X�1 2 H 12� (�); �2 2 H� 12� (�)bu = rot� �1�� b�1 +r� b�2 2 bXb�1 2 H� 12� (�); b�2 2 H 12� (�);le crochet< u; bu >X ; bX := � < �1;b�1 > 12 ;� 12 � < �2;b�2 >� 12 ; 12 (3.3.17)est un crochet de dualité entre X et bX . Lorsque u et bu sont dans L2(�), ilest confondu avec le produit scalaire L2, et dans ce sens, bX est le dual de Xavec pour espace pivotL2T (�)3 := fv 2 L2(�)j(v;n)R3 = 0g:En particulier, bX 1 est le dual de X 1, et bX 2 est le dual de X 2.Preuve : Le fait que ce soit un crochet de dualité est une conséquence immé-diate des théorèmes de décompositions de Hodge. On note simplement quel'on a imposé des conditions de moyennes nulles sur les éléments dans H 12pour avoir directement une forme sesquilinéaire continue.Si u et bu sont dans L2, on a �1 2 H1 et b�2 2 H1, de sorte que l'on peutécrire dans un sens classique< rot� �1;r� b�2 >L2= 0;



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.34et on a toujours < r� �1�� �2; rot� �1�� b�1 >L2= 0:De sorte que, �nalement,< u; bu >L2= < rot� �1; rot� �1�� b�1 >L2+ < r� �1�� �2;r� b�2 >L2 :En intégrant par parties, on trouve bien< u; bu >L2=< u; bu >X ; bX : �En�n, les projecteurs naturels de X sur X k, et de bX sur bX k ont des relationsde dualité:Proposition 3.3.1 On note P 1 le projecteur X ! X 1, parallèle à X 2, bP 1le projecteur bX ! bX 1, parallèle à bX 2, etP 2 = 1� P 1; bP 2 = 1� bP 1:Alors les projecteurs P k, bP k, k = 1; 2, sont continus, et8(u;bu) 2 X � bX ; < P ku; bu >X ; bX=< u; bP kbu >X ; bX : (3.3.18)Preuve : Les projecteurs sont continus car les sous-espaces en jeu sont fermés.La relation (3.3.18) est une conséquence directe des théorèmes de décompo-sition de Hodge et du théorème 3.3.3. �3.4 Décomposition de l'équation intégrale.Dans toute la suite, on notera indi�éremment l'espace X = X 1 + X 2 �X 1 �X 2, et on fait de même pour bXOn revient à l'équation intégrale (3.2.7); elle fait intervenir l'opérateurL = r� V div�+k2V�: (3.4.1)



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.35On rappelle que V� est la composante tangentielle de l'opérateur de simplecouche vectoriel. La première chose à véri�er est que L envoie X dans bX : ene�et, pour u 2 X ,� V�u 2 H 12 (�), car u 2 H� 12 (�), et il est tangentiel, doncV�u 2 bX = TH� 12 (rot�):� V div� u 2 H 12 (�), car div� u 2 H� 12 (�). Comme rot�r� = 0,r� V div� u 2 bX 2 � bX :Donc L est un opérateur de X dans bX . D'autre part, pour tout u;v 2 X ,par une intégration par parties< Lu;v > bX ;X = � < V div� u;div� v > 12 ;� 12 +k2 < V�u;v > 12 ;� 12= � < V div� u;div� v > 12 ;� 12 +k2 < V u;v > 12 ;� 12car v est tangentiel, et de la continuité de l'opérateur de simple couche,Proposition 3.4.1 L est un opérateur continu de X dans bX .L'équation intégrale issue du problème de Maxwell extérieur a pour secondmembre la composante tangentielle de l'onde incidente, qui est supposée aussirégulière que souhaitée, autrement dit, on est ramené à résoudre en l'inconnueu et en la donnée f Lu = f 2 C1(�) \ bX � bX (3.4.2)De ce qui précède, cette équation admet une formulation (faible) variation-nelle:8v 2 X ;� < V div� u;div� v > 12 ;� 12 +k2 < V u;v > 12 ;� 12=< f ;v > bX ;X : (3.4.3)Comme mentionné précédemment, on exclut les fréquences de résonnance,c'est-à-dire que l'on suppose véri�ée l'Hypothèse 1 L est injectif



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.36Un élément u 2 X se décomposera en u = u1 + u2, uk 2 X k; on adoptera lamême notation pour les éléments de bX .Pour u 2 X , on écritLu = �L1uL2u� = �k2L11u1 + k2L12u2k2L21u1 � L22u2 � (3.4.4)avecLij : X j ! bX i (3.4.5)< L11u1;v1 > bX ;X=< V u1;v1 > (3.4.6)< L12u2;v1 > bX ;X=< V u2;v1 > (3.4.7)< L21u1;v2 > bX ;X=< V u1;v2 > (3.4.8)< L22u2;v2 > bX ;X=< V (div� u2);div� v2 > �k2 < V u2;v2 > (3.4.9)On écrira aussi, plus brièvementL = �k2L11 k2L12k2L21 �L22� :L'intérêt de cette écriture se lit dans la proposition suivante:Proposition 3.4.2 On suppose k 6= 0. Alors� les opérateurs L12 et L21 sont compacts,� les opérateurs L11 et L22 sont de Fredholm.Preuve : On commence par les termes non diagonaux, et on montre d'abordla compacité de L12:le plus simple est de se ramener à des variables scalaires, d'utiliser les proprié-tés du potentiel de simple couche et les équivalences de normes du théorème3.3.1.Pour L12, donc, on se donne une suite (u2n) � X 2, bornée dans X . De ladécomposition de Hodge, u2n = r����1 �2n, et des équivalences de normes,(�2n) est bornée dans H� 12 . On peut donc en extraire un suite convergentedans H�1, et, quitte à prendre une sous-suite, (u2n) converge dans L2 (conti-nuité de l'opérateur r����1), et donc converge dans H� 12 . De la continuitéde l'opérateur de simple couche de H� 12 dans H 12 , pour tout v1 2 X 1,j < L12(u2n � u2p);v1 > bX ;X j � Cku2n � u2pk� 12 kv1k� 12� Cku2n � u2pk� 12 kv1kX :



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.37(L12u2n) est donc une suite de Cauchy dans bX 1, ce qu'il fallait démontrer.Pour L21, on peut par exemple raisonner par symétrie en faisant le mêmetravail que ci-dessus sur son adjoint.Montrons que L11 est Fredholm: on sait que l'opérateur de simple couche Vvectoriel est un opérateur de Fredholm de H� 12 (�)3 dans H 12 (�)3, qui s'écritV = D +K avecD : H� 12 (�)! H 12 (�); bijectif;< Du; u >L2� Ckuk2� 12 (fortement coercif)K : H� 12 (�)! H 12 (�); compact:En particulier, < D rot� �1; rot� �1 >L2� Ck rot� �1k2� 12 :De l'équivalence de normes sur X 1, on a< Du1;u1 >L2� Cku1k2Xde sorte que D induit un opérateurD11 : X 1 ! bX 1 coerciftandis que K = V � D induit un opérateur compact K11 := L11 �D11, cequ'il fallait démontrer. On a une preuve similaire pour L22, ce qui achève lapreuve. �Corollaire 3.4.1 Sous l'hypothèse 1, L est un isomorphisme de X vers bX .Preuve :De la proposition précédente,L se décompose matriciellement commeL = �D11 00 �D22�+Koù Dkk est un opérateur coercif de X k vers bX k, et où K est compact. L estdonc un opérateur de Fredholm injectif. �



3 EQUATION INTÉGRALE POUR LE PROBLÈME DE MAXWELL.38Remarques:� On a supposé L injectif, encore une fois. En particulier, on a néces-sairement k 6= 0, car dans le cas contraire, on aurait X 1 � KerL, eton n'aurait même plus L de Fredholm (puisque X 1 est de dimensionin�nie).� Si L est bien un opérateur de Fredholm, D = diag(D11;�D22) n'estpas coercif dans X , ce qui exclut l'utilisation d'une méthode de Galer-kin �quelconque� dans X . Cependant, si les éléments (d'une méthode)véri�ent la décomposition de Hodge, alors elle va converger, et c'estl'objet du paragraphe suivant.



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 394 Résolution numérique.Avant de dé�nir une méthode de Galerkin adéquate sur X , on rappelle quenotre objectif est de se ramener à une méthode de Galerkin sur des espacesde Sobolev classiques (Hs...). En réalité, les espaces discrets vont être dé�nisdirectement à partir des éléments �nis usuels.On commence donc à dé�nir le cadre général dans lequel on va travailler.4.1 Espaces de multirésolution et éléments �nis clas-siques.Dans ce paragraphe, on rapelle des résultats connu sur les éléments �nis:inégaliés directes, inverses, et une caractérisation des normes de Sobolev.L'analyse qui suit sera souvent évoquée dans les constructions des ondelettespour le cas des surfaces fermées et pour le cas des plaques ouvertes.On pourra se référer à Dahmen-Stevenson [19] ainsi qu'aux référencescitées dans l'article. On suppose donnée une suite (�J) � (L2(�))N telle que:� les �J sont de dimension �nie;� ils sont emboités: �J � �J+1; (4.1.1)� leur réunion est dense pour une échelle d'indices de Sobolev; plus pré-cisément, il existe un réel  0 � 1:5 tel que[J�JHs = Hs(�); jsj <  0: (4.1.2)� Inégalité directe ou de Jackson: il existe deux réel  � 2,  >  0 et� > 1 tels que 8 s 0 � s � ; 9C > 0 8 u 2 Hs(�)infuJ2�J ku� uJk0 � C��sJkuks (4.1.3)� Inégalité inverse ou de Bernstein: ( 0 < )8 s 0 � s <  0 9C > 0 8 uJ 2 �JkuJks � C�sJkuJk0 (4.1.4)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 40Remarques:Les hypothèses faites sur les �J sont les hypothèses standard des éléments�nis, cf. Babu�ska-Aziz [1].On peut prendre  = 2 et  0 = 1:5 (hypothèse minimale) pour des élémentscontinus formés de polynômes de degré 1 �par morceaux� dans un sens quel'on précisera plus loin, suivant une triangulation quasi-uniforme de pas ��jau niveau j.Dé�nition 4.1.1 On notera �J le projecteur orthogonal de L2 sur �J , et��1 := 0.L'objet de cette section est de démontrer l'équivalence de normes suivante:pour tout s, jsj <  0, et tout u 2 Hs(�),kuks �Xj�0 �2sjk(�j ��j�1)uk0:On suivra le plan donné dans [19].Lemme 4.1.1 Pour tout s, 0 � s � , et tout u 2 Hs(�)k(1��J)uk0 . ��sJkuksPreuve : Pour tout uJ 2 �J ,k(1 ��J)uk0 � ku� uJk0 + k�J(u� uJ )k0� 2ku � uJk0On passe à l'in�mum et on conclut grâce à l'inégalité directe. �Lemme 4.1.2 Soit s 2]0; ], et uj 2 (�j ��j�1)�J ; alorskujk�s . ��sjkujk0: (4.1.5)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 41Preuve : C'est une estimation directe pour des normes négatives. On écritkujk�s = supv2Hs(�) (uj; v)0kvks� kujk0 supv2Hs(�) k(�j ��j�1)vk0kvks� kujk0 supv2Hs(�) k(1��j�1)vk0kvkset grâce au lemme précédent, on a le résultat. �Proposition 4.1.1 Soit uJ 2 �J et � < s <  0. Alors il existe uneconstante C qui ne dépend que de s telle quekuJk2s � C JXj=0 �2sJk(�j ��j�1)uJk20: (4.1.6)Preuve : On se �xe " > 0 tel que s� " 2]� ;  0[.kuJk2s =Xk;l ((�k ��k�1)uJ ; (�l ��l�1)uJ)s.Xk Xl�k k(�k ��k�1)uJks+"k(�l ��l�1)uJks�"Grâce au lemme précédent,kuJk2s .Xk Xl�k ��"(l�k)�skk(�k ��k�1)uJk0�slk(�l ��l�1)uJk0.Xk;l ��"jl�kj�skk(�k ��k�1)uJk0�slk(�l ��l�1)uJk0.Xk �2skk(�k ��k�1)uJk20: �



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 42Dé�nition 4.1.2 On dé�nit Hs comme l'ensemble des suites (vj)j�0 tellesque vj 2 (�j ��j�1)L2, et telles quek(vj)k2Hs :=Xj �2sjkvjk20 <1: (4.1.7)Hs est alors un espace de Hilbert muni du produit scalaire[(vj); (wj)]s :=Xj �2sj(vj; wj)0: (4.1.8)Lemme 4.1.3 Soit � � s �  0 Si (vj) 2 Hs alors �PJj=0 vj�J convergedans Hs(�) et kXj�0 vjk2s .Xj�0 �2sjkvjk20:Autrement dit, l'application�s : Hs ! Hs(�)(vj) 7! Pj vj (4.1.9)est (linéaire) continue.Preuve : On utilise le critère de Cauchy avec la proposition précédente. �Dans la suite, on prendra pour norme L2 la norme de H0 équivalente à lanorme usuelle, ce qui nous permet d'identi�er L2 et H0, via l'isométrie �0.Pour cet espace pivot, Hs est le dual de H�s, tandis que Hs est le dual deH�s. On a alors leLemme 4.1.4 Pour 0 < s <  0, u 2 Hs(�),1Xj=0 �2sjk(�j ��j�1u)k20 . kuk2s: (4.1.10)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 43Preuve : Soit v := (vj) 2 H�s; du lemme précédent, ��sv 2 H�s (on remar-quera que �s > �, car  0 � ), et(u;��sv)0 =Xj (u; vj)0=Xj ((�j ��j�1)u; vj)0= ����su;v�0où ���s désigne l'opérateur adjoint de ��s; il est donc dé�ni par (���su)j :=(�j��j�1)u. Le résultat n'est rien d'autre que la continuité de cet opérateur.�Corollaire 4.1.1 Pour tout s, jsj 2]0;  0[, il existe une constante C > 0 telleque 8j � 0; 8u 2 Hs(�); k�juks � Ckuks:Preuve : On commence par le faire pour s > 0:k�juk2s .Xk�j �2skk(�k ��k�1)�juk0.Xk�j �2skk(�k ��k�1)uk0.Xk�0 �2skk(�k ��k�1)uk0. kuks:Ensuite, pour 0 < s <  0, on remarque quek�juk�s = supv2Hs(�) j(u;�jv)0jkvks. kuk�s supv2Hs(�) k�jvkskvks. kuk�s:Ces dernières inégalités étant vraies pour u 2 L2, elles permettent de pro-longer l'opérateur �j (de manière unique) sur H�s en obtenant une suited'opérateurs uniformément bornés, ce qu'il fallait démontrer. �



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 44Grâce au dernier lemme, et en reprenant la démonstration du lemme4.1.4, onmontre que l'inégalité (4.1.10) est vraie pour � 0 < s < 0. Reste un dernierlemme avant de conclure sur une équivalence de normes:Lemme 4.1.5 Soit s un réel, jsj <  0. Alors, pour tout u 2 Hs(�),limJ!1 ku� JXj=0(�j ��j�1)uks = limJ!1 ku��Juks = 0: (4.1.11)Preuve : Comme[j�0�j est dense dansHs, pour " > 0 donné, on peut trouverJ0 > 0 et uJ0 2 �J0 tels que ku� uJ0ks < ". Pour J � J0, on a doncku��Juks � "+ k�J(u� uJ0)ks . 2";car (�J) est uniformément bornée de Hs dans lui-même. �On peut alors énoncer le théorème d'équivalence de normes suivant (Cf. [19]):Théorème 4.1.1 Pour � 0 < s <  0, et pour tout u 2 Hs(�),kuk2s �Xj�0 �2sjk(�j ��j�1)uk20: (4.1.12)En guise de corollaire, on peut généraliser les inégalités directes et inversesde la manière suivante:Corollaire 4.1.2 1. Pour tout réel s, � � s <  0 et tout t, s � t � ,� 0 < t, il existe une constante C telle que, pour tout J > 0, et toutu 2 H t(�), k(1 ��J)uks � C��(t�s)kukt: (4.1.13)2. Pour tous réels s; t, � 0 < s � t <  0, il existe une constante C telleque, pour tout J > 0 et tout uJ 2 �J ,kuJkt � C�(t�s)kuJks: (4.1.14)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 45Preuve : On commence par l'inégalité de Bernstein (4.1.14):kuJk2t .Xj�J �2tjk(�j ��j�1)uJk20.Xj�J �2sj�2(t�s)jk(�j ��j�1)uJk20. �2(t�s)JXj�J �2sjk(�j ��j�1)uJk20. �2(t�s)JkuJk2sPour l'inégalité de Jackson (4.1.13), on élimine le cas s = t qui traduitla continuité uniforme de (�J), ainsi que le cas s = 0, qui est donné parhypothèse.On commence donc par le cas s > 0. Pour u 2 H t, (1 � �J)u = Pj>J ujdans Hs, avec uj = (�j ��j�1)u, comme nous l'avons déjà vu, etk(1��J)uk2s .Xj>J �2sjkujk20Or kujk0 � k(1��j�1)uk0 . ��t(j�1)kuktd'où k(1��J)uk2s . kuk2tXj>J �2(s�t)jet comme t > s, on obtient bien (4.1.13).Si à présent s 2]� ; 0[, et t � 0, on remarque quek(1 ��J )uks . k(1��J)uk0 supv2H�s k(1��J)vk0kvk�s :et l'inégalité directe (4.1.3) permet de conclure (4.1.13).Reste le cas où � � s < 0, et � 0 < t < 0, qui est déduit du cas s > 0 park(1��J)uks . kukt supv2H�s k(1 ��J )vk�tkvk�sen remarquant que 0 < �t <  0, �s � . �



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 464.2 Méthode de Galerkin dans XA présent, on est en mesure de dé�nir une méthode de Galerkin sur Xqui est adaptée à notre problème. On rappellera simplement que les espacesdiscrets doivent véri�er une décomposition de Hodge �discrète� pour que laméthode converge. Le plus simple est �nalement de dé�nir directement lesespaces discrets pour chacun des espaces X k, k = 1; 2 correspondant à ladécomposition de Hodge dans X .On garde nos espaces de multirésolution (�J)J du paragraphe, et on metl'accent sur le fait que l'on a choisi  � 2 et  0 � 1:5, de sorte que lethéorème 4.1.1 a pour application:8 s; jsj < 1:5; 9C > 0; 8u 2 Hs;kuk2s �Xj�0 �2sjk(�j ��j�1)uk20: (4.2.1)Dé�nition 4.2.1 Les espaces discrets seront dé�nis par:X 1J = rot���J bX 1J = rot���1� ��J (4.2.2)bX 2J = r���J X 2J = r���1� ��J : (4.2.3)avec ��J := �uJ 2 �J jZ� uJ ds = 0:� (4.2.4)Tous ces espaces seront de même dimension �J . Il est aisé d'observer quebX kJ est le dual de X kJ pour la topologie < bX ;X >. On notera alors(X kJ )0 := fu0 2 bX kj8v 2 X kJ ; < u0;v > bX ;Xg = 0; (4.2.5)( bX kJ )0 := fu 2 X kj8v0 2 bX kJ ; < u;v0 >X ; bXg = 0: (4.2.6)les espaces polaires correspondants.Lemme 4.2.1 Pour k = 1; 2,1. X kJ � X kJ+1 [JX kJ X k = X k (4.2.7)bX kJ � bX kJ+1 [J bX kJ bX k = bX k (4.2.8)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 472. X kJ � ( bX kJ )0 = X k (4.2.9)bX kJ � (X kJ )0 = bX k (4.2.10)Preuve : Les inclusions (4.2.7),(4.2.8) viennent du fait que les �J sont emboi-tés. Montrons (4.2.9) pour k = 1: si u 2 X 1J \ ( bX 1J )0, alors u = rot� �J avec�J 2 ��J , et 8�J 2 ��J ; < rot� �J ; rot� �1�� �J >= 0:En prenant �J = �J on trouve tout de suite �J = 0.La somme entre X 1J et ( bX 1J )0 est directe, et dimX 1J = codim( bX 1J )0, d'où lerésultat. Les autres preuves sont rigoureusement similaires. �Avant d'aller plus loin, on a besoin de quelques propriétés topologiques surles espaces ��J .Dé�nition 4.2.2 On dé�nit, pour s � 0:Hs�(�) := �u 2 Hs(�)jZ� u ds = 0:�On note L2� = H0� , et H�s� le L2�-dual de Hs� . On rappelle queH�s� (�) := �u 2 H�sj < u; 1 >�s;s= 0	En�n, on note e�J le projecteur L2 orthogonal de L2� sur ��J , avec e��1 = 0.Proposition 4.2.1 Pour tout s 2 [0; [, il existe une constante C telle que,pour tout � 2 Hs�(�), et tout J � 0,k�� e�J�k0 � C��sJk�ks: (4.2.11)C'est la proposition fondamentale qui va nous permettre d'avoir, pour lafamille (e�j)j un comportement analogue à (�j)j.



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 48Preuve : On se �xe ' dans �0 tel que R� ' = 1. On remarque alors que pourtout J � 0, �J = ��J � C':Soit donc � 2 Hs� , et posons�J := Z��J� ds:Alors �J� = ��J + �J';avec ��J 2 ��J :D'apres la dé�nition de �J ,8��J 2 ��J ;< ���J�; ��J >0= 0:Donc 8��J 2 ��J ;< �� ��J ; ��J >0= �J < ';��J > :Mais de la dé�nition de e�J ,8��J 2 ��J ;< �� e�J�; ��J >0= 0:D'où 8��J 2 ��J ;< e�J� � ��J ; ��J >0= �J < ';��J > :



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 49En choisissant ��J = e�J�� ��J , et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,ke�J� � ��Jk0 � j�J jk'k0:Mais, comme R� � = 0, j�J j = ����Z�(� ��J�) ds����� C1k� ��J�k0où C21 est le volume de �. Donc �nalementke�J� � ��Jk0 � C2k(1 ��J)�k0:D'autre part, ��J � � = ��J'� (1��J)�donc on a aussi k����Jk0 � C3k(1��J)�k0, et on conclut grâce à l'inégalitétriangulaire, et à l'inégalité directe. �On en déduit un corollaire immédiat:Corollaire 4.2.1 Pour tout s; t, 0 � s <  0 et s � t � , il existe uneconstante C telle que, pour tout J � 0, et tout � 2 H t�(�);k�� e�J�ks � C��(t�s)Jk�kt:Preuve : On écritk�� e�J�ks . k� ��J�ks + k�J� � e�J�ks. ��(t�s)Jk�kt + �sJk�J(� � e�J�)k0. ��(t�s)Jk�kt + �sJk� � e�J�k0;et on conclut avec la proposition précédente. �



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 50En particulier, les projecteurs f�J sont uniformément bornés en tant qu'opé-rateurs de Hs� dans lui même, pour 0 � s <  0. Comme pour �J , on peutprolonger e�J par continuité sur H�s� en gardant les propriétés d'orthogona-lité et d'uniforme continuité. On a un autre corollaire concernant les normesnégatives:Corollaire 4.2.2 Pour tout s, � � s � 0, et tout t � s, � 0 < t � , ilexiste une constante C telle que, pour tout � 2 H t�(�),k�� e�J�ks � C��(t�s)Jk�kt: (4.2.12)Preuve : On commence avec t � 0 en écrivantk�� e�J�kHs� = sup�2H�s� < (1� e�J)�; (1 � e�J)� >k�k�s. k1� e�J)�k0 sup�2H�s� k(1� e�J)�k0k�k�s. ��tJk�kt�sJ :Ensuite, pour t < 0,k�� e�J�kHs� sup�2H�s� < �; (1� e�J)� >k�k�s. k�kt sup�2H�s� k(1 � e�J)�k�tk�k�s. k�kt��(s�t)J : �En�n on montre exactement commepour les projecteurs�J les deux résultatssuivant:Lemme 4.2.2 Pour tout s, jsj <  0 et pour tout � 2 Hs�,limJ!1 k�� e�J�ks = 0: (4.2.13)Théorème 4.2.1 Pour tout s, jsj <  0, et tout � 2 Hs�k�k2s �Xj�0 �2jsk(e�j � e�j�1)�k20: (4.2.14)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 51A présent on peut énoncer un résultat concernant les projections sur X kJ etbX kJ :Proposition 4.2.2 On peut dé�nir les projecteurs P kJ 2 L(X k) et bP kJ 2L( bX k) tels que ImP kJ = X kJ ; KerP kJ = ( bX kJ )0;ImbP kJ = bX kJ Ker bP kJ = (X kJ )0De plus ces projecteurs sont uniforméments bornés, i.e.supJ�0 kP kJ kX k X k <1 supJ�0 k bP kJ k bX k bX k <1: (4.2.15)et véri�ent8u 2 X k; 8u0 2 bX k; < P kJ u;u0 >X ; bX=< u; bP kJu0 >X ; bX ; (4.2.16)P kJP kJ+1 = P kJ ; bP kJ bP kJ+1 = bP kJ ; (4.2.17)8uj 2 X k; limJ!1 kuj � P kJ ujkX k = 0; (4.2.18)8buj 2 bX k; limJ!1 kbuj � bP kJ bujk bX k = 0: (4.2.19)Preuve : Les projecteurs sont continus car les espaces X kJ ,(resp. bX kJ ) et ( bX kJ )0(resp. (X kJ )0) sont fermés.Montrons tout d'abord (4.2.18) pour k = 1. On se donne donc u1 2 X 1 eton pose u1 = rot� �1, u1J := P 1Ju1 = rot� �1J . �1J est l'unique élément de ��Jsatisfaisant8b�1J 2 ��J < rot�(�1 � �1J ); rot� �1�� b�1J >= 0:Donc 8b�1J 2 ��J < �1 � �1J ; b�1J >= 0:c'est-à-dire �1J = e�J�1. Du lemme 4.2.2,limJ!1 k�1 � �1Jk 12 = 0:



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 52C'est-à-dire limJ!1 ku1 � u1JkX 1 = 0;ce qu'il fallait démontrer. (4.2.18) pour k = 2 ainsi que (4.2.19) se font demanière rigoureusement identique.On en déduit donc (4.2.15) par le théorème de Banach, ou directement enremarquant, par exemple, P 1J rot� �1 = rot� e�J�1, et les relations analoguespour P 2, et bP k.Les relations (4.2.17) se montre encore grâce à cette relation liant P k et e�J .En�n, si u 2 X 1 et v 2 bX 1, u = rot� �1, v = rot����1 b�1, alors< P 1Ju;v >X ;X 0 =< rot� e�J�1; rot� �1�� b�1 >L2= � < e�J�1;b�1 >L2= � < �1; e�Jb�1 >L2=< rot� �1; rot� �1�� e�Jb�1 >L2=< u; bP 1Jv > :Et on fait de même pour les autres relations de (4.2.17), ce qui achève lapreuve de la proposition. �Corollaire 4.2.3 Soit K : X k ! X k, et K 0 : bX k ! bX k deux opérateurscompacts. AlorslimJ!1 k(Id� P kJ )KkL(X k) = 0 limJ!1 k(Id� bP kJ )K 0kL( bX k) = 0 (4.2.20)limJ!1 kK(Id� P kJ )kL(X k) = 0 limJ!1 kK 0(Id� bP kJ )kL( bX k) = 0: (4.2.21)Preuve : Pour les deux premières assertions, montrons par exemple que limJ!1 k(Id�P kJ )Kk = 0: comme K est compact, si BX (0; 1) désigne la boule unité dansX , on peut trouver (uj)j dans KBX (0; 1), telle quekuj � PjujkX = k(Id� P kj )KkL(X ):On va montrer que toute suite extraite de (k(Id� P kj )Kk) converge vers 0.Pour alléger les notations, on suppose que (k(Id � P kj )Kk) converge, puis



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 53on extrait de (uj) une suite convergente (puisque ses éléments sont dans uncompact), et gardant toujours les mêmes notations, on pose u = limj!1 uj.Alors kuj � P kj ujk � kP kj (uj � u)k+ kP kj u� uk+ ku� ujk;et comme (P kj )j est uniformément bornée,kuj � P kj ujk � Cku� ujk+ kP kj u� uk:Comme le terme de droite de cette dernière inégalité tend vers 0 lorsque jtend vers l'in�ni, compte tenu de la dé�nition de uj, on obtient bienlimj!1 k(Id� P kj )KkL(X ) = 0:On fait le même raisonnement pour les projecteurs duaux, et on termine lapreuve du corollaire en remarquantkK(Id� P kj )kL(X ) = k(Id� bP kj ) bKkL( bX )où bK désigne l'opérateur dual de K. �On note PJ : X ! XJ = X 1J + X 2J , PJu =Pj P kJuj , pour u = u1 + u2 2 X .On fait de même pour bPJ .On rappelle que l'opérateur intégral L peut être dé�ni par Lu = (L1u; L2u)T ,avec Lk : X ! bX k. On note alors:LkJ = bP kJLkPJ : XJ ! bX kJ (4.2.22)LklJ = bP kJLkP lJ : X lJ ! bX kJ (4.2.23)et LJu = (L1Ju; L2Ju)T : XJ ! bXJ : (4.2.24)Proposition 4.2.3 Il existe une constante C0 > 0 et J0 2 N tels que, pourtout J � J0, infuJ2XJnf0g supvJ2XJnf0g j < LJuJ ;vJ > jkuJkXkvJkX � C0: (4.2.25)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 54Preuve : Pour un opérateur A : X ! bX , on note A� l'opérateur de X ! bXtel que < Au;v > bX ;X=< u;A�v >X ; bX , et pour un opérateur T : X ! X , onnote bT l'opérateur de bX ! bX tel que < Tu;v0 >X ; bX=< u; bTv0 >X ; bX . Soit Rl'opérateur de X ! X véri�ant Ru = u1 � u2; R2 = Id, et bRbu = bu1 � bu2.On sait que L = DR +K, avec K : X ! bX compact,D = �D11 00 D22�et Djj : X k ! bX k fortement elliptique; on remarquera que D = bRD�R. Létant un isomorphisme, LR = (D+KR) (ainsi que son adjoint (D�+ bRK�))en est un également. Pour u dans X , on a< Lu; Ru � (L�)�1K�Ru > bX ;X=< Du;u > bX ;X :Prenons uJ 2 XJ , et vJ = RuJ � PJ (L�)�1K�RuJ . De l'égalité précédente,< LuJ ;vJ > bX ;X=< DuJ ;uJ > bX ;X + < bRKL�1(1 � bPJ )LuJ ;uJ > bX ;X ;d'oùj < LuJ ;vJ > bX ;X j � (C � "J)kuJk2;où C > 0 est une constante (forte ellipticité de D), et "J = kKL�1(1 �bPJ )Lk bX X . Comme K est compact, et (1 � PJ ) converge simplement (entout point) vers 0, KL�1(1 � bPJ ) converge en norme d'opérateurs vers 0.Donc, on peut choisir J0 (indépendant de uJ ) tel que "J < C=2 pour J � J0.En gardant la notation générique C pour les constantes, pour J � J0,j < LuJ ;vJ > bX ;X j � CkuJk2et comme (PJ ) est uniformément bornée,kvJk � CkuJk;d'où j < LuJ ;vJ > bX ;X j � CkuJkkvJk > 0



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 55et supvJ2XJnf0g j < LuJ ;vJ > bX ;X jkvJk � CkuJket ce, pour tout uJ dans XJ . �Corollaire 4.2.4 1. Pour J � J0, LJ est un isomorphisme de XJ versbXJ .2. Il existe une constante C > 0 telle que, pour J � J0, si uJ est lasolution de LJuJ = fJ := ( bP 1J f ; bP 2J f); (4.2.26)et si u est la solution de Lu = f dans X , alorsku� uJkX � C(kf � fJk bX + k(1 � PJ )u)kX ): (4.2.27)En particulier, (uJ) converge vers la solution cherchée u en normed'énergie.Preuve : Pour la première partie de la preuve, on a, grâce à la propositionprécédente, pour tout uJ 2 XJ ,kuJkX . kLJuJk bX . k bPJLuJk bX. kLuJk bX. kuJkXavec des constantes indépendantes de J .Pour la deuxième assertion, on écrit, pour J � J0,f � fJ = Lu� LJuJ= L(1� PJ )u+ LPJu � LJuJ= L(1� PJ )u+ (1 � bPJ )LPJu+ bPJLPJu� LJuJ ;



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 56d'où, en notant par C les constantes génériques,kf � fJk bX + kL(1 � PJ )uk bX + k(1 � bPJ )LPJuk bX� supv2X < LPJu � LJuJ ; PJv >kvkX� supvJ2XJ < LJ(PJu� uJ );vJ >kvJkX� CkPJu� uJkX (4.2.28)la dernière inégalité étant donnée par la condition inf-sup (4.2.25). En écri-vant (1 � bPJ)LPJu = (1 � bPJ)f + (1� bPJ )L(PJu� u);puis en utilisant la continuité de L et le fait que les projecteurs bPJ sontuniformément bornés, on tire de (4.2.28) le résultat. �On remarquera que cette estimation fait intervenir la continuité de L,le fait que les projecteurs PJ sont uniformément bornés et la condition inf-sup (4.2.25), et rien d'autre. Elle est donc aussi valable pour des surfacesmoins régulières, en faisant attention aux espaces en jeu, et, en particulier,en dé�nissant correctement la décomposition de Hodge. Sur ce point, pourdes surfaces fermées, on se réfère à [4]. Bien sûr, disons sur un polyèdre,la solution cherchée admet des singularités aux sommets et aux arêtes dela surface, [10], [12]. Le corollaire dit que l'erreur entre la solution cherchéeet la solution �Galerkin� est majorée non seulement par un terme d'erreurdu second membre (k(1 � bP 0J)fk), mais aussi par un terme de �régularité�(k(1 � PJ )uk). Même si (dans notre cas) le second membre de l'équationintégrale est régulier, le taux de convergence de la méthode est limité par lecomportement singulier de la solution u. Pour regarder ces singularités, etdonc pour savoir dans quel espace de Sobolev la solution vit, on se réfère à[10], [12]. Le comportement de u étant, dans ce cas, similaire au cas de laplaque �ouverte� qui sera traité plus loin, nous n'irons pas dans cette direc-tion ici.On notera tout de mêmeque pour le cas qui nous concerne (surfaces régulièresfermées), comme le second membre est de classe C1 la solution cherchée estaussi régulière.



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 57Le corollaire dit en substance que l'on peut appliquer la méthode de Galerkinpour approcher u. Cependant, tout cela reste théorique, puisque les élémentsde X 2J , comprennant��1� , ne sont pas calculables. L'objet du paragraphe sui-vant sera de modi�er le système en introduisant un opérateur discret ��1J .L'idée est de séparer les composantes (rotationnel+gradient) pour obtenirun système résoluble numériquement dans des espaces d'éléments �nis clas-siques.4.3 Le système modi�é: perturbation et changement devariables.4.3.1 Le système perturbé.On poseYJ = (�J ; k:k 12 )� (�J ; k:k� 12 ) Y = H 12 �H� 12Y�J = (��J ; k:k1=2)� (��J ; k:k�1=2) Y� = H 12� �H� 12� :et on dé�nit les espaces continus duaux:bY := H� 12 �H 12 ; bY� := H� 12� �H 12�LJ induit (par un changement de variables) un opérateur bijectif (pour J �J0) eLJ : Y�J ! bY�J , où bY�J est le L2-dual de Y�J .eLJ =  k2eL11J k2eL12Jk2eL21J �eL22J !et pour tout �J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J , et tout �J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J ,< eL11J �1J ; �1J >=< V rot� �1J ; rot� �1J >< eL12J �2J ; �1J >=< V r� �1�� �2J ; rot� �1J >< eL21J �1J ; �2J >=< V rot� �1J ;r� �1�� �2J >< eL22J �2J ; �2J >= < V �2J ; �2J >�k2 < V r����1 �2J ;r����1 �2J >



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 58Grâce à nouveau aux équivalences de normes sur X (cf. théorème 3.3.1), ona laProposition 4.3.1 Il existe deux constantes J0 et C > 0 telles que, pourJ � J0, inf�J2YJnf0g sup�J2YJnf0g < eLJ�J ; �J >k�JkYJk�JkYJ � C (4.3.1)et on a un corollaire analogue au corollaire 4.2.4, mais ici, on exploite laforme des espaces discrets:Corollaire 4.3.1 Si f 2 bX et si u 2 X , et si (décompositions de Hodge)f = rot� �1�� b�1 +r� b�2 b� := (b�1;b�2) 2 bY�;u = rot� �1 +r� �1�� �2; � := (�1; �2) 2 Y�;alors bPJ f = rot� �1�� e�Jb�1 +r� e�Jb�2 (4.3.2)PJu = rot� e�J�1 +r� �1�� e�J�2; (4.3.3)où e�J est le projecteur L2� orthogonal sur �J .De plus, si u est la solution de Lu = f , et si �J 2 YJ est la solution de8�J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J ;< eL�J ; �J > =< f ; rot� �1J +r����1 �2J >= � < b�1; �1J > � < b�2; �2J > (4.3.4)alors il existe une constante C indépendante de J telle quek�1 � �1Jk 12 + k�2 � �2Jk� 12� C(k(1� e�J)b�1k� 12 + k(1� e�J)b�2k 12+ k(1 � e�J)�1k 12 + k(1� e�J)�2k� 12 ) (4.3.5)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 59C'est exactement le résultat du corollaire 4.2.4 avec en plus la relation liantPJ et e�J vue dans la proposition 4.2.2.Pour pouvoir calculer les éléments issus de l'inverse du laplacien, on va per-turber le système discret et introduire deux variables auxiliaires, relatives auxlaplaciens. La perturbation va nous amener à changer les espaces de résolu-tion, et on quitte donc le cadre de résolution dans X . En fait, on passe d'uneméthode de résolution conforme à une méthode de résolution non conformecomme on le verra par la suite.Dé�nition 4.3.1 On note QJ la projection de H1� sur ��J orthogonale pourle produit scalaire < �; � >�=< r� �;r� � >L2(�).On note aussi ��1J := QJ(��1� ����J ).Lemme 4.3.1 Pour tout J , et tout �J 2 ��J , �J := ��1J �J est la solution duproblème variationnel (discret)8 � 0J 2 ��J ; Z�r� �Jr� � 0J ds = �Z� �J� 0J ds: (4.3.6)De plus, QJ est autoadjoint, uniformément borné dans L(H1� ), etlimJ!1 k� �QJ�kH1� = 0pour tout � 2 H1� .On peut à présent modi�er le système issu de la méthode de Galerkin commesuit.Dé�nition 4.3.2 On dé�nit l'opérateur eTJ sur Y�J par:eTJ =  k2 eT 11J k2 eT 12Jk2 eT 21J �eT 22J ! (4.3.7)aveceT 11J = eL11J (4.3.8)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 60et pour tout �J = (�1J ; �2J) 2 Y�J , et tout �J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J ,< eT 12J �2J ; �1J >=< V r�QJ��1� �2J ; rot� �1J > (4.3.9)< eT 21J �1J ; �2J >=< V rot� �2J ;r�QJ��1� �2J > : (4.3.10)< eT 22J �2J ; �2J >= < V �2; �2 >�k2 < V r�QJ ���1 �2;r�QJ ���1 �2J > (4.3.11)On peut l'écrire aussi comme perturbation de eLJ :eTJ = eLJ �RJ (4.3.12)avecRJ = � 0 k2R12Jk2R21J k2R22J � (4.3.13)< R12J �2J ; �1J >=< V r�(1 �QJ)��1� �2J ; rot� �1J > (4.3.14)< R21J �1J ; �2J >=< V rot� �2J ;r�(1 �QJ )��1� �2J >; (4.3.15)< R22J �2J ; �2J > =< V r�(1�QJ)���1 �2J ;r�QJ ���1 �2J >+ < V r����1 �2J ;r�(1�QJ)���1 �2J >=< V r�QJ ���1 �2J ;r�(1�QJ)���1 �2J >+ < V r�(1 �QJ)���1 �2J ;r����1 �2J > : (4.3.16)Proposition 4.3.2 Il existe deux constantes C et J1 � J0 tel que pour toutJ � J1, inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eTJ�J ; �J > jk�JkYJk�JkYJ � C: (4.3.17)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 61Preuve :inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eLJ�J ; �J > jk�JkYJk�JkYJ � inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eTJ�J ; �J > jk�JkYJk�JkYJ+ sup�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < RJ�J ; �J > jk�JkYJk�JkYJ :D'autre part,j < RJ�J ; �J > j � j < R12J �2J ; �1J > j +j < R21J �1J ; �2J > j+j < R22J �2J ; �2J > j:soit j < RJ�J ; �J > j � C"Jk�JkYJk�JkYJ ;avec C constant, et"J = k(1�QJ)��1� kH1 H�12 :L'injection H� 12 ,!H�1 étant compacte, limJ!1 "J = 0, et donc �nalementlimJ!1 kRJkbY�J Y�J = 0 (4.3.18)On en tire, avec (4.2.25),inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eTJ�J ; �J > jk�JkYJk�JkYJ � 2C0 � "J :Il reste à choisir J1 tel que j"J j < C0 pour tout J � J1. �Si f 2 bX \ L2(�), on note efJ = ( ef1J ; ef2J ) l'élément de bY�J véri�ant< ef1J ; �1J >=< f ; rot� �1J >=< rot� f ; �1J > (4.3.19)< ef2J ; �2J >=< f ;r���1� �2J > (4.3.20)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 62et eFJ = ( eF 1J ; eF 2J ) l'élément de bY�J véri�ant< eF 1J ; �1J >=< f ; rot� �1J > (4.3.21)< eF 2J ; �2J >=< f ;r���1J �2J > (4.3.22)En particulier, ef1J = eF 1J .Nous avons donc deux problèmes résolubles pour J su�sament grand:eL�J = efJeT�J = eFJOn rapelle que le premier problème n'est autre que la méthode de Galerkinchoisie pour la résolution de l'équation intégrale de départ, ou, plus sobre-ment, si uJ = rot� �1J +r� �1�� �2J ;alors LJuJ = bPJ f :Du corollaire 4.2.4, on a une estimation de l'erreur ku�uJk, entre la solutionde l'équation intégrale et la solution �Galerkin�, en fonction (de la régularité)du second membre et (de la régularité) de la solution u. Il nous reste donc àestimer l'erreur commise en résolvant le système perturbé.Théorème 4.3.1 Soit f 2 bX \ L2(�). Soit u 2 X la solution de Lu = f .On note u = u1 + u2u1 := rot� �1; u2 = r� �1�� �2la décomposition de Hodge de u.Pour J � J1, soit �J 2 Y�J la solution de8�J 2 Y�J ; < eLJ�J ; �J >=< efJ ; �J >; (4.3.23)et �J 2 Y�J la solution de8�J 2 Y�J ; < eTJ�J ; �J >=< fFJ ; �J > : (4.3.24)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 63Si "J := k(1�QJ)��1� kH1 H� 12 (4.3.25)alors on a l'estimationk�J � �JkYJ � C(kfk bX + kfkL2) "J : (4.3.26)La suite ("J ) tend vers 0 lorsque J tend vers l'in�ni, et8k = 1; 2; limJ!1 k�kJ � �kJkH 32�k = 0 (4.3.27)limJ!1 rot� �1J = u1 = rot� �1 dans H� 12 (4.3.28)limJ!1 �2J = div� u dans H� 12 (4.3.29)limJ!1r���1J �2J = u2 = r� �1�� �2 dans L2 (4.3.30)Preuve : Tout d'abord on remarquera que la suite (k�JkYJ ) est bornée, car ilexiste deux constantes C1 et C2 telles que:C1k�JkYJ � keTJ�JkbYJ � C2(kfk bX + kfkL2):Comme on l'a vu (4.3.18), la suite ("J) tend vers 0, etkRJkbYJ YJ � C"J :De l'équation précédente, il existe une constante C telle que:kRJ�JkbYJ � C(kfkL2 + kfk bX ) "J :On en tirekeTJ�J � eLJ�JkbYJ = keLJ (�J � �J ) +RJ�JkbYJ� C(k�J � �JkYJ � (kfkL2 + kfk bX ) "J );OrkeTJ�J � eLJ�JkbYJ = kFJ � fJk bYJ= supfj < f ;r�(1 �QJ)��1� �2J > j �2J 2 ��J ; k�2Jk� 12 = 1g� kfkL2 "J :



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 64d'où k�J � �JkYJ � C(kfk bX + kfkL2) "J :Le reste est déduit du corollaire 4.2.4. �Remarques: il est nécessaire ici de supposer f 2 L2, pour obtenir un se-cond membre continu dans les espaces ad hoc. C'est un phénomène général:les méthodes perturbée (ou non conformes) s'appuient sur une donnée plus�régulière� que le problème initial l'impose. Mais il est à souligner que lacondition nécessaire ici est très faible.En outre, on a bien à faire à une méthode non conforme: la solution �discrete�uJ = rot� �1J +r�QJ �1�� �2Jn'est pas dans X = TH� 12 (div�). Mais on a une convergence dans l'espacevariationnel pour la composante à divergence nulle, et une convergence L2pour l'autre composante. Cette dernière convergence est plus �forte� si l'onplonge la solution dans H� 12 , mais ce plongement n'est pas bijectif, et dansce sens, on a une convergence en norme plus �faible� (la norme H� 12 n'estpas une norme équivalente à la norme sur X pour l'espace X 2 à rotationnelsnuls).Le théorème nous donne un renseignement supplémentaire non négligeableavec la relation de convergence limJ!1 �2J = �2:Du point de vue physique, �2 désigne la densité de charge sur la surface�, que l'on approche, cette fois-ci en �norme d'énergie� par �2: la méthodepermet non seulement le calcul du courant surfacique, mais aussi le calcul dela densité de charge sur la surface.4.3.2 Laplacien discret.La perturbation du système va nous permettre de résoudre un systèmediscret de manière plus directe, en ce sens que l'on s'a�ranchit des termesfaisant intervenir l'inverse du laplacien dans la méthode de Galerkin initiale.



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 65En réalité, on se ramène à une méthode de Galerkin sur un espace un peuplus gros contenant des laplaciens.On rappelle que, pour �2J 2 ��J ,��1J �2J := QJ��1� �2J :et que �J = ��1J �2J est la solution du problèmeTrouver �J 2 ��J tel que 8'J 2 �J ;Z�(r� �J )r� 'J ds = �Z� �2J'J ds: (4.3.31)On écrira < ��J�; ' >L2:=< r� �;r� ' >L2 pour �; ' dans �J .Suivant l'écriture du problème perturbé, on introduit la variable�J := ��1J �2J : (4.3.32)Revenons au système discret (perturbé); on cherche �J 2 (��J)2 tel que, pourtout �J 2 (��J )2:k2 < V rot� �1J ; rot�1J > +k2 < V r���1J �2J ; rot� �1J >+ k2 < V rot� �1J ;r���1J �2J >� < V �2J ; �2J > +k2 < V r���1J �2J ;r���1J �2J >=< f ;r���1J �2J > + < rot� f ; �1J > : (4.3.33)Prenant �1J = 0, < V �2J ; �2J >+ k2 < div� V rot� �1J ;��1J �2J >+ k2 < div� V r���1J �2J ;��1J �2J >=< div� f ;��1J �2J > (4.3.34)Posons, introduisant une nouvelle variable, en remarquant que ��1J �2J = �J ,�� e�J :=k2 div� V� rot� �1J+ k2 div� V�r� �J� div� f (4.3.35)



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 66et �J = QJe�J (4.3.36)on notera que �� e�J 2 H�1 car on a supposé f dans L2, et que �J estsolution du problèmeTrouver �J 2 ��J tel que8'J 2 ��J ;R�r� �Jr� 'J ds = � < k2 div� V� rot� �1J ; 'J >� < k2 div� V�r� �J ; 'J >+ < div� f ; 'J > :En remplacant (4.3.35) dans (4.3.34),< �e�J ;��1J �2J > + < V �2J ; �2J >= 0:Or � < �e�J ;��1J �2J > =< r� e�J ;r���1J �2J >=< r�QJe�J ;r���1J �2J >= � < �J ; �2J >D'où < �J ; �2J > + < V �2J ; �2J >= 0; (4.3.37)ce sera l'équation relative à �2J . En�n, en prenant �2J = 0 dans (4.3.33), onobtient k2 rot� V� rot� �1J + k2 rot� V�r� �1J = rot� f (4.3.38)Réciproquement, une solution (�1J ; �2J ; �J ; �J )T des équations (4.3.32), (4.3.35),(4.3.38), (4.3.37) est solution de (4.3.33).On note alors ZJ := YJ � (�J ; k:k1)2;Z�J := Y�J � (��J ; k:k1)2;



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 67et bZJ , bZ�J les espaces duaux correspondant.Le problème discret se résume à:trouver ZJ = (�1J ; �2J ; �J ; �J) dans Z�J tel que pour tout Z 0J dans Z�J ,< AJZJ ; Z 0J >L2= F(Z 0J ) (4.3.39)avec AJ :=0BB@k2T 11J 0 WJ 00 k2T 22J 0 10 1 ��J 0W 0J 0 W 0J ��J1CCA (4.3.40)WJ = k2 rot� V�r� (4.3.41)W 0J = k2 div� V� rot� (4.3.42)W 0J = k2 div� V�r� (4.3.43)et si Z 0J = (�1J ; �2J ; � 0J ; �0J )T ; (4.3.44)F(Z 0J) =< rot� f ; �1J > � < f ;r� �0J > (4.3.45)Les opérateurs WJ ;W 0J et W 0J sont des opérateurs compacts de ZJ dansson dual, car ils font intervenir l'injection compacte de H1 dans H 12 ou sonadjoint.On notera AJ la matrice de AJ relative à une base (pour distinguer matriceset opérateurs).4.3.3 Traitement des constantes: le système augmenté.Jusqu'alors on travaillait sur l'espace ��J qui est assez contraignant d'unpoint de vue numérique. Plutôt que de concevoir des ondelettes spéci�ques,on va modi�er la matrice AJ par une méthode connue pour obtenir un sys-tème rigoureusement équivalent, mais résoluble cette fois dans ZJ tout entier.En particulier, le système discret �nal doit imposer des inconnues nécessai-rement à moyennes nulles.On commence par noter que le problème perturbé (matrice AJ) est en faitune méthode de Galerkin sur un problème en la variableZ 2 Z� := Y� �H1� �H1� ; Y� := H 12� �H� 12� :



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 68dé�ni par: LZ = Favec, pour tout Z = (�1; �2; �; �)T 2 Z, et tout Z 0 = (�1; �2; � 0; �0)T 2 Z,< LZ;Z 0 >:= k2 < V rot� �1; rot� �1 >L2 +k2 < V r� �; rot� �1 >L2+ < V �2; �2 >L2 + < �; �2 >L2+ < �2; � 0 >L2 + < r� �;r� � 0 >L2�k2 < V rot� �1;r� �0 >L2�k2 < V r�;r� �0 >L2 + < r� �;r� �0 >L2 (4.3.46)et le second membre est donné par< F;Z 0 >:=< rot� f ; �1 >L2 � < f ;r� �0 >L2 : (4.3.47)L est bien dé�ni sur Z tout entier, avecZ := Y �H1 �H1; Y := H 12 �H� 12 :On note bZ := H� 12 �H 12 �H�1 �H�1le L2-dual de Z. Alors on a leLemme 4.3.2Modulo un opérateur compact, L est fortement coercif, donc un opérateur deFredholm de Z vers son L2-dual bZ; de plusZ = (�1; �2; �; �)T 2 KerL () 8>><>>: �1 2 C ;�2 = 0;� 2 C� = 0et ImL = H� 12� �H 12 �H�1 �H�1�



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 69Preuve : Le fait que ce soit un opérateur de Fredholm n'est rien d'autre quece que l'on a fait dans la section précédente.En ce qui concerne le noyau, �xons un élément Z 2 KerL. En prenant pourfonction test Z 0 = (0; 0; 1; 0)T , on trouve< �2; 1 >L2= 0:Ensuite, pour toutes les fonctions-tests Z 0 = (�1; �2; � 0; �0)T véri�ant< Z 0; 1 >=0 (valeurs moyennes nulles), on a< LZ;Z 0 >=< L eZ;Z 0 >avec eZ = Z� < Z; 1 > (on retranche aux composantes de Z les valeursmoyennes). En�n, on choisit les �2; � 0 dans les fonctions-tests telles que� 0 = ��1� �2:Grâce à cette relation �duale�, en notant eZ = ( e�1; e�2; e�; e�)T et en remplaçante� par ���1� �div� V (rot� e�1 +r� e�)�e� par ��1� e�2on obtient �nalement Lu = 0 dans X 0 avec u = rot� e�1 + r���1� e�2, Létant notre opérateur intégral initial. Des hypothèses faites sur cet opérateur(injectivité), on tire e�1 = 0; e�2 = 0;et donc e� = 0; e� = 0:Par conséquent, �1, � et � sont des constantes. En�n, reprenant l'équationgénérale (LZ = 0), elle se résume à< �; �2 >L2= 0



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 70pour tout �2 2 H� 12 , et donc � = 0.En ce qui concerne l'image de L, elle est de codimenson 2 (puisque le noyauest de dimension 2), et est trivialement incluse dansH� 12� �H 12 �H�1 �H�1�car la première composante image est un rotationnel scalaire, et la dernièreest une divergence; l'inclusion mentionnée est donc une égalité, et ceci terminela preuve du lemme. �L est donc un isomorphisme de Z=KerL sur ImL. On peut ramener l'opé-rateur à un isomorphisme entre Z et son dual en introduisant deux variablesscalaires, et en imposant< �1; 1 >= 0; < �; 1 >= 0:On aurait un opérateur sur lequel on pourrait appliquer le schéma de Galer-kin. Cependant, dans ce schéma, on n'aurait pas l'assurance que toutes lesinconnues soient à moyennes nulles, et on perdrait le béné�ce des estimationsd'erreurs précédentes. On doit donc rajouter quatre variables scalaires pourobtenir un schéma de Galerkin équivalent au précédent.Lemme 4.3.3 On pose 
 = Z�C 4 , et, avec les notations précédentes, pourU = (Z;�)T 2 
; Z = (�1; :::�4) � := (�1; : : : �4) 2 C 4 ;U 0 = (Z 0; �0)T 2 
; Z 0 = (�1; :::�4); �0 := (�01; : : : �04) 2 C 4 ;<MU;U 0 >:= < LZ;Z 0 >+ 4Xk=1 < �k; �0k >L2+ 4Xk=1 < �k; �k >L2 (4.3.48)Alors, modulo un opérateur compact, M est fortement coercif de 
 dans sondual b
 := bZ � C 4 ;



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 71munis du crochet de dualitépour V = (F; �) 2 b
; U = (Z;�) 2 
;< V;U >b
;
:=< F;Z > bZ;Z + 4Xk=1 �k�k:De plus, toujours sous l'hypothèse que l'opérateur intégral L de départ estinjectif, M est injectif de 
 dans b
, et donc est un isomorphisme entre cesdeux espaces.Preuve :Remarque: pour des raisons évidentes de symétries, on a renommé ici lesvariables.M di�ère de L de la somme de huit opérateurs trivialement compacts.� Injection: si MU = 0, U = (Z;�), en prenant pour fonctions test desU 0 = (Z 0; �0) tels que Z 0 = 0, on obtient de suite que les éléments dans Zsont à moyenne nulle. Ensuite, en prenant des fonctions tests U 0 telles queles éléments dans Z 0 sont à moyennes nulles, Z 2 Z� véri�e8Z 0 2 Z�; < LZ;Z 0 >= 0Par construction, u0 := rot� �1 +r����1 �2 est dans X et véri�e Lu0 = 0.On en déduit, de l'injectivité de L,�2 = 0; et�1 = 0 car à moyenne nulle.�3 est à moyenne nulle et véri�e�� �3 = 0, donc �3 = 0, et le même argumentdonne aussi �4 = 0. Il reste que4Xk=1 < �k; �k >= 0pour tout quadruplet (�1; : : : �4), et donc � � 0.� Surjection: bien qu'acquise (l'opérateur M est un opérateur de fredholminjectif), on cherche la forme des solutions: on se �xe� := (F; �) 2 b
;F = (f1 : : : f4) 2 Z � = (�1; : : : �4) 2 C 4:



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 72et on pose	 := (G; 0C4 ) 2 
;G = (g1; : : : g4) := (f1� < f1; 1 >; f2; f3; f4� < f4; 1 >) 2 bZ:Comme g1 et g4 sont à moyennes nulles,G 2 ImLet donc on peut trouver Z0 = (�10; : : : �40) 2 Z tel queLZ0 = G;avec pour degrés de libertés les moyennes de �10 et de �30. On peut alors poser< �10; 1 >= �1; < �30; 1 >= �3qui détermine de manière unique Z0. En�n, on pose�01 =< f1; 1 >; �04 =< f4; 1 > �02 = �03 = 0;�0 := (�01; : : : �04) 2 C 4 ;U0 := (Z0; �0) 2 
:L'idée est de comparer la solution U de MU = � avec U0. Pour tout U 0 =(Z 0; �0) 2 
, avec Z 0 = (�i)i, �0 = (�i)i, on a, par les dé�nitions deM et deU0,<MU0; U 0 > =< LZ0; Z 0 > + 4Xi=1 < �0i ; �i0 > + 4Xi=1 < �0i ; �0i >=< G;Z 0 > + < �01; �10 > + < �04; �40 >+ < �1; �01 > + < �3; �03 >+ < �02; �02 > + < �04; �04 >=< F;Z > + < �1; �01 > + < �3; �03 >+ < �02; �02 > + < �04; �04 > :Si U est solution de MU = �, alors<M(U � U0); U 0 > = �2�02 + �4�04� < �20; 1 > �02� < �40; 1 > �04= �02�02 + � 04�04:



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 73On est donc ramenés à la résolution deMU1 = �U1 := (Z1; �1) 2 
; Z1 := (�11; : : : �41)� := (0 bZ ; � 0)�0 := (0; � 02; 0; � 04) 2 C 4:U1 véri�e donc �2�02 + �4�04 =< LZ1; Z 0 > + 4Xi=1 < �1i ; �i >+ 4Xi=1 < �i1; �0i > :On choisit d'abord pour fonctions tests des U 0 tels que �0 � 0.En prenant �1; : : : �4 constantes, on trouve de suite�1 = �4 = 0�2 =< V �21; 1 > + < �4; 1 >�3 =< �21; 1 > :Puis, on pose eZ1 := Z1� < Z1; 1 > (on retranche à chaque composante savaleur moyenne); on a donc, de ce qui précède< L eZ1; Z 0 >= 0et ce, pour tout Z 0 2 Z; en conséquence,eZ1 = (e�11; : : :e�41) 2 KerL;d'où e�21 = e�41 = 0e�11; e�31 2 C :



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 74Donc les composantes de Z1 sont des constantes.On prend à présent des fonctions tests telles que Z 0 = 0 pour trouver �nale-ment �11 = �31 = 0;�21 = 1j�j�02;�41 = 1j�j�04;où j�j := Z� dsest le �volume� de �. Finalement, notre solution U1 s'écritZ1 = (0; c� 02; 0; c� 04) (4.3.49)�1 = (0; c� 02 < V 1; 1 > +� 04; � 02; 0): (4.3.50)avec c = j�j�1. En conclusion, notre solution U de MU = � s'écritU = U0 + U1 (4.3.51)U0 = (Z0; �0)Z0 est solution de LZ0 = G avecG = (f1� < f1; 1 >; f2; f3; f4� < f4; 1 >);�0 = (< f1; 1 >; 0; 0; < f4; 1 >) (4.3.52)et U1 = (Z1; �1) est donné par (4.3.49) et (4.3.50), avec�02 = �2� < �20; 1 > (4.3.53)�04 = �4� < �40; 1 > : (4.3.54)�Avec cette dernière preuve, on a montré le



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 75Lemme 4.3.4 Soit f 2 bX = H� 12 (rot�;�) tel que f 2 L2(�), etF = (rot� f ; 0; 0;div� f) 2 bZ � = (F; 0C4 ) 2 b
;où bZ = H� 12 �H 12 �H1 �H1est le dual de Z = H 12 �H� 12 �H�1 �H�1et où b
 = bZ � C 4 est le dual de
 = Z � C 4Alors la solution U = (Z;�) 2 
 de MU = � véri�e:� � 0Z = (�1; �2; �; �) 2 Z� = H 12� �H� 12� �H1� �H1�u = rot� �1 +r� � est solution de Lu = f dans X :Cela signi�e (la réciproque étant aussi vraie) que résoudre Lu = f est équiva-lent à résoudreMU = F avec un second membre bien choisi et une condition(minimale) sur f .En faisant une méthode de Galerkin pour l'opérateur M, on obtient le ré-sultat cherché (élimination des constantes); en ce sens, on pose, pour espacesde discrétisation 
J := �4J � C 4:et on notera b
J le L2 dual de 
J . M étant inversible et se décomposantcomme somme d'un opérateur fortement coercif et d'un opérateur compactde 
 dans son dual, on a laProposition 4.3.3 Il existe J0 > 0 et une constante C0 tels que, pour J �J0, infUJ2
Jnf0g supU 0J2
Jnf0g <MUJ ; U 0J >kUJk
kU 0Jk
 � C0;



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 76M induit donc un opérateur MJ de 
J dans son dual, bijectif pour J su�-samment grand.De plus, si f 2 bX \ L2(�), et si, pour J su�samment grand, UJ est solutionde MUJ = FJ 2 b
; (4.3.55)avec, pour tout U 0J = (Z 0J ; �0) 2 
, Z 0J = (�1J ; �2J ; � 0J ; �0J) 2 bZ,< FJ ; U 0J >=< rot� f ; �1J > � < f ;r� �0J >;alors, en notant UJ = (ZJ ; �J );ZJ = (�1J ; �2J ; �J ; �J);les éléments de ZJ sont à moyennes nulles, et�J := (�1J ; �2J ) 2 Y�Jest solution du problème perturbé discret (cf. théorème 4.3.1)eTJ�J = eFJ :Preuve : La condition inf-sup est une conséquence du fait queM est fortementcoercif, modulo un opérateur compact (voir la preuve de la proposition 4.2.3).Le lien avec le problème perturbé se lit facilement en prenant pour fonctionstests, dans un premier temps, des éléments du type (0Z ; �0) pour avoir desmoyennes nulles, puis en prenant des fonctions tests à moyennes nulles, ZJest solution de < LZJ ; Z 0J >= 0; (Z 0J 2 Z�J ): �La matriceBJ obtenue (en représentantMJ suivant des bases) est la matriceAJ (représentation de AJ de la section précédente) augmentée de quatrelignes et de quatre colonnes.Plus précisément, en anticipant un peu, si l'on se donne une base ( � )� de�J , la matrice BJ associée à MJ va s'écrire par blocsBJ := �AJ YJY �J 0 �



4 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 77AJ est une matrice carrée de taille 4]�J , qui sera explicitée par la suite,tandis que la matrice YJ (resp. Y �J ) est de taille 4]�J � 4 (quatre colonnes,resp. Y �J est de taille 4� 4]�J ), dé�nie par blocs (de taille ]�J) parYJ = Diag((1;	); :::(1;	));Y �J = Diag((	; 1); :::(	; 1));où l'on a posé (1;	) = (< 1;  � >L2)T (matrice colonne),(	; 1) = (<  � ; 1 >L2) (matrice ligne):



5 ONDELETTES. 785 Ondelettes.A présent, on est ramené à résoudre un système linéaire issu d'une mé-thode de Galerkin sur des espaces de Sobolev classiques. Comme toujoursdans le cas des équations intégrales, la matrice du système est pleine, i.e. lenombre de coe�cients non nuls se comporte comme N2, N étant la taillede la matrice carrée. A�n de réduire le nombre de coe�cients non nuls à unO(N logN), on utilise pour base de �J une base d'ondelettes issue d'éléments�nis classiques (cf. [44], [17], [19], [47], [40]). Les ondelettes doivent �remplir�des espaces de Sobolev avec un intervalle d'exposants assez large pour le pro-blème qui nous concerne ([�12; 1]) simplement pour pouvoir développer lasolution suivant cette base et garder la topologie initiale. Ensuite, elles doi-vent véri�er une condition de moments nuls, rendant un grand nombre decoe�cients petits. En�n, on souhaiterait qu'elles soient de support petitet qu'elles aient, pour des raisons techniques, des propriétés d'orthogonalité.Jusqu'à présent, lorsque l'on regarde la littérature, ces deux derniers pointssemblent délicats à concilier avec la condition des moments nuls et le faitqu'elles doivent remplir l'espace H1 par exemple (et donc être continues,puisque l'on part ici d'éléments �nis classiques). Une approche intéressante,que l'on reprend ici se trouve dans [19], et permet la construction d'onde-lettes véri�ant presque toutes les propriétés voulues, mis à part l'orthogona-lité. Nous verrons que ces ondelettes sont cependant orthogonales pour unproduit scalaire L2 �par morceaux�, ce qui a une importance, au moins d'unpoint de vue théorique.L'autre di�culté dans le cadre qui nous concerne est la présence d'un opé-rateur d'ordre �1 du point de vue continu (opérateur de simple couche).Beaucoup de travaux se sont engagés dans le traitement de ce type d'opé-rateurs; citons [44], [16], pour la théorie générale, où, pour obtenir un tauxde compression optimal (O(N)), une condition sur les ondelettes tests estimposée, [41] pour le cas bidimensionnel, [22] pour le cas tridimensionnel, enrelation avec les travaux de R. Stevenson [47].Dans ce paragraphe, on va préciser la construction de �J , les normes en jeuet les propriétés souhaitées des ondelettes. On pourra se référer à [18] pourune étude générale des constructions d'ondelettes sur des variétés.



5 ONDELETTES. 795.1 Multirésolution sur un élément de référence.On note T = T 01 le triangle dans R2 de sommets s1 = (1; 0), s2 = (0; 1),s3 = (0; 0), mk le milieu du côté opposé au sommet sk.Le triangle T 01 est relatif au niveau de résolution 0 (indice du haut). Lestriangles T j+1l , l = 4k � 3; :::4k sont déduits de T jk en joignant les pointsmilieux de T jk , et construits par récurrence.On note, pour tout entier j � 0, �Tj := T \(2�jZ)2, que l'on appellera n÷udsde l'élément de référence T .On notera rT0 := �T0 ; rTj+1 := �Tj+1n�Tj j � 0: (5.1.1)En�n, on note�TJ := nu 2 C(T )�� ujTJl 2 P1; l = 1; :::4Jo ; J � 0: (5.1.2)L'objet de ce paragraphe est de dé�nir une base de multirésolution dansHs(T ). On commence par dé�nir une base nodale de �j de la manière sui-vante: on quadrille le plan R2 tout entier avec les droites �1 = k, �2 = k,�1 + �2 = k, k 2 Z. Ce quadrillage dé�nit une famille de triangles T dontles éléments sont des images de T par des isométries. On peut alors dé�nirune et une seule fonction scalaire � telle que sa restriction à tout élément deT soit un polynôme de degré 1, et telle que �(0) = 1 et �(� ) = 0 pour tout� 2 Z2, � 6= 0.Ensuite on pose�j�(x) := �(2j(x� � )); x 2 R2; � 2 (2�jZ)2: (5.1.3)et en�n on dé�nit la base nodale de �j pare'j� := c('j� )�j� jT ; � 2 �Tj : (5.1.4)où c('j�) est choisi tel que ke'j�kL2(T ) = 1: (5.1.5)Des calculs directs donnentc('j�) = 8<: 2j+ 12 si � 2 Tp32j+1 si � 2 fs1; s2; s3g2j+1 si � 2 @Tnfs1; s2; s3g (5.1.6)



5 ONDELETTES. 80La famille (e'j� )�2�Tj est une base nodale de �j.Pour les ondelettes, on suit la construction de [19]. On dé�nit d'abord unefamille (e�j+1� )�2�Tj d'éléments de �Tj+1, duale de (e'j�), i.e.8 (�; �) 2 (�Tj )2 (e'j� ; e�j+1� )L2(T ) = c��;�: (5.1.7)où c désigne une �vraie� constante. On commence par dé�nir e�1� pour � 2 �T0 ,comme e�1� := c(e�1�)(1� e'1� � !0� e'0� ):On détermine 1� et !0� tels que (e�1� ; e'0�)L2(T ) = 0 pour � 6= � (ceci donne uneéquation seulement, par symétrie), puis en imposant (e�1� ; e'0� )L2(T ) = c(e�1�).Puis, on peut imposer ke�1�kL2(T ) = 1, ce qui �xe c(e�1�). Des calculs directsdonnent e�1� := 13p3(4p2e'1� � e'0� ): (5.1.8)Ensuite, on peut poser, pour j > 0,e�j+1� := 13 eN�p3(4p2e'j+1� � e'j�): (5.1.9)avec eN� = 1 si � est un sommet de T , eN� = 3 si � est sur une arête de T ,eN� = 6 si � est dans T . Il appert que pour tout �; � 2 �Tj ,(e�j+1� ; e'j�)L2(T ) = 23p3��� (5.1.10)De plus, ke�j+1� kL2(T ) = 1p eN� . La famille (e�j+1� )�2�Tj doit être vue comme unefamille duale de (e'j�)�2�Tj pour le produit L2(T ).5.2 Ondelettes sur la surface.5.2.1 Géométrie, bases nodales de multirésolution.Dans cette section, on va dé�nir les ondelettes sur la surface �. On uti-lisera deux produits scalaires sur L2(�); le premier, naturel, est induit par



5 ONDELETTES. 81la résolution du problème général. En particulier, si l'on souhaite garder lespropriétés de dualité pour les opérateurs de surface, sans faire apparaître desdistributions vivant sur les arêtes, on est obligé de garder ce produit scalaire,et de travailler avec.Par contre, pour la dé�nition des ondelettes, il est bien plus commode detravailler avec un produit scalaire dé�ni �par morceaux�, que l'on ramène àun triangle de référence.On suppose donc qu'il existe une famille (b�i) d'applications T ! �i de classeC1 (en tant qu'application de R2 dans R3), bijectives, et telles que les gra-dients D�i aient pour images des espaces de dimension 2 en tous points. Onpeut dé�nir une norme Hs �par morceaux� avec:kuk2PHs := NXi=1 ku � �ik2Hs(Ti); (5.2.1)ainsi que les produits scalaires (:; :)s associés. On prendra bien garde à dis-tinguer ici, en particulier, le produit (:; :)0 et le produit scalaire naturel< :; : >L2(�), bien qu'ils dé�nissent des topologies équivalentes.Comme pour le cas de l'élément de référence, on veut alors dé�nir des niveauxde résolutions par des familles de triangulation f�ji;k; i = 1::N; k = 1; ::4jgindexées par j par �ji;k := �i(T jk ); (5.2.2)et dé�nir ensuite les n÷uds de ces triangulations par��j := [i�i(�Tj ): (5.2.3)Pour que (5.2.2) dé�nisse bien une triangulation, et pour que (5.2.3) soitconsistant (pour les n÷uds sur les bords des �i) on fera l'hypothèse suivante:pour tout i; l 2 f1; ::Ng, tout s; s0 2 ��0 , sommets de la triangulation initiale,sur un même triangle �i0 , et tout réel t 2 [0; 1],�i(t��1i (s) + (1� t)��1i (s0)) = �l(t��1l (s) + (1� t)��1l (s0)): (5.2.4)En termes plus intuitifs, la famille (�i) �conserve les barycentres�. Dès lors,(5.2.2) dé�nit bien une triangulation, et (5.2.3) est consistant dans le sensoù, par exemple au niveau 1, le milieu de chaque arête de T est envoyéen un �milieu� d'une arête de [i�i. L'hypothèse faite sur les (�i) est assez



5 ONDELETTES. 82raisonnable, au moins si on veut travailler avec des éléments continus deLagrange, et, de plus, en pratique, elle n'est pas di�cile à concevoir.Sous ces hypothèses, si on dé�nit deux fonctions ui et ul sur T , dont l'une estdéduite de l'autre par une permutation des coordonnées barycentriques (surT ), i.e. si ui = ul �Ail, alors en dé�nissant f sur �i [ �l par f j�i = ui � ��1iet f j�l = ul � ��1l , f est continue sur �i [ �l. A présent, on peut dé�nir lesespaces de multirésolution,�j := nu 2 C(�)�� u � �ijT jk 2 P1; i = 1::N; k = 1; ::4jo (5.2.5)ainsi qu'une base nodale (fonctions d'échelles),'j� ���i:= ( e'j��1i (�) � ��1i ; si � 2 �i(T )0 sinon � 2 ��j : (5.2.6)On construit de la même manière une base duale (�j+1� ) pour le produit (:; :)0par �j+1� ���i:= ( e�j+1��1i (�) � ��1i ; si � 2 �i(T )0 sinon � 2 ��j : (5.2.7)Autrement dit, on a, pour �; �0 2 ��j ,(�j+1� ; 'j�0)0 = N����0 (5.2.8)où N� ne dépend que de la position du n÷ud � (sommet, arête ou intérieurà un triangle de la triangulation initiale), en particulier, cette constante nedépend pas du niveau de résolution j.5.2.2 Ondelettes.A présent, nous pouvons dé�nir les ondelettes sur l'idée de W. Dahmen& R. Stevenson [19]. Quelques précautions et précisions seront toutefois demises.On dé�nit donc les ondelettes par � := '0� ; pour � 2 ��0 ; (5.2.9) � := 'j+1� � X�2��j ('j+1� ; 'j�)0(�j+1� ; 'j�)0 �j+1� ; pour � 2 r�j+1: (5.2.10)



5 ONDELETTES. 83Par dé�nition, les ondelettes sont construites avec le produit scalaire (:; :)0,de sorte que, si �j := V ectf �; � 2 r�j+1g; (5.2.11)alors �j+1 est l'orthogonal de �j dans �j+1 pour le produit scalaire (:; :)0.C'est sensiblement la même construction que dans [19], on verra par la suitepourquoi.5.2.3 Stabilité.Dans ce paragraphe, il s'agit de prouver que le choix fait pour les onde-lettes donnent une base de Riesz Hs(�)-stable, soit de prouver (ici):Xj�0 X�2rj c� �2Hs(�) �Xj�0 X�2rj 22sj jc� j2:On montrera que la stabilité est valable pour jsj � 1, ce qui est crucial pourla résolution de notre problème. Le schéma est le suivant: on montre d'abordla L2-stabilité, puis la H1-stabilité, et on déduit la stabilité sur Hs par unargument d'interpolation, ou de dualité pour jsj � 1.Proposition 5.2.1 La famille( �)�2r�j+1 [ (�j+1� )�2��jest une famille L2-stable de �j+1, et la famille( �)�2r�j+1est une famille L2-stable de �j+1 = �j+1\�?0j , où ?0 désigne l'orthogonalitépour le produit scalaire (:; :)0.Preuve : La preuve est essentiellement donnée dans [19]. On la rapelle ici: onsait que la famille f'j+1� ;� 2 ��j+1g est L2-stable dans �j+1. Comme �j+1� estcombinaison linéaire à coe�cients constants de 'j+1� et dephij�, et grâce à l'équation de ra�nement, on en déduit que la famillef�j+1� ; � 2 ��j g [ f'j+1� ; � 2 r�j g



5 ONDELETTES. 84est une famille L2 � stable de �j+1. On dé�nit ensuite une matrice de taille]��j � ]r�j+1 par (Bj)�� := ('j+1� ; 'j�)0k�j+1� k0(�j+1� ; 'j�)0k'j+1� k0Pour toutes familles scalaires c = (c�)�2r�j+1 et d = (d�)�2��j , on a(Bjc;d)`2(��j ) = 0@ X�2r�j+1 c� 'j+1�k'j+1� k0 ; X�2��j+1 d� k�j+1� k0'j�(�j+1� ; 'j�)01A0. kck`2(r�j+1)kdk`2(��j )car (�j+1� ; 'j�)0 � k�j+1� k0k'j�k0. On en déduit queBj est uniformément borné,et donc que k �k0 � k'j+1� k0 � 1. Si à présent on choisit une combinaisonlinéaire � = X�2r�j+1 c� � + X�2��j+1 d��j+1�on a � = X�2r�j+1 c0�'j+1� + X�2��j+1 d0��j+1�avec �c0d0� = � I 0Bj I��cd�Comme Bj est uniformément borné, et du fait que la famille f'j+1� g[f�j+1� gest L2-stable, on déduit que la famille f �g [ f�j+1� g est une base L2-stablede �j+1. En�n, par construction, f � ; � 2 r�j+1g est une base de �j+1, ce quiachève la preuve. �On montre à présent que la famille f �g est H1-stable. Pour cela, on invoqueles inégalités directes et inverses sur la surface: pour tout s, il existe uneconstante C telle que, pour tout u 2 Hs(�), et tout j � 0,infpj2�j ku� pjk0 � C2�sjkukHs(�) (Jackson), (5.2.12)8pj 2 �j kpjkHs(�) � C2sjkpjk0: (Bernstein): (5.2.13)



5 ONDELETTES. 85Pour le cas qui nous concerne, i.e. des surfaces régulières, ces inégalités sontvraies pour 0 � s < 1:5.Pour des surfaces moins régulières une attention particulière sera à portersur ces inégalités, et sur l'équivalence de normes qui en découle; on pourrase référer à [15].En utilisant les mêmes arguments que pour le paragraphe 4.1, on obtientkuk2H1(�) �Xj 22jk(�j ��j�1)uk20 (5.2.14)où �j désigne ici le projecteur sur �j, orthogonal pour le produit scalaire(:; :)0. De l'orthogonalité des ondelettes,kXj�0 X�2rj c� �k2H1(�) �Xj�0 22jkX�2rj c� �k20;En�n, de la proprosition précédente,kX�2�j c�'�k20 � X�2�j jc� j2;et le fait que la transfomation en ondelettes est donnée par un opérateurborné dans `2, on obtientkXj�0 X�2rj c� �k2H1(�) �Xj�0 22jX�2rj jc� j2; (5.2.15)ce qui désigne la H1- stabilité de notre base. On déduit la Hs-stabilité parinterpolation et dualité pour jsj � 1, soit le théorème suivant:Théorème 5.2.1 Pour tout réel s, jsj � 1, et toute famille de réels fc� ; � 2[jrjg, kXj�0 X�2rj c� �k2Hs(�) �Xj�0 22sj X�2rj jc� j2; (5.2.16)5.2.4 Moments nuls.Ici, on établit un résultat crucial pour la résolution numérique, qui mon-trera la décroissance des coe�cients de la matrice de discrétisation, et doncpermettra d'e�ectuer un seuillage pour une résolution optimale.



5 ONDELETTES. 86Bien que l'on ait choisi des polynômes de degré 1 par morceaux pour laconstruction des ondelettes, on va établir les résultats concernant les mo-ments nuls et les décroissances des coe�cients pour un choix de polynômegénéral (de degré d par morceaux).Proposition 5.2.2 Soit v 2 C(�) une fonction scalaire continue, telle quev � �i 2 C1(T ): (5.2.17)On suppose qu'il existe un entier d > 0 tel que8p 2 Pd(T ); p = X� 02�T0 p(� 0)�0� 0: (5.2.18)où �0� est l'élément de �0(T ) valant 1 au n÷ud � et zéro aux autres n÷udsde �T0 . Alors il existe une constante C(�;�; d) telle que, pour tout j � 0, ettout � 2 r�j+1, j(v;  �)0j � C(�;�; d)2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�); (5.2.19)avec kvkPW1;d+1(�) := maxi maxx2T maxj�j�d+1 jD�(v � �i)(x)j: (5.2.20)En ce sens, on dira que la famille d'ondelettes ( �) admet d + 1 momentsnuls.Cette estimation est typique lorsque l'on se place dans le plan, et d'ailleurson suit la même preuve: les ondelettes sont orthogonales aux polynômes dedegré inférieur à d, on développe la fonction v en série de Taylor autour d'unpoint bien choisi à l'ordre d avec reste intégral, et on évalue le reste.Preuve : On se �xe j � 0 et � 2 r�j+1 On dé�nit l'opérateur d'interpolationIj au niveau j par Ijv := X� 02��j v(� 0)�j� 0 (5.2.21)où �j� est l'élément de �j(�) valant 1 au n÷ud � et zéro aux autres n÷udsde ��j . De l'orthogonalité des ondelettes,(v;  �)0 = (v � Ijv;  �)0:



5 ONDELETTES. 87On note Si := ��1i ( supp  � ), vi := v � �i, et bIj l'opérateur d'interpolationsur l'élément de référence T . Comme v est continu, on a Ijvj�i � �i = bIjvi.De sorte que, puisque k �k0 . 1j(v;  �)0j2 .Xi kvi � bIjvik2L2(T\Si):On se place sur un élément de la triangulation T j;ki ; vi est restreint à vj;ki , bIjviest restreint à l'interpolant de vj;ki au niveau zéro modulo une homothétie. Ondéveloppe alors vj;ki en serie de Taylor avec reste intégral à l'ordre d autourd'un point de T j;ki \ Si, pour obtenir �nalement l'estimation8x 2 T j;ki ; jvi(x)� bIjvi(x)j . 2�j(d+1)kvkPW1;d+1 :On intègre en x, pour obtenirkvi � bIjvik2L2(T j;ki \Si) . 2�2j(d+2)kvk2PW1;d+1 :Comme Si est de diamètre équivalent à 2�j et que les triangles T j;ki sontaussi de diamètre équivalent à 2�j , le nombre de triangles coupant Si estuniformément borné (par rapport à j). En sommant sur ces triangles, onobtient l'estimation cherchée. �Le corollaire important qui nous intéresse estCorollaire 5.2.1 On note gi := det((@l�i; @m�i)R3) le jacobien relatif à �i,et g :=Pi 1�igi � ��1i . On rappelle que g est supposée C1 par morceaux.Alors, sous les hypothèses de la proposition 5.2.2, si de plus g est continu,on a l'estimation ��(v;  �)L2(�)�� . 2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�) (5.2.22)Preuve : Comme (v;  �)L2(�) = (g 12v;  �)0et des hypothèses faites, on peut inclure pg dans v pour avoir une premièreestimation grâce à la proposition précédente, puis borner kg 12vkPW1;d+1 parkvkPW1;d+1 . �



5 ONDELETTES. 88Ce qui nous intéresse plus encore est la décroissance des coe�cients de lamatrice de Galerkin:Corollaire 5.2.2 Soit r 2Zun entier et H(x; y) une fonction de classe C1sur un voisinage (dans R3) de ��� privé de sa diagonale x = y, et véri�antjD�xD�yH(x; y)j � C(�; �; �)jx� yj2+r+j�j+j�j ; x 6= y: (5.2.23)Pour tout entier j > 0, resp. j 0 > 0, et tout � 2 rj, resp. � 0 2 rj0, sous leshypothèses du corollaire 5.2.1, si ��;� 0 := d(Supp � ;Supp � 0) > 0, alorsj(H � ;  � 0)L2(�)j . 2�(d+2)(j+j0)��(2d+4+r)�;� 0 : (5.2.24)Preuve : Le fait que les supports soient disjoints donnent un sens à l'inté-grale dans 5.2.24. A�n de coller à l'analyse des opérateurs sur une surface,on suppose qu'il existe deux familles de recouvrements (Mi) et (fMi) et onsuppose qu'elles sont formées de triangles de notre triangulation de départ(niveau 0), et telles que Mi �� fMi. Si tel n'est pas le cas, il su�t de raf-�ner la triangulation de départ de manière su�samment �ne, en coupantpar exemple les triangles en quatre. Chaque triangle �i est l'image de T par�i. Compte tenu des hypothèses faites sur ces représentations, on peut trou-ver un domaine Di � R2 composé de triangles T il isométriques à T , et une�carte� b�i : Di ! fMi telle que b�i(Di) = fMi, et la restriction de b�i à l'undes triangles T il � Di est la composée de �l avec une transformation a�ne,et a pour image un triangle �l � fMi. En d'autre termes, on peut recollerles représentations sur un domaine de R2. On n'obtient pas tout à fait unecarte, car l'application b�i, si elle est bien bijective, n'est que continue (maisrégulière par morceaux).On introduit aussi les partitions de l'unité relatives à ces recouvrements, àsavoir deux familles de fonctions scalaires (�i)i et (e�i)i véri�ant:Xi �i =Xi e�i = 1; �i; e�i � 0Supp�i �Mi; Supp e�i � fMie�ijMi = 1:de sorte que �ie�j = 0 pour i 6= j:



5 ONDELETTES. 89Alors(H � ;  � 0)L2(�) =Xi ZfMi�fMi H1i (x; y) �(x) � 0(y)ds(x)ds(y)+ Z���H0(x; y) �(x) � 0(y)ds(x)ds(y); (5.2.25)avec H0(x; y) =Xi6=j �i(x)e�j(y)H(x; y); 2 C1(�� �);H1i (x; y) = �i(x)e�i(y)H(x; y):Du corollaire précédent, comme H0 en véri�e les hypothèses,����Z���H0(x; y) �(x) � 0(y)ds(x)ds(y)���� . 2�(d+2)(j+j0);et comme on travaille sur des domaines bornés, 1 . ��(2d+4+r)�� 0 . Il reste àévaluer la somme dans (5.2.25). On �xe donc i = 1; :::N , et on note eIil'ensemble des éléments l 2 f1; :::Ng tels que �l � fMi. On note en�n, pourk; l 2 eIi, I ik;l = Z�k ds(x)Z�l H1i (x; y) �(x) � 0(y)ds(y):l'objet étant d'estimerPiPk;l2eIi I ik;l.On réécrit l'intégrale double à l'aide des coordonnées locales commeI ik;l = ZTk\b��1i (Supp � ) d� ZTl\b��1i (Supp � 0 )H2i (�; �)( � � b�i)(�)( � 0 � b�i)(�)d�:Des hypothèses faites sur H, on ajD��D��H2i (�; �)j � C(j�j; j�j;b�)jb�i(�)� b�i(�)j2+r+j�j+j�j :On remarquera que la fonction�(�; �) := jb�i(�)� b�i(�)jj� � �j 2 C1(Tk � Tl)



5 ONDELETTES. 90et que �(�; �) > 0. De sorte que l'estimation précédente devientjD��D��H2i (�; �)j � C(j�j; j�j;b�)j� � �j2+r+j�j+j�j :Comme pour la proposition 5.2.2, on développe H2i en série de Taylor avecreste intégral autour d'un point �ik 2 Tk \ b��1i (Supp � ) pour la premièrevariable, et autour d'un point �il 2 Tl \ b��1i (Supp � 0) pour la deuxièmevariable, le tout à l'ordre d et on suit la démonstration du corollaire précédentpour obtenir la bonne estimation. �Dans toute la suite, on supposera que les hypothèses du corollaire5.2.1 sont véri�éesQuelques remarques sur ce paragraphe:� Dans le corollaire précédent, comme on l'a déja dit, l'entier d est bienévidemment égal à 1. On a conservé cependant une notation génériquecar la démonstration reste valable si on choisit pour base des polynômesde degré supérieur.� Par rapport à [19], on a choisi une orthogonalité par rapport au produitscalaire (:; :)0. Dans l'article de W. Dahmen et R. Stevenson, g étaitimposée constante par morceaux, ce qui permettait une orthogonalitépar rapport au (vrai) produit scalaire L2(�). Mais le cadre choisi icisemble un peu plus général.� En revanche, on doit imposer la continuité de g (jacobienne) sur � pourobtenir la décroissance des coe�cients de la matrice de Galerkin (onpasse dans la démonstration du produit scalaire �par morceaux� auproduit scalaire usuel).5.3 Résolution du problème perturbé.On rappelle queTH(rot�;�) = ff 2 L2(�)3j rot� f 2 L2(�); (f ;n)R3 = 0g:



5 ONDELETTES. 91On revient sur la résolution de notre équation intégrale. On rappelle quel'équation intégrale au niveau continu s'écritLu = f 2 bX = TH� 12 (rot�;�); u 2 X = TH� 12 (div�;�)On a perturbé une méthode de Galerkin pour se ramener à la résolution d'unsystème discret eTJ�J = eFJ :En ce qui concerne la régularité de notre solution u, comme on travaille surune surface régulière, si on suppose notre second membre f 2 TH(rot�;�),la solution u est dans TH(div�;�) avecTH(div�;�) = fu 2 L2(�)3jdiv� u 2 L2(�); (u;n)R3 = 0gCette régularité peut se voir en considérant le problème continu (équivalentau problème initial dans le cas où le second membre est dans L2)LZ = F 2 bZ = H� 12� �H 12 �H�1 �H�1�avec Z = (�1; �2; �; �)T 2 H� 12� �H 12 �H1� �H1;et F = (rot� f ; 0; 0;div� f)T ; u = rot� �1 +r� �:On a de suite �2 = div� u 2 L2, puis �1 2 H1, des propriétés de l'opérateurde simple couche sur une surface régulière.On attire l'attention sur le fait que ce résultat n'est plus valable lorsque �est une plaque ouverte...5.3.1 Estimation d'erreur pour la méthode perturbée.Théorème 5.3.1 Avec les notations précédentes, soit f 2 TH(rot�;�) � bX ,u la solution de Lu = ef et �J la solution de eTJ�J = eFJ , pour J su�sammentgrand. On pose u = u1 + u2; ui 2 X i;eu1J := rot� �1Jeu2J := r�QJ �1�� �2JeuJ := eu1J + eu2J :



5 ONDELETTES. 92Alors il existe une constante C indépendante de f telle que, pour tout Jsu�sament grand,ku1 � eu1JkX � C2�J2 (kfkH(rot�) + kukH(div�)); (5.3.1)kdiv� u� �2Jk� 12 � C2�J2 (kfkH(rot�) + kukH(div�)); (5.3.2)ku2 � eu2JkL2(�) � C2�J (kfkH(rot�) + kukH(div�)): (5.3.3)Avant de démontrer ce théorème, on va prouver un lemme concernant l'erreurdue à la perturbation RJ :Lemme 5.3.1 Avec les notations du théorème 4.3.1, il existe une constanteC telle que, pour tout J > 0,k(1�QJ) �1�� k1 � 12 � C2�J2 (5.3.4)Preuve : En choisissant �2 2 H� 12� et en posant p = ���1 �2, de la régularitéelliptique de l'opérateur ��, kpk 32 � k�2k� 12 .Il nous su�t donc de prouver:k(1�QJ)pk1 . 2�J2 kpk 32Or, pour tout q dans H1� , k(1�QJ)qk1 . kqk1En notant toujours e�J : L2 ! ��J le projecteur L2-orthogonal, en prenantq = (1� e�J)p 2 H1� , et en remarquant que (1�QJ)(1� e�J) = (1�QJ), onobtient k(1�QJ)pk1 . k(1� e�J)pk1et on conclut avec l'inégalité directe. �Preuve du théorème 5.3.1 D'après le corollaire 4.2.4, le théorème 4.3.1 etl'équivalence de normes sur X (théorème 3.3.1), avec l'inégalité triangulaire,on a les estimationsku1 � eu1JkX . k(1 � bPJ )fk bX + k(1� PJ )ukX+ "J(kfk bX + kfkL2) (5.3.5)



5 ONDELETTES. 93kdiv� u� �2Jk� 12 . k(1 � bPJ )fk bX + k(1� PJ )ukX+ "J(kfk bX + kfkL2) (5.3.6)soit, grâce au lemme précédent, pour la première estimation (5.3.5)ku1 � eu1JkX . k(1 � bPJ)fk bX + k(1� PJ )ukX + 2�J2 kfkH(rot�):Or, kf � bPJ fk bX � (1 + k bPJk bX bX ) infbuJ2 bXJ kf � buJk bXComme ( bPJ ) est uniformément borné, de la dé�nition de la norme de bX , enposant f = rot����1 b�1 +r� b�2:k(1� bPJ )fk bX . inf(b�1J ;b�2J )2�J��J �kb�1 � b�1Jk� 12 + kb�2 � b�2Jk 12�. inf�J2�J kb�1 � �Jk� 12 + inf�J2�J kb�2 � �Jk 12Ayant supposé f 2 H(rot�), b�1 2 L2 et b�2 2 H1� , avec kb�1k0 . kfkH(rot�) etkb�2k1 . kfkH(rot�). De l'inégalité directe (Jackson), on tire �nalement:k(1 � bPJ)fk bX . 2�J2 kfkH(rot�)On montre de la même façonk(1� PJ )ukX . 2�J2 kukH(div�)et donc on a bienku1 � eu1JkX . 2�J2 (kfkH(rot�) + kukH(div�)):De la même manière, de l'estimation (5.3.6), on akdiv� u� �2Jk� 12 . 2�J2 (kfkH(rot�) + kukH(div�)):



5 ONDELETTES. 94En�n, si on écrit u2 = r����1 �2, avec �2 = div� u,ku2 � eu2JkL2 � kr� �1��(1� e�J)�2kL2+ kr���1J (f�J�2 � �2J )kL2. k(1� e�J)�2k�1+ "Jkf�J�2 � �2Jk� 12 ;. k(1� e�J)�2k�1+ 2�J2 k(1� e�J)�2k� 12+ 2�J2 k�2 � �2Jk� 12De l'inégalité directe et des estimations précédentes, on obtientku2 � eu2JkL2 . 2�J (kfkH(rot�) + kukH(div�));ce qui achève la preuve. �5.3.2 Préconditionnements.On introduit la famille de matrices diagonalesDs := Diag(2sj� j)de taille ]�J , où s est un réel, et j� j désigne le niveau de résolution associéau n÷ud � .D'après le théorème 5.2.1, si u =P� c� � 2 Hs, pour jsj � 1, et si c := (c� )� ,alors kuks � kDsck`2:Pour tout réel s, on noteraD s := Diag(Ds+1;Ds;D1;D1; I4) (5.3.7)bD s := Diag(Ds;Ds+1;D�1;D�1; I4) (5.3.8)



5 ONDELETTES. 95de tailles égales à 4]�J +4, I4 désignant la matrice carrée identité de dimen-sion quatre.On rappelle que l'on considère une méthode de Galerkin pour le problèmeMU = F; M : 
! b
avec pour inconnueU = (�1; �2; �; �; �)T2 
 := H 12 �H� 12 �H1 �H1 � C 4 :et pour second membreF = (rot� f ; 0; 0;div� f ; 0C4 )Tc'est-à-dire, au niveau discret, on pose
J := (�J)4 � C 4et on cherche UJ 2 
J tel que, pour tout VJ 2 
J ,<MUJ ; VJ >=< F; VJ > : (5.3.9)On a montré (cf. proposition 4.3.3) que cette dernière équation admet unesolution unique UJ , pourvu que J soit su�samment grand. En outre, on aaussi prouvé (même proposition) que, si l'on poseeuJ := rot� �1J +r� �Jalors �J := (�1J ; �2J) est la solution du problème perturbéeTJ�J = eFJet si u est solution de l'équation intégrale de départ, avec la décompositionu1 := rot� �1u2 := r� �1�� �2u = u1 + u2;



5 ONDELETTES. 96et si le second membre f 2 H(rot�), alors on a les estimations (cf. théorème5.3.1) k�1 � �1Jk 12 . 2�J2 (kukH(div�) + kfkH(rot�));k�2 � �2Jk� 12 . 2�J2 (kukH(div�) + kfkH(rot�));ku2 �r� �JkL2 . 2�J (kukH(div�) + kfkH(rot�)):On ramène l'opérateur M à un opérateur de `2 dans lui-même à l'aide ànouveau de l'équivalence des normes suivant la base d'ondelettes. Précisonsle procédé: on veut résoudre l'équation en UJ au niveau discret8VJ 2 
J <MJUJ ; VJ >=< FJ ; VJ > : (5.3.10)On décompose les composantes (par blocs) de tout élément VJ 2 
J suivantla base ( �) de �J :VJ =  X� 0 �d1� 0 � 0;d2� 0 � 0;d3� 0 � 0;d4� 0 � 0� ; �0!Tet on pose d := (dk)1�k�4; ed := (d; �0):vecteur colonne de longueur 4]�J (resp. 4]�J + 4). On fait de même pour lasolution UJ : UJ =  X� 0 �(c1� � ; c2� � ; c3� � ; c4� �� ; �!Tc := (ck)1�k�4ec := (c; �):Le système discret (5.3.10) devient< BJec; ed >=< FJ ; ed >avec F := ((F1; 0; 0;F4); 0C4 )(F1)� 0 =< rot� f ;  � 0 >;(F4)� 0 = � < f ;r�  � 0 > :



5 ONDELETTES. 97avec pour matrice BJ la matrice déja vue précédemment:BJ := �AJ YJY �J 0 �avec YJ = Diag((1;	); :::(1;	)); (en quatre blocs)Y �J = Diag((	; 1); :::(	; 1)); idemoù l'on a posé(1;	) = (< 1;  � >L2)T (matrice colonne),(	; 1) = (<  � ; 1 >L2) (matrice ligne):et où la matrice AJ est dé�nie parAJ :=0BB@A11 0 A13 00 A22 0 A240 A32 A33 0A41 0 A43 A441CCAA11;(� 0;�) := k2 < V rot�  � ; rot�  � 0 >L2A22;(� 0;�) :=< V  � ;  � 0 >L2A33;(� 0;�) = A44;(� 0;�) :=< r�  � ;r�  � 0 >L2A24;(� 0;�) = A32;(� 0;�) :=<  � ;  0� >L2A41;(� 0;�) := �k2 < V rot�  � ;r�  � 0 >L2A43;(� 0;�) := �k2 < V r�  � ;r�  � 0 >L2 :et la matrice eBJ la matrice préconditionnée relative à BJ ; elle est dé�nie pareBJ := bD� 12BJD�1� 12 ; (5.3.11)on obtient un opérateur eBJ : l2! l2 de conditionnement borné, cf.[17]. Plusexplicitement:eBJ =  eAJ eYJeY �J 0 ! (5.3.12)



5 ONDELETTES. 98avec eAJ = 0BBB@D� 12A11D� 12 0 D� 12A13D�1 00 D 12A22D 12 0 D 12A24D�10 D�1A32D 12 �D�1A33D�1 0D�1A41D� 12 0 D�1A43D�1 �D�1A44D�11CCCA(5.3.13)On notera (encore) ZJ la solution de AZJ = FJ , avec ZJ = (�1J ; �2J ; �J ; �J).5.3.3 Décroissance des coe�cients, moments nuls.Ici, on utilise les résultats obtenus dans la section précédente, en particu-lier, on applique le corollaire 5.2.2.Proposition 5.3.1 Avec les notations du paragraphe précédent, soit M estune des cinq matrices A22, A11, A13, A41, A43, �; � 0 2 �J , j := j� j > 0,j0 := j� 0j > 0. On note ��;� 0 := dist(Supp( �);Supp( � 0)) et r l'ordre del'opérateur correspondant au choix de M , i.e. r = �1 pour le choix M = A22et r = +1 pour les autres. Si ��;� 0 > 0, alorsjM�;� 0j . 2�(d+2)(j� j+j� 0j)��(2d+4+r)�;� 0 (5.3.14)Si M est l'une des deux matrices A33, A24, alors, toujours avec ��;� 0 > 0,M�;� 0 = 0Preuve : La deuxième étant triviale, la première est une application directedu corollaire 5.2.2.En e�et, considérons par exemple le bloc A22. La fonction H pour laquelleon applique le corollaire 5.2.2 est dé�nie parH(x; y) = eikjx�yj4�jx� yj ;k = "�!2 étant ici la fréquence de l'onde incidente. Les dérivées successivesde H s'écriront D�xD�yH(x; y) = P�;�(x; y)jx� yj1+j�j+j�j ;



5 ONDELETTES. 99pour tout j�j; j�j � d+1, P�;� désignant une fonction continue sur la surface,en ses deux variables. Comme la surface considérée est bornée, on obtient�nalement jD�xD�yH(x; y)j � Cjx� yj2+r+j�j+j�j ;avec r = �1, ce qu'il fallait démontrer. Les estimations pour les autres blocssont similaires. �Remarques:1. le rôle de la fréquence k ici n'est pas apparent, pour les raisons sui-vantes: l'ordre de dérivation est majoré par d + 1 pour chacune desdeux variables, les puissances de k sont donc limitées; en outre, nouscherchons à établir des estimations a priori et des taux de convergencesasymptotiques, de sorte que le rôle de k se réduit à une constante inté-grée dans les P�;�.2. Bien évidemment, le caractère borné de la surface est essentiel ici, sansquoi nous n'aurions plus une estimation du type de celle donnée dansle corollaire 5.2.2.5.3.4 Seuillage.On introduit une stratégie de troncature par la donnée d'une matrice("jj0)1�j;j0�J et en dé�nissant une matrice dite compressée BcJ par blocs par:BcJ = �AcJ YJY �J 0 � (5.3.15)avec AcJ := 0BB@Ac11 0 Ac13 00 Ac22 0 A240 A32 A33 0Ac41 0 Ac43 A441CCA (5.3.16)



5 ONDELETTES. 100On remarquera que l'on ne modi�e que la matrice AJ dans BJ , et que lesmatrices M relatives aux opérateurs d'ordre �1 dans AJ . Le seuillage estdé�ni par M c�;� 0 := � M�;� 0 si ��;� 0 � "jj00 sinonoù ��;� 0 := d(Supp � ;Supp � 0):et ou M est une matrice correspondant à un opérateur d'ordre �1.5.4 Résolution du problème compressé, estimations d'er-reurs, convergence.A ce stade, il existe dans la littérature de nombreuses publications traitantde la compression de matrices issues de méthodes de Galerkin pour diversopérateurs; citons [44], [16], [8], [40], [22]. La plupart d'entre elles se fondentsur une estimation des coe�cients dépendant de la régularité des ondelettesen jeu, et du nombre de leurs moments nuls. Dans [44], la compression laissaitO(N) éléments non nuls dans la matrice,N étant la taille de la matrice, sousla condition d� � d � roù d� +1 est le nombre de moments nuls des ondelettes, d le degré des poly-nômes utilisés, et r l'ordre de l'opérateur considéré. En particulier, pour desopérateurs d'ordre négatifs, et pour des éléments P1 par exemples, on devaitavoir au moins trois moments nuls.D'une part, nous avons choisi la démarche proposée dans [22], en donnantune matrice de seuillage permettant de réduire le nombre d'éléments non nulsà N(logN)� dans l'idée d'utiliser des algorithmes itératifs pour résoudre lesystème compressé sans détruire le taux de convergence, à un facteur loga-rithmique près.D'autre part, dans [44], le propos était de fournir une méthode avec des tauxde convergences optimaux, c'est-à-dire, pour le cas qui nous intéresse, d'ex-hiber des estimations a priori faisant intervenir la norme H3 de la solutionexacte du problème. Bien que, dans le cas que l'on traite dans ce paragraphe



5 ONDELETTES. 101(surfaces régulières), notre solution a essentiellement la même régularité quele second membre, et donc, en principe, elle est aussi régulière que souhai-tée, notre propos est toutefois de se �xer un cadre raisonnable qui puisse setransposer naturellement dans le cas des surfaces à bords. Or, dans ce casque l'on va traiter dans le paragraphe 6, la solution exacte a une régularitélimitée par la géométrie du problème, et n'est même pas dans L2. Pour cesraisons, on se limitera à exhiber dans ce qui suit des estimations d'erreur nefaisant apparaître qu'au plus la norme L2 de la solution. Plus concrètement,on cherchera à établir une méthode de compression de matrice donnant lieu àune solution approchée ~ucJ , et on cherchera à estimer l'erreur commise commeku� ~ucJkTH�12 (div) � C2�J2 kukTH(div);ce qui constituera, en un sens, une convergence optimale dans le cas desplaques ouvertes 2.Tout d'abord on choisit la matrice de seuillage de sorte que l'on ait un nombreO(J�22J ) d'éléments non nuls dans la matrice compressée. Ensuite, on mon-trera que cette matrice compressée a le même conditionnement que la matriceinitiale, et en�n on estimera l'erreur en norme d'énergie qu'introduit la com-pression.5.4.1 Choix de la matrice de seuillage.Lemme 5.4.1 En prenant"jj0 := K max(2aJ�b(j+j0); 2�j ; 2�j0); (5.4.1)où les paramètres a; b;K > 0 sont choisis tels quea+ 2(1� b)+ � 1; K > 1 (5.4.2)le nombre d'éléments non nuls de la matrice Ac est en O(J22J).Preuve : Pour les blocs correspondant aux laplaciens et aux matrices de masse(opérateur identité), il n'y a pas de seuillage mais le coe�cient en (�; � 0) estnul dès que ��;� 0 > 0. Dans tous les cas, il s'agit d'évaluer, pour � 0 �xé, et� � 0: N(�; j; � 0) := ]f� 2 rjj��;� 0 � �g:2. Dans le sens où la majoration que l'on obtiendra sera évaluée avec la normeTH�"(div), pour tout " > 0 su�samment petit, et non la norme TH(div).



5 ONDELETTES. 102Posons �(�; j; � 0) := f� 2 rjj��;� 0 � �g;E�(�; j; � 0) := fx 2 �jd(x;Supp( 0�) � �+ c12�j + �gavec � > 0, c0; c1; c00; c01 tels quec02�j � diam(Supp �) � c12�jc002�j � diam(�k;ji ) � c012�jAinsi � 2 �(�; j; � 0) implique � 2 E�. On en déduitN(�; j; � 0) � ]E� \rj:en notant à présent NT (i; �; �; j; � 0) le nombre de triangles coupant ��1i (E� \Mi), on obtient]E(�; �; j; � 0) \rj � 3N0 supi NT (i; �; �; j; � 0):En�n on a l'estimationNT (i; �; �; j; � 0) � � (diam(��1i (E� \Mi)) + supi;k diam(T j;ki ))2(infi;k diam(T j;ki ))2 :On obtient compte tenu des hypothèses faites,diam(��1i (E� \Mi)) . (�+ � + c1(2�j + 2�j0));supi;k diam(T j;ki ) . c012�j ;infi;k diam(T j;ki ) & c002�j :D'où �nalement N(�; j; � 0) � C22j(�+ � + 2�j + 2�j0 )2;C étant une constante indépendante de �. Passant à la limite � = 0, on aune estimation du nombre d'éléments non nuls dans Ac en prenant � = 0



5 ONDELETTES. 103pour les blocs correspondant aux laplaciens et aux matrices de masse (NB),et � = "j;j0 pour les autres (NM):NB . JXj;j0=0(2�j + 2�j0)222j22j0 . J22J (5.4.3)NM . JXj;j0=0 "2j;j022j22j0: (5.4.4)Par un calcul direct, NM . J(22J + 22(a+2(1�b)+)J);ce qui achève la démonstration. �5.4.2 Stabilité.Dans ce paragraphe, on se propose de montrer que la matrice bD� 12BcJD�1� 12est bien conditionnée. Pour cela on utilisera le lemme de Schur:Lemme 5.4.2 (de Schur) Soit M = (mij)1�i;j�N une matrice carrée, (xi)1�i�NNune famille de réels strictements positifs. S'il existe une constante C telle que8j;Xi jmijjxi � Cxjet 8i;Xj jmijjxj � Cxialors kMk2 � C.Proposition 5.4.1 Soit M un bloc de AJ correspondant à un opérateurd'ordre r, jrj = 1, on pose bd := 2d + 2 + r, et on fait le choix des para-mètres a; b tels que 2b = a+1. Soit k; k0 deux réels, k; k0 < �d�1+bbd. Alorsil existe une constante C indépendante de J telle quekD�k(M �M c)D�k0k0 0 � CK�bd2(�k�k0+r)J : (5.4.5)



5 ONDELETTES. 104Preuve : Des choix de k; k0, on peut choisir un réel  tel quebbd� d� 2� k >  > d + k0 � bbdbbd� d� 2� k0 >  > d+ k � bbd:De la section précédente,jm�;� 0j � 2�(d+2)j2�(d+2)j0��(bd+2)�;� 0 : (5.4.6)On utilise alors le lemme de Schur avec x� := 2j (j étant le niveau de réso-lution associé à � ), il s'agit donc d'évaluer sup� 2�jP� 0 2�(kj+k0j0)jm�;� 0jx� 0,et la même chose sur les colonnes. On fera la preuve avec l'estimation sur leslignes.On a 2�jX� 0 2�(kj+k0j0)jm�;� 0jx� 0. 2�(d+2+k+)jXj0 2�(d+k0+2�)j0 X� 0;��;� 0�"jj0 ��(bd+2)�;� 0 : (5.4.7)En comparant la somme à une intégrale dans R2, cf. [44]X� 0;��;� 0�"jj0 ��(bd+2)�;� 0 . 22j0 Zjxj�"jj0 jxj�(bd+2)dx . 22j0"�bdjj0 :On en déduit2�jX� 0 2�(kj+k0j0)jm�;� 0jx� 0 . 2�(d+2+k+)jXj0 2�(d+k0�)j0"�bdjj0. K�bd2�abdJ2�(d+2+k+�bbd)jXj0 2�(d+k0��bbd)j0Du choix de , et du fait que 2b� a = 1,2�jX� 0 2�(kj+k0j0)jm�;� 0jx� 0 . K�bd2bdJ2�(2d+2+k+k0)J . K�bd2�(k+k0�r)J :(5.4.8)On a le même raisonnement sur les colonnes (en inversant les rôles de k etk0), et le lemme de Schur termine la preuve. �



5 ONDELETTES. 105Pour pouvoir choisir k = k0 = r=2, il faut imposer b > 1=2, ce qui est toujoursvéri�é avec la condition a+ 2(1 � b)+ � 1. Par conséquent on a laProposition 5.4.2 Il existe une constante K0 telle que, pour tout K � K0dans la dé�nition (5.4.1), tout 0 < a � 1, 2b = 1 + a, la condition (5.4.2)est véri�ée et la matrice bD� 12BcJD�1� 12 est bien conditionnée.5.4.3 Estimation d'erreur.Pour obtenir des estimations d'erreurs, il nous faut des propriétés derégularité de l'opérateur continu M, ou de L:Proposition 5.4.3 Soit s � 0. Alors L induit un isomorphisme de
s� := H 12+s� �H� 12+s �H1� �H1dans b
s� := H� 12+s �H 12+s� �H�1 �H�1�Preuve : pour s = 0, on a notre opérateur de départ. Il est bien dé�ni sur 
s�à valeur dans b
s�. Si s > 0, il s'écrit à un opérateur compact près,0@ �D0 1A+Kavec D = diag(D11; : : :D44), bijectif de 
s� dans b
s� (l'opérateur de simplecouche est de Fredholm de H t dans H t+1), etK = � 0 0K1 K2� K1 = � 0 1�k2 div� V rot� 0� K2 = � 0 0�k2 div� V r� 0�Pour s > �12 , l'opérateur K est compact de 
s� dans b
s�, donc L induit unopérateur de Fredholm de 
s� dans b
s�. Il est injectif, car injectif sur 
0�, etdonc c'est un isomorphisme. �



5 ONDELETTES. 106En guise de corollaire, (prenant la valeur s = 12 dans la proposition précé-dente)Corollaire 5.4.1 Pour J su�samment grand,bD 0BJD�10est un isomorphisme de `2(�J) dans lui-même.Plus précisément, 8VJ ; kD 0VJk0 . kbD 0BJVJk0 (5.4.9)Dès lors on peut obtenir une estimation de la méthode compressée:Proposition 5.4.4 On suppose que 1 � b > 23, a = 2b� 1, d = 1. AlorskbD� 12 (BJ �BcJ)D�10 k0 0 . 2�J2 : (5.4.10)et si BJZJ = FJ (5.4.11)BcJZcJ = FJ (5.4.12)alors kD� 12 (ZJ � ZcJ )k0 . 2�J2 kbD 0FJk0 (5.4.13)Preuve : Pour la première assertion, on utilise la proposition 5.4.1, qui impose1 < �2 + 5b pour les opérateurs d'ordre +1 et 0 < �2 + 3b pour l'opérateurd'ordre -1, et les deux conditions sont véri�ées.Pour la deuxième assertion, on utilise un argument de perturbation: on écritVJ := D 0ZJ , V cJ := D 0ZcJ , et:VJ = (D 0B�1J (BcJ �BJ)D�10 + I)V cJOn utilise l'hypothèse kD 0B�1J bD�10 k0 0 . 1 et la proposition 5.4.1 pour abou-tir à kD 0B�1J (BcJ �BJ)D�10 k0 0 . K�(2d+3) . K�5



5 ONDELETTES. 107En notant M := �D 0B�1J (BcJ � BJ)D�10 , et pour K su�samment grand, onpeut écrire VJ = (I �M)V cJ et doncV cJ = VJ +Xk�1 MkVJpuis on déduit kV cJ k0 . kVJk0, soitkD 0ZcJk0 . kD 0ZJk0En�n, on revient à l'équationBJ(ZJ � ZcJ ) = (BcJ �BJ)ZcJQue l'on réécrit commeeBJ (D� 12 (ZJ � ZcJ )) = bD� 12 (BcJ �BJ)D�10 (D 0ZcJ )De la stabilité de eBJ , et de ce qui précède,kD� 12 (ZJ � ZcJ )k0 . 2�J2 kD 0ZcJk0. 2�J2 kD 0ZJk0. 2�J2 kbD 0FJk0: �Comme kbD 0FJk0 . kfkH(rot�), grâce au théorème 5.3.1, on a �nalement leThéorème 5.4.1 Si les conditions 1 � b > 23 et 2b = a+1 sont véri�ées, etsi ZcJ = (�1;cJ ; �2;cJ ; �cJ ; �cJ )Test solution du problème compressé (pour J su�samment grand)BcJZcJ = FJOn pose eu1;cJ = rot� �1;cJ ; eu2;cJ = r� �cJ



5 ONDELETTES. 108et u = u1 + u2; ui 2 X i;la solution de l'équation intégrale initiale Lu = f , avecf 2 TH(rot�;�) � bXalors, il existe une constante C telle que,ku1 � eu1;cJ kX � C2�J2 (kukTH(div�;�) + kfkTH(rot�;�))kdiv� u2 � �2;cJ kH�12 (�) � C2�J2 (kukTH(div�;�) + kfkTH(rot�;�))ku2 � eu2;cJ kL2(�) � C2�J (kukTH(div�;�) + kfkTH(rot�;�))avec kukTH(div�;�) = kukL2(�) + kdiv� ukL2(�)kfkTH(rot�;�) = kfkL2(�) + k rot� fkL2(�)Remarques.� Le choix 2=3 < b � 1, a = 2b � 1 garantit un nombre d'éléments dansla matrice compressée en O(J22J). Attention: il est bien important iciqu'avec le choix a = 2b � 1, on puisse prendre b � 1, à cause de lacondition a+ 2(1 � b)+ � 1 !� En ce qui concerne le choix d'ondelettes, on s'est fondé sur les travauxde [19]. Mais toutes les bases véri�ant l'équivalence des normesclassique pour l'intervalle [�1; 1] conviendrait en principe; ce qu'ilfaut garder est la propriété �locale� des ondelettes, en particulier,le support en O(2�j), et surtout, il faut préserver la condition de�moments nuls�. Il faut bien sûr utiliser les ondelettes les plus simplespossibles, et on pense évidemment aux travaux d'A. Rathsfeld [22], etde R. Stevenson [47]. Dans ces articles, malheureusement, on n'a pas(encore?) toutes les hypothèses souhaitées.



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 1096 Cas d'une plaque ouverte.Dans ce paragraphe, on va étudier la di�raction d'une partie d'une sur-face régulière, toujours par le biais d'équations intégrales. Essentiellement,avec quelques précautions topologiques, on aura à résoudre la même équa-tion intégrale vue précédemment. On va montrer que les schémas numériquesfonctionnent encore dans ce cas, avec quelques modi�cations dans la mise en÷uvre, et, surtout, une di�érence (signi�cative) pour les taux de convergence,car si dans le cas des surfaces régulières, la solution de l'équation intégraleadmet principalement la même régularité que la donnée du second membre,ce n'est plus le cas lorsque l'on est sur des variétés à bords (même si le bordest régulier).En ce qui concerne la résolution par ondelettes, deux di�érences signi�ca-tives apparaissent avec le cas des surfaces régulières fermées. D'abord il y adeux types d'ondelettes correspondant aux deux types d'espaces de Sobolev(d'exposants positifs) qui interviennent: Hs (sans condition au bord) et eHs(condition �nulle� au bord). Si les constructions sont analogues, et analoguesau cas des surfaces régulières, il n'y a pas d'inclusion triviale, par exempled'un sous-espace d'ondelettes avec condition nulle au bord dans un sous-espace d'ondelettes sans condition au bord de même niveau de résolution.La deuxième di�érence signi�cative réside dans la méthode de compressionet dans les estimations des normes de matrices: on introduira deux typesde seuillages, l'un pour les éléments d'ondelettes �loins� du bord et l'autreattaché aux éléments �proches� du bord. Avec les deux types de seuils, onest capable d'estimer les normes de matrices (dans des espaces appropriés)à l'aide d'un paramètre �. En comparant les estimations avec le cas dessurfaces régulières, on s'aperçoit que les ondelettes �proches� du bord fontapparaître, en plus de la décroissance en K�(2d+2+r) pour le préconditionne-ment par exemple, des facteurs exponentiellement décroissants en fonctionde ce paramètre � (essentiellement). C'est-à-dire que, �nalement, le compor-tement est quasi-identique au cas des surfaces régulières.6.1 Géométrie et topologies.On garde notre surface fermée régulière �, et on considère une partieouverte �0 � �, supposée simplement connexe, de bord @� polygonal, c'est-à-dire que @� est une courbe fermée dé�nie comme l'image d'une fonction



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 110 : [0; 1] ! � de classe C1 par morceaux, avec (0) = (1), qui admeten ses points singuliers ftkg des dérivées à gauche et à droite à tout ordre,et telle que les dérivées premières à gauche  0(t�k ) et à droite  0(t+k ) en cespoints forment dans la plan tangent à (tk) un angle non nul et non plat. Onsuppose en outre que �0 est localement d'un seul côté de la courbe .L'exemple-type serait (pour �0) l'intérieur d'un polygône en dimension 2.On dé�nit le vecteur tangent (à la courbe @�0) � (x) en tout point x = (t)(sauf en les points de discontinuité) par� (x) := 1k 0(t)k0(t)et on oriente la courbe @�0 de telle sorte que, pour x 2 @�0 sauf les pointsanguleux, �(x) := n(x)� � (x)soit dirigée vers l'extérieur de �0. � sera appelée normale extérieure.On dé�nit alors deux types d'espaces de Sobolev sur �0, d'abord Hs(�0) parrestriction: 8s 2 Ru 2 Hs(�0) () 9v 2 Hs(�); vj�0 = u;la restriction étant entendue au sens distributionnel (essentiellement pour lecas s < 0). La norme sur Hs(�0) est dé�nie commekukHs(�0) := inf �kvkHs(�); v 2 Hs(�); vj�0 = u	 :L'espace dual de Hs(�0), avec L2(�0) pour espace pivot, est aussi un espacede Sobolev noté eH�s(�0). Nous allons donner dans ce qui suit des propriétéset caractérisations bien connues sur ces espaces de Sobolev. Comme ils jouentun rôle particulièrement important, et que les notations utilisées ne sont pastoujours identiques à d'autres ouvrages (par exemple [30]), il paraît nécessaired'en détailler les preuves.Pour les résultats sur ces espaces, on se référera à Hörmander [27], Eskin[23], et Lions-Magenes [30]. Dans ce dernier ouvrage, les notations sontsensiblement di�érentes et interfèrent avec les notations présentées ici. Lescorrespondances entre les deux notations sont les suivantes (sur �0): pours � 0, les espaces notés Hs (et Hs0 , que l'on verra un peu plus loin) dans



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 111[30] sont les mêmes ici. Les espaces H�s sont, dans [30], les anti-duaux desespaces Hs0 ; ils coïncident avec les espaces eH�s, sauf si s est un demi-entier(entier +12); l'espace eH� 12 est noté H� 1200 dans [30]. En�n, les espaces Hs0 eteHs coïncident, sauf si s est un demi-entier; l'espace eH 12 est noté H 1200 dans[30].Les espaces d'exposant �12 sont fondamentaux dans notre résolution, et cesont précisément les cas �pathologiques� dans [30].Lemme 6.1.1 On note C1(�0) l'espace des restrictions à �0 des élémentsde C1(�), et D(�0) = C10 (�0) l'espace des fonctions de classe C1 dans �0,à support (compact) dans l'ouvert �0. Alors� C1(�0) est partout dense dans Hs(�0) ,� C10 (�0) est partout dense dans eHs(�0).Preuve : Pour la première assertion, on se donne u 2 Hs(�0) et v un prolon-gement, i.e. v 2 Hs(�) et vj�0 = u. Comme C1(�) est dense dans Hs(�), onpeut trouver v" 2 C1(�) tel que kv�v"kHs(�) � ". Il reste à poser u" := v"j�0,et, avec la dé�nition de la norme sur Hs(�0), on obtient le résultat.Pour la deuxième assertion, on remarquera d'abord que Hs(�0) est un sous-espace de D0(�0). Par dé�nition de la dualité Hs � eH�s, C10 (�0) � eHs(�0),et si u 2 Hs(�0) est tel que < u;' >= 0 pour tout ' 2 C10 (�0), on tireu = 0 au sens des distributions dans �0, et donc u = 0 dans Hs(�0), ce qu'ilfallait démontrer. �eH�s(�0) est caractérisé par laProposition 6.1.1 Pour tout s, l'espace eHs(�0) est isométrique à l'espace��u 2 Hs(�)jSupp �u � �0	 (6.1.1)muni de la norme Hs induite; l'isométrie est induite par la relation< �u; ' >:=< u;'j�0 > eHs(�0);H�s(�0)u 2 eHs(�0); �u 2 Hs(�); ' 2 C1(�): (6.1.2)La distribution �u sera dite prolongement par zéro de u en dehors de �0.



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 112Preuve : On se réfèrera à [30], [23].Pour être plus précis, il s'agit de montrer, partant d'un élément u 2 eHs(�),que la relation (6.1.2) dé�nit une distribution �u dans Hs(�), à support dans�0, et de norme k�uks = kuk eHs(�0). Et réciproquement, partant d'une distri-bution �u 2 Hs(�0), (6.1.2) dé�nit bien une fonctionnelle u 2 eHs(�0).Nous noterons provisoirement, pour tout réel s,Hs(�;�0) := �v 2 Hs(�)jSupp v � �0	 :Il s'agit donc de prouver que eHs(�0) est isométrique à Hs(�;�0).On commence par le cas s � 0, et on commence par prouver que C10 (�0) estdense dans Hs(�;�0).On note Hs+(�0) : l'espace des restrictions des éléments de Hs(�;�0) à �0,muni de la norme kukHs+ := keukHs(�0), si euj�0 = u. Hs+(�0) est alors un sous-espace de L2(�0) dense pour la topologie L2. En outre, on a eHs(�0) � Hs+(�0)et l'injection est continue. En e�et, si u 2 eHs(�0), et eu est son prolongementpar zéro en dehors de �0, on a euj�0 = u, et, pour tout ' 2 C1(�),< eu; ' >L2(�) =< u;'j�0 >L2(�0);� kuk eHs(�0)k'j�0kH�s(�0)� kuk eHs(�0)k'kH�s(�)et donc eu 2 Hs(�;�0), aveckeukHs(�) � kuk eHs(�0):L'espace L2-dual de Hs+ sera noté H�s+ et on aH�s+ (�0) � H�s(�0)avec injection continue. A présent, si v 2 H�s+ (�0) est telle que < v;' >= 0pour tout ' 2 C10 (�0), alors, comme C10 (�0) est dense dans eHs(�0), v = 0dans H�s(�0), donc v = 0 dans H�s+ (�0), ce qui signi�e que C10 (�0) estdense dans Hs+(�0), et, en conséquence, C10 (�0) est dense dans Hs(�;�0), ceque l'on cherchait. A présent, considérons, toujours pour s � 0 l'applicationrestriction rs : Hs(�) ! Hs(�0)u 7! uj�0



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 113Par dé�nition de Hs(�0), rs est continue, surjective, et induit une isométrie�rs entre Hs(�)=Ker(rs) et Hs(�0). MaisKer(rs) = Hs(�;�n�0);par transposition, eH�s est isométrique au dual deHs(�)=Ker(rs), c'est-à-direeH�s(�0) �= fu 2 H�s(�)j 8v 2 Hs(�;�n�0); < u; v >H�s(�);Hs(�)= 0g:Comme C10 (�n�0) est partout dense dans Hs(�;�n�0) (s � 0),eH�s(�0) �= fu 2 H�s(�)j 8v 2 C10 (�n�0); < u; v >H�s(�);Hs(�)= 0g;�= H�s(�;�0):En conséquence, C10 (�0) est dense dans H�s(�;�0) pour s � 0, et doncC10 (�n�0) est dense dans H�s(�;�n�0), on peut reprendre la même analyseavec r�s pour obtenir eHs(�0) �= Hs(�;�0);pour s � 0.En�n, la relation (6.1.2) n'est autre que la dé�nition de �rs. �Dans la suite, on identi�e eHs(�0) à Hs(�;�0).On aura besoin (dans le paragraphe 8) d'une caractérisation des espaces Hset eHs (pour s � 0) de l'�intérieur�, qui permettra une manipulation plussimple des normes en jeu; on se réfère à P. Grisvard [24] pour les propriétésénoncées non démontrées qui suivent.Dé�nition 6.1.1 Soit 
 un domaine borné de R2, de bord lipschitzien, et sun réel quelconque. On note Hs(
) l'ensemble des distributions de D0(
) quisont des restrictions à 
 d'éléments de Hs(R2). On dé�nit eHs(
) comme ledual de H�s(
) avec L2(
) pour espace pivot.En�n, on note Hs0(
) l'adhérence de C10 (
) dans Hs(
).



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 114On prendra soin à distinguer Hs0 de eHs. Comme pour le cas des surfacesfermées, C1(
) est dense dans Hs(
), et C10 (
) est dense dans eHs(
), eteHs(
) est isométrique à l'ensemble des éléments de Hs(R2) dont le supportest dans 
, muni de sa topologie naturelle.Proposition 6.1.2 Soit 
 un domaine borné de R2, de bord lipschitzien, ets � 0, s = m+ �, m entier et 0 � � < 1. AlorsHs(
) =fu 2 L2(
)j8 � 2 N2; j�j � m D�u 2 L2(
);8 �; j�j � m Z
�
 jD�u(x)�D�u(y)j2jx� yj2+2� dxdy <1:get la normeXj�j�m kD�ukL2 +�Z
�
 jD�u(x)�D�u(y)j2jx� yj2+2� dxdy� 12est une norme équivalente à la norme quotient sur Hs(
).Si �(x) désigne la distance de x au bord de 
,eHs(
) = fu 2 Hs0(
)j ���D�u 2 L2(
); j�j = mget kuk eHs(
) � kukHs(
) + Xj�j=m k���D�ukL2(
):Par cartes locales, cf. Grisvard [24], on prouve leLemme 6.1.2 Pour tout entier m � 0 tout u 2 eHm(�0), ��mu 2 L2(�0), etl'application u 7! ��mu est linéaire continue de eHm(�0) dans L2(�0).Si on note, pour s réel positif, L2��s(
) le sous-espace de L2(
) des fonctionsu telles que ��su 2 L2(
), l'espace L2��s(
) est le domaine de l'opérateurT�s de multiplication par ��s non-borné dans L2(
). Pour � 2 [0; 1], parinterpolation, cf. Lions-Magenes [30],[L2��s; L2]� := D(T ��s) = domaine de T ��s



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 115Mais comme T ��s = T�s�, [L2��s; L2]� = L2��s� :Ceci étant dit, en posant, pour s � 0eHs(
) := Hs(
) \ L2��s(
);muni de la norme kuk eHs := kukHs + k��sukL2;grâce au lemme précédent, l'application identité est un isomorphisme entreeHm et eHm, pour tout entier m � 0. Par interpolation,eHm� = [ eHm; L2]� �= [ eHm; L2]�:Comme [ eHm; L2]� = [Hm \ L2��m ; L2]�= [Hm; L2]� \ [L2��m; L2]�= Hm� \ L2��m� ;= eHm�on en déduit une autre caractérisation des éléments de eHs pour s � 0:Proposition 6.1.3 Pour s � 0, eHs(
) �= eHs(
) et donckuk eHs(
) � kukHs(
) + k��sukL2(
) (u 2 eHs(
)):On peut alors dé�nir les espaces Hs et eHs sur la surface �0 par cartes lo-cales: on se donne un ensemble de domaines réguliers (
i)0�i�N � R2, unrecouvrement d'ouverts réguliers (�i)k�i�N du bord de �0 et un ensembled'ouverts réguliers �j �� �0, j = 0; : : : k�1 tels que (�i)0�i�N constitue unrecouvrement d'ouverts de �0, et tels qu'il existe une famille d'applications(cartes locales) �i : 
i ! �i, i = 0; : : : N , de classe C1, bijectives, et dont ladérivée (en tant qu'application de R2 dans R3) soit de rang 2 en tout point.Le bord de �0 est envoyé par ��1i en une courbe (lipschiztienne) dans 
i eton posera 
0i := 
i \ ��1i (�i \ �0), qui est un ouvert de bord lipschitzien (et



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 116même régulier par morceaux). On se donne une partition de l'unité (�i) rela-tive au recouvrement (�i) et, pour toute fonction (ou distribution) u dé�niesur �0, on écrit u = NXi=1 �iuet on pose �ui := �iu � �i. Alors (cf. Lions-Magenes [30], Grisvard [24]):u 2 Hs(�0) () 8i = 1; : : : N; �ui 2 Hs(
0i )kukHs(�0) �Xi k�uikHs(
0i )u 2 eHs(�0) () 8i = 1; : : : N; �ui 2 eHs(
0i )kuk eHs(�0) �Xi k�uik eHs(
0i )Les équivalences des normes dépendent bien sûr du choix des cartes, desouverts, ou de la partition de l'unité.On déduit alors, avec la proposition 6.1.3, et en notant (encore) �(x) ladistance de x au bord @�0:Proposition 6.1.4 Pour s � 0,eHs(�0) = fu 2 Hs(�0)j ��su 2 L2(�0)g6.2 OpérateursLa surface �0 hérite de toutes les dé�nitions géométriques faites sur �(élément de surface, plan tangent...)En ce qui concerne les opérateurs, les opérateurs d'ordre 1r�;div�; rot�; rot�s'étendent de manière naturelle en des opérateurs continus de Hs(�0) dansHs�1(�0) par r�(uj�0) := (r� u)j�0 u 2 Hs(�)et des dé�nitions analogues pour les autres opérateurs. On peut aussi consi-dérer ces opérateurs sur eHs(�0) � D0(�) qui donnent des opérateurs continusde eHs(�0) dans eHs�1(�0). On gardera la même notation pour les deux typesd'opérateurs (en spéci�ant, le cas échéant, où on se place).



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 117En ce qui concerne le laplacien, il existe encore deux versions mais cette foisbien distinctes:Dé�nition 6.2.1 On dé�nit l'opérateur��0;Dir : eH1(�0)! H�1(�0)par 8p; q 2 eH1(�0);< ��0;Dir p; q >H�1(�0); eH1(�0):= �Z�0 r� pr� q ds: (6.2.1)L'opérateur ���0;Dir est un opérateur fortement coercif, et bijectif de eH1(�0)dans son dual. Il est associé au problème de Dirichlet�� p = f 2 H�1(�0); pj@�0 = 0:On dé�nit l'opérateur ��0;Neu : H1(�0)! eH�1(�0)par 8p; q 2 H1(�0);< ��0;Neu p; q > eH�1(�0);H1(�0):= �Z�0 r� pr� q ds: (6.2.2)��0;Neu est un opérateur de Fredholm; son noyau est l'ensemble des fonctionsconstantes sur �0 (de dimension 1) et son image esteH�1� (�0) := fu 2 eH�1(�0)j < u; 1 > eH�1(�0);H1(�0)= 0g:Il est associé au problème de Neumann�� p = f 2 L2(�0); Z�0 f = 0 @�pj@�0 = 0;où � désigne la normale �extérieure� à �0.



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 118Remarque: La dérivée normale @�p n'est bien dé�nie que si le second membreest su�samment régulier. Par exemple, elle n'est pas dé�nie (ou nulle au sensvu précédemment) si l'on prend f = div� 1�0C , où C est une constantevectorielle, qui est une distribution dans eH�1(�0), nulle à l'intérieur de �0.On sait (cf. [24] pour des bords polygonaux) que les solutions du laplacienavec second membre dans L2, dans un domaine polygonal avec conditionde Dirichlet homogène sont dans H1+ �!�", où ! est le plus grand angle dupolygone considéré, et " > 0 arbitraire. De nos hypothèses, comme 1+ �! > 32et par densité,Proposition 6.2.1 L'opérateur ��0;Dir est un isomorphisme de H 32 (�0) \eH1(�0) muni de la topologie induite de H 32 , vers H� 12 (�0).En particulier, kpkH 32 (�0) . k��0;Dir pkH� 12 (�0):On a un résultat analogue pour le problème de Neumann :Proposition 6.2.2 L'opérateur ��0;Neu est un isomorphisme de H 32 (�0)=Cmuni de la topologie induite de H 32 , vers eH� 12� (�0), oùeH� 12� (�0) := ff 2 eH� 12 (�0)j < f; 1 >= 0g:6.3 Potentiel de simple couche.Dé�nition 6.3.1 On dé�nit l'opérateur de simple couche V � V (k) commedans le cas des surfaces régulières parV '(x) := Z�0 eikjx�yj4�jx� yj'(y) ds(y) x 2 �0; ' 2 L2(�0);et on note V0 l'opérateur associé à la fréquence 0:V0'(x) := Z�0 '(y)4�jx� yj ds(y) x 2 �0; ' 2 L2(�0):L'opérateur V sur une plaque ouverte possède des propriétés similaires aucas des surfaces fermées, avec des espaces convenables:



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 119Théorème 6.3.1 L'opérateur V0 induit un opérateur linéaire continu, sur-jectif et fortement coercif de eH� 12 (�0) dans H 12 (�0).Pour tout " réel, j"j < 12, V0 induit aussi un opérateur de Fredholm deeH� 12+"(�0) dans H 12+"(�0), et V � V0 induit un opérateur compact entreces mêmes espaces.Remarques importantes sur ce théorème.Le théorème 6.3.1 a été démontré par Schneider [45] pour le cas des sur-faces à bords lipschitziens, l'article étant en relation avec celui d'Eskin [23].Comme on va le voir dans la suite, cette propriété de régularité du potentielde simple couche va permettre de trouver le comportement de la solutionde l'équation intégrale au voisinage du bord. On trouvera que, pour un se-cond membre dans H(rot�), la solution u est dans eH�"(div�), i.e. u 2 eH�",div� u 2 eH�", " étant un réel strictement positif arbitraire. Ce résultat s'ob-tient aussi par l'analyse des opérateurs elliptiques via les espaces à poids et latransformation de Mellin [28], [20]. Pour l'opérateur de Maxwell, on consul-tera Costabel-Dauge [12].On garde encore un lien avec la divergence 3D parLemme 6.3.1 Si u 2 C10 (�0)3 est tangentiel, i.e. (u;n)R3 = 0, alorsdivV u = V (div� u) sur R3n�0:6.4 Equation intégrale.L'analyse faite dans le cas des surfaces régulières se transpose directementdans le cas de la plaque ouverte; on va en rappeler brièvement les points clefs.Pour les détails, on revoie à la section 3.2.On part des équations de Maxwell qui s'écrivent de manière distributionnellesur R3 comme rotE = i!�HrotH = �i!"E+ u��où E = Ei+Es, est le champ électrique total, Ei le champ incident (connu, etrégulier),Es le champ di�racté (cherché),H,Hi,Hs les champs magnétiquescorrespondants, et, �nalement, u = �[H�n]�0 = �[H�n]� l'inconnue surfa-cique correspondant à la densité de courant sur la plaque. div� u correspond



6 CAS D'UNE PLAQUE OUVERTE. 120à la densité de charge sur la plaque.En imposant une condition de radiation à l'in�ni (Silver-Müller), le champélectrique di�racté se représente comme�i!"Es = r(V div� u) + k2V uen dehors de la plaque. En imposant la condition des conducteurs parfaitssur la plaque (E � n = 0), et avec les conditions de sauts, on est ramené àrésoudre l'équation intégralei"!Ei = r� V div� u + k2V�u;sur la surface �0.Il est à noter ici qu'il n'y pas pas de condition d'injectivité imposée à l'opé-rateur intégrale (car il n'y a plus de problème �intérieur�), et, de facto,l'opérateur intégral est injectif.



7 ESPACES. 1217 Espaces.7.1 Espaces des solutions.On rappelle que dans le cas des surfaces régulière, la solution de l'équationintégrale se trouvait dansX = X (�) := nu 2 H� 12 (�)3j div� u 2 H� 12 (�)(u;n)R3 = 0g :La solution cherchée dans le cas des plaques ouvertes sera dans un sous-espace:Dé�nition 7.1.1eX (�0) := nu 2 eH� 12 (�0)3j div� u 2 eH� 12 (�0)(u;n)R3 = 0g : (7.1.1)Dé�nition alternative:eX (�0) := fu 2 X (�)j Suppu � �0g (7.1.2)avec pour norme la norme induite de X (�)Remarques:1. On donne une alternative dans la dé�nition de X (�0) pour éviter touteconfusion. Encore une fois, il faut observer X (�0) commeun sous-espacede X (�); en particulier, dans la dé�nition 7.1.1, on considère des dis-tributions sur � tout entier.Précisons ce point: dans la dé�nition 7.1.1, les distributions considéréessont dans ~H� 12 (�0), c'est-à-dire, comme rappelé dans la section précé-dente, ce sont des distributions dans H� 12 (�) dont le support est inclusdans �0. En prenant la divergence surfacique de telles distributions, ontombe naturellement dans H� 32 (�). Ce qu'impose la dé�nition 7.1.1 estque cette divergence, se trouve dans H� 12 (�), ou encore dans ~H� 12 (�0),puisque cette divergence est naturellement nulle en dehors de �0.De ce point de vue, la deuxième dé�nition 7.1.2 est bien évidemmentéquivalente à 7.1.1: une distribution de X (�) de support inclus dans �0



7 ESPACES. 122a une divergence dans H� 12 (�) tout entier, et, en plus, son support estdans �0, ce qui signi�e que cette divergence est aussi dans ~H� 12 (�0).Il est bien commode, dans la situation présente, de voir l'espace d'éner-gie commedes distributions sur � tout entier, commeon le fait d'ailleursnaturellement pour les objets de ~H(�0). Cependant, ce n'est pas l'uniquepoint de vue possible. On peut voir les éléments de eX (�0) commedes distributions sur �0 uniquement MAIS qui sont soumise à unecontrainte de bord, disant essentiellement que la composante normales'annule sur le bord de �0. Cette condition de bord est totalementincluse dans la dé�nition 7.1.1 en considérant des fonctions H1 parexemple. Etendre ce deuxième point de vue à des distributions dans~H� 12 est toutefois piégeux, les traces n'étant alors pas bien dé�nies.Dans ce cas, il est nécessaire de prendre les plus grandes précautionspour s'assurer de la validité de l'écriture des traces sur le bord de �0,ce qui était un des propos dans [4].Toutefois, l'alternative des dé�nitions données ici pour l'espace d'éner-gie est très pratique et reste très visuelle, en gardant bien en tête quel'on a à faire à des distributions sur � tout entier.2. (u;n)R3 dé�nit une distribution sur � par< (u;n); ' >:=< u; 'n > :On a un résultat de densité assez naturel:Proposition 7.1.1 L'espaceTC10 (�0) := fu 2 C1(�)3jSuppu � �0; (u;n) = 0gest partout dense dans eX (�0).Preuve : TC10 (�0) est dense dans T eH� 12 (�0), espace des distributions danseH� 12 (�0)3 tangentielles c'est-à-dire telles que (u;n)R3 = 0 et l'opérateur div�est continu dans D0(�). �Pour pouvoir décomposer l'équation intégrale, il nous faut, sur eX , un substi-tut à la décomposition de Hodge sur X . Avant cela, on énonce un lemme qui



7 ESPACES. 123sera utile pour les équivalences de normes qui suivent, et pour une (nouvelle)caractérisation de l'espace dual bX (�0).Lemme 7.1.1 Pour 0 � s � 1, la normeHs(�0) 3 p 7! kpkL2(�0) + kr� pkHs�1(�0)est une norme équivalente à la norme usuelle sur Hs(�0), etkpkHs�(�0) � kr� pkHs�1(�0)avec Hs�(�0) := fp 2 Hs(�0)jZ�0 p ds = 0g:En outre, pour 12 � s � 1,kpk eHs(�0) � kr� pk eHs�1(�0)Preuve : Notons, pour p 2 Hs(�0), 0 < s < 1, (le lemme est trivial pours = 0; 1) jjjpjjjs := kpkL2(�0) + kpkHs�1(�0):Comme jjjpjjjs . kpkHs(�0), pour montrer l'équivalence des normes, il su�tde prouver que (Hs(�0); jjj:jjjs) est complet. Soit donc une suite (pn) � Hsde Cauchy pour la norme jjj:jjjs. Alors (pn) converge vers p dans L2(�0), et(r� pn) converge vers q dans Hs�1(�0)3. Mais comme r� pn converge versr� p dans H�1(�0)3, on déduit r� p = q au sens des distributions, doncr� p 2 Hs�1(�0). Il reste donc à prouver que p 2 Hs: par cartes locales onest ramené au cas où �0 � R2, et où �0 est soit un cône, soit le demi plan,soit R2 tout entier. On commencera par montrer que, si p 2 L2(�0) et sirp 2 Hs�1(�0), alors p 2 Hs(�0) pour les cas �0 = R2 et �0 = R+� R. Lecas d'un cône quelconque (d'ouverture ! 2]0; 2�[; ! 6= �) s'en déduira.Cas du plan: ici �0 = R2. Par transformation de Fourier, les hypothèsesdonnent bp 2 L2; bp(1 + j�j2) s�12 � 2 L2:



7 ESPACES. 124Comme, pour (tout) s � 1, et pour tout � 2 R2,(1 + j�j2) s2 � 1 + j�j(1 + j�j2) 1�s2on obtient �nalement p 2 Hs(�0).Cas du demi-plan: ici, �0 = R+�R; on se donne p 2 L2(�0) tel que r� p 2Hs�1(�0), 0 < s < 1, c'est à dire qu'il existe une constante C telle que, pourtout ' 2 eH1(�0) = H10 (�0),jZ�0 p@i'(x) dxj � Ck'k eHs�1(�0):On pose trois opérateursr : L2(R2) ! L2(�0)' 7!  (x1; x2) = '(x1; x2) + 3'(�x1; x2)� 4'(�2x1; x2):r1 : L2(R2) ! L2(�0)' 7!  (x1; x2) = '(x1; x2)� 3'(�x1; x2) + 2'(�2x1; x2):� : L2(�0) ! L2(R2)f 7! g(x1; x2) = ���� f(x1; x2); x1 > 0;3f(�x1; x2)� 2f(�12x1; x2) x1 < 0r et r1 sont des opérateurs de restriction continus de L2(R2) dans L2(�0), etaussi de H1(R2) dans H10 (�0). Par interpolation, ce sont des opérateurs derestriction continus de Hs(R2) dans eHs(�0), pour 0 � s � 1. De plus, pourtout ' 2 C10 (R2), r(@1') = @1r1';r(@2') = @2r':



7 ESPACES. 125� est un opérateur de prolongement de L2(�0) dans L2(R2), et aussi deH1(�0)dans H1(R2). En e�et, si f 2 H1(�0), et si g = �f , pour ' 2 C10 (R2),< g; @1' > = ZR+�Rf(x)@1'(x) dx+ ZR��R(3f(�x1; x2)� 2f(�12x1; x2))@1'(x) dx= ZR+�Rf(x)@1'(x) dx+ ZR+�R(3f(x1; x2)� 2f(12x1; x2))(@1')(�x1; x2) dx= ZR+�Rf(x)r(@1')(x) dx= ZR+�Rf(x)@1(r1')(x) dxDe la continuité de r1, et de f , après intégration par parties,j < g; @1' > j . kfkH1(�0)k'kL2(�0):De la même manière,j < g; @2' > j = j < f; @2(r') > j. kfkH1(�0)k'kL2(�0):En conséquence, par interpolation, � est un opérateur de prolongement continude Hs(�0) dans Hs(R2), et, pour tout ' 2 C10 (R2),< �f; ' >L2(R2)=< f; r' >L2(�0);< �f; @1' >L2(R2)=< f; @1(r1') >L2(�0);< �f; @2' >L2(R2)=< f; @2(r') >L2(�0) :En ce qui concerne le lemme, on pose q = �p 2 L2(R2). Comme rp 2Hs�1(�0), de la continuité des opérateurs r et r1, il existe une constante Ctelle que, pour tout ' 2 C10 (R2), et tout i = 1; 2,j < q; @i' > j � Ck'kH1�s(R2):



7 ESPACES. 126On en déduit q 2 L2(R2), rq 2 Hs�1(R2), et donc (voir cas du plan),q 2 Hs(R2). Comme qj�0 = p, p 2 Hs(�0), ce qu'il fallait démontrer.Cas du cône: par un changement de variables approprié, on est ramené auxcas où l'ouverture ! du cône est soit �=2, soit 3�=2, c'est-à-dire �0 = fz 2C j arg z 2]0; �=2[ ou �0 = fz 2 C j arg z 2]0; 3�=2[.Pour le cas ! = �=2, on utilise l'opérateur de prolongement � vu précédem-ment sur le demi-plan supérieur (x2 > 0), ce qui nous donne un opérateur�+: si p 2 L2(�0) et rp 2 Hs�1(�0), et si q = �+p, alors q 2 L2(R�R+) etrq 2 Hs�1(R� R+); du cas du demi-plan, q 2 Hs(R�R+) et, �nalement,p 2 Hs(R�R+).Pour le cas ! = 3�=2, c'est-à-dire �0 = fz 2 C j arg z 2]0; 3�=2[, on noteQ+ := f(x1; x2)j x1 > 0; x2 > 0gQ� := f(x1; x2)j x1 < 0; x2 < 0g�V := f(x1; x2)j x1 < 0g�H := f(x1; x2)j x2 > 0gEn particulier, �0 = �V [ Q+ = �H [Q�.On se donne donc p 2 L2(�0) tel que rp 2 Hs�1(�0), avec 0 < s < 1. Onnote q := pj�HComme q 2 L2(�H) et rq 2 Hs�1(�H), du cas du demi-plan, q 2 Hs(�H);on peut donc prolonger q en eq 2 Hs(�0) (et même dans Hs(R2)). On posealors ef := p � eqf := ef j�VComme f 2 L2(�V ) et rf 2 Hs�1(�V ), on a encoref 2 Hs(�V ):On pose en�n�V : L2(�0) ! L2(�V )'(x1; x2) 7! � '(x1; x2) x1; x2 < 0'(x1; x2) + '(�x1; x2) x1 < 0 x2 > 0



7 ESPACES. 127�V est clairement un opérateur continu de L2(�0) dans L2(�V ), et sonL2�adjoint s'écrit��V : L2(�V ) ! L2(�0) (x1; x2) 7! �  (x1; x2) x1 < 0 (�x1; x2) x1 > 0 x2 > 0��V est alors continu de H1(�V ) dans H1(�0) (puisque les traces sont iden-tiques de part et d'autre de la demi-droite x1 = 0; x2 > 0), en conséquence,�V se prolonge en un opérateur continu de eH�1(�0) dans eH�1(�V ), et, parinterpolation, en un opérateur continu de eH�t(�0) dans eH�t(�V ), pour toutt 2 [0; 1].A présent, pour � 2 C10 (�0),< ef;� >L2(�0)=< f;�V� >L2(�V )car ef = 0 sur �H et �V jQ� = Id, d'oùj < ef;� >L2(�0) j � kfkHs(�V )k�V�k eH�s(�V )et, de la continuité de l'opérateur �V ,j < ef;� >L2(�0) j . kfkHs(�V )k�k eH�s(�0)ce qui signi�e ef 2 Hs(�0). Comme p = ef + eq et eq 2 Hs(�0) par construction,on a bien p 2 Hs(�0), ce qu'il fallait démontrer.En conclusion, les normes jjj:jjjs et k:kHs sont équivalentes sur Hs(�0), doncl'opérateurr� est fermé deHs(�0) dansHs�1(�0), et de noyau les constantes.On obtient donc �nalementkpkHs�(�0) � kr� pkHs�1(�0):En ce qui concerne les espaces eHs(�0), le noyau de l'opérateur r� est réduità zéro pour 12 � s � 1, et donc on a une version de l'inégalité de Poincarékpk eHs(�0) � kr� pk eHs�1(�0) 12 � s � 1: �



7 ESPACES. 128Théorème 7.1.1 (Décomposition de Hodge sur eX )Pour tout u 2 eX (�0), il existe un et un seul p 2 (H1(�0)=C ) et un et un seulq 2 eH 12 (�0) tels que u = (r� p)1�0 + rot� q:où 1�0 est la fonction caractéristique de �0.p est solution du problème de Neumann��0;Neu p = div� u: (7.1.3)Si eX 1(�0) := rot� eH 12 (�0) (7.1.4)eX 2(�0) := r� �1��0;Neu eH� 12 (�0); (7.1.5)alors1. eX (�0) = eX 1(�0)� eX 2(�0);2. eX k(�0) est un sous-espace fermé de eX ,3. la norme induite de ( eH� 12 )3 est une norme équivalente à la norme in-duite de eX (�0) sur eX 1(�0), et on écrirakuk� 12 � kuk eX (�0) u 2 eX 1(�0); (7.1.6)4. l'application u 7! kdiv� uk� 12 est une norme sur eX 2(�0) équivalente àla norme d'énergie induite k:k eX(�0) sur eX 2(�0).Preuve : Cette décomposition est également donnée dans [5].Soit donc u 2 eX (�0). div� u 2 eH�1� (�0) car u est à support dans �0. Il existebien un seul p 2 H1(�0) à une constante près tel que��0;Neu p = div� u:



7 ESPACES. 129La fonction u2 := r� p est dans L2(�0), et on la prolonge par zéro en dehorsde �0 pour obtenir encore u2 2 L2(�). Comme L2(�) s'injecte dans H� 12 (�),on a aussi u2 2 eX (�0). De la décomposition de Hodge sur X (�), on peutécrire u1 := u � u2 = rot� q1 +r� �;avec q1 2 H 12 (�) et � 2 H1(�). Mais pour tout ' 2 C1(�),< u1;r� ' >D0;D =< u;r�' >D0;D � < u2;r� ' >D0;D= � < div� u; 'j�0 > eH�1(�0);H1(�0) +Z�0 r� pr� ' ds= 0par dé�nition de p. D'où �� � = 0 dans H�1(�), et donc � est constant sur�. Il reste u1 = rot� q1:Comme u1 est à support dans �0, q1 est constant sur chaque composanteconnexe de �n�0. Or on a supposé �0 simplement connexe, ce qui impose�n�0 connexe, et donc q1 est une constante q0 2 C en dehors de �0. Enposant q := q1 � q0 on a q 2 eH 12 (�0), et u1 = rot� q. Pour l'unicité, s'ilexistait une autre fonction q2 2 eH 12 telle que rot� q2 = u1, alors on auraitq2 � q = 0 dans �0 et dans �n�0 au sens L2, et donc q2 = q.Regardons à présent la décomposition en sous-espaces directs: il est clair queeX k(�0) est fermé, pour k = 1; 2, et que, de ce qui précède,eX 1(�0) + eX 2(�0) = eX (�0):Si on prend un élément u dans l'intersection, il sécritu = rot� q = r� �1��0;Neu div� u:En en prenant la divergence, on trouve de suite div� u = 0, et u = 0.Il reste à prouver les équivalences de normes: c'est la même preuve que dansle cas des surfaces fermées, en utilisant le lemme 7.1.1. �



7 ESPACES. 1307.2 Espace image.On rappelle que dans le cas des surfaces fermées, l'espace image de X (�) =TH� 12 (div�;�) étaitbX (�) = TH� 12 (rot�;�)= ff 2 H� 12 (�)3; rot� f 2 H� 12 (�); (f ;n)R3 = 0g= X (�) � n:En particulier, l'espace image (qui était aussi le L2-dual de l'espace des so-lutions) était déduit de l'espace des solutions X par une rotation (troisièmeégalité de la dernière équation). Dans le cas des surfaces ouvertes (variétés àbord), cette propriété ne subsiste plus.L'espace eX a été construit comme l'espace de Sobolev eHs, contenant desdistributions sur � à support dans �0.Pour son espace L2�dual, on peut s'attendre à une dé�nition analogue àcelle de l'espace Hs, c'est à dire par restriction à �0 de distributions sur lasurface �, et c'est exactement par ce point de vue que l'on débute.Cependant, toujours par analogie avec les surfaces fermées, on peut considé-rer l'espace distributionnelTH� 12 (�0) := ff 2 H� 12 (�0)3; rot� f 2 H� 12 (�0); (f ;n)R3 = 0g;muni de sa norme naturelle. Fort heureusement, on montrera que cet espacecoïncide avec l'espace (anti-)dual bX (�0) de eX (�0) (avec des normes équiva-lentes).7.2.1 Dé�nition, caractérisations.Dé�nition 7.2.1 On posebX (�0) := ff j�0; f 2 bX (�)g � D0(�0)3: (7.2.1)muni de la normekfk bX (�0) := inffkgk bX(�); g 2 bX (�); gj�0 = fg (7.2.2)L'objectif, dans ce paragraphe, est de montrer que bX (�0) est le L2-dual deeX (�0), et d'exhiber une décomposition de Hodge sur bX (�0). On commencera



7 ESPACES. 131par des caractérisations de l'espace bX (�0).On pose, pour tout domaine O � �,ebX (O) := ff 2 bX (�)jSupp f � Ogalors, comme ebX (O) = eX (O) � n, on a leLemme 7.2.1 TC10 (O) est dense dans ebX (O) pour la topologie induite debX (�).On se doit de distinguer bX (�0) de ebX (�0). Cependant, la norme sur bX (�0)est une norme quotient, et plus précisément:Proposition 7.2.1 L'espace bX (�0) est isométrique à l'espacebX (�)=ebX (�n�0)muni de sa topologie quotient. En particulier, bX (�0) est un espace de Banachré�exif.L'espace dual de bX (�0) est isométrique à eX (�0), et l'espace dual de eX (�0)est isométrique à bX (�0).Ici, les espaces duaux sont munis de leurs normes duales.Preuve : C'est essentiellement la mêmepreuve que pour les espaces de Sobolevdé�nis par restrictions: l'applicationR : bX (�) ! bX (�0)f 7! f j�0est linéaire, continue surjective, de noyau bX (�)=ebX (�n�0), et on a les mêmestopologies pour les espaces de départ et d'arrivée.En considérant la transposée de l'application R, le dual de bX (�0) est isomé-trique au dual de bX (�)=ebX (�n�0), qui est isométrique à l'espace polaire deebX (�n�0):( bX (�0))0 �= fu 2 X (�)j 8f 2 ebX (�n�0); < u; f >X ; bX= 0gComme TC10 (�n�0) est dense dans ebX (�n�0), on en déduit le résultat. �



7 ESPACES. 132Les isométries se lisent ainsi: pour tout ' 2 bX (�0)0, il existe un et un seulu 2 eX (�0) tel que, pour tout f0 2 bX (�0),'(f0) =< f ;u > bX (�);X (�)où f est un prolongement quelconque de f0 dans bX (�) (c'est la dé�nition dela transposée de R).7.2.2 Décomposition de Hodge.On va donner de suite le pendant du théorème 3.3.2, �dual� du théorème7.1.1 dans un sens que l'on précise aussi immédiatement.Théorème 7.2.1 (Décomposition de Hodge sur bX (�0))Pour tout f 2 bX (�0), il existe un et un seul bq 2 eH1(�0) et un et un seulbp 2 H 12 (�0) tels que f = r� bp+ rot� bq: (7.2.3)bq est solution du problème de Dirichlet���0;Dir bq = rot� f : (7.2.4)Si bX 1(�0) := rot� �1��0;DirH� 12 (�0) (7.2.5)bX 2(�0) := r�H 12 (�0); (7.2.6)alors1. bX (�0) = bX 1(�0)� bX 2(�0);2. bX k(�0) est un sous-espace fermé de bX (�0), pour k = 1; 23. la norme induite de (H� 12 )3 est une norme équivalente à la norme in-duite de bX (�0) sur bX 2(�0), et on écrirakfk� 12 � kfk bX (�0) f 2 bX 2(�0); (7.2.7)



7 ESPACES. 1334. l'application f 7! k rot� fk� 12 est une norme sur bX 1(�0) équivalente àla norme d'énergie induite k:k bX(�0) sur bX 2(�0).Si on note L2T (�0) l'ensemble des éléments L2 tangentiels,Théorème 7.2.2 (Dualité eX (�0)� bX (�0))Le crochet< u; f > eX (�0); bX (�0):= � < div� u; bp > eH�12 (�0);H 12 (�0)+ < q; rot� f > eH 12 (�0);H�12 (�0) (7.2.8)u = r� p + rot� q; p 2 H1(�0); q 2 eH 12 (�0);f = r� bp + rot� bq; bp 2 H 12 (�0); bq 2 eH1(�0);est un crochet de dualité entre eX (�0) et bX (�0); de plus, si u 2 L2(�0) et sif 2 L2(�0), alors ce crochet est confondu avec le produit scalaire naturel surL2, et dans ce sens, on dira que bX (�0) est (le L2-)dual de eX (�0) avec L2T (�0)pour espace pivot.En outre, pour k = 1; 2, bX k(�0) est le L2-dual de eX k(�0), en considérant lescrochets induits.Pour alléger les notations, on notera aussi< u; f >L2:=< u; f > eX (�0); bX (�0) :Les preuves des théorèmes 7.2.1 et 7.2.2 vont être mêlées, et faites en plu-sieurs étapes (ou lemmes); en réalité, on commencera par établir le dernierthéorème. C'est pourquoi ils ont été énoncés en avance, par soucis de syn-thèse et de clarté.On commence par deux lemmes concernant les �ns des deux théorèmes.Lemme 7.2.2 bX 2(�0) est un sous-espace fermé de bX (�0); la norme induitede H� 12 (�0)3 est équivalente à la norme d'énergie induite, et c'est le L2-dualde eX 2(�0) pour le crochet< u2; f2 >= � < div� u2; bp > eH�12 (�0);H 12 (�0) :u2 2 eX 2(�0) f2 = r� bp 2 bX 2(�0)



7 ESPACES. 134Par L2-dual, on entend ici la dualité avec r�H1� (�0) (à moyenne nulle) pourespace pivot, muni la norme kr� pkL2(�0) pour p 2 H1� (�0).Preuve : Si bp 2 H 12� (�0) (à moyenne nulle sur �0), alors, du lemme 7.1.1,kbpkH 12� (�0) � kr� bpkH�12 , et tout prolongement de bp (dans H 12 (�)) a son gra-dient dans bX (�); en conséquence, bX 2(�0) est un sous-espace fermé de bX (�0)et les équivalences de normes sur bX (�) donnent l'équivalence de normes cher-chée sur bX 2(�0).Si u2 = r���0;Neu�1 �2, prolongé par 0 en dehors de �0, avec �2 2 eH� 12� ,alors �2 = div� u2 et pour tout bp 2 C1(�0),Z�0 u2r� bp ds = Z�0r� �1��0;Neu �2r� bp ds= � < div� u2; bp > eH�12 (�0);H 12 (�0);par dé�nition même de l'opérateur ��0;Neu. On conclut grâce à la densité deC1(�0) dans H 12 (�0). �Lemme 7.2.3 bX 1(�0) est un sous-espace fermé de bX (�0); la normerot� �1��0;Dir bq 7! kbqkH�12 (�0)est équivalente à la norme d'énergie induite, et c'est le L2-dual de eX 1(�0)pour le crochet< u1; f1 >= � < q; bq > eH 12 (�0);H�12 (�0) :u1 = rot� q 2 eX 2(�0) f1 = rot� �1��0;Dir bq 2 bX 2(�0):Par L2-dual, on entend ici la dualité avec rot� eH1 pour espace pivot, munila norme k rot� pkL2(�0) pour p 2 eH1.Preuve : la preuve est un peu plus délicate que pour le lemme précédent. Soitf1 = rot���0;Dir�1 bq avec bq 2 H� 12 (�0). f1 2 bX (�0) car, de la proposition6.2.1, ��0;Dir�1 bq 2 H 32 (�0). Donc on peut trouver un prolongement � 2H 32 (�) tel que �j�0 = ��0;Dir�1 bq; si f = rot� �, alors f 2 bX (�), et f j�0 = f1:



7 ESPACES. 135bX 1(�0) est bien un sous-espace de bX (�0).Montrons directement kf1k bX (�0) � kbqkH� 12 (�0):Par dé�nition de l'opérateur ��0;Dir, on a bq = rot�(f1) dans D0(�0) et donckbqkH�12 (�0) = k rot�(f1)kH� 12 (�0)= inffk'kH�12 (�); ' 2 H� 12 (�); 'j�0 = rot�(f1j�0)g� inffk rot� fkH�12 (�0); f 2 bX (�); f j�0 = f1g� inff(kfkH�12 (�0) + k rot� fkH� 12 (�0)); f 2 bX (�); f j�0 = f1g� kf1k bX (�0):Montrons l'inégalité �inverse�:kf1k bX (�0) = inff2 bX (�)fkfk bX(�); f j�0 = f1g� inff2 bX (�)fkfk bX (�); f j�0 = f1;div� f = 0g� inf�2H 32 (�)fk rot� �k� 12 + k���k� 12 ; �j�0 = �1��0;Dir bqg. inf�2H 32 (�)fk�k 32 ; �j�0 = �1��0;Dir bqg. k �1��0;Dir bqkH 32 (�0);et, du lemme 6.2.1,kf1k bX (�0) . kbqkH� 12 (�0)En conséquence, kf1k � kbqkH�12 (�0). On en déduit aisément que bX 1(�0) estfermé dans bX (�0).Par dé�nition de l'opérateur ��0;Dir, et par densité, pour tout q 2 eH 12 (�0),< rot� �1��0;Dir bq; rot� q >H 12 ; eH�12 = � < bq; q >H� 12 ; eH 12et le dual de bX 1(�0) est rot� eH 12 (�0) avec rot� eH1 pour espace pivot. �



7 ESPACES. 136Preuve du théorème 7.2.1: avec la proposition 7.2.1eX 1(�0) + eX 2(�0) = eX (�0) = bX (�0)0donc, des deux précédents lemmes,bX 1(�0)� bX 2(�0) = bX (�0):le reste est donné dans les deux lemmes précédents. �Preuve du théorème 7.2.2: il nous reste à montrer que, si u et f sont dans L2,alors le crochet est confondu avec le produit scalaire L2. Par un argument dedensité,< u; f > eX (�0); bX(�0) =< r� �1��0;Neu div� u;r� bp >H 12 ; eH�12� < rot� q; rot� �1��0;Dir rot� f > eH� 12 ;H 12Comme u et f sont dans L2, q 2 eH1 et bp 2 H1, d'où< u; f > eX (�0); bX (�0)= Z�0 r� �1��0;Neu div� u � r� bp ds� Z�0 rot� q � rot� �1��0;Dir rot� f ds= Z�0(r� �1��0;Neu div� u + rot� q) � (r� bp� rot� �1��0;Dir rot� f) ds= Z�0 u � f ds: �7.2.3 Encore une caractérisation de bX (�0).Par analogie avec le cas des surfaces régulières, on peut introduire l'espacedistributionnelTH� 12 (rot�;�0) := ff 2 H� 12 (�0)3j rot� f 2 H� 12 (�0); (f ;n) = 0g;



7 ESPACES. 137muni de la normekfk2TH�12 (rot�;�0) := kfk2H� 12 (�0) + k rot� fk2H� 12 (�0); (7.2.9)qui en fait un espace de Hilbert.Si f 2 TH� 12 (rot�;�0), comme (rot� f)j�0 = rot�(f j�0), pour toutes distri-butions sur �, on a évidemment bX (�0) � TH� 12 (rot�;�0). L'objet de cettesection est de prouver que ces deux espaces coïncident.Posons TH� 12 (rot� 0;�0) := ff 2 TH� 12 (rot�;�0)j rot� f = 0g:Pour f0 2 TH� 12 (rot�;�0), on peut trouver  2 H� 12 (�) tel que  j�0 = rot� f0dans D0(�0). Posant f1 := rot����1  dans D0(�), on a f1 2 TH 12 (�),donc f1 2 bX (�0). De plus, rot�(f1 � f0)j�0 = 0, et donc (f1j�0 � f0) 2TH� 12 (rot� 0;�0). Dans la suite, nous allons identi�er le dual de TH� 12 (rot� 0;�0).On remarque d'abord que les normes k:kTH�12 (rot�;�0) et k:kH�12 coïncident surTH� 12 (rot� 0;�0), et en font un sous-espace fermé de TH� 12 (rot�;�0) et deH� 12 (�0)3 respectivement, et, en particulier, c'est un espace ré�exif. Identi-�ons son L2-dual, en tant que sous-espace de H� 12 : si ' 2 TH� 12 (rot� 0;�0)0est un élément du dual, alors, d'après le théorème de Hahn-Banach, on peutla prolonger en une forme linéaire e' continue sur H� 12 (�0)3, et donc il existeun élément e� 2 eH 12 (�0)3 tel que8f 2 TH� 12 (rot� 0;�0) '(f) =< f ; e� >H� 12 (�0); eH 12 (�0) : (7.2.10)En outre, on peut toujours choisir e� tangentiel. On obtient donc e� 2 X (�0),et en utilisant sa décomposition de Hodge, e� = r���0;Neu�1 �+ rot� q avec� 2 eH� 12� (�0) (à moyenne nulle) et q 2 eH 12 (�0). On peut déjà montrer quer�H1(�0) est dense dans TH� 12 (rot� 0;�0): en e�et, si '(r� �) = 0 pourtout � 2 H1(�0), alors, pour tout � 2 H1(�0), comme< r� �; rot� q >L2= 0,Z�0 r� �r� �1��0;Neu � ds = 0et, par dé�nition de l'opérateur ��0;Neu, on trouve � = 0.On a donc la situation suivante:r�H1� (�0) � bX 1(�0) � TH� 12 (rot� 0;�0);



7 ESPACES. 138avec inclusions denses. En passant aux duaux avec r�H1� (�0) pour espacepivot, TH� 12 (rot� 0;�0)0 � eX 1(�0) � r�H1� (�0);et TH� 12 (rot� 0;�0)0 est exactement l'ensemble des éléments p 2 H1� (�0) telsqu'il existe une constante C véri�ant, pour tout � 2 H1� (�0),< r� p;r� � >L2(�0)� Ckr� �kH� 12 (�0):Utilisant le lemme 7.1.1 avec s = 12 , pour � 2 eH� 12� (�0) �xé, et pour tout� 2 H1� (�0),j < r� �;r� �1��0;Neu � >L2 j = j < �; � >H 12 ; eH�12 j� k�k eH�12 k�kH 12�. kr� �kH�12Donc eX 1 � TH� 12 (rot� 0;�0)0 et, �nalement,TH� 12 (rot� 0;�0) = bX 1(�0) = fr� p; p 2 H 12 (�0)g:En conséquence, on a �nalementTH� 12 (rot�;�0) = bX (�0):En dé�nitive, on a leThéorème 7.2.3 L'espacebX (�0) = ff j�0; f 2 bX (�) = TH� 12 (rot�;�)gest confondu avec l'espace distributionnelTH� 12 (rot�;�0) := ff 2 H� 12 (�0); rot� f 2 H� 12 (�0); (f ;n) = 0g:De plus, la normef 7! kfkTH�12 (rot�;�0) := kfkH�12 (�0) + k rot� fkH� 12 (�0)est une norme équivalente à la norme quotient sur bX (�0)



7 ESPACES. 139Preuve : il nous reste, de ce qui précède, à montrer l'équivalence des normes;mais on a deux normes sur un même espace qui en font un espace de Banach;il nous su�t donc de prouver que ces deux normes sont comparables. Orsi f 2 TH� 12 (rot�;�0) = bX (�0), il existe un prolongement ef 2 bX (�), et(rot�ef)j�0 = rot� f , donc, pour tout prolongement ef ,kfkTH�12 (rot�;�0) � kefk� 12 + k rot�efk� 12� kefk bX (�);et donc kfkTH�12 (rot�;�0) � kfk bX (�0) �7.2.4 Projecteurs.Proposition 7.2.2 On note P 1 le projecteur de eX (�0) sur eX 1(�0) parallèleà eX 2(�0), et bP 1 le projecteur de bX (�0) sur bX 1(�0) parallèle à bX 2(�0). Onnote P 2 := 1 � P 1 et bP 2 := 1� bP 1. Alors tous ces projecteurs sont continuset, pour tout u 2 eX (�0), tout f 2 bX (�0), et pour k = 1; 2,< P ku; f > eX (�0); bX (�0)=< u; bP kf > eX (�0); bX(�0) :Preuve : c'est une simple conséquence des théorèmes de décompositions deHodge et de la dualité eX (�0); bX (�0). �7.3 Décomposition de l'équation intégrale.Cette section est calquée sur le paragraphe 3.4. On s'y réfèrera pour lespreuves ou les détails qui sont éludés ici; encore une fois, on ne détaillera queles di�érences signi�catives de l'analyse sur la plaque ouverte sur l'analysefaite sur les surfaces régulières.Dans toute la suite, sans confusion possible, on noteraeX := eX (�0); bX := bX (�0)eX = eX 1 + eX 2 � eX 1 � eX 2;bX = bX 1 + bX 2 � bX 1 � bX 2;



7 ESPACES. 140avec les écritures associées évidentes pour les sous-espaces. On précisera, lecas échéant, le lieu de travail (� ou �0).On revient à notre équation intégrale: elle fait intervenir l'opérateurL = r� V div� +k2V�: (7.3.1)On véri�e que L eX � bX : en e�et, si u 2 eX (�0), alors V div� u 2 H 12 (�), etV�u 2 TH 12 (�). On a donc immédiatement(V�u)j�0 2 bX (�0);et comme r� V div� u est à rotationnel nul,(r� V div� u)j�0 = r�((V div� u)j�0) 2 bX (�0):D'autre part, par dé�nition de la dualité bX (�0) � eX (�0), si v 2 TC10 (�0),alors< Lu;v > bX ; eX=< r� V div� u;v >H� 12 (�);H 12 (�) +k2 < V u;v >L2(�0)= � < V div� u;divv >H 12 (�);H�12 (�) +k2 < V u;v >H 12 (�0); eH�12 (�0)= � < V div� u;divv >H 12 (�0); eH�12 (�0) +k2 < V u;v >H 12 (�0); eH�12 (�0) :Par densité, on déduit, pour tout v 2 eX ,< Lu;v > bX ; eX= � < V div� u;divv >H 12 (�0); eH�12 (�0)+ k2 < V u;v >H 12 (�0); eH�12 (�0) (7.3.2)De la continuité de l'opérateur de simple couche, on déduit la continuité del'opérateur L de eX dans bX . En�n, on souhaite résoudre Lu = f 2 TC1(�0) �bX (�0). La formule (7.3.2) donne une formulation variationnelle adaptée à nosdécompositions de Hodge, comme pour le cas des surfaces régulières.La solution u se décompose en u1 + u2 avec uk 2 eX k, et on écrit matriciel-lement Lu = �k2L11 k2L12k2L21 �L22��u1u2� (7.3.3)



7 ESPACES. 141avec pour i; j = 1; 2; i+ j < 4,< Lijui;vj >H 12 ; eH� 12=< V ui;vj >H 12 ; eH� 12< L22u2;v2 >L2=< V div� u;div� v >H 12 ; eH� 12 �k2 < V u2;v2 >L2 :En mettant les �tildes� aux bons endroits, laProposition 7.3.1 On suppose k 6= 0. Alors� les opérateurs L12 et L21 sont compacts,� les opérateurs L11 et L22 sont, modulo un opérateur compact, fortementcoercifs de eX i dans son dual bX i, pour, respectivement, i = 1 et i = 2.se démontre excatement comme la proposition 3.4.2 du cas des surfaces régu-lières, en utilisant les propriétés du potentiel de simple couche. En corollaire,si k 6= 0, L est un opérateur de Fredholm injectif, donc c'est un isomorphismede eX dans son dual bX .Remarque: L (tel qu'il est décomposé) n'est pas coercif (à un opérateurcompact près), puisqu'il se décompose essentiellement en un opérateur dia-gonal d'une partie dé�nie positive, et de l'autre, dé�nie négative.



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 1428 Résolution numérique.En comparaison avec le cas de la surface régulière, on devra discrétiserdeux types d'éléments: typiquement, ceux dans H1(�0) sans conditions auxbords, et ceux dans eH1(�0), avec une condition de Dirichlet homogène aubord. Les espaces intermédiaires seront �approchés� par interpolation, et lesespaces aux exposants négatifs, par dualité. Encore une fois, il y a deux typesd'espaces de Sobolev, et on s'attend donc à obtenir deux types d'ondelettessur la plaque.Attention: si dans l'analyse multi-échelle, on a une inclusion assez trivialede l'espace avec condition �nulle� au bord dans l'espace, de même niveaude résolution, sans condition au bord, il n'en n'est pas de même pour les es-paces d'ondelettes. Autrement dit, on aura la situation suivante: les fonctionsd'échelle pour les espaces avec condition nulle au bord seront des fonctionsd'echelle pour les espaces sans condition au bord de même niveau de réso-lution; en revanche, les ondelettes pour les espaces avec condition nulle aubord ne seront pas, en général, des ondelettes pour les espaces sans condi-tion au bord. En général, lorsque l'on développe une ondelette avec conditionnulle au bord suivant la base d'ondelettes sans condition au bord (ce qui esttoujours possible, vu l'inclusion liant les espaces de multirésolution corres-pondants), on peut obtenir des coe�cients non nuls sur tous les niveaux derésolution.8.1 Espaces discrets: géométrie.On rappelle que l'on a supposé �0 à bord polygonal; le bord est doncdécrit par une courbe continue fermée  : [0; 1]! �, C1 par morceaux; lespoints singuliers de  seront appelés coins de �0.On considère une triangulation initiale �0i;1, i = 1; ::N , telle que les coins de �0soient des sommets de la triangulation. On se donne un élément de référence Tdans le plan (simplexe), décrit par les équations xi > 0; i = 1; 2; x1+x2 < 1,et on suppose qu'il existe une famille d'applications (b�i) : T ! �0i;1, C1 entant qu'application de R2 dans R3, bijectives, et telles que les gradients Db�iaient pour image des espaces de dimension 2 en tous points. On peut dé�nirainsi des espaces de Sobolev par morceaux notés PHs(�0) ou plus brièvement



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 143PHs par u 2 PHs(�0) () uj�0i;1 2 Hs(�0i;1) (i = 1; : : :N);kuk2PHs = NXi=1 ku � b�ik2Hs(T ):En particulier, on dé�nit un produit scalaire �par morceaux�(u; v)0 :=Xi (u � b�i; v � b�i)L2(T ):qui dé�nit une topologie équivalente à la topologie naturelle L2 sur �0.On reprend l'analyse du paragraphe 5 pour les dé�nitions et les propriétésimposées aux maillages. On dé�nit des niveaux de résolution �ji;k par�ji;k = �i(T jk )où (T jk ) dé�nit le maillage de T au niveau j, obtenu, d'un niveau à l'autre,en coupant chaque triangle en quatre par les milieux des arêtes. Les n÷udsde la triangulation sur la surface sont donnés par��0j := [ib�i(�Tj ):où �Tj désigne les n÷uds du maillage de T au niveau j.Pour des raisons de compatibilité, on impose aux représentations b�i de véri�erb�i(tb��1i (s) + (1 � t)b��1i (s0)) = b�l(tb��1l (s) + (1� t)b��1l (s0))et ce, pour tout t 2 [0; 1], i; l = 1; : : : N ; s; s0 étant des sommets de la tri-angulation sur un même triangle �0i0;1. Cela signi�e que les représentations�conservent� les barycentres et que, par exemple, le milieu d'une arête de latriangulation de T au niveau j est envoyé en un �milieu� d'une arête de latriangulation de la surface au même niveau de résolution.On peut à présent dé�nir les espaces de multirésolution�j(�0) := nu 2 C(�)�� u � �ijT jk 2 P1; i = 1::N; k = 1; ::4jo : (8.1.1)Comme le bord de �0 est polygonal, on peut toujours supposer donnée unetriangulation sur la surface � tout entière compatible avec la triangulation sur



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 144�0, dans le sens où la triangulation sur �0 est une partie de la triangulation sur�, et on peut aussi supposer que la triangulation sur � véri�e les hypothèsesgéométriques faites dans le paragraphe 5.2.1, de sorte que l'on a à notredisposition une échelle de multirésolution (�j(�))j sur � tout entier, et�j(�0) = f'j�0 ;' 2 �j(�)g: (8.1.2)On muni �j(�0) d'une base nodale (fonctions d'échelle),'j� ���0i;1:= ( e'j��1i (�) � ��1i ; si � 2 �i(T )0 sinon � 2 ��0j : (8.1.3)Ces fonctions d'échelle sont continues sur la surface �0, et on supposeraqu'elles sont normalisées en norme k:k0. On construit de la même manièreune base duale (�j+1� ) pour le produit (:; :)0 par�j+1� ���0i;1 := ( e�j+1��1i (�) � ��1i ; si � 2 �i(T )0 sinon � 2 ��0j : (8.1.4)Autrement dit, on a, pour �; �0 2 ��0j ,(�j+1� ; 'j�0)0 = N����0 (8.1.5)où N� est une constante qui ne dépend que de la position du n÷ud: n÷udintérieur, sur le bord, coin, et nombre d'arêtes arrivant sur le n÷ud...Enparticulier, il ne dépend pas du niveau de résolution j.Pour les dé�nitions des e'j� et e�j+1� sur le triangle T , on renvoie au paragraphe5.2.1.8.2 Ondelettes.On distinguera l'analyse multi-échelle pour les espaces Hs(�0) pour s > 0(et pour leurs espaces duaux eH�s(�0)) de l'analyse multi-échelle pour lesespaces eHs(�0) pour s > 0. Dans le premier cas, on parlera d'espaces sanscondition au bord, et dans le deuxième, d'espace avec condition de Dirichlethomogène, ou plus brièvement �nulle�, au bord.



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 1458.2.1 Cas sans conditions au bord.On dé�nit les ondelettes (au niveau j + 1) dans l'orthogonal de �j(�0)relativement au produit scalaire (:; :)0 par morceaux: � := '0� ; pour � 2 ��00 ; (8.2.1) � := 'j+1� � X�2��0j ('j+1� ; 'j�)0(�j+1� ; 'j�)0 �j+1� ; pour � 2 r�0j+1 := ��0j+1n��0j : (8.2.2)Si on note �j := V ectf �; � 2 r�0j galors �j+1 est l'orthogonal de �j(�0) dans �j+1(�0) pour le produit (:; :)0 sur�0.8.2.2 Stabilité.En ce qui concerne l'approximation des éléments Hs(�0) et les élémentseH�s(�0), pour 0 � s � 1, elle est directement déduite de l'analyse desondelettes sur la surface � toute entière. Plus précisément, les estimationsdirectes et inverses sont encore vraies pour le cas de la plaque ouverte:Proposition 8.2.1 Pour tout 0 � s � 2, et tout 0 � t < 32 , il existe deuxconstantes Cs et Ct, qui ne dépendent respectivement que de s et de t, tellesque, pour tout u 2 Hs(�0), et tout j 2 N,inégalité directe (Jackson):infpj2�j(�0) ku� pjkL2(�0) � Cs2�sjkukHs(�0); (8.2.3)inégalité inverse (Bernstein):8pj 2 �j(�0); kpjkHt(�j) � Ct2tjkpjkL2(�0): (8.2.4)Preuve :Inégalité directe: soit eu un prolongement de u dans Hs(�), et soit epj le projec-teur L2(�)-orthogonal de eu sur �j(�). De (8.1.2), si pj := epj j�0, pj 2 �j(�0).On a alors ku� pjkL2(�0) � keu� epjkL2(�)� Cs2�jskeukHs(�):



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 146D'où le résultat, en passant à l'in�mum (à gauche puis à droite).Inégalité inverse: Comme on l'a supposé, la triangulation (à tous niveaux derésolution) de �0 est une partie de la triangulation de � tout entier. On sedonne un élément pj 2 �j(�0) et on le prolonge en un élément epj 2 �j(�) telque epj s'annule en tous les n÷uds dans �n�0 de la triangulation sur �. Pardé�nition de la norme Hs(�0),kpjkHt(�0) � kepjkHt(�)et de l'inégalité inverse sur � tout entier,kpjkHt(�0) � Ct2tjkepjkL2(�): (8.2.5)Or, sur chaque triangle �jk dans �n�0 de la triangulation sur � au niveau j,de la règle du trapèze, et comme le volume de �jk et en (2�2j),kepjk2L2(�jk) � C2�2j X�2S(�jk) jepj(�)j2;où S(�jk) désigne les �sommets� (n÷uds) de �jk et la constante C ne dépendque de la représentation b� passant des triangles courbes à un triangle deréférence. On obtient donckepjk2L2(�n�0) � C X�2��0j \@�0 2�2jNj(� )jpj(� )j2;où Nj(� ) est deux fois le nombre de triangles extérieurs à �0 ayant � poursommet. De la construction de notre triangulation, ce nombre est (uniformé-ment) borné (par rapport à j); en outre, en reprenant la règle du trapèzeavec des triangles intérieurs à �0 cette fois,X�2��0j \@�0 2�2jjpj(� )j2 � Ckpjk2L2(�0);où C désigne encore une constante ne dépendant que de la géométrie de lasurface, donc kepjk2L2(�) = kpjk2L2(�0) + kepjk2L2(�n�0)� Ckpjk2L2(�0):De (8.2.5), on déduit notre inégalité inverse. �



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 147Avant d'utiliser l'analyse du paragraphe (4.1), il nous faut leLemme 8.2.1 [j�0�j(�0) est partout dense dans Hs(�0), pour 0 � s < 32Preuve : en e�et, si u 2 Hs(�0), et eu est un prolongement de u à Hs(�), pour" > 0, comme [j�0�j(�) est partout dense dans Hs(�), on peut trouverj � 0 et epj 2 �j(�) tels que keu� epjkHs(�) � ":Reste à poser pj := epj j�0 2 �j(�0), pour obtenirku� pjkHs(�0) � keu� epjkHs(�) � ": �On peut dès lors utiliser l'analyse du paragraphe (4.1) avec pour projecteurle projecteur orthogonal pour le produit (:; :)0 sur L2(�0) pour obtenir leThéorème 8.2.1 La famille ( �)� est une base de Riesz dans Hs(�0) etdans eH�s(�0) pour tout 0 � s � 1:Xj�0 X�2r�0j c� �2Hs(�0) �Xj�0 X�2r�0j 22sj jc� j2;Xj�0 X�2r�0j c� �2eH�s(�0) �Xj�0 X�2r�0j 2�2sj jc� j2:Si �J est le projecteur L2(�0)-orthogonal pour le produit (:; :)0, sur �J , alorsc'est un opérateur continu de Hs(�0) dans lui-même, et induit un opérateurcontinu de eH�s(�0) dans lui-même, et, en notant ��1 = 0,kuk2eH�s(�0) �Xj=0 2�2sjk(�j ��j�1)uk20 (8.2.6)kuk2Hs(�0) �Xj=0 22sjk(�j ��j�1)uk20 (8.2.7)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 1488.2.3 Cas avec condition �nulle� au bord.On va devoir construire des espaces de multirésolution pour les espaceseHs avec s > 0, qui ne peuvent être les �j(�0); par exemple, les élémentsde eH1 doivent s'annuler au bord. Pour cela, il est commode d'utiliser unecaractérisation des éléments de eHs(�0) (voir [24] et la proposition 6.1.3):pour s � 0, on note Hs0(�0) l'adhérence de C10 (�0) dans Hs(�0), et si s � 0,eHs(�0) = fu 2 Hs(�0)j ��su 2 L2(�0)g � Hs0(�0):où �(x) désigne la distance de x 2 �0 au bord @�0. De plus, la normekukHs(�0) + k��sukL2(�0)est équivalente à la norme eHs(�0). On prendra garde à distinguer eHs(�0) etHs0(�0), mais comme on peut le lire sur cette proposition, ces deux espacescoïncident si l'exposant est entier 3. On pose alors pour espaces de multiré-solution e�j(�0) := f' 2 �j(�0)j 'j@�0 = 0g:Lemme 8.2.2 Si 0 � s < 32 , pour tout j � 0, e�j(�0) � eHs(�0), et [j�0e�j(�0)est dense dans eHs(�0)Preuve : les éléments 'j 2 e�j(�0) véri�ent '(x) . �(x) et donc sont danseHs(�0) pour tout 0 � s � 1. En outre, la fonction ��� est dans L2(�0) pour0 < � < 12 , et le gradient de 'j est dans L1(�0), donc on a bien 'j 2 eHs(�0)pour 0 � s < 32 .Pour montrer le résultat de densité, il su�t de prouver que C10 (�0) � [j�0e�j,l'adhérence prise en norme eHs, puisque C10 (�0) est dense dans eHs(�0). Soitdonc u 2 C10 (�0), et �xons " > 0. Pour j0 assez grand, on peut trouver dansla triangulation de �0 une réunion Kj0 de triangles contenant le support deu et dont l'adhérence est dans l'ouvert �0.Pour k � j0, on note pk la restriction à �0 du projeté L2(�)-orthogonalsur �k(�0) d'un prolongement (quelconque) de u sur �; pk 2 �k(�0) (sansconditions au bord) et on a déjà vu que, pour s � t � 2,ku� pkkHs(�0) . 2�(t�s)kkukHt(�0):3. En fait, ils coïncident tout le temps sauf si l'exposant est un demi-entier (entier+12 )



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 149On modi�e alors pk en qk en annulant les valeurs sur les n÷uds en dehors deKj0 . La di�érence (pk � qk) est nulle sauf sur �0nKj0 .On écrit alors, avec les inégalités directes et inverses, en se �xant t > s, t � 2,ku� qkkHs(�0) . ku� pkkHs(�0) + kpk � qkkHs(�0). 2�(t�s)kkukHt(�0) + 2skkpk � qkkL2(�0);. 2�(t�s)kkukHt(�0) + 2skkpk � qkkL2(�0nKj0);De la règle du trapèze, et comme u est nul sur �0nKj0 ,ku� qkkHs(�0) . 2�(t�s)kkukHt(�0) + 2skkpkkL2(�0nKj0);. 2�(t�s)kkukHt(�0) + 2skkpk � ukL2(�0nKj0);En�n, on utilise l'inégalité directe pour obtenir �nalementku� qkkHs(�0) . 2�(t�s)kkukHt(�0):En conséquence, limk!1 ku� qkkHs(�0)D'autre part, si �(x) désigne la distance de x 2 �0 au bord de �0, commed(Kj0 ; @�0) > 0 et qk est nul sur tous les n÷uds en dehors de Kj0 , pour kassez grand, on a k��s(u� qk)kL2(�0) . ��s0 k(u� qk)kL2(�0)où �0 = 12d(Kj0 ; @�0). Donc on a aussilimk!1 k��s(u� qk)kL2(�0)et donc, de ce qui précède, limk!1 ku� qkk eHs(�0)ce qu'il fallait démontrer. �



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 150Il reste à établir les inégalités directes et inverses pour obtenir une équivalencede normes sur les espaces eHs(�0) avec s > 0 et sur les espaces duaux.Proposition 8.2.2 Pour tout 0 � s � 2, et tout 0 � t < 32 , il existe deuxconstantes Cs et Ct, qui ne dépendent respectivement que de s et de t, tellesque, pour tout u 2 eHs(�0), et tout j 2 N,inégalité directe (Jackson):infpj2e�j(�0) ku� pjkL2(�0) � Cs2�sjkuk eHs(�0); (8.2.8)inégalité directe (Bernstein):8pj 2 e�j(�0); kpjk eHt(�j) � Ct2tjkpjkL2(�0): (8.2.9)Preuve : l'inégalité inverse est immédiatement déduite de l'inégalité inversesur � tout entier, après prolongement par zéro.Reste l'inégalité directe: pour j su�samment grand, on peut trouver deuxcompacts K1j � K2j formés de triangles fermés de la triangulation au niveauj, tels que� la distance entre les deux bords d(@K1j ; @K2j ) soit strictement positive,c'est-à-dire que K2j nK1j est connexe et formée de triangles de la trian-gulation au niveau j,� d(@K2j ; @�0) > 0, c'est-à-dire que �0nK2j est connexe et est formée detriangles de la triangulation au niveau j.� d(K1j ; @�0) � C2�joù C est une constante indépendante de j (triangulation quasi-uniforme).Soit donc u 2 eHs(�0). On choisit euj 2 Hs(�) un prolongement quelconquede ujK2j sur �; on pose epj le projeté L2(�)-orthogonal de euj, et on posepj := epj jK2j . On a déjà vu (inégalité directe pour les éléments sans conditionsau bord) que ku� pjkL2(K2j ) � keuj � epjkL2(�)� Cs2�sjkeujkHs(�);où Cs est une constante indépendante de j et de u. Ceci étant vrai pour tousles prolongement possibles de ujK2j , on en déduitku� pjkL2(K2j ) � Cs2�sjkukHs(K2j ) � Cs2�sjkuk eHs(�0):



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 151On prolonge à présent pj sur �0 par qj 2 e�j de manière continue en imposantqj(� ) = 0 pour tous les n÷uds � 2 �0nK2j . On a toujoursku� qjkL2(K2j ) � Cs2�sjkuk eHs(�0): (8.2.10)D'autre part, de la règle du trapèze, et par construction des compacts K ij ,kqjkL2(�0nK2j ) � CkqjkL2(K2j nK1j )� C(kqj � ukL2(K2j nK1j ) + kukL2(K2j nK1j ))� C(kqj � ukL2(K2j ) + kukL2(�0nK1j ))� C(2�sjkuk eHs(�0) + kukL2(�0nK1j )) (8.2.11)où C est une constante indépendante de j et de u. Comme kukL2(�0nK2j ) �kukL2(�0nK1j ), de (8.2.10) et de (8.2.11), on déduit, avec l'inégalité triangulaireku� qjkL2(�0) � C(2�sjkuk eHs(�0) + kukL2(�0nK1j ))En�n, désignant toujours par � la distance au bord,kukL2(�0nK1j ) � k�s��sukL2(�0nK1j )� k�skL1(�0nK1j )k��sukL2(�0):Comme � � Cd(K1j ; @�0) � C2�j, et de la continuité de l'application u 7!��su de eHs(�0) dans L2(�0),kukL2(�0nK1j ) � C2�sjkuk eHs(�0): (8.2.12)On conclut doncinfqj2e�j(�0) ku� qjkL2(�0) � ku� qjkL2(�0) � C2�sjkuk eHs(�0);ce qu'il fallait démontrer. �On pose alors e��0j l'ensemble ��0j privé des n÷uds sur le bord de �0, eter�0j+1 := e��0j+1ne��0j . Sur e�j(�0), on a une base nodale ('j� )�2e��0j , de Riesz



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 152pour L2, et sa base duale (�j� )�2e��0j , dans e�j+1(�0). Les ondelettes serontdé�nies comme pour le cas sans conditions au bord, soite � := '0� ; pour � 2 e��00 ; (8.2.13)e � := 'j+1� � X�2e��0j ('j+1� ; 'j�)0(�j+1� ; 'j�)0 �j+1� ; pour � 2 er�0j+1 := e��0j+1ne��0j :(8.2.14)Si on note e�j := V ectfe �; � 2 er�0j galors e�j+1 est l'orthogonal de e�j(�0) dans e�j+1(�0) pour le produit (:; :)0 sur�0. De l'analyse du paragraphe 4.1,Théorème 8.2.2 La famille (e �)� est une base de Riesz dans eHs(�0) etdans H�s(�0) pour tout 0 � s � 1:Xj�0 X�2er�0j c� e �2eHs(�0) �Xj�0 X�2er�0j 22sj jc� j2;Xj�0 X�2er�0j c� e �2H�s(�0) �Xj�0 X�2er�0j 2�2sj jc� j2:Si �0J est le projecteur L2(�0)-orthogonal pour le produit (:; :)0, sur e�J , alorsc'est un opérateur continu de eHs(�0) dans lui-même, et induit un opérateurcontinu de H�s(�0) dans lui-même, et, en notant �0�1 = 0,kuk2eHs(�0) �Xj=0 22sjk(�0j ��0j�1)uk20 (8.2.15)kuk2H�s(�0) �Xj=0 2�2sjk(�0j ��0j�1)uk20 (8.2.16)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 1538.2.4 Moments nuls.Ici, on énonce les propriétés cruciales pour la résolution numérique del'équation intégrale, qui permettront de montrer la décroissance des coe�-cients de la matrice de discrétisation que l'on verra plus loin. Bien que l'onait deux types d'espaces discrets (et deux types d'ondelettes), les preuves desénoncés qui suivent sont très similaires, voire identiques, aux preuves de lasection 5.2.4. Elles seront donc réduites aux di�érences que l'on pourra ren-contrer par rapport à celles correspondant aux énoncés de la section précitée.Nous attirons l'attention sur les di�érences qui résident dans les énoncés eux-mêmes, en particulier concernant les estimations qui vont suivre.Notation: on notera er�0;+j+1 l'ensemble des n÷uds de la résolution au ni-veau j + 1 tels que les supports des ondelettes avec condition nulle au borde � 2 e��0j+1 ne rencontrent aucun support de fonctions d'echelle du bord'j� 2 �j(�0); � 2 @�0. Comme Supp'j� a un diamètre enO(2�j), cela revientà imposer la condition� 2 er�0;+j () d(Supp e � ; @�0) > c+2�j ; (8.2.17)où c+ est une constante indépendante du niveau de résolution j, et ne dé-pend que de la géométrie de la surface, et de la nature des triangulations(triangulation quasi-uniforme).On sépare ainsi les ondelettes �proches� du bord de �0 et les ondelettes�loins� du bord (celles associées aux n÷uds dans er�0;+j ). Il nous sera utiled'évaluer le nombre d'ondelettes proches du bord:Lemme 8.2.3 Le cardinal de er�0j ner�0;+j est en O(2j).Preuve : la �couronne� fx 2 �0j d(x; @�0) � c+2�j où c+ est comme dans(8.2.17) est de volume en O(2�j), tandis que le support de  � est de diamètreenO(2�j). En outre, si on se �xe une ondelette e � , le nombre d'ondelettes e � 0dont le support rencontre celui de e � est uniformément borné (par rapportà j, le niveau de résolution). �Les ondelettes  � et e � ont des propriétés d'�orthogonalité� par rapport auxpolynômes, dans un sens proche de la proposition 5.2.2. Comme pour cettedernière proposition, on énonce les résultats d'�orthogonalité� ou de décrois-sance qui suivent dans un cadre général, faisant apparaitre le degré d des



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 154polynômes choisis pour la multirésolution (et, ce qui paraît plus intéressant,son rôle dans les estimations). On insiste sur le fait que l'on a choisi, dans laconstruction du paragraphe précédent, des polynômes de degré 1 (par mor-ceaux), et donc d = 1.On note e�j�; � 2 �Tj ;la base nodale de �j(T ) véri�ante�j�(�0) = ���� 1 si � = �00 sinonProposition 8.2.3 Soit v 2 C(�0) une fonction scalaire continue, telle quev � �i 2 C1(T ): (8.2.18)On suppose qu'il existe un entier positif d tel que8p 2 Pd(T ); p = X� 02�T0 p(� 0)e�0� 0; (8.2.19)ou, plus sobrement, que l'analyse de multirésolution �reproduit� les poly-nômes de degré d.Alors il existe une constante C(�;�0; d) telle que, pour tout j � 0, et tout� 2 r�0j+1, j(v;  �)0j � C(�;�0; d)2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0); (8.2.20)avec kvkPW1;d+1(�0) := maxi maxx2T maxj�j�d+1 jD�(v � �i)(x)j: (8.2.21)En ce sens, on dira que la famille d'ondelettes ( �) admet d + 1 momentsnuls.Preuve : en tout point similaire à la preuve de la proposition 5.2.2. �



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 155Ce qui di�ère dans ce paragraphe est le comportement des ondelettes avec lacondition nulle au bord:Proposition 8.2.4 Sous les hypothèses de la proposition précédente 8.2.3, ilexiste une constante C(�;�0; d) telle que, pour tout j � 0, et tout � 2 er�0j+1,���(v; e �)0��� � C(�;�0; d)(2�jkvkL1(@�0) + 2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0)); (8.2.22)Si � 2 er�0;+j+1 (ou si vj�0 = 0), alors���(v; e �)0��� � C(�;�0; d)2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0) (8.2.23)En ce sens, on dira que la famille d'ondelettes (e �) admet d + 1 momentsnuls intérieurs.Preuve : On note �j�; � 2 ��0j ;la base nodale de �j(�0) véri�ant�j�(�0) = ���� 1 si � = �00 sinonet Ijv := X�2��0j v(�)�j�dé�nissant l'opérateur d'interpolation Ij. De la propriété d'orthogonalité desondelettes, pour tout � 2 ��0j ,(�j�; e �)0 = 0 � 2 ��0j ; � 62 @�0:de sorte que(v; e �)0 = X�2��0j \@�0 v(�)(�j�; e �)0 + X�2e�j(�0)(v � Ijv; e �)0: (8.2.24)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 156On a, cf. proposition 5.2.2,j(v � Ijv; e �)0j . kv � IjvkL2(�0\Supp � ) . 2�j(d+2)kvkPW1;d+1 : (8.2.25)D'autre part, pour tout � 2 �j(�0) \ @�0, en notant �(x) la distance de xau bord de �0, j(�j�; e �)0j . (��j�; ��1 e �)0. k��j�kL2k��1 e �kL2(�0). k�kL2(Supp�j�)ke �k eH1(�0). 2�2j � 2jke �kL2. 2�j ;les deux dernières inégalités étant données par l'inégalité inverse et la nor-malisation choisie pour les ondelettes. Donc�� X�2�j(�0)\@�0 v(�)(�j�; e � )0��. 2�jkvkL1(@�0)]f� 2 ��0j j Supp �j� \ Supp e � 6= ?g;et, comme le nombre d'éléments de la base nodale dont le support rencontrecelui de e � est uniformément borné (par rapport à j),j X�2�j(�0)\@�0 v(�)(�j�; e �)0j . 2�jkvkL1(@�0): (8.2.26)De (8.2.24), avec (8.2.25) et (8.2.26), on obtient la majoration cherchée���(v; e �)0��� � C(�;�0; d)(2�jkvkL1(@�0) + 2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0)):Si � 2 er�0;+j , ou si v est nulle au bord, alorsX�2��0j \@�0 v(�)(�j�; e �)0 = 0;et donc le terme en 2�j dans l'estimation précédente disparaît. �



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 157Des propositions 8.2.3 et 8.2.4, on tire deux corollaires (voir les corollaires5.2.1 et 5.2.2)Corollaire 8.2.1 On note gi := det((@l�i; @m�i)R3) le jacobien relatif à �i,et g :=Pi 1�igi � ��1i . On rappelle que g est supposée C1 par morceaux.Si g est continu, alors, sous les hypothèses de la proposition 8.2.3, pour toutj, si � 2 r�0j+1, < v; � >L2(�0). 2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0);si � 0 2 er�0j+1,< v; e � >L2(�0). 2�jkvkL1(@�0) + 2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0);et, en�n, si � 0 2 er�0;+j+1 , (ou si vj@�0 = 0),< v; e � >L2(�0). 2�j(d+2)kvkPW1;d+1(�0):Le deuxième corollaire est relatif à l'estimation des coe�cients de la matriceissue de la méthode perturbée:Corollaire 8.2.2 Soit r 2Zun entier et H(x; y) une fonction de classe C1sur un voisinage (dans R3) de � � � (ici, on se place sur la surface ferméetoute entière) privé de sa diagonale x = y, et véri�antjD�xD�yH(x; y)j � C(�; �; �)jx� yj2+r+j�j+j�j ; x 6= y: (8.2.27)On se donne deux entiers j > 0 et j 0 > 0, et on suppose l'hypothèse ducorollaire 8.2.1 véri�ée (continuité du Jacobien). Alors on a les estimationssuivantes:� si � 2 r�0j+1, � 0 2 r�0j0+1, et si ��;� 0 := d(Supp � ;Supp � 0) > 0, alorsj < H � ;  � 0 >L2(�0) j . 2�(d+2)(j+j0)��(2d+4+r)�;� 0 : (8.2.28)� Si � 2 r�0j+1, � 0 2 er�0j0+1, et si ��;� 0 := d(Supp � ;Supp e � 0) > 0, alorsj < H � ; e � 0 >L2(�0) j. 2�(d+2)j2�j0��(d+3+r)�;� 0 (1 + 2�(d+1)j0��(d+1)�;� 0 ): (8.2.29)Si, en outre, � 0 2 er�0;+j0+1 ,j < H � ; e � 0 >L2(�0) j . 2�(d+2)(j+j0)��(2d+4+r)�;� 0 : (8.2.30)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 158� Si � 2 er�0j+1, � 0 2 er�0j+1, et si ��;� 0 := d(Supp e � ;Supp e � 0) > 0, alorsj < H e � ; e � 0 >L2(�0) j. 2�(j+j0)��(2+r)�;� 0 (1 + (2�(d+1)j + 2�(d+1)j0)��(d+1)�;� 0+ 2�(d+1)(j+j0)��(2d+2)�;� 0 ): (8.2.31)Si, en outre, � 0 2 er�0;+j0+1 ,j < H e � ; e � 0 >L2(�0) j. 2�j2�(d+2)j0)��(d+3+r)�;� 0 (1 + 2�(d+1)j��(d+1)�;� 0 ); (8.2.32)et si, en�n, � 2 er�0;+j+1 et � 0 2 er�0;+j0+1 , alorsj < H e � ; e � 0 >L2(�0) j . 2�(d+2)(j+j0)��(2d+4+r)�;� 0 : (8.2.33)Dans toute la suite, on supposera l'hypothèse du corollaire 8.2.1(continuité du jacobien) véri�ée. Ce paragraphe (et le suivant) est trèsproche du paragraphe 4.2 (et du paragraphe suivant), et on s'y réfèrera pourles détails des démonstrations des énoncés; en réalité, seules les dé�nitionsdes espaces discrets changent, et on adapte de manière linéaire la situationvue dans le cas des sufaces fermées (cf. section 4.2).8.3 Méthode de Galerkin pour la résolution de l'équa-tion intégrale.Dé�nition 8.3.1 Les espaces discrets seront dé�nis par:eX 1J := rot� e�J(�0) bX 1J := rot� �1��0;Dir e�J (�0) (8.3.1)bX 2J = r���J(�0) eX 2J := r� �1��0;Neu��J(�0): (8.3.2)avec ��J(�0) := �uJ 2 �J(�0)jZ�0 uJ ds = 0:� : (8.3.3)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 159On remarquera que, pour k = 1; 2, eX kJ et bX kJ sont de même dimension, qu'ilssont duaux pour le produit scalaire L2(�0) et, si ( eX kJ )0 et ( bX kJ )0 désignent lesespaces polaires correspondant (pour la dualité L2), on aLemme 8.3.1 Pour k = 1; 2,1. eX kJ � eX kJ+1 [J eX kJ eX k = eX k (8.3.4)bX kJ � bX kJ+1 [J bX kJ bX k = bX k (8.3.5)2. eX kJ � ( bX kJ )0 = X k (8.3.6)bX kJ � ( eX kJ )0 = bX k (8.3.7)Preuve : similaire au cas des surfaces fermées. �Remarque: eX 1J et bX 2J ne sont pas de même dimension, mais tous deux ontune dimension en O(22J).On travaille encore sur des espaces à moyennes nulles:Dé�nition 8.3.2 on dé�nit, pour s � 0,Hs�(�0) := �u 2 Hs(�0)jZ� u ds = 0:�On note L2� = H0� , et eH�s� (�0) le L2�-dual de Hs�(�0). On rappelle queeH�s� (�) := nu 2 eH�sj < u; 1 >= 0oEn�n, on note ��J le projecteur L2 orthogonal de L2� sur ��J , avec ���1 = 0.Comme pour le cas des surfaces fermées, on a leLemme 8.3.2 Pour tout s 2 [0; 32 [, il existe une constante C telle que, pourtout � 2 Hs�(�0), et tout J � 0,k�� ��J�k0 � C2�sJk�kHs�(�0)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 160duquel on déduit leCorollaire 8.3.1 Pour tout s, 0 � s < 32, et tout t � s, t � 2, il existe uneconstante C telle que, pour tout � 2 H t(�0), et tout J � 0,k�� ��J�kHs�(�0) � C2�(t�s)Jk�kHt�(�0);puis leThéorème 8.3.1 Pour tout s, 0 � s < 32, pour tout � 2 Hs�(�0), et tout� 2 eH�s� (�0) k�k2Hs� �Xj�0 22jsk(��j � ��j�1)�k20 (8.3.8)k�k2eH�s� �Xj�0 2�2jsk(��j � ��j�1)�k20: (8.3.9)On peut alors énoncer un résultat concernant les projections sur eX kJ et surbX kJ (à comparer avec la proposition 4.2.2):Proposition 8.3.1 On peut dé�nir les projecteurs P kJ 2 L( eX k) et bP kJ 2L( bX k) tels que ImP kJ = eX kJ ; KerP kJ = ( bX kJ )0;ImbP kJ = bX kJ Ker bP kJ = ( eX kJ )0De plus ces projecteurs sont uniforméments bornés, i.e.supJ�0 kP kJ k eX k eX k <1 supJ�0 k bP kJ k bX k bX k <1: (8.3.10)bP kJ est l'opérateur adjoint de P kJ , bP kJ (resp. P kJ+1) commute avec bP kJ+1 (resp.P kJ ), et ces projecteurs convergent simplement (ponctuellement) vers l'iden-tité: 8u 2 eX k; 8u0 2 bX k; < P kJ u;u0 > eX ; bX=< u; bP kJu0 > eX ; bX ; (8.3.11)P kJP kJ+1 = P kJ ; bP kJ bP kJ+1 = bP kJ ; (8.3.12)8uk 2 eX k; limJ!1 kuk � P kJ ukk eX k = 0; (8.3.13)8buk 2 bX k; limJ!1 kbuk � bP kJ bukk bX k = 0: (8.3.14)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 161Preuve : identique à la preuve de la proposition 4.2.2, avec les relationsP 1J rot� �1 = rot� �0J�1 bP 1J rot� �1��0;Dir b�1 = rot� �1��0;Dir�0Jb�1P 2J r� �1��0;Neu �2 = r� ��J �1��0;Neu �2 bP 2J r� b�2 = r� ��Jb�2pour �1 2 eH 12 , �2 2 eH� 12� , b�1 2 H� 12 , b�2 2 H 12� . �On déduit le même corollaire que celui de la proposition 4.2.2:Corollaire 8.3.2 Soit K : eX k ! eX k, et K 0 : bX k ! bX k deux opérateurscompacts. AlorslimJ!1 k(Id� P kJ )KkL( eX k) = 0 limJ!1 k(Id� bP kJ )K 0kL( bX k) = 0limJ!1 kK(Id� P kJ )kL( eX k) = 0 limJ!1 kK 0(Id� bP kJ )kL( bX k) = 0:On note PJ : eX ! eXJ = eX 1J + eX 2J , PJu =Pj P kJuj , pour u = u1 + u2 2 eX .On fait de même pour bPJ .On rappelle que l'opérateur intégral L peut être dé�ni par Lu = (L1u; L2u)T ,avec Lj : eX ! bX k. On note alors:LkJ = bP kJLkPJ : eXJ ! bX kJ (8.3.15)LklJ = bP kJLkP lJ : eX lJ ! bX kJ (8.3.16)et LJu = (L1Ju; L2Ju)T : eXJ ! bXJ : (8.3.17)on a la même condition �inf-sup� que dans la proposition 4.2.3Proposition 8.3.2 Il existe une constante C0 > 0 et J0 2 N tels que, pourtout J � J0, infuJ2 eXJnf0g supvJ2 eXJnf0g j < LJuJ ;vJ > jkuJk eXkvJk eX � C0; (8.3.18)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 162et son corollaireCorollaire 8.3.3 1. Pour J � J0, LJ est un isomorphisme de eXJ versbXJ .2. Il existe une constante C > 0 telle que, pour J � J0, si uJ est lasolution de LJuJ = fJ := ( bP 1J f ; bP 2J f); (8.3.19)et si u est la solution de Lu = f dans eX , alorsku� uJk eX � C(kf � fJk bX + k(1 � PJ )u)k eX ): (8.3.20)En particulier, (uJ) converge vers la solution cherchée u en normed'énergie.Ici, même avec un second membre régulier, la solution de l'équation in-tégrale admet des singularités, et le terme de �régularité� k(1 � PJ )uk vapénaliser la méthode de Galerkin, réduisant sa convergence en O(h 12�") où0 < " < 12 est un réel arbitraire, et h le pas de subdivision (O(2�J )).Toujours suivant l'analyse du cas des surfaces fermées, on va modi�er la mé-thode de Galerkin conforme en une méthode non conforme qui aura l'avan-tage de pouvoir s'implémenter et d'utiliser l'analyse des éléments �nis clas-siques (et des ondelettes sur des espaces de Sobolev classiques).8.4 Le système modi�é: perturbation et changement devariables.8.4.1 Le système perturbéOn pose Y�J = (e�J ; k:k eH 12 )� (��J ; k:kH�12 )Y� = eH 12 � eH� 12� :bY� := H� 12 �H 12� :



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 163LJ induit un opérateur bijectif (pour J assez grand) eLJ : Y�J ! bY�J , où bY�Jest le L2-dual de Y�J .eLJ =  k2eL11J k2eL12Jk2eL21J �eL22J !et pour tout �J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J , et tout �J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J ,< eL11J �1J ; �1J >=< V rot� �1J ; rot� �1J >< eL12J �2J ; �1J >=< V r� �1��0;Neu �2J ; rot� �1J >< eL21J �1J ; �2J >=< V rot� �1J ;r� �1��0;Neu �2J >< eL22J �2J ; �2J >= < V �2J ; �2J >�k2 < V r���0;Neu�1 �2J ;r���0;Neu�1 �2J >Grâce à nouveau aux équivalences de normes sur eX (cf. théorème 7.1.1), ona laProposition 8.4.1 Il existe deux constantes J0 et C > 0 telles que, pourJ � J0, inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g < eLJ�J ; �J >k�JkY�Jk�JkY�J � C (8.4.1)et on a un corollaire analogue au corollaire 8.3.3, mais ici, on exploite laforme des espaces discrets:Corollaire 8.4.1 Si f 2 bX et si u 2 eX , et si (décompositions de Hodge)f = rot� �1��0;Dir b�1 +r� b�2 b� := (b�1;b�2) 2 bY�;u = rot� �1 +r� �1��0;Neu �2; � := (�1; �2) 2 Y�;alors bPJf = rot� �1��0;Dir�0Jb�1 +r� ��Jb�2 (8.4.2)PJu = rot��0J�1 +r� �1��0;Neu ��J�2; (8.4.3)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 164où ��J est le projecteur L2� orthogonal sur ��J , et �0J est le projecteur L2-orthogonal sur e�J .De plus, si u est la solution de Lu = f , et si �J 2 YJ est la solution de8�J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J ;< eL�J ; �J > =< f ; rot� �1J +r����1 �2J >= � < b�1; �1J > � < b�2; �2J > (8.4.4)alors il existe une constante C indépendante de J telle quek�1 � �1Jk eH 12 + k�2 � �2Jk eH�12� C(k(1��0J)b�1kH�12 + k(1� ��J)b�2kH 12�+ k(1 ��0J)�1k eH 12 + k(1� ��J)�2k eH�12� ) (8.4.5)C'est exactement le résultat du corollaire 8.3.3 avec les relations liant PJ , bPJ ,��J et �0J vues dans la proposition 8.3.1.Pour pouvoir calculer les éléments issus de l'inverse du laplacien (Neumann),on va perturber le système discret et introduire deux variables auxiliaires,relatives aux laplaciens. La perturbation va nous amener à changer les espacesde résolution, et on quitte donc le cadre de résolution dans eX . En fait, onpasse d'une méthode de résolution conforme à une méthode de résolutionnon conforme comme on le verra par la suite.Dé�nition 8.4.1 On note QJ la projection de H1� (�0) sur ��J(�0) orthogo-nale pour le produit scalaire < �; � >�=< r� �;r� � >L2(�0).On note aussi �J;Neu�1 := QJ(��0;Neu�1����J ).Lemme 8.4.1 Pour tout J , et tout �J 2 ��J , �J := �J;Neu�1 �J est la solu-tion du problème variationnel (discret)8 � 0J 2 ��J ; Z�0 r� �Jr� � 0J ds = Z�0 �J� 0J ds: (8.4.6)De plus, QJ est autoadjoint, uniformément borné dans L(H1� ), etlimJ!1 k� �QJ�kH1� = 0pour tout � 2 H1� .



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 165Dé�nition 8.4.2 On dé�nit l'opérateur eTJ sur Y�J par:eTJ =  k2 eT 11J k2 eT 12Jk2 eT 21J �eT 22J ! (8.4.7)avec eT 11J = eL11J (8.4.8)et pour tout �J = (�1J ; �2J) 2 Y�J , et tout �J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J ,< eT 12J �2J ; �1J >=< V r�QJ �1��0;Neu �2J ; rot� �1J > (8.4.9)< eT 21J �1J ; �2J >=< V rot� �2J ;r�QJ �1��0;Neu �2J > : (8.4.10)< eT 22J �2J ; �2J >=< V �2; �2 >�k2 < V r�QJ ��0;Neu�1 �2;r�QJ ��0;Neu�1 �2J > (8.4.11)On peut l'écrire aussi comme perturbation de eLJ :eTJ = eLJ �RJ (8.4.12)avec RJ = � 0 k2R12Jk2R21J k2R22J � (8.4.13)< R12J �2J ; �1J >=< V r�(1�QJ) �1��0;Neu �2J ; rot� �1J > (8.4.14)< R21J �1J ; �2J >=< V rot� �1J ;r�(1�QJ) �1��0;Neu �2J >; (8.4.15)< R22J �2J ; �2J >=< V r�(1�QJ)��0;Neu�1 �2J ;r�QJ ��0;Neu�1 �2J >+ < V r���0;Neu�1 �2J ;r�(1�QJ)��0;Neu�1 �2J >=< V r�QJ ��0;Neu�1 �2J ;r�(1�QJ)��0;Neu�1 �2J >+ < V r�(1 �QJ )��0;Neu�1 �2J ;r���0;Neu�1 �2J > : (8.4.16)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 166Proposition 8.4.2 Il existe deux constantes C et J1 tel que pour tout J �J1, inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eTJ�J ; �J > jk�JkY�Jk�Jk�YJ � C: (8.4.17)Preuve : Comme pour montrer la condition inf-sup (4.3.17), on obtientinf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eLJ�J ; �J > jk�JkY�Jk�JkY�J� inf�J2Y�Jnf0g sup�J2Y�Jnf0g j < eTJ�J ; �J > jk�JkY�Jk�JkY�J + "Javec kRJkbY�J Y�J . "Jet "J = k(1 �QJ) �1��0;Neu kH1� eH� 12L'injection eH� 12 ,! eH�1 étant compacte,limJ!1 "J = 0; limJ!1 kRJkbY�J Y�J = 0La condition inf-sup sur eTJ est alors déduite de la condition inf-sup sur eLJ ,en prenant J1 � J0 su�samment grand. �Si f 2 bX \ L2(�0), on note efJ = ( ef1J ; ef2J) l'élément de bY�J véri�ant, pour tout�J = (�1J ; �2J ) 2 Y�J< ef1J ; �1J >=< f ; rot� �1J >=< rot� f ; �1J > (8.4.18)< ef2J ; �2J >=< f ;r� �1��0;Neu �2J > (8.4.19)et eFJ = ( eF 1J ; eF 2J ) l'élément de bY�J véri�ant< eF 1J ; �1J >=< f ; rot� �1J > (8.4.20)< eF 2J ; �2J >=< f ;r�QJ �1��0;Neu �2J > (8.4.21)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 167En particulier, ef1J = eF 1J .Nous avons donc deux problèmes résolubles pour J su�sament grand:eLJ�J = efJeTJ�J = eFJOn rappelle que le premier problème n'est autre que la méthode de Galerkinchoisie pour la résolution de l'équation intégrale de départ, ou, plus sobre-ment, si uJ = rot� �1J +r� �1��0;Neu �2J ;alors LJuJ = fJ :Du corollaire 8.3.3, on a une estimation de l'erreur ku�uJk, entre la solutionde l'équation intégrale et la solution �Galerkin�, en fonction (de la régularité)du second membre et (de la régularité) de la solution u. Il nous reste donc àestimer l'erreur commise en résolvant le système perturbé.Théorème 8.4.1 Soit f 2 bX \ L2(�0). Soit u 2 eX la solution de Lu = f .On note u = u1 + u2= rot� �1 +r� �1��0;Neu �2la décomposition de Hodge relative à u, avec uk 2 eX k, k = 1; 2.Pour J � J1, soit �J 2 Y�J la solution de8�J 2 Y�J ; < eLJ�J ; �J >=< efJ ; �J >; (8.4.22)et �J 2 Y�J la solution de8�J 2 Y�J ; < eTJ�J ; �J >=< eFJ ; �J > : (8.4.23)Si "J := k(1�QJ) �1��0;Neu kH1� eH� 12 (8.4.24)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 168alors on a l'estimationk�J � �JkYJ � C(kfk bX + kfkL2) "J : (8.4.25)La suite ("J ) tend vers 0 lorsque J tend vers l'in�ni, etlimJ!1 k�1J � �1Jk eH 12 = 0 (8.4.26)limJ!1 k�2J � �2Jk eH�12 = 0 (8.4.27)limJ!1 rot� �1J = u1 = rot� �1 dans eH� 12 (8.4.28)limJ!1 �2J = div� u dans eH� 12 (8.4.29)limJ!1r�QJ �1��0;Neu �2J = u2 = r� �1��0;Neu �2 dans L2 (8.4.30)Preuve : en tout point similaire à la preuve du théorème 4.3.1 �Remarques: encore une fois, il est nécessaire ici de supposer f 2 L2, pourobtenir un second membre continu dans les espaces ad hoc. En outre, on a àfaire à une méthode non conforme: la solution �discrete�uJ = rot� �1J +r�QJ �1��0;Neu �2Jn'est pas dans eX = T eH� 12 (div�). La relation de convergencelimJ!1 �2J = �2:montre que la méthode donne une approximation de la densité de charge quivit sur la plaque, et cette fois, on a une convergence en norme d'énergie.8.4.2 Laplacien discret.On va ramener le problème perturbé à une méthode de Galerkin sur unespace à quatre variables scalaires. On rappelle que, pour tout �2J 2 ��J ,�J := QJ �1��0;Neu �2J = �1�J;Neu �2J



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 169est solution du problèmeTrouver �J 2 ��J tel que 8'J 2 �J ;Z�0(r� �J )r� 'J ds = �Z�0 �2J'J ds:Suivant l'écriture du problème perturbé, on introduit la variable�J := QJ �1��0;Neu �2J : (8.4.31)Revenons au système discret (perturbé); on cherche �J 2 (Y�J ) tel que, pourtout �J 2 (Y�J ):k2 < V rot� �1J ; rot�1J > +k2 < V r�QJ �1��0;Neu �2J ; rot� �1J >+ k2 < V rot� �1J ;r�QJ �1��0;Neu �2J >� < V �2J ; �2J > +k2 < V r�QJ �1��0;Neu �2J ;r�QJ �1��0;Neu �2J >=< f ;r�QJ �1��0;Neu �2J > + < rot� f ; �1J > : (8.4.32)Prenant �1J = 0,k2 < V rot� �1J ;r�QJ �1��0;Neu �2J >� < V �2J ; �2J > +k2 < V r�QJ �1��0;Neu �2J ;r�QJ �1��0;Neu �2J >=< f ;r�QJ �1��0;Neu �2J > :Posons, en remarquant que �J = QJ ��0;Neu�1 �2J , et toujours en supposantf 2 L2(�0), ��0;Neu e�J :=k2 div� 1�0V� rot� �1J+ k2 div� 1�0V�r� �J� div� 1�0f (8.4.33)et �J = QJe�J : (8.4.34)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 170On notera que e�J est bien dé�nie, car pour toute fonction g 2 L2(�0),div�(1�0g) 2 eH�1� (�0):Ainsi, e�J est solution du problèmeTrouver e�J 2 H1� tel que8' 2 H1� ;Z�0r� e�Jr� ' ds =< k2V rot� �1J ;r�' >L2(�0)+ < k2V r� �J ;r� ' >L2(�0)� < f ;r� ' >L2(�0) :et que �J = QJe�J est solution du problèmeTrouver �J 2 ��J tel que8'J 2 ��J ;Z�r� �Jr� 'J ds =< k2V rot� �1J ;r� 'J >L2(�0)+ < k2V r� �J ;r�'J >L2(�0)� < f ;r� 'J >L2(�0) :Or � < ��0;Neu e�J ; QJ �1��0;Neu �2J >=< r� e�J ;r�QJ �1��0;Neu �2J >=< r�QJe�J ;r� �1��0;Neu �2J >= � < �J ; �2J >D'où < �J ; �2J > + < V �2J ; �2J >= 0; (8.4.35)et ce sera l'équation relative à �2J . En�n, en prenant �2J = 0 dans (8.4.32),on obtient k2 rot� V� rot� �1J + k2 rot� V�r� �1J = rot� f : (8.4.36)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 171Réciproquement, une solution (�1J ; �2J ; �J ; �J )T des équations (8.4.31), (8.4.33),(8.4.36), (8.4.35) est solution de (8.4.32).On note alors Z�J := Y�J � (��J ; k:k1)2; (8.4.37)et bZ�J l'espace L2-dual correspondant. Le problème discret est équivalent auproblème:Trouver ZJ = (�1J ; �2J ; �J ; �J) dans Z�J tel que pour tout Z 0J dans Z�J ,< AJZJ ; Z 0J >L2(�0)= F(Z 0J)avec AJ :=0BB@k2T 11J 0 WJ 00 k2T 22J 0 Id0 Id ��J;Neu 0W 0J 0 W 0J ��J;Neu1CCA (8.4.38)WJ = k2 rot� V�r� (8.4.39)W 0J = k2 div� 1�0V� rot� (8.4.40)W 0J = k2 div� 1�0V�r� (8.4.41)et si Z 0J = (�1J ; �2J ; � 0J ; �0J)T ; (8.4.42)F(Z 0J ) =< rot� f ; �1J >L2(�0) � < f ;r� �0J >L2(�0) (8.4.43)Les opérateurs WJ ;W 0J et W 0J sont des opérateurs de ZJ dans son dual.On notera AJ la matrice de AJ relative à une base (pour distinguer matriceset opérateurs).8.4.3 Traitement des constantes: le système augmenté.Jusqu'alors, on travaille sur l'espaceZ�J = e�J � (��J)3



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 172qui est assez contraignant, faisant apparaître des éléments de moyennes nulles.Comme pour le cas des surfaces régulières sans bord, on modi�e le systèmepour obtenir un problème équivalent d'inconnue dansZJ = e�J � (�J)3On commence par remarquer le le problème perturbé avec changement devariables (matrice AJ) est une méthode de Galerkin pour un problème en lavariable Z 2 Z� := Y� �H1� �H1� ; Y� := eH 12 � eH� 12� :dé�ni par: LZ = Favec, pour tout Z = (�1; �2; �; �)T 2 Z�, et tout Z 0 = (�1; �2; � 0; �0)T 2 Z�,< LZ;Z 0 >:= k2 < V rot� �1; rot� �1 >L2+k2 < V r� �; rot� �1 >L2+ < V �2; �2 >L2 + < �; �2 >L2+ < �2; � 0 >L2 + < r� �;r� � 0 >L2�k2 < V rot� �1;r� �0 >L2�k2 < V r� �;r� �0 >L2 + < r� �;r� �0 >L2 (8.4.44)et le second membre est donné par< F;Z 0 >:=< rot� f ; �1 >L2 � < f ;r� �0 >L2 : (8.4.45)L est bien dé�ni sur Z tout entier, avecZ := Y �H1 �H1; Y := eH 12 � eH� 12 :On note bZ := H� 12 �H 12 � eH�1 � eH�1le L2-dual de Z. Alors on a leLemme 8.4.2Modulo un opérateur compact, L est fortement coercif, donc un opérateur de



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 173Fredholm de Z vers son L2-dual bZ; de plusZ = (�1; �2; �; �)T 2 KerL () 8>><>>: �1 = 0;�2 = 0;� 2 C� = 0et ImL = H� 12 �H 12 � eH�1 � eH�1�Preuve : Le fait que ce soit un opérateur de Fredholm vient (essentiellement)du théorème 6.3.1. En ce qui concerne le noyau, si Z = (�1; �2; �; �)T 2 KerL,en prenant pour fonction test Z 0 = (0; 0; 1; 0)T , on trouve< �2; 1 >L2= 0donc �2 2 eH� 12� . Ensuite, en prenant Z 0 = (�1; �2; � 0; �0)T tel que �2, � 0 et �0soient à moyenne nulle, on a< LZ;Z 0 >=< L eZ;Z 0 >avec eZ = Z � (0; 0;Z�0 �;Z�0 �)TEn�n, en choisissant �2 et � 0 telles que� 0 = �1��0;Neu �2ce qui est toujours possible car on a choisi �2 à moyenne nulle, on obtientLu = 0; u = rot� �1 +r� �1��0;Neu �2où L est notre opérateur intégral de départ. En conséquence, de l'injectivitéde L, �1 = �2 = 0 et � et � sont des constantes. Revenant à l'équationLZ = 0, elle se résume à< �; �2 >= 0 (8�2 2 eH� 12 );



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 174et donc � = 0. On a donc KerL = C (0; 0; 1; 0)T :En ce qui concerne l'image, elle est de codimension 1 et est clairement inclusedans H� 12 �H 12 � eH�1 � eH�1�et donc cette inclusion est une égalité. �L est donc un isomorphisme de Z=KerL sur ImL. On ramène l'opérateurà un isomorphisme entre Z � C 3 en rajoutant trois lignes et trois colonnes,gardant l'équivalence avec le problème perturbé:Lemme 8.4.3 On pose 
 = Z � C 3 , avecZ = eH 12 (�0)� eH� 12 (�0)�H1(�0)�H1(�0);et, avec les notations précédentes, pourU = (Z;�)T 2 
; Z = (�1; :::�4) � := (�2; : : : �4) 2 C 3 ;U 0 = (Z 0; �0)T 2 
; Z 0 = (�1; :::�4); �0 := (�02; : : : �04) 2 C 3 ;<MU;U 0 >:= < LZ;Z 0 >+ 4Xk=2 < �k; �0k >L2+ 4Xk=2 < �k; �k >L2 (8.4.46)Alors, modulo un opérateur compact, M est fortement coercif de 
 dans sondual b
 := bZ � C 3 ;munis du crochet de dualitépour V = (F; �) 2 b
; U = (Z;�) 2 
;< V;U >b
;
:=< F;Z > bZ + 4Xk=2 �k�k:De plus, M est un isomorphisme entre ces deux espaces.



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 175Preuve : identique à la preuve du lemme 4.3.3 en remplaçant le laplaciensurfacique par ��0;Neu. �En guise de corollaire, on a leLemme 8.4.4 Soit f 2 bX = TH� 12 (rot�;�0) \ L2(�0), etF = (rot� f ; 0; 0;div�(1�0f)) 2 bZ � = (F; 0C3 ) 2 b
:Alors la solution U = (Z;�) 2 
 de MU = � véri�e:� � 0Z = (�1; �2; �; �) 2 Z� = eH 12 � eH� 12� �H1� �H1�u = rot� �1 +r� � est solution de Lu = f dans eX :Cela signi�e (la réciproque étant aussi vraie) que résoudre Lu = f est équiva-lent à résoudreMU = F avec un second membre bien choisi et une condition(minimale) sur f .En faisant une méthode de Galerkin pour l'opérateur M, on obtient le ré-sultat cherché (élimination des constantes): on pose
J := e�J � �3J � C 3 :alorsProposition 8.4.3 Il existe J0 > 0 et une constante C0 tels que, pour J �J0, infUJ2
Jnf0g supU 0J2
Jnf0g <MUJ ; U 0J >kUJk
kU 0Jk
 � C0;M induit donc un opérateur MJ de 
J dans son dual, bijectif pour J su�-samment grand.De plus, si f 2 bX \L2(�0), et si, pour J su�samment grand, UJ est solutionde MUJ = FJ 2 b
; (8.4.47)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 176avec, pour tout U 0J = (Z 0J ; �0) 2 
, Z 0J = (�1J ; �2J ; � 0J ; �0J) 2 bZ,< FJ ; U 0J >=< rot� f ; �1J > � < f ;r� �0J >;alors, en notant UJ = (ZJ ; �J );ZJ = (�1J ; �2J ; �J ; �J);�2J ; �J ; �J sont à moyennes nulles, et�J := (�1J ; �2J ) 2 Y�Jest solution du problème perturbé discret (cf. théorème 8.4.1)eTJ�J = eFJ :Preuve : La condition inf-sup est une conséquence du fait queM est fortementcoercif, modulo un opérateur compact (voir la preuve de la proposition 4.2.3).Le lien avec le problème perturbé se lit facilement en prenant pour fonctionstests, dans un premier temps, des éléments du type (0Z ; �0) pour avoir desmoyennes nulles, puis en prenant des fonctions tests à moyennes nulles, ZJest solution de < LZJ ; Z 0J >= 0; (Z 0J 2 Z�): �La matrice BJ obtenue en représentant MJ suivant les bases d'ondelettes( �) et (e �) est la matriceAJ (représentation de AJ de la section précédente)augmentée de trois lignes et de trois colonnes: elle s'écrit par blocsBJ := �AJ YJY �J 0 �AJ est une matrice carrée de taille ]e�J�3]�J , tandis que la matrice YJ (resp.Y �J ) contient ]e�J � 3]�J lignes et trois colonnes (resp. Y �J a trois lignes et]e�J � 3]�J colonnes), dé�nie par blocs parYJ = �0e�J�3DJ �DJ := Diag((1;	); (1;	); (1;	));Y �J = �03�e�J D�J�D�J = Diag((	; 1); (	; 1); (	; 1));



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 177où l'on a posé(1;	) = (< 1;  � >L2(�0))T (matrice colonne de taille ]�J ),(	; 1) = (<  � ; 1 >L2(�0)) (matrice ligne de taille ]�J );0e�J�3 la matrice nulle à trois colonnes et ]e�J lignes, et 03�e�J sa matricetransposée. La matrice AJ est dé�nie par blocsAJ :=0BB@A11 0 A13 00 A22 0 A240 A32 A33 0A41 0 A43 A441CCAavec A11;(� 0;�) := k2 < V rot� e � ; rot� e � 0 >L2(�0)A22;(� 0;�) :=< V  � ;  � 0 >L2(�0)A33;(� 0;�) = A44;(� 0;�) :=< r�  � ;r�  � 0 >L2(�0)A24;(� 0;�) = A32;(� 0;�) :=<  � ;  � 0 >L2(�0)A41;(� 0;�) := �k2 < V rot� e � ;r� � 0 >L2(�0)A43;(� 0;�) := �k2 < V r�  � ;r�  � 0 >L2(�0) :8.5 Estimations d'erreurs pour la méthode perturbée.On est dans ce paragraphe au c÷ur de la méthode présentée ici, à savoirla résolution des équations intégrales pour le problème de Maxwell par desméthodes utilisant des ondelettes.On a déjà exhibé cette méthode pour le cas des surfaces fermées régulières.La structure générale de ce paragraphe va suivre celle du paragraphe 5.3.1,et on va montrer que, dans les estimations �nales du moins, les di�érencesapparaissant entre le cas de la section 5.3.1 et le cas (ici) des plaques ouvertesne proviennent en dé�nitive que de la nature du problème, c'est-à-dire, enréalité, que de la géométrie de la surface métallique.En e�et, dans le cas des surfaces régulières fermées, on sait que la solutionde l'équation intégrale a �autant� de régularité que le second membre (ondeincidente). Dans le cas des plaques ouvertes, des singularités apparaissent dufait de la géométrie du problème (cf. [12]); les estimations a priori étant liées à



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 178la régularité de la solution, on ne peut pas espérer mieux qu'une convergence(ici) en O(h 12�"), où h est le pas de subdivision pour, disons, une méthodede discrétisation, cf. [46]. Et c'est précisément ce que l'on obtiendra.En ce sens, on aura in �ne des taux de convergence optimaux.En ce qui concerne la mise en ÷uvre, dans notre cas des plaques ouvertes,les di�érences (avec la section 5.3.1) sont résumées en deux points:� la nature des espaces, et le comportement des opérateurs. Ces deuxnotions sont intimement liées, encore une fois, à la nature de la surface.Pour le comportement des opérateurs, on retrouve (essentiellement) lecomportement de l'opérateur de simple couche, et les remarques faitesplus haut. En ce qui concerne les espaces, on retrouve évidemment,dans le cas discret, deux familles d'ondelettes liées aux deux famillesd'espaces de Sobolev sous-jacents (avec ou sans condition au bord).Dans les coe�cients de la matrice, on trouvera des éléments faisantintervenir ces deux types d'ondelettes, et des précautions seront demises pour exhiber une (bonne) décroissance de ces éléments (lorsquele niveau de résolution monte).� Le seuillage. On comprend bien, avec les espaces en jeu, que l'on doiveprendre des précautions lorsque l'on manipule des objets (ou fonctions)�proches� du bord, puisque c'est là que les choses se passent, en quelquesorte. Le seuillage choisi exprime très bien ce phénomène: dans la ma-trice à compresser, on regarde di�éremment les éléments contenant desondelettes proches du bord (quelle que soit la condition au bord) etles éléments ne contenant que des ondelettes �loins� du bord. Pour cesdernières, on applique la stratégie de troncature vue dans la section5.3.1 (rien n'est �di�érent� loin du bord...). En revanche, les autreséléments doivent être traités autrement (voire même pas du tout: onles garde) et on applique une stratégie de troncature �spéci�que�...Dé�nition 8.5.1 On introduit les familles d'espaces, pour tout s réel,bXs := THs(rot�;�0):= ff 2 Hs(�0)3j rot� f 2 Hs(�0); (f ;n)R3 = 0g (8.5.1)et eXs := gTHs(div�;�0):= fu 2 eHs(�0)3j div� u 2 eHs(�0); (u;n)R3 = 0g (8.5.2)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 179Suivant la preuve du théorème 7.2.3, on observera quebX�s = ff j�0; f 2 H�s(�)3; rot� f 2 H�s(�); (f ;n)R3 = 0g; �1 � s � 0;avec des normes équivalentes. En particulier, eX� 12 = eX , et bX� 12 = bX . Onrappelle que la résolution de l'équation intégraleLu = fest équivalente à la résolution de l'équationLZ = Foù Z = (�1; �2; �; �) 2 
 = eH 12 � eH� 12 �H1� �H1avec la condition f 2 L2(�0), L est donné par (8.4.44) et le second membreF est donné par (8.4.45). La solution u de l'équation intégrale initiale estdonnée par u = rot� �1 +r� �:Le théorème 6.3.1 sur la régularité du potentiel de simple couche permet unrésultat de régularité sur la solution u de l'équation intégrale:Proposition 8.5.1 Soit f 2 bX0 = TH0(rot�;�0), alors la solution u del'équation intégrale Lu = f est dans eX�" pour tout " 2]0; 12 ], c'est à direu 2 eH�"(�0); div� u 2 eH�"(�0); 0 < " � 12 :Preuve : on pose, pour 0 < " � 12
" := eH1�" � eH�" �H1� �H1b
" := H�" �H1�" � eH�1 � eH�1�regarde l'opérateur L comme opérateur de 
" dans b
". Du théorème 6.3.1,et de la forme de l'opérateur L (voir la proposition 5.4.3), L est un opérateurde Fredholm de 
" vers b
", injectif, car il l'est pour " = 12 , c'est donc unisomorphisme. On en déduit �2 = div� u 2 eH�", et rot� �1 2 eH�", et commer� � 2 L2 � eH�", on a �nalement u 2 eX�". �



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 180On rappelle en�n que la méthode perturbée (si on impose f 2 L2) est �-nalement une méthode de Galerkin sur l'opérateur L. Comme pour le casdes surfaces régulières, cf. théorème 5.3.1, on utilise le théorème 8.4.1 et lecorollaire 8.4.1 pour trouver les estimations a priori optimales. Pour énoncerle théorème analogue au théorème 5.3.1, on aura besoin duLemme 8.5.1 Avec les notations du théorème 8.4.1, il existe une constanteC telle que, pour tout J > 0,"J := k(1�QJ) �1��0;Neu kH1� eH� 12� � C2�J2 :Preuve : de la régularité de l'opérateur ��0;Neu�1, cf. proposition 6.2.2, si onse donne �2 2 eH� 12� et si on pose p = ��0;Neu�1 �2, il nous su�t de montrerk(1 �QJ)pkH1� . 2�J2 kpkH 32� :Pour tout q 2 H1� , k(1�QJ)qkH1� . kqkH1�et, en reprenant le projecteur orthogonal ��J deH1� dans ��J , on a (1�QJ)(1���J) = (1�QJ), et donck(1�QJ)pkH1� . k(1� ��J)pkH1�et on conclut grâce à l'inégalité directe. �Théorème 8.5.1 Avec les notations du théorème 8.4.1, soitf 2 bX0 = TH(rot�;�0) � bX = TH� 12 (rot�;�0);et soit u 2 eX = eX� 12 la solution de l'équation intégraleLu = f :Soit, pour J su�samment grand, �J = (�1J ; �2J) la solution du problème per-turbé (cf. théorème 8.4.1) eTJ�J = eFJ :



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 181On pose u = u1 + u2; ui 2 eX i;eu1J := rot� �1Jeu2J := r�QJ �1��0;Neu �2JeuJ := u1J + u2J :Alors il existe deux constantes C et J0 telles que, pour tout J � J0 et tout" 2]0; 12], ku1 � eu1Jk eX � C2�( 12�")J (kfk bX0 + kuk eX�"); (8.5.3)kdiv� u� �2Jk� 12 � C2�( 12�")J (kfk bX0 + kuk eX�"); (8.5.4)ku2 � eu2JkL2(�) � C2�(1�")J(kfk bX0 + kuk eX�"); (8.5.5)avec kfk bX0 := kfkL2(�0) + k rot� fkL2(�0);kuk eX�" := kuk eH�" + kdiv� uk eH�":Preuve : on utilise les décompositions de Hodge pour écrireu1 = rot� �1; u2 = r� �1��0;Neu �2f1 = r� b�2 f2 = rot� �1��0;Dir b�1f = f1 + f2:D'après le corollaire 8.4.1 et le théorème 8.4.1, on a les estimationsku1 � eu1Jk eX. k(1 ��0J)b�1kH�12 + k(1 � ��J)b�2kH 12�+ k(1��0J)�1k eH 12 + k(1� ��J)�2k eH� 12�+ "J(kfk bX + kfkL2) (8.5.6)et kdiv� u� �2Jk� 12. k(1 ��0J)b�1kH�12 + k(1� ��J)b�2kH 12�+ "J(kfk bX + kfkL2): (8.5.7)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 182Grâce au lemme précédent et aux inégalités directes, sachant que la solutionu 2 eX�", on obtient les deux estimationsku1 � eu1Jk eX � C2�( 12�")J (kfk bX0 + kuk eX�");kdiv� u� �2Jk� 12 � C2�( 12�")J (kfk bX0 + kuk eX�"):Il reste à prouver l'estimation relative à u2:ku2 � eu2JkL2 � kr� �1��0;Neu(1 � ��J)�2kL2+ kr�QJ �1��0;Neu(��J�2 � �2J )kL2. k(1 � ��J)�2k eH�1+ "Jk��J�2 � �2Jk eH�12 ;. k(1 � ��J)�2k eH�1+ 2�J2 k(1� ��J)�2k eH� 12+ 2�J2 k�2 � �2Jk eH�12Puis, de l'inégalité directe, et des estimations précédentes,ku2 � eu2JkL2 . 2�(1�")J (kfk bX0 + kuk eX�");ce qui achève la preuve. �8.6 Préconditionnement.On introduit deux familles de matrices diagonalesDs := Diag(2sj� j)�2��0jeDs := Diag(2sj� j)�2e��0j :où j� j désigne le niveau de résolution associé à � (� 2 r�0j� j). Pour tout réel son notera D s := Diag( eDs+1;Ds;D1;D1; I3)bD s := Diag( eDs;Ds+1;D�1;D�1; I3)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 183de dimensions égales à ]e�J + 3]�J + 3, I3 désignant la matrice unité dedimension 3.On rappelle que l'on considère une méthode de Galerkin pour le problèmeMU = F; M : 
! b
avec pour inconnueU = (�1; �2; �; �; �)T2 
 := eH 12 � eH� 12 �H1 �H1 � C 3 :et pour second membreF = (rot� f ; 0; 0;div�(1�0f); 0C3 )Tc'est-à-dire, au niveau discret, on pose
J := e�J � (�J)3 � C 3et on cherche UJ 2 
J tel que, pour tout VJ 2 
J ,<MUJ ; VJ >=< F; VJ > : (8.6.1)On a montré que cette dernière équation admet une solution unique UJ ,pourvu que J soit su�samment grand. En outre, on a aussi prouvé que, sil'on pose euJ := rot� �1J +r� �Jalors �J := (�1J ; �2J) est la solution du problème perturbéeTJ�J = eFJet si u est solution de l'équation intégrale de départ, avec la décompositionu1 := rot� �1u2 := r� �1��0;Neu �2u = u1 + u2;



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 184et si le second membre f 2 bX0 = TH0(rot�), alors on a les estimations (cf.théorème 8.5.1) k�1 � �1Jk eH 12 . 2�( 12�")J (kuk eX�" + kfk bX0);k�2 � �2Jk eH�12 . 2�( 12�")J (kuk eX�" + kfk bX0);ku2 �r� �JkL2 . 2�(1�")J (kuk eX�" + kfk bX0);où 0 < " � 12 est arbitraire.On ramène l'opérateur M à un opérateur de `2 dans lui-même à l'aide ànouveau de l'équivalence des normes suivant la base d'ondelettes: on résoutl'équation en UJ au niveau discret8VJ 2 
J <MJUJ ; VJ >=< FJ ; VJ > (8.6.2)en décomposant les composantes (par blocs) de tout élément VJ 2 
J suivantles bases ( e � ) de e�J et ( � ) de �J :VJ =  X� 0 �d1� 0 e � 0;d2� 0 � 0;d3� 0 � 0;d4� 0 � 0� ; �0!Tet on pose d := (dk)1�k�4; ed := (d; �0):vecteur colonne de longueur ]f�J + 3]�J (resp. ]f�J + 3]�J + 3. On fait demême pour la solution UJ :UJ =  X� 0 �(c1� e � ; c2� � ; c3� � ; c4� �� ; �!Tc := (ck)1�k�4ec := (c; �):Le système discret (8.6.2) devient< BJec; ed >=< FJ ; ed >



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 185avec F := ((F1; 0; 0;F4); 0C3 )(F1)� 0 =< rot� f ; e � 0 >;(F4)� 0 = � < f ;r�  � 0 > :et pour matrice BJ la matrice déja vue précédemment:BJ := �AJ YJY �J 0 �AJ :=0BB@A11 0 A13 00 A22 0 A240 A32 A33 0A41 0 A43 A441CCAA11;(� 0;�) := k2 < V rot� e � ; rot� e � 0 >L2A22;(� 0;�) :=< V  � ;  � 0 >L2A33;(� 0;�) = A44;(� 0;�) :=< r�  � ;r�  � 0 >L2A24;(� 0;�) = A32;(� 0;�) :=<  � ;  0� >L2A13;(� 0;�) := k2 < V r�  � ; rot� e � 0 >L2A41;(� 0;�) := �k2 < V rot� e � ;r�  � 0 >L2A43;(� 0;�) := �k2 < V r�  � ;r�  � 0 >L2 :La matrice eBJ préconditionnée relative à BJ est dé�nie pareBJ := bD� 12BJD�1� 12 ; (8.6.3)on obtient un opérateur eBJ : l2! l2 de conditionnement borné, cf.[17]. Plusexplicitement:eBJ =  eAJ eYJeY �J 0 ! (8.6.4)aveceAJ = 0BBB@eD� 12A11 eD� 12 0 eD� 12A13D�1 00 D 12A22D 12 0 D 12A24D�10 D�1A32D 12 �D�1A33D�1 0D�1A41 eD� 12 0 D�1A43D�1 �D�1A44D�11CCCA (8.6.5)On notera (encore) ZJ la solution de AZJ = FJ , avec ZJ = (�1J ; �2J ; �J ; �J).



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 1868.7 Seuillage.On introduit une stratégie de troncature en dé�nissant une matrice ditecompressée BcJ par blocs par:BcJ = �AcJ YJY �J 0 � (8.7.1)avec AcJ := 0BB@Ac11 0 Ac13 00 Ac22 0 A240 A32 A33 0Ac41 0 Ac43 A441CCA (8.7.2)La matrice BcJ sera déduite de la matrice BJ en posant à zéro les coe�cientstrop petits a priori. On remarquera que l'on ne modi�e que la matrice AJdans BJ , et que les matricesM relatives aux opérateurs d'ordre �1 dans AJ .Notations:On notera r�0;+j := f� 2 r�0j j  � j@�0 = 0g: (8.7.3)Cet ensemble est à distinguer de l'ensemble er�0;+j vu précédemment.On notera également r�0;�j := r�0j nr�0;+jer�0;�j := er�0j ner�0;+jPour j �xé, on a les estimation des cardinaux (voir le lemme 8.2.3):]r�0;�j = O(2j)]er�0;�j = O(2j)Le seuillage est dé�ni par la donnée de deux matrices de seuil "jj0 et "�jj0:"jj0 := Kmaxf2�j ; 2�j0 ; 2aJ�b(j+j0)g (8.7.4)"�jj0 := Kmaxf2�j ; 2�j0 ; 2aJ�bj�b�j0)g (8.7.5)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 187où les paramètres a; b; b� > 0; K > 1 seront déterminés dans la suite.La compression est dé�nie comme suit:� Pour la matrice A22, relative à l'opérateur d'orde �1, on pose��;� 0 := d(Supp � ;Supp � 0)alors Ac22;(�;� 0) :=0 si ��;� 0 � "jj0A22;(�;� 0) sinon:� Pour la matrice A43, en posant��;� 0 := d(Supp � ;Supp � 0)Ac43;(�;� 0) :=0 si (��;� 0 � "jj0) et �� 2 r�0;+j� j et � 0 2 r�0;+� 0 �0 si ���;� 0 � "�jj0� et �� 2 r�0;+j� j et � 0 2 r�0;�� 0 �0 si ���;� 0 � "�j0j� et �� 2 r�0;�j� j et � 0 2 r�0;+� 0 �A43;(�;� 0) sinon:Cette dé�nition se distingue des cas des surfaces fermées. Ellemérite quelques commentaires: le principe est toujours le même maisici, on a a�aire à un problème singulier: les coe�cients s'écrivent< V r�  � ;r�  � 0 >L2;pour des éléments nuls sur le bord de �0, on peut faire une intégrationpar parties et utiliser les propriétés des moments nuls pour les onde-lettes. Par contre, pour les éléments non nuls sur le bord, l'intégrationpar parties donne un élément de bord qui n'a pas d'estimation ana-logue à celle relative aux moments nuls (ou une estimation beaucoupplus faible, comme on le verra).En revanche, le fait que le nombre d'éléments de bord soit (relativementau nombre d'inconnues) petit, ainsi que la condition de compression(matrice "jj0) vont rendre à ces restrictions un rôle mineur: en réalité,



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 188pour parler trivialement, tout va se passer comme si elles n'existaientpas.On attire l'attention sur la dé�nition du seuillage, et en particulier surla place de la matrice "�jj0 ainsi que sur ses indices (jj 0 ou j 0j).Pour les autres matrices, la compression se fait de la même manière.� Pour la matrice A13, en posant��;� 0 := d(Supp e � ;Supp � 0)Ac13;(�;� 0) :=0 si (��;� 0 � "jj0) et �� 2 er�0;+j� j et � 0 2 r�0;+� 0 �0 si ���;� 0 � "�jj0� et �� 2 er�0;+j� j et � 0 2 r�0;�� 0 �0 si ���;� 0 � "�j0j� et �� 2 er�0;�j� j et � 0 2 r�0;+� 0 �A13;(�;� 0) sinon:� Pour la matrice A41, en posant��;� 0 := d(Supp � ;Supp e � 0)Ac41;(�;� 0) :=0 si (��;� 0 � "jj0) et �� 2 r�0;+j� j et � 0 2 er�0;+� 0 �0 si ���;� 0 � "�jj0� et �� 2 r�0;+j� j et � 0 2 er�0;�� 0 �0 si ���;� 0 � "�j0j� et �� 2 r�0;�j� j et � 0 2 er�0;+� 0 �A41;(�;� 0) sinon:� Pour la matrice A11, en posant��;� 0 := d(Supp e � ;Supp e � 0)Ac11;(�;� 0) :=0 si (��;� 0 � "jj0) et �� 2 er�0;+j� j et � 0 2 er�0;+� 0 �0 si ���;� 0 � "�jj0� et �� 2 er�0;+j� j et � 0 2 er�0;�� 0 �0 si ���;� 0 � "�j0j� et �� 2 er�0;�j� j et � 0 2 er�0;+� 0 �A11;(�;� 0) sinon:



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 189On remarquera que dans tous les cas, on garde les ondelettes qui sont �proches�du bord, lorsqu'elles sont en �dualité� avec des ondelettes proches du bord.Cela rejoint le phénomène classique de l'analyse par ondelettes: elles �reconnaissent�les singularités (ici au bord de �0).Tout d'abord on choisit la matrice de seuillage de sorte que l'on ait un nombreO(J�22J ) d'éléments non nuls dans la matrice compressée. Ensuite, on mon-trera que cette matrice compressée a le même conditionnement que la matriceinitiale, et en�n on estimera l'erreur en norme d'énergie qu'introduit la com-pression.Lemme 8.7.1 En faisant le choix des paramètres a; b; b�;K suivantK > 1; 0 < a � 1 (8.7.6)2b = a+ 1 (8.7.7)b� = 12 + a� b = b� 12 (8.7.8)le nombre d'éléments non nuls de la matrice Ac est en O(J222J).Preuve : C'est presque la même que pour la preuve du lemme 5.4.1. On ferala preuve pour A43: les éléments A43;�;� 0 que l'on garde véri�ent l'une desquatre propriétés suivantes:� 2 r�0;�j� j et � 0 2 r�0;�j� 0j :� 2 r�0;�j� j et � 0 2 r�0;+j� 0j et ��;� 0 � "�j0j:� 2 r�0;+j� j et � 0 2 r�0;�j� 0j et ��;� 0 � "�jj0:� 2 r�0;+j� j et � 0 2 r�0;+j� 0j et ��;� 0 � "jj0:Pour la première condition, comme ]r�0;�j est enO(2j), elle donne un nombred'éléments non nuls majoré parC Xj;j0�J 2j+j0 � C22JPour la deuxième condition, sur chaque ligne � 2 r�0;�j , pour j 0 donné, leséléments � 0 2 r�0;+jj0j véri�ant ��;� 0 � "�j0j sont en nombre majoré parC22j0("�j0j)2



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 190donc, en remarquant que le cardinal de r�0;�j est en O(2j), les élémentsvéri�ant la deuxième condition sont en nombre majoré par (à une constantemultiplicative près)Xj;j0�J 2j22j0("�j0j)2 . J22J +K222aJXj�J 2(1�2b�)jXj0�J 22(1�b)j0. J22J +K2J222J(a+(1�b)++ 12 (1�2b�)+)La condition du nombre d'éléments en O(J222J) imposea+ (1� b)+ + 12(1� 2b�)+ � 1condition réalisée par le choix des paramètres fait.Pour la troisième condition, on retrouve la condition précédente en raisonnantsur les colonnes.En�n, pour la dernière condition, on rejoint le cas traité pour les surfacesfermées, où l'on a la conditiona+ 2(1 � b)+ � 1qui est à nouveau réalisée pour le choix des paramètres fait.On fait le même raisonnement sur les autres éléments de matrices. �Dans toute la suite, on suppose les choix (8.7.6),(8.7.7),(8.7.8) faits.8.8 Stabilité, estimation d'erreur, convergence.En ce qui concerne la stabilité de la méthode, elle demande une attentioncompte tenu du fait que l'on a deux types d'ondelettes qui interviennent.8.8.1 Les estimations par blocs.On aura besoin d'une estimation assez simple des coe�cients faisant in-tervenir des ondelettes proches du bord:



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 191Lemme 8.8.1 Soit v 2 L2(�0)3 telle que v � �i 2 C0(T ) pour tout i =1; : : : N . Pour tout entier j � 0, si� 2 r�0;�j ; e� 2 er�0;�jet si D est l'un des opérateurs r�; rot�, alorsj < v;D � >L2(�0) j . kvkPW1(�0)j < v;De e� >L2(�0) j . kvkPW1(�0)avec kvkPW1(�0) = supi supx2T jv � �i(x)j:Preuve : on écrit simplement, à l'aide des équivalences de normesj < v;D � >L2(�0) j+ j < v;De e� >L2(�0) j. kvkL2(�0\(Supp �[Supp e e� ))(kD �kL2(�0) + kDe e�kL2(�0)). kvkL2(�0\(Supp �[Supp e e� ))(k �kH1(�0) + k e e�k eH1(�0)). 2jkvkL2(�0\(Supp �[Supp e e� ))Comme Supp � et Supp e e� ont des diamètres en O(2�j), en se ramenant àl'élément de référence T ,kvkL2(�0\(Supp �[Supp e e� )) . 2�jkvkPW1;d'où le résultat. �On est à présent prêt pour énoncer une proposition analogue à la proposition5.4.1 du cas des surfaces fermées.Proposition 8.8.1On se �xe un paramètre 0 < � < 12 : (8.8.1)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 192� Si M est l'un des blocs A11; A13; A41; A43 correspondant à un opérateurd'ordre r = +1, et si k; k0 sont deux réels véri�antk; k0 <� d2 + (b+ �)2 (d + r)+ 12 minfb�(d+ r);�d� 2 + (b+ �)(d + 1 + r)g (8.8.2)alors il existe une constante C indépendante de J telle quekD�k(M �M c)D�k0k0 0� C2(�k�k0+r)J (K�(r+2d+2)+K�(d+r)2�( 12��)J(d+r) +K�(d+1+r)2�( 12��)J(d+r+1)): (8.8.3)� Si M est le bloc A22 correspondant à l'opérateur d'ordre r = �1, et sik; k0 sont deux réels véri�antk; k0 < �d� 1 + b(2d + 2 + r) (8.8.4)alors il existe une constante C indépendante de J telle quekD�k(M �M c)D�k0k0 0 � CK�(r+2d+2)2(�k�k0+r)J : (8.8.5)Preuve :� Pour l'estimation concernant le bloc A22, on renvoie à la preuve de laproposition 5.4.1.� Pour la première assertion, on fera la preuve pour le bloc M = (m�;� 0) =A43 � Ac43; les autres blocs ayant une analyse rigoureusement similaire. Cebloc est relatif à un opérateur d'ordre r = +1 et ses coe�cients s'écriventZ�0 G(x;y)r� � (x)r� � 0(y) ds(x) ds(y);où G est le noyau de GreenG(x;y) = eikjx�yj4�jx� yj :



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 193On utilise le lemme de Schur avec les coe�cients x� = 2j� j pour estimerkDkMDk0k0 0, c'est-à-dire qu'il faut estimer, en posant j = j� j, le niveau derésolution associé à �sup� Xj0 X� 02r�0j0 2�j(k+)2�j0(k0�)jm�;� 0jet la même chose sur les colonnes. De la symétrie de la matrice, il nous su�tde faire le travail sur les lignes. On poseraE(� ) :=Xj0 X� 02r�0j0 2�j(k+)2�j0(k0�)jm�;� 0jOn traite les deux cas � 2 r�0;+j et � 2 r�0;�j séparément.Premier cas:� 2 r�0;+j .Les éléments m�� 0 6= 0 du fait de la compression véri�ent l'une des deuxconditions � 0 2 r�0;+j0 ; ��;� 0 � "jj0� 0 2 r�0;�j0 ; ��;� 0 � "�jj0On pose doncE1(� ) :=Xj0 X� 02r�0;+j0 ;��� 0�"jj0 2�j(k+)2�j0(k0�)jm�;� 0jE2(� ) :=Xj0 X� 02r�0;�j0 ;��� 0�"�jj0 2�j(k+)2�j0(k0�)jm�;� 0jde sorte que E(� ) = E1(� ) + E2(� ):�� Estimation pour E1(� ).Après intégration par parties, on a, pour tout � 0 2 r�0;+j0 ,m�;� 0 = Z�0H(x;y) �(x) � 0(y)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 194avec jD�xD�0y H(x;y)j . jx� yj�(2+r+j�j+j�0j): (r = +1)Du corollaire 8.2.2, (moments nuls)jm�;� 0j . 2�(d+2)j2�(d+2)j0��(2d+4+r)�;� 0On en déduit E1(� ) .Xj0�J 2�j(k++d+2)2�j0(k0+d�)� 2�2j0 X� 0;��;� 0�"jj0 ��(2d+4+r)�;� 0Or, 2�2j0 X� 0;��;� 0�"jj0 ��(2d+4+r)�;� 0 . Zx2R2;jxj�"jj0 jxj�(2d+4+r)dx. "�(2d+2+r)jj0 :D'où E1(� ) .Xj0�J 2�j(k++d+2)2�j0(k0+d�)"�(2d+2+r)jj0puis, en majorant "�1jj0 par K�12�aJ2b(j+j0):E(� ) .K�(2+2d+r)2�aJ(2d+2+r)2�j(k++d+2�b(2d+2+r))�Xj0�J 2�j0(k0+d��b(2d+2+r)):On supposek0 + d� b(2d + 2 + r) <  < �k � d � 2 + b(2d + 2 + r) (8.8.6)Alors E1(� ) .K�(2+2d+r)2�aJ(2d+2+r)2�J(k++d+2�b(2d+2+r))2�J(k0+d��b(2d+2+r))



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 195c'est à dire, comme 2b� a = 1,E1(� ) . K�(2+d+r)2�J(k+k0�r):�� Estimation de E2(� ).Après intégration par parties, pour � 0 2 r�0;+j0 ,m�;� 0 = Z�0 H(x;y) �(x)r�  � 0(y) ds(x) ds(y);où H véri�ejD�xD�yH(x;y)j . jx� yj�(1+r+j�j+j�0j) (r = +1)On utilise l'estimation au bord pour la partie avec r�  � 0 (lemme 8.8.1) et lapropriété des moments nuls (corollaire 8.2.2 ) pour l'autre partie: on obtientjm�;� 0j . 2�j(d+2)��(d+2+r)�;� 0 :d'où E2(� ) . 2�j(k+2+d+)�Xj0�J 2�j0(k0�) X� 02r�0;�j0 ;��;� 0�"�jj0 ��(d+2+r)�;� 0Or, cf. [22]2�j0 X� 02r�0;�j0 ;��;� 0�"�jj0 ��(d+2+r)�;� 0 � C Zx2@�0;jx�P0j�"�jj0 jx� P0j�(d+2+r) dl(x)� C("�jj0)�(d+1+r) (8.8.7)où P0 est un point quelconque du support de  � , et C une constante qui nedépend que de la géométrie de la surface, et du caractère local des ondelettes.En e�et, on peut découper le bord de �0 en morceaux @k de longueur c2�j0 ,le nombre d'ondelettes  � 0 dont le support rencontre un de ces morceauxest uniformément borné, et, en choisissant un point quelconque P0 dans lesupport de  � , comme "�jj0 � max(2�j0 ; 2�j), et comme ��;� 0 � "�jj0,��(d+2+r)�;� 0 � Cjx� P0j�(d+2+r)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 196pour tout x 2 @k et tout � 0 tel que le support de  � 0 rencontre @k, C étantune constante qui ne dépend pas de P0. On intègre le long du chemin @k et onsomme sur les � 0 tels que  � 0 rencontre @k (en nombre uniformément borné).Ensuite on somme les intégrales curvilignes pour obtenir (8.8.7).On en déduitE2(� ) . 2�j(k+d+2+)Xj0�J 2�j0(k��1)("�jj0)�(d+1+r):En majorant ("�jj0)�1 par K�12�aJ2bj2b�j0,E2(� ) . K�(d+1+r)2�aJ(d+1+r)2�j(k+d+2+�b(d+1+r))�Xj0�J 2�j0(k0��1�b�(d+1+r)):Comme � > 0, on peut encore écrireE2(� ) . K�(d+1+r)2�aJ(d+1+r)� 2�j(k+d+2+�(b+�)(d+1+r))�Xj0�J 2�j0(k0��1�b�(d+1+r)):On suppose quek0 � 1� b�(d+ 1 + r) <  < �k � d� 2 + (b+ �)(d + 1 + r): (8.8.8)Alors E2(� ) . K�(d+1+r)2�aJ(d+1+r)� 2�J(k+d+2+�(b+�)(d+1+r))2�J(k0��1�b�(d+1+r));. K�(d+1+r)2(b+b��a)J(d+1+r)2�J(d+1+r)� 2�J(k+k0+d+1):Comme b+ b� � a = 12 = 1 � 12,E2(� ) . K�(d+1+r)2�( 12��)J(d+1+r)� 2J(d+1+r)2�J(k+k0+d+1);. K�(d+1+r)2�( 12��)J(d+1+r)2�J(k+k0�r):



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 197En conclusion, pour le cas � 2 r�0;+j , si  véri�e les deux conditions (8.8.6)et (8.8.8), alorsE(� ) . 2�J(k+k0�r)(K�(2d+2+r) +K�(d+1+r)2�J( 12��)):Deuxième cas: � 2 r�0;�j .Les coe�cients de M non nuls par seuillage s'ecriventm�;� 0 = Z�0 G(x;y)r� � (x)r�  � 0(y) ds(x) ds(y);avec � 0 2 r�0;+j0 , et ��;� 0 � "�j0j . On est dans un cas similaire au cas de E2(� )vu précédemment: on intègre par parties suivant la variable y, on utilise lapropriété des moments nuls pour l'ondelette  � 0 et une estimation directepour l'autre; on obtientE(� ) . 2�j(k+)�Xj0�J 2�j0(k0+d�)2�2j0 X� 02r�0;�j0 ;��;� 0�"�j0 j ��(d+2+r)�;� 0De la même manière que dans l'estimation de E1(� ) dans le cas précédent,comme r = +12�2j0 X� 02r�0;�j0 ;��;� 0�"�j0 j ��(d+2+r)�;� 0 . ("�j0j)�(d+r):La propriété r = +1 est fondamentale ici.On en déduit E(� ) . 2�j(k+)�Xj0�J 2�j0(k0+d�)("�j0j)�(d+r)On majore ("�j0j)�1 par K�12�aJ2b�J2bj0 pour obtenirE(� ) . K�(d+r)2�aJ(d+r)2�j(k+�b�(d+r))�Xj0�J 2�j0(k0+d��b(d+r))



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 198On fait intervenir le paramètre � en écrivant (� > 0)E(� ) . K�(d+r)2�aJ(d+r)2�j(k+�b�(d+r))�Xj0�J 2�j0(k0+d��(b+�)(d+r)):On impose la conditionk0 + d � (b+ �)(d + r) <  < �k + b�(d+ r); (8.8.9)pour obtenirE(� ) . K�(d+r)2�aJ(d+r)2�J(k+�b�(d+r))� 2�J(k0+d��(b+�)(d+r));. K�(d+r)2(b+b��a)J(d+r)2�J(d+r)2�(k+k0+d)J :Avec la relation b+ b� � a = 12 = 1� 12, on trouve �nalementE(� ) . K�(d+r)2�( 12��)J(d+r)2�(k+k0�r)J :Dans les deux cas � 2 r�0;�j , on a montré �nalementE(� ) .2�(k+k0�r)J(K�(2d+2+r)+K�(d+1+r)2�( 12��)J(d+r+1)+K�(d+r)2�( 12��)J(d+r)):Reste que l'on a supposé (8.8.6), (8.8.8), (8.8.9) pour la majoration deE(� ), et ces trois inégalités sont équivalentes à la condition (pour l'existencede ):k0 + d� (b+ �)(d+ r) < �k +minfb�(d+ r); �(d+ 2) + (b+ �)(d + 1 + r)gComme on fait aussi le même travail sur les colonnes, la condition de l'exis-tence de , qui doit être le même pour les lignes et les colonnes devientk; k0 <� d2 + (b+ �)2 (d+ r)+ 12 minfb�(d+ r); �(d+ 2) + (b+ �)(d + 1 + r)g:



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 199pour que l'on ait �nalementkD�kMD�k0k0 0 .2�J(k+k0�r)(K�(2d+2+r)+K�(d+1+r)2�( 12��)J(d+r+1)+K�(d+r)2�( 12��)J(d+r)):Les estimations relatives aux autres opérateurs d'ordre +1 se montrent de lamême manière. �Quelques remarques: dans cette proposition, on traite de la mêmemanièreles ondelettes proches du bord avec ou sans conditions au bord. C'est-à-dire,pour les coe�cients du type< G rot� e � ; rot� e � 0 >par exemple, avec � 2 r�0;+j , et � 0 2 r�0;�j0 on ne fait pas deux intégrationspar parties, mais une seule (celle attachée à e � ). Bien que l'on puisse le faire,donnant des contraintes plus fortes sur les paramètres k et k0, et in �ne desconditions plus fortes sur les paramètres a et �, le gain réside essentielle-ment en deux point: d'abord, on a des facteurs plus petits devant 2�J(k+k0�r)(en dehors du terme K�(2d+2+r)), mais du type 2�J( 12��), ce qui n'apportepas grand chose, puisque le terme dominant reste K�(2d+2+r). Ensuite, onévite d'utiliser la condition r = +1 comme sine qua non, c'est-à-dire que l'onpourrait prendre r = �1 pour ces types de majorations dans le cas où l'ontraite des ondelettes avec condition nulle au bord. Là encore, cela sembleinconsistant dans le cas qui nous intéresse (où on a toujours r = +1), et pourchercher des exemples où cela pourrait être utile, il faut partir avec un noyaurelatif à un opérateur d'ordre �3 ...8.8.2 Stabilité, taux de convergence.Comme pour la proposition 5.4.3 et son corollaire, l'opérateur continu L ades propriétés de régularité limitées par celles du potentiel de simple couche:L induit un opérateur de Fredholm deeH 12+s � eH� 12+s �H1� �H1



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 200dans H� 12+s �H 12+s � eH�1 � eH�1�pourvu que 0 � s < 12 :On en déduitProposition 8.8.2 Pour 12 � " > 0, et pour J su�samment grand,bD�"BJD�1�"est inversible et bien conditionnée.Pour la stabilité de la méthode compressée, on doit estimerkbD� 12 (BJ �BcJ )D�1� 12 k0 0et pour les taux de convergence, on doit estimerkbD�"(BJ �BcJ)D�1�"k0 0ce qui donne les valeurs maximales �k pour k; k0:�k = 1 pour les opérateurs d'ordre +1;�k = 0 pour l'opérateur d'ordre �1:En dé�nitive, on a les conditions� pour les opérateurs d'ordre +1:2 < minf�d+ (b+ b� + �)(d + 1);�2d � 2 + (b+ �)(2d + 3)g;� et pour l'opérateur d'ordre �1:0 < �d � 2 + b(2d+ 3):



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 201ce qui donne les conditionsmaxf2d + 12d + 3 ; d+ 22d + 2 � �; 2d + 52d + 3 � 2�g < a � 1 (8.8.10)et 12d + 3 < � < 12 : (8.8.11)Pour le cas qui nous intéresse d = 1, on obtient les conditions1 � a > 35 + 2(25 � �) si 15 < � � 25 ;1 � a > 35 si 25 � � < 12 :On a donc, �nalement, les taux de convergence optimaux suivant:Théorème 8.8.1 Si les conditions 8.8.10 et 8.8.11 sont véri�ées, et siZcJ = (�1;cJ ; �2;cJ ; �cJ ; �cJ )Test solution du problème compressé (pour J su�samment grand)BcJZcJ = FJOn pose eu1;cJ = rot� �1;cJ ; eu2;cJ = r� �cJet u = u1 + u2; ui 2 eX i;la solution de l'équation intégrale initiale Lu = f , avecf 2 bX0 = TH0(rot�;�0) � bXalors, pour tout " 2]0; 12 ], il existe une constante C" telle que,ku1 � eu1;cJ k eX � C"2�( 12�")J (kuk eX�" + kfk bX0)kdiv� u2 � �2;cJ k eH� 12 � C"2�( 12�")J (kuk eX�" + kfk bX0)ku2 � eu2;cJ kL2 � C"2�(1�")J (kuk eX�" + kfk bX0)avec kuk eX�" = kuk eH�"(�0) + kdiv� uk eH�"(�0)kfk bX0 = kfkL2(�0) + k rot� fkL2(�0)



8 RÉSOLUTION NUMÉRIQUE. 202Preuve : elle est calquée sur la proposition 5.4.4 et sur le théorème 5.4.1. �
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Résumé.Les méthodes intégrales pour résoudre des EDP, et en particulier le système de Maxwell,sont bien connues depuis environ vingt ans. Après discrétisation par éléments �nis, unsystème linéaire plein apparaît, ce qui rend toute implémentation numérique di�cile voireimpossible. Pour les opérateurs d'ordre positif, quelques travaux ont été menés avec suc-cès pour rendre creuse la matrice du système discret. Quelques di�cultés restaient pourle problème de Maxwell: espace(s) d'énergie, présence d'un opérateur d'ordre négatif, etdonc choix des ondelettes pour la résolution. Dans cette thèse, je donne une méthode pourramener le système de Maxwell, issu d'un problème de di�raction en régime harmonique,à une étude sur des espaces de Sobolev classiques dé�nis sur une surface, en utilisant desdécompositions de Hodge. Je donne aussi une méthode de compression pourvu que lesondelettes véri�ent certaines conditions (moments nuls, stabilité). La méthode de com-pression donnée fonctionne même avec des ondelettes formées à partir de polynômes dedegré un, malgré la présence d'un opérateur d'ordre négatif, sans perturber des taux deconvergence optimaux. L'analyse a été faite sur une surface fermée (sans bord) régulièresimplement connexe, puis sur une partie à bord polygonal d'une telle surface (plaque ou-verte). Les espaces fonctionnels et la compression de matrice, bien plus compliqués dansce dernier cas, ont été étudiés en détail.Abstract.Integral equations methods for solving PDEs, and in particular Maxwell's equations sys-tem, are now well known for about twenty years. After discretization by �nite elements,a dense linear system arises, which is unfortunate for any numerical implementation. Forpositive order operators, some successfull works have been led to reduce the discrete linearsystem to a sparse one. Some di�culties remained for Maxwell's system: energy space(s),presence of a negative order operator, and thus, choice of wavelets. In this thesis, I givea method to bring Maxwell's scattering problem back to classical Sobolev spaces on amanifold using Hodge decompositions. I also give a way to compress the discrete problemprovided wavelets satisfy some properties (moment conditions, stability). The compressionworks even with wavelets based on piecewise linear �nite elements, despite the presenceof a negative order operator, and does not a�ect optimal convergence rates. The analysishas been done on a closed simply connected regular manifold as well as on a part of suchmanifolds, with a polygonal boundary (open surface). Functional spaces and wavelet com-pression, much more complicated in the latter case, are studied in detail.Mots clefs: Equations de Maxwell, équations intégrales, espaces de Sobolev, éléments�nis, ondelettes.


