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Introduction générale

Présentation des schémas boite

Schémas boite en dimension 1

La notion de schémas boite est introduite par Keller dans [31]. Il s’agit a l'origine d’une
méthode numérique pour I'approximation de I'équation de convection-diffusion 1d. Cette
méthode est a I'interface des méthodes de différences finies et des méthodes de volumes finis.
Elle s’apparente a la méthode de différences finies au sens ou les inconnues discretes sont
situées au niveau des nceuds du maillage. Elle s’apparente aussi a la méthode de volumes finis
au sens ou la discrétisation s’opere en moyennant les équations sur les cellules du maillage.
Dans le cas des schémas boite, le maillage est utilisé a la fois pour localiser les inconnues
au niveau des nceuds du maillage et pour localiser les volumes de controles, sur lesquels
on moyenne les équations. [.’'inconvénient majeur est que le nombre de nceuds est différent
du nombre de volumes en général : a priori, on n’a pas le bon décompte entre nombre
d’inconnues et nombre d’équations. Ceci n’est le cas ni pour la méthode de différences
finies, ou la discrétisation se fait au niveau des nceuds, ni pour la méthode de volumes
finis, ot les inconnues sont situées au niveau des volumes de controle. Cependant pour des
opérateurs elliptiques, H.B. Keller a remarqué qu’en ajoutant au systeme d’équations une
variable auxiliaire p égale au flux, ainsi que les conditions limites de Dirichlet pour I'inconnue
primale, on obtient le bon décompte :

nombres d’équations = nombres d’inconnues.

C’est-a-dire 2 x (N —1) boites +2 C.L. = 2N inconnues. A la suite de Keller, I'effort principal
a porté sur les lois de conservation hyperboliques (convection pure, équations d’Euler...),
Courbet [12, 13], Chattot [8, 9], Wornom, Hafez [46, 47]. Cependant ces travaux sont restés
peu diffusés et peu étudiés en raison du succes de la méthode des volumes finis classique
(MUSCL), qui utilise des flux numériques d’interface.

Schémas boite en dimension 2

En dimension 2 et 3, la difficulté principale des schémas boite réside dans I'adéquation
entre nombre d’équations et nombre d’inconnues. Une étude préliminaire menée par B.
Courbet dans [14] a cependant proposé une idée originale pour un probléeme elliptique sur
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maillages triangulaires. Si on localise u et p - v = % au milieu des arétes du maillage,
alors, on obtient un bon décompte. [.’interprétation de cette observation en terme d’espaces
d’éléments finis mixtes a été effectuée ensuite par B. Courbet et J-P. Croisille dans [15].
LLa méthode boite peut donc se voir comme une méthode de type Petrov-Galerkin, ou les
espaces d’approximation sont des espaces d’éléments finis et les espaces de test sont de type

Galerkin discontinus.

Principes généraux des schémas boite

Schémas boite elliptiques et éléments finis mixtes

Peut-on dégager un cadre général pour le design de tels schémas pour les problémes
elliptiques 7 C’est-a-dire existe-t-il d'une part des espaces d’éléments finis M, et X5 et
d’autre part des espaces de type Galerkin discontinus M) et Xy, tels que le probleme
discret : chercher (up,pp) € My, x Xy, solution de

Z / (divp, + f)opde =0, Vv, € My,
K2 (0.1)
> [ o) andr =0, Vo € X

— JK

admette une unique solution qui converge vers la solution exacte du probleme mixte de
Poisson ? Le probleme discret (0.1) est alors appelé Schéma boite. Le choix des espaces
My, Xip, My et Xy, n'est pas simple et doit satisfaire la condition nécessaire mais non
suffisante

dim M, , + dim X, , = dim My, + dim X, . (0.2)

On s’est attaché au cas particulier des maillages en triangles et en rectangles. On meéle
de facon harmonieuse des espaces d’éléments finis pour les espaces d’approximation a des
espaces de type Galerkin discontinus pour les fonctions tests. Les schémas boite ainsi
construits sont équivalents a des méthodes d’éléments finis mixtes usuelles. La solution
(un,pn) € My x Xy du schéma boite (0.1) est en fait, la solution d’une formulation va-
riationnelle pour l'inconnue scalaire u; et une réécriture locale du gradient pj, en fonction
de uy. D’autre part, dans certains cas, on peut reconstruire la solution de problemes mixtes
classiques (Raviart-Thomas) a partir de la solution (up,pp) € My, X X; 5, du schéma boite
(0.1).

Extension des schémas boite a des équations de convection-diffusion

Le point de départ est 'article de B. Courbet [12], ot un design de schémas boite en 1d
pour I'équation de convection u; + cu, = 0 est proposé. Le principe consiste a prendre la



moyenne de I’équation de convection sur les mailles 1d :

d i (t) — us (T
Eﬂ’jﬂ/Z(t) +C“]( ) —wa®)

et de choisir ensuite une formule de quadrature pour approcher la moyenne u; 1/2(t) de la
boite j —1/2 en fonction des inconnues nodales u;(t) et u;_;(¢). Il s’agit donc d’'un probleme
de quadrature numérique et non pas de flux numérique. Quelle est la nature de cette moyenne
numérique ? Afin de refléter une approximation locale dans la boite K;_; /5, on choisit une
formule du type

uj(t) +u; (1)
2

Uj1/2(t) = + Dy (t) (u;(t) — uja(t))

ou D, (t) est un coefficient de décentrement par boite a préciser. Pour I’équation de convection-
diffusion 1d, u; + cu, — € uy, = 0, on suit le méme principe en étudiant la forme mixte de
I’équation de convection-diffusion. C’est-a-dire ’équation de convection-diffusion dans la-
quelle on introduit le flux de diffusion p = —swu,. On obtient alors deux moyennes de
mailles, %;_q/2(1) une moyenne sur u et p;_;,2(*) une moyenne sur le flux p, pour lesquelles
on introduit deux décentrements de maille D,, et D,.

Les questions qui se posent sont naturellement de savoir si on définit effectivement un schéma
de la sorte, si le schéma converge et comment choisir les parametres de décentrement D, et
D,.

En vue des applications pratiques, nous nous limitons a une généralisation en deux dimen-
sions du schéma boite 1d proposé pour I’équation de convection-diffusion 1d par une méthode
de type ADI. Ce choix d’'une méthode de splitting, au détriment d’une généralisation sur
maillage triangulaire ou quadrangulaire du schéma boite, a été motivé par une mise en
ceuvre rapide. Néanmoins, 1’objectif a plus long terme est la construction d’un schéma boite
pour I'équation de convection-diffusion 2d. Les domaines d’applications possibles sont les
problemes d’écoulement en milieux poreux, en particulier le cas test Couplex proposé par

I’ANDRA.

Plan, Présentation des résultats obtenus

Chapitre 1 : Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur Dans ce cha-
pitre, nous rappellons le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur en dimension 1.
On s’intéresse au probleme des oscillations mentionné par Keller. On propose alors une
formulation différente du schéma avec l'introduction d’un parametre 1 de discrétisation
temporelle. Ce parametre est en fait le coefficient du 1-schéma qui corrige dans certains cas
les oscillations temporelles. Dans le cas particulier ¢ = 1/2, pour une condition initiale de
type front, apparait un mode oscillant au niveau du front. Dans ce cas, on introduit un se-
cond parametre, qui supprime sous certaines conditions les oscillations. Quelques exemples
numériques illustrent les différents cas présentés.



Chapitre 2 : Quelques schémas boite sur maillages en triangles Le second chapitre
présente une généralisation en 2d de la construction du schéma boite 1d pour le probleme
de Poisson sur maillages triangulaires.

On commence par rappeler le schéma boite de plus bas degré, introduit par B. Courbet et
J.-P. Croisille [15]. On propose ensuite sur le méme principe deux schémas boite d’ordre plus
élevé qui utilisent I'espace quadratique, P2 non-conforme décrit par M. Fortin et M. Soulie
[28]. Le premier schéma boite est inspiré des résultats obtenus par M. Fortin et M. Fahrloul,
[29]. L’espace d’approximation de u est donc espace P? non-conforme et I'espace d’approxi-
mation du flux est I'espace de Brezzi-Douglas-Marini de degré 1, [5], enrichi par le rotation-
nel de la bulle quadratique non-conforme. Le second schéma boite est une généralisation
a l'ordre 2 du schéma boite de B. Courbet et J.-P. Croisille. L’espace d’approximation du
flux est I’espace de Raviart-Thomas d’ordre 1, enrichi par la bulle quadratique. Les deux
schémas boite admettent une unique solution stable. De plus les estimations d’erreur a priori
sont comparables a celles obtenues par la méthode des éléments finis. Finalement, quelques
résultats numériques pour chacun des schémas boite proposés concluent ce chapitre.

Chapitre 3 : Quelques schémas boite sur maillages en rectangles On introduit 3
nouveaux schémas boite sur le modele précédent en dimension 2 sur des maillages en rec-
tangles :

e Le schéma 1 utilise comme espace d’approximation les espaces Q' non-conforme et 'espace
de Raviart-Thomas sur rectangles, enrichi par une bulle. Les espaces test sont des espaces
de type Galerkin discontinus constants par maille, également enrichis.

e Le schéma 2 est inspiré du schéma algébrique proposé par B. Courbet [12] pour les
équations de Navier-Stokes. De plus, on prouve que la solution du schéma 2 s’écrit en
fonction de la solution du schéma 1.

! de R. Rannacher et S.

e Le schéma 3 utilise comme espace d’approximation les espaces @),

Turek et I'espace de Raviart-Thomas sur rectangles. Les espaces de test sont des espaces de
type Galerkin discontinus constants par maille, enrichis. Ce schéma boite peut étre considéré
comme une généralisation naturelle du schéma boite de B. Courbet et J-P. Croisille [15],
dans le cas de maillages en rectangles. En effet, ses inconnues sont situées au niveau des
arétes et proviennent directement de la moyenne des équations du probleme elliptique. Noter
que d’autres auteurs ont également étudié le schéma 3, [11].

Pour ces trois schémas boite, nous prouvons l'existence et 'unicité de la solution ainsi que
quelques estimations d’erreur a priori.

Chapitre 4 : Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d’es-
pace Afin de mettre en ceuvre rapidement une version de schémas boite en dimension 2
on s’est intéressé dans le Chapitre 4 au probleme de convection-diffusion instationnaire. Ce
probléeme nécessite I'introduction de parametres de décentrement pour stabiliser le probleme.
On explicite le schéma boite et le choix des coefficients de décentrement sous des contraintes



d’existence, d’unicité, de stabilité... en dimension 1. Comme au Chapitre 1, on étudie les
modes oscillants liés au schéma (indépendants de la stabilité du schéma), qui apparaissent
pour des conditions initiales de type front. On utilise ensuite une méthode de splitting (en
fait ADI), pour généraliser rapidement ce schéma boite 1d en dimension 2.

Notations générales

Nous définissons ici les notations principales utilisées dans la suite. Soit Q@ C R? un
ouvert borné, de frontiere I' = 9. Nous notons (-, -) le produit scalaire L?((2)

(u,v)g,gz/ﬂu(x)v(x) da (0.3)

et la norme associée
o]0 = (v,v)g's- (0.4)

Pour tout entier m > 0, ’espace de Sobolev d’ordre m est défini par :
H™(Q) = {v,|v € L*(Q), 0*v € L*(Q), |a| < m} (0.5)

Il est muni de la norme 12
lellma = (D 107l3q) " (0.6)
ja|<m

Nous utiliserons la semi-norme associée

/
oo = (3 10°0030) (0.7)

|a|=m

ou « désigne le multi-indice : « = (o, ag), a; > 0. |a] est le module de «v égal a || = aq +as.

0 = 29 représente la dérivée partielle de u d’ordre o par rapport a x, et .

o0x1 Oxo
Nous utilisons les espaces de Hilbert (Hy (), |1.0) et (Haiv(Q),] - [laiv.), définis par :

H(Q) = {v e H'(Q), vp = 0} et Hay(Q) = {v € (L3(Q))2, dive € L2(Q)}, (0.8)

muni de la norme 12
lellave = (loBq + divelg) (0.9)

Soit K une partie du domaine Q. On note P*(K) les polynomes de degré total k sur K et
Q" (K) les polynomes de degré k en chaque variable d’espace de 1'élément K.

Dans la suite, C' désigne une constante générique, positive, ne dépendant que du domaine
(), indépendante de h. Elle peut prendre différentes valeurs dans chaque inéquation.

- 10 -



CHAPITRE 1

Le schéma de Keller pour I’équation
de la chaleur

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré d'une part a un rappel sur le schéma boite de Keller, introduit
dans l'article [31], d’autre part & quelques expériences numériques réalisées avec ce schéma.
Nous proposons ensuite, dans les Paragraphes 1.4 et 1.6 une amélioration du schéma de
Keller : d’une part un schéma boite avec un décentrement temporel ¥, (Section 1.4), d’autre
part un schéma boite avec une meilleure approximation pour I'inconnue u appelé S-schéma
(Section 1.6). Nous faisons également le lien avec la méthode des éléments finis a la Section
1.5.

1.2 Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur

1.2.1 Principe du schéma

Dans cette section, nous rappellons le schéma de Keller introduit dans [31], dans le cas
particulier de I’équation de la chaleur.
Soit le domaine espace-temps R(T) = [0,1] x [0,7], T > 0. On considere la forme mixte de
'équation de la chaleur dans R(T"). Soit p la variable auxilliaire de flux p(x,t) = £ u,(z, ),
donnée a tout instant £, ou e > 0 est le coefficient de diffusion. En particulier, on a a I'instant

initial p (z,0) = e-Lu® (). L’équation de la chaleur s’écrit alors,
up—pe = f, (z,t) € R(T)
P =cly,, (x, ) R(T)
u(z,0)=u’(z), € [0,1] (1.1)
p(,0) = () = Lud (), @€ 01
u(0,t) = go(t), u(l,t) = gu(t), t €0, T]

ott les fonctions f,u’, g¢i,¢92 sont données. Pour u° € C?([0,1]), f € CHR(T)),
g0, g1 € C'([0,T]), le probleme posséde une unique solution dans C' ([0, T]; C*([0, 1])). Soit
Rn(T) un maillage espace-temps du domaine R(7) de mnceuds (x;,1"), on
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Tp=0<...<mj<..<zy=lett'=0<...<t"<...<tVN=T.

Soit K;ZI/QZ = [zj_1,2;] x [t" ', "] une cellule du maillage R(T), encore appelée “boite”

Figure 1.1). Dans une boite K@:]/Q du maillage, le pas d’espace est h;_; /5 = x; —x;_1, pour
& j—1/2 & i1/ i

tout 1 < j < .J et le pas de temps est k" /2 =" — "1 pour tout 1 < n < N. Les indices
7, j + 1/2 indexeront les boites spatiales, tandis que les exposants n, n + 1/2 indexeront le

temps.
tn
—1/2 n—1/2
Y K
n—1
t Tj—1 X
-
hj71/2

F1G. 1.1 Cellule K7/}’ du maillage

On reprend les notations de Keller : on définit les points milieux z;,1/» et t"*1/2 et les

moyennes qﬁ’]?H/Q et qﬁ?H/Q des fonctions définies aux nceuds
Tirrz = 5(8 + Ti01) t”“ij: (" + 1) (1.2)
n n n . n+ _ n n .
G =307 +650) 5 B T =58 + i)
Les fonctions de mailles Dz¢?,1/2 et Dt¢?7]/2 sont définies par
= 1 n n . ~ n—1/2 1 n n—1
Dodjrpp = m(‘bj =) 5 Dby U= omn(ei - ). (13)
Pour ¢(z, ) définie sur R(T'), on définit 97, U711 )9, Tespectivement w_;LH/Q, comme les valeurs

de la fonction 1 au point x; a I'instant ¢", au point milieu z;41/5 du segment [z;,z;1] &
I'instant ", respectivement au point z; a I'instant intermédiaire /2

W= (1) U = (g ) L O = (, 42) (14)

En utilisant une approximation de type différences finies centrées du probleme (1.1), on
obtient le schéma donné en fonction de uy et pi pour tout 1 < j < .J:

1) n—1/2 B n—1/2 _ ,n—1/2
Dywj sy = Dabjyjy = fiap . n21 (1.5)

Pi_1jp = €i12 Doty n>0.
Les données initiales sont discrétisées par :

U-:UO(ZL']')J 0
p)=p"(z;), 0

o o

(1.6)

IAIA

J<J
i< J

IAIA

- 12 -



Les conditions aux limites sont discrétisées par :
n__,.n n __.n
Uy = 9o > Uy =91, n Z 1 (17)

On considere le produit scalaire (sous la condition que 'une des conditions limite soit nulle)
introduit par Keller :

(0", " )n —Z% e hiae et 9" = (07, 6" (1.8)

La définition du produit scalaire (-,-);, donne les identités suivantes :

(Do, ¥0)n = [¢J¢J*¢OT/)0] (¢, D)y, (1.9)

(D" 2, 6" ) = L (67~ 167 1R) (110

Lemme 1.2.1 Ce schéma admet une unique solution (u?,p}l) € R/ xR/t 4 tout instant
", 0<n<N.

Prouvons 'existence et 1'unicité de la solution du systeme ((1.5)-(1.6)-(1.7)).
Preuve du Lemme 1.2.1 :
Nous prouvons 'existence et 'unicité de la solution en tout instant n > 1. On suppose que
n > 1. Soit (u?*],p";*]) I'unique solution a l'instant n — 1, prouvons l’'existence et 'unicité
de (u},p}) a Uinstant n. La solution (uf, p?), si elle existe est solution du systeme :
Dyl {3 = Dapl iy = f1y 1< <
pj,]/g =&j-1/2 Dm“?,ug ; 1<5;<J (1'11)
ug = 9o, wj=9g1

Le nombre d’inconnues et le nombre d’équations sont égaux a 2 (J+1). On doit donc prouver
I'existence et I'unicité d’un systeme linéaire avec autant d’équations que d’inconnues. Il
suffit donc de prouver l'unicité de la solution, c’est-a-dire que f = 0, uj = uj = 0 et
u" ' = p" ! = 0 impliquent que u" = p" = 0.

Calculons (g D, u"~ /2, D, u"~1/?),

(&“Dmunil/Q,Dmunil/Q Zh7 ]/25] ]/QD U:L ]1//22D ’LL:L ]1//22 (112)

7=1

D’apreés  l'équation (1.11)y, par bilinéarité de (¢",¢" 1) +— ¢ Y2 on a

gj1/2 Dy~ 11//22 = pyjll//g En remplacant cette expression dans (1.12) et en utilisant 'iden-

tité (1.9), on obtient puisque ug = uy; =0
(8 D'r unfl/Q’ D'r unfl/Q)h — (pnfl/Q7 DT unfl/Q)h‘ — _(Dmpnfl/qunfl/Q)h (113)
On utilise I"équation (1.11); qui donne D, p"~'/? = D, u"~1/?

(5 DT unfl/QJ DT unfl/Q)h‘ — _(Dt unfl/Q’ unfl/Q)h (114)
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Grace a 'identité (1.10) on obtient

2172 | VE Dy 2R+ () — ) = 0 (115

1

Par unicité de la solution a I'instant n — 1, v ' = 0 et p” ' = 0, donc

IVE Dy |2 + 2 = 0 (1.16)

1
2fn—1/2 |
Ce qui implique que u™ = 0 et D, u" /2 = 0. En reportant dans les équation (1.11), on
déduit que p™ = 0. Ce qui prouve 'existence et 1'unicité de la solution a tout instant n. W

1.2.2 Estimations d’erreur

Dans la suite on suppose que le terme source f est nul. Soit (U(z,t), P(x,t)) la solution
du probleme continu (1.1). On suppose que U et P sont de classe C*([0, 1] x [0, T]). Soient e
et d les erreurs aux noeuds du maillage spatio-temporel R, (T") définies pour tout 0 < j < .J
et 0 <n < N par:

e?:U(:rj,t") —uj, d‘;?:P(yvj,t")—p’jz ) (1.17)

Alors, e et d satisfont le systeme aux différences :

n—1/2 n—1/2 n—1/2 .
rD,‘e iy Dd] ]/2—0'].71/2, 1<53<J
d}t /2 —€j-172D, ‘9371/2 *p_;‘zq/Q 1<j<J
el =0, 0<j<J (1.18)
0 _
d; =0, 0<j<J
e =0, =
ou les termes de troncatures pf 1o €t (7] ]//22 sont donnés par :
(o = n U (x A7)
Pij1/2 = Ej-1)2 (D:I:U(mjat ) 737;1;1/2)
(P t™) = S(Plag ) + Play1.1) )
< n—1/2 OP(zj_ 12,47 1/2) 17 1 (119)
Oj 12 = (T — 3 Da(P (2, ") + Pz, t )))
n AU (z A1)
\ ( Dt(U(Tyaf )+ U(zjt )) +>
Lemme 1.2.2 Nous avons les estimations d’erreur pour u et p :
"l < Ky sup (Jlp 2]+ [lo* 1)) (1.20)
[ < Kasup (12l + o) (1.21)

K et Ky sont des constantes qui dépendent de €.
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Preuve :
Pour prouver ces estimations d’erreur, on calcule (¢ D,e" /2, D, e"'/2),. Le calcul est
analogue a celui de la preuve du Lemme 1.2.1.

(EDzeni]/Q,Dmeni]ﬂ)h — ((]”*]/Q_FPTL*]/? D Pnf1/2)
— (D, d™ 1/2 gn- ]/2) + (p" 12 D, e~ 1/2)h
f(D " 1/27 o 1/2 en 1/2) + (o D o 1/2)
= (D en 1/2 en 1/2) + (o™ 1/2 en 1/2) + (o ]/Q,Dwe””ﬂ)h
1 n . . .
= - (e (7 = e 7) + (a2, e 172),,

anfl/Q
+(p" %, Dy,

En sommant cette expression pour 1 < v < n, on obtient

2k VED e P = = (e lln = e R
v=1 v=1

+22k”7]/2( v1/2 gr- 1/2) _‘_(pyf]/Q’Dmeufl/Q)h)

= —(le"llz = lelI3)
——"

=0

n
+22k”7]/2 ( v=1/2 gr- 1/2) i (py71/2’DﬂE eu71/2)h)
v=1
Donc en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on obtient la majoration

sz“ V2|IVE D e PR+ et < Cosup (0" 2l ) D2k Dyet

v<n

A T'aide d’une majoration du type P Q) < % + w@?, on prouve qu'il existe une constante
K, dépendante de ¢, telle que

[e"lln < Ky sup (Jlp 2+ [lo* =211
v<n

On déduit I'estimation de l'erreur en p de 'équation (1.18) donnée par
ld" 1k < lle Dae™ [l + 12" 15

et des relations précédentes. |
Noter que || - ||, n’est une norme uniquement que dans le cas ol une des conditions limite
est nulle : en effet

o™ |ln = [[¢"|ln <= il existe a € R tel que ¢; = 1; + a(—1)

Pour que || - ||, définisse une norme, une des deux conditions aux limites doit étre nulle;
: iy all _ : o " n :
on n’a pas en général [|¢"[|, = 0 = ¢ = 0. La solution discrete (u?,p}); contient un mode
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oscillant. Pour éliminer 'effet de cette oscillation, Keller propose de considérer les moyennes
de mailles suivantes :

—n 1 n n —n 1 n n .
Uj_1/9 = 5(%‘ +uig). ou Py, = §(pj +pj1), pourl<j<J (1.22)

Dans ce cas, |[u"||, = ||u"||s et ||p"||n = [[p"||» et || - ||» est une norme pour les fonctions de
grille constantes par morceau définies sur (K;_1/2)1<j<;.

1.3 Comportement numérique du schéma boite pour
une condition initiale de type créneau

Dans cette section, nous mettons en évidence numériquement deux types d’oscillations
pour I’équation de la chaleur de condition initiale de type créneau. Nous présentons deux
exemples de comportement transitoires sur u; — u,, = 0 et sur u; — %uw = (, pour un meme
maillage et a pas de temps k fixé.

Nous étudions la solution u du schéma de Keller (1.5)-(1.6)-(1.7) associée au probleme

continu suivant :
U — g, =0, 2 €]0,2[, >0

u(z,0) = ug(z), x€l0,2] (1.23)
uw(0,t) =1, u(2,t) =0, t>0.

ol € = 1 ou 1/8 et la condition initiale est de type créneau :

1si0<z<0.5
uo(r) = { 0si05<z<2 (1.24)

Nous considérons un maillage du segment [0, 2] en 101 points équidistants. Le pas de temps
est k = h%. Nous étudions deux cas selon la valeur du coefficient de diffusion e, par l'in-
termédiaire du nombre sans dimension = 25 : =1, puis p = 1/8.

Les Figures 1.2 et 1.4 représentent pour g = 1 la solution u du schéma de Keller (1.5) en
trait continu et la solution exacte du probléeme ((1.23)-(1.24)) en trait pointillé au bout de
5 et 50 itérations (c’est-a-dire T = 2.1073, puis T = 2.10~?). La solution exacte n’étant pas
connue explicitement, nous la calculons numériquement a ’aide du schéma. boite.

Nous constatons 'apparition d’oscillations situées au niveau du front de la condition initiale
d’abscisse © = 0.5. Les Figures 1.3 et 1.5 zooment ce mode oscillant aux instants respectifs
T=2103T=210"72.

Si u = 1/8, nous constatons également I’apparition d’oscillations dans la solution calculée
(trait continu), situées cette fois de part et d’autre du front initial. Les Figures 1.6 et 1.7
représentent la solution exacte et la solution calculée par le schéma de Keller a l'instant
T = 2.107% et les Figures 1.8 et 1.9, les solutions exactes et calculée a I'instant T = 2.1072.

- 16 -



‘ e Evolution des oscillations pour p =1 : ‘

15 T T T T T T T T
— ucalculee — ucalculee
— uexacte — Uuexacte

Fic. 1.2 Schéma de Keller (1.5), Fic. 1.3 Schéma de Keller (1.5),
p=1T=2103. p=1,T=210"3 Zoom sur [0.4,0.8].

15 T T T T T T T T
— ucalculee — ucalculee
— uexacte — Uuexacte

Fic. 14 Schéma de Keller (1.5), Fic. 1.5 Schéma de Keller (1.5),
p=1T=210"2 p=1,T=210"2 Zoom sur [0.4,0.8].
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e Evolution des oscillations pour p = 1/8:

T T T T T T T T 5
— ucalculee — ucalculee
— uexacte — Uuexacte

L L L L L L L L L
0 02 04 0.6 08 1 12 14 16 18 2 0.4 0.6 0.8

Fig. 1.6 — Schéma de Keller (1.5), Fic. 1.7 — Schéma de Keller (1.5),
p=1/8 T=210"3. p=1/8 T =210"3. Zoom sur [0.4,0.8].

T T T T T T T T T 5
— ucalculee — ucalculee
— uexacte — uexacte

-05 L L L L L L L L L 05 I
0 02 04 0.6 08 1 12 14 16 18 2 0.4 0.6 08

Fig. 1.8 — Schéma de Keller (1.5), Fic. 1.9 — Schéma de Keller (1.5),
p=1/8 T=210"2. p=1/8 T =210"2. Zoom sur [0.4,0.8].

A noter que ce phénomene d’oscillations n’est pas du a un probleme de stabilité du schéma et
n’est pas non plus lié a de la dispersion. Nous en donnerons une interprétation au Paragraphe
1.4.4. Ce phénomene n’apparait pas pour une condition initiale réguliere de type Gaussienne.
En effet : considérons la solution exacte de 1'équation de la chaleur (1.23) :

u(z,t) = exp(—2t) cos( ) (1.25)

x
V5.1073
de condition initiale u°, donnée par la solution exacte & l'instant + = 0. Les conditions li-
mites sont de type Dirichlet données par la solution exacte sur la frontiere. Le coefficient de
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diffusion est ¢ = 1072. Le segment [0, 2] est maillé par 51 points équidistants, le pas d’espace
est h = 0.04 et le pas de temps est £ = h%. On calcule la solution du schéma boite de Keller
en T = 8.107* (au bout de 5 itérations), puis en T' = 8.10~" (au bout de 500 itérations).

La solution exacte est représentée en trait continu et la solution calculée par le schéma
boite de Keller est représentée par des cercles, aux instants T = 8.107% (Figure 1.10) et
T = 8.107! (Figure 1.11). Aucun mode oscillant ne vient perturber la solution, puisque le

condition initiale est assez réguliere.

15 T
— uexacte
1(7\ ) 2 [
S A S A A A
[} b fe
Ty P
N R T S Y S R O
N N AR A
R .
oL LT
05 | \ [ A |
| o | 9 \
1 STV
/ y/ / &
G % 8 é’w A{ef 4

FiGc. 1.10 Solutions exacte et calculée
en T=0.008.

15 T
O ucalculee
— uexacte

500, & £
L LN wa %Q f@m‘@& /s oﬁq 1
Rge %008 Yot Ry

Fia. 1.11

€n

L L L L L L L L L
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

T=0.8.

Solutions exacte et calculée

1.4 Une premiere généralisation du schéma de Keller

1.4.1 La construction du schéma boite décentré en temps

Dans cette partie, nous étudions une généralisation du schéma de Keller en introduisant
un décentrement temporel 9 lors de la discrétisation en temps de I'équation de la chaleur.
On conserve le design du schéma de Keller rappelé au Paragraphe 1.2. On considere toujours

la forme mixte de 1'équation de la chaleur sur le segment [0, 1] :

uf+p7‘:f7
b= —¢€Uy,
u(z,0) =u’(
p(.’L’,O):—
u(0,t) =u

x €]0,1[,t >0
x €]0,1[,t >0

z € [0,1]

(x),z € [0,1]

(1,t) =0, t>0

(1.26)

On définit un maillage non équidistant du segment [0, 1] en J intervalles (Figure 1.12).
Les coordonnées des noeuds sont 0 = zp < 27 < --- < x; < --- < x; = 1. On note

j
pour 1 <5 < J.

K; 1) = [7j_1,7j] la cellule spatiale du maillage encore appelée boite de longueur h;_q/;



zo =0 T T Tjt1 ry =1

hj-1/2 hjt1/2

F1G. 1.12  Maillage du segment [0, 1].

En intégrant sur chaque boite K; 1/, (1 < j < J) du maillage, les équations (1.26); et
(1.26)5, on obtient le systéeme suivant, pour ¢ > 0 :

hj-1/2 %(Hou(t))jq/z + (plaj, t) —pl@j_r, t))=hj_12 (11 f())j-1/2,1 <G < J

hj1p (11°p)j_1y2 () = —e[u(z;, t) —u(z;_y, 1)), 1<j<J
u(zy,0) =u’(z;), 0<j<J
p(z;,0) =p°(z;), 0<j<J
u(rg,t)=u(zy,t) =0, t>0
(1.27)

Sur chaque boite K;_; /2, on approche les moyennes spatiales des fonctions u, p et f données
par 1% /9, 1% 15 et TI°f;_; /5 respectivement par les fonctions w; 19, Pj—1/2 et fj_1/2.
Pour 0 < j < J, on définit les approximations (u;(t)); et (p;(¢)); a chaque instant ¢, de la
solution exacte (u(z,t), p(z,t)) au point d’abscisse x;. On obtient ainsi le systeme approché
suivant pour tout ¢ €]0, 7] et tout 1 < j < .J :

'%mqu+ﬂ%%j@=34n@=léjéj
Pipe (1) = —e 2, 1<j<J
Y w(0) = (z;),  0<j<J (1.28)
p;(0) = p°(z;), 0<j<J
[ wo(®)=us () =0, >0

Il reste a fermer le systeme (1.28) en exprimant w;_q/5 (t) et p;_q/o (), en fonction de wu;(t)
et p;(t). Pour les moyennes ;. 1/ de u et p; /5 de p, sur chaque boite K; 1/, on choisit
une approximation de type trapeze :

uj-1/2(t) = %(“J‘ (t) + w1 (1)), (1.29)
Pia ()= 5 (5 (1) 2y (1), (1.50)

En remplacant @;_;5(t) et pj_1/2(t) par les formules (1.29) et (1.30) dans (1.28), on obtient
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le schéma semi-discretisé en espace, continu en temps défini pour tout ¢ €]0, 71,

(5 (s () + gy )+ = fi (1), 1<5<T
20 () +pja ()= =5 (u () —ua (1), 1<j<J
0 u;(0) =ul(z;), 0<j<.J (1.31)
pi(0) =p"(z;), 0<j<J
L wo(t) =uy () =0, t>0

On s’intéresse maintenant a la discrétisation en temps du systeme (1.31). On considére une
discrétisation de lintervalle de temps [0,7] en N + 1 points notés
' =0< ... <t < ... <tV =T. Par simplicité, on suppose que le pas de temps
k =" —¢"! est constant. On approche les inconnues semi-discrétes u;(t) et p;(t) par les

inconnues nodales u} et p} aux instants ", pour 0 < n < N. On introduit la variable
. , ' i ot
incrémentale en temps " définie par 0"v; = ~—

un 9J-schéma, donne 1’équation en 0"u valable pour tout 0 <n < N —1let1<j<.J:

n
(2
J

. L’intégration de I’équation (1.31); par

9k
hj—1/2

1 n n n n n n rmn rn
5((5 Uj—i-(s Uj,1)+ ((5 pj—(s pjf1)—|— (pj —pj,l) - 19 _jjl/g+(1_19), j—1/2 (1'32)

hj—1/2

On approche I'équation (1.31), en temps par

1 n n n n -
SF +pi0) + (uj —uf )=0, 1<j<J 1<n<N (1.33)

2 hj—1/2

Les conditions initiales sont approchées par

W =u(x;), 0<j5<J
i’ 170 7z 1.34
py=p"(z;), 0<j<J (1.34)
Les conditions limites deviennent

uy=ujy=0, 1<n<N (1.35)

Remarque :

Noter que nous n’avons pas d’équation d’évolution sur p, mais simplement la relation

p(z,t) = —euy(z,t) a tout instant. En particulier, a I'instant initial, p (z,0) = —5%1&](1;),

discrétisé par (1.34),. Ainsi, le systéme linéaire (1.32-1.33-1.34-1.35) admet autant d’équations
que d’inconnues, qui est une condition nécessaire pour étre bien posé. Dans la suite, nous

remplagons I’équation (1.33) par le systeme d’équations équivalent 1 < j < .J,

l(snp+5np7 _|_ £ 571“1,757171/.7 :0,0STISNfl
{ i( J J 1) h ( J J 1) (136)
2

j—1/2
(WF + 9 0) + (v i) =0, L<n< N -1

Nous obtenons donc le schéma boite suivant :
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Définition 1.4.1 (Schéma boite pour I’équation de la chaleur)
On définit le schéma boite suivant associé a l’équation de la chaleur (1.26) : chercher
(uf, pj), 0<j<Jet0<n<N tels que

f (Z) %((S"U] + (S"u]' 1) + h;i’fﬂ (5"pj — (5"pj71) + y (p7 —p] 1)
—19]7”1]/2+(1—19)f]”1/2, 1<j<J,0<n<N-1
(i1), 5(6"p; + 6"p;— D)+ 55, 0"y = 0" g) =0,1<5<J, 0<n<N-1
(ii)2%(p?+p_’},])+hj5—l/2(u_’;—7'i)—O 1<j<J 1<n<N-1 (137
(iii) u} = u’(z;), 0<j<J
(i) pj =p°(z;), 0<j<J
(

Nous procédons a I'élimination du flux p} dans I'équation (1.37-(i)) : on considere le systéme
((1.37-(1))-(1.37-(ii);)) : pour tout 1 < j < Jettout 0 <n <N —1

(6"u; + 6"uj—1) + hM (6"p; = 8"pj—1) + - (0f — Pj )

J 1/2 N 1/2
f]"+1]/2 + (=) f} 1) (1.38)
(0"u; —8"uj—q) = 0

N[

L™ +0"p; 1)+ =

On élimine la variable ¢"p; dans I'équation (1.38); et la variable 0"p,_; dans I’équation
(1.38)5, on obtient le systeme équivalent pour tout 1 < j < Jet tout 0 <n <N — 1

1 20¢ k 20¢ k 9k 1
5”117-(5 hf’] )+ 6", 1( +h2 61/2)*2,”71/25”19]‘44‘,1 1/2(19 — P 1)

= Of (L= f] ),
n 1 219Ek n 1 29e k vk n 1
0 UJ( + R, )+ Ujfl(‘ - h271/2) +2h 1/2‘5 i 1_/2(17 — Dy 1)

— ] + (1 —9)fr

Jj—1/2

(1.39)

j—1/2

Donc le schéma boite (1.37) est encore équivalent au systeme ((1.39)-(1.37(ii)2)-(1.37(iii))
-(1.37(iv))-(1.37(v))) donné par

Q %(6 uj + 0"uj) = 7Py 1(2h71ilf/2)_h2f1951]/€z (0"u; — 0"uj1) + 5 —1/2 (P} = Pj-1)
_19fn1/2 (1 )]1/21 1§j<JO<n<N—1

(1)  5(6™uj + 0™uj_y) +2h’9’1€/2 "p; + h?ii (6™u; — 6™uj_1) + 7 s (P} — i)

< =Of (=) f )y, ISJSJ,USHSN—I
(ZZZ) 2(p] +p] 1)—i_},E—1/2(U;1 u?*l)ZOJ lgjg'ja ISTLSN_I
(iv) uj=u’(z;), 0<j<J
(v) P)=p"(z;), 0<j<J
(vi) wuy=u}=0, 1<n<N

\ .

(1.40)
Les relations (1.40)-(i) et (1.40)-(ii) sont vraies sur chaque segment K; 1/, pour 1 < j < .J.
On identifie les valeurs de §"p; données par (1.40)-(i) sur la boite K./, et par (1.40)-(ii)
sur la boite K;_;/, (condensation statique). On obtient le schéma uniquement en §"u; pour

- 929 -



1<j<J—-1et0<n<N-—-1:
h; 209¢ k h; 20¢k  h;_ 20¢k
( j+1/2 )6nuj+1_|_( j+1/2 + + j—1/2 + )671

2 hjt12 2 hjt1)2 2 hj-1/2
h,j,]/g 20¢ k
: — NI noo_pt
< 9 h]]/2> u] 1 + (p]—|—1 ) pjfl)
= hj+1/2(‘9fn:1]/2 + (1 ‘9). ]n+1/2) + hj71/2(’9fn+1]/2 + (1 19). _77‘11/2) : (1-41)

En utilisant la relation (1.40 (iii)) dans K; 1,5 et Kj 15, le terme pf,, — p} | s’exprime
uniquement en fonction des u} par

n n U"+1 ]_ ]- n u]f]
P — Di :25(— J + + U, — — ) 1.42
s hjt1)2 (hj+1/2 hjfu?) ohiag (1-42)

ce qui donne en remplacant dans (1.41)

h; h;
j+1/2 20¢ k on j+1/2 20¢ek j—1/2 20¢ek n
Lz 2veR Uir1 + + + + 0"
( 2 hj+1/2> EAR < hjt1/2 2 hj—1/2> J

hj—12  209ck n,  _ — __2¢ 2e 2 ) 26 .
+( ] 2 hj- 1/2> 0 Yi—1 = hjt1/2 Uit = (h]+1/2 + hj— 1/2>u‘7 + h]’*1/2u‘771
+hj+1/2(‘9fn:11/2 + (1 19). j+1/2) + hjfl/Q(‘?fnﬁl/g + (1 19). _77'11/2)

En remplacant 6"u par sa valeur, on obtient le schéma compact a trois points :

aruff) + aouft + a%“ffﬂ = biujy +boui + b quj (1.43)
+k [ ‘7+1/2(19f +1/2 T (1 o 19)' j+1/2) + hj*1/2( .f;'lj—11/2 + (1 - 19).7_77'171/2) )

ou les coefficients ay, ag, a_; et by, by, b_; sont définis par

a; = h7+1/2( — 29 uH]/Q)

ap = hji1y0 (5 + 29 uj+1/2) +hj_1/2 (% + 20 N.H/?)

a1 = hj1/ (% 27 Mj71/2>

by = h7+1/2(l +2(1 — 1) Mj+1/2>

by = h7+1/2(— —2(1-9) Mj+1/2> +hj 12 (% —2(1-19) M.H/?)
by =hj_1) (5 +2(1 — ) Hj71/2>

On en déduit le lemme suivant qui permet de calculer I'inconnue scalaire v indépendamment

7—1

(

(1.44)

\

du flux de diffusion p, puis de reconstruire p a posteriori en fonction de la solution wu.

Lemme 1.4.1 Le schéma boite (1.37) associé a 'équation de la chaleur (1.26) est équivalent
au probleme découplé :
(1) u est solution du systéme tridiagonal suivant

( (Z) alu?i]l + agu"+1 +a_ 1U;1+]1 = blu]H + bou + b_ 1U
+kh7+1/2(79f7++1]2 ( ) 7+1/2)
+k h] 1/2(79 j— 1/2 ( ) j— 1/2) (1_45)
1<j<J—-1,1<n<N-1
(1) uf = u'(z;), 0<j5<J
{ (Gid) uf =u); =0, 1<n<N
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(2) le flux de diffusion p est donné par

( (i) —2; i 1/2p;z+1 = 2 1/2197 +0muy (2 +2uhj D)+ (5~ 2ug 1/2)
71/2(19]*19] 1) 1<J<J 0<n<N-1
% (ipis (225 )00 = (% = 38 )omun + (3 + 352 ) "o + (0 — )
—0fi + (1= 9)f),
(i) 57 + 050+ o —ui) =0, 1<j<J, 1<n<N-1
| (i) pf = (), 0<j<J

(1.46)

1.4.2 Etude du schéma boite décentré en temps

Dans cette section, on se limite au cas ou le pas d’espace est constant et noté h. On
présente donc une étude de type différence finies.

Proposition 1.4.1 Le schéma boite (1.37) admet une wunique solution (uf, p}),
pour 0 <3< JetO<n<N.

Rappel : Lemme de Gershgorin, [27] :

Les valeurs propres d'une matrice A sont telles que Sp(A) C (J,.; D(asi, ri) ot D(ai;,r;) est
le disque fermé de centre a;; et de rayon r; = Zj#,je, la;;| et I est 'ensemble des indices
matriciels.

Preuve de la proposition :

L’inconnue u est solution du systeme linéaire Au = B, ou A est la matrice tridiagonale de
composantes a_1, ag et a; et B le second membre de composantes les conditions initiales
et le second membre de I’équation (1.45-(i)). On prouve que cette matrice est inversible,
puisque ses valeurs propres sont toutes non nulles. En effet : on vérifie facilement la condi-
tion de Gershgorin dans le cas de maillages équidistants : |a;| + |a_1| < |ag].

Le flux p est donné de fagon unique par la formule de reconstruction (1.46). [ |

Proposition 1.4.2 Le schéma boite (1.37) est stable au sens de Von Neumann si et seule-
ment si 9 > %

Preuve :
Etudions le facteur d’amplification ¢(f) du schéma. On a

g(0) =+ 0 =¢Eh e |0,7] (1.47)
ou ¢y et g9 sont définis respectivement par

g1(0) =1+ (cosf —1) <%+2/¢(1—19)>
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2(0) = 1+ (cosf— 1) (% _ 2&,;)

Ce qui donne

2p(cosh — 1)
0) =1+ 1.48
9(0) 14 (cosf —1) (3 —29p) (1.48)
Donc
2u(cos —1) 0
1+ (cos 0—1) %7219 -
9O <1 TR (1.49)
1+ (cos H—1) (%7219;0 -
Or, p(cosf — 1) <0, donc
14 (cosf —1) (3 —29u) >0
0 <1 — 2
90)] < { 14 (cos@—1) (3 +(1—29)u) >0 (1.50)

— 1+4(cosf®—1)(2+(1-29)pu) >0
(puisque 29 > 0). Le schéma est stable au sens de Von Neumann si et seulement si
lg(0)] < 1 pour tout € € [0, 7]. L’étude des variations de la fonction
1
L:6—1+ (cosf—1) (5—1—(1—219)/1) (1.51)
fait ressortir deux cas : L(f) > 0 si et seulement si
<%+ (1-29)p>0etd> %) ou <%+ (1—-29)p < 0).

C’est-a-dire si 9 > L. Ce qui achéve la preuve. |
2

Lemme 1.4.2 Le schéma boite (1.37) est consistant avec le probléme continu (1.1) a l'ordre

- 1 c9 1
2 en espace, et 1 en temps si V) # 5, 2 en temps s11) = 3.
Preuve :

Le facteur d’amplification est

g1(0)  bo+ (b1 +b_1)cost
92(0)  ap+ (a1 4+ a_y)cosfh

9(0) = (1.52)

On suppose que les pas de temps et d’espace k et h tendent vers 0 et que le coefficient p est
borné par uy, 0 < g < py quand k, h — 0. On étudie l'ordre en k et en h du terme, [42] :

1
- ("9 — g(n9)) (1.53)
ol ¢ est le symbole de I'opérateur spatial € u,,, donné par ¢(§) = — £%. Un développement
limité de €*1€) Q’ordre 2 en k est
kq(&) 2 k? 2 ¢4 3
el :1—k55+55§+(’)(k) (1.54)
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Un développement limité de g a I'ordre 4 en § = £ h au voisinage de 0 donne
1
g(0) =1 —u92+u04(—5+19u)+0(96) (1.55)

En combinant les deux relations (1.54) et (1.55) on obtient

4
e"1® _ g(hg) = %! kQ(% — ) + h?k% + Ok + O(h%) (1.56)
Ce qui donne
1 1 4
- (ekq@ - g(hg)): 26 k(5 — ) + h?% +O(K) + O(h") (1.57)

Le schéma boite (1.37) est donc consistant avec le probleme continu (1.1) d’ordre 2 en espace
et 1 en temps si 0 # % et 2 en temps sinon. [ |
D’autre part, si 'on choisit & = O(h?), ce qui est classique pour une équation de diffusion,
alors on obtient un schéma d’ordre 2 en h.

1.4.3 Etude numérique

Naturellement, on se demande ce que donne le schéma boite (1.37) sur le cas test (1.23-
1.24) de la Section 1.3, pour des valeurs de ¢ supérieures a 1/2. On reprend les tests réalisés
au Paragraphe 1.3, pour le probleme

U — Uz, =0, x€]0,2[,t>0
u(z,0) = ug(z), x€l0,2] (1.58)
u(0,t) =1, u(2,t) =0, t>0.

ol la condition initiale est de type créneau :

1si0<xz<0.5
uo(r) = { 0si05<z<2 (1.59)

Le pas de temps est k = h? = 4.107%, ¢ = 1 ou 1/8 et ¥ augmente a la valeur ¢ = 0.505.
On représente les solutions calculées au temps final 7= 2.1072 (50 itérations en temps) sur
la Figure 1.13 pour £ = 1 et sur la Figure 1.14 pour € = 1/8. Les oscillations au niveau du
front initial x = 0.5 n’apparaissent plus ou s’amortissent plus ou moins rapidement.

Les oscillations ont presque completement disparu. Donc, un léger décentrement en temps
de la variable 1 permet d’éliminer les oscillations présentes pour le schéma de Keller (1.5-
1.6-1.7) a 9 = % Pour expliquer ce phénomene nous étudions plus précisément le facteur
d’amplification du schéma boite (1.37).
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Fig. 1.13 — Schéma de boite (1.37), Fig. 1.14 — Schéma de boite (1.37),
augmentation de 9 = 0.505. p = 1, augmentation de ¥ = 0.505. p = 1/8,

T =2102 T =2102

1

1.4.4 Interprétation des oscillations lorsque 9 = 3

Interprétons les oscillations de 1’équation de chaleur a I’aide du facteur d’amplification.
Nous avons vu (1.48) que le facteur d’amplification du schéma boite (1.37) est donné par la

formule

9(0) = (1.60)

oll g1 et g9 sont définis respectivement par

0(0) = 1+ (cosf— 1) <%+2u(1q9)> et go(6) = 1+ (cosf— 1) qu)

On représente sur la Figure 1.15 le facteur d’amplification g : 0 € [0,27[— g(f) pour
différentes valeurs de 9 € [%, 1], quand p = 1.
On s’apercoit que pour la valeur ¥ = L, g() = —1. Vérifions cette observation par I'étude
de g :

g(0) =1 <= 1-2u(1l—29)+cosf(1+2u(1—29))=0

— L) =0 (1.61)

ou L est la fonction définie par (1.51). Sous la condition nécessaire et suffisante de stabilité
¥ > 3, on prouve que L(f) = 0 si et seulement si (§ = 7 et ¥ = 3). Cest-a-dire g(f) = —1
si et seulement si (§ =7 et 0 = 1).

On constate que le schéma boite (1.37) conserve les modes oscillants éventuellement présents
dans la solution initiale, puisqu’il multiplie par 1 ou -1 le mode oscillant de fréquence § = 7.
Le mode (—1)7 est présent dans la décomposition en série de Fourier du créneau initial u
(1.24), avec un coefficient non nul. Ce mode parasite est donc entretenu par le schéma quand

_97 -



15

Cpppppg

—1H

—OOO0
©o~SG

o
o
-
[N
o
N
o
o
w

F1G. 1.15 — Représentation du facteur d’amplification g(f) en fonction de € pour = 1, selon les
valeurs prises par le parametre .

v = % Le mode oscillant observé au Paragraphe 1.3 correspond clairement a cette oscil-
lation haute fréquence, qui est stable mais qui ne s’amortit pas. En effet, la discrétisation
en temps de type Crank-Nicholson est A-stable mais non fortement A-stable. Ceci a pour
conséquences de conserver les modes oscillants du type (—1)7 qui peuvent apparaitre dans
la solution du schéma boite.

1.5 Interprétation du schéma a 1’aide des éléments fi-
nis

Le schéma boite pour I’équation de la chaleur ne nécessite aucun décentrement. Soient
P! 1" espace d’éléments finis P'-Lagrange en dimension 1 et PC]’U, sa restriction aux fonctions
s’annulant aux points frontieres. Le schéma boite pour I’équation de la chaleur s’écrit sous
forme semi-discrete : chercher (us(-,t), (pu(-,t)) € Py x P! tel que
n) = (f(,t); vy), Vo, eP?

0, thEPO

(df “h( ) v
{ (Pn (1) +57/hmth) (1.62)

Vérifions que le schéma boite (1.62) est équivalent a

iHU un(-t); vp) + (Euna(,t) 5 vpe) = (TI°F)(., 1) 5 vp), Vup € P{io

(dt g
Ph (., t)“(];]ﬂ = *611,}1,{1;‘[(].71/2 + ((HO f) (., t)\qu/z - E (HO uh);(].qﬂ)(ﬂ? — .?7_7',]/2)
(1.63)
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En effet : ’équation (1.62); implique que

d
0 0
(H f)‘Kj—l/Q = % II “‘h('at)\qu/z +pha$\K7471/2 (1'64)
Soit vy, € Pcl,o. Choisissons g, = vp 4 € P° dans I’équation (1.62),, on obtient

(Suh,m(-at) ; Uh,fr,) = _(ph ; Uh,,fr,) (165)

En intégrant par partie cette expression, puisque vy, (o) = vi(zy) = 0, on obtient

d

(cungz(t) s vha) = Phw; vn) = —(E I up (., t) — (1) 5 wp) (1.66)

d’apres 'identité (1.64). Ce qui donne I’équation (1.63);. D’autre part, pj, s’écrit localement
PR, s = (Hoph)‘;(jq/2 +ph’$‘K7‘—1/2(m — xj_1/2), comme élément de P!. D’apres I'équation
(1.62),, (I_Iﬂp)u(jil/2 = (—571,,1’3E)‘Kj71/2 € P et pp, est donné en fonction de uy et de f par
la relation (1.64). D’out on déduit ’écriture de py,.

Soit I'énergie Ej(t) = [IT° up (., )[5 ;- On a

S E(0) + Cunal1) 5 wna(1) = (), 1)  wa(1). (1.67)

En particulier, dans le cas homogene, on a

1
5 Eflz(f) = 76|uh,m('at) 3,[ (168)

L’inégalité de Poincaré discrete sur P}, donne I'existence d’une constante C' telle que pour
tout u € P!,, on a
0
Wufos < Julos < Clugfo (1.69)

En combinant les relations (1.68) et (1.69), on obtient 'inégalité

2¢e
2

En posant B = %, (1.70) s’écrit 4 Ey(t) < —B Ej(t), qui donne en intégrant sur (0, )

Ey(t) < ——[usl3, (L.70)

_ 2e
En(t) < Ep(0)e Bt B= o
On obtient donc en utilisant (1.69)
11w (- 8)|o.r < Juonloge " (1.71)

D’ou 'unicité de la solution. Mais I'estimation de la stabilité de la solution en norme L? est
1 _
lun (., ) ]os < E‘uo,h|0,lae Cet (1.72)

non uniforme en h.
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1.6 Une deuxieme généralisation du schéma de Keller

1.6.1 Design du p-schéma

Les oscillations de la solution du schéma boite ne sont constatées que dans le cas v = %
Pour des raisons de consistance et de convergence du schéma, on ne peut pas négliger la
valeur ¢ = %, pour laquelle, on a constaté I’apparition de modes oscillants. Pour cette valeur
Y= %, on propose un nouveau schéma boite. On utilise la formule d’Euler-Mac Laurin plus
précise que la formule des trapezes, pour approcher la moyenne de u sur chaque boite dans
I'équation (1.29). Dans tout le paragraphe, on se place dans le cas de maillages équidistants
de pas d’espace h. Reprenons la méthode boite. La forme mixte de 1’équation de la chaleur

homogene est

up +pr =0, x €]0,1[, t >0
p= —Ely, x €]0,1[,t >0
u(x,0) = ug (2), z € [0,1] (1.73)
p(r,0) = —cug,, z € [0,1]

u(0,t) =wu(l,t)=0, t>0
Contrairement a la formulation boite (1.43), on approche ;_/, sur la boite K;_; /2, par une
formule plus précise que (1.29) :
_ 1 Bh
Uj—1/2 = 5(“1 + i) — E(M — Di-1) (1.74)

ou f est un certain réel a déterminer.

Remarque :

Si 8 = 0, on retrouve le schéma boite (1.43). Si g = —%, on retrouve la formule de quadrature
de Euler-Mac Laurin qui s’écrit (avec h = z; — ;1) :
1 [ 1 h \
E udr = 5(7/(7"1) +u(x; 1)) — ﬁ(uw(n) — ug(xi_1)) + O(h7) (1.75)
S,

On conserve la formule de quadrature (1.30) pour p :

Piae (1) = 5 (0 (1) + 05 1 (1) (1.76)

On obtient le systeme semi-discrétisé en espace, continu en temps : pour tout 1 < j < .J,
t>0

(5 (s () + g1 (1) G5 (gps () — wya (1)+2G 28 — 0,1 < < g
5 (0 () + i ()= 5= (u (1) — wyma (1)) l<j<J
% uj = u’ (z;), 0<j<J (1.77)
p(r,0)=cLul(z), 0<j<J
{ uo (t) =uy () =0, t>0

En discrétisant en temps ’équation (1.77) par un 1-schéma, on obtient le f-schéma boite

de parametres [ en espace, et ¢ en temps défini par
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Définition 1.6.1 Le [-schéma boite (1.77) associé a ’équation de la chaleur (1.73) est :

( (i) %(5 uj +0"u; 1)*’(%_ 12 )‘5an
(%——w%1+(7 pp)=0, 1<j<J0<n<N-1
(i7), 3(6"p; + 6"pj_1) + (0" = 0" ) =0,1<j<J 0<n<N-1
(i), 5(P} +P)_1) + _jw(q]—u] D=0, 1<j<J, 1<n<N-1 (118)
(171) 1?:1( ;) , 0<;<J
(iv) pj :p() 0<j<J
L(v)u =u} =0, 1<n<N

Puis en éliminant l'inconnue §"p;, en suivant les étapes de construction du schéma boite
(1.37), on obtient la formulation équivalente du S-schéma boite

Lemme 1.6.1 Le -schéma boite (1.78) associé a I’équation de la chaleur (1.73) est équivalent
(i) la formulation en u
(
Uy (% + % - 20 N) 420! (l ﬂg + 20 ,u) +uj (l + & — 20 N)
:11,_’7?+](%+% 2(1—19) >+2u (———— (1—19) )

< -I—u?,l(%—i-%—l—Q(l—ﬁ)u),lg]§J—1,0§n§N—1 (1.79)
uf = ug(z;) 0<j<J
| uf = uj= 0, 1<n<N.

2
3 ) 9 n 3 h Ik n
+<25(*B + T)*%>5 u (*%(*ﬁ + T)*%>5 g
s +p0) + s (W) — ) =0, 1<j<J 1<n<N-1
P =10(z;),  0<j<

(1.80)

Définissons les coefficients A, Ay, A_1 et By, By, B_; en fonction des coefficients a1, ag, a_1
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et by, by, b_1 de la formulation en u (1.45) du schéma boite (1.37)

1 pe a,  Pe
A = (— Y ):— 7
! R R
1 pe ay Pe
A — 2(_7_ 29 >:_f_
0 > 6 M3
1 fBe a1 fe
Ay = (5= —2p)= 2
! I I R
1 fBe by pe
B = (— P2 ion o)== 4+ 5
1 2"‘ 6 +2(1 =) p 5 6
1 pe by fe
By = 2<—f—f21f9 >:_f_
0 5 6 ( J) h 3
1 pe by e
B, = (— —+2(1 -0 = — 4+ —
1 2+ G +2(1 -9 p - + 6
L’équation en u du S-schéma s’écrit alors
A, uﬁ“l] + A u;”] +A, u?ﬂ = Biuj,,+ Byuj + B uj (1.81)

Lemme 1.6.2 Le schéma (1.78) admet une unique solution (u},p?) a chaque pas de temps
donnée en fonction de la condition initiale u®, sous la condition fe < 129 p.

Preuve : On démontre ce résultat a l'aide du théoreme de Gershgorin. C’est-a-dire on
vérifie que |A;| + |A 1| < |Ag|. Or, A; = A 4, donc on distingue les cas (A; > 0, Ay > 0),
(A1 <0,A4,>0), (A >0, 4<0)et (A <0, A4y <0).

elecas (A; >0, Ay > 0) est équivalent a 129y —3 < fe <129 pu+ 3 et

‘A1‘+ ‘A,1| < ‘AU‘ ot BS < 12’(9/L

elecas (A; <0, Ay > 0) est équivalent a 129 u—3 > f e, on vérifie que |A; |+ |A 1| < |Ag|
est toujours vrai.

o le cas (A; >0, Ay < 0) est impossible par définition de A; et Ay.

elecas (A >0, Ay > 0) est équivalent a S > 129 p+3. Mais la relation |A; |[+|A 1| < |Ag|
n’est jamais vérifiée.

Donc le -schéma (1.78) admet une unique solution sous la condition fe < 129 pu. Ceci
donne l'existence de la variable u qui est unique, puisque le systeme en u est carré. De plus
le flux de diffusion p est donné de facon unique en fonction de u par les équations (1.46). Ce
qui prouve l'existence et 1'unicité de la solution (u},p}) sous la condition Se < 129 p. Si 3
est nul, on retrouve le résultat d’existence de la solution u du schéma boite (1.43). |

L’action du coefficient [ est analogue a un décentrement de la variable 9. En posant
Y = 19—%, les coefficients A; et B;, 1 = 1,2, 3 sont égaux a A; = %—2 1§,u, Ay = 2(%4—25”),
A = %—Q@M, B, = %+2(1—1§) w, By = 2(%—2(1—15) 1) et By = %4—2(1—15) . Puisque
nous utilisons un coefficient g < 0, le coefficient 9 correspond a un décentrement de @ par
3. En augmentant |3], on augmente la valeur de 9 ; quand 9 = 1/2, 9 > 1/2, les oscillations

disparaissent.
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1.6.2 Etude du facteur d’amplification du S-schéma

Avant d’étudier la stabilité du schéma (1.78), on cherche sous quelles conditions sur le
coefficient 3, le schéma est non-oscillant (au sens du facteur d’amplification). Le facteur
d’amplification de ce nouveau schéma (1.78) est donné par la formule :

05(0) = (%+%+2(1—19),u) COSG—!—(%*%*Q(I*??)N) (1.82)
7 (3+5—20p) cosO+ (3 — 2 +20p)

Existe t-il des valeurs de £ telles que gs(#) # —1 pour tout 6 € [0, 7[?
g50) =1 = (1+Z420-29)p)cosf+(1—-52-20-29)pu)=0 (1.83)

Soit g la fonction définie par

lg(0) = (1 % +2(1—29) pu) cosf + (1 — % —2(1 —29) ).

L’étude de la fonction [z permet de prouver que

gp(0) # —1 si et seulement si fe < —6(1 — 29)u

En particulier, si ) = 1/2 il faut choisir § < 0 pour que gz(f) # —1, pour tout 6 € [0, 7].
D’autre part, si f = 0, le schéma conserve les modes oscillants éventuels. De plus, d’apres
le Lemme 1.6.2 sous la condition

Be < —6(1 — 29)u (1.84)

le S-schéma admet une unique solution. Prouvons la stabilité du schéma sous la condition
(1.84).

Lemme 1.6.3 (Stabilité)
Le schéma (1.78) est stable au sens de Von Neumann sous la condition fe < —6(1 — 29)pu.

Preuve :
On étudie le facteur d’amplification du schéma. Le facteur d’amplification (1.82) est encore
égal a

2 p(cosf — 1)
(3+55—20p) cosO+ (3 — 5 +20p)

95(6) = 1+ (1.85)

On note D = (3 + 2 — 29p) cosf + (3 — & + 29 ) le dénominateur de gs. A-t-on

lgs(#)| < 1 sous la condition (1.84) de non oscillation au sens du facteur d’amplification,
fe < —6(1 —29)u?

2 p(cosf—1
0< D+/¢((Es671)

. (1.86)

D >0
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En utilisant la condition fe < —6(1 — 219)u, on prouve facilement les deux inégalités D > 0
et W > 0. Le [-schéma (1.78); est inconditionnellement stable sous la condition
(1.84). [ |
En particulier, si 9 = %, le schéma est stable si 5 < 0.

Lemme 1.6.4 (Consistance)
Le schéma boite (1.78) est consistant a l'ordre 2 en espace et en temps si ) = % et a l'ordre
2 en espace et 1 en temps si ) # % Done, le schéma boite est d’ordre 2 si k = O(h?).

Preuve :

La preuve est analogue a la preuve du Lemme 1.4.2 de la consistance du schéma boite (1.37).
On suppose que les pas de temps et d’espace k et h tendent vers 0 et que le coefficient y est
borné par uy, 0 < g < py quand k, h — 0. On cherche I'ordre en k et en h du terme [42] :

1 kq(€)
C (99— g(ng)) (1.87)
q(§) = —£ €2, En développant ef9€) et g respectivement en k et en h, on obtient
1 4
e —g(he) = € K (5 — ) + h%(% + %)JFO(H) +O(h%) (1.88)
Ce qui donne le résultat. |

1.6.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous reprenons les tests réalisés sur le créneau dans le cas du premier
schéma boite (1.37), pour S-schéma boite (1.78), a savoir la résolution du probleme (1.23-
1.24) donné par :

U — g, =0, 2 €]0,2[, >0
u(z,0) = ug(z), x€l0,2] (1.89)
uw(0,t) =1, u(2,t) =0, t>0.

ol € = 1 ou 1/8 et la condition initiale est de type créneau :

1si0<z<0.5
uo(r) = { 0si05<z<2 (1.90)

Comme précédemment, la solution exacte est calculée numériquement par le schéma. Le
parametre 5 du [-schéma (1.78) est choisi § = —0.5 et satisfait les conditions d’existence,
d’unicité et de stabilité de la solution du f-schéma (condition (1.84)). Nous voulons vérifier
que le S-schéma boite (1.78) atténue les modes oscillants présents dans la solution du schéma
boite (1.37) pour ¥ = £ (voir les tests du Paragraphe 1.3). Nous observons la solution donnée
par le B-schéma boite (1.78) au temps T' = 2.1073, puis T' = 2.1072, avec un zoom sur la
partie oscillante.

o 11 = 1: Les données sont ) = 1/2 et u = 1, le pas d’espace est h = 0.02, le pas de temps est
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k = h? = 4.107%. Les Figures 1.16 et 1.17 représentent simultanément la solution exacte du
probleme (1.23-1.24) en trait pointillé et la solution calculée par le S-schéma (1.78) en trait
continu au temps T = 2.107% (5 itérations en temps). Les Figures 1.18 et 1.19 représentent
également les solutions exacte et calculée au temps T = 2.107% (50 itérations en temps).
Afin, de comparer la solution du schéma boite (1.37) et du S-schéma boite (1.78), nous
représentons simultanément sur la Figure 1.20 un zoom sur le segment [0.3, 0.8] de ces deux
solutions boite et de la solution exacte au temps T = 2.1073 et sur la Figure 1.21 au temps
T = 2.1072. Sur ces deux figures, la solution exacte est toujours représentée en pointillé, la
solution du schéma boite (1.37) en trait continu et la la solution du S-schéma boite (1.78),
par des petits cercles.

e 1 = 1/8 : De facon analogue, nous présentons les résultats obtenus pour pu = 1/8. Les
données restent inchangés : 9 = 1/2, h = 0.02 et k = 4.10~*. On conserve = —0.5.

La solution exacte et la solution du $-schéma sont représentées respectivement en trait poin-
tillé et en trait continu sur les Figures 1.22 et 1.23 au temps T = 2.1072 et sur les Figures 1.24
et 1.25 au temps 7' = 2.10 2. Les deux Figures 1.26 et 1.27 offrent une comparaison visuelle
entre la solution exacte (trait pointillé), la solution du schéma boite (1.37) (trait continu) et
la solution du B-schéma boite (petits cercles) aux temps respectifs T = 2.1073 et T = 2.1072.

Pour ces deux valeurs de p, on constate que les oscillations sont immédiatement réduites,
sans perte de précision. Ici le coefficient § prend la valeur § = —0.5 pour les deux valeurs
de p, 1 et 1/8. Néanmoins, on pourrait choisir || proportionnel a la valeur de €. De plus,

rappelons, que le décentrement en [ n’est nécessaire que pour v = %
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‘ e Evolution des oscillations pour e =1 : ‘

15 T
— ucalculee
— uexacte

Fic. 1.16  B-schéma (1.78), u = 1,
T =210"3, 8= —0.5.

T
— ucalculee
— uexacte

Fic. 1.18  B-schéma (1.78), u = 1,
T =210"2, 8= —0.5.
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T
— ubeta
— Uuexacte

-05 L L L L L L L L L
03 0.35 04 045 05 055 0.6 0.65 07 0.75 08

Fic. 1.17  B-schéma (1.78), u = 1,
T =2.10"3, = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

T
— ubeta
— Uuexacte

-05 L L L L L L L L L
03 0.35 04 045 05 055 0.6 0.65 07 0.75 08

Fic. 1.19  B-schéma (1.78), u = 1,
T =2.10"2, = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].



T T
— uboite

O ubeta

— uexacte

-05 L L L L L L I I I
03 0.35 04 0.45 05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 08

Fia. 1.20 — comparaison schéma boite
(1.37) et [-schéma boite (1.78) u = 1,
T =210"3, = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

e Evolution des oscillations pour € = 1/8

15

T T
— ucalculee
— uexacte

I I I I I
0 02 0.4 06 08 1

Fic. 1.22 — B-schéma (1.78), u = 1/8,

T =210"3, B = —0.5.
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T T
— uboite

O ubeta

— uexacte

I I I I I I I I I
03 0.35 04 0.45 05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 08

Fi1G. 1.21 — comparaison schéma boite
(1.37) et [-schéma boite (1.78) u = 1,
T =2.10"2, = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

T T
— ubeta
— uexacte

Fic. 1.23 — B-schéma (1.78), p = 1/8,
T =2.10"3, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].



T
— ucalculee
— uexacte

FiGc. 1.24  p-schéma (1.78), up = 1/8,
T =210"2, 8= —0.5.

T T
— uboite
O ubeta
— uexacte

-05
03 0.35 04 0.45 05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 08

Fia. 1.26 — comparaison schéma boite
(1.37) et [-schéma boite (1.78), u = 1/8,
T =2.10"3, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].
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T T
— ubeta
— uexacte

Fic. 1.25 — B-schéma (1.78), p = 1/8,
T =2.10"2, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

T T
— uboite
O ubeta
— uexacte

-05 L L L L L L I I I
03 0.35 04 0.45 05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 08

Fia. 1.27 — comparaison schéma boite
(1.37) et B-schéma boite (1.78) pu = 1/8,
T =210"2, = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].



CHAPITRE 2

Quelques schémas boite sur maillages
en triangles

2.1 Introduction

Les schémas boite ont été introduits par H.B. Keller en 1971, pour des problemes parabo-

liques [31]. Aprés I’étude au Chapitre 1, de schémas boite associés a I’équation de la chaleur
en dimension 1, nous souhaitons généraliser cette étude en dimension 2 pour un domaine
muni d’un maillage en triangles. Sur le principe de discrétisation introduit par B. Courbet
dans [14] pour le probleme de la chaleur sur des maillages en triangles, B. Courbet et J.-P.
Croisille ont introduit un schéma boite de type volumes finis pour I’équation —Awu = f sur
un domaine €2 maillé par des triangles [15].
Dans ce chapitre, nous rappelons la construction et le principe du schéma boite Courbet-
Croisille et son lien avec la méthode des éléments finis mixte. Puis nous introduisons des
schémas boite d’ordre plus élevé basés sur les mémes principes, pour lesquels nous prouvons
des estimations d’erreurs par rapport a la solution exacte du probléeme de Poisson. La partie
analyse numérique de ce travail a été publiée dans [19]. Quelques applications numériques
illustrent les résultats théoriques obtenus. Par ailleurs, signalons que la généralisation au
probleme de Poisson avec tenseur de [15] a été établie par Chou et Co., [10].

2.2 Rappels sur les méthodes mixtes

2.2.1 Formes mixtes du probleme de Poisson
Nous considérons un domaine polygonal Q C R?. Le probléeme de Poisson défini sur €2

est : trouver u € Hy(Q) tel que :

(2.1)

—Au=f dans Q
u=0 surl

Si f e L*() et Q C R? est un domaine convexe, le probleme (2.1) admet une unique
solution u € Hy (Q) N H2(Q) telle que [Julls.o < C|f|oq. Nous utilisons dans la suite les deux
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formes mixtes suivantes du probleme de Poisson
(i) La formulation mixte primale : trouver (u,p) € Hy(2) X Hy;y (Q2) tel que

{ (divp+ f,0)o0 =0, Vo € L*(Q)

(p— Vu,q)on =0, Vg € (L*())? (2.2)

(ii) La formulation mixte duale : trouver (v,q) € L*(Q) x (L*(2))? tel que

{ —(Vu,q)on = —(f,u)oa, Yu € Hj(Q)
(p, @)oo+ (divp,v)oa =0, Vp € Hy\(Q)

Rappelons également les deux formes mixtes usuelles
(iii) La formulation mixte : trouver (u,p) € Hy(S2) x (L*(Q2))? tel que

{ —(p, Vv)oo = —(f,v)o0 , Yv e Hy(Q)
(p— Vu,q)on =0, Vg € (L*(Q2))?

(2.3)

(2.4)

équivalente a la forme variationnelle usuelle : (Vu, Vv)oq = (f,v)0q avec p = Vu.
(iv) La formulation mixte variationnelle : trouver (u,p) € L*(Q2) x Hgi () tel que

{ (divp+ f,v)o0 =0, Yo € L*(Q)

(P, @)oo+ (u,divg)on =0, Vg € Hgiy(Q) (2:5)

La solution (u,p) € L*(Q) x Hg;\(2) de la formulation (2.5) est caractérisée comme étant
I'unique point selle sur V = L?(Q) x Hy;,(Q) de la fonctionnelle J

1 .
J(v,q) = §|q\gﬂ + (divg + f,v)00- (2.6)
La forme bilinéaire B définie sur V' x V par
B((“‘ap); (7)7 q)) = (pa Q)O,Q + (“‘7 div q)O,Q + (lep, U)O,Q (27)

est symétrique, continue, V-elliptique ([16]), donc le probleme (2.5) admet une solution
unique (u,p) € V qui est la solution de

B((u,p); (v,q9)) = (f.v)on- (2.8)

Ces quatre problémes mixtes ont pour unique solution (u, Vu), ott u € HE(2) N H?*(Q) est
'unique solution de (2.1).
Pour la preuve, on peut utiliser le théoreme de Babuska-Brezzi, que nous rappelons.

2.2.2 Le théoréeme de Babuska-Brezzi

Le lemme de Babuska

Soient (Hqy, (.,.)1), (Ha, (.,.)2) deux espaces de Hilbert et B(-,-) une forme bilinéaire
continue sur Hy x H,. Soient J : Hy — Hj et J* : Hy — Hj les deux opérateurs linéaires
continus associés a la forme B par

B(u,v) =< Ju,v >y, =< J v,u >p m (2.9)

On a
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Théoréme 2.2.1 (Lemme de Babuska, [2])

Lopérateur J : Hy — H} est un isomorphisme si et seulement si les deuz conditions (i) et
(ii) sont satisfaites

(i) il existe une constante C > 0 telle que

sup  B(u,v) > Cl|ul|;, Yu € H;

vEHy,[Jv]|2<1
(ii) Si v € Hy est telle que B(u,v) = 0 pour tout uw € Hy, alors v = 0.
De plus, la constante de continuité de J est 1/C.
Cas particulier ou H; = M; x X et Hy = M, x X,

Dans le cas particulier d’espaces de Hilbert produit, Brezzi [3], Nicolaides [35], Bernardi
et al. [7] ont prouvé le Théoreme 2.2.2 que I'on peut déduire du Lemme de Babuska. Soient
(My, (o)), (Xa, (4 )xy), (M, (1)), (Xa, (4 .)x,) quatre espaces de Hilbert. Définissons
les espaces produits H; = M; x X1, et Hy = My X X5, munis des normes :

1/2
1)l = (el + lulla) V(o u) € H,

s (2.10)
Il = (lallx. + loll)  ¥la,v) € Ha.
Soit B la forme bilinéaire définie sur H; x H, par
B((pau), (qa U)) = Cl(p, Q) + bl(QJ“) + b?(pa U) (211>

ol

e ¢ est une forme bilinéaire continue définie sur X; x Xo,

e by et by sont des formes bilinéaires continues définies respectivement sur M; x X, et
M, x X;.

Définissons les espaces noyaux Vp, V5 :

Vi={pe Xi|bp p
Vi :{QGXQ‘bl((L)‘)

Yu e MQ},

VA€ M} (2.12)

=0 ,
=0 ,
Soient Iy, mo, des formes linéaires continues définies respectivement sur X, et M,. On
considere le probleme : chercher (p,u) € X; x M; solution de

{ a(p,q) +bi(q,u) =<ly, q> ,Vge X, (2.13)

ba(p,v) = <mg, v > Vv € M,

Théoréme 2.2.2 Le probleme (2.13) admet une unique solution (p,u) qui dépend continiment
des données (la, mo) € X5 x M} si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) il existe une constante o > 0 telle que Vq € V5 |

sup  a(p,q) > allq]|x.,
pEVA,Ipllx, <1
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(ii) pour tout p € Vi,

Vg eVa, a(p.q) =0 = p=0,
(iii) il existe une constante 51 > 0 telle que

sup bl(Q: U) > /BIHUHM]J Vu € Ml:
g€ X2, |lgl[x, <1

(iv) il existe une constante By > 0 telle que

sup bQ(pa 7)) > /BQHUHMQ’ Vo € MQ'
PEX,[Ipllx, <1

Les deux formes mixtes (2.2), (2.3) entrent dans ce cadre :

(1) Soient les espaces de Hilbert X; = Hg; (Q), My = H{(Q) , Xy = (L*Q))? et
My = L*(2). Le probléme (2.13) associé a la forme mixte (2.2) est : chercher (p,u) € X;x M,
solution de

{ (P, @)oo — (Vu, @)oo = 0 ,Vge Xy (2.14)
(divp,v)oo = —(f,v)on Vv € M, '
équivalent a
{ a(p,q) +bi(g,u) = 0 Vg€ X, (2.15)
bo(p,v) = —(f,v)o0 ,Yv € M, '
pour les formes bilinéaires continues a(p,q) = (p,¢)oq, bi(g,u) = —(Vu,q)on et

ba(p,v) = (divp,v)pq- Les hypotheses du Théoreme 2.2.2 sont vérifiées, [16], en effet :
Les espaces V) et V5, définis par

Vi={p € Hauir(Q)| (divp,v)g0o = 0, Vve L*(Q)}
Vo ={q € (L*(V)?] — (Vu,q)oa = 0, Yue H;(Q)}

satisfont V; = V5, = V. Donc pour tout ¢ € V', on a I'égalité

(2.16)

sup a(p,q) = |lallon
pEV,|Ipllo,a<1

Ainsi, les hypotheéses (i) et (ii) du Théoreme 2.2.2 sont vérifiées. D’autre part les hy-
potheses (iii) et (iv) du Théoreme 2.2.2 sont les conditions “inf-sup” associées aux probléemes
mixtes standards (2.4) et (2.5) pour les couples d’espaces (M, X) = (Hy (), (L*(2))?) et
(M, X) = (Haiv(Q), L*(Q)).

(2) Soient les espaces de Hilbert X; = (L*())?, My = L*(Q) , Xo = Hg(Q) et
M, = H{(2). Le probleme (2.13) associé a la forme mixte (2.3) est : chercher (p, u) € X; x M,
solution de

{ (p, @)oo+ (divg,u)oo = 0 ,Vge Xy (2.17)
—(Vu,p)oo = —(f.v)oa ,Yve M, '
équivalent a
{ a(p,q) +bi(g,u) = 0 Vg€ Xy (2.18)
ba(p,v) = —(f,v)on ,Yv € M, '
pour les formes bilinéaires continues a(p,q) = (p,q)oq, bi(q,u) = (divg,u)pq et
bo(p,v) = —(Vv,p)oo. On montre de faccon analogue que les formes a, b et by ainsi définies

vérifient les hypotheses du Théoreme 2.2.2.
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2.2.3 Notations géométriques

Dans toute la suite, on suppose que le domaine €2 est connexe et convexe K désigne un
triangle quelconque, d’aire notée |K|. La Figure 2.1 représente les données d’un triangle K.
Soient :

e hi : diametre du cercle circonscrit a K.
e pi : diametre du cercle inscrit dans K.
h

® 0K = p—g > 1 : mesure de la non dégénérescence de K.

S3

hx

PK

S, S

F1a. 2.1 — Données géométriques d’un triangle K

Soit 7, un maillage en triangles du domaine €2 de parametre de discrétisation

h = max hK
KeTy

Ty est défini tel que Q = U K. Nous supposons que le maillage est uniformément régulier
KET,
c’est-a-dire :

e h=maxhg —0
KeTy,

e il existe deux constantes o > 0 et 7 > () indépendantes de h, telles que

Th < hg <o0pk.
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Fi1G. 2.2  Vecteur normal & l'aréte a

Le vecteur normal unitaire a une aréte a de K orienté vers I'extérieur est noté v,, le vecteur
tangent est noté 7, (Figure 2.2), tels que (v, 7,) forment une base orthonormée directe.
Soient K et K, deux triangles d’aréte commune a. Le saut d'une fonction v a travers
l'aréte a est [v] = Vg, o — Vi, .4, Ol Uk, 4 est la valeur de v le long de I'aréte a dans le triangle
K;, i = 1,2. Le gradient d’une fonction f € H'(Q) est Vf = (9,f, 9, ), son rotationnel
est rot f = (0, f, — 0,f ). Le rotationnel scalaire d’'une fonction vectorielle (fi, f) est noté
de facon identique, défini par rot(fy, fo) = 0, fi — Oy fo.

[’ensemble des arétes du maillage noté A = A, U A; est constitué des arétes frontieres A et
des arétes internes A;. Nous notons N A, le nombre total d’arétes, NA, le nombre d’arétes
frontieres et N A; le nombre d’arétes internes, NP, le nombre total de noeuds du maillage,
NP; le nombre de noeuds internes du maillage. NE désigne le nombre de mailles de la
triangulation 7. Les relations d’Euler pour le maillage sont :

NE-NA+NP=1 et 3NE=NA+NA,. (2.19)

2.2.4 Quelques Lemmes et Définitions

Les espaces de polynomes de degré total k sur K sont notés P*(K). Pour v € L*(K),
[T*y désigne la projection orthogonale de v sur P*(K) tel que

/(Hkv—v)qu:(), Vg € P*(K).
K

Lemme 2.2.1 (Interpolation, [23], [30])
1l existe une constante C > 0 indépendante du triangle K telle que
(i) siv e H"Y(K),

v Fo|xk < Cof b "k, 0<m<k+1 (2.20)
(ii) siv e HTY(K), 1 <1<k

v —T*0| g < Ol hE "™ vk, 0<m<Il+1 (2.21)
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Fi1G. 2.3 Maillage du domaine (2

Soit P*¥(e) la restriction a I'aréte e des polynomes de degré k. TI* désigne la projection de
L*(e) sur P*(e). Rappelons le lemme suivant

Lemme 2.2.2 (Interpolation d’aréte de Crouzeix-Raviart [22])
Soit k € N, Vm € N tel que, 0 < m < k, il existe une constante C' > 0 indépendante de K
telle que pour tout ¢ € H'(K), v € H™(K),

|/¢(U — ¥v)do| < Cog R Bl k|0l mar k-

Rappelons le patch-test au sens de Irons et Razzaque [22], [32], [43]. Il s’agit d’une condition
de recollement des espaces de polynomes totalement discontinus au niveau des arétes du
maillage.

Lemme 2.2.3 (Patch-test d’Irons et Razzaque, [22], [32], [43])
Un espace d’éléments finis V;,, sous espace vectoriel local de P* satisfait le patch-test au
sens de Irons et Razzaque si : pour tout v, € Vj, on a

(i) Ya € A,, [vp] pdo =0, Vp € P"'(a)

a

(i1) Ya € A,, /vhpda =0, Vpe P (a).
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Rappelons le théoréeme suivant, que 'on retrouve par exemple dans [16], [34], qui est la
version discrete du Théoreme 2.2.2 de Babuska-Brezzi. On définit les espaces de Hilbert
discrets K, = X, x M;y, et H;p, = H; + K;p,, ou H; est 'espace de Hilbert produit
H; = X; x M;. L’approximation du probleme (2.13) est :

chercher (pp,us) € Xy, x M, solution de

{ an(pn, qn) + 0 p(qnsun) = <lop, qn >, Yan € Xop

2.22
bop(Dh, vn) = < mop, vy >, Yo, € My (2:22)

ol

® ay, by et by, sont des approximations des formes bilinéaires a, by et by de la Section 2.2.2.
® Iy, et myy des approximations des formes linéaires [y, my.

Soit By, la forme bilinéaire discrete définie sur H; j x Hyp par

By ((pnsun); (qn, vn)) = an(pn, @n) + 01,4 (an, un) + bon (D, va). (2.23)
Résoudre le probleme (2.22) est équivalent a trouver (pp, us) € Xy, X My tel que
By ((phs un); (g, vp)) =<lop,qn > + < maop,vp >, V(qn,vn) € Xop X Moy (2.24)

Soient les espaces noyaux discrets de dimension finie :

Vin = {pn € Xip; bop(vn,pn) =0, Vo, € Myyp},

2.25
Vo = {an € Xop; b1 p(un, qn) = Vuy € My} (2.25)

Théoréme 2.2.3 (Babuska-Brezzi discret - Condition “inf — sup”)

Le probléme (2.22) admet une unique solution (pp,up) continiment dépendante des données
(la,n, map) € Xy, x My, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) il existe une constante o > 0 indépendante de h telle que,

sup an(pn, an) > allgnl|x,,,
PREVL hillpallx, , <1

(11) dim M],h + dim X],h = dim Mg,h + dim XZ,h
(iii) il existe une constante 31 > 0 telle que

sup bl,h,(CIh,;Uh,) > 51||Uh||M1,h,= Vuy, € Ml,h
A€ X2 nsllanllx, ), <1

(iv) il existe une constante By > 0 telle que

sup bon(Prs V) > Bollvnllng,, Vv € Moy,
Pr€X1nslpnllx, , <1
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2.3 Principe des schémas boite

2.3.1 Introduction

Dans le cadre de I'équation de la chaleur, B. Courbet introduit un schéma boite sur
maillage triangulaire [14]. L’idée principale consiste a évaluer la moyenne par maille de la
quantité conservée p en fonction de ses valeurs a l'interface de la maille. On obtient ainsi
une formulation compacte du schéma : la moyenne ne dépend que des valeurs de u et p
prises sur la boite. La discrétisation des équations ne se fait que sur une maille, ce qui est
particulierement intéressant pour imposer les conditions limites sur la frontiere. Sur cette
idée, B. Courbet et J.-P. Croisille ont introduit le schéma boite [15]. Ce schéma fait le lien
entre le schéma boite algébrique de B. Courbet [14] et les schémas de type éléments finis.
Dans un premier temps, nous définissons les espaces d’éléments finis dont nous aurons besoin.
Nous rappelons ensuite le schéma boite de B. Courbet et J.-P. Croisille [15]. Nous décrivons
enfin quelques principes généraux de construction de schémas boite.

2.3.2 L’espace P1 non-conforme de Crouzeix-Raviart

L’espace P1 non-conforme de Crouzeix-Raviart, [22], est 1'espace des fonctions affines
par morceaux, continues aux milieux des arétes internes et nulles aux milieux des arétes
frontieres. Il est noté :

Pl = {7)h € L(Q), vnx € PYK), YK €Ty, [, vndo =0, Va € A,

[Jon]do =0, Ya e Ab}- (2.26)

Lemme 2.3.1 (Fonctions de base de I’espace P, )
(i) Les degrés de liberté de Uespace P, sont les formes linéaires {l,}aen,, 0t l, est défini

par :
1
lo(vp) = Tl /vh do = v, (M,), Vo, € Py, (2.27)

ot M, est le milieu de [’aréte a.

(ii) La base globale de lespace P,., est (Pa)aca; 00 pa = 1 — 2Xs, Ag(z,y) désigne les
coordonnées barycentriques du point (x,y) par rapport au sommet S opposé a l'aréte a
(Figure 2.4).

(iii) En particulier, l'espace P!, est de dimension N A;.
Par définition I'espace P}, satisfait le lemme suivant :

Lemme 2.3.2 (Patch test pour P, )

L’espace P,lc,o satisfait le patch-test d’Irons et Razzaque : pour tout v, € P!

0 0N a les

relations

(i) Va € A,, [vp]pdo =0, p€ P'(a),

a

(i1) Ya € Ay, /vhpdaz(),pepl(a).

a
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aq

S

as

S

FiG. 2.4  Degrés de liberté de PL,

Soit la semi-norme | - |, définie sur Hj(Q) + P, par
iy =) IVulix
KET,

ol | - [y k est la semi-norme 1 sur un triangle K.

Lemme 2.3.3 (Inégalité de Poincaré discréte pour Hj(Q) + P, [30])
1l existe une constante C' qui ne dépend que de S telle que

lulon < Clulyp, Yu € Hy () + P;c’g. (2.28)

Preuve :
Soit u € Hy(2) + P, . Alors,

|71,|079 = sup ‘(“‘79)0,Q|

(2.29)
geL?(Q) |g

0,0

Soit g € L*(Q), Ip € H'(Q)? tel que divp = g et ||p|li.a < C|gloo. En remplagant g par
sa valeur, puis en intégrant par parties, on obtient

(u,9)0.0 = (u,divp)on = — Z / Vu - pdm+z / p-vudo (2.30)
~ /K < Jox

-

~ ~~

(1) (17)

(i) L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’estimer |(I)] :

> [ Vupdr | < il plos-
x YK
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(i) Puisque p € H'(2)? N Hgiv (), sa composante normale le long d’une aréte interne a est
continue, (IT) devient donc :

(II)—Z/ p-vudo = Z /p-l/aud(fz /p-l/a[u]d(f (2.31)
K JOK acA, " @ acA; " @

Soit p-v, = ‘JIT'fap - Vgdo € P°a) la moyenne de p - v, le long de laréte a. L’espace
Hy(Q) + P, satisfait le patch-test (Lemme 2.3.2), donc

[P Vaudo = 0, VYacA,
fap-l/{,,[u]da = 0, VaeA,. (2.32)
L’égalité (2.31) devient :
Z/ p-rvudo = Z /(p-l/ap-l/a)ud(f Z /(p-l/ap-l/a) [u]do
K ° oK ac Ay acA; " @
= > ) /(p-ye—p-—ue)uda
K ecOK "€
Le Lemme 2.2.2 donne 'estimation
\ /(p Ve — P Vo) udo| < Chg |uli k |p|x
Ainsi,
(IT)| = Z/ p-vudo| <3Chlulin|plia
< Joxk
Finalement,
[(u, 9)o0l < (Chlplia+ ploa)lulin < Cluliyl|plhe
Or, ||pllh.a < C(2)]glo.n, d’ou le résultat annoncé. |

En particulier, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.3.4 La semi-norme d’energie | - |1 est une norme sur Uespace Hy(Q) + PL. .

2.3.3 L’espace RT" de Raviart-Thomas

L’espace RT" est I'espace de Raviart-Thomas [39] de plus bas degré. Tl est défini par

RT" — {qh € Huy(Q), VK € Th, qux € (P°(K))? + P(K) ( Z ) } (2.33)

La composante normale dun élément ¢ de RTY est constante par aréte. De plus
RT" C Hgiy (), on a en particulier la continuité le long d’'une aréte interne de la com-
posante normale d'un élément de RT". C’est-a-dire, si a = 0K; N 0K, est une aréte interne
du maillage, des triangles K et K,

Py (%) Vo +Pngy(2) Ve =0, Vz€a. (2.34)

On en déduit
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Lemme 2.3.5 (Fonctions de base)
(i) RT® est un espace vectoriel de dimension N A, dont les degrés de liberté sont les formes
linéaires {Ly}aca, 0t L, est défini par :

1
L.(qn) = m /qh v, do, Yq, € RT". (2.35)

(ii) La base globale de l'espace RT® est (P,)aca, ot P, est défini par :
Pa(xay) :PKha(xay)ﬂIﬁ _PKg,a(xay)ﬂKQJ (236)

et sur chaque triangle K, Pk, est défini par :

1 T — Tg
P a\L, — s 2.37
eales) = e (000 (237

ou S désigne toujours le sommet opposé a l'aréte a (Figure 2.5).

S3

Si

S»

FiG. 2.5 — Degrés de liberté de RT'(K)

2.3.4 Le schéma boite de Courbet et Croisille

[lustrons la méthode boite, dans le cas du schéma boite de Courbet et Croisille, [15].
Apres introduction d’une variable auxilliaire p = Vu, le probleme de Poisson homogene

(2.1) devient
divp+f =0, sur 2
p—Vu =0, sur (2.38)
u=20, sur [".
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On integre les équations (2.38) sur chaque cellule K du maillage. On obtient le systeme
(2.39), dont la solution continue (u,p) de (2.38) est solution

/(divp+f)dx—0, VK €T,

f(p—Vu)dsz, VK €T,
JK

U‘FZO

(2.39)

Approchons les inconnues du probleme continu u et p respectivement par les inconnues
discretes up, € My et pp, € Xy, ou My, et X, sont des espaces d’éléments finis appro-
chant les espaces continus H{ () et Hy;, (). Considérons le probleme approché : chercher
(un,pn) € My X Xy tel que

/(divph—l—f)dm = 0, VKeT,

f(phV7Lh) dv = 0, VKeT, (2.40)
JK
Ui = 0.

En appliquant la formule de Green sur un triangle K, I’équation (2.40) devient :

( S o vedo + |K°f =0, VK €T,

ecOK v €
% K |(I°py) i — Z(/uhdo*) v,=0, VYKeT, (2.41)
ecOK €
[ upr = 0.

Cette réécriture du probleme fait apparaitre un choix naturel de degrés de liberté pour uy
et p, donnés par les moyennes d’arétes :

/uh do, Vee A

g (2.42)
/ph-ued(f, Ve e A

Je

Pour que le probleme discret soit bien posé, il est nécessaire de choisir des espaces d’inconnues
M, et X;, tels que le nombre global d’inconnues soit égal au nombre d’équations du
systeme (2.41). C’est-a-dire 3NE + N A, équations, ou encore 2N A équations (en utilisant
la deuxiéme relation d’Euler). Le choix de 2N A inconnues suggéré par (2.42) satisfait donc
la relation

nombre d’équations discretes = nombre d’inconnues discretes.

D’autre part, les degrés de liberté donnés par (2.42), correspondent aux degrés de liberté des
espaces P,  de Crouzeix-Raviart défini au paragraphe 2.3.2 et RT", I'espace de Raviart-
Thomas de plus bas degré défini an paragraphe 2.3.3. Choisissons donc M, = P, et
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Xin = RT". Revenons a la formulation (2.40). Elle est encore équivalente & chercher
(uhaph) S PT]LC,O X BTO tel que

Z/(divph+f)vhda::0, vy € PY
< /K

(2.43)
Z/K(Ph—Vuh,).qhdx:O, an € (P°)2,

Notons :
Xoy = {qh € (IX(Q)?; qu, € (P"(K))?, VK€ Th} (2.44)

le sous-espace vectoriel de R?, des polynomes constants par triangle, totalement discontinus,
de dimension dim Xy, = 2NFE et

Moy = {on € L*(9) 5 v € PU(K), VK €Ty} (2.45)

I’espace des polynomes constants par triangle totalement discontinus, de dimension
dim M, = NE. On note aussi ces espaces (P)? et P°. Le probléme (2.43) se réécrit :
chercher (up,pn) € My, x Xy tel que

Z/ (divp, + flopde =0, vy € My

KO (2.46)
Z/(ph,_vuh)'thl":O: an € Xop.
— JK

Définition 2.3.1 (Le schéma boite de Courbet et Croisille)
On définit le schéma boite suivant associé au probléme de Poisson (2.1) comme étant le
probléeme discret : chercher (up,pp) € P,}QO x RT? tel que

Z/(divph+f)7)hdm—0, Yo, € P°
— JK

(2.47)
Z/(phVuh)-qhdx—O, thE(PO)Q.
Kk YK

C’est une formulation mixte de type “Petrov-Galerkin”, c’est-a-dire que les espaces d’ap-
proximation M; ) = PAQQ et X1, = RT° sont des espaces d’éléments finis, distincts des
espaces test M, ) = PO et Xop = (PY)2. L’espace discret X1, est un espace d’éléments
finis de type conforme (X;, C Hg;(Q2)) mais l'espace M;, est de type non-conforme

(M & Hy($2)).

Lemme 2.3.6 Les espaces d’inconnues et les espaces de fonctions test satisfont la relation
d’égalité des dimensions :

dim P, , + dim RT° = dim P° + dim(P")*. (2.48)
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Par la suite pour définir des schémas d’ordre plus élevé, nous veillerons a choisir des espaces
M, X1p, My, et Xy, satisfaisant la relation d’égalité des dimensions des espaces

dim M] h + dim X],h = dim Mg,h + dim Xg,h (249)
Lemme 2.3.7 Le schéma boite (2.47) a une unique solution (up, py) € Py, x RT®.

Preuve :

Rappelons brievement la preuve, [15]. Le probleme (2.47) est linéaire avec autant d’équations
que d’inconnues, il suffit donc de prouver que f = 0 implique u, = 0 et p, = 0. D’apres
la définition de RT?, f = 0 dans I’équation (2.47); entraine que div prx = 0, sur chaque
triangle K, donc localement, p,x € (P°(K))*. Le choix g, = pj, dans I'équation (2.47),
donne Y . [pl§ x = 0, c'est-a-dire p, = 0. D’autre part, Vu,x € (P°(K))?, donc le choix
qn = Vu, dans I'équation (2.47)y donne Vu, = 0. Donc uy est constante par triangle, on
conclut que u;, = 0 en utilisant la continuité de u;, au milieu des arétes internes et la nullité
de u;, au milieu des arétes frontieres. |

Proposition 2.3.1 Le probléme (2.47) est équivalent a chercher (uy, pp) € P, o x RT tel
que :
(i) un € P, est solution du probléeme :

> (Vun, Vor)ox =Y (0 fix, vn)os - You € Prgg (2.50)

K K

(ii) pp est donné localement par

ph\K(-T) = VUh\K(-T) - Gkx (2-51)

ot G (Tk,yk) est le centre de gravité du triangle K.

Preuve :
(1) Soit v, € P!

nc,0’

en prenant g, = Vo, € (P°)? dans I'équation (2.47),, puis en intégrant
par parties, on obtient

Z(Vum Vop)oxk = Z(ph, Vun)o.x (2.52)
K K
= Z(dinhaUh)o,K+Z/ Py - Vo, do
K ~ JoK

Puisque p, € RT°(K), sa divergence est constante par triangle. Donc I'équation (2.47);
implique que div ppx = —(I1°f) . D’autre part, p, vérifie la relation (2.34) de continuité
de la composante normale de py, donc (2.52) est équivalente a

Z(Vuh,Vvh)o,K = Z(H fron)ox + Z /ph v, v do — Z /ph Vo [vp] d

K ac€Ay acA;
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Or, p, - v, € P%a) et v, € PAC,O, en particulier fa DPh - Vg Uy do = 0 si a est une aréte frontiere
et fa Ph - Vo |vn] do = 0 si a est une aréte interne. Donc

Z(Vuhavvh)[],[( = Z(Hﬂf,vh)gﬂ
K K
(i) Le flux discret p, € RT°(K), est donné localement par
divppr (o — 2g
= (11° 4
Phk ( ph,)u( 9 < Y — Uk

Nous avons vu précédemment que divpyx = —(II°f)|x. L'équation (2.47), implique que
(I°p) 1k = (II°Vuy) |k = Vupk, puisque Vuy, g € PY(K). D’otl on déduit le résultat. W

Proposition 2.3.2 (Stabilité)
La solution (uy, pp) € Py.o X RT® du schéma (2.47) vérifie

llunllin + [|onllaive < Clflog

Preuve :
D’apres la formulation équivalente de la Proposition 2.3.1, le choix v, = u; dans I’'équation
(2.50) donne

unlin < Cfloa (2.53)

En utilisant le Lemme de Poincaré 2.3.3, on déduit que
[unllin < Clflog- (2.54)

De plus I'écriture locale de py, (2.51) donne |pploo < |uplipn + Ch|floq. Ce qui donne en
combinant avec (2.53)

Prloo < Clflog.

De plus, divpyx = —(II° f) |k, on en déduit donc que

||ph||div,Q < C |f‘0,Q.

D’ou le résultat. |

Cette combinaison des espaces P, et RT" dans le schéma boite (2.47) donne une bonne
approximation a la fois de 'inconnue scalaire u et de I'inconnue de gradient Vu. En effet :

Proposition 2.3.3 (Estimations d’erreur a priori)
Soit (u,p) € Hy(Q) x Hgy(Q) la solution du probléme continu (2.2). Soit
(un,pn) € P.q x RT®, la solution du schéma boite (2.47). Siu € H*(Q) et f € H'(Q),

alors on a les estimations d’erreur sutvantes :

(1) Ju —uplipn < Chlfloe ; (i) |u—uplon < Ch*|flon
(ii7) |p — prloo < Chlfloa 3 (i) [p—pulaive < Ch|flio

(2.55)
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Preuve :
Rappelons la démonstration de [15]. Nous supposons que u € H%(1).
(i) Notons ay, la forme bilinéaire définie sur Pespace Hj(Q) + P, o par

ap(u,v) = Z(Vu, Vo)ox, Yu,ve Hy(Q)+P,,,

K

1
Pour tout v, € P, ,, on a

w—uplip < |u—ovplip A+ lun — vnlin
Or, par définition de ay,

up — “h‘?,h = ap(up — vp, up — vp)

= ap(up —u,up — vp) + ap(u — vy, up — vy)

Donc

up —vplip < sup |an(un — u, up — vp)|

+ |u— vyl
vh€PL, o un — vnlin

ce qui donne :

|ah(uh - U,wh)\

w—up|1p <2 inf  ju—wp|ip+ sup
whEPTlLQ0

1
whePnC,O
~~ - - -

(N (I1)

e Estimons 'erreur de consistance (I1). Soit wy, € Péc,m
an(un —u,wp) = Y / V(up — u) - Vwy, da
K
= Z/ Vuh-thdx—Z/ Vu - Vwy, dx
K 'K K K

Soit encore, puisque uy est solution de la formulation variationnelle (2.50)

ap(up — u, wy) = Z(H f,wp OK—i—Z/Auwhd:r—Z/ (Vu - v)w,do

Or, —Au = f dans L?(2), donc

ap(up — w, wy) Z/ (T°f — fwhdx—Z/ (Vu - v)wy, do

Notons L, la forme linéaire définie sur I'espace Hj(Q2) + P,., par :

u(wp) Z / Vu-vywydo, Yué€ Hy(Q) N H*(Q)
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Estimons le terme L, (wy,) pour u € H} (Q) N H*(Q) :

/Vu Volwp, d0+Z/VU vowp do  (2.61)

Lu(wh) = Z/a\K(VU . V) Wp do‘ = —
a€A; acA,

Soit P°(a) la restriction a 'aréte a des polynomes constants. On définit la moyenne de v sur
Paréte a par v = L [ vdo € P%(a). Or, P, satisfait le patch-test (Lemme 2.3.2), w, € P,
et Vu-v, € P'(a ) ce qui donne

/Vu Vg|wy] do = /(Vu Vo — Vu-1,) [wy]do, a€ A

et
/Vu-yawhdaz/(Vu-ua —Vu-l/a)whda, ac A,.

Ainsi, I’équation (2.61) est équvalente a :

L,(wy) = —Z / Vu-v, — Vu- l/a) [wy] do

a€A;
+ Z / Vu - v, — Vu-v,) w,do (2.62)
acAy
= Z Z /(Vu- —Vu- 1/8) wy, do
Ke ecOK "€

En appliquant le Lemme 2.2.2 (k = 0, m = 0), on obtient I'estimation

|/(Vu-ue—Vu-ye)wh
L,(wy) est donc majoré par :

|Ly(wp)| < Cy h|wy|yp|uls0- (2.63)

Estimons maintenant le terme Z/ (M°f — fwy, da.
< /K

Par définition de I1°, opérateur de projection sur les polynomes constants,

Z/K(Hoff) whdm—Z/Kf(whHowh)da?.
K K

Ainsi, nous obtenons en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation (2.20) :

S [0 sl < Yoo~ Munle
K " K

K
< S Floe (Co b1 1)
K
< Oy |1h- (2.64)
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Donc en remplacant (2.63) et (2.64) dans (2.60), on a 'estimation de ap,(up — u, wy) : pour
tout wy, € P,

lap(up — u,wy)| < Cyhlwpliplulao + Cohlfloalwalis

< Chlwpinlfloo

N

Donc (I1) < Ch|floq-
e D’autre part, en notant I1, 1'opérateur de projection P*-Lagrange des fonctions de L*((Q)

sur I'espace P!, et par inclusion de P!, dans P!

0. 0N obtient I'estimation de 'erreur d’ap-

proximation (7), donnée par le Lemme 2.2.1,

()= inf |u—wyhip <|u—Tuly < Cyhlulaa < Csh|flon

wheP,]w’O
Ceci nous permet de conclure en regroupant les termes (/) et (/1) dans (2.58) que
lu —upl1n < Ch|flog

Nous avons ainsi démontré 1'assertion (i).
(ii) Ce résultat se démontre par un argument de type Aubin-Nitsche. Nous ne démontrons
pas ce résultat dans I'immédiat. Cette démonstration est analogue a celle réalisée dans la
preuve de la Proposition 2.5.2, que nous détaillerons au Paragraphe 2.5.
(iii) En utilisant I’écriture locale (2.51) de py, et la définition de p, on obtient I'inégalité
0
p-mlio < 30 IVu- Va0 K G2
K K
< Ju—unliy, +Chflog

En utilisant (i), on déduit I'assertion (iii).

(iv) |p — Puliiva = Dok |divp — divp,[§ & Or, nous savons que le flux du probleme continu
vérifie divp = — f, d’autre part, nous avons vu précedemment que div pyx = —(I1°f) k. On
obtient donc [p — ppl3i, 0 = >k |f — TI°f[§ k- Le Lemme 2.2.1 (i) permet de conclure. W

De plus, la solution du schéma boite (2.47) est donnée en fonction de la solution du probleme
classique de Raviart-Thomas : chercher (i, p) € P® x RT" tel que

{ (divpp + f,0n)o0 =0, Vo, € P°

- ’ _ _ 2.65
(Drs @n)oo — (Uh, V- Gn)oo =0, Vg, € RT® (2.65)

Proposition 2.3.4 (Lien avec le probléme mixte classique de Raviart-Thomas)
Soit (up, pp) la solution du probléme mixte classique de Raviart-Thomas (2.65), alors la
solution (up,pp) du schéma boite (2.47) est telle que :

kel

_ 1

N . . . 5 g 2 1 8 2
ot Ry est le rayon de giration du triangle K, c’est-a dire Ry, = & [ |Gzl dx , Gk

étant le centre du triangle K.
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La preuve de ce résultat est donnée dans [16].

Dans le cas plus général du probleme de Poisson avec tenseur de diffusion, Chou et al.
[10] ont généralisé le schéma boite (2.47) pour le probleme

—div(KVu) = f, sur Q
{ u=0, sur (2.66)
IIs proposent le schéma suivant : chercher (uy,p,) € Pﬁw X RT? solution de
{ ZK(divph + fa vh)O,K =0 ) vvh € P? (2 67)
Sx(n — KVup, gp)oxk =0, Vg, € (P)? .

qui admet une unique solution. telle que

Z(/CVU,U V?)h)[]’;( = Z(Hof‘[(, Uh)O,K s V?)h S PT:C,O
K K
(M°fk ~—
T A
Grace a cette formulation, ils obtiennent des estimations d’erreur similaires a celles obtenues
dans la Proposition 2.3.3, mais dépendantes de ||K||qo-

ph‘[((.’b’) = HOK‘K Vuh‘;((x) —

2.3.5 Principe général des schémas boite

Soient M, j, et Xy ) des espaces d’éléments finis pour les espaces de fonctions inconnues
up et pp, approximations de la variable primale u et du flux p du probléeme (2.2). Dans la
suite, les espaces My, et Xy, d’approximation des espaces Hg () et Hyiy () seront de type
non-conforme, puisque X, € Ha;, () ou My, € Hy(9).

Soient les espaces Hj (2)+M; , et Haiy (2)+ X, », munis respectivement des normes dépendantes
du maillage :

9 1/2 9 9 1/2 ]
lul = (Z \vu\w) Al = (\u\w + \u\],h) . Yue HY(Q) + My, (2.68)
K

o, O\ 2 ) ) 1/2
plava = (D 1div ol i) 5 Wpllavn = (la+lplns) Vo € Han(Q)+X14. (2.69)
K
Les espaces de fonctions test, notés M, et Xy ), sont des espaces de polynomes totalement

discontinus par triangle.

Définition 2.3.2 Le schéma boite associé a la formulation mixte de type Petrov-Galerkin
(2.2) s’écrit : chercher (up,pp) € My, X Xy tel que

Z/(divph+f)vhdx:0, Yo, € My,
< /K

(2.70)
E / (ph — Vup) -qude =0, Vg, € Xop
K K
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Pour que le probleme (2.70) soit bien posé, les espaces My, Xy, Moy, Xop doivent satis-
faire la condition nécessaire (2.49) donnée par :

dim M],h + dim Xl,h = dim ngh + dim XZ,h

Une des difficultés réside dans le choix des espaces M; j,, X 5, My, et Xy, satisfaisant cette
relation. Les espaces produits M, x X et My, x Xy, doivent vérifier les conditions de
compatibilité du Théoreme 2.2.3 de Babuska-Brezzi discret qui assure ’existence et I'unicité
de la solution ainsi que sa stabilité. Dans la suite, nous allons construire plusieurs schémas
boite satisfaisant a ces principes.

2.4 Schémas boite quadratiques

Nous cherchons maintenant a construire des schémas boite d’ordre plus élevé sur le
principe du schéma de Courbet et Croisille. De facon naturelle nous considérons ’espace P2

non-conforme des polynomes quadratiques, [28]. Nous utilisons dans la suite M;, = P2,

pour approcher u. Avant d’aborder la description de quelques schémas boite du type (2.70)
aux Paragraphes 2.5 et 2.6, nous rappelons dans cette section les propriétés des espaces
d’approximation pour u et son gradient.

2.4.1 L’espace d’éléments finis on

espace d’éléments finis P2 est 'espace des polynomes quadratiques sur chaque triangle
L’ d’élé ts finis P? est I’ d lyno drati h triangl
(P?(K)), continus sur le domaine Q. C’est I'espace P?-Lagrange [30], [40], défini par

P2 = {uy € C(); vk € PH(K), VK € T .
La restriction de I'espace P; aux fonctions nulles sur la frontiere est noté PZ.

P(?’U = {vh € Pf; Upr = 0}.

En particulier, les espaces P} et P2, sont des espaces conformes dans H'(Q) et H(Q).

Lemme 2.4.1 (Fonctions de base de P?)

(i) Les degrés de liberté de ’espace P? sont les fonctions

{lihi<i<nr U{lijh<ij<na, (2.71)
ot l;(v) = v(S;) et l;;(v) = ﬁ [, vdo.
(ii) La base globale de l’espace P? est

{pitici<ne U{pijh<ij<na, (2.72)
01l pi = )\z et Pij = 4 )\z )\]

Les espaces P? et P2, sont respectivement de dimension NA+ NP et NA;+ NP;. Les degrés
de liberté sont situées aux noeuds et au milieu des arétes du maillage (Figure 2.6).
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FiG. 2.6 Degrés de liberté de I'espace P?

2.4.2 L’espace d’éléments finis P2,

La formule de quadrature de Gauss a deux points permet d’intégrer exactement les
polynomes de degré 3 sur un segment. Soit f un polynome de degré 3 sur le segment [0, 1].
On note g; et go les abscisses des deux points de Gauss du segment [0, 1] définies par

R O ) A s )

Alors, la formule d’intégration exacte aux deux points de Gauss est

[ 1= 55000 + 0. (273

des

polynomes quadratiques sur chaque triangle continus aux deux points de Gauss des arétes

Fortin et Soulie [28] ont défini I'espace d’éléments finis P? non-conforme, noté P?

nc’
internes du maillage :

P2 = {vh € L*(Q): VK € Ty, vpx € PX(K),Ya € A, [ [vy]do = 0} .
Ja

L’espace P2, est non-conforme dans H'()), puisqu’il n’y a pas existence de la trace d’une
fonction de P2, au niveau des arétes internes du maillage.

Soient g1, g9, g3, g4, g5 et gg les six points de Gauss des trois arétes du triangle K, représentés
sur la Figure 2.7. La définition de I'espace P?, suggere de choisir comme degrés de liberté
les valeurs des fonctions v, € P2, aux six points de Gauss par triangle. Mais ces valeurs ne
forment pas un ensemble unisolvant puisque, sur chaque triangle K, il existe une relation
linéaire (2.74) qui lie ces six points [28] :

v(g1) — v(g2) +v(gs) — v(ga) + v(gs) —v(ge) =0, Vo€ P*(K). (2.74)
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g5 04

Jde

g3
g1
g2

F1G. 2.7 Points de Gauss d’un triangle K

Lemme 2.4.2 (Bulle non-conforme de P?)
Soit p Uapplication linéaire définie par

p: PP(K) — R

v — (v(gi))i<i<s

ou g; désigne le i°point de Gauss du triangle K (Figure 2.7). Alors, le noyau de u, Ker p,
est de dimension 1 et est engendré par la bulle non-conforme quadratique notée by, ot

b =2 —3(M\2 + X2 + )\s?),

0U A1, Ao, A3 désignent les coordonnées barycentriques associées auxr sommets respectifs du

triangle K.

Preuve :

La bulle non-conforme by est définie comme 'unique fonction quadratique (& une constante
multiplicative pres) s’annulant aux six points de Gauss du triangle K. Elle est donnée ex-
plicitement sur le triangle de référence K. La conservation des coordonnées barycentriques
par I'application affine ¢ qui transforme le triangle de référence K en triangle physique K
donne donc la formule de by. |

La Figure 2.8 représente la bulle non-conforme associée au triangle de référence. La bulle

s’annule aux points de Gauss des arétes et prend la valeur -1 aux sommets et 1/2 aux milieux
des arétes. Rappelons quelques propriétés de la fonction “bulle non-conforme” by, [28].
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Lemme 2.4.3 (Propriétés de la bulle by)
Pour tout K € Ty, et tout v € P*(K), la bulle non-conforme by satisfait :

(7) / rotbg - Vodr =0
JK

(id) /aK(rot b - 1) vdo = 0.

Preuve :
(i) En utilisant une intégration par partie,

/ rot by - Vodr = / b (Vv -1)do — / br rot(Vv)dz
JK Jok

J K
- - - -
' '

(1) (11)

Le terme rot(Vov) = 0 pour toute fonction v, donc (I7) = 0. D’autre part, bx (Vv -7) est un
polynome de degré 3 qui s’annule en chacun des deux points de Gauss des arétes du triangle
K. Donc (I) est nul.

(ii) Par la formule de Green, on a

/ rotbg -vvdo = / div(rot bg) v dm+/ rot bg - Vodz (2.75)
oK K K

- o - -

~~ ~

(1) (11)

Le terme div(rot bx) est nul, donc l'intégrale (I) est nulle. Et (1) est nulle par (i). D’ou le
résultat. [

Définition 2.4.1 (Espace ¥ des bulles non-conformes)
Soit W espace vectoriel engendré par la bulle non-conforme by sur chaque triangle K.

U={v=> oxbk, ax €R}. (2.76)
K

Alors dimW¥ = NE et ¥ C P7, .

n

Lemme 2.4.4 (Propriétés de ’espace V)
On a

TN CYQ) = Vect (Z b,() (2.77)
K
En particulier, puisque sur chaque triangle K, bx € P*(K), on a aussi

P2 = Vect(z bK> et P2 N0 = {0}. (2.78)
K
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0 o0

F1G. 2.8 Bulle quadratique non-conforme by sur le triangle de référence K.

Preuve :
Soit ¢ = >, axbk un élément de W, continu par triangle. La continuité de ¢ le long de
chaque aréte interne implique que ax = «, VK. Clest-a-dire ¢ = a ), bk. |

La restriction de Pespace P2, aux fonctions s’annulant aux points de Gauss des arétes

frontieres est notée P2, définie par :

nc,0?
ch’ﬂ = {Uh € PEC;VU/ S Ab, /'l)h do = O} .
Ja

Fortin et Soulie [28] ont prouvé que I’espace P,fc’O est la somme directe de I’espace d’éléments
finis on et de I'espace vectoriel ¥ engendré par la bulle non-conforme by . Ce résultat est
rappelé dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.5 (Caractérisation de ’espace P, )

(i) Pr=P+0
(ii) Pl,=P> &V

nc,0

(2.79)

Preuve :
(i) Par définition des espaces, nous déduisons I'inclusion P? + W C P2 . Prouvons 1'égalité
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des dimensions dim P?, = dim(P? + ).
Soit M = P2+ W. Alors, dim M = dim P? + dim ¥ — dim(P? N ). Or, par le Lemme 2.4.4,
dim(P? N ¥) = 1, la dimension de M est donc (en utilisant NP — NA+ NE = 1)

dimM = dim(P?+ ¥) = dim P? 4+ dim ¥ — dim(P? N ¥)
= (NA+ NP)+ NE —1
= 2NA
L’inclusion M C P2, donne 'inégalité
2NA < dim P2, (2.80)
Considérons maintenant ’application linéaire
J: P, — R
v o (v(gi))i<i<ana

ol (gi)1<i<2n 4 représente I'ensemble des points de Gauss des arétes du maillage. Par définition
de la bulle non-conforme bg et de I'espace ¥, le noyau de I'application .J est 'espace V.
Donc, dimKer J = NE. D’autre part, par la relation (2.74), I'image de I’application .J est
telle que :

Im.J C {(U(gi))lgiSQNA; NS qum tels que VK € E,

(2.81)
0(g1,0) = 0(g2,0) + 0(98,0) = v(98,) + v(g5,) — v{gs,) =0}

et donc, puisque les relations (2.74) sont indépendantes les unes des autres,
dimIm.J <2NA — NFE. D’apres le théoreme du rang

dim P?, = NE + dim Im J. (2.82)
De l'inégalité (2.80) et de 1'égalité (2.82), on déduit 1'égalité des dimensions dim P?, = 2N A,
d’ot1 'identité des espaces
P4+ W = P2
(ii) Or, nous avons vu que PN ¥ = Vect (ZK bK>. Donc un élément de P2 N ¥ nul sur la
frontiere est identiquement nul. Ceci conclut le lemme. |

Le Lemme 2.4.5 nous permet d’obtenir une base de 1’espace vectoriel P2

.0, VU comme somime

directe des espaces vectoriels P, et W. La base de P7 est explicitée par le Lemme 2.4.1,
La base de 'espace ¥ est donnée par sa définition 2.4.1.

Lemme 2.4.6 (Base de I’espace P, )
L’espace Py, est de dimension 2N A; + 1, de base globale

{piti<icne, UADijhi<ijena, U{bi treT, (2.83)

ot {p; hr<i<np, U{Dij hi<ij<na, est la base globale de PCQ,0 (Lemme 2.4.1) et bx est la fonction
bulle non-conforme par triangle K.
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Tout comme l’espace de Crouzeix-Raviart P!

’ ) 2
e0: 1'espace non-conforme d’ordre 2, Py, sa-

tisfait le patch-test au sens de Irons et Razzaque [22], [32], [43] :

Lemme 2.4.7 (Patch test pour I’espace P, )
Pour toute fonction vy, € Pﬁc’g

(i) Va € A,, [op]pdo =0, Vpe P'(a)

a

(i1) Ya € A,, /vhde:0, Vp € P'(a).

Preuve :

Soit v, € P2, . Sur une aréte a, [vs]p est un polynome de degré 3 qui s’annule aux deux
points de Gauss de l'aréte a (par continuité de v, aux deux points de Gauss de I'aréte a).
Puisque les polynomes de degré 3 sont intégrés de fagon exacte par la formule de Gauss
aux deux points de Gauss d’une aréte, on en déduit (7). De méme, v, p est un polynome
de degré 3 qui s’annule aux deux points de Gauss d'une aréte frontiere. D’ot on déduit (i¢). B

Lemme 2.4.8 (Inégalité de Poincaré discréete pour H;(Q) + P7,.,)
1l existe une constante C > 0 qui ne dépend que de §2 telle que

lulon < Cluliy, Yu € Hy(Q) + Pz, (2.84)

Preuve :
La démonstration est analogue a celle du lemme de Poincaré discret sur H} (Q) + Pﬁa,o- Soit
u e Hy(Q) + P2, Alors

|ufo.o = sup [(w: 6)oal (2.85)

geEL?(Q)

Soit g € L*(Q), I3 p € HY(Q)? tel que divp = g et [[p|lia < Clgloo. En intégrant par
parties, on obtient

(u,9)o.0 = (u,divp)og = — Z/VU pda;—l—Z/ p-vudo (2.86)

(1) (1)

(i) Majorons (I) en valeur absolue :
Dy
— JK
(ii) Evaluons (1) :

p € H'(Q)? N Hy, (Q) implique que sa composante normale le long de chaque aréte interne

, |p‘0,Q

est continue et (/1) se rééerit

Z/Mp ’”‘d(’_Z/P Va“dffZ/p Vo [u] d (2.87)

ac€Ap
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Soit PV, = \17\ [, p- vy do la moyenne de p - v, le long de Paréte a. Puisque u € Hj + ch,o
et que I'espace H; + P7,  satisfait le patch-test, on a :

fap-l/audo*:O, Yae A, et fap-l/a[u]d(I:O, Ya € A;. (2.88)

[’égalité (2.87) devient :

Z/ p-vudo = Z/(p-l/ap-l/a)ud(fz (p- vy — P Vg) [u]do
K JOK a

acAp acA; @
= E E /(p-l/ep-l/e)ud(f
K ecoK"”*

Le Lemme 2.2.2 donne 'estimation
[ v 5w o] < C huclul e ol
o

Ainsi,

1,0

(I7)| = Z/ p-vudo| <3Chlul|ilp
< Jok
Finalement, on obtient

(1, 9)o,0l < (Chlp

1o+ ploo)ulin < Clulin |plho
——

<C(Q)lglo,

d’ou le résultat annoncé. [ |
On en déduit

Lemme 2.4.9 La semi-norme |- |1, définit une norme sur l'espace Hy + P2, .

2.4.3 Les espaces pour le flux Vu

Avant d’aborder les schémas boite construits & Paide de I'espace P2, pour I'inconnue
scalaire u, nous rappelons les espaces d’éléments finis utilisés pour approcher le flux p.

L’espace BD M,
Soit I'espace de Brezzi-Douglas-Marini [5] d’ordre 1, noté BD M,
BDM] = {ph € Hdiv (Q) ; Ph € (P] (K))Q, VK € 771} (289)

Lemme 2.4.10 L’espace BDM; est de dimension 2N A, ses degrés de liberté sont situés
au niveau des arétes (Figure 2.9) et donnés par les formes linéaires L, 1, Loo, pour toute
aréte a € A, par

L,1(p) = /p Vg do, Vpe BDM,

L,s(p) = /p ‘v,sdo(s), Ypée BDM,
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F1a. 2.9 — Représentation des degrés de liberté de I'espace BD My

L’espace RT"

RT" désigne I'espace de Raviart-Thomas d’ordre 1, [39], défini par

RT' = {ph € Hgiv(Q) ; phx € RT; (K), VK¢ 771} (2.90)

avec pour tout triangle K € T,, RT' (K) = P, (K)? + P, (K) [ i } :

Lemme 2.4.11 L’espace de Raviart-Thomas RT" est de dimension 2NFE+2N A. Il posséde
deuz degrés de liberté par aréte et deux par mailles (Figure 2.10). Ses degrés de liberté sont
donnés par les formes linéaires L, et Ly définies par

Lo(p) = g [,op-vodo, Vp€RT' Vg€ P

2.91
LK(p):‘—}(‘prdx, Vp € RT". (2.91)

RT" est un espace de dimension dim RT' = 2NA +2NE.

L’espace des rotationnels de bulle

Définissons @, I’espace des rotationnels de la bulle quadratique non-conforme, engendré
par rot bg sur chaque triangle K

¢ =rot¥ = {pg =agrotbg,ax €R VK € T4} (2.92)

ou V¥ est I'espace vectoriel donné par la Définition 2.4.1. Voici quelques propriétés liant les
espaces vectoriels ®, BDM, et RT" :
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F1G. 2.10 — Représentation des degrés de liberté de I'espace RT"

Lemme 2.4.12
® N Hygiy () = Vect( Z rot by ) (2.93)
KeTy

En particulier, puisque rot bx € (P'(K))?, RT'(K), nous avons les égalités suivantes

® N BDM,; = Vect( » _ rotbx),

KeTy

® N RT" = Vect( Z rot by) .

KeTy

Preuve :
Soit ¢ € ® N Hg; (), alors ¢ = Y axrotbg. Or, ¢ € Hgiy () si et seulement si la
composante normale de ¢ est continue le long de chaque aréte interne. C’est-a-dire

O(x)  Vor, +0(2) Vo, =0, VYa€ A, a=0K, NIK,, Vr €a (2.94)
qui est équivalent a
(07:¢ I"OtbKl * Vo, K,y +CYK2 I"OtbK2 *Va, Ko =0 s Ya € Ai, a:aKlﬁaKQ (295)

D’autre part, la bulle bx satisfait rot bg, - v, i, +10t b, - Vo i, = 0. Donc ag, = ag,, ce qui
impose que ¢ doit s’écrire ¢ = a) - rot by, aw € R. Ce qui prouve le lemme. |

Nous concluons les rappels sur les espaces d’approximation. Nous proposons maintenant,
deux nouveaux schémas boite pour le probléeme de Poisson, ol 'inconnue scalaire u est
approchée par u; choisie dans I'espace P2, et le gradient p est approché par p;, dans les
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espaces d’éléments finis de Brezzi-Douglas-Marini ou de Raviart-Thomas enrichis tous deux
par lI’'espace ® des rotationnels de la bulle quadratique non-conforme.

2.5 Schéma (uy,pn) € Pr.g X (BDM,; + @)

2.5.1 Présentation du schéma

Dans cette partie, nous construisons un schéma boite de type (2.70), d’ordre plus élevé
pour les inconnues u, et p,. L’espace d’approximation de I'inconnue u est I’espace quadra-

tique non-conforme de Fortin et Soulie M, = P? .. Pour approcher le flux, nous utilisons

nc,0*

X n, Pespace introduit par Fahrloul et Fortin [29] :
Xl,h, — BDM1 + (I)

ot BD M, désigne I'espace de Brezzi-Douglas-Marini défini au Paragraphe 2.4.3 et ® I'espace
défini par (2.92) :

¢ = {px = agrotbg, ag €R VK € Tp} =rot ¥ (2.96)

L’espace X, = BDM, + ® coincide avec I'espace des fonctions affines satisfaisant les condi-
tions suivantes, [29], de div-conformité d’aréte et div-conformité ponctuelle :

(1) [ (pnik, - Ve + Phiks - Vei,) do =0, Ve = 0K, UK,
(#7) Pour tout sommet interne M, Y. [ (pn - v)y =0, ol ¢y (2.97)
est la fonction P'-Lagrange correspondante & M .

En appliquant le Lemme 2.4.12 et en utilisant les dimensions des espaces BDM; et ®, on
constate que la dimension de X, ; est

dim X, = dim BDM; + dim® — dim(BDM;, N ®) =2NA+ NE — 1
Les espaces de fonctions test associés aux espaces d’approximation M, = ch,o et
Xin = BDM,; + ® sont :
My, = {7)h € I¥(Q) ; vyx € PUK), VK€ Th} , (2.98)

I’espace des polynomes constants par triangle totalement discontinus, de dimension
dim My = NFE et

Xon = {an € (LAQ)? 5 qu € (PUK)?, YK €T}, (2:99)

le sous-espace vectoriel de R?, des polynomes affines par triangle, totalement discontinus,
de dimension dim X, ;, = 6/NE. Par simplicité, on notera aussi ces espaces M, = PO et
X2,h, — (P])Q.
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Définition 2.5.1 Soit le schéma boite : chercher (uy, pn) € Pj.o X (BDM; + ®) tel que

Z (divp, + fivp)oxk =0, Y, € p°

KT . (2.100)
Z (ph — Vun, qn)oxk =0, Vg, € (P)

KeTy

Lemme 2.5.1 Ce choiz d’espaces d’inconnues M, et X,y et d’espaces de test Moy et Xop
satisfait 1’égalité des dimensions (2.49) :

dim M, , + dim X, = TNE = dim My, + dim X, (2.101)

Preuve :
En utilisant la premiere relation d’Euler, nous pouvons écrire :

= dim MZ,h + dim XZ,h (2102)

[ |
Maintenant, prouvons l'existence et 'unicité de la solution discrete du probleme (2.100).

Proposition 2.5.1 Le probléme (2.100) admet une unique solution (uy , p) € My X Xy p,
définie par
(i) up € P2 est solution du probléme variationnel :

Z(Vuh, Vwp)ox = Z(HO fown)ox . Ywy € Pl (2.103)

K K

(i1) pn € (BDM; + ®) est donné sur chaque triangle K du maillage par
Prix =V Upk . (2.104)

Notons que la formulation variationnelle (2.103) est la formulation non-conforme pour ’es-
pace P7,, introduite par Fortin et Soulie [28], dans le cas d'un terme source constant par
triangle.

Preuve :

Nous prouvons que (up,pn) € M, x Xq, est solution de (2.100) si et seulement si il est
solution de (2.103 - 2.104). Soit (us,pp) € P,.o X (BDM; 4+ ®) une solution de (2.100).
Commengons par prouver (ii).

(ii) En prenant g, = p, — Vuy, € (P')? dans I’équation (2.100)s, nous avons clairement

pr =V up.
(i) Soit w, € P2, ;. En prenant g, = Vuwj, dans I'équation (2.100)y, la formule de Green
donne

Z(Vuh, Vwp)ox =— Z / div pp, wy, dx + Z / (pn - V) wy do (2.105)
- — JK — Jok
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e L’équation (2.100); implique que div pyx = —I1° fix. Donc

Z/ divphwhdm—Z/ Hof‘;(whdm
~ K ~ JK

o py, € Xy, donc il s'écrit pp, = p1 s, + pap avec prp € BDM,; et pyy = ZKeTh o 1ot by
En utilisant Uinclusion BDM; C Hyg;,(Q2), Uintégrale de bord du terme (2.105) se réécrit

Z/aK(ph,'V)whda = Z/ plyh-ywhda—l—ZaK/ rot by - vwy, do
K
= Z /Zhh Vg wp do — Z/p”l v, wh d (2.106)

acAy acA;

Oby
+ « —— wy do
T, S

TK

D’aprés le Lemme 2.4.3, le terme Y, ok [, gbK wy, do s’annule. De plus, puisque [wy]
(reqpe(‘tlvement wh) s’annule aux points de Gauss de chaque aréte interne (respectlvement
frontiere), que wy, € P? et que pyp-v, € P'(a), Uintégrale [ py - v, [wpy] do (respectivement
[, P14 - Vo wp do) est nulle. On obtient donc la formulation variationnelle (2.103).

Ainsi, toute solution de (2.100) est solution de (2.103-2.104), qui admet une unique solution.
Ceci prouve 'unicité de la solution du schéma (2.100). I’existence de la solution de (2.100)
provient de la linéarité du probleme (2.100) et de 'égalité (2.101). |

Remarque : Existence et unicité par le lemme de Babuska-Brezzi discret

Il est intéressant de voir comment se prouve directement ’existence et 'unicité de la solu-
tion du schéma boite (2.100) en appliquant directement le théoreme de Babuska-Brezzi. Les
formes bilinéaires associées sont définies pour p, € X, = BDM, +®, u, € M, = Pﬁc’o,
qn € Xop et vy, € Myy,

ah(phth) = (phth)O,Q = Z / Ph - qn dx
b1 p (Un, qn) Z/ Vuy, - qp dx (2.107)

bo.n (v, pp) = Z/ div pp, vy, dx
\ Kk YK

Soit Iy, 'application nulle et my 5 la forme linéaire continue définie sur My ), par

< M2.h, Un >:Z/ fvhd:r
K JK

ST



Vérifions les hypotheses du Théoreme 2.2.3 de Babuska-Brezzi discret .
(i) Montrons que V;, = V5, ol

Vi = {pn € Xip; Z/ divp, vpde =0, Yo, € My},
KK (2.108)
Vo = {an € Xon; — Z/ Vup - quda =0, Yup € My}
K K

L’égalité (2.101) des dimensions entre espaces d’inconnues et espaces de test donne :
dim ‘/l,h, = dim Xl,h, — dim M2,h, = dim XQ,h, — dim Ml,h, = dim Vévh'

Il reste a prouver l'inclusion : V;, C Va .

Soit py, € Vi . Puisque BDM; C Xy, et rotbg € Xy, alors py, € Xy . Vérifions done que
bin(un, pr) = 0, pour tout u, € M.

pn € Vi implique que divpyx = 0,VK (puisque p, € X, = BDM, + ®, donc
div pp e € P°(K)). Soit uj, € My . En utilisant la formule de Green,

bin(un, pp) = / Vuy, - pp dx = Z/ up, leph dx — Z/ uppp-vdo  (2.109)

D’autre part, pj, s’écrit localement pj, g = p1 pjx + @k 10t b, OU p1 jy €st la composante selon
BDM; C Hg;, () et ae une constante de R. L’équation (2.109) est équivalente a :

bun(un, pn) = Z/ up py - v do
= Z/ Up D1p - VdU—i—Z/ up (g rotbg) - vdo
oK oK
= Z/Uhpm v, do — Z/uh Pip - Vado (2.110)

a€Ayp a€A;

Par le Lemme 2.4.3, [, uj, ﬁ;’—f do = 0, puisque u, € P2 D’autre part, p;, € (P'(K))? et
up, [up] € P2, . Donc lintégration de up, pyj - v, (respectivement [us] py - v,) le long d’une
aréte a € A est exacte aux deux points de Gauss de a. Les fonctions uy, et [u;] s’annulent
en ces deux points de Gauss. Donc,

Z/Uhplh vo,do =0 et Z/uhplh v, do = 0.
(IEA (IEAb
Finalement, tous les termes de I’équation (2.110) sont nuls, donc by p(up, ps) = 0. Ce qui

prouve I'égalité V5, = V5 = V3. On a donc,

sup an(pn, an) = sup an(Pns qn) = llanllon (2.111)

PREVL 1Pkl div,n <1 PrEVhlIPhllo,n <1
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puisque les normes || - ||on et || - |aiv,n SOnt équivalentes .
Ceci valide la condition ().

(ii) cette égalité est automatiquement vérifiée par tout choix des espaces My p, Xy, Moy,
et Xy, qui satisfont 1'égalité (2.101).

(iii) Nous allons prouver qu'il existe une constante 5; > 0 telle que

sup bin(un, qn) > Bilunlipn, Yup € My
ahE€X2 hslqnlo,n <1

Soit uy, € Ml,h,- Soit qhk = - alors qn € Xgh = (P])2 et ‘Qh,|1,h, =1. DOIIC7

\uh\
Vuy|?
blh Uh;Qh Z/ Vuh adn dxr = +Z | h‘ dxr = |Uh,|1,h, (2112)
K |Uh,|1,h,
Donc 5y = 1 convient dans (iii).
(iv) Nous cherchons une constante 5 > 0 telle que
sup bah(Un, Dh) > B2lvnlon,  Yon € My,

PrEX1 hyllPalldiv,n <1

Soit vy, € My, = PP, d’apres [39], il existe g, € RT? tel que

div g, = vy,
' ) 2.113
{ lgnlldiv.o < ¢ lvnlog ( )

Posons ¢, = m alors ¢, € RT® C X1 et ||qnllaivn = 1. Ainsi,
o (0, ) Z/dqu dr — Z/ leQhUh Z/ a5 0
2.0 (Vn, Gn hUn —
||C]h||d1vh ||C]h||d1vh ||<Jh,||div,Q
(2.114)

Donc by (v, qn) > %|vh|gyg, c’est-a-dire 3y = % convient pour satisfaire la condition (iv).

Les hypotheses du théoreme de Babuska-Brezzi discret sont vérifiées, ce qui assure l’exis-
tence, I'unicité et la stabilité de la solution du schéma boite (2.100)

[
La stabilité du schéma boite (2.100) se démontre également de fagon directe, en utilisant les
résultats de la Proposition 2.5.1 :

Lemme 2.5.2 (Stabilité)
Il existe une constante C  indépendante de h telle que la  solution
(un,pn) € Pi, o x (BDMy + ®) du schéma boite (2.100), satisfait

llunllin + [|onllav.e < C|floa (2.115)
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Preuve :
On déduit de la Proposition 2.5.1, les relations suivantes :

lunlin < Chlf

0,2

|ph 0,0 = \Uh 1,h
On déduit du Lemme de Poincaré discret 2.4.8 que

lunllin < Caolflog (2.116)
De plus, div p, = —TI1° f par 'équation (2.100), donc ceci nous permet de conclure que

lpnllaive < |unlip + i’ f 0,h

Puisque |up|1, < Cy|flo.0, on déduit que

llpwllav, < Cslflon

On conclut la stabilité du schéma, en combinant cette inégalité avec (2.116). n

De plus, la solution du schéma (2.100) satisfait les estimations d’erreur a priori suivantes.

Proposition 2.5.2 (Estimations d’erreur a priori)

Soit (u,p) € Hy(Q) X Haiy () la solution du probléeme mizte de type Petrov-Galerkin (2.2).
Soit (up,py) € Py, o x (BDM; + @) la solution du schéma boite (2.100). On suppose de plus
que u € H*(Q), on a alors :

() |u—wupin <O (Julza + |flia)
Ellz u—uploo < Ch(|ulza + |fliq) (2.117)
(

iti)  |p— palaivs < Chlflia
i) |p—puloa < Ch*(ulza +|f

1.9)

Preuve :
Dans la suite, on suppose que u € H?*(Q). (i) Notons a; la forme bilinéaire définie sur
espace Hj(Q2) + Py, par

ap(u,v) = Z(Vu, Vo)ok, Yu,ve Hy(Q)+ P,

K

On utilise un argument classique. Pour tout v;, € P2

e,0) 01 &

w—uplip < |u—ovplip A+ lun — vnlin
Or, par définition de ay,

\uh — Uh,‘?’h, = ah(uh — Up, Up — Uh) (2118)

= ap(up — u,up — vp) + ap(u — vy, up — vy)
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Donc

|ah(uh, — U, up — Uh,)\

up — iy < sup + |u— vyl p (2.119)

UhEPﬁc,O ‘U

ce qui donne :

|ah(Uh - U‘th)‘ (2120)

u— up|1p < 2 imf2 lu — wp|1n+  Sup
u}hrepnc,(] whEch 0

J/

-~ . -

(7 (11

e Estimons 'erreur de consistance (I7). Soit wy, € ch,m
an(un —u,wp) =Y / V(up — u) - Vwy, da
K
= Z/ Vuh-thdx—Z/ Vu - Vwy, dx
Kk 7K X JK

Soit encore, puisque uy est solution du probleme équivalent (2.103)
ap(up — u,wy) = Z(H f,wp OK—i—Z/ Auwhd:r—Z/ (Vu-v)w,do.
Or, —Au = f dans L?(Q2), donc
ap(up — w, wy) Z/ (T°f — fwhdx—Z/ (Vu - v)wy, do
Notons L, la forme linéaire définie sur espace Hj(Q2) + P2, par :
Ly, (wp) Z/ (Vu-v)wpdo, Yue Hi ()N H(Q).

Estimons le terme L, (wy,) pour u € H}(Q) N H*(Q) :

L, (wp) Z/ (Vu-v)w,do = —

Soit P'(a) la restriction a I'aréte a des polynomes de degré 1. TT} désigne la projection de
L?(a) sur P'(a). P?,  satisfait le patch-test (Lemme 2.4.7), w, € P, et I} (Vu-v,) € P'(a),
donc

/Vu Volwy] do + Z /Vu Vowy do (2.121)

(IG.A a€A "

/Vu - Vg|wy] do = /(Vu Vo — I, (Vu - 1,)) [wp] do, a € A,

De méme,

/Vu-yawhdaz/(Vu-ya —H}I(Vu-ya,))whda, ac A,.

a a
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Ainsi, I'équation (2.121) devient :

L,(w,) = — Z (Vu v, — I (Vu-v,)) [wy] do
acA; Ve
+y /(Vu vy — (V- v)) wy do (2.122)
a€Ay a
= Z Z /(Vu Ve — L (Vu - v.)) wy, do
K€ ec0K ”*®

En appliquant le Lemme 2.2.2 (k =1, m = 1), on obtient I'estimation

/(Vu Ve — 1 (Vu - v.)) wydo| < Cog hi|wp|1,x|Vu

2.K

L,(wy) est donc majoré par :

| L, (wp)| < Cy B lwp |y u

3.0- (2.123)

Estimons maintenant le terme Z / (I°f — f)wy, da.
— JK

Par définition de I1°, opérateur de projection sur les polyndomes constants,

Z/K(Hof — flwpdx = Z/K(Hof — f) (wy, — TT°wy,) dz .
K K

Ainsi, nous obtenons en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation (2.20) :
| Z / (°f = flwpda| < Z T°f = Floclwn — w0,k
Kk 'K K
< Z(ﬁ hic| k) (e2 hc|wnl|1, i)

K
< Co B[ flialwnli

Ceci donne l'estimation de ap,(u, — u, wy,) = > [ (H°f — f)wp dx — Ly, (wp) :
Cy h?wpy plulso + Co b?| flialwn|in
Ch? lwplin (lulso + | fl0)

On en déduit que (I7) < Ch* (Julso + [fliq)
e D’autre part, en notant I17 I'opérateur de projection P?-Lagrange : IT3 : L*(Q2) — Pc%o sur

2 : : 2 2
PZy, et par inclusion de P, dans Py,

ap(up — u,wy)| <
<

on obtient I’estimation de I'erreur d’approximation

inf u— w1 < Ju—THu

: 1,h
whePTZLC,O
En utilisant le Lemme 2.2.1,
(I)= inf |u—wyhip < C3h’lulzq
'zuhEPscﬁ0
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Ceci nous permet de conclure d’apres (2.120) que :

| —up|ip < C’hQ(\u\g,Q + |f

10)

Nous avons ainsi démontré 'assertion (i).
(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitsche pour évaluer la norme L? de l'erreur
(comme le suggere D. Braess [4]) :

|’LL o uh‘O,Q = sup (’LL — Up, g)O,Q
geL?(Q) ‘g|U,Q

Soit g une fonction de L?(Q). Définissons ¢, (respectivement ¢) la solution du probleme
continu (2.2) (respectivement discret (2.100)) de terme source g € L*(Q) :
¢, € Hy(2) N H*(Q) solution de

(Vg Vo)oa = (9,v)oa, v € Hy(Q). (2.124)
¢n € Py, solution de
Z(V@u Vog)ox = Z(Hog, vn)o,k s Vn € Pl (2.125)
K K

Alors (u — up, g)o,o sécrit :

(v —un,9)oo = an(u — up, dg — én) — ((lh(u — up, bg) — (v — up, 9))
—(an(u, &g — ) — (f. by) + (1°f, ¢1))

Ainsi,
|(w — up, 9)o0| < Lah(fL — Up, Py — ¢h)4+¥a,h(u — Up, @g) — (U — up, g)l
1) (1)
+lan(u, g — dn) — (£, 0y) + (II°f, dp)|
(111
e Evaluons le terme (I) = |ap(u — up, ¢y — ¢p)|. Par définition de la forme bilinéaire ay,

I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

lap(u — up, g — on)| < |u—up|ipn|dg — dnlin

Par le résultat précédent :

lu— uplin <O (Julso+ |f

1,0)
En procédant de la méme fagon qu’au (i), on prouve 'estimation

| Lo, (wn)| < Chlwnlin g

2.0 (2.126)
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En appliquant le Lemme 2.2.2 pour m = 0, k£ = 1, le terme

Z/ (TI°f — f)wy dx| = Z/ £ (MCwy, — wy) dz| < Chlflogolwalin
K VK Kk 7K
ce qui donne en regroupant,
|69 — Snlin < Chldglao.
Puisque |¢4]2.0 < C|glon, on obtient
(D] = lan(u = un, ¢y — ¢n)| < C1h* (luls o + 1 fle) [9loq-

e Posons wy, = u — uy, en intégrant par parties, on obtient

lap(u —up, ¢g) — (w—up,g)| = |ap(wn, dy) — (Wh, g)o.0l

= |Z Vo, - vwydo| = | Ly, (wy)]
K VOK

Grace a l'estimation (2.126) et I'inégalité |¢,]o.0 < C|gloqn, on a
an(u — un, dg) — (u —up, g)| < Chlgloalu—unlip
Finalement, en utilisant I’estimation (i), on trouve
(D)) = lan(u— uns @) — (1 — 1w g)| < Cah?lgloa ([ulso+ 1F1r0)

e Estimons le terme (I11). Posons wy, = ¢, — ¢y,

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

lan(u, ¢y — dn) — (f, dg) + (°f, 0n)| = |an(u, wn) — (f,wn) — (f, dn) + (I°F, é)]

| L (wn) — (f —TI°f, ¢)]|

| Lo (wn)| + |(f —TI°F, o)

| L (wp)| +1(f = TI°f, o, — T3
Ch?|whlin(Julsa + | fhe)

+|f =T floqlén — 0400

Or, |¢pp — H@ulo.0 < C hldp|1n < C hlgloq. Done,

VARVANVAN

((IID)] = lan(u, &g — ¢n) — (f, &) + T°f, 0n)| < ChPlgloa(lulse +[fli0)

+0h2|f‘1,0|9‘0,g

Finalement, en regroupant les termes, nous obtenons une estimation de |u — up/oq :

lu —uploo < sup
geL2(Q) |9‘0,Q

+C3 h* (hlulzo + (14 h)|fli0) |.G\0,Q]
Ch*(|fl10 + |uls0)

IN
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On ne peut obtenir une meilleure estimation de l'erreur |u — up|g.o en raison de l'estimation
du terme |f —TI°f

0,Q-
(iii) Nous avons vu que div pp x = —I1° f x, donc
Ip— ph‘zﬁv,h = Z p— ph|(21iv,i( = Z | divp — dinh|g,K = Z f - Hof‘g,r( (2.132)
K K K

on prouve (iii) grace au Lemme 2.2.1.
(iv) L’estimation d’erreur en p se déduit de I’écriture (2.104) :

p=plia =D lp—mlix =D IVu=Vurli o =D lu—wnli o = Ju—unlf, (2.133)
K K K

On conclut en utilisant I'estimation (i). |

Remarque : Tenseur de diffusion :
Sous la condition d’existence de deux constantes ¢y, ¢y telles que

€' <ER(p)E < erf'é, Vo e Q, VEe R,

on prouve (comme dans la Proposition 2.5.1 pour le schéma boite (2.100)), que le schéma
boite associé au probleme de Poisson avec tenseur (2.66) : chercher
(un, pn) € Py o X (BDM; + ®) solution de

Z (divpy + f,vn) =0, Vo, € P°

KETh (2.134)
Y (= KVup,q1) =0, Vay € (P')

KeTy

admet une unique solution donnée par
(i) up € P2, solution du probleme variationnel :

Z(/CVU,h, V?)h)()’;( = Z(HO f, Uh)o’[(, Vvh € Pic,[) (2135)

K K
(ii) pp € (BDM; + ®) est donné sur chaque triangle K :

phik = ' (KV up ). (2.136)

L’étude de ce schéma boite pour le probleme de Poisson avec tenseur de diffusion n’a pas
été plus approfondie.

2.5.2 Comparaison avec la méthode mixte de Farhloul et Fortin

Dans [29], Farhloul et Fortin ont introduit la forme mixte suivante :
chercher (u,,p,) € My, x X1, tel que

Z (le p% + f, Uh,)O,K =0 , \V/Uh, € M2,h

KETn , , (2.137)
Z {(Ph an)ox + (div g, up)ox} =0, Vg, € Xip

KeTy
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Ce probleme a une unique solution (uj, , p;) € My, x Xi 5 qui satisfait

Nupll1n + 1P]aive < Clfloq-

La forme hybridée de (2.137) est : chercher (up, pn, Ap) € May X Xop X Ay tel que pour
(Uh, qn . Mh) € Mg,h X XZ,h X Ah, on ait

( )
Z {(ph,, an)ox + / div gy up dx — / qn - y)\hda}: 0
KeTh T K JOK
% Z / div ppvpdz + (f, vp)ox =0 (2.138)
KeT, K
> / Ph -V pido =0
\ rer, oK

L’espace A, des multiplicateurs de Lagrange est défini par A, = Ay, @ Ay olt

Ay = {,uh € L’(A); Lh|, € P’(e),Veec A, pn, =0 Vee Ab} (2.139)

Non={pn =vlas v eCO@), vlx € PI(K), VK €Ty, vlr =0} (2.140)

Le lien entre le schéma boite (2.100) et la forme hybridée (2.138) de la méthode mixte (P))
est donné par

Proposition 2.5.3 (Lien avec la méthode mixte de Farhloul et Fortin)
Soit (up, pr) € My x X1 la solution du schéma boite (2.100). Soit A\, € A, = Aj @ A2
défini par N\, = N\, + A2 ot A, € A} est défini pour a = [S',S"] € A; par

(1) )‘}1\(1 = 2[2up (o) — (up (S') +up (S")], Vae A

(it) A2 € A2 est la fonction affine continue définie par les valeurs de uy auz sommets
du maillage. Alors,
(a) (T1°uy, py) est la solution du schéma mizte (2.137).
(b)  (TI°up, pn, An) est la solution de (2.138).

Preuve :

(a) Soit (up, pn) € Myp x Xy la solution du schéma boite (2.100). Puisque (2.100); et
(2.137); sont identiques, nous allons montrer que (pj, I°u,) est solution de I'équation
(2.137),. Pour ¢ dans X j, nous avons

Y onsadox = D (Vun, aox (2.141)

K KeT,
- —Z<uh,divqh>O,K+z/ wn (qn - v) do
KeTy, KeT;, 0K

Nous avons déja vu qu’il résulte des propriétés des espaces Pﬁc’g et BDM; + ®, que la
seconde somme dans I’équation (2.141) est nulle. Puisque div g, € P° nous concluons que
(pns an) = — D keq, (MPun, div gn)o i, qui est Videntité (2.137)y pour pj, = pj et uj = Muy,.
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(b) Par unicité de la solution de (2.138), il est suffisant de prouver que
(1%, phy An) € Map x Xop X Ap est solution de (2.138), avec A = A\; + Ay € A} & Ay
défini par la Proposition 2.5.3 (i), (ii). Pour ¢, € Xy, nous avons encore (2.141). Nous
déduisons en utilisant la formule de quadrature de Simpson que pour tout e € 0K,

/e(qh - V)uy do = /e(Qh V)N do (2.142)

Ainsi, (TT%p, pp, An) € My, x Xop x Ay est solution de (2.138). [ |

2.6 Schéma (uy, py) € P, x (RT' 4 @)

Pour ce dernier schéma, nous introduisons 'espace X ) = RT' + ®, ot RT" désigne
'espace de Raviart-Thomas d’ordre 1, [39], et I'espace ® est 'espace engendré par les rota-
tionnels de la bulle quadratique non-conforme, définis tous deux au paragraphe 2.4.3. Les
degrés de liberté de I'espace X, sont donc situés au niveau des mailles et des aréetes du
maillage. L’espace X est de dimension :

dimX,, = dimRT'+dim® — dim(RT' N ®)

= IINE+2NA+ NE —-1=3NE+2NA —1 (2.143)

Nous gardons M;; = P2, pour l'inconnue scalaire uy. Nous cherchons des espaces de

fonctions test de type discontinus satisfaisant la relation (2.49) d’égalité des dimensions
dim X] h + dim M],h = dim ngh + dim Mg,h. (2144)

Or, dim X, + dim M, , = 3NE 4+ 2(NA+ NA;) = 9NE, ce qui suggere de choisir comme
espaces de fonctions test, les espaces :

Xon = {Qh € (L*(2)°; qu, € (PY(K))’, VK€ 7;,} : (2.145)

My, = {7)h € L*(Q) ; vyx € PI(K), VK € Th} , (2.146)

totalement discontinus, de dimensions respectives dim Xy, = 6/ NE et dim My, = 3NFE.
On notera aussi ces espaces (P')? et P!. La relation (2.49) est donc vérifiée avec ce choix
d’espaces. Définissons maintenant le schéma boite associé :

Définition 2.6.1 (Schéma boite P?., x (RT" + ®))
Soit le schéma boite : chercher (up, py) € Pr.o x (RT' 4 ®) tel que

Z/(dinh+.f)Uhd$=0, Vo, € P!
K R (2.147)
> / (pn — Vup) - qndz =0, Vg, € (P)?
K ° K
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Proposition 2.6.1 Le  schéma  boite (2.147) admet une unique  solution
(un, pn) € Pﬁc,o X (RT' + ®), donnée par
(i) up € P, est solution de

Vu,, Vwy)ogr = O f, wy)orx, Yw, € P2 2.148
> > nc,0

KeTy KeTy,

(i1) pn est donné sur chaque triangle K par :

pai (&) = Vg (x) — %{Hlf Grr— TS @]} (2.149)

ou G est le centre de gravité du triangle K

Remarquons que la solution u; du schéma boite (2.147) est la solution du probleme standard
non-conforme de Fortin-Soulie dans le cas d'un terme source affine par morceau.

Preuve :
Le probleme (2.147) est linéaire avec autant d’inconnues que d’équations. Donc prouver 'uni-
cité de la solution du probleme (2.147) suffit a prouver I'existence et I'unicité de la solution
du probleme (2.147). L’unicité du probleme (2.147) est donnée par I'unicité de (2.148-2.149).
Soit (up , pn) € My, x Xy p solution du probleme (2.147). Montrons que (uy, , p,) est solution
de (2.148-2.149).

(1) Soit wp € P?

wens V Wy € Xop. Ainsi en appliquant la formule de Green dans 1'équation

(2.147)5 pour g, = Vwy, on a

Z (Vup, Vwp)ox = — Z (div pp , wp)o,x + Z/ ) wy, do (2.150)

K

La décomposition de pyx € Xy = RT" + & est localement Phlk = Pnk + ax rot bg. Donc,

Ob
Z/ (pn - thda—Z/ Dh - thda+ZaK/ —Kwhda (2.151)
oK

Le dernier terme du membre de droite de 'équation (2.151) s’annule en vertu du Lemme
2.4.3. La continuité de py, - v le long de chaque aréte interne et les propriétés de I’espace P?

nc,0
Z/ P -V wpdo =0
< Jox

(intégration exacte aux deux points de Gauss de chaque aréte d'un polynome de degré

impliquent que le terme

3). D’autre part, puisque M, ), est un espace de polynomes de degré 1 par triangle, nous
déduisons de (2.147); que divppx = —I'fg, pour tout triangle K. Ceci démontre la
premiere partie du résultat.
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(1) Considérons maintenant p, € X, j,. Dans un triangle K, il s’écrit Phik = Pnk +0k 10t brc.
L’expression locale de pyx € RT'(K) est

-,
GKT GK.T,

]

ot p, € Pi(K)? et Ak est un vecteur constant de K. De plus, VK, divp, x = —II' fx par
(2.147),. D’apres (2.152), on a :

P (T) = Dy (T) + [Ax (2.152)

div p, = div pp +3 (A - Gk 7) (2.153)
0
ep

En identifiant les deux valeurs de divp,, puis en prenant le gradient, on obtient
Ak = —5 V(IT' f). D’autre part, sur un triangle K, (IT' f) x s’écrit encore

(' f)ie = (°f) g+ V (I f)ie - Gre o,

donc la composante quadratique de py, x est égale a :

— 1
GK.’L’:—

g[(Hlf\K - Hﬂf\x)@

],

La partie linéaire de py, est pyx = Py + @i rot by Elle se détermine par (2.147)5 :

(pn — Vup; qn) = —%((Hlf - Hof)m;%)o,l( ., qn € (PY)? (2.154)

ce qui donne (2.149). |

Lemme 2.6.1 (Stabilité)
Il eziste une constante C indépendante de h telle que la solution (up, py) € Py, o x (RT' +®)
du schéma boite (2.147) satisfait

[unllin + lpallaiv.s < Clfloa (2.155)

Preuve :
On déduit de la Proposition 2.6.1 et de I’écriture locale de div py, les relations suivantes :

uplin < Cilflog
lpnllaive < |unlip +Co|f

0,0

On conclut, en combinant ces relations et en utilisant I'inégalité de Poincaré discret (Lemme
2.4.8). |

Remarque :
L’existence et l'unicité de la solution du schéma (2.147) peuvent aussi se démontrer en
vérifiant les conditions inf-sup du théoreme de Babuska-Brezzi discret.
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Tout comme pour le schéma boite ch,o x (BDM; + @) les formes bilinéaires sont définies
pour p, € Xy, up € My, g € Xop et vy, € My, par :

f an(Ph, qn) = (Ph, an)on = Z/ ph - qn dx

bin(un, qn) Z/ Vuy, - gp dx (2.156)

bo.n(Vn, pp) = Z/ div pp, vy, dx
\ Kk 7K

Soit Iy, 'application nulle et my 5 la forme linéaire continue définie sur My ) par

< Map, v >= Z / Hlfvhdx
~ JK

Nous donnons aussi la preuve de l'existence et de I'unicité de la solution du schéma boite

(2.147) par le théoreme de Babuska-Brezzi discret. Vérifions les hypotheéses du théoreme de
Babuska-Brezzi discret.
(). « Montrons que V; , = Vo, avec :

‘/],h = {ph € Xl,h; Z / dinh Up, dr = O, V?)h € Mg,h},
KK (2.157)
Vo = {an € Xop; — Z/ Vauy - qudr =0, Yu, € My}
~ JK
L’égalité (2.49) des dimensions entre espaces d’'inconnues et espaces de test donne :
dim ‘/l,h, = dim Xl,h, — dim M2,h, = dim XQ,h, — dim Ml,h, = dim ‘/th.

Il reste a prouver U'inclusion : Vi, C Vy . Soit py, € Vi, alors, p, € Xy (les éléments de
RT', & divergence nulle sont dans (PY)? et rotbr € (PY)?). Vérifions donc que
bin(un,pn) = 0, pour tout u, € Myy. pp € X1 = RT' + @, donc divp,x € P'(K),
VK € Ty. Or p, € V1. D’ott on déduit que divpy g = 0. Soit u, € M, ;. En utilisant la
formule de Green,

bi.n(un, pn) Z/ Vuy, - ppdx = Z/ 11hd1Vph+Z/ up pp - Vdo (2.158)

D’autre part, p, s’écrit localement py x = pj + ag 1ot b, ou Py, est la composante selon
RT' C Hg;, () et ag est une constante de R. L’équation (2.158) est équivalente & :

bl,h(uhaph) = Z/ up pp - Vdo
< Jok
= Z/ Up P - l/d(f+Z/ up (g rot bg) - vdo (2.159)
= Z/up udaZ/u D ud0+2(y / U ab—Kdo*
ih Dh * Va h| Ph * Va K h 5

a€ Ay
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Par le Lemme 2.4.3, faK“h (r’(,;’—fd(f =0, Yu, € P2

D’autre part, p, € (P'(K))? et u, € P, . L'intégration aux deux points de Gauss de l'aréte
a € A; de I'expression [uy] p), - v, est exacte. Or uy, est continue aux points de Gauss d’une
aréte interne a, donc [uy] est nul aux points de Gauss de a. On en déduit

Z/uh Py, - Vg do = 0.

a€A;

De méme, I'intégration sur une aréte frontiere a € A, de [ wj, py, - v, est exacte aux points
de Gauss de 'aréte a. Ainsi :
E /uhpi-uad0:0.
acAyp " a

Finalement, nous venons de prouver que chaque terme de I’équation (2.159) est nul, c¢’est-
a-dire blyh(uh,ph) = 0, Vuh € Ml,h,- Alors ‘/i,h = ‘/2’},‘ = V}l,

sup an(ph,qn) = sup  an(pn, an) = llanllon (2.160)
PhEVL RIIPR|ldiv,h PrEVLIIPR0,R
puisque les normes || - || et || - |Jaiv.n SOnt équivalentes.

Ceci conclut la condition (i).
(ii) est vérifié par le choix des espaces M, 5, X1 5, My, et Xy, qui satisfont la relation (2.144).
(iii) Prouvons qu’il existe une constante ; > 0 telle que

sup bin(Un, qn) > Bilunlip,  Yun € My
an€X2,nslanlo,n <1

Soit w, € M. Soit ghx = TUV}ZT;":, alors g, € Xy5, = (P')? par définition de 'espace

M, = PQC,0 et |gn|1,n = 1. Ainsi

) n

Vuy|?
b] h “h qh Z/ Vuh aqn dr = *Z ‘ h| v = 1,h (2161)
= . b1,k
f1 = 1 convient pour prouver (iii).
(iv) Nous cherchons f; > 0 constante telle que
sup bon (Vh: DR) > Bo|vnlon, Von € My,

PrEX1 by lIPalldiv,n <1

Soit v, € Myy, = P!, d’apres [39], il existe g, € RT" tel que

div g, = vy,
) ) 2.162
{ llanllaiv.o < clvnlon ( )

Posons ¢, = thﬁm alors g, € Xy, et [|gnllaivo =1 .
dlvqhvh |7)h|o K ‘Uh‘%h
ban(vn, g /dlvq vpdr = / / T
2.0 (Un, Gn) Z h“h Z ||qh||d1v Z ||Qh||d1vﬂ ||<Ih,||div,Q
(2.163)
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Donc by p(vp, Gn) > *|vnloq, Cest-a-dire f; = 1 convient. La condition (iv) est en fait la
condition inf-sup du probléme mixte standard de Raviart-Thomas pour I'espace RT'".

Finalement, les hypotheses du théoreme de Babuska-Brezzi sont vérifiées, ce qui prouve
'existence et I'unicité du du schéma boite (2.147), ainsi que sa stabilité :

| (s D) 12 e xs g = unllin + |Pellaive < Clfloa

Nous déduisons de la formulation de la Proposition 2.6.1, les estimations d’erreur a priori
de la solution du schéma boite (2.147).

Proposition 2.6.2 (Estimation d’erreur a priori)

Soient (u,p) € HE () x Hyiy(Q) la solution du probléme mizte de Petrov-Galerkin (2.2) et
(U, pn) € Prog X (RT' + ®) la solution du schéma boite (2.147). Si de plus, u € H*(Q) et
f e H*(Q), alors

(i) Ju—wuplip < CR*(Julza+[fliq)

(i) |Ju—uplon < ChR3(Julzo+ |flia+ |fl2q) (2.164)
(iii)  |p — prlaive < Ch?| flan '
(iv) |p—prloa < Ch*(Julza+|flia)

Preuve :

La preuve du (i) est identique a l'estimation d’erreur de |u — up|, du schéma (2.100)
(Proposition 2.5.2).

La preuve du (ii) est analogue au calcul réalisé dans la Proposition 2.5.2, en effet :

[u — uploo = sup w
gerz@)  |9log

Soit g une fonction de L*(2). On définit ¢, (respectivement ¢;) la solution du probléme
continu (2.2) (respectivement discret (2.147)) pour la fonction g de L*(2).
¢, € Hj(2) solution de

(Vg, Voo = (9:v)00 , v € Hy(Q) (2.165)
¢n € P?,., solution de
Z(V¢havvh)U,K = Z(ng’vh)o’K , Uy € ch,o (2.166)
K K

Alors, de méme on a la relation

(u—un, 9o = alu—up, dg— dn) — (alu—upn, ¢g) — (u—up,g))
—(a(u, g — én) — (f, &) + (', 6n))
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Ainsi, on a

|(u—un, 9loal = |alu—un, ¢y — ¢n)| = |alu — un, ¢g) — (u— un,g)|
n (1)
—la(u. dg — dn) — (f, &) + (11" f, 6n)|
(I71)

Les évaluations de (I) et (II) sont identiques a celles réalisées dans la preuve de la Propo-
sition 2.5.2 ((2.129) et (2.131)) :

(1) = la(u — i, &, — dw)| < CW (uls + [f10) lgloa 2,167
(I1) = la(u — un, &) — (1 — 1, )| < CH* (fulsr + |F11.0) [gloo

Pour (I11), on pose wy, = ¢y — ¢y, :

la(u, wp) — (f, wn) = (f, én) + (T f, 63|
Ly (wp) — (f = TI'f, ¢n))|

|\ Lu(wn)| + |(f =TT f, ¢

| Lu(wn)| + |(f = ' f, ¢y — H0¢h)‘
Chlwp|iplulso+ |f =T floglon — ¢y
Ch3|9‘0,9‘“‘3,9 + Ch3\f|2,9

‘a(ua ¢g - ¢h) - (f: ¢g) + (Hlf; ¢h)|

0,0

VAN VAN VAN VAN

9|0,Q

Donc |(IT1)| < Ch?*|gloa(|ulsa+|f]20). En regroupant avec (2.167), on déduit I'estimation
lu — up,

0,0-
(iii) On a 'estimation d’erreur pour p en semi-norme | - |giyp :

D= pulaien = D0 —paldn e =Y Idivp—divpuls o =D [f—T1'f
K K K

2
0,K

Or, en appliquant le Lemme 2.2.1, |f — II' | x < C h%|f|o.xc. Ce qui donne le résultat.
(iv) En utilisant I’écriture locale de py, on obtient

|P - ph|g,9 = Z |P - ph|g,K
K

G — T[T )G ]} B

= 3 |Vu— Vu + %{(Hlf)

K

< Juwlt, + OB DTS KR
K

Si R? = ‘17‘ [ ||8Kx||2dx , il existe une constante C' telle que R% < C|K|. On obtient

donc le résultat annoncé. [ |

Remarque :
On suppose que le tenseur K est une matrice symétrique définie positive ; ¢’est-a-dire que K
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satisfait la condition de coercivité suivante : il existe deux constantes ¢y, ¢y telles que pour
tout & € Q et tout £ € R?,

0616 < EK(7) € < er€'E.

Le schéma boite associé au probleme de Poisson avec tenseur —div(KVu) = f, est par
exemple : chercher (up,p,) € P}, o x (RT" + @) tel que

Z/(divph+f)vhdx:0, Yo, € P!
— JK

(2.168)
Z/ (pn = KVup) -qn =0, Vg € (P')?
< JK
Ce probleme admet une unique solution donnée par
(i) up, € My, est solution de
S (KVup; Vop)ox = (I f,vp) Vo, € My, (2.169)
K
(ii) p est donné sur chaque triangle K
1 — —
pajr (@) = T (KVup () e — g{HlfGK:c I G x]} (2.170)

Ce résultat se démontre comme dans la Proposition 2.6.1, ou le tenseur de diffusion est
I'identité IC = 1.

2.7 Quelques applications numeériques

2.7.1 Introduction

Soit le domaine Q = [0,1]?, on considere le probleme de Poisson de conditions a la
frontiere de type Dirichlet :

{ —Au=f, surQ=][0,1)? (2.171)

u=g, surl =0

Les conditions sur la frontiere sont données par la solution exacte. Nous donnons quelques
résultats numériques obtenus pour les schémas boite des sections 2.3.4, 2.5 et 2.6. Les pro-
grammes sont écrits en Matlab. L.a programmation est réalisée grace a 1’équivalence des
schémas boite (2.47), (2.100) (respectivement (2.147)) avec les problemes découplés en uy, et
pn, donnés par les propositions 2.3.1, 2.5.1 (respectivement 2.6.1). Dans un premier temps,
on calcule I'inconnue scalaire u € M, ;, solution du probleme variationnel

Z(Vuhavvh)ﬂ,l( = Z(Hif; Un)ok , Up € Mypi=0, 1.

K K

Le flux discret pp est donné par la formule de reconstruction locale en fonction de uy, et f.
Si M, est I'espace P?

2 o, on utilise la décomposition de P2, comme somme directe de P2,
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et U. Les conditions limites sont données par la solution exacte aux deux points de Gauss
de chaque aréte frontiere. Nous représentons les différents types de maillages du domaine €2
utilisés pour les tests.

e des maillages en triangles de type 1 composés de 100 ou 400 triangles (Figure 2.11).

e des maillages en triangles de type 2 composés de 50 ou 200 triangles (Figure 2.12 ).

Pour chaque test numérique proposé, nous calculons les taux de convergence de I’erreur
entre la solution exacte et les solutions calculées par le schéma boite de Courbet-Croisille et
les deux schémas boite quadratiques proposés dans ce chapitre. Nous représentons la solu-
tion (uy, py) € P2, X (RT' + @), calculée par le schéma boite (2.147).

Fic. 2.11 Maillage Fic. 2.12 Maillage
triangulaire de type 1 triangulaire de type 2

Nous proposons 4 tests, de conditions limites de type Dirichlet, données par la solution
exacte u sur la frontiere. Pour rappel, nous donnons quelques résultats numériques pour le
schéma boite Pgmo x RT? de B. Courbet et J-P. croisille rappelé au Paragraphe 2.3.4.

2.7.2 Test 1

Nous considérons la solution exacte du probleme (2.171) :
u(z,y) = cos(2m) sin(2my),  (2.y) € [0, 1],

de terme source f(z,y) = 872 cos(2mrx) sin(27y). La solution exacte donne les conditions de
Dirichlet sur la frontiere. On calcule pour les trois schémas boite de ce Chapitre la solution
up € My, et le flux discret p, € Xy, pour des maillages de type 1, composés de 100 et 400

solution exacte pour les trois schémas boite (2.47), (2.100) et (2.147). On calcule l'erreur en
norme L? et en semi-norme | - |1, de la solution scalaire u et 'erreur en norme L? du flux
p. Les résultats de convergence obtenus correspondent aux taux de convergence annoncés
dans les Propositions 2.3.3, 2.5.2 et 2.6.2. Les Figures 2.13 et 2.14 représentent la solution
up € P2, calculée par le schéma hoite P2, x (RT" + ®). Le flux discret p, € (RT" + @)
est représenté sur la Figure 2.15.
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FI1G. 2.13 — Test 1 : Solution uy, € Py, cal- FiGc. 2.14 — Test 1 : Isolignes de la solution
culée par le schéma boite Pﬁc’ﬂ x (RT! + ®). up, € ch,o calculée par le schéma ch,o x (RT'+®).
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FiG. 2.15 — Test 1 : Flux p, € (RT"' + ®)
calculé par le schéma ch,o x (RT' + ®).
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nb mailles | |u—uplog | |u—unlin | |p—prloq | pas d’espace h
100 0.0074 0.3387 0.2203 0.2
400 9.2712.10* 0.0865 0.0557 0.1

taux conv. 2.9967 1.9692 1.9837

TAB. 2.1 — Test 1 : Résultats du schéma boite (uy,p,) € Py x (RT' + @)

nb mailles | [u — uploq | |u — unlin | [P — Prloq | pas d’espace h
100 0.0346 0.4622 0.4622 0.2
400 0.0090 0.1190 0.1190 0.1

taux conv. 1.9428 1.9576 1.9576

TAB. 2.2 — Test 1 : Résultats du schéma boite (uy,py) € Pr.o X (BDM' + @)

nb mailles | |u—uplog | |u—unlin | |p—prloq | pas d’espace h
100 0.0013 0.0321 0.0276 0.2
400 3.3487.104 0.0162 0.0139 0.1

taux conv. 1.9568 0.9866 0.9896

TAB. 2.3 — Test 1 : Résultats du schéma boite (us, pp) € P, x RT"

2.7.3 Test 2

La fonction u(z,y) = zy (1 —2) (1 —y), (z,y) € [0, 1%, est solution du probleme (2.171)
de terme source f(z,y) =2 (y(1 —y)+x (1 —x)) et de condition de Dirichlet g = ujgq. On
calcule la solution discrete (up,pp) € My, X Xy, des trois schémas boite (2.47), (2.100)
et (2.147) pour des maillages de type 1 et 2. On compare ensuite I'erreur entre la solution
exacte (u,p = Vu) et la solution discrete (up, py) pour différentes normes. Ces résultats sont
regroupés dans les tableaux 2.4, 2.5 et 2.6. Les taux de convergence de la solution (up, p,) de
chaque schéma boite par rapport a la solution exacte (u,p = Vu) correspondent aux taux
annoncés dans les théoremes d’estimation d’erreur a priori (voir les Propositions 2.3.3, 2.5.2
et 2.6.2). Sur les Figures 2.16 et 2.17, nous représentons la solution discrete u, € Py, du
schéma boite (2.147). La Figure 2.18 représente le flux discret p, € (RT' + ®) du schéma
boite (2.147).

- 91 -



11111111111
e e 2 e 2 2 <2 <

00000000

0 X (RT'+).

: Isolignes de la solution
2
n

Test 2
«,0 calculée par le schéma

2
n

Fiac. 2.17
up €

Fi1G. 2.16 Test 2 : Solution uy, € ch’g cal-
culée par le schéma ch,o x (RT' + ®).

+ @)

w0 X (RT + ®).

0.7 0.8 09

06
2
n

.4 05
99

0

03

02

.1

FiG. 2.18 — Test 2 : Flux p, € (RT"

calculé par le schéma




nb mailles | |u—uploq | | —unlin | |P—puloq | pas d'espace h
100 5.944110°° 0.0027 0.0026 0.2
400 7.217910°% | 6.690410 * | 6.320910 4 0.1
taux conv. 3.0418 2.0128 2.0403
50 1.241510°* | 0.006094 0.005017 0.2828
200 1.547310° | 0.001535 0.001258 0.1414
taux conv. 3.0043 1.9892 1.9957

TAB. 2.4 Test 2 : Résultats du schéma boite (uy,py) € Py, o x (RT' + @)

nb mailles | |u—uploq | | —unlin | |P—puloq | pas d'espace h
100 3.589110 % | 0.003078 0.0031 0.2
400 9.118210°° | 7.673210 * | 7.673210 4 0.1
taux conv. 1.9768 2.0144 2.0144
50 72712104 0.0070 0.0070 0.2828
200 1.830010* 0.0018 0.0018 0.1414
taux conv. 1.9903 1.9594 1.9594

TAB. 2.5 Test 2 : Résultats du schéma boite (us,py) € P2, o X (BDM; + @)

nb mailles | u — uploq | |u — unlin | [P — Prloq | pas d’espace h
100 0.0728 1.8187 1.5945 0.2
400 0.0186 0.9252 0.8038 0.1

taux conv. 1.9686 0.9751 0.9882

TAB. 2.6  Test 2 : Résultats du schéma boite (uy, pp) € P, x RT"

2.7.4 Test 3

Nous considérons la solution exacte du probleme (2.171) :
u(z,y) ==y (1 —x)(1—y) exp(br)

de terme source f :

f(x,y)=exp(5z) (y(1 —y) (252 (1 —2) +10(1 — 22) — 2) — 2z (1 — x)).

Il s’agit d'un probleme de type couche limite avec une forte variation du gradient le long
de 'axe © = x 3+1—‘0/@. On représente la solution (uy,ps) € Py, o x (RT' 4+ ®) du schéma
boite (2.147) pour un maillage de type 1 composé de 400 triangles. Les Figures 2.19 et 2.20
représentent la solution u, € ch,o- Le flux discret p, € RT' + ® est représenté sur la Figure
2.21. L’erreur entre la solution exacte u et la solution calculée uy, et représenté sur la Figure

2.22. Les calculs d’erreur pour les schémas boite (2.47) (2.100) et (2.147) sont regroupés,
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respectivement dans les tableaux 2.9, 2.7 et 2.8. Les résultats obtenus sont de l'ordre de
ceux annoncés dans les différents théoremes d’estimations d’erreur a priori correspondants.
Néanmoins, un maillage plus fin permettrait de mieux prendre en compte la forte variation
de gradient le long de xz = x.

nb mailles | [u — uploq | |u — unlin | [P — Prloq | pas d’espace h
100 0.0116 0.8193 0.5962 0.2
400 0.0015 0.2226 0.1580 0.1
taux conv. 2.9511 1.8799 1.9159
50 0.0313 1.4859 1.1320 0.2828
200 0.0043 0.4112 0.3122 0.1414
taux conv. 2.8638 1.8534 1.8583

TAB. 2.7 Test 3:

Résultats du schéma boite (us, pn) € Py, o X (RT' 4 @)

nb mailles

\U - Uh,\o,Q |U - Uh,h,h, |p - ph,|0,Q pas d’espace h
100 0.0786 0.9638 0.9638 0.2
400 0.0205 0.2621 0.2621 0.1
taux conv. 1.9389 1.8786 1.8786
50 0.1505 1.6983 1.6983 0.2828
200 0.0409 0.4760 0.4760 0.1414
taux conv. 1.8796 1.8351 1.8351

TAB. 2.8  Test 3 : Résultats du schéma boite (us,py) € P2, o X (BDM; + @)

nb mailles | [u — uploq | |u — unlin | [P — Prloq | pas d’espace h
100 0.1427 2.9234 2.4798 0.2
400 0.0388 1.5372 1.2519 0.1

taux conv. 1.8789 0.9273 0.9861

nb mailles | u — uploq | |u — unlin | [P — Prloq | pas d’espace h
50 0.3062 4.5556 3.9266 0.2828
200 0.0903 2.4734 21177 0.1414
800 0.0236 1.2659 1.0822 0.0707

taux conv. 1.7617 0.8811 0.8908

TAB. 2.9  Test 3 : Résultats du schéma boite (uy, pp) € P, x RT"
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F1G. 2.19 — Test 3 : Solution uy, Echo cal- Fic. 2.20 Test 3 : Isolignes de la solution
p p ’ 2 A 4 2 1
culée par le schéma P?, ; x (RT' + ®). up € P o calculée par le schéma P o X (RT" 4 @).
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F1G. 2.21 — Flux p, € (RT" + ®) calculé par
le schéma cho X (RT' + ®). FiGc. 2.22 — Différence entre la solution exacte u
’ et la solution calculée uy, € ch,o-
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2.7.5 Test 4

Il s’agit d'un cas test proposé par Douglas et Co., [26]. On considere la solution exacte
du probleme (2.171) :
u(z,y) = exp(—100 ((z — 0.25)* + (y — 1/3)?))
de terme source f :

f(z,y) =100 exp(—100((z — 0.25)* + (y — 1/3)?)) (4 — 400(z — 0.25)* — 400 (y — 1/3)?).

Cette solution exacte est une gaussienne centrée au point (9,40) = (3,3). Les conditions
sur la frontiere sont données par la solution exacte elle-méme. La solution exacte présente un
fort gradient autour du pic de la gaussienne. Pour les trois schémas boite présentés dans ce
Chapitre, on calcule la solution uy, et le flux discret pp,. Les taux de convergence de I’erreur
entre la solution exacte u et la solution uy calculée par chacun des trois schémas boite, ainsi
que 'erreur entre le flux exact p = Vu et le flux discret py, sont regroupés dans les Tableaux
2.10 pour le schéma boite P?,, x (RT" 4 ®), 2.11 pour le schéma boite P, o x (BDM' +®)
et 2.12 pour le schéma boite P,}QO x RT®. Les taux de convergence de I'erreur entre solution
exacte et solution discrete donnée par les schémas boite sont proches des taux annoncés
pour les estimations d’erreur a priori.
Nous représentons la solution discrete wuy, € ch,o du schéma boite ch,o X (RT" + ®) sur les
Figures 2.23 et 2.24. Le flux discret p, € (RT"' 4 ®) du schéma boite P}, , x (RT" 4 ®) est
représenté par la Figure 2.25. Nous constatons sur la Figure 2.26 que 'amplitude maximale
entre la solution exacte et la solution calculée par le schéma boite est située au niveau du pic
de la gaussienne. En effet, le maillage condidéré n’est pas assez fin pour prendre en compte
la forte variation de gradient au niveau du pic de la gaussienne. Ceci explique également
que les taux de convergence obtenus soient un peu plus faibles que ceux attendus.

nb mailles | ju — uploq | |u — unlin | [P — prloq | pas d’espace h
100 0.0176 0.6984 0.5584 0.2

400 0.0019 0.1888 0.1310 0.1

taux conv. | 3.2115 1.8872 2.0917

nb mailles | ju —uploo | v —unlin | [P — Prloo | pas d’espace h
20 0.0372 1.2986 1.1244 0.2828

200 0.0051 0.3526 0.2580 0.1414

taux conv. | 2.8667 1.8809 2.1237

TAB. 2.10  Test 4 : Résultats du schéma boite (up,py) € Py x (RT' + ®)
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F1G. 2.23  Test 4 : Solution uy € Pﬁc,[] cal- FiGg. 2.24 — Test 4 : Isolignes de la solution
culée par le schéma P7., x (RT' + ®). up € P, calculée par le schéma P?, o x (RT' +®).
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F1G. 2.26  Test 4 : Différence entre la solu-
tion exacte u et la solution calculée uy, € ch,o
par le schéma ch,o x (RT' + ®).

F1G. 2.25 Test 4 : Flux py € (RT! + ®)
calculé par le schéma ch,o x (RT' + ®).
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nb mailles | ju — uploq | |u — unlin | [P — prloq | pas d’espace h
100 0.0309 0.8665 0.8665 0.2

400 0.0079 0.2672 0.2672 0.1

taux conv. | 1.9677 1.6973

nb mailles | ju — uploq | |u— unlin | [P — prloq | pas d’espace h
50 0.0628 1.5714 1.5714 0.2828

200 0.0148 0.4720 0.4720 0.1414

taux conv. | 2.0852 1.7352 1.7352

TAB. 2.11 — Test 4 :

Résultats du schéma boite (uy, pp) € Py, o X (BDM' + )

nb mailles | ju —uploo | |v— unlin | [P — Prloo | pas d’espace h
100 0.0487 1.2234 1.1076 0.2

400 0.0140 0.7197 0.6038 0.1

taux conv. | 1.7985 0.7654 0.8753

nb mailles | ju —uploo | v —unlin | [P — Prloo | pas d’espace h
o0 0.0768 1.7252 1.6654 0.2828

200 0.0268 0.9609 0.8343 0.1414

800 0.0074 0.5182 0.4389 0.0707

taux conv. | 1.8566 0.8909 0.9267

TAB. 2.12 — Test 4 : Résultats du schéma boite (up,ps) € P, o x RT°
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CHAPITRE 3

Quelques schémas boite sur maillages
en rectangles

3.1 Introduction

Une question naturelle est de se demander si les résultats obtenus au chapitre précédent
dans le cas de maillages en triangles, se généralisent dans le cas de maillages en rectangles.
Nous allons prouver dans ce chapitre que 'on peut effectivement construire des schémas
boite sur un domaine maillé par des rectangles et que ces schémas boite conservent les
propriétés de leurs homologues sur maillages en triangles.

Soit Q C R? un rectangle de frontiere T' = 9. Soit f € L*(Q) donnée. Le probleme de
Poisson

{—Au:f, x € (3.1)

u=g , xvel
admet une unique solution u € H(Q) N H*(Q) qui satisfait [Jullao < C|flogo. Nous
considérons la formulation mixte de type Petrov-Galerkin du probleme de Poisson, introduite
au Chapitre 2 : trouver (u,p) € Hg(Q) x Hyy () tel que

{ (divp+ f,v)00 =0, Vv € L*(Q)

(p— Vu,q)on =0, Vg € (L*(Q))”. (3-2)

C’est un probleme bien posé, équivalent au probleme (3.1). Nous introduisons trois schémas
boite pour le probleme de Poisson sur des maillages du domaine €2 en rectangles. Nous
conservons le design des schémas boite tels qu’ils sont introduits dans le cas de maillages
triangulaires. D’une facon générale, un schéma boite est une formulation mixte de type
Petrov-Galerkin qui consiste a trouver (up,pp) € My, X Xy solution de

{ (leph + f, Uh)o’Q = 0 s Vvh S Mg,h

3.3
(pn — Vun, qn)oo =0, Vg, € Xop, (33)

ou les espaces discrets M, ;, et X, sont des espaces d’éléments finis approchant les espaces
H)(Q) et Hgi (). Deux des schémas, que nous proposons sont de type non-conformes,
puisque les espaces discrets My, et Xy, satisfont X, € Haiy(Q) ou My, € Hy(Q). Les
espaces de test My et Xy, sont des espaces de polynomes totalement discontinus par
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rectangle. Pour que le probleme discret (3.3) soit bien posé, les espaces discrets doivent
vérifier la condition nécessaire d’égalité des dimensions :

dim M],h + dim X],h = dim Mg,h + dim XZ,h- (34)

Nous introduisons les espaces H; () + M, et Haiy(Q) + X5, munis respectivement des
normes dépendantes du maillage :

2 1/2 2 2 \1/2 1
uhn = (3 IVuldi) s Nl = (ufo+ )" Vue HY(Q)+ My (35)
K

oo /2 2 2 \1/2
[plawn = (Z | div P\o,K> ; pllaive = (Plog + Plavs) ™+ V€ Hai(2) + Xup,
K
(3.6)

Dans le Paragraphe 3.2, nous donnons les notations utilisées par la suite et les propriétés liées
au maillage. Nous définissons les espaces d’éléments finis pour les inconnues au Paragraphe
3.3. Enfin, dans les Paragraphes 3.4, 3.5 et 3.6, nous décrivons quelques schémas boite
associés a la formulation mixte de type Petrov-Galerkin (3.2).

3.2 Notations

3.2.1 Le changement de base

Le carré de référence K est le carré unité [0,1]x [0, 1] de sommets S; = (0,0), S, = (1,0),
Sy = (1,1) et S, = (0,1). On se restreint ici au cas de maillages en rectangles du domaine
2. Soit K un rectangle de sommets Sy, Sy, S3, S, (Figure 3.1).
Soit ¢ 'application définie par :

VK : K—K

(Z, 9) — (z,y) = ox(Z, 9) :b+B<

=>

) (3.7)

ou b et B sont respectivement le vecteur colonne 2 x 1 et la matrice 2 x 2 définis par

b—("‘l) etB—(xQ_xl 0 )
(1 0 Y2 — Y1

@k est une application linéaire bijective affine. Comme dans le cas de maillages triangu-

<

laires, la matrice jacobienne de px est constante sur chaque maille K. C’est une propriété
particuliere des maillages en parallelogrammes. De plus, I'espace Q'(K) est égal a

Q' (K) ={doyr ;4 € Q" (K)}.
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Sy 53

S] 52

F1G. 3.1 Application affine pr : K — K

3.2.2 Notations géométriques

Dans la suite, K désigne un rectangle de sommets S;, 1 < ¢ < 4, de coordonnées respec-
tives (z1,y1), (x2,v1), (z2,92), (z1,92). On note e, et e, les arétes horizontale et verticale
d’un rectangle K du maillage, d’aire |K| (Figure 3.3). Soit 7T; le triangle contenu dans K de
sommets S; 1,S;, Siy1, avec la notation Sy = Sy. Soient (Figure 3.2) :

e hy : diametre de K= diagonale de K.

® px = 2 min p; ou p; est le diametre du cercle inscrit dans 7;.
1<i<4

.O-K:z_;{>1'

Sa Ss

hrk

S1 Sa

FiG. 3.2 — Géométrie du rectangle

Dans la suite, 7, désigne un maillage en rectangles du domaine €2, de parametre de discrétisation

h = max hg.
KeTy,

Le maillage 7, est tel que les rectangles K € 7T, ont leurs cotés paralleles aux cotés du
domaine Q. La triangulation 7, est définie de sorte que Q = UKeT,, K et nous supposons
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F1G. 3.3 Notations pour un rectangle K du domaine 2

que le maillage est uniformément régulier, c¢’est-a-dire qu’il existe deux constantes o > 0

indépendantes de h, telles que
Thgh,[(g(fp[( et h — 0.

Un exemple de maillage est donné par la Figure 3.4.

Soient § I'ensemble des noeuds du maillage, constitué des noeuds frontieres S, et des noeuds
internes S;, et A I'ensemble des arétes du maillage, constitué des arétes frontieres A, et des
arétes internes A;. On utilisera les notations suivantes :

NP = nombre de noeuds du maillage,

NP, = nombre de noeuds internes du maillage,
NE = nombre de mailles de la discrétisation7}, ,
NA = nombre total d’arétes,

NA, = nombre d’arétes frontieres du maillage,
NA; = nombre d’arétes internes du maillage.

Les relations d’Euler sont :

NE-NA+NP=1 et ANE=NA+NA;. (3.8)
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FiGg. 3.4 Exemple de maillage du domaine €2

F1G. 3.5 — Base de vecteurs (vq, 7,)

Soit K un rectangle du maillage 7,. Le vecteur normal unitaire a une aréte a de K orienté
vers I'extérieur est noté v,, le vecteur tangent est noté 7,. Sur la Figure 3.5, v, représente
le vecteur normal a ’aréte a dans le rectangle K;. Soient K; et K, deux rectangles d’aréte
commune a. Le saut d’une fonction v a travers 'aréte a est [v] = vk, o — Vi, .a-

Le gradient d’une fonction f € H'(Q) est Vf = (d.f, d,f), son rotationnel est
rot f = (0,f,— 0,f). Le rotationnel scalaire d'une fonction vectorielle (fy, f2) est noté
de fagon identique rot(fy, fo) = 0y f1 — O fo.
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3.2.3 Quelques lemmes

Soit K un rectangle du maillage. P°(K) désigne les polynomes constants sur K. Q' (K)
désigne I’ensemble des polynomes de R? de degré 1 en chaque variable z et y, c¢’est-a-dire
de la forme g =a+bx+cy+dxzy ou a,b, c et d sont des constantes réelles.

Pour chaque aréte a € A, soit 11, : L*(a) — P°%a), Vopérateur de projection sur les po-
lyndomes constants de a. Si a est une aréte du rectangle K, on a la généralisation sur des
rectangles du Lemme 3 de Crouzeix-Raviart [22] sur des triangles (Lemme 2.2.2 Chapitre
3) :

Lemme 3.2.1 (Interpolation d’aréte, [44])
1l existe une constante C > 0 indépendante de K et de a, telle que pour toutes fonctions
¢p€ H(K) etve H(K), on ait

| / #(v —,v) do| < C o hicldlyilv

1LK-

Soit I1* 1a projection orthogonale de L?(K) sur les polynomes de Q*(K) d’ordre k en chaque
variable définie pour v € L?(K) par

/ (IT*v —v) gdz =0, VYq € Q*(K).
K

Lemme 3.2.2 (Interpolation [30],[40])
Nous avons les estimation suivantes : si v € H¥1(K),

v TF|xk < Cop™ "B ™0k, 1<m<k+1 (3.9)

‘U—Hkv|07[{ S CO'K h];(+]‘7)|k+17[(, m=20. (310)

3.3 Espaces fonctionnels discrets

Avant d’aborder les différents schémas boite, nous allons décrire les espaces d’éléments

finis utilisés pour approcher la vitesse u et le flux p du probleme mixte de type Petrov-
Galerkin (3.2).

3.3.1 L’espace scalaire Q' conforme

Nous notons Q! D'espace d’éléments finis Q'-Lagrange des fonctions polynomiales de
degré 1 en chaque variable. C’est un espace conforme dans H; ().

QL = {un €CQ): wy € Q'(K), VK€ T, }.
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ot Q'(K) est I'espace des polynomes de degré 1 en chaque variable x et y. Sa restriction
aux fonctions s’annulant sur la frontiere ' de Q est notée Q] , telle que

Qep = {uh €Q.; upa=0,Vae Ab}- (3.11)

Lemme 3.3.1 (Fonctions de base de Q)
(i) La base de degrés de liberté de Uespace Q, est donnée par {(p;)1<i<np} :

pi(vn) = vp(Sy), Vv, €QL, VS, €S. (3.12)

(ii) La base locale de Uespace Q est {(\i)1<i<a} -
par (,5) = T (z2—)(r—3), Ao = o) (e, M) = - (2—20) (511

et A\y(z,y) = \K\( —z)(y — 1)
(iii) dim Q) = NP et dimQ;, = NP,.

ot (X\i)1<i<a sont définis dans le rectangle K

3.3.2 L’espace scalaire Q! non-conforme

L’espace Q! est I'espace d’éléments finis des polynomes de Q'(K) continus aux milieux
des arétes du maillage. Contrairement a 'espace Q}, I'espace Q) . est un espace non-conforme
dans H'(€). On note :

Q.= {uh cL*(Q); u, € Q'(K), VK €T, ;/[uh]d(f—O ,Va,EAi}.

a

L’espace )., est la restriction de I'espace @), aux fonctions nulles au milieu des arétes
frontieres :

Qneo = {uh €Q,.; /uh do =0,Ya € Ab}.

I semble naturel de choisir les degrés de liberté globaux {p,}.c4 de I'espace d’éléments finis

L comme les valeurs aux points milieux des arétes. C’est-a-dire

Pa(vp) = vp(M,), Yo, € an,

ou M, est le milieu de I'aréte a. Si M,,, M,,, M,, et M,, désignent (de facon ordonnée) les
points milieux des arétes de K et Gk (rxk,yk) le centre de K (Figure 3.6), toute fonction
u € Q'(K) vérifie I'égalité :

u(Ma,) + u(Ma,) = w(Mag) + u(My,) = 2 u(G). (3.13)

Donc, les valeurs au milieu des arétes ne forment pas un ensemble unisolvant ([6], [30]). En
effet, il existe une fonction non nulle s’annulant au milieu de toutes les arétes du maillage :
il s’agit d'une bulle.
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F1G. 3.6 — Rectangle K

Lemme 3.3.2 (Bulle non-conforme de Q'(K))
Soit n la fonction définie sur Q' (K) par :

n: QK — R
p {p(Ma)}aeaK

ou M, désigne le milieu d’une aréte a de K. Le noyau de n est de dimension 1, engendré
par “la bulle non-conforme” by .
4

Kern =Vect <bg >, bx(v,y)= W(T — k)Y — Yk),

ot G (rk,yk) est le centre du rectangle K.

Preuve :
Sur chaque rectangle K du maillage, il existe une fonction de Q' (K) qui s’annule au milieu
des arétes du quadrangle, elle est unique a une constante multiplicative prés. On note bg

cette fonction (unitaire) définie par : by = —=(r — 2x)(y — YK ), ou (Tk,yk) est le centre

4
[K]
du rectangle K. Cette fonction bx est appelée bulle non-conforme associée au rectangle K. B

La Figure 3.7 représente la bulle sur le carré de référence [0, 1]2. Citons quelques propriétés
de la fonction “bulle non-conforme” by :
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F1G. 3.7 Bulle non-conforme de Q'(K)

Lemme 3.3.3 (Propriétés de la bulle non-conforme by)
Pour tout rectangle K € Ty, et toute fonction v € Q' (K), la bulle non-conforme by satisfait :

(i)/ by do =0,
JOK

(77)/ rotbg - Vode =0,
K

(131) / (rotbg - v) vdo = 0.
Jox

Preuve :

(i) La bulle non-conforme est affine le long des arétes du maillage (en rectangles) et nulle
aux milieux des arétes de K, donc

/ brdo =) /bKd(r— > lelbr(M,) =0. (3.14)

ecdK v ¢ ecOK

(i) Soit v € Q'(K). En utilisant une intégration par partie, on a

/ rot b - Vo dr = / b (Vv -1)do — / br rot(Vv) dz
J K Jok

J K
. - - -
' v~

(1) (11)
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=3 [t
ecOK v € ¢
Or, bK est affine le long d'une aréte e et s’annule en son milieu. Elle est donc de moyenne
nulle le long de toute aréte e du maillage. Donc (I) = 0. D’autre part, rot(Vv) = 0, pour
toute fonction v, donc (I7) = 0.

(iii) v € Q'(K). Par la formule de Green, on a

/ rot by - v vdo = / div(rot by ) v dz + / rot bx - Vodx . (3.15)
Jok JK JK )

(1) (11)
L’intégrale (1) est nulle (puisque div(rotbyx) = 0) et (I7) est nulle par (ii). |

Définition 3.3.1 (Espace des bulles non-conformes)
Soit W [’espace vectoriel “bulle” engendré par les fonctions bulles non-conformes locales :

U = {’l/) € LQ(Q) \’l/)‘[( = O{Kb[(, o € R, VK € 771},

alors dim U = NE et & C Q!

nc,0°

En effet, par définition de la bulle non-conforme, bx € Q'(K), VK € Ty, et le long de
chaque aréte a € 0K,

/b[( do = b[((Ma) = 0.

Ja

Donc, ¢ = 3" agbk € @, . Cest-a-dire, ¥ C Q)

nec,0-

Définition 3.3.2 (Définition de B)
Soit B [’élément de [’espace ano défini au signe pres par B = ngn )bi, ot sgn(K)

K
est le signe du rectangle K égal a 1 ou -1. Il est donné par exemple, par le Tableau 3.8 par
rapport a un rectangle de référence.

F1G. 3.8 — Valeurs de sgn(K).
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Proposition 3.3.1 (Caractérisation des espaces Q' non-conformes)
Les espaces Q) , Q) . et U vérifient :

nc

(1) QLN = Veet(B), dim(Q. N¥)=1,
(1) Que=Q.+7, dim Q! = NA,
(iid) 7110,0 = i,o eV, dim Q}mo =NA; +1.

Preuve :

(i) Soit ¢ = >, axbx € Q. N ¥ un élément de l'intersection de @, et de W. La conti-
nuité de 1 a travers les mailles implique la continuité de 1 le long des arétes internes. Si
a = 0K, N 0K, désigne une aréte interne du maillage, alors la bulle non-conforme par rec-
tangle vérifie by, |, = —bk,la- Donc la continuité de ¢ entraine que
ar = sgn(K)a, VK, a € R Alors ¥ = aB, a € R Cest-a-dire Q! N ¥ C Vect(B).
La réciproque est évidente.

(ii) Notons M V'espace M = Q!+ . L’inclusion M C Q] est évidente. Pour prouver I'iden-
tité M = Q}.., nous allons prouver I'égalité des dimensions de M et Q}...

nc?

Soit ¢ I'application linéaire

i:Q — RNA
ne 3.16
u (U(Ma))aEA ( )
En utilisant les définitions de I’espace ¥ et de la bulle non-conforme by, le noyau de I'ap-
plication 7 est tel que

Keri = {u €Q;., u(M,) =0, Va € A} cv
et par la relation (3.13), I'image de l'application i est
Imi = {(u(Ma)) e RY Ju € Q. u(M,, i) +u(My, i) = u(M,, k) +u(M,, &), VK € 'E}

(ou M,, k, i = 1,..,4 sont les milieux des arétes du rectangle K), ce qui implique que
dim@!. = dim(Keri) + dim(Im:) < NA. De plus, la dimension de M est,
dimM = dimQ. + dim¥ — dim(Q. N¥) = NP + NE — 1. La premiere relation d'Eu-
ler implique dimM = NA. Or M C Q! ., donc dimM < dim@!_. On en déduit que
dim Q). = NA. Ce qui conclut la preuve du (ii).

(iii) De plus, Qo N¥ = {0} ; en effet, si » = a bx € Qo NV, alors a = 0 (puisque 1)

est nul sur la frontiere de ). Donc les deux espaces Q! et ¥ sont en somme directe. W

1

Nous en déduisons la base globale de I'espace @, :

Lemme 3.3.4 (Base globale de Q). )
Les degrés de liberté de l’espace Q:w,o sont situés aux sommets et auz centres des rectangles
du maillage (Figure 3.9) et la base globale de Q). est donnée par les fonctions {\;}1<i<np,U

{bK}KeTh-
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FIG. 3.9 Degrés de liberté de I'espace Q!

nc

Lemme 3.3.5 (Propriétés de ’espace @, )

1

neos 0N a les relations suivantes

Pour toute fonction v € )

(i) Va € A,, [v]pdo =0, Vpe P’a),

a

(17) Ya € A, /vpd(f—O, Vp € P%a).

Preuve :
Soit v € @, Nous allons montrer les relations (i) et (ii) pour cet élément v.

(i) Soit a € A;, a = OK; N OK,, soit p € P"(a), par la Proposition 3.3.1, v = 0 + Y axbx
ou ¥ € Q;, et ax € R. Donc,

/p [v] do = /p [0] do + /p (abg, — by, ) do . (3.17)
Ja Ja Ja

Or, v est continu le long de a; c’est-a-dire [0], = 0, donc fap [0] do est nulle. D’autre part,
la définition de la bulle non-conforme implique fapbK do = 0 pour toute aréte a. Ce qui
prouve ().

(i) Soit a une aréte frontiere , a = K NT et p € P°. En utilisant les arguments précédents,

on obtient
/pvda:/pﬂda—i—/a;(pb;(da. (3.18)
Ja Ja 7 Q
=0
v est nulle au bord, donc [ podo = 0. On obtient (ii). [ |

Nous allons rappeler brievement les espaces d’éléments finis utilisés pour approcher le flux
p = Vu.

3.3.3 Espaces vectoriels pour Vu

L’espace de Raviart-Thomas sur rectangles

L’espace RT" est I'espace d’éléments finis introduit par Raviart et Thomas, [39], de plus
bas degré sur maillage quadrangulaire. Dans le cas d’un maillage en rectangles dont les cotés
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sont paralleles aux axes du domaine €2, on définit I'espace des vecteurs de polynomes
RTO(K) = (P () 4P Z ) w0 (O
0 Y

, avec
Br + 0ry

ak, B, 7k et 0 € R . Remarquons que si G (zk,yr) est le centre du rectangle K, on a

Dans chaque rectangle K, g, € RT°(K) si et seulement si g, (z,y) = ( oK + VKT )

encore les formulations équivalentes

) =+ o) ()i ()

RT°(K) = (P°(K))* + P°(K) GrX + PY(K)rot bk
[’espace de Raviart-Thomas est défini par
RT° = {qh € Hgiy(Q) tels que g, € RT°(K), VK € 771} . (3.20)

Un vecteur p, de RT est un élément de I'espace Hy;, (€2), donc, sa composante normale est
continue le long de chaque aréte interne a du maillage :

(ph - va+pn-v,) =0 sur laréte a.

De plus, dans le cas de maillages en rectangles, la composante normale pj, - v, est constante
par aréte : p- v, € P%a).

F1G. 3.10 Degrés de liberté de 'espace RT"

Lemme 3.3.6 (Fonctions de base de RT")
(i) Les degrés de liberté globaux de RT® sont les formes linéaires { L, }oca, définies par :

Lo(qn) = /qh ‘v, do.
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(ii) La base canonique de RT" est donnée par (P,), :

Pa(.??,y) - PKlya]lKl(m7y) - PKz,a]lKQ(mvy)

ot a = 0Ky NOKy et g, est lindicatrice sur le rectangle K;, i = 1,2.
r—=Ts
0

Les fonctions Py, sont définies par Py, = — (

& ) st a est une arete verticale et

;. ‘ . L 0 ‘
rg désigne [’abscisse de l’aréte opposée a a dans le rectangle K et Pk, = ‘17‘ ( St
’ Y—Ys

a est une aréte horizontale et yg désigne 'ordonnée de ['aréte opposée a a dans le rectangle
K.

(iii) La dimension de ’espace RT" est égale au nombre d’arétes du maillage : dim RT® =NA.

L’espace ® des rotationnels de bulle

Lemme 3.3.7 Soit l’'espace vectoriel engendré par les rotationnels de la bulle non-conforme

O=rot¥={p=) Bxrotby, Bx €R}
K

alors, ® N RT® = Vect (rot(B)).

Preuve :

Sur tout rectangle K du maillage, rotbxy € RT°(K). Donc tout élément
¢ = Y i Brrotby € ® appartient & RT? si et seulement ¢ € Hgy;(€2). Cest-a-dire si
pour toute aréte interne a = 0K; N 0K, € A;, ¢ satisfait

(¢\K1 Vo, K, T+ ¢\K2 ’ l/aaKQ)‘a = 0.

Or, (rotbg,jq - ¥a) = (10t bg,la - Vo). Donc la continuité de la composante normale équivaut
a

Bk, + Br, =0, Va = 0K, NIK,.
Ainsi, ¢ € RT" si et seulement si ¢ = 3 - sgn(K)rot b pour un certain réel 3. [ |

3.4 Le schéma boite 1 : (uy,p;) € Q)0 X (RT" + @)

3.4.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous cherchons a généraliser sur des maillages en rectangles, le
schéma boite de B. Courbet et J.-P. Croisille introduit sur triangles (Chapitre 2, Paragraphe
2.3.4). De facon naturelle, on cherche les inconnues uy, et pj, dans les espaces @, et RT"
rectangles, qui correspondent dans le cas de maillages en rectangles aux espaces d’éléments
finis P,,, et RT? triangles, utilisés par B. Courbet et J.-P. Croisille. Les degrés de liberté
de l'espace RT rectangles sont situés au niveau des arétes. Cependant, les degrés de liberté
de 'espace Q}w,[] ne sont pas situés au niveau des arétes (Lemme 3.3.4), comme c’était le

cas pour I'espace P, .
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3.4.2 Définition du schéma 1

Introduisons le premier schéma boite de type (3.3) associés au probleme mixte (3.2).
Nous choisissons M, ), = Q}w,[] comme espace d’approximation de H{(Q) et I'espace RT°
rectangles, enrichi par le rotationnel de la bulle non-conforme - ¢’est-a-dire X;, = RT°+® -
comme espace d’approximation de Hg;, (£2). Les espaces d’approximation sont non-conformes
puisque Q.o Z Hy(Q2) et (RT° 4+ ®) € Hy;o(S2). Les espaces d’inconnues sont de dimension

dim Qo+ dim(RT° + ®) = (NA; +1) + (NA+ NE — 1) = 5NE .

A ces espaces d’approximation M, et X j, on associe les espaces de fonctions test de
polynomes totalement discontinus. Soit Ms,, 'espace des polynomes constants totalement
discontinus par rectangle, encore noté P°

Moy = {on € I2(9) ; oy € PU(K), VK €T} (3.21)

et Xy, I'espace des polynomes constants de R? totalement discontinus, enrichi sur chaque
rectangle par le gradient et le rotationnel de la bulle non-conforme :

X

L

Xog = {an € (L*(Q)? 5 au,c € (P(K))* + P° < ! ) + P’ < ) . VK €T} (3:22)

c’est-a-dire
Xop = (P°)* + P°(Vbg) + P°(rot bg) .
En particulier, V(M ;) C Xg .

Définition 3.4.1 (Schéma boite 1)
Considérons le schéma boite 1 : trowver (up, pp) € Qpeo % (RT® + @) solution du probléme

discret
> (divps+ f,on)ox =0, Vo, € P°
RET (3.23)
Z (pn — Vun, qn)ox =0, Vg, € Xop.
KETh

Lemme 3.4.1 (Egalité des dimensions)

dim (RT° 4+ ®) + dim Q] , = dim Xy, + dim P°

nc,0
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Preuve :
Nous vérifions 1'égalité des dimensions entre les espaces, en utilisant les relations d’Euler
(3.8).
dim Xy, +dim M, = (NA+NE—1)+ (NA; +1)
= NA;+ NA+NE
—_——

ANFE
= 5NE =dim Xy, + dim My, .

Lemme 3.4.2 (Existence et unicité de la solution)
Le schéma boite (3.23) admet une unique solution (up,pp) € Q.o X (RT° + ).

Preuve :
Par égalité des dimensions et linéarité du schéma boite (3.23), il est suffisant de prouver que
f = 0 entraine u, = p, = 0. Supposons que f = 0, alors I’équation (3.23); s’écrit

(div pp, vh)oa =0, Vo, € P° (3.24)

Un élément pj, de Pespace X, est a divergence constante par quadrangle : div p, x € P(K).
Donc I'équation (3.24) implique que divppx = 0, dans chaque rectangle K. D’autre part,
vQ:  C Xo . En choisissant g, = Vuy, dans I'équation (3.23),, nous obtenons :

nc,0
Vupl o = (pn, Vup)ox = — /divph uy, do + / pn-vu,do (3.25)

Puisque pp, € Xy, = RT° +®, pj, se décompose sous la forme p, =D, + Y ;- Bk 10t b, avec
Pn € Haiv(2) et Bk € R. La relation (3.25) devient

Z|Vuth:Z/ ]o_h-uuhda—i—z B rotby - v uy do (3.26)
% ’ = Jox . Jox

Sur un rectangle K, uyx € Q'(K), donc en utilisant le Lemme 3.3.3 (iii), on obtient
Z Brrotbg -vu,do =0.
oK

D’autre part, si |[v| = (vig, — VK désigne le saut d’une fonction v a travers 'aréte a
) | K2 |K1)|a
commune a deux mailles K et Ky, I'équation (3.26) se réécrit

Z|Vuh\g’,(: Z/p_h-l/auhda— Z Dh - Va [up) do (3.27)

K acA, v Y acA; v @

Puisque, Dy, - v, € P°(a) pour toute aréte a du maillage et u;, est continue au milieu des
arétes internes et nulle au milieu des arétes frontieres, le terme Y, |Vuy|i x = 0. De plus
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up € QTILC,O’ d’ou on déduit que u;, = 0.

Prouvons que py, est nul. On a vu que divp, = 0 donc la relation (3.19) implique que

pn € PY(K)? + Protbg C Xy 5. Choisissons maintenant g, = p, € X, ) dans I’équation
(3.23)5, alors Y-, |pal§ x = 0 et donc p, = 0. |

Soit TI° f 1a projection de f sur Mger, P*(K) et IT° fic sa restriction a un élément K. Nous
allons maintenant exprimer une formulation équivalente du schéma boite (3.23) :

Proposition 3.4.1 La solution (us,pp) € Qp.o X (RT® 4+ @) du schéma boite (3.23) est
donnée par :
(i) up € Qe est solution du probléme variationnel

Z (Vuh,; VUh)U,K = Z ((Hof)\i(: Uh)O,K , Yo, € ano (3-28)

KeT, KeTy

(ii) py, s’écrit localement dans chaque rectangle K :

11 fixe ey|?(z — xk)
Pk = (V?lfh)\i( — m ( ‘€m|2(y B ?JK) ) (3.29)

ot (zf,yx) est le centre du rectangle K.

Preuve :
(i) Soit v, € Q- Choisissons g, = Vv, élément de X, dans (3.23),. En intégrant par
partie, on obtient

Z(V Up, , Vv Uh)o’[( = Z(ph’ \% Uh)O,K (330)
K
= Z/ dlvphvhdr+2/ (pp - V) vpdo

Puisque, div px € P°, on a d’apres 'équation (3.23)y, div ppjx = —I1° fix. Or, p, € RT°+®
s’écrit localement p, = pp, + Y ;- Bk rot by, donc la relation (3.30) devient

Z(V Up, , V’Uh})g’K = Z(H[)ﬂ ’Uh,)U,K + Z / (ﬁh + 6[{ rot bK) N Z N do
K K VOK

K

= (Hofavh)o,sz-i-z:/ ﬁh,'VUh,dU-i-z Br rot by - v vy, do
~ Jox < Jox

Le Lemme 3.3.3 (iii) donne [, rotbg - v vpdo = 0. Donc en utilisant la continuité de la
composante normale des éléments de RT® C Hg; (), on a

Z(Vuh,Vvh)OJ( = Z(vah 0K+Z/ D - uauhdUZ/ D Vo [up] d

K acAp acA;

Puisque uy, € ano et py - v, € P%(a), le Lemme 3.3.5 implique que

/ph-yauhda:0,‘v’a€Ab et /ph-l/a[uh]dU:0,‘v’a€A7; (3.31)

a a

- 115 -



ce qui donne

Z(V wp, Vop)ox = Z(Ho.f; Uh)o,i 5 YUp € Q}lc,o-

K K

Ceci prouve (i). En particulier, pour v, = bx € Q}w,o (vp, vaut la bulle b sur le rectangle
K et 0 ailleurs), on obtient

(vuh,Vb[()o,K = (HofabK)OyK

Or, la bulle est & moyenne nulle sur chaque rectangle, donc (TI° f, b )o i = 0. De plus, V uy
s'écrit localement (V up)|x = (HOVuh)‘K + dg Vbg, ol dg est donné par uy. On en déduit
que

0= (Vuh, VbK)()’K = ((HOV Uh)‘[( +d[( VbK, VbK)()’K
— ((HOVuh)‘K, VbK)[),KJ—FdK‘VbK‘g’K

N

=0

C’est-a-dire dx = 0, puisque \Vb;dg’,( # 0. Donc la composante “bulle” de la solution wuy,
est nulle et (Vup)x = (II°V up) k.
(ii) Ecriture locale de py,
pp, appartient & RT?+®, il s’écrit donc localement sur un rectangle K, p, = P+ x Br rot by
avec Py, € Hgiy(Q2). Or, nous avons vu que pour tout rectangle K, divp,x = —II°fix et
div(rot bx) = 0, donc

divp, = divp, = —11°F . (3.32)
Puisque pj, et Vuy sont des vecteurs polynomiaux de degré 1, I’équation (3.23), implique
que

(Mps)ix = (I°Vup)ix = (Vug) .
D’autre part, p, s’écrit encore sous la forme
diVPh\K T — Tk ~ T — Tk
= (I +— +
ph“K ( ph)\K 9 Yy BK —(y B yK)
ol Bx € R. En remplacant, (IT°p) i et divpy i par leurs valeurs, on obtient

» — (Vun) _Hofr(<~?7~7?r(>+6~ < T — Tx >
e IR ey e ) TRy k) )

~
Ph,1 Ph,2

Il s’agit maintenant d’évaluer le coefficient BK. Réutilisons I’équation (3.23), pour un élément,

qnx = rot by :

/ (pn1 + pha — Vuy) -rotbg de =0 (3.33)
K

Or, par le Lemme 3.3.3 (ii), fK Vuy, -rotbg = 0, et py1 est completement déterminé par

Hof\K r — Tk
= (V —
Ph,1 ( Uh)\l( 5 ( Y — Uk )
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donc I'équation (3.33) devient :

/phyg-rotb;(dm = / Pha - rot b dx
K K
I’ P —
— UL / ( TR ) ‘rot by dx — (HUVU;,,)‘K- / rot by dx
2 Jk Y —Yk JK
—_——
=0
AT f i /
= S ) — (- ) da
2|K| Jk
Sur un rectangle K d’arétes horizontale e, et verticale e,,
K] K|
[t =l et [ = el (3.3

D’autre part, par définition de py, o,

~ r —TK
-rotbg dx = -rot by d
/Kph,,2 rot o0 ax /KﬁK ( *(y*yr() ) rot o axr

4B 2 2
= = — — d
- 45[( 2 2

o (leal? + le ?)

Nous obtenons donc : 0 9 9
5 Al ik e ® — ey

R PR PR ER

Nous venons de prouver que (uy, p,) solution du probleme (3.23) est également solution du
probleme ((i)-(ii)) qui admet une unique solution. D’ou le résultat annoncé. |

Cette proposition donne aussi l'existence et I'unicité du probleme (3.23). Noter que dans le
cas particulier de maillages en carrés, le coefficient S est nul sur chaque carré. C’est-a-dire
que la composante selon le rotationnel de bulle est nulle. Donc py, s’écrit sur le carré K

HOf\K r — Tk
= (Vu — — ,
Ph Kk ( h)\K 5 < Y Yk )

nous retrouvons la formulation équivalente du schéma boite de Courbet-Croisille sur maillage
en triangles.

3.4.3 Analyse numérique du schéma

Lemme 3.4.3 (Lemme de Poincaré discret, ([30]))
Il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de S telle que pour tout u € Qo+ Hy (),
on a

ulo.o < Clufip. (3.35)
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Preuve :
Soit u € Q).+ Hy(2). On a

nc,0

|U|UQ: sup ‘(“‘79)0,Q|

(3.36)
geEL?(Q) |g

0,0

Soit g € L*(Q), I p € H'(Q)? tel que divp = g et ||plli.a0 < C|gla. En remplacant g par sa
valeur dans (3.36) et en intégrant par parties, on a

(u, 9)o0 = (u,divp)oo = — Z/ Vu-pds+ Z/ p-vudo (3.37)
— JK <~ Jok

J/

-~ -~

(7) (17)

Majorons les deux termes du second membre :
e Estimation de |(])] :

(1)] = |Z/ V- pdz| < [ulis pho
K ° K

e Soit [u] le saut de u & travers 'aréte a, puisque p € (H'(2))? N Hy;, (), (IT) est égal a

(II)—Z/ p-l/ud(f—Z/p-uaudUZ Py, |uldo, (3.38)
K YOK a

a€ Ay acA; v
Soit p-v, = ‘17‘ fap-u,,, do la moyenne de p-v, le long de aréte a. Puisque u € H}(Q) +Q),

nc,0’

par le Lemme 3.3.5 on a les relations suivantes
/p-uaudaz(), Va € A, et /p-ua[u]daz(), Va € A; (3.39)

L’égalité (3.38) devient donc :

Z/w(p-uuda N Z/(p'y“'_p'—””')“da_z (0 va =D V) [u]ldo

a€Ay a acA; a
= 5 g (p-Ve — D V) udo
K ecoK”*®

Le Lemme 3.2.1 et les propriétés du maillage donnent I'estimation

| /(p e — T udo| < Chiclulg Ipl
Je

Ainsi,

1,0

(1)) = |Z/ p-vude| < 4Ch/uly |p
< Jox
Finalement, on obtient

(1, 9)ool < (ACh+ D) ufrn|plho < (4Ch+Dufin [Iplhe
——

<C(Q)lglo,
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Nous en déduisons le résultat annoncé. [ |

1

Lemme 3.4.4 La semi-norme | - |y, est une norme sur l’espace Hg(Q) + Qe

Ce résultat se déduit du Lemme de Poincaré discret. Nous avons le résultat de stabilité
suivant :

Proposition 3.4.2 (Stabilité)
La solution (up,pp) € Qpeo X (RT° + ®) du schéma boite (3.23) satisfait l'estimation de
stabilité :

llwnllin + |lpnllaive < Clflog.

Preuve :
e Utilisons la formulation équivalente de la Proposition 3.4.1

unl} =Y (Vun, Vug)ox = Y (T fige, un)o (3.40)

K K

Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient |up|?, < [floq
Poincaré 3.4.3 donne

uploo. Le Lemme de

lunlin < Clflon- (3.41)
La définition de la norme || - || 5 et le Lemme de Poincaré impliquent que
[unll1p < C)|floa- (3.42)

e L’écriture locale de pj, (Proposition 3.4.1) donne :

lealley|

VI2(les|? + ey )72

prlo.x < [Vuplox + T flo.x

C’est-a-dire :

e | TI0
Dlose < |unlix + KTJ;OK

On déduit de (3.41), que

0o < C|f

|pn 0.0 (3.43)

ou C' ne dépend que de Q.
e D’autre part, divp, = —II°f. Par l'inégalité (3.43), on obtient ||ps|laivs < C|floo. En
combinant avec (3.42), on conclut la preuve. |
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Proposition 3.4.3 (Estimations d’erreur a priori)

Soit (u,p) € Hy(Q) x Hg(Q) la solution du probléme continu (3.2). Soit
(Un,pr) € Qnep X (RT® + @) la solution du schéma boite (3.23). Si f € H'(Q), on a
les estimations d’erreur a priori :

(1) Ju—uplin < Ch|flon

(i1)  |u—urloo < CE*(|flon + |fl10)
(iii)  |p — puloo < Chlflog

(iv) |p = prlave < Chlflia

(3.44)

Preuve :

Les estimations d’erreur pour u se démontrent grace a la formulation équivalente du schéma
boite (3.23), selon le méme principe que l'estimation d’erreur dans le cas d’'un maillage
triangulaire.

(i) Notons ay, la forme bilinéaire définie sur 'espace Hy(Q) + Qo par

ap(u,v) = Z(Vu, V)ox

K

717 1 1 1 e 5o s sl
pour des éléments u et v de Hy(Q2) + Q.. Pour tout v, € @4, on a en utilisant l'inégalité
triangulaire

w—uplrn < |u—ovplip+ lun — ol (3.45)
Or, par définition de ay,

lun —vnlt ), = an(un — va, up — vn) (3.46)

= ap(up —u,up — vp) + ap(u — v, up — vp) -

Donc
lup, —vplin < sup an (tn = 1, = vn) + |u — vpli (3.47)
UhEQL, o |un — vnlin

ce qui donne en combinant avec (3.45)

lan (up — u, wy)|

u—uplip <2 inf  |u—wplip+  sup
whEQ}zc,n whEQ}m,O ‘wh‘],h

Estimation de ’erreur de consistance :

Soit wy, € Q. 9, par définition de aj,, on obtient grace a la formule (3.28)

ap(up — u,wy) = Z/V(uh—u)-thdx
w JK
= Z/Vuh-thdmZ/ Vu - Vwy, dx
© JK © K
= Z(Hof’wh)o,;(+2/ AuwhdmZ/ (Vu - v) wy do
% ~ K ~ JoK
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Or, —Au = f dans L?(Q), donc
ap(up — u, wp) Z/Hﬂf fwhdx—Z/ (Vu-v)w,do.
Notons L, la forme linéaire définie sur I'espace H;(Q2) + Q). par :
L,(wy) = Z (Vu-v)wydo, Yu € Hy(S).
oK

e Estimons le terme L, (wy,), u € Hy(2) N H*(Q) :

w(wp) E / Vu-v)w,do = —

Or, Vu = ‘}7‘ [, Vudo € P°(a). D’autre part, puisque w;, € Hg(Q2) + Q.o on a d’apres le
Lemme 3.3.5, les deux relations

/Vu Vo [wy] do + Z /Vu Vowy do  (3.48)

(IE.A (IE.A[,

/Vu vy [wp] do = /(Vu _ V) - ve [wn] do, a € A

a a

/Vu-uawh do = /(Vu —~Vu) - vyw,do, a€ A,
Ja Ja

Ainsi, I'équation (3.48) est encore équivalente a

L,(wy) = — Z / Vu — Vu) - v, [wy] do + Z (Vu — Vu) - v, wy do
(IG.A (IE.A[,
= Z Z/VU—VU Ve wy, do . (3.49)
KeT, ecOK

Chaque intégrale d’aréte e € 0K s’estime d’apres le Lemme 3.2.1 par
| /(Vu — Vu) - vewpdo| < Chg w1 x| Vuli k
e
et donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
| Lu(wn)| < C hjwp|yplul20
ou encore, puisque ||ulls.0 < C"|floq.
| Lu(wn)| < C hlwp|inlfloga- (3.50)

e Estimons maintenant le terme Y, [ (II°f — f) wy, dx
I1° étant 'opérateur de projection sur les polynomes constants et 110w, = ‘—,1(‘ Jyc W, on a

Z/ (I°f — f) wthZ/ (I°f — £)(wy — TOwy) Z/ f (wy, — Twy,) da
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Ainsi, nous obtenons en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

| Z / (M°f — flwpde| < Z [ floxlwn — TPwpo,
r YK

K

< Z | flo.i (chi |wh1,k)
K

< ch|floalwn|in-

Ceci donne 'estimation de ay(up — u, wy) :

lap(up — u,wp)| < Chlwyliplfloo+ch|floolwnlin

< Chlwplip|flog

Donc lerreur de consistance est

sup \ah,(“h, —u, wh,)|

wheQL, o w1

< Chfloe. (3.51)

Estimation de I’erreur d’approximation :
D’autre part, en notant 1} I'opérateur d’interpolation Q'-Lagrange , on a par inclusion de

.o dans @ o, l'estimation de I'erreur d’approximation

inf  |u—wpy|ip < Ju— Hflzu|1,h'
11);,,6@%6’0

En utilisant le Lemme 3.2.2 pour k=1, m =1

inf  |u—wplin < Chlulyo
ulhEQ:wﬁ
Or, puisque u est solution du probleme (3.1), ||ulls,0 < C|floqo. Ceci permet de conclure
que :
[u—wunlip < Chlfloe

Nous avons ainsi démontré 1'assertion (i).
(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitsche pour évaluer la norme L? de lerreur [4] :

|U_Uh|OQ: sup ‘(“‘7“‘hag)0,ﬂ|
o geL?(Q) ‘g|U,Q

Soit ¢ une fonction de L*(Q). Soit ¢, € H; (), la solution du probleme variationnel (3.2)
associé au probleme de Poisson (—A¢, = g) de terme source g € L*(2) :

(Vg, V0)oo = (9,0)00 » v € Hy(Q) . (3.52)

Soit ¢, € Q}m’g la solution du probléme variationnel discret (3.28) associé au schéma boite

(3.23) de terme source g :

Z(Vqﬁh, Vup)ox = Z(Hog,vh)gyk , vy € Q:w,o- (3.53)

K K
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Alors, le terme (u — up, g)o,o s'évalue en fonction de g, ¢, ¢p, par

(“‘ — Up, g)O,Q - a’h(u — Up, ¢g - ¢h) - [(]'h(u — Up, ¢q) - (“‘ — Up, g)] (3 54)
_[ah(ua ¢g - ¢h) - (f: ¢g) + (Hofa ¢h)] .

D’ot la majoration

(= un, 9ol < |alu —up, dg = ¢n)| + |alu — up, dg) — (u— up, g)|

N

-~

() (n)

+[alu, &, — 6n) — (£.9,) + (If, 1)

-

(3.55)

~~

(II1)

e Evaluons (7). Par définition de a;, sur H}(Q) + Q). ,, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

nc,0’

lan(u —up, ¢g — On)| < |u—unlipldg — Onlin

L’estimation (i) appliquée aux problemes (3.1-3.28) et (3.52-3.53) implique
ju—upl1n < Ch[flog et |dg— dnlin < Chlgloo

Dot ap(u — un, g — én)| < Ch? | flo.algloo-
e Posons wy, = u — u, € Hy(Q) + Q). et évaluons (I17) :

lan(u — up, @) — (u—up,g)| = |ap(wp, ¢y) — (wp, 9)|
= Z/ Vo, -vw,do|
~ Joxk
= [ Lo, (wn)]

L’estimation de Ly, pour ¢, € H(€2) est donnée par (3.50), encore valable pour des éléments
de H}(Q) + Q]

nc,0

| Ly, (wn)| < Chlgloalwn|in
En appliquant (i), on obtient
|ah,(u — Up, ¢g) - (U — Up, G)‘ < Ch2|9‘o,ﬂ‘f|0,9

e Estimons le terme (/1I). Posons wy, = ¢, — ¢y,

|a’h(“" ¢g - ¢h) o (fa ¢q) + (Hofa ¢h)‘ = |G,h(71/, wh) o (fa “)h) o (fa ¢h) + (Hofa ¢h)|
= [Lu(wn) — (f —T°f, ¢n)]|
< |Lu(wn)| + |(f = TI°F, 6n)]

Or, par définition de II°, [, (f —°f) ¢pdx = [, (f —H°f) (¢n — 11°¢4) dz. On a donc en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Lemme 3.2.2

I(f =T°F, 1) < CRB? | fliq|dn]in-
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Comme ¢y, est solution du probléme variationnel (3.53), le Lemme de Poincaré discret donne
|onlin < Clglogq- D'autre part, d’apres la relation (3.50), on a

‘Lu(wh” <Ch ‘wh‘l,h ‘f|09

Par définition, = |y — dnl1n- Done d’apres (i), on a |wy|1, < Chlgloo. Ainsi, on
obtient I'estimation de (I117)

(T11)] = lan(u, &g — ¢n) = (f, &g) + (' f. dn)| < Ch*[gloa(l. )

Finalement, en regroupant les termes (I), (I1) et (I1I), nous obtenons une estimation de
|u — upo,

1
u—uploe < sup ((‘1
geL? (2 ‘g|0

+C3h2('
< Ch(

1,9) \.(J|0,Q)
)

(iii) D’apres I'écriture locale de py, (3.29) et la définition de p = Vu, on a

0 Y
p—prloo = |[Vu— Z<(v“h)\l< Wik ( \ey\Q(x TK) >>|OQ

z et ey \ ooy~ y)
< |Vu—
Hf\r( A ) A L1172
Z/ D) el )+ et )]
e f3 1/2
x|K]| 2
< bt Y orar el

Or, 2l <1 et [K| = leyley |, donc

P —prloe < |u—uplip +Ch|floq

ce qui démontre (iii).
(iv) |p — prlaivn = | divp—divpploq- Or, divp = —f d’apres (3.2) et divp, = —I1°f d’apres
(3.32), on en déduit le résultat annoncé. |

3.5 Schéma boite de B. Courbet : Schéma boite 2

3.5.1 Principe du schéma boite

Dans [12], B. Courbet s’intéresse a la forme mixte instationnaire des équations de Navier-
Stokes compressibles. Il choisit d’approcher ses inconnues par des moyennes d’aréte.
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Rappelons le principe du schéma de B. Courbet pour le probleme de la chaleur sur le domaine
) maillé par des rectangles. On considere le probleme

ug+divp+ f=0, surQ
p=Vu, sur( (3.56)
u=0, surl

En intégrant le systeme (3.56) sur un rectangle K du maillage, on obtient le systeme exact
pour la solution exacte du probleme (3.56) :

L [eude+ [p-vdo+ [ fdz=0
prdx:faKUVdO' (357)
u=0, surl

A partir de ce bilan d’équations, on introduit les moyennes volumiques sur chaque rectangle

1/ 1 o
U =— [ udx , p :—/pd:r et f :—/fdx 3.58
“=TKT ), “ETKT )y TS (3.58)

La conservation de la quantité scalaire u donne par la relation (3.57);

11K+® > /p Vedo + fx =0 (3.59)
e€OK "

On utilise les notations de la Figure 3.11 ou les indices N, E, S, O désignent les arétes nord,
est, sud ou ouest et (v, Tx) est une base orthonormée sur le rectangle K.

an

TK

ao L» ag

Vg

as

FiG. 3.11 — Notations sur le rectangle K

On note p)y = pi -vk et P, = pk - Tk les composantes de p respectivement selon les vecteurs
vk et Ti. Par la conservation du flux (3.57),, on obtient les relations suivantes exactes pour
P

—/ 1

Dre = 15 udo — udo

K oy oo 1) (3.60)

Pk = 17

(f udo — fas U (](J’)

La discrétisation spatiale de ces relations exactes pour la solution exacte de (3.56) consiste a

- IK]

relier les moyennes de maille u g, Pl et Pl par les valeurs aux interfaces fe udo et fep- v, do,
e étant une des arétes e = ag,ag,ap et ay du rectangle K. On note les moyennes d’aréte,
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pour une aréte e € 0K, u, = ‘%‘ fe udo et p, = ﬁ fep -V do si v, et vg sont colinéaires et
1 . e

Pe = 1g fep - T do sinon. On approche la valeur moyenne de u par deux valeurs différentes

en fonction d’une part des arétes verticales et des arétes horizontales par

1 1
Ug = i(uap + Uao) et Ug = i(ufls + uﬂN) (3'61)

Cette double condition sur la moyenne wux impose en particulier ['égalité
Ugy + Ugy = Ugg + Uqy. Dans lespace des polynomes Q'(K), cette égalité est naturelle-
ment vérifiée. D’autre part approche la moyenne de p}, = p- vk et pf, =p- 7k par

1 1

= 5(Pap +0a0) €t Py = 5(Pas + Day) (3.62)

Pk
Les relations (3.59-3.60-3.61-3.62) donnent le schéma semi-discret :
chercher ((ﬂK)KeTh; (ta)aca, (pa)aeA) tel que pour tout K, on ait

( jfﬂK + K] (|aE‘pap ‘a()|pao - ‘a5‘|pa5 + |a’N|paN)+fK =0

lsc = 1ty + )
_ i
s = L1t + tay)
< 3.63
(D - Pa) = 1 (1] . — 6] 1) (3.63)
H(Due + ) = thr(Jax] oy — las] o)
«=0, ael

\

Ce probleme discret est un systéme différentiel algébrique avec autant d’équations que d’in-
connues, puisque les inconnues g, Uq,,, U, , Uag; Uay €t Doy, Pags Pass Pay SONt au nombre
de NE 42N A inconnues, tandis que le nombre d’équations est SNE+ NA, = NE+ (NA+
NA;) + NA,, qui est égal au nombre d’inconnues (NE + 2 N A) par les relations d’Euler.

Lemme 3.5.1 Le probléeme stationnaire associé au probléme discret instationnaire (3.63)

donné par )
(e (lagl pay — 00| Pa — las| Pag + lan| Pay ) +fr =0
ﬂK = I(UHF +Ua )
Up = é(uag + Uqy )
% %(pa}s +pao) = ‘]7(‘014 Uap — |(]’O‘ u’ao)
%(pas +paN) = ‘%(‘(11\4 Uay — |(]’5| “‘as)
[ Wa=0, ael

(3.64)

est mal posé.

Preuve :
Dans le cas stationnaire, on ne peut pas prouver que le schéma admet une unique solution.
Il manque une information sur le flux p, puisque f et u nuls n'impliquent pas que p est nul.
En effet : soit p la fonction définie localement comme le rotationnel de la bulle non-conforme
(introduite dans le Lemme 3.3.2),

]3“( = rot bK
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et Pags Pas»> Pag: Pay la restriction de la fonction pjx aux arétes ag, ag, ap, ay. Alors si le
terme source f est nul, la fonction (0,0,0,0,0, Py, Dags Pass Pay) €St solution du systeme
(3.64) mais est non nulle. Ceci est en contradiction avec le fait que le schéma soit bien posé
a I’état stationnaire. [ |

Dans le cas des rectangles, nous avons vu que le rotationnel de la bulle non-conforme a
pour propriété d’étre a moyenne nulle. On a donc sur un rectangle K

/ Vudr = / pdx
K K
qui peut aussi prendre la forme

/Vudx:/p+ﬁrotb[(dx
K K

ou [ est un réel quelconque. Lors de 'intégration du systeme d’équations (3.56) le terme
rot bg agit comme un mode parasite qui se superpose a la solution p.

Ce mode n’est pas éliminé par les équations (3.57). Le choix des espaces de test doit donc
étre assez riche pour éliminer ce phénomene.

Définition 3.5.1 Soit Cy l’espace défini par

Co = {(ua)aERNA, tel que uy, =0, a €l et
Ugp + Ugy = Ugg + Uqy Sur chaque rectangle} (3.65)
= {(ua)q € RN (g, + g, = gy + Uy sur chaque rectangle}

En éliminant I'inconnue @y, qui est totalement déterminée par les équations (3.63), et
(3.63)3, on obtient la formulation équivalente du probléme (3.63) chercher (u,p) € Cy x RV4
tel que

%%(U(m +Uao) + \17\ ‘aE‘pan - ‘a0|pao - ‘aS“pas + |aN|paN)+fK =0
Pag +pa() - %(|(JIE| Ugp — ‘(Lo| uao) (366)
Das + Day = %(|0N| Uq ‘{I‘S‘ Ua«;)

C’est encore équivalent a chercher (u,p) € (M, N Cy) x Xyp (ou My, et Xy, sont des
espaces d’éléments finis dont les degrés de liberté sont donnés par les inconnues u, et p,)

tel que
d .
Z a(ua U)O,K + (dlvpav)U,K + (f: U)O,K =0 ) Vo € PO
K (3.67)
> (p—Vu,q)ox =0, Vg e (P’

K
Mais il faut rajouter au moins une contrainte au niveau de X, ; concernant le rotationnel
de la bulle, qui peut se traduire par I'ajout de tests supplémentaires.
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Du point de vue éléments finis, 'espace d’éléments finis utilisé par B. Courbet pour ap-
)
procher 'inconnue u pourrait étre un espace de polynomes de Q! pour lequel les inconnues

seraient situées au niveau des arétes et les degrés de liberté seraient donnés par les moyennes

1

neo- Or, dans un rectangle, la relation

de u par aréte. A priori, on peut penser a I'espace ()
Uy + Uay = Uag + Uqy st toujours vraie dans Q'(K) (voir Lemme 3.3.2). En particulier,
dans le systéme (3.63), une des deux équations g = 5(Ua, + Uag) , Uk = 5(Uag + Uqgy) €St
redondante.

On peut penser également a l’espace de Rannacher et Turek, pour lequel la relation
Ugy + Ugy = Ugg + Ug, n'est pas vérifiée et dont les degrés de liberté sont donnés par
les moyennes de u par aréte. C’est 'objet du schéma hoite 3 (up, pn) € Q}yy o X (RT° + @)

que nous proposons Section 3.6.

Lemme 3.5.2 (Dimension de ()

dimCy = NA— NE — (N4, — 1) = NP,

Preuve :

On prouve par récurrence sur N E| le nombre de rectangles du maillage, que la dimension de
I'espace Cjy de B. Courbet est de dimension N P;. On note Cy ng I'espace Cy pour un maillage
T, de NFE rectangles. La Preuve est évidente pour un rectangle. On suppose maintenant
que le lemme est vrai pour NE rectangles et on prouve le résultat pour NFE + 1 rectangles.
On est ramené a ’étude des trois cas suivants :

-1- on ajoute aucun point au maillage, ce qui correspond a I’ajout d’une seule aréte frontiere
au maillage. Dans ce cas, on vérifie que Cynpi1 = Conr @ Vect(pr, pa). Les valeurs
©1 et o correspondent aux trois nouvelles valeurs d’aréte interne liées par la relation
uo + up = us +uy. De plus, NPjyp, 1 = NPiyg + 2.

-2- on ajoute un point au maillage, ce qui correspond a I'ajout de deux arétes frontieres au
maillage. De méme on vérifie que Coypi1 = Cong @ Vect(p). Or, dans ce cas
NPixypsy1 = NPiyg + 1.

-3- on ajoute deux points au maillage, ce qui correspond a 1’ajout de trois arétes frontieres
au maillage. Alors, Cy ng+1 = Co ng, puisque la valeur d’aréte interne est nulle. D’autre
part, on a aussi NP;npy1 = NPing.

Lemme 3.5.3 (Lien entre ’espace @/, et I’espace de B. Courbet C))
Si M, désigne le milieu d’une aréte a, l’application linéaire

L : Qy — Co (3.68)

u — (U’(Ma))aEA

est une bijection entre les espaces QL et Cy.

Preuve :
e Par définition, L est une application linéaire telle que Im L C C
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e Le noyau de L est
Ker L = {u, € Qlpiun(M,) =0, Vae A} = Q.o N¥ = {0}

puisque par définition, la fonction bulle non-conforme ) = ", ax b est la seule fonction
de Q' qui s’annule au milieu de toutes les arétes du maillage. Donc Ker L = {0}, par la
Proposition 3.3.1.

e D’autre part, L est une application linéaire injective entre les espaces vectoriels Qi’g et
Cy, de méme dimension N P;, donc L est un isomorphisme entre Q}:,O et Cy. [ |

Nous proposons donc une réécriture du schéma de B. Courbet pour le probleme de Poisson
a I'aide de I'espace d’éléments finis My, = Q.. On utilise 'espace Q; , pour approcher I'in-
connue scalaire u et I’espace de Raviart-Thomas RT° pour approcher le flux p. Les inconnues
sont au nombre de 3NE + 1.

3.5.2 Le schéma boite (uj, py) € Qry X RT°

Soit @ I'espace vectoriel des rotationnels de bulle non-conforme par rectangle défini dans
le Lemme 3.3.7 par

O =rot ¥ ={p=) Brrothx, Bx €R}.
K

Dans cette partie, on propose un nouveau schéma boite sur des maillages en rectangles,
inspiré du schéma proposé par B. Courbet rappelé précédemment. On cherche les incon-
nues up et p, dans des espaces d’éléments finis M, ), et X;,. D’apres le Lemme 3.5.3, il
est naturel de choisir les inconnues u;, dans 'espace d’éléments finis M, ) = (1:,0. D’autre
part, on cherche p;, défini par NA inconnues d’arétes. Or I'espace RT" de Raviart-Thomas
sur rectangle semble convenir pour ce choix. On choisit donc I'espace X, = RT®. Nous
avons vu précédemment qu’il faut éliminer un mode parasite issu du rotationnel de la
bulle non-conforme; c¢’est-a-dire qu’on doit éliminer certaines fonctions vectorielles de 1’es-
pace RT". Or d’apres le Lemme 3.3.7, ® N RT° = Vect(rot(B)). 11 suffit de soustraire les
éléments de Vect (rot(B)) a l'espace d’inconnues RTY, ce qui est équivalent & ajouter un
test supplémentaire dans 'espace de test Xy ;. La dimension des espaces d’inconnues est
dim Q) +dim RT® = NP, + NA = 3NE +1 (par les relations d’Euler (3.8)). La construc-
tion du schéma de B. Courbet donne de facon naturelle des espaces de test de type polyndmes
constants par maille : My, = P% et Xy, = (P")% On enrichit 1'espace X, par I'espace
vectoriel Vect (rot(B)). On obtient ainsi le bon décompte entre les dimensions des espaces
d’inconnues et des espaces de test :

Lemme 3.5.4

dim Q¢ + dim RT° = dim P° + dim ((P°)* 4 Vect (rot(B))). (3.69)
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Preuve : En effet :

dim My, +dim X,, = NP, +NA
NA+ (14 NA; — NE) relation d'Euler (3.8);
ANE +1 -~ NE relation d’'Euler (3.8),
— 3NE+1=dim Xy, +dim M,

Définition 3.5.2 (Schéma boite 2)
Considérons le schéma boite suivant : chercher (up, py) € Qno x RT® solution de :

Z (divpn + f,on)ox =0, Yo, € P°

KeTh
0o (3.70)
Z (pn — Vup, qn)oxk =0, Vg, € (P°)” + Vect (rot(B))

KeT

Remarquons que l'espace V(Q!,) € X, et que 'espace test Xy, n’est pas de type discon-
tinu, contrairement aux schémas boite étudiés précédemment

Lemme 3.5.5 Le probléme discret (3.70) admet une unique solution (uy,pp) € Q(I:,o x RT".

Preuve :

Par égalité des dimensions et linéarité du probleme, il suffit de prouver que f = 0 entraine
que up = 0 = py,.

Soit f = 0 dans I’équation (3.70);. Sur chaque rectangle K du maillage, on a alors
div pp ik = 0. Or, par la relation (3.19),

RTY(K) = (P"(K))? + P’GX + P°(I) rot by,
donc div ppx = 0 implique que sur un rectangle K, pj, s’écrit

Dhlk = (Hoph)\;( + B rotby € (PU(K))2 + PO(K) rot by . (3.71)
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En choisissant ¢, x = (II%;) 1k € (P°(K))?, dans 'équation (3.70),, on obtient
| |

Z (Ph,qn)ox = Z(Vuh,;Qh,)U,K
K K
SIKI i) = Y [ Vi (@) da
K K 7K
= Z / Vuy, - py dx — Z / Vuy - (pp — (Hoph)u{) dx
— JK — JK

= Z/divph uhdm+Z/ P - Vuy, do
,K\,—/ Jok
—Z/ Vuy, - ph th)\K) du

ﬂKI‘OTbK
E /ph Vg Up do — E /ph Vg Uh
(IG.A[, (IG.A

(1) ()

Z/ Vuy, - (Br rot by ) dx
K JK

-

(I17)

Le terme (II]) s’annule en vertu du Lemme 3.3.3 (ii). D’autre part, uy, est nul sur la
frontiere de €, donc (I) = 0 et le saut [us] est nul au niveau des arétes internes, donc
(I7) = 0. Ainsi (IT°p;);x = 0 pour tout K rectangle du maillage. C’est-a-dire, d’aprés
I'écriture (3.71), p, € ®. Or, p, € RT°. Le Lemme 3.3.7 implique que p, € RB. On note
donc py, = ) sgn(K) rot bg. L'équation (3.70), pour g, = B donne :

0 = (pn— Vup,qn) = BZ / (sgn(K)rot bg)* dx — Z / sgn(K) rot by - Vuy, d
~ JK ~ K

Par le lemme 3.3.3 (ii) , [, rotby - Vuy, dz = 0 ce qui prouve que f = 0 et par conséquent
pn, est identiquement nul.

Montrons que u, = 0. En prenant g, = (II’Vuy,), dans I’équation (3.70)2, on obtient
I°(Vup k) =0, VK € Tp. Localement, uy, devient un élément de P°+ P Les propriétés
de continuité et de nullité a la frontiere des éléments de Q(IJ,O permettent de conclure que
up, = 0. |

Proposition 3.5.1 La solution (up, pn) € Qp o x RT® du probléme (3.70) est telle que :
(i) up € Qg est solution du probléme :

> (@Vuy, TVor)ox = Y ((M°F) 1, vn)or . You € Qg (3.72)

KeTy KeTy,
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(ii) pp s’écrit localement sur chaque rectangle K :

HUfK xr—T €r— X
— (11°V = ( K>+ ( K ),VKET, 3.73
Phk ( Uh,)\r( 9 Y — Yk ;e —(y—yK) h ( )

pour un certain yx € R.

En particulier, la composante rotationnelle de p;, est non locale.

Preuve :

(1) Soit (up,pn) € My, x Xy solution du probleme (3.70). Montrons que uy, est solution du

probleme variationnel (3.72). Soit v, un élément quelconque de M, = Qi,m alors
=1%Vuv,) € Xy, done 'équation (3.70)y donne :

Z(Vu,h, °Voy)o. e = Z(ph, 1°Voy)o.x (3.74)

K K

Or, sur un rectangle K, nous savons que Vuy g = HUVUMK + 0 Vbg, pour un certain dg
réel. En utilisant la formule de Green, on obtient

Z(Vuh,;ﬂovvh,)n,z( = Z(phavvh_(sKVbK)O,K

K K
= — div pp v, do + / vy pp - Vdo
Z/(”(ph'w’f(dm (3.75)
 JK
= Z/divphvhdm+2/ Up Py - Vdo
~ K ~ JoK
+Z/5Kd1VpthdTZ/ ph'l/(SKbKdO'
© K < JoK

Or, p, € RT?, donc div pp ik € P° de plus la bulle bx est & moyenne nulle sur le rectangle
K, on en déduit que [, dx divpj, b dz = 0. D’autre part, puisque p, € RT?, p,-v, € P%(a),
et la bulle est a moyenne nulle sur chaque aréte, donc le terme far(ph -V ik bg do = 0. Par
ailleurs, I’équation (3.70); donne

divppx = —1I°fijx,  pour tout rectangle K € 7y, . (3.76)

Donc I'égalité (3.75) se rééerit :

(Vup, 1°Vup)o.0 Z/ 1° fup, do — Z /ph Vo [Un] (3.77)

a€A;
—i—Z/ph v, Uy, do —Z/ Hof‘;((SKbde
ac€ A, K K

Comme v;, € Qf, le saut de v, est nul le long d'une aréte interne, c’est-a-dire, [v4], = 0,
Va € A;, et vy, est nul le long d'une aréte frontiere, c’est-a-dire, vy, = 0, Va € A,. Et par
définition, [, bx dz = 0. Donc (3.77) devient

Z(V?Lh, HOVU}Z)O’K = Z(Hof, Uh)o’[(

K K
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Ce qui prouve (i), car > o (Vup, II°Vup)o.x = (II°Vuy, T°Vup)o 0
(i1) L’écriture locale de py, :
D’apres la relation (3.19), p, s’écrit localement

divth<x—xK> < T — Tk )
phi = (IFpn) 1k 5 Y — YK TR\ —(y — yk)

D’apres (3.70)2, (II%y) 15 = (II°Vuy) ket d’apres (3.76), div ppx = —I1° f . Donc

HOfK xr— X xr —X
= (V) g — — < K ) + < K )
P = ITVun)ie === e JF (g

Il reste maintenant a déterminer le coefficient yx. Choisissons g, = ), sgn(K) rot bx dans
'équation (3.70)5; puisque le produit scalaire entre Vuy, et rotbx (Lemme 3.3.3, (ii)) est
nul sur chaque rectangle K, nous obtenons

0= Z(phth)o’K = Z/Kph -sgn(K) rot by dx . (3.78)
K K

En remplacant p, par sa valeur, ceci est encore équivalent a

1°f, — _
EK:/K{(HOVW)K _ Q\K ( 2_ Zj ) + Vi ( _Ty _x?j(K) ) ]-Sgn(K) rot by dr = 0
(3.79)

Or, / 1°(Vuy,) - rot b dr = 0 (puisque le rotationnel de la bulle rot b est & moyenne nulle
K
sur K) et

2 ‘ ‘ 2 2 | | 2
I LS ey = I 3.80
/K(x Tk) D es|” e /K(U Yk)® = 19 — ey " (3.80)

L’équation (3.79) devient, :

10 f &
ngn )(leal? + Jey|) ngn > (es” = ley ) (3.81)

Pour déterminer vx sur chaque rectangle K, utilisons la propriété Hg;, des éléments de RT.
Considérons d’abord le cas d'un maillage a quatre rectangles comme celui de la Figure 3.12
et C est le chemin représenté sur la Figure 3.12 :

On note a; = aKl N aKQ, a9 = 6[(2 N aKg, a3 = aK'; N 6K4 et Ay = aKl N 6K4

Lemme 3.5.6 La continuité de p - v, le long des arétes a,, as, agz intersectant le chemin C
implique la continuité de p - v, le long de l'aréte ay.

Preuve :
Soit a une aréte interne du maillage 7, commune aux rectangles K; et K, tels que
0K, N 0Ky = {a}. Soit v, le vecteur normal a I'aréte a, orienté de K vers Ky, alors p,
satisfait la relation :
Ph Vo + pp - v, = 0 le long de laréte a.
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K, K
S C
K, K,

FiG. 3.12 — Chemin C

Ky
L
Vg a
K] — KQ
a K1

Fi1G. 3.13 — Aréte verticale

FiGc. 3.14  Aréte horizontale

La condition de continuité de pj, le long de I'aréte verticale a donne (Figure 3.13) :
|K2|7K2 - *‘K1|7K1 +F(“‘h7fa a, K17K2) (382)

ou la fonction F' est déterminée par :

1
F(?Lh, f, a, K],KQ) = *2‘(I,| (HO(Vuh)‘Kl - HO(Vuh)‘KZ)- ( 0 ) (383)
K K
s 1 e, + TQ|HUfK2

De méme, la continuité de p, le long d’une aréte horizontale ¢ donne de facon analogue
(Figure 3.14) :

|Ka|vi, = —[Ki|vk, + G(un, f,a, K1, Ka) (3.84)

ol la fonction G est déterminée par :
0 K K
G(uha fa a, K]aKQ) = 2‘a‘|<(H0vuh)\K1 o (Hov“‘h)\f(g)' ( 1 ) o ‘ Q]Hoff(l o TQHOfKQ‘
(3.85)

Supposons que py, - v, soit continue le long des arétes a qui intersectent le chemin C.
e Le long de I'aréte a; = 0K, N 0K, (Figure 3.12), on a par la relation (3.82),

|Ka|vi, = —|Ki|vi, + Fun, f,a1, Ky, K) (3.86)
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ou F' est définie par (3.83) :

K K
Flun o0, Ko K) = 2ol (0(Tu) - 10w (g )+ 500+ B2 e
(3.87)
e La continuité le long de ay = 0Ky N 0K donne par la relation (3.84) :
K3y, = — [ K|k, + G(un, f, a2, K, Ks) (3.88)

ou GG est déterminée par :

0 K K
G(up, f, a9, Ky, K3) = Q\GQ\((HOV%)N@ - (H”Vuh)‘,(s)- ( 1 ) | 22|H0f | 23H0fm
(3.89)
[’équation (3.86) devient :
—|Ks|vk, = =K1 vk, + Flup, f,a1, Ky, K3) — G(up, f, a9, Ky, K3) (3.90)

e Par continuité le long de a3 = 0K3 N 0K, et la relation (3.82), 'équation (3.90) devient :

—(—[Kalvry + Flun, f,a3, Ka, K3)) = —|Ki|yg, + F(up, fa1, K1, Kp) - (3.91)
7G(“‘haf7 aQaKQaK?))

c’est-a-dire

K|y, = =|Ki|vi, + Fun, f,a3, Kq, K3) + Fup, f, a1, K1, Ka) — G(up, f, a2, Ko, K3)
(3.92)
En remplacant F' et G par leurs valeurs, (3.92) s’écrit :

1
0

) + BT fire, + S0 f i,

|K4|7K4 = *‘K1 Wrﬁ - 2|(]’3‘ {Hﬂ(v“‘h)\lﬁ - Hﬂ(vuh)\Ks]' (

1
0

)+ 00 i, + S

—2|ay | {HO(VUU\KI - HO(VUh)\KZ}' (

0 2
— |:2|(],2| [(HOVU,h)‘KQ — (HOVu,h)‘KS] . ( 1 ) - @Hof‘[(z - @Ho‘f‘f(g
(3.93)
qui est équivalent a
|Kilve, = —[Ki|vk, (3.94)

—2|:|a,3|(H0(VUh,)‘K4 — H”(Vuh)‘;(3)+|a1|(HU(VUh,)\Kl - HU(VUh)\Kz)]' ( (1) )

K K
—2\&2\((H0Vuh)‘;(2 — (HOVuh)‘K:s). ( | ) + |2;‘|H0f,(4 | 23|H0f,@
K K K K
_|_‘ 211—[0le ‘ 22H0f Ky ‘ 22H0f +| 2|H0f\i(g
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encore équivalent a

[Kalvk, = —[Kilg, (3.95)
0 0 0 0 1
=2 Jas) (T(Vun) i, — Ty ) e | (T (Vun) e, — T (Veun) i, )| ( . )

0
2l () (0m)- (1)

K K K
+Z|2—|Hﬂfr(— Ll 24|Hﬂfr(4 _| 21|
K

HUf\Kl

Utilisons la forme variationnelle (3.72) dont uy, est solution. Soit v, la fonction de base de
Q¢ associée au sommet S. Pour ce choix de vy,

i ) |ai]
HO(VUh)[(l — ﬁ ( ‘{M‘ ) Hﬂ(vvh)Kz = 7% *|(J,2‘

sl oy (3.96)
HO(VUh)K3 = _2‘11(3‘ ( ‘CL2| ) HO(VUh)K4 = _2\11(4\ ‘CL4‘
HO(Uh)K =1
La relation (3.72) s’écrit encore
S KN (Vup) i - T (Vop) e = Y [KJI° ) 110 (0p) (3.97)
K K

En remplacant dans (3.97) pour K; U K, U K3 U K4, on obtient :

§ (V) - < o ) — (Vg , - < |“;2 ) — TI(Vup) s - ( | )

|a4]
—I1O(Vup) g, - ( " lag )]z Z@(Hof)K

|a] — 4

Equivalent a 1'égalité :
1
[l (10 (Vun) i, — TV un) e, ) +las] (TO(Vun) e, — T(Fun)ic, ) | < . )
0 0 0 0 0
—l—[\ag\(ﬂ (Vup) g, — 11 (Vuh,)K3>+|a4|<H (Vup) i, — 11 (Vuh,)fqﬂ' < 1 > (3.99)

K
— Z u(HO Hx
2
K
En multipliant par 2 la relation (3.99) et en substituant dans I’équation (3.95), on obtient

0
K= Kb, + 24l (1T, 10T (1)

1 (3.100)
— P e, — BT fi,

Il s’agit des relations (3.84)-(3.85) adaptées aux rectangles K; et K4. La condition (3.100)
est donc équivalente a la continuité de py, - v,,, ou a4 est I'aréte frontiere entre les rectangles
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K, et K,. Ce qui prouve le lemme. |

Ce lemme donné pour 4 mailles se généralise au cas d'un maillage 7, tel qu’il a été in-
troduit au début de ce chapitre. En effet, considérons le domaine €2, muni du chemin C’
représenté en pointillés sur la Figure 3.15.

F1c. 3.15 Chemin C’ parcourant le maillage 7, du domaine €.

On suppose que la continuité de py - v, est vraie sur le chemin C'. En appliquant le Lemme
3.5.6 sur le chemin fléché 1 (Figure 3.15) on obtient la continuité de pj, - v,,. De méme, grace
au Lemme 3.5.6 appliqué au chemin 2, on obtient la continuité de py, - v,,. En raisonnant par
récurrence, on obtient la continuité de py - v, sur toutes les arétes internes a du maillage.
D’ou I'on déduit le lemme suivant :

Lemme 3.5.7 Soient uy, la solution du probléme (3.72) et p, donné sur chaque rectangle K
par la relation (3.73), ou vk reste a définir. Soit C un chemin parcourant tous les rectangles
du domaine ). La continuité de py, - v, le long de chaque aréte a qui intersecte le chemin
C (Figure 3.16) est équivalente a la continuité de py, - v, le long de chaque aréte interne au
domaine 2.

Ceci nous permet d’en déduire un systeme linéaire a NE équations, dont le vecteur
(71, Y2, ,Yve) est solution, donné par les (NE — 1) équations de continuité de py, - v,
le long de chaque aréte a, intersectant le chemin C auxquelles, on adjoint I’équation (3.81).
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Fi1G. 3.16 — Chemin C parcourant le maillage 7, du domaine .

Lemme 3.5.8 v = (71, 72, -+ ,Yn) Solution du systéme Ay = b ou

et

ou N = NE, la fonction H désigne F ou G (relations (3.83) et (3.85)) selon les cas et a;

| K|
0

0
0

lex]” + ley [ —(leal” +ley]?)

K| 0
rel | K3
0

H(Uh,;f: |a1|,K1,K2)
H(“‘ha f’ |(]’2|K2a K3)

H(up, f,lan_1|, Kn_2, Kn_1)
HO
>k sgn(K)

(lea]” = le

\

ul”)

est l'aréte commune auz rectangles K; et K;y .

Preuve :
Ce systeme admet une unique solution, en effet le déterminant de la matrice A est :

det A = [Ka| - [Knal(les” + ley]*) (sgn(Kn) K| + (— 1) sgn(K0) | Knl).

D’autre part, le signe du dernier rectangle vu par le chemin C est sgn(Ky) = (—1)V*! et
sgn(K;) = 1. Donc |det A| = |Ky|- - [Ky_1|(Jex]® + |ey?) (| K| + |Kn|) et |det A| est non
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nul.
Donc vk est déterminé de facon unique par la résolution du systeme Ay = b et p, s’écrit
dans chaque rectangle en fonction de yx (qui dépend des rectangles voisins)

HUf\K r — Tk
2 Y — Yk

Dh|k = Vup(xg, yr) — ) + Yk rot by . (3.102)

Ici, nous n’avons pas d’écriture de p, locale a chaque rectangle K. Ceci est probablement du
au choix de I'espace de fonctions test Xy, qui n’est pas totalement discontinu par maille.
Nous savons par le Lemme 3.5.5 que le probleme (3.70) admet une unique solution (uy, p,)
de Qi,o x RT". Nous venons de prouver que cette solution est elle méme solution du probléme
couplé (3.72-3.73) qui admet une unique solution. C’est donc la solution du probleme (3.70).
D’ou I’équivalence des deux problemes. |

Lemme 3.5.9 (Une caractérisation de ’espace Q!)

Soit up, tel que upr € Q'(K) pour tout rectangle K du maillage. Alors, u, € Q) si et
seulement si uy est continu au milieu des arétes internes et Vuy - 7 est continu le long du
chemin C. C’est-a-dire

Ql _ {uh/uhKEQl(K)’VKG’ﬁ“/[uh]d(f—O,VaEAi,

a
Vuy - 1, est continu le long du chemin C}

En particulier, sa dimension est dimQ! = 4ANE — NA;, — (NE —1) = NP.

Preuve :
Notons

Q={u,€Q(K),VK €T,, /[uh] do =0,Va € A;, Vuy-1, est continu le long du chemin C} .
a
L’inclusion Q! C @ est évidente. Montrons donc I'inclusion @ C Q.. Comme dans la preuve
du Lemme 3.5.6, on se limite au domaine simple composé de quatre rectangles (Figure 3.12).
On suppose que u, est continu au milieu des quatre arétes a;, as, as et ay et que Vuy, - 7,
est continu le long de I'aréte a;, pour = 1,2,3. On déduit algébriquement de ces relations
de continuités que Vuy, - 7,, est continu le long de I'aréte ay. D’autre part la continuité de
up au milieu des arétes internes et la continuité de Vuy, - 7, au niveau des arétes internes
implique la continuité de u;, aux interfaces du maillage, c’est-a-dire, la continuité de u, sur
tout le domaine. On a donc @ C @Q!. Ce qui prouve le lemme. |

Lemme 3.5.10 (Lien entre les schémas boite 1 et 2: Q, ., x (RT°+®) et Q},x RT")
La solution (up, pn) € Qpeo X (RT° +®) du schéma boite 1, (3.23) est donnée explicitement
en fonction de la solution (i, py) € Qg X RT® du schéma boite 2, (3.70) par

Up :ﬂh—FZ()ZKbK et Ph :ph_‘_ZBK rotb;( (3103)
K K
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o

3|K| 1
QK (pn — Vun, Vbg ok
4 fes|* + ley|?
3K 1
Br = — K] (pn — Vg, rot b )o x

4 Jea|? + ey

Preuve :
Soit (up,pn) € Q(I;,o x RT" la solution du schéma boite 2, (3.70). On pose

Up = up + ZCYK bK et Pr = ﬁh + Zﬁ[{ rot bK (3104)
K K

On cherche (ak, fx)ker, tel que (up,py) € Q.o X (RT° 4 @) est solution du schéma boite
1 (3.23).

e p;, ainsi défini est tel que div p, = div p,. Les équations (3.23); et (3.70); sont identiques.
Donc py, vérifie 'équation (3.23);, sans contrainte sur les coefficients ag, fk.

e A quelles conditions, (up,py) satisfait ’équation (3.23), 7 C’est-a-dire

Z (ph — V?l,h, qh)[]’;( = 0 s th &S (PU)2 + PO(Vb[() + PU(I"Ot b[()

KeTy,

D’apres 'équation (3.70)5 et puisque la moyenne du gradient et du rotationnel de la bulle
non-conforme b sont nuls sur chaque rectangle K, on a

Z (ph — Vun, qn)ox =0, Vgu € (P°)2.

KeTy

En choisissant g, = Vbg, on obtient

(ph — Vup, an)o,x = (bn — Vg, Vbg)o,x + (Br rot b, Vb )ox — (ax Vbr, Vbg)o i -

Par définition de bx, le produit scalaire (rot b, Vbg)ox est nul. Donc ax s’exprime sur
chaque rectangle K en fonction de u,x et pjx par

3K 1
A =
SRR PRERN P E

(ph — Vun, Vbg)ox -

Ce qui détermine ok de facon unique sur K, puisque la solution (uy, pp) du schéma boite
(3.70) est unique.
De méme, en prenant g, = rot by, on obtient

(ph — Vuh,rot bK)U,K = (ﬁh — Vﬂh,rot bK)U,K + (6[{ rot bK,I'Ot bK)U,K - (CYK Vb[(, rot bK)O,K

Or, nous avons vu que (rotbg, Vbg)ox = 0. Donc on peut exprimer le coefficient Sx de
fagon unique sur K en fonction de 'unique solution (@, pp) du schéma boite (3.70) par
3| K| 1
4 e |* + ey |

Br = (pn — Vup, rot b )o.x -
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Ce qui prouve que (uy,pp) € Q,lw,o x (RT° + ®) est solution du schéma boite (3.23), qui
admet une unique solution. Donc (up,py) € Q). X (RT° + ®) est la solution du schéma
boite (3.23).

Remarquons que puisque (@, pp) € Qg X RT est la solution du schéma boite (3.70), les
coefficients [x satisfont la relation suivante

> Bresgn(K)|rotbx|* = 0. (3.105)
K

3.6 Schéma boite 3 : (u,p,) € Q) x RT"

3.6.1 L’espace Q!

rot

Rappelons la définition de I'espace Q). introduit par Rannacher et Turek [38]. C’est un
espace de type non-conforme, dont les éléments appartiennent localement a ’espace vectoriel
noté QL. (K) engendré par 1,z,y,x? — y* Définissons les fonctions de base I, indicées par

rot
L (o) 1/ d
a\Uh) = +— Vp, A0 .
lal J,

s 1 , SN s .
Alors I'espace @), est défini a I'aide des fonctions [, par

les arétes du maillage

iot = {Uh € L2(Q);1)h‘[( € Q%m(K),VK S 771, la(vhml) = la(Uh‘[(z), Ya = 8K] N BKQ }
(3.106)
Sa restriction aux éléments nuls sur la frontiere I est

tot,0 = {v € Qrot s la(vn) =0, Va € A, } : (3.107)

Lemme 3.6.1 (Fonctions de base de ’espace Q! )

(i) QL. est un espace de dimension NA;, dont les degrés de liberté sont donnés par les
fonctions (14)aca, -

(ii) La base locale de Q). sur Uélément de référence K est (Pi)1<icq -

p(2,9) = 0.754 158 — 2.55 — 1.5(2* — 9%)
pa(2,9) —0.25 — 0.53 4+ 1.57 + 1.5(2 — §?)
p3(%,9) —0.25 + 1.5& — 0.5 — 1.5(i% — 3?)
pa(2,9) = 0.75 —2.52 + 1.59 + 1.5(2* — 9?)

Remarque :

Dans le cas d'un domaine rectangulaire maillé par des rectangles, la géométrie du maillage
est telle que le coefficient ax € (0, 7) qui mesure I’angle maximal entre les vecteur normaux
de deux cotés opposés est ay = 0.
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F1G. 3.17 Les degrés de liberté de Q! dans le rectangle K

rot

Lemme 3.6.2 (Opérateur d’interpolation sur ’espace Q. )

Soit iy, Uopérateur d’interpolation global introduit par Rannacher et Turek, [38] dont la
restriction ix 4 chaque rectangle K est définie par les degrés de liberté l,. Dans le cas de
maillages en rectangle, il existe une constante C indépendante de h telle que

v —ipvloa + hlv — ipvhip < CR?||v]oq (3.108)

Lemme 3.6.3 (Propriété de I’espace @}, ;)
Par construction, [’espace Qiot,o satisfait les identités sutvantes : pour tout vy € Qiot,o;

(i) Va € A;, fa[vh]pda =0, Vpe P%a),

(1)) Vae Ay, [ vppdo=0, Vpe Pa). (3.109)
Lemme 3.6.4 (Lemme de Poincaré discret)
1l existe une constante C > 0 qui ne dépend que de 2, telle que
ulogo < Clulip, Vu e Hy(Q) + Qoo - (3.110)

Preuve :
Le lemme se démontre de maniere analogue au lemme de Poincaré discret pour l'espace
H}(Q) + Q! , (Lemme 3.4.3).

nc,0

|ulpo = sup (1, 9ol (3.111)
geEL2(S) ‘UO,Q

Soit g € L?, 3p € H'(Q)? tel que divp = g et ||p|li.a < Clgla.
Soit u € Hy () + Qiot,o, en remplacant g par sa valeur et en intégrant par parties, on a

(u,9)0.0 = (u,divp)oo = Z/ Vu-pdx+2/ p-vudo . (3.112)
— JK — Jok

J/

-~ -~

(1) (11)

Majorons les deux termes du second membre :
e [’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

I(1)] = |Z/ Vau-pdr| < |ulislplo-
K J K
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e p e (H'(Q)?) N Hyiy(Q), done sa composante normale est continue par aréte et donc (I7)
est égal a

(II)—Z/ p-rvudo = Z /p-l/aud(fz /p-l/a[u]d(f, (3.113)
— Jok - :

ac Ay acA; v @

ou [u] est le saut de u a travers l'aréte a. Soit p- v, = ‘;—‘ [, p - vado la moyenne de p - v, le
long de laréte a. u € Hy(Q) + Q)4 o et I'espace Hj(Q) + Q) o satisfait la propriété (3.109)
donc I'égalité (3.113) devient

(II):Z/SKp-yuda = Z/(p-ua—p-—l/a)uda—z (p- vy — P Va) [u]ldo

acA, " Y acA; v @
= g 5 (pVe — P Ve)udo
K ecOK"*®

Le Lemme 3.2.1 et les propriétés du maillage donnent I'estimation de 'intégrale de bord :

/(p e — T udo| < C hiclulx Ipl
e

Ainsi,
(=13 j/ p-vudo| < ACH|ulynplie
~ Jok

Finalement, on obtient

(u, 9)ool < (4Ch+Dfuliplpha < (4Ch+ Dlulin |Iplho
——

<C(Q)lglo,

Nous en déduisons le résultat annoncé. [ |

Corollaire 3.6.1 La semi-norme | - |, est une norme sur lespace Hy(Q) + Q) o-

3.6.2 Schéma boite 3

Dans cette partie, nous proposons un troisieme schéma boite, associé au probleme de
Poisson mixte (3.2), pour lequel les inconnues sont toutes situées au niveau des arétes. On
conserve 'espace de Raviart-Thomas RT° comme espace d’approximation pour le flux p.
On cherche un espace d’éléments finis dont les degrés de liberté sont localisés au niveau
des arétes, pour approcher I'inconnue scalaire u. On choisit I’espace de Rannacher et Turek.
Le choix My, = Q0 et X1, = RT correspond & NA; + NA = 4 NE degrés de liberté.
On choisit les espaces de test de fagon a vérifier I’égalité (3.4) entre nombre d’inconnues et
nombre d’équations. L’espace de test M, est I'espace des polynomes constants totalement
discontinus par rectangle, encore noté P°

Myp = {on € Q) ; oy € PUK), VK €T} (3.114)
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et I'espace de test Xy est 'espace des polynomes constants de R? totalement discontinus,
enrichi sur chaque rectangle par le rotationnel de la bulle non-conforme.

Xop = {Qh € (L*(2))? ; qu, € (PY(K))>+ Protbg, VK€ 77,,} (3.115)
= (PY(K)?+ @

ou ® est I'espace défini dans le Lemme 3.3.7 engendré par le rotationnel de la bulle non-
conforme :

® = {¢ \¢\K =agrotbg, ag € R, VK € T, }.
En particulier, I'espace de test X5 5, contient les gradients de uy, ; V(M) C Xop.

Définition 3.6.1 (Schéma boite 3)
Soit le schéma boite suivant : trouver (up, py) € Qiot,o x RT" solution de

Z (divpp + £, Uh)o k=0, Yy, € p°

KeTh . (3.116)
D (on = Vun,an)ox =0, Vg, € (P> + &

KeTy

Lemme 3.6.5 (Egalité des dimensions)
D’apreés les relations d’Fuler, [’égalité des dimensions entre les espaces d’inconnues et les
espaces de test est vérifice :

Lemme 3.6.6 Le  probleme  discret  (3.116)  admet  une  unique  solution
(un, pn) € Qloyo X RT®.

Preuve :

Puisque dim X, 5 +dim M, , = dim X, +dim M, et que (3.116) est un probleme linéaire,
il suffit de prouver que f = 0 implique que u, = 0 et p, = 0. div p;, est constant par rectangle,
donc I'équation (3.116); implique que div p,x = 0. D’autre part, pyx € RT°(K), donc py
devient un élément de X, . Prenons g, = p, € Xy, dans 'équation (3.116),; en appliquant
la formule de Green, on obtient

Iphlﬁ,g = Z/ph-Vuhdm
- _Z/lePh Uhdx—l-Z/ ph - V) updo
= Z/ph VauhdU_Z/ph Vg uh

(LGA}, (IEA

Puisque py, - v, € P°(a) (py € RT") et que uy € Q) o, par le Lemme 3.6.3, on a |p4 5 = 0.
Donc py, est identiquement nul.
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Pour prouver que wuy, est nul, prenons g, = Vuy, € Xy, dans 'équation (3.116),. Puisque py,
est nul, on obtient Y, [Vup|g x = 0. Donc uy, est constant par rectangle. Les propriétés de
'espace Q! , o impliquent que uy, est identiquement nul. D’ou l'existence et I'unicité de la
solution du probleme (3.116). |

Proposition 3.6.1 La solution (up,py) € Qoo X RT® du schéma boite (3.116) est telle
que :
(i) un € Q1o est solution du probléme variationnel

Z (Vup, Vop)ox = Z (I f\Kavh>UK , Yo, € Qro‘rO (3.117)

KeTy KeTy,

(ii) py, s’écrit localement sur chaque rectangle K

1T fixc ey *(x — wx)
R U R LR 3.118
Ph|k BT e 2+ ey ( lea*(y — yx) ) ( )

ol (xr,yk) est le centre du rectangle K et e,, e, sont les dimensions de K.

La solution uy, € Qim’ﬂ du schéma boite (3.116) est la solution du probleme non-conforme
standard de Rannacher-Turek pour un second membre constant par maille.

Preuve :
(i) Soit v, € Qlot’g, alors Vv, € Xy). En intégrant par parties, 1’équation (3.116), pour
qn, = Vv, on obtient

Z(Vuh,vvh)OK—Z(ph,Vvh 0K = — Z/ lephUhdl"-i-Z/ (pn - v) vpdo

(3.119)

Puisque p, € RT?, div p, € P°, et donc I’équation (3.116); implique que pour tout rectangle
K

divppx = —(I°f) % (3.120)

Puisque la composante normale p, - v, de p, est continue le long de l'aréte a et
div ppjx = —(I1°f) i, Uidentité (3.119) se rééerit

Z(Vu,h, Voup)okx = Z(H foon)o.x + Z /ph v, Uy do — Z/ph Vo [vp] do . (3.121)

K a€ Ay a€A;

Or, p, € RT?, donc py - v, € P°(a) et vy, € Qim’ﬂ. Donc les deux derniers termes du membre
de droite sont nuls par le Lemme 3.6.3. Ce qui prouve le premier point.
(i) pn appartient & RT°, donc d’apres la relation (3.19), il s’écrit localement

Phix = ph(mK,yK)+’y<x_xK>+5< vk ) (3.122)

Y—UYk —(?J—,UK)
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Or, —II° f = div pyx = 2y d’aprés les équations (3.120) et (3.122). D’autre part, en choisis-
sant g, € (PY)? dans I’équation (3.116),, on obtient (I1p, ) x = (I1°V uy) k. Donc, l'identité
(3.122) est équivalente a

fix (2 r—
— (11°v — oK N A 3.123
prise = (V) se == <yyr(>+ <(yyr() (3.123)
Localement, le gradient de u; sur K est égal
-
Voup ik = (T°V up) ik + 1 ( (- ;K) ) (3.124)

pour un certain n € R. Donc, I'équation (3.123) se réécrit en fonction de V uy, | :

o Hof\K T — Tk T — TK
Phik = VU |k — 5 (?/—?JK >+(577)<_(y_yK)> (3.125)

En posant 77 = § — 17, nous obtenons :

HOfK(ZII—.’L’K> ( r— Tk )
—Vu = —— +n 3.126
Ph|Kk e 5 Y — Yk n —(y . ?JK) ( )

r — Tk
—(y — vy
prn — Vuy, par sa valeur

0 = Z(ph*VUh,Qh)

- ( A R T QA N (A D

(@)’ (?J?JK)2+77/(-T-TK)2+(?J?JK)2>

JK

Choisissons ¢, = < ) > € Xy, dans I'équation (3.116),, on obtient en remplacant

D’apres les relations (3.34), on a

K K
[ = B eat e et [ o+ = S ea 4 ey ).
J K J K
Ce qui donne
1 Jes ? = Je,

n = = . 3.127

1= et ey (8:121)
D’ou on déduit (ii). |
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3.6.3 Etude de la stabilité du schéma boite 3

Proposition 3.6.2 (Stabilité)
La solution (up, pp) du probléme (3.116) satisfait ’estimation suivante :

||7//h||1,h + ||ph||div,h S O|f 0,2

Preuve :
e Utilisons la formulation équivalente de la Proposition 3.6.1

unlt ) = Z(Vuh, Vup)ox = Z(Hof‘;(, Un)o,K (3.128)
K K

Or, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

| Z(Hﬂf\K; un)o, k| < | floolunlon -
K

On en déduit I'estimation

un|$ < [flogluslon
L’inégalité de Poincaré (3.110) donne

\uh\],h S C|f 0,0 (3129)

Par définition de la norme || . ||; 5, nous obtenons I'inégalité

[unll1n < C(Q)[floa (3-130)

e D’autre part I'écriture locale de p, (3.118) et I'estimation (3.129) donne :

Iprlon < Clfloa

ou C' ne dépend que de Q.
D’autre part, divp,x = —(I1°f)x (par I'équation (3.116);) par conséquent,

lpnllaiv. < Clf

En utilisant les résultats (3.130) et (3.131), nous concluons que

0,0 - (3.131)

||7//h||],h + ||ph||div,h < C(Q)‘bﬂoﬂ

Proposition 3.6.3 (Estimation d’erreur a priori )

Soit (u,p) € Hy(Q)x Haiv (Q) la solution du probléme continu (3.2) et (un, pp) € Q}oy o X RT®
la solution du schéma boite (3.116). Si de plus f € H'(2), on a les estimations d’erreur a
priori :

(1) fu—unin < Chlflog

(i) |u—unlon < Ch*(|flon +[fli0)

(@) |p — palave < Chlflia

() |p = prloo < Chlflogn
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Preuve :

La démonstration des estimations d’erreur a priori du schéma boite 3, suit la démonstration
des estimations d’erreur du schéma boite 1.

(i) Soit ay, 1a forme bilinéaire définie sur 'espace Hg (Q)+Q); o par ap(u,v) = - (Vu, Vo) k
pour des éléments u et v de H}(Q) + QL o- Nous montrons comme dans la Preuve de la
Proposition 3.4.3 que

lan (up — u, wy)|

lu —uplip <2 inf u — wpl1p+  sup
WhEW 1,0 "”hEQlot,o

Puisque la forme bilinéaire a; satisfait la Proposition 3.6.1, on a pour tout w, € Q;M’U

an(up, wp) = Z (Vup, Vwy)ox = Z (I1° fixc, wh)o i

KeTy, KeTy

D’autre part, I'espace Q! o satisfait le Lemme 3.6.3 qui est I'analogue du Lemme 3.3.5.

rot
Donc on a 'estimation de l'erreur de consistance (qui se démontre de la méme fagon que

dans la Preuve de la Proposition 3.4.3) :

\ah(uh - U,wh)|

sup < Ch|floq- (3.132)
whE€Q Lyt o [wh1n
[’erreur d’approximation est majorée par
inf  |u—wylip < |Ju—ipuliy (3.133)

1
wheQmw

ol i, est 'opérateur d’interpolation sur l'espace ().
le Lemme 3.6.2

ot défini au Lemme 3.6.2. On a donc par

inf |u-— wh,|1,h, < Ch‘u‘lﬂ
whEQ%nt,O

Or, u satisfait ||ulls.0 < C|f|oo. On conclut donc, que

u— uplip < Ch|flog

(ii) La démonstration de I'estimation d’erreur (ii) est identique a la démonstration de la
Preuve de la Proposition 3.4.3. On utilise un argument de type Aubin-Nitsche et I’estimation
(i).

(iii) D’apres I'écriture locale de py, (3.118) et la définition du flux p = Vu, on a

Hof 2 _
D —prloo = |V1L—Z(VU,MK— _ JIK ( \ey\Q(x Tk) >>|OQ

K ez + |ey|? lex|*(y — yK)

10 f i 1/2
< [Vu - Vuloo + Z/ ) (el 0 el )
I1° 2 1/2
K |K]
< WH[Z'P e el
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Or, ‘82\‘621\\‘6;;\‘2 <1let |K|=l|ele,|, donc

P —prloe < |u—uplip +Ch|floq

ce qui démontre (iii).

(iv) |p — palaiv.n = | divp — div pgloo. Or, divp = — f d’apres (3.2) et divp, = —I1°f d’aprés
(3.120), d’ott on déduit le résultat annoncé. |
Remarque : Ce schéma boite a été étudié en parallele par d’autres auteurs : S.-H. Chou,
D.Y. Kwak et K.Y. Kim, [11].

3.6.4 Lien avec le schéma mixte de Raviart-Thomas

Nous allons établir le lien entre la solution (up,pn) € Qo X RT® du schéma boite
(3.116) et la solution (7iy, pp) € Q° x RT" de la méthode mixte standard de Raviart-Thomas
de plus bas degré sur rectangles [39] (I'espace Q¥ est égal & I'espace P° des constantes).
Rappelons la méthode mixte classique : chercher (i, p,) € P° x RT? solution de

{ (divpp + f,0n)o0 =0, Vo, € p°

. _ 134
(Phs @n)o.0 + (i, div gn)oo =0, Vg, € RT". (3:134)

Proposition 3.6.4 La solution (i, pp) € P°x RT® du probléme mixte de Raviart-Thomas
(8.134) est donnée en fonction de la solution (up, pn) € Qoo X RT® du schéma boite (3.116)
par
(I°f)x 1K)

24 eal? + [ey|?

Pr = Dn et i = (Mup) x + k. (3.135)

Preuve :
Soit g, € RT°. Calculons (pp, Gn)oo

(Ph, @n)oe = (pn — Vun, Gn)oga + (Vun, Gn)og (3.136)
B div g T — 1
= E (pr — Vupn, qn — 5 d ( _ ; ))O,K (3.137)
Y — Yk
LK 7
(1)
diV Nh r — Tk ~
E — Vu Vu
+ > (pn Uns = ( Y — Uk ))O,K + (Vup, Gn)oo

K

D’apres la relation (3.19), les éléments de RT s’écrivent localement

- divg, ({ © —zx = T — TK
= 1%, + +6 3.138
ah K dn 5 ( Yy 7(y - yK) ( )
Alors, ), — ¥4 S ( Z B ZK ) € Xy p,. Puisque (up, pp) est la solution du schéma boite (3.116),
— Yk

le terme (7) est nul. Alors,

div q T—x N
(pha Qh 0,0 Z pn — Vuy, 2(]h ( y — Uj(( >)0,K + (Vuh, qh)O,Q (3139)
% [ [
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D’autre part, I’écriture locale de p, donnée par (3.118) implique que

1/ x ( e, 2(x — 2x) )

-V S
Prige = VUK =102 e, 2\ leal?(y — yi)

Le terme (pp, ¢n)o.o est égal a

s = S %( ley|2(x — 2k ) >’divdh ( T — Tk >)07K(3‘140)

K 7‘€$|2—|—‘€y|2 ‘6T|2(U_UK) 2 Y—Yk
+(Vun, Gn)oo

On applique la formule de Green, qui donne en utilisant les propriété des espaces Qlot,[] et
RT" (nous avons vu dans les démonstrations antérieures, que les termes de bord s’annulent)

(Phs Gn)os = ZK:( e < 4/ (o = 1) ) v < v ))0,,1(3.141)

¥7‘em|2+‘ey|2 ‘e$|2(y7yf() 2 Y — Yk
(1)
—(un, div gp)o,0
Le calcul de (I1) donne
Mfe  |KP
I7) = ' div ¢
D = b ep 2a Y s

En injectant ce calcul dans (3.141), on obtient

M/ |K?
e + [, [? 24

(PhsGn)oo = —( div gn)o.x — (un, divgn)oo

D’autre part, divg, € P° donc (up,div gn)ox = (IT°up, div Gn)o k. En regroupant tous les
termes dans le membre de gauche, on obtient

(Ph, Gn)o.a + ( (U + 0‘ | ‘2)11 ivg,) =0 (3.142)
[T u di )

Ph;qn)oq E h a2 + Je, | 24 K dh

Soit up g = (Houh + _rg;f 7\31\‘2‘:‘;1,\2)]11( € P et p, = p, € RT", alors nous venons de prouver

que (g, pp) est solution du probléme (3.134) de Raviart-Thomas, qui admet une unique
solution. Donc (uy, pr) € P° x RT? est la solution de la méthode mixte standard (3.134) de
Raviart-Thomas. [ |
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CHAPITRE 4

Equation de convection-diffusion en
une et deux dimensions d’espace

4.1 Introduction

[’étude des schémas boite réalisée aux Chapitres 2 et 3 soulevent de nouvelles inter-
rogations. Existe-t’il des schémas boite dans le cas d’équations plus complexes ? Comment
se comportent ces schémas? Nous avons étudié au Chapitre 1 les modes oscillants liés a
I’équation de la chaleur, un phénomeéne analogue se produit-il pour I’équation de convection-
diffusion ? [’équation de convection-diffusion stationnaire en dimension 1 ayant déja été
étudiée par J-P. Croisille, [17, 18], nous nous intéressons, dans ce chapitre, a ’équation
de convection-diffusion instationnaire. Bien que tres classiques, ces équations demeurent
le modele de base, notamment pour les problemes d’écoulements en milieu souterrain. Par
exemple, la modélisation des déchets dans un milieu poreux constitué de couches géologiques,
couple la loi de Darcy pour le calcul de la vitesse de 1’écoulement, a un systeme d’équations
de convection-diffusion pour le transport de polluant. Un exemple d’intérét actuel est I'étude
de la diffusion en milieu souterrain de concentrations de produits radioactifs dans le milieu
externe a partir d’'un “colis” de déchets.

1- La vitesse 7(7") de P’écoulement porteur est calculée dans un premier temps par une
équation elliptique (Darcy) :

div(K(z)VH) =0, ze€Q
U(x) = K(x) VH (4.1)
Conditions limites

2- Les concentrations C;(x,t) des différents polluants sont solutions d’une équation de la
forme :

Riw(%i + ), C;) — div(D; VC;) +u - grad C; = f;, € Qx (0,7)
Ci(z,0) =0, ze€Q (4.2)

Conditions limites

Dans les sections 4.2 et 4.3, nous rappelons le principe du schéma boite 1d pour les
équations de convection-diffusion stationnaire et instationnaire. Les inconnues u et p = u,
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sont situées au niveau des noeuds du maillage. De plus, le schéma est paramétré par des
décentrements en temps et espace pour chacune des inconnues u et p . Nous effectuons ensuite
le lien entre le schéma boite 1d pour I’ équation de convection-diffusion instationnaire et les
méthodes d’éléments finis a la Section 4.4 et de type différences finies a la Section 4.5. Nous
proposons ensuite une extension du schéma boite pour le probleme de convection-diffusion
en dimension 2 a I'aide d’une méthode de type splitting directionnel. Enfin, nous présentons
quelques exemples numériques. Ces résultats sont présentés par ailleurs dans [20], [21].

4.2 L’équation de convection-diffusion stationnaire

Nous rappelons briévement les deux schémas boite introduits par J.-P. Croisille [17] pour
le probleme de convection-diffusion stationnaire en dimension 1. Ce schéma ne contient
qu’un seul parametre de décentrement D, pour la variable p. Une condition suffisante de
non-oscillation du schéma est donnée sur D, par le choix :

1
sgn(c) max (0,1 — Po .
€j-1/2

Dpj-172 = (4.3)

Nous renvoyons a [17] et [18] pour plus d’informations.

4.2.1 Principe du schéma boite pour I’équation de convection-
diffusion stationnaire 1d

On considere le probleme de convection-diffusion stationnaire en dimension 1 pour un
coefficient de convection ¢ € R et un coefficient de diffusion € > 0

Cly — Uz = f, 0<aw <1
{ 17 (O) = 71,(1) =0 (4.4)
En introduisant la variable auxilliaire p = —cu,, on obtient la forme mixte
cug+p,=f, 0<z<l1
pt+eu, =0, 0<z<l1 (4.5)
u(0) =u(l) =0
On considere zp = 0 < 2y < ... < z; < ... < xy = 1 une discrétisation de [0,1]. On

approche les valeurs aux noeuds u(z;) et p(x;) respectivement par les inconnues u; et p;
situées aux noeuds du maillage. La longueur de la boite K; i/, = x; — 1 est hj_i.
Rappelons les deux schémas boite associées a ce probleme [17].

Le schéma boite d’ordre 2 :

¢ (uj —uj )+ (pj —pj1) = hjap (I0f); 1/
5(j+pj1) — Dypj1p(pj — pjoa) + (uj —ujq)=0 (4.6)
ug=uy =20

3
hj-1/2
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ou le coefficient de décentrement est donné par la  formule

Dy 12 = %sgn(c) max(O; 1— Pe]-:/Q)'

Le schéma boite d’ordre 4 valable pour Pe;_;/, <1 :

c(u; — “}_3'71) +(pj — pj1) :hhjfl/Q (T1°F)-1/2
ch,;_ b ch,;_ b
(G- m=L)p+ G+ pi+ =y — i) = g5 b5y (T f) 1)

hj-12

ug =uy =0
(4.7)
On peut hybrider ces deux schémas boite sous la forme suivante pour la formule de moyenne
pour ﬁj,l /2"
_ 1
i1z = 5 (P +pi-1) = Bip (05 — pi—1) — Ajmaje hyorpe (Poy — Do) (4.8)

olt A;j_i/5 et Bj_y/o sont deux coefficients par boite.

pm:f_cua::f_ng (49)

Donc

1 1
Pj-1/2 =~ (5 — Bj 12— 2 A5 12 Pej1jo)p; + (5 + Bj1ja+2 A5 1) Pejapp)pj 1 (4.10)

Ce qui motive le choix du coefficient D,
Dy j1y2 = 214.7'71/2 Pej_1/0+Bj_1)2 (4.11)

Le choix des coefficients A;_;/, et B;_ 5 est :
e Schéma d’ordre 2 :

_ sgn(c) i
Bjip = 555 max(0:1 = 7) (4.12)
Ajorj2 =0
e Schéma d’ordre 4 :
{ Uy (4.13)
Aj 12 = 3 sgn(cj-1/2)
On obtient la formulation unique du schéma boite
fi’(uj —uj1) + (pj —pi-1) = hj—12(T1°f) 1/ ) )
£ !
20 +051) = Dyjapp(py = i) + 75 (0 = wy0) = Ajoaphyy (105002
Ug = Uy = 0
(4.14)
qui est d’ordre 2 si Pe;_;/ > 1 et d’ordre 4 si Pe;_; /5 < 1.
Les coefficients A;_,/, et B;_;/, sont donnés de facon unique par
Aj71/2 = }%Sgﬂ(cj—lﬂ) ﬂPej,l/2<1 (4 15)
lgj*]/2 ) Sgn(cjf]/Q) maX(O; 1 - Pej—l/Q) ﬂPejfl/Zzl .

Les coefficients ne sont pas continus en fonction de Pe;_;/,. Nous renvoyons a [18] pour des
résultats numériques.
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4.3 L’équation de convection-diffusion 1d instationnaire

4.3.1 Introduction

Considérons le probleme de convection-diffusion instationnaire en dimension 1 donné sur
le domaine I =]0, 1] par :

U+ CUy — EUgy = f(z,t), x€T,t>0
u(z,0) =u’(z), z € (0,1] (4.16)
u(0,t)=0,u(l,t)=0, t>0
ol ¢ € R est la vitesse et £ > 0 est le coefficient de diffusion. La solution exacte du probleme
(4.16) est donnée par la formule de Duhamel

u(-,t) =T(t) - ug +/0 T(t—s)-f(-,s)ds (4.17)

ou T(t) - ug = v(-,t) est la solution du probleme de convection-diffusion homogene sur
I =]0,1]. Un calcul en série de Fourier donne

o( 1) = 3 () sin(pugw)e 0! (4.18)
E>1

ou les coefficients ¢ (ug), A, px sont

C

= — =k k>1 4.19
287 M T, sl ( )

1
cr(ug) = 2/ o () e sin () d, A
0

On en déduit que le probleme (4.16) est bien posé, par exemple dans
C°([0, Ty[, L*(]0,1[)) n C>*(]0,1[x]0, Ty[) de condition initiale u® € L%*(]0, 1]) et de terme
source f € CY([0, Ty[, L*(]0,1])) et Ty > 0.

Notations :

Considérons un maillage quelconque du segment [0, 1] en J intervalles (J est un entier,
J > 2). Notons zp = 0 < 23 < ... < z; < ... < z; = 1 les coordonnées des noeuds du
maillage, représentées sur la Figure 4.1. La boite K; 1/, est le segment |z; 1, 2;[ de lon-

gueur hj,1/2 =Tj; — Tj-1-

4.3.2 Le schéma boite semi-discret

Considérons la forme mixte de I'équation de convection-diffusion dans laquelle on intro-
duit le flux de diffusion p = —eu, comme inconnue auxilliaire :

U+ cuy +pp = f(x,t), x€l, t>0

D= —Ely, rel,t>0

u(z,0) =u’ (z) , zxel (4.20)
p(x,0)=—cLu(z) =p°(x) , zel

uw(0,t) =u(l,t) =0, t>0



2o =0 Tj-1 T Tjt1 ry =1

hj-1/2 hjt1/2
Fi1c. 4.1 Maillage du segment [0, 1]

Noter que nous n’avons pas d’équation d’évolution sur p, mais simplement la relation
p(z,t) = —euy(z,t) & tout instant. En particulier, & instant initial, p (z,0) = —eLu’(z).
Soit 119 la projection orthogonale sur les fonctions constantes par maille, donnée pour toute

fonction ¢ par :

(°g)j-1/2 = ! / g(x) du.

hjaje Jr,_, ),

En intégrant les équations (4.20); et (4.20), sur chaque boite K; 1,5, 1 <

7 < J, nous
de (4.2

0):

obtenons les relations semi-discrétes en espace vérifiées par la solution exacte (u, p)

(hjape g (M0u(t))jaje +clu (g, 1) —u (w1, 1)]
+p (@, t) = plrja, )] = hjap (M0 f(t)j 12,1 <5< T, >0
h’j*l/? (HU p)j,1/2 (t) = —¢£ [71, (7)7, t) — U (.’L’j,] s t)] s 1 S ] S J, t>0

u(zj,0) = u’(z;), 0<j<J (4.21)
p(x;,0) = p°(x;) , 0<j<J
(w0, 1) =u(es, ) =0, t>0

On approche les inconnues u(z;,t), p(x;,t) par les fonctions semi-discretes wu; (1), p; ().
Considérons les fonctions uy (.,t) € P!y, py(.,t) € P,

c)

ou P!y et P! sont les espaces

d’éléments finis P'-Lagrange usuels monodimensionnels, définies par

M-

ug (1) g; () et ph(w,t)zzpj (1) ¢; () (4.22)

J=0

ot p;(z) est la fonction chapeau P!-Lagrange associée au sommet j. Alors le probleme
semi-discret (4.21) équivaut a : chercher (us(.,t),pi(..1)) € Py x P! tel que

dt

{ (i[nﬂuh(-at)];vh) + (ctng(- ) 5 vn) + Pra s vn) = (f(1) s va), VYo, €P° (4.23)
(M pr(.t) ; qn) +¢ (unho(t) s qn) =0, Vg€ P°

Supposons que ;12 soit une approximation de (I1%);_1 s, Pj_1/2 une approximation de
(IT%) ;12 et ?_7-7]/2 une approximation de la moyenne de f, (II° f);_1 /2. Alors, en remplagant
(TT%u(t));-1/2 par W;1/a(t), (I°p(t)); 12 Par Bj )5 et (TI°f); 1/2 par f; /, dans (4.21), on
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obtient le schéma semi-discrétisé en espace, continu en temps :

f)—uj—1 (T i (t
( ;t’U] 1/2()_‘_(’ ((’); 1.7/21(())+p,7(13jp]7/1 f] 1/2() 1<]<J 1_>0

wuj (t)—uj_1 (T
pjfl/Z(f):*EW, 1<3<J,t>0 Lot
u(z;,0) = u’(z;), 0<;<J (4.24)
p(r;,0) =p(z;),  0<j<J
( uo (1) =uy () =0, t>0

Le design du schéma boite semi-discret consiste donc a exprimer les moyennes u;_;/5(t) et
Pj—1/2(t) en fonction des inconnues d’interface u;(t), u;_1(t) et p;(t), pj_1(t), de sorte que
(4.24) définisse effectivement une équation d’évolution en wu;(t) et que p;(t) se déduise de
u;(t). Pour pj_1/2(t), on adopte une formule du type :

_ 1

P72 (1) = 5 (P (1) + P (8) =Dpjap2 (1) (p; (1) = pja (1)) (4.25)
ol Dy ;_1/2(t) est un coefficient de décentrement, constant par maille, a préciser. Rappelons
que (4.25) est un coefficient de décentrement “stationnaire”, indispensable pour assurer la
non-oscillation de la solution approchée de

Clg — & Ugy = f(7)
{ u(0) =u(l) =0 (4.26)

Ce résultat est démontré dans [17, 18] et rappelé au Paragraphe 4.2. Un choix du coefficient
de décentrement D,, qui assure la monotonie de (u;); est

1
sen(c) max(0, 1 — P
€j-1/2

Dp,jfl/Q - (427)

ou le nombre de Peclet par maille est Pe;_; /5 = %7:/2 Dans la suite on supposera que
D, ; 1/ est indépendant du temps, donné par (4.27). On introduit a présent un second
parametre de décentrement D, ;_1/5(t), [12], dans chaque boite K;_; /9, tel que

Uj1/2(t) = % (g (8) + w1 (£)) 4+ D1 y2(t) (uj(t) — w1 (t)) . (4.28)

Noter qu’a I'état stationnaire, ;1,2 = 0, donc le coefficient D, ;1,2 ne joue plus de

d
role, la précision du schéma ne fifepend plus alors que de Dy, ;_;/5. On s’attend a ce que le
décentrement en u soit colinéaire a la vitesse ¢ du déplacement ; c’est-a-dire ¢ D, ;12 > 0
dans chaque boite K ;). En remplacant ; 1/5(f) et p;_1/5(t) par leurs valeurs (4.28)

t (4.25) dans I’équation (4.24), on obtient la semi-discrétisation spatiale pour ¢ > 0 et

1<j<J:

(L (54 Duyro) iy (0 2 (= Dy )y ()}

ot 4 O = i (1), 1<j<.
{ (% D1y (ﬂ)Pa‘ () + (% + Dyj1y2 (J)qu (1) +emlirl —0.1<j<J
u(z;,0) = () , 0<j</J
p(r;,0) = p’(z;),  0<j<J
[ w0 () =uy(t) =0, t>0

(4.29)
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Dans toute la suite, les coefficients de décentrement D, ; 15 et D, ; /o seront choisis
constants par maille et indépendants du temps.

Lemme 4.3.1 Le probléme  semi-discret  (4.29) admet une wunique  solution
(u;(t),pj(t)) € CH([0,00[; R2VHD) | sous les conditions suffisantes Dy j 179 Dpj 12 > 0 sur
chaque boite K;_y/,.

Preuve :

Pour démontrer ce résultat, on se limite au cas de maillages équidistants (h > 0 est fixé),
ot Dyj 12 = Dy et Dy, 1o = D, sont constants sur le maillage. Apres élimination du
flux p;(f) dans la premiere équation de (4.29) et de p;_;(t) dans la deuxieme équation de
(4.29), on obtient p,_(t) en fonction de u;(t), u;_1(t) pour la premiere équation et p;(t) en
fonction de w;(t), u;_(t) pour la deuxieme équation. En considérant la maille K,/ pour
la premiere équation, p; est donné en fonction de u;,1(¢) et u;(¢). On peut donc identifier
la valeur de p;(t) a linterface des mailles K; 15 et Kji1/2. On obtient alors le systeme
différentiel ordinaire linéaire en (u;(f)) uniquement :

(2 D) (34 Du ) g+ (3 +20,0.) i) + (3
= (-G = D) + ) w0 — 2(5Dp + ) wi() + (3

% +<% - Dp>f7+1/2(t) + (% + Dp>,fj,]/2(t) : <j<J-1
“‘('77.7"0) = U’U('Tj) ) 0<;<J
[ uo (t) =us(t) =0, t>0
(4.30)
Le probleme semi-discret en u = (u;(t)) s’écrit donc
Awu(t)=Bu(t)+ F(t). (4.31)

Rappel : Lemme de Gershgorin, [27]

Les valeurs propres d'une matrice A sont telles que Sp(A) C J,c; D(aii, i) o D est le
disque fermé de centre a; et de rayon r; = Zj#,je, la;;| et I est I'ensemble des indices
matriciels.

Sous la condition D, j_1/2 D, j_1/2 > 0, on vérifie a I'aide du théoreme de Gershgorin que les
valeurs propres de la matrice A sont non nulles, c¢’est-a-dire que A est inversible. En effet,
si Dy j_1/2 Dy j—1/2 > 0, alors I'inégalité

1 1 1 1 1
37 Do) (g 211G+ ) (5 = P ) 115 +20000)
(5-00) (0 )I+1(5+ D) (5= Du )1 <15 + 2000

est toujours vérifiée. Si D, ;_1/2 Dy j_1/2 = 0, on prouve par le calcul du déterminant de la
matrice A que A est inversible. Il existe donc un unique u(t) solution de (4.31). On recons-
truit le flux p(¢) en fonction de u(t) par 'intermédiaire des équations précédentes. |
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4.3.3 Intégration en temps par un ¥-schéma

Il reste a définir a présent le schéma en temps. On se limite dans la suite a un 9J-schéma,

avec 1) constant et des coefficients de décentrement D, ;1,5 et D, ;_ 1o indépendants du
n+1 n
—v

temps, constants par maille. En posant 0" v; = G —, la discrétisation de I"équation (4.29),

est sous forme incrémentale

{hj71/2 (% + Du,jflm) } 0"u; + { hj-1/2 (% — Dyj1/2 ) } 0"uj 1
+(1 =) e(u] —uj ) +Jc (u}”l — u?ﬂ) + (1 —=9)(p} —pj) + 0 (p;-”] — p?ff)
=iy (=) F 0+ 0 F0L,)
(4.32)
L’équation (4.29), est valable pour tout %, elle est donc vérifiée a 'intant ¢" et a l'intant
t"*+1. En particulier, la solution exacte p au point x; satisfait le systéme suivant en 6"p, et

Py

L 1 O — 0"
(5 - Dp,jf1/2> "pj + (5 + Dpyj,]/Q) 8"pj1+¢ 7}1—7] -0
L L ar—ur (4.33)
5~ Dpi- )p”+(—+D . )pnf I B e
(2 p,j—1/2 ) Fj 9 pi—1/2 ) Pj1 h'];]/Q
Les conditions initiales et les conditions limite sont discrétisées de facon naturelle par
w) =u'(z;), 0<j<J
p)=p"(z;), 0<j<J (4.34)
uf =u =0, 1<n

Définition 4.3.1 (Schéma boite pour I’équation de convection-diffusion instation-
naire 1d)
Soit le schéma boite associé au probléme de convection-diffusion (4.20) : pour tout n > 0,

chercher (u™ = (uf),p" = (p})) € R7*H x R7* solution du systéme pour tout 0 < j < .J,

(
(1) (% + Du,j,]/g)(snu']‘ + (% - Du7_7,1/g>5”uj,1 + ke (6"uj — Suj ) +e(uf —ul )
+kD (8"p; — 6"pj—1) + D — Pl = hj1) ((1 — ) f7 o+ 19._}131/2) , 1< <T
) (i) (% - D,,,j,m) 0"pj + (% + Dp,j71/2> 0"pj1 + & T = 0, l<j=<J
(iii) (5= Do)+ (L4 Dy )iy + s (u — ) =0, 1< j < Jn > 1
() wuy=u(z;), 0<j<J
(v) pf=p"z;), 0<j<J
[ (vi) uf=u}=0, 1<n
(4.35)
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Considérons le systeme d’équations (4.35(i)-4.35(ii)). En éliminant 6"p; dans I’équation
(4.35(7)) et 6"p;_1 dans (4.35(47)), on obtient le systeme : pour tout 1 < j < .Jet0<mn

() by (% - Dp,jf1/2) (% + Du,.y'fl/?) 0"u;
+hj1/2 (% - Dm‘ﬂ/?) (% - Du,j,m) 0"
+k 9 (0"u; — 0"u,_q) <(’(% —Dyj1/2) — hjiﬂ)—k V6" pj_
= (4= Dpip) (e =) = @ = pi ) + i (L= 9) T2y + 0724, )

() hjy (% + Dp,jf1/2) (% + Du,jf1/2> 0" u;
+hj-1/2 (% + Dm‘ﬂ/?) (% - Du,jfl/2> 0"uj1
+k 9 (0"u; — 0"u,_q) ((’(% + Dy j1/2) + h:1/2>+k Y 0"p;

| = (% + Dpyj,]/Q) (—c (uf —ul ) = (Pf —pj 1) +hjp ((1 —9) f Pt f771+]1/2> )
(4.36)
Ces relations sont vraies pour tout 1 < j < J, par élimination de ¢"p; a l'interface des

boites K;_1/5 et Kj /o , on obtient le systeme tridiagonal en 6"u;

{hH]/? (l — Dy, 7'+1/2> ( + Dy 7+1/2)+k19( % — Dpj1y2) — hjfl/z)}‘sn“jﬂ
+ {hﬁ-l/? <_ — Dy, ]+1/2> (% - w+1/2> <C % - m+1/2) - h-fw
+h_7‘4/2<§ + Dp,.y'fl/?) (% + Duj 1/2) +’“9( (3 + Dpj1p) + 7 )]5"“3‘
1 l
2 2

—1/2

_|_
+ Dy 1/2)+—

+ {hH/?(% + Dp,.7‘71/2> ( = Du,j- 1/2) (C o2 )]0 i
= (3= Dpsage) (e = u) = @y = 1))
+(% + Dp,jf1/2) (*C (uf —uj_y) — (P} — pjﬂ))
""thr]/2 (l - Dp 7'+1/2> (( 19) f7+1/2 ?LI/Q)
+h’j*1/2< + Dy, 1/2> <(1 V) f] 1/2 + 7. ;1+11/2>
(4.37)
D’autre part, I'équation (4.35(777)) donne p} en fonction de u :
1 1 ujyy —uy
(_ - Dp,j+1/2> P+ (_ + Dp,j+1/2) pjte et =0
2 2 Sty (4.38)
1 n 1 up —uj_y '
(3= Drave) 85+ (5 + Dy s e 22 =0
C’est-a-dire ) . .
(5 - Dp,j+1/2> (Pj =) = —pf —¢ 77; :
. n 412 (4.39)
ul! —ul
oD ) S I M
(2 + p,j—1/2 (p] p],]) p] +€ h'jfl/Q
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Donc 'équation (4.37) devient :
Ay "ujir + Ao 0"uy + Ay 0"ujy = <_C (5 = Dpjs1/2) + m> Uji
+(c(b~ Dyjiap) — e b+ Dyyap) — i — 5 )

(e +Dyya) + 55 ) s+ by (5= Dygiap) (1= D) Ty +9701,) )
thip (34 Dygap) (L= 0) 3y + 9774,

(4.40)
ou les coefficients A, Ay, A_; sont donnés par les formules suivantes :
A =hjp) (% - Dp,j+1/2) (% + Du,j+1/2)+k19 (C (% o Dp’j“/z) N h.7‘+81/2>
Ag = hjt1/2 <% - Dﬁ7j+1/2> <% = Dy jr1y2 ) —k9 (C(% - Dpvj+1/2) N hjfl/Q (4.41)

+hj_1/2 (% + Dp,_jf]/2> ( + Dy - 1/2)""”9 ( (5 Dy,j-172) + By )
Ay =hj_q) (%—FDP,];]/Q) (5_ w,j— 1/2) ( 3T Dpj- ]/2)+

On définit les coefficients By, By, B_; par

By = Al*’*( ( *Dp,j+1/2)*h-5 )

Jj+1/2

1
2
By = Ag+k (e (3~ Dpgarp) — ) k(b + Do) + 5

hjt1y2

B,=A,+ k(C (5 + Dp’j71/2) +

1/2

—1/2

) (4.42)

—1/2

hj—1/2
En utilisant la définition de 6™u;, on obtient le schéma boite découplé en uy et en pi, pour
tout n > 0,

( (i) Avuff + Agult + Ay uft = Byl + Bouj + Byl
ke (% - Dm’+1/2> ((1 =) fipt 19_}1111/2) )
kb 1y (3 + Dpga) (L D T3y +0T04,) ), 1<i<T 1
(ibis k06" = (1o (5 = Dyapo) (5 + Do) +h9 (e = Do) = 52 ) | 9"
+[h1/2(§ - D,,,I/Q) (l _ Duw)—kﬁ (c(% —Dy) — W)] .
(3 Do) (et w0 ) e (- DT+ 0T
(ii) k9o, =
—hjy (l + Dy, 771/2> (l + Du,jf1/2> +k (C (5 + Dpj172) + flmﬂ 0",
—|hi1s2 (5 + Dosrga) (3= Duirg )=k (e + Dyyoags) + 1
+< +D, ;- 1/2> ( (u] —ul 1) — (p’}—p?ﬁﬂ)
+h,j,1/2(5 +Dp,_7-,1/2) ((1 =) 7 +79f’,”f/2) . 1<y<J

(471) (% - Dp,j*1/2) pj + ( + Dy, 1/2> Piq+ 3
(iv) uj =wug(r;), 0<j<J
() o= pry), 0<j<J
(vi) wpg=uy=0, 1<n

A\
—

0",
—1/2 J-1

[
7 1/2

(4.43)
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L’équation (i) en u est équivalente a
(B=k9C)u"' = (B+k(1-9)C)u" +kDf (4.44)

ol les opérateurs B, C' et D sont définis par

1 1
Bv = hj+1/2 (5 - Dp,j—l—l/Q) (5 + D117j+1/2> ’Uj_|_1 (445)
1 1 1 1
e (5 Duser) (5 Do) (35 D) (4 D)
1 1
+hj-1/2 (5 + Dmfl/2> (5 - Dw’ﬂ/?) Uj—1
1 €
Cv = —(e(5 = Dpswipp) = 7——) vy (4.46)
j+1/2
1 € 1 €
+Kc——D ; — )—(C—+D i—1/2) + )]v
(2 p,.7+1/2) hj+1/2 (2 D,J 1/2) h,j,]/g J
1 €
+ (c —+D,, + ) v
(2 p.j 1/2) hj71/2 Jj—1
1 rn rn
Df = hjp (5 N Dp,j+1/2> ((1 — ) fj+1/2 + 79fji1]/2> (4.47)

1 n
+hj-1/2 (5 + D”’j*1/2> <(1 =) fiap+? fa+11/2>

pour certains vecteurs v et f.

Lemme 4.3.2 Le schéma boite (4.35) associé au probléme de convection-diffusion (4.16)
est équivalent a
(1) La résolution d’un probléeme en u = ('U/;-L)OSjSJ’[]SnSN

HN=(B+k(1-9)C)u"+kDf
0<j<J (4.48)

(2) La reconstruction locale sur chaque maille du fluz de diffusion p, pour n > 0

)| o

(Snt,l

[ (1)kV"p; =
- {hﬂ/? (% + Dp,j,]/g) (% + Du,.y'fl/?) kv ( (3 + Dpjoij2) +
- {hrm (l + Dm‘fl/2> (% = Du /2 ) —kv (C (5 + Dpj172) +
+( +D, ;- 1/2> ( (u’;—u’; 1) — (p’}—p’j1 1))
S i (54 Dpsae) (=) T2 o+ 070%,) 0 1< <0
(i)bis k05"p0 = [hnps (4 = Dyapo) ( + Duspp) +k9 (e} = Dyaja) = 5 )| 0"
+ [hl/Q (% — Dp’1/2> (% —Dy1)2 ) —k ((:(— —Dpaj2) — hl/z):| 0"y

(44) (% - Dp,j%/?) Py + ( + Dy 1/2) P+
L (i) pf =" (), 0<j<J

hj_1/2

(u?—u? )=0,1<j<Jn>1

hj—1/2

(4.49)
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La résolution du schéma boite (4.35) est équivalente a la résolution du probleme découplé
((4.48)-(4.49)). En pratique, on résoud en premier lieu le systeme (4.48) qui donne la solu-

n+1

tion u au temps "' en fonction de la donnée initiale u°, puis on reconstruit le flux p™*!

a I'instant t"*' en fonction de la solution calculée u™*' grace aux équations (4.49).

Remarque :
La matrice B étant inversible, soit A 'opérateur spatial défini par A = B 'C. Alors la
formulation (4.48-(7)) en u} du schéma boite (4.35) s’écrit aussi dans le cas homogene

(I — kOA) U™ = (I + k(1 - 0)A)u" (4.50)

On utilisera par la suite cette formulation pour le splitting en dimension 2 du schéma boite
(4.35) obtenu en dimension 1.

4.3.4 Schéma tridiagonal

On suppose que le maillage est équidistant de pas d’espace h et que les coefficients de
décentrement sont égaux sur tout le maillage; c’est-a-dire Dy, ;1o = D, et D, ; 1/ = D,
pour tout 1 < 7 < .J. Soient A = "h—k le nombre de Courant par maille et y = ;—’5 Dans le
cas homogene, la formulation (4.48-(7)) est équivalente au schéma compact a trois points

suivant :
n—+1 n+1 n+l __ n n n
ayuily +agul +a g uity =biul g +byui +boyuj (4.51)
ou les coefficients a; et b; (i = —1,0,1) sont donnés par les formules suivantes :
( 1
a; = —Dp)(§+Du+19)\)—q9u

(3
b= (3-Dp) (5+Du—A1-0))+p(1-19)
+29u+2D, (D, +9IN)
bo=5—-2(1—-9)pu+2D, (D, — (1 —19)N)
a 1= (5+D,) (= Du—0)) ~iu
bor=(53+Dp) (53— Du+A1-9))+p(l—17)

(4.52)

\

Noter que la forme (4.51) correspond a la forme (2) de Rigal, [41], qui étudie des schémas
implicites a trois points. Le coefficient de décentrement D, (constant par maille) donné par
la formule (4.27) vérifie

(g —b1) (a1 —b4)>0 (4.53)

qui est la la condition suffisante de Rigal de monotonie de I'état stationnaire (Lemme 2 de
[41]).

Lemme 4.3.3 Le schéma boite ({.48-4.49) admet une unique solution (u},p}) € R’ x R/
au temps n.

Preuve :
La formulation boite en u (4.48-(i)) s’écrit :

(B=k9C)u""'=(B+k(1—-9)C)u"+kDf (4.54)
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I1 suffit donc de vérifier que la matrice B — kOC' (qui contient les conditions aux limites Diri-
chlet) est inversible. Le calcul du déterminant de B — kf6C  donne

det(B — kOC) = mlrz (r{ — 1)), ot 7 et 7y sont les deux racines distinctes de I'équation

caractéristique : 7? —agr — a; a_, = 0. Puisque r; # 79,

det(B—kVC)=0 <= r{—rj=0
<= 1y = —ry siJ est pair (4.55)
<< ayp=0
Or, u > 0et D,, D, +9 A sont du signe de ¢. Donc ay > 0. Ainsi det(B —k 9 C') est toujours
non nul. Ce qui prouve I'existence et 'unicité de la solution u. De plus, p est donné de facon
unique en fonction de u par les équations (4.49). Ce qui conclut la preuve. [ |

4.4 Interprétation éléments finis du schéma boite

On définit les deux fonctions de décentrement constantes par boite K;_;,,. Elles sont
définies par :

J
d, (z) = Z Dpj1y2hj 1ol ,, () décentrement stationnaire (4.56)
=2
J
dy (r) = Z Duyjapphjaplk, ., (x) décentrement instationnaire (4.57)
Jj=2

On note uy(.,t) € Pcl,o, pu(.,t) € P! les fonctions semi-discrétes de type éléments finis

M)~

p; (t) @; (x) (4.58)

u(e, ) =3 u (Mg (@) et puled) =

J Jj=0

ott (¢;); sont les fonctions P'-Lagrange associées au sommet ;.
Proposition 4.4.1 (Interprétation SUPG du schéma boite)
Le schéma-boite (4.35) est équivalent au probléme semi-discret : chercher
(un (1), pu(., 1) € Ply x P! tel que
(i) un(.,t) € P!y est solution de la formulation SUPG pour tout v, € P,

M uy(.,t) + d, Unz( )] 5 vn +dyong) + (cuns(,t) 5 vh +dpong) (4.59)
+ (guh,m(-at) ; Uh,,fr,) = ((Hof)(:t) i Un +dp Uh,,fr,)

(ii) La reconstruction locale de py (., 1) est

(G

Ph (.,7&)‘[(].71/2 = *671,]1@(.,75)‘[(].71/2 (460)
d
IS t) =t t) = 2 (0 (1) + din ()] (Do + T 172 )

ol xj_1/o désigne le milieu de la boite K;_1 /.
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Preuve :

Le schéma boite semi-discret (4.35) peut se réécrire sous la forme de la méthode d’éléments
finis mixte (Petrov-Galerkin) suivante : chercher (us(.,t), pu(.,1)) € P}y x P! tel que pour
tout (op, qn) € P° x P°, on ait

{ (%[Houh(.,t) +dyup (1)) 0n) + (cupp(,t) 5 Op)+Dne s On) = (F( 1) 5 n) (4.61)
(0 pn (1) = dyp pra(1) 5 @) + & (una( 1) 5 Ga) =0

(i) Soit vy, € P}y, choisissons G, = vj, € P? dans (4.61);. Ceci donne

(Hoph(.,t), Vnz) — (dp()Pho(s 1), vna) + € (Upa( ) 5 Vhy) =0 (4.62)

Or, (HOph(.,75))‘;(].71/2 = Pr( )k, e — Pha(o )R, T2 +, olt T;_1/2 est le milieu de
la cellule K;_ /5. En remplagant expression de II°pj(.,t) dans (4.62), on obtient apres
intégration par parties

—(pha(-,t), o) — Z (ph,m(-:t)\Kj,l/zxjfl/Q t, Oha) — (dpphw(-,t), Una)
Kj-1/2 (4.63)

+e (upa(st) 5 vhy) =0
Puisque pp (., t)vhe € P° le terme >, 1/2(ph,$(.,t)‘Kjfl/Qmj,l/Q .%,vh@) = 0. Dot on
i .
déduit que
_(ph,m(-; t)? Uh,) - (dpph,,,’li('a t); Uh,.’l?) + & (uh,fli('a t) ; Uh,.’l?) =0 (464)

L’équation (4.61); est vraie pour o, = I1°v, € P°, donc par propriété de I1°, on obtient

d
0 = (a[ﬂﬂuh(.,t) + dy ()] on) + (Cune(ot),vn) + (Pro( 1) 5 vn) — (IO (1), )
(4.65)
Ce qui donne, en sommant les égalités (4.64) et (4.65) :

d
0 = (%[Houh(.,t) +dyup ()] on) + (cune(t),vn) + & (upg(ot) 5 Vha) (4.66)

_(Hof('a t)v Uh) - (dﬁ ph,fn(-a t): Uhﬂ?)

Nous prenons maintenant v, = dj, vy, € PY dans (4.61), ce qui donne, & chaque instant ¢

d
(dp ph,m(-; t); Uh,m) - (Hﬂf(a t)a dp Uh,,fr,) - (E[HUU},‘(., t) + du uh,fr,(-; t)]a dp Uh,,m)
—(cupz(.t), dyvp (., 1)) (4.67)

En remplagant cette expression dans I’équation (4.66) on obtient la formulation (4.59).
(i) Le flux py, est donné sur chaque maille K; 1/, par la formule affine

ph('= t)\qu/z = (Hﬂph('a t))\qu/z + phﬂ?(': t)\qu/zxj*l/Q 2 (4'68)

ou x;j_y/p désigne le milieu de la boite K;_; /. Puisque u; € P! et p, € P! localement, le
terme I1° py (., 1) — dp pho(., t) +€ upa(., t) est un polynome constant, I'équation (4.61), donne
donc 1% py, (., 1) :

1’ ph('= t)\qu/z = _5uh,fﬂ('7 t)‘Kjfl/Q + Dpvjfl/Q phﬂ?(': t)\qu/z (4'69)
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De méme, I'écriture de pj,, € P° est déduite de I'équation (4.61),
0 d o
Pha(t) =T (1) — cupu(.,t) — pr (IT° up (., t) + dy upo(., 1)) (4.70)
|

4.5 Equation équivalente

Afin d’obtenir des conditions sur le coefficient de décentrement D,,, nous étudions main-
tenant 1’équation équivalente associée au schéma boite en u donné par (4.48). Nous étendons
'analyse par ’équation équivalente dans le cas de I’équation de convection de [12], au cas de
I’équation de convection-diffusion. Si A est un opérateur différentiel linéaire spatial d’ordre
maximal O(A) défini par

0(A)

Au = Z NG T (4.71)

a=1

I’équation équivalente du probleme d’évolution suivant

d
d—? — Au (4.72)
est I’équation formelle
du N
E = Au + Z h Ea+1 &H_l u (473)
a>0(A)

obtenue par un développement limité de Taylor du schéma, en remplacant les dérivées
partielles en temps par des dérivées partielles en espace, obtenues a partir de ’équation
équivalente elle-méme [33, 20].

Proposition 4.5.1 L’équation équivalente du schéma (4.48) est
Uy + Cly — gy = h By tigy + h? By tgey + b3 Equ™® + .. (4.74)

ou le coefficient de dissipation Fo et le coefficient de dispersion Es sont donnés respective-
ment par les formules

- 1 - - 1

avec D, = Dy 4 (9 — 1/2)\.

Le terme Ej5 s’écrit encore en fonction du nombre de Courant A et du nombre de Peclet Pe :

Eg—c%uv)bg—{Dﬁ(ﬁ%)ADp“ (4.76)
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L’équation équivalente donne quelques informations sur le coefficient de décentrement D,,.
Elle peut se réécrire :

u + cu, = (e 4 ch f)u) Upy + B2 Es tppy + h° Equ™ + .. (4.77)

Le coefficient ¢h D,, joue le role de diffusion artificielle du schéma. Si le nombre de Pe-
clet est assez petit, c’est-a-dire si le probleme de convection-diffusion (4.16) est suffisam-
ment diffusif, il n’est pas nécessaire de rajouter de la diffusion artificielle. Le coefficient D,
doit donc étre nul. En particulier, si ¢ = 0, on choisit D, = 0. Sur la base d’expériences
numériques pour 1’équation de convection pure, une valeur expérimentale de D, de I'ordre
de 0.1 donne des profils non oscillants dans la plupart des cas. Nous prendrons dans la suite

D,,=02= Sf;i‘;), ou Pey = 2.5 pour la convection pure. En nous basant sur cette remarque

et sur I'écriture (4.77), nous pouvons choisir de facon analogue une valeur de D, telle que :
£+4ch D, > chD, (4.78)

Or, D, = Dy + A0 — 5) et Do = Dyo+ M0 — 5), la formule (4.78) est équivalente &

1 €
D, > _ 4.79
sen(c) Du 2 55 - A )
Cest-a-dire () D, > 1( 1 1 ) (4.80)
sgn(c uZ 5\p.  pa. .
& 2 Peo Pe

D’autre part, nous cherchons un décentrement de la variable u colinéaire a la convection c,
c’est-a-dire tel que sgn(c) D, > 0. Une facon de choisir D, est de prendre

sgn(c) o 1 1

D, = 255 max(0, 5— — =-). (4.81)

Dans la suite, nous utiliserons cette formule pour D,. En particulier, pour un nombre de
Peclet Pe < 2.5, le coefficient D,, est nul. Notons que D, intervient en rajoutant de la diffu-
sion artificielle a I’équation de convection-diffusion. Si la quantité de diffusion donnée par pu
est suffisante, il est inutile de rajouter de la diffusion artificielle. Dans ce cas, le coefficient
de décentrement, D, est nul. Par contre, dans un régime plutot convectif, il est nécessaire
de rajouter de la diffusion artificielle pour éliminer les oscillations dispersives. En augmen-
tant la valeur du décentrement D,, on stabilise le schéma, puisqu’il devient plus diffusif.
En contrepartie, la solution calculée par le schéma boite est moins précise. En effet, on le
constate dans ’équation équivalente (4.74), le schéma n’est précis qu’a I'ordre 1 en espace
si Fy est non nul.

Le régime de 1’équation de convection-diffusion s’interprete par le biais du nombre de Peclet.
C’est donc aussi le nombre de Peclet qui intervient pour le calcul des valeurs de décentrement
D, et D,, données par les formules (4.81) et (4.27).

Remarques :
1- L’expression (4.75) est valable pour |A| = O(1) et Pe = O(1).
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2- Si Pe > O(3), alors le terme 75 [Du +(W—-3) A— Dp] donne un terme d’ordre h®,
a > 3 dans l'équation équivalente. On retrouve dans ce cas 1’équation équivalente de B.

Courbet pour I’équation de convection pure :

Uy + Ctiy = ¢ Dy h iy + ¢ [% (1 2% — Di] h gy + O(R?)
3- Le schéma boite proposé présente 'inconvénient de n’avoir qu'un parametre D, a opti-
miser, ¥ et D, étant supposés fixés par des contraintes de stabilité. On doit donc choisir D,
au mieux pour limiter les oscillations dispersives.

4- La formule (4.81) est linéaire et donne uniquement un schéma d’ordre 1 quand

Pe > Pej. Ceci pourrait étre amélioré par un réglage non linéaire de D, analogue a ceux
des limiteurs de pente pour la méthode volumes finis.

4.6 Analyse numérique de type différences finies

Nous allons étudier quelques propriétés (stabilité, consistance) du schéma boite (4.35)
associé au probleme de convection-diffusion homogene défini sur un maillage régulier de type
différences finies. Plus particulierement, nous nous intéressons aux propriétés de la formu-
lation en I'inconnue u du schéma boite (4.35), donnée par (4.48), par rapport a I’équation
de convection-diffusion (4.16). En fait, nous comparons la solution exacte de 'équation de
convection-diffusion (4.16) et la solution approchée u du schéma boite (4.35), donnée par
(4.48), le flux de diffusion p étant déduit de u par la formulation (4.49).

4.6.1 Stabilité

Nous allons étudier la stabilité du schéma (4.48) au sens de Von Neumann, sur un
maillage régulier de type différences finies. Le facteur d’amplification du schéma (4.48) est
donné par

q1(0) bo+ (b1 +b_1)cos® +i(by —b_1)sinb

= 0~ 0 e 0,27]. 1.82
"0 92(0)  ao+ (a1 +a 1)cost +i(a; —a y)sing’ € [0, 2 ( )

D’apres [20], nous avons les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité du schéma en
u, (4.48) données par 'étude du facteur d’amplification :

Proposition 4.6.1 (Stabilité)
Soit D, = (19 - %) A+ D,. Le schéma (4.48) est stable au sens de Von Neumann si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

- ~ 1
(i) DuyA4+u>0 et (i1) [Dyp A+ p {DUD,,—l—(ﬁ—i),u}ZO

En particulier, la condition v > % est une condition suffisante assurant la stabilité du schéma
(4.48) au sens de Von Neumann.
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Preuve :
Nous rappelons brievement la preuve de [20], déduite du résultat général de Rigal [41].

A savoir la condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma sup |g(0)] <1 est
0€el0,2x|

équivalente d’apres Rigal, [41] a
a+a_1 — b1 — b,1 S min [(a1 — a,1)2 — (bl — b,1)2 ] (a1 + a,1)2 — (bl + b,1)2] (483)

Or, nous avons les égalités suivantes :

ap—a_y =D, +9AX-D,

a1 +a_1 =5 —2D,(Dy + 9 X) — 20p
by —b_1=a; —a_,; — A

by +by=a1+a_ 1 +2D,A+2p

(4.84)

Dongc, la condition (4.83) est équivalente a

(DA + 1) < min (A (Dy — D,) 5 —2(DyA + ) (% 9D, Dy — 2( - %)M)) (4.85)

Ce qui donne les conditions (i) et (ii).

Le choix de D, donné par la formule (4.27) implique I’équivalence entre la condition (ii)
et la condition suivante

~ 1
Dqu+(19§>u>0

Nous choisissons D, et ¢ de méme signe. Nous obtenons la condition suffisante de stabilité
du schéma (4.48) : 9 > % En effet : si 9 > %, puique X et D, sont du signe de ¢, Dy, A > 0.
Or, p est toujours strictement positif, la condition (i) est donc vérifiée. De méme D, D, > 0.
Ce qui prouve (ii). |

Si le nombre de Peclet est inférieur a 1, c’est-a-dire si I'équation de convection-diffusion

est suffisament diffusive, D, est nul d’apres (4.27). Le schéma est donc stable si et seule-

ment si ¥ > % On retrouve en particulier, le résultat de stabilité du schéma boite pour

'équation de la chaleur (cf Chapitre 1). Dans la suite, le coefficient de décentrement en

temps 1 sera choisi ¥ > %, assurant la stabilité du schéma. Rappelons toutefois que la
stabilité du schéma n’exclut pas les oscillations observées pour I'équation de la chaleur, au
Chapitre 1. En effet, nous verrons au Paragraphe 4.7.2 que de telles oscillations peuvent

apparaitre. Nous en ferons l'interprétation au Paragraphe 4.7.3.

4.6.2 Consistance du schéma boite

Considérons le probleme de convection-diffusion homogene. Nous allons étudier la consis-
tance de la formulation en u (4.48), du schéma boite (4.35) par rapport au probléeme de
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convection-diffusion (4.16); c’est-a-dire 1’équivalence du schéma discret et du probleme
continu lorsque les pas de temps et d’espace tendent vers 0. Soit A = ”k le nombre de

Courant et pu = h2 Le nombre de Peclet qui mesure le rapport de la ('onve('tlon sur la
diffusion est Pe = ‘2‘ = ‘;‘:.

Proposition 4.6.2 (Consistance)
La formulation en u (4.48) du schéma boite (4.35) est consistante avec le probléeme (4.16)
a l'ordre 1 en espace et l'ordre 1 en temps si 19 # %, a l’ordre 2 en temps sinon.

Preuve :
Nous étudions la consistance du schéma (4.48) par rapport a u(z,t) en évaluant, ([42]) pour
tout £ € R la différence

%(ekqw . g(h,g)) (4.86)

oll q est le symbole de I'opérateur spatial continu —cu, + £t,,, donné par ¢(§) = —ci € —g &2
et g(h&) est le facteur d’amplification du schéma boite (4.48). On considére que h, & — 0
indépendemment, avec 'hypothese que A et p vérifient Ay < |A| < Ay et py < |p| < po. Le
pas de temps k est supposé donné en fonction du pas d’espace h par une fonction k = A(h®),
pour un certain «. Dans le cas d’un régime plutot convectif, on prend k = O(h) et dans le
cas d’'un régime de type diffusion dominante, & = O(h?). Le facteur d’amplification g du
schéma boite (4.48) est donné par (4.82), pour § = h¢ € [0, 27 :

o(0) = g1(0) _ bo (by +b_1) cosf + z.(bl —bq) 81‘110 (4.87)
g2(0)  ag+ (a1 +a_1)cosf +i(a; —a_q)sinf
Un développement limité en h de g(f), = h&, € fixé a l'ordre 4 est
(](0) = 1- ’LH((CLl — a,l) - (bl — bfl))
+92( (a1 +a 1) — (b +b 1)) +(as —a 1) (b — b 1) — (a1 — a,l)))
+Z0?< ((a1 — a_ 1) (bl — b,l))—(al — lel) (Cll + a,l)
+(a1 —a_4) 2 ( ar—a_q) — (b — [L]))-F(b] — 571)7((“4—2&71) + (by +b71)7(a172a71))

+A40" + O(0°)

(4.88)
ou Ay est égal a
Ay = %((51 +b1) — (a1 + a71)>+i (a1 +a_y) ((Ch +a-1) = (b1 + bq))
—3(ar —a1)* (a1 +a- 1)+;(b1+b 1)(ar —a_)? (4.89)
—5(ar —a_1)(by —b_y) + $(a) —a_y)?

b —b )@ —a (e +a)+ (@ —a 1) — (b —b 1) (a1 —a )

Pour la commodité du calcul, on conserve les notations avec le parametre § = £h, h — 0.

De plus, 9, A\, u et Pe = % sont fixés. D’autre part, nous avons les égalités suivantes :

ap—a_y =D, +9AX-D,

a1 +a_1 =5 — 2D, (Dy + 9 X) — 20p
by —b_1=a; —a_,; — A

by +by =a1+a_; +2D,\+2p

(4.90)
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En remplacant ces valeurs dans I’équation (4.88), on obtient

gB) = 1o\ (u 4+ (D, + m))

(4.91)
+¢93(—% FAN(Dy A+ IN? + i (D + 20\ — Dp)>+A404 + O(0°)
D’autre part, on a

b1 = 1 — k(ci€ +e£?) + '“2—2(015 +e&%)? + O(k?) (4.92)

On garde h et k distincts pour le moment. Le terme €9 — g(h€) est donné par :

b1 — g(hg) = 1 — k(ci€ +2€2) + '“2—2(015 +e£%)? + O(k?)
1 4 ifhA + £21?2 (u+ A(Dy + 9 )

( ) (4.93)

i€ (=& + A (Dy + 9N + p (Dy + 200 = D))
—ALEN R -

En remplagant les valeurs de A et u, I'équation (4.93) est encore égale a :
MO — g(he) = B(E (0 —3) +€'5 i ce (1 20))—ig* B K + O(K?)

+kh(€2 ¢ Dy —i€* (Dy — Dy) 5)
HiE* 12 ke (35 = D) = 28 ¢ Dy Oh k2

. VIET
(4.94)
Le coefficient A, est donné par :
A0t = e ARt =k |9e? k€Y + 3k*9%ec? € + eh?(—¢ + D, Dy, + (D, — D,)?) & (495
.95

+2 b 9=e(2D, — Dy) €'+ O(||(h, K)|I)]

ou on définit O(||(h,k)||) = O(||h]]) + O(]|k||). Apres simplification, %(e’“’(ﬁ) - g(hf)) est

donné par
%(e’“’(ﬁ) - g(hf)) = k[§2 AW —3)+i&ce(1—20)+ e (5 — 19)}
s (ig?’ A9 432 54)
+h(eDy& — i€ (D - Dy) <)

(4.96)
+h2(i€¥c (& — D2) — £ €'~} + D, Dy + (D, — D)%)
—h k(2i£3 @Dy 9+ 229 € (2D, — Dp)>
+O([[(h, K)|1*)
C’est-a-dire
L0 g(he)) = 0 ) Ok) + O(K) + O(||(h. h k)] (4.97)
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Le schéma boite (4.48) est donc d’ordre 1 en temps si 9 # %, d’ordre 2 en temps sinon
et toujours d’ordre 1 en espace. Si le nombre de Peclet est inferieur a 1, les coefficients de
décentrement D, et D, sont nuls dans I’équation (4.96). Dans ce cas, le schéma est consis-
tant a 'ordre 2 en espace. On retrouve également les résultats de consistance obtenus pour
I'équation de la chaleur (Chapitre 1) si ¢ = 0. |

Par application du théoreme de Lax-Richtmyer, [42], on obtient

Théoréme 4.6.1 Le schéma boite en u donné par (4.48) est consistant avec le probléeme
(4.16) et stable sous les conditions de la Proposition 4.6.1, il est donc convergent sous ces
conditions. C’est-a-dire :
(-, ) — up(-, 1) L < ).
orgtag)gr u(-,t) — up(-, 1)l L2y < C(T) h
Exemples numériques :
Nous cherchons a illustrer l'effet des coefficients de décentrement D, et D, sur la solution

u du schéma boite (4.35) grace a quelques tests numériques. On suppose que les coefficients
de décentrement D, et D, sont donnés par les formules (4.81) et (4.27) :

sgn(c) 1 1
D, = 0, —
2 max( Pey Pe
sgn(c) 1
Dy 1y = 1
pi—1/2 max(0, Pe, 11

On considere le probleme de convection-diffusion

U+ Uy — Uy, =0, x €]0,2[,t >0
u(z,0) = ug(x), = €]l0,2] (4.98)
w(0,t) =1, u(2,t) =0

de solution intiale de type créneau

(4.99)

wolz) = 1si0<z<05
N7 ) 0si05<2<2.

Le segment [0, 2] est maillé par 101 points, le pas d’espace est h = 2.1072. On choisit un pas
de temps constant pour tous les tests & = 0.3h = 6.1073, le parametre ¥ de I'intégration en
temps est ) = %

Test 1 : action de D, : On considere le cas ot le coefficient de diffusion est ¢ = 4.4.10%,
ce qui donne A = 0.3, © = 0.066 et un nombre de Peclet Pe = 2.2727. Les coefficients de
décentrement prennent les valeurs D, = 0.28, D, = 0. La solution discrete u du schéma
boite (4.48) est représentée sur la Figure 4.3. La Figure 4.2 représente la solution discrete
du schéma boite (4.48) dans le cas ou le coefficient de décentrement D, est choisi D, = 0
sans utiliser la formule (4.27). Quelques oscillations apparaissent alors, au niveau du front
initial. Elles n’apparaissaient pas pour un choix du décentrement D, donné par la formule
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(4.27). Ceci prouve, que le décentrement D, est indispensable méme en phase transitoire.

Test 2 : action de D, : On considere la cas ol le coefficient de diffusion est ¢ = h? = 4.104,
ce qui donne A = 0.3, u = 6.1073 et un nombre de Peclet Pe = 25. Les coefficients de
décentrement prennent les valeurs D, = 0.48, D, = 0.18. La solution discrete u du schéma
boite (4.48) est représentée sur la Figure 4.5. La Figure 4.4 représente la solution discrete
du schéma boite (4.48) dans le cas ou le coefficient de décentrement D, est gardé tel quel
et le coefficient de décentrement D, est choisi D, = 0, sans utiliser la formule (4.81). Alors
d’importantes oscillations dispersives apparaissent au niveau du front, ce qui n’est pas le
cas si le coefficient de décentrement D, est non nul. Le coefficient de décentrement D, per-
met d’éliminer les oscillations dispersives du schéma. L.a solution obtenue est moins précise
(seulement d’ordre 1), mais ne présente plus d’oscillations.
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15

T
— ucalculee
— uexacte

F1G. 4.2 — Test 1 : Aucun décentrement :

D, =0

T
— ucalculee
— uexacte

F1G. 4.4 — Test 2 : Aucun décentrement :
D, = 0. On observe des oscillations dis-

persives.
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T
— ucalculee
— uexacte

F1G. 4.3 — Test 1 : Décentrement D, =
0.28 donné par (4.27)

T
— ucalculee
— uexacte

0.2 04

Fiac. 4.5

0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Test 2 : Décentrement D, =

0.18 donné par (4.81). Le schéma est
d’ordre 1. On observe la diffusion artifi-

cielle.



4.7 Comportement numérique du schéma sur le créneau

4.7.1 Introduction

Nous étudions la solution du schéma boite selon les différents régimes de convection-
diffusion du schéma. En premier lieu, nous étudions le cas ot le nombre de Courant \ est
A= O(1) et ensuite A = O(h). Ceci a pour conséquence de fixer le pas de temps k en fonc-
tion du pas d’espace h. Nous distinguons plusieurs cas selon I'ordre du nombre de Peclet Pe
par rapport au pas d’espace h.

Nous considérons quelques cas représentatifs des différents régimes classiques de I'équation
(4.16), c’est-a-dire :

e convection dominante si Pe = O(3)

e convection-diffusion si Pe = O(1)

e diffusion dominante si Pe = O(h)

ou Pe est le nombre de Peclet par maille. Il peut étre choisi distinct par maille, puisque les
coefficients ¢ et € sont donnés dans chaque maille. Pour simplifier, nous considérons le cas
ou le coefficient de convection ¢ est ¢ = 1. Le choix du pas de temps k se fait en fonction
du pas d’espace h, selon les valeurs prises par le nombre de Courant A = % Puisque nous
étudions I’équation de convection-diffusion instationnaire, nous nous intéressons a la partie
instationnaire du probleme, c’est-a-dire a de petits pas de temps. Nous nous restreignons
donc dans cette étude a des nombres de Courant en O(1) ou O(h).

N[ Pe| O o) o)
e~ h pe~ 1 e
O(1) | e~ h? e~h en~1
p~ bt e~ h p~l
O(h) g~ h? e~h e~ 1
k~h? | k~h? | ko~ R?

TAB. 4.1 Tableau récapitulatif des différents couplages possibles
entre le nombre de Courant et le nombre de Peclet.

4.7.2 Tests numériques

Nous calculons la solution du schéma boite (4.35) associé a ’équation de convection

diffusion suivante
Up + Uy — Uy, =0, x €]0,2[,t >0

u(z,0) = ug(x), = €]l0,2] (4.100)
uw(0,t) =1, u(2,t) =0, t>0
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de solution initiale

ug(x)—{ 1si0<z<05 (4.101)

0si0b<z<?2.

Le segment [0, 2] est maillé par 100 boites de méme longueur A = 0.02. On observe la so-
lution calculée au bout du temps T" = 1 selon les différents régimes du nombre de Courant .

1. Tests pour A = O(1)

Nous nous placons dans le cas ol le nombre de Courant A est d’ordre 1, c’est-a-dire que
le pas d’espace k est du méme ordre que le pas d’espace h. Le coefficient ¢ d’intégration
en temps est choisi égal a 1/2 (Crank-Nicolson). Nous distinguons selon 1'ordre du nombre
de Peclet Pe, I'allure de la solution discréte u du schéma boite (4.35). Si des oscillations
apparaissent, on observe numériquement les conséquences que peuvent avoir l’augmentation
artificielle de la valeur de ¥ ou I'augmentation de décentrement D, sur la solution calculée.
e Casl1ll:Pe=0(3), A\ =0(1):

L’équation est a convection dominante. Puisque le nombre de Peclet est tres grand, les coef-
ficients de décentrement D,, et D, sont donnés par les formules (4.81) et (4.27) et sont donc
non nuls, . La solution calculée u est représentée sur la Figure 4.6 au bout du temps 7' =1

(c’est-a-dire 50 itérations), pour les parametres k = h, ¥ = 0.5, & = h%. On observe trés
nettemment U'effet de D, sur la solution du schéma. Le schéma boite obtenu est tres diffusif,
la solution obtenue est peu précise. En effet : le créneau est amorti par la diffusion artifi-
cielle provenant de D, dans I’équation équivalente. Pour éviter les oscillations dispersives du
schéma, on augmente fortement la diffusion du schéma, mais on obtient une solution moins
précise. Il faudrait avoir recours ici a une variante de schéma boite de plus haute précision,
utilisant en particulier un réglage non linéaire de la diffusion artificielle (coefficient D,),
dans le méme esprit que celui des limiteurs de pente dans les méthodes de volumes finis.
Nous n’avons pas étudié une telle variante dans ce travail.

e Cas1l2:Pe=0(1), A=0(1):

On distingue trois cas selon les valeurs du nombre de Peclet, pour lesquels les coefficients
de décentrement sont soit simultanément nuls, soit D, est non nul et D, est nul, soit simul-
tanément non nuls. Le pas d’espace k est choisi égal au pas d’espace h pour ces trois sous-cas.

ee Cas 1.2.1:Pe<1:

Le nombre ce Peclet est inférieur a 1, les formules (4.27) et (4.81) impliquent que D, = 0
et D, = 0. On conserve les données précédentes : ¥ = 0.5, h = 0.02, & = h. On choisit
maintenant € = h. Donc le nombre de Peclet prend la valeur Pe = 0.5. La solution discrete
u du schéma boite (4.35) est représentée sur la Figure 4.7. On constate "apparition d’oscil-
lations au niveau du front de la solution initiale au point z = 0.5. Ces oscillations sont de
meéme nature que celles observées au Chapitre 1 pour le schéma boite associé a I’'équation
de la chaleur. L’interprétation de ces oscillations provient du mode oscillant qui sera mis
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T T
— ucalculee
— uexacte

05F

05 L L L L L L I I I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Fic. 4.6 — Cas 1.1 : X
T =1,D, = 0.18,9 = 0.5.

Il
—_
o)
)

Il
B
I3

en évidence au Lemme 4.7.1. Les Figures 4.8 et 4.9 représentent la solution v du schéma
(4.35), dans lequel on augmente de fagon artificielle la valeur de ¥ ou de D,. On constate,
que 'augmentation (méme faible) de ) atténue les oscillations, alors qu'une augmentation
de D, ou de D, est sans conséquence sur les oscillations de la solution.

15

T
15 T T T T T T T T — ucalculee
— u calculee — - uexacte
—uexacte

-05

-05
0

Fig. 4.8 Cas 1.2.1 : A =1, Pe = 0.5,
T = 1, augmentation de 9 = 0.505, D,, =
0.

FiGc. 4.7 Cas 1.2.1 : A = 1, Pe = 0.5,
T=1,D,=0,9=0.5.

ee Cas 1.2.2 : 1 < Pe < Pey(=2.5) :

Dans ce test, nous considérons les cas ou le nombre de Peclet prend des valeurs comprises
entre 1 et 2.5, ce qui a pour conséquence de ne plus annuler le coefficient de décentrement
D,. Pour les données ¥ = 0.5, h = 0.02, K = h et £ = 0.006 = 0.3, le nombre de Peclet
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15 T

T
— ucalculee
— uexacte

05F

0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

-05

Fic. 49 - Cas 1.2.1 : A = 1, Pe = 0.5,
T = 1, augmentation de D, = 0.1, J =
0.5,

est Pe = 5/3, donc D, = 0.2 par la formule (4.27) et D, reste nul. La solution u du schéma
boite (4.35) est représentée sur la Figure 4.10. Cette fois encore les oscillations apparaissent
au niveau du front de la solution initiale et sont convectées par I’équation. Une augmenta-
tion du coefficient ¥ ou du coefficient de décentrement D, atténuent les oscillations (Figures
4.11 et 4.12). Notons que pour des valeurs de A < 1, les oscillations apparaissent apres le
front initial et sont convectées par 1’équation. Dans ce cas, 'augmentation de D, élimine

instantanément les oscillations.

15

T
15 T — u calculee
— u calculee — - uexacte
— uexacte

05 L L I

-05 L L I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Fic. 411 — Cas 1.2.2 : A =1, Pe = 5/3,
T = 1, augmentation de ¥ = 0.505, D, =
0

Fig. 410 Cas 1.22: A =1, Pe = 5/3,
T=1D,=0, =05
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T T T T T T T T T
— uccalculee 15 T
— - uexacte — ucalculee

— uexacte

05 | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 05
0

Fi1G. 412 - Cas 1.2.2 : A = 1, Pe = 5/3, Fic. 4.13 Cas 123 : A =1 Pe = 3
T =1, augmentation de D, = 0.1, ¢ = T=1,90=05 D, =0033, D, 7: 0.333 7
0.5. ’ T o o

ee Cas 1.2.3 : Pe > 2.5 :

Nous considérons le cas ou le nombre de Peclet est supérieur a 2.5. Alors, les coefficients
de décentrement D, et D, sont non nuls. Soient les données ¥ = 0.5, ¢ = k/6, k = h,
h = 0.02, le nombre de Peclet est Pe = 3. Les coefficients de décentrement prennent les
valeurs D, = 0.3333, D, = 0.0333. La solution discrete du schéma est représentée sur la
Figure 4.13 au bout de 50 itérations. Quelques oscillations apparaissent au niveau du front
initial. Elles disparaissent assez rapidement (totalement au bout de 40 iterations).

¢ Cas1.3:Pe=0(h), N=0(1)

Le nombre de Peclet est inférieur a 1. Le régime d’équation est plutot diffusif du type d’'une
équation de la chaleur. On observe les résultats donnés par le schéma boite pour k = O(h)
(A = O(1)) et non pas k = O(h?). Le pas de temps est sélectionné en fonction du nombre
de Courant A et non pas en fonction du parametre p qui semblerait plus approprié. Les co-
efficients de décentrement D, et D, sont donc nuls d’apres les formules (4.27) et (4.81). On
consideére les données ¢ = 1, 9 = 0.5, h = 0.02, k = h. Le nombre de Peclet est Pe = 102,
La solution u du probleme (4.35) est représentée sur la Figure 4.14. Une forte oscillation
apparait au niveau du front de la solution initiale au point d’abscisse z = 0.5 et n’est pas
amortie. C’est un phénomene qui semble typique des schémas boite ; il entretient les oscil-
lations au démarrage. L’augmentation de ¢ atténue ce phénomene (Figure 4.15), comme on
I’a déja vu pour I’équation de la chaleur au Chapitre 1. L’augmentation de D, est sans effet
(Figure 4.16). On constate qu'une augmentation plus forte de D, a la valeur 1 n’améliore
pas le résultat. Noter cependant une augmentation simultanée de D,, et D, élimine ces os-

cillations.
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15

T
— u calculee
— - uexacte

T
— u calculee
— - uexacte

0.5r
051

ol
ol
R T T RV T ST o2 04 06 o8 1 12 14 16 18 2
Fic. 414 — Cas 1.3 : A = 1. Pe = 10-2 F1G. 4.15 — Cas 1.3 : A =1, Pe = 102,
T _'1 D —0 19 _ 0'5 T ’ T = 1, augmentation de 9 = 0.505, D, =

- b u k) - bt
0.

15 T

— ucalculee
— uexacte

-05 I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14

F1c. 416 Cas13: X =1, Pe = 1072,
T = 1, augmentation de D, = 0.1, J =

0.5.
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2. Tests pour A = O(h)

Nous nous intéressons maintenant au cas ou A est d’ordre h. Le pas de temps k est donc en
O(h?); c’est-a-dire caractéristique d’une éqaution de diffusion. Comme précédemment, on
considere différentes valeurs du nombre de Peclet.

e Cas21:Pe=0(3), A=0(h) :

Nous sommes dans un régime d’équation de type convectif, pour lequel le pas de temps
est choisi en fonction de I'échelle de temps de la diffusion. Dans ce cas, les coefficients de
décentrement D, et D, sont non nuls. Pour ¢ = A% 9 = 0.5, h = 0.02, k = h? = 4.107%,
le nombre de Peclet est Pe = 25. D’apres les formules (4.81) et (4.27) les parametres de
décentrement sont non nuls : D, = 0.18, D, = 0.48. On représente la solution du probleme
approché (4.35) au temps intermédiaire T = 0.1 (250 itérations en temps) sur la Figure
4.17 et au temps final 7' =1 (2500 itérations) sur la Figure 4.18. Les oscillations présentent
lors du choc s’atténuent rapidement. On obtient un profil comparable a celui obtenu pour
A=0(1) et Pe = O(3) (Cas 1.2).

15

T T
— u calculee
— - uexacte

T T
— u calculee
— - uexacte

0.5r

I I I I I I I I I | I I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 "o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Fig. 4.17 Cas 2.1 : A = h, Pe = 25, Fig. 4.18 Cas 2.1 : A\ = h, Pe = 25,
T=0.1 T=1

e Cas22:Pe=0(1), A=0(h) :

On reprend les tests effectués au Cas 1.2. La solution discrete u du schéma est représentée sur
les Figures 4.19, 4.20 et 4.21, pour des nombres de Peclet respectivement égaux a Pe = 0.5,
Pe = 5/3 et Pe = 3. Contrairement au Cas 1.2, le pas de temps est assez petit pour prendre
en compte le front de la solution initiale. Les oscillations sont de plus faible amplitude que
dans les cas 1.2.1 et 1.2.2.
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T T T T T T T T T T T
— uccalculee — uccalculee
— - uexacte — - uexacte

05 L L L L L L L L L ~05 L L I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Fia. 4.19 — Cas 2.2.1 : A = h, Pe = 0.5, Fi1G. 4.20 — Cas 2.2.2 : A = h, Pe = 5/3,
T=1,D, =09 =05 ¢=h =002 T =1, D, =0,9 = 05, ¢ — 6103,
D, =0 D, =02

15 T
— ucalculee
— uexacte

05F

-05 L L L L L L I I I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Fic. 421 Cas 2.23 : A = h, Pe = 3,

T =1, D, = 0.0033, 9 = 0.5, ¢ = h/6,
D, = 0.3333

e Cas 2.3:Pe=0(h)

Puisque le nombre de Peclet est de 'ordre du pas d’espace, nous sommes dans un régime de
type diffusif simulé avec un pas de temps convenable pour la diffusion (k = O(h?)). Donc, les
coefficients de décentrement sont nuls. Pour des valeurs du coefficient de diffusion ¢ = 1 et
des parametres ¥ = 0.5, h = 0.02, k = h?> = 4.10~*, le nombre de Peclet est Pe = 1072. On
représente la solution du schéma boite (4.35) au temps intermédiaire 7= 0.1 (sur la Figure
4.22) qui correspond a 250 itérations en temps et au temps final 7' =1 (sur la Figure 4.25),
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pour 2500 itérations. Des oscillations apparaissent au niveau du front initial et s’atténuent
lentement. L’augmentation de la valeur de ¢ accélere ce phénomene (Figure 4.23). Dans le
premier cas les oscillations autour de x = 0.5 subsistent assez longtemps. Elles s’atténuent
au bout de 250 itérations si # = 0.505 et au bout de 500 itérations si D, = 0.1. En dimi-
nuant le pas de temps, la solution calculée u présente moins d’oscillations et converge vers la
solution exacte. Nous constatons que la diminution du pas de temps contribue a I’étalement
des oscillations. Ce phénomene s’explique probablement par 1’augmentation du coefficient
Es5 de I'équation équivalente (4.74) ; c’est-a-dire de la dispersion du schéma.

15 T
— u calculee — - uexacte
— uexacte

05 . . . . . . | | |
05 . . . . . | | | | 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
"o

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

F1G. 4.23 Cas 2.3 : A= h, Pe = 1072,
T = 0.1, augmentation de 9 = 0.505,
D,=0

FI1G. 4.22 Cas 2.3 : A= h, Pe = 1072,
T=01,D,=0,9=0.5

T
— u calculee 15 T
— - uexacte — u calculee
— - uexacte

0.5r

~05 I I I I I I I I
0

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 05 . . . . . . . . I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2
_ C) — — 102
e de Cas2d:A=hbe =107 pig. 425 Cas23: A= h Pe =107,
. 5* .1, augmentation de D, = 0.1, v = T=1,D,=09=05
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On remarque donc que dans certains cas, un mode oscillant vient parasiter la solution du
schéma boite. Toutefois, une augmentation de 9 permet toujours de réduire le phénomene
d’oscillation jusqu’a I’éliminer complétement. A noter qu’'une augmentation artificielle du
coefficient de décentrement D, lorsqu’il est nul a une action similaire a celle de 99, si le co-
efficient de décentrement D, est non nul. Nous allons maintenant interpréter ce phénomene
par I'étude du facteur d’amplification ¢ de la formulation en u du schéma boite (4.35).

4.7.3 Interprétation

Dans cette partie, nous allons donner une expliquation des oscillations produites par le
schéma a ’aide d’une étude du facteur d’amplification du schéma boite. Le facteur d’ampli-
fication est donné par la formule (4.82) :

qi(0)  bo+ (by 4 b_y) cosf 4 i (by —b_y)sind

9(0) = g2(0)  ag+ (a1 +a 1) cos@+i(a; —a 1)sinf’ #€0,2n]
sa valeur en 7 est bo— (by + b_1)
g(m) = o= (all n a:) (4.102)
Lemme 4.7.1
g(m)=—1 si et seulement si < D,D,=0 et 20-1=0 ) (4.103)

Preuve du Lemme 4.7.1 :
Par définition de g et en utilisant les formules (4.52), on a

g(’ﬂ')zfl e b0+g/0*(b1+b,1+(]/]+0,,]):0 (4104)
<~ 2D,D,—pu(l1-29)=0 '
Or, D, et D, sont du signe de ¢, leur produit est donc positif. D’autre part, ¥ € 5. 1], donc

1— 29 < 0. Ainsi, QDPDU >0et —p(l—29) >0, puisque g > 0. Ceci prouve le résultat. B

En particulier si la solution u calculée par le schéma boite présente a un instant donné
une oscillation, celle-ci est automatiquement amplifiée par un facteur +1 ou —1 a chaque
pas de temps suivant. Ce qui donne naissance a un mode oscillant qui parasite la solution.
Ce lemme explique en particulier certains phénomenes oscillatoires, tels que ceux mis en
évidence au Cas 1.2 (A = O(1), Pe = O(1)). En effet :

e pour le Cas 1.2.1, Pe < 1 donne D, = D, = 0 et si ¥ = 3, alors g(r) = —1. La Figure
4.7 représente le mode oscillant lié au créneau initial. Seule une augmentation de 1) permet
d’avoir g(m) # —1, comme cela est constaté sur les Figures 4.8 et 4.9.

e de méme pour le Cas 1.2.2, 1 < Pe < Pey donne D, # 0 et D, = 0. S5i ¥ = %, alors
g(f) = —1. On constate effectivement sur la Figure 4.10, I’apparition d’un mode oscillant.
En augmentant ¢ ou D,, on obtient g(m) # —1 (voir les Figures 4.11 et 4.12).
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e enfin pour le Cas 1.2.3, Pe > Pey donne D, # 0 et D, # 0, donc g(m) # —1. On constate
effectivement 1'abscence d’oscillations dans ce cas (Figure 4.13).

D’autre part, si le coefficient de décentrement D, calculé par la formule (4.81), est non nul,
alors le décentrement D), est également non nul par la formule (4.27). Dans ce cas, D, D, est
non nul qui implique que g(w) # —1. On constate effectivement que pour les cas Pe > Pey,
aucun mode oscillant n’apparait.

Dans tous les cas, pour une valeur du parametre 9 > %, on a g(m) # —1, donc 'augmentation
de 9 permet d’éliminer certains phénomenes oscillatoires.

4.7.4 Un cas test pour une équation de convection-diffusion a fort
contraste de coefficient de diffusion

Nous considérons le probleme, [20],

ug + Uy — (E(x)ug)y =0
u(z,0) = uo(z), = €0, 1] (4.105)
w(0,t)=1, wu(l,t)=

107 0<x<0.15
1 015<2<0.25
ot le coefficient de diffusion est donné par e(z) = ¢ 107* 0.25 <z < 0.35
107" 0.35 <z <045
1 04d5<zx<1

DL I1siz=0
La solution initiale est uy(z) = :
0 sinon
Le schéma calcule simultanément u et le flux p = —(e(x)u,) par la résolution du systeme

(4.48) et la reconstruction (4.49). Le pas de temps est choisi automatiquement par
k
max(hj_1/2)

et Dy ;1o sont donnés dans chaque boite par les formules (4.27), (4.81). Les Figures 4.26

= 0.5. On calcule la solution pour 100 cellules, ¥ = 0.5. Les parametres D, ;_1/o

a 4.31 représentent les fonctions u(z), p(r) = —cu, au temps T1 = 0.084, T2 = 0.175,
T3 =0.238, T4 = 0.35, Th = 0.525, T6 = 1.519. u est représentée par des cercles et le flux
p en trait continu. Le pas d’espace varie dans chaque boite K;_;/,. Le nombre CFL local
Aj_1/2 est représenté sur la Figure 4.32. Le coefficient local p1;_; /5 est représenté sur la Figure
4.33. On peut noter un bon comportement du schéma, qui passe dans tous les régimes du
nombre de Peclet. Le saut du coefficient de diffusion £(z) ne géne pas.
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temps=0.084458 u: 0000 p=-kdiffu; ———

temps=0.17916 u: 0000 p=—kdiffu;: ——-

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
160wy, 4 GBI, 1
o
o
08 4 08 4
o
061 1 1
o
0.4 4 4
o
02 1 1
o
o
0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 4.26 100 points, T}

temps=0.24004 u: 0000 p=-kdiffy,; -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fia. 4.28 — 100 points, T3

temps=0.52561 u: 0000 p=-kdiffy: -

F1Gc. 4.30 100 points, T}

4.8 Convection diffusion 2d

4.8.1 Introduction

F1G. 4.27 100 points, Ty

temps=0.35353 u: 0000 p=-kdiffy -

Fia. 4.29 — 100 points, Ty

temps=1.5193 u: 0000 p=-kdiffu,; -~

F1Gc. 4.31 100 points, Tg

Apres avoir étudié une version “boite” du probleme de convection-diffusion instation-
naire en dimension 1, nous proposons une méthode simple permettant de généraliser ce
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0.8 T T T T T T T T T 120

0.6 1 80

0.5 1 60 -

0.4 . . s . . g 4 40l

03 bl 20

02 ; i i i i i i i i o i ; | ; | ; | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1a. 4.32 — Représentation de A pour ce test F1aG. 4.33 — Représentation de p pour ce test

schéma en dimension 2, sur des maillages rectangulaires, notamment concernant le choix
des valeurs de décentrement pour les variables de vitesse u et de pression p introduites en
dimension 1. Nous nous intéressons aux techniques de splitting, plus particulierement a la
méthode ADI (Alternating Direction Implicit) introduite par Peaceman et Rachford en 1955
[37]. En effet cette technique permet de passer de schémas 1d a leurs généralisation en 2d
assez rapidement. En particulier, la méthode ADI présente 'avantage de pouvoir réaliser
des tests numériques basés sur les réglages des parametres de décentrement en dimension
1. Elle ne nécessite pas une étude approfondie de type analyse numérique du schéma boite
2d pour le choix des décentrements bidimensionnels qui semble plus compliquée. Dans ce
paragraphe, nous rappelons la méthode ADI pour I’équation de la chaleur, telle qu’elle est
introduite dans [42]. Ensuite, nous adaptons cette méthode pour I’étude de I’équation de
convection-diffusion. Puis, nous réalisons I’analyse numérique du schéma boite ADI ainsi
obtenu. Nous concluons ce Chapitre par quelques tests numériques.

Considérons un domaine rectangulaire () de frontiere I' = 0 = I'p U ['y, réguliere et le
probleme de convection-diffusion :

up + ¢.Vu — div(eVu) = f(z,y,t), e >0, (x,y)€Q, t>0

u(2,.0) = un (2,9). (v,9) € & (4.106)
Ur =g, (xay)EFD ’
Vu-v=gn, (z,y) € 'y

de forme mixte :

u +ceVu+divp = f(z,y,t), (z,y)€Q, t>0

p=—cVu, (x,y) €Q, >0
u(x,y,0) =ug (z,y), (z,y) € Q (4.107)
ur =g, (z,y) €'p
Vu-v=gn, (z,y) €'y

ol v désigne le vecteur unitaire normal a la frontiere du domaine orienté vers 'extérieur.
Nous supposons dans la suite la donnée au bord de type Dirichlet sur toute la frontiere I'.
Rappelons que
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Lemme 4.8.1 Ce probléme admet une unique solution dans Cy ([0, T[; L?(2)) NC>®(22x]0, T')
pour f donnée dans CY([0,T[; L*(Q)).

4.8.2 La méthode ADI pour I’équation de la chaleur

Dans cette partie, nous rappelons le principe de la méthode ADI décrit dans Strikwerda
[42], dans le cas de I’équation de la chaleur. Considérons ’équation :

Up = Eqlgy + E9llyy, 1,62 >0 (4.108)
Soient A; et A, les opérateurs linéaires définis par

Aju = g1y,

Agu = 91y, (4.109)
La méthode ADI permet de résoudre le probleme
up = Ayu + Asu (4.110)

a l'aide des deux probléemes monodimensionnels u; = Aju et u; = Asu. En discrétisant
I'équation (4.110) par la méthode de Crank-Nicholson, on obtient l'identité

un+] —u" 1 n+1 n 1 n+1 n 2
- = i(A]U + Aju") + §(A271, + Ayu™) + O(k?) (4.111)
Ou encore, si I désigne 'opérateur identité

En rajoutant de part et d’autre de I’égalité (4.112) le terme %AlAgu"“, puis en factorisant,
nous obtenons :
k k n+1 k k n k2 n+1 n 3
(I — 514])([ — 5142)71, = (I"‘ 514])([ + 5142)71, + ZA]AQ(U, — U ) + O(k ) (4113)

D’autre part, "' = u™ + O(k), donc Dexpression (4.113) se réécrit :

k k k k
([ - 514])([ — §A2)7Ln+] = ([ + 514])([ + 5142)71,” + O(k3) (4114)

La solution exacte u(-,#) du probleme (4.108) vérifie I’équation (4.114). On considere main-
tenant le probleme approché :

(I — 514])([ — §A2)Un+] = (I"‘ 514])(["‘ 5142)71," (4115)

que 'on discrétise en espace en approchant les opérateurs continus A; et A, par les opérateurs

discrets A;j, et Ay . On obtient le schéma :

k k k k
(I — §A],h)([ — EAQ’I—L)’U/”+] — (I+ §A17h)(l+ EAQJL)U” (4116)
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La discrétisation classique du laplacien donne, dans le cas de I'équation de la chaleur, des
matrices de tridiagonales A, ;, et Ay telles que :

Uit1,y — 2 U5 + Uiz1,j
hQ

Uit — 2Uig + Ui
h?

Avpuig = e

AQ,h, Ui j = €2

L’algorithme de Thomas permet alors de résoudre le systeme tridiagonal rapidement. Pour
résoudre (4.116), Peaceman et Rachford proposent I'algorithme suivant [37, 25, 24] :

{ (I —EA)amt' 2 = (I+5A,,)u (4.117)

( o §A2’h)un+1 — ([_|_ gALh),an+l/2

L’algorithme (4.117) est appelé la méthode ADI (Alternating Direction Implicit). On alterne
la résolution du probleme entre une passe selon la direction (Ozx) et une passe selon la
direction (Oy). Dans un premier temps, on calcule de facon implicite @"*'/2 en fonction de

n+1 n+1/2

u”™, ensuite on calcule u en fonction de la variable auxilliaire u . Dans chaque passe,

on utilise uniquement le schéma 1d correspondant a l'opérateur spatial A;, i = 1, 2.
Lemme 4.8.2 Cette méthode est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann.

Preuve :
Ce résultat se démontre par le calcul du facteur d’amplification du schéma [42]. En rem-
plagant uj,, par g" el eimé e, 77,7;1/2 par § g" e’ ¢™? on obtient

(1 — 2 p1y sin? %)
2

4.118
(1 —2p sin? %) g ( )

(14+2p sin“3)g
(14+2pysin“2)g

20
2
20
2

Ce qui donne
(1 —2p sin® %) (1 —2p, sin? )

0,6) = 2 . 4.119
9(0.9) (1424 sin® ) (1+2py sin®2) ( )

Puisque g1, o > 0, on a sup |g(6, ¢)| < 1. Ce qui donne le résultat. [ |
€7¢

4.8.3 La méthode ADI pour le probleme de convection-diffusion

On généralise la méthode ADI pour le probleme de convection-diffusion de terme source f
non nul. Soit ’équation de convection-diffusion linéaire de terme source f € C([0, T[; L*(Q2)) :

u+ ¢ Vu—eAu= f(z,y,t) (4.120)

Soient A; et Ay sont les opérateurs spatiaux définis par

Aju = —ciuy + 1y ,

4.121
Agu = —cotty + E9Uyy ( )
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I'équation (4.120) se réécrit sous la forme
— Ay — Au = f(xa Y, t) (4122)

Discrétisons en temps 1'équation (4.120) a 'aide d’un ¥-schéma pour des valeurs ¢ variant
entre 0 et 1. Si w est la  solution exacte de  (4.120)  dans
C°([0, +oc[; L2(2)) N C>°(]0, 0c[x ),

= O[(Ayu)" T+ (Agu)" T+ T+ (1 9) [(Ayu)"+ (Agu)" + [+ O (k) (4.123)

ot u" ™ = wu(z,y, ") et u" = u(z,y, ") désignent les valeurs prises par la solution exacte
au point de coordonnées (x,y) dans le domaine €2, aux instants respectifs t"** et ", k désigne
le pas de temps associé & la méthode défini par : k = ¢t"T! — ¢,

L’égalité (4.123) est équivalente a

B9 (A )" — k9(Agu)™ T = u (L 9)(Ayu)™ 4 k(1 — ) (Ayu)"
+EIf T+ E(1— 9) "+ O(k?)

Aj et Ay sont des opérateurs spatiaux indépendants du temps. Donc, en notant I 'opérateur
identité, on obtient :

[T — kYA, — kYA Ju™ = [T+ k(1 —9)A; + k(1 —9)AyJu" (4.124)
+E@F T+ (1 - 9) ™) + O(k?)
Nous ajoutons et soustrayons dans les deux membres de 1’égalité (4.124) les termes

kQﬁQAlAQU”+] et ]{J2(1 — 19)2A1A2Un, on obtient

(I — k9A)(T — k19A2)u"+1 (I+k(1—9)A) I+ k(1 —9)Ay)u”

RO 4 R(1 = 0) f7 — K2(1 — 0)2 A, Asu” + K202 Ay Agum ! + O () (4.125)
qui est équivalent a
(I — kAT — k9A)u™ = (I + k(1 —9) AN+ k(1 —9)Ay)u” (4.126)

+hOf T+ (1 —9) ") + E2[(29 — 1) A1 Agu™ + 92 Ay Ay (u™ T — u™)] + O(K?)

D’autre part, u"*' — u™ est d’ordre k, c’est a dire v —u" = O(k). L’expression (4.126) se
réécrit donc :

(I —k9A) (I — kOA)u"™ = (I + k(1 —9)A) (T + k(1 — 9)Ay)u”

+k(19fn+1 4 ( q9)fn) 4 k2(219 . 1)A1 Ag u” 4+ O(k‘;) (4.127)

1

Ainsi, le schéma est d’ordre (29 — 1)k + O(k?) en temps, en particulier d’ordre 2 si 9 = 3,

d’ordre 1 sinon. Par la suite, nous considérons le probleme semi-discrétisé en temps
(I-k9A) (I kIA)u" T = (T+k(1-9)A)) (T +k(1—9) Ag)u" +k(If" T +(1-9) ") (4.128)

Remarque :
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Si elle existe, la solution u du probleme stationnaire associé au probléme semi-discret en
temps (4.128), vérifie
k(1 —20)A1Asu + (A1 + Ay)u+ f =0 (4.129)

En particulier, si ¥ = §, 'équation (4.129) devient I'équation continue du probléme station-
naire associé au probleme instationnaire (4.128).

Avant de discrétiser en espace le probleme (4.128), définissons un maillage du domaine
rectangulaire 2. On suppose que les cotés horizontaux de € sont divisés en .J, + 1 points
équidistants et que les cotés verticaux sont divisés en .J, + 1 points équidistants. On relie les
points face a face de fagon a obtenir un maillage du domaine €2 en J, J, boites équivalentes.
Les dimensions d’une boite sont notées h, et h, (Figure 4.34).

Pour approcher les opérateurs spatiaux continus A; et Ay, nous utilisons les opérateurs boite

(Oy)
Yj \
h,,
\/
Yj— -
b
Tj—1 T (Ox)

F1G. 4.34 — Maillage du domaine {2

en dimension 1. Nous avons vu (4.48) que le schéma boite pour le probleme de convection-
diffusion 1d homogene est

(B—k9CO)u"" = (B+k(1-9)C)u" (4.130)

ou les opérateurs boite B, C' sont donnés par les formules (4.45-4.46). Puisque la matrice B
est inversible, la formulation en u se réécrit encore sous la forme :

(I —k9A)u" =T +k(1—9)A)u" (4.131)

oi A = B 'C. Soient B,, C, et B,, Cy les opérateurs boite 1d dans chaque direction
(Oz), (Oy). On définit A, = B,;' Cy et A, = B, ' C,. Soient les schémas boite 1d selon les
directions (Ozx) et (Oy)

(1) (I —kOA)u" = (I+k(1—0)A,)u"
A

(i) (I — kA = (1 4+ k(1 0) (4.132)
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associés respectivement aux problemes de convection-diffusion 1d selon les directions res-
pectives (Ox) et (Oy) :
Up = €1 Uy + €1 Ugg =0

Up — Co Uy + Ex Uyy = 0 (4.133)

Nous obtenons le schéma discrétisé en temps et en espace associé au probléeme initial (4.106),
en approchant les opérateurs continus en espaces I — kJA; et I + k(1 — 9)A;, i = 1,2, par
les opérateurs boite I — kA et I + k(1 —9)A dans les directions (Oz) et (Oy), de la fagon
suivante :

o [ — kYA, approché par I — k¥ A,, opérateur boite 1d selon la direction (Ox) du domaine
e [ — kYA, approché par I — kv A,, opérateur boite 1d selon la direction (Oy) du domaine
o [+ k(1 —19A,) approché par I + k(1 — JA,)

o [ + k(1 —vYA,) approché par I + k(1 —JA,).

Définition 4.8.1 La formulation en u du schéma boite-ADI 2d pour le probléme de convection-
diffusion s’écrit alors :

(I—k9A,)(I—k9A)u"t" = (I+k(1-9)A,) (T+E(1—9) A ) u"+ k(O " +(1-9) ) (4.134)

Sa résolution se fait a ’aide de I’algorithme de Peaceman-Rachford en deux étapes par la
proposition suivante.

Proposition 4.8.1 (Algorithme de Peaceman-Rachford)
Le seul quadruplet (o, 3,7,8) € R*, tel que le probléme discret (4.134) soit équivalent au
probleme prédicteur-correcteur de la forme

{ (I — KOA)@"/2 = (I + k(1 — 9)A)u" + (af” + Bf*H)

(I — kOA)u™ = (I + k(1 — 0)Ag)a" /2 4 (yf™ + 6 /1) (4.135)

esta=k9(1—-19), B=k9?,v=k(1-9)%6=Fko9(1-9).

Preuve :
Multiplions la seconde équation du systeme (4.135) a gauche par (I — k9A,), on obtient

(I — kAL (I — k9A,)u"
= (I —kOA) (I +k(1 =A@+ (I —kIA,) (vf" + 5
= (I + k(= 0)A) [(1+ k(1 = 0)Ay) u” + (af "+ B )] + (I = kOA,) (7" + 67+
= (I + k(1= 0)A;) (I + k(1 = 0)A) u" + (I + k(1 = D)A,) (af" + B
H(I = kOA,) (v + o
=T+ k(1 9)A) (I +k(1—DNA)u"+ ((a+7)] +kA((1 D) —Dv) f*
+((B+ 8 + kA ((1—9)B— 95) fr*

En identifiant avec ’équation (4.134), on trouve la valeur des coefficients «, /3, y, 6 donnée
para =k (1-9), B=k9%v=k(1—-9)%06=k9(1—19). Inversement, on peut toujours
factoriser le probleme discret sous la forme (4.135) pour les valeurs des coefficients «, 3, 7, ¢
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données précédemment. Remarquons que cette factorisation est toujours possible, il n’est
pas nécessaire que les opérateurs A, et A, commutent. [ |

Théoreme 4.8.1 :

Soit J,+1, respectivement J,+1, le nombre de noeuds selon l'aze (Ox), respectivement [’aze
(Oy). Le probléme discret (4.134) admet une unique solution u = (uf;) € R™7v d chaque
pas de temps n.

Preuve :

Il suffit de prouver que les matrices I — kA, et I — kYA, sont inversibles. Nous avons vu
qu’en dimension 1, la matrice B — kYC' est inversible (Preuve du Lemme 4.3.3). Or, nous
savons que B est inversible. Ce qui prouve le résultat. |

Le probleme de convection-diffusion (4.106) est approché par le schéma-boite-ADI suivant :

Lemme 4.8.3 Soit p = (p1,p2) le flux de diffusion; p1 = —eyu, et py = —e9u,. Soit le
schéma-boite-ADI : chercher (u,p) tel que
(i) u est la solution de la formulation ADI :

(I = k0A) (I — k9A)ur ™ = (I + k(1 —9)A,) (I + k(1 — 9) A, )u"

+E(D "+ (1= 9)f")

0 (4.136)

up ;= u®(z;, Yi)
ui; = g(wi, y;,1") .

(ii) Le flux de diffusion p = (p1,p2) est donné selon chaque direction (O,) et (O,) par

(7)1 pr = (P}, ;) est solution du systeme :

(e k1) O"pri =
B [hz,iq/? (% + Dp,w”/?) ( Dui- 1/2)+ v ( + Dpgioaj) + h, 1611/2>}6"u7;’j
_ |:h','r,,i71/2 (% + D,,ymy,;,l/2> ( —Dygi- 1/2) ( 5+ Dpai- 1/2) + I 511/2”5”7144,_7‘
% —I—(% + Dp,a:,i*]/2> ( (“m uj 1’J) (pqllV ~ Pl 173)
+heio1)2 ((1 —9) f i 1/2 + 7 fn 1/2> ) o Isis
.p?iY'(] Dy 1/2>+p1z 17( + Dy 1/2> Ei (“‘?.7'771’?*]»7) =0

[ ® plzy _81dd UU(‘T“UJ)

(4.137)
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(i4)2 p2 = (p3, ;) est solution du systéme :

(0 k9 d"py;i; =

- [hy,jfw (% + Dp,y,.H/?) (% + Du,y,.y'fl/?) +h (02 (3 + Dpyjr/2) + hy,.f:/zﬂ 0" i,
- [hj71/2 (% + Dp,y,j71/2> (% ~ Duyj-12 ) —k <C2 (3 + Dpyij172) + hy;iﬂ)}énui,jfl
+ (% + Dp,y,j71/2> <*(52 (ug; —uij 1) — (P3i; — Phij)

+hy 172 ((1 - 79)7?71/2 + 797?1—11/2) ) , 1<y <J,

° pg,i,j <% - Dp,y,jfl/2> +p721,i,j71 (% + Diuy,jfl/2>+ = (“7y - u?,jfl) =0

p hj_1/2
| 088y = ek y)

e’

(4.138)

4.8.4 FEtude de la stabilité du schéma ADI

Dans cette partie, nous étudions la stabilité au sens de Von Neumann de la formulation
en u du schéma boite-ADI pour le probleme de convection-diffusion. Calculons le facteur
d’amplification g associé a (4.135).

Lemme 4.8.4 Le facteur d’amplification du schéma (4.135) est donné par
9(0,8) = g.:(0)gy(0) (4.139)

ou g, et g, désignent respectivement les facteurs d’amplifications des schémas boite (4.133)
selon la direction (Oz) et (Oy).

Preuve :
Le probleme discrétisé homogene s’écrit a ’aide de ’algorithme de Peaceman-Rachford sous

la forme :
(1~ K9AL) 172 = (14 K(1 = 0) 4, (410
(I — kA u" = (I + k(1 = 9)A,)an+/? '
Faisons agir le schéma (4.140) sur un mode simple du type up,, = g"e"?e™?.
Nous obtenons alors,
f]((l - k,&AT)ezlﬂezmqﬁ): qn(g’ ¢) ((I + k(l - ﬁ)Ay)ezlﬂezmqﬁ) (4 141)
"0, 0) (I — kVAy)e™e™)= g((I + k(1 — 9)A,)e"le™?) '

Le facteur d’amplification est donné par
(I + k(1= 0)A,)ee™?) ((I+ k(1 —19)A4,)e"?e™?)

.(](9; ¢) - (([ — k19Ay)€“0€im¢) (([ B k?9A$)€“0€im¢)

L’opérateur A,, respectivement A, est I'opérateur discret associé au schéma boite (4.132) (i)
selon la direction (Ozx), respectivement (4.132)(ii) selon la direction (Oy). On note g, et g,
leurs facteurs d’amplifications respectifs définis par
o RO =9 A
’ (I — kB A,)(ell?)
(I+Fk(1=20)A,)(e™?)

9y(9) = T— kA, () (4.143)

(4.142)
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L’opérateur A, agit selon la direction (Ox), son intervention ne modifie que les valeurs e?,

de méme, A, agit sur la direction (Oy), il n’intervient que sur les valeurs e¢'?. Donc, g¢,, g,
ne dépendent respectivement que des valeurs # et ¢. On obtient donc

9(0, ) = 92(0) g,(¢)

C’est-a-dire, g est le produit des facteurs d’amplifications des schémas boite 1d selon chaque
direction du domaine ). [ |

Les conditions de stabilité du schéma (4.135) se déduisent donc des conditions de stabi-
lité du schéma boite 1d données par la Proposition 4.6.1.

Proposition 4.8.2 (Stabilité)
Le schéma boite-ADI en u (4.134) est stable au sens de Von Neumann si et seulement si :

(i) Du,] M+ >0 et DU,Q)\Q + po >0
(11) [Dp1 A + ] [Dm D, + (79 - %) M]} >0
et [DyoAg + o] [DUQ D,,+ (79 - %) MQ] >0

Dans la suite, nous supposons que les conditions (i) et (ii) de la Proposition 4.8.2 sont
satisfaites.

4.8.5 Consistance du schéma ADI

Nous nous intéressons a la consistance du schéma ADI par rapport a la solution exacte
u(z,y,t). Nous supposons le maillage régulier en temps et en espace. Tout comme pour
la consistance du schéma boite 1d, nous faisons une analyse numérique du type de celle
effectuée par Strikwerda [42].

Proposition 4.8.3 (Consistance du schéma ADI)
Le schéma ADI (4.134) est consistant avec le probléme continu (4.106) a 'ordre 1 en espace
et 1 en temps si ) # % et a l’ordre 2 en temps sinon.

Preuve :

On considere que h,, hy, & — 0 indépendemment, avec I’hypothese que Ay, Ay et puq, po sont
bornés. Comme pour le schéma boite (4.48) associé au probléme de convection-diffusion 1d,
on étudie 'ordre du terme

(0 g, ) (s

pour tout &, n € R. g est le facteur d’amplification du schéma boite (4.135) donné par le
Lemme 4.8.4 par

9(0,90) = 9.(0) 9,(#) (4.145)
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ol g, g, sont les facteurs d’amplification selon chaque direction (O,) et (O,). Et ¢ est le
symbole de I'opérateur spatial —c - Vu + €1 Uy, + €2 Uy, donné par

g(&n) = —c1i& —cpin — & — ey (4.146)

Le facteur d’amplification ¢ du schéma ADI s’écrit encore

g(ha & hym) = ga(ha€) g,(hyn)
= ga(ha &) + gy(hyn) =1+ (ga(he &) = 1) (gy(hyn) — 1)) (4.147)

Le symbole ¢ est donné en fonction des symboles ¢, et ¢, des opérateurs spatiaux
—Cj Uy + E1 Uyy, Tespectivement —cyu, + g9y, par q(€,1) = ¢.(£) + q,(n). Donc eka(&n)
est encore égal a

ka€n) — oka=(€)tkay(n) — ka=(€) 4 okay(n) _ 1 4 (equ(f) 1) (equ(n) 1) (4.148)

En combinant (4.147) et (4.148), on obtient I'expression de (4.144)

F(eren —gnenym) = £(H40 -0 0) + 1 (F0 g m) (149

-~ -~

(1) (17)
(e = 1) (4 — 1) = (g,(hr ©) = 1) (g, (ym) = 1))

J/

+

(wl’_‘

(1Tr)

Les termes (I) et (I1) sont donnés par la consistance du schéma boite en u (4.48) selon la
direction (Ox) et la direction (Oy) (relation (4.97) selon (Oz) et (Oy)) par

(1) = (49 g1 &) = (9 5)O®) +O(K) + Ol (he, he B)) (4150

(1) = %(e’“"@ - g(hg)) = (- 1) O(k) + O(k?) + O(||(hy, hy K)|])  (4.151)

en notant O([(h1, he2)||) = O(|(h1)]]) + O(||(he)]|). Evaluons le terme (/11). En utilisant les
développements limités de e*4=(&) eku( g et g, comme cela est fait dans la preuve de la
Proposition 4.6.2, on obtient

E(ITT) = (keyié+ ke &) (keyin+ keon?) + O(K?) (4.152)
. (—k Cri€ — ker€ — E2 B2 A (D + 9N + i Ay € B2 + A, €3 hi)

(—kcﬂn —kean® = 12 B2 Ao (Duy + 9X9) + i By b + By h;*)

ou Az, Bs et A;, B, sont respectivement les coefficients des termes d’ordre 3 et 4 des
développements limités de g, — 1 et g, — 1. En simplifiant 'expression (4.152), on obtient

k(ITT) = (’)(k3)+(kc]7j§+ke] 52)(—thi)\g(Duyy+Q9A2)+iBgn3h§+B4n3hf})
t(Kexin+ hean?) (~€22 M (Dua + 0M) +i Ay €13 + A, € 12)
(£2h2)\1 1,T+19A1)+iA3§3hi+A453hi> (4.153)

1?12 Ao(Dyy + 9 N) + i By i’ b + By h)
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Or, par définition des expressions Az, Bz et Ay, By, nous obtenons l'ordre de

WAy = O(|(he b))
W By = O(hy, b))
WA = O(|(he. b))
Wy By = O((hy, B))

Et h% A\ = ¢ k hy et bl Ay = ¢y k hy, donc le terme (I17) est d’ordre :
(I11) = O(||(ha, k)[1?) (4.154)

Finalement, en combinant les relations (4.150)-(4.151) et (4.154) on obtient

1 1
S — gt hym) = (0= 5) O(k) + O) + O (hay by i K,y )
Ce qui conclut la démonstration. [ |

Théoréme 4.8.2 Le schéma est stable et consistant sous les conditions (i) et (ii) de la
Proposition 4.8.2. Il est donc convergent sous ces conditions.

4.9 Applications numériques

4.9.1 Introduction

La programmation de la méthode boite ADI se fait a I'aide de I'algorithme de Peaceman-

Rachford (4.135). Dans un premier temps on calcule @"*'/2 en fontion de u" par la résolution
de (4.135);, puis on calcule u™*! en fontion de @"*'/2 par la résolution de (4.135),.
Nous avons défini B,, C, et By, C, comme les opérateurs du schéma boite 1d dans la
direction (Ox), y étant fixé (respectivement dans la direction (Oy), = étant fixé) donnés par
les relations (4.45-4.46). Les opérateurs A, = B, ' C, et A, = B;] C, satisfont les relations
(4.132). On s’intéresse a la résolution de I'algorithme de Peaceman-Rachford

{ (I — k9A) a2 = (I + k(1 — 9)A ) u" + kI(If"+ + (1 — 9) ")

(I — k9A )um ™ = (I + k(1 — 9)Ay)am /2 4 k(1 — ) (01 + (1 —g)fny  (+199)

En pratique on résoud le systeme
Byvy = (B, + k(1 —-9)C,)u"

qui nous permet de calculer v, = (I + k (1 — ) A,) u", puis pour calculer @"*'/?, on résoud
le systeme

B, (I — k9A)u"*"? = By vy + k9B, (0" + (1 — 9) f")

¢’est-a-dire
(B, — k0C,)a" /% = Byv, + k9B, (0" + (1 —9)f")
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On réitére ce processus pour calculer vy solution du systeme

Byvs = (B, + k(1 —9C,)) a"t"/?

+1

et ensuite la solution finale u"™" solution du systeme

(B, — k9 Cy)u"™ = Byva + k(1 —9) B, (9" + (1 — 9)f")

La programmation des conditions limites se fait de la facon suivante :

e Conditions de type Dirichlet

Pour les conditions frontiere de type Dirichlet u; . =g "(%iy, Y50 ), ON impose simplement la
valeur exacte de u'"l = ¢"'(z;,, y;,) dans (4.135),. Le probleme est de choisir la valeur &
affecter & 1’état intermédiaire @"+/2 sur la frontiere. En soustrayant (4.135)y de (4.135);,

nous obtenons

(I — k9A) + (T + k(1 —=9)A)]a = (I+k(1—9)A)u" + (I — k9A,)u”
+ k(20 - D@+ (1 - 9) ") (4.156)

Puisque les opérateurs A,, A, n’agissent pas sur les points frontiéres, nous avons la relation
suivante pour les points du bord : 4y (on note d pour tout couple (i,7) € I' = 99Q)

g = 5 (u + u™) k(0 — W+ (1 9)73) (1157)

Cette valeur est appliquée a I'état intermédiaire.

e Conditions de type Neumann

. n+1 . s . 1
Pour avoir % = ¢"*! aux points frontiere dans le schéma (4.134), nous utilisons la for-

mule de reconstruction de p = (py,py) donnée par le Lemme 4.8.3 qui exprime le flux de
diffusion en fonction de I'inconnue u. Considérons par exemple, la donnée de type Neumann,

sur une aréte frontiere, horizontale du maillage définie par les points de coordonnées (x;,, yo)

et (Zi,11,Y0), de normale exterieure v = —(1,0). Nous déduisons de (4.137) I'identité qui
lie 1170+0],117ﬂ o aux valeurs du flux de diffusion sur la frontiere py; , = —eg(wiy, yo,t"),
piilo = —€9(wiy, yo, t" ), connues par la donnée de type Neumann sur I'y.

[ [Dpigsry2 + (3 ] — Dy aigr1/2) (5 — OMig12 — Duais1/2)] uily ]
—[I 10+1/2 +(] -Dp,m,1,0+1/2k)(2 + VA ig41/2 + D'u,,fr,,zo+1/2)] 717,011,0
Pliso + (1 —17) Ty DYoo

1
h
g @igt1/2 o (4.158)
(1 D) do+1/2 — (15 DDT70+1/2)( + (1 =D Arigs1/2 = Duigr1/2)] gy
+[(1T =) jo+1/2 (5 Dys 70+1/2)( — (1 =9\ io+1/2 T Dug 70+1/2)] Usp 410

+k (; Dy ziviy2) (1 —19) [} io+1/2 T C zréi]]/Q)

\

Dans cette partie, nous résolvons le probleme de convection-diffusion avec notre schéma

boite ADI, comme nous I'avons expliquer précedemment. Nous proposons trois tests. Quand

cela est possible, nous comparons les résultats obtenus avec ceux existants. On choisit des

maillages de pas d’espace constant dans chaque direction. Le parametre @) d’intégration en
1

temps est ¥ = 3.
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4.9.2 Le cas test de Noye et Tan

On considere le cas test proposé dans [36]. 1l s’agit du déplacement d’une gaussienne,
centrée initialement au point (xg, yo) = (0.5, 0.5). Elle se propage par I’équation de convection-
diffusion

U+ . Vu — (€1Uyy + E91y,) =0

le long de la diagonale y = x du domaine carré 0 = [0,2]?, pendant 1.25 secondes. Les
coefficients de diffusion sont £, = 9 = 0.01 et la vitesse est ¢ = (0.8,0.8). La solution exacte
de ce probleme est :

1 exp (=t —m)® (y— ot — o)

g(rayaf) =

Les conditions de Dirichlet sont données par la solution exacte sur la frontiere. Nous com-
parons nos résultats avec ceux de Turner et Truscott [45], obtenus par une méthode de type
volumes finis. On utilise 'erreur maillage-dépendante err introduite par Turner et Truscott,
définie par :

1 Yoty Yoito(uli, §) — g(x(i), y(5), 10))’
(Jo +1) (J, + 1) Z Z] ou(i, j)?

ou.J, +1 et J, + 1 sont respectivement les nombres de points horizontaux et verticaux. La

Err — (4159)

solution est calculée sur trois maillages différents :

- un maillage grossier composé de 961 noeuds (31 points selon 'axe (Ox) et I'axe (Oy)) noté
Maillage 1.

- un maillage medium composé de 4096 noeuds (64 points selon 'axe (Ox) et 'axe (Oy))
noté Maillage 2.

- un maillage fin composé de 10201 noeuds (101 points selon 'axe (Ox) et 'axe (Oy)) noté
Maillage 3.

Le maillage 1 est choisi afin d’obtenir un nombre de Peclet Pe > Pey = 2.5. Dans ce cas, le
coefficient de décentrement D, est non nul par maille d’apres la formule (4.81). Ce n’est pas
le cas des maillages 2 et 3 utilisés par Turner et Truscott, pour lesquels le nombre de Peclet
est Pe < 1. Nous comparons la hauteur du pic et I’erreur e a 'instant final 7" = 1.25 pour
la méthode boite-ADI, avec ceux obtenus par la méthode volumes finis “controle” utilisée
par Turner et Truscott pour les maillages 2 et 3. Nous rajoutons les résultats obtenus par la
méthode boite-ADI pour le maillage 1, ainsi que I’erreur en norme L? pour les trois maillages.
Les indices Boz et T'T sont utilisés respectivement pour indiquer les résultats obtenus par la
méthode boite-ADI et la méthode Turner et Truscott. Nous présentons les résultats obtenus
dans le Tableau 4.2. La hauteur de la gaussienne a l'instant initial est 1 et devient 1/6 au
temps final T = 1.25.

La méthode boite-ADI donne d’assez bons résultats, comparativement a la méthode utilisée
par Turner et Truscott. Nous obtenons des taux de convergence en norme L? environ égaux
a 2 entre les maillages 1 et 2 et a 3 pour les maillages 2 et 3. Nous représentons la vitesse
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u. Le flux p est donné par la reconstruction locale par le Lemme 4.8.3. Les Figures 4.35
et 4.36 représentent la solution exacte a l'instant initial 7" = 0. Les résultats obtenus pour
le Maillage 1, sont regroupés sur les Figures 4.37 a 4.40, qui représentent respectivement
la solution calculée, son contour, la coupe des solutions exacte et calculée le long de la
premiere diagonale, ainsi que la différence entre la solution exacte et la solution calculée par
le schéma boite ADI. Les phénomenes de dispersion et dissipation du schéma apparaissent
tres nettement sur ces deux denieres figures. En effet, pour le maillage 1, le coefficient de
décentrement D, est non nul, et nous avons déja vu qu’il intervient dans la dissipation du
schéma (par I'intermédiaire du coefficient Fy de I’équation équivalente) et dans la dispersion
(par I'intermédiaire de Fj3). La solution du schéma n’est donc pas trés précise, mais stable,
pour un maillage tres grossier.

La solution u calculée par le schéma boite-ADI obtenue pour le Maillage 3 est représentée
sur les Figures 4.41 et 4.42. D’aprés les Figures 4.43 et 4.44, nous constatons que 'effet de
dissipation et de dispersion s’est beaucoup atténué en raffinant le maillage.

Maillages Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3
Nombre de Peclet 2.6667 1.2698 0.8

Box hauteur du pic | 0.1452 0.1636 0.1660

TT hauteur du pic 0.1382 0.1518

Box epr 2.2727073.10~* | 1.0844153.107° | 9.4819593.10~
TT epr 4.975446.107° | 1.424502.10°°
Box erreur L? 0.0103 2.2239.103 4.9213.10~*
Taux de conv. L? 2.0661 3.2644

TaB. 4.2 — Comparaison entre le schéma boite-ADI et la méthode volumes finis de Turner-
Truscott

4.9.3 Second cas test

Le second test est donné par Balaguer et co. [1]. On considére ’équation
w4+ 0(y) uy — D(tgy + uyy) =0 (4.160)

de conditions de Dirichlet données par la solution exacte :

AM (x —z — 05 yt)?  y?

t) = - B
u(z,y,t) I Di(1 1 2/ 12) P\ TUDia + 222/12)  aDt

(4.161)

ol la vitesse est v(y) = vy + Ay et D est une constante positive. AM est la source de masse
au point de coordonnées x = ¢, y = 0 et £t = 0. x est défini par = xg + vot.

Nous considérons le domaine © = [—20000; 20000] x [—2000; 2000], 'instant initial est t;;
égal & ty,; = 2400, AM = 47 Dt;,,;(1 + X*#2,./12)'/2, Le pic de concentration initial est égal

a 1 et vaut 0.4991 au temps final # 4,4 = 4800.
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F1c. 4.35 Test 1 : Solution initiale.
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Fia. 4.37 — Test 1 : Solution calculée,
T = 1.25, Maillage 1.

0161

014

012

0.1F

0.08

0.04

Fi1G. 4.39 Test 1 : Coupe selon la dia-
gonale y = z de la solution exacte et de la
solution calculée ADI, T = 1.25, Maillage
1.

0.16

0.14

0.12

0.08
0.06
0.04

0.02

- 200 -

1.8f T 0.9
1.6f T 0.8
14F T 0.7
12t - 06
1k - 05
08 il 0.4
06f 1 03
04t 1 02
0.2r T 0.1
o ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

F1G. 4.36 — Test 1 : Isolignes de la solu-
tion initiale.

0.8

0.6

0.4

F1G. 4.38 — Test 1 : Isolignes de la solu-
tion calculée, T' = 1.25, Maillage 1.

18r 1 0.03
16-
0.02
14-
12- 0.01
il i
0
08- ,
o8l | -001
04- ,
-0.02
02- ,
-003
ol \ \ \ \ \ \ \ L

0.2 04 0.6 08 1 12 14 16 18 2

Fic. 4.40 Test 1 : Isolignes de la
différence entre la solution exacte et la so-
lution ADI, T' = 1.25, Maillage 1.
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0.16
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Fi1a. 4.41 — Test 1 : Solution calculée ADI,

T = 1.25, Maillage 3.

0.18

0O solution exacte
0.16F

0.14

0.12-

0.1F

0.08

0.06

~0.02 I I I I I I I I

F1G. 4.43 Test 1 : Coupe selon la diagonale
y = x de la solution exacte et de la solution

calculée ADI, T = 1.25, Maillage 3.
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F1G. 4.42 — Test 1 : Isolignes de la
calculée ADI, T = 1.25, Maillage 3.

F1G. 4.44 Test 1 : Tsolignes de la différence
entre la solution exacte et la solution ADI,

T = 1.25, Maillage 3.

solution

x10°




Les parametres sont : 2o = 7200, vy = 0.5, A = 5 x 107°, D = 10. Le pas d’espace est
h = h, = h,. Nous étudions trois maillages différents, pour lesquels le nombre CFL est (.24,
le pas d’espace est respectivement h = 200, A = 100 et h = 50 pour les maillages 1, 2 et 3.
A noter que la vitesse (¢1, o) = (v(y), 0) est assymétrique, avec v(y) = vo+Ay. La gaussienne

Maillage Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3

h 200 100 50

Nx 201 401 801

Ny 21 41 81

Pas de temps dt 80 40 20
Hauteur du pic 0.3643 0.4793 0.4955
max(|u — up|) 0.0652 0.0403 0.0096
Erreur L2 59.5037 20.8254 4.6216
Taux de convergence 1.5146 2.1719

TaB. 4.3 — Test 2 : Résultats obtenus par le schéma boite ADI a I'instant final T" = 4800.

L . o h
initiale est convectée selon la direction (Oz). Le nombre de Peclet selon z, Pe, = ‘612‘5 = est

non-constant. On a 4 < Pe, < 6 dans le cas h = 200, et 2 < Pe, < 3 dans le cas h = 100,
c’est-a-dire que D, , varie entre 0 et 1/30 sur chaque aréte horizontale. Dans le cas h = 50,

le coefficient de décentrement D, est nul. Les coefficients verticaux Pe, et D, , s’annulent
dans les trois cas. Ces résultats sont regroupés dans le Tableau 4.3.

On calcule les taux de convergence en norme L? entre les maillages 1 et 2, puis les maillages
2 et 3. On obtient des taux de convergence environ égaux a 1.5 et 2. Le deuxieme taux
est meilleur. En effet, nous avons vu que le coefficient de décentrement D, est nul pour le
Maillage 3. La précision du schéma est donc meilleure dans ce dernier cas, puisqu’il n’y a
pas de dissipation liée au coefficient de décentrement D,. On peut noter que le schéma se
comporte trés bien, dans le cas d’un coefficient de convection variable, si le maillage est
assez raffiné. Au temps final 7" = ¢, = 4800, on représente la solution u calculée par le
schéma boite ADI (4.134). Les Figures 4.45 et 4.49 représentent les isovaleurs de la solution
du schéma boite ADI (4.134), respectivement pour les maillages 2 et 1. On compare ensuite
la solution exacte et la solution calculée ADI sur les Figures 4.46 et 4.50. Comme on peut
s’y attendre, I'erreur est surtout localisée au niveau de la gaussienne. Les Figures 4.47 et
4.51 représentent la coupe selon la droite x = 9600 de la solution exacte en trait continu et
la solution calculée par des cercles, pour les maillages 2, puis 1. De méme les Figures 4.48
et 4.52 représentent la coupe selon 1’axe des abscisses de la solution exacte (trait continu)
et la solution calculée (des cercles), pour les maillages 2, puis 1. L’effet des coefficients de
décentrement apparait clairement sur ces figures. Lorsque nous comparons ces différents
profils de coupe selon une des directions x ou y pour le maillage 1 on remarque que la
dispersion du schéma n’apparait que dans la direction Ozx. Ceci est lié a la convection ¢, qui
n’agit que selon la direction Ox. Par contre, pour le maillage 2, plus fin, ce phénomene n’est
pas visible; la dispersion est plus faible. Comme précedemment, en raffinant le maillage, la
solution est beaucoup plus précise.

- 202 -



2000
0.45
1500 4
0.4
1000 q
=035
500 7 103
or 4 1025
102
-500 q
0.15
-1000 q
0.1
-1500 q
0.05
~2000 I I I I I

I I
7500 8000 8500 9000 9500 10000 10500 11000 11500

F1G. 4.45 — Test 2 : Isolignes de la solution
calculée ADI, T = 4800, Maillage 2.

T
— solution exacte
O solution ADI
05 q
)
% q
/ \
/ \
I I I I I I I
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

F1G. 4.47 Test 2 : Coupe selon z = 9600
des solutions exacte et calulée ADI, T =
4800, Maillage 2
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2000 B 0.04
1500 f 0.03
1000} , 002
soor il 1001
ok ,
{0
-500}- ,
--0.01
-1000(- 1
-0.02
-1500(-
-0.03

2000t ——+— . n I
7500 8000 8500 9000 9500

Fic. 4.46 Test 2

1 T
10000 10500 11000 11500

Différence entre la

solution exacte et la solution calculée ADI,

T = 4800, Maillage 2

Rl
O solution ADI
s B
(o)
o o
Py
o]
| \
P
/é \
r@%@%@%@&)jf kv%
[e)
7500 00 @00 9000 9300 10000 10500 11000 13500
F1G. 4.48 Test 2 : Coupe selon y = 0 des

solutions exacte et calculée ADI, T" = 4800,
Maillage 2



2000
035
1500} 1
03
1000} 1
1025
500( 1
o2
ot |
-500f 1 1015
-1000f 1 01
-1500} 1 005
~2000 ‘ ‘ ‘ ‘

I I I I
7500 8000 8500 9000 9500 10000 10500 11000 11500

F1G. 4.49 — Test 2 : Isolignes de la solution
calculée ADI, T = 4800, Maillage 1.

0.6

T T
— solution exacte
0 sol ADI

~01 1 1 1 1 1 1
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

Fic. 4.51 Test 2 : Coupe selon z =
9600 des solutions exacte et calculée ADI,
T = 4800, Maillage 1.
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FiGg. 4.50 Test 2 : Différence entre la so-
lution exacte u et la solution calculée ADI,
T = 4800, Maillage 1.

0.6

T T
— solution exacte
O solution ADI

~01 I I I I I I I
7500 8000 8500 9000 9500 10000 10500 11000 11500

F1G. 4.52  Test 2 : Coupe selon y = 0 des
solutions exacte et calculée ADI, T" = 4800,
Maillage 1.



4.9.4 Troisieme cas test

On s’intéresse maintenant au probleme de convection-diffusion de coefficient de diffusion
e(z,y) variable en fonction de = et y et de convection constante. On résoud 1’équation
de convection-diffusion de coefficient de convection ¢ = (1,1) et de coefficient de diffusion

us

e(w,y) = K sin(§x) sin(7y)
uy + ¢.Vu —div(e(z,y) Vu) = f(z,y,1)

Les conditions limite sont de type Dirichlet données par la solution exacte. Il s’agit de la
gaussienne du cas test de Noye et Tan, centrée au point (zg, o) = (0.5,0.5) donnée par :

1 ox _(m—(:]t—mo)Q_(y—cgt—yo)Q
1 P T T K@+ K (4t +1)

g(@,y,t) =
Le terme source est défini par

f(z,y,t) =g+ Vg —div(e(z,y) Vg)

On étudie deux cas K = 102 et K = 10" Les coefficients de décentrement du schéma
boite (4.134) sont calculés par les formules (4.27) et (4.81) varient dans chaque maille, le
parametre v = % La gaussienne est convectée le long de la diagonale y = x a la vitesse
¢ = (1,1). Le pas de temps est toujours k& = 0.0125 et le temps final est T = 1, ce qui
correspond a 80 itérations en temps. On calcule la solution u du schéma boite ADI pour
chacun des cas K = 1072 et K = 107!, Le coefficient de diffusion varie donc entre 0 et 0.01
ou entre 0 et 0.1. Les résultats sont réunis respectivement dans les Tableaux 4.4 et 4.5. On
représente la solution calculée pour le maillage le plus fin (Maillage 4) pour les deux cas
K =102 et K = 107! sur les Figures 4.53 et 4.54, respectivement sur les Figures 4.57 et
4.58. On représente ensuite la différence entre la solution exacte et la solution calculée sur
les Figures 4.55 et 4.59. Enfin, on compare la solution exacte et la solution calculée le long
de la diagonale y = xz, toujours pour le Maillage 4 (Figures 4.56 et 4.60). On constate que
les solutions calculées dans chacun des deux cas sont proches de la solution exacte. Les taux
de convergence de 'ordre de 2 pour K = 102 et I'ordre de 1 pour K = 10! confirment
cette constation. Le taux de convergence du cas K = 10! est plus faible; en effet, pour ce
test, la variation de € est plus importante que dans le cas K = 1072, Il faudrait donc raffiner
d’avantage le maillage pour obtenir de meilleurs résultats.
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Fia. 4.53 — Test 3 : K = 0.01, Solution cal-
culée ADI, T = 1, Maillage 4.

x10°
10

Fi1G. 4.55 Test 3 : K = 0.01, Différence
entre la solution exacte u et la solution cal-
culée ADI, T = 1, Maillage 4.
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Fi1G. 4.54 — Test 3 : K = 0.01, Isolignes de
la solution calculée, T' = 1, Maillage 4.

1 T T

+ solution ADI

O solution exacte
08 B
06F 4
04 ,
02r
-0.2 L L L L L L L L L

F1G. 4.56 Test 3 : K = 0.01, Diagonale de
la solution exacte et de la solution calculée
ADI, T = 1, Maillage 4.



Fia. 4.57 — Test 3 : K = 0.1, Solution cal- Fi1a. 4.58 — Test 3 : K = 0.1, Isolignes de la
culée ADI, T = 1, Maillage 4. solution calculée ADI, T' = 1, Maillage 4.

x10 + solution ADI
O solution exacte

06 q
0.4 1

0.2

F1G. 4.59 Test 3: K = 0.1, Différence entre Fi1G. 4.60 Test 3 : K = 0.1, Diagonale de
la solution exacte u et la solution calculée la solution exacte et de la solution calculée
ADI, T = 1, Maillage 4. ADI, T = 1, Maillage 4.
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Maillage Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3 | Maillage 4

h 1/15 1/30 1/45 1/60

Nx 31 61 91 121
Hauteur du pic 0.0969 0.1523 0.1790 0.1907
max(|u — up|) 0.1 0.0492 0.0229 0.0102
Erreur L? relative 0.3981 0.1630 0.0702 0.0312
Erreur L? absolue 0.0220 0.0091 0.0039 0.0017
Taux de convergence 1.2883 2.0776 2.8188

TaB. 4.4 — Test 3 : K = 0.01, Résultats obtenus par le schéma boite ADI a I'instant final
T=1.

Maillage Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3 | Maillage 4
h 1/15 1/30 1/45 1/60
Nx 31 61 91 121
Hauteur du pic 0.1975 0.1996 0.1998 0.2
max(|u — up|) 0.0043 0.0014 0.0010 8.5425.10~*
Erreur L? relative 0.0158 0.0069 0.0051 0.0041
Erreur L? absolue 0.0026 0.0011 8.3007.10* | 6.6552.10 %
Taux de convergence 1.1953 0.7455 0.7587

TAB. 4.5 Test 3 : K = 0.1, Résultats obtenus par le schéma boite ADI a I'instant final
T =1.

4.10 Conclusion

En dimension 1, un S-schéma boite associé a I’équation de convection-diffusion, construit
sur le principe du (-schéma boite associé a I'équation de la chaleur pourrait éliminer les
modes oscillants quand le parametre ¢ prend la valeur 1/2. Tl s’écrit de la méme fagon que
le S-schéma associé a 1’équation de la chaleur. Numériquement, nous avons pu constater
Pefficacité de ce schéma.

Dans le cadre du groupe de travail MoMas, pour le stockage souterrain des déchets nucléaires,
on essaie de résoudre le cas test Couplexl a I'aide des schémas boite. On résoud I'équation
de Darcy a I'aide d'un schéma boite étudié sur des maillages en triangles. La résolution de
I’écoulement des nucléides dans le sol est faite par le schéma boite ADI. Ce travail en cours
est réalisé par J-M. Sac Epée qui réécrit en C++, les codes matlab des schémas boite pour

la rapidité de I'exécution.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons proposé un travail de prospection des schémas boite dans
divers cadres. Ce travail présente une étude de deux types :

1- Design de différents nouveaux schémas boite pour des problemes elliptiques sur des
maillages en triangle et des maillages en rectangles. L’intérét majeur réside dans la re-
construction du flux, donnée de facon explicite en fonction de I'inconnue u.

2- Design de schémas boite pour I’équation de convection-diffusion. Le probleme réside dans
la modélisation des formules de décentrements numériques. Il faut élargir la classe des for-
mules de quadrature numérique : trouver des formules de quadrature plus précises, utiliser
des méthodes de type limiteurs de pente.

Pour le moment, les formules de décentrement utilisées sont insuffisantes, car peu précises.
Le schéma boite obtenu est d’ordre 1 si les parametres de décentrement sont non nuls.

Les schémas boite proposés pour les problemes elliptiques et les équations de convection-
diffusion pourraient permettre de résoudre, dans le cadre du groupe de travail MoMas, le
cas test Couplex1 pour le stockage souterrain des déchets nucléaires. Cette étude est actuel-
lement en cours, avec la collaboration de J-M. Sac Epée.

3- Des difficultés subsistent dans les deux cas. Néanmoins, les schémas boite sont encore
d’actualité. Tls sont étudiés par Linda El Alaoui (These au Cermics) pour des probléemes
d’estimations a posteriori. A noter, que S-H. Chou , S. Tang, D. Y. Kwak, K. Y. Kim,
s'intéressent également a ce genre de schémas, [10, 11].

Les perspectives sont a court terme le développement des schémas boites pour des équations
de convection-diffusion stationnaire en dimension 2, qui fait ’objet d'un travail en cours
avec Linda El Alaoui. D’autre part, la résolution du cas test Couplex1 semble en bonne voie
de résolution.

Parallélement, il sera intéressant de développer un schéma boite plus précis, du type -
schéma, pour éliminer certains phénomenes de type dispersif.

- 209 -



Liste des figures

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14

1.15

1.16
1.17
1.18
1.19
1.20

1.21

1.22
1.23
1.24
1.25
1.26

1.27

Cellule K" /* dumaillage . . . . ... .. ... ... ... 12
Schéma de Keller (1.5), p=1,T=210"3 ... .. .. ... ....... 17
Schéma de Keller (1.5), p=1,T=2103. Zoom sur [0.4,0.8]. . . . . . .. 17
Schéma de Keller (1.5), p=1,T=210"2 . . ... . ... ... . .... 17
Schéma de Keller (1.5), p=1,T=210"2 Zoom sur [0.4,0.8]. . . . . . .. 17
Schéma de Keller (1.5), p=1/8 T=210"3 .. .. .. .. ... .. ... 18
Schéma de Keller (1.5), p=1/8 T =210"3. Zoom sur [0.4,0.8]. . . . . . . 18
Schéma de Keller (1.5), p=1/8 T=210"2 . . .. .. .. ... .. ... 18
Schéma de Keller (1.5), p=1/8 T =210"2. Zoom sur [0.4,0.8]. . . . . . . 18
Solutions exacte et calculée en T=0.008. . . . . . . . . . . .. ... ... ... 19
Solutions exacte et calculée en T=0.8. . . . . . . . . . . ... ... L. 19
Maillage du segment [0,1]. . . . . . . . . .. L Lo 20
Schéma de boite (1.37), augmentation de ¢ = 0.505. p =1, T =210"2. 27
Schéma de boite (1.37), augmentation de ¥ = 0.505. p = 1/8, T =

210720 L 27
Représentation du facteur d’amplification g(#) en fonction de 6 pour p = 1, selon

les valeurs prises par le parametre 9. . . . . . .. ..o 0oL oL 28
B-schéma (1.78), u =1, T=210"3,8=—=05. . . . . . .. .. ... ... 36
B-schéma (1.78), u =1, T =2.10"3, 8= —0.5. Zoom sur [0.3,0.8]. . . . . . 36
[-schéma (1.78), u =1, T=210"2,8=—-05. . . . . . .. ... ..... 36
B-schéma (1.78), u =1, T =210"2, 8= —0.5. Zoom sur [0.3,0.8]. . . . . . 36
comparaison schéma boite (1.37) et B-schéma boite (1.78) p = 1, T = 2.103,

B =—0.5. Zoom sur [0.3,0.8]. . . . ... 37
comparaison schéma boite (1.37) et B-schéma boite (1.78) p = 1, T = 2.10" 2,

B =—05.Zoomsur [0.3,0.8]. . . . ... 37
[-schéma (1.78), u = 1/8, T=21038=-05. ... ........... 37
B-schéma (1.78), u = 1/8, T =210"3, 8= —0.5. Zoom sur [0.3,0.8]. . . . . 37
B-schéma, (1.78), u = 1/8, T=210"28=—-05 . ... .. ... .. ... 38
B-schéma (1.78), u = 1/8, T =210"2, 8= —0.5. Zoom sur [0.3,0.8]. . . .. 38
comparaison schéma boite (1.37) et S-schéma boite (1.78), u = 1/8, T = 2.103,

f=—0.5 Zoomsur [0.3,0.8]. . . . . ... 38
comparaison schéma boite (1.37) et -schéma boite (1.78) u = 1/8, T = 2.10"2,

B =—05.Zoomsur [0.3,0.8]. . . . ... 38

- 210 -



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14

2.15
2.16
2.17

2.18
2.19
2.20

2.21
2.22
2.23
2.24

2.25
2.26

3.1
3.2
3.3
3.4
3.9
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10

Données géométriques d’un triangle K . . . . . . . .. . ... 43
Vecteur normal a l'aréte a . . . . . . . . . ..o 44
Maillage du domaine Q . . . . . . . . ..o 45
Degrés de liberté de Pl . . . . . . . ... 48
Degrés de liberté de RTY(K) . . . . . . . . . 00 50
Degrés de liberté de Vespace P2 . . . . . . .. Lo 60
Points de Gauss d'un triangle K . . . . . . . . . .. L0000 61
Bulle quadratique non-conforme bg sur le triangle de référence K. .. ...... 63
Représentation des degrés de liberté de ’espace BDMy . . . . . . . . . . . ... 67
Représentation des degrés de liberté de 'espace RT' . . . . . . . . . ... ... 68
Maillage triangulaire de type 1 . . . . . . .. ..o 89
Maillage triangulaire de type 2 . . . . ... ..o 89
Test 1 : Solution uy, € PT%QO calculée par le schéma boite ch’o X (RT"+@®).. ... 90
Test 1 : Isolignes de la solution up € Pﬁc,(} calculée par le schéma Pgm X

(RTY +®). . . 90
Test 1 : Flux py € (RT! + @) calculé par le schéma ch,o X (RT*+®). . .. ... 90
Test 2 : Solution uy, € Py, calculée par le schéma PJ, o x (RT' +®).. . . . . .. 92
Test 2 : Isolignes de la solution up € ch’o calculée par le schéma ch,o X

(RT Y+ ®). . . . 92
Test 2 : Flux py, € (RT"' + ®) calculé par le schéma ch’o X (RT"+®). . ... .. 92
Test 3 : Solution uy, € ch,o calculée par le schéma ch,o X (RT*+®).. ... ... 95
Test 3 : Isolignes de la solution up € Pﬁc,[} calculée par le schéma ch,O X

(RT Y+ ®). . . 95
Flux p, € (RT' + ®) calculé par le schéma P2 o x (RT' +®). . ... ... ... 95
Différence entre la solution exacte u et la solution calculée u; € ch’o ........ 95
Test 4 : Solution uy, € Pgm calculée par le schéma Pﬁc’ﬂ X (RT*+®).. ... ... 97
Test 4 : Isolignes de la solution up € Pﬁc,[} calculée par le schéma ch,O X

(RTY+®). . . . 97
Test 4 : Flux p, € (RT' + ®) calculé par le schéma P2, o x (RT' +®). . . . . .. 97
Test 4 : Différence entre la solution exacte u et la solution calculée u, € Pﬁao par

le schéma ch,O X (RTY 4+ ®). . . .. 97
Application affine @ : K— K 101
Géométrie durectangle . . . . . . . .. L L 101
Notations pour un rectangle K du domaine Q . . . . . . . . . .. . .. .. ... 102
Exemple de maillage du domaine . . . . . . . . ..o 103
Base de vecteurs (Vg,7q) - - - - o o o oo 103
Rectangle K . . . . . . . . . L 106
Bulle non-conforme de Q' (K) . . . . . . . .. ... ... 107
Valeurs de sgn(K). . . . . . . . .o 108
Degrés de liberté de l'espace Q). . . . . . . . . . L 110
Degrés de liberté de Pespace RT® . . . . . . . . . . . . . ... ... .. .... 111

- 211 -



3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16
3.17

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
4.31
4.32
4.33

Notations sur le rectangle K . . . . . . . . . . ..o 125
Chemin C . . . . . . . . . . 134
Aréte verticale . . . . .. L oL L 134
Aréte horizontale . . . . . . . . . Lo 134
Chemin C' parcourant le maillage 7, du domaine Q. . . . . . . . . .. ... ... 137
Chemin C parcourant le maillage 7, du domaine Q. . . . . . . . .. . . .. ... 138
Les degrés de liberté de !, dans le rectangle K . . . . . . .. ... ... ... 142
Maillage du segment [0,1] . . . . . . . . ..o 155
Test 1 : Aucun décentrement : D,=0 ... ... ... ... ... 173
Test 1 : Décentrement D, = 0.28 donné par (4.27) . . . . . . . . ... ... ... 173
Test 2 : Aucun décentrement : D, = 0. On observe des oscillations dispersives.173
Test 2 : Décentrement D, = 0.18 donné par (4.81). Le schéma est d’ordre 1. On

observe la diffusion artificielle. . . . . . . . . . . . ... L L0 173
Cas1.1:A=1,Pe=25T=1D, =018,0 =0.5. . . . ... 176
Cas 121 : A=1,Pe=05T=1,Dy=0,9 =05 . . . oo . 176
Cas 1.2.1 : A=1, Pe = 0.5, T = 1, augmentation de ¥ = 0.505, D,, = 0. . . . . . . 176
Cas 1.2.1 : A=1, Pe=0.5, T = 1, augmentation de D,, = 0.1, ¢4 =0.5, . . . . . . 177
Cas 122:A=1,Pe=5/3, T=1D, =0, 0 =05 . . . o oo oo .. 177
Cas 1.2.2: A=1, Pe =5/3, T = 1, augmentation de ¢ = 0.505, D,, =0 . . . . . . 177
Cas 1.22: A=1,Pe=5/3, T =1, augmentation de D,, = 0.1, 9 =0.5. . . . . . 178
Cas 123 :A=1,Pe=3,T=1,9=05 D, =0033, D,=0333. ........ 178
Cas 1.3: A=1,Pe=102T=1,D,=0,9=05. . . . . . . ... ... .... 179
Cas 1.3 : A =1, Pe = 1072, T' = 1, augmentation de 9 = 0.505, D, =0. . . . . . . 179
Cas 1.3: A =1, Pe =102, T = 1, augmentation de D, = 0.1, 9 =0.5. . . . . . . 179
Cas2.1: A=h,Pe=25T=0.1 . . . .. . . . . .. .. .. ... ... 180
Cas 2.1 : A=h,Pe=25T=1 . . . . .. . . 180
Cas 221 :A=h Pe=05T=1,D,=0,0=05¢e=h=002 D, =0 . ... 181
Cas 2.22: A=h,Pe=5/3, T=1,D,=0,0=05¢=6103 D,=02 . ... 181
Cas223:X=h,Pe=3,T=1,D,=0.0033,9=05,¢=n/6, D,=03333. .. 181
Cas 23 :A=h,Pe=102T=01,D,=0,9=05 . .. ... ... ...... 182
Cas 2.3 : A = h, Pe = 1072, T = 0.1, augmentation de ¢ = 0.505, D, =0 . . . . . 182
Cas 2.3: A =h, Pe =102, T = 0.1, augmentation de D, = 0.1, 9 =0.5 . . . . . 182
Cas23:A=h,Pe=102T=1,D,=0,9=05 . ... ... ... ...... 182
100 points, T . . . . . . e 185
100 points, To . .« o . . o L e e e e 185
100 points, T3 . . . . . . . e 185
100 points, Ty . . . . . e 185
100 points, Ts .« .« . . o L e e e e e e e 185
100 points, T . . . . . . e 185
Représentation de A pour ce test . . . . . . . ... 186
Représentation de p pour ce test . . . . . . . . . ... 186

- 212 -



4.34
4.35
4.36
4.37
4.38
4.39

4.40

4.41

4.42

4.43

4.44

4.45
4.46

4.47
4.48
4.49
4.50
4.51
4.52
4.53
4.54
4.55
4.56
4.57
4.58
4.59

4.60

Maillage du domaine Q . . . . . . . ... Lo 190

Test 1 : Solution initiale. . . . . . . . . . . . . . ... 200
Test 1 : Isolignes de la solution initiale. . . . . . . .. .. .. ... .. .. ... 200
Test 1 : Solution calculée, T =1.25, Maillage 1. . . . . . . ... ... 200
Test 1 : Isolignes de la solution calculée, T' = 1.25, Maillage 1. . . . . . . . . . .. 200
Test 1 : Coupe selon la diagonale y = x de la solution exacte et de la solution
calculée ADI, T'=1.25, Maillage 1. . . . . . . . . . . . . . .. .. ... .... 200
Test 1 : Isolignes de la différence entre la solution exacte et la solution ADI, T' =
1.25, Maillage 1. . . . . . o . oo e 200
Test 1 : Solution calculée ADI, T' = 1.25, Maillage 3. . . . . . . . . . . . .. .. 201
Test 1 : Isolignes de la solution calculée ADI, T'= 1.25, Maillage 3. . . . . . . . . 201
Test 1 : Coupe selon la diagonale y = x de la solution exacte et de la solution
calculée ADI, T' = 1.25, Maillage 3. . . . . . . . . . .. . ... ... 201
Test 1 : Isolignes de la différence entre la solution exacte et la solution ADI, T' =
1.25, Maillage 3. . . . . . . e 201
Test 2 : Isolignes de la solution calculée ADI, T' = 4800, Maillage 2. . . . . . . . . 203
Test 2 : Différence entre la solution exacte et la solution calculée ADI, T = 4800,
Maillage 2 . . . . . . Lo 203
Test 2 : Coupe selon z = 9600 des solutions exacte et calulée ADI, T' = 4800,
Maillage 2 . . . . . . L Lo 203
Test 2 : Coupe selon y = 0 des solutions exacte et calculée ADI, T' = 4800, Maillage 2203
Test 2 : Isolignes de la solution calculée ADI, T' = 4800, Maillage 1. . . . . . . . . 204
Test 2 : Différence entre la solution exacte u et la solution calculée ADI, T = 4800,
Maillage 1. . . . . . . . . . 204
Test 2 : Coupe selon x = 9600 des solutions exacte et calculée ADI, T = 4800,
Maillage 1. . . . . . . . . . 204
Test 2 : Coupe selon y = 0 des solutions exacte et calculée ADI, T' = 4800, Maillage 1.204
Test 3 : K = 0.01, Solution calculée ADI, T =1, Maillage 4. . . . . . . . . . .. 206
Test 3 : K = 0.01, Isolignes de la solution calculée, T' = 1, Maillage 4. . . . . . . . 206
Test 3 : K = 0.01, Différence entre la solution exacte u et la solution calculée ADI,
T =1, Maillage 4. . . . . . . . . L 206
Test 3 : K = 0.01, Diagonale de la solution exacte et de la solution calculée ADI,
T =1, Maillage 4. . . . . . . . . L 206
Test 3 : K = 0.1, Solution calculée ADI, T'=1, Maillage 4. . . . . . . . . . . .. 207
Test 3 : K = 0.1, Isolignes de la solution calculée ADI, T'= 1, Maillage 4. . . . . . 207
Test 3 : K = 0.1, Différence entre la solution exacte u et la solution calculée ADI,
T =1, Maillage 4. . . . . . . . e 207
Test 3 : K = 0.1, Diagonale de la solution exacte et de la solution calculée ADI,
T =1, Maillage 4. . . . . . . . e e 207

- 213 -



Liste des tableaux

2.1 Test 1 : Résultats du schéma boite (uy,pp) € Py x (RT' +®) . .. .. .. 91
2.2 Test 1 : Résultats du schéma boite (uy, pp) € Py, g x (BDM'+®) . . . . .. 91
2.3 Test 1 : Résultats du schéma boite (uy,pp) € Py.o x RT® . . . . ... .. .. 91
2.4 Test 2 : Résultats du schéma boite (up, pp) € Py x (RT'+®) .. ... .. 93
2.5 Test 2 : Résultats du schéma boite (uy,pp) € Py x (BDMy +®) . . . . .. 93
2.6 Test 2 : Résultats du schéma boite (uy,py) € Pp.o x RT® . . . . .. ... .. 93
2.7 Test 3 : Résultats du schéma boite (up, pp) € Py x (RT'+®) .. ... .. 94
2.8 Test 3 : Résultats du schéma boite (uy,pp) € Py x (BDMy +®) . . . . .. 94
2.9 Test 3 : Résultats du schéma boite (up, pp) € Py g x RT® .. .. ... .. .. 94
2.10 Test 4 : Résultats du schéma boite (uy,pp) € Pr.o x (RT'+®) . . ... .. 96
2.11 Test 4 : Résultats du schéma boite (uy,py) € Py x (BDM'+®) . . . . .. 98
2.12 Test 4 : Résultats du schéma boite (up, pp) € Pyog x RT® . . . ... ... .. 98
4.1 Tableau récapitulatif des différents couplages possibles entre le nombre de

Courant et le nombre de Peclet. . . . . . ... ... .. ... 0. 174
4.2 Comparaison entre le schéma boite-ADI et la méthode volumes finis de Turner-

Truscott . . . . . . L 199
4.3 Test 2 : Résultats obtenus par le schéma boite ADI a I'instant final 7" = 4800. 202
4.4 Test 3: K = 0.01, Résultats obtenus par le schéma boite ADI a I'instant final

T =1. . . e 208
4.5 Test 3: K = 0.1, Résultats obtenus par le schéma boite ADI a I'instant final

T =1. . . e e 208

- 214 -



Bibliographie

1]

[14]

[15]

A. BALAGUER, C. CoNDE, J.A. LOPEzZ, V. MARTINEZ, A Finite Volume Me-
thod with a Modified ENO Scheme using a Hermite Interpolation to solve Advection-
Diffusion Equations, Int. J. Numer. Meth. Engng;50 :2339-2371, 2001.

I. BABUSKA, Error bounds for finite elements method, Numer.Math.,

F. BrEzz1, On the existence, uniqueness and approximation of saddle point problems,
arising from Lagrangian multipliers, R.A.LR.O., 16, 322-333. 8, R-2, 129-151, 1974.
D. Bragss, Finite Elements, Cambridge Univ. Press, 1997.

F. Brezzi, J. DoucLAs, L.D. MARINI, Two families of Mixed Finite Element for
second order elliptic problems, Numer. Math., 47, 217-235, 1985 .

S. BRENNER ET S. SCOTT, The mathematical Theory of the Finite Element Method,
Springer Verlag, Berlin/Heidelberg, 1994.

C. BERNARDI, C. CANUTO, Y. MADAY, Generalized inf-sup conditions for Chebyshev
spectral approximation of the Stokes problem, SIAM .J. Numer. Anal., 25,6, 1237-1271,
1988.

J.J. CHATTOT, Box-schemes for First Order Partial Differential Equations, Advances
in Comp. Fluid Dynamics, Gordon Breach Publ., 1995, 307-331.

J.J. CHATTOT, S. MALET, A “box-scheme” for the Euler equations, Lecture Notes in
Math., 1270, Springer-Verlag, 1987, 82-99.

S-H. CHou , S. TanG, Comparing two approaches of analizing mixed finite volume
methods, J. KSIAM )5 ;1 55-78, 2001.

S-H. CHou , D. Y. Kwak, K. Y. Kim, Mixed finite volume methods on nonstaggered
quadrilateral grids for elliptic problems, Mathematics of Computation, 2001.

B. COURBET, Schémas a deux points pour la simulation numérique des écoulements,

La Recherche Aérospatiale, n°4,, 21-46, 1990.

B. CoURBET, Etude d’'une famille de schémas boite a deux points et application a
la dynamique des gaz monodimensionnelle, La Recherche Aérospatiale, n°5,, pp 31-44,
1991.

B. COURBET, Schémas boite en réseau triangulaire, Rapport Technique ONERA
n°18/3446 EN, 1992.

B. CourBET, J.P. CROISILLE, Finite Volume Box Schemes on triangular meshes,
Math. Model. and Numer., 32,5, 631-649, 1998.

- 215 -



16]
17)
18]
19)
20]
21]
22]
23]
24]

[25]

[26]
[27]

28]

J-P. CROISILLE, Finite Volume Box Schemes and Mixed Methods, Math. Model. and
Numer., 34, 5, 1087-1106, 2000.

J-P. CroIisiLLE, Keller’s box-scheme for the one-dimensional stationary convection-
diffusion equation, COMPUTING, 68, 37-63, 2002.

J-P. CRrROISILLE, Un schéma boite pour ’équation de convection-diffusion stationnaire
1d, Préprint de I'Université de Metz, 2003.

J-P. CRrROISILLE, I. GREFF, Some box-schemes for elliptic problems, Numerical Me-
thods for Partial Differential Equations, 17, 4 , 355-373, 2001.

J-P. CroIsiLLE, I. GREFF, A box scheme for convection-diffusion equations, Proc of
the 3. ISFVMCA, Porquerolles, Hermes, 2002.

J-P. CROISILLE, I. GREFF, A box scheme for convection-diffusion equations with sharp
contrast in the diffusion coefficients, Preprint de 1’Université de Metz.

M. Crouzeix, P-A. RAVIART, Conforming and nonconforming finite element methods
for solving the stationary Stokes equations I, R.A.ILR.O. 7, R-3, 33-76, 1973.

M. CrouUzEIX, P-A. RAVIART Introduction a 'analyse numérique des équations aux
dérivées partielles.

J. Doucras, J.E. GuUNN, A general formulation of alternating direction methods;
Part 1. Parabolic and hyperbolic problems, Num. Math, 6, 1964, 428-453.

J. DoucrLAs, H.H. RACHFORD, On the numerical solution of heat conduction pro-
blems in two and three space variables. TRANS. OF THE AMER. MATH. Soc, 82,
421-439, 1956.

DoucGrAs N. ARNOLD, DANIELE BOFFI, RICHARD S. FALK, Approximation by qua-
drilateral finite elements, Mathematics of computation , 71, 239, 909-922, 2002.

W. HAckBUSCH, On first and second order box schemes, Computing, 41,, 277-296,
1989.

M. FoRrTIN, M. SOULIE, A non-conforming piecewise quadratic finite element on tri-
angles, Int. J. Num. meth. Eng., 19, 505-520, 1983.

M. FortiN, M. FAHRLOUL, A non-conforming mixed finite element for second order
elliptic problems, Num. Meth. PDE, 1997.

V. GIrRAULT, COURS DE D.E.A., Université Paris 6, unpublished.

H.B. KELLER, A new difference scheme for parabolic problems, Numerical solutions of
partial differential equations, II, B. Hubbard ed., Academic Press, New-York, 327-350,
1971.

B. M. TrONS, A. RAZZAQUE, Experience with the patch test for convergence of finite
element, The Mathematical Foundations of the Finite Element Method with Appli-
cations to Partial Differential Equations (A. K. Aziz, Ed.), 557-588, academic Press,
New-York, 1972.

- 216 -



33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[45]

[46]

[47]

R. CARPENTIER, A. DE LA BOURDONNAYE, B. LARROUTUROU, On the derivation
of the modified equation for the analysis of linear numerical methods, Math. Model.
and Numer., 31, 4, 459-470, 1997.

J.F. MAITRE, About a “natural” mixed finite element method ;relation with classical
methods and applications. Talk at the ENUMATH 99, July 99, Jyveskyla, Finland.

R.A. NicOLAIDES, Existence, uniqueness and approximation for generalized saddle
point problems, SIAM J. Numer. Anal., 19, 2, 349-357, 1982.

B.J. Nove, H.H. TAN, Finite difference methods for solving the 2D convection-
diffusion equation, Int. Jour. Numer. Meth. Flu., (9), 75-98, 1989.

D.W. PEAcEMAN, H.H RACHFORD, The numerical solution of parabolic and elliptic
differential equations. Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics,

3, 28-41, 1955.

R. RANNACHER, S. TUREK, Simple Nonconforming Quadrilateral Stokes Element,
Numer. Meth. Partial Diff. Equations., 8, 97-111, 1992.

P-A. RaviArT, J-M. THOMAS, A mixed finite element method for 2nd order elliptic
problems, Lecture Notes in Math., 606, Springer-Verlag, 292-315, 1977.

P-A. RAVIART, J-M. THOMAS, Introduction a I’Analyse numérique des équations aux
dérivées partielles, Masson, 1992.

A. RicAL, High order difference methods for unsteady 1D diffusion-convection pro-
blems, .J. Comp. Phys., 114 , 59-76, 1994.

J. STRIKWERDA, Finite Difference Schemes and Partial Differential Equations, Wad-
sworth & Brooks/Cole Pub., 1989.

G. STRANG, G. Fix, An analysis of the Finite Element Method, Prentice Hall, New-
York, 1973.

1
rot

M. StyNES, L. ToBISKA, The streamline-diffusion method for nonconforming @

elements on rectangular tensor-product meshes, IMA Journal of Numerical Analysis,
21, 123-142, 2001.

S.L. TruscoTT, [.W. TURNER, An investigation of Spatial and Temporal Weighting
Schemes for use in Unstructured Mesh Control Volume Finite Element Methods, 10th
Comp. Tech. App. Conf., Brisbane, July 2001, to appear in the ANZIAM Jour.

S.F. WorNoOM, Application of compact difference schemes to the conservative Euler
equations for one-dimensional flows, NASA Tech. Mem. 83262, 1982.

S.F. WorNoM, M.M. HAFEZ, Implicit conservative schemes for the Euler equations,
ATAA J., 24,2,, 215-233, 1986.

- 217 -



Dans cette these, nous étudions les schémas boite. Ils ont été introduits par H.B. Kel-
ler en 1971. Dans un premier temps, on s’est intéressé a des problemes elliptiques de type
Poisson. Plusieurs schémas boite pour des domaines de R? maillés par des triangles ou des
rectangles ont été introduits. Dans ce cas, la discrétisation s’effectue sur la forme mixte du
probleme en prenant la moyenne des deux équations (conservation et flux) sur les cellules du
maillage. La méthode peut étre qualifiée de “méthode volumes finis mixte de type Petrov-
Galerkin “. Une des difficultés du design de cette famille de schémas réside dans le choix des
différents espaces de fonctions (approximation et test) qui doivent satisfaire des conditions
de compatibilité de type Babuska-Brezzi. En revanche, cette méthode de discrétisation ne
nécessite qu’un seul maillage (le maillage du domaine). De plus, on montre dans la plupart
des cas que le schéma obtenu est équivalent a un probleme découplé : la résolution d'un
probléme variationnel pour I'inconnue principale et une formule locale pour le gradient (le
flux). Des résultats de stabilité et les calculs d’erreurs reposant sur la théorie des éléments fi-
nis ont été établis. Une étude numérique valide ces résultats pour quelques cas tests. Dans le
cadre du Groupement de Recherche MoMaS pour le stockage des déchets nucléaires dans la
Meuse, j’ai ensuite étudié des problemes de convection-diffusion instationnaires. Un schéma
boite permettant d’approcher ces équations dans le cas monodimensionnel a été introduit.
Des coefficients de décentrement propres a chaque maille permettent de controler le schéma
(précision, stabilité). Afin de généraliser rapidement ce schéma au cas bidimensionnel, je me
suis concentrée sur une extension du schéma boite monodimensionnel par la méthode ADI
(Alternating Direction Tmplicit).

The main object of this thesis is the theoretical and numerical analysis of box schemes.
This class of schemes, has been introduced by H.B. Keller in 1971 for parabolic problems.
In the case of elliptic problems, the basic principle is to average the two continuous equa-
tions (conservation and flux) given by the mixed form of the problem, onto the boxes of the
mesh. Box schemes belong to the category of so-called mixed Petrov-Galerkin finite volume
methods. The selection of the different spaces functions (trial and test) is difficult, because
they have to satisfy the compatibility Babiiska-Brezzi condition. However, contrary to other
schemes, the method requires an unique mesh. In most of the cases, the scheme is equivalent
to a variational formulation in the principal unknow (u) and a local reconstruction of the
flux (Vu). Firstly, I studied the bidimensional mixed form of the Poisson problem with a
box scheme on triangular or quadrangular meshes. Stability results and error estimates are
given using the finite element theory. A numerical study on several test cases (Matlab code)
completes our theoretical results. As part of the research group MoMaS for deep ground
repositories of radioactive wastes, the potential interest of box schemes for unstationary
convection-diffusion problems has been tested. A box scheme has been designed for the
1D equation. Two kinds of upwinding are introduced, each one being designed to cure the
two classical oscillations sources present in the approximation of convective-diffusion equa-
tions. The generalization to the bidimensional case is perfomed using an ADI-like method
(Alternating Direction Implicit).



