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Introduction g�en�erale

Introduction g�en�erale

L'�electroenc�ephalographie (E.E.G.) et la magn�etoenc�ephalographie (M.E.G.)
permettent de mesurer �a la surface de la tête des champs �electromagn�e-
tiques r�esultant des activit�es neuronales du cerveau. Parmi les di��erents types
d'imagerie c�er�ebrale fonctionnelle (tomographie par �emission de positons
((T.E.P.)) et imagerie par r�esonance magn�etique fonctionnelle ((I.R.M.f.))),
toutes en pleine essor, la M.E.G. et l'E.E.G. sont les seules �a fournir une
r�esolution temporelle de l'ordre de la milliseconde, su�sante pour �etudier
tous les ph�enom�enes dynamiques du cerveau. Malheureusement, les mesures
e�ectu�ees �a la surface du scalp sou�rent d'une assez mauvaise r�esolution spa-
tiale. Pour connâ�tre la localisation des sources d'activit�es neuronales �a par-
tir des signaux mesur�es, il est indispensable de mod�eliser la propagation des
champs �electromagn�etiques �a l'int�erieur des tissus de la tête. Cette mod�elisa-
tion consiste �a r�esoudre les �equations de Maxwell pour toutes les con�gura-
tions de sources neuronales possibles. Elle est e�ectu�ee �a l'aide de techniques
de calcul num�erique (int�egrales de surfaces, di��erences �nies et �el�ements �-
nis), pour lesquelles il est n�ecessaire de disposer d'un maillage surfacique ou
volumique des tissus de la tête o�u chaque �el�ement du maillage poss�ede une
conductivit�e �electrique du tissu correspondant. Les mod�eles les plus simples
et encore les plus souvent utilis�es sont des mod�eles de sph�eres embô�t�ees
car ils o�rent une solution analytique [MUNCK-88], [SARV-87]. Les mod�eles
surfaciques [MEIJS-89] �a g�eom�etrie r�ealiste, o�u la conductivit�e des di��erents
tissus est suppos�ee isotrope commencent �a être plus largement utilis�es. Plus
r�ecemment, des mod�eles volumiques [THEV-92], [MAR-98], permettant de
tenir compte d'h�et�erog�en�eit�es telles que l'anisotropie de la conductivit�e de
l'os, ont commenc�e �a voir le jour.

La plupart des approches actuelles reposent sur la d�e�nition des fronti�eres
surfaciques des objets poly�edriques. Le maillage volumique consiste alors �a
introduire �a l'int�erieur de l'objet des points dits de ((Steiner)). Ensuite une tes-
sellation de Delaunay est appliqu�ee pour g�en�erer les �el�ements �nis. Souvent,
un post-traitement est n�ecessaire pour enlever des �el�ements d�eg�en�er�es ou re-
con�gurer le maillage, de fa�con �a ce que les �el�ements satisfassent un crit�ere
de qualit�e pr�ed�e�ni. D'autres approches sont fond�ees sur une d�ecomposition
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Introduction g�en�erale

r�ecursive de l'espace dans laquelle une r�egion 3D est subdivis�ee en octants.
Cette subdivision est impos�ee par les fronti�eres (surfaciques) de l'objet et un
crit�ere li�e �a la r�esolution. Les descriptions surfaciques d'objets anatomiques
c�er�ebraux pour ces types d'approches sont tr�es di�ciles �a g�en�erer.

L'objectif de cette th�ese est donc de construire des mod�eles plus r�ealistes
des tissus de la tête sous forme de maillages volumiques t�etra�edriques adap-
t�es aux m�ethodes d'�el�ements �nis. Ces maillages volumiques sont construits
�a partir de donn�ees anatomiques individuelles obtenues en imagerie par r�eso-
nance magn�etique (I.R.M.) et doivent respecter des contraintes g�eom�etriques
et topologiques impos�ees par la technique num�erique. Les enjeux de cette
th�ese sont de faire le lien entre les m�ethodes de segmentation et le calcul nu-
m�erique des champs �electromagn�etiques en proposant une m�ethode originale
de maillage volumique des tissus de la tête.

Le premier chapitre de ce manuscrit est une description anatomique et
�electrique du cerveau humain. Nous donnons d'abord quelques �el�ements d'ana-
tomie c�er�ebrale puis nous d�ecrivons la mod�elisation �electrique des activit�es
neuronales. Ensuite nous d�ecrivons les principes de mesures de l'E.E.G. et
de la M.E.G. En�n nous montrons l'importance que revêt une mod�elisation
volumique des tissus de la tête dans la localisation des sources d'activit�es
neuronales �a partir de l'E.E.G. et la M.E.G.

Dans le deuxi�eme chapitre, nous rappelons les notions n�ecessaires �a la
construction de maillages. Ensuite, nous faisons le point sur les di��erentes
m�ethodes de maillages existantes. Une premi�ere partie de notre travail a
consist�e �a �elaborer une m�ethode de maillage volumique mieux adapt�ee au
calcul num�erique. Nous avons ainsi �etudi�e les t�etra�edrisations presque r�e-
guli�eres (T:P:R:) de l'espace (cf. chapitre 3). Une des originalit�es de notre
m�ethode de maillage volumique r�eside dans la notion de ((r�egion homotopi-
quement d�eformable)) (cf. chapitre 4) qui permet d'injecter dans une m�ethode
de maillage volumique des connaissances a priori topologiques. Nous avons
introduit une caract�erisation originale des d�eformations homotopiques d'un
objet discret plong�e dans un maillage volumique de l'espace. Nous utilisons
ces r�esultats pour caract�eriser localement les d�eformations homotopiques �el�e-
mentaires d'une sc�ene repr�esent�ee par un maillage volumique.

De nombreux outils locaux peuvent être utilis�es �a des �ns d'optimisation
et d'adaptation de maillages t�etra�edriques. La convergence, la pr�ecision et
les th�eor�emes d'estimation d'erreurs pour des calculs par �el�ements �nis sont
li�es au param�etre h repr�esentant la plus grande arête d'un t�etra�edre. Cela
am�ene �a penser qu'une adaptation de maillage li�ee aux arêtes des �el�ements
(appel�ee h-adaptation) r�epond bien au probl�eme d'optimisation et d'adap-
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tation d'une T:P:R: Nous nous sommes donc int�eress�es dans le chapitre 5 �a
une h-adaptation fond�ee sur des modi�cations locales d'une T:P:R:

En�n, nous pr�esentons dans le dernier chapitre de ce manuscrit (cf. cha-
pitre 6) une m�ethode de maillage volumique des tissus de la tête �a partir
d'une image I.R.M. fond�ee sur des crit�eres �a la fois g�eom�etriques et topolo-
giques. Notre m�ethode de maillage permet d'une part d'extraire d'une image
I.R.M. une repr�esentation synth�etique de la tête adapt�ee aux techniques de
r�esolution des �equations de Maxwell et d'autre part de confronter les r�esultats
issus du calcul num�erique avec les donn�ees r�eelles en E.E.G. et en M.E.G.

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 13
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C H A P I T R E 1

Quelques �el�ements de
neuroanatomie et
d'�electrophysiologie

Il est aujourd'hui possible d'observer presque directement le fonctionne-
ment du cerveau sans se fonder sur l'observation de ph�enom�enes p�eriph�e-
riques comme les temps de r�eponse �a des stimuli ou les cons�equences d'une
d�et�erioration c�er�ebrale. L'E.E.G. et la M.E.G. permettent de suivre l'activit�e
c�er�ebrale d'un sujet sans dommage pour sa sant�e. Ces m�ethodes de mesure
de l'activit�e c�er�ebrale s'appuient toutes sur les ph�enom�enes biologiques ou
physiques qui l'accompagnent. Les pr�ecisions spatiales et temporelles de ces
observations sont donc limit�ees pour deux raisons :

{ D'une part, les ph�enom�enes observ�es sont reli�es indirectement �a l'acti-
vit�e c�er�ebrale et ne pr�esentent pas les mêmes caract�eristiques spatio-
temporelles que cette derni�ere.

{ D'autre part, l'observation de ces ph�enom�enes est contrainte par la
r�esolution et la sensibilit�e des capteurs ainsi que par les protocoles
exp�erimentaux pouvant être utilis�es.

Dans ce chapitre, nous abordons, en particulier, l'inuence l'E.E.G. et la
M.E.G. sur les pr�ecisions spatiales et temporelles de l'activit�e c�er�ebrale et
nous nous int�eressons �a l'utilisation de l'anatomie pour l'exploration fonc-
tionnelle du cerveau. Nous r�esumons dans la section 1.1, les principes physio-
logiques qui r�egissent l'activit�e c�er�ebrale. Ensuite, nous d�ecrivons l'anatomie
corticale qui est le si�ege de l'activit�e �electrique (cf. section 1.2) puis nous
donnons sa mod�elisation �electromagn�etique (cf. section 1.3). Dans la section
1.4, nous pr�esentons succinctement les m�ethodes d'exploration fonctionnelle
que sont l'E.E.G. et la M.E.G. et comparons leurs r�esolutions spatiale et tem-
porelle. En�n, dans la section 1.5, nous montrons comment l'anatomie des
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Quelques �el�ements de neuroanatomie et d'�electrophysiologie

tissus de la tête peut être utilis�ee pour am�eliorer l'�etude �electrophysiologique
du fonctionnement du cerveau.

1.1 Principes physiologiques

Le cerveau contient plusieurs milliards de neurones formant un vaste r�e-
seau de communication �a travers tout le corps humain. Un neurone est une
cellule compos�ee principalement de quatre parties (�gure 1.1) dont le principe
de fonctionnement peut être sch�ematis�e ainsi [KAHL-90] :

{ une antenne r�eceptrice : les dendrites ;

{ une source d'�energie : le corps cellulaire (ou soma) ;

{ une ligne de communication : l'axone ;

{ une antenne �emettrice : l'extr�emit�e synaptique de l'axone.

Les neurones forment des châ�nes, des circuits ou des boucles dans les-
quels l'axone de l'un s'unit aux dendrites, au soma ou �a l'axone du suivant par
l'interm�ediaire des jonctions synaptiques. L'excitation d'un neurone se tra-
duit par une perturbation �electrique qui se propage �a partir du point excit�e :
c'est le potentiel d'action. La membrane du neurone est alors d�epolaris�ee,
c'est-�a-dire que la di��erence de potentiel entre l'int�erieur et l'ext�erieur du
neurone (qui est au repos d'environ -70mV) baisse de fa�con transitoire ; ces
variations de polarit�e sont dues �a une modi�cation de la perm�eabilit�e de la
membrane cellulaire qui entrâ�ne des �echanges d'ions (K+; Na+ et Cl�) entre
l'int�erieur et l'ext�erieur de la cellule. Lors de l'excitation d'un neurone, on
observe une propagation du potentiel d'action le long de son axone. Chaque
neurone excit�e peut donc être consid�er�e comme un g�en�erateur de courant mi-
niature cr�eant des di��erences de potentiels dans son voisinage et entrâ�nant
des d�eplacements de charges dans le volume du cerveau (voir section 1.3).

L'activit�e c�er�ebrale induit donc une modi�cation des densit�es de courant
dans le volume c�er�ebral. Les courants �electriques observ�es sont de deux types.
Des courants primaires sont g�en�er�es au niveau des dendrites avec des temps
caract�eristiques relativement longs (plusieurs dizaines �a quelques centaines de
millisecondes). Ces courants se propagent le long des axones en un ((Potentiel
d'Action)) dont les temps caract�eristiques sont relativement plus courts (de
l'ordre de la milliseconde).La mesure directe de la r�epartition des densit�es de
courant intra-c�er�ebral n'est pas envisageable en g�en�eral mais cette activit�e
�electrique au sein du cerveau g�en�ere des di��erences de potentiels et des va-
riations de champ magn�etique qui peuvent être enregistr�ees �a la surface du
crâne (cf. section 1.4). Les mesures �electromagn�etiques e�ectu�ees sur le scalp
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1.2 Cortex c�er�ebral

(a)

(b)

(d)

(c)

Fig. 1.1 { Sch�ema d'un neurone (d'apr�es [KAHL-90]). (a) Les dendrites. (b)
Le corps cellulaire. (c) L'axone. (d) Les extr�emit�es synaptiques.

sont donc le reet d'une partie de l'activit�e c�er�ebrale, leur mesure et leur ana-
lyse sont donc susceptibles de fournir des indications sur le fonctionnement
du cerveau.

1.2 Cortex c�er�ebral

Le cerveau peut être divis�e en trois parties : les deux h�emisph�eres, le cerve-
let et le tronc c�er�ebral (cf. �gure 1.2). Chaque h�emisph�ere comprend 4 faces:
lat�erale ou externe, m�ediale ou interne, sup�erieure et inf�erieure. Les deux
h�emisph�eres sont reli�es par des faisceaux de �bres qui traversent les commis-
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sures. Parmi ces commissures se trouvent la commissure inter-h�emisph�erique
ou corps calleux, les commissures intra-h�emisph�eriques et les commissures
inter- et intra-h�emisph�eriques ou trigone.

Cv

HG

Tr

HD

Fig. 1.2 { Subdivision de l'enc�ephale (en haut) en trois parties : les h�e-
misph�eres (HD et HG), le cervelet (Cv) et le tronc c�er�ebral (Tr) (d'apr�es
[HASB-98]).

Le n�eocortex c�er�ebral, sur le plan histologique, est form�e de 6 couches (cf.
�gure 1.3). On distingue de la plus super�cielle �a la plus profonde :

1. la couche mol�eculaire, elle contient essentiellement des �bres (axones
et dendrites),

2. la couche granulaire externe, elle est consitu�ee de neurones granulaires
(couche r�eceptrice),

3. la couche pyramidale externe, elle contient des cellules pyramidales
(couche e�ectrice),

4. la couche granulaire interne (couche r�eceptrice),

5. la couche pyramidale interne (couche e�ectrice) et,

6. la couche fusiforme (polymorphe).

Chaque h�emisph�ere est pliss�e et forme des sillons :

{ les sillons les plus profonds ou scissures d�elimitent les lobes,

{ les sillons moins profonds d�elimitent des circonvolutions, gyrus ou plis
dans chaque lobe.

18 J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese, 2001



1.3 Mod�elisation �electromagn�etique du cerveau

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Fig. 1.3 { Histologie du cortex (d'apr�es [HASB-98]).

Le sillon lat�eral (scissure de Sylvius), tr�es profond, s�epare le lobe temporal
du reste du cerveau. Le sillon central (scissure de Rolando) s�epare le lobe
frontal en avant, du pari�etal en arri�ere. Le sillon pari�eto-occipital (scissure
perpendiculaire externe) s�epare le lobe pari�etal du lobe occipital. La limite
temporo-occipitale est �a peine marqu�ee par une incisure temporo-occipitale
(cf. �gure 1.4).

La stimulation �electrique de certaines aires corticales de la r�egion pr�ecen-
trale (cortex moteur) du lobe frontal entrâ�ne des contractions musculaires
dans di��erentes r�egions du corps. Il apparâ�t une repr�esentation somatoto-
pique au-dessus du sillon lat�eral. Les doigts et la main qui e�ectuent les mou-
vements les plus di��erenci�es occupent la zone la plus grande, le tronc la plus
petite. L'imagerie fonctionnelle, notamment la magn�eto/�electroenc�ephalographie,
permet d'observer ces zones somatotopiques [GAV-01].

1.3 Mod�elisation �electromagn�etique du cerveau

1.3.1 Activit�e �electromagn�etique du cortex

Parmi toutes les activit�es c�er�ebrales qui inuencent les signaux E.E.G. et
M.E.G., celles qui ont lieu dans le cortex ont une importance pr�epond�erante
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Fig. 1.4 { Les lobes c�er�ebraux : lobe frontal (en haut �a gauche), lobe pari�etal
(en haut �a droite en vert), lobe occipital (en haut �a droite en bleu), lobe
temporal (en orange) (d'apr�es [HASB-98]).

�a cause de leur organisation g�eom�etrique et de leur synchronisation.

Les cellules situ�ees dans le cortex suivent des directions localement pa-
rall�eles. De plus, on n'observe pas, dans le cortex, d'activations isol�ees de
neurones mais des activations simultan�ees de neurones voisins. Du fait de
leur organisation topologique parall�ele, les e�ets �electromagn�etiques des ac-
tivations de ces groupes de neurones voisins vont se sommer et pouvoir être
mesur�es par des enregistrements E.E.G. et M.E.G. On ne retrouve pas cette
organisation parall�ele dans les parties plus profondes du cerveau comme les
noyaux gris centraux 1. Une description anatomo-fonctionnelle tr�es pr�ecise du
cerveau est donn�ee dans [THOM-93].

L'activit�e �electrique enregistr�ee provient des dendrites et des corps des

1: La d�e�nition anatomique des noyaux gris centraux comprend le corps stri�e (putamen,
globus pallidus et noyau caud�e), le claustrum (avant-mur) et l'amygdale.
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^̂

Dipole Tangentiel

Surface du crane

(Gyrus)

(Sillon)

Dipole Radial 

Fig. 1.5 { D�e�nition des dipôles radiaux et tangentiels au niveau du ruban
cortical.

neurones (cf. section 1.1). Cette activit�e principale se situe dans la bande
corticale. Les neurones de cette bande corticale se regroupent en paquets
de neurones parall�eles de plusieurs milliers �a plusieurs millions, occupant un
volume du cortex d'environ 3 mm de diam�etre sur 3 mm de profondeur (une
macro-colonne), et travaillant simultan�ement (cf. �gure 1.5). Ces colonnes
de neurones sont toutes dirig�ees perpendiculairement �a la surface du cortex.
C'est l'activit�e synchronis�ee de ces assembl�ees corticales que l'on d�etecte car
l'activit�e d'un seul neurone est parfaitement ind�ecelable. L'ordre de grandeur
du moment dipolaire est alors de 10 nA.m. Cette mod�elisation ne se prête
correctement qu'aux assembl�ees corticales (ou macro-colonnes de neurones).
Les arrangements dendritiques dans des structures plus profondes comme le
noyau thalamique sont multipolaires car ils ne mettent pas en �evidence de
disposition r�eguli�ere avec une orientation pr�ef�erentielle des neurones comme
le cortex. Il est alors commun�ement admis que ces structures ont une activit�e
�electrique �a champ ferm�e au sens o�u les di��erences de potentiel r�esultantes
sont tr�es faibles, �a distance.

En r�esum�e, l'activit�e �electrique d'une colonne de neurones peut donc être
d�ecrite de fa�con satisfaisante par un mod�ele dipolaire de courant. Un dipôle
de courant est la juxtaposition d'une source et d'un puits de courant. La
source mod�elise l'arriv�ee des charges dans le neurone au niveau des synapses
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des dendrites, et le puits mod�elise la sortie des charges par l'axone isol�e
�electriquement. La justi�cation de ce mod�ele dipolaire a �et�e largement trait�ee
dans la litt�erature [THEV-92],[HAMA-93].

L'orientation du dipôle est donn�ee par la direction de la colonne qu'il mo-
d�elise. L'activit�e principale de l'enc�ephale est ainsi mod�elis�ee par des dipôles
de courant r�epartis dans le cortex et dont la direction est perpendiculaire �a
la surface de celui-ci. Au �nal, tous les dipôles de courant mod�elisant l'acti-
vit�e �electrique du cerveau seront localis�es dans un même milieu : le cortex.
Ces dipôles donnent �egalement naissance �a des courants secondaires (appe-
l�es courants de conduction) qui d�ependent des conductivit�es des tissus qu'ils
traversent.

Les axones de ces colonnes constituent la substance blanche et suivent
�egalement une direction plus ou moins perpendiculaire �a la surface du cortex.
Ils sont parfaitement conducteurs le long de la �bre et sont isol�es �electrique-
ment par une gaine naturelle, la my�eline, dans l'autre direction. La substance
blanche poss�ede donc des propri�et�es �electriques fortement anisotropes mais
ce n'est pas le seul tissu de la tête a pr�esenter de telles propri�et�es.

Par cons�equent, nous pr�esentons, dans la section suivante, les propri�et�es
�electriques des di��erents tissus de la tête.

1.3.2 Conductivit�e des tissus de la tête

Les milieux de conductivit�es anisotropes de la tête sont principalement
la substance blanche et l'os du crâne. Ce dernier poss�ede une texture tr�es
poreuse et contient des cavit�es remplies de moelle qui favorisent fortement
la conduction suivant les couches tangentielles de l'os, tandis que la conduc-
tion transversalement �a la surface de l'os est fortement att�enu�ee. Ces milieux
peuvent être d�ecrits par deux valeurs de conductivit�e, une dans les deux
directions tangentielles aux surfaces de l'os et du cortex, et l'autre dans la
direction orthogonale aux deux premi�eres, dite radiale. Le tenseur de conduc-
tivit�e de ces milieux varie donc en tout point car il d�epend de l'orientation
de la surface d�elimitant les milieux. Dans le rep�ere des directions radiales et
tangentielles du milieu (correspondant aux directions principales du tenseur),
le tenseur de conductivit�e s'exprime de fa�con simple en fonction des valeurs
des conductivit�es radiale �r et tangentielle �t exprim�es en Sm�1 (Siemens
par m�etre) ou 
�1m�1 par :

[�] =

264 �t 0 0
0 �r 0
0 0 �r

375
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La principale di�cult�e rencontr�ee pour mesurer les imp�edances des tis-
sus biologiques, et en particulier pour les constituants de la tête, est que la
conductivit�e des tissus d�epend fortement de l'environnement dans lequel ils
sont plong�es. La conductivit�e du crâne, par exemple, est directement propor-
tionnelle �a celle du liquide dans lequel il est plong�e [RUSH-68]. Celle d'un
cerveau mort est tr�es di��erente de celle d'un cerveau vivant et en même
temps les mesures in vivo sont tr�es d�elicates et doivent être interpr�et�ees avec
beaucoup de pr�ecautions [ROB-77].

Di��erentes approches ont �et�e ainsi appliqu�ees pour la mesure des conduc-
tivit�es des constituants du cerveau et de la tête. Une premi�ere approche
consiste �a r�ealiser des mesures sur des �echantillons in vitro. Cette approche
a �et�e largement utilis�ee pour obtenir une conductivit�e ((absolue)) de nom-
breux tissus et liquides biologiques. Les principes de ces mesures et notam-
ment la con�guration des �electrodes �a utiliser sont d�ecrits dans [SCHWA-63]
et [SCHWA-66]. Une approche fond�ee sur un fantôme a �et�e utilis�ee dans
[RUSH-68] pour d�eterminer la conductivit�e du crâne. En e�et, les auteurs
ont cr�e�e un fantôme de la tête a�n de reproduire les conditions r�eelles de
conduction d'un crâne. Ce fantôme est constitu�e d'un demi-crâne humain
dispos�e dans un r�eceptacle simulant la tête. Le crâne baigne dans un liquide
simulant la peau et le cerveau. Le fantôme reste malgr�e tout assez �eloign�e
de la r�ealit�e. Faire des mesures in vivo semble donc incontournable, en par-
ticulier lorsqu'il s'agit de mesurer la conductivit�e d'un cerveau vivant. Aussi
ces mesures sont g�en�eralement r�ealis�ees sur des cerveaux de chat anesth�esi�e
[ROB-77] ou de lapin. Dans [ROB-77], nous trouvons une m�ethode d�etaill�ee
de mesure �a quatre �electrodes sp�eci�ques aux mesures in vivo des conducti-
vit�es du cerveau.

Les valeurs de conductivit�es utilis�ees sont donc assez approximatives d'au-
tant plus qu'il est probable qu'elles aient une grande variabilit�e d'un sujet �a
l'autre et même au sein de chaque tissu d'un même sujet. Une nette am�elio-
ration devra être apport�ee �a ce niveau si l'on veut pousser encore le r�ealisme
des mod�eles existants (cf. section 1.5.2). Des valeurs de conductivit�es norma-
lis�ees par rapport �a la conductivit�e du milieu externe, la peau, sont souvent
utilis�ees. La conductivit�e de l'os est beaucoup plus faible que celle de la
peau et des constituants du cerveau (cortex et substance blanche) qui sont
du même ordre de grandeur. La conductivit�e du liquide c�ephalo-rachidien
(LCR) est environ trois fois sup�erieure �a celle de la peau. Le milieu ext�erieur
est toujours consid�er�e comme un isolant parfait (conductivit�e nulle).

La plupart des exp�erimentateurs se r�ef�erent aux valeurs publi�ees dans
[GED-67]. Les deux conductivit�es pour celle de la peau sont alors celles d�eter-
min�ees par Burger (0; 43 Sm�1 pour le scalp) et Hemingway (0; 33 Sm�1pour
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la peau) [GED-67]. Yamoto a publi�e une �etude tr�es compl�ete de l'imp�edance
de la peau [YAM-76]. Il trouve une conductivit�e de 0; 22 Sm�1pour les tissus
internes et une valeur de 0; 0022 Sm�1 pour la k�eratine. La conductivit�e du
LCR (1; 55 Sm�1) a �et�e mesur�ee par Radvan et Ziemnowicz [GED-67]. Deux
valeurs normalis�ees (3 et 4; 62) sont obtenues suivant la valeur utilis�ee pour
la peau. Les valeurs utilis�ees pour l'os, le cortex et la mati�ere blanche sont
moins bien d�e�nies.

Le rapport 80 entre la peau et l'os est souvent admis. Il a �et�e d�etermin�e
dans [RUSH-68]. La mesure de l'anisotropie du crâne a �et�e �egalement r�eali-
s�ee dans [RUSH-68]. Un rapport de 50 �a 300 est obtenu entre la conductivit�e
radiale du crâne et celle du milieu dans lequel il est plong�e. Ce rapport n'est
plus que de 5 �a 40 pour la conductivit�e tangentielle. Cela donne approxima-
tivement un rapport de 10 entre les conductivit�es radiale et tangentielle du
crâne.

Une valeur moyenne de la conductivit�e du cerveau (0; 18 Sm�1 �a 0; 22
Sm�1) a �et�e obtenue par Friche et Curtis [SCHWA-63]. Une valeur de 0; 17
Sm�1 a �et�e mesur�ee par Osswald sur des bovins et est cit�ee dans [GED-67]
tandis que Lang propose une valeur de 0:33 Sm�1, cit�ee dans [HOS-78]. Les
seules mesures d'anisotropie de la mati�ere blanche ont �et�e r�ealis�ees sur des
cerveaux de chats [NICH-65] o�u une conductivit�e tangentielle 9 fois plus
importante que la conductivit�e radiale a �et�e obtenue.

1.4 L'imagerie fonctionnelle E.E.G. et M.E.G.

L'�electroenc�ephalographie (E.E.G.) et la magn�etoenc�ephalographie (M.E.G.)
permettent de mesurer l'activit�e �electrique du cerveau humain de fa�con enti�e-
rement non invasive. Les mesures en E.E.G. et en M.E.G. permettent d'avoir
une tr�es bonne r�esolution temporelle (de l'ordre de la milliseconde) largement
su�sante pour �etudier les ph�enom�enes de fonctionnement du cerveau qui ont
des temps caract�eristiques de l'ordre de la dizaine ou de la centaine de milli-
secondes et tr�es en-dessous de ce que peuvent produire les autres techniques
d'imagerie qui ont une r�esolution temporelle de l'ordre de la seconde pour
l'Imagerie par R�esonance Magn�etique fonctionnelle (I.R.M.f.) et de la minute
pour la Tomographie par �emission de Positrons (T.E.P.).

1.4.1 Electroenc�ephalographie (E.E.G.)

Les milieux de la tête �etant conducteurs, l'activit�e �electrique neuronale in-
duit des lignes de courant dans la tête qui se retrouvent �a la surface du scalp.
Ces lignes de courant engendrent des di��erences de potentiel �a la surface de
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Fig. 1.6 { Images d'un enregistrement M.E.G. (en haut) et d'un enregistre-
ment E.E.G. (en bas) r�ealis�es simultan�ement sur la machine C.T.F. de la
Piti�e-Salp�etri�ere. Les cartes �a droite sont interpol�ees �a partir des mesures sur
les capteurs pr�esent�ees �a gauche.
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la tête, mesurables en E.E.G. en disposant des �electrodes sur le scalp. Les
�electrodes sont r�eparties soit uniform�ement sur la surface du scalp avec une
disposition r�epondant �a des standard internationaux, soit avec une densit�e
variable pour assurer une couverture s�elective de certaines zones d'int�erêt.
Dans le premier cas, les �electrodes sont dispos�ees dans un bonnet �elastique
d'environ 27 �a 128, voire 256 �electrodes (uniquement pour les protocoles
de recherche). Le contact �electrique est assur�e par l'introduction d'un gel
conducteur entre l'�electrode et le cuir chevelu. Dans le second cas, quelques
�electrodes peuvent être coll�ees directement sur le scalp avec une pâte conduc-
trice, ce qui permet une observation clinique prolong�ee. Un jeu d'�electrodes
s'appelle un montage.

Si la tension est mesur�ee entre des paires successives d'�electrodes, on parle
de montage bipolaire. Dans le cas o�u une seule et même �electrode tient lieu
de r�ef�erence �a tout le montage, il s'agit d'un montage unipolaire. Le choix
de la r�ef�erence est essentiel et constitue l'une des limitations de l'E.E.G.
Les signaux mesur�es sont de l'ordre de la dizaine de microvolts et consistent
en des chutes de potentiels �a travers les tissus parcourus par les courants
volumiques g�en�er�es �a distance. Deux �electrodes voisines auront tendance �a
mesurer des potentiels d'autant plus analogues que la source sous-jacente
sera situ�ee en profondeur. Dans ce cas, un montage bipolaire ne r�ev�elera
aucun signal signi�catif. De plus, les �electrodes proches de la r�ef�erence d'un
montage unipolaire sont susceptibles de pr�esenter un niveau de signal tr�es
faible, et ce même si la source est proche. On parlera de ((r�ef�erence moyenne))
lorsque les tensions sont ensuite �evalu�ees en r�ef�erence �a la valeur moyenne
du potentiel relev�e sur toutes les �electrodes �a chaque instant.

La di�cult�e majeure de l'E.E.G. consiste �a faire ressortir de l'activit�e de
fond des composantes sp�eci�ques �a la tâche demand�ee au sujet dans l'ex-
p�erience en cours. D�es 1937, Dawson [SWA-98] d�emontre qu'en superposant
et en sommant des trac�es issus de la r�ep�etition de la même tâche, il est
possible de faire �emerger des composantes sp�eci�ques (potentiels �evoqu�es)
pouvant être quanti��ees (en amplitude et en temps d'arriv�ee par rapport au
stimulus) et compar�ees entre divers protocoles. Les potentiels �evoqu�es (P.E.)
reposent sur l'hypoth�ese tr�es forte d'une r�eponse �d�ele et syst�ematique �a
des stimulus de même nature ce qui permet un moyennage de plusieurs en-
registrements (ou essais, souvent une centaine) chez un même sujet, voire �a
travers la population enti�ere des sujets ayant particip�e �a l'exp�erience (Grande
Moyenne).

Cette hypoth�ese est tr�es limititative et suppose une interpr�etation quasi-
lin�eaire des ph�enom�enes d'entr�ee/sortie du syt�eme ((cerveau)). On peut rester
perplexe devant la capacit�e du cerveau �a r�ep�eter de mani�ere presque machi-
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nale des traitements de stimulus parfois complexes, sans faire intervenir une
dimension d'apprentissage, voire d'habitude au cours de l'exp�erience.

1.4.2 Magn�etoenc�ephalographie (M.E.G.)

Les courants neuronaux et les courants de conduction rayonnent �egale-
ment un champ magn�etique qu'il est possible de mesurer, mais les mesures
en M.E.G. constituent un probl�eme autrement plus compliqu�e qu'en E.E.G.
En e�et, le champ magn�etique �a mesurer est de l'ordre de la centaine de
femtoteslas, inf�erieur de plusieurs ordres de grandeurs �a tous les bruits envi-
ronnants tels que le champ terrestre, le rayonnement des lignes et des appa-
reils �electriques ou le champ d'un appareil I.R.M. de l'ordre du tesla clinique.
Même le champ dû �a l'activit�e cardiaque peut être gênant. Les bruits extrin-
s�eques au sujet sont r�eduits de fa�con consid�erable en r�ealisant les mesures
dans une chambre blind�ee. Il est cependant n�ecessaire d'utiliser des capteurs
tr�es sensibles, les SQUIDs (Supraconductor Quantum Interference Devices).
Ces capteurs refroidis �a l'h�elium liquide sont coupl�es �a des bobines et per-
mettent de mesurer un ux magn�etique tr�es faible. Il existe essentiellement
trois sortes de bobine qui sont coupl�ees aux SQUIDs : le magn�etom�etre, le
gradiom�etre axial et le gradiom�etre planaire. Les gradiom�etres permettent de
r�eduire encore le bruit en fournissant des mesures di��erentielles. C'est alors
soit la d�eriv�ee axiale, soit la d�eriv�ee tangentielle de la partie radiale du champ
magn�etique qui est mesur�ee. Une machine M.E.G. de la derni�ere g�en�eration
comporte environ 150 �a 250 capteurs r�epartis sur toute la surface du scalp.

La M.E.G. donne une r�eponse focale par rapport �a l'E.E.G. car le champ
magn�etique n'est pas distordu par la travers�ee du tissu (même perm�eabilit�e
magn�etique que celle de l'air). Une deuxi�eme propri�et�e remarquable de la
mesure des champs est qu'elle s'e�ectue de mani�ere absolue, sans intervention
de r�ef�erence qui, nous l'avons vu, introduit un biais dans les mesures E.E.G.

1.5 Estimation des activit�es �electriques c�er�e-

brales

1.5.1 Localisation des sources �electriques en M.E.G./E.E.G.

L'E.E.G et la M.E.G poss�edent une excellente r�esolution temporelle pour
l'observation des ph�enom�enes �electrophysiologiques sous-jacents (cf. section
1.4). La question se pose alors de savoir s'il est possible d'estimer la r�eparti-
tion spatio-temporelle des activations c�er�ebrales par la simple acquisition de
s�equences de champs magn�etiques et de potentiels �electriques sur le scalp. Des
mod�eles de conduction des courants volumiques et de formation des champs
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magnetomètre gradiomètre gradiomètre gradiomètre

Fig. 1.7 { (1) L'appareil C.T.F. de M.E.G. �a l'hôpital de la Salp�etri�ere.
(2) La chambre blind�ee assurant l'isolation �electromagn�etique.
(3) Un sch�ema du dispositif de capteurs. On y voit l'emplacement des gra-
diom�etres et le r�eservoir �a H�elium liquide garantissant le refroidissement des
SQUIDs.
(4) Quelques types de magn�etom�etres utilis�es aujourd'hui.
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Fig. 1.8 { Une illustration d'une di��erence fondamentale entre M.E.G. et
E.E.G.
A gauche, une source dipolaire (�eche) produit un champ magn�etique dont les
�equipotentielles (en trait gras) ne sont pas d�eform�ees aux interfaces. A droite,
les lignes de courant volumique �a l'origine des chutes de potentiel mesur�ees en
surface par l'E.E.G. sont fortement d�eform�ees aux interfaces. D'apr�es CTF
Systems Inc, Vancouver, Canada.

peuvent être accessibles (cf. section 1.5.2), il est alors possible de faire le
calcul ((direct)) qui consiste �a quanti�er la contribution d'une ou de plusieurs
sources aux mesures. Se pose alors alors le probl�eme ((inverse)), c'est-�a-dire
[HAMA-93] : peut-on estimer la position des sources des champs et des po-
tentiels en surface, �etant donn�e un mod�ele physique de la conduction des
courants?

D�es lors, il existe une distinction fondamentale entre les deux probl�emes.
Le probl�eme direct poss�ede toujours une seule et unique solution, pour une
r�epartition donn�ee de sources (dipolaires ou non). �A l'inverse, le probl�eme
inverse ne poss�ede pas de solution unique.

En e�et, �etant donn�e un jeu de champs magn�etiques et/ou de potentiels
�electriques enregistr�es sur un laps de temps, r�esoudre le probl�eme inverse dans

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 29



Quelques �el�ements de neuroanatomie et d'�electrophysiologie

un mod�ele de source dipolaire consiste �a estimer la position, l'orientation et
les variations d'amplitude au cours du temps de chacune des sources. Dans
certains mod�eles de sources appel�es abusivement (multi)dipolaires, il s'agit
d'abord d'estimer a priori le nombre de sources actives. Puis, si l'estimation
a lieu �a un seul instant, on parle d'ajustement instantan�e de param�etres. Une
succession d'ajustements instantan�es sur une fenêtre temporelle d'int�erêt est
qualif�ee d'ajustements de dipôles mobiles (((moving dipole �t))). Cette ap-
proche est la plus classique et regroupe les premiers algorithmes de dipôles
de courant �equivalents (((equivalent current dipole))) [SCH-86]. D'autres m�e-
thodes proc�edent �a l'estimation des param�etres d'orientation et d'amplitude
sur une fenêtre de temps. Les sources sont alors �xes mais peuvent voir leur
orientation changer au cours du temps. Il s'agit ici d'un ajustement spatio-
temporel des param�etres (((Spatio-temporal dipole �t))) [SCHW-98].

Plus r�ecemment sont apparus des mod�eles dits de sources distribu�ees.
Il s'agit de contraindre les positions et les orientations des sources dans le
volume c�er�ebral ou sur la surface corticale. L'estimation lin�eaire des ampli-
tudes fait alors appel aux techniques classiques de reconstruction d'images
[BAIL-98], [DALE-93]. Dans ce cadre, la discr�etisation sur un nombre �niM
de capteurs s'�ecrit : (

B = GBJ
V = GV J

o�u B (respectivement V ) regroupe les M mesures sur les M capteurs, J
rassemble les N amplitudes des sources, GB(respectivementGV ) est une ma-
trice de gain dont les colonnes sont les leads �elds des N sources primaires
discr�etis�es sur les M capteurs. Ces lead �elds correspondent aux r�eponses
unitaires du r�eseau de capteurs �a chaque source primaire obtenues par la r�e-
solution du probl�eme direct enM:E:G: et E:E:G: que nous allons maintenant
pr�esenter.

1.5.2 Mod�elisation r�ealiste des ph�enom�enes �electriques

Construire des mod�eles de conduction des courants volumiques et de for-
mation des champs consiste �a r�esoudre le probl�eme ((direct)) en quanti�ant la
contribution d'une ou de plusieurs sources aux mesures M.EG./E.E.G. Les
premiers d�eveloppements des calculs de champs c�er�ebraux ont utilis�e un mo-
d�ele g�eom�etrique simpli��e de tête sph�erique �a couches multiples. Grâce aux
propri�et�es de sym�etrie du volume conducteur, il est possible de montrer que
les courants volumiques ne contribuent pas �a la composante radiale du champ
magn�etique. Par ailleurs, la valeur des autres composantes du champ magn�e-
tique ne d�epend pas des conductivit�es des di��erentes couches. Notons aussi
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que dans un mod�ele sph�erique de tête, les potentiels �electriques et les champs
magn�etiques conservent une expression analytique [MUNCK-88], [SARV-87].
Cette mod�elisation facilite les calculs des champs c�er�ebraux. Cependant il est
l�egitime de s'interroger sur la validit�e de ce mod�ele qui est une simpli�cation
extrême de la g�eom�etrie r�eelle de la tête par une sph�ere et qui ne consid�ere pas
�nement l'h�et�erog�en�eit�e des tissus travers�es et leurs propri�et�es d'anisotropie.

Fig. 1.9 { Quelques exemples de mod�ele de tête (D'apr�es [MAR-97]).
Mod�ele sph�erique �a 3 couches (�a gauche). Mod�ele �a g�eom�etrie r�ealiste ho-
mog�ene par morceaux (au milieu). Mod�ele volumique �a g�eom�etrie r�ealiste (�a
droite).

Un calcul des champs et des potentiels dans une g�eom�etrie complexe n�e-
cessite la mise en �uvre de m�ethodes num�eriques utilisant une discr�etisation
des surfaces ou des volumes des compartiments de la tête. La construction
d'un mod�ele r�ealiste de la tête n�ecessite tout d'abord l'acquisition de l'ana-
tomie du sujet au moyen d'un protocole I.R.M., par exemple. Ensuite, il est
n�ecessaire de segmenter les images ainsi obtenues en �etiquetant les pixels ap-
partenant aux di��erentes structures (peau, os, LCR, cortex, mati�ere blanche,
ventricules . . . ). Un maillage surfacique ou volumique de ces structures peut
alors être r�ealis�e. La r�esolution num�erique des �equations de Maxwell s'e�ec-
tue alors par une approche du type int�egrale de fronti�ere (Boundary Element
Method, B.E.M.) [MEIJS-89] dans le cas des maillages surfaciques ou du type
�el�ements �nis (Finite Element Method, F.E.M.) [THEV-92], [MAR-98] dans
le cas d'un maillage volumique.

Il faut souligner ici quelques points cruciaux relatifs �a l'implantation pra-
tique de ces m�ethodes :

{ les techniques de segmentation 3D requises,

{ le d�eveloppement de m�ethodes sp�eci�ques, notamment pour les maillages
volumiques,
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{ l'attribution des valeurs de conductivit�es aux �el�ements du maillage.

Notre travail de th�ese s'inscrit directement dans la construction de mo-
d�eles plus r�ealistes des tissus de la tête sous forme de maillages volumiques
adapt�es aux m�ethodes d'�el�ements �nis. Ces maillages volumiques sont construits
�a partir de donn�ees anatomiques individuelles obtenues en imagerie par r�eso-
nance magn�etique (I.R.M.) et doivent respecter des contraintes g�eom�etriques
et topologiques sur l'agencement spatial des di��erentes structures impos�ees
par la technique num�erique.
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C H A P I T R E 2

T�etra�edre, triangulation et
maillage

Avant d'aborder notre m�ethode de construction de maillage (chapitres 3
et 4), il convient de pr�eciser la terminologie, les d�e�nitions de base et quelques
notions d'interêt g�en�eral. On rappelle donc dans ce chapitre quelques d�e�-
nitions et notions de base ayant trait aux probl�emes de triangulation et de
maillage. En premier lieu, on donne les d�e�nitions des �el�ements (polytope et
simplexe) sur lesquels nous construisons notre maillage, puis nous abordons
la d�e�nition de recouvrement pour un domaine donn�e avant de donner celle
d'une triangulation (cf. section 2.1).

Les d�e�nitions d'une triangulation et d'un maillage �etant pos�ees, les
sections 2.2 et 2.3 abordent les di��erentes m�ethodes de construction de
maillages. L'objectif de ces derni�eres sections est de proposer une synth�ese
des techniques actuelles de g�en�eration de maillages, structur�es et non struc-
tur�es, et de discuter bri�evement de leurs avantages et faiblesses respectifs.

Le lecteur d�esirant aller plus loin dans le domaine des maillages pourra
se reporter �a l'ouvrage de Frey et George [FREY-99] d'o�u est tir�e l'essentiel
des d�e�nitions et des m�ethodes de maillages pr�esent�ees ici.

2.1 Du t�etra�edre vers le maillage

2.1.1 Enveloppe convexe, polytope et simplexe

Soit d la dimension de l'espace IRd et S un ensemble de points de cet
espace que l'on note Ai, alors

Pn
i=1 �iAi est une combinaison lin�eaire de

points de S. Les combinaisons lin�eaires des n �el�ements de S engendrent, pourPn
i=1 �i = 1, un sous-ensemble de IRd appel�e enveloppe a�ne des Ai. Si de
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plus, pour tout i, �i � 0, de telles enveloppes sont dites convexes.

L'enveloppe convexe de S, not�ee Conv(S), est le sous-ensemble de IRd

form�e par toutes les combinaisons lin�eaires convexes des �el�ements de S.
Cette enveloppe est le plus petit ensemble convexe contenant S. L'enveloppe
convexe d'un nombre �ni de points de IRd est un polytope (poly�edre convexe),
c'est-�a-dire un ensemble ferm�e born�e de IRd. Un polytope de dimension k
(dont l'enveloppe a�ne est de dimension k) est un k-polytope.

Propri�et�e 2.1 [ROU-93]

Un ensemble S de points IR3 est un polytope (poly�edre convexe) si et
seulement si

1. les angles di�edres sont convexes (� �).

2. Les sommes des angles des faces autour de chaque sommet sont
inf�erieures ou �egales �a 2:�.

Un polytope r�egulier est un poly�edre convexe dont toutes les faces sont des
polygones r�eguliers et dont le nombre de faces incidentes �a chaque sommet
est constant. En dimension trois, il existe seulement cinq polytopes r�eguliers
(connus sous le nom de solides de Platon) : le t�etra�edre, le cube, l'octa�edre,
le dod�eca�edre et l'icosa�edre (cf. �gure 2.1).

L'enveloppe convexe de k+1 points, k � d, non contenus dans un espace
a�ne de dimension k�1 est un k-polytope particulier appel�e simplexe ou plus
g�en�eralement k-simplexe. Ainsi, en deux dimensions, le 2-simplexe n'est autre
que le triangle alors qu'en trois dimensions, le 3-simplexe est le t�etra�edre, en
dimension quelconque, on parlera simplement de simplexe et, dans la suite,
quand aucune ambigu��t�e ne sera possible, on parlera de simplexe quelle que
soit la dimension de l'espace.

Les principaux r�esultats et formules que nous allons introduire dans la
section suivante concernant le t�etra�edre restent valables en dimension quel-
conque. Cela concerne les expressions permettant de calculer les volumes, les
sph�eres circonscrites, les sph�eres inscrites et leurs rayons.

2.1.2 3-simplexe: le t�etra�edre

D�e�nition 2.2

Un t�etra�edre T est un poly�edre ayant quatre faces triangulaires. Il est
d�e�ni par un quadruplet, la liste orient�ee de ses quatre sommets est
not�ee :
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Fig. 2.1 { Les solides de Platon.
(a) t�etra�edre (b) h�exa�edre ou cube (c) octa�edre (d) dod�eca�edre (e) icosa�edre

T = fA(x1; y1; z1); B(x2; y2; z2); C(x3; y3; z3);D(x4; y4; z4)g (2.1)

Il existe douze fa�cons (permutations) pour �ecrire le quadruplet d�e�nissant
un t�etra�edre orient�e (sur les 24 permutations possibles sans orientation).
Cette convention d'�ecriture permet d'une part de donner un sens de parcours
aux sommets constituant les faces de l'�el�ement assurant ainsi l'orientation de
leurs normales, et d'autre part, de donner un signe �a son volume, VT , calcul�e
par :

VT =
1

6

�������
x2 � x1 x3 � x1 x4 � x1
y2 � y1 y3 � y1 y4 � y1
z2 � z1 z3 � z1 z4 � z1

������� =
1

6

���������
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1
x4 y4 z4 1

��������� (2.2)

o�u xi; yi; zi sont les coordonn�ees du sommet Pi de T .
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A B

C

D

Fig. 2.2 { Un t�etra�edre orient�e avec les normales dirig�ees �a l'ext�erieur.
face 1 = fA;B;Cg, face 2 = fA;D;Bg, face 3 = fA;C;Dg et face 4 =
fD;C;Bg.

Cette convention d'�ecriture permet de d�e�nir implicitement les quatre
faces de l'�el�ement. Une face de T est alors un triplet orient�e. Si on consid�ere
l'orientation des normales vers l'ext�erieur du t�etra�edre et un parcours dans
le sens trigonom�etrique autour de la normale, nous avons successivement (�a
une permutation pr�es pr�eservant l'orientation) :

face 1 = fA;B;Cg, face 2 = fA;D;Bg, face 3 = fA;C;Dg et face 4 =
fD;C;Bg.

De même les arêtes de T sont implicitement les doublets orient�es suivants
(il s'agit des arêtes consid�er�ees comme entit�es du t�etra�edre et non comme
entit�es des faces) :

arête 1=
�!
AB, arête 2=

�!
AC, arête 3

���!
= AD,

arête 4=
�!
BC, arête 5=

�!
BD et arête 6=

�!
CD.

La qualit�e ou la forme d'un t�etra�edre est une valeur mesurant son aspect
g�eom�etrique. Elle est fond�ee sur le calcul du volume, des longeurs d'arêtes, des
sph�eres inscrites et circonscrites et des moments g�eom�etriques d'un t�etra�edre.
Notre int�erêt pour cette notion provient du fait que la pr�ecision de la solution
d'un calcul par une m�ethode d'�el�ements �nis est directement li�ee �a la qualit�e
des �el�ements composant le maillage, support de ce calcul. Nous verrons, plus
loin dans ce manuscrit (cf. section 3.3), les mesures de qualit�es que nous
avons choisies pour nos maillages.
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Ainsi, �a chaque t�etra�edre est associ�ee sa sph�ere circonscrite dont le
centre et le rayon s'obtiennent via l'�equation :

�T (x; y; z) =

���������
l21 � l2 l22 � l21 l23 � l21 l24 � l21
x1 � x x2 � x1 x3 � x1 x4 � x1
y1 � y y2 � y1 y3 � y1 y4 � y1
z1 � z z2 � z1 z3 � z1 z4 � z1

��������� = 0 (2.3)

o�u l = x2 + y2 + z2 et li = x2i + y2i + z2i (i = 1; :::4),

ou en r�esolvant un syst�eme lin�eaire pour trouver le centre cT . Ce syst�eme
traduit que ce centre est �a l'intersection des plans m�ediateurs des trois
arêtes issues d'un sommet. En calculant la distance de ce point �a l'un des
sommets de T , nous obtenons le rayon rT . Ainsi, nous avons pour le centre
cT :

cT =

0B@ xc
yc
zc

1CA =
1

2

264 (x2 � x1) (y2 � y1) (z2 � z1)
(x3 � x1) (y3 � y1) (z3 � z1)
(x4 � x1) (y4 � y1) (z4 � z1)

375
�1

�
264 l

2
2 � l21
l23 � l21
l24 � l21

375 (2.4)

Remarquons que cette derni�ere op�eration est moins coûteuse en nombre
d'op�erations que le calcul de l'�equation 2.3.

Notons qu'il existe �egalement une formule permettant d'exprimer le rayon
explicitement en �evitant le calcul du centre de la sph�ere.

rT =

q
(a+ b+ c) (a+ b� c) (b+ c� a) (a� b+ c)

24VT
(2.5)

o�u a; b; c sont les produits des longueurs de deux arêtes oppos�ees.

La sph�ere inscrite a pour rayon �T = 3VT
S1+S2+S3+S4

o�u Si est l'aire de la
face i du t�etra�edre T .

Tab. 2.1 { Valeurs caract�eristiques d'un �el�ement unit�e r�egulier.

Si ST VT rT �T

t�etra�edre
p
3
4

p
3

p
2

12

p
6
4

p
6

12

Les valeurs caract�eristiques d'un t�etra�edre unit�e r�egulier, c'est-�a-dire un
t�etra�edre dont toutes les faces sont des triangles �equilat�eraux de côt�e unit�e,
sont donn�ees dans la table 2.1.
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Il existe �egalement une formule explicite r�ecente permettant de calculer
les moments g�eom�etriques d'un t�etra�edre.

Th�eor�eme 2.3 [SHEY-01]

Soit un t�etra�edre T (a; b; c) = T

0B@
0B@ a1
a2
a3

1CA ;
0B@ b1
b2
b3

1CA ;
0B@ c1
c2
c3

1CA
1CA (cf. �gure

2.3).

Le moment mk1;k2;k3(T ) =
R
T x

k1yk2zk3dxdydz d'ordre k = k1 + k2 + k3
s'exprime de la fa�con suivante :

mk1;k2;k3 =
jAjk1!k2!k3!
(k + 3)!

X
(kij)2K

Q3
j=1

��P3
i=1 kij

�
!
�

Q3
i;j(ki;j)

3Y
i;j=1

a
kij
ij

o�u A = (aij) est la matrice form�ee par les sommets a; b; c de Ti (i.e
ai1 = ai, ai2 = bi, ai3 = ci pour i = 1; 2; 3) et K est l'ensemble de
matrices (kij) de dimension 3 � 3 et �a valeurs enti�eres (0 � kij � ki)
tel que

P3
j=1 kij = ki, i = 1; 2; 3.

o

x

y

z

a

b

c

Fig. 2.3 { D�e�nition du tetra�edre T pour le calcul du moment g�eom�etrique.

A titre d'exemple, les moments g�eom�etriques d'un t�etra�edre T , jusqu'�a
l'ordre 2, sont donn�es dans le tableau 2.2.
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mpqr(T )
R
T x

pyqzrdxdydz

m000(T )
1
6
jAj

m100(T )
1
24
jAj (a1 + b1 + c1)

m010(T )
1
24
jAj (a2 + b2 + c2)

m010(T )
1
24 jAj (a3 + b3 + c3)

m200(T )
1
60 jAj (a21 + b21 + c21 + a1b1 + a1c1 + b1c1)

m020(T )
1
60
jAj (a22 + b22 + c22 + a2b2 + a2c2 + b2c2)

m002(T )
1
60
jAj (a23 + b23 + c23 + a3b3 + a3c3 + b3c3)

m110(T )
1
60
jAj (a1a2 + b1b2 + c1c2 +

a1b2+a1c2+b1c2+a2b1+a2c1+b2c1
2

)
m101(T )

1
60
jAj (a1a3 + b1b3 + c1c3 +

a1b3+a1c3+b1c3+a3b1+a3c1+b3c1
2

)
m011(T )

1
60
jAj (a2a3 + b2b3 + c2c3 +

a2b3+a2c3+b2c3+a3b2+a3c2+b3c2
2

)

Tab. 2.2 { Moments g�eom�etriques d'un t�etra�edre T = (a; b; c) jusqu'�a l'ordre
2 (d'apr�es [SHEY-01]).

2.1.3 Triangulation

Soit S un ensemble de points (en position quelconque 1) de IRd (d = 2 ou
d = 3), l'enveloppe convexe de S, not�ee Conv(S), d�e�nit un domaine 
 de
IRd. Si T d�esigne un simplexe (triangle ou t�etra�edre selon la dimension de
l'espace) alors :

D�e�nition 2.4 [BOR-97]

Tr est un recouvrement simplicial de 
 si les conditions suivantes sont
v�eri��ees :

{ (H0) l'ensemble des sommets des �el�ements de Tr est exactement
S

{ (H1) 
 =
S
T2Tr T (X d�esigne l'adh�erence de X),

{ (H2) tout �el�ement T de Tr est d'int�erieur non vide.

{ (H3) l'intersection des int�erieurs de deux �el�ements est vide.

Il s'agit ici encore d'une d�e�nition na��ve. La condition (H2) n'est pas stric-
tement n�ecessaire pour d�e�nir un recouvrement, elle est n�eanmoins r�ealiste
vu notre propos, elle sera donc suppos�ee v�eri��ee.

Pour la même raison, les recouvrements qui nous int�eresseront seront
conformes (cf. d�e�nition 2.5), on parlera alors de triangulation.

1: Le probl�eme qui nous motive �etant la r�ealisation de maillages de domaines quel-
conques, les points que nous consid�erons sont n�ecessairement en position quelconque et en
aucun cas en position g�en�erale. Rappelons qu'un ensemble de points est dit en position g�e-
n�erale s'il n'existe pas, en trois dimensions, de con�gurations de quatre points coplanaires
ou cinq points cosph�eriques.
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C

Fig. 2.4 { Triangles conformes (�a gauche) et non conformes (�a droite).
Remarquer le sommet C situ�e sur une arête dans ce dernier cas. D'apr�es
[FREY-99].

D�e�nition 2.5 [BOR-97]

Tr est une triangulation conforme ou simplement une triangulation de

 si Tr est un recouvrement au sens de la d�e�nition 2.4 et si de plus la
condition suivante est v�eri��ee :

{ (H4) l'intersection de 2 �el�ements de Tr est soit l'ensemble vide,
soit un sommet, soit une arête ou soit une face.

Plus g�en�eralement, en d dimensions, une telle intersection doit être une
k-face 2, pour k = �1; :::; d� 1.

Il existe alors des relations liant le nombre k-faces (k = 0; :::; d� 1) d'une
triangulation de 
, ce sont les formules dites d'Euler et plus g�en�eralement
celles dites de Dehn-Sommerville.

D�e�nition 2.6

On appelle caract�eristique d'Euler (not�ee �) d'une triangulation Tr, la
somme altern�ee :

2: Une (-1)-face est l'ensemble vide, une 0-face est un sommet, une 1-face est arête, une
k-face est en e�et un k-simplexe avec k < d (d �etant la dimension de l'espace).
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� =
dX

k=0

(�1)knk (2.6)

o�u nk, k = 0; :::; d d�esigne le nombre de ses k-faces.

Lorsque la triangulation est hom�eomorphe (cf. chapitre 4) �a une boule
topologique, sa caract�eristique d'Euler � est �egale �a 1. Si la triangulation
est hom�eomorphe �a une sph�ere topologique, sa caract�eristique d'Euler � est
�egale �a 1 + (�1)d: En trois dimensions, la formule pr�ec�edente devient :

ns � na + nf � ne = 2 � 2g

o�u ns; na , nf , ne et g d�esignent respectivement le nombre de sommets,
d'arêtes, de faces, de t�etra�edres et le genre 3 de la surface.

2.1.4 Maillage

On consid�ere maintenant un probl�eme di��erent. Soit 
 un domaine born�e
de IR3, la question est ici de construire une triangulation conforme de ce
domaine. Une telle triangulation sera appel�ee unmaillage de 
 et sera not�ee
Tr ou Th 4.

D�e�nition 2.7 [BOR-97]

Th est un maillage de 
 si

{ (H1) 
 =
S
T2Th T (le fait de prendre l'adh�erence garantit d'avoir


 ferm�e),

{ (H2) l'int�erieur de tout �el�ement T de Th est non vide

{ (H3) l'intersection de l'int�erieur de deux �el�ements est vide.

L'hypoth�ese (H2) est �evidemment non v�erif�ee pour des �el�ements de types
segments par exemple. La condition (H3) interdit les chevauchements d'�el�e-
ments. Par rapport �a la d�e�nition d'une triangulation, on a perdu la condition
(H0), ce qui revient �a dire que les sommets ne sont pas, a priori, connus. Dans
(H1), les T ne sont pas n�ecessairement des simplexes.

3: Le genre d'une surface est un entier qui est fonction du nombre de tunnels et de
cavit�es de la surface.

4:Dans la m�ethode des �el�ements �nis, les maillages sont traditionnellement not�es par Th,
l'indice h de la notation faisant r�ef�erence aux diam�etres (arêtes maximales) des �el�ements
du maillage, valeurs qui interviennent dans les th�eor�emes de majoration d'erreur.
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La plupart des sch�emas num�eriques utilisant un maillage comme support
spatial supposent que ce maillage soit conforme. N�eanmoins cette propri�et�e
n'est pas strictement n�ecessaire pour certaines m�ethodes de r�esolution.

D�e�nition 2.8 [BOR-97]

Th est un maillage conforme de 
 si

{ (H1); (H2) et (H3) sont v�eri��ees,

{ (H4) l'intersection de 2 �el�ements de Tr est soit l'ensemble vide,
soit un sommet, soit une arête ou soit une face.

On retrouve donc, hormis pour (H0), l'ensemble des d�e�nitions relatives
aux triangulations. La di��erence fondamentale entre une triangulation et un
maillage est qu'une triangulation est un recouvrement de l'enveloppe convexe
d'un nuage de points (ces derniers �etant connus) compos�e, en g�en�eral, d'�el�e-
ments simpliciaux tandis qu'un maillage est un recouvrement d'un domaine
donn�e, via une discr�etisation de sa fronti�ere, ce recouvrement pouvant com-
prendre des �el�ements non simpliciaux. On a en particulier deux probl�emes
nouveaux qui se posent :

{ le respect, en un certain sens, de la fronti�ere du domaine ce qui signi�e
que la triangulation est contrainte.

{ la n�ecessit�e de construire le nuage de points sur lequel s'appuiera le
maillage. Seuls les points de la fronti�ere constituant la discr�etisation de
celle-ci sont g�en�eralement connus au d�epart.

D�e�nition 2.9

La connexit�e d'un maillage d�e�nit le type de connexions entre ses �el�e-
ments.

Un maillage est structur�e si sa connexit�e est �xe et identique pour
chaque �el�ement du maillage.

Un maillage est structur�e si sa connexit�e est quelconque.

2.1.5 Ensembles particuliers

Les algorithmes utilis�es pour construire des triangulations et plus g�en�e-
ralement des maillages utilisent un certain nombre d'ensembles particuliers
d'�el�ements. L'objet de cette section est d'introduire ces ensembles 5. Soient

5: On utilise �a la fois, sous cette appellation, l'ensemble et la r�eunion des �el�ements. Le
lecteur pourra di��erencier ces deux termes en fonction du contexte.
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Tr une triangulation conforme, P un point de l'espace, suppos�e distinct de
tout sommet de la triangulation. Notons par T un �el�ement quelconque de Tr
et par CT la sph�ere circonscrite �a T . Avec ces notations, les ensembles qui
nous pr�eoccupent sont maintenant d�e�nis.

D�e�nition 2.10 [BOR-97]

Si P est un point inclus dans la triangulation, la base associ�ee �a P
est l'ensemble des �el�ements de Tr contenant P . Dans le cas inverse
o�u P est non inclus dans la triangulation, la base associ�ee �a P est
l'ensemble des �el�ements form�es en joignant P aux faces des �el�ements
de la triangulation qui sont visibles 6 de P . Si le point P est sur une
face de la triangulation, la base est r�eduite �a un �el�ement. Si P est sur
une arête de la triangulation, la base poss�ede deux �el�ements.

D�e�nition 2.11 [BOR-97]

Soit P un sommet d'un �el�ementT , la boule associ�ee �a P est l'ensemble7

des �el�ements ayant P comme sommet.

Une boule est, en g�en�eral, de cardinalit�e quelconque. Remarquons que
la boule en question est un ensemble d'�el�ements et que cette notion sera
utilis�ee en même temps que la notion topologique classique de boule (disque),
le contexte devant permettre de lever l'�eventuelle ambigu��t�e.

D�e�nition 2.12 [BOR-97]

La cavit�e associ�ee �a un point P donn�e est l'ensemble 8 des �el�ements de
Tr dont la sph�ere circonscrite contient ce point.

D�e�nition 2.13 [BOR-97]

Soit a une arête de Tr; la coquille (d'arêtes) associ�ee �a a est l'ensemble
des �el�ements partageant cette arête.

6:Une face est dite visible d'un point ext�erieur d'une triangulation si aucune entit�e de
la triangulation n'intersecte le t�etra�edre form�e par cette face et ce point.

7:Cet ensemble est �egalement appel�e en toute dimension ombrelle ou un �eventail selon
qu'il n'existe pas ou qu'il existe une (d-1)-face fronti�ere de l'ensemble ayant P comme
sommet. En fait, les boules que nous consid�erons sont des ombrelles au sens o�u P appartient
�a une arête de la triangualtion.

8:Certains auteurs appellent tâche cet ensemble d'�el�ements.
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L'arête a est dite arête de d�e�nition de la coquille. Cet ensemble, typique
de la dimension trois, est en g�en�eral de cardinalit�e quelconque. Il jouera
un rôle majeur dans les algorithmes d'optimisation. Une coquille ferm�ee (i.e
l'arête de d�e�nition n'est pas sur une fronti�ere) poss�ede au moins trois �el�e-
ments. Une coquille est donc associ�ee �a une arête, par abus de langage, nous
appellerons �egalement coquille l'ensemble des deux t�etra�edres partageant une
face, il s'agira alors d'une coquille d'une face.

Les sections suivantes vont s'e�orcer �a pr�esent de mettre l'accent sur le
type de maillage cr�e�e par les di��erentes m�ethodes de maillages. De ce point
de vue, deux classes peuvent être identi��ees, selon qu'elles conduisent �a des
maillages structur�es ou non structur�es (cf. sections 2.2 et 2.3).

2.2 G�en�eration de maillages structur�es

L'id�ee de base commune �a toutes les m�ethodes de g�en�eration de maillages
structur�es consiste �a mailler un domaine canonique (i.e une g�eom�etrie simple),
et �a reporter ensuite ce maillage dans l'espace physique d�e�ni �a partir d'une
discr�etisation de sa fronti�ere. Les principales m�ethodes de g�en�eration de
maillages structur�es reposent sur les m�ethodes d'interpolation alg�ebrique (pa-
ragraphe 2.2.1), les m�ethodes fond�ees sur des E.D.P. (paragraphe 2.2.2), les
m�ethodes multi-blocs (paragraphe 2.2.3) et les m�ethodes produit (paragraphe
2.2.4).

2.2.1 M�ethodes d'interpolation alg�ebrique

Une m�ethode alg�ebrique pour la construction d'un maillage consiste �a
construire le maillage d'un domaine r�eel en utilisant une fonction donn�ee d�e-
�nie explicitement. Les r�ef�erences principales sur les m�ethodes alg�ebriques,
plus particuli�erement pour des g�eom�etries de type quadrangle ou hexa�edre,
sont [GORD-73] et [COOK-74] et, pour les m�ethodes de type interpola-
tion trans�nie, applicables �a des formes simples, on trouvera une synth�ese
dans [PERR-98]. La fonction donn�ee est utilis�ee pour projeter (reporter) un

maillage facile �a construire dans un domaine logique
z}|{

 ayant une forme

simple (carr�e unit�e, triangle unit�e, ...) sur le domaine r�eel 
 (voir �gure 2.5).
Par essence, le maillage logique ainsi cr�e�e est structur�e. En g�en�eral, la fonc-
tion de projection est polynomiale, les polynômes �etant d�e�nis de mani�ere
�a satisfaire certaines propri�et�es (sur les coordonn�ees des points et certaines
d�eriv�ees).
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3

1

2

Fig. 2.5 { Principe g�en�eral d'une m�ethode alg�ebrique (d'apr�es [FREY-99])
dans le cas o�u le domaine 
 (�a droite) est assimil�e �a un quadrangle. Trois
�etapes interviennent, le report des donn�ees sur le bord, le maillage du carr�e

de r�ef�erence (
z}|{

 ) et le report de ce maillage sur le domaine r�eel (�etapes 1,2

et 3 sur la �gure)(d'apr�es [FREY-99]).

2.2.2 M�ethodes fond�ees sur des E.D.P.

Les m�ethodes de g�en�eration de maillage par r�esolution d'�equation aux d�e-
riv�ees partielles (E.D.P.) repr�esentent une alternative �el�egante aux m�ethodes
alg�ebriques utilisables quand le domaine 
 peut être identi��e �a un cube
en trois dimensions. La r�ef�erence de base pour les m�ethodes par E.D.P. est
[THOM-85]. Contrairement aux m�ethodes alg�ebriques, on doit trouver une
transformation du domaine vers ce cube, le domaine logique. Un syst�eme de
g�en�eration est associ�e �a une telle transformation, qui permet de construire le
maillage voulu.

Dans ce qui suit, les variables x, y et z d�ecrivent le domaine (voir �-
gure 2.6) tandis que la r�egion logique est d�ecrite via les variables �; �; �. Le
probl�eme est maintenant de trouver les fonctions

x = x(�; �; �) y = y(�; �; �) z = z(�; �; �)

selon la dimension de l'espace, en assurant que cette transformation envoie
de fa�con bijective la r�egion logique sur le domaine et que les fronti�eres soient
pr�eserv�ees.
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Fig. 2.6 { Exemple en 2D (d'apr�es [FREY-99]).
Domaine logique (carr�e unit�e): coordonn�ees (�; �) �a gauche. Domaine r�eel
coordonn�ees (x; y) �a droite.

2.2.3 M�ethodes multi-blocs

Les m�ethodes alg�ebriques ou par r�esolution d'E.D.P. sont peu adapt�ees
aux g�eom�etries complexes. Par suite, d'autres m�ethodes sont �a envisager si on
veut pouvoir traiter de telles g�eom�etries. Les m�ethodes de type multi-blocs
donnent une premi�ere r�eponse �a ce probl�eme. Dans cette approche, le do-
maine est d�ecompos�e en sous-domaines plus simples (i.e. les blocs). Chaque
bloc est ensuite recouvert automatiquement avec un maillage structur�e, r�e-
sultant par exemple d'une technique alg�ebrique ou d'une m�ethode fond�ee
sur des E.D.P. Cette caract�eristique rend l'approche multi-blocs adapt�ee aux
calculs parall�eles [FREY-99].

Plusieurs implantations de la m�ethode multiblocs sont possibles, en fonc-
tion des contraintes requises entre les blocs : les implantations avec recouvre-
ment, par carreaux ou composites.

Dans le cas d'une implantation avec recouvrement (voir �gure 2.7 en
haut), aucune attention n'est port�ee sur les interfaces entre les blocs. Chaque
bloc peut être maill�e s�epar�ement pour chaque composante du domaine. Le
maillage r�esultant est alors un syst�eme de sous-maillages se recouvrant par-
tiellement.Bien que ces maillages soient faciles �a g�en�erer, l'inconv�enient prin-
cipal de cette technique est li�e au transfert de l'information entre maillages
voisins (probl�eme de conformit�e !) ainsi qu'�a la pr�ecision de l'interpolation
qui peut alt�erer la stabilit�e de la m�ethode.
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Fig. 2.7 { Plusieurs implantations de la m�ethode multi-blocs. Les fronti�eres
sont en trait �epais (d'apr�es [FREY-99]).
En haut, avec recouvrement.
Au centre par carreaux (les fronti�eres ont des surfaces conformes mais des
lignes de maillages sont discontinues).
En bas, composite (les lignes du maillage sont continues de part et d'autre
de la fronti�ere).
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L'implantation par carreaux (voir �gure 2.7 au centre) ajoute une contrainte
suppl�ementaire �a la m�ethode multi-blocs par recouvrement pour contraindre
les maillages �a être conformes aux surfaces de leurs fronti�eres communes, les
lignes du maillage pouvant être discontinues. Dans cette approche, la proc�e-
dure d'interpolation est plus simple que celle par recouvrement et le ra�ne-
ment du maillage peut varier dans certaines r�egions, sans toutefois a�ecter
l'ensemble du maillage.

En�n l'implantation composite (voir �gure 2.7 en bas) impose que les
lignes du maillage soient continues de part et d'autre des fronti�eres, ce qui a
pour e�et de propager tout ra�nement du maillage �a l'ensemble du domaine.
Cette technique requiert en outre une num�erotation globale des sommets du
maillage. Son principal avantage est d'am�eliorer la pr�ecision num�erique qui
en r�esulte.

2.2.4 M�ethodes produit

Certaines g�eom�etries se prêtent �a des traitements particuliers. Ainsi, le
maillage d'un domaine de topologie cylindrique en dimension d peut s'obtenir
facilement �a partir du maillage d'une section en dimension d�1. Cette section
est appel�ee la base ou la source (par exemple, en trois dimensions, un cylindre
�a base circulaire peut être d�e�ni au moyen d'un cercle et d'une direction).
Plus pr�ecis�ement, un point conduit �a une s�erie de segments et un segment
produit un ensemble de quadrangles. L'e�cacit�e de la m�ethode est li�ee �a la
capacit�e de l'utilisateur �a d�e�nir le maillage de r�ef�erence.

En trois dimensions, le maillage bidimensionnel de base sert �a fournir
un motif �a partir duquel le maillage �nal va être extrud�e en suivant la di-
rection donn�ee. Le nombre de couches (coupes) et leurs positions (i.e. les
positions des noeuds le long de la ligne d'extrusion) peuvent être sp�eci��es
implicitement (la discr�etisation de la ligne est donn�ee) ou explicitement (au
moyen d'une fonction d'�etirement par exemple). Le maillage de r�ef�erence
est alors extrud�e dans la direction voulue pour cr�eer le nombre souhait�e de
couches d'�el�ements tridimensionnels entre une borne inf�erieure (la source) et
une borne sup�erieure (la cible). En fonction du type d'�el�ement bidimension-
nel (triangle ou quadrangle) de la source, le maillage r�esultant quasi-r�egulier
sera compos�e respectivement d'�el�ements prismatiques ou hexa�edriques sauf
dans des con�gurations particuli�eres induisant des d�eg�en�erescences, ce qui
constitue le d�efaut majeur de cette approche.

En g�en�eral, comme le maillage de r�ef�erence n'est pas n�ecessairement struc-
tur�e, le maillage �nal n'est pas globalement structur�e. Il ne l'est que dans
la direction d'extrusion. En revanche, la connexit�e du maillage r�esultant est
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d�eduite de celle du maillage source de fa�con �evidente.

2.3 G�en�eration de maillages non structur�es

Une solution di��erente �a la g�en�eration de maillages structur�es consiste
�a utiliser des maillages compos�es de simplexes (i.e. des t�etra�edres). Cette
possibilit�e donne plus de souplesse lors de la construction du maillage. Elle
permet ainsi de traiter toutes les g�eom�etries et donne une grande souplesse
au processus de cr�eation des points et des �el�ements, rendant ainsi possible
un contrôle de la distribution de ces points. Comme indiqu�e, les maillages
non structur�es sont principalement de nature simpliciale et les principales
m�ethodes automatiques sont con�cues �a partir de tels �el�ements. Toutefois, il
existe �egalement des m�ethodes produisant des maillages non structur�es for-
m�es d'hexa�edres. N�eanmoins, de telles m�ethodes sont beaucoup plus d�elicates
tant �a concevoir qu'�a mettre en oeuvre.

Trois approches rentrent principalement dans le cadre de ces m�ethodes
automatiques : les techniques de d�ecomposition spatiale (paragraphe 2.3.1),
les m�ethodes par avanc�ee de front (paragraphe 2.3.2), et les m�ethodes de
type Delaunay (paragraphe 2.3.3).

2.3.1 M�ethodes de d�ecomposition spatiale

Les m�ethodes de d�ecomposition spatiale ont �et�e introduites dans le do-
maine de la g�en�eration de maillages il y a une quinzaine d'ann�ees [THA-80],
[SHEP-88]. Dans ces approches, l'objet �a mailler est d'abord approch�e sous
la forme de l'union de bô�tes ou cellules ayant une structure hi�erarchique
d'arbre (un octree en 3 dimensions) qui sert �a la fois d'espace de voisinage
(pour localiser un point) et d'espace de contrôle (pour trouver des informa-
tions m�etriques). Cet arbre est ensuite utilis�e pour construire les �el�ements
dont les tailles souhait�ees sont li�ees aux tailles de ses cases.

Principe g�en�eral. On construit en premier un recouvrement englobant le
domaine. Ce recouvrement est form�e de l'union de bô�tes (cellules ou cases) de
tailles variables qui sont disjointes et qui constituent une partition d'une bô�te
englobant le domaine. Les cellules sont r�ecursivement subdivis�ees jusqu'�a ce
que la taille de chaque cellule terminale corresponde localement �a la taille
d'�el�ement souhait�ee. On obtient alors un recouvrement de la bô�te englobante
du domaine form�e de cases dont la taille est li�ee aux tailles voulues. Les
cellules terminales sont ensuite d�ecompos�ees en �el�ements, g�en�eralement des
simplexes (t�etra�edres) de mani�ere �a obtenir un maillage conforme de type
�el�ements �nis. Le crit�ere d'arrêt de la subdivision peut être soit fond�e sur
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la courbure des entit�es g�eom�etriques pr�esentes dans les cases intersectant la
fronti�ere du domaine, soit fourni par un estimateur d'erreurs dans le cas d'un
processus d'adaptation de maillages.

Caract�eristiques principales. La technique de d�ecomposition spatiale
g�en�ere un ensemble de cellules de tailles compatibles avec la g�eom�etrie de
la fronti�ere et la fonction de distribution de tailles (si l'on dispose de cette
information). De cette fa�con, comme la taille des cellules de l'arbre est direc-
tement li�ee �a la taille locale voulue, on obtiendra pour les �el�ements une taille
voisine de celle souhait�ee. A la di��erence d'autres m�ethodes de g�en�eration de
maillages, il n'y a pas de probl�eme particulier lors de la cr�eation de points
internes. En e�et, les points internes sont choisis comme le coin des octants.
De la sorte, la cr�eation des points internes est simple et permet d'�eviter cer-
tains traitements (tel que le �ltrage pour �ecarter des points trop proches). En
revanche, ce choix de positionnement donne une certaine rigidit�e au maillage
cr�e�e. En d'autres termes, la distribution des points peut être conforme par
rapport aux contraintes de tailles des �el�ements, mais la position de ces points
n'est pas n�ecessairement optimale. Par suite, le niveau d'optimisation requis
apr�es la cr�eation du maillage est g�en�eralement assez important.

2.3.2 M�ethodes frontales

Introduite par [GEO-71] en deux dimensions, cette m�ethode a connu des
d�eveloppements signi�catifs depuis, propos�es notamment dans [LO-85], plus
r�ecemment dans [RAS-95], [LOH-96] et [PER-97]. L'id�ee de base de cette
m�ethode consiste �a construire le maillage �el�ement par �el�ement, �a partir d'un
front initial (i.e. une discr�etisation de la fronti�ere du domaine sous forme
d'une liste d'arêtes et de faces). Cette technique proc�ede par cr�eation et in-
sertion de points (ou en s'appuyant sur des points d�ej�a cr�e�es) et par connexion
de ces points �a des entit�es du front pour former des �el�ements. La partie du
domaine encore non maill�ee est donc progressivement r�eduite et le front se
d�eplace dans le domaine. Le front peut être simplement d�e�ni comme la fron-
ti�ere, c'est-�a-dire l'ensemble des entit�es du maillage (de dimension d� 1 si d
est la dimension de l'espace), s�eparant la partie du domaine d�ej�a maill�ee de
la partie encore non maill�ee. L'algorithme proc�ede it�erativement. A chaque
�etape, une entit�e du front est choisie et un nouveau point (ad�equat) est calcul�e
et, �eventuellement, ins�er�e dans le maillage courant s'il permet de construire
un nouveau t�etra�edre de bonne qualit�e. A chaque cr�eation d'un t�etra�edre, le
front est mis �a jour et �evolue donc dynamiquement. Ce proc�ed�e it�eratif se
termine lorsque le front est vide, le domaine �etant alors enti�erement maill�e.

Points d�elicats. Parmi les probl�emes r�ecurrents de la m�ethode frontale,
on peut citer la s�election d'une entit�e du front, l'identi�cation des points (op-
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timaux) candidats et la validation des �el�ements �a partir de ces points. Toutes
ces tâches doivent être assur�ees par des algorithmes robustes et e�caces, la
convergence de la m�ethode d�ependant �etroitement de ceux-ci. En deux di-
mensions, un r�esultat th�eorique relatif �a la triangulation de polygones simples
sans points internes permet de garantir la convergence de la m�ethode fron-
tale. Ce r�esultat ne s'�etend pas �a trois dimensions et le poly�edre de Sch�onhart
constitue le contre-exemple de r�ef�erence (voir �gure 2.8).

PAS DE SOLUTION

Fig. 2.8 { Le poly�edre de Sch�onhart : triangulation contrainte d'un prisme
r�egulier conduisant �a une d�ecomposition valide sans ajout de point interne
(en haut) ou donnant une con�guration impossible �a d�ecomposer (en bas).

2.3.3 M�ethodes de Delaunay

Les propri�et�es g�eom�etriques des triangulations de Delaunay ont �et�e �etu-
di�ees de longue date [DELA-34]. En 1850, Dirichlet a propos�e une m�ethode de
d�ecomposition d'un domaine en un ensemble de poly�edres convexes [DIRI-1850].
N�eanmoins, l'application de ces approches �a la g�en�eration de maillages n'a
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�et�e explor�ee que beaucoup plus r�ecemment dans [GREE-78], [HERME-80],
[BOW-81], [WAT-81], [CEND-85] et �egalement dans [CAV-85], [WEA-85].
Les strat�egies ont eu pour but, dans un premier temps, de relier un ensemble
de points pr�ed�etermin�es par un maillage conforme sans pour autant optimiser
la position de ces points. En outre, la triangulation de Delaunay d'un domaine
ne pr�eserve par l'int�egrit�e de sa fronti�ere, ce qui est l'un des pr�erequis des
m�ethodes de g�en�eration de maillages et n�ecessite une attention particuli�ere.
La plupart des techniques actuelles d'insertion des points internes est fond�ee
sur l' algorithme de Bowyer-Watson [BOW-81] ou sur celui de Green-Sibson
[GREE-78].

La triangulation de Delaunay peut être introduite de di��erentes mani�eres
(en fontion du contexte d'application). Parmi celles-ci, il est commode d'uti-
liser son dual, le diagramme de Vorono��.

D�e�nition 2.14 Soit S = fPkg, k = 1; :::N un ensemble �ni de points. Le
diagramme de Vorono�� 9 de S est l'ensemble des cellules Vi d�e�nies par:

Vi = fP : d(P;Pi) � d(P;Pj );8j 6= ig

o�u d( ; ) est la distance euclidienne entre deux points. Une cellule Vi
est donc le lieu des points les plus proches g�eom�etriquement de Pi que
de tout autre point de S. Les cellules de Vorono�� ainsi construites sont
des poly�edres convexes.

La Triangulation de Delaunay est construite en joignant toutes les paires
de points PiPj appartenant �a deux r�egions de Vorono�� adjacentes et est pr�e-
cis�ement le dual du diagramme de Vorono�� associ�e �a S. On obtient alors la
triangulation ou t�etra�edrisation (en 3 dimensions) de l'enveloppe convexe des
points Pi de S telle que les sommets des simplexes sont ces points.

L'ensemble des �el�ements de cette triangulation ou t�etra�edrisation (en 3
dimensions) satisfait la propri�et�e ou crit�ere de Delaunay suivante:

Propri�et�e 2.15 [DELA-34]

Soit le domaine 
 = Conv(S), l'enveloppe convexe du nuage de points
S.

Une triangulation Tr est la triangulation de Delaunay de 
 si les boules
circonscrites aux �el�ements de Tr ne contiennent aucun sommet de S.

La propri�et�e 2.15, aussi appel�e crit�ere de Delaunay, signi�e que les boules
ouvertes associ�ees aux �el�ements de Tr ne contiennent aucun sommet (tandis

9: Connu �egalement sous le nom de pavage de Dirichlet ou cellules de Vorono��.
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que les boules ferm�ees contiennent uniquement les sommets de l'�el�ement en
question). On a l�a une autre caract�erisation de la triangulation de Delaunay.

D'un point de vue synth�etique, la technique de Delaunay classique est une
proc�edure it�erative qui, �a partir de la discr�etisation de la fronti�ere de l'objet
�a mailler, construit la triangulation contrainte de la bô�te englobante du
domaine puis s'assure de l'int�egrit�e de la fronti�ere avant d'ins�erer des points
internes au moyen du crit�ere de Delaunay. Notons que la triangulation et
les maillages de type Delaunay appliqu�es aux m�ethodes d'�el�ements �nis sont
l'objet d'un livre enti�erement consacr�e �a ce sujet [BOR-97].

2.4 Conclusion

Une tâche di�cile consiste �a identi�er clairement la m�ethode capable de
fournir un maillage adapt�e aux besoins, en fonction du type d'application
envisag�ee. G�en�eralement, la g�eom�etrie du domaine et le probl�eme physique
�a r�esoudre conditionnent le choix de la m�ethode de g�en�eration de maillages.
Dans notre cas, nous cherchons �a mailler les di��erents tissus de la tête a�n de
r�esoudre les �equations de propagation des champs �electromagn�etiques engen-
dr�es par les courants neuronaux par une m�ethode aux �el�ements �nis (F.E.M.).
Les maillages structur�es pour des g�eom�etries complexes telles que celles des
tissus de la tête sont di�ciles �a obtenir de mani�ere automatique. D�es lors,
une g�en�eration de maillages non-structur�es o�re plus de souplesse pour notre
probl�ematique lors de la construction de maillage. Elle permet ainsi de trai-
ter toute g�eom�etrie et donne une grande souplesse de cr�eation des points des
�el�ements, rendant ainsi possible un certain contrôle de la distribution de ces
points. La mod�elisation aux �el�ements �nis pour le calcul du probl�eme di-
rect que nous utilisons est �egalement de nature simpliciale ; cela nous a donc
conduit �a �etudier une m�ethode automatique con�cue �a partir de tels �el�ements
[MAR-98]. La plupart des m�ethodes actuelles de g�en�eration de maillages non-
structur�es (octree, frontale et Delaunay) n�ecessitent d'avoir une description
surfacique (triangulation) des objets.

Des descriptions surfaciques d'objets anatomiques c�er�ebraux pour ces
types d'approches sont tr�es di�ciles �a g�en�erer. En fait, l'utilisation de ces
g�en�erateurs de maillages pose un certain nombre de probl�emes :

{ Les approches surfaciques n�ecessitent une repr�esentation poly�edrique
d'un objet. Etant donn�e que nous trouvons plusieurs composantes connexes
dans le cas des tissus de la tête, la proc�edure de maillage devient beau-
coup plus complexe car elle doit satisfaire des contraintes surfaciques
importantes entre les interfaces.
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{ Etant donn�e la complexit�e g�eom�etrique des structures de la tête (no-
tamment le cerveau), les repr�esentations surfaciques des objets �a mailler
pr�esentent un nombre important de sommets (entre 104 et 105) et sont
non convexes. Cela complique alors les algorithmes fond�es sur la g�eo-
m�etrie et g�en�ere un nombre trop important d'�el�ements.

De telles contraintes ont donc orient�e notre choix vers une approche volu-
mique de maillage permettant d'avoir un seul maillage des tissus de la tête
pour la r�esolution du probl�eme direct et cela pour toutes les con�gurations
de sources neuronales possibles. Notre approche, que nous allons d�ecrire dans
les chapitres suivants, est fond�ee sur une d�ecomposition spatiale du domaine
d'int�erêt (voir chapitre 3) suivie de transformations pr�eservant la topologie
du maillage (voir chapitre 4).
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C H A P I T R E 3

T�etra�edrisation presque r�eguli�ere
(T:P:R:) de IR

3

Les t�etra�edres ayant un mauvais rapport de forme provoquent des in-
stabilit�es num�eriques dans les m�ethodes aux �el�ements �nis. Id�ealement, un
maillage t�etra�edrique devrait être constitu�e d'�el�ements ayant une forme proche
du t�etra�edre r�egulier (toutes les faces sont des triangles �equilat�eraux). D'autre
part, le nombre de t�etra�edres doit être compatible en termes de coût de calcul
avec la r�esolution du probl�eme direct en E.E.G. et M.E.G. Ainsi, la g�en�eration
de maillage que nous proposons est fond�ee sur une d�ecomposition r�ecursive
de l'espace en des t�etra�edres ayant des arêtes presque �egales, appel�ee t�etra�e-
drisation presque r�eguli�ere de IR3 (T:P:R:) dans laquelle la r�esolution (donc
le nombre d'�el�ements) et la qualit�e des �el�ements sont contrôl�ees.

Apr�es avoir d�e�ni math�ematiquement une T:P:R: (cf. section 3.1) de IR3,
nous d�emontrons les propri�et�es de connexit�e (cf. section 3.2) et de qualit�e
g�eom�etrique (cf. section 3.3) d'une telle t�etra�edrisation.

3.1 T�etra�edrisation Presque R�eguli�ere de IR
3 :

D�e�nition

Contrairement �a la dimension deux, il n'existe pas de partition r�eguli�ere
t�etra�edrique de IR3. A�n d'obtenir une partition aussi r�eguli�ere que possible
de IR3, nous introduisons la notion d'invariance en subdivision d'un t�etra�edre
et la notion de t�etra�edrisation presque r�eguli�ere.

D�e�nition 3.1

Une t�etra�edrisation de IR3 est presque r�eguli�ere s'il est possible de
paver IR3 avec des t�etra�edres dont la connexit�e est �xe pour tout t�e-
tra�edre.
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D�e�nition 3.2

Une transformation M telle que pour tout x de IR3, M(x) = B:x + b
avec B 2 IR3 � IR3 et b 2 IR3 s'appelle un mouvement euclidien si
et seulement si B �Bt = Id et M est une bijection de IR3 vers IR3.

D�e�nition 3.3

Deux t�etra�edres T1 et T2 sont congruents (T1 � T2) si et seulement si
il existe un mouvement euclidienM(x) tel que :

fq j q Sommet de T1g = fM(p) j p Sommet de T2g

La congruence n'impose aucune hypoth�ese sur la pr�eservation d'orienta-
tion entre deux t�etra�edres. Nous verrons d'ailleurs (d�emonstration du th�eo-
r�eme 3.6) que l'orientation change lors de la subivision d'un t�etra�edre in-
variant par subdivision. Ainsi la conservation de l'orientation constitue un
traitement distinct de la construction g�eom�etrique du maillage.

P1 P2

P4

P3

Q5
Q4

Q1

Q3 Q2

Q6

Fig. 3.1 { Un t�etra�edre T invariant par subdivision.

Propri�et�e 3.4 [PES-01]

Si T1 � T2 et T2 � T3 alors T1 � T3. La relation de congruence �etant
de plus r�eexive et sym�etrique, c'est une relation d'�equivalence.
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preuve :

Soit pi un sommet quelconque de T1, soit qi un sommet quelconque de T2,
soit ri un sommet quelconque de T3 alors :

(
T1 � T2 , 8 pi 2 T1 9! qi 2 T2 j qi = B1:pi + b1
T2 � T3 , 8 qi 2 T2 9! ri 2 T3 j ri = B2:qi + b2

) ri = B2:(B1:pi + b1) + b2
) ri = B2:B1:pi +B2b1 + b2

) ri = B3:pi + b3
) T1 � T3 car B3B

t
3 = B2B1B

t
1B

t
2 = Id

et B3 et b3 d�e�nissent une bijection.

c.q.f.d.

D�e�nition 3.5

Un t�etra�edre T est invariant par subdivision (voir �gure 3.1) s'il
est possible de d�ecouper T en huit t�etra�edres Ti tous congruents entre
eux, chaque Ti �etant construit en prenant le milieu des arêtes de T .

Th�eor�eme 3.6 [FUCH-96]

Un t�etra�edre T ayant pour sommets p1, p2 =

0B@ 2
0
0

1CA, p3 =
0B@ 2x1

2y1
0

1CA et

p4 =

0B@ 2x2
2y2
2z

1CA avec x1 � 0; x2 � 0; y2 � 0 et y1 > 0; z > 0 est invariant

par subdivision si et seulement s'il remplit une des quatre conditions
suivantes :
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Condition 1

0 � x1 <
1
2

x2 = 2x1 y21 = 1 � x21
y22 =

(1+x1)(1�2x1)2
(1�x1) z2 =

(1+x1)(1�2x1)
(1�x1)

Condition 2

y2 > 0
x1 =

1
3

x2 =
2
3

y1 = 2y2 z =
p
3y2

Condition 3

0 � x1 <
1
2

x2 = 1 � x1 y21 = 1 � x21
y22 =

x21(1+x1)

1�x1 z2 = (1+x1)(1�2x1)
(1�x1)

Condition 4

0 < x1 < 3
x2 =

1
2
(x1 + 1) y21 = x1(3� x1)

y22 =
1
4
x1(3� x1) z2 = 1

4
(3� x1)

preuve [FUCH-96] :

Hypoth�ese :

Soit T = fp1; p2; p3; p4g un t�etra�edre ayant pour sommets 1 :

p1 =

0B@ 0
0
0

1CA, p2 =
0B@ 2

0
0

1CA, p3 =
0B@ 2x1

2y1
0

1CA et p4 =

0B@ 2x2
2y2
2z

1CA avec x1 � 0

x2 � 0 y2 � 0 et y1 > 0, z > 0.

Alors la subdivision de T fournit 8 t�etra�edres not�es (voir �gure 3.1) :

T1 : p1; q1; q3; q4 T5 : q1; q2; q4; q5
T2 : q1; p2; q2; q5 T6 : q2; q3; q1; q4
T3 : q3; q2; p3; q6 T7 : q6; q4; q2; q5
T4 : q4; q5; q6; p4 T8 : q3; q4; q2; q6

o�u :

1: Le facteur 2 est introduit pour des raisons de simplicit�e de calcul.
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q1 =

0B@ 1
0
0

1CAmilieu de p1p2 q2 =

0B@ 1 + x1
y1
0

1CAmilieu de p2p3
q3 =

0B@ x1
y1
0

1CAmilieu de p1p3 q4 =

0B@ x2
y2
z

1CAmilieu de p1p4
q5 =

0B@ 1 + x2
y2
z

1CAmilieu de p2p4 q6 =

0B@ x1 + x2
y1 + y2
z

1CAmilieu de p3p4
A pr�esent, nous allons montrer quelles conditions n�ecessaires et su�santes

les sommets des t�etra�edres Ti (i = 1; ::8) doivent remplir pour qu'ils soient
congruents. En exprimant ces conditions, nous montrons alors par d�e�ni-
tion l'invariance par subdivision du t�etra�edre T (d�e�nition 3.5). Pour cela,
il faut et il su�t que l'on montre que chaque t�etra�edre Ti est congruent �a
T1(propri�et�e 3.4). Pour les t�etra�edres T1 �a T4, la congruence est imm�ediate :

Mouvement Euclidien (M(x) = B(x) + b) Congruence

B(x) = Id et b = (0; 0; 0) ) T1 � T1
B(x) = Id et b = (�1; 0; 0) ) T2 � T1
B(x) = Id et b = (�x1;�y1; 0) ) T3 � T1
B(x) = Id et b = (�x2;�y2;�z) ) T4 � T1

Pour les t�etra�edres Ti (i = 5; 6; 7; et 8), la congruence ne se r�esume pas
�a une simple translation. Mais d'abord, montrons que, d'une part, T5 et T8
sont congruents entre eux et d'autre part T6 et T7 sont congruents entre eux.

T5 et T8 sont congruents par transitivit�e (cf. propri�et�e 3.4) entre eux par
le t�etra�edre

T58 =

8><>:
0B@ 0

0
0

1CA ;
0B@ 1

0
0

1CA ;
0B@ x2 � x1
y2 � y1
z

1CA ;
0B@ x2
y2
z

1CA
9>=>; car :

Mouvement Euclidien (M(x) = B(x) + b) Congruence

B(x) = �Id et b = ((1 + x2); y2; z) ) T5 � T58
B(x) = Id et b = (x1; y1; 0) ) T58 � T8

T6 et T7 sont congruents par transitivit�e (cf. propri�et�e 3.4) entre eux par
le t�etra�edre

T67 =

8><>:
0B@ 1

0
0

1CA ;
0B@ 0

0
0

1CA
0B@ 1 � x1
�y1
0

1CA ;
0B@ x2 � x1
y2 � y1
z

1CA
9>=>; car :
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Mouvement Euclidien (M(x) = B(x) + b) Congruence

B(x) = Id et b = (�x1;�y1; 0) ) T6 � T67
B(x) = �Id et b = ((1 + x2); y2; z) ) T67 � T7

Maintenant, il su�t de montrer quelles sont les conditions n�ecessaires
et su�santes sur T1 pour que T58 � T1 et T67 � T1. Pour cela, nous devons
d�eterminer les 24 transformationsM(x) possibles pour que 2 t�etra�edres soient
congruents entre eux. Ces transformations s'obtiennent de la fa�con suivante :

Soient TA = fa1; a2; a3; a4g et TC = fc1; c2; c3; c4g 2 t�etra�edres. Il existe
a priori 24 transformations M(x) possibles pour que les 2 t�etra�edres soient
congruents entre eux (TC � TA). Ces transformations s'obtiennent par le
syst�eme d'�equation :

8>>><>>>:
M(c1) = ai (i = 1; 2; 3; 4) ) b = ai �B � c1
M(c2) = [a1; a2; a3; a4]f1 ) B(c2 � c1) + ai = [a1; a2; a3; a4]f1
M(c3) = [a1; a2; a3; a4]f2 ) B(c3 � c1) + ai = [a1; a2; a3; a4]f2
M(c4) = [a1; a2; a3; a4]f3 ) B(c4 � c1) + ai = [a1; a2; a3; a4]f3

(3.1)

o�u (f1; f2; f3) = (e1; e2; e3; e4) n ei avec e1; e2; e3; e4 les vecteurs unitaires de
IR4. L'ensemble C = (f1; f2; f3) des triplets correspond en fait �a tous les
arrangements de trois vecteurs unitaires de IR4 parmi les 4 vecteurs
unitaires de IR4 ; sa cardinalit�e est donc de 24 ! Nous noterons
F = (f1; f2; f3) la matrice 4� 3 form�ee d'un repr�esentant de l'ensemble C.

Par exemple si F = (e2; e3; e4) alors F =

0BBB@
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1CCCA.
Ainsi le syst�eme 3.1 peut s'�ecrire sous la forme matricielle suivante :

B � [c2 � c1; c3 � c1; c4 � c1] + [ai; ai; ai] = [a1; a2; a3; a4] � [f1; f2; f3]
,

B � [c2 � c1; c3 � c1; c4 � c1] = [a1; a2; a3; a4] � [f1; f2; f3]� [ai; ai; ai]
,

B � [c2 � c1; c3 � c1; c4 � c1] = [a1; a2; a3; a4] � [f1; f2; f3]� [ai; ai; ai; ai] � [f1; f2; f3]
,

B � [c2 � c1; c3 � c1; c4 � c1] = [a1 � ai; a2 � ai; a3 � ai; a4 � ai] � [f1; f2; f3]
,

B �Q = PF

) B = (PF )Q�1 (3.2)
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o�u B est une matrice 3� 3, P est 3� 4, F est 4 � 3 et Q est une matrice
3� 3 .

Or par hypoth�ese, M est un mouvement euclidien donc BBT = Id (d�e�-
nition 3.2). En rempla�cant B par sa valeur dans l'�equation 3.2, on obtient :

(PF ) �Q�1[(PF )Q�1]T = Id
,

(PF ) �Q�1QT�1
(PF )T = Id

,
(QTQ)�1 = (PF )�1(PF )T

�1

,

QTQ = F TP TPF (3.3)

L'�equation 3.3 permet de d�eterminer les conditions n�ecessaires et su�-
santes sur les coordonn�ees des sommets d'un t�etra�edre TA pour qu'il soit
congruent �a TC . Vous trouverez en Annexe A.1, les 24 matrices sym�etriques
du terme de droite (F TP TPF ) de l'�equation 3.3 pour qu'un t�etra�edre TC
soit congruent au t�etra�edre TA = T1.

Montrons �a pr�esent quelles sont les conditions sur les coordonn�ees de T1
pour que T58 � T1 (ainsi que T5 � T1 et T8 � T1 car T8 � T58 � T5)

avec T58 = fc1; c2; c3; c4g =
8><>:
0B@ 0

0
0

1CA ;
0B@ 1

0
0

1CA ;
0B@ x2 � x1
y2 � y1
z

1CA ;
0B@ x2
y2
z

1CA
9>=>;

Soit Q(T58) = [c2 � c1; c3 � c1; c4 � c1] =
264 1 x2 � x1 x2
0 y2 � y1 y2
0 z z

375.
Si ai =

0B@ 0
0
0

1CA et F = fe2; e3; e4g l'�equation 3.3 devient :

QTQ = F TP TPF
,8><>:

x2 � x1 = x1
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + z2 = x21 + y21
x2(x2 � x1) + y2(y2 � y1) + z2 = x1x2 + y1y2,8><>:

x2 = 2x1
y22 � 2y1y2 + z2 = 0

2x21 + y22 � y1y2 + z2 = 2x21 + y1y2,

L1 : x2 = 2x1 et y
2
2 � 2y1y2 + z2 = 0 (3.4)
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Si ai =

0B@ x2
y2
z

1CA et F = fe2; e3; e1g l'�equation 3.3 devient :

QTQ = F TP TPF

,8><>:
1 = (x2 � 1)2 + y22 + z2

x2 � x1 = (1 � x2)(x1 � x2) + y2(y2 � y1) + z2

x2 = x2(x2 � 1) + y22 + z2

,8><>:
2x2 = x22 + y22 + z2

x2 � x1 = 2x2 + x1 � x2 � x1x2 � y1y2
x2 = 2x2 � x2,(

x22 + y22 + z2 = 2x2
x1x2 + y1y2 = 2x1,

L2 : (x2 � 1)2 + y22 + z2 = 1 et x1x2 + y1y2 = 2x1 (3.5)

Les 22 autres �equations 3.3 ne donnent pas d'autres conditions sur les
coordonn�ees des sommets de T1 pour que T58 � T1. Ainsi, il faut et il su�t
que les sommets de T1 suivent soit la condition 3.4, soit la condition 3.5 a�n
que T5 � T1 et T8 � T1.

Etudions �a pr�esent quelles sont les conditions sur les coordonn�ees de T1
pour que T6 � T1 (ainsi que T7 � T1 car T6 � T67 � T7)

avec T6 = fc2; c3; c1; c4g =
8><>:
0B@ 1 + x1

y1
0

1CA ;
0B@ x1
y1
0

1CA ;
0B@ 1

0
0

1CA ;
0B@ x2
y2
z

1CA
9>=>;.

Soit Q(T6) = [c2 � c1; c3 � c1; c4 � c1] =
264 x1 x1 � 1 x2 � 1
y1 y1 y2
0 0 z

375.
Si ai =

0B@ 1
0
0

1CA et F = fe1; e3; e4g, l'�equation 3.3 devient alors :

QTQ = F TP TPF

,8><>:
x21 + y21 = 1

x1(x1 � 1) + y21 = (1� x1)
x1(x2 � 1) + y1y2 = (1� x2),

L3 : x
2
1 + y21 = 1 et x1x2 + y1y2 = 1� x2 + x1 (3.6)
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Si ai =

0B@ x1
y1
0

1CA et F = fe1; e2; e4g, l'�equation 3.3 devient alors :

QTQ = F TP TPF
,8><>:

x1(x2 � 1) + y1y2 = x1(x1 � x2)� y1(y2 � y1)
(1 � x1)(1� x2) + y1y2 = (1� x1)(x2 � x1)� y1(y2 � y1)
(x2 � 1)2 + y22 + z2 = (x2 � x1)2 + (y22 � y21) + z2

,8><>:
2x1x2 + 2y1y2 = x21 + y21 + x1
2x1x2 + 2y1y2 = x21 + y21 + 2x2 � 1

(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 = (x2 � 1)2 + y22
,8><>:

x1 = 2x2 � 1
2(2x2 � 1)x2 + 2y1y2 = (2x2 � 1)2 + y21 + 2x2 � 1
(1 � x2)2 + (y2 � y1)2 = (x2 � 1)2 + y22

,8><>:
x1 = 2x2 � 1
y1 = 2y2 car y1 > 0

(�y2)2 = y22
,

L4 : x2 =
1

2
(x1 + 1) et y1 = 2y2 (3.7)

Les 22 autres �equations 3.3 ne donnent pas d'autres conditions sur les
coordonn�ees des sommets de T1 pour que T6 � T1. Ainsi, il su�t que les
sommets de T1 suivent la condition 3.6 ou la condition 3.7 pour que T6 � T1
et T7 � T1.

En conclusion, les conditions Li donnent ind�ependamment les contraintes
n�ecessaires et su�santes sur les sommets de T1 pour que T5 et T6 soient
congruents �a T1. Maintenant si nous regroupons l'ensemble des contraintes
Li pour que T5 et T6 soient congruents de fa�con non ind�ependante �a T1, cela
revient �a dire que si un t�etra�edre T1 est invariant en subdivision alors ses
sommets doivent v�eri�er l'une des quatre conditions suivantes :

{ C1 = L1 et L3,

{ C2 = L1 et L4,

{ C3 = L2 et L3,

{ C4 = L2 et L4.

Soit :
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C1 = L1 et L3

x2 = 2x1 y22 � 2y1y2 + z2 = 0
x21 + y21 = 1 x1x2 + y1y2 = 1 � x2 + x1

C2 = L1 et L4

x2 = 2x1 y22 � 2y1y2 + z2 = 0
x2 =

1
2(x1 + 1) y1 = 2y2

C3 = L2 et L3

x1x2 + y1y2 = 2x1 (x2 � 1)2 + y22 + z2 = 1
x21 + y21 = 1 x1x2 + y1y2 = 1 � x2 + x1

C4 = L2 et L4

x1x2 + y1y2 = 2x1 (x2 � 1)2 + y22 + z2 = 1
x2 =

1
2(x1 + 1) y1 = 2y2

()
Condition 1 C1 = L1 et L3

x2 = 2x1 y21 = 1� x21
y22 =

(1+x1)(1�2x1)2
(1�x1) z2 = (1+x1)(1�2x1)

(1�x1)
or y22 > 0 si x1 < 1 or z2 > 0 si x1 <

1
2 donc 0 � x1 < 1

2

Condition 2 C2 = L1 et L4

x1 =
1
3 x2 =

2
3

y1 = 2y2 z =
p
3y2

or y1 > 0 donc y2 > 0

Condition 3 C3 = L2 et L3

x2 = 1� x1 y21 = 1� x21
y22 =

x21(1+x1)

1�x1 z2 = (1+x1)(1�2x1)
(1�x1)

or y22 > 0 si x1 < 1 or z2 > 0 si x1 <
1
2

donc 0 � x1 < 1
2

Condition 4 C4 = L2 et L4

x2 =
1
2(x1 + 1) y21 = x1(3� x1)

y22 =
1
4x1(3� x1) z2 = 1

4(3 � x1)
or y22 > 0 si x1 < 3 et si x1 > 0 donc 0 < x1 < 3

c.q.f.d
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3.2 Etude de la connexit�e d'une T:P:R: de IR3

Lemme 3.7 [FUCH-96]

Six t�etra�edres invariants par subdivision forment un parall�el�epip�ede P
ayant pour sommets :

s1 =

0B@ 0
0
0

1CA, s2 =
0B@ 1

0
0

1CA, s3 =
0B@ x1
y1
0

1CA, s4 =
0B@ x1 + 1

y1
0

1CA,

s5 =

0B@ x2
y2
z

1CA, s6 =
0B@ x2 + 1

y2
z

1CA, s7 =
0B@ x1 + x2
y1 + y2
z

1CA et

s8 =

0B@ x1 + x2 + 1
y1 + y2
z

1CA
avec x1,y1,x2,y2 et z satisfaisant une des condition Ci du Th�eor�eme 3.6.

S1

S3 S4

S7 S8

S5 S6

S2

Fig. 3.2 { Parall�el�epip�ede P form�e de six t�etra�edres invariants par subdivi-
sion.

preuve :

Soit P un parall�el�epip�ede.
Nous construisons 3 t�etra�edres invariants par subdivision dans le paral-

l�epip�ede P qui sont :
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TP1 = T1 = fs1; s3; s2; s5g, TP2 = T6 = fs4; s2; s3; s5g,
TP3 = T5 = fs2; s5; s4; s6g

Dans la d�emonstration du Th�eor�eme 3.6, nous avons montr�e que T1,T5, et
T6 �etaient invariants par subdivision. Ensuite, nous remarquons que TP4 =
fs3; s4; s5; s7g, TP5 = fs6; s5; s4; s7g et TP6 = fs6; s4; s8; s7g sont les t�etra�edres
sym�etriques de TP2, TP3 et TP1 par rapport au plan form�e par les sommets
s5,s6,s3 et s4.

c.q.f.d.

Propri�et�e 3.8 [PES-01]

Une triangulation de IR3 construite �a partir d'un t�etra�edre invariant
par subdivision poss�ede les propri�et�es de connexit�e suivantes :

1. elle poss�ede les connexit�es 4 pour les faces, 18 pour les arêtes et
70 pour les sommets,

2. chaque sommet est commun �a 24 t�etra�edres.

Preuve. cf. Annexe A.2

3.3 Qualit�e g�eom�etrique d'une T:P:R: de IR3

Le but, quand on construit un maillage n'est pas simplement de cr�eer
un maillage du domaine consid�er�e mais d'obtenir un maillage de bonne qua-
lit�e. La question imm�ediate est alors : ((Qu'est ce qu'un maillage de bonne
qualit�e?)). Dans le cas d'une simulation num�erique par �el�ements �nis, c'est
l'estimateur d'erreurs qui permet de trancher. Dans d'autre cas, par exemple
si le probl�eme est de visualiser une surface via son maillage, la qualit�e doit
être �evalu�ee en consid�erant la qualit�e d'approximation ou du rendu de la
vraie surface par son maillage. Dans notre cas, nous nous int�eresserons uni-
quement au cas d'une simulation num�erique par �el�ements �nis, c'est pourquoi
nous soulignons le fait que le rendu de la vraie surface n'est pas notre but.

En l'absence d'estimateurs d'erreurs, on ne peut que pr�ejuger de ce que
doit être la qualit�e du maillage et traduire ce point en termes de fonction de
qualit�e g�eom�etrique des �el�ements du maillage. D'o�u la d�e�nition suivante :

D�e�nition 3.9 [FREY-99]

La Qualit�e QM d'un maillage Th est li�ee �a la qualit�e g�eom�etrique de
ses �el�ements.
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Connexité par face

Connexité par sommet

Connexité par arete

Fig. 3.3 { Connexit�e par face, arête et sommet et le poly�edre commun �a 24
t�etra�edres d'une T.P.R.T.

Il existe de nombreuses mesures possibles. Parmi celles-ci, nous en retien-
drons deux. La premi�ere mesure de qualit�e QT� d'un �el�ement T est donn�ee
par :

QT� = �
hmax
�T

= �
hmaxST
3VT

(3.8)

o�u:

{ � est un coe�cient de normalisation assurant une qualit�e unit�e pour
un t�etra�edre ayant toutes ses faces �equilat�erales (� =

p
6

12 ),

{ hmax est la longueur du plus grand côt�e (appel�e �egalement diam�etre
de l'�el�ement),

{ �T est le rayon de cercle inscrit,

{ ST est la somme des Si (Si �etant l'aire de la face i).

Cette qualit�e QT� mesure parfaitement la forme ou l'aspect d'un �el�ement. On
notera qu'elle varie de 1 �a l'1 ; pour obtenir une variation de 0 �a 1, il su�t
de consid�erer l'inverse de QT�.

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 67



T�etra�edrisation presque r�eguli�ere (T:P:R:) de IR3

Une autre mesure possible QT� de qualit�e g�eom�etrique d'un �el�ement T
est �egalement souvent utilis�ee. Elle est donn�ee par :

QT� = �
h3s
VT

(3.9)

o�u:

{ � un coe�cient de normalisation (� =
p
3

216
),

{ hs =
qP6

i=1 L
2
i , Li �etant la longueur du cot�e i du t�etra�edre.

Cette qualit�e QT� mesure �egalement l'aspect d'un �el�ement mais semble moins
sensible que la premi�ere en particulier pour discriminer les ((mauvais)) �el�e-
ments en fonction de leur aspect g�eom�etrique. Nous noterons que cette qua-
lit�e QT� est di��erentiable. Cette propri�et�e est n�ecessaire pour certaines pro-
c�edures d'optimisation de maillages [BOR-97].

On trouvera dans [PAR-93] un catalogue de mesures de qualit�e di��erentes
ainsi que l'analyse de sensibilit�e correspondante.

En r�esum�e, la qualit�e d'un maillage s'appr�ecie au travers de plusieurs
aspects :

1. une qualit�e globale d�e�nie comme QM = maxT2ThQT ,

2. la r�epartition des �el�ements en fonction de leur qualit�e,

3. et la comparaison entre QM et une valeur cible.

Dans le cas d'une T.P.R. de IR3, tous les t�etra�edres ont les mêmes qualit�es

Q�1
� =

�
�hmaxST

3VT

��1
et Q� = � h3

VT
. Nous avons e�ectu�e une analyse num�e-

rique des qualit�es Q�1
� et Q� (cf. �gure 3.4). Les tableaux 3.1 et 3.2 donnent

les meilleures qualit�es Q�1
� et Q� qui sont obtenus pour les t�etra�edres rem-

plissant respectivement les conditions C1, C2,C3 et C4 du th�eor�eme 3.6.

C1(x1 = 1=3) C2(y2 =
p
2
3 ) C3(x1 = 1=3) C4(x1 = 1=3)

Q�1
� 0; 866 0; 866 0; 866 0; 866

Tab. 3.1 { La qualit�e Q�1
� maximale d'une T.P.R. de R3

En conclusion, nous avons construit nos T.P.R. de IR3 avec le t�etra�edre

T �(C1 x1 = 1=3) =

8><>:
0B@ 0

0
0

1CA ;
0B@ 1

0
0

1CA ;
0B@

1
3

2
p
2

3

0

1CA ;
0B@

2
3p
2
3
2
3

1CA
9>=>; car celui-ci o�re

une qualit�e g�eom�etrique maximale.
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C1(x1 = 1=3) C2(y2 =
p
2
3
) C3(y2 = 1=3) C4(x1 = 1=3)

Q� 1; 08 1; 08 1; 08 1; 08

Tab. 3.2 { La qualit�e Q� maximale d'une T.P.R. de R3

a b

c d

Fig. 3.4 { Analyse num�erique des qualit�es Q�1
� et Q� pour les t�etra�edres

remplissant respectivement les conditions C1, C2,C3 et C4 du th�eor�eme 3.6.

3.4 R�eseaux Cristallins et T:P:R: de IR3

Dans cette section, nous �etablissons un lien entre la maille d'une T:P:R:
et des structures cristallines. Un r�eseau cristallin est un ensemble de points,
ou ((n�uds)), en 3 dimensions, qui pr�esente la propri�et�e suivante : lorsque
l'on se translate dans l'espace selon certains vecteurs, on retrouve le même
environnement. Il y donc p�eriodicit�e spatiale. Dans une certaine mesure, une
T:P:R de IR3 o�re �egalement une certaine p�eriodicit�e spatiale (cf. sections
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3.1 et 3.2).

D�e�nition 3.10 Un r�eseau cristallin est d�e�ni par un espace �a trois di-
mensions d�etermin�es par les trois vecteurs �!a ,�!b et �!c .
Un motif se r�ep�ete par une translation d'un multiple entier de chacun
des vecteurs ou d'une combinaison lin�eaire des trois

�!
T = n�!a +m

�!
b +

p�!c .
La maille est le volume le plus simple qui repr�esente l'ensemble du
cristal. C'est g�en�eralement le volume d�etermin�e par �!a ,�!b et �!c .

Les types de r�eseaux �a trois dimensions ont �et�e d�ecrits par Auguste Bra-
vais en 1848 [BRAV-1866]. Il a trouv�e qu'il existe 7 mailles �el�ementaires
cristallines. Les param�etres (a; b; c; �; �; ) (cf. �gure 3.5) des 7 mailles sont
donn�es dans le tableau 3.3.

Fig. 3.5 { Param�etres (a; b; c; �; �; ) d'une maille cristalline.

D'apr�es le lemme 3.7, une T:P:R: de IR3 peut se construire �a partir d'un
parall�el�epip�ede ayant 6 t�etra�edres invariants par subdivision.

En se r�ef�erant �a la �gure 3.2, nous avons �!a = s2 =

0B@ 1
0
0

1CA ,
�!
b = s3 =

0B@ x1
y1
0

1CA et �!c = s5 =

0B@ x2
y2
z2

1CA.
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Maille Cristalline Param�etres
parall�el�epip�edes rectangles (a; b; c; �; �; )

cubique
a = b
a = c
b = c

� = 90o

� = 90o

 = 90o

t�etragonale ou quadratique (base carr�ee)
a = b
a 6= c
b 6= c

� = 90o

� = 90o

 = 90o

orthorhombique (base rectangulaire)
a 6= b
a 6= c
b 6= c

� = 90o

� = 90o

 = 90o

prismes droits

hexagonale (base losange �a 120 degr�es)
a = b
a 6= c
b 6= c

� = 90o

� = 90o

 = 120o

monoclinique (base parall�elogramme quelconque)
a 6= b
a 6= c
b 6= c

� = 90o

� 6= 90o

 = 90o

prismes obliques

rhombo�edrique ou trigonale
a = b
a = c
b = c

� = �
� = 
� = 

et  6= 90o

triclinique (prisme quelconque)
a 6= b
a 6= c
b 6= c

� = �
� = 
� = 

et  6= 90o

Tab. 3.3 { Les 7 mailles cristallines.

Nons calculons alors les param�etres (a; b; c; �; �; ) pour les parall�el�epi-
p�edes construits �a partir des t�etra�edres remplissant respectivement les condi-
tions C1, C2, C3 et C4 du th�eor�eme 3.6 (cf. tableaux 3.4et 3.5).

En comparant les param�etres des mailles cristallines (cf. tableau 3.3) aux
param�etres d'un parall�el�epip�ede d'une T:P:R: (cf. tableaux 3.4 et 3.5), nous
pouvons en conclure que la maille d'une T:P:R: correspond �a la maille trici-
linique d'un r�eseau cristallin. La maille cristalline d'une T:P:R: correspond
donc �a la maille la plus g�en�erale possible puisque toutes les arêtes et les angles
de cette maille sont di��erentes.
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C1

0 � x1 < 1
2

a = 1 b = 1 c = 2(1 � x1)
a = b
a 6= c
b 6= c

C2

y2 > 0
a = 1 b = 1

9
+ 4y22 c = 4

9
+ 4y22

a 6= b
a 6= c
b 6= c

C3

0 � x1 < 1
2

a = 1 b = 1 c = 2(1 � x1)
a = b
a 6= c
b 6= c

C4

0 < x1 < 3
a = 1 b = 3x1 c = 1 + x1

a 6= b
a 6= c
b 6= c

Tab. 3.4 { Param�etres (a; b; c) pour les parall�el�epip�edes construits �a partir
des t�etra�edres remplissant respectivement les conditions C1, C2,C3 et C4 du
th�eor�eme 3.6.

Ci � �  (�; �; )

C1 arccos 1
2 arccos x1

1�x1 arccos x1

0 � x1 < 1
2+

� = 45o

0 � � < 90o

45o <  � 90o

C2 arccos 1
2( 19+4y22)

arccos 1
( 23+2y22)

arccos 1
3( 19+4y22)

y2 > 0
+
� 6= � 6= 

C3 arccos x1
1�x1 arccos 1

2 arccos x1

0 � x1 < 1
2+

0 � � < 90o

� = 45o

45o <  � 90o

C4 arccos 2
3(1+x1)

arccos 1
2 arccos 1

3

0 < x1 < 3
+
48; 2o < � < 80; 4o

� = 60o

 = 70; 4o

Tab. 3.5 { Param�etres (�; �; ) pour les parall�el�epip�edes construits �a partir
des t�etra�edres remplissant respectivement les conditions C1, C2,C3 et C4 du
th�eor�eme 3.6.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit un mod�ele discret t�etra�edrique
(T:P:R:) de l'espace s'appuyant sur une d�ecomposition r�ecursive �a partir de
t�etra�edres invariants par subdivision. Nous avons alors �etudi�e certaines pro-
pri�etes concernant les t�etra�edres invariants par subdivision. En premier lieu,
nous avons explicit�e les conditions n�ecessaires et su�santes pour qu'un t�e-
tra�edre soit invariant par subdivision (cf. section 3.1). Ensuite, nous avons
montr�e qu'il �etait possible de d�e�nir des connexit�es analogues �a celles que
l'on peut d�e�nir sur une grille cubique (cf. section 3.2). Outre les avantages
de mod�elisation qu'o�re une T:P:R:, une telle t�etra�edrisation pr�esente des
qualit�es g�eom�etriques adapt�ees aux �el�ements �nis (cf. section 3.3). Nous al-
lons voir dans le chapitre suivant qu'en couplant des T:P:R: �a des crit�eres
topologiques, nous pouvons d�eformer une sc�ene repr�esent�ee par une T:P:R:
tout en pr�eservant sa topologie initiale.
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C H A P I T R E 4

Caract�erisation d'un t�etra�edre
simple dans un maillage conforme

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons les principales id�ees th�eoriques �a par-
tir desquelles est construite notre m�ethode de maillage volumique. Cette
m�ethode repose sur des d�eformations pr�eservant la topologie (d�eformations
homotopiques). La notion de d�eformation est pour nous le changement d'�eti-
quette (ou d'attribution) d'un t�etra�edre �a un objet d'une sc�ene repr�esent�e
sous forme de maillage t�etra�edrique. La topologie souhait�ee est impos�ee au
maillage initial qui est ensuite d�eform�e de mani�ere �a atteindre l'objet seg-
ment�e en conservant cette topologie. Ce chapitre est consacr�e �a cet aspect
et vise �a caract�eriser les t�etra�edres simples qui peuvent changer d'�etiquette
sans changer la topologie de l'objet et de son compl�ementaire. Intuitivement,
nos besoins sont li�es �a la classique analogie suivante : nous souhaitons d�efor-
mer un morceau d'�elastique 3D noir (objet O1) et blanc (compl�ementaire de
O1), sans aucune possibilit�e de d�echirement ou de collage, jusqu'�a ce que la
partie noire de l'�elastique corresponde �a un objet O2 (et la partie blanche au
compl�ementaire de O2).

La topologie a pour but d'�etudier les propri�et�es des espaces et des fonc-
tions. Il est donc l�egitime, dans le domaine des maillages, de vouloir utiliser
la topologie pour connâ�tre les propri�et�es complexes des espaces dans lesquels
sont repr�esent�es des objets. Etudier des propri�et�es g�eom�etriques ou topolo-
giques et les appliquer dans le domaine des maillages t�etra�edriques pose deux
di�cult�es majeures. La premi�ere di�cult�e vient du cadre th�eorique. En e�et,
une grande partie des r�esultats math�ematiques est fournie pour des espaces
ayant des propri�et�es qui ne sont pas partag�ees par les espaces utilis�es dans le
cadre des maillages. La continuit�e en est un exemple typique: de nombreuses
propri�et�es qui sont valides dans des espaces continus ne le sont plus dans des
espaces discrets. Or, la plupart des maillages t�etra�edriques sont des repr�e-
sentations discr�etes d'une r�ealit�e continue. Pour adapter une propri�et�e d'un
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espace r�eel vers un espace t�etra�edrique, il est donc n�ecessaire soit d'adap-
ter, quand c'est possible, les d�e�nitions utilis�ees sur l'espace r�eel pour les
rendre compatibles avec l'espace t�etra�edrique, soit de se r�ef�erer �a l'espace
r�eel sous-jacent �a l'espace t�etra�edrique pour retrouver cette propri�et�e. La se-
conde di�cult�e que l'on rencontre est d'ordre pratique. Certaines notions qui
sont d�e�nies de mani�ere tr�es concise peuvent être di�ciles, voire impossibles,
�a implanter de fa�con informatique. Il est par exemple facile de d�e�nir l'en-
semble des chemins joignant un point A �a un point B, mais il sera impossible,
en g�en�eral, de manipuler un tel ensemble tant sa cardinalit�e est importante.

Nous allons pr�esenter, dans ce chapitre, les fondements topologiques qui
nous permettront de proposer, plus loin dans ce manuscrit (cf. section 6.3),
une m�ethode permettant de d�eformer une sc�ene repr�esent�ee par un maillage
t�etra�edrique tout en pr�eservant sa topologie.

4.1 Notions de topologie

Le but de cette partie topologique n'est pas de fournir l'ensemble des
outils math�ematiques que nous allons utiliser, car cela sortirait du cadre
de ce travail, mais plutôt de donner les d�e�nitions les plus importantes. Le
lecteur d�esirant aller plus loin dans le domaine de la topologie pourra se
reporter �a l'ouvrage de Hocking et Young [HOCK-88] d'o�u est tir�e l'essen-
tiel des d�e�nitions que nous allons utiliser ainsi qu'aux r�ef�erences suivantes:
[KONG-95],[GODB-71],[SAHA-98a],[SAHA-98b] et [SAHA-00].

4.1.1 Application et continuit�e

La premi�ere notion que nous avons besoin de d�e�nir concerne le fondement
même de la topologie. Si nous voulons être capables de transf�erer des notions
topologiques d'un espace �a un autre, il est n�ecessaire de savoir ce qu'est un
espace muni d'une topologie.

D�e�nition 4.1 Un ensemble S a une topologie si pour tout point p de S et
pour tout ensemble X de S, la question ((p est-il est un point limite de
X ?)) a une r�eponse.

Cette d�e�nition tr�es g�en�erale peut parâ�tre inutile car elle n'impose au-
cune condition sur les points limites. Cependant, en �etudiant cette relation
de point limite, il est possible de ((comparer)) entre eux di��erents ensembles
comme, en particulier, des ensembles continus et des ensembles discrets. Pour
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ce faire, il est n�ecessaire de mettre en correspondance les �el�ements des en-
sembles. C'est ce que fait une application.

D�e�nition 4.2 Soient deux ensembles X et Y , une application (appel�ee
aussi transformation) f : X ! Y de X vers Y est un triplet (X;Y;G)
o�u G est une collection de paires ordonn�ees (x; y) avec x 2 X et y 2 Y
et telle que chaque �el�ement de X est le premier �el�ement d'une et une
seule paire de G. On notera f(x) = y l'image de x par f et pour tout
Z sous-ensemble de X, f(Z) est l'ensemble des y tels que (z; y) 2 G
avec z 2 Z.

La notion d'application est tr�es importante pour deux raisons. La pre-
mi�ere est qu'elle nous donne une d�e�nition formelle pr�ecise sur laquelle nous
appuyer pour construire ce que nous appellerons une d�eformation. La seconde
raison est qu'une application peut avoir une interpr�etation g�eom�etrique qui
permet d'�etudier les propri�et�es des d�eformations. Par exemple, une courbe
dans IR2 peut être vue comme une application f de l'intervalle unit�e I1 vers
IR2. L'application f est une param�etrisation de la courbe.

Dans la suite, sauf indications contraires, nous allons uniquement nous
int�eresser �a une classe tr�es importante d'applications : les applications conti-
nues. Nous en donnons ici une d�e�nition qui est une g�en�eralisation de celle
utilis�ee en analyse et qui peut, l�a aussi, s'appliquer aux di��erents espaces
manipul�es en traitement des images.

D�e�nition 4.3 Une application f : S ! T est continue si pour tout �el�ement
p de S et X sous-ensemble de S tel que p est un point limite de X,
alors f(p) est un point limite de f(X) ou f(p) appartient �a f(X).

4.1.2 L'homotopie

La notion d'homotopie est �etroitement li�ee �a la continuit�e et �a l'interpr�e-
tation g�eom�etrique des applications. Intuitivement, deux applications f et
g sont homotopiques si l'une peut être continuement d�eform�ee vers l'autre.
Pour formaliser cette notion, on utilise une param�etrisation dans l'ensemble
des transformations similaire �a celle utilis�ee dans la �gure 4.1. Il en r�esulte
la d�e�nition suivante :

D�e�nition 4.4 Deux applications f et g d'un espace X vers un espace Y
sont homotopiques (que l'on note f � g) s'il existe une application
continue h : X � I1 ! Y telle que, pour tout point x de X, h(x; 0) =
f(x) et h(x; 1) = g(x).
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Pour illustrer ce que repr�esente g�eom�etriquement l'homotopie, prenons
l'exemple d'une application h de S1 � I1 vers IR2, o�u S1 est le cercle unit�e.
Dans ce cas, h(x; 0) et h(x; 1), qui sont respectivement �egales �a f(x) et g(x),
sont des courbes ferm�ees sur IR2 car f et g sont continues en x. La continuit�e
de h sur I1 montre que ces deux courbes peuvent être continuement d�eform�ees
l'une vers l'autre (voir �gure 4.1).

Fig. 4.1 { D�eformation homotopique (d'apr�es [HOCK-88]).

L'existence de h ne d�epend pas seulement de f et g, elle d�epend aussi de
la structure des espaces X et Y . Si l'on consid�ere Y comme�etant le plan priv�e
de son origine IR2� (0; 0), une boucle passant autour de l'origine manquante
ne pourra pas être continuement d�eform�ee dans Y vers une boucle ne pas-
sant pas autour de l'origine. L'homotopie peut donc être utilis�ee pour d�e�nir
une �equivalence entre deux espaces qui prend en compte la structure même
des espaces �a comparer mais aussi celle de l'espace �a l'int�erieur duquel ils se
d�eforment. C'est cette notion qui est utilis�ee, en traitement des images, pour
d�e�nir les d�eformations homotopiques, c'est-�a-dire les d�eformations pr�eser-
vant la topologie. Ainsi, pour des espaces topologiques X et Y , l'homotopie
est d�e�nie de la fa�con suivante.

D�e�nition 4.5 Soient X et Y deux espaces topologiques. X et Y sont du
même type d'homotopie (ou hom�eotopes), not�e X ' Y , s'il existe
des applications continues f : X ! Y et g : Y ! X telles que les
applications compos�ees fg : Y ! Y et gf : X ! X sont respec-
tivement homotopiques aux applications identit�es idY : Y ! Y et
idX : X ! X. L'application f est appel�ee une �equivalence homoto-
pique et g l'�equivalence homotopique inverse.

Nous pouvons remarquer que si X est hom�eomorphe 1 �a Y , X et Y sont
hom�eotopes mais le contraire n'est pas vrai. Par exemple, un point fpg

1: Soient X et Y deux espace topologiques. Une application f : X ! Y est un hom�eo-

morphisme si elle est continue et son application inverse f�1 : Y ! X est �egalement
continue. Si il existe un hom�eomorphisme entre X et Y , X est hom�eomorphe �a Y et
vice versa.
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Fig. 4.2 { Les deux boucles ne peuvent pas être continuement d�eform�ees l'une
vers l'autre sur IR2 � (0; 0) (d'apr�es [HOCK-88]).

et la droite IR sont hom�eotopes mais le point fpg n'est pas hom�eomorphe
�a IR. D'autre part, la relation ((hom�eotope)) est une relation d'�equivalence
[NAK-90].

4.2 D�eformations homotopiques d'un maillage

t�etra�edrique

L'apparition de la notion de d�eformation pr�eservant la topologie dans le
domaine du traitement des images est en grande partie due aux algorithmes
de squelettisation [SAHA-91], [KONG-95] et de segmentation [MANG-95].
Pour avoir un squelette ayant la même topologie que l'objet initial, la notion
de point simple a �et�e introduite. Un point simple est un point pouvant être
retir�e d'un objet sans modi�er sa topologie. Plusieurs auteurs ont propos�e
des caract�eristiques des points simples [BERT-94a], [BERT-94b], [KONG-89],
[MORG-81], [TORI-82], [TSAO-81], [SAHA-91]. Ces notions sont ax�ees sur
la conservation des composantes connexes et des tunnels. Les composantes
connexes identi�ent les parties disjointes d'un objet et d�ependent de la re-
lation de connexit�e liant les points de l'image. La notion de tunnel est plus
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complexe �a d�e�nir car elle fait appel �a des notions �evolu�ees comme la conti-
nuit�e. Intuitivement, on d�etecte la pr�esence d'un tunnel dans un objet lorsque
l'on peut trouver une courbe ferm�ee dans cet objet qui ne peut pas être conti-
nuement d�eform�ee en un point tout en restant �a l'int�erieur de l'objet. Par
exemple dans une sph�ere, n'importe quelle boucle peut être continuement
d�eform�ee en un point tandis que dans un tore, certaines boucles peuvent être
d�eform�ees en un point et d'autres ne le peuvent pas �a cause du tunnel qui
perce le centre du tore (voir �gure 4.3). Pour comparer deux maillages t�e-
tra�edriques, leur structure propre est importante mais la fa�con dont ils sont
inclus dans l'espace est aussi importante. On dira donc que deux maillages
t�etra�edriques O0 et O00 se trouvant dans un espace E ont la même topolo-
gie s'ils ont le même nombre de composantes connexes et le même nombre
de tunnels, et si leurs compl�ementaires O0 = E � O0 et O00 = E � O00 ont
�egalement le même nombre de composantes connexes et le même nombre de
tunnels.

Fig. 4.3 { La courbe C1 peut être d�eform�ee en un point mais pas la courbe
C2 car le tore poss�ede un tunnel.

Ainsi, lorsqu'on cherche �a d�e�nir dans le monde des espaces discrets des
relations du type de celles d�e�nies dans la section pr�ec�edente (application,
continuit�e et d�eformation), on se heurte in�evitablement �a la di�cile transpo-
sition des notions de d�eformation continue ou d'hom�eomorphisme. Dans le
domaine des images discr�etes (pixels et voxels), plusieurs auteurs ont tent�e
d'�etablir une th�eorie de topologie discr�ete. Une premi�ere solution consiste
�a utiliser des analogues continus des objets d�ecrits par les images discr�etes,
mais il semble plutôt di�cile d'inf�erer de cette mani�ere des r�esultats utiles
pour les algorithmes 3D en raison de probl�emes combinatoires [LEE-93]. En
outre, cette d�emarche soul�eve la question du choix de l'algorithme g�en�erant
les analogues continus. Une autre solution est propos�ee par le cadre des com-
plexes cellulaires, consid�er�e dans [KOVA-89], [HERM-90] et [COIN-99].

Un article de Kong [KONG-95] nous semble apporter une solution int�e-
ressante pour formaliser la notion d'homotopie sur un maillage t�etra�edrique.
Nous avons donc �etendu la notion d'homotopie sur les maillages t�etra�edriques
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�a partir des r�esultats de Kong fond�es sur les voxels.

Nous allons pr�eciser les d�e�nitions de base sur lesquelles repose l'�equi-
valence topologique au niveau d'un maillage t�etra�edrique. Dans un premier
temps, nous resterons le plus g�en�eral possible et d�e�nirons les t�etra�edres et
le maillage t�etra�edrique du point de vue topologique. Puis nous proposerons
une d�e�nition des t�etra�edres simples qui est l'�equivalent de celle des points
simples dans une image num�erique.

4.2.1 Notations et d�e�nitions

Nous nous pla�cons dans l'espace Euclidien IR3. Dans cette section sont
rappel�ees les d�e�nitions classiques sur lesquelles reposent les relations de
topologie discr�ete appliqu�ees sur les maillages t�etra�edriques.

D�e�nition 4.6 Un t�etra�edre T est d�e�ni par un quadruplet non-ordonn�e
(v1; v2; v3; v4) de sommets non-coplanaires. Une arête e de T est d�e�-
nie par une paire non-ordonn�ee (vi; vj) de sommets distincts. Une face
f de T est d�e�nie par un triplet non-ordonn�e (vi; vj; vk) de sommets
distincts.

Nous remarquons que la d�e�nition 4.6 d'un t�etra�edre au sens de la topo-
logie est beaucoup moins contraignante que la d�e�nition g�eom�etrique 2.2 car
elle n'impose aucune condition sur l'orientation du t�etra�edre consid�er�e.

Les maillages t�etra�edriques sur lequels va reposer la notion d'homotopie
seront conformes au sens de la d�e�nition 2.5 : l'intersection de deux faces
d'un t�etra�edre T est une arête de T tandis que l'intersection de trois faces
d'un t�etra�edre T est un sommet de T . Nous d�e�nissons alors l'int�erieur int()
des di��erents �el�ements de T :

D�e�nition 4.7 Soit T un t�etra�edre au sens de la d�e�nition 4.6, f une de ses
faces, e une de ces arêtes et v un de ses sommets. Alors :

{ int(T ) correspond �a T priv�e de ses faces,

{ int(f) correspond �a f priv�ee de ses arêtes,

{ int(e) correspond �a e priv�ee de ses sommets.

Nous consid�erons donc qu'une arête d'un t�etra�edre T contient ses deux
extr�emit�es et qu'une face de T contient ses trois arêtes.
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Nous allons �a pr�esent plus formellement traduire les notions de connexit�e
dans le cadre des maillages t�etra�edriques. Nous notons O un ensemble �ni de
t�etra�edres conformes.

D�e�nition 4.8 Un k-simplexe (k < 3) s de O est partag�e s'il existe deux
t�etra�edres Ti; Tj 2 O tel que s � Ti \ Tj. Dans le cas contraire, s est
non-partag�e.

La d�e�nition 4.8 exprime le fait que si un k-simplexe s est partag�e alors
les k-simplexes si inclus dans s le sont �egalement. Par exemple, si une face
est partag�ee, ses arêtes le sont �egalement.

D�e�nition 4.9 Soit T 2 O, alors :

{ le voisinage V (T ) de T est d�e�ni comme l'union de tous les t�etra-
�edres Ti 2 O tels que Ti \ T 6= ;,

{ le voisinage strict V �(T ) de T est �egal �a V (T ) priv�e de T ,

{ la fronti�ere de T , not�ee Bd T , est l'union de toutes les faces de
T ,

{ l'union de tous les k-simplexes (k < 3) partag�es de T , not�e BdpT ,
est appel�e l'ensemble d'attache de T ,

{ l'union des int�erieurs des k-simplexes (k < 3) non partag�es de T ,
not�ee Bdnp T est la fronti�ere non partag�ee de T , et correspond
au compl�ement de l'ensemble d'attache de T dans Bd T .

Nous illustrons la d�e�nition 4.9 sur la �gure 4.4. Le t�etra�edre (a; b; c; d) a
deux faces non partag�ees, (a; b; c) et (a; c; d), et deux faces partag�ees, (a; b; d)
et (b; c; d). Ce t�etra�edre a �egalement une arête partag�ee (a; c) en plus de celles
incluses dans les faces partag�ees. D'autre part V ((a; b; c; d)) = (a; b; d; e) [
(b; c; d; f) [ (a; c; g; h) [ (a; g; h; i) [ (a; b; c; d). En plus, Bdnp (a; b; c; d) =
int((a; b; c)) [ int((a; c; d)) et Bdp (a; b; c; d) = (a; b; d)[ (b; c; d)[ (a; c). Nous
pouvons remarquer que Bdnp peut aussi comprendre l'int�erieur d'une arête ;
par exemple, dans la �gure 4.4Bdnp((a; c; g; h)) = int((a; c; g)) [ int((c; g; h))
[ int((c; g))[ int((c; h)).

Les notions de connexit�e et de composante connexe sont �equivalentes �a
celles d�e�nies en topologie dans IR3.

D�e�nition 4.10 Deux simplexes s1 et s2 sont dits adjacents dans O si et
seulement si s1 \ s2 6= ;
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Fig. 4.4 { Illustration d'un voisinage d'un t�etra�edre.

Nous pouvons remarquer que cette d�e�nition entrâ�ne que tout simplexe
est adjacent �a lui même.

D�e�nition 4.11 Un ensemble s1; s2; :::; sk de simplexes dans lequel chaque
si est adjacent �a si+1 pour 1 � i < k s'appelle un chemin de s1 �a sk.

D�e�nition 4.12 Un ensemble O de t�etra�edres est connexe si pour toute
paire de t�etra�edres s et s0 de O, il existe un chemin de simplexes s =
s0; s1; :::; sn = s0 dans O tel que si et si+1 sont adjacents pour 0 � i < n.

D�e�nition 4.13 Un sous-ensemble maximal connexe d'un ensemble O de
t�etra�edres s'appelle une composante connexe de O.

4.2.2 El�ements simples

En nous appuyant sur les travaux de Kong et Rosenfeld [KONG-95], nous
proposons la caract�erisation locale suivante d'un t�etra�edre simple :

D�e�nition 4.14 Soit T un t�etra�edre et O une composante connexe.

T est simple s'il existe une homotopie (application homotope) de O
vers O [ T ou de O vers O � fTg.

Cette d�e�nition est di�cilement utilisable directement. Le th�eor�eme 4.15
que nous d�emontrons �a pr�esent donne une condition locale su�sante pour
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qu'un t�etra�edre soit un �el�ement simple qui a l'avantage d'être tr�es visuelle.
Celle-ci utilise le concept d'ensemble d'attache vu pr�ec�edemment (cf. d�e�ni-
tion 4.9).

Th�eor�eme 4.15 [PES-00]

Soit T un t�etra�edre et soit O l'union d'un ensemble de t�etra�edres for-
mant une composante connexe qui ne contient pas T (resp. qui contient
T ).

{ Si (1) O [ T est connexe et Bdp T et Bdnp T sont non-vides et
connexes,

{ alors (2) les ensembles O [ T et O (resp. O et O � fTg) sont
hom�eotopes (T est simple).

preuve : dans le cas o�u T =2 O

Hypoth�ese : supposons que la condition (1) soit respect�ee.

Ainsi, �etant donn�e que Bdnp T est non-vide, au moins une des quatre
faces de T n'est pas dans Bdp T . Soit X l'union des trois autres faces de T .
Le t�etra�edre T peut être continuement d�eform�e 2 dans X.

Maintenant, Bdp T� X et Bdp T et X sont des sous-ensembles connexes
de Bd T qui ont des compl�ements non vides et connexes dans la fronti�ere
(BdT ). Il s'ensuit donc que X peut être continuement d�eform�e dans la trian-
gulation de BdpT . Ainsi le t�etra�edre T se d�eforme continuement dans BdpT .
Nous pouvons en d�eduire des d�eformations �el�ementaires de T vers O [ T en
d�eformant T vers Bdp T . c.q.f.d.

La �gure 4.5 montre trois cas de �gure possibles :

{ (a) Bdp T = f(a; b; c) [ (c; d)g. T est simple, car l'ensemble d'attache
de T et son compl�ementaire dans la fronti�ere de T sont non-vides et
connexes.

{ (b) Bdp T = f(a)[ (c; d)g. T est non-simple et son ensemble d'attache
n'est pas connexe.

{ (c) Bdp T = f(a; b)[ (a; c)[ (b; c; d)g. T est non-simple et bien que son
ensemble d'attache soit connexe, le compl�ement de cet ensemble dans
la fronti�ere de T n'est pas connexe.
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Fig. 4.5 { T est un t�etra�edre de sommets (a; b; c; d) dont le voisinage V (T ) de
T est repr�esent�e �a gauche et l'ensemble d'attache Bdp T de T est repr�esent�e
�a droite (les arêtes sont en traits pleins et les faces sont hachur�ees).
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A pr�esent, nous analysons les conditions pour que l'ensemble d'attache de
T (not�e Bdp T ) soit connexe. Dans le cas des voxels, Kong et al. [KONG-95]
montrent que si V (T ) est connexe alors Bdp T est �egalement connexe. Saha
et al. [SAHA-98a] d�emontrent que cette condition est insu�sante dans le cas
des t�etra�edres. En e�et, la �gure 4.6 montre un contre-exemple dans lequel
V (T ) est connexe et Bdp T ne l'est pas.

T2T1

T

V

Fig. 4.6 { V (T ) = fT; T1; T2g est connexe mais BdpT , qui ne contient que les
deux sommets communs �a T et �a T1 et T2 respectivement, n'est pas connexe
(d'apr�es [SAHA-98a]).

Saha et al. [SAHA-98a] d�emontrent, dans le cadre d'un maillage appel�e
strictement conforme 3, que pour tout t�etra�edre T de O, V (T ) ne contient
ni tunnel et cavit�e (cf. Annexe 3). Saha et al. [SAHA-98a] donnent �egalement,
pour ce type de maillage, les conditions n�ecessaires et su�santes pour que le
compl�ement de l'ensemble d'attache de T , Bdnp T , soit non vide et connexe
(cf. Annexe 3).

Cependant, les maillages strictement conformes mod�elisent des formes
trop restrictives pour l'application envisag�ee. En e�et la fronti�ere parta-
g�ee d'un t�etra�edre Bdp T se limite, dans le cas de maillages strictements
conformes, �a une face, une arête ou un sommet. C'est pourquoi, de tels
maillages ont une structure tentaculaire et ne permettent donc pas de d�ecrire
des objets relativement compacts que sont les tissus de la tête. N�eanmoins, il
existe un lien entre notre proposition de t�etra�edre simple (cf. th�eor�eme 4.15)
et celle propos�ee par Saha et al [SAHA-98a] (cf. Annexe 3).

2: traduction de collapse en anglais
3: Soit O un ensemble connexe de t�etra�edres conformes. Si 8T 2 O; V �(T ) = fT1;:::Tng

et T1 \ T2 \ :::Tn est un k-simplexe (k < 3) qui intersecte T , alors O est un maillage

strictement conforme.
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A pr�esent, nous pr�esentons, au moyen d'outils de topologie alg�ebrique
(voir section 4.3), une condition n�ecessaire et su�sante pour qu'un t�etra�edre
soit simple (voir section 4.3.5).

4.3 Groupes d'homologie d'un maillage t�etra-

�edrique

Dans la section 4.2, nous avons introduit une condition locale su�sante
pour que des d�eformations d'un maillage t�etra�edrique pr�eservent la topolo-
gie. Cette condition (th�eor�eme 4.15) permet d'identi�er les �el�ements simples
d'une structure t�etra�edrique v�eri�ant certaines propri�et�es locales.

A�n d'�etablir une caract�erisation n�ecessaire et su�sante d'un t�etra�edre
simple, nous allons passer par la th�eorie de l'homologie [HOCK-88], [NAK-90].
L'homologie repose sur l'orientation d'un ensemble de k-simplexes appel�e
complexe simplicial orient�e (cf. section 4.3.1). Il est alors possible de for-
maliser sur cette structure simpliciale les notions de châ�ne, de cycle et de
fronti�ere (cf. section 4.3.2). Les ensembles des châ�nes, des cycles et des fron-
ti�eres ont chacun des structures de groupe sur lesquelles se construisent les
groupes d'homologie (cf. section 4.3.3).

Les propri�et�es des groupes d'homologie relative (cf. section 4.3.4) per-
mettent alors de donner compl�etement les propri�et�es locales d'un maillage
t�etra�edrique a�n de conserver la topologie (cf. section 4.3.5).

4.3.1 Complexe simplicial

En g�eom�etrie analytique, l'orientation d'un segment permet d'introduire
des m�ethodes alg�ebriques dans la g�eom�etrie. De fa�con analogue, nous allons
voir comment l'orientation d'un simplexe permet d'introduire des outils al-
g�ebriques en topologie.

D�e�nition 4.16 [HOCK-88]

Soit fp0; p1; :::pkg l'ensemble des sommets d'un k-simplexe sk. Un k-
simplexe sk est orient�e �a condition de choisir une s�equence �xe arbi-
traire des sommets (p0; p1; :::pk) de sk. On consid�ere les permutations
de cette s�equence. Deux permutations sont dites �equivalentes si elles
ont même signe. Ainsi, la classe d'�equivalence des permutations paires
de cette s�equence �xe est le simplexe orient�e positivement (not�e +sk),
tandis que la classe d'�equivalence des permutations impaires de cette
s�equence est le simplexe orient�e n�egativement (not�e �sk).
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Dans le cas particulier du 0-simplexe, s0 = �s0 = fp0g.
D�e�nition 4.17 [NAK-90]

Soit O un ensemble �ni de simplexes orient�es de dimension inf�erieure
ou �egale �a k.

O est appel�e un complexe simplicial orient�e de dimension 4 k si :

{ pour tout simplexe s 2 O et tout simplexe s0, si s0 � s alors s0 2 O,
{ 8 (s; s0) 2 O2 alors la fronti�ere partag�ee entre s et s0 est soit vide,
soit un simplexe partag�e de s et s0.

Tous les maillages t�etra�edriques conformes, que nous consid�erons, sont
des complexes simpliciaux de dimension 3.

4.3.2 Groupes de châ�ne, de cycle et de fronti�ere

Nous pr�esentons, dans cette section, les outils topologiques (châ�nes, fron-
ti�eres et cycles) permettant de formaliser la notion d'homologie. Nous consi-
d�erons l'op�eration de groupe par le signe + et tous les groupes sont ab�eliens
(commutatifs). L'�el�ement neutre est not�e par 0.

Pour tout �el�ement si d'un groupe O, nous notons nsi (8n 2 ZZ) la somme
si + si + :::+ si| {z }

n
si n > 0 et nous notons �nsi l'inverse de nsi par la loi +.

Si n = 0, nous avons 0si = 0:

Les groupes d'homologie se construisent �a partir des groupes ab�eliens
libres �nis. C'est pourquoi, nous d�e�nissons et donnons, �a pr�esent, les pro-
pri�et�es de ce type de structure.

D�e�nition 4.18 [NAK-90]

Soient I �el�ements s1; s2; :::sI d'un groupe O. Les �el�ements de O qui ont
pour expression :

c1s1 + :::+ cIsI (ci 2 ZZ; 1 � i � I)
forment un sous-groupe de O, que nous notons C(O).

C(O) est un sous-groupe de O engendr�e par les g�en�erateurs s1; :::sI.

Si C(O) est engendr�e par un ensemble �ni d'�el�ements s1; :::sI qui sont
lin�eairement ind�ependants (i.e : c1s1+:::+cIsI = 0 ssi c1 = ::: = cI = 0)
alors C(O) est un groupe libre ab�elien de rang I.

4: La dimension d'un complexe simplicial O correspond �a la dimension du simplexe de
plus grande dimension de O.

88 J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese, 2001



4.3 Groupes d'homologie d'un maillage t�etra�edrique

Par exemple, le groupe des entiers ZZ est un groupe libre ab�elien de rang
1. Quant �a l'ensemble ZZ2 des paires f(i; j) j i; j;2 ZZg, c'est un groupe libre
ab�elien de rang 2 engendr�e par les g�en�erateurs (1; 0) et (0; 1).

Plus g�en�eralement, on a ZZI est un groupe ab�elien libre de rang I [NAK-90].

D�e�nition 4.19 Soit O un complexe simplicial de dimension k .

Soit GIr l'ensemble des simplexes orient�es sr;i de dimension r de O
dans lequel un simplexe n'apparâ�t qu'avec une seule orientation (sr;i 2
GIr )�sr;i =2 GIr ).

On pose Ir = card(GIr ).

Nous construisons un groupe Cr(O) engendr�e par GIr en d�e�nissant
simultan�ement la loi du groupe + et un ismorphisme 5 cr de Cr(O) vers
ZZIr , par : 8>>><>>>:

cr(sr;i) = (0 � � � 1i � � � � � � 0)
cr(�sr;i) = �ci(sr;i)
cr(sr;i + sr;j) = cr(sr;i) + cr(sr;j)
cr(0) = (0 � � � 0 � � � � � � 0)

o�u le 1i correspond au 1 �a la position i.

Si r > k, nous posons Cr(O) = f0g.

Cette construction est possible puisque les cr(sr;i) forment une famille
libre et g�en�eratrice de ZZIr .

Tout �el�ement de Cr(O), qui s'�ecrit comme la somme formelle
PIr

i=1 nisr;i; ni 2
ZZ, est associ�e de mani�ere bijective �a un �el�ement de ZZIr par cr(

PIr
i=1 nisr;i) =

(n1 � � �nIr ).
La loi + sur Cr(O), induite par la loi + de ZZIr via cr, est bien une loi de

groupe.
Cr(O) s'appelle le groupe des r-châ�nes et tout �el�ement cr de Cr(O) est

appel�e une r-châ�ne.

Par exemple, le complexe simplicial

Bd T =

8><>:
p0; p1; p2; p3;

(p0p1); (p0p2); (p0p3); (p1p2); (p1p3); (p2; p3)
(p0p1p2); (p0p1p3); (p0p2p3); (p1p2p3)

9>=>;
5: Soient G1 et G2 deux groupes ab�eliens. Une application f : G1 ! G2 est un homo-

morphisme si f(x + y) = f(x) + f(y) 8(x; y) 2 G2
1. L'op�erateur + est l'addition dans

G1 pour le terme de gauche (resp. l'addition dans G2 pour le terme de droite). Si f est
�egalement une application bijective, f est un isomorphisme et G1est isomorphe �a G2

(not�e G1
�= G2).
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de la surface d'un t�etra�edre T a les groupes de r-châ�nes suivants :

C0(Bd T ) = fn0p0 + n1p1 + n2p2 + n3p3j8ni; ni 2 ZZg
C1(Bd T ) =
fn0(p0p1)+n1(p0p2)+n2(p0p3)+n3(p1p2)+n4(p1p3)+n5(p2p3)j8ni; ni 2 ZZg
C2(BdT ) = fn0(p0p1p2)+n1(p0p1p3)+n2(p0p2p3)+n3(p1p2p3)j8ni; ni 2 ZZg
Cr(Bd T ) = f0g si r � 3

A partir d'une r-châ�ne, nous allons d�e�nir la notion de fronti�ere @rsr
d'un simplexe sr.

D�e�nition 4.20 [NAK-90]

Soit sr un r-simplexe orient�e. La fronti�ere @rsr de sr est une (r � 1)
châ�ne d�e�nie par :

@rsr =
rX
i=0

(�1)i(p0; p1; :::: bpi:::pr)
o�u bpi signi�e que le point pi est omis et @rsr s'appelle l'op�erateur fron-
ti�ere de sr.

Si r = 0, nous d�e�nissons @0s0 = 0.

L'op�erateur @r agit lin�eairement vis-�a-vis d'un �el�ement c =
PIr

i=1 cisr;i de
Cr(O) et on d�e�nit :

@r

 
IrX
i=1

cisr;i

!
=

IrX
i=1

@r (cisr;i) =
IrX
i=1

ci@r (sr;i)

L'op�erateur @r de fronti�ere d�e�nit un homomorphisme de Cr(O) vers
Cr�1(O) [NAK-90].

Pour un 1-simplexe s1 = (p0p1); nous avons @1s1 = p1�p0. Nous pouvons
se poser la question du choix d'un signe moins devant p0 pour exprimer la
fronti�ere de ce simplexe. Cela est dû �a l'orientation d'un r-simplexe.

En e�et, prenons le 1-simplexe (p0p2) de la �gure 4.7 (a). Ce simplexe se
compose des deux simplexes (p0p1) et (p1p2).

Intuitivement, la fronti�ere de (p0p2) regroupe les sommets p0 et p2 et
c'est �egalement la fronti�ere de p0p1+p1p2. Si @1(p0p2) �etait d�e�ni par p0+p2,
nous aurions @1(p0p1) + @1(p1p2) = p0 + p1 + p1 + p2. Cette d�e�nition n'est
pas souhaitable �etant donn�e que p1 est une fronti�ere �ctive. En revanche,
si nous prenons la d�e�nition 4.20 pour la fronti�ere, nous avons @1(p0p2) =
@1(p0p1) + @1(p1p2) = p1 � p0 + p2 � p1 = p2 � p0.
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Fig. 4.7 { (a) Un 1-simplexe avec une fronti�ere �ctive p1 et (b) un complexe
simplicial O o�u l'�el�ement c = (p0p1)+(p1p2)+(p2p0) 2 C1(O) est un 1-cycle.

Dans le cas d'un t�etra�edre T = (p0; p1; p2; p3), nous pouvons remarquer
que :

@3T = (p1p2p3)� (p0p2p3) + (p0p1p3)� (p0p1p2)

Le noyau ker @r d'un homomorphisme @r forme un groupe sur lequel
repose la notion d'homologie.

D�e�nition 4.21 [NAK-90]

Soit O un complexe simplicial de dimension k et soit c 2 Cr(O).

Si @rc = 0 alors c est un r-cycle.

L'ensembleZr(O) des r-cycles est un sous-groupe de Cr(O) et s'appelle
le groupe des r-cycles (Zr(O) = ker @r).

Dans cette d�e�nition, nous pouvons remarquer que @0c = 0 pour tout
c 2 CO(O). Et donc, nous avons Z0(O) = C0(O).

Consid�erons le complexe simplicial O = fp0; p1; p2; (p0p1); (p1p2); (p2p0)g
(cf. �gure 4.7 (b)).

L'�el�ement c = (p0p1) + (p1p2) + (p2p0) de C1(O) est un 1-cycle car :

@1c = @1(p0p1) + @1(p1p2) + @1(p2p0) = p1 � p0 + p2 � p1 + p0 � p2 = 0

Un autre groupe sur lequel repose la notion d'homologie est le groupe
Br(O) des r�fronti�eres d'un complexe simplicial O. Ce groupe correspond �a
l'image de l'op�erateur @r+1 , c'est-�a-dire Br(O) = im@r+1.

D�e�nition 4.22 [NAK-90]
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Soit O un complexe simplicial de dimension k et soit c 2 Cr(O) .

S'il existe un �el�ement d 2 Cr+1(O) tel que c = @r+1d alors c est une
r-fronti�ere.

L'ensemble des r-fronti�eres Br(O) est un sous-groupe de Cr(O) et
s'appelle le groupe des r-fronti�eres (Br(O) = im@r+1).

Lemme 4.23 Soit O un complexe simplicial.

Soit l'application @r:@r+1 : Cr+1(O)! Cr�1(O).

8 c 2 Cr+1(O); @r:@r+1 = 0

preuve :

Etant donn�e que l'op�erateur @r agit lin�eairement vis-�a-vis d'un �el�ement
de Cr(O), il su�t de d�emontrer l'identit�e pour les g�en�erateurs de Cr+1(O).
Si r = 0, @0:@1 = 0 car @0 est un op�erateur nul.
Soit r > 0 et soit un r + 1 simplexe s = fp0:::pr; pr+1g 2 Cr+1(O). Nous
avons :

@r(@r+1s) = @r

 
r+1X
i=0

(�1)i(p0; p1; :::: bpi:::pr+1)

!
=
Pr+1

i=0 (�1)i@r(p0; p1; ::: bpi:::pr+1)
=
Pr+1

i=0 (�1)i(
Pi�1

j=0(�1)j(p0; p1; :::cpj::: bpi:::pr+1) +
Pr+1

j=i+1(�1)j�1(p0; p1; ::: bpi:::cpj:::pr+1))

=
�P

j<i(�1)i+j(p0; p1; :::cpj::: bpi:::pr+1)�Pj>i(�1)j+i(p0; p1; ::: bpi:::cpj:::pr+1)
�

= 0

c.q.f.d

Il existe une relation fondamentale entre les groupes Cr(O), Zr(O) et
Br(O). Il est possible de montrer [NAK-90] que :

Th�eor�eme 4.24

Br(O) � Zr(O) � Cr(O)

preuve :

A tout �el�ement c 2 Br(O) est associ�e un �el�ement d 2 Cr(O) tel que
c = @r+1d. Or d'apr�es le lemme 4.23, @rc = @r(@r+1d) = 0 ) c 2 Zr(O) )
Br(O) � Zr(O). Par construction Zr(O) est un sous-groupe de Cr(O). Donc
Zr(O) � Cr(O).
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c.q.f.d.

Nous allons voir, dans la section suivante, que grâce �a cette relation d'in-
clusion entre Br(O), Zr(O) et Cr(O), il est possible d�e�nir les groupes d'ho-
mologie.

4.3.3 Groupes d'homologie

Dans la section 4.3.2, nous avons d�e�ni les groupes Cr(O), Zr(O) etBr(O)
associ�es �a un complexe simplicial O. Est-ce que le groupe Cr(O) de châ�nes
permet d'exprimer une propri�et�e qui est conserv�ee par hom�eomorphisme?
Nous savons qu'un triangle est hom�eomorphe �a un carr�e. Mais qu'en est-il
de leurs groupes de châ�nes?

Si nous prenons le groupe des 1-châ�nes associ�e �a un triangle OT =
(p0; p1; p2), C1(OT ) = fi(p0p1)+j(p1p2)+k(p2p0)ji; j; k 2 ZZg est isomorphe �a
ZZ3 tandis que le groupe C1(OC) = fi(p0p1)+j(p1p2)+k(p2p3)+l(p3p0)ji; j; k; l 2
ZZg des 1-châ�nes associ�e �a un carr�e OC est isomorphe �a ZZ4. Ainsi le groupe
Cr(O) n'est pas un candidat permettant d'exprimer une invariance topolo-
gique. La même chose est vraie pour Zr(O) et Br(O). En revanche, nous
allons voir que les groupes d'homologie, d�e�nis plus bas, associ�es �a Cr(O),
Zr(O) et Br(O) sont des invariants topologiques du complexe simplicial O.

D�e�nition 4.25 [NAK-90]

Soit O un complexe simplicial de dimension k.

Le groupe d'homologie Hr(O), 0 � r � k, associ�e �a O est d�e�ni par
le groupe quotient :

Hr(O) = Zr(O)=Br(O) = f[z] j z 2 Zr(O)g

o�u chaque classe d'�equivalence [z] s'appelle une classe d'homologie
et deux r-cycles z et z0 sont dans la même classe d'�equivalence [z] si et
seulement si z � z0 2 Br(O). Dans ce cas, z est dit homologue �a z0 et
se note par z � z0 ou [z] = [z0].

G�eom�etriquement, z � z0 est la fronti�ere d'un certain espace. Ainsi, le
groupe d'homologieH0(O) permet, par exemple, de d�eterminer si le complexe
simplicial O est connexe.

Th�eor�eme 4.26 [NAK-90]

O est un complexe simplicial connexe de dimension k si et seulement
si H0(O) est isomorphe �a ZZ.
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Illustrons le th�eor�eme 4.26. Si O est connexe, pour toute paire pi et pj de
0-simplexes, il existe un chemin de 1-simplexes dans O(pipk); (pkpl); : : : (pmpj)
tel que @1((pipk)+(pkpl)+ : : : (pmpj)) = pj�pi. Il s'ensuit donc que chaque pi
est homologue �a chaque pj, [pi] = [pj ]. Ainsi chaque 0-simplexe est homologue
�a p1. Nous allons montrer �a pr�esent que 8 z 2 Z0(O); 9� 2 ZZ = z � �p1 2
B0(O).

Tout z de Z0(O) s'�ecrit sous la forme z =
PI0

i=1 nipi o�u I0 est le nombre
de 0-simplexes dans O. Alors z � PI0

i=1 nip1 =
PI0

i=1 ni(pi � p1) 2 B0(O)
car 8 i; pi � p1 2 B0(O). Donc z est homologue �a �p1 avec � =

PI0
i=1 ni.

Cela implique que la classe d'homologie [z] = [
PI0

i=1 nip1] est isomorphe �a ZZ
(quand les ni prennent des valeurs quelconques dans ZZ, � =

P
ni d�ecrit ZZ).

La r�eciproque du th�eor�eme 4.26 peut être trouv�ee dans [NAK-90].

Le groupe d'homologie H1(O) ((repr�esente)) l'ensemble des courbes fer-
m�ees dans O et le groupe H2(O) ((repr�esente)) l'ensemble des surfaces ferm�ees
dans O. Ainsi, les groupes d'homologie permettent, d'une certaine mani�ere,
de ((compter)) des ((cavit�es)) dans des dimensions sup�erieures. Par exemple,
H1(S2) = f0g car toute courbe ferm�ee de la 2-sph�ere unit�e 6 S2 borde un �el�e-
ment de dimension 2 dans S2. D'autre part, H2(S2) 6= f0g car toute surface
ferm�ee S2 de dimension 2 ne borde aucun �el�ement de dimension trois puisque
S2 est au plus de dimension 2.

De fa�con g�en�erale, les groupes d'homologie sont des invariants topolo-
giques comme le montre le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 4.27 [HOCK-88]

Soit OX et OY deux complexes simpliciaux correspondant chacun �a une
union de simplexes qui repr�esente une t�etra�edrisation d'un objet X et
d'un objet Y respectivement.

Supposons que X soit hom�eomorphe �a Y .

Alors les groupes d'homologieHr(OX) etHr(OY ) sont isomorphes entre
eux pour tout r, c'est-�a-dire :

Hr(OX) �= Hr(OY ) r = 0; 1; 2; :::

Nous avions d�ej�a ce genre de r�esultats pour l'homotopie (cf. page 78).
N�eanmoins, bien que l'homotopie soit une notion g�eom�etrique assez intuitive,
il est di�cile de la calculer même pour des espaces relativement simples.

6: La n�sph�ere unit�e Sn est l'ensemble des points x = (x1; x2; :::; xn+1) de l'espace E
n

satisfaisant x21 + ::::+ x2n+1 = 1.
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L'homologie simpliciale, d�evelopp�ee dans cette section, permet de r�epondre
plus facilement, aux questions de connexit�e similaires �a celles pos�ees par
l'homotopie. En e�et, nous verrons (cf. page 99) qu'il existe un lien entre
l'homotopie et les isomorphismes entre groupes d'homologie.

Calculons, �a pr�esent, les groupe d'homologie du complexe simplicial cor-
respondant �a la surface d'un t�etra�edre T , soit :

Bd T =

8><>:
p0; p1; p2; p3;

(p0p1); (p0p2); (p0p3); (p1p2); (p1p3); (p2; p3)
(p0p1p2); (p0p1p3); (p0p2p3); (p1p2p3)

9>=>;
Calcul de H0(Bd T )

Montrons que H0(Bd T ) est isomorphe �a ZZ (sans utiliser le th�eor�eme
4.26, �a titre d'exemple). Nous avons Z0(Bd T ) = C0(Bd T ) et :

B0(Bd T ) = f@1[n0(p0p1) + n1(p0p2) + n2(p0p3) + n3(p1p2) + n4(p1p3) +
n5(p2p3)]j8ni; ni 2 ZZg
B0(BdT ) = fn0(p1 � p0) + n1(p2 � p0) + n2(p3� p0) + n3(p2 � p1) + n4(p3 �
p1) + n5(p3 � p2) j8ni; ni 2 ZZg

Ainsi :

b =
3X

j=0

ajpj 2 B0(Bd T ) , 9ni=

8>>><>>>:
a0 = �n0 � n1 � n2
a1 = n0 � n3 � n4
a2 = n1 + n3 � n5
a3 = n2 + n4 + n5

,
3X

j=0

aj = 0

D�e�nissons un homomorphisme surjectif f : Z0(Bd T )! ZZ par :

f(a0p0 + a1p1 + a2p2 + a3p3) =
3X

j=0

aj

Nous avons alors ker f = f�1(0) = B0(Bd T ).
A partir du th�eor�eme fondamental de l'homomorphisme7, il s'ensuit
que :

Z0(Bd T )=ker f �= imf

Or imf = ZZ, donc H0(Bd T ) �= ZZ.

7: Soit f : G1 ! G2 un homormorphisme alors G1=ker f �= imf
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Calcul de H1(Bd T )

Soit c = i(p0p1p2)+j(p0p1p3)+k(p0p2p3)+l(p1p2p3) 2 C2(BdT ) ((i; j; k; l) 2
ZZ4). Si b = @2c (b 2 B1(Bd T )). b s'�ecrit sous la forme :

b = i ((p1p2)� (p0p2) + (p0p1)) + j ((p1p3)� (p0p3) + (p0p1)) + k ((p2p3)� (p0p3) + (p0p2))
+l ((p2p3)� (p1p3) + (p1p2))

(4.1)
Tout �el�ement z de C1(Bd T ) s'�ecrit sous la forme
z = n0(p0p1) + n1(p0p2) + n2(p0p3) + n3(p1p2) + n4(p1p3) + n5(p2p3), avec
(n0:::n5) 2 ZZ6. z 2 Z1(Bd T ), @1z = 0,
n0(p1�p0)+n1(p2�p0)+n2(p3�p0)+n3(p2�p1)+n4(p3�p1)+n5(p3�p2) = 0

,

8>>><>>>:
�n0 � n1 � n2 = 0
n0 � n3 � n4 = 0
n1 + n3 � n5 = 0
n2 + n4 + n5 = 0

car (p0:::p3) forment une famille libre.

,
8><>:

n5 = n1 + n3
n4 = n0 � n3
n2 = �n0 � n1

Donc
z = n0(p0p1 + p1p3 + p3p0) + n1(p0p2 + p2p3 + p3p0) + n3(p1p2 + p2p3 + p3p1).

En r�esum�e, Z1(Bd T ) est engendr�e par les 3 cycles :�������
p0p1 + p1p3 + p3p0
p0p2 + p2p3 + p3p0
p1p2 + p2p3 + p3p1

Soit
z = n0(p0p1 + p1p3 + p3p0) + n1(p0p2 + p2p3 + p3p0) + n3(p1p2 + p2p3 + p3p1)
appartenant �a Z1(Bd T ). D'apr�es l'�equation 4.1, on a :

z 2 B1(Bd T ), 9 i; j; k; l=

(1) i + j = n0
(2) j � l = n0 � n3
(3) j + k = n0 + n1
(4) � i+ k = n1
(5) k + l = n1 + n3
(6) i + l = n3

Or
(5) = (4) + (6)
(3) = (2) + (5)
(2) = (3) � (5)

.

Le syst�eme se r�eduit �a trois �equations ind�ependantes et nous avons donc :

z 2 B1(BdT ), 9 i; j; k; l =
j = n0 � i
k = n1 + i
l = n3 � i

.

Ce syst�eme admet une in�nit�e de solutions. Ainsi, tout �el�ement de
Z1(Bd T ) appartient �a B1(Bd T ) et r�eciproquement. Nous avons donc
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Z1(Bd T ) = B1(Bd T ). Ainsi H1(Bd T ) = Z1(Bd T )=Z1(Bd T ) et donc
H1(BdT ) est isomorphe �a f0g.

Calcul de H2(Bd T )

Etant donn�e qu'il n'y a aucun 3-simplexe dans BdT , nous avons C3(BdT ) =
f0g, B2(Bd T ) = f0g et H2(Bd T ) = Z2(Bd T )=B2(Bd T ) = Z2(Bd T ).
Soit z = i(p0p1p2) + j(p0p1p3) + k(p0p2p3) + l(p1p2p3) 2 C2(Bd T ) avec
i; j; k; l 2 ZZ. Pour que z 2 Z2(Bd T ), nous devons avoir :

@2z = i((p1p2)� (p0p2) + (p0p1)) + j((p1p3)� (p0p3) + (p0p1)) + k((p2p3)�
(p0p3) + (p0p2)) + l((p2p3)� (p1p3) + (p1p2)) = 0

ce qui �equivaut �a :

@2z = (i+ l)(p1p2) + (k � i)(p0p2) + (i+ j)(p0p1) + (j � l)(p1p3)� (j +
k)(p0p3) + (k + l)(p2p3) = 0

Cette �equation est satisfaite si et seulement si i = k, l = j et i = �j.
Donc Z2(Bd T ) = fi(p0p1p2)� i(p0p1p3) + i(p0p2p3)� i(p1p2p3)=i 2 ZZg.
Cela montre que Z2(Bd T ) est isomorphe �a ZZ et H2(Bd T ) �= ZZ.

Calculons, �a pr�esent, les groupe d'homologie du complexe simplicial cor-
respondant �a un t�etra�edre T , soit :

T =

8>>><>>>:
p0; p1; p2; p3;

(p0p1); (p0p2); (p0p3); (p1p2); (p1p3); (p2; p3)
(p0p1p2); (p0p1p3); (p0p2p3); (p1p2p3)

(p0p1p2p3)

9>>>=>>>;
Calcul de H0(T ) et de H1(T )

Nous pouvons remarquer que le calcul des groupes d'homologie H0(T ) et
H1(T ) est tout �a fait identique aux calculs H0(BdT ) et H1(BdT ) puisque
tous les simplexes de BdT sont contenus dans T . Ainsi H0(T ) �= ZZ et
H1(T ) �= f0g.

Calcul de H2(T )

Etant donn�e que T poss�ede un 3-simplexe, le calcul de H2(T ) est di��erent
de celui de H2(BdT ) car C3(T ) 6= f0g.
Soit c = m(p0p1p2p3) 2 C3(T ) avec m 2 ZZ. Soit b = @3c (b 2 B2(T )). b
s'�ecrit sous la forme :
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b = m(p1p2p3)�m(p0p2p3) +m(p0p1p3)�m(p0p1p2)
Tout �el�ement z 2 Z2(T ) (calcul identique au calcul de Z2(BdT )) s'exprime
par :
z = i(p0p1p2)� i(p0p1p3) + i(p0p2p3) � i(p1p2p3), avec i 2 ZZ.
Cela montre que Z2(T ) �= B2(T ). Ainsi H2(T ) �= f0g.

En r�esum�e, le tableau 4.1 regroupe le calcul des groupes d'homologie pour
un t�etra�edre T et sa fronti�ere Bd T .

T�etra�edre Groupe d'homologie

Bd T

H0(Bd T ) �= ZZ
H1(Bd T ) �= f0g
H2(Bd T ) �= ZZ

Hr(Bd T ) = f0g r > 2

T

H0(T ) �= ZZ
H1(T ) �= f0g
H2(T ) �= f0g

Hr(T ) = f0g r > 3

Tab. 4.1 { Les groupes d'homologie Hr(T ) et Hr(Bd T ).

4.3.4 Groupes d'homologie relative

Dans cette section, nous pr�esentons des outils topologiques plus sophisti-
qu�es permettant de construire des groupes d'homologie d'une paire de com-
plexes simpliciaux O1 et O2. Nous allons voir qu'il est possible de d�e�nir
des groupes relatifs de châ�ne Cr(O2=O1) (la notation O2=O1 sera d�e�nie
dans la suite), de cycle Zr(O2=O1), de fronti�ere Br(O2=O1) et d'homologie
Hr(O2=O1) lorsqu'un complexe simplicial O1 est inclus dans un complexe
simplicial O2.

D�e�nition 4.28 [NAK-90]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

L'application i : O1 ! O2 d�e�nie par i(v) = v 8v 2 O1 s'appelle une
application d'inclusion de O1 vers O2.

L'identit�e idO2 : O2 ! O2 est un cas particulier d'une application d'in-
clusion o�u O1 = O2. Les applications d'inclusion pr�esentent des propri�etes
topologiques int�eressantes, d�ecrites par les deux th�eor�emes suivants.

Th�eor�eme 4.29 [NAK-90]
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Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

Une application d'inclusion i : O1 ! O2 induit des homomorphismes
ir� : Hr(O1)! Hr(O2).

Th�eor�eme 4.30 [KONG-95]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

Si l'application d'inclusion i : O1 ! O2 est une �equivalence homo-
topique 8 alors l'application i induit des isomorphismes ir� entre les
groupes d'homologie Hr(O1) et Hr(O2) pour tout r = 0; 1; 2; :::.

Les th�eor�emes 4.29 et 4.30 montrent le lien qui existe entre l'homotopie et
les groupes d'homologie lorsqu'un complexe simplicial O1 est inclus dans un
autre complexe simplicialO2. Ce r�esultat est fondamental, car il permet l'uti-
lisation des outils de la topologie alg�ebrique pour d�eterminer compl�etement
la simplicit�e dans le cas des maillages t�etra�edriques (voir section 4.3.5).

D�e�nition 4.31 [WAR-01]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

Le groupe Cr(O2=O1) de châ�ne relative est d�e�ni par le groupe quo-
tient suivant :

Cr(O2=O1) = Cr(O2)=Cr(O1)

o�u une classe d'equivalence [cr], not�ee cr, comprend toutes les r-châ�nes
de O2 de la forme cr + kr (avec krune r-châ�ne de O1).

On notera, de mani�ere g�en�erale, c+ Cr(O1) un �el�ement de Cr(O2=O1).
A pr�esent, nous allons d�e�nir les homomorphismes @r : Cr(O2=O1) !

Cr�1(O2=O1) �a partir des homomorphismes @r : Cr(O2)! Cr�1(O2).

D�e�nition 4.32 [HOCK-88]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

8: Etant donn�e que l'application i est une application d'inclusion, il est possible de
construire une application i0 : O2 ! O1 telle que ii0 : O2 ! O2 et i0i : O1 ! O1 soient
homotopiques aux applications identit�es idO2

et idO1
. Pour cela, l'application i0 est d�e�nie

de la mani�ere suivante : pour tout k-simplexe s de O1 inclus dans O2, nous avons i
0(s) = s

et �a tout k-simplexe de O2 non inclus dans O1 correspond un k-simplexe appartenant �a
l'union des fronti�eres partag�ees entre O1 et O2.
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Les homomorphismes @r : Cr(O2=O1)! Cr�1(O2=O1) sont d�e�nis par :

@r(c+ Cr(O1)) = @r(c) + Cr�1(O1); 8c 2 Cr(O2)

L'op�erateur @r est bien d�e�ni. En e�et, si c1 2 c+ Cr(O1) alors
c1 � c 2 Cr(O1), donc @r(c1 � c) 2 Cr�1(O1). Ainsi,
@r(c1) 2 @r(c) + Cr�1(O1).

On peut �egalement montrer que @r@r+1 = 0 :

@r@r+1(c+ Cr+1(O1)) = @r[@r+1(c) + Cr(O1)] = @r@r+1(c) + Cr�1(O1) =
0 + Cr�1(O1) car @r@r+1 = 0.

avec 0 + Cr�1(O1) qui correspond au 0 de Cr�1(O2=O1).

Etant donn�e que @r@r+1 = 0, nous avons im @r+1 � ker @r (la preuve est
analogue �a celle du th�eor�eme 4.24). Ainsi, il est possible de construire des
groupes d'homologie relative �a partir des homomorphismes @r.

D�e�nition 4.33 [HOCK-88]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

Les groupes d'homologie relative Hr(O2=O1) sont d�e�nis par :

Hr(O2=O1) = Zr(O2=O1)=Br(O2=O1) = f[z] j z 2 Zr(O2=O1)g

o�u :

{ Zr(O2=O1) = ker @r sont les groupes des cycles relatifs (o�u une
châ�ne z est un cycle relatif si et seulement si @rz = 0),

{ Br(O2=O1) = im @r+1 sont les groupes des fronti�eres relatives.

D'apr�es la d�e�nition 4.33, une châ�ne relative zr = zr + Cr(O1) repr�e-
sente un cycle relatif si et seulement @rzr = 0, donc si et seulement si
@rzr appartient �a Cr�1(O1) ou est nulle. De fa�con analogue, une fronti�ere
br = br + Cr(O1) est une fronti�ere relative si et seulement s'il existe une
châ�ne dr+1 appartenant �a Cr+1(O2) telle que br � @r+1dr+1 appartienne �a
Cr(O1).
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Il existe �egalement des homomorphismes particuliers entre les groupes
d'homologies Hr(O2), Hr(O1) et Hr(O2=O1).

Lemme 4.34 [WAR-01]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

Soit jr : Cr(O2)! Cr(O2=O1) une suite d'homomorphismes canoniques
tels que pour tout cr 2 Cr(O2), jr(cr) = cr + Cr(O1).

On a : 8r; jr�1@r = @rjr.

Th�eor�eme 4.35 [WAR-01]

Les homomorphismes jr induisent des homomorphismes jr� : Hr(O2)!
Hr(O2=O1) : jr�([zr]) = [jr(zr)].

Lemme 4.36 [WAR-01]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2

(O1 � O2).

Soit h 2 Hr(O2=O1) tel que h = z + Br(O2=O1) pour z 2 Zr(O2=O1)
avec z = c+ Cr(O1), c 2 Cr(O2) et @r(c) 2 Cr�1(O1) ou @r(c) = 0.

L'application @r� : Hr(O2=O1) ! Hr�1(O1) avec @r�(h) = @r(c) +
Br�1(O1) est un homomorphisme.

A partir des homomorphismes ir�, jr�et @r�, il existe des constructions al-
g�ebriques connues sous le nom de s�equences d'homologie exacte (cf. th�eor�eme
4.38).

D�e�nition 4.37 [HOCK-88]

Une s�equence de groupes Gi et d'homomorphismes  i : Gi ! Gi�1 avec
i = 2; :::: est une s�equence exacte si pour tout i,  i(Gi) =  �1i�1(0),
o�u 0 est l'�el�ement neutre de Gi�2, c'est-�a-dire im i = ker  i�1.

Notons qu'en g�en�eral pour @r, on avait seulement montr�e que im@r �
ker @r�1.

Th�eor�eme 4.38 [HOCK-88]

Soit O1 un complexe simplicial inclus dans un complexe simplicial O2.

Consid�erons :

{ les homomorphismes ir� : Hr(O1)! Hr(O2) induits par l'applica-
tion d'inclusion i(v) = v pour tout v 2 O1,
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{ les homomorphismes jr� : Hr(O2) ! Hr(O2=O1) induits par les
homomorphismes jr : Cr(O2)! Cr(O2=O1),

{ les homorphismes @r� : Hr(O2=O1)! Hr�1(O1).

La s�equence de groupes et d'homomorphismes (appel�ee s�equence d'ho-
mologie)

:::!ir� Hr(O2)!jr� Hr(O2=O1)!@r� Hr�1(O1)!ir�1� Hr�1(O2)!jr�1�
:::!i0� H0(O2)

est exacte.

preuve :

Il y a six propri�et�es �a v�eri�er pour tout r :

{ im(ir�) � ker(jr�). Supposons qu'un �el�ement [zr] deHr(O2) soit l'image
par ir� d'un �el�ement [xr] de Hr(O1). Ceci signi�e que zr est homologue
�a i(xr) = xr ou qu'il existe une châ�ne d appartenant �a Cr+1(O2) telle
que zr � xr = @r+1d. Cela implique que zr est homologue �a @r+1d. Or
@r+1d appartient �egalement �a Cr(O1), xr+@r+1 2 Cr(O1) et zr est donc
homologue �a 0 + Cr(O1). Ainsi, jr(zr) = zr + Cr(O1) est homologue �a
0 + Cr(O1), et ceci implique que ker(jr�) contient im(ir�).

{ ker(jr�) � im(ir�). Soit zr un cycle de O2 tel que jr(zr) = zr + Cr(O1)
est homologue �a 0. Cela signi�e que le cycle relatif zr + Cr(O1) 2
Br(O2=O1) . Ainsi, il existe une châ�ne d de Cr+1(O2) telle que zr �
@r+1d = xr, o�u xr est une châ�ne de Cr(O1). Cela implique que jr(zr) =
zr+Cr(O1) contient un �el�ement xr de Cr(O1). Ainsi, zr�xr = @r+1d ou
zr est homologue �a xr(i.e : [zr] = [xr]). Etant donn�e que l'application
i est une application d'inclusion, nous avons ir�([xr]) = [xr] = [zr].
Ainsi, si jr�([zr]) = 0, alors [zr] est l'image d'un �el�ement de Hr(O1).
Par cons�equent, ker(jr�) est contenu dans im(ir�).

{ im(jr�) � ker(@r�). Soit zr = jr(zr) pour un cycle zr de Zr(O2). Alors
zr = zr + Cr(O1) et @rzr = @rzr + Cr�1(O1) = 0 + Cr�1(O1). Ainsi,
@r�([zr]) = [@rzr], ce qui correspond au z�ero de Hr�1(O1). Cela implique
que ker(@r�) contient im(jr�).

{ ker(@r�) � im(jr�). Soit zr = zr+Cr(O1) un r-cycle relatif repr�esentant
une classe d'homologie [zr] telle que @r�([zr]) = 0 (ie. [zr] appartient �a
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ker(@r�)). Par d�e�nition de l'op�erateur @r�, cela implique que @r�zr est
homologue �a 0 + Cr�1(O1) ou que @rzr appartient �a Cr�1(O1). Si @rzr
est homologue �a 0 +Cr�1(O1), alors il existe une châ�ne d dans Cr(O1)
telle que @rd = @rzr. Consid�erons la châ�ne zr � dr. Etant donn�e que
zr et dr ont la même fronti�ere, cette châ�ne est un cycle. Ainsi zr � dr
est un �el�ement de zr et zr � dr est un cycle sur O2. Il s'ensuit que
jr(zr � dr) = zr. Par cons�equent, ker(@r�) est contenu dans im(jr�).

{ im(@r�) � ker(ir�1�). Consid�erons un �el�ement [zr�1] de Hr�1(O1) pour
lequel il existe un cycle relatif d tel que @r�[d] = [zr�1], alors nous
montrons que ir�1�([zr�1]) = 0. Par d�e�nition, @r�([d]) = [@rd] avec
d une châ�ne de Cr(O2). Par hypoth�ese, [zr�1] = [@rd] alors zr�1 est
homologue �a @rd sur O2. Par cons�equent, ir�1�([zr�1]) = [zr�1] est le
z�ero de Hr�1(O2). En conclusion, ker(ir�1�) contient im(@r�).

{ ker(ir�1�) � im(@r�). Supposons que ir�1�([zr�1]) = 0 dans Hr�1(O2).
Cela signi�e que ir�1(zr�1) = zr�1 est homologue �a z�ero dans O2 ou qu'il
existe une châ�ne d dans O2 telle que zr�1 = @rd. D'une part, nous avons
jr(d) = d+Cr(O1) = d est une châ�ne relative dans Cr(O2=O1). D'autre
part, @rd = @rd + Cr�1(O1) = zr�1 + Cr�1(O1), avec zr�1 une châ�ne
dans Cr�1(O1). Ainsi, @rd = Cr�1(O1), l'�el�ement z�ero de Cr(O2=O1).
@r�([d]) = [@rd] = [zr�1] ou [zr�1] est l'image par @r� d'un �el�ement de
Hr(O2=O1). Par cons�equent, ker(ir�1�) est contenu dans im(@r�).

c.q.f.d.

Le th�eor�eme d'excision (cf. th�eor�eme 4.39) est �egalement un r�esultat im-
portant de topologie pour des complexes simpliciaux inclus les uns dans les
autres. Nous utiliserons ce r�esultat, dans la section suivante, pour expliciter
notre caracact�eristique locale d'un t�etra�edre simple.

Th�eor�eme 4.39 [HOCK-88]

Soit OK un complexe simplicial.

Soit OL un sous-complexe simplicial de OK .

Soit OK1un sous-complexe simplicial de OK telle que OK1 contienne
OK �OL.

Soit OL1un sous-complexe simplicial correspondant �a l'union des fron-
ti�eres partag�ees entre tout simplexe de OK1 et tout simplexe de OL.

Les groupes d'homologie relative Hr(OK1=OL1) sont isomorphes aux
groupes d'homologie relative Hr(OK=OL) pour tout r.

�el�ements de preuve :
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Consid�erons l'application d'inclusion i de OK1 vers OK . L'application
i=OL1(i restreint �a OL1) est alors une application d'inclusion de OL1 vers
OL. Les applications i et i=OL1 induisent respectivement des isomorphismes
ir : Cr(OK1) ! Cr(OK) et ir=OL1 : Cr(OL1) ! Cr(OL) . On peut montrer
[HOCK-88] alors que l'application ir : Cr(OK1=OL1) ! Cr(OK=OL) est un
isomorphisme car OK1 contient OK � OL. Par cons�equent, ir induit un iso-
morphisme entre les groupes d'homologie relativeHr(OK1=OL1) et les groupes
d'homologie relative Hr(OK=OL).

4.3.5 Caract�erisation de la simplicit�e d'un t�etra�edre

A partir de l'homologie, nous allons �a pr�esent donner la r�eciproque du
th�eor�eme 4.15.

Soit T un t�etra�edre et soit O l'union d'un ensemble de t�etra�edres formant
une composante connexe qui ne contient pas T (resp. qui contient T ) et sup-
posons que les ensemblesO[T et O (resp. O et O�fTg) soient hom�eotopes.
Que peut-on en d�eduire sur la fronti�ere partag�ee BdpT et le compl�ement de
la fronti�ere partag�ee BdnpT de T ?

Dans le cadre des complexes simpliciaux, le fait que O [ T et O soient
hom�eotopes induit des isomorphismes entre les groupes d'homologie Hr(O)
et Hr(O [ T ) pour tout r = 0; 1; 2; :::. (cf. th�eor�eme 4.30).

Il est alors possible d'utiliser les r�esultats concernant les groupes d'homo-
logie (cf. sections 4.3.3 et 4.3.4) pour d�emontrer la r�eciproque du th�eor�eme
4.15.

Th�eor�eme 4.40 Soit T un t�etra�edre et soit O l'union d'un ensemble de
t�etra�edres formant une composante connexe qui ne contient pas T (resp.
qui contient T ) tel que O [ T est connexe.

Si l'application d'inclusion i : O ! O [ T (resp. O ! O � fTg) est
une �equivalence homotopique alors Bdp T et Bdnp T sont non-vides et
connexes.

preuve :
D'apr�es le th�eor�eme 4.30, i induit un isomomorphisme ir� entre les groupes

d'homologie Hr(O) et Hr(O [ T ) pour tout r = 0; 1; 2; :::
Etant donn�e que l'ensembleO[T est connexe, nous avonsH0(O[T ) �= ZZ

(cf. th�eor�eme 4.26).
D'autre part, nous savons que la s�equence d'homologie de O [ T et O est

exacte (cf. th�eor�eme 4.38). Plus pr�ecis�ement nous avons,
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:::!ir� Hr(O [ T )!jr� Hr(O [ T=O)!@r� Hr�1(O)!ir�1�
Hr�1(O [ T )!jr�1� :::!i0� H0(O [ T ) est exacte.

Etant donn�e que ir� : Hr(O)! Hr(O [ T ) sont des isomorphismes (cf.
th�eor�eme 4.30), nous avons ker ir� = f0g.

Comme im@r� = ker ir�1�(s�equence d'homologie exacte), nous avons
Hr(O [ T=O) = f0g pour tout r.

Appliquons maintenant le th�eor�eme 4.39 en posant OK = O [ T et OL = O.

Etant donn�e que O [ T est connexe, le complexe simplicial OK1 = T
contient le complexe simplicial O [ T � O. On a alors OL1 = Bdp T . Ainsi,
en appliquant le th�eor�eme d'excision 4.39, nous pouvons donc a�rmer que
les groupes Hr(O [ T=O) et Hr(T=Bdp T ) sont �egalement isomorphes pour
tout r. Il s'ensuit que Hr(T=Bdp T ) = f0g pour tout r.

Consid�erons, �a pr�esent, les homorphismes d'homologie ir� : Hr(Bdp T )!
Hr(T ) pour tout r = 0; 1; 2; ::: induits par l'application d'inclusion i : BdpT !
T .

Etant donn�e que Bdp T � T , la s�equence d'homologie

:::!ir� Hr(T )!jr� Hr(T=BdpT )!@r� Hr�1(BdpT )!ir�1� Hr�1(T )!jr�1�
:::!i0� H0(T ) est exacte.

Comme Hr(T=BdpT ) = f0g, on a im@r� = f0g et ker jr� = Hr(T ).
Comme la s�equence est exacte, on a donc im@r� = ker ir�1� = f0g. Nous
pouvons donc en d�eduire que les homomorphismes ir� sont �egalement des
isomorphismes pour tout r.

Etant donn�e que :

{ Hr(T ) = f0g pour tout r 6= 0 (cf. tableau 4.1),

{ H0(T ) est isomorphe �a ZZ (cf. tableau 4.1),

{ ir� est un isomorphisme pour tout r,

nous avons doncHr(Bdp T ) est isomorphe �a f0g pour tout r 6= 0 etH0(Bdp T )
est isomorphe �a ZZ.

En conclusion :

Etant donn�e que O [ T est connexe, Bdp T est non-vide.
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Etant donn�e que H0(Bdp T ) est isomorphe �a ZZ, Bdp T est connexe (cf.
th�eor�eme 4.26).

Etant donn�e que H2(Bdp T ) = Z2(Bdp T ) est isomorphe �a f0g, il n'existe
pas de combinaison lin�eraire de faces de Bdp T telle que leur fronti�ere soit
nulle. En revanche, il est possible de construire, pour BdT (qui comprend
toutes les faces du t�etra�edre T ), une combinaison lin�eaire de ses faces telle
que sa fronti�ere soit nulle puisque H2(BdT ) = Z2(BdT ) est isomorphe �a ZZ
(cf. tableau 4.1). Or Bdp T � BdT et BdT comprend toutes les faces du
t�etra�edre T , il existe donc au moins une face de BdT dans Bdnp T . Ainsi,
Bdnp T est non-vide.

Etant donn�e que BdpT forme un poly�edre dans BdT (car Bdp T est
connexe) et que toute courbe ferm�ee deBdp T borde un �el�ement de dimension
2 dans Bdp T (ie : H1(Bdp T ) = f0g), Bdnp T est connexe 9.

La d�emonstration dans le cas o�u O contient T est similaire.
c.q.f.d.

Le th�eor�eme 4.40 coupl�e au th�eor�eme 4.15 permet de d�ecrire compl�ete-
ment la caract�erisation n�ecessaire et su�sante de la simplicit�e d'un t�etra�edre.

Th�eor�eme 4.41 Soit T un t�etra�edre et soit O l'union d'un ensemble de
t�etra�edres formant une composante connexe qui ne contient pas T (resp.
qui contient T ) telle que O [ T soit connexe.

L'application d'inclusion i : O ! O [ T (resp. i : O � T ! O) est
une �equivalence homotopique si et seulement si Bdp T et Bdnp T sont
non-vides et connexes.

4.4 Conclusion

Pour d�e�nir les d�eformations homotopiques d'un maillage t�etra�edrique,
nous avons introduit une nouvelle caract�erisation locale des d�eformations
pr�eservant la topologie. Notre caract�erisation permet d'identi�er les �el�ements
simples de toute structure t�etra�edrique connexe v�eri�ant certaines propri�et�es
locales. Nous avons ainsi �etendu la notion d'�el�ements simples par rapport
aux trames discr�etes classiques (pixels et voxels) des images num�eriques en
appliquant des r�esultats issus de la th�eorie de l'homologie au cas des maillages
t�etra�edriques.

9: Cette propri�et�e correspond �a la dualit�e d'Alexander.
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4.4 Conclusion

Il ne nous a pas �et�e possible de d�eterminer des propri�et�es particuli�eres
de simplicit�e dans le cadre d'une T:P:R: Nous avons d�etermin�e une carac-
t�erisation locale n�ecessaire et su�sante de t�etra�edres simples dans le cas
d'un objet connexe. Il serait �egalement tr�es int�eressant de caract�eriser les
t�etra�edres simples dans le cas de plusieurs objets, a�n de pouvoir r�eellement
mailler des structures embô�t�ees telles que ceux des tissus de la tête.

La construction d'une T:P:R: (cf. chapitre 3) et la simplicit�e du crit�ere de
d�etection des d�eformations homotopiques rendent possible l'implantation in-
formatique d'un algorithme de maillage homotopique t�etra�edrique des tissus
de la tête adapt�e �a la F:E:M: Cela fait partie de la section 6.3 du chapitre 6.
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C H A P I T R E 5

Adaptation d'une T:P:R: et
optimisation de maillages

L'objectif est ici d'introduire d'une part des m�ethodes d'adaptation d'une
T:P:R: (cf. chapitre 3) permettant d'obtenir des maillages ob�eissant �a des
pr�erequis de tailles et d'autre part des m�ethodes d'optimisation �a connexit�es
�xes d'un maillage (volumiques ou surfaciques).

La convergence, la pr�ecision et les th�eor�emes d'erreurs pour des calculs
par �el�ements �nis sont li�es au param�etre h repr�esentant la taille des �el�ements
du maillage servant de support spatial au calcul ([CIAR-91] et Annexe 4).
A partir des travaux de Frey et al concernant le calcul par �el�ements �nis
avec contrôle d'erreur, nous pr�esentons un estimateur d'erreur pour le calcul
du potentiel �electrique. Cet estimateur, li�e au param�etre h, permet de d�eter-
miner, sur un maillage t�etra�edrique et de mani�ere homog�ene, l'erreur li�ee �a
une connaissance a priori de la solution du probl�eme direct en E.E.G. (cf.
section 5.1). La h�adaptation 1 d'une T:P:R: (cf. section 5.2) r�epond bien au
probl�eme d'e�ectuer un calcul aux �el�ements �nis avec un contrôle d'erreur,
bien qu'il n'y ait, �a ce jour, aucune d�emonstration th�eorique [FREY-99].

En�n, optimiser un maillage (surfacique ou volumique) par rapport �a un
certain crit�ere est une op�eration fr�equemment pratiqu�ee avec di��erents ob-
jectifs. L'optimisation en tant que telle est int�eressante car la qualit�e des
solutions num�eriques associ�ees aux sommets d'un maillage d�epend, �a l'�evi-
dence, de la qualit�e de celui-ci. Dans le cadre de l'optimisation de maillage,
nous nous sommes plutôt int�eress�es �a lisser des maillages surfaciques extraits
d'une T:P:R: des tissus de la tête (cf. section 6.5). A ce titre, nous avons
choisi d'�etudier une m�ethode d'optimisation �a connexit�es �xes (cf. section
5.3).

1: adaptation li�ee �a la taille de la plus grande arête h d'un t�etra�edre.
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5.1 Calcul par �el�ements �nis avec contrôle d'er-

reur

La construction d'un maillage est gouvern�ee par le param�etre h repr�e-
sentant le diam�etre des �el�ements (Annexe 4). C'est pourquoi les longueurs,
les distances et les autres relations de type m�etrique jouent un rôle tr�es im-
portant. La plupart des m�etriques sont li�ees aux propri�et�es intrins�eques des
surfaces, donc �a leur g�eom�etrie. Toutefois, il est possible de d�eterminer des
estimateurs d'erreur qui sont li�es aux propri�et�es physiques d'un probl�eme
mod�elis�e par �el�ements �nis et qui inuent sur des propri�et�es g�eom�etriques
d'un maillage.

Le but est donc de constuire un estimateur d'erreur qui permette de r�epar-
tir sur un maillage t�etra�edrique de mani�ere homog�ene l'erreur en connaissant
a priori la solution du probl�eme direct. Pour cela, nous supposons qu'une
solution du probl�eme direct en E.E.G. et M.E.G. a �et�e calcul�ee �a partir d'un
mod�ele sph�erique.

Dans ce mod�ele, nous montrons qu'il est possible de trouver une solu-
tion analytique du probl�eme direct pour l'E.E.G. en tout point de l'espace.
En revanche, en M.E.G., la solution ne semble être analytique qu'�a l'ex-
t�erieur de la tête (cf. section 5.1.1). Par ailleurs, les erreurs du calcul par
�el�ements �nis sont plus importantes en E.E.G. car le champ et le poten-
tiel �electriques d�ependent fortement des valeurs des conductivit�es des tissus
de la tête [MAR-97]. C'est pourquoi, nous construisons un estimateur d'er-
reur 2 pour l'E.E.G. en �etudiant l'�ecart entre le potentiel �electrique u du
mod�ele sph�erique et son potentiel �electrique interpol�e

Q
T u au point X (i.e.

j(u�QT u)(X)j) �a l'int�erieur de chaque t�etra�edre T (cf. section 5.1.2). Cet
estimateur d'erreur nous permet de connâ�tre approximativement la distri-
bution �electromagn�etique d'une con�guration de sources neuronales. Il est
possible alors de savoir quels t�etra�edres d'un mod�ele t�etra�edrique des tissus
de la tête doivent être a�n�es ou adapt�es (cf. section 5.1.2).

5.1.1 Potentiel �electrique et champ magn�etique dans un
mod�ele sph�erique

Dans le cas d'un mod�ele sph�erique en E.E.G. et M.E.G., nous avons vu
que la tête pouvait être repr�esent�ee par une s�erie de sph�eres concentriques
(g�en�eralement trois ou quatre couches) : une couche pour la peau, une couche
pour l'os, une couche ayant les propri�et�es moyennes du cerveau et une qua-
tri�eme couche pour le liquide c�ephalo-rachidien situ�e entre le cerveau et l'os

2: Ainsi que la convergence de l'approximation num�erique.
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(cf. section 1.5.2). Nous allons donner �a pr�esent les expressions du potentiel
�electrique et du champ magn�etique dans le cas d'un mod�ele sph�erique de
conduction.

5.1.1.1 Potentiel �electrique

Dans un milieu conducteur, les courants primaires ou ((courants impos�es))
par les sources, repr�esent�es par le vecteur de densit�e de courant Js, donnent
naissance �a des courants induits. Ces courants induits, repr�esent�es par le vec-
teur de densit�e de courant Ji, sont la r�eponse du milieu au champ �electrique
E provoqu�e par les courants primaires. La densit�e de courant totale J est
donc la somme de deux termes :

J = Js + Ji

La fr�equence des champs engendr�es par l'activit�e �electrique du cerveau
est de l'ordre de quelques dizaines de Hertz. L'�evolution du champ E est
tr�es lente par rapport aux temps caract�eristiques d'�evolution du milieu et la
transmission des ph�enom�enes �electriques peut être consid�er�ee comme instan-
tan�ee �a l'int�erieur de la tête. L'approximation quasi-statique est donc tout �a
fait justi��ee dans ce cas [HAMA-93]. Dans un milieu conducteur passif ca-
ract�eris�e par un tenseur de conductivit�e [�], les courants induits sont reli�es
au champ �electrique par la loi d'Ohm qui s'�ecrit :

Ji = [�]E

Etant donn�e qu'il n'y a pas de cr�eation de charges dans les milieux consi-
d�er�es, et puisque l'on est en r�egime quasi-statique, on peut �ecrire la loi de
conservation de la charge en r�egime permanent, c'est-�a-dire :

div J = 0

D'autre part, l'approximation quasi-statique des �equations de Maxwell per-
met de d�ecoupler le champ �electrique du champ magn�etique :

rot E = 0

Le champ �electrique peut donc être d�eriv�e d'un potentiel scalaire V , c'est-�a-
dire :

E = �rV
Il en r�esulte l'�equation donnant le potentiel �electrique, appel�ee �equation de
Poisson g�en�eralis�ee :

div([�]rV ) = div(Js) (5.1)

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 111



Adaptation d'une T:P:R: et optimisation de maillages

�A cette �equation sont associ�ees des conditions de continuit�e et aux limites :

{ sur la composante normale de la densit�e de courant totale J. En par-
ticulier, les courants sont nuls �a l'ext�erieur de la tête, la composante
normale de la densit�e de courant doit s'annuler sur la surface ext�erieure
du conducteur. Cette condition s'appelle ((la condition aux limites de
Neumann)).

{ sur la composante tangentielle du champ �electrique E,

{ sur le potentiel V , dans tout le conducteur, et notamment aux interfaces
entre les di��erents milieux. En particulier, le potentiel �etant d�e�ni �a une
constante pr�es, il est n�ecessaire de �xer sa valeur en un point donn�e.
Cette contrainte est appliqu�ee dans la r�esolution de l'�equation 5.1 par
une ((condition de Dirichlet)) sur le potentiel.

Dans l'�equation de Poisson g�en�eralis�ee, div(Js) est le terme source. Ce
terme montre que dans le cas d'une source ponctuelle de courant telle qu'une
boucle de courant, il apparâ�t une singularit�e au niveau de la source, la densit�e
de courant �etant alors ponctuelle. Pour lever cette singularit�e, on d�ecompose
le potentiel V en deux termes (V = U + Vs) o�u Vs est le potentiel dû au
sources dans un milieu homog�ene in�ni de conductivit�e �egale �a la conductivit�e
du milieu contenant les sources. Vs est une solution particuli�ere, appel�ee
aussi ((solution singuli�ere)), de l'�equation. U est appel�e ((solution r�eguli�ere))
ou ((potentiel r�eduit)) et est la solution de l'�equation sans second membre dans
le milieu contenant les sources. Cette d�ecomposition permet de supprimer les
singularit�es qui apparaissent au niveau des sources. En e�et, U �etant solution
de l'�equation sans second membre, celui-ci ne contient plus la singularit�e.
La singularit�e elle même est report�ee sur le potentiel Vs, que l'on calcule
analytiquement.

Dans le cas d'un mod�ele de tête �a g�eom�etrie sph�erique, le calcul du poten-
tiel �electrique peut être r�esolu de fa�con analytique [MUNCK-88]. Pour que
les r�esultats soient valables, les di��erentes couches sph�eriques doivent être
concentriques et sans trous (cf. �gure 5.1). La conductivit�e des milieux peut
pr�esenter une anisotropie avec des conductivit�es di��erentes dans les direc-
tions radiales et tangentielles de la sph�ere. Les valeurs des conductivit�es ne
sont fonction que du rayon r, le nombre de couches n'�etant pas limit�e. Les
sources sont contenues dans la couche N , la plus interne, dont la conductivit�e
est n�ecessairement isotrope.

L'�equation 5.1 s'�ecrit, dans un syst�eme de coordonn�ees sph�eriques (r; �; '),
de la fa�con suivante :
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Fig. 5.1 { Conducteur sph�erique multi-couches. La couche N , la plus interne,
contient les sources de courant.
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o�u :

{ V est le potentiel �electrique,

{ S est le terme associ�e aux sources (divJs); dans le cas d'un monopôle
(source localis�ee au point (r0; �0; '0) et d'intensit�e I) le terme de source
s'exprime par S = I

r2 sin ��(r � r0):�(� � �0):�(' � '0) (o�u �() est la
fonction de Dirac),

{ �r et �t sont les conductivit�es radiales et tangentielles qui ne d�ependent
que de r.

A l'�equation 5.2 s'ajoutent des conditions aux limites et de continuit�e vues
pr�ec�edemment.

Pour une source d'intensit�e I localis�ee en (ro; �o; 'o), la solution du po-
tentiel �electrique V se d�ecompose en une s�erie d'harmoniques sph�eriques
[MUNCK-88] :
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V =
1X
n=0

nX
m=0

1X
�=0

I:Rn(r0; r)Y nm�(�0; '0)Y nm�(�; ') (5.3)

o�u :

{ Rn sont des fonctions �a d�eterminer,

{ Y nm� sont les fonctions harmoniques sph�eriques normalis�ees d'ordre n
et de degr�e m :

Y nm0 =
r

2�
2n+1

(1 + �0m)
(n+m)!
(n�m)!

� Pnm(cos�)cos(m')
Y nm1 =

r
2�

2n+1 (1 + �0m)
(n+m)!
(n�m)! � Pnm(cos�)sin(m')

o�u Pnm(cos�) sont les polynômes de Legendre associ�es aux harmoniques
sph�eriques et �0m est le symbole de Kronecker (�0m = 1 si m = 0 sinon
�0m = 0).

Dans le cas d'une source dipolaire de moment dipolaire Q, la solution V
recherch�ee est de la forme [MUNCK-88] :

V =
1X
n=0

nX
m=0

1X
�=0

Y nm�(�; '):Q:r0

h
Rn(r0; r)Y nm�(�0; '0)

i
(5.4)

o�u :

{ r0 symbolise le gradient au point o�u se trouve la source dipolaire
(r0; �0; '0),

{ les fonctions Rn s'expriment de la fa�con suivante :

Rn(r0; rr) =
1

r20�r(r0)W (R
(1)
n ;R

(2)
n )jr=r0

R(1)
n (r)R(2)

n (r0) si r � r0
Rn(r0; rr) =

1

r20�r(r0)W (R
(1)
n ;R

(2)
n )jr=r0

R(1)
n (r0)R(2)

n (r) si r0 � r

o�u W (R(1)
n ; R(2)

n ) est le Wronskien d�e�ni comme suit :

W (R(1)
n ; R(2)

n ) = R(1)
n (r)

d

dr
R(2)
n (r)�R(2)

n (r)
d

dr
R(1)
n (r)

Les fonctions R(1)
n et R(2)

n peuvent être exprim�ees dans le cas d'un mod�ele
sph�erique �a N couches dont les rayons sont r1; :::; rN avec r1 > :::: > rN , dans
lequel la conductivit�e est constante dans chaque tranche l, et la distribution
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correspondante est constante par morceaux. Les fonctions R(1)
n et R(2)

n sont
alors de la forme [MUNCK-88] :

R(i)
n = A

(i)
l r

vl +B
(i)
l

1

rvl+1
pour rl � r � rl+1

o�u vl =
1
2

�
�1 +

r
1 + 4n(n + 1

�lt
�lr

)
�
.

Les constantes Al et Bl sont des fonctions des propri�et�es de la tranche
l du conducteur et sont choisies de mani�ere �a ce que les conditions soient
respect�ees �a chaque interface. Al et Bl s'obtiennent alors de fa�con r�ecursive
[MUNCK-88] :
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D'autre part, nous pouvons d�ecomposer le moment dipôlaire en deux parties,
l'une radiale Qr, et l'autre tangentielle Qt. En utilisant cette d�ecomposition
et l'expression des harmoniques sph�eriques, nous obtenons l'expression du
potentiel V suivante pour r0 � r[MUNCK-88] :

V = � 1

4�

1X
n=0

R(2)
n (r)

�Nr B
(2)
N

�
QrR

(1)0

n (r0)Pn0(cos �) +
Qt

r0
R(1)
n (r0)Pn1(cos �) cos'

�
(5.5)

Une expression �equivalente est obtenue en intervertissant le rôle de R(1)
n

et R(2)
n pour r0 � r.

5.1.1.2 Champ magn�etique

Le milieu conducteur 
 consid�er�e (la tête) est amagn�etique. Cela implique
que l'excitation magn�etique H et le champ magn�etique B ne di��erent que
d'un facteur constant, la perm�eabilit�e magn�etique du vide (B = �0H). Les
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champs �electrique et magn�etique sont totalement d�ecoupl�es en r�egime per-
manent, c'est-�a-dire que le champ magn�etique ne modi�e pas la r�epartition
des charges dans le conducteur. Le champ magn�etique se d�eduit alors de la
densit�e de courant totale pr�esente dans le milieu par application de la loi de
Biot et Savart.

B(r) =
�0
4�

Z


J(r

0

)� (r� r
0

)

kr� r0k3dr
0

o�u r est la position du capteur.

�Etant donn�e que J d�epend du potentiel �electrique par l'interm�ediaire
des courants induits, il est n�ecessaire de calculer V pour obtenir le champ
magn�etique.

Puisque les courants sont nuls �a l'ext�erieur du conducteur, l'int�egration
ne se fait que sur le volume du conducteur, la tête, même lorsque l'on calcule
le champ �a l'ext�erieur.

Dans un mod�ele sph�erique, le conducteur G est constitu�e de plusieurs
couches homog�enes Gl de conductivit�e constante �l, et est limit�e par une
surface Sl. En appliquant la d�ecomposition de la densit�e de courant totale J
�a la loi de Biot et Savart, nous obtenons :

B(r) =
�0
4�

Z
G
Ji(r

0

)� (r� r
0

)

kr� r0k3dr
0 � �0

4�

X
l

�l

Z
Gl

rV (r0)� (r� r
0

)

kr� r0k3dr
0

(5.6)
Nous reconnaissons dans le premier terme l'expression deB0(r) =

�0
4�

R
G Ji(r

0

)�
(r�r0)
kr�r0k3dr

0 du champ dans un milieu homog�ene in�ni isotrope.

Pour un milieu �a sym�etrie sph�erique, la contribution des courants de
conduction �a la partie radiale Br du champ magn�etique est nulle, l'�equation
5.6 se simpli�e [SARV-87] et devient :

Br(r) = B(r):er = B0(r):er =
�0
4�

Z
G
Ji(r

0

)� (r� r
0

)

kr� r0k3 :erdr
0 (5.7)

avec er =
r

krk .
On peut montrer que les autres composantes du champ magn�etique sont

d�ependantes des courants de conduction mais que leurs expressions ne d�e-
pendent pas des conductivit�es. On montre que le calcul du champ magn�e-
tique peut être r�esolu de fa�con analytique �a l'ext�erieur du milieu conducteur
[SARV-87]. �A notre connaissance, il n'existe pas de calcul analytique du
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champ magn�etique en tout point de l'espace pour un mod�ele sph�erique de
conduction.

Ainsi, �a l'ext�erieur du conducteur, les courants sont nuls et nous avons
donc :

rot(B) = 0

Le champB peut donc être alors d�eriv�e d'un potentiel scalaire magn�etique
 :

B = ��0r 

Ainsi, dans le cas d'un dipôle de moment Q situ�e en r0, l'expression du
potentiel magn�etique pour un mod�ele sph�erique devient [SARV-87] :

 =
�0
4�
� Q� r:r0

F

et le champ B d�eriv�e du potentiel scalaire magn�etique  est �egal �a :

B(r) =
�0
4�
� FQ� r0 � (Q� r0:r)rF

F 2

o�u :

{ F = a(ar+ r2 � r0 � r) et

{ rF =
h
a2

r
+ a�r

a
+ 2a+ 2r

i
:r�

h
a+ 2r + a�r

a

i
:r0

avec a = (r� r0) et a = kak , r = krk.

Contrairement au champ magn�etique B, l'expression du potentiel �elec-
trique V s'exprime, dans un mod�ele sph�erique, de fa�con analytique en tout
point de l'espace. Ainsi, nous allons tenter de construire dans la section sui-
vante un estimateur d'erreur pour l'E.E.G.

5.1.2 Estimateur d'erreur en E.E.G.

A�n de construire un estimateur d'erreur sur le calcul du potentiel en
E.E.G., nous allons supposer que la solution u = V (potentiel �electrique) cal-
cul�ee analytiquement dans la mod�elisation sph�erique est relativement proche
de la solution r�eelle. Ensuite nous supposons que pour tout point �a l'int�e-
rieur d'un t�etra�edre d'une T:P:R: le potentiel �electrique s'obtient par inter-
polation lin�eaire

Q
T u du potentiel u = V du mod�ele sph�erique calcul�e aux

sommets du t�etra�edre consid�er�e. Nous regardons alors l'�ecart entre u et
Q
T u

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 117



Adaptation d'une T:P:R: et optimisation de maillages

(i.e. j(u�QT u)(X)j) sur chaque t�etra�edre en e�ectuant une analyse locale
[FREY-99].

Cette �evaluation repose alors sur di��erentes formules de Taylor que nous
appliquons �a la fonction f = (u � Q

T u) de T dans IR, o�u T repr�esente
l'int�erieur du t�etra�edre T = fA;B;C;Dg. Pour une telle fonction f , nous
faisons varier X sur le t�etra�edre T . L'analyse locale par un d�eveloppement
de Taylor autour de A donne [FREY-99] :

f(X)� f(A) = �!AX � rf(A) + 1

2

�!
AX

t �Hf (A) � �!AX +O(
�!AX3)

avec :

{
�!
AX le d�eplacement autour de A dans le t�etra�edre T ,

{
�!
AX

t
le transpos�e du vecteur

�!
AX,

{ rf(X) d�esigne le gradient,

{ Hf est la matrice hessienne de f .

En premier lieu, notons que Hf = Hu (�a cause de l'interpolation lin�eaire).
Regardons ensuite le terme rf(A). Tout point X de T peut s'�ecrire comme
une combinaison lin�eaire de A;B;C;D :

X = �a:A+ �b:B + �c:C + �d:D

avec �a + �b + �c + �d = 1.
On alors

�!
AX = �b

�!
AB + �c

�!
AC + �d

�!
AD .

Comme nous supposons que pour tout point �a l'int�erieur de T le potentiel
�electrique u est estim�e par interpolation lin�eaire de u du mod�ele sph�erique
calcul�e aux sommets de T , l'expression

�!
AX � rf(A) (cf. Annexe 4) devient :

��b
2

�!
AB

t �Hu(A)
�!
AB � �c

2

�!
AC

t �Hu(A)
�!
AC

��d
2

�!
AD

t �Hu(A)
�!
AD +O(max(

�!AB ; �!AB ; �!AB)3)
Dans [FREY-99], la majoration suivante pour l'�ecart j(u�QT u)(X)j est

alors sugg�er�ee :

j(u�QT u)(X)j � 1
2 maxX2T (

��!
tAX �Hu(A)

�!
AX)

��b
2

�!
AB

t �Hu(A)
�!
AB � �c

2

�!
AC

t �Hu(A)
�!
AC � �d

2

�!
AD

t �Hu(A)
�!
AD

Si h d�esigne la longueur de la plus grande arête du t�etra�edre, Frey propose
�a partir de l'�equation pr�ec�edente la majoration suivante [FREY-99] :
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�����(u�Y
T

u)(X)

����� � h2:(H11 +H22 +H33 + 2H12 + 2H13 + 2H23) = " (5.8)

o�u Hij est le maximum sur T de la valeur absolue du coe�cient Hij de la
matrice hessienne Hu.

Le majorant que nous pr�esentons ci-dessus n'est certainement pas opti-
mal. D'apr�es H. Borouchaki, il existe une constante multiplicative permettant
d'a�ner la majoration.

Evaluer les coe�cientsHij sur T correspond �a �evaluer la matrice hessienne
sur T du potentiel �electrique V (cf. �equation 5.5) dans le cas du mod�ele sph�e-
rique. Cette �evaluation peut se faire en calculant num�eriquement la matrice
hessienne �a partir du potentiel �electrique V ou en d�erivant analytiquement
la matrice hessienne �a partir de la formule du potentiel V (cf. �equation 5.5).

Ainsi pour une erreur " que nous imposons (cf. �equation 5.8), nous pou-
vons connâ�tre alors la longueur d'arête h maximale aux sommets du t�etra-
�edre T consid�er�e. A partir de cette estimation, nous prenons la d�ecision de
d�ecouper les arêtes partageant les sommets du t�etra�edre T si elles ont une
longueur sup�erieure �a h. Cet estimateur d'erreur pour l'E:E:G: nous engage,
donc, �a �etudier une m�ethode d'adaptation par modi�cations locales d'une
T:P:R: (cf. section suivante).

5.2 h-adaptation par modi�cations locales d'une

T:P:R:

Le contrôle d'erreur pour la r�esolution par �el�ements �nis du probl�eme
direct en E:E:G: (cf. section 5.1) est fonction du param�etre h repr�esentant
la taille des �el�ements (Annexe 4). Cela nous am�ene donc �a penser que la h-
adaptation r�epond bien au probl�eme. Dans une telle strat�egie d'adaptation, le
maillage courant est modi��e localement a�n de construire un maillage adapt�e.
Le maillage courant est tout naturellement dans notre cas une T:P:R: de IR3.
Les requêtes d'a�nement peuvent être exprim�ees au niveau des sommets ou
au niveau des �el�ements du maillage.

Dans le cas o�u la demande d'a�nement est formul�ee aux sommets des
�el�ements, les proc�edures de subdivision sont moins triviales en trois dimen-
sions qu'en deux dimensions. Les partitions utilis�ees pour a�ner une T:P:R:
de IR3 sont montr�ees sur la �gure 5.2. Si i et j sont les deux indices de deux
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sommets d'un t�etra�edre, on note par ij l'indice du point milieu entre i et
j. Avec cette notation, pour un �el�ement donn�e [1; 2; 3; 4] les quatre s�eries
d'a�nement par rapport �a 1, 2, 3 et 4 sommets repr�esent�es sur la �gure 5.2
correspondent aux �enum�erations suivantes :

{ [1; 2; 3; 4] donne [12; 2; 23; 24], [1; 12; 3; 4], [12; 23; 3; 4] et [12; 23; 24; 4] si
on a�ne autour du sommet 2.

{ [1; 2; 3; 4] donne [1; 12; 14; 13], [12; 2; 24; 23], [12; 14; 4; 13], [12; 4; 13; 3],
[12; 4; 3; 24] et [12; 24; 3; 23] quand la requête de subdivision est deman-
d�ee autour des sommets 1 et 2.

{ [1; 2; 3; 4] donne [13; 1; 12; 14], [12; 2; 23; 24], [23; 3; 13; 34] trois ((petits))
t�etra�edres autour des sommets 1, 2 , 3, et [12; 23; 13; 4], [12; 13; 14; 4],
[12; 24; 23; 4] et en�n [23; 34; 13; 4] quand on a�ne autour des sommets
1,2,3.

{ [1; 2; 3; 4] donne [13; 1; 12; 14], [12; 2; 23; 24], [23; 3; 13; 34], [34; 4; 14; 24],
quatre ((petits)) t�etra�edres aux coins et [13; 23; 14; 12] [12; 14; 24; 23]
[23; 14; 34; 13] et en�n [34; 23; 24; 14].

Nous pouvons d'ores et d�ej�a remarquer que lorsque les demandes d'a�-
nement sont formul�ees autour de trois ou quatre sommets, le motif de sub-
division est unique. Lorsque l'on subdivise autour d'un ou deux sommets,
cette d�ecomposition n'est plus unique. En fait, on peut voir que l'a�nement
autour d'un sommet poss�ede six d�ecompositions di��erentes (voir �gure 5.3)
et celui autour de deux sommets poss�ede quatre a�nements possibles (voir
�gure 5.4).

Cette non-unicit�e de la d�ecomposition n�ecessite de prendre des pr�ecau-
tions quant �a la conformit�e du maillage engendr�e. Par cons�equent, chaque
sch�ema de subdivision est prioritaire de fa�con d�ecroissante (4, 3, 2 puis 1 som-
met(s)) par rapport aux autres sch�emas de subdivision. Ainsi, une fois toutes
les requêtes de subdivision connues aux sommets de la T:P:R:, on g�ere en pre-
mier lieu les sch�emas de subdivision autour de trois sommets et quatre som-
mets car ces d�ecompositions sont uniques. Ensuite on e�ectue le sch�ema de
subdivision autour de deux sommets en imposant les contraintes de sch�emas
provenant de la subdivision autour de trois et quatre sommets. Cette �etape
consiste �a d'abord imposer une con�guration donn�ee aux voisins par face
des con�gurations �a trois sommets, puis �a construire les requêtes restantes
autour de deux sommets en ne modi�ant pas les requêtes d�ej�a construites.
En�n, on construit les a�nements autour d'un sommet en ne modi�ant pas
les a�nements obtenus au pr�ealable autour de deux, trois et quatre sommets.
Les a�nements autour d'un sommet se d�eroulent en deux �etapes. Premi�ere-
ment nous analysons les con�gurations �a deux sommets ayant des voisins par
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Fig. 5.2 { A�nement t�etra�edrique autour de 1, 2, 3, et 4 sommets (resp. les
con�gurations H11, H21, H3, H4).

face avec un sch�ema de subdivision autour d'un sommet. Puis nous g�erons
les r�equêtes restantes autour d'un sommet.

La qualit�e g�eom�etrique des �el�ements cr�e�es est directement li�ee au maillage
de fond initial, c'est-�a-dire la T:P:R. Le tableau 5.1 regroupe pour chaque
sch�ema de subdivision (voir �gure 5.2), les qualit�es g�eom�etriques Q�1

� et Q�

(d�e�nies �a la section 3.3) des �el�ements cr�e�es �a partir d'une T:P:R: de IR3

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 121



Adaptation d'une T:P:R: et optimisation de maillages

1

3

4

24

23

12

2

1

3

4

24

23

12

2

1

3

4

24

23

12

2

1

3

4

24

23

12

2

1

3

4

24

23

12

2

1

3

4

24

23

12

2

H14
H13

H15 H16

H11 H12

Fig. 5.3 { Les di��erents sch�emas (H11 �a H16) de subdivision autour d'un
sommet.
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Fig. 5.4 { les di��erents sch�emas (H21 �a H24) de subdivision autour de deux
sommets.

construite avec le t�etra�edre invariant par subdivision suivant :

T � =

8><>:
0B@ 0

0
0

1CA ;
0B@ 1

0
0

1CA ;
0B@

1
3

2
p
2

3

0

1CA ;
0B@

2
3p
2
3
2
3

1CA
9>=>;

Dans le cas d'une T:P:R:, les di��erentes d�ecompositions autour d'un som-
met et deux sommets donnent sensiblement les mêmes qualit�es (cf. tableau
5.1) puisque tout t�etra�edre d'une T:P:R: a des arêtes presques �egales. Pour
toutes les con�gurations autour d'un ou deux sommets, les meilleures qualit�es
Q�1
� etQ� obtenues sont respectivement 0; 86 et 1; 08 et les moins bonnes qua-

lit�es Q�1
� et Q� obtenues sont respectivement 0; 44 et 2; 18. Par cons�equent,

il n'existe pas de con�guration autour d'un sommet ou de deux sommets qui
soit la meilleure possible. En ce qui concerne les sch�emas de division autour
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de trois sommets, les meilleures qualit�es Q�1
� et Q� obtenues sont �egalement

0; 86 et 1; 08 et les moins bonnes qualit�es Q�1
� et Q� obtenues sont 0; 40 et

2; 6. Nous remarquons que la qualit�e des �el�ements cr�e�es, pour les di��erentes
con�gurations, est, au pire, divis�ee par deux. En revanche, si nous r�ep�etons
l'a�nement, les qualit�es changent pour les di��erentes con�gurations autour
d'un sommet ou de deux sommets.

Dans le cas des tissus de la tête, nous avons construit des T:P:R: adapt�ees
en n'appliquant qu'un seul a�nement autour des sommets �a une T:P:R: de
r�esolution n = 4 (environ 100000 t�etra�edres). Nous verrons, dans la section
6.4, que ces T:P:R: adapt�ees pr�esentent un bon compromis entre la �nesse
de la repr�esentation et la qualit�e du maillage car un nombre relativement
faible d'�el�ements de moins bonnes qualit�es (Q�1

� < 0; 86 et Q� > 1; 08) est
engendr�e.

La h-adaptation d'une T:P:R: modi�e sensiblement sa topologie. En ef-
fet, elle ne garantit plus les propri�et�es de connexit�es de la T:P:R: (cf. section
3.2). Par cons�equent, deux choix interviennent dans l'�etiquetage homotopique
d'une T:P:R: La premi�ere possibilit�e consiste �a �etiqueter homotopiquement
d'abord une T:P:R: puis �a modi�er le maillage adapt�e de fa�con �a lui imposer
une coh�erence topologique. La deuxi�eme fa�con de proc�eder est d'e�ectuer di-
rectement un �etiquetage homotopique sur la T:P:R: adapt�ee. Cet �etiquetage
homotopique doit permettre de cr�eer un maillage de qualit�e globale satisfai-
sante pour la r�esolution du probl�eme direct par �el�ements �nis. Cette approche
d'adaptation de maillage, que nous n'avons fait que survoler pour l'instant,
nous semble prometteuse. N�eanmoins, la dimension locale variable des t�etra-
�edres d'une T:P:R: adapt�ee rend la proc�edure d'�etiquetage homotopique des
tissus de la tête complexe.

Dans le cas o�u la demande d'a�nement est formul�ee au niveau des t�e-
tra�edres, la conformit�e doit être maintenue explicitement. De fait, lorsqu'un
�el�ement est a�n�e, cet a�nement doit se propager aux �el�ements adjacents par
l'entit�e (arête ou face) a�ect�ee par la proc�edure d'a�nement.

En pratique, on retrouve les motifs de d�ecoupage d'�el�ements d�ej�a vus. Ce-
pendant, d'autres possibilit�es existent qui conduisent �a des variantes. Ainsi,
un �el�ement t�etra�edrique peut être subdivis�e via la m�ethode dite de sa plus
grande arête ou l'une de ces d�eclinaisons. D�ecrite dans [RIV-92] et [RIV-97],
l'id�ee de base de cette m�ethode est de d�ecouper le t�etra�edre en question en
introduisant le milieu de sa plus grande arête, puis de propager la subdi-
vision, le cas �ech�eant pour garantir la conformit�e, �a certains de ses voisins.
Des r�esultats th�eoriques indiquent que le chemin de propagation correspon-
dant aux �el�ements �a modi�er est �ni et qu'ainsi la conformit�e du maillage est
maintenue, le nombre d'�el�ements restant raisonnable. De plus, cette strat�egie
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sch�ema de subdivision Q�1
� Q�

1 sommet
[12; 2; 23; 24] 0; 86 1; 08
[1; 12; 3; 4] 0; 64 1; 40
[12; 23; 3; 4] 0; 46 2; 06
[12; 23; 24; 4] 0; 44 2; 18
2 sommets
[1; 12; 14; 13] 0; 86 1; 08
[12; 2; 24; 23] 0; 86 1; 08
[12; 14; 4; 13] 0; 44 2; 18
[12; 4; 13; 3] 0; 46 2; 06
[12; 4; 3; 24] 0; 46 2; 06
[12; 24; 3; 23] 0; 44 2; 18
3 sommets
[13; 1; 12; 14] 0; 86 1; 08
[12; 2; 23; 24] 0; 86 1; 08
[23; 3; 13; 34] 0; 86 1; 08
[12; 23; 13; 4] 0; 62 1; 52
[12; 13; 14; 4] 0; 44 2; 18
[12; 24; 23; 4] 0; 44 2; 18
[23; 34; 13; 4] 0; 40 2; 6
4 sommets
[13; 1; 12; 14] 0; 86 1; 08
[12; 2; 23; 24] 0; 86 1; 08
[23; 3; 13; 34] 0; 86 1; 08
[34; 4; 14; 24] 0; 86 1; 08
[13; 23; 14; 12] 0; 86 1; 08
[12; 14; 24; 23] 0; 86 1; 08
[23; 14; 34; 13] 0; 86 1; 08
[34; 23; 24; 14] 0; 86 1; 08

Tab. 5.1 { Qualit�es Q�1
� et Q� pour chaque �el�ement des di��erents types de

subdivision pour le t�etra�edre T �.

donne un maillage dont les angles sont born�es. De nombreuses variantes de
ce type de m�ethode ont �et�e �etudi�ees. L'une d'elles, en particulier, utilise le
crit�ere de Delaunay [FREY-99]. Dans le cas d'une T:P:R:, l'id�ee de d�ecouper
le t�etra�edre en introduisant le milieu de sa plus grande arête change la qualit�e
de fa�con quasiment identique pour les t�etra�edres cr�e�es puisque tout t�etra�edre
d'une T:P:R: a ses arêtes presque �egales. Ainsi les qualit�es des t�etra�edres d�e-
coup�ees sont respectivementQ�1

� = 0; 64 et Q� = 1; 40. Nous pensons qu'une
requête de modi�cation d'une T:P:R: au niveau des sommets pour les tis-
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sus de la tête engendre peu de t�etra�edres avec des qualit�es Q�1
� (resp. Q�)

inf�erieures �a 0; 64 (resp. sup�erieures �a 1; 40) par rapport �a un d�ecoupage au
niveau de la plus grande arête. C'est pourquoi nous n'avons pas envisag�e
d'implanter l'approche d�ecrite dans [RIV-92] et [RIV-97].

5.3 Optimisation �a connexit�es �xes d'un maillage

Optimiser un maillage au regard d'un certain crit�ere est une op�eration
pratiqu�ee avec di��erents objectifs. L'optimisation peut servir des objectifs
tel que l'adaptation du maillage. Dans le cas des tissus de la tête, nous avons
utilis�e l'optimisation dans le but d'avoir des maillages proches de la g�eom�etrie
des tissus de la tête.

De nombreux outils locaux peuvent être utilis�es �a des �ns d'optimisation.
Parmi les outils d'optimisation, nous trouvons le boug�e de points, la r�educ-
tion d'une arête (pour supprimer un sommet), la bascule d'arête, la bascule
de face, et la relaxation du degr�e des sommets [FREY-99]. Les outils d'opti-
misation de maillages sont class�es en deux cat�egories : ceux qui maintiennent
la connexit�e du maillage et ceux qui changent la connexit�e du maillage. Dans
le chapitre 6, nous nous int�eresserons �a une optimisisation �a connexit�es �xes
a�n de lisser des isosurfaces (maillages triangulaires) extraites d'une T:P:R:
des tissus de la tête. C'est pourquoi, nous d�etaillons �a pr�esent ce type d'op-
timisation.

Pour cette cat�egorie d'outils locaux, on trouve essentiellement les m�e-
thodes de boug�e de sommets d'�el�ements. Typiquement, un processus bou-
geant la position des sommets agit sur les boules 3 de ceux-ci. Ainsi la m�e-
thode de boug�e de points la plus simple consiste �a d�eplacer un point P vers
un point P 0 d�e�ni par :

P 0 =
1

n

nX
j=1

Pj (5.9)

o�u les Pj sont les sommets de la boule autres que P .

On remplace souvent ce sch�ema par une m�ethode de relaxation. On fait
cela pour des raisons d'e�cacit�e et pour prendre en compte le fait que le
point P ci-dessus peut tomber en dehors de la boule dans le cas o�u cet
ensemble est non convexe et par cons�equent mettre un point donn�e �a sa
position ((optimale)) peut conduire �a un maillage non valide (pr�esentant des

3: Soit P un sommet d'un �el�ement T , la boule associ�ee �a P est l'ensemble des �el�ements
ayant P comme sommet (cf. d�e�nition 2.11).
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intersections de t�etra�edres). En revanche, s'approcher du point optimal peut
am�eliorer la qualit�e dans une certaine mesure. On introduit alors un point
auxiliaire P �. Un sch�ema relax�e est alors d�e�ni comme :

P
0

= (1� w)P + wP � (5.10)

o�u w est le param�etre de relaxation.

En suivant cette m�ethode, nous donnons maintenant di��erentes m�ethodes
de boug�e de points. Ainsi le lissage par Laplacien dans sa version relax�ee
consiste �a utiliser comme point auxiliaire P � celui d�e�ni �a la relation 5.9.

Dans le cas du lissage pond�er�e, un poids est associ�e �a chaque point
permettant ainsi de construire comme point auxiliaire le point :

P � =
1

n

Pn
j=1 �jPjPn
j=1 �j

(5.11)

o�u un choix appropri�e des �j doit être fait (voir plus bas).

Dans le cas d'un lissage fond�e sur la qualit�e des �el�ements, on note
fj les faces externes de la boule de P . Alors, les �el�ements de la boule ne
sont autres que les combinaisons (P; fj) (avec j = 1 �a n, n �etant le nombre
d'�el�ements dans la boule). Alors, un point id�eal Ij est associ�e �a chaque fj de
telle sorte qu'il assure une qualit�e optimale 4 (rapport de forme) �a l'�el�ement
virtuel (Ij; fj): En se fondant sur ces points, on d�e�nit comme processus de
lissage le sch�ema suivant :

P � =
1

n

Pn
j=1 �jIjPn
j=1 �j

(5.12)

o�u les �j peuvent être choisis comme suit :

{ �j = 1, les poids sont constants et on retrouve la m�ethode classique,

{ �j = 0 pour tous les �el�ements sauf pour le plus mauvais (en termes de
qualit�e) pour lequel on �xe �j = 1,

{ �j = QK, les poids sont reli�es �a la qualit�e des �el�ements,

{ �j = Q2
K, les poids sont reli�es au carr�e de la qualit�e des �el�ements,

{ ou plus g�en�eralement �j = g(QKj
), signi�ant que les poids sont re-

li�es �a une certaine fonction g de la qualit�e des �el�ements de la boule
[FREY-99].

4: par exemple Q� ou Q� (cf. section 3.3)
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Le lissage par Laplacien dans sa version relax�ee n'a pas �et�e directement utilis�e
sur des T:P:R: mais sur des surfaces (maillages triangulaires) extraites d'une
T:P:R: de IR3. Ce lissage a permis d'approcher des isosurfaces extraites des
tissus de la tête d'une T:P:R: de IR3 vers les vraies surfaces (cf. chapitre 6).

5.4 Conclusion

A�n d'�etendre des techniques d'adaptation de maillage �a des T:P:R: des
tissus de la tête (cf. chapitre 6), nous avons pr�esent�e un estimateur d'er-
reur qui permet de d�eterminer, sur un maillage t�etra�edrique, l'erreur li�ee �a
une connaissance a priori de la solution du probl�eme direct en E.E.G. Pour
cela, nous avons suppos�e qu'une solution du probl�eme direct a �et�e calcul�ee �a
partir d'un mod�ele sph�erique de la tête (cf. section 5.1.2). Nous avons alors
construit un estimateur de l'erreur de calcul du probl�eme direct en E.E.G.
qui est fonction de l'arête d'un t�etra�edre et de la matrice hessienne de la
mod�elisation sph�erique. Pour aller plus loin, il serait n�ecessaire d'appliquer
une h-adaptation locale �a une T:P:R: en utilisant un tel estimateur (cf. sec-
tion 5.2). Cela permettrait d'�etudier le comportement de cet estimateur sur
des T:P:R: des tissus de la tête et de v�eri�er si celui-ci permet d'am�eliorer
la mod�elisation de la propagation �electromagn�etique des neurones �a travers
les tissus de la tête. Il serait �egalement int�eressant de trouver la solution
analytique de la matrice hessienne dans la mod�elisation sph�erique en E.E.G.
Ce calcul permettrait d'�eviter de la d�eterminer num�eriquement �a partir de
la formule du potentiel �electrique (cf. �equation 5.5).

Nous avons vu que les m�ethodes adaptatives fond�ees sur des modi�ca-
tions locales d'une T:P:R: o�rent une solution au probl�eme d'adaptation de
maillages pour le contrôle d'erreur du calcul aux �el�ements �nis. Cependant,
un examen pr�ecis des di��erents points discut�es au long de la section 5.2 ap-
pelle quelques commentaires. Ainsi, il n'est pas ais�e d'obtenir une variation
continue dans les tailles. On passe pour les longueurs d'arête de h �a h=2 le
plus souvent, et obtenir un autre type de gradation n'est pas �evident. �A l'op-
pos�e, les m�ethodes locales pr�esentent de nombreux avantages : les probl�emes
du choix des nouveux sommets n'en sont pas vraiment puisque le maillage de
fond est d�ej�a d�e�ni (i.e. une T:P:R:) et l'utilisation de motifs pr�ed�e�nis dans
les proc�edures de ra�nement conduit �a une implantation relativement facile.
Ces motifs pr�ed�e�nis permettent �egalement de r�eduire l'e�ort en termes de
coût de calcul.

Dans la section 5.3, nous avons �etudi�e un outil d'optimisation �a connexit�es
�xes. Nous verrons (cf. section 6.5) l'utilisation d'un tel outil pour le lissage
de surfaces extraites d'une T:P:R: des tissus de la tête.
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C H A P I T R E 6

Maillage des tissus de la tête en
E.E.G. et en M.E.G.

Nous pr�esentons dans ce chapitre la m�ethode que nous avons mise au
point pour mod�eliser et mailler les tissus de la tête �a partir d'une image
I.R.M. de la tête. L'application compl�ete se d�ecompose en quatre �etapes:

{ Recalage des �electrodes M.E.G./E.E.G. sur l'image I.R.M. :
cette �etape de recalage consiste �a d�eterminer une transformation g�eo-
m�etrique permettant de passer du r�ef�erentiel de la position des capteurs
M.E.G./E.E.G. au r�ef�erentiel anatomique I.R.M. Elle est indispensable
pour v�eri�er la qualit�e des r�esultats fournis par les algorithmes de r�e-
solution num�erique des �equations de Maxwell par rapport aux champs
�electromagn�etiques r�eels obtenus sur les capteurs E.E.G. et M.E.G.
De plus, certains algorithmes de localisation n�ecessitent l'apport de
contraintes issues des donn�ees anatomiques [BAIL-98]. C'est pourquoi,
nous pr�esentons dans la partie 6.1 une m�ethode de recalage entre les
�electrodes E.E.G./M.E.G. et l'I.R.M.

{ Segmentation des tissus de la tête : nous souhaitons obtenir une
mod�elisation volumique des tissus de la tête en prenant en compte les
sp�eci�t�es anatomiques de chaque individu �etudi�e a�n d'attribuer pour
chaque tissu de la tête (scalp, crâne et cerveau) segment�e des propri�et�es
�electromagn�etiques sp�eci�ques (par exemple la conductivit�e). Pour ob-
tenir un tel mod�ele de fa�con automatique, nous avons mis en place une
m�ethodologie utilisant des techniques de segmentation d�ej�a existantes
(partie 6.2).

{ Maillage volumique des structures : nous pr�esentons, dans la sec-
tion 6.3, l'application de la m�ethode de maillage volumique d�ecrite dans
les chapitres 3 et 4 ainsi que les choix que nous avons faits pour traiter
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les di�cult�es pos�ees par le maillage volumique des tissus de la tête et
pour atteindre nos objectifs.

{ R�esolution num�erique des �equations de Maxwell.

6.1 Recalage de donn�ees M.E.G./E.E.G. et I.R.M.

6.1.1 Position du probl�eme

Le recalage entre des donn�ees �electrophysiologiques issues de signaux
M.E.G./E.E.G. et des images anatomiques par r�esonance magn�etique (I.R.M.)
consiste �a d�eterminer une transformation g�eom�etrique qui permet de passer
du r�ef�erentiel de la position des capteurs M.E.G/E.E.G. au r�ef�erentiel I.R.M.
utilis�e pour l'acquisition des images anatomiques. Le recalage M.E.G./E.E.G.
avec l'IRM permet ainsi d'une part de v�eri�er la qualit�e des r�esultats fournis
par les algorithmes de reconstruction en les confrontant au contexte anato-
mique, et d'autre part d'interpr�eter sur le plan spatial et temporel les ph�eno-
m�enes physiologiques �etudi�es. Par cons�equent, ce recalage est indispensable
pour la r�esolution du probl�eme direct car il permet de positionner les �elec-
trodes M.E.G./E.E.G. dans le rep�ere des maillages volumiques des tissus de
la tête. De plus, certaines m�ethodes de reconstruction n�ecessitent l'apport de
contraintes issues de donn�ees anatomiques [BAIL-98].

Une m�ethode de recalage doit :

1. avoir une bonne pr�ecision spatiale (de l'ordre de 2 ou 3 mm),

2. être robuste, c'est-�a-dire que sa pr�ecision ne doit pas être a�ect�ee par
les artefacts d�et�eriorant les acquisitions �a mettre en correspondance, et
sa pr�ecision ne doit pas d�ependre de l'utilisateur,

3. être d'une utilisation clinique ais�ee minimisant le stress du patient et
les interactions humaines,

4. pouvoir sur le plan anatomique se satisfaire des acquisitions I.R.M.
standard actuelles de type 3D coupes �nes.

La litt�erature concernant sp�eci�quement le recalage entre la M.E.G./E.E.G et
des donn�ees anatomiques est assez pauvre. Nous pr�esentons ici les principales
approches.

[SINGH-97] propose une m�ethode semi-automatique fond�ee sur l'emploi
d'un mors dentaire sur lequel sont plac�es 4 marqueurs que l'on num�erise
lors de l'examen M.E.G. et que l'on peut d�etecter sur un examen I.R.M. La
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pr�ecision de la m�ethode a �et�e �evalu�ee grâce �a une analyse de Monte-Carlo
portant sur les incertitudes de num�erisation des marqueurs sur le mors. On
note que les erreurs de d�etection de points du mors sur l'I.R.M. n'ont pas �et�e
introduites dans la simulation de Monte-Carlo. D'autre part l'utilisation d'un
tel mors est envisageable chez des volontaires, mais plus di�cile en routine
clinique, chez des patients ! Cette m�ethode ne satisfait donc pas la condition
d'une utilisation clinique ais�ee que nous avons soulign�ee pr�ec�edemment.

Dans [ELS-91] est propos�ee une m�ethode semi-automatique fond�ee sur la
d�etection de marqueurs extrins�eques sur des examens I.R.M. Ces marqueurs
permettent de recalculer la position de points anatomiques intrins�eques uti-
lis�es pour la d�e�nition du r�ef�erentiel M.E.G./E.E.G. La pr�ecision de cette
m�ethode est intimement li�ee �a la bonne position des marqueurs I.R.M et
donc �a une intervention humaine ce qui est en contradiction avec les crit�eres
d'une bonne m�ethode de recalage. Si les marqueurs sont parfaitement plac�es
on obtiendra une pr�ecision de l'ordre de la taille du voxel de l'examen I.R.M.

Dans [GEV-89] est propos�ee une approche semi-automatique visant �a mi-
nimiser la distance entre un ensemble d'�electrodes E.E.G. pos�ees sur la peau
pendant l'acquisition et la surface de la peau d�etect�ee sur des images I.R.M.
Les �electrodes sont localis�ees grâce �a un num�eriseur 3D. Les �electrodes et la
surface de la tête sont mises en correspondance manuellement. Un algorithme
de minimisation optimise au sens des moindres carr�es le recalage. La distance
moyenne entre les �electrodes et la peau en �n de recalage est de l'ordre de 2
mm.Cependant la relative sym�etrie de la tête et le nombre limit�e d'�electrodes
peuvent g�en�erer une bonne convergence num�erique alors que le recalage n'est
pas optimal du point de vue anatomique. Cette m�ethode est donc instable.

Dans [SCHW-98] est propos�ee une m�ethode automatique fond�ee sur la
mise en correspondance automatique de points d�ecrivant la surface du scalp
et num�eris�es lors de l'examen M.E.G./E.E.G (voir section 6.1.2) avec la sur-
face de la peau d�etect�ee sur un examen I.R.M. Le crit�ere utilis�e a�n de
d�eterminer les param�etres de recalage est la moyenne des distances au carr�e
entre les deux surfaces. La m�ethode de minimisation (algorithme de Powell)
n�ecessite une contrainte forte. En e�et, la minimisation sur chacune des di-
rections est r�ealis�ee par le parcours d'intervalles pr�ed�etermin�es avec un pas
d'�echantillonnage li�e �a la r�esolution. Cela suppose que le minimumexiste dans
l'intervalle consid�er�e. Cette condition est remplie par un repositionnement du
headshape 1.

Parmi les algorithmes de recalage existants, l'algorithme de recalage de

1:Terminologie utilis�ee dans la litt�erature et en clinique pour le massif cranial num�eris�e
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[SCHW-98] est le plus adapt�e �a une utilisation en routine sur une plateforme
m�edicale. Nous nous sommes donc fortement inspir�es de la m�ethodologie de
recalage d�ecrite dans [SCHW-98] en utilisant une m�ethode de minimisation
di��erente (algorithme I.C.P. [BESL-92]) ce qui �evite de d�e�nir des intervalles
pr�ed�etermin�es avec un pas d'�echantillonnage li�e �a la r�esolution.

Notre algorithme de recalage 3D entre la position des capteurs M.E.G./E.E.G.
et l'I.R.M. se d�ecompose donc en trois parties distinctes :

{ l'extraction des formes homologues �a recaler dans les deux modalit�es
(voir section 6.1.2),

{ la d�e�nition d'une fonction de proximit�e entre les deux formes �a recaler
(voir section 6.1.3 ),

{ la minimisation de la fonction de proximit�e (voir section 6.1.3 ).

6.1.2 Formes homologues en M.E.G./E.E.G. et en I.R.M.

Nous allons �a pr�esent d�ecrire les formes homologues extraites lors de l'ac-
quisition M.E.G./E.E.G. et sur l'I.R.M.

L'extraction de la forme de la tête ou headshape (voir �gure 6.1) pendant
l'examen M.E.G./E.E.G. est r�ealis�ee par une num�erisation du crâne et du
massif facial dans un rep�ere li�e au patient et d�e�ni par les points anatomiques
PAG (pr�e-auriculaire gauche), PAD (pr�e-auriculaire droit) et Nasion. A partir
de ces points, nous pouvons alors d�e�nir un r�ef�erentiel de la mani�ere suivante
(appel�e rep�ere de la tête):

{ origine O = PAG+PAD
2

{ axe
�!
X = Nasion�O

kNasion�Ok

{ axe
�!
Z =

�!
X ^(PAG�0)�!X ^(PAG�0)


{ axe

�!
Y =

�!
Z ^
�!
X�!Z ^
�!
X


Avant chaque acquisition E.E.G./M.E.G., la position de ce r�ef�erentiel pa-
tient par rapport au r�ef�erentiel des �electrodes M.E.G./E.E.G. est enregistr�ee
�a l'aide d'un num�eriseur 3D (stylo magn�etique) [POLH-91]. Nous pouvons
donc connâ�tre avec pr�ecision et pour chaque position des �electrodes la posi-
tion relative de la tête du patient ; d'autre part, nous d�ecrivons en utilisant
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ce num�eriseur 3D une surface qui est la plus proche possible de celle d�e-
tect�ee sur l'I.R.M. et qui se trouve dans ce rep�ere patient. La connaissance
des points anatomiques PAG, PAD et Nasion dans l'IRM nous permet �egale-
ment d'obtenir un pr�e-recalage satisfaisant pour notre algorithme de recalage
automatique (cf. section 6.1.3).

En ce qui concerne l'acquisition du headshape, les principales d�eforma-
tions pouvant se produire sont li�ees �a l'�epaisseur de peau et �a l'assise osseuse
la soutenant. En ce qui concerne le crâne lui-même, le scalp est relativement
�n et en contact direct avec l'os. Le stylo ne s'enfonce pas de mani�ere signi-
�cative et les mouvements de glissement du scalp sur le crâne ne provoquent
pas de d�eformations locales. Le point le plus important concerne le massif
facial. Il faut fournir �a l'algorithme de recalage des �el�ements sp�eci�ques aux
deux surfaces du point de vue morphologique pour �eviter des confusions li�ees
�a la forme sph�erique de la tête. Le nez et le contour des yeux donnent cette in-
formation de mani�ere �able aussi bien en I.R.M. que lors de la num�erisation.
Pour cette derni�ere, il faut noter que l'�epaisseur de la peau et sa mobilit�e par
rapport au substrat osseux augmentent dans les r�egions faciales. Cela g�en�e-
rera un bruit sur les points num�eris�es. En clair, il est exclu de num�eriser les
pommettes, le contour de la bouche ou les mâchoires. La derni�ere contrainte
concernant la num�erisation tient au nombre de points �echantillonn�es et �a leur
r�epartition spatiale.

Fig. 6.1 { Num�erisation du crâne et du massif facial ou headshape.

L'extraction de la surface de la tête sur l'examen I.R.M. 3D est r�ealis�ee sur
des acquisititions pond�er�ees en T1 de r�esolution 0,9 par 0,9 par 1,3 mm.Notre
m�ethode de segmentation de la surface de la tête consiste �a appliquer des
op�erateurs de morphologie math�ematique [SCHM-93] suivis d'une d�etection
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de la surface du volume binaire obtenu. Ainsi elle se r�esume �a quatre �etapes :

{ Seuillage : cette �etape �elimine une grande partie du bruit non signi�ca-
tif, g�en�eralement le seuil est �x�e entre 30 et 40 pour une s�equence en
T1 cod�ee sur un octet (�gure 6.2 (A)).

{ Analyse en composantes connexes suivie d'une fermeture : l'extraction
de la plus grande composante connexe avec un 18-voisinage suivie d'une
fermeture avec un �el�ement structurant 18-voisinage permet d'extraire
la forme de la tête (�gure 6.2 (B)).

{ Analyse en composantes connexes de l'inverse de l'image suivie d'une
r�eunion : cette �etape permet de d�etecter les trous de l'objet extrait �a
l��etape pr�ec�edente en r�ecup�erant toutes les composantes 6-connexes de
l'inverse de l'image sauf la plus grande qui est le ((fond)) de l'image.
Ensuite les trous d�etect�es sont ajout�es �a la forme de la tête (�gure 6.2
(C)).

{ Lissage morphologique et d�etection de la surface : le lissage de la forme
de la tête est obtenu en appliquant une ouverture, une fermeture. Une
fois que la segmentation est termin�ee, un test sur le voisinage de chaque
voxel permet de d�etecter la surface de la peau (�gure 6.2 (D)).

Une mauvaise segmentation de l'I.R.M. inuence directement le recalage
puisque c'est du volume binaris�e que l'on extrait la surface �a recaler. La
valeur de seuillage de la premi�ere �etape doit être un compromis assurant
l'�elimination du plus de bruit possible sans pour autant alt�erer les donn�ees
signi�catives. Si le seuillage est trop faible, les �etapes suivantes sont alt�er�ees
par le bruit r�esiduel qui empêche une bonne d�econnexion des art�efacts. Si le
seuillage est trop fort, des voxels appartenant e�ectivement �a la surface sont
�elimin�es. Ces di��erents probl�emes se traduisent pour le recalage par le fait
qu'il peut subsister des d�eformations locales de la surface.

6.1.3 Recalage rigide de surfaces discr�etes

On dispose de deux ensembles de points repr�esentant deux parties �even-
tuellement distinctes de la surface d'un même objet, qui correspondent cha-
cun �a l'intersection de la surface de cet objet avec un pav�e de IR3. La m�ethode
que nous allons d�evelopper suppose un recouvrement partiel important entre
ces deux parties de la surface de l'objet. Le recalage optimal correspondra
alors �a la transformation rigide de IR3 (translation sur les 3 axes et rota-
tion d�e�nie par 3 angles), qui, appliqu�ee �a une des deux repr�esentations dite
((mobile))2, minimise un crit�ere de proximit�e (fonction de coût) �a la seconde

2: Terminologie utilis�ee dans [MANG-95]
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A B

C D

Fig. 6.2 { segmentation du scalp I.R.M.

repr�esentation dite de ((r�ef�erence)). Cette approche implique que la forme du
recouvrement soit su�samment discriminante pour �eviter toute ambigu��t�e
sur la surface. On peut en particulier remarquer que les objets invariants par
certaines rotations n�ecessitent de lever l'ambigu��t�e lors de l'initialisation de
la minimisation.

Lorsqu'on cherche �a construire un crit�ere de proximit�e entre une surface
de r�ef�erence et une surface mobile (repr�esent�ee par un ensemble de points)
qui ne d�epende pas de la forme et de l'orientation de la surface de r�ef�erence,
une id�ee naturelle consiste �a utiliser, pour une position donn�ee de la surface
mobile, une moyenne des distances euclidiennes �a la surface de r�ef�erence de
chacun des points de cette surface mobile. D�es lors se pose la question du
choix de la moyenne �a employer. Nous avons pour notre part opt�e de fa�con
classique pour la moyenne quadratique (�equivalent de la distance euclidienne
carr�ee) dont les qualit�es ne sont plus �a d�emontrer [MANG-95], [BORG-84].
On notera que la pr�esence du carr�e dans la moyenne quadratique conduit �a
une expression di��erentiable par rapport aux param�etres d'une rotation de
IR3 et d'une translation [MIN-83], [BLO-93].

D�e�nition 6.1 Soit P = fpig l'ensemble des points de la surface mobile et
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Y = fyig un ensemble de points de la surface de r�ef�erence ayant même
cardinalit�e que P (Np = NY ) tel que chaque point �!pi corresponde
au point �!yi avec le même indice. La fonction de proximit�e �a minimiser
suivant les param�etres de rotation R et translation T s'exprime comme:

d(R;T ) =
1

Np

NpX
i=1

�!Yi �R�!pi � T 2

Cette d�e�nition n�ecessite la connaissance de la correspondance entre les
points de P et de Y . Ici, elle n'est pas connue et sera estim�ee �a chaque �etape
du recalage �a partir d'une carte de distances.

Notre besoin de disposer d'une part d'un moyen de calcul e�cace d'une
bonne approximation de la distance euclidienne d'un point �a une surface
repr�esent�ee par un ensemble de points, et d'autre part d'�etablir la corres-
pondance entres les points de P et de Y , nous a donc amen�es �a utiliser des
((transformations de distances)). Pour cela, nous avons utilis�e la distance de
chanfrein qui consiste �a approcher les distances globales de l'image en pro-
pageant des distances locales, c'est-�a-dire les distances entre voxels voisins
[BORG-86].

Dans [GERA-98], l'algorithme est modi��e a�n de calculer �egalement une
carte du plus proche voisin n�ecessaire �a notre m�ethode de minimisation de
la fonction de proximit�e. La carte de distance obtenue ne donne qu'une ap-
proximation de la distance euclidienne. En particulier, elle ne garantit pas
que l'ordre des distances soit respect�e [VERW-91] : il se peut qu'un voxel,
dont la distance donn�ee par la carte est sup�erieure �a celle d'un autre voxel,
soit en fait, au sens de la distance euclidienne, �a plus faible distance de la
surface. Toutefois, nous pouvons ra�ner le calcul en prenant un masque de
chanfrein plus pr�ecis �a proximit�e de la surface.

Une fois la carte de distance obtenue, la fonction de proximit�e �a minimiser
suivant les param�etres de rotation R et translation T n�ecessite d'avoir des
outils math�ematiques permettant d'estimer une transformation rigide (R et
T ). Une premi�ere estimation d'une transformation rigide �a partir de la mi-
nimisation de la moyenne quadratique a �et�e d'utiliser une d�ecomposition en
valeurs singuli�eres (S.V.D.) [ARUN-87]. Dans cette m�ethode, la rotation, re-
pr�esent�ee par une matrice orthogonale est d�ecoupl�ee de celle de la translation.
L'estimation de la rotation repose alors sur une d�ecomposition en valeurs sin-
guli�eres de la matrice de covariance des coordonn�ees barycentriques. Cette
approche entrâ�ne dans certains cas des cas d�eg�en�er�es. En pla�cant la rotation
dans l'espace des quaternions unitaires, Horn d�emontre que le quaternion
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unitaire correspondant �a la rotation minimisant la moyenne quadratique cor-
respond au vecteur propre associ�e �a la plus grande valeur propre de la matrice
[HORN-87] :

Q(�PY ) =

"
tr(�Y P ) �T

� �PY + �T
PY � tr(�PY )I3

#
(6.1)

o�u � = [A23A31A12]T et Aij = (�PY � �T
PY )ij sachant que P repr�esente

l'ensemble des points de la surface mobile et Y repr�esente un ensemble de
points de la surface de r�ef�erence tel que NP = NY et

�PY =
1

NP

NPX
i=1

[(�!pi ��!�P )(�!yi � �Y )t] (6.2)

�!�P =
1

NP

NPX
i=1

�!pi �!�Y =
1

NY

NYX
i=1

�!
Yi (6.3)

L'algorithme qui permet de minimiser la fonction de proximit�e est construit
sur la m�ethode du plus proche voisin it�er�e, ou I.C.P (Iterative Closest Point)
[BESL-92]. Cet algorithme est compos�e de deux �etapes qui consistent d'une
part �a d�etecter les points les plus proches de la surface mobile �a la surface
de r�ef�erence et d'autre part en l'optimisation au sens des moindres carr�es de
la transformation rigide. Le crit�ere d'arrêt est �etabli sur un seuil de distance
entre les deux surfaces �a recaler. Nous pr�esentons maintenant une description
de l'algorithme I.C.P.

Algorithme 6.2 Algorithme I.C.P.[BESL-92]

Soit P l'ensemble des points de la surface mobile avec Np le nombre de
points de cet ensemble.

Soit X l'ensemble des points de la surface de r�ef�erence avec Nx le
nombre de points de cet ensemble.

Soit �!qR = [qoq1q2q3]
t le quaternion unitaire repr�esentant la rotation et

soit �!qT = [q4q5q6]t le vecteur de translation,

le vecteur de param�etres de recalage est alors not�e�!q = [�!qRj�!qT ]t.
La distance d entre un point �!p 2 P et X est not�ee :

d(�!p ;X) = min�!x 2X k�!x ��!p k2)
Un point y de X pour lequel le minimum est atteint (d(�!p ;�!y ) =
d(�!p ;X)) est un plus proche voisin d'un point �!p .
On note alors Y l'ensemble des points dans X les plus proches de P :

Y = PPV (P;X) = f�!y 2 X;9�!p 2 P; d(�!p ;�!y ) = d(�!p ;X)g
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L'algorithme I.C.P. peut alors être d�ecrit comme suit:

Initialisation :

Pk = P0,

�!qk = [�!qRk
j�!qTk]t = [1; 0; 0; 0; 0; 0; 0]t

et k = 0.

tant que dk � dk+1 < � avec � > 0 faire

Etape 1. Calculer l'ensemble des plus proches voisins: Yk =
PPV (Pk;X).

Etape 2. Estimer la transformation rigide en pla�cant la rotation
dans l'espace des quaternions unitaires:

(�!qRk
;dk) = Q(P0; Yk) et �!qTk = �!�Yk �Rk(�!qRk

)�!�pk
Etape 3. Appliquer la transformation: Pk+1 = �!qk (P0).

Etape 4. k  k + 1

�n tant que

Il est facile de montrer que l'erreur de l'algorithme 6.2 diminue d'une fa�con
monotone [BESL-92][FAU-93]. D'apr�es l'exp�erience, il a �et�e observ�e que l'al-
gorithme converge rapidement dans les premi�eres it�erations, puis lentement
ensuite. Une m�ethode qui repose sur l'analyse de la courbe des variations de
l'erreur r�esiduelle de recalage en fonction des variations de la transformation
rigide a �et�e propos�ee pour acc�el�erer la convergence [BESL-92].

Nous observons l'existence de parties non recalables dans les surfaces ex-
traites. Concr�etement cela se traduit par des art�efacts r�esiduels sur l'I.R.M.
(par exemple des artefacts dentaires), et des points tr�es �eloign�es du nuage
principal sur le headshape. Comme aucune de ces parties n'a de correspon-
dance dans l'autre modalit�e, il faut absolument les prendre en compte pour
�eviter la cr�eation d'ambigu��t�es qui conduirait l'algorithme 6.2 �a converger de
fa�con correcte du point de vue math�ematique mais erron�ee du point de vue
anatomique. Une proc�edure d'extraction des points aberrants du headshape
[SCHW-98] est donc mise en place. Les points sont extraits grâce �a un seuil
sur leur valeur dans la transform�ee en distance. Le point est conserv�e s'il
v�eri�e la condition suivante

vDT (i; j; k) �MD + � � V ar(MD)

avec vDT (i; j; k) la valeur dans la transform�ee en distance d'un point du
headshape, MD la moyenne des vDT (i; j; k) et V ar(MD) la variance des
vDT (i; j; k)
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Le param�etre � est adaptable en fonction de la qualit�e du headshape.
Cette op�eration permet d'�eliminer les points num�eris�es non signi�catifs et
les points correctement num�eris�es mais n'ayant pas de correspondance sur
la surface I.R.M. Cette �etape se fait avant la minimisation de la fonction
de proximit�e. Notons qu'il existe �egalement une classe d'estimateurs, les M -
estimateurs, qui permettent d'injecter dans la fonction de proximit�e de l'in-
formation qui permet de diminuer l'inuence des points aberrants des surfaces
�a recaler [NIKO-98].

6.1.4 Synth�ese

La �gure 6.3 repr�esente l'algorithme de recalage dans son int�egralit�e.
Cette version est utilis�ee dans toutes les �evaluations qui vont suivre. L'al-
gorithme d�ebute par les pr�e-traitements du volume I.R.M. (segmentation du
scalp et carte de distances). Un pr�e-recalage est construit �a partir des infor-
mations suivantes:

{ les param�etres d'acquisition I.R.M. (taille et r�esolution) permettant de
convertir les donn�ees voxel en donn�ees millim�etriques,

{ la connaissance de l'orientation de la tête dans le r�ef�erentiel li�e �a la tête
d�e�ni en M.E.G./E.E.G. (cf. section 6.1.2),

{ la connaissance de l'orientation de la tête dans le r�ef�erentiel I.R.M. et
notamment les points anatomiques PAG, PAD et Nasion.

En fait, ce pr�e-recalage consiste �a mettre de fa�con grossi�ere l'I.R.M. dans le
rep�ere li�e �a la tête. La suite de l'algorithme s'articule ensuite autour de la
minimisation par I.C.P. de la fonction de proximit�e en utilisant un mod�ele
de transformation rigide (3 translations et 3 rotations).

6.1.5 Evaluation

Le but de l'�evaluation de l'algorithme de recalage est de d�emontrer les
performances de la m�ethode sur le plan algorithmique et sur le plan clinique
en incluant toutes les particularit�es li�ees �a l'environnementM.E.G./E.E.G. Il
est n�ecessaire de d�e�nir pr�ecis�ement les erreurs intervenant dans le processus,
et de construire si possible des simulations permettant une analyse de leur
inuence sur l'incertitude globale de l'algorithme. Si les simulations sont
impossibles, la seule �evaluation r�ealisable est une �evaluation en conditions
r�eelles. La di�cult�e dans ce cas est de d�e�nir les proc�edures les plus objectives
possibles pour juger de la qualit�e du recalage bien que l'on ne connaisse pas
le r�esultat r�eel. Aussi, nous nous sommes concentr�es sur l'�evaluation de notre
algorithme �a partir de simulations.
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Headshape I.R.M.

Pré-recalage

I.C.P.

Segmentation scalp

Carte de Distances

Recalage

modèle/
fonction de
proximité

Fig. 6.3 { Algorithme de recalage E.E.G./I.R.M.

Nous pouvons s�eparer les erreurs selon leur origine. Elles proviennent
soit de la num�erisation du headshape, soit de l'examen I.R.M. et des pr�e-
traitements associ�es. Pour les deux modalit�es, il existe deux ensembles d'er-
reurs : les d�eformations locales et les d�eformations globales.

Pour l'I.R.M. et les traitements associ�es, les di��erentes erreurs possibles
peuvent se r�esumer sous la forme d'un e�et d'�echelle, d'art�efacts locaux et de
bruit. Les e�ets d'�echelle sont li�es �a l'acquisition; en e�et l'h�et�erog�en�eit�e du
champ magn�etique statique en I.R.M. provoque un e�et d'�echelle suivant une
direction privil�egi�ee. Les art�efacts locaux sont dus dans la plupart des cas
aux proth�eses dentaires. Les art�efacts dentaires importants sont impossibles �a
retirer car ils a�ectent le volume en d�eformant une r�egion interne �a la tête. Ces
art�efacts provoquent g�en�eralement un hyposignal dans la r�egion mandibulaire
provoquant un trou �a bords accident�es. Nous pouvons �egalement citer les
art�efacts caus�es par le mouvement des yeux et la respiration.

Concernant la num�erisation du headshape, les erreurs peuvent être d�e-
crites selon le même sch�ema. L'e�et d'�echelle est uniquement dû aux pro-
pri�et�es de la peau et on le consid�ere n�egligeable devant les autres erreurs. On
peut observer des d�eformations locales importantes si des pi�eces m�etalliques
sont proches de la tête lors de la num�erisation (instrument de contention). En
fait les d�eformations les plus fr�equentes sont dues �a des erreurs de manipula-
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tions aboutissant �a un ((d�erapage)) du stylo num�eriseur lors de l'acquisition.
On a alors un ensemble de points s'�eloignant de la tête tr�es rapidement. Le
bruit dû �a l'appareil (environ 1=10 mm) est n�egligeable devant celui g�en�er�e
par la structure et l'�epaisseur de l'�epiderme (compris entre 2 et 3 mm).

Connaissant les di��erentes erreurs auxquelles nous sommes confront�es,
il est possible de construire des simulations. Dans un premier temps, il est
n�ecessaire de construire un headshape ((th�eorique)) parfaitement recal�e sur
l'I.R.M. Le plus simple est d'utiliser la surface du scalp de l'I.R.M. Pour
obtenir un headshape th�eorique, il su�t donc d'�echantillonner de fa�con uni-
forme la surface du scalp. Ensuite nous appliquons �a cet ensemble de points
une transformation connue et di��erents op�erateurs simulant les erreurs d�e-
crites ci-dessous pour en quanti�er l'inuence sur notre algorithme.

Nous avons choisi un ensemble de param�etres statistiques adapt�es �a l'�eva-
luation des recalages. Les param�etres les plus �evidents sont l'erreur moyenne
(E.M.), sa variance, son minimum, et son maximum.On enregistre �egalement
la valeur �nale de la fonction de proximit�e pour v�eri�er qu'elle repr�esente une
bonne approximation de la qualit�e du recalage.

6.1.5.1 Evaluation intrins�eque

Le test �evaluant la pr�ecision intrins�eque de l'algorithme est tr�es simple. Il
su�t en e�et d'appliquer au headshape th�eorique des transformations conte-
nant des rotations et translations sans ajouter d'e�ets perturbateurs ext�e-
rieurs (par exemple du bruit). Pour cela, nous e�ectuons une s�erie de 300
recalages dont les matrices de d�ecalages sont construites al�eatoirement (dis-
tribution uniforme) dans les intervalles suivants [�19;+19] degr�es pour les
rotations et [�30;+30] mm pour les translations et dont le headshape th�eo-
rique est constitu�e de 3000 points environ par rapport �a une surface totale
de 150000 points sur l'I.R.M. segment�ee.

nombre de recalage E:M: (��ecart-type) en mm E:M: Maximum (mm)

300 1; 7(�0; 3) 2; 3

Ce test donne des indications sur le comportement g�en�eral de l'algorithme
avec des combinaisons al�eatoires de translations et de rotations. Aucun reca-
lage n'a �echou�e et l' E:M: = 1; 7�0; 3mm reste de l'ordre de deux voxels envi-
rons. Ce test montre qu'il n'existe pas de combinaisons translations/rotations
provoquant des �echecs de l'algorithme.
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6.1.5.2 E�ets du bruit

L'e�et du bruit est test�e en appliquant une translation aux coordonn�ees
de chaque point du headshape th�eorique �a l'aide d'une fonction al�eatoire �a r�e-
partition uniforme. Nous pouvons ainsi v�eri�er la robustesse de l'algorithme
aux erreurs provenant de la num�erisation et dans une moindre mesure de
l'acquisition I.R.M. Le bruit est normalement �elimin�e lors de la binarisation
mais les erreurs de d�etection de la surface peuvent subsister. L'e�et du bruit
est test�e en choisissant les matrices de d�ecalage dans les intervalles suivants
[�19;+19] degr�es pour les rotations et [�30;+30] mm pour les translations
et en augmentant le niveau de bruit sur les points du headshape de 0 mm �a 3
mm (sans extraction de points aberrants). L'�elimination de points aberrants
n'a pas �et�e test�ee. Nous avons e�ectu�e 100 recalages par niveau de bruit. Les

Bruit (mm) E:M: moyenne (��ecart-type) en mm

0 1; 71(�0; 34)
1 1; 78(�0; 41)
2 1; 89(�0; 45)
3 2; 04(�0; 51)
Tab. 6.1 { E�et du bruit sur le recalage.

r�esultats (cf. tableau 6.1) montrent que la proc�edure de recalage automa-
tique est relativement sensible au bruit d'acquisition du headshape. En e�et,
un bruit compris entre 2 et 3 mm g�en�er�e par la structure et l'�epaisseur de
l'�epiderme modi�e sensiblement la pr�ecision de recalage puisque l'E:M: peut
atteintre un peu plus de 2 mm.

6.1.5.3 E�ets du nombre de points

La simulation consiste en une s�erie de 100 recalages pour lesquels le
nombre de points du headshape th�eorique est choisi entre 500 et 4000 points.
La matrice de d�ecalage initiale est constante et on ajoute un bruit de 2 mm
sur les points du headshape. Le but est de v�eri�er le comportement de l'al-
gorithme en fonction du nombre de points, ceux-ci �etant �echantillonn�es de
fa�con uniforme.

On remarque une croissance de la pr�ecision du recalage lorsque le nombre
de points varie de 500 �a 2500. Au-dessus de 2500 points la pr�ecision se stabi-
lise (Tableau 6.2). Il existe donc un nombre de points minimumpour apporter
toute l'information n�ecessaire �a la proc�edure de minimisation. L'apport de
points suppl�ementaires sur le headshape permet de lever les ambigu��t�es g�e-
n�er�ees par le bruit pr�esent sur les deux modalit�es. On limite donc le nombre
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Nombre de points E:M: moyenne (��ecart-type) en mm

500 9; 32(�2; 41)
1000 5; 87(�1; 92)
1500 6; 21(�1; 23)
2000 3; 54(�0; 86)
2500 1; 84(�0; 41)
3000 1; 89(�0; 45)
3500 1; 73(�0; 36)
4000 1; 71(�0; 33)

Tab. 6.2 { E�et du nombre de points du headshape sur la pr�ecision du recalage

et l'importance des minima locaux, et ainsi on accrô�t la robustesse de l'al-
gorithme.

6.1.5.4 Conclusion

L'�evaluation de la pr�ecision de la m�ethode automatique pr�esent�ee dans
cette partie a montr�e une excellente reproductibilit�e des r�esultats ainsi qu'une
erreur de recalage moyenne (2 mm) inf�erieure aux incertitudes de localisa-
tion g�en�eralement rapport�ees. La pr�ecision et la reproductibilit�e des r�esul-
tats obtenus autorise une fusion de donn�ees anatomo-fonctionnelle tr�es pr�e-
cise. Cette fusion permet une repr�esentation optimale des propri�et�es spatio-
temporelles des r�esultats de localisation et donc une interpr�etation plus e�-
cace. En�n la pr�ecision obtenue autorise l'emploi de contraintes anatomiques
complexes dans les algorithmes de localisation sans pour autant introduire
des erreurs importantes.

6.1.5.5 R�esultat de l'exploitation de l'algorithme

L'algorithme de recalage automatique est actuellement utilis�e sur la plate-
forme M.E.G. de la Piti�e-Salp�etri�ere. Les r�esultats de deux recalages de pa-
tients sont repr�esent�es sur la �gure 6.4.

Lorsque il n'existe pas de pastilles (M.R.I. visible landmarks) de reca-
lage sur l'I.R.M., l'intervention manuelle qui consiste �a rep�erer le r�ef�erentiel
patient pendant l'examenM.E.G./E.E.G. entrâ�ne une initialisation approxi-
mative (en haut �a gauche). N�eanmoins le recalage automatique s'e�ectue bien
car le headshape (en bleu) se superpose sur l'I.R.M (en haut �a droite) de fa-
�con convenable. Dans le cas d'une bonne initialisation, le recalage s'e�ectue
de fa�con tout a fait satisfaisante (en bas) et la valeur �nale de la fonction de
proximit�e apr�es convergence de l'algorithme I.C.P. diminue. A ce jour, une
dizaine de recalages ont �et�e e�ectu�es, dans la moiti�e des cas il n'a malheureu-
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fonction de proximité=2.1 mm

fonction de proximité=1.80 mm

Fig. 6.4 { R�esultats de recalage automatique

sement pas �et�e possible d'obtenir un recalage �a cause d'un nombre insu�sant
de points (environ 1500) sur le headshape et/ou d'une d�eformation trop im-
portante du headshape acquis.

6.2 Segmentation des tissus de la tête

L'anatomie pr�ecise de la tête de chaque individu est donn�ee �a l'aide d'un
volume I.R.M. Ce type d'acquisition constitue actuellement le moyen le plus
r�epandu et le plus pr�ecis de d�ecrire l'anatomie interne de fa�con non inva-
sive. Une r�esolution millim�etrique est classiquement obtenue dans les trois
directions de l'espace.

Ainsi pour obtenir un mod�ele des tissus de la tête de fa�con automa-
tique, nous avons mis en place une m�ethodologie utilisant des techniques
de segmentation 3 d�ej�a existantes. Cette mod�elisation comporte trois �etapes :

3: Nous utilisons d'une part les routines du projet TIVOLI d�evelopp�e �a l'E.N.S.T. et
d'autre part les routines d�evelopp�ees par le SHFJ-CEA �a Orsay pour le traitement d'images
volumiques par morphologie math�ematique.
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une �etape de segmentation du scalp (d�ej�a d�ecrite dans la section 6.1.2), une
�etape de segmentation du cerveau qui utilise la m�ethode propos�ee par Mangin
[MANG-95] et une estimation de la surface du crâne.

La segmentation du cerveau consiste �a s�eparer, dans une image I.R.M.,
le volume des h�emisph�eres, du cervelet et du tronc c�er�ebral du reste des
structures de la tête comme la peau, les yeux, etc. L'algorithme suivant utilise
des op�erations de morphologie math�ematique pour segmenter les volumes
c�er�ebraux �a partir d'un volume I.R.M. I :

{ C1  seuillage de I pour r�ecup�erer les voxels dont la valeur se trouve
entre sC1 (mati�ere grise) et sC2 (mati�ere blanche). Le seuil bas �elimine
le liquide c�ephalo-rachidien et le crâne, le seuil haut supprime la graisse
et le syst�eme vasculaire. Les seuils sont d�etermin�es automatiquement en
observant, �a travers les �echelles d'un scale-space, les singularit�es d'ordre
z�ero �a n de l'histogramme [MANG-98].

{ C2  �erosion de C1 pour s�eparer le cerveau de la peau et des yeux.
L'�erosion se fait avec un �el�ement structurant en forme de boule de rayon
rc = 2; 5 mm [MANG-94].

{ C3  plus grande composante connexe de C2. Cette composante cor-
respond au cerveau �erod�e

{ C  dilatation de C3 de rc = 3 mm conditionnellement �a C1 pour
compenser l'�erosion (voir �gure 6.5).

Nous pouvons remarquer que cette m�ethode de segmentation du cerveau
ne permet pas d'assurer la topologie du r�esultat ; le volume segment�e peut
pr�esenter des trous ou des tunnels. Il existe toutefois des algorithmes ri-
goureux permettant de boucher en 3D les trous et les tunnels [AKT-96].
Le cerveau segment�e pr�esente �egalement trop de sillons ce qui donne une
contrainte surfacique beaucoup trop complexe pour un maillage volumique
adapt�e aux besoins d'une F.E.M. C'est pourquoi nous introduisons l'�etape
de lissage suivante :

{ Cfinal fermeture de C avec un �el�ement structurant en forme de boule
de rayon rfinal = 10 mm pour lisser la surface des sillons du cerveau
(voir �gure 6.5).

Le probl�eme majeur des I.R.M. est qu'elles ne permettent pas d'observer
l'os du crâne car celui-ci est relativement sec, compar�e aux autres tissus de
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Fig. 6.5 { Segmentation du cerveau par morphologie math�ematique 3D.
Sans fermeture (en haut) et avec fermeture (en bas).

la tête. L'os ne donne aucun signal en I.R.M. ce qui fait qu'il se confond avec
l'air (sinus, cavit�es nasales et buccales), voire avec le liquide c�ephalo-rachidien
(L.C.R.) dans certains types d'I.R.M.Or la mod�elisation de l'os est n�ecessaire
car il joue un rôle important dans la di�usion des courants �electriques du
fait de sa faible conductivit�e (environ 80 fois moins que les autres tissus).
Des techniques de segmentation de l'os �a partir d'I.R.M. ont �et�e propos�ees
en utilisant des contours d�eformables [RIFA-00] ou des champs de Markov
[WEL-96] mais elles n'ont pas encore abouti �a un algorithme automatique
�able. C'est pourquoi, a�n d'estimer approximativement la surface du crâne,
nous avons choisi d'inclure deux �etapes suppl�ementaires �a la fermeture de la
segmentation du cerveau qui sont les suivantes:

{ Crouvert  ouverture de Cfinal avec un �el�ement structurant en forme
de boule de rayon rouvert = 7 mm.

{ Crâne dilatation de Crouvert avec un �el�ement structurant en forme
de boule de rayon rcrâne = 6; 5 mm a�n d'obtenir la surface externe du
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crâne (voir �gure 6.6).

Les param�etres utilis�es pour l'estimation du crâne sont fond�es sur des connais-
sances anatomiques. Nous �eliminons intentionnellement les parties osseuses
topologiquement complexes telles que les sinus et les tissus mous a�n de sim-
pli�er d'une part la proc�edure de maillage volumique et d'autre part de facili-
ter la convergence de la r�esolution du probl�eme direct par la F.E.M.[THEV-92],
[HAUE-97].

Fig. 6.6 { IRM pond�er�ee en T1 (hôpital de la Piti�e Salp�etri�ere) �a gauche
et segmentation des tissus de la tête (scalp, crâne et enc�ephale) �a droite,
illustr�ee sur une coupe.

�A partir de la segmentation des tissus de la tête, nous allons �a pr�esent
nous int�eresser au maillage volumique de cette segmentation. Cela fait l'objet
de la section suivante.

6.3 Maillage volumique des tissus de la tête

A�n d'avoir des maillages volumiques permettant de mod�eliser la conduc-
tivit�e anisotrope des tissus pour le calcul du probl�eme direct en E.E.G., nous
construisons d'abord une T:P:R: �a partir d'une I.R.M. segment�ee des tissus
de la tête (cf. section 6.3.1) dont le nombre d'�el�ements est compatible avec le
coût de calcul d'une F.E.M. puis nous e�ectuons un �etiquetage homotopique
du maillage (cf. 6.3.2) o�u nous attribuons �a chaque t�etra�edre une �etiquette
indiquant le type de tissus.

6.3.1 D'un volume segment�e vers une T.P.R. des tissus
de la tête

L'implantation informatique d'un maillage des tissus de la tête �a partir
d'une T:P:R: ne pose pas de probl�emes fondamentaux mais n�ecessite la prise
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en consid�eration d'un volume important de donn�ees. La structure de donn�ees
que nous utiliserons doit donc repr�esenter un maillage volumique de fa�con
compacte et non redondante et aussi permettre une utilisation e�cace des
donn�ees en termes de temps de calcul.

Un maillage volumique Th = (T; V;M) peut être s�epar�e en au moins deux
parties distinctes. La premi�ere partie repr�esente la structure g�eom�etrique du
maillage Th. Elle est constitu�ee de l'ensemble des t�etra�edres T et de leurs
relations d'adjacence V . La seconde partie contient la proportion de chaque
objet ol dans chaque t�etra�edre T (vecteur M) d'un maillage Th d'une sc�ene
comprenant v objets. Ainsi, nous obtenons une d�ecomposition comparable �a
celle des images discr�etes.

La g�en�eration d'une T:P:R: �a partir d'une segmentation des tissus de la
tête (cf. section 6.2) se fait donc en deux �etapes :

1. Nous choisissons le centre C du domaine segment�e et nous construisons
le poly�edre form�e de 24 t�etra�edres invariants par subdivision partageant
C , �a partir du t�etra�edre invariant par subdivision

T � =

8><>:
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0
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0
0
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en le mettant �a l'�echelle a�n qu'il englobe tous les tissus de la tête
(cf. �gure 6.7). Ensuite nous subdivisons tous les t�etra�edres de fa�con
r�ecursive jusqu'�a obtenir un nombre de t�etra�edres su�sant pour avoir
une bonne repr�esentation tout en satisfaisant la contrainte de coût de
calcul impos�ee par la m�ethode aux �el�ements �nis (cf. algorithme 6.3).
Nous pouvons remarquer que le nombreNTh de t�etra�edres d'une T:P:R:
�evolue suivant la loi NTh = 24 � 8n o�u n correspond �a la r�esolution (cf.
tableau 6.3). La r�esolution n = 4 (NTh = 98304) est un bon com-

n NTh %e1 %e2

0 24 74 26
1 192 60 40
2 1536 59 41
3 12888 58 42
4 98304 57 43
5 786432 57 43

Tab. 6.3 { Nombre NTh de t�etra�edres et le pourcentage des longueurs d'arêtes
e1 et e2 pour chaque r�esolution n.
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promis entre la �nesse de la repr�esentation et le coût de calcul de la
m�ethode (cf. section 6.3.4). D'autre part une T:P:R: poss�ede des t�e-
tra�edres dont les arêtes ont deux longueurs presque identiques (elles

ne peuvent prendre que les valeurs e1 = 1 et e2 =
p
10
3

pour T �). A
partir de n = 1, les pourcentages des deux types d'arêtes ont d'ailleurs
tendance �a devenir identiques d'une r�esolution �a l'autre (cf. tableau
6.3). Cette r�egularit�e en longueur d'arête est �egalement synonyme de
stabilit�e num�erique dans la m�ethode aux �el�ements �nis. Nous remarque-
rons que ces deux arêtes e1 et e2 sont de l'ordre du centim�etre lorsque
le poly�edre form�e des 24 t�etra�edres invariant par subdivision englobe
compl�etement la segmentation et que la r�esolution de la T:P:R: vaut
n = 4. La construction d'une T:P:R: (cf. algorithme 6.3) s'e�ectue en
deux parties. Une premi�ere boucle permet de cr�eer les t�etra�edres enfants
�a partir d'une t�edra�edrisation parent. Dans notre algorithme, chaque
enfant poss�ede la connaissance du t�etra�edre p�ere et vice versa. C'est
pourquoi, la construction du voisinage total, qui constitue la deuxi�eme
boucle de notre algorithme, ne n�ecessite pas de parcourir pour chaque
t�etra�edre toute la t�etra�edrisation. En e�et, pour un t�etra�edre enfant
E ayant un p�ere P , il su�t de parcourir les t�etra�edres enfants dans
le voisinage du t�etra�edre P pour connâ�tre le voisinage de l'enfant E.
Cette fa�con de calculer le voisinage r�eduit consid�erablement le temps
de calcul.

2. Ensuite, nous calculons la proportion de chaque tissu de la tête (vecteur
M) dans chaque t�etra�edre de la T:P:R: g�en�er�ee �a l'�etape pr�ec�edente en
s'appuyant sur l'I.R.M. segment�ee (cf. algorithme 6.4). La construction
de cet ensembleM est calculable si la T:P:R: est �a une r�esolution plus
grossi�ere que la r�esolution de la sc�ene segment�ee. Dans ce cas, nous
sommes sûrs qu'un t�etra�edre intersecte plusieurs voxels. Cette condition
est toujours remplie car le maillage des tissus de la tête est toujours �a
des r�esolutions inf�erieures (NTh = 98304) �a la r�esolution voxelique.

Algorithme 6.3 pseudo-code de la construction d'une T.P.R.

initialisation :

Soit Th le poly�edre form�e par 24 t�etra�edres invariants par subdivision
�etant tous voisins entre eux par le même sommet avec:

Th:Sommets le tableau des sommets de Th

Th:Facettes le tableau des t�etra�edres de Th

pour resolution = 1 �a n

Thancien  Th

�etape de construction g�eom�etrique
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pour t�etra�edre i = 1 �a NTh nombre total de t�etra�edres de Th

1. subdiviser i en huit t�etra�edres invariants par subdivision.

2. ins�erer Enfant:Sommets le tableau des dix sommets cr�e�es �a par-
tir du t�etra�edre i dans Th:Sommets.

3. ins�ererEnfant:Facette le tableau des facettes des huit t�etra�edres
de i cr�e�es. Les t�etra�edres enfants ont leurs fa�ces orient�ees de telle
fa�con que les normales pointent �a l'ext�erieur du t�etra�edre.

4. ins�erer Enfant:V oisinage les relations d'adjacence locale entre
les huit t�etra�edres enfants du t�etra�edre i

�n pour resolution

�etape de construction du voisinage total

pour t�etra�edre i = 1 de T �a NTh nombre total de t�etra�edres de Th

pour voisin v = 1 �a nombre total de voisins du p�ere dans Thancien du
t�etra�edre i

pour ch = 1 �a nombre de voisins de v

si v est adjacent �a i alors i:V oisinage v �n si

�n pour ch

�n pour v

�n pour i

Algorithme 6.4 pseudo-code de la construction de l'ensemble M

Cet algorithme est fond�e sur la propri�et�e qu'un point Xi est �a l'int�erieur
d'un t�etra�edre T = fp1; p2; p3; p4g si :

Xi = �iTp1 p1 + �iTp2 p2 + �iTp3 p3 + �iTp4 p4

avec 0 � �iTpj � 1 pour j = 1; :::4 et �iTp1 + �iTp2 + �iTp3 + �iTp4 = 1.

Soit I(o1; :::ov) une image classique segment�ee comprenant v objets.

Soit NTh le nombre total de t�etra�edres de Th

Soit ol l'objet segment�e l de fo1; :::; ovg.
Soit MTh(T ) le vecteur de taille v repr�esentant la proportion de chaque
objet dans un t�etra�edre T de Th. On note MTh(T )(ol) la l i�eme compo-
sante de MTh(T ) (proportion de ol dans T ).
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initialisation :

pour k = 1 �a NTh

8lMTh(ol) = 0

�n pour k

pour k = 1 �a NT

Soit n�T le nombre total de Xi dans T .

pour i = 1 to n�T

si I(Xi) = I(ol) alors MT (T )(ol) =MTh(T )(ol) + (1=n�T ) �n si

�n pour i

�n pour k

La �gure 6.7 repr�esente les di��erents niveaux de subdivision d'une T:P:R:
(Th = fT; V;Mg) des tissus de la tête �a partir d'une segmentation des tissus
de la tête. La table de couleur correspond au type de tissus pr�esents dans un
t�etra�edre. Ainsi, nous observons qu'�a partir de la r�esolution n = 3, le nombre
de t�etra�edres ayant un m�elange des tissus scalp, os et cerveau diminue.

Notre proc�edure de maillage doit a�ecter un seul tissu par t�etra�edre a�n
de r�epondre aux contraintes requises par la m�ethode aux �el�ements �nis. Pour
cela, nous allons �a pr�esent construire un mod�ele topologique permettant d'at-
tribuer �a chaque t�etra�edre un seul tissu sans changer la topologie des objets
maill�es (cf. section 6.3.2).

6.3.2 D�eformation homotopique d'un maillage volumique

A partir de la caract�erisation locale d'un t�etra�edre simple (cf. chapitre
4), nous avons d�evelopp�e un algorithme d'�etiquetage permettant de cr�eer un
mod�ele volumique des tissus de la tête conservant certaines propri�et�es topo-
logiques. Cette technique de maillage t�etra�edrique est fond�ee sur l'utilisation
d'un algorithme d'�etiquetage homotopique d'une T:P:R: des tissus de la tête.

L'algorithme g�en�eral d'�etiquetage homotopique utilise trois fonctions prin-
cipales :

{ mod�ele initial : cette fonction est charg�ee de construire le mod�ele
initial devant être d�eform�e par la suite. La topologie de ce mod�ele
initial sera conserv�ee tout au long du processus de d�eformation.
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scalp

os+cerveau+scalp

os+cerveau

cerveau

scalp+os

Segmentation des tissus de la tete

T.P.R.T

n=2

n=1n=0

n=3

n=4

Fig. 6.7 { Les di��erentes niveaux de subdivision d'une T:P:R: des tissus de
la tête.
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{ crit�ere de s�election : la s�election des t�etra�edres devant être modi��es
est faite par l'interm�ediaire de cette fonction. C'est elle qui est charg�ee
de guider la d�eformation vers le mod�ele �nal.
En premier lieu, le crit�ere de s�election s�electionne uniquement les t�etra-
�edres simples. Cette s�election assure la topologie du mod�ele en cours
d'�etiquetage. Le nombre de d�etections des t�etra�edres simples a donc
une grande inuence sur la rapidit�e de l'algorithme g�en�eral. A�n d'op-
timiser la rapidit�e de l'algorithme, il faut remarquer que les t�etra�edres
simples se trouvent toujours �a la fronti�ere entre un objet et le fond. Il y
a donc dans beaucoup de cas peu de t�etra�edres simples par rapport au
nombre total de t�etra�edres. De plus, au cours du processus de d�eforma-
tion nous n'examinons que les t�etra�edres dans le voisinage par face des
t�etra�edres simples car cela restreint l'ensemble des t�etra�edres simples �a
tester par rapport �a ceux satisfaisant les conditions du th�eor�eme 4.41
et permet d'�eviter l'apparition de structures arborescentes irr�eguli�eres.
En e�et, en l'absence de crit�ere de r�egularisation ad�equat pour guider
leur �evolution, les volumes ne suivent pas une trajectoire r�eguli�ere. Ils
apparaissent donc sur les images sous forme de ruban t�etra�edrique.
Par ailleurs, le crit�ere de s�election est fond�e sur deux seuils (�T et �V )
et un bool�een �max.
Le seuil �T autorise l'�evolution du mod�ele par rapport �a la proportion
de chaque tissu de la tête dans chaque t�etra�edre.
Le seuil �V autorise l'�evolution du mod�ele par rapport �a la proportion
de chaque tissu de la tête d'au moins la moiti�e des voisins par face d'un
t�etra�edre donn�e.
Le bool�een �max autorise l'�evolution du mod�ele en fonction de la pro-
portion du tissu en cours d'�etiquetage. Ce bool�een est vrai si le tissu,
en cours d'analyse, est le plus pr�esent dans le t�etra�edre T .

{ crit�ere de �n : ce crit�ere d'arrêt de l'algorithme doit d�eterminer si
le mod�ele courant de la d�eformation est une solution au probl�eme que
l'on souhaite r�esoudre.
Nous avons d�e�ni ce crit�ere en d�eterminant, �a partir d'une T:P:R: des
tissus de la tête, le nombre n de t�etra�edres ayant une proportion de tissu
�T . Ainsi, l'�etiquetage pour un tissu donn�e s'arrête lorsque le nombre n
de t�etra�edres est atteint. Ce crit�ere a pour but de d�eterminer le nombre
de t�etra�edres n�ecessaires pour retrouver un maillage du tissu satisfai-
sant une proportion de tissu au plus �egale �a �T . Nous verrons que ce
crit�ere d'arrêt n'est pas judicieux puisque il ne laisse pas assez de exi-
bilit�e �a l'�etiquetage (section 6.3.5). C'est pourquoi, nous avons d�ecid�e,
ensuite, d'�eliminer tout crit�ere de �n dans notre proc�edure d'�etique-
tage. En l'absence de crit�ere de �n, il est alors important d'�etudier la
convergence de l'algorithme et de v�eri�er qu'il �evolue toujours vers une
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solution. Th�eoriquement, la convergence de l'algorithme est assur�ee car
l'algorithme ajoute des t�etra�edres simples et il y a un nombre �ni de
t�etra�edres. Pour illustrer la convergence, nous avons choisi de repr�e-
senter, pour chaque tissu, le nombre total de t�etra�edres du maillage �a
chaque it�eration du mod�ele par rapport au nombre de t�etra�edres ayant
une proportion de tissu �T (cf. section 6.3.5).

L'algorithme d'�etiquetage homotopique est appliqu�e de fa�con s�equentielle au
tissu cerveau, os puis scalp. En premier lieu, l'algorithme de d�eformation est
initialis�e sur un objet connexe de l'int�erieur du cerveau. Cet objet connexe
est tout simplement un t�etra�edre �a l'int�erieur du cerveau. La s�election des
t�etra�edres du fond de l'objet devant être modi��es est faite en analysant les
t�etra�edres simples par rapport �a l'objet ainsi que leurs voisins par face qui ont
une proportion de tissu cerveau sup�erieure �a un certain seuil �T . Le mod�ele
n'�evolue plus quand le nombre total de t�etra�edres ayant une proportion de
tissu cerveau sup�erieure au seuil �T d�e�ni dans la s�election des t�etra�edres
est atteint, ou quand il n'y a plus de t�etra�edres simples. A la �n de cet
�etiquetage, nous obtenons un objet connexe repr�esentant le cerveau (voir
�gure 6.8). Cette objet ne pr�esente ni cavit�e ni tunnel et il est hom�eorphe �a
une sph�ere (cf. chapitre 4). Nous noterons que ni le seuil �V et ni le bool�een
�max n'interviennent dans l'�etiquetage du cerveau. Ce choix permet d'avoir
un nombre su�sant de t�etra�edres pour l'�etiquetage homotopique du tissu os.

A�n d'obtenir l'interface correspondant �a l'os, nous consid�erons l'union
du cerveau avec l'os comme un seul objet connexe. Ainsi, l'objet connexe
repr�esentant le cerveau obtenu pr�ec�edemment constitue le mod�ele initial pour
l'�etiquetage de l'os. L'algorithme de d�eformation pour l'os s�electionnne alors
les t�etra�edres simples du fond en fonction d'un seuil �T correspondant �a la
proportion d'os dans les t�etra�edres simples, en fonction du bool�een �max de
l'os et en fonction du seuil �V qui correspond �a la proportion d'os des voisins
par face. L'introduction du param�etre �V assouplit la proc�edure d'�etiquetage
en facilitant la cr�eation d'une interface os (cf. section 6.3.5.2). L'introduction
du bool�een �max permet d'adapter �nalement le mod�ele d'�etiquetage sur les
contraintes de fronti�eres impos�ees par la segmentation des tissus de la tête.
Nous verrons, dans la section 6.3.5, l'inuence des di��erents param�etres (�T ,
�V et �max) et du crit�ere d'arrêt sur la qualit�e des r�esultats obtenus. Nous
pouvons, d'ores et d�ej�a, indiquer que nous avons donn�e une priorit�e aux
param�etres (�T , �V et �max) en prenant en compte d'abord le param�etre �T ,
puis le param�etre �V et en�n le param�etre �max.

De fa�con analogue, nous consid�erons l'union cerveau, os et tête comme
un seul objet connexe repr�esentant la tête. L'algorithme de d�eformation pour
la tête est alors initialis�e sur l'objet connexe repr�esentant l'union de l'os et

154 J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese, 2001



6.3 Maillage volumique des tissus de la tête

du cerveau. L'�etiquetage homotopique de la tête s�electionne les t�etra�edres
simples en utilisant les mêmes crit�eres que pour l'os. Le choix des seuils �T
est identique pour les trois tissus �etudi�es tandis que le choix du seuil �V est
identique pour les tissus os et tête.

6.3.3 Visualisation

La visualisation bidimensionnelle et tridimensionnelle de l'�etiquetage ho-
motopique d'un maillage t�etra�edrique peut permettre d'�evaluer qualitative-
ment les r�esultats et de les comparer visuellement �a la segmentation des tissus
de la tête. N�eanmoins, la visualisation de l'�evolution du mod�ele homotopique
est un probl�eme d�elicat en raison de la structure mêmedu maillage volumique
qui n�ecessite la visualisation d'�el�ements t�etra�edriques. Nous avons donc mis
au point une technique de visualisation permettant d'observer les �el�ements
t�etra�edriques.

A�n de pouvoir localiser la position du mod�ele homotopique t�etra�edrique
dans la segmentation de l'image, nous nous sommes orient�es vers une ap-
proche permettant de visualiser les r�esultats par coupes tridimensionnelles
orthogonales (i.e. axiale, coronale et sagitalle). Ainsi, il est possible de su-
perposer les t�etra�edres simples du mod�ele homotopique d'un tissu sur la
segmentation des tissus de la tête. La �gure 6.8 pr�esente une vue d'ensemble
du mod�ele homotopique lorsque la segmentation est limit�ee �a seul objet (le
cerveau), on peut y voir trois coupes perpendiculaires de l'image de segmen-
tation, le mod�ele d'initial et les t�etra�edres simples du mod�ele homotopique
ainsi que l'�evolution du mod�ele 3D homotopique du cerveau. Ce type de
vue permet de visualiser l'�evolution de la (( surface du mod�ele )) (t�etra�edres
simples) au cours de son �evolution.

D'autre part, l'extraction d'une surface triangul�ee (maillage surfacique) �a
partir d'une T:P:R: homotopique consiste �a parcourir la liste des t�etra�edres
simples d'une composante connexe t�etra�edrique O du maillage et d�etecter
les faces des t�etra�edres simples qui sont voisins �a l'objet O qui constitue le
compl�ementaire de O dans la T:P:R: (cf. �gure 6.8 �a gauche). Nous n'avons
pas d�emontr�e que les surfaces, obtenues �a partir d'une T:P:R: homotopique,
�etaient hom�eorphes �a une sph�ere creuse. N�eanmoins, le calcul de la caract�e-
ristique d'Euler sur ces surfaces a montr�e que celles-ci �etaient hom�eomorphes
�a une sph�ere creuse dans tous les exemples trait�es.
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iteration 6

iteration 10

iteration 12

iteration 2

Fig. 6.8 { Etiquetage homotopique limit�e �a l'objet cerveau avec �T = 0; 8.
T�etra�edres simples de l'�etiquetage homotopique (en noir) superpos�es �a la seg-
mentation des tissus de la tête .

6.3.4 La r�esolution de la T:P:R: : les moments g�eom�e-
triques

Nous avons vu dans la section 6.3.1 que nous �xons une r�esolution d'une
T:P:R: des tissus de la tête �a partir d'une IRM segment�ee. Cette r�esolution
doit être un bon compromis entre la �nesse de la repr�esentation et le coût de
calcul de la m�ethode aux �el�ements �nis. Nous allons voir que cette r�esolution
peut être d�etermin�ee en calculant les moments g�eom�etriques de nos T:P:R:

Les moments g�eom�etriques sont couramment utilis�es en analyse d'image
et en reconnaissance de formes [REISS-93], [POUP-98]. Dans le cas d'objets

156 J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese, 2001



6.3 Maillage volumique des tissus de la tête

repr�esent�es sous une forme poly�edrique, il existe une formule explicite pour
calculer les moments g�eom�etriques de n'importe quel ordre en les calculant
sur des �el�ements t�etra�edriques [SHEY-01].

Si on consid�ere un maillage t�etra�edrique O form�e de t�etra�edres TO, le
moment g�eom�etrique d'ordre k = k1 + k2 + k3 est donn�e en d�ecomposant
chaque TO en ses faces puis en caculant le moment g�eom�etrique pour chaque
face FO = (a; b; c) du t�etra�edre TO. Le moment engendr�e par une face FO
se d�etermine alors en calculant le moment g�eom�etrique cr�e�e par le t�etra�edre
TFO(o; a; b; c) = Ti(a; b; c) qui est l'union de la face FO avec une origine o (cf.
�gure 6.9).

T O

T
F F

a

b

c

o

x

y

z

O

Fig. 6.9 { T�etra�edre TO et TFO = Ti pour le calcul d'un moment g�eom�etrique.

A partir de cette d�ecomposition en �el�ements t�etra�edriques Ti, le moment
mk1k2k3(O) d'ordre k = k1 + k2 + k3 d'un maillage t�etra�edrique se d�etermine
alors de la fa�con suivante :

mk1k2k3(O) =
Z
O
xk1yk2zk3dxdydz =

X
i

Z
Ti

xk1yk2zk3dxdydz =
X
i

mk1k2k3(Ti)

Nous rappelons que le tableau 2.2 de la page 39 regroupe la formulation
explicite des moments g�eom�etriques d'un t�etra�edre Ti jusqu'�a l'ordre 2.

A partir du th�eor�eme 2.3, nous avons calcul�e d'une part les moments
jusqu'�a l'ordre 2 des T:P:R: des tissus de la tête apr�es �etiquetage avec a priori
topologique, c'est-�a-dire, en prenant une proc�edure d'�etiquetage homotopique
pour deux r�esolutions di��erentes (n = 3 et n = 4). D'autre part, le calcul
des moments g�eom�etriques sur la segmentation a �et�e e�ectu�e sur les voxels
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de la segmentation. Nous repr�esentons, dans les tableaux 6.4, 6.5 et 6.6,
les erreurs relatives �M=Mv = jMT:P:R �Mvoxelsj =Mvoxels et des moments,
jusqu'�a l'ordre 2, pour les tissus cerveau, os et tête respectivement.

Nous remarquons qu'en passant d'une �echelle �a l'autre, l'erreur relative
des moments g�eom�etriques calcul�es par rapport �a la segmentation chute de
1=10 environ. En conclusion, il semblerait que l'�echelle de la T:P:R: �a la
r�esolution n = 4 est une approximation t�etra�edrique satisfaisante par rapport
�a la segmentation (cf. section 6.3.1). Les �gures 6.10 et 6.11 montrent une
superposition 4 des T:P:R: homotopiques (tête et cerveau) pour les r�esolutions
n = 3 et n = 4. Dans la section suivante, nous allons montrer l'inuence des
param�etres de l'�etiquetage homotopique �a partir d'une T:P:R: des tissus de
la tête �a la r�esolution n = 4.

Cerveau T:P:R:(n = 3) T:P:R:(n = 4)

�M000=M000v 0,026 0,011
�M100=M100v 0,022 0,008
�M010=M010v 0,017 0,007
�M001=M001v 0,018 0,005
�M200=M200v 0,018 0,005
�M020=M020v 0,011 0,004
�M002=M002v 0,011 0,002
�M110=M110v 0,014 0,004
�M101=M101v 0,016 0,002
�M011=M011v 0,011 0,001

Tab. 6.4 { Erreur relative �M=Mv = jMT:P:R �Mvoxelsj =Mvoxels des mo-
ments d'ordre 2 pour des T:P:R: de r�esolution 3 et 4 par rapport �a la seg-
mentation du cerveau.

6.3.5 R�egularisation, param�etres et convergence

Pour faire �evoluer le mod�ele initial, l'algorithme de d�eformation n�ecessite
�egalement la selection de trois param�etres (�T , �V et �max) et d'un crit�ere
d'arrêt (cf. section 6.3.2). Dans cette section, nous allons �etudier le com-
portement de notre algorithme d'�etiquetage homotopique par rapport aux
param�etres et au crit�ere d'arrêt.

4: Les vues tridimensionnelles de la segmentation vox�elique d'un tissu sont obtenues par
un logiciel de triangulation d�evelopp�e par Cyril Poupon sur la base du travail d'Olivier
Pizzato et de Marie-Elena Algorri [PIZZ-97], [ALGO-95]
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Fig. 6.10 { scalp et cerveau : superposition de la segmentation (en fon�c�e) et
du maillage homotopique t�etra�edrique (en clair) pour la r�esolution (n = 3)
de la T.P.R.

Fig. 6.11 { scalp et cerveau : superposition de la segmentation (en fon�c�e) et
du maillage homotopique t�etra�edrique (en clair) pour la r�esolution (n = 4)
de la T.P.R.
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Crâne T:P:R:(n = 3) T:P:R:(n = 4)

�M000=M000v 0,008 0,003
�M100=M100v 0,008 0,007
�M010=M010v 0,006 0,005
�M001=M001v 0,012 0,000
�M200=M200v 0,011 0,008
�M020=M020v 0,008 0,002
�M002=M002v 0,020 0,006
�M110=M110v 0,010 0,005
�M101=M101v 0,016 0,000
�M011=M011v 0,015 0,000

Tab. 6.5 { Erreur relative �M=Mv = jMT:P:R �Mvoxelsj =Mvoxels des mo-
ments jusqu'�a l'ordre 2 des T:P:R: de r�esolution 3 et 4 par rapport �a la
segmentation du crâne.

Tête T:P:R:(n = 3) T:P:R:(n = 4)

�M000=M000v 0,007 0.001
�M100=M100v 0,004 0,005
�M010=M010v 0,006 0,005
�M001=M001v 0,008 0,002
�M200=M200v 0,009 0,000
�M020=M020v 0,010 0,002
�M002=M002v 0,012 0,002
�M110=M110v 0,010 0,001
�M101=M101v 0,012 0,002
�M011=M011v 0,013 0,001

Tab. 6.6 { Erreur relative �M=Mv = jMT:P:R �Mvoxelsj =Mvoxels des mo-
ments jusqu'�a l'ordre 2 pour des T:P:R: de r�esolution 3 et 4 par rapport �a la
segmentation de la tête.

6.3.5.1 Exp�erience 1 : �etude de �T

Dans cette exp�erience, nous avons simplement �etudi�e le seuil �T de pro-
portion de tissu sans faire d'autres hypoth�eses. A�n d'�etudier le param�etre
�T , nous repr�esentons (cf. �gure 6.12), pour chaque tissu, le nombre total de
t�etra�edres du maillage �a chaque it�eration du mod�ele par rapport au nombre
t�etra�edres ayant une proportion de tissu �T . Nous faisons varier le seuil �T
de 0,2 �a 0,8.

Dans cette �etude, nous observons que le crit�ere d'arrêt n'est jamais at-
teint . Si le crit�ere d'arrêt �etait atteint, le rapport entre le nombre total de
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t�etra�edres du maillage �a la �n de l'�etiquetage et le nombre de t�etra�edres
ayant une proportion de tissu �T devrait être �egal �a 1. Or nous observons,
pour tous les tissus, un rapport inf�erieur �a un (cf. �gure 6.12). Dans le cas de
l'etiquetage du cerveau, nous observons que l'algorithme converge entre 12
et 17 it�erations pour le seuil �T variant de 0,2 �a 0,8. Pour l'os, l'algorithme
d'�etiquetage converge en 14 it�erations lorsque �T vaut 0,8 et en 2 it�erations
lorsque �T vaut 0,2 (cf. �gure 6.12 (a) et (d)).

Les courbes montent assez lentement pour l'�etiquetage du cerveau et plus
rapidement pour les autres tissus. Nous remarquons que si le seuil �T est
trop fort (cf. �gure 6.12 (c) et (d)), l'algorithme d'�etiquetage ne parviendra
pas �a �etiqueter un nombre important de t�etra�edres pour le crâne (cf. �gures
6.13 (c) et (d)). D'ailleurs, lorsque �T = 0; 8, l'algorithme ne parvient pas �a
�etiqueter des t�etra�edres contenant du tissu tête (cf. �gure 6.13 (d)).

A l'inverse, si �T est trop faible (�gure 6.12 (c) et (d)), l'algorithme sera
capable d'�etiqueter le crâne et le scalp mais ces seuils ne permettent pas de
conserver de bonnes fronti�eres entre les tissus et donc nous nous �eloignons
des contraintes anatomiques impos�ees par la segmentation. Notre objectif est
de conserver des seuils �T et d'avoir des strat�egies d'�etiquetage permettant
de cr�eer une fronti�ere avec une certaine �epaisseur. C'est pourquoi, dans la
deuxi�eme exp�erience, nous avons introduit le param�etre �V pour l'�etiquetage
des tissus os et tête.

6.3.5.2 Exp�erience 2 : introduction du param�etre �V

Dans cette exp�erience, nous avons introduit le param�etre �V dans notre
mod�ele tout en conservant le crit�ere d'arrêt d�e�ni pr�ec�edemment et en �xant
le seuil �T �a 0; 8 et �a 0; 6. Nous rappelons que le param�etre �V permet
d'�etiqueter un t�etra�edre T simple si au moins la moiti�e des t�etra�edres voisins
par face de T ont une proportion de tissu �V .

Dans un premier temps, nous avons donn�e �a ce seuil une valeur tr�es faible
(�V = 0; 1) a�n de faciliter au maximum la proc�edure d'�etiquetage. Dans ce
cas, l'algorithme d'�etiquetage a toujours du mal �a suivre la segmentation des
tissus de la tête (cf. �gure 6.14). Certes, nous observons l'apparition d'une
fronti�ere pour le tissu du crâne mais celle-ci n'entoure pas compl�etement le
cerveau (cf. �gure 6.14 (b)). Avec notre crit�ere de simplicit�e d'un t�etra�edre,
l'union du cerveau avec l'os forme une composante connexe mais il existe
des pseudo-tunnels qui ne sont pas de v�eritables tunnels au sens topologique,
mais qu'il serait souhaitable de remplir pour favoriser la r�egularit�e de l'�eti-
quetage. Ce ph�enom�eme s'apparente �a la graine qui se transforme en arbre :
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a b

c d

Fig. 6.12 { Convergence de l'�etiquetage homotopique des tissus de la tête.
Rapport (en ordonn�ees) entre le nombre de t�etra�edres �etiquet�es par it�eration
(en abscisses) et le nombre de t�etra�edres ayant un seuil �T . Chaque courbe
repr�esente un tissu �etiquet�e ( - pour le cerveau, o pour le crâne et + pour le
scalp).
(a) �T = 0; 2 (b) �T = 0; 4 (c) �T = 0; 6 (d) �T = 0; 8.

sa g�eom�etrie change consid�erablement mais sa topologie est pr�eserv�ee.

En conclusion, l'utilisation uniquement des deux seuils �V et �T est
insu�sante pour l'�etiquetage. Il est n�ecessaire d'introduire le bool�een �V
correspondant au tissu le plus pr�esent dans un t�etra�edre a�n de suivre les
contraintes anatomiques impos�ees par la segmentation des tissus.
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(b)

(a)

Fig. 6.13 { Exp�erience 1 : Etude du param�etre �T dans le mod�ele homotopique
d'�etiquetage pour la r�esolution de la T:P:R: n = 4.
(a) �T = 0; 8 sans �V et sans �max (b) �T = 0; 6 sans �V et sans �max.

6.3.5.3 Exp�erience 3 : introduction du bool�een �max

L'introduction du bool�een �max de tissu dans un t�etra�edre coupl�ee aux
param�etres �T et �V permet d'adapter le mod�ele d'�etiquetage homotopique
sur les contraintes de fronti�eres impos�ees par la segmentation des tissus de
la tête. Le crit�ere d'arrêt a, d'autre part, chang�e car nous comptons, pour
chaque tissu le nombre a a priori de t�etra�edres ayant une proportion de tissu
�T ou ayant une composition maximale de tissu consid�er�e. Cette modi�cation
du crit�ere d'arrêt augmente le nombre de t�etra�edres candidats �a l'etiquetage.

Nous observons une l�eg�ere am�elioration de l'�etiquetage homotopique (cf.
�gure 6.15). En e�et, l'�etiquetage du crâne est am�elior�e et suit le pourtour
du cerveau mais cela reste toutefois insu�sant par rapport �a la segmentation
des tissus. C'est pourquoi, dans une derni�ere exp�erience, nous envisagons de
supprimer le crit�ere d'arrêt.
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(a)

(b)

Fig. 6.14 { Exp�erience 2 : introduction du param�etre �V dans le mod�ele ho-
motopique d'�etiquetage.
(a) �T = 0; 8 et �V = 0; 1 (b) �T = 0; 6 et �V = 0; 1.

(a)

(b)

Fig. 6.15 { Exp�erience 3 : introduction de la proportion maximale de tissu
dans un t�etra�edre.
(a) �T = 0; 8,�V = 0; 1 et �max (b) �T = 0; 6, �V = 0; 1 et �max.
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6.3.5.4 Exp�erience 4 : �elimination du crit�ere d'arrêt

L'�elimination du crit�ere d'arrêt permet d'�etiqueter de fa�con convenable
et de suivre la segmentation des tissus de la tête (cf. �gure 6.16). L'algo-
rithme s'arrête donc lorsqu'il n'existe plus de t�etra�edres simples satisfaisant
les crit�eres de proportion �T , �V et �max pour le tissu consid�er�e.

Fig. 6.16 { Elimination du crit�ere d'arrêt (�T = 0; 8,�V = 0; 1 et �max).

Dans ce cas de �gure, l'inuence du param�etre �V est relativement im-
portante. En e�et, si �V est faible, l'�epaisseur de la couche t�etra�edrique est
assez importante (cf. �gure 6.16), ce qui entrâ�ne d'une part un d�eplacement
des fronti�eres par rapport �a la vraie segmentation du crâne (cf . �gure 6.17
(a)) et d'autre part sur�evalue fortement le nombre de t�etra�edres satisfaisant
les crit�eres �T , �V et �max par rapport au nombre de t�etra�edres calcul�e �a
partir du crit�ere d'arrêt (cf. �gure 6.19 (a)). En ce qui concerne l'�etiquetage
homotopique de la tête, celui-ci est �egalement sensible au param�etre �V (cf.
�gure 6.18). N�eanmoins, cet �etiquetage n'est pas trop sur�evalu�e par rapport
au nombre de t�etra�edres calcul�e �a partir du crit�ere d'arrêt (cf. �gure 6.19
(b)).

En conclusion, lorsque nous �xons �V = 0; 6 lorsque �T = 0; 8, l'�eti-
quetage est tout a fait convenable (cf. �gure 6.20) et se rapproche de la
segmentation des tissus. Nous repr�esentons, dans la �gure 6.21, les coupes
obliques superposant les T:P:R: homotopiques du cerveau et de l'os sur la
segmentation des tissus. La �gure 6.22 est une repr�esentation 3D des T:P:R:
homotopiques des tissus de la tête obtenus pour l'�etiquetage optimal.

6.3.6 Conclusion

Nous avons d�ecrit une m�ethode de g�en�eration de maillages t�etra�edriques
�a partir d'un volume I.R.M. segment�e. En appliquant un �etiquetage et des
d�eformations homotopiques, nous avons pu g�en�erer de fa�con robuste et ra-
pide des maillages des tissus de la tête. Notre approche ne n�ecessite pas la
formation de la fronti�ere surfacique des objets contrairement aux approches
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(d)

(a)

(b)

(c)

Fig. 6.17 { Etude du param�etre �V pour �T = 0; 8. Superposition des t�etra-
�edres simples du crâne (en noir) avec la segmentation.
(a) �V = 0; 8 (b) �V = 0; 6 (c) �V = 0; 4 (d) �V = 0; 2.
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(d)

(c)

(b)

(a)

Fig. 6.18 { Etude du param�etre �V pour �T = 0; 8. Superposition des t�etra-
�edres simples de la tête (en noir) avec la segmentation.
(a) �V = 0; 8 (b) �V = 0; 6 (c) �V = 0; 4 (d) �V = 0; 2.

J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese 167



Maillage des tissus de la tête en E.E.G. et en M.E.G.

(a) (b)

Fig. 6.19 { Etude de la proportion des tissus crâne et tête pour di��erentes
valeurs de �V avec �T = 0; 8. Rapport entre le nombre de t�etra�edres �etiquet�es
par it�eration (en abscisses) et le nombre de t�etra�edres satisfaisant la compo-
sition de tissu maximal �max (en ordonn�ees) . (a) Proportion du crâne (b)
Proportion de la tête.

Fig. 6.20 { Etiquetage optimal (�T = 0; 8, �V = 0; 6 et �max).

actuelles [FREY-99] et �evite de recalculer syst�ematiquement la structure g�eo-
m�etrique de la T:P:R: puisque celle-ci est identique �a un facteur d'�echelle pr�es
pour chaque I.R.M. segment�ee.

Nous avons mis au point un algorithme de maillage volumique des tissus
de la tête s'appuyant sur la d�eformation d'un objet �a l'int�erieur du cerveau.
Notre mod�elisation permet d'une part de pr�eserver la topologie sph�erique
du mod�ele initial et ainsi d'être en accord avec la topologie du cerveau et,
d'autre part, assure une qualit�e g�eom�etrique des �el�ements t�etra�edriques. Les
maillages correspondants aux autres tissus de la tête s'appuient topologi-
quement sur le mod�ele homotopique du cerveau. C'est pourquoi notre mo-
d�elisation ne permet pas d'exprimer compl�etement la topologie de sph�eres
imbriqu�ees des tissus de la tête qui est celle qui est utile pour la F.E.M. Il
serait donc int�eressant de pouvoir �etablir des crit�eres topologiques dans le

168 J�er�emie Pescatore, rapport de th�ese, 2001



6.4 T:P:R: adapt�ees des tissus de la tête

(a)

(b)

Fig. 6.21 { Etiquetage optimal avec segmentation en coupe oblique.
(a) cerveau (b) crâne

cas de plusieurs objets. Ces crit�eres multi-objets permettrait d'�eviter tous
paradoxes topologiques et d'exprimer totalement la topologie des tissus de
la tête.

6.4 T:P:R: adapt�ees des tissus de la tête

Les di��erentes contraintes qui interviennent dans la r�ealisation d'un maillage
t�etra�edrique adapt�e aux calcul des �el�ements �nis sont de prendre d'une part
en compte les �epaisseurs des di��erentes interfaces d�elimitant les structures
anatomiques et d'autre part d'avoir des t�etra�edres assez r�eguliers pour assu-
rer la convergence des m�ethodes de r�esolution. Les T:P:R: homotopiques des
tissus de la tête d�ecrites pr�ec�edemment r�epondent �a ces contraintes.

N�eanmoins, d'autres contraintes interviennent dans la r�esolution du pro-
bl�eme direct en M.E.G. et E.E.G. Premi�erement nous pouvons envisager
d'avoir un pas de maillage adapt�e en volume aux gradients du potentiel �elec-
trique ou du champ magn�etique. Pour cette contrainte, il est n�ecessaire de
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Fig. 6.22 { Une repr�esentation en 3D d'un �etiquetage homotopique (�V = 0; 6
et �T = 0; 8) d'une T.P.R. des tissus de la tête �a la r�esolution NTh = 98304.

connâ�tre la position du dipôle a priori et d'utiliser par exemple un estima-
teur d'erreur li�e �a l'arête d'un t�etra�edre (cf. section 5.1.2) a�n de d�eterminer
les t�etra�edres o�u l'adaptation est n�ecessaire. En pratique, il n'est pas envisa-
geable d'e�ectuer cette adaptation de maillage pour toutes les positions de
dipôles tant leur nombre est important (de l'ordre de 40000 sommets pour
une repr�esentation pr�ecise du cortex c�er�ebral). En fait, ce genre d'adaptation
peut être envisag�e apr�es une premi�ere passe de la r�esolution du probl�eme
inverse, ce qui permet d'avoir une premi�ere estimation de la position des
dipôles actifs.

Dans notre travail, nous nous sommes plutôt int�eress�es �a cr�eer un maillage
globalement de bonne qualit�e pour toutes les positions de dipôles possibles.
Aussi, dans ce cadre, il existe une contrainte qui peut s'ins�erer dans notre d�e-
marche. Cette contrainte se traduit par la n�ecessit�e de disposer d'un maillage
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su�samment �n au niveau des interfaces a�n de permettre une discr�etisation
correcte des contraintes physiques surfaciques du potentiel �electrique (cf. An-
nexe 4). Pour cela, nous avons mis en �uvre notre m�ethode de h-adaptation
par modi�cations locales d'une T:P:R: d�ecrite dans la section 5.2.

Dans ce type d'adaptation, la requête d'a�nement est formul�ee aux som-
mets des �el�ements. Nous avons donc construit une requête d'a�nement aux
sommets en calculant la proportion de tissu d'un t�etra�edre de la T:P:R: et en
le comparant �a la proportion de tissu du t�etra�edre construit avec le sommet
et le milieu des arêtes du t�etra�edre de la T:P:R: consid�er�ee. Si la proportion
maximale de tissu est di��erente entre les deux t�etra�edres, le sommet doit su-
bir un a�nement. A partir de cette requête, nous avons �etudi�e l'adaptation
des T:P:R: en prenant d'une part les tissus s�epar�ement puis ensuite regrou-
p�es. La �gure 6.23 repr�esente les T:P:R adapt�es pour les tissus de la tête pris
s�epar�ement. En comparant les T:P:R: adapt�es �a la T:P:R homotopique des
tissus de la tête (cf. �gure 6.16), nous remarquons que les maillages adap-
t�es suivent, plus pr�ecisement, les fronti�eres de la segmentation des tissus (cf.
�gure 6.6).

Le tableau 6.7 montre que le nombre de t�etra�edres cr�e�es reste raisonnable
(environ 180000 t�etra�edres engendr�es). En e�et, le nombre de t�etra�edre cr�e�es
est �a comparer �a celui obtenu lors du passage de la r�esolution n = 4 (ie.
environ 100000 t�etra�edres) �a la r�esolution n = 5 d'une T:P:R: (ie. environ
700000 t�etra�edres).

objet NTetra NA

cerveau 151993 309330
crâne 149174 305984
scalp 173785 333996

tissus de la tête 213179 372734

Tab. 6.7 { Nombre de t�etra�edres NTetraet d'arêtes NA des T:P:R: adapt�ees
pour les di��erents objets maill�es.

Etant donn�e qu'une h-adaptation par modi�cations locales d'une T:P:R:
inue directement sur la distribution des longeurs d'arêtes (cf. Annexe 4),
nous avons mis au point un algorithme d'�enum�eration des arêtes (cf. algo-
rithme 6.5) d'un maillage t�etra�edrique. Cet algorithme correspond, �a l'exten-
sion en 3D, de celui propos�e par Frey [FREY-99].

Algorithme 6.5 pseudo-code de l'�enum�eration des arêtes d'un maillage
t�etra�edrique

Soit Th = fT; V g un maillage t�etra�edrique avec T l'ensemble des t�etra-
�edres de Th et V leurs relations d'adjacence.
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os

fond

fond

fond

cerveau

(a)

(b)

(c)

scalp

Fig. 6.23 { T:P:R (n = 4) adapt�es d'un seul tissu. L'�echelle de couleurs
correspond �a la proportion d'un seul tissu dans chaque t�etra�edre.
(a) cerveau (b) os (c) scalp.
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Soit NTh le nombre de t�etra�edres de Th

Soit Edges la liste des arêtes de Th.

Soit Edges:Communs[j] la liste des t�etra�edres partageant l'arête j dans
Th

Soit Nj le nombre de t�etra�edres partageant l'arête j dans Th

Soit Edges:Processed[i][6] un tableau de bool�een indiquant si l'une des
six arêtes du t�etra�edre i de Th a d�ej�a �et�e trait�ee

initialisation:

Tous les �el�ements de Edges:Processed[NTh][6] sont initialis�es �a faux

pour K = 1 �a NT

pour j = 1 �a 6

si Edge:Processed[K][j] est faux alors

ins�erer l'arête j du t�etra�edre K dans la liste des arêtes Edge

ajouter les t�etra�edres partageant l'arête j dans Edge:Communs[j]

pour n = 0 �a Nj

pour l = 1 �a 6

Edge:Processed[Edge:Communs[j][n]][l]=vrai

�n pour l

�n pour n

�n si

�n pour j

�n pour K

Nous pouvons remarquer que la longueur e des arêtes d'une T:P:R adapt�ee
tend, en moyenne, vers la dizaine de millim�etres (cf. tableau 6.8 ainsi que les
�gures 6.24 et 6.25). Etant donn�e que l'ordre de grandeur des erreurs de
localisation des sources neuronales du probl�eme inverse en E.E.G. et M.E.G.
se situe �egalement autour du centim�etre, nous pouvons donc en conclure que
le niveau de r�esolution d'une T:P:R adapt�ee est su�sant.

Nous noterons �egalement que la h-adaptation par modi�cations locales
d'une T:P:R: ne modi�e pas excessivement la qualit�e globale du maillage
puisque celle-ci reste de l'ordre de 0; 8 � 0:2 pour la qualit�e Q�1

� (cf. ta-
bleau 6.9) et 1; 3 � 0:5 pour la qualit�e Q� (cf. tableau 6.10). Nous obser-
vons �egalement (cf. les histogrammes de qualit�e des �gures 6.24 et 6.25)
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en mm �(e) �(e) min(e) max(e)

cerveau 9; 42 2; 24 5; 00 11; 54
crâne 10; 66 2; 49 5; 62 12; 99
scalp 10; 18 2; 72 5; 62 12; 99

tissus de la tête 9; 53 2; 92 5; 62 12; 99

Tab. 6.8 { Longueur e d'arête d'une T:P:R: adapt�ee pour les di��erents tissus
maill�es.

que la proportion d'�el�ements de mauvaises qualit�es (min(Q�1
� ) = 0; 40 et

max(Q�) = 2; 59) reste relativement faible par rapport aux �el�ements de
bonnes qualit�es (max(Q�1

� ) = 0; 86 et min(Q�) = 1; 07).

�(Q�1
� ) �(Q�1

� ) max(Q�1
� ) min(Q�1

� )

cerveau 0; 77 0; 17 0; 86 0; 40
crâne 0; 78 0; 16 0; 86 0; 40
scalp 0; 76 0; 19 0; 86 0; 40

tissus de la tête 0; 78 0; 17 0; 86 0; 40

Tab. 6.9 { Qualit�e Q�1
� d'une T:P:R: adapt�ee pour les di��erents tissus

maill�es.

�(Q�) �(Q�) max(Q�) min(Q�)

cerveau 1; 31 0; 47 2; 59 1; 07
crâne 1; 29 0; 45 2; 59 1; 07
scalp 1; 35 0; 49 2; 59 1; 07

tissus de la tête 1; 31 0; 47 2; 59 1; 07

Tab. 6.10 { Qualit�e Q� d'une T:P:R: adapt�ee pour les di��erents tissus
maill�es.

Nous pensons que l'�etiquetage homotopique d'une T:P:R: adapt�ee doit
permettre de cr�eer un maillage de qualit�e globale satisfaisante pour la r�eso-
lution du probl�eme direct par �el�ements �nis. C'est pourquoi nous avons choisi
d'�evoquer cette approche possible de maillage adaptatif que nous n'avons fait
que survoler pour l'instant, mais qui nous semble prometteuse. Il reste en-
core beaucoup de travail �a accomplir pour �etudier les di��erentes mani�eres de
fusionner les contraintes topologiques d'�etiquetage avec les contraintes ana-
tomiques. En e�et, dans une T:P:R: adapt�ee, la dimension locale variable des
t�etra�edres entrâ�ne une complexit�e dans la proc�edure d'�etiquetage homoto-
pique.
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(a) (b)

(c)

(mm)

Fig. 6.24 { Histogrammes d'une T:P:R adapt�ee du tissu cerveau.
(a) qualit�e Q�1

� , (b) qualit�e Q�, (c) longeurs d'arêtes e.

6.5 Surfaces des tissus de la tête extraites d'une

T:P:R:

Bien que notre travail consiste principalement �a mettre au point une m�e-
thode volumique de maillage des tissus de la tête, nous avons vu qu'il existe
di��erentes techniques de calcul num�erique pour la r�esolution du probl�eme
direct en E.E.G./M.E.G. (cf. section 1.5.2). Une d'entre elle consiste notam-
ment �a r�esoudre le probl�eme direct en M.E.G. et E.E.G. par la m�ethode des
int�egrales de fronti�eres (cf. section 1.5.2) et n�ecessite de disposer des trian-
gulations des di��erentes couches de la tête. C'est pourquoi, nous avons tent�e
d'extraire des triangulations �a partir de nos maillages t�etra�edriques des tis-
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(b)

(c)

(mm)

(a)

Fig. 6.25 { Histogrammes d'une T:P:R: adapt�ee correspondant �a l'union des
tissus de la tête.
(a) qualit�e Q�1

� , (b) qualit�e Q�, (c) longeurs d'arêtes e.

sus de la tête. Nous esp�erons ainsi confronter ult�erieurement les r�esultats du
probl�eme direct obtenus respectivement par la m�ethode des �el�ements �nis et
des int�egrales de fronti�eres.

La plupart des approches actuelles g�erent les surfaces de fa�con ind�epen-
dante en utilisant une m�ethode du type ((marching cube)) suivie d'op�erateurs
de simpli�cation de maillages o�u la densit�e des �el�ements est li�ee �a la courbure
locale de la surface [FREY-99] consid�er�ee. Dans le cas des tissus de la tête,
les surfaces sont tr�es proches les unes des autres et l'utilisation des approches
actuelles de simpli�cation entrâ�ne en pratique l'intersection de la surface de
l'os avec celle du cerveau. Dans le cas des tissus de la tête, une m�ethode
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de type ((marching cube)) engendre �egalement des triangulations ayant plu-
sieurs dizaines de milliers d'�el�ements. Or la r�esolution du probl�eme direct en
M.E.G./E.E.G. par la m�ethode des int�egrales de fronti�eres (B.E.M.) n�eces-
site d'avoir une repr�esentation surfacique de moins d'un millier de triangles
a�n d'avoir des temps de calculs raisonnables. C'est pourquoi, nous propo-
sons dans cette section d'extraire les surfaces du scalp, de l'os et du cerveau
�a partir d'une T:P:R: homotopique des tissus de la tête (cf. section 6.3) en
�evitant l'intersection des surfaces.

L'extraction d'une surface �a partir d'une T:P:R: homotopique consiste
�a parcourir la liste des t�etra�edres simples d'une composante connexe t�etra-
�edrique O du maillage et d�etecter les faces des t�etra�edres simples qui sont
voisins au compl�ementaire O de la T:P:R: (cf. section 6.3.3).

A�n de s'approcher de la vraie surface, nous proc�edons alors �a un Lissage
par Laplacien dans sa version relax�ee (cf. section 5.3) en ne modi�ant
que les points P de la surface qui s'approche de la vraie surface (r�esolution
vox�elique) de O. Cela se traduit par:

D(((1 � w)P + wP �) < D(P )

o�u :

{ D est une carte de distances par rapport �a la vraie surface,

{ w 5 est un param�etre de relaxation et,

{ P � = 1
n

Pn
j=1 Pj o�u les Pj sont les sommets de la boule autres que P .

La �gure 6.26 �a gauche pr�esente l'extraction de surfaces non liss�ee des
tissus de la tête �a partir d'une T:P:R: de r�esolution n = 3. Et la même �gure
�a droite montre la version liss�ee des tissus de la tête.

Nous rappelons que pour l'os (resp. pour le scalp) la composante connexe
O est �egale �a Ocerveau [ Oos (resp. Ocerveau [ Oos [ Oscalp). Un �etiquetage
homotopique des tissus de la tête �a partir d'une T:P:R: de faible r�esolution
(NTh = 12888 t�etra�edres) permet d'�eviter topologiquement les intersections
de surfaces si les di��erents objets Ocerveau , Oos et Oscalp sont consid�eres
comme trois composantes connexes ind�ependantes. Malheureusement, nous
consid�erons, dans notre proc�edure d'�etiquetage homotopique des tissus de la
tête, la r�eunion des composantes homotopiques d�ej�a obtenues pour contruire
l'objet suivant. C'est pourquoi, l'�etiquetage d'un t�etra�edre simple est �egale-
ment e�ectu�e en fonction de la proportion de tissu du voisinage par face du

5: [FREY-99] sugg�ere de prendre w plus petit que 1 en 3D
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(a)

(b)

(c)

Fig. 6.26 { Extraction des surfaces liss�ees et non liss�ees des tissus de la tête
�a partir d'une T:P:R: de faible r�esolution (n = 3).
(a) cerveau (b) crâne (c) tête.
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t�etra�edre simple consid�er�e. Cette proc�edure cr�ee arti�ciellement une (( �epais-
seur t�etra�edrique )) pour chaque tissu de la tête (cf. section pr�ecedente). Cela
�evite, en pratique, d'avoir des endroits o�u on ne rajoute jamais de t�etra�edre
ce qui aurait pour cons�equence de cr�eer des trous dans les surfaces extraites.
Une mise en place de crit�eres topologiques dans le cas de plusieurs d'objets
permettrait de s'a�ranchir de cette ruse car la cr�eation d'une (( �epaisseur
t�etra�edrique )) serait topologiquement acquise par un mod�ele topologique
multi-objets.

Nous �evitons ainsi les intersections de surfaces lors de l'extraction des iso-
surfaces des di��erents tissus de la tête �a partir d'une T:P:R: homotopique des
tissus de la tête. En th�eorie, nous ne conservons pas cette propri�et�e de non-
intersection lorsque nous appliquons un lissage par Laplacien. N�eanmoins,
nous n'avons pas observ�e d'intersections sur la dizaine de maillages trait�es �a
ce jour.

La �gure 6.27 repr�esente l'extraction des surfaces des tissus de la tête
non liss�ee et liss�ee suivant la m�ethode du Laplacien pr�ec�edemment d�ecrite. Le
nombre de triangles obtenu pour chaque tissu �a la r�esolution de la T:P:R: n =
3 est donn�e dans le tableau 6.11. A partir des surfaces extraites d'une T:P:R:
liss�es, il a alors �et�e possible de calculer le potentiel �electrique par la m�ethode
B:E:M: (cf. �gure 6.28). Ce r�esultat montre que les surfaces extraites d'une
T:P:R: apr�es lissage laplacien constitue un support de calcul adapt�e pour la
r�esolution du probl�eme direct par la B:E:M: Des �etudes suppl�ementaires,
concernant le potentiel �electrique ainsi que le conditionnement de la matrice
de gain obtenus (cf. section 1.5), sont n�ecessaires a�n de valider nos r�esultats.

structure: Ntriangles

cerveau 506
os 590
tête 820

Tab. 6.11 { Nombre de triangles obtenus pour chaque tissu de la tête �a la
r�esolution t�etra�edrique NTh = 12888.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une m�ethode originale pour mo-
d�eliser et mailler les tissus de la tête �a partir d'une I.R.M. La construction
de notre mod�ele volumique se d�ecompose en trois parties : le recalage des
�electrodesM:E:G:=E:E:G: sur l'image I:R:M:, la segmentation des tissus de
la tête et le maillage volumique de ces structures.
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Fig. 6.27 { Surfaces des tissus de la tête extraites d'une T:P:R: (n = 3) apr�es
lissage laplacien.

Fig. 6.28 { Calcul du potentiel �electrique V par la m�ethode
B.E.M.[HAMA-89]

La pr�ecision de notre m�ethode de recalage a montr�e une excellente repro-
ductibilit�e des r�esultats ainsi qu'une erreur de recalage moyenne de 2 mm,
inf�erieure aux incertitudes de localisations g�en�eralement rapport�ees dans la
r�esolution du probl�eme inverse en M:E:G:=E:E:G:

Notre m�ethode de maillage volumique s'appuie sur une d�ecomposition
t�etra�edrique presque r�eguli�ere (T:P:R:) �a partir d'une segmentation des tissus
de la tête. Nous avons propos�e une m�ethodologie utilisant des techniques
existantes de segmentation par morphologie math�ematique.
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L'algorithme d'�etiquetage volumique d'une T:P:R: que nous avons intro-
duit utilise deux crit�eres de guidage pour contraindre l'�etiquetage �a suivre
la segmentation des tissus de la tête. Ces d�eformations repose sur un crit�ere
topologique ainsi que sur des param�etres li�es �a la composition de tissu d'un
t�etra�edre. Une �etude d�etaill�ee de ces param�etres (cf. section 6.3) a permis de
d�eterminer leurs valeurs optimales et leurs comportements par rapport �a la
convergence de l'algorithme.

L'am�elioration de la r�egularit�e g�eom�etrique des surfaces doit permettre de
faciliter l'analyse qualitative et quantitative des r�esultats ainsi que la com-
paraison entre les conditionnements des matrices de gain (du potentiel et
du champ magn�etique) obtenus, par la m�ethode B:E:M: et F:E:M: respec-
tivement sur des maillages surfaciques et volumiques. Nous avons explor�e
plusieurs pistes pour adapter les surfaces des tissus de la tête : une m�ethode
volumique (cf. section 6.4) et une m�ethode surfacique (cf. section 6.5). Dans
le cas de l'adaptation volumique, nous avons montr�e qu'il �etait possible, en
utilisant notre m�ethode d'adaptation volumique, d'obtenir un maillage vo-
lumique de l'ordre de la dizaine de millim�etres ce qui est en accord avec la
r�esolution spatiale du probl�eme inverse en M:E:G: et E:E:G:

L'utilisation d'un mod�ele t�etra�edrique homotopiquement d�eformable pour
mailler les tissus de la tête nous a permis d'atteindre deux objectifs que nous
�etions �x�es : la cr�eation d'un mod�ele volumique et surfacique des tissus de la
tête pour le calcul du probl�eme direct en M:E:G: et E:E:G: L'irr�egularit�e
des surfaces obtenues n�ecessite l'emploi d'une m�ethode de lissage volumique
ou surfacique (cf. section 6.5) coupl�ee �a une m�ethode d'adaptation volumique
par modi�cations locales (cf. section 6.4).
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Discussion et perspectives

Dans ce travail de th�ese, nous avons construit une m�ethode de maillage
des tissus de la tête pour la r�esolution du probl�eme direct en E:E:G: et
M:E:G: s'appuyant sur un mod�ele permettant de repr�esenter et de d�eformer
homotopiquement des objets compos�es de t�etra�edres conformes. L'utilisation
d'un mod�ele homotopique t�etra�edrique pour mailler les tissus de la tête est
motiv�ee par le besoin de prendre en compte la topologie et la g�eom�etrie des
tissus de la tête pour la r�esolution par la F:E:M: du probl�eme direct.

Dans les m�ethodes aux �el�ements �nis, la qualit�e des t�etra�edres inuence
la pr�ecision du calcul num�erique. Des t�etra�edres avec un mauvais rapport
de forme produisent des matrices mal conditionn�ees. Nous avons alors d�e-
cid�e d'�etudier les propri�et�es g�eom�etriques des t�edra�edrisations presques r�e-
guli�eres (T:P:R:) de l'espace et nous avons ainsi montr�e qu'il �etait possible
de construire des maillages t�etra�edriques o�u tous les t�etra�edres ont les mêmes
connexit�es et ont des arêtes presques �egales proches de celles du t�etra�edre
r�egulier.

Pour construire un mod�ele homotopiquement d�eformable, nous avons
fourni une nouvelle caract�erisation des d�eformations �el�ementaires d'une sc�ene
repr�esent�ee par un maillage t�etra�edrique. Pour cela, nous avons choisi de
construire notre raisonnement th�eorique en nous appuyant principalement
sur la notion d'�el�ement simple d'un maillage. Ainsi, nous avons introduit une
condition n�ecessaire et su�sante pour qu'un t�etra�edre d'un maillage conforme
quelconque soit simple. Nous avons ainsi �etendu la notion d'�el�ements simples
par rapport aux trames discr�etes classiques (pixels et voxels) en appliquant
des r�esultats issus de la th�eorie de l'homologie au cas des maillages t�etra-
�edriques conformes. Notre mod�ele t�etra�edrique homotopique peut être utilis�e
pour repr�esenter un objet g�eom�etriquement et topologiquement complexe et
il serait int�eressant de l'�etendre a�n qu'il puisse permettre de mod�eliser to-
pologiquement des sc�enes compos�ees d'un nombre quelconque d'objets sans
être limit�e par des paradoxes topologiques [BERT-99], [COIN-01].

Nous avons mis au point un algorithme de maillage volumique des tissus
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de la tête. Cet algorithme s'appuie sur une d�ecomposition r�ecursive t�edra-
�edrique presque r�eguli�ere (T:P:R:) �a partir d'une segmentation automatique
des principaux tissus dans une I:R:M: Puis, nous appliquons un �etiquetage
volumique de la T:P:R: guid�e par un crit�ere topologique ainsi que sur des
param�etres li�es �a la composition de tissu d'un t�etra�edre. Notre algorithme
repose sur la d�eformation d'un objet �a l'int�erieur du cerveau. Notre mod�e-
lisation permet d'une part de pr�eserver la topologie sph�erique du mod�ele
initial et ainsi d'être en accord avec la topologie du cerveau et, d'autre part,
elle assure une qualit�e g�eom�etrique des �el�ements t�etra�edriques. Les maillages
correspondant aux autres tissus de la tête s'appuient alors topologiquement
sur le mod�ele homotopique du cerveau. Par cons�equent, notre mod�elisation
ne permet pas d'exprimer compl�etement la topologie de sph�eres imbriqu�ees
qui est la vraie topologie des tissus de la tête.

A partir de nos T:P:R: �etiquet�ees, nous sommes capables d'extraire les
surfaces des tissus de la tête en �evitant l'intersection des surfaces. De plus,
les surfaces extraites d'une T:P:R: apr�es lissage laplacien constituent un sup-
port de calcul adapt�e pour la r�esolution du probl�eme direct par la B:E:M:
N�eanmoins, des �etudes suppl�ementaires sont n�ecessaires a�n de valider nos
r�esultats. Notamment, il serait int�eressant de quanti�er l'approximation sur-
facique entre nos maillages et la segmentation, et d'�etudier le conditionne-
ment des matrices de gain obenues par la m�ethode B:E:M:

Dans le cadre des probl�emes direct et inverse en E:E:G: et enM:E:G:, la
m�ethode de maillage volumique que nous avons pr�esent�ee poss�ede un double
avantage. Elle permet, d'une part, de construire facilement une t�etra�edrisa-
tion des tissus de la tête et, d'autre part, une triangulation des di��erentes
interfaces. Ces mod�elisations poly�edriques peuvent être utilis�ees pour la r�e-
solution du probl�eme direct en permettant d'obtenir une t�etra�edrisation plus
r�eguli�ere et moins dense que les approches actuelles. D'autre part, elles per-
mettent d'injecter dans la r�egularisation du probl�eme inverse des connais-
sances concernant la physique de la propagation �electromagn�etique des neu-
rones en adaptant g�eom�etriquement une T:P:R: homotopique des tissus de
la tête.

A�n de v�eri�er la qualit�e des r�esultats fournis par les algorithmes de re-
construction en les confrontant au contexte anatomique et d'interpr�eter sur
le plan spatial et temporel les ph�enom�enes �etudi�es dans la r�esolution du pro-
bl�eme direct, nous avons mis au point une m�ethode de recalage des �electrodes
M:E:G:=E:E:G: sur l'image I:R:M:Notre m�ethode de recalage a montr�e une
erreur de recalage moyenne de l'ordre de 2 mm inf�erieure aux incertitudes de
localisation g�en�eralement rapport�ees. La pr�ecision et la reproductibilit�e des
r�esultats autorise une fusion des donn�ees anatomo-fonctionnelle tr�es pr�ecise.
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Cette fusion permet une repr�esentation des propri�et�es spatio-temporelles des
r�esultats de localisation et donc une interpr�etation e�cace. En�n, la pr�ecision
obtenue autorise l'emploi de contraintes anatomiques dans les algorithmes de
localisation sans pour autant introduire des erreurs importantes.

A�n d'�etendre des techniques d'adaptation de maillages �a des T:P:R:,
nous avons pr�esent�e un estimateur d'erreur qui permet de r�epartir sur un
maillage t�etra�edrique de mani�ere homog�ene l'erreur li�ee �a une connaissance
a priori de la solution du probl�eme direct en E.E.G. A partir d'un mod�ele
sph�erique de la tête, nous avons montr�e que l'erreur de calcul �etait li�ee �a
l'arête d'un t�etra�edre. Pour aller plus loin, il serait n�ecessaire d'�etudier le
comportement de cet estimateur sur des T:P:R: des tissus de la tête et de
v�eri�er si cet estimateur permet d'am�eliorer la mod�elisation de la propagation
�electromagn�etique des neurones �a travers les tissus de la tête. Nous avons
mis en �uvre une m�ethode de h-adaptation par modi�cations locales d'une
T:P:R: Nous avons montr�e qu'il �etait possible, en utilisant notre m�ethode
d'adaptation volumique, d'obtenir un maillage volumique de l'ordre de la
dizaine de millim�etres ce qui est en accord avec la r�esolution spatiale du
probl�eme inverse en M:E:G: et E:E:G: L'approche de maillage adaptatif
que nous avons �ebauch�ee nous semble donc prometteuse.

En conclusion, nous esp�erons que l'approche que nous utilisons aura
contribu�e au rapprochement entre le domaine de la g�eom�etrique discr�ete et
celui du calcul num�erique par �el�ements �nis. Nous souhaitons que ce travail
servira dans les m�ethodes de localisation de sources neuronales et puisse aider
�a la d�etection et �a la localisation des foyers �epileptiques �a partir de l'E:E:G:
de surface ou de l'enregistementM:E:G:
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A.1 Les 24 Matrices de transformation

A.1 Les 24 matrices de

transformation:

Soit T1 =

8><>:p1
0B@ 0

0
0

1CA ; p2
0B@ 1

0
0

1CA ; p3
0B@ x1
y1
0

1CA ; p4
0B@ x2
y2
z

1CA
9>=>; alors les 24 ma-

trices sym�etriques 6 du terme de droite (F TP TPF ) de l'�equation 3.3 pour le
t�etra�edre T1 sont :

p1 = (0; 0; 0)) P =

264 0 1 x1 x2
0 0 y1 y2
0 0 0 z

375

1. F = fe2; e3; e4g ) F TP TPF =

264 1 x1 x2
x21 + y21 x1x2 + y1y2

x22 + y22 + z2

375

2. F = fe2; e4; e3g ) F TP TPF =

264 1 x2 x1
x22 + y22 + z2 x1x2 + y1y2

x21 + y21

375

3. F = fe3; e2; e4g ) F TP TPF =

264 x
2
1 + y21 x1 x1x2 + y1y2

1 x2
x22 + y22 + z2

375

4. F = fe4; e2; e3g ) F TP TPF =

264 x
2
2 + y22 + z2 x2 x1x2 + y1y2

1 x1
x21 + y21

375

5. F = fe4; e3; e2g ) F TP TPF =

264 x
2
2 + y22 + z2 x1x2 + y1y2 x2

x21 + y21 x1
1

375

6. F = fe3; e4; e2g ) F TP TPF =

264 x
2
1 + y21 x1x2 + y1y2 x1

x22 + y22 + z2 x2
1

375
6: seule la partie triangulaire sup�erieure est repr�esent�ee, l'autre �etant sym�etrique
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p2 = (1; 0; 0)) P =

264 �1 0 x1 � 1 x2 � 1
0 0 y1 y2
0 0 0 z

375
1. F = fe1; e3; e4g ) F TP TPF =264 1 1 � x1 1� x2

(1� x1)2 + y21 (1� x2)(1� x1) + y1y2
(1� x2)2 + y22 + z2

375
2. F = fe1; e4; e3g ) F TP TPF =264 1 1� x2 1� x1

(1� x2)2 + y22 + z2 (1� x2)(1 � x1) + y1y2
(1� x1)2 + y21

375
3. F = fe3; e1; e4g ) F TP TPF =264 (1� x1)2 + y21 1 � x1 (1 � x1)(1� x2) + y1y2

1 1 � x2
(1 � x2)2 + y22 + z2

375
4. F = fe4; e1; e3g ) F TP TPF =264 (1� x2)2 + y22 + z2 1� x2 (1� x1)(1� x2) + y1y2

1 1� x1
(1 � x1)2 + y21

375
5. F = fe4; e3; e1g ) F TP TPF =264 (1� x2)2 + y22 + z2 (1� x1)(1 � x2) + y1y2 1� x2

(1� x21) + y21 1� x1
1

375
6. F = fe3; e4; e1g ) F TP TPF =264 (1� x1)2 + y21 (1 � x1)(1� x2) + y1y2 1� x1

(1� x22) + y22 + z2 1� x2
1

375

p3 = (x1; y1; 0)) P =

264 �x1 1� x1 0 x2 � x1
�y1 �y1 0 y2 � y1
0 0 0 0

375
1. F = fe1; e2; e4g ) F TP TPF =264 x21 + y21 x1(x1 � 1) + y21 x1(x1 � x2)� y1(y2 � y1)

(x1 � 1)2 + y21 (1 � x1)(x2 � x1) � y1(y2 � y1)
(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + z2

375
2. F = fe1; e4; e2g ) F TP TPF =264 x21 + y21 x1(x1 � x2)� y1(y2 � y1) x1(x1 � 1) + y21

(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + z2 (1 � x1)(x2 � x1)� y1(y2 � y1)
(x1 � 1)2 + y21

375
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3. F = fe2; e1; e4g ) F TP TPF =264 (x1 � 1)2 + y21 x1(x1 � 1) + y21 (1 � x1)(x2 � x1)� y1(y2 � y1)
x21 + y21 x1(x1 � x2)� y1(y2 � y1)

(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + z2

375
4. F = fe4; e1; e2g ) F TP TPF =264 (x2�x1)

2+(y2�y1)
2+z2 x1(x1 � x2)� y1(y2 � y1) (1 � x1)(x2 � x1)� y1(y2 � y1)

x21 + y21 x1(x1 � 1) + y21
(x1 � 1)2 + y21

375
5. F = fe4; e2; e1g ) F TP TPF =264 (x2�x1)

2+(y2�y1)
2+z2 (1 � x1)(x2 � x1)� y1(y2 � y1) x1(x2 � x1)� y1(y2 � y1)

(x1 � 1)2 + y21 x1(x1 � 1) + y21
x21 + y21

375
6. F = fe2; e4; e1g ) F TP TPF =264 (x1�1)

2+y21 (1 � x1)(x2 � x1)� y1(y2 � y1) x1(x1 � 1) + y21
(x2 � x1)2 + (y22 � y21) + z2 x1(x1 � x2)� y1(y2 � y1)

x21 + y21

375

p4 = (x2; y2; z)) P =

264 �x2 1� x2 x1 � x2 0
�y2 �y2 y1 � y2 0
�z �z �z 0

375
1. F = fe1; e2; e3g ) F TP TPF =264 x22+y

2
2+z

2 x2(x2 � 1) + y22 + z2 x2(x2 � x1) + y2(y2 � y1) + z2

(x2 � 1)2 + y22 + z2 (1� x2)(x1 � x2) + y2(y2 � y1) + z2

(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + z2

375
2. F = fe1; e3; e2g ) F TP TPF =264 x22+y

2
2+z

2 x2(x2 � 1) + y2(y2 � y1) + z2 x2(x2 � 1) + y22 + z2

(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + z2 (1� x2)(x1 � x2) + y2(y2 � y1) + z2

(x2 � 1)2 + y22 + z2

375
3. F = fe2; e1; e3g ) F TP TPF =264 (x2�1)

2+y22+z
2 x2(x2 � 1) + y22 + z2 (1 � x2)(x1 � x2) + y2(y2 � y1) + z2

x22 + y22 + z2 x2(x2 � x1) + y2(y2 � y1) + z2

(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 + z2

375
4. F = fe3; e1; e2g ) F TP TPF =26666664

(x1�x2)
2+(y1�y2)

2+z2 x2(x2 � 1) + y2(y2 � y1) + z2
(1� x2)(x1 � x2)
+y2(y2 � y1)
+z2

x22 + y22 + z2 x2(x2 � x1) + y22 + z2

(x2 � x1)2 + y22 + z2

37777775
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5. F = fe3; e2; e1g ) F TP TPF =264 (x1�x2)
2+(y1�y2)

2+z2 (1 � x2)(x1 � x2) + y2(y2 � y1) + z2 x2(x2 � x1) + y2(y2 � y1) + z2

(x2 � 1)2 + y22 + z2 x2(x2 � x1) + y22 + z2

x22 + y22 + z2

375
6. F = fe2; e3; e1g ) F TP TPF =264 (x2�1)

2+y22+z
2 (1 � x2)(x1 � x2) + y2(y2 � y1) + z2 x2(x2 � 1) + y22 + z2

(x1 � x2)2 + (y1 � y2) + z2 x2(x2 � x1) + y2(y2 � y1) + z2

x22 + y22 + z2

375
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A.2 Propri�et�e de connexit�e

d'une T:P:R:

Partons du parall�el�epip�ede P form�e de six t�etra�edres invariants par sub-
division nous avons alors :

S1

S3 S4

S7 S8

S5 S6

S2

V1

V2

V3

T�etra�edre (orient�e) Sommet

T0 [
�!
0; �!v1 ; �!v2 ; �!v3 ]

T1 [�!v1; �!v2 ; �!v3 ; (�!v1 +�!v2 )]
T2 [�!v1 ; �!v3 ; (�!v1 +�!v3 ); (�!v1 +�!v2 )]
T3 [�!v2; (�!v1 +�!v2 ); (�!v2 +�!v3 ); �!v3 ]
T4 [(�!v1 +�!v2 ); (�!v1 +�!v3 ); (�!v2 +�!v3 ); �!v3 ]
T5 [(�!v1 +�!v2 +�!v3 ); (�!v1 +�!v2 ); (�!v1 +�!v3 ); (�!v2 +�!v3 )]

En �etudiant le 26-voisinage classique d�e�ni sur une trame parall�epip�e-
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dique de P , nous comptons alors le nombre de t�etra�edres �a l'int�erieur de
chaque parall�epip�ede voisin de P ayant un sommet (connexit�e par sommet),
deux sommets (connexit�e par arête), ou trois sommets (connexit�e par face)
commun(s) �a T0. De fa�con analogue, nous comptons le nombre de t�etra�edres
commun au sommet

�!
0 de T0.

Soit T0 le t�etra�edre orient�e ayant les sommets (0; v1; v2; v3). Nous notons

T
�!x
i le t�etra�edre Ti translat�e du vecteur �!x et consid�erons le 26-voisinage

construit sur les vecteurs (v1; v2; v3).

Nous e�ectuons pour chaque t�etra�edre Ti appartenant �a P , une trans-
lation de �!x correspondant au 26-voisinage de P . A l'issue nous obtenons

un t�etra�edre T
�!x
i appartenant au parall�epip�ede P translat�e du vecteur �!x .

Par cons�equent, chaque t�etra�edre T
�!x
i peut être voisin �a T0 par aucun som-

met, le sommet 0 de T0 , un sommet, deux sommets ou trois sommets.
Ainsi, les tableaux de cette Annexe A.2 �enum�erent, pour chaque d�eplace-

ment �!x , les t�etra�edres T�!xi du parall�epip�ede P translat�e du vecteur �!x qui
sont connexes (not�e avec un o dans les colonnes des tableaux) �a T0 par le
sommet O (connexit�e de l'origine not�ee 0), un sommet(connexit�e par som-
met not�ee S), deux sommets (connexit�e par arête not�ee A) ou trois sommets
(connexit�e par face not�ee F ).

En r�esum�e, lorsque nous e�ectuons la somme de tous les connexit�es par :

1. sommet, nous obtenons 70 t�etra�edres adjacents �a T0

2. arête, nous obtenons 18 t�etra�edres adjacents �a T0

3. face, nous obtenons 4 t�etra�edres adjacents �a T0

4. �a l'origine, nous obtenons 24 t�etra�edres adjacents au sommet 0 de T0
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Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!
0 T

�!
0

0 = T0 o

T
�!
0

1 = T1 o o o

T
�!
0

2 = T2 o o

T
�!
0

3 = T3 o o

T
�!
0

4 = T4 o

T
�!
0

5 = T5

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!v1 [�!v1 ; 2�!v1 ; (�!v1 +�!v2 ); (�!v1 +�!v3 )] o

[2�!v1 ; (�!v1 +�!v2 ); (�!v1 +�!v3 ); (�!v1 +�!v2 +�!v3 )]
[2�!v1 ; (�!v1 +�!v3 ); (2�!v1 +�!v3 ); (2�!v1 +�!v2 )]
[(�!v1 +�!v2 ); (2�!v1 +�!v2 ); (�!v1 +�!v2 +�!v3 ); (�!v1 +�!v3 )]
[(2�!v1 +�!v2 ); (2�!v1 +�!v3 ); (�!v1 +�!v2 +�!v3 ); (�!v1 +�!v3 )]
[(2�!v1 +�!v2 +�!v3 ); (2�!v1 +�!v2 ); (2�!v1 +�!v3 ); (�!v1 +�!v2 +�!v3 )]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!v2 [�!v2 ; (�!v2 +�!v1 ); 2�!v2 ; (�!v2 +�!v3 )] o
[(�!v2 +�!v1 ); 2�!v2 ; (�!v2 +�!v3 ); (�!v2 +�!v1 +�!v3 )]
[(�!v2 +�!v1 ); (�!v2 +�!v3 ); (�!v2 +�!v1 +�!v3 ); (�!v1 + 2�!v2 )]
[(2�!v2 ); (�!v1 + 2�!v2 ); (2�!v2 +�!v3 ); (�!v2 +�!v3 )]
[(�!v1 + 2�!v2 ); (�!v2 +�!v1 +�!v3 ); (2�!v2 +�!v3 ); (�!v2 +�!v3 )]
[(2�!v2 +�!v1 +�!v3 ); (�!v1 + 2�!v2 ); (�!v2 +�!v1 +�!v3 ); (2�!v2 +�!v3 )]
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Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!v3 [�!v3 ; (�!v3 +�!v1 );�!(v2 +�!v3 ); 2�!v3 ] o

[(�!v3 +�!v1 ); (�!v3 +�!v2 ); 2�!v3 ; (�!v3 +�!v1 +�!v2 )]
[(�!v3 +�!v1 ); 2�!v3 ; (�!v1 + 2�!v3 ; (�!v3 +�!v1 +�!v2 )]
[(�!v3 +�!v2 ); (�!v3 +�!v1 +�!v2 ); (�!v2 + 2�!v3 ; 2�!v3 ]
[(�!v3 +�!v1 +�!v2 ); (�!v1 + 2�!v3 ); (�!v2 + 2�!v3 ); 2�!v3 ]
[(�!v1 +�!v2 + 2�!v3 ); (�!v3 +�!v1 +�!v2 ); (�!v1 + 2�!v3 ; (�!v2 + 2�!v3 )]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 [��!v1 ;�!0 ; (�!v2 ��!v1 ); (�!v3 ��!v1 )] o o

[
�!
0 ; (�!v2 ��!v1 ); (�!v3 ��!v1 );�!v2 ] o o o

[
�!
0 ; (�!v3 ��!v1 );�!v3 ;�!v2 ] o o o o

[(�!v2 ��!v1 );�!v2 ; (�!v2 +�!v3 ��!v1 ); (�!v3 ��!v1 )] o

[�!v2 ;�!v3 ; (�!v2 +�!v3 ��!v1 ); (�!v3 ��!v1 )] o o

[(�!v2 +�!v3 );�!v2 ;�!v3 ; (�!v2 +�!v3 ��!v1 )] o o

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v2 [��!v2 ; (�!v1 ��!v2 );�!0 ; (�!v3 ��!v2 )] o o

[(�!v1 ��!v2 );�!0 ; (�!v3 ��!v2 );�!v1 ] o o o
[(�!v1 ��!v2 ); (�!v3 ��!v2 ); (�!v1 +�!v3 ��!v2 );�!v1 ] o

[
�!
0 ;�!v1 ;�!v3 ; (�!v3 ��!v2 )] o o o o

[�!v1 ; (�!v1 +�!v3 ��!v2 );�!v3 ; (�!v3 ��!v2 )] o o

[(�!v1 +�!v3 );�!v1 ; (�!v1 +�!v3 ��!v2 );�!v3 ] o o

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v3 [��!v3 ; (�!v1 ��!v3 ); (�!v2 ��!v3 );�!0 ] o o

[(�!v1 ��!v3 ); (�!v2 ��!v3 );�!0 ; (�!v1 +�!v2 ��!v3 )] o o

[(�!v1 ��!v3 );�!0 ;�!v1 ; (�!v1 +�!v2 ��!v3 )] o o o

[(�!v2 ��!v3 ); (�!v1 +�!v2 ��!v3 );�!v2 ;�!0 ] o o o

[(�!v1 +�!v2 ��!v3 );�!v1 ;�!v2 ;�!0 ] o o o o

[(�!v1 +�!v2 ); (�!v1 +�!v2 ��!v3 );�!v1 ;�!v2 ] o o
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Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!v1 ��!v2 [(�!v1 ��!v2 ); (2�!v1 ��!v2 );�!v1 ; (�!v3 +�!v1 ��!v2 )] o

[(2�!v1 ��!v2 );�!v1 ; (�!v1 ��!v2 +�!v3 ); 2�!v1 ] o

[(2�!v1 ��!v2 ); (�!v1 ��!v2 +�!v3 ); (2�!v1 ��!v2 +�!v3 ); 2�!v1 ]
[�!v1 ; 2�!v1 ; (�!v1 +�!v3 ); (�!v1 ��!v2 +�!v3 )] o

[2�!v1 ; (2�!v1 ��!v2 +�!v3 ); (�!v1 +�!v3 ); (�!v1 ��!v2 +�!v3 )]
[(2�!v1 +�!v3 ); 2�!v1 ; (2�!v1 ��!v2 +�!v3 ); (�!v1 +�!v3 )]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 +�!v2 [(��!v1 +�!v2 );�!v2 ; (��!v1 + 2�!v2 ); (��!v1 +�!v2 +�!v3 )] o

[�!v2 ; (��!v1 + 2�!v2 ); (��!v1 +�!v2 +�!v3 ); 2�!v2 ] o

[�!v2 ; (��!v1 +�!v2 +�!v3 ); (�!v2 +�!v3 ); 2�!v2 ] o
[(��!v1 + 2�!v2 ); 2�!v2 ; (��!v1 + 2�!v2 +�!v3 ); (��!v1 +�!v2 +�!v3 )]
[2�!v2 ); (�!v2 +�!v3 ); (��!v1 + 2�!v2 + �!v3 ); (��!v1 +�!v2 +�!v3 )]
[(2�!v2 +�!v3 ); 2�!v2 ; (�!v2 +�!v3 ); (��!v1 + 2�!v2 +�!v3 )]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 ��!v2 [(��!v1 ��!v2 );��!v2 ;��!v1 ; (��!v1 ��!v2 +�!v3 )]
[��!v2 ;��!v1 ; (��!v1 ��!v2 +�!v3 );�!0 ] o o

[��!v2 ; (��!v1 ��!v2 +�!v3 ); (��!v2 +�!v3 );�!0 ] o o

[��!v1 ;�!0 ; (��!v1 +�!v3 ); (��!v1 ��!v2 +�!v3 )] o o

[
�!
0 ; (��!v2 +�!v3 ); (��!v1 +�!v3 ); (��!v1 ��!v2 +�!v3 )] o o

[�!v3 ;�!0 ; (��!v2 +�!v3 ); (��!v1 +�!v3 )] o o o
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Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!v1 ��!v3 [(�!v1 ��!v3 );��!v3 ; (�!v1 ��!v3 +�!v2 );�!v1 ] o

[��!v3 ; (�!v1 ��!v3 +�!v2 );�!v1 ; (2�!v1 +�!v2 ��!v3 )] o

[(2�!v1 ��!v3 );�!v1 ; 2�!v1 ; (2�!v1 +�!v2 ��!v3 )] o

[(�!v1 ��!v3 +�!v2 ); (2�!v1 ��!v3 +�!v2); (�!v1 +�!v2 );�!v1 ] o

[(2�!v1 ��!v3 +�!v2 ); 2�!v1 ; (�!v1 +�!v3 );�!v1 ] o

[(2�!v1 +�!v2 ); (2�!v1 +�!v2 ��!v3 );��!v1 ; (�!v1 +�!v2 )]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 +�!v3 [(��!v1 +�!v3 );�!v3 ; (��!v1 +�!v3 +�!v2 ); (��!v1 + 2�!v3 )] o

[�!v1 ; (��!v1 +�!v3 +�!v2 ); (��!v1 + 2�!v3 ); (�!v2 +�!v3 )] o

[�!v3 ; (��!v1 + 2�!v3 ); 2�!v3 ; (�!v2 +�!v3 )] o

[(��!v1 +�!v3 +�!v2 ); (�!v2 +�!v3 ); (��!v1 + 2�!v3 +�!v2 ); (��!v1 + 2�!v3 )]
[(�!v2 +�!v3 ); 2�!v3 ; (��!v1 +�!v2 + 2�!v3 ); (��!v1 + 2�!v3 )]
[(�!v2 + 2�!v3 ); (�!v2 +�!v3 ); 2�!v3 ; (��!v1 +�!v2 + 2�!v3 ]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 ��!v3 [(��!v1 ��!v3 );��!v3 ; (��!v1 ��!v3 +�!v2 );��!v1 ]
[��!v3 ; (��!v1 ��!v3 +�!v2 );��!v1 ; (��!v3 +�!v2 )]
[�2�!v1 ;��!v3 ;�!0 ; (��!v3 +�!v2 )] o o

[(��!v1 ��!v3 +�!v2 ); (��!v3 +�!v2 ); (��!v1 +�!v2 );��!v1 ]
[(�!v2 ��!v3 );�!0 ; (��!v1 +�!v2 );��!v1 ] o o

[�!v2 ; (��!v3 +�!v2 );�!0 ; (��!v1 +�!v2 )] o o o
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Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

�!v2 ��!v3 [(�!v2 ��!v3 ); (�!v2 ��!v3 +�!v1 ); (2�!v2 ��!v3 );�!v2 ] o

[(�!v2 ��!v3 +�!v1 ); (2�!v2 ��!v3 );�!v2 ; (�!v1 + 2�!v2 ��!v3 )] o

[(�!v2 ��!v3 +�!v1 );�!v2 ; (�!v1 +�!v2 ); (�!v1 + 2�!v2 ��!v3 )] o

[(2�!v2 ��!v3 ); (�!v1 + 2�!v2 ��!v3 ); 2�!v2 ;�!v2 ] o

[(�!v1 + 2�!v2 ��!v3 ); (�!v2 +�!v1 ); 2�!v2 ;�!v2 ] o
[(�!v1 + 2�!v2 ); (�!v1 + 2�!v2 ��!v3 ); (�!v1 +�!v2 ); 2�!v2 ]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A

��!v2 +�!v3 [(��!v2 +�!v3 ); (��!v2 +�!v3 +�!v1 );�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 )] o

[(��!v2 +�!v3 +�!v1 );�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 ); (�!v1 +�!v3 )] o

[(��!v2 +�!v3 +�!v1 ); (��!v2 + 2�!v3 ); (�!v1 ��!v2 + 2�!v3 ); (�!v1 +�!v3 )]
[�!v3 ; (�!v3 +�!v1 ); 2�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 )] o

[(�!v1 +�!v3 ); (��!v2 + 2�!v3 +�!v1 ); 2�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 )]
[(�!v1 + 2�!v3 ); (�!v1 +�!v3 ); (�!v1 ��!v2 + 2�!v3 ); 2�!v3 ]

Voisinage (�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v2 ��!v3 [(��!v2 ��!v3 ); (��!v2 ��!v3 +�!v1 );��!v3 ;��!v2 ]
[(��!v2 ��!v3 +�!v1 );��!v3 ;��!v2 ; (�!v1 ��!v3 )]
[(��!v2 ��!v3 +�!v1 );��!v2 ; (�!v1 ��!v2 ); (�!v1 ��!v3 )]
[��!v3 ; (�!v1 ��!v3 );�!0 ;��!v2 ] o o

[(�!v1 ��!v3 ); (�!v1 ��!v2 );�!0 ;��!v2 ] o o

[�!v1 ; (��!v3 +�!v1 ); (�!v1 ��!v2 );�!0 ] o o o
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Voisinage(�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 ��!v2 +�!v3 [(��!v1 ��!v2 +�!v3 ); (��!v2 +�!v3 ); (��!v1 +�!v3 ); (��!v1 ��!v2 + 2�!v3 )]
[(��!v2 +�!v3 ); (��!v1 +�!v3 ); 2�!v3 ;�!v3 ] o

[(��!v2 +�!v3 ); 2�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 );�!v3 ] o

[(��!v1 +�!v3 );�!v3 ; (��!v1 + 2�!v3 ); (��!v1 ��!v2 + 2�!v3 )] o

[�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 ); (��!v1 + 2�!v3 ); (��!v1 ��!v2 + 2�!v3 )] o
[2�!v3 ;�!v3 ; (��!v2 + 2�!v3 ); (��!v1 + 2�!v3 )] o

Voisinage(�!x ) T
�!x
i 0 S A F

��!v1 +�!v2 ��!v3 [(��!v1 +�!v2 ��!v3 ); (�!v2 ��!v3 ); (��!v1 + 2�!v2 ��!v3 ); (��!v1 +�!v2 )]
[(�!v2 ��!v3 ); (��!v1 + 2�!v2 ��!v3 ); (��!v1 +�!v2 ); (2�!v2 ��!v3 )]
[(�!v2 ��!v3 ); (�!v2 ��!v1 );�!v2 ; (2�!v2 ��!v3 )] o
[(�!v2 ��!v3 ); (2�!v2 ��!v3 ); (2�!v2 ��!v1 ); (�!v2 ��!v1 )]
[(2�!v2 ��!v3 );�!v2 ; (2�!v2 ��!v1 ); (��!v1 +�!v2 )] o

[2�!v2 ; (2�!v2 ��!v3 );�!v2 ; (��!v1 + 2�!v2 )] o
�!v1 ��!v2 ��!v3 [(�!v1 ��!v2 ��!v3 ); (2�!v1 ��!v2 ��!v3 ); (�!v1 ��!v3 ); (�!v1 ��!v2 )]

[(2�!v1 ��!v2 ��!v3 ); (�!v1 ��!v3 ); (�!v1 ��!v2 ); (2�!v1 ��!v3 )]
[(2�!v1 ��!v2 ��!v3 ); (�!v1 ��!v2 ); (2�!v1 ��!v2 ); (2�!v1 ��!v3 )]
[(�!v1 ��!v3 ); (2�!v1 ��!v3 );�!v1 ; (�!v1 ��!v2 )] o
[(2�!v1 ��!v3 ); (2�!v1 ��!v2 );�!v1 ; (�!v1 ��!v2 )] o

[2�!v1 ; (2�!v1 ��!v3 ); (2�!v1 ��!v2 );�!v1 ] o

��!v1 ��!v2 ��!v3 [(��!v1 ��!v2 ��!v3 ); (��!v2 ��!v3 ); (��!v1 ��!v3 ); (��!v1 ��!v2 )]
[(��!v2 ��!v3 ); (��!v1 ��!v3 ); (��!v1 ��!v2 );��!v3 ]
[(��!v2 ��!v3 ); (��!v1 ��!v2 );��!v2 ;��!v3 ]
[(��!v1 ��!v3 );��!v3 ;��!v1 ; (��!v1 ��!v2 )]
[��!v3 ;��!v2 ;��!v1 ; (��!v1 ��!v2 )]
[
�!
0 ;��!v3 ;��!v2 ;��!v1 ] o o
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A.3 Topologie des maillages

strictement conformes

Proposition[PES-00]
Soit T un t�etra�edre d'un ensemble O de t�etra�edres.
Soit V �(T ) = fT1; T2; T3; ::::; Tng.
Si T1 \ T2 \ :::Tn est un k-simplexe (k < 3) qui intersecte T alors Bdp T

est connexe.

preuve :

Supposons que T1\T2\ :::Tn soit un k-simplexe (k < 3) qui intersecte T .
Soit a = (T1\T2\ :::Tn)\T le k-simplexe qui est l'intersection de T avec

T1 \ T2 \ :::Tn (donc 6= ;).
La fronti�ere partag�ee de T est Bdp T = [(Ti \ T ).
Or 8i a � Ti \ T . Donc [(Ti \ T ) est une r�eunion de k-simplexes qui

contiennent tous a ce qui entrâ�ne que Bdp T = [(Ti \ T ) est connexe.
c.q.f.d.

Cette proposition nous conduit �a introduire la d�e�nition suivante :

D�e�nition
Soit O un ensemble connexe de t�etra�edres conformes.
Si pour tout t�etra�edre T 2 O, V �(T ) = fT1; :::Tng et T1 \ T2 \ :::Tn est

un k-simplexe (k < 3) qui intersecte T alors O est strictement conforme.

Th�eor�eme [SAHA-98a]
Si O est un maillage strictement conforme, et T est un t�etra�edre de O,

alors le voisinage V (T ) de T ne contient pas de tunnel et de cavit�e.

Lemme [SAHA-98a]
Chaque composante de Bdnp T contient l'int�erieur de f ,int(f), pour au

moins une face non-partag�ee f de T .

Lemme [SAHA-98a]
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Pour tout t�etra�edre T , Bdnp T est non vide si et seulement si T a au
moins une face non-partag�ee.

Lemme [SAHA-98a]

Pour tout couple f et f 0 de faces non partag�ees de T , int(f) et int(f 00)
sont connect�es dans Bdnp T si et seulement si il existe un chemin f =
f0; e0; f1; :::; fi; ei; fi+1; ; ; ; ; en�1; fn = f 0 de faces et d'arêtes non partag�ees
de T tel que ei = fi \ fi+1 pour 0 � i < n. f et f 0 sont alors face-connect�ees.

On peut alors montrer une condition su�sante pour qu'un t�etra�edre soit
simple :

Th�eor�eme [PES-00]

Soit T un t�etra�edre et O une composante connexe tel que T =2 O.
Si :

1. T est connexe �a O,

2. T a au moins une face non partag�ee,

3. pour tout T1; T2; T3; ::::; Tn 2 V �(T ) T1 \ T2 \ :::Tn est un k-simplexe
(k < 3) qui intersecte T ,

4. chaque couple de faces non-partag�ees de T est face-connect�e.

alors T est simple.

preuve :

La condition 1 est �equivalente �a Bdp T est non vide.

La condition 2 est �equivalente �a Bdnp T est non vide [SAHA-98a].

La condition 3 implique que Bdp T est connexe d'apr�es la premi�ere pro-
position de cette annexe.

La condition 4 est �equivalente �a Bdnp T est connexe [SAHA-98a].

Donc d'apr�es le th�eor�eme 4.15, T est simple.

c.q.f.d.

Malheureusement la condition 3 est stricte et ne permet pas de montrer la
r�eciproque. En e�et, nous pouvons trouver des contre-exemples dans lequels
BdpT est connexe et T1\T2\ :::Tn est un k-simplexe (k < 3) qui n'intersecte
pas T (cf. �gure (a)) ou T1 \ T2 \ :::Tn est vide (cf. �gure (b)).
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T

T1

T2

T3

s

a b

T1

T2

T3

Bdp T est connexe mais T1 \ T2 \ :::Tn n'est pas un k-simplexe (k < 3)
qui intersecte T .

(a) T1 \ T2 \ :::Tn = s avec s qui n'intersecte pas T .
(b) T1 \ T2 \ :::Tn = ;.
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A.4 El�ements �nis et �equation

de Poisson.

A.4.1. Approximation d'une E:D:P: par �el�ements

�nis

A�n d'introduire la terminologie et les principales notations qui sont uti-
lis�es dans cette annexe, nous consid�erons maintenant un probl�eme exprim�e
sous forme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (E.D.P.) et nous expliquons
les principales �etapes de son approximation par les �el�ements �nis. En ce qui
concerne l'aspect th�eorique des m�ethodes, nous nous fondons essentiellement
sur [CIAR-91], ouvrage auquel nous renvoyons le lecteur int�eress�e par une
�etude plus avanc�ee.

Consid�erons un probl�eme exprim�e sous forme d'E.D.P. en vue de son ap-
proximation par des �el�ements �nis. Cette analyse comprend plusieurs �etapes.
Tout d'abord, une formulation faible du probl�eme est �etablie. Ensuite, des
solutions approch�ees sont construites.

Cette formulation faible s'�ecrit :(
Trouver u 2 V tel que

a(u; v) = f(v) ;8v 2 V

o�u V est un espace de fonctions admissibles et l'op�erateur a et la forme f
correspondent aux op�erateurs du probl�eme consid�er�e exprim�e sous forme
d'E.D.P.

L'expression, en E.E.G., des op�erateurs a et f se trouve en annexe A.4.2.

De fait, le calcul explicite de la solution du probl�eme continu n'est g�en�era-
lement pas possible. Le probl�eme continu est alors remplac�e par un probl�eme
approch�e. Cela conduit �a chercher des solutions approch�ees en utilisant, dans
notre contexte, la m�ethode des �el�ements �nis. En bref, cette m�ethode consiste
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�a construire un espace de dimension �nie Vh, sous-espace de l'espace V , puis
�a d�e�nir uh, la solution approch�ee de u, comme solution du probl�eme 7 :(

Trouver uh 2 Vh tel que
a(uh; vh) = f(vh) ;8vh 2 Vh

Sous les hypoth�eses appropri�ees (voir plus bas), on montre que ce pro-
bl�eme admet une solution unique uh, et que la convergence de uh vers la
solution exacte est directement li�ee �a la fa�con dont les fonctions vh de l'es-
pace Vh approchent les fonctions v de l'espace V et par suite, �a la mani�ere
dont l'espace Vh est d�e�ni.

Ainsi la m�ethode des �el�ements �nis consiste �a construire un espace Vh
de dimension �nie tel qu'une approximation uh ad�equate soit obtenue. Cette
construction s'appuie sur trois id�ees de base :

1. la cr�eation d'un maillage, not�e Th
8, du domaine 
 de telle sorte que le

domaine s'exprime comme la r�eunion �nie d'�el�ements T (les membres
de Th),

2. la d�e�nition de l'espace Vh comme un ensemble de fonctions vh dont la
restriction �a chaque �el�ement T de Th est, en g�en�eral, un polynôme,

3. le choix d'une base pour cet espace Vh dont les fonctions ne sont non-
nulles que sur une petite r�egion du maillage; ces fonctions sont donc �a
support petit.

D'un point de vue math�ematique, la notion de convergence est li�ee non pas �a
une approximation (discr�ete) mais �a une famille d'approximations (discr�etes)
d�e�nies par un param�etre h qui tend vers z�ero. A chaque valeur de h est
associ�ee un espace Vh et �a chaque Vh est associ�ee une approximation uh du
probl�eme approch�e. Cette famille est dite convergente si :

lim
h!0
ku� uhk = 0 (.4)

o�u kak = (
R

 a

2(x)dx)
1
2 .

Dans le cadre d'un probl�eme elliptique tel que le potentiel �electrique en
E:E:G:, estimer l'erreur entre u et uh se r�esume �a regarder ce que valent les
erreurs d'interpolation locales [CIAR-91] :

7: l'indice h de Vh est li�e au fait que Vh d�epend du maillage. Cette valeur h doit être
vue comme un param�etre de taille (l'arête maximale des �el�ements) qui, de fait, d�e�nit une
famille de maillages et donc une famille d'approximations et qui, pour �etablir les r�esultats
th�eoriques de convergence et de pr�ecision, tend vers 0.

8: Par convention d'�ecriture Th d�esigne une triangulation de 
 telle que h = maxT2ThhT
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u�Y
T

u


o�u

Q
T u correspond �a la restriction d'une interpolation de u sur T ; le

cas le plus simple d'interpolation pour des maillages t�etra�edriques est de
consid�erer des fonctions lin�eaires par morceaux qui, par interpolation des
valeurs aux sommets du maillage, permettent de reconstruire en tout point
la solution uh =

Q
T u recherch�ee (Probl�eme P 1).

On montre alors (sous certaines hypoth�eses relatives �a l'interpolation)
que [CIAR-91] : �����u�Y

T

u

�����
1;T

� C(
hk+1
T

�T
) juj

k+1;T

o�u juj
k+1;T =

 Pn
i1+:::+in=m

 @nu

@x
i1
1 :::@x

in
k+1

2
0;T

! 1
2

et kuk0;T = (
R
T u

2(x)dx)
1
2 .

Cette relation fait intervenir le degr�e k des polynômes d'interpolation de
u sur T , une constante C et deux quantit�es d�ej�a maintes fois �evoqu�ees:

{ la plus grande arête hT de l'�el�ement T et

{ le rayon �T de la sph�ere inscrite dans T .

La majoration ju�QT uj1;T � C(h
k+1
T

�T
) jujk+1;T justi�e donc d'une part l'uti-

lisation d'un crit�ere g�eom�etrique de qualit�e fond�e sur le rapport h

�
(cf. section

3.3) et d'autre part des m�ethodes de remaillage d'une T:P:R: optimisant le
diam�etre d'un t�etra�edre (cf section 5.2).

A.4.2 Formulation faible de l'�equation de Pois-

son

Nous avons vu dans la section 5.1.1, que la r�esolution du probl�eme direct
en E.E.G. consiste �a r�esoudre l'�equation de Poisson (cf. �equation 5.1) avec
des conditions de Neumann sur les di��erentes surfaces des tissus. Dans le cas
d'un dipôle de courant, la solution V repr�esente une singularit�e �a la position
du dipôle ce qui complique num�eriquement l'algorithme aux �el�ements �nis.
Pour lever cette di�cult�e, le potentiel V est d�ecoup�e en deux termes (cf.
section 5.1.1) :

V = U + Vs
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L'�equation 5.1 de Poisson devient en exprimant les conditions aux limites :

P3
i;j=1

@

@xi
�li;j

@Uk
@xj

= hl =

(
0 dans le volume contenant la source:

�P3
i;j=1

@

@xi
�li;j

@Vs
@xj

dans les autres milieux
@Ul
@n�l
jSl � @Ul+1

@n�l+1
jSl= gl =

n
@Vs
@n�l
jSl � @Vs

@n�l+1
jSl
o

Ul jSl= Ul+1 jSl
En multipliant les deux premi�eres �equations par une fonction test v, en

les int�egrant sur les sous-volumes 
l et Sl correspondant respectivement aux
volumes et surfaces des tissus de la tête et en les additionnant, nous obtenons :

NX
l=1

Z

l

3X
i;j=1

@

@xi

 
�li;j

@Ul
@xj

!
v:d�+

NX
l=1

Z

l

@Ul
@n�l

jSl v:ds =
NX
l=1

Z

l
hl:v:d�+

NX
l=1

Z

l
glv:ds

En appliquant la formule g�en�eralis�ee de Green [CIAR-91] qui est :R
Rn
+
v @'

@xi
dx = � RRn

+
' @v

@xi
dx; 1 � i � n� 1R

Rn
+
v @'

@xn
dx = � RRn

+
' @v
@xn

dx� RRn�1
+

v(x0; 0)'(x0; 0)dx0

avec v et ' sont des fonctions de H1(Rn
+) (H1(Rn

+) est un espace de
Sobolev d'ordre 1 sur Rn

+.)

nous obtenons :

NX
l=1

Z

l

3X
i;j=1

@

@xi

 
�l i;j

@Ul
@xj

!
@v

@xi
:d� =

NX
l=1

Z

l
hl:v:d� +

NX
l=1

Z
Sl

gl:v:ds

Le probl�eme s'exprime dans sa formulation faible (cf. A.5.1) par :(
Trouver u 2 V tel que

a(u; v) = f(v) ;8v 2 V
o�u :

{ a(ul; v) =
PN

l=1

R

l

P3
i;j=1

@
@xi

�
�li;j

@ul
@xj

�
@v
@xi
:d� et

{ f(v) =
PN

l=1

R

l
hl:v:d� +

PN
l=1

R
Sl
gl:v:ds

A.4.3 Erreur d'interpolation pour un probl�eme

P
1 en dimension trois 9

Soit f = (u � Q
T u) de T dans R, o�u T est l'int�erieur du t�etra�edre

T = fA;B;C;Dg. L'analyse locale de f par un d�eveloppement de Taylor
autour de A donne :

9: P 1= interpolation lin�eaire.
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A.4 El�ements �nis et �equation de Poisson

f(X) � f(A) = �!AX � rf(A) + 1

2

��!
tAX � (Hf (A) � �!AX) +O(

�!AX3)
avec :

{
�!
AX le d�eplacement autour de A dans le t�etra�edre T ,

{ rf 0(A) d�esigne le gradient,
{ Hf est la matrice hessienne de f .

En premier lieu, notons que Hf = Hu (�a cause de l'interpolation lin�eaire).
Regardons ensuite le terme rf(A). Tout point X de T peut s'�ecrire comme
une combinaison lin�eaire de A;B;C;D :

X = �a:A+ �b:B + �c:C + �d:D

avec �a + �b + �c + �d = 1 et donc
�!
AX = �b

�!
AB + �c

�!
AC + �d

�!
AD .

Comme nous supposons que pour tout point �a l'int�erieur de T u est estim�e
par interpolation lin�eaire de u (probl�eme dit P 1) calcul�ee aux sommets de T ,
nous avons : Q

T u(X) = (x�A) (u(B)�u(A))
(B�A) + (y �A): (u(C)�u(A))(C�A)

+(z �A): (u(D)�u(A))
(D�A) + u(A)(1� A

B�A � A

C�A � A

D�A )

Et nous obtenons :

�!
AB � rY

T

u(X) = u(B)� u(A)

�!
AC � rY

T

u(X) = u(C)� u(A)

�!
AD � rY

T

u(X) = u(D)� u(A)

) �!
AX �rY

T

u(X) = �b(u(B)�u(A))+�c(u(C)�u(A))+�c(u(D)�u(A))

D'autre part, nous avons :

u(B)� u(A) = �!AB � ru(A) + 1

2

��!
tAB �Hu(A) � �!AB +O(

�!AB3)
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A.4 El�ements �nis et �equation de Poisson

u(C)� u(A) = �!AC � ru(A) + 1

2

��!
tAC �Hu(A) � �!AC +O(

�!AC3)

u(D)� u(A) = �!AD � ru(A) + 1

2

��!
tAD �Hu(A) � �!AD +O(

�!AD3)
Ainsi :

�!
ABr(u�Y

T

u)(A) =
�!
AB�ru(A)�(�!AB�ru(A)+1

2

��!
tAB�Hu(A)��!AB+O(

�!AB3))

�!
ACr(u�Y

T

u)(A) =
�!
AC�ru(A)�(�!AC�ru(A)+1

2

��!
tAC�Hu(A)��!AC+O(

�!AC3))

�!
ADr(u�Y

T

u)(A) =
�!
AD�ru(A)�(�!AD�ru(A)+1

2

��!
tAD�Hu(A)��!AD+O(

�!AD3))
Nous obtenons pour

�!
AX � r(u � Q

T u)(A) alors l'expression suivante
[FREY-99] :

��b
2

��!
tAB �Hu(A)

�!
AB � �c

2

��!
tAC �Hu(A)

�!
AC

��d
2

��!
tAD �Hu(A)

�!
AD +O(max(

�!AB ; �!AB ; �!AB)3)
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t�etra�edres simples du crâne (en noir) avec la segmentation.
(a) �V = 0; 8 (b) �V = 0; 6 (c) �V = 0; 4 (d) �V = 0; 2. . . . . 166

6.18 Etude du param�etre �V pour �T = 0; 8. Superposition des
t�etra�edres simples de la tête (en noir) avec la segmentation.
(a) �V = 0; 8 (b) �V = 0; 6 (c) �V = 0; 4 (d) �V = 0; 2. . . . . 167

6.19 Etude de la proportion des tissus crâne et tête pour di��erentes
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