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Introduction 1

INTRODUCTION

L'évaluation de I'état de santé financiere de collectivités locales ou d'entreprises
constitue un probléme de classification qui peut étre avantageusement traité par des méthodes
statistiques de classification supervisée telles que les réseaux de neurones. En effet, de
nombreux travaux antérieurs ont montré que les réseaux de neurones sont, en général, de bons
candidats pour la résolution de tels problémes. Ainsi, a lI'heure actuelle, les techniques
neuronales ne cessent d'élargir leur champ d'application, pour deux raisons :

e d'une part, des résultats mathématiques solides ont été établis, notamment la
propriété d'approximation parcimonieuse, qui expliquent pourquoi les réseaux de
neurones constituent d'excellents modeéles non linéaires,

e d'autre part, les techniques algorithmiques d'apprentissage ont fait de trés grands
progres, grace notamment a l'utilisation de méthodes d'optimisation non linéaires
efficaces qui, associées a l'algorithme de rétropropagation pour I'évaluation du
gradient, permettent des apprentissages rapides et précis.

Aujourd'hui, armés de ces propriétés, les réseaux de neurones permettent d'obtenir,
lorsqu'ils sont convenablement mis en ceuvre, des résultats supérieurs a ceux des méthodes
classiques de modélisation et de classification non linéaire.

Bien entendu, dans la pratique, les techniques et les propriétés théoriques des réseaux de
neurones n'éliminent pas complétement les nombreux pieges que l'utilisateur doit éviter :

e Le premier d'entre eux est inhérent a toutes les méthodes statistiques : en termes
simples, il faut disposer de beaucoup de données afin de batir un modele fiable. Les
réseaux de neurones n'échappent pas a cette nécessité ; mais nous verrons qu'ils
nécessitent moins de parameétres ajustables que les modeles classiques de régression
non linéaire, ce qui est avantageux dés que l'on doit construire des modeles a plus
de deux variables.

e Le choix des variables d'un modele ou d'un classifieur est bien souvent déterminant
pour sa qualité. Dans ce travail, nous proposons une méthode simple, et originale,
de sélection des meilleures variables descriptives. Au cours de plusieurs
présentations réalisées devant des auditoires d'horizons différents, elle a toujours
suscité un grand intérét car elle permet de justifier, de maniére trés intuitive,
I"'inutilité" de certaines variables descriptives, ce qui n'est pas toujours le cas des
autres méthodes de sélection de variables.

¢ Enfin, un autre piege réside dans la trop grande souplesse des réseaux de neurones ;
en effet, les utilisateurs peuvent faire varier de nombreux paramétres tels que
l'architecture du réseau, le nombre de neurones, etc. Ceci peut étre considéré
comme un avantage, mais conduit trop souvent a un mauvais dimensionnement du
réseau et, par conséquent, a de mauvais résultats. Pour rendre I'emploi de ces
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techniques plus sir, nous proposons ici une méthode de sélection de l'architecture
des réseaux de neurones.

Comme indiqué ci-dessus, 1'axe principal de la recherche effectuée dans ce travail est la
sélection de modeles, que nous avons appliquée aux problémes de classification concernant
I'évaluation de 1'état de santé financiére de collectivités locales ou d'entreprises ; ceux-ci
constituent 1'une des préoccupations de la filiale Informatique de la Caisse des Dépdts et
Consignations. De fagon plus générale, ce travail s'inscrit dans le cadre des études menées
depuis plusieurs années au Laboratoire d'Electronique de 'ESPCI concernant la modélisation
de processus a l'aide de réseaux de neurones.

Ce mémoire regroupe 6 chapitres, qui vont de la définition de la classification a la
résolution pratique des problémes posés par Informatique CDC.

Le chapitre 1 définit ce qu'est un probléme de classification. Parmi la variété de
problémes de classification, nous analysons les caractéristiques de ceux qui peuvent
avantageusement &tre abordés par des méthodes statistiques, notamment neuronales. Nous
mettons également en évidence la nécessité de disposer de bonnes variables descriptives pour
résoudre de tels problémes de classification.

Ce travail étant consacré en grande partie a la classification, le chapitre 2 présente, d'une
part, la formule de Bayes, et, d'autre part, la régle de décision de Bayes qui garantit le taux
d'erreur de classification minimal. Puis, nous décrivons plusieurs méthodes de classification
qui, sous certaines conditions, permettent d'obtenir des résultats proches de ceux du classifieur
théorique de Bayes. Les performances de ces méthodes sont étudiées et comparées a l'aide
d'un exemple de classification a une variable. Nous proposons une utilisation originale des
réseaux de neurones pour l'estimation de densités de probabilités.

Le chapitre 3 présente quelques définitions relatives aux réseaux de neurones non
bouclés (ou statiques) que nous utilisons dans ce travail. Puis, nous présentons les réseaux a
une seule couche cachée. Ensuite, nous justifions 1'utilisation de cette architecture en énongant
et commentant la propriété fondamentale de tels réseaux.

Le chapitre 4 est consacré a l'apprentissage des réseaux de neurones. Il décrit quelques
méthodes classiques d'apprentissage. Nous étudions ensuite I'influence de I'ensemble
d'apprentissage sur les minima locaux de la fonction de coiit. Nous montrons que le nombre
d'exemples d'apprentissage joue un role fondamental dans l'existence des minima locaux, et
par conséquent, dans les performances du modeéle neuronal.

Le chapitre 5 présente les méthodes de sélection de modéles qui ont pour objectif de
choisir, parmi I'ensemble de mode¢les possibles, celui qui explique le mieux les phénoménes
observés. Dans une premiére partie, nous présentons les bases des méthodes de sélection de
modeles les plus fréquemment utilisées. Ensuite, nous présentons une procédure originale de
sélection de variables. Enfin, nous appliquons cette méthode a la sélection de l'architecture
d'un réseau de neurones a une couche cachée. Cette méthode originale nous permet ainsi de
définir, de fagcon presque automatique, l'architecture finale du modéle neuronal.
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Enfin, le chapitre 6 porte sur la résolution des problémes de classification posés par
Informatique CDC (analyse financi¢re des collectivités locales et des entreprises) par les
réseaux de neurones, en utilisant les méthodes de sélection de modeles présentées au cours des
chapitres précédents. Dans le cas de l'analyse financiere des entreprises, cette étude a
débouché sur une application opérationnelle depuis 1995.

Quelques éléments du mémoire sont repris, en détail, dans les annexes A, B et C :
I'annexe A présente en détail 1'influence du nombre d'exemples d'apprwntissage sur la fonction
de colt ; le calcul de la répartition de la variable aléatoire pertinente pour la sélection de
descripteurs ert développé dans l'annexe B ; les notions de comptabilité nécessaires a la
compréhension du travail d'analyse financiére sont présentées dans I'annexe C. Un article
publié¢ dans "Industrial application of neural networks", consacré a I'évaluation financicre
d'entreprises, est reproduit dans l'annexe D. L'annexe E présente un article soumis a
publication au congrés EUSIPCO-98 (European Signal Processing Conference) ; il concerne
un dispositif embarqué de détection et de reconnaissance des défauts des rails du métro
parisien. Enfin, des résultats numériques relatifs aux minima locaux des fontions de cofit sont
décrits dans 'annexe F.
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1. QU'EST-CE QUE LA CLASSIFICATION ?

Résumé

Nous présentons ce qu'est un probleme de classification. Dans certains cas, il est
possible de décrire complétement, de maniére linguistique, la démarche de classification ;
dans ce cas, un algorithme reproduisant cette démarche peut étre construit, et le probleme est
résolu. Dans d'autres cas, il est impossible de décrire précisément la classification ; une
solution consiste alors a demander a un professeur (ou superviseur, expert) de classer un
échantillon d'individus. Des méthodes de résolution qui "apprennent par l'exemple" (ici un
exemple est un individu déja classé par le superviseur) sont capables de reproduire la
classification de ['expert et, ensuite, de classer automatiquement de nouveaux exemples
inconnus. Ces dernieres méthodes sont donc essentiellement statistiques ,; c'est a elles que
nous nous intéresserons dans ce mémoire.

Nous posons également une question trés importante en classification, et, plus
généralement, dans tout probleme de modélisation statistique : celle du choix des variables
descriptives pertinentes (dont la connaissance est susceptible de contribuer utilement a la
solution du probleme posé) parmi un ensemble de variables descriptives possibles.

1.1 Introduction

Classifier des formes ou individus (par exemple des objets, des images, des
phonémes, ...) décrits par un ensemble de grandeurs caractéristiques (taille ou masse de I'objet,
pixels de 1'image numérisée, spectre acoustique du phonéme, ...), c'est les ranger en un certain
nombre de catégories ou classes définies a I'avance’.

Citons quelques exemples de classification :

e Un exemple courant d'application de la classification est le tri automatique du
courrier par un dispositif de lecture et d'interprétation du code postal ou de l'adresse
manuscrite. Pour un dispositif d'interprétation du code postal, 10 classes sont
possibles (les chiffres de 0 a 9) et les variables descriptives peuvent étre les niveaux
de gris des pixels, provenant d'une image numérisée du chiffre a identifier.

e Un établissement bancaire est fréquemment appelé a répondre a la demande de prét
d'un client, sur la base de quelques indicateurs décrivant sa capacité a rembourser.
Dans ce cas, les individus a classer sont des personnes, et les variables descriptives
sont, par exemple, le salaire, 1'age, la situation de famille, le nombre d'enfants...
Nous pouvons imaginer plusieurs classes suivant le type de risque que peut
admettre I'établissement.

Dans ce contexte, les statisticiens utilisent fréquemment le terme de discrimination, et réservent le terme de

classification au cas ou les classes ne sont pas définies a l'avance ; nous conserverons néanmoins ici la

dénomination consacrée par l'usage dans le domaine des réseaux de neurones.
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e Pour un systeme de sécurité, le dispositif doit repérer au bon moment une situation
inquiétante parmi la masse de situations normales et déclencher l'alerte. Dans le cas
d'un dispositif de surveillance d'un réacteur chimique, les individus sont les états du
processus au cours du temps et les variables descriptives sont, par exemple, la
température, le débit, le pH ... Il y a deux classes possibles (situation normale et
situation anormale).

Dans le présent travail, les objets a classer sont des entreprises ou des collectivités
locales, les variables sont les données financiéres ou socio-économiques attachées aux objets
et les classes sont les évaluations fournies par des analystes financiers. Bien que ce probléme
ne soit pas, a proprement parler, un probléme de reconnaissance de formes, nous allons
indiquer dans le paragraphe suivant, a titre d'illustration, comment la classification s'insere
dans un systeme de reconnaissance de formes.

1.2 Chaine de reconnaissance de formes

Un dispositif de reconnaissance automatique de formes est généralement congu comme
une chaine de modules de traitement [voir par exemple Price 96]. Ainsi, un systeme de
reconnaissance de formes comporte habituellement :

e un module d'acquisition : des capteurs mesurent des grandeurs caractéristiques de
l'objet a classer. Cet ensemble de grandeurs constitue la premicre représentation de
l'objet.

e un module de pré-traitement : il peut étre judicieux de modifier les grandeurs brutes
issues des capteurs par un algorithme afin de tenir compte des connaissances qui
peuvent étre disponibles a priori sur le probléme. Par exemple, a partir de la
réponse d'un capteur on peut appliquer un ensemble de filtres destinés a annuler les
effets de taille ou de positionnement. Ainsi, on obtient une nouvelle représentation
de I'objet, plus adéquate pour la classification envisagée.

e d'autres modules de traitement peuvent élaborer des représentations successives de
l'objet ; ces différentes représentations ont généralement pour objectif de réduire la
dimension de la représentation, c'est-a-dire de diminuer le nombre de descripteurs
de l'objet, et d'élaborer des descripteurs de plus en plus pertinents pour la tiche de
discrimination a accomplir.

e un module de classification : 1'algorithme de classification considére la derniére
représentation de l'objet et décide d'affecter celui-ci a une classe. Cet algorithme
peut fournir soit une réponse binaire a valeurs discretes (appartenance ou non a une
classe) soit une réponse probabiliste a valeurs continues (I'image a 70% de chance
de représenter le chiffre 5).

La figure 1.1 illustre une chaine de classification comportant un seul module de pré-
traitement. On distingue les trois modules et les représentations successives de l'objet.
Naturellement, on peut imaginer un dispositif sans module de pré-traitement ; dans ce cas
l'algorithme de classification travaille directement sur les grandeurs relevées par les capteurs.
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¢ Pré-traitement [»/TEPTESENtation /- c|assification
de l'objet de l'objet

Figure 1.1 : Chaine d'un dispositif de classification

La tache de l'algorithme de classification est d'autant plus aisée que la représentation de
l'objet est pertinente. Par exemple dans un probléme de commande d'un processus chimique,
on peut imaginer que la distinction entre les situations normales et les situations de danger est
enticrement définie par la valeur de la pression. Si les modules d'acquisition ou de pré-
traitement ne fournissent pas cette valeur a l'algorithme de classification, celui-ci ne pourra
pas faire de miracle et distinguer les différentes situations.

1.3 Formalisation mathématique d’un probléme de classification

Les exemples précédents font apparaitre la classification comme une tache qui consiste
a ranger des formes ou individus décrits par un ensemble de variables descriptives en un
certain nombre de catégories ou classes définies a priori.

Traduit en termes mathématiques, un probleme de classification comporte les
ingrédients suivants :

e une population de N individus /', (i variant de 1 a N),

e P variables descriptives X, qui permettent de décrire les individus ; elles sont

aussi appelées plus simplement descripteurs (d variant de 1 a P),

e (classes C, dans lesquelles on cherche a ranger les individus (k variant de 1 a ),

Résoudre un probléme de classification, c'est trouver une application de I'ensemble des objets
a classer, décrits par les variables descriptives choisies, dans l'ensemble des classes.
L'algorithme ou la procédure qui réalise cette application est appelé classifieur.

Les variables descriptives considérées ici sont celles qui sont fournies a l'algorithme de
classification. Comme indiqué plus haut, elles peuvent étre le résultat d'un pré-traitement des
variables initiales.

1.4 Un premier exemple

Nous trouvons un premier exemple de classification dans la vie de tous les jours : le
rangement des pieces de monnaie. En effet, un commercant doit, de temps a autre, rassembler
les pieces identiques contenues dans sa caisse afin d’en faire des rouleaux qu'il remettra a la
banque. Dans cet exemple, le fond de caisse du commercant constitue la population
concernée, chaque individu est une pi¢ce de monnaie. Les classes sont au nombre de 9 :

Pieces de 5 cts Pieces de 50 cts Piecesde 5 F
Pieces de 10 cts Piecesde 1 F Piecesde 10 F
Piéces de 20 cts Piecesde 2 F Piéces de 20 F
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On peut méme imaginer une dixiéme classe pour les autres pieces (étrangeres ou
fausses !). Les variables descriptives sont nombreuses, on trouve par exemple :

Diametre,

Epaisseur,

Poids,

Couleur(s),

Matériau (composition chimique),

Mots / chiffres / dessins en relief a la surface,

Surface de la tranche : tranche lisse ou dentelée et type de dents,
Bruit que fait la piece en tombant,

Etc.

Ces descripteurs peuvent étre considérés comme des grandeurs descriptives potentielles.
Dans notre exemple, chacun d’entre eux est pertinent pour départager les pieces. Cependant, il
n'est pas nécessaire de les utiliser tous. En réalité, les descripteurs dont peut se servir le
commerc¢ant sont la couleur et le diamétre (méme s’il ne le mesure pas, mais I’évalue
seulement). Dans ce cas, la relation F' qui relie les variables descriptives a la classe est de la
forme :

F (jaune, petit diametre) = classe des 5 cts,
F (jaune, moyen) = classe des 10 cts,

F (jaune & blanc, grand) = classe des 20 F.

Notons toutefois qu’une personne aveugle n’utiliserait ni ces descripteurs ni cette
fonction mais peut-&tre une fonction G telle que :

G (diametre, épaisseur, surface de la tranche) = classe de picce.

On voit donc que plusieurs régles de décision, toutes aussi pertinentes les unes que les
autres, permettent de ranger cette population dans les classes désirées. Dans cet exemple, les
fonctions peuvent étre décrites explicitement (le commergant ou 1’aveugle peuvent expliquer
comment ils procedent) et elles conduisent au méme résultat.

Lorsqu'une telle tache doit étre effectuée de manicre répétitive, on est tenté de la confier
a un automate (c'est d'ailleurs le cas dans les caisses automatiques de parkings, distributeurs
de titres de transport, etc.). En effet, dés que les variables descriptives et la fonction peuvent
étre exprimées si simplement, une telle classification "mécanique" peut facilement étre
réalisée par un automate réalisant une suite d'opérations logiques (systéme expert). Celui-ci se
fondera peut-&tre sur le gabarit, le poids ou la composition chimique des piéces, ¢’est-a-dire
utilisera la fonction suivante :

H (poids, diameétre, composition chimique) = classe de piece.

Malheureusement, les processus de classification ne sont pas toujours aussi simples et la
régle de décision ne peut pas toujours étre explicitée.
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1.5 Deux ou trois étoiles dans le guide Michelin ? Les choses se
compliquent...

D'autres taches de classification, qui sont, elles, fondée sur l'intuition, sont susceptibles
d'étre automatisées. La notation des restaurants dans les guides touristiques est, par exemple,
un probléme de classification plus complexe. Il s’agit bien de classer n’importe quel restaurant
dans I'une des quatre classes : aucune étoile, une étoile, deux étoiles ou trois étoiles. En
essayant soi-méme d’évaluer tous les restaurants ou I’on a déja mangé (en prenant quatre
niveaux : exceptionnel, satisfaisant, correct et a éviter) puis d’expliquer sa propre
classification, on constate plusieurs choses :

e il n’est pas toujours facile de faire la liste des éléments que I’on prend en
considération (les variables descriptives),

e il est quasiment impossible de formaliser la régle de décision que I’on adopte, c¢’est-
a-dire de décrire comment s’élabore notre jugement. Dans un cas, le sourire de la
serveuse aura suffi a compenser la tiédeur du steak et la table sera classée
"correcte" ; une valeur trés positive de la variable "service" aura prédominé sur la
pietre "qualité du repas". Dans une autre circonstance, un délicieux foie gras fera
oublier qu’on I’a attendu trois quarts d’heure en contemplant des murs lépreux ; la
variable "qualité du repas" I’a emporté sur les deux variables "service" et "cadre",
etc.

Ainsi, la classification est souvent complexe dans les problémes pour lesquels 1’expert
réagit en fonction de son intuition et ne peut pas toujours formaliser la fonction qu’il adopte.
Pourtant, il peut étre nécessaire de savoir reproduire la classification de I’expert. Par exemple,
les chargés de clientéle d’une banque ne peuvent pas se contenter systématiquement d'une
¢valuation subjective et personnelle de la solvabilité d’un client qui leur demande un prét. Or,
donner un avis favorable ou défavorable a la demande du client revient a effectuer une
classification des demandes en deux classes : celles que 1’on accepte et celles que 1’on refuse.
L’image de marque de la banque et sa sécurité financiére exigent que cette classification soit
unifiée, dans toute la mesure du possible.

1.6 Vers une classification probabiliste

Dans les exemples précédents, la classe des individus est bien définie ; mais ce n'est pas
toujours le cas. Considérons une autre tdche qui consiste a discriminer les femmes des
hommes a partir du seul facteur taille.

Pour simplifier, supposons que 1'on dispose des deux éléments suivants? :
e il y a autant de femmes que d'hommes dans la population considérée

e aprés la croissance, les femmes adultes mesurent en moyenne® 1.65m avec un
¢cart-type de 16 cm (moyenne = 1.75 m et écart-type = 15 cm pour les hommes).

Ces données n'ont bien évidemment aucune valeur significative.
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Quelle est le sexe d'une personne mesurant 1.60 m ?

Comment répondre intelligemment a cette question ? Une premiére réflexion de bon
sens conduit a dire que cette personne est une femme. Mais, tout le monde connait des
hommes de cette taille. La réponse est donc erronée. Une meilleure réponse consistera a dire,
par exemple, que cet individu a une probabilité de 60% d'étre une femme et la probabilité
complémentaire d'étre un homme (40%).

Nous n'avons plus a faire a une classification binaire (c'est une femme ou c'est un
homme) mais a une classification probabiliste. De plus, face a un tel probléme, une réponse
probabiliste est une bonne solution ; en effet, la taille ne suffit pas a départager distinctement
les deux classes, mais elle apporte une information interprétée en terme de probabilité.

Dans le chapitre suivant, nous verrons que la régle de décision de Bayes, qui est fondée
sur la probabilité d'appartenance a chacune des classes, permet de minimiser le risque d'erreur
de classification. En tout état de cause, la procédure et les méthodes de résolution des
problémes de classification présentées dans ce mémoire s'appliquent aux différents cas
(classification binaire ou probabiliste).

Notons enfin que, lorsque les critéres d'évaluation sont subjectifs (comme c'est le cas
dans l'exemple de classification des restaurants, il est possible d'utiliser des techniques de
classification floue, qui constituent une alternative aux techniques bayesiennes. Nous
n'aborderons pas cette approche dans le présent mémoire.

1.7 Résolution des problémes de classification

Lorsque I'expert ne peut pas expliciter son processus de classification, il faut se tourner
vers des systémes de classification qui "apprennent par l'exemple". A partir d'un lot
d'individus déja classés par l'expert, le systéme peut apprendre a classer comme I'expert.
Apres apprentissage, le systéme est capable de classer de nouveaux individus.

1.7.1  Un principe de résolution : 1'élaboration d'un modéle statistique par
apprentissage

Prenons I’exemple de la lecture qui est aussi un exercice de classification. En effet, elle
consiste, pour un texte normal, a classer des signes en 26 classes que sont les lettres de
I’alphabet. Si la classification sous-jacente a toute lecture ne pose pas beaucoup de probléemes
lorsqu’il s’agit d’un document imprimé, on sait & quel point I’exercice peut devenir difficile
avec certaines écritures manuscrites !

Pour étre plus précis, il faudrait donner la loi de distribution de la taille des hommes et des femmes comme
par exemple la loi de Gauss, mais ce n'est pas le point important de ce paragraphe. Le chapitre suivant décrit

la régle de décision tirée des courbes de distribution des individus des différentes classes.
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Par exemple, les signes ci-dessous doivent-ils étre lus "a" ou "ce" ?
a ce

Dans la pratique, le contexte permet d’¢lucider la plupart de ces difficultés de
déchiffrage d’une écriture, c’est-a-dire de classification des signes qui la composent. Mais,
lorsque le sens ne permet pas cette élucidation, il reste la possibilité de regarder comment sont
écrits les autres "a" que I’on a reconnus de manicre certaine.

Ce petit exemple illustre le principe de résolution des problémes de classification a
partir d'observations, que nous désignerons, conformément a l'usage dans le domaine des
réseaux de neurones, sous le terme d'exemples. Pendant la phase d'apprentissage, on apprend a
reconnaitre la lettre "a" dans quelques cas non ambigus, et, par la suite, on peut identifier ce
signe dans d’autres situations.

1.7.2  Procédure de résolution par apprentissage

La résolution des problémes de classification par apprentissage se déroule donc en
plusieurs étapes :

e premicre étape: faire classer un échantillon d’individus par un expert; cet
échantillon est désigné, dans le domaine des réseaux de neurones, sous le nom de
base d’apprentissage,

e deuxiéme étape : concevoir et mettre en ceuvre un algorithme (appelé classifieur)
qui parvient a reproduire la classification de I’échantillon d'apprentissage,

e troisieme étape : évaluer la qualité du classifieur en I’appliquant & un ensemble
d'individus classés par I'expert, mais qui n'ont pas été utilisés au cours de la phase
d'apprentissage (cet ensemble est la base de test),

e derni¢re étape : si le test est satisfaisant, appliquer la méthode de la deuxieme étape
a I’ensemble de la population a classer.

C’est cette procédure qui est appliquée lorsqu’on confie la résolution d’un probléme de
classification a une machine. Elle porte alors le nom de classification supervisée car elle
requiert I’intervention d’un "superviseur" ou expert. Notons dés maintenant que la deuxieéme
étape consiste bien a reproduire la classification de la base d’apprentissage a l'aide d'un
algorithme numérique, et non pas a expliquer de maniere linguistique la régle de décision
mise en ceuvre.

1.7.3  L’apprentissage ne résout pas tout ; il reste des précautions a prendre

En pratique, la procédure décrite précédemment peut se révéler tres difficile a mettre en
ceuvre et conduire a un résultat inexploitable. Prenons I’exemple fictif d’une population
d’individus {I} que I’on voudrait ranger dans trois classes A, B et C. Imaginons la situation
suivante : un expert est sollicité¢ pour effectuer cette classification et, aprés avoir classé les 15
premiers individus, il démissionne sans transmettre son savoir-faire. Afin de poursuivre ce



12 Chapitre 1. Qu'est-ce que la classification ?

travail, l'entreprise demande a un de ses employés de remplacer l'expert. Le collegue, qui
découvre cette étude, commence par recueillir 3 grandeurs (X, Y et Z) caractéristiques des 15
individus. II lui faut maintenant retrouver la fonction de classification de I'expert.

Classe
A
1'(1;2;4
T a6
I (67534) 4
5001 I'(9;1;4)
I (77037) 6
17(349) I (1;0;1) F (X, Y, Z) =9
19(875’8) 18(7;3;1) o
99 10, c.~.
111(0.9.0) I (53278)
Brnoor 14(6:7:3) Classe B
I (03879) 114(206)
1°(7,7;5) =
Classe
C
Ensemble de 15 individus Classification réalisée
décrits par 3 variables par I'expert

Figure 1.2 : Présentation d'un probleme de classification

Ces 15 individus constituent donc la base d’apprentissage pour le collégue. Sa premiére
tache va consister a essayer de reproduire la classification de cet échantillon (deuxiéme étape
de la procédure). En I’occurrence, il va tenter de trouver quelle réflexion I’expert a bien pu
mener pour conclure que le premier individu I' décrit par (1;2;4) devait étre rangé en classe A.
Comme dans I’exemple des piéces, on se rend rapidement compte que plusieurs régles de
décision peuvent réaliser la classification de I’échantillon®. La premiére a laquelle on peut
penser est la fonction F; suivante :

Si X=1,Y=2etZ=4 alors F1(X,Y,Z)=A
Si X=3,Y=2etZ=6 alors F1(X,Y,Z)=A

Si X=7,Y=T7etZ=5 alors F;(X,Y,72)=C

F; énonce, individu par individu, la classification de I’expert qu’elle reproduit donc
parfaitement. Mais, si I’individu suivant est décrit par (2;0;0), dans quelle classe se range-t-
il ? Cette premicre fonction envisagée ne permet pas de répondre. On peut dire qu’elle est trop
spécialisée.

Considérons une autre fonction, F,, définie par :

Si X+Y <Z alors F, (X, Y, Z)=A
Si X+Y =7 alors F»(X,Y,Z)=B
Si X+Y >7Z alors Fo(X,Y,Z)=C

En fait, il existe une infinité de fonctions capables de reproduire exactement la classification de n’importe

quel nombre fini d’individus !
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F, reproduit parfaitement la classification de I’expert & une exception prés, I'individu I'*
décrit par (2;0;6). F; le range en classe A (2+0 < 6) alors que I’expert I’a mis en classe B.
Cependant, cette seconde fonction, plus générale, présente I’intérét considérable de permettre
de classer tout nouvel individu : c'est un modele prédictif alors que la méthode précédente
constituait seulement un modele descriptif.

Alors que son collégue vient juste de trouver cette fonction F, qui semble satisfaisante,
I’expert revient et lui apprend qu’en fait la fonction de classification ne portait que sur Y, qu’il
ne fallait tenir compte ni de X ni de Z figurant dans le dossier pour d’autres utilisations. Sa
regle est en effet :

Si Y est pair alors F(X,Y,Z)=A
Si Y=0 alors F(X,Y,Z)=B
Si Y est impair alors F(X,Y,Z)=C

Cet exemple illustre, de fagon caricaturale, les principales difficultés que 1’on rencontre
dans la résolution par apprentissage des problémes de classification supervisée :

e choix des variables descriptives : dans I’exemple, si la seule variable Y avait
figuré, la régle de classement fondée sur la parité aurait vraisemblablement sauté
aux yeux ! Nous verrons dans ce travail que les méthodes statistiques de résolution
sont, elles aussi, génées par les variables non pertinentes vis-a-vis du probléme
posé.

e optimisation de la fonction : il faut toujours trouver un compromis entre une
fonction trés performante sur les individus de la base d’apprentissage et une
fonction peut-étre moins performante sur I'échantillon, mais qui présente de
meilleures capacités de "généralisation".

o taille de I’échantillon : si la classe B avait comporté¢ 50 individus, on aurait
certainement vu que leur point commun était d’avoir une valeur de Y nulle.
Autrement dit, la base d’apprentissage doit étre suffisamment grande et
représentative.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté, de manieére empirique, ce qu'est un probléme de
classification. Nous avons vu que, pour certains de ces problémes nous pouvons décrire
explicitement, de maniére linguistique, le mécanisme de classification (piéces de monnaie).
Dans ce cas, un algorithme reproduisant ce processus peut €tre construit et le probléme est
résolu. Pour d'autres problémes, il est malheureusement impossible de décrire précisément la

> Cet exemple présente en effet une pathologie que 1'on ne rencontre heureusement pas dans la pratique : il

suffit que la valeur de Y change de parité pour que l'objet change de classe ; autrement dit, la plus petite
variation possible du descripteur pertinent entraine un changement de classe. Dans I'espace du descripteur
(I'ensemble des entiers) les deux classes se recouvrent complétement. Dans toute la suite, nous supposerons

qu'il est possible de trouver des descripteurs tels que les classes ne se recouvrent que partiellement.
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classification (évaluation des restaurants) ; il faut alors trouver des méthodes de résolution qui
"apprennent par l'exemple", a partir d'un ensemble d'individus déja classés par un superviseur.
Le chapitre suivant présente les méthodes statistiques de résolution de ce type de problémes.

Un point trés important a été également soulevé: celui du choix des variables
descriptives en fonction de leur contribution a la résolution du probléme posé. Nous verrons
qu'un mauvais choix de descripteurs peut, a lui seul, dégrader les résultats d'une bonne
méthode de classification. Dans ce travail, nous proposerons une méthode originale de
sélection de variables descriptives qui met bien en évidence l'inutilité de certaines d'entre
elles. Cette méthode de sélection sert également a la définition de I'architecture de réseaux de
neurones formels, ce qui permet de construire un classifieur performant.
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2. METHODES STATISTIQUES DE CLASSIFICATION

Résumé

Ce chapitre porte sur la classification supervisée. La premiére partie présente, d'une
part, la formule de Bayes, et, d'autre part, la régle de décision de Bayes qui garantit le taux
d’erreur de classification minimal.

La deuxieme partie présente plusieurs méthodes de classification dont les performances
approchent le taux d'erreur minimal sous certaines hypothéses. On distingue deux catégories
de méthodes : les méthodes indirectes, qui utilisent la formule de Bayes, et les méthodes
directes, qui évaluent les probabilités a posteriori sans utiliser la formule de Bayes. Parmi ces
derniéres méthodes, les réseaux de neurones formels ont une grande qualité : ils sont
capables de trouver la méme solution que celle fournie par la formule de Bayes, sans
condition particuliere. En effet, on démontre que la sortie d'un réseau de neurones est une
estimation des probabilités a posteriori d appartenance aux classes. Pour chacune des
méthodes présentées, nous expliquons, de maniére théorique et sur un exemple, les différences
de comportement.

Dans le dernier paragraphe, nous utilisons d’une maniére originale une méthode
directe, telle que les réseaux de neurones, pour obtenir une estimation de la densité de
probabilité d'appartenance d'un individu a une classe. Cette estimation sert ensuite au calcul
indirect des probabilités d’appartenance aux classes par la formule de Bayes.

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une vue d'ensemble des problémes de
classification supervisée, que nous avons s¢parcs en deux groupes :

e Dans le premier, la régle de décision peut tre expliquée de manicre linguistique par
le professeur : dans ce cas, la solution consiste en une suite d'opérations logiques.

e Pour les problemes du deuxiéme groupe, la régle de décision ne peut étre formalisée
en termes linguistiques, et I'on a alors recours a une méthode statistique comportant
un apprentissage supervisé a partir d'exemples.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la résolution des problémes de ce dernier
groupe.

A partir de l'exemple consistant a classer les femmes et les hommes (voir chapitre
précédent), nous introduisons le classifieur de Bayes (formule et régle de décision). La régle
de décision de Bayes est incontournable en classification puisqu’elle fournit la limite
théorique du taux d'erreur (ou inversement de réussite) d’un classifieur. En pratique, il
convient d'approcher cette limite théorique : nous présenterons plusieurs méthodes qui y
parviennent de maniére plus ou moins efficace.



16 Chapitre 2. Méthodes statistiques de classification

2.2 Présentation du probléme

Comme nous I’avons déja vu, la premicere étape de la conception d'un classifieur
statistique consiste a faire classer, par un professeur, un échantillon d'individus définis par des
descripteurs. Nous disposons alors :

e d'un échantillon composé de N individus,
e répartis dans un espace a P dimensions (les P variables descriptives),
e affectés a C classes.

Ainsi, les méthodes statistiques de résolution ne doivent s'appuyer que sur les
coordonnées des individus dans l'espace de description afin de déterminer dans celui-ci
plusieurs domaines qui correspondent aux classes.

Pour présenter le classifieur de Bayes, nous reprendrons I'exemple de la distinction des
femmes et des hommes en fonction de la taille (I'espace de description est a une dimension : la
taille).

Fonctions densité de probabilité

25 4 \

1 Femmes

0.5

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 21

Taille (en m)

Figure 2.1 : Distribution des individus (femmes et hommes) en fonction de la taille

La figure 2.1 représente les densités de probabilit¢ des femmes et des hommes en
fonction de la taille. Nous constatons que les deux groupes d’individus' correspondant aux
deux classes (femmes et hommes) sont décalés sans étre completement dissociés.

Dans cet exemple, les classes ne sont pas disjointes. C'est le cas le plus fréquent : il est rare, dans la pratique,
que I'on soit capable de trouver des variables descriptives suffisamment discriminantes pour que les classes
soient complétement séparées. Dans 1’exemple de classification proposé (femme/homme), choisir la taille
comme unique descripteur n’est certainement pas le meilleur choix. D’autres descripteurs conduisent

probablement a une représentation des formes plus adaptée.
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Supposons que ces deux fonctions soient connues exactement (ce qui n'est pas le cas en
général, comme nous le verrons plus loin). Alors, nous disposons d'une premiere grandeur
caractéristique définissant les individus en fonction de leur localisation dans l'espace de
description :

e fi(x) : la fonction de densité de probabilité de x si la classe est k, c'est-a-dire la
probabilité pour qu'un individu de la classe & soit décrit par un descripteur dont la
valeur est comprise entre x et x+dx.

Supposons que les densités de probabilité de la taille 7 (en métres) pour les classes
femme et homme soient des gaussiennes :

1 1(1-165Y
(t)= —————-exp| —— our les femmes,
1r0= 516 var p( 2( 0.16 Up

e 1) L _1(1—1.75
" 0.15-27 P72 015

Quel est le sexe d'une personne mesurant 1.60 m ?

2
j ] pour les hommes.

Pour répondre a cette question, nous supposons que cet individu est issu de la
population entiere de la France, dans laquelle nous considérons qu'il y a autant de femmes que
d'hommes. A partir des densités de probabilité, la formule de Bayes donne la probabilité, dite
probabilité a posteriori, pour qu'un individu décrit par le descripteur x appartienne a la
classe & :

fi(x)

C

> f(x)

i=1

P(Ck |x) = , ou C est le nombre de classes.

On a évidemment : (Z P(Ck |x) =1

k=1

Ainsi, la formule de Bayes fournit les probabilités a posteriori suivantes :

P(FlL60)=— I (160) 238 _ oo,
£(160)+ £,,(160)  2.38+1.61
_ fH(1'60) _ 1.61 e
et PUHL60)= £,(.60)+ £,,(1.60) ~ 238+161 0%

Avec ces valeurs, un individu provenant de la population frangaise et mesurant 1,60 m
posséde 60% de chance d'étre une femme (40% d'étre un homme). Si on désire 'affecter a une
classe, il est donc naturel de choisir celle des femmes ; ce choix (affecter I'individu a la classe
pour laquelle la probabilité a posteriori d'appartenance est maximum), constitue la régle de
décision de Bayes, sur laquelle nous reviendrons plus loin.
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Probabilité a posteriori
T d’appartenance aux classes

0.9

0.8

0.7

06

0.5

0.4

- Femmes
03 |_.-*

02

01 | Seuil de classification donné
par la regle de Bayes

T T T T T 1

15 1.6 1.7 1.8 1.9 2 21

Taille (en m)

Figure 2.2 : Probabilité a posteriori d'appartenance aux deux classes

et seuil de classification (prise de décision)

La figure 2.2 présente les probabilités a posteriori d'appartenance aux deux classes en
fonction de la taille, calculées par la formule de Bayes. Pour un systéme de classification avec
prise de décision binaire, l'affectation se fait en fonction du niveau de probabilité,
conformément a la régle de Bayes. Pour les tailles inférieures au seuil (vers 1,68 m), le
classifieur choisit la classe des femmes ; au-dessus, c¢’est celle des hommes. Pour une taille de
1,60 m, on retrouve bien le résultat précédent.

Compliquons un peu le probléme et considérons maintenant que cet individu est un
supporter d’une équipe de football.

Quel est le sexe d'un tel individu mesurant 1,60 m ?

Les distributions des individus n’ont aucune raison de changer, en revanche la
proportion des femmes et des hommes dans cette population est certainement différente de
celle de la population frangaise.

Cette proportion est appelée probabilité a priori (elle ne dépend pas des coordonnées du
point dans l'espace de description). On la note Pry :

e Pry : probabilité a priori d'appartenance a la classe &

Pour le probléeme de classification femme/homme parmi les supporters, les
probabilités a priori sont les suivantes? :

Pr,. = 0.30 pour les femmes,

Pr,, =0.70 pour les hommes.

Les probabilités a priori s'estiment d’une maniere générale par un dénombrement des classes sur un

échantillon de la population. Si aucune connaissance du probléme n’est disponible, elles seront prises égales a

1/C (avec C = nombre de classes).



Chapitre 2. Méthodes statistiques de classification 19

Pour intégrer cette nouvelle grandeur caractéristique, la formule de Bayes prend la
forme plus générale suivante :

Pr.- f,(x)

C

;Pr,'f,(x)

P(Ck |x) = , ou C est le nombre de classes.

En tenant compte des probabilités a priori, on obtient les probabilités a posteriori :
P(FIL60) = ——220 238590,
0.30-2.38+0.70-1.61

et P(H[L60)= 0.70-161 ~61%
0.30-2.38+0.70-1.61

Le résultat a changé: compte tenu des probabilités a priori dans I'échantillon de
population considéré, la probabilité que cet individu soit un homme est plus grande.

Fonctions densité de probabilité
pondérées par les probabilités a priori

0.8 / \\Hommes

0.6 Femmes

0.4

0.2

Taille (en m)

Figure 2.3 : Distribution des individus (femmes et hommes)

relative aux supporters de football



20 Chapitre 2. Méthodes statistiques de classification

Probabilité a posteriori
1 d’appartenance aux classes
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Figure 2.4 : Probabilité a posteriori d'appartenance aux deux classes

(supporters de football)

Les figures 2.3 et 2.4 présentent les fonctions densité de probabilité et les probabilités a
posteriori d'appartenance aux deux classes (le seuil de classification est différent de celui de la
figure 2.2).

23 Régle de décision de Bayes

Nous rappelons l'expression mathématique de la formule de Bayes qui prend en
considération la probabilité a priori d'apparition des individus des différentes classes et de
leur distribution dans l'espace des descripteurs :

Pr,- fi(x)

C

; Pr- f,(x)

P(Ck|x) = , ou C est le nombre de classes.

avec P(Ck|x) : probabilit¢ a posteriori que l'individu de coordonnées x
appartienne a la classe k,

Pry : probabilité a priori que I'individu appartienne a la classe &,
Jfx(x) : densité de probabilité de x si la classe est k.

Comme indiqué plus haut, la régle de décision de Bayes consiste a choisir d'affecter
l'individu a la classe dont la probabilité a posteriori (calculée par la formule de Bayes ou par
tout autre méthode) est la plus grande. On démontre [voir par exemple Duda 73] que cette
décision minimise le risque d'erreur de classification.

Nous pouvons également introduire le concept de colit associé a un mauvais classement.
Ainsi, [Caraux 96] prend l'exemple du classement des champignons. Classer comestible un
champignon toxique peut avoir des conséquences beaucoup plus dramatiques que l'inverse. Il
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faut donc adopter une fonction de colt plus ou moins grande suivant le type d'erreur de
classement. A la limite, si I’on désire ne prendre aucun risque, il faut classer tous les
champignons comme toxiques et ne plus en consommer.

La régle de Bayes peut s'adapter a ces nouvelles conditions pour devenir une régle de
décision de risque minimum (et non d'erreur de classification minimum). Nous ne présentons
pas cette extension, car, dans toutes les applications de cette étude, les erreurs de classification
posseédent la méme importance ; nous appliquons donc la régle de décision de Bayes qui
minimise l'erreur de classification.

24 Intérét de la regle de décision de Bayes

Comme nous venons de 'indiquer, la régle de décision de Bayes minimise la probabilité
d'erreur de classement. La figure suivante apporte une explication géométrique. [Duda 73] en
donne une preuve mathématique plus rigoureuse.

Distribution des individus dans
I’espace de description

Classe A Classe B

Seuil de classification donné
par la regle de Bayes

Erreur de classification

Descripteurs
a/
Distribution des individus dans
I’espace de description
Classe A Classe B
Autre seuil de
classification
Nouvelle erreur de
classification \
Descripteurs

b/

Figure 2.5 : La régle de décision de Bayes minimise

le risque d'erreur de classification

Sur la figure 2.5, les courbes représentent les fonctions densité de probabilité pondérées
par les probabilités a priori correspondant aux deux classes A et B. De cette maniére, ces
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courbes sont directement reliées a la densité des individus. Sur la Figure 2.5a, le trait vertical
marque le seuil de classification donné par la régle de Bayes entre les deux classes.

Quelle est I'erreur de classification commise avec un tel seuil ?

L'erreur de classification est le nombre d'exemples A classés B et inversement ; elle
correspond donc a la surface grisée. Si I’on choisit un autre seuil (Figure 2.5b), nous nous
apercevons que la nouvelle erreur de classification est égale a I'erreur de classification de
Bayes augmentée d’une contribution positive. Elle est donc toujours supérieure a l'erreur de
Bayes. Ainsi, quel que soit le seuil pris pour séparer les 2 classes, l'erreur de classification est
toujours supérieure a celle trouvée avec la régle de Bayes.

En résumé, la régle de décision de Bayes constitue la limite optimale de tout systeme de
classification. Malheureusement cette limite est théorique ; en effet, face a un probléme réel,
les distributions des classes (fonction de densité et probabilité a priori) sont inconnues, ainsi
que les probabilités a posteriori. Les différentes méthodes mathématiques de résolution
peuvent seulement en fournir des estimations.

De plus, l'erreur minimale de classification est elle-méme théorique, et sa valeur est
inconnue. Ce point est important, car une méthode de classification peut donner un taux de
classification considéré comme insuffisant (par exemple 45% d'individus mal classés) ; dans
ce cas on peut €tre tenté de rejeter cette méthode en la considérant comme médiocre, mais il se
peut que l'erreur limite de classification de Bayes soit égale a 44% et que la méthode présente
finalement d'excellentes performances. Ici, une meilleure sélection des descripteurs s'impose
plus quune autre méthode de classification. Cette erreur théorique constitue une borne
infranchissable qui représente d'une certaine maniére la difficulté intrinséque du probléme.

Le paragraphe suivant propose un exemple de mise en ceuvre du classifieur de Bayes.
Cet exemple sera repris pour visualiser le comportement et les limites des différentes
méthodes de classification présentées dans ce chapitre.

2.5 Exemple d'application du classifieur de Bayes

Un petit probléme de classification a une variable descriptive est propos¢€ pour mettre en
pratique la formule et la régle de décision de Bayes. Ensuite, il sera repris pour visualiser les
comportements des méthodes de classification décrites.

La figure 2.6a présente un échantillon d'individus décrits par une variable (x) a classer
suivant deux classes (classe A en haut et classe B en bas).

L'échantillon comporte 1200 individus distribués de la fagon suivante :

e 600 individus de classe A répartis suivant une distribution construite a partir de
deux lois de Gauss.

e 600 individus de classe B répartis suivant une distribution uniforme.

La partie b/ présente les distributions des exemples suivant la variable x. Elle présente
également les histogrammes de répartition des deux classes : ceci illustre la difficulté liée a
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l'estimation des fonctions densité de probabilité, due au fait que cette estimation est effectuée
a l'aide d'un nombre fini d'exemples.

Comme cet exemple est artificiel, nous connaissons parfaitement ses caractéristiques,
c'est-a-dire les probabilités a priori (proportion d'individus dans chacune des classes) et les
densités de probabilité (répartition des individus suivant x). On peut donc calculer (et non
estimer) la probabilité a posteriori théorique donnée par la formule de Bayes.

Ainsi, la partie ¢/ présente la probabilit¢ a posteriori quun individu décrit par x
appartienne a la classe A. Par exemple, pour x = 0, la fonction prend la valeur 0,15. Il y a donc
15% de chance que les individus placés autour de zéro appartiennent a la classe A ; les
individus sont donc classés en B. Ainsi, tous les individus de classe A placés au voisinage de
0 sont mal classés.

B00 exemples (A)

+0, 00 Repartition des 1200 exemples

B00 exenples (B)

—15|,00 —10|.00 —5!00 +0!00 +5100 +10l,00

o/ Visualisation des 1200 individus

I\
eabldund s S

+0 00 b
| [ I I | |
-15.,00 =10, 0 =G5,00 +0, 00 +5,00 +10,00
b/ Fonctions et histogrammes de distribution des individus

1,00 Classification @ Theorigue
W0, B0} ) h L
*0.00-— | | | | |

—15,00 —10,00 -5,00 +0,00 +5,00 +10,00

¢/ Probabilité a posteriori d'appartenance a la classe A (TMC = 30,1%)

Figure 2.6 : Exemple de classification a une variable descriptive

En balayant I'axe des x, nous pouvons compter le nombre d'individus mal classés, et
nous obtenons ainsi un taux d'individus mal classés égal a 30,1%. Ce pourcentage est donc la
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limite théorique du taux d'erreur de classification : aussi sophistiqué que soit le classifieur
utilisé, il est illusoire de penser qu'il pourra réaliser un taux d'erreur de classification inférieur
a30,1%.

2.6 Méthodes indirectes de résolution

Comme nous venons de le voir, la formule de Bayes permet de déterminer les
probabilités d'appartenance a posteriori si les densités de probabilité et les probabilités a
priori sont connues, et la régle de décision de Bayes permet d'obtenir le taux d'erreur de
classification minimum, qui est I'objectif souhaitable pour tout systéme de classification.

On peut donc distinguer deux groupes de méthodes de classification

e Les méthodes qui estiment les fonctions densité et les probabilités a priori pour
ensuite calculer les probabilités a posteriori a l'aide de la formule de Bayes
(méthodes indirectes). A l'intérieur de ce groupe, on distingue encore les méthodes
paramétriques (qui font usage d'une hypothése sur la forme analytique de la
distribution) et les méthodes non paramétriques (qui ne font usage d'aucune
hypothése sur la forme de la distribution).

e Les méthodes directes, qui estiment les probabilités a posteriori sans faire
intervenir la formule de Bayes (voir § 2.7 : Méthodes directes de résolution).

2.6.1 Estimation paramétrique des densités de probabilité

Les méthodes paramétriques consistent a faire une hypothése concernant la forme
analytique de la distribution de probabilité recherchée, et a estimer les parameétres de cette
distribution a partir des données dont on dispose. En d'autres termes, a l'aide de quelques
paramétres (moyenne, variance, ...) on ajuste la loi de distribution choisie par rapport aux
individus a notre disposition. On obtient une estimation des paramétres, et 1'on peut ensuite
utiliser la forme analytique de la densité ainsi déterminée pour en déduire la densité en tout
point de l'espace de représentation.

L'hypothese la plus courante est que la répartition des individus de chacune des classes
suit une loi gaussienne (loi gaussienne multidimensionnelle bien entendu). Elle conduit a la
méthode appelée analyse discriminante avec une reégle d'affectation probabiliste. Cette
distribution "normale" des individus est la plus utilisée ; néanmoins, si notre connaissance du
probléme nous fait rejeter la loi de Gauss, d'autres lois peuvent la remplacer.

2.6.1.1 Analyse discriminante avec une régle d'affectation probabiliste

a/ Présentation
On rappelle 1'hypothéese de distribution :

e Les individus de la classe k sont réparties suivant une loi gaussienne
multidimensionnelle:
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1
(2m)"” Jdér z,

fi(x)= ‘eXP(_zl(x_'“k)rzil(x_“k))

avec X, :matrice de covariance de la classe &,
U, : centre de la gaussienne de la classe k.

La matrice de covariance et le centre de la classe k£ sont estimés par la matrice de
covariance et la moyenne des individus appartenant a la classe k.

Ainsi, a partir des estimations des matrices de covariance, des centres des gaussiennes
(pour chacune des classes) et des probabilités a priori, on calcule (formule de Bayes) les
probabilités a posteriori d'appartenance aux classes. Il ne reste plus qu'a choisir la classe qui
obtient la plus grande probabilité¢ a posteriori. La frontiére de séparation est donc déterminée
par I'ensemble des points pour lesquels les probabilités a posteriori sont égales.

Classe A

Classe B

b\

Frontiére de séparation

Figure 2.7 : Frontiére de séparation

(analyse discriminante avec une régle d'affectation probabiliste)

Sur la figure 2.7, on remarque que la frontiére de séparation prend en considération la
différence de dispersion des classes. Le trait pointillé matérialise la frontiére obtenue avec la
regle d'affectation géométrique (voir paragraphe 2.6.1.2).

b/ Comportement

#1.00 Classification § — Theorigue —— AD-Affectation Probabiliste

P <13 T U b N

+, 00

—15|,00 —10|.00 —5!00 +0!00 +5100 +10|.00

Figure 2.8 : Analyse discriminante avec une régle d'affectation probabiliste (TMC = 43,4%)

Sur la figure 2.8, nous représentons (en gras) la fonction de classification obtenue par
l'analyse discriminante avec une régle d'affectation probabiliste en faisant 1'hypothése de
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distribution gaussienne. Comme 1'hypothése n'est pas vérifiée, le taux d'individus mal classés
(43,4%) est tres supérieur a celui de Bayes (30,1%).

¢/ Discussion

Cette forme de I'analyse discriminante peut sembler a priori trés séduisante.
Malheureusement méme si les hypothéses sont vérifiées, les estimations des différentes
matrices sont effectuées a partir des exemples disponibles, qui peuvent €tre peu nombreux.
Elles sont donc trés sensibles aux exemples marginaux.

De fagon pratique, on préfére ajouter quelques hypothéses qui conduisent a l'analyse
discriminante avec une regle d'affectation géométrique.

2.6.1.2 Analyse discriminante avec une régle d'affectation géométrique

a/ Présentation

C'est la forme la plus simple de l'analyse discriminante. L'hypothése de départ est
complétée par les suivantes pour garantir la convergence vers la régle de Bayes :

e Les individus de la classe k sont répartis suivant une loi gaussienne (loi de Gauss
multidimensionnelle) déterminée par :

1
1ilx)= (2r)"” Jdér =z,

-exp(—2l (x—u, )7‘221(’“ ~Ha ))

avec X, : matrice de covariance des individus de la classe £,
U, : centre de la Gaussienne de la classe .

o Les différentes matrices de covariance sont identiques :

Li=2,==L=1

e Les probabilités a priori des classes sont, elles aussi, identiques :

Pr,=Pr,=---=Pr. =1/C

Dans ce cas, pour classer un nouvel exemple, 'analyse discriminante avec affectation
géométrique calcule la distance (métrique de Mahalanobis) entre cet exemple et les différents
centres de gravités des classes, et affecte a cet exemple la classe correspondant a la plus petite
distance. La distance de Mahalanobis (notée A,) est donc définie globalement dans I'espace de
description par la matrice de covariance des individus :

T
Azz(ul,uz)z(u,—uz) z (ul—uz)
avec u, et u, : 2 vecteurs dans l'espace de description.

Cette méthode est dite géométrique car elle ne tient compte que de 1'éloignement de
I'exemple considéré aux centres de gravité : elle revient a découper I'espace par les hyperplans
médiateurs des segments joignant les centres de gravité (au sens de la métrique utilisée).
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Dans le cas de la classification a deux classes, on introduit la fonction discriminante de
Fisher [Fisher 36] qui est donnée par :

weel T (4 - i)
avec w : valeur de la fonction discriminante de Fisher au point de coordonnées e,
et Uy : centre de la gaussienne de la classe k.

Ainsi, on affectera I'observation e a la classe 1 si :

-1

o 1
W:elzl(.ul_.uz)>§(.u1+.uz)Tz (.ul_.uz)

La figure 2.9 montre un exemple de classification a deux classes :

Médiatrice de [g4 gg]

N

Classe A Centre de gravité
de la classe B

Classe B

Figure 2.9 : Frontiére de séparation

(analyse discriminante avec une regle d'affectation géométrique)

Au sens de la métrique de Mahalanobis, la frontiére entre les deux classes (A et B) est
bien la médiatrice du segment [gagg].

Cette méthode de classification est trés simple a mettre en ceuvre, car elle sépare les
classes suivant des hyperplans (fonctions linéaires), malheureusement le résultat obtenu est
rarement (voire jamais) celui que l'on obtiendrait par le classifieur de Bayes. Ainsi, une
configuration typique est celle de la figure suivante :
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Médiatrice de [ga gg]

Classe A /

Classe B

Individus mal classés

Figure 2.10 : Frontiere de séparation

(analyse discriminante avec une regle d'affectation géométrique)

Ici, les individus de la classe A sont plus dispersés que ceux de la classe B. La frontiére,
quant a elle, n'a pas bougé par rapport a la figure 2.9 puisque les centres de gravité sont restés
identiques. De nombreux individus de la classe A sont donc mal classés.

b/ Comportement

Classification @ Theorigue —— AD-Affectation Geometrigue

+1,00

B =13 T U GUOU

+0.00 I | I I i |
-15,00 =10,00 =500 +, 00 +5,00 +10,00

Figure 2.11 : Analyse discriminante avec une regle d'affectation géométrique (TMC = 51,7%)

La courbe en gras représente la fonction de classification obtenue par I'analyse
discriminante avec une regle d'affectation géométrique. Les hypothéses ne sont pas vérifiées
(la classe A est, par exemple, beaucoup plus étendue que la classe B) et le taux d'individus
mal classés est de 51,7% ce qui est nettement moins bien que les 30,1% obtenus avec la régle
de Bayes. Avec une telle erreur (plus de 50%), il est plus efficace de tirer au hasard la classe
d'appartenance.

¢/ Discussion

L'avantage de cette méthode est de faire appel a des calculs simples et de ne nécessiter
que l'estimation d'une matrice de covariance a partir de tous les individus a notre disposition.
De fagon pratique, les conditions de convergence sont rarement vérifiées et les résultats
obtenus sont généralement médiocres.
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2.6.1.3 Enrésumé

L'analyse discriminante présente un intérét pratique : celui d'étre facile d'emploi ; les
résultats qu'elle fournit sont néanmoins décevants, car les hypothéses qu'elle met en jeu ne
sont généralement pas vérifiées. En effet, les distributions des individus se représentent
rarement par des lois simples ; les méthodes non paramétriques peuvent apporter une solution
pour tenter d'améliorer ces résultats.

2.6.2  Estimation non paramétrique des densités de probabilité
Lorsque que 1'on ne peut pas faire d'hypothese sur la distribution des individus, il faut se

tourner vers des méthodes non paramétriques.

Le principe de l'estimation non paramétrique de la densité de probabilité est de délimiter
une région Ry autour d’un point considéré, puis de compter le nombre d’individus dans ce
volume, et enfin de déterminer la densité comme le rapport entre ce nombre (divisé par le
nombre total d'individus) et le volume de la région [Parzen 62, Duda 73 et Bishop 95].

Ainsi, on obtient une estimation de la densité de probabilité avec la formule suivante :

n k
pN(x)= N}‘\;y
N

avec N : nombre d'individus de 1'échantillon,
ky : nombre d'individus dans la région Ry,
Py : volume de Ry.

Trois conditions sont requises pour garantir la convergence de p, (x) vers p,(x) :

limV,, =0, limk, =co et lim&=0
N> N—>o Noeo N

Nous présentons deux méthodes utilisant cette propriété : les noyaux de Parzen (le
volume est fix¢ et I'on dénombre les individus) et les & plus proches voisins (le nombre
d'individus est fixé et I'on détermine le volume nécessaire pour les contenir).

2.6.2.1 Les noyaux de Parzen

a/ Présentation

Considérons un point de coordonnées x dans l'espace de description (& P dimensions) et

définissons un volume (hypercube de coté 4,, avec N = nombre d'exemples) autour de ce

N’
point par :
V., =h}, : volume de I'nypercube.
En définissant une fonction d'influence ¢(u) appelée noyau de Parzen par l'expression
suivante :
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GD(U):{I Sl.‘uf‘ <1/2pourj=1..P
0 sinon

On obtient le nombre d'exemples dans I'hypercube et 1'estimation de la densité par :

N —
ky(x)= 2 q)(xh al j : nombre d'exemples k,, dans I'hypercube
i=1 N

L'estimateur de Parzen de la densité de probabilité est alors :

. 11 & (x-x
pN(x)_N v, 2@( I j

i=1

L'utilisation des noyaux de Parzen requiert donc le réglage de deux "paramétres" :
e Pour assurer la convergence de I'estimateur, la dimension de la fenétre du lissage (le
volume V) doit répondre a deux conditions :

limV,, =0 et Al/imN-VN =00

N—eo
N
JN

Le choix du volume () joue un role trés important dans I'estimation de la densité.

On peut prendre par exemple : V,, =

Si ce volume est trop grand, 1'estimateur aura tendance a niveler la densité ; s'il est
trop petit, I'estimateur suivra localement la présence ou non d'un exemple dans le
volume.

e Le choix de la fonction noyau de Parzen est moins sensible [Caraux 96]. Toutefois,
pour lisser I’estimation de la densité qui est discontinue avec la fonction ¢(u), on a
souvent recours a d'autres fonctions noyau de Parzen comme par exemple le noyau
gaussien, généralisé au cas multidimensionnel, dont I’expression est :

1
K(u)=
) (27)"™ Jdér =

-exp(—% uTZ*'u)

ot ueR’
et Y : matrice de covariance estimée sur la description des exemples.

Dans cette ¢tude, nous utilisons la méthode des noyaux de Parzen avec un noyau
gaussien et un volume déterminé par V,, =V] / JN.

b/ Comportement
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+0,00 =
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o/ Estimation de la densité de la classe A
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J |
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b/ Estimation de la densité de la classe B

Clas=sification @ Theorigque —— Eztimee (Parzen:

+1.00
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¢/ Calcul de la probabilité a posteriori

Figure 2.12 : Noyaux de Parzen (TMC = 30,8%)

Sur la figure ci-dessus, les parties a/ et b/ présentent les estimations (en gras) des
fonctions de densité de probabilité (en fin) obtenues avec les noyaux de Parzen (avec V; = 4).
Sur la derniere figure, la courbe en gras représente la probabilité a posteriori d'appartenance a
la classe A obtenue a partir des estimations des densités. On peut remarquer que les
estimations des densités sont ¢loignées des densités théoriques, et ceci méme avec beaucoup
d'exemples (1200 individus) et une valeur de V; optimisée (elle correspond au meilleur taux
de classification obtenu en utilisant cette méthode : 30,8%).

¢/ Discussion

En pratique, la puissance de la méthode des noyaux de Parzen provient de sa généralité
(pas d'hypotheése de distribution). Néanmoins, cette puissance se paie par un nombre
d'exemples nécessaire a une bonne estimation qui croit de fagon exponentielle avec la
dimension.
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2.6.2.2 Les k plus proches voisins

a/ Présentation

Avec les k plus proches voisins le nombre d'individus est fixé, c'est la région Ry qui
grossit jusqu'a contenir les ky individus. L'estimation de la densité de probabilité s'obtient une
nouvelle fois par la relation :

L'utilisation des & plus proches voisins requiert donc le réglage du seul "parameétre" ky.
Pour assurer la convergence de I'estimateur, ky doit répondre a deux conditions :

limk, = et lim&=0
N—oo N N

On peut prendre par exemple : k, =k, N

b/ Comportement

+0,00

—15|.00 —10l.00 -5 100 +0 100 +5 100 +10l+00

a/ Estimation de la densité de la classe A

+0,00

N

I I [
-15.00 =10,00 -5.00 +,00 +5.,00 +10.,00

b/ Estimation de la densité de la classe B
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+1.00 Clas=sification @ Theorigue =—— Estimee (K-MH}

+0, 50—

+0,00

—15[00 —10[00 —5!00 +0!00 +5!00 +10L00

¢/ Calcul de la probabilité a posteriori

Figure 2.13 : k plus proches voisins (k = 24 et TMC = 31,6%)

Cette figure porte sur les mémes données que la figure 2.12, qui illustre 1'estimation de
densités de probabilité par la méthode des noyaux de Parzen. Ici, les estimations des densités
sont obtenues avec les k plus proches voisins (avec k; =1 et N=0600 et k=k, N =24).
Malgré un grand nombre d'exemples et une valeur de k; optimisée (elle correspond au
meilleur taux de classification obtenu en utilisant cette méthode : 31,6%), les estimations des
densités sont assez €éloignées des densités théoriques.

¢/ Discussion

La encore, la puissance de cette méthode provient de sa généralité (pas d'hypothése de
distribution) ; et 1a encore, cette puissance se paie par un nombre d'exemples nécessaire qui
croit de facon exponentielle avec la dimension.

2.6.2.3 Enrésumé

Les méthodes non paramétriques d’estimation de densité de probabilité sont toutes
confrontées a la "malédiction de la dimensionnalité" : le nombre d'exemples nécessaires croit
de fagon exponentielle avec la dimension de [’espace de description [Bellman 61]. Cet
argument restreint considérablement leur champ d'application [Duda 73].

2.6.3 Classification a C classes

Dans le cas des méthodes indirectes (et contrairement aux méthodes directes, comme
nous le verrons au paragraphe 2.7.2), la résolution des problémes a C classes se fait par
extension simple des méthodes de classification a deux classes. En effet, il suffit d’appliquer
la formule de Bayes avec les estimations des fonctions de densité de probabilité et les
estimations des probabilités a priori. C’est un point important, car la modification des
individus d’une seule classe ne perturbe pas les estimations des caractéristiques des autres
classes. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 2.8.

2.64 En résumé

D'une manicre générale, il est difficile de s’attaquer a un probléme sans posséder
quelques connaissances a priori sur celui-ci. Le fait de connaitre la loi de répartition des
individus diminue considérablement le nombre de paramétres a ajuster et conduit a des
résultats bien meilleurs. Pour cette raison, les méthodes non paramétriques d'estimation des
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densités de probabilité sont trés souvent moins efficaces que les méthodes paramétriques ;
néanmoins, dans la pratique, il est fréquent qu'elles soient les seules utilisables.

2.7 Méthodes directes de résolution

Comme nous l'avons vu, il est possible d'estimer directement les probabilités a
posteriori d’appartenance aux classes sans passer par l'intermédiaire des probabilités a priori
des classes et des densités de probabilité des exemples. En effet, nous allons voir qu'il est
possible de réaliser une telle estimation par minimisation d'une fonction de coft.

2.7.1  Propriété

Les méthodes directes de classification reposent sur le principe suivant :

Soit F(x) la fonction qui vaut 1 si I’individu décrit par le vecteur x
appartient a la classe A, et qui vaut 0 s'il appartient a la classe B.
L'approximation au sens des moindres carrés de la fonction F(x)
constitue une estimation de P(Alx) ou P(A|x) est la probabilité a
posteriori que I'individu de vecteur de coordonnées x appartienne a la
classe A.

Cette propriété ne repose sur aucune hypothése concernant la famille de fonctions
considérée. Ainsi, tout approximateur (par exemple: droite des moindres carrés ou
polyndmes) permet l'estimation des probabilités a posteriori. Les réseaux de neurones a
fonction d'activation sigmoidale, qui présentent la propriété d'approximation universelle, sont
donc de bons candidats pour réaliser cette estimation (voir Chapitre 3 : Les réseaux de
neurones).

La preuve de cette propriété, ainsi que son extension a un probléme de classification a C
classes, sont présentées par de nombreux auteurs (voir par exemple [Bourlard 93] et
[Richard 91]). Nous présentons ici, une explication plus intuitive [Rojas 96].

Plagons-nous en un point x de I’espace de description, et délimitons autour de ce point
un volume V, dans lequel nous supposons que la fonction F(x) est constante. Combien
d'exemples de la classe A (et aussi de B) recensons-nous a l'intérieur de V ?

Pour répondre a cette question, nous introduisons les fonctions densité de probabilité :
ainsi, nous savons que la densité en un point (de coordonnées x) est proportionnelle a la
fonction densité de probabilité pondérée par la probabilité a priori, soit :

d,(x)="Pr, f,(x) pour la classe A et
d,(x)=Pr,- f,(x) pour la classe B.

Le nombre d’exemples des deux classes est alors donné par :

ny(x)=V-d,(x)=V-Pr, f,(x) et
ny(x)=V-dy(x)=V-Pry f,(x)

L'erreur quadratique dans le volume V est donc donnée par :
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E,(x)=n, (x)-(F(x)—l)2 + nB(x)-(F(x)—O)2

Cette erreur est minimale en tout point x si l'on a, pour tout x :

aaE,, =0, soit en simplifiant 7, (x)-(F(x)—1) +n,(x)- F(x)=0
X
dod F(x) _ Pr,- 1, (x)

- PrA'fA(x)+PrB'fB(x)

On retrouve bien la probabilité a posteriori donnée par la régle de Bayes, donc F(x) est
bien une estimation de P(Alx).

2.7.2 Classification a C classes

Jusqu’a présent, nous n'avons considéré que des problémes de classification a 2 classes.
Le passage aux problémes a C classes est un peu plus délicat que pour les méthodes
indirectes, mais ne présente pas de difficulté majeure. Il existe plusieurs possibilités :

e La premicre consiste a effectuer C classifications a 2 classes en ne s’intéressant
qu’a I’appartenance ou non a une classe Ainsi, pour un probléme a 4 classes (A, B,
C et D), on résout les 4 sous-problémes suivants :

- Estimation de la probabilité a posteriori d’appartenance a la classe A pour un
individu de coordonnées x : P(Ax) = Pa(x)

Pour cela, les individus de la classe A prenne la valeur désirée 1 et les autres
individus prennent la valeur désirée 0°.

- On procede de méme pour les autres sous-problemes : P(BJx), P(Clx), et P(D}x).

L’affectation est déterminée par la probabilit¢ maximale. Notons que ces 4
probabilités ne sont pas indépendantes®, il faut que la somme soit égale & un. On
peut donc économiser un sous-probléme en prenant :

P(Dlx)=1 - P(Alx) - P(Blx) - P(C|x)
Cette derniere méthode peut €tre numériquement trés imprécise, notamment si la
probabilité P(D|x) est petite.

e Un autre procédé consiste a décomposer le probléme a C classes en C(C-1)/2 sous-
problémes a 2 classes [Knerr 92 et Price 96]. Ainsi, on résout les C(C-1)/2 sous-
problémes suivants :

On estime la probabilité a posteriori que I’'individu de cordonnées x appartienne
a la classe A sachant qu’il appartient a la classe A ou B, notée Pap(x). Cette

On réalise ainsi un codage "un parmi C", appelé aussi codage "grand-mére" dans le domaine des réseaux de

neurones.
D’une maniére pratique, lorsque I’on a obtenu une estimation de ces 4 probabilités, il est courant que leur

somme soit différente de 1. Ce ne sont que des estimations de probabilités et non les probabilités a posteriori.
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estimation est obtenue en donnant la valeur désirée 1 aux individus de la classe
A et 0 aux individus de la classe B.

Naturellement, on a : Pga(x) =1 - Pap(x)

- On procede de méme pour les autres sous-problémes : Pac(x), Pap(x), Ppc(x),
Ppp(x) et Pep(x)

Il ne reste plus qu’a combiner ces probabilités pour obtenir les probabilités a
posteriori d’appartenance aux classes a 1’aide la formule :

P(1lx) = ————
2 2 )

[Price 96] en donne une démonstration fondée sur le calcul de la probabilité de
I'union d'événements non indépendants [Koroliouk 83]. Ici, notre démonstration ne
fait appel qu’a la formule de Bayes :

i) = Lo ek RSy e
FILE - Z Tty R
- | ~ 1 |
! 1+.; Pc"(’;lj(gcf(x)_(c—l) ! 2—C+§PU1(X)

J#I

avec Pc, (x) = Probabilité conditionnelle (fonction de densité pondérée par la
probabilité a priori).

Il faut encore une fois remarquer que les probabilités a posteriori des sous-
problemes (Pp(x)) ne sont pas indépendantes. D’ailleurs [Refregier 90] et
[Monrocq 94] se contentent d'estimer seulement (C-1) probabilités différentes.
[Price 96] apporte des ¢éléments de comparaison entre ces méthodes : lorsque le
traitement des C(C-1)/2 sous-problémes est possible, le fait de travailler avec plus
de probabilités 2 a 2 que le minimum nécessaire, rend le calcul des probabilités a
posteriori plus fiable.

Dans cette étude, le nombre de classes est toujours trés réduit (entre 3 et 5). nous
utilisons donc toujours la formule précédente avec une décomposition en C(C-1)/2 sous-
problémes a 2 classes.

2.7.3  Modification des probabilités a priori

Avec les méthodes directes, 1’estimation des probabilités a posteriori est évaluée a partir
du seul échantillon des exemples d’apprentissage. Cependant la proportion des exemples de
I'ensemble d'apprentissage peut étre différente des probabilités a priori des classes : par
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exemple, dans un probléme de détection d'anomalies de fonctionnement, on peut avoir autant
d'exemples d'anomalies que d'exemples de fonctionnement normal dans I'ensemble
d'apprentissage, alors que, dans la réalité, les situations anormales sont beaucoup plus rares
que les situations normales. Appelons Pa(x) et Pp(x) les probabilités a posteriori estimées a
l'aide de la formule de Bayes a partir d'un échantillon ou les probabilités a priori des classes
sont Pry et Prg ; on sait que, en réalité, les probabilités a priori de ces classes sont Pr's et Pr'p.

Il est possible de trouver la valeur estimée des nouvelles probabilités a posteriori par la
relation :

, Pr’ 1
PA(x)__APA(x)

- Pr, .Pirf,lp Llép
Pr, A(‘x)+ Pr, B(x)

et plus généralement :

P) = oo P () ——
X RW
o Pry
Reprenons le probleme de classification des femmes et des hommes : grace a cette
relation, on peut passer des probabilités a posteriori estimées a partir de la population
francaise, a celle des supporters de football.

Ainsi, les outils présentés dans les deux derniers paragraphes permettent d'utiliser les
méthodes directes pour résoudre n’importe quel type de probléme de classification (& C
classes, avec changement des probabilités a priori).

2.74 Réseaux de neurones

a/ Présentation

Comme nous le rappellerons dans le chapitre 3, les réseaux de neurones possédent la
propriété d’approcher de fagon parcimonieuse n’importe quelle fonction bornée (une
probabilité est bornée car comprise entre 0 et 1). Nous verrons d'autre part que les paramétres
des réseaux de neurones sont estimés par minimisation d'un critére de moindres carrés’, dont
nous avons vu qu'elle permet d'estimer les probabilités a posteriori. L'association de ces deux
propriétés fait des réseaux de neurones d'excellents candidats pour l'estimation directe des
probabilités a posteriori.

Nous verrons en effet que ceux-ci donnent toujours de trés bons résultats, car ils allient
les qualités des méthodes non paramétriques (approximation universelle) a celles des
méthodes paramétriques (parcimonie = peu de parametres). [Gallinari 91] présente également
les relations qui relient I'analyse discriminante aux réseaux de neurones.

b/ Comportement

En fait, tout autre critére est aussi valable. En le minimisant, on trouve la meilleure estimation des

probabilités a posteriori dans la famille de fonctions choisie et selon le critére choisi.
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Classification : Theorigque —— Estimes avec 5 rneuronesz caches
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Figure 2.14 : Réseau de neurones avec 5 neurones cachés (TMC = 30,3%)

La courbe en gras représente la fonction de classification obtenue par un réseau de
neurones (5 neurones cachés). Cette courbe suit de trés pres la courbe théorique donnée par la
formule de Bayes. Le taux d'individus mal classés est de 30,3% trés proche de la limite
inférieure de 30,1% obtenue avec la régle de Bayes.

¢/ Discussion

Le principal probleme lié a ’utilisation des réseaux de neurones reste le choix de la
famille de fonctions, définie par le nombre de neurones cachés d'un réseau a une couche
cachée. Ce probleme est d’ailleurs semblable a celui des méthodes non paramétriques : un
trop grand nombre de neurones conduit & un surajustement (la fonction passe par tous les
points de I'ensemble d'apprentissage, donc s'ajuste au bruit), tandis qu'un trop petit nombre de
neurones ne permet pas l'ajustement. Dans le présent mémoire, nous présenterons une
méthode qui permet de répondre assez rapidement et précisément a ce probléme (voir chapitre
5 : La sélection de modeles). Avec de tels outils, les réseaux de neurones se révelent étre trés
performants.

2.7.5 En résumé

Nous avons vu que la propriété de constituer une estimation de la probabilité a
posteriori n'appartient pas exclusivement aux réseaux de neurones. Ainsi, d'autres
approximateurs usuels (tels que les polyndmes) peuvent étre employés ; le chapitre 3 (Les
réseaux de neurones, § 3.2.2) montre que l'utilisation des réseaux de neurones est
généralement plus avantageuse. Néanmoins, la méthode universelle qui donne les meilleurs
résultats pour tous les problémes n’existe pas; pour traiter un probléme particulier, la
confrontation de plusieurs méthodes reste nécessaire.

Nous avons ¢galement présenté les outils nécessaires aux méthodes directes pour
résoudre les problémes de classification plus complexes, comme par exemple, ceux qui
comportent C classes.

L’expérience acquise durant ce travail montre que les résultats obtenus avec un réseau
de neurones bien dimensionné ne sont jamais trés loin de la limite théorique de Bayes. De
plus, la méthode de sélection d’architecture des réseaux de neurones (sélection des meilleures
variables descriptives et des neurones cachés) permet de traiter n’importe quel probléme d une
manicre presque automatique.
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2.8 Estimation de la densité de probabilité par une méthode
originale

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode originale pour I’estimation d’une
densité de probabilité qui utilise des réseaux de neurones. Une fois cette estimation réalisée,
nous nous retrouvons dans le cadre des méthodes indirectes pour lesquelles on combine les
différentes densités par la formule du classifieur de Bayes.

2.8.1 Principe

Notre probléme est donc d’estimer la densité (notée fi(x)) de probabilité de x si I, de
densité inconnue, a partir d’un échantillon d’individus de cette classe.

L'idée est d'inverser la formule de Bayes a deux classes qui donne les probabilités a
posteriori d'appartenance a chacune des classes si I'on connait une bonne estimation des
densités de probabilité de ces classes. En effet, nous avons vu que les réseaux de neurones
permettent d'estimer directement les probabilités a posteriori de chaque classe. Si nous
estimons directement la probabilité a posteriori d'une classe a 1'aide d'un réseau de neurones
(ou de tout autre méthode d'approximation), nous pouvons donc estimer la densité de
probabilité de cette classe.

Plus précisément, le calcul de la probabilité a posteriori d'une classe par la formule de
Bayes fait intervenir les probabilités a priori, et les densités de probabilité des deux classes.
Créons donc une seconde classe, C, qui, contrairement a la classe I de densité inconnue f{(x), a
une densité de probabilité connue f-(x) (par exemple uniforme) et une probabilité a priori
connue ; il est facile de créer un nombre aussi grand que 1'on veut d'exemples de cette classe.
Disposant ainsi d'exemples des deux classes I et C, il est possible d'estimer la probabilité a
posteriori de x si I, par exemple a I'aide d'un réseau de neurones ; on peut alors inverser la
formule de Bayes pour en déduire la densité inconnue f(x).

Soit :
N; : nombre d'individus de la classe de densité inconnue,
fi(x) : fonction de densité de probabilité inconnue de x si la classe est I,
Nc : nombre d'individus de la classe de densité connue,
fc(x): fonction de densité de probabilité connue de x si la classe est C.

Un réseau de neurones convenablement dimensionné donne une bonne estimation de la
probabilité a posteriori de la classe inconnue. On sait d'autre part que la probabilité a
posteriori est reliée aux densités de probabilité et aux probabilités a priori par la formule de
Bayes :

AW
O (ST

La densité de probabilité inconnue est donc donnée par :

P(Ifx) =
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Ne Pl
X)= X)) — —
filx)= 1) N, 1-P(Ix)
Si l'on doit résoudre un probleme a deux classes inconnues, on peut ainsi estimer
séparément les densités de probabilité des deux classes inconnues, puis appliquer la formule
de Bayes a ces classes pour obtenir des estimations de leurs probabilités a posteriori.

L'avantage de cette méthode est qu'elle permet de considérer les classes
indépendamment les unes des autres. Ainsi, le fait de modifier 1'échantillon d'une classe (par
exemple en ajoutant quelques exemples apparus au dernier moment), ne demande pas un
apprentissage de toutes les probabilités a posteriori mais seulement une nouvelle estimation
de la densité de la classe. Cette remarque est particulierement pertinente lorsque le nombre de
classes est grand.

2.8.2 Utilisation de réseaux de neurones pour l'estimation de densités de
probabilité

a/ Présentation

Comme nous l'avons vu, le principe de cette méthode d'estimation de la densité de
probabilité est d'estimer, dans un premier temps, la probabilité a posteriori. Pour les mémes
raisons que celles invoquées pour les méthodes directes de classification, les réseaux de
neurones sont d'excellents candidats pour l'estimation de la probabilité a posteriori. Tous les
approximateurs (réseaux de neurones et autres) peuvent d’ailleurs étre utilisés.

b/ Comportement

+0,00

—15l,00 —10|.00 —5!00 +0100 +5100 +10l,00

a/ Estimation de la densité de la classe A (3 neurones cachés)

+(,00

—15|,00 —10|.00 —5!00 +0!00 +5100 +10l,00

b/ Estimation de la densité de la classe B (2 neurones cachés)
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¢/ Calcul de la probabilité a posteriori

Figure 2.15 : Estimation de la densité de probabilité par réseau de neurones (TMC = 30,2%)

Cette figure porte sur les mémes données que la figure 2.12, qui illustre 1'estimation de
densités de probabilité par la méthode des noyaux de Parzen. Ici, les estimations des densités
se font en utilisant les réseaux de neurones dimensionnés automatiquement avec la méthode
présentée plus loin (voir chapitre 5 : La sélection de modeles). L’estimation de la probabilité a
posteriori est trées proche de la probabilité théorique et conduit a un taux d'erreur de
classification de 30,2% quasiment identique a la limite de Bayes (30,1%).

¢/ Discussion

Cette méthode se heurte évidemment aux difficultés habituelles d'utilisation des réseaux
de neurones (choix des meilleures variables descriptives et du nombre de neurones cachés).
Avec les outils de définition automatique de l'architecture d'un réseau (voir chapitre 5 : La
sélection de mod¢les), les réseaux de neurones se révelent trés performants.

2.8.3 En résumé

Cette méthode originale de classification parait potentiellement trés puissante. En effet,
elle possede les avantages des méthodes indirectes tout en conservant celles des réseaux de
neurones :

e Les classes sont traitées séparément. Ainsi, une mauvaise répartition de I'échantillon
d'une classe n'influence pas les estimations des probabilités d'une autre classe. De
plus, si une classe est modifiée aprés I'apprentissage, il suffit de réajuster
I'estimation de sa densité, et seulement celle-ci.

e Avec la propriété fondamentale des réseaux de neurones (approximation universelle
et parcimonieuse), l'estimation de la densité nécessitera moins d'exemples que les
méthodes non paramétriques (noyaux de Parzen par exemple).

[Bishop 95] présente une autre méthode d'estimation de densités de probabilité appelée
"mixture-of-experts model". Cette méthode est fondée sur une estimation paramétrique de la
densité (comme par exemple une combinaison linéaire de noyaux gaussiens). L'originalité de
la méthode provient de 1'estimation des parameétres de la combinaison (centres et variances des
gaussiennes et coefficients de pondération), au point considéré, par un réseau de neurones.
Malheureusement, on retrouve avec cette méthode, les principaux défauts des techniques
mises en jeu. Dans un premier temps, il faut déterminer le nombre de noyaux nécessaires au
"mixture model" ; ensuite, il faut choisir la bonne architecture du réseau de neurones.
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2.9 Conclusion

Pour résoudre un probléme de classification, nous disposons donc de toute une panoplie
de méthodes qu'il faut utiliser en connaissant bien leur capacité et surtout leurs limitations.
Dans toutes les expériences (théoriques et pratiques) que nous avons effectuées au cours de ce
travail, les réseaux de neurones conduisent a de bons résultats. Bien dimensionnés, ils
obtiennent toujours les meilleurs taux d'erreur de classification.

La méthode originale d'estimation des fonctions de densité par réseau de neurones
semble prometteuse, car elle allie la souplesse d'utilisation des méthodes indirectes a la
parcimonie des réseaux de neurones. Une comparaison plus systématique de cette méthode
par rapport aux autres reste nécessaire pour la valider.
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3. LES RESEAUX DE NEURONES

Résumé

Dans ce chapitre de présentation des réseaux de neurones formels, nous commengons
par donner quelques définitions relatives aux réseaux de neurones non bouclés (ou statiques).
En effet, c'est ce type de réseaux que nous avons utilisé dans le cadre de la résolution de
problemes de classification présentés dans ce mémoire. Nous présentons l'architecture de
réseaux non bouclés la plus générale (les réseaux complétement connectés), puis une autre
disposition dite a couches, notamment les réseaux a une seule couche cachée. Ensuite, nous
Justifions l'utilisation de cette derniére architecture en énongant et commentant la propriété

fondamentale de tels réseaux de neurones.
3.1 Définitions

Un réseau de neurones est une fonction paramétrée qui est la composition d'opérateurs
mathématiques simples appelés neurones formels (ou plus simplement neurones) pour les
distinguer des neurones biologiques. Dans ce paragraphe, nous présentons les définitions
relatives aux neurones et les différentes architectures de réseaux de neurones.

3.1.1 Les neurones

Un neurone est une fonction algébrique non linéaire, paramétrée, a
valeurs bornées, de variables réelles appelées entrées.

Par souci de commodité, on commet fréquemment un abus de langage en désignant par
le vocable "neurone linéaire" une fonction linéaire (et plus généralement affine) qui n’est pas

bornée.

On a pris I'habitude de représenter un neurone formel comme indiqué sur la figure 3.1.

y

Figure 3.1 : Un neurone réalise une fonction non linéaire bornéey = f{x;, ... x,, ¢y, ... ¢)

ot les {x;} sont les entrées et les {c,! sont des paramétres

Les parametres dont dépend la valeur de y peuvent intervenir de deux manigres :

e ils peuvent intervenir dans la fonction felle-méme,
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e ils peuvent intervenir dans I'argument de la fonction f.

Les réseaux d'ondelettes ou de fonctions radiales entrent dans la premiere catégorie : les
parametres ajustables sont le centre et la dilatation (pour les ondelettes), ou le centre et la
largeur (pour les fonctions radiales).

Dans ce travail, nous avons toujours utilis¢ des neurones (ou fonctions) qui
appartiennent a la seconde catégorie : I'argument de la fonction fest une combinaison linéaire
des entrées du neurone (a laquelle on ajoute un terme constant, le "biais"”). La combinaison
linéaire est appelée potentiel ; les coefficients de pondération {c;} sont fréquemment appelés
"poids synaptiques" (ou plus simplement poids) en référence a l'origine "biologique" des
réseaux de neurones.

Le potentiel d'un neurone est donc calculé de la fagon suivante :

n
v=c, +2 c;x, : potentiel du neurone
i=1

Le biais ¢ peut étre envisagé comme le coefficient de pondération de I’entrée n°0, qui
prend toujours la valeur 1 :

n
v:2c,x, avec xp = 1
i=0

La valeur de la sortie du neurone est donc :
y=fv)=r (co +Z X, ] : sortie du neurone
i=1

La fonction f est appelée "fonction d’activation” ; la fonction sigmoide (ou tangente
hyperbolique) est la plus utilisée :

y=th(v)
Dans le présent mémoire, un neurone qui posseéde :
e une fonction d’activation sigmoidale,
e et un potentiel défini par la somme pondérée des entrées,

est représenté comme indiqué sur la figure 3.2a :
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y y
y = th(v) y=v
X1 X2 - - = Xn X1 X - - = Xn
a/ b/

Figure 3.2 : Symboles de neurones a fonction d’activation sigmoide et linéaire
La figure 3.2b représente un neurone linéaire.
3.1.2  Les réseaux de neurones non bouclés

Les fonctions non linéaires réalisées par les neurones décrits ci-dessus peuvent étre
combinées en un réseau de neurones. Dans un tel réseau, les entrées d'un neurone peuvent étre
soit les entrées du réseau, soit les sorties d'autres neurones.

Les valeurs des poids associ€s aux variables d'entrée des neurones sont en général
déterminées par apprentissage (voir chapitre suivant) ; certaines d’entre elles peuvent étre
fixées a 1’avance si une étude préalable du probléme le recommande.

11 existe deux types d'architectures de réseaux de neurones :
e les réseaux non bouclés (ou statiques)
o les réseaux bouclés (ou dynamiques).

Les réseaux de neurones bouclés sont utilisés pour la modélisation dynamique de
processus non linéaires et pour leur commande. Notre travail ne se situe pas dans ce domaine ;
nous ne présenterons donc que la famille des réseaux de neurones non bouclés.

Un réseau de neurones non bouclé réalise une (ou plusieurs) fonctions
algébriques de ses entrées par composition des fonctions réalisées par

chacun de ses neurones.

Dans un tel réseau, le flux de I’information circule des entrées vers les sorties sans
"retour en arriére". Ainsi, si I’on représente le réseau comme un graphe dont les nceuds sont
les neurones et les arétes les connexions entre ceux-ci, le graphe d’un réseau non bouclé est
acyclique.

Tout neurone dont la sortie est une sortie du réseau est appelé "neurone de sortie". Les
autres, qui effectuent des calculs intermédiaires, sont des "neurones cachés".

Nous présentons deux types de réseaux de neurones: les réseaux complétement
connectés et les réseaux a couches. Le réseau de neurones a une couche cachée et une sortie
linéaire est un cas particulier de ce dernier type.
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3.1.2.1 Les réseaux de neurones complétement connectés

La figure 3.3 représente le réseau de neurones non bouclé le plus général possible : le
réseau complétement connecté. Sur la figure, nous ne représentons pas les coefficients qui
correspondent au "biais" (il suffit d'ajouter une entrée a valeur constante égale a 1 et portant le
numéro 0).

Sorties du réseau

Nc Neurones cachés Ns Neurones de sortie

Ne+Nc+1 Ne+Nc+Ns

=" N 7 T

1 2 Ne-
X1 X --- XNe-1 XNe

T T T T

Entrées du réseau

Figure 3.3 : Réseau de neurones non bouclé complétement connecté

Dans un réseau complétement connecté, les entrées puis les neurones (cachés et de
sortie) sont numérotés (en italique sur le dessin), et, pour chaque neurone :

e ses entrées sont toutes les entrées du réseau ainsi que les sorties des neurones de
numéro inférieur,

e sa sortie est connectée aux entrées de tous les neurones de numéro supérieur.

Un réseau de neurones non bouclé, complétement connecté, posséde un nombre
maximal de coefficients possible compte tenu du nombre de neurones qui le constituent, car
les connexions de "retour en arriére" sont interdites.

3.1.2.2 Les réseaux de neurones a couches

Dans une architecture de réseaux a couches, les neurones cachés sont organisés en
couches, les neurones d'une méme couche n'étant pas connectés entre eux. De plus, les
connexions entre deux couches de neurones non consécutives sont €liminées. La figure 3.4
représente un réseau a une couche cachée :
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Sorties du réseau

Ne+Nc+1 Ne+Nc+Ns

- - o= Ns Neurones de sortie

Ne+1

Nc Neurones cachés

1 2 Ne ! S
X X2 - .= xye | Ve Neurones d'entrée

T T |

Entrées du réseau

Figure 3.4 : Réseau de neurones non bouclé a une couche cachée

Les réseaux de neurones disposés suivant cette architecture sont aussi appelés
"perceptrons multicouche” (ou MLP pour Multi-Layer Perceptrons). On trouve dans

[Dreyfus 97] une perspective sur l'histoire et I'état de l'art des Perceptrons.

Une derniere architecture de réseau est treés fréquemment utilisée, car elle posseéde des
propriétés mathématiques intéressantes : les réseaux de neurones a une couche cachée et une

sortie linéaire.

3.1.2.3 Les réseaux de neurones a une couche cachée et une sortie linéaire

La figure 3.5 représente un réseau de neurones a une couche cachée (N, neurones

cachés) et une sortie linéaire.
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Sortie du réseau

Ne+Nc+1

Neurone de sortie linéaire

N
Ne+1 Net+Nc

- = o= Nc Neurones cachés

1 2 Ne ! 4
X X2 - - - Xne Ne Neurones d'entrée

| T T

Entrées du réseau

Figure 3.5 : Réseau de neurones non bouclé a une couche cachée et une sortie linéaire

Remarque : Pour des raisons que nous expliquerons au paragraphe 3.2, on utilise, pour
la classification, un neurone de sortie dont la fonction d'activation,
comprise entre 0 et 1, est définie par :

_ 1+1h(v)

Y 2

3.1.3 En résumé

Pour résoudre les problemes de classification, nous utilisons la famille des réseaux de
neurones non bouclés ; dans cette famille, nous avons choisi de mettre en ceuvre des réseaux
de neurones a une couche cachée. Nous justifions a présent ce choix en présentant la propriété
fondamentale de ce type de réseaux.

3.2 Propriété fondamentale des réseaux de neurones

La propriété fondamentale des réseaux de neurones est /'approximation parcimonieuse.
Cette expression traduit deux propriétés distinctes : d'une part, les réseaux de neurones sont
des approximateurs universels, et, d'autre part, une approximation a l'aide de réseau de
neurones nécessite, en général, moins de parametres ajustables que les approximateurs usuels.

3.2.1 Les réseaux de neurones sont des approximateurs universels

La propriété d'approximation universelle [Cybenko 89 et Funahashi 89] peut s'énoncer
de la fagon suivante :
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Toute fonction bornée suffisamment réguliere peut étre approchée
uniformément, avec une précision arbitraire, dans un domaine fini de
I'espace de ses variables, par un réseau de neurones comportant une
couche de neurones cachés en nombre fini, possédant tous la méme
fonction d'activation, et un neurone de sortie linéaire.

o

Cette propriété est vraie pour les neurones présentés précédemment: neurones
fonction d'activation sigmoidale, fonctions radiales, et ondelettes.

C'est cette propriété qui justifie notre choix de l'architecture de réseaux de neurones a
une couche cachée. De plus, le seul degré de liberté qui subsiste pour la détermination de
l'architecture du réseau est alors le nombre de neurones cachés, ce qui simplifie I'optimisation
de l'architecture de réseaux, comme nous le verrons plus loin.

3.2.2 La parcimonie

Lorsque I'on veut modéliser un processus a partir des données, on cherche toujours a
obtenir les résultats les plus satisfaisants possibles avec un nombre minimum de paramétres
ajustables. Dans cette optique, [Hornik 94] a montré que :

Si le résultat de l'approximation (c'est-a-dire la sortie du réseau de
neurones) est une fonction non linéaire des parameétres ajustables, elle
est plus parcimonieuse que si elle est une fonction linéaire de ces
paramétres. De plus, pour des réseaux de neurones a fonction
d'activation sigmoidale, I'erreur commise dans I'approximation varie
comme l'inverse du nombre de neurones cachés, et elle est
indépendante du nombre de variables de la fonction a approcher. Par
conséquent, pour une précision donnée, donc pour un nombre de
neurones cachés donné, le nombre de parameétres du réseau est
proportionnel au nombre de variables de la fonction a approcher.

Ces résultats s'appliquent aux réseaux de neurones a fonction d'activation sigmoidale,
puisque la sortie de ces neurones n'est pas linéaire par rapport a leurs coefficients. Ainsi,
I'avantage des réseaux de neurones par rapport aux approximateurs usuels (tels que les
polynomes) est d'autant plus sensible que le nombre de variables de la fonction a approcher
est grand : pour des problémes faisant intervenir une ou deux variables, on pourra utiliser
indifféremment des réseaux de neurones, des polynomes, des réseaux d'ondelettes, etc. En
revanche, pour des problémes présentant trois variables ou plus, il est généralement
avantageux d'utiliser des réseaux de neurones.

Bien entendu, cette propriété est démontrée de manicere générale, et peut se révéler
inexacte pour un probléme particulier. Elle constitue néanmoins une justification
fondamentale de l'utilisation des réseaux de neurones, et elle est avérée dans la trés grande
majorité des problémes pratiques.

Rappelons que ces résultats concernent l'utilisation de réseaux de neurones pour
l'approximation uniforme de fonctions connues ; il est pourtant rare que les réseaux de
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neurones soient mis en ceuvre dans ce cadre. Nous allons montrer dans le paragraphe suivant
que la technique des réseaux de neurones est généralement utilisée comme une méthode de
modélisation statistique.

3.2.3 Del'approximation de fonction a la modélisation statistique

Les problémes que l'on rencontre en pratique ne sont que trés rarement des problémes
d'approximation de fonction connue. Dans la trés grande majorité des cas, on cherche a établir
un modele a partir de mesures, ou, en d'autres termes, a trouver la fonction qui passe "au plus
pres" (en un sens qui sera précisé plus loin) d'un nombre fini de points expérimentaux,
généralement entachés de bruit. On cherche alors a approcher la fonction de régression du
processus considéré, c'est-a-dire la fonction que 1'on obtiendrait en calculant la moyenne d'une
infinité¢ de mesures effectuées en chaque point du domaine de validité du modele. Le nombre
de points de ce domaine étant lui-méme infini, la connaissance de la fonction de régression
nécessiterait donc une infinité de mesure en un nombre infini de points.

Les réseaux de neurones, en raison de leur propriété fondamentale, sont de bons
candidats pour réaliser une approximation de la fonction de régression. C'est ce qui justifie
l'utilisation réelle des réseaux de neurones : la recherche d'une approximation de la fonction
de régression a partir d'un nombre fini de points.

L'utilisation des réseaux de neurones entre donc complétement dans le cadre de
méthodes statistiques : les méthodes de recherche d'une approximation de la fonction de
régression. De telles méthodes ont été trés largement développées pour les fonctions de
régression linéaires. L'apport des réseaux de neurones réside donc dans leur capacité a
approcher des fonctions non linéaires.

324 En résumé

En raison des propriétés fondamentales que nous venons de mentionner, les réseaux de
neurones sont capables d'intervenir dans la résolution de nombreux problémes de
mod¢lisation et de classification a partir de mesures. Ainsi, il peut étre avantageux de les
mettre en ceuvre pour toute application nécessitant de trouver, par des méthodes statistiques,
une relation non linéaire entre des données numériques.

Il va de soi que les méthodes "neuronales", ont des limitations, et que leur mise en
ceuvre nécessite quelques précautions de bon sens qui découlent directement des paragraphes
précédents :

e Tout d'abord, nous avons vu que l'apport des réseaux de neurones réside dans leur
capacité¢ a réaliser des approximations de fonctions de régression non linéaires ;
avant d'utiliser des réseaux de neurones dans une application, il faut donc s'assurer
de la nécessité d'un modele non linéaire. En effet, la mise en ceuvre d'un modéle
linéaire est généralement plus simple que celle d'un réseau de neurones.

e D'autre part, l'utilisation des réseaux de neurones (et plus généralement, des
méthodes statistiques) nécessite un échantillon représentatif de la population
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étudiée. Le chapitre 4 (Apprentissage des réseaux de neurones) montrera
l'importance de la taille de I'échantillon.

Notons enfin qu'il peut arriver que d'autres approximateurs donnent, pour un probléme
particulier, de meilleurs résultats (résultats plus précis avec le méme nombre de paramétres
ajustables, ou résultats aussi précis avec moins de parameétres ajustables) que les réseaux de
neurones. I est donc toujours possible, si I'on dispose de temps pour cela, de tester ces
approximateurs.

33 Conclusion

La propriété d'approximation parcimonieuse fait des réseaux de neurones d'excellents
outils pour la résolution des problémes de modélisation et de classification. Pour obtenir de
bons résultats, il faut s'assurer d'avoir bien posé le probléme (voir les deux conditions du
paragraphe précédent). De multiples expériences, dont celles qui sont décrites dans le présent
mémoire, montrent que, si I'on pose bien le probléme, les réseaux de neurones fournissent
toujours d'excellentes solutions.
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4. APPRENTISSAGE DES RESEAUX DE NEURONES

Résumé

Dans ce chapitre, nous présentons la procédure d'apprentissage des réseaux de
neurones, qui nécessite :

e un ensemble d'exemples d'apprentissage : en effet, les réseaux de neurones sont des
fonctions paramétrées, utilisées pour réaliser des modeéles statistiques a partir
d'exemples (dans le cas de la classification) ou de mesures (dans le cas de la
modélisation) ; leurs paramétres sont calculés a partir de ces exemples ou couples
lentrée, sortie} ;

e [a définition d'une fonction de cotit qui mesure l'écart entre les sorties du réseau de
neurones et les sorties désirées (dans le cas de la classification) ou les valeurs
mesurées (dans cas de la modélisation) présentes dans l'ensemble d'apprentissage ;

e un algorithme de minimisation de la fonction de cotit par rapport aux parameétres.

Plusieurs algorithmes d'optimisation sont décrits ; nous indiquons, pour chacun d'entre
eux, leur intérét pratique et leurs limites.

Nous nous attachons ensuite a montrer l'importance du nombre d'exemples de
l'ensemble d'apprentissage. En effet, comme la sortie est non linéaire par rapport aux
parametres, la fonction de coiit peut présenter des minima locaux, et les algorithmes
d'apprentissage ne donnent aucune garantie de trouver le minimum global. De plus, nous
montrons ici que le nombre d'exemples d'apprentissage joue un role fondamental dans
l'existence des minima locaux. Nous constatons que :

e sil'on dispose d'un nombre suffisant d'exemples (beaucoup d'exemples par rapport
au nombre de paramétres), le probléeme des minima locaux ne se pose pratiquement
pas : il suffit, par prudence, d'effectuer quelques apprentissages avec des
initialisations différentes des paramétres ;

o s5i le nombre d'exemples est insuffisant, non seulement des minima locaux
apparaissent, mais, de surcroit, le minimum global de la fonction de coiit ne
correspond pas forcément aux valeurs des parametres recherchées ; il est donc
inutile dans ce cas de mettre en euvre des algorithmes coiiteux pour chercher le
minimum global.

1l convient de noter que les probléemes mentionnés ci-dessus ne sont pas spécifiques aux
réseaux de neurones : ils se posent pour toute modélisation nécessitant la mise en ceuvre de
méthodes d'optimisation non linéaire.

Les différents exemples présentés dans ce chapitre montrent que ['efficacité de
l'apprentissage augmente avec le nombre de points d'apprentissage. Ceci est un facteur tres
important qu'il faut souligner : quel que soit l'algorithme choisi, la qualité de l'apprentissage
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des réseaux de neurones est d'autant meilleure que ['on dispose d'un ensemble
d'apprentissage riche en exemples. On sait par ailleurs que la capacité de "généralisation”
des réseaux de neurones nécessite également des exemples nombreux, qui, de plus, doivent

étre bien distribués dans le domaine de validité souhaité pour le modéle.
4.1 Présentation

A partir d’une architecture de réseau de neurones donnée, il est possible d’engendrer une
famille de fonctions paramétrées par les valeurs des coefficients du réseau (ou poids
synaptiques). L'objectif de la phase d'apprentissage des réseaux de neurones est de trouver,
parmi toutes ces fonctions, celle qui s'approche le plus possible de la régression (fonction
génératrice des exemples). Celle-ci est inconnue (sinon il ne serait pas nécessaire d'utiliser une
approximation par réseaux de neurones) ; on connait seulement les valeurs observées (valeurs
de la régression a laquelle s’ajoute du bruit) pour plusieurs valeurs prises par les entrées
(points de l'ensemble d'apprentissage). En d’autres termes, on cherche la fonction de
régression (E(y[x) : espérance mathématique des valeurs observées y au point x) et, comme le
nombre de points est fini, on ne peut en trouver qu'une approximation.

Pour trouver cette approximation, il faut définir une fonction de colt qui mesure 1'écart
entre la sortie du modele (fonction réalisée par le réseau de neurones) et la sortie désirée. La
fonction de colit est une fonction scalaire qui dépend du vecteur de parametres (noté 6) du
modele, et des individus de I’ensemble d'apprentissage. Dans le cas des réseaux de neurones,
le vecteur de paramétres est constitué par les poids du réseau. Plus la valeur de la fonction de
coit est petite, plus le modele reproduit fidélement les observations utilisées pour
'apprentissage. Les différents algorithmes d’apprentissage cherchent donc a trouver le point,
dans I'espace des parametres, pour lequel la fonction de cofit est minimale.

Les problémes de classification rencontrés dans ce travail sont traités avec des réseaux
de neurones non bouclés (modeles statiques); nous présentons donc uniquement les
algorithmes d'optimisation utilisés dans ce cadre. [Nerrand 93, Nerrand 94 et Rivals 95]
donnent les outils nécessaires a l'apprentissage des réseaux de neurones bouclés.

L'apprentissage des réseaux de neurones non bouclés se raméne donc au probléme de la
minimisation d'une fonction de colt. Nous présentons ci-dessous la fonction de cout des
moindres carrés.

4.2 Fonction de coiit

La fonction de colt doit permettre de mesurer I'écart entre le modele et les observations.
Si cet écart est important, la fonction de colt doit étre grande, et inversement. Il existe un
grand nombre de fonctions possibles [Bishop 95] ; nous présentons ici la fonction de colit des
moindres carrés, qui est trés fréquemment utilisée. En effet, on cherche le mode¢le a l'intérieur
d'une famille de fonctions paramétrées (par exemple la famille des réseaux de neurones
possédant trois neurones a non-linéarité sigmoidale dans la couche cachée et un neurone de
sortie linéaire) ; a l'intérieur de la famille considérée, la fonction qui minimise la fonction de
cout des moindres carrés est celle qui est la plus proche de la fonction de régression (si 1’on a



Chapitre 4. Apprentissage des réseaux de neurones 55

une infinité de mesures). De plus, elle peut étre employée soit pour résoudre des problémes de
classification, soit pour résoudre des problémes de modélisation.

4.2.1 Fonction de coiit des moindres carrés

Pour un exemple i d'un ensemble d'observations E, la fonction de colt des moindres
carrés est égale a la somme, sur les Ng neurones de la couche de sortie, des carrés des écarts
entre la sortie du modele (sortie du réseau de neurones = s') et la sortie désirée (grandeur
mesurée notée d'). Comme la sortie du réseau de neurones dépend du vecteur de paramétres 6,
la fonction de coiit en dépend également. On la note J'(6) :

N

J(6)=3.(d,-s,)

q=1

Sur un ensemble d'exemples E, la fonction de cofit est notée J(6) et elle est définie par
la moyenne des carrés des écarts sur les N exemples de cet ensemble’ :

J*(0) :%-ZJ’(H)

Cette fonction dépend du vecteur de parametres 6 et de I'ensemble d'exemples
considéré. Ainsi, nous notons :

e EQMA: Ecart Quadratique Moyen sur les exemples de I'ensemble
d'Apprentissage :

EQMA = !(6), 4 = ensemble d'apprentissage
e EQMT : Ecart Quadratique Moyen sur les exemples de I'ensemble de Test
EQMT = J'(6), T = ensemble de test

Pour les problémes de modélisation de processus, la sortie désirée est simplement la
sortie mesurée du processus. Pour un probléme de classification a 2 classes (A et B), il est
nécessaire de coder la sortie désirée. Ainsi, on affectera par exemple la valeur désirée 1 aux
individus de la classe A et la valeur désirée 0 aux individus de la classe B

4.2.2 En résumé

L'apprentissage consiste a minimiser une fonction de cout a l'aide des algorithmes
d'optimisation décrits dans le paragraphe suivant. Si la sortie du modele est linéaire par
rapport aux parametres, l'apprentissage peut s'effectuer en une seule étape avec la méthode des
moindres carrés ordinaires. Sinon, il faut se tourner vers des méthodes itératives qui assurent
la décroissance de la fonction de colit et convergent vers un minimum.

On la note également EQM pour Ecart Quadratique Moyen.
Nous avons montré au chapitre 2 que ce codage et cette fonction de cofit garantissent que le résultat fourni par
le réseau de neurones aprés apprentissage est une estimation de la probabilité a posteriori d’appartenance a la

classe A. Le chapitre 2 traite également de la résolution d’un probléme de classification a C classes, C > 2.
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4.3 Algorithmes d'optimisation

A partir d'une fonction de colit dépendant du vecteur de parametres 6 et des exemples de
I'ensemble d'apprentissage, il faut choisir I'algorithme d'optimisation qui permettra d'estimer le
vecteur des parametres pour lequel la fonction de colit choisie est minimale. De nombreux
algorithmes ont été proposés ; dans ce paragraphe, nous décrivons la méthode utilisée pour les
modeles linéaires par rapport aux parameétres, puis nous présentons les méthodes les plus
fréquemment mises en ceuvre pour l'apprentissage des réseaux de neurones.

Dans tout ce paragraphe, on ne considére que les exemples de l'ensemble
d'apprentissage : pour simplifier les écritures, on notera la fonction de colit J(6) au lieu de

F().
4.3.1 Modeéles linéaires par rapport aux parametres

Un modele linéaire par rapport aux parameétres obéit a 1'équation suivante (les vecteurs
des entrées et de la sortie sont centrés) :

Y=X0+ow
yl
avec Y =| : | :vecteur de sortie de dimension N (N =nombre d’exemples),
N
y
X, X
X=|: : | : matrice des entrées, de dimension NP (P colonnes
x e Xl

correspondant aux P variables descriptives du modele, et N lignes
représentant les N exemples),

0 : vecteur de dimension P des paramétres inconnus du modele (dans ce cas,
P est égale au nombre de descripteurs),

o : vecteur du bruit, centré, non corrélé, de dimension N, normalement
distribué (de moyenne nulle et de variance o).

Avec un tel modele, l'estimation des moindres carrés des paramétres (é ) est la solution

de I'équation normale :
X'x6=x"y
A v yr < g T
soit O =[X"X]| X"VY.sidér(XTX)%0

La solution de cette équation peut étre obtenue par diverses méthodes (décomposition de
Cholesky, méthodes d'orthogonalisation, ...) [Antoniadis 92 et Press 92].
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4.3.2 Modéles non linéaires par rapport aux paramétres

Un modele non linéaire par rapport aux parametres est défini par (les vecteurs des
entrées et de la sortie sont centrés) :

Y=AX.0)+ w
avec f: fonction de régression.

Si le modele est non linéaire par rapport aux parametres, les méthodes de résolution
précédentes ne sont pas utilisables. Il faut alors se tourner vers des méthodes itératives pour
obtenir une estimation des paramétres. Ces diverses méthodes sont assez simples a mettre en
ceuvre et s'appliquent a toutes les fonctions de colt J(6) dérivables par rapport a 6.
L’apprentissage des réseaux de neurones s’integre dans ce cadre.

Le principe de ces méthodes est de se placer en un point, de trouver une direction de
descente du colit dans l'espace des parametres 6, et ensuite, de se déplacer d'un pas suivant
cette direction. On atteint un nouveau point et I'on recommence la procédure. On poursuit
cette démarche jusqu'a satisfaction d'un critére d'arrét.

Ainsi la modification du vecteur de paramétres 6 a l'itération k£ est donnée par
1'équation :
0, =0+l dy,

avec dy._; = direction de descente, qui dépend des 6._;

et g7 =pas.

Les méthodes d'optimisation non linéaires que nous présentons se différencient par le
choix de la direction de descente et du pas. Elles font appel aux :

e Gradient = vecteur des dérivées premieres de J par rapport a 6, noté
VJ = Grad(J(0)),

e Hessien = matrice des dérivées secondes de J par rapport a 6, notée H = H(J(0)).

Dans le cas des réseaux de neurones, on utilise l'algorithme de rétropropagation de
l'erreur pour le calcul du gradient [Rumelhart 86]. On utilise en général une approximation du
Hessien pour les méthodes de quasi-Newton ou Levenberg-Marquardt [Bishop 95].
Néanmoins, le Hessien peut évidemment étre calculé exactement.

4.3.2.1 Meéthode du gradient a pas constant

C'est la méthode la plus simple a mettre en ceuvre ; elle ne repose que sur le calcul du
gradient qui donne la direction de descente. Le pas p est constant. Ainsi, a l'itération £, la

modification des parameétres est donnée par :
0, =0, —uVJ,,
ici  d,,=-VJ,,

U, , = U (constant).
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Cette méthode est trés simple d'utilisation et elle est efficace loin d'un minimum (a
condition de ne pas étre sur un plateau de la fonction de colt). En revanche, lorsque I'on
s'approche du minimum, le gradient tend vers O et la vitesse de convergence diminue tres
fortement.

4.3.2.2 Meéthode du gradient a pas variable

Pour une direction de descente choisie par le gradient ou une autre méthode (voir ci-
dessous), il est possible d'asservir le pas u de telle sorte que la fonction de colit diminue a
chaque modification des parametres. On s'intéresse donc a la fonction g(u) unidimensionnelle
définie par :

g(,u)= J(ek—l +ud,, )

A partir de la fonction g, il faut trouver une valeur convenable (ni trop petite pour
assurer une convergence rapide, ni trop grande pour ne pas étre confronté a un comportement
oscillatoire). Les méthodes les plus efficaces sont les méthodes de dichotomie mais
nécessitent souvent trop de calculs. Les méthodes de minimisation de Nash [Nash 90] et de
Wolfe et Powell [Wolfe 69 et Powell 76] sont plus économiques et permettent de trouver une
valeur du pas convenable a partir d'un faible nombre d'évaluations de la fonction de cotit J(6).

4.3.2.3 Meéthode de Newton

La méthode de Newton utilise la courbure (dérivée seconde) de la fonction de cott pour
atteindre le minimum plus rapidement. La modification des paramétres est donnée par :

0, =6, — Hk_—ll VJi
ici  d_ =-H.,VJ_
U, , =1 (constant)

Ici le pas est constant et égal a 1. La direction de descente est fonction du Hessien et du
Gradient.

Si J(6) est une quadrique, l'algorithme atteint la solution en une seule itération. Sinon,
cette méthode est trés efficace au voisinage d'un minimum. Cependant, pour que la méthode
converge vers le minimum, le Hessien doit étre défini positif. Dans le cas général d'un modéle
non linéaire, cette hypothese de convergence n'est pas toujours respectée et la méthode peut ne
pas converger. En pratique elle est peu employée car elle nécessite, de plus, le calcul du
Hessien a chaque itération. On lui préfere des méthodes plus économiques dites de "quasi-
Newton".

4.3.2.4 Meéthode de quasi-Newton

Ici, l'inverse du Hessien est approché par une matrice My définie positive modifiée a
chaque itération. La suite des matrices {My} est construite de maniére a converger vers
l'inverse du Hessien lorsque la fonction de colt J(6) est une quadrique. La modification des
parametres est donnée par :
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0 =0, — "M VI
ici d,,=-M, ,VJ,_,
U, , est évalué avec une méthode de minimisation unidimensionnelle

A la premiére itération, la matrice My est prise égale a la matrice identité. Parmi toutes
les méthodes de quasi-Newton existantes [Minoux 83], l'outil de simulation et d’apprentissage
de réseaux de neurones du laboratoire propose la méthode BFGS, développée
indépendamment par Broyden [Broyden 70], Fletcher [Fletcher 70], Goldfarb [Goldfarb 70] et
Shanno [Shanno 70], dont la vitesse de convergence est beaucoup plus grande que celle de la
méthode du gradient. De plus elle est relativement insensible au choix du pas qui peut étre
calculé avec la méthode de Nash.

4.3.2.5 Meéthode de Levenberg-Marquardt

La méthode de Levenberg-Marquardt [Levenberg 44 et Marquardt 63] consiste a
modifier les parametres selon la relation suivante :

Ok = 0/(71 - [Hk—l + )“k—l ) ]]_1 V‘]k—l
avec | = Matrice Identité

Cette méthode est particulierement astucieuse car elle s'adapte d'elle-méme a la forme
de la fonction de cott. Elle effectue un compromis entre la direction du gradient et la direction

donnée par la méthode de Newton. En effet, si A1 est grand, on reconnait la méthode du
gradient (dans ce cas la valeur du pas est donnée par 1/A;.1) et si A1 est petit, la modification
des parameétres correspond a celle de la méthode de Newton.

Au cours de ce travail, nous avons utilisé principalement deux méthodes d'apprentissage
performantes :

e Gradient a pas constant + quasi-Newton : nous commengons l'apprentissage par
quelques itérations de gradient (a pas constant) pour continuer avec une méthode de
quasi-Newton. Le probleme est de choisir le pas et le nombre d'itérations de
gradient.

e [evenberg-Marquardt : cette méthode permet de pallier les inconvénients du choix
du pas et du nombre d'itérations, car elle choisit automatiquement un compromis
entre la direction du gradient et la direction de Newton. Nous choisissons une
valeur initiale de A¢ (Bishop propose Ay = 0.1, [Bishop 95]) qui est modifiée durant
'optimisation. A chaque itération, on calcule la fonction de cotit J(60) avec la valeur
de A précédente ; si la fonction de coiit diminue, on effectue la modification des
parameétres et on diminue A (par exemple, divisé par 10) ; si la fonction de cofit
croit, on cherche a se rapprocher du gradient et on augmente A (multiplié par 10)
jusqu'a ce que le colt diminue.

En les confrontant sur plusieurs problémes, il apparait qu'aucune de ces deux méthodes
ne prend un avantage considérable sur l'autre. Avec la premiere méthode, il est nécessaire de
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régler plusieurs parametres (choix du pas et du nombre d'itérations pour le gradient et des
critéres d'arrét pour quasi-Newton). En revanche, avec la méthode de Levenberg-Marquardt, il
suffit de spécifier les critéres d'arrét et I'algorithme adapte A. Typiquement, on constate qu'en
début d'optimisation, A augmente (la direction de descente est presque celle du gradient) puis
diminue au voisinage du minimum (la direction de descente est presque celle de Newton).
Cette souplesse se paie par un temps de calcul sensiblement supérieur a celui de la méthode de
quasi-Newton.

4.3.3 En résumé

Chaque méthode d'optimisation posséde des avantages et des inconvénients. La méthode
de Levenberg-Marquardt présente un intérét pratique car elle peut étre utilisée sans avoir a
choisir le pas ; elle est néanmoins plus lente, en général, que la méthode BFGS.

Bien entendu, aucune méthode ne conduit a coup slir au minimum global. Il convient
donc de se placer dans des conditions ou les minima locaux sont aussi peu nombreux que
possible. Pour pallier ce probléme bien connu, diverses solutions ont ¢été suggérées :
utilisation d'algorithmes qui convergent a coup str vers le minimum global [Cetin 91] ou
utilisation d'heuristiques telles que le recuit simulé [Siarry 88]. Ces méthodes sont trés
lourdes, et généralement inutiles dans le contexte de I'apprentissage des réseaux de neurones,
comme nous le verrons plus loin. En pratique, il suffit de réaliser plusieurs apprentissages en
choisissant des parametres initiaux différents. En procédant de la sorte, on posséde une plus
grande chance de trouver le minimum global.

De maniéere surprenante, il semble que 1'on ait consacré plus d'effort a s'efforcer de
"sortir des minima locaux" qu'a essayer d'en diminuer le nombre. Le reste de ce chapitre est
consacré a une étude pratique de l'influence de l'ensemble d'apprentissage sur 1'existence des
minima locaux de la fonction de colit pour un probléme de modélisation a 2 paramétres.

4.4 Modélisation a 2 paramétres

Pour estimer l'influence du nombre d'exemples d'apprentissage sur les minima de la
surface de colit, nous sommes partis dun probléme "maitre/éléve". Dans un probléeme
"maitre/éléve", le réseau de neurones "maitre" définit la fonction de régression (fonction
génératrice des exemples) ; le réseau "¢leve", quant a lui, est une famille de fonctions qui
contient la régression, car ces deux réseaux possédent la méme architecture.

De fagon pratique, on construit un réseau "maitre" en choisissant son architecture et les
valeurs de ses coefficients. A partir de ce réseau, on engendre un ensemble d'exemples
d'apprentissage. La phase d'apprentissage se déroule avec un réseau "éleve" de méme
architecture que le réseau "maitre" et dont les coefficients sont initialisés aléatoirement. A la
fin de I’apprentissage, on observe si le réseau "éléve" a retrouvé, ou non, le réseau "maitre".

4.4.1 Présentation

La présentation complete de ce probléme figure dans l'annexe A (Surface de cott :
minima locaux). Nous ne reprenons ici que les éléments et résultats principaux du probléme.
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[Antoniadis 92] propose un exemple de modélisation a deux paramétres. Ainsi,
'ensemble des points d'apprentissage est créé de la fagon suivante :

y,=F (x)+a)

ou x : entrée distribuée aléatoirement entre -3 et +3 suivant une loi uniforme
o : bruit gaussien de variance égale a 0.5

avec F(x)=Be " :régression (fonction génératrice des exemples)
A=0,669
B=0,214

Cet exemple de modélisation peut s'interpréter comme un probléme "maitre/éleve"
mettant en jeu un réseau de neurones particulier. Ce réseau a deux coefficients comporte une
entrée (x), un neurone caché (fonction d’activation y =e™) et une sortie linéaire (fonction
d’activation y = v) :

Y = B.exp(-o.x)

y = exp(-v)

X

Figure 4.1 : Réseau de neurones reproduisant la fonction f{x; o, )

La figure 4.2 présente la régression F' (inconnue dans la pratique) et un ensemble
d’apprentissage de 100 points.
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100 points d'apprentissage
Vo yp = F(x) + bruit

x < F+ Ecart-type

X X P
. <«—F

Figure 4.2 : Régression et 100 points d'apprentissage
(trait plein : régression F, trait pointillé : F + écart-type du bruit)

L'objectif du probléme est donc de retrouver la régression F a partir d'un certain nombre
de points d'apprentissage.

4.4.2 Résultats

Le tableau 4.1 regroupe les résultats de différentes optimisations :

Ensemble Optimisation
d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
1000 Points 100/100 0,470 0,685 0,212
100 Points 98/100 0,517 0,768 0,175
2/100 0,976 -12.3 =0(<0)
10 Points 84/100 0,483 3,23 2,39 10"
16/100 0,821 -10,2 =0(<0)
Régression 0,669 0,214

Tableau 4.1 : Résultat des estimations
- La colonne Fréquence donne la fréquence d'obtention du minimum considéré (avec
1000 exemples d'apprentissage 1'algorithme a toujours atteint le méme minimum).

- L'EQMA est la valeur de la fonction de colt aprés 1'optimisation (rappel : EQMA =
Ecart Quadratique Moyen sur les points de I'ensemble d'Apprentissage).

- De méme, Alpha et Béta sont les valeurs des paramétres apres 1'optimisation.

- La derni¢re ligne présente les valeurs des parameétres choisies pour la construction
des exemples (fonction génératrice + bruit de variance égale a 0,5).
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Nous constatons que l'apprentissage est plus facile quand le nombre d'exemples
d'apprentissage est grand ; en effet, on constate qu'avec beaucoup d'exemples d'apprentissage
(1000 exemples), la surface de colt ne présente qu'un minimum global, l'algorithme
d'optimisation atteint toujours la méme estimation des paramétres. En revanche, avec moins
d'exemples (10 ou méme 100 exemples), la surface de cott se déforme pour faire apparaitre
un minimum local.

Cet exemple a été volontairement construit pour montrer la variation de la forme de la
surface de colit en fonction du nombre de points d'apprentissage. Il montre également que
lorsque 1l'on dispose d'un ensemble d'apprentissage riche (1000 points) l'estimation des
parametres est bonne. En revanche, lorsque le nombre de points d'apprentissage est trop faible
(10 points), 'estimation des parameétres est completement erronée.

4.4.3 En résumé

Ce travail sur la forme de la fonction de colit a mis en évidence un phénoméne
inattendu. En effet, nous avons vu qu'il est assez difficile, en terme de convergence des
algorithmes d'optimisation, de faire passer une fonction au voisinage de quelques points
d'apprentissage. Cela montre bien que nous avons intérét a posséder la base d'apprentissage la
plus vaste possible ; ainsi la fonction de colt présente moins de minima locaux et les
algorithmes d'optimisation trouvent plus facilement le minimum global. De plus, la
représentativité d'une grande base d'apprentissage est souvent meilleure que celle de petites
bases.

Néanmoins, il ne faut pas hésiter a exécuter plusieurs apprentissages avec différentes
initialisations des coefficients pour avoir une grande probabilité¢ d'atteindre le minimum
global.

4.5 Probléme '""maitre-éléve"

L'annexe F présente des résultats numériques relatifs a la résolution d'un probléme
"maitre-¢leéve" : un réseau de neurones "maitre", dont les poids sont connus, est utilisé¢ pour
engendrer la fonction a approcher, et un réseau de neurones "éléve", d'architecture identique
au précédent, apprend la fonction réalisée par le "maitre". Aprés apprentissage avec des
données non bruitées, le réseau "éleve" devrait avoir des poids égaux a ceux du réseau
"maitre", a la précision des calculs pres.

L'un des résultats saillants de ces expériences est le fait que le réseau de neurones
"maitre" n'est jamais retrouvé lorsque l'algorithme d'apprentissage est un algorithme de
gradient simple, alors qu'il est fréquemment retrouvé lorsque des algorithmes d'optimisation
du second ordre sont utilisés. Lorsque le réseau "maitre" est retrouvé, la valeur finale de la
fonction de coft est de l'ordre de 107°. Avec les architectures étudiées, les minima locaux
correspondent a des valeurs de la fonction de coit de l'ordre de 107.

D'autre part, lorsque les données utilisées pour I'apprentissage sont bruitées, avec un
bruit dont la variance est supérieure a la valeur de la fonction de colit correspondant aux
minima locaux, l'apprentissage permet, pour tous les exemples que nous avons traités, sans



64 Chapitre 4. Apprentissage des réseaux de neurones

exception, d'obtenir une valeur finale de la fonction de colt égale a la variance du bruit (a
condition d'utiliser un algorithme d'apprentissage du second ordre). Bien entendu, pour des
initialisations différentes des parameétres, les poids obtenus sont différents, et n'ont rien a voir
avec ceux du réseau "maitre". Ces expériences montrent qu'il est illusoire de chercher a
interpréter les valeurs des poids d'un réseau deés que I'on doit traiter des données bruitées.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit 1'apprentissage des réseaux de neurones. Pour cela,
nous avons eu besoin d'un ensemble d'apprentissage, d'une fonction de cofit et d'un algorithme
de minimisation. Pour réussir un bon apprentissage, nous avons montré qu'il fallait réunir de
bons ingrédients. En effet, un bon algorithme de minimisation trouve rapidement un
minimum ; mais celui-ci n'est pas forcément satisfaisant. Le nombre d'exemples
d'apprentissage et leur distribution sont des données fondamentales. En effet, un grand
nombre d'exemples bien distribués garantit une forme plus réguliere de la fonction de cott,
que ses minima globaux correspondent bien aux "vraies" valeurs des parametres, et évite la
multiplication de minima locaux. Nos expériences montrent néanmoins qu'il ne faut
cependant pas surestimer l'importance pratique du probléme des minima locaux : il ne fait
aucun doute que les mauvais résultats qui, dans la littérature, sont attribués a des minima
locaux sont, dans la trés grande majorité des cas, dus a un algorithme d'apprentissage
inefficace ou au choix d'une architecture inadaptée.
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5. LA SELECTION DE MODELES

Résumé

Pour résoudre un probleme de modélisation ou de classification, deux étapes se
succedent généralement dans la conception du modele ou du classifieur :

e En premier lieu, il faut choisir des variables descriptives (ou descripteurs, ou
facteurs) pertinentes, c'est-a-dire les variables qui agissent sur la sortie du
processus a modéliser (dans le cas de la modélisation de processus), ou qui
déterminent la classe de ['objet a classer (dans le cas d'un probléeme de
classification) ; on suppose qu'il existe une relation entre ces variables et la sortie
ou la classe désirée.

e En second lieu, on cherche, dans une famille de fonctions, celle qui permet
d'estimer "au mieux" la valeur de la sortie mesurée du phénomeéne a partir des
valeurs des descripteurs.

Ainsi, dans une procédure de modélisation, on dispose d'un ensemble de descripteurs a
partir desquels il est possible de construire un ensemble de modéles. L'objectif des méthodes
de sélection de modeles est de choisir, parmi cet ensemble de modeéles, celui qui explique le
mieux, les phénomeénes observés. Plus précisément, comme nous l'avons souligné plus haut,
on cherche le modéle le plus simple qui atteigne les performances spécifiées dans le cahier
des charges.

La premiere partie de ce chapitre présente les bases des méthodes de sélection de
modeles les plus fréquemment utilisées. Nous décrivons ensuite des méthodes partielles de
sélection de modeéles, plus économes en temps de calcul.

Dans une deuxieme partie, nous présentons une procédure originale de sélection de
modeles ; enfin, nous présentons une application de cette méthode a la sélection de
l'architecture d'un réseau de neurones a une couche cachée. Cette méthode originale nous
permet ainsi de franchir, de facon presque automatique, les deux étapes de la modélisation
indiquées ci-dessus.

Toutes les méthodes présentées dans ce chapitre ont une justification théorique dans le
cadre de la modélisation de processus. Nous montrerons qu'elles peuvent également
s'appliquer aux problémes de classification, mais qu'il faut étre conscient de leurs limitations
lorsqu'on les met en ceuvre dans ce cadre.

5.1 Introduction

Pour résoudre un probléeme de modélisation [voir par exemple Urbani 95], il faut
effectuer plusieurs choix :

e Choix du type du mod¢le ; c'est-a-dire des caractéristiques générales du modele (par
exemple modele statique ou dynamique, modele linéaire ou non linéaire, ...). De
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facon pratique, le choix du type du modéle est résolu par I'analyse de la nature des
phénomeénes observés. Ainsi, un probléme de classification sera, dans la plupart des
cas, considéré comme un probléme statique ; en revanche, la modélisation de
processus met généralement en jeu des modeles dynamiques.

e Choix, si c'est possible, dun ensemble de points expérimentaux (plan d'expérience)
fournissant I'ensemble d'apprentissage.

Ces deux points ne seront pas abordés dans ce travail car ils relévent du domaine de
compétence de l'ingénieur. Nous supposerons seulement qu'une étude préalable a
conduit a choisir un type de modele et un ensemble de points expérimentaux.

e Choix de la structure du modele, c'est-a-dire celui d'une famille ¥ de fonctions (par
exemple modele linéaire, réseau de neurones, réseau d'ondelettes) et par l'ensemble
des variables descriptives nécessaires.

On peut alors procéder a l'estimation des parameétres @ du modele, qui déterminent la
fonction choisie au sein de la famille F. Cette étape de la construction du modele a été décrite
dans le chapitre précédent.

Dans le présent chapitre, nous abordons la sélection de la structure du modele. La
structure d'un modéle parmi un ensemble de candidats se fait en comparant les performances
du meilleur modele de chaque structure, aprés 1'estimation des paramétres.

Dans une premiére partie, nous nous intéressons a la premiére étape de la détermination
de la structure : le choix des descripteurs pertinents. Nous nous placerons dans le cadre de la
mise en ceuvre de modéeles linéaires par rapport aux parametres. Nous décrirons :

e les outils de comparaisons entre deux modéeles,
e la procédure optimale de sélection de modéles,

e deux procédures qui permettent de réduire considérablement le nombre de modéles
a évaluer.

Enfin, la derniére partie du chapitre propose une méthode originale qui présente deux
avantages : d'une part, elle est économe en nombre de modeles testés pour la sélection, et,
d'autre part, elle est applicable a la sélection de l'architecture d'un réseau de neurones a une
couche cachée. Nous pouvons ainsi traiter la deuxieéme étape du choix de la structure : le
choix de la famille de fonctions susceptibles de modéliser le phénomene.

5.2 Comparaison entre modéles

Comme nous l'avons indiqué plus haut, la sélection de structures s'effectue en
comparant les performances des modeles candidats. Bien entendu, il n'est pas possible
d'évaluer les performances d'un modele en testant de maniére exhaustive son comportement
dans toutes les situations qu'il est susceptible de modéliser : on ne peut effectuer ce test que
sur un nombre fini d'échantillons. La comparaison de performances d'un modéle présente donc
un caractere statistique. Les fests d'hypothéses sont les outils qui sont généralement utilisés
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pour résoudre ces problemes de comparaison de performances [voir par exemple Grais 92].
Nous commencgons donc par une bréve présentation des tests d'hypothéses.

Un exemple classique d'utilisation des tests d'hypothéses est le contrdle de piéces de
fabrication. Le probléme est le suivant: aprés avoir estimé la dimension moyenne d'un
échantillon de piéces prélevé sur une ligne de fabrication, on cherche a savoir si cette
estimation de la dimension est, ou n'est pas, significativement différente de celle spécifice
dans le cahier des charges.

5.2.1  Principe

Supposons qu'au cours de la fabrication, on estime le diamétre moyen (noté ) d'un
¢chantillon de pieces. Dans le cas général, cette estimation est différente du diamétre spécifié
(noté &). Avant de se lancer dans un réglage long et colteux des machines suspectées, il faut
connaitre les causes possibles de I'écart observé entre 8 et dy. En effet, il peut avoir deux
origines :

e il est dii aux fluctuations aléatoires,
e il est effectivement dii a un déréglement ou a l'usure de la machine.

Il s'agit de choisir entre ces deux hypothéses et de décider si I'écart observé est
significatif (avec un seuil de risque d'erreur fixé) et rend compte d'une différence réelle ou, au
contraire, n'est pas significatif et est di au hasard.

5.2.2  Description

On définit deux hypothéses alternatives Hy et H; que 1'on désire tester :
e Hj: 6= 8 (hypothése nulle),
e H;: 0# 9§ (hypothése alternative).

La procédure habituelle de test d'hypothéses est la suivante : on considere Hy comme
exacte ; dans cette hypothése, 1'écart observé ne peut €tre dii qu'aux seules fluctuations
résultant de I'échantillonnage. On en déduit alors la loi de distribution de la proportion
d'erreurs.

On se fixe une probabilité o ou risque d'erreur que 1'on juge acceptable. La probabilité o
correspond au risque acceptable de rejeter Hy alors qu'elle est vraie (et donc d'adopter H;) :

o = P{rejeter Hy/ H,vraie} : risque de 1°° espéce
Par exemple, en prenant oo = 0.05, on accepte 5 chances sur 100 de considérer que le lot

de piéces présente une espérance mathématique (du diametre) différente de &y alors que, en
réalité, celle-ci est égale a dy.

La probabilité o définit donc la région d'acceptation de 1'écart observé. Ainsi,

e si le diamétre observé O observé n'appartient pas a la région d'acceptation, on rejette
Hy et I'on retient Hy,
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e si le diamétre observé & observé appartient a la région d'acceptation, alors rien ne
s'oppose a ce que l'on accepte Hy (les données dont on dispose ne sont pas en
contradiction avec cette hypothése).

5.2.3 Le test de Fisher

Le test de Fisher est le test d'hypotheses le plus utilisé dans le cas de mode¢les linéaires
par rapport aux parametres. Il est applicable lorsque 1'on cherche a comparer un modéle
complet a un sous-mode¢le plus restreint.

5.2.3.1 Principe

Pour la sélection de modele, nous supposons que le modele complet obéit a I'équation
suivante (les vecteurs des entrées et de la sortie sont centrés) :

Y=X6p+w
avec Y : vecteur aléatoire de dimension N (N est le nombre d’exemples),

Op : vecteur de dimension P des parametres inconnus du modele (P est le
nombre de descripteurs),

X : matrice des entrées, de dimension NxP (P colonnes correspondant aux P
descripteurs du modele, et N lignes représentant les N exemples),

o : vecteur du bruit, centré, non corrélé, de dimension N, normalement
distribué (de moyenne nulle et de variance o).

Ces hypotheéses impliquent que le modéele défini ci-dessus est complet, c'est-a-dire qu'il
contient la fonction de régression.

Tester si I'effet d'un ou plusieurs descripteurs parmi les P initiaux est statistiquement
significatif revient a tester I'hypothése de nullité des g coefficients correspondants.

On définit :

C / / . . ’
yleomelet) =y gleomrlet) . golution des moindres carrés,

mc mc

) / compl . . , .
ylineomplet) — x glneemplet) . golution des moindres carrés sous la contrainte des g

mc mc

coefficients nuls,

_ Y_Y(camplet) ?

mc mc

‘ y — ylincomplet)

2 ‘

N-P-1 ‘
q Hy_ Y(CW”I’/@’)

et la variable aléatoire T° = 5

mc

Pour ce test, les deux hypothéses alternatives sont :
e Hj : les g coefficients sont nuls

e H, : les g coefficients ne sont pas nuls
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Si Hy est vraie (hypothése nulle), alors la variable aléatoire 7° suit une loi de Fisher-
Snedecor a g et (N-P-1) degrés de liberté ; ce qui permet de tester Hy a partir de la valeur de la
réalisation de 7° dont on dispose. Si le test conduit & rejeter Hy alors le sous-modéle est rejeté.

Il faut souligner que les tests d'hypothéses statistiques comparent un sous-modele au
modele complet ; il est donc nécessaire d'avoir une relation d'inclusion entre les deux. D'autres
tests d'hypothéses, qui ne nécessitent pas cette relation, ont été proposés, tels que les tests
TRV (Test du Rapport de Vraisemblance) [Goodwin 77] et LDRT (Logarithm Determinant
Ratio Test) [Leontaritis 87]. [Soderstrom 77] montre que ces tests et le test de Fisher sont
asymptotiquement équivalents.

5.2.3.2 Mise en ceuvre

Le principe de I'utilisation du test de Fisher (ou d'autres tests d'hypothéses statistiques)
pour la sélection de modéles est d'accepter ou de rejeter un sous-modele par rapport au modele
complet. En pratique, on part du modéle complet, avec tous les descripteurs dont on dispose,
et 'on construit tous les sous-modeles possibles (on peut se limiter a un sous-ensemble des
sous-modeles, comme nous le verrons plus loin). Ensuite, on compare, a l'aide du test de
Fisher, le modele complet a chacun des sous-modeles. Plusieurs voies sont alors possibles :

e sitous les sous-modeles sont rejetés, le modele sélectionné est le modele complet,

e si un ou plusieurs sous-modeles ne sont pas rejetés, il faut en choisir un. Comme il
n'y a pas de relation d'inclusion entre eux on ne peut plus les comparer a l'aide du
test. On choisit alors le modele le moins complexe (celui qui possede le plus petit
nombre de paramétres a ajuster par exemple) ; si, la encore, plusieurs sous-modé¢les
possédent la méme complexité, on choisit celui qui minimise I'écart quadratique
moyen.

Cette procédure est simple d'utilisation, mais elle nécessite un nombre trés vite
prohibitif d'estimations de parameétres. En effet, le nombre de sous-modéles a considérer a
partir d'un modéle complet a P descripteurs est de 2”. Le paragraphe 5.3 présente des
méthodes permettant de réduire ce nombre.

5.2.4  Critére d'Information d'Akaike (AIC)

Les méthodes décrites au paragraphe précédent sont fondés sur la comparaison des
performances exprimées par l'erreur quadratique sur un ensemble d'échantillons. Une autre
approche consiste a construire une fonction de colit (ou indice de performance) qui tienne
compte a la fois de la performance du mod¢le et de sa complexité. Le modele conduisant a la
plus petite valeur du critére est sélectionné. Ainsi, l'indice de performance peut étre calculé
pour deux modeles indépendants (sans qu'il soit nécessaire que 1'un soit un sous-modele de
l'autre), et peut donc les comparer. Nous présentons ici le critére d'Akaike, qui est défini et
discuté dans [Akaike 74], [Fourdrinier 94], [Urbani 95], [Chen 89], [Norton 86].
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5.2.4.1 Définition

Le critere d'information d'Akaike est défini par :

AIC(¢)=N -log(EQM)+P-¢
avec N : nombre d'exemples,

P : nombre de paramétres du modele (correspond au nombre de descripteurs
pour un mode¢le linéaire par rapport aux parametres),

EQM : erreur quadratique moyenne des résidus (moyenne des carrés des
écarts entre le modele et les observations),

¢ : facteur correspondant 4 la valeur de la distribution du * 4 un degré de
liberté pour un niveau de confiance donné.

Dans la formulation du critére on reconnait deux termes :

e e premier terme correspond a la performance du modele : plus la performance est
grande, plus I'écart entre la sortie du modele et la sortie mesurée est faible, donc
plus son logarithme est petit.

e le deuxiéme terme exprime la complexité du modele, qui est proportionnelle au
nombre de parameétres de celui-ci.

Pour utiliser ce critére, il faut spécifier un niveau de confiance et, par conséquent,
choisir une valeur numérique pour ¢. La valeur ¢=2 a été critiquée car elle conduit, en
général, a sélectionner des modeles plutdt sur-dimensionnés [Shibata 76]. [Chen 89] propose
¢ =4 qui est une valeur plus judicieuse correspondant a un risque de 1 espéce calculé dans
le cas ou un mod¢le est un sous-mode¢le de l'autre environ égal a 0.05.

[Soderstrom 77] et [Leontaritis 87] ont étudié les relations entre le critére d'information
d'Akaike et les autres tests statistiques.

5.3.4.2 Mise en ceuvre

La mise en ceuvre de la sélection de modeles avec un critére comme le critére
d'information d'Akaike (AIC(4) par exemple) est semblable a celle des tests statistiques
d'hypothéses : on se donne un ensemble de modeles a évaluer ; pour chacun d’entre eux, on
calcule la valeur du critére et 1'on choisit le modéle qui le minimise. L'avantage du critére
d'information d'Akaike est qu'il permet de comparer deux modéeles indépendants.

53 Stratégies de sélection de modéles

Comme nous l'avons indiqué plus haut, la méthode la plus "naturelle" consiste a évaluer
tous les sous-modeéles d'un modele complet, ce qui peut exiger des temps de calcul tres
importants. D'autres stratégies, plus économes, réduisent le nombre de sous-modeles a
estimer. Nous discutons dans ce paragraphe ces aspects de la mise en ceuvre des tests
d'hypothéses.
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5.3.1 Stratégie exhaustive

Nous avons vu que la premiére approche possible pour choisir un modele est de
considérer un modele complet, et de fabriquer tous les sous-modéles possibles, pour ensuite
choisir le meilleur. Avec cette méthode, nous pouvons engendrer 2” modéles a partir d'un
ensemble de P descripteurs. Il faut donc estimer les paramétres de ces 2 modéles et calculer
les valeurs du test ou du critére qui leur sont associées. Le nombre de modeles a évaluer croit
donc exponentiellement avec le nombre de descripteurs : la procédure devient rapidement
impraticable. Elle reste néanmoins la méthode "optimale" de sélection puisque tous les sous-
modeles sont évalués.

Nous décrivons deux méthodes "partielles", beaucoup plus économes en terme de
nombre de modeles a tester, et qui, bien que sous-optimales en principe, possédent toutefois
de bonnes chances de mener au modele optimal.

5.3.2  Stratégie "destructive"

L'idée de cette méthode, également nommée SBE (Stepwise Backward Elimination), est
de considérer un modele complet et d'en éliminer le descripteur le moins significatif.
Autrement dit, on part du modele complet a P descripteurs, on construit tous les sous-modeles
possibles a P-1 descripteurs (soit P sous-modeles). On choisit celui qui offre la meilleure
performance. Ensuite, on calcule les valeurs d’un critére de comparaison du sous-modele
choisi et du modéle complet :

e si le sous-modele est meilleur (au sens du critére retenu) que le modéle complet on
reprend la procédure a partir de ce sous-modele (qui devient alors le modele
complet),

e sinon, on arréte la procédure et 1'on conserve le modele complet.
Le nombre maximal de mode¢les a considérer est :

+P-(P+1)
2

Ainsi pour traiter le probléme donné ci-dessus a 15 descripteurs, il faudra construire, au
plus, 121 sous-mod¢les.

5.3.3  Stratégie ""constructive'

C'est la méthode symétrique de la méthode "destructive". Le point de départ est un
modele a 0 descripteur (seulement un terme constant: description par la moyenne des
mesures) ; on construit les P sur-mod¢les a 1 descripteur. On choisit le meilleur modéle au
sens du critére et I'on poursuit la procédure. On l'arréte lorsque le modéle est meilleur que tous
ses sur-modeles.

La encore, le nombre maximal de modéles a considérer est :
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P-(P+1)
2

1+

5.34 En résumé

Par rapport a la stratégie exhaustive de sélection de modeles, les stratégies "partielles"
ne conduisent pas toujours au modele "optimal". Il ne faut pas pour autant les rejeter, car la
méthode exhaustive dépasse trés rapidement les capacités de calcul des calculateurs actuels.
On est donc fréquemment contraint d'utiliser les méthodes partielles de sélection. Il est
néanmoins possible de se faire une idée de la valeur du modele sélectionné. En effet, lorsque
les deux méthodes "constructive" et "destructive" conduisent au méme mod¢le, on peut penser
que celui-ci donnera des résultats trés satisfaisants.

Comme nous I'avons souligné plus haut, les stratégies que nous venons de présenter ont
l'inconvénient de nécessiter de nombreuses estimations de parameétres. Par exemple, dans le
cadre d'une méthode "destructive" a P descripteurs initiaux il faut, pour choisir le meilleur
sous-modele a P-1 descripteurs, estimer les parametres du modeéle complet & P descripteurs et
les parameétres des P sous-modeles a P-1 descripteurs.

Dans le paragraphe suivant, nous allons proposer une méthode originale de sélection de
modeles linéaires par rapport aux parametres, qui permet de pallier cet inconvénient.

5.4 Une méthode originale de sélection de modéles

Cette méthode s'applique a la mod¢lisation d'un processus avec un modele linéaire par
rapport a ses parametres.

5.4.1 Principe

L'idée de cette méthode est, dans un premier temps, d'ordonner les descripteurs par ordre
d'importance, comme pour une approche "constructive". Au départ, nous disposons d'un
ensemble de P descripteurs que 1'on suppose suffisamment grand pour décrire les données
(modele complet). Parmi les P descripteurs, on cherche, a l'aide d'une méthode qui sera décrite
dans le paragraphe 5.4.2, celui qui décrit le mieux la sortie désirée du processus, puis le
deuxiéme et ainsi de suite. On obtient finalement un classement des descripteurs. Ensuite il
faut considérer les P sous-modeles suivants :

e le 1 sous-modele met en ceuvre le 1% descripteur,

o le 2°™ sous-modeéle met en ceuvre les 2 premiers descripteurs,

le 3°™ sous-modele met en ceuvre les 3 premiers descripteurs,

le P-iéme sous-modéle met en ceuvre I'ensemble des P descripteurs'.

On peut également prendre pour 1¥ sous-modéle celui qui comprend uniquement un terme constant (modele a

0 descripteur). Dans ce cas, le nombre total de sous-modeles a traiter est égal a P+1.
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Le paragraphe 5.4.3 décrit la méthode qui nous permet de sélectionner le meilleur sous-
modele.

Cette méthode permet de considérer un nombre trés réduit de modeles, et elle présente
l'intérét de bien faire prendre conscience de la pertinence relative de certains descripteurs pour
le probléme posé?.

5.4.2 Classement des descripteurs

Le classement des descripteurs constitue la premiére étape de la procédure de sélection
de modeles proposée. Il repose sur l'utilisation de I'algorithme d'orthogonalisation de Gram-
Schmidt modifié. [Chen 89] en donne une description trés détaillée. Nous ne reprendrons ici
que le principe de l'algorithme ainsi qu'une interprétation gé¢ométrique [Urbani 95].

5.4.2.1 Algorithme de Gram-Schmidt modifié

11 existe deux manieres de mettre en ceuvre 1'algorithme de Gram-Schmidt ; la premicre
est dite classique (CGS : Classical Gram-Schmidt) et la seconde modifiée (MGS : Modified
Gram-Schmidt). CGS est plus économe en terme d'occupation de la mémoire mais elle est tres
sensible aux erreurs d'arrondi [Bjorck 67]. La méthode MGS est numériquement plus stable. Il
faut noter que ces deux méthodes seraient strictement €quivalentes en l'absence d'erreurs
d'arrondi. Comme la taille de la mémoire des machines a notre disposition le permet, nous
utilisons 1'algorithme de Gram-Schmidt modifi¢ (MGS).

L'algorithme d'orthogonalisation de Gram-Schmidt considére les valeurs prises par les
descripteurs et la sortie désirée comme des vecteurs. Les notations sont les suivantes :

1
xl e xP
X=|: ©|=[X, -+ X,] matrice des entrées,
N N
Xy Xp
xl
p
avec X, =| : | vecteur de l'entrée p,
N
xl’
1
y
Y=| : | vecteur de la sortie.
N
Y

La matrice X est la matrice des entrées (P colonnes correspondant aux P descripteurs du
modele et N lignes représentant les N exemples de I'ensemble d'apprentissage). La matrice X
est composée de P vecteurs représentant chacun une entrée. Le vecteur Y est le vecteur de

Ce point est important car, de fagcon pratique, I'utilisateur a souvent fait beaucoup d'efforts pour obtenir ces

descripteurs et il n'est pas toujours convaincu que certains d'entre eux doivent étre éliminés.
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sortie (N sorties observées des N exemples). Les vecteurs des entrées (X)) et de la sortie (1)
sont centres.

A la premicre itération, il faut trouver le vecteur d'entrée qui "explique" le mieux la
sortie. Pour cela, on calcule le carré des cosinus des angles entre le vecteur de sortie et les
vecteurs d'entrée :

7 2
(¥, 7)
T T
(Xp XP)'(Y Y)

cosz(Xp,Y)=

Le vecteur sélectionné est celui pour lequel cette quantité est maximale. Ensuite, on
¢limine la contribution de l'entrée sélectionnée en projetant le vecteur de sortie, et tous les
vecteurs d'entrée restants, sur le sous-espace orthogonal au vecteur sélectionné.

La procédure se poursuit en choisissant, une nouvelle fois, le vecteur d'entrée projeté qui
explique le mieux la sortie projetée. Elle se termine lorsque tous les vecteurs d'entrée ont été
ordonngés.

Il faut souligner que I'estimation des moindres carrés ordinaires des parametres s'obtient
par la résolution immédiate d'une équation linéaire dont la matrice est triangulaire supérieure ;
la norme du vecteur de sortie projeté détermine la valeur de I'EQM [Chen 89].

53.4.2.2 Interprétation géométrique

La figure 5.1 donne une interprétation géométrique de l'algorithme de Gram-Schmidt.

Y

Figure 5.1 : Interprétation géométrique

Sur la figure, I'espace est de dimension 2. Le vecteur de sortie Y est mieux expliqué par
le vecteur X, que par X; (I'angle 6, est plus petit que 6). De ce fait, X; est sélectionné par la
méthode comme premier descripteur. Pour éliminer la partie expliquée par ce descripteur, on
projette Y et X; (et plus généralement tous les vecteurs restants) sur le sous-espace orthogonal
a X, ; on note ces projections Y et X;'. Ici, on ne peut plus continuer et le dernier descripteur

sélectionné est .X].
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L'écart quadratique moyen obtenu par les moindres carrés ordinaires avec le modele a 1
descripteur (ici X>) est donné par le carré de la norme du vecteur de sortie projeté (ici ¥*)
divisé par le nombre d'exemples (ici 2 exemples).

5.4.2.3 "Sous-optimalité" de la procédure de Gram-Schmidt

Le principal intérét de cette procédure est de ne considérer que P sous-modeles a partir
des P descripteurs initiaux. De plus l'algorithme de Gram-Schmidt effectue simultanément, a
chaque itération, deux opérations qui sont d'une part, le choix du meilleur descripteur, et,
d'autre part, I'estimation des moindres carrés. Comme nous l'avons indiqué précédemment,
cette procédure n'est pas "optimale". Le probléme fictif suivant permettra de constater que
cette procédure ne s'éloigne cependant pas beaucoup de la limite "optimale" [Lagarde 83]. Il
sera repris pour illustrer la méthode sélection de modeles que nous proposons plus loin.

Considérons donc le probleme comportant 15 points d'apprentissage et 10 descripteurs
(dont 5 seulement sont pertinents) :

10
y'=Y6,x, + (ivariantde 1 4 15)
p=1

avec x, :p™ entrée distribuée suivant une loi de Gauss centrée et réduite,

6, : parametres de la simulation (distribués suivant une loi de Gauss centrée
et réduite pour p=1,2, 3,4, Setnuls pourp=46,7, 8,9, 10),
o' : bruit gaussien de variance égale 4 2.107 (de moyenne nulle).

On note également :
2 1 S 2
o =— ) (o
T ;( )

La figure 5.2 compare la performance des modeles obtenus avec la procédure de Gram-
Schmidt a celle de 1'ensemble complet des 1024 sous-mode¢les.
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Sélection "optimale" de modéles
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Figure 5.2 : Sélection "optimale" de modeles

Sur la figure, nous constatons que, pour les sous-modeles a 3 descripteurs, celui qui est
choisi par la procédure de Gram-Schmidt n'est pas le meilleur. En effet, parmi les C;, =120

sous-modeles possibles a 3 descripteurs, il en existe un qui offre une meilleure performance
que celui sélectionné par Gram-Schmidt. Toutefois, la figure montre également que celui-ci
n'est certes pas "optimal" mais qu'il n'est pas trés éloigné de I'optimum.

On remarque ¢également, sur la figure 5.2, qu'a partir d'un certain nombre de
descripteurs, le gain en performance devient négligeable (I'EQM ne diminue plus beaucoup a
partir de 7 descripteurs) ; en revanche, la complexité augmente. Il faut donc trouver un moyen
de choisir un sous-modele parmi les P sous-modeles donnés par la procédure de Gram-
Schmidt. C'est I'objet du paragraphe suivant.

5.4.3 Choix du modéle

La sélection du modéle parmi les P initiaux peut étre confiée a un test d'’hypothéses
statistiques ou a un critére comme le critére d'information d'Akaike. Nous proposons ici une
méthode originale, fondée sur 1'ajout d’un descripteur aléatoire.

L'idée est d'utiliser dans le modéele, outre les P descripteurs initiaux, un "descripteur
aléatoire". Ensuite on utilise l'algorithme d'orthogonalisation de Gram-Schmidt décrit
précédemment pour ordonner les P+1 descripteurs ainsi définis (le descripteur aléatoire et les
P descripteurs initiaux). Les descripteurs rangés apreés la variable aléatoire sont considérés
comme non pertinents pour le probléme posé.

De fagon pratique, on ordonne de la sorte une centaine de réalisations de la variable
aléatoire pour obtenir la répartition du classement de la variable aléatoire.
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Remarque : Du point de vue de 'organisation des calculs, il est plus intéressant de créer

un ensemble de réalisations du descripteur aléatoire, et de lancer
I'orthogonalisation de Gram-Schmidt sur la totalit¢ des entrées
(descripteurs initiaux + réalisations du descripteur aléatoire). A chaque
itération, on choisit le meilleur descripteur en ne tenant pas compte des
variables aléatoires. Une fois celui-ci choisi, on détecte les variables
aléatoires qui expliquent mieux la sortie, on les compte et on les extrait du
lot. Il ne reste plus qu'a projeter la sortie, les descripteurs restants et les
variables aléatoires restantes sur le sous-espace orthogonal au descripteur
sélectionné. A l'itération suivante, on procéde de la méme fagon avec les
descripteurs et les variables aléatoires restants. Ainsi, on n'effectue qu'une
seule fois la procédure de Gram-Schmidt.

La figure 5.3 reprend le probléme du paragraphe précédent, et montre :

e les valeurs de 'EQM prises par les sous-modeles sélectionnés par Gram-Schmidt
(échelle de gauche, courbe décroissante),

o ct le diagramme des fréquences cumulées (estimation de la fonction de répartition)
du classement de 100 réalisations du descripteur aléatoire (échelle de droite, courbe
croissante).

Procédure de Gram-Schmidt et
Variable Aléatoire

log1o(EQM/c?)

0

-0.5

-25

100

Sous-modeles sélectionnés Estimation de 1a fonction

ar Gram-Schmidt
P de répartition a l'aire de
100 réalisations de la

variable aléatoire

- 90

80

70

- 60

50

- 40

30

0 2 4 6 8 10

Nombre de descripteurs

Figure 5.3 : Choix du sous-modeéle avec une variable aléatoire

Comment lit-on la figure ?

e On se fixe dans un premier temps un niveau de probabilité, par exemple 10% (trait
horizontal sur la figure 5.3).
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e L'intersection de la courbe de répartition du classement de la variable aléatoire avec
le niveau de probabilité fixé sélectionne le sous-modele a 5 descripteurs.

e Ainsi, en sélectionnant le sous-modele a 5 descripteurs, on peut dire que l'on a
environ 10% de chance qu'un descripteur aléatoire explique mieux le probléme posé
qu'un des 5 descripteurs sélectionnés’.

Notons que le sous-modele sélectionné a 'aide de cette procédure (Gram-Schmidt et
Variable Aléatoire) correspond au modele "optimal" (modéle dont les paramétres sont tous
non nuls, voir la construction de l'exemple au paragraphe 5.4.2.3). En revanche, le critére
d'information d'Akaike (AIC(4)) sélectionne le sous-modele a 6 descripteurs, sensiblement
sur-dimensionné par rapport au modéle "optimal™®.

L'intérét de cette procédure est de montrer, plus concrétement que d'autres méthodes, la
pertinence (ou l'absence de pertinence) de certains descripteurs par rapport a un descripteur
aléatoire. Dans le paragraphe suivant, nous montrons comment les réalisations de la variable
aléatoire peuvent étre remplacées par le calcul de la distribution de probabilité de 1'angle entre
un vecteur aléatoire et le vecteur de sortie.

5.4.4  Calcul de la distribution de probabilité de I'angle entre le vecteur de sortie
et un vecteur aléatoire

A chaque itération de la procédure de Gram-Schmidt, nous évaluons la proportion de
vecteurs aléatoires qui font avec le vecteur de sortie un angle plus petit que celui que fait
l'entrée sélectionnée avec le vecteur de sortie. Dans le paragraphe précédent, cette évaluation
se faisait en engendrant plusieurs réalisations d'une variable aléatoire, puis en comptant celles
dont l'angle avec le vecteur de sortie est plus faible. Nous allons montrer qu'il est possible de
calculer exactement cette proportion, a partir de la répartition théorique du carré du cosinus de
l'angle entre un vecteur aléatoire et un vecteur fixe.

L'ensemble des calculs est présent¢ dans 1'Annexe B (Répartition de la wvariable
aléatoire). La figure 5.4 représente la forme de la fonction de répartition du carré du cosinus
entre un vecteur aléatoire et un vecteur fixe, de dimension N (N = nombre d'exemples, N > 2).

Cette fonction de répartition est notée :

firy(cos?(6 )) avec N >2

3 Plus le niveau de probabilité est grand, plus le sous-modele sélectionné est de grande taille, puisque la

probabilité de garder un descripteur moins pertinent qu'une variable aléatoire est plus grande.
Le principal défaut du critére d'information d'Akaike est d'étre compleétement faussé lorsque la valeur de
I'EQM tend vers 0 (par exemple, lorsque le nombre de descripteurs et le nombre d'exemples sont du méme

ordre de grandeur).
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Figure 5.4 : Fonction de répartition pour N = 2, 5 et 20

Soit 8 l'angle entre le descripteur sélectionné et le vecteur de sortie. Par définition de la
fonction de répartition, la probabilité pour que le descripteur aléatoire explique mieux (angle
plus petit) la sortie que le descripteur sélectionné, c'est-a-dire qu'il fasse avec la sortie un angle
inférieur a 0, est donnée par I'expression suivante :

P,(cos*(6 )) =1-fr, (cos2 (6))avec N =2

Pour illustrer la figure 5.4, nous considérons, par exemple, que le vecteur du descripteur
sélectionné et le vecteur de sortie forment un angle d'environ 40 degrés.

Ainsi, nous avons :
0 =40° et cos’(0) = 0,6

Avec un probléme a 2 exemples (N = 2), nous lisons sur la Figure 5.4 que la fonction de
répartition est égale a 0,55; soit une probabilité de 0,45. Ainsi, la probabilité qu'un
descripteur aléatoire explique mieux la sortie que le descripteur considéré est de 45 %.

Pour un probléme a 5 exemples (N =15), cette probabilité tombe a 5 %. Elle devient
quasiment nulle pour N = 20.

En pratique, ce calcul permet de s'affranchir des réalisations de variables aléatoires, et
de l'application de la procédure de Gram-Schmidt a celles-ci : on effectue le classement des
seuls P descripteurs par Gram-Schmidt ; pour le p-iéme descripteur classé, on connait coszep,
d'ou I'on déduit la probabilité P]\]_p(cos2 6p) pour qu'un vecteur aléatoire fasse avec la sortie un
angle inférieur a 6, dans un espace de dimension N-p.

Rappelons que 1'objectif est de déterminer la fonction de répartition du classement du

descripteur aléatoire, c'est-a-dire la probabilité pour qu'un descripteur aléatoire soit classé dans
un rang inférieur a p
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Nous montrons dans l'annexe B que cette fonction de répartition est obtenue par la

relation de récurrence suivante :
H,=H, +P, (cos*6,)-(1-H,,)
avec H,=0

et Hp : probabilit¢ pour qu'un descripteur aléatoire soit classé dans un rang
inférieur a p, c'est-a-dire pour qu'un des p descripteurs sélectionnés soit
moins significatif qu'un descripteur aléatoire.

La suite {H)} est croissante et bornée entre 0 et 1. Elle correspond a la probabilité
d'avoir parmi les p descripteurs sélectionnés un descripteur ayant une contribution moindre
que celle d'un descripteur aléatoire.

La figure 5.5 présente les répartitions de classement d'un descripteur aléatoire obtenues :
e soit a partir de 100 réalisations de la variable aléatoire,
e soit par la suite {Hy,} de la répartition de la variable aléatoire calculée comme
indiqué dans I'annexe B.

On constate que les deux courbes sont proches (surtout pour les petits nombres de
descripteurs). Ensuite, ces courbes s'éloignent car le nombre de réalisations de la variable
aléatoire diminue, de sorte que l'estimation de la probabilité devient moins précise.
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Procédure de Gram-Schmidt :
Variable Aléatoire et Distribution
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Figure 5.5 : Répartition estimée et théorique de la variable aléatoire

5.4.5 Mise en ceuvre

La figure 5.6 présente 1'organigramme reprenant les différentes étapes de la procédure
originale de sélection de modele. Avant de commencer la procédure, il faut fixer le niveau de
probabilité pour qu'un descripteur aléatoire explique mieux la sortie quun descripteur
sélectionné ; typiquement on prendra 5%.
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Choix du niveau de probabilité
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Figure 5.6 : Organigramme de la procédure de sélection de modeéles

5.4.6 En résumé

La procédure de sélection de modeles proposée s'applique a la sélection de modéles
linéaires par rapport aux parametres ; elle s'appuie sur 1’algorithme d'orthogonalisation de
Gram-Schmidt, qui :

e ordonne les descripteurs suivant leur ordre d’importance,

e classe simultanément parmi ces descripteurs, plusieurs réalisations d’une variable
aléatoire.

On a également vu que I’on pouvait se passer des réalisations de la variable aléatoire en
calculant une fois pour toutes sa distribution. Ainsi, en se fixant un niveau de probabilités,
cette procédure permet de sélectionner un sous-modele parmi P sous-modéles.

Elle présente l'avantage de nécessiter un nombre de calculs réduit, et d'avoir une
interprétation "intuitive".

> Lorsque I'on ne peut pas faire ’hypothése d’un modele linaire par rapport aux paramétres, on peut augmenter

le niveau de probabilité afin de garder plus de descripteurs. Par exemple, on choisira un niveau de probabilité

égal a 20% pour la sélection des descripteurs.
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Elle ne peut pas s'appliquer directement a la sélection des entrées de réseaux de
neurones multicouches, puisque leurs sorties ne sont pas linéaires par rapport aux poids de la
premiere couche. Néanmoins, on peut sélectionner les descripteurs en utilisant un modele
linéaire par rapport aux paramétres, par exemple un modele polynomial. Ensuite, on utilise les
descripteurs sélectionnés comme entrées d'un réseau de neurones. Cette procédure a été mise
en ceuvre avec succes dans [Duprat 97]. L'annexe E (A New Decision Criterion for Feature
Selection) présente un deuxiéme exemple d'utilisation de cette méthode concernant un
dispositif embarqué de détection et de reconnaissance des défauts de rail débouchants.

Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette procédure peut, en revanche,
s'appliquer a la détermination automatique du nombre de neurones cachés dans un réseau de
neurones statique a une couche cachée.

5.5 Détermination automatique de I'architecture d'un réseau de
neurones

Nous avons décrit, dans le chapitre 3, les réseaux de neurones a une couche cachée qui
permettent d'approcher toute fonction de régression, puis, dans le chapitre 4, nous avons
présenté les algorithmes nécessaires a leur apprentissage. Nous abordons a présent le
probléme du dimensionnement dun tel réseau, c'est-a-dire celui de la détermination du
nombre de neurones cachés. Nous allons montrer que la procédure de sélection de modeles
proposée précédemment peut étre appliquée a ce probléeme.

Nous supposerons que les entrées du réseau ont été préalablement définies. Nous ne
nous intéressons ici qu'au choix du nombre de neurones cachés.

5.5.1 Principe

Nous partons d’un réseau de neurones a une couche cachée et a sortie linéaire, pour
lequel le nombre de descripteurs (nombre d’entrées) a été¢ déterminé. L’idée est d’appliquer la
méthode de sélection de modéles aux neurones cachés, dont les sorties constituent les entrées
d'un "modele" linéaire par rapport aux poids de la seconde couche de connexions. On effectue
un premier apprentissage avec un nombre de neurones trop grand, puis, a 1'aide de la méthode
précédente, on €élimine les neurones qui n’ont pas une contribution significative. On continue
la procédure en poursuivant 1’apprentissage avec les neurones restants, et en éliminant une
nouvelle fois les neurones inutiles. On arréte ces itérations lorsque la procédure n’élimine plus
aucun neurone.

5.5.2 Utilisation d’un ""neurone aléatoire"

La figure 5.7 reprend la procédure de sélection de modeles en introduisant, non plus une
entrée aléatoire, mais un "neurone aléatoire".
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Couche de sortie
B (neurone linéaire)

P Couche cachée

I Al ) - = = (Nc¢ neurones)

~ /
- Couche d’entrée
Descripteurs .
(Ne entrées)

Figure 5.7 : Réseau de neurones a une couche cachée,

a sortie linéaire, avec un neurone aléatoire

En fait, le neurone aléatoire n’existe pas dans la structure du réseau: apres
I’apprentissage, il suffit de considérer les sorties des neurones cachés comme les descripteurs
d'un "modele", constitué du neurone de sortie, qui est linéaire par rapport aux parametres de la
seconde couche de connexions. La procédure permet ensuite d'ordonner puis d’éliminer les
neurones inutiles. On I"arréte lorsque que le "neurone aléatoire" se classe apres les neurones
cachés®.

5.5.3 Mise en ceuvre

Dans un premier temps, nous supposerons que les entrées du réseau ont été
préalablement définies. Si ce n’est pas le cas, nous pouvons appliquer la procédure de
sélection de modéles, comme indiqué ci-dessus.

Ensuite, il faut construire le modele en choisissant un réseau de neurones de dimension
appropriée.

De fagon pratique, pour obtenir de bons résultats, il faut prendre quelques précautions.
En effet, en cas de sur-apprentissage, le réseau obtenu utilise de manicre significative tous les
neurones dont il dispose, donc le neurone aléatoire est, logiquement, classé en derniére
position. Dans ce cas, la procédure s’arréte immédiatement et ne réduit pas la dimension du
réseau. Pour pallier cet inconvénient, il faut interrompre l'apprentissage (méthode dénommée
"early stopping", |Bishop 95]) en partitionnant I’ensemble des exemples (Er) en deux sous-
ensembles :

e la premiére partie, notée E 4 (environ 90% de E'r), sert de base d’apprentissage,

e ct le complément, noté Eg (environ 10% de Ef), permet d’arréter 1’apprentissage.

En fait, on arréte la procédure lorsque la probabilité qu'un "neurone aléatoire" soit classé avant les neurones

du réseau ne dépasse pas le niveau de probabilité préalablement choisi.
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L’apprentissage s’effectue donc sur les exemples de E 4 ; a chaque itération on conserve
la valeur de 1’écart quadratique moyen sur I’ensemble d'arrét Eg (noté EQMS). On applique la
procédure de sélection de modéles aux sorties des neurones cachés calculées pour :

e les exemples de I’ensemble E 4,
e et les coefficients du réseau correspondant a la valeur minimale de I’EQMS.

De cette manicre, on supprime les neurones classés apres le "neurone aléatoire". Apres
cette sélection des seuls neurones "utiles", on poursuit I'apprentissage du réseau de neurones
obtenu. Mais avant de relancer 1'apprentissage, il est nécessaire de modifier les coefficients
qui relient la couche cachée au neurone de sortie. Pour cela, on utilise la méthode des
moindres carrés ordinaires puisque la fonction d’activation du neurone de sortie est linéaire.

Cette mise en ceuvre de la détermination de l'architecture d'un réseau de neurones
s'inspire de la stratégie "destructive" de sélection de modeles (voir § 5.3.2). 1l faut noter que
l'on peut utiliser cette méthode suivant une stratégie "constructive" en partant d'un réseau de
neurones comportant peu de neurones cachés. A chaque itération, on ajoute un neurone caché
et, aprés la phase d'apprentissage on évalue si celui-ci apporte une contribution significative
en le comparant au neurone "aléatoire".

5.5.4 Autres méthodes de détermination de l'architecture d'un réseau de
neurones

Dans le domaine des réseaux de neurones, des méthodes ont déja été proposées pour
déterminer automatiquement I'architecture "optimale" pour un probléme posé. Ce sont des
techniques d'élagage : on choisit dans un premier temps un réseau de neurones sur-
dimensionné, puis on réalise 1'apprentissage et enfin, on supprime (on annule leur valeur) les
parametres (ou coefficients) qui ont le moins d'importance. Il faut donc mesurer l'importance
relative d'un paramétre par rapport aux autres ; plusieurs voies sont possibles :

e la plus simple consiste a évaluer I'importance d'un paramétre comme l'amplitude de
celui-ci, soit |6]. Cette approche n'est pas fondée sur des bases théoriques solides et
donne de mauvais résultats [Bishop 95] ;

e on peut également calculer l'accroissement de la fonction de colit obtenu en
supprimant le paramétre considéré. Les coefficients correspondant aux plus faibles
augmentations sont éliminés. Cette approche a donné lieu a différentes méthodes
d'élagage :

- Ainsi, on peut annuler la valeur d'un paramétre du réseau, puis calculer
l'accroissement de la fonction de colt sur l'ensemble d'apprentissage. On
supprime finalement le parameétre qui donne l'accroissement le plus petit.
Malheureusement, cette méthode nécessite un nombre important de calculs.

- Pour pallier cet inconvénient, nous pouvons faire un développement de la
fonction de colit au second ordre. Ainsi, l'accroissement du cott (J) obtenu avec
une modification 60 des paramétres est donné par :
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5.J=V.J 60" +%59T H 86 +0(50°)

avec VJ: gradient
et H:Hessien

Comme on suppose que l'apprentissage est terminé, le terme du premier ordre est
négligeable (on a atteint un minimum local, donc le gradient est nul) ; ainsi on a :

5J:%69T H 860 +0(50°)

La méthode dénommée Optimal Brain Damage (OBD) suppose que la matrice
du Hessien est diagonale (les termes non diagonaux sont annulés) [Le Cun 90].
L'accroissement de la fonction de colt correspondant a I'élimination du
paramgetre 7 est alors :

1
6‘]1' =3 Hu 912
2
[Hassibi 93] a apporté une amélioration a cette méthode en supprimant
I'hypothese sur le Hessien, (Optimal Brain Surgeon : OBS). L'accroissement est

alors :

2
57, =16
2 H,

En fait, méme si l'approximation est meilleure pour OBS que pour OBD, il
n'existe aucune justification théorique de sa validité loin du minimum’. Au
contraire, avec des modeles non linéaires par rapport aux paramétres, tels que les
réseaux de neurones, la surface de cofit n'est pas quadratique.

En d'autres termes, les méthodes OBD et OBS apportent toutes les justifications
nécessaires au développement limité au voisinage du minimum, mais sont
ensuite utilisées sans précaution tres loin du minimum.

En résumé, ces méthodes offrent généralement des performances insuffisantes car leurs

conditions de mise en ceuvre ne respectent généralement pas les hypotheses sur lesquelles

elles sont fondées.

En résumé

La méthode de sélection d’architecture de réseau de neurones que nous avons proposé

donne de bons résultats ; en effet, nous avons constaté que le nombre de neurones choisi de

cette manicre était toujours satisfaisant. Elle s’adapte bien aux niveaux de bruit de la sortie

observée et au nombre d’exemples a notre disposition.

7

Avec OBD et OBS, on calcule l'accroissement de la fonction de cofit sur les hyperplans d'équation : 6, = 0.
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5.6 Cas de la classification

Nous avons présenté les méthodes de sélection de modeles dans le cadre de la
modélisation de processus, qui considere le vecteur de sortie comme le vecteur du phénomene
observé.

Dans le cas de la classification a C classes (ou le vecteur des sorties désirées ne peut
prendre que C valeurs), nous ne pouvons plus apporter les justifications nécessaires aux
méthodes de sélection de modeles. Nous devons nous contenter de les utiliser en ayant
conscience de cette réserve. De fagon pratique, on utilise un neurone de sortie linéaire pour la
sélection des descripteurs et des neurones cachés. Puis, lorsque I'architecture du réseau est
définie, on remplace ce neurone de sortie linéaire par un neurone possédant une fonction
d'activation sigmoidale.

Une premicre approche consiste a décomposer systématiquement un probléeme de
classification a C classes en plusieurs sous-problémes a 2 classes. Ensuite, la résolution (choix
des descripteurs, choix de I'architecture du réseau de neurones et estimation des parameétres)
de ces sous-problémes se fait indépendamment. Le chapitre 2 (Méthodes statistiques de
classification) présente cette approche.

Pour illustrer ce propos, nous pouvons considérer I’exemple de la reconnaissance de
chiffres manuscrits. Comme les 10 classes (les chiffres de 0 a 9) ne sont pas ordonnées dans
l'espace des descripteurs (dans cet espace, on ne passe pas successivement de la classe 0 a la
classe 1,de 1 a2, ...), les méthodes de sélection de modeles ne s'appliquent pas au traitement
global de ce probléme. Il faut le décomposer en sous-problémes a deux classes, que 1'on traite
de maniere indépendante. On supprime ainsi la relation d’ordre entre les différentes classes.

On trouve dans [Cibas 96] la présentation d'autres méthodes de sélection de modeles qui
s'integrent dans le cadre de la mod¢lisation ou de la classification, et qui s'appliquent aux
modéles linéaires ou non linéaires par rapport aux parameétres [voir également Leray 97].

5.7 Exemples d'application

Nous présentons trois exemples fictifs d'application de la méthode de sélection de
modeles. Les deux premiers sont des problemes de classification. Le premier porte sur la
sélection des descripteurs, tandis que le second traite de la recherche d'une architecture
adéquate pour un réseau de neurones. Nous présentons ensuite un exemple d'utilisation de
procédure pour la modélisation.

571  1° exemple : Sélection des descripteurs

La réussite ou 1I’échec a un examen est un probléme de classification a deux classes :
"admis" ou "recalé". Prenons une population de 500 éléves ayant passé le baccalauréat 1’année
derniére et admettons que nous ayons la base d’apprentissage (imaginaire) suivante :
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Eleve Note Age Admis
Dupont 10.1 18.5 Oui
Durant 8.4 17.6 Non
500 exemples 2 descripteurs 2 classes

Tableau 5.1 : Base d'apprentissage

Le premier descripteur représente la moyenne pondérée des notes obtenues par I’éléve a
I’examen, le second est son age. Nous nous trouvons ici dans une situation favorable a
l'utilisation de méthodes de classification statistiques, car 1’échantillon est de grande taille par
rapport au nombre de descripteurs. Représentée dans 1’espace des deux descripteurs (axe
horizontal : note et axe vertical : age), la population de 1’échantillon apparait ainsi :

21
)
20 T
19
Age 18 © Recalés
8 8 Admis
17
o
16 T
15

Figure 5.8 : Visualisation de l'échantillon

D’un coup d’eeil, cette représentation confirme ce que tout le monde sait : ont leur bac
tous les €leves qui ont au moins 10 de moyenne, et ce, quel que soit leur age ! En effet, cette
loi se voit sur le graphique puisque les deux classes sont parfaitement séparées par la droite
verticale (note = 10) : les individus dont la note est supérieure ou égale a 10 sont admis et les
autres sont recalés®. Les classes sont dites linéairement séparables.

Avec ce probléme a 2 dimensions (note et dge), nous sommes capables de représenter les individus dans le
plan des descripteurs et constater qu'un seul descripteur (note) permet une séparation linéaire. C’est donc un
descripteur pertinent pour caractériser 1’appartenance des individus aux classes retenues. Face a un probléme
réel décrit par plus de 2 descripteurs, la représentation graphique devient impossible et il est beaucoup plus

difficile d’identifier les descripteurs pertinents.
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Nous allons confier ce probléme a deux méthodes statistiques de résolution. Rappelons
que ces méthodes s’efforcent de reproduire la classification de la base d’apprentissage ; elles
sont d’autant meilleures qu’elles font moins d’erreurs de classement des individus’. La
séparation des classes nous semblant ici treés simple, on s'attend a ce que toutes les méthodes
donnent de bons résultats. Nous allons constater que ce n'est pas le cas.

5.7.1.1 Analyse discriminante avec une régle d’affectation géométrique

Taux d'individus mal classés

15 4] 5
1 VYariakble 3 HOTE 2 Varisbles ; MOTE et AGE
[ Admis bien classé Recalé bien classé

B Admis mal classé Recalé mal classé

Figure 5.9 : Analyse discriminante avec une régle d’affectation géométrique

La zone dans laquelle le classifieur répond "admis" est caractérisée par un fond gris clair
(gris foncé pour "recalé"). Les croix blanches sont les centres de gravités de deux classes.

Le graphique de gauche illustre le résultat obtenu en ne tenant compte que de la note
comme descripteur. Le taux d'individus mal classés par la méthode est important (9,6%). La
frontiére de séparation est verticale et se situe aux environs de 10,8 donc assez loin du bon
seuil. En s'appuyant sur les deux descripteurs note et age (graphique de droite), les résultats
se dégradent : le taux d'individus mal classés passe a 9,8% et la frontiére de séparation
s'incline vers la droite.

° Dans la plupart des cas réels, il est cependant irréaliste d’espérer trouver une méthode qui fasse aucune

erreur. Comme nous l'avons indiqué plus haut (voir chapitre 2), la régle de Bayes établit I’erreur minimale

que I’on peut théoriquement espérer.
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5.7.1.2 Réseaux de neurones

Ici, nous ne nous intéressons pas a la sélection de I'architecture du réseau de neurones
mais seulement au choix des descripteurs : puisque les classes sont linéairement séparables,
nous avons choisi un réseau de neurones constitué d'un seul neurone avec une fonction
d’activation sigmoide!®, de sorte que le probléme de la sélection d'architecture ne se pose pas.

Taux d'individus mal classés

5
1 Variable : HOTE 2 Variables : MOTE et AGE

Figure 5.10 : Réseaux de neurones

La méthode ne fait aucune erreur de classement dans les deux cas (un descripteur ou
deux). Le réseau a bien retrouvé la condition d'admission. Il faut nuancer ce résultat car, avec
un probléme moins bien construit (moins d'individus), cette méthode méne a un taux
d'individus mal classés différent de 0% lorsqu’on tient compte des deux descripteurs (note et
age). On distingue, d’ailleurs, que la frontiere de séparation n’est pas parfaitement verticale
sur le graphique de droite (avec les 2 descripteurs).

Bien entendu, il faut souligner que la méthode de sélection de modeles proposée dans ce
chapitre conduit a ne garder que la note comme descripteur pertinent (avec un seuil de
probabilité de 20%).

5.7.1.3 Discussion

Sur cet exemple d'école, il apparait que, dans tous les cas, le choix des descripteurs a
une grande influence sur la qualité des résultats. Le "bruit" engendré par les descripteurs non
pertinents dégrade gravement les résultats de classification obtenus par les méthodes
statistiques. Ainsi, si une méthode donne de mauvais résultats, elle n’est pourtant pas

19 Un tel réseau de neurones est suffisant pour résoudre un probléme de classification présentant des classes

lindéairement séparables.
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forcément a rejeter. Il se peut en effet que les descripteurs aient été mal choisis, et que,
certains d’entre eux ne soient pas pertinents pour le probléme posé.

572 2tme exemple : Architecture du réseau de neurones

Nous reprenons ici l'exemple donné au chapitre 2 (Méthodes statistiques de
classification, § 2.5). Pour mémoire, la figure 5.11 présente cet exemple de classification a
deux classes.

B00 exenples (A)

+0, 00 Repartition des 1200 exemples

B00 exenples (B]

—15[00 —10[00 —5100 +0100 +5100 +10t00

a/ Visualisation des 1200 individus

1,00 Classification @ Theorigue

+{() , 51| SO S SR | S AP | W (P P S

+0.00-—— I i i i I
—15,00 =10, 00 -5,00 +0,00 +5,00 +10, 00

b/ Probabilité a posteriori d'appartenance a la classe A (TMC = 30,1%)

Figure 5.11 : Exemple de classification a une variable descriptive

Ici, l'objectif est de définir l'architecture du réseau de neurones (la sélection des
descripteurs n'est pas abordée car ceux-ci sont tous pertinents).

5.7.2.1 Résultats

En partant d'un réseau de neurones comportant 20 neurones cachés, la méthode de
sélection de modeles appliquée au choix des neurones cachés conduit a un réseau de neurones
a 5 neurones cachés. Pour évaluer la qualité de cette réponse, nous avons essayé toutes les
configurations possibles de réseaux de neurones (de 1 a 20 neurones cachés). Ici, nous
représentons les meilleurs résultats obtenus en utilisant trois réseaux de neurones (4, 5 et 6
neurones cachés).

Le tableau 5.2 présente les résultats'" :

i Rappel : 1a probabilité d'erreur de classification donné par la régle de Bayes est égal a 30,1%.
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Nombre de Taux d'exemples | Ecart Quadratique
neurones cachés mal classés Moyen
4 30,3% 2,210
5 30,3% 1,210°
6 30,6% 3,2107

Tableau 5.2 : Résultats obtenus avec 3 réseaux de neurones

Dans le tableau nous présentons successivement :
- l'architecture du réseau de neurones considéré,
- le taux d'exemples mal classés,

- et I'écart quadratique moyen entre la probabilité a posteriori estimée par le réseau
de neurones et la probabilité a posteriori théorique donnée par la régle de Bayes.
Cet écart est estimé en générant plus d'un million de points (suivant les lois de
distribution).

La figure 5.11 montre la probabilité a posteriori d'appartenance a la classe A estimée
par les 3 réseaux de neurones d'architecture différente.

+1.00 Clas=sification @ Theorigque —— Estimes avec 4 neuronesz caches

LIl - --cccsocooooscoonsosososasa{lsssafioatios|lssscsscsasosasd

e | | | | |
—15,00 =10, 0 -5,00 +0,00 +5,00 +10, 00

a/ Réseau de neurones a 4 neurones cachés

+1.00 Classification : Theorigque —— Estimes avec 5 rneuronesz caches
.

+(, 50

+(,00

—15[00 —10[00 —5!00 +0!00 +5100 +10t00

b/ Réseau de neurones a 5 neurones cachés
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Classification @ Theorigue =—— Estimes avec b neurones caches

+1,00

W0, 50 oo N

+0,00

—15[00 —10[00 —5!00 +0!00 +5100 +10t00

¢/ Réseau de neurones & 6 neurones cachés

Figure 5.11 : Estimations obtenues avec les 3 réseaux de neurones

5.7.2.2 Discussion

La méthode de sélection de modéeles conduit, de fagon automatique, au meilleur réseau
de neurones (a 5 neurones cachés). Elle présente donc un grand intérét pratique pour résoudre
toutes sortes de problémes de classification.

573 3™ exemple : Probléme "maitre/éléve"

Nous reprenons ici le probléeme de type "maitre/éléve" présenté au chapitre 4
(Apprentissage des réseaux de neurones).

Contrairement au chapitre 4 ou le réseau "éléve" possede la méme architecture que le
réseau "maitre" (le probléme est alors d'atteindre le minimum global de la fonction de cot),
ici l'objectif est de retrouver 1'architecture du réseau "maitre" en partant d'un réseau "éleve"
sur-dimensionné. L'architecture a une couche cachée du réseau "maitre" est présentée dans le
tableau 5.3. Avec ce réseau "maitre", on crée 2000 exemples d'apprentissage (voir chapitre 4).

Pour exécuter la procédure complete de détermination d'architecture de réseaux de
neurones (sélection des descripteurs et des neurones cachés), on choisit l'architecture initiale
du réseau "éleve" suivante :

Les 10 descripteurs supplémentaires du réseau "éleve" sont 10 réalisations différentes
d'une variable aléatoire gaussienne (centrée et normée).

5.7.3.1 Résultats

La premi¢re phase de la procédure sélectionne correctement les 10 descripteurs du
réseau "maitre" (avec un niveau de probabilité égal a 5%).

Ensuite, la seconde phase s'arréte lorsqu'il ne reste plus que 5 neurones cachés (avec un
niveau de probabilité égal a 5%). On retrouve correctement le bon réseau de neurones
"maitre".

Le tableau 5.3 présente 'architecture du réseau "éléve" final :
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Nb descripteurs | Nb neurones cachés
Réseau de neurones "maitre" 10 5
Réseau de neurones "éléve" initial 20 10
Réseau de neurones "éléve" final 10 5

Tableau 5.3 : Architectures du réseau "maitre"” et du réseau "éléve" final

La procédure de détermination automatique de l'architecture d'un réseau de neurones
conduit a un réseau "¢leéve" identique au réseau "maitre".

5.7.3.2 Discussion

Contrairement aux deux premiers exemples de classification, ce dernier exemple
d'utilisation de la procédure de détermination de 1'architecture d'un réseau de neurones s'insére
dans le cadre de la modélisation de processus. La encore, la méthode donne de bons résultats
puisqu'elle a correctement retrouvé l'architecture du réseau de neurone "maitre".

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit diverses méthodes de sélection de modeles, et
proposé une méthode originale de sélection de modeles. Cette méthode est intéressante car
elle est économe en temps de calcul et met bien en évidence la pertinence des différents
descripteurs. De plus, nous I'utilisons pour la sélection de I’architecture d’un réseau de
neurones a une couche cachée.

Ainsi, face a un probléme de modélisation ou de classification, la procédure permet :
o de définir les descripteurs,

e puis de déterminer le nombre de neurones de la couche cachée. A ce stade, le
modele est linéaire par rapport aux paramétres et les hypothéses sont donc vérifiées.

Ces deux traitements peuvent se réaliser presque automatiquement. Il suffit, pour cela,
de se fixer les niveaux de probabilité.

En traitant différents exemples d'application, nous avons constaté¢ que la démarche
proposée (sélection des descripteurs pertinents et choix de l'architecture du réseau de
neurones) permet d'améliorer les performances des classifieurs et, plus généralement des
méthodes de mod¢lisation.
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6. APPLICATION A L'ANALYSE FINANCIERE

Résumé

Dans le cadre de la collaboration entre le laboratoire d'Electronique de I'ESPCI et
Informatique CDC, la Caisse des Dépots et Consignations (CDC) a souhaité développer de
nouveaux Systemes Informatiques d'Aide a la Décision (SIAD) utilisant les techniques
neuronales.

Cette étude portant sur l'utilisation des réseaux de neurones comme classifieurs a
débouché sur deux applications de natures voisines (seuls les objets a classer sont différents).
En effet, les deux systemes de classification réalisés ont pour objectif d'apporter une
évaluation, soit d'entreprises, soit de collectivités locales (en terme de santé financiere).

Nous présentons dans ce chapitre, ces deux applications dénommées respectivement :
e Analyse Financiére des Entreprises (AFE)
e Analyse Financiere des Collectivités Locales (AFCL)

Elles adoptent une démarche identique, qui commence par la sélection des meilleures
variables descriptives du modéle, passe par la détermination du meilleur réseau de neurones,
et s'acheve par la mise en exploitation du classifieur.

6.1 Présentation

Ce chapitre présente deux applications des réseaux de neurones centrées autour du
théme de l'analyse financiere soit d'entreprises soit de collectivités locales.
Chronologiquement, I'étude de l'analyse financiére des entreprises a commencé en premier ;
elle a trés rapidement fait apparaitre la nécessité de sélectionner les meilleures variables
descriptives d'un modele. Nous avons donc orienté notre étude sur les méthodes de sélection
de mode¢les, présentées d'une maniére théorique dans le chapitre 5 (La sélection de modéles).
Puis, a partir des meilleures variables descriptives, nous avons cherché a reproduire, de la
meilleure fagon possible, la classification de I'expert.

Nous présentons donc ces deux études, qui suivent la procédure, en quatre étapes, de
résolution des problémes de classification (voir paragraphe 1.7.2) :

e Ainsi, la premiére étape a consisté a construire un échantillon d'individus (les
entreprises ou les collectivités locales).

e Puis nous avons demandé¢ a des experts de la Caisse des Dépots et Consignations
d'évaluer ces individus en fonction de leurs propres connaissances.

¢ Ensuite, nous avons cherché a reproduire cette évaluation.

e Et, dans le cas de l'analyse financiere des entreprises, cette étude a débouché sur une
application opérationnelle depuis 1995.
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Le travail sur la premieére étude (l'analyse financiére des entreprises) est présenté en
détail. La seconde (I'analyse financiere des collectivités locales) suit le méme scénario et sera
donc moins détaillée.

6.2 Analyse Financiére des Entreprises

Dans un premier temps, nous présentons bri¢vement la démarche de I'analyse financiére
des entreprises. Ensuite, nous définissons les ratios financiers qui sont les variables
descriptives de notre probléme.

Un important travail de sélection des meilleurs ratios a démarr¢ au début de cette étude ;
il a permis, en utilisant des critéres qualitatifs, de diminuer le nombre de descripteurs du
modele. Nous indiquons les différentes performances des classifieurs élaborés a partir de
I'ensemble des descripteurs initiaux et du sous-ensemble des descripteurs sélectionnés. Pour
finir, nous présentons les résultats obtenus en utilisant la méthode "automatique" de sélection
des descripteurs et de 'architecture du réseau de neurones.

6.2.1 Présentation de l'analyse financiére

Le gestionnaire de portefeuille de la Caisse des Dépdts et Consignations a pour mission
de gérer et de faire fructifier des fonds en les investissant en actions, suivant deux objectifs
principaux :

e dégagement de plus-values par des décisions de vente de titres,
e constitution d'une réserve financi¢re importante par I'achat de nouveaux titres.

Avant d'effectuer une opération d'achat ou de vente d'actions, il est nécessaire de
procéder a l'analyse financiére de l'entreprise concernée [Grémillet 73, Solnik 80 et
Vernimmen 88]. Cette analyse consiste notamment a apprécier la solidité financi¢re de la
société et sa capacité a dégager des bénéfices ; elle est sanctionnée par l'attribution d'une note,
image du risque encouru lors du placement.

Les décisions d'investissement ou de désinvestissement reposent sur une expertise du
marché et sur 1'évaluation des titres a acheter. L'un des rdles du gestionnaire de portefeuille est
donc de repérer les "bons" et "mauvais" supports d'investissement a partir de données
financiéres. La condition d'utilisation d'un systéme d'aide a la décision de type classifieur (tel
que nous allons le concevoir) est de ne jamais commettre d'erreurs entre ces deux groupes
d'entreprises (les "bons" et les "mauvais" supports d'investissement).

Devant I'énorme masse d'informations comptables, le gestionnaire sélectionne
différentes rubriques des documents comptables (essentiellement le bilan et le compte de
résultat) et effectue des rapprochements entre celles-ci, afin de définir des ratios (ce sont les
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variables descriptives du modéle) susceptibles de synthétiser et de mettre en évidence les
caractéristiques économiques et financiéres de I'entreprise étudiée’.

C'est cette évaluation, fondée sur les ratios, que l'on cherche a reproduire dans cette
¢tude.

6.2.2 Définition des ratios utilisés

Le nombre et la définition des ratios a choisir pour évaluer I'état d'une société sont
susceptibles de changer en fonction de 1'analyste, du but recherché, des données disponibles,
etc. Dans tous les cas, il est nécessaire d'en sélectionner un nombre restreint tout en s'assurant
que ces ratios couvrent l'ensemble de la gestion de I'entreprise. Dans notre cas, I'approche est
celle du gestionnaire de portefeuille d'actions, qui en utilise 15.

Pour effectuer son analyse, le gestionnaire utilise un domaine de validité et un critére
associés a chaque ratio. Le domaine de validité permet de rejeter les ratios s'écartant trop des
valeurs types (si un ratio n'appartient pas a son domaine il est considéré comme "mauvais").
Le critere permet de séparer les "bons" et les "mauvais" ratios.

Dans ce paragraphe, nous donnerons les définitions des ratios utilisés. L'annexe C en
donne également une analyse succincte.

A chacun des 15 ratios sélectionnés par le gestionnaire, nous associons un numéro ; par
souci de commodité, nous utilisons ici les numéros qui apparaissent dans la base de données
provenant de la Centrale des Bilans®. Ces ratios peuvent étre regroupés en quatre catégories :

e [es ratios de structure financiére :

Numéro | Définition

10 Dettes a long et moyen terme / Fonds propres

15 Capitaux permanents / Actif immobilisé

25 Dettes a long et moyen terme / Marge brute d'autofinancement
35 Total dettes / Total actif

Tableau 6.1 : Ratios de structure financiere

e [esratios de rentabilité :

L'annexe C (Eléments d'analyse financiére) présente quelques notions comptables nécessaires a I'analyse
financiére des entreprises, les définitions des 15 ratios utilisés par le gestionnaire et enfin une interprétation
de ces ratios.

La centrale des Bilans est 'organisme qui a fourni les données.
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Numéro | Définition
45 Valeur ajoutée / Chiffre d'affaires
50 Excédent brut d'exploitation / Valeur ajoutée
65 Frais financiers / Chiffre d'affaires
80 Résultat net / Chiffre d'affaires
85 Résultat net / Fonds propres

Tableau 6.2 : Ratios de rentabilité

e Les ratios de gestion :

Numéro | Définition

100 | Rotation des stocks (en mois)

105 | Durée crédits clients (en mois)

110 | Durée crédits fournisseurs (en mois)

115 | Rotation du besoin en fonds de roulement (en mois)

Tableau 6.3 : Ratios de gestion

e [es ratios financiers :

Numéro | Définition

145 | Investissements / Valeur ajoutée
155 | Disponible apres financement interne de la croissance / Valeur ajoutée

Tableau 6.4 : Ratios financiers

A partir de ces données (les 15 ratios définis précédemment sur les 3 dernieres années
disponibles), le gestionnaire de portefeuille a analysé et classé un ensemble d'entreprises, et
constitué ainsi I'échantillon d'exemples qui a servi a I'apprentissage des classifieurs.

6.2.3  Constitution de I'échantillon d'entreprises

Pour mettre en ceuvre les méthodes statistiques de classification, il faut, dans un premier
temps, constituer la base d'apprentissage (voir chapitre 1 : Qu'est-ce que la classification ?).
Pour cela, nous avons demandé au gestionnaire de portefeuille d'évaluer, en fonction des
ratios financiers, un échantillon d'entreprises.

6.2.3.1 Echantillon de départ

La base de données fournie par la Centrale des Bilans contient les ratios des entreprises
cotées en bourse. Au début de cette étude, la base de données rassemblait les ratios de 624
entreprises. Sur ces 624 entreprises, 129 ont été écartées par manque de données. De plus, a la
demande du gestionnaire, les entreprises financieres et immobilieres (62 entreprises) ont aussi
été écartées, car l'analyse de leurs ratios différe de celles des autres sociétés. Finalement, ce
premier échantillon contient 433 entreprises.
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Pour son analyse, le gestionnaire dispose donc :

du nom de l'entreprise,
de son secteur d'activité,

et des 15 ratios financiers sur les trois derniéres années (1990, 1991 et 1992).

A partir de ces données, il émet une évaluation que 1'on code sur 3 classes :

Classe A (bon support d'investissement) : le gestionnaire investit, en priorité, sur
ces entreprises.

Classe B (entreprise neutre) : le gestionnaire n'investit pas sur ces entreprises mais
il continuera a suivre leur évolution.

Classe C (support d'investissement trés risqué) : le gestionnaire ne s'intéresse plus a
ces entreprises pour I'année qui vient.

Nous avons recueilli les notes des 433 entreprises, qui couvrent tous les secteurs

d'activité a I'exception de trois d'entre eux (immobilier, services financiers et investissement).

Ce premier échantillon constitue la base de données sur laquelle nous nous sommes appuyés
dans la suite de ce travail.

6.2.3.2 Pré-traitement

A partir de échantillon des 433 entreprises notées, nous cherchons a éliminer les
entreprises présentant des singularités.

C'est le role du pré-traitement qui intégre les connaissances a priori du probléme pour

obtenir un échantillon de travail le plus "sain" possible. Nous nous intéressons également a la
répartition des ratios.

Pour cela on opére trois tris successifs :

Le premier tri consiste a éliminer les entreprises dont un seul des ratios présente un
¢cart a la moyenne (valeur moyenne des ratios du méme type) trop important.

Critére : Si "| Ratio - Moyenne | > 9xEcart-type" = élimination de l'entreprise
Résultat : 11 entreprises ont été supprimées.

Le deuxiéme tri est lié aux définitions méme des ratios. Ainsi, le ratio 25 (Dettes a
long et moyen terme / Marge brute d'autofinancement) ne peut étre négatif si le ratio
80 (Résultat net / Chiffre d'affaires) est positif.

Critere :  Si "Ratio 25 < 0.0 et Ratio 80 > 0.0" = élimination de l'entreprise
Résultat : 12 entreprises ont été supprimées.

Le troisieme tri s'intéresse au ratio 10 (Dettes a long et moyen terme / Fonds
propres). D'apres le gestionnaire, une entreprise qui posséde un ratio 10 négatif est
en situation de faillite. C'est une donnée a priori du probléme ; on élimine ces
entreprises de I'échantillon, et on les classe d'office dans la classe C.
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Critéere : Si "Ratio 10 <0.0" = élimination de l'entreprise
Résultat : 12 entreprises ont été supprimées.

Ces trois étapes conduisent a rejeter 35 exemples, et finalement 1'échantillon se réduit a
398 entreprises’. La répartition des classes est la suivante :

Classe Nombre d'entreprises
A 172
B 172
C 54

Tableau 6.5 : Répartition des classes (probabilités a priori)

Comme nous ne disposons pas d'autres renseignements sur la répartition des classes,
c'est ce dénombrement qui nous donne une estimation des probabilités' a priori
d'appartenance a chacune des classes. On obtient :

Pr, = 172 = 043 pour la classe A,
398

Pr, = 172 = 043 pour la classe B et
398

Pr. = LI 0.14 pour la classe C.
398

Apres les différents traitements appliqués a la base de départ (recueil des données, rejet
des entreprises non renseignées, évaluation du gestionnaire, élimination de certaines
entreprises), nous obtenons une base d'apprentissage comportant 398 entreprises appartenant
a 3 classes.

La premigre étape de la résolution d'un probléme de classification de type "expertise" est
achevée. Il faut maintenant passer a la reproduction de la notation de l'expert en mettant en
ceuvre les techniques développées dans les chapitres précédents.

6.2.4 Pertinence des ratios

Toutes les méthode d'analyse des données imposent un rapport entre le nombre
d'individus et le nombre de descripteurs le plus élevé possible. De plus, nous avons vu qu'il
¢tait toujours préférable de garder les descripteurs pertinents et d'éliminer les autres.

Tous les traitements présentés dans ce mémoire ont été réalisés sur cet échantillon comportant 398
entreprises.

Les estimations des probabilités a priori sont utilisées par les méthodes indirectes de classification. Avec les
méthodes directes, elles demeurent "cachées". Néanmoins, nous pouvons les modifier aprés I'apprentissage
(voir chapitre 2 : Méthodes statistiques de classification) ; ce que nous ne ferons pas car nous ne disposons

d'aucune connaissance a priori contradictoire.
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Dans ce paragraphe, nous cherchons donc a réduire le nombre de descripteurs en
distinguant les ratios essentiels a la notation de ceux qui ont moins d'importance.

6.2.4.1 Analyse "qualitative" de la pertinence des ratios

Dans ce but, un examen "qualitatif" et "visuel" des fiches de notation du gestionnaire
nous a permis de mettre en €vidence un sous-ensemble de ratios qui semblent avoir plus
d'importance que les autres. Cette analyse des fiches de notation a fait ressortir 3 points :

e e gestionnaire semble donner une importance primordiale aux ratios de la derniére
année, les autres années participent au jugement mais dans une moindre mesure ;

e tous les ratios de la derniére année ne semblent pas avoir le méme "poids". Par
exemple le ratio 80 (Résultat net / Chiffre d'affaires) semble étre examiné avec le
plus grand soin. De plus, une valeur négative implique, dans la majorité des cas, un
mauvais classement de I'entreprise ;

e les autres ratios semblent moins influencer la classification.

Cette premicre analyse "visuelle" a donc conduit a la sélection d'un sous-ensemble de
ratios de la derniére année parmi l'ensemble complet des 45 ratios initiaux. Nous avons couplé
cette étude "visuelle" a une étude qualitative de I'évolution de la moyenne des ratios en
fonction de la note.

En confrontant les résultats obtenus par ces deux méthodes, nous avons finalement
sélectionné 7 ratios de la derni¢re année comme étant les plus significatifs de la notation :

Numéro | Définition

10 Dettes a long et moyen terme / Fonds propres

25 Dettes a long et moyen terme / Marge brute d'autofinancement
35 Total dettes / Total actif

50 Excédent brut d'exploitation / Valeur ajoutée

80 Résultat net / Chiffre d'affaires

85 Résultat net / Fonds propres

155 | Disponible apres financement interne de la croissance / Valeur ajoutée

Tableau 6.6 : Les 7 ratios sélectionnés

Le tableau 6.6 présente les 7 ratios de la derniére année sélectionnés par la méthode
d'analyse "qualitative" de la pertinence des descripteurs.

6.2.4.2 Validation de la sélection des ratios importants

Les remarques concernant la sélection des 7 ratios importants ont été présentées au
gestionnaire, qui a dans l'ensemble, validé ce choix. Ses commentaires sont reportés ci-
dessous.

o Si les ratios de la derni¢re année sont trés bons ou trés mauvais, le gestionnaire note
la société sans examiner les ratios des deux premieres années. En revanche, si les
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ratios de la derniére année sont neutres ou seulement mauvais, il accorde beaucoup
d'importance a I'évolution de la société dans le temps (principalement entre l'avant-
derniére et la derniére année). Le fait de ne conserver que l'information de la
derniére année ne peut donc pas entrainer de grosses erreurs de notation.

e Les ratios de gestion (ratios 100, 105, 110 et 115) sont moins importants que les
autres. De plus leur analyse dépend beaucoup du secteur d'activité. Par exemple, la
durée typique de rotation des stocks (ratio 100) peut varier de quelques jours
(distribution) a quelques mois (aéronautique).

e Les ratios de structure financiere (ratio 10, 15, 25 et 35) sont trés importants. Mais
ces ratios sont liés entre eux, on peut en supprimer sans perdre de l'information. Le
secteur d'activité a une faible influence sur ces ratios.

e Pour les autres ratios (ratios financiers et de rentabilité), on peut exclure le ratio 45,
trés important pour l'analyse prévisionnelle, mais moins dans le cadre de cette
étude. De méme, les ratios 65 et 145 sont redondants si I'on conserve tous les
autres.

Le choix des 7 ratios de la derniére année est donc assez bien validé. De plus, ces ratios
(excepté le ratio 80 qui est différent pour le secteur de la distribution) sont peu sensibles au
secteur d'activité ; ils sont donc susceptibles de conduire & un bon modéle statistique de
classification.

Dans la suite du mémoire, nous allons comparer les résultats obtenus a partir des 7
ratios importants a ceux obtenus a partir des 45 ratios initiaux en utilisant les méthodes de
classification présentées au chapitre 2 (Méthodes statistiques de classification).

6.2.5 Résultats

A partir des deux ensembles de descripteurs (les 45 ratios initiaux et les 7 sélectionnés),
nous construisons différents classifieurs fondés sur les méthodes suivantes (voir chapitre 2) :

e k plus proches voisins (ici £ = 1) : en un point de l'espace de description, on affecte
a l'individu inconnu celle de l'exemple (de I'ensemble d'apprentissage) le plus
proche. Nous n'utilisons pas la méthode des noyaux de Parzen ; en effet, la grande
dimension du probléme conduit a de trés mauvais résultats.

e analyse discriminante: on utilise ici l'analyse discriminante avec une regle
d'affectation géométrique. Avec la régle d'affectation probabiliste (hypothese de
distribution gaussienne), les résultats sont moins bons.

e réseau de neurones (codage "grand-mere" ou 1/All) : c'est un réseau de neurones a
une couche cachée et trois neurones de sortie (un pour chaque classe). On essaie
toutes les configurations possibles (entre 0 et 20 neurones cachés) et on retient le
meilleur réseau.

e réseau de neurones (séparation 2 a 2): pour chacun des 3 sous-problémes
(séparation A/B, A/C et B/C) on utilise un réseau de neurones qui estime la
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probabilité a posteriori d'appartenance a une classe sachant que I'individu

appartient & 1'une des deux. On combine ces probabilités 2 a 2 a l'aide de la regle
donnée au paragraphe 2.7.2. La encore, on essaie toutes les architectures.

Pour chaque méthode, et pour chaque ensemble de descripteurs, on réalise 100
partitions différentes de la base des entreprises (80% en apprentissage et 20% en test), et on
donne (tableau 6.6) la moyenne (et I'écart-type entre parenthése) des taux d'exemples bien

classés obtenus sur la base de test.

La tableau 6.7 fournit les résultats :

Méthode de Variables descriptives
classification 45 ratios 7 ratios

Performance Erreur A <> C | Performance Erreur A < C

Plus proche | 58,3% (4,4%) | 12% (1,1%) | 70,0% (4.2%) | 0,3% (0,5%)

voisin
Analyse 67,5% (4,9%) | 0,9% (1,0%) | 68,9% (4,9%) -
discriminante
Réseau de 79.1% (3,8%) | 0.2% (0,5%) | 82,7% (3.3%) -
neurones (1/All)

Réseaux de 83,3% (3,7%) | 0,1% (0,4%) | 86,2% (3,3%) -
neurones (2 a 2)

Tableau 6.7 : Résultats de l'analyse financiére des entreprises

Dans le tableau, on trouve :

dans la premiére colonne, la méthode de classification,

puis, pour le premier ensemble de variables descriptives considéré (ici les 45 ratios
initiaux), la moyenne sur les 100 partitions de l'ensemble de test des taux
d'entreprises bien classées (ainsi que 1'écart-type, entre parenthéses),

et la moyenne (et I'écart-type) du taux d'entreprises qui passent de la classe A vers
la classe C (ou inversement).

Quelles sont les conclusions que 1'on peut tirer de ce tableau de résultats ?

e [a sélection des meilleures variables descriptives est un point clef. On constate, en

effet, que les résultats sont toujours meilleurs avec les 7 ratios sélectionnés. Sans
cette sélection, le classifieur n'aurait jamais pu faire l'objet d'une application
opérationnelle car aucune des méthodes de classification ne permet de séparer, sans
commettre d'erreur, les entreprises notées A de celles notées C.

Les méthodes neuronales obtiennent de meilleurs résultats que les autres méthodes
classiques. De plus, en décomposant ce probléme (a 3 classes) en sous-problémes (a
2 classes), nous avons atteints le meilleur taux d'entreprises bien classées.

La figure 6.1 présente l'architecture du réseau de neurones utilisé dans l'application
opérationnelle a la Caisse des Dépots et Consignations depuis 1995 :
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Probabilités a posteriori
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Entrées du réseau : les 7 ratios sélectionnés

Figure 6.1 : Réseau de neurones opérationnel

Au cours de cette étude, nous avons développé une méthode automatique de sélection
d'architecture (variables descriptives et neurones cachés) de réseaux de neurones. Il faut
maintenant s'assurer qu'elle conduit aussi a des résultats satisfaisants sur un probléme réel.

6.2.6 Méthode de sélection d'architecture de réseaux de neurones

Nous utilisons la méthode originale de sélection de modéeles (présentée au chapitre 5)
pour résoudre ce probleme de classification. Nous décomposons le probléme a 3 classes (A, B
et C) de la méme maniere que celle illustrée par la figure 6.1 (séparation des classes 2 a 2).

Pour chaque sous-probléme, I'algorithme d'orthogonalisation de Gram-Schmidt associé
aux réalisations du descripteur aléatoire sélectionne un nombre de ratios. Puis, le méme
algorithme appliqué aux neurones de la couche cachée supprime les neurones inutiles.

On obtient finalement et automatiquement les résultats suivants :

Méthode automatique de sélection de Performance Erreur A & C

I'architecture d'un réseau de neurones 86,7% (3,4%) | -

Tableau 6.8 : Résultats

Nous retrouvons exactement (la différence n'est pas significative car trés inférieure a
I'écart-type) la méme performance que celle obtenue avec le meilleur réseau de neurones a 7
entrées. En revanche, le gain de temps est trés important puisqu'il ne faut plus tester toutes les
configurations possibles. Grossi¢rement, on a gagné un facteur 20 en temps de calcul (on est
passé de 2-3 jours a 3-4 heures).
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6.2.7 En résumé

Sur cette étude expérimentale, nous avons montré que :

e la sélection des meilleures variables descriptives est un point trés important pour un
probléme de classification (et plus généralement de modélisation).

e Jes réseaux de neurones, bien dimensionnés, obtiennent les meilleurs résultats. Les
travaux antérieurs d’analyse de la solidité financiére des entreprises sont fondés sur
I’analyse discriminante [Altman 93]. Comme la limitation de [’analyse
discriminante en classification est la linéarité¢ de la méthode, nous avons montré que
les réseaux de neurones, étant une méthode classification non linéaire, apportent
une amélioration sensible en terme de taux d’exemples bien classés par rapport a
I’analyse discriminante.

Pour trouver la bonne architecture du réseau de neurones, une méthode brutale consiste
a essayer toutes les configurations possibles. Pour pallier cet inconvénient, nous avons utilisé
la méthode originale de sélection de modeéles qui a donné des résultats équivalents en
nécessitant un temps de calcul trés inférieur.

De plus, cette étude a fait 1'objet d'un développement d'une application opérationnelle.
Mensuellement, une liste d’entreprises classées par le réseau de neurones est fournie au
gestionnaire de portefeuille ; les entreprises qui changent de classe par rapport a I'évaluation
précédente sont spécialement signalées.

6.3 Analyse Financiére des Collectivités Locales

Aprés cette premiere application sur l'analyse financiére d'entreprises, nous nous
sommes intéressés a 'analyse financiere des collectivités locales. Ces deux applications sont
trés proches car elles consistent a analyser, puis noter, des objets (entreprises ou collectivités
locales) en fonction de leur santé financiere.

La démarche de cette deuxiéme étude est semblable a celle adoptée pour la résolution de
la précédente. Sa description sera donc plus rapide. Nous n’aborderons que les points qui ont
¢té traités différemment.

6.3.1 Présentation du probléme

Le groupe Caisse des dépots exerce des activités spécifiques en faveur du
développement économique et social local. Ainsi, il accompagne la politique de la villes et
des quartiers en difficulté en finangant des opérations de rénovation urbaine, d’insertion par
I’activité économique, et la construction de logements. De plus, le groupe est aussi actionnaire
et prestataire de services de prés de 500 sociétés d’économie mixte (SEM), outils des
collectivités locales (environ 36000) dans les domaines du logement social, de
I’aménagement, des transports et de la gestion des services publics locaux.

Avant de préter de I'argent aux Sociétés d'Economie Mixte (SEM), la Caisse des Dépots
et Consignations doit vérifier si le garant (c'est-a-dire la collectivité locale concernée) pourra
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rembourser I'emprunt. Ainsi, l'attribution du prét est déterminé par une analyse financicre
préalable [Bouinot 77, Kerviler 92 et Klopfer 93].

Bien que trés proche de la précédente, cette application comporte toutefois quelques
différences :

e Contrairement a l'analyse financiére des entreprises ou un seul expert est intervenu,
les évaluations des experts de la CDC sont plus dispersées. En effet, plusieurs
experts (de régions différentes) ayant ét€¢ mis a contribution, il faut s’attendre a des
disparités entre les personnes. Comme il n'a pas été possible de constituer un
groupe commun de test (collectivités notées par tous les experts), nous n'avons pas
pu mesurer leur différence de notation. En d'autres termes, le "bruit" de mesure est
certainement beaucoup plus important que pour le probléme de I'évaluation des
entreprises.

e Les variables descriptives n'ont pas été fournies par les experts. Ils ont évalué les
collectivités de I'échantillon en fonction de leur expérience personnelle (indicateurs
financiers, intuition, etc). Notre travail a donc consisté a partir d'un ensemble de
descripteurs le plus redondant possible (données comptables, fiscales,
démographiques et socio-économiques), pour ensuite sélectionner les meilleurs
descripteurs avec la méthode de sélection de modeles (voir chapitre 5 : La sélection
de modgeles) et enfin réaliser la classification.

En résumé, ce probléme de notation des collectivités locales est moins bien "défini" que
celui des entreprises. Ainsi, la résolution de ce probléme de classification est, a priori,
beaucoup plus difficile que le précédent. En tenant compte de ces remarques, l'objectif de
cette étude n'est pas d'obtenir un taux d'exemples bien classés proche des 100 % mais plutdt
de construire un classifieur qui ne commet pas d'erreur entre les classes extrémes.

6.3.2 Constitution de 1'échantillon de communes

Nous appliquons la procédure de résolution dun probleme de classification, en
commengant par constituer un échantillon d'individus classés par un professeur (ou expert).

6.3.2.1 Les notes des experts

Les analystes de sept Directions Régionales de la Caisse des dépdts (Aquitaine,
Bourgogne, Centre, Champagne, Franche-Comté, Pays de la Loire et Rhone-Alpes) ont donc
évalué un échantillon de 583 communes. Le classement est fondé sur l'analyse financiére, et il
est établi suivant une grille de 5 appréciations possibles. L'échantillon est réparti de la facon
suivante :
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Classe Nombre d'entreprises
A - Trés bonnes 87 soit 14,9%
B - Bonnes 229 soit 39,3%
C - Neutres 169 soit 29,0%
D - Mauvaises 56 soit 9,6%
E - Trés mauvaises 42 soit 7,2%

Tableau 6.9 : Répartition des 583 communes (probabilités a priori)

6.3.2.2 Les descripteurs utilisés

107

Comme indiqué plus haut, les experts n'ont pas défini I'ensemble des descripteurs du

modele. Pour résoudre ce probléme, nous avons, dans un premier temps, recensé les données

susceptibles d'étre discriminantes ; elles proviennent de plusieurs "sources" :

e données comptables (fichier Comptabilité Publique, CP),

e données structurelles (fichier Dotation Globale de Fonctionnement, DGF),

e données fiscales (fichier Direction Générale des Impdts, DGI) et

e données de nature socio-économique (fichier Institut National de la Statistique et
des Ftudes Economiques, INSEE).

A partir de ces données, nous avons défini 58 descripteurs "potentiels" qui se
rapprochent des ratios financiers. Ainsi, le tableau 6.10 présente 12 descripteurs (ratios)
construits sur les données provenant du fichier INSEE et le tableau 6.11 présente 23
descripteurs (ratios) fondés sur les données CP-DGF-DGI pour les années 1990 et 1991. Au
total, nous avons bien 58 descripteurs (12 + 2x23) :

Numéro Descripteurs INSEE Année
IN-01-90 Evolution de la population (en %, de 1982 a 1990) 1990
IN-02-90 Superficie forét / Superficie commune (en %, 1990) 1990
IN-03-90 (Population + résidences secondaires) / Sup. commune (1990) 1990
IN-04-90 Nombre de chdmeurs / Population (en %, 1990) 1990
IN-05-90 Nombre d'étrangers / Population (en %, 1990) 1990
IN-06-90 Revenus imposables / Nombre foyers fiscaux (1990) 1990
IN-07-90 Evolution du ratio Rev. imp. / Foy. fisc. (en %, de 1988 4 1990) 1990
IN-08-90 Nombre de résidences principales / Population (1990) 1990
IN-09-90 Nombre de résidences secondaires / Population (1990) 1990
IN-10-90 Nombre de maisons individuelles / Population (1990) 1990
IN-11-90 Nombre de logements HLM / Population (1990) 1990
IN-12-90 Nombre de logements vacants / Population (1990) 1990

Tableau 6.10 : Définition des 12 descripteurs INSEE
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Numéro Descripteurs CP-DGF-DGI Années
CP-01-9x Recette de fonctionnement / (Pop. + résidences secondaires) 90-91
CP-02-9x Dépense de fonctionnement / (Pop. + résidence secondaires) 90-91
CP-03-9x Recette d'investissement / (Pop. + résidence secondaires) 90-91
CP-04-9x Dépense d'investissement / (Pop. + résidence secondaires) 90-91
CP-05-9x Annuités / Recette de fonctionnement 90-91
CP-06-9x Intérét de la dette / Dépense de fonctionnement 90-91
CP-07-9x Total des capitaux restants dus / Epargne brute 90-91
CP-08-9x Total des capitaux restants dus / (Pop. + résidences secondaires) 90-91
CP-09-9x Epargne disponible / Recette de fonctionnement 90-91
CP-10-9x Epargne disponible / (Population + résidences secondaires) 90-91
CP-11-9x Epargne brute / Recette de fonctionnement 90-91
CP-12-9x Epargne brute / (Population + résidences secondaires) 90-91
CP-13-9x Epargne de gestion / Recette de fonctionnement 90-91
CP-14-9x Epargne de gestion / (Population + résidences secondaires) 90-91
CP-15-9x Effort fiscal 90-91
CP-16-9x Potentiel fiscal 90-91
CP-17-9x Prélévement fiscal 90-91
CP-18-9x Taux moyen 90-91
CP-19-9x Produit 4 taxes / (Population + résidences secondaires) 90-91
CP-20-9x Dotation / Produit 4 taxes 90-91
CP-21-9x Taxe professionnelle / Taxe d'habitation 90-91
CP-22-9x Dépense de personnel / Dépense de fonctionnement 90-91
CP-23-9x Taxes communale, départementale et régionale / Rec. de fct. 90-91

Tableau 6.11 : Définition des 46 descripteurs CP-DGF-DGI

La principale difficulté rencontrée pour la définition de ces descripteurs est de s'assurer
qu'ils couvrent I'ensemble des 36000 collectivités locales de France. En effet, dans 1'optique
d'une application opérationnelle, il faut pouvoir classer n'importe quelle collectivité. C'est
pour cette raison que nous travaillons sur des données des années 1990 et 1991 ; pour les
années plus récentes, toutes les communes ne sont pas renseignées.

6.3.3 Méthode de sélection d'architecture de réseaux de neurones

Nous avons bien entendu évalué les différentes méthodes de classification présentées
dans le chapitre 2 (Méthodes statistiques de classification) ainsi que la méthode originale de
sélection de descripteurs et d'architecture de réseaux de neurones. Les résultats sont tout a fait
comparables a ceux décrits dans l'application précédente (voir § 6.2). En effet, les réseaux de
neurones se révelent plus performants que les autres méthodes, et la méthode automatique de
définition d'architecture de réseaux de neurones retrouve ces résultats.

Nous ne présentons donc que les résultats obtenus en utilisant cette méthode de
définition d'architecture de réseaux de neurones.

Ainsi, nous traitons séparément les 10 séparations des classes 2 a 2 (séparation A/B,
A/C, A/D, A/E, B/C, B/D, B/E, C/D, C/E et D/E) : pour chacun de ces 10 sous-problémes, la
méthode détermine les descripteurs et I'architecture du réseau de neurones. La sortie de ce
réseau constitue une estimation des probabilité 2 a 2, que nous combinons pour obtenir les
probabilités a posteriori d'appartenance aux 5 classes.
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6.3.3.1 Sélection des descripteurs

Le tableau 6.12 présente les descripteurs sélectionnés pour chacun des 10 sous-
problémes de séparation des classes 2 a2 :

Descripteur Séparation des classes
Numéro Année |A/B[A/C|A/D|A/E|B/C|B/D|B/E|[C/D|C/E|D/E
IN-02-90 1990 ® | ®
IN-03-90 1990 ®
IN-05-90 1990 ®
IN-06-90 1990 ® ® | ® ® ®
IN-08-90 1990 ® ®
IN-09-90 1990 ® | ® [ ® ®
IN-10-90 1990 ® ® ®
CP-02-90 1990 ®
CP-06-90 1990 ® ®
CP-07-90 1990 ® ® | ® | ®
CP-08-90 1990 ® | ® | ®
CP-12-90 1990 ®
CP-14-90 1990 ®
CP-15-90 1990 ®
CP-16-90 1990 ®
CP-17-90 1990 ®
CP-18-90 1990 ® ®
CP-20-90 1990 ® ®
CP-23-90 1990 ®
CP-01-91 1991 ®
CP-03-91 1991 ®
CP-04-91 1991 ®
CP-05-91 1991 ®
CP-06-91 1991 ® ®
CP-07-91 1991 ® ® | ® | ®
CP-08-91 1991 ® | ® [ ® ®
CP-09-91 1991 ®
CP-10-91 1991 ® ® ®
CP-11-91 1991 ® ® | ®
CP-12-91 1991 ®
CP-16-91 1991 ® | ® ® ®
CP-17-91 1991 ®
CP-18-91 1991 ® | ®
CP-19-91 1991 ®
CP-20-91 1991 ® ®
CP-22-91 1991 ®
CP-23-91 1991

Nombre 9 8 5 9 4 6 | 10 ] 6 9 7

Tableau 6.12 : Sélection (®) des descripteurs pour les 10 séparations

Apres la sélection des descripteurs, il faut déterminer 1'architecture de 10 réseaux de
neurones.
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6.3.3.2 Sélection de l'architecture des réseaux de neurones

La procédure automatique de sélection de I'architecture de réseaux de neurones
considére un réseau de neurones avec 20 neurones cachés, puis €élimine les neurones dont la
contribution est inférieure a celle d'un "neurone aléatoire".

Les architectures des réseaux de neurones (a une couche cachée) qui traitent chacun des
10 séparations des classes 2 a 2 sont présentées dans le tableau 6.13 :

Réseau de Séparation des classes
neurones A/B|A/C|A/D|A/E|B/C|B/D|B/E|C/D|C/E | D/E
Entrées 9 8 5 9 4 6 10 6 9 7
Neurones cachées 1 2 1 1 3 2 2 1 1 2

Tableau 6.13 : Architecture des 10 réseaux de neurones

6.34 Résultats

Nous rappelons que 1'on réalise 100 partitions différentes de I'échantillon de communes
(80% en apprentissage et 20% en test), et on donne la moyenne (et I'écart-type) des taux
d'exemples bien classés obtenus sur la base de test.

Avant de s'intéresser au taux d'exemples bien classés, il faut noter qu'avec le classifieur
neuronal défini précédemment, aucune commune notée A (respectivement E) n'est classée E
(resp. A).

Le tableau 6.14 présente les taux de classification obtenus avec ce classifieur :

Performance du classifieur
Erreur de classification Moyenne Ecart-type
Bien classées (écart = 0) 54,9% 4,3%
Ecart=1(ex : B C) 36,5% 4,3%
Ecart =2 (ex : B <> D) 7,4% 2,5%
Ecart =3 (ex : B < E) 1,2% 1,1%
Ecart=4 (ex : A < E) 0,0% 0,0%

Tableau 6.14 : Résultats

La premiere ligne donne la moyenne sur les 100 partitions (sur 1'ensemble de test) des
taux d'exemples bien classés. Les lignes suivantes présentent les moyennes des taux
d'exemples classés avec un écart correspondant (un écart égal a 1 correspond, par exemple,
aux communes classées B par I'expert et notées C, ou A, par le classifieur).

Les résultats bruts ne semblent pas trés bons (54,9% d'exemples bien classés) ; toutefois,
il faut tenir compte des remarques faites au paragraphe 6.3.1. En effet, la multiplication des
experts a considérablement augmenté le "bruit" du probléme. Ainsi, on ne peut s'attendre a ce
qu'un seul classifieur reproduise parfaitement plusieurs notations. Il a donc été décidé de
s'intéresser au taux d'exemples classés avec au plus une classe d'écart ; ce taux est égal a
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91,4%. Avec ce résultat et 5 niveaux de classification, le classifieur neuronal a été jugé
utilisable par les analystes de la Caisse des dépdts.

Les 36000 communes de France ont été soumises a ce classifieur; elles sont
représentées suivant un code de couleur sur la figure 6.2 :

Vizuslization des communes de France [ C]E[&]
1143 km

mrr—mIcm

Figure 6.2 : Carte des 36000 collectivités locales

6.3.5 En résumé

Cette étude conduit aux mémes conclusions que I'étude précédente. En effet, sur ce
probléme, les réseaux de neurones bien dimensionnés sont plus performants que les autres
méthodes statistiques de classification.

Ce probléme met en évidence la pertinence de la représentation des formes ; ici l'espace
de description n'est probablement pas le plus adapté au probléme posé. La difficulté
intrinseéque de ce probléme conduit & une limite théorique du taux d'exemples bien classés
faible.
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6.4 Conclusion

Apres avoir passé en revue les principes des méthodes statistiques de classification, puis
les avoir comparées sur des problémes fictifs ; I'étude de deux applications concrétes permet
de les confronter aux problémes pratiques de la classification.

En effet, la premicre étape de la résolution d'un probléme de classification -la
constitution de 1'échantillon d'exemples classés par un expert - est toujours négligée dans le
cas d'un probléme fictif puisque le nombre et la qualité des exemples sont ajustables. En
revanche, face a un probléme réel, le "prix" des exemples devient vite exorbitant (intervention
d'un expert, mesure et enregistrement des caractéristiques) et la qualité des exemples peut étre
médiocre (intervention de plusieurs experts de sensibilité différente, mesure tres bruitée des
caractéristiques).

Si I'étude de cas concrets n'apporte pas d'information supplémentaire sur les qualités des
méthodes statistiques de classification, elle permet de mieux cerner les caractéristiques liées a
l'exploitation de ces méthodes.

L'étude, en parallele, de problémes fictifs et réels, conduit ainsi & une évaluation plus
objective des différentes méthodes de classification. Aprés ce travail, nous pouvons dire que
les réseaux de neurones bien dimensionnés apportent toujours une solution performante au
probléme posé.
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CONCLUSION

Dans le cadre de I'évaluation financieére de collectivités locales ou d'entreprises, nous
avons utilisé les réseaux de neurones comme outils statistiques de classification. En raison de
leur propriété d'approximation parcimonieuse, les réseaux de neurones se sont révélés étre
des classifieurs trés performants. I faut noter que cette propriété est avantageuse, non
seulement dans le cadre de la classification, mais, plus généralement, dans le cadre de la
régression non linéaire, notamment pour la modélisation non linéaire de processus statiques
ou dynamiques.

Dans la premicre partie de la présente étude, nous avons situé les réseaux de neurones
dans la perspective des méthodes de classification statistiques. Des travaux antérieurs ont
montré que l'on pouvait, sous certaines conditions, considérer la sortie d'un réseau de neurones
comme l'estimation de la probabilité a posteriori d'appartenance d'une forme a une classe.
Ainsi, nous utilisons les réseaux de neurones comme classifieurs probabilistes.

Ces avantages, maintenant reconnus, des réseaux de neurones, justifient le fait que I'on
oriente les efforts de recherche vers la sélection de modeles. En effet, dans le domaine
financier, encore plus que dans le domaine industriel, la formidable quantité de données (et
donc de variables descriptives potentielles) a notre disposition rend obligatoire la sélection des
meilleurs descripteurs du modele. Ainsi, profitant du cadre de I'étude, nous avons proposé une
méthode originale de sélection de modeles. Elle s'applique, dans une premiére phase, a la
sélection des seuls descripteurs pertinents du mod¢le ; puis, dans une seconde phase, a la
définition de l'architecture du réseau de neurones. Ainsi, nous regroupons dans I'expression
"sélection de modeles" deux étapes :

e choix des descripteurs pertinents,
e choix de la famille de fonctions.

La méthode que nous proposons met clairement en évidence la pertinence ou la non
pertinence des variables descriptives. Ceci est un point important car, d'une manic¢re générale,
I'établissement d'un corpus de données est coliteux (temps de saisie, achat de base de données,
achat de capteurs de mesure, etc) et, inversement 'utilisateur d'outils statistiques est souvent
réticent a éliminer des facteurs qu'il croit pertinents.

La deuxieéme étape de la méthode permet de dimensionner le réseau de neurones. Sur les
exemples étudiés, l'architecture proposée automatiquement par la méthode correspond
toujours a l'architecture optimale (celle trouvée en essayant toutes les configurations
possibles). Ainsi, en choisissant le réseau de neurones approprié au probléme posé, nous
évitons le phénoméne de sur-apprentissage trop souvent rencontré dans la littérature et dans la
pratique.

En d'autres termes, la méthode que nous avons développée propose un réseau de
neurones adapté a la résolution du probléeme. Elle permet d'atteindre I'objectif de tout
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modélisateur : trouver le modele le plus petit possible (en terme de nombre de paramétres
ajustables) compte tenu de la précision recherchée. Ainsi, nous espérons éliminer l'usage de
réseaux de neurones comportant beaucoup trop de parametres ajustables, ce qui a rendu les
utilisateurs sceptiques quant a l'utilité de tels outils. La méthode proposée dans le présent
mémoire donne de trés bons résultats sur les problémes étudiés jusqu'a ce jour ; néanmoins, de
nouvelles évaluations restent & accomplir pour la valider et systématiser son emploi dans le
domaine plus général de la modélisation.

Cette méthode originale de sélection de mode¢les a fait 1'objet d'une demande de brevet
par la société¢ Informatique CDC. Le brevet est intitulé "Procédé de construction d'un réseau
de neurones pour la modélisation d'un phénomene".

Dans le cadre de la classification, nous avons également proposé une utilisation
originale des réseaux de neurones pour l'estimation de densités de probabilité a partir de
l'estimation de la probabilité a posteriori d'appartenance a la classe. Cette méthode allie la
souplesse des méthodes indirectes de classification (traitement de chacune des classes
séparément des autres) avec les avantages des réseaux de neurones; en effet, ceux-ci
conjuguent la puissance des méthodes non paramétriques (ce sont des approximateurs
universels) avec la fiabilit¢é des méthodes paramétriques (ils sont parcimonieux). Sur les
exemples illustratifs traités, cette méthode a donné des résultats trés prometteurs. Il reste,
aujourd'hui, a développer, puis valider, cette approche sur d'autres applications pratiques.

Enfin, nous avons vu que les réseaux de neurones n'échappaient pas aux difficultés
d'utilisation des méthodes statistiques. Le fait qu'ils aient été présentés, il y a une dizaine
d'années, comme un outil "miraculeux" qui supprimerait toutes les difficultés lides a
l'utilisation de ces méthodes a conduit a des traitements complétement erronés des problémes.
Aujourd'hui, on s'apercoit qu'ils nécessitent quelques connaissances préalables (souvent de
simple bon sens) et que leur principal intérét réside dans la réalisation de modeles non
linéaires a partir de mesures. Ce travail de recherche permet une approche "raisonnable" des
problémes en définissant l'architecture appropriée du réseau, approche validée par des
exemples académiques et par des exemples pratiques dans le domaine de 1'analyse financiere ;
il pose les bases d'une méthode automatique de conception de réseaux de neurones statiques
pour la modélisation et la classification. Néanmoins, une telle automatisation ne doit pas faire
oublier que, pour obtenir le meilleur résultat possible, l'utilisateur doit faire usage de toutes les
connaissances dont il dispose concernant le probléme posé.
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ANNEXE A. SURFACE DE COUT : MINIMA LOCAUX

Résumé

Dans cette annexe, nous étudions [’évolution de la forme de la surface de coiit en
fonction du nombre d’exemples de ['ensemble d'apprentissage. Comme nous [’avons vu dans
le chapitre 4 (Apprentissage des réseaux de neurones), la surface de coiit peut comporter un
minimum (dit global) ; dans ce cas, la recherche de celui-ci est relativement facile. Celte
recherche devient plus difficile lorsque la surface posséde plusieurs minima locaux.

Nous reprenons, plus en détail, le probléeme "maitre/éléeve” (modélisation a deux
parametres), introduit au chapitre 4, qui nous permet d'étudier l'existence et l'influence des
minima locaux de la fonction de coiit. Nous avons constaté, en étudiant cet exemple, que ces
minima locaux apparaissent ou disparaissent en fonction du nombre d'exemples
d'apprentissage.

Ainsi, nous montrons que la facilité de l'apprentissage augmente avec le nombre de
points d'apprentissage.

A.1  Rappel
Les résultats obtenus avec des modeles non linéaires tels que les réseaux de neurones
dépendent de :
e la capacité de ces modeles a approcher n'importe quelle régression,
e ['efficacité de I'algorithme de minimisation de la fonction de cot,
e la qualité (nombre et représentativité) des exemples de l'ensemble d'apprentissage.

Tous ces points sont importants ; le chapitre 3 (Les réseaux de neurones) a présenté la
propriété d'approximation universelle des réseaux de neurones, puis le chapitre 4
(Apprentissage des réseaux de neurones) a étudié des algorithmes d'optimisation. Ainsi, les
deux premiers points ont été¢ abordé et ne présentent plus d'ambiguité. Il reste le dernier point.

L'utilisateur des réseaux de neurones est toujours convaincu, avec raison, que le nombre
d'exemples est important pour garantir la bonne représentativité de I'ensemble d'apprentissage.
Ici, nous allons montrer qu'un grand nombre d'exemples est aussi trés important pour la
convergence vers le minimum global de la fonction de coft.

Pour pouvoir visualiser sur un plan la surface de colit, nous choisissons un exemple de
modé¢lisation a 2 paramétres seulement.

A.2  Modélisation a 2 paramétres

[Antoniadis 92] a proposé un exemple de modélisation a deux parametres ; nous le
traitons ici d'une maniere différente, en faisant varier le nombre d'exemples d'apprentissage.
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La construction du probléme est la suivante. Nous engendrons les points de I'ensemble
d'apprentissage a partir d'une fonction (F) a une seule variable et & deux paramétres ; les
sorties désirées sont notées y,, et les sorties du modele y :

y,=F (x) +w

ou x:entrée distribuée aléatoirement entre -3 et +3 suivant une loi uniforme
o : bruit gaussien de variance égale a 0.5

avec F(x)=Be **
A=10,669
B=0,214

A partir de ces données, nous avons construit une base d'apprentissage E.

4 100 points d'apprentissage
Vp Yp = F(x) + bruit

w« * F+ Ecart-type

N

;; F - Ecart-type

Figure A.1 : Régression et 100 points d'apprentissage
(trait plein : régression F, trait pointillé : F + écart-type du bruit)

La figure A.1 présente la régression F' (fonction génératrice des exemples, inconnue
dans la pratique) et un ensemble d’apprentissage (les 100 premiers points de l'ensemble E).

La variance du bruit étant assez importante, la fonction désirée n’est, a priori, pas
¢vidente a retrouver. Dans ce probleme académique, nous utilisons une famille de fonctions
qui contient la fonction de régression.

A.2.1 Famille de fonctions

Nous considérons la famille de fonctions, qui contient la régression F, définie par :

fx0.p)= e

Cette famille de fonctions, engendrée par 2 paramétres (o et ) et peut se mettre sous la
forme du "réseau de neurones" suivant :
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Y = B.exp(-o.x)

y = exp(-v)

X

Figure A.2 : "Réseau de neurones" reproduisant la fonction f{x; o, )

Ce réseau a deux coefficients comporte une entrée (x), un neurone caché (fonction
d’activation y = €”) et une sortie linéaire (fonction d’activation y = v).

A.2.2 Fonction de coiit

Nous utilisons la fonction de cofit des moindres carrés, notée J! (a.p) :

1 ! N,
A — . i i —- . VRN I WY |
J (0!, )_N ;(J’ y,,) N ;(ﬁexp( o x) yp)
avec N : Nombre de points d'apprentissage
Cette fonction de coit correspond a I'Ecart Quadratique Moyen sur ’ensemble des
points d’apprentissage (EQMA).
A.2.3 Procédure expérimentale
Dans un premier temps, on construit I'ensemble d'apprentissage en prenant N points de
E. Puis la recherche du minimum de 'EQMA se déroule de la fagon suivante :

e Les parametres (o et ) sont initialisés aléatoirement entre -1 et +1 suivant une
distribution uniforme.

e Le point de départ des parametres étant choisi, une méthode d’optimisation du
deuxiéme ordre (quasi-Newton) recherche un minimum de ’EQMA.

Nous répétons cette procédure (initialisation des parametres et optimisation) 100
fois en changeant les valeurs initiales des paramétres (o et ).

Cette recherche du minimum de la fonction de colt s’effectue avec 5 ensembles
d’apprentissage déterminés par :

N =1000, 100, 10, 4 et 3.
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A.2.4 Résultats avec 1000 exemples d'apprentissage

Avec 1000 points d'apprentissage, les résultats sont présentés dans le tableau suivant :

Ensemble Optimisation

d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
1000 Points 100/100 0,470 0,685 0,212
Régression 0,669 0,214

Tableau A.1 : Résultat des estimations avec 1000 points d'apprentissage

- La colonne Fréquence donne la fréquence d'obtention du minimum considéré ; ici
l'algorithme a toujours atteint le méme minimum (100 fois sur 100).

- L'EQMA est la valeur de la fonction de cott apres 1'optimisation.
- De méme, Alpha et Béta sont les estimations des parametres apres I'optimisation.

- La derni¢re ligne présente les valeurs des parameétres choisies pour la construction
des exemples (fonction génératrice + bruit de variance égale a 0,5).

A chaque initialisation des paramétres, l'algorithme d'optimisation a donc atteint le
méme minimum, qui correspond a des valeurs des parameétres qui sont trés proches de celles
des parameétres du modéle.

La figure A.3 montre les courbes de niveau du colit, qui ne dépend que de o et B. On
constate que la surface ne présente qu'un minimum global ; toutes les initialisations
différentes des parametres conduisent au méme point. Le minimum global (*) et I’estimation
des paramétres (+) sont confondus.
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Courbes de niveau : EQMA (Alpha,Béta)
(1000 points d'apprentissage)

1.0
Béta

0.8 _
Paramétres désirés
et

06 - Minimum global

04
0.2

0.0 <« Pas de minimum local

Alpha
Figure A.3 : Courbes de niveau de la fonction de coiit

(1000 points d'apprentissage)

Afin de mieux apprécier la forme de cette surface, nous décomposons la fonction de
colt de la fagon suivante :

2

> (v -¥,)

(ﬁ-exp(— (x-x")—y;)

==
M=

EQMA(a. B) =

I
= |~
M-

B’ Zexp(— 20 x")—ZﬁZ‘,y;7 -exp(— a-x’)+2(y;)2

i=1 i=1 i=1

z|~

Pour une valeur de a donnée, cette décomposition fait apparaitre la fonction de cofit
comme une parabole en f3.

En notant :
N
Z,y;7 -exp(— Oc-x’)

B (o) = N
Z{exp(—la-x’)

On obtient le minimum de la fonction de colit EQMA i, pour une valeur de o donnée

par la relation :

EQMA () = Min| EOMA(ex, B € R)|= EOMA (e, B, ()

min
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Ainsi, a chaque valeur de o, nous pouvons calculer le minimum de la fonction de cott.
La figure A.4 présente la fonction EQMAnin(0t) avec 1000 points d'apprentissage. Elle
possede un minimum global :

Fonction de cotit EQMA,;;,(Alpha)
(1000 points d'apprentissage)

EQMA in(Alpha)

0.8 -
0.75

0.7 -

Minimum
global

0.65

0.6

0.55

0.5

045 _

Alpha

Figure A.4 : Forme de la fonction EQMA,,;,(0)

Apres l'apprentissage, le modele trouvé est trés proche de la fonction désirée (valeurs de
o et B proche de 4 et B, tableau A.1).

Sur la figure A.5, on présente un point d’apprentissage sur 10, la fonction désirée et la
fonction trouvée :
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Modele obtenu
(1000 points d'apprentissage)

% Aminimum global) : 100/100

Figure A.5 : Modele obtenu apreés apprentissage

En résumé, avec 1000 points d'apprentissage, 1'algorithme d'optimisation atteint donc a
chaque fois le méme point et trouve une fonction f{x; . f) trés proche de la régression F(x).

A.2.5 Résultats avec 100 exemples d'apprentissage

Avec 100 points d'apprentissage, les résultats des 100 apprentissages sont donnés dans
le tableau A.2 :

Ensemble Optimisation
d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
100 Points 98/100 0,517 0,768 0,175
2/100 0,976 -12.3 =0(<0)
Régression 0,669 0,214

Tableau A.2 : Résultat des estimations avec 100 points d'apprentissage

Dans une tres grande proportion (98/100), 1'algorithme trouve les bonnes valeurs pour o
et B qui conduisent a un EQMA proche du bruit. Néanmoins, 2 fois sur 100, il reste bloqué
dans un minimum local. Dans ce cas, 'EQMA est beaucoup plus grand que la variance du
bruit.

La figure A.6 montre le point obtenu dans 98% des cas (minimum global) et la direction
du minimum local :
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Courbes de niveau : EQMA(Alpha,Béta)
(100 points d'apprentissage)

Béta

Paramétres désirés

Minimum global

Alpha

Figure A.6 : Courbes de niveau de la fonction de coiit

(100 points d'apprentissage)

Le tracé de la fonction EQMA ,in(0) montre que la fonction décroit pour o tendant vers
moins l'infini :

Fonction de colit EQMA,;,(Alpha)
(100 points d'apprentissage)

EQMA,,i,(Alpha)
]
«—
0.95
Vers le
0.9 minimum
085 local |
08 - L
0.75 _ L. L
. Minimum
7 - L
global
0.65 - L
0.6
0.55
0.5
2 1 0 1 2 3 4

Alpha

Figure A.7 : Forme de la fonction EQMA,,;,(0)

Nous tragons les fonctions flx;o.f}) avec les valeurs atteintes par l'algorithme
d'optimisation.
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Modeles obtenus
(100 points d'apprentissage)

Aminimum global) : 98/100

f

minimum local) : 2/100

X

Figure A.8 : Modeles obtenus apres apprentissage

Nous constatons que 2 fois sur 100, la fonction trouvée se bloque du coté négatif et se
contente de passer par le point le plus a droite en s’annulant partout ailleurs.

A.2.6 Résultats avec 10 exemples d'apprentissage

Avec 10 points d'apprentissage, les résultats des 100 procédures d'optimisation sont
donnés dans le tableau A.3 :

Ensemble Optimisation
d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
10 Points 84/100 0,483 3,23 2,39 10"
16/100 0,821 -10,2 =0(<0)
Régression 0,669 0,214

Tableau A.3 : Résultat des estimations avec 10 points d'apprentissage

Ici, la probabilité d'atteindre le minimum local n'est plus du tout négligeable (16%).

On remarque également que I'estimation des paramétres correspondants au minimum
global est complétement erronée (o= 3,23 et = 2,39 10™). L'ensemble d'apprentissage n'est
plus représentatif du phénomene.

A.2.7 Résultats avec 4 exemples d'apprentissage

Avec 4 points d'apprentissage, les résultats des 100 procédures d'optimisation sont
donnés dans le tableau A.4 :
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Ensemble Optimisation
d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
4 Points 91/100 0,664 0,657 0,349
9/100 1,504 -10,3 =0(<0)
Régression 0,669 0,214

Tableau A.4 : Résultat des estimations avec 4 points d'apprentissage

Méme avec 4 points, la probabilité d’atteindre le minimum local n’est pas nulle. Les
tracés des courbes de niveau et des modeles obtenus avec 4 points d'apprentissage sont

semblables aux précédents (avec 100 et 10 points d'apprentissage).

A.2.8 Résultats avec 3 exemples d'apprentissage

Avec 3 points d'apprentissage, les résultats sont donnés dans le tableau A.5 :

Ensemble Optimisation
d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
3 points 100/100 0,101 0,331 0,831
Régression 0,669 0,214

Tableau A.5 : Résultat des estimations avec 3 points d'apprentissage

C’est seulement avec 3 points d’apprentissage que 1’on retrouve les résultats obtenus
avec 1000 points. En effet, le tracé de la fonction EQMA iz(0r) montre un seul minimum
global (voir figure A.9). Néanmoins, il faut noter que le minimum global correspond a une

trés mauvaise estimation des parameétres :
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Fonction de cotiit EQMA ,,;,(Alpha)
(3 points d'apprentissage)

EQMA,,i,(Alpha)

1.8

Minimum
global

0.8

0.6

0.4

0.2

Alpha

Figure A.9 : Forme de la fonction EQMA,,;,(0)

A.2.9 Tableau récapitulatif

Le tableau A.6 regroupe les résultats des différentes estimations :

Ensemble Optimisation
d'apprentissage Fréquence EQMA Alpha Béta
1000 Points 100/100 0,470 0,685 0,212
100 Points 98/100 0,517 0,768 0,175
2/100 0,976 -12,3 =0(<0)
10 Points 84/100 0,483 3,23 2,39 10
16/100 0,821 -10,2 =0(<0)
4 Points 91/100 0,664 0,657 0,349
9/100 1,504 -10,3 =0(<0)
3 points 100/100 0,101 0,331 0,831
Régression 0,669 0,214

Tableau A.6 : Tableau récapitulatif

133

Nous constatons que la probabilité de rester bloqué dans le minimum local n'est pas

négligeable avec 10 points d'apprentissage. L'EQMA correspondant est égale a 0,8 ce qui est
nettement supérieur a celui trouvé avec 1000 points d'apprentissage. Il est donc plus difficile
de faire passer une courbe pres de 10 points que prés de 1000 points. Ce probléme montre
qu'il faut toujours posséder un nombre d'exemples d'apprentissage le plus grand possible pour
obtenir facilement un bonne estimation des parametres du mode¢le.
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A3 Conclusion

Ce travail sur la forme de la fonction de colit a mis en €vidence un phénomene
inattendu. En effet, il est évident que la représentativité d'un grand échantillon d'apprentissage
(avec beaucoup d'individus) est meilleure que celle d'un petit ; mais, on pourrait penser qu'il
est plus facile de réaliser l'apprentissage d'un modele non-linéaire s'il y a peu d'individus.
Cette annexe permet d'affirmer le contraire : un échantillon d'apprentissage avec peu
d'individus peut conduire a une surface de colit comportant des minima locaux, et aussi a une
mauvaise estimation des paramétres du modele.

Nous avons donc intérét a posséder I'échantillon d'apprentissage le plus vaste possible :
ainsi la fonction de colit présentera moins de minima locaux et les algorithmes d'optimisation
trouveront plus facilement le minimum global.

Nous retrouvons sur cet exemple le fait que le nombre d'éléments de l'ensemble
d'apprentissage est une donnée fondamentale car un ensemble d'apprentissage abondant
garantit, d'une part, une bonne représentativité¢ de I'échantillon d'apprentissage (estimation des
parametres) et, d'autre part, une forme plus réguliére de la surface de colit (optimisation plus
facile).
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ANNEXE B. REPARTITION DE LA VARIABLE ALEATOIRE

Résumé

L'algorithme d'orthogonalisation de Gram-Schmidt choisit a chaque itération le
descripteur dont le vecteur d'entrée fait l'angle le plus petit avec le vecteur de sortie. Nous
avons proposé d'introduire, en plus des descripteurs initiaux, un descripteur aléatoire qui, lui
aussi, est ordonné par l'algorithme. Nous cherchons en premier lieu a évaluer la probabilité
pour que le vecteur représentatif d'un descripteur aléatoire fasse un angle avec le vecteur de
sortie plus faible que celui du vecteur du descripteur sélectionné ; pour cela, il est possible
d'engendrer un grand nombre de réalisations du descripteur aléatoire, et de compter le
nombre de celles qui possédent cette propriété. Nous montrons dans la présente annexe qu'il
est possible de remplacer cette évaluation par un calcul exact, a partir de la répartition
théorique de l'angle entre un vecteur aléatoire et un vecteur fixe. Nous en déduisons la
probabilité pour qu'un descripteur aléatoire explique mieux la sortie du processus que ['un
des descripteurs du modeéle considéré.

B.1  Fonction de densité de probabilité du c0s2(0)

Tout d'abord, nous cherchons la fonction de densité de probabilité du carré du cosinus
de l'angle (noté 6) entre un vecteur aléatoire et un vecteur fixe de sortie. Pour cela, nous
utilisons les notations suivantes :

1

0
Y =| . | : vecteur de sortie,

v . .
V' =| . | : vecteur de la variable aléatoire,

N
v

avec V' : variable aléatoire distribuée suivant une loi de Gauss centrée et réduite.

Le vecteur Y représente donc le vecteur de sortie ; nous avons choisi d'effectuer une
rotation dans I'espace a N dimensions (N = Nombre d'exemples, N >2) de facon a I'amener le

long du premier axe. Nous appliquons également cette rotation au vecteur aléatoire V. Cela
allége le calcul, mais ne le modifie pas puisque seul compte 1'angle entre ces deux vecteurs.

La figure B.1 représente ces deux vecteurs dans l'espace a 3 dimensions :
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X3

Figure B.1 : Vecteur aléatoire et vecteur de sortie

Ainsi, le carré du cosinus de I'angle est donné par la formule :

cosz(V,Y)=( (VTY)2 - <Vl)2 _ (Vl)z

VTV)' (YTY)_ (vl)z+(vz)2+~-+(vN)2 - i(v,)z
i=l
Il faut maintenant calculer la fonction densité de probabilité (notée fp(x), avec x € [0,1])

de cos’(V, ¥). Comme chaque composante de ¥ suit une loi de Gauss centrée et réduite, la
fonction de densité de probabilité est :

f)= e 7

[oro

avec u € |-ootoo[, u=0eto=1.

La fonction de densité de probabilité du numérateur de cos*(V, ¥) est :

u

num 1 eXp 2
Ujl=———

avec 0<u.

Pour le dénominateur, on trouve une loi du }~ a N degrés de liberté :

Sy (u):m

avec N>22etO<u.

On obtient la fonction densité de probabilité fa(x) de cos’(V, Y) par :
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1y ()= Jf"”"’() ( uj-;”—z-du
() (-x)2

i
soit x)= 2 .
LR G
avec N>22et(0<x<1

Remarque : On retrouve l'expression d'une loi Béta de type I [Saporta90] a »n et p
degrés de liberté :

~ 1 N -1

np)( )_ ((n+p) ”_l'(l_x)p] avec n=— etp:—

)-T(p) 2 2

Cette fonction densité de probabilité peut s'écrire sous deux formes différentes suivant

la parité de N :
27 (o) (—x)T :
fv(x)= - '(E\;—S;” ( \/;) si N est pair,
1 (v=2) (1-x)7 . .
X)=—" si N est impair,
L O R g

avec N=22et(0<x<1

La figure suivante présente la fonction densité de probabilité obtenue pour différentes
valeurs de N. On retrouve le fait que plus N est grand, plus le vecteur aléatoire tend a devenir
orthogonal au vecteur de sortie (cosinus proche de 0).
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Fonction de densité de
probabilité

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

cos’(0)
Figure B.2 : Fonction densité de probabilité pour N = 2, 5 et 20
A partir de la fonction densité de probabilité, nous pouvons calculer la fonction de

répartition correspondante, qui permet de déterminer la proportion de vecteurs aléatoires dont
lI'angle avec la vecteur de sortie est plus petit que celui du descripteur choisi.

B.2  Fonction de répartition du cos*(6)

Pour évaluer la probabilité pour qu'un vecteur aléatoire fasse avec le vecteur de
référence un angle plus grand (dont le carré du cosinus est plus petit) que l'angle (noté 6) que
fait le vecteur du descripteur sélectionné avec la direction de référence, il faut calculer la

fonction de répartition (notée frp(x)) définie par I’intégrale suivante :
Jry (x): _[fN (u) du
0

avec N>2etx= 0052(9)
La encore, on peut trouver deux expressions de fra(x) suivant la parité de N.

Pour N pair (N = 2), on obtient :
2 .
Sy (x) = ; [Arc sm(\/;)+ x(l — x) P;a” ( )]

avec P ( ) polyndme de degré (% - 2),

pair

¥

L (x) 1+2[ 2k+l" 1 x)]pourN>6

P’ (x)=1 pour N=4,

pair

1 (x)=0 pour N=2.

pan
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Et pour N impair (N = 2), on trouve :
ﬁN (x) = \/; ’ ])lmi‘ur (‘x)

avec P (x) polyndme de degré (%4),

mpaitr

N-3

2

P (x):1+2Lik-(2kT_!l)"-(l—x)k]pourN2 5,

impair
k=1

P’ (x)=1 pour N=3.

mparitr

La figure B.3 montre la forme de la fonction de répartition pour différentes valeurs de N
(N=2,5et20):

Fonction de
répartition

08

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1 7

0.0 !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

cos’(0) '
Figure B.3 : Fonction de répartition fry(cos’(6)) pour N =2, 5 et 20

Rappelons le but poursuivi : nous voulons trouver la probabilité (notée Px(cos*(6)))
pour qu'un descripteur aléatoire fasse, avec la direction de référence, un angle plus faible que
I'angle entre le vecteur du descripteur sélectionné et la direction de référence, probabilité
obtenue a partir de fiy(cos*(6)) par :

cos> 6

Pyleos @)= [ fy(e)-de=1- [ £,(x)-de =1 f fcos*6)

cos? 6
avec N=>2

A ce stade du calcul, nous disposons, a chaque itération de la procédure de classement
des descripteurs, de la probabilité pour qu'un vecteur aléatoire explique mieux la sortie que le
descripteur sélectionné. Pour la sélection de modeles, nous allons utiliser ce résultat de la
maniére suivante : a chaque nouveau descripteur choisi par 1'algorithme de Gram-Schmidt,
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nous allons déterminer la probabilité qu'un descripteur aléatoire soit classé dans un meilleur
rang que I'un des descripteurs sélectionnés.

B.3  Répartition du classement d'un descripteur aléatoire

A l'itération p (sélection du p™ descripteur parmi les P-p restants), l'algorithme de
Gram-Schmidt donne la valeur du carré du cosinus (cosz(Gp)) de l'angle 6, correspondant au
p“™ descripteur choisi. Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, nous pouvons en
déduire la probabilité pour qu'un descripteur aléatoire fasse un angle inférieur avec le vecteur
de sortie, probabilité donnée par :

Op = Py.p(cos’(6p)).

En effet, I'orthogonalisation de Gram-Schmidt projette les différents vecteurs sur un
sous-espace dont la dimension est réduite d'une unité a chaque itération. Ainsi, a la p™™
itération, les vecteurs des descripteurs et de la sortie ne possedent plus que N-p composantes

indépendantes.

Nous cherchons a déterminer, a l'itération p, la probabilité pour qu'un descripteur
aléatoire soit plus significatif que I'un des p descripteurs sélectionnés.

Soit Hp.1 la probabilité pour qu'un descripteur aléatoire soit plus significatif que I'un des
p-1 premiers descripteurs sélectionnés. La probabilité pour qu'un descripteur aléatoire soit
moins significatif que tous les p-1 premiers descripteurs est donc égale a 1-Hpq. La
probabilité pour qu'un descripteur aléatoire soit plus significatif que les p-1 premiers
descripteurs, mais moins significatif que le p-iéme descripteur, est donc égale a PN_p(cosz(Op))
1-H,.1]. Par conséquent, la probabilit¢ H, pour qu'un descripteur aléatoire soit plus
[ 1 q p [, pour q p p
significatif que I'un des p descripteurs sélectionnés est donnée par la relation :

H,=H, +P, (os’6,)(1-H,,)
H =H, +0,-(1-H,,)
avec H, =0

La suite {Hp} représente donc la probabilit¢ davoir, parmi les p descripteurs
sélectionnés, un descripteur ayant une contribution moins significative que celle dun
descripteur aléatoire. C'est une suite bornée et croissante entre 0 et 1.

Remarque : En développant l'expression de H,, on retrouve la probabilit¢ de I'union
d'événements non indépendants [Koroliouk 83] :
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H,=H,,+0,-(1-H,,)
H,=0,+H,,-01-0,)
Hp :Qp—l +Qp _Qp—lQp +Hp—2 '(I_Qp_l)(l_Qp)

Hp :ZP:Q,' +'-'+(_1)k_] Z(Qil ”'Qik )+“'+(_1)IHQ1Q2 Qﬁ

ISij<<iy<p

B.4 Lien avec le test de Fisher

A l'itération p de 'algorithme de Gram-Schmidt, la fonction de densité de probabilité¢ du
carré du cosinus d'un descripteur aléatoire centré (cosz(Qp)) est une loi Béta de type I (voir
§ B.1).

Ainsi,
cos’ (6 p) suit une loi Béta de type [ a 1/2 et (N-p-1)/2 degrés de liberté ;
et la variable :

cos(6)
N-p-1 2~ suit une loi de Fisher a 1 et (N-p-1) degrés de liberté.
(N-p )m@ (N-p-1) deg

En effet, si X suit une loi Bétay(n,p), alors n XX est un F(2n, 2p) [Saporta 90].
p

La figure B.4 représente, dans l'espace a deux dimensions, le vecteur du descripteur
aléatoire (1), le vecteur de sortie (Y) et le vecteur solution des moindres carrés ( Y7,

mc

Y

> >
let
14 Y(CO%IZ et)

Figure B.4 : Lien avec le test de Fisher

En reprenant les notations du chapitre 5 (La sélection de mod¢les, § 5.2.3.1), ona :

q — 1 et Y(incamplet) — 0

mc¢

Ainsi, la variable T? prend la forme suivante :



142 Annexe B. Répartition de la variable aléatoire

(cnmplel )
mc Y- I]mc

‘Y_Y(mcnmplel) 2 _

cos’ Op)

_N—p—l" _
- 1—0052(91,)

q H ¥ — yleomler 2

mc

T’ ‘ =(N-p-1)

On retrouve donc I’expression de la variable aléatoire intervenant dans le test de Fisher
(évaluation d’un sous-modele comportant un descripteur de moins que le modele complet).

B.5 Conclusion

Dans cette annexe, nous avons présenté le calcul de la répartition de la contribution d'un
descripteur aléatoire. Nous avons retrouvé 1’expression du test de Fisher : 1’utilisation d’une
variable aléatoire constitue donc une explication intuitive de ce test.

Le calcul de la répartition du classement d’une variable aléatoire donne a cette démarche
son originalité. En effet, au cours de I’algorithme de Gram-Schmidt, nous pouvons évaluer la
probabilité qu'un des descripteurs sélectionnés soit moins pertinent qu’un descripteur
aléatoire ; ainsi on peut envisager d'interrompre prématurément l'algorithme une fois le seuil
de risque (fixé a l'avance) atteint ou dépassé.
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ANNEXE C. ELEMENTS D'ANALYSE FINANCIERE

Résumé

Cette annexe présente quelques éléments comptables qui peuvent servir a l'analyse
financiere des entreprises. Ces éléments sont tirés de deux documents : le bilan et le compte
de résultat.

Apres avoir défini les ratios financiers utilisés par le gestionnaire de portefeuille de la
Caisse des Dépots et Consignations (CDC), nous en donnerons une interprétation succincte.

C.1 Les données financiéres

Les ratios financiers sont tirés de documents comptables, essentiellement le bilan et le
compte de résultat ; afin de bien comprendre ce qu'ils représentent, il apparait nécessaire de
procéder a une bréve description du contenu de ces documents de base.

C.1.1 Lebilan

A une date déterminée, I'ensemble des biens possédés par l'entreprise constitue son actif.
Par ailleurs, elle a contracté des dettes pour l'acquisition de ces biens ; I'ensemble de ces dettes
constitue le passif. Le bilan est simplement l'inventaire a l'instant considéré de l'actif et du
passif de I'entreprise.

C1.1.1 Lactif

Les éléments de l'actif sont classés par ordre de liquidité croissante, c'est-a-dire suivant
le degré de rapidité avec lequel ils peuvent étre transformés en argent liquide. Les éléments les
moins liquides sont regroupés sous le terme d'actif immobilisé, puis viennent les plus liquides
qui constituent l'actif circulant.

e Actif Immobilisé :

Le plan comptable en donne la définition suivante : "Tous les biens et valeurs
destinés a rester durablement sous la méme forme dans l'entreprise".

IIs se subdivisent en :

- Frais d'établissement : ce sont les frais engagés par la firme soit au moment de sa
constitution, soit au moment de l'acquisition par cette derni¢re de ses moyens
permanents d'exploitation (droits de mutation, honoraires, frais d'acte, ...), soit
dans le cadre de certaines opérations financiéres (frais d'augmentation de capital
social, ...). Leur classement dans les valeurs immobilisées au bilan s'explique par
la possibilité d'étaler ces frais sur plusieurs années.

- Immobilisations : elles constituent le capital fixe de l'entreprise par opposition au
capital circulant qui est absorbé par l'acte de production. Elles comprennent
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notamment les terrains, les constructions, le matériel et outillage, le matériel de
transport, le mobilier, les agencements et installations, les immobilisations en
cours, les emballages commerciaux récupérables, les immobilisations
incorporelles (fonds de commerce, droit au bail, brevets, licences, marques,
procédés, modeles, dessins, concessions, ...).

- Autres valeurs immobilisées : ce poste représente les immobilisations financiéres
de la société, et notamment son portefeuille de participations dans d'autres
sociétés et filiales, ainsi que des préts a long terme concédés a d'autres sociétés.

e Actif circulant :

L'actif circulant regroupe les valeurs d'exploitation, les valeurs réalisables et
disponibles a court terme :

- Valeurs d'exploitation : elles représentent l'ensemble des marchandises, des
matériaux, des fournitures, des déchets, des produits semi-ouvrés, des produits
finis, des produits ou travaux en cours et des emballages commerciaux qui sont
la propriété de l'entreprise.

- Valeurs réalisables et disponibles a court terme : ce poste inclut d'une part des
avoirs (le solde créditeur des comptes en banque ou des CCP, l'argent en caisse)
et d'autre part, des créances (envers la clientéle : comptes clients, effets a
recevoir, warrants, chéques a encaisser et envers les fournisseurs sous forme
d'avances et d'acomptes versés sur commande d'exploitation).

C.1.1.2 Le passif
Les éléments du passif sont classés par ordre d'exigibilité croissante, ce qui amene a
distinguer : les fonds propres, les dettes a long et moyen terme ct les dettes a court terme.
¢ Fonds propres (ou capitaux propres) :

Les fonds propres correspondent a la richesse des actionnaires. Il s'agit
essentiellement du capital apporté par les actionnaires (capital social et primes
d'émission d'actions représentant la différence entre le montant nominal des actions
et leur prix d'émission), ainsi que des bénéfices laissés par ceux-ci a la disposition
de I'entreprise au cours des années.

e Dettes a long et moyen terme :

Il s'agit des dettes contractées par l'entreprise dont I'échéance est supérieure a un an.
L'ensemble des fonds propres et des dettes a long et moyen terme forme les
capitaux permanents a la disposition de la firme.

e Dettes a court terme :

Elles regroupent toutes celles dont I'échéance est inférieure & un an. Ce sont
principalement :

- les dettes envers les fournisseurs,



Annexe C. Eléments d'analyse financiére 145

- les dettes envers les banques,
- la fraction des dettes a long et moyen terme dont I'échéance survient au cours de
I'année qui suit 1'arrété du bilan.
C.1.2 Le compte de résultat
L'objet du compte de résultat est d'étudier 1'activité de 'entreprise. Ce compte est destiné
a mettre en évidence la variation de richesse de 'entreprise sur une période donnée.
Le compte de résultat regroupe :

e les charges: elles comprennent les achats et les frais qui se rapportent a
l'exploitation correspondant a 1'exercice en cours,

e les produits : ils incluent les sommes regues (ou a recevoir) au titre de 1'exploitation
et se rapportant a l'exercice en cours, généralement en contrepartie de travaux,
fournitures et services exécutés ou rendus par l'entreprise ou exceptionnellement
sans contrepartie.

La différence entre les produits et les charges d'une méme période d'activité permet
d'obtenir le résultat d'exploitation (bénéfice ou perte d'exploitation).

C.1.2.1 Détermination du résultat net (ou bénéfice net)

On le détermine en plusieurs étapes :
e Marge commerciale :

Elle est égale au revenu des ventes auquel on a soustrait le prix de revient des
marchandises vendues. Pour évaluer ce prix de revient, on ne tient compte que de la
part des achats qui entre effectivement dans les ventes.

e Excédent brut d'exploitation :

Pour obtenir I'excédent brut d'exploitation, on soustrait les autres charges
d'exploitation (salaires, charges sociales et divers impots et taxes) a la marge
commerciale. L'excédent brut d'exploitation traduit la rentabilité de 1'exploitation de
l'entreprise.

e Résultat d'exploitation (ou résultat courant) :

Le résultat d'exploitation représente l'excédent brut d'exploitation auquel on enléve
les frais financiers et la dotation aux amortissements.

e Résultat net (ou bénéfice net) :

C'est le résultat d'exploitation diminué de I'impdt sur les sociétés et d'autres charges
ou produits exceptionnels (plus values sur cession d'actif, hausse de prix,
fluctuation de cours, ...).

I1 est important de bien faire la différence entre le résultat d'exploitation et les éléments
exceptionnels. Le premier traduit le résultat de l'activité fondamentale de l'entreprise alors que
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les seconds correspondent souvent a des variations de richesse factices et exceptionnelles.
Ainsi, nombre d'entreprises ayant de grosses difficultés annulent des pertes d'exploitation par
des plus values sur cession d'actifs (par exemple, une vente d'immeuble ou terrain fera
apparaitre une plus value importante mais qui traduit un biais de la comptabilité plus qu'une
réelle création de richesse au cours de I'exercice). Le résultat net traduit l'enrichissement de
l'entreprise.

C.1.2.2 Quelques définitions

e Marge brute d'autofinancement :

Il s'agit de l'ensemble des fonds disponibles qui peuvent étre réinvestis dans
l'entreprise. La marge brute d'autofinancement indique la capacité¢ de financement
dégagée par l'activité bénéficiaire de I'entreprise.

e Valeur ajoutée :

La valeur ajoutée correspond a la différence entre la production exprimée en francs
et le colit des maticres utilisées. Elle représente les suppléments de valeur créés par
la société au cours du processus de fabrication ou de la prestation de services ; elle
exprime la fonction créatrice de l'entreprise.

e Frais financiers :

Ce sont les intéréts des emprunts obligataires ou contractés aupres des organismes
financiers, les intéréts dus au titre des opérations de crédit-bail et les frais liés a des
opérations de crédit a court terme.

e Besoin en fonds de roulement :

Les besoins en fonds de roulement sont les besoins de financement que crée
l'activité d'une entreprise a chaque stade du cycle achat/production/vente. Ils sont
liés au décalage naturel entre les recettes et les dépenses.

Il est commode de I'exprimer en fonction d'une grandeur de référence, mesurant
l'activité de I'entreprise, par exemple le chiffre d'affaires.

e Investissement :

La dépense d'investissement est égale a la variation du poste "immobilisations"
augmenté de la dotation aux amortissements passé€s durant l'exercice.

C.2 Les ratios utilisés

Comme indiqué au chapitre 6 (Application a l'analyse financiére), le nombre et la
définition des ratios a choisir pour évaluer I'état d'une société sont susceptibles de changer en
fonction de l'analyste, du but recherché, des données disponibles, etc. Dans tous les cas, il est
nécessaire d'en sélectionner un nombre restreint, tout en s'assurant que ces ratios couvrent
I'ensemble de la gestion de 'entreprise.
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Dans cette étude, 1'approche est celle du gestionnaire de portefeuille d'actions, qui utilise
15 ratios provenant de la Centrale des Bilans.

Pour effectuer son analyse, le gestionnaire utilise un domaine de validité et un critére
associés a chaque ratio. Le domaine de validité permet de rejeter les ratios s'écartant trop des
valeurs types (si un ratio n'appartient pas a son domaine il est considéré comme "mauvais").
Le critere permet de séparer les "bons" et les "mauvais" ratios.

Dans ce paragraphe, nous donnerons les définitions des ratios utilisés ainsi qu'une
analyse succincte de ceux-ci.

C.2.1 Définition des ratios utilisés

Les 15 ratios sélectionnés par le gestionnaire de portefeuille sont regroupés en quatre
catégories :

e [es ratios de structure financiére :

Numéro | Définition

10 Dettes a long et moyen terme / Fonds propres

15 Capitaux permanents / Actif immobilisé

25 Dettes a long et moyen terme / Marge brute d'autofinancement
35 Total dettes / Total actif

e Les ratios de rentabilité :

Numéro | Définition
45 Valeur ajoutée / Chiffre d'affaires
50 Excédent brut d'exploitation / Valeur ajoutée
65 Frais financiers / Chiffre d'affaires
80 Résultat net / Chiffre d'affaires
85 Résultat net / Fonds propres

e [Lesratios de gestion :

Numéro | Définition

100 | Rotation des stocks (en mois)

105 | Durée crédits clients (en mois)

110 | Durée crédits fournisseurs (en mois)

115 | Rotation du besoin en fonds de roulement (en mois)

e [es ratios financiers :



148

Annexe C. Eléments d'analyse financiére

Numéro | Définition

145 | Investissements / Valeur ajoutée

155 | Disponible apreés financement interne de la croissance / Valeur ajoutée

C.2.2  Analyse des ratios utilisés

e Dettes a long et moyen terme / Fonds propres (ratio 10)

Ce ratio indique la répartition des capitaux permanents entre fonds propres et
endettement a terme. Il dépend de la nature de l'activité de I'entreprise. En effet,
I'endettement & long et moyen terme varie avec le secteur d'activité. Par exemple,
nous pouvons constater le niveau plus élevé d'endettement a long et moyen terme
des entreprises du secteur sidérurgie/mines de fer par rapport au secteur
papier/carton.

I1 dépend également de la taille de 1'entreprise. L'effet de taille se manifeste aussi
dans la structure de l'actif et du passif. Les petites et moyennes entreprises,
notamment les plus jeunes, ont tendance a assurer leur financement par des
ressources a court terme (crédits bancaires et fournisseurs), mais leur
développement et l'accroissement de leurs dimensions leur permettent, d'une part,
de pouvoir emprunter a long et moyen terme et donc de réduire leur endettement a
courte échéance et, d'autre part, de réaliser des bénéfices qui viennent grossir le
poste des réserves. Les entreprises les plus importantes, a la notoriété bien établie,
ont dans I'ensemble un niveau d'endettement a long et moyen terme plus €levé que
celui des petites et moyennes entreprises.

Ce ratio peut étre négatif, mais dans ce cas, les fonds propres sont négatifs et la
société est en situation de faillite.

Analyse de I'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 10 < 3.0
Critere : Ratio 10 < 1.0
Capitaux permanents / Actif immobilisé (ratio 15)

Ce ratio est aussi intitulé "ratio d'immobilisation des capitaux permanents", et
traduit de manieére différente le fonds de roulement, différence entre les capitaux
permanents et l'actif immobilisé. Il exprime le taux de couverture des emplois fixes
par des ressources stables de financement.

La logique de la gestion financiére voudrait que ce rapport soit supérieur a 1 sans
toutefois atteindre une valeur trop élevée, ce qui constituerait un signe de gestion
peu satisfaisante. En effet, la disproportion entre les besoins et les ressources de
financement de la société affecte son degré de rentabilité et risque d'étre a la source
d'une utilisation peu rationnelle des capitaux disponibles.

I peut survenir que ce ratio soit inférieur a 1, c'est-a-dire qu'une partie des valeurs
immobilisées de la société soit financée par de l'endettement a court terme ; une
telle situation n'est généralement pas sans danger pour I'entreprise : en effet, elle
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peut avoir a faire face a des difficultés de trésorerie ; son effort d'investissement
(donc de renouvellement et de modernisation de sa capacité productive) risque de se
trouver freiné par un manque de surface financiére et son autonomie financiere
d'étre réduite vis-a-vis de ses bailleurs de fonds.

Cependant, une firme peut fonctionner avec un ratio d'immobilisation des capitaux
permanents inférieur a 1 si la vitesse de rotation des stocks est élevée, si le délai de
recouvrement de ses créances sur la clientele est court et si elle obtient de ses
fournisseurs des délais de réglement importants.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : 0.5 < Ratio 15 <4.0
Critere : Ratio 15> 1.0
e Dettes a long et moyen terme / Marge brute d'autofinancement (ratio 25)

Ce rapport exprime le nombre théorique d'années nécessaires a l'entreprise pour
rembourser le montant actuel de son endettement a long et moyen terme, au moyen
des fonds engendrés par son activité.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 25 < 8.0
Critere : Ratio 25 <3 ans
o Total dettes / Total actif net (ratio 35)

C'est la part de l'endettement total dans le passif. Ce ratio traduit 1'indépendance
financiere de l'entreprise. Un ratio 35 de l'ordre de 60 % révele une firme dont les
possibilités de faire appel au crédit sont excellentes.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 35 < 100.0
Critere : Ratio 35 <75%
e Valeur ajoutée / Chiffre d'affaires (ratio 45)

La valeur ajoutée constitue un meilleur indice d'activité, de croissance et
d'estimation de la dimension de la firme que son chiffre d'affaires. Elle exprime la
fonction créatrice de l'entreprise. Elle est particulierement utile lors des
comparaisons entre les entreprises pour mesurer par exemple la contribution de
chacune d'elles a I'activité d'une branche professionnelle. Ainsi, deux firmes (I'une
disposant d'un capital humain et technique important - forte valeur ajoutée - et
l'autre recourant largement aux sous-traitants et exer¢ant surtout une activité a
prédominance commerciale - valeur ajoutée faible -) peuvent réaliser le méme
chiffre d'affaires en vendant des produits identiques ; seule, la valeur ajoutée permet
de distinguer ces deux sociétés.

Analyse de I'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 45 < 100.0
Criteére : Ratio 45 > Seuil
Le seuil varie de 12 a 35 suivant le secteur d'activité.

e Excédent brut d'exploitation / Valeur ajoutée (ratio 50)
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Analyse de l'expert : Domaine de validité : -20.0 < Ratio 50 < 100.0
Critere : Ratio 50 > 25
Frais financiers / Chiffre d'affaires (ratio 65)

Ce ratio est trés intéressant pour la connaissance de la structure financiére d'une
entreprise ; il tient compte a la fois de son niveau d'endettement et de sa gestion
(valeur des choix relatifs aux sources de financement, colit des capitaux, ...).
Toutefois, il est un peu redondant avec les ratios de structure financiére relatifs a
l'endettement.

Il est normalement admis que, pour une entreprise bien gérée et a la structure
¢quilibrée, les frais financiers ne doivent pas excéder 1,5% du chiffre d'affaires hors
taxes.

Analyse de I'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 65 <20.0
Critere : Ratio 65 < Ratio 80
Résultat net / Chiffres d'affaires (ratio 80)

Ce ratio représente la "marge nette", prélevée par I'entreprise apres déduction de
toutes les charges.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : -50.0 < Ratio 80 <20.0

Critere : Ratio 80 > Seuil

Le seuil varie de 1.5 a 2.5 suivant le secteur d'activité.
Résultat net / Fonds propres (ratio 85)

Ce rapport est intitulé "ratio de rentabilité des capitaux propres". Il mesure
l'efficacité avec laquelle les firmes utilisent les capitaux qui leur sont confiés par les
actionnaires. La rentabilit¢ des capitaux propres conditionne I'expansion des
firmes ; en effet, si la rentabilité¢ des fonds propres est faible, et notamment inférieur
au taux de rémunération de l'argent sur le marché, 1'entreprise éprouvera quelque
difficulté¢ a attirer les épargnants avec des perspectives de rendement aussi
médiocres, et dégagera peu de fonds pour autofinancer ses investissements. En
revanche, un haut niveau de rentabilité¢ des fonds propres permet a une firme de
trouver les fonds nécessaires a son expansion.

Analyse de lI'expert : Domaine de validité : -100.0 < Ratio 85 < 60.0
Critere : Ratio 85> 10
Rotation des stocks (en mois) (ratio 100)

La durée de rotation des stocks correspond a la période nécessaire a la
transformation des stocks en chiffre d'affaires. Une bonne gestion des stocks doit
non seulement avoir pour objectif I'acquisition de matiéres premiéres au cours le
plus avantageux, l'approvisionnement de 'outil de production a un rythme régulier
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et la livraison des clients en produits finis dans un court délai, mais aussi l'obtention
d'une durée de rotation de ces éléments aussi faible que possible.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 100 <12.0
Critére : Ratio 100 < 3 mois
e Durée crédits clients (en mois) (ratio 105)

La diminution de ce ratio doit constituer un but essentiel de la gestion a court terme
du chef d'entreprise ; il convient toutefois de l'harmoniser avec les objectifs de
développement du marché, de stabilité et de satisfaction de la clientéle.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 105 < 10.0
Critere : Ratio 105 <3 mois
e Durée crédits fournisseurs (en mois) (ratio 110)

Le crédit-fournisseur constitue une source de financement trés souvent utilisée par
les sociétés ; l'allongement du délai de réglement consenti par les fournisseurs
permet d'accroitre le volume des fonds susceptibles de venir financer une partie de
l'actif circulant. Toutefois, l'allongement du crédit-fournisseur apparait souvent
comme le signe avant-coureur de difficultés pour I'entreprise.

Analyse de l'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 110 < 10.0
Critere : Ratio 110 <3 mois
¢ Rotation du besoin en fonds de roulement (en mois) (ratio 115)
Analyse de I'expert : Domaine de validité : 0.0 < Ratio 115 <10.0
Critere : Ratio 115 <3 mois
e Investissements / Valeur ajoutée (ratio 145)

Ce ratio permet d'apprécier la politique d'investissements suivie par l'entreprise.
L'expert ne définit ni un domaine de validité, ni un critére précis.

¢ Disponible apreés financement interne de la croissance / Valeur ajoutée (ratio
155)

Analyse de l'expert : Domaine de validité : -50.0 < Ratio 155 <50.0

Critére : Ratio 155> 18- Bénéfice net

Valeur ajoutée

C3 Conclusion

A partir de quelques ¢€léments comptables nécessaires a l'analyse financiere des
entreprises, nous avons présenté les 15 ratios utilisés par le gestionnaire de portefeuille. Le
diagnostic sur la santé financiere d'une entreprise s'établit en examinant I'évolution de ces
ratios sur plusieurs années.
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ANNEXE D. NEURAL-NETWORK-AIDED PORTFOLIO MANAGEMENT

Cet article a été¢ publié¢ dans : Industrial application of neural networks, F. Fogelman,
P. Gallinari, eds (World Scientific, 1996).
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ANNEXE E. A NEW DECISION CRITERION FOR FEATURE SELECTION

Cet article a été soumis a publication au congrés EUSIPCO-98 (European Signal
Processing Conference) organisé par EURASIP (European Association for Signal Processing).
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ANNEXE F. PROBLEME "MAITRE/ELEVE"

Résumé

Dans cette annexe, nous nous attachons a montrer l'importance du nombre d'exemples
de l'ensemble d'apprentissage dans le cadre de la modélisation non linéaire. En effet, comme
la sortie est non linéaire par rapport aux parameétres, la fonction de coiit peut présenter des
minima locaux, et les algorithmes d'apprentissage ne donnent aucune garantie de trouver le
minimum global. Nous montrons ici que le nombre d'exemples d'apprentissage joue un role
fondamental dans l'existence des minima locaux.

F.1 Introduction

Pour estimer l'influence du nombre d'exemples d'apprentissage sur les minima de la
surface de colt, nous avons étudié¢ des problémes "maitre/éléve". Dans un probleme
"maitre/éléve", le réseau de neurones "maitre" définit la fonction de régression (fonction
génératrice des exemples) ; le réseau "éleve", quant a lui, est une famille de fonctions qui
contient la régression, car ces deux réseaux possédent la méme architecture.

Ainsi, si les exemples de l'ensemble d'apprentissage ne sont pas bruités, la fonction de
colit s'annule' en au moins un point de l'espace des paramétres. En ce point (le minimum
global), le réseau "éleve" correspond exactement au réseau "maitre". Si le réseau "maitre" n'est
pas obtenu par l'apprentissage, c'est que l'algorithme d'optimisation est inefficace ou qu'il
conduit & un minimum local. Comme nous utilisons les algorithmes d'apprentissage efficaces
indiqués plus haut, nous pouvons ainsi détecter a coup str I'existence d'un minimum local.

De fagon pratique, on construit un réseau "maitre" en choisissant son architecture et les
valeurs de ses coefficients. A partir de ce réseau, on engendre un ensemble d'exemples
d'apprentissage. La phase d'apprentissage se déroule avec un réseau "éleve" de méme
architecture que le réseau "maitre" et dont les coefficients sont initialisés aléatoirement. A la
fin de I’apprentissage, on observe si le réseau "éléve" a retrouvé, ou non, le réseau "maitre".

F.2 Présentation

Nous avons choisi une architecture de réseaux de neurones a une couche cachée et un
neurone de sortie linéaire. La figure 4.1 rappelle cette architecture :

aux erreurs d'arrondi prés
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1 neurone de sortie
y=v

Ne entrées

Figure 4.1 : Architecture des réseaux de neurones

Les notations sont les suivantes :
Ne : nombre de neurones d'entrée
Nc : nombre de neurones cachés

P : nombre de coefficients (ou parametres) du réseau de neurones

avec P = Nc(Ne+1)+ Ne+1

Pour engendrer les exemples de I'ensemble d'apprentissage, les coefficients du réseau
"maitre" sont initialisés aléatoirement entre -1 et +1 suivant une loi uniforme. Les entrées sont
tirées aléatoirement suivant une loi de Gauss centrée normée.

On choisit 3 architectures différentes de réseaux "maitres", qui possédent toutes trois le
méme nombre de coefficients (61 coefficients). Le tableau ci-dessous présente les trois types
de réseaux "maitres" :

Réseau de neurones Nombre Nombre de Nombre de
(Nel/Nc/l) d'entrées | neurones cachés | coefficients
1/20/1 1 20 61
4/10/1 4 10 61
10/5/1 10 5 61

Tableau 4.1 : Architecture des 3 réseaux "maitres”
Pour chaque architecture de réseaux "maitres", on crée 10 ensembles d'apprentissage a
partir de vecteurs de coefficients différents (germes du tirage aléatoire différents) :
- 5 ensembles d'apprentissage de 400 exemples
- 5 ensembles d'apprentissage de 2000 exemples

On effectue ensuite 30 apprentissages a l'aide de méthodes du second ordre a partir
d’initialisations différentes des coefficients du réseau "éleve". Finalement, on compte les



Annexe F. Probléme "maitre/éléve” 169

apprentissages pour lesquels le réseau "éleve" retrouve le réseau "maitre" ('EQMA est alors
de l'ordre de 107°).

F.3 Résultats

Les tableaux 4.2 et 4.3 présentent les résultats obtenus :

Réseau de | Nb exemples Germe du réseau ''maitre' Moyenne

Neurones | d'apprentissage 1 2 3 4 5 (en %)
1/20/1 400 0/30 | 0/30 | 0/30 | 0/30 | 0/30 | 0% (0%)
4/10/1 400 5/30 | 3/30 [ 18/30| 7/30 | 4/30 | 25% (18%)
10/5/1 400 29/30126/30{29/3030/30|30/30 | 96% (5%)

Tableau 4.2 : Résultats avec 400 exemples d'apprentissage

Réseau de | Nb exemples Germe du réseau ""'maitre" Moyenne

Neurones | d'apprentissage | 1 2 3 4 5 (en %)
1/20/1 2000 0/30 | 0/30 | 0/30 | 0/30 | 0/30 | 0% (0%)
4/10/1 2000 13/30 [ 16/30 | 18/30 | 9/30 | 6/30 |35% (15%)
10/5/1 2000 30/30{30/30 {30/30 | 30/30 | 30/30 | 100% (0%)

Tableau 4.3 : Résultats avec 2000 exemples d'apprentissage

Pour chaque architecture du réseau "maitre", on présente :
- le nombre d'exemples de l'ensemble d'apprentissage,

- le nombre de réussites (le réseau "éleve" a retrouvé le "maitre") sur 30 (pour les 5
ensembles d'apprentissage),

- lamoyenne de ces réussites en pourcentage (et I'écart-type).

Sur cet exemple particulier, on remarque que, a nombre de coefficients constant, le taux
de réussite augmente lorsque le nombre d'entrées augmente.

Quand l'algorithme d'optimisation atteint le minimum global (EQMA = 107", le réseau
"éleve" est identique au réseau "maitre" (les coefficients sont identiques aux erreurs d'arrondi
pres). C'est une conséquence du théoréme garantissant 'unicité d'un réseau de neurones
[Sontag 93].

11 faut encore noter que, lorsque le réseau "éléve" ne retrouve pas le réseau "maitre", la
valeur de I'EQMA atteinte est de l'ordre de 10”. Nous avons fait exactement les mémes
expériences en ajoutant un bruit gaussien (moyenne = 0 et variance = 10™) a la sortie ¥y du
réseau "maitre". Dans ces conditions, 'EQMA atteint aprés l'apprentissage est toujours de
l'ordre de grandeur du bruit (EQMA = 10#) ; en revanche, les coefficients du réseau "¢léve"
ne présentent plus aucune ressemblance avec ceux du réseau "maitre", ce qui n'est pas
surprenant.
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Nous constatons également que l'apprentissage est plus facile quand le nombre
d'exemples d'apprentissage est grand ; en effet, les taux de réussite sont meilleurs avec 2000
exemples d'apprentissage.

Lorsque 'apprentissage est effectu¢ avec la méthode de gradient simple, le réseau maitre
n'est jamais retrouvé.

En résumé, pour des apprentissages réalisés avec des méthodes d'optimisation du second
ordre :

e Jorsque l'on cherche a approcher une fonction de régression a partir de données non
bruitées, l'influence des minima locaux est d'autant plus importante que le nombre
d'exemples est petit,

e si les données sont bruitées, I'influence des minima locaux ne se fait plus sentir, en
ce sens que l'on arrive toujours & un EQMA qui est de l'ordre de la variance du
bruit. De plus, les réseaux de neurones obtenus n'ont plus rien a voir avec le réseau
"maitre".

On peut donc en tirer les conséquences pratiques suivantes :

e lorsque I'on travaille avec des données réelles, donc bruitées, il est tout a fait inutile
de mettre en ceuvre des méthodes treés lourdes pour chercher a échapper des minima
locaux ; il suffit, par prudence, de réaliser quelques apprentissages successifs avec
des initialisations différentes ;

e méme lorsque 1'on est slr que l'architecture du réseau est optimale, et que 1'on
atteint un EQMA de I'ordre du bruit, le réseau trouvé n'est pas identique au réseau
générateur des données ; ceci prouve que les tentatives "d'extraire des régles" de
réseaux de neurones entrainés sur des données bruitées, et d'essayer ensuite de leur
donner une "interprétation" linguistique, sont absolument vaines.

L'influence du nombre d'exemples sur la qualité de I'apprentissage, toutes choses €gales
par ailleurs, laisse supposer que la forme de la fonction de cotit dépend du nombre d'exemples.
Pour tenter de visualiser cette influence dans l'espace des descripteurs, le paragraphe suivant
présente les coupes de la surface de colit suivant plusieurs plans.

F.4 Visualisation de la surface de coiit

Pour visualiser la surface de colit, nous choisissons le réseau de neurones "maitre" qui
possede une entrée (plus un "biais"), 20 neurones et un neurone de sortie. La figure 4.2
représente ce réseau de neurones :
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1 neurone de sortie
y=v

20 neurones cachés
y = tanh(v)

Figure 4.2 : Réseau de neurones a une couche cachée

Le vecteur des coefficients choisi pour le réseau "maitre" est noté 6,,, car il correspond
au vecteur donnant une erreur nulle. Nous choisissons €galement un deuxiéme vecteur de
coefficients (noté 6;.) légerement décalé par rapport a 6,,, avec la formule :

0, : distribué aléatoirement entre -5 et +5 suivant une loi uniforme

2
edéc = eapt (1 +m ’ (U)

ou o est distribué aléatoirement entre -1 et +1 suivant une loi uniforme

Comme nous ne pouvons pas visualiser la surface de cott dans 1'espace des coefficients
(P = 61), nous nous contenterons de tracer les coupes de la surface suivant un coefficient en
bloquant les autres. Bien entendu, cette visualisation est imparfaite mais elle permet
d’apprécier la forme de la fonction de colt. Ainsi, les figures suivantes montrent les coupes de
la surface de cott suivant les deux coefficients A et B présentés sur la figure 4.2.

[EQMA |
+1, B0 Autres coefficients = 04,
/ Autres coefficients = 6,,,
+01, 40
Coefficient A = 6,
+I:| + 00 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1
-8.00 —d 00 +01,00 +4,00  Coefficient A

a/ Ensemble d'apprentissage : 5 points
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+0, B0

+0, 404

+0, 00

JIEQMA

Autres coefficients = O, o

¥

Autres coefficients = 6,,,

Coefficient A = 6,

—5.00 -4 100

! [
+,00 +4,00  Coefficient A

b/ Ensemble d'apprentissage : 300 points

Figure 4.3 : Coupes de la fonction de coiit suivant le coefficient A

La courbe en noir de la figure 4.3 représente la coupe suivant le coefficient A reliant le

biais au premier neurone caché ; tous les autres sont pris égaux a 6,,. La courbe en gris est

similaire a la précédente mais les autres coefficients correspondent au vecteur G (Buc = Oup:

+ 2%). Le trait vertical marque la valeur optimale du coefficient A.

On constate qu'avec peu de points d'apprentissage, 5 points, (figure 4.3a), la coupe de la

fonction présente des longs paliers sur lesquels les algorithmes d'optimisation peuvent stagner.

Ainsi, I'optimisation peut conduire par exemple a une valeur de 'lEQMA égale a environ 0.3

(plateau de droite). Avec un grand ensemble de points d'apprentissage, 300 points, (figure

4.3b), le colt est beaucoup plus régulier et l'optimisation possede de grandes chances

d'atteindre les valeurs optimales des coefficients ce qui correspond a un EQMA nul.

+0.80 {EQMA Minimum local f
Autres coefficients = 6.
+(, 404 . _ .
| Coefficient B = 6, Autres coefficients = 6,
\
+O+00 ! 1 | 1 1 1 1 II 1 T T T | T T T T | T T T T
—5,00 —d 00 +01, 00 +d4,00 Coefficient B

a/ Ensemble d'apprentissage : 5 points
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|EQMA .
Q Autres coefficients = 6,

+0, 80 \4

- Pas de minimum

) local f
+0, 40— . \

| Coefficient B = 6, Autres coefficients = 0,

\
+I:| + DO =_I T 1 1 1 ) 1 T T T T T T T T T T T
-8 1(30 —d EOCI +) 100 + 1(]0 Coefficient B

b/ Ensemble d'apprentissage : 300 points

Figure 4.4 : Coupes de la fonction de coiit suivant le coefficient B

Avec le coefficient B qui relie I'entrée (x) au dernier neurone caché, nous constatons le
méme effet (figure 4.4). Avec 5 points d'apprentissage, le minimum est assez mal défini (long
plateau sur la gauche) et on peut remarquer la présence d'un minimum local®. En revanche,
avec 300 points d'apprentissage, la fonction est plus réguliére et le minimum local a disparu.

F.5 Conclusion

Ce travail sur la forme de la fonction de colit a mis en €vidence un phénomeéne
inattendu. En effet, nous avons vu qu'il est assez difficile, en terme de convergence des
algorithmes d'optimisation, de faire passer une fonction au voisinage de quelques points
d'apprentissage. Cela montre bien que nous avons intérét a posséder la base d'apprentissage la
plus vaste possible ; ainsi la fonction de colit présente moins de minima locaux et les
algorithmes d'optimisation trouvent plus facilement le minimum global. De plus, la
représentativité d'une grande base d'apprentissage est souvent meilleure que celle de petites
bases.

Conformément a leur propriété fondamentale, les réseaux de neurones sont bien
capables d'approcher n'importe quelle fonction. De fagon pratique, l'approximation de la
régression n'est pas toujours facile ; pour I'atteindre il ne faut pas hésiter a exécuter plusieurs
séquences d'apprentissage avec différentes initialisations des coefficients.

2 . N ~ ..
En fait, nous ne tragons qu'une coupe de la surface de cofit et ce que nous supposons étre un minimum local

peut trés bien ne pas en étre un lorsque 1’on tient compte des autres coefficients. Toutefois, la coupe permet

d'apprécier la forme de la surface.
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