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Theorie spatiale

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N,
a une *-représentation non degeneree et normale de N sur H.
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Theorie spatiale

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N,
a une *-représentation non degeneree et normale de N sur H.

e On définit les elements bornés de ,H par rapporta v .
D(oH,v)={¢ € H|3C, ||a(y)¢| < Cl[Au(y)l],Vy € N, }
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Theorie spatiale

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N,
a une *-représentation non degeneree et normale de N sur H.

e On définit les elements bornés de ,H par rapporta v .
D(oH,v)={¢ € H|3C, ||a(y)¢| < Cl[Au(y)l],Vy € N, }

e Alors, pourtout £ € D( H,v), il existe un opérateur borné
R*v (&) € Homy(H,, H) tel que, pour toutn € NV,,ona:

R (E)Ay(n) = a(n)§
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Theorie spatiale

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N,
a une *-représentation non degeneree et normale de N sur H.

e On définit les elements bornés de ,H par rapporta v .
D(oH,v)={¢ € H|3C, ||a(y)¢| < Cl[Au(y)l],Vy € N, }

e Alors, pourtout £ € D( H,v), il existe un opérateur borné
R*v (&) € Homy(H,, H) tel que, pour toutn € NV,,ona:

R (E)Ay(n) = a(n)§

e On definit aussi, pour tous &, € D( ,H, v), I’opérateur :
< &1 >q,=RY(n)R*(E) € m,(N) ~ N°
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Produit tensoriel relatif

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N
a (resp. B) une *-(resp. anti-)représentation non degeneree et
normale de /V sur un espace de Hilbert H (resp. K).
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Produit tensoriel relatif

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N
a (resp. B) une *-(resp. anti-)représentation non degeneree et
normale de /V sur un espace de Hilbert H (resp. K).

e On définit I’espace de Hilbert i< ;c0,, H comme le complete

séparé du produit tensoriel algebrique K ® D( ,H, v) pour le
produit scalaire :

Eong on)=(B(<nn > )f)

pourtous &, & € Kettousn,n' € D( H,v).
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Produit tensoriel relatif

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N
a (resp. B) une *-(resp. anti-)représentation non degeneree et
normale de /V sur un espace de Hilbert H (resp. K).

e On définit I’espace de Hilbert i< ;c0,, H comme le complete

séparé du produit tensoriel algebrique K ® D( ,H, v) pour le
produit scalaire :

Eong on)=(B(<nn > )f)

pourtous &, & € Kettousn,n' € D( H,v).

e On peut definir, de maniere naturelle, un opérateur z s®,, y
N

pour tous x € B(N) ety € a(N)".
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Produit fibre

e Sif(N)C M; C L(K)eta(N) C My C L(H), on définit le
produit fibrée des algebres de von Neumann M; par M,
au-dessus de N par .

My gra My = (M} g®a M) C LK Q4 H)
N N 1

o Si (P, ) et (P, o) satisfont des relations analogues et si &,
et d, sont des *-homorphismes normaux tels que :

Oy 0 (My)g — (P)g et Do ¢ (M) = o (P)
alors on peut definir un *~-homomorphisme normal :
(I)l B*acDZ:Ml 5*06M2_>P1 6*04P2
N N N
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Unitaire pseudo-multiplicatif

N designe une algebre de von Neumann et v un poids nsf sur N,
o (resp. 3, 3) une *-(resp. anti-) représentation non dégénérée et
normale de NV sur un espace de Hilbert H.

On suppose que «, 3, 6 commutent 2 a 2.
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Unitaire pseudo-multiplicatif

Un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, 3 est
un opérateur W : H ;®, H — H ,®p H tel que :




Unitaire pseudo-multiplicatif

Un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de /N pour «, (3, 7 est
un operateur W : H @, H — H ,®p H tel que:

e IV est un unitaire ;
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Unitaire pseudo-multiplicatif

Un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, 3 est
un opérateur W : H ﬂ®a H— H ,®s H tel que :

I/O

e IV est un unitaire ;

e 1V verifie, pour tous n,n’ € N, les relations de commutations
suivantes :

(6(n) 2B @ a(n))W = W(a(n') ;& f(n)) ;

A

(B(n) o®s B(W))W = W(B(n) 5®a H());

No N
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Unitaire pseudo-multiplicatif

Un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour «, 3, 3 est
un opérateur W : H ﬂ®a H— H ,®s H tel que :

I/O

e IV est un unitaire ;

e 1V verifie, pour tous n,n’ € N, les relations de commutations
suivantes :
(5(n) 2B @ a(n))W = W(a(n') ;8. 6(n)) ;

Y

A

(B(n) o®s B(W))W = W(B(n) 5®a H());

No N

e Relation pentagonale : « WisWi3Was = WosWis >
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Bimodule de Hopf

N, M designent des algebres de von Neumann,
a une *-représentation non degenérée et normale de NV dans M,
5 une *-antireprésentation non degenéerée, normale de N dans M.

On suppose que « et 5 commutent 2 a 2.

On désigne par bimodule de Hopf tout quintuplet (N, M, o, G, T")

ou I" désigne un *-homomorphisme de M dans M g%, M injectif et
N

normal tel que, pour toutn € N,ona:

e ['(a(n)) = a(n) B%Q letl'(B(n)) =1 5@204 B(n) ;

e [ satisfait la relation (I' g*, id) o ' = (id gk ') o T
N N
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POP Invariant

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf.




POP Invariant

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf.

e UnPOP nsf T, de M dans cv(N)+ est invariant a gauche si :

(id gxo Tp)D(x) = Tr(x) s®, 1  pourtoutz € M7,
N N

Soutenance de thése — p.9/26



POP Invariant

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf.

e UnPOP nsf T, de M dans Oz(N)+ est invariant a gauche si :

(id gxo Tp)D(x) = Tr(x) s®, 1  pourtoutz € M7,
N N

e Un *-anti-automorphisme R de M est une coinvolution si :

R*=id,Roa = Betgyoo (R grq R)oI'=T0oR
N
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POP Invariant

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf.

e UnPOP nsf T, de M dans oz(N)+ est invariant a gauche si :

(id gxo Tp)D(x) = Tr(x) s®, 1  pourtoutz € M7,
N N

e Un *-anti-automorphisme R de M est une coinvolution si :
R*=id,Roa = Betgyoo (R grq R)oI'=T0oR
N
REMARQUE — Si 17, est un POP nsf invariant a gauche et si R et

une coinvolution de M, alors R o T} o R est un POP nsf invariant a
droite.
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PARTIE Il :
Definitions - Théorie genérale
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Unitaire fondamental

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf,

Ty, (resp. Tr) un POP nsf sur NV invariant a gauche (resp. droite),
H un espace de Hilbert sur lequel M agit,

(t un poids nsf sur V.

Onnote ® = poa ' oTy et f(n) = Joa(n*).Js pour tout n € N.
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Unitaire fondamental

e |l existe un unique unitaire Uy : H a®j He — H 38, Hg
pe K
tel que :

U(v o®; Aa(a)) = ) & 5®q Ao((wuyg, #*a id)(I'(a)))

e 1€1 H

pourtous v € D(Hg,u°), a € Ny, N Ny et toute
(N°, u°)-base (&;);cr de Hg, et tel que :

['(z) =Un(1 4®5 z)Uy pourtoutr € M

NO
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Unitaire fondamental

e |l existe un unique unitaire Uy : H a®j He — H 38, Hg
pe K
tel que :

Un(v o®5 Mo (a Zﬁz 5®a Ao ((wo g, #*a id)(I'(a)))

e K

pour tous v € D(Hg, 1°), a € Ny, N N et toute
(N°, u°)-base (&;);cr de Hg, et tel que :

['(z) =Un(1 4®5 z)Uy pourtoutr € M

NO
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e |l existe un unique unitaire Uy : H a®j He — H 38, Hg
pe K
tel que :

U(v o®; Aa(a)) = ) & 5®q Ao((wuyg, #*a id)(I'(a)))

e 1€1 H

pourtous v € D(Hg,u°), a € Ny, N Np et toute
(N°, u°)-base (&;);cr de Hg, et tel que :

['(z) =Un(1 4®5 z)Uy pourtoutr € M

NO
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Unitaire fondamental

e |l existe un unique unitaire Uy : H a®j He — H 38, Hg
pe K
tel que :

U(v o®; Aa(a)) = ) & 5®q Ao((wuyg, #*a id)(I'(a)))

e 1€1 H

pourtous v € D(Hg,u°), a € Ny, N Np et toute
(N°, u°)-base (&;);cr de Hg, et tel que :

['(z) =Un(1 4®5 z)Uy pourtoutr € M

NO

e W = Uy, estun unitaire pseudomultiplicatif au-dessus de N
pour «, B, 8 ~» unitaire fondamental
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Groupoide guantique mesure

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf,
Ty, (resp. Tr) un POP nsf sur NV invariant a gauche (resp. droite).

e T est J-adapte s’il existe un poids v;, nsfsur N tel que :

o (B(n)) = B(o"%(n))pour tous n € N ett € R

Tr est o-adapte s’il existe un poids vy nsfsur N tel que :

o R (a(n)) = a(o/(n))pourtous n € N ett € R
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Groupoide guantique mesure

(N, M, a, 3,T") désigne un bimodule de Hopf,
Ty, (resp. Tr) un POP nsf sur NV invariant a gauche (resp. droite).

e T est J-adapte s’il existe un poids v;, nsfsur N tel que :

o (B(n)) = B(o"%(n))pour tousn € N ett € R

Tr est o-adapte s’il existe un poids vy nsfsur N tel que :

o R (a(n)) = a(o/(n))pourtous n € N ett € R
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Groupoide guantiqgue mesure

e On appelle groupoide quantique mesure tout bimodule de
Hopf (N, M, a, 3,T") muni de :

Ty, (resp. Tr) POP nsf invariant a gauche (resp. droite) ;
v poids nsf sur N qui rend 17, G-adapte et Tz -adapté.

~ Onnote (N, M,«, 5,1, v, Ty, Tg)
~> 1 poids quasi-invariant
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Groupoide guantique mesure

e On appelle groupoide quantique mesure tout bimodule de
Hopf (N, M, o, 6,T") muni de :

Ty, (resp. Tr) POP nsf invariant a gauche (resp. droite) ;
v poids nsf sur N qui rend 17, G-adapte et Tz -adapté.

~ Onnote (N, M,«, 5,1, v, Ty, Tg)
~> 1 poids quasi-invariant

REMARQUE — Si T, est 3-adapté par rapport a v et R est une
coinvolution alors R o T, o R est a-adapte par rapport a v
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Antipode

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
W I’unitaire fondamental associe.

Onnote ® =voatoTy.
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Antipode

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
W . unitaire fondamental associe.

Onnote® =voatoT;.

e La fermeture faible de I’espace vectoriel engendre par les
opérateurs (id * w, ,, ) (W) pour tout v € D(,Hg,v) et tout
w € D((Hs)z,1°) esteégale a M.
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Antipode

|l existe une antipode non bornee S telle que :
e pourtous v,w € D(oHe,v) N D((Ha)s,v°), I’élément

(2d * wy ) (W) € D(S) etona:

S((id * wy ) (W)) = (id * wy ) (W)
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Antipode

|l existe une antipode non bornee S telle que :

e pourtous v,w € D(oHe,v) N D((Ha)s,v°), I’élément
(2d * wy ) (W) € D(S) etona:

S((id * wy ) (W)) = (id * wy ) (W)

o S(x)* € D(S)etS(S(x)*)* = x pourtout z € D(S) ;
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Antipode

|l existe une antipode non bornee S telle que :

e S = Ro T, estune décomposition polaire ou 7 est un groupe
a un parametre d’automorphismes qui verifie :

Troa=aqoo;etr,of=[Boo0o};

o= (1¢ gka )0
N

et R est une coinvolution qui commute avec 7 ;
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Antipode

|l existe une antipode non bornee S telle que :

e S = Ro T, estune décomposition polaire ou 7 est un groupe
a un parametre d’automorphismes qui verifie :

Troa=aqoo;etr,of=[Boo0o};

o= (1¢ gka )0
N

et R est une coinvolution qui commute avec 7 ;

e S, R et sontindépendants de 77, et T.

~ R : antipode unitaire et 7 . groupe d’echelle
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Module et operateur d’echelle

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
R est I’antipode unitaire associee.
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Module et operateur d’echelle

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
R est I’antipode unitaire associee.

~ (N, M, o, 3,T,v,T;,, RoTy, o R) estun groupoide quantique
mesuré. Onnote ® =voa ' oT;}.
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Module et operateur d’echelle

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
R est I’antipode unitaire associee.

~ (N, M, o, 3,T,v,T;,, RoTy, o R) estun groupoide quantique
mesuré. Onnote ® =voa ' oT;}.

e Il existe ¢ strictement positif affiliea M Na(N) N B(N) et A
strictement positif affilie a Z(M) Na(N) N G(N) tels que :

it .
[D®o R: D®], = Az " pourtout t € R

~> § : module et X\ : opéerateur d’échelle
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Module et operateur d’echelle

e Pourtouss,t € R,ona:

D® o7, : DP|, = A~
DPoRor,: DP o R], = A~
D® o gk : DP], = it
Do Roo®: DO o R|, = A~
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Module et operateur d’echelle

e Pourtouss,t € R,ona:

D®or,: DD, = A5t
DPoRort,: Do R, = A~
D® o gk : DP], = it
DPoRoo®: DPo R, = A\

o RO\ =\ R(3) =01, 7(8) = detmy(\) = \;
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Module et operateur d’echelle

e Pourtouss,t € R,ona:

D®or,: DD, = A5t
DOoRor,: DD o R|, = \~ist
D® o gk : DP], = it
D®oRoo®: DDo R, = At

o RO\ =\ R(3) =01, 7(8) = detmy(\) = \;

e ( estun cocaracterei.eI'(d) =0 3®, 9.
N
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Unicité

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
Onnote ® = poa o7y,

THEOREME — Soit T}, un POP nsf de M vers «(N) invariant &
gauche et s-adapte par rapport a v. Alors, il existe p strictement
positif affilie a Z (V) tel que :

(DT}, : DT;), = B(p)™ pour tout ¢ € R
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Unicité

THEOREME — Si (N, M, «, 3,1, v/, T}, TF) désigne un groupoide
guantique mesure et s’il existe h et k strictement positifs, affilies a NV
et commutants fortement tels que :

it
DV : Dv], = k'z h* pour tout t € R
Alors les objets fondamentaux sont donnes, pour tout ¢t € R, par :
R = R, 7, = Ado(pv-Duyp)s((Dv:Duly) © Tis X = A€t/ =6

ou & désigne la classe d’équivalence de 6 pour la relation &§; ~ 4, si,
et seulement s’il existe z strictement positif affilié a Z (V) tel que
5it — ﬁ(z)z‘tyl;ta(z)—it_
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Structure duale

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
W I’unitaire fondamental et R I’antipode unitaire associeés.

Onnote ® =voatoTy.
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Structure duale

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
W I’unitaire fondamental et R I’antipode unitaire associeés.

Onnote® =voatoT;.

Hypothese supplémentaire de densite :

D(Hg,v°) N Jo Ao (Ng N N, ) est dense dans H
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Structure duale

(N, M, o, 3,1, v, Ty, Tr) désigne un groupoide quantique mesure,
W I’unitaire fondamental et R I’antipode unitaire associeés.

Onnote® =voatoT;.

Hypothese supplémentaire de densite :

D(Hg,v°) N Jo Ao (Ng N N, ) est dense dans H

REMARQUE — Cette hypothese est vérifiée dans le cas ou la base
est semifinie.

Soutenance de thése — p.16/26



Structure duale

e labase= N :




Structure duale

e labase= N :

e M désigne la fermeture faible de I’espace vectoriel engendré
par les opérateurs (w, ., * ¢d)(W) pour tout v € D(,Hg, V) et
tout w € D((Hg)g,°) ;
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Structure duale

e labase= N :

e M désigne la fermeture faible de I’espace vectoriel engendré
par les opérateurs (w, ., * ¢d)(W) pour tout v € D(,Hg, V) et
tout w € D((Hg)g,°) ;

e larepresentation = « et I’antirepresentation = 3 ;
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Structure duale

e labase= N :

e M désigne la fermeture faible de I’espace vectoriel engendré
par les opérateurs (w, ., * ¢d)(W) pour tout v € D(,Hg, V) et
tout w € D((Hg)g,°) ;

A

e larepresentation = « et I’antirepresentation = 3 ;

o I'(z) =0,W(x 3R, 1)W*a, pour tout z € M ;
N
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Structure duale

e labase= N :

e M désigne la fermeture faible de I’espace vectoriel engendré
par les opérateurs (w, ., * ¢d)(W) pour tout v € D(,Hg, V) et
tout w € D((Hg)g,°) ;

A

e la représentation = « et I’antireprésentation = 3 ;
o I'(z) =0, W(x 32, 1)W*a, pourtout z € M ;
N

A

o R(x) = Jypa*Jp pourtoutz € M ;
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Structure duale

e labase= N :

e M désigne la fermeture faible de I’espace vectoriel engendré
par les opérateurs (w, ., * ¢d)(W) pour tout v € D(,Hg, V) et
tout w € D((Hg)g,°) ;

A

e larepresentation = « et I’antirepresentation = 3 ;

o I'(z) =0,W(x 3R, 1)W*a, pour tout z € M ;
N

o R(x) = Jypa*Jp pourtoutz € M ;

e il existe T}, POP nsf de N vers a(N) invariant a gauche et
B-anti-adapté par rapport a v dans le sens suivant :
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Structure duale

DEFINITION — On dit qu’un POP nsf 77, de M vers a(N) est
J-anti-adapté s’il existe v poids nsf sur N tel que :

ol (B(n)) = B(c¥(n)) pourtousn € Nett e R
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Structure duale

DEFINITION — On dit qu’un POP nsf 77, de M vers a(N) est
J-anti-adapté s’il existe v poids nsf sur N tel que :

ol (B(n)) = B(c¥(n)) pourtousn € Nett e R

THEOREME — La structure duale est un groupoide quantique
mesureé si, et seulement si la base est semifinie. Dans ce cas, le
groupoide guantique mesuré et la structure biduale coincident.
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PARTIE Il :
Exemples
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Groupoides

(G, G, s,r) désigne un groupoide localement compact et
og-compact. On suppose que :

e ( est muni d’un systéme de Haar {\*, u € G°},

e (Y est muni d’une mesure quasi-invariante v.

On note © = v o A et L la représentation reguliere gauche.
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Groupoides

e a:fr— foretf: f— fosde L>®(G° v)dans L>®(G, u);




Groupoides

° a:f|—>f07“etﬁ:foOSdeLOO(GO,V) dans L>°(G, p);
o I'c:L>®(G,pu) — L™(G* p?) tel que T (f)(z,y) = f(zy) ;
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Groupoides

° og:fl—>f07”etﬂ:foOSdeLOO(GO,V) dans L>°(G, p);
o I'c:L>®(G,pu) — L™(G* p?) tel que T (f)(z,y) = f(zy) ;
o jaf(z)=f(x7);
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Groupoides

o a:fr— foretf: f— fosde L*(G° v)dans L>=(G, p);
o I'g:L>(G,p) — L>(G? 1?) tel que T'a(f)(x,y) = f(ay) ;
o jaf(x )—f(:v‘l);

o Paf(y) = [, f(z)d\W(z)
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Groupoides

o a:fr— foretf: f— fosde L>®(G° v)dans L>®(G, u);
o I'c: L=(G,u) — L=(G? u?) tel que T (f)(z,y) = f(zy) ;
. jef(:v) = f(=™);

o Paf(y) = [, f(z)d\W(z)

7 (LOO(GO7 V)? LOO(Ga :u)a Qv 67 FGa v, PijG O PG O ]G)
groupoide quantigue mesurée commutatif
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Groupoides

e a:fr— foretf: f— fosde L>®(G° v)dans L>®(G, u);




Groupoides

° a:f|—>f07“6t6:f|—>fOSdELOO(GO,V)danSLOO(G,,u);

o Tc(L(g)) = Je9(s)€(s7 1z, s71y) AN@(s) ;
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Groupoides

° a:f|—>f07“etﬂ:f|—>fOSdELOO(GO,V)danSLOO(G,,u);
o Tc(L(g)) = Je9(s)€(s7 1z, s71y) AN@(s) ;

. I/DE(L(f)) = a(f|o)
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Groupoides

e a:f+— foretp: foOSdELOO(GO,V) dans L>°(G, p);
o To(L@)E(r.y) = fg(s)E(s . 5y) AN (s) ;

o Po(L(f)) = a(f|eo)

 (L=(G°v), £(G), @, @, T, v, P, Pg)
groupoide quantigue mesure symetrique
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Groupes quantiques

THEOREME — Les groupoides quantiques mesurés dont
la base NV est égale a C sont exactement les groupes
quantigues localement compacts (dans le cadre des
algebres de von Neumann) introduits par J. Kustermans
et S. Vaes. La dualité obtenue dans ce travail géneralise
la dualité des groupes quantiques.
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Dimension finie

(M, T, k, ) désigne une C*-algebre de Hopf faible,
h la mesure de Haar et <; I’application but,

E7 et E7 les esp. cond. de Haar source et but.

On note N = ¢,(M) la sous algebre de Cartan but.
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Dimension finie
(M, T, k, ) désigne une C*-algebre de Hopf faible,
h la mesure de Haar et <; I’application but,
E7 et E7 les esp. cond. de Haar source et but.
On note N = ¢,(M) la sous algebre de Cartan but.

On suppose que mfN = id.
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Dimension finie

o (N, M, idn,rn, I, hoa, E}, EF) estun groupoide
quantique mesureé.
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Dimension finie
o (N,M,id\y,kn,T',hoa, Ey, EF) estun groupoide
quantique mesureé.

e Réciproguement, tout groupoide quantique mesure
de dimension finie est une C*-algebre de Hopf
faible.

~> On utilise la théorie des isométries partielles
multiplicatives de J.M Vallin.
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Cas compact

W est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N

pour «, 3, 3 de type compact et faiblement régulier,
v la forme canonique et £ un vecteur fixe et binormalise.
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IV est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de NV

pour «, 3, 3 de type compact et faiblement régulier,
v la forme canonique et £ un vecteur fixe et binormalise.

On designe par :

A I’algebre de von Neumann engendre par la jambe
droite de W;

['(x) = 0,W(x ®51)W*0o, pourtoutz € A ;

E = (w§ B*a id)OFEtF: (ZCZ B*a wg)OF.
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Cas compact

e (N, A o, 06,T',v, E, F) estun groupoide quantique

mesure.
~ = RokFoR,
s A=0 =1,

~ W : unitaire fondamental associé.
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e (N, A o, 06,T',v, E, F) estun groupoide quantique
MeSure.
~ F=RoFE oR,
s A=0=1,
~ W : unitaire fondamental associé.

e Réciproquement, si (N, M, o, 3,1, v, T, Tr) est un
groupoide quantigue mesure, tel que 77, est une
espéerance conditionnelle, alors :

3 v/ état normal et fidéle sur N tel que ¢ = o”
I”unitaire fondamental est de type discret.
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Inclusion de profondeur 2

M, C M, désigne une inclusion d’algebres de von Neumann de
profondeur 2 munie d’un POP nsf T de M; vers M.
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Inclusion de profondeur 2

M, C M, désigne une inclusion d’algebres de von Neumann de
profondeur 2 munie d’un POP nsf T de M; vers M.

My, C M; C M, C ... est la tour de Jones associée qui est munie
canoniquement de POP nsf T’; de M, vers M;_; pour tout ¢ > 1.
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Inclusion de profondeur 2

M, C M, désigne une inclusion d’algebres de von Neumann de
profondeur 2 munie d’un POP nsf T de M; vers M.

My, C M; C M, C ... est la tour de Jones associée qui est munie
canoniquement de POP nsf T’; de M, vers M;_; pour tout ¢ > 1.

On suppose que :
o T nn, €8 T30 na; SONT semifinis,

o My, M, et M) N M, sont semifinies.
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Inclusion de profondeur 2

M, C M, désigne une inclusion d’algebres de von Neumann de
profondeur 2 munie d’un POP nsf T de M; vers M.

My, C M; C M, C ... est la tour de Jones associée qui est munie
canoniquement de POP nsf T’; de M, vers M;_; pour tout ¢ > 1.

On suppose que :
o T nn, €8 T30 na; SONT semifinis,

o My, M, et M) N M, sont semifinies.

On peut munir alors Mj N M et M; N M de structures de
groupoides quantiques mesurés en dualité dont la base est M N M;.
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GQM espace

M C L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,
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GQM espace

M C L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,

j: M — M’ quia x associe J,x*.J,,
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GQM espace

M C L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,

j: M — M’ quia x associe J,x*.J,,

a: M — M 32, M quiaxassociel 3®, x,
Z(M) Z(M)
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GQM espace

M C L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,

j: M — M’ quia x associe J,x*.J,,

a: M — M 32, M quiaxassociel 3®, x,
Z(M) Z(M)

B:M— M R, Mquiazxassocie j(z) s, 1,
Z(M) Z(M)
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GQM espace

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,

j: M — M’ quia x associe J,x*.J,,
a: M — M 32, M quiaxassociel 3®, x,

Z(M) Z(M)
B:M— M R, Mquiazxassocie j(z) s, 1,
Z(M) Z(M)

7 une trace nsf sur Z (M),
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GQM espace

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,

j: M — M’ quia x associe J,x*.J,,
a: M — M 32, M quiaxassociel 3®, x,

Z(M) Z(M)
B:M— M R, Mquiazxassocie j(z) s, 1,
Z(M) Z(M)

7 une trace nsf sur Z (M),
T un POP nsfde M vers Z(M)telquev =70 T,
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GQM espace

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann et
v un poids nsf sur M,

j: M — M’ quia x associe J,x*.J,,
a: M — M 32, M quiaxassociel 3®, x,

Z(M) Z(M)
B:M— M R, Mquiazxassocie j(z) s, 1,
Z(M) Z(M)

7 une trace nsf sur Z (M),
T un POP nsfde M vers Z(M)telquev =70 T,

Tr=id 38 TR =czup0(j 5 j)
Z(M) Z(M)
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GQM espace

o (M, M s, M,a,p,id,v,RoTro R,Tx) estun
Z (M)
groupoide quantigue mesure.

~» R . antipode unitaire,

~ 0¥, 5®4 oV groupe d’échelle,
Z(M)
~mA=0=1
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GQM espace

o (M, M s, M,a,p,id,v,RoTro R,Tx) estun
Z (M)
groupoide quantigue mesure.

~» R . antipode unitaire,

~ 0¥, 5®4 oV groupe d’échelle,
Z(M)

~ A=0 =1

o (M, Z(M),id,j,id,v,j0T 'oj, T désigne
I’objet dual.
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GQM des paires

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann,

Soutenance de thése — p.24/26



GQM des paires

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann,
v un poids nsf sur M et H = L*(M)
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GQM des paires

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann,
v un poids nsf sur M et H = L*(M)
j: M — M’ quia z associe J,x*.J,,
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GQM des paires

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann,
v un poids nsf sur M et H = L*(M)

j: M — M’ quia z associe J,x*.J,,

a: M — M ® M quiazassocie 1 ® x,
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GQM des paires

M c L(L*(M)) désigne une algébre de von Neumann,
v un poids nsf sur M et H = L*(M)

j: M — M’ quia z associe J,x*.J,,

a: M — M ® M quiazassocie 1 ® x,

B: M — M ® M quiax associe j(z) ® 1
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GQM des paires
o (M, M ® M,«,(,id,v,V ®id,id ® v) estun
groupoide quantique mesure.

~~ R =¢o (j® 7):antipode unitaire,
~ ¥, ® a? : groupe d’échelle,
~mA=0=1
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GQM des paires
o (M, M ® M,«,(,id,v,V ®id,id ® v) estun
groupoide quantique mesure.

~~ R =¢o (j® 7):antipode unitaire,
~ ¥, ® a? : groupe d’échelle,
~mA=0=1

o (M,L(H),id,7,id,v,j0ov 1 oj,v1) désigne
Molo][ e [IEL
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o ((NZ_-, M;, o, Bi, Uiy v, T Té))ie[ désigne une
famille de groupoides quantiques mesures.

(PN, P M. P . DB

el el el el
1 7
DD DT DT
el el el el

devient un groupoide quantigue mesure.

~ Une somme de groupes quantiques localement
compacts, avec différents scalaires d’echelle, produit
un groupoide quantique mesuré avec un opérateur
d’échelle non scalaire.
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Operations

e Pour: = 17 21 (N27 Mi7 7% ﬁ’iv Fiv Vi, le;v T}Z%)
designent des groupoides quantiques mesures.

(N1 ®@ Ny, My @ Ma, a1 ® 0, 81 @ Ba, ...

D1 T, Q@uo, Ti @T7,Th @ T5)
devient un groupoide quantigue mesure.
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Operations

e Pour: = 17 21 (N27 Mi7 7% 62'7 Fia Vi, le;a T}Z%)
designent des groupoides quantiques mesures.

(N1 ®@ Ny, My @ Ma, a1 ® 0, 81 @ Ba, ...

D1 T, Q@uo, Ti @T7,Th @ T5)
devient un groupoide quantigue mesure.

e Intégrale directe de groupoides quantiques mesures.
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