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PARTIE I :

Notations - Outils
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Théorie spatiale

N désigne une algèbre de von Neumann et ν un poids nsf sur N ,

α une *-représentation non dégénérée et normale de N sur H .

• On définit les éléments bornés de αH par rapport à ν :

D( αH, ν)={ξ ∈ H |∃C, ||α(y)ξ|| ≤ C||Λν(y)||,∀y ∈ Nν }

• Alors, pour tout ξ ∈ D( αH, ν), il existe un opérateur borné

Rα,ν(ξ) ∈ HomN(Hν, H) tel que, pour tout n ∈ Nν , on a :

Rα,ν(ξ)Λν(n) = α(n)ξ

• On définit aussi, pour tous ξ, η ∈ D( αH, ν), l’opérateur :

< ξ, η >α,ν= Rα,ν(η)∗Rα,ν(ξ) ∈ πν(N)′ ' N o
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Produit tensoriel relatif

N désigne une algèbre de von Neumann et ν un poids nsf sur N

α (resp. β) une *-(resp. anti-)représentation non dégénérée et

normale de N sur un espace de Hilbert H (resp. K).

• On définit l’espace de Hilbert K β⊗α
ν

H comme le complété

séparé du produit tensoriel algébrique K � D( αH, ν) pour le

produit scalaire :

(ξ � η|ξ′ � η′) = (β(< η, η′ >α,ν)ξ|ξ
′)

pour tous ξ, ξ′ ∈ K et tous η, η′ ∈ D( αH, ν).

• On peut définir, de manière naturelle, un opérateur x β⊗α
N

y

pour tous x ∈ β(N)′ et y ∈ α(N)′.
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Produit fibré

• Si β(N) ⊂ M1 ⊂ L(K) et α(N) ⊂ M2 ⊂ L(H), on définit le

produit fibré des algèbres de von Neumann M1 par M2

au-dessus de N par :

M1 β?α
N

M2 = (M ′
1 β⊗α

N

M ′
2)

′ ⊂ L(K β⊗α
ν

H)

• Si (P1, β
′) et (P2, α

′) satisfont des relations analogues et si Φ1

et Φ2 sont des *-homorphismes normaux tels que :

Φ1 : (M1)β → (P1)β′ et Φ2 : α(M2) → α′(P2)

alors on peut définir un *-homomorphisme normal :

Φ1 β?α
N

Φ2 : M1 β?α
N

M2 → P1 β?α
N

P2

Soutenance de thèse – p.6/26



Unitaire pseudo-multiplicatif

N désigne une algèbre de von Neumann et ν un poids nsf sur N ,

α (resp. β, β̂) une *-(resp. anti-) représentation non dégénérée et

normale de N sur un espace de Hilbert H .

On suppose que α, β, β̂ commutent 2 à 2.

Un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N pour α, β, β̂ est

un opérateur W : H β̂⊗α

ν

H → H α⊗β
νo

H tel que :

• W est un unitaire ;

• W vérifie, pour tous n, n′ ∈ N , les relations de commutations

suivantes :

. (β̂(n) α⊗β
No

α(n′))W = W (α(n′) β̂⊗α

N

β(n)) ;

. (β(n) α⊗β
No

β̂(n′))W = W (β(n) β̂⊗α

N

β̂(n′)) ;

• Relation pentagonale : �W12W13W23 = W23W12 �
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Bimodule de Hopf

N,M désignent des algèbres de von Neumann,

α une *-représentation non dégénérée et normale de N dans M ,

β une *-antireprésentation non dégénérée, normale de N dans M .

On suppose que α et β commutent 2 à 2.

On désigne par bimodule de Hopf tout quintuplet (N,M,α, β,Γ)

où Γ désigne un *-homomorphisme de M dans M β?α
N

M injectif et

normal tel que, pour tout n ∈ N , on a :

• Γ(α(n)) = α(n) β⊗α
N

1 et Γ(β(n)) = 1 β⊗α
N

β(n) ;

• Γ satisfait la relation (Γ β?α
N

id) ◦ Γ = (id β?α
N

Γ) ◦ Γ.
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POP invariant

(N,M,α, β,Γ) désigne un bimodule de Hopf.

• Un POP nsf TL de M+ dans α(N)
+

est invariant à gauche si :

(id β?α
N

TL)Γ(x) = TL(x) β⊗α
N

1 pour tout x ∈ M+
TL

• Un *-anti-automorphisme R de M est une coinvolution si :

R2 = id, R ◦ α = β et ςNo ◦ (R β?α
N

R) ◦ Γ = Γ ◦ R

REMARQUE — Si TL est un POP nsf invariant à gauche et si R et

une coinvolution de M , alors R ◦ TL ◦ R est un POP nsf invariant à

droite.
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PARTIE II :

Définitions - Théorie générale
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Unitaire fondamental

(N,M,α, β,Γ) désigne un bimodule de Hopf,

TL (resp. TR) un POP nsf sur N invariant à gauche (resp. droite),

H un espace de Hilbert sur lequel M agit,

µ un poids nsf sur N .

On note Φ = µ ◦ α−1 ◦ TL et β̂(n) = JΦα(n∗)JΦ pour tout n ∈ N .

• Il existe un unique unitaire UH : H α⊗β̂
µo

HΦ → H β⊗α
µ

HΦ

tel que :

UH(v α⊗β̂
µo

ΛΦ(a)) =
∑

i∈I

ξi β⊗α
µ

ΛΦ((ωv,ξi β?α
µ

id)(Γ(a)))

pour tous ∈ D(Hβ, µ
o), a ∈ NTL

∩NΦ et toute

(N o, µo)-base (ξi)i∈I de Hβ, et tel que :

Γ(x) = UH(1 α⊗β̂
No

x)U ∗
H pour tout x ∈ M

• W = U ∗
HΦ

est un unitaire pseudomultiplicatif au-dessus de N

pour α, β̂, β  unitaire fondamental
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Groupoïde quantique mesuré

(N,M,α, β,Γ) désigne un bimodule de Hopf,

TL (resp. TR) un POP nsf sur N invariant à gauche (resp. droite).

• TL est β-adapté s’il existe un poids νL nsf sur N tel que :

σTL

t (β(n)) = β(σνL

−t(n))pour tous n ∈ N et t ∈ R

TR est α-adapté s’il existe un poids νR nsf sur N tel que :

σTR

t (α(n)) = α(σνR

t (n))pour tous n ∈ N et t ∈ R

• On appelle groupoı̈de quantique mesuré tout bimodule de

Hopf (N,M,α, β,Γ) muni de :

B TL (resp. TR) POP nsf invariant à gauche (resp. droite) ;

B ν poids nsf sur N qui rend TL β-adapté et TR α-adapté.

 On note (N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR)

 ν : poids quasi-invariant

REMARQUE — Si TL est β-adapté par rapport à ν et R est une

coinvolution alors R ◦ TL ◦ R est α-adapté par rapport à ν
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Antipode

(N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) désigne un groupoïde quantique mesuré,

W l’unitaire fondamental associé.

On note Φ = ν ◦ α−1 ◦ TL.

Il existe une antipode non bornée S telle que :

• S = R ◦ τi/2 est une décomposition polaire où τ est un groupe

à un paramètre d’automorphismes qui vérifie :

B τt ◦ α = α ◦ σν
t et τt ◦ β = β ◦ σν

t ;

B Γ ◦ τt = (τt β?α
N

τt) ◦ Γ

et R est une coinvolution qui commute avec τ ;

• S,R et τ sont indépendants de TL et TR.

 R : antipode unitaire et τ : groupe d’échelle
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Antipode
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Antipode

Il existe une antipode non bornée S telle que :

• S = R ◦ τi/2 est une décomposition polaire où τ est un groupe

à un paramètre d’automorphismes qui vérifie :

B τt ◦ α = α ◦ σν
t et τt ◦ β = β ◦ σν

t ;

B Γ ◦ τt = (τt β?α
N

τt) ◦ Γ

et R est une coinvolution qui commute avec τ ;

Il existe une antipode non bornée S telle que :

• S = R ◦ τi/2 est une décomposition polaire où τ est un groupe

à un paramètre d’automorphismes qui vérifie :

B τt ◦ α = α ◦ σν
t et τt ◦ β = β ◦ σν

t ;

B Γ ◦ τt = (τt β?α
N

τt) ◦ Γ

et R est une coinvolution qui commute avec τ ;

• S,R et τ sont indépendants de TL et TR.

 R : antipode unitaire et τ : groupe d’échelle
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Module et opérateur d’échelle

(N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) désigne un groupoïde quantique mesuré,

R est l’antipode unitaire associée.

• Pour tous s, t ∈ R, on a :

B [DΦ ◦ τs : DΦ]t = λ−ist

B [DΦ ◦ R ◦ τs : DΦ ◦ R]t = λ−ist

B [DΦ ◦ σΦ◦R
s : DΦ]t = λist

B [DΦ ◦ R ◦ σΦ
s : DΦ ◦ R]t = λ−ist

• R(λ) = λ, R(δ) = δ−1, τt(δ) = δ et τt(λ) = λ ;

• δ est un cocaractère i.e Γ(δ) = δ β⊗α
N

δ.

Soutenance de thèse – p.14/26
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Unicité

(N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) désigne un groupoïde quantique mesuré,

On note Φ = µ ◦ α−1 ◦ TL.

THÉORÈME — Soit T̃L un POP nsf de M vers α(N) invariant à

gauche et β-adapté par rapport à ν. Alors, il existe p strictement

positif affilié à Z(N) tel que :

[DT̃L : DTL]t = β(p)it pour tout t ∈ R

THÉORÈME — Si (N,M,α, β,Γ, ν ′, T ′
L, T ′

R) désigne un groupoïde

quantique mesuré et s’il existe h et k strictement positifs, affiliés à N

et commutants fortement tels que :

[Dν ′ : Dν]t = k
it

2

2 hit pour tout t ∈ R

Alors les objets fondamentaux sont donnés, pour tout t ∈ R, par :

R′ = R, τ ′
t = Adα([Dν′:Dν]∗

t
)β([Dν′:Dν]t) ◦ τt, λ

′ = λ et δ̇′ = δ̇

où δ̇ désigne la classe d’équivalence de δ pour la relation δ1 ∼ δ2 si,

et seulement s’il existe z strictement positif affilié à Z(N) tel que

δit
2 = β(z)itδit

1 α(z)−it.
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Structure duale

(N,M,α, β,Γ, ν, TL, TR) désigne un groupoïde quantique mesuré,

W l’unitaire fondamental et R l’antipode unitaire associés.

On note Φ = ν ◦ α−1 ◦ TL.

DÉFINITION — On dit qu’un POP nsf T̂L de M̂ vers α(N) est

β̂-anti-adapté s’il existe ν poids nsf sur N tel que :

σT̂L

t (β̂(n)) = β̂(σν
t (n)) pour tous n ∈ N et t ∈ R

THÉORÈME — La structure duale est un groupoïde quantique

mesuré si, et seulement si la base est semifinie. Dans ce cas, le

groupoïde quantique mesuré et la structure biduale coïncident.
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THÉORÈME — La structure duale est un groupoïde quantique

mesuré si, et seulement si la base est semifinie. Dans ce cas, le

groupoïde quantique mesuré et la structure biduale coïncident.

Soutenance de thèse – p.16/26



Structure duale

• la base = N ;

• M̂ désigne la fermeture faible de l’espace vectoriel engendré

par les opérateurs (ωv,w ∗ id)(W ) pour tout v ∈ D(αHΦ, ν) et

tout w ∈ D((HΦ)β, ν
o) ;
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DÉFINITION — On dit qu’un POP nsf T̂L de M̂ vers α(N) est
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PARTIE III :

Exemples
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Groupoïdes

(G,G0, s, r) désigne un groupoïde localement compact et

σ-compact. On suppose que :

• G est muni d’un système de Haar {λu, u ∈ G0},

• G0 est muni d’une mesure quasi-invariante ν.

On note µ = ν ◦ λ et L la représentation régulière gauche.

• α : f 7→ f ◦ r et β : f 7→ f ◦ s de L∞(G0, ν) dans L∞(G,µ);

• Γ̂G(L(g))ξ(x, y) =
∫

G
g(s)ξ(s−1x, s−1y) dλr(x)(s) ;

• P̂G(L(f)) = α(f |G0)

 (L∞(G0, ν),L(G), α, α, Γ̂G, ν, P̂G, P̂G)

groupoïde quantique mesuré symétrique
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Groupoïdes

• α : f 7→ f ◦ r et β : f 7→ f ◦ s de L∞(G0, ν) dans L∞(G,µ);

• Γ̂G(L(g))ξ(x, y) =
∫

G
g(s)ξ(s−1x, s−1y) dλr(x)(s) ;

• P̂G(L(f)) = α(f |G0)

 (L∞(G0, ν),L(G), α, α, Γ̂G, ν, P̂G, P̂G)

groupoïde quantique mesuré symétrique

Soutenance de thèse – p.18/26
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Groupes quantiques

THÉORÈME — Les groupoïdes quantiques mesurés dont
la base N est égale à C sont exactement les groupes
quantiques localement compacts (dans le cadre des
algèbres de von Neumann) introduits par J. Kustermans
et S. Vaes. La dualité obtenue dans ce travail généralise
la dualité des groupes quantiques.
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Dimension finie

(M, Γ, κ, ε) désigne une C*-algèbre de Hopf faible,
h la mesure de Haar et εt l’application but,
Es

h et Et
h les esp. cond. de Haar source et but.

On note N = εt(M) la sous algèbre de Cartan but.

• (N,M, id|N , κ|N , Γ, h ◦ α,Et
h, E

s
h) est un groupoïde

quantique mesuré.

• Réciproquement, tout groupoïde quantique mesuré
de dimension finie est une C*-algèbre de Hopf
faible.

 On utilise la théorie des isométries partielles
multiplicatives de J.M Vallin.
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Dimension finie

(M, Γ, κ, ε) désigne une C*-algèbre de Hopf faible,
h la mesure de Haar et εt l’application but,
Es

h et Et
h les esp. cond. de Haar source et but.

On note N = εt(M) la sous algèbre de Cartan but.

On suppose que κ2
|N = id.

• (N,M, id|N , κ|N , Γ, h ◦ α,Et
h, E

s
h) est un groupoïde

quantique mesuré.

• Réciproquement, tout groupoïde quantique mesuré
de dimension finie est une C*-algèbre de Hopf
faible.

 On utilise la théorie des isométries partielles
multiplicatives de J.M Vallin.

Soutenance de thèse – p.20/26
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Cas compact

W est un unitaire pseudo-multiplicatif au-dessus de N

pour α, β, β̂ de type compact et faiblement régulier,
ν la forme canonique et ξ un vecteur fixe et binormalisé.

• (N,A, α, β, Γ, ν, E, F ) est un groupoïde quantique
mesuré.
 F = R ◦ E ◦ R,
 λ = δ = 1,
 Ŵ : unitaire fondamental associé.

• Réciproquement, si (N,M,α, β, Γ, ν, TL, TR) est un
groupoïde quantique mesuré, tel que TL est une
espérance conditionnelle, alors :

. ∃ ν ′ état normal et fidèle sur N tel que σν′

= σν

. l’unitaire fondamental est de type discret.
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Cas compact

• (N,A, α, β, Γ, ν, E, F ) est un groupoïde quantique
mesuré.
 F = R ◦ E ◦ R,
 λ = δ = 1,
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Inclusion de profondeur 2

M0 ⊆ M1 désigne une inclusion d’algèbres de von Neumann de

profondeur 2 munie d’un POP nsf T1 de M1 vers M0.

M0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ ... est la tour de Jones associée qui est munie

canoniquement de POP nsf Ti de Mi vers Mi−1 pour tout i ≥ 1.

On suppose que :

• T2|M ′

0
∩M2

et T3|M ′

1
∩M3

sont semifinis,

• M0,M1 et M ′
0 ∩ M1 sont semifinies.

On peut munir alors M ′
0 ∩ M2 et M ′

1 ∩ M3 de structures de

groupoïdes quantiques mesurés en dualité dont la base est M ′
0 ∩ M1.
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GQM espace

M ⊂ L(L2(M)) désigne une algèbre de von Neumann et
ν un poids nsf sur M ,

• (M,M ′
β⊗α

Z(M)

M,α, β, id, ν, R ◦ TR ◦ R, TR) est un

groupoïde quantique mesuré.

 R : antipode unitaire,
 σν′

−t β⊗α

Z(M)

σν
t : groupe d’échelle,

 λ = δ = 1

• (M,Z(M)′, id, j, id, ν, j ◦ T−1 ◦ j, T−1) désigne
l’objet dual.
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GQM espace

• (M,M ′
β⊗α

Z(M)

M,α, β, id, ν, R ◦ TR ◦ R, TR) est un

groupoïde quantique mesuré.

 R : antipode unitaire,
 σν′

−t β⊗α

Z(M)

σν
t : groupe d’échelle,

 λ = δ = 1

• (M,Z(M)′, id, j, id, ν, j ◦ T−1 ◦ j, T−1) désigne
l’objet dual.

Soutenance de thèse – p.23/26



GQM des paires

M ⊂ L(L2(M)) désigne une algèbre de von Neumann,

• (M,M ′ ⊗ M,α, β, id, ν, ν ′ ⊗ id, id ⊗ ν) est un
groupoïde quantique mesuré.

 R = ς ◦ (j ⊗ j) : antipode unitaire,
 σν′

−t ⊗ σν
t : groupe d’échelle,

 λ = δ = 1

• (M,L(H), id, j, id, ν, j ◦ ν−1 ◦ j, ν−1) désigne
l’objet dual.

Soutenance de thèse – p.24/26



GQM des paires

M ⊂ L(L2(M)) désigne une algèbre de von Neumann,

ν un poids nsf sur M et H = L2(M)

• (M,M ′ ⊗ M,α, β, id, ν, ν ′ ⊗ id, id ⊗ ν) est un
groupoïde quantique mesuré.

 R = ς ◦ (j ⊗ j) : antipode unitaire,
 σν′

−t ⊗ σν
t : groupe d’échelle,

 λ = δ = 1

• (M,L(H), id, j, id, ν, j ◦ ν−1 ◦ j, ν−1) désigne
l’objet dual.

Soutenance de thèse – p.24/26
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GQM des paires

M ⊂ L(L2(M)) désigne une algèbre de von Neumann,

ν un poids nsf sur M et H = L2(M)

j : M → M ′ qui à x associe Jνx
∗Jν ,

α : M → M ′ ⊗ M qui à x associe 1 ⊗ x,

• (M,M ′ ⊗ M,α, β, id, ν, ν ′ ⊗ id, id ⊗ ν) est un
groupoïde quantique mesuré.

 R = ς ◦ (j ⊗ j) : antipode unitaire,
 σν′

−t ⊗ σν
t : groupe d’échelle,

 λ = δ = 1

• (M,L(H), id, j, id, ν, j ◦ ν−1 ◦ j, ν−1) désigne
l’objet dual.

Soutenance de thèse – p.24/26
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 σν′

−t ⊗ σν
t : groupe d’échelle,

 λ = δ = 1

• (M,L(H), id, j, id, ν, j ◦ ν−1 ◦ j, ν−1) désigne
l’objet dual.
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Opérations

• ((Ni,Mi, αi, βi, Γi, νi, T
i
L, T i

R))i∈I désigne une
famille de groupoïdes quantiques mesurés.

(
⊕

i∈I

Ni,
⊕

i∈I

Mi,
⊕

i∈I

αi,
⊕

i∈I

βi, ...

...,
⊕

i∈I

Γi,
⊕

i∈I

νi,
⊕

i∈I

T i
L,

⊕

i∈I

T i
R)

devient un groupoïde quantique mesuré.
 une somme de groupes quantiques localement
compacts, avec différents scalaires d’échelle, produit
un groupoïde quantique mesuré avec un opérateur
d’échelle non scalaire.

• Pour i = 1, 2, (Ni,Mi, αi, βi, Γi, νi, T
i
L, T i

R)
désignent des groupoïdes quantiques mesurés.

(N1 ⊗ N2,M1 ⊗ M2, α1 ⊗ α2, β1 ⊗ β2, ...

..., Γ1 ⊗ Γ2, ν1 ⊗ ν2, T
1
L ⊗ T 2

L, T 1
R ⊗ T 2

R)

devient un groupoïde quantique mesuré.

• Intégrale directe de groupoïdes quantiques mesurés.
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