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Résumé. Les groupes d’homologie de Floer pour variétés compactes & bord de type con-
tact n’ont pas de correspondant topologique, a la différence des variétés fermées. Le but de
cette these est d’en donner des propriétés qualitatives lorsque la variété est munie de structures
topologiques supplémentaires. Nous avons en vue les fibrations symplectiques (éventuellement
triviales). Le premier chapitre de la thése comprend deux parties: la premiére compare les
différentes constructions de 'homologie de Floer et met en relief le principe spécifique aux
variétés a bord, a savoir la nécessité d’obtenir des estimations a priori sur les solutions de
I’équation de Floer. On explique comment les groupes d’homologie de Floer sont reliés a la
conjecture de Weinstein et on calcule par une méthode nouvelle la cohomologie d’une boule
dans un espace vectoriel complexe. La deuxiéme partie présente une extension de la définition
des groupes d’homologie de Floer par des hamiltoniens “asymptotiquement linéaires”, extension
que nous utiliserons par la suite. Nous travaillons directement dans des variétés non compactes
convexes a I'infini, qui sont des complétées symplectiques de variétés compactes a bord de type
contact. Le deuxieme chapitre démontre la formule de Kunneth en homologie de Floer pour un
produit de variétés & bord de type contact restreint. Ceci correspond au cas d’une fibration triv-
iale. Le troisiéme chapitre donne une interprétation de la suite spectrale de Leray-Serre classique
en termes exclusifs d’homologie de Morse, qui constitue un modele simple pour I’homologie de
Floer. Le quatrieme chapitre étudie I'existence d'une suite spectrale de Leray-Serre pour un
certain type de fibrations symplectiques & bord au-dessus d’une base fermée. L’existence de la
suite spectrale est établie pour les fibrés en droites hermitiens & courbure négative. Dans le cas
général, son existence est ramenée a une estimation d’énergie pour trajectoires de Floer, qui
est conjecturée.

Abstract. Unlike Floer homology groups for closed manifolds, the Floer homology groups
for compact manifolds with contact type boundary have no topological correspondent. The
aim of this thesis is to describe their qualitative properties when the manifold is endowed
with supplementary topological structure. More specifically, we consider symplectic fibrations
(including trivial ones). The first chapter is divided into two parts: the first one compares
the different constructions of Floer homology and underlines its specificity for manifolds with
boundary, that is the need to obtain a priori estimates on the solutions of Floer’s equation.
We explain the relationship between Floer homology groups and Weinstein’s conjecture and we
compute (using a new method) the Floer homology of a ball in a complex vector space. The
second part presents an extension of the definition of Floer homology by using ”asymptotically
linear” Hamiltonians. This extension will be used later on. We choose the framework of non-
compact manifolds which are convex at infinity, that is symplectic completions of compact
manifolds with contact type boundary. The second chapter proves the Kunneth formula for
a product of manifolds with restricted contact type boundary. This corresponds to a trivial
symplectic fibration. The third chapter gives a complete description of the classical Leray-Serre
spectral sequence in exclusive Morse homological terms, a simple model for Floer homology. The
fourth chapter studies the existence of a spectral sequence of Leray-Serre type for a certain kind
of symplectic fibrations over a closed symplectic base. The existence of the spectral sequence
is proved for hermitian line bundles of negative curvature. In the general case, its existence is
reduced to an energy estimate that we conjecture to be true.
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INTRODUCTION

Cette these a comme objet d’étude la suite spectrale de Leray-Serre dans le contexte de la
cohomologie de Floer des variétés a bord de type contact. Les deux termes clés sont suite
spectrale et homologie de Floer. Je les explique brievement ci-dessous, avant de donner le plan
de la these et la description des quatre chapitres qu’elle comprend.

Breve introduction aux suites spectrales et a I'homologie de Floer. Une suite spectrale
est un objet algébrique naturellement associé a4 un complexe différentiel (C, d) muni d’une
filtration décroissante C' = Cy D Cy D ... D C, D ... D 0 qui est préservée par la différentielle
i.e. d(Cp) C Cp. Dans le contexte de cette these, les complexes différentiels en question sont
gradués C' = @kzknck et de type cohomologique i.e. degd = +1, alors que la filtration est
compatible avec la graduation au sens o1 C), = @p>p,(Cp N C*), p > 0. On note C;f =CpN Cck
(les variantes homologiques sont aussi valables et s’écrivent formellement en inversant les fleches
et en échangeant la position des indices entre le haut et le bas). La suite spectrale est constituée
de “pages” E, = (EF?, d,), r > 0 qui sont des complexes différentiels bi-gradués supportés dans
le cadran p > 0, ¢ > ko, avec d, une différentielle de bi-degré (r, —r + 1) i.e. d, : EF'? —
E,?H’q*rﬂ, d? = 0. On convient & poser Ef'? = 0 si p < 0 ou ¢ < kg. Dans les diagrammes

ci-dessous (pour lesquels je m’inspire de [Hal), on peut voir action des différentielles dy, di,
dg et d3.

q q q q

A A A A

) . . . . . . . . . . . . . . ) . . ° .

o . . . . ° . . . . o . . . . * . . ° .
oA : :

) . . . . ° [ . ° . . ° . ° ) . . . .

B . . . . ° . . . . o . \ . . o . \ .
PR PR PR ... e.>D PR PO P ... o.>p . ...... PO PR .. ... o.>p . ...... PO PR P . >p

FO Fl E‘Q F";

La propriété fondamentale de la suite spectrale est que E, 1, = H(E,), ou encore

. P9q p+r,q—r+1
B ker d, : B — Ej}

r+1 = . — —1
imd, : P9ty P

Par construction, la suite spectrale associée & un complexe différentiel gradué et filtré vérifie

P:q _ p+q ) Pta —
Byt =Chr /o dy=d .

On obtient EY'? = HP*9(C,/Cpi1). Tout comme les images dans C,/Cpi1 (de classes)
d’éléments de C, s’annulent dans EP?, il faut penser & EF™¢ comme au “bon” quotient ot les
images dans Cp,/Cp41 (de classes) d’éléments provenant de €}, s’annulent. De cette maniere,
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lorsque r devient arbitrairement grand, la suite spectrale prend en compte pratiquement toutes
les annulations cohomologiques dans le complexe (C*, d) initial.

Ce qui précede fait voir qu’il faut lire désormais I'indice p comme le degré de la filtration, la
somme p+ ¢ comme le degré total et I'indice  comme la “profondeur” (au sens de la filtration)
des relations cohomologiques qui sont prises en compte dans FE,.

Dans de nombreuses situations intéressantes - par exemple, lorsque la filtration est finie -
les groupes E'? se stabilisent pour r assez grand. La suite spectrale (E,),>; converge vers la
cohomologie H(C) du complexe initial filtrée comme H(C) D ... D im(H(Cy) — H(C)) D

. D 0, au sens ou ER! = Hg”/ng_lq, avec HY = im(H*(C,) — H*(C)). Si on travaille
A coefficients dans un corps, on obtient H¥(C) ~ ®p+q:kEg5q: les groupes de cohomologie du
compleze initial se lisent sur les diagonales de la page limite.

Le théoreme générique concernant les suites spectrales (de type cohomologique) prend la
forme suivante (la formulation frappante est empruntée & McCleary [McC]):

Théoreme générique. Il existe une suite spectrale de type cohomologique (E,),>2 qui converge
vers un module gradué H qui est aussi filtré et dont le terme Ey est connu et a une signification
géométrique (ou algébrique) indépendante.

Alors que le module gradué H a un intérét indépendant (d’habitude c’est un module de
(co)homologie), la filtration n’est pas canoniquement définie. Dans les applications il n’est pas
nécessaire de la connaitre explicitement, pas plus que la forme explicite des différentielles d,.,
r > 2. C’est la simple existence d’une suite spectrale et I'information sur le terme F5 qui
permettent de déduire des informations non triviales sur la limite H (voir [McC] pour une foule
d’exemples qui utilisent la suite spectrale de Leray-Serre classique).

Comme nous l'avons décrit plus haut, une suite spectrale est habituellement construite
a partir d'un bi-complexe. Celui-ci n’est généralement pas défini de fagon canonique dans le
contexte géométrique en question. Par contre, il est remarquable que la suite spectrale toute
entiere (y compris I'ensemble des différentielles (d,),>2) ne dépend pas du bi-complexe initial.

Concluons cette bréve introduction aux suites spectrales en énoncant le théoréme générique
dans le cas de la suite spectrale de Leray-Serre [Se], [McC].

Théoreme (Suite spectrale de Leray-Serre). Soit F' — E — B une fibration localement triviale.
On suppose que B admet une structure de CW-compleze fini. Il existe une suite spectrale de
type cohomologique (E,)r>2 qui converge vers H*(E) et dont le deuziéme terme est

EY? ~ HP(B; HYU(F)) .

La suite spectrale ne dépend pas de la décomposition en CW-complexe de la base B.

La notation HP(B ; H4(F')) désigne la cohomologie de la base & valeurs dans un systéme de
coefficients déterminé par la fibration et dont la fibre est HY(F'). Une propriété importante de
la suite spectrale de Leray-Serre est la multiplicativité des différentielles d,., r > 2 par rapport
au cup-produit induit, mais nous ne traitons pas cet aspect dans cette these. Remarquons le
fait que, pour une fibration triviale £ = B x F', les différentielles d,., r > 2 sont nulles, Fy = F
et le théoreme précédent se réduit a I'isomorphisme de Kiinneth si on travaille & coefficients
dans un corps.

Le deuxieme objet fondamental dont traite cette theése est la cohomologie de Floer des
vari€tés symplectiques a bord de type contact. Dans la littérature elle est aussi désignée sous le
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nom de (co)homologie symplectique [FH1, CFH2]. Les références sont assez éparpillées et j’ai
considéré nécessaire d’en donner un traitement bref mais unitaire dans le premier chapitre de
cette these, en insistant sur ses spécificités par rapport & I’homologie de Floer hamiltonienne
des variétés symplectiques fermées.

11 suffit de dire ici que le point de départ est la construction par Floer [F3, F4] d’'un complexe
différentiel (co)homologique (F'C*(M), d) associé & un hamiltonien non dégénéré dépendant du
temps H : S' x M — R, ou (M, w) est une variété symplectique fermée. Rappelons qu'une
2-forme w est dite symplectique si elle est fermée et non dégénérée. Les FC*(M) sont des
modules libres engendrés par les orbites 1-périodiques contractiles du hamiltonien H (a priori
il pourrait ne pas y avoir de telles orbites, mais a posteriori on retrouve le fait qu’il y en a
toujours “suffisamment”). La graduation est donnée par ’opposé de 'indice de Conley-Zehnder
des orbites périodiques, qui est bien défini si on impose la condition (¢ (M), mo(M)) = 0.
Cette condition a bien un sens en vue du fait que le groupe de structure du fibré tangent
d’une variété symplectique peut toujours étre réduit a U(n), grace a Pexistence de structures
presque complexes compatibles avec la forme symplectique. Le fait crucial est que les orbites
1-périodiques sont les points critiques de la fonctionnelle d’action, définie sur I’espace des lacets
lisses contractiles dans M:

An) == [ Fo= [ meoar,

oll 7 désigne une extension de v au disque D?. Pour que 'action soit bien définie on suppose
(w, mo(M)) = 0. La différentielle est obtenue en “comptant” les trajectoires de gradient de
Ay pour une métrique L? adaptée, sur le modele du complexe de Morse (cf. 3.2.3) d’une
fonction définie sur une variété compacte. Méme si la fonctionnelle d’action se comporte mal
par rapport a la méthode directe du calcul des variations, les espaces de trajectoires de gradient
reliant deux points critiques satisfont & une propriété de compacité réminiscente de la condition
de Palais-Smale.

Lorsque la variété symplectique n’est pas compacte mais a un bord de type contact (i.e.
la forme symplectique est exacte au voisinage du bord avec une primitive “positive”) on peut
encore construire des groupes d’homologie de Floer [FH1, CFH2, V2]. Ceux-ci prennent en
compte les orbites 1-périodiques & l'intérieur de la variété, ainsi que les caractéristiques fermées
de période arbitraire sur le bord. Les caractéristiques sont les courbes tangentes au noyau (1-
dimensionnel) de la forme symplectique restreinte au bord. Elles correspondent aux orbites de
hamiltoniens qui admettent le bord comme niveau régulier et doivent étre entendues comme
des orbites périodiques situces sur un niveau d’énergie fixé.

Pour une variété symplectique fermée, 'homologie de Floer ne dépend pas du hamiltonien
choisi et coincide, & un décalage dans le degré prés, avec ’homologie singuliere. Elle donne
une minoration du nombre d’orbites de période fizrée d’un hamiltonien non autonome par la
somme des nombres de Betti de la variété. Dans le cas d’une variété a bord de type contact,
il n’y a pas de correspondant topologique pour les groupes d’homologie de Floer. Cela justifie
le travail de cette thése, qui est celui de mettre en évidence des structures algébriques qui refletent
la présence de structures géométriques supplémentaires sur la variété dont on calcule I'homologie
de Floer. Nous traitons en particulier le cas d’'un produit de variétés a bord de type contact
restreint, ainsi que celui d’un certain type de fibrations symplectiques, dont les fibrés en droites
a courbure négative.

Pour une variété symplectique (M, w) a bord de type contact, C. Viterbo a mis en évidence
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la fleche naturelle !
FH*(M) < H""™ (M, OM), n =g dimM .

La non-bijectivité de celle-ci entraine ’existence d’au moins une caractéristique fermée sur le
bord. Sous-certaines conditions, elle entraine méme ’existence d’une caractéristique fermée sur
toute hypersurface a bord de type contact restreint dans M (cf. 1.1.10). C’est la raison pour
laquelle les structures algébriques étudiées dans cette thése (suite exacte de Kiinneth, suite
spectrale de type Leray-Serre) sont systématiquement mises en relation avec la fleche ¢*. Elles
sont toutes fonctorielles par rapport a celle-ci.

Plan de la thése. Le premier chapitre, intitulé Introduction d [’homologie de Floer, comprend
deux parties. Dans la premiere partie j'expose brievement la construction de '’homologie de
Floer pour les variétés a bord de type contact, je rappelle la maniere de I'appliquer & des
problemes d’existence de caractéristiques fermées selon [V2] et je présente en détail le cas
des boules de C". Ce dernier calcul est fait d’'une maniére différente par rapport a ceux qui
apparaissent dans la littérature, en perturbant directement des variétés de Morse-Bott d’orbites
périodiques. La deuxiéme partie est dédiée & une extension de la définition de I'homologie de Floer
en utilisant une classe nouvelle de hamiltoniens que j’appelle “asymptotiquement linéaires”.
Cette approche généralise [FH1] et [V2].

Le deuxiéme chapitre, intitulé La formule de Kinneth en (co)homologie de Floer, démontre
Iexistence d’une suite exacte de type Kiinneth associée & un produit de variétés a bord de
type contact restreint, munie d’un morphisme induit par ¢* vers la suite exacte de Kunneth
en cohomologie singuliére relative. Cette suite exacte de Kiinneth doit étre entendue comme
une forme de suite spectrale de Leray-Serre en homologie de Floer pour une fibration symplectique
triviale.

Le troisieme chapitre, intitulé La suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse,
commence par décrire le formalisme des suites spectrales et la construction de I'homologie
de Morse (avec une légere extension par rapport a la littérature existante pour ce qui est de
I'utilisation de systémes locaux). Il aboutit & une description de la suite spectrale classique de
Leray-Serre en termes exclusifs d’homologie de Morse, avec des applications pour ce qui est de
Iinterprétation de la suite exacte de Kiinneth et de la suite exacte longue de Gysin. L’appendice
final présente un point de vue alternatif en utilisant la théorie de I'indice de Conley. Ce chapitre
constitue un modele en dimension finie pour les constructions réalisées dans le chapitre suivant.

Le quatrieme chapitre, intitulé La suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Floer,
démontre 'existence d’une telle suite spectrale pour les fibrés en droites hermitiens & courbure
négative, et aboutit presque & la construction d’une suite spectrale pour une classe générale
de fibrations symplectiques. Le “presque” signifie que je n’ai pas encore démontré une certaine
estimation d’'énergie, que je conjecture. La suite spectrale en question est mise en relation avec la
suite spectrale de Leray-Serre par I'intermédiaire du travail réalisé dans le troisieme chapitre.

Chapitre 1: Introduction a I'homologie de Floer. Une premicre partie de ce chapitre est
consacrée a une présentation des différentes approches de I’homologie de Floer des variétés a
bord de type contact. Il n’y a pas encore de traitement unitaire de cette construction dans
la littérature. Les articles de base sont [FH1, CFH2, V2] et le plus récent [BPS]. Je mets en
relation les trois constructions présentes dans la littérature et j’insiste sur leur dénominateur
commun, 3 savoir la nécessité d’obtenir des estimations C° valables a priori sur les solutions
de I’équation de Floer. Un deuxiéme aspect important est le fait que les passages a la limite
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impliqués dans la construction de la (co)homologie sont de type inductif en homologie et de
type projectif en cohomologie. Cela fait que les résultats que nous obtenons plus tard sont
valables en cohomologie uniquement si on travaille a coefficients dans un corps, pour des raisons
d’exactitude du foncteur de limite projective. Enfin, un troisiéme aspect important que je mets
en évidence est le fait que, par le théoreme d’invariance de I’homologie de Floer par rapport
a une isotopie de formes symplectiques obtenu par C. Viterbo [V2], I'homologie de Floer non
tronquée par les valeurs de 'action est en fait un invariant de la variété ouverte qui s’obtient en
rajoutant un cone positif au dessus du bord de la variété initiale. La premiére partie finit sur un
calcul d’homologie de Floer des boules de C". Le point de vue adopté est différent de celui qu’on
peut trouver dans la littérature: je perturbe directement des sous-variétés d’orbites périodiques
qui sont non dégénérées au sens de Morse-Bott. Ce calcul peut servir comme exemple aux
techniques de [Bg, BPS, Po| et suit une suggestion de [CFHW2].

La deuxiéme partie du chapitre vise & étendre la définition de I’homologie de Floer de [V2]
a une classe plus large de hamiltoniens. Nous prenons le parti de travailler directement avec
des variétés ouvertes. Cela sera particulierement efficace lors de la démonstration de la formule
de Kiinneth. Les conditions que j'impose sont précisées par la définition suivante.

Définition 1.2.2. Une variété symplectique (]\//I, w) est dite admissible si elle satisfait auz condi-
tions suivantes :

— il existe un champ de vecteurs n défini en dehors d’un compact, complet en temps positif
et vérifiant Lyw = w. On l'appelle champ de Liouville.

— il existe une hypersurface compacte 3 transverse a n telle que

— M\ ¥ admet au moins deux composantes connezes dont exactement une est rela-
tivement compacte, notée M ;

— Uapplication .
U Y¥x[l, +oo[— M

(.’L‘, S) F— PIn ST

est bien définie et induit un symplectomorphisme entre (Z x [1, +oc], d(S)\|)) et

(M\\ M, w). Ici 1= est un réel positif plus petit que, et suffisamment proche de 1, le
flot de 1 est noté ¢ et A| désigne la restriction de A = vyw a 3.

Des variétés de ce type sont aussi appelées dans la littérature [EG] “convexes & 'infini”.
Une hypersurface Y satisfaisant aux propriétés précédentes sera appelée hypersurface de trivi-
alisation pour un voisinage de l'infini dans M. Une variété est admissible si et seulement si elle
est symplectomorphe & la complétée M U OM X [1, oo d’'une variété symplectique & bord de
type contact. Les structures presque complexes adaptées aux variétés symplectiques du type
(¥ x [1, oo[, d(SA])) sont décrites par la définition suivante.

Définition 1.2.1. Soit (X, A) une variété de contact. On note & = ker A la distribution de contact
et on munit 3 x [1, oo| de la forme symplectique d(SX). On note Xgeer, le champ de Reeb
sur X défini par 1(Xgeeb)dA = 0, M(XReep) = 1. Une structure presque complexe J sur (X X
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[1, o[, d(SA)) est dite standard si les conditions suivantes sont vérifiées :

0 1
Jw.9)(5g) = gXReeb(®)
0
J(z,5)(XReeb (7)) = *Sﬁ ;
Ja,s)le = Jo,

ot Jo est une structure presque complexe compatible avec dX\ sur & i.e. dM¢(-, Jo) est une
métrique riemannienne. On appellera métrique conique sur ¥ x [1, +oo[ la métrique d(SN)(-, J-)
associée a une telle structure presque complezxe.

La classe de hamiltoniens que j’introduis est la suivante.

Définition 1.2.3. Soit M une vari¢té admissible et ¥ une hypersurface de trivialisation pour un
voisinage de 'infini dans M. Un hamiltonien H(t, x) : S'x M — R est dit asymptotiquement
linéaire s’il existe une fonction f : % — RT telle que, en notant H = H oV et F(x, S) =
Sf(zx), on ait
‘Xﬁ(ta Z, S)_XF(:Ea S)| S—o0
—
VS

uniformément par rapport a t € S' et x € X, la norme | - | étant considérée par rapport a une

0

métrique conique sur 3 X [1, +ool.

Le théoreme principal que j’obtiens dans ce chapitre est énoncé ci-dessous. Il assure 'existence
de bornes C° valables a priori sur les solutions de I’équation de Floer & parameétre et assure
que les hamiltoniens admissibles peuvent étre utilisés pour étendre la définition de 'homologie
de Floer.

Théoreme 1.2.5. Soient H(s, t, u), s € R une famille ¢ un paramétre de hamiltoniens admissibles

~

et J(s, t, u), s € R une famille a un paramétre de structures presque complezes standard a

Uinfini, satisfaisant auz conditions (1.24 - 1.34). Il existe une constante d = d(H, J) > 0 telle
que toute solution de

~

us + J(s, t, u)uy — VH(s, t, u) =0,
—oo < inf Ay (u(s)), sup Ag(y)(u(s)) < +oo
seER sER
vérifie
sup  Sou(s, t) < d.
(s,t)ERxS!

Chapitre 2: Formule de Kunneth en homologie de Floer. Les deux théorémes que j'obtiens
dans ce chapitre sont énoncés ci-dessous. La suite exacte de Kiinneth en (co)homologie de Floer
doit étre entendue comme une forme améliorée de suite spectrale de type Leray-Serre pour une
fibration triviale.

Théoréme 2.1.2. [Formule de Kunneth en homologie de Floer] Soient (M, w), (N, o) des variétés
symplectiques compactes a bord non vide de type contact restreint. On suppose que (w, mo(M)) =
(c1 (M), ma(M)) =0, (o, me(N)) = (c1(N), m2(N)) = 0. On pose dim M = 2m, dim N = 2n.
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a. Pour tout k € 7 on a une suite exacte :

0——> ®r+s:k FH,(M,w)® FHs(N, o)

FH(M x N, w® o)

|

@B, 15—, Tori (FH,(M, w), FHs(N, 0)) — 0

Cette suite exacte est scindée, mais pas canoniquement.

b. On a le morphisme suivant entre les suites exactes de Kunneth, ot ¢, désigne lapplication
duale a c¢*, définie de I’homologie singuliére vers I’homologie de Floer, k, r, s, r', s sont
des entiers et I’homologie est calculée a coefficients entiers.

0 ®T+5:kFH7'(M)®FHS(N) FHk(MXN)%TOTLk,](FH)%O
ci®cy Tor(cyx)
D, o Hmir (M, OM) ® Hpys(N, ON) Cx 1’“6?1, mtntk—1(H)

00— D, 1o —mingr He (M, 0M) @ Hy (N, ON) —= Hppyny ), (M X N, 8(M x N)) —= Tory mynyr—1(H) —0
Nous avons utilisé les notations suivantes (k € 7):

Tory ,1(FH)= @ Tori(FH,(M), FH,(N)) ,
r+s=k—1

T0r17m+n+k,1(H) = @ TOI"l (HTI(M, 8M), HSI(N, BN)) s
r'+s'=m+n+k—1

Tort, minik1(H) = @ Tori(Hmir (M, IM), Hyis(N, ON)) .
r+s=k—1

Les mémes résultats sont valables a coefficients dans un A-module quelconque, avec A un anneau
arbitraire, en remplacant Tor% par Tor‘f‘.

Théoreme 2.1.3. [Formule de Kiinneth en cohomologie de Floer a coefficients dans un corps| Sous
les hypothéses du théoréme précédent, les affirmations suivantes sont valables :

a. Pour tout k € 7 on a un isomorphisme

@, yomp FH (M, w) @ FHY(N, 0) —=—> FH*(M X N, w @ 0)

b
les groupes de cohomologie €tant calculés a coefficients dans un corps.

b. On a le diagramme commutatif suivant, ou c* désigne l'application canonique depuis la
cohomologie de Floer vers la cohomologie singuliére, k, r, s, v, s' sont des entiers et la
cohomologie est calculée a coefficients dans un corps.
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D, o= FH' (M) ® FH*(N) - FH%(M x N)
®L
B, yoep H™H (M, M) ® H*+3(N, ON)

DB, yo—mansr H" (M, M) ® H (N, ON) ———— H™+"+k(M x N, (M x N))

La démonstration des deux théoremes est basée sur un argument de redressement, ou un
hamiltonien du type H + K, avec H et K asymptotiquement linéaires définis sur M et N re-
spectivement, est rendu asymptotiquement linéaire sur le produit des complétées symplectiques
M x N.

Chapitre 3: La suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse. La premiere sec-
tion du chapitre introduit en détail le formalisme des suites spectrales, la suite de Leray-Serre
classique et I’homologie de Morse sur une variété compacte. Par rapport a la littérature, le traite-
ment de 'homologie de Morse est 1égerement généralisé pour prendre en compte des systemes
de coefficients non triviaux sur la variété en question. Je choisis de démontrer I'isomorphisme
entre homologie de Morse et homologie singuliere par I'intermédiaire de ’homologie cellulaire,
en utilisant un résultat de F. Laudenbach [L1] qui affirme que, lorsque le comportement d’un
champ de type Morse-Smale est controlé au voisinage des points critiques, les variétés instables
forment une décomposition cellulaire de la variété ambiante.

Le reste du chapitre explique comment interpréter la suite spectrale de Leray-Serre ex-
clusivement en termes de fonctions de Morse et trajectoires de (pseudo)-gradient. Des in-
terprétations alternatives de la suite spectrale de Leray-Serre sont déja connues, notamment
[AB, Fu, Fo|. L’approche que je présente est plus explicite et a en vue la généralisation a
I’homologie de Floer. Des travaux dans la méme direction ont été réalisés simultanément avec
les notres par M. Hutchings [Hu]. Les deux théorémes que je démontre sont énoncés ci-dessous.
J'explique & la fin du chapitre comment récupérer les interprétations de la suite exacte de
Kiinneth [Schl] et de la suite exacte longue de Gysin [Ft]. L’appendice explique une approche
alternative de l'isomorphisme entre I’homologie de Morse et 'homologie singuliere en utilisant
la théorie de l'indice de Conley et la notion de filtration par couples indexants [F4, S2]. Je
montre notamment que cet isomorphisme ne dépend pas de la filtration par couples indexants,
un fait qui ne semble pas étre mentionné dans la littérature.

Théoréme 3.3.1. [Suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse pour fibrations sans bord]
Soit (E, B, F, w) une fibration localement triviale lisse compacte sans bord. Soit f : B — R
une fonction de Morse et posons ]7: fom. Pour tout € > 0 il existe une fonction de Morse
fe 1 E— R telle que || fe — ,)?||(;1 < € et un champ X, qui est un pseudo-gradient négatif par
rapport a fe, vérifiant { X, = 0} = Crit(f.) et

w(Crit(fe)) = Crit(f) .

De plus : a) Il existe une suite spectrale (E,),>2 qui converge vers Hy, (F, X.) et qui vérifie
Eg,q = HII\)/Inrse(B; ,HK/Iorse(F)) '
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La notation HMorse( ) désigne un systéme local de coefficients isomorphe au systéme local de
Leray-Serre, alors que Hyy ..(E, X.) désigne la cohomologie de Morse de E calculée par rapport
au champ de pseudo-gradient X.. Cette suite spectrale, ainsi que le systéme de coefficients
q
/HMorse
b) Cette suite spectrale est isomorphe a la suite spectrale de Leray-Serre habituelle par un

1somorphisme qui dépend uniquement du choiz d’orientations pour les variétés instables de X..

(F), sont construits exclusivement en termes de cohomologie de Morse.

La preuve de I’énoncé pour variétés a bord en cohomologie relative utilise la dualité de
Poincaré. C’est la raison pour laquelle nous imposons des hypothéeses d’orientabilité sur la fibre
et 'espace total.

Théoréme 3.4.2. [Suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse pour fibrations a bord]
Soit F — FE -5 B une fibration localement triviale lisse avec B fermée et F' compacte avec
bord non vide. On suppose que F et E sont orientables. Soit f : B — R une fonction de
Morse et posons f: fom. Pour tout € > 0 il existe une fonction de Morse f : E — R telle
que || fe — ]?H(ﬂ < € et un champ X, qui est un pseudo-gradient négatif par rapport a f. et qui
pointe vers lextérieur le long de OF, tels que { X, = 0} = Crit(f¢) et

7w (Crit(fe)) = Crit(f) .
De plus : a) 1l existe une suite spectrale (E,),>2 qui converge vers
HK/Iorse(Ea XF) = H*(Ea aE)
et qui vérifie

Eg’q — Hp

Morse

(B; HY,.,.(F, OF)) .

La notation HMorse(F, OF) désigne un systéme local de coefficients isomorphe au systéme local
de Leray-Serre de fibre H1(F, OF). Cette suite spectrale, ainsi que le systéme de coefficients
Hjorse(F> OF), sont construits exclusivement en termes de cohomologie de Morse.

b) La suite spectrale (E,),>2 est isomorphe a la suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie
relative par un isomorphisme qui dépend uniquement du choix d’orientations pour les variétés
instables de X, ainsi que du choiz d’orientations sur F et F.

Chapitre 4: La suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Floer. Le quatrieme
chapitre de cette these étudie 'existence d’une suite spectrale de type Leray-Serre en coho-
mologie de Floer pour un certain type de fibrations symplectiques dont I’espace total est une
variété admissible au sens de la définition donnée plus haut. Le cadre que nous avons choisi est
celui des espaces fibrés au-dessus de bases compactes et ayant une fibre ouverte admissible, mais
il sera tout aussi intéressant d’étudier le cas des bases ouvertes avec fibre ouverte ou fermée.
Le choix des hypothéses est motivé par 1'existence d’une riche classe d’exemples (les fibrés en
droites hermitiens & courbure négative) et par la présence de difficultés représentatives pour
I’étude de 'homologie de Floer des espaces fibrés. La classe de variétés avec laquelle je travaille
est précisée par la définition suivante.

Définition 4.1.2. Une fibration symplectique forte a base compacte est une variété E munie d’une
structure de fibration localement triviale lisse de base B, fibre F et projection T B —s B,
satisfaisant aux conditions suivantes:
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1. il existe une 2-forme fermée Q € Q2(E), dQ = 0 admettant une primitive © définie hors
d’un compact, d© = Q, avec la propriété que toutes les fibres (F,, Q|z , O|z ), z € B sont

des variétés admissibles. On a désigné par ﬁz la fibre 7 '(2), z € B;
2. la base B est compacte sans bord, munie d’une forme symplectique 3 ;
3. il existe une primitive A de ©* 3 définie hors d’un compact, d\ = n*[3;
4. il existe €g > 0 tel que (E, B+ €Q, A+ €0), 0 < € < ¢ est une variété admissible.

La condition 1. est apparentée a I'existence d’une forme de couplage [LaMc| pour fibrations
hamiltoniennes a fibre compacte, alors que les conditions 2. a 4. ont comme principe directeur
le fait de demander que l'espace total soit une variété admissible par rapport & une forme
symplectique du type 7*0 4+ €2 pour € > 0 suffisamment petit. I1 est naturel de considérer
des formes symplectiques du type 7*(3 + €2 puisqu’elles sont localement proches d’une forme
symplectique ”produit” comme celle considérée dans le deuxieme chapitre de cette these.

Un premier théoréeme que j'obtiens est le suivant.

Théoréme (§4.5) [Suite spectrale de Leray-Serre pour un fibré en droites a courbure négative] Soit
(B, B) une variété symplectique fermée dont la forme symplectique est entiére [3] € H*(B, 7).
Soit L — B un fibré en droites complezes tel que ¢i1(L) = —[B]. On pose dim B = 2n.

a) L’espace total L est muni d’une structure de fibration symplectique forte (a base com-
pacte) ;

b) 1l existe une suite spectrale (E;),>2 qui converge vers FH*(L), dont le deuziéme terme
est ED? = H"P(B, FHI(F)).

Corollaire 4.5.2. [Cohomologie de Floer des fibrés en droites a courbure négative] Sous les hypothéses
précédentes, on a

FH*(L)=0.

Noter le fait que le décalage des indices dans le point b) du théoréme provient de la nor-
malisation des indices de Conley-Zehnder et de Morse que nous avons adoptée. Le corollaire
a des conséquences immédiates pour ce qui est de l'existence d’orbites périodiques sur des
hypersurfaces de type contact restreint dans L.

Sous des hypotheses techniques (qui sont en particulier vérifiées par les fibrés en droites
a courbure négative), j'ai beaucoup avancé dans la démonstration du théoréme général que
j’énonce ci-dessous. Dans ma ligne de raisonnement il manque un argument: une estimation
d’énergie (Conjecture 4.4.3) apparentée au lemme de monotonie de Gromov [G] et au lemme de
monotonie hamiltonienne de Cieliebak [Ci].

Théoréme 4.2.1 (incomplet) [suite spectrale de type Leray-Serre cohomologique] N.B.: Tous les
groupes de cohomologie ci-dessous sont calculés a coefficients dans un corps k fixé.

Soit E une fibration symplectique forte, satisfaisant auz conditions i. a vi. du chapitre 4.
On pose dim B = 2n, dim F' = 2k. Pour toute fonction de Morse f : B — R il existe une
suite spectrale (E;ru’q(f))o2 vérifiant les propri€tés suivantes :

— EPYf) = HUP (B, f; FHIUF)), ou FHI(F) est un systéme de coefficients sur B de

Morse
~

fibre FHI(F);
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— EPIUf) = FH*(E, [2]), au sens ot il existe un k-espace vectoriel filtré Ly isomorphe

~

a FH*(E, [Q]) et tel que ER'(f) = grLy.

— on a un morphisme de systéemes de coefficients x f’]—l*(ﬁ) — HFH(F, OF) qui
coincide sur chaque fibre avec le morphisme c* FH*(F\Z) — H¥(F,, OF,), z € B.
Ici H*(F, OF) désigne le systeme de coefficients de Leray-Serre cohomologique associé a
la fibration a bord (E, B, F, 7) (cf. 4.1.6).

— on a un morphisme de suites spectrales 1, : EVI(f) — LSE;H"” +q, r > 2 vers la suite

spectrale de Leray-Serre de la fibration a bord (E, B, F,w), dont la limite
Yoo ERI(f) — LSE&*’p’kH coincide avec le morphisme induit par la fléche
o FH*(E) — H"tF*(E, OF). On sous-entend que la fleche c* préserve les filtra-
tions respectives sur FH*(E) et H" F+*(E, OF). De plus, 15 coincide avec le morphisme
induit par le morphisme de systéemes de coefficients x.

L’argument que j’ai développé passe par une normalisation de la forme 2 au dessus des
points critiques d’une fonction de Morse sur la base. Il utilise le fait que, pour € fixé, les orbites
1-périodiques d’un hamiltonien croissant dans les fibres dont la pente est de I'ordre de e*+9-1,
a, d >0, a+d < 1 sont controlées par les orbites 1-périodiques de la relevée d’une fonction de
Morse sur la base. Modulo I'estimation d’énergie que j’ai mentionnée plus haut, un passage a
la limite selon € — 0 permet de conclure.

Ouvertures. A la fin de ce travail, je souléve quelques questions qui me semblent intéressantes.

1. Quelles sont les situations générales sous lesquelles on peut démontrer des estimations
d’énergie pour des solutions de I’équation de Floer dyu =V H? Pour H = 0 les résultats de
ce genre sont connus sous le nom de “lemmes de monotonie de Gromov”. L’article [Ci] donne
un exemple avec H # 0 dans C", le lemme 2.4.1 en donne un autre basé sur le lemme de
monotonie habituel dans un produit de variétés et la conjecture 4.4.3 fournit un cadre plausible
et intéressant dans des espaces fibrés.

2. Quelle est la classe la plus large de hamiltoniens a travers lesquels on peut définir les
groupes d’homologie de Floer? L’importance de cette question est mise en évidence par tout
le présent travail. Chaque extension représentative de la classe des hamiltoniens admissibles
fournira des informations sur les groupes d’homologie de Floer pour des espaces nouveaux et
pourra simplifier maintes preuves antérieures. Par exemple, le fait de dégager la notion de
hamiltonien asymptotiquement linéaire nous a permis de donner un traitement rigoureux de
la formule de Kunneth et de prouver de facon simple I’existence de la suite spectrale pour des
fibrés en droites négatifs.

La situation idéale serait de définir une classe de hamiltoniens admissibles
en termes topologiques plutot que dynamiques. Cela annulerait toutes les difficultés liées a
la définition de ’homologie de Floer et permettrait de réaliser des constructions purement
géométriques. Cela pourrait demander un retour aux origines de la théorie de Floer, a savoir la
théorie de I'indice de Conley. Des travaux dans cette direction ont été réalisés pour I’homologie
de Floer des instantons sur les 3-variétés par P. Kronheimer et C. Manolescu (2001).

3. Existe-t-il une théorie intéressante des fibrations hamiltoniennes (de groupe structural
égal & Ham(F')) a fibre non compacte admissible F'? Les travaux de F. Lalonde, D. McDuff,
L. Polterovich et P. Seidel montrent l'existence d’une géométrie intéressante et surprenante
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lorsque la fibre est compacte. Dans le dernier chapitre de cette thése nous n’avons méme pas
eu besoin de supposer que le groupe de structure est égal a Symp(ﬁ), mais il est bien possible
que des phénoménes nouveaux apparaissent dans ce cadre, notamment de dégénérescence de la
suite spectrale, en accord avec la philosophie du “scindement cohomologique” pour fibrations

hamiltoniennes & fibre compacte [LaMc].



1. CONSTRUCTION DE ’HOMOLOGIE DE FLOER

Ce chapitre présente le contexte de 'homologie de Floer et ses propriétés fondamentales que
nous allons utiliser par la suite, tout en donnant une définition étendue et plus flexible de celle-
ci dans le cas des variétés ouvertes convexes a l'infini (que j'appelle admissibles dans la section
1.2.1). Les sections 1.1.1 - 1.1.4 reprennent du matériel classique concernant ’homologie de
Morse et Floer, en insistant tout spécialement sur la nécessité d’avoir des bornes C° a priori
sur les trajectoires de Floer afin de pouvoir la définir pour les variétés a bord. La section 1.1.5
présente le calcul de la cohomologie de Floer d’une boule dans C", avec un calcul explicite du
complexe de Floer obtenu en perturbant directement des variétés critiques d’orbites périodiques.
Je présente dans la section 1.2 le formalisme des hamiltoniens asymptotiquement linéaires, je
démontre 'existence de bornes CV a priori et je donne une nouvelle définition de ’homologie
de Floer, adaptée aux applications des chapitres suivants.

1.1 Principes généraux

1.1.1 Homologie de Morse

La construction des groupes d’homologie de Floer est une vaste généralisation en dimension
infinie du complexe de Thom-Smale-Witten (TSW). Rappelons brievement la construction de ce
dernier (cf. 3.2.3) : étant donnée une variété lisse compacte L, une fonction de Morse f : L — R
et une métrique riemannienne g générique pour une certaine propriété de transversalité, on
définit deux complexes, homologique et cohomologique respectivement, en posant

(1.1) cMere(r, —v9yf) = P Z(z), (1Y) Ciroree (L, —VIf) = P Z(x),
V9 f(a) = 0 V9 (@) = 0
indy(z) = ¢ inds(z) =¢
(1.2) aMerse  gplorse(L, —V9f) — Clor*(L, ~V9[), (1.2') duorse : Clyorse(Ls =VIf) — CLEL (L, =V9F),
(13) oMoo(m) = Y #(Mz,y; —VIN/R) (y). | (13) dmorsel®) = D #(M(y, 3 ~VIf)/R) (y).
indy(y)=qg—1 indy(y)=q+1

La notation M(y, z ; —V9f) désigne l'espace des trajectoires de gradient négatif depuis
y vers z, naturellement muni d’une action de R par translation. La condition de transver-
salité mentionnée plus haut désigne la transversalité de l'intersection des variétés stables et
instables de —VYf. Elle assure en particulier le fait que M(y, = ; —V9f) est une variété lisse
de dimension ind(y) — inds(z), ol indy désigne l'indice de Morse d'un point critique de la
fonction f. Pour une différence des indices égale & 1, une description soignée de la conver-
gence des suites de trajectoires assure la finitude du quotient M(y, = ; —V9f)/R, alors qu'un
choix d’orientations des variétés instables permet de compter algébriquement ses éléments et
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de donner un sens aux coefficients qui apparaissent dans I’expression de 9™M°™° et Jyiorse. Les
identités cruciales 0? = 0 et 5§40rse = 0 sont une conséquence d’un théoreme de recollement.
Celui-ci constitue, avec 'analyse de la convergence des suites de trajectoires, une description de
la, compactification des M(y, z; —VYIf)/R par “trajectoires brisées”. Finalement, I’homologie
des complexes ainsi construits calcule 'homologie et respectivement la cohomologie singuliere
H*(Ci\/lorse(L’ _ng)) = H*(L ) Z)7 H*(Cf\k/[orse(L7 _vgf)) = H*(L ) Z)

Nous devons mentionner deux extensions du cadre présenté ci-dessus, qui prendront de
I'importance par la suite. Premierement, le champ de gradient négatif peut étre remplacé par
un champ de pseudo-gradient négatif X satisfaisant la méme condition de transversalité et
coincidant avec un —VYf au voisinage des points critiques. Deuxiémement, lorsque la variété
L n’est pas compacte, la méme démarche fonctionne si f satisfait a la condition de Palais-
Smale: toute suite (z,) telle que f(x,) est bornée et VI f(x,) — 0 contient une sous-suite
convergente. La condition de Palais-Smale peut évidemment étre formulée pour un champ
de pseudo-gradient. Pour des réels a < b les complexes construits sur les points critiques
situés dans f![a, b] calculent respectivement ’homologie et la cohomologie singuliére relative
H*(Ci\/forse(L’ *ng ;) a, b)) = H*(fba fa; Z)a H*( ]T/[orse(L’ *ng ;) a, b)) = H*(fba fa; Z)
Pour un réel ¢ nous utilisons la notation f¢= {f < c}.

1.1.2 Homologie de Floer des variétés fermées

Nous décrivons maintenant les grandes lignes de construction de I'homologie de Floer hamil-
tonienne pour une variété compacte sans bord. Une référence concentrée sont les notes de cours
de D. Salamon [S3], alors que les détails complets sous I’hypothese d’asphéricite symplectique
(w, mo(M)) = 0 qu’on impose dans ce travail se trouvent disséminés dans plusieurs articles
de A. Floer dont [F2, F3]. Cette hypothése peut étre éliminée, mais nous I'avons adoptée
pour éviter les difficultés liées a la présence de “bulles” dans la convergence de Gromov des
courbes pseudo-holomorphes ou celles liées & la technique du cycle virtuel. Nous supposerons
aussi (c1, mo(M)) = 0. Les motivations de ce choix sont expliquées plus bas en relation avec
I'indice de Conley-Zehnder. Nous donnons des détails uniquement pour les affirmations que
nous utiliserons de maniere directe par la suite et nous renvoyons a des références précises pour
le reste.

Soit (M, w) une variété symplectique compacte qui vérifie (w, mo(M)) = 0. Soit H : S' x
M — R un hamiltonien dépendant du temps et Xy le champ hamiltonien défini par 1 x,w =
dH (t,-). Soit J; € End(TM), t € S! un lacet de structures presque complexes compatibles
avec la forme symplectique i.e. telles que gy, (-,+) = w(-, J;+), t € S! sont des formes bilinéaires
symétriques définies positives. On aura alors J; Xy (t,-) = V97t H(t,-).

La construction de ’homologie de Floer suit de pres celle de ’homologie TSW avec les
analogies suivantes:

Variété I. +— FEspace des lacets contractiles dans M, noté L

Métrique g <— Métrique L% sur £ : (n, &) = / g, (n(t), &(¢))dt,
S'l

n, & € TyL=~v"TM
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Fonction f +— Fonctionnelle d’action Ay : L — R,

¥ — 7*(4) — H(t,’y(t))dt
D? St

@) — dAuly)-n=— [ (), 50 - Xulre)d
Point critique de f <+— Orbite 1 — périodique: ¥(t) = Xy (¢, v(t))
VIf «—— V7Ay(y) =7y — 0 Xn

Trajectoire de gradient négatif «— Applicationu: R — £ = u:RxS' — M

vérifiant

Ju Ju
1.4 — 1, VI H _
(1.4 S (s, 1) S~ VIH (u(s, 1)) =0

et ayant une énergie bornée

1 Ou,2 | Ou 2

1. E(u) = = —_— —~_X
(1.5) (u) 2./81./R<85‘ —i—‘at H(t,u)‘)dsdt<oo

Faisons quelques commentaires avant de poursuivre le dictionnaire. Pour un lacet contractile
v :S! — M nous avons noté 7 : D? — M une extension telle que J|yp2 = . L’hypothese
d’asphéricité symplectique entraine alors la bonne définition de la fonctionnelle d’action i.e. son
indépendance par rapport au choix de I'extension 7.

D’un point de vue formel, I’'analogue des trajectoires de gradient négatif en dimension finie
sont les applications u : R x S' — M satisfaisant I’équation (1.4). En dimension finie et
pour des variétés compactes cela entraine de facon automatique la convergence aux extrémités
vers des points critiques de f. Par contre, en dimension infinie il faut imposer une condition
supplémentaire pour assurer la convergence (& vitesse exponentielle) aux extrémités vers des
orbites 1-périodiques. Cette condition est précisément donnée par la finitude de I'énergie (1.5)
et il s’avere que les deux propriétés sont équivalentes [S3].

L’énergie constitue en fait le principe variationnel dont les solutions de 1’équation (1.4)
réalisent le minimum absolu. Pour des orbites z, y de période 1 dénotons par U(y, =) I'espace
des fonctions v : R x S — M qui vérifient lim,_, oo u(s, t) = y(t), lims_y o0 u(s, t) = z(t)
avec convergence uniforme en ¢t. Tout élément u € U(y, x) vérifie alors

1 0 0 2
E(u) ——/ / ‘—u—l—Jt(u)—u—VH(t,u)‘ dsdt + Ap(y) — Ap(x) .
2.Sl.R 0s ot

Cela découle sans probleme des identités —% An(u(s,-) = [arw(us, uy— Xpr) dt et |ug+ Ju, —
IXu)? = ug|? 4+ |us — Xp|* = 2 [ w(us, uy — X ) dt. Le minimum Ay (y) — A (z) de I'énergie
sur U(y, x) est atteint précisément par les solutions de I’équation (1.4) et on note M(y, )
I’ensemble de ces trajectoires. Nous appelerons “trajectoire de Floer” un élément de M(y, x).

Un principe variationnel similaire est disponible en dimension finie pour caractériser les
trajectoires de gradient négatif: on définit, pour v : R — L, I'énergie Ey ,(v) = %fR 19]? +
|V9f(7)|? ds. La condition de transversalité discutée au 1.1.1 peut étre formulée en termes de
surjectivité du linéarisé de I’équation des trajectoires de gradient [S2]

D,{ =V &+ VeVf(y), Eey'TL .
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Une condition de transversalité similaire doit étre vérifiée en dimension infinie pour que les
espaces M (y, =) possédent une structure de variété de dimension finie. Le linéarisé

D& = V& + J(u)Vil + Ved(u)uy — VeVH(t, u), Eeu'TM

de 'équation (1.4) doit étre Fredholm et surjectif i.e. 'équation (1.4) doit étre submersive
au dessus de zéro. Le caractére Fredholm équivaut a la non-dégénérescence des orbites 1-
périodiques de H, alors que la surjectivité est vérifiée pour un choix générique de H et J. La
suite de notre dictionnaire s’écrira:

Points critiques non dégénérés <+— Orbites 1 — périodiques non dégénérées

Indice de Morse indyjorse(2) — Indice de Conley-Zehnder icz(y) d'une

d’un point critique x orbite périodique v, pris avec signe négatif

dim M (y, z) = indumorse(y) — iIndporse(z)  +—  dimM(y, ) = icz(z) —icz(y)
= —icz(y) — (—icz(x))

Mettons en évidence le fait que, a la différence de la dimension finie, I'indice d’inertie de la
hessienne de Ay en un point critique est mal défini: elle admet un nombre infini de valeurs pro-
pres négatives, aussi bien que positives. Ceci peut étre facilement vu sur 'exemple simple suiv-
ant. Considérons H = 0 sur C et 'action d'un lacet v = Y, ., zpe'* sera [ zdy = 7>, ;) k2]
Les espaces propres positif et négatif de cette forme quadratique sont évidemment de dimen-
sion infinie. D’ailleurs, cela montre de nouveau I'inadaptation de la théorie de Morse classique
a ce contexte : elle reviendrait & recoller des disques de dimension infinie le long de spheéres de
dimension infinie, donc contractiles. Les invariants homotopiques des espaces obtenus seraient
nuls & tout moment.

L’indice de Conley-Zehnder est un entier associé & un chemin de matrices symplectiques
partant de l'identité et aboutissant & une matrice dont le spectre ne contient pas la valeur
propre 1. A toute orbite périodique v on peut ainsi associer un indice de Conley-Zehnder en
regardant le linéarisé du flot hamiltonien dans une trivialisation de T'M au dessus d’un disque
5. L’hypothése d’annulation de la premiére classe de Chern sur mo(M) assure que deux telles
trivialisations sont homotopes le long de 7, d’on 'indépendance de iz (7y) par rapport au choix
de 7. Nous expliquons a la fin de ce paragraphe pourquoi le bon analogue de I'indice de Morse
est I'indice de Conley-Zehnder pris avec signe négatif, plutét que l'indice de Conley-Zehnder
tout simplement.

Si les hypotheses de transversalité sont vérifiées, le théoreme des fonctions implicites assure
que la dimension de M(y, ) en u est égale a I'indice de D,,. L’identification avec la différence
des indices de Conley-Zehnder est une conséquence d’une caractérisation en termes du flot
spectral d’une certaine famille d’opérateurs différentiels d’ordre 1 associée & I'équation (1.4)
[RS1, RS2, S3].

Le seul ingrédient qui manque pour définir formellement un complexe différentiel
homologique / cohomologique & la maniere des complexes TSW est une recette pour associer
un signe a chaque trajectoire de Floer reliant des orbites dont la différence des indices est égale
a 1. Il suffit de dire & ce point qu’il y en a une [FH2, S2].
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Définition. Les complezes de Floer homologique FC,(M; H, J) / cohomologique FC*(M; H, J)
sont formellement définis par les équations (1.1, 1.2, 1.3), (1.1', 1.2, 1.8 ) respectivement. La
graduation est donnée par l'opposé de 'indice de Conley-Zehnder.

La définition dépend des résultats de transversalité et non-dégénérescence mentionnés plus
haut. Pour un hamiltonien dont les orbites périodiques sont non dégénérées, ceux-ci sont val-
ables pour un ensemble J,..,(H) générique au sens de Baire de structures presque complexes.
Inversement, pour une famille J = (J;) fixée, les résultats de transversalité sont valables pour
un ensemble H,.4(J) générique au sens de Baire dans C*(S' x M, R). En dimension finie, cela
revient & prescrire la métrique et a choisir une fonction de Morse générique: du point de vue
de la généricité, les deux objets (métrique et fonction) sont symétriques.

Pour fixer les idées, tous les commentaires qui suivent concerneront les groupes de co-
homologie. La distinction homologie - cohomologie ne prendra de I'importance que pour les
variétés a bord: la définition comprendra comme ingrédient supplémentaire un passage a la
limite qui sera de type inductif ou projectif, selon qu’on choisit un formalisme homologique ou,
respectivement, cohomologique.

La propriété fondamentale de la cohomologie de Floer

FH*(M; H, J) = H*(FC*(M; H, J))

est I'indépendance par rapport au hamiltonien et & la structure presque complexe. Pour deux
paires (H?, .J%), (H', J') qui vérifient les conditions de régularité précédentes il existe une ho-
motopie de paires régulieres (H', Jt), t € [0, 1]. Toute telle homotopie induit un isomorphisme
FH*(M; H°, J°) = FH*(M; H', J') qui, de plus, ne dépend pas de I’homotopie réguliére
choisie. Cela fait qu’on peut identifier la cohomologie de Floer avec un invariant topologique
classique, a savoir la cohomologie singuliere. Considérons pour cela le cas particulier d’un hamil-
tonien H qui est indépendant du temps et qui est une fonction de Morse. Tout point critique
z de H est aussi une orbite 1-périodique et, en vue de la convention Xy = —JVH, on déduit
pour la normalisation usuelle de 'indice de Conley-Zehnder icz(z) = n — indymopse(z, —H),
n = +dim M ou encore indvowe(z, —H) = n + ( — icz(z)). Lorsque H est aussi suffisam-
ment petit en norme C? on peut montrer que les trajectoires de Floer (vérifiant 1’équation
us + Ju; = VH) qui relient des points dont la différence des indices est égale a4 1 sont en fait
indépendantes du temps [F3], ce qui fait que le complexe de Floer coincide avec le complexe
TSW correspondant & VH. On retrouve alors, pour la graduation sur F'C* donnée par I'opposé
de I'indice de Conley-Zehnder, 'isomorphisme

1
FH*(M, w) ~ H""™(M; Z), n= idimM .

On voit en particulier I'intérét de choisir comme graduation —igyz plutdt que icz. Dans ce
dernier cas on aurait obtenu 'isomorphisme FH* ~ H"** & travers la dualité de Poincaré
superflue H,, (M) ~ H""*(M).

1.1.3 Homologie de Floer des variétés a bord de type contact

Le deuxieme grand cadre de définition des groupes d’homologie de Floer hamiltonienne est
celui des variétés symplectiques compactes avec bord de type contact. Les références principales
pour ce point de vue sont les articles de K. Cieliebak, A. Floer, H. Hofer, K. Wysocki [FHI,
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CFH2, CFHW2] et C. Viterbo [V2]. La these de D. Hermann [Hel] m’a aussi beaucoup aidé par
la clarté du point de vue adopté, ainsi que l'article de P. Biran, L. Polterovich et D. Salamon
[BPS]. La conjecture de Weinstein et des probléemes connexes sont discutés dans le livre de H.
Hofer et E. Zehnder [HZ].

Le motivation initiale pour construire I’homologie de Floer était le probleme de I'existence
d’orbites périodiques pour des champs hamiltoniens. Celui-ci comprend, en gros, deux vo-
lets: recherche et estimation du nombre d’orbites de période donnée et recherche d’orbites
de période arbitraire sur un niveau d’énergie donné. Historiquement, ces deux directions de
développement correspondent & une conjecture de V.I. Arnold (1965) et & une conjecture de A.
Weinstein (1979). La premiére prédit, pour le nombre d’orbites de période fixée sur une variété
compacte sans bord, une borne inférieure égale au rang total de la cohomologie (rationnelle) de
la variété. Sous les hypotheses précédentes, elle découle des propriétés des groupes d’homologie
de Floer. Notons que des preuves en toute généralité sont disponibles depuis 1996. La deuxiéme
conjecture prédit I'existence d’une orbite périodique sur un niveau ¥ compact de type contact
et 'homologie de Floer pour variétés & bord est un outil adapté a cette étude.

Définition 1.1.1. Une hypersurface (compacte) Y. dans une variété symplectique (M, w) est dite
de type contact s’il existe un champ de vecteurs X défini au voisinage de X tel que X soit
transverse a Y et Lxw = w. Le champ de vecteurs X sera appelé champ de Liouville. La 1-
forme A = 1xw est appelée forme de Liouville. Si le champ de Liouville peut étre défini sur tout
M on dit que X est de type contact restreint.

Le bord d’une variété symplectique M est dit de type contact (restreint) si les précédentes
conditions sont vérifiées et le champ de Liouville pointe vers lextérieur de M.

La condition de type contact est un analogue symplectique de la convexité dans R?" : toute
hypersurface compacte convexe est de type contact, vu que le champ radial X (z) = %x, z € R*™
vérifie les conditions précédentes (si 0 est dans la composante bornée du complémentaire de X).
La conjecture a été formulée précisément en vue de résultats préliminaires d’existence d’orbites
périodiques sur des niveaux convexes ou étoilés. Une premiére démonstration pour ¥ C R?" a
été donnée par C. Viterbo [V1] et de nombreux autres cas d’espaces ambiants ont été explorés
par la suite.

La condition de type contact est aussi en relation avec la pseudo-convexité holomorphe,
comme il a été remarqué par Y. Eliashberg, M. Gromov [EG] et D. McDuff [McD]. C’est
précisément la raison pour laquelle nous imposons que le champ de Liouville pointe vers
Pextérieur du bord (ceci est vrai de fagon automatique si la variété est compacte a bord de
type contact restreint puisque le champ de Liouville dilate - exponentiellement - les volumes).
Nous donnons des explications détaillées sur la pseudo-convexité un peu plus loin.

Les groupes d’homologie de Floer pour des variétés a bord de type contact seront définis &
I’aide de hamiltoniens ayant le bord comme niveau régulier. Les invariants obtenus prendront
en compte non seulement les orbites 1-périodiques a l'intérieur de la variété, mais aussi les
orbites de période arbitraire sur le bord. En conséquence, ils seront bien adaptés au probléme
de Weinstein. Notons d’emblée que, a la différence du cas compact ot 'homologie de Floer est
en fin de compte égale & I'homologie singuliere, il n’y a pas d’analogue topologique similaire
pour le cas & bord. Cela justifie les résultats de cette theése, qui visent & mettre en évidence des
structures algébriques déterminées par la présence de structures géométriques spéciales.

Voici comment on récupére sur un niveau Y. de type contact des orbites de période arbitraire
a l'aide d’orbites de période 1 au voisinage de . Notons d’abord que la restriction de w a T'Y
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a un noyau de dimension 1 sur lequel A ne s’annule pas. Si H est un hamiltonien autonome
admettant ¥ comme niveau régulier alors Xy € ker w|py et A(Xg) # 0.

Définition 1.1.2. Le champ de Reeb (ou champ caractéristique) Xreep de X est défini par les
deuz propriétés suivantes : Xgeer, € ker w|rs et A(Xgeeb) = 1. Une orbite de Xgeer, est appelée
caractéristique de 3.

Remarquons que l'action f7 A d’une caractéristique fermée est égale & sa période. De plus, les
orbites de X situées sur X sont en correspondance avec ses caractéristiques. Il est important
de remarquer le fait que la dynamique hamiltonienne sur un niveau régulier ne dépend pas du
hamiltonien mais du niveau: c’est un probleme de nature géométrique.

Si I'on note par @’}( le flot du champ de Liouville, on voit que tout un voisinage V de X est
feuilleté par les hypersurfaces o4 () _s< < 5, 6 > 0 suffisamment petit. En vue de ¢ w = e'w,
leurs caractéristiques sont en correspondance biunivoque avec celles de X. Il est maintenant

commode de changer de coordonnées via le symplectomorphisme

(1.6) U N x[1—6 1+ >V, § > 0 petit ,

T(p, S) = P2 (p)

vérifiant

U =85 )
ot \| désigne la restriction de A = 1xw & TY. Le hamiltonien autonome

H:Sx[1-61+0 —R

H(p, S)=h(S), h :[1-6, 1+ —R

vérifie Xy (p, S) = —h'(S) XReeb- Ses orbites de période 1 situées sur le niveau S correspondent
aux caractéristiques de période h'(S) situées sur ¥ (et parcourues en sens inverse). En étudiant
les orbites de période 1 des hamiltoniens de ce type on aura étudié en fait les caractéristiques
sur X: plus la variation de h sera grande dans le petit intervalle [1 — ¢, 1 + §], plus on aura
attrapé de caractéristiques.

Un invariant raisonnable d’homologie de Floer pour une variété a bord devrait prendre
en compte la topologie de la variété et toutes les caractéristiques fermées sur son bord. On
retombe sur le principe commun sous-jacent aux constructions de [FH1, CFH2, CFHW2, V2]:
la cohomologie
(1.7) FH*(M) = lim FH*(M; H, J)

(H,J)
sera définie comme une limite selon une famille admissible de hamiltoniens, de plus en plus
croissants vers le bord. Comme nous l’avons annoncé plus haut, cette limite est inductive,
respectivement projective, selon qu’on choisit un formalisme homologique ou cohomologique.
Une subtilité supplémentaire qui vise a affiner I'invariant consiste & utiliser une troncature par
les niveaux de I'action. Elle sera clarifiée plus bas, lors de la description des trois points de vue
déja présents dans la littérature.

Homologie symplectique d'un ouvert borné U C (C™, wy). Cette définition a été intro-
duite par A. Floer et H. Hofer dans Particle [FH1]. Nous la présentons ci-dessous en variante
cohomologique, alors que 'article initial adopte le point de vue homologique. Ses deux traits
caractéristiques sont les suivants:
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a. elle est “extrinseque” au sens ou les hamiltoniens sont définis sur I’espace ambiant C" ;

b. la définition est valable pour des ouverts quelconques, sans hypothese de régularité sur le
bord et encore moins de type contact.

La classe H(U) des hamiltoniens admissibles H : S' x C" — R est définie par les propriétés
suivantes:

1 < 0;

’ H‘sle
2. il existe une matrice A définie positive telle que

H'(t,u) — Au|

™ —0, lu| — o0
U

uniformément en t € S;

3. le systéme différentiel

—ii = Az, z(0) = z(1)
admet seulement la solution triviale x = 0;

4. il existe une constante ¢ > 0 telle que
| H"(t,u) < c, vteS!, ueC,

/

%—}f(t,u)‘gc(l-}—\uD, ViesS, ueC”.

On note H,eq(U) la classe des hamiltoniens admissibles ayant toutes les orbites 1-périodiques
non dégénérées : c’est une partie de H(U) qui est dense au sens de Baire. On note J la classe
des structures presque complexes compatibles avec wy qui coincident avec ¢ en dehors d’un
compact. La transversalité dans I’équation de Floer est vérifiée pour un ensemble dense au sens
de Baire HJ eg(U) C Hyeg(U) x T et les groupes de cohomologie tronqués par l'action sont
définis pour une paire réguliére comme suit :

FC}IZ,+OO[(Ha J) = | @ 7(x), a € RU{—o0},
A
FHj, oof(H, J) = H (FOJ, oo (H. J)) ,
FCLy(H, J) = FC,  (H, J) | FC,  ((H, J),  —o0<a<b< +oo,

FHy, (H, J) = H"(FC, (H, J)) .

La limite inverse (1.7) est prise par rapport a la relation suivante d’ordre partiel sur HJ ¢4(U),
qui induira un systéme projectif en cohomologie :

(H,J) < (K, J) ssi  H(t u) < K(t u) .

Le systeme projectif cohomologique est déterminé de la fagon suivante. Pour deux paires or-
données (H, J) < (K, J) on considére une homotopie (H (s, ¢, u), J(s, t, u)) telle que:
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— Tl existe sg > 0 tel que (H(s, t, u), J(s, t, u)) = (H(t, u), J(t, u)), s < —sp

(K(t, u), J(t, u)), s>so ;

. . s .- OH .
— L’homotopie est croissante par rapport a s i.e. 5= (s, t, u) > 0;

— Elle vérifie certaines conditions supplémentaires de croissance a l'infini et de régularité,
qui seront explicitées et généralisées dans la seconde partie de ce chapitre.

Le role des trajectoires vérifiant (1.4 - 1.5) est pris par les solutions de I'équation de Floer &
parametre

(1.8) us + J(s, t, u)uy — V H(s, t,u) =0,

(1.9) u(s, t) — &, s — +oo |

avec ~ et x1 des orbites 1-périodiques de H et K respectivement. L’espace M(z~, z1) des
solutions de (1.8 - 1.9) a comme dimension —icz(z~) — ( — icz(z ")) mais, & la différence
de (1.4 - 1.5), il n’est plus muni d’une action de R par translation. Cela fait qu’il n’est plus
vide génériquement si sa dimension formelle est nulle et le morphisme de complexes défini a la
maniére de (1.3') respectera alors les degrés:

ozt = > #M(z, 2T (z7) .

icz (77 )=icz(zt)

L’application o est bien définie puisque I'action est décroissante le long des solutions de
I’équation & parameétre (1.8). Cela est dii au fait que les homotopies considérées sont crois-

santes :
d OH
L A, = = [ wlus,w = Xt ) di— [ (st uls, ) at
S JS! Jg1 0s
= = [l T touts )i [ st s, 1) d
g1 g1 88
= —|u,l? 8—H(S, t,u(s, t)dt < 0.

9as) g1 0s

Le morphisme o commute avec la différentielle et passe en cohomologie pour définir le “mor-
phisme de monotonie”

(K, J)

(1.11) FH (K, J) — 22 FHY, (H, )

Comme dans le cas compact, deux homotopies admissibles induisent le méme morphisme entre
les groupes d’homologie de Floer et on a de plus

(K,J) (K',Jy (KT
Ym0y ° %y T gy o
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pour (H, J) < (K, J) < (K', J'). On définit alors

FH}, ;(U) = lim FHj, ,(H, J), ~oco<a<b<+oo,
(11,.7)
FHj, o (U) = lim FH;j, . (H,J)
(i,.9)

et on obtient en particulier

FH;, (U) = 1‘1_?1FH}’;LM(U), b— 400 .

Les morphismes “de troncature” FH}’; b}(U) — FH}’; b,}(U), b > b’ sont induits par les inclu-
sions FC}Z,m[(H’ J) — FC}Z',m[(H’ J), a > a' qui déterminent les fleches

FH}, (H, J) — FH, ,(H, J), a>d, b>V

compatibles avec les morphismes de monotonie. Pour « fixé les groupes FH}’; b}(H , J) forment
un systéme projectif bidirigé et, vu que deux limites projectives (ou inductives) commutent on
pourra écrire

FH;, ,(U) =lim lim FH, ,(H, J) = lim lim FH}, z(H, J),  b—oo.
b (H,J) (H,J) b

Nous verrons plus bas (cf. 1.1.4) que, pour un ouvert U & bord de type contact restreint,
les groupes FH}’; +OO[(U) ne dépendent pas de a lorsque celui-ci est négatif. Cela est une
conséquence de 'existence d’une famille cofinale dont les orbites 1-périodiques ont toutes une

action positive ou arbitrairement proche de zéro [Hel, V2]. De toutes facons, on pose
(1.12) FH*(U) = FH}*foO&OO[(U) .

Pour les ouverts & bord de type contact restreint on aura alors FH*(U) = FH (U), a<0.

la, +o00]

Le formalisme des passages a la limite mis & part, la présente version de ’homologie de
Floer demande un ingrédient essentiellement nouveau par rapport au cas des variétés fermées,
A savoir l'existence de bornes C° qui assurent le fait que, & extrémités fixées, les trajectoires
restent toutes dans un compact. Dans la deuxieme section de ce chapitre je présente une version
généralisée d’homologie de Floer pour des variétés a bord de type contact et l’existence de
bornes C? a priori constituera la partie principale du travail qui devra étre fourni pour prouver
sa bonne définition.

Notons que, de la méme maniére, on pourra définir des groupes d’homologie de Floer en
considérant la différentielle de Floer homologique selon (1.3) (c’est d’ailleurs le cadre original
de [FH1]). Les sous-complexes préservés par la différentielle seront

FCLH, )= @ Z{r), a<w
Ag(z)<a

et les morphismes de monotonie et de troncature définiront un systéme bidirigé inductif:

FH ™) = lim lim PE"'(H, J) = lim bim FH;, ;(H, J), b= 0.
b (H,J) (H,J) b
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Cette distinction n’est pas sans importance: la limite inductive est un foncteur exact, alors
que la limite projective est juste un foncteur exact & gauche (par contre, c’est un foncteur
exact si les éléments du systeme dirigé sont des espaces vectoriels de dimension finie [ES] Ch.
VIII). Cela aura des conséquences non triviales par la suite: nous obtiendrons une formule de
Kunneth en homologie de Floer valable a coefficients entiers et une formule de Kiinneth en
cohomologie de Floer valable uniquement & coefficients dans un corps.

Homologie symplectique des ouverts relativement compacts dans des variétés a bord de
type contact. Cette définition a été introduite par K. Cieliebak, A. Floer et H. Hofer dans
larticle [CFH2]. Elle a été utilisée sous une forme légerement différente dans [CFHW2] pour
démontrer la stabilité du spectre d’action pour une variété symplectique & bord de type contact.

Les hamiltoniens admissibles pour un ouvert relativement compact U C M\ OM sont définis
par les propriétés suivantes:

— H‘ L < 0;
SixU
— H =m(H) = max H > 0 au voisinage de OM ;
— les orbites périodiques avec fo] H(t,z(t))dt < m(H) sont non dégénérées.

Les définitions du complexe de Floer et des groupes de (co)homologie sont tout & fait similaires
au cas des ouverts de C", alors que l'existence de bornes C° sera remplacée dans ce cas par le
fait que les trajectoires de Floer qui relient des orbites non dégénérées restent & une distance
minorée du bord.

R R
R bV AH S [me A
| | |
[
I
) @) 3

Fig. 1.1: Familles admissibles: (1) - [FH1], (2) - [CFH2], (3) - [V2]

Homologie symplectique des variétés compactes a bord de type contact. Cette approche a
été développée par C. Viterbo dans Particle [V2]. Par rapport aux deux constructions
précédentes, elle isole directement les spécificités des groupes de cohomologie de Floer qui
sont liées a la conjecture de Weinstein. Le point d’intérét principal sont les caractéristiques sur
le bord de la variété M. On définit la complétion symplectique de M comme

M= M Upprx g1y OM x [1, 400l ,

~ w sur M
w= d(SA)  sur OM x [1,+oc] .
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Le recollement est réalisé par I'intermédiaire du difféomorphisme (1.6) induit par le flot de
Liouville. Formellement, les hamiltoniens admissibles sont des K, u > 0 tels que K, = 0 sur
M, K,(t,p,S) = ku(S) sur OM x [1,400), avec k;,(S) = p pour S > 17 et k, convexe. Nous les
avons représentés dans la figure 1.1-(3). Les homotopies les reliant seront choisies croissantes
et convexes.

Les orbites 1-périodiques de K, sont les constantes a I'intérieur de M et les caractéristiques
sur OM ayant une action au plus égale & pu. Comme K, est indépendant du temps, toute
orbite est au mieux transversalement non dégénérée et il faudra penser en pratique a une
famille de hamiltoniens perturbés K u- Des détails complets les concernant sont fournis dans
la these de D. Hermann [Hel] et la technique de perturbation est due & [FHW1]: une orbite
périodique transversalement non dégénérée doit étre vue comme un cercle critique de Morse-
Bott et une petite perturbation dépendant du temps le “casse” en deux orbites non dégénérées,
correspondant aux points critiques d’une fonction de Morse sur S!. Je donne des explications
supplémentaires sur ce point de vue dans la section 1.1.5. Les hamiltoniens perturbés f(ﬂ
vérifient

— K, < Ky sip<p

— (IN( 1) u>0 est une famille cofinale pour la classe des hamiltoniens H : St x M —R qui
vérifient H < 0 sur M \ OM ;

L’existence de bornes C° pour les trajectoires de Floer constitue & nouveau le point crucial
de la constrution. A la différence des constructions précédentes et grace a la forme spéciale des
hamiltoniens et des homotopies, un argument géométrique fondé sur la convexité holomorphe
permet de conclure.

Définition 1.1.3. Soit J une structure presque complexe compatible avec la forme symplectique
w. Une hypersurface 2 C M est dite J-convexe si elle peut s’écrire localement comme un niveau
régulier d’une fonction plurisousharmonique i.e. satisfaisant dd®p <0, ou d° = J*d.

Exemple: si M est une variété a bord de type contact alors OM x {Sp} C OM x [1 — €, oo est
une hypersurface JJ-convexe par rapport a toute structure presque complexe compatible avec
w = d(SA]) qui est de la forme

J(p,5)|56= Jo ]
J(p,S')(ﬁ) = EXReeb (p),
J(p,S)(XReeb(p)) = *S(‘%

En effet, ¢(p, S) = S est une fonction plurisousharmonique: dd“S = d(—S\|) = —w < 0.

Lemme 1.1.4. (H. Hopf, voir aussi [McD]) Soient ¥ C M une hypersurface J-conveze et ¢ une
fonction de définition (locale). Aucune courbe J-holomorphe u : (D?(0, 1), i) — M ne peut
étre tangente a 3 par lintérieur i.e. @ ou ne peut pas avoir de mazimum local.

Démonstration. Désignons par z = s + it la coordonnée complexe sur D2(0, 1) et Jy = i la
structure complexe standard sur le disque. D'un c6té on a dd§ (¢ o u) = —A(p o u)ds A dt.
Par J-holomorphicité de u on obtient aussi ddj (¢ o u) = dJgu*dp = du*J*dp = u*dd5p.
La plurisousharmonicité de ¢ entraine A(p o u) > 0 et le principe du maximum démontre
Iaffirmation. O

Un calcul similaire et le principe du maximum appliqué 4 une équation aux dérivées par-
tielles elliptique du second ordre ayant des termes du premier ordre démontre le
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Lemme 1.1.5. [V2] Une solution u : (D?(0, 1), i) — OM x [1 — ¢, oo| de l’équation de Floer
us + J(s, t)uy — VH(s, t, u(s, t)) =0 avec H(s, t, p, S) = h(s, t, S) et % > 0 ne peut étre
tangente par lintérieur a OM x {Sy}.

L’existence de bornes C° découle alors de ce que, pour des valeurs génériques de y, les
orbites 1-périodiques des K, sont toutes localisées au voisinage de M. Comme les trajectoires
de Floer ont comme asymptotes des orbites 1-périodiques, elles pourraient quitter le voisinage
de M en question uniquement en touchant un certain OM x {Sp} par lintérieur, ce qui est
interdit.

On définira comme plus haut les groupes FH}*(L’+OO[(M), —o0 < a < o0. Le phénomeéne
nouveau qui se produit est que ceux-ci ne dépendent pas de a dés que a < 0. La raison est tres
simple: dans la famille cofinale que nous considérons maintenant ’action des orbites devient
plus grande que —§, avec § > 0 arbitraire fixé. En effet, les orbites tombent en deux catégories :
d’un co6té les points critiques de H & l'intérieur de M, avec action proche de zéro, d’un autre
les orbites correspondant aux caractéristiques fermées sur M, dont 'action approxime l'aire
(positive) de ces dernieres. On aura donc
FH*(M) = FH}*

a,+oc

[(M), a<0.

1.1.4 Commentaires ; propriétés supplémentaires; applications

Bornes C°. Comme nous l'avons déja accentué, le point crucial dans la construction d’une
(co)homologie de Floer dans le cas des variétés a bord est I'existence de bornes C° pour les
trajectoires de Floer. L’argument géométrique de [V2] fonctionne exactement pour la classe
de hamiltoniens et de déformations utilisées dans I'article, mais doit étre modifié de fagon non
triviale lorsque la classe de hamiltoniens admissibles est élargie (en permettant une dépendance
arbitraire de s ou encore de p dans H (s, t, p, S)). Cela justifie le travail supplémentaire de [FH1]
et [CFH2]. Néanmoins, des variations du principe du maximum interviennent dans chacun des
deux contextes: [FH1] Prop. 8 (Prop. 1.2.4) et [CFH2] p. 110. Pour la preuve de la formule
de Kiinneth et la construction de la suite spectrale, j'utiliserai une définition de I'homologie
similaire & [V2], tout en élargissant la classe des hamiltoniens admissibles sur le modele de
[FH1]. Cela m’amenera a adapter les idées de [FH1], p. 48-56 dans le contexte de [V2] afin
d’établir les indispensables bornes C°: c’est le contenu de la deuxiéme partie de ce chapitre.

Relations entre les différentes homologies symplectiques. D. Hermann [He2|, §4.3 prouve
que I'homologie au sens de [FH1] d’'un ouvert borné de type contact restreint U C C™ coincide
avec son homologie de Floer au sens de [V2], et cela pour n’importe quel intervalle fixé de
I’action. La preuve consiste a mettre en évidence une suite cofinale de hamiltoniens admissibles
au sens de [FH1] qui calculent FH"" (U) et dont les orbites périodiques sont séparées en deux
groupes: d’un coté des orbites d’action positive ou proche de zéro, d’un autre des orbites dont
I’action tend uniformémement vers —oco et qui par conséquent n’entreront pas en compte dans le
calcul de '’homologie. La suite cofinale est construite de maniére a ce que les orbites du premier
type puissent étre réalisées par un hamiltonien admissible au sens de [V2]. L’isomorphisme
découle de l'identification des trajectoires de Floer dans les deux contextes. On obtient en

particulier I'indépendance de FH}’; +OO[(U) par rapport & a lorsque a < 0.
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Par contre, je ne connais pas de construction similaire qui identifierait les approches de
[CFH2] et [V2]. Les orbites 1-périodiques ne peuvent plus étre séparées de fagon convenable par
laction comme dans [He2] et, pour les mémes valeurs de troncature, le complexe de [CFH2] fait
généralement intervenir strictement plus d’orbites que celui de [V2]. En interprétant la présence
de générateurs “parasites” dans le complexe de Floer comme favorisant ’annulation en homolo-
gie des générateurs intéressants (les orbites correspondant aux caractéristiques fermées), alors
jaffirmerais que, de fagon heuristique, ’homologie au sens de [V2] renferme plus d’informations
que celle de [CFH2].

Remplissages symplectiques. Dans [CFHW?2] les auteurs considérent une variante de la
définition de [CFH2] - basée sur une autre classe de hamiltoniens admissibles, satisfaisant
m(H) = 0 - qui dépend uniquement de lintérieur de la variété et qui “attrape” le spectre
d’action du bord. Pourtant, elle ne peut pas mettre en évidence un complexe qui prenne en
compte exactement une contribution homologique pour chaque caractéristique et la topologie
de la variété via les points critiques intérieurs du hamiltonien. Cela est réalisé par la version
[V2] de I'homologie qui, néanmoins, dépend instrinséquement de la variété et de son bord. Il
serait intéressant de trouver une version de ’homologie qui dépende uniquement de 'intérieur
de la variété et qui arrive a isoler un complexe comme ci-dessus. Cela pourrait mener a des
obstructions topologiques sur les remplissages symplectiques de certaines variétés de contact,
éventuellement via une relation qui reste & établir avec ’homologie de contact.

Invariance par isotopie. L’homologie de Floer satisfait & deux importantes propriétés
d’invariance: par rapport & des déformations de hamiltoniens et par rapport a des déformations
de formes symplectiques. Nous les énongons de facon précise ci-dessous. L’invariance hamiltoni-
enne est valable sous des hypotheses plus générales que celles que nous indiquons, notamment
pour certaines homotopies non croissantes. Néanmoins il nous suffira de travailler avec le

Théoreme 1.1.6. [V2] Soit H(s), s € [0, 1] une déformation admissible i.e. satisfaisant aux
conditions (1.26 - 1.30). Soient aussi ag, bs des familles continues de paramétres de R telles
que H(s) n’ait pas d’orbites 1-périodiques d’action égale a as ou bs. Alors il y a un isomorphisme

canonique
FH, i (Ho) — FHy, 4 (Hi),

obtenu de la maniére usuelle en considérant les solutions de ’équation (1.8 - 1.9).

Noter que 'hypothése entraine en particulier Hy < H;. L’invariance de I’homologie de Floer
par déformation des formes symplectiques est apparentée au résultat précédent pour ay = —oo,
by = +o0:

Théoreme 1.1.7. [V2] Soit M une variété compacte a bord et ws, s € [0, 1] une isotopie de formes
symplectiques par rapport auxquelles le bord OM reste de type contact. On a un isomorphisme
FH*(M, wy) ~ FH*(M, wy).

L’isomorphisme est toujours obtenu en comptant les solutions d’une équation similaire a
(1.8) et le fait de considérer I'homologie sans troncature sur les valeurs de 'action est crucial
pour la bonne définition du morphisme. 11 est important de réaliser que l'isotopie ne doit pas
nécessairement préserver la classe de cohomologie de la forme symplectique. Je donne ci-dessous
un corollaire utile qui montre que 'homologie de Floer non tronquée d’une variété a bord M
est en réalité un invariant de sa complétée M. Je présente une formulation pour des ouverts
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a bord lisse pour la seule raison de pouvoir appliquer tel quel le théoréme précédent, énoncé
pour des wvariétés a bord. Ce résultat est & mettre en relation avec la définition 1.2.2. et j’en
donne une version plus générale au 1.2.9. D’ailleurs, ce résultat d’invariance par isotopie souléve
naturellement la question de 'invariance différentiable de 'homologie de Floer des variétés a
bord.

Corollaire 1.1.8. Soient U, U’ deuzx ouverts a bord lisse de M satisfaisant auz conditions suiv-
antes:

— 0U et oU' sont contenus dans le domaine de définition du champ de Liouville étendu a
M par S%;

— le champ de Liouville est transverse et extérieur a OU, OU'.

Alors
FH*(U)~ FH*(U'") .

Démonstration. On peut réaliser une isotopie différentiable entre U et U’ le long du flot de
Liouville, ce qui correspond a une isotopie de formes symplectiques sur U depuis sa forme
symplectique initiale wy jusqu’a celle induite par le difféomorphisme avec U’, soit-elle wq. Par
le théoréme précédent on a FH*(U, wy) ~ FH*(U, wy). Par symplectomorphisme on a aussi
FH*(U, w) ~ FH*(U', wg), ce qui conclut la preuve.

O

Applications a la conjecture de Weinstein. Nous avons déja annoncé dans 1.1.3 que les
groupes d’homologie de Floer sont utiles pour établir I’existence de caractéristiques fermées sur
une hypersurface de type contact. Le premier outil clé est fourni par I'application

* 1
(1.13) FH*(M) "= H""*(M, O0M), n= 5 dim M,
obtenue en restreignant le domaine de ’action en vue de I'identité
FH{, o+)(M) ~ H"™ (M, M), a<0.

Ici 07 désigne un nombre positif suffisamment petit. Comme nous I'avons déja indiqué au
1.1.2, en restreignant le domaine de I'action et en considérant des hamiltoniens autonomes H
suffisamment petits en norme C? le complexe de Floer coincide avec le complexe de Morse
du champ VH. Par construction, ce dernier champ pointe vers l'extérieur le long de M. On
pourra trouver au 3.4.1 une preuve du fait qu’on obtient de cette fagon I'homologie de M
relative au bord, graduée selon I'indice de Morse des points critiques de —H (la fonction pour
laquelle VH est un pseudo-gradient négatif).

Par la construction méme de I’homologie de Floer on voit que la non-bijectivité de c*
entraine I'existence d’une caractéristique fermée sur M, qui correspond a la présence dans le
complexe de Floer d’un générateur autre qu’un point critique d’une fonction de Morse définie
sur int(M). En suivant [V2] nous posons la

Définition 1.1.9. [V2] Une variété M satisfait a la conjecture de Weinstein algébriqgue (AWC)

. . . . . c* .
§’il existe un anneau de coefficients tel que Uapplication FH*(M) —— H""*(M, OM) ne soit
pas un isomorphisme.



1. Construction de I’homologie de Floer 30

Il est clair que AWC implique la validité de la conjecture de Weinstein pour dM. Dans
certaines circonstances, que j’énonce plus bas, la propriété AWC est héritée par les sous-
variétés de codimension 0 dans M et il sera utile de distinguer les situations oli le morphisme
FH*(M) —s H"™ (M, M) est non injectif ou non surjectif (on dira que M satisfait au cas
a), respectivement b) de la propriété AWC).

Le deuxiéme outil clé est fourni par 'existence [V2], §2 d’un morphisme de transfert

(1.14) FH (W) 2o FE* (M) |

associé 4 une inclusion de codimension zéro W <% M, ou M est a bord de type contact et W
est a bord de type contact restreint, au sens ou la forme symplectique admet une primitive sur
W telle que le champ de Liouville soit transverse & dW. De plus, la variété W doit vérifier une
hypotheése supplémentaire concernant certaines trajectoires de Floer [V2], p. 1000. Le point en
ce qui la concerne est que, si elle est violée et (w, mo(M)) = 0, alors il y a une orbite périodique
sur OW (cf. [V2], Thm. 4.1).

Voici une description succincte du morphisme (1.14). Un voisinage de OW dans W est
trivialisé par le flot du champ de Liouville de W comme 0W x]0, 1]. Notons S|, la coordonnée
sur le deuxiéme facteur. Un voisinage de M est trivialisé de la facon habituelle par le flot
du champ de Liouville de M comme dM x]1 — ¢, 1], § > 0 et on note S la coordonnée sur
le deuxiéme facteur. Le morphisme Fj' est construit & 'aide d’une famille H = H, ) . de
hamiltoniens qui prennent en compte les caractéristiques de W et de M et qui sont de la
forme suivante: H = hy(S,, ), e < S, <1, b\ = Aet H = k,(S), S > 1, k,, = p, alors que
H=0sur W\ OW X [e, 1] et H = X(1—¢€) sur M \ W. Le morphisme de transfert provient du
morphisme de troncature (pour une structure presque complexe J convenable)

FHiy (H, J) — FH}, ,(H,J)

avec a = a(e, \) < 0 suffisamment négatif et b = b(e, A) > 0 suffisamment positif. Un argument
d’isotopie identifie la limite (projective) selon €, A et u dans le deuxiéme terme avec FH*(M).
De méme, sous ’hypothése additionnelle mentionnée plus haut, le premier terme est identifié
avec FH}’E)*,b/e}(KA)’ Ky = kx\(S,,), S, > 1 dans W, Ky = 0 sur W. En passant & la limite
(projective) selon A et € dans le premier terme, on obtient F'H*(W).

La propriété fondamentale du morphisme de transfert est la commutativité du diagramme
suivant, obtenue par une analyse attentive des différents morphismes de troncature par 'action

qui y sont impliqués [V2] Thm. 3.1.:

(1.15) FHY (W) —" » FEH*(M)

H" (W, OW) —— H"** (M, OM)

Cela permet de déduire, par exemple, laffirmation suivante:

Proposition 1.1.10. ([V2], Thm. 4.1) Soit M une variété symplectique conneze de dimension
2n telle que le morphisme FH™(M) LA H?"(M, OM) n’est pas surjectif. Toute sous-variété

W < M a bord de type contact restreint admet une caractéristique fermée sur OW.
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Démonstration. En effet, soit la condition dont il est question ci-dessus n’est pas vérifiée et
il y a une caractéristique sur W, soit elle 'est et on a le diagramme commutatif (1.15). Le
morphisme H?"(W, OW) — H?"(M, M) est bijectif si W est connexe ou surjectif si W est
disconnexe. L’hypothése entraine la non-surjectivité de FH"(W) — H?*™(W, OW) et donc
Iexistence d’une caractéristique sur OW. U

Remarque. Si on travaille & coefficients dans un corps et la variété M est connexe, la non-
surjectivité du morphisme FH"(M) — H?"(M, OM) équivaut & son annulation.

Je vais expliquer dans la section suivante 1’égalité
FH*(D™) =0, D™ ={zeC" : |2|<1}.

Cela entraine tout de suite, avec le résultat précédent, la conjecture de Weinstein pour les
hypersurfaces & bord de type contact restreint dans C” ( voir [V1] pour la preuve de 'existence
de caractéristiques fermées sur les hypersurfaces & bord de type contact).

Le théoreme 4.2 de [V2] démontre qu’une variété de Stein sous-critique de dimension 2n
(i.e. ayant le type d’homotopie d’'un CW-complexe de dimension n — 1) satisfait toujours le

cas b) de la propriété AWC : le morphisme FH" (M) N H?"(M, OM) n’est pas surjectif. On
déduit par le méme argument ’existence d’une caractéristique fermée sur toute hypersurface
de type contact restreint.

A part I'exemple de FH*(D?") et le résultat général concernant les variétés de Stein sous-
critiques, il y a un seul autre calcul explicite d’homologie de Floer dans la littérature ([V3, SW,
Sch2]) :

FH*(DT*N)= H"(AN) ,
avec N une variété riemannienne fermée, DT*N = {v € T*N : |v| < 1} et AN désigne I'espace
des lacets de N. Le morphisme ¢* coincide, modulo I'isomorphisme de Thom, avec la surjection
H*(AN) — H*(N) induite par Pinclusion N < AN. Dans cette situation, c’est une version
équivariante de I'homologie de Floer [V2] §5 qui sera efficace pour démontrer lexistence de
caractéristiques fermées, mais elle ne fait pas 'objet de cette theése.

Le peu de calculs explicites d’homologie de Floer rend intéressante la recherche de struc-
tures algébriques qui refléteraient la présence de structures géométriques supplémentaires sur
la variété symplectique ambiante. Cette thése traite précisément certains cas de structures
fibrées : une des applications principales sera la preuve de la conjecture de Weinstein pour des
hypersurfaces de fibrés en droites hermitiens & courbure négative.

Avant de clore cette section, notons que les résultats précédents ont des analogues en ho-
mologie. On a toujours un morphisme

(1.16) Hy,p (M, 8M) =~ FH,(M)

obtenu en restreignant le domaine de ’action, ainsi qu'un morphisme de transfert

FH,(M) 22 pH, (W)

défini sous les mémes hypothéses que plus haut. Celui-ci s’insere dans le diagramme commutatif

(1.17) FH.(W) <" FH,(M)

Hy (W, OW) <2~ H, 1. (M, OM)
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La démonstration de ces deux affirmations est duale a celle de [V2].

1.1.5 Un exemple: la cohomologie de Floer d’une boule dans C"

Les groupes de cohomologie de Floer FH}E b] de la boule D?" C C" ont été calculés pour

la premiére fois dans [FHW1], avec ceux des ellipsoides et des polydisques, pour a, b € R
arbitraires. On y démontre en particulier que les groupes de cohomologie non tronquée sont
nuls: FH*(D?") = 0. La méthode de [FHW1] consiste & approcher 1’homologie de la boule par
celle d’un ellipsoide générique dont les caractéristiques sont transversalement non dégénérées.
L’homologie de ce dernier est étudiée par une technique de perturbation, qui brise chaque
caractéristique en deux orbites non dégénérées, correspondant aux deux points critiques d’une
fonction de Morse sur S'. La différence des indices de Conley-Zehnder des deux orbites en
question est égale & 1 = dimS'. La méme technique de perturbation est utilisée dans [CFHW?2]
pour calculer une homologie de Floer locale et en déduire la stabilité du spectre d’action du
bord d’une variété symplectique.

Sur la sphere S?"~1 = 9D?" les caractéristiques sont les grands cercles et leurs multiples
positifs. Ils apparaissent en familles paramétrées par S?”~!. Je présente dans cette section
une perturbation adaptée d’apres [FHW1] qui brise directement chaque telle variété d’orbites
périodiques en deux orbites non dégénérées, dont la différence des indices de Conley-Zehnder est
égale & 2n — 1 = dim S?"~!. L’intérét de ce point de vue est multiple: il permet de visualiser di-
rectement I’annulation de 'homologie de Floer des boules, sans passer par 'intermédiaire des el-
lipsoides ; il apporte des éclaircissements & la preuve de 'annulation de F H*(D?") présente dans
[V2]; il met en jeu des calculs intéressants d’indice de Conley-Zehnder; enfin, il peut éclairer
comme cas particulier les constructions de M. Pozniak [Po], §3.4 et P. Biran, L. Polterovich, D.
Salamon [BPS], §5.2 pour le calcul de I'homologie de Floer locale d’une intersection lagrang-
ienne et, respectivement, d’un hamiltonien admettant une variété d’orbites périodiques non
dégénérée au sens de Morse-Bott.

Calcul direct de la cohomologie d'une boule. On identifie C" avec R?" en associant & z =
x+iy, ¢, y € R" le vecteur (x1,..., Tn, Y1,..., Yn). On consideére sur C" la forme symplectique
standard wy = Y., dz; A dy; avec la primitive Ay = %Z?Zl x;dy; — yidx;. Le champ de
Liouville associé X (z) = %z, z € C" est transverse a toutes les sphéres centrées en 'origine. On
travaille avec la structure complexe standard donnée par la multiplication complexe avec i, a
savoir J(T1,..., Tny Ylsevs Yn) = (—Y1s+++s —Yn, T1,--., Tn). Le champ de Reeb sur S?" ! est
XReeb(z) = 2J 2z et ses orbites fermées sont les grands cercles et leurs multiples, avec action k,
k € N*. Il est clairement possible de construire une famille cofinale de hamiltoniens admissibles
de la forme Hy(z) = p(|z|?), avec p : [0, co[— R satisfaisant Plio,1] <0, 0" >0, p'lj14e,00] = A
P'li0,14¢) > 0, € = €(A) > 0. Lorsque A > 0 n’est pas un multiple de 7 les orbites 1-périodiques de
H, sont paramétrées par le point critique 0 (orbite constante) et les spheres {z : p/(|z|?) = In},
1<I<koukm< A< (k+1)m.

Soient donc A # km et b suffisamment grand par rapport & A (par exemple b > A+ 1). Alors

(118) FH}*foo,b}(H)\) = FH}*foo,b}(ALz‘Q - C) s

o1 0 < ¢ < 1 est une constante telle que \|z|> — ¢ < Hy. Noter qu'’il est toujours possible de
choisir ¢ < 1 si A est suffisamment grand, & cause de la cofinalité de (H,)x. On peut alors

réaliser une homotopie admissible de \|z|? — ¢ vers H) par des hamiltoniens du méme type que
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H\. Les orbites périodiques créées correspondent & des caractéristiques fermées sur S?”~1. On
voit facilement que leur action ne traversera pas b et le théoréme d’invariance par isotopie 1.1.6
permet d’obtenir (1.18).

Pour fixer les idées, supposons km < A < (k-+1)7. Le hamiltonien Q) = A|z|2—c a une unique
orbite 1-périodique: la constante z = 0. Nous avons vu plus haut que la graduation naturelle
sur la (co)homologie de Floer est donnée par I'indice de Conley-Zehnder pris avec le signe
opposé. Cela revient a calculer I'indice des orbites 1-périodiques du champ —Xg, (z) = 2AJz,
dont le flot est @;(z) = e** 2. Son lindarisé est dy;(z) - Y = e Y, ou encore

cos 2t —sin 2\t
sin2\t  cos 2\t

dSOt =

cos 2\t —sin 2\t
sin2\t  cos 2\t

Son indice de Conley-Zehnder est icy(dp;) = n - i(;Z< < :?1: ;;\f 031;22)3‘\15 ) ) =n(2k+1):
le chemin ¢ +— e** dans Sp(2, R) a des croisements intérieurs pour ¢t = In/\, 1 < 1 < k et
un croisement initial pour ¢ = 0, avec une forme d’intersection constante de signature 2. On
déduit la cohomologie non tronquée

Z, x=n(2k+1),
0, sinon .

FH*(H)) = {

Par conséquent FH*(D*") = lim FH*(H,) = 0. Ceci est I'argument de C. Viterbo [V2] pour
H

démontrer 'annulation de I’homologie non tronquée de la boule.

Point de vue alternatif: perturbation de variétés critiques de Morse-Bott. Je présente
maintenant un point de vue alternatif, en perturbant directement les variétés critiques de
H). Calculons d’abord les indices de Robbin-Salamon irg des orbites 1-périodiques de Hj,
km < X < (k+1)7 parcourues dans le sens inverse : I'indice de Robbin-Salamon [RS1] généralise
I'indice de Conley-Zehnder & des chemins arbitraires de Sp(2n, R). Ona — Xy, (z) = 2p'(|2]?) ]2
avec le flot ¢;(z) = €2/ (2")715 Le lingarisé du flot est

doy(z) - Y = 2/ 170y op(12)2) 0t - 2/ 190 YY) - 2
Pour z = 0 le linéarisé est dg;(0) = €2 (07t et satisfait 4 'équation différentielle W(t) =
J diag(2p'(0)) U (¢), ¥(0) = Id. Pour X suffisamment grand la cofinalité de H) impose p'(0) < .

Jt

’ . / . . .
Par conséquent le chemin e2?' (97 4 un seul croisement en ¢ = 0 avec forme d’intersection de

signature 2n. On obtient
(1.19) irs(z=0)=n.

Regardons maintenant une spheére S; = {z : p'(|z[?) = In}, 1 < [ < k. Considérons la
décomposition symplectique J-invariante de T,R?", z € S; donnée par

1

T,R? = R(———
: STHER

) ® RQ2InJz) & &, ,
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ou ¢ est la distribution de contact sur S;. La matrice de dy; s’écrit par rapport a cette

décomposition comme
1 0
dpi(z) = 212” t 1

dpy

1

T.5 = e2mJt on peut encore écrire dans la trivialisation canonique de TR :

et, comme dy(z)

dpi(z) = x(t) o W(t) ,

avec W(t) = 2™ et

L’homotopie (cf. [CFHW2])

f x(st)T(ZEL,
K(s, 1) = { (s + 2t — (s + 1)) (1),

i
t

w ok
”‘il/\
IN
N

relie avec extrémités fixées x(£)W(¢) a la concaténation de W(t) et x(¢)W(1). On obtient

irs(dpr(2)) = irs(x(1)¥(1)) +irs(¥(t)) = R 2in

ou encore
. 1
(1.20) ’LRS(S[) = 5 + 2In .

Une fois que nous avons calculé les indices avant perturbation, nous pouvons passer a la
description de celle-ci. Par un changement de variable dépendant du temps similaire & [CFHW2],
p. 34 on peut supposer que

X[.[t =0 sur S[ .

Choisissons une fonction de Morse avec exactement deux points critiques h : S; — R. Posons
Hs = H + 6h, 6 > 0. On peut montrer par un argument similaire & [CFHW2] que Xp, a
uniquement deux orbites périodiques (constantes) au voisinage de S;, correspondant aux deux
points critiques de h. Soient W(t) le flot linéarisé de — X, ®5(t) le flot linéarisé de — Xy,
Us(t) le flot linéarisé de —Xp,. Pour 0 petit les chemins Ws(t) et ¥ (£)®4(¢) sont homotopes
a extrémités dans Spy(2n, R), le sous-ensemble des matrices symplectiques & valeurs propres
différentes de 1. L’homotopie est donnée par L(s, t) = Wys(t)®(;_4)5(t). Le méme argument
que ci-dessus montre alors

irs(Vs) = irs (V) +ips(P(1)®;s) .

Or igs(V) = 5 + 2In par les calculs précédents. 11 suffit donc de connaitre I'indice de M (t) =
U(1)®s(¢). Utilisons la définition: irs (M () = u(gr M(t), A), ot p est 'indice de Maslov du
chemin lagrangien A(¢) = gr M(t) dans (RQ” xR2™ (—wstd)eawstd) par rapport a la diagonale A.
On peut étendre h & h au voisinage de S; par la relation h(z, S) = h(z), o (z, S) — Sz est une
paramétrisation d’un voisinage de S; par S;x[1—¢, 1+€]. Alors — X, (2) = §JVh(z) = 6JVh(z),



1. Construction de I’homologie de Floer 35

z € S et la linéarisation du flot au point critique zg € S) est solution de ’équation différentielle
A(t) = D(— Xsn(20)) - A(t), A(0) = Idg,. Cela implique

dpy ¥ (z9) = IV Hz0)
- 2
Mais il est facile de voir que V2h(zg) = v %(ZO) 8 ) dans la décomposition T, ,R?" =

T,,S1 ® R(zp). Cela entraine tout de suite que A(¢) N A = {0} pour ¢ > 0 et on se raméne au
calcul de la forme d’intersection en £ = 0. On a

AO)NA={(X,X): X =T(1)X} = {(X, X) : X €T3, 8} .

Soit W = {(X, —¥(1)X) : X € R?"} supplémentaire lagrangien de A(0). Pour # proche de 0,
A(t) est le graphe d’une application linéaire (I(t), —W(1)I(¢)) : A(0) — W. Alors I(t) vérifie
(X, U(1)X) + (1) X, —W(DI()X) = (Y, M(t)Y). Soit X = (X, X) € A(0) N A fixé. On
définit w(t) = (w(t), —¥(1)w(t)) par w(t) = I(t)X, ou encore M(t)(X + w(t)) = ¥(1)X —
U(Nw(t) = X — ¥(1)w(t) (nous utilisons W(1) = Id sur T'S;). En dérivant en ¢ = 0 on obtient
(0) = 8J(V2h(z0)) - X. Par définition, la forme d’intersection agit sur A(0) N A comme

~

I'(X, X) = ((~w) ®w) (X, W(0))
Cela donne

(X, X) = ((~w)®w)((X, X), (%J(VQE)X, —gxy(1)J(v2ﬁ)X))
= —w(X, J(V’h)X) = —§(X, V’h- X)

La signature de I est par conséquent égale & —(2n — 1) au point critique d’indice 0, respective-
ment égale & 2n — 1 au point critique d’indice 2n — 1. Cela signifie ipg(V(1)®s(t)) = £(n — %)
et

) ~Xu, _J 2ln—n+1, indvorse(z0) =0
ins (dipy (20)) = { 2ln + n, indpiorse(20) = 2n — 1

La situation peut alors étre résumée de la facon suivante: pour kn < A < (k + 1)7 le
hamiltonien H) admet une orbite constante z = 0 d’indice n et k variétés d’orbites périodiques
paramétrées par S** 1, d’indices 2In + %, 1 <1 < k. Apres perturbation, chaque telle variété
produit deux orbites non dégénérées d’indices 2ln — n + 1 et 2ln 4+ n. L’homologie tronquée
FH(*ioo’b}(H)\), b > X\ a été calculée plus haut et elle est non triviale uniquement en degré
n + 2kn, ou elle vaut 7Z. On déduit les fleches du complexe de Floer perturbé comme indiqué
dans le diagramme ci-dessous, ol la deuxieme ligne désigne le degré dans le complexe de Floer,

donné par I'opposé de l'indice de Conley-Zehnder (comparer avec [FHW1]):

7 1d 7 7 1d 7 L 7 1d

Z Z

n n+1 3n 3n+1 (2k — 1)n 2k —1)n+1 2k +1)n

Cela permet aussi de retrouver les valeurs des groupes d’homologie de Floer tronqués

FH}’; b}(DQ”) pour a, b € R arbitraires, comme dans [FHW1].
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1.2 Hamiltoniens asymptotiquement linéaires

Comme annoncé dans la section précédente, nous définissons des groupes d’homologie de Floer
pour des variétés a bord de type contact a ’aide d’une classe de hamiltoniens admissibles
strictement plus large que celle de [V2]. Notre définition s’inspire du cadre des hamiltoniens
asymptotiquement quadratiques de [FH1]. La section 1.2.1 établit les définitions nouvelles et
leur relation avec les travaux déja présents dans la littérature. Dans la section 1.2.2 je démontre
I'existence de bornes C° a priori pour les espaces de trajectoires correspondant & des hamil-
toniens asymptotiquement linéaires et a des homotopies vérifiant certaines conditions de crois-
sance a I'infini. Dans la section 1.2.3 je définis les groupes d’homologie de Floer, isomorphes &
ceux définis par C. Viterbo [V2] mais désormais plus flexibles grace a I'extension préalable de
la classe des hamiltoniens admissibles.

1.2.1 Contexte

Interprétons d’abord la définition des hamiltoniens asymptotiquement quadratiques en regar-
dant C" comme complété symplectique de B"(1). La forme de Liouville, la forme symplectique
et le champ de Liouville dans C" sont, respectivement :
1 n
A= 3 ZdeUk — ypdzy

2
k=1

wo=d\o =Y dzy Ny, "= dz Ady
k=1

1
X(z) = 3% tel que txwg = Ag .

Le flot de Liouville est - (2) = /2.2 et 1a coordonnée S(z) vérifie z = <p1; §(2) ("), 2" € 27 1(1)
convenablement choisi. Cela signifie z = /S(2) - 2/ ou encore S(z) = |z/2. On a donc un
symplectomorphisme

TS (1) x 1, oo[— {2 ¢ 2] > 1},
(', S)=vV5 2,  Wwoln s =d(Shl) .

Le champ de Reeb sur §?"1(1) est Xgeep(2') = 2Jp7’, alors que sur S?" (1) x {S} il s’écrit
XReeb (2, S) = 1/SXReen (2'). Ici Jy désigne la structure complexe standard sur C" donnée par
la multiplication avec i. La structure presque complexe induite par ¥ sur S~ '(1) x [1, oof
vérifie U, J = JyW,. On note ¢ la distribution de contact sur S?"~!(1) et, pour v¢ € £ un vecteur
arbitraire, on calcule

0 0 1 1
Jo 9yma = U U sms = UM = o —id
(+.9) 5g . Jo |(z,s)8S o e Ve
1., 1 , 1 ,
QSZZ 1S Reeb(z) 4 R.eeb(zaS)
0
J(z’,S‘)XReeb(Z,) = J(z’,S')SXReeb(Z’a S) = _4‘9@

Jior syve = UL, \/§”E = \Il;l\/gJovf = Jowg
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Si g désigne la métrique d(SAg|)(-, J-) sur S 1(1) x [1, oo[ alors ¥ devient une isométrie.
La condition principale vérifiée par les hamiltoniens asymptotiquement quadratiques de [FH1]
était |H'(t, u) — Aul/|u| — 0, |u] — oo, avec A une matrice symétrique définie positive. On
peut écrire Au = V,(Q) avec @ une forme quadratique sur R?” et la condition d’asymptoticité
pourra s’écrire encore | X g (t, u) — Xg(u)|/|u| — 0, |u| — oo ou bien, tenant compte du fait
que ¥ est un symplectomorphisme et une isométrie pour la métrique gy :

Xpouw(t, 2, S) —XQOq,(z', S)\/\/E — 0, S — oo,
avec Qo U(z', §) =5 -Q(z). Cela amene & poser les définitions suivantes.

Définition 1.2.1. Soit (X, \) une variété de contact. On note & = ker A la distribution de contact
et on munit X x [1, oo de la forme symplectique d(SX). Une structure presque complexe J
sur la complétion symplectique (3 x [1, oo[, d(SN)) est dite standard si les conditions suivantes
sont vérifiées :

d 1
‘](T,Q)(%) = EXR.eeb(x) s
0
J(m,S)(XReeb(.’E)) = _Sﬁ ’
iz, 5)le = Jo,

ou Jy est une structure presque complexe compatible avec d\ sur &. On appellera métrique
conique sur X x [1, +o0o[ la métrique associée a une telle structure presque compleze.

Une métrique conique satisfait a la relation d’homogénéité suivante :

) X
(1.21) 0+ o i veT,S, acR

aS S a8 (@1

La définition qui suit nous sera utile pour accentuer le fait que ’homologie de Floer non
tronquée par 'action est en fait un invariant de variété symplectique non compacte plutot que
de variété compacte avec bord. Des définitions tres similaires sont déja apparues dans [EG, L2].

‘ 2

(2.5) = S‘v +

Définition 1.2.2. Une variété symplectique (]Tl\,w) est dite admissible si elle satisfait auz condi-
tions suivantes :

— il existe un champ de Liouville défini en dehors d’un compact et complet en temps positif,
noté n;

— il existe une hypersurface compacte 3 transverse a n telle que
- ]\7\ 3 admet au moins deux composantes connezes dont exactement une est rela-
tivement compacte, notée M ;
— Uapplication
U Yx[1, +oo[-— M
(.’L‘, S) F— PIn ST
est bien définie et induit un symplectomorphisme entre (2 x [1,4o0], d(S’)\)) et

(]T/[\\M, w). Ici 17 est réel positif plus petit que 1, le flot de n est noté ¢ et A = 1w
est la forme de Liouwville.
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Une hypersurface 3 satisfaisant auz propriétés précédentes sera appelée hypersurface de trivi-
alisation pour un voisinage de l'infini dans M.

Remarquons le fait qu’une variété est admissible si et seulement si elle est symplectomorphe
a la complétée au sens de 1.1.3 d’une variété symplectique a bord de type contact. Toute autre
hypersurface Y’ satisfaisant aux conditions précédentes est nécessairement de la forme

¥’ = U(graph b : & —]0, +o0|)

Définition 1.2.3. Soit M une variété admissible et 3 une hypersurface comme dans la définition
1.2.2. Un hamiltonien H(t,z) : S'x M — R est dit asymptotiquement linéaire s”il existe une
fonction f : ¥ — RT telle que, en notant H = Ho U et F(z,S) = Sf(z), on ait

‘Xﬁ(taxas)_XF(an)‘ Sio)o
V'S

uniformément par rapport a t € S' et x € X, la norme | - | étant considérée par rapport a une
métrique conique sur 3 X [1, +ool.

0

La définition ne dépend pas du choix de X. En effet, soit ' = graph (h : ¥ —]0, +o0[) C
¥ x]0, 4o0o] une autre hypersurface, qui détermine une paramétrisation

U X (1, +oo[— ¥ x (0, +00) \ int X'

( (z,h(x)), S") — (:v, S’h(:v))

qui est aussi un symplectomorphisme. Vu que S ~ S’, il suffit de montrer que la métrique |-
induite par U’ sur ¥’ x [1, +oo] est équivalente & la métrique conique |- |. Mais | - |~ vérifie
la méme relation d’homogénéité (1.21) que | - |', et leur équivalence sur ¥’ x [1, 4oc[ revient &
I’équivalence sur ¥/, qui est compacte.

Remarquons d’ailleurs que les orbites 1-périodiques du hamiltonien F'(z, S) = Sf(z) qui
sont situées suffisamment loin de ¥ x {1} dans ¥ x [1, +o0o[ sont en correspondance avec les
caractéristiques d’action égale & 1 sur I'hypersurface ¥’ = graph (% : ¥ —]0, +oo[). La
propriété d’avoir des caractéristiques d’action égale a 1 est maigre dans la topologie C* sur les
hypersurfaces [T] et on déduit que le champ hamiltonien X n’a pas de telles orbites périodiques
pour un choix générique de la fonction f : ¥ —]0, ool.

Une derniére remarque: avec notre définition, les hamiltoniens asymptotiquement linéaires
dans C” sont les hamiltoniens qui sont asymptotiquement quadratiques au sens usuel [FH1]!

| ~

1.2.2 Bornes CY

Comme mentionné plus haut, la bonne définition des groupes d’homologie de Floer dépend de
I'existence de bornes C° valables a priori pour les solutions v : R x S' — M de I’équation

~

(1.22) us + J(s, t, u)uy — VH(s, t, u) =0,
(1.23) —o0o < inf Ags)(u(s)), sup Ag(s(u(s)) < +oo
seR sER

~

avec H(s, t, u), J(s,t, u) une homotopie de hamiltoniens et structures presque complexes
qui vérifient certaines conditions spéciales que nous explicitons tout de suite. Les conditions
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auxquelles doivent satisfaire H et f, ainsi que les preuves des estimations C°, sont adaptées
d’apres [FH1]. Dans la preuve finale du théoreme 1.2.5 j'utilise une astuce analytique tirée de

[CFH2].
Pour fixer les notations, un point u € M qui appartient & ¥ x [1, oo[ sera noté u = (u, S).

Nous demandons que J soit, pour chaque (s, t), une structure presque complexe compatible
avec w qui vérifie :

-~

(1.24) Il existe R > 1 tel que J(s, t, u, S) = Jsa(u, S), S >R,
(1.25) I1 existe sg > 0 tel que .7(5, t,u) = J(t, u), s < —sp,
J(s, t,u) = J(t, u), 5> sg,

ou Jygq désigne une structure standard.

Les conditions qu’on impose sur H (s, t, u) sont les suivantes.

oH
(1.26) E(S, t,u) >0,
(1.27) Il existe sg > 0 tel que H(s, t, u) = H(¢t, u), s< —sp,

H(s,t,u) = K(t, u), s> sq,
(1.28) 1l existe f(s, u) : R x ¥ —]0, oo] telle que F(s, u, S) = Sf(s, u) vérifie
1 Xs1(5) — Xp(s) sa/VS — 0, S — 0,
Vo Xn(s) — VsXp(s) spa/VS — 0, S — 0,
uniformément en s, ¢ et u ,
(1.29) VX p5) (5, 5 1, S)|ay < c(1+VS)
(1.30)  |H"(s, t, 1, S) - X, <c|X|s, X €Ty 6)(E x[1, 0of) .

td ?

La fonction f(s, u) est soumise aux conditions suivantes:

(1.31) Tl existe sg > 0 tel que f(s,u) = [f~(u), s < —sp,
fls,a) = fH(u),  s>s0.
(1.32) En posant F~ (i, S) = Sf~(a) et F™(u, S) = Sft(u),
les champs Xp- et Xp+ n’ont pas d’orbites de période 1 passant par des

points de coordonnée S suffisamment grande.

(1.33) %(5, @) >0.

0 ~
(1.34)  Si Xr(3) a une orbite périodique pour S grand, alors 8—£‘s:§ >€(5)>0.

On étend la fonction S (canoniquement définie sur ¥ x [1, oc[) & une fonction sur M telle
que S < 1 sur M et V/S soit lisse. Nous dénoterons aussi

HYW2(S', M) ={z e L*S", M) : ||[VSox||;2 < oo, i € L*(x*TM)} ,
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la métrique sur M étant prise par rapport a une structure presque complexe standard sur
¥ x[1, oo[. En pratique on pourra penser & des fonctions continues, grace a l'injection compacte
H"2(S", M\) — CO(S],M\) que nous démontrerons plus bas. Introduisons aussi les notations
suivantes, selon [FH1].

Soit @ : R x S' — R une fonction lisse. Soit § > 0. On note I'; 'ensemble de toutes les
suites (sg)rez telles que

(1.35) 0< Sk41 — Sk < 5, ke

s — too, kK — t00

Pour s = (si) € I's on définit
[a]f = sup{a(sg, t): k€ Z, teS}.
On pose
[a]s = inf{[a]®: s€Ts}.
Proposition 1.2.4. ([FH1], Prop. 8) Soient a, b, A > 0 des constantes réelles et § > 0 tel que
X<t
Il existe une constante C = C(a, b, A\, §) > 0 telle que toute fonction qui vérifie

—Aa—2Aa<a sur R x S*,

[O[]5<b,

satisfait aussi
sup{a(s, t): (s,t) eRxSY<C .

C’est dans la preuve de ce résultat qu’intervient le principe du maximum, incontournable
dans toutes les versions d’homologie de Floer que nous avons discutées. Cette proposition sera
appliquée a la fonction o = S ow avec u solution arbitraire de (1.22 - 1.23) pour démontrer que
u reste dans le compact {S < C'}. Plus précisément, nous démontrerons le théoréeme suivant.

Théoréme 1.2.5. (estimation a priori C°; comparer avec [FH1], Thm. 12) Soient H et J satisfaisant
aux conditions (1.24 - 1.34). 1l existe une constante d = d(H, J) > 0 telle que toute solution
de

~

us + J(s, t, u)uy — VH(s, t, u) =0,

—oo < inf Ap s (u(s)), sup Ay (g (u(s)) < +oo
s€R s€ER

vérifie

(1.36) sup Sou(s, t) < d.
(s,t)eRxS!T

Nous nous appuyerons sur trois lemmes préparatoires.



1. Construction de I’homologie de Floer 41

Lemme 1.2.6. (cf. [FH1], Lemme 9) Soient H et J satisfaisant auz conditions (1.24 - 1.28) et
(1.31 - 1.32). 1l existe des constantes réelles ¢y < ¢y telles que toute solution de

~

us+ J(s, t, u)uy — VH(s, t,u) =0,
—oo < inf Ags (u(s)), sup Ay (u(s)) < +oo
seR s€ER

vérifie
(137) AH(S)“‘(S) € [(31, (32] .
Démonstration. Nous avons déja calculé

d

'oH )
%AH(S)“‘(S) = /0 E(Sa t, “‘(Sa t))dti H v141'-7(5) (11,(8)) ||s,u(s) ’

avec

1
1€180= [ apts.t o)W, €@t 58" o, ¢ €T"TH)
0
La croissance de H par rapport & s entraine que A )u(s) est décroissante et

lim Ay gyu(s) =sup Ag(yu(s) ,

S——00 sER

lim  Apyu(s) = inf Agmu(s)

s—+oo seER

Par conséquent fj;o | VAg s (u(s)) |I2 u(s) < 00 et cela fournit une suite sp — oo telle que

| VAg s, (ulsk)) ||fk’u(sk)—> 0. Par ailleurs, les hypothéses (1.24 - 1.25) entrainent le fait que
la norme || & H%’T sur les champs de vecteurs le long des lacets de M est équivalente a la norme
L? usuelle prise par rapport & une structure presque complexe fixée, compatible avec w et
standard sur ¥ x [1, oo, et ceci uniformément par rapport a s et z. On déduit donc 'existence
d’une suite s, — oo telle que, en posant x = u(sg), on ait

(1.38) || VAK(LEk) ||L2—> 0 s

le gradient et la norme étant pris par rapport a une structure presque complexe standard sur
¥ x [1, oo[. Un raisonnement similaire est valable en —oo et fait intervenir VAg.

Posons S = S o zj. Jaffirme qu’il suffit de montrer que /S, est bornée en norme L? pour
déduire I'existence de la borne inférieure universelle ¢;. En effet :

a. || V/Sk ||z2 bornée et | VA (zy) ||;2 bornée impliquent || 2 ||;2 bornée. En effet, la
fonction F* (i, S) = S - f*(i) a laquelle K est asymptotique vérifie |VE* (i, S)|? =
S|VE*(a, 1)|? et la condition d’asymptoticité implique I'existence d’une constante C,
telle que VK (¢, @, S)| < C1V/'S, ou encore |VK (t, u)| < C1V/S + Cy. On aura:

|k 2 <[l VE(, zx) |12 + || VAR (21) 12< Co + Cy | V' Sk 12 + | VAR (1) 112

Désormais, sauf mention explicite, toutes les normes | - || sont entendues au sens L2.
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b. || @ || bornée entraine || /Sy ' || bornée. En effet, 14 ot Si(t) > 1, écrivons zy(t) =
(@4 (t), Sk(t) et [ax(D)” = |2k (t) + Sp(t)gs® = Sk(®lzx (]2, ) + S'() /Sk(t). Cela
assure /S ' ’ < 4]ip(t)[2. D'un autre coté, 1a on Sp(t) < 1 nous avons /Sy '
[d(V'S) -:tk(t)]Q < c|z1(t)]? (la norme de dv/S est bornée par compacité de M).

c. On a une “injection compacte” H2(S!, ]TJ\) — CO(S!, ]TJ\) Soit (yx) une suite telle que
| V/Sk |l et || yx || soient bornées, ott S, = S o y;. Nous voulons montrer l’existence d’une
sous-suite qui converge en norme C’. Le point précédent assure que || V& || est bornée.
L’injection compacte H"2(S!, R) — C°(S!, R) donnée par le théoréme d’Arzela-Ascoli
fournit une sous-suite de v/Sj, qui converge uniformément vers une fonction continue 1/Sj.
La sous-suite de yj qui lui correspond prend ses images dans un compact M, = {S < c}.
Le théoréme d’Arzela-Ascoli donne & nouveau une injection compacte H"2(S', M,) —
C°(S', M,) et on trouve une sous-suite qui converge uniformément vers une limite y. De
plus, Sp = Soy.

Quitte a extraire une sous-suite nous pouvons alors supposer que z; converge uniformément
vers une limite continue z.

. R . H?2
d. Le fait que | VAg(z) ||;2— 0 entraine que z est une orbite de Xx et zy — z. La
convergence C° de zj, vers z entraine la convergence comme distributions, y compris de
toutes les dérivées. En particulier 2, — % dans D'. D’un autre coté X (¢, ’I‘k) converge

uniformément vers X (, ) et en particulier en norme L?. Cela assure iy, H Xk (t, x)

et la convergence a aussi lieu dans D’. Par conséquent 7 = X (¢, x) et 2y —) T.

e. llexiste C = C(K, F7) telle que toute orbite 1-périodique = de X satisfait || VS oz ||<
C. Cela découle directement du lemme 1.2.7 en utilisant l’injection compacte
H2(S, ]\7) — CY(S", ]TJ\) Comme z est une trajectoire de X on déduit une borne sur
\z| et donc une borne sur action Ag(x).

Posons
o =inf{Ag(z) : ©=Xg(t, z)} > —o0

et on aura infs Ap,yu(s) = lim Ag(,, yu(sg) > c1. La constante cg est déduite de fagon similaire
a l'aide d’une suite s, —» —oo.

Montrons maintenant que || v/Sk |[;2 est bornée. Raisonnons par I'absurde et supposons,
quitte & extraire une sous-suite, que Ay =|| /S || /A — oo, Ay > 1, ou A > 0 est une
) . . _ 9

constante fixée que nous choisirons convenablement plus bas. Posons vy (t) = (Zx(t), Sk(t)/A})
pour Si(t) > 0 et vi(t) = xk(t) si Sk(t) = 0. Pour facilité nous écrirons sans distinguer

ok (t) = (5 (1), Sk(t)/A2). On note Si(t) = S o vy (t), avec || \/Sk 2= A, k > 1.

a. Jaffirme que || vy, |12 est borné. En effet, pour Sj(¢) > 0 nous avons

. ~ 0 1 0
. 2 A ! 2 _ 2 2 _ Y 2
‘?)k(f” - ‘T(f) +Sk( )85‘ w(1),S (f)) - )\z‘T( )+)‘ Sk( )8S|(7’k(f)’)‘zgk(t)) |Aka(f)| 3
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alors que, pour Sy (t) = 0, on aura o (t) = @4(t). Par conséquent

Lo 2 = / zak(t)|2+/~ PO
J [Sk(t)=0] J[Sk(t)>0]

< k= Xclt, w0 |2+ /

1.
Xk (t, )| * + || Tk (?) I” .
J1S,(t)=0] k

Le premier terme de la somme est borné en vue de | VAg(zg) ||[— 0, le deuxiéme par
compacité de M et le troisieme en vue de I'inégalité |VK (¢, z(t))| < ¢(1 + 1/ Sk(t)), qui
entraine que || )\l—kVK(t, xr) || est borné.

. Comme plus haut, nous obtenons la convergence uniforme d’une sous-suite de (vy) vers

une limite continue v. J'affirme que v satisfait a 'équation 0(t) = Xp+(v(t)). En premier

lieu 9, — © dans D’. Je montre que v converge vers Xp+(v) en norme L?, ce qui
N . . L2 .

entrainera v = Xp+(v) et v — 0.

Montrons d’abord que )}—k | Xk (t, Aiv) — Xp+ (A2v) || ,2—> 0. Soit € > 0 fixé. Il existe S,

tel que %|XK(t, z,S) — Xp+(z, S)| <€, § > S, Aussi, pour tout C > 0 il existe k(C')

tel que A\? > CS,, k > k(C). Alors

1 1
N | Xk (t, )\zv) — Xp+()\%1)) ||2 = | Xk (t, v) — Xp+(1))|2 +
k k J[t: S(u(t))=0]

1
+ / — | Xk (t, )\%v) — XF+()\%1))|2 +/
[t:0<S(u(t)< £] Mg [t: S(u())>

1 2 2, 4|2
1 ﬁ\XK(t, Apv) — Xp+(Afv)]°.
,ﬁ} k
En effet: le premier terme de la somme est plus petit que € pour k suffisamment grand
puisque l'intégrale est bornée par sup{|Xx(t, z) — Xp+(z)| : t € S', 2 € M}. Le
deuxieme terme de la somme est plus petit que € pour C > C, suffisamment grand,
vu que l'intégrand est borné. Le troisieme terme est plus petit que e pour k > k(C).
Nous avons aussi I'inégalité |/\]—kXK(t, Avg) — /\]—kXK(t, Av)| < 2| Xk (t, vg) — Xk (t, v)|
pour k suffisamment grand. Elle est aisément obtenue en distinguant les différents cas

2
selon S =0 ou § > 0. Nous obtenons iXK(t, Aog) — )\l—kXK(t, AZv) L% 0 et donc

1 1 :
(1.39) Xt Moy — — X (A20) 250
Ak Ak
ou encore
1 d 1 1.2
1.4 — Ny — —X 2 )
(1.40) " R Ak i (APv) =50

Si nous savions a ce point que Sowv > 0, la preuve de b. serait finie: on aurait Sowv; >0

2
pour k suffisamment grand et donc || v, — Xp+(v) || = || ;—k%)\%vk - /\]—kXF+(>\%v) ||T—> 0.

Soit A > 1 tel que A2 - minf* > maxf*, on F¥(z, §) = S - f¥(z). Jaffirme que
Sow > 1. En effet, il existe ¢y tel que S(v(ty)) = A?. Supposons qu’il existe ¢ tel que
S(v(t)) = 1 et soit #; le plus petit tel £ avec Sowv > 1 sur [tg, t1] et S(v(t1)) = 1. Le
méme raisonnement que plus haut fonctionne en travaillant sur L[t — §, ¢ + §] et montre
que © = Xp+(v) sur cet intervalle. En particulier, 'image de [tg, t1] par v est située sur
le niveau A2f*(v(ty)) > max f+ de FT. En particulier S(v(t1))f* (v(t1)) > max f*, ce
qui signifie S(v(#1)) > 1. Cela est une contradiction et Iassertion est prouvée.
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c. I’argument précédent montre que, pour A suffisamment grand, la solution v de I’équation
v = Xp+(v) satisfait Sov > 1. Elle vit donc sur un niveau de F'* oi1 les orbites périodiques
sont en correspondance avec les caractéristiques de longueur 1 sur le graphe de 1/fT. Mais
I’hypothese (1.32) empéche V'existence de telles caractéristiques. Cela prouve le fait que
| V/Sk |2 est bornée et achéve la démonstration du lemme 1.2.6.

O

Lemme 1.2.7. (cf, [FH1], Lemme 10) Soient H et J satisfaisant auz conditions (1.24 - 1.28) et
(1.31 - 1.32). Pour toute constante ¢ > 0 il existe une constante d > 0 telle que

5 LoH
(1.41) | V@) 13, + [ Gl b < o
s 0 S

pour un certain s € R et z € HY2(S!, ]Tl\) entraine
(1.42) Nz|| g2 < d

Démonstration. Comme dans la preuve précédente, le comportement asymptotique de jpermet
de remplacer la norme || - ||5 , sur les champs de vecteurs le long d’un lacet z par la norme
L? usuelle, alors que le gradient par rapport & la métrique 95 peut étre remplacé par le
gradient usuel par rapport a une métrique associée a une structure presque complexe standard.
Montrons alors que ’hypothése

'oH
19y ta) o+ [ Gt ot dt <

implique || VSoz ||j2< d, ||  ||;2< d ou d = d(c). De plus, nous avons vu plus haut qu’il
suffit de montrer que || V'S oz || est borné, puisque || VAg(,)(z) || est borné. Raisonnons par
Pabsurde et supposons qu'’il existe une suite (s, zx) telle que

H VSO'T/CH—)Ooa

' OH
| VAg ) (zr) 1< ¢, 8—(sk, t, zp(t)) dt <c .
Jo 0OS
Comme H(s) est constant pour s < —sg ou s > sg, nouUs pouvons supposer apres extraction
éventuelle d’une sous-suite que sy — 5. Posons Sy, = Soxy et Ay =|| v/Sk || /A, avec A > 1 une
constante qui sera convenablement choisie plus bas. Avec le méme abus de notation que dans
le lemme précédent on pose v (t) = (Zx(t), Sk(t)/A2) et, pareillement, on trouve une sous-suite
extraite notée encore vy qui converge uniformément vers une limite continue v.

Jaffirme que v satisfait ’équation v = Xp(g)(t, v) si A est suffisamment grand. La preuve
est parfaitement similaire a celle du lemme précédent, avec la seule observation que, dans le
passage de (1.39) a (1.40), nous utilisons juste le fait que || VA(z) || est borné et non qu’il
tend vers zéro. Le role de F'* sera maintenant joué par F(35). De plus, pour A suffisamment
grand, I'image de v est contenue dans 3 x [1, co[ et on pourra écrire v(t) = (z(t), S(t)).



1. Construction de I’homologie de Floer 45

L’hypothése (1.34) assure l'existence d’un € > 0 tel que 8f( x) > €. D’un autre co6té, afin
d’exploiter ’hypothese fo 8de < ¢, calculons:

OH d OH OH
— (s, t,z, 5) = S+1—7v)dy+—(s, t, 7,1
s 1.2,8) Al®83< S+ =) dy+ (s, 1,7, 1)
' 9’H OH
= ——(s, t, 2,y S+1—7) - (S—=1)dy+ —(s, ¢, z, 1
JA 8383(8’ z,yS+1—7)( )dy + PP (s, )
L 0’H ’F
= t,z,yS+1—7)— t,z,vS+1— (S—-1)d
/0 <8sas(s’ 3, S+ 1 =) = 5os(s b, 3, 7S + 7)) (§ = 1)dy
0H of
= i 1) + L(s, 7)) (S—1).
+ s ) + s a5
Nous avons utilisé le fait que gjai, = % En lisant la deuxiéme condition de (1.28) sur la
composante 0/9S du gradient on obtient
O°H O’F
3 t7 75 S) — ) 77 S ‘ 0
5505 " 1 7 5) ~ pepg 5 T 8N

avec convergence uniforme en s, ¢t et z. Cela implique, pour tout 7 > 0, I'existence d’une
constante ¢, telle que
0*H O*F
s, t,z, S)— S, X
8(§85’( 3 ) bl ) 8(985( ? 2

Pour k suffisamment grand nous obtenons (avec s proche de 3):

1
H
Jo Os
T € ¢
> = VSl —er VSl = C+ 5 | VSe I = 5

Or || V/Sk |1 <[] V/Sk ||12. Alors, pour T < €, le membre de droite tend vers +oo avec k en vue
de la supposition || v/Sk ||7.2— oo. On a une contradiction et le lemme 1.2.7 est démontré.
O

Lemme 1.2.8. (cf. [FH1], Proposition 11) Soient H et J satisfaisant auz conditions (1.24 - 1.28)
et (1.81 - 1.32). Pour tout 6 > 0 il existe une constante cs > 0 telle que toute solution de
us—}—j(s,t,u)ut—VH( t,u) =0,

00 < inf Ap(s) (u(s). sup Ay (u(s)) < +0o
] seR

vérifie

(1.43) [VSouls <cs .

Démonstration. Soit u(s, t) une telle solution. Le lemme 1.2.6 assure l'existence de constantes
c1 < cg telle que AH(S)U,(S) € [c1, 2], s € R. Posons ¢ = ¢ — ¢1. On déduit que, pour tous

a <b,on a
(1.44)

b 1
[ (19 Am o)) 12 + A O (o, 1. us, 1) dt) ds = Aguyula) = Apyyu(b) <.
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Posons s, = kd/4, 7 = §/16. La relation (1.44) appliquée & a = 5 — 7, b = 53 + 7 entraine
Pexistence de réels sy € [S; — 7, Sk + 7] tels que z = u(sy) vérifie

L oH _
IV Aps) () 12, uon) +/U 55 5k b Tk(t)) dE < €-8/0 .

Le lemme 1.2.7 implique lexistence d’une constante d(§) telle que || /Soxy || < d(0) et || 2y ||
< d(8). Comme || i, || est borné on déduit que || v/S oy ' | est borné et Iinjection compacte
H"2(S", R) — CY(S", R) entraine I'existence d’une constante c; telle que || /S o zg || co< c5.
Par ailleurs, avec la notation (1.35) on voit que (s;) € I's. En effet, s, — +o00, k — +00 et

SN S L
8_=k+1 Sk > 16

4716 ‘4 16
Par conséquent [V/'S o uls < cs.
O

Démonstration du théoreme 1.2.5. Posons «a(s, t) = S owu(s, t). Par le lemme 1.2.8 la fonction «
vérifie déja [a]s < (cs)?. Je montre ci-dessous qu’elle satisfait & une inéquation elliptique

Aa > —A— Ba,

avec A, B des constantes positives dépendant uniquement de H et J et pas de u. Il suffira alors
de choisir § tel que 62B < 72 pour que le lemme 1.2.4 fournisse une borne C° pour c.

Jexprimerai de fagon convenable A« en utilisant notamment dans (1.45) une astuce cal-
culatoire tirée de [CFH2] pour mettre en évidence un terme du type |us|? + |u;|?. Soit R > 1
tel que j(s, t, i, S) = J(u, S) est standard et indépendante de s et ¢ pour S > R2 Sur
[={(s,t): a(s,t) > R?} onadSoJ =-S5\ et on peut écrire:

as(s,t) = dS-ug(s,t) =dS-(—Ju; + H'(s, t, u))
= S(u(s, t))M(uy) +dS-H'(s, t, u) .

ai(s,t) = dS-uy(s,t) =dS - (Jus— JH'(s, t, u))
= —S(u(s, t))A(us) + SX(H'(s, t, u)) .

(1.45) 05 (S(uls, £))A(ur)) — 0 (S(uls, t))A(us))

= us((SA)(ur)) — ur ((SA)(us))
= d(SN)(us, ug) + (SA)([“‘Sa “t])

1 1
= SN (s, w) = (g we) = gwlug, w) + 5w(us, w)

1 1
= iw(us, Jugs — JH') — iw(ut, —Jug + H)
1 2 2 1 1 1 1
= 5(\11,5\ + |y ) — Ew(us, JH') — iw(ut, H') .
On obtient
1 1 1
Aa = 5(\u5\2 + \ut|2) — Ew(us, JH') — iw(ut, H')+ dS-0,H'(s, t, u)

+dS - (H"(s, t, u) - us) + (dS - wg) - A(H'(s, t, u)) + SAOH' (s, t, u)) + SA(H" (s, t, u) - uy) .
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Evaluons maintenant les termes qui composent le membre de droite de 1’égalité précédente. La
premiére propriété de (1.28) entraine

w(ug, JH)| < Jug| - [H'| < e1(1 + V) |us]

w(ug, H) < |ug] - [H'| < e1(1 4+ Vo) |uy .

La norme de dS(%, S) en tant qu’application linéaire est bornée par v/S et la deuxiéme propriété
de (1.28) entraine
dS - O,H' (s, t, u)| < co(1 + Va)?

La norme de A(u, S) en tant qu’application linéaire est bornée par 1/\/§ On obtient alors
IANH")| < ez et
(dS - ug) - AM(H' (s, t, u))| < cres(1 + Va)|uy -

La norme d’application linéaire de SA(#, S) est bornée par v/'S et la propriété (1.29) entraine
SX(OH' (s, t, u))| < ca(l + @)

alors que (1.30) donne
SX(H" (s, t, u) - up)| < e5(1+ Va)|uy

La somme des termes autres que 1/2(|u,|? + |ug]?) est donc bornée par
Ci(1+ @) + Co(1 + Va)|u| + Cs(1 + V) |us| .

Mais Pinégalité Cs(1 + v/@)|us| < 1/2|us|? +2C2(1 + a)? < 1/2Jug|?> + 4C2(1 + @) et son
analogue pour Co(1 + y/a)|uy| entrainent

Aa > —A— Ba,

avec A = B = C) +4C% +4C3. Cette inégalité est valable pour (s, t) > R%. Pour obtenir une
inégalité globale sur R x S! nous procédons comme dans [FH1]. Considérons une fonction lisse
0 : Ry — Ry telle que ¢(S) =0 pour S < R%, ¢'(S) =1 pour S > R? +1 et ¢"(S) > 0 pour
R? < 8 < R? + 1. Alors ¢ vérifie

(1.46) S <g(S)+C

pour une constante C' convenable. Posons (s, t) = ¢ o a(s, t). Puisque [5]s < [a]s, 6 > 01l
suffit de montrer que 3 satisfait & une équation du type AB > —a — b3 avec a, b des constantes
positives pour en déduire une borne C°. L’inégalité (1.46) fournira alors une borne C° sur a.
Le calcul suivant achéve la preuve:

AB = 0 (‘P’(a(sa t)) : as) + 8t( ( ( ))
= ¢"(a(s, 1) - ((o5)” + ()?) + ) - Aa
o' (s, t))(fAfBoz) > —A-— > —AfBﬁ .

v

Y
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1.2.3 Nouvelle définition de I’homologie de Floer

Je rappelle la définition 1.2.3. Soient M une variété admissible et ¥ une hypersurface comme
dans la définition 1.2.2, trivialisant le complémentaire d’'un compact par le difféomorphisme
de Liouville ¥ : ¥ x [1, oo[-— ]Tl\\ int(¥). Un hamiltonien H(t, z) : S' x M — R est
asymptotiqguement linéaire s’il existe une fonction f : ¥ — R™T telle que, en notant H=HoU
et F(z, S) = Sf(z), on ait

|Xﬁ(ta T, S)fXF(Ta S)‘ S—qo
— 0
VS
uniformément par rapport 4 t € S' et 2 € ¥. La norme | - | est considérée par rapport & une

métrique conique sur ¥ X [1, +ocl.

Soit maintenant U C M un ouvert relativement compact. En suivant [FH1] on définit la
classe des hamiltoniens admissibles H(U) par les propriétés suivantes:

- H|S‘><ﬁ <0

— H est asymptotiquement linéaire avec une asymptote F(z, S) telle que Xy n’a pas
d’orbites 1-périodiques pour des valeurs suffisamment grandes de S;

— H vérifie les conditions (1.29-1.30) i.e. il existe une constante ¢ > 0 telle que
|thﬁ(ta u, S)|Jst,d < C(l + \/§) )

\H"(t, 4, S)- X|,,, <clX|; X € Tiy (B x [1, 00) |

std std?

ou Jgq est une structure presque complexe compatible avec w et standard sur X x [1, oof.

On désigne par H,es(U) I'ensemble des hamiltoniens dont toutes les orbites 1-périodiques
sont non dégénérées, tandis que J désigne 'ensemble des structures presque complexes com-
patibles avec w et standard sur 3 x [1, oo[. Pour H € H,,(U) on désigne par P(H) I'ensemble
de ses orbites 1-périodiques. Elles sont toutes contenues dans un compact par le lemme 1.2.7
et I'injection compacte H"2(S', M) — C%S', M). En particulier, il y en a un nombre fini.
Exactement la méme démarche que celle expliquée dans 1.1.3. fonctionne pour définir des
groupes de cohomologie de Floer, vu que nous avons établi les bornes C° valables a priori sur
les solutions de 1’équation

us + f(s, t, u)uy — V H(s, t, u) =0

qui satisfont a la condition supplémentaire

—oo < inf Ags)(u(s)), sup Ag(s (u(s)) < +oo .
s€R sER

Celle-ci est automatiquement vérifiée sous I’hypothese imposée dans la construction de Floer
u(s) — 2%, s — +o0 ,

avec = € P(H), z+ € P(K), (H, J) < (K, J) et J, J des structures presque complexes
régulieres pour H et K respectivement.
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1l faut noter que, par leur définition méme, les groupes d’homologie de Floer FH}’; b}(U)
sont calculables & l'aide de toute suite cofinale (Hy, J,), n > 1:

FHf;lzb}(U) = liIPFH}z,b}(Hna Jn) )

n

FH*(U) = FH{  (U).

00, 00|
En particulier, pour U = M notre définition des groupes d’homologie de Floer coincide avec
celle de C. Viterbo [V2]: les hamiltoniens décrits dans 1.1.3. sont admissibles, asymptotiquement
linéaires et forment une famille cofinale dans Hyeg (M ). Comme annoncé, notre définition étend
a la fois celle de [FH1] et celle de [V2].

Remarque 1. La présente définition des groupes d’homologie symplectique est susceptible
d’applications pour ce qui est des capacités symplectiques d’ouverts dans des variétés admissi-
bles (convexes & l'infini) plus générales que C". Je ne poursuis pas cette recherche dans cette
these.

Remarque 2. Rappelons le fait que D. Hermann [Hel] a démontré que, pour des ouverts RCT
bornés dans C”, I’homologie intrinséque au sens de [V2] coincide avec ’homologie extrinseque
au sens de [FHI] Le méme résultat restera vrai dans notre cadre: pour toute variété admissible
M et tout ouvert U C M borné et a bord de type contact restreint, I'homologie intrinseque de
U définie en termes de U coincide avec son homologie extrinseque définie en termes de M.

Pour clore cette section, je donne un résultat d’invariance par isotopie qui prolonge le
corollaire 1.1.8.

Proposition 1.2.9. Soient U C U’ deuz ouverts & bord lisse de M satisfaisant auz conditions
suivantes:

— 0U et OU' sont contenus dans le domaine de définition du champ de Liouville étendu a
M par S%;

— le champ de Liouville est transverse et extérieur a OU, oU'.

Soit V un ouvert tel que U C V. C U'. Alors il y a des isomorphismes canoniques

FH*(U)<=— FH*(V) <=— FH*(U")

N . . I , .
Démonstration. La remarque a faire est que toute inclusion d’ouverts U — U’ détermine un
morphisme en homologie de Floer

FH*U') 5 FHY(U)

vu que tout hamiltonien admissible pour U’ I'est aussi pour U. Un argument similaire & [FH1],
Thm. 36 permet de prouver que, sous nos hypotheéses, le morphisme I'* est un isomorphisme
qui coincide avec celui du 1.1.8.

Considérons maintenant un ouvert V' = ¢ (V), out ¢, est le flot du champ de Liouville et
T > 0 est choisi suffisamment grand pour que U’ C V'. Comme (V', w) =~ (V, e¢'w) il s’ensuit
directement que I'inclusion V' C V' induit un isomorphisme en homologie de Floer.
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. . i j k . .
Aux inclusions U <5 V < U’ < V' correspond la suite (non exacte!) de morphismes en
homologie de Floer

FH*(V') s FH*(U") L~ FH*(V) -2 FH*(U)
Par ce qui précede les morphismes composés j* o k* et i* o 7* sont des isomorphismes. Cela

entraine que j* est un isomorphisme et, par conséquent, k£* et ¢* le sont aussi.

O



2. LA FORMULE DE KUNNETH EN (CO)HOMOLOGIE DE FLOER

2.1 Contexte et principe de démonstration

Comme nous ’avons expliqué dans le chapitre précédent, le peu de résultats calculatoires con-
cernant ’homologie de Floer non tronquée des variétés a bord de type contact rend intéressante
la mise en évidence de structures algébriques associées a des structures géométriques addition-
nelles sur la variété. Je démontre ci-dessous une formule de Kiinneth pour un produit de variétés
symplectiques a bord de type contact restreint et je donne des applications a la conjecture de
Weinstein dans des produits M x C”, n > 1 ou M est une variété admissible avec champ de
Liouville globalement défini (par exemple un cotangent T*N de variété compacte).

Une formule de ce type a été démontrée pour un produit de disques de C par A. Floer, H.
Hofer et K. Wysocki dans [FHW1] et c¢’est du méme article (p. 583 et p. 595) que j’ai emprunté
certaines idées de preuve. Pour un produit de variétés symplectiques arbitraires & bord de type
contact restreint, la formule a été annoncée par C. Viterbo dans [V2].

A la fin du chapitre Jindique une application a I'existence d’orbites périodiques sur certaines
hypersurfaces d’un produit M x N avec M variété admissible et N variété de Stein sous-critique.
Pour N = C™, n > 1 le résultat est apparenté a l'article de H. Hofer et C. Viterbo [HV].

2.1.1 Hypothéses de travail

On considére (M, w) et (N, o) des variétés symplectiques & bord de type contact restreint
(RCT). Cela veut dire qu’il existe des champs de vecteurs X, Y globalement définis sur M et
respectivement N, transverses au bord et vérifiant

Lxw=uw,

Lyo=o.

Les flots de X et Y dilatent (exponentiellement) les volumes (¢X )*w = e'w, (¢} )*o = e'o et
cela entraine automatiquement le fait que X et Y sont extérieurs le long du bord.

Nous nous proposons ci-dessous d’étudier I’homologie de Floer (non tronquée) du produit
(M x N, w® o). Cest une variété symplectique & bord singulier (M x ON) U (OM x N), dont
le lieu singulier est M x ON. On désigne par mys, w7y : M x N — M, N les projections sur
M et N respectivement. Le champ

Z =myX +7nyY
est globalement défini sur M x N et vérifie encore

LZ(wGBU):wGBU.
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Il est de plus transverse & (M x N) le long de la partie lisse et reste transverse a tout lissage
C' - petit de la partie singuliere IM x ON. Par conséquent, la variété symplectique M x N est
canoniquement & bord de type contact restreint (modulo un lissage C' - petit).

La raison pour laquelle nous avons supposé que M et N sont a bord de type contact restreint
plutét que simplement & bord de type contact devient en ce moment claire: le bord du produit
M x N fait intervenir M et N et pas seulement leurs bords. Il est par conséquent nécessaire,
afin de pouvoir construire un champ de Liouville de la forme Z = 73, X + 73, Y, d’avoir des
champs de Liouville globalement définis sur M et N.

A premiere vue, le fait de travailler avec une variété symplectique & coins peut sembler
génant. En pratique, cela ne pose pas de probléemes vu la remarque suivante: la (co)homologie
de Floer non tronquée d’une varié¢té M a bord est en fait un invariant de la variété complétée
M Le vrai espace dont on cherche & calculer la (co)homologie de Floer est en réalité le produit
MxN qui, lui, est non compact mais lisse. C’est une variété admissible au sens de la définition
1.2.2, symplectomorphe & la complétée de tout lissage C'-petit de (M x N). Un autre point
de vue rassurant est le suivant: on peut regarder M x N comme un ouvert de M x N et
son homologie de Floer est bien définie en termes de hamiltoniens asymptotiquement linéaires
comme dans le chapitre précédent. De plus, FH*(M x N) (respectivement FH,(M x N)) est
isomorphe & FH*(int(3)) (respectivement F H,(int(X))), ou X est un lissage de d(M x N)
transverse au champ de Liouville: en effet, nous pouvons encadrer M x N entre deux tels
ouverts int(X) et int(X') et appliquer la proposition 1.2.9.

2.1.2 Enoncé des résultats

Les différentes versions de la formule de Kiinneth, y compris celle que nous allons établir, ont
comme fondement le résultat suivant, que nous appellerons formule de Kinneth algébrique et
sur lequel on pourra par exemple consulter A. Dold [D] VI.9.13.

Théoreme 2.1.1. Soient C, et D, des complezes différentiels homologiques de Z-modules libres.
Pour tout k € Z on a une suite exacte fonctorielle en Cy et D, :

0 ——>= @, o Hr(Cx) @z Hs (Ds) —— Hy(Cs @ Di) ——>= D, 4 y—p_1 Tor{ (Hy(C.), Hs(Dx)) ——0.

Cette suite exacte est scindée, mais pas canoniquement.

On désigne par TorZ(A, B) (ou encore Tori(A, B)) le produit de torsion des groupes
abéliens A et B. Il est défini de la facon suivante. Soit 0 - R — F' — A — 0 une résolution
libre & deux termes pour A. On définit Tor(A, B) de facon a compléter la suite exacte
0 — Tori(A,B) > R®B - FQB — A® B — 0. En fait Tor;(A, -) est le premier (et
le seul, puisque A est un module sur un anneau principal) foncteur dérivé de A ® - . 11 vérifie
Tory(Z, B) = 0 car Z est libre et Tor1(Zm, Zn) = Zpged(m,n)- En pratique, ce sont toutes les
informations dont on a besoin ([Br] V.6).

Le théoréeme de Kiinneth algébrique a des conséquences immédiates pour ce qui est du
calcul de 'homologie d’un produit X x Y d’espaces topologiques car le produit tensoriel des
complexes de (co)chaines sur X et Y calcule la (co)homologie du produit X x Y (théoréme
d’Eilenberg-Zilber [D] VI.12.1). Nous donnons la version de Kiinneth valable en homologie
relative pour un produit de variétés a bord: le triple (M x N, OM x N, M x ON) est excisif,
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vu que OM x N et M x ON sont des sous-complexes de M x N [D] V.4.6. et la formule de
Kiinneth en homologie relative s’appliquera [D] VI.12.16. D’ailleurs, on peut aussi raisonner
directement en termes d’homologie de Morse comme dans 3.5.1 afin d’obtenir:

0=, .y Hr (M, M) ®7 Hy(N, IN) —= Hy(M x N, 9M x N U M x 9N)

v
DB srs Tor} (H, (M, OM), Hy(N, ON)) -0

Nous pouvons maintenant énoncer nos résultats:

Théoreme 2.1.2 (Formule de Kinneth en homologie de Floer). Soient (M, w), (N, o) des variétés

symplectiques compactes a bord non vide de type contact restreint. On suppose que (w, wo(M)) =
(c1(M), ma(M)) =0, (o, ma(N)) = (c1(N), m2(N)) = 0. On pose dim M = 2m, dim N = 2n.

a. Pour tout k € 7Z on a une suite exacte :
(2.1)
00— @, 4oy FH (M, w) ® FHy(N, o)

FH(M x N, w® o)

|

®r+s:k71T0r1 (FHT(M1 “))7 FHS(Na ‘7)) —> 0

Cette suite exacte est scindée, mais pas canoniquement.

b. On ale morphisme suivant entre les suites exactes de Kinneth, ou c, désigne application
de I’homologie singuliére vers I’homologie de Floer définie au (1.16), k, r, s, r', s' sont
des entiers et I’homologie est calculée a coefficients entiers.

(2.2)
0

D, sy FH (M) ® FHs(N) FHp(M x N) —————— Tor; j_1(FH) —0

Tu@c* TTOT(C*)

DB, roi Hmir (M, OM) @ Hpys(N, ON) cx Tory, manik_1(H)

00— ®T’+s’:m+n+k Hv"(M: 8]\/[) ® Hs’(N7 aN) —> Hm+n+k(M X N, a(M X N)) - Torl,m+n+k71(H) —0
Nous avons utilisé les notations suivantes (k € 7):

Tor ,—1(FH) = @ Tor(FH,(M), FH,(N)) ,
r+s=k—1

Tory, minik_1(H) = P Tory (H, (M, M), Hy (N, ON)) ,
r'+s'=m+4n+k—1
Tort, minik—1(H) = @ Tori(Hpsr(M, OM), H,py(N, ON)) .
r4+s=k—1
Les mémes résultats sont valables a coefficients dans un A-module quelconque, avec A un anneau
arbitraire, en remplacant Tor]Z par Torf‘.
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Théoréme 2.1.3 (Formule de Kunneth en cohomologie de Floer a coefficients dans un corps). Sous
les hypothéses du théoréme 2.1.2 les affirmations suivantes sont valables :

a. Pour tout k € Z on a un isomorphisme
(2.3) D, 1o FH' (M, w) ® FH(N, 0) —> > FHE(M x N, w & o) ,
les groupes de cohomologie étant calculés a coeflicients dans un corps.

b. On a le diagramme commutatif suivant, ou c* désigne Uapplication depuis la cohomologie
de Floer vers la cohomologie singuliére définie au (1.13), k, r, s, r', s' sont des entiers et
la cohomologie est calculée a coefficients dans un corps.

(2.4) @D, 4y—i FH" (M) ® FH*(N) FH*(M x N)
D, oy H™H"(M, 9M) ® H" (N, ON) -

D, s —manir H (M, M) @ H*' (N, ON) —— H™+"+k(M x N, (M x N))

2.1.3 Principe de la démonstration

Rappelons que I’homologie de Floer est définie comme

FH,(M, w) = lim FH,(M, H,J),
(H,J)

ou H parcourt un ensemble dirigé de hamiltoniens admissibles et on a ignoré les problémes
de troncature par les valeurs de I'action. En analogie avec I'interprétation de la formule de
Kunneth en homologie de Morse, I'idée immédiate est de considérer sur M x N le hamiltonien
H + K, ou H et K sont admissibles sur M et N respectivement. En choisissant sur M x N
comme structure presque complexe le produit de structures presque complexes admissibles sur
M et N, le complexe de Floer associé & H 4+ K s’identifiera au produit tensoriel des complexes
de Floer associés a H et K

FC.(M x N, H+ K) = FC,(M, H) ® FC.(N, K) .
On obtient
FH. (M x N, H+K, J; ® J,) = H.(FC.,(M, H, J;) ® FC.(N, K, J)) .

Or, par le théoréme de Kunneth algébrique, le terme H, (FC*(M, H)® FC.(N, K)) s’insere
dans une suite exacte similaire a celle de ’énoncé du théoréme

0D, 5 FH(M, H) ® FH((N, K) Hy(FC.(M, H)® FC.(N, K))

\
D, s—p—1 Tor1 (FH, (M, H), FH (N, K)) -0
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Le point crucial dans la preuve du théoreme de Kiinneth homologique est le fait que la limite
inductive est un foncteur exact qui de plus commute avec les produits tensoriels et avec leurs
foncteurs dérivés - en particulier avec le foncteur Tor; dans la catégorie des groupes abéliens.
En passant a la limite inductive selon les H et K admissibles sur M et N on déduit une suite
exacte

0>, s FH, (M, w) ® FH(N, o) lim FH(M x N, H+ K)

v
®r+s:k71 Torl(FHT(Mv w)a FHS(N, U)) -0

avec lim FH(M x N, H + K) étant prise sur les hamiltoniens admissibles H et K. 1l s’agit
—

de montrer que cette limite inductive calcule effectivement FHi(M x N, w & o).

approche fonctionne telle quelle: la somme H 4+ K de deux hamiltoniens asymptotiquement
quadratiques au sens de [FH1| I'est encore. Nous allons présenter une preuve détaillée pour
cette situation dans la section suivante - elle servira de modeéle pour suivre les constructions
ultérieures.

Lorsque les variétés M et N sont arbitraires, une premiére étape consiste a étendre la
définition des hamiltoniens asymptotiquement quadratiques et & définir une homologie de Floer
dans ce nouveau contexte. Cela a été réalisé dans le chapitre précédent avec ce que j’ai ap-
pelé “hamiltoniens asymptotiquement linéaires” (a.l.) . Malheureusement, méme avec cette
définition étendue, une somme H + K de hamiltoniens a.l. ne I'est pas forcément. Je serai
amené a la déformer de facon a la rendre a.l. Cela sera réalisé avec des éléments H et K d’une
forme spéciale, inspirée par [V2] et [He2].

A la différence de I'homologie, la cohomologie de Floer utilise des limites projectives. Or
la limite projective est exacte a gauche, mais n’est généralement pas exacte. L’exactitude est
valable pour des espaces vectoriels de dimension finie et cela explique I’énoncé plus restrictif
du théoréme de Kiinneth cohomologique.

2.2 Formule de Kiinneth pour des ouverts RCT bornés dans C"

J'utilise dans cette section la définition de [FH1] pour I'homologie de Floer. Voici un rappel
des propriétés auxquelles doivent vérifier les hamiltoniens H : S' x C* — R admissibles pour
un ouvert borné U C C™:

a. H |1 <0;
StxU
b. il existe une matrice A définie positive telle que

\H'(t,u) — Aul
T—)O, lu| — oo,
uniformément en t € S';

c. le systeme différentiel

—iz = Az, z(0) = z(1)

admet seulement la solution triviale x = 0;
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d. il existe une constante ¢ > 0 telle que
I H"(t,u) [I< ¢,
oH'
ot
La classe des hamiltoniens admissibles pour un ouvert U C C" est notée H(U). L’observation
fondamentale est que H + K est admissible pour U x V. C CP, p=m +n, si H et K le sont

pour U C C™, respectivement V C C". Les conditions a, ¢, d sont immédiates a vérifier, la
matrice définie positive associée & H + K étant

A0
(0 5)

ou A, B sont les matrices définies positives associées a H et K respectivement. Montrons que
la condition b est aussi vérifiée i.e.

|(H+ K)'(t,u,v) — Au — Bv|_>
|(u, )]

tou)| < e(l+ |ul), VteS', weC™.
(t,u) (1 + [ul)

(2.5) 0, (u,v)] = oo .

11 suffit de montrer
|H'(t,u) — Aul N \K'(t,v) — Bv|
)] . 0)

ou bien que, étant donnée une fonction f > 0 continue telle que f‘(TT‘) — 0, |z| — oc on a

‘(';(?)‘ — 0, |(z,y)] — oo. Soit € > 0. Il existe L > 0 tel que f‘(ﬁ) < € pour |z| > L. Soit

a = f(0) > 0. Tl existe § > 0 tel que f(z) < a+ 1 pour |z| < d. Soit M = max,>; La) > .

|]

fz)
z,y)]
f

(2.6) —0, |(u,v)| = o0,

Posons S := max{%, %} Jaffirme que < e pour |(z,y)| > S. En effet, trois cas

f(z) (z) =l 1 = ;
)] o Ty < €1 = € Soit d < |z|] < L et

% = % \(ﬂ‘fz‘/)\ < ML < €. Soit, finalement, |z < § et ‘(';(Z))‘ < 2t < ¢. On en déduit (2.6)

en prenant f(u) = |H'(t,u) — Au| ou f(v) = |K'(t,v) — Bv|. Il s’ensuit que (2.5) est aussi vraie.

—~

peuvent se présenter. Soit |z| > L et

Il est clair que H + K décrit une famille cofinale dans H (U x V') lorsque H et K décrivent
des familles cofinales dans H(U) et H (V') respectivement.

Le complexe de Floer associé & H + K s’identifie au produit tensoriel des complexes de Floer
de H et K en considérant sur CP, p = m + n la structure presque complexe .J; @ .Jo, avec .J; et
Jo des structures presque complexes admissibles - en particulier égales a ¢+ hors d’un compact.
Par contre, leur produit vérifie cette dernieére propriété uniquement lorsque J; = ¢ et Jo = 1.
Comme indiqué dans [FHW1], p. 595 nous pouvons remédier & ce probléeme de deux manieres
différentes, afin de nous placer dans le cadre des structures presque complexes admissibles.

1. Un résultat de transversalité ([FH1], Proposition 17; voir aussi [FHS], 5.1 et 5.4) assure
qu’il existe une suite cofinale de hamiltoniens réguliers pour une structure presque complexe ad-
missible donnée. Prenons alors J; =i, Jo = i et (H,), (K,) des suites cofinales de hamiltoniens
admissibles et réguliers pour (U, Jq) et (V, Jy) respectivement. J'affirme que H,, + K,, est aussi
régulier pour J; @ Jo. En effet, le systéeme hamiltonien généré par H, + K, est découplé:

b= X arn(2), 2= () &= Xp,(z), 2(0) = z(1)
2(0) = 2(1) N {Q—Xm@% y(0) = y(1)
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et une orbite de période 1 de H,, + K,, s’identifie de facon biunivoque & un couple d’orbites
de période 1 de H, et K, respectivement. L’équation des trajectoires de Floer est elle-méme
découplée

us —iug — V(Hy + Ky,)(t,u(s, 1)) =0 vy —ivy — VHy(t,v(s,t)) =0, wv(—o0) =2
u(—o0)=2"=(z",y") v(+o00) =z
u(+o00) =zt = (zF, y*) — ws —iwy — VK, (t,w(s, 1)) =0, w(—o0) =1y

u= (v, w) w(+oc) =y

et cela entraine de suite que le hamiltonien H,, + K,, est régulier si H, et K, le sont, au sens
ou

Ot K= 0, i @Ok, « BYP(z,2%) = B"P(z",a") @ B'?(y ,y*) — LP(Z, C" & C")

admet 0 comme valeur réguliére pour tout couple (2, 27). Nous avons noté, en accord avec
[FH1], §3.2:
BYY(z7,2") = ug + W'P(Z, CP) ,

avec ug : Z — C", ug(do0) = 2zF. Ceci entraine que les espaces de trajectoires M(z~, 2+, H,+
K, i) = Mz, z%, Hy, i) x M(y—, y*, K,, i) sont lisses et de dimension finie. En vue du
fait que 'action vérifie

Atk (2) = Au(z) + Ak (y), 2= (2, 9)

et en vue du découplage de ’équation des trajectoires de Floer on déduit I'identification présente
déja dans [FH1], p. 86

(2.7)

FC{H+K, i)= @ |JFCr™H, i)o FCIK, i) ¢ P FCX(H, i) FC(K, i) .
r4+s=k ceR r+s==k

On a noté FC? = FC’J;OC’“[. L’inclusion précédente est vraie au niveau des complexes

différentiels et pas seulement au niveau des groupes abéliens sous-jacents grace au fait que
les trajectoires de Floer sont découplées.

Il suffit & présent d’avoir un controle sur 'action des orbites périodiques de H et K pour
comprendre la réunion précédente. Dans le cas ou les ouverts U, V sont a bord de type con-
tact restreint, David Hermann construit dans [He2], §4.1 des suites cofinales (H,), (K,) de
hamiltoniens admissibles pour lesquels ’action des orbites 1-périodiques satisfait la propriété
suivante:

— soit elle est comprise dans un intervalle [—d, +o00[, > 0 fixé et arbitrairement petit,
— soit elle tend uniformément vers —oc avec n.

Un théoréeme de transversalité dans [FHI1], §3.2 assure qu’on peut rendre les hamiltoniens
réguliers pour la structure complexe 4 par une perturbation arbitrairement petite en dehors de
petits voisinages des orbites périodiques, sans faire apparaitre d’autres orbites périodiques. De
cette fagon, pour n assez grand et b, § > 0 fixés avec 0 suffisamment petit, on pourra écrire la
suite de morphismes de complexes
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1-4,

-5, % ) L ) - ) - ) - )
P FO " Ha, i) @ PO F (K, i) - FCTO Y (Hy + Ky i) > @) FOT 2 (H,, i) 2 PO (K, )

r+s=k r4+s=k
(2.8) - FCY N (H, 4+ Ky, i)
On obtient en homologie le diagramme commutatif
P _s b - , - .
(2.9) m,(For "2 m,, e Fol Kk, i) - — — — — >y, (FC O (i) @ PO (K, i)
FH " (Hy + Kpyi)— ———— — — — — — — — > FH "N H, + Ky, )

qui, apres passage a la limite inductive selon n — 0o et b — +00 donne

(2.10)
_s5 b _s5. b . . — . — .
lim  lim By (FC 2 iy o RO (ki) _ L o lim lim H (FC (1, i) 0 PO (K, )
b—+oo . —— botoo T
Hp, Kn n, Kn
FHy(UXV)Z — — — — - > FHL(U x V)

On voit facilement que les fléches horizontales sont des isomorphismes puisque nous pouvons
changer I'ordre dans lequel on prend les deux limites inductives, selon n et b respectivement.
Cela entraine que la fleche diagonale est aussi un isomorphisme. D’un autre coté, le théoreme
de Kiinneth algébrique implique I'existence de la suite exacte courte

(2.11)

. . 1—6, 2b] . 1—6, 2b] .
0 ——> D, o FHAU) ® FH,(V) > Jim 1 Hy (PO, 6) @ PO (K, 1)

Hp, Kn

@B, 4 o—p_1 Tor (FH-(U), FHs(V))

0

On déduit la validité de la suite exacte courte représentant la formule de Kunneth pour des
ouverts de C" a bord de type contact restreint :

(2.12) 0—> D,y FH,(U) @ FH(V)

FHL(U x V)

l

D, s=k_1 Tors (FHR(U), FH5(V)) —=0

La commutativité du diagramme (2.2) est immmédiate.

2. On peut aussi obtenir la suite exacte de Kiinneth (2.12) en travaillant directement avec
deux structures presque complexes admissibles J; et Jy et en remarquant avec [FHW1], p. 595
les deux faits suivants:

— I’homologie FH}’; b}(H + K, J; & J2) est bien définie lorsque H et K sont réguliers pour
Ji et Jo;
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— les estimations C° que nous avons établies au chapitre précédent sont encore valables pour
une homotopie “scindée” i.e. qui s’écrit j(s, t,(z1,29)) = Ji(8,t,21) B Jo(s, t, 29) en dehors
d’un compact. En choisissant une telle homotopie reliant J; @ Js a une structure presque
complexe J admissible sur CP, on obtient I'isomorphisme FHia’b}(H + K, J1 & Jy) ~

FH™(H + K, J). Par conséquent

lim lim FHNH + K, Jy @ Jy) = FH,(U x V) .
b5 S0 HLK

Maintenant on peut suivre I'argument du 1. avec J; et Jo a la place de ¢ pour déduire la validité
de la suite exacte (2.12).

2.3 Hamiltoniens asymptotiquement linéaires et produits de variétés

J'explique dans cette section pourquoi la somme de deux hamiltoniens asymptotiquement
linéaires définis sur des variétés de type contact restreint n’est pas en général asymptotique-
ment linéaire sur le produit des variétés. Cela motivera la construction auxiliaire que j’utilise
dans la section 2.4 pour donner la démonstration du théoreme 2.1.2.

Les notions de wvariété admissible, de structure presque complexe standard sur
(Z x [1, oo, d(S)\)) avec (X, \) une variété de contact, ainsi que de hamiltonien asympto-
tiquement linéaire sont celles définies dans le chapitre antérieur. Je rappelle qu’'une structure
presque complexe standard vérifie

Ji. = o,
J(as) XReeb( )
T(Xneet (2)) = —52, (z, S) € ¥ x [1, +oof .

La métrique associée (que j'appelle métrique conique) satisfait a la relation d’homogénéité

(2.13) lv+a Slv+ veTy, aeR.

BS‘TQ SaS‘Tl ’

Le produit symplectique de deux variétés admissibles (]TJ\, w'), (]/\7, Ww") & champs de Liou-
ville globalement définis est encore une variété admissible. Si les champs de Liouville respectifs
sont ' et 0" alors n = n' & 7" est un champ de Liouville globalement défini et complet sur
M x N. Tl est facile de construire une hypersurface ¥ comme dans la définition d’une variété
admissible en lissant le produit M x N le long de 9M x dN. Pour faciliter I’écriture, on pose:

I=0M x[1, +o0[xIN x [1, +o0],
IT=M x ON x [1, +o0,
IIT = OM x [1, +oo[xN .

Bien évidemment TUITUTII = M x N \ M x N. Dans la Figure 2.1 on indique un choix de
Y. située a 'extérieur de M x N, telle que

not.

S SNII=M xON x {8}, pB>1,



2. La formule de Kiinneth en (co)homologie de Floer 60

Y S<max (AVIS'(2). A'TS(2))

Fig. 2.1: Paramétrisation de Mx N par le flot de Liouville

S "2 ENIII=0M x {a} x N, a>1.
On notera,
Y, =%nI.

Soient H (z), K(y) des hamiltoniens asymptotiquement linéaires (a.l.) sur M et respective-
not.

= Hz), K(z.y) & K(y)
définis sur M x N. La notion de hamiltonien a.l. est additive sur une variété admissible fixée.
Par conséquent, il suffit d’étudier ’asymptoticité linéaire de H et K respectivement pour avoir
des informations completes sur H + K.

L’hypothese a.l. pour H sur M s'écrit

ment N. On dénote encore par H et K les hamiltoniens H(z,y)

X N —X N
Ve>0, IL(e) >0, VS > L(e), VteS', 2 € oM, | H(t’x’S)\/§ Pl Sy <e,

ou F(z, S') = S’ f(z) est 'asymptote donnée par la définition 1.2.3. Soit ¥ : ¥ x [1, oo[—> M x
N\int(Z) la paramétrisation donnée par le flot du champ de Liouville 5y i.e. ¥(z, S) = @i 5(2).
On montre que H = HoWU est asymptotique a F=FoU sur (ZI U EH[) x [1, 4oc[, mais
qu’en général il n’est pas possible de trouver une asymptote linéaire sur X;; x [1, oo[. Notons
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que la fonction F est bien de type linéaire sur (Z; U Zn,) x [1, 4o0[:

F(2,8) = F(z(2),85'(2)) = S - §'(2) f (x(2))

a) Asymptoticité sur X; x [1, +00|. Elle découle de I’ equlvalen(’e de toute métrique conique
g avec la tirée en arriere g par U de la métrique produit sur M x N chacun des facteurs
étant muni d’une métrique conique. Comme ¥ est un qymple(‘tomorphlqme la métrique g est
asociée a la structure presque complexe J=0* (J' @ J"), ou J', J” sont des structures presque

complexes standard sur M et N. Soit aussi J une structure standard sur ¥ x [1, +oc[. Tout
comme g, la métrique g vérifie aussi la relation d’homogénéité (2.13):

v +a 5|1 (2,5)
o

= (v tagg)lem, wessen. wess o)

= |de(v) + (SdS"(v) +a5'(z))i 2 + |dy(v) + (SdS" (v) +as"(z))i ?

= 857 |7, (2(2).857(2)) Y 91T, (y(2),88"(2))
' ' 0 " a oy a 2

= S me)+(¢9()+- S'(z Das,, (s(zy T dy() + (dS"(v) + 5" )55, (.57()
a 0 2

= S|\IJ*\(,,])(”+§@) Jegr = = Slv+ 555‘1 1)

L’équivalence de g et g se réduit a leur équivalence sur le compact 37 x {1}. Il existe donc une

constante positive C telle que |-|; < C|- |5 sur X7 x [1, +oo[. On a aussi §'(¥(z, S)) = S5'(z)

et S'(z) € [1, a]. Soit alors € > 0 fixé. Posons L;(€) = L(C:/a)' Pour S > L;(e) on a
X5 — X5ls (o9) - Cl Xz —Xﬁ‘j" (.8 _ C\/E‘XH — XrFly, wizs)
NE S'(¥(=,5)) S'(¥(z,5))

@

]

b) Asymptoticité sur Xr;; x [1, +oc[. Elle découle du fait que les métriques g et g sont

équivalentes sur T(@M x [1, —I—OO[) - T(ZIU x [1, —I—oo[) En effet, la paramétrisation ¥ agit
comme

(z = (2,9).5) = (2, 5a), ¢ y) -

Pour v' € T,0M on a ¥, v = et donc |v'|%
I(z,8) lw(z,s) I, (2,5)
0

12 ) Ayt o _ . 0 1, me, n 5N :
afv'|] (»,5)- D'un autre coté \P*\(;,S) 95 = OB |, gu) + 51" (¢ ;y), d’olt on tire

= Safv'[}i () = Salv'l} (1) =

1 0 2 9 1 2
3517 ) = 517 ) = g gl (@)l
«a A A+ o J 2
< Ste S g5 = Uyl

ot A =max{l, max ., 0" (y)|5+ }. En tout cas, on déduit |-[; < /o |-| 57 sur T (OM x[1, +oc0f).
Soit alors € > 0 fixé. Posons Ljjj(e) = L(%). Pour S > Lyrr(e) on a

‘Xﬁ — Xﬁ|J’ (2,5) < \/a ‘Xﬁ - Xﬁ|.7, (2,9) _ O/‘XH - XF|J’, (z,Sa) < ¢
V'S - V'S ' VSa B
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¢) L’asymptoticité linéaire de H sur X7 x [1, +00[ n'est généralement pas vérifiée. Intu-
itivement, cela est méme tres plausible: il serait surprenant d’obtenir un comportement asymp-
totique raisonnable sans avoir imposé aucune condition sur le hamiltonien H & ’'intérieur de la
variété M. Cela est clarifié par la discussion ci-dessous.

Supposons qu’il y a une asymptote F(z, S) = S-f(z), z = (z, (y, 8)) € X1 = M x9N x{f},
f 3 — Ry Cela signifie I'existence, pour tout € > 0, d’une constante Lrr(e) > 0 telle que

X-—X-
| )il F|J,(z75) < e,
VS

pour tout couple (z, S) avec z € Xy et S > Ly(e). Or H(z, S) = H(pp,gz) et Xz =

—+dH -1 (¢}, 42) XReen(2) + 5 (dH o ((p{ns)*)#f, ol #¢ désigne le champ dual d’une 1-forme
par rapport a la restriction de la forme symplectique a la distribution de contact. D’un autre
coté, X(z, S) = —f(2) XReeb(2) + Sdﬂz(XReeb(z))(% + (dﬂz)#f. Ceci est une décomposition
en facteurs orthogonaux de Xz et la condition d’asymptoticité entraine les faits suivants: (i)
f(2), z = (z, (y, B)) ne dépend que de z € M ; (ii) f(z) — 0 lorsque S'(z) — 0 et en
particulier f(z) = 0 sur le “squelette isotrope” [B] de 7 i.e. l'ensemble s’ = {z € M : ¢}(z) €
M, ¥Vte ]ﬁ} Cela découle en regardant la composante en Xgeer, de X et X5 la quantité
‘%dH -1 (1, sZ) — i(g)‘ doit tendre vers 0 avec S. Lorsque S et grand et S'(z) < & on a
@l o € int(M) et dH - ' (¢], gz) est borné, ce qui entraine que f(z) est petit.

Comme f doit prendre, par définition, des valeurs positives, on déduit que s est un ensemble
de minimum pour f et donc Xz = 0 sur ¥ '(s' x ON x {f}). L'asymptoticité force alors
X5z = 0sur U (s’ x ON x {B}) et H est forcément dégénéré le long de &' ie. dH|y = 0.
Cela montre déja que, si 'on veut travailler avec des hamiltoniens qui sont des fonctions de
Morse sur int(M), 'asymptoticité linéaire n’est généralement pas vérifiée: il suffit de prendre un
champ de Liouville avec un ensemble s’ qui n’est pas discret. Les cotangents en boules unitaires
M = DT*L fournissent une large classe d’exemples, avec §' = L.

Faisons une derniére observation avant de tirer les conclusions de cette section. Si I'on essaie
de démontrer 'asymptoticité linéaire a la maniére des points a) et b) , la fagon naturelle de
s’y prendre serait de demander 1’équivalence des métriques g et g sur TM C T(Zn x [1, oo[)
Cela reviendrait & prouver I'équivalence |, o *1)’|3,’ o x ™ S'%, v eTM,S>1. Ceci

est vrai pour le flot de Liouville standard dans C", qn11; dilate uniformément les vecteurs et
pas seulement les aires. Mais en fait cette condition en est presque a entrainer que M est une
boule de C™! En effet, en vue de ¢},n' = 7' on déduit que 1’ doit étre nul sur le squelette.
Maintenant, si s’ était par exemple une sous-variété, le flot ¢; préserverait tout vecteur tangent
a s’ et la condition précédente le forcerait & étre nul i.e. s’ devrait étre un ensemble discret
de points, chacun ayant nécessairement un indice de Morse nul (ce sont des sources). Si des
hypotheses de non-dégénérescence étaient vérifiées, la théorie de Morse dirait que M doit étre
homéomorphe & une union disjointe de boules de C"! Dans le cas de C", 'asymptoticité est
vérifiée en prenant f(z) = S'(z)f(z), ou §'(z) = |z|> et z = z/V/S'. Cette fonction est lisse
précisément lorsque_f est une forme quadratique: c’est le cadre de [FH1].

, T

Remarques finales. Le lecteur aura observé le fait que, dans la preuve que nous avons
présentée plus haut pour des ouverts RCT de C”, toutes ces complications concernant la
forme du champ de Liouville ne sont pas intervenues, quoique la topologie des ouverts en
question puisse étre trés compliquée (voir F. Laudenbach [L2]). Cela était du au fait qu’on
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a utilisé la définition eztrinséque de 1'homologie de Floer [FH1], alors que toutes les con-
sidérations précédentes ont été faites en vue d’une utilisation de la définition intrinséque que
nous avons donnée au chapitre précédent, dans U'esprit de [V2]. La preuve de C" marchera ver-
batim uniquement dans le cas ou l'intrinseque et ’extrinséque coincident de facon tautologique:
pour ’homologie de B?*(R) C C". C’est le sens des remarques précédentes. La preuve par D.
Hermann [He2] du fait que, pour des ouverts de type contact restreint de C”, les deux versions
de 'homologie de Floer coincident peut constituer une motivation pour démontrer Kiinneth en
homologie intrinseque. C’est le but de la section qui suit.

2.4 Formule de Kiinneth pour des variétés RCT

2.4.1 Démonstration du théoréme principal

Dans cette section I’homologie de Floer sera désormais entendue comme étant définie & travers
des hamiltoniens asymptotiquement linéaires. Je présente la

Démonstration du théoréme 2.1.2. C’est la premiére affirmation du théoréme qui constitue
le coeur de la démonstration. La deuxieme affirmation - existence du morphisme vers la suite
exacte de Kiinneth classique - s’ensuivra sans probléme, comme nous allons le voir a la fin de
notre argumentation.

(1) On peut supposer des le début que les spectres des bords OM et ON sont discrets et
injectifs i.e. les périodes des caractéristiques forment une suite croissante (non bornée), chaque
période étant associée a une unique caractéristique. En effet, la propriété d’avoir un spectre
discret et injectif est C'*°-générique parmi les hypersurfaces [T], alors que ’homologie de Floer
ne change pas par petite perturbation C*° (cf. Prop. 1.2.9).

Notre but est d’obtenir la suite fondamentale de morphismes de complexes (2.8) en rem-
placant H, + K,, par un hamiltonien admissible L,,. Nous construirons des hamiltoniens au-
tonomes ayant des orbites 1-périodiques transversalement non dégénérées dans le domaine
d’action considéré. En vue de la technique de perturbation expliquée au chapitre précédent,
cela ne pose pas probleme et, pour définir I’homologie de Floer, il faudra penser a de petites
perturbations au voisinage des orbites 1-périoques. Ma démarche est la suivante:

a.  Choisissons des suites cofinales H), , K, sur M et ]/\7, linéaires de pente
An ¢ Spectre(OM) U Spectre(dN) i.e. des suites cofinales au sens de [V2]. Pour faciliter
la lecture nous écrivons par la suite A a la place de A,. Comme remarqué précédemment, la
somme H) + K n’est pas un hamiltonien admissible sur M x N. Nous allons le déformer en un
hamiltonien linéaire hors d’un compact - donc asymptotiquement linéaire - en créant unique-
ment des orbites d’action tres négative. L’homologie de Floer non tronquée est obtenue comme
limite inductive d’homologies tronquées FHJ‘""H, avec a < 0 et b — oo. Les orbites nouvelles
que nous allons créer n’entreront alors pas en compte dans le calcul de I’homologie tronquée,
et cela fait que nous n’aurons méme pas a nous préoccuper de leur dégénérescence - d’ailleurs
tres forte. On note par la suite

ny = dist(X, Spectre(dM) U Spectre(IN)) > 0,

To(OM) = min Spectre(OM) > 0,
To(ON) = min Spectre(ON) > 0,
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Ty = min (Ty(OM), Ty(ON)) .

b. Mon point de départ est la construction par [He2] d’une famille cofinale qui permet
d’identifier pour des ouverts & bord de type contact restreint dans C" les homologies de Floer
au sens de [FH1]| et [V2]. Pour A = A(\) > 1 choisi convenablement, je considére le hamiltonien
H{! égal & Hy pour S’ < A—¢(\) et constant égal & C ~ A\(A—1) pour S’ > A. Ici ¢()) est choisi
suffisamment petit et positif. Comme nous le verrons par la suite, si A est suffisamment grand
par rapport & A, les orbites nouvelles de H)f‘ par rapport & H) ont une action tres négative. On
fait la méme construction pour obtenir K f. Un choix qui conviendra est

(2.14) A=5X/n .

On suppose (Figure 2.2 (1)) que H{' prend ses valeurs dans [—¢, 0) a I'intérieur de M et que
H{{(z, S") = h(S') sur OM x [1, oc[, avec h' = X sur [1 +€(X), A —€e(N)] et ' = 0 sur [A, oo,
ol €(A\) = ¢/\. Ainsi Hy prend des valeurs dans [—¢, €] pour S’ € [1, 1 + ¢()\)], respectivement
dans [A(A —1) — 2¢, A(A — 1)] pour S' € [A —€e(N), Al

(1) (2)

Fig. 2.2: Le hamiltonien H3' et la fonction de troncature p

Noter que les orbites nouvelles qu'on crée apparaissent sur des niveaux S = const. proches de
A et ont comme action h'(S)S —h(S) < (A—mny)-A—A(A—1)+2e < -3\ — —oc, A\ — oc.

¢. Modifions maintenant H f\l + K f\l de facon a le rendre constant hors d’un grand compact.
Déja il est constant égal & 2C dans {S' > A, S” > A}. Nous allons rendre H = H' constant

égal 4 C hors d'un compact de M x ON X [A, +oo[. On considere
Hy : M x N x [A, oo - R,

Hi(z,y, 8") = (1—p(8"))H(z) + p(S")C ,

avec p : [A, +oo[—> [0,1], p = 0 sur [A, 24], p = 1 pour §” > B — ¢, p strictement croissante

sur [24, B — €], p' = const. € [, 5oq—5) sur [24 + €, B — 2¢] (Figure 2.2 (2)), avec
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B un paramétre convenablement choisi plus bas. La forme symplectique sur M x ON x [A, oo
est w' @ d(S"\"), o A est la forme de contact sur ON. Apres calcul on obtient

X, (2,9, 8") = (1—p(8") Xu(z) — (C— H(2))p' (") XReen (y) -

La projection d’une orbite périodique de Xy, sur M est une orbite périodique de Xg. En

Fig. 2.3: Graphe de la déformation H;

particulier, H est constant le long de la projection. De plus, comme il n’y a pas de composante

% dans Xy, les orbites sont contenues dans des niveaux S” = const. Ainsi, les coefficients
devant X et Xp ., sont constants le long d’une orbite de Xy, . Une orbite § de période 1 pour

Xy, correspond alors a un couple (I, ) tel que
— T est une orbite de période 1 — p(S”) de Xy ;

— ~ est une caractéristique fermée sur le niveau ON x {S"}, de période (C — H(z))p'(S")
et orientée dans le sens inverse & Xgeen. Nous avons noté ici z = I['(0) et cela sera
sous-entendu par la suite.

L’action totale de 6 est alors

Amar(0) = —A) —A(y) - H — K
(2.15) = An(T) — A(y) - p(8")(C ~ H(z)) ~ C

Nous avons noté ci-dessus A(y), A(T") les aires des orbites 7 et I' respectivement. Le hamil-
tonien K est constant dans la zone respective et nous ’avons directement remplacé par sa
valeur C. 11 est utile pour la suite de remarquer le fait que A(y) = —S"p'(S")(C — H(z)).
Le signe négatif provient du fait que le sens de parcours sur < est opposé a celui donné par
le champ de Reeb et 'expression découle directement de ce que la forme symplectique sur le
deuxiéme facteur est d(S"”\").

Pour 0 < T =1 — p(S") < 1, les orbites T-périodiques de Xy appartiennent a I'une des
classes suivantes.

1. constantes d’aire nulle & l'intérieur de M ;
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2. caractéristiques fermées d’aire comprise dans l'intervalle [Ty (OM), T A}, localisées autour
de 8’ =1;

3. si TA € Spectre(9M), pour tout S’ € [1 + €(N\), A — €())] - Vintervalle ot H est linéaire
de pente ) - on a une caractéristique fermée d’aire ST\ ;

4. caractéristiques fermées d’aire comprise dans 'intervalle [Ty, T'(A — n,)A], localisées au-

tour de 8" = A;
5. constantes d’aire nulle sur §’ > A.

Faisons le choix suivant pour le parametre B :
(2.16) B=AV\.

Les différentes autres quantités impliquées dans nos constructions ont les équivalents suiv-
ants:

C~A, P ~1/AVN-1),
S"~ B = p(8")-8" <V (VA-1).

Nous montrons maintenant que ’action totale des orbites 1-périodiques de X, situées dans
M x ON x [A, oo[ tend uniformément vers —oo lorsque A — +o00. Nous allons estimer I’action
des orbites 6 selon que leur premiere composante I' est de I'un des types 1 & 5 ci-dessus. Dans
ce qui suit, les convergences sont considérées par rapport a A — oo.

1. T du type 1 correspond & H € [—¢,0]. La deuxiéme composante 7 vit sur un niveau S”
constant et nous étudions I'action totale de § = (T', «y) selon la valeur S” > A.

a) S" e [A,24] | [B—¢€(A), oo[. Vu que p' = 01il n’y a pas de composante Xgeeh, dans
Xy, et les orbites T apparaissent en familles dégénérées (de la dimension de N) et
l'action totale de 6 est Ap,+x(0) <e—C — —c0.

b) S" € [24, A*'TB]. Les orbites I' vont coupler avec des caractéristiques fermées v de
période p'(C — H(z)) sur N x {S"}. L’action totale d’une telle § = (T, 7) est

A ik(®) < e+ S"(S)C+e)—C
A+ B 1
B —2A — 3¢

(C+e)—C < 26*%0 — —00.

< e+ (C+e)—C

IN

€+

N | =
ol co N

L’avant-derniére inégalité est valable pour A suffisamment grand, tenant compte du
fait que B = VAA et donc (B4 A)/(B — 24 — 3¢) — 1.

¢) §" €28, B—¢(N\)]. Onap € [§,1] et, pour A grand:

Ask(0) < e+S"p(S")(C+e) — p(S)C -~ C

—€ 1
< - . — . —
< 6+B*2A*36 (C+e) 5 c-C
5 3 1
< — - - —. < — — s — .
< €+4 C 5 C < € 40 o0
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2. T du type 2 correspond & H € [—¢,¢] et S’ € [1, 1+ ¢€(A)]. L’aire de I" est comprise dans
[To, (1 — p(S"))A]. De nouveau, nous étudions 'action de § = (T',7) selon la valeur du
niveau S” > A sur lequel vit la deuxiéme composante .

a) S" € [A, 24] |J [B—€()), oo[. Comme dans 1a, les orbites § apparaissent en familles,
et leur action totale est

AH1+K(9) < 6+(1*,0(S”)))\*C <e+A—C— —¢.

b) " € [24, 2£2]. Comme dans 1b, I'action totale de § est
1
A +x(0) < e+ (1 —p(S")NA+S"0'(S")(C+e)—C < 2e+ X — ZC — —00.

c) 8" e [#, B — €¢(\)]. Comme dans 1c, on a
Amar(0) < e+ (1= p(S")A+ "0 (S")(C +€) —p(S")C - C
1
< e+ A— ZC — —00 .

3. T' du type 3 a une action Ay (") < S'TA=A(S"'—1—¢€) < (1+€)A, ou e = e(A). Laction
d’une orbite 6 ayant [' comme premieére composante est, respectivement :

a) S"e[A, 2A] U[B —€(N), oo[: Apgrxk(@) < (1+H)A—-C — —oc.
b) S" €24, 28] Ay i k(0) < (1 + A +e— 10 — —oc.
c) 8" e [‘LH'TB, B — ¢())]. La technique de majoration de 1c ne s’applique plus directe-

ment, vu que C' — H(x) peut étre arbitrairement proche de (0. Remarquons pourtant
que p vérifie par construction

(8" —24)p/(8") < p(S") + ¢

et on obtient

Amex(0) < (Lt A+ S"H(S"C— Hz) — plS")(C — H(z) C
< (l—l-e'))\—l-#iigg(c—i-e)—l—e(c—l-e)—c
< 2\ — %C — —00 .

4. T du type 4 correspond & H € [C — €, Cl et Ag(T) < (1 — p(S")AA —~ XA —1) <X (en
fait, Ay (T") tend vers —oc, mais nous n’avons pas besoin d’un controéle si fort). L’action
totale de 6 est respectivement

a) An+x(0) <A—C — —o0;
b) AH1+K(9) S)\*%C — —0OQ;
C) AH1+K(9) < 2\ — %C — —OCQ.
5. I' du type 5 correspond & H = C. Comme dans la la composante en Xgeep de Xp,

s’annule et donc I' apparait en familles dégénérées. L’action totale dans les trois cas a-c
est Ag,yx(0) =—-C—-C=-20 — —oc.
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Cela acheve de montrer que les orbites nouvelles créées au cours de la déformation H;
(Figure 2.3) ont une action tres négative. Comme nous le verrons plus bas, la conséquence est
qu’elles n’entreront pas en compte dans le calcul de la cohomologie de Floer du produit M x N.

d. En faisant la méme construction pour K sur le domaine M x [A, oo[xﬁ on construit
un hamiltonien Hy + K; qui est constant égal & 2C sur {S’ > B} J{S"” > B}. Nous allons
modifier maintenant H; + K en dehors du compact {S” < B} (N{S" < B} de facon a le rendre
linéaire par rapport au champ de Liouville n = o' & 1" sur M x N. On choisit (Figure 2.1)
comme dans la section 2.3 une hypersurface 3 C M x N transverse a 7 telle que

S’ =a>1, N AT

2 A 11

\2n115/6>1’ S”\znle[l’/g]‘

On paramétre M x N \ int(X) par

SII

T S x[l, +oo[— M x N \ int(%),

(2,8) — (& (2), ¢! .(2)),

qui est un symplectomorphisme si 'on munit ¥ x [1, +oo[ de la forme symplectique d(S - ).
A titre d’exemple, pour z € X N Il on a ¢/ (2) = (z(z), Sa). On voit facilement que

(2.17) v ({8 > B IS > BY) 2 {5 > B} .

En conséquence H; + K; est constant égal & 2C sur {S > B}. On le transforme de la fagon
habituelle en un hamiltonien L = I(S) sur {S > B}, avec [ convexe et I'(S) = pu ¢ Spectre(X)
pour S > B + €. On crée de cette facon des orbites de période 1 dont I'action est

AL <u(B+e€) 20 =pu(VIA+¢e) —2X(A 1) .

En choisissant y = VA on assure A;, —s —oo, ainsi que la cofinalité de la suite de hamiltoniens
qu'on vient de construire: en effet, le hamiltonien I est plus grand que (VA — ¢€)(S — 1) sur
¥ x [1, oo[. Notons que le choix de p égal & VA et n’appartenant pas au spectre de ¥ est rendu
possible en prenant pour Y une hypersurface a spectre injectif.

e. On vient de construire une suite cofinale de hamiltoniens asymptotiquement linéaires
(Ln)n>1 qui est associée aux deux suites cofinales de départ (H,) et (K,). J'affirme que, pour
b > 0 fizé, I'inclusion fondamentale de complexes (2.8) est toujours valable en remplacant
H, + K,, avec L,,:

1—46, 2b]

-5k
=52l Hy, J\) @ FC. (Kn, J2)

_5. b _
@ rcl ", k) e Kn, J2) = FCL (L, 1) » @ FCL
r+s=k r4+s=k

(2.18) = FCY O (L, Jn)

-5, 21;](

ott J!. J2 et J, représentent des structures presque complexes régulieres pour H,, K, et Ly,
standard pour S’ > 1+¢ S” > 1+ e et S > 1 respectivement, telles que .J, = J! @ .J2
pour S < 1. Les estimations précédentes sur I'action des caractéristiques montrent qu’on a
des inclusions (2.18) valables au niveau des espaces vectoriels. Cela entraine en particulier le
fait que les orbites périodiques impliquées dans (2.18) sont situées au voisinage de M, N et
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respectivement M x N, disons dans {S < 1} pour un choix convenable de ¥. Le résultat de
transversalité mentionné dans la section 2.2 ([FH1], Prop. 17; [FHS], 5.1.et 5.4) assure qu’on
peut effectivement choisir des structures presque complexes régulieres comme ci-dessus. Nous
allons montrer que les inclusions (2.18) sont valables au niveau des complexes différentiels en
utilisant une estimation d’énergie qui s’inspire de [He2].

Il suffit de montrer que toute trajectoire de Floer u = (v, w) : R x S! — M x N telle
que u(s,-) — (zF, y*), s — 400 reste dans le domaine {S < 1}. L’équation de Floer étant
découplée dans {S < 1} il s’ensuivra que v et w sont des trajectoires de Floer dans M et N
respectivement, ce qui démontrerait (2.18) au niveau des complexes différentiels. Il suffit de
démontrer cette affirmation lorsque .J, = J} @ J2 sur M x N tout entier: les trajectoires de
Floer qui nous intéressent seraient de toutes fagons contenues a-posteriori dans {S < 1}, ce qui
permet de modifier J,, a I'extérieur de {S < 1} pour travailler formellement avec une structure
standard a l'infini.

On suppose donc par la suite que J, = J! @ J2. Supposons que la trajectoire u n’est pas
contenue dans {S < 1}. Comme u est contenue dans un compact, on déduit que S ou a un
maximum local dans {S > 1}, ou encore I'une des fonctions S’ o v ou S” o w a un maximum
local dans {S" > 1 + €}, respectivement {S” > 1 + €}. Les deux situations sont symétriques
et I'on peut supposer sans perte de généralité que c’est S” o w qui a un maximum local dans
{8"” > 1+ €}. Vu que w vérifie I’équation de Floer associée & K, lorsque S” < 24 et S"” > B,
il s’ensuit par le lemme 1.1.5 que le maximum ne peut étre atteint que pour S” o w €]2A4, B].
Comme w(s,") — y*, s — +oo avec y* € {S” < 14 ¢} on déduit que w rencontre les
hypersurfaces {S” = A} et {S"” = 2A}. De plus, le bout de w contenu dans {4 < §" < 2A4} est

J2-holomorphe puisque Kf est constant.
On obtient alors

Ap (=, y )= Ap, (et yh) = / [(vs, ws)|:2];69.13 = / "Us|:2]; + |ws|:2]3 > / ‘ws‘:zlﬁ
Rx St Rx St Rx St

(2.19) > |11)S|?,3 = Aire(w N {A < S" <24}).

-/[(s, t) rw(s,t)€ {ASS”SQA}]

La derniere égalité utilise le fait que, pour une courbe .J2-holomorphe w on a
lws|? = w(ws, J2ws) = w(ws, wy). Le lemme qui suit nous permettra de conclure. 11 s’inspire
de [He2], oi 'on en trouve une formulation pour N = C".

Lemme 2.4.1. Soit N une variété admissible et ¥ une hypersurface qui trivialise par le flot de
Liouville un voisinage de Uinfini. Soit J une structure presque complexe standard sur {S > 1}.
Il existe une constante C(J) > 0 telle que, pour tout A > 1 et toute courbe J-holomorphe a
bord qui s’appuie a la fois sur ¥ x {A} et ¥ x {24}, on ait

(2.20) Aire(u) > C(J)A .
Démonstration. Le point clé de la preuve est le fait que, pour tout A > 1, la dilatation
5 x [1, 0o[ ™4 B x [1, oo

(p. §) — (p, AS),  A>1

est une application J-holomorphe si J est standard sur ¥ x [1, oo[. Par exemple
hail(p, $)(JXReeb(P)) = haulp.s)(—S&) = ~SAL = Jlp a5 XReev(p). La propriété
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d’homogénéité vérifiée par la métrique gy entraine que hy dilate de A les aires et il suffit
alors de montrer que l'inégalité (2.20) est vérifiée lorsque A = 1. Le lemme de monotonie de
Gromov [G] 1.5.B, [Mu] 4.2.1, [Sik] 4.3.1 affirme qu’il existe ¢y > 0 et une constante c(eq, J)
tels que, pour tout 0 < € < ¢y et tout z € 3 x [1, 2] avec B(z, €) C ¥ X [1, 2], on ait

Aire(u N B(X, €)) > c(ey, J)e?

On fixe € suffisamment petit pour que B(z, €) C ¥ X [1, 2] pour tout z € ¥ X {%} Comme u
s’appuie a la fois sur X x {1} et 3 x {2} il existe forcément un tel z sur 'image de u. On en
déduit Aire(u) > Aire(u N B(z, €)) > c(ey, J)e?. Cela achéve la preuve du lemme, en posant
C(J) = c(eq, J)e%.

O

Appliquons le lemme 2.4.1 & notre situation. On déduit 'existence d’une constante ¢ > 0
telle que Aire(w N {A < §” < 2A4}) > ¢A > CA. Par contre, la différence des actions dans
(2.19) et bornée par 4b et on obtient une contradiction lorsque A est suffisamment grand.

Par conséquent les trajectoires de Floer correspondant & L, sont contenues dans {S <
1} pour A suffisamment grand et on a démontré I'inclusion (2.18) au niveau des complexes
différentiels. Comme dans la section 2.2 on a les diagrammes commutatifs (2.9 - 2.11) et on
aboutit & la suite exacte de Kiinneth (2.1). Noter qu’on utilise de maniére cruciale 1’exactitude
du foncteur de limite inductive pour obtenir la suite exacte (2.11) & partir de la suite exacte
de Kunneth en homologie tronquée. La premiére partie du théoreme 2.1.2 est démontrée.

(2) En restreignant le domaine de l'action & [—4d, 07] et en utilisant le fait que, pour un
hamiltonien C?-petit et autonome, les trajectoires de Floer coincident avec les trajectoires du
complexe Thom-Smale-Witten, on obtient a partir de (2.18) le diagramme commutatif suivant
de complexes différentiels :

(2.21)

N

=84

_5. b _
D, 1or PO ", sy @ O (K, 02) FCY O (L, T0)

T |

D pomi ONLI(M, OM 5 Ho g, ) ® CYPIE(N,ON : K, g ) N (M X N OM X N) § Ly g,y )

qui fournit en homologie le diagramme commutatif:

S —5, % -5, % ~
(2.22) lim lim Hy, (PO 2ty ) @ PO 2 (K, 12) L pa (v N

o ]

Hotntk (Cogesc (M, OM) ® Crgou (N, ON)) ————> Hpp iy k(M x N, 8(M x N))

Mais, par fonctorialité de la suite exacte de Kunneth homologique, le morphisme ¢ s’insere
dans le diagramme commutatif

(2.23) 0

@D, 1oy FHy (M) ® FH;(N) * ﬁl,k—l(FH) — >0

Tc*®c* T¢ TTor(c*)

00— D,y Hntr(M, OM) ® Hyp45(N, ON) — « —> Tort, mtnik_1(H) —=0
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ou * désigne le but et la source de ¢. Les diagrammes (2.22 - 2.23) démontrent (2.2).
O

Démonstration du théoréeme 2.1.3. La preuve du théoreme découle selon exactement les
mémes lignes que la précédente en renversant les fleches, a ’exception de la derniere étape du
point (1): nous avons utilisé de maniére cruciale 'exactitude du foncteur de limite inductive
pour déduire la suite exacte de Kiinneth obtenue en passant & la limite dans (2.11) & partir
des suites exactes en homologie tronquée, obtenues avec la formule de Kiinneth algébrique
habituelle.

Comme nous I'avons déja mentionné dans I'introduction, il faut se placer dans un cadre
ou la limite projective est un foncteur exact, & savoir celui des espaces vectoriels de dimension
finie. Si 'on travaille a coefficients dans un corps, le terme de torsion dans la suite exacte de
Kiinneth en homologie tronquée disparait

®r+.§:k FH]C(;, b](Hna J?z) ® FH]S,& b](Km JTQL) — >t (FC]*,(;, b](Hm ]1’1L) ®FC]*,5, [,](KTH ]721))

et, en passant a la limite projective, on obtient I'identité cruciale

: s k * 1 * 2
@B, o FH(M)® FH*(N) ——— 1}_;11 1‘1_”@ H (FC]—(S,b](H”’ Tp) @ FOI_5 4y (K, In))

qui entraine la formule de Kiinneth

P FH"(M)® FH*(N) = FH*(M x N) .
r4+s=k

La compatibilité avec le morphisme ¢* est démontrée de la méme maniere que pour le théoréme

précédent.

O

2.4.2 Applications

Je donne ci-dessous deux applications de la suite exacte de Kiinneth: I’'une porte sur I'existence
d’orbites périodiques sur des hypersurfaces de type contact restreint, ’autre porte sur le calcul
de la capacité d'un produit de variété a bord de type contact restreint.

Existence d’orbites périodiques. Je donne ici quelques applications directes de la suite exacte
de Kiinneth pour ce qui est de I'existence d’orbites périodiques.

Proposition 2.4.2. Soit M une variété compacte a bord de type contact restreint. Pour tout n > 1
on a
FH*(M x D) =0,

ot D?" désigne une boule dans C".

Démonstration. La premiére affirmation du théoréme 2.1.3 et I'égalité FH*(D?*") = 0 four-
nissent directement le résultat. 0
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Proposition 2.4.3. Soit N une variété compacte a bord de type contact restreint qui satisfait
au cas b) de la conjecture de Weinstein algébriqgue (AWC b) (cf. Définition 1.1.9 sqq.) i.e. le
morphisme

(2.24) FH"(N) -<5 H?(N, ON)

n’est pas surjectif, ou 2n = dimN. Pour toute variété M compacte a bord de type contact

~

restreint, le produit M x N wvérifie encore AWC b) i.e. le morphisme
(2.25) FH™™(M x N) - H2 (M x N, 9(M x N))

n’est pas surjectif, ot 2m = dim M.

Démonstration. Quoique la définition 1.1.9 est formulée en termes d’existence d’un anneau
de coefficients pour lequel le morphisme (2.24) n’est pas surjectif, on peut supposer par le
théoréme des coefficients universels que cela est vrai a coefficients dans un corps. On applique
alors le diagramme commutatif donné par la deuxieéme partie du théoreme 2.1.3, ainsi que
I'isomorphisme H?™(M, dM) ® H?*™(N, ON) — H*™*2"(M x N, (M x N)) donné par la
formule de Kiinneth en cohomologie singuliere & coefficients dans un corps, pour déduire que

le morphisme (2.25) est aussi non surjectif.
U

Remarque. Le théoréeme doit étre interprété comme une propriété de stabilité vérifiée par la
condition AWC b). Il ’applique en particulier aux variétés N de Stein sous-critiques (cf. Propo-
sition 1.1.10). On déduit le résultat suivant :

Corollaire 2.4.4. Soit M une variété admissible de type contact restreint et N une variété de
Stein sous-critique. Toute hypersurface compacte de type contact restreint H C M x N admet
une caractéristique fermée.

Un résultat similaire est démontré par H. Hofer et C. Viterbo [HV] pour des hypersurfaces
de type contact (pas nécessairement restreint) dans un produit P x C", n > 1 avec P une
variété symplectique fermcée.

Noter le fait qu'une version de la formule de Kiinneth en cohomologie de Floer équivariante
(que nous n’avons pas discuté dans cette these) permettrait d’obtenir la conclusion du corollaire
pour des produits P x T* M, sous 'hypothese 1 (M) = 0 (cf. [V2]). Ceci est un projet en cours.

Calcul de capacités. On travaille dans ce paragraphe a coefficients dans un corps. La capacité
d’une variété M compacte de dimension 2m & bord de type contact est définie ici comme

(M) = inf{A >0 : FH"; /(M) — H*™(M, M) nulle } ,

ou § > 0 est suffisamment petit. Nous avons alors le résultat suivant, qui a été mis au point
en collaboration avec Anne-Laure Biolley. Elle 'applique dans sa thése [Bi] a4 des questions
d’hyperbolicité symplectique.

Proposition 2.4.5. Soient M, N des vari€tés a bord de type contact restreint. On a

¢(M x N) < min (¢(M), ¢(N)) .
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Démonstration. Par I’analyse des orbites périodiques des hamiltoniens modifiés L,,, pour tout
A > 0 l'application composée

@ FH] ;\y(M)® FHf 5 (N) — FH";" (M x N) — FH";% (M x N)

r4+s=m+4n

est surjective (en fait elle I’est méme au niveau des complexes). La commutativité du diagramme
(2.4) est valable aussi en cohomologie tronquée et entraine le résultat, tenant compte du fait

que la fleche du bas est un isomorphisme.
O



3. LA SUITE SPECTRALE DE LERAY-SERRE EN COHOMOLOGIE DE MORSE

3.1 Introduction

L’étude des fonctions lisses & points critiques non dégénérés est un outil fondamental en topolo-
gie différentielle. La théorie de Morse classique, basée sur le lemme de Morse [Mil], décrit la
structure locale d’'une fonction autour de ses points critiques non dégénérés, ainsi que le change-
ment de topologie de la variété apres franchissement des niveaux critiques correspondants.
Comme conséquence, elle offre la plus simple preuve des inégalités de Morse. Toutefois, si on
prend aussi en compte les trajectoires de gradient, on peut obtenir a partir d’'une fonction de
Morse une description topologique complete de la variété sous-jacente. La décomposition cellu-
laire définie par les variétés instables d’un flot de gradient apparait pour la premiere fois chez
Thom [Th], tandis que la construction d’un complexe différentiel basé sur les points critiques
et dont I’homologie calcule 'homologie de la variété a émergé peu a peu dans les travaux de
Smale [Sm1, Sm2], Milnor [Mi2], Witten [Wi] et Floer [F4]. La contribution de Floer [F1, F3] a
rendu possible la construction d’un complexe différentiel analogue pour 'action symplectique,
regardée comme fonction sur ’espace des lacets contractibles dans une variété symplectique.
L’homologie de Floer a été depuis construite dans différents autres contextes, mais a chaque fois
Iintuition est utilement nourrie par le complexe de Thom-Smale-Witten (TSW) en dimension
finie.

Le travail que je présente dans ce chapitre constitue une étape préliminaire dans la
compréhension de ’homologie de Floer pour des fibrations symplectiques & bord de type con-
tact. A la différence du cas des variétés fermées, dans cette situation I’homologie de Floer n’a
pas d’analogue topologique naturel, ce qui justifie la mise en place d’outils algébriques adaptés a
une structure géométrique supplémentaire. L’analogue géométrique en dimension finie est con-
stitué par le cas des fibrations localement triviales lisses F — B, dont la structure géométrique
est reflétée au niveau cohomologique par la suite spectrale de Leray-Serre. Le but de ce chapitre
est de donner une description précise de celle-ci en termes de points critiques et trajectoires de
gradient de fonctions de Morse adaptées.

L’existence d’une telle description n’est pas nouvelle en soi et plusieurs références sont
disponibles dans la littérature. Austin et Braam définissent dans [AB] un complexe TSW
sur R en partant d’une fonction de Morse-Bott. Leur construction utilise de fagon essentielle
I'intégration des formes différentielles et calcule la cohomologie de de Rham de la variété. Dans
le cas d’une fibration et d’une fonction du type n*f = foxw, avec f : B — R fonction de
Morse, le complexe est naturellement filtré par I'indice des variétés critiques et la suite spectrale
associée a cette filtration est isomorphe a la suite spectrale de Leray-Serre a coefficients réels.

Fukaya étend dans [Fu] la construction de Austin et Braam sur Z & l'aide de la notion
de “cycle géométrique”. Il obtient, pour toute fonction de Morse-Bott, une suite spectrale qui
converge vers 'homologie & coefficients dans Z. Son résultat appliqué dans la situation décrite
plus haut & 7* f fournit une suite spectrale isomorphe a la suite de Leray-Serre sur Z.
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Dans un esprit plus éloigné de celui du présent travail, mais proche de Witten [Wi], Forman
[Fo] décrit la suite spectrale de Leray-Serre a partir de considérations de théorie de Hodge de
laplaciens perturbés.

Par rapport aux précédentes références, je présente une approche qui est, & mon avis, plus ex-
plicite et dont j’appliquerai les idées directrices dans le chapitre final de cette thése pour étudier
I’homologie de Floer de fibrations symplectiques & bord. Le besoin d’appliquer les constructions
de ce chapitre en homologie de Floer fut la premiére motivation pour utiliser exclusivement
des fonctions de Morse au lieu de fonctions de Morse-Bott: au moment de 1’élaboration de
ce travail le contexte Morse-Bott dans le cadre de la théorie de Floer n’était pas éclairci. 11
a été récemment étudié par Bourgeois [Bg] en homologie de contact et par Biran, Polterovich
et Salamon [BPS] en homologie de Floer hamiltonienne,en relation avec le travail de Pozniak
[Po] sur 'homologie de Floer des lagrangiennes a intersection nette. A terme, cela pourrait
simplifier les preuves du dernier chapitre, ou j’applique les idées développées ci-dessous pour
des fibrations qui ne présentent a priori pas de symétrie du point de vue de la dynamique. La
deuxiéme motivation pour utiliser des fonctions de Morse et non des fonctions de Morse-Bott
est la suivante: pour toute fonction de Morse-Bott on peut construire une suite spectrale qui
converge vers I’homologie de la variété ambiante, et dont on sait calculer le premier terme. Par
contre, pour une fibration on peut aussi calculer le deuxiéme terme en perturbant la fonction
au voisinage des variétés critiques. Cela sera expliqué au 3.5.3. Il nous faut aussi mentionner le
travail de M. Hutchings [Hul, accompli simultanément avec le notre et présentant un point de
vue plus intrinséque qui englobe le cadre que nous allons décrire plus bas.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 3.2 je rappelle des no-
tions de base concernant les suites spectrales et le complexe TSW sur une variété compacte.
L’isomorphisme de la cohomologie de Morse avec la cohomologie singuliere est expliqué par
I'intermédiaire de la cohomologie cellulaire. La section 3.3 constitue le coeur du chapitre et
étudie le complexe TSW pour une fibration. L’existence d’une filtration naturelle entraine
Iexistence d’une suite spectrale qui est isomorphe a la suite de Leray-Serre. Un ingrédient
important dans sa construction sera le fait d’utiliser des champs de pseudo-gradient & la place
des champs de gradient. Je donne une description détaillée des deux premiers termes en coho-
mologie de Morse en introduisant dans ce but la notion de systeme “pré-local” de coefficients.
Le résultat principal est le théoréeme 3.3.1. La section 3.4 décrit les modifications qui sont & ap-
porter dans les arguments précédents pour obtenir les mémes résultats pour des variétés a bord.
Le résultat principal, qui sera utilisé dans le dernier chapitre de cette these, est le théoreme
3.4.2. Dans la section 3.5 j’utilise la construction de la section 3.3 pour interpréter la formule
de Kinneth, la suite exacte de Gysin et la classe d’Euler d’un fibré en spheres. L’appendice
rappelle les notions de base concernant la théorie de 'indice de Conley [Co]. Celle-ci peut étre
utilisée pour donner une autre démonstration de I’isomorphisme entre la cohomologie de Morse
et la cohomologie singuliére en utilisant une filtration par couples indexants [F4, S2]. Je donne
une preuve de I'indépendance de cet isomorphisme par rapport au choix de la filtration qui ne
semble pas étre mentionnée dans la littérature.
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3.2 OQutils de base

3.2.1 Suite spectrale pour un complexe diftérentiel gradué muni d’une filtration

Nous suivons dans cette section le formalisme de Bott et Tu [BT]. Les hypothéses que nous
mettons sur les complexes différentiels et sur les filtrations peuvent étre affaiblies, mais le cadre
choisi nous suffira par la suite.

Soit (C, d) un Z-module différentiel. On suppose que C' est gradué

C = @kzgck

et filtré
C=CyDCyD...2C, D0,

la filtration étant compatible avec la différentielle: 0C),, C C,. On suppose de plus que
Cp=®r>0(C,NC*),  p>0.

On notera CI’f = C,NC*. Posons A = ®,C,, B = gr(C) = ®,C,/Cps1 et notons pari : A — A
I'inclusion Cp41 — C),. La suite exacte courte de complexes différentiels

(3.1) 0—=A—tsa—top——xy

fournit une suite exacte longue en cohomologie

—>Hk(A)L>Hk(A)L>Hk(B)i>Hk+1(A)—> ,

qu’on écrit sous la forme d’un triangle exact

)
- I A R

De facon générale, un triangle exact du type (3.2) - appelé aussi couple ezact - détermine un
couple exact dérivé

Ay i Ay
o
By

avec AQ = Z](A]) C A], B2 = H(B], d]), d] = j] o] k] et ’ig, jg, kQ induites par ’i], j], k]. On
obtient de cette fagon une suite de Z-modules différentiels (E,, d,), r > 1 avec

E]ZB]ZH(B), d]:j]ok]
EQ = H(El), dg = jQ o] k,‘Q etc.

Une telle suite (E,, d,), r > 1 de modules différentiels tels que F,, 1 = H(FE,, d,) est appelée
suite spectrale. Si la suite est stationnaire a partir d’un certain rang et si F, est isomorphe
au gradué gr(H) d’un Z-module filtré H, on dit que la suite converge vers H. Dans notre
situation on a le
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Théoreme 3.2.1 ([BT], 14.6). Sous les hypothéses précédentes sur le complexe gradué et filtré
(C, 9), la suite spectrale associée a la filtration converge vers H(C, ) filtré comme

H(C) > im(H(Cy) - H(C)) D ... D im(H(Cy,) = H(C)) D 0.

On note souvent By = HPTU(C,/Cpir), DI = HPTI(Cy) de sorte que By = @B et
Ay = @, DV Le couple exact (3.2) peut s’écrire alors comme

(3.3)
HP9(Cpy) i HP(C,) prhe! (f]‘ 5 D
Hp+q+1(cp+1) J1 B D]p+1,q (00 Ji
' (1,0)
kl kl
HPH(Cp/Cpy1) EP

Nous avons indiqué sur le diagramme les bidegrés respectifs de i1, j; et k. La différentielle
dy = j1 o ky est de bidegré (1,0), tandis que d, = j, o k, est de bidegré (r, —r + 1).

Il faut mettre en évidence le fait que la connaissance de F, et d, dans une suite spec-
trale détermine uniquement F,,q, mais pas d, ;. Par contre, la connaissance du couple exact
(Ar, Ey, iy, jr, ky) détermine entierement la suite spectrale & partir du rang r.

3.2.2 Suite spectrale de Leray-Serre pour une fibration

Dans cette section la présentation suit de prés [McC]. Soit E " B une fibration localement
triviale lisse de fibre F'. Pour simplifier, on suppose que la base et la fibre sont compactes. On
fixe sur la base une structure de CW-complexe fini. On pourra voir une telle structure comme
une filtration

B=B">B"!'5...oB"'>0,

avec B? un ensemble fini de points et BP, p > 1 obtenu & partir de BP~! par recollement d’un
nombre fini de boules de dimension p le long de leur bord. L’existence d’une telle structure de
CW-complexe fini est assurée par la théorie de Morse. On appelle BP le squelette de dimension
p. On en déduit une filtration EP = 7~ 1(BP), 0 < p < n sur E:

E=E"DE"'>..2E>0
et une filtration de C = C*(E):

C=Cy>DCyD...2C, D0,
avec

(3.4) C, = ker (C*(E) — C*(EP™ ")) .
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Définition 3.2.2. La suite spectrale associée a la filtration ci-dessus est appelée suite spectrale
de Leray-Serre pour la fibration (E, 7, B)

Les identifications qui suivent sont immédiates.
Cp_Hom( (B)/C(EP~ b, Z) ,

Gy /Gy ~ Hom (C.(E?)[C.(BP ), Z) .

de sorte que la suite spectrale de Leray-Serre provient du couple exact

(3.5)
i _ +1,g—1 i1
HPH(E, EP) HPT(E, EP) Dy
p+a+1 P - +1,
H (B, EP) . Dy i
\ k
p+q P EP- 1 ,
HPTI(EP, EP7Y) EP

On a noté ci-dessus DV? = HPTI(E, EP~'), EP? = HPTYY(EP, EP7'), alors que %, j*, 0
désignent les morphismes qui apparaissent dans la suite exacte longue du triplet (E, EP, EP~1)
avec les inclusions (EP, EP~ 1) N (E, E*'Y < (E, EP).

La propriété cruciale de la suite spectrale de Leray-Serre est qu’elle devient indépendante
de la décomposition en CW-complexe a partir du rang r = 2. La description du deuxiéme terme
de la suite spectrale nécessite une digression sur I’homologie cellulaire et 1’homologie & valeurs
dans un systéme local de coefficients.

Homologie a valeurs dans un systeme local de coefficients et homologie cellulaire. La
référence principale pour les notions présentées dans cette section est [St]. Etant donné un
espace topologique B on note P(B) l'espace des chemins continus dans B. On suppose pour
simplifier que B est connexe par arcs.

Définition 3.2.3 ([St]). Soit A un anneau et M un A-module. Un systeme local de fibre M sur
l’espace topologique B est constitué par la donnée des éléments suivants.

1. une copie M, de M en tout point © € B, appelée fibre en x ;

2. une famille d’isomorphismes (@a : My = Mam) (B) telle que

a€cP

— st a~ 3 sont deux chemins homotopes a bouts fizés, alors ®, = ®g ;

— si o, B € P(B) vérifient a(l) = 5(0), alors ®o3 = Pgo D,.

Les applications ®,, seront appelées morphismes de transport par parallélisme.

p.q
Dl
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Le choix d’un point g € B détermine une équivalence de catégories entre systemes locaux de
fibre M et représentations de 71 (B, ) dans M, : tout systéme local détermine par définition
un morphisme (B, xo) — Aut M,, . Réciproquement, une représentation détermine un
unique systeme local: les classes d’homotopies de chemins entre zg et £ € B sont obtenues
en adjoignant un chemin de zg & = choisi arbitrairement a des représentants des éléments de
(B, zg). Les éléments de Aut(M,,) représentés par des éléments de m(B) seront appelés
automorphismes de monodromie.

Un isomorphisme de systémes locauz est un isomorphisme entre les représentations corre-
spondantes, pour un point de base fixé. De fagon équivalente, c’est une collection
d’isomorphismes entre les fibres correspondantes qui commutent avec le transport par par-
allélisme.

Exemple 3.2.4. Le syteme trivial de fibre M, noté M. . On pose M, = M, z € B et &, =
Id, @ € P(B). Le transport par parallélisme ne dépend pas du chemin et le systéme trivial
correspond & la représentation triviale w1 (B) — {Id} — Aut(M).

Exemple 3.2.5. Systémes cohomologiques dans une fibration ou systémes locaux de Leray-Serre.
Soit F < E "+ B une fibration localement triviale. On note F, = 7~ '(z), = € B. Pour
tout entier ¢ > 0 on définit un systéme local H4(F) de fibre H4(F). La fibre au point = € B
est, par définition, HY(F,). Si U C B est un ouvert contractile et z, y € U, les inclusions
Fy <& xY(U) & F, induisent des isomorphismes en cohomologie et donc un isomorphisme
yr = 7:‘/7;71 : HY(F,) = HY(F,). Cet isomorphisme est indépendant de U tant que celui-ci
reste inclus dans un ouvert contractile fixé V' 5 z, y. Pour un chemin a € P(B), on définit

o = itk+1tk °© itktk—1 0.0y Hq(Fa(O)) — Hq(Fa(l)) )
avec 0 =19 <t < ... <tp_1 <ty <tgy1 = 1 une sous-division de [0, 1] telle que a([t;, t;ji1]),
0 < j < k soit inclus dans un ouvert contractile. Il est facile de vérifier que la définition ne

dépend pas du choix de la sous-division et vérifie les propriétés qui caractérisent un systéme
local de coefficients.

On introduit maintenant la cohomologie singuliere a coefficients dans un systeme local M.
Soit AP le p-simplexe standard de RP*! dont les sommets sont (vg,...,v,). Le A-module des
p-chaines & coefficients dans M est défini comme

k
Cp(B ; M) = { Zmi@)(fi 0 AP — B, m; EMU,-(UO)} .
i=1
La différentielle 0 : Cp(B ; M) — Cp_1(B, M) est
p .
6(777 ® U) = q)[vnvﬂ(m) ® doo + Z(*l)zm ® Oio
i=1

avec 0; les différentielles habituelles sur les simplexes singuliers. Les p-cochaines & coefficients
dans M forment le A-module

C’(B; M) = Hom(Cp(B ; M), A) ,
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avec la différentielle duale
6(f)=fo0.

Par définition, le p-ieme groupe de cohomologie de B a coefficients dans M est

HP(B ; M) = HP(C*(B ; M), §) .

Tout comme la cohomologie singuliere habituelle, la cohomologie & valeurs dans un systeme
local de coefficients vérifie les axiomes d’excision, d’invariance par homotopie et d’existence
d’une suite exacte longue pour un triplet. Elle est égale, en degré 0, a I’ensemble des éléments
de M fixés par tous les automorphismes de monodromie. De plus, la cohomologie singuliére a
coefficients dans M est égale & la cohomologie & valeurs dans le systéme local trivial M.

Nous rappelons maintenant les notions de base concernant la cohomologie cellulaire a valeurs
dans un systeme local de coefficients M. On suppose que B admet une structure de CW-complexe
et on note B* le k-squelette correspondant. Nous pouvons définir un complexe différentiel

Cell’(B ; M) = HP(BP’BI)*] ‘M),
Scen = 0+ H'(BP, BP™" 5 M) — HP*' (P B? 3 M)

avec § le morphisme de connexion dans la suite exacte longue de cohomologie associée au triplet
(BP+1 BP, BP~1). Le résultat qui suit est classique. On peut en trouver une démonstration pour
M = M par exemple dans [MiSt] A.4. et la preuve reste valable telle quelle pour un systéme
local quelconque.

Théoréme 3.2.6. On a wun isomorphisme canonique (i.e. dépendant uniquement de la
décomposition en CW-complexe)

HP(Cell*(B ; M), 6cen) ~ H*(B; M), p>0.
On utilisera plus bas la notation

H? (B; M) = HP(Cell*(B ; M), dcen) -

Remarque 3.2.7 (description effective de la différentielle cellulaire). Voici maintenant un point de
vue alternatif sur homologie cellulaire, qui fera le lien avec 'homologie de Morse. Soient (eh )
les p-cellules ouvertes et z, € €5 leurs centres. On suppose avoir choisi des orientations pour
les e, i.e. des générateurs de HP(eh, Oeh; M) ~ M. La discussion qui suit dépend de ce choix.
On a en particulier des isomorphismes

(3.6) Cell”(B; M) ~ P M,,, .

On définit les nombres d’incidence

el : e’ﬂ’ﬂ] = deg (wa o fg: ae§+1 — B — Sa) )

avec fg : Begﬂ — BP l’application de recollement pour eZH, Sa la sphere obtenue en con-

tractant BP \ eh A& un point, 7, : B? — S, la projection canonique. La différentielle e



3. La suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse 81

s’exprime alors (voir [Br] IV.10. pour une preuve en homologie singuliére sur Z et qui reste
valable telle quelle en cohomologie & coefficients dans un systéme local)

(3.7) Sce (ma) =D _[eh e @ag(ma),  ma € My,
B

avec ®,4 le transport par parallélisme le long d'un chemin de z, & xg contenu dans AR
Pour que le transport soit indépendant par rapport au chemin, il suffit de supposer [St] que
la fermeture de toute cellule egﬂ est simplement connexe. Ceci peut faire défaut uniquement
en dimension 1, lorsqu’une cellule e% centrée en zg se referme sur un point z, = ed. Soient

alors @fﬂ les chemins de z, vers xg qui parcourent e}i dans le sens positif/négatif. Le terme

0

leq : eé]@ag(ma) de (3.7) est dans cette situation nul et doit étre remplacé par

(3'8) <€g> ) ((I)Iﬂ(ma) - (I);ﬂ(ma)) ;

avec (€2) € {£1} l'orientation de €.

Nous pouvons désormais donner la description des deux premiers termes de la suite spectrale
de Leray-Serre. Pour une démonstration, voir par exemple [McC] 5.4.

Théoreme 3.2.8. Soit F — E — B une fibration localement triviale. On suppose que B admet
une structure de CW-compleze fini. La suite spectrale de Leray-Serre associée a la filtration par
squelettes de B vérifie les propri€tés suivantes :

EP1 Cell’(B ; HU(F)), di = dcen ,
EYY  ~  HP(B;HYF)),
EPY — HPYYE) .

12

Le premier des isomorphismes précédents dépend de la décomposition en CW-compleze de B,
mais le deuzrieme non.

La suite spectrale de Leray-Serre admet une formulation en homologie relative pour une
fibration en paires (F, Fy) — (FE, Ey) — B. Cela veut dire que Fy — Fy — B est
une sous-fibration avec Ey C E et Fy C F. La filtration correspondante sur C*(E, Ej) =
Hom(C4(E)/Cy(Ey), 7) est C, = ker (C*(E, Ey) — C*(EP~1, EV")) (cf. (3.4)). Voici la for-
mulation du résultat pour une fibration lisse & bord au-dessus d’une base sans bord, en prenant
Fy = 0F, Eyg = 0FE.

Théoreme 3.2.9. Soit F — E -5 B une fibration localement triviale lisse. On suppose OB = ()
et OF # (). I existe une suite spectrale (de Leray-Serre) associée a une filtration par squelettes
de B correspondant a une décomposition en CW-compleze, qui vérifie les propriétés suivantes :

EPT ~  Cell’(B; HI(F, OF)), dy = dcen ,
EPY ~ HP(B;HI(F, OF)),
EPM — HPYYE, OE) .

Le premier des isomorphismes précédents dépend de la décomposition en CW-compleze de B,
mais le deuzriéme non.
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Remarque 3.2.10. Si K C B est un sous-complexe cellulaire on peut définir ’homologie cellulaire
relative H(,.,(B, K; M) comme I'homologie du complexe

Cell’(B, K; M) = HP(B?, B" ' UK"; M) ,

HP(BP, BP~' U KP) —— HP(BP, BP—1) — s gr+1(pr+l gr) T gr+l(r+l ey P+
e =modoi,

ou la derniere fleche 7 est la projection donnée par la décomposition canonique en somme

directe
HPYY(BPYY BP) ~ gPTY(BPTY, BP U KPP @ HPTY(KPTY, KP) .

L’analogue du théoreme 3.2.6 est encore valable en homologie cellulaire relative.

Remarque 3.2.11. Tous les faits énoncés précédemment en cohomologie cellulaire ont un corre-
spondant homologique. Le complexe qui calcule I'homologie singuliere de B est

Cell,(B; M) = H,(B?, B> *; M) ,
dcen = 0« Hy(B?, B"'; M) — H, (B""', B" * M) ,
avec 0 le morphisme de connexion dans la suite exacte longue d’homologie associée au triplet
(BP, B!, Br?).
3.2.3 Le complexe de Thom-Smale-Witten (TSW) sur une variété compacte

Cette section présente la construction du complexe TSW en s’appuyant sur [L1, Po]. On con-
sidere une variété lisse fermée B, une fonction de Morse f : B — R et un champ de vecteurs
X qui satisfait

X f<0

en dehors des points critiques de f. On dira encore que X est un champ de pseudo-gradient
négatif par rapport a f. Le flot de X sera noté ¢;. Les variétés stables et instables de X sont
définies de la facon habituelle

W(x) ={z € B : limy_, 1o ¢(z) =z}, =z € Crit(f),
Wh(z) ={z € B : limy_, o ¢(2) =z} .

Les deux sont des variétés lisses diffeomorphes a des boules ouvertes. Si I'indice de Morse de x
par rapport a f est égal & k alors dim W"(z) = k et dim W*(x) =n — k.

Définition 3.2.12. On dit que le champ X est de type Morse-Smale si toute variété stable est
transverse a toute variété instable :

W (z) m W?(y), z,y € Crit(f) .
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Cette condition est génériquement satisfaite dans I’espace des champs de pseudo-gradient
pour une fonction de Morse fixée [Sm2|. L’espace des trajectoires reliant deux points critiques
T et y est

M(:E,y) ={y:R— B :4%=X(y), lim () ==z, lim ~(t) =1y} .

t——o0 t——+oc

Comme toute trajectoire v est uniquement déterminée par v(0), on peut identifier M(m, y) &
W"(z) N W*(y) qui, sous la condition de Morse-Smale, est une variété de dimension ind(z) —
ind(y). Le groupe additif R agit par translation sur M(z,y) et le quotient est noté M(xz,y):

dim M(z,y) = ind(z) — ind(y) —

Si la différence des indices est égale a 1, alors M(x,y) est une variété compacte de dimension 0,
c’est-a-dire un ensemble fini. La compacité découle de la description du bord de M(z,y) qu’on
donnera plus loin.

Un choix d’orientations (z) des variétés instables W"(z), = € Crit(f) détermine une orien-
tation de M(z,y). Voici la description du signe qu’on associe a chaque élément v € M(z,y)
lorsque ind(z) — ind(y) = 1. Posons z = y(0). Pour une inclusion W C V d’espaces vectoriels
on convient & ce que, en la présence d’orientations, I'isomorphisme canonique V-~ W @ (V/W)
soit un isomorphisme d’espaces vectoriels orientés. Lorsque deux des trois termes de cette iden-
tification sont orientés, on déduit une orientation sur le troisieme par cette regle.

Maintenant, I'orientation (y) induit de facon canonique une co-orientation de W*(y) en z.
L’isomorphisme canonique

(3.9) T.B/T.W*(y) ~ T:W*(z)/T-(W"(z) " W*(y))

détermine par la regle précédente une orientation de T, (W"(z) N W*(y)). Ce dernier espace
vectoriel est de dimension 1 et on associe & v un signe n, égal & 1 selon que ¥(z) en est une
base positive ou négative.

Le complexe TSW est habituellement construit sur Z, mais nous élargissons cette définition
pour prendre en compte un éventuel systeme local de coefficients M sur B. Posons

C(l

Morse

B, X; M) = P M,
ind(z)=¢q

et considérons la différentielle

(B, X; M) — C{E (B, X; M),

. q
(sMorse : C Morse

Morse

(3'10) 5M0rse (m) = Z Z n,,/ m) .

ind(y)=¢+1 veM(y,z)

Pour expliquer I'identité fondamentale 5M0m = 0 il faut rappeler la structure du bord d’un
espace de trajectoires M(xz,y), ind(z) > ind(y). On trouvera une démonstration détaillée des
deux théoremes suivants dans [Po] §2, [F4] ou [Schl].
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Théoreme 3.2.13. Soient z, y € Crit(f), ind(z) > ind(y) et (vj);>1 une suite dans M(z,y). Il
existe une sous-suite (v;) C (v;), des points 1, g, ..., 71, € Crit(f) avec ind(z) > ind(z1) >
.. > ind(zy) > ind(y), des trajectoires v' € M(z;,it1), To = =, Tp41 = y et des temps de
reparamétrisation (=9§)j21 C R tels que

0

(. + gt i ;
fyj(_‘_sj) v 0<i<k.
La notation ci-dessus désigne la convergence uniforme sur tout compact de toutes les dérivées.
On dira que la sous-suite ('y;) converge vers la trajectoire brisée (77, v',..., v¥).

La signification du théoréeme est que le “bord” de M(z,y) est constitué de trajectoires
brisées i.e. des k-uples (70, 7',..., ¥¥), avec v € M(z;, zi11), 2o = =, Tp1 = y et z; € Crit(f).
On aura nécessairement ind(z;) > ind(z;y1) et & < ind(z) — ind(y) — 1. Une conséquence
immédiate est la compacité de M(z,y) si ind(z) = ind(y) + 1.

Le théoréeme qui suit assure que toute trajectoire brisée de x a y fait effectivement partie

du bord.

Théoreme 3.2.14. Soient z, y, z € Crit(f), ind(z) > ind(y) > ind(2) et (v, ") € M(z,y) x
My, z). Alors il existe une famille continue (Yr)r>>1 C M(x, z) qui converge pour R — oo
vers la trajectoire brisée (7',~") et telle que, pour toute suite (vy;); C M(x, z) qui converge vers
(¥, ~"), les y; appartiennent d la composante conneze de yr pour j assez grand.

On appellera (yg)r un recollement de (7',~"). Méme si le théoréme est enoncé pour une
trajectoire brisée constituée de deux morceaux, on peut I'étendre pour des trajectoires brisées
arbitraires en réalisant le recollement de proche en proche.

Lorsque ind(z) = ind(z) + 2, une composante & bord de M(z,z) est difféfomorphe & un
intervalle ouvert dont les bouts convergent vers deux trajectoires brisées, disons (v],7]) et
(75, 74), par les points critiques intermédiaires y; et, respectivement, yo. On a alors le résultat
suivant, dont on peut trouver une démonstration détaillée dans [Po] 2.4.1.

Proposition 3.2.15. Si (v1,v)) et (v4,7Y) représentent les bouts d’une composante a bord de
M(z,z), ind(z) =ind(z) + 2 on a
Ty 1 n+nne =0 .

1N Y2 "2

Corollaire 3.2.16. Soit M un systéme local de coefficients sur B. Alors
61%401\99 = 0 :

Démonstration. (voir aussi (3.13)). Il suffit de montrer 63,

(3.11) Rroree (m) = (X > nn @) (@) (m)) )

ind(z)=¢+2 ind(y)=g+1 (v ¥")eEM(z,y)xM(y,2)

(m) =0, m € M,, ind(z) = q. Or

Si (71,7)) et (v5,74) sont les bouts d’une composante & bord d’'un M(z, z), alors

—1 —1 -1 —1
(3.12) M g ® (D7 (m)) gy ® (D) (m)) = 0.
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En effet, les chemins composés 7 - 7 et v} - 74 réalisent le bord d’un disque de dimension 2,
a savoir exactement la composante en question relevée dans MV(T, z). Par conséquent ils sont
homotopes et (I);i] o @;,1,1 = @;; o (I)";;’] ce qui, avec la proposition 3.2.15, démontre (3.12). D’un
autre coté, le théoreme 3.2.14 assure que les termes apparaissant dans la somme (3.11) peuvent

étre regroupés deux par deux comme dans (3.12).

O
On définit les groupes de cohomologie de Morse a coefficients dans M comme

déf

Ho(B, Xi M) =" HY(CRjorse (B, X5 M), dMorse) -

Morse

Par ce qui précede, toute variété instable W"(z), ind(z) = p est difféfomorphe & RP et son
adhérence W " () dans B est obtenue en rajoutant les strates W*(y), ind(y) < ind(z) tels que
M(z,y) # 0. Laudenbach [L1] donne une condition suffisante sous laquelle les W “(z) ainsi
construits forment une décomposition de B en CW-complexe.

Définition 3.2.17. Le champ X est dit standard au voisinage des points singuliers si, pour
tout z € Crit(f), il eziste une carte (z',..., z") autour de z dans laquelle X s’écrit y, +a' 6?57

Lorsque le champ X de type Morse-Smale est standard au voisinage des points critiques,
Laudenbach [L1] prouve que d W"(z) = W "(z) \ W"(z) est rétracte par déformation d’un de
ses voisinages dans W“(a:). Ceci définit pour tout point z d’indice p une application de rec-
ollement SP~1 — Uind(y)<p W"(y) et donc une décomposition de B en CW-complexe dont les
cellules sont les variétés instables W*(x). La remarque (3.2.7) entraine pour cette décomposition
I’égalité

CellP (B; M) = C?

Morse(B7 X; M) .

Soient maintenant z, y € Crit(f), ind(z) = ind(y) + 1 et regardons le nombre de com-
posantes connexes de W"(z) au voisinage de W"(y). Le théoreme 3.2.14 assure qu’il est mi-
noré par #M(xz,y), tandis que le théoréme 3.2.13 donne une majoration par #M/(z,y). Par
conséquent il y en a exactement #M (z,y) et elles sont indexées par les éléments de M (z,y).

Prenons une telle trajectoire v € M(z,y). Posons z = 7(¢) pour un ¢ suffisamment grand
et z appartiendra a la composante connexe indexée par -y. L’isomorphisme d’espaces vectoriels

orientés (3.9) peut étre écrit comme suit [Po] 2.4.2

T,WU(z) T,W*(z) _ LB T,B

ARy | Wi @) NWy) Wy  T,W(y) W (y) .

L’avant derniére identité est obtenue par transport parallele le long de . On en déduit
TW" (@) = (nyy) & W(y) .

Ceci peut étre lu aussi de la facon suivante : n,, est égal a 1 selon que W*(y) hérite 'orientation
du bord de W*(x) ou non. La définition du degré d’'une application entraine alors I’expression
suivante pour le nombre d’incidence:

(Wh(y) : W"(z)] = Z Ty -

YEM(z,y)
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En tenant compte des expressions (3.7), (3.8), (3.10) pour les différentielles du complexe cellu-
laire et du complexe TSW on obtient

(313) 5Cell = (sMorse-

On pourra remarquer le fait que, dans I'identification ci-dessus, Iorientation des variétés insta-
bles choisie pour définir le complexe TSW doit étre la méme que celle utilisée dans la description
3.2.7 de la différentielle cellulaire.

On rassemble les résultats précédents dans le

Théoreme 3.2.18. Soit X un champ de pseudo-gradient négatif sur une variété compacte B.
On suppose que X vérifie la condition de Morse-Smale et qu’il est standard au voisinage des
points singuliers. Les variétés instables déterminent une décomposition de B en CW-compleze
et, pour tout systéme local de coefficients M, on a l'isomorphisme

HP

Morse

(B, X; M)ZH&H(BQ M), p>0.

Corollaire 3.2.19. Soient B, X et M comme ci-dessus. On a un isomorphisme qui ne dépend
J
que du choix d’orientations des variétés instables

Hp

Morse

(B, X; M) ~ H'(B; M),  p>0.

3.3 Fonctions de Morse et fibrations

On considére dans cette section des fibrations localement triviales lisses F < E —— B dont la
fibre F' et la base B sont compactes sans bord. La fibre 7! (z) au-dessus d’un point z € B sera
notée F, et le relevement 7* f d’une fonction f : B — R sera noté f Nous allons construire
sur £ des champs de pseudo-gradient négatif d’une forme particuliére qui vérifient la condition
de transversalité de Morse-Smale et qui sont standard au voisinage des points critiques (voir
les définitions 3.2.12 et 3.2.17). Le complexe TSW correspondant sera muni d’une filtration
naturelle et on démontre que la suite spectrale qui lui est associée est isomorphe a la suite
spectrale de Leray-Serre de la fibration (E, m, B, F'). De maniére plus précise, nous allons
démontrer a la fin de la section 3.3.3 le

Théoreme 3.3.1 (Suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse). Soit (FE, B, F, 7) une
fibration localement triviale lisse compacte sans bord. Soit f : B — R une fonction de Morse.
Pour tout € > 0 il existe une fonction de Morse fo : E — R telle que || fe — f ||c1< € et un
champ X qui est un pseudo-gradient négatif par rapport a fe, vérifiant {X. = 0} = Crit(fe) et

7w (Crit(fe)) = Crit(f) .

De plus :

a) Il existe une suite spectrale (E;™"),>1 qui converge vers H  (E, X¢ 7) et qui vérifie

E]p,q = Cf/lorse(B; /H]({/[orse(F))a di = OMorse
Eg’q - H]T\)/[Orse(B; HK/[OTSQ(F)) !
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La notation HMorse( ) désigne un systéme local de coefficients canoniquement isomorphe au
systéme local de Leray-Serre HY(F') (cf. 3.2.5). Cette suite spectrale, ainsi que le systéme de
coefficients HY;  ..(F), sont construits exclusivement en termes de cohomologie de Morse.

b) La suite spectrale (E:’*)TZQ est isomorphe a la suite spectrale de Leray-Serre (LSE:’*)T>2
par un isomorphisme qui dépend uniquement du choiz d’orientations pour les variétés instables
de X..

3.3.1 Fonctions de Morse sur l’espace total d’une fibration

Soit f : B — R une fonction de Morse et {pi, pa,..., px} ses points critiques. La relevée
f est une fonction de Morse-Bott, au sens ou son lieu critique est constitué de sous-variétés
transversalement non dégénérées, a savoir les fibres au-dessus des points critiques de f.

L’idée de perturber f au voisinage des fibres critiques de fagon & obtenir une fonction de
Morse apparait déja dans [Bo]. Soient {p1,..., px} les points critiques de f et choisissons des
ouverts deux a deux disjoints U; 5 p; avec des trivialisations

NSy

Fixons une fonction de Morse ¢ : F — R et posons f; = popry o ¥; : 7' (U;) — R. Soient
p; € V; CC U; des ouverts relativement compacts et p; : U; — R des fonctions de troncature
lisses a support compact, valant 1 sur V;.

v;

Proposition 3.3.2. Awec les notations précédentes, la fonction
fo="Tf+eY pifi
7

est une fonction de Morse pour tout € > 0 suffisamment petit. Ses points critiques sont (p;, y),

p; € Crit(f), y € Crit(f;).

Démonstration. La fonction f, est évidemment bien définie sur E tout entier. On voit facilement
que ses points critiques se trouvent dans |J; 7' (U;) et il suffit de faire 'étude dans un =~ (U;)
fixé. Via la trivialisation ¥; on peut écrire

fe(m,y) = f(z) + epi(z)p(y)

dfe(z,y) = (df (z) + edpi(z)p(y), €pi(z)dp(y)) -

Comme df # 0 sur le compact U; \ V; et ¢ est bornée, on peut choisir € > 0 suffisamment petit
de facon A ce que la premiére composante de df. ne s’annule pas sur 71 (U; \ V;). Par ailleurs,
dans 7' (V;) on a df (z,y) = (df (z), edp(y)) et les points critiques sont de la forme (p;,y),

y € Crit(p). Leur non-dégénérescence est immédiate.
O
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3.3.2 Meétriques adaptées et champs de pseudo-gradient

On pose dans ce qui suit V,, = ker(dm : To B — Tyr(q)B) et on appelle (Vo)acr la distribution
verticale. Par définition, une connezion sur E est une distribution de rang n, n = dim B,
transverse a la distribution verticale, qu’on appellera aussi distribution horizontale. Une recette
simple de construction est la suivante: pour toute métrique riemannienne p sur F, la famille

H,= (V}

(03
I'existence des connexions.

Jack définit une connexion. L’existence des métriques riemanniennes entraine ainsi

Pour € > 0 suffisamment petit donné par la proposition 3.3.2, nous allons construire un
champ X, de pseudo-gradient négatif par rapport & f. qui est standard au voisinage des points
singuliers, qui vérifie la condition de Morse-Smale et tel que

(3.14) X =—Vf.

La condition (3.14) sera essentielle dans la démarche que nous adoptons. Pour la réaliser,
le choix immédiat serait X, = —va mais ceci n’est pas un champ de pseudo-gradient pour f..
D’un autre c6té, si on choisit X, = =V f. = —V]?f e> piVfi— >, fiVp; pour satisfaire a la
condition de pseudo-gradient alors (3.14) ne sera pas vérifiée au-dessus des U; \ V; & cause de
la présence des termes en Vp;. Les deux problémes seront résolus en prenant

(3.15) X, C Vi) Vi

Proposition 3.3.3. Soient f, ¢, fi, pi définies comme plus haut. Soit g une métrique sur B et
h une métrique sur F. On note aussi par h la métrique induite sur la distribution verticale de

a) L’ensemble Ry des métriques p sur E telles que Plu, = g, V. H, soit la distribution
horizontale triviale ker pry, sur U; X F et p;,, = W h sur 7 1(U;) est non vide;

b) Il existe g > 0 tel que, pour toute métrique p € Ry, le champ X défini par (3.15) est
un champ de pseudo-gradient négatif pour f. et vérifie (3.14) pour tout 0 < e < eg;

¢) SiVIf et V' sont standard au voisinage des points critiques, alors X, est aussi pour
tout € > 0.

Démonstration. a) A l'aide d’une partition de I'unité, on construit une métrique py sur F
qui coincide avec ¥ (g @ h) sur 7~ '(V;). La distribution horizontale H = H,, est alors plate
au-dessus de V;. On définit une métrique p comme

Py =00y, Py =T G V.1, H

et on aura p € Ry 5.
b) Comme df},, =0 et df;, =0 on déduit que

VeV, VPfeH

et donc m, X, = —W*fo. Soit Y un vecteur quelconque tangent a B et Y son relevé horizontal.
On a

g(VFY) =df (mYn) = df (Yu) = p(VF,Yu) = p(V i, Yi) = g(n.V,mYy) = g(m.Vf,Y),

ce qui assure que m, X, = —V f.
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Evaluons maintenant X - f . Comme X, = —V f. au-dessus de UV; |J “(UU;), il sufit de
faire I'étude au-dessus de U; \ Vi, ou l'on a

(VP S mVE) - (Fremsy) = (VIR +efig(Voi, V) + (V) +
epidf(Vf;) + €pifidpi(V f;) + eQ,B?\Vfi\Q)
= (1912 + efig(Vpi, V) + RV 1)
—|Vf2 = efig(Vpi Vf) < 0.

IA

La derniére inégalité a lieu pour e suffisamment petit, vu que V9 f ne s’annule pas sur le compact
Ui\ Vi.
c) L’affirmation est évidente par la structure de p € R .
O

Proposition 3.3.4. Soient g, h des métriques sur B et F telles que VIf et V' vérifient la
condition de transversalité de Morse-Smale. Soit pg € Ry, fixée. On définit

Ro = {p € Rgpn = p=posur U YU, et ol = po‘v}

Il existe un ensemble dense de métriques de Ry telles que X, soit de Morse-Smale pour tout
0<e<e.

La preuve de cette proposition est fournie dans la section 3.3.5.

3.3.3 La suite spectrale pour le complexe TSW d’une fibration

On utilise toujours les notations de la section précédente. On fixe f, U;, p; et o, ainsi que des
métriques g et h sur B et F telles que VIf et V" soient des champs de Morse-Smale standard
au voisinage des points critiques. On fixe aussi une métrique générique p € Ry p, et 0 < € < €.
Le champ X, est un pseudo-gradient négatif pour f., de Morse-Smale et standard autour des
points critiques. On écrira désormais X au lieu de X.. On note (C*, 9) le complexe TSW sur

7, associé & X
c* = P za.
a € Crit(f.)
ind(a) =k
On fixe des orientations pour les variétés instables de f et ¢ et on convient & ce que I'orientation

(o) d’un point critique o = (p;, y) soit la somme (p;) & (y).
Le complexe C* est naturellement muni d’une filtration décroissante qui respecte la gradu-

C, = b Z{a) .
a € Crit(f)
ind(m(a)) >p

ation

Proposition 3.3.5. La différentielle O préserve la filtration

aCy) c oyt
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Démonstration. Ceci découle de la propriété fondamentale (3.14), par laquelle les trajectoires
de X se projettent sur des trajectoires de —Vf. Si M(a, 8) # 0, o,8 € Crit(f.) alors
M(m(a), ©(B)) # 0, ce qui entraine par la condition de Morse-Smale sur —V f que ind(7(«)) >
ind(7(8)), avec égalité si et seulement si w(«) = 7w(03). Dans ce dernier cas, les trajectoires
reliant o & 3 doivent étre entierement contenues dans la fibre correspondante.

O
Avec les notations de la section 3.2.1 on a
A= 69pZOCp )
B-@G/Gn - BB B o
p>0 p>0 k>0 lnd(a) =k

ind(r(a)) = p

Le complexe différentiel
Cp/Cpi = P Za)
ind(m(a))=p
s’identifie au complexe de Morse dans les fibres au-dessus des points critiques d’indice p sur la
base. En tant que Z-module l'identification est automatique. D’un autre coté, la différentielle
induite 9 : Cp/Cpq1 — Cp/Cpy1 agit comme

5[a] = 0a (mod Cpy1), a€Cy.

Il suffit de vérifier Paffirmation sur les générateurs (a), a € Crit(fe), ind(m(a)) = p. Pour
fixer les idées, supposons ind(«) = k. On note dans ce qui suit #M(a, ) = Z%M(a ) Ny
Alors

ooy = > #MBa)B) =Y #M(B,0)(B) =
ind(3)=k+1 i>p ind(8)=k-+1
ind((8))=i
= S #MBAB) + D, D, #MB)B)
ind(8)=k+1 PP nd(8)=k+1
m(B)=n(a) ind(w(8))=i
et
d(a) (mod Cpyr) = > #M(B.a)B) = > # Miibre (8, @) ()
ind(8)=k+1 indfipre(8)=indfipre(a)+1
m(B)=n(a) BEF(a)
= Ofibre(Q) .

On a noté ci-dessus par Ogpre la différentielle de Morse usuelle dans les fibres critiques de ]?

Le calcul précédent utilise de facon cruciale le fait qu’une trajectoire reliant deux points dont

les projections sur la base ont le méme indice doit nécessairement étre contenue dans une fibre

(Proposition 3.3.5). Le probleme des signes est réglé grace a la convention sur les orientations.
On peut alors écrire
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(3.16) Erv =B ~@ P HuoslFp) .
p>0
- pi€EB
ind(p;)=p
Nous explicitons maintenant la différentielle dy = j; o k1 : 1 — E4 et pour cela on décrit les
morphismes iy, ji, k1 dans (3.2). En mettant C) = @inq(n(a))=pZ{a) on aura

v
Cp=0C,®Cpi1
et la différentielle induite d, : C, — C), s’écrira sur composantes comme

C; Otibre®9” 01’7 (&) Cp+1
(3.17)

0®8P+1

Cp+1 C;) @ Cp+1
Une classe de cohomologie dans H(C)) est représentée par un élément o' @ o € C) @ Cpy 1.
L’inclusion Cpy1 — O, s’écrit
/ " / "
o da — 0 dada)

~ S——

! !
Coy1 Cpt2 Cp Cp+1

et faire agir 41 signifie prendre la classe de cohomologie du membre de droite de 1’égalité ci-
dessus.

D’un autre coté, faire agir j; signifie prendre la classe de cohomologie de o' par rapport a
Ofibre. Elle est bien définie puisque la décomposition (3.17) de 0, entraine que la composante
dans C;, d'un cycle est un cycle pour Jfpre-

J1: H(A) = @, H(Cp) — H(B) = &, H(Cp/Cp1a) ,

[a, @ a”]ap — [a’]aﬁbre °

Pour décrire k; il suffit de regarder le degré k de la suite exacte (3.1):

0 Cgi—ll i CII)H] ? (CP/CP+1)k+] — 0

T [ |

0 —— Ck, —— CF —— (G/Cp1)f —— 0
— —_
(a;,0) a=> a;

Prenons un cycle o = ) . o € (Cp/Cpi1)* ot chaque o; est une combinaison linéaire &
coefficients entiers de points critiques dans une fibre F),,, avec ind(p;) = p. Vu que

5pa:0 — 8ﬁbrea:0 — V’i, 8ﬁbreai:0,
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on peut supposer par linéarité a = «;, c’est-a-dire que les points critiques apparaissant dans
I’expression de a appartiennent tous & une méme fibre. Alors

Oplai,0) = (0.0"i) = (0. 3 #M(Bei)(B) =

ind(8)=k-+1
ind(7(8))>p+1
=i Y #MBa)E, Y #MB.a) @)
ind(8)=k+1 ind(8)=k+1
ind((8))=p+1 ind(r(8))>p+2

Le morphisme ki agit en prenant la classe de cohomologie de la derniére paire. Apres compo-
sition avec 71 on obtient
J1oky=dy : By — Ey |

[ }_>[ > #M(B,a)(B)

ind(a)—k ind(8)=k-+1

ind(m(a))=p ind(w(8))=p+1

Dans la formule ci-dessus, le représentant « de la classe [a] est une combinaison linéaire &
coefficients entiers de points critiques situés dans une méme fibre au-dessus d’un point d’indice
p, tandis que #M ([, «) représente, pour un point [ fixé avec ind(3) = k + 1, 'extension par
linéarité dans le deuxiéme argument de la quantité #M (S, ;) définie pour les points critiques
«; d’indice k.

L’expression de d; prend une forme plus parlante si on introduit I'application

'1),7;’71 : CI(\I/[nrse(FT) — CI(\I/Iorse(FT) ’
W) — Y. #M(F@z oY),
ind(2)=¢q

ot z,z € B, ind(z) = p, ind(z) = p+ 1, O o(Fz): CYjoree(Fz) sont les complexes de
Morse dans les fibres F,, F; pour f,, fz respectivement, v € M(z, z) et

M, = trajectoires sur E/ qui se projettent sur v dans B .
La notation z ® y désigne le point y de la fibre F,, comme point dans F.
Lemme 3.3.6. L’application <I>'?;"T' est un morphisme de complezes différentiels :
DT 08, + Oz 0BT =0,
ot Oy, Oz représentent les différentielles de Morse dans les fibres F,, et, respectivement, Fy.
Démonstration. Soit y' € Fy, indgpre(y') = ¢ — 1. On a successivement
oI o0ly) = @2 D #Mu ()W) =
indy=gq

= Y D #Mry) #MEezeyY) () =

indy=gqind z=q

= 3 [ X #Muwy) #MEezzey) | ()

ind z=q \indy=¢q
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et, de facon similaire,

Go®™y) = D | Y #MR(ad) Mz oY) | (2) .

ind z=¢ \indz'=q—1

11 suffit de montrer que, pour z € Crity(Fz) et y' € Crit,_(Fy) fixés, on a I'égalité
e "N #EME () #M (TR zRY)+ Y #HMp,(2,2) #M, (3R 20y) =0.

ind y=q ind 2/=¢—1
Notons qu’une famille & un parameétre de trajectoires reliant T ® z & = ® y' se projette
nécessairement sur une famille & un parameétre de trajectoires reliant z & z. Mais M(Z, )
est un ensemble discret, ce qui assure que toute famille & un parametre dans M(Z ® 2,7 ® y')

se projette sur un unique élément de M(z, z). Cela entraine non seulement
(B18) > = Y #M@Eeza) #M@zey)= Y signlo)=0,
YEM(Z,x) ind(a)=p+q oEIM(ZTR2,xRY")

mais aussi

cy =0,
vu que 1'égalité (3.18) découle de annulation deux par deux des termes qui compactifient des
familles & un parametre dans M(Z ® z,z ® ¥'), qui par la remarque précédente se retrouvent

regroupés dans les différentes sommes ¢, v € M(z,z).
]

Tt (p+1,9)

(P.q) Yy y

L 2 (p+lgD)

il

(pg-D y

-

B X X

Fig. 3.1: Recollement de trajectoires dont la différence des indices aux bouts est égale a 2

Nous appellerons toujours <I>7;T I’application induite en cohomologie. La différentielle d;

s’écrit alors

(3.19) diiz@ul— Y z® Yy (),

ind(z)=p+1 YEM(Z,x)
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avec ind(z) = p, u € CY(F,), Oxpreu = 0.
Lemme 3.3.7. Lapplication ®5" : C4(F,) — C9(Fy) induit un isomorphisme en cohomologie.

Démonstration. Nous allons décrire 5" comme le morphisme de complexes induit par une
certaine “déformation” de f, vers fz. Il existe une trivialisation

VB, —RxF,

F'y(t) — {—t} x F

qui coincide avec U,, Uz sur im~y N U, et, respectivement, imy N Uz sous la projection
imy — R, y(t) — —t. Dans cette trivialisation, on peut interpréter H = f. o U~! comme
une déformation de ep = f. o U, ! vers ep = f. o \I{%l :

H = (Hi)ier : F — R,

H = ep au voisinage de 00

En considérant sur {t} x F' la métrique g; de F,(_; induite par W, le champ X, s’écrit sur
R x F

9
Xe=-VyHi+ o

et réalise une déformation de eVyp. Les déformations de ce type sont considérées dans [AB],
§2.3. Si ¢, désigne le flot de —V H; + % on définit, pour y € Crit ¢, la variété instable

U, ={(t,z) e Rx F : lim ¢,(t,z) = (—o0,y)}

S——00

et la variété stable

Sy={(t,z) eRx F: lim ¢,(t, z) = (+o00,y)},

s—400

de dimension ind(y) + 1 et, respectivement, dim F' — ind(y) + 1. Les intersections M(y,z) =
U, NS, sont transverses pour y # z et de dimension ind(y) — ind(z) + 1. Le groupe R agit par
translations et M(y,z) = M(y, z)/R est discret pour ind(y) = ind(z). Alors on prouve [AB]
que I'application

x : CI(F) — CIU(F) ,

(W) — > #Mly,2)(2)

ind(z)=¢

est un morphisme de complexes différentiels au sens du lemme 3.3.6, qui induit en cohomologie
un morphisme indépendant de la déformation a bouts fixés. Dans notre cas, la déformation
triviale H, = ep, X! = eV + % détermine x' = Id au niveau des complexes de chaines, donc
X, = Id en cohomologie. Ainsi, x. = Id en cohomologie.

D’un autre coté, en vue de sa définition, y est conjugué avec 'I)'?;’m via les trivialisations
U, ¥z, ce qui assure que ®5* induit un isomorphisme en cohomologie. On récupére aussi une
deuxieme preuve du fait que (Ify"m est un morphisme de complexes différentiels.

O
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La preuve du Lemme 3.3.7 fournit une description précise du morphisme induit par @ff en
cohomologie: il peut étre calculé comme le morphisme induit en cohomologie par le transport
parallele entre F, et Fj, ce dernier étant déterminé par la connezrion triviale induite par une
trivialisation & bouts fixés de E\;m' Le lemme ci-dessous montre que cela coincide avec le
transport paralléle le long de v dans le systéme local de Leray-Serre, modulo identification de
la cohomologie de Morse avec la cohomologie singuliére.

Lemme 3.3.8. Soit v une trajectoire dans B allant de z a x. Le diagramme suivant est commu-
tatif :
T

Hl(\l/lorse(Fi) — Hl(\l/lorse(Fj)
Aml lAm
AL
Hq(FCL‘) Hq(F:f:)

ou AT" : HY(F,) =5 HI(Fy) est Uisomorphisme du systéme local de Leray-Serre défini dans
Vexemple 3.2.5 et Ay z) sont les isomorphismes canoniques du corollaire 5.2.19 correspondant
auz orientations des variétés instables dans Fyg) induites par les trivialisations W,z .

Démonstration. Deux diagrammes commutatifs donnent la preuve. On a d’abord

HTT
Hl(\l/lorse(Fi) i Hl(\l/lorse(Fj)
Az HI(\Idorse(F) Az

lA
U™ —1 \Ij*fl

HY(Fy) ——— HI(F) <——— H(F})

avec A I'isomorphisme canonique du corollaire 3.2.19 et les fleches allant vers la partie centrale
étant induites par une trivialisation U de Ej, _ qui coincide avec W,z aux voisinages de z(z),
comme dans la démonstration du lemme 3.3.7. Le triangle supérieur est commutatif toujours
par le lemme 3.3.7.

D’un autre coté, I'isomorphisme W% o W~ . HI(F,) — HI(F;) qu'on lit sur la ligne
inférieure du diagramme précédent est égal a A'?;’m, comme on le voit par le diagramme ci-
dessous, ou U représente une boule ouverte contenant imy au-dessus de laquelle on étend la
trivialisation .

%

HI(F,) ~— = H(E,) HO(F,)

T d |

HI({z} x F) ~— HY(U x F) —= HI({z} x F)

\ ﬁ*T /

HI(F)

L’isomorphisme W% o W%~ ! est lu sur la partie inférieure du diagramme, tandis que A% =
e ex—1 i e
iy o4,  par définition.
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Dans la section 3.3.4 nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 3.3.9. a) Il existe un unique systéme local sur B dont les fibres auz points critiques

de f sont H&Orse(F@), x € Crit(f) et dont le transport par parallélisme le long des trajectoires

est donné par les @f,’w. On le notera Hﬁﬂorse(F)-

b) Le systéme d’isomorphismes (Ay @ Hy o (Fp) — Hq(Fw))a:eCrit(f)

d un isomorphisme de systémes locauz entre Hy, . (F) et le systéme de Leray-Serre HI(F).

s’étend uniquement

Nous pouvons maintenant donner la,

Démonstration du théoréme 3.3.1. Les propriétés préliminaires requises sur la fonction f. et
sur le champ de vecteurs X, sont claires par construction. Pour ce qui est de a), le calcul
de Fy a déja été fait dans (3.16) et l'identification di = dcen est une conséquence directe
des expressions (3.10) et (3.19). La proposition 3.3.9 assure par conséquent l'identification
EPY ~ HP(B ; HI(F)).

Démontrons maintenant le point b). L’identification entre cohomologie de Morse et coho-
mologie cellulaire et I'isomorphisme des systémes de coefficients Hi,  (F) et HI(F) entraine

Morse
déja 'isomorphisme de bicomplexes différentiels

(El*v*a dl) = (L EI’*v Lsdl) .

S

On prouve I'isomorphisme des suites spectrales en démontrant 'isomorphisme des couples

exacts au rang 7 = 1. On a
1AL = @p>oH(E, BPY)

Al == @pZOH(Cp)

et Pisomorphisme H(C,) ~ H(E, EP~') découle du fait que les deux membres sont isomorphes
a I’homologie cellulaire relative Hce(E, E,_1) (voir la remarque 3.2.10 pour la définition de
cette derniére). Les fleches iy, j; et ky ainsi que le terme B; ont déja été explicités et sont
respectivement isomorphes. On en déduit I'isomorphisme des deux suites spectrales.

O
3.3.4 Systémes pré-locaux

Nous étendons légerement la notion de systéeme local de la section 3.2.2 en définissant les
systémes pré-locauz, des objets adaptés au cadre de I’homologie de Morse. Notre but est de
démontrer la Proposition 3.3.9. Rappelons que P(B) désigne 'espace des chemins continus
dans un espace topologique B.

Définition 3.3.10. Soit A un anneau et M un A-module. Un systéme pré-local de fibre M sur
l’espace topologique B est constitué par la donnée des éléments suivants.

1. un sous-ensemble C' C B et une copie M, de M pour tout x € C;
2. un sous-ensemble P C P(B) tel que

— sia € P, alors (0), (1) € C;
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— pour tout © € C, le chemin x constant €gal a = appartient a P ;

— a € P siet seulement sia”!' € P;

— sia, BEP et a(l) =p£(0) alors a- B €P;
3. une famille d’isomorphismes ® = ((I>(X t Mooy = M(X(l))aep telle que

— sia~ 3 sont deuzx chemins homotopes a bouts fizés, alors ®, = ®g;

— sia, BeP eta(l) =p(0) alors Po.g = Pgo P,.

Si M est un systéme pré-local comme dans la définition 3.3.10, on appelle support de M le
couple (C, P). On le note S(M).
Pour tout couple § = (C, P) satisfaisant la condition 2 de la définition 3.3.10 et pour tout
zg € C on définit
L(zg) :={a€eP : a0) =a(l) =z} .

Définition 3.3.11. Le groupe fondamental de M basé en zo € C est l’ensemble des classes
d’homotopie (dans B) de lacets dans L(xg) avec la multiplication induite par l’adjonction des
chemins. On le note w1 (M, xg), ou encore m (S(M), xg) pour mettre en évidence le fait qu’il
ne dépend que du support de M.

On remarque 'inclusion tautologique
(320) 7T1(M, .’L‘[]) s 7T1(B, .’L‘(])

La définition de m (M, z() est motivée par le fait que tout systéme pré-local M induit une

représentation

XM, zg T (M, z9) — Aut My, .

La réciproque est plus lourde a formuler que dans le cas des systémes locaux a cause du
fait que la définition n’exclut pas l’existence de points dans C' qui ne sont pas connectés par un
chemin dans P. Prenons S = (C, P) satisfaisant a la condition 2 de la définition 3.3.10. Pour

zo € C on pose
C(zg) ={z € C : il existe a € P avec a(0) = 9, a(l) =z},

P(zo) ={a € P :a0), a(l) € C(zg)} ,
S(z) = (C(z0), Plz0)) -

On appelle C(xg) la composante de xy par rapport a P. On dit que le systéme pré-local M est
a support conneze si S(rg) = S(M) pour un point zy € C arbitraire. Cela est alors vrai pour
n’importe quel point z € C.
Le couple S(zg) satisfait toujours a la condition 2 et 71 (S, z9) = 71(S(z0), 7). De plus,
toute représentation
x :mi(S, xg) — Aut M

détermine un unique systeme pré-local M(zq) dont le support est S(zg) et tel que My, = M
et x = X, g -

La proposition ci-dessous montre que 'unicité peut faire défaut si I'on veut construire des
systémes locaux de support S 2 S(zo).
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Définition 3.3.12. Soient M = (C, P, ®) et M' = (C', P', ®') deux systéemes pré-locauz. On dit
que M’ est un extension de M si C C C', P C P et ® C ®'. On écrit dans ce cas M C M'.

Proposition 3.3.13. Soit M un systéme pré-local sur B dont le support est connexe. Toute
extension de M a un systéme local sur B correspond d une et une seule factorisation

m (M, o) Aut My,
_7

7T1(B1 .’L‘[])

On voit en particulier que M admet une extension unique si w1 (M, zg) — m (B, z0)
est un isomorphisme. Le résultat n’est évidemment plus valable si le support de M n’est pas
connexe, vu que la représentation (M, z9) — Aut M,, ne détermine méme pas le systeme
pré-local M.

Démonstration. La proposition est presque tautologique. De facon évidente, une extension &
un systeme local sur B induit une telle factorisation. D’un autre coté, puisqu’un systeéme local
est uniquement déterminé par la représentation associée, la factorisation est nécessairement
unique. ]

Pour une fibration comme dans la section 3.3.1, la donnée des trajectoires de gradient sur
la base et des morphismes de transport paralléle &3 détermine un systéme pré-local

(3.21) Hiwo F) = (C, P, @)

Morse

dont la fibre est HY

Vorse (F'): appelé systéme pré-local de Morse-Smale cohomologique. On pose

C = Crit(f), P = ( trajectoires de gradient négatif d’indice 1)cyit( )

ou, pour R C P(B) et C C B, la notation (R)c désigne la partie minimale de P(B) qui
contient P et qui satisfait a la condition 2 de la définition 3.3.10. Dans le cas ci-dessus, P est
constitué de chaines de trajectoires d’indice 1. On définit la famille d’isomorphismes

7 = ((I)a : HI(\I/Iorse(Fa(O)) L> HI(\I/Iorse(Fa(])))agP
sur les générateurs de P comme
d, = 017, si 7 trajectoire d’indice 1 de z & z .

On pose @,-1 = @;1 et on étend la définition & toute juxtaposition de trajectoires ou de leurs
inverses par composition des morphismes correspondants.

On définit aussi le systeme pré-local
glg/lorse(F) = (C”P,’ q)(l|)

en posant C' = {z € Crit(f) : ind(z) = 0 ou ind(z) = 1} et P’ = ( trajectoires de gradient
négatif d’indice 1)¢v, alors que ®7| désigne la restriction de ®9. Comme nous le verrons plus
bas, le systéme gl'fdorse(F) porte toute I'information intéressante pour ce qui est des extensions

de HI  (F).

Morse
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Lemme 3.3.14. a) Pour tout entier q¢ > 0, les triplets Hi; oo (F) et Gipose(F) définissent deuz
systémes pré-locauz de fibre HY,  (F), tels que HY,, .. (F) est une extension de Gi,,...(F) au
sens de la définition 3.3.12. Si la base B est connexe, alors gf\i/mrse(F) est a support conneze.

b) Soit xy € Crit (f), ind(zg) = 0. Les inclusions
1 (Grtorse (F): 0) — T (Hyjorse (), 20) — m1(B, mo)

sont des isomorphismes.

Démonstration. a) Pour montrer que H{;  (F) est un systeme pré-local il suffit de vérifier la

condition 3 de la définition. La deuxiéme sous-condition est réalisée par construction des @,,
tandis que la premiere découle du fait que les @2"’” sont conjugués aux morphismes de transport
parallele Afy”m du systéme de Leray-Serre. Comme ces derniers sont invariants par homotopie, il
en est de méme pour les ®,. Le méme argument prouve que Gy, (F) est un systéme pré-local.

Le fait que H{;  ..(F) est une extension de Gy, . (F) est clair par définition.

Pour montrer que le support de Gy .. (F) est connexe on utilise le fait que les variétés
instables de —V f déterminent une structure de CW-complexe sur B. Soit B* le k-squelette de
B, a savoir

B"= ) W').

ind(z)<k

La base B est connexe si et seulement si le 1-squelette B! est connexe. Or cela équivaut, par
définition, & la connexité du support de G| (F).

b) Ceci est une conséquence du fait que, pour un CW-complexe, le 1-squelette représente
le groupe fondamental. On prouve ci-dessous que la fleche composée 71 (GYy ..o (F), Z0)) —
m1(B, mo) est un isomorphisme. De ce fait la fleche 71 (M, (F), 20)) — m1(B, zo) est sur-
jective. Comme c’est de toutes fagons une injection, on déduit que c’est un isomorphisme, de

méme que 71 (Gyoee(F)s 20)) — T1(Hijome (F)s T0)).

Les groupes m1(Gyjoee(F), o) et m (B, zy) dépendent uniquement de la composante con-
nexe de zg dans B. On peut donc supposer d’emblée que B est connexe. Un résultat classique
(voir par exemple [BT], p. 147) assure que la fleche m1(B?, 7q) — m1(B, 7¢) induite par
I'inclusion B2 < B est un isomorphisme, tandis que 71 (B', zq) — 7 (B2, x¢) est surjective.
Vu que B! a le méme type d’homotopie qu'un bouquet de cercles on déduit que 71 (B', )
est le groupe libre engendré par un certain nombre de lacets ayant zy comme point base et
réalisables par des chaines de trajectoires (ou leurs inverses) reliant des points d’indice 1 & des
points d’indice 0. L’application my (B!, z¢) — m(B?, zg) factorise alors par m (Gi1orse (F), Z0)
et donc m1 (G0 (F), T0) — m1(B?, xg) est surjective. Linjectivité est toujours vraie (3.20)
et la proposition est démontrée.

O

On est maintenant en mesure de donner la

Démonstration de la proposition 3.5.9:

a) Le support de Gy . (F) est connexe et I'isomorphisme 1 (G, .. (F), o) — 71 (B, o)
assure que Gy (F) s’étend de maniére unique & un systéme local sur B. De ce fait, H1; ... (F)
s’étend aussi de maniére unique a un systéme local sur B. Il correspond & la représentation p,, :
(B, o) — Aut HY, _ (F,) induite par I'isomorphisme 71 (H{, _ (F), z0) — 71 (B, o).

Morse Morse
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b) Montrer I'isomorphisme avec le systéeme de Leray-Serre revient & démontrer un iso-
morphisme de représentations. Soit A : HY; . (Fy,) — H?(F,,) l'isomorphisme canonique
déterminé par le choix d’orientations des variétés instables dans Fy, et posons

xa t Aut HY(Fy,) — Aut Hi o (Fiy)

xa(g)(z) = g(Az) .

Alors on a tout de suite le diagramme commutatif

1 (HYporse (F), Aut HY  (Fy)
\ /
Aut HI(
qui induit
T (B, o) Aut HY, (Fy,)
Aut HI(

3.3.5 Transversalité

Le but de cette section est de fournir une démonstration de la Proposition 3.3.4. La démarche
est similaire & celle de Pozniak [Po] ou Salamon [S2] qui prouvent, dans une variété fermée,
la généricité des métriques pour lesquelles le flot de gradient d’une fonction de Morse donnée
vérifie la condition de transversalité de Morse-Smale.

Nous rappelons les notations de la section 3.3.2. On se donne des fonctions de Morse f :
B — Ret ¢ : FF — R dont les champs de gradient sont de Morse-Smale par rapport a
des métriques g et h respectivement. On fixe des trivialisations W; : E‘Ui — U; x F autour

des points critiques de f telles que les U; soient deux & deux disjoints. On note X, = —Vf—

€. piV fi, avec p; : Uy — [0, 1] des fonctions de troncature et f; = popryoW, : 7~ '(U;) — R.

On fixe une métrique py sur E telle que po, =m"g, Vi Hp, est la distribution horizontale
PO

ker pry, sur U; x F' et pg,, = WUih sur 7~ 1(U;). On pose

Ry = {p métrique sur E : Py, = w*g, p= pg sur Uwfl(ﬁi), p = po sur V} .

Il s’agit de montrer qu’il existe un sous-ensemble résiduel de métriques de Ry par rapport
auxquelles X, est de Morse-Smale.

On pose N = “(Jr 1(U;)) et N = 7~ (N). On note Hy = H,,. Les métriques de Ry
s'obtiennent en variant la distribution horizontale dans N. Comme tout espace horizontal est
le graphe d’une unique application linéaire de Hy dans V' on considere

C(Hom(Hy,V)) C C*(Hom(Hy,V)) ,
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défini comme l'espace de toutes les sections L € C*°(Hom(Hy,V)) telles que

o0

ILle= " en Il L llerqsy < oo,
k=0

les normes étant considérées par rapport a la métrique fixée py. Pour une suite (e) qui décroit
suffisamment vite vers zéro, 'espace C°(Hom(Hy,V)) est un espace de Banach séparable et
dense dans L?(Hom(Hy,V)) (cf. Floer [F2]). Posons

Lio(N) = {L € C5(Hom(Ho,V)) « L, _ = 0} .
On voit tout de suite que Rq est en bijection ave(LL(]V): une métrique p € Ry est uniquement
déterminée par sa distribution horizontale dans N, qui correspond de fagcon unique au graphe
d’un élément L € L(N). On appellera p;, la métrique correspondant a L.

Le théoréme ci-dessous fournit le lien entre analyse et géométrie des espaces de trajectoires,
en exprimant la transversalité des variétés stables et instables en termes d’opérateurs de Fred-
holm. Pour une courbe v dans E, on note W2(y) et L?(7) les espaces de sections W2 et L2
de v*TE muni de la métrique py.

Théoreme 3.3.15 ([S2]). Soient x~ et ™ des points critiques de f., p une métrique sur E
et v: R — E une trajectoire telle que 5 — Xc(y) = 0, limy_,1o0 y(t) = ™. Alors Uopérateur

DY W2 (y) — L*(v) ,
p I
€ r— VI~ VX,

est Fredholm et ind(DY) = ind(z~) — ind(z1). De plus, DY est surjectif si et seulement si
Wiu(z=) d We(z) le long de .

Le théoréeme suivant sera alors suffisant pour obtenir la transversalité de Morse-Smale pour un
ensemble résiduel de métriques dans Ry.

Théoreme 3.3.16. Soient z—, x+ € Crit(f.) appartenant a des fibres distinctes. L’ensemble des

L € L(N) tels que DY* est surjectif pour toute trajectoire de z~ a x™ est résiduel dans L.(N).

Démonstration du théoréme 3.3.16. 1l est commode de regarder une métrique p € C*°(Sym>T*E)
comme un élément de C*®°(Iso(TE, T*E)). On a

X =—py'df — €Y pipydfi

et, si L est un élément de L(N), alors
X" = —pyldf @ Loy df — ey pipy dfi

On définit

Z={(v, L)€ P x LN) : F(y,L)=0},

Fv, L) =% + py'df & Lpy'df + €Y pipy ' dfi
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+ muni de la topologie W12

avec P l'espace des courbes R — F reliant x~ a x
On prouve en premier lieu que Z est une sous-variété de Banach dans P x L.(NN). Le calcul
fondamental est celui de

dF (1) @ W) x Le(N) — L*(y) .

On a successivement

d

df('y, Ln)(fa L) = %

d o 1, ~ _
. (%expmsf(t) + (py 'df @ (Lo + sL)py 'df + €Y pipy ' df:)

exp.y () s&(t)
PL PL 1.7

= Vi 6 —V. "X+ Lpy'df

= D¢+ LV F.

On note Dy F : LE(Z\NI) — L%(y) lopérateur L — LVpof, de sorte qu’on peut écrire

dF(y 10)(€, L) = D" (€) + Dy F(L) .

Par le théoreme des fonctions implicites, on aura prouvé que Z est une sous-variété de
Banach si 'on montre que dF est surjective et & noyau supplémenté le long de Z. On sous-
entendra ci-apres le fait que dF est considérée en un point (v, Lg) € Z fixé.

a) le noyau de dF est supplémenté. L’opérateur D;LO est de Fredholm et son noyau admet
un supplémentaire fermé V; puisqu’il est de dimension finie:

W'2(y) =ker D @V, .

On vérifie sans peine ker dF N V; = {0} donc dF !(im D;LO) = ker dF & V;. Ceci implique
d’ailleurs )
L
codim (ker dF & V1) = codim (im D, ") < o0

et donc l'existence d’un supplémentaire Wi de dimension finie - donc fermé - pour ker dF @ V;.
Alors ker dF admet comme supplémentaire fermé Vi & Wy.

b) dF est surjectif. Puisque im dF D im Df/"” et cette derniere est fermée et de codimension
finie, on déduit que imdF est fermée. 11 suffit de montrer que son orthogonal dans L?(y) est
nul. Soit donc 1 € L2(y) tel que (dF(&, L), ) = 0 pour tous & € W'2(y), L € L(N). Ceci
équivaut a
PLO

(D¢, ) =0, VEeWh?(y)

(LV™F, 1) =0, Y Le&L(N)

La premiere identité entraine |(V&, n)| = [(VeXe, m)| < C- || € |2 - || 1 [[z2 - Un ar-

gument standard de théorie des distributions montre que n € W2(y) et Din = 0, avec
Dy : W'2(y) — L*(y) ladjoint formel de D.,, donné par

b
Din= -V — V,X, - e(Ln(Z api N dfi))

Le champ 7 vérifie donc I'équation différentielle ordinaire DYn = 0 le long de . Par unicité des
solutions, il suffit de montrer 7, _— 0 pour conclure que = 0. Supposons par ’absurde qu’il
Y
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existe £y tel que 1(ty) # 0 et v(ty) € N. Nous allons montrer que n(to) ¢ H. La partie verticale
de n(ty) étant non nulle, on peut alors trouver L & support dans N qui vérifie <LV0f, n) # 0,
ce qui fournit la contradiction désirée. Il est & remarquer qu’un tel L n’existerait pas sin € H.

Supposons alors par ’absurde que n € H le long de v N N. Nous allons montrer que
tout champ de vecteurs horizontal le long de vy N N peut étre obtenu comme restriction d’un
champ de im dF. Ceci reste en particulier vrai pour 7 tronqué & v N N et on aura obtenu une
contradiction avec n € (im dF)*

Nous utilisons I'hypothese de transversalité sur V f. Pour un champ de vecteurs ¢ sur B on
dénote par & son relevé horizontal par rapport a la distribution th' Dans N on a

pLOé‘ — £+VPL0 ’JLofN _ vfyLog_*_ vfgo@‘}a

Or m, [E, §Vf] = [w*g, m@vf] =[¢ Vf] = ngg. La condition de transversalité sur V f assure

Lo

que Dfrm est surjectif et donc la composante horizontale de D; peut étre quelconque. La
composante verticale peut étre annulée par un choix adapté de L et on déduit que imdF
contient au-dessus de N tous les champs horizontaux. Ceci achéve la preuve du fait que dF est
surjectif.

On considére maintenant la projection
7 Z — L(N),
(v, L) — L

et on prouve que N
dr :T(y, 15)Z = ker dF (v, Lg) — Le(N)

est Fredholm avec coker dr ~ coker D.,. En effet, on a ker dr = ker D.,, imdr = Do F!(im D,)
et, comme dF est surjective,

L’(y) W) xL(N) W) xL(N) _ L(N)

~ = ~ ~ coker dr .
imD, ~  dF (imD,)  W'2(y) x DoF (imD,)  imdr "

coker D, ~

On déduit que L est une valeur réguliére pour 7 si et seulement si Di;L est surjectif pour toute
v telle que F(vy, L) = 0. Le théoréme de Sard-Smale [Sm3| assure que I’ensemble des valeurs
régulieres d’une application de Fredholm est résiduel et ceci acheve la preuve du théoréme
3.3.16.

O

Nous pouvons maintenant donner la,

Démonstration de la proposition 3.3.4. En appliquant le théoréeme 3.3.16 pour tous les couples
possibles z~, z+ € Crit(f.) on trouve un ensemble résiduel dans L.(N) tel que W¥(z~)
W5(zT) dés que z~ et x ' appartiennent & des fibres différentes. La forme de X, est prescrite
au voisinage des fibres critiques et la condition de transversalité est évidemment vérifiée si
z~ et 1 appartiennent & la méme fibre. Par conséquent, la condition de transversalité de
Morse-Smale est vérifiée le long de toute trajectoire.

On a donc un ensemble dense dans L.(N) qui, & son tour, est dense dans L(N) pour la
topologie L2. Comme la convergence en norme C'™ entraine la convergence L?, on déduit que
’ensemble résiduel trouvé est dense dans R pour la topologie L2

O
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3.4 Variétés a bord

La suite spectrale de Leray-Serre peut étre construite pour une fibration & bord avec quelques
modifications mineures. Le point central est le

Théoreme 3.4.1. Soient f : E — R une fonction de Morse sur une variété E compacte avec
bord, X un champ de pseudo-gradient négatif par rapport a f et M un systeme local sur E.
On suppose que X est standard au voisinage des points critiques et vérifie la condition de
transversalité de Morse-Smale. Si X pointe vers 'intérieur le long de OF alors

Si X pointe vers 'extérieur le long de OF et E est une variété orientable alors
HP(Ciorse (B, X5 M) ~ HP(E, 0E; M), p>0 .

Les isomorphismes ne dépendent que du choiz d’orientations pour les varié€tés instables de X,
ainsi que du choix d’une orientation pour E dans le second cas.

Remarque. La fontion f intervient uniquement pour donner la graduation sur le complexe de
Morse. Comme indiqué par la notation C}; E, X; M) la différentielle ne dépend par ailleurs
que du champ X.

OTSQ(

Démonstration. Traitons d’abord le cas oi1 X pointe vers l'intérieur le long de OF. La remarque
cruciale a faire est que les variétés instables ne rencontrent pas le bord dF. Or le champ X
est standard au voisinage des points critiques et vérifie la condition de transversalité de Morse-
Smale, ce qui assure que les variétés instables déterminent un CW-complexe K a l'intérieur de
E. La démonstration du 3.2.19 s’applique & K pour montrer que la (co)homologie du complexe
de Morse est isomorphe a la (co)homologie de K. Il suffit maintenant d’observer que le CW-
complexe K est rétracte par déformation de E le long des lignes de flot qui rencontrent OF.
Cela assure H*(E) ~ H*(K) et la premiére affirmation du théoréme est démontrée.

Supposons maintenant que X pointe vers 'extérieur le long du bord. Le champ de vecteurs
X1 = —X pointe vers I'intérieur et est un pseudo-gradient négatif vérifiant les hypothéses du
théoréeme pour la fonction f; = —f. Le complexe de Morse pour X est dual au complexe de
Morse de X7 qui, lui, calcule la (co)homologie de E. On obtient ainsi

Hp(CK/Iorse(Ea X; M)) = Hmip(Ci\Aorse(E’ Xl; M)) = Hm*p(E; M)a m = dlm E .

La dualité de Poincaré fournit Hy, ,(E; M) ~ HP(E, OE; M) et achéve la preuve. O

Remarque. Si la variété E n’est pas orientable et le champ X pointe vers 'extérieur le long de
OF, la conclusion du théoréme s’écrit

(3'22) Hp(CK/Iorse(Ea X ; M)) = Hp(Ea OE ; M ® 0,4), p=>0.

Ici M est un systéme local de A-modules et la notation 04 désigne le systéme local des ori-
entations de fibre A i.e. le systéme local correspondant & la représentation m(E, xg) —
Aut(A), z9 € E donnée par v +— +1d selon que «y préserve ou, respectivement, renverse
Porientation. L’isomorphisme (3.22) est une conséquence de la dualité de Poincaré pour variétés
non-orientables Hy, ,(E ; M) ~ HP(E, OE ; M ®o04), m = dim E (cf. [St]).
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Ce résultat assure, pour des fibrations a bord, la validité d’un théoréme analogue au
théoréme 3.3.1 qui décrit la suite spectrale de Leray-Serre en termes de cohomologie de Morse.
On devra juste modifier X, de facon a le rendre, le long du bord, intérieur ou extérieur selon
qu’on voudra calculer la cohomologie de ’espace total ou bien la cohomologie relative au bord.
Voici des choix de perturbations de X, le long du bord selon que la base et la fibre ont un bord
non vide ou pas.

a. 0B # 0, OF = (). On prend f telle que —V f soit rentrant le long du bord dB. Il en
sera de méme pour X, le long de OF = E|,,. Le complexe associé & X, est muni d’une
filtration naturelle par 'indice des points critiques sur la base et la suite spectrale associée
est isomorphe a la suite spectrale de Leray-Serre classique et vérifie

B~ Bl (B3 Moo (), P = HI (D)

orse Morse Morse

Si 'on avait considéré une fonction f telle que —V f pointe vers I'extérieur le long de dB
on aurait obtenu une suite spectrale vérifiant
EY9 ~ HP(B, 0B; Hi1yeo(F)), EPY = H}M (E, OF) .

b. 0B = (), OF # (). Je présente une facon de rendre X, sortant, de fagon & calculer
I’homologie relative de I'espace total. Choisissons ¢ (cf. 3.3.1) telle que —V soit sor-
tant le long de F. Alors X, est sortant le long de tout AE N 7 *(U;) et encore faut-il le
modifier sur le reste du bord. On choisit & cet effet une fonction p : V(9(E)) —] — 4,0]
avec § > 0 trés petit et V(@E) un voisinage tubulaire de F qui ne contient pas de points
critiques de f, telle que p~'(0) = OF soit un niveau régulier. Soit ¢ :] — &, 0] — [0, 1]
une fonction de troncature qui vérifie |5 _35/4) = 0, ¥|[_5/2,0) = 1. Alors

X! =X+ (pop)-Vp

est la perturbation recherchée de X.. C’est un champ de pseudo-gradient négatif pour f.
lorsque |Vp| est suffisamment petit, il est intérieur le long du bord, il coincide avec X,
au voisinage des variétés instables et il vérifie la condition de transversalité de Morse-
Smale si X, la vérifie. Pour utilisation ultérieure, énongons avec précision I'analogue du
théoreme 3.3.1 pour 'homologie relative au bord.

Théoreme 3.4.2 (Suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse pour fibrations a
bord). Soit F — E —“ B une fibration localement triviale lisse avec B fermée et F
compacte avec bord non vide. On suppose que F et E sont orientables. Soit f : B — R
une fonction de Morse. Pour tout € > 0 il eriste une fonction de Morse fo : E — R
telle que || fe — f ||c1< € et un champ X, qui est un pseudo-gradient négatif par rapport
a fe et qui pointe vers Uextérieur le long de OF, tels que {X¢ = 0} = Crit(f) et

m(Crit(fe)) = Crit(f) .

De plus :

a) Il existe une suite spectrale (Ey™),>1 qui converge vers

H]T/lorse(Ea Xe; Z) = H*(E, OF ; Z)
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et qui vérifie

E1p,q = Cll\)dorse(B; /Hgdorse(F7 8F))7 d1 = 5Morse ’
Eg,q = Hf/[orse(B; /Hgdorse(F’ 8F)) )
La notation Hi;, .. (F, OF) désigne un systéme local de coefficients isomorphe au systéme

local de Leray-Serre 3.2.5 de fibre H1(F, OF). Cette suite spectrale, ainsi que le systéme
de coefficients H1, .. (F, OF), sont construits exclusivement en termes de cohomologie de
Morse.

b) La suite spectrale (E:’*)TZQ est isomorphe a la suite spectrale de Leray-Serre (LSE:’*)T>2
du 8.2.9 par un isomorphisme qui dépend uniquement du choiz d’orientations pour les

variétés instables de X., ainsi que du choiz d’orientations sur F et F.

On pourra remarquer le fait que, en faisant la méme construction avec X, dirigé vers
Iintérieur le long de JF, on aurait obtenu ’énoncé 3.3.1.

c. 0B # 0, OF # (). Avec cet exemple on sort du cadre lisse, mais on peut donner une
description de la suite spectrale de Leray-Serre en termes d’homologie de Morse pour tout
lissage de OF suffisamment petit en norme C'. Il suffira de combiner les deux constructions
précédentes. Les détails ne présentent pas d’intérét pour la suite et nous les omettons.

3.5 Exemples

3.5.1 Formule de Kiunneth

Pour une fibration triviale E = B x F a base et fibre compactes (sans bord) la formule de
Kiinneth regoit une interprétation facile en cohomologie de Morse. Etant données deux fonctions
de Morse f: B — Ret ¢ : F — R leur somme f+ ¢ est une fonction de Morse sur £ dont les
points critiques sont exactement les couples (z, y), z € Crit(f), y € Crit(y). Pour des métriques
gp et gr qui rendent Vf et, respectivement, V¢ de Morse-Smale, le champ —V f — Vi est de
type Morse-Smale et globalement défini sur B x F'. On obtient

Ci\kdnrse(B X Fa *Vf o V(,O) = CK/Iorse(Ba *Vf) ® Ci\kdnrse(Fa *V(,D)

et on en tire directement la suite exacte de Kunneth

HP

Morse

(B) @z Hi  (F)—=HY (BX F)— @

Morse Morse

TorZ(HY

Morse

(B), Hyjopse(F))—=0

00— @ Morse

p+g=n ptg=n—1

La suite exacte de Kunneth peut étre obtenue sous la forme plus faible

(323) Egéq = Hf/[ (37 HI(\IAm“se(F)) )

orse

B, 1gmn PR = 81 (Hijorse (B X F))

p+q=n
en remarquant que la suite spectrale de Leray-Serre dégénére au rang r = 2. La suite spectrale
peut étre considérée tant sous la forme que nous avons décrite dans la section 3.3 que pour la
fonction de Morse f + ¢ décrite ci-dessus. Dans les deux cas on utilisera sur B x F' la métrique
produit et on aura

dim M((z,y), (z',y)) > dim M(z, ')
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pour tous points critiques z, 2’ € Crit(f), y, ¢y’ € Crit(y). Cette propriété assure directement
la dégénérescence au rang r = 2. La fibration étant triviale tous les systémes de coefficients
HI(F) le sont et cela montre (3.23).

3.5.2  Suite exacte de Gysin et classe d’Euler d’un fibré en sphéres
La suite spectrale de Leray-Serre pour une fibration orientable (E, 7, B) de fibre F = SF=1,
k > 2 est équivalente a la suite exacte de Gysin [BT, McC]

. —— H?(B) —% Hp+k(B) > HP+k(E) —= HPHY(B) —= - -+ |

avec e € H¥(B) la classe d’Euler de E. L’orientabilité signifie ici que le systéme local H*¥~!(F)
est trivial et cela entraine la trivialité de tous les systémes locaux H?(F'), g > 0.

En effet, la suite spectrale vérifie E)'Y = HP(B)® H4(S* ') et donc EN'Y = 0siq #0, k1.
La seule différentielle qui peut étre non nulle est dj et fournit la suite exacte

. k—1 pok—1 _ % _ ptk,0 p+k, 0
(3.24) 0—=FE.; = E > By = By =0,
avec
P,q P:q ~ ~ P, q P4 ~ P, q
E2 fE3 f...fEk , Ek“f...ono .

Comme E%? =0siqg# 0, k— 1 on déduit que la filtration sur H?**(E) est de la forme

Hp+k(E‘) = F‘OI'-F”""“(E‘) — ... = fpptl Hp"'k(E') > F;u+2H;u+k(E) = .= Fp+kH;u+k(E) — Eg:-k,ﬁ ,

ce qui fournit la suite exacte

(325) 0 _>E£:H€:0 _>Hp+k(E) _>Ep,k71 — ..

Les suites exactes (3.24) et (3.25) peuvent étre recollées en faisant apparaitre la suite exacte
longue de Gysin

> HPFR=L(R) o > EP k=1 5 prtk,0 > HPFR(F) oo > HP+1(B) =
I I I I I
. HFHC”(E) .......................... > HP(B) — Hp+k(B) ......................... > Hp+k(E) .......................... > HPT1(B) — ---
AN 7 S 7 I 7
Pk Gt o
/ /
0 \ 0 0 / \ 00 \ 0

On obtient donc une description de la suite exacte de Gysin en homologie de Morse. Le cup-
produit avec e est donné par la différentielle d, : EZ”%] — EZM’O et celle-ci est induite par la
trace sur CP1%:0 de la différentielle de Morse sur E

d:crk-l s opkgoprthb-lg g oprth0,
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Si 'on choisit f ayant un seul point critique zy d’indice 0 et ¢ avec exactement deux points
critiques yg et yr_1 d’indices 0 et respectivement £ — 1, la classe d’Euler e est donnée par

(3.26) e=[ X #M (@ ). (o me 1) )]

ind(z)=k vyeM(x,x0)

Furuta [Ft] donne une description directe de la suite exacte de Gysin pour un fibré en
spheres provenant d’un fibré vectoriel. Apres avoir choisi la fonction de Morse-Smale f sur
la base, 'ingrédient essentiel de sa construction est l'existence d’une section générique s dont
le lieu d’annulation - qui est une sous-variété de codimension k dans B - n’intersecte pas les
M(z, 2'), ind(z) —ind(z') < k et intersecte transversalement les M (z, z'), ind(z) —ind(z') = k.
Le produit scalaire avec s définit une fonction ¢ qui, dans chaque fibre en dehors de s~'(0), est
une fonction de Morse-Smale avec exactement deux points critiques. Si zy est 'unique point
critique d’indice 0 de f, la classe e est définie dans [Ft] comme

e=| 3 #Mw0) 05T O)a)] -

ind(z)=k

Ceci correspond exactement & notre définition (3.26) si 'on considére sur F le champ de pseudo-
gradient ,vf, VVertg pour ,)T—I— ¢ . En effet, I'intersection avec s~ (0) choisit dans MV(T, z0)
exactement les trajectoires qui ont un relevé dans MV((’I‘, Y0)s (To, yk_1 )) Le champ de pseudo-
gradient ci-dessus peut étre déformé dans un champ comme ceux que nous utilisons dans notre
construction et la définition (3.26) pour la classe d’Euler coincide avec celle de Furuta [Ft].

3.5.3 Fonctions de Morse-Bott et fibrations

Comme promis dans I'introduction du chapitre, nous sommes maintenant en mesure de discuter
le comportement des fonctions de type Morse-Bott sur une variété compacte et d’expliquer leurs
particularités dans le cas des fibrations.

Soit E une variété fermée et f : E — R une fonction de Morse-Bott. Cela signifie que
I’ensemble des points critiques Crit(f) est constitué de sous-variétés compactes de E et que
la hessienne de f est non dégénérée le long du fibré normal & chaque sous-variété critique.
L’indice de la hessienne restreinte au fibré normal est appelé indice de Morse de la sous-variété
critique. Ce type de fonction a été considéré pour la premiere fois par Bott [Bo] pour généraliser
les inégalités de Morse. Par exemple, si E est ’espace total d’une fibration lisse de base B et
projection # : E — B, la relevée n*f de toute fonction de Morse f : B — R est une
fonction de Morse-Bott sur F, ayant comme variétés critiques les fibres au-dessus des points
critiques de f.

Dans le cas général, désignons par IV;, 1 <14 < s les variétés critiques de f, d’indice de Morse
n; respectivement. On peut perturber f dans un voisinage tubulaire de chaque N;, d’apreés le
modele des fibrations (section 3.3), par une fonction de Morse g; : N; — R. Soient p;, 1 <i < s
des fonctions de troncature a support localisé au voisinage des N;. Alors fo = f + €, pig;
est une fonction de Morse sur E pour € suffisamment petit. Les points critiques de f. sont les
points critiques des g; sur N; et on les note par :z:Z, 1<i<s,1<75<N;. On aura

indy, (]) = indy, (+7) + ;.
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Pour un choix générique de la métrique sur F, la condition de transversalité de Morse-Smale
est vérifiée et on pourra considérer le complexe de Morse

ckf)= P =),

ind, (21)=k
muni de la filtration naturelle

F,CH(fe) = Pzl .
i, (e]) = &
ni > p

Pour un choix générique de métrique sur F on peut assurer qu’il n’y a pas de trajectoire de
gradient négatif de f reliant N; a N; pour n; < nj, i # j (cf. [AB]) et cela assure que, pour le
champ de pseudo-gradient

Xe=-Vf—¢€piVgi,

la différentielle de Morse préserve la filtration. Cela fournit de facon automatique une suite

spectrale
EPY = HPYI(E) .

De la fagon habituelle, en posant C, = @,, F,C* on obtient C,/Cpy1 = D...

J
—p Z{z;) et

)

E, = H(@Op/OpH)

Il faut remarquer le fait que, par définition, le terme H*(N;) est compté en degré x + n;. On
trouve finalement
Ef"’“’ _ Hp+q(C,,/Cp+1) — @ HPHI(N;) .
ind(N;)=p
Nous avons donc prouvé la

Proposition 3.5.1. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe une suite spectrale (E:’*)rzl qui con-
verge vers H*(E), telle que
EPT = P HMUN) .
ind(N;)=p

Voici maintenant deux cas particuliers de ce résultat qui le relient au reste du chapitre.

a. Si f : E —> R est une fonction de Morse qui vérifie la condition de transversalité
de Morse-Smale, alors on a E{”O = @ind(mi):pZ@i) et di = Omorse- La suite spectrale

s s 0
dégénere au deuxieme rang et EY" = HP(M).

b. Si E est Pespace total d’une fibration F — FE — B et f = n* f;, avec f; : B — R une

fonction de Morse, la discussion de la section 3.3 montre que E? = CP(B, HY;,..(F)),

EY" = HP(B ; Hij .o (F)) et la suite spectrale obtenue est isomorphe 4 la suite spectrale

de Leray-Serre.
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3.6 Appendice: Indice de Conley et homologie de Morse

Nous donnons dans cet appendice une breéve introduction a la théorie de I'indice de Conley et
nous reprenons une preuve alternative de 'isomorphisme entre cohomologie de Morse et coho-
mologie singuliere d’apres D. Salamon, en utilisant la notion de filtration par paires indicielles
[S2]. Nous démontrons en particulier 'indépendance de I'isomorphisme par rapport au choix
de la filtration, un résultat prévisible mais dont la preuve semble ne pas apparaitre dans la
littérature.

3.6.1 Indice de Conley

Soit F' une variété compacte munie d’un champ de vecteurs X. Le flot de X sera noté ¢, et
on écrira souvent z -t pour désigner le point ¢ (z). Pour x € F, a(z) et w(x) désignent les
ensemble a— et, respectivement, w—limite:

(}{(,’I}):{yEFlHtk—)*oo,m'tk—)y},
wx)={yeF : Tt = 400, -t >y} .

Définition 3.6.1 ([Co]). Un compact S C F invariant par le flot ¢ est dit ensemble invariant
isolé s’il existe un voisinage compact N D S dont S est le sous-ensemble invariant mazimal :

S=IN)={z€eN :z-RC N}.
Un tel voisinage N est appelé bloc isolant.

Définition 3.6.2 ([Co]). Soit S C F un ensemble invariant isolé. Une paire compacte (Ny, Ny)
est appelée couple indexant si les conditions suivantes sont remplies :

a. Ny \ Ny est un bloc isolant pour S ;

b. Ny est positivement invariant dans Ny, c’est-a-dire

VzeNy, z-[0,t]e¢ Ny=z-t€ Ny;

c. Ny est un ensemble de sortie pour Ny, c’est-a-dire

Ve eN;, z-[0,400[€ Ny = 3t>0, z-[0,{] CNyetz-te N .

Etant donné un ensemble invariant isolé S, il existe un couple indexant - cf. [Co] I11.4, [CZ]
lemme 3.3 ou [S1] 4.3.

Définition 3.6.3 ([Co]). Soit S C F un compact invariant. Une décomposition de Morse de S
est une suite finie My, My, ..., M, de compacts invariants disjoints tels que

VzeS\ U M;, 3i<j, a(z) € Mjouw(z)e M, .
1<j<n
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Dans [CZ], Prop. 3.2. on peut voir que si S est un ensemble invariant isolé et My,..., M,
une décomposition de Morse, alors chaque M;, 1 < j < n est encore un ensemble invariant
isolé. Pour 7 < j on note

Mjj={z€S : a(z) et w(z) C M; UM; 1 U---UDM;} .
Alors Mj; est un ensemble invariant (isolé, si S l'est) dont M;, M;1,..., M; représente une
décomposition de Morse.

Exemple. Soit ¢ une fonction de Morse sur F' et X un champ de pseudo-gradient négatif par
rapport a . Les ensembles

(3.27) M; ={z € Crit ¢ : ind(z) =3}, 0<j<dimF

forment une décomposition de Morse de ’espace total F'.

Définition 3.6.4 ([CZ, S1]). Soit S une ensemble invariant isolé et My, . .., M, une décomposition
de Morse. On appelle filtration de S par couples indexants une suite croissante de compacts

NoC Ny C---CN,
telle que (Nj, N;_1) est un couple indezant pour My;, 1 <i < j <mn.

La définition 3.6.4 est justifiée par un théoreme d’existence de telles filtrations pour une
décomposition de Morse donnée : [CZ] théoreme 3.1 ou [S1] 4.4. De plus, on peut choisir (N,,, Ny)
égale & un couple indexant pour S donné. Nous utiliserons plus tard la remarque simple que,
si N, = F, tous les N; qui constituent la filtration sont positivement invariants.

Un des résultats cruciaux dans la théorie de 'indice de Conley est le suivant

Théoreme 3.6.5 ([Co] II1.5, [CZ] théoreme 3.2 ou [S1] 4.10). Soit S un ensemble invariant isolé
et (N1, No) un couple indexant. Le type d’homotopie de l’espace pointé Ni/Ny ne dépend pas
du couple indexant choisi. On ’appelle indice de Conley de S et on le note h(S).

Salamon [S1] donne une preuve directe du théoreme 3.6.5 en définissant a partir du flot ¢,
une équivalence d’homotopie entre N{*/N§ et Nlﬂ/N[’?, pour (N{*, N§), (Nig, N[’?) deux couples
indexants donnés. Soit t,3 > 0 le temps minimal tel que, pour ¢ > t,5/3, on ait

z-[—t,t] C NP\ N§ =>z€ NP\ NP et o-[—t,t)]c N\ NP = z€ NP\ NS .

On a évidemment t,5 = g, et too = 0. On définit alors pour ¢t > t,4 'application suivante,
qui est continue:
9" NN — NY/NG .

xH{ z-t,  siz-[0,2t/3] C N*\ N§ et z-[t/3,4] c N>\ N} |

*, sinon .

Alors gbzﬂ o P = Pl et o™ = 1d, ce qui assure que ¢; A est un inverse homotopique de qﬁtﬂ e,

Toujours dans [S1] 5.3 et 5.4 on peut voir que, étant donné un couple indexant (Ny, Ny),
on peut “épaissir” Ny & Nj D Ny de fagon a ce que (Ny, N) soit encore un couple indexant



3. La suite spectrale de Leray-Serre en cohomologie de Morse 112

pour ensemble invariant isolé en question et que, de plus, N{ soit un rétracte par déformation
d’un de ses voisinages dans Ni. Cette condition assure que

H(Ni,Ny) = H(N,/Ng) = HY(N1/No) .

En itérant ce résultat on peut modifier une filtration par couples indexants de fagon & ce que
chaque N;_; soit rétracte par déformation d’un de ses voisinages dans /V;. Désormais nous
allons considérer des filtrations avec cette propriété, indiquée par les initiales RD.

Voyons comment s’applique le théoreme 3.6.5 dans le cas de la décomposition de Morse
(3.27). Considérons d’abord I’ensemble invariant isolé constitué d’un unique point z € Crit ¢,
ind(z) = j. Dans une carte qui linéarise le flot au point = et dont les coordonnées sont (y, z) €
R"~J x RJ, un couple indexant est (Figure 3.2)

(3.28) (NZ, N&) "2 (D" x DI, D" x §i-1) |

avec DJ, D"J des disques de rayon suffisamment petit. L’indice de Conley sera alors le type
d’homotopie d'une sphére pointée de dimension j, vu que D"~/ x DI /D"~1 x §1=1 ~ (87, ). De
méme, I'indice de Conley de I'ensemble M; des points critiques d’indice j est le type d’homotopie
pointée d'un bouquet de #M; spheres de méme dimension j. On déduit en particulier pour
une filtration par des couples indexants RD que

7EMi =g,
0, sinon .

HY(Nj, N; 1) = H'(N;/N; 1) = {

n-k
D ~a ’

D\ /// \\\

Fig. 3.2: Indice de Conley d'un point critique non dégénéré pour un flot de gradient négatif

3.6.2 Isomorphisme entre homologie de Morse et homologie singuliére

Nous rappelons dans ce qui suit l'identification entre cohomologie de Morse et cohomologie
singuliére d’apres Salamon [S2]. Avec les notations de la section précédente on considere S = F'
et la décomposition de Morse M, = {z € Crit ¢ :ind(z) = ¢}, 0 < ¢ < dim F avec M, =

UM(y, z), z,y € Crit ¢, r <ind(z) < ind(y) < ¢. Ainsi Mg = F et My, 0 < g < dim F est
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I’ensemble des points critiques d’indice g. Considérons une filtration par des couples indexants
RD
=N, CNyCN C---CN,=F, n=dimF .

Par (3.28) un couple indexant pour M, est

WiN) = U (VTN
z€Critg

et une orientation de T,W"(z) choisit un générateur de H’/(N¥ N¥) =~ Z. On peut donc
identifier le complexe de Morse CY avec HY(N{, NJ) ~ Z#Ma. On a alors le

Lemme 3.6.6 ([S2] 3.2). Le diagramme suivant est commutatif

8Mmrs(-’,

HI (NP, N) HO (N NG

| |

Hj(Nanqfl) H‘H'I(Nqu],Nq)

ou A est le morphisme de connexion dans la suite exacte longue du triple (Ngi1, Ny, Ny—1) et

N . . . . . a . .
les fleches verticales sont induites par les applications ¢y~ décrites plus haut.

La suite exacte longue de la paire (N,, N,_1) entraine que le morphisme induit par I'inclusion
H*(N,) — H¥*(N,_1) est un isomorphisme pour k # ¢q, ¢ — 1 et en conséquence H¥(N,) =0
si k> qet H¥(N,) <~ HF(F) si k < q. On a le diagramme commutatif suivant avec lignes et
colonnes exactes :

H7 ' (Ny-1, Nygo)
l/ K
HY ' (Ng1) H9(Ng, Ny—1) — HY(Ng) —0
0

et donc HY(Ny, Ny—1) — H9(N,) est I'application de conoyau de A,. La fonctorialité du
diagramme et I'unicité du conoyau implique alors le fait que les deux diagrammes suivants sont
canoniquement isomorphes

8q Sg+1 A Agt1

Cca~! c1 cat! HI71(Ng—1, Ng-2) — H9(Ng, Ng—1) ——> HITY(Ngy1, Ny)
coker dg HYI(N,)
HI%/[nrse(F) 0 Hq(Nq+1)
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De 1a on déduit 'isomorphisme

A: H}

Morse

(F) —= H(Ngs1) — H(F),

qui dépend uniquement du choix des orientations des variétés instables et du choix de la filtra-
tion par couples indexants. Nous démontrons ci-dessous que I'isomorphisme ne dépend en fait
pas du choix de la filtration.

Proposition 3.6.7. L’isomorphisme A : HY . (F) — HY(F) ne dépend pas du choiz de la
filtration indicielle sur F', mais uniquement de [’orientation des variétés instables.

Démonstration. Soient N = (@ CNoCN;yC---CN,, = F) et N = (@ CNjCN;C---C
N} = F) deux filtrations par couples indexants sur F'. Nous devons démontrer la commutativité
du diagramme
q+1 <—Hq
—— H(Ng41)

Hq

Morse

Ceci sera accompli en le complétant comme

(3.29) HY(N),,) <— HI(N},,) <— - <—— HI(F)
/ NT¢Q+1 NT¢q+2 ‘ Pm=id
Hl(\ldorqe(F)—>Hq(Nq+1)<—Hq(Nq+2)<—"' H‘J(F)

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes induits par I'inclusion et les fleches verticales
seront construites explicitement.

Etape 1: construction de ¢g41. Les isomorphismes C4(F) — H(N,, N,_1) et C4(F) —
HY(N,, N} ,) fournissent un isomorphisme H?(N,, Nq1) — H(N,, N; ;) compatible avec
les différentielles A, et Aj. Puisque HI(N,) et HI(Nyy1) ont été identifiés avec coker(A,)
et ker (HY(N;) — H7"'(Ny11,Ny)) (de méme pour N, Ngy1), on déduit des isomorphismes

fonctoriels H(N,) — HI(N}) et ¢gy1 : HI(Ngy1) — H"(Nq+1) Le dernier rend commutatif
le triangle de gauche dans le diagramme (3.29).

I1 faut remarquer I’égalité H9(N,,1, Ny) = 0, qui sera utilisée dans la récurrence de 'étape
2.

Etape 2: supposons que le diagramme (3.29) a été construit jusqu’au rang k > ¢+ 1 et con-
struisons ¢;1. En préliminaire, on applique une récurrence sur k pour obtenir H*( N1, N,) =
0,1#qg+1,g+2,...,k+ 1. Ceci découle sans probléme de la suite exacte longue associée au
triplet (Nk41, Ni, Ny). L’affirmation analogue reste valable pour la filtration N”.

Construisons maintenant des isomorphismes H'(Njy1, N;) — H7(N,’H_1,N’) en chaque
degré i - les degrés intéressants sont de toute fagon ceux compris entre g+ 1 et £+ 1. On utilise

les suites exactes longues des triplets (Nii1, Ny, Ny) et (N, Nj, N,).
— pouri € {g+1,...,k — 1}, la suite exacte longue associée au triplet de N contient le

morceau ' '
0 — H'(Ngy1,N,) — H'(Ni, N;) — 0
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et on a un morceau analogue pour N’. Par I'hypothése de récurrence, on a déja con-
struit des isomorphismes H'(Nj, N;,) — H'(N;, N}) pour i < k. On obtient alors des

isomorphismes H'(Ny 41, Ng) — H'(N, ., N}).

— pour i € {k,k + 1}, la suite exacte longue associée au triplet de N contient

0= H*(Nip1, Ng) = H¥ (N, Ny) =5 H (Njyr, Ng) = H (Njg1, Ny) = 0

et, de nouveau, on a un morceau analogue pour N'. L’hypothése de récurrence fournit
des isomorphismes entre les termes de milieu compatibles avec Ay et A}. On en déduit
des isomorphismes fonctoriels entre les termes extrémaux.

Construisons maintenant Iisomorphisme ¢gy1 : HY(Npi1) — HY(Ny ). On utilise les
suites exactes longues des paires (Njy1, N,) et (Ny,, Ng). La premiére contient

0 = HI(Ngy1) = HI(Ng) = HI (Ngy1, Ng) = HI (Ngga) = 0

et on a aussi le morceau analogue pour N’. On a des isomorphismes compatibles avec la
différentielle entre les termes de milieu et on obtient des isomorphismes fonctoriels entre les
termes extrémaux.

Toutes les fleches construites sont fonctorielles et le diagramme (3.29) va commuter jusqu’au
rang k + 1.

Etape 3: on prouve que ¢, = id. Rappelons que le point de départ de toutes les construc-
tions précédentes est le diagramme commutatif

C? = HY(N, L) HY(N,, N, 1)

H(Ng, Ny 1)

o (N, L) est un couple indexant spécifique pour 'ensemble des points critiques d’indice g. Ces
isomorphismes sont induits par les équivalences d’homotopie entre les espaces quotients pointés
correspondants qui ont été décrites dans 3.6.1. Les équivalences d’homotopie du type qﬁfo‘ de
3.6.1 induisent, pour ¢ > £,3, le méme isomorphisme en cohomologie puisqu’elles forment des
familles & un parametre (qui est précisément t) et sont donc homotopes.

Etant donné un ensemble invariant isolé et deux couples indexants (F, L) et (F, Lg) dont
la premiere composante est I'espace total, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

a. Ly et Ly sont positivement invariants:
x € L (LQ) = I- [0, +OO[C Ly (LQ) .
Ceci découle de la condition 2 dans la définition 3.6.2;

b. si z € Ly, alors ¢'(z) € Ly pour ¢ suffisamment grand. En effet, z ¢ S et donc z-R ¢
F'\ Ly, ce qui revient a dire qu'il existe £y € R tel que z -ty € Ly. Par invariance positive
de Ly, on déduit que z -t € Ly pour tout ¢ > t;.
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Remarque. Par ce qui précede, tous les termes d’une filtration par couples indexants § C
Ng C Ny C --- C N, = F sont positivement invariants, puisqu’ils apparaissent comme
deuxiéme terme dans un couple indexant dont le premier terme est F'.

Par compacité de L;, on peut définir pour deux couples indexants (F, L) et (F, Ly) un
morphisme de paires ¢7'(z) = ¢;(z) pour ¢ suffisamment grand. L’application induite au niveau
des espaces quotients F'//L; — F'/ Ly est une équivalence d’homotopie du type défini dans 3.6.1.

Lorsque L = Né et Ly = Ng, cette application induit I'isomorphisme construit plus haut
HYY(F,N,) — HIT'(F, N,). En effet, pour ¢ suffisamment grand, ¢; envoie Ny dans Ny, et
définit un morphisme de paires (Ny, Ng) — (Ng, Ny), k > 0 qui induit tour & tour les iso-
morphismes intermédiaires construits au cours de I’étape 2. De méme, ¢; induit I'isomorphisme
HY(N,,Ny—1) — Hq(Né,Néf]) et donc HY(N,) — Hq(Né).

L’application ¢,, est uniquement déterminée par le diagramme suivant

0—>Hq(F) —>Hq(Nq) —>H‘7+1(F, Nq) —>H‘7+1(F) ——0

Y Y

0 — HY(F) — HYN,;) — HY"(F, N}) — HI*\(F) —0

Puisque l'application induite par ¢; le rend commutatif, on déduit que ¢,, est induite par
¢; pour un certain ¢ suffisamment grand. Mais ¢; est homotope a 'identité et on déduit que
G = id.

O



4. LA SUITE SPECTRALE DE LERAY-SERRE EN COHOMOLOGIE DE FLOER

Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude des groupes de (co)homologie de Floer de variétés symplec-
tiques admissibles munies d’une structure d’espace fibré compatible avec la forme symplectique.
Le théoreme principal postule I'existence d’une suite spectrale de type Leray-Serre aboutissant
a la (co)homologie de Floer de I'espace total, dont le deuxieme terme est exprimé de la fagon
habituelle en fonction des groupes de (co)homologie de Floer de la base et de la fibre.

Nous allons travailler avec des espaces fibrés au-dessus de bases compactes et ayant une fibre
ouverte. Il sera néanmoins tout aussi intéressant d’étudier le cas des bases ouvertes avec fibre
ouverte ou fermée : les résultats que je présente dans ce chapitre s’insérent dans un programme
plus vaste. Le choix des hypothéses que j’'utilise dans ce chapitre est motivé par 'existence
d’une riche classe d’exemples (cf. 4.1.4) et par la présence de difficultés représentatives pour
I’étude de ’homologie de Floer des espaces fibrés. Le théoréme principal de ce chapitre est
énoncé dans la section 4.2.1.

Je voudrais avertir d’emblée le lecteur que, dans la démonstration du théoreme 4.2.1, il
manque un argument. Il s’agit d’une estimation d’énergie pour des trajectoires de Floer, ap-
parentée au lemme 2.4.1 (dont la preuve s’appuie sur le lemme de monotonie de Gromov [G]).
Un résultat de la méme nature que celui que je recherche a été démontré par K. Cieliebak [Ci],
sous le nom de “lemme de monotonie hamiltonienne”. Je n’ai pas réussi a le démontrer dans
mon contexte pour l'instant, mais j'indiquerai pourquoi je pense que le résultat est vrai.

Il faut noter que cette estimation d’énergie peut étre contournée dans le cas des fibrés
en droites & courbure négative. J’indiquerai comment fonctionne la démonstration dans ce
dernier cas et quelle est la suite spectrale qu’on obtient. Comme corollaire, on démontre que
la cohomologie de Floer d’un tel fibré est nulle, avec des applications immédiates a 1’existence
d’orbites périodiques sur des hypersurfaces & bord de type contact restreint.

4.1 Contexte, hypotheses, exemples

Cette section est structurée comme suit: je précise dans 4.1.1 et j'explique dans 4.1.2 les hy-
pothéses imposées sur I'espace total. J'en déduis au 4.1.5 les premieéres conséquences concernant
I’asymptotique des champs de Reeb et de Liouville lorsque la taille des fibres tend vers zéro. Je
présente en détail dans le paragraphe 4.1.4 I'exemple des fibrés en droites hermitiens & cour-
bure négative. Ceci constitue, pour le moment, la classe principale de variétés symplectiques
auxquelles s’appliquent mes résultats. La sous-section 4.1.3 est une “apologie” des hypotheses
que j’ai choisi: je les compare avec un cadre ou 'accent serait mis sur un espace fibré a bord
de type contact.
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4.1.1 Fibrations symplectiques

La classe de variétés qu’on a en vue est précisée par la

Définition 4.1.1. Une fibration symplectique admissible est une variété admissible E munie
d’une structure de fibration localement triviale lisse de base B, fibre F et projection © : E —
B, ainsi que des objets suivants :

— une 2-forme fermée 2 € QQ(E):
dQ2 =0,

— une primitive © de Q définie hors d’un compact,

tels que toutes les fibres (ﬁz, Qlz, O[z), z € B soient des variétés admissibles. On a désigné

par F, la fibre n1(2), z € B.
Une fibration symplectique admissible sera notée (E, B, F, w, Q, ©), ou encore (E, Q, O).

Les restrictions de et © a la fibre ﬁz, z € B seront notées (2, et O, respectivement. La
définition est tres flexible: les fibres ne sont pas nécessairement symplectomorphes (mais juste
munies de formes symplectiques équivalentes par déformation) et le groupe de structure de E
n’est pas nécessairement réductible a Symp(ﬁ, o), avec o une forme symplectique donnée sur
F.

Le probléme général que nous voudrions traiter est celui du calcul de la (co)homologie de
Floer de I'espace total en termes des (co)homologies de Floer de la base et de la fibre. On entend
par “calculer” le fait d’établir 'existence d’une suite spectrale convergeant vers la (co)homologie
de I'espace total et dont le deuxiéme terme s’exprimerait en fonction des (co)homologies de la
base et de la fibre. Formulé tel quel, ce but est hors d’atteinte pour la définition générale fixée
ci-dessus, tant que la forme symplectique et la forme de Liouville sur ’espace total ne sont
pas reliées d’une quelconque facon aux formes symplectiques/de Liouville dans les fibres. Nous
établirons 'existence de la suite spectrale pour la classe suivante de variétés :

Définition 4.1.2. Une fibration symplectique fortement admissible & base compacte (abrégé fi-
bration symplectique forte) est une fibration symplectique admissible (E, B, F', 7, Q, ©) satis-
faisant auz propriétés suivantes:

— la base B est compacte et munie d’une forme symplectique (3,

— il existe une primitive A de ©*( définie en dehors d’un compact

dA = 7*f

— il existe g > 0 tel que (E, B+ eQ, A +€0), 0 < e < e est une variété admissible.

Pour motiver les définitions il est utile de rappeler le cadre des fibrations & fibre compacte
F dont le groupe de structure peut étre réduit & Symp(F, o): I'existence d’une 2-forme fermée
Q qui coincide avec la forme symplectique dans chaque fibre assure que le groupe de structure
est réductible & Ham(F, o) deés que la base est simplement connexe [LaMc]. Si, de plus, la
base est munie de la forme symplectique (3, alors la forme 7*3 4 €{2 est automatiquement non
dégénérée pour e suffisamment petit, par compacité de la fibre. Dans le cadre non compact il
faut néanmoins imposer la non-dégénerescence dés le début.
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Notations. On note
(Qm 66) = (7‘—*/6_‘_ e, A+ F@) ’

et nous allons abréger plus tard par 0, ou encore 17 les nombres —4, respectivement 1 + ¢
avec 0 > 0 suffisamment petit.

L’existence de la suite spectrale en homologie de Floer sera établie pour des fibrations
symplectiques fortement admissibles & base compacte sous certaines hypothéses techniques (de
comportement & U'infini) sur les données Q, A et ©. Une classe d’exemples est constituée par
les fibrés hermitiens en droites a courbure négative.

Pour formuler ces conditions il nous faut d’abord mettre en évidence un objet géométrique
qui sera d’'une importance fondamentale par la suite, a savoir la distribution horizontale sur
I’espace total E d’une fibration symplectique admissible. Soit

V = ker 7, CTE

la distribution verticale donnée par les espaces tangents aux fibres. Puisque la forme  est non
dégénérée sur V, elle détermine une distribution transverse aux fibres

Hy={XeT,E : AX,Y)=0,YeV,}, pek

qu’on appellera distribution horizontale. On écrit encore H = V-, Porthogonal de V par rapport
a Q. Il est immédiat que, pour une fibration symplectique forte, on aura H = {X € TE
Q(X,Y)=0,Y €V}, 0<e<eie H=V" e I'orthogonal de V par rapport a .. On a une
décomposition en somme directe

TE =V & H,

par rapport a laquelle tout vecteur X € TFE s’écrit de maniére unique X = XV 4+ X7 XV ev,
X" eH.

On note Z le champ de Liouville dans les fibres défini par Z € V et +(Z)S2|y = O|y. Par
I’hypothese d’admissibilité des fibres et compacité de la base, il existe une hypersurface ¥ C E
transverse aux fibres telle que >, = >N ﬁz, z € B soit une hypersurface de trivialisation pour
un voisinage de 'infini dans chaque fibre ﬁz, z € B (cf. Définition 1.2.2). En particulier le flot
de Z réalise un difféomorphisme de ¥ X [1, oo[ sur un voisinage de l'infini dans E

(4.1) U x[l, 00— B,

(p, S) — ©%°(p) -

L’application ¥ est un symplectomorphisme de (Z x[1, oo, d(S(—)\)) dans chaque fibre. On fixe
désormais une telle hypersurface de trivialisation . On note Ry le champ de Reeb vertical sur
Y. défini par Ry € T, et

(4.2) L(Ry)Q2

2220, O(Ry) =1, z€B.

Nous pouvons désormais énoncer les hypothéses techniques sous lesquelles nous allons travailler.
Elles seront discutées dans la section 4.1.2.

i. dS|m, ©|y et Ay sont uniformément bornées sur ¥ x [1, oo[, ou H est munie d’une
métrique induite par 7w a partir d’une métrique quelconque sur la base;
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ii. 0 < inf A(pyg)(R()(p)) < sup A(pys)(R()(p)) < o0
(»,9) (p, S)

iii. On regarde la 2-forme bilinéaire non dégénérée (7*(3 + €Q)|y comme un isomorphisme
linéaire de H vers son dual H . On demande que | (78 + €Q)|,' | soit uniformément
bornée et qu’il existe une structure presque complexe Jp sur la base telle que sa relevée
a H notée Jp soit “uniformément tame” sur H par rapport a 7*( + €€). Cela signifie que
(7* B+ €Q)| (-, Jp-) est définie positive (mais pas nécessairement symétrique), de norme
uniformément minorée sur .

iv. | VO|y |= O(-%) par rapport & une métrique conique sur les fibres. La dérivée covariante

NG

est considérée ici par rapport a la connexion H.

v. A bornée sur E par rapport & une métrique qui induit sur H et V des métriques du
type précédent et telle que H L V (cette condition englobe le fait que A|H est borné,
déja imposé dans (i). Il est pourtant utile d’isoler ce dernier fait en vue de la proposition
4.2.5).

vi. la distribution horizontale H peut s’écrire comme graphe d’une application linéaire L
Hy — V, avec Hj une distribution horizontale fixée sur un niveau S = const. On
demande que L et © o L soient uniformément bornées par rapport a une métrique du
type précédent.

4.1.2 Analyse des hypothéses techniques

L’hypothese (vi) a un contenu géométrique évident : on demande que la distribution horizontale
H ne devienne pas asymptotiquement tangente & la distribution verticale V. Ceci doit étre lu
comme une premiere condition de normalisation sur la forme 2. Cette condition sera utilisée
dans la proposition 4.2.5 pour “trivialiser” le couple (£, ©) au-dessus de petits ouverts sur la
base. C’est toujours dans la démonstration de 4.2.5 que nous utiliserons les hypothéses (iv) et
(v).

L’hypothese (i) et une partie de 1'hypothese (v) (sous la forme || Ay | bornée) sont
nécessaires pour controler I'action de certaines orbites périodiques de hamiltoniens dans la
proposition 4.2.6. D’ailleurs, le fait que || dS|y || soit bornée rejoint 'hypothese (vi).

L’hypothese (ii) doit étre lue de la fagon suivante. D’un co6té, par la la proposition 4.1.6,
la positivité stricte A(Rp) > 0 le long de £ x {S}, S > 1 assure que le champ de Liouville Z,
correspondant a {2 pointe vers I'extérieur le long de ¥ x {S} pour tout € €]0, €y]. D’un autre
coté, imposer que l'infimum sur X x [1, oo[ soit aussi strictement positif vise & assurer que Z,
ne devient pas asymptotiquement tangent a ¥ x {S} lorsque S tend vers U'infini. Cela aura une
importance cruciale pour la comparaison des fonctions S, et S: dans la proposition 4.1.5 nous
démontrons une équivalence du type €S ~ S..

Discutons la premiére partie de ’hypothese (iii). Celle-ci sera utilisée dans la démonstration
de I'équivalence €S ~ S.. C’est une contrainte raisonnable. Elle équivaut & demander que
| (Id + eJL(z))~ ! || soit bornée pour tout z et tout e suffisamment petit, lorsque L(z) est
une famille continue d’endomorphismes antisymétriques de R?" et J une structure presque
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complexe tels que Id + eJL(x) est inversible pour e suffisamment petit. Ceci est toujours vrai
si L(z) = JS(z) avec S(z) symétrique (mais ne reste pas toujours vrai dans le cas général. On
peut construire des contre-exemples, qui restent nénmoins de facture assez artificielle). Cela
donne une idée du caractere peu restrictif de cette condition.

Pour ce qui est de la deuxiéme partie de I'hypothese (iii), elle sera utilisée pour travailler
dans E avec des structures presque complexes découplées, du type Jg & Jy, ou Jp est une
structure presque complexe sur la base, jB est sa relevée sur H et Jy est une structure presque
complexe sur V compatible avec 2. Les structures de ce type seront ”tame” pour 7*(3 + €€). Le
fait d’imposer la minoration uniforme de la norme de (73 + €Q)(-, Jp-) permettra de choisir
une Jp générique en gardant la propriété d’étre “tame”.

Pour clore cette section je donne, d’apres J. Kedra [Ke], une obstruction cohomologique &
I’existence d’une primitive de 7*3 définie au voisinage de I'infini dans E. Avec les notations de
la proposition 4.1.6, considérons la fibration localement triviale 9F — 9E — B: 'existence
de A entraine que la classe 7*[3] € H?(0F, R) est nulle. D'un autre coté, si le systéme de
coefficients cohomologiques de la fibre est trivial (e.g. pour une base simplement connexe), le
morphisme 7* se lit sur la suite spectrale de Leray-Serre comme le composé

H?(B) = B0’ —=EP? — ... — E2." c H?(9E)

Pour des raisons de dimension, on a Eg 0 — B2Y et Iexistence de la primitive A entraine que
I'image de [(] dans Eg,o est nulle. Cela veut dire qu’il existe o € Eg’l = H'(OF, R) tel que
dg’l(a) = [#]. En particulier

(4.3) H'(OF, R) #0 .

Mes hypotheses ne seront par exemple pas vérifiées pour des fibrés vectoriels négatifs de rang
strictement supérieur a 1, alors que leurs fibrés en boules unitaires sont pseudo-convexes et on
aimerait bien établir une suite spectrale en cohomologie de Floer dans cette situation. Cela fera
I’objet d’une étude ultérieure.

4.1.3 Deux points de vue: variétés admissibles vs. variétés complétées

Il convient de discuter aussi le cadre initial pour lequel j’ai opté, a savoir celui d’une fibration
dont I'espace total est une variété admissible, muni d’une 2-forme € qui rend les fibres admissi-
bles. Si on a en vue les applications de la suite spectrale a la conjecture de Weinstein dans des
espaces fibrés et le contexte habituel des variétés a bord, on voit tout de suite que le probleme
pouvait étre formulé aussi pour un espace fibré a bord de type contact, muni d’une 2-forme par
rapport a laquelle les fibres ont aussi un bord de type contact.

Les deux contextes ne sont pas tout a fait équivalents. En fait, celui que nous avons adopté
est apparemment plus fort: en tronquant I'espace fibré a I'aide d’une hypersurface de triviali-
sation comme dans la proposition 4.1.6, on obtient un espace fibré a bord de type contact, dont
les fibres ont aussi un bord de type contact.

Nous avons vu au 1.2.2 que le processus de complétion par le flot de Liouville permet
d’associer a toute variété symplectique & bord de type contact M une variété admissible M.
Mais ce procédé n’est pas suffisamment riche pour notre situation: étant données les formes 3
et € sur le fibré a bord E, il permet d’étendre canoniquement 7*(3 + €2 & OF x [1, oo[ pour
un certain e, mais ne donne pas de méthode canonique pour étendre € a elle seule ou, ce qui
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revient au méme, d’étendre 7*3 + €2 pour e arbitraire. D’autres problemes surgissent aussi
pour ce qui est de la compatibilité de la trivialisation avec la projection de la fibration. Ceux-ci
amenent & compléter par le flot de Liouville dans les fibres, mais de nouveaux problémes sont
soulevés par I'extension de €2 sur OF x [1, oo| : celle-ci ne sera bien définie que le long des fibres.
Il est naturel de se demander si on peut étendre et les primitives © et A sur OF x [1, oo
tout entier de fagon & ce que les hypotheses (i) a (vi) soient vérifiées, mais je ne connais pas la
réponse a cette question.

Par ailleurs, notons qu’'un avantage des fibrations ouvertes par rapport aux fibrations a
bord est le fait de pouvoir définir le transport paralléle le long de la distribution horizontale
sans ambiguité comme un difffomorphisme (en fait, symplectomorphisme car d2 = 0) entre
deux fibres quelconques. Dans la situation & bord le transport parallele n’est pas bien défini,
car H peut ne pas étre tangente au bord (c’est le cas en particulier si H n’est pas intégrable,
et c’est précisément en relation avec ce phénomeéne que I’hypothése (vi) est imposée).

Faisons une derniére remarque. Le fait de travailler directement avec des variétés non com-
pactes sans bord (admissibles) est en accord avec la philosophie générale de I’homologie de
Floer telle qu’inspirée par le théoréme d’invariance par isotopie 1.1.7: plus que des invariants
de la variété a bord, les groupes d’homologie de Floer sont plutét des invariants de la variété
complétée qui lui est associée.

4.1.4 Exemples

Exemple 4.1.3. Fibrés en droites hermitiens & courbure négative.

Soit B une variété compacte sans bord munie d’une forme symplectique 3 dont la classe de
cohomologie [3] € H?(B, R) est entiére. Soit £ — B un fibré en droites complexes tel que

Notons que le type topologique de L est uniquement déterminé par un relevement entier de
—[8]. Toute connexion linéaire V détermine une 1-forme de transgression 8¥ € Q'(L\ 0z, R)
définie comme suit (cf. P. Gauduchon [Ga] ou P. Biran [B]):

Oy (u) =0, 6Y(iu)=1/2r, we€L\O0,;
0V v =0, ou HY est la distribution horizontale définissant V .

Soit RV la 2-forme de courbure de V. Alors 2}7RV est un représentant pour c;(L) et une
propriété importante de la forme de transgression est d’étre une primitive pour —7*(5:=RV).

Iz
Lorsque £ est muni d’une métrique hermitienne h, on peut choisir une connexion hermiti-
enne V dont la 2-forme de courbure est RV = —2in3. En effet, pour V! une connexion hermiti-

enne quelconque ﬁva € Q?(B, R) représente c1 (L) : il existe donc une 1-forme a € Q'(B, R)

telle que %va = —f+da, ce qui revient & —2i7[ = RV —i d(2ma). 11 suffit alors de prendre
V = V! +i(27a). On aura en particulier dfV = 7*g.

L’espace total de la fibration sera E = L. Une hypersurface de trivialisation d’un voisinage
de l'infini est, par exemple, ¥ = {u € L : |u| = 1}. Avec les notations de la proposition 4.1.6
on aura B = {u € L : |u| < 1}, le fibré en disques unitaires associé a h. Le transport par
parallélisme préserve la norme des vecteurs et la distribution horizontale HY est tangente &
OF = ¥, ainsi qu’a toutes les surfaces de niveau |u| = ct, pour toute connexion hermitienne V.
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Soit r(u) = |u| la coordonnée radiale et munissons les fibres de la forme symplectique 1dAire.
Puisque 0V restreinte a la fibre vaut, % pres, la forme angulaire on déduit que

Q" d(r?0Y) € Q*(L\ 0z, R)

est égale & %dAire en restriction aux fibres. En particulier, la restriction de Q aux fibres est
symplectique. Par ailleurs €2 s’étend en une forme lisse sur E en posant Q,(£,) =0, £ € T,0g
et Q,|p, = %dAire, z € 0g. Ceci découle de ce que Q = dr2 AV +r27*3, dr? A Gy (€,-) = 0,
¢ € HY et dr’ A 0uv|E7.—(u) = 1dAire, u € E\ Op. La distribution horizontale associée & € est
HY. La 1-forme

0 =r2gv

est une primitive de 2 définie en dehors de la section nulle. Les fibres sont symplectomorphes
a C muni de la forme symplectique %dAire et de la forme de Liouville standard (cf. 1.2.1). Le
u

champ de Liouville dans les fibres est le champ radial X (u) = 5 et le champ de Reeb le long
de OF est Ry(u) = 27 - iu. Posons

0" B+ ed(r20Y) = doV + ed(r20Y) |

Comme Q, = (1 4 er?)m*B + dr? AGY on déduit que €, est une forme symplectique pour tout
€ > 0. Par ce qui précede, le choix naturel d’une primitive de 7*3 est

A=06Y.
Le champ de Reeb et le champ de Liouville pour (2, ©) sont respectivement R¢|,cop =
ﬁZmﬁu et Xelucor = %% . En conclusion, la fibration (£, B, C, w, Q, ©) est fortement

admissible & base compacte au sens de la définition 4.1.2.

Vérifions maintenant les conditions techniques (i) & (vi). Le flot de Liouville dans les fibres
préserve la distribution horizontale et donc dS|y = 0. Par définition on a aussi |y = 0 et
I’hypothese (i) est vérifiée. Toujours par définition, on a A(Ry) = 1 et I'hypotheése (ii) est
vérifiée. L’hypothese (iii) est vérifiée puisque la norme || (7*8 + €Q)|;" || est uniformément
bornée par 1, en vue de Q, ¢)|m = S7*(3. Pour ce qui est de I'hypothese (iv), il suffit de
remarquer le fait que © est préservée par le transport parallele et donc VO|,, = 0. L’hypothése
(v) est clairement vérifiée par définition de 6V, alors que, pour (vi), il suffit de remarquer &
nouveau le fait qu’une homothétie dans les fibres préserve H. L’application linéaire L qui décrit
H en fonction de la distribution de référence Hy = H|gp est alors nulle.

Remarque. Si on avait considéré un fibré £L — B avec ¢;1(L£) = [f], la méme construction
aurait fourni un fibré muni d’une forme symplectique Q, = —dfV + ed(r?0V), 0 < € < 1 pour
laquelle le champ de Liouville aurait été intérieur X, = 7]“% , au sens ou son flot trivialise un
voisinage de l'infini en temps négatif, et non pas positif comme dans la définition des variétés
admissibles.

Exemple 4.1.3.a. (variante) Soit L — B un fibré holomorphe en droites au-dessus d’une base
kahlérienne (B, () vérifiant c1(L) = [B]. On note L* le dual complezxe de L. Pour toute métrique
hermitienne h sur L le fibré unitaire en disques associ€ a L* est une fibration symplectique a
bord de type contact.
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Exemple 4.1.4. Soit (B, () variété symplectique fermée et L — B un fibré en droites complexes
tel qu’il existe un A > 0 avec

6‘1(5) = *A[ﬁ] :

Pour toute métrique hermitienne h sur L le fibré en disques unitaires déterminé par h est une
fibration symplectique d bord de type contact au-dessus de B.

En effet, la construction de I'exemple 4.1.3 fournit 8V € Q'(L£\ 02, R) telle que d(%()v) =
7*f3. On prendra Q¢ = d(360V) + €d(r?0V) avec X (u) = #% :

Exemple 4.1.4.a. (variante) Soit L — B un fibré ample au-dessus d’une variété complexe B.
Pour toute métrique hermitienne h sur L a forme de Chern positive, le fibré unitaire en disques
associ€ a L* est une fibration symplectique a bord de type contact au-dessus de B, la base étant
munie de la forme symplectique B, induite par un plongement projectif déterminé par L™,
m >> 0.
En effet, on aura ¢1(£*) = —L[Bn,], m > 0.
OJ

Commentaire. Donnons un point de vue alternatif sur la forme de transgression associée a une
métrique hermitienne sur un fibré holomorphe en droites L — B au-dessus d’une variété
complexe B. La structure complexe sur B détermine un opérateur

0:0"B)@L — Q"B eL.

Une fois que la métrique hermitienne h est fixée on a un moyen canonique de lui associer
une connexion hermitienne V en demandant que sa partie de type (0, 1), définie comme la
composition de la projection Q'(B) ® L — Q% (B) ® L avec V : T'(L) — Q'(B) ® L, soit
égale 4 0. On appelle la connexion ainsi construite connezion de Chern. Nous allons donner
maintenant une autre description de la forme de transgression 6V.

Définissons I'opérateur d°: Q*(L, C) — Q**t1(L, C) par

d°=J*d=1i(0 —0) ,
ou J désigne la structure complexe sur £. Alors d¢ = d° et d° est en fait un opérateur réel
d°: (L, R) — Q*T(L, R)

qui vérifie de plus )
dd® = —2i00 .

J’affirme que

1

4.4 oV =
(4.4) yp

dlogr? .
En effet, il est facile de voir que (—d®logr?),(u) = 0, (—d®logr?),(iu) = 2. D'un autre coté,
la restriction de d®logr? & HY est nulle puisque HY est invariante par J pour la connexion
de Chern, alors que dlogr? est nulle sur HV puisque le transport par parallélisme préserve la
norme des vecteurs.

Pour utilisation ultérieure, notons que la définition de la plurisousharmonicité (stricte) d’une
fonction f sera désormais

dd°f <0 (dd°f <0)
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au sens ou dd°f(-, J-) est une forme hérmitienne (définie) négative. Dans I'exemple 4.1.4.a le
bord du fibré en disques considéré est, d’apres cette définition, pseudo-convexe: la condition
dd®(—log r?) > 0 signifie exactement que log r2 est une fonction plurisousharmonique, croissante
vers le bord - or ceci est la définition de la pseudo-convexité.

4.1.5 Comportement asymptotique: champ de Reeb, champ de Liouville, coordonnée
verticale

Nous revenons dans cette section au cadre général fixé dans 4.1.1 pour expliciter entre autres

les champs hamiltoniens, les champs de Reeb et les champs de Liouville par rapport aux formes
(e, Oc).

Champ hamiltonien. Soit f une fonction définie sur E. On note X, e son champ hamiltonien
par rapport a €., défini par
Xt Qe = df .

On note Xy le champ hamiltonien de f dans la direction des fibres, défini par I'identité

foQ‘Fz :d(f‘Fz), z€E€B.

Pour tout vecteur vertical YV ona df (YY) = Q (X, YV) = Q(Xf ., YY) et, par conséquent,

(4.5) X}/

1
= —-X;.
) € f
Pour tout vecteur horizontal Y on a

df (Y™ = (x* B+ e)(XJT, Y.

e—07t

En particulier on trouve X}L’F — X}L’U, ol X}qo est défini par

(4.6) (X B8], = df|,

Nous pouvons étre encore plus précis sur 'asymptotique de Xfe. Ecrivons Xf = XH + RH
pour obtenir

0 = (TB+eQ)(Xfy+RY YT~ mB(X[,, V")
= (w*ﬂ—l—eQ)(R}L{E,Yﬂ)+eQ(XﬁO,YH), ou encore

1
0 = (w*ﬁ+e9)(;R;{E,YH)+Q(X;{0,YH).

On en déduit IRH F_m Rf o défini par

(4.7) RfU B‘H Xf, Q‘H
On pourra donc écrire

(4.8) XﬁE:XﬁU—FeRJIc{O-i—oH(e) .
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La notation o (€) désigne un champ horizontal qui est un o(e).
Champ de Reeb. Soit R, le champ de Reeb sur ¥ par rapport a (€, ©,). 1l est défini par
U(Re)Qe| s, =0, Oc(R) =1.

Le noyau de QE‘Z est de dimension 1 et le champ de Reeb est proportionnel au champ hamil-
tonien Xy . d'une fonction f : V(X) —] — 1, 1] telle que f~'(0) = X et df‘E # 0. Posons

R = -A\X;.
-0(X
= Ae MRG “AXf) AR - Ao (e) .
E b J3

En vue de X; = ©(Xf) Ry on pourra écrire

1 = (A+eO)R,
= A —%A(Rg)(-)(xf)— [AMX () +O(X))] — e[ARf ) + O(X[ )] +o”(e)} .

L’hypotheése A(Ry) > 0 force A, = O(e) et cela entraine

Finalement on trouve

(4.9) R, = (@ + 0(1))R9 + mxﬁ’o +o(e) .

On voit déja que la condition A(Ry) # 0, assurée par ’hypothése (ii), est cruciale pour donner
I’asymptotique de R..

Champ de Liouville. Soit Z, le champ de Liouville correspondant au couple (€., ©.), défini
par 1(Z:)Q = O,. Un calcul similaire aux précédents montre que Z, = 7Y + Z! avec

ZEV:ZJF%ZYD uZ)Q, =8|,

(700, = A,
et 1(ZM)(m* B+ Q)| = (A + €O)|n, ou encore
zH = 71 ez 4 ol (e), UZE B, = A,

W(Zm B, = (0 — 28|, .

Coordonnée verticale. La proposition qui suit a comme but de comparer les
coordonnées verticales S et S, issues des champs de Liouville Z et Z,.
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Proposition 4.1.5. Soit (E, B, F, ©) = (int(X), B, int(X,), 7), avec ¥ une hypersurface de triv-
alisation pour un voisinage de l’infini, commune auz champs de Liouville Z et Z., 0 < € < €.
On note U, : X x [1, oo[-— E\int(E) la trivialisation correspondant a chaque Z., donnée par

Ue(p, S) = @3 %(p), peX, Se>1.

Pourz € E \ E on note Sc(z) la deuziéme composante de W_'(z). De méme, on note S(z) la
deuzieme composante de U~ (Z). Il ewiste des constantes my, c1, My, C1 > 0 indépendantes
de € et T telles que, pour tout € E\ E et tout € >0, on a

(4.10) = 5(z) + O < Se(@) < —8(z) +r -
M] mi

Démonstration. Pour un vecteur X, la quantité dS(X) désigne la composante de X le long de
%. On rappelle que S et S, désignent, respectivement, les coordonnées le long des champs de
Liouville Z et Z,, 0 < € < €.

Par construction de la trivialisation par le champ de Liouville dans les fibres, on a Z = S%
ou encore

ds(z) =S .
La composante sur % de Z, est
4S(Z:) = dS(Z) + ~dS(2") + dS(ZL")
Comme «(Z" )]y = Aly on aura dS(Z",) = A(Ry) et
ds(z¥)) € [m, M] ,

oit m = inf A(Ry) et M = sup A(Ry). Finalement on utilise t(Z7)(7*8 + €Q) |y = (A + €O) |y
et les hypothéses techniques (i), (iii), (v) pour obtenir

szl <c,
avec C = sup | dS|g || - | (7*B+ )|, || (sup | Alg || + || ©lm || ). On déduit que la
composante sur % dans 7, vérifie
(4.11) dS(Z.) e[S+%fC, S+¥+C] :
Pour le cas d’un fibré en droites, cette formule est encore plus explicite: dS(Z.) = S + %

Pour faciliter la lecture, explicitons S, dans ce cas particulier. Pour p € 3 et S > 1 on aura
ol (p, S) = (p, (S + L)e! — 1), ou encore ¢ *(p, 1) = (p, (1 + 1)Sc — 1). Exprimer S, en

€

fonction de S revient & résoudre (1 + ];)Se - ]; =S, ce qui donne
€ 1
Se(S) = S :
(%) 1+e€ + 1+e€

Dans le cas général on doit intégrer la composante (% de Z,, qui vérifie (4.11). On obtient
Sy, 1) e[1+2-0)S.—2+C, 1+ +C)S. — & — ], ce qui donne

€S €S
—+C; <S5, < —
M1+ 1T > efm1+c17
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avec M1 = M +e+eC, C) = %, my =m+e—eC, ¢ = Efﬁ:ffc. Ces constantes sont

bornées par rapport a € et la proposition est démontrée.

O

Bord de type contact. Finissons cette section avec une proposition dont le rdle est de
justifier Phypothese technique (ii).

Proposition 4.1.6. Soit (E, B, F, w) = (int(X), B, int(X,), 7), avec ¥ une hypersurface de triv-
ialisation pour un voisinage de l'infini dans chaque fibre (cf. (4.1); noter que OE = X).
a) Une condition nécessaire pour lexistence d’un ey > 0 tel que OF soit de type contact par
rapport a (Qe, O¢), € €]0, €g] est
A(Rg) > 0.

b) Supposons A(Ry) > 0 sur OE. Il existe g > 0 tel que la forme O, 0 < € < €y soit une
forme de contact sur OE. De plus, l’existence, pour chaque composante connezxe de OF, d’un
point p ot A|,(Rg) > 0 assure que le champ de Liouville associé a (Q, O.) est extérieur le long
de OE, c’est-a-dire le bord OF est de type contact par rapport a (., O.), € €]0, €].

Démonstration. a) On travaille dans la fibration & bord (E, B, F, «), avec 3 = 0F. Soit f une
fonction définie dans un voisinage de 0F dans E qui admet 0F comme niveau de maximum
régulier. Un champ Z défini le long de OF est extérieur si et seulement si df(Z) > 0. En
particulier, le champ de Liouville Z, défini par 1(Z.)Q = O, est extérieur si et seulement
sidf(Ze) > 0. Or df(Z) = Qe(Xy.e, Ze) = —Qe(Ze, Xy,e) = —O(Xy,c). Avec (4.5) et (4.8)
I’hypothese entraine I'existence d’un €5 > 0 tel que

1 1
0 > (A+e@)(;Xf+ng+oH(e)) = —A(Xy) +AX) +0O(Xp)+0(e), 0<e<e.

On doit nécessairement avoir A(X¢) <0, ou encore A(Rg) > 0 vu que X et Ry sont non nuls,
proportionnels et de sens opposé.
b) Posons dim B = 2n et dim F' = 2k. Tenant compte de 7*3' = 0, [ > n on obtient

d(A + e©)"TF T A (A +€0) =
ekfl( 7711+k717r*16n9k71A_i_e(c«g;;ilw*ﬁnlekA_i_c«:ll_'_kilﬂ_*ﬁngkfl(_)) +O(€2)) )

Une forme volume canonique sur 0F est donnée par 7*"QF"'0@. En un point p € 0F ot
Al,(Rg) > 0 le terme dominant dans I'expression précédente est [P OF 1A, du méme signe
que la forme volume canonique puisque A(Ry) > 0, ©(Ry) = 1 > 0. Lorsque A|,(Ry) = 0 le
terme dominant est la forme volume méme. Cela démontre que A + €O est une forme de contact
pour 0 < e < ¢p, avec €y > 0 suffisamment petit.

En particulier, le champ de Liouville Z, est transverse au bord OF pour e suffisamment
petit. L’existence d’un point p tel que A[,(Rg) > 0 assure que Z, est extérieur en p et donc sur
toute la composante connexe de JF contenant p.

O

4.2 Enoncé du théoréme principal ; stratégie de preuve

4.2.1 Enoncé du théoréme principal
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Notation: On désigne par

FH"(E, [Q])
les groupes de cohomologie de Floer de E par rapport a un représentant arbitraire de la
classe d’isotopie de €2.. La définition est cohérente en vue de I'invariance par isotopie de la
(co)homologie de Floer.

Modulo une estimation d’énergie que je n’ai pas encore pu démontrer, j’obtiens dans ce
chapitre le résultat suivant :

Théoreme 4.2.1. (incomplet) (suite spectrale de type Leray-Serre cohomologique). N.B.: Tous les
groupes de cohomologie ci-dessous sont calculés a coefficients dans un corps k fixé.

Soit (E, B, ﬁ,w, Q, ©) une fibration symplectique forte au sens de la définition 4.1.2, sat-
isfaisant auz conditions (i) a (vi) de la section 4.1.1. On pose dim B = 2n, dim F' = 2k. Pour
toute fonction de Morse f : B — R il existe une suite spectrale (Ef’q(f))
propriétés suivantes :

r>2 vérifiant les

Morse

fibre FHI(F);

— EYI(f) = {I"er (B, f; f?-["(ﬁ)), ot .7-“7-["(1/7\) est un systéeme de coefficients sur B de

~

— EPU(f) = FH*(E, [Q]), au sens ou il existe un k-espace vectoriel filtré Ly isomorphe
a FH*(E, [Q]) et tel que ER(f) = grLy.

— on a un morphisme de systéemes de coefficients x ]:’H*(l/;’\) — HFH(F, OF) qui
coincide sur chaque fibre avec le morphisme c* FH*(F\Z) — H¥(F,, OF,), z € B.
Ici H*(F, OF) désigne le systeme de coefficients de Leray-Serre cohomologique associé a
la fibration a bord (E, B, F, 7) (cf. 4.1.6).

— on a un morphisme de suites spectrales 1, : EVI(f) — LSEZ«H"” +q, r > 2 vers la suite

spectrale de Leray-Serre de la  fibration a bord (E, B, F, w), dont la limite
Yoo ERI(f) — ,‘SE&H”kH coincide avec le morphisme induit par la fléche
o FH*(E) — H"tF4(E, OF). On sous-entend que la fleche c* préserve les filtra-
tions respectives sur FH*(E) et H" k(B OF). De plus, 15 coincide avec le morphisme
induit par le morphisme de systéemes de coefficients x.

Le théoreme 4.2.1 admet une formulation analogue en homologie, valable a coefficients
entiers. Formellement, elle s’obtient en inversant les fleches et en échangeant la position des
indices entre le bas et le haut. Le fait de pouvoir considérer des coefficients entiers en formalisme
homologique est dii, comme nous I'avons déja vu au chapitre 2, a I'exactitude du foncteur de
limite inductive. Le théoreme 4.2.1 est formulé & coefficients dans un corps a cause du défaut
d’exactitude du foncteur de limite projective lorsqu’on travaille sur un anneau arbitraire. Sa
démonstration s’achéve au 4.4.10. Je souligne de nouveau que, pour l'instant, la démonstration
est incompléte au sens ou il manque ’estimation d’énergie pour trajectoires de Floer conjecturée

au 4.4.3.
4.2.2 Stratégie de preuve

La démonstration s’appuie sur la construction d’une famille H, € €]0, €] de hamiltoniens ayant
de bonnes propriétés par rapport a la structure de fibration. Nous allons faire usage des groupes
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d’homologie de Floer des H, calculés respectivement par rapport aux formes symplectiques €.
Ainsi, chaque H, que nous construisons sera linéaire par rapport au champ de Liouville Z, hors
d’un compact. La famille (H.) sera “presque cofinale” au sens ou, pour tout hamiltonien K
asymptotiquement linéaire par rapport & un certain Z, il existe un H, tel que K < H,. Toute-
fois, les hamiltoniens H, ne sont pas simultanément asymptotiquement linéaires par rapport a
un méme champ de Liouville et & une méme forme symplectique.

Définition 4.2.2. Une famille H,, € €]0, €] de fonctions définies sur (E, Q) est dite faiblement
cofinale si les suivantes conditions sont vérifiées :

a. Ho > He; ¢ <e€;

b. chaque H. est asymptotiquement linéaire par rapport a la forme Q¢ et au champ de Li-
ouville 7, ;

. . ,
c. (He)ee}o,eo} est une famille cofinale pour la relation d’ordre usuelle < dans la classe

{K:S'x E-——R: K|giyp <0, K asymptotiquement linéaire par rapport & un Z.} .

Définition 4.2.3. Soient z1,..., zy des points fixés sur la base B. On dit qu’une famille faible-
ment cofinale de hamiltoniens H¢, € €]0, €] est normalisée au-dessus des points z1,..., z;,
si les orbites 1-périodiques d’action plus grande que 0~ de H., 0 < € < ¢y par rapport a €
apparaissent dans les fibres ﬁz,—; 1 <@ < m et sont transversalement non dégénérées.

Définition 4.2.4. Soient z1,..., zy, des points fixés sur la base B. On dit que le couple (€2, ©)
est normalisé au-dessus des z;, 1 <1 < m sl existe des voisinages V; 3 z;, 1 <1 < m tels que
VinV; =0, i+#j avec les propriétés suivantes :

— la distribution horizontale H est préservée par le flot de Liouville dans les fibres ;

— il existe une hypersurface X qui trivialise un voisinage de infini dans E telle que la
distribution horizontale soit tangente auz niveauz ¥ x {S}, S > Sy ;

— Qg = gi 7 B|lg dans 71 (V;), 1 <i < m, avec g; des fonctions non négatives.

On pourra noter que, pour les fibrés en doites hermitiens & courbure négative (cf. 4.1.4), les
trois propriétés ci-dessus sont valables globalement sur I’espace total et non seulement au-dessus
de petits voisinages sur la base.

Les deux constructions fondamentales de la démonstration sont résumées dans les deux
propositions qui suivent. Les preuves seront données dans la section 4.3.

Proposition 4.2.5. Pour toute famille z1,..., 2z, de points sur la base B il existe un couple
(Q', ©') satisfaisant aux hypothéses (i), (ii), (i) de la section 4.1.1, normalisé au-dessus des
2, 1 <4 <m avec Q' isotope a Q et tel que (E, O, 0" est une fibration symplectique forte au
sens de la définition 4.1.2.

Proposition 4.2.6. Soit f : B — R une fonction de Morse. Supposons que le couple (€2, ©)
est normalisé au-dessus de Crit(f) et vérifie les conditions (i), (i), (iii) de la section 4.1.1. Il
existe une famille de hamiltoniens He x, 0 < € < €y, 0 < A < Amax = Amax(€) avec les propriétés
sutvantes:
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a. He x, 0 < A < Apax est asymptotiquement linéaire par rapport a Z.. Il existe des con-
stantes a, b > 0 (indépendantes de €) telles que

kaA SHE,)\Skb)\ﬂ 0<>\§>\max 3

ot ky = kx(S¢) est la famille usuelle de hamiltoniens linéaires de pente X hors d’un
voisinage de E = int(X) (Figure 1.1 (3)).

b. les orbites 1-périodiques de H,  par rapport a §)c dont l'action est plus grande que 0~
apparaissent dans les fibres au-dessus de Crit(f) et sont transversalement non dégénérées.

c. la famille H, = H,

-3 AInax

est faiblement cofinale et normalisée au-dessus de Crit(f).

d. la fonction A\max(€) est décroissante par rapport a € et tend vers 400 lorsque € tend vers
2€r0.

Voici, brievement, le plan de la preuve pour le théoréme 4.2.1, une fois la famille H, ) de
la proposition 4.2.6 construite.

Le point de départ de notre argument est le suivant. A cause du fait que la distribution
horizontale n’est pas tangente aux niveaux X x {S}, S > 1 et n’est généralement pas préservée
par les flots des champs de Liouville Z, ou méme Z, il n’y a pas de relation a priori entre les car-
actéristiques sur le bord OF de la fibration “tronquée” (E, B, F, m) = (int(X), B, int(X,), 7)
et les caractéristiques sur les bords des fibres. Ici z € B désigne un point arbitraire et 3 est
une hypersurface de trivialisation pour un voisinage de l'infini dans E. Une situation typique
serait celle ol les caractéristiques sur OF s’éloignent arbitrairement loin de la fibre contenant
un point initial. La maniére directe de procéder pour calculer la (co)homologie de Floer de
'espace total par rapport a la forme symplectique €2, pour un € €10, €] fixé serait de trivialiser
E par le flot du champ de Liouville Z, et de considérer sur E une famille cofinale habituelle
(voir Figure 1.1 (3)). Or, & cause du phénomene décrit ci-dessus, cette approche ne peut pas
mettre en évidence une quelconque relation entre la (co)homologie de Floer de I'espace total et
celle de la fibre.

L’idée est alors de considérer sur E une famille cofinale de hamiltoniens admissibles dont
les orbites 1-périodiques (d’action positive) ont un bon comportement géométrique, plutdt que
dynamique. J’entends par cela que les orbites 1-périodiques d’action positive correspondent
a des caractéristiques pour la restriction de €2 au bord de certaines fibres, et non pas a des
caractéristiques pour la restriction de . au bord de l'espace total. Une telle famille cal-
culera la (co)homologie de I'espace total et permettra en méme temps, grace a ses propriétés
géométriques, de mettre en évidence sur le complexe de Floer une filtration & la maniere du
complexe de Morse pour une fibration lisse (cf. chapitre précédent).

L’observation qui fait marcher cette approche est la suivante. Considérons sur 3 x [1, oof
munie de la forme symplectique €2, un hamiltonien de la forme €k (S), avec k) convexe, ky (1) =
0 et k) = A hors d’un petit voisinage de 1 (cf. Figure 1.1 (3)). Le champ hamiltonien est alors
de la forme

Xy, = —k5(S)Rg + EA(S) (eXg! + O (7)) .

Les orbites périodiques de X, ne sont pas contenues dans les fibres précisément a cause de
la présence du terme perturbatif e X + O (¢?). Néanmoins, ce terme peut étre dominé si on
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H

rajoute un terme de correction de la forme e X avec X un champ dont on connait les

orbites périodiques et a un réel positif strictement plus petit que 1: pour € trés petit on aura
€® >> € et les orbites de € X" “dominent” les orbites de eX[f’. Sous certaines conditions,
cette approche permet de confiner les orbites 1-périodiques dans les fibres.

Le role de la normalisation du couple (2, ©) devient maintenant clair: le terme pertur-
batif disparait au-dessus des voisinages V; de la proposition 4.2.5. Le terme X sera le relevé
horizontal du champ hamiltonien d’une fonction de Morse f : B — R, ayant comme points
critiques les z1, ..., z;, € B de la proposition 4.2.5. De cette facon, les orbites 1-périodiques du
hamiltonien e*7* f + ek (S) seront contenues dans les fibres critiques de 7* f si la pente \ n’est
pas trop grande (en pratique, la pente maximale doit étre de 'ordre de e %9 avec § > 0 tel
que a + 0 < 1).

Encore faut-il rendre ce hamiltonien asymptotiquement linéaire par rapport au champ de
Liouville Z,. Cela est réalisé par une construction “en échelle”, décrite dans la démonstration de
la proposition 4.2.6, similaire a celle qui a été réalisée pour démontrer la formule de Kiinneth.
Les orbites 1-périodiques parasites n’interviennent pas dans le calcul des groupes d’homologie de
Floer puisque leur action est (tres) négative. Le fait de controler leur action justifie notamment
les hypotheses techniques (i) et (ii) de la section 4.1.1. Je note plus bas par H, le hamiltonien
redressé a l'infini.

Le fait de rendre le hamiltonien e*7n*f + €k)(S) asymptotiquement linéaire par rapport
a Z. n'est nullement un simple artifice technique. La possibilité de faire cette construction
renferme en soi le fait que e*7* f +¢€k) (S) s’insére dans une famille qui contient des représentants
significatifs d’un point de vue dynamique. Autrement dit, ceci est I'outil caché qui, via I'existence
des morphismes de monotonie en homologie de Floer (1.11), permet de relier 'information
géométrique & l'information dynamique sur I'espace total de la fibration.

Comme nous l'avons précisé plus haut, le terme perturbatif &} (S)(eX{" + O (¢?)) peut
étre controlé tant que la pente maximale A est de 'ordre de e 1% Pour calculer I’homologie
non tronquée de E nous devons permettre des pentes arbitrairement grandes et cela demande
de faire tendre e vers zéro. Cela explique I'énoncé 4.2.6 et les passages a la limite que nous
utiliserons maintes fois par la suite.

Toute la discussion précédente concerne uniquement les orbites 1-périodiques de certains
hamiltoniens i.e. les générateurs du complexe de Floer. Mais il faut aussi controler les trajec-
toires de Floer sur I'espace total. Pour comprendre I’approche que je propose, il faut se rappeler
le cadre de la suite spectrale de Leray-Serre en (co)homologie de Morse : un des ingrédients fon-
damentaux de ma construction était le fait de travailler avec des trajectoires de pseudo-gradient
sur l'espace total. Celles-ci se projetaient sur des trajectoires de gradient sur la base et cela
assurait que la différentielle de Morse préservait la filtration par les indices des points critiques
sur la base.

Je propose une approche similaire dans le cadre symplectique. Au lieu de 1’équation de
Floer habituelle dju = J Xy, je vais considérer I'équation

dyu = eaJ/R\)(/f e JvX})

correspondant au champ de pseudo-gradient négatif pour la fonctionnelle d’action

X(z()) = —(J& — " TpX; @ IvX)),  z() € CCu(S", E) .

contr
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Ci-dessus Xy est le champ hamiltonien de la fonction de Morse f : B — R, .Jp est une
structure presque complexe sur B, Jy est une structure presque complexe sur la distribution
verticale V, XI‘L/TE est la composante verticale du champ hamiltonien de H, par rapport a €. et
le symbole ~ désigne le relevé horizontal d’un champ sur la base. Le champ de pseudo-gradient
X coincide avec —V Ap_ au voisinage des points critiques (en fait, pour tout lacet z(-) contenu
dans un 7~ 1'(V;)). La théorie Fredholm et le théoréme de compacité pour Iéquation de Floer
peuvent étre transposés pour le champ de pseudo-gradient et, comme X peut étre raccordé a
—V Ap, par une famille de pseudo-gradients du méme type, 'homologie du complexe de Floer
associé a X calcule I’homologie de Floer habituelle du hamiltonien H..

Une complication supplémentaire est issue du fait que le hamiltonien e*7*f + ek a dua
étre “redressé” pour le rendre asymptotiquement linéaire. L’équation avec laquelle nous allons
réellement travailler sera u, = ) (u), ou

V() =~ (Ji - Y.)

avec Y, = e*JpX; @ Jy X}, sur X x [1, 24] et Y, = VH, sur ¥ x [34, ool.

La propriété essentielle du champ X était le fait que les solutions de ug = X' (u) sur E se

propriété est détruite. Cela demande de montrer que les trajectoires de Floer reliant des orbites

action positive doivent rester a l'intérieur du compact S < . Ceci implique une estimation
d’act t d t t I'int d t S <24.C 1 t t
d’énergie apparentée au lemme 2.4.1 et au lemme de monotonie hamiltonienne de K. Cieliebak
[Ci]. Comme je l'ai déja dit dans l'introduction au chapitre, ceci est une étape de la preuve
du théoréeme 4.2.1 que je n’ai pas encore pu metire au point. Je donnerai des explications qui
plaident en faveur de son existence et j'espére pouvoir la démontrer rigoureusement dans un
futur proche.

La fin de la preuve passe par une analyse soignée de la fagon dont les différents objets
algébriques qui sont impliqués dans la construction passent a la limite quand € tend vers zéro.

Dans le cas des fibrés en droites & courbure négative l'estimation d’énergie dont il est
question ci-dessus est inutile: les orbites du hamiltonien H, = € f ¢k (.S) sont contenues dans
les fibres critiques de f pour toute valeur de la pente A, le hamiltonien est asymptotiquement
linéaire et le champs de pseudo-gradient X coincide avec —V Ap_. Cela fait que la construction
en “échelle” présentée ci-dessus n’est plus nécessaire, pas plus que I'estimation d’énergie.

4.3 Formes symplectiques et hamiltoniens normalisés
Je présente dans cette section la démonstration des propositions 4.2.5 et 4.2.6.

4.3.1 Formes symplectiques

La motivation de la proposition 4.2.5 est la suivante. Le champ hamiltonien d’une fonction du
type H, » = €*f + €k par rapport a la forme symplectique 2. s’écrit

Xty = (X vase + eRA(S)XJ + 07 (1)) + (-~ KA(S)Ry) -

La composante horizontale X{! est non nulle dés que la distribution H n’est pas tangente
aux niveaux X x {S}, S > 1 et cela fait que, en général, les orbites de Xp_, . ne sont pas
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contenues dans les fibres. Rappelons que le principe de construction de la suite spectrale en
homologie de Morse était de mettre en évidence sur 'espace total une fonction de Morse dont
les points critiques apparaissaient “par paquets” dans des fibres convenablement choisies. En
vue de ce modele, nous voudrions que les orbites 1-périodiques d’action positive de Xp, , .
soient localisées et correspondent & des caractéristiques (éventuellement reparamétrées) dans
les fibres. Cela est réalisable par une déformation du couple (€2, ®) au-dessus d’un nombre fini
de points fixés sur la base. Nous expliquons maintenant cette construction.

Démonstration de la proposition 4.2.5. Soit z € B. Nous allons montrer comment déformer le
couple (€2, ©) au-dessus d’un petit voisinage de z.

La premiere étape consiste a se placer dans une trivialisation convenable. Pour cela, notons
que la condition df2 = 0 entraine le fait que le transport parallele par rapport a la connexion
horizontale H préserve les restrictions de Q aux fibres (cf. [McSa] Lemme 6.18 ou [GLSW]). On
choisit une boule ouverte U’ 3 z centrée en z et on considére la trivialisation 7 : ﬁz x U —
E|U/ donnée par le transport parallele radial dans U’. La restriction de la forme 7*(Q aux fibres
F, x {2} est alors égale & Q..

Considérons des ouverts relativement compacts z € V cC U cC U’ et une fonction lisse
p: U — [0, 1] telle que p =1 sur V et supp(p) C U. On pose

O, :p@g—l-(l*p)@, Q) =dO,
avec Oy = pri0,. En notant 0y = dOgy on peut écrire
04 :pQU-F(l*p)Q-I-dp/\(@o*@) .

Jaffirme que, lorsque U est suffisamment petit, le couple (1, ©1) vérifie les conditions
imposées dans la premiére section. Nous allons étudier la distribution horizontale de ;. On
note

Qp=pQ+(1-p)Q

et
H,=V"'% .

On voit facilement, en utilisant le fait que € et Qg ont les mémes restrictions aux fibres, que la
distribution horizontale H, est donnée par

H, = graphe {(1—p)L : Hy— V},

oul : Hy — V est telle que H = graphe {L :Hy — V}. Soit maintenant H; la distribution
horizontale de

M =Q,+dpA(0y—0).
Tout vecteur X € H; peut étre décomposé de maniére unique comme
X=X,+Y,,

ol X, € Hyet Y, =Y,(X,) € V est uniquement déterminé par X, (on peut reformuler cela
en disant que H; est le graphe de I'application linéaire Y, : H, — V). Pour tout Y € V on a
(X, Y)=0=(Q,+dpN (0 —0))(X,+Y,,Y)=Q,(Y,, Y)+dp(X,) (09— O)(Y). Ainsi,

le vecteur Y, est déterminé par les relations Y, € V' et

(4.12) U(Yp)Qv = —dp(X,) - (00 — O)v ,
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ou encore

Y, = —dp(X,) - (2v) (09— O).

On regarde dans cette derniére formule |, comme agissant par produit intérieur de V' dans
son dual V . Notons I'inégalité

(4.13) 1Yo lvers< C ll dp || - | X [l1oriz - | ©0 = © [lvert

Le point crucial est de montrer que la non-dégénérescence de 7* (3 + €{2; est préservée pour
e suffisamment petit. C’est justement le role des conditions (iv) - (vi). Tout d’abord, la forme
m* 3 + €1, est non dégénérée pour e suffisamment petit. Pour voir cela, calculons la restriction
de Q, & H,. Soient X, Xy deux vecteurs dans Hy. On a

Qp(X1+ (1= p)LX1, Xo+ (1 —p)LX2)

= (P + (1= p)2) (X1 + (1 = p)LX1, X5+ (1 - p)LX>)

= p(1=p)*Q(LX1, LX3) + pQ(X1, Xa) + (1 — p)2X1 + LX1, Xy + LXy)
+(1 = p)p* QL X1, LX)
p(1 = p)Qlv(LX1, LX) + (1 — p)2X1 + LX1, Xo + LX>) .

Dans la derniere expression obtenue, ¢’est sur le terme vertical qu’on doit imposer un controle : il
pourrait a priori avoir une contribution énorme et détruire la non-dégénérescence de 7* 3+ €€2,,.
C’est ici qu’intervient la condition (vi): elle assure que I'application bilinéaire Q|y (L-, L-) est
bornée uniformément par rapport a la relevée d’une métrique sur la base. Cela entraine la
non-dégénérescence de m*[3 + €2, pour € suffisamment petit.

Calculons maintenant la restriction de 2, a H;. Soient X ;, Xg deux vecteurs quelconques
dans H,. On a:

\(X,+Y,), X2 +Y))
= (2 +dpA (00 —0))(X)+Y,, X, +Y))
= (X, X))+ Qv (Y, Y2) +dpA (0 —0)(X,, X7)

+Ap(X}) - (B — O)(V2) — dp(X2) - (O — ©)(V;) .
On a besoin de borner dans la derniére expression tous les termes autres que €,. C’est ici
qu’on utilise la condition (iv): si VO|y est borné on déduit que la différence (0 — ©)|y est
uniformément bornée en la taille de 'ouvert ﬁ, alors que dp est bornée en l'inverse de la taille de
U. Cela impose des bornes uniformes sur tous les termes en question, y compris sur dpA(©y—0)
(pour ce dernier, on utilise aussi le fait que ©|y est bornée par (i)).

Cela assure la non-dégénérescence de 7* (3 + €2 pour € suffisamment petit. Montrons main-
tenant que les conditions (i), (ii), (iii) de la section 4.1.1 sont vérifiées. Pour prouver que dS|p,
est borné commencons par remarquer le fait que dS|g, est borné. Nous avons utilisé plus haut
le fait que VO est bornée pour déduire que || Y, || est borné. Mais I'hypothese (iv) est plus
forte: VO = O(—=) entraine que Y, est aussi un O(%) i.e. la composante sur % est bornée

NG
(ce dernier est de taille %) Cela veut précisément dire que dS|p, est borné. Le fait que A|x,
est borné est immédiat par ’hypothése (v). Pour ce qui est de ©1|p,, on utilise le fait que ©o L
est borné par (vi) (ainsi que ’hypothese initiale ©|z borné) pour déduire que Oz, est borné,
et on applique ensuite le méme raisonnement que pour dS|y, pour conclure: la norme de O|y
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est de 'ordre de /S et la norme de Y, est un O(ﬁ) Cela démontre la validité de (i). En vue
du fait que A n’a pas été modifiée dans la construction, '’hypothese (ii) est aussi vérifiée. Pour
ce qui est de 'hypothese (iii), il suffit d’observer que || Q|g, || est de Pordre de const.+ || © ||

et d’utiliser I'hypothése (iii) initiale sur (7*8 + Q)|

Le couple (Q1, ©1) est évidemment isotope au couple (£2, ©) en gardant tous les niveaux
¥ x {S}, S > 1 de type contact. L’invariance par isotopie de I'homologie de Floer assure que
les groupes d’homologie calculés par rapport a 7*3 + e et 73 + €) seront les mémes, pour
tout e > 0 suffisamment petit. ]

4.3.2 Hamiltoniens

Je suppose désormais que, étant donnés des points z1, ..., z, sur B, la forme {2 est normalisée
par la construction précédente au-dessus de voisinages V; 3 z;, 1 <1i < mavec V;NV; =0, i # j.
Cela signifie que la distribution horizontale est tangente & ¥ x {S}, S > 1 et que Q|g = 0 au-
dessus de chaque V;. Je présente la construction d’une famille de hamiltoniens H, », 0 < € < €,
0 < A < Amax = Amax(€) qui vérifie les conditions de la proposition 4.2.6.

On fixe une fonction de Morse f : B — R dont les points critiques sont z1,..., z;, € B.
On prendra

f<0

et f suffisamment petite en norme C? par rapport & une métrique fixée sur la base. Sur le
modele du complexe de Morse, on consideére la fonction suivante sur F = int(X) :

n
(4.14) fe=€"f+eh,  h=nY pifi+p, 0<a<l.
=1

Le " indique le relevé & E d’une fonction sur la base, les p; sont des fonctions de troncature
A support dans les V; et valant 1 au voisinage des z;, les f; sont les transportées sur = '(V;)
d’une fonction de Morse sur la fibre générique qui est croissante vers le bord 0F = 3,,. Le
parametre n > 0 est choisi suffisamment petit et p est une fonction & support dans un voisinage
du bord dF, choisie de fagon a ce que h soit croissante vers le bord 0F = ¥ et admette celui-ci
comme niveau régulier. On demande aussi que h soit strictement négative sur OF et qu’elle
dépende uniquement de S au voisinage de JF, avec une dérivée suffisamment petite (positive)
par rapport a S. En particulier on aura aussi

fe<O0.

Il faut noter que le hamiltonien f, peut aussi s’écrire f, = €“ (]?—l- el’ah) : il faut le voir comme
un petit multiple du hamiltonien f—l— €'=®h. Cette derniére fonction a exactement la forme
utilisée dans la description de la suite spectrale de Leray-Serre en homologie de Morse. En
particulier, c’est une fonction de Morse lorsque € est suffisamment petit.

Les hamiltoniens H,  que nous allons construire valent f. sur F = int(3). Ils sont définis
comme suit, les parametres A, A’, B, B’ et A\hax devant étre choisis convenablement plus bas.

I. sur ¥ x [1, A] on pose

ny)\ = (O/?—I— €H3\4, 0< A < Amax .
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II.

I

IV.

Le hamiltonien H{ = H{}(S) a été défini au chapitre concernant la formule de Kiinneth:
sa dérivée croit tres vite au voisinage de 1 jusqu’a étre égale & A, ensuite elle reste constante
égale & A jusqu’au voisinage de A ou elle décroit trés vite jusqu’a zéro (Figure 2.2). On
désigne par C()) la valeur maximale atteinte par H{' et on aura

C\) ~ (A1)

sur 3 x [A, A']: H, \ = " f + eC()) .

sur ¥ x [A’, B] on pose N
Hoy = p(S)e"f +eC) .

Ici p(S) désigne une fonction décroissante qui vaut 1 au voisinage de A’ et 0 au voisinage
de B, dont la dérivée est majorée (en module) par ﬁ.

sur ¥ x [B, B']: H, = eC(X) .

. sur 3 X [B’, oo[ on pose

H. y =eC(N) + Er(Se) .

Démonstration de la proposition 4.2.6.
(a) L’asymptoticité linéaire de H. \ par rapport au champ de Liouville Z, est vérifiée par
construction. Pour démontrer 'existence des constantes a, b indépendantes de e telles que

ka)\ < He,)\ < kb)\a 0<A < Amax

il suffit de montrer

(4.15)

Cl)\(Se—l) SHE,/\SbA(SE_l)a >‘>03

ou H, ) est construit & partir de H, ) en ignorant f et les lissages, & savoir:

H.\=0sur I/;
H ) =€e\(S —1)sur ¥ x [1, A;
H. ) =¢€C()\) sur ¥ x [A, B'], avec C(\) = A\(A —1);

H. )y = eC(A) + A(Se — B), out B est un niveau de S, qui intersecte ¥ x {B'} - et le
choix des constantes a et b conviendra indépendamment du point d’intersection choisi et
indépendamment de .

Pour résumer les considérations qui vont suivre, on pourrait dire que tout découle de
I'inégalité fondamentale (4.10) :

€S €S
— 4+ C1 <S5 < —+e¢
M1+ 1 < ,_m1+(‘1
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Cela entraine ™51 <S§< My(Se—C1)

P P , Ou encore

miIA(Se — ¢1) — A < eA(S — 1) < MiA(Se — C1) — e .

On aura ainsi m
7'1)\(56 —1) < H, , <2M (S, — 1)

pour S € [1, A]. Par la suite nous choisirons B’ tel que B’ < 6M; A. Cela fait qu'une estimée
du méme type sera valable pour S € [1, B'] et on aura

aX(Se —1) < H. \ <bA(Sc— 1),

avec a = min{z3-, 1}, b= max{6M32, 1}. Cela démontre I'affirmation (a).

(b) Soit 6 > 0 tel que 1 — a — ¢ > 0. On peut supposer sans perte de généralité que le
spectre de chaque fibre X, z € Crit(f) est discret et injectif. On choisit alors

1

el—a—0"

>\max = Amax(e) ~

avec Amax(€) ¢ Spec(2,), z € Crit(f). Désormais la pente A sera entendue comme variant entre
0 et Amax(€). On note 1, > 0 la distance de Apax & la plus proche valeur appartenant & 'un des
spectres de Y, z € Crit(f). Nous allons choisir les parametres A, A’, B, B’ convenablement
pour que les orbites 1-périodiques d’action positive soient entierement contenues dans les fibres
critiques de f. Les choix suivants conviendront :

2M M
A= . A'=34, B=24, B =MB,
€T\
avec M = sup A(Ry) et My donné dans (4.10).

V(%)

Examinons d’abord la situation sur les zones (I) et (IT). Pour la commodité de la lecture,
nous écrivons h(S) au lieu de H{(S). Le champ hamiltonien est

X,y = (€75 buse + b (S)XE + 01 (4)) + (= W(S)Ry ) .

Les deux termes entre grandes parentheses correspondent & la composante horizontale et ver-
ticale, respectivement. Noter que, au-dessus des ouverts V; au dessus desquels le couple (€2, O)
est normalisé, la composante horizontale est simplement ea)?f—;;e. J’affirme que les orbites
de période plus petite que 1 du champ hamiltonien Xp, , . apparaissent dans les fibres ﬁz,
z € Crit(f).

Le point crucial ici est que, lorsque € est suffisamment petit, le terme dominant dans la
composante horizontale de Xy, , . est le relevé du champ hamiltonien de la fonction €*f sur
la base. Or la fonction f a été choisie suffisamment petite en norme C? pour que ses orbites de
période plus petite que 1" soient constantes (données par ses points critiques) et cela entraine
que les orbites 1-périodiques de H  dans les zones (I) et (II) sont contenues dans les fibres

critiques de f.

—_~—

Montrons que le terme dominant est effectivement € Xy 5. Notons V; les voisinages des
points critiques de f au-dessus desquels le couple (€2, ©) est normalisé. On distingue deux
régions intéressantes dans 3 x [1, A']:
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e ~——

i. la région U 7 (V;). Ici la composante horizontale du champ hamiltonien est € X, page-

Les seules orbites périodiques contenues dans cette région sont celles entierement con-
tenues dans une fibre critique.

ii. la région C(Uw ) Il existe une constante v > 0 telle que, pour tout = € ”( U;

©1(V;)) on a
H Xf,base( ) H> v > 0.

D’un autre coté, dS|y est bornée et on déduit I'existence d’une constante C' > 0 telle que

H
| Xy [[<C.
En conséquence, tenant compte du fait que h/(S) < 1/e'=*7%, on obtient pour e suffisam-
ment petit
B (S) X + OF (el+e C’
| (S)XE + 0" (@) | _ 40
|| EC!)(f,base || v

Cela montre que, pour € > ( suffisamment petit, le terme dominant dans X{i . est le champ

€ Xt base- Par conséquent, les orbites 1-périodiques de H, ) dans les zones (I) et (II) sont
entierement contenues dans les fibres au-dessus des points critiques de f.

Le choix des parameétres A et A’ fait que les orbites 1-périodiques d’action positive sont
localisées au voisinage de S = 1. On a vu que, dans la zone (I), les orbites 1-périodiques sont
localisees au voisinage de 1 et de A. I’action des orbites situées au voisinage de 1 vaut environ

S)( [0 (Rp) + f) elle est positive et comprise dans U'intervalle [Ty(m + €), A(M + €)], avec
m = inf A(Rp), M = sup A(Ry), I'infimum et le supremum étant pri% au voisinage de S = 1.
L’action des orbites situées au voisinage de A vaut environ h'(S)( fo (Ry) +€A) —eX(A—1).
Sa valeur maximale est

A=) (M +eA) —e(A—1)X = (A—n\)M —€eAny + €A
< MM—€eAny + €t

On voit que le choix A = QFMA assure que ’action de ces orbites tend vers —oo lorsque A — oc.

Les orbites 1-périodiques situées dans la zone (IT) sont les constantes dans les fibres critiques

de )T Elles ont une action environ égale & —e\(A — 1) qui tend vers —oo lorsque A — oc. Le
choix de A’ égal & 3A ne joue pas de role essentiel : ce qui importe, c¢’est d’avoir A’ = O(A).

Examinons maintenant la situation dans la zone (III). Le champ hamiltonien est

—~—

X e = () K + TSN +0"0) + e (- ).

A cause du terme p(S) qui devient, au voisinage de B, trés petit et qui apparait en facteur
devant X/f’\b;e, on ne peut plus appliquer directement ’argument précédent pour localiser
d’emblée les orbites 1-périodiques dans les fibres critiques. Mais nous allons montrer que les
éventuelles orbites 1-périodiques qui apparaissent dans cette zone ont une action suffisamment
négative.
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En effet, la contribution d’aire donnée par le terme vertical est plus petite que

~ M ~
(4.16) I Fllen = +2¢ | F llew

6170‘
On utilise le fait (déja vu dans le chapitre concernant la formule de Kiinneth) que |p'(S)S| < 2
dés que B > 2A’. D’un autre coté, la contribution d’aire donnée par le terme horizontal est
plus petite que

(4.17) eCll fller s

ou C est une constante qui prend en compte les bornes sur les restrictions de A et © a la
distribution horizontale. Dans les deux quantités (4.16) et (4.17) c’est le terme en 1/¢'~% qui
est dominant. Le terme négatif intervenant dans I'action est —e\(A — 1). Pour A = Ajax il est
de I'ordre de 1/61—04—6 et donc plus petit que le terme dominant! La situation est toutefois
rémédiée grace a la présence du facteur 1/(B — A’) dans ce dernier: tout choix de B tel que

1
r_
assure que le terme dominant est de 'ordre de l/e]’a’% i.e. beaucoup plus petit que 1/61—04—6

pour € est suffisamment petit. La condition (4.18) est automatiquement satisfaite si on prend,

1

comme annoncé, B = 2A’: en effet, A est beaucoup plus grand que <, alors que

pour € est suffisamment petit et § < %

Traiter I'action des orbites dans les zones (IV) et (V) est beaucoup plus simple. Dans la
zone (IV), elle est évidemment négative. Pour assurer que dans la bande B < S < B’ on trouve
au moins un niveau complet S, = ct, on choisira par exemple

(4.19) B'=MB .

Dans la zone (V) l'action est de nouveau négative et son calcul ne pose aucun probléeme en vue
du fait que H) . dépend maintenant de S.. Noter que sa croissance était jusque-la du méme
ordre de grandeur que celle d’'un hamiltonien linéaire dépendant de S,.

La non-dégénérescence transverse des orbites 1-périodiques est assurée par le fait que f est
une fonction de Morse et (H f\‘)” > 0 aux niveaux S sur lesquels apparaissent celles-ci (nous
avons choisi A ¢ Spectre(X,)). Le point b) est donc démontré.

Les points ¢) et d) sont évidents par construction et la proposition 4.2.6 est démontrée.

O

4.4 Réduction du théoreme principal & une estimation d’énergie

4.4.1 Equation de Floer modifiée et estimations d’énergie

Je précise dans ce qui suit I'équation de Floer avec laquelle je travaille, je démontre qu’elle
correspond & un champ de pseudo-gradient négatif et je mets en évidence ’estimation d’énergie
qui manque pour avoir une démonstration compléte du théoreme 4.2.1.
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Equation de Floer. Considérons un hamiltonien H, j : E — R donné par la proposition
4.2.6. Le champ hamiltonien de H, ) par rapport a €. est

(4.20)
(e“)?} +eX{T + O (') + (= W' (S)Ry) . pour 1 < § <34,
Xy .= e (p(S))f(vf + fp'(S)X{I + 0" (e)) + fea( - @Ra) , pour 34 < S <64,
N 0, pour S > 6A,
—h,\(Se)Ry, pour S, > B' ~ 6M; A .

Soient Jy une structure presque complexe standard (cf. 1.2.1) sur V' compatible avec 2|y,
Jp une structure presque complexe compatible avec § sur B et désignons par jB la relevée
de cette derniere & H via m. On note par Jgq,. une structure presque complexe standard par
rapport a la trivialisation de ¥ x [1, oo[ par le champ de Liouville Z.. Nous allons considérer
sur 3 x [1, oo[ des structures presque complexes de la forme suivante.

(4.21) ]_{jBGBJv, pour S <64,

Jstd, e » pour S, 2 6A/e.

~

Il faut noter le fait que, sur la distribution horizontale, une telle structure presque com-
plexe n’est pas nécessairement compatible avec 7*( + €{2, tout en étant “tame” pour e suff-
isamment petit (cela veut dire que (7*6 + €Q)(-, J-) est une forme définie positive, quoique
pas nécessairement symétrique). La maniére habituelle d’en déduire un produit scalaire est de
considérer 1 ((m*B+ €Q(-, J-) + (7*B + €Q(J-, -)).

On suppose désormais qu’on travaille a coefficients dans un corps K fixé. L’analyse des
orbites périodiques des hamiltoniens H. = H, ) . () montre que, pour une valeur fixée u de

I’action, le complexe tronqué F'C:

- u}(HE’ Q) est naturellement muni d’une filtration

(4.22) FyCly g (He, Q) a K(z) C FCy (He, Q) .

x € P(He, Q)
icz(n(z)) >p
Ap,(z) €07, 4]

Le formalisme général de construction d’une suite spectrale a partir d'un complexe
différentiel filtré s’appliquera une fois que la différentielle de Floer préserve la filtration. C’est la
raison pour laquelle nous sommes amenés a considérer une équation de Floer perturbée. Nous
allons utiliser un champ de pseudo-gradient négatif pour la fonctionnelle d’action Ay, . Intro-
duisons le champ de vecteurs Y, défini ci-dessous, ol p, : [24, 34] — [0, 1] est une fonction
lisse décroissante, égale & 1 au voisinage de 2A et égale a 0 au voisinage de 3A, qui a le role de
raccorder Y, a VH,.

eaj];\j(; &) JVXEE , pour S < 2A,
Ye= 9 (pe(S)e®TpXs + (1 - pe(S))Jp X ) @ Jv X}, , pour 24 < S < 34,
VHe, pour S > 3A.

L’équation avec laquelle nous allons travailler est

ug = Ve(u) ,
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(4.23) Vela()) =~ (73 - V).

Ceci est une perturbation de I’équation de Floer habituelle dans la zone S < 3A. 1l faut noter
que, par la normalisation du couple (2, ©) au-dessus des voisinages V; des points critiques de f,
le champ Y coincide avec VH, dans |, 7~ (V;). Par conséquent, le champ Y défini sur I'espace
des lacets coincide avec le gradient négatif de la fonctionnelle d’action au voisinage des points
critiques, qui sont les orbites 1-périodiques de H,. Je montre ci-dessous que le champ ) est un
pseudo-gradient négatif pour la fonctionnelle d’action.

Pseudo-gradient pour la fonctionnelle d'action. Commengons par démontrer un lemme
d’intérét indépendant. Le point a) est juste un rappel, alors que le point b) donne une expression
quantitative & ’absence d’orbites 1-périodiques pour un champ de vecteurs indépendant du
temps qui est petit en norme C'.

Lemme 4.4.1. Soit B une variété compacte. Soient X un champ de vecteurs (indépendant du
temps) de classe C' sur B et g une métrique riemannienne sur B.

a) Il existe une constante § = §(B, g) > 0 telle que, pour || X ||c1< 4, les orbites périodiques
de X ayant une période plus petite ou égale a 1 sont constantes.

b) Soit X un champ de vecteurs vérifiant | X||c1 < § et V un voisinage ouvert des zéros de
X. Il existe une constante C = C(X, V) et ¢ = eo(X, V) > 0 tels que, pour tout 0 < e < € et
tout lacet y : S' — B qui intersecte °V on a

(4.24) g —eX(y) llrz = Ce.
¢) La conclusion du point b) est valable aussi sous la forme plus forte

(4.25) lg — eX(y)| 1 > Ce.

Remarque. Nous avons préféré d’énoncer séparément le point b), méme s’il est impliqué par le
point c) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour mettre en évidence le fait que la démonstration
du c) est un peu plus délicate : elle utilise une injection de Sobolev non compacte.

Démonstration. a) Le résultat est vrai localement, pour un champ de vecteurs a support compact
dans R™, avec une constante égale a 2. En effet, soit y : [0, 7] — R"™ une orbite T-périodique,
0 < T < 1. Considérons son reparamétrage 1-périodique v, : [0, 1] — R", yp(s ) = vy(Ts).
En développant en série de Fourier, on obtient 'inégalité de ertlnger | A7 ||L27 o= | 37 |l 2

D'un autre c6té, on a 5= || 7 2= & o= 1 dX (yr)yr || \HdX\H||7T||” Lorsque |||dX ||| < 27 on
déduit ||¥| /2 = 0 i.e. v constante.

Pour démontrer le résultat sur la variété B, considérons un recouvrement U = (U;) par
des ouverts de carte et notons par 1 son nombre de Lebesgue. Modulo le fait de considérer un
recouvrement plus fin pour résoudre les questions de compacité, on peut supposer que, pour
chaque carte ¢; : U; — R", il existe une constante C; telle que la métrique euclidienne soit
dominée par C; - (¢, 1)*g. Posons § = min{n, (27/C;)}. La borne C° sur || X|| assure que toute
orbite de période au plus égale & 1 est contenue dans un ouvert U;, alors que la borne C' rend
possible 'application du résultat local.

b) Soit = “V. On sous entendra ci-dessous que le cercle S' est normalisé de facon &
avoir une longueur égale & 1. Démontrons d’abord l'affirmation pour e = 1. Par le point a),
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tout lacet y qui intersecte Q vérifie ||y — X (y)||z2 > 0. Supposons par I'absurde qu’il existe
une suite y, € C'(S!, B) de lacets qui vérifient y,(p) € Q pour un certain p € S! fixé et
|9n — X (yn)|lr2 — 0. Comme X est un champ lisse, on déduit que ||yn||z2 est uniformément
bornée. Le théoréme d’Arzela-Ascoli assure qu'on a une injection compacte H'(S!, B) —
CY(S', B). On peut donc extraire une sous-suite, notée encore y,, qui converge uniformément
vers un lacet y. En particulier g, converge vers ¢ dans D’. D’un autre coté X (y,) converge

uniformément vers X (y) et on déduit ¢, 12, X (y). Par conséquent X (y) =y et y(p) € Q. Cela
est en contradiction avec le fait que les orbites 1-périodiques de X sont constantes.

Montrons maintenant que, pour y : [0, 1] — B, y(0) = y(1) et im(y) N Q # 0 on
lg—eX(y)|lr2 > %e lorsque € > 0 est suffisamment petit. Posons z : [0, €] — B, z(et) = y(t )
L’inégalité désirée devient ||z — X (z )||,2 0,0 > CZ.

Comme un cas démonstratif, supposons que e ' € N. Considérons le lacet z parcouru 6*1
fois, a savoir g : [0, 1] — B, y(t) = z(t—e-[£]). Par I'étape précédente on a ||y — X (y )HT2 0.1)
C?, alors que ||y — X (y )||L2 0.1) = =e Yz - X(z )||L2 0,0 . Cela démontre I'inégalité pour tout €
tel que e ' € N.

Dans le cas général, considérons la fonction

Le lacet y parcourt le lacet z itéré E] fois. Posons € =1 —e¢- [%] On a 0 <€ < e et on obtient

1 ; .
=] 115 = X (220, + AIX GO = 15 = X@)30,1) = C*

2 i . 2 C .
Lorsque € < CT(supHXH)’1 on obtient [1] - [z — X (= )||L2 0.0 = (’; , ce qui implique |2 —

2
X(z )HL2 0,6) Z CT€'

¢) Comme au point b), on montre d’abord qu’on a une inégalité ||y — X (y)||;. > C > 0.
Supposons par I'absurde 'existence d’une suite y,, de lacets tels que ||y, — X (yn)||,1 — 0, avec
y(p) € Q pour un p € S' fixé. On obtient ||g,]|;1 < C. On a encore une injection WH1(S!, B) —
CY(S', B), mais elle n’est jamais compacte. Par contre, I'injection W'!(S!, B) < L4(S', B) est
compacte pour tout 1 < g < oo [Bz|. On peut donc extraire une sous-suite, qu’on note encore y,,,
qui converge dans L' vers une limite y. Par une propriété spécifique de I'injection W' (S!) —
CO(Sh) ([Bz], p- 130) on peut supposer que y, converge partout (quoique pas uniformément).

1
L’inégalité || X (yn) — X ()|l < sup|||dX]| - [|dist(yn, y)||1 entraine X (y,) RAN X(y) ie.

Un L—1> X (y). En passant dans D’ on déduit ¢ € L' i.e. y € W', ou encore y € C°(S!, B).
D’un autre coté ||g — X (y)||z1 = 0 et cela entraine que y est une orbite périodique de X. La
convergence partout de y, entraine que y(p) € €2 et cela est la contradiction recherchée.

Le reste de la preuve découle comme au point b).

O

Corollaire 4.4.2. Il existe g > 0 et une constante C' > 0 tels que, pour tout 0 < € < €y et tout
lacet © : S' — E tel que im(z) N ‘U '(Vi) #0, on a

(4.26) i — X ¢, > Ce®
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Démonstration. Décomposons & = iV + 2/, iV e V, 2 € H. Alors || — e* X[, > |27 —
e“Xtlle, = H% mox — €*Xy|L, > Ce® La derniére inégalité est une conséquence du lemme
précédent. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que le champ ), défini au (4.23) est
un pseudo-gradient négatif pour action Ap, . Cela veut dire que (VAg,, Ve)r2(z) < 0, avec
égalité si et seulement si z est une orbite périodique de H.. Il est utile d’écrire

VsH. =Y.+ RI |

avec R = 0 pour § > 34 et R = OH(ea+5) pour S < 3A. Pour simplifier les détails, je
vais donner la démonstration du fait que (VAm,, Ve)r2(z) < 0 uniquement pour des lacets
z :S' — E dont I'image est contenue dans S < 3A. En vue du fait que R = 0 dans
U; 7' (V;) on peut supposer que I'image de z rencontre ¢|J; 7' (V;). On obtient alors

(Van. Ydi(e) = [ (Vilal®) + R (). Yla(0))de

= @+ [ (R Gle), Voo

< —wwﬂ——wiiﬁg+3/<R§,J§@H——wi7»

S1

< " — e X730 + O )" — e X2

Le corollaire 4.4.2 assure que cette derniere quantité est négative lorsque e est suffisamment
petit. Le calcul ci-dessus a été effectué en considérant sur la distribution horizontale la métrique

©*B(-, Jp-), mais il fonctionne de méme pour la métrique (7*5 + €Q)|g (-, Jp-). Cela achéve la
preuve du fait que ), est un pseudo-gradient pour la fonctionnelle d’action Ay .

Estimations d'énergie. Cette section présente l'estimation d’énergie qui m’est encore
nécessaire pour démontrer I'existence de la suite spectrale en homologie de Floer pour une
fibration symplectique forte.

Rappelons le fait que, dans le chapitre 2 traitant la formule de Kiinneth, une étape cruciale 4
la fin de la démonstration consistait a montrer que les trajectoires de Floer qui, par 'absurde,
auraient traversé la zone {S' < A} N {S" < A}, devaient nécessairement avoir une grande
énergie. Cela entrainait le fait que, en tronquant & un niveau fizé de l'action, toutes les
trajectoires de Floer reliant les orbites périodiques en question étaient entierement contenues
dans la zone “normalisée” {S’" < A} N {S"” < A}, ou on était dans la situation d’un produit.

Je compte appliquer la méme philosophie dans la situation présente. Les trajectoires qui
nous intéressent sont les solutions de 1’équation

(4.27) Ty = Vi) |
(4.28) u(s,”) — 2%, s — +o0

avec T des orbites 1-périodiques de H, avec une action comprise dans un intervalle 07, ul,
u > 0 fizé. L’équation est normalisée dans la zone S < 2A: si la trajectoire u est entierement
contenue dans cette zone, alors sa projection sur la base vérifie I’équation de Floer EJB (rou) =
Vi, f(mowu). Sion savait montrer que toutes les solutions de (4.27 - 4.28) sont contenues dans
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la zone S < 2A, alors on déduirait que la différentielle du complexe de Floer donné par (4.27 -
4.28) préserve la filtration. Cela justifierait le raisonnement de la section suivante.

L’approche que je propose pour démontrer que les solutions de I’équation (4.27 - 4.28) sont
entiérement contenues dans la zone S < 24 pour € > 0 suffisamment petit est la suivante.
La fonctionnelle d’énergie naturellement associée aux équations (4.27 - 4.28) est

(4.29) By, (u) = //Rw O (s, 1y + TV, .

Cette quantité est définie pour toute application v : R x St — B qui vérifie (4.28). Si u
vérifie aussi (4.27) alors on aura de plus

By, (u) = // g2 = // g + TV 2 |
J JRxS!? J JRxS!

D’un autre c6té, on a
A (z7) — Ay (z7) = // Qe(us, ug + JVH,) .
J JRxS!

J’affirme qu’il suffit de démontrer ’assertion suivante.

Conjecture 4.4.3 (lemme de monotonie hamiltonienne). Toute solution de I’équation

) e
8JBEBJVU7€ Visf,

vérifiant u(s,-) — T, s — do0 avec T deus lacets contenus dans la zone S < 17, vérifie
la propriété suivante :

Si limage de u intersecte le niveau S = 2A, alors
(4.30) / lug|> > CeA .
JRxS!

Ceci est I'analogue fibré du lemme 2.4.1. Dans la démonstration de la formule de Kiinneth,
Pexistence d’une projection sur I'un des facteurs (qui joue le role de la fibre si on pense a
un produit comme étant une fibration triviale) permettait de conclure: la composante de u
dans la direction de la fibre était une courbe holomorphe et on pouvait appliquer le lemme de
monotonie de Gromov. Dans la situation fibrée, il n’y a pas de telle projection. Un substitut
serait fourni par le transport parallele, mais ce dernier ne préserve généralement pas la structure
presque complexe dans la fibre. Par contre, cela est vrai pour les fibrés en droites (négatifs) et
démontre I'assertion 4.4.3 dans ce cas particulier. Cette situation est discutée en détail au 4.5.

En supposant que l'assertion 4.4.3 est vraie, voici comment on conclut quand au fait que
les trajectoires qui relient des orbites 1-périodiques d’action comprise dans un intervalle [0, p],
1 > 0 fixé doivent rester a l'intérieur de la zone S < 24 lorsque e est suffisamment petit.

Soit u une telle trajectoire et supposons qu’elle traverse le niveau S = 2A. Par 4.4.3 on
obtient Ey, (1) > CeA. Nous allons prouver que Ay (z~) — Ay, (z1) est plus grand que CeA
si € est suffisamment petit. Puisque, par le choix de A, la quantité €A tend vers +oc lorsque ¢
tend vers 0T, cela fournit la contradiction recherchée.
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On a

// Qe (ug, up — Xpg.) = // Qe (ug, ug + JY) + // Qe (us, JR?)
RxS1 RxS! RxS1 )
1 1
= Z // lug)? + = // |lug + JY|? + // Qe (us, JR:’) i
2 J Jrxst 2 J Jrxst J Jrxst

Nous allons montrer que

(4.31) // e(us, up + JY) // (us, Re)
RxS!? ' 6/4 RxS!? ‘

lorsque € est suffisamment petit. Cela assure que, dans I'expression de [[ Q. (us, uy — Xp.), le
terme dominant est Fy,(u) et entraine la conclusion. Nous allons montrer que (4.31) est vraie
sur chaque lacet u(s, -). Pour simplifier, je ferai de nouveau le calcul uniquement dans le cas ou
u(s,-) est contenu dans la zone S < 3A.

1
/ Jus|? + / ut+JY6|2_m/ Qc(us, JR)|
/ |ug|? — ! / |Qc(us, JRe)| + = / ug + JY|? — ! / Qe (us, JRe)]
= 5/4 ‘uq‘>FD‘ 5/2 (5/4 ‘us‘gea*(S/Q =\ 3

! C
> = ( 2= C a+6> + (42(1 v /a,(s/g ) <a+5> .
> 2/:u,s>ga§/2 |us|? lug|——= 5/4 € ek €

Les deux quantités entre parentheéses deviennent positives lorsque e est suffisamment petit. Cela
finit de prouver que I'assertion 4.4.3 est suffisante pour conclure que, lorsque ¢ est suffisamment
petit, la différentielle de Floer dans le complexe correspondant aux équations (4.27 - 4.28)
préserve la filtration (4.22).

4.4.2 Suites spectrales et passages a la limite

Je donne dans cette section la démonstration du théoreme principal, en supposant acquis les
résultats de la section précédente. Rappelons que la conséquence principale de ceux-ci est la
suivante: pour u > 0 fixé et € €]0, €], la filtration déterminée sur le complexe de Floer par
lopposé de I'indice de Conley-Zehnder des points critiques de f (regardés en tant qu’orbites
1-périodiques) est préservée par la différentielle de Floer, cette derniére étant considérée par
rapport au champ de pseudo-gradient ), défini au (4.23), ou encore dju = Y (u) :

FyCiye g (He, ) D K@ C FCy . (H. 0.

x € P(He, Q)

—icz(n(z)) > p
Ap,(x) € [0, 4]

Pour faciliter ’écriture, on notera I'inclusion précédente par

FPC*(Ea M) g FC*(Ea ,U,) .
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Proposition 4.4.4. Soient pu < p' fizés. Pour tous € < € on a le diagramme commutatif de
complezxes différentiels filtrés

(4.32) FC* (e, p) === FC*(¢', 1)

* ! * ! !
FC*(e, ) <5— FC*(€, 1)
e

! !

-u .“
avec iy e, by, o
par la déformation simultanée de (He, Q) vers (He, Q).

] ’
€ €
1

e e, les morphismes induits

les morphismes de troncature par ’action et i

Démonstration. La commutativité du diagramme au niveau des complexes différentiels non
filtrés est juste une conséquence des définitions des morphismes de monotonie et de troncature

en (co)homologie de Floer (on pourra trouver un diagramme du méme type par exemple dans
[CFH2], p. 112). Le fait que les morphismes iﬁ,e' et i}, « préservent les filtrations respectives est

"“enlever” des générateurs des groupes en question, sans pour autant

'6’
f 26’“
et ¢ , préservent la filtration est une conséquence du fait qu’on peut déformer (H,, €2.) vers
€1 €y “le
-9
(He, Q) par une équation qui, dans la zone d’apparition des trajectoires de Floer a parametre,

est du type

tautologique : ils ne font qu
modifier I'indice de Conley-Zehnder des générateurs qui restent. Le fait que les morphismes

Oyu = p(s)eaEX/f $3) JVXEF(s) )

Ici H(s) désigne 'homotopie de H, & Ho et p(s) : R — R est une fonction de raccord qui
vaut 1 pour s < 0 et ¢“/e® pour s > 1. Les solutions de cette équation se projettent alors sur
des solutions de I’équation 5,1311, = p(s)e*JpXy. La limite en temps positif d’une telle solution
a nécessairement un indice de Conley-Zehnder plus grand ou égal a celui de la limite en temps
négatif et cela conclut.

O

! . . . .
¢ induit un isomorphisme en coho-

Remarque. Dans le diagramme ci-dessus, le morphisme ig
mologie lorsque ¢ est suffisamment petit: au cours de la déformation € ~ €, ¢ < e il y a des
orbites nouvelles d’action positive qui se créent, mais leur action est beaucoup plus grande que
. Ainsi, les groupes d’homologie F H* (e, 1) se stabilisent pour e suffisamment petit et p fixé.

La filtration F,C*(e, p) C FC*(e, 1) donne naissance a une suite spectrale

(4.33) EP(e, ) — FHjy |, (He, Q).

Corollaire 4.45. On a un systéme projectif de suites spectrales, bi-dirigé selon € et u

!
€

(4.34) EP(e, p) = BP(€, )

! “’
o .
7‘#15 lp,,s’

EP(e, @) <—— BRI, p')

v !
€

pour € <eetpu <y
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Démonstration. Le diagramme (4.34) est induit par le diagramme de complexes différentiels
filtrés (4.32). O

Corollaire 4.4.6. Posons

(4.35) EP? = lim EP%e, p) = limlim EP9(e, p) .
(H) e
E7u

Alors EP'? est une suite spectrale qui vérifie

Efaq _— I‘I_IPI}_IPFH[T)*,M(HE’ Qe) .
[T

Démonstration. 11 s’agit tout simplement de montrer que chaque suite exacte

0—=im d? """ (e, p) —=ker dV'%(e, p) EPY 0

reste exacte lorsqu’on prend la limite projective. C’est en ce point que nous avons besoin de
travailler & coefficients dans un corps: la limite projective est alors un foncteur exact, en vue
du fait que la dimension des espaces vectoriels en question est finie (ce sont des sous-quotients

de FC’[’B, ] (H¢, Q) - un espace vectoriel de dimension finie). O

Il suffit maintenant de répondre aux deux questions ci-dessous pour établir une suite spec-
trale qui soit un invariant de la fibration E :

a. calculer l%trplieglFH[T),yu}(Hg, Q) .

b. calculer limlim EB%(e, u) (et, si possible, calculer aussi E57(e, u)) .
o€

La réponse a la premiere question est fournie par la proposition 4.4.7 et son corollaire. La
réponse a la deuxieme question est donnée par la proposition 4.4.9.

Proposition 4.4.7. Soit u > 0 fizé. Il existe e(u) > 0 tel que, pour tout 0 < € < e(u), on ait
FHYy o(He. Q) ~FH, (B, Q)

Corollaire 4.4.8. On a

limlim FH, - (He, Q) = FH*(E, [2]) .

o€

On rappelle que la notation FH*(E, [Q]) désigne I’'homologie de Floer de E calculée par rapport
a un représentant quelconque de la classe d’isotopie de l'une des formes symplectiques €.

Démonstration. Par la proposition 4.4.7 on a l‘i_rfl liIII FH[’B, u](HE’ Q) = l‘i_rfl liIII FH; (E, Q).
uo€ unoo€
Mais les groupes FH[’B, u}(E’ Q) forment un systeme projectif bidirigé et on peut écrire, par

la propriété générale de commutation des limites projectives:

[0, u]

imlim Py (B, 90 = limlim PHG (B, )

= limFH*(E, Q) = FH*(E, [Q]) .

€
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Le dernier isomorphisme a lieu grace a I'invariance par isotopie de ’homologie de Floer. O

Démonstration de la proposition 4.4.7. Pour faciliter la lecture, on utilise au cours de cette
démonstration € comme notation alternative pour e(u). Choisissons € tel que g << Amax(€).
Soit € €]0, €[ arbitraire. Nous allons montrer que FH}’B,,M(HE, Q) ~ FH}’B,M(E, Q).

On peut trouver uq, ps et A tels que p << p1 < A < po < Amax(€) et

kuy < Hex <k, < He .

Ici ky, = ku, (Se) et ky, = Ky (Se) sont des hamiltoniens habituels qui prennent en compte
les caractéristiques sur QF = ¥ par rapport & la forme de contact O, et vérifient k;“ = U1,
k,, = p2 en dehors d’une petit voisinage de F (Figure 1.1 (3)). De plus, on peut choisir les j;,

i = 1, 2 d’autant plus proches de Apax(€) que € est petit (car la perturbation donnée par ea]?
devient négligeable, alors que le terme vertical approxime de mieux en mieux une croissance le
long de Z.). On peut aussi supposer 1, uo ¢ Spec(0F, O.), car le complémentaire du spectre
d’action est partout dense dans R pour tout choix de ¥. On déduit le diagramme commutatif
suivant donné par les morphismes de monotonie (ol tous les groupes de cohomologie de Floer
sont considérés par rapport a la forme symplectique €2 et par rapport & ’équation de Floer
habituelle, non perturbée) :

* 91 * g2 * g3 *
FH o (ks $2e) < FH_ | 5(He, x, §2e) FHijo— Rz, Q) <— FH_

fa f2 ~
~ f3 fa

FH]U’,M](E’ )

(e, 90)

Comme indiqué sur le diagramme commutatif, les fleches f; et f3 sont des isomorphismes.
Cela est du au fait que les hamiltoniens de la forme k,, p’ > 0 forment une famille cofinale
dont I'homologie tronquée & [0, u] se stabilise des que p' > p.

D’un autre coté, la déformation H, y ~ H, = H, ) . peut étre réalisée par des hamiltoniens
du type HE,X’ A< hy < Amax- L’homologie ne change pas puisque les orbites nouvellement créées
dont I'action est positive auront une action beaucoup plus grande que g. On déduit que g9 o g3
est un isomorphisme.

Nous pouvons conclure. Puisque g, 0 g3 est un isomorphisme, on déduit que g est surjective.
D’un autre co6té, g1 o go est un isomorphisme et on déduit que g9 est injective. Par conséquent
go est un isomorphisme et g3 aussi. Mais f3 = g3 o f4 et cela entraine que f; est aussi un
isomorphisme. ]

Proposition 4.4.9. On a

limlim ED (e, p) = lim ESY(e, u(e)) = H"™P(B, f; FHI(F)) .
1 € €

On désigne ci-dessus par p(e) l'action mazimale d’une orbite 1-périodique de H., alors que
.THq(ﬁ), g € 7 représente un systeme local de coefficients de fibre FH"(ﬁ, Q). On désigne par
FH*(F\, Q) la classe d’isomorphisme de I’homologie de Floer FH*(F\Z, Q,), z € B. Elle est
définie sans ambiguité en vue de l'invariance par isotopie de I’homologie de Floer.
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Démonstration. Un calcul similaire & celui que nous avons détaillé pour 'homologie de Morse
montre que

(4.36) EP(e, u(e) = ) FHY(F,, ) ,
indMnrse(Z) =n-+p
z € Crit(f)

~

avec FH1(F,, €) 'homologie du complexe engendré par les orbites périodiques d’une méme fibre
F, et dont la différentielle est obtenue en comptant les trajectoires de Floer de H, entierement

contenues dans la fibre en question. J’affirme que chaque groupe FH?(F,, €) est naturellement
muni de fleches

(437) FHEBi,CH(EH(FZ’ QZ) — FHq(FZ’ €) — FH[Bf,C,u(G)}(FZ’ Qz) s

ou ¢ < C sont deux constantes strictement positives indépendantes de € et z. De plus, la
composition de ces deux morphismes coincide avec le morphisme de troncature par l'action

FHjy oo (F2: %) FHjp- o0 (F, Q) -

En effet, I’équation des trajectoires de Floer contenues dans la fibre 1/7\2 pour H, par rapport
a Q. (ou, ce qui revient au méme, par rapport a e2) coincide avec I’équation des trajectoires de
Floer pour Hfmx par rapport a €. Les orbites qui entrent dans le calcul de ET*(e, p(€)) ont une
période < pu(e) par rapport a R.. Or, dans les voisinages de trivialisation au-dessus de Crit(f),

_ 1 3 s . . . .
ona R, = WRg. Par conséquent, la période maximale de ces orbites par rapport a Ry est

comprise dans Uintervalle [cu(e), Cu(e)], avec ¢ = min (A(Rp) + ¢€), C = max (A(Ry) +€). La
composante de EV'? au-dessus du point z € Crit(f) est alors 'homologie d'un sous-complexe
noté FC*(F,, ¢) muni des morphismes de troncature par 'action

FC[Bf,CH(G)}(Fz) <— FC*(Fz,E) — FC[Bi,C[L(EH(Fz) .

En passant en homologie on obtient les morphismes (4.37).

D’un autre c6té, comme en homologie de Morse, on associe a toute trajectoire de Floer ~
sur la base un morphisme

CD,Zy’z . FC*(F,, €) — FC*(Fj, ¢)

en comptant les trajectoires de Floer sur B qui se projettent sur . Il faut remarquer le fait que,
lorsque f est suffisamment petite en norme C?, une telle trajectoire v est en fait une trajectoire
de gradient [F4]. Le morphisme @f;’ “ passe en cohomologie pour définir un isomorphisme et donc
un systéme pré-local de coefficients (au sens de la définition 3.3.10). Nous notons ce systéme
pré-local de coefficients par FH* (ﬁ, cu(e), Cule)).

La famille de systémes pré-locaux FH* (1/7\, cu(e), C,u(e)) forme en fait un systéme projectif
(respectivement inductif si on avait travaillé en homologie) de systémes locaux. Cela est facile
A voir tenant compte du fait que, dans les fibres critiques, les hamiltoniens H, valent H{

max

7 . . . ’ . ! .
les déformations H, ~» H. induisent des déformations H fma ~ H /(‘, qui donnent, en coho-

max

mologie, des morphismes compatibles avec les fleches @f;’z. La compatibilité découle toujours
de la commutativité du diagramme (4.32). On pose

(4.38) T’H"(ﬁ) = lirpTH*(ﬁ, cu(e), Cu(e)) -
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La fibre de ZH* (F) au point z € Crit(f) est évidemment lim FH*(F,, €). Grace a I'existence
des morphismes (4.37) et tenant compte de ’égalité ‘

i FHpg- o) (Fer ) = UmFHy- g0 (F:, Q:) = FHY(F, Q)
€ €

on obtient

(4.39) lim FH*(F,, ¢) = FH*(F, Q).

€

Le méme calcul que pour 'homologie de Morse démontre que
B, p(e)) = H™ (B, f; FH*(F, cule), Cule))) -

On en déduit R
lim E5(e, u(e)) = H" (B, f ; FHIU(F, Q)) .

€

O

Remarque 4.4.10. Cette démonstration achéve en fait la preuve du théoréme 4.2.1: les mor-
phismes de troncature par 'action qui fournissent la fleche depuis la cohomologie de Floer
vers la cohomologie de Morse sont compatibles avec tous les diagrammes commutatifs écrits
précédemment.

4.5 Fibrés en droites négatifs

J’explique dans cette section comment fonctionne la démonstration du théoréeme 4.2.1 dans le
cas des fibrés en droites admettant une métrique hermitienne a4 courbure négative.

Une premiere remarque importante est que l'estimation d’énergie 4.4.3 est vraie dans ce
contexte. La distribution horizontale n’a pas de composante le long de % et cela fait que,

pour une courbe qui s’appuie sur les niveaux S = A et § = 24 et qui vérifie Ju = eaﬁ,
la contribution le long de % est donnée uniquement par sa composante verticale. En utilisant
le fait que, pour un tel fibré en droites, le transport parallele préserve la structure presque
complexe dans les fibres, on peut regarder la composante verticale en “projection” sur la fibre,
ott elle vérifie Ou" = 0 et s’appuie sur les niveaux S = A et S = 24. Le lemme de monotonie

de Gromov permet alors de conclure, & la maniere du lemme 2.4.1.

Je donne maintenant une démonstration beaucoup plus simple, qui contourne entierement
tous les problemes liés a I'estimation d’énergie, aux trajectoires de pseudo-gradient ou au pas-
sage a la limite selon e. Commencons par une remarque simple, mais importante.

Proposition 4.5.1. Soit (X, X\) une variété de contact et (X x [1, oo[, d(SA)) sa complétée sym-
plectique. On fize une structure presque complexe standard J sur 3 x [l,Noo[ (cf. 1.2.1). Pour
toute fonction f ¥ — R, la fonction f : 3 x [1, oco[— R définie par f(z, S) = f(x) est un
hamiltonien asymptotiquement nul.
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Démonstration. Tl s’agit de démontrer que |Xf|($,5)/\/§ — 0, S — oc. On note Xpeen le

champ de Reeb sur ¥ et X¢(z, S) la composante de X¢(z, S) sur la distribution de contact
& =ker A\. On a

1 0 2
|Xf‘%'r,9) = ‘gXﬁ(.’E, 1) + dfa;(XR.eeb(:E)) ’ %‘(az,S)
1 1 0 2
— S‘EXg(x, 1) + gdfa;(XR.eeb(x)) ’ @‘(az,])

1
= X DB,y

Nous avons utilisé ci-dessus la propriété d’homogénéité (1.21) de la métrique conique. On déduit
que non seulement ‘Xf‘(mys)/\/g tend vers zéro lorsque S tend vers 4+oc, mais qu’on a méme
|Xf|(.1:,5‘) — 0.
OJ
Cette observation simple, combinée au fait que les champs de Liouville Z, sont colinéaires
au champ de Liouville Z dans les fibres, est le point crucial qui fait marcher cette preuve
alternative. La nouvelle démarche est la suivante:

On fize € > 0. On fixe aussi une fonction de Morse f : B — R. Il existe une famille de
hamiltoniens admissibles qui est cofinale et dont les orbites 1-périodiques sont transversalement
non dégénérées et apparaissent dans les fibres critiques de f: on pose

(4.40) Hy=a(\)f +kx(S), A>0.

Ici k) désigne un hamiltonien de la forme habituelle (Figure 1.1 (3)), convexe, positif et dont
la pente vaut A en dehors d’un petit voisinage de la zone S, < 1. La fonction a(\) est une
fonction strictement positive qui tend vers zéro lorsque A tend vers +oo. Comme d’habitude,
on prend f < 0.

Les hamiltoniens H) sont asymptotiquement linéaires en vue de la proposition 4.5.1 et leur
cofinalité est claire vu qu’on permet des valeurs de A qui sont arbitrairement grandes. Le champ
hamiltonien par rapport a ¢ = d(ScO|) est

0

a(A) = ,
S X+ a(A)dfm(RE)a—Sﬁ — K\(S)R. .

XH)\ ('/I:a SF) =

Nous avons noté par R, le champ de Reeb sur ¥ = {S. = 1}. Dans le calcul précédent nous
avons utilisé le fait que le flot du champ de Liouville 7, préserve la distribution horizontale.
De plus, celle-ci est tangente & 3 et R, est un champ vertical si on choisit comme hypersurface
Y le fibré en spheres (unitaires) correspondant & la métrique hermitienne sur le fibré L. Les
caractéristiques sur 3 sont alors concentrées dans les fibres.

La composante horizontale de X g, est donnée par X;. Les orbites de X, se projettent sur
les orbites de X ;. En choisissant f petite en norme C? on déduit que les orbites 1-périodiques
de Xy, sont concentrées dans les fibres critiques de f

En fait la situation est tres simple aussi pour ce qui est de I’équation de Floer: vu qu’il n’y
a pas de terme perturbatif horizontal, le champ Yy, avec lequel on travaille est maintenant le
vrai champ de gradient (négatif) de I'action Ay, . De plus, toute structure presque complexe
de la forme .J = Jy & ,73, avec Jy standard sur les fibres, est aussi standard par rapport a la
forme symplectique d(S.O¢|). Les trajectoires de Floer dans I'espace total se projettent sur les
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trajectoires de Floer dans la base et I’équation de Floer est bien définie sans passer par une
extension aux champs de pseudo-gradient.

Le théoreme 4.2.1 est par conséquent entierement démontré pour un fibré en droites ad-
mettant une métrique hermitienne & courbure négative. Comme corollaires, on a les résultats
suivants.

Corollaire 4.5.2. Soit L un fibré en droites admettant une métrique hermitienne a courbure
négative. On a

(4.41) FH*(L) =0 .

Démonstration. On utilise le fait que FH*(C) = 0. Le systéme de coefficients qui donne le
deuxieme terme de la suite spectrale 4.2.1 est nul. Par conséquent Fo =0 et E,, = 0. O

Corollaire 4.5.3. Toute hypersurface de type contact restreint contenue dans un fibré L du type
précédent admet une caractéristique fermée.

Démonstration. Ceci est une conséquence de la proposition 1.1.10. O

Finissons par quelques remarques.

Remarque 4.5.4. Cette solution alternative correspond au phénomeéne géométrique suivant.
Les orbites 1-périodiques d’un hamiltonien du type k)(S¢) ne sont pas transversalement non
dégénérées, mais s’organisent en des variétés non dégénérées au sens de Morse-Bott, de di-
mension égale a dim B + 1. C’est 'analogue fibré de la situation qu’on rencontre pour une
boule dans C" (cf. 1.1.5). Le fait de rajouter la relevée d’une fonction de Morse sur la base
correspond & casser ces variétés de Morse-Bott en orbites 1-périodiques transversalement non
dégénérées. Comme nous I’avions convenu au chapitre 1, nous n’avons pas insisté sur le fait
que, en théorie, ces derniéres doivent aussi étre cassées en couples d’orbites non dégénérées par
une perturbation dépendant du temps. Nous avons explicité dans 1.1.5 une construction de ce
type pour les boules de C™.

Remarque 4.5.5. Cette deuziéme solution applique de maniére essentielle le formalisme des
hamiltoniens asymptotiquement linéaires que nous avons développé au 1.2.

Remarque 4.5.6. Noter le fait que, dans le cas général d’une fibration symplectique forte au
sens de la définition 4.1.2, il y a une foule d’obstacles pour appliquer la démonstration ci-
dessus. Méme le point de départ ne fonctionne pas, a savoir montrer que f est un hamiltonien
asymptotiquement nul. D’ailleurs, Pestimation d’énergie 4.4.3 est mise en jeu précisément a
cause du fait qu’on ne connait pas le comportement de f dans une métrique conique par
rapport & un 7, arbitraire.

FIN
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