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Quant a lui, il marcha toute une journée dans le désert. Il vint s’asseoir a
l’ombre d’un buisson, et demanda la mort en disant: “Maintenant,
Seigneur, ¢’en est trop ! Reprends ma vie: je ne vaur pas mieuxr que mes
peres.”

Puis il s’étendit sous le buisson, et s’endormit. Mais voici qu’un ange le
toucha et lui dit: “Leve-toi, et mange!”

1l regarda, et il y avait pres de sa téte un pain cuit sur la braise et une
cruche d’eau. Il mangea, il but, et se rendormit.

Une seconde fois, I’Ange du Seigneur le toucha et lui dit: “Léve-toi, et
mange ! autrement le chemin serait trop long pour toi.”

Elie se leva, mangea et but. Puis, fortifié par cette nourriture, il marcha
quarante jours et quarante nuits jusqu’a [’Horeb, la montagne de Dieu.

La, il entra dans une caverne et y passa la nuit.

La parole du Seigneur lui fut adressée: “ Sors dans la montagne et tiens-toi
devant le Seigneur, car il va passer.”

A lapproche du Seigneur, il y eut un ouragan, si fort et si violent qu’il
fendait les montagnes et brisait les rochers, mais le Seigneur n’était pas
l'ouragan ;

et apres l'ouragan, il y eut un tremblement de terre, mais le Seigneur
n’était pas dans le tremblement de terre;

et apres ce tremblement de terre, un feu, mais le Seigneur n’était pas dans
ce feu;

et apres ce feu, le murmure d’une brise légére.

Aussitot qu’il I'entendit, Elie se couvrit le visage avec son manteau, il sortit
et se tint a l’entrée de la caverne...

Ier Livre des Rois 19,4-13a.
(Premiere lecture pour la féte de Saint Bruno.)
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Introduction

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 2, i.e. une sur-
face hyperbolique orientable fermée. On appelle systole de X la longueur
minimale d'une géodésique fermée de X (une telle géodésique n’est jamais
homotopiquement triviale). Comme X contient un disque plongé de rayon
Systole(X)/2, on peut aisément majorer la systole en fonction du genre:
Systole(X) < 21n(4g).

D’apres [Mu], on sait qu’il existe un maximum pour la systole. La détermi-
nation de ce maximum est un probleme naturel, analogue de la recherche de
réseaux euclidiens de densité maximale en géométrie des nombres. Hormis le
cas du genre 2, on ne connait pas le maximum global. Il est donc naturel de
rechercher les maxima locaux: une surface réalisant un maximum local sera
appelée surface extréme.

Actuellement on ne connait que peu d’exemples de telles surfaces. En
genre 2, la surface de Bolza est la seule surface extréme ([Scl],[Ba2],[Je]). En
genre 3, il y a 3 surfaces extrémes connues ([Scl]), dont la quartique de Klein
et la courbe de Wiman exceptionnelle. Il est fort probable que ce soient les
seules en genre 3, cela reste a montrer toutefois. Ensuite P. Schmutz Schaller a
exhibé deux surfaces extrémes en genre 4, dont une surface de triangle M (4),
et trois surfaces extrémes en genre 5 ([Scl],[Sc2]). En genre 6, U. Hamenstadt
a récemment trouvé une surface de triangle extréme S(13,4) ([Hal). Ensuite
viennent quelques autres exemples en genres supérieurs: S(21,5) en genre
10 ([Hal), I(z|z) en genre 11 ([Scl]), Si3 en genre 12 ([Sc2]), ainsi qu’une
suite infinie A(n) en genre impair supérieur a 7 ([Scl]).

Ces considérations s’adaptent au cas non-compact (i.e. surfaces a bords
ou a pointes). Dans certains cas non-compacts, la détermination de la systole
maximale a été résolue par P. Schmutz Schaller, par le résultat suivant : les
surfaces de Riemann qui correspondent a des sous-groupes principaux de



congruences du groupe modulaire sont des surfaces réalisant le maximum
global de la systole pour leur genre respectif (cf. [Sc5]). D’autres exemples
de maxima locaux sont donnés dans [Ha).

On s’intéresse ici exclusivement au cas compact, ou la recherche de sur-
faces extrémes parait nettement plus délicate. Le but de ce travail est de
trouver de nouveaux exemples en petit genre.

Il existe par ailleurs deux autres types de surfaces intéressantes a étudier,
et plus générales qui interviennent dans la caractérisation des surfaces extre-
mes. Une surface X est dite parfaite si les différentielles des fonctions lon-
gueur réalisant la systole engendrent affinement I’espace cotangent a T, en X.
Une surface X est dite eutactique si le vecteur nul de I'espace cotangent a T,
en X appartient a l'intérieur affine de I’enveloppe convexe des différentielles
des fonctions longueur réalisant la systole. On dispose alors du strict ana-
logue du théoreme de Voronoi pour les réseaux:

Une surface de Riemann est extréme si et seulement si elle est parfaite
et eutactique ([Bal]).

Les surfaces parfaites sont en nombre fini modulo I'action du groupe Mod,,
([Bad]). Les seuls exemples connus de surfaces parfaites non extrémes sont
donnés par P. Schmutz Schaller, qui décrit une suite de telles surfaces pour
certains genres supérieurs a 10 ([Sc6]).

Dans le présent travail, on donne une nouvelle surface extréme et deux sur-
faces parfaites non extrémes en genre 4 (ce sont les premiers exemples de telles
surfaces en petit genre). L’idée de la méthode est de réaliser géométriquement
les groupes d’automorphismes a 4 points de branchements, et d’en faire
I’étude quasi-exhaustive en genre 4. En effet, le lieu des points fixes d'un
tel automorphisme est une famille dépendant d’un parametre complexe. On
cherche alors, en faisant varier ce parametre, a rendre maximale la systole
dans la famille : il faut ensuite examiner si ¢’est un maximum pour la systole
dans 'espace de Teichmiiller. On peut établir, par des criteres algébriques
(formule de Hurwitz,...), la liste exhaustive des groupes d’automorphismes
agissant sur les surfaces de genre 4 ([Bo]). Un probleme rencontré ici a été de
réaliser géométriquement la famille des points fixes d’un tel automorphisme,
pour pouvoir en faire une étude effective.

Par extension de cette méthode, on trouve également une nouvelle sur-
face extréme en genre 6, ainsi qu’une suite infinie de surfaces parfaites non
extréemes de genre g > 4. En outre, la méthode employée permet de retrou-



ver, de maniere unifiée, les surfaces données par P. Schmutz Schaller en genre
g <5 (cf. ch. 2, § 3.1, rem. 5).
Plus précisement, on obtient les résultats suivants:

Théoreme 1. En genre 4, il existe deux surfaces parfaites distinctes de
M(4) et Sy (cf. Tab.1): Cy extréme et modelée sur le graphe biparti Ks 3 ; et
Ay ayant la symétrie du cube.

En genre 6, il existe une surface extréme Ig ayant la symétrie de l’icosaédre,
et distincte de S(13,4) (cf. Tab.1).
Théoreme 2. Pour tout genre g > 3, il existe une surface parfaite non
eutactique B, invariante par le groupe dihédral d’ordre 2g (cf. Tab.1).

Le tableau 1 récapitule les surfaces remarquables (sous-entendu parfaites
ou extrémes) de genre inférieur a 6, connues a ce jour.

| genre | surface | (systole)/2 | #{syst} | prop. | références
| 2 | M+ | 152857 | 12 | ex |  (Bolza)[Scl]
3 M (3) 1,99165 24 ex (Wiman)[Scl]
3 T(zl2) | 1,06797 21 ex | (Klemn)[Scl, § 3.1.2
3 T(x|y) 1,96355 22 ex | [Scl], §3.1.2, rem. 5
1 M) | 231225 36 ex [Sci], § 3.2.2
4 A, 2,30660 28 D §3.2.3
4 Cy 2,30159 21 ex §2.14
i S, 226438 36 ex [Sc2], § 2.1.3
4 B, 2,10519 24 p §5.1.2
5 S5 2,45728 40 ex [Sc2], § 2.2
5 O(x|2) 2,44845 48 ex [Scl], § 2.2
5 O(zly) 2,37091 42 ex [Scl], § 2.2
5 Bs 2,16846 30 D § 5.2.2
6 Ig 2,55450 31 ex §3.3.3
6 S(13,4) | 2,48284 39 ex [Ha|
6 Bg 2,20223 36 p §5.2.2
g>4 B, < 2,27747 6g p §5.2.2
2n—1>7| A(n) | <2,81698 14n ex [Scl]

TAB. 1 — Surfaces parfaites (p) ou extrémes (ex) connues en genre g < 6



Les surfaces eutactiques sont en nombre fini modulo I'action du groupe
Mod, ([Bad]). Par ailleurs, la systole est une fonction de Morse topolo-
gique, et ses points critiques sont les surfaces eutactiques ([Ak]). La méthode
employée pour la recherche de surfaces parfaites, permet de trouver pa-
rallelement un certain nombre de surfaces eutactiques (Tab. 1.1), qui sont
intéressantes a classifier en elles-mémes puisque ce sont les points critiques
de la fonction systole.

Par ailleurs, dans certains des exemples précédents, on détermine une
sous-variété de l'espace de Siegel contenant strictement la famille de jaco-
biennes associée a la famille de surfaces considérée.

Enfin, le dernier chapitre (ch. 6) est d'un esprit tout a fait différent
des précédents. Il concerne une méthode purement algébrique qui permet
de redémontrer l'extrémalité des surfaces respectivement de Bolza et de
Klein. Néanmoins au vue des considérations concluant le dit chapitre, il se-
rait nécessaire de développer beaucoup plus en avant 1'idée de base afin de
pouvoir 'appliquer a d’autres exemples.
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Chapitre 1
Généralités

1.1 Surfaces parfaites, surfaces eutactiques

La systole d’une surface de Riemann compacte, marquée, de genre g est
définie comme étant le minimum des fonctions longueur géodésique sur ’es-
pace de Teichmiiller, fonctions qui sont paramétrées par l’ensemble Cy des
classes d’homotopie libre de courbes fermées de X, ot I'on exclut les courbes
triviales. La fonction systole a récemment été étudiée par P. Schmutz Schaller
(cf. [Scl, Sc2, Scb, Sc6]) et par Ch. Bavard (cf. [Bal]). On rappelle que la sys-
tole est bornée, et on peut amélorier la borne mentionnée dans I'introduction
par: cosh(Systole(X)/2) < (2sin 12;16)_1 ([Ba2]).

Soit T, I'espace de Teichmiiller des surfaces de Riemann compactes, mar-
quées, de genre g; c’est aussi 'espace des métriques hyperboliques completes
a isotopie pres sur une surface orientée ¥, de signature (g,0). On rappelle
que dimgrT, = 6g — 6. L’espace de Teichmiiller sera muni de la métrique
de Weil-Petersson. Le groupe modulaire de Teichmiiller Mod, agit sur T,
par isométries de Weil-Petersson. Dans la suite, on note S(X) l'ensemble
des éléments de C, tels que [.(X) = Systole(X) (“courbes de longueurs
minimales, ou systoles”), ou [. désigne la longueur de la géodésique associée
a c dans X.

Une premiere caractérisation des surfaces extrémes a été établie par P.
Schmutz Schaller dans [Scl]. Nous utiliserons ici plutot la caractérisation
donnée par Ch. Bavard dans [Bal] qui possede l'intérét de faire apparaitre
I’analogie avec la théorie des réseaux.

Nous appellerons surface de Riemann extréme un maximum local de la
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systole. Nous pouvons également définir, conformément a [Bal], les notions
de surface de Riemann parfaite et de surface de Riemann eutactique de la
maniere suivante. Soit X € Ty ; la surface X est dite parfaite si les gra-
dients (pour la métrique de Weil-Petersson) (V.(X))ccs(x) engendrent affi-
nement l'espace tangent T'x (T}) ; la surface X est dite eutactique sile vecteur
nul de 7'y (7,) appartient a l'intérieur affine de I'enveloppe convexe des gra-
dients (Ve(X))ces(x)- On remarque qu'une surface parfaite contient au moins
dimgT, +1 = 6g — 5 systoles. Ch. Bavard a alors énoncé le résultat suivant,
qui est le strict analogue du théoreme de Voronoi pour les réseaux:

Une surface de Riemann est extréme si et seulement si elle est parfaite

et eutactique ([Bal]).

On sait que les surfaces de Riemann parfaites, ou eutactiques, sont en

nombre fini modulo I'action du groupe Mod,, et que leur systole est le loga-
rithme d’un nombre algébrique ([Ba4]).

1.2 Méthode mise en ceuvre

1.2.1 Recherche de surfaces parfaites

L’idée qui prélude a la recherche de nouveaux exemples de surfaces extre-
mes en petit genre, est de considérer comme étant de bons candidats les
surfaces qui ont un gros groupe d’automorphismes. En effet, si le groupe
d’automorphismes est suffisamment gros, on peut espérer obtenir, avec ’ac-
tion du groupe, un nombre conséquent de systoles, or une surface parfaite
contient au moins 6g — 5 systoles.

Fort de ces considérations, on s’enquiert de la liste des groupes d’automor-
phismes qui peuvent agir sur une surface de Riemann de genre 4. On trouve
une telle classification dans [Kul] et dans [Bo|. L’article de Bogopol’skii est
cependant le plus riche puisqu’il donne, outre la signature de chaque groupe,
I’action de celui-ci sur la surface. Nous avons cherché a étudier de maniere
quasi-exhaustive les actions des groupes répertoriés dans la table 2 de [Bo,
p.15]: ce sont ceux qui ne sont ni abéliens, ni dihédraux. Pour ce qui est
des groupes dihédraux, nous avons examiné ceux d’ordre au moins 8. Deux
difficultés se présentent alors: d'une part réaliser géométriquement la famille
des points fixes d’un tel automorphisme, d’autre part déterminer de maniere
effective la systole en fonction du parametre complexe qui parametre la fa-
mille.



1.2 Méthode mise en ceuvre

Considérons donc un groupe G mentionné dans la table [Bo, pp.14-15].
Soit n le nombre de points de branchements. Plusieurs cas se présentent
alors:

e Si n=3, alors il existe une unique surface admettant G comme groupe
d’automorphismes: c’est une surface de triangle. Dans [Scl], P. Schmutz
Schaller indique que parmi toutes les surfaces de triangle de genre 4, il en
existe une seule qui soit extréme: M(4).

e Si n=4, alors il existe une famille de surfaces paramétrée par un unique
parametre complexe, et admettant G comme groupe d’automorphismes. Une
fois acquise (par des criteres purement algébriques) l'existence d’une telle
famille, il reste toutefois la délicate question de savoir comment réaliser
géométriquement une telle famille. Une premiere idée est de partir d'un
graphe connexe trivalent de “genre” 4 (ici, le genre du graphe est entendu
comme étant son nombre cyclomatique): on place alors, & chaque sommet
de ce graphe, un pantalon dont les 3 bords ont méme longueur ; puis on les
recolle suivant le tracé des arétes du graphe, en effectuant partout le méme
twist (intuitivement, on épaissit les arétes). On obtient de la sorte une famille
de surfaces invariantes par un certain groupe G, paramétrée par le couple de
réels (I,y) =(twist,longueur) ou, de maniere équivalente, par un nombre com-
plexe appartenant au demi-plan de Poincaré (z = [ + iy). Le groupe G en
question a donc une signature comptant 4 points de branchements: il ne
reste plus qu’a le retrouver dans la table de [Bo]. En vue d’appliquer cette
méthode, on fait donc l'inventaire des graphes trivalents de genre 4.

Cette méthode appliquée au graphe biparti K33 redonne une famille de
surfaces invariantes par &3 x &3 (ou 63 désigne le groupe des permutations
d’un ensemble & 3 éléments), famille en partie étudiée par P. Schmutz Schaller
a partir d’une construction différente: c’est I'objet de § 2.1. Outre la surface
extréme S; mentionnée par P. Schmutz Schaller, on met ici en évidence une
nouvelle surface extréme (. Par ailleurs, on décompose le demi-plan (I, y)
en “cellules”, ou chaque cellule est associée a une classe de géodésiques: si
pour une valeur donnée de (I,y) on se trouve dans telle cellule, cela signifie
que les géodésiques associées a cette cellule réalisent alors la systole. Les
maxima de la systole se trouvent nécessairement parmi les sommets de cette
décomposition du demi-plan.

Il reste que I'idée de partir de graphes trivalents est assez limitative, et
il n’est pas clair que l'on puisse de la sorte atteindre tous les groupes de
signature 4, répertoriés dans [Bo]. On cherche alors a partir de graphes de
valence au moins trois, en mettant éventuellement du genre aux sommets.
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On peut par exemple considérer le graphe formé par 5 arétes joignant
deux sommets: la surface obtenue est alors le double twisté d’une surface de
signature (0,5) ayant la symétrie d'un pentagone régulier. Toutefois, cette
famille ne semble pas contenir de surface parfaite (cf. § 4.1).

Plus intéressant est le cas du trefle de genre 4: on part d’une surface
de signature (0,8) dont on identifie les cotés deux a deux. Si la surface de
signature (0, 8) a la symétrie du cube, on obtient une famille de surfaces fixées
par G4, le groupe des permutations d’'un ensemble a 4 éléments. Elle contient
donc forcément la surface de Bring (dont le groupe d’automorphismes est
S5) et M(4) (dont le groupe d’automorphismes est &4 x Z3). Ce fait, déduit
de considérations purement algébriques, sera redémontré par une méthode
géométrique au § 3.2.2. De plus on mettra en évidence 'existence, dans cette
famille, d'une surface parfaite non eutactique A4 (cf. § 3.2.3).

Toujours a partir du graphe du treéfle, si la surface de signature (0, 8) a la
symétrie de I'octogone régulier, on obtient une famille de surfaces fixées par
le groupe dihédral Dg, d’ordre 16. On n’a pu y déceler de nouvelle surface
intéressante (cf. § 4.2).

Pour terminer I'étude exhaustive des actions mentionnées dans la table
2 de [Bo, p.15], il resterait a examiner I’action du corps des quaternions Qg
(mais cette action est moins intéressante puisqu’elle donne lieu a une famille
de surfaces hyperelliptiques) ainsi que l'action de (Zs X Z3)> < B > (celle
ne contenant pas &3 x G3).

e Si n=>5, on obtient une famille paramétrée par deux nombres complexes.
Il faut alors fixer un des deux parametres en fonction de 'autre pour faire
une étude géométrique du méme type que celle menée précédemment. A ce
stade, on ne peut plus espérer mener une étude exhaustive. Des exemples
intéressants se présentent néanmoins, comme celui de la surface associée au
graphe fixé par le groupe dihédral Dy, d’ordre 8. On opere cette fois-ci un
découpage “mixte” de la surface en quatre pantalons et un surface de signa-
ture (0,4). L’étude menée au § 5.1.2 révele 'existence d'une surface parfaite
B,. En outre cette construction se généralise en genre quelconque et per-
met de construire une suite infinie de surfaces parfaites B, de genre g > 4
quelconque, qui soient parfaites non eutactiques (cf. § 5.2.2).

Les exemples traités en genre 4, ont permis plusieurs autres généralisations
en genres supérieurs: par exemple, la méthode appliquée au graphe biparti
K3 3 donne dans le cas du graphe cubique la famille de genre 5 partiellement
étudiée par P. Schmutz Schaller a partir d'une construction différente ([Sc2]).
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On n’a pu y déceler de nouvelle surface intéressante ; on y retrouve toutefois
la famille O(y) décrite différemment par rapport a [Scl], et en particulier la
surface O(z|y) (cf. § 2.2).

Au § 3.3.3, on donne un nouvel exemple de surface extréme en genre 6. En
effet, la construction du § 3.2, qui consiste a recoller les bords opposés d'une
surface de signature (0, 8) possédant la symétrie du cube, peut s’adapter au
cas de tous les polyhedres réguliers: dans le cas de l'octaedre (§ 3.1), on
retombe sur une famille de genre 3, déja étudiée a partir d’'une construction
différente en [Scl]; dans le cas de l'icosaedre (§ 3.3), on obtient une famille
de genre 6, paramétrée par un unique parametre complexe, et ayant pour
groupe d’automorphismes le groupe alterné de degré 5 (on peut d’ailleurs
obtenir une présentation duale de cette famille en épaississant les arétes du
graphe de Petersen). On montre notamment que cette famille contient une
surface extréme notée Is. Néanmoins cette surface ne réalise qu'un maximum
local de la systole, puisque cette méme famille contient une surface eutactique
Egs 60 dont la systole est plus grande que celle de Is. Dans le cas du dodécaedre
(§ 3.4.3), I’étude n’a pu révéler de surface intéressante. A noter que dans ces
exemples polyhédraux, la famille provient d’un graphe projectif.

Pour certains des exemples précédents, on détermine une sous-variété de
I’espace de Siegel contenant strictement la famille de jacobiennes associée a la
famille de surfaces considérée. Sachant que la systole des surfaces de Riemann
est 'analogue de l'invariant d’Hermite pour les réseaux, il est naturel de
se poser la question de savoir si une surface de Riemann extréme (pour la
systole) donne lieu a une jacobienne extréme (pour linvariant d’Hermite).
De fait, ¢’est vrai pour la surface de Bolza, la quartique de Klein et la surface
de Wiman exceptionnelle (cf. [Ba3], [B-S]). Qu’en est-il dans le cas général?

1.2.2 Recherche de surfaces eutactiques

La méthode employée pour la recherche de surfaces parfaites permet de
trouver parallelement un certain nombre de surfaces eutactiques. Ces surfaces
sont intéressantes a étudier puisque ce sont les points critiques de la systole
([Ak]). De plus, elles sont en nombre fini, modulo I'action du groupe Mod,
([Bad]).

On commence par rappeler un résultat relatif a 1’eutaxie relative énoncé
par Ch. Bavard dans [Ba3]:

Propriété 1. Soit G un sous-groupe de Aut(X) et (Tx(T,))¢ le sous-espace
des points fizes de G dans Tx (T}). Soit F' un sous-espace vectoriel de T'x (T})
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qui contient (Tx (T,))%. Alors X est eutactique si et seulement si X est eu-
tactique relativement a F.

En conséquence, dans chaque famille étudiée précedemment, il suffit de
chercher une combinaison linéaire positive des gradients des fonctions lon-
gueur réalisant la systole, d’en déduire I'eutaxie relative, puis 'eutaxie glo-
bale. On examine alors trois types de surfaces:

e les surfaces de triangle. Elles sont forcément eutactiques, puisque tout
point fixe isolé est eutactique ([Ba4, Cor.1.3]).

e les surfaces qui sont situées aux sommets du graphe décomposant le
plan (I/y;y). Dans ce cas, la systole de la surface est réalisée par (au moins)
trois familles de géodésiques distinctes: on calcule les gradients des fonctions
longueur VL,V Ly, VL3, vues comme fonctions de y et [ :
0L oL;

o YT

dL; dl

et on en cherche une combinaison linéaire avec des coefficients strictement
positifs: s’il existe une telle combinaison linéaire, on en conclut que la sur-
face est relativement eutactique, et donc eutactique par le résultat rappelé
prédemment.

e les surfaces qui se trouvent sur une aréte entre deux sommets du graphe
décomposant le plan (I/y;y), et qui réalisent le minimum de la systole sur
cette aréte. Pour une telle surface, la systole est réalisée par deux familles de
géodésiques L et Lo. Cette surface réalise le minimum de la longueur L; sous
la contrainte L; = Ly, donc par utilisation des multiplicateurs de Lagrange,
on en déduit que les deux gradients VL, et V Ly sont colinéaires. Si en outre
ils sont de sens opposés, alors la surface est strictement eutactique.

Le tableau 1.1 récapitule les surfaces eutactiques trouvées de la sorte.
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‘ genre H surface ‘ (systole)/2 ‘ t{syst} ‘ propriété ‘ références

3 || Eb, | 1,04239 18 cu §3.1.3

3 Frt 1,89892 16 eu (Fermat) § 3.1.3
3 E3724 1,83564 15 eu § 3.1.3

3 || Bl | 1,83564 9 eu §3.1.3

4 Brg 2,30159 20 eu (Bring) § 3.2.2
1 | Eig | 2,10857 12 eu §2.1.5

1 | El, | 210857 31 cu §2.1.5

4 Fuiis | 1,05799 16 eu §423

1 |[ Bio | 195390 20 eu §2.1.3

1 || Cay | 192484 13 eu B-1],§2.1.5
1 | B, | 1,80892 12 eu §4.2.3

1 | B, | 189453 15 eu §4.1.3

5 Fsss | 237654 24 eu §22.3

5 || El, | 2,37086 36 eu §2.2.3

5 || EL, | 210857 16 eu §2.2.3

5 || BV | 1,83564 18 eu §2.2.3

6 Es 60 2,60898 26 eu §3.34

6 || E', | 235066 25 eu §3.3.4

6 | E'y | 2,02989 21 eu §3.5.4

6 || Bl | 107544 20 eu §3.3.4

10 | Ewgo | 2,68541 51 eu §3.44

10 Y10 2,58639 55 eu §3.4.3

10 | BT | 258620 15 cu §3.4.4

10 | Flog | 253352 10 eu §3.4.4

10 || Bl | 196687 25 eu §3.4.4

TAB. 1.1 — Quelques surfaces eutactiques (eu), non extrémes
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Chapitre 2

Doubles twistés

2.1 Une famille de genre 4 modelée sur K33

2.1.1 Groupe d’automorphismes

On s’intéresse au graphe K33 (Cf. Fig. 2.1).

F1G. 2.1 — Le graphe K33

Son groupe d’automorphismes G est engendré par (cf. Fig. 2.1):

e deux retournements s; et so, dont les axes respectifs passent tous deux par
le centre du graphe et forment entre eux un angle de 7/6. Le retournement

S1 passe en outre par un sommet.

e et une rotation r, de centre I'un des sommets situé sur 'axe de s; , d’angle

27/3.

On note r; = sy 0 51 la rotation de centre le centre du graphe, d’angle
/3. Le groupe G est d’ordre 36. On remarque qu'il est isomorphe au groupe



16 Doubles twistés

S35 x G3. En effet :

G = < 81, 82,12 >=< 81, 89,11,T9 >

3

2 -1 2,2

~ 63X63.

Une fois ce graphe donné, on épaissit les arétes: on obtient alors une surface
de Riemann. Cela revient a placer en chaque sommet du graphe un pantalon
dont les trois bords ont méme longueur et a les recoller les uns les autres
selon un twist identique. Ce procédé nous fournit une famille de surfaces de
Riemann paramétrée par deux réels: la longueur du bord et le twist.

2.1.2 Equations

D’apreés [B-L], on peut décrire cette famille comme intersection d’une
quadrique et d'une cubique dans P3:

C ToT1 + Toksy = 0
@9 0¥t — o) + B0 — o) =0

ol le parametre («, 3) décrit PL. Le groupe d’automorphismes est engendré
par les quatre automorphismes suivants :

On se convainc facilement que Aut(Cop) =< T,J > x < 7,1 >= &3 x Gg,
tant que (a, ) # (1,£1). Ce groupe noté (Zz x Zz)> < A, B > dans [Bo],
et G(9 x 4) dans [Kul], a pour signature [2,2,2,3]. Dans le cas particulier
(e, B) = (1,£1), il faut ajouter 'automorphisme suivant :

10

01
j: )

O =
)
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et I'ordre du groupe d’automorphismes est alors porté a 72: c’est un groupe
de triangles (2,4, 6), noté (Zs x Zs)> < B,C > dans [Bo], et G(9 x 8) dans
[Kul].

2.1.3 Esquisse du graphe de la famille

Cette famille a déja été étudiée en partie par P. Schmutz Schaller dans
[Sc2] & partir d’une présentation différente: il considere en effet le double
twisté d'une surface de genre (1, 3) ; si bien qu’au lieu de faire les twists selon
les bords des pantalons (i.e. les géodésiques x) comme le suggérait la méthode
proposée au premier paragraphe, il exécute les twists selon les quatre cycles
de longueur 6 du graphe (i.e. les géodésiques y). Cela simplifie les calculs
puisqu’il y a moins de géodésiques y que de géodésiques x : les effets du twist
sont alors plus faciles a calculer. On adoptera donc ce point de vue dans cette
étude.

On reprend ici toutes les notations de [Sc2]. Plus précisément :

e [’ensemble des géodésiques correspondants aux cycles d’ordre 6 du graphe
est noté Y. Cette famille sépare la surface en deux sous-surfaces de genre
(1,3). La famille étudiée est obtenue en faisant varier la longueur du bord y
et le twist effectué selon Y. Dans la suite, on notera [ la demi-longueur du
twist.

e Chaque sous-surface est pavée par six hexagones a angles droits: trois cotés
sont des portions de géodésiques vy ; les trois autres cotés correspondent a des
géodésiques fermées dont le groupe d’automorphismes (qui les laissent inva-
riantes) est d’ordre 4. Cette derniere classe de géodésiques est noté X, et leur
longueur 2zx.

e Soit x € X, et soit y € Y, il existe une unique plus petite géodésique
simple z telle que x,y, z soient contenues dans une sous-surface de signature
(1,1), et telle qu’en outre z intersecte = (resp. y) une seule fois. On note X’
la classe de ces géodésiques, et z’ leur demi-longueur.

e La longueur d’un c6té d’un hexagone du pavage déja mentionné, corres-
pondant a une géodésique de X, est notée t. La longueur de la seconde plus
petite perpendiculaire commune entre deux géodésiques de Y est notée s.

e Soit a une géodésique fermée simple quelconque dans la surface. On note
N(a) le nombre de points d’intersections de a avec les géodésiques de Y. On
pose, par convention, N(a) = 0 dans le cas ou a € Y.

Remarque 1. Dans tout ce qui suivra, on s’autorise I’abus de langage consis-
tant a confondre le nom d’une géodésique avec sa demi-longueur ; par exemple,
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x signifie indifféremment une géodésique de X ou sa demi-longueur.

On cherche a déterminer en chaque point du demi-plan (I/y, y) quelle est
la systole de la surface correspondante a ce point: ceci revient a dessiner
un graphe dont les arétes correspondent a des surfaces dont la systole est
réalisée simultanément par deux familles de géodésiques, et dont les sommets
correspondent a des surfaces dont la systole est réalisée simultanément par
trois familles de géodésiques (au moins).

On remarque tout d’abord que I’on peut se restreindre au domaine d’étude
l/y € [0,1/2] en utilisant certaines symétries du graphe:

e Il est clair que deux surfaces obtenues a partir d’un twist opposé seront
isométriques. Donc 'existence de la symétrie induite par [ — —[ permet de
se restreindre au cas [ > 0.

e Par ailleurs, ’action d’un twist entier selon Y envoie la géodésique = sur une
géodésique 7 de longueur 2 arg cosh(cosh(t/2). cosh(y — 1)) tout en laissant
y invariante. De maniere plus générale, un twist de k € Z tours selon Y
envoie la géodésique = sur la géodésique xy: zx(l) = (I — ky). De méme
pour les géodésiques u, v, etc... Le twist entier selon Y agit donc comme
une translation ({/y,y) — (I/y — 1,y), et notre étude peut a présent se
restreindre au domaine 0 < [/y < 1/2.

On donne maintenant les valeurs explicites des différentes géodésiques qui
sont représentées sur les figures suivantes et qui nous servirons a construire
une partie du graphe. Pour les formules de trigonométrie hyperbolique, on

R _ coshy/3
pourra se reporter a [Bu]. On commence par rappeler que cosht = 0= /5T

t
cosh j = (2 cosh % +1). cosh% : coshg = cosh 3 cosh [

U t Y v t Y
h— = h—. h(£ — h—- = h—. h(Z —
cos 5 cos 5 cosh( 3 [) , cos 5 cos 5 cosh( 5 )
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D |~

+
+

t
coshl = cosha.cosh(%—l)

cosh% = cosht. cosh(% —1).coshl — sinh(% —1).sinhl

t
arg cosh (cosh 7 cosh(e — l)>

(

arg cosh ( cosht. cosh(% —¢e—1).coshl — sinh(% —e—1). sinhl)

t
arg cosh [ cosh 7 cosh(e; — Z)>
arg cosh ( cosht. cosh(% —¢e1 —1).cosh(n +1) — sinh(% — €1 —1).sinh(n; + l))

arg cosh

N TN TN

t
cosh 3 cosh(ng — l))

arg cosh ( cosht. cosh(% — ey —1).cosh(ne +1) — sinh(% — €9 — ). sinh(n2 + l))

arg cosh (cosh t. cosh(ez — ). cosh(l — 11) — sinh(ez — 1). sinh(l — 7y))

—

Remarque 2. Sur les deux dernieres figures, les points d’intersections de f
(resp. de i) avec y sont représentés de maniere seulement approximative. En
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outre les variables intermédiaires mentionnées dans les calculs de f et @ sont
données par les formules suivantes:

Y tanht Y sinh d
the = coths + —— tanhn; = tanh(= —€1). ———F——
cothe = coth g+ sinh 4. tanh§ A = el (3 1) sinh(t + d)
y  tanh(t+d) y sinh §
the; = coth L 4 2T D gy = tanh(Y — 6). 2
cotter=coth 3 ¥ S Z. tanh £ anhinz = tanh(3 — e2) sinh 2
thes — coth . + tanh 2t i hd_sinh%
o Oy T L tannt—d) T Cosng

. s famille | f famille
Pour chaque famille de géodésiques, on vV IV P 3

donne ci-contre le nombre de géodésiques ;
q famill J I, X 18
contenues dans cette famille. X. U F 9

Une fois ces calculs acquis, on construit le graphe de la maniere suivante :
on part de la surface extréme S;. On trace alors les trois arétes issues du
point choisi, définies par 1’égalité de deux familles de systoles choisies parmi
les trois familles définissant le point en question (par exemple, si on part de
Sy, on trace x = u, = j, u = j). On prolonge ces arétes jusqu’au moment
ol une autre géodésique vient réaliser la systole: on arrive alors sur un autre
sommet du graphe, d’ou partent deux autres arétes auxquelles on applique
de nouveau ce procédé, et ainsi de suite.

La difficulté qui se présente est celle de vérifier qu’a chaque nouveau
sommet, la nouvelle géodésique a réalise effectivement la systole. Pour des
valeurs de y petites (c’est-a-dire y < 6,5), le rapport 2a/t reste raisonnable
(de l'ordre de 6 au plus), donc il est possible d’examiner les longueurs des
géodésiques intersectant Y au plus 6 fois, et donc de décider si a est oui ou
non la systole. Au dela, ¢t décroit trop vite pour rendre ce type de vérification
effective.

Néanmoins, les constatations suivantes permettent de se faire une idée du
graphe pour des valeurs de y dépassant 6.
e Tout d’abord, on constate en examinant les équations donnant les valeurs
de z,u, v, ..., qu'on a (toujours dans le plan (I/y, y)) une symétrie d’axe [ /y =
1/6.
e Par ailleurs, si on regarde l'effet d’un twist entier selon X sur I’ensemble des
géodésiques, on constate qu’on a I’action suivante (ici, w désigne la géodésique
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dont la longueur vaut, pour un twist donné [, u(l) = u(—1)):

1
J

avant twist | X | W | Y | U | F
aprestwist | X | Y |W | F | T

<l <<
~l <

e Ainsi donc, si on combine un twist entier selon X avec une inversion du
sens du twist effectué selon Y (i.e. une symétrie d’axe [ = 0 sur le graphe),
on complete le graphe pour des valeurs de y > 6.

L’allure du graphe est esquissée sur la figure 2.2. On y remarque une
surface intéressante 'y, caractérisée a isométrie pres par x = u = v, et dont
on montrera l'extrémalité au paragraphe suivant. D’apres les constatations

<l

=

Ly

N[+

0

D=
==

Fic. 2.2 -

énumérées plus haut, on retombe sur des surfaces isométriques aux surfaces
extrémes déja trouvées: une surface C}, correspondant au sommet x = f =
v, qui est isométrique a Cy; et une surface Sj, correspondant au sommet
x = f = i, qui est isométrique a Sy. Ceci est corroboré par le calcul. Il
est donc tout a fait vraisemblable que le graphe ne contienne pas d’autres
surfaces extrémes non isométriques a celles déja mentionnées; mais ce fait
reste a prouver.
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2.1.4 La surface () est extréme

Dans ce paragraphe, on se limite a 1’étude de la sous-famille z = u, ce
qui revient a prendre un twist égal a y/3.
Soit v la géodésique, dont les six segments sont homotopes aux perpendicu-
laires communes ¢t entre les bords y. Le calcul de v dans le cas général donne
cosh(v/6) = cosh(t/2).cosh(y/6 — [). Sachant que dans ce paragraphe, on
s’est imposé [ = y/6, il s’ensuit immédiatement que v = 3t.

Si on trace le graphe des longueurs vy, 7, x, ¢, en fonction de y, on peut
remarquer que
* entre y = 0 et y ~ 2,198, y réalise la systole.
* entre y ~ 2,198 et y = yg, ~ 2,373 , j réalise la systole.
* entre y = yg, ~ 2,373 et y ~ 6,368, xr = u réalisent la systole.
* pour y =~ 6,368, z = u = v réalisent la systole.

Montrons a présent le résultat suivant :

Théoréme 3. [l existe un unique double twisté Cy de Mg (a isométrie prés)
vérifiant x = u = v. La surface Cy réalise un mazimum local de la sys-
tole dans l’espace de Teichmailler de genre 4. Son ensemble de systoles est
exactement X UU UV, et contient donc 21 systoles.

Preuve  Montrons que FF' = X UU UV est 'ensemble des systoles de
Cy. Apres calculs, on obtient: coshy = 146 + 65v/5 , cosht = (3 + v/5)/4 ,
coshz = (9 +5v/5)/4 , 22 = 5 + t, soit en valeurs approchées :

r=u=wv=>~230159; y ~6,36765
J~4,38498; t ~ 0,76720; s ~ 3,83599

Soit a une systole de Cy. Alors le nombre N(a) d’intersections de a avec
Y vaut au plus 2v/t = 6. En comparant les valeurs de y et j, on voit que
N(a) # 0. Donc 2 < N(a) < 6. Si N(a) = 2, les deux segments de a sont
homotopes aux perpendiculaires de longueur ¢ puisque s > 3; donca € XUU.
Si N(a) = 4, les calculs montrent que a > 3. Enfin si N(a) = 6, forcément
a € V puisque 2v/t = 6 exactement, et qu’aucune autre géodésique coupant
Y six fois n’égale v. Donc F' est bien I’ensemble des systoles de Cy.

e Montrons a présent que Cy est eutactique et parfaite. Pour calculer le
rang de l'espace engendré par les gradients des systoles, il est équivalent de
calculer le rang de la matrice formée par le cosinus des angles d’intersections
des systoles entre elles. En effet, la formule de Wolpert ([Wo]) appliquée a
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deux systoles notées o et 7 donne
Vie(l;) = w(ly, ;) = Xpeonr cOs by,

En écrivant la matrice intersection des systoles, on obtient une “matrice
de Gram” symplectique, dont le rang égale précisément celui de l’espace
engendré par les gradients des systoles.
Posons a présent :
- a = cos a, ou « est angle aigu formé par les géodésiques z et v
(qui est le méme que celui formé par les géodésiques v et u).
- ¢ = cos2a = 2a% — 1, 2a étant 1'angle formé par les géodésiques x
et u quand elles se coupent sur v.
- d = cos 6, ou 6 est 'angle formé par les géodésiques = et u quand
elles se coupent sur y.

Apres calculs, on trouve:

tanh /2 1
a=cosq=——""—-=——
tanhu/2 /5
3
= 2 = ——
¢ = cos 2x E
sinh¢/2 2++5

):_

d = cos 6 = cos(m — 2 arcsin

sinh u/2 5

On détermine ensuite la matrice intersection des systoles entre elles (on range
ici les systoles dans I'ordre suivant : u, puis x, puis v)

0 Q -0
Q= - 0o
t t
—d 0 —c 0 0 0 0 —-d —c
—c —d 0 0 0 0 —c 0 —d
0 —c —d 0 0 0 —d —c 0
0 —d —c —-d 0 —c 0 0 0
ou Q) = —-c 0 —-d —c¢ —-d O 0 0 0 s et Qo =

oOQ @ Q2 O OR
Q@ Q O O ©OQ 8
e O O 2 2 2 O
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Le calcul du rang donne® :
rang(f)) = 18 = 6g — 6

Donc la surface Cy est parfaite.

Par ailleurs, en ajoutant alors aux 18 premieres colonnes de € les trois
dernieres pondérées du coefficient —(c + d)/a > 0, on obtient un vecteur
colonne nul: ceci entraine précisément que la surface Cj est eutactique.

e D’apres le théoreme démontré par Ch. Bavard dans [Bal], et rap-
pelé en introduction, (parfaite et eutactique implique extréme), il s’ensuit
immédiatement que Cj est une surface extréme. O

Remarque 3. La valeur de la systole de Cy coincide avec celle de la surface
de Bring (qui possede 20 systoles, et n’est pas extréme). Preuve que Cy ne
peut réaliser le maximum global. En fait, la surface M(4) décrite par P.
Schmutz Schaller dans [Scl] posséde une systole plus grande.

2.1.5 Surfaces eutactiques

e Dans la sous-famille z = u, on remarque que la systole admet un mi-
nimum local entre S, et C}: la surface correspondante possede 18 systoles
de demi-longueur 2.argcosh 3 ~ 1,92484; cette surface n’est autre que la
surface de triangle (2,4,6) notée C(11y dans [B-L], donc cette surface est
eutactique.

e Dans la sous-famille x = v, on remarque que la systole admet un mini-
mum local entre Cy et Cj : la surface correspondante, notée Ey 35, possede 12
systoles de demi-longueur z = v ~ 2, 19857. On calcule alors les gradients des
longueurs x et v vues comme fonctions de [ et de y; on sait (par la méthode
des multiplicateurs de Lagrange) qu'’ils sont colinéaires; reste a savoir s'ils
sont de sens opposés ou non. En voici les valeurs approchées:

dr ~ —0,035.dy + 1,290.dl
dv ~ 0,004.dy — 0, 159.dl

Donc les gradients sont colinéaires de sens opposés, ce qui montre I'eutaxie
relative de Fjy 36 et donc l'eutaxie globale (cf. § 1.2.2).

1. Tous les calculs de rang ont été effectués sur le logiciel de calcul PARI : afin d’éliminer
les risques d’erreurs d’arrondis, on a calculé a chaque fois le rang, ainsi que le polynome
caractéristique de la matrice, ou les entrées étaient données avec une précision de 500
décimales.
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e Enfin, on peut remarquer que la surface Ej 35 caractérisée a isométrie
pres par y = j = x est eutactique. Cette surface possede 31 systoles de
demi-longueur y = j = x ~ 2,19857. Comme précédemment, on calcule les
gradients des différentes longueurs:

dz ~ —0,760.dy + 0.dl
dy = 1.dy + 0.dl
dv ~ 0,367.dy + 0.dl

Il est clair qu’on peut écrire une combinaison linéaire strictement positive de
ces gradients, montrant par la 'eutaxie de F 4.

2.2 Une famille de genre 5 modelée sur le
graphe cubique

2.2.1 Groupe d’automorphismes

On étudie dans ce chapitre la famille de genre 5, provenant du graphe du
cube: on épaissit les arétes du cube; autrement dit, on place un pantalon en
chaque sommet et on les recolle tous selon un twist identique. Cette famille est

F1G. 2.3 — La sous-surface Mg (les cités opposés sont identifiés)

décrite par P. Schmutz Schaller dans [Sc2], selon une présentation différente:
en effet, il considere le double twisté d'une surface My de signature (1,4)
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(cf. Fig. 2.3). Le groupe d’automorphismes de cette surface est engendré par
quatre retournements, dont les axes respectifs sont indiqués sur la figure 2.3.
On obtient alors un groupe d’automorphismes a 48 éléments: c’est le groupe

noté G4(48) dans [Ku2], de signature [2,2, 2, 3].

2.2.2 Esquisse du graphe

L’étude se mene sensiblement de la méme facon que dans le paragraphe
précédent. Dans ce cas, il apparait toutefois une géodésique h qui n’appa-
raissait pas dans la discussion du genre 4. On note encore ¢ la longueur de la
plus courte perpendiculaire entre deux bords y, et on a:

cosht = M.
coshy/3 —1

Voici les figures représentant les différentes géodésiques qui entrent en jeu,
ainsi que leur longueur :

1
3 + cosh%

cosh % coshl

t
cosh — = coshﬁ.cosh(%—l)

t
cosh— = coshﬁ.cosh(%—l)
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cosh% = cosht. cosh(% —1).coshl — sinh(% —1).sinhl
cosh(y/3)

t
coshh = cosh(% — 21). cosh 3 coshg + cosht, on sinhg = m

cosh% = cosht. COSh(% —1). cosh(% -+ sinh(% —1). sinh(% —1)

Remarque 4. Sur les deux figures suivantes, les points d’intersections de e (resp.
de g) avec y sont représentés de maniére seulement approximative.
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= argcosh <cosh —.cosh(ne — l)>
+ argcosh cosht cosh( —m —1).cosh(nz +1) — sinh(% —m —1).sinh(n + l))
+ argcosh <cosh —.cosh(ns — l)>

+ argcosh cosht cosh( +mn1 —1).cosh(ns +1) — smh(2 +n1 —1).sinh(ns + l))

DO |

= argcosh <cosh —. cosh(n l)>

+ argcosh (cosht cosh Z —n—1).cosh(¢+1)— Sinh(% —n—1).sinh(¢ + l))

+ argcosh (cosht. cosh Z —1).cosh(¢—1)+ sinh(% —1).sinh(¢ — l))

tanh 8 Y Sinh L
m=coth § + gy tanh = tanh(y —m)- S
2
~ coth ¥ 4 _tamht=c) ¢ sinh(y/6 —d)
ng = coth 3T s ¥ tanh £ ’ tanhe = tanh 2 sinh(y/2 — d)
_ tanh(¢t4+6) | = Slnh(d)
U—COth%"’W’ tanhC—tanh(g _n).m
¢
t sinhy/6 . _ y tanh 2
tanhd = tanh “sinh 5/2 ) cothd = coth 5 T m

Pour chaque famille de géodésiques, on donne ci-dessous le nombre de
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géodésiques contenues dans cette famille.

famille | § famille
Y, W,R 4
Vv 6
J, X, U,G 12
H FE 24

On trace a présent le graphe de la famille dans le plan (I/y,y) (cf. Fig.
2.4). On part de la surface Ss. En suivant 'aréte x = u, on arrive a la surface
O(z|z) décrite dans [Scl]. En repartant sur l'aréte x = h, on parvient &
une surface telle que x = h = v. Le calcul montre alors que c’est la surface
O(zly) (cf.[Scl]). Autrement dit, 'aréte © = h correspond a la famille O(y)
considérée dans [Scl]. On peut d’ailleurs établir la correspondance entre les
notations des deux articles de P. Schmutz Schaller (tableau ci-dessous).

notations de [Se2] |V (U | X | H
notations de [Scl] || YV | Z | X | X,

La famille étudiée peut finalement se voir alternativement comme modelée
soit sur le graphe du cube (point de vue équivalent a [Sc2]), soit comme double
twisté de l'octaedre (point de vue de [Scl]). Ceci s’avere cohérent avec le fait
que le cube et I'octaedre ont le méme groupe d’automorphismes directs.

Comme dans le cas du genre 4, plusieurs symétries permettent de res-
treindre le domaine d’étude dans le demi-plan:

e La symétrie [ — —I[, qui correspond a I'inversion du sens du twist effectué
selon Y.

e La translation de vecteur parallele a I'axe des abscisses, de norme 1, qui
correspond a l'action d'un twist entier selon Y.

e La symétrie d’axe [/y = 1/4 qui se lit sur 'expression des différentes
géodésiques.

e Enfin, 'action d’'un twist entier selon X qui opere de la maniere suivante :

avant twist | X | W |Y |U | H |V
aprestwist | X | Y |wW |G | E |V

Toutes ces considérations permettent a présent de compléter le graphe (Fig.
2.4).
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NS
N [—=—

Fic. 2.4 —

2.2.3 Surfaces eutactiques

Sur la plupart des arétes de la figure 2.4, on peut trouver une surface
eutactique réalisant le minimum de la systole le long de 'aréte considérée.
On trouve de la sorte quatre surfaces eutactiques. On résume les détails des
données dans le tableau 2.1.

| aréte | surface | (systole)/2 | y | l | #{syst} |
=y | Esum |2—y~219857 |2,19857| 0 16
r=u| B, |r=ux~2376543,09630 |0, 77407 24
x=h| El, |x=h>~2,37086|4,70040 | 1,00518 36
r=v| E"y |2=v=~1,835646,31600 | 0,81271 | 18

TAB. 2.1 — Surfaces eutactiques, non extrémes

Le tableau 2.2 donne les valeurs approchées des gradients des fonctions
longueur: ces valeurs permettent de vérifier que les gradients sont de sens
opposés, et donc que les quatre surfaces considérées sont effectivement eu-
tactiques.
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r dx ~ —0,760.dy + 0.dl
548 dy ~ 1.dy + 0.dl

dr ~ —0,391.dy + 1, 564.dl

) du ~ 0,391.dy — 1,564.dl
dr ~ —0,153.dy + 1,842.dl

{ dh ~ 0,038.dy — 0,460.dl
dx ~ —0,080.dy + 1,852.dl

{ dv ~ 0,095.dy — 2,194.dl

TAB. 2.2 — Valeurs approchées des gradients des longueurs

2.2.4 Indication sur le lieu des jacobiennes

On peut se demander quel est le lieu des jacobiennes de la famille étudiée,
dans l'espace de Siegel. Pour cela, on détermine ’action du groupe d’auto-
morphismes sur une base de 'homologie; puis, on calcule le lieu des points
fixes dans 'espace de Siegel par ’action suivante.

Soit M la matrice représentant ’action d’un automorphisme sur ’homo-
logie. Si on décompose M en quatre blocs

A B
v-(e5)
alors, 'action de M sur I'espace de Siegel s’écrit :

M« Z=(AZ+ B).(C.Z+ D)™

On prend comme base de I'homologie, 'ensemble {o;}1<i<s U {0 }i<i<s
représenté sur la figure 2.5.

Dans le cas présent, 'action des quatre symétries sur cette base de 1’ho-
mologie s’écrit :

0 1 1 0 10 0 0 0 0
0 0 -1 0 00 0O 0 0 0
0 -1 0 0 00 0O 0 0 0
0 0 0 -1 00 0 0 0 0

g _| 1 1 1 000 0 0 00

1 0o 1 0o o0 10 0 0 0 1|
-1 0 0 0 11 0 -1 0 1
0 0 0 0 01 -1 0 0 1
0O 0 0 0 00 0O 0 —-10
-1 -1 0 0 01 0 0 0 0
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Fic. 2.5 — Une base de I’homologie

0

-1 0 0 O

0

0 0 -1 1

0

S3
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o o o0 o0 -1 0 0 0 0 O
o 0 -1 0 O O O 0 0 O
o -1 0 O O O O 0 0 O
o o o0 -1 0 o0 O 0 0 O
Sy = -1 0 o0 0 0 0 0 0 0 0
0O 0 O 1 -1 0 0 0 0 -1
o o o o0 o o o0 -1 o0 O
o o o o0 o o0 -1 0 o0 O
-1 0 0 0 1 o 0 0 -1 0

$t1 o o0 -1 0 -1 0 0 0 O

On intervertit les cinq premiers vecteurs de la base de I’homologie avec les
cing derniers pour simplifier les calculs.
On résout alors le systeme suivant :

SpxZ =27 k=1,.,4.

On s’attendrait a obtenir, une solution dépendant d’un seul parametre
complexe; en fait, dans le cas présent ’ensemble des solutions du systeme
étudié est paramétré par deux complexes (que nous noterons a et b), et Z
est de la forme:

4a%-1 1 1 4a%2—2a—1
da—1 a 462 - 51 ) b_§ . Za—1
a b ( +§l)* ( *;)Jr a— %
_ 1 4(b+a)—1 4(b—a)+1
7z = a—35 —5 b — a ,
1 4(b—a)+1  4(b—a)+1  4(b—a)+1 1
2 8 8 4 2
4a2—2a—1 a— 1 a 1 4a(a—1)
4a—1 2 2 4a—1

avec les conditions ad hoc sur (a,b) € C? pour que la partie imaginaire de Z
soit définie positive.
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Chapitre 3

Polyhedres réguliers

3.1 L’octaedre (g = 3)

3.1.1 Présentation de la famille

On considere une surface de signature (0,6) ayant la symétrie de 'octae-
edre ; autrement dit, on “écorne” les sommets d’un octaedre. On nomme y les
géodésiques de bord. On recolle alors les bords opposés deux a deux (Fig.3.1)
en opérant un twist de longueur 2[: on obtient une surface de genre 3, ayant
pour groupe d’automorphismes &,. En fait, on va montrer qu’on obtient,

F1Gc. 3.1 — L’octaédre

par une construction différente, la famille T'(y) étudiée dans [Sc1] ou elle est
décrite comme le double twisté du tétraedre.
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3.1.2 Esquisse du graphe

On commence par donner les géodésiques qui interviennent dans la con-
struction du graphe pour y et [ pas trop grands. On note ¢ la plus petite per-
pendiculaire commune entre deux bords voisins (Fig.3.1); on a sinh(t/2) =
1/2.sinh(y/4). Pour chaque géodésique représentée ci-dessous, on donne en-
suite sa valeur (pour chaque schéma, on prend z = 0).

cosh— = cosh E cosh(y —1)
2 2

coshj = sinht.sinh % coshl

cosh— = cosh % cosh(% —1)

t
cosh— = cosh §.coshl

cosh— = cosht. COSh(% —1).coshl — sinh(% —1).sinhl
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On donne ci-contre le cardinal de

chaque famille de géodésiques citées famille | § famille | [Scl]
précédemment, ainsi que la correspon- Y 3 Z
dance avec les notations de [Scl]. On X 6 X
peut a présent donner une esquisse J 12 Xy
du graphe dans la zone (l/y;y) € U 4 Y
[—1/2,1/2] x [0,5] (le graphe s’étend 7 6 -
ensuite horizontalement par une trans- vV 3 -

lation de vecteur (1,0)):

N [—=—
—_
o~
~
<

L 0
Fic. 3.2 -

On retrouve parmi les sommets du graphe deux surfaces extrémes déja
connues :

e la surface caractérisée a isométrie pres par y = j = x, qui n’est autre
que la quartique de Klein, notée T'(z|z) dans [Scl]. A noter que la surface
caractérisée par j = v = z, lui est isométrique.

e la surface caractérisée a isométrie pres par j = x = u, qui n’est autre
que la surface notée T'(z]y) dans [Scl]. A noter que la surface caractérisée
par j = u = z, lui est isométrique.

On ne manquera pas de remarquer I'analogie parfaite entre la partie du
graphe restreinte a [/y € [0,1/2] et la décomposition cellulaire du demi-plan
paramétrisant I’ensemble des jacobiennes de cette famille, donnée en [Ba3,
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Fig.3]. Ceci ne fait qu’appuyer la présomption que le réseau extréme Fg ne
serait autre que la jacobienne de la surface extréme T'(z|y).

3.1.3 Surfaces eutactiques

Sur la plupart des arétes de la figure 3.2, on peut trouver une surface
eutactique réalisant le minimum de la systole le long de I'aréte considérée.
On trouve de la sorte quatre surfaces eutactiques, dont la surface de Fermat
notée Frt. On résume les détails des données dans le tableau 3.1. La surface

| aréte | surface | (systole)/2 | y | l | 8{syst} |
U= | FEsos | y=J~1,83564 | 1,83564| 0 15
J=x | Eyo | j=x~1,94239 | 2,30259 | 0,58253 18
j=u| Frt |j=ux>~1,89892 | 3,05715 | 0,49110 16
r=y| By |r=y~1_83564|1,83564|0,91782 9

TAB. 3.1 — Surfaces eutactiques, non extrémes

de Fermat est eutactique, puisque c¢’est une surface de triangle. Pour ce qui
est des trois autres surfaces, le tableau 3.2 donne les valeurs approchées des
gradients des fonctions longueur: ces valeurs permettent de vérifier que les
gradients sont de sens opposés, et donc que ces trois surfaces sont effective-
ment eutactiques.

P dj ~ —0,209.dy + 0.dl
324 dy ~ 1.dy + 0.dl

a { dr ~0,168.dy — 1,373.dl
3,24 dj ~ —0,067.dy + 0, 546.dl

o { dx ~ —0,844.dy + 0.dl
3,24 dy ~ 1.dy + 0.dl

TAB. 3.2 — Valeurs approchées des gradients des longueurs
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3.2 Le cube (g =4)

3.2.1 Présentation de la famille

On considere une surface de signature (0,8) ayant la symétrie du cube;
autrement dit, on écorne les sommets d’'un cube. On nomme y les géodésiques
de bord. On identifie alors les bords opposés deux a deux (cf. Fig. 3.3), et
on obtient une surface de genre 4, ayant pour groupe d’automorphismes &,.
D’apres [Bo|, la signature de ce groupe est [2,2,2,4]. La famille construite

F1G. 3.3 — Le cube

est donc paramétrée par un couple de parametres réels (I,y), ou | désigne
le demi-twist selon lequel on recolle les géodésiques y. Toujours d’apres la
classification de [Bo], on peut conjecturer que cette famille contiendra la
surface de Bring (dont le groupe d’automorphismes est &5, [R-R]), et la
surface M(4) (dont le groupe d’automorphismes est Syx < z|z3 = 1 >,
[Scl]), ce qui est effectivement vérifié dans ce qui suit.

3.2.2 Esquisse du graphe

On commence par donner les géodésiques qui interviennent dans la construc-
tion du graphe pour y et [ pas trop grands.

On note y la géodésique de bord. Soit ¢, s et i les perpendiculaires sui-
vantes:
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sinh(t/2) = 1/(v/2sinhy/3)
sinh(s/2) = 1/tanh(y/3)
coshi = (—coshs.cosht

+ sinhs.sinht. coshy)
sinh y.sinh s

sinhd =

sinh 7

On donne a présent la longueur des géodésiques représentées sur les
schémas successifs :

coshw = cosht. cosh(% —1). cosh(% +1) — sinh(% —1). sinh(% +1)

t
coshg = cosh 5 cosh(% =1

-

Y

cosh j = cosh % cosh(l + 5 d)
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3 2
4 1
v
2 3
t
cosh % = cosh 5 cosh
3" 2
4 1
U :
| T 4
2 3

coshg = cosh . cosh(% —1). cosh(% +1) — sinh(% =1). sinh(% +1)

On donne ci-contre le cardinal de
chaque famille de géodésiques citées
précédemment (ici j désigne la
géodésique dont la longueur vaut,
pour un twist donné 1, j(I) = j(=1)).

famille | g famille
Y, V.V 4
W, J,J 12
U, X, X 6

On peut maintenant donner une esquisse du graphe de la famille dans la
zone (I/y;y) € [—1/2,1/2] x [0, 4]. Dans 'allure qualitative du graphe donnée
ci-dessous, on a “tordu” I'axe des abscisses pour faire apparaitre ce qui semble
étre une symétrie locale du graphe, car en fait, sur un schéma quantitatif,
le cone de z devrait étre a peu pres axé autour de la droite I/y = 1/2.
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Néanmoins, on a pris le parti
de déformer le graphe puisque,
outre la symétrie d’axe [ = 0,
il semble apparaitre une in-
variance (locale?) du graphe
par rotation de centre M (4),
d’angle 27 /3. En effet, le calcul
montre que 'on retrouve trois
fois, a isométrie pres, les sur-
faces Brg = Cy—j—y; Ay =
Cy—j—j et Cuzy=p. L’examen
du graphe révele ainsi plu-
sieurs surfaces intéressantes :

e La surface Cy—;—, (ou une des deux autres surfaces qui lui sont isométri-
ques: plus précisément C,—,—z ou Cy=3:5)3 on remarque que cette surface
admet exactement 20 systoles, de demi-longueur

3+5
A

y :j = = 3arg COSh ~ 2, 30159

En outre, ses systoles pavent la surface en carrés et pentagones, et se coupent
toutes selon le méme angle

)/2) ~ 1, 43656.

o = arccos(tanh?(arg cosh

3+5
1

C’est donc la surface de Bring (cf. [R-R]), qui est eutactique, non parfaite.
Elle est notée Brg sur le graphe.
e La surface C,_;_5 qui admet exactement 36 systoles, de demi-longueur

5+ 33

w = j = j = arg cosh — ~ 2,31225.

On retrouve donc la surface M(4), qui est extréme (cf. [Scl]).
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e La surface C,—;—, (ou une des deux autres surfaces qui lui sont isométri-
ques : plus précisément szjzﬁ ou Cy:j:j) . cette surface admet exactement
28 systoles, de demi-longueur

w=j = v~ 2 30660.

Cette surface que I'on notera A, sera étudiée dans le prochain paragraphe;
on montrera notamment que c¢’est une surface parfaite non eutactique.

e La surface Cy—,—,, notée Eyy (ou une des deux autres surfaces qui lui
sont isométriques: plus précisément Cy—z— ou Cy—p—5) : cette surface admet
exactement 14 systoles, de demi-longueur

y=x=v~229347.

Comme 14 < 6g — 5 = 19, cette surface ne peut étre parfaite. De plus, on
peut montrer que cette surface n’est pas strictement eutactique.
Remarquons par ailleurs que, tout comme dans les chapitres précédents,
on a une invariance du graphe par translation de longueur 1 le long de I'axe
des abscisses; ainsi, cette allure de graphe se transporte au niveau de 1’axe
l/y = 1, puis l/y = 2, etc... De maniere plus globale, on obtient donc le

Y
U_ U Uy
W_N Vo v w 1% i 4%}
J_1 X J|J X Ji
Y
I—1 —71 0 % 1 Ly
Fic. 3.4 -

graphe reproduit sur la figure 3.4, ou les géodésiques affectées d’un indice se
déduisent des autres par 'effet d’'un twist entier selon Y ; par exemple, on a
la formule: Vk € Z | ji.() = j(l — ky).
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3.2.3 La surface A, est parfaite

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la surface A4, définie a isométrie
pres, par y = j = j; on montre le résultat suivant :

Théoréme 4. Ay est une surface parfaite non eutactique. Son ensemble de
systoles est exactement Y U J U J.

Preuve o Montrons Y U J U J est 'ensemble des systoles de A,. Apres
calculs, on obtient :

y =~ 2,30659999071; w ~ 2,33858918081
w > 3,22774965596; 1z =~ 2,92041491748
v~ 2,60164724868; [ =0

t ~1,51944655787; s~ 2,44147924868

Soit a une systole de Ay. Alors le nombre N(a) d’intersections de a avec Y
vaut au plus £(2y/t) = 3. Donc 0 < N(a) < 3. Si N(a) = 3, alorsa € VUV ;
mais v = T > g, donc N(a) < 3. Si N(a) = 2, alors a € W U X U X ; mais
w=7w>yetx>ydonc N(a) <2. Dol,acYUJUJ.

e Montrons a présent que Ay est parfaite.
Lemme 1. Dans un quadrilatere hyperbolique, [’angle 1), opposé a l’angle
droit est donné par la formule :

nha

ta tanh
cosy = sin(a — arctan ).sin(f — arctan

b
). cosh a. cosh b
tanh a tanh b

s ). cos(f — arctan )

ou a et b désignent les longueurs des deux cotés adjacents a l’angle droit, et
a, B respectivement leurs angles opposés. On notera, dans la suite :

cosy = F(a,a;b, 7).

— cos(a — arctan

sinh a

On donne a présent les coefficients qui interviennent dans 1’écriture de la
matrice intersection des systoles:

b= cosff = tan}tl(digy/ﬁ) ~0,167373
anh j

d= coséz?cosQF(%,ﬁ;%,g)—l ~ (,828711

= Fpr—ppm)  =d

c= F(L, 34, m2) ~(),411716

Yy
2
m = F(i,m—p;% 52 ~ (), 208497
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3.2 Le cube (g =4)

En rangeant les systoles dans l'ordre suivant {y, ..., Y4, j1, 1, ---J12; J12}, 1a
matrice intersection s’écrit :

0 A, Ay Ay Ay
—tAl 0 Ql QQ Qg -b —-b -b —-b —-b -—-b
o t . o 0 0 0 0 0 0
0= — A2 Qg 0 Ql QQ ou A1 = 0 0 0 0 0 0
—tAg QQ Qg 0 Ql 0 0 0 0 0 0
—tAy Q1 Qy Q3 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
A -b —-b -b —-b —-b b A 0 0 0 0 0 0
2=l o o o 0o o0 o BTl b b b b —b —b
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-m  —c 0 0 0 e
0 0 0 0 0 0 d -m 0 0 0 -m
Ay — 0 0 0 0 0 0 Q — —-m e 0 0 0 —c
4= o o o o o0 o = 0 0 —e m ¢ 0
-b —-b —-b —-b —-b b 0 0 m —d m 0
0 0 c m —e 0
0 e -m  —c 0 0 m —d m 0 0 0
—e 0 0 0 c m c m —e 0 0 0
Q m 0 0 0 m  —d O — 0 0 0 e -m —c
271 ¢ o0 0 0 —e m 8=l 0 0 0 -m d -m
0 —c —-m e 0 0 0 0 —c —-m e
0 —-m d -m 0 0 —e m c 0 0 0

Le calcul du rang donne par ailleurs:
rang()) = 18 = 6g — 6

Donc la surface A, est parfaite.

e Notons enfin que A4 n’est pas eutactique. En effet, si on pondere les 4
premieres colonnes du coefficient 2¢ — g, et les 24 autres du coefficient b, on
a une combinaison linéaire nulle:

4 12
(2c—9). > Cy +b.> (Cj, +C5) =0,
1 1

cependant, les deux coefficients sont de signes opposés: b ~ 0,17 > 0 et
2c — g~ —0,0053 < 0. O

3.2.4 Indication sur le lieu des jacobiennes

Parmi les 12 géodésiques j, on en choisit 4 (notées {j;}1<i<4) qui ne s’in-
tersectent pas 2 a 2 et telles que Vi,1 < i < 4, j; intersecte y;. La famille
{yi }1<i<a U {Ji }1<i<sa forme alors une base de ’homologie.
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Par ailleurs, le groupe d’automorphismes du cube est engendré par deux
éléments : une rotation, notée r, d’ordre 4, passant par le milieu d'une face;
et un retournement, noté s, d’axe passant par le milieu de deux arétes.

L’action du groupe d’automorphismes sur la base construite précédemment
se décrit de la maniere suivante :

0 1 0 O 0 0 0 o0 0 1 0 0 0 0 -1 -1

o o o0 -1 0 0 0 O 1 0 O 0 0 0 -1 -1

-1 0 0 0O 0 0 0 ©O 0o o0 -1 0 1 1 O 0

R— 0 0 1 O 0 0 0 o0 g = o o0 o0 -1 1 1 0 0
- 0 0 0 O 0O 1 0 0 T 0 0 O 0 0 1 0 0

0 0 0 O 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 O 0

o o o0 0 -1 0 0 O 0 0 O 0 o0 0 -1 0

0 0 0 O 0 0 1 0 0 0 0 0o 0 0 0 -1

Soit Z une matrice appartenant a l’espace de Siegel. On résout le systeme

Rx7Z = 7
Sxz = 7
Et on obtient que Z est de la forme:
a b —b 1+%b

b a 1+b6 —b
b 1+0b a b
1+b6 b b a

La condition Sm(Z) > 0 s’écrit:

S =

Sm(a) >
Sm(b) >
>

Sm(a) 1+3

3.3 L’icosaedre (g =6)

3.3.1 Présentation de la famille

On considere une surface de signature (0, 12) ayant la symétrie de 'icosa-
edre. On nomme y les géodésiques de bords. En identifiant alors les bords
opposés deux a deux, on obtient une surface de genre 6, ayant pour groupe
d’automorphismes s, le groupe alterné de degré 5 (d’ordre 60). En faisant
varier la longueur du bord y et le twist 2l selon lequel on recolle les bords
opposés, on obtient une famille de surfaces de Riemann, paramétrée par
un couple de parametres réels ([, y). Dans un premier temps, on donne une
allure du graphe, puis dans le dernier paragraphe, on montre que cette famille
contient une surface extréme.
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3.3.2 Esquisse du graphe

Dans ce paragraphe, on recense en premier lieu les géodésiques qui coupent
I'ensemble des bords au plus trois fois (cette liste sera utilisée pour la construc-
tion du graphe comme pour la démonstration du théoreme inclus dans le der-
nier paragraphe), puis on donne les longueurs de deux classes de géodésiques
intersectant l’ensemble des bords respectivement 5 et 10 fois: celles-ci nous
permettront de compléter le graphe.

On commence par
donner les longueurs
des  perpendiculaires
représentées sur le
schéma ci-contre (les
hexagones figurés
correspondent aux
faces triangulaires de
'icosaedre).

i 1 5 .2y
sinh 5 = Temh (e cosh 5 = sinh £. sinh 3

sinhd = sinh y. sinh s

sinh i )

cosh ¢ = sinh ¢. sinh s. cosh y — cosh t. cosh s

Ensuite, on calcule les longueurs des géodésiques intersectant au plus trois
fois ’ensemble Y des bords. Pour une systole a, on note N(a) le nombre
d’intersections entre a et Y. On numérote en outre les bords de la maniere
suivante : on choisit un sommet que I’on numérote 1; ce sommet est entouré
de 5 faces triangulaires formant un pentagone; on numérote alors les cing
sommets de ce pentagone de 2 a 6 dans le sens trigonométrique.

e Si N(a) =0, alors a € YUK, ou K désigne 'ensemble des géodésiques qui
sont homotopes a une “circonférence” de l'icosaedre ; leur longueur vaut :

e Si N(a) =1, alors a € J, ou J désigne 'ensemble des géodésiques homo-
topes au segment ¢. On a alors:

. { Yy
hj= h—. h(d — = —
cosh j = cos 5 cosh(d 10 l)
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e Si N(a) =2, alors a € X; UX]UW; U X,UX.UW;. Ces géodésiques sont
représentées sur la figure suivante:

w —— .

Dans le schéma précédent, la longueur de la perpendiculaire commune
entre deux bords vaut soit ¢, soit s ; ceci explique la présence d'un indice dans
les notations X, X, etc... En réalité, la géodésique affectée d’'un indice s sera
toujours plus grande que la géodésique respective affectée de l'indice ¢. On
se bornera donc a donner seulement les valeurs de x¢, o, wy, omettant dés a
présent les indices t:

t

coshg = cosh é.cosh(% -1

coshz’ = cosht.cosh(y —1).coshl — sinh(y — [).sinh [

coshw = cosht. cosh(% —1). cosh(% +1) — sinh(% —1). sinh(% +1)
e Si N(a) = 3, alors a € Vo U V] UV, U V3. L'indice que porte v désigne
le nombre de segments homotopes a ¢; par conséquent, vy possede (3 — k)
segments homotopes a s. Par exemple, la géodésique joignant les bords 1-4-
6-1 est dans Vj. De fait, le calcul montre que vy est toujours la plus petite
parmi les quatre types de géodésiques V;,0 < k£ < 3. Pour exemple, on
donnera 'expression de v; (outre celle de vg). Dans la suite v désigne vy.

cosh © = cosh E cosh(i —1)
3 2 10
v1 = arg cosh(cosh g cosh(gy —l—¢)
+ arg cosh(cosh t. cosh(?—z —1).cosh(e —1)
+ sinh(?l)—g —1).sinh(e — 1))

sinh ¢. cosh 2y/5 + tanh s/2. cosht

U cothe =
Ot M= Sinht. sinh 2y /5 — tanh s/2. tanh 3y,/10
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La liste exhaustive des géodésiques intersectant Y au plus trois fois étant
close, on donne a présent deux autres géodésiques intéressantes :
e On note z la géodésique possédant 5 segments homotopes a ¢ (donc en
particulier N(z) = 5). Par exemple, la géodésique joignant les bords 5-3-6-4-
2-5 est de ce type-ci. On a en outre:

3y

z t
h- = h—. h(—= —
cos = cos 5 cos (10 )

e On note u la géodésique possédant 10 segments homotopes a ¢t (donc en
particulier N(u) = 10). Par exemple, la géodésique joignant les bords 1-6-4-
5-3-1-6-4-5-3-1 est de ce type-la. On a en outre:
cosh% = cosht. cosh(ly—O +1). COSh(% -1 - sinh(% +1). sinh(l—y0 —1)
Pour chaque famille de géodésiques,
on donne ci-contre le nombre de

‘o ‘ 4 tte f famille | f famille
géodésiques contenues dans cette fa- YU.Z G
mille. % 10
Fort de ces calculs, on peut donner a e TF
présent une esquisse du graphe de la -

. i X' W 30
famille pour [/y € [0,1/2], puis, par ¥ 0
les arguments de symétrie habituels,

I'étendre horizontalement (Fig. 3.5).
Parmi les sommets de ce graphe, on remarque deux surfaces non isométriques :

e La surface Eggy définie par y = v = U (qui est en outre isométrique a la
surface définie par u = v = 7) : cette surface admet exactement 26 systoles,
de demi-longueur

y=v="1v>~2 60898.

Cette surface ne peut pas étre parfaite, puisqu’elle possede seulement 26
systoles et que 26 < 6g — 5 = 31.
e La surface [ définie par y = v = x (qui est en outre isométrique a la surface
I}, définie par z = v = x): cette surface admet exactement 31 systoles, de
demi-longueur

y=v=u1x =~ 2 55450.

Dans le prochain paragraphe, on s’attache a montrer I'extrémalité de cette
derniere surface.
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Fic. 3.5 -

3.3.3 La surface I est extréme

Dans ce paragraphe, on s’attache a montrer le résultat suivant :
Théoreme 5. Il existe une unique surface Ig caractérisée, a isométrie pres,
par y = x = v. La surface Ig réalise un mazimum local de la systole dans
I’espace de Teichmiiller de genre 6. Son ensemble de systoles est exactement
Y UX UV, et contient donc 31 systoles.

Preuve  Montrons que F'=Y U X UV est I'ensemble des systoles de Ig.
Apres calculs, on obtient :

y =12 =uv~2554500033; ko~ 6,779736716; j ~ 3,135994174
2/ ~3,114078230; w =~ 2,793330751: v, ~ 3, 568905386
t~1,672747025; s~ 3,599590847: [~ 0,3399602340

Soit a une systole de Ig. Alors le nombre N(a) d'intersections de a avec Y vaut
au plus E(2y/t) = 3 (puisque en outre t < (t+5)/2 < s), donc a est comprise
dans une des familles inventoriées au paragraphe précédent. En comparant les
valeurs approchées des longueurs de ces différentes géodésiques, on conclue
queacYUXUV.

e Montrons a présent que Ig est eutactique et parfaite. Pour cela, on
calcule la matrice intersection des systoles. Soient respectivement :
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- a 'angle aigu formé par les géodésiques x et .

- B angle aigu formé par les géodésiques v et y.

- v I'angle formé par les géodésiques z et v quand elles se coupent sur ¢.

- 0 angle formé par les géodésiques z et v lorsqu’ elles se coupent sur y.
Posons a présent :

a:= cosa = % ~ (), 823907
b:= cos 3 = % ~ (,207432
¢:= cosy= <t ms/i}fzs/gvs/li;ff}zh /5~ (), 698984
d:= cosd = cos(m — a — [f3) ~ 0, 383493

On détermine ensuite €2, la matrice intersection des systoles entre elles (on
range ici les systoles dans 'ordre suivant : y, puis x, puis v):

O Q Q b b b b b 0 0 0 0 0
1 2 0 b 0 0 b b 0 0 b b
. t . b 0 b 0 0O b b 0 0 b
Q= - Ql 0 Q3 ou Q2 - 0 b 0 b 0 b b b 0 O
t t O 0 b 0 b 0 b b b 0
- QQ - QS 0 b 0 0 b 0O 0O O b b b

0 0 a 0 0 a —c 0 0 0 0 0 —d —d 0 —c

0 a 0 a 0 0 0 —c 0 0 0 —c 0 —d —d 0

0 0 a 0 a 0 0 0 —c 0 0 0 —c 0 —d —d

0 0 0 a 0 a 0 0 0 —c 0 —d 0 —c 0 —d

0 a 0 0 a 0 0 0 0 0 —c —d —d 0 —c 0

a 0 O O a O 0 0 —c —d —c 0 0 —d 0 0

a 0 0O O O a —c 0 0 —c —d 0 0 0 —d 0

et ~'Q1=| a a 0 0 0 O Q3= —-d —c 0 0 —c¢ 0 0 0 0 —d

a 0O a 0 0 O —c —d —c 0 0 —d 0 0 0 0

a 0 O a 0 O 0 —c —d —c 0 0 —d 0 0 0

0O 0 0 O a a —d 0 —d 0 0 0 0 —c —c 0

0O a 0 O O a 0 —d 0 —d 0 0 0 0 —c —c

0O a a 0 0 O 0 0 —d 0 —d —c 0 0 0 —c

0O 0 a a 0 O —d 0 0 —d 0 —c —c 0 0 0

0 0 0 a a 0 0 —d 0 0 —d 0 —c —c 0 0

Le calcul du rang donne:
rang(2) = 30 = 6g — 6

Donc la surface I est parfaite.
Par ailleurs, si on pondere alors les 6 premieres colonnes de €2 avec le coeffi-
cient (¢+d) > 0, les 15 suivantes avec le coefficient b > 0, et les 10 dernieres
avec le coefficient a > 0, et si 'on ajoute toutes ces colonnes ensemble, on
obtient un vecteur colonne nul: ceci entraine précisément que la surface I
est eutactique.

e /5 est parfaite et eutactique donc extréme. O
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3.3.4 Surfaces eutactiques

Sur la plupart des arétes de la figure 3.5, on peut trouver une surface
eutactique réalisant le minimum de la systole le long de 'aréte considérée.
On trouve de la sorte trois surfaces eutactiques. On vérifie également que
Es 60 est eutactique. On résume les détails des données dans le tableau 3.3.

aréte | surface | (systole)/2 |y ] l | #{syst} |
y=v=0| FEge |y=v=10x~2,60898 |2 60898 0 26

V=0 | Elgy | v=0~107544 |4,81212] 0 20

r=y | Ely | z=y=202980 |2,02980 | L,01495| 21

T =0 Ef'o r =v =~ 2,35066 3,42805 | 0, 77869 25

TAB. 3.3 — Surfaces eutactiques, non extrémes

Le tableau 3.4 donne les valeurs approchées des gradients des fonctions
longueur: ces valeurs permettent de vérifier qu’on a bien une combinaison
linéaire positive des gradients, ce qui entraine l'eutaxie des quatre surfaces
considérées.

dv ~ —0,706.dy — 1,091.dl

EG’GO dy >~ 1dy + 0.dl

dv ~ —0,706.dy + 1,091.dl

o dv ~ 0.dy — 2,323.dl
6,60 dv ~ 0.dy + 2, 323.dl

o { dr ~ —0,798.dy + 0.dl
6,60 dy ~ 1.dy + 0.dl

[0 { dr ~ 0,633.dy — 1,775.dl
6,60 dv ~ —0,670.dy + 1, 880.dl

TAB. 3.4 — Valeurs approchées des gradients des longueurs
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3.4 Le dodécaedre (g = 10)

3.4.1 Présentation de la famille

On considere une surface de signature (0, 20) ayant la symétrie du dodéca-
edre. On nomme y les géodésiques de bords. En identifiant alors les bords
opposés deux a deux, on obtient une surface de genre 10, ayant pour groupe
d’automorphismes 2s, le groupe alterné de degré 5 (d’ordre 60). En faisant
varier la longueur du bord y et le twist 2/ selon lequel on recolle les bords
opposés, on obtient une famille de surfaces de Riemann, paramétrée par un
couple de parametres réels ([, y). On s’attache a donner I’allure du graphe de
cette famille. Par contre, on n’a pas pu déceler parmi les sommets représentés
de surface extréme.

3.4.2 Esquisse du graphe

On se borne ici, a calculer les longueurs des géodésiques qui serviront a
construire le graphe. Pour cela, on calcule la longueur de la perpendiculaire
entre deux bords.

Les arétes du dodécaedre partagent la surface considérée en 12 décagones
a angles droits. Soit ¢ la longueur d’une telle aréte; on a: sinh § = sclish(@//?)

Soient x, ' et w les géodésiques représentées sur la figure suivante (c’est
'analogue du cas de l'icosaedre) :

w —— .

Les longueurs respectives de ces géodésiques valent :

t
coshg = cosh 5 cosh(% -1
coshz’ = cosht.cosh(y —1).coshl — sinh(y — ). sinh [
coshw = cosht. cosh(% —1). cosh(% +1) — sinh(% —1). sinh(% +1)

On note v la géodésique possédant 5 segments homotopes a t, joignant deux
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sommets opposés, et ayant pour longueur :

t
cosh % = cosh —. cosh

2

On note u la géodésique possédant 10 segments homotopes a ¢, ces segments
délimitant deux décagones opposés dans le dodécaedre, et ayant pour lon-

gueur :

coshu = cosht. COSh(% —1). cosh(% +1) — sinh(% —1). sinh(% +1)

Pour ces familles de géodésiques,
on donne ci-contre le nombre de
géodésiques contenues dans cette fa-

mille.
On donne a présent ’allure du graphe
(Fig. 3.6).
y
U_

famille | § famille
Y 10
X 15
w, X’ 30
V,U 6
Ui

Fic. 3.6 -

Deux surfaces sont a considérer

0

DN [—= =

e la surface notée Fyg ¢, caractérisée a isométrie pres par x = w = v, conte-

nant 51 systoles de demi-longueur :

r=w=1v~2,68541.
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Cette surface ne peut étre parfaite puisque 51 < 6g — 5 = 55. Par contre, on
montrera qu’elle est eutactique.
e la surface X9 = Cy—z—,, contenant 55 systoles de demi-longueur :

y=x=w 2, 58639.

Cette surface est eutactique, néanmoins elle n’est pas parfaite; c’est ce que
I’on montre dans le paragraphe suivant.

3.4.3 Une surface eutactique non parfaite

On montre que la surface Yy est eutactique, non parfaite.

e Par le raisonnement habituel, on montre que F' = Y UXUW est exacte-
ment 1’ensemble des systoles. Pour cela, on examine les différentes longueurs
des géodésiques intersectant I’ensemble des bords Y au plus E(2y/t) = 3 fois.
On omet ici les détails de cette vérification.

e Pour montrer l'eutaxie de cette surface, on calcule les gradients des
fonctions longueur :

dr ~ 0,415.dy — 1,739.dl
dy = 1.dy 4 0.dl
dw ~ —0,099.dy + 0, 357.dl

et on constate qu’il en existe une combinaison linéaire strictement positive.
e Pour constater que cette surface n’est pas parfaite, on détermine 2, la
matrice intersection des systoles. On convient de noter :

a= cos o = Cssolf};il ~ (0, 869767
b= sina.sin2a.cosh(y/3) — cosa.cos2a ~ 0,144820
c= sin? av. cosh(y/3) — cos? ~ —0,416748
d= cos 2 = 2a® — 1 ~ (0,512989

On écrit la matrice € par blocs 5 x 5:

O Q9 o in

0— _tQLQ Qoo o omn

t t
= Q0 o Qan
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Les blocs €2; ; sont des matrices carrées circulantes d’ordre 5. Plus précisément :

Q5 =C(—a,0,—a,0,0) , Q5 = C(—a,0,0,0,0)
O = C(a,0,—d,0,0) , Q15 = C(a,0,0,0,0)
Qg = C(—d,0,a,0,0) , Q11 = C(~d,0,0,0,0)

Q4 = C(—a,0,0,0,—a) , Q5 = C(0,0,—a,0,0)

Qy7 = C(a,0,0,0,—d) , Qa5 = C(0,0, —d, 0,0)
Q910 = C(—d,0,0,0,a) , Q11 = C(0,0,a,0,0)
Q36 =C(—a,0,0,—c,0) , Q35 = C(—¢,0,0,—c,0)
Q39 =C(—a 0, ),947 C(—a,—c,0,0,0)
Q10 =C(— aOOO —c), Q11 = C(0,0,—c,—c,0)
%ﬁ_C(cooom,m7 C(0,0,0, —c, 0)
Q55 = C(—a,0,0,0,0) , Q59 = C(0,0,—c,0,0)
Q510 = C(0, COO),Q = (C(—a,0,0,0,0)
(

Qg6 = C(0, 0 b,—b,0) , Qs = C(0,0,0, —b,0)

,0)
shn—cwooom,m7 C(0,-b,0,0,b)
Q:5 = C(0,0,b,0,0) , Q.13 = C(0,0,0,—b,0)
Qs = C(5,0,0,0,0) , Q5,10 = C(0,0,-b,0,0)
Qgo = C(0,0,—b,b,0) , Q11 = C(0,0,0,b,0)

Qmw:CmbOO M,an—Cmﬁﬁham

Y

ou C(wy, ...,ws) désigne la matrice circulante suivante:

Wwp w2 Wz Wy Ws
Ws W1 Wa W3 Wy
C’(wl, ...,W5) = W4 Wy W1 W2 Ws
W Wy W5 W1 W
Wy W3 Wy W5 Wi

Ensuite on complete la matrice 2 par antisymétrie, et les blocs non encore
complétés sont a remplir par le bloc nul C(0,0,0,0,0).

Le calcul donne: rang(2) = 48 < 6g — 6 = 54. Donc la surface 3 n’est
pas parfaite.

Ceci s’explique par le fait que F' n’est pas paramétrisante: en effet F
fournit 15 données (sous-entendu distances ou angles) par décagone, or pour
déterminer un décagone hyperbolique, il faut 18 données.
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3.4.4 Surfaces eutactiques

Sur la plupart des arétes de la figure 3.6, on peut trouver une surface
eutactique réalisant le minimum de la systole le long de 'aréte considérée.
On trouve de la sorte trois surfaces eutactiques. On vérifie également que
Ei0,60 est eutactique. On résume les détails des données dans le tableau 3.5.

| aréte | surface | (systole)/2 |y ] l | #{syst} |
r=v=w| Ee |T=v=w268541 | 3,47900 | 0,55842 51
y=w | Eloe | y=—w~253352 |253352| 0 40

y=x | BElg | z=y~1096687 |1,96687 |0,98344 | 25
r=w | e | #=w=2058620 |2,61976]0,33300| 45

TAB. 3.5 — Surfaces eutactiques, non extrémes

Le tableau 3.6 donne les valeurs approchées des gradients des fonctions
longueur: ces valeurs permettent de vérifier qu’on a bien une combinaison
linéaire positive des gradients, ce qui entraine 'eutaxie des quatre surfaces
considérées.

dr ~0,725.dy — 1,898.dl
ElO,GO dv ~ —0, 958dy — O, 218.dl
dw ~0,071.dy + 0,492.dl

7 { dw ~ —0,099.dy + 0.dl
10,60 dy ~ 1.dy + 0.dl

o0 { dx ~ —0,874.dy + 0.dl
10,60 dy ~ 1.dy + 0.dl

o { do ~0,431.dy — 1,748.dl
10,60 dw ~ —0,089.dy + 0, 362.dl

TAB. 3.6 — Valeurs approchées des gradients des longueurs
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Chapitre 4

Groupes dihédraux en genre 4

4.1 Le double du pentagone

4.1.1 Présentation de la famille

On s’intéresse ici au double twisté du pentagone . On entend par “penta-
gone” la surface de signature (0, 5), qui admet pour groupe d’automorphismes
le groupe dihédral D5 d’ordre 10 (Fig. 4.1). Le double twisté de ce pentagone

Fi1Gc. 4.1 — “Le pentagone” vu de dessus

définit alors une famille de surfaces hyperelliptiques de genre 4, paramétrée
par un couple de réels twist-longueur. Son groupe d’automorphismes est le
groupe dihédral Do d’ordre 20; il est noté H(20,20) dans [Kul]; sa signa-
ture vaut [0,20;2,2,2,5]; il est engendré par (cf. Fig. 4.1):
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e une rotation o d’ordre 5.

e un retournement 7, qui avec o engendrent un groupe dihédral.

e un retournement qui échange les deux pentagones, et qui n’est autre que
I'involution hyperelliptique.

4.1.2 Esquisse du graphe

De méme que dans les précédents chapitres, on donne les valeurs des
géodésiques qui interviennent dans la discussion, puis les symétries qui rédu-
isent la domaine d’étude, et enfin I'allure du graphe.

Sur les figures suivantes, on représente le pentagone vu de profil (i.e. on
le regarde en étant dans le plan de la rotation o), et on donne les valeurs des
géodésiques correspondantes aux schémas successifs :

OO

coshE = coshz.coshl
2 2

coshz’ = cosht.cosh(y —1).coshl — sinh(y — ). sinh [

t
cosh— = cosh 3" cosh(y — 1)

cosh— = cosh E COSh(y —1)
2 2
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t
g = arg cosh <cosh 5 cosh(n — l))

+ arg cosh (cosh t. cosh(y — n —[). cosh [ — sinh(y — n — [). sinh )

t 1++5 tanht
1 sinh — = ————— et cothn = coth S —
on SIS T sinhy/2’ et cothn = cothy + sinh y. tanh ¢ /2
) . famille g famille
Pour chaque famille de géodésiques, on i 1
donne ci-contre le nombrfe de géodésiques Y X.W. RO 5
contenues dans cette famille. b 10

En ce qui concerne les symétries du graphe, on a:
e La symétrie d’axe [ = 0 (inversion du sens du twist effectué selon Y).
e La translation de vecteur parallele a I'axe des abscisses, de norme 1, qui
correspond a l'action d'un twist entier selon Y.
e La symétrie d’axe [/y = 1/2 qui se lit sur l'expression des différentes
géodésiques.
e Enfin, 'action d’'un twist entier selon X qui opere de la maniere suivante :

avant twist | X | X' | R|Y | Q | W |V
aprestwist | X | X | Y | R|W | Q |V

La figure 4.2 donne l'allure du graphe de la famille. On remarque soit
par le calcul, soit par des considérations sur les symétries déja mentionnées,
que tous les sommets portés sur le graphe (i.e. pour des valeurs de y restant
inférieures a 5), correspondent a des surfaces isométriques a la surface notée
Ey 10 et caractérisée a isométrie pres par x = 2’ = y.

4.1.3 Surfaces eutactiques

e On note Fy o la surface caractérisée a isométrie pres par x = 2’ = y.
On se convainc que I'ensemble des systoles est exactement X U X' UY. En
effet * ~ 1,9539 et t ~ 1,32, donc FE(z/t) = 1. On peut calculer le rang
de Q, la matrice intersection des systoles: rang(2) = 14 < 18, donc cette
surface n’est pas parfaite. Par contre on peut montrer que cette surface est
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eutactique ; on calcule pour cela les gradients des longueurs :

dr ~ —0,592.dy + 1, 565.dl
dy = 1.dy + 0.dl
dz' ~ —0,145.dy — 0, 558.dl

On constate qu’il y a une combinaison linéaire strictement positive des gra-
dients, donc Ey ;¢ est eutactique.

e Une autre surface eutactique apparait : celle qui réalise le minimum de la
systole le long de I'arc x = 1'. Cette surface, notée Ej , possede 15 systoles
de demi-longueur x = 2’ ~ 1,89453. Comme précédemment, on calcule les
gradients des différentes longueurs:

dx ~ —0,345.dy + 1, 758.dl
dr' ~ 0,157.dy — 0,799.dl

Il est clair qu’on peut écrire une combinaison linéaire strictement positive de
ces gradients, d’ou 'eutaxie de Ej .
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4.1.4 Indication sur le lieu des jacobiennes

Comme dans le chapitre précédent, on b

détermine I'action du groupe d’auto- b1
morphismes sur une base de 'homolo-

gie; puis, on calcule le lieu des points B34

fixes dans l'espace de Siegel.

Dans le cas présent, 'action des trois

automorphismes sur une base de 1’ho-

mologie s’écrit : 1 = — I,

(651

|
coocococo~ |
coococorol
=
coocorool
o
coococococo !l
=
co~oocoooo
ocrocococooo
~ooocoocoo
coocococoo~
coocol cowr
—_

|
coococo o~

coocooco

_
=0 O OO
cocoocoo
coococoo
coocoo
=

|
o~
co |l

-1 -1

o

L’involution hyperelliptique agissant de maniere triviale sur I'espace de
Siegel, il n’y a que les deux premiers automorphismes qui puissent donner
une information sur le lieu des points fixes. L’ensemble des solutions de ce
systéme est paramétré par deux variables complexes (notées a et b dans ce
qui suit) et détermine un lieu plus vaste que celui décrit par les jacobiennes
de la famille.

Apres calculs, les deux conditions

ox/ZL=/LetT*xL =/,

sont équivalentes & l'existence de (a,b) € C? tels que:

2a b —a—b —a-—-5b

b 2a b —a—>
Z = —a—b b 2a b
—a—b —a-—-b b 2a

Pour que Z ait une partie imaginaire définie positive, il faut en outre que a
et b vérifient :

{ 0 < Qm(a)

“Bma) < Imd) < “E5Sm(a)
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4.2 L’octogone

4.2.1 Présentation de la famille

On considére une surface de signature (0,8) ayant la symétrie de I'oc-
togone ; autrement dit, on écorne les sommets d'un édredon octogonal. On

Fi1Gc. 4.3 — “L’octogone” vu de dessus

nomme y les géodésiques de bords. On identifie alors les bords diamétralement
opposés deux a deux (Fig. 4.3), et on obtient une surface de genre 4, ayant
pour groupe d’automorphismes Dg. D’apres [Bo|, la signature de ce groupe
est [0,16;2,2,2,8]; la famille construite est donc paramétrée par un couple
de parametres réels (I,y), ou [ désigne le demi-twist selon lequel on recolle
les géodésiques y.

4.2.2 Esquisse du graphe

Soit ¢ la longueur de la plus courte perpendiculaire commune entre deux
bords y. Soit s la longueur de la perpendiculaire commune entre deux bords
opposés (cf. Fig. 4.3). On a les formules suivantes:

t V242

Lt V2402
S T 2 Sinhy/2

s 1++2
sinh- = ————
2 tanh y/2
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Soit j la géodésique homotope a s; sa longueur vaut :
, s
cosh 7 = cosh 5 coshl

Soit h la géodésique homotope a la réunion des huit segments ¢ ; sa longueur
vaut :

h

cosh — = cosh —. cosh [
8 2

Sur les figures suivantes, on représente l'octogone vu de profil, et on donne
les valeurs des géodésiques correspondantes aux schémas successifs :

@ .................. O .
t

COShg = cosht. cosh . COSh(% — 1) — sinh/{. sinh(% —1)

Pour chaque famille de géodésiques, famille | { famille
on donne ci-contre le nombre de Y, X, U 4
géodésiques contenues dans cette fa- J 8
mille. H 1

Pour construire le graphe de la famille, on se restreint, grace a la symétrie
d’axe [ = 0 (inversion du sens du twist effectué selon Y) et a la translation
de vecteur parallele a 1’axe des abscisses de norme 1 (action d’un twist entier
selon Y') , au domaine 0 < [/y < 1/2. Ensuite, on remarque qu’'un twist de
demi-longueur t, effectué selon la géodésique h agit de la maniere suivante :
avant twist | H | X | J | YV
apres twist | H | X | J | U

On peut a présent donner l'allure du graphe (cf. Fig. 4.4). En fait, les
arguments de symétrie mentionnés ci-dessus permettent d’affirmer que les
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sommets de ce graphe sont isométriques a une unique surface notée Ej 16 et
caractérisée par * = j = y (par exemple C,_,_, est isométrique & Cy_;_,);
ceci est corroboré par le calcul.

4.2.3 Surfaces eutactiques

e La surface notée F, 4, caractérisée par x = j = y, admet comme
ensemble de systoles X U J UY. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer
que E(2y/t) = 2, et d’examiner les différentes géodésiques coupant Y au plus
deux fois. La surface Iy 16 possede donc exactement 16 systoles, de longueur :

r=7=y~1,95799.

Vu que 16 < 6g — 5 = 19, il est clair que la surface E, 6 ne peut pas étre
parfaite. Par contre cette surface est eutactique : pour montrer cela, on calcule
les gradients des longueurs:

dx ~0,009.dy — 1,414.dl
dy = 1.dy + 0.dl
dj ~ —0,273.dy + 0, 383.dl

L’eutaxie de Ey 16 s’en déduit facilement.
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e On peut repérer une autre surface eutactique: celle qui réalise le mini-
mum de la systole le long de I'arc y = j. Cette surface, notée Ej ;5, possede
12 systoles de demi-longueur y = 7 ~ 1,89892. Comme précédemment, on
calcule les gradients des différentes longueurs:

dj ~ —0,293.dy + 0.dl
dy ~ 1.dy + 0.dl

I1 est clair qu’on peut écrire une combinaison linéaire strictement positive de
ces gradients, d’ou l'eutaxie de Ej 4.
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Chapitre 5

Une suite infinie de surfaces
parfaites

5.1 Une surface parfaite en genre 4

5.1.1 Présentation de la famille

On s’intéresse a la famille associée au graphe représenté sur la figure 5.1.
Son groupe d’automorphismes G est engendré par une rotation o d’ordre 4
et un retournement 7: c’est le groupe dihédral D,, d’ordre 8, de signature
2,2,2,2,4] d’apres [Bo].

) Y ) Y

Fic. 5.1 -

La famille obtenue par cette construction est paramétrée par deux pa-
rametres complexes. Pour se ramener a une famille & un parametre, on va
fixer une condition supplémentaire.
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On découpe la surface suivant
les courbes indiquées en poin-
tillés sur le schéma ci-contre,
en une surface “centrale” de si-
gnature (0,4) et quatre panta-
lons.

On peut alors paramétrer la
famille par les deux couples
de réels (twist, longueur) cor-
respondant a la déformation
de la surface selon les quatre
géodésiques y et selon la
géodésique y'.

Dans la suite de ce chapitre, on choisit d’imposer ¢ = t/, ce qui donne
alors une famille paramétrée par le seul couple de parametres réels (I, y), ou
[ est la longueur du demi-twist effectué selon Y U Y”’. En effet, y détermine
entierement les longueurs yq,y2,t = t/,y'. Pour obtenir y; et ys, il suffit de
résoudre le systeme

Y1+ 2yo = 2y
coshy; —2coshy, = -1

Ensuite, ¢ et 3y’ sont donnés par les formules: ¢y’ = 2y, et

h
cosht — o5y
coshys — 1

On aurait aussi bien pu se donner ¢ et calculer les autres longueurs en fonction
de ¢, en remarquant que:

{COShyl = i ot { 2y = yit+ 2y

coshyz = Zii5 2y = 4y,

5.1.2 La surface B, est parfaite

On note X l'ensemble des 8 géodésiques qui coincident avec la réunion
de deux segments ¢ lorsque le twist est nul (cf. Fig. ci-dessous).
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Soit © € X, et soit y € Y
intersectée par x, il existe une
unique plus petite géodésique
simple z telle que x,y, z soient
contenues dans une sous-
surface de signature (1,1), et
telle qu’en outre z intersecte
x (resp. y) une seule fois.
On note X’ lensemble de
ces 12 géodésiques, et ' leur
demi-longueur.

Soit x € X intersectant 3/, il existe une unique plus petite géodésique
simple z telle que z, ¥y, z soient contenues dans une sous-surface de signature
(1,1), et telle qu’en outre z intersecte = (resp. y’) une seule fois. On note X"
I’ensemble de ces 4 géodésiques, et 2" leur demi-longueur.

Montrons a présent :

Théoréme 6. La surface By caractérisée (a isométrie pres) pary = v = x’
est une surface parfaite non eutactique. Son ensemble de systoles est exacte-
ment Y U X U X', et contient donc 24 systoles.

Preuve @ Montrons que F' = Y U X U X’ est 'ensemble des systoles de
By. Apres calculs, on obtient :

y=x =212 ~2105192; ¢y ~ 2,518569
2~ 2463039 t ~ 1,376618; [ ~ 0, 7435077

Soit a une systole de By. Alors le nombre N(a) d’intersections de a avec Y
vaut au plus E(2y/t) = 3. Donc N(a) < 2. Les valeurs données ci-dessus
permettent de conclure.

e Montrons que B, est parfaite. On donne la matrice intersection des
systoles prises dans I'ordre Y U X U X’. Posons:

a= cos o = UL ~ 0, 806398
c= cos2a = 2a® — 1 ~ (0, 300557

e= sin? a. cosh(y — 1) — cos? ~ —0,270249
( ) — cos? a ~ —0, 167792
h = sina.sin2a. cosh(y — y;) — cosa. cos2a ~ 0,370541
( ) — cosa.cos2a ~ 0,535783

f= sin? a.. cosh(y — ys

= sina.sin2a. cosh(y — ys
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Soit € la matrice intersection :

0 Ql,Q Ql,S Ql4 Q1 5 _913

t
- Q1,2 0 0 Qz,4 Q2,5 Q2,6
0= _91,3 0 0 Qs,4 Q3,5 Q1,3
- t
=g =g —"sa Qua 0 Qe
s =5 —"Qs; 0 —Qys s
t t
Qg =" —Q36 —'e —sg 0
a 0 0 a a 0 0 O c 0 0 —a
N _ a a 0 0 _ 0 a 0 O _ —a c 0 0
otha=1 g o ¢ o | M= 0 0 a4 0| BT 0 4 ¢ 0
0 0 a a 0 0 0 a 0 0 —a c
—a 0 0 c a 0 0 e a e 0 O
c —a 0 0 e a 0 O 0 a e O
s = 0 c —-a O (2,4 = 0 e a O » Q25 = 0 0 a e
0 0 c —a 0 0 e a e 0 0 a
f f 0 0 0 0 0 f f 0 0 0
o f r o0 | f 0o 0 o0 o f 0 o0
Q=] 5 o g Sa=1| F0 0 SBs=1 9 ) Fo0
f 0 0 f 00 f O 0 0 0 f
0 —h 0 h kK 0 0 O 0 kK 0 O
h 0 h 0 0 kK 0 O 0 0 k£ O
Qaa = 0 h 0 —n | M= 0 0 koo | =0 0 0 k
—h 0 h 0 0 0 0 &k kK 0 0 O

Le calcul du rang donne alors:
rang(f)) = 6g — 6 = 18.

Donc la surface est parfaite.

e Par contre B4 n’est pas eutactique. En effet, si on pondere les colonnes
(regroupées par quatre) par les coefficients A1, Ay, Az, Ay = A5, Ag, on obtient
les relations:

M/ = a2l ~ 0,386 > 0
NafAg = ctacirledlaiak o 0,969 < 0
AifXe = i =~ 0,805 >0
/Ay = %:o,mbo

|
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5.1.3 Indication sur le lieu des jacobiennes

Soit {ait1<i<s U {Biti<i<s
une base de l’homologie
définie comme indiqué ci-
contre.

Alors, le groupe d’auto-
morphismes agit sur cette
base de la maniere sui-
vante :

000 1
R 0 . 1000

o= ou R =
0 R 0100
0010
0 0 0 -1
(SO0 [0 0 -1 0
T_OS 1 0o -1 0 o0
1.0 0 0

Les matrices appartenant a I’espace de Siegel, fixées par o et 7, sont de
la forme:

a b c b
b a b c
Z= c b oabd
b ¢ b a
La condition Sm(Z) > 0 s’écrit:
Sm(a) > 0
ISm(c)] < Sm(a)
2|13m(b)] < Sm(a) + Sm(c)
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5.2 Généralisation en genre quelconque

5.2.1 Construction d’une suite infinie

On généralise la construction considérée au paragraphe précédent. Soit
g € N, tel que g > 3; on considere la famille de surfaces de genre g, ad-
mettant pour groupe d’automorphismes le groupe dihédral D,, d’ordre 2g,
et construite a partir du graphe suivant : on considere g sommets formant un
polygone régulier a g cotés; les arétes sont les cotés du polygone; on place
ensuite un (g + 1)-iéme sommet au centre du polygone et on joint le centre
aux autres sommets par des arétes radiales.

Soit une surface appartenant a cette famille. La décomposition opérée au
§ 5.1.1, donne un découpage de cette surface en une sous-surface de signature
(0,9) (on note 2t la longueur de ses bords) et g pantalons. On conserve les
mémes notations qu’au § 5.1.1. A savoir, on note y les g géodésiques de
bords “intérieures”, et y’ la géodésique “extérieure”. On note y; la longueur
du segment de y, contenu dans la sous-surface centrale de signature (0, g), et
Yo la longueur du segment de y, contenu dans un des pantalons. On suppose
ici que les trois bords de chaque pantalon ont tous la méme longueur 2¢.

La famille est donc paramétrée par le couple de réels (I, y), ou [ est la lon-
gueur du demi-twist effectué selon Y UY’. En effet, y détermine entierement
les longueurs yi,4y2,t = t',y'. Pour obtenir y; et ys, il suffit de résoudre le
systeme

Y1 + 2y = 2y
coshy; —4cos?(m/g).coshyy, = 1—4cos*(m/g)

Ensuite, ¢ et y’ sont donnés par les formules: y' = gy, /2 et

h
cosht — — %0Y2
coshyy — 1

On aurait aussi bien pu se donner ¢ et calculer les autres longueurs en fonction
de ¢, en remarquant que:

/
cosh Yy = cosh t

COS2 ™
coshy, = 1+4CTW ot { 2y = 1w+ 2y
— g
cosht—1 2y o 2Y2
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5.2.2 La surface B, est parfaite

On note X l'ensemble des 2¢g géodésiques qui coincident avec la réunion
de deux segments t lorsque le twist est nul. Une telle géodésique a pour
demi-longueur :

t
cosh g = cosh 5 cosh [

Soit x € X, et soit y € Y intersectée par z, il existe une unique plus petite
géodésique simple z telle que x,y, z soient contenues dans une sous-surface
de signature (1,1), et telle qu’en outre z intersecte z (resp. y) une seule fois.
On note X' I’ensemble de ces géodésiques, et z’ leur demi-longueur, qui vaut :

cosh ' = cosh t. cosh(y — 1). cosh | — sinh(y — [). sinh [

Soit z € X intersectant v/, il existe une unique plus petite géodésique simple z
telle que x, ¢/, z soient contenues dans une sous-surface de signature (1, 1), et
telle qu’en outre z intersecte z (resp. y') une seule fois. On note X” I’ensemble
de ces géodésiques, et x” leur demi-longueur, qui vaut :

cosh 2" = cosh t. cosh(y’ —1). cosh — sinh(y’ — ). sinh

Pour chaque famille de géodésiques, on donne ci-

famille | § famille
contre le nombre de géodésiques contenues dans V7 H 1
cette famille. -
s v, X g

On va montrer que la surface caractérisée, a e 5
isométrie pres, par y = x = 2’ est parfaite quel - g

: X 39
que soit le genre g > 2.

Remarque 5. En fait le cas g = 3 est particulier, et on 'exclura donc de
la discussion qui suit. En effet, si ¢ = 3, on retrouve sur une surface déja
connue, notée T'(z|y) par P. Schmutz Schaller (cf. [Scl]): le calcul permet
d’affirmer que cette surface contient 22 systoles de demi-longueur :

y=1y =z =212 =2"~1,963546301.

Cette surface est non seulement parfaite, mais encore extréeme.

Montrons a présent le résultat suivant :
Théoreme 7. Soit g > 3. Il existe une unique surface, notée By, caractérisée,
a isométrie pres, par y = x = x'. Cette surface est parfaite et non eutac-
tique. Son ensemble de systoles est exactement Y U X U X', et contient donc
6g systoles.
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Preuve o La condition y = x = z’ est équivalente au systeme:

_ (3coshy+1)coshy
{ cosht = oyt DT

—14-cosh
tanh [ = W cothy

(5.1)

On remarque que, & g fixé, la fonction (3 coshy + 1) coshy/(coshy + 1)? est
strictement croissante par rapport a y; par ailleurs y; et yo sont des fonc-
tions strictement décroissantes de ¢, donc y est une fonction de ¢ strictement
décroissante, donc t est une fonction de y strictement décroissante. Il s’ensuit
qu’il existe une unique solution en y a la premiere équation du systeme 5.1.
En outre, la fonction coth(y)(—1 + coshy)/(1 + cosh y) est strictement crois-
sante par rapport a y, donc [ est déterminé de maniere unique par la deuxieme
équation du systeme 5.1.

On en déduit qu’il existe un unique couple (/,y) correspondant (pour un
genre donné g) aux conditions y = x = z’. D’ott 'unicité de B,

e Montrons que F' =Y U X U X’ est I'ensemble des systoles de By. On
note s la longueur de la perpendiculaire commune (entre deux géodésiques
y), qui soit la plus courte parmi celles qui ne valent pas ¢ ; un calcul immédiat
donne cosh s = cosh?t. cosh y; — cosh? t. Le tableau 5.1 donne une estimation
des diverses longueurs en fonction du genre. En étudiant les suites (y,),>4 €t
(tg)g>4, on remarque qu’elles sont strictement croissantes et qu’elles tendent
vers les valeurs limites reportées dans la derniere colonne du tableau 5.1. En

g [ 3 | 4 | 5 | 6 | +oo |
=12 =y | 1,963546 | 2,105102 | 2,168463 | 2,202235 | 2,277469
z" 1,963546 | 2,463039 | 3,018064 | 3,601196 | +oo
Y 1,963546 | 2,518569 | 3,099004 | 3,689017 | +oo
{ 1,324921 | 1,376618 | 1,397931 | 1,408875 | 1,432212
5 1,324921 | 2,335152 | 2,667805 | 2,330168 | 3,379919
l 0,679361 | 0,743508 | 0,772511 | 0,788072 | 0,822923
2/t 2,96 3,06 3.10 3,13 3,18

TAB. 5.1 — Longueurs des géodésiques en fonction de g

outre, on se convainc assez facilement que E(2y/t) < 3.

Soit a une systole de B,. Alors le nombre N(a) d’intersections de a avec
Y vaut au plus E(2y/t) = 3. Donc N(a) < 2. Les valeurs données dans le
tableau 5.1 permettent de conclure.
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e Montrons que B, est parfaite. Pour cela on reprend le raisonnement
utilisé par P. Schmutz Schaller dans [Scl, Prop.7.2]: on montre que F est
paramétrisante, ce qui entrainera la perfection de By. On rappelle a ce propos
qu'un ensemble fini F' = {aq, ay, ..., a, } de n géodésiques est dit paramétrisant
si I’application suivante est un plongement :

T — R”
hF-{ Y o— (l0,(2), ., e, (X))

On montre ici que F =Y U X U X’ est paramétrisante. L’ensemble X réalise
une partition de B, en 2¢ hexagones et 2 polygones a 2g cotés (isométriques
I'un de l'autre) ; cette partition induit une partition de chaque géodésique
de Y UY” en segments. Leurs longueurs et leurs angles orientés formés avec
les géodésiques de X, sont entierement déterminés par F' (évidemment le
fait qu’autour d’une géodésique de Y U Y, il y ait au plus une face non-
triangulaire -sur chaque feuillet- est un point crucial ici). Il s’ensuit que les
hexagones de la partition de B, sont entierement déterminés par F'.

Soit a présent M une des deux faces polygonales a 2g cotés ; soient z; et xo
deux géodésiques de X, bordant M et qui soient voisines (i.e. elles intersectent
la méme géodésique y € Y'). Soit z une géodésique intérieure a M telle que
x1, T2,z bordent un pantalon N (i.e. z est homotope a deux segments s).
Alors N est déterminée par x1, x5 et la longueur du segment de y contenu
dans N. Soient y1,y» € Y les deux autres géodésiques intersectées par N. Les
longueurs et les angles des segments y; N N, ¢ = 1,2 sont déterminés, ainsi
que les angles formés avec z. On réitere le raisonnement avec M\ N, et il en
découle que M est déterminée par F'.

F' est donc paramétrisante; en particulier hp est une immersion en B,
(cf. [Sc3] et [Scd]), donc By est parfaite.

e Pour étudier 'eutaxie relative, on commence par donner la matrice
intersection des systoles prises dans 'ordre Y U X U X’. On pose

coshy

a = cosq=———"or

coshy +1
c = cos2a =2a*—1
e = sin®a.cosh(y — y;) — cos® a
f = sin®a.cosh(y — y2) — cos® a
h = sina.sin2a. cosh(y — y1) — cos a. cos 2«
k = sina.sin2a. cosh(y — ya) — cos av. cos 2
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Soit € la matrice intersection :
0 Q9 Q3 Q4 Qs —s

—' o 0 0 Qo4 Qo Qg
0 — 3 0 0 Q34 Qzs 3
a4 =g —TQ54 Qua 0 Qe
s =y —'Q5 0 Qs Qs

t t t t
Mz~ —"e —ue —se 0
ot les blocs §2; ; sont des matrices carrées circulantes d’ordre g ; plus précisément

Q15 =C(a,0,0,...,0,a) , Q3=C(a,0,0,...,0,0)

N4 =0C(c0,0,...,0,—a) 915 =(C(-a,0,0,...,0,¢)
Q4 =0C(a,0,0,...,0,e) = C(a,e,0,0,. O)
Q26 =C(f,1,0,0,...,0) =C(f,0,0,...,0,0)

Qus = C(0,—h,0,0,..,h) 946_C(k000 ,0)

)

Q5 = C(0,k,0,0,...,0

ot C(wy, ...,w,) désigne la matrice circulante suivante:

w1 W2 ... Wy
w w1 e Wo—1
— g g
C’(wl, . ,wg) =
Wy W3 ... w1

(On aurait pu essayer de montrer que det(§2') # 0 ou €’ est la matrice extraite
de € en supprimant les 6 colonnes et les 6 lignes numérotées g.(n + 1) avec
n = 0,1,...,5. Ceci impliquerait rang({2) = 6g — 6, et fournirait une autre
preuve du fait que la surface soit parfaite.)

e Enfin, montrons que B, n’est pas strictement eutactique. Par un argu-
ment d’eutaxie relative (cf. [Ba3] §1.4), il suffit d’affecter du méme coefficient
toutes les colonnes correspondantes au géodésiques d’'une meéme famille. De
fait, si on pondeére les colonnes (regroupées par quatre) par les coefficients
A1, A2, A3, Ay = A5, Ag, on obtient les relations:

a’+ae—2f2
M = g >0
a’+taet+2fc—2fa—2a
>\3/)\2 = +a(JIgi};+jfc) 2ak <0
)\4/)\2 = k—(}:—];—c >0
>\6/)\2 = ate—2f >0
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Chapitre 6

Une méthode algébrique

6.1 Meéthode

Soit p € 7, une surface de Riemann compacte de genre g. Soit I', le
groupe d’automorphismes de p. Alors, I', agit sur I'espace tangent T,(7,).
On rappelle le résultat suivant, montré par Christophe Bavard (cf. [Bal]):

Proposition 1. Sil’action de T, sur T,(7,) est irréductible, alors p est par-
fait et eutactique, donc strictement extréme.

Dans ce chapitre, on se propose de redémontrer I’extrémalité de la surface
de Bolza et de la surface de Klein par une méthode purement algébrique. On
procede de la maniere suivante :

1. On déduit de I’équation algébrique de la surface une base de différentielles
abéliennes.

2. On calcule 'action du groupe d’automorphismes de la surface sur la
base de différentielles abéliennes.

3. A partir de la base des différentielles abéliennes, on construit une
base de différentielles quadratiques de la surface (cf. [F-K]), et on
détermine 'action du groupe d’automorphismes sur cette base: c’est
un représentation (notée x dans la suite) du groupe d’automorphismes
dans un C-espace vectoriel de dimension 3g — 3.

4. On calcule alors le caractere de la représentation. Si cette représentation
est irréductible, on conclut l'extrémalité de la surface a l'aide de la
proposition rappelée ci-dessus.
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6.2 Surface de Bolza

On rappelle I'équation de la surface de Bolza:

v =2 —2°.

Le groupe d’automorphismes G est engendré par les deux automorphismes

suivants:

$(x,y) = %Z%)

biw,y) = (25 220)
On a les relations suivantes:
¢° =¢* = (o)’ = L.

On peut choisir comme base de différentielles abéliennes les deux différentielles

suivantes:
Wy = dz
i
Wy = 4z

Y

L’action du groupe d’automorphismes sur cette base s’écrit de la sorte:

$*wo = — L2 (wp + wy)
o'W = —! (—wo + w1)

Yrwg = —
Yrw = —

On construit a présent une base de différentielles quadratiques:

@
5
o}

(_WO + zwl)
(—in + wl)

efSrefsy

{91 zwé; o = wows ; O3 :W%}
Et l'action du groupe d’automorphismes sur cette base devient :

¢*01 = —1(61 + 205 + 63)
¢*0y = —5(05 — 61)
(b*093 — —%<91 - 202 —|— ‘93)

U0 = 5(61 — 2i0, — )
"Lp*ez — %(91 —|— ‘93)
1/1*93 == —%<‘91 + 2202 — 03)
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Donc la représentation du groupe d’automorphismes est engendré par les
deux matrices suivantes:

1 -1 -2 -1

Mat(¢;0) = 5 1 0 -1
-1 2 -1

1 1 =20 -1

Mat(ws) =5 | @ 0
-1 =2 1

On calcule alors le caractere de la représentation :

(X)) = J%G g; tr(g)|* = % =1.

Conclusion: la surface de Bolza est extréme.

6.3 Surface de Klein

On rappelle 'équation de la surface de Klein dans P?:
F(z,y,2) = 2%y +y’2 + 2% = 0.

Le groupe d’automorphismes Gi est engendré par les deux automorphismes

suivants :

¢ 0 0

S = 0 ¢* 0
0 0 ¢

a b c

T= b ¢ a

c a b

4

olt ( = exp(2im/7), et a = CQZ__\/C;,() S S o S

On a les relations suivantes:

ST=T*=(ST)’=1.

Si on introduit I'automorphisme P défini par:

00 1
P=(100],
010
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alors on peut donner la description de G suivante (cf. [Ri2]):
Gg = {PIS* S'TPIS*|j, k,1eN;0<7j<2;0<k, <6}

On peut choisir comme base de différentielles abéliennes les trois différen-
tielles suivantes {x(2, y$2, 202} ou:

xdy —ydr  wdy —ydr  zdr —xdz  ydz — zdy

Y 2. oF o oF oF
Y +3z% ox oy 0z

On remarque que G agit sur €2 de la maniere suivante:
SN =Qet T"Q = —-Q et P*Q =Q.

L’action du groupe d’automorphismes sur la base de différentielles abélien-
nes s’en déduit trivialement.
On construit a présent une base de différentielles quadratiques:

o1 = $2927 P2 = IE?/Qza ¢z = ?/292
by = 120, P5 =Yz, P = 2*Q?

Apres calcul de I'action du groupe d’automorphismes sur cette base, on
en déduit que la représentation du groupe d’automorphismes est engendré
par les deux matrices suivantes:

20 00 0 0
0 ¢ 00 0 O
N 0O 0 ¢ 0 0 0
0 0 0 0 ¢% 0
0o 00 0 0 ¢
a? ab b2 ac be c?
2ab ac+b* 2bc bec+a? ab+* 2ac
b? be c? ab ac a?
Mat(T; ¢) = 2ac¢ be+a® 2ab ab+ 2 ac+b* 2bc

2bc ab+c* 2ac ac+b> be+a®> 2ab

c? ac a? be ab b2



6.4 Considérations sur la méthode algébrique 83

En outre,
001000
000010
00000 1
Mat(Pio) =141 ¢ 0 0 0
000100
100000

On calcule alors le caractere de la représentation :
(x: x) Z Itr(g) 108 _ .
ﬂG T 168

Conclusion: la surface de Klein est extréme.

6.4 Considérations sur la méthode algébrique

La méthode exposée ici peut paraitre certes alléchante puisque relative-
ment aisée a mettre en ceuvre. Toutefois deux inconvénients non négligeables
ne manquent pas de se présenter :

e D’une part la condition d’irréductibilité est suffisante mais non nécessaire
pour conclure quant a l'extrémalité de la surface. Par exemple, dans le cas
de la courbe de Wiman exceptionnelle (encore appellée surface de Picard et
notée M(3) par P. Schmutz Schaller dans [Scl]) qui est extréme, on trouve
(X, x) = 3. Dans le cas de la famille C, ) étudiée au chapitre 1 et qui contient
deux surfaces extrémes, on trouve:

4 st (a,0) # (1,£1)
(X’X):{ 3 si (o, 8) = (1, %1)

e D’autre part, pour pouvoir espérer tomber sur une action irreductible,
le groupe d’automorphisme Aut(X,) devra nécessairement étre tres gros. En
effet, si (x, x) = 1, alors

Ix(Id)]? (39 —3)°
L2 Au(x,) T tAu(x,)’

autrement dit, on doit avoir en genre g,

$Aut(X,) > (3g - 3
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Comme par ailleurs, la borne d’Hurwitz donne
$Aut(X,) < 84(g — 1),
cette méthode n’a de chance d’aboutir que si
g < 10.

Enfin, on aurait pu espérer appliquer cette méthode a la surface de Mac-
beath de genre 7 (cf. [MB]) en cherchant & savoir si la représentation du
groupe d’automorphismes dans 'espace des différentielles quadratiques de
dimension 3g — 3 = 18 était irréductible ou non: en fait, la réponse est
négative puisque 'examen de 'atlas des groupes nous révele que PSL(2,7)
admet des représentations irréductibles de dimension au plus 9.
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