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Résumé. L’objet de ce travail est I'étude générale des représentations linéaires du groupe
de tresses B,, qui proviennent de 'intégration de systémes de Knizhnik-Zamolodchikov (KZ),
vus comme représentations de I'algebre des tresses infinitésimales. Nous utilisons la tech-
nique des bases de Gelfand-Tsetlin pour étudier certaines représentations de cette algebre, et
montrons comment construire explicitement les représentations du groupe d’Artin correspon-
dantes. Nous classifions complétement les systemes KZ qui sont irréductibles pour 'action du
groupe symétrique et construisons les nouvelles représentations de B,, qui apparaissent & cette
occasion. Nous obtenons d’autre part des criteres d’irréductibilité sur les représentations de
B,, obtenues par construction tensorielle. Nous obtenons enfin d’autres résultats utiles dans
ce cadre, notamment une décomposition partielle de ’algebre de Lie engendrée par les trans-
positions dans I'algebre de groupe du groupe symétrique. Cette décomposition partielle est
en rapport avec les composantes irréductibles de la représentation de Jones.

Mots clés: représentations, groupes de tresses, Knizhnik-Zamolodchikov, tresses infinitési-
males, bases de Gelfand-Tsetlin, groupes symétriques, tours d’algebres.

Abstract. This work contributes to the general study of linear representations of Artin’s
Braid group B, that arise as monodromy of KZ-systems. We consider these systems as re-
presentations of the Hopf algebra of infinitesimal braids, and apply the technique of Gelfand-
Tsetlin basis. The purpose is twofold : this technique gives a good insight into the represen-
tation theory of this algebra, and we show that it helps in the explicit construction of the
corresponding braid group representations. We give a complete classification of KZ-systems
that are irreducible for the action of the symmetric group, and build the new representations
of B,, that arise at this stage. Among other results that are useful in this setting, we obtain
irreducibility criteria on tensor products and related constructions, and get a partial decom-
position of the Lie algebra generated by transpositions in the group algebra of the symmetric
group. This partial decomposition involves summands of the Jones representation.

Keywords: representations, braid groups, Knizhnik-Zamolodchikov, infinitesimal braids,
Gelfand-Tsetlin basis, symmetric groups, towers of algebras.
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INTRODUCTION 1

Introduction

Le groupe de tresses sur n brins B, a été décrit formellement pour la premiere fois en
1925. Dés la période 1923-1936 sont défrichés différents aspects essentiels de ce groupe:

- les tresses comme mots en n — 1 générateurs
- les interprétations géométriques des tresses
- le lien entre tresses et noeuds

- les représentations du groupe B,

Le lien entre tresses et nceuds est élucidé par Alexander (1923) et Markov (1935), une des-
cription de B,, par générateurs et relations est découverte par Artin, et enfin Burau (1936)
construit une représentation non triviale et irréductible de degré n — 1 de B,,, qui depuis porte
son nom. Le polynéme d’Alexander, premier d’une série d’invariants polynomiaux des nceuds,
est quant & lui directement lié & cette représentation de Burau.

Les travaux des décennies suivantes peuvent étre considérés comme une étude poussée
de ces constructions fondamentales. Il est montré que la représentation de Burau de Bjs est
fidele. Le polyndome d’Alexander est décortiqué, et on montre qu’il ne dépend, par un procédé
explicite, que du groupe fondamental du complémentaire du nceud (Fox). Rencontrant le
groupe de tresses pures ou colorées - un sous-groupe fondamental de B,, - dans son étude des
singularités, Arnold en détermine I’algebre de cohomologie rationnelle. Les développements de
la topologie algébrique et de la géométrie abstraite dans ’apres-guerre permettent en outre
de mieux comprendre le groupe de tresses B, comme groupe fondamental d’un espace de
configurations de Mac Lane (Fadell et Neuwirth): I’étude approfondie des complémentaires
d’hyperplans notamment par Deligne et Brieskorn-Saito, ’étude des groupes de réflexions
par Coxeter et Tits dégagent la nature géométrique profonde des groupes de tresses. Dans
le méme mouvement, on tache de généraliser la notion de tresse, en considérant des groupes
de tresses associés aux surfaces - le groupe de tresses rebaptisé “groupe d’Artin” n’étant
plus alors que le cas particulier associé au plan. L’apparition dans les années 70 d’un objet,
I'espace M, des modules des surfaces de genre g a n points marqués, qui joue un réle central
en géométrie et en arithmétique, et dont Grothendieck conjecture qu’il admet une structure
remarquablement simple, est 'aboutissement de cette tendance: le groupe de tresses d’Artin
concerne le cas particulier ¢ = 0, et il semble que 'on gagnerait & essayer de comprendre
globalement la structure de M, ,,, plutot que de “s’acharner sur ce pauvre groupe de tresses”
[43].

La période moderne dans I’étude du groupe de tresses débute par 'apparition révolution-
naire du polynéme de Jones, en 1985 [46]. Dans son étude des algébres de Von Neumann,
Jones met en place un procédé qui associe a tout nceud un polynéme, fondamentalement
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plus riche que le polynéme d’Alexander. Ce polynéme apparait donc a la surprise générale
de facon purement algébrique, et ses interprétations topologiques ne sont toujours pas aussi
satisfaisantes que celles du polynéme d’Alexander. Jones montre également que son polynéme
est lié & certaines représentations des groupes de tresses, qui se factorisent par une partie de
I’algebre de Hecke générique de type A. Ces algebres alors déja bien connues sont en effet des
quotients des algebres de groupe des groupes de tresses. Cette remarque tres simple ameéne a
considérer de plus pres les représentations de ces algebres de Hecke, décrites matriciellement
par Hoefsmit en 1974. Du point de vue de la théorie des nceuds, les relations “skein”, intro-
duites par Conway comme généralisation des méthodes d’Alexander, sont reconnues comme
un des outils essentiels dans la construction des invariants des noeuds.

Suivant ces différentes idées, il est construit un nouveau polynoéme, dit HOMFLY a partir
des initiales de ses six auteurs officiels, qui prend désormais en compte 1'algebre de Hecke de
type A dans son intégralité. Une nouvelle étape importante est alors due & Kauffman, qui
introduit un troisieme polynome, issu cette fois de la mécanique statistique, et qui englobe
d’une certaine facon les précédents. Birman, Wenzl et Murakami montrent alors que ce po-
lynome est encore issu d'un quotient de l’algebre de groupe du groupe de tresses: c’est une
nouvelle algébre semi-simple de dimension finie, dont les algebres de Hecke de type A ne sont
qu’un quotient.

Deux études fondamentales vont alors installer ces nouvelles méthodes dans une perspec-
tive plus large, sous l'influence notable de la physique. On s’est apercu que les méthodes de
théorie conforme des champs en physique théorique permettent de construire des représen-
tations du groupe de tresses par monodromie des équations différentielles introduites par
Knizhnik et Zamolodchikov. T. Kohno montrera que ce procédé est systématique, et qu’il
permet de construire au voisinage de la représentation triviale toutes les représentations du
groupe des tresses pures. Une certaine algebre, dite des tresses infinitésimales et liée & I’algébre
de cohomologie décrite par Arnold, semble en effet jouer dans la théorie des représentations du
groupe de tresses un role comparable aux algebres de Lie dans la théorie des représentations
des groupes de Lie. Enfin, ces tresses infinitésimales agissent naturellement sur les puissances
tensorielles de représentations des algebres de Lie simples. Les deux travaux qui font rentrer
ces nouveaux résultats dans une perspective générale sont alors:

- Drinfeld poursuivant le programme de Grothendieck inscrit ces nouveaux points de vue
dans une étude géométrique de My ,, qui prend en compte les travaux d’'Ihara reliant le
groupe de tresses avec Gal(Q/Q). 1l montre comment ces actions issues de la physique
sont reliées & des défauts de commutativité dans les catégories monoidales introduites
par Mac Lane. Il introduit enfin sous le nom de groupes quantiques des déformations
des algebres enveloppantes des algebres de Lie, qui permettent de décrire directement
I’action du groupe de tresses - et non plus des tresses infinitésimales - sur des puissances
tensorielles de représentations d’algebres de Lie.

- Vassiliev a généralisé la notion de relations “skein” dans le but de déterminer expli-
citement un invariant des nceuds, universel par son principe méme. Par une étude du
discriminant de Iespace des courbes lisses fermées de R?, il a montré que I'on pouvait en
un certain sens approcher d’un invariant universel des nceuds par une série d’invariants
des nceuds, appelés invariants de Vassiliev ou invariants de type fini. Ces invariants sont
liés a une algebre de Hopf, dite algebre des diagrammes de cordes, qui est extrémement
proche de I'algebre des tresses infinitésimales. Kontsevitch a montré comment construire
un invariant de type fini “universel” par des méthodes de géométrie différentielle. Le lien
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avec les idées de Drinfeld concernant 'action des tresses sur les catégories monoidales
a alors été fait par Cartier [30].

Lors de ces dix dernieres années, deux éléments nouveaux ont retenu notre attention
comme utiles & I'étude des représentations du groupe de tresses.

En premier lieu les travaux de Vershik et de 'université de Leningrad-Saint Petersbourg,
poursuivant certaines idées de Jones, ont montré comment réécrire la théorie des représen-
tations de certaines algébres munies d’une filtration naturelle a partir de leur diagramme de
Bratteli. 11 est en fait remarquable qu’un grand nombre d’algebres liées au groupe de tresses
sont particulierement adaptées & un tel traitement inductif. Par exemple, si 'on considére la
filtration naturelle du groupe symétrique &,,, le diagramme de Bratteli associé & ses représen-
tations irréductibles est sans ramifications (deux sommets sont reliés par au plus une aréte),
ce qui permet d’avoir une notion de base naturelle pour cette représentation, appelée base de
Gelfand-Tsetlin.

La méthode générale employée ici pour construire des représentations du groupe de tresses
consistera ainsi & faire apparaitre des représentations irréductibles du groupe de tresses par
leur diagramme de Bratteli: une fois ce diagramme obtenu, nous tacherons de construire
explicitement une représentation du groupe de tresses correspondant a ce diagramme.

En deuxiéme lieu, I'équipe “groupes finis” de 'université Paris VII a montré que 1’on pou-
vait associer aux groupes de réflexions complexes, des algebres dites cyclotomiques analogues
aux algebres de Hecke des groupes de réflexions. Il se trouve que cinq de ces algebres sont
des quotients de I’algebre de groupe d’un groupe de tresses a 3, 4 ou 5 brins. L’étude de ces
algebres permet de faciliter la description des représentations du groupe de tresses associées.
Rappelons que si les représentations que 1’on cherche & construire associent aux générateurs
d’Artin des endomorphismes semi-simples admettant génériquement deux valeurs propres,
ce sont des représentations des algebres de Hecke de type A. Dans le cadre de trois valeurs
propres, les représentations de Bs, By et By sont par définition des représentations de ces al-
gebres de Hecke cyclotomiques. Un diagramme de Bratteli étant donné, cela nous permettra
de décrire rapidement l'action des générateurs de B,, pour n < 5, comme étape initiale d’une
description inductive.

Ce mémoire se compose de trois parties. Pour distinguer les lemmes, propositions et théo-
réemes connus de résultats qui nous semblent nouveaux, nous utilisons la convention de ne pas
numéroter les premiers.

Cette thése prend comme point de départ I'opinion générale selon laquelle la plupart
des représentations de B,, proviennent de la monodromie d’un systéme de type KZ (cf. par
exemple Kohno [50]). Nous considérons les systémes KZ comme des représentations V' d’une
certaine algebre de Hopf B,,, qui contient ’algébre de groupe C&,, du groupe symétrique, et
notons fh V la représentation de B,, associée, qui dépend d’un parametre h.

La premiere partie de cette these est consacrée aux généralités. Le premier chapitre expose
les objets principaux ou élémentaires utiles ici, et pose les bases d’une étude des représenta-
tions de B,, a partir de celles de B,,. En particulier, nous montrons comment les propriétés
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d’irréductibilité, d’indécomposabilité, et de compatibilité par rapport aux filtrations natu-
relles des représentations de ‘B, se transposent aux représentations de B,. Nous étudions
ces questions dans un cadre “analytique” qui nous sera utile ici, ainsi que dans un cadre
“formel”. Nous exposons ces résultats sous la forme d’un théoreme (Théoréme 1) dans le
deuxieme cadre, et sous la forme de plusieurs propositions qui seront invoquées ensuite dans
le premier.

Le deuxiéme chapitre est la formulation dans un cadre général des notions algébriques
de cette these. Si V' est un k-espace vectoriel, nous commencons par étudier un certain type
de sous-algebres de End(V), dont I'irréductibilité de 'action sur V' se lit aisément sur un
graphe (I.2.1). Nous définissons ensuite les espaces vectoriels et algébres associés a des graphes
nivelés, graphes particuliers dont les diagrammes de Bratteli, introduits ensuite, sont les types,
et qui sont particulierement adaptés au traitement des représentations des algebres filtrées.
Nous isolons alors la notion d’algébres locales, qui s’applique aux différentes algébres utiles
ici. Enfin, nous obtenons des résultats d’irréductibilité pour I’action d’algebres locales sur
des modules associés & des graphes nivelés, et nous présentons en section 7 les applications
principales de ce formalisme & notre étude. La théorie présentée ici s’inspire des travaux de
Vershik et Kerov [74] d’une part, des idées d’algeébres de graphes exposées par Goodman, de
la Harpe et Jones [11] d’autre part. L’apport original est constitué d’abord par 'unification
de ces deux points de vue, mais surtout par I’accent mis sur les critéres d’irréductibilité.

Les chapitres 3 et 4 montrent comment des théories classiques, celle des représentations
du groupe symétrique et celle de I'action de B,, sur les puissances tensorielles de représenta-
tions d’algebres de Lie, s’inserent dans le cadre du chapitre 2. On y met en place certaines
conventions utiles.

La deuxieme partie est consacrée a lI'étude de représentations particulieres de B, qui
proviennent de représentations de 9B,,. Les représentations de B, qui se factorisent par les
algébres de Hecke génériques de type A, c’est-a-dire les déformations élémentaires de CS,,,
proviennent tres simplement d’une représentation de 8, dont la restriction au groupe symé-
trique est irréductible. Dans cette optique, il semblerait naturel de conjecturer la réciproque,
a savoir que, si la restriction & &, d’une représentation V de B, est irréductible, alors la
représentation |, , V de B, associée se factorise par 1'algebre de Hecke de type A. Aucune des
représentations jusqu’a présent connues de B, n’infirmait cette hypothése. Le théoréeme 2 de
I1.1 répond a cette question, en montrant que la réciproque n’admet qu’une unique exception,
une représentation que nous appelons sporadique.

Pour construire explicitement la représentation de B,, qui est associée a cette représenta-
tion sporadique, nous utilisons un algorithme que nous avons détaillé en 1.2.7, et qui permet
de déterminer les matrices d’une représentation de By, une fois donnés son diagramme de
Bratteli et quelques données complémentaires. Nous employons une premiere fois cet algo-
rithme au chapitre I1.3, montrant comment il permet de systématiser I’'étude, auparavant
menée par Broué et Malle [28], des représentations des algebres de Hecke cyclotomiques asso-
ciées & certains groupes de réflexions complexes, qui sont des quotients de B,,. Nous I'utilisons
ensuite en I1.4 pour obtenir des matrices explicites de la représentation de B, associée a la
représentation sporadique de B,,.

Les deux algorithmes exposés en 1.2.7, & savoir, d'une part la détermination explicite de
matrices a partir d’'un diagramme de Bratteli, et d’autre part la classification des représenta-
tions de 9B,, dont la restriction au groupe symétrique est une représentation sans multiplicités
fixée, permettent de ramener I’étude de certaines représentations de B, a celle d’un certain
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nombre d’équations polynomiales explicites.

On applique une deuxieme fois ces algorithmes, cette fois a I’étude des représentations
de B, qui se factorisent par le groupe symétrique étendu &,,. Ces représentations, qui ap-
paraissent au chapitre I1.2, sont caractérisées par le fait que 'image du groupe de tresses
pures P, est commutative. Nous classifions dans ce chapitre les représentations de dimension
n de By, et construisons une représentation irréductible que 'on peut a bon droit appeler la
“représentation naturelle” de G,,.

Dans la troisiéme partie, nous montrons (théoréme 3, ITI1.1) que les puissances alternées de
cette représentation sont irréductibles, & I'instar des puissances alternées des représentations
“de réflexions” des groupes de Coxeter (cf. Kilmoyer [35]). Enfin nous obtenons une généra-
lisation de ces nouvelles représentations irréductibles de évn, par l'introduction d’un nouveau
parametre, et nous en exposons un certain nombre de modeéles combinatoires particulierement
simples (théoreme 4, IT1.1).

De facon plus générale, la troisieme partie développe un point de vue opposé a celui qui
inspirait la deuxiéme: au lieu de chercher a construire des représentations de B,, dont on sait
par avance qu’elles sont irréductibles, nous considérons des représentations connues de B,, qui
proviennent de B,,, notamment celles qui se factorisent par les algebres de Hecke génériques
de type A, et leur appliquons les constructions tensorielles standard. Le but est alors d’obtenir
des criteres d’irréductibilité pour les représentations ainsi construites.

Dans le chapitre II1.2, nous montrons comment ces constructions tensorielles apparaissent
naturellement dans I’étude du bimodule s[$? pour le “cas stable”, c’est-a-dire lorsque n est
grand devant p. Dans ce cadre particulier, 'action essentielle est fournie par la sous-algebre
de Lie de CG,, engendrée par les transpositions, qui est une algebre de Lie réductive notée
‘H,. L’étude de cet objet, essentiel pour comprendre I’action de B,, sur les produits tensoriels
de deux représentations d’'une méme algebre de Hecke, est entamée dans le chapitre IT1.3. On
y détermine notamment le type de H,, pour n < 6.

Le dernier chapitre de cette thése montre que 'on peut isoler un certain type de re-
présentations irréductibles de B,, que nous appelons ses représentations nodales et dont
nous présentons une axiomatique. Le premier théoréme (théoreme 5, II1.4) dit que, dans
des situations génériques, la représentation produit tensoriel d’une famille de représentations
nodales est irréductible, et elle-méme nodale. Comme la notion de représentation nodale
couvre la plus grande partie des représentations irréductibles connues de By, a I'exception
notable de représentations qui se factorisent par &,,, ce théoréme illustre un phénomene tres
général, qui n’est sans doute pas sans relations avec un phénomeéne analogue observé sur les
Yangiens (cf. [65]).

D’autre part, dans ce méme chapitre nous étudions le produit tensoriel de deux repré-
sentations de H, d’un certain type. A partir de la méthode que nous avons publiée ailleurs
[61], nous en déduisons des facteurs simples de H,,, pour tout n > 2 (théoréeme 7, II1.4). En
conséquence, nous associons a toute famille de cardinal au plus n/2 de foncteurs de Schur une
représentation irréductible de B,,.
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Notations et conventions générales

Un corps k sera toujours supposé commutatif et de caractéristique 0. Un anneau et une
algébre seront toujours supposés intégres et unitaires. Si k est un anneau et G un groupe, on
adoptera les notations suivantes: on note kG l'algébre de groupe de G, k[[h]] 'anneau des
séries entieres formelles, C{h} I'anneau des fonctions entiéres. Enfin, suivant la tradition des
groupes quantiques, nous noterons k[h~', h]] I'anneau des séries de Laurent en h.

Les modules ou les représentations sur k& d’une k-algebre ou d’un groupe seront sauf
mention explicite du contraire supposés de dimension finie sur k. Les groupes de Lie seront
toujours supposés de dimension finie. Si A et B sont deux algebres (resp. deux groupes) tels
que A C B, on notera, pour un B-module M, Res s M la restriction de M & A. Suivant les
situations étudiées, on notera une représentation d’une algébre (ou d’'un groupe) A comme
un A-module M, ou comme un couple (V, p), ou V est un espace vectoriel et p un morphisme
de A vers 'algébre des endomorphismes de V.

Si (e, €9, ..., e,) constitue une base d’un espace vectoriel, on notera (e7, €3, ..., e") sa base
duale. On note d;; le symbole de Kronecker. Si o est un endomorphisme d’un espace vectoriel
de dimension finie, on notera Sp(c) le spectre de o, det(o) son déterminant, et x,(z) son
polynéme caractéristique det(o — ). Si i et j sont deux entiers, on notera [i,j] = {k € Z |
i <k <j}. SiV est un espace vectoriel, on notera Idy l'identité de V., GL(V) le groupe des
automorphismes linéaires, End(V) Palgébre des endomorphismes linéaires de V. Si de plus
V' est muni d’une action d’une algébre A, on notera End4 (V') Pespace des endomorphismes
linéaires de V' qui commutent a I'action de A. Pour des espaces vectoriels V', W, on notera
V @ W le produit tensoriel de Vet W, V" =V @V ®...QV, A"(V), S*(V) les puissances
tensorielles (resp. alternées, symétriques) nede V. Si V et W sont munis de I'action d’une
bigebre, on munira de méme ces nouveaux espaces de I'action associée.

Pour N un entier naturel, on écrira A - N quand X est une partition de I'entier IV, et on
notera )\’ la partition duale. On note Gy le groupe symétrique sur N lettres, et on utilise

la notation traditionnelle (i1 is ... %,,) pour les m-cycles. Quand il ne s’agira pas d’indices,
on notera i et j les nombres complexes habituels, définis par 4,5 # 1, i> = —1, 55 =1, et
Imj > 0.

Enfin, pour g une algébre de Lie, on notera Ug son algebre enveloppante universelle,
et, lorsque l'on considérera un groupe ou une algebre de Hopf particulier, on notera 1 sa
représentation triviale.

Notations

Nous présentons ici sous forme de tableaux les notations introduites dans cette these, qui
débordent le cadre de leur chapitre de définition.
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Notations du chapitre 1.1

B, L1110 LI C" L111[|BF I11.1
n L1116, L1 || s 1112 P, 1112
G4,Gs,... 1112||BWM, 11.12|(6&, 11127, L1121
tij 1121 %8, L1121 || T, L1121 t, IL121
vV, Li22 | [V, TLi22| [V L1122 [, M L1.26
Hy M 1131 || K,(q,t) L1.31| L(t) L1.32]| R(t) 1132
S(t) 1132 | V(M) T1132|V,(M) 11327, 1132
S 1132 | H\M 1132 Ii(a) 1132 XA, L1132
Bg, I1.1.3.2

Notations du chapitre 1.2

kS 121 | ews 1.2.1 [ D(S) 12.1 [[T= (S, Abs) 1.2.1
T = (S, A) 121 | T 121 |[z—y 1.2.1 || A(T) 1.2.1
Tp.p(M) 122 ([Tpe(M) 122 [Tp,(M) 122 [ G=(S,Absniv) 123.1
G = (5, A, niv) 1.2.3.1 || ne 1231z "y 12.3.1 | G, G", Gy, .- 1.2.3.1
Ta 1.2.3.2 || kG 1.2.3.2 | Ty 1.2.32 [ £, & Ens 1.2.3.2
M(G) 1232 M, (G) 1232/ T, 1.2.3.2 || Top,(G) 1.2.3.3
A=A, 124 |T° 124 | 2 125 [Ty 1.2.6.1
T, 1.2.6.4

T, 131 |[Ja 1.3.1 A 132 [ t(\) 1.3.2
h() 132 |[o() 1.3.2 s p) 132 [N 1.3.2
X 132 || X 1.3.2 Surf,(V) 1421 || Tot,(V) IL.4.2.1
SA I1.1.2 | Spor®™(a,B) 11.1.6.2 | L, 1122 | L,(h) I1.2.2
Ln(q) 1122 || Ry 11411 [RV(2,y) 11411 BY(X,Y) 1142
R(Xxy) 12| AB(X,Y,Z) TIIL14.1| (D1, Dy), III2.1 || %, 1113
Sn 1113
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Chapitre 1

Tresses et tresses infinitésimales

Dans ce chapitre, nous exposons les principes fondamentaux qui nous seront utiles concer-
nant les tresses et les tresses infinitésimales. La section 1 présente les aspects du groupe de
tresses qui nous intéressent, la section 2 introduit I'algebre 9B, dite des tresses infinitésimales
dont les représentations correspondent aux systémes KZ, et met en place les correspondances
entre les propriétés des représentations de B, et des représentations de B, associées par
“intégration”. Enfin la troisieme section de ce chapitre définit les représentations les plus
élémentaires de ces structures.

1.1 Le groupe d’Artin

1.1.1 Définition

Le groupe de tresses & n brins pour n > 1 sera pour nous le groupe d’Artin B,, engendré
par n — 1 générateurs oy,...,0,—1 soumis aux relations

0i05 = 0404 si ‘j—2‘22
0;0;4+103 = 0441040441 pour 1 S 1 S n — 2.

La premiére relation est appelée relation de localité, la deuxieme relation de tresse.
11 est classique d’identifier B,, au groupe fondamental du quotient de

Cy={(z1,...,2n) | zi =2 ssii=j},

c’est-a-dire de C" privé de ses diagonales, par le groupe symétrique &,,.
On peut d’autre part symboliser la définition par générateurs et relations de B, par le
diagramme de Coxeter

dans lequel chaque cercle symbolise un des générateurs o;: deux cercles 7 et j non reliés
induisent la relation de localité o;0; = 0;0;, deux cercles reliés 7 et i + 1 induisent la relation
de tresse entre g; et g;41.

La symétrie que présente ce diagramme reflete le fait que l'application o; — o, ; déter-
mine un automorphisme de B,. On remarque aussi, directement sur le systéme de générateurs
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et relations ou par l'intermédiaire du diagramme, qu’il existe un morphisme naturel, classi-
quement injectif, de B, 1 vers By, le générateur o; de B, 1 étant envoyé sur le générateur
o; de B,. Cette inclusion sera essentielle dans notre travail. Enfin, on peut associer a un
tel diagramme ou au systéeme de générateurs et relations associé un monoide unitaire: nous
associons ainsi au diagramme précédent le monoide unitaire des tresses positives, noté B;'.
Il n’est pas immédiat mais néanmoins classique que B, s’injecte canoniquement, en tant que
monoide, dans B,,. Un élément de B,, qui appartient & I'image de B, sera ainsi appelé une
tresse positive.
D’apreés ces définitions, By = B = {1}, By = Z, B = N. On a de plus une filtration

{1}=B1CZ=ByCB3sC...CBy_1CBy,.

En général, les inclusions B,_; — B, n’admettent pas d’inverse a gauche. Une exception
mérite d’étre signalée, I’homomorphisme spécial By — Bs défini par

oy — 01
o9 = 09
o3 +— 01

étant un inverse & gauche de 'injection naturelle Bs C Bjy.

Une présentation utile de B3 s’obtient en posant u = 0109, v = 010907 : la seule relation
entre ces deux générateurs est alors u? = v2. En fait u® engendre le centre de Bs, donc le
quotient de Bz par son centre est isomorphe & PSLy(Z).

Nous allons maintenant introduire certains éléments particuliers de B,, qui nous seront
utiles. On pose, pour n > 1,

T = (01...00-1)"
6n = (an_l...al)(al...an_l)
et
o = m =1
dg = 12 = of
On a alors, pour n > 2,
Tn = Yn—10n = OnYn—1
Op = Op_10p_10n_1.

Proposition. (Chow [34]) Pour n > 3, le centre de By, est cyclique infini. 7y, est son unique
générateur positif.

On pose 84 = 0.

Corollaire. < 03,03,...,0, >=< Y2,...,7n > et < 85,83,...0p >=< 01,73,...,Yn > sont
deux sous-groupes commutatifs de By pour n > 2.

Preuve — Pour n > k > 2, §, = *yk*yk:ll appartient au centralisateur de Bjy_; dans By,
donc, si r < k, 60, = 0,0k, et de méme 6,0y = 0405 pour k > 2. cqfd.
Les éléments 0o, . . ., d;, et leur lien avec +y, sont connus depuis longtemps. C’est en revanche

a Arun Ram (cf. [66]) que I'on doit, & notre connaissance, d’avoir le premier souligné leur
role primordial dans la théorie des représentations de B,,. Nous appellerons ces éléments les
éléments toriques de B,,.
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1.1.2 Quotients remarquables
Le groupe symétrique

On note s; = (i i+1) pour 1 < i < n — 1 les transpositions consécutives du groupe
symétrique &, c’est-a-dire ses générateurs de Coxeter. Les relations que vérifient ces géné-
rateurs sont alors la relation de localité s;s; = s;s; si |1 — j| > 2, la relation de tresse
8iSi+158; = Si+18iSi+1, ainsi que 322 = 1 pour tout indice 3.

Un épimorphisme de B,, sur G,,, que nous désignerons par m, est uniquement défini par
o; — S;, et son noyau noté P, est appelé groupe des tresses pures sur n brins. On rappelle
que

P, = 71'1(@2)

De fagon diagrammatique, les relations définissant le groupe symétrique sont symbolisées
par

n-2 n-1

ou le chiffre r présent a I'intérieur d’un cercle impose au générateur associé d’avoir pour ordre
T.

On fixe un corps k, cyclotomique de caractéristique 0.

A un diagramme de ce type, dans lequel r n’est pas forcément égal & 2, on peut associer
une algébre de Hecke cyclotomique [29] sur k= k(ai,...,a,), quotient de kB, et définie de
fagon similaire: on impose aux générateurs s, ..., S,—1 les relations de tresse et de localité,
et la relation s; = 1, c’est-a-dire dans ’algebre de groupe

T 9
[[Gi-e7) =0,
m=1

est remplacée par
T

H (si —am) = 0.

m=1
Dans le cas du groupe symétrique, c’est-a-dire pour r = 2, on obtient ’algebre de Hecke
générique de type A, déformation de kS,, au sens suivant :

Définition 1. Pour k un corps, on note R une k-algébre commutative, unitaire et intégre,
¢ un morphisme de k-algébres de R vers k, et k le corps des fractions de R. Si A est une
k-algébre, on dira qu’une R-algebre fl, libre en tant que R-module, est une déformation de A
st

Agyk = A

Ici, R = Kk[aq,...,a,], k est son corps des fractions, et le morphisme ¢ est donné par
2imm
plam) =e"~
Le principal résultat général dans ce cadre est le
Théoréme. (Tits, [6] ch. 4 ex. 26) Avec les notations de la définition précédente, si A est
semi-simple et dim; (A ®pr k) < oo, alors (A ®g k) est semi-simple et admet méme invariant
numérique que A ®y k; en d’autres termes, ces deux algebres deviennent isomorphes apres
extension des scalaires a une cloture algébrique de k.
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Tits a lui-méme démontré que l'on est dans le cadre de son théoréeme pour l'algebre de
Hecke de type A (cf. Bourbaki [6] ch. 4 ex. 27). Des isomorphismes explicites ont été plus
récemment exhibés par George Lusztig [59], Ivan Cherednik [33] et Jorge Gonzalez-Lorca [42].
Enfin, une description explicite des représentations de cette algebre de Hecke a été obtenue
par P.N. Hoefsmit des le début des années 70, dans une thése malheureusement toujours
inédite [45].

Groupes de réflexions complexes

Parmi les groupes de réflexions simples, seuls les groupes symétriques apparaissent comme
quotients des groupes de tresses. Parmi les groupes de réflexions complexes simples, il apparait
en revanche cinq groupes supplémentaires, exceptionnels dans la classification de Shephard
et Todd [67]

Ces groupes sont des groupes finis, quotients d’un groupe de tresses.
?
Cette situation est exceptionnelle, dans la mesure ou si 'on consideére par exemple le
groupe associé au diagramme

Oan0

pour k > 6, il admet une représentation de degré 2 définie pour w = e

'_>w0 '_>1—w
71 1 1) % 0 w

I1 est alors élémentaire de vérifier que I'image de o105 ! admet des valeurs propres non racines
de T'unité des que & > 6: cet élément est donc d’ordre infini, ainsi que le groupe auquel il
appartient (cet exemple nous a été communiqué par Gunter Malle [60]).

Les algebres de Hecke cyclotomiques associées & ces groupes de réflexions complexes,
étudiées dans [29] [28], sont des déformations des algebres de groupes. Il a été conjecturé
par Michel Broué et Gunter Malle [28] que les algebres de Hecke cyclotomiques associées
aux groupes de réflexions complexes sont de dimension finie, donc que le théoréme de Tits
s’applique.

Pour les groupes qui nous intéressent ici, cette conjecture n’a été & notre connaissance
démontrée que pour G4, G5 (Broué-Malle, [28]), Gs et G1g (Miiller [63]). Le cas de G3a reste
malheureusement conjectural & I’heure actuelle.

En tout état de cause, a partir du point de vue développé dans [29], on peut montrer que
chacune des représentations irréductibles de ces groupes se déforme, en un sens compatible
avec la définition 1, en une représentation irréductible de ’algébre de Hecke correspondante.

On remarque enfin que G4 s’injecte dans Gos, Gos dans G39. Il en est évidemment de
méme pour les algebres de Hecke correspondantes.

21

i
k par
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L’algeébre de Birman-Wenzl-Murakami

Pour la définition de l'algebre de Birman-Wenzl-Murakami, abrégée ici en BWM ou
BW M,,, nous renvoyons & [26] [64]. Cette algeébre a été introduite comme quotient de l'algebre
de groupe du groupe de tresses afin de faire apparaitre le polynéme de Kauffman des nceuds
[48] comme trace sur cette algebre. Ces algebres BW M,, dépendent de deux parametres [ et
m, et on a

Théoréme. (Wenzl, [26]) Pour des valeurs génériques de | et m,
1) BWM,(l,m) est une algébre semi-simple de dimension finie.

2) Les représentations irréductibles de BW My (I, m) sont en bijection avec les partitions
AN pour 0 < N <n.

3) La restriction & BW My _1(l,m) d’une telle représentation associée d un diagramme de
Young A = N est sans multiplicités. Ses facteurs simples correspondent auz diagrammes
de Young de taille au plus n — 1 déduits de X par ajout ou suppression d’une boite.

L’algebre de Hecke de type A est enfin un quotient d’une spécialisation en (I,m) de cette
algebre de Birman-Wenzl-Murakami.
Le groupe symétrique étendu

Dans [70], Tits a montré comment associer a tout groupe de Coxeter G défini par une
matrice de Cartan une extension G, appelée groupe de Coxeter étendu

lsA-sGh a1

extension de G par un groupe abélien A. Si 'on note B le groupe de tresses généralisé de G
au sens de [29], et 7 la projection naturelle

m:B— G,

alors A est isomorphe au groupe dérivé P/[P, P|, avec P = Ker 7, et on a le diagramme
commutatif exact

1
[P, P] 1
1 P B G 1
|
1 A G G 1
|
1 1 1

Le groupe G est alors extension de G par A, et A est un Z-module libre de rang le nombre
de réflexions de G. La propriété essentielle de G est pour nous que toute représentation de B
pour laquelle 'image de P est commutative se factorise par G.
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Dans le cas particulier oun G = &,,, on a ainsi défini un quotient Sy remarquable de B,
que nous appellerons groupe symétrique étendu, extension de &,, par le Z-module libre de rang
n(n —1)/2. Nous noterons 7;; les générateurs du noyau de I'extension, images des générateurs
traditionnels de P, (cf. Birman [2]) dans P, /[P, P,].

1.2 Tresses infinitésimales

1.2.1 Définition

On fixe un corps k de caractéristique 0.

Définition 2. On note T, l'algébre de Lie définie sur k par générateurs t; j pour 1 <1i,7 <n
et relations

tij = tji tii =0

[tij» tri] =0 si #{i,5,k,1} = 4

[tij,tik + tkj] = 0.

Le groupe symétrique &,, agit sur 7, par
S-tij = Ls(i)s(j)-
Cela permet de construire

Définition 3. On note B, et l'on appelle algébre des tresses infinitésimales sur n brins le
produit semi-direct &, x UT, ot UT, désigne l’algébre enveloppante universelle de Ty,.

Par construction, chacune des algebres UT,, et 9B, est canoniquement munie d’une struc-
ture d’algebre de Hopf graduée. En particulier, le coproduit A vérifie, si 'on note s une
permutation quelconque de &,,,

>
—~

~~
ST
.
SN—

I®tj+1;; 1
A(s) = 5®s

et la graduation est définie par deg(t;;) = 1, deg(s) = 0.
Notons enfin 'existence d’un morphisme d’algébres de Lie 7,, — k&,, défini par

tij = (i j)

qui se prolonge en un morphisme d’algebres B,, -+ &,, x k&,, o G,, opére sur son algebre de
groupe par conjugaison.

Remarque. L’algebre 9B, peut étre définie autrement que par générateurs et relations. C’est
par exemple I'algebre naturellement associée aux invariants de Vassiliev des tresses. Quant a
I’algebre UT,, c’est la duale de Koszul de I'algebre de cohomologie du groupe des tresses pures
sur n brins, décrite par Arnold [22]. On peut, de cette fagon, interpréter motiviquement 7y,
comme l'algebre de Lie du m; “de Rham” de C? (cf. Deligne [36]). T, peut enfin étre définie
sur Z comme la Z-algebre de Lie associée a la suite centrale descendante de P,, suivant le
procédé décrit dans Bourbaki [5], ch. 2 §4: cf. Kohno [49].

Nous allons maintenant décrire des éléments particuliers de B,,, analogues aux éléments

51: de Bn.
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On note
Tn = Z tij avec T2 = tlg y T1 = 0.
1<i<j<n

Comme, pour tous i et j, t;; = t; et t;; =0, on a

Sous cette forme, il est évident que T),, commute a toute permutation de &,,, et, d’autre part,
sil<rs<n,
20trs, Tn] = Yi<ij<nltrs: tij]
2 2?21 [trm tri] + [trm tsi]
2 Z?:l [trs, tm’ + tis]

|
e

On définit alors pour n > 2,
n—1
t, =T, —Typ_1= Zti,n-
i=1

On déduit de cette expression que t, appartient au commutant de 8, ; dans B, et que
la sous-algébre de B,, engendrée par to,...,t, est commutative. Ces éléments vérifient la
relation

Sntnsn + thntr1 = tpga.
Nous appellerons ces éléments tj les éléments toriques de B, et on posera par convention

t; =0.

Dans les sections 1.1.2.2 & I.1.2.5, nous supposerons k = C. En particulier, U7, et B,
seront des C-algebres.

1.2.2 Equations KZ et “intégration” des représentations

On note V un C-espace vectoriel de dimension finie et on considere le fibré trivial V' x C?
au-dessus de C?. On considére la 1-forme, dite de Knizhnik-Zamolodchikov

h h
w=— ; Q0 jdlog(zi — z;) = 9 Z Q; jdlog(z; — zj)
i<y irj

ol h est un parametre scalaire, ; ; = ;; un élément de End(V), et €;; = 0. A cette 1-forme
sont naturellement associées une équation différentielle et une connection sur le fibré trivial,
également dites de Knizhnik-Zamolodchikov, ou KZ. On a alors (cf. [15])

Lemme. La connection associée a w est plate si et seulement si p : t;; — Q;; définit une
représentation de T,. Si de plus p se prolonge en une représentation de B, alors w définit
une connection plate sur le fibré vectoriel (V x C?)/S, au-dessus de C} /G,

Or, si la connection associée & w est plate, elle définit par holonomie apres choix d’un point
base z de C?} (resp. C7/G,) une représentation de 71(C?) = P, (resp. m1(C}/S,) = By)
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sur V. On note V, la fibre au-dessus de z (resp. au-dessus de la classe de z dans C7/G,,), et
fh V, la représentation ainsi obtenue. Si 2z’ est un autre point base, on a

/VZ:/Vz/.
h h

Suivant un autre point de vue, on considére la partie simplement connexe de C?
D={(z1,20,...,2n) ER" | 21 <29 < ... <2z}
et ses translatés par s € G,
Ds={(z1,22,...,20) €R" | 25-101) < 2g-1(9) <. < 2Zg-1( }-

On note D l'image de D dans C?/&,,. Pour tout domaine U de C7, on désignera par I'(U)
I’ensemble des solutions sur U de I'équation KZ

dF = wF

ou F est une fonction de U vers V. On identifie les T'(U), pour U un voisinage ouvert simple-
ment connexe de D (resp. D) dans C7 (resp. C7/&,,), sous la notation I'(D) (resp. I'(D)).
Pour tout z € D, on a un isomorphisme

D) — Vv
F = F(z)

donné par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Ainsi, si I'on note [, V' 'action de P, (resp. B,)

ainsi obtenue sur I'(D) (resp. T'(D)), on a
Vz e C} /V:/Vz.
h h

Proposition 1. Soit (V, p) une représentation de By, n > 2. On note Q; j = p(ti;). Si p(Tn)
est une algebre de Lie commutative, alors l'action de o; € By, sur fh(V, p) est donnée par

Remarquons maintenant

oi(h) = p(si)e P+,

Preuve — On note z = (z1,...,2,), et 'on considére
H(z) = [(zi = 2%,
1<j

fonction localement définie de C} vers End(V). Comme la famille des €2;; commute par
hypothese, les solutions locales de I'équation différentielle KZ sur C? sont les z — H(z)v, pour
v € V. La conclusion découle alors du calcul, lémentaire, de la monodromie de (z; — z1)",
pour A = iQi,H_l. cqfd.

1

En conséquence, si (V, p) est une représentation de 9B, pour n > 1, on peut définir pour
tout h € C la représentation fh V de CB,, en définissant l'action de o; pour 1 < i <n —1

comme p(s;)ezp(hp(tiis1))-
Enfin, on a d’évidence

SN
<
®
=
1R
e
=
029
S
=
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1.2.3 Propriétés locales

On note w = hwy, et z = (z1,...,2,) € D un point base de C}. On rappelle que C{h}
désigne 'anneau des fonctions entieres de h, c’est-a-dire des séries entieres en h de rayon de
convergence infini. Si 7 est un lacet de (C7, z), action, encore notée [y], de [y] € P, sur V,
est donnée par les intégrales itérées de Chen (cf. Chen [32])

[v] = 1+f7w+f,yww+f,ywww+...
1+hf,yw1+h2f7w1w1+h3f7w1w1w1+....

Il est classique que cette expression est convergente en h, de rayon de convergence infinie: si

I'on note M = ||7*w1||, o0 a
Mr
/w1w1 .
r!

r facteurs

On associe ainsi & tout élément de P, une fonction entiére de h. De méme, si y est un lacet
de C?}/6,, dans la classe d’homotopie o € B, = m1(C}/S,,), il se reléeve en un chemin de C?
d’origine z et but 7(0)(z). L’action de 'holonomie de ~y, donc de o, est ainsi donnée par

U(h) = 7_((0)71(1 +h/w1 +h2/w1w1 +/w1w1w1 —+ .. .),
Y Y Y

qui est encore une fonction entiere de h.
Considérons par exemple, pour 1 < i < n — 1, le chemin

Y=,y M) : [0,1] = C}

défini par
() = =
Yic1(t) = zia
’Yi(t) —  ZitZiy1  Zi41—2i eiﬂ-t
2 2
Yip(t) = zi+2zi+1 + zi+12—zz' elmt
Vit2(t) = zigo
L Vn(t) = “n
soit, graphiquement,
Yi+1
Z1 Zik_\ZH_l Zn
Yi

Un calcul élémentaire montre

1
= Qi — Qiy1,; — Q)1
/7w1 it — D (g — Qi) log

JFLi+1

zi + zip1 — 2z — 1
zi + zip1 — 2z + 1 '

On a y(0) = z, v(1) = si(z). Dans le quotient C7/S,,, v devient un lacet de classe o;, et
comme si_l = s;, on obtient pour I'action de o;

si(1 4 h/wl) + o(h).
v



20 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINITESIMALES

On en déduit

Proposition 2. Soit z € D, et (V, p) une représentation de B,. Si l'on note Q;; = p(t;;), et
o(h) Vaction de o € By, = m(C} /Gy, 2) sur [, Vs, on a

1) o;(h) est une fonction entiére de h.
2} O’Z(h) = Si(l + hQi’i+1 +h Zj;éi,i—l—l(QiJrl,j - Qi’j)ai,j) + O(h) avec

1 2+ 2ziy1 — 2z — 1
ai,j = — lo .
i zi + zip1 — 2z;+ 1

3) 02(h) = 1 + 2hQ 41 + o(h).
4) 6i(h) =1+ 2hp(t;) + o(h).

5) vi(h) =1+ 2hp(T;) + o(h).
Preuve — Les propriétés 1) et 2) viennent d’étre démontrées. De

5i(Qig1,5 — Qig) = (i — Qig1,5)si

on déduit 3). On démontre enfin 4) puis 5) par une récurrence immédiate & partir de d; = o2

et Omi1 = OmOmom, le cas m = 2 découlant de 3), et 'expression au premier ordre de o;(h)
étant connue d’apres 2). cqfd.

A toute représentation (V,p) de T, (resp. de B,) et & tout point base z on peut ainsi
associer une représentation, notée [V,, de P, (resp. B,) sur C{h}. Le C{h}-module sous-
jacent de [V, est C{h} ®¢ V, si 2’ est un autre point base [V, ~ [V, et, pour tout x € C,
le morphisme de spécialisation

¢ C{h} —=C
h =K

induit un morphisme P,-équivariant (resp. Bj-équivariant) surjectif

b ~ ¢ @ Idy /V£—>/Vg.
K

L’ensemble des zéros d’une fonction entiére étant un ensemble localement fini, il est utile
d’adopter la convention suivante :

Définition 4. Si (V,p) est une représentation de T, (resp. de By,), on dira qu’une propriété
de th est vérifiée pour presque tout h s’il existe une partie N de C localement finie telle
que fh V' wérifie cette propriété pour tout h € C\ N.

Revenant & la proposition précédente, on remarque que le terme linéaire dans ’expression
de 0?(h) ne dépend pas du point base. Il n’en est pas de méme pour o;(h) mais, si 'on
considére par exemple la fonction, polynomiale en h,

i) =1=h Y Qi
jAiyi+1
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. . L 3 ) J— .. . .
elle est inversible au voisinage de 0 et, si I’on pose X; = Z#i’iﬂ a; ;i1 5,

UL (h)o;(h)T;(h)

)

(1+hX;)si(1+ h€ i1 +hX; — hsiX;si)(1 — hX;)
S; + h(XiSZ' + SiQi,i-I-l + 8, X; — X;8; — SiXi) mod h

soit W' (h)o;(h)W;(h) = s;(1 + hQ;41) + o(h) au voisinage de 0. Ainsi, on peut espérer
obtenir apres conjugaison une expression de o; qui ne dépende pas du point base. 1l est plus
astucieux et plus classique de considérer la monodromie par rapport & un point a l'infini,
c’est-a-dire que I'on prend comme point base (z1,...,2,) € R™ et que 'on considére la limite
a l'infini obtenue pour z; << 29 << ... << z, (cf. 1.1.2.5).

1.2.4 Irréductibilité et restrictions

Soit M un T,-module (resp. un B,-module) simple correspondant & une représentation
(V, p) irréductible. Nous allons montrer que, pour presque tout h, [, M := [, V est irréduc-
tible. Pour ce faire, nous fixons un point base z et, pour ¢ € CB,,, nous notons

o(h) € C{h} ®c End(V)

I'action de o € CB,, sur [ V.
On rappelle que 9B,, est muni d’une graduation définie par deg t;; = 1 et deg s = 0 pour
s € G,. On a alors

Lemme 1. Pour tout élément homogéne a de B, il existe un élément o de CB,, tel que

lim b~ %9 % (h) = a.
h—0

Preuve — Comme B, est engendrée par des éléments de degré 0 et 1, il suffit de montrer cette
proposition pour a € &, et a = t15. Or, si a est une permutation, on déduit de la surjectivité
de la projection 7 : B,, — &,, un élément o € B, tel que 7(o) = a, soit limy_,oo(h) = a. Si
a =t19,deg a=1et

2(h) — 1
t10 = limhﬁgh_l%.

cqfd.

On en déduit

Proposition 3. Si M est un T,-module (resp. un B,-module) simple, pour presque tout h
la représentation de P, (resp. de By) associée est irréductible.

Preuve — On suppose donc que M est un B,-module simple. D’apres le théoreme de Burn-
side, cela signifie que le morphisme B,, — Endc (M) est surjectif. Comme 9B, est graduée, les
éléments homogenes en forment une base, et, si m = dim M, il existe une famille a1, ao, . .., a,,2
d’éléments homogenes de 9B,, dont I'image engendre Ende(M). Comme dim Endg (M) = m?,
on en déduit que det(ay,...,a,,:2) # 0. A ces éléments correspondent par le lemme précédent
des éléments oM, ... 6(™") de I'image de CB, dans C{h} ®¢ Endc(M), et des naturels
i, ..., a2 tels que

lim oW p=% = g,

h—0
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On note alors
Qi1(h) = det(cV, ..., 0™ € C{h}
et

a = Z?flai
Q = hoQi(h) = det(h 10 . . K m2g(m”),

On a Qq(h) € C{h} et Q2(0) = det(aq,...,a,,2) # 0. Ainsi, Q2 # 0, donc Q1 # 0. En dehors
d’un ensemble localement fini on a donc Q1 (h) # 0, et fh M est simple. Le cas ou M est un
Tn-module se démontre de la méme facon. cqfd.

Comme conséquence immédiate, on obtient le

Corollaire. Si M est un T,-module (resp. un B,-module) semi-simple, pour presque tout h
la représentation de P, (resp. B, ) associée est semi-simple.

D’autre part, on a

Proposition 4. Soient (V,pa) et (V,pp) deuz représentations de B, sur un espace vectoriel
de dimension p, avec 1 < p < 0o. On suppose que, pour presque tout h suffisamment proche
de 0, on a [, (V,pa) ~ [, (V,pp). Alors,

Resg, (V,pa) ~ Resg, (V, pB).

Prewve — On note o;'(h) (resp. o (h)) l'action de o; € B, sur [, (V,pa) (vesp. [, (V,pB)).
On a

lim O’,Zq(h) = pa(si) lim o2 (h) = pp(s)).
h—0 h—0
D’autre part, pour presque tout h suffisamment proche de 0, il existe P(h) € GL(V) tel que
P(h)~le(h)P(h) = 0B (h). Comme l'ensemble des ||[P(h)~![|||P(h)|| est majoré de facon
indépendante de h, si ||.|| désigne la norme d’opérateurs, on en déduit
lim P(h) "' pa(s;)P(h) = lim P(h)"'oi (h)P(h) = lim o? (h) = p5(si).
h—0 h—0 h—0
Puisque la restriction de p4 & &,, comme toute représentation de &,,, est semi-simple, sa
classe de conjugaison est fermée (cf. Lubotzky et Magid [58]), et on a bien la conclusion
voulue. cqfd.

Une autre propriété remarquable est que ce procédé d’intégration est compatible avec les
filtrations
%n—l - %n - %n-l—l
B,.1 C B, C Bpi.

Proposition 5. Si (V, p) est une représentation de B,, avec n > 3, alors pour h suffisamment

petit
Rean_l/V:/Res%nIV.
h h
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Preuve — On appelle K7, I'équation différentielle KZ sur C7. Nous renvoyons ici a la these
de Jorge Gonzélez-Lorca [42], qui détaille des arguments de Drinfeld [38].

Si l'on considere 'équation K Z,,, non plus & valeurs dans V ou End(V'), mais dans ﬁn,
on a localement un isomorphisme entre les solutions F(z1,...,2,) de KZ, et les solutions
G(z1,...,2n—1) de KZ, 1, donné par

F(zi,.oovzn) = f(z1y. oy 20)G(21, oy 2n—1)

ou f(z1,...,2p) est, pour zy,..., 2,1 fixés, 'unique solution de I’équation différentielle
af _ > bin_
dzy, — 2 — %
1<i<n

a valeurs dans ﬁn telle que

Fletyeeeszm) ~ (2n = 2.
Les arguments de Jorge Gonzalez-Lorca (premier corollaire du théoréme 2.1) restent valables si
'on spécialise les séries formelles en les ¢;; en §2;; = p(t;;). La seule difficulté est la convergence
des solutions formelles pour h suffisamment petit, pour laquelle nous renvoyons au 2€¢ mémoire
de Lappo-Danilevskii [17], en particulier au théoréme VI.

La monodromie d’une telle fonction f par rapport aux o;, pour 1 <4 < n — 1, est alors
triviale, et I'on en déduit immédiatement I'isomorphisme de I’énoncé. cqfd.

Corollaire. Si (V,p) est une représentation de By, et Q;; = p(t;;), pour tout h € C le spectre
compté avec multiplicités de laction de o; sur fh V est égal a celui de

p(si)exp(h€; ;1)

Preuve —  Chaque o; pour 1 < ¢ < n — 1 étant conjuqué dans B, a o1, et chaque
p(si)exp(h€; 11) étant conjugué a p(sq)exp(h2), il suffit de montrer cette assertion pour
1 = 1. D’aprés ce qui précede, pour h suffisamment petit,

ResBQ/V:/Res%V.
h h

Comme T3 est une algebre de Lie commutative, il découle de la proposition 1 que l'action
de oy sur [, Resy,V est égale & p(sy)exp(h€i2). L'isomorphisme précédent donne alors le
résultat voulu pour A suffisamment petit.

Si z est un point base de C?, l'action de o; sur fh V, est une fonction entiere de h, que
nous notons provisoirement af(h). Les coefficients des polynémes caractéristiques respectifs
de o7 (h) et p(s1)exp(hQ12) sont des fonctions entieres de h, égales pour h suffisamment petit.
On en déduit que les polyndémes caractéristiques sont égaux pour tout h, d’ol la conclusion.

cqfd.

L’intérét du corollaire précédent réside bien évidemment en ce que s; et ¢; ;11 commutent,
et qu’ainsi le spectre des générateurs d’Artin se déduit immédiatement d’une diagonalisation
simultanée de p(s;) et Q;;y1.
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1.2.5 Monodromie a ’infini

Dans cette section, on considére des représentations (V,p) de 9B,, et on introduit une
hypothese de diagonalisabilité des éléments toriques

(TDIAG) Vi p(t;) est semi-simple.

Sous cette hypothese, on peut considérer ’action par monodromie de B, par rapport au
“point & l'infini” noté symboliquement z,, = (21 << 29 << ... << 2zp). Cela consiste a
effectuer le changement de variables

Uy, = zZ1+29+...+2,

_Zn—1"Z%n

Up—
n—1 Zn—2—"2n-1

s — 22—z

21—29

U1l = Z1 — 22
dans I’équation KZ, et & étudier le comportement des solutions de KZ quand u = (uq, usg, ..., uy)
tend vers 0. Pour n = 3, I’équation K7 s’écrit en ces variables

oF  _

ur 0

oF Qa4 Qog

Ouo - h us + 1+us F

OF  _ Q194+Q13+093

Bu; = h - F.

De facon plus générale, on obtient (cf. [8] lemme 8.2.3)

oF F
—=0et8—=hp(t2+t3+ + tx)
8U1 8uk Uk

F + Ry (u)F pour k > 1,

ou Ry est une fonction rationnelle de u & valeurs dans End(V'), qui est réguliere en u = 0.
On en déduit, d’apres le théoréme 8.2.6 de [8], que si (V, p) vérifie (TDIAG), il existe r > 0
tel que, pour tout 0 < |h| < r et ¢ : D — V solution de I'équation KZ,
n—1
lim u;
u—0 -
1=1

hp(tao+...+t; ~
plbat ) o) =

existe, et 'application
I'(D)
®
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Cette construction présente 'avantage, d’une part de se libérer de la dépendance au point
base, et d’autre part de rendre uniformes les isomorphismes

/Res%nlv ~ Resp,_, /V.

L’étude de la monodromie par rapport au point base & I'infini a été effectuée par Drinfeld [38],
dans le cas ou h est considérée comme une variable formelle. Les problémes de convergence que
posent cette approche sortent du cadre de ce travail. Il est en particulier vraisemblable que,
lorsque les représentations sur C[[h]] obtenues par Drinfeld sont entiéres, elles sont isomorphes
aux représentations sur C{h} que l'on a jusqu’a présent considérées. Les résultats de [8]
obtenus sous I’hypothése (TDIAG) sont un premier pas dans cette direction.

<

%
=P
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1.2.6 Intégration formelle et propriétés locales

On considére & nouveau un corps k de caractéristique 0. On note k = k[[A]] et, pour M un
k-espace vectoriel (resp. une k-algébre), on note M = M|[h]] muni de la structure de k-espace
vectoriel (resp. %—algébre) associée. D’autre part, nous considérons B, et 7, comme définies
par générateurs et relations non plus sur C, mais sur ce méme corps k.

Nous ne définirons pas ici les associateurs de Drinfeld. Pour une définition précise, nous
renvoyons par exemple & Kassel [15], ou & tout autre ouvrage traitant des groupes quantiques.
II nous suffira de savoir qu'un associateur de Drinfeld ® & coefficients dans k est ’exponentielle
d’une série de Lie en deux variables A et B, dont le terme de degré zéro vaut 1 et le terme
linéaire est nul, qui permet de définir des morphismes d’algebres de Hopf

kB, — B,
or — O tspexp(hty 1)@,

ou &, = ®(ht,, ht,,41). De cette maniére, un associateur ® étant choisi, on peut associer a
toute représentation R de degré fini sur k£ de B,, une représentation notée fq) R de B, sur k.
On a alors le résultat

Théoréme. (Drinfeld, [38]) La monodromie universelle de l'équation KZ par rapport au
point base a l'infini est exprimée par un associateur Pz a coefficients dans C. Il existe un
associateur a coefficients rationnels, donc pour tout corps de coefficients de caractéristique 0.

Le procédé d’intégration formelle des représentations que nous venons de décrire peut
donc étre défini sur un corps k de caractéristique 0. Fixons un tel associateur @ & coefficients
dans k et remarquons que, dans ce cadre, certaines des propriétés que nous avons démontrées
concernant [, M sont bien plus évidentes pour [; M. En particulier, si 'image de 7;, dans
Endy (M) est commutative, pour tout i 'opérateur de conjugaison ®; vaut 1 et Paction de o
est s;exp(ht;;i1). De méme, il est clair que

Res;cBn_l/M:/Res%nlM.
P P

Enfin, & 'ordre 1 en h, les expressions se simplifient par rapport & fh V.

Proposition 6. Si M est une représentation de B, et ® un associateur de Drinfeld, on a
sur fq> M au premier ordre en h

1) o = sk(1 + ht k1) + o(h).
2) 02 =1+ 2hty +1 + o(h).
3) Pour k > 2, § = 1+ 2hty + o(h).

4) Pour k > 2, v, =1+ 2hTy + o(h).

Preuve — La propriété 1) découle de

o = @ spexp(htypi1)Ps
(1 +o(h))sk(1l 4+ htg g1+ o(h))(1 + o(h))
= sp(1 4 htgps1) +o(h).



26 CHAPITRE 1. TRESSES ET TRESSES INFINITESIMALES

L’équation 2) est alors immédiate, d’ott 3) pour k = 2. Pour k£ > 2, on démontre 3) par
récurrence :
Op+1 = OkOkOy

= sp(L+ htp 1) (14 2htg) sk (1 + htgpy1) +o(h)
1+ 2h(tg k41 + sktesk) +o(h)

= 1+ 2htk+1 + O(h)
et 4) découle immédiatement de 3) & partir des relations reliant respectivement ~y, & 0, Vi1
et Ty & tg, Tr_1. cqfd.

1.2.7 kB,-modules: équivalences et indécomposabilité

~ Soit M un k-espace vectoriel de dimension finie. On note k = k[[h]], M = MJ[n]]] le
k-module des séries formelles en h. On rappelle (cf. Guichardet [12] p. 55, lemme 1.2.1) que
si N est également de dimension finie,

—~——

Homj(M,N) = Homy(M, N)[[h]] = Homy(M,N).
On a alors, d’une part,
Lemme 2. Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Tout projecteur (resp. symétrie)
de Endi(M)[[h]] est conjugué a un projecteur (resp. une symétrie) de Endyg(M).
Preuve —  Les formules de passage entre symétries et projecteurs (S =1 — 2P, P = %)
permettent de se restreindre au cas d’une symétrie S. Si 'on écrit S = Sy + o(h), on a

§?=1=8=1.

Posons alors m = # On am =1+ o(h), donc m est inversible, et
S_S+Sos2_s+50 Sg—i—S_Sg-l—SgS_S
e
d’ott § = m~'Sym. cqfd.

Et, d’autre part,
Lemme 3. Pour tous B,-modules de dimension finie M et N,
Homjp (M,N) = (Homss, (M, N))[[h]].

En particulier, d'une part Endj, (M) = (Endsg,(M))[[h]], et d’autre part M et N sont

isomorphes si et seulement si M et N sont isomorphes.

Preuve —  L’inclusion de droite a gauche est immédiate car les coefficients de o; appar-
tiennent & B,. Soit donc maintenant e € Hom;cBn(M, N).Onae=>7", erh®. On suppose

€g,...ep—1 € Homs (M, N), et on peut des lors, quitte & remplacer e par e — Zz: exh”,
supposer e = e,h? + o(h?). Comme o; = s; + O(h),

[0i, €] =0 = [sj,ep] =0.
De plus, 02 = 1 + 2ht19 + o(h), donc comme car k # 2,
[a%,e] =0= [t12, ep] = 0.

Comme %15 et les s; engendrent B,,, on en déduit e, € Homg, (M, N). La conclusion s’ensuit
par récurrence. cqfd.
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De ces deux lemmes découle

Proposition 7. M est indécomposable (pour laction de B,) si et seulement si M[[h]] est
indécomposable (pour l’action de By ).

Preuve — Si M est décomposable, comme o; = Y °° o PP avec o) € B, il est évident

=005 i
que M|[h]] lest également. g

Supposons désormais M[[h]] décomposable. Cela signifie que le commutant de k[[h]]B,,
dans Endyu(M[[h]]) contient un idempotent non trivial. Soit maintenant un idempotent e
de End(M)[[h]]. D’apres le premier lemme, cet idempotent est conjugué & son terme constant
ep € End(M). D’apres le deuxieme lemme, ey commute & 9B,,, donc si M est indécomposable,
il vaut 0 ou 1. On en déduit que e est lui-méme trivial, donc que M[[h]] est indécomposable.
cqfd.

On peut résumer ces résultats sous la forme suivante:

Théoréme 1. Si ® est un associateur de Drinfeld, a coefficients dans un corps k de carac-
téristique 0, il définit un foncteur

ol B-mod — Rep; B,.
Ce foncteur est pleinement fidéle, et préserve l’indécomposabilité des objets.

L’irréductibilité ne s’intégre pas aussi facilement. En effet, outre que les sous-espaces
h? M[[h]] sont toujours stables, si N est un sous-espace &,-stable de M, h? N + hP*+! M][h]]
est également stable. On a néanmoins

Proposition 8. Ress, M est irréductible si et seulement si les seuls sous-espaces k[[h]]| By,
stables de M{[h]] sont les h? M[[h]] pour p > 0.

Preuve — On a déja vu que si M’ est un sous-espace &,,-stable propre de M, M’ + hM|[h]]
est stable (car o; = s; + o(h)).

Inversement, si Resg, M est irréductible, soit N un sous-espace propre k[[h]]| By-stable de
M{[R]]. Soit p minimal tel que N ¢ h” M[[h]]. On a alors

N := N + h"M[[h] # 1P M{[]]
donc
R MI[h]] C N = N + kP’ M[[h]] C h?~ ' M][h]],

la premiére inclusion étant stricte. On a N C h? ! M][R]], donc d’aprés le lemme de Nakayama,
appliqué & I'anneau local k[[h]] et au k[[h]]-module hP~! M][R]], si la deuxiéme inclusion est
une égalité, N = kP~ M][h]], d’ol1 la conclusion. Nous allons démontrer que c’est le cas: on
considere la projection

¢ - WP M[[R)] — kP~ M{[R])]/h? M[[R]] = M.

Comme 0;(N) C N et 0; = s; + o(h), on a s;(¢(N)) C ¢(N), donc $(N) est stable par &,,.
D’aprés I'hypothese, ¢(N) € {{0}, M}, et on a bien N = h?P~! M[[h]]. cqfd.
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1.3 Représentations de tresses

1.3.1 Représentations de B,

Parmi les considérations immédiates, notons d’abord que les représentations de B,, pour
n > 2 ne sont pas, en général, semi-simples, et ensuite que les représentations irréductibles
de B3 sont a peu de choses pres celles de SLy(7Z).

D’autre part, les relations définissant (’algebre de groupe de) B, sont homogénes en
les générateurs, ce qui signifie que, un corps k étant donné, il existe pour tout A € k un
endofoncteur Hy de la catégorie RepyB, des kB,-modules, associé a '’endomorphisme o, +—
Ao, de kB,,.

Rappelons enfin que la célébre représentation de Burau (réduite) n’est rien d’autre que la
représentation irréductible de degré n — 1 de I'algebre de Hecke générique de type A associée
a la partition [n —1, 1], et que la représentation introduite par Jones [47] se factorise par cette
méme algebre.

Deux développements récents sur les groupes de tresses sont en particulier en rapport avec
le présent travail. Tout d’abord, une étude méthodique des petites représentations irréduc-
tibles de B,, a été entreprise. Elle a donné pour I'instant les résultats suivants

Théoréeme. (Formanek, [40]) Si R est une représentation irréductible non triviale de B,
pour m >> 0, alors le degré de R est supérieur ou égal a n — 2. Si le degré de R est égal a
n — 1, alors R est isomorphe a (une spécialisation de) la représentation de Burau.

Théoreme. (Sysoeva, [68] [69]. cf. aussi Tong et al. [71]) Si R est une représentation irré-
ductible de By, pour n >> 0, de degré compris au sens large entre n et 2n — 9, alors R est de
degré n. R est alors explicitement décrite comme élément d’une famille a trois paramétres de
représentations de By, par les formules :

oper = begiq
OkCrt1 = aey
oker = ce, sir g {kk+1}.

Cette représentation est irréductible dés que ab ¢ {1,0}, et sa classe d’isomorphisme ne
dépend alors que du produit ab. De plus, pour ab =1, on retrouve la représentation naturelle
de degré n de G,,.

D’autre part, le probléme longtemps ouvert de la linéarité de B, pour n > 4 a été récemment
résolu. Rappelons que la représentation de Burau, fidele pour n = 3, ne l’est plus pour
n > 5 (Moody [62], Long [57], Bigelow [25]). Birman et Wenzl s’étaient déja demandé dans
[26] si certaines des représentations de B, qui se factorisent par 1’algébre de Birman-Wenzl-
Murakami n’apportaient pas une solution a ce probléme. Les résultats conjugués de Lawrence
[55], Krammer [52] [53], Bigelow [24] et Zinno [77] apportent & cette question une réponse
positive: une telle représentation, de degré @ et & deux parametres ¢,t (cf. Turaev [73]
pour un historique), est en effet fidele pour tout n > 1. Cette représentation K, admet de
plus, & U'instar de la représentation de Burau, une interprétation géométrique simple [73] [24].

1.3.2 Représentations de B,

On fixe un corps k de caractéristique 0.



1.3. REPRESENTATIONS DE TRESSES 29

Description des représentations

Rappelons que kG,, s’injecte dans 98,,. Nous dirons qu’'une représentation M de B,, s’ap-
puie sur une représentation M de &), si Resg, M = M.
Par définition, %6, = kG, = k,

By = k[Xa Y]/(YQ - 1)7

et T3 est quant & elle produit direct de son centre par une algebre de Lie libre & deux géné-
rateurs.

Comme systeme “naturel” de générateurs de 28,,, on peut considérer I'union d’un systéme
de générateurs de S,,, par exemple les générateurs de Coxeter {s,..., s,—1}, avec 'un quel-
conque des 2;;. Si I'on identifie G,, o X G2 au stabilisateur dans &,, des lettres n et n — 1, on
a

Lemme 4. Si M est une représentation de &, définie sur k, les représentations de B, qui
s’appuient sur M sont en bijection naturelle avec les t € Endg, ,xo,(M) qui vérifient les
équations L(t) =0 et R(t) = 0 avec

R(t) = [t,sp-2tsp-2+ (n—2n)t(n—2 n)]
[t,(n—=3 n—1)(n—2 n)t(n—2 n)(n—3 n—1)].

~
—~

o~
—

Il

Preuve — Si une représentation de B,, est donnée, dont la restriction & &,, est M, on choisit
pour t € Endg, _,xa,(M) I'image de t,_1 , dans End(M). Inversement, supposons ¢ vérifiant
les conditions de ’énoncé. End(M) = M @ M* est naturellement muni d’une action de &,
et

t € Ends, ,xe,(M) = End(M)®-2%%2,

L’ensemble des classes & droite &,,/&,,_2 X G4 est formé des éléments
9(ijy =10 € 6, | o({n—1,n}) = {i,j}}

pour i # j. Pour i < j on note gi; = gy; ), et Eij = Ey; ;) un élément de g;;. On définit
tij = E;j.t pour ¢ < j, et on pose tj; = t;;, t;; = 0. En particulier, ¢ = ¢,,_1 5. Alors, pour tout
o€ 6,,ilexiste T € G, _9 X &y tel que

0= Eio(n-1).0m)}-T

d’ou
0.t = (E{o(n-1),0m)17)t = Eon-1),0(n)}-(T1) = E{o(n-1),0(m)} -t = totn—1),0(n)
et, pour i < 7,
o.ti; = U.(Eij.t) = (UEij).t = thi]. (n—1),0E;;(n) = tg(i)’g(j).
Enfin,
[tij, tie, + thj] = (1t n—1)(j n)(k n—2).R(%)
[tij, thi] = (in)(jn=1)(kn—2)( n—3).L(¥)

ce qui conclut: on a bien défini une représentation de 9B,,. La surjectivité de t,,_1 , — ¢ est
alors démontrée, et 'injectivité découle du fait que ¢,_1, et &, engendrent B,,. cqfd.
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On notera V(M) ce k-schéma affine, et V(M) le sous-k-schéma ouvert (cf. Lubotzky et
Magid [58]) de V(M) correspondant aux représentations irréductibles de B, qui s’appuient
sur M. On notera enfin symboliquement S(¢) # 0 la condition sur ¢ correspondante.

Remarque.

Dans certains cas, les représentations (V, p) de 9B, se laissent décrire d’une fagon totalement
différente : il arrive qu’existe une fonction f, polynéme & coeflicients dans le corps de base ou
fonction analytique si & = C, telle que pour un certain r < n on ait

p(sr) = f(p(trr11))-

On en déduit qu’alors pour tout r cette relation est vérifiée, donc que la donnée des éléments
de Endy(V) associée aux éléments t,,,1 et de la fonction f suffit & déterminer et décrire
cette représentation (V,p). Si (V,p) est irréductible et k est algébriquement clos, il découle
du théoréme de Burnside que p(8,) = End(V'). Mais alors p(UT,) = p(B,) = End(V), et la
restriction de (V, p) & Ty, est irréductible. On en déduit, & I’aide de la proposition 3, que, pour
presque tout h, la restriction & P, de fh V est irréductible. Ce cas se rencontre fréquemment
lorsque 'on étudie I’action de B,,, respectivement de B, sur les puissances tensorielles des
représentations simples d'une algebre de Lie simple g, respectivement d’un groupe quantique
U,g (cf. 1.4 ainsi que I'exemple en annexe).

Endofoncteurs de Rep;‘5,

Parmi les automorphismes naturels de 98,,, nous noterons 7, (resp. H)) pour a € k (resp.
A € k*) le morphisme défini pour s € &,, par

To(8) = s Hy(s) = s
Ta(tij) = tj;+a H)\(tij) = )\ti]‘
et provisoirement & le morphisme défini par
S(s) = e€(s)s
S(tij) = tij

ou €(s) désigne la signature de s. Nous noterons de la méme facon les endofoncteurs de
la catégorie des représentations de B, associés a ces endomorphismes. 7, est alors appelé
endofoncteur de translation scalaire.

On note encore S la représentation de degré 1 de 9B,, sur laquelle #;; agit par 0 et s € G,
par sa signature.

On a alors immédiatement, pour M une représentation de degré fini de B,,,
e S(M)=M®S

o [, Ta(M) =Heuan [, M et [ 7a(M) =Hean [ M

o [[G(M)=H_ [, Met [(S(M)=H_, [( M

o [[H\M= [, M.

Nous allons maintenant décrire deux classes élémentaires de représentations de 8,,. Par
convention, nous faisons correspondre la partition [n] de n & la représentation triviale de &,,.
La partition [1"] s’identifie alors & la représentation “alternée” de &,,, dont I'action est donnée
par la signature.
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Représentations élémentaires

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur &, muni d’une base (eq,...,e,). On note
par convention ey = 0. Il existe un morphisme surjectif 8,, — k[t] décrit par

s = 1
tl‘j — L.
Ce morphisme provient en fait d’une part de la représentation triviale de &, et d’autre part
du morphisme naturel de 7, vers 'algebre de Lie libre & un générateur. D’apres le théoréme

de Jordan, k[t] admet pour indécomposables les représentations I, (a) décrites sur V' par
t(e;) = ae; +ejq.

Le morphisme précédent fournit ainsi une famille I’ (o) de représentations indécomposables
de B, pour r > 1. On pose

I"(0) = &(I".(a)) = I'.(a) ® S.

D’évidence, 751 () = I (a4 ), et S = I1(0). Il est immédiat que la famille des I" ()
(resp. I" («)) décrit 'ensemble des représentations indécomposables de 9B, qui s’appuient
sur r.[n] (resp. r.[1"]). D’autre part, si k est algébriquement clos, les représentations de B,
qui correspondent par intégration aux I’ («) sont exactement les indécomposables de B,
qui se factorisent par le morphisme trivial B,, — 7Z, défini par o; — 1. Ces représentations
n’interviendront pas pour r > 1 dans cette these, aussi noterons-nous pour alléger les notations

I+(a) = Ii(a).

De la méme facon, on peut associer a toute partition A - n une représentation de G,,, donc
de UT, en utilisant le morphisme défini en 1.1.2.1. 1l est alors immédiat que ce morphisme se
prolonge a ‘B,,.

Définition 5. Pour A\ - n et (u,v) € k%, on note Auw la représentation de B, s’appuyant
sur A définie par

tij = o+ B(i j)

avecu =a+ 3, v=a— . Ainsi

Ker((i j)—1) = Ker(tij —u)
Ker((i j)+1) = Ker(tij —v).

On sait depuis longtemps (cf. par exemple [42]) que [, Ay, est isomorphe & la représen-
tation indexée par A de 'algebre de Hecke de type A spécialisée en e et —e.
Remarquons enfin

Proposition 9. Soit G un sous-groupe de &,, conjugué ¢ S,_s X &g, pour n > 2. Si M est
une représentation de B, qui s’appuie sur A @ B, ou A et B sont deuz représentations de
G, telles que

Homg(A, B) = {0},

alors M est décomposable.
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Preuve — Notons G = 5G9 x &,_ss~ !, avec s € &,,, et t 'image de ts(i),s(2) dans End(M).
Il suffit de montrer que A et B sont stables par t. Mais

t € Endg(M) = Endg(A® B) = Endg(A) ® Homg(A, B) ® Homg(B, A) @ Endg(B)

et
Homg(B,A) = (A® B*)Y ~ (B® A")Y = Homq(A, B) = {0}

donc t € Endg(A)® Endg(B) C Endg(M): A et B sont stables par &, et ¢, donc par B, et
ce sont des sous-espaces non nuls car ce sont des représentations de G,, : M est décomposable.
cqfd.

Corollaire. Si M est une représentation de B, pour n > 2, qui s’appuie sur a[n] + b[1"]
avec ab # 0, alors M est décomposable.

Preuve — Si G = 69 X 6,,_9, A =aln], B =b[1"],
Homg(A, B) = Homg(Resq[n], Resq[1")® = Homa([2] ® [n — 2], [12] ® [1"72])* = {0}

et I'on se trouve dans le cadre du lemme précédent deés que ab # 0. cqfd.

Représentations de faibles degrés de ‘Bj

Dans cette étude des représentations de faibles degrés de 983, nous supposons k = C. Nous
connaissons déja les représentations de degré 1 de B3, que nous avons notées I} (). Etudions
ensuite celles de degré 2: d’apres le corollaire de la proposition 9, les seules représentations
indécomposables de degré 2 de B3 différentes des I% () prennent appui sur [2,1]. Or V([2,1])
est contenu dans Endg, xa,([2,1]), qui est un espace vectoriel de dimension 2. On en déduit
qu’une telle représentation s’écrit t;; = a+ (i j), c’est-a-dire qu’elle est isomorphe & [2, 1], .
Nous notons provisoirement

Ru,v = [27 1]u,v-

Considérons maintenant les représentations M indécomposables de degré 3 de %B3. Si 'on
excepte les représentations I3 («), on peut toujours supposer d’apres le corollaire de la propo-
sition 9 que la représentation [2, 1] de &3 intervient dans Resg, M, c’est-a-dire que M s’appuie
soit sur [2,1] 4 [3], soit sur [2,1] + [1, 1, 1]. Quitte & considérer M ® S, on peut supposer que
l'on est dans le premier cas. Comme #19 commute & (1 2) = s, la droite propre associée a la
valeur propre -1 de sy est stable par £1o: quitte a translater scalairement la représentation,
on peut supposer que 19 agit par 0 sur cette droite vectorielle. Si I'on décrit 'action de G,
selon le modele semi-normal (cf. James et Kerber [14]), par

-1 .00 : 5 0
(12)=| 0 1 0 |et(23)=| 3 F 0
0 01 0 0 1
tnS’éCI‘it
000
t12: 0 a b
0 ¢ d
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et [tlg,t13—|—t23] =0=>a=2doub=c=0.
La classe d’isomorphisme de la représentation associée & un tel 19 est alors entiérement
déterminée par son polynome caractéristique. Plus précisément on obtient la

Proposition 10. Pour (a,s,p) € C? tel que L # (%)2, il existe une représentation irréduc-
tible B, de B3, caractérisée parmi les représentations indécomposables par

1) X1, (1) = (0 — 2)P(z + @) avec P(z) = 2> — sz +p
2) Ress, B¢, = [3] +[2,1]
3) (1 2)v = —v = t12v = aw.

Si & = (%)2, il existe a isomorphisme prés deuz représentations indécomposables qui véri-
fient 1), 2) et 3). On les note B et B*. La premiére est distinguée de la deuziéme par la
dimension, égale a 1, de son sous-espace stable. Les représentations Bg, sont autoduales. Les
représentations BY et B sont duales ['une de [’autre.

Enfin, si on leur ajoute les représentations I3 (c), 'ensemble de ces représentations et de
leur produit tensoriel par S constitue un systéme complet parmi les représentations indécom-
posables de dimension 3 de Bz sur €. On remarque que la restriction de B, a By admel
des multiplicités si s> = 4p.

Rappelons enfin que 9B, est munie d’une structure d’algebre de Hopf, ce qui permet de
construire de nouvelles représentations par produit tensoriel. Une étude élémentaire explicite
permet de montrer

Lemme 5. R ® Ry g = Rataro @ IL(a+d') @ I' (a+ o). D’autre part,

SiB#0, alors Rag®Ryp = Bg"j{g‘; @I (a+d)
5°Ra,s = Bl
AR, g = I'(2a)

SiB# [, alors Rap® Ry p est irréductible.

Produits tensoriels
On considere & nouveau comme fixé un corps k de caractéristique 0.

Puisque les morphismes kB,, — B,[[h]] sont des morphismes d’algebres de Hopf, pour
toutes représentations M et N de 8, et tout associateur @, on a

AM@N:(LM)@(AN)
/hM®N:(/hM)®(/hN).

Il est alors utile de remarquer que, comme kB,, et kP, B, et UT, vérifient la propriété de
Chevalley, c’est-a-dire

et de méme

Proposition 11. Si M et N sont deuz représentations semi-simples de Ty, (resp. de By ),
M ®@ N et les algebres tensorielles de M et N sont semi-simples.
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Preuve — Pour Ty, cela découle immédiatement de Bourbaki [4] §6 n° 5, corollaires 1 et 2 du
théoreme 4. L’énoncé concernant 98, se déduit de ce que, une représentation M de B, étant
donnée, M est semi-simple si et seulement si sa restriction & 7, 'est également. En effet, si
M est semi-simple, on procede de facon classique, en calquant par exemple la premiere partie
de la preuve de Chevalley [7] ch. IV §5, proposition 1. Si, inversement, la restriction a 7, de
M est semi-simple, soit

i:U—>M

une injection de B,-modules de source un 8B,-module simple. Le morphisme 7 admet alors
un inverse & gauche [, morphisme de 7T,-modules tel que [ o4 = Idys. Posant alors

1
L:#Gn Z solos 1,

sEG),

on a encore L o¢ = Idys, avec cette fois L un morphisme de B,,-modules: toute injection
de but M et de source un 8,,-module simple est scindée, et M est semi-simple. cqfd.
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Chapitre 2

Tours d’algebres

On développe dans ce chapitre les fondements algébriques qui nous serviront tout au long
de ce travail.

On fixe un corps k de caractéristique 0. Une k-algebre B sera toujours supposée unitaire,
et les morphismes entre deux k-algébres enverront toujours l'identité sur 'identité, donc, en
particulier, si 'on introduit une sous-algebre D de B, I'unité de D sera supposée égale a I'unité
de B. De plus, un B-module sera toujours supposé de dimension finie sur k, et on dira qu’il
est sans multiplicités si sa décomposition de Krull-Schmidt ne comporte que des composantes
non isomorphes.

La section 1 est inspirée de la théorie des “algebres de carquois” développée notamment
par Gelfand [10], la section 3 par de la Harpe, Goodman et Jones [11], les sections 4 et 5
par Vershik et Kerov [74]. Enfin, la section 7 présente les deux algorithmes fondamentaux qui
seront utilisés dans la partie II.

2.1 Graphes et algebres de graphes

Si S est un ensemble fini, on note kS le k-espace vectoriel de base S, et on introduit dans
End(kS) les unités matricielles, e; ¢ pour s, s’ € S, définies par

" "o__
Vs ES 65’5/8 —551’5113,

On peut alors définir une sous-algébre commutative maximale D(S) de End(kS) comme
l'algebre engendrée par les éléments e s pour s € S. Comme D(S)-module, kS est semi-

ksz@ks.

sES

simple sans multiplicités, et

De plus, si 51 et S9 sont deux ensembles finis disjoints,
kSl U SQ = kSl @ kSQ
kS1 xSy = kS ®kS,.

Pour définir d’autres sous-algebres remarquables de End(kS), nous avons besoin d’intro-
duire la notion d’algébre associée & ce que 'on appelle parfois un carquois, c¢’est-a-dire un
b)
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graphe orienté. Fixons d’abord certaines conventions, afin de limiter le cadre qui nous est
utile.

Définition 6. On appelle graphe T' = (S, A,b,s) la donnée de deuzr ensembles finis, un
ensemble S de sommets et un ensemble A d’arétes, munis de deuzx applications b,s: A — S
dites respectivement “but” et “source”. On dit que T' est réduit si s X b est une injection et
si (s x b)) 1(A) =0, A étant la diagonale de S x S, c’est-a-dire si T' est sans boucles.

SiT est réduit, A s’identifie & une partie de S x S. Nous pourrons alors noter ' = (S, A)
un tel graphe, et A sera considérée comme une partie de S x S. En particulier, si I'on a deux
graphes réduits T'y = (S, A1) et T's = (S, As) sur le méme ensemble S de sommets, on dira
'y CTysi A C As.

Pour signifier qu’il existe une aréte de source z et de but y, ou éventuellement pour
désigner une telle aréte, unique si G est réduit, on utilisera la notation x — y. Si un graphe
réduit T' = (S, A) est donné, on appelle chemin de T' une famille (aq,...,a,) de sommets de
G, pour r > 1, tels que a; — a;41 sii € [1,7 — 1]. On dit qu’un tel chemin joint le sommet a;
au sommet a,, et on appelle r — 1 la longueur du chemin, c’est-a-dire le nombre d’arétes qui
interviennent dans sa définition. Un chemin sera dit vide s’il est de longueur 0.

Définition 7. Soit T un graphe (S, A, b,s). Une partie E de S est dite T-stable si toute aréte
de T' dont la source est dans E a son but dans E. On dit que T' est irréductible si pour tous
sommets s,s' € S il existe un chemin joignant s a s'. Autrement dit, si S n’admet pas de
partie T'-stable propre. T' est dit indécomposable si .S n’admet pas de partition en deuz parties
I'-stables propres.

On fixe maintenant un graphe réduit T' = (S, A, b, ).

Définition 8. Soit I' = (S, A,b,s) un graphe réduit. On note A(T') la sous-algébre de
End(kS) engendrée par les éléments eyq)s(a) pour a € A, et ess pour s € S. En particu-
lier, D(S) C A(T).

Si un graphe réduit T' = (S, A) est donné, on appelle enveloppe transitive de T' et on note
T le graphe réduit (S, A) tel que z — y si et seulement si il existe un chemin non vide de T'
joignant 2 & y. On dit que T est transitif si ' = T', c’est-a-dire si, pour tous sommets distincts
z et y de T, 'existence d’un chemin de z vers y équivaut a ’existence d’une aréte r — y. En
particulier,
T irréductible & T irréductible
I indécomposable < T indécomposable.

Il est clair d’autre part que

A(T) = AT).

En particulier, & deux graphes réduits sur un méme ensemble de sommets qui ont méme
enveloppe transitive, on a associé la méme algebre. Remarquons d’autre part que, si I" est
irréductible, I' = (S, A) est le graphe complet sur S, défini par

A ={(s1,82) € S* | 51 # s}

Cette construction nous permet de décrire toutes les sous-algebres de End(kS) qui con-
tiennent D(S):
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Lemme 6. Si S est un ensemble fini et si B est une sous-algébre de End(kS) contenant
D(S), il existe un graphe réduit transitif T = (S, A) tel que B = A(T") défini par

A={(s1,50) € 5% | s1# 59 et es,s, €B}.

Preuve — On a évidemment A(T') C B. De plus, T est transitif. Inversement, si b est un
élément de B, il s’écrit
b= Z Cs,s'€s,s’'

s,s’'

avec, pour tous s,s' € S, ¢, € k. Sics g #0, on a

1
€s,s! = c—es,sbes’,s’ € D(S)BD(S) CB
s,s’
donc e; o € A(T"), et b € A(T'), ceci pour tout b € B. cqfd.

Si 'on considére maintenant £S comme A(T')-module, on a

Proposition 12. Soit T' = (S, A) un graphe réduit. En tant que A(T)-module, kS est irré-
ductible si et seulement si T' est irréductible, indécomposable si et seulement si I' est indé-
composable. De plus, une partie E de S est T'-stable si et seulement si kE est A(T)-stable.

Preuve — Soit V' un sous-espace de kS, stable pour D(S). Comme ez V' € {0,k s} selon que
s appartient & V ou non, V est entiérement déterminé par J(V) ={s €S | s € V}. Silon
note K (E), pour E une partie de S, le sous-espace de kS engendré par E, J et K sont deux
bijections réciproques 'une de 'autre entre les parties de S et les sous-espaces de kS stables
pour D(S).

Si V est stable pour A(T'), toute aréte de I' ayant sa source s dans J(V) a son but
s' dans J(V), car eg s € A(T'), s € Vet s = ey s € V. Ainsi, V est stable par A(T).
Inversement, si £ est une partie I'-stable de S, K(E) = kE est stable pour A(T'). On en
déduit immédiatement la conclusion de 1’énoncé. cqfd.

Corollaire 1. §i S est un ensemble fini et B une sous-algébre de End(kS) qui contient D(S),
il existe un unique graphe réduit transitif T = (S, A) tel que B = A(T).

Preuve — D’apres le lemme 6, B = A(T) avec T' = (S, A) graphe réduit transitif défini par
A={(s1,52) €S? | 51 # 59 et es,, € B}.

Si B = A(T") avec I' transitif, par définition de A(T”), & toute aréte (s1,s2) de I' correspond
un élément ey, 5, de B, donc une aréte (sq,s2) de I'. On a ainsi I C T. Inversement, fixons
une aréte x — y de I'. On considere 'ensemble E des éléments s de S tels que x soit joint
a s par un chemin de I'. E est par définition I''-stable, donc kE est A(I')-stable. Mais
A(I) = B = A(T'), donc F est I'-stable, et z € E = y € E, donc x — y est une aréte de
T=r:T=r. cqfd.
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On a ainsi établi une bijection entre graphes réduits transitifs sur S et sous-algebres de
End(kS) qui contiennent D(S).

Cela nous permet d’énoncer en corollaire un analogue faible du théoreme de Burnside, qui
ne suppose pas le corps k algébriquement clos.

Corollaire 2. Soit S un ensemble fini, et B une sous-algébre de End(kS) qui contient D(S).
En tant que B-module, kS est irréductible si et seulement si B = End(kS).

Preuve — Si B = End(kS), il est clair que le B-module kS est irréductible. Inversement,
supposons kS irréductible. Comme B contient D(S), on peut supposer d’aprés le lemme
6 que B = A(T), ou T est un graphe réduit transitif d’ensemble de sommets S. D’aprés
la proposition précédente, I' est alors irréductible, c’est-a-dire que deux sommets peuvent
toujours étre joints par un chemin, donc par une aréte puisque I' est transitif. " est ainsi le
graphe complet sur S, et

B = A(T) = End(kS).

cqfd.

2.2 Généralisation dans un cadre “relatif”

Nous généralisons le résultat d’indécomposabilité (resp. d’irréductibilité) de la section
précédente dans une situation “relative” au sens suivant. Dans la section I.2.1, ’algebre
considérée était une sous-algebre B de End(kS) agissant sur le module kS, munie d’une
sous-algebre commutative D(S) telle que la restriction de kS a D(S) était semi-simple sans
multiplicités. On étudiait donc I'indécomposabilité (resp. I'irréductibilité) de k&S pour 'action
de B relativement a D(S), en ramenant cette étude & ’étude d’un graphe associé au couple
(D(S), B).

Nous allons voir ici que 'on peut généraliser cette étude, en s’affranchissant notamment
de 'hypotheése de commutativité sur la sous-algebre considérée.

Soient maintenant B une k-algeébre quelconque, D une sous-algebre de B, et M un B-
module (de dimension finie sur k) dont la restriction & D est semi-simple sans multiplicités.

On définit un graphe réduit I'p p(M) en prenant pour ensemble de sommets S I'ensemble
des composantes irréductibles de Resp M, qui sont des sous-espaces de M bien déterminés.
On a

RespM = @ s.
seS

On fixe pour tout s € S un élément non nul ps de Homp(M, s), qui est de dimension 1 sur

Endp(s). Pour tout sous-D-module N de M, N est la somme directe des s € S tels que
sN N = {0}. On peut alors définir les arétes s — s’ de I'p g(M), pour s # s', par

s— s ssi Ibe B g ob(s)# {0}
si gy (Bs) £ 0}
ssi s’ < Bs
ssi Bs' C Bs.

Il est clair, sous cette derniere forme, d’une part que I'p g(M) est transitif, et d’autre part
qu’il ne dépend pas du choix des morphismes ¢;. En particulier, avec ce graphe, pour tout
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s€Sona

BsCs-I—Zs'.

On a alors, de facon analogue & la proposition 12,

Proposition 13. Si B est une k-algébre, D une sous-algébre de B, et M un B-module dont
la restriction a D est semi-simple sans multiplicités, alors M est irréductible (resp. indécom-
posable) si et seulement si T'p g(M) est irréductible (resp. indécomposable).

Preuve — On note T' = T'p g(M) = (S, A). Les sous-espaces D-stables de M s’identifient
naturellement aux parties de S. Plus précisément, si V. C M est D-stable, on lui associe
E={seS | sCV} etaE CS on associe la somme directe des s qui sont éléments de E.

SiV C M est B-stable, il est en particulier D-stable, et il lui correspond donc une partie
E CS.Sis— s est une aréte de I de source s € F, on a

ssCcBsC BV CV,

d’ou s’ € E et E est I'-stable.
Inversement, si ¥ C S est I'-stable, on note V' C M le sous-espace D-stable associé. On a

alors
BVzB@sCZBsCZs—i-ZS'CZs:V,

sek seE seE s—s! seE
donc V est B-stable. Comme de plus une partition de S en deux parties correspond & une
somme directe d’espaces D-stables de M, on en déduit la conclusion de I’énoncé. cqfd.

La définition de I'p g(M) n’est pas toujours trés commode. Si 'on connait un systeme de
générateurs de B, on a la propriété utile,

Proposition 14. Soit B une k-algebre, D une sous-algébre de B, et M un B-module dont la
restriction a D est semi-simple sans multiplicités. Soit @ un ensemble d’éléments de B tels que
D et ® engendrent B, et S ’ensemble des composantes simples de RespM . On choisit comme
précédemment une famille o, € Homp(M,s), pour s € S, avec pg # 0. Alors T'p p(M) est
Uenveloppe transitive de T'p (M) = (S, As), avec

Ap ={(5,8)€8%; s#5 etToc ® | pg(os)# {0}}.

Preuwve — T'po(M) est évidemment inclus dans T'p (M), donc, comme I'p (M) est
transitif, on a
I'pe(M) CTpp(M).

Pour démontrer l'inclusion réciproque, remarquons tout d’abord que, si b € B s’écrit
b1 + by + ...+ bk, pour un certain K > 1, et si s € S, on a alors, pour tout v € M,

K

ps(bv) = Z‘Ps(bkv) #0=3k e [l,K] @s(byv) #0.
k=1

Ainsi, si s et s’ sont deux sommets différents de S joints dans I'p g(M) par une aréte s — s,
on peut supposer qu’il existe v € s et b € B tels que g (bs) # 0, avec b de la forme

b=dioidaoy...opdrq1,
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avec r > 0, d; € D pour tout i € [1,r + 1], et 0; € ® pour tout i € [1,r]. On désigne par E,,
pour 7 > 0, ’ensemble des éléments de B qui peuvent s’écrire de cette facon.

On veut donc montrer que, pour toute aréte s — s’ de I'p g(M), s’il existe v € S et
b € E, tels que gy (bv) # 0, il existe dans I'p (M) un chemin qui joint s & s’. Nous allons
montrer cette propriété par récurrence sur r.

Le cas r = 0 est vide, puisque ¢y (Ds) = {0}. Sir =1, on a b= dio1dy et

@s (bv) = g (dio1dav) = dipg (01dav) # {0},

donc v' = dyv € s est différent de 0, ¢y (010") # 0, et on a une aréte de s vers s’, donc un
chemin, dans T'p o (M).
Soit maintenant 7 > 1, et b € E, 11 que 'on écrit donc sous la forme

b= d10'1d2 e Urdr+10r+1dr+2a
tel que g (bv) # 0. On pose
b = dioids ... Urdr-l—l € b,, b = Ur_|_1dr+2 € Fi,

et v/ = b"v. On consideére
E={s"€S | ps(v') #0}.
Alors v’ s’écrit de fagon unique comme somme de v/, € s” non nuls, pour s € E, et
Py (b0) = g (V') = > o (Bv}n) #0
SHEE

donc il existe s” € E tel que ¢y (b'vl,) # 0. Par hypothese de récurrence, comme b’ € E,, on
a dans T'p ¢(M) un chemin de ce s” € E ainsi choisi vers s’. D’autre part, par construction
de E, on a @z (b"v) # 0, donc d’apres le cas r = 1 on a un chemin dans I'p ¢ de s vers s”.
En composant ces deux chemins, on obtient bien un chemin de s vers s’, et on conclut par
récurrence. cqfd.

En particulier, si B est engendré par D et un élément o € B, on notera I'p ,(M) =
T'p o) (M).
2.3 Graphes nivelés et algebres associées

Nous nous inspirons ici de [11] et de [74].

2.3.1 Graphes nivelés

Définition 9. On appellera graphe nivelé G = (S, A, b, s,niv) la donnée d’un graphe (S, A, b, s)
et d’une application niveau

niw: S = 7%
telle que, si l’'on note
Noo = max niv(z)
€S
n = min nw
0 ey (y)

alors

1) Ya € A niv(b(a)) = niv(s(a)) +1
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2) Sid € S avec ny < niv(d) (resp. niv(d) < nu), alors il existe un élément a de A tel
que b(a) = d (resp. s(a) =d).

On appelle hauteur de G [entier ne, — ng.

En particulier, un tel graphe nivelé G est nécessairement sans boucles. On dit que G =
(S, A, b, s,niv) est réduit si (S, A,b,s) est un graphe réduit. On pourra alors noter G =
(S, A, niv), identifiant A & une partie de Sx S. Sil’ensemble des sommets de niveau minimal ng
(resp. de niveau maximal n) de G est réduit & un singleton, on dira que G est unipode (resp.
unicéphale). Dans le cadre des graphes nivelés, on utilisera la notation z ' y au lieu de z — y
pour rappeler que I'on considére un graphe nivelé, donc que niv(y) = niv(z)+ 1. Remarquons
inversement que, si la fonction niveau est donnée, il n’est pas nécessaire d’indiquer, dans les
visualisations graphiques que nous utiliserons, le sens des arétes entre deux sommets.

On a d’autre part une structure d’ordre sur S. Comme nous n’avons défini la notion de
chemin que pour des graphes réduits, supposons G réduit, et notons z < y s’il existe un
chemin de z & y (on a alors nécessairement niv(z) < niv(y)). Pour z sommet de G et n
entier, on définit

§* = {yeS|y<a}
Sy = {y €S | y 2 J)}
S = {zeS | niv(z) < n}
Smy = {z €S | niv(z) > n}

et on note alors G*, G, GZ, G
Sy, Sy NSy, S, Sy et Sy N S(™) respectivement.

Gy et ngm)) les graphes nivelés restrictions de G a S”,

Enfin, si un graphe nivelé G = (S, A, b, s, niv) est donné, de niveau maximal (resp. mini-
mal) ny (resp. mg), on construit un nouveau graphe nivelé, que 1'on appellera son complété
unicéphale, en ajoutant & G un sommet de niveau n + 1, et une aréte entre chaque sommet
de niveau ns et ce nouveau sommet de niveau no + 1.

2.3.2 Graphe des chemins
On fixe ici un graphe nivelé réduit G = (S, A, niv).

On note dans ce chapitre Tg I'ensemble des chemins de longueur maximale de G, c’est-
a-dire ceux qui vont d’un sommet de niveau minimal & un sommet de niveau maximal de G.

Un chemin ¢ € T s’écrira donc (&ny, &ng+1s - - - »€nu )» avee niv(€;) = 4. On définit alors pour
1 <r < ng les chemins

gs} = (é-noa §n0+17 cee ags) € TGﬁs C TG(S)

g[r = (éra §T+17 v 7£noo) € TG& C TG(T)

g[r,s} = (61"7 s 765) € TGgi .

On note ainsi &, = (&) € TGET

Définition 10. Soit G = (S, A, niv) un graphe nivelé réduit. On note kG = kTg [’espace
vectoriel de base Tg. On appelle brique tout graphe nivelé réduit, unicéphale et unipode, de
hauteur 2. La taille d’une brique est par définition le cardinal de I’ensemble de ses chemins de
longueur mazimale. En particulier, on appellera briques de G les graphes G% pour niv(y) =
niv(z) + 2 tels qu’il existe un chemin joignant x a y. La taille d’un tel GY est dim kGY, son
niveau niv(z) + 1 = niv(y) — 1.
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Par abus, on appellera encore brique de G I’espace kGY%, pour G4 une brique de G.

On note provisoirement Ag I'ensemble des couples (£,n) de Tg tels que & # n et &, =
Mn. » € est-a-dire les couples de chemins différents qui aboutissent au méme sommet de niveau
maximal. Dans le cas o G est unicéphale, on obtient alors le graphe complet.

On note encore Bg I'ensemble des couples (£,n) € Té tels qu’il existe r € [ng+ 1, ne — 1]
vérifiant

§u = mMu pouruFr

& #F e
En d’autres termes, il existe une brique G4 de G telle que &,_1 = n,_1 = 2, &1 = Dpy1 = ¥,
que &p_1,p41] €6 Mp_1,41) soient deux chemins différents de la brique, et que &._1] = n,_qj,
f[r+1 = Nr41-

On peut alors introduire
Définition 11. 5i G = (S, A, niv) est un graphe nivelé réduit, on appelle graphe des chemins
de G le graphe réduit T' = (Tg,Ag). On définit de la méme fagon le graphe des briques
comme le graphe réduit Ty, = (T, Bg). On note

M(G) = A(I)
Mioe(G) = A(Tic).
Les algebres M(G) et M;,.(G) sont ainsi deux sous-algébres de End(kG). Plus préci-

sément, pour tout z sommet de niveau maximal de G, kG est stable par M(G), et on
a

MG = P MG)= P EndkG").

niv(z)=neo niv(z)=neo

kG = EB EG?

niv(z)=neo

L’espace vectoriel

est ainsi un M(G) module semi-simple, simple si G est unicéphale, et 1'algebre M (G) est
toujours semi-simple.

On note naturellement I'*, T'%, etc. les graphes de chemins respectifs de G*, G%, etc.
Pour rendre compte de la fonction niveau de G sur I';,, on introduit I'j .
I’ensemble des sommets de niveau n, — 1 de G par son ensemble d’arétes

{(z,y) | (x#y)et3Izz Szetz "y}

graphe défini sur

On a alors

Lemme 7. Soit G = (S, A, niv) un graphe nivelé réduit, unicéphale et de hauteur au moins
2. Soient T' et T'j,. les graphes réduits associés. On suppose que, pour tout x € S de niveau
Neo — 1, T est irréductible. Alors, en tant que Mj,.(G)-module, kG est irréductible (resp.
indécomposable) si et seulement si '), est irréductible (resp. indécomposable).

Preuve — Comme G est unicéphale, pour tout z de niveau no, —1, A(T'] ) s’identifie & une
sous-algebre semi-simple de M;,.(G), qui n’agit que sur le facteur kG* de la décomposition

kG = @ kEGY.

niv(y)=nec—1
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On pose
D= P AT}, C Mu(G)=B.
niv(y)=neo—1

En tant que D-module, kG est semi-simple sans multiplicités, et I'p p(kG) s’identifie & f;oc.
La conclusion résulte alors de la proposition 13. cqfd.

On en déduit

Proposition 15. Soit G = (S, A, niv) un graphe nivelé réduit, unipode de hauteur au moins
2. On suppose que, pour tout sommet x de niveau compris entre ng + 2 et n, le graphe T,
associé a G est irréductible. On a alors

Mloc(G) = M(G)

Preuve — On se ramene au cas ou G est unicéphale, on suppose ng = 0, et on démontre la
proposition par récurrence sur ns.. Le cas ny = 2 étant trivial, on peut supposer ns, > 3.

Pour tout z de niveau no — 1, Mjo.(G*) = M(G”) d’apreés 'hypothese de récurrence. Si
I'on note I'} . le graphe des briques associé a G*, A(T'} ) = M(G") et I'{ , est irréductible
d’apres la proposition 12. Par hypothese, le graphe I'j__ associé & G est également irréductible,
donc, d’apres le lemme 7, kG est irréductible en tant que M;,.(G)-module et, d’apres le
deuxiéme corollaire de la proposition 12, on a

Mloc(G) = M(G)

cqfd.

2.3.3 Terminologie

Par la suite, nous aurons besoin d’étudier certains opérateurs de M(G), ou G est un
graphe nivelé réduit unipode. Une certaine terminologie nous sera pour cela nécessaire, que
nous emploierons dans les parties IT et III de cette these. Elle ne nous sera pas utile, en
revanche, pour les autres constructions générales de ce chapitre.

On fixe donc un graphe nivelé G, qui est réduit et unipode.

Définition 12. On appelle houppier de niveau r de G le k-espace vectoriel
Ko = B kG
niv(T)=nec—r

ainsi que, par abus, le graphe sous-jacent G . On notera

Noo—T)

Top,(G)= @  End(kG.) C End(kG (. _r))-

niv(T)=Noo —7T

Il est clair que, pour l’action naturelle, le houppier de niveau r est un Top,(G)-module
semi-simple et sans multiplicités.
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On appellera alors projecteur sur le houppier de niveau r tout morphisme v de la forme

Z ¢I®IdGz EM(G)a

niv(T)=nec—r

ol 1, est une forme linéaire non nulle sur kG, et ou la décomposition utilisée est

kG = EB EG® @ kG,.

niv(z)=neo —r

Le morphisme 1 de kG vers son houppier de niveau r est alors surjectif et commute & I'action
de M(G(noo—r))'

2.4 Algebres filtrées et diagrammes de Bratteli

On fixe un entier n > 2.

On appelle algebre filtrée une k-algebre A = A,, munie d’une filtration de k-algebres
k=A CAyC...CA,=A

D’aprés nos conventions initiales, nous avons 1 € k = A;. Si B = B,, est une autre k-algébre
filtrée, on dira d’un morphisme de k-algebres p : A — B que c’est un morphisme d’algebres
filtrées si p(A,) C B, pour tout 1 < r < n. Si M est un A-module, pour A = A,, une algébre
filtrée, on dira que M est semi-simple par rapport a la filtration de A si, pour tout 1 < r < n,
la restriction de M & A, est semi-simple.

On fixe une algebre filtrée A = A,,, M un A-module semi-simple par rapport & la filtration
de A, et on suppose de plus que le A-module M est sans multiplicités.

On note S, pour 1 < r < n, ’ensemble des classes de A,-modules simples qui interviennent
dans la décomposition de Resy, M, et

S=5USU...US,.

On définit le diagramme de Bratteli G de M comme le graphe nivelé construit de la facon
suivante. L’ensemble des sommets de G est S, et on place p arétes de x € S, vers y € S,41 si
x intervient p fois dans la décomposition de Res,,y. Les sommets € S, sont naturellement
de niveau r, et G est de hauteur n — 1, avec ng = 1, nyo = n. Comme A; = k£ n’admet qu’une
classe de modules simples, G est unipode.

On suppose maintenant que le diagramme de Bratteli G de M est réduit. A chaque chemin
¢ de G qui aboutit & un sommet de niveau maximal de G, c’est-a-dire un chemin de longueur
maximale de G,y pour un certain r € [1,n], on va associer un sous-espace bien déterminé
M¢ de M qui sera A,-stable. De plus, ce sous-espace sera irréductible pour I'action de A,, et
isomorphe a &,.

Considérons d’abord ¢ = (y) avec y de niveau n. Comme M est semi-simple sans multipli-
cités, y s’identifie & un sous-espace de M bien déterminé, et nous définissons M; comme égal
a ce sous-espace. Si 'on a construit M, pour tous les n € Tg,,,, pour un certain r € [2,n],
on va définir M¢ pour § € TG,y On note n =, € TG, chemin de G auquel on a déja
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associé un sous-espace M, de M, qui est stable pour I'action de A, et isomorphe en tant que

A,-module & 7, c’est-a-dire &.. On définit alors M¢, sous-espace de M,,, comme la composante

de Resa,_, M, qui est isomorphe a &,_1, et on conclut la construction par récurrence sur r.
Il est alors clair que, pour tout r € [1,n],

Resa, M = @ M
tela,,

et, en particulier,
RespyM = Resa, M = @ M.
(el
Comme les représentations irréductibles de k sont de dimension 1, la décomposition précédente
est une décomposition en droites vectorielles. Si I’on choisit un vecteur non nul dans chacune
de ces droites, on obtient donc une base de M. Une base de ce type est appelée base de
Gelfand-Tsetlin (cf. [74], [75], [10]).

On fixe désormais une base de Gelfand-Tsetlin, donc en particulier un isomorphisme de
k-espaces vectoriels ® de kG vers M qui possede la propriété que, pour tout & € Tg et tout
r € [l,n], (&) € Mg, . Cet isomorphisme permet alors de définir par transport de structure
une action k-linéaire de A sur kG. De la propriété précédente concernant ®(¢) on déduit que,
pour tout r € [1,n] et a € A, si&,n € Tg,

77*05 #0= Nr = E[r
En particulier, pour r = n, on en déduit que l'action de A sur kG est en fait un morphisme
de A vers M(G). Plus généralement, pour tout r € [1,n], la décomposition naturelle

KG= P kG"@kG,
niv(z)=r
est une décomposition de kG en composantes A,-stables. De plus, pour tout z de niveau r,
kG @ kG, = @ kG kn= P o7'(M,)
nelg, nelg,

est une composante isotypique de kG pour I'action de A,, de composantes simples isomorphes
a n, = x, donc la décomposition précédente de kG est une décomposition en composantes
isotypiques.

Inversement, soit G un graphe nivelé unipode tel que ng = 1 et noo = n > 2, que l'on
suppose réduit pour simplifier les notations. Pour tout 1 < r < n, on considére & nouveau la
décomposition

kG = @ kG kG,
niv(z)=r
Comme M (G()) est la somme directe des End(kG?®) pour z de niveau r, on l'identifie & une
sous-algebre de End(kG) de la fagon suivante

Définition 13. Si G est un graphe nivelé, réduit et unipode, tel que ng =1 et ne = n, on
définit pour tout r € [1,n] une sous-algébre de M(G) isomorphe & M(G(")), encore notée
M(G®), par

MG = @ MG)= P EndkG")~ P EndkG®)® ldyg, C End(kG).

niv(z)=r niv(z)=r niv(z)=r
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On a alors une filtration d’algébres (unitaires)
k=MGD)c M(GP)c...c M(GM)=M(G).
Les kG® sont les M (G())-modules simples et la décomposition

KG= P kG"®kG,

niv(z)=r

est celle du M (G("))-module kG en composants isotypiques. Il en résulte immédiatement que
M(GWM), ..., M(G™) sont des algebres semi-simples et que G est le diagramme de Bratteli
associé & lalgébre M(G) filtrée par k ¢ M(GW) c ... c M(G™) et au M(G)-module kG,
qui est sans multiplicités et semi-simple par rapport a cette filtration de M (G).

Dans la situation ou G est le diagramme de Bratteli du A-module M, sans multiplicités
et semi-simple par rapport a la filtration de A, on suppose que G est réduit et que 'on a fixé
une base de Gelfand-Tsetlin. Le morphisme A — M (G) est alors un morphisme d’algebres
filtrées, c’est-a-dire que I'image de A, est incluse dans M (G)), pour r € [1,n]. Si de plus k
est algébriquement clos, il découle méme du théoreme de Burnside et de 1’étude précédente
que Pimage de A, est égale & M(G")).

Terminologie. Il nous arrivera de considérer la situation suivante. Une algebre filtrée A = A,
pour n > 3 est donnée, ainsi qu'un A-module M, sans multiplicités et semi-simple par rapport
a la filtration de A. On veut montrer que M est irréductible. On suppose alors que Resy, , M
est sans multiplicités, et que le diagramme de Bratteli G de Resa, , M est réduit. Comme
étape intermédiaire, il nous sera utile d’introduire le complété unicéphale G* de G. Si M
s’avere irréductible, ce sera le diagramme de Bratteli de M. En attendant de le montrer, nous
appellerons G* le pseudo-diagramme de Bratteli de M. Le point remarquable est qu’alors
kG* s’identifie & kG, et que 'on a un morphisme d’algebres filtrées A — M(G*).

2.5 Algebres locales

Les algébres qui nous sont utiles dans cette theése font partie d’une famille d’algebres
filtrées particulieres, que nous appelons algebres locales et définissons dans cette section.

Définition 14. On appelle algebre locale une k-algébre (unitaire) filtrée
k=A CAyC...CA,=A

munie d’une famille génitrice oy,...,0,_1 et d’une famille centralisante zi,...,z,. Il s’agit
d’éléments de A qui vérifient
(centr) z, appartient au centre de A, pour 2 <r <n
(loc) oy appartient au commutant de Ay_1 dans Ary1 pour 2 <r<n-1
(gen) Ay, o, et zp41 engendrent A, qq pour 1 <r<mn-—1.

Une telle algébre est dite localement monogene si on a de plus
(gen’) A, et o, engendrent A1 pour 1 <r <n-—1.

En particulier, et d’apres cette définition, ’ensemble des éléments o1,...,0,_1,22,...,2;
doit engendrer I'algébre A,., pour tout 1 < r < n. Remarquons d’autre part que les conditions
(centr) et (loc) sur o, et 2, se reformulent de fagon plus commode en disant que
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z; commute & z; pour1<4,57<n
o; commute & o; pour [i — j| > 2
z; commute & 0; pour i # j.

Sous cette forme, il apparait que la notion d’algebre locale est particulierement adaptée
aux trois algebres associatives essentielles de cette these. Nous allons montrer, dans la liste
d’exemples qui suit, comment ces trois algebres rentrent dans le cadre que nous venons de
définir.

Exemple 1. Soit n > 2. On pose, pour 1 < r < n, A, = kB,, algébre de groupe du groupe
de tresses a r brins, o, le générateur d’Artin déja noté o,, z, =, = (01 ...0,-1)". Pour cette
filtration, A = A,, = kB,, est une algebre locale qui est localement monogene.

Exemple 2. Pour n > 2 et 1 < r < n on pose A, = kG,, 'algebre de groupe du groupe
symétrique & r brins, o, = s, et on choisit pour z, I’élément

>, (i)

1<i<g<r
L’algebre de groupe kG, ainsi filtrée est une algebre locale, localement monogene. Nous
verrons cet exemple en détail au chapitre I.3.
Exemple 3. Soit n > 2, et (V, p) une représentation de B, telle que, pour tout 1 < r < n,
p(Br) = p(UT;). On pose A, = p(B;), op = p(trri1); 20 = p(Ty). L'image de B, dans
End(V), An, est une algebre locale. Si de plus p((1 2)) est un polynéme de #19, il est clair
que cette algebre locale est localement monogeéne. Nous utiliserons cette structure notamment
dans le chapitre IT1.4 et dans ’annexe.
Exemple 4. Pour n > 2 et 1 < r < n on pose A, = B,, o, = (r r+1) et z, = T,. Cette
structure d’algebre locale sera utilisée en ITI.1. Remarquons que cette algebre locale n’est pas
localement monogéne.

On dira qu’'un graphe nivelé G est colorié si 'on a associé un scalaire a4 chaque sommet.
En d’autres termes, un graphe nivelé et colorié G est la donnée d’un couple (G, ¢) o G est
un graphe nivelé et ¢ est une fonction dite de coloriage de ’ensemble des sommets de G vers
k. Une telle fonction permet alors de faire correspondre a tout chemin de longueur maximale
de G un (no — ng)-uplet de scalaires. Si cette application est injective (ce qui impose a G
d’étre réduit), on dira que ¢ sépare les chemins de G, ou encore que c¢’est un bon coloriage.
G sera dans ce cas dit bien colorié.

Remarquons alors, qu’a un graphe nivelé réduit G = (S, A) muni d’un coloriage ¢ de ses
sommets, et & une fonction f : ¢(S)? — ¢(S), on peut associer un coloriage ¢ des arétes de

G, en posant ¢(z " y) = f(p(z), o(y))-

Soit maintenant une algébre locale A = A,,, et M un A-module sans multiplicités qui est
semi-simple par rapport a la filtration de A. On lui associe un diagramme de Bratteli G, que
nous supposons réduit. On suppose que les éléments z,, pour r € [1,n], agissent scalairement
sur les composantes simples de Res 4, M. Puisque les éléments z, sont dans le centre de A,,
c’est en général équivalent a dire que I'action des éléments centralisants est diagonalisable.
On en déduit un coloriage des sommets, en associant & un sommet = de niveau r le scalaire
¢(z) correspondant & I'action de z, sur z.

Si 'on fixe une base de Gelfand-Tsetlin et donc une action de A sur kG, z, agit alors
scalairement sur les composantes isotypiques kG” ® kG, pour x de niveau r, et laisse stables
les espaces kG” ® k1, pour n € Tg,. On en déduit que P'action de z, sur kG est définie par

zr€ = (&), pour £ € Tg et r € [1,n].
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D’autre part, pour les algebres locales qui nous seront utiles ici, nous disposons d’éléments
toriques %, qui sont des fonctions de z, et z,_1. On en déduit alors que, sous cette hypothése
d’action scalaire des éléments centralisants, on peut définir un coloriage des arétes de G qui
déterminera l'action de ces éléments toriques sur kG. Plus précisément, si 'on note 9 ce
coloriage des arétes, on aura t,.& = ¥ (§—1 & )E.

Remarquons enfin que, si k est algébriquement clos, comme z, commute a I'image de
A, dans M(G), qui est dans ce cas égale & M(G(), et que d’autre part z. € A, laisse
stables les espaces kG”* ® kn pour n € Tg,,, on déduit du lemme de Schur que ’hypothese
de diagonalisabilité de ’action des éléments centralisants est automatiquement vérifiée.

2.6 Modules locaux

Dans cette section nous allons considérer une situation hybride, ot ’on a une algebre locale
A = A,, et une action naturelle de A sur un espace de la forme kG, mais ou G, pourtant
réduit, unipode et unicéphale, n’est pas nécessairement le diagramme de Bratteli de kG pour
I’action de A. Pour plus de commodité dans I’exposition, nous ferons I’hypothése inoffensive
que A est une sous-algebre de End(kG).

Nous supposerons de plus, et cette hypotheése-ci est fondamentale, que, soit k est un corps
algébriquement clos, soit les éléments oy,....0,_1,21,..., 2, sont diagonalisables.

2.6.1 Sous-algebres locales de M(G)

On fixe un graphe nivelé G, unipode, unicéphale et réduit, pour lequel on suppose ng = 1,
et on note ny, = n, supposé supérieur ou égal a 3. On fixe également une sous-algebre filtrée
A = A, de M(G), qui est de plus une algébre locale associée a des éléments oy, ..., 0,1,
Z1,...,2n. On suppose enfin que

Vre[l,n—1] p(o,) commute & M(G(T—l))
Vr € [1,n] p(z) commute & M(G(T)),

et que, soit k est algébriquement clos, soit les éléments remarquables de A sont diagonalisables.
On appellera désormais cette hypothese I’“hypothese fondamentale”.

Comme z, appartient au centre de M(G(’")), et d’aprés ’hypotheése fondamentale, il agit
scalairement sur les sous-espaces kG* ® kG, pour niv(z) = r, qui sont les composantes
isotypiques de kG pour 'action de M(G(’")). On peut alors définir comme en I.2.5 un coloriage
¢ des sommets de G, et pour £ € Tg on a z,.£ = ¢(&.)€. On dit alors que G est colorié par
I’action de A. Si ¢ est un bon coloriage de G, G sera dit bien colorié par 'action de A. On
suppose désormais que c’est le cas.

Sous ces hypotheses, la restriction de kG a la sous-algebre de A engendrée par les éléments
centralisants est semi-simple sans multiplicités, et s’identifie précisément a D(Tg). On déduit
alors du premier corollaire de la proposition 12 qu’a A on peut associer de facon biunivoque
un graphe réduit transitif ', d’ensemble de sommets Tg. On a alors A = A(T), et le A-
module kG est indécomposable (resp. irréductible) si et seulement si I' est indécomposable
(resp. irréductible).

D’autre part, comme A est une algebre locale, elle est engendrée par z1,...,2,,01,...,0,_1,
donc, d’apres ce qui précede, par D(tg) et 'ensemble ® = {oy,...,0,-1}. On appelle alors
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graphe palier associé a l'action de A sur kG le graphe 'y = I‘D(TG)’@(kG), d’ensemble
d’arétes

{€n)s€#net Irefl,n—-1]| 0, # 0}.

D’apres la proposition 14, le A-module kG est alors indécomposable (resp. irréductible) si et
seulement si I' 4 est indécomposable (resp. irréductible).

2.6.2 Algebre palier

On fixe r € [1,n — 1], et on considére la décomposition

KG= P P +G"2kGL®EG,.
niv(y)=r+1 niv(z)=r—1
Comme
or € A1 CM(GU) = P End(kGY) @ Idgy,
niv(y)=r+1
on a

owe @B End| P kG RKGYL| @KLG,.
niv(y)=r+1 niv(z)=r—1

Comme o, commute 3 M(G~Y), o, appartient donc &

@niv(y):r+l E'n/dM(G(r—l)) (@niv(z):rfl k-G_iE ® ng) ® Idey

= @niv(y):r+1 EndM(G(T—l)) (@niv(z):rfl ka) ® End(kG%) ® Idey
= @niv(y):r+1 @m’v(:p):rfl EndM(G(’_l))(ka) ® End(ngf) ® Idey

ces égalités découlant du fait que les kG® pour niv(z) = r — 1 sont des M (G ~1)-modules
simples non isomorphes. D’apres 'hypothése fondamentale, on a alors

ome P P Idier ® End(kGY) ® Idya,-

niv(y)=r+1 niv(x)=r—1

11 est d’autre part clair que z,_1, z,, 2,+1 appartiennent & ce méme sous-espace de End(kG).

On définit I'algébre palier de niveau r de A comme 'algébre engendrée par z, 1, 2, Zp41.
Toute brique kG% de niveau r est alors munie d’une action de cette algébre. Comme ¢ est un
bon coloriage, les images de a, 1,2, 211 dans End(kG%) engendrent D(Tgy), donc I'image
de T'algebre palier de niveau r est associée, pour chaque brique kGY% de G, & un graphe
d’ensemble de sommets Tgy.

Pour déterminer l'indécomposabilité ou I'irréductibilité de la brique considérée, il nous
suffit d’apres la proposition 14 de prendre pour graphe associé a la brigue G le graphe
réduit sur Ty ayant pour arétes

{(&n) € Ty | €#net o # 0}
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2.6.3 Décomposition en briques

A partir de Paction définie plus haut de o,, pour r € [1,n — 1], sur les briques de niveau
r, on remarque que ’ensemble des arétes de A se décompose comme suit

e e T :é#n, Ireln—1] | n'oé #0}
= U {Eme TG ;€ #n, n*oré # 0}
= U:}:_l {(6377) € TCQ; s EFEN, & 1] = Mr—1)» 6[7‘—1—1 = NMr+1, nf;,l’r+1}a1"§[r—l,r+l} # 0}
= U2l Unien)=r{(6:6) € T&.} x {(&,m) € T&y 1€ #m, m'o,& # 0} x {(€,€) € T }.
On en déduit tout d’abord que T'4 est inclus dans I'j,., donc que 'action de A se factorise

par Mloc(G)a
A M(G)

N

Mloc(G)

et ensuite que I’enveloppe transitive de I' 4 est égale a celle de I'j,,. dés que chacune des briques
est irréductible. On a donc montré

Proposition 16. Si toute brique GY est irréductible pour Uaction de A, alors A = Moe(G).
On déduit alors de la proposition 15

Corollaire. Si toute brique G4 est irréductible pour ’action de A, et si, pour tout sommet
z de niveau compris entre ng + 2 et n, le graphe T, associé a G est irréductible, alors
A = M(G). En particulier, kG est irréductible en tant que A-module.

Toute brique G% d’un certain niveau r est naturellement munie d’une base constituée des
chemins de la brique. Dans le cas ou 'action de o, est diagonalisable sans multiplicités, il
apparait un autre type de base de CG%, les bases composées de vecteurs propres pour l'action
de o,. On appellera ces bases des bases locales de la brique. Cette terminologie, qui nous sera
utile & plusieurs reprises a partir du chapitre 1.4, n’interviendra pas dans ce chapitre.

2.6.4 Critere inductif

Il peut arriver que les briques ne soient pas toutes irréductibles, alors méme que I'4 et
T, ont méme enveloppe transitive, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple. On considere le graphe nivelé G et le coloriage suivant.
d

by

A
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Une base de £G est donnée par les chemins

61 = (a,bl,cl,d)
62 = (a,bg,cl,d)
§3 = (a:blaCQad)
64 = (a,bQ,CQ,d)
et on considere les éléments de M (G) décrits dans la base (&1,&,&3,&4) par
10 00 0100 0 010
o1 = 01 00 - 10 0 0 S 00 00
0010 0 0 01 1 0 00
0 001 0010 0100
et
10 0 0 10 0 0 1 0 0 0
2y = 0 200 2y = 0100 o= 0100
0010 00 20 0 010
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 01

Silon pose Ay =k, Ay =< 01,29 >, A3 =< Ag, 09,23 >, Ay =< A3, 03,24 >, lalgébre
A = A, est une algebre locale, et le coloriage de G, diagramme de Bratteli de k* pour cette
action de A, correspond & I'action des éléments centralisants. Considérant I’action de o3, on
remarque que les briques de niveau 3, Ggl et G,i, bien qu’indécomposables, ne sont pas
irréductibles. Pourtant,
T4 = L&

|

& &

est irréductible, et 'image de A est M;,.(G), ici égal & M(G) = End(k*).
Dans un tel cas, pour montrer l'irréductibilité de kG et donc 'identité entre A et M (G),
on procede de fagon inductive.

A partir de maintenant, on ne suppose plus que le coloriage de G déduit de I'action des
éléments centralisants est un bon coloriage.

Il est utile de définir le graphe palier T, comme le graphe réduit sur l'ensemble des
sommets de G de niveau n — 1 défini par x — y si et seulement si il existe une brique G§ bien
coloriée par laction de A, avec niv(Z) =n — 2, telle que 2 "z et 2 /' y dans G, sur laquelle

(27 Y, 2)*07171(27 €z, é) 7& 0.

On a alors, sous les hypotheéses déja faites sur A = A, et G,

Proposition 17. Si, pour tout z de niveau n — 1, kG® est un A, _1-module simple, et si
G(,—1) est bien colori¢ par laction de A, kG est un A-module irréductible (resp. indécompo-
sable) si et seulement si le graphe palier TV, est irréductible (resp. indécomposable).

Preuve — Notons S 'ensemble des sommets de niveau n — 1 de I'. En tant que A, 1-
module, kG est la somme directe des kG*, pour z € S. Comme z,_; agit par p(z) sur kG,
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et que G,_1) est ainsi bien colorié, kG est semi-simple sans multiplicités pour l'action de
Ap—1. D’apres la proposition 13, kG est un A-module irréductible (resp. indécomposable) si
et seulement si T'y, , A(kG) est irréductible (resp. indécomposable). L’algebre A est engen-
drée par A, 1, on_1 et z,. Mais z, étant scalaire, si I’on considére A comme incluse dans
End(kG), A est engendrée par A,_; et 0,_1, donc, d’apres la proposition 14, T's, , 4(kG)
et T'a, | sigma, , ont méme enveloppe transitive. Comme Gy,_1) est bien colorié, toutes les
briques de niveau n — 1 de G le sont également. De plus, les sommets de I',, c’est-a-dire
I’ensemble S des sommets de niveau n — 1 de G, s’identifient aux composantes simples kG”
du A, j-module kG, c’est-a-dire les sommets de I'y,_, 4(kG). Il est alors clair, au vu de
I'action locale de oy,—1 sur les chemins de G, que I, s’identifie A T4, | 4(kG), ce qui conclut
la démonstration. cqfd.

2.7 Applications

2.7.1 Analyse des variétés V(M) : introduction

Dans les chapitres I1.1, I1.2 et I1.4, nous étudierons des représentations de B, qui s’ap-
puient sur des représentations sans multiplicités du groupe symétrique G,,. Si une telle re-
présentation de G,, est donnée, son diagramme de Bratteli G est un graphe, et une base de
Gelfand-Tsetlin correspond a la base de Young, normalisée par exemple suivant le modele
semi-normal. L’action de &,, est alors bien déterminée, et & chaque élément de &,, corres-
pond un élément de M (G). D’aprés le lemme 4, étendre cette représentation de &, en une
représentation de 9B, revient & construire un élément ¢ € M(G) qui commute & l'action de
Gn_2 X Gy et satisfait aux équations R(t) = 0, L(t) = 0.

Comme t doit commuter & 'action de &,,_y x Gg, il est déterminé par un certain nombre
d’endomorphismes dans des espaces de faible dimension. Ces espaces sont les espaces natu-
rellement associés aux houppiers de niveau 2 de G, et leur dimension dépend de la forme des
diagrammes considérés, mais pas nécessairement de leur taille.

L’annulation des endomorphismes R(t) et L(%) correspond & l'annulation d’endomor-
phismes, encore notés R(t) et L(t), dans les houppiers de niveau 3 et 4 de G.

La méthode suivie pour déterminer les ¢ possibles est alors la suivante. La condition de
commutation & &,, 9 X &9 permet d’écrire les matrices correspondant & ¢ en fonction d’un cer-
tain nombre de parametres principaux, qui dépendent de la situation étudiée, et de parametres
secondaires entiers, notamment n et éventuellement certaines distances axiales. Les équations
R(t) =0 et L(t) = 0 rapportées aux différents houppiers correspondent matriciellement & une
liste d’équations, polynomiales en les parameétres principaux.

Dans les différentes situations étudiées ici, nous avons résolu ces équations. Les calculs
ont été effectués parfois manuellement, le plus souvent & I’aide du logiciel MAPLE. Plus
précisément, nous avons utilisé MAPLE pour, outre des calculs d’algebre linéaire, factoriser
les polynomes en les parameétres principaux, ainsi que les dénominateurs en les parameétres
secondaires. La plupart du temps, cette opération a fait directement apparaitre les facteurs
de degré 1. Quand certains polyndémes s’annulaient pour de petites valeurs de n, nous avons
parfois supposé n suffisamment grand pour ne pas avoir & considérer ces cas particuliers
(notamment au chapitre I1.2).

Lorsque cet algorithme de factorisation ne suffisait pas, nous avons fait appel au module
de décomposition en base de Grobner du méme logiciel, pour obtenir une base de Grobner
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de la liste d’équations considérées, qui sont des polynomes en les parametres principaux, a
coefficients dans le corps des fractions rationnelles en les parameétres secondaires. Nous nous
sommes systématiquement ramené a des situations ou le nombre de parametres secondaires
était faible, voire nul, et ou la base de Grobner obtenue se factorisait & chaque fois aisément
a I'aide de lalgorithme de factorisation de MAPLE.

Soulignons que cette méthode, utilisée dans ces trois chapitres pour des situations remar-
quables, peut étre appliquée a n’importe quelle représentation sans multiplicités du groupe
symétrique. En particulier, si I'on fixe n et une famille de partitions de n deux a deux dis-
tinctes, on peut de fagon automatique ramener la détermination des représentations de %B,, qui
s’appuient sur la représentation de G,, correspondante & un systéme d’équations polynomiales
(cette fois, sans parameétre secondaire) de taille réduite.

2.7.2 Analyse des variétés V(M) : étapes

Ici, nous revenons sur la procédure utilisée, de facon plus précise:

Premiere étape

Nous étudierons la situation suivante. On considére M, représentation sans multiplicités
de CG,,. CG,, est une algebre locale, et le diagramme de Bratteli G de M est réduit. De plus,
nous verrons en I.3 que l'action de CS,, munit G d’un bon coloriage.

Nous cherchons alors a construire t,_1, = t € End(kG) qui soit propre a prolonger
I'action de &,, en une action de B,,. Un tel ¢ doit commuter & &,,_o, or, pour tout r < n — 1,

Ress, kG = P kG"@kG,

niv(z)=n—r

d’ot
Bnds, kG = @ Ends,_,(kG") ® Endy(kG")

niv(z)=n—r

et Papplication & chaque Endg,_,(kG”) d’une forme linéaire, par exemple la trace divisée
par la dimension de kG?*, fournit un isomorphisme

Ends, . (kG)~ @ Ends, ,(kG") =Top.(G).

niv(z)=n—r

Nous considérerons donc s,_i1,t € Endg,_,(kG) comme des endomorphismes de ce sous-
espace de kG ,_s), et on pourra résoudre I'équation de commutation entre s, et ¢ sur cet
espace. De méme, les équations R(t) = 0 et L(¢) = 0 s’écriront sur les espaces Top3(G) et
Top4(G), respectivement.

Deuxiéme étape

On note encore M une représentation de C&,, sans multiplicités, et G le diagramme de
Bratteli de M par rapport a cette algebre locale.

On suppose que M est la restriction & &,, d'une représentation de 8,,, entierement déter-
minée par I'image de t,_1 5, notée ¢, dans End(kG).
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Pour déterminer I'indécomposabilité ou l'irréductibilité du B,-module M, il suffit d’apres
la proposition 13 de déterminer I'indécomposabilité ou I'irréductibilité du graphe I'¢g, 3, (M),
donc d’apres la proposition 14 de I'¢g,, +, ce que 'on déduit aisément de I'action explicite de
t sur le houppier de niveau 2,

@D re.= P P L= P kGl _,,

niv(z)=n-—2 niv(z)=n—2 niv(y)=n niv(y)=n

Troisieme étape

Ici M est toujours une représentation sans multiplicités de 'algébre locale CS,,, et G son
diagramme de Bratteli. M a été prolongée en une représentation irréductible de %8,,, et 'on
veut déterminer la restriction de M a B,,_1. B,_1 est engendrée par &,_1 et t = t,_25_1,
et on connait I'écriture de ¢ et s,,_o dans

Tops(G)= P End(kGy) C End(kG,_s)).

niv(z)=n—3

kGnos = €D kG, 4 ©kG,.
niv(y)=n—1

On peut alors déterminer, & partir de 'écriture de ¢ dans Top3(G), les composantes isotypiques
de la restriction & &,_1 de M qui sont stables par ¢, donc par B,_;. En effet, si kGY ® kG,

est stable par ¢, pour niv(y) =n — 1, sz(Jn_3) ® kGy l'est aussi.

2.7.3 Intégration explicite: un algorithme
On fixe un corps k, algébriquement clos et de caractéristique 0.

Dans les chapitres I1.3, I1.4 et ITI.1 nous tacherons de décrire des représentations irréduc-
tibles de B, sur k le plus explicitement possible, c’est-a-dire que nous chercherons & associer
a chacun des générateurs o; de B;,, une matrice a coefficients dans k.

Il est en fait remarquable que, si les restrictions de cette représentation & chacun des B,
pour r < n, sont semi-simples, le seul diagramme de Bratteli de la représentation considérée
par rapport a la filtration habituelle de B,, permet de restreindre considérablement la classe
des matrices possibles. Supposons que ce diagramme soit un graphe G unicéphale, et notons
z son sommet de niveau n. Pour n = 2 la représentation est déterminée par un scalaire
quelconque. Procédons pour n > 2 par récurrence.

On suppose que 'on a construit, pour tout y * z, une représentation irréductible de B,,_;
correspondant & GY. On a donc une famille o4,...,0, 9 de matrices de M(G) qui vérifient
les relations de B, _1, et on cherche & construire o,_; € M(G). Pour cela, on note uq, ..., u,
les valeurs propres de o1, supposées connues puisque n > 2, vq,...,v, les sommets de niveau
2 de G qui leur correspondent, et on applique ’algorithme suivant :

1 Action de 7,
On a vy, = (01...0,-1)". Comme chacun des o; est conjugué a oy,

det(yn) = det(oy ... on_1)" = det(ay)" V.
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Puisque kG est irréductible pour l'action de B,, et que 7, est central, I’action de 7,
est un scalaire encore noté «,, d’olt

,ygim kG _ det(o_l)n(nfl).

Le scalaire det(oq) est d’autre part égal au produit des valeurs propres de o1 comptées
avec multiplicités, soit

r
dim kG, .
det(oq) = Hul i
i=1
et 'action de +, est déterminée, & une racine de I'unité notée w, pres, en fonction de
Uty oy Up.

Supposons que ’'on connaisse wy,. On a alors déterminé un coloriage des sommets de G.

2 Action de 6,
A ce coloriage des sommets correspond un coloriage des arétes, qui donne I'action de
dp: & une aréte z 7y, ou niv(y) = r + 1, on associe, suivant la relation
Yr+1 = 7r5r+17

le quotient de la valeur de «,4; sur y par la valeur de ~, sur z.

3 Action de o,_1 sur les briques
11 s’agit d’associer une matrice encore notée 0,1 & chaque brique £kG?% pour niv(z) =
n — 2. Sur une telle brique, 7, et v,_o sont des scalaires connus, et

On—10p—10p—1 = 6na

donc
(O'nfl(snfl)2 = 57157171 = ’)’n’)’;,lg

est un scalaire, fonction de w,,, de la racine de 'unité w, o associée a x, et des valeurs
propres ug, ..., u, de o1. D’autre part, sur kGZ,

677, n /n—
det(on_1)? = det ( ) — det (L) |
57171 Yn—1

On note d = dim£G7. On a alors a prendre en considération la variété des matrices de
carré I'identité

V={Me Myk) | M*=1}.

A partir d’un choix de racine carrée pour ’yn’yg_lw a tout M € V on peut associer de
facon unique une matrice o,_; telle que (0,_10,_1)? = *yn*y;_lg. On se restreint ensuite
a la sous-variété de V qui correspond & 1’équation donnant le carré du déterminant de
on—1. 1l arrive enfin que 'on connaisse la trace de o,_16,_1, ce qui restreint encore
la variété & considérer. On obtient ainsi un paramétrage des matrices o, 1 possibles,
notamment pour des briques de faible taille (d € {1,2,3}).

4 Relation de tresse
Sur chacun des houppiers de niveau 3, on résout 1’équation de tresse en fonction du
paramétrage de 0,1 obtenu précédemment.
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Pour mettre en ceuvre cet algorithme, on a donc besoin des données suivantes:

1) un diagramme de Bratteli correspondant & une représentation irréductible de By,
Remarquons en particulier que, comme ’on peut s’y attendre, tous les graphes nive-
lés unicéphales ne sont pas des diagrammes de Bratteli d’une représentation irréduc-
tible de B,,. De fait, I'équation sur det(o,_1)? impose une assez forte restriction aux
graphes possibles. En effet, sur chaque brique, det(o, 1)? doit étre une puissance frac-
tionnaire bien déterminée par le graphe des parametres u1, ..., u, et de racines de I'unité
Wp, Wn_1,Wn_2, €t, en méme temps, comme produit de valeurs propres, un monéme en
U1, ..., Up. Une illustration non triviale de graphe nivelé ne correspondant a aucune
représentation de B, est 'exemple de 1.4.2.2: le commutant de &3 dans [2, 1]®" pour n
grand n’est pas un quotient de CB,, d’une fagon compatible & leurs filtrations naturelles
respectives.

2) les valeurs propres uq, ..., Uy

3) un coloriage du graphe par des racines de 1'unité.

Dans cette thése nous étudions deux situations ou 'on détermine facilement les données
manquantes :

- La situation treés exceptionnelle des algebres de Hecke cyclotomiques.

Dans ce cas, les informations sont données par une étude du groupe de réflexions com-
plexes correspondant. En particulier, le diagramme de Bratteli est celui de la repré-
sentation du groupe associée et les valeurs propres de o; sont les parametres de la
déformation. La détermination des racines de 'unité w,, découle ensuite de la table des
caracteres : on sait exprimer -, en fonction de w, et uy,...,u,, et sa trace doit étre
égale pour uy = exp(%) a la valeur du caractére du groupe sur (o7 ...0,-1)". Un ren-
seignement complémentaire sur o, 1d, 1 est encore fourni par la table des caracteres

du groupe: la spécialisation de sa trace aux racines de I'unité.

- La situation générale des représentations intégrées.

On considére une représentation irréductible M de B,,, dont le diagramme de Bratteli
est un graphe nivelé. D’apres les propositions 3 et 5 de 1.1.2.4, pour h suffisamment
petit et non nul, la représentation de B, associée fh M aura le méme diagramme de
Bratteli, qui est ainsi donné.

De la proposition 2 de 1.1.2.3 on déduit alors, d’une part les valeurs propres de oy,
c’est-a-dire les parametres uq, ..., u,, et d’autre part la valeur au premier ordre en A de
Yn. Comme on sait exprimer les u; au premier ordre en h, on en déduit la valeur de la
racine de I'unité w,. On déduit encore la trace au premier ordre en h de o, 19,1 de la
proposition 2,

tr(on-—10n-1) = tr(sp—1) + htr(sp—1(tn—1,n +2t,1)) + o(h),
en remarquant que, pour s < n — 1,
tr(sp—1tin—1) = tT(Sn—lti,n—lsi_ﬂ = tr(tinSin—1) = tr(sp—1tin),

ou bien en utilisant la conjugaison par ¥,,_; définie & la fin de 1.1.2.3 pour A proche de
0.
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Il reste enfin & faire deux remarques, & charge et & décharge, sur cet algorithme. Son
défaut tient & ce qu’il n’est vraiment utile que sous réserve d’une bonne connaissance, et en
particulier de bons paramétrages, de la variété des matrices de carré 1. Cela restreint souvent
son application & des diagrammes dont les briques sont de faible taille.

Son avantage essentiel, en revanche, est qu’il permet de généraliser facilement les représen-
tations que I'on considére. En effet, si 'on se garde de fixer les scalaires u;, que 1’on considére
comme des variables dans les différentes relations de tresse, on obtient un paramétrage de
toute la famille continue de représentations, qui correspond au diagramme fixé et aux racines
de 'unité prescrites par la représentation initiale.

Cadre formel

On note M une représentation irréductible de B,,, semi-simple par rapport a la filtration
naturelle de B,, et G son diagramme de Bratteli, que 'on suppose réduit.

On cherche & déterminer explicitement I'action des générateurs o, sur kG, donc sur les
briques de G, et I'on procede par récurrence sur n. On suppose ainsi que I’on connait les images
de 01,...,0,_9, et on veut déterminer o,_1. La matrice associée & o,_1 est déterminée par
I'action de o,_1 sur le houppier de niveau 2, et il suffit qu’elle vérifie ’équation de tresse,
cette fois sur le houppier de niveau 3, pour que I'on ait prolongé 'action déja connue de B, _1
sur kG = €D, (z)=n—1 ¥G" en une représentation de By,.

L’irréductibilité d’une telle représentation se vérifie alors par I'examen de I'g, | g, (M),
oudeI'p,_, 4, _,(M).

Etude préliminaire des briques de taille 2

Sur une brique de taille 2, la situation est la suivante: une matrice diagonale § de spectre

@, (3 et un scalaire u sont donnés, et ’on cherche une matrice de taille 2, s, telle que (§s)? = u?.

Si la brique est irréductible, s s’écrit alors

a”l 0 _ u 0
(7 ) ()

Apres calculs, on obtient ainsi une description de s en fonction de ses invariants de similitude
et d’'un parametre v:

- Sitr(s) =0,

s= | —adet(s)
v

C’est en particulier forcément le cas si o = f.
- Sitr(s) # 0, on note z et y les valeurs propres de s. Alors,

1 a~lz +y) a~ly

S = —- — 2 2 _
a1—p1 ﬂ—v(fv2+:vy%+y2) —B~ Nz +y)
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Chapitre 3

Représentations du groupe
symétrique

On fixe un corps k de caractéristique 0.

En premier lieu, ce chapitre met en place un certain nombre de définitions qui nous
serviront pour décrire les représentations du groupe symétrique. Nous définissons tout d’abord
les éléments dits de Jucys-Murphy (I.3.1), qui sont les éléments toriques de £&,,, par analogie
avec les éléments toriques de B, et B, (cf. I.1.1.1 et 1.1.2.1). La présentation graphique
adoptée pour les diagrammes de Young, qui indexent les représentations irréductibles de
kG,, et la terminologie employée pour les décrire, sont I’'objet de la section suivante I1.3.2.

En deuxiéme lieu, nous montrons (1.3.3) comment reformuler approche selon Vershik et
Okounkov [75] de la théorie des représentations du groupe symétrique dans le formalisme du
chapitre I1.2.

Enfin, et il s’agit 14 des résultats originaux du chapitre, nous établissons deux propriétés
qui nous seront utiles pour identifier les représentations du groupe symétrique. Elles reposent
sur I'idée que, pour que deux représentations de &,, soient isomorphes, il suffit souvent que
leur restriction a &,,_1 le soit.

Dans ce chapitre, nous utiliserons de fagon systématique la filtration naturelle déja men-
tionnée

{6} =6,C6yC...C6,1CG,.
3.1 Eléments de Jucys-Murphy

On introduit tout d’abord I’élément de kG,

T,= Y (ij)avecTy=(12), Ty =0
1<i<j<n

Il est immédiat que T, appartient au centre de k&,. On introduit ensuite I'élément dit de
Jucys-Murphy défini pour n > 2 par

Jn = Tn_Tnfl
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Comme T,, appartient au centre de £&,,, J, appartient au commutant de £&,,_1 dans k&,,.

On en déduit que la famille Js, ..., J, engendre une sous-algébre commutative de £kG,,. On a
alors
Proposition. (Diaconis et Green [37]) L’algébre unitaire engendrée par Jo,...,J, est une

sous-algébre commutative mazimale de kS,

3.2 Diagrammes de Young

Rappelons que les représentations irréductibles de &,, sont indexées par les partitions de
n, et que l'on identifie les partitions A - n & des diagrammes de Young. Par convention nous
faisons correspondre a la partition [n] de n la représentation triviale de &,. Dans ce travail
nous représenterons par exemple A = [3, 2] par le diagramme de Young

Dans cette notation, si A = [3,2], Ay = 3, Aa = 2 et A, = 0 pour r ¢ {1,2}. On convient
que [A1,...,Ar,0] =[A1,...,A;]. Nous repérons d’autre part les boites de ce diagramme d’une
facon classique par rapport a la disposition choisie: la boite la plus haute du diagramme pré-
cédent a pour coordonnées (1, 3), et plus généralement le pourtour extérieur d’'un diagramme
est constitué des boites de coordonnées (i, \;). Enfin, cette présentation en diagramme iden-
tifie de fait I’ensemble des partitions & un ensemble de parties du plan, stable par intersection
et réunion. Nous noterons en conséquence A U et AN les diagrammes associés aux réunion
et intersection des parties du plan correspondantes, et A C pu la relation d’ordre évidente.

Le &,,-module S* associé & une telle partition A et appelé module de Specht, qui sera
parfois simplement noté )\, admet une famille naturelle de bases, dites bases de polytabloides
ou bases de Young. Ces bases sont en fait déterminées & normalisation des vecteurs de base
pres. Cela sera sous-entendu quand nous parlerons par abus de la base de Young.

Les vecteurs de cette base sont indexés par ce que 'on appelle les tableaux standard:
un diagramme de Young A de taille n donné, on appelle tableau de Young de forme X\ une
numérotation des boites de A par les nombres entiers de 1 & n. Un tableau est dit standard si
les nombres sont placés dans un ordre croissant selon les lignes (de gauche a droite) et selon
les colonnes (de bas en haut). Ainsi & A = [3,2] sont associés les tableaux standard

[3] [4] [5] [4] [5]
2[5 2[5 2[4 3[5 3]4
1]4 1]3 1]3 1]2 1]2

Pour A - n on note
Al=t(N) =XZ hi=n
h(X) = #{u [ i # 0}
6(A) = #{i | i # Aia}

\A| est appelé la taille de A, 6(\) son nombre de décrochements. Pour A et u deux partitions,
on appelle nombre de décrochements relatifs des diagrammes de Young associés le nombre

]

6(A p) = Z(l — O ui)-

=1
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En pratique, nous utiliserons souvent cette notion pour A et y partitions d’un méme entier n.
Remarquons néanmoins que 0(A, 1) définit une distance sur 'ensemble de tous les diagrammes
de Young.

On dira de plus que X est

- un rectangle si §(\) =1 (alors X s’écrit [a"])
- une béquille si h(A) = 2
- une équerre si A\; < 1 pouri > 1

et on notera \' la partition correspondant au diagramme de Young dual ou transposé
Xi=#{j | A >}

Enfin, si A est toujours un diagramme de Young, nous définissons les parameétres, fondamen-
taux dans I’approche choisie ici,
A=A — .

On remarque que \; = — ;.

3.3 L’algebre locale kS,

Les travaux de Vershik et Okounkov [75] ont montré que les idées développées dans le
chapitre I.2 permettaient de reconstruire en grande partie la théorie des représentations du
groupe symétrique.

Considérer localement les représentations du groupe symétrique consiste a utiliser I'in-
clusion naturelle 6,,_1 C 6,,, G,,_1 désignant comme d’habitude le sous-groupe de &,, qui
n’agit que sur les lettres {1,...,n — 1}. La régle fondamentale dans cette optique est la régle
de Young. Suivant celle-ci, la restriction & &,_; d’un module de Specht S* pour A F n est
sans multiplicités, chacun des composants simples correspondant aux diagrammes de Young
u déduits de X\ par retrait d’une boite.

Cette regle se généralise aux restrictions & G,,_; x & des modules de Specht de &,,, par
I'introduction de modules S*# associés & des diagrammes de Young gauches A/p. Nous ren-
voyons au livre de James et Kerber [14] pour cette notion fondamentale, que nous utiliserons
au chapitre II.1.

Reformulant ces idées, nous considérerons k&, comme une algebre locale, & partir de la
filtration
k=kGy CkGy C...CEkG,_1 CEkG,.

Les éléments générateurs sont les transpositions consécutives s; = (i i+ 1), les éléments
centralisants sont les

1<i<j<r

Pour cette filtration, k&, est localement monogene. D’apres la régle de Young, le diagramme
de Bratteli de S* est un graphe nivelé, et les bases de Gelfand-Tsetlin des chemins corres-
pondent exactement aux bases de Young. Par exemple pour A = [3,2], on a le diagramme de
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Bratteli

N

et le chemin

1] = [2] = [2,1] — [3,1] — [3,2]

correspond au tableau standard

5
3

»—AI\:JH;|

L’action de T}, sur S* pour A - n est scalaire, et se calcule par exemple, si G désigne le
diagramme de Bratteli de S*, par

n(n —1)
T,) = ————tr(12)
n(n2— 1)

=~ (dimkGY, — dimkG} ).

(dimGMT, = (dimSMT, = tr

—~

Le graphe colorié correspondant & A = [3,2] est alors

L’intérét de cette formule compacte est qu’elle ne fait intervenir, pour calculer la valeur de
T,, quun dénombrement de chemins du graphe. Nous verrons que cette idée se généralise
au groupe de tresses, dans la partie III. Dans le cas particulier du groupe symétrique, nous
allons exposer une facon plus simple de calculer la valeur de ces éléments, aprés un détour
par les éléments de Jucys-Murphy et le coloriage des arétes du diagramme.
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Nous appellerons graphe de Young d’ordre n le diagramme de Bratteli de £&,, colorié de
cette maniére. A ce coloriage ¢ des sommets nous associerons un coloriage des arétes, par

el S A) == p(A) — p(p).

Remarquons que cette valeur est celle des éléments de Jucys-Murphy sur les chemins du
graphe qui contiennent x4 ~ A. 1l est alors aisé de vérifier que si A est déduit de p par ajout
d’une boite en colonne i, alors

ol /N =X —i=\.

A partir de cette propriété, on vérifie facilement que @ est un bon coloriage. La proposition
énoncée en 1.3.1 découle alors immédiatement de I'isomorphisme

kS, ~ @) Ende(S*) ~ @ M(G).

AFn AFn

D’autre part, on en déduit un moyen simple de calculer les valeurs de J, (resp. T,) pour
1 <r <n(resp. 2 <r <mn)sur les arétes (resp. les sommets) du graphe. Si un diagramme
de Young est donné, on remplit chaque case (i,7) du diagramme par l'entier j —i. Si on a
une aréte A\~ p dans le graphe de Young, pour u b n, la valeur de J, sur cette aréte figure
alors dans I'unique case de p qui n’appartient pas & A. Comme T;, est égal & la somme de
tous les J, pour 2 < r < n, on en déduit que la valeur de 7, sur i est simplement la somme
des valeurs figurant dans les cases de p. Ainsi, si p = [3,2], les diagrammes de Young qui
interviennent dans le diagramme de Bratteli de p sont

1]o 1
o o 0]

o[~]v]

[2]
1]o0
0f-1

,1|

d’ot1 'on déduit immédiatement T5 = 2, Sp(Ty) = {2,0}, Sp(T3) = {0,3}, Sp(T>) = {1, -1} et
Ty = 0, et le coloriage des sommets obtenu précédemment par une méthode plus compliquée.

Chacun des générateurs s; est alors déterminé par son action sur les briques du graphe de
Young. Une propriété remarquable de ce graphe est qu’il n’admet que des briques de taille 1
ou 2. Sur une brique joignant le niveau n — 2 au niveau n agissent les éléments

Tn72a Tnfla Tna Jnfla Jn; Sn—1-

De la formule
Sp—1Jdp—18p—1 + 8p—1 = Jp

on déduit la valeur de s,_; sur les briques de taille 1: comme s,_1 est sur ces briques un
scalaire égal a plus ou moins 1,

Sn—1=dJn = Jn—1 =Ty —Th—2.

De la méme relation on peut déduire que, sur les briques de taille 2, I'action de s,_1 n’est
pas scalaire, donc admet pour valeurs propres 1 et -1: I'action de s,,_1 est ainsi déterminée &
conjugaison pres.

L’expression matricielle exacte de s,,_1 dépend alors de la normalisation choisie pour la
base de Young. Nous utiliserons dans ce travail la normalisation ou le modele dit semi-normal :
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les coefficients présentent 'avantage d’y étre rationnels. L’action de s,_1 est alors décrite sur
une brique de taille 2 par la matrice

o 1 -1 d+1
Td\d-1 1
ou d est un nombre entier appelé distance aziale (cf. [14]) et défini en fonction des deux types
de tableaux de Young standard correspondant a cette brique. Plus précisément, si cette brique
joint u=n—24a A F n, on ordonne la base de facon que le premier vecteur corresponde a celui

des deux partitions de n — 1 considérées, intermédiaires entre A et u, qui est la plus grande
pour 'ordre lexicographique. T, o et T, sont sur cette méme base évidemment scalaires, et

N 0 X 0
Jnf — ¢ ~ JTL: J ~
' ( 0 A ) < 0 N )

si (j,Aj) (resp. (i,;)) correspond & la boite ajoutée, pour le diagramme de taille n — 1
correspondant au premier (resp. au deuxiéme) vecteur de la base. On a alors d = \; — A;.
Graphiquement, le coloriage des arétes est

7N,
N A

Ici, la relation tres simple qui relie les éléments générateurs aux éléments centralisants
permet d’obtenir facilement une telle matrice pour s et I’expression de son parametre d en
fonction du coloriage, comme nous venons de le remarquer. Afin de généraliser ultérieurement
cette méthode, remarquons qu’a partir de I'expression générique d’une matrice de spectre
{—1,1}, on peut écrire en fonction de ces parameétres 'action de s, ;1 sur le houppier de
niveau 2. Les matrices convenables sont alors exactement les solutions de I’équation de tresse

Sn—15n—-28n—1 = Sn—25n—-15n—-2

sur ce houppier.

3.4 Propriétés héréditaires des S,-modules

Nous allons dans cette section établir un certain nombre de résultats, utiles pour la suite,
mais qui nous semblent avoir un intérét en eux-mémes. Ils mettent en évidence le fait que la
classe d’isomorphisme d’une représentation donnée de &,, dépend tres fortement de sa res-
triction & &,,_1. Dans certains cas significatifs, on obtient méme une détermination compléte
de cette classe d’isomorphisme & partir de la restriction & &,,_.

Avant d’énoncer les résultats, nous exposons en 1.3.4.1 et 1.3.4.2 les constructions préli-
minaires utiles a leur démonstration.
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3.4.1 Structure métrique

Rappelons que 1'on a défini une distance §(\, ) sur 'ensemble provisoirement noté ) des
diagrammes de Young (compris ici en excluant le diagramme de Young vide). Si A F n, et
e > 0, on note dans ce chapitre

Se(A) ={n eV | oA pn) =¢}
la spheére de centre X et de rayon ¢, et SF()) les deux demi-sphéres

SEA) = Aned | |ul =M, oA pn) =¢}
ScA) = Aped [ ul <A, 0(A ) = e}

L’intérét algébrique de cette métrique provient de la régle de Young, c’est-a-dire que, si A est
une partition de n et n > 2,

{ptFn—-1| p— Resg, A} = S; ()
{pFn+1 | p— IndS+12} = SF(N).

En particulier, si A et p sont deux partitions de n, les o = n — 1 qui s’injectent a la fois dans
Resg, A et Resg, _, pu sont les éléments de Sy (A) NSy (i). On remarque ainsi que, si A et p
sont deux partitions quelconques de n,

d(A)  sid(A,p) =0,s0it A=p
#lobkn—1] ocChoCup=1¢1 sio(A,pu)=2,eto=ANpy
0 sinon.

Si l'on s’intéresse spécifiquement aux sphéres de rayon 1, il est immédiat que, pour n > 2,
#S () =#{otn—11 60, =1} =45(}).

En particulier, les sphéres de rayon 1 les plus petites correspondent aux rectangles, seuls
diagrammes de Young de taille n dont la restriction a &,,_; est irréductible.

3.4.2 Rectangles

Nous étudions ici la situation de diagrammes d’une forme particuliére, les rectangles, au
regard de 'opération de restriction & G,,_1.
Pour R = [a’] un rectangle, on suppose a,b > 1 et |R| > 1, et on définit

R, = Ja+ 1,ab_1]

Rb = [ab, 1]

R = [a'a-1]

R, = Ja+1,a"%a—-1] pourb>2
Ry = [a"'a—1,1] pour a > 2.

Exemple. Pour
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on a

Ry, = Ry =

=«
Il

Ry, = Ry =

En termes métriques, si R = [a’] est un rectangle de taille n, on a alors
Si(R)={\ | d(\,R) =1} = {R, Ry, Ry}
et,sia,b> 2,
S3(R) := S (R)N Sy (R) = {AFn [ 6(\ R) =2} = {Rn, Ry}.
Si R = [a"] est un rectangle de taille n = ab, on a Ress, ,R= Ret,sia>2,b>2,
Indg" R=R+Ry+ R,

D’autre part, il est clair que si I'on a deux rectangles R et R,

Ainsi, si A € SY(RMW)NSYRP), on a X = Rg) = Rf), 4 échange des exposants (1) et
(2) prés. On montre facilement que cela n’est possible que dans la liste de cas exceptionnels
suivants.

n=6| ROV 2,2,2] | &Y 3,2,1] RY | R® = 3,3
n=d| RO = 3 |RB) = 1] = RY[RD = [
—4[ RO = 1,1, RY = 21,11 = BRPY|R® = [2,2
n=3|RrO = 11,11 |RY = 2,11 = BRP|R® = [3

Remarquons enfin que, pour R = [1,1], R, = [2], et que, pour R = [2], R, = [1,1]. Ce sont
les seuls cas oit SY(R) peut contenir un rectangle.
3.4.3 Représentations irréductibles et isotypiques

Si les restrictions & &,,_1 de deux représentations irréductibles de &,, sont isomorphes,
alors ces deux représentations de G,, sont toujours isomorphes. Plus généralement, on prouve

Proposition 18. Si \ et u sont deux représentations de &, pour n > 4 telles que \ est
irréductible et
Resg, A ~ Resg, [t

alors X\ ~ p, sauf si X\ € {8}, auquel cas p peut appartenir a {Eﬂ—l—E,Hﬂ—l—lﬂm}. Plus précisément,

ou p=1[2,2] + [4]

A= [3,1] = pu=2A
A= [2,1,1] = pu=X ou p=I[22]+[11.
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Preuve —
On écrit p = Zle 19, chaque p() étant irréductible. On pose

k
v = Resg, A= Resg, = Z Reanflu(i).

=1

Comme v, restriction de la représentation irréductible A, est sans multiplicités, ,u(i) est non
isomorphe & ) pour i # j, et p est sans multiplicités.

S’il existe 7 tel que ,u(i) soit isomorphe & A, par égalité des dimensions on en déduit p >~ .
Supposons donc un i € [1,k| tel que u(i) ne soit pas isomorphe & A, et soit o - n — 1 une
composante irréductible de Reanfl,u(i), donc de v. Ona o C Aet 0 C ,u(i) donc, d’apres
1341, 0=\ ﬂb,u(i). En particulier, la restriction de ,u(i) a 6,1 est irréductible, donc u(i) est

un rectangle [a;']. On a alors

X € 8Y([ah]).

D’apres 1.3.4.2, on en déduit tout d’abord que, si & = 1, la restriction & &,,_; de X serait
irréductible, donc que A serait un rectangle, ce qui n’est possible que pour n = 2. Pour k£ > 2,
on a i # j tel que

A€ S3([a%) N SY([a])

ce qui n’est possible que si [a;’i] et [a?j] font partie du tableau de cas exceptionnels. Il n’y a
alors plus qu’un nombre fini de cas a étudier, puisque p est sans multiplicités, pour obtenir

les exceptions indiquées par 1’énoncé. cqfd.

Corollaire 1. Soient A et p deux représentations de &, pour n > 3 avec A irréductible
différente de [3,2,1], [2,1], [3,1] et [2,1,1]. Si

Resg, 0 — Resg, | A,

alors soit \ est isomorphe da p, soit p est une représentation irréductible correspondant a un
rectangle, et §(\, pu) = 2.

Preuve —  Si Resg, it s'injecte dans Resg, , A, on peut supposer que cette injection
n’est pas surjective, le cas d’un isomorphisme ayant déja été traité. On décompose encore
w = Zle u(i), et on a, pour tout ¢, u(i) # X. On déduit de la démonstration précédente que
chaque 1 est un rectangle [a?i] tel que 0(A, [azbl]) = 2, et qu’ainsi k > 2 ne peut se produire
que si A se trouve dans la liste des cas exceptionnels de 1.3.4.2, c’est-a-dire ceux exclus par
I’énoncé. cqfd.

Corollaire 2. Si \ et u sont deuz représentations de &, pour n > 7 telles que X\ est isotypique
et

Ress, A ~ Resg, [,

alors A\ >~ p.
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Preuve — On démontre ce corollaire par récurrence sur
m = dim Homg, (Ao, A)

ol \g est le &,-module simple associé & A. Le cas m = 1 découle directement de la proposition.
Soit pg une composante irréductible de . Notons

r
Ress,_,ho= > A,
=1

ou chaque )\(()i) est une représentation irréductible de &,, 1. Alors,

r
Resg, po — Resg, 0= Resg, A = Zm)\(()z).
i=1
Comme g est irréductible, sa restriction a &,_; est sans multiplicités, donc Resg, _, o
s’injecte dans Resg, , Ao, et 'on peut appliquer le premier corollaire, sans considérer les cas
exceptionnels puisque n > 7. Si Mg ~ pg, on pose X = A/, i = p/po, et on applique
I’hypothése de récurrence & A et ji: A ~ [, et comme Ag ~ g on obtient A ~ p. On peut donc
supposer que, pour toute composante irréductible p; de u, u; s'écrit [a;’i] et 0(Ao, pi) = 2.
Comme un rectangle est entierement déterminé par 'unique diagramme correspondant &
sa restriction, le fait que Resg, ,p soit isotypique implique, pour tous ¢ et j,

Hi = Hj
a; = aj = a
bi = b = b

Ainsi, A = mg, et il existe p € N tel que p = puo = p[a®] avec Ao # po, et Resg, _, po s’injecte
dans Resg, ,Ag. Soit fip la restriction a &,,_1, irréductible, de p9. Comme la restriction a
Gp—1 d’une représentation irréductible de &,, est sans multiplicités, Resg,_, Ao est, d'une
part sans multiplicités, et d’autre part isotypique de composant simple jig. On en déduit que
les restrictions & &, _1 de A\g et pp sont isomorphes, cas que nous avons déja traité. cqfd.

3.4.4 Sommes d’équerres

Une propriété analogue a celle de la section précédente se produit pour les représentations
qui sont sommes d’équerres, c’est-a-dire de représentations irréductibles indexées par des
partitions de la forme [k], := [n — k, 1¥], pour 0 < k < n — 1. Remarquons, du point de vue
métrique, que

O([Kln: [Qm) = (1 = dn-km—1) + [k = 1].

Si I'on note [—1],, = 0 dans 'anneau des représentations de &, on a, pour 0 < k <n — 1,
RGS@;n_l [k]n = [k]n—l + [k — 1]n—1-
La proposition suivante nous sera utile dans les chapitres ultérieurs

Proposition 19. Soient M et M' deuz représentations de &, pour n > 5. On suppose que
Resg, M est somme d’équerres. Alors,

Ress, M ~ Resg, M'= M ~ M'.
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Preuve —  Si M est une représentation de G,, avec n > 5, telle que Resg, , M est une
somme d’équerres, alors M elle-méme est somme d’équerres.

11 existerait en effet sinon une représentation irréductible A = ();) de &,, s’injectant dans
M avec Ay > 2. Si h(A) > 3 ou A\; > 3, alors Resg, , A ne serait pas somme d’équerres, et
Resg, M non plus. Inversement, si h(A) < 2 et A\; <2, n =¢(A) <4, ce qui est exclu par
hypothese.

On considére maintenant M et M' vérifiant les hypotheéses de ’énoncé. On va démontrer
ce dernier par récurrence sur N (M), nombre de composantes irréductibles de M, comptées
avec multiplicités.

Si N (M) =1, ¢’est un cas particulier de la proposition 18.

Si N(M) > 1, on considére

sup(k | Home,_, (K1, Rese, , M) # {0})
sup{k | Homg, ,([k]n—1,Ress, ,M') # {0}}.

Cc

D’aprés la formule de restriction des équerres, et comme M et M’ sont sommes d’équerres
d’apres ce qui précede,

¢ = sup{k | Home, ([Kln, M) # {0}
— sup{k | Home, (K. M') # {0}}.

On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence & M/[c],, et M'/[c],,. On en déduit
M/[ely ~ M el = M ~ M.

cqfd.
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Chapitre 4

Tresses et algebres de Lie
semi-simples

Les représentations les plus connues de B,, agissent sur les puissances tensorielles de re-
présentations d’algébres de Lie. Dans ce chapitre, nous commencons par rappeler la définition
de ces actions (I.4.1), qui commutent & Paction diagonale de I’algebre de Lie correspondante.
Ensuite (I.4.2), nous complétons la théorie du chapitre 2 dans ce cadre: si A est une algebre
de Hopf, V un A-module, et C,(A) le commutant de A dans V®", on a une tour d’algebre
particuliere

Co_1(A) C Co(A) C Coir(A).

Nous en déduisons enfin (I.4.2.3) le formalisme qui nous servira, en III.2 et dans 'annexe, &
traiter ce genre de représentations.

Dans ce chapitre, la dimension des représentations considérées n’est pas supposée finie,
mais seulement au plus dénombrable.

4.1 Bimodules associés aux algebres de Lie

On fixe un corps k, égal & R ou C.

On note g une algebre de Lie semi-simple de dimension finie sur k, et V une représentation
de g. On note K( , ) la forme de Killing de g. Nous utiliserons dans cette section la convention
d’Einstein concernant les indices supérieurs et inférieurs.

4.1.1 Les bimodules V®"

Nous allons construire une structure de g ® B,,-bimodule sur V™. On note {e,} une base
de g, et {e*} sa base duale pour K: K(ey,e!) = dx,u- On peut alors définir, a un scalaire
pres, I’élément de Casimir eye®. On rappelle que cet élément, central, est indépendant de la
base choisie.

Pour une représentation A de g, on notera Cy € Endg(A) I'élément de Casimir associé.
Si A est irréductible, on notera encore Cy le scalaire correspondant a l'action de Cy. On a
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alors, sur A ® A,

Crgr = e,\e)‘.(u®v)
= ey ((e u) ®@v) + e,\ (u® (e}.v))
= (exe? u)®v+( u) ® (ex.v) + (ex.u) ® (e*.v) +u ® (exe*.v)
= 20h\u®uv+ (et .u)®(e,\.v)+(e,\.u)®(e/\. ).

Si le corps de base k est le corps des nombres complexes, on peut supposer pour simplifier les
calculs que e* = ey. Mais de facon générale on a

Crgr(u ®@v) =20 u @ v + 2t(u Q@ v)
avec t = e* @ ey € (Ug)®2. Remarquons en effet que, la forme de Killing étant symétrique,
t=e"®ey=e\@e.

Par un procédé classique, on définit pour 1 < 4,5 < n des opérateurs t;; sur V", en
faisant agir ¢ sur les facteurs tensoriels ¢ et j. Par convention, t; = 0. D’autre part, &,, agit
naturellement par permutation sur V®”. Il est alors immédiat que

stijs | = tsws() pour s € Gn
[tijste] = 0 pour {i,j} N {k,l} = 0.

Enfin

[ti2,t13 +ta3] = [e @ex®le!®1Qe, +1Qe" ®e,]
A Rern®l (" @1+10e) e,
= [*®eyet@1+10e4 ®e,

[

tia, Ale!)] ® ey

Comme 2t19 = Cygy — 2Cy, t19 commute & l'action de Ug sur V ® V, donc a tout A(g)
pour g € g. On en déduit premiérement que [t19,t13 + to3] = 0, c’est-a-dire que I'on a défini
une action de B, sur V®", et deuxiémement que cette action commute 3 I'action diagonale
(par coproduits itérés) de g: nous avons ainsi construit une structure de g x 8,-bimodule sur
yen,

Si V' est maintenant une représentation irréductible d’'un groupe de Lie d’algébre de Lie
g, on en déduit que I'on a de la méme facon une structure de G' x B,,-bimodule sur V7,

Si I'on note maintenant C, I'action de I’élément de Casimir sur V¥, 1, laction de I'iden-
tité, et u = u; ® ... ® u, un tenseur pur de V",

Cr(u) = (exeM).(u1 ®...®u,)

ex (e (u1 ®...0u_1)) @uy) +ex.((u1 ® ... @ uUr—1) ® e*.uy)
= Cr1®@1L(u) +2(eM(u1 ® ... @ Uy 1)) ®exty + 1, 1 ® Cy(u)
— (Cr1® 141,11 ® C)(u) + 257 b (u)

N

d’ou
Cr=Cr1 1+ 1,1 ® Cy + 2t,.
Remarque. Pour ce type d’actions, l'image de 7, n’est commutative, c’est-a-dire que le

Bj,-module obtenu ne se factorise par &, que si 'image de g dans End(V) est elle-méme
commutative. En effet, on constate facilement que

[tlg,t23} = 6)\ &® [BA,B‘U] ey-
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4.1.2 Les bimodules g®"

On suppose dorénavant k = C.

En prenant comme cas particulier de V la représentation adjointe de g que I’on note encore
g, on obtient une structure de g x B,-bimodule sur g®?, et méme de G x B,,-bimodule, avec
G le groupe des automorphismes de g.

Considérons maintenant une super-algebre de Lie L sur C, munie d’une forme quadratique
invariante non dégénérée K (pas nécessairement la forme de Killing). On peut définir de la
méme facon, a partir d’un élément de Casimir associé, une structure de L x 8,,-bimodule sur
L®", Si la valeur du Casimir ainsi généralisé sur la représentation adjointe est non nulle, on
peut le normaliser & 1, et on peut de la méme facon, dans tous les cas, définir un élément
t vérifiant les mémes propriétés que dans le cas des algebres de Lie. On en déduit donc une
structure de B,-module sur L®", et la pérennité des formules précédentes.

Les algebres et super-algebres de Lie munies d’une forme quadratique non dégénérée
rentrent en fait dans une notion plus générale, dégagée par Vogel [76], de structures qu’il
appelle pseudo-algebres de Lie, sur lesquelles la puissance tensorielle n€ est naturellement
munie d’une structure de %B,-module, et qui admettent un objet universel (catégorie des dia-
grammes trivalents). Nous ne rappellerons pas la définition de ces objets ici, il nous suffira de
savoir qu’ils forment un cadre plus général que les précédents.

Les opérateurs (1 2) et 19

t12 commute & (1 2), donc A2g et S?g sont stables par t;5. On peut donc parler de la
restriction de t12 & ces deux espaces, et étudier leurs valeurs propres.

On a le théoréeme suivant, di essentiellement a Angelopoulos, et étendu aux pseudo-
algebres de Lie par Vogel, suivant des idées qui se trouvent également chez El Houari.

Théoréme. (Angelopoulos, El Houari [39], Vogel [76]) Soit L une pseudo-algébre de Lie
simple. On a A’L = X, ® X en tant que L-modules, avec X, et Xy irréductibles, Xo pouvant
étre nul. Le crochet de Lie fournit un isomorphisme Xy ~ L. La restriction de t1o a A2L
suivant cette décomposition vaut —% @ 0. La forme quadratique associée fournit une inclusion
1 =L% < S2L. On note 7 le spectre de —t15 sur SQL/]l. Alors #1 < 3.

Dans le cas des algebres de Lie, on a le théoréeme de classification

Théoréme. (Angelopoulos) Si g est une algébre de Lie simple de dimension finie N sur C,
on a une des quatre éventualités suivantes qui déterminent a isomorphisme pres l’algébre de
Lie considérée

Ti 1= {—% N=3

Xp T={-L ™0} =346,9121830 N=27tDEm=0)

Y r={2t2 _2 Ly e (N+7)U{s} N=mlm?2

2m m’m 2
oum € 2N + 6
Zn T= —%,%,% méed+ N N=m?-1.

On remarque que pour g de type X, Vm, 71, (1 2) est un polynéme en t19, donc (i i + 1)
est un polynome en ¢; ;11. On en déduit que la donnée des ¢; ;11 suffit & déterminer 'action
de 9B, sur g®" dans ces cas-1a, et I'on se trouve alors dans le cadre de la remarque de 1.1.3.2
sur la description des représentations de 5,,.



74 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES

Nous rappelons ici la table des correspondances entre cette classification et la classification
classique en termes de diagrammes de Dynkin:

Dynkin Dynkin Dynkin
Ay,n>3 | Z,q1 G2 Xy Eg X3
B,n>21Y opp1 F Xy Ay Ti
Con>3 | Voo Eg X9 Ao X3
D

n#4
n n >3 Yoonto E; X8 D, Xe

Normalité

Notons B(.,.) un multiple non nul de la forme de Killing de g, i.e. une forme bilinéaire sy-
métrique et non dégénérée sur g invariante par Aut(g). On définit sur g®? une forme bilinéaire

(, ) par

(T1®29®...0Tp, 1 ®Y2 @ ... ®Yp) = [ [ B(@i. vi)-

On a alors

Proposition 20. (, ) est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur g®", invariante
par Uaction diagonale de Aut(g), et pour laquelle, quels que soient t;; € T,, s € Gy, t;; est
autoadjoint et s unitaire.

Preuve — La premiére partie de la proposition est évidente. Si s € G,,,
(5.(21® ... ®@%0),5.(Y1 ® ... ®Yn)) = (To1) ® - .- @ Ty(n), Ys(1) @ - - - ® Yy(n))
n n
=1 B@sw).vs0) = [[ B, vi) = (@1 ® ... 20,01 @ ... @ yn)
i=1 i=1

et tz ®y) = (X,lex z]) ® (Xylexr,y)) d'ot, sur g=2,

(e ®y),u®v) = B(Y_lex,z),u) B(Y_lex,yl,v)

A A
= (Z [6)\7 y U ZB [6)\7 y U ZB 6/\, ZB(ya [6/\,’1))))
A A
:B(I Ze/\a yaze/\a $®y’ (u®v))
A A
On en déduit que ¢ est autoadjoint sur g®2, donc que t;; est autoadjoint sur g cqfd.

Corollaire. Pour tout r < n, Uaction sur g™ de I’élément torique t, est autoadjointe pour

()
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Semi-simplicité

La théorie de la forme compacte d’une algebre de Lie simple de dimension finie complexe
nous dit (cf. Fulton et Harris [9] p. 435-436) qu’il existe une algebre de Lie réelle gy associée
a un groupe de Lie compact Gy telle que go C g, g ~ go ®r C, et telle que la restriction & g
de la forme de Killing de g soit définie négative. Elle dit encore qu’il existe une application
semi-linéaire involutive r de g dans g qui envoie vg ® z sur vy ® z, préserve le crochet et vérifie

{reg]|r(x)==1z}=g.
Cela permet de montrer

Proposition 21. Si g est une algébre de Lie simple complexe, l’action de B, sur g®" est
semi-simple.

Preuve — On prolonge tout d’abord I'application 7 & g®2. On note BE I'algébre définie sur le
corps des nombres réels par les mémes générateurs et relations que %,. On a B,, = %E{ ®rC.

Comme r préserve le crochet, on en déduit que r commute a ¢, donc que 'action de
BR C B, sur g®" laisse stable 989” et coincide sur cet espace avec I'action naturelle de BE.

On en déduit alors que le morphisme gf]@" Qr C — g®" est un isomorphisme de B, -
modules. Tl suffit donc de montrer que l'action de BE sur 989" est semi-simple.

Considérons F une sous-BE-représentation de g§". La forme bilinéaire ( , ) est définie
(négative) sur g&", donc

g =Fa F.

Or F* est BE-stable, car les t;; sont autoadjoints et si s € G, \ {1}, il existe p > 2 tel que
sP=1:pourec gi"et f €F,

(s.e, f) = (s.e,sP.f) = (e,sp_lf)

soit e € F+ = s.e € F- pour toute permutation s. Ainsi F- est stable par BE, donc gf]@”
est semi-simple et g®™ aussi. cqfd.

4.1.3 U,g x B,-bimodules

Soit g une algeébre de Lie semi-simple sur C. Drinfeld [38] et Jimbo ont montré qu’on
pouvait lui associer deux algebres de Hopf, dites quantifiées:

— une algebre de Hopf Up,g sur C[h !, h]], algébre des séries de Laurent en h,
— une algebre de Hopf U,g sur C(q).

Les spécialisations des relations définissant ces algebres pour h — 0 et ¢ — 1, dites de “limite
classique” en référence a la mécanique quantique, redéfinissent par relations de Chevalley-
Serre I'algebre enveloppante Ug de 'algébre de Lie g. D’autre part le morphisme ¢ de C(q)
vers C[h~1, h]] défini par ¢ — e permet d’écrire

Ung = Ugg ®4 C(q).
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En tant qu’algébre, Upg est isomorphe & la complétion h-adique de Ug ® C[h~!,h]]. En
particulier, & toute représentation V' de g correspond une représentation Vj, (resp. V;) de Upg
(resp. Uyg). On a alors

Théoréme. (Drinfeld-Kohno. cf. [15]) Pour tout n > 1, si V est une représentation de
dimension finie d’une algébre de Lie semi-simple complexe g, Vq®" est muni d’une structure
de B, x Uyg-bimodule. En particulier Vh®” en hérite une structure de B, X Upg-bimodule.

M ®n
VEn ~ / yen,
Sz

Alors, en tant que CB,-modules,

4.2 Commutants

4.2.1 Cadre général

Soit donc V une représentation irréductible de dimension au plus dénombrable d’une
algebre de Hopf A sur C. La n® puissance tensorielle V" de V est munie par le coproduit
d’une action naturelle de A, dite action diagonale. On suppose que pour cette action V&"
est semi-simple pour tout n > 0. On note Cy,(A) le commutant de A dans V®". On a une
injection Cy,(A) — Cp41(A), donnée par ¢ — ¢ ® Id. En effet, si A est le coproduit de
A, Paction diagonale sur V®"*! est donnée par A,y défini par récurrence: Ay = A et
Apt1 = (Ap ® Id) o A. Si, pour a € A, on note suivant Sweedler A(a) = 3>, a’ ® a”, on
montre par récurrence

Apii(a)o(p®@Id) = (Ap®Id)oA)(a)o(¢p®Id)=>(An(a)®a")o(¢p®Id)
= (¢®@Id)o (Y Ap(a')®a") = (¢ ® 1) 0 Apyi(a).
De plus, comme V est irréductible, le lemme de Schur implique C;(A) = C. Pour tout n,
Cp(A) est donc une algebre unitaire filtrée.

Soit maintenant W une représentation irréductible de A. On appelle niveau de W (par
rapport a V)
niv(W) =inf{n € N | Homs(W,V®") £ {0}}.
En particulier, niv(W) = oo si et seulement si pour tout n 'espace Hom 4 (W, V®™") est nul,
et on a de plus niv(1) = 0 et niv(V) = 1. On fixe n > 1. On supposera désormais que, pour
toutes représentations de niveau fini W et W' de A,

dim Hom (W', W @ V) < oc.
SiV ~V* ona
a = dimHom (W' WV)=dm(W eV W4 =dim(W*V @ W4
= dim HomsA(W,W' @ V).

On note A;l un ensemble qui indexe les représentations irréductibles de niveau au plus n
de A de la facon suivante: & tout A € A est associé W), représentation irréductible de niveau
au plus n de A. D’aprés le théoréeme du double commutant, C),(A) est semi-simple, et on a

ver = (B Wy e Uy
AEA,
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avec Uy = Hom (W), V®n) représentation irréductible de dimension finie de Cj,(A). En tant
que A x Cy,(A)-module, on a alors

V®(TL+1) — @V@ W/\ R U;\l = @C/\MWN & Uj\l = @Wu ® <@C/\MU/7\1>

A AU 1 A

si les ¢y, sont les coefficients de la multiplication tensorielle par V' dans I’anneau des repré-
sentations de A:
WAV =Y crWi.
u

La encore, la finitude des coefficients ¢y, découle de I'hypothese de finitude faite sur
dim Homs(W,, W)@ V).

On en déduit

RBSCH(A) ULH_l = @ C/\MUZ\Z.
A

On va maintenant construire deux types de graphes nivelés associés & V', appelés respec-
tivement graphe (tensoriel) total et graphe (tensoriel) superficiel associés a V. On suppose
toujours V autoduale.

Le graphe total Tot,(V) de niveau n, pour n > 1, admet pour sommets les couples
(W, m) ot W est une représentation irréductible de A qui s’injecte dans V®™ et m un entier
naturel inférieur ou égal & n. Le sommet (W, m) est joint au sommet (W', m') par a arétes si
m' =m + 1 avec « égal & la dimension de Hom 4 (W', W ® V). Le niveau de (W, m) est alors
défini comme égal & m, ce qui achéve la construction de ce multigraphe nivelé.

Le graphe superficiel Surf, (V') de niveau n > 1 admet pour sommets I’ensemble des repré-
sentations irréductibles de A de niveau au plus n par rapport a V, le niveau d’'un sommet W
est le niveau de W par rapport & V, et le nombre d’arétes W — W' pour niv(W') = niv(W)+1
est encore égal & la dimension de Hom (W', W @ V).

On constate que, si Surf™ (V) (resp. Tot(™ (V)) est réduit, il s’identifie immédiatement
au diagramme de Bratteli de la somme directe sur tous les Wy de niveau n (resp. sur tous les
A € A,) des représentations U} par rapport a Palgebre filtrée C,(A). On peut alors identifier
naturellement

CSurf,(V) = & Uy
niv(Wy)=n
CTotn(V) = P U
AcA”
Cn(A) = M(Tot™(V)).

4.2.2 Exemple

On choisit A = CG3, et V la représentation irréductible de dimension 2 associée & la
partition [2,1]. On note e la représentation alternée (correspondant a la partition [1,1,1]) et



78 CHAPITRE 4. TRESSES ET ALGEBRES DE LIE SEMI-SIMPLES

1 la partition triviale (correspondant & la partition [3]). La régle de multiplication par V' dans
lanneau des représentations de &3) est donnée par

1V =V
eV =V
VeV = 1+V +e

On en déduit la forme générale du graphe total de niveau n

Si l'on note

A, = Home,(L,V®") = Up
B, = Home,(V,V®") = UL
Cn = Homg,(e,V®") = U"

on peut déduire par exemple du graphe les relations de récurrence entre les dimensions de ces
représentations. On obtient

dim A4, = 2"—1_(_1)71—1
" 3

dimB, = 2t - (=1)"
o 3

dime, - 2O
=

Comme &3 n’admet qu’un nombre fini de représentations irréductibles, le graphe super-
ficiel de niveau n n’est pas tres intéressant. Par rapport a V,

niv(l) = 0
niv(V) = 1
niv(e) = 2
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donc le graphe superficiel de niveau n s’écrit simplement, pour tout n > 2,

0 1
1 \%
2 €

4.2.3 Coloriage et algebres de Lie

Soit maintenant C un élément du centre de A. 1l agit sur toute représentation irréductible
Wy de A par un scalaire C' d’aprés le lemme de Schur appliqué aux représentations de dimen-
sion dénombrable. Si ’action de C' sur V' est non nulle, on supposera, quitte & normaliser C,
que le scalaire correspondant vaut 1. Cet élément central permet alors de définir un coloriage
de Surf, (V) et Tot,(V), pour tout n € N. Dans I'exemple précédent on peut choisir

C=(12)+(13)+(23),
soit I’élément T3 déja considéré en I.3.1. Les valeurs scalaires sont alors

cy = 3
C. = -3

et
20‘/ = (dim V)CV = tI‘(C‘V) = 3tI‘(1 2)“/ =0

d’ou C, = 0. Divisant C par 3, on obtient pour coloriage sur la forme générale de Tot,(V):

e
]
AN
A
XX
5 1/\0//—1
I

Nous appliquerons en particulier cette construction dans la situation suivante: on choisit
A = Ug ou g est une algebre de Lie semi-simple, V' une représentation irréductible de di-
mension dénombrable de g donc de A, et on note C le Casimir de g, élément du centre de
Ug.
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D’apres les résultats de 1.4.1.1, on a pour tout n > 1 un morphisme B, — C,(A), donc
des morphismes d’algebre filtrées

B, — M(Tot™(V))
B, — M(Surf’(V))

pour z sommet de niveau n de Tot(V') (resp. Surf(V')). Supposons alors que pour cette action
de B, sur CTot” (V) (resp. CSurf®(V)), (1 2) soit une fonction analytique ou polynomiale
f de t15. Si l’on pose

= Yacici<r bij

Oy = tr,r+1
I'image de *B,, par chacun de ces morphismes est alors une algebre locale au sens de 1.2.5,
qui est de plus localement monogene, et CTot,” (V) (resp. CSurf,”(V')) est un module local
pour cette algebre.

Comme les t;; sont conjugués, on déduit leur spectre de I'action de #;3 sur V@2 en tant

que A-module,

VeV =X,

chaque X; étant une représentation irréductible de A. Puisque t1o commute & 'action de A
sur V ® V, t19 agit sur chacun des X; par un scalaire que nous notons \;.

Nous nous intéressons maintenant aux briques. Si par exemple G = Surf,,”(V) et n =
niv(xz) = niv(y) + 2, alors

CG?

1

Homy(z,y®@V V)
~ @, Homa(z,y ® X;).

Des que dim Hom 4(z,y ® X;) < 1 pour tout i, cet isomorphisme définit une famille de
bases de Gj. Le spectre de ;1 sur CGZ est alors composé des A;, de multiplicités

dim Hom g (z,y ® X;).

Si sur CGy lopérateur ,,_1,,, semi-simple, est de plus sans multiplicités, la famille de bases
de CGy que l'on vient de décrire correspond a la notion de bases locales au sens de la section
1.2.6.

Remarquons enfin que CG?® s’identifie ici & un sous-espace vectoriel bien déterminé de
V®n constitué des vecteurs de plus haut poids de V®" associés aux représentations de g
correspondant a z.
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Chapitre 1

Modules de Specht

On s’intéresse dans ce chapitre aux représentations de 8, dont la restriction au groupe
symétrique est irréductible. 9B,, est ici définie sur un corps k, comme toujours commutatif de
caractéristique 0. On rappelle (cf. I1.1.3.2) qu’a deux parametres a et 3, et & une représentation
(irréductible) de &,,, on peut associer une représentation de 9B,, en posant

tij = ol + B(i j),

et que l'intégration de telles représentations & B, correspond exactement aux représentations
(irréductibles) de B, qui se factorisent par les algébres de Hecke génériques de type A.

L’objet de ce chapitre est I’étude de la question réciproque, & savoir, si les représentations
de B,, dont la restriction au groupe symétrique sont irréductibles sont nécessairement de ce
type.

Pour répondre & cette question, aprés avoir posé quelques définitions utiles (section 1),
nous déterminons les degrés de liberté a priori dont dispose I'image de I'un quelconque des
tij, ici t,—1,n, dans une telle représentation (section 2). Nous définissons encore dans cette
méme section les deux équations auxquelles un tel endomorphisme est soumis. La section 3
constitue une étude de la premieére équation, et I’on fournit, & la fin de cette méme section, un
exemple de solution non triviale (de cette premiére équation) pour n arbitrairement grand.
La section 4 donne les solutions de la deuxiéme équation dans des cas simples, pour lesquels
une décomposition en base de Grobner n’est pas nécessaire.

La section 5 détaille enfin le raisonnement utilisé pour répondre a la question initiale, par
élimination successive des diagrammes de Young n’admettant que des solutions triviales.

La classification obtenue (théoréme 2) fait ainsi apparaitre que d’autres représentations
de ‘B, existent, dont la restriction au groupe symétrique est irréductible. Nous les appelons
représentations sporadiques et entamons leur étude dans la section 6. L’intégration de ces
représentations au groupe de tresses est résolue pour les représentations de B4, et I’on montre
que la restriction & 9B,_; de toute représentation sporadique de B, est irréductible. Cette
étude sera prolongée par la détermination de leur diagramme de Bratteli et par I'intégration
a B, dans le chapitre 11.4.

1.1 Préliminaires sur les diagrammes de Young

Nous décrivons tout d’abord la terminologie employée dans ce chapitre concernant les
diagrammes de Young. Outre les notations générales introduites en 1.3.2, on utilisera ici,
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pour A - n un diagramme de Young, le nombre
da(A) = #{i | \i > Xip1 + 2}

On appellera coin de A un i tel que \; # A;j11. On note I I'ensemble des coins (#I = §(A)).
On dira qu’un coin % est un saut si A; > \; + 2, que c’est une marche sii # 1 et \; = \j_1;
que c’est un grand saut si A; > A\;j11 + 3, une grande marche sii > 2 et \j = X\;_1 = A\j_9. Le
nombre de sauts est do(A), le nombre de marches d;(\'). On définit la distance (signée) entre
deux éléments i et 7 de I par la distance axiale

d(i, j) = (X =) = (X =)
et on identifie un coin 7 avec la boite de coordonnées (i, A;) du diagramme de Young associé
a A
On note S* le module de Specht associé & \. Les éléments de la base de Young sont
identifiés & des tableaux standard, et ’action du groupe symétrique dans cette base est définie

suivant le modele semi-normal (cf. James et Kerber [14]). On rappelle que s; désigne un
générateur de Coxeter du groupe symétrique, pour 1 <4 <n — 1.

1.2 Parametres définissant ¢,_;,

Une action de 9B, sur S* compatible avec I'action de &, correspond & la donnée de
t € Ends, _,xe,(S") tel que R(t) =0 et L(t) = 0, avec

R(t) = [t,sn—atspn—2+ (n—2n)t(n—2n)]
L(t) = [t,(n—=3n—1)(n—2n)t(n—2n)(n—3 n—1)].
On a
Rese;n_kakS/\ = @ St @ S,
MCA,‘M‘:TZ—]C

En particulier, pour k = 2, cette restriction est sans multiplicités. En effet, on se trouve alors
dans I'un des trois cas suivants, pour chaque y Fn — 2:

i J

AMup = [0,...,0,2] - h, gMe o~ o
1

)\//J = [0,...,0,1,1] = D:"L S)‘/u ~ S"Il

i

L’endomorphisme ¢ est alors entierement défini par les parametres suivants:

- pour toute marche (resp. saut) 4, on note d; (resp. d;') la valeur de ¢ sur S™ (resp. SB).

- pour toute paire {7,j} de coins, on note eii’j la valeur propre de ¢ sur I'espace propre
Ker(sp—1 F1) de S%%.
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En effet, on a deux bases de Gelfand-Tsetlin de Homs,_,(S*, S*) pour u C A\, u - n — 2.
L’une (notée YG) est donnée par la chaine &, 9 C 6,1 C &, et correspond & la base
de Young via lisomorphisme Homg, _,(S*,S*) ~ SMe 1rautre est donnée par la chaine
Gpog C 6,9 x 6y C &,. Sur cette derniere base (notée LOC) on connait les matrices
(diagonales) de s,_1 et t, en fonction des paramétres que 'on vient d’introduire. On veut
I’expression de ¢ dans la base YG pour pouvoir écrire les équations matriciellement.

Dans le cas ot Homsg,, _,(S*, S*) est de dimension 1, les deux bases coincident. Si ce méme
espace est de dimension 2, on a sur LOC

-1 0 a 0
3—( 0 1) ett—(o b)

Sur la base de Young, on sait que
1 -1 d+1
fTa\ld-1 1

avec d la distance axiale entre les deux coins. Diagonalisant s,_1, on trouve une matrice de
passage entre LOC et YG, ce qui permet d’obtenir la matrice de ¢ dans YG (cette matrice
est déterminée sans ambiguité parce que le stabilisateur de s pour 'action du groupe linéaire
est inclus dans le stabilisateur de t) :

. 1<a(d—1)+b(d+1) (@ —0b)(d+1) )

"2 (d=1)(a-b)  a(d+1)+(d—1)b

On a ainsi une expression explicite des t;; sur la base de Young en fonction des parametres
précédents.

1l s’agit maintenant de traduire les relations R(t) = 0 et L(t) = 0 sur les espaces S*#
pour |A| — |u| valant respectivement 3 et 4, c’est-a-dire sur les houppiers de niveau 3 et 4 du
graphe de Young.

On rappelle tout d’abord que I'on obtiendra toujours une solution en prenant ¢ = ol +
Bsn—1, soit la représentation \,g.—g. Cette solution correspond aux valeurs

+ +
d; = €g =ax£p.
On notera enfin, par commodité,

— et e
€ij = % T G

Par la suite, et notamment dans I’énoncé du théoreme 1, il nous arrivera de numéroter

visuellement certains coins. Ainsi, si I'on considére deux coins ¢ et 7, numérotés visuellement

: + + ot : + + o+

et j, nous parlerons parfois de ef; (resp. di, d5, d(1,2)) au lieu de € (resp. d;, d;,
d(i, 5))-

1.3 L’équation R(t) =0

On considére donc p C A tel que |p| =n — 3. Si A/p est connexe, on constate rapidement
que Pon a toujours R(t) = 0.

Si A\/p admet deux composantes connexes, SA/k est de dimension 4. Une des composantes
connexes correspond a un saut ou a une marche, et est associée & un parametre d;.t de t.
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[’autre composante connexe se trouve sur un autre coin, j, de A. Apres calculs dans ces
espaces de dimension 4, on obtient que ’équation R(t) = 0 est équivalente, sur chacun de ces
espaces, a la condition

dii € {efj,efj + WEM}.

Si maintenant A/u admet trois composantes connexes, on obtient de la méme fagon, apres
calculs dans un espace de dimension 6, une condition équivalente & I'équation R(t) = 0. Soit
donc P = {i,j, k} un triplet de points de I. On ordonne I dans I'ordre inverse de N, c’est-a-
dire dans 'ordre qui correspond a une lecture de gauche a droite du diagramme, et on note
o la transposition de ce triplet qui inverse le plus petit et le plus grand élément. On note
{D,D’', D"} I'ensemble Py(P) des paires d’éléments de P. L’équation R(t) = 0, que I'on ap-
pellera dans ce cadre “équation du triangle”, consiste en une famille d’équations polynomiales
en les six parameétres de ¢, homogenes de degré 2, & coefficients dans k(d1, d2), ot §1 et d9 sont
deux des distances axiales entre les trois coins. Cette équation se factorise immédiatement
dans certains cas particuliers, qui réduisent le nombre de parametres principaux a considérer :

- solutions & “e constant” : on impose ei'; —e, constant pour tout D. On a alors exactement
deux solutions, notées “S” et “T”

“S” On a eB = e'g, = e"g,, et ey =ep =epn

+ _ d(P\Dl ,P\DQ)
2

“T” Onaep =¢€p =€], =¢, et e%l —ep, = e pour tous Dy, Dy € Py(P)

- solutions “4 e~ constant” : on a trois solutions, indexées par D € Py(P). “Ap” est la
solution définie par e, = e, = ey, et epr = epr = f(z,y)ep avec

z = d(o(P\D),c(P\D")
y = d(c(P\D),o(P\D"))

- Les solutions “a4 et constant” se présentent de la méme facon: pour D € Py(P) la

solution “Bp” s’écrit e}, = e}, = e}, et epr = epr = f(z,y)ep avec

z = d(o(P\D'),0(P\D))
y = d(o(P\D"),o(P\D)

On a noté dans ce qui précede f = #;1171, oll 01 et o9 désignent provisoirement les fonctions

symétriques élémentaires en deux variables.

On peut remarquer des a présent qu’il existe des solutions non triviales pour des dia-
grammes de Young arbitrairement grands & cette équation: si A est un diagramme de Young
A m coins, sans sauts ni marches, on a une solution non triviale en posant, pour (o, a™) € k2,
et pour tous coins ¢ et j,

ey d(L9) + i)
1,] 2

avec € = o — . On remarque que cette solution est “4 e constant”. On peut facilement ob-
tenir la liste de telles solutions: en fait, si §(\) > 3, les diagrammes précédemment considérés
(02(X) = d2(X') =0 et () > 3) sont les seuls pour lesquels on a des solutions non triviales &
e constant. Pour de tels diagrammes, il n’y a par ailleurs pas d’autres solutions non triviales
a e constant.
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1.4 L’équation L(t) =0

On procede comme précédemment, par examen successif des diagrammes de Young gauches
de taille 4. On peut résoudre facilement les équations concernant les diagrammes gauches a
au plus deux coins:

- i €1, =y

ou D; signifie que la derniére colonne non vide de D est placée sur la colonne ¢ du diagramme
de Young complet.

Pour les autres diagrammes de Young gauches connexes, L(t) = 0 n’impose aucune condi-
tion sur les parametres.

On déduit d’ores et déja des conditions obtenues, d’une part, que la valeur dlf" (resp. d; )
de t sur un saut (resp. une marche) ne dépend pas du coin i considéré, et, d’autre part, que si
un triangle comporte deux grands sauts (resp. deux grandes marches), il est & e™ (resp. ™)
constant.

1.5 Résolution des équations

On s’intéresse d’abord & ce qu’imposent les équations précédentes sur de “petits triangles”,
c’est-a-dire quand trois coins consécutifs sont en jeu. L’équation R(t) = 0 est a coefficients
dans k(d1, d2), ou1 & et d9 sont deux des trois distances axiales utiles ici. Plutot que de résoudre
cette équation sous sa forme générale, nous allons isoler un certain nombre de situations par-
ticuliéres. Dans ces situations, ’équation se trouvera simplifiée, soit parce qu'une ou deux des
distances axiales sera fixée, soit parce que L(t) = 0 imposera des conditions supplémentaires
sur les parametres principaux.

En premier lieu (II.1.5.1), nous résolvons les équations dans un nombre fini de cas, quand
les trois coins définissant le triangle considéré sont trés proches les uns des autres. En second
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lieu (I1.1.5.2), on s’intéresse aux petits triangles “génériques”, c’est-a-dire les petits triangles
qui comportent soit un grand saut et une grande marche, soit deux grands sauts, soit deux
grandes marches. Dans ce cas, la relation de localité impose des conditions simples qui per-
mettent encore de résoudre les équations. Enfin, on étudie le cas des triangles “plats”, qui
comportent exactement un grand saut ou une grande marche (II.1.5.3). En combinant ces
trois cas, on obtient que tous les petits triangles sont triviaux.

1.5.1 Triangles de faible diameétre

On considere d’abord le cas ou le triangle ne comporte a priori ni saut ni marche, c’est-a-
dire que les trois coins sont disposés entre eux de la facon suivante:

Dans ce cas, il n’y a plus de paramétre secondaire, c’est-a-dire que 'on a une famille de
polynomes & coefficients dans k&, et la technique des bases de Grobner permet de conclure: on
obtient que I’ensemble solution de R(¢) = 0 est une union de dix plans qui s’intersectent deux
a deux suivant une méme droite: la droite “triviale”, notée I, qui correspond & I’égalité de tous
les parameétres. Reportant alors ces solutions dans I'équation L(t) = 0 pour les diagrammes
de Young gauches de taille quatre adéquats ici
] []
et

L] |

on obtient qu’un tel triangle est forcément “S”.

De la méme facon, si le petit triangle ne comporte ni grand saut ni grande marche, il n’y
a qu’un nombre fini de cas a étudier, pour lesquels la décomposition en base de Grobner des
diverses relations se factorise aisément. Dans tous ces cas, la seule solution possible est “S”.

1.5.2 Triangles génériques

Considérons pour U'instant un triangle {i,4',7"} quelconque, pour lequel on suppose que
les parametres e™ (resp. e ) sont égaux. On a vu plus haut qu’alors les conditions données par
R(t) = 0 sont de type “Bp” (resp. “Ap”) pour D une paire d’éléments de {7,7’,i"}, ou bien
de type “S”. Si un tel triangle comporte un saut (resp. une marche) en 7, on peut reporter
ces conditions dans I'équation de localité sur un diagramme gauche de type

[o,...,0,2,0,...,0,1,0,...,1]:H (0]

(resp. son dual), et on obtient que ce triangle ne peut étre que de type “Bj;n” (resp. “A;n”)
ou “S”. On en déduit que, si I'on sait qu'un triangle donné comportant deux sauts (resp.
deux marches) est & et (resp. e~ ) constant, alors ce triangle est trivial. En particulier, si
un triangle comporte deux grands sauts (resp. deux grandes marches), I’équation de localité
impose et (resp. e ) constant, et I'on se trouve dans la situation précédemment décrite: le
triangle est trivial.

Inversement, si un petit triangle n’est pas de type “S”, il comporte au plus un grand saut,
au plus une grande marche, et d’aprés I1.1.5.1 au moins un saut ou une marche. Dans cette
section, on considere les petits triangles qui contiennent un grand saut et une grande marche.
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D’aprés ce qui précede, on sait que ce triangle sera de type “S” dés que les paramétres e™
seront égaux, ou bien dés que les parametres e~ seront égaux. On a plusieurs cas & considérer
(dans les diagrammes de Young qui vont étre décrits, les grands sauts (resp. grandes marches)
seront marqués par la présence de seulement trois cases consécutives). Si le triangle est de la

forme

L]

B

L[]

I'équation R(t) = 0 peut étre résolue (une des distances axiales est fixée ainsi que certaines
variables). On obtient & chaque fois trois plans solutions. L’équation de localité sur les dia-
grammes fooimpose alors la solution “S”. De la méme facon:

— Si le diagramme est de la forme

ou

L’équation de localité sur i o est alors résoluble: elle impose que les parametres e~ sont
constants. Ce cas a déja été étudié: comme le diagramme comporte un grand saut et
une grande marche, il est alors nécessairement de type “S”.

— Si le diagramme est de la forme

ou

On emploie la technique des bases de Grébner sur la relation R(t) = 0, apreés avoir
utilisé les relations de localité liées au grand saut et & la grande marche. On en déduit
que l'on a toujours e~ constant, et on conclut comme précédemment.

— Si le diagramme est de la forme

ou

la relation de localité sur & o entraine que les parameétres e~ sont constants, donc que le

diagramme est de type “S”.

— Si le diagramme est de la forme
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Cette fois encore, la relation de localité sur o f entraine que les paramétres e~ sont
constants, d’ou “S”.

Les autres cas se déduisent de ceux-ci par passage au transposé.

En conclusion, un petit triangle non trivial ne peut comporter a la fois un grand saut et
une grande marche.

1.5.3 Triangles plats

On considére enfin un petit triangle admettant un unique grand saut, et aucune grande
marche. Pour la commodité de 'exposé, on suppose que le grand saut se trouve sur le coin
le plus & gauche, noté 7. On note 7' et i les deux autres coins, § = d(i',4), et § = d(7',i")
la distance axiale (positive) entre les deux autres coins. Par hypothese, d ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs. Pour chaque valeur de d, les équations R(t) = 0 sur le triangle
et L(t) = 0 sur B oo forment un systéme d’équations polynomiales & coefficients dans k(9).
Sa décomposition en base de Grobner permet d’obtenir que, pour chacune des valeurs de d
possibles, les solutions sont soit “Bj;»” soit “S”. On est alors ramené & une situation déja
connue: on est & e* constant, donc si i’ ou i comportent un saut, le triangle est trivial. De
méme, en reportant I’équation de localité dans cmo et dans nom, on obtient que le triangle est
trivial dés que 4’ ou ¢’ comporte une marche. Enfin, s’il n’y a ni saut ni marche en 7' et ", il
existe une relation de localité sur o &, qui permet encore d’obtenir la trivialité du triangle.

On obtient évidemment le méme résultat pour les situations transposées. On raisonne de
fagon similaire lorsqu’un des coins est & la fois un saut et une marche. Cela permet de conclure
que tous les petits triangles sont triviaux.

On en déduit :

Théoréme 2. Les seules représentations non triviales de B, qui s’appuient sur une repré-
sentation irréductible S* de &,, sont définies

2
— pour A = | =[n—2,1,1], sin > 5, par
[1]
_ _ a—p
eh=a ep=F dy=a di =+ (n-2) 5
2]
- pour A = =[3,1"73], sin > 5, par
_ _ 8 —a«a
eh=a ep=p8 di =8 df =a+(n-2) 5
2]
- pour \ = par
1]

ei"gzoz e =0 d+=,8
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- pour \ = |1|par

+ - _ - _
ey =a ep=0 dy =a.

Preuve —  Si d(\) > 3, on vient de démontrer que toutes les solutions étaient & e et e~
constants, donc si A comporte un saut (resp. une marche), la relation de localité L(t) = 0
permet immédiatement de conclure que cette valeur commune de et (resp. e ) est égale A la
valeur commune de ¢ sur les sauts (resp. les marches) : il n’y alors que des solutions triviales &
ces équations. C’est également le cas si 6(A) = 1, car alors ¢ admet au plus deux parameétres.

Il reste & examiner le cas ou §(A) = 2. Un tel diagramme ne dépend que de quatre
parametres a, b, c et d:

al?2

b

A= c[1]=[(b+ d)",d
d

de facon a ce que la longueur du pourtour extérieur du diagramme soit @ + b+ ¢ + d. Si A
comporte un grand saut ainsi que, soit une grande marche, soit un coin qui est a la fois un saut
et une marche, I’équation de localité implique ¢ = « + fs. Il en est de méme si A comporte,
outre un grand saut, un coin qui n’est ni un saut ni une marche. En d’autres termes, si b est
supérieur ou égal a 3, A ne peut admettre de solution non triviale au probléme posé que si
a=1,¢<2,d<2, et, de facon exclusive, c = 1 ou d = 1. ¢t est alors déterminé par quatre
paramétres, e/, €5, dy , et, soit dj, soit di. Si d = 2, P'équation L(t) = 0 implique alors, sur
BB, d = di = ef,.

Il ne peut donc y avoir de solution non triviale pour b > 3 quesia =1,c =2, d = 1,
ce qui correspond effectivement 4 la série “infinie” de I'’énoncé du théoréme, apres résolution
de 1'équation R(t) = 0. Si d > 3, on obtient de la méme fagon ¢ = 1, a = 2, b = 1. Les
paramétres sont cette fois e, ep,, df, d;. L'équation L(t) = 0 sur fj et % impose alors
ey, = dj et e, = dy, soit la solution triviale.

On a ainsi déterminé toutes les solutions dans les cas olt A comporte un grand saut. Le cas
ol A comporte une grande marche s’y rameéne immédiatement en considérant le diagramme
transposé.

11 ne reste alors plus qu'un nombre fini (2* = 16) de diagrammes & considérer. Les équations
de localité imposent de n’en garder que trois, les diagrammes [2,1,1], [3,1] et [3,1,1], pour
lesquels on résout facilement ’équation R(f) = 0, ce qui complete la liste des solutions non
triviales. cqfd.

On appelera ces solutions non triviales les représentations sporadiques de B,,.

Corollaire.
Ar[n -1, 1]a,b = [n - 1r]ra,(r71)a+b = T(rfl)a[n - 1r]a,b-

Prewve —  En tant que représentation de &,, [n — r,1"] est classiquement isomorphe &
A"[n —1,1], donc
Resg,A"[n—1,1],p ~[n—r1"].

Pour I'action de t1o sur [n — 1, 1], 4, il existe n — 2 vecteurs propres z1,...,z,_ et un vecteur
propre correspondant & la valeur propre b qui constituent une base de I’espace vectoriel associé.
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Les vecteurs propres de t12 dans A"[n — 1,1],; sont alors de la forme

Ti, N Ny, correspondant & la valeur propre ra
ziy N...ANyAN...Nz; correspondant a la valeur propre (r —1)a + b.

t19 n’admet donc que deux valeurs propres sur A"[n — 1, 1]. La conclusion découle alors du
théoréeme précédent. cqfd.

1.6 Etude des représentations sporadiques

1.6.1 Représentation de B,

Quitte & transposer, on peut supposer A = [3,1]. Si I'on note V = S*, t34 appartient &
Endg,«s,V, de dimension 3, dont une base est constituée par l'identité et les images des
transpositions (1 2) et (3 4). On en déduit immédiatement I’existence de scalaires a et b tels
que

tsg = a+ b(1 2) 4+ b(3 4).

Par rapport aux notations précédentes, on a a = 3, b = #

Pour plus de commodité, notons pour D = {i,5} C {1,2,3,4},tp =t; et D = {1,2,3,4}\
D. Enfin, si s est une transposition correspondant & une paire D, on notera s la transposition
correspondant & D. On a alors, identifiant un tel D avec la transposition correspondante,

tp =a+bD + bD.

On constate qu’en particulier, si Dy # Dy, [tp,,tp,] = 0: 'image de T; est une algebre de
Lie commutative de dimension 3. Ainsi, la représentation de By associée se factorise par Gy,
et est définie par o; = (i i + 1)eli+1. Aprés calcul, on obtient la formule suivante, olt 'on a
noté s; la transposition (7 7 4 1) :

o; = e*(ch(b)%s; + ch(b)sh(D)(s;5; + 1) + sh(b)?5;).

Matriciellement, si l'action du groupe symétrique est donnée par le modele semi-normal,
I’action du groupe de tresses & quatre brins est donnée par

2+ B? 2(B*-1) 0

o = 4| B*-1 1+2B*> 0
0 0 -3
2 + B? 1-B? 3(1-B?
oo = 4| 35(1-BY) 3(B?-4) 3+3B?
ln-B%) B 41 8B
B>—2 2+2B* 0
o3 = 4| B*+1 2B>-1 0

0 0 3

avec A = e, B = éeb.
Le polynome caractéristique de o; est alors

(z — A)(z + A)(z + AB?).
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Si B2 = £1, le polynome minimal devient 2> — A%. L’élément générateur positif du centre de
By, (010203)*, agit par A?BS.
Par homogénéité, on peut supposer A = 1. Cette représentation est alors équivalente a

BZ 0 0 0o -2 2 B2 0 0
o] = 0 1 0 02 =3 -1 B? B? o3 = 0 -1 0
0 0 -1 1 B? B? 0 0 1

Il est immédiat au vu de ces matrices que la restriction & B3y de ce Bs-module M est irré-
ductible. On pourra vérifier a partir de I1.3 que Resp, M est isomorphe a la représentation
irréductible de degré 3 de 'algebre de Hecke générique de Gy, spécialisée en B2, 1, —1.

En revanche, M ne provient pas d’une spécialisation de l'algebre de Hecke générique de
Gs. En effet, celle-ci n’admet qu’une unique représentation irréductible de degré 3, V, dont
la restriction & Bj soit irréductible. Or V est déduite de V par le morphisme de groupe de
B4 dans Bj décrit par

o1 +— 01 0O9+W» 09 03+ 01

alors que sur M, o1 # o3.

1.6.2 Représentations de B,,, n > 5

De la méme facon que précédemment, on suppose A = [n — 2,1, 1], et on note V = S
Cette fois, dim Endg, ,xs,V = 4. De plus, il n'y a pas de base évidente de cet espace dans
laquelle écrire ¢,_1,. Parmi les générateurs possibles, on peut considérer, outre I'identité,
(n—1 n), la somme des transpositions de &,,_o, notée T', la somme des cycles de longueur n — 2
de 6,,_9, notée T,, ou encore

n—2 n—2
H=Z(in—1)+2(i n).
i=1 i=1

Les valeurs propres de ces éléments sur le module palier sont facilement calculables grace aux
formules de caractéres de Frobénius (cf. Fulton et Harris [9] p. 51 ex. 4.16, etc.).

e;FQ ey | dy d;
I 1 1 1 1
(n—1mn) 1 -1 | -1 1
2T
=0 —1 -1 10 =
H n—2|n—4| 4 |2(n—2)

On note Spor™ (a, B) cette représentation irréductible de %B,,.
R656n715p07‘(")(a,,6) = Resg, ,[n—2,1,1]=[n—-3,1,1] +[n — 2,1].

Le spectre de t,,_1,, est composé de o avec multiplicité w, B avec multiplicité n — 3,
et B+ (n— 2)# avec multiplicité 1. On a alors

Proposition 22. La restriction a B, 1 de Spor(")(a, B) est irréductible. De plus, sa restric-
tion a &,_o est la somme d’une représentation de dimension 1, d’une représentation irré-

ductible trivialement issue de &,, et d’une représentation irréductible de By_o de dimension
(n—2)(n—3)
—
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Preuve — En écrivant explicitement la matrice de ¢,_,_1 sur le houppier de niveau 3 de
la base de Young, on constate que ni [n — 2,1] ni [n — 3,1,1] ne sont stables par 'action
de cet endomorphisme, ce qui démontre la premiere partie de I’énoncé. D’autre part, comme
t =t,_1,, commute a 'action de B, _», on a

Resps,Spor™(a, B) = Ker(t — a) @ Ker(t — 8) @ Ker(t — (8 + (n — 2)a ; /3))

o Ker(t—(8+ (n— 2)#)) est de dimension 1, et sa restriction & &,_ est triviale.

e La restriction de Ker(t — ) & &, est isomorphe a [n — 3, 1], et t,,_3 ,—2 admet pour
spectre {a, B}.

e La restriction de Ker(t —a) a &,_5 est isomorphe & [n —4, 1,1]+ [n — 3, 1]. On constate
dans la base de Young du module palier qu’aucun des composants isotypiques [n—4, 1, 1]
et 2[n — 3, 1] n’est stable pour I'action de t,_3,_2. Ainsi, aucun des composants [n —
4,1,1] et [n —3,1] de Ker(t — a) ne peut étre stable pour 'action de B,_o: Ker(t — a)
est irréductible.

cqfd.

Nous obtiendrons les matrices explicites de la représentation de B,, associée dans le dernier
chapitre de cette méme partie.
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Chapitre 2

Représentations de degré au plus n

On fixe un corps k, égal a R ou C.

Nous étudions dans ce chapitre les représentations indécomposables de B,, qui s’appuient
sur la représentation naturelle de &,,, isomorphe & [n] 4+ [n — 1, 1]. Nous montrons que 'ac-
tion de 7, est commutative, et qu’ainsi on peut facilement associer a ces représentations des
représentations de &,,. Nous construisons d’autre part des modeles “naturels” de ces repré-
sentations.

Les représentations irréductibles obtenues sont en particulier celles qui ont déja été rencon-
trées par Sysoeva [68] [69] dans son étude des représentations irréductibles de faible dimension
de B,,.

Nous en déduisons une classification des représentations de 8, dont la dimension est
au plus n. De plus, par I'étude du produit tensoriel de deux représentations irréductibles
de dimension n de &,, nous entamons une étude des représentations de &,, que l'on peut
facilement obtenir par construction tensorielle, laquelle sera poursuivie au chapitre I1I.1.

2.1 La représentation naturelle de G,,

Nous nous intéressons ici a la représentation naturelle de &,,, c’est-a-dire & l'action a
gauche de &,, sur le k-espace vectoriel V de dimension n donnée sur une base 1,2,...,7
par o(i) = o(i). Cette représentation est sans multiplicités, et admet deux composantes
irréductibles respectivement isomorphes & [n — 1, 1] et [n].

Pour l'action de &,,, cette représentation admet donc une base de Gelfand-Tsetlin, sur
laquelle on sait écrire 'action des générateurs de Coxeter. On note G son diagramme de
Bratteli.

Le houppier de niveau 2 correspond au graphe

[n—1,1] [n]
N
[n—2,1] n—1]



96 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS DE DEGRE AU PLUS n

Il est donc de dimension 4. Nous choisirons pour base des chemins la base

€ = (€1, €,€3,€4q)

e = [n—2]—=[n—-1] = [n]

€0 = n=2]—=[n—-1]—=[n—-11]

es = n—2—=>[n-21—[n-11]
&4 = n—3,1] >[n—-2,1 = [n—-1,1].

Dans cette base, on peut écrire s,_1 et la forme générale d’un ¢ élément de
Ends, ,x&,(V), défini & translation scalaire pres:

1 0 0 0 g M2 0
=1 _n_ n(z—y)
Sn—1 = 8 2:% nTl g t= ° (z—y)%n—?) > !
=1 -1 v o z 0
0 0 0 1 0 0 0 0

OnaV =n]®[n—1,1] et, si 'on note 1 une projection sur le houppier considéré, on a

¥([n]) = <€ >
Y(ln —1,1]) = < e e3,e4>.

La représentation de B, sur V est donc
- indécomposable ssi u#0 ou v #0
- irréductible ssi u#0 et ov#0.

2.2 Représentations de B, et B,

On peut alors écrire les équations L(t) = 0 et R(¢) = 0 sur le houppier de niveau 4, de
dimension 6, qui est représenté par le graphe

- 1,1] in]
\\\\
n—2,1] n— 1]
\\\\
n—3,1] n— 2]
\\\\

[ —4,1] n — 3]
\\\\
[n—5,1] [n — 4]

Par la méthode des bases de Grobner, on résout ces équations pour n assez grand. On obtient
ainsi, outre les représentations décomposables déja connues d’apres le chapitre précédent,
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deux solutions correspondant a des représentations indécomposables

0000 0 =2 1 0
1 000 0 0 0O
B=hlr 000 | =" 0 0o 0 o0
0000 0 0 00
et une solution correspondant & une représentation irréductible
2 -2 1
n wn? om0
u(n=2) n’-2m42 -1
t=nh n—1 n(n—1) n—1
u(n—2) —(n—2) n-2
n—1 n(n—1) n—1
0 0 0 0

Pour cette derniére solution, le spectre de ¢ est (0,0,h,h). On constate alors que, sur le
houppier de niveau 4,

[tn72,nfla tnfl,n] = 07

c’est-a-dire que 'image de 7, est commutative. Ainsi

o = srexp(htg ky1)

fournit une représentation du groupe de tresses. Explicitement, sur le module palier, on obtient
pour les indécomposables

1 0 0 1 K22 h 0
h =L n_ 0 =L n_ g
Op—1 = n:% nfl et op_1 = n:% nfl
" h 3=t 7= O " 0 =% a3 O
0 0 0 1 0 0 0 1
et pour la représentation irréductible, en notant ¢ = e”,
1+ 2(g—1) (”*2)(Q*1) g—1 0
oo™ o "en gy
ooi=| T T e artle—l)
n (n=2)(g=Du  n-2 , (n=2)(g=1) 1 0
n—1 n—1 n n—1
0 0 0 1

De plus, 'action des autres générateurs de Coxeter se déduit matriciellement de celle de s, :
comme oy = spexp(hty ky1), on a

or=(n—-1k)nk+1op,_1(nk+1)(n—-1Ek).

Enfin, le polynéme minimal de o}, dans le cas irréductible est (z? — ¢%)(z — 1) : ces représen-
tations se factorisent donc par une algebre de Hecke cyclotomique (cf. chapitre I1.3).
D’autre part, si 'on note provisoirement R, (h,u) la représentation irréductible de 9B,
que l'on considére ici, on peut constater que le parameétre u est non significatif: R, (h,u) ~
Ry, (h,v). Il en est donc de méme pour la représentation de B,, associée qui ne dépend, & un
parameétre d’homogénéité pres, que de ¢ = e. On note
Ly,(h) = Ry(h,u)
L, = R,(l,u)
Ln(Q) = fh L.
Pour ce qui est des indécomposables, le parametre h, pour h # 0, n’est, de méme, pas
significatif.
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2.3 Modeles naturels

Dans cette section, nous allons déterminer directement des modéles “naturels”, extréme-
ment simples, des représentations de 9B, qui s’appuient sur [n — 1,1] 4 [n], en utilisant les
indications des sections précédentes.

Nous rappelons que le modele naturel de I'action de &,, sur une base (e, es, ..., e,) est

(i 7)-ex = e j)r-

2.3.1 La représentation L,

Nous avons montré qu’il existe une unique représentation irréductible £, de degré n, telle
que
Sp(ti2) = (0“72, 12).

Nous savons de plus qu’alors les #;; sont semi-simples et commutent entre eux. D’autre part,
a partir de la matrice de ¢,_1 , sur le houppier de niveau 2, on vérifie que, pour fh L,,ona

or = sk(1+ (g — Dtg k1)
Guidé par ses résultats, nous posons alors

k1 = Op1 O I, ® Op—g—1
01

Sk = Ik—l (&>} < 10 > [ans In—k—l

ou Iy est la matrice unité de taille 2, ce qui définit bien une représentation, provisoirement
notée nat™, de B,,. Montrons

Lemme 8. nat\™ est irréductible pour n > 3.

Preuve — On note E = k" I'espace ambiant, et on suppose un sous-espace stable propre V.
Supposons t12(V) = {0}. Comme tout

* *
lij=e®e; +e; e

est conjugué a t1 par des éléments de 9B,,, on a, pour tout j # i, £;;(V) = {0}, soit, pour
tout 7, ej (V) =0et V =0.

Si ce n’est pas le cas, comme 19 est semi-simple, on a x € V tel que t12(z) = z, ¢’est-a-dire
qu’il existe (A, u) # (0,0) tel que

= Xey + peg € V.

Mais comme n > 3,
tisx = Xeg €V
to3x = ey € \%

donc e; € V ou eg € V. On déduit alors de la stabilité de V par &,, que, pour tout 7, e; € V,
soit V = F. cqfd.
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Comme la restriction & &, de nat™ est la représentation naturelle de &,,, et par com-
paraison du spectre de tio, on en déduit que nat™ est isomorphe & £,. Les représentations
intégrées sont alors isomorphes, et [, y L£n peut étre définie de fagon élémentaire par

or = sp(1+ (g — tgrt1)
0
= [ 1® < ¢ g ) @ In kt1-

2.3.2 Représentations indécomposables

De la méme fagon, nous avons montré qu’il existait exactement deux (classes de) représen-
tations indécomposables de B,,, & un parametre scalaire pres, qui s’appuient sur la représen-
tation naturelle de &,,. D’apres les écritures de %, 1, sur le houppier de niveau 2, nous
savons que les ¢;; sont alors nilpotents. L’une des deux actions laisse stable [n — 1,1], qui

s'identifie dans la base choisie & I'espace engendré par les vecteurs e, — e, donc, si I'on note
1)
4

ij I’endomorphisme associé a t;; € B, pour cette action, on a

(1) — M
Vros 10 (er) = ;5 (es).

1 . 1 .
Comme tl(j) commute a G,,_9 X Gy, et comme les 7;; se déduisent les uns des autres par action

de &, il en découle qu’il existe « et 3 tels que

t(e)) =alei+e)+8 > e
ke{i.j}
(1)

Comme t;;" est nilpotent,

tr(tz(;)) =2a+(n—-2)B=0.

On peut ainsi, & multiplication par un scalaire prés, poser

—(n-2)
2

o =

B o= 1.

On vérifie immédiatement que 'autre famille d’indécomposables est alors décrite par les ma-
(2) (1)

. , .
i des matrices tij Comme d’autre part on remarque que, sur le houppier

trices transposées ¢
de niveau 2,

ok = sk(1 + htg t1),
(1) ( (2)

;/ (resp. 0,”) T'action de o; pour ¢ € [1,n — 1] sur la repré-

(2))

on en déduit que, si I’'on note o

(1) (

sentation de B,, associée t;; (resp. ¢;;7), on a
1 —(n—2
t(er) = et o)) + Tigpigy o
1 _
al( )(er) = sie, — h”T2(ei +eiv1) + the{i,iH} e

et 052)

(1)

est la matrice transposée de o,
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2.3.3 Décomposition de L,(a) ® L,(b)

B, étant munie d’une structure d’algebre de Hopf, on peut former le produit tensoriel
Ln(a) ® Ly(b), dont Pintégration sera isomorphe & la représentation

(/h En(a)> ® (/h En(b)>

Lemme 9. Pour a #b,ab#0 etn >3,

de B,,.

Ln(a) ® Ln(b) = Ly (a +b) + M(a,b)

avec M(a,b) une représentation irréductible de B,.

Preuve —  L’espace engendré par les vecteurs e; ® e; pourl < ¢ < n est stable par B,
et isomorphe & L, (a + b). On note V son supplémentaire stable engendré par les vecteurs
e; ® ej pour i # j, et on note M(a,b) la représentation de 9B,, correspondante. On déduit du
théoréme de Chevalley déja cité que f h M(a,b) est semi-simple, et comme ici 'image de By,
est égale & I'image de B, M(a,b) est semi-simple. Ainsi, si V' est un sous-espace stable de
M(a,b), on peut supposer que

Ker(tia — (a+ b)) NV # {0},
c’est-a-dire qu'il existe (a, 3) # (0,0) tel que
I:a61®62+562®61 eV.

D’ou, comme n > 3,
t13r = aae; Q eg + Bbea @ e € V

et, sia #b, < e1 ®eg,ea ®e; >C V. On déduit alors de la stabilité de V par &,, et de la
2-transitivité de l'action de &, sur {1,...,n} que, pouri # j, e; ®e; € V. cqfd.

2.4 Restriction a B,,_;

Pour étudier la restriction de £, (h) & B,_1, il suffit de considérer la matrice de t,—2,—1
sur le houppier de niveau 3. La base des chemins choisie sera,

ep. = [n—4—->n-3—=[n-2—[n—-1] = [n]

eg = n—4—-n-3—->n-2—=[n-1—[n-—11]

es = m—4]—=>n-3]—=-n—-2—=[n-21—[n-11]

e, = n—4—-n-3—->n-31—=[n-21—[n-1,1]
es = n—4—=>n-41]—->n-31—[n-21 —[n—-11]

1
e¢ = [n=51—=n-41—->[n-31]—-n-21—-[n-1,1].
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On a alors

tn—2,n—1 =h

oo+ + + +
So4 + 4+
So+4 + 4+
So4 + 4+ +
o OO O OO
o OO O OO

ou le signe ”+” désigne un scalaire non nul pour n > 3.
Si 'on note % une projection sur ce houppier,

Ress, Ln(h) =2[n—1] +[n —2,1],
et
P2[n—1]) = <ene>
P(n—1,1]) = <es, eq,e5,e5 >.
On en déduit qu’aucun des composants isotypiques pour l'action de &,_; n’est stable par

tn—Q,n—l-
D’autre part, dans la base (€], €}, es, eq, 5, €5) avec

el = e +unes
12
6,2 = (nun12) e1 + %62
on a
0 0 0 0 0 0
2 (n—3)
0 n—1 (n-1)2(n—2) (n—l)n(n—Q) 00
0 n=3 _n’—dntb =L 0 0
tn72,n71 =h i?’ (n:(l)l(_n?SQ) n:g
S R (S =) nm 00
0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0

A conjugaison par un élément de Endg,_, (V) pres, on reconnait la matrice déja obtenue
pour t,_1 , dans laquelle on a remplacé n par n—1. Ainsi la restriction de cette représentation
Ly(h) & B,_1, pour n > 3, est-elle la somme d’une représentation triviale (de dimension 1)
et de L£,—1(h):

Resq, Ln(h) =1(h)+ Ly_1(h).
Pour n < 5, les houppiers considérés sont de dimension inférieure, mais les vecteurs de base
absents ne sont pas significatifs: on obtient encore le méme résultat si n > 4. En revanche,
pour n =3, Ln(h) ~ 1,B_j 0, et

R68%2£3(h) = I_|_(h) + I_|_(0) + I_(h).

On en déduit donc le diagramme de Bratteli de cette représentation (cf. page suivante).

2.5 Classification des représentations de degré au plus n de
B,

On déduit de ce qui précede une classification des représentations de degré au plus n de
B, ceci pour n suffisamment grand. En effet, si M est un 8,-module de dimension m < n
sur k, on se trouve dans 'un des trois cas suivants:

1) Ress, M =r[n|+ s[1"], avec r + s =m
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2) Ress, M = [n —1,1] ou Resg, M = [2,1" 1]
3) Rese, M € {[n = 11+ [n], [ — 1n] + (17,2 171) + ], 2171 + (17 1]

Dans le premier cas, on a déja vu que sir, s > 1, M est forcément décomposable. On peut donc
supposer que 'action de &,, est triviale. Alors les classes d’isomorphismes de représentations
indécomposables de 9B,, sur M sont en bijection naturelle avec celles de 19, soit k[t], qui sont
bien connues (théoréme de Jordan dans le cas ou k est algébriquement clos).

De plus, la représentation de B,, associée est alors donnée par o), = el'*.

Le deuxiéme cas a été traité précédemment : ¢;; s’écrit afd + (i j), et il est bien connu
que la représentation de B, associée se factorise par 'algebre de Hecke de type A: c’est la
représentation de Burau.

Dans le troisieme cas, nous venons de traiter Resg, M = [n — 1,1] + [n] (ou Resg, M =
[2, 177 1] + [1"], qui lui est équivalent). Dans les deux autres cas, pour n grand, M est décom-
posable, d’apres la proposition 9 de 1.1.3.2.

Ce qui précede constitue ainsi une version “infinitésimale” de la classification des repré-
sentations de dimension au plus n de B,,, pour n suffisamment grand, obtenue récemment par
Formanek [40] et Sysoeva [68] [69]. La méthode utilisée ici suggere que I’éparpillement qu’ils
ont constaté des degrés possibles des représentations irréductibles de B, lorsque n augmente,
pourrait provenir du phénomene analogue pour les représentations de &,,.

Diagramme de Bratteli de £, (h)

/ et
1,.(0) L1 (h)
I+(0) / En*2(h)
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Chapitre 3

Algebres de Hecke cyclotomiques
de type A

On fixe un corps k, cyclotomique de caractéristique 0, trois variables formelles a, b et c,
et j une racine primitive troisitme de 1 dans k. On note k le corps des fractions de kla,b, ]
et on fixe une cléture algébrique K de k.

Nous étudions dans ce chapitre les représentations de certains quotients de CB,. Ces
quotients présentent la propriété remarquable d’étre semi-simples et de dimension finie. Leur
définition par générateurs et relations se fait d’une facon uniforme & partir de diagrammes
de Coxeter généralisés (cf. [29]). Ce sont, d’une fagon générale, des déformations de l’algebre
d’un groupe fini, quotient de B,,.

Ces quotients se présentent sous la forme d’une série infinie, I'algebre de Hecke de type
A, dont les représentations sont bien connues depuis la these d’'Hoefsmit (cf. [45]), et de cing
algébres exceptionnelles, pour lesquelles les propriétés de finitude de la dimension et de semi-
simplicité sont connues ou conjecturées. Ces algebres sont les déformations des algebres de
groupe des groupes de réflexion complexe dont il a été fait mention en I.1.1.2. Nous notons
en particulier Hy, Hg, Hig, Hos et Hsy les algebres de Hecke “cyclotomiques” associées aux
groupes de réflexions complexes G4, Gg, G1g, Gos et G3o sur k, et H, = H, ®j, K l'extension
des scalaires de H,, & la cloture algébrique K de k choisie.

La section 1 est consacrée aux définitions et préliminaires. Nous montrons ensuite comment
utiliser la chaine d’algebres

K C AC Hy C Hy; C Hsy

ou A = K[z]/(x — a)(z — b)(x — ¢), pour étudier les représentations de ces algebres. La section
2 constitue une étude élémentaire des représentations de G4. Les représentations irréductibles
de H4, et notamment leur description matricielle, sont connues depuis les travaux de Broué
et Malle [28]. Nous donnons en section 3 une facon de les construire, et exprimons la seule
représentation essentiellement nouvelle de H, (par rapport aux algebres de Hecke classiques)
d’une maniere naturelle au regard de la chaine K C A C H,. La section 4 est ensuite consacrée
a I'étude de Hoss, et I'on y montre comment utiliser cette chaine pour construire les repré-
sentations irréductibles de Hss. Des descriptions matricielles de ces représentations avaient
déja été obtenues par Gunter Malle et Michel Broué, et utilisées dans [28]. Nous montrons ici
comment déduire la plupart d’entre elles des diagrammes de Bratteli des représentations de
G95 relativement a la chaine
{6} C Z/3Z C G4 C Gos
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et exprimons les derniéres, dont les matrices nous ont été communiquées par Gunter Malle
[60], d’une facon naturelle par rapport & cette chaine. Enfin, la section 5 montre comment
I'on peut aborder 1’étude des représentations de Hso & partir des méthodes développées ici.

Lors de ’étude de Hy, les calculs concernant ’action des générateurs pour la représentation
réguliere ont été effectués manuellement. Les résultats concernant les multiplicités des diverses
restrictions ainsi que les valeurs des caractéres ont été obtenues & ’aide du module CHEVIE
[GHL196] de GAP 3 [ST95]. Enfin, les calculs d’algebre linéaire et la résolution des équations
polynomiales ont été effectuées a ’aide du logiciel MAPLE.

3.1 Algebres de Hecke généralisées

Un corps k, cyclotomique de caractéristique 0, est toujours fixé. Pour (a;) une famille

de n variables formelles, on note k le corps des fractions de kla1,...,ay], et K une cloture
algébrique de k.
On considere alors 'algebre H, (ay, . .., a,) définie sur klay, ..., a,] par générateurs sy, ...,

sp—1 et relations, pour tout r = 1...p—1, et tous i, j tels que |i — j| > 2,

n _
G (sp —aq) = 0
SpSr415p = Sr+41SrSr41
5i5; = 55

L’algebre Hy(a,b) est l'algebre de Hecke générique de type A,_i. Hy = H3(a,b,c), Hos =
Hs(a,b,c,d), Hsy = Hs(a,b,c,d,e), Hy = Hy(a,b,c) et Hig = Hs(a,b,c) sont les algebres
de Hecke cyclotomiques au sens de [29] des groupes de réflexions complexes numérotés Gy,
Gas, G32, Gg et Gy dans la classification de Shephard et Todd [67]. Dans le cas général, si
'on spécialise a1, ..., a, en la suite 1,w,...,w" ! ol w est une racine primitive n€ de 'unité,
on obtient I'algebre d’'un groupe. Si Hy(a1,...,a,) est libre de rang fini sur kfaq,...,ay], le
théoreme de déformation de Tits dit que

K ®k[a1,...,an} ]Hp(al, . ,an) ~ K@G.

On sait que c’est le cas pour les algebres de Hecke de type A, ainsi que pour les algebres
cyclotomiques associées & G4, Gos, Gg, G1g, et 'on conjecture que c’est également vrai pour
Gi32 (cf. section I.1.1.2). On va décrire en particulier les représentations de Hs(a,b). Comme
kG3, cette algebre admet deux représentations de degré 1 (s,t — a et s,t — b), et une de
degré 2. Un modele matriciel peut étre donné par

[ a O ¢ f 1 b2 b2 —ab+a?
*T\lo b)) " Tae\ —ab a2

Enfin, si by,...,b, est une sous-famille de aq,...,a,, il existe un morphisme surjectif de
klay,...,ay]-algébres

]Hp(al, ... ,an) — k[al, - ,an] ®k[b1,...,bm} ]Hp(bl, Cey bm)

En particulier, si I'on connait les représentations de H, (b1, ..., by, ) pour des familles by, ..., by,
de longueur m strictement inférieure a n, et si w est une racine primitive n€de 1'unité, cela
permet de construire des représentations de I'algebre de groupe Hy(1,w, ... L, w1,
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3.2 Représentations de G4

On note G le groupe de cardinal 24 numéroté G4 dans la classification de Shephard et
Todd [67]. On a une présentation par générateurs s,t et relations:

s =1
=1
sts = tst.

Il est clair que G est un quotient de Bjs.

Le centre de G est cyclique d’ordre 2, engendré par (st)3. Le quotient de G par son centre
est isomorphe au groupe alterné A4. Un tel isomorphisme est défini par le choix de deux
3-cycles distincts portant sur deux lettres communes et appartenant & la méme classe de
conjugaison, sur lesquels on envoie s et t. Par exemple, on pose ¢(s) = s189 et ¢(t) = s389,
ou I'on a noté s; les générateurs de Coxeter de Gy.

La théorie des représentations de A4 est bien connue, et peut s’obtenir soit directement
[9], soit & partir de la théorie de Clifford et des représentations de &4 [1] [14]: on a trois re-
présentations irréductibles de degré 1, et une de degré 3. On en déduit quatre représentations
de G:

~ S, pour w € {1,75,52}, représentations de degré 1 définies par s =t = w
— V, représentation de degré 3 dont un modele matriciel peut étre donné sur 7 :

0 01 1 0 0
s=11 00 et t= 0 0 1
010 -1 -1 -1

D’autre part, kG = H(1,7,5?) se surjecte dans H(1,5), H(j,52) et H(1,5?). Comme ces
algebres admettent chacune une représentation de degré 2, on en déduit trois représentations
irréductibles de degré 2 de G4: on note U, pour w € {1,7,7?} la représentation issue de
H({1,4,52} \ {w}). Si {1,4,5%} = {w,w’,w"}, on obtient ainsi un modele matriciel de U, :

w0 Lw" — w) 22"
_ _( 3 3
(5 0) m = (M Y

On a ainsi obtenu la liste complete des représentations de G :
24 =3 x 12 +3 x22+3%

A partir des classes de conjugaisons de A4, on obtient facilement la liste des 7 classes de
conjugaisons de G':

- {1} {(st)*)}
~ {s,t,tsts, stst}, {ts*t, 1252, 512, st’s}
— {52,142, 8242242, 12521252}, {t2st?, st ts, s%ts?)

~ {s%t,ts2, sts, t%s, st?, ts*t%s}.
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On peut ainsi écrire la table des caracteres

1] s |s%2] s? st | sts | (st)3
Uy 2] ~w| w |—w ' [w™ '] 0 -2
Vi3] 0 0 0 0 | -1
Sy 1| w w wl w1 1

Cette table permet notamment de décomposer les produits tensoriels. Pour w,w’ € ps3, on a:

Uw ® Sw’ = wa’

U, U, = V+ S,

Ves, =V

U,V = U1+Uj+Uj2
VeV = 2V+51+Sj+5j2

S0 ®Sy = Suw-

3.3 L’algebre de Hecke cyclotomique de G,

On s’intéresse donc ici aux représentations de lalgebre Hy = Hs(a, b, ¢), définie par géné-
rateurs s, t et relations

(s—a)(s—b)(s—c) = 0
(t—a)(t-0b)(t—c) = 0
sts = tst.

On note M = {a,b, c}.

La liste de mots en s et ¢ donnée précédemment,

(1, (st), s, ts%t, t, st%s, 82, 12512, 12, s%ts2, st, 52125, ts,125°t, s°t, 125, 152, st?, sts,
(st)3sts, 5212, tsts, 1252, stst),

représente une liste d’éléments de G4, si I'on identifie s et ¢ aux générateurs de G4. D’aprées
le théoreme de Tits et [28], elle représente également une base de k ® Hy, si l'on identifie
cette fois les s et ¢t aux générateurs de Hy. On peut donc écrire l’action réguliere a gauche
dans cette base (inversement, la donnée de cette action permettra de redémontrer ce fait, y
compris pour les spécialisations en a, b, c).

Si l’on considére 'automorphisme 7 € Aut(H4) déterminé par 7(s) = ¢ et 7(¢f) = s, on
remarque tout d’abord que la famille considérée est invariante par 7. Ainsi, la matrice de 7
dans cette base est une matrice de permutation aisée & déterminer, et il suffit d’obtenir la
matrice de la multiplication a gauche par s.

Il s’agit donc d’utiliser les relations pour simplifier les mots obtenus aprés multiplication
a gauche par s. Dans la plupart des cas, cette opération est immédiate. Pour les cas plus
difficiles on obtient, en notant provisoirement o; la i€ fonction symétrique élémentaire en
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a,b,c, et B = (st)?:

5.8 = 018 — oot?st® + o3ts’t

035.t25%t = (st)3sts + o1(00 — 02)(st)® + 0209t?st? — 0lo3ts?t + 009s>ts?
—ola%tsts + 0102031532 — 0103322523 — ologstst + og’sts
—02o3ts

s.Bsts = —o1(0201 — 03)st3 — 030907 5t25 + d2011251% + 0201 8%t s?

—O’%O’gst — 0309t25%t + JgU%StQ + 0108sts — a%stst + O'%tQSQ

—o10903tsts + o;;a%sts
5.1242 = —01ts%t + 015125 4+ 125%t + 095°t — 09512,

D’apres le théoreme de déformation de Tits et I'étude précédente, on sait que, apres
extension des scalaires a K, cette algebre admet trois représentations irréductibles de degré
1, trois de degré 2, et une de degré 3, que 'on note V.

On obtient immédiatement les représentations de degré 1: pour w € M, on peut définir S,
par s, t — w. On peut obtenir de la méme fagon que précédemment les représentations de degré
2: il suffit par exemple de projeter Hs(a, b, c) sur Hz(a,b) pour remonter la représentation
irréductible de degré 2 en une représentation U, ; de Hy.

Le modele matriciel est ainsi celui obtenu pour la représentation de degré 2 de Hs(a,b),
qui a été décrit en section 1.

On peut alors explicitement décrire la surjection

p: Hy — End(S,) x BEnd(Sy) x End(S.) x End(U, ) x End(Uy.) x End(U, ),

dont le noyau est End(V'), ou V est 'unique représentation irréductible de degré 3 de Hy. On
remarque que si v est un vecteur propre pour S, I’espace engendré par v, Tv, T?v constitue
une copie de V. Si I'on sait écrire une expression matricielle pour 'action réguliére de Hy, on
saura en faire autant pour cette représentation de degré 3.

Mais, d’apres ce qui précede, on sait obtenir ’action de s et £ pour la représentation régu-
liere, sous forme matricielle dans la base précédemment décrite. A I'aide du logiciel MAPLE,
on en déduit une base de End(V'), et un vecteur propre v de la restriction de s & End(V).
Sur (v, tv,#?v), on obtient pour I'action des générateurs

c? b? a?b? +cba® +a?c? +bac® +cab®+ 2p?
a(b+c) a
s=1| o _be  d’b+bat2abctch’ +a’ctac® +bc?

a a

be ab+bc+ca
a(b+c) a

et ¢ est naturellement représenté par une matrice compagnon

0 0 abc
t=| 1 0 —ab—bc—ca

01 a+b+c
Si 'on diagonalise la matrice de s, on peut mettre V' sous la forme suivante

00
0
c

VA
I
coe

b
0
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et
(b+c)be clac+b?) b(ab+ c?)
(a—b)(a—c) (a—0b)(a—¢c) (a—0b)(a—rc)
L c(bc+ a?) (a+c)ac a(ab+c?)
(b—a)(b—c) (b—a)(b—c) (b—a)(b—rc)
b(be+ a?) a(ac+b?) (a+0b)ab
(c—a)(c—=b) (c—a)(c—b) (c—a)(c—0)
Dégénérescences

On s’intéresse enfin aux spécialisations en a,b,c. On rappelle qu’une algebre unitaire A de
dimension finie sur un corps de caractéristique 0 est absolument semi-simple si et seulement
si la forme bilinéaire ¢r(zy) sur A considéré comme A-module & gauche est non dégénérée (cf.
Bourbaki [3] §2 ex. 1).

Ainsi, si A est I'algébre obtenue par extension des salaires de H3(a, b) au corps des fractions
de k[a, b], en écrivant explicitement 'action réguliere dans la base

(1,s,t, st, ts, sts),
on obtient comme discriminant de la forme trace
—16a%b*(a — b)*(a® — ab + b*)".

De la méme fagon, nous avons déja exprimé laction & gauche de Hz(a, b, c) sur elle-méme,
dans sa base habituelle. On obtient alors pour discriminant

21239a6b606(c _ b)lo(a _ c)lo(b _ a)lO
(¢ — b+ b?)5(a® — ac + c2)%(b? — ba + a?)8(a® + be) ' (b? + ac)'(c? + ab)!.

3.4 Représentations de Ho;

On rappelle que 'on note H, l'algebre de Hecke cyclotomique associée au groupe de
réflexions complexes G,,. Pour n € {4,25,32}, les variables génériques seront toujours notées
a,b,c.

Le traitement de Gos et de son algebre de Hecke générique est basé sur le fait suivant,
déduit des tables calculées & I'aide du module CHEVIE de GAP 3:

Proposition 23. La chaine 1 C Z/37 C G4 C G est sans multiplicités

Preuve — Calcul élémentaire a partir du module CHEVIE de GAP 3. cqfd.

Le théoréme de déformation de Tits implique alors qu’il en est de méme pour la chaine
correspondante d’algebres de Hecke. L’ordre de Gas est 648. Il sera sous-entendu que les
restrictions que I'on considere ici concernent les inclusions élémentaires de cette chaine.

On rappelle que I'on note 7y, = (o109 ...0,-1)" I'élément générateur positif du groupe de
tresses B,, et é, € B, 1’élément tel que

Yn = OnYn—1,
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soit encore 0,, = opop_1 - - - 020%02 ...0p; en particulier, §; = 0%, 09 = 020%02, et ces éléments

se déduisent donc les uns des autres par 'égalité d,, = 0,0, _10,.

Le morphisme surjectif By — Bz défini en I.1.1.1, dont 'inclusion By — By utilisée ici
est une section, permet de relever chacune des représentations irréductibles de k® Hy en des
représentations irréductibles de k ® Has. On les note ga,T{a,b} et V. On a donc

ResS, = S,
Resz =V
ResT{a’B} = Uag-

Les restrictions des autres représentations irréductibles de fI25, notées Ua’/g, Vagy Was
X et X', pour {«, 8,7} = {a,b,c}, sont

Resﬁa,b = S,+ Ua,b

Resva’(,,c = S,+ Ua,b +V

ResW, = Sog+Usp+Usc+V
ResX = Uyp+Upe+Ueo+V
ResX' = Ua’(, + Ub,c + Uc’a + V.

La distinction entre X et X’ peut se faire de la maniére suivante: les deux représentations de
G5 associées sont conjuguées I'une de I'autre, et d’apres la table de caracteres, y4 = (010203)4
agit sur 'une par j, sur 'autre par j2. On note X la premiere, et X’ la seconde .

Les représentations de type ﬁa,b peuvent s’obtenir directement, car elles proviennent de
Hy(a,b), algebre de Hecke classique de type A.

3.4.1 La représentation V..

Pour ce qui est de Va’b,c, on a le diagramme de Bratteli suivant :

/

Va,b,c
U

{a,b} v

a /
Pour un sommet donné, on note d, le nombre de chemins qui joignent ce sommet a a. Alors,

det(o1) = aeb®cde, Ainsi, det(y,) = (a%b®cde)" =1 De plus, le degré du module associé

est dy + dp + de, et 7, est central, donc agit scalairement : det(7y,) = yda+®+d. Finalement,

Sa

N

b c

N\

0

-1
_ da pdp e dnﬂ; +21
Tn = w(a® b cle) datdytde
avec w une racine de 'unité. Pour obtenir cette valeur w, il suffit de spécialiser aux racines
troisiemes de 1'unité, et de comparer avec la table des caractéres de Go5. Si 'on indique les
valeurs de v sur le diagramme de Bratteli, on obtient
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albtc?

L
A
L7

0

On cherche alors la valeur de s = o3 sur les briques supérieures. Le spectre de s est contenu
dans {a,b,c}, et de plus det(6,) = det(0,)?*det(6,_1): les valeurs des 8, déterminent donc le
spectre de o3 sur chacune des briques. En combinant ces différentes conditions, on obtient
que sur la brique

abc)?

C2

b
la matrice de s vaut
1 (a + b)c? =2(c? + ab — (a + b)c)
2 +ab \ w(c® +ab+ (a+b)c) (a+b)ab

avec w un scalaire indéterminé.
On s’intéresse maintenant & la brique

Va,b,c a6b4c2
Sa} v a6 _a3b3 a2b202
! / a2 /

En utilisant le fait que le spectre de s sur cette brique est {a, b, c}, on obtient la matrice

b3 ¢ (c+b) (a®—b2c) (a—b)u (a®=b%c) (a—c)v
(a2—ab+b2) (a2+bc) (a2—ab+b2) (a2 +bc) (a2+bc) (a2—ab+b2)
bc? (c+b) (b2 +ac) ac(a®—a?b—ac’+c?b—ca’-bca) (c+b) (b*+ac) (a—c) v ca?
T (a2—ab+b2)u(ab+ec?) (a®—a b+b2) (ab+c?) (a®?—a b+b?) (ab+c?)b(a—b)u
b3 (a+c) (a—c) (a—b) _a?(a—b)ub(atc)(a—c) a3 (c+b) (b+a)
(ab+c?) (a2 +bc)v (a2+bc) (ab+c?) cv (ab+c?) (a2+bc)

avec u et v des scalaires a déterminer.
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Il n’y a alors plus que trois scalaires a déterminer. L’équation de tresses 0903092 = 030903
se réécrit comme une liste de 36 équations en u, v, w. Il suffit en fait de résoudre une de ces
équations pour les résoudre toutes: on obtient la relation

clac® + abe + 0% 4+ b2c)v = buw(a* — 2a>b — ac + 2ba’c + 2a2b? — b3a — 2b%ac + b3c).

Le choix de deux des parametres fixe ainsi le troisieme, ce qui détermine ensuite un modele
pour Vg pe.

3.4.2 Les représentations X et X’

On s’intéresse maintenant 4 X et X'. Leurs diagrammes de Bratteli sont identiques, les
valeurs de 7, conjuguées

\ ja4b4C4
—a3h3 2522 }bgciﬂ

N N

1
A permutation des parametres pres, il n'y a qu’une brique & étudier:
X jatbtct
Uap % Ua,e —a’b? a’b?c? —a3c?
a a’

Comme précédemment, le spectre de s est sur cette brique {a,b,c}, et on obtient comme
matrice

jla—j*c)c® (ab—j*c*)(atcj)e 1 3*(ab—j2c*)(b+5%c*)b 1

(b—c)(ab+c?) (b—c)(ab+c?) u (b— c2(ab+02) v
c2a(a+bj)(cj+b) ja(b?c? —ja(bc®+cb? +b3+c?)) —(b+cj?)a(a+bj)b* y
(b2+acg(ab+c2) (b2+ac)(ab+c2 (b2-|—ac)(ab-|—cz) v
—c(ac—5°b%)(cj+b) gb(ej+a)(ac—j%b%) v (a—5°b)b

(b2+ac)(b—c) v (b2 +ac)(b—c) u (b2+ac)(b—c)

avec u et v des scalaires a déterminer.
Le modele matriciel ainsi obtenu dépend de six parameétres u,, v, pour w € {a,b, c}. L’équa-
tion o90309 = 030903 fournit alors 81 relations. Elles se résolvent cette fois encore aisément,
sous la forme des trois relations

(b2 +ac)(cj +a)buy = j(a® +bc)(a+ bj)(cj + b)ug
(ab+ c*)cvyu, = —j(a® +bc)(b+ j%c)uq
(a+bj)(cj +b)vgve. = —j(cj + a)buy.



112 CHAPITRE 3. ALGEBRES DE HECKE CYCLOTOMIQUES DE TYPE A

3.4.3 Les représentations W,

Pour terminer le cas de Gos, il s’agit de traiter W, :

A

;Sa lﬂub [LLC 1%

N2<X
N

W,

Il apparait une brique de taille 4

6b3 3

\ /\\\

3 a2b202

/

Le spectre de s sur cette brique est {a,a,b,c}.
Les deux autres briques sont de taille 2, de type

a6b3 3

SN TN
NS

On trouve comme précédemment que sur cette brique s vaut

1 <c2(a+c) (c—b)a%)

2 +ab \ cla*b—cu (a+c)ab)

2b2 2

avec u a déterminer.

Il reste donc & résoudre I'équation §4 = sdzs sur la brique de taille 4. Elle se réécrit
6364 = (038)> = y4/y2 = a*b*c®Id. Pour déterminer la classe de conjugaison de d3s, il suffit
dés lors de déterminer sa trace, qui est de la forme (u — v)a?Vb3c3 avec u + v = 4. On vérifie
d’apres ce qui précede que la trace est nulle sur les briques de taille 2. La table des caracteres
de G5 dit que la spécialisation en 1, 7,52 de cet élément a une trace nulle, donc u = v.

Pour résoudre cette équation, il suffit alors d’introduire une racine carrée w de a*b?c?, et de
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considérer la forme générale d'un P € GL4(K)/GLy(K) x GLy(K). Avec un léger abus de
notations, on a

w 0 0 0
0O 0 0 —w

Les s solutions sont alors paramétrées par dimgGL4(K)/GL2(K) x GLy(K) = 8 parametres,
et il faut ensuite résoudre I’équation de tresse en fonction de ces parametres. Dans ce cas, le
gain de cette méthode est relativement faible car les équations & résoudre restent compliquées.

Gunter Malle nous a communiqué [60] le résultat des calculs qu’il avait effectués d’une
autre facon, a l'occasion de son travail avec Michel Broué [28]. Réécrit dans notre formalisme,
I’action de sz sur la brique de taille 4 est donnée par

b2c? A ac?(a—b) ab?(a—c)D(c) a(a—b)(a—c)
2 Q(a,b)Q(a,c)D(a Q(a,b) Q(a,c) D(b) D)
AN (b )(a —I—b c -I—a be) a’c*(a+c) aN(b)(a—c) a’(a—c)(a+c)
aQ(a,b) g c) D(c)Q(a,b) D(b)Q(a,c) D(c)D(b)
b2N(c (a —I—b c -I— be) aN(c)(a—=b) a’b*(a+b) a’(a—b)(a+b)
aD(c)D(a)Q(a,c)Q(ash) D(c)Q(a,b) D(b)Q(a,c) D(c)D(b)
ch(b)N( Y(a?+b2c?+a’be)  a2beN(c)(atc) a’beN (b)(a+b) a3 B
D(c)D(a)?Q(ab)Q(asc)  D(a)D(c)Q(ab)  D(a)D(b)Q(ac)  D(a)D(c)D(b)
avec
A = c(a® +b%) — (¢ — ab)(b— a)
B = a(b®+ ) + abe(b + ) + 2bc(a® + be)
Q(a,b) = a®>+b*>—ab
Qa,c) = a’>+c*—ac
D(a) = a®>+bc
D(b) = b +ac
D(e) = c+ab
N(®b) = b —ad’c
N() = c—a’

et il suffit de prendre alors comme parametre u = 1 dans chacune des briques de taille 2 pour
compléter la description matricielle de cette représentation.

3.5 Sur les représentations de Hso

On peut entreprendre la méme étude pour l'algebre de Hecke de G3o. La difficulté vient
essentiellement ici de la taille de ce groupe (155520 éléments), et plus encore de celle de
ses représentations. Enfin, la méthode utilisée précédemment ne s’applique pas a 'une des
(classes de) représentations de ce groupe: un calcul élémentaire a 'aide du module CHEVIE
de GAP 3 montre que la restriction & Go5 des représentations irréductibles de degré 80 de G
présente des multiplicités. D’autre part, la finitude de la dimension de cette algebre de Hecke
cyclotomique, dont dépend I’isomorphisme de Tits, reste & notre connaissance conjecturale.

Déduite d’une table, calculée par le module CHEVIE de GAP 3, des restrictions des carac-
teres de Gi30 & GGo5, nous indiquons ici les restrictions 4 Hoyy des représentations de 1:132, sous la
forme d’un tableau. La colonne “nombre” indique le cardinal de 'orbite de ces représentations
pour 'action de &3 par permutation de a, b et c. Les représentations de degré 4, 5 et 6 se
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déduisent directement des représentations de 'algebre de Hecke de type A sur cinqg lettres. Ce
tableau permet de déterminer les diagrammes de Bratteli correspondant aux représentations.

Degré | Nombre | Restriction
1 3 Sa
4 6
5 6
6 3
10 6 Sa+Uap+Vape
15 3 V+Vbca+Vcba
3 s ¥ Uap+ Uae + Wa
20 3 b-I-U b+Uba+Vabc+Vbac
3 W +Vcab+Vbac
6 S +Tab+Uab+Vabc+W
6 W +Uab+Uba+Vbac
24 3 Sa -I-V-I-Vabc-l-Vacb-l-W
30 3 Top+Tact+rWo+X+X'
6 S +Uab+Vabc+Vbac+Vacb+W
36 3 S +Uab+Uac+Vabc+Vacb+X
3 Sa +Uab+Uac+Vabc+Vacb+Xl
40 6 ab+Uab+Uac+Vabc
W+ X+ X'
45 3 Tb,c + Ub,c + Uc,b + vb,c,a + vc,b,a
AWy +W.+ X
3 Tb,_c"" UE + Uc,b + vb,c,a + vc,b,a
+Wy+W.+ X'
60 3 Tbc+vbca +vabc+vc,b,a+va,c,b
AWy +We+ X + X'
6 ab+V+Uab+Vabc+Vbac+Vacb
AW, +Wy+ X + X'
64 3 Ucb+ch+Vcab+Vbca+Vbac
-|-Vcba-|-Wb-|-W + X+ X'
3 Ucb+ch+Vcab+Vbca+Vbac
-|-Vcba-|-Wb-|-W + X+ X'
80 3 Uac+Uab+Vcab+Vabc+Vbac
-|-Vacb-|-2W + W+ W+ X+ X'
81 1 V+Vcab+Vbca+Vabc+Vbac
+Vepat Vaeh+ Wa+ Wy + W+ X + X'
1 V+Vcab+Vbca+Vabc+Vbac
+Vepat Vaeh+ Wa+ Wy + W+ X + X'
1 V+Vcab+Vbca+Vabc+Vbac
+Vepat Vaeh+ Wa+ Wy + W+ X + X'

L’algorithme utilisé précédemment s’applique alors, plus ou moins facilement suivant la
taille des briques et la complexité du diagramme. Parmi les cas simples, signalons les repré-
sentations de degré 10 et 15, ainsi que le 3€type de représentations de degré 20, dont les
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briques de niveau maximal sont de taille au plus 3. Nous le ferons explicitement au chapitre
suivant pour les représentations de degré 10, qui sont des cas particuliers de la représentation
de Krammer.

Remarquons d’autre part que cet algorithme ne peut s’appliquer & un cas, celui des repré-
sentations de degré 80, dont la restriction & Hos comporte une représentation de type W, avec
multiplicité 2. Cela suggere que la chaine utilisée ici n’est peut-étre pas la bonne pour étudier
une telle représentation, et qu’il faut introduire une algébre intermédiaire entre Hos et Hso,
probablement associée & un sous-groupe de G3o contenant Go5. Remarquons en particulier
qu’il existe d’apres GAP 3 un unique sous-groupe G de GG32, engendré par Gos et

0409%0%01 040303030401030304,

qui contient Gos et tel que [G : Gas] = 2.
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Chapitre 4

Représentations sporadiques

Le but de ce chapitre est de déterminer explicitement les représentations sporadiques
que nous avons fait apparaitre dans le premier chapitre de cette partie. Nous rappelons que
ces représentations de B,, ont comme propriété remarquable de rester irréductibles apres
restriction a 9B,_;. Comme, de plus, elles s’appuient sur le module de Specht associé a la
partition [n — 2,1, 1], d’aprés la régle de Young, leur restriction & 8,1 s’appuiera sur [n —
2,11+ [n —3,1,1].

La premiére section étudie cette situation, et classifie plus précisément les représentations
irréductibles de B,, qui s’appuient sur [n—1, 1]4+[n—2, 1, 1]. On détermine de plus le diagramme
de Bratteli de ces représentations, lesquelles sont en fait de deux types: I'un, R(ln), sera étudié
plus tard, et correspond & une représentation du groupe symétrique étendu. L’autre, noté
Rg”), est alors celui qui nous intéresse ici, et I’on a donc, a la fin de cette section, déterminé

le diagramme de Bratteli de cette représentation sporadique de B,,.

Nous appliquons l'algorithme exposé en 1.2.7.2 dans les sections suivantes, d’abord a la
représentation Rén) en section 2, puis aux représentations sporadiques en section 3: on a
ainsi déterminé la matrice de la représentation de B, qui correspond & la représentation
sporadique apparue au début de cette partie. Identifiant la représentation de B, associée a
Rgn) a la représentation étudiée par Krammer [52] [53] et Bigelow [24], nous concluons ce
chapitre par des commentaires sur les spécialisations de cette représentation.

4.1 La variété V,([n— 1,1]@ [n — 2,1, 1))

Nous allons étudier dans cette section les représentations de B,, qui s’appuient sur M =
[n—2,1,1] 4+ [n — 1, 1]. On se trouve alors exactement dans le méme cadre que lors de ’étude
de la représentation naturelle: on considere un élément ¢t € Endg,_,xs, M générique, et on
résout les équations L(t) = 0 et R(t) = 0. Ici, les équations sont plus difficiles & classifier, en
raison d’'un nombre important d’indécomposables. Nous nous contenterons donc de décrire les
solutions irréductibles, ce qui se traduit sur ¢ par une condition ouverte, notée symboliquement

S(t) # 0.
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Le houppier de niveau 3 correspond au graphe

CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS SPORADIQUES

n—2,1,1] [n—1,1]

\ \
n—3,1,1] [n—2,1] n—1]
\ \
n—4,1,1] [n - 3,1] [n— 2]
\ \
[n—5,1,1] [n — 4,1] [n — 3]
\ \
n—6,1,1] [n - 5,1] [n — 4]

Ainsi, le houppier de niveau 4 est pour n > 7 de dimension 16, celui de niveau 3 de dimension

11, celui de niveau 2 de dimension 7.

4.1.1 Classification
La forme générale d’un ¢ commutant & G,, 5 X G,, écrite sur le houppier de niveau 2, est
alors
aq %(bl - al) €1 0 0 0 0
nT_Q(bl — al) bl €1 0 0 0 0
d1 —d1 (4] 0 0 0 0
t= 0 0 0 ay n=2¢, e 0
0 0 0 dg bg %(CQ — bQ) 0
0 0 0 dg nT_Q(CQ - bg) C9 0
0 0 0 0 0 0 f
sur la base (ey,...,€7) avec
e1. = n—-2]=n-1—-=[n-11]
€6 = n—=2=[n—-21 —[n-11]
es = n—-2]—=[n-21—-[n-211]
€4 = [n—-3,1] > [n—-21—=[n-11]
es = n—-3,1] = [n—-2,1—[n-2,1,1]
e = n—3,1]—=>[n—-31,1] —=[n—-2,11]
e7 = n—-4,1,1]—-[n-3,1,1] = [n-2,1,1].

1) =
L) =
S(t) # 0 signifie donc

< €1,€9,€4 >
< €3,€5,€6,€7 > .

(di #0 oudy #0) et (e1 # 0 ou ey # 0).
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D’autre part, toutes ces équations L(t), R(t) et S(t) sont stables par les éléments inversibles
de
Ends, M ~ C%.

On en déduit une action de (C*)? sur I'espace des ¢ envisagés. Les homothéties agissant
trivialement, il suffit de considérer une action de C*, ou A € C* est identifié a

(1,)\) € (C*)? € Ends, M = Ends, ([n — 1,1]) @ Ends, ([n — 2,1,1]).

Sur le houppier de niveau 2, cette action de A sur I'espace des t envisagés s’écrit

A 0 0 0 O
. . X 0 0 00
AT 0 0 000
Aot = 0 0 0 A A0
0 0 0 ! 0
0 0 0 Xt . .0

0 0 0 0 0 0

Enfin, ces équations sont comme toujours stables par translation (on supposera f = 0) et par
homothétie.

En utilisant les remarques précédentes, on résout les équations L et R, sur le houppier
de niveau 4, par la technique des bases de Grobner. La vérification de la condition S(¢) # 0
permet d’isoler les représentations irréductibles, qui sont alors de deux types.

La représentation R,

x+y(2n72) iz o 0 0 0 0
(nT—l(Qgg/l—x) x(n—Q):(gil(fi)—Qn—i—Q) (ac;g/n(jll—Q) 0 0 0 0
(w=r)(n-2) (2 =)(n2) G TEE TR 0 -
2 -2
o o 0w g
(n-2) -2y (n-2)
0 0 0 . n n(n—l)y nfly 0
0 0 0 0 0 0 0

Cette représentation est irréductible dés que (z,y) # (0,0). Le spectre de ¢ est alors

(=,9,9,4,,0).
La représentation R,

Ty(n—2 —z—y(n—2 2z 4y(n—4
( 1:2)%(_2}( )2) ) QT(nyJ_f? ;) ) (2 +x( Ti/%))()?) ’ ’ ’ ’
n(n-1) s n(n—1) . yn(n—l) 0 0 0 0
(a-24)(n-2) T RS S 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 % 2(;34_“1) 0
0 0 0 0 —(n—2)y (n—2)y 0

2(n—1) 2(n—1)

0 0 0 0 0 0 0
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On ne considérera cette représentation que si x # y et 2z + y(n — 4) # 0, c’est-a-dire aux
valeurs de z et de y pour lesquelles elle est irréductible. Le spectre de ¢ est (z,y,y,0,0,0,0)
et s,_1 est un polynéme P en t qui vérifie

P(z) = -1
Ply) = -1
P(0) = 1.

Ces deux représentations (et leurs translatés) ne coincident alors que pour y = 0; plus
précisément,

T Ri(T1,y1) = T Ra(w2,92) <= fi=foet y1 =y2=0.

Dans ce cas, on peut mettre ¢ sous la forme

1L =L 1 000 0
(n 2) n-2 n-2

n((n ;)) n(n;l) n2 0000
—(n— n— n—

n(n—1) n(n—1) n 0000

z 0 0 0 0 00O

0 0 0 0 00O

0 0 0 0 00O

0 0 0 0 00O

Le spectre de t est alors (z,0,0,0,0,0,0).

4.1.2 Restrictions

On choisit comme précédemment une base du houppier de niveau 3, en lisant le graphe
de bas en haut et de la droite vers la gauche:

ee. = =3 —=n-2=-[n-1—[n-11]

eg = =3 —=>n-2—-[n-21—[n-11]

es = =3 —-n-2-[n-21]—-n-211]

€10 - m—4,1]—=[n-41,1 —-[n-31,1 = [n—2,1,1]
en = [n=-511—->[n-411—>[n-311 —[n-211].

Si 'on note v une projection sur ce houppier, I'image des composantes isotypiques pour
I'action de &, _1 est donnée par

P([n —1]) = <e >
Y(ln —3,1,1])) = < eq,e9,e10,€11 >
1/)(2[71 - 27 1}) = < €2,€3, €4, €5,€7, €8 >

Restriction de R4

On ne consideére ici que le cas ou y # 0, le cas y = 0 étant commun & Ry et Ro. Dans la
base des chemins, dont on vient de préciser ’ordre, du houppier de niveau 3, on sait exprimer
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la matrice de t,_2,_1. De cette expression explicite, on déduit que pour n > 3 aucune des
composantes isotypiques de &,_; n’est stable par ¢,,_2,_1.

On cherche alors a décrire le commutant de 96, 1 sur ce houppier. Comme il est inclus
dans le commutant de &,,_1, chaque élément s’écrit par bloc

coococoocoo s
coocoocoRo
coocooRoo
coocooco oo
cooRococoo
coc-coococo o
oo ocococo o
coocooco oo

ou a,b sont des scalaires et M une matrice de taille 2.

La relation de commutation avec t, o, 1 se résout aisément, ce qui permet d’obtenir
une base dans laquelle ces éléments se diagonalisent simultanément. Il y a ainsi deux espaces
propres, de dimension 4 et 7, qui correspondent & deux sous-représentations de 8B, _; dont
les restrictions & G, sont [n — 1]+ [n —2,1] et [n —2,1] + [n — 3,1, 1]. Comme 'on a déja
étudié les représentations de B,, 1 qui s’appuient sur ces représentations de &, _1, en écrivant
explicitement la matrice de t¢,_1,_2 dans cette base, on reconnait les matrices obtenues
précédemment, et on obtient

Lemme 10. Siy # 0, et n > 6,
Resg, R\ (2.y) = R{"™ (2.9) + Lo ().

D’autre part, sur ce méme houppier de niveau 3, on remarque que [t,—2p—1,tp—1,n] = 0:
la représentation de B, que l'on obtient par intégration se factorise par le groupe symétrique
étendu. Nous reportons son étude au chapitre ITI.1.

Restriction de R

On procéde exactement de la méme facon que précédemment. Cette fois, 'élément ey
est stable par t,_2,_1, et le commutant se diagonalise suivant trois espaces propres, de
dimensions 1, 3 et 7. En identifiant les blocs de la matrice de ¢,,_5 ,_1 sur cette base a 'aide
des classifications précédentes, on obtient facilement

Lemme 11. Pour n > 6,

Resw, (RS (z,y) = 1(0) +[n — 2, 1o, + RS (z,y).

Restrictions pour n petit

La méthode générale s’applique telle quelle pour tout n dés que le module palier de niveau
3 est de dimension 11, c¢’est-a-dire pour n > 6. Sin < 6, on obtient que la conclusion du lemme
10 est vraie pour n > 4, et que celle du lemme 11 est vraie pour n > 3. L’étude de ces petits
cas permet d’obtenir les diagrammes de Bratteli suivants:
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pour Ry, y #0:

pour Ry

(4)

La symétrie du diagramme de R’ reflete I'isomorphisme
RV (w.y) ® 8 = R (~a,y - x).
Dans le cas o n = 4,
[n_231:1]+[n_1a1] = [27151]+[351]

reste en effet inchangé apres torsion par la signature.

Représentations sporadiques

Cette étude nous permet maintenant de compléter celle des représentations “sporadiques”
du chapitre 1. On note Spor(”)(oz, B) la représentation sporadique étudiée en I1.1.6.2.

On trouve comme précédemment

a-p
2

Res%nilSpor(")(a,,B) = 7,Ro < (n—3),8— a) ,

ce qui confirme et permet de compléter les résultats obtenus au chapitre 1.
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4.1.3 Diagrammes de Bratteli

Les diagrammes de Bratteli s’écrivent alors:

pour R(ln> :

N
N

~
+
—

(es)
~—

Y}
(=2}
<

\
NN

X
=5
)

~
+
—

o
~

o
(@23
S

~
+
—

o
~—

o
Ny
<

Sy
<
o
:5‘
5]
&
S
&
o

123
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pour Rgn) :

/

5
=
=
|
N
=
qD
@
~
+
—
(an]
=

/
y

T
>
B
|
w
=
o
<
~
+
—
jan)
=

//
4

NG
=
=
“O
&
~
+
=

/
y

e
W
=
o
@
~
+
—
jan)
=

/
J

n
&®
&
8
+
<
&
<
™
=
o
@
~
+
=

/
/

4.2 Intégration de Rgn)(x,y)

Le diagramme d’une brique étant donné, on numérotera les chemins de la gauche vers la
droite. Un scalaire a et un entier n étant donnés, on notera S, la représentation de dimension
1 de B, sur laquelle les générateurs d’Artin agissent par a.

Pour construire la représentation fh Rgn)(a:,y), qui dépend de deux parameétres X et Y
avec X = e"® Y = M, il faut d’abord décrire la représentation de Burau. D’autre part, on
va utiliser le parametre d’homogénéité : on cherchera donc une représentation v = V{(:z) o}
correspondant au diagramme de Bratteli, noté Gy, v
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fh[n - 1a 1]a,b = Uéﬁ}
avec a = e, b= —ehFHY) ¢ = —hf+2),

(n)

La représentation de Burau U
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., €st isomorphe a une représentation irréductible de ’al-

gebre de Hecke de type A, donc on sait écrire 'action des générateurs d’Artin sur ses briques

(cf. Hoefsmit [45]) : sur

Ul
Sa Uéﬁ)il) €] = Sa — Sa — U(S,Z))
Sa es = Sq — Uég_l) — U(Ef‘b)
on a
o 1 b~1(a + b) (=1)"a™
LT e T (S g T ab(" 2 — (=1)"a”2) (=1)"a" ' (a + b)

—bHn

)
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De plus, comme cette représentation est une déformation d’une représentation du groupe
symétrique, on peut déduire des déterminants une formule exacte pour ,. Sur U,

Yn = (_1)nan(n—2)bn_

A partir de la méthode exposée en 1.2.7, on obtient que la valeur de ~y, sur V(") vérifie

n(n—1)

Yo 2 = det(al)”(”fl)
donc il existe une racine w, de 1 telle que
Tn = wndet(01)2 = wndet(al)Q.

Comme V(™ provient de I'intégration d’une représentation de 8,, on a

Yo = 1 modh
0? = 1modh

donc w,, vaut 1, et
Yn = a(n—l)(n—Q)an—402_

On peut alors déterminer 'action de o,_1 sur la brique

V(n) (n—1)(n-2) b2n 4 2
Uénbfl) y(n=1) (=1)"~ 1, (n=1)(n—3)pn—1 (n—2)(n—3)p2n—6 .2
UO(LT;)—Q) (_1) (n— 2 (n—4) bn 2

Sur cette brique de taille 2, (a” 3 + (=1)"b" 5¢?)o,_1 vaut donc

(a + b)(_l)nbnf502 _a2n75b+ (_1)nc2(bn75anfl + bn73an73) _ ab2n7904
1 a"3(a + b)

a conjugaison par l’algebre diagonale de la brique prés: pour prendre en compte cette ambi-
guité, on multiplie le coefficient “1” de cette matrice par un parameétre w;, ', et par w, son
coefficient symétrique.

Pour ce qui concerne les briques de taille 1, I'action de o,,_1 se déduit immédiatement des
valeurs de vy :

Sa U )
an-3), 2(n—2)p2

S, On-1=a Uéflbfl) On-1=0 y(n=1) On-1=0
25 2n3)p2

Sa UO(S)_Q) V(n-2)
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Il reste enfin & déterminer I'action de o, _1 sur les briques de taille 3, qui sont de la forme

avec € = (—1)("1). Tous les éléments de B,, sont maintenant identifiés 4 des endomorphismes

de cette brique. De
On—10n-1 2 L 00
<an2bn26> = 0 10
0 01

det(on_16n_1) = det(op_1)det(6,_1) = (a" 20" %c)?

et

on déduit que o,_10,_1/(a” 26" 2¢) est conjugué a la matrice diagonale de coefficients
(1,—1,1). Cette matrice, donc 0,1, se trouve alors génériquement dans une variété de di-
mension quatre. On peut se restreindre & 'ouvert défini par la condition d’irréductibilité, et
paramétrer les o,_1 possibles par au plus quatre parameétres. On peut en effet écrire

s -1 0 0
. =Pe| 0 —1 0
“ ¢ 0 0 1

ou P e D désigne PD~'P, pour P appartenant & une collection de matrices qui forme un
systéme complet de représentants de GL3(k)/G Ly (k) x GL1(k), ou k = C(a, b, ¢), c’est-a-dire
des matrices P de la forme

1 0 1 0 w 1 0 1
0 1 ! 0 1 1 0 1 O
u u 1 u u 0 u u 0
ou de la forme
v v 1
Ei; o Eij 1 Ei;
u u 1 u u 0 u u 0

avec Ej;; une des quatre matrices élémentaires de taille 2, et il suffit de reporter ces parametres
dans les équations concernées.

Comme le spectre de 0,1 sur la brique est (a,b,c), sa matrice ne dépend alors plus que
de deux parameétres u, et v,. Les trois parametres u,, v, et w, déterminent 'action de o,_1
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sur le houppier de niveau 2, et il reste a les reporter dans I’équation de tresses sur le houppier
de niveau 3. On impose de plus que la forme obtenue pour n = 3 soit conforme au modele
matriciel obtenu au chapitre IL1.3, concernant la représentation de degré 3 de l'algebre de
Hecke de G4. On peut alors prendre pour coefficients wy = gs_lfab; et w, =1 pour n > 5. La
forme de o0,,_1 obtenue pour n > 4 par cette méthode est réellement compliquée, au sens ou
les factorisations éventuelles des coefficients n’apparaissent pas évidentes.

Comme, d’apres Zinno [77], cette représentation a méme diagramme de Bratteli que celle
étudiée par Krammer [52], on est invité & poser a = 1, b = —q et ¢ = tg*> (nous renvoyons a
Krammer [52] [53] et Bigelow [24] pour la signification géométrique de tels parametres). Il est
alors facile sous cette forme de factoriser, pour n > 4, 'action de o,_1 sur la brique de taille

3, qui s’écrit

t(qt—1)g°" "2 (g—1) (q"t—1)q" " 't(q" 2 1) ("2 —1)(q"t—1)(g" " *t—1)(q"t>—1)q
(="t—1)(g"~"—1) ("=1t=1)(¢"~"=1) (=12 —1)(q"~'t—1)?(q"~3-1)
Htg—1)(t+1)q" (¢—1)  tg(q"(¢" 2 -1)t2—q" " ?(q—1)%*i+1—¢""%) (" 2t—1)(q"t*—1)(1—tq)(t+1)g(q—1)
(gn=12=1)(g"~1-1) (gn=12=1)(g"~1-1) (" Tt=1)(q" T2 =1)2(g"3-1)
q(g"~*-1) —(g"~3-1) (tg=1)(g—1)
qn—I,I qn—lfl (qn—1t271)(qn—1t71)

et, pour n = 3, la matrice obtenue en I1.3 s’écrit

q*t(tg—1) —tq*(t+1) (12— 1)
(g+D)(tg®—1)  (¢+1)(t¢>—1)  (¢+1)(tg>—1)
—tq(q®t—1) (1+tq)tq t2¢3—1
(qulS)(thrl) (g+1)(1+tq) (g+1)(1+tq)

(¢°t—1) q(t+1) g—1

(t?—1)(1+tq)  (tg>—1)(1+tq) (tq”—1)(1+tq)
dans la base
e1 = So—8, >V
e = S, — Uéﬁ;l) — V™
e3 = Sy V- 5 y®)

Deux diagrammes de Bratteli sont dits isomorphes s’ils sont isomorphes en tant que
graphes nivelés, c’est-a-dire §’il existe un isomorphisme de graphes qui préserve la fonction
niveau. Pour n > 3, comme les automorphismes de G, sont triviaux, tout diagramme de
Bratteli qui est isomorphe & Gy, 'est de fagon unique, et on peut considérer tout coloriage de
ce diagramme comme un coloriage de Gy,.

Si on considére V(™) comme une représentation de C(a, b, ¢) By, on peut alors énoncer la
proposition suivante, que ’on déduit immédiatement des calculs précédents

Proposition 24. Pour n > 3, soit R™ une représentation de C(a,b,c)By,, semi-simple par
rapport a la filtration naturelle de By, dont le diagramme de Bratteli, isomorphe a Gy, est
colorié par Uaction de B,. Si le coloriage de Gy associé auz représentations R™ et V() de
B,(l )et les spectres de oy associés & ces deuz actions coincident, alors R™ est isomorphe a
Vi,

On remarque que, pour n € {3,4}, cette proposition découle de la classification des repré-
sentations des algebres de Hecke cyclotomiques associées aux groupes de réflexions complexes
G4 et Gas. Inversement, & 'appui de la conjecture de Broué-Malle [28] (cf. I1.3.5), on déduit
de la proposition précédente, avec les notations de I1.3,

Corollaire 1. Pour toute représentation irréductible R de degré 10 de Gso, il existe une
unique représentation irréductible de Hso, sur laquelle le centre de Hso agisse de facon sca-
laire, et qui se spécialise en R pour la spécialisation a =1, b= j, ¢ = j2.
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Preuve — Les représentations de G3o de degré 10 ont pour diagramme de Bratteli Gg. Si
I'on fixe une telle représentation, on peut supposer que le spectre de o; est

(1,1,1,1,1,1,54,4,52).

On considére donc une représentation M de Hjo qui se spécialise pour a =1, b= j et ¢ = 52
en la représentation précédente, et on veut montrer que M = V(”)(a,b, ¢). Comme M est
irréductible et que Hy, Hos sont des algebres semi-simples dont on a étudié les représenta-
tions, M est semi-simple par rapport a la filtration naturelle de Hgss, et Hgo colorie ainsi le
diagramme de Bratteli de M, qui est égal & Gy d’aprés la classification des représentations
irréductibles de G32. D’apres ’hypothese faite sur le spectre, les coloriages de Gy associés aux
représentations M et V(5)(a, b,c) de Bj coincident sur G5(2), donc sur G5(4) d’aprés I'étude
de I1.3. Les deux actions scalaires de 5 ne peuvent alors différer que, multiplicativement, par
une racine de 'unité. On vérifie sur la table des caractéres de G3o que cette racine de I'unité
est 1, et on peut appliquer la proposition précédente pour conclure. cqfd.

Corollaire 2. Si, pour n > 3, on note K(”)(q, t) la représentation de By, étudiée par Krammer
[52], on a

Preuve — On fixe n. > 3. D’aprés Zinno [77], la représentation K™ (q,t) de Q(q,t)B,, est
semi-simple par rapport a la filtration naturelle et admet pour diagramme de Bratteli Gy,. 11
reste alors & vérifier que le coloriage des sommets est le méme que pour 124 (1, —q, tq?), d’apres
la proposition précédente et la possibilité, par homogénéité des relations qui définissent B,
de ramener 1'un des parametres génériques & 1 (les valeurs 1, —g, tq> choisies correspondent en
effet au spectre de oy sur K™ (g, t) d’aprés Krammer [52], et ceci avec les mémes multiplicités
que pour V" (1, —q, t¢?)).

D’apres la classification des représentations des algebres de Hecke génériques de type A, il
suffit de vérifier que les coloriages coincident sur les sommets associés & V), pour r € (3, n].
On sait alors que, sur le B,-module associé,

Yy = wrdet(al)Z,

avec w, une racine de Punité. Comme, d’aprés la construction de Lawrence [55], K (™) (q, )
provient par intégration d’une représentation de 8,, on déduit du raisonnement analogue
pour V™ (a,b, ¢) que w, = 1.

Si T'on fixe r € [3,n], on peut également déduire w, = 1 de formules démontrées par
Krammer. Il définit en effet une base v;; de K (g, t) pour {i,7} une paire d’éléments de
Z/rZ. En identifiant Z/r7Z et {1,...,r} C Z, on a un ordre naturel sur Z/r7Z pour lequel,
d’apres le lemme 5.4 de [52], sii < 7,

2 . .
(O1...0p_1)Vij = Q@ Uig1j41 sij<r

2 . .
(O1...0p21)Vij = q7tvig1j41 sij=r.

On en déduit immédiatement que, pour tous i et 7,

r 2 2r
(01...U7~_1) Uz’j =1t q Q)i’j.
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On a donc v, = t2¢*" et
a(r—l)(r—?)b2r—402 -1 x (_q)Qr—4 % (tq2)2 — q2rt2

soit w, = 1.
D’une facon ou d’une autre, on peut maintenant appliquer la proposition précédente. cqfd.

4.3 Intégration des représentations sporadiques

On a vu dans la premiere partie que la restriction a B,, de la représentation sporadique
s Sport1)(q, B) était une spécialisation de B Rg”)(x, Y).
Ainsi,

Resg, [, Spor®(a,8) = [, 4Ry (252 (n - 3),8 — @)
V(n)(ehoz’ _ehﬂ’ _eh(a+%(n—3))).

A homothétie prés, on peut supposer a = 0. Alors, si I'on note W+ (1) = B Spor™+1(0, B)

avec u = e%, on déduit de ce qui précede
Resp, WD (4) = VW (1, =2, —u®").

D’autre part, le houppier de niveau 2 de W™+ (u) s’écrit

W (n+1)
v (n)
g1 {7(n—1) v (-1

1

ol S%n) est la représentation triviale [n]g = I (0). Il n’y a donc que des briques de taille 1.
Sur ce houppier, on obtient ainsi immédiatement que 'action de o, s’écrit

3" 0 0
0 —u? 0
0 0 1
sur la base
er = STV Ly L ey
eo = UM L yl) 5yt
es = RV 5y o ey,

On a donc bien obtenu un modéle ezplicite pour la représentation sporadique de B,,, seule
représentation du groupe de tresses d’une représentation de 9B, (c’est-d-dire d’'un systéme
local pour I'équation KZ) dont la restriction & &,, est irréductible et qui ne se factorise pas
par l'algebre de Hecke de type A correspondante.
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Pour préciser la place de cette représentation de B, dans la variété des représentations,
nous représentons

VI(1,6,¢) = VI (1, g, 1¢%) = K™(q,1)

avec b = —q, ¢ = tq?, par un point du plan de coordonnées (b,c), pour b et c réels, dans la
figure suivante.

S?Burau

|
i [{P%))
axe des “c Hecke

B
+
groo
+
oorm

f Hecke

axe

des “b”

sporadique

5 0
o - n-—nts 72”+2H

A;
Les points remarquables, pour |b| = |c| = 1, correspondent & des représentations de &,,.

Si (b,¢) = (—1,—1), on obtient

ReanRén)(x,y) =[n-211]+[n-11].

Pour (b,¢) = (1,1), Paction de oy est I'identité, donc on obtient une représentation triviale
de dimension @ Si (b,c) = (1,-1), il suffit de vérifier que I'on obtient [1"] 4+ 7"2_2”_2[71]
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pour n < 5, d’aprés la formule de restriction de V(™ & B,_; et la proposition 19 de 1.3. Si
(b,c) = (—1,1), il suffit également de vérifier que 1'on obtient [n — 2,2] + [n — 1,1] 4 [n] pour
n < 7 d’apres le lemme

Lemme 12. Soit n > 7 et M une représentation de &,,. Si
Ress, M = Resg, , ([n —2,2] +[n—1,1] + [n])

alors M ~[n —2,2] + [n — 1,1] + [n].

Preuve —  On a donc Resg, M = [n —3,2] +2[n — 2,1] + 2[n — 1], et il existe une
représentation irréductible A de &,, qui s’injecte dans M, et telle que [n — 3,2] C A. On en
déduit

A€ {[n -2, QL [n -3, 3]a [n —-3,2, 1]}
Mais si A = [n — 3,3], comme n > 7, la représentation [n — 4,3] de &,,_1 s’injecterait dans
Resg, M, et, de la méme facon, si A = [n — 3,2, 1], comme n > 5, on aurait [n — 3,1,1] —
Resg, M. On en déduit que

A=[n—-2,2] = Resg, M

et
Resg, (M —X) = Resg, , ([n—1,1] + [n]).

La conclusion découle alors de la proposition 19 de I1.3. cqfd.

Une autre facon d’identifier cette représentation de G,, consiste & utiliser, comme remarqué
par Krammer (cf. [52] prop. 3.2) le fait que, si (b,¢) = (—q,¢?), V() est isomorphe au carré
symétrique de la représentation de Burau, c’est-a-dire de [,[n—1,1]o,1, pour ¢ = el. Ce carré
symétrique correspond & la parabole de la figure. Pour ¢ = 1, on obtient donc S$%[n — 1,1].
Mais il est classique (cf. James et Kerber [14]) que

n—1,11% = (IndS" Reses, ,[n -1, 1}) ~n—1,1]
= (mmaS:_ In—2,11) + (md_[n—1]) = o - 1,1]
= [n_27171]+[n_272}+[n_171]+[n]

et que A%n —1,1] = [n — 2,1, 1], et l'on obtient donc bien que V(™ (1, —1,1) est isomorphe &
S2n—1,1]=[n—2,2] +[n —1,1] + [n].
Les restrictions & B, des représentations sporadiques W("“)(u) sont de la forme

V(n) (17 —UQ, _u3—n)’

et sont indiquées sur la figure par une hyperbole. Une seule branche de cette hyperbole
apparait pour tout m > 4. Les autres, indiquées en pointillés, n’apparaissent qu’en fonction
de la congruence de n modulo 4.

Il est ainsi remarquable que la sous-variété des représentations de dimension @ de
B, qui correspond & V(") permet de relier des représentations de &,, de facon non triviale.
Les représentations des algebres de Hecke permettent de relier un diagramme de Young a
son transposé, ou encore toute représentation de &,, a la représentation triviale (les traces
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réelles de ces chemins sont ici les droites b = ¢ et ¢ = 1). La droite b = —1 permet, elle,
de relier [n —2,1,1] +[n —1,1] & [n — 2,2] 4+ [n — 1,1] 4 [n]. 1] est encore remarquable que
cette droite correspond en fait & des représentations du groupe symétrique étendu é;l, plus
précisément aux représentations A2(c, 1,1) que nous définirons au chapitre prochain (ITI.1),
ce que nous pourrons vérifier en comparant les formules du théoreme 4 et celles données par
Krammer [53]. Enfin, rappelons que Krammer prouve la fidélité de cette représentation pour
—1 < b < 0, et un ensemble dense de ¢ € R qui dépend du choix de b. Cette représentation
du groupe symétrique étendu peut donc étre considérée, pour b et ¢ réels, comme la frontiére
de la zone ou ce résultat de fidélité a été démontré.



134 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS SPORADIQUES



135

Troisieme partie

Tresses, transpositions, et
constructions tensorielles






137

Chapitre 1

Groupes symétriques étendus

Nous avons rencontré jusqu’a présent essentiellement deux types de représentations irré-
ductibles de &, : la représentation naturelle, de dimension n (cf. I1.2), et la représentation
I8 R(ln)(:zz,y), définie au chapitre I1.4. Nous allons montrer dans ce chapitre comment 1’on
obtient des modeles matriciels explicites de ces représentations (sections 1 et 2) & partir de leur
diagramme de Bratteli, et nous en déduirons que [, R(ln) (z,y) est une généralisation du carré
alterné de la représentation naturelle L,(q). En particulier, A2L,,(q) est une représentation
irréductible de &,,.

En section 3, nous montrons de fagon plus générale que, pour tout entier p compris entre
0 et n, APL,(q) est une représentation irréductible de S,. Si l'on interpréte, par analogie
avec les groupes de Coxeter, L, (q) comme la représentation “de réflexion” de é;l, ce résultat
(théoréme 3) est une extension des résultats classiques de Curtis, Benson et Kilmoyer [35].

En section 4 nous montrons que les représentations APL,(q), pour p € [2,n — 2], font
partie, & I'instar de A?L,(q), d'une famille plus large de représentations de é;, que nous
notons A} (X,Y, Z), et dont nous obtenons des modéles combinatoires.

Nous résumons ces résultats sous la forme du théoréeme 4.

1.1 Intégration de la représentation naturelle

On fixe un entier n > 3 et on considere ’algébre locale CB,,.

Nous avons déja obtenu une description de cette représentation, en utilisant la commu-
tativité de ('image de) 'algeébre de Lie des tresses pures infinitésimales. Nous allons ici en
établir une autre description a partir du diagramme de Bratteli.

D’apres 1’étude du chapitre I1.2, le spectre sur fh L, (y) de 'un quelconque des générateurs
d’Artin est {1,Y,~Y} avec Y = €. On notera

=
h<
[
SESS
o~

On choisira la classe de bases associée au diagramme de Bratteli représenté visuellement
en IL1.2 de fagon croissante par rapport a 'ordre lexicographique inverse, ot 'on a ordonné
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les représentations de méme niveau de la gauche vers la droite. Ainsi, une base associée au
diagramme de L4(Y) sera

eqe =1 - 1 — 1 —  Ly(Y)
es = 1 — 1 — Lg(Y) — L4(Y)
es = 1 = Y — L3(Y) — LyY)
e = 1 = =YV = Ly(Y) — LyY)

Dans ce diagramme, toutes les briques sont de taille 2, sauf pour n = 3. Mais L3(Y) est une
spécialisation de la représentation de degré 3 de 'algebre de Hecke de G4, obtenue dans le
chapitre précédent. Sur cette brique, on a donc

1 0 -Y Y
o2 =5 -2y 1 1
2Y 1 1

Les briques de taille 2 sont, quant a elles, de la forme

ou les valeurs de ¢, obtenues sont déterminées & une racine de I'unité pres. Ainsi, sur ces
briques, det(o, 1)?> = Y*. Comme on sait cette représentation irréductible, d’aprés la pro-
position 17 de 1.2.6, cette brique de taille 2 'est également, donc le spectre de o,_1 vaut
{Y,—=Y}. En particulier, sa trace est nulle donc, d’apres ’étude préliminaire des briques de
taille 2 (cf. 1.2.7), on a

0 o,
w=| 2
Un

En fait, ce parametre v, n’est pas significatif: on peut renormaliser la base de maniere a le
faire disparaitre. On pourra également écrire 'équation de tresse sur le houppier de niveau
3, qui est de dimension 3, pour vérifier que cela n’impose aucune condition sur ce parametre
non nul. On peut ainsi poser v, =Y, et

0Y
Opn—1 = Y 0

Il ne reste plus alors qu’a déterminer 'action de o,_1 sur les briques de taille 1, ce qui est
immédiat pour les briques 1 — 1 — 1: I'action du centre est de degré 0 en Y, donc o,1 = 1.
Il en est de méme pour les briques L,_o(Y) — L,_1(Y) — L,(Y) pour n > 4, ou 'on note
par commodité Ly(Y) indifféremment Y ou —Y : cette fois, c’est det(5,0, ') qui est de degré
0 en Y, donc det(o,—1) aussi, et 0,1 = 1.
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On reformule les résultats sous une forme plus agréable, en posant ¢ = Y = e et apres
changement de base, on retrouve que la représentation Ly(¢q) = [, Ln(y), pour ¢ = eV est
décrite sur une base (vg)g—1.., par les formules

v; siig{kk+1}
OV =4 QUgr1 sii=k
qup sii=k+1.

Observons enfin qu’il n’est pas possible d’“intégrer” ce diagramme en imposant trois va-
leurs propres génériques aux générateurs d’Artin: le diagramme de Bratteli de L4(g) ne cor-

respond a aucune des représentations irréductibles de l’algebre de Hecke cyclotomique de
Gos.

1.2 Intégration de Ri(z,y)

Un entier n > 3 est toujours fixé, et 'algebre locale considérée est toujours CB,,.

Sur [, R(ln)(:zz,y), le spectre des générateurs de Coxeter vaut {1,Y, —Y, X} avec Y = e,
X = —e*. Nous noterons Rgn) (X,Y)=[, Rgn)(x,y).

1.2.1 Intégration de R§4)(x, Y)

Nous écrirons le diagramme de Bratteli de R§4)(x, y) comme suit

RY(X,Y)

B e X2y?2 B’

Les deux briques de taille 3 correspondent encore & des spécialisations de la représentation
de degré 3 de 'algebre de Hecke de G4. Dans la base

Y4

N
/4

1

e = 15X B - RYXY)
e = 15-Y =B - RYXY)
e = 1Y B - RYXY)
e = 1-5-Y =B RYX)Y)
s = 1Y = B—RYXY)

6 = 1518 RYX,Y)
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0O -Y Y 0 0 0

9y 1 1 0 0 0

1|2y 11 0 0 o
251 0 0 0 X X -9V
O 0 0 X X 2V

0O 0 0 -Y Y 0

L’action de o3 sur les briques de taille 1 se détermine cette fois encore immédiatement, et il
ne reste plus qu’a considérer les briques de taille 2. De la méme facon que lors de I'étude de
la représentation naturelle, le spectre de o3 sur ces briques vaut {Y, —Y}. Il apparait ainsi
deux parameétres u et v, qui permettent d’écrire o3 sous la forme

X 0 0 0 0 0
00 0 Yu 0 0
o0 o0 0 vvo
710 Yo 0 0 0
00X 0o o0 0
00 0 0 0 1

L’équation de tresse devient alors trés simple a résoudre: on obtient u 4+ v = 0, ce qui permet
de choisir

X 0 0 0 0 0
00 0 Y 0 0
| 000 0 -y oo
571 oy o0 0 0 0
0 0 -Y 0 0 O
o0 0 0 0 1

1.2.2 Intégration de R\"(z,y)

On fixe n > 5.

Une fois la représentation R§4) (X,Y) construite, on ne trouve plus dans le diagramme

de Bratteli de Rgn)(X,Y) que des briques de taille 1 et 2 & décrire. De plus, L(Y) a déja
été décrite, donc la seule brique de taille 2 qu’il reste a étudier est, pour n > 5, en notant
L3(Y) = B,

RM(X,Y)

Y4

Lna(Y) R"Y(x,v)

%_3)

L, oY)

Y2

Encore une fois, la trace de o,_1 sur cette brique est nulle, et son spectre vaut {Y, —Y}.
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Les briques de taille 1, quant a elles, sont de deux sortes

R{"(X.,Y) R{"(X,Y)

y4 X2y2(n—2)
R V(X,Y) Ln_1(Y)

v y2(n=2)
R"Y(X,Y) 1

ot1 'on a noté Rgg) = B

Dans le premier cas, 0721_1 = 1 a un scalaire non nul pres, donc g,,_1 = 1. Dans le deuxieme,
072171 = X? & un scalaire non nul pres, donc 0,1 = X. Il ne reste plus qu’a vérifier sur les
houppiers de niveau 2 que les parametres & choisir pour les briques de taille 2 ne sont, encore
une fois, soumis a aucune condition. On peut donc poser sur les briques de taille 2, pour

n > 5,
(0 Y
1=y

On a ainsi obtenu une description compléete de cette représentation de degré @ de B,,.
En changeant légerement de base, et en posant X = ¢, Y = ¢, on obtient

(n=1)

Proposition 25. Il existe une représentation de évn de degré ™ 5— sur Z[q,t], irréductible
sur son corps des fractions, qui est donnée sur une base (v;;), pour 1 <i < j <mn, par

( vij si{i,j}N{k,k+1} =0
Qikt1 S1J=k

quip sii<ketj=k+1
toppyr sti=ketj=k+1
Uiyl sti=ketj>k+1
( qui,; sii=Fk+ 1

OkVij = <

D’autre part, en utilisant le modeéle naturel décrit en I1.2 de £,, on voit immédiatement
par comparaison des matrices, sur la base v; ; = e; A ej, que

Ln(q) = AQ/hEn = Ri(t,q)

avec le méme parametre ¢, et t = —g>. Comme

M- 11 @) = (A%l —1,1)@ Aa]) & (A1fn — 1,1 @ Al[n)) @ (A0 — 1,1] @ A2[n))
= n-2,,1]®[n—-11]&0,

et que AL, irréductible, a méme diagramme de Bratteli que R, on peut utiliser I'étude de
Vs([n —2,1,1] & [n — 1,1]) effectuée en IL.4: puisque les générateurs ont méme spectre, en
tant que représentations de B,

AL, ~ Ri(2,1).
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1.3 Puissances alternées de L,

On fixe n > 3, et on munit %B,, d’une structure d’algebre locale en choisissant (r r 4 1),
r € [1,n — 1], pour éléments géniteurs, et T,, r € [1,n], pour éléments centralisants.

On note L, la représentation naturelle de 9B,,, pour n > 3. Rappelons que dim £,, = n,
d’ou
dim APL,, = < " )
p

AL, = é APL,

p=0

B, agit sur

qui est de dimension 2™. On rappelle que 'on note

On a alors

Lemme 13. Soitn >3 et 0 < p < n. Sur APL,, l'action de T, vaut p(n —1). De plus, on a
un isomorphisme de B, -modules

A"PL, ~S®@mH APL,.

Preuve — On consideére les k-isomorphismes canoniques de A" PL,, vers APL,,. Comme

Resg, APL, ~ [n—p, 1P| +[n—p+1,1771]
Rese, A" PLy >~ [p1" 7]+ [p+ 1,17 7]

on en déduit que ce sont des isomorphismes de &,,-modules
A"PL, — SQAPL,.

On note N = {1,...,n} et, pour I une partie de N de cardinal p, on note ey le produit
alterné, croissant suivant 'indice, des e pour k € I, ot1 'on a noté (e;);cn la base canonique
de la représentation naturelle. On fixe alors I'isomorphisme ® en posant

P(er) = SAVE
On a alors
tij(el) = (#Im {iaj})ela
donc puisque #N N {i,j} =2, on a
tijlenvr) = (2 = #I 0 {i,j})er.

On en déduit bien que
D :A"PL, > SQnH_APL,

est un isomorphisme de 8B,,-modules.
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D’autre part, si ’'on note Py(F) I'ensemble des parties & deux éléments d’un ensemble FE,

on a
Tner = Yi<icj<ntijer
(ZJEPQ(N) #(J N I)) er
(2#(P2(I))+ (#I)(#(N\1)))er
plp—1

o\ )
( 2
p(n —1ey.

+p(n —p)er

cqfd.

On connait ainsi les APL,,, pour 3 < n < 4: ce sont des représentations irréductibles, dont
le diagramme de Bratteli a déja été étudié.

Théoreme 3. Pour tout p et tout n > 3, APL,, est une représentation irréductible de B,
dont le diagramme de Bratteli est un graphe nivelé réduit. De plus, pour tout n > 3,

Resy APL, 1 = APL, + AP7'L,.

Preuve — La premiere assertion est connue pour n = 3,4, ainsi que pourp < 2 et p > n—2.
La seconde est immédiate :

Resqy APLp1 = AP(1&L,)
= APL,®APTIL,.

Nous allons montrer le théoreme par récurrence sur n pour n > 5, en supposant p > 2 et
p < n—2. On note G le pseudo-diagramme de Bratteli de APL,,, connu d’aprés I’hypothése
de récurrence. On a un morphisme

%n-l-l — Mloc(G)-

Pour montrer que ce morphisme est surjectif, il suffit de montrer d’une part que 8,1, sépare
les sommets de niveau n, d’autre part que l'action de < t,,, (n n+1) > sur les briques joignant
le niveau n — 1 au niveau n + 1 est irréductible.

Concernant le premier point, il découle de I'hypothése de récurrence qu’il n’existe que
deux sommets de niveau n, APL,, et AP~ 1L, sur lesquels T,, agit respectivement par p(n — 1)
et (p —1)(n — 1). Le houppier de niveau 2, bien colorié, s’écrit alors

/

Apflﬁn APL,

-

Ap72[,n_1 Apilf,n_l Apﬁnfl

*

On note kB, ,, la seule brique non triviale de ce houppier. On a

kBp:n = Hom%n—l (Ap_lz’n—la Ap‘Cn-I-l) =< Yps Ppt1 >



144 CHAPITRE 1. GROUPES SYMETRIQUES ETENDUS

ou, pour i € {n,n+ 1},

piler) = er Ne;.

De T'action explicite de T, on déduit que cet isomorphisme est donné par

(Ap—lﬁnil — Ap—lﬁn — Ap£n+1) = Optl
(AP1L,_ 1 = APL, — APL, 1) O

et l'action de < Ty, (n n+1) > sur cette brique correspond au graphe

A
[ ] [ ]
~—

Il découle alors de la proposition 17 de I.2.6 que APL,, 4 est irréductible. On conclut par
récurrence sur 7.

cqfd.

On en déduit que I'image de B,, dans Endi(AL,) est une algébre semi-simple, de dimen-

sion

p=0 p "
De plus AL, en est un modele de Gelfand (c’est-a-dire que ce module est isomorphe & une
somme directe des représentations irréductibles de cette algebre), et il découle de l'interpola-

tion de Lagrange que les idempotents sont des polynéomes en T,,. Les composantes irréductibles
sont déterminées par

Ker(T, —n(p—1)) = APL,.

On obtient par intégration un quotient semi-simple de kB,. Nous allons voir, par I'intégra-
tion des diagrammes de Bratteli obtenus, que ce quotient admet deux parametres génériques
significatifs.

1.4 Représentations AP

1.4.1 Construction

Nous avons déja intégré le diagramme de Bratteli de A2£, au chapitre 2 de cette méme
partie, et il est apparu un deuxiéme parametre, définissant la représentation Rgn)(X ,Y) de
B,,. Nous allons tacher d’intégrer de facon générale le diagramme de Bratteli de APL,, en
imposant dans le spectre de o1 ce deuxiéme parametre X. Pour simplifier les calculs, nous
homogénéisons les valeurs propres des générateurs en introduisant un troisieme parametre,
Z. Silon note AL = A} (X,Y,Z) la représentation correspondant & APL,, que 1'on cherche a
obtenir, son diagramme de Bratteli G s’écrit
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Ag/ Aév@/ ’
1
En particulier,
dim AR, = ( " )
p
dimCGAy» = (”_2>
p
. A2 n— 2
dimCGy" = ( p—1 >
. AR n— 2
dimCGZy = (p—l >
. AR n— 2
dimCG* = (n—p>'

On en déduit alors la valeur au signe prés de 7, que I'on note |7y, |, sur A%,

Iyn| = XPP=Dy 2(n=p) 7(n=p)(n=p-1)
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ainsi que les valeurs de ||

aréte |0]
Aﬁié N Aﬁj x2(p—2)y2(n—p)
Aﬁj — AP x2(p-1)y2(n—p)
AP, = AP | Yy zAnr-?)
AP = AL | Yzl
AﬁjIQ — Aﬁj y2(p—1) z2(n—p-1)
AZ:IQ S AP x2(p-Dy2(n-p-1)

—p—
—p—

On en déduit la valeur de o, sur les briques de taille 1:

=X
VA

A2 A A P =X2 o
Af%Q — Afz—l AN 62=27%2 |0

Sur 'unique brique non triviale du houppier de niveau 2, on obtient

+ x2(p—1)y2(n—p) 0

o = < 0 iYQpZZ(np1)>
+y2(-1) 72(n—p-1) 0

On-1 = ( 0 + x2(r—1)y2(n—p-1) >

On en déduit que sur cette brique det(o,, 1) = Y2, et, comme on cherche une représentation
irréductible, cela impose que 0,_1 n’est pas une homothétie, donc Sp(o,—1) = {Y,-Y}. A
conjugaison par une maftrice diagonale pres, on en déduit que 0,1 s’écrit sur cette brique

(v 1)

Il suffit des lors de vérifier la relation de tresse sur le houppier de niveau 4 pour conclure que
I'on a bien obtenu de nouvelles représentations, irréductibles, du groupe de tresse B,,.
Nous allons maintenant en proposer des modeles matriciels plus simples.

1.4.2 Modeéles combinatoires

Remarquons d’abord que le diagramme de Bratteli obtenu n’admet que des briques de
taille 1 ou 2, & ’exception de deux briques de taille 3. Cela provient du fait que la chaine de
sous-groupes utilisée

Bi={e} CBy=<o01;>CB3C...C By_1 CB,
n’est pas adaptée ici. Si 'on note B2 =< 0% >, considérons la chaine
By ={e} CBs=<0?>CBy=<0,>CB3C...CB, 1CB,

qui munit CB,, = A, 1 d’une nouvelle structure d’algebre locale, dont les éléments géniteurs
sont maintenant 02,01,09,...,0,_1, et les éléments centralisants v; = 02, 01,72,73,- -, Tn
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(cf corollaire de I.1.1.1). Le diagramme de Bratteli de A? par rapport & cette chaine est alors

Modele 1
Le nouveau graphe, ainsi associé 3 la famille des représentations A}, ne comporte plus que
des briques de taille 1 ou 2, sur lesquelles la valeur de o5 vaut X, Z, ou

0 Y
J._<Y 0)
Modeéle 2

Une autre fagon d’expliciter les matrices des générateurs d’Artin sur cette représentation
consiste & associer & Al le diagramme en équerre de taille n + 1 associé & la partition

[n+1—p,17]

et d’indexer la base des chemins par ce que nous appellerons des 0-tableaux standards, c’est-a-
dire des tableaux standards sur ce diagramme de Young, ot les boites ne sont plus numérotées
de 1 & n+ 1, mais de 0 & n. Par exemple, A% correspond A la partition [3,1,1] et une base est
formée par les tableaux

4] 3] 2]
1 1 1
0 0 0

4]
2
0

1]2] 1]3] 1]4] 2] 3] 2]4] 3]4]

Si D est un tel tableau, on construit la matrice de o de la facon suivante:
— Si k + 1 est sur la méme colonne que k£ dans D, alors

ox(D) = XD.

— Si k + 1 est sur la méme ligne que k£ dans D, alors

ow(D) = ZD.

— Sik+1 et k ne sont ni sur la méme ligne si sur la méme colonne de D, alors si I’'on note
D' = 5;(D), c’est-a-dire le tableau issu de D en intervertissant k et k + 1, < D, D' >

est stable par o5 et I'on a
0 Y
Tki<p,pr> J = < Y O >
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Modele 3 De facon & faire apparaitre AL(X,Y,7) comme une déformation de fh APL,, on

indexe les éléments de base de Al par les parties I & p éléments de {1,..., N}. Dans cette
base,

orer = Xeg si {k,k+1} clI

orer = Jeg si {k,k—i—l}ﬂI:@

oker = Yera{gks+1) sinon,

ot A désigne la différence symétrique entre deux ensembles. Le lien avec la base naturelle de
APL,(q) est ainsi fait si 'on associe a I, donc & ey, le produit alterné croissant en i des e;
pour i élément de I (cf. la preuve du lemme 13).

Pour résumer, en remarquant que I'image de P, est commutative,

Théoréme 4. Pour tout n > 2 et tout p compris entre 0 et n, pour X,Y,Z des scalaires
génériques, il existe une représentation AL (X,Y,Z) de &, définie sur Z(X,Y,Z) par les
modéles 1, 2 ou 8 ci-dessus, qui est irréductible pour n > 3, et qui vérifie

~ Pourn >2, dimAL(X,Y, Z) = ( Z > .

~ Pourn >3, Resp, ,AL(X,Y,Z) = A"\ (X,Y,Z) + A’_(X,Y, Z).

— Sur A}, pour n. > 3, les valeurs propres des générateurs de Cozeter sont X avec multipli-

-2 -2 -2
cité < " >, Y et =Y avec multiplicité < " > et Z avec multiplicité < " )
n—p p—1 p
— L’action de v, sur Ab(X,Y,Z) vaut

x -1y 2p(n—p) z(n—p)(n—p-1)

— L’image du groupe de tresses pures P, est un tore de GL(AL).

— Pour r et n —r supérieurs a 2,

A
~ p—r+i r—i
Rean—rXBTATPL - @ An—r ® AT‘ :
1=0

De plus, AL (—q%,q,q) = \PLy(q) est une représentation irréductible de é;l, pour q ¢ {0,1, —1}.

Notons enfin

Proposition 26.
A2Ln(Y) = A%(_Y27Y71)
S?L,(Y) = Ln(Y)+A2(Y%Y,1)

Preuve — La premiere assertion a déja été démontrée dans sa version “infinitésimale”, & la
suite de la proposition 25. $? L, (Y') contient quant & Iui deux sous-espaces stables, < eg >i=1.n
et < ejej >iz;. En comparant avec les formules pour les actions de L, (Y) et A2(Y?2,Y,1) (cf.
proposition 25 et I1.2), la deuxiéme équation s’ensuit immédiatement. cqfd.
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Chapitre 2

Le bimodule s[,(C)®?, n >> p

Si g est une algebre de Lie simple, une des clés pour comprendre Paction de B, sur g®? est
la décomposition de g®” en tant que Aut(g)-module. Ici, nous ne nous intéressons qu’au cas
o g = sl,(C). La décomposition du g-module g®? a été étudiée par Philip Hanlon dans les
années 80 [44]. Dans un premier temps, nous tacherons de compléter cette étude en établissant
avec précision les regles de branchement. Comme dans tous les problemes de pléthysme, il
se produit pour les séries classiques un phénomene d’uniformisation: quand dim g augmente,
la décomposition de g®? est stationnaire. L’étude de cette décomposition limite est ce qu’on
appelle le “cas stable”, et il est utile de paramétrer les composantes irréductibles d’une fagon
qui ne dépende pas de dim g.

Dans ce chapitre, nous nous conformerons a la convention, utilisée par les auteurs cités,
concernant les diagrammes de Young, c’est-a-dire que

3,2) = |

Ce choix de changer de convention pour les diagrammes de Young qui concernent les repré-
sentations de gl,,(C) ou de sl,(C) tient & deux raisons.

La premiére est que le lien entre les représentations du groupe symétrique et les représen-
tations du groupe linéaire est une dualité, la dualité de Schur-Weyl, qui, si elle met en rapport
deux partitions de n identiques, ne respecte pas les combinatoires naturelles & chacun de ces
deux types d’objets. En particulier, les régles de branchement par rapport aux filtrations natu-
relles des groupes concernés n’ont pas de rapport direct, et la réegle de Littlewood-Richardson
ne donne pas le produit tensoriel de deux représentations du groupe symétrique. Comme,
d’autre part, nous tachons ici de mettre en place une dualité partielle, nous pensons utile de
distinguer au moins visuellement les différents objets impliqués.

La deuxiéme raison est que, si les traditions pour représenter les partitions d’un entier
donné, donc les représentations du groupe symétrique (diagrammes de Ferrers ou de Young),
varient énormément, la tradition concernant les diagrammes de Young de largeur donnée,
c’est-a-dire les représentations du groupe linéaire, tend & se standardiser. En particulier, les
références les plus courantes sur les groupes de Lie utilisent la convention que l'on vient de
décrire, et il nous a paru inutile d’imposer au lecteur habitué a la décomposition des pro-
duits tensoriels de représentations d’algebres de Lie simples la gymnastique d’un changement
d’orientation des diagrammes.
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2.1 Doubles diagrammes de Young

On considére g = sl, et g®” avec n grand devant p. Dans ce cas, on peut paramétrer les
représentations irréductibles de g, suivant une méthode apparemment due & R.K. Gupta (cf.
[44]), par des couples (D1, D2) ou les D; sont des diagrammes de Young. On note en effet
(D1, D), le diagramme & n lignes, bien défini pour n strictement plus grand que h(D7) +

h(D2) + 1,

J i
2

Avec cette convention, la représentation adjointe de g est notée (n,u). Cette représentation
(D1, Dy),, n'est autre que la multiplication de Cartan

Homeg, (SP',VE) K Homg, (S, V*¥P).

Elle correspond donc & une représentation rationnelle de gl,,, également notée (Dq, Ds), de
diagramme de Young

En fait, comme on ne s’intéresse dans g¥? qu’aux représentations de niveau maximal, on
n’a pas & distinguer sl,, (C) de gl,,(C) : en effet, Iaction de #15 est nulle sur gl,, (C)®?/sl, (C)®?
(cf. [39] p. 158). On utilisera donc indifféremment sl,,(C) et gl,(C). Sur une représentation
(D1, Dg),, de gl,,(C), la valeur C' du Casimir normalisé & 1 sur la représentation adjointe est

C\(Dy,0y), = ¥(D1) +9(D2) + nt(D1) + nt(D2)
olt Y(A) = >y, 20 Ai(Ai — 20+ 1). On peut démontrer par récurrence
P(D') = —4(D).

Enfin, pour n fixé, on notera e;; la matrice de gl,, (C) associée a e; ® e} par I'identification
standard gl(V) ~V @ V*, X; = e;i11, Yi = €116, Hi = €ii — €iq1,i41-
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2.2 Multiplication par g - énoncés

On s’intéresse a la table de multiplication par la représentation adjointe g dans I’anneau des
représentations de g muni de son produit scalaire standard noté < | >. Pour plus de clarté,
nous reportons la preuve des résultats combinatoires de cette section, qui est une application
immédiate de la regle de Littlewood-Richardson, a la section suivante. Nous limiterons d’autre
part I’étude aux représentations (D1, Ds),, pour n > h(D1) + h(D3) + 1 telles que t(Dy) =
t(Dg). Cette restriction est justifiée par

Lemme 14.
p=1t(D1) =t(D2) & 3ng VYn >ng (D, Dy)y = (s1,)%7

On a d’autre part
Lemme 15. < (D1, Dy), ® g|(D1, D3), > ne dépend pas de n pour n suffisamment grand.
On notera

< (D1,D3) ® g|(Dy, Dg) >= lim < (D1, D2)n ® g/(D1, Dy),, >

cette valeur commune. Pour

D = (D.Dy
D = (Dl,DQ)
{D) = Dy = D)

d =
d = t(D1) = #Dy) = #D).

On notera D C D la propriété D1 C Dy et Dy C D,. Enfin,

(D) = 6D +ADy)
5(D,D) = (5(D1,D1)+(5(D2,D2).

On a alors
Proposition 27.
e <D®gD>=<D®G|D >
e|d—d >2=<D®g/D>=0
e Sid=d+1,<D®gD>=1siDCD,<D®g|D>=0 sinon.
e Sid=d, < D®g\l~) >=1si (D, D) =2, 0 sinon.
e <D®g|D>= D)
On en déduit facilement

Lemme 16.
Niveau(D) = t(D).
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2.3 Multiplication par g - preuve
La représentation adjointe correspond au poids noté
i 41lo+ ...+ 11,

suivant les notations standard (cf. Fulton-Harris [9]), et elle est associée au double diagramme
([1],[1])n- On considére un diagramme (D1, D3), avec

h(D1)=T>0 Dlz()\l,...,Ar)
h(D2)28>0 DQZ(,U,l,...,,U,S).

Par convention, on notera A1 = ps41 = 0.

Disposé graphiquement, (D1, D), est constitué de r lignes correspondant au premier
diagramme, puis de n — r — s lignes égales, et enfin de s lignes correspondant a Ds. La régle
de Littlewood-Richardson dit alors que (Di,Ds), ® g est somme directe d’une famille de
g-modules simples, qui sont en bijection avec les familles, ici abusivement appelées n-uplets,

({xil', xl_}a T2, L3, ..., Tp_1)

ou xi",:z:l_,a:g, ..., Zp—1 sont des numéros de lignes, donc compris entre 1 et n, que 'on in-
terprete de la fagon suivante: on augmente d’abord le diagramme (D1, Ds),, en ajoutant une
case numérotée “1” sur les lignes :1:1" et z1 (si :1:1" = 7|, on augmente cette ligne commune
de deux cases numérotées “1”); on effectue ensuite, sur le diagramme ainsi augmenté, la
méme opération avec xo, en ajoutant une case numérotée “2” en ligne x9, et on poursuit avec
z3,...,Tn_1. Les n-uplets admissibles satisfont aux conditions bien connues de la regle de
Littlewood-Richardson:

1) & chaque étape, on doit obtenir un diagramme de Young

2) sur chaque colonne du diagramme final, les numéros des cases ajoutées doivent étre
disposés de facon strictement croissante, du haut vers le bas

3) sil'on note €1,...,€, les numéros des cases ajoutées en parcourant le diagramme final
de haut en bas et de la droite vers la gauche, pour tout m compris entre 1 et n et tout
€ compris entre 1 et n — 2,

#{i<m; =€} >#{i<m; ¢ =€+ 1}

Considérons un tel n-uplet admissible. Pour que 3) soit respecté, on doit avoir z; < z; pour
2 <4 < j. Supposons a:i" < z7. Toujours d’aprés 3) on a, pour tout 7 > 2, z; > a:i" > 1. On
en déduit ﬂvf < 2.

Si xi" = 2, ce qui suppose A; # A9, on a nécessairement z; = ¢ + 1 pour ¢ > 2. Quant a
x, pour respecter 1), il doit vérifier z;; < r +2 ouz; > n — s+ 1. De plus, z; = r + 2
implique xfr =r+1 d’apres 1), ce qui contredit 2) si les lignes r + 1 et r + 2 sont initialement
égales. Mais si les lignes r + 1 et r + 2 ne sont pas égales, cela signifie que la r + 2€ligne
correspond déja au diagramme Dy, c’est-a-dire que z; > n—s+1. Onadoncz; <r+1ou
z; > n — s+ 1. Les n-uplets admissibles tels que xi" = 2 ne dépendent plus que du choix de
z, . L’ensemble des z; autorisés est alors, d’apres les régles 1) et 2),

Ev={i>n—s+1 | pj# pjs1 pour j=n—1i+1}
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auquel on ajoute I’'élément 2 si A\; > Ay + 2.
Si :1:{r =1, on définit a par

{a} ={2,...,n}\{z2,...,2pn_1}.

On a nécessairement x; = i pour i < a, et £; =i+ 1pouri > a. Sia>r+leta<n—s+2,
la regle 1) impose z; = a, et la regle 2) exclut z; = «. On en déduit @ < r + 1 ou
a > n — s+ 2. On considere alors deux cas. Si z; = o, o définit entierement le n-uplet. Les
n-uplets admissibles correspondent alors aux a éléments de

S={i>n—-s+2 | ,ujaé,uﬂ_l,j=n—i+1}U{3§i§r+1 LA # Nic1}

auquels on ajoute I’élément 2 si A; # As.
Il reste & considérer ] # a. Si 7 = 1, 'ensemble des « possibles est

51={’i2’ﬂ—8+2 ‘ Nj?éuj—la j=n—’i—|—1}.

Sinon, il existe ¢ > 2 tel que z; = 7. Pour les mémes raisons que précédemment, on a
z7 <r+1ouz >n-—s+ 1 Plagons-nous dans cette hypothese, ot z7 ¢ {1,a}. Si
27 <r+1leta<r+1, un n-uplet admissible correspond & un diagramme (D1, Ds),, tel que
t(D1) =t(Dy) et §(D1,D1) = 2;siz] <r+1eta>n—s+2,aun diagramme (D1, Ds), tel
que Dy C Dy, Dy C Dy, t(Dg) = t(D2) + 1, t(D1) = t(D1) + 1; si z; et « sont supérieurs &
n—s+2, a un diagramme (D1, Dy), tel que t(Dg) = t(D3) et §(Da, Da) = 2;si x] > n—s+2
et @ < r+ 1, & un diagramme (D1, D), tel que Dy C Dy, Dy C Ds, t(D3) = t(Ds) — 1,
t(D1) =t(Dy) — 1. L

Inversement, tous les diagrammes (D1, Dj), remplissant les conditions précédentes cor-
respondent & de tels couples (27, a), si toutefois A1 = A1. On constate immédiatement que
les autres diagrammes, qui vérifient \; = A — 1 ou A\; = XA + 1 correspondent aux n-uplets
décrits respectivement par les ensembles £_1 et &;.

Tous ces diagrammes interviennent donc avec multiplicité 1 dans (D1, D), ® g. Il reste
enfin & identifier les diagrammes correspondant & 'ensemble & : toutes les lignes sont aug-
mentées d’exactement une case, c’est-a-dire que la représentation obtenue correspond encore
a (D1, Ds),. La multiplicité de (D1, D), dans (Dq, D3), ® g est alors

#Ey = 6(Dy) + 0(D2).

Les énoncés de la section précédente en découlent immédiatement.

2.4 Vecteurs de plus haut poids

On note W T'unique automorphisme non trivial du graphe de Dynkin A, ;. Il lui est
canoniquement associé un automorphisme extérieur, encore noté W, de sl,(C) ou de gl,(C).
Rappelons que le groupe des automorphismes de g est alors produit semi-direct des automor-
phismes intérieurs par le groupe d’ordre 2 engendré par W.

Lemme 17. W agit par (—1)" sur le vecteur de plus haut poids de la représentation adjointe
de s0,(C) , n > 3. De plus, We;; = (—1)7 " Ley_jn_i.
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Preuve — On a WX,; = X,,_;. Le vecteur de plus haut poids de la représentation adjointe
est
€in = [[ o [[[Xla XQ]a X3]7 X4] e ']7 anl]'

En utilisant Iidentité de Jacobi et le fait que [X;, X;] = 0 pour |i — j| > 2, on en déduit
e = [X1,[Xo, [ X3, ... [Xn—9, [Xn-1, Xu]] .. ]
Soit, par antisymétrie du crochet,
etn = (=1)"2[[. . [[Xn-1, Xn_2]s Xn_s], Xn_a] ..., Xo], X1] = (=1)"Weyy,.
La derniére affirmation découle du méme calcul, en remarquant
eij = [ [ Xi, Xig1], Xiga] .., X1
cqfd.

Nous allons, pour (Dy, Dy) une représentation irréductible générique, i.e. un (Dy, Ds),
pour n assez grand devant les diagrammes, expliciter les vecteurs de plus haut poids de
niveau supérieur de (D1, Ds) ® g. Soit v le vecteur de plus haut poids de (D1, Ds),, et A son
poids. Pour a < h(D1) + 1, 8 > n — h(D3) — 1, on sait qu’il existe un vecteur de plus haut
poids de (D1, D) ® g de poids A+ L, — Lg si et seulement si Ay —Aq—1 # 0 et \g —Ag1; # 0.
C’est ce vecteur que nous allons construire.

Notons € = (e1,...,€) et n.= (n1,...,7ns) deux diagrammes de Young stricts (€11 < €;),
tels que €; < a, 71 < n — B. On note £ 'ensemble de ces couples de diagrammes, et

Ten = [eaei[€eres[eres]- - - [Ee, e, [enfns,nfnsq [en*ﬂs—lyn*ﬂs—Z ... [en—m,ﬁa v]...]® €er,n—m
en autorisant le diagramme de Young vide:

Tep = [eafl [66162[' .- [efr—lfr’ U] i ] ® €¢,8
Zogp U eqs-

On note enfin

be) = TLi(=Aq)7"

c(n) = T(=2np)”"

Vle) = bl si e =a-1
be) = b(e) sinon

dm) = el si om-m=B+1
d(n) c(n) sinon.

Alors

Proposition 28. Le vecteur de plus haut poids w, de poids A+ Lo — Lg de (D1,D2) @ g,
sous les conditions précédentes, est donné par la formule

Z V(€)' (n)Ten.

(em)€€
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Preuve — Comme V' ()’ (0) # 0, w est non nul. 11 suffit dés lors de montrer que w est annulé
par tous les Xj. Pour k € [a, 8 — 1], on a Xz, = 0 quels que soient € et 1. Les cas k < «
et k> B — 1 se déduisent 'un de l'autre par symétrie de la somme considérée par rapport a
I'automorphisme W. Il suffit donc de montrer X;w = 0 pour k£ < «. On a alors, si un tel k£
est fixé, pour tout 7,
Xk Z bI(E)Ie,@ =0,
e€eD

ou D est 'ensemble des diagrammes de Young stricts (€1, ..., €.) tels que €; < . Pour montrer
ceci, on distingue entre

ek<a—1
Comme Xj, commute a ad eq,q—1, il suffit de montrer

Xp D V(©)zep=Xp > ble)zey =0

€€D, €€ED

avec
D.={e€D; e #a—1}.

On pose alors

D.={e€D | Vie & {kk+1}}
et, pour 1 > 1,

D) = {e€D | =k, ¢ 1#k+1,r>i}

] {EED | € =k+1, €i+17ék,7‘>’i}
D) = {e€D | e=k+1, 1 =k,r>i+1}

)
* N
—
~
~
Il

ot le nombre r présent dans ces définitions désigne la longueur de € = (€1,...€,). On
note

D, (i) = DL(i) UD2(i) UD3(3).
A tout € € D} (i) on associe de facon évidente €' € D2(i), €’ € D3(4):

e = (€1,€9,...,€6-9,6_1,k €11,...)

!

€ = (e1.€2,...,€6 2,6 1,k+1€641,...)

n

€ = (61,62,...,€i_2,€i_1,k+1,k,€i+1,...).

Ces correspondances sont bijectives :
DL(i) ~ D2(i) ~ D3(i).

De méme, on définit

DY {ee D\ {0} | e, =kete_1#k+1}
DX = {eeD\{0} | & =k+1}

D/ {ee D\{0} | &1 =k+1ete =k}
p{ = pYup¥up¥

et & e € D on associe € € fo, e D

e = (e1,€9,...,6_1,k)
!

e = (e1,€9,...,6-1,k+1)
€ = (er,€9,...,60—1,k+1,k).
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On a encore
Dif o~ fo o~ fo,

et

x 3
pLuDl uDpXuD Ul (D)
i=1j=1

forme une partition de D,. On vérifie aisément que
Xk(b(E)Ie,(Z) + b(el)xe’,ﬂ) + b(e’l)xe”,ﬂ)) =0
pour € € DL(i) ou e € Dif(z') et, comme pour € € D}, on a Xyz.g = 0, on en déduit

ka =0.

On introduit
D! {e€eD | r>lete #a—1}
D? = {e€D | r>2ete=a-—1}.

A tout € € D' on associe bijectivement ¢ € D?:

e = (e1,€9,...)
¢ = (a—1,e,...).

Alors,
D'UD*U {(a — 1)} U{B}

forme une partition de D. Mais, pour tout e € D',
Xa—l(b’(e)xe,(ﬂ + bl(e’)xe’,@

et
Xo1(b'((a=1))zq 19+ 6(0)2g9) =0

dounw € KerXq,_1.

cqfd.

En dualisant, on peut obtenir une formule similaire pour les vecteurs de plus haut poids
de niveau strictement inférieur. Les vecteurs de plus haut poids correspondant aux copies de
(D1, D), dans (Dq, D3), ® g peuvent également s’exprimer par une formule similaire, mais
cela ne nous intéresse pas ici.

2.5

Module superficiel

On rappelle que pour n assez grand, sl,(C) est de type Z, (cf. I.1.4), c’est-a-dire que

11 1
Sp(_tIQ) = {07 ]-a Ea — __}'

n n
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On note Py(—t12) les projecteurs sur les espaces propres correspondants. On a alors, suivant
[39] p. 156,

P(X) = (n? —1)71(2n2X* —n?X? - 2X? + X)
Pi(X) = —16(n% —4)~1(n2X* —n2X3 — X2 4+ X)
Py(X) = —2n2X* 4+ 3n2X?% — (n2 - 2)X2 -3X +1
Pe(X) = 27'n%((n —¢)(n—2¢))7 (2n X" — (3n — 2¢) X° + (n — 3€) X* + €X).

On considere ici CSurf,(g), pour g = sl,(C) ou g = gl,(C). Avec les notations de 1.2.6.1,

CSurf,(g) = @ Up, Dy
t(D1) = p
t(D2) = p

Comme remarqué en 1.2.6.3, U%l p, S'identifie & I'espace des vecteurs de plus haut poids de
V®P de poids (Dy, Dy). D’aprés P. Hanlon [44], on a un isomorphisme

o: 5" eS8 UYL .

Plus précisément, si on note provisoirement MP pour D un diagramme de Young le &,,-
module de permutation associé, on a un isomorphisme encore noté ®

o:MPr o MP: 5 Wh

oll ng’m désigne P'espace des vecteurs de g®? de poids (D1, Ds). Si I'on note A et B deux
tabloides (cf. [14]) de formes respectives Dy et Dj, on note r4(m) (resp. rg(m)) pour m dans
{1,...,p} la ligne de A (resp. B) qui contient m. Dans le cas qui nous intéresse, le deuxiéme
isomorphisme est explicitement donné par

D
P(A® B) = ® Cra(k)rp(k)-
k=1

La propriété remarquable est alors

Proposition. (Hanlon, [{4]) L’image par ® de SP1 @ SP2 est égale a U(le,D2).

Si I'on utilise I'identification gl,,(C) ~ V®V*, avec V = C", e,y € g correspond a e, ® €;.
Ainsi,
g®P ~ VOP @ (V*)2P

p p
®(A®B) = <® erkm)) ® <® eﬁ—rkw)) :

k=1 k-1

Si l'on fait agir &, par permutation sur V&P et (V*)®P, Iaction de s € &, surg®? s’écrit alors
s ® s. D’autre part, 'action de 2nt;9 sur

g®2 ~ V®2 ® (V*)®2
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s’écrit suivant El Houari [39] p. 108 formule (11)
12)@Id+Id® (12)+1
avec 1 s’annulant sur les vecteurs
e ®e; Qe el
tels que j # k et 4 # [. On en déduit que pour n assez grand, sur

WID

 asD D:
(Dy,pg) = M7H @ M2,

l'action de 2nt;; s’écrit
(i) RId+Id® (i j)

soit

Proposition 29. Le B,-module U(le py) bour t(D1) = t(D9) = p est isomorphe pour n assez

=1.

€1
2n’ 2n

grand au produit tensoriel de (D1) 1 -1 par (Dj)
2n’ 2n
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Chapitre 3

L’algebre de Lie des transpositions

Soit k£ un corps de caractéristique 0. Pour n > 1, on considere le groupe symétrique &,,, et
son algébre de groupe kGS,,. C’est une algebre associative, on peut donc la munir d’un crochet

[a,b] := ab — ba.

On note H,, la sous-algébre de Lie de k&,, engendrée par les transpositions.

A partir de maintenant, et a I'exception de la section II1.3.1.2, on suppose que k = C.
Pour une partition a de n, on rappelle que 'on note ' la partition duale et S® le module de
Specht associé a «. L’action naturelle de CS,, sur S* définit une représentation de H,, encore
notée S¢. Cette représentation est irréductible, car tout sous-espace H,-stable de S® est un
sous-espace de S® stable par les transpositions, qui engendrent &,,, donc par tout le groupe
Gn.

Le Hp-module S* est simple, donc @, ,, S est semi-simple. De plus, comme cette re-
présentation est la restriction & H,, de la représentation réguliere de &,, qui est fidele, elle
est fidele et de dimension finie sur C, donc on déduit de la théorie générale des algebres de
Lie (cf. Bourbaki [4] §6 no. 4, proposition 5) que I'algébre de Lie H,, est réductive. Enfin, H,
est stable par conjugaison pour o € G,,: 'action par conjugaison de &,, sur son algéebre de
groupe se restreint donc & H,,.

Cette derniére remarque permet de construire une algebre de Hopf S, quotient de 9%5,, et
définie comme le produit semi-direct de &,, par ’algébre enveloppante de H,, pour 'action
par conjugaison. Ce chapitre peut étre ainsi considéré comme une étude préliminaire de ce
quotient élémentaire de ’algébre des tresses infinitésimales, que nous poursuivront en I1T1.4.7.

D’autre part, la proposition 29 de II1.2.5 se reformule en disant que l'action de 98,, sur le
module superficiel de g¥?, pour g = sl,(C) et n >> p, se factorise par S,. L’étude de cette
algebre de Lie est alors également motivée de ce point de vue.

3.1 Etude combinatoire

3.1.1 Lemmes préliminaires

Lemme 18. Sin > 2, H, est incluse dans la sous-algébre de Lie de CS,, engendrée par

{o—elo)o™ | o e,
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Preuve — Sis = (i j), s —€e(s™!) = 25 = (i j). Les transpositions appartiennent donc &
l'espace vectoriel engendré par {s — €(s™1)|s € &,}. D’autre part, cet espace est bien stable
par crochet : si 'on pose h(s) = s — €(s)s !, on a, pour tout 7 € S,

[h(s), h(7)] = h(s7) = h(rs) = e(r)h(st ") + e(r)h(7"s).

cqfd.

Lemme 19. Sin > 2, H, est engendrée comme algébre de Lie par les éléments s; = (i i+ 1)
pour 1 <i<p-—1.

Preuve — Pour s € &, on définit ad(s) et Ad(s) dans End(C&,,) par ad(s)(z) = [s, z] et
Ad(s(z) = szs~ 1. Si s2 =1, ad(s) o ad(s) = 2 — 2Ad(s). Or

(’i j) = SZ'SZ‘_|_1SZ'+2...S]‘_QSj_lsj_Q...Si+1Si
= Ad(s;) o Ad(si+1) o ... 0 Ad(sj—2)(sj-1)
= 27179(2 — ad(si)?) o...0 (2 — ad(sj-2)*)(sj-1)

est bien engendré par les s;. cqfd.

3.1.2 Exemple de H;

On considere dans cette section H3 comme étant définie sur £ = Q.

On constate facilement que H3 est de dimension 4 sur @), engendrée en tant que QQ-espace

vectoriel par
A = (12) B = (13)

C = (23) D = (123)—-(321).
On obtient pour relations
[A,B] = -D [A,D] = 2(C - B)
[A,C] = D [B,D] = 2(A-0C)
[B,C] = -D [C,D] = 2(B-A).

Le centre est alors engendré par A+ B+ C = (1 2) + (1 3)
Hs = Q x Hf, avec HY partie semi-simple engendrée par R = A
Les relations sont

| +
—
[\
(SN

). On peut décomposer
B,S=A+B-2C,D = D.

ID,R] = 28
D.S] = —6R
[R,S] = —6D
Si I'on pose, dans H} ®q R,
_ S _ R D
S = —, R = —, D = —,
6 2V/3 2V/3
on a _ _
ID,R] = S
[D,S] = -R
[R,S] = -D
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Par comparaison de ces relations avec un systeme classique de constantes de structures de
slo(R) (cf. [9] p. 143) on en déduit

Hy ®g R ~ sly(R).

En fait, cette algébre est déployée sur QQ, et H% ~ sl5(Q). On obtient directement cet isomor-
phisme & partir de la représentation irréductible de dimension 2 de Q&3 : les images de (1 2),
(2 3) et [(1 2),(2 3)] sont en effet de trace nulle, et linéairement indépendantes.

3.1.3 Détermination du centre de H,,
On fixe n > 2.

Soit A une partition de n. On rappelle que de telles partitions paramétrisent naturellement
les classes de conjugaison de G,,. En particulier, les transpositions appartiennent a la classe
de conjugaison correspondant & [2,1772]. On note alors ¥y la forme lindaire définie sur CS,,
pour s € G, par Uy(s) = 1 si s admet X\ pour classe de conjugaison, ¥, (s) = 0 sinon. (Les
U, forment évidemment une base des fonctions centrales &,,.)

On considére I'ensemble des suites finies non vides d’éléments de {1,...,n — 1}, que l'on
note P. Pour E = (i1,...,i,) € P, on note [(E) = r sa longueur. Si E = (i) est une suite de
longueur 1, on pose sgp = s; € H, et, si E = (i1,...,4,) avec r > 2, on définit par récurrence
sg = [8i,,$E] € Hy pour E' = (ig,...,i,) € P. Il est clair d’apres le lemme 19 que ’ensemble
des sg pour E € P forme une famille génératrice du C-espace vectoriel H,. On a alors

Lemme 20. Si E € P est de longueur supérieure ou égale a 2, pour toute partition \ de n
on a ¥y([sg]) =0.

Prewve — Sil(E) > 1, on peut écrire sp = [b, sp], ou b est une transposition, d’olt sg =
bsgp — spb est une combinaison linéaire de termes de la forme sb — bs, pour s € G,,. Mais
sb = bbsb = b(bs)b~ !, donc sb et bs sont conjugués, c’est-a-dire de méme type, d’ott ¥ (sb) =
U (bs), et Uy(sg) =0. cqfd.

Lemme 21. Le centre de CS,, admet pour base les éléments Ty, ou, si A = n, Ty est la
somme des éléments de &, de classe de conjugaison A.

Preuve — Pour tout s € &, sTys~! = Ty, d’ou [s,T)] = 0 et Ty appartient au centre de
CG,,. Inversement, si T est un élément central de C&,,, on doit avoir, pour tout s € &,,
[s,T] = 0, soit sT's~! = T. En particulier, si s est conjugué & 7, s*(T) = 7*(T), donc T est
bien combinaison linéaire des T). cqfd.

Proposition 30. Le centre de H, est de dimension 1, engendré par la somme T, de toutes
les transpositions.

Preuve — SiT est un élément central de H,,, T commute en particulier aux transpositions,
donc pour toute transposition s, sT = T's. On en déduit que pour toute permutation sT = T's,
comme les transpositions engendrent &,,, T appartient au centre de C&,,.
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D’apres le lemme 21, on écrit donc T' = Z)\Fp uxTy, d’ott U (T) = uyn) avec n) le cardinal
de la classe de conjugaison associée & A. Mais on peut également écrire

T = ZO‘ESE = Z apsg + Zﬁisia
(E)>1 i

les coefficients ap étant presque tous nuls. D’apres le lemme 20, on a, pour tout A\ F n,
Ya(sg) = 0 dés que I(E) > 1, dow, si A # [2,1"72], 0 = U, (T) = nyuy, soit uy = 0 et
T = up n-2Th. cqfd.

Remarque. Le raisonnement utilisé ici pour H,, se généralise immédiatement de la facon
suivante. On fixe un groupe fini G, et un corps k de caractéristique 0. Soit si,..., s, une
famille de générateurs de G, et L la sous-algebre de Lie de kG engendrée par sq, ..., Sp,. Le cas
étudié ici est G = &, et k = C. L’action de L sur tout G-module simple est alors irréductible,
et End(kG) est une représentation semi-simple fidele de L. D’apres Bourbaki [4] §6 no. 4 on
en déduit que L est réductive. Si 'on suppose de plus que les générateurs sq, ..., Sy, choisis
appartiennent a une méme classe de conjugaison, on peut introduire ’élément T' de kG qui
est somme de tous les éléments de cette classe de conjugaison. Si T' € L, le centre de L est
kT, sinon L n’a pas de centre et est une algebre de Lie semi-simple.

3.1.4 Exemple de H,
On définit, dans CSy, les éléments suivants :

A=(12) B=(13) C=(23)

D=(14) E=(24) F=(34)
X=(123)-(321) Y=(234)—(432)
Z=(124)—(421) T=(134)—(431)

U = (1234)+(4321)—(1243)—(3421)
V = (1324)+(4231)—(1342)—(2431).

Les éléments A, B, ..., F sont dans H4 par définition. X = [(1 2) — (2 3)] est déja dans
Hs. Les éléments Y, Z et T sont ses conjugués. U est égal a [[(1 2),(2 3)],(3 4)]. V est le
conjugué de U par (2 3). Tous ces éléments sont donc dans H4. Nous allons montrer qu’ils en
forment une base.

Comme H4 est inclus dans le sous-espace vectoriel engendré par

{s —e(s1)s s € By},

H, est engendré par des combinaisons linéaires de cycles (si s est produit de deux transpo-
sition disjointes, s™! = s et e(s) = 1 d’on s — €(s)s™! = 0).

D’autre part, tous les s — €(s)s~!, pour s € &4 un 3-cycle ou un 2-cycle, sont dans H,4
d’apres ce qui précede. Un élément quelconque h € H,4 est donc combinaison linéaire de 2-
cycles, d’éléments de la forme s —¢(s)s~! = 0 pour un 3-cycle o, et d’'un terme H combinaison
linéaire de 4-cycles.

L’espace des 4-cycles de &4 est de dimension #&3 = 6. Comme, pour tout 4-cycle o, on a
5 # 57!, I'espace engendré par les éléments s — e(s)s ™!, avec o un 4-cycle, est de dimension 3.
Enfin, pour A = [4], ¥, (s —¢(s)s ') = U (s + s 1) = 2, donc U, est une forme linéaire non
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nulle sur cet espace a trois dimensions. Comme elle annule tous les éléments de H,4, 'espace
des combinaisons linéaires de 4-cycles dans H4 est au plus de dimension 2, donc est engendré
par U et V. On en déduit

dim Hy4 = 12.
Si 'on note H) = [Ha,H4), dim M, = 11. H} est donc une algebre de Lie semi-simple de

dimension 11. Or les seules algebres de Lie simples de dimension inférieure & 11 sont

slp(C) = so03(C) de dimension 3
sl3(C) de dimension 8
s505(C) = spy(C) de dimension 3(10).

On en déduit
7‘[4 ~ (O x 5[2(@) X 5[3(@).

3.2 Représentations

Nous fixons n > 2, et entamons ici une étude, qui sera poursuivie en I11.4.7, des repré-
sentations de H,,.

3.2.1 La représentation réguliere de H,,

On a un morphisme d’algebres associatives CS,, = @,,.,, End(S*) qui induit un iso-
morphisme d’algebres de Lie C&, — P, 0l(S*) donc une injection d’algebres de Lie

P Hp — Doy 01(SY).
Pour 3 I p, on note 74 la projection de @a,_p gl(S) sur gl(S*). On note alors 3 = mgo®,

et pour (31, B2 F p, B1 # B2, on note ®g, 3, = (mg, X mg,) o .

Lemme 22. Si « # o, il existe un morphisme d’algébres de Lie D, tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

a,al

al(5%) x gl(S™)

\/

gl(S?)

Preuve — On a sur S un produit scalaire &,-invariant, pour lequel tout (i j) est donc
unitaire et involutif, en particulier autoadjoint. Sur une base orthonormée pour ce produit
scalaire, la matrice de @, o ((7 7)) s'écrit

Aij 0
0 Bij

avec Bij == _Aija et Bij =t Bija Aij =t Aij, d’ou Bij = —tAij. Sur ces bases, on pose

Do) =( 5 )

qui est un morphisme d’algebres de Lie gl(S®) — gl(S®) x gl(S%"). On a alors Qo0 = Da®q
sur les transpositions, donc sur H,,. cqfd.
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On note D,, ’ensemble des partitions de n. On a sur D,, une relation d’équivalence définie
par l'involution a — o/, qui est notée ~. On déduit du lemme précédent que 'on a une
injection

o H, > P el(S?)
€Dy [~

et méme

oM, > Cx P osl(SY).
aEDn/N

Ce morphisme définit une représentation semi-simple fidele de #,,. Nous I'appellerons la re-
présentation réguliére de Hy,.

3.2.2 Représentations en équerres

11 est classique que, pour I'action du groupe symétrique, les représentations en équerres
sont des puissance alternées de la représentation standard, qui est la représentation de &,
associée A la partition [n — 1, 1] de n. Nous commencons par étudier cette derniére.

Si 'on note £ = C™ muni de sa base canonique ey, ...,e,, on peut faire agir G,, sur V
par permutation des vecteurs de base, selon la formule s.e; = ey(;), pour tout s € &,. On
note ¢ € E* la forme linéaire définie par ¢(e;) = 1 pour tout i € [1,n]. Il est connu que
V = Ker ¢, sous-espace &, -stable de F, s’identifie & la représentation standard de &,,, et

correspond donc & la partition [n — 1,1]. Une base de V' est donnée par ws, ..., w,, avec
wyr = (1 —1r)e, + Zei,
i<r
et I'action des éléments de Jucys-Murphy J, = 3, . (i k) est donnée par
Jyw, = (k—2w, sir<k
Jpwp = —w,
Jyw, = (k—1Dw, sir>k.

On a alors diagonalisé simultanément les éléments de Jucys-Murphy. Pour n > 4, il est
clair d’apres ces formules que les images de Jo, ..., J, engendrent un sous-espace vectoriel
de dimension n — 1, qui est exactement I’ensemble des matrices diagonales de gl(V') dans la
base choisie. On note F; ; pour i,j € [2,n] I'endomorphisme de V' défini par F; jw, = 0;,w;.
Chaque E}; est ainsi dans I'image de H,,. D’autre part, 'action des générateurs de Coxeter
s = (k k+1) est donnée par

SE Wy = wpsir g {kk+1}
1 k=1

SEWk = Wk + T Wky1
k+1 1

SpWg+1 = %wk — ZWk+1-

On peut alors écrire Ej 41 et Ej i1, pour k € [2,n — 1], comme combinaison linéaire de s,
[sk, Bk k], et d'un élément de la diagonale. Comme ces éléments engendrent gl(V'), 'image de
H,, est gl(V). On a donc montré

Lemme 23. Pour n > 4, limage de H, dans End(S™~")) est égale o gl(S"—"1)), ¢’est-a-
dire a gl,,(C).
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On peut alors en déduire

Proposition 31. Soit n > 4. Pour r < n, on a des isomorphismes de H,-modules

ATS[nfl,l} ~ X, ® S[nfr,l’”}

ou X, est une représentation de dimension 1 de H,, et l’image de H,, dans End(S["_r’lr})

est isomorphe a gl (C).

Preuve —  La représentation S~ de H,, se prolonge en la représentation [n — 1, 11,1

de %B,,. La premiére assertion découle donc du corollaire du théoreme 2 (II.1.5). La derniére
affirmation est alors une conséquence du lemme précédent. cqfd.

3.2.3 Représentations autoduales

Nous ferons apparaitre plus loin un certain nombre de facteurs linéaires de H,,, pour tout
n > 1. Nous venons d’ailleurs d’exhiber un morphisme surjectif de #,, vers gl,, (C). Pour faire
apparaitre des facteurs orthogonaux ou symplectiques, il suffit de considérer des partitions
autoduales, comme le montre la proposition suivante et le confirmera I'exemple de Hg et de
la représentation associée a la partition [3,2, 1], en IT1.3.3.

Proposition 32. Soit a une partition autoduale de n. On note

t(a) — b(a)?

r = 9

ot b(a) désigne la longueur de la diagonale du diagramme de Young associé a «. Alors, si
lon note Hy(a) l'image de H,, dans End(S%), on a

Hp(a) C s50(SY) si r=0 mod 2
Hp(a) Csp(S*) si r=1 mod 2.

Preuve —  On note < , > un produit-scalaire &,-invariant sur S°. Il est classique que
a = o si et seulement si S est unitairement équivalente & S® ® S¢, c’est-a-dire qu’existe
M € GL(S?%) unitaire tel que

MoM ™! = ¢(0)o.

Ainsi M et ‘M constituent deux morphismes de &,-modules de S vers S ® S¢, donc
MM € Ends, (S*) = CId.
On a donc A € C* tel que 'M = AM, et
M =1'M) = AM) = XM = XM
d’ott A2 =1, A = %1 et, comme M est unitaire,

M? = \M'M = \ = £1.
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On note (u,v) =<u, Mv> la forme bilinéaire non dégénérée associée & M sur S°. Elle vérifie
alors, pour o € &,,,

(oulv) = <ou, Mv> = <u,0”'Mu>
e(o) <u, Mo 1> = ¢(o)(ulo )

et en particulier, si s est une transposition,
(sulv) + (u|sv) = 0.

Toute transposition donc tout élément de H,, a ainsi pour image un élément de sp(S®) (resp.
50(S%)) si M2 = —1 (resp. M? = 1). M? = 1 signifie que la forme bilinéaire ( | ) est
symétrique, M? = —1 qu’elle est antisymétrique.

Soient maintenant v et ' deux vecteurs de la base de Young correspondant & des tableaux
de Young standard transposés I'un de l'autre, D et D’; soit de plus o un produit de trans-
positions disjointes tel que 0D = D’ pour l'action par permutation de &,, sur les tableaux.
On peut voir de plusieurs fagons (par la théorie des polytabloides, ou en utilisant les modéles
explicites de Young) qu’alors

u*ou # 0.

Pour v un autre des vecteurs de la base de Young, on a pour 2 <r <n
(sulv) = —(ulsv) = (Jrulv) = —(u]Jyv).
Si 'on note J,u = u,u et J,v = v,v, on a en conséquence
(u|v) =0 ou Vr u, = —v,

c'est-a-dire Mu € Cu' et Mv € Cv'. En regroupant ces deux aspects on obtient

1
(U'|U) = m(mﬂu)

€(0)

Enfin e(0) = (—1)" avec

ce qui permet de conclure.
cqfd.

3.3 Décomposition de H;, Hg

On cherche ici & déterminer les facteurs simples de Hs et Hg. On a

dim
dim

[5] =
[
im|
[

4,1
3,2
3,1,1] =

dim

I
Y O i =

dim
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et on peut déterminer & I’aide du logiciel MAPLE la dimension de 'image de Hs5 dans SI°) @
Sl g 5032 g G311 ¢est-a-dire 1a dimension de s, qui est de 40.

D’autre part on détermine de la méme fagon que I'image de Hs5 dans Shl g i1l g 8l
est également de dimension 40 , donc Hj s’injecte dans C X sl4(C) X sl5(C). Par égalité des
dimensions, on en déduit

3,2]

7‘[5 ~ (O x 5[4(@) X 5[5(@).
D’autre part, image de 5 dans gl(SP11) = gls(C) est de dimension
15 = dimsog(C) = dimsly (C).
S[3:1.1] est alors une représentation irréductible de sly(C) x sl5(C), donc isomorphe & A ® B
ou A (resp. B) est une représentation irréductible de sl4(C) (resp. sl5(C)). Comme chacune
de ces algebres de Lie n’a pas de représentation irréductible de dimension 2 ou 3, et qu’il

n’y a pas de représentation irréductible de dimension 6 de sl5(C), on en déduit que c’est la
représentation standard de so6(C) déduite de I'un des isomorphismes s06(C) =~ sl4(C).

De la méme facon que pour Hs, on détermine la dimension de Hg, qui est de 249. Comme
I'image de Hg dans

C x si(SB1) x sl(S42) x sl(S133]) x s1(SB21])
est également de dimension 249, on en déduit

He ~ C x sl5(C) x sl5(C) x slg(C) x s016(C).

Dans le cas de Hs, de dimension 40, on peut facilement obtenir une base. On a d’abord

(2)
(3)
)

( Z ) = 5 conjugués de V € H,.

transpositions,

10
10  conjugués de (123) —(321) € Hs
)

conjugués de U € Hy

S
B O W Ot N Ot

Il reste donc dix éléments & déterminer pour former une base, chacun portant sur cing lettres.
On note

Y o= [[[(12), (23)], (34)], (45)]
= (12543) — (12453) — (12354) + (12345) — (14532) + (15432) + (13542) — (13452).

Par conjugaison, on obtient
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v ; 513)254() ? (13245) — (15432) + (14532) — (12345) + (12354) + (15423) — (14523)
" z 5122345() ” (12435) — (12534) + (12543) — (14352) + (13452) + (15342) — (15432)
v z 514)523() i (14253) — (14352) + (14325) — (12534) + (15234) + (13524) — (13254)
i Z E132125() i (15342) — (14235) + (15423) — (15324) + (13245) + (12435) — (15243)
v Z E15)243() R (15423) — (15324) + (15342) — (14235) + (12435) + (13245) — (13425)
v i E142’>52() R (13524) — (14523) + (15234) — (13254) + (14325) + (14253) — (12534),

Il est aisé de vérifier que ces éléments sont linéairements indépendants. On introduit
maintenant
Z =[(24),Y],
soit
Z = (143)(25) — (123)(45) — (1453) + (1253) — (14)(235) + (12)(354)
+(145)(23) — (125)(34) — (12)(345) + (14)(253) + (152)(34)
—(154)(23) + (1352) — (1354) — (132)(45) — (134)(25).

On note alors

VA (12)Z(12)
zZ" (13)7'(13)
7" = (14)Z(14).

Si 'on note ® la projection canonique sur les 4-cycles, on a

®(Z) = —(1453) + (1253) + (1352) — (1354)
®(Z') = —(2453) + (1532) + (1235) — (2354)
®(Z") = —(1345) + (1325) + (1523) — (1543)
®(Z") = —(1534) + (2534) + (2435) — (1435).

ce qui permet de vérifier facilement I'indépendance linéaire de ces éléments. La dimension de
I’algebre étant de 40, on en déduit que 'on a bien une base.

Nous résumons sous la forme d’une proposition I'étude de H,, pour de petites valeurs de
7 que nous avons menée ici.

Proposition 33. Pour tout n > 2, l'algébre de Lie H,, est une C-algébre de Lie réductive,
dont le centre est de dimension 1. Pour n € {2,3,4,5,6}, on a les isomorphismes de C-
algébres de Lie suivants

HQ ~ C

Hg ~ (O x 5[2(@)

H4 ~ Cx 5[2(@) X 5[3(@)

H5 ~ (O x 5[4(@) X 5[5(@)

He =~ C xsl5(C) x sl5(C) x slg(C) x s016(C)
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Chapitre 4

Produits tensoriels

On fixe un corps k de caractéristique 0, et I'on rappelle que H,,, pour n > 2, est définie sur
C. On choisit pour normalisation de I'algebre de Hecke de type A la C(q)-algebre H,(q) =
H(—1,q) avec les notations de I1.3.1.

Ce chapitre démontre (théoréme 5) une propriété d’irréductibilité des produits tensoriels,
pour une large famille de représentations irréductibles de 9B,,, que nous appelons nodales
et définissons en section 1. Parmi les représentations nodales figurent, dans des situations
génériques, la plupart des représentations irréductibles de B,, considérées dans cette these, et
notamment les représentations issues de modules de Specht. Nous en déduisons en corollaire,
a la fin de la section 2, une propriété des représentations de B, issues des algebres de Hecke.

Les sections suivantes poursuivent 1’étude de #,, entamée au chapitre II1.3. Aprés avoir
déterminé les matrices qui interviennent dans I'action des générateurs de H,, sur les produits
tensoriels S* ® S* (section 3), nous en déduisons (section 4) l'irréductibilité de certains H,-
modules. Ces H,-modules sont obtenus par construction tensorielle & partir de modules de
Specht correspondant & des diagrammes de Young & deux colonnes. Nous en déduisons en
IT1.4.5 un nouvelle classe de représentations nodales et, en I11.4.6, une dualité sur un sous-
B, x G-module de g®P, pour g = sl, avec n >> p, et G le groupe des automorphismes de
I’algebre de Lie g.

En utilisant la méthode que nous avons publiée dans [61], nous en déduisons, pour tout
n > 3, un certain nombre de facteurs simples, linéaires, de H,, (théoréme 7). On déduit alors
de la dualité de Schur-Weyl, si 'on note n > 3, ¢ € C générique au sens de la définition 4 de
I.1.2.3 et, provisoirement, Ai,..., A, les représentations de H,(q) associées aux diagrammes
de Young [n — 1,1}, [n — 2,2],...,[n — p,p] pour p la partie entiere de n/2, que, pour toute
famille Fy,...,F, de foncteurs de Schur,

Fi(\) @ Fa(02) ® ... @ Fy(A,)

est une représentation irréductible du groupe de tresses B,,.

Par convention, dans les graphes paliers que nous considererons ici, nous noterons par des
arétes non orientées

les arétes doubles
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4.1 Représentations nodales

Soit (V, p) une représentation de B,. On considére la condition suivante
(DIAG) p(t12) est semi-simple, et p(s1) est un polynome de ;2.

Si (V, p) vérifie (DIAG), on a vu que 'on peut considérer 98,, comme une algebre locale.
On introduit alors, pour (V,p) vérifiant (DIAG), les conditions suivantes sur le diagramme
de Bratteli G de (V, p).

(RED) G est réduit.
(COL) G est bien colorié par I'action de B,,.

On peut alors définir

Définition 15. On dit qu’une représentation irréductible (V. p) de %B,, pour n > 2 est nodale
si elle vérifie les trois conditions (DIAG), (RED) et (COL).

On remarque que, si M est un B,-module nodal, et A € k*, Hy\M est également nodal.
De plus,

Proposition 34. Soit n > 2 et My,..., My, pour p > 1 une famille de représentations de
B, qui vérifient (DIAG). 1l existe un ouvert de Zariski U, complémentaire d’un nombre fini
d’hyperplans de kP, tel que

Va = (ay,...,0p) €U (Hoy M) ® (Hoy M) ® ... ® (Hqo, My) vérifie (DIAG).

Preuve — Le cas p = 1 étant évident, on suppose p > 2. Soit a = (a1, ..., qp) € kP. Comme,
sur chaque M;, t1o est semi-simple, alors ¢19 est semi-simple sur

My = (Hoy M) ® (Hoy M) ® ... ® (Hq, My).
Pour chaque 1 < ¢ < p on note d; la dimension sur k& de M; et ng')’ o ,v,(i? une base de
vecteurs de M; qui sont vecteurs propres de t12 et de s1.. On note

t12v;i) = c(i,j)v;i).

Comme ¢15 commute & s; = (1 2), il existe une fonction € & valeurs dans {—1,1} telle que
Vi i (120" = e(i, )0l
La condition (DIAG) signifie que, pour tout i € [1,m],
Vi # 5 clisg) = cli,j') = e(i,j) = (i, 5').

Une base de M, est alors formée des vecteurs de la forme

1 o . .
vizv](.l) ®...v](.f), ot j = (Ji,-- -, Jp),
qui sont propres pour les actions de ¢y et (1 2). Plus précisément, comme (1 2) est grouplike
et t1o primitif, on a
(12)v; = (II7=ye(r,5r)) v

tiov; = (3opo are(r, j2)) ;.
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Comme k est de caractéristique 0, le théoréeme d’interpolation de Lagrange dit que, pour que
(1 2) soit un polynome de t19, il suffit que

Vi Sy are(rgr) = 302 erc(rygy) = [lhoy e(rydr) = [1h= e(r, 5)
Zf:l aT(C(Tv -77“) - C(Tv .71’")) =0 = Hf:l 6(717 .71") = :11"):1 6(717 .71’")

Introduisons alors, pour tout couple j, i’, le vecteur w; i de kP dont la r® coordonnée est
c(r, j,)—c(r, 4.), et notons (| ) la forme bilinéaire symétrique standard de 2, (zly) = D0 ziys
pour z = (z;) et y = (y;). La forme linéaire (.|w; ;) est nulle si et seulement si w, ; est nul.
On note alors

E={Bckl | Vi,i’ wj #0et (wisi"é) = 0}.

L’espace E est réunion d’'un nombre fini d’hyperplans, donc son complémentaire U est un
ouvert de Zariski de kP. Si o € U on a alors, pour tous j, j',

(wjjrla) = 0= w; y =0=VYrc(r,j,) = c(r, gn) = e(r,g) =e(r,5")

d’apres (DTIAG), ce qui implique

donc que M, vérifie (DIAG). cqfd.

Remarque. Dans le cas particulier o1, pour A - n, on a défini une action de 9%8,, sur le module
de Specht S* en faisant agir ¢;; par a(i j), pour a € k \ {0}, représentations que I'on appelle
provisoirement “de type Hecke”, on peut traduire la propriété précédente en termes d’algebre

commutative, donc de géométrie algébrique. On note k[z1,...,z,] 'anneau des polynémes
en p variables, I son idéal engendré par les x? — 1, pour 1 < i <p, R=klzi,...,zp)/1,
et T1,...,Tp les classes de z1,...,z, dans R. On considére, pour @ = (aq,...,q,) € kP, le

morphisme ¢, : k[t] - R défini par
Pa(t) = T) + a2 + ..., QpT).

Dans le cas ou les représentations irréductibles de B,, considérées sont “de type Hecke”, il
s’agit de vérifier que Z;7y ... T € o (k[t]) pour a générique. Il suffit pour cela de vérifier que,
pour o générique, ¢, est surjectif, c’est-a-dire que, géométriquement,

Spec ¢4 : Spec R — Spec klt]

est injectif. En d’autres termes que la projection, par rapport & une certaine forme linéaire,
de Spec R, c’est-a-dire de ’ensemble fini des sommets d’un hypercube, vers une droite en
position générale, est injective.

D’autre part, quittant la situation générale, on rappelle que 1'on a associé & tout module
de Specht S*, pour X F n, une action de H,,. Pour l'action de U7, correspondante, tij agit
comme (i j) € CS,,. Cette action se prolonge en une action de B, ou (i j) € B,, agit encore
comme (i j) € C&,. Sur S*, les actions de t;; et (i j) sont donc les mémes. En revanche, ce
n’est pas en général le cas sur

SMestg. .. @8,
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ol A1, ..., A, sont des partitions de n, parce que si (i j) € B, est grouplike, ¢;; est primitif.
On montre alors, avec ici k = C,

Proposition 35. Pour p > 1 etn > 2, si A\i,..., A, est une famille de partitions de n, et
SAM L, 8 les &y, x Hy, modules correspondants, le B, -module

SMesShE... @8N
vérifie (DIAG).

Preuve — Onnote M = SM ® S ® ... ® S*, et vy,...,v,, une base de vecteurs propres
de M pour l'action de (1 2), et enfin (1 2)v; = £(i)v;, e(i) € {—1,1}. On a

t19 (Uil ®---®Uip) = (Ziﬂ S(Zk)) Vi, ®---®'Uip

(1 2) (’UZ'1 ®...®’Uip) = (ngﬁ(ik)) Vi, ®...®Q)Z’p.

Par interpolation de Lagrange, il suffit de montrer que []7_, £(i)) est une fonction de ¥ _, e(ix).
On vérifie alors, a partir des formules obtenues pour les actions de 15 et (1 2), que

i

(12)= e:z:p(?(l —t12)).

cqfd.

4.2 Irréductibilité des produits tensoriels

Soit maintenant une famille Gy, ..., G, de graphes nivelés, réduits et unipodes, qui sont
compatibles de niveau m au sens ou leur niveau minimal est ng = 1 et leur niveau maximal
est neo = n. On définit leur produit tensoriel

G:G1®G2®...®Gp

comme le graphe nivelé réduit dont les sommets de niveau r sont les r-uplets (z1,...,z,), ici
notés
L1 RITR... 1,

avec z; sommet de niveau r de G, et ou
TIQRT®...0%, /Y1 QY2 ®...Qyp ssiVixz; Ny
On a des isomorphismes canoniques
Te =~ Tg, xTg, x...xTg,
EG ~ kG ®kG2®...Q®kG).
On peut alors montrer

Théoréme 5. Soit n > 2 et, pour p > 1, une famille My, ..., M, de représentations nodales
de B,. Il existe un ouvert de Zariski U de (k*)P, complémentaire dans kP d’un nombre fini
d’hyperplans, tel que

Va = (a1,...,0p) €U (Hoy M) ® (HoyM2) ® ... ® (Ho, Mp) est nodale,

donc en particulier irréductible.
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Preuve — Onnote G;, pour 1 < i < p, le diagramme de Bratteli de M;. C’est un graphe nivelé
réduit d’apres (RED), unipode et unicéphale, qui est bien colorié par 'action de 8,,. L'image
de B, dans End(kG;) contient donc D(Tg,), donc est égale d’apres le deuxieéme corollaire
de la proposition 12 de I.2.1 & End(kG;). De plus, D(Tg,) est engendré par les éléments T,
donc D(Tg,) et t, 41 engendrent cette image. Si I'on définit I'; comme le graphe sur Tg,
associé aux éléments ¢, 41 de B, cette image est A(T;).

On choisit @ = (a,...,ap) € kP, et on considere l'action de B, sur (Hy, M) ®@ ... ®
(Hqa, Mp), naturellement identifié en tant que k-espace vectoriel a

EG1RkKGoR®R...QkGy = kG Gy ® ... R Ga.

On note ¢1,... ¢, les coloriages de Gi,..., G, associés aux actions de B,, sur M, ..., M.
Ce sont de bons coloriages d’apres la condition (COL).
Un chemin de longueur maximale de G est de la forme

5(1) ® 5(2) R...® E(P)

avec £ ¢ Tg,;. On a alors, pour 2 <r < mn,
P
T, (6(1) ®¢? ®...®§(”)) = (Z aiwi(ﬁﬁi))) NeePg.. . o,
i=1

En d’autres termes, si I'on note QS(T) la fonction de Tg vers kP définie pour & = 5(1) ® 6(2) ®
... @ &P par
BD(E) = (p1(ED), 926D, .., wplEP)),

on a T,¢ = (¢ (€)]a)¢, ot (| ) est la forme bilinéaire de kP déja considérée dans la preuve
de la proposition précédente. Comme, pour chaque 4, @; est un bon coloriage de G;, on a

(Vr ¢ (&) = (&) = € = ¢ pour tous £, &' € Tg.
On peut alors introduire, pour &,&' € Tg et 1 < r < n,
wi e = ¢ (&) — p"(¢) € kP
et

Ui ={B=(B1.....0) € kP | V&,€ € T Vr € [1,n] wl o #0 = (wfq|B) # 0},

Le complémentaire de U; est donc une union finie d’hyperplans.

Comme chaque M; vérifie (DIAG), la proposition précédente affirme I'existence d’un ou-
vert de Zariski Uy de kP, complémentaire d’'une union finie d’hyperplans, tel que si o € Us,
laction de 9B, sur kG vérifie (DTAG). On note enfin U = Uy N Uy N (k*)™, ouvert de Zariski
de (k*)P, donc de kP, qui est encore complémentaire d’une union finie d’hyperplans, et on
suppose o € U.

Comme « € Uy, kG est un module local pour 'image de 9B, dans End(kG) = M(G),
et, comme « € Uy, I'image de B,, contient D(Tg). Le graphe transitif sur Tg associé a cette
image contient le graphe réduit I" dont les arétes sont définies par

{(5,77) € TG | £ 7é n et dr n*tr,r-l-lg 7é 0}'
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Nous allons montrer que I est irréductible. D’apres la proposition 12 de I1.2.1, cela signifiera
que M, est irréductible, et qu’ainsi G est le diagramme de Bratteli de M,. Comme l'on a
déja montré que G était bien colorié, M, sera alors nodale.

Soient donc ¢ =M @ ... @ &P et n =) ®...®7P) deux éléments de Tg. On a une
aréte & — 1 si et seulement si il existe un r € [1,n — 1] tel que n*t, 1€ # 0, c’est-a-dire
s'il existe 7 tel que ) soit différent de n) pour i # j et ai(n(i))*tr,rﬂé“(i) # 0, soit, comme
a; # 0, §(i) — n(i) dans T';. Comme chaque T';, pour 1 < i < p, est irréductible, on a des
chemins

) = gl e®2 _y y glihn (0

dans chacun des I';, c’est-a-dire que, sur kT';,
Ir € [Ln = 1] (DIt and £ 0.

On va montrer que ¢ est joint au sens large (on accepte le chemin vide) &4 n par récurrence
sur

d={i | € #q0},

pour d € [0,p]. Si d = 0 on prend le chemin vide. Supposons donc I’hypothese vérifiée pour
d € [0,p — 1], et démontrons le cas d + 1. Quitte & permuter les indices, on peut supposer que

n=nPe. .. en=tDg.  ordgydg.  gnP
On introduit alors
=M g.. pmd=) g c=d) g po-dtl) g g pP)

Par hypothese de récurrence, on a un chemin dans I' de £ vers 7j. De plus, on a dans T'y_g11
un chemin

filp—d+1) (p=d+1),1 _y po—d+1)2 _y  _y jlo—dt1)r — p(p—dt1)

=1
qui correspond a un chemin

"= = =0,

il
Il
S
1
1

avec
it =M ... @tP-dgae-dilig Fe-dt2) o g @)

qui joint 77 & 7. On a donc bien construit un chemin de ¢ a 7, et on conclut par récurrence.
cqfd.

Dans le cours de cette thése, nous avons rencontré, comme représentations nodales de B,
- les représentations A, , pour A - n
- la représentation R (z, y)

- la représentation sporadique.
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Sil’on considere une collection My, ..., M, de représentations de ce type, leur produit tensoriel
est donc irréductible, pour un choix générique de leurs parametres.

Si I'on suppose désormais k = C, la représentation du groupe de tresses B, associée
par intégration est alors également irréductible, pour presque toute valeur du parametre
d’intégration h. Comme l'on sait exprimer explicitement l'action de B, sur chaque fh M;,
I’action explicite de B,, est connue sur

/hM1®...®M :</}1M1>®...®</}1Mp>,

et on a ainsi déterminé une large famille de représentations irréductibles du groupe de tresses
B,,.

Le théoreme précédent et le lemme 9 de II1.2.3.3 montrent que les représentations de
S, que nous avons considérées ne proviennent pas de représentations nodales de B,. En
revanche, il semble qu’une majeure partie des représentations irréductibles “intéressantes” de
B, qui sont connues, notamment celles qui proviennent de I'action de B,, sur les puissances
tensorielles de g-modules, ou g est une algebre de Lie semi-simple, sont nodales.

Comme cas particulier, on déduit immédiatement du théoreme le

Corollaire. i A1,...,\, est une famille de partitions de n, pourp > 1 etn > 2, et A],..., \}
pour q € C, q non racine de 1, les représentations de Hy,(q) donc de By, correspondantes, il
existe un ouvert dense U de CP tel que, en tant que représentation de By,

Y(q1,--5q) €U M @...@NF

est irréductible.

4.3 Produits tensoriels S* @ S*

On fixe un entier n > 3.

Pour \ et x4 deux partitions de n, on consideére les H,-modules S* et S#, et Pon étudie
leur produit tensoriel S* ® SH.

On note Y et on appelle graphe de Young le graphe nivelé réduit ayant pour sommets
les diagrammes de Young, éventuellement vides, de taille au plus n, la fonction niveau est
donnée par la taille des diagrammes, et 'on a une aréte A 7 u si et seulement si A C pu. 11
est clair que Y* (resp. Y*) est le diagramme de Bratteli de S* (resp. S*), considéré comme
C6,,-module. Si I’on note

Z=y®y7

on a

CZMH ~ CY* @ CYH ~ 5 @ S*,

et les briques de Z*®* sont de taille 1, 2 ou 4.
D’apres la proposition 35, 'image de UH,, dans Endc(S* ® S*) est une algebre locale qui
est localement monogeéne, pour la filtration associée &

C=UH,CUHsC...CUHp—1 CUH,
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et pour les mémes éléments géniteurs et centralisants que C&,. Pour l'action de H, sur
S ® St, 8} ® S* est alors un UM,-module local, associé au graphe nivelé réduit Z*®#, Le
but de cette section est d’étudier action de UM, sur les briques de Z*®#. On appelle algébre
palier de H,, la sous-algebre de UH,, engendrée par s, et J, 1 (ou par s,,_1,T},—1, ou encore
Sn—1, Jn)

Sur les briques de taille 1 et 2, 'action de I’algebre palier de H,, est d’évidence irréductible.
D’autre part, le produit de deux briques de taille 2 du graphe de Young

/\ /\
\/ \/

donne une brique de taille 4

On note z (resp. y) 'inverse de la distance axiale (positive) attachée & la premiére brique
(resp. & la seconde). Les matrices de s,_1 = (n—1 n) sur chacune des briques du graphe de

Young sont alors
- 14z -y 14y
1-z T 1—-y Y

et 'action de s, _1 sur la brique produit de taille 4 est s,,_1 ® 1 + 1 ® s,,_1, soit

—-r—y 1+y 1+z 0

1l-y —zxz+4vy 0 14z

11—z 0 z—y 14y
0 l—-2z 1—-y z+vy

Si les éléments de Jucys-Murphy séparent les chemins d’une telle brique, le graphe associé

est, pour = # y, PN
T

Ce graphe est donc irréductible, c’est-a-dire, d’apres le lemme 12 de I1.2.1, que la repré-
sentation associée de 'algebre palier est irréductible.
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D’autre part, les éléments de Jucys-Murphy ne séparent les chemins de la brique que si
Jn—1 est & valeurs propres distinctes. Or J, agit sur cette brique par

Ar + fia 0 0 0
0 Ar + [y 0 0
0 0 As + fig 0
0 0 0 As + fip
donc les chemins ne sont pas séparés des que
SN\T + @a = 5\s +pp  ou %‘r + l}b 5\s + fla
ssi A=Ay = fp—filg ou A —Ag = [ig— [
ssi r = -y ou T = .

Comme z et y sont strictement positifs, on en déduit que cela ne peut se produire que si
z = y. On note dans ce cas, pour alléger les notations, [ = \;, m = [ip, et

1 ~ ~ B 5 1 1
=N A=~y =~ =
z x Y
Alors
2 0 0 O
1 01 00
Jnfl—l-i-m-l'; 0010
0 0 0 O
et

-2z 142z 14z 0
1—=2 0 0 1+2
1—2z 0 0 142
0 1—2 1—2 2z

Sp—1 =

Si l'on appelle (€1, €9, €3, €4) les éléments de la base choisie, la brique est somme pour 'algebre
palier d’une droite stable C(ea — €3) sur laquelle

Jp—1 = l—i—m-i—%
sp-1 = 0

et d’une représentation de dimension 3, dont l'action sur la base (e1,€2 + €3,€4) est donnée
par

—2z 2142 0 (200
Sp_1 =1 1—2 0 1+ 2 etJn,lzl-l-m-l-; 010
0 2(1-2) 2z 000

Cette représentation est cette fois irréductible, puisque .J,_; sépare les chemins et que le
graphe associé a l'action de £,_1 , est

On résume ces considérations sous la forme du
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Lemme 24. Le graphe nivelé Z*®* nadmet que des briques de taille 1, 2 ou 4. Pour laction
de Hy,, les briques de taille 1 et 2 de Z*®* sont irréductibles. Les briques de taille J sont
de la forme y§ ® y;j, et sont irréductibles si les distances aziales positives associées a y§ et
y;j sont distinctes. Sinon, elles sont somme d’un espace de dimension 1 et d’un espace de
dimension 3, stables et irréductibles pour l'action de ’algébre palier.

Remarque. Pour faire le lien avec la situation “générique” étudiée en section 2 de ce méme
chapitre, considérons Ay o (Y€SP. fy 4y —y) pOUr A (resp. ) une partition de n, ol t;;
agit par u' + u(i j) (resp. v' +v(i j)). On a encore

~ A®
Al g —u @ Pt o —n = CZ7H,

I'action de t,,_1 5 sur les briques de taille 4 étant maintenant donnée par

—ur—vy v(l4+y) u(l+zx) 0
P o(l —y) —uz+ovy 0 Ou(l + )
wvt u(l —x) 0 ur —vy v(l+y)
0 u(l—z) v(l-—y) uzr+ovy

et les valeurs propres de J,,_1 — (n — 2)(u’' + v') sont
(US\T' + Vfiq, US‘T' + vfip, US‘S + Vfiq, US‘S + vjip).

On en déduit que, pour des valeurs génériques de u et v, chaque brique est irréductible,
donc que I'image de 9B8,, | dans M (Z*®H) est égale & Mj,.(Z*®#). Comme il est d’autre part
immédiat que le graphe palier de Z*®# est connexe pour chaque couple (), ), on retrouve
dans ce cas particulier le résultat général du théoreme 5.

4.4 Diagrammes de Young a deux colonnes

On note a,(:) le diagramme de Young

n—Fk,klFn

ou éventuellement les représentations de &,, et H,, associées. Dans les situations dépourvues
d’ambiguité, nous omettrons ’exposant symbolique. Un tel diagramme est bien défini si

n—k>k>0

c’est-a-dire si 0 < k£ < n/2. Dans 'anneau des représentations de &,, ou de H,, on sous-

entendra oz,(Cn) = 0 si [n — k, k] n’est pas un diagramme de Young. Enfin, remarquons que

oegn) = [n] correspond & la représentation triviale de &,, (resp. H,,).

On a alors, du point de vue des restrictions & &,_1,

Resg, ol = o™ V4oV sio<k<n—k
Res@n_laén) = agn_l)
Resen71a£2k) = agikfl).
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(n)

En ce qui concerne le diagramme de Bratteli d'un tel «; 7, le houppier de niveau 2 peut
prendre pour k£ > 2 les formes suivantes:

affk) a§€2k+1)

2k—1 2%k 2k

o o o
22 2k 2 %1 %1
al(c—Q : al(e—l ) 0‘1&-2 : al(c—l )

et,sin—k>k+1,

N
n—2 n—2 -2
al(c—Q : al(e—l : al(en !
Enfin, pour n > 4,
ol

aén—l) a(ln—l)
n—2 n—2
o) (n-2)

o oy

4.5 Décomposition de o, ® o

On note pour alléger I'écriture SV (resp. AV') le carré symétrique (resp. alterné) de I'espace
vectoriel V.
Fixant n > 3, on a dans le cas général

R636n_1ar RQoag=0qr_1 Q51+ Q-1 Q0+ Qas_1+ a Qa;
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et
Resg, Sap = Soap_1+ a1 @ ap + Say,
Resg, Ao = Aap_1+ o1 ® o + Aoy,

On va montrer par récurrence

Proposition 36. Pour 0 < r < s, k > 0 et un naturel non nul n > 3, Sa,in), Aa,gn) et

a£~m®a§n) sont irréductibles en tant que représentations de H,,. De plus, les seules redondances
dans cette famille sont données par les isomorphismes

oM @ al® ~ oM g oM

S S r

pour r # s.

Preuve — Pour k = 0 et r = 0, cette proposition est immédiate. Pour n < 6, elle découle
de I'étude de H,, pour n petit effectuée au chapitre précédent. On suppose donc maintenant
n > 6, k,r > 1, et que le résultat est démontré pour tous les rangs m < n, et on étudie des
représentations de Gy, 1.

Si 'on note M une des représentations de H, 11 considérées par I’énoncé, on désigne par
G et on appelle pseudo-diagramme de Bratteli de B associé & M le complété unicéphale du
diagramme de Bratteli de Resy,, M, c’est-a-dire que 'on ajoute & ce graphe nivelé un sommet
noté M de niveau n + 1 et, pour chaque sommet de niveau n, une aréte unique de ce sommet
vers M.

D’aprés les formules de restrictions et 'hypothése de récurrence, ce graphe G est réduit,
et on a sur CG une structure de UH,11-module local. Si 'on montre que ce module est
irréductible, G sera alors le diagramme de Bratteli de M. Nous commencons donc par étudier
laction de (Palgébre palier de) UH,, 11 sur les briques de niveau n.

Si|r—s|>2,n—s>s,le pseudo-diagramme de Bratteli G de o, ® a;s contient la brique

n+1 ar g
n Qr_1 ® Q51 Or—1 @ Qg oy @ (g1 ar @ o
n—1 ar 1 ® as 1

Cette brique de taille 4 provient du graphe produit Z%®% Les éléments toriques séparent
les chemins de la brique, qui est donc irréductible. On déduit alors de la proposition 17 de
1.2.6 que

ar ® ay est irréductible si |[r —s| > 2, n—s > s.
Sin = 2s avec toujours |r — s| > 2, la brique

(n+1) (n+1)
CGY,_ %%
a" Veal"}!
est cette fois de taille 2, mais provient toujours du graphe produit, et relie encore tous les
sommets de niveau n: on en déduit que, dans ce cas aussi, o, ® ay est irréductible.
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Pour k£ > 1 et X € {S, A}, la brique

n+1 Xayg

RN

n Xag_ 1 ap_1 ® o Xay,

~. 7

n—1 onk_l
provient de la brique

n+1 ap Q@ oy,

T TYT—

n ap—1 ® ag—1 ap—1 ® ag o @ 01 o ® oy

n—1 g1 & a1

dans le graphe produit, qui est somme de deux représentations irréductibles de dimensions
1 et 3. Elle est donc irréductible, et Xy 1'est aussi. Si £k = 1 et X = S, ce raisonnement
s’applique encore. Sik=1et X = A, on a

Aaj_1 =0
et I'on considere cette fois la brique
n+1 Aa1
n ag Q@ aq Aoy
n—1 Aa1

qui est encore irréductible, provenant d’une brique de taille 2 du graphe produit.
11 reste principalement & étudier le cas ot s = r + 1.
Si0<r<n—r—2,lafamille des sommets de niveau n est

(041"—1 R ap, pr—1 & Qpy1, Sap, Aoy, 0 @ ar—l—l)a

et on cherche & déterminer le graphe palier, qui est un graphe de sommets cette famille.

Si r > 1, il existe une brique

n+1 ar ® Qpyq
n ar—1 ® ay Qr—1 ® a1

-

n—1 Qr_2 Q Qp
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qui est irréductible. De méme, si r < n —r — 3, on a une brique irréductible de taille 2

n+1

n—1

ar ®

]

ar—1 ® a1

-

ar—1 ® arq

ar ®

D’autre part, on a dans tous les cas trois briques de taille 2 irréductibles

n+1

n—1

ar ® apqq

N

Qr 1 Q ay

I

Sao

So 1

ar ® pyq ar ® pyq
Sa, oy @ Oy Ao, ar @ Qypygq
Sa, Ao,

Nous résumons en un tableau les arétes déduites de ces briques entre les sommets de

niveau n — 1

sommet graphe
a, 9Q@a, | ©7 e . . e sir>1
A1 @Qpy1 | ® e~ o e e si2r<n-3
Sa,_ e o e ° .
Sa, ) ° e e e
Aa, . ° ° e e

et, si2r <n —3,
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Ces graphes sont irréductibles, donc on a bien le résultat d’irréductibilité demandé. Tl
reste alors & envisager
r=1,2r=n—-2=n=4

qui fait partie des petits cas déja traités.
Enfin, sin = 2r + 1, r > 1, la famille des sommets de niveau n est
(ar,1 ® ar, SaT‘a Aar‘)

et on a deux briques de taille 2 irréductibles

n+1=2r+2 oy @ Oy ar @ aypygq
n=2r+1 or_1 Q Sa, or—1 Q Ao,
n—1=2r Say_ 1 Aoy,

ce qui donne encore un graphe palier

[ ] [ ]
- °

irréductible, donc une représentation irréductible. Sir =1, alors n +1 =2et n = 1: ce cas,
trivial, a déja été traité.

Il reste enfin & montrer que ces représentations de H, 11 sont deux & deux non isomorphes
sauf pour a, ® a; ~ ag Q@ oy, r # s. Mais d’aprés 'hypotheése de récurrence, les formules
de restriction & H,, exposées en début de section sont des décompositions de ces restrictions
en composantes irréductibles. Il est alors immédiat qu'un isomorphisme entre deux telles
représentations ne peut avoir lieu que pour o, ® ag ~ o, ® g, avec r # s, ' £ §', et

Hr—1,s—1}{r—1,s},{r,s =1}, {r,s}} ={{r' =1, =1}, {r' = 1,8}, {r',s' = 1}, {r', s'}},

soit {r,s} ={r',s'} et r # s. cqfd.

Remarquons que les nouvelles représentations irréductibles de H,, que I’on vient de construi
re se restreignent & H,,_1 sans faire apparaitre de multiplicités, pour tout n > 3. On a vu dans
le cours de la démonstration que les éléments de Jucys-Murphy, donc les éléments toriques de
B, séparent les chemins, donc que le diagramme de Bratteli est bien colorié. De plus, comme
les B,-modules S* ® S* vérifient (DIAG) d’apreés la proposition 35, il en est de méme des
représentations que 1’on vient de construire. En d’autres termes,

Proposition 37. Pour tous r,s tels que 0 < r < s < %, et tout n > 3, les représentations

ar ® ag, S?a, et A’y sont des représentations nodales de B,,.
On déduit alors de la proposition 36

Théoréme 6. Pour presque tout q, on a une représentation Ax(q) pour 0 < k <mn/2 de Hy,(q)
correspondant au diagramme de Young [n—k, k|, que l’on considére comme une représentation
de B,,. Alors, pour r # s, et presque tout q,

Ar(q) ® As(q)
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est irréductible en tant que représentation de CB,, de méme que
S2Ai(q) et A’ Ap(q).

Remarque.
Les représentations A, (q) considérées, qui correspondent & des diagrammes de Young & deux
colonnes ou a deux lignes, sont précisément les composants irréductibles de la représentation
de Jones, et disposent d’interprétations géométriques naturelles. Nous renvoyons & la these
de Lawrence [54] pour une étude détaillée de ces représentations, ainsi qu’a la construction
de Long [56].

4.6 Une dualité entre sl,,,(C) et B,, pour m >>n

Si l'on se place & nouveau dans le cadre du chapitre IIL.2, en notant g = sl,,(C) et
G = Aut(g), on peut définir

Définition 16. Sin > 2, on note Surf>(g) le sous-B, x G-module de CSurf,(g) engendré
par les vecteurs de plus haut poids de poids (D1, D2)m, ot (D1, Dg) parcourt I’ensemble (E,)?,
avec

E,={DFn | h(D)<2).

En tant que g x ®B,-module, on a montré (proposition 29 de I11.2.4.1) que

Surfp@= @ (D1, D)m® (S” ®57).
(Dl,Dg)EE%

D’apres la théorie de Clifford (cf. par exemple [1]), le groupe adjoint de g étant d’indice 2
dans G, et étant donnée I'action de 'automorphisme extérieur W, on a des représentations
irréductibles de G désignées pour D, Dy, Dy € E, par {Dy, Dy} pour Dy # Do, {D}" et
{D}~, qui vérifient

Resg{D1,Dy} = (Dy,Dy) & (Ds, D)
Resg{D}* = Resg{D}~ = (D,D)

avec {D}* non isomorphe & {D} . Ces représentations sont bien définies par les conditions
précédentes, a inversion éventuelle des signes + et - pres. D’apres 'action de W explicitée en
I11.2.4, on peut écrire, en tant que 9B, x G-module,

Surfi(@) = | €P {D1. D2} @ (S @57 |@ (@{D}+ ® s2(sD)> o (@{D} ® AQ(SD)) .
D D

D1#D>

ol les diagrammes en indices sont dans F,,, et ol les signes sont maintenant bien déterminés,
d’aprés la proposition 36. On déduit ainsi de I’équation précédente, & ’aide de cette méme
proposition,

Proposition 38. Soit n > 3. Si g = sl,,,(C) avec m suffisamment grand, 'image de B,, dans
Endg(Surfl(g)) est égale au commutant de G = Aut(g).
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4.7 Facteurs simples de H, et application

On va déduire des résultats précédents certains facteurs simples de #,,. Nous en déduirons
une facon de construire de nouvelles représentations irréductibles de ®8,,, donc de B,,, a partir
de foncteurs de Schur.

Nous appliquons ici la méthode que nous avons publiée ailleurs [61], basée sur les résultats
suivants :

Proposition 39. Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe, V et W deux représen-
tations de g. Si le g-module V ® W est simple, V. ou W est la représentation triviale de

g.

Preuve — On se ramene & g simple et V', W irréductibles. La proposition découle immédia-
tement du lemme 1 de [61]. cqfd.

Proposition 40. Soit g une algébre de Lie simple sur C, et V une représentation non triviale
de g telle que S?V et A2V soit irréductible. Alors le morphisme g — Endg (V) a pour image
sl(V), et g — sl(V') est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Preuwve — C’est un cas particulier de la proposition 1 de [61]. cqfd.

(n)

Si I'on note d}} = dim e, 7, on déduit par récurrence des formules de restriction & H, 1

que
n_ o (n) _ n n—2k+1
r = dim oy, _<k—1>7k

et les propositions précédentes entrainent

Théoréme 7. La sous-algébre de Lie H, de CG&,, engendrée par les transpositions est une
algébre de Lie réductive isomorphe a

C x H slgn (C) | x g
1<k<n/2

ou g est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie. Cette algébre de Lie est triviale
pour n € {2,3,4,5}.

Preuve — On a vu en IIL3 que H, est une algébre de Lie réductive dont le centre, de
dimension 1, est engendré par Tj,. Il existe donc une famille gi,...,g, d’algebres de Lie
simples telles que

Hn=go X g1 X...%Xg

avec gg = C, algebre de Lie commutative de dimension 1. Chaque «j est alors isomorphe a
une représentation de la forme
ag)} ® akﬂ ... akp}
[4]

avec «;, représentation irréductible de g;, pour 0 <4 < p. Pour r # s on a

xw@as~ (d®a) e od) ... 0 o)
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donc d’apres la proposition 36, chacune des ay] ® a[ﬂ est irréductible comme représentation
de g;. On déduit de la proposition 39 que, pour tout i € [1,p], et tout r # s, aLZ] ou a[sz]
est trivial. De plus, comme, pour tout r, S%a, et A%, sont irréductibles, il existe un seul

i > 1 tel que a,[}r} ne soit pas trivial, et d’apreés la proposition 40, on a un isomorphisme

[ir]

gi — sl(a;"’) = sl(a,). Quitte & renuméroter les indices, on peut supposer que, pour tout r,
i, = r. On a alors bien

Hy, ~ C x H slgn (C) | x g

1<k<®
otl g est le produit des g; pour 7 > 7. cqfd.
On en déduit le

Corollaire 1. Soit n > 3, et Fy1,...,Fy, pour p < n/2, une famille de foncteurs de Schur.
La représentation de H, définie par

Fl(al) X FQ(QQ) ®X...R0 Fp(ap)

est irréductible.

Preuve —  C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent et de la dualité de
Schur-Weyl. cqfd.

Corollaire 2. Soit n > 3, et Fy,...,Fy, pour p < n/2, une famille de foncteurs de Schur.
Pour presque tout q € C, la représentation

F1(A1(q)) ® Fo(42(q)) ® ... ® Fy(A,(q))

est une représentation irréductible de By, dont la restriction a P, est irréductible.

Preuve — C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent et de la proposition 3
de I.1.2.4. cqfd.
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Annexe. Dualité entre sly et B

Dans ce chapitre, nous fixons un entier p > 2 et nous étudions a I'aide des méthodes du
chapitre I.2 le bimodule sl3(C) pour les actions de sly(C) et 9B8,,. Plus précisément, nous allons
montrer que 'on a une dualité entre sly(C) et 9B, sur ce module, et nous allons déterminer
des matrices explicites pour l'action de %B,. Les études des sly(C) x B,-modules de ce type
ont leur origine dans les travaux de Tsuchiya et Kanie [72]. Nous montrons ici comment le
formalisme développé dans la premiére partie de cette these est adapté a ce type de situations.

1 Introduction

On considére dans ce chapitre g = sl9(C). Les représentations irréductibles de g sont
caractérisées par leur plus haut poids, de la forme mw;, ou m € N, et w; est le poids
fondamental de sl. On note [m] la représentation irréductible associée a ce plus haut poids, qui
est de dimension m+1. En particulier, la représentation adjointe est notée [2], la représentation
triviale [0]. On a alors, pour n < m, la formule fondamentale ([9] Ex. 11.11 p.151)

n

[m] ® [n] = @[m — n + 2k).

k=0
En particulier,
g®° = [0]
g®! = 2]
g% = [0]+[2] +[4].

2 La représentation adjointe
Dans ce cas, on a
g% = 5%(g) ® A*(g)

$2g) = [0+ 14
Ag) = [2)

D’autre part, pour m > 2,
ml@g=[m]®[2] =[m —2]+ [m]+ [m + 2].

On retrouve ainsi que toutes les représentations irréductibles de sls qui interviennent dans
g®P sont de la forme [2m] pour 0 < m < p. On note alors

G := Toty(g).
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3 Approche combinatoire

Le début du graphe peut s’écrire comme suit :

¢ 0

g®! \[21

¢ 0 // 2 \/ 4]

@ 0 /\ 2 /\ 4] \ 0

g

@ 0 /\/ 2 /\/ 4] /\/ (O \

g

@5 [01/\/[21/\/[41/\/[6\\

g
XXX

Du point de vue de la structure de B, x SLy-bimodule g*? , on a

é% ® Ry([2K))
k=0

ot R,([2k]) ~ Homsr,([2k], g®P), représentation de B, partenaire de [2k] dans g®P, admet
comme base les chemins de G joignant ([0],0) (ou ([2],1)) & ([2k],p). Ces chemins corres-
pondent & des vecteurs de g®? propres pour l'action des éléments toriques de 9B8,,. De plus, ils
forment une base orthonormée de R, ([2k]) pour une certaine forme quadratique non dégénérée
par rapport a laquelle action des 9B, est symétrique (cf. 1.1.4.1).

Sur une représentation irréductible de sly (ou de SLjy) de la forme [2m], la valeur du
Casimir non normalisé est, pour ( | ) la forme de Killing et o I'unique racine positive de sls,

1
¢ = (2mw1 2wy 4 2mwy) = dm(m + 1) (w1 |w1) = dm(m + 1)§(w1|a1) = 2m(m + 1).

Comme la valeur de ¢ sur g = sly est 4, on en déduit que la valeur du Casimir C, normalisé
a 1 sur la représentation adjointe, sur [2m], est

m(m + 1
o= mm+1)
2
Comme de plus t, = M, on peut en déduire la valeur de t, sur les chemins, c’est-a-dire

le coloriage des arétes associé aux éléments toriques, directement en fonction du graphe:
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g®(P—1) [2m] [2m] [2m]
g®P [2mm] [2(m —1)] [2(m +1)]

_ —1 m+1 m

b= 5 T 3

Comme avec ces notations m > 1, on en déduit que {t,} sépare les chemins. De plus, si
k<p l<p+2,

21
@GEEIQ}?)?) ~ Homgr, ([21], [2k] ® g®?)

s’identifie & Hom/([21], [2k] ® ([0] +[2] +[4])) donc est de dimension 0, 1, 2 ou 3. Afin de décrire
ces représentations, nous allons d’abord proposer un autre modele de description des chemins.

On peut voir, & la maniére des chemins de Motzkin, un chemin de ([0],0) vers ([2m], p)
comme un chemin (sg, s1,...,s,) dans N x N ou seuls les pas Est, Nord-Est et Sud-Est sont
autorisés. La longueur d’un tel chemin est p, et sa hauteur est m. De tels chemins (pour p et m
non précisés) s’identifient & des mots, dits ternaires, sur un alphabet & trois lettres z_, zo, 24
— un sous-ensemble des mots de Motzkin. On peut définir pour un tel mot M sa i€lettre,
notée M (i), sa longueur long(M) (nombre de lettres), et pour chaque lettre son signe

e(zy) 1
e(z_) = -1
E(xo) = 0,
sur chaque mot son module
o
M| =" e(M(i)).
i=0

On définit encore la troncature tronc(M, j) qui enléve toutes les lettres de m au-dela de la
J
Par cette identification, les chemins correspondent au sous-ensemble M des mots ternaires

décrits par les équations suivantes

M(l) = T4
Vi 0 < |trone(M,i)| <1

et une base du SLy-module g®? est formée des mots de M de longueur p.
Alors, pour tout p,

s = (pp+1)
u = tppti
V' o= tp-t
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agissent sur toutes les briques @Gggf“l , dont on peut donc écrire une base par des mots a
.

deux lettres.
De la méme facon, la valeur des t,; sur les mots n’est fonction que de la (p + 1)¢ lettre
et de |tronc(mot,p)|. Si m = |tronc(mot,p)|, on a

m 1 m+1
tpr1(z4) = 9 ty(z0) = D) tpii(z-) = T

21 . N s 1z
Pour les espaces G%Qk}f “1, plusieurs cas sont a considérer.
o
Il y a d’abord celui, exceptionnel, de la représentation triviale, c’est-a-dire

\tronc(mot,p — 1)| = 0,

ou I'action de u = t, ;1 est diagonale, identique a celle de £ sur g®2.

Si l'on exclut désormais ce cas (c’est-a-dire celui des mots de M de module nul), il faut
distinguer suivant la dimension. Plus précisément, un mot motl de p — 1 lettres étant fixé
dans M, la situation dépend du nombre de mots ternaires de deux lettres que l'on peut y
ajouter pour obtenir un autre mot mot2 de M de module donné. On note m = |motl|.

cas 1 |mot2| = |motl| =m
Les mots de trois lettres possibles sont alors z,x_, xgxg et x_x4. Sur chacun de ces
mots, la valeur de Y = t, | — t, est alors

TLT_ TTy T Ty
—(m+1) 0 m

Cela correspond & un morceau de graphe du type

g®—1) [2m)]
N

g%r [2(m —1)] [2m] 2(m +1)]
~ |7

g®(p+1) [2m]

D’autre part, on dispose d’une autre base sur cet espace, fournie par g®2. Cette base,
que 'on notera [0],[2],[4], est fournie par les vecteurs de plus haut poids de g®2. La
valeur de u et s sur cette base est donnée par

[0] [2] [4]
11

u= -1 —= =
2 2

s= 1 -1 1

s=4u’+2u—1.

On dispose alors de deux bases orthonormées, appelées base locale et base des chemins,
la premiere étant propre pour u et s, la deuxiéme étant propre pour Y. Si 'on écrit les
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matrices dans la base locale, I'équation sYs + Y = 2u dit que Y s’écrit, dans la base
[4], [0], [2],

! 0
5 a
Y = 0 -1 b
a b 1
2
d’ol
XY(CC)=x3+x2—(1+a2+b2)x—l+g—a2
4 4 2 ’
Or
xyv(z) =z(z —m)(z+ (m+1)) =23+ 22 —m(m+1)
d’olt
@2 - mmtD 1
3 4
2o 2m(m+1).
3

Comme a? et b® sont toujours différents de 0 pour m > 1, on en déduit que cet espace
est irréductible en tant que représentation de < u,Y,s >.

Il ne reste plus alors qu’a trouver la matrice de changement de base associée a la base
propre de Y pour calculer les coefficients de u dans la base des chemins. On trouve que
—2u vaut

1 1 2
- 0 I+ 3/ = o
0 1+ (=1 (1 = 72 /1 + 527
1 2 1 2 1
(1 + H) 1 - 2m+1 (_1)(1 B m—-l—l) 1+ 2m+1 m(m+1)
dans la base x_z,z 2, x9x0.
Cette matrice se réécrit
1 1-F 0 (1+E)\/1—-H(E,F)
U= 0 1+ F (F-1)\/1+H(E,F)
(l1+E)\/1-H(E,F) (F-1)\/1+H(E,F) E-F
avec .
E — 1%
F = m—+1
et H(z,y) est la moyenne harmonique
2
H(z,y) = T, 1
z 'y

||mot2| — motl|| =1
La base des chemins est alors formée des mots zgzxy et xyzg, ou z_xzg et zoz_. La
valeur de Y est alors
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ToTy+ T4T0

r_Ty ToT—
m m
2 2

Le morceau de graphe correspondant est, dans le cas (zgzy, z4x¢),

= -1) [2m]

g [2m] \[Q(m-l- 1)]
g®+D) 2(m + 1)]

et, dans le cas (z_zg, zoz_),

g®(p71) [2m]
]
g 2m—-1)]  [2m]
|
B0 [2(m - 1)]

La base locale est formée des vecteurs propres [2] et [4] de g®2. Dans cette base [2], [4],

Y s’écrit
1
—— a
o =
2
d'ott ,
xv(z) =2’ = 7 —a’
mais )
X(Y) = (e = )@ +5) =2’ - -
d'ott

a2:m2—1: (m—l—l)(m—l)‘

4 4
On a donc a # 0: 'espace est irréductible pour l'action de < u,Y, s >.

Dans la base des chemins zgz,z ¢ (resp. x_xg, zoz_), u s’écrit alors
y— 1 1 m+1Y)_1 E 1+FE
“2m\m-1 -1 ) 2\ 1-E -E

s — L
51E—m.
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cas 3 ||mot2| — |motl|| = 2
L’espace est alors de dimension 1, engendré par zyz, ou z_z_. Dans les deux cas, la
base locale est [4]. On a donc:

Ce qui précéde fournit un algorithme pour construire les représentations G2kl» de B,
puisque la formule s = 4u? + 2u — 1 reste valable dans tous les cas. On a alors la

Proposition 41. (dualité SLy-B,) Pour 0 < k < p, la représentation Gt est une repré-
sentation irréductible de B,. De plus, pour 0 < k,1 < p,

Gl ~ G = | = 1.

Preuve —

Remarquons d’abord que, les éléments toriques de 9B, séparant les chemins, le graphe
G[2kl» est bien colorié. D’autre part, les graphes associés aux briques de dimension strictement
supérieure a un sont d’aprées les calculs précédents

A

[ ] [ ]
~—

et

On en déduit que 'action des algebres paliers sur chacune des briques est irréductible, donc
image de 9B, dans M (G[P*r) est égale & Mj,.(G?#»). La connexité du graphe palier pour
action de Mj,.(G[*lr) étant évidente, on déduit de la proposition 16 de 1.2.6.3 que

%p - Mloc(G[Qk}p) = M(ka}p)

ce qui démontre l'irréductibilité.
D’autre part, si CG2fl» ~ CG2» en tant que B,-modules, les éléments toriques de B,
ont les mémes valeurs propres. Comme ces valeurs séparent (donc déterminent) les chemins,

les chemins de ces deux représentations aboutissent toutes au méme sommet de G, d’ou k = [.
cqfd.

Remarque.

Ce résultat peut s’interpréter d’une facon totalement différente si 'on remarque que la repré-
sentation adjointe de sly n’est rien d’autre que la représentation standard de so3. Le commu-
tant de ’action diagonale d’une algebre de Lie classique g sur les puissances tensorielles d’une
de ses représentations standard étant bien connu depuis les travaux d’Hermann Weyl [21], il

suffit de montrer que 'image de B, engendre ce commutant, ce qui est établi dans Goodman
et Wallach [13].



194 ANNEXE. DUALITE ENTRE sly ET By

4 Approche algébrique

On a vu que l'approche combinatoire ne permettait pas de déterminer explicitement les
matrices des ¢;;. Pour ce faire, on va déterminer explicitement les vecteurs de plus haut poids
concernés.

Pour v un vecteur de plus haut poids d’une représentation irréductible A, tel que Hv = mw,
les vecteurs de plus haut poids de A ® g sont donnés par

T+('U) = ’U®X
To(v) = 2w@H+LYveX
T (v) = v@Y - Yo®H - o-—YYu®X

ou HTy(v) = mov, HTy(v) = (m £ 1)v. Si un tel vecteur est non nul, c’est un vecteur de plus
haut poids. Inversement, les vecteurs de plus haut poids éventuels de A®g sont nécessairement
de cette forme.

On a alors apres calcul

TTi(v) = v@Y®X - Yv@H®X - g YYvo X ®X

T0To(v) = vOHOH+ oYX+ ,-Yv@XQH
22V HRX + LYYvo X ®X

m

TiT-(v) = v@XQY + gV @Y @ X + v @ H H

2 1
+WYU®H®X—m—+2YU®X®H

-5 Y Y ® X ® X.

Surlabase X @Y, Y X, X®H HRX,YRH HRY,X® X, Y ®Y,H® H, on peut
obtenir facilement la matrice de t1o & partir des relations de Serre de sly et de

1 1 1
t1o = ZadX R adY + ZadY QR adX + gadH Q adH

X Y X HY HXY H
B ® ® ® ® ® ® ® ®
Y X HX HY XY H
X®Y -3 0 0 0 0 0 0 0 -1
YeX 0 -3 0 0 0 0 0 0 -1
X®H 0 0 0 5 0 0 0 0 0
H®X 0 0 3 0 0 0 0 0 0
Y®@H 0 0 0 0 0 7 0 0 0
HY 0 0 0 0 & 0 0 0 0
X®X 0 0 0 0 0 0 7 0 0
Yy 0 0 0 0 0 0 0 5 0
He®H -3 —; 0 0 0 0 0 0 0
On en déduit que dans les bases de type (T-T4 (v), T+ T—(v), ToTo(v)), tpp41 s'écrit
_1lm-2 0 _1(m=1)(m+2)*
2 4 (m+1)m?
0 ym -1
-1 __m*(m+43) 2

(m+2)2(m+1) m(m+2)



ANNEXE. DUALITE ENTRE sly, ET By 195

De la méme facon, de

T\ To(v) = 309X QH+ Y@ XX - 500 H®X

ToTi(v) = 2vOHRX +Yv@X®X

T Tov) = 3vQYQ@H+ - Yv@Y®X —5-Yv@H®H
1 m(m—1)

1

ToT-(v) = lYv@XQY -LZYurY®X - LYY X®H

—MQ;%UYYU®H®X—%U®Y®H+%U®H®Y

mYYYU®X®X—m_2Y’U®H®H

2m?2

on déduit que la matrice de t19 dans les bases de forme (TyT (v), T+ To(v)) est Q(m + 2),
et que la matrice de t19 dans les bases de forme (T_Ty(v), TyT-(v)) est Q(m), ou

1 1 (m+2)(m—2)

m 2 m?
Q(m) =

1 -1

m
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Résumé. L’objet de ce travail est I'étude générale des représentations linéaires du groupe
de tresses B,, qui proviennent de 'intégration de systémes de Knizhnik-Zamolodchikov (KZ),
vus comme représentations de I'algebre des tresses infinitésimales. Nous utilisons la tech-
nique des bases de Gelfand-Tsetlin pour étudier certaines représentations de cette algebre, et
montrons comment construire explicitement les représentations du groupe d’Artin correspon-
dantes. Nous classifions complétement les systemes KZ qui sont irréductibles pour 'action du
groupe symétrique et construisons les nouvelles représentations de B,, qui apparaissent & cette
occasion. Nous obtenons d’autre part des criteres d’irréductibilité sur les représentations de
B,, obtenues par construction tensorielle. Nous obtenons enfin d’autres résultats utiles dans
ce cadre, notamment une décomposition partielle de ’algebre de Lie engendrée par les trans-
positions dans I'algebre de groupe du groupe symétrique. Cette décomposition partielle est
en rapport avec les composantes irréductibles de la représentation de Jones.

Mots clés: représentations, groupes de tresses, Knizhnik-Zamolodchikov, tresses infinitési-
males, bases de Gelfand-Tsetlin, groupes symétriques, tours d’algebres.

Abstract. This work contributes to the general study of linear representations of Artin’s
Braid group B, that arise as monodromy of KZ-systems. We consider these systems as re-
presentations of the Hopf algebra of infinitesimal braids, and apply the technique of Gelfand-
Tsetlin basis. The purpose is twofold : this technique gives a good insight into the represen-
tation theory of this algebra, and we show that it helps in the explicit construction of the
corresponding braid group representations. We give a complete classification of KZ-systems
that are irreducible for the action of the symmetric group, and build the new representations
of B,, that arise at this stage. Among other results that are useful in this setting, we obtain
irreducibility criteria on tensor products and related constructions, and get a partial decom-
position of the Lie algebra generated by transpositions in the group algebra of the symmetric
group. This partial decomposition involves summands of the Jones representation.

Keywords: representations, braid groups, Knizhnik-Zamolodchikov, infinitesimal braids,
Gelfand-Tsetlin basis, symmetric groups, towers of algebras.
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