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Introduction

J’ai toujours vu dans les mathématiciens des especes de
Rose-Croix et j’ai toujours regretté de ne pas étre initié a
leurs mystéres.

Alexandre Soljenitsyne. Le premier cercle.

A Torigine de ce travail est I'idée d’introduire dans le domaine de la géomé-
trie algorithmique les outils et les résultats de la géométrie riemannienne sur les
convexes. Ces deux spécialités sont en effet restées jusqu’a présent relativement
imperméables 'une a ’autre.

L’approximation polytopiale des convexes est un théme si vaste qu’il n’est
pas difficile d’en faire remonter I'origine a I’Antiquité, a travers par exemple la
fameuse méthode d’exhaustion d’Archiméde. Mais 1’étude moderne fut initiée
par Fejes Toth dans [Toth 1948|. Il aborda alors le probléme qui nous intéresse :
la distance euclidienne étant prolongée a l’ensemble des compacts, comment
construire un polytope approchant au mieux un convexe donné pour cette mé-
trique ? Et quel est le comportement asymptotique de la distance du polytope
au convexe? Aprés avoir énoncé clairement ces questions, [Toth 1948] donna
quelques indications de réponse pour des polytopes particuliers, mais surtout il
conjectura les bornes asymptotiques qui ne furent pleinement démontrées qu’un
demi-siécle plus tard. La principale étape fut ensuite [McClure and Vitale 1975|
qui, grace aux fonctions support de convexes, dressa une revue presque compléte
de I'approximation de convexes lisses du plan par des polygones.

Mais la véritable accélération ne vint qu’avec les années 80 ou [Schneider
and Wieacker 1981] prouva une des conjectures précédemment énoncées par
Toth. Quoique la preuve soit restreinte par I'hypothése d’un bord fortement dé-
rivable, la voie était défrichée, et les outils de la géométrie riemannienne mis en
place. Ensuite [Gruber 1993b| puis [Boréczky 2000] levérent ces restrictions, en
s’appuyant & nouveau sur les surfaces riemannienne et le recouvrement par des
disques. Des propriétés annexes furent également traitées dans cette période,
telles que le lien entre équioscillation et polytope approximant, ou comme les
termes d’ordre supérieur dans 1’étude asymptotique de I'approximation polyto-



introdauction

piale. Une présentation d’ensemble est accessible dans |Gruber 1993a,b|.

Dans le méme temps, la géométrie algorithmique s’est également souvent
intéressée a ce sujet, en particulier a travers des problémes de maillage d'une
surface. Mais I'approche était généralement plus pragmatique et souvent indé-
pendante des travaux cités plus haut. Plus récemment des notions telles que les
surfaces riemannienne ont cependant fait leur entrée en géométrie algorithmique
[Leibon and Letscher 2000].

Dans cette thése, nous nous proposons de montrer I'utilité des outils théo-
riques de la géométrie riemannienne dans une optique de géométrie appliquée.
Deux axes principaux nous guideront. Le premier est la construction de poly-
topes approchant un corps convexe donné. Le second, fortement lié au précédent,
est I’élaboration d’une approximation d’une norme et son application pratique.

Le premier chapitre s’adresse a un lecteur déja formé a la géométrie des
convexes et des polytopes, mais aussi initié a la géométrie différentielle. Il pro-
pose d’abord un rapide tour d’horizon des notions fondamentales qui seront
employées dans le reste du document, et se finit par une introduction a la géo-
métrie des surfaces riemanniennes. Nous y définirons en particulier une distance
sur une surface adaptée a 'approximation des convexes et en proposerons une
expression faisant intervenir la courbure du bord du convexe.

Les principaux résultats de ’approximation des corps convexes lisses par
des polytopes seront présentés au chapitre 2. Nous y proposons également un
résultat permettant, & partir de la connaissance de la courbure, d’évaluer la
qualité d'une approximation polytopiale inscrite.

Au chapitre 3 apparait le second des deux axes de cette thése. Nous définis-
sons alors 'approximation de norme, ainsi que la notion essentielle de décom-
position approchée d’une norme. Le principe est de substituer a une norme sur
un espace vectoriel de dimension quelconque une norme polytopiale, 7.e. dont
la boule unité est un polytope. Cette nouvelle norme s’exprime et se calcule
simplement, et peut étre construite arbitrairement proche de la norme initiale.
Nous établissons les propriétés fondamentales de ces objets mathématiques, puis
nous proposons le concept de produit cartésien de normes. Enfin nous mettons
en évidence une forte proximité avec 'approximation polytopiale des convexes
en montrant que dans certains cas les problémes sont similaires, et que dans le
cas général, ils sont liés.

Le chapitre 4 s’intéresse aux constructions explicites tant d’approximations
polytopiales de convexes que de décompositions de normes. Nous y proposons
un procédé construisant par récurrence sur la dimension une décomposition des
normes [, et en déduisons une approximation des boules /,. Une majoration de
I’erreur est donnée ainsi qu'une généralisation a d’autres normes, en particulier

10
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ellipsoidales.

Les applications et les expérimentations font ’objet du chapitre 5. Dans
un premier temps, nous y comparons différentes constructions d’approxima-
tions de la boule unité canonique. Puis nous expérimentons différentes straté-
gies permettant d’inscrire un polygone dans un convexe plan. Enfin, deux types
d’applications des décompositions de normes sont présentés. L’un vise a étu-
dier les propriétés d’un diagramme de Voronoi approché. L’autre, a travers le
formalisme des plongements peu déformants, illustre comment une décomposi-
tion approchée permet un calcul rapide d'une approximation du diamétre. Ce
probléme du diamétre a été choisi car il peut étre considéré comme embléma-
tique de toute une catégorie de problémes géométriques regroupant les cylindres
englobants, enveloppe convexe, largeur, etc.

11






Notations

f=o0(g) f est négligeable devant g en a, c’est-a-dire :
pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de a tel que pour t € V,

LA < g1l

f~yg f est équivalente & g en a, c’est-a-dire :

f—g=o0(9)

f=0(g) 1 existe un voisinage V de a et k € R tel que pour t € V,
IF @I < Ellg@)]-

f=Q(g9) 1l existe un voisinage V de a et k € R tel que pour t € V,
LF @I = Ellg@)]-

f=0(g) f est du méme ordre que g en a, c’est-a-dire :

f=0(g) et f=0Q(g).

13
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1.1. LOrps Convexes et polytopes

1.1 Corps convexes et polytopes

On rappelle tout d’abord la définition fondamentale d’'un convexe, ainsi que
différentes propriétés en dimension finie. Pour davantage de précisions ainsi que
des démonstrations, de nombreux livres sont disponibles, comme par exemple
|Berger 1992a; Gruber 1993c].

Définition 1.1.1. Une partie C' de R? est dite converesiVax,y € C, [x,y] C C
ot [z,y] = { Az + (1 - Ay)|A € [0,1]}.

Cette définition nous améne a faire deux remarques : la premiére est qu’un
convexe n’est pas nécessairement borné. La deuxiéme est qu'un convexe dans
un espace vectoriel de dimension finie reste convexe dans tout espace plus vaste.
Ainsi un disque de R? est un convexe de R?, alors que sa dimension n’est que de
2. Or certaines propriétés sont liées a la dimension intrinséque du convexe, et
on souhaiterait donc ne pas mélanger des objets de différentes dimensions. Pour
pallier ces imprécisions, il est nécessaire d’introduire une notion plus restrictive
que celle de convexe.

Définition 1.1.2. On appellera corps conveze un ensemble C' C R? compact,
convexe et d’intérieur non-vide, et on notera C I'ensemble des corps convexes.
On notera C N€* 'ensemble des corps convexes dont le bord est de classe €*.

On verra plus loin dans ce chapitre, en abordant la géométrie différentielle, la
définition précise d'une surface de bord #*. Un corps convexe sera d’ailleurs dit
de classe €% si son bord l'est.

Parmi les différentes opérations possibles sur les convexes, I'une d’elles s’aveére
particuliérement utile ici.

Définition 1.1.3 (Somme de Minkowski). Soient C', D deux convexes de
R¢, alors on appelle somme de Minkowski de C' et D, notée C' + D, le convexe

C+D={zr+ylreC,yeD}.

Nous ne définirons pas ici de maniére générale un hyperplan séparant, mais nous
en considérons une classe particuliére que forment les hyperplans d’appui, ou
hyperplans support.

Définition 1.1.4 (Hyperplan d’appui). Soit A un convexe inclus dans R%.
Un hyperplan d’appui de A est un hyperplan H contenant un point a de A et
tel que A soit inclus dans I'un des deux demi-espaces fermés délimités par H.
On dira alors que H est un hyperplan séparant {a} de A.

On rappelle qu'un corps convexe est dit strict (on dira aussi qu’il est strictement
convexe) si tout hyperplan d’appui n’intersecte ce corps convexe qu’en un point.

16
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Définition 1.1.5 (Sommet). Un point z d’un convexe A est un sommet de
A si l'intersection des hyperplans d’appui a A en x est réduite a {z}.

Définition 1.1.6 (Enveloppe convexe). Soit A un ensemble inclus dans R.
L’enveloppe convere de A est le plus petit convexe contenant A. C’est donc
I'intersection des convexes contenant A.

Les mots “polyédre” et “polytope” peuvent suivant les auteurs désigner des objets
différents. Nous avons dans ce travail adopté les définitions de [Berger 1992a|
qui ne font pas intervenir la dimension.

Définition 1.1.7 (Polyédre convexe). Un polyédre conveze est une inter-
section finie de demi-espaces fermés.

Définition 1.1.8 (Polytope). Un polytope est une intersection finie de demi-
espaces fermés, compacte et d’intérieur non-vide. Autrement dit, un polytope
est un corps convexe polyédrique.

Dans le cadre de I'approximation des corps convexes par des polytopes, nous
serons fréquemment amenés a nous intéresser a deux catégories particuliéres,
les polytopes inscrits et circonscrits. Rappelons pour cela qu'un corps convexe
a pour frontiére un ensemble non-vide, appelé aussi bord de ce corps convexe.

Définition 1.1.9. Un polytope P est dit inscrit dans un corps convexe C' si
ses sommets sont sur la frontiére de C'. Un polytope P est dit circonscrit a
corps convexe C' si les hyperplans supportant ses faces sont des hyperplans
d’appui de C.

On notera P l'ensemble des polytopes, et P, le sous-ensemble des polytopes
a au plus n sommets. Lorsqu’'un convexe C' a approcher sera fixé, on notera
P! (respectivement P¢) I'ensemble des polytopes ayant au plus n sommets et
inscrits (respectivement circonscrits) dans C. Ces notations seront rappelées
lors de leur premiére utilisation au chapitre 2.

Nous ferons enfin appel a une autre propriété des convexes qui utilise produit
scalaire canonique de R?. Ce produit scalaire de deux vecteurs x et y sera noté

x.y.
Proposition 1.1.10. Soit A un convexe et v un vecteur normal a un hyperplan
d’appui de A en un point a. Alors

Ve eA za<va,

ou bien
Ve e A, x.a>va.

17



1.24. ronctions support

1.2 Fonctions support

1.2.1 Dans R

Plusieurs définitions des fonctions support sont possibles. Ainsi [Valentine 1964|
considére qu’une fonction support est une application définie sur R? alors que
|Berger and Gostiaux 1987; McClure and Vitale 1975] définissent cette applica-
tion sur la sphére S?~! uniquement. Nous adoptons ici ce dernier point de vue.
La fonction support d’un convexe est ainsi définie sur la sphére unité de R? et
a valeurs dans R.

Définition 1.2.1. Soit C' un corps convexe, on définit la fonction support de
C, notée s¢, par

s.: 8T SR

U — Sup m.u
meC

ot S9! désigne la sphére unité de R et *." le produit scalaire usuel.

Cette définition peut se voir de fagon géométrique. Ainsi s¢(u) est la distance
algébrique (c’est-a-dire que la distance est pourvue d’un signe) de 'origine a
I’hyperplan affine tangent & C' de normale u.

FiG. 1.1 — Fonction support d’'un convexe

On remarquera aisément que quelque soit C' € C, s¢ est continue et que . =
{s¢;C € C} est en bijection avec C, autrement dit que la fonction support
caractérise le convexe. Les preuves détaillées se trouvent dans [Valentine 1964].
Enfin, dans la plupart des cas, on se rameénera a considérer des corps convexes
dont la fonction support est positive. En effet, une simple translation nous
permet, de ’assurer.

Proposition 1.2.2. Une fonction support est partout positive ou nulle si et
seulement si 'origine du repére appartient au convexe.

18
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Pour une étude compléte des propriétés des fonctions support et un apercu de
leurs applications, le lecteur pourra se reporter a [Valentine 1964|.

1.2.2 Dans le plan

Dans le plan, la fonction support d’un convexe peut s’écrire plus simplement
qu’en dimension supérieure, et ses propriétés sont plus nombreuses. On définit
toujours la fonction support s d’'un corps convexe C par :

s.: ST —TR
u+— sup M.u .
MeC
Dans R?, on peut utiliser la bijection entre Iintervalle 0,27 et S pour définir
s¢ d’'une autre facon :

sc:[0,2r] — R
0 — sup (xcosf+ysinb) .
(z,y)eC
Sauf en cas d’ambiguité, on utilisera par la suite indifféremment ces deux re-
présentations.

L’interprétation géométrique de cette définition est que pour u € St fixe,
(u, s¢(u)) définit une droite de normale u et de distance a l'origine s¢(u) qui est
I'unique droite support de C ayant pour normale extérieure u. Ainsi la fonction
support s¢ décrit I'ensemble des tangentes a C'.

Pour étudier les propriétés locales de la fonction support, il est utile de pouvoir
dériver cette fonction. Or [Valentine 1964 montre que cela est le cas si le bord
d’un corps convexe admet une paramétrisation lisse.

Proposition 1.2.3 ([Valentine 1964]). Si C € C est de classe €2, alors sa
fonction support I’est également.

Puisque la proposition 1.2.3 lie la dérivabilité du bord d’un convexe a celle de
sa fonction support, il est cohérent de chercher a relier 1a courbure du bord d'un
convexe lisse aux dérivées de sa fonction support.

Proposition 1.2.4 ([Valentine 1964|). Notons ny le wvecteur unitaire

(C,OSZ), et ro(0) le rayon de courbure du bord de C au point ot la normale
sin

vaut ng. Alors pour C € CNE? ce rayon vaut

Tc(e) = 80(9) + s’é(@) .
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Fi1G. 1.2 Fonction support et courbure en dimension 2

Une deuxiéme propriété est illustrée sur la figure 1.2. Pour un corps stricte-
ment convexe de classe €2, elle permet de passer d’une représentation par sa
fonction support a une paramétrisation. Puisque C' est strictement convexe, a
chaque tangente est associée un unique point du bord de C'. En effet, ce point
f(0) s’écrit :

f(0) = sc(8).ng + sc(0) ngsns2 - (1.2.1)

La paramétrisation f : [0, 27[— R? de JC ainsi construite admet donc quelques
propriétés intéressantes. En particulier, la normale en f(0) est ng, et

f’(@) = 7“0(9)719+7r/2 .

e Réciproquement, on se donne f : [0, a[— R? une paramétrisation 42 du bord
de C et 'on cherche a en déduire la fonction support de C'. On suppose que f
parcourt, OC' dans le sens direct. Par définition,

sc(0) = sup f(t).ng .
te[0,a]
En particulier, s¢(6) = sup{ f(t).ng | f'(t).ne=0}. Or il existe ¢, € [0, a[ tel que
f'(to) a méme sens et méme direction que ng, .o, et donc sc(0) = f(to)ne.
On remarquera cependant que dans la pratique le passage de la fonction support
a une paramétrisation est plus aisé que la réciproque.
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1.3 Distance de Hausdorff

1.3.1 Définitions

La distance de Hausdorff 677 est la plus courante des métriques sur C et on peut
la considérer comme la métrique ‘standard’ de C, ceci pour plusieurs raisons
explicitées plus loin.

Définition 1.3.1. Si C, D € C, la distance de Hausdorff 67 est définie par

§"(C, D) = max { sup d(y,C), sup d(z, D)} .

yeD zeC

Pour une preuve ainsi que davantage de détails, on pourra se référer avec profit
au tour d’horizon sur les normes de convexes de [Shephard and Webster 1965|.

R
5'(C.D)

F1G. 1.3 — Distance de Hausdorff et fonction support
L’écriture précédente est la plus commune, mais la définition par les fonctions

support est particuliérement simple :

Proposition 1.3.2. Si C,D € C,

§"(C, D) = sup |sc(u) = sp(u)| = [[sc = splle -
ueSd—1

Autrement dit, la distance de Hausdorff peut étre définie comme le maximum
des distances entre un plan tangent a C' et le plan tangent & D de méme normale

extérieure.

Une troisiéme définition équivalente aux précédentes est possible.
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5H(C,D) :
; v _

Fi1Gg. 1.4 Distance de Hausdorff et somme de Minkowski

Proposition 1.3.3. En notant B = {x € R? tel que ||z|| < 1} la boule unité,
et pour tout C,D € C

SH(C,D)=inf {A\>0|CCD+AB et DCC+\B} .

L’ensemble C muni de 7 n’est pas complet car (%B)neN ne converge pas dans
C puisque sa limite dans I'ensemble des compacts de R™ est un point, donc
est d'intérieur vide. La métrique de Hausdorff présente cependant la possibilité
d’étre étendue a une distance sur 1’espace des sous-ensembles compacts non-
vides d'un espace métrique quelconque, dont elle prolonge la distance puisque :

0" ({z} {y}) = d(z,y)

ce qui justifie son appellation de distance naturelle sur les compacts non-vides.

1.3.2 Extensions

4

Nous n’évoquerons pas ici toute la “zoologie” des normes et pseudo-normes

définies sur C, mais deux variantes de la distance de Hausdorff méritent ici une
bréve évocation.

Métrique d’Eggleston Une variante commune est la métrique d’Eggleston

§%(C,D) = supd(y,C) + sup d(z, D) .

yeD zeC
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Comme 67 < 6% < 267, les propriétés de 67 différent peu, et I'on ne considérera
donc que 67

Distance de Hausdorff généralisée La définition usuelle de la distance
de Hausdorff peut se généraliser en ne prenant plus nécessairement pour réfé-
rence la norme euclidienne canonique. Cette notion, trés rarement introduite,
sera pourtant particuliérement utile pour faire le lien entre I'approximation de
convexes et I'approximation de normes.

Définition 1.3.4. Si ¢ est une norme sur R?, alors en notant d,, la distance
associée a ¢, pour tout C', D € C la quantité

55(0, D) = max {sup d,(y,C), sup d,(x, D)}
zeC

yeD

définit une distance sur les corps convexes de R

Distance différence symétrique Une approche totalement différente de
celle que nous avons choisie serait d’utiliser la distance différence symeétrique,
notée 6°. Celle-ci est, aprés la distance de Hausdorff, une des plus fréquem-
ment utilisées. Notons A D'opérateur de différence symétrique sur C tel que
CAD = (CUD)\ (CND), et notons p(A) le volume d'un ensemble A. Alors :

§%(C, D) = u(CAD)

A la différence de 67, la métrique ° est globale, en ce sens qu’une perturbation
locale entraine une modification de la distance, alors que la distance de Haus-
dorff étant définie par un maximum, une perturbation locale est généralement
sans incidence sur la distance. Ces considérations et les propriétés spécifiques de
la distance de Hausdorff font que nous ne nous intéresserons pas a la distance
différence symétrique par la suite.

1.4 Géométrie différentielle

Le but n’est pas ici de donner un cours complet de géométrie différentielle, mais
de rappeler les différentes notions utilisées dans ce travail, ainsi que certains
choix de notations. Ce rapide tour d’horizon s’avére également nécessaire pour
pouvoir ensuite définir la géométrie riemannienne en s’appuyant sur son an-
cétre historique qu’est la géométrie différentielle. Le choix de présentation est
également tourné vers la simplicité, au risque de perdre en généralité, voire en
rigueur. Mais 'utilisation qui en sera faite par la suite ne fera pas appel a des
objets complexes tels qu’espaces fibrés, tenseurs, etc., et de plus ces notions ne
sont pas nécessaires a la perception intuitive de la géométrie différentielle. Le

23



1.4. x€eommetilrie ailiierentielie

lecteur pourra se référer avec profit a |Berger and Gostiaux 1987; Carmo 1976;
Spivak 1979].

1.4.1 Surfaces de R3
Généralités

Avant tout, il est nécessaire de définir I'objet méme de notre étude : la surface.
Curieusement, cet objet est loin d’étre mathématiquement évident, et, suivant
le contexte, le mot de surface peut recouvrir bien des notions différentes. La
définition choisie ici est tirée de |Berger and Gostiaux 1987| et constitue un
compromis entre généralité et simplicité. Pour des raisons de convenance, nous
noterons ici ¢ les applications écrites ¢ dans ce livre.

Définition 1.4.1. On appelle surface de R3, ou sous-variété différentielle de
dimension 2 de R?, un ensemble S C R? tel que, pour tout z € S, il existe un
voisinage ouvert U de x dans R? et un voisinage ouvert V de 0 dans R?, ainsi
qu'un difféomorphisme 1) :

VU —V tel que p(UNS) =y (U)NR?.

Si tous les diffeomorphismes sont de classe €%, alors la surface est également
dite de classe €*.

Cette définition a ’avantage d’exprimer simplement 'idée intuitive qui fonde
le concept de 2-variété : c’est une réunion de petits ensembles qui peuvent
chacun étre ramenés “naturellement” dans un ouvert du plan. Cependant, on se
raménera souvent a une définition plus constructive mais plus générale :

Définition 1.4.2. Soit S un sous-ensemble de R3. On appelle atlas de dimen-
sion 2 sur S une famille {1; };c; d’applications et {U;};cr de sous-ensembles de
S vérifiant :
1. S = UiEIUz’
2. Vi € I, 1; est une bijection de U; sur un ouvert 1;(U;) de R?, et Vi, j € I,
¥;(U; NU;) est un ouvert de R2.
3. Sii,j €1 tels que U;NU; # 0, alors v; o1; ! est un diffSomorphisme de
¢2(Uz N U]) dans ¢](UZ N U])
Si toutes les applications 1); o9, sont des €*-diffeomorphismes, alors la surface
est dite de classe €.

Définition 1.4.3. On appelle variété abstraite de dimension 2 dans R? un
couple formé d’un sous-ensemble S de R? et d'un atlas sur S.

En toute rigueur, la définition de variété abstraite repose non sur un atlas, mais
sur une classe d’équivalence d’atlas par la relation de compatibilité, mais nous
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n’entrerons pas ici dans les détails. Les applications (1;);c; sont appelées dans
[Berger and Gostiaux 1987| les cartes de cet atlas. Cependant, par la suite, les
cartes de S seront les applications ¢, = zﬁ;l définies sur un ouvert de
R? et a valeurs dans S. De plus, toute surface peut étre décrite sous forme
de variété de R? (la réciproque est bien évidemment fausse) :

Proposition 1.4.4 ([Berger and Gostiaux 1987]). Les sous-variétés de R?
sont des variétés de facon canonique.

Une surface n’est donc pas, en toute rigueur, un simple sous-ensemble de R3.
Cependant, on confondra souvent abusivement une surface et son image. Cette
confusion n’est pas totalement erronée en ce sens que toutes les propriétés qui
suivront ne dépendent pas de la paramétrisation choisie.

Le but de la notion de sous-variété est de garantir que localement une surface
se comporte comme “un petit bout de plan”. Une carte permet en effet de
transporter les propriétés locales de R?. Il existe d’autres types de surfaces,
telles que les sous-variétés topologiques, pour lesquelles les cartes ne sont pas
des diffeomorphismes, et donc n’admettent pas nécessairement une différentielle
injective. Les surfaces telles que définies en 1.4.1 ne présentent pas ce type de
probléme et sont dites réguliéres, au sens de la définitions suivante :

Définition 1.4.5. Une surface réguliére est une surface telle que pour chaque
carte p; la différentielle de ¢; est de rang maximum en tout point, autrement
dit dyp; est injective.

Une grande partie de la géométrie différentielle se déroule non sur la surface
elle-méme, mais sur son plan tangent en chaque point, qui a I'immense intérét
d’étre un espace vectoriel. Nous ne nous étendrons pas sur sa définition, a la
fois connue et intuitive.

Définition 1.4.6. Soit S une surface réguliére et ¢ une de ses cartes. Le plan
tangent a une surface S en un point m = ¢(u) de S est le sous-espace vectoriel
de R? défini par

ol  est une carte de S.

Dans certains cas, on sera amené a considérer le plan tangent affine qui est le
translaté du plan tangent de sorte qu’il passe par m.

Définition 1.4.7. Soit S une surface et soit m = ¢(u) un point de S associé
a la carte (o, U). Une application f : S — RY est dite différentiable en m si la
composée f o l'est en u. Son application tangente, ou différentielle est alors

dfy - TS — RY
v d(f o@)u(de; (v)) .
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Grace a cette définition, la différentiation devient une opération intrinséque a
S, ce qui ouvre de nouveaux horizons. ..

Courbures

Lors de I'étude locale d'une surface, le voisinage d’un point est I'image par une
carte d'un ouvert de R2. Il est donc naturel de chercher une approximation
géomeétrique de premier ordre de cette surface a travers une approximation de
premier ordre de la carte. Ce raisonnement conduit & la notion de tangence
vu plus haut. Mais pourquoi s’arréter en si bon chemin? Un développement
a 'ordre deux de la carte ne fournirait-il pas une approximation géométrique
plus poussée de la surface? La réponse est bien siir positive, mais elle améne
a introduire des objets moins intuitifs que précédemment. Aprés avoir survolé
les définitions de surface et de tangence, nous nous attarderons maintenant sur
différentes propriétés liées a la courbure d’une surface.

Pour présenter la courbure d’une surface, ’étude des courbes planes nous servira
d’exemple de base & partir duquel nous extrapolerons. On commence donc par
proposer deux définitions de la courbure dans le plan. Il sera par ailleurs fait
usage de la terminologie du point mobile : il est souvent utile de se représenter
un point parcourant la courbe, muni d’une certaine vitesse.

Courbure dans le plan Pour une courbe plane simple' C, une carte est une
application ¢ : U C R — R2. Si la courbe est 62, alors la formule de Taylor

s’écrit :
2

o(u+h) =p(u) + he'(u) + %ga"(u) + o(h?) . (1.4.1)

En considérant ¢'(u) comme le vecteur directeur d’une droite, on construit
T.C = {h¢'(u);h € R} qui est la tangente & C en m = p(u). Il est immé-
diat que cette construction ne dépend pas de la paramétrisation de la carte,
puisqu’une reparamétrisation ne change que la norme de ce vecteur, pas sa di-
rection. On a donc obtenu une approximation de C par une courbe algébrique
du premier degré, i.e. une droite. Pour une approximation du deuxiéme ordre,
il faut faire appel aux courbes du second degré, i.e. aux coniques. L’idée sous-
jacente est que la courbure représente la vitesse a laquelle la courbe s’écarte
de sa tangente. Pour un “petit déplacement” de longueur s le long de C a par-
tir de u, en approximation du premier ordre on se déplace d'une longueur s
sur la tangente. Si I’on rajoute ’approximation du deuxiéme ordre, on s’écarte
de cette tangente (orthogonalement) d’une distance qu’on notera 3y, (s). Plus
précisément, si ’on se place dans le repére de Frenet formé du vecteur tangent

"Nous nous restreindrons aux sous-variétés de dimension 1 de R2.
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FiG. 1.5 La courbure plane comme écart a la tangente

unitaire 7(u) et de la normale unitaire v(u), la courbe C est décrite dans cette
base affine par :

1
V(uts) = s7(w) + Sxm(s)v(w) +of[s]) -
Un calcul technique nous montre qu’alors pour une paramétrisation quelconque :
5% det('(u), ¢"(w))
2 e WlP

En fait, cette opération revient a reparamétrer la courbe par abscisse curviligne

Xm

. En effet, on a alors ||[¢/|| = 1, donc 7 = ¢/, et v a méme direction? que 1".
Par suite,

P(s) = sy + %2¢"(u) + o(s?)
=sT+ %2||1D"(u)]|u + o(s%) .

L’ expression s — ST + %]W”(u)“u caractérise une parabole P, que 'on appel-
lera parabole osculatrice & C en ce point®. Comme illustré sur la figure 1.5, la

2Cette paramétrisation est unique au sens de parcours prés, et donc le sens de 9" par
rapport & v en dépend. On suppose ici pour simplifier que ¢”.v > 0.

311 est d’usage de considérer un cercle osculateur et non une parabole, mais si ces deux
points de vue sont équivalents pour les courbes planes, les paraboles osculatrices se générali-
seront plus facilement aux surfaces de R3.
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courbure peut se définir comme la forme quadratique

Xm o8 = [l (u)]ls® .

Dans la pratique, on l'identifie au nombre [|1)” ()], mais il est essentiel de garder
a l'esprit que derriére ce réel se trouve une forme quadratique qui est définie
par rapport a I’espace tangent.

Une autre fagcon d’introduire la courbure plane est de se dire que puisque
la tangente est associée a une approximation du premier ordre de la variation
locale d’un point sur la courbe, la courbure sera associée a une approximation
du premier ordre de la variation de la tangente. Si 'on décrit ’espace tangent
par l'intermédiaire de sa normale unitaire v,

v:C— St
alors la courbure en m est la variation de cette normale :
Xm = dvy, : T,,C — Tl,(m)Sl )

Puisque 'espace de départ de y(m), comme I'espace d’arrivée, est isomorphe
a R, on peut considérer la courbure comme une application de R dans R, ou
mieux, de T,,C dans lui-méme.

Dans ’espace Le procédé suivi pour obtenir une approximation géométrique
d’ordre 2 d’une surface S en un point m est trés similaire. L’expression locale
de la surface est identique a (1.4.1) a la différence prés que h est ici un vecteur
de R? : )

o(u+h) = p(u) +dp,(h) + §d2g0u(h, h) + o(||h]|?) . (1.4.2)

Le premier ordre est donc caractérisé par dp, dont I'image dp,(R?) forme le
plan tangent T,,S. De méme que précédemment pour une courbe plane on se
placgait dans un repére local & m, on transporte désormais le repére dans lequel
est décrit S afin de ramener m & l'origine et le plan tangent a I'’horizontale.
Ce faisant, la généralité de la situation est conservée, mais I'écriture en est
simplifiée. Pour un “petit déplacement” donné par un vecteur s de R? C R3, on
souhaite décrire la surface sous la forme :

Pt 9) = s+ sxals, s+ o))

Cette expression signifie que pour un déplacement (selon un vecteur s) dans le
plan tangent, I'élévation de la surface par rapport a ce plan tangent est donnée
par %Xu(s, s). Si 'on reparamétre localement la surface par ¢ de telle sorte que
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di,, soit orthogonale, c’est-a-dire que di), transforme une base orthonormée de
R? en une base orthonormée de T,,,S, on s’apercoit alors que

Yu(s,8) = d*t, .

L’expression s — s+ d?*,(s, s)v, caractérise un paraboloide P, que I'on appel-
lera paraboloide osculateur & S en m. La courbure est ainsi la forme quadratique

Xm S dz%(& 3) :

Une deuxiéme fagon de voir la courbure est, comme pour une courbe, de
mesurer la variation de la normale

v:8S — 5%,

Cette application est appelée application de Gauss. La courbure est alors définie,
a ’aide de la notion de différentielle sur une surface vue en 1.4.7, comme la forme
quadratique associée a la différentielle de I'application de Gauss. Pour cela, on
introduit ’application tangente de v :

Avy, - TonS — T,,5? .

En identifiant T,,S? et T,,S, et en notant par “.” le produit scalaire canonique,
on peut alors définir la variation de la normale ainsi :

Ym : TnS X TS — T,,8?
(s1,82) — $1.dUp(s2) -

Cette forme quadratique de dimension 2 peut se diagonaliser. Donc dans une
base (ey, e3) bien choisie de T,,S, 'application dv a pour matrice

kEy 0
0 ko

Les vecteurs e; sont dits directions principales en m et les réels k; courbures prin-

cipales. Le déterminant de cette matrice, K,, = k1ksy est la courbure de Gauss.

Parmi les innombrables propriétés faisant intervenir ces notions, on citera :

- Si K, > 0, alors la surface est localement convexe en m, c¢’est-a-dire qu’il
existe un voisinage de m qui soit inclus dans le bord d’'un convexe.

(Théoréme d’Euler) Si la tangente & une courbe tracée sur la surface fait un
angle 6 avec la direction principale eq, alors la courbure de la courbe en ce
point vaut ky cos() + ko sin(6).
Enfin, méme si ce document n’en fera pas usage, il serait dommage de passer
sous silence le remarquable?* théoréme :

Si deux surfaces de classe %> sont isométriques, alors elles ont méme
courbure de Gauss.

4Theorema egregium, dixit son propre auteur
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1.4.2 Dimensions supérieures

Tout ce qui a été vu dans R? se généralise sans difficulté (mis & part la lourdeur
des notations) aux dimensions supérieures. Ainsi une hypersurface sera définie
comme suit :

Définition 1.4.8. On appellera hypersurface de R? une sous-variété différen-
tiable de dimension d-1 de R¢, ¢’est-a-dire un ensemble S C R? tel que pour
tout z € S, il existe un voisinage ouvert U de z dans R? et un voisinage ouvert
V de 0 dans R, ainsi qu'un difféomorphisme ¢ :

0 : U —V tel que o(UNS) =pU)NR" .

Si tous les diffeomorphismes sont de classe %, alors cette hypersurface est
également dite de classe €.

L’hyperplan tangent est alors un espace vectoriel de dimension d — 1, et 'appli-
cation de Gauss est a valeurs dans S?~!. On voit donc se profiler une courbure
qui est désormais une forme quadratique de dimension d — 1, et donc en chaque
point de la surface, il existe d — 1 directions principales avec leurs courbures
principales associées. L’approximation géométrique d’ordre 2 de la surface est
un paraboloide caractérisé par cette forme quadratique. La courbure de Gauss
reste par définition le produit des courbures principales .

1.5 Géomeétrie riemannienne

Cette partie vise a introduire la notion de surface S munie de la métrique
riemannienne induite par la seconde forme fondamentale, dans le cas ol cette
seconde forme fondamentale est définie strictement positive. Cette notion est
en effet particuliéerement adaptée au probléme d’approximation polyédrique.
Cette présentation est volontairement succincte et repose sur 1’analogie avec
la géométrie différentielle classique. De plus, ce texte se restreint aux surfaces
plongées dans R? et méme plus exactement aux surfaces de R® que ’on munit
d’une certaine structure riemannienne. De méme que la géométrie différentielle
des surfaces de R? se généralise aux sous-variétés de dimension £ de RY, toutes
les notions introduites ici s’expriment de maniére similaire en dimension plus
élevée. Le livre |Carmo 1993| contient une étude plus compléte et plus précise.

1.5.1 Surface et métrique riemannienne
Comme souvent, le principe est simple, mais son exploitation riche de complexi-

tés. Pour illustrer le concept de surface riemannienne, considérons l'exemple
non-mathématique suivant : un individu souhaite faire une randonnée en mon-
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tagne d’un point & un autre, sans passer par les chemins. Le relief de la montagne
définit une surface que I'on peut supposer lisse, et la distance entre ces deux
points a alors un sens précis. Il existe d’ailleurs au moins un plus court chemin.
Par contre, cette notion de distance ne prend pas en compte la praticabilité
du chemin. Un modéle plus réaliste serait de pénaliser le passage par des ter-
rains marécageux, des pierriers, des traversées de lac... La distance serait ainsi
en quelque sorte proportionnelle au temps de parcours. Pour définir une telle
distance, il faut donc donner localement une évaluation de la praticabilité. Une
surface riemannienne permet cela, puisqu’elle permet de définir en chaque point

la facilité a se déplacer dans une direction donnée®.

On définit ainsi une variété riemannienne plongée dans R?® comme la donnée
d’une surface, i.e. d'une sous-variété différentiable de dimension 2, munie conti-
niment d'une 2-forme quadratique définie positive en chaque point. Nous nous
restreindrons a des surfaces riemanniennes dont les cartes soient de classe €.

Définition 1.5.1. On appellera surface riemannienne de classe €* dans R? le
couple (5, &) formé d’une sous-variété différentiable S de dimension 2 de classe
¢* de R? et d'une application continue & qui a tout point m de S associe une
forme quadratique définie positive sur T,,S. &,, sera appelée produit scalaire
en m.

Donc toute surface de classe €2 peut étre considérée comme une surface rieman-
nienne de dimension 2, par exemple en considérant les restrictions du produit
scalaire de R?® aux plans tangents.

On distinguera deux approches pour munir une surface de R? d’une structure

de surface riemannienne. Cette surface riemannienne n’est alors en général pas

plongeable dans R3.

— L’une consiste & se donner un atlas de la surface (donc en particulier un
ensemble de cartes) et a associer a chaque “paramétrisation locale”

;U CR* - S CR?
une application continue

giIUiCR2—>SOQ

oo () W) avec ac — 1 > 0.

L’application g; détermine un produit scalaire en tout point z du domaine D;
par <u,v> = ul g;(2)v.

5Cet exemple peut donner une idée de la géométrie riemannienne, mais il présente de
nombreux défauts. Par exemple, des problémes de continuité, ou le fait que le sens de parcours
d’un trajet ait une influence.
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1.9. €eéomnmetrie riemannienne

— L’autre approche est de se représenter la surface de R3 (sans en expliciter
un atlas) ou chaque plan tangent serait muni de son propre produit scalaire,
noté <.,.>r.

En notant ||.||r la norme associée au produit scalaire, on peut alors généraliser

la notion classique de distance sur la surface S' :

1
d;(A, B) = inf {/ I/ @®)|lrdt; f:[0,1] = S tel que f(0) = Aet f(1)= B}

’ (1.5.1)
En fait, on a simplement remplacé dans la définition “classique” de la distance
la norme canonique de R? par la norme locale au plan tangent. Cette distance
est parfois appelée distance géodésique car elle est portée par des géodésiques,
courbes particuliéres que nous ne définirons pas ici.

Dans la suite de ce chapitre, toutes les surfaces seront strictement convexes.
Seules deux métriques particuliéres sur ces surfaces de R? présentent 4 nos yeux
un intérét particulier : celles des deux formes fondamentales. Nous allons donc
les passer en revue.

1.5.2 La premiére forme fondamentale

La premiére forme fondamentale en un point m correspond a la restriction du
produit scalaire de R3 a T,,S, le plan tangent & S en ce point. Plus précisément,
si h : R?> — R? est une paramétrisation locale de la surface telle que m =
h(0,0) = (0,0,2), et ¢ I'isomorphisme canonique de R? sur T,,S, on définit
cette forme dans l'espace des paramétres

I: RExR? —R

o) — <ot = (5 o)

Y — ~Oh 0Oh — ~0h 0h — ~9h 0h
OUE_<8w’8m>’F_<8w’8y>’G_<8y’8y>'

Si 'on définit [ sur I'espace tangent :

I: T,SxT,S —R
T

(u,v) — uv = u'v.
Lorsque I'on souhaitera explicitement distinguer la premiére forme fondamentale

du produit scalaire canonique, celle-ci sera noté <.,.>;.

Meétrique associée Ce produit scalaire définit sur le plan tangent une norme
[|.||7 qui n’est autre que la norme usuelle. La forme I est une donnée intrinséque
de la surface, c’est-a-dire invariante par isométrie, et la distance sur la surface
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associée a une telle forme est par définition

1
d;(A, B) = inf {/ Nf O))rdt; f:]0,1] — S tel que f(0)=Aet f(1)=

’ (1.5.2)
Pour la norme associée a cette premiére forme fondamentale, le cercle unité
du plan tangent en m est tout simplement l'intersection de la sphére unité
de R? centrée en m par translation et de ce plan. En particulier, ||f'(t)||; =
[|f(¢)||. Donc la longueur au sens de d; d’une courbe tracée sur S coincide avec
la longueur euclidienne dans R? de cette courbe. On en déduit que d;(A, B)
correspond a la longueur du plus court chemin sur S pour la distance usuelle
de R3. C’est ainsi la distance naturelle sur une surface différentiable de R3.

1.5.3 La seconde forme fondamentale

La seconde forme fondamentale se définit de la maniére suivante :
II: R2xR? —R
(u,v) +—— <dh(y ) )
ou E, F, G sont donnés ci-dessus, et L = <g— v>, M = w05 V" N =

Q’Qa
Q>:'°

<W’ V>,

Sur I'espace tangent, on a :

Inm: T,SxT,S —R
(U,U) — <df(u>7v>l .

On rappelle que S est le bord d’un convexe strict. Alors cette forme quadratique
est strictement positive et elle induit un produit scalaire, et donc une norme,
sur le plan tangent. Ainsi, le cercle unité pour cette norme sur chaque plan
tangent est une ellipse dont les axes sont les directions principales de la surface
en son point de contact. Les dimensions de cette ellipse sont les racines carrées
des rayons de courbure principaux. Dans le cas général, autrement dit que la
surface soit strictement convexe ou non, cette conique est appelée indicatrice de
Dupin.

De facon plus détaillée, la norme II sur le plan tangent peut s’interpréter géo-
métriquement de la facon suivante : on munit R3 du repére orthonormé induit
par les directions principales et on écrit localement 1’équation de la surface sous
la forme {(u,v,z(u,v))}. On pose £ un petit réel positif et T,,S le plan tan-

gent a S en m. On notera parfois pour simplifier p = ( ) On écrit ensuite le
v
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développement de Taylor de z a I'ordre 2 :

10%2 , 0%z 190%2 9 . 9
= §8u2u + (‘9u8vuv+§wv + o(u® 4 v*)

= %H(p,p) + o(u® + v?) (1.5.3)

1
= SlIpll + ol lpl )

2(u,v)

Donc si 'on introduit 7, . = T,,S — e.v(m), le translaté de T,,S le long de la
normale, ce plan rencontre la surface selon la courbe fermée

Cme = {(z,y,6)| 2(x,y) =€}

et donc
Gm.e = {(p,e) tel que Hp||?1 =2c+1n(p)} .

ot n(p) = o(||p||%) est défini d’aprés (1.5.3). On obtient donc que les points du
plan tangent T,,.S a distance € de m pour la distance dj; sont asymptotiquement
les projetés orthogonaux de %, .2/ sur T,,S, i.e. les projetés orthogonaux de
I'intersection de la surface avec T,, .2/5. En fait, ce sont exactement les projetés
de l'intersection de T}, .2/» avec le paraboloide osculateur de S en m.

La construction de I'indicatrice de Dupin dilatée d’un facteur € par I'intersection
du paraboloide osculateur et du plan tangent translaté de £2/2 est fondamentale,
puisqu’elle relie la norme II a I'approximation locale de la surface par un plan.
Il est donc clair que I'approximation d’un convexe suffisamment lisse par un
polytope sera en partie décrite par la seconde forme fondamentale sur le bord
du convexe.

METRIQUE ASSOCIEE :
De méme que pour la premiére forme fondamentale, 'expression (1.5.1) définit
une distance associée a II sur la surface

dir(A, B) = inf {/ 1 Ol dts f:]0,1] — S tel que f(0) = A et f(1) = B}
0

Cette distance est différente de la distance usuelle d; puisque les plans tangents
sont normés difféeremment. En effet :

Ol = V@), £(2))

= [rore () erw)

1

= [ieror () o)

ou P est la matrice orthogonale de la rotation qui transforme le repére du plan
tangent en ses directions principales (eq, e3).
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Donc
1/ 0l = o< (1), 12 + ko< (1), €272 .

On utilise alors la formule d’Euler qui affirme que pour un vecteur v faisant un
angle 6 avec la premiére direction principale, la courbure normale selon cette
direction vaut :

k, = ki cos?(6) + kysin®(0) | (1.5.4)
d’otu I'on déduit
O = /g 17O (1.5.5)

En notant toujours ks ) la courbure normale au point f(¢) selon la direction
f'(t), on en déduit une nouvelle expression de la distance associée a la deuxiéme
forme fondamentale :

1
dnta By =t { [ i 7o ar

f:[0,1] = S tel que f(0) = Aet f(1) :B} :

Remarques :
1. Sil’on considére les métriques I et IT sur une sphére de rayon R, on obtient

1
VR

Autrement dit, ces deux métriques riemanniennes sont, a un facteur pres,

dy = —dj . (1.5.6)

identiques.

2. Plus généralement, en notant [ la longueur euclidienne d'une courbe et
[r sa longueur au sens de dj, on remarquera que l'inégalité de Cauchy-
Schwarz appliquée a (1.5.3) donne :

g < V2rl . (1.5.7)
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Chapitre 2

Approximation asymptotique des
convexes par des polytopes

El original dice catorce, pero sobran motivos para inferir
)
que, en el boca de Asterion, ese adjetivo numeral vale por

mfinitos.

Jorge Luis Borges. La casa de Asterion.

Résumé

Ce chapitre est centré sur I'étude du comportement asymptotique de
I'approximation des convexes (en particulier des convexes a bord %?)
par des polytopes. Aprés avoir présenté les principaux résultats dans
ce domaine, nous introduirons certains des outils qui ont participé a
ces travaux, comme la dispersion et le recouvrement par des disques du
bord d'un convexe muni d’une structure riemannienne spécifique. Cette
étude asymptotique, mal maitrisée en dimension supérieure a 3, est par
contre bien connue dans le plan, et nous en ferons l'illustration. Enfin,
nous proposons deux apports personnels, le premier reliant dispersion
et triangulation de Delaunay sur une surface, le second transformant un
polytope d’approximation de S¢ en un polytope approchant C' € CN%?
donné.
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2.1 Comportement asymptotique

Dans cette section, on s’attachera a présenter un équivalent, quand le nombre
n de sommets tend vers l'infini, de la distance de Hausdorff d’'un convexe a
sa meilleure approximation polytopiale ; autrement dit, a donner un équivalent
pour n — +oo de §(C,P,), ot C € C est fixé, et P, est 'ensemble des poly-
topes a n sommets. Le terme (5H(C, P,.) représente donc la distance de Hausdorff
entre le corps convexe C' et un polytope de meilleure approximation a n som-
mets.

On notera par la suite u, respectivement o, la mesure de volume, respectivement
d’aire, habituelle sur R¢.

Une premiére propriété établit dans |Gruber 1983| le lien entre approximation
par des polytopes inscrits et par des polytopes circonscrits dans le cadre de
0" et permet de restreindre I’étude au cas des polytopes inscrits. On rappelle
(voir 1.1) que P, est I'ensemble des polytopes a n sommets, et on note P, les
polytopes & au plus n faces, et que P désigne les polytopes inscrits dans C,
tandis que P, désigne les polytopes circonscrits.

Proposition 2.1.1. Pour tout C € CNE" et pour n —+, on a :

SH(C,PL)  ~ SH(C,PS)  ~ 26H(C,Py) ~ -
o~ SH(CPLY) ~ SH(OPE)) ~ 287(C,Py) -

Ainsi, considérer des polytopes & n faces ou a n sommets ne changera pas la
qualité de 'approximation, et les polytopes inscrits et circonscrits s’approchent
avec une efficacité équivalente d’un convexe %!, cette vitesse de convergence
étant deux fois plus faible que pour un polytope quelconque (non nécessairement
inscrit ni circonscrit).

Et l'on obtient finalement le théoréme fondamental :

Théoréme 2.1.2 ([Gruber 1993b]). Soit C € CN%? de courbure de Gauss
ke. Alors pour n — 400

1 (64 — S
5H(C, Pn) -~ Z < d—1 . Hc(x) dO'(x)) n2/(d-1)

Rd—1

ot 041 représente la densité minimale de recouvrement de RY™' par des
boules unité (donc 641 > 1) et kg1 = u(B¥1) est le d-volume de la boule
unité de R

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
NVWVWWWWWWWWWWWWWWVVWVW

Cette formule a été proposée il y a de cela un demi-siécle par [Toth 1948|
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.1. Lomportement asymptotique

pour d € {2,3}, avant d’étre prouvée par |[Schneider and Wieacker 1981| pour
C € CNE° tel que ke > 0 et finalement démontrée sous sa forme actuelle par
[Gruber 1993b)].

Idée de la preuve : Pour une preuve détaillée, le lecteur pourra se reporter a
[Gruber 1993b]. L’idée est d’établir I’équivalence entre les polytopes inscrits de
meilleure approximation asymptotique de C' et les recouvrements de plus faible
densité du bord de C' par des disques géodésiques de méme rayon.

La premiére implication dans cette équivalence découle de la propriété :

Soit P un polytope inscrit dans le corps convexe C'. Alors les disques
géodésiques centrés en les sommets de P et de méme rayon /204 (C, P)
recouvrent le bord de C.

Réciproquement :

Soit x1,...,x, € dC et € > 0 tels que les disques géodésiques de centres
T1,...,7, et de rayon € recouvrent le bord de C. Alors 67 (C, P) < &2/2 on P
est l'enveloppe convexe de {z1,...,x,}.

On montre alors que la densité de recouvrement de JC pour un grand nombre
de petits disques tend vers la densité ;_; de recouvrement de R4™!, ce qui se

traduit par :

n X aire d’un disque ne®lky_q

~ ~ 04
aire de 0C aire de 0C -t
d’ou )
04 -1 ]
2 d—1 .

£ (K/d—l (aire de 60)) ST -
Ce qui donne I'expression du théoréme car 257 (C, P,) ~ 6% (C, PY). O
Remarques :

1. De cet équivalent de 6% (C, P,) pour n tendant vers I'infini peut se déduire
une expression dans laquelle la variable n’est plus le nombre de sommets
mais l'erreur d’approximation. Plus précisément, pour € > 0 donné, on
définit n(e) comme étant le plus petit entier tel que §7(C, 77”(5)) < e
Pour simplifier I’écriture, posons

K = di Vee(z) do(z) .
oC

Rd—1

Alors pour ¢ tendant vers 0,

MQNK(inW. (2.1.1)
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vnapitre 4. Approximation poltytopilale asymptotique daes convexes

En effet, il suffit de prouver que pour toute suite (£;)gen tendant vers 0, la
limite de n(ak)eéd_l)/z existe et vaut 2(1% Rappelons que, par construction,

pour tout € > 0, on a :
5H(C, 'Pn(g)) Le< 5H(O, 77”(5)_1) . (2.1.2)
Or quand ¢ tend vers 0, on a nécessairement que n(ex) tend vers +oo.

Alors le théoréme précédent implique que pour k tendant vers +oo

K 1
5H C (e (d-1)/2 ~ )
( 7P ( k)) 2d—1 n(ek)

Et donc on déduit de (2.1.2) que pour k tendant vers 400

@unpe K1

€ ST
k 2d-1 n(&k)
ce qui prouve bien que
K
! (d-1)/2 _ ‘
Jm n(eney™ = gy

2. Une conséquence immédiate de ce théoréme en notant x(C') la caractéris-
tique d’Euler de C' et utilisant 'inégalité de Cauchy-Shwartz est I'expres-

sion suivante :

2
(/ Iilc/z da) < / Ko da/ do = 2mx(0C) o(0C)
ac ac ac

Aussi parmi tous les convexes de bord % et d’aire fixée, la convergence de
P, est la plus lente pour un convexe C' a courbure constante, autrement
dit que les sphéres sont les convexes lisses les plus “problématiques” pour
I’approximation par des polytopes.

3. Le probléme que pose I'expression 2.1.2 est que la constante 6; n’est
connue que pour d € {1,2,3}. Dans le plan, le recouvrement optimal
se construit par le pavage périodique des hexagones réguliers inscrits dans
les disques. On obtient alors 81 = 1, k1 = 1, 0, = 32%, ko = . Depuis

[Hales 1997a,b] ces constantes sont également connues pour d = 3.

4. On remarquera enfin que la démonstration établit un paralléle entre les
recouvrements par des disques géodésiques et les polytopes approximants.
On peut par exemple envisager d’appliquer des algorithmes du type de
Bubble-Mesh [Kenji Shimada and Takayuki 1997; Colin de Verdiére 1991]
pour construire des polyédres d’approximation des convexes de R3. Des
résultats théorique sur ce théme font 1'objet de |Gruber 1998|.
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Irrégularité de approximation

Une proposition démontrée par P.M. Gruber et P. Kenderov dans [Gruber and
Kenderov 1982] montre que le cas des convexes de bord €2 est une excep-
tion : pour presque tout convexe, on ne peut espérer trouver un équivalent de
§7(C,P,) puisque cette distance oscille avec n. Ce résultat peut se formuler de
la maniére suivante :

. Théoréme 2.1.3 ([Gruber and Kenderov 1982]). Si f,g : N — R+
tels que 0 < f(n) < g(n) = o(—rt=)- Alors pour presque tout corps convee
C et pour Q, € {P,, P, P:}

§H(C, Q) < f(n) pour une infinité de n

§7(C, Q,) > g(n) pour une infinité de n

AMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

La mesure utilisée sur C ainsi que la preuve se trouvent dans |[Gruber and
Kenderov 1982|. Ce théoréme est également lié & un résultat qui semble trés
naturel, & savoir que les corps convexes %2 sont plus difficilement approximables
que la majorité des convexes dont le bord n’est pas lisse, comme nous le verrons
au paragraphe suivant.

Convexes non lisses

De tous les convexes, les convexes lisses sont les plus difficiles & approcher par des
polytopes [Schneider and Wieacker 1981]. En effet, alors que pour C' € C N %2,
le comportement asymptotique est connu et régulier :

51 (C.P,) = @( L )

nd-1

Mais si on ne suppose plus que le bord du convexe est lisse, alors la convergence
peut étre irréguliére, au sens du résultat précédent. Cependant elle sera au pire
de méme ordre, comme le prouve le résultat suivant :

Théoréme 2.1.4 ([Schneider and Wieacker 1981]). Soit C' un corps

conveze de R?. .
H _
0 (Ca Pn) - O (n2/(d_1) )

pour d fizé et n — +o0.

AAAAAAAAAAAAANAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVA
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2.2 Dispersion et triangulation de Delaunay

2.2.1 Définition

Soit C' un corps strictement convexe de R3 dont le bord S est de classe €.
Soit x1, 2o, ..., x, € S des points sur cette surface. On construit alors un poly-
édre inscrit et un polyédre circonscrit & C' par :

Pz, ... 2} = conv({xy,...,2,}) ,

Pz, ..., = H(z1) N .. .0 Hi ()

ot HZ(z) est le demi-espace fermé contenant C' et de frontiére le plan tangent
aCenuz.

Puisque C' est strictement convexe, la courbure de Gauss est strictement positive
en tout point de S, et on peut donc munir S de la métrique dy induite par la
seconde forme fondamentale.

|Gruber 1993a| introduit alors la notion de dispersion :

Définition 2.2.1. On appelle dispersion sur S des points {z1, ..., x,} appar-
tenant & S le nombre

dispg{z1,...,2,} =inf {A>01]S C By, (z1,\) U...U By, (x,,\)}
=inf {A>0|VyeS, du(y,{z1,....,xn}) < A}.

On rappelle que dj; désigne la distance sur S induite par la deuxiéme forme
fondamentale.

Cette dispersion se rattache a I'approximation des convexes par des polytopes.

Théoréme 2.2.2. Si dispg{x1,...,2,} — 0, alors

SH(C, Pilan, .. an}) ~ 0% (C, P, . an}) ~ %(disps{xl, m}?.

2.2.2 Evaluation locale

Nous nous proposons ici de relier 1la notion de dispersion définie ci-dessus a celle
de triangulation de Delaunay sur une surface. Une telle triangulation est définie
de maniére similaire au cas euclidien : une triangulation est de Delaunay si pour
tout simplexe un disque géodésique englobant de rayon minimal ne contient au-
cun sommet de la triangulation en son intérieur. Cette propriété caractéristique
est dite propriété du cercle vide. La difficulté est qu’ici ce disque englobant n’est

43



Z.4. DISpeErsion €t triangulation ae veiaunay

pas nécessairement unique. Il existe cependant des algorithmes de construc-
tion d’une telle triangulation sur une surface riemannienne. Dans [Borouchaki
and George 1996; Chen and Bishop 1997; Kenji Shimada and Takayuki 1997|
la convergence de ces algorithmes vers une triangulation de Delaunay n’est pas
prouvée, et I’accent est plutdt porté sur les résultats expérimentaux. Par contre,
|[Leibon and Letscher 2000| ont prouvé I'existence sous certaines conditions de
cette triangulation et ont proposé et implémenté un tel algorithme.

On cherche donc a évaluer la dispersion associée a {x1, ..., z,}, un ensemble de
points de S donnés; plus précisément, on désire obtenir une évaluation locale
de la dispersion. L’idée est de considérer une triangulation T de {z1,...,z,}
sur la surface S basée sur les points {xy,...,2,}, et d’exprimer la dispersion en
fonction d’une quantité associée a chaque triangle 7' de 7. En effet, la dispersion
peut s’écrire :

dispg{z1, ...,z } =inf {A >0 |V (x;,xiy, xi5) €T,
Vy € (i, iy, Tiy), dur(y, {1, ... wn}) <A}
=inf {A>0|VT €T, VyeT, dy(y,{z1,...,2,}) < A}.

Si on définit la notion d’écart a {x1,...,x,} par ec(y) = dy(y, {x1,...,2.}),
alors

dispg{zy1,...,2,} =Inf {A>0| VT € T,Vy €T, ec(y) < A}.

Sur chaque triangle T, la fonction y — ec(y) atteint son maximum car T est
compact. Donc

VT € T,3myp /Yy €T, ec(y) <ec(mr) .

Autrement dit, sur tout triangle 7', il existe un point a distance maximale des
{z1,.. ., 2.}

Or parmi les faces de T, une face T réalise le maximum des ec(my), donc
ATy = (x1,29,23) €T, Jyo =mp, € Ty tel que Vy € S : ec(y) < ec(yo) -
On voudrait donc que I'écart en ce point yg ne dépende que de la face Tj, et

donc que

ec(yo) = dII(y07 {xip Ty, ng}) .
Mais cette condition n’est vérifiée que si Tj vérifie la propriété du cercle vide (un
cercle désigne le bord d'un disque mesuré pour la métrique de la surface, c’est-

a-dire un disque géodésique). Auquel cas yq est le centre du cercle circonscrit!
a Ty. Ainsi si T est une triangulation de Delaunay, la dispersion vaut :

dispg{z1,...,z,} =sup {rr | T € T, rr rayon du cercle circonscrit a T'} .

IEn reéalité, ce centre d'un cercle sur une surface riemannienne n’est pas nécessairement
unique. Cependant, le bord d’un convexe muni de dj; est localement convexe (au sens de la
géométrie riemannienne : unicité locale du plus court chemin), et donc pour des triangles
“suffisamment petits” ["unicité est garantie.
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Or |Leibon and Letscher 2000| a prouvé que si tout point de S est suffisamment
proche d’un des points {z1, ..., z,} (suivant un critére qui dépend de la surface),
alors une triangulation de Delaunay de {z1,...,x,} dans S existe. Autrement
dit, pour une surface riemannienne donnée, il existe une réel positif p tel que
que si 'union des disques géodésiques de rayon p et de centres {zy,...,x,}
recouvrent la surface, alors 'ensemble {zy,...,z,} admet une triangulation de
Delaunay. En considérant le bord d'un corps strictement convexe muni de la
distance riemannienne associée a la deuxiéme forme fondamentale, on en déduit
que si la dispersion est suffisamment petite, une triangulation de Delaunay
existe. Plus précisément, on a donc montré le résultat suivant :

Théoréme 2.2.3. Si dispg{x1,...,2,} — 0, alors{z1,...,x,} admet une

triangulation de Delaunay T dans S pour n assez grand et

dispg{z1,...,x,} =sup {rp | T €T,

rp rayon minimal des disques géodésiques contenant T'}
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Remarque : Si T n’est pas de Delaunay, alors

dispg{z1,..., 2.} <sup {rr | T € T, rp rayon du cercle circonscrit a T}
(2.2.1)
mais cette majoration n’est dans ce cas pas nécessairement optimale.

2.3 Recouvrement par des disques et probléme
de Tammes

On considére toujours un corps convexe C' de R? dont le bord S est de classe
¢?. Contrairement a la situation sur S2, la distance dj induite par la seconde
forme fondamentale sur S n’est pas identique a la distance euclidienne.

Théoréme 2.3.1. Pour un tel corps convexe, construire un recouvrement
de S par n disques géodésiques pour la métrique d de méme rayon asymp-
totiquement minimal est équivalent a construire un polyédre inscrit dans C
de meilleure approzimation asymptotique pour 6. Les centres des disques
correspondent alors aux sommets du polyedre.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAANAA
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Preuve :

La preuve se trouve dans |Gruber 1983|. Cette construction est simplement le
placement des n points {z1,...,2,} de maniére & minimiser leur dispersion.
Dans le premier cas, ces points représentent le centre des disques géodésiques,
et dans le second cas, les sommets du polyédre. O
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Mais le cas ot C' est une sphére, en particulier pour C = S2, est intéressant,
car on peut alors chercher a relier les trois problémes classiques suivants :

1. Comment construire un polyédre inscrit dans S? & n sommets approchant
asymptotiquement au mieux S??

2. Recouvrement par des disques : comment placer n disques de méme rayon
minimal sur la sphére de maniére & ce qu’ils recouvrent le bord de S??
i.e. Comment réaliser le min max,eg2 d(x, {z1,...,2,}) 7

3. Probléeme de Tammes : comment placer n points sur S? afin de maximiser
le minimum des distances d’un point a 'autre ? Cette question peut aussi
se poser sous la forme : comment placer n cercles de méme rayon maximal
sur la sphére sans que ceux-ci se chevauchent ?

i.e. Comment réaliser le max min,; d(z;, z;)?

Le probléme de Tammes, posé en 1930 par le botaniste M. Tammes a été tres
étudié sous des noms divers : placement de cercles sur la sphére, “packing points
on the sphere”, etc. Parmi les articles en proposant un tour d’horizon, |Berger
1992b| propose une approche historique et compléte mais techniquement peu
détaillée. On pourra aussi se référer a [O’Rourke 1997a; Saff and Kuijlaars 1997|
pour davantage de précisions.

Puisque la distance induite par la deuxiéme forme fondamentale est proportion-
nelle a la distance usuelle de S? (confére 1.5.6), le théoréme précédent montre
immeédiatement que les problémes 1 et 2 sont asymptotiquement équivalents.

Le lien entre les problémes 2 et 3 est par contre moins apparent. Il est cependant
bien connu et évident qu’un placement optimal de cercles de rayon ¢ induit
un recouvrement de rayon 2¢ et de méme sommets. Nous nous proposons ici
de faire une simple observation : en admettant la conjecture que la solution
du probléme de Tammes admet une triangulation quasi-équilatérale?, alors le
probléme de Tammes revient asymptotiquement a chercher une triangulation
quasi-équilatérale de S? dont la plus petite aréte soit maximale. Sous ces mémes
conditions, le probléme 2 reviendrait d’aprés la section précédente a minimiser
la plus grande aréte.

Or un résultat de |Colin de Verdiére and Marin 1990] montre que pour une
triangulation quasi-équilatérale de la sphére, le minimum des angles tend vers
37/10 et le maximum vers 27/5. Le rapport entre la plus grande et la plus petite

2(T,,) sera appelé triangulation quasi-équilatérale si
(i) La borne supérieure des diamétres des triangles de T, tend vers 0 quand n — oo.
(ii) 11 existe des angles a, 3 tels que Ve > 03 N tel que Vn > N, les angles des triangles de
T, sont dans l'intervalle [a — ¢, 5 — €].
(iii) Toute triangulation admet un triangle ot un angle est inférieur a «, et un triangle ot un
angle est supérieur a f.
(iv) a est maximal et 3 est minimal.
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aréte est donc au moins de 2sin(27/5), ce qui établit qu’un placement optimal
de cercles de rayon ¢ sur S? (admettant une triangulation quasi-équilatérale)
induit un recouvrement par des disques de rayon 2sin(27/5)e.

2.4 Application directe

2.4.1 Convexes plans

Un résultat ancien [Toth 1948| permet tout d’abord de comparer les approxi-
mations par de polygones inscrits, circonscrits ou quelconques.

Théoréme 2.4.1 ([Toth 1948]). VC € CNE"! et pour n —+oo, on a pour
n — 400 :

sH(C,PL) ~ 7 (C,PE) ~ 267 (C,P,) .

Plus précisément, |[McClure and Vitale 1975| montre comment passer d’un po-
lygone inscrit a un polygone circonscrit tout en conservant asymptotiquement
la méme approximation.

Théoréme 2.4.2 ([McClure and Vitale 1975]). Soit C € C N %? un
corps conveze plan de classe €% et 0 < 0 < ... < 0, < 27. On définit P!
le polygone inscrit dans C' dont les sommets ont pour normale ng, sur OC,
et P¢ le polygone circonscrit a C' dont les faces ont pour normale ng, . Alors
POUT N —>+oc0, ON G :

0"(C, Py) ~ 67 (C Fy)

AMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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Fi1G. 2.1  Polygones inscrits et circonscrits associés a une méme liste d’angles

Enfin le méme article [McClure and Vitale 1975| établit 'ordre de convergence
de 5H(C, Pn), ce qui peut désormais étre regardé comme un cas particulier de
2.1.2. Par la suite, |Ludwig 1999| a par ailleurs affiné cette expression en évaluant
les termes suivants de ce développement asymptotique pour des convexes a bord

¢ k> 2.
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Théoréme 2.4.3 ([Ludwig 1999]). Soit C € CNE?* de courbure k > 0.

" s1(C,P,) ~ 16(/ VE(z) do(z )zi.

AAAAAAAAAAAAAAAAA
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Remarques :
1. Si le bord du convexe est décrit par une paramétrisation longueur d’arc

f:10,1[— R? avec || f'(s)|| = 1 quel que soit s, et avec [ la longueur de la
courbe, alors || f”(s)|| = k(s) et I’équivalence s’écrit :

3" (C,Py) 16</st) %

2. Si C est décrit par sa fonction support sc, alors I'équivalence s’écrit :

51 (C,P,) 16(/ \/Tde)m.

En effet, 0'(s) = k(s), donc f V() df = fo \V k(s) ds, et on exprime

alors le rayon de Courbure en fonctlon de S¢ avec (1.2.4).

McClure et Vitale proposent dans [McClure and Vitale 1975] deux approches
pour construire des polygones inscrits ou circonscrits asymptotiquement opti-
maux. Leur point de vue est focalisé sur la représentation du convexe par sa
fonction support, mais englobe différentes métriques comme la déviation d’aire,
de longueur, ou les distances ¢? pour 1 < p < 00.

Une constatation liminaire permet de simplifier la représentation du probléme
d’approximation. En effet, si P! est un polygone inscrit dans C, il peut étre
représenté par la liste (ordonnée) de ses sommets. Or, puisque C' est stricte-
ment convexe, a chacun de ces sommets est associé un unique vecteur normal
unitaire ng,, et 'on peut donc représenter P’ par les angles 6, que ces vecteurs
normaux font avec I'horizontale. De méme tout polygone circonscrit P¢ est dé-
crit par les angles des vecteurs normaux de ses faces. Ces deux polygones étant
de méme approximation asymptotique d’aprés (2.4.2), une telle liste ordonnée
0<6; <...<0, <2m caractérise I'ordre asymptotique d’approximation poly-
gonale (inscrite ou circonscrite) que 1'on notera e(6;_,).

Premiére méthode La premiére approche est intitulée répartition empirique
des points sur le bord de C. Si on fixe F' :]0,27[—]0, 1[ une fonction de répar-
tition angulaire vérifiant F'(07) = 0 et F'(2r~) = 1, on définit la liste des n
angles associés par :

O, = F (1) pour k=1...n
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Théoréme 2.4.4 ([McClure and Vitale 1975]). Si F' est une fonction
dite "de répartition angulaire” et f = F' sa dérivée strictement positive,
bornée et €° par morceauz, alors

0)
lim n?e(6; ,) = — ess su (
n—00 (b1.) = 8 66027}[)f(0)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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Corollaire 2.4.5 ([McClure and Vitale 1975]). Si F(0) =

Jo V/r(®) dt) <f027r Vr(t) dt) _1, alors pour n — 400
br.0) ~ ( Vr(6) d9)2 e

n2

et cette répartition est optimale.

Remarque :
Si ’on munit 0C' le bord du convexe C' d’une métrique qui n’est pas la métrique
euclidienne mais une métrique riemannienne d;; définie par :

dp(A, B) = /ABJEda

alors la répartition optimale des angles consiste a découper JC en segments de
méme longueur pour dj et a placer les sommets du polygone inscrit aux centres
de ces segments. On peut se persuader de 'optimalité de cette construction par
rapport a I'équirépartition angulaire en regardant la figure 2.2

Arcs de méme longueur pour dj Equirépartition angulaire

Fi1G. 2.2 — Influence de la courbure sur la répartition des sommets

Seconde méthode La seconde approche de [McClure and Vitale 1975| est
basée sur la connaissance de l’erreur locale d’approximation. A partir d’une
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liste ordonnée d’angles 0 < 0, < ... < 0, < 27, et en posant 0,1 = 0,
on crée un "découpage" de C et des polygones P¢, P’ : on se fixe un point A
intérieur & C' et on note M; les point de JC' ou la normale unitaire vaut n,.
On note alors C(;) I'intersection de C' avec le secteur M; AM;,, et de méme P(il.)
(respectivement P,) I'intersection de P' (respectivement P¢) avec M;AM; .

Polygone inscrit Polygone circonscrit

Fi1G. 2.3  Découpage d'un polygone en secteurs
On définit alors I’erreur locale inscrite par
e'(0;) = 5H(C(i), P(ii))
et Perreur locale circonscrite par

Théoréme 2.4.6 ([McClure and Vitale 1975]). Avec les notations pré-
cédentes, les erreurs locales vérifient :

e“(0;) ~ €'(0;)

Done on notera e(0;) Uerreur locale pour l'approzimation asymptotique ins-
crite ou circonscrite.

AMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVWWVWWWVWVWWWVVVW

Théoréme 2.4.7 (|[McClure and Vitale 1975]). Avec les notations pré-
cédentes, [’erreur locale est asymptotiquement :

e(0;) ~ < r(0:) (0 — ‘9i+1)2

et erreur d’approximation globale s’en déduit par :

e(01.,) = sup e(b;) .

i=1l..n

ANAAAAAAAAAAAAANAAAANAAAAAAANAAAAAANAAAAAAAAAAAA
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0| —
<
: )
3
i
~~
N
(V)

Un dernier résultat, baptisé 'balancing local errors’ par [McClure and Vitale
1975] permet de conclure cette approche : si les erreurs locales sont équivalentes,
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alors 'approximation est asymptotiquement optimale. Cependant cet article ne
prouve ce résultat que pour des métriques différentes de 6.

Théoréme 2.4.8 ([McClure and Vitale 1975]). Soit 0 < 6; < ... <
0, < 2m. Sie(fy) ~ e(fz) ~ ...~ e(B,), alors les polygones P,fb et PS¢ sont
asymptotiquement optimau.

Preuve :

Sie(0y) ~e(fy) ~ ...~ ¢e(b,), alors

/M\/*deN/M\/*de

Et donc

/M\/*dew—/:ﬁ\/@de.

2
Or e(6y.,) = sup,_y_, e(6;) = sup,_y ,, & <f09ii+1 /7(6) d6’> .

Donc on obtient le résultat optimal :

e(01.) ~—< Fde) i.

Equioscillations Une propriété céléebre des polygones de meilleure approxi-
mation est leur équioscillation. De la méme maniére que les polynémes de Tche-
bychev oscillent autour de la fonction continue qu’ils approchent, ainsi pour un
polygone P € P, tel que 67 (C, P) = §7(C,P,), la distance des sommets de P
au convexe est égale a la distance a laquelle les arétes de P ‘pénétrent’ dans
C, qui vaut bien sir 6”(C, P). Autrement dit, sup,.o d(z, P) = sup,cp d(C, y).
Cette propriété n’est malheureusement pas suffisante pour caractériser un po-
lygone de meilleure approximation, comme le montre la figure 2.4.

A défaut d’optimalité totale, [Ludwig 1999| prouve que cette condition entraine

néanmoins une optimalité asymptotique :

Théoréme 2.4.9. Soit C € CNE? et P, un polygone équioscillant pour
C. Alors quand n — +o0, P, réalise une approzimation asymptotiquement
optimale de C'.

Meilleure approximation de S! Pour le cas particulier d'un disque D fermé
de rayon R > 0, on peut déterminer explicitement une suite de polygones de
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- /

Equioscillation optimale Equioscillation non optimale

Fi1G. 2.4 — Equioscillations d’un polytope

meilleure approximation de D. Soit P, un polygone inscrit & n faces. On sub-
divise alors le convexe selon 2.3. Sur chaque morceau D® de D, Ierreur d’ap-
proximation s’écrit

o 2
H(p) pl)y — 1o b
sH(DW, pi) R<1 1 4R2>

ol [; est la longueur du *™¢ coté de P,.

Donc 6% (D®, P,gi)) est minimal si et seulement si ; est minimal. Ainsi 67 (D, P,)
est minimal si et seulement si max; [; est minimal, autrement dit si P, est donc
un polygone régulier inscrit dans D. De méme, les polygones circonscrits, tout
comme les polygones quelconques, de meilleure approximation d’un disque sont
réguliers.

2.4.2 Echantillonnage d’une paramétrisation

Nous proposons ici une démonstration personnelle d’un résultat classique. Cet
exemple nous sert d’illustration de la pertinence de la notion de dispersion.

Lemme 2.4.10. Soit f : U =]0,1[*'— 0C C R? une paramétrisation bijective
‘ ) d—1

d’une partie du bord d’un convexe C'. Pour m € N*, soit X = {% P l<k< n}

I’ensemble des n sommets d’une grille réquliére sur U. Alors pour n — oo

. 1
disp s f(X) = © (n2/(d—l))

Preuve :
D’aprés 2.1.2 et 2.2.2, on obtient une borne inférieure sur cette dispersion :

. 1
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Soit ¢ € f(U) un point de I'image de f. D’aprés (1.5.3), et en désignant par
k) la courbure de 9C au point ~(t) selon la direction ~/(t), la distance pour
la seconde forme fondamentale s’écrit :

due. F(X)) = in { [ el @lasy: 0.1 - )
tel que v(0) = A et y(1) = B} :

Si ki, ko sont les courbures principales en un point de 0C, alors de maniére
immeédiate

du(e, f(X)) <, Jsup{hs, bz}

inf { J IR @1ty 0,1 = () el que 5(0) = 4, (1) = B}

dp(c, f(X)) < ‘/Sgg{kl,kz}dz(af(X)) : (2.4.1)

Or, f étant un homéomorphisme de U sur f(U), il est possible d’écrire

Autrement dit

di(c, f(X)) < { max [[dfull ) d(f~*(c), X)
uel

2
< <maXdeuH) V2
uwelU m

Cette derniére expression découlant du fait que d(f*(c), X) < % Donc, en
posant kK = maxgc{ki, ka}, 'expression (2.4.1) devient
V2K

du(e, f(X)) < == max||dfu]|

Il ne reste qu’a remarquer que le nombre n de sommets de la grille est (m—1)3-1,
et que par conséquent

1 _ 1
mo 14 par
ce qui permet de montrer que
1
d(c, f(X)) < V2rmax ||df,, || ——— . (2.4.2)
uelU 1 + nd-1

Or, puisque par définition

disp ) f(X) = supeesw)du(c, f(X))
la majoration (2.4.2) induit

: 1
disp ¢ f(X) < v 2;-@%16&5( dequil 5

+ nd-1
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et le comportement asymptotique énoncé est ainsi prouvé. ]

Théoréme 2.4.11. Soit C' un corps convexe, et soit fi,..., fr un atlas de
dC. On suppose que f; :]0,1[*1— 0C. Posons X = {£ 1<k <m} '}
l’ensemble des sommets d’une grille réquliere sur U, et posons P le polytope
an sommets défini par Uenveloppe conveze de Uycici fi(X). Alors P, est une
approzimation polytopiale inscrite de C d’ordre optimal, i.e.

§1(P,C) =0 (6" (P.,C)) .
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Preuve :

Le lemme précédent nous permet d’affirmer que sur toutes les images de cartes,
la dispersion est en © (m) Notons V,, les n sommets de P,. Il suffit alors
d’appliquer le théoréme 2.2.2 liant approximation polytopiale et dispersion des

sommets pour obtenir que :

1.
sH(P,C) = 5 (dispyeVi)®

<3 ()
< ()

ce qui est bien d’ordre optimal d’aprés 2.1.2. ]

2.4.3 De l’approximation de la sphére S¢ & un convexe
lisse

Pour clore ce chapitre, nous proposons une application directe des outils de
géométrie riemannienne a la construction de polytopes approximants. Le terme
“application” ne sous-entend ici aucune mise en pratique du procédé proposé,
puisque ce dernier repose sur la connaissance de la réciproque de 'application
de Gauss, ce qui est peu réaliste.

Connaissant P, des polytopes & n sommets de bonne approximation asympto-
tique de la sphére unité, on se propose de construire des polytopes @), appro-
chant un corps convexe C fixé, et de majorer asymptotiquement la distance de

Q,, a C en fonction de §(P,, S?). On supposera C de classe €.
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Dans R?

Si I'on se place dans le plan, on peut alors ordonner les sommets de P, et les
noter (M;)o..,_1- On suppose ici que P, est inscrit dans S'. [McClure and Vitale
1975] ont obtenu en 1975 une évaluation locale de I'erreur d’approximation pour
un convexe quelconque :

§"(S',P,) ~ max {lp(Mz‘) (041 _92‘)2}

i=0.n—1 | 8

ou 6; est 'angle que fait la normale au point M; avec I’horizontale, et p(M;) est
le rayon de courbure en ce point.

On peut donc définir un équivalent de I'erreur locale d’approximation de S* au
point M; par

1
est(M;) = R (0is1 — 5@')2 .

Cette expression est un développement asymptotique de 'erreur d’approxima-
tion associée au segment [M;M; 1]. Un équivalent de I'erreur globale est alors

donné par
SH(SY P,) ~ max eq(M;) .
i=0..n—1

Une méthode naturelle de passage de P, a un polygone inscrit dans C' utilise
I’application de Gauss. Si I'on note v : ¢ — S* I'application de Gauss qui a
tout point de C' associe sa normale unitaire, v est une bijection puisque C' est
strictement convexe. On construit donc les points N; = I/_I(MZ-) comme dans
la figure 2.5. Le polygone @), ainsi défini admet pour erreur d’approximation

locale :

o) ~ 5N (Bt = 61

~ p(N;) es1(6;)

donc finalement

5H(C’, Qn) < (]I\}leaé)ép(]\])) 5H(51,Pn) + 0(5H(51,Pn)) )
On remarquera que ce procédé place plus de sommets dans les zones de forte
courbure qu’ailleurs, ce qui est nécessaire pour obtenir une approximation d’ordre
optimal. Cependant, ce procédé n’est, bien stir, pas optimal : en fait, il met trop
de sommets aux endroits de forte courbure.

Dans R?

Le principe vu dans R? peut en fait se généraliser aux dimensions supérieures,
et, comme pour le plan, I'accroissement de ’erreur d’approximation est fonction
de la courbure du bord du convexe.
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F1G. 2.5 — De S! 4 un convexe plan quelconque

Dans R?, on se donne P, un polyédre inscrit dans S?! et I’on note {z1,...,2,}
ses sommets. On a alors

L, ..
5H(Sd_1, Pn) ~ 5 (dlspsd—l{xl, . ,I’n}>2

et 'on pose g, = 67(S%1 P,). Soit C' un corps convexe de classe €2 On
définit de méme que dans le plan I'application de Gauss v : 9C — S%! qui a
tout point de OC associe sa normale unitaire. v réalisant une bijection, on pose
Q, = conv({v~!(z;)}1.) le polyédre convexe inscrit dans C' et associé a P,.
Evaluer asymptotiquement 67 (C, Q,,) revient ainsi & exprimer la dispersion des
sommets de Q),,.

Théoréme 2.4.12. Notons R le mazimum des rayons de courbure en tout
point du bord de C. Si e, = §7(S% 1, P,) —— 0, alors

n—oo

§7(C,Q,) < Re, + o(en) .

VVVVVVVVVVVVVVVVVV
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Preuve :

Notons X = {x1,...,7,}lessommetsde P,, (y1,...,y,) = (v z1),...,v 7 (z,))
les sommets de (), et Y I’ensemble de ces n points de C'. Pour majorer I'erreur
d’approximation de C, il suffit de savoir majorer la dispersion de Y. Or on a :

dispo Y =inf {A > 0|Vy € 9C, dy(y,Y) < A} .
Pour y € C, posons x = v(y) € S?. Par hypothése,
disp52X ~ Ep

donc dy(z, X) ~ €, et sans nuire a la généralité, on peut supposer que dy(z, xq) ~
€n. En utilisant alors le lemme suivant, on en déduit que

disp, Y < VRdispg X

et donc
disp Y < VRe, + o(e,,) .
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Finalement, le théoréme 2.2.2 nous permet de conclure que :

5(C,Qn) < (VEeut 0(5n)>2 .

La majoration finale est donc bien celle escomptée. O

Lemme 2.4.13. On note distge—1 la distance géodésique sur S4='. Alors

dH(y,yl) < \/Edistsd_l(x,xl) .

Preuve :
La distance entre deux points de OC' se mesure le long du plus court chemin
pour la métrique dj :

Ay, 1) — in { [ @i 0.1] = 5 161 que £0) =y et 1(1) = }

Posons g = vo f. Puisque v est un homéomorphisme, quand f parcourt tous les
chemins de y a y; sur 9C, dans le méme temps g parcourt, tous les chemins de
x & x1 sur S9!, En particulier, en choisissant pour g 'arc géodésique minimal
de S9! qui relie v & x1, et f =v~! 0 g, on obtient

1
Ay, y1) < / 1 0 g (®)|lu dt -
0

Oron a:

1" 0 g)' I = Il(dvy-109) " 0 g'lI7
= <(dvy-109) o g, (v 0 g) >0

!/

= <dvw " ogo (dv,-10y) o g, (v 0 g) >

— <g/’ (V_l Og)’>
Pour calculer ce produit scalaire dans le plan tangent & 0C), il est pratique de se

placer dans la base locale des directions principales (eq, ..., e4_1). On sait alors
que dv s’exprime par une matrice diagonale dont les éléments sont les courbures

principales {k;}1. 41

-1

g.e1 k1 g .e
/ —1 !/
<g, (v og)> =
g .eq1 ka1 g.eq1
1 7
g.el nd -6
1 !
g'eq1 kg1 J -€d-1
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OrR:max{i %},donc

<g, (v og)(t)> < R(g )+ + (g eanr)”,

ce qui prouve que
(v 0 g) @)l < llg' )] -

Et donc finalement

1
/ 1" 0 gY(®)|l dt < distsas (@, 21)
0

ce qui permet de conclure. [

Si ce résultat n’est pas constructif, puisque 'application de Gauss est difficile-
ment inversible, il permet en revanche d’évaluer a posteriori I'erreur d’approxi-
mation commise par un polytope inscrit dans un convexe lisse C. En effet, en
évaluant I’hyperplan tangent au convexe en chacun des sommets du polytope,
on en déduit un polytope inscrit dans la sphére S¢=!. Il n’est alors pas difficile
de calculer la distance de Hausdorff de B?! A cette approximation inscrite.
[’erreur d’approximation recherchée est alors majorée par le produit de cette
valeur et du maximum des courbures principales sur 9C.
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Chapitre 3

Approximation et décomposition
de norme

Si Dieu existe, et si, réellement, Il a créé la terre, alors Il
I’a créée selon la géométrie euclidienne, et ’esprit humain
ne peut avoir I'idée que de trois dimensions de I'espace.

Feodor Dostoievski. Les fréres Karamazov.

Résumé

Ce chapitre commence par un tour d’horizon des différents concepts
nécessaires, avec un accent particulier porté sur la dualité et la décom-
position de norme. Nous rappelons plusieurs résultats connus auxquels
nous feront appel par la suite. Nous proposons ensuite notre apport per-
sonnel, qui commence par une définition de I'approximation de norme,
ainsi qu’'une définition de la décomposition approchée de norme. Dans
un troisiéme temps, nous étudions deux champs de propriétés pour ces
deux notions. Le premier domaine est consacré aux produits cartésiens
d’espaces et a leurs normes. Le second fait le lien avec les chapitres
précédents en montrant l'interdépendance entre la décomposition ap-
prochée de normes et 'approximation des convexes par des polytopes,
ce qui permet finalement d’obtenir diverses propriétés de la décomposi-
tion approchée.
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vnapitre o. Approximation et aecomposition de norme

3.1 Introduction

On se place dans R? muni d’une norme ¢. On cherche & définir une norme ¢,
qui soit “proche” de .

() = ()
Pour que cette norme soit aisément calculée, ainsi que pour différentes applica-
tions, on est amené a la choisir polytopiale, ¢’est-a-dire de la forme :

oo(r)= max zw.
ve{v1,...,ux }
L’intérét de cette démarche est de pouvoir substituer cette nouvelle norme a la
norme originale et de transformer ainsi des algorithmes exacts mais cotiteux en
algorithmes approchés mais rapides.

3.2 Les outils

3.2.1 Notations

[’espace courant sera toujours l'espace réel de dimension d, noté RZ. 11 sera
muni d’une norme ¢.

On notera de deux fagons distinctes les produits scalaires :
— a.b le produit scalaire canonique de a et b.
<a,b> un produit scalaire (& priori quelconque) de a et b.

Il existe deux types de normes : euclidiennes (i.e. issues d’un produit scalaire)
ou non. Par la suite, la norme considérée pourra appartenir a I'un ou l'autre
type. Ainsi, les normes seront notées :
— ly(u) = |u| pour la norme euclidienne canonique du vecteur u, définie par
|ul = Vu.u.
©(u) pour une norme (& priori quelconque, éventuellement non-euclidienne)
du vecteur u.
©~(u) pour une norme approchée du vecteur u, telle que ¢ (u) ~ @(u).
A chacune de ces normes est associée une sphére (resp. une boule) unité, que
I'on notera respectivement S%1, Sps Sy, (resp. BY, By, B,.). Ces ensembles
sont des corps convexes de R?.

3.2.2 Norme duale

La dualité dans un espace vectoriel consiste & considérer les formes linéaires
de cet espace. Or en dimension finie, toute forme linéaire est caractérisée de
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La sphére unité pour la
norme [* et sa duale dans R?

maniére unique par un vecteur. Il est donc possible d’identifier R? et son dual.
On en déduit alors une interprétation de la norme canonique sur le dual en tant
que norme sur R<,
Définition 3.2.1 (norme duale). A R? muni d’une norme ¢ et d’une sphére
unité S, on associe une norme, appelée norme duale, définie par
. .y
©*(y) =sup —= . (3.2.1)
220 ()
La boule unité pour la norme ¢, B, = {z € R¥p(z) < 1}, a donc pour duale

B: = B, = {z € RYp*(x) < 1} .

)

Proposition 3.2.2.

Preuve :

11 suffit d’écrire
T

ry
p(z) o)™
0J

Par la suite, nous utiliserons souvent la propriété suivante. Ce résultat classique
est a mettre en regard avec la propriété bien connue qui affirme que le bidual
d’un espace vectoriel de dimension finie est isomorphe a cet espace. Nous pro-
posons une formulation de ce résultat dans le cadre précis qui nous intéresse
ainsi qu’'une démonstration géométrique.

Proposition 3.2.3. La dualité est involutive, c’est-a-dire :
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et donc
x.y

o(z) = 21;%) ) (3.2.2)

Preuve :
e Notons ¥(z) = SUPyc g G5y la norme biduale de .

.y

©*(y) = sup ——
() x;ﬁo@@)
et donc ey
Vye R Ve e R\ {0}, o' (y) > —=,
VO ew>
d’on

Va,y € RY o(z)e*(y) = 2.y . (3.2.3)

On obtient donc en particulier que

.9y
¢(r) = sup ——~ ,
y£0 ©*(y)

autrement dit, pour tout x € R, o(z) > (z).

e Pour montrer 'inégalité inverse, supposons qu’il existe = € R? tel que o(z) >
Y(x). Alors en posant xg = x/¢(x), on peut affirmer que :

dzg € 5, tel que 1 = p(xg) > (o) .

Soit H un hyperplan d’appui! du convexe B, en ¢, et v un vecteur normal de

H tel que v.zg > 0. Si on pose yg = *V alors *(yo) = 1, et donc

P )’

Y(wo) = sup xo.u
ueSs

= Xo-Yo

La convexité de B, et le fait qu'en z( elle admette un hyperplan d’appui de
normale extérieure y, entraine d’aprés 1.1.10 que

Vue€ By, u.yo < Zo-Yo -

Or d’aprés la proposition 3.2.2, ¢*(yo) = SUPycs, U-Yo, donc

w*(yO) < w(xO) 5
d’on
©*(yo) <1,

I1’existence d’un hyperplan d’appui en un point du bord d’un convexe quelconque repose

sur le théoréme de Hahn-Banach. Mais nous sommes ici en dimension finie, sur un convexe
compact, donc cette existence est évidente.
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ce qui est absurde. Par conséquent, Vz € R4, o(z) < (z), et donc ¢ = 1 = ¢**.
O

On peut déduire de ce résultat I'existence d’un dual pour chaque point de la
spheére.

Corollaire 3.2.4. Soit u € S,,. Alors u admet un dual (en général non-unique)
noté u*, c’est-a-dire un vecteur u* tel que

u* € S,
o(u) = v.u*

On peut donc exprimer ¢ en fonction de la norme duale, mais aussi en fonction
de la sphére duale, ce qui va s’avérer essentiel par la suite. Le corollaire suivant
est trivial.

Corollaire 3.2.5.

|z = ¢(z) = sup u*.x
u*€SYy

L’idée directrice de ce chapitre est alors de considérer une approximation de S;;
par un objet S*, ce qui nous permet de remplacer cette distance par
o(x) ~ maxa.z ,
ueS™*
S* doit bien stir étre choisi de maniére a faciliter ce calcul de norme approchée.
Ce sera donc en général un polytope de sommets {sq,...,$,}, ce qui donnera :

e(r) ~ max x.5.
s€{s1,...,5n}

Attention, en général, S* ne définit pas une nouvelle métrique. La condition de
symétrie n’est ainsi pas nécessairement vérifiée.

[’approximation d'une norme peut étre effectuée par une fonction qui ne soit
pas elle-méme une norme, mais dans la majorité des situations, on s’attache a
construire une véritable norme proche de la norme initiale. En effet, les hypo-
théses sur 'ensemble S* pour qu’il décrive une norme ne sont guére restrictives
dans la pratique. En particulier, la condition de symétrie est méme une simpli-
fication puisqu’il suffit de construire alors une moitié de la fonction approchant
la norme.

3.2.3 Norme définie par dualité

Pour pouvoir définir une norme a partir de sa boule duale, il faut d’abord intro-
duire quelques prérequis géométriques que 'on trouvera détaillés dans [Berger
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Fi1G. 3.1 Point extrémal non exposé

1992a].

Prérequis

Définition 3.2.6 (Point exposé). Soit A un convexe. Un point = est dit
exposé s'il existe en x un hyperplan d’appui H a A tel que H N A = {z}.

Définition 3.2.7 (Point extrémal). Soit A un convexe. Un point z est dit
extrémal si x = MT’”Z, 1, Ty € A implique que x = 11 = 5.

Proposition 3.2.8. Tout point exposé est un point extrémal.

Preuve :

Soit  un point exposé et H un hyperplan d’appui en = tel que H N A = {xz}.
Notons HT le demi-espace fermé de frontiére H tel que HT N A = {x}, et
H~ T'autre demi-espace fermé de méme frontiére. Soient x1,z9 € A tels que
T = MT“ Alors xy,20 € H™ et x € HT. Or ces trois points sont alignés, donc
x,T1,Ty € H. Donc x = 1 = 2. [
La réciproque est fausse comme le montre la figure 3.1.

Ces définitions posées, il est désormais possible de présenter le résultat classique,
dont on peut trouver la démonstration dans, par exemple, [Berger 1992a] :

Théoréme 3.2.9 (Krein et Milman). Un conveze compact est [’enveloppe
de ses point extrémauc.

On désignera parfois abusivement un corps convexe par son bord, c’est-a-dire
par I’ensemble des points admettant un hyperplan support.
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Norme définie par sa boule duale

Il est courant de définir des normes dites « de jauges », en ce sens qu’elles sont
construites a partir d’un certain corps convexe symétrique C' qui devient leur
boule unité. Ainsi de maniére classique :

@ :x—inf{\ > 0|z € A\C}

définit une telle norme. Par contre, nous cherchons ici une construction qui
repose non sur la boule unité mais sur la boule unité duale.

Théoréme 3.2.10. Soit A un corps convexe symétrique compact. Alors A
définit naturellement une norme ¢ sur R de la fagon suivante :

d —
Ve eRY p(z) = Max V.2

MAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

et de plus A est la boule duale de .

Preuve :
e Dans un premier temps, il faut prouver que ¢ est une norme. A est d’intérieur
non vide, donc il contient une boule de rayon non nul :

Ja € R*, 37 > 0 tel que B(a,r) C A

ou B(a,r) est la boule centrée en a et de rayon r pour la norme canonique.
Alors par symétrie, B(—a,r) C A et donc par convexité, B(0,7) C A. Donc A

contient l'origine en son intérieur. De plus, on obtient bien la positivité, puisque

le point % appartient a la boule B(0,r) quelque soit x, et donc

Cette inégalité permet également de montrer que si p(z) = 0 alors x = 0, et
donc

o) =0 <= z=0.

De plus, puisque A est compact, le maximum définissant ¢(x) est atteint pour
un point a de A, donc

Ve e RLVAER, Ja € A tel que p(Ax) = (Ar).a

D’ou la propriété nécessaire de ¢ : p(Ax) = |A|p(z).
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Reste enfin a vérifier I'inégalité triangulaire. Soient 1, 25 € R,
o(x1) + ¢(x9) = maxa;.xy + max as.zy
a1EA as€A
> max(a.z; + a.x2)
acA
> maxa.ry + To
acA

> p(z1 + 12)
Et ainsi ¢ définit une norme sur R%

e [l faut désormais prouver que A est la boule duale de ¢, que I'on notera B.
Soit a € A, p*(a) = sup,4 25 Or par définition o(x) = a.xz, donc p*(a) < 1
pour tout a € A. D'out A C B,

Soit désormais y un point exposé de B:’;. Ainsi B:; admet en y un hyperplan

affine support H tel que
HNB, =A{y},

donc ¢*(y) = 1, sinon il existerait r > 0, tel que B(y,r) C B} et H ne serait
plus un hyperplan support). De plus

dx € S, tel que .y > 0 et x vecteur normal de H .

Cet élément x vérifie

p(z) =1
= sup r.u
uEB;‘,

= sup r.a
acA

Or le fait que H soit hyperplan support de B7 en y de normale extérieure =
entraine

l=suwpzrzu=2zy.

u€By

et la compacité de A entraine
Ja€e Ax.a=1.

Or y est un point exposé, donc il est I'unique élément de B, réalisant maXyepy L.U.
Puisque A C B:’;, alors a = y, et donc les points exposés de B:; sont dans A. Or
le théoréeme de Krein et Milman affirme qu'un convexe compact est I’enveloppe
de ses points extrémaux, et donc qu’il est ’enveloppe de ses points exposés.
Donc B}, C A puisque les deux ensembles sont convexes et compacts. O

Ce résultat est fondamental car non seulement il propose une interprétation
géomeétrique d’une norme, mais il affirme également I'unicité de la définition de
normes sous cette forme. En effet, si deux corps convexes compacts définissent
par dualité la méme norme, alors ils sont identiques.
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Fi1G. 3.2 — Décomposition normale d’une norme

3.2.4 Décomposition de norme

Cette section regroupe définitions et propriétés connues des décompositions de
normes. On trouvera par exemple dans [Robert 1967| la définition suivante :

Définition 3.2.11. Une décomposition d’une norme ¢ est une application
dy, : R? — R qui a tout point z associe un élément de R? tel que

o(2) = dy(w). .

Cette décomposition d, sera dite normale si

Ve R\ {0}, d,(z) € Sy -

Les décompositions quelconques ne seront pas utilisées ici, il convient donc de
s’attacher davantage aux propriétés des décompositions normales.

Proposition 3.2.12. Une décomposition ¢ est normale si et seulement si
Ve e R\ {0}, Vy e R" d,(2).y < ¢(y) .

Preuve :
e Si d, est une décomposition normale, alors ¢*(d,(z)) = 1, et donc

sup dso(x)-?/
y#0 ©(y)

=1,

d’ou
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e SiVyeR?! d,(z).y < p(y), alors par définition
0 (dy(z)) =1, i.e. dy(x) € S* .

O

Cette proposition peut également s’interpréter géométriquement, comme on
peut le voir sur la figure 3.2 :

Proposition 3.2.13. Si on note B, = ¢(x)B, la boule centrée sur l'origine
et contenant x, alors la décomposition d, est normale si et seulement si, pour
tout x de R\ {0}, dy(x) est normal & un hyperplan d’appui de B, en x.

Preuve :
Remarquons d’abord que :

y € B, <= ¢(y) < ().

Or le fait que pour tout x de R4\{0}, le vecteur d,(z) soit normal a un hyperplan
d’appui de B, en z est par définition :

Vye By @ dy(x)y < ¢(z) . (3.2.4)

Comme ¢(y) < (), 'expression (3.2.4) est bien vérifiée.

e Réciproquement, supposons (3.2.4) vérifiée. Soit u € B, alors ¢(z)u € B,.
Par conséquent d’aprés (3.2.4)

Vue B, : dy(z)u<l,

et puisque dy(z).2 = ¢(z),

o (dp()) = max dy(z)u = 1

u€B,

ce qui prouve que d, est normale. O

On peut remarquer que de la proposition 3.2.12 se déduit I’expression suivante :

_ *
dy(z).x = max u'.z .

Autrement dit, d,(x) est un point de la sphére duale qui réalise le maximum
dans I'expression max,cp- ©*.x. Ce point n’est pas toujours unique, mais dans
le cas d’une norme lisse, son unicité est par contre garantie :
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Proposition 3.2.14. Si ¢ est de classe €' alors la décomposition normale est
unique et coincide avec le gradient

d, = grad ¢ .

Preuve :

L’unicité est une simple conséquence de 'unicité du plan tangent en tout point
de S, et de l'interprétation géométrique de la proposition précédente. En effet,
puisque la différentielle dp, s’exprime par dp,(u) = grad, ¢.u, alors grad, ¢ est
visiblement normal & {y € R? tel que ¢(y) = ¢(z)} en z. O

Pour tout le reste du document, toute les décompositions seront supposées
normales, c¢’est-a-dire a valeurs dans la sphére duale S*.

3.2.5 Décomposition approchée de norme

Avec cette section commence la partie personnelle des résultats de ce chapitre.

Définition 3.2.15. Une e-décomposition approchée de norme est une appli-
cation d . définie sur R? telle que

dyc(R?) est un sous-ensemble fini de S
dpe(—x) = —dye(x), V2 eR?
(1—e)p(x) <dpe(r)r, VreR?

On emploiera abusivement le terme de décomposition approchée pour désigner
son image, c’est & dire un échantillonnage de S7. Cette pratique sera justifiée
par le résultat 3.3.4.

Dans cette définition, la premiére condition n’est en fait que la normalité de
la décomposition. La deuxiéme est la symétrie, sans laquelle d, . ne serait plus
rattachée & une norme. Enfin, la derniére expression impose la proximité entre
d,. et la décomposition exacte. Par ailleurs, 'approximation se fait toujours
par valeurs inférieures :

Proposition 3.2.16. Pour tout v € R? :

dpe(z).x < () .

Preuve :
On a d,.(x) € S*, et, par définition de la norme duale,

Vue S* Vv e RL uw < p(v) .
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O

L’intérét de ce type d’applications est, comme nous le verrons plus loin en détail,
de permettre de définir une nouvelle norme .. On souhaiterait ainsi définir une
norme approchée par

e () = dye(x).x .

Cette définition pose en fait probléme, et nous verrons dans la section suivante
la construction adoptée.

3.3 Approximation de norme

3.3.1 Norme approchée

Le paragraphe précédent a montré qu'une approximation de la décomposition
permettait de construire une nouvelle norme, proche de la norme originelle. 11
convient donc d’introduire la notion d’approximation de norme pour plus de
précision.

Définition 3.3.1. Une norme ¢. est une e-approximation de la norme ¢ si
pour tout z € R%,

(1 —e)p(r) < pelz) < (1+e)p(e) -

Si (1 —¢e)p(x) < ¢(x) < p(x), on parlera d’approximation inférieure.

Exemple : Soit R? muni de la norme euclidienne [, et donc de la sphére unité
canonique S% . Soit H I'hypercube défini par

H = {(1’1,. e 7xd)|Vi7 ‘xz| < 1} :

La norme associée a H, c’est-a-dire la norme dont H est la boule duale unité,
est bien str la norme infinie /1, et un rapide calcul permet de quantifier I'ap-
proximation de la norme euclidienne :

Soit x € RY, par définition,

[l = maxv.x
d

-3

i=1

Il est immeédiat que ||z||; > |z|. Pour trouver le meilleur coefficient d’approxi-

—pe (@)

mation de norme, il faut maximiser le rapport )“D(rzo(x) . En exploitant la

semi-linéarité des normes, il suffit de calculer le maximum de ce rapport pour
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z € R? tel que p(z) = 1. Sion prend € = max,cga1 |1 — ||z]|1], alors e = v/d—1.
Donc I'hypercube est une (v/d — 1)-approximation supérieure de la norme eu-
clidienne.

Proposition 3.3.2. Toute décomposition approchée d’une morme induit une
approximation . de la norme, de méme erreur, et définie par

Vz e RY  p.(z) =maxd, (u).x .

u€RI

Preuve :
Cette expression définit bien une norme d’apres 3.2.10. Si d, . est une décom-
position approchée de o, alors par hypothése,

(1 —e)p(2) < dps(2)

et donc
(1 —e)e(z) < pe(z) .

On obtient 'autre inégalité grace a la proposition 3.2.16. 0

Ainsi la qualité d’approximation de la décomposition va se transmettre au ni-

veau des normes, en ce sens que le taux d’erreur dans ’approximation de ¢
vérifie :

x) — @(x

'M <e (3.3.1)

o(x)

On remarquera que dans le cas d’une décomposition approchée, la sphére duale
unité de ¢, est inscrite dans celle de ¢, et donc I'approximation est par valeurs
inférieures.

Les propriétés géométriques de B¥ ont une influence sur ’approximation de
Pe
norme induite.

Proposition 3.3.3. Soit B* un ensemble tel que la norme p associée réalise
une e-approrimation de la norme @, alors

si B* C B, @ réalise une approximation inférieure de la norme @,

si B* D B*, ¢ réalise une approrimation supérieure de la norme .

Preuve :
[’origine appartient aux deux boules unités duales de ¢ et ¢ que sont B* et
B*. Si B* C B*, alors

VeeRYYVae B, 3u e B tel que .4 < z.u |

donc

Vi e R maxx.i < maxz.u ,
aEB* u€B*
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d’ou finalement
Ve R ¢(x) < o(z)

La norme ¢ réalise donc bien une approximation inférieure de .
Si B* D B*, le raisonnement est identique. O

3.3.2 Echantillonnage de la sphére duale

Un cas particulier de I'approximation de norme est I’échantillonnage de la sphére
duale, c’est-a-dire le choix d'un nombre fini de points de cette sphére. En effet,
a un tel échantillonnage est associée une décomposition approchée de norme.
Nous proposons donc une nouvelle définition de la décomposition de norme,
équivalente a la premiére.

Définition 3.3.4. Soit A = {u},...,u’} un ensemble de points de S*, la
sphére duale d’une norme . Alors A induit une décomposition approchée de

(¢ par

dye(z) = uj, tel que uj.x = max u;.x .
’ 1<i<n

En appliquant 3.3.2, on obtient immédiatement qu'un tel échantillonnage induit
une approximation de la norme.

Corollaire 3.3.5. Soit A = {uj,...,u’} un ensemble de points de S*, la sphére
duale d’une norme @. Alors A induit une approximation approchée inférieure
de ¢ par

_ *
e (x) = 02X Uy .

La boule unité de la norme @, ainsi construite est un polytope inscrit dans la
boule unité initiale.

Dans ces expressions, 'indice € qui quantifie la qualité de la décomposition
approchée ou de 'approximation de norme dépend de I’échantillonnage. Nous
verrons avec le théoréme 3.5.5 comment se mesure cette erreur d’approximation.

On peut remarquer que si I’échantillonnage de la sphére unité ne permet pas
en général de définir une unique approximation de norme, il en va autrement
lorsque la norme est lisse. En effet, la décomposition est alors unique, et donc a
chaque échantillon de la sphére correspond un unique échantillon de la sphére
duale.

Réciproquement, le résultat suivant est une simple conséquence de la définition
d’une décomposition approchée.

§ Théoréme 3.3.6. Soit d, une décomposition approchée de la norme . Alors
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2] = (x) = 2.dy(z)

[2]le = pe(2) = .dp o (@)
=1.7

Fi1G. 3.3 — Echantillonnage de la sphére duale

74



vnapitre o. Approximation et aecomposition de norme

% Pensemble des valeurs de d, forme un échantillonnage de la boule duale unité.

Par la suite, on identifie une décomposition approchée a la norme
qu’elle induit. Il est alors possible d’affirmer que 'ensemble des sommets de
sa boule duale unité forme I’échantillonnage de B,,.

Remarque :
Une derniére remarque sur les propriétés de base des décomposition de normes a
été abordée en (3.3.1). En effet, le taux d’erreur d’une décomposition approchée

est donné par
‘90(56) — @)

p(z)

Dans certains cas (par exemple pour le probléme du diamétre traité au chapitre
5), on sera amené a utiliser un taux différent :

€
S l+4e

‘90(55) — ¢e()
¢e(7)

Il est visible que les deux expressions sont asymptotiquement équivalentes pour
¢ tendant vers 0.

3.3.3 Boule unité ou boule duale ?

La démarche d’approximation d’'une norme ¢ proposée ici repose sur un rempla-
cement de la boule unité duale B:’;. Par exemple, une décomposition de norme
approchée sera souvent introduite a partir d’un échantillonnage de B7. Il est
alors légitime de se poser la question de savoir si un échantillonnage de la boule
unité B, ne permet pas de construire de méme une approximation de (.

En fait, un tel procédé repose sur la notion de jauge. A un corps convexe symeé-
trique B, on associe la nouvelle norme ¢ définie par :

&(z) = inf {A > 0|z € )\B} .

Cette définition pose un probléme pratique, a savoir son calcul. Autant la norme
définie par dualité se calcule aisément comme un maximum d’un nombre fini
de produit scalaire, autant cette recherche d’une borne inférieure s’évalue diffi-
cilement. Un deuxiéme inconvénient est le critére d’approximation de la boule
unité. Il est évident que 'erreur commise en remplacant ¢ par ¢ est propor-
tionnelle a la distance radiale entre B, et B. Cette distance radiale est en fait
identique a la distance de Hausdorff dans le cas de la norme canonique, mais
s’avere difficilement manipulable pour d’autres normes.
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3.4 Norme sur un produit cartésien d’espaces

3.4.1 Caractérisation
Norme sur un produit de deux espaces

Le principe est de décomposer 'espace actuel en produit cartésien de deux
espaces de dimensions inférieures. [.’approximation de la norme sera alors ef-
fectuée a I’aide des approximations des normes du produit. On dispose ainsi de
deux espaces normés (R%, ¢;), (R?%, ;). On cherche alors & définir une norme
sur RY = R% x R%. Pour cela on introduit une application ¢ :

o(r1,72) = Y(p1(71), pa(w2))

oll 1 est une norme sur R2. Pour que ¢ soit effectivement une norme, il faut
restreindre le choix de 1 a une norme croissante par rapport a chacune de ses
composantes.

Théoréme 3.4.1. Soit (R™ 1), (R%, ¢y) deuz espaces normés, et 1 une
norme sur R? vérifiant :
Va e R+, [ (o, ) est croissante sur R + .
V3 € R+, o (o, ) est croissante sur R + .
Alors Uapplication ¢ définie dans R = R4 x R% par
¢ R4 x R2 — R+
(@1, m2) = Y1 (1), pa(x2))

est une norme sur Rd.

AAAAAMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVWWWWVWWWWWWVWVWWVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Preuve :
Les propriétés de positivité, de proportionnalité, de symétrie et de séparation
sont évidentes. Reste & vérifier I'inégalité triangulaire :

o(r +y) =P(p1(r1 +y1), pa(T2 + 42)) -

En appliquant les conditions de croissance sur 1), on a :

o(r +y) < Y(p1(x1) + 91(v1), pa(T2) + p2(v2))
< Y(1(x1), Pa(w2)) + V(01(y1), w2(y2))
< o) + ¢(y)
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Lemme 3.4.2. Soit U un corps convexe compact et symétrique de R? et soient
Ay (resp. As) un corps convexe compact et symétrique de R™ (resp. R% ). Alors
lensemble Z C R xR® défini par Z = {(ulal, usaz);u € Uyap € R ay € RdQ}
est un corps conveze compact et symétrique de R% x R,

Preuve :
Notons A = R4 x R%, Z est visiblement compact. Puisque U est symétrique
d’intérieur non vide,

de>0, (g,e)eU.

Donc €A C Z, et il est alors immédiat que Z est d’intérieur non vide. De plus,
la symétrie de U entraine celle de Z.
Montrons désormais la convexité de Z. Soient z,2' € Z, avec z = (ujaq, uzaz)

et 2/ = (u}a}, uhaly). En utilisant la symétrie de U, on se restreint au cas ot uy,

z+2
2

est dans Z. Remarquons que le cas particulier ou u; + ¢} est nul est trivial car

ug, uj, et uh sont positifs. Puisque Z est compact, il suffit de prouver que

alors uy = u} =0, et il en est de méme si uy + u), est nul. En dehors de ces cas

particuliers,
/ ! ! ! !
242 fuiar +upa; Ugag + Uyly
- )
2 2 2
uy + u} u u Uy + ul u ur
o 1 1 1 1 / 2 2 2 2 /
= Fay + say |, g + - a
2 uy + uy up + uy 2 Ug + Usy Ug + Ugy

uitu]  uituj
Or 5 g

de As, on peut écrire les deux autres de 'expression sous forme de combinai-

appartient a Z, et en faisant jouer la symétrie de A; puis

s1 2 . . !
sons convexes d’éléments de A; puis de A, ce qui montre que % est dans Z. [

Théoréme 3.4.3. Soit o = V(1 @2) une norme sur RY telle que les hy-
potheéses du théoréeme 3.4.1 soient vérifiées. Alors sa boule unité duale est
caractérisée par

B, = {(ays, By2)|(c, B) € By, 41 € By € Bf;z}

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA
NVWWWWWWWWVWVVW

Preuve :
Puisque les boules unité des différentes normes sont, toutes compactes, la borne
supérieure caractérisant chaque norme est atteinte :

i(x;) = nax u;.z;
1 APZ

(o, f) = max u.(a, )

uEB:Z
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Alors en notant = (1, x2)

p(r) = P(p1(z1), pa(r2))

= max u.( max w;.r;, Max us.Ts)

uEB:L u1EB;‘,1 u26B¢2
p— . *
= maX{(u?é%}él oy ., ugré%>£2 Bug.xs); (a, B) € By}
p— . *
= max{(mrélo?%l Uy, mrgﬁaéf% uy.72); (o, ) € By}
= max{(uy, uz).(r1,72); (o, B) € By, w1 € aB;, ,uy € BB} }
= max u.r

u*eA*

o A* = {(auy, Buz)|(a, B) € Bj,u1 € By ,us € B }. La norme ¢ est donc
bien définie par cet ensemble A*. Le lemme précédent nous prouve que A* est un
corps convexe compact et symétrique. Il suffit alors d’utiliser le résultat 3.2.10

pour pouvoir identifier A* et By, O

Norme sur un produit de k espaces

Nous venons de voir comment, & partir d’'une norme convenable sur R?, il est
possible de “combiner” deux normes sur R% et R% respectivement pour obtenir
une norme sur I'espace produit R x R%. Ce méme procédé ne présente aucune
difficulté pour s’étendre, a partir d’une norme adéquate sur R*, a un produit
de k normes.

Théoréme 3.4.4. Soit (R® ¢y), ... (R%* ¢p) k espaces normés, et 1 une
norme sur R¥ qui soit croissante par rapport a chacune de ses composantes.
Alors Uapplication ¢ définie dans R = R% x .. x R%* par
. dl dk
p:R" x .-« x R%" — R+
(@1, @) = (@), - - prlan))

est une norme sur Rd.

AMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Théoréme 3.4.5. Soit o = (o1, ..., o) une norme sur R? définie dans le
théoréeme 3.4.4. Alors sa boule unité duale est caractérisée par

By = {(a1y1, - s awy)|la = (au, ..., o) € By, y € B, 1 <i < k).

WAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVW\
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3.4.2 Produit cartésien d’approximations de normes

Norme approchée sur un produit de deux espaces

Dans un premier temps, on cherche a construire une approximation de norme

a partir de deux normes approchées. Ensuite, la qualité de cette construction

sera évaluée tant en terme d’erreur commise dans ’approximation, qu’en terme

d’efficacité, ou le nombre de ses sommets est le critére déterminant.

la norme ;, alors

Pe = ¢(¢1,57 902,8)
est une e-approrimation de la norme .

VVVVVVVVVVVVVWVVVVVVVVW

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Preuve :
Puisque ;. est une e-approximation de la norme ¢;,

(1 —e)pilwi) < pielwi) < (1+)pilwi)

Alors en utilisant les hypothéses de 3.4.1 sur ¢

Pe(7) = Y(p1(21), P2, (2))
<Y (1 +e)pi(r1), (1 + €)pa(z2))
(L4 e)v(pr(x1), pa(z2))

<
< (L+e)p(x)

De méme, on obtient que

(1= e)p(pr(a1), p2(22)) < e()

Et donc ¢, est une s-approximation de la norme ¢.

$= ?/15(901,517 902,52)

max{e, £2})-approzimation inférieure.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Preuve :

Théoréme 3.4.6. Soit o = (1, @) une norme sur R? telle que les hypo-
théses du théoréme 3.4.1 soient vérifiées. Si ¢, . est une e-approzimation de

(3.4.1)

Théoréme 3.4.7 (Produit de normes approchées). Soit o = 1(p1, p2)
une norme sur RY telle que les hypothéses du théoréme 3.4.1 soient véri-
fices. Si @i, est une g;-approximation de la norme @;, et . est une e-
approzimation de la norme 1, croissante par rapport a chaque variable, alors

est une approzimation de la norme ¢ d’erreur e+max{ey, g9} 4+ max{eq, e2}.
Si 1,9 et ¥ sont des approzimations inférieures, alors ¢ est une (¢ +

Notons €3 = max{ey, £2}. Puisque ¢; ., sont des approximations de (;, 'expres-

sion (3.4.1) reste valide. En appliquant les conditions de croissance par rapport
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a chaque variable de 1., on obtient similairement a la démonstration précédente,
Ve (1 —en)pi(1), (1 — e2)pa(r2)) < @) < e (14 1)pr(w1), (1 + 2)p2(72))
(1 —e3)ve(pr(@1), p2(22)) < B(x) < (1 + €3)¢e(p1(21), pa(w2))

Et donc
(1= (e +e5—ees)p(z) < @(x) < (L+ (e + &3 + ee3)p(x)
Comme 1 — (e 4¢3 —ee3) = 1 — (¢ + €5 + €e€3), on en déduit finalement
(1 —(e+es+ees)p(x) < @(x) < (1+ (e +e5+ee3)p(x) .

Ce qui implique que @(z) est une approximation de la norme ¢ d’erreur € +
max{eq, €2} + e max{ey, ez }.

Si les approximations de normes sont inférieures, alors
(1= (e+e3 —ces)p(r) < () < ()

Orl—(e+e3—¢ce3>1—(c+¢e3), donc

(1= (e +es)p(x) < P(7) < p(2)

D’ou le fait que ¢ réalise une approximation inférieure de la norme ¢ d’erreur
e + max{ey, ea}. O

Un cas particulier de ce théoréme sera utile par la suite :

Corollaire 3.4.8. Soit o = (1, p2) une norme sur R? telle que les hypotheses
du théoreme 3.4.1 soient vérifiées. Si @, . est une e-approzimation de la norme
i, et . est une e-approrimation de la norme 1, croissante par rapport a
chaque variable, alors

Pe = %(901,57 802,5)
est une 2¢(1 + £/2)-approzimation de la norme .

St 1,0 et Y sont des e-approximations inférieures, alors ¢ est une 2e-
approximation inférieure.

Preuve :
Il suffit d’appliquer le résultat précédent a des approximations de méme erreur.
O

Exemple : Les normes [, se prétent bien a une écriture sous forme de produit

cartésien. Ainsi, considérons la norme [3 sur R®, notée [3.
1/3
Bw) = (lea + - + Jas]*)
1/3
= (|1 + ) + (|ws]” + - - + [25]*))

= l:)z,(lg(xla $2)7 l§($37 Ty, x5))
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On note I3 = I @,z I3 = I3(13,13). On a ainsi écrit la norme I3 de R® en fonction
des normes [3 de R? et R3.

L’intérét de cette écriture est de pouvoir approcher I3 en utilisant des approxi-
mations de dimensions inférieures. Ainsi, considérons des échantillonnages des
boules duales unité de R? et R*® pour l3 auxquels sont associés des approxi-
mations inférieures lg’g et lg’g des normes [3 et I3 que 'on supposera de méme
erreur £. On peut alors construire une approximation de [3 par produit carté-
sien. Cette nouvelle norme I3 ®;z [3_ sera une 2c-approximation inférieure de
[3, autrement dit : ’

(1 - 25)l§ < lg,a ®l§5 lg,a < lg

Une propriété fondamentale de ce produit cartésien de normes est qu’a partir de
normes polytopiales, c’est-a-dire de normes dont la boule unité est un polytope,
il construit une norme elle aussi polytopiale.

Théoréme 3.4.9. Soit p = (1, @) une norme sur R? telle que les hypo-
theses du théoréeme 3.4.1 soient vérifiées. Si @1, w9, sont des normes poly-
topiales, dont les sommets des boules duales sont respectivement f/@l, f/@l, f/w,
alors la boule unité de ¢ est un polytope et les sommets de la boule duale de

© sont

‘780 = {(O‘xlaﬁx2)|(aaﬁ) € VIM‘TI € V<p1>x2 € f/cpz} .

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVWVVWVVVVVVVVVVVVVVVVA

Preuve :
D’aprés le théoréme 3.4.1,

B:; = {(ayl7ﬁy2)‘(a>ﬂ> € B;Z,yl € B:;l,yg - B;Q}

Il est clair que tout élément de \7@ est dans By, donc il suffit de montrer que
tout sommet de B est dans V. Or les sommets de B, sont nécessairement
construits a partir d’éléments de Vi, V,,, et V,,,, donc ils sont bien dans V,,. U

Corollaire 3.4.10. Sous les hypothéses du théoréeme 3.4.9, la norme résultante
peut étre évaluée par un maximum fini de produit scalaires canoniques

o(x) = maxz.y
yeVy

ou V, = {(axy, Bz2)| (e, B) € \~/¢,x1 € \Zol,xg € ‘7@2}-

Corollaire 3.4.11. Le produit cartésien de deuz approximations polytopiales
de normes est une approrimation polytopiale de la norme-produit.

Enfin, un élément essentiel pour pouvoir évaluer 'efficacité d’'une approximation
de la norme est de connaitre le nombre des sommets de sa boule unité.
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% Théoréme 3.4.12. Soit ¢ = ¥(p1,2) une norme sur R et ¢, une e-
approzimation polytopiale de p définie par 3.4.9. Alors le nombre de sommets

de V,, est majoré par card(V,,,) card(V,,, ) card(V,) /2.

Preuve :
Il suffit de dénombrer les éléments de

{(a$1,ﬁ$2)‘(a,ﬂ) € gdnxl € gcplaxQ € gsoz}

en utilisant la symétrie de chacun des ensembles. 0

En conclusion, regardons le cas particulier des produits cartésiens de décompo-
sitions de norme. On rappelle qu’une décomposition approchée de norme définit
une unique norme avec laquelle on 'identifie. Une telle décomposition est une
approximation inférieure de norme, et il est donc aisé de déduire de 3.4.7 les
propriétés de ce produit cartésien.

Théoréme 3.4.13 (Produit de décompositions approchées). Soit ¢
une norme sur R? s’écrivant comme produit cartésien de norme :

© = P(p1,p2) -

Si e, P1e,, € Yar, sSont des normes découlant de décompositions approchées
de respectivement 1, @1, et po, alors

Qb - ¢e(901,517 902762)

est une norme associée G une décomposition approchée de ¢ d’erreur € +
max{ey, 2}
Sin(C) est le nombre de sommets de la boule unité d’une norme ¢, alors

n(@) < n(Pe) n(pre,) n(pae,) -

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
NVVWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWVWWWWWW

Preuve :
Ces propriétés découlent immédiatement de 3.4.7 et 3.4.12. 0

Norme approchée sur un produit de k espaces

Il va de soi que tous les résultats pour un produit de deux normes peuvent se
transposer pour un produit de £ normes. Nous proposons ici une transposition
des principaux résultats de la section précédente. Les démonstrations, similaires,
peuvent aisément se déduire des précédentes.
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Théoréme 3.4.14. Soit ¢ = (p1,...,pr) une norme sur RY définie par
3.4.4. St ;. est une e-approzimation de la norme ;, alors

Pe = 1?(901@ IR @k,a)

est une e-approrimation de la norme .

AAAAAAAAAAAAAAAAANAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Théoréme 3.4.15. Soit ¢ = (p1,...,pr) une norme sur RY définie par

3.4.1. Soit ¢, ., est une ¢;-approzimation de la norme @;, et V. est une e-

approrimation de la norme 1, croissante par rapport a chaque variable, et
/ e . .

notons € = maxy¢;<x{e;}. Alors

Pe = ¢5(S01,517 BRI ()Ok,ek)

est une approximation de la norme @ d’erreur € + &' + e¢’.
Si @1, ps et h sont des approximations inférieures, alors ¢ est une (e +¢')-
approximation inférieure.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

/VVVVVWWVVYVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

3.5 Norme approchée et approximation de la boule
duale

Dans cette derniére section nous mettrons en évidence les liens entre I'approxi-
mation des convexes par des polytopes et les approximations polytopiales de
normes. Le cas de la norme canonique est traité séparément car le lien entre
les deux domaines sus-cités y est plus puissant. Nous abordons ensuite le cas
général de ce probléme. Nous déduisons ensuite de ces liens certaines propriétés
fondamentales du comportement asymptotique de 'approximation polytopiale
de normes.

3.5.1 Norme [, approchée

Rappelons (voir 1.3) que 67 désigne la distance de Hausdorff dans R?, définie
par

§%(C, D) = max{supd(z, D),supd(C, )}

zeC yeD

ot d(x, D) est la distance usuelle du point 2 au convexe D. On cherche a relier
I'approximation d’une norme a ’approximation de sa boule unité pour 6. Dans
le cas de la norme canonique, ce lien est trés fort, puisque les deux problémes
s’averent équivalents.
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Théoréme 3.5.1. Soit B un corps conveze symétrique de R et © la norme
associée. On a la propriété :

6 (B, B) € <= ¢ est une c-approximation de la norme canonique

AAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVV

Preuve :
On peut caractériser cette distance de Hausdorff en termes de fonctions support.
Si l'on note sp, sj les fonctions support respectives de B et B, alors

d"(B,B) = |lsp — splo -
Or pour un convexe A, la fonction support est définie par

Vue ST si(u) = maxu.a .
acA

Donc, en notant ¢ la norme canonique, 'hypothése
o4(B,B) < e

est équivalente a
max | max u.b — max u.b| <

ueSd-1 " beB beB
max [p(u) - pu)| < e
Vu € R Jp(u) — ¢(u)| < ep(u)
Vue R, (1—e)p(u) < @(u) < (1+2)p(u)

Cette derniére expression définit ¢ comme une e-approximation de la norme
canonique . L’équivalence est donc prouvée. O

De ce résultat se déduit aisément une équivalence plus précise :

Corollaire 3.5.2. Soit B un corps conveze symétrique de RY et © la norme
associée. On a la propriété :
6"(B,B) =
<~
La norme ¢ est une e-approzimation de la norme canonique.

Sie' < e, alors ¢ n’est pas une &'-approrimation de la norme canonique.

Preuve :

D’aprés le théoréeme précédent, si 5H(B, B) = ¢, alors ¢ est une e-approximation
de la norme ¢. De plus, §'il existe &’ < ¢ tel que @ soit une &’-approximation de
la norme ¢, on aurait alors, toujours d’aprés le théoréme précédent,

4(B,B) < ¢
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et, donc (5H(B,B) < €, ce qui est absurde. La premiére implication est ainsi
prouvée.

Pour montrer la réciproque, on raisonne de méme. Si ¢ est une e-approximation
de la norme ¢, alors 67 (B, B) < e. Si de plus € < ¢ implique que @ n’est pas
une ¢’-approximation de la norme ¢, alors I'expression 5H(B,B) < € amene
immédiatement a une contradiction avec le théoréme précédent. ]

Comportement asymptotique

Le paragraphe précédent relie I’'approximation de la norme [y a celle de la boule
unité. Dans le cadre d’une approximation polytopiale de la norme, on est donc
amené a mesurer 'erreur d’approximation d’une norme grace a la distance de
Hausdorff entre la boule unité et un certain polytope convexe. Or le théoréme
2.1.2 relie, pour une dimension fixée et dans le cas d’un polytope de meilleure
approximation, cette distance au nombre de sommets du polytope. Le résultat
suivant traduit donc le fait que si on construit une approximation de la norme
I, & partir d’un polytope de meilleure approximation de B?, alors nous pouvons
donner une relation liant ’erreur d’approximation de [ au nombre de sommets
de ce polytope.

Proposition 3.5.3. Soit ¢ = I la norme euclidienne usuelle. Pour tout po-
lytope Q, notons pq la norme dont la boule duale est le polytope Q). Soit n le
plus petit entier tel qu’il existe un polytope P a n sommets tel que p soit une
e-approzimation de la norme . Alors pour d fizé et ¢ — 0

1 1 (d—1)/2

D’aprés le théoréme précédent, on va pouvoir se ramener a un probléme d’ap-

Preuve :

proximation de convexes pour la distance de Hausdorff. Puisque la sphére unité
pour [y est lisse, approximation des convexes par des polytopes est mesurée
par 2.1.2 :

1
2

0"(B,, Byp) ~ % (Qd‘l . V(@) da(x)) ey

Rd—1

En substituant les termes connus, on obtient

1 2 1
0" (Bg, Bop) ~ 7 (0a1) ™ —;

Dans cette expression, I’équivalent de la distance de Hausdorff vaut pour n
tendant vers l'infini. Cependant la remarque 1 faisant suite au théoréme 2.1.2
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nous permet d’en déduire un équivalent pour 7 tendant vers 0 du nombre n
minimal de sommets nécessaire pour que l'erreur d’approximation soit 7. Ainsi,

1 < 1 )(d—l)/2
n~—\— :
Oa-1 \ 47

D’ot, sous les conditions de 1'énoncé et grace a 3.5.2,

L1\ @D
n ~ —ed_l (4_5) .

O

Un cas particulier est celui de la décomposition de norme. Puisqu’il correspond a
un polytope inscrit dans la boule unité, on peut encore déduire du comportement
asymptotique de 'approximation des convexes par des polytopes :

Proposition 3.5.4. Soit ¢ = 19 la norme euclidienne usuelle. Pour tout po-
lytope Q, notons pq la norme dont la boule duale est le polytope Q). Soit n le
plus petit entier tel qu’il existe un polytope P a n sommets tel que p soit une
e-approzimation de la norme . Alors pour d fizé et ¢ — 0

1 1 (d-1)/2
n ~ —ed_l (2_5) .

La preuve est identique a la précédente, a la différence qu’ici

Preuve :

1 2 1
1 (0g-1)77 2

2
1 1)1
~—|04_1— )
c 4<d1n)

On en déduit aisément I'expression recherchée. O

5H(B¢’B<pp) ~

D’ou, grace a 3.5.2,

3.5.2 Approximation d’une norme quelconque
L’espace R? est muni d’'une norme ¢ et d’une boule unité B. On rappelle que
comme vu au chapitre 1, 5f est la distance de Hausdorff mesurée a travers la

distance induite par ¢, c’est-a-dire :

55(14, B) = max {sup dy(a, B), iup dy(A, b)} :

a€A eB
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Théoréme 3.5.5. Soit B* un corps conveze de R? et ¢ la norme associée.
On a la propriété suivante :

55* (B*,B*) < & <= ¢ est une e-approzimation de la norme ¢

AMAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVW

Preuve :
Raisonnons par équivalences successives a partir de I’hypothése suivante :

SI(B B <,
ce qui peut se reformuler en
max § sup dy-(z, B*), sup de«(B*,y) p <¢€,
z€B* ye B
c’est-a-dire :

Vo€ B, dy(x,B")<e et VyeDB*, ds(B"y)<e. (3.5.1)
Considérons pour l'instant uniquement la premiére moitié de cette expression :
Vo e B, d(x, B*) <e
Vo€ B35 € B* : dy(2,7) <e¢
Or, d’apres 3.2.3, p*(a) = maxyep, a.u, donc 'expression équivaut a

VeeB,32€ B VYueB : (r—i)u<e.

Si v € R? tel que |v] = 1, alors v € ST et ﬁ € B, et I'expression précédente

se retranscrit, en

maxzxr.u —maxz.u < € .
rEB* EEB*

En réunissant les deux membres de (3.5.1), on obtient : Vv € S%°1,

max v.b* — max v.b"| < ep(v) .
beB* oy

Autrement dit
o(v) = (v)] < ep(v)
ce qui est équivalent a

(1 =e)p(v) < p(v) < (L +e)p(v)

ce qui correspond au fait que ¢ est une e-approximation de . 0

Or I'équivalence des normes en dimension finie permet d’énoncer le lemme sui-
vant :
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Lemme 3.5.6. Soient o1 et @y deuz normes sur R? et B, B deuz corps convezes.
Alors
Ja, 3> 0 tel que adl (B, B) < 61 (B, B) < 6% (B, B) |

2
les valeurs optimales étant o = infy, (=1 pa(u) et B = sup,, =1 Pa(u).

Preuve :

En dimension finie, les boules fermées sont des compacts et les normes sont des
applications continues, donc les valeurs o = infy,, (,)=1 2 (u) et 8 = sup,, (,)=1 Pa(u)
sont bien définies. Il est alors immeédiat que

api(r) < o) < Bea()

douVz € B :
ady, (2, B) < dg,(z, B) < Bd,, (z,B)

ce qui donne le résultat voulu a partir de la définition de la distance de Hausdorff

55(373) = max{sup dso(%é)ﬁul? dy(B,y)} -

€D yeB

O

De méme que pour la norme [y, il se déduit de ce résultat une équivalence plus
précise :

Corollaire 3.5.7. Soit B* un corps conveze symétrique de R? et & la norme
associée. On a l’équivalence :

H ¥ %
0(B",B*) =¢
<
{@ est une e-approrimation de la norme canonique

si e’ < e, alors ¢ n'est pas une &'-approrimation de la norme canonique

Preuve :
La démonstration est identique a celle de 3.5.7. O

Par conséquent, une approximation pour la distance de Hausdorff usuelle nous
garantit une approximation d’ordre optimale de la norme.

Proposition 3.5.8. Il existe B > 0 tel que pour tout B* corps conveze de R?,
de norme associée Q :
~ € . . .

§"(B*,B*) < = = § est une c-approzimation de la norme @

@

En particulier, § = max,cgi—1 ¢*(u) convient et est optimal.
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On peut en déduire par exemple le résultat suivant concernant les normes lz :
Corollaire 3.5.9. Si p < 2, alors

§"(B*, B*) <& = § est une s-approzimation de la norme ¢

Sip > 2, alors

SH(B*, B*) < dP7V2%e — (& est une e-approzimation de la norme ¢

Preuve :

Le dual de I, est [, avec 1/p+1/q = 1. Donc il suffit de calculer § = max, cga-1 {,(u)
qui vaut bien évidemment 1 pour ¢ > 2 et au plus d*/9='/2 sinon. Or 1/q—1/2 =
1/2 —1/p. On a donc dans les deux cas

H * *
5<p*(B 7B)<€7

et le théoréme 3.5.5 donne le résultat. O

De la méme facon que pour 3.5.8, on montre le résultat réciproque a I'aide du
lemme 3.5.6.

Proposition 3.5.10. Soit R? muni de ¢ et soit p. une e-approzimation de la
norme . Alors

H * * *
60"(B,,B;.)<c¢ nax ¢ (u) .

Pour l'illustrer, nous ferons encore appel aux normes [,,.

Corollaire 3.5.11. Si p < 2, alors

@ est une e-approzimation de la norme p = 67 (B*, B*) < ¢ .

Sip > 2, alors

¢ est une e-approzimation de la norme ¢ = 67 (B*, B*) < d/P~ V% .

Preuve :
La valeur de max,cga—1 ¢*(u) = max,cga-1 {,(u) est de 1 pour p < 2 et au plus
d'/?=1/2 sinon. Ce qui, & 1’aide de 3.5.10, donne le résultat souhaité. ]

Comportement asymptotique
De méme que pour la norme [, nous utilisons le théoréme 2.1.2 pour obtenir

des bornes asymptotiques sur la complexité de ’approximation polytopiale de

normes.
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Proposition 3.5.12. Soit ¢ une norme €% sur R:. Pour tout polytope Q, no-
tons @q la norme dont la boule duale est le polytope Q). Soit n le plus petit entier
tel qu’il existe un polytope P a n sommets tel que pp soit une -approximation
de la norme . Alors pour d fizé et e — 0

()™

D’aprés le théoréme précédent, on se raméne & un probléme d’approximation

Preuve :

de convexes pour la distance de Hausdorff. Puisque la sphére unité pour ¢ est
lisse, I’'approximation des convexes par des polytopes est mesurée par 2.1.2 :

1 (04 S
§"(B,, B,,) ~ 1 ( e /80 VEc(z) dU(x)) n2/(d-1)

Rd—1
d’on )
H
6" (By, Byp) = © (m)

En faisant appel & la remarque 1 faisant suite au théoréme 2.1.2, il vient :

(™)

Or d’apres 3.5.5 et 3.5.6, on a
5H(B¢>Bsop) =06(e) .

Ces deux derniéres expressions donnent alors le résultat. ]

Pour le cas particulier de la décomposition de norme, on peut déduire du com-
portement asymptotique de I’approximation des convexes par des polytopes :

Théoréme 3.5.13. Soit ¢ une norme €% sur Re. Alors il existe ¢., une
e-décomposition de o dont la boule a n sommets. Si n est minimal, alors

pour d fizé et € — 0
1
n=©0 (a(d—lw)

En fait, dans le cadre d’une décomposition approchée d’ordre optimal d’une

MAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVWVVVVVVVW

norme lisse, on s’intéressera souvent au terme ena1 mesurant la vitesse de
convergence de l'approximation. L’objectif de la construction explicite d’une
approximation de la norme étant bien stir de minimiser cette valeur.

Enfin, sachant que de tous les corps convexes, les convexes lisses sont les plus
difficiles a approcher par des polytopes (voir 2.1.4), on en déduit sur le méme

90



vnapitre o. Approximation et aecomposition de norme

principe que précédemment une majoration de la complexité d’une approxima-
tion polytopiale de norme.

Théoréme 3.5.14. Soit R? muni d’'une norme @ et € > 0. Alors il existe
une e-décomposition de la norme dont le nombre de sommets de la boule

unité est .
n=0 (6(d—1)/2)

ot d est firé et € — 0.

VVVVVVVVWVVVVVVVVVVVVVVVW

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Conclusion FEn conclusion de ce chapitre, il nous parait important de souli-
gner I'importance du théoréme 3.5.13. En effet, de nombreux algorithmes uti-
lisent par exemple des résolutions approchées par projections qui font donc im-
plicitement appel a des décompositions de normes. Les bornes de complexité
de ces algorithmes comprennent un terme en O (ﬁ) sans que l’optima-
lité de cette majoration soit établie. Le résultat établi ici assure que ce terme
est optimal, non seulement pour la distance usuelle (ot méme la constante de
convergence est connue, cf 3.5.4), mais aussi pour toute la famille des normes
dont la boule unité est €. Nous reviendrons plus en détail sur cet aspect en
abordant le calcul approché du diamétre au chapitre 5.
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Chapitre 4

Apport de la décomposition de
normes a ’approximation des
convexes

O God, I could be bounded in a nut shell and count myself
a king of infinite space, were it not that I have bad dreams.

William Shakespeare. Hamlet, 11, 2.

Résumé

Nous commencons ce chapitre en donnant une méthode géométrique
de construction explicite d’'un polytope inscrit approchant une boule
de lﬁ, et une majoration de la distance de Hausdorff du polytope a la
boule unité est déterminée. Nous proposons ensuite différentes méthodes
permettant de construire par récurrence une décomposition approchée
de toutes sortes de normes sur R%, parmi lesquelles les normes eucli-
diennes et [,. Enfin, nous établissons un paralléle entre ces deux types
d’approches et en déduisons de nouvelles constructions de polytopes

approchant des ellipsoides ou des boules [,.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons des méthodes explicites de construction d’ap-
proximations dans R?, pour d fixé. Pour certains convexes, comme par exemple
la sphére S9!, nous verrons qu'il est possible de construire géométriquement
un polytope approximant. En revanche, la quantification de cette approxima-
tion en terme d’erreur de Hausdorff et la généralisation de ces constructions
a d’autres corps convexes, parmi lesquels les ellipsoides, présentent de grandes
difficultés. Pour éviter ces obstacles, nous nous intéresserons a la construction
de décompositions approchées de normes. Cette étude est motivé par le fait
que les décompositions présentent un intérét per se (voir 5.3 et suivants), mais
aussi parce qu’au chapitre précédent nous avons montré qu’une approximation
polytopiale d’'une norme induisait une approximation polytopiale de la boule
duale. De ces constructions de décompositions approchées nous pourrons donc
déduire de nouveaux procédés d’obtention de polytopes approximants.

4.2 Construction géométrique de polytopes ap-

proximants

Le principe est ici purement géométrique. Pour certains corps convexes, les
sections de ces convexes par des hyperplans particuliers sont de type connu.
Ainsi une telle section de boule unité usuelle dans R? est une aussi boule pour
l5, de rayon a priori non unitaire, et de dimension d — 1. On cherchera donc a
placer judicieusement de telles sections dans lesquelles on inscrira un polytope
approximant de dimension d — 1. L’enveloppe convexe de tous ces (d — 1)-
polytopes formera alors un polytope approximant dans R?.

Il est par ailleurs évident que savoir construire une approximation polytopiale de
la boule unité est équivalent a savoir construire une approximation polytopiale
d’une boule quelconque. On ne s’intéressera donc ici qu’a la boule unité de R¢
pour la norme choisie.

4.2.1 Polytope approximant une boule de lg

On rappelle que la sphére (respectivement la boule) unité de R? est notée S9!
(respectivement B?).
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Un algorithme d’ordre optimal

Initialisation On commence par construire une approximation polytopiale
inscrite P? de la boule B2 C R? qui soit symétrique par rapport aux axes. Il est
méme possible de choisir cette derniére optimale, en ce sens que si on note ns
le nombre de sommets de P?, elle vérifie

7 (B2, P?) = 6"(B?%, P,,)

En fait, on considére simplement un polygone régulier P? inscrit dans S*.
D’aprés 2.4.1, ce polygone est un polygone de meilleure approximation pour
la distance de Hausdorff, donc il minimise ’erreur parmi tous les polygones
ayant au plus le méme nombre de sommets. Le théoréme 2.1.2 nous assure alors

que :
721
2 ni’

67 (B2, P?) ~

On peut ici calculer explicitement cette distance :

§"(B? P?) =1 — cos (1) ,

no

ce qui donne la majoration suivante

71.2

5H(327P2) < Y
2n

|~

(4.2.1)

[\CR\]

A titre de simplification, on supposera que le point (0, 1) n’appartient pas a P>
et que ny est pair.

Induction On construit ensuite par récurrence les polytopes P4+t ¢ R4+!
qui approchent B!, Pour cela, on décompose S? en faisant apparaitre S* et
S2=1 (plus précisément, on utilise application surjective de S* x S9! sur S%).
Soient (yy, ..., yx) les ordonnées des sommets de P?, avec k = ny/2. Alors {X €
RY|(X, y;) € S*}ieq1.. k) est un ensemble de k sphéres ;547! de dimension d — 1
et de rayon (Ti)ie{l...k}- On peut donc inscrire un polytope dans chacune grace
a I’hypothése de récurrence. On obtient alors une approximation polytopiale
inscrite de S¢ par :

P = conv(r; P? + yieqy1) (4.2.2)

oll egp1 est le dernier vecteur de la base canonique de R4l et conv désigne
I’enveloppe convexe.

Autrement dit, si o? est ’ensemble des sommets de P?, on définit o?*! par

ot = {(:El, o Tgp HFa €[0,1] ¢ (o, ma01) €0t et (21,...,24) € a2ad} )
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€d+1

U

FI1G. 4.1 Vue de coupe de S? dans le plan II

Etude de la convergence Le procédé de construction étant désormais posé,
nous mesurons sa qualité en évaluant, a l'aide de la distance de Hausdorff,
I’erreur d’approximation commise.

Proposition 4.2.1. Soient P? un polytope inscrit dans B* pour d > 2, et
P2 un polygone inscrit dans B%. Alors, si P! est le polytope construit par le
procédé ci-dessus :

6H(Bd+1,Pd+1) g 6H(Bd,Pd) +6H(B2,P2) )

Preuve :
Par construction, P! est inscrit dans le bord de B!, donc

Pd+1 C BCH-I

et donc
5H(Bd+l, Pd—i—l) = sup d(M, Pd+1) )

MeBd+t

Puisque B! est compact,
IM € B™ tel que 67 (B!, P = d(M, P

Plus précisément, on peut affirmer que M est sur le bord de B4*!, autrement
dit M € S%.

On considére le plan II contenant M et la normale a4 S? en M, passant par
l'origine. Soit y = M.e4.1 la composante de M selon la direction egyq (€411
désignant comme en (4.2.2) le dernier vecteur de la base canonique) et soit
Y = {y1,...,yr} ensemble des ordonnées de P?. Alors Y est aussi I'ensemble
des composantes selon ey, des sommets de P!, Donc

Iy, yig1) € Y7 tel que y; <y < yip1 -

Dans le plan II, posons U et V les points de II N S¢ dont la composante en
eqr1 vaut respectivement y; et y;,1, et dont la distance & M est minimale (voir
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figure 4.1). Alors IIN S? est un cercle plan de rayon 1, et [UV] est une corde de
ce cercle unité, identique & I'un des cotés de P?. Notons Dy ce segment [UV].
Alors

A(M, Dy) < sup d(s, P?)

seSt
< §(B% P?)
Soit H le projeté orthogonal de M sur Dy, et Dy le segment I1 N P, Alors
0" (H, P*™") = d(H, D,)
<
X ]I\PEE%E d(N> D2)
< max{d(U, Ds),d(V,Dy)}
< o"(B?, PY)

Le passage a la derniére inégalité est du au fait que I’hyperplan passant par
U de normale ey, s'intersecte avec S¢ et P! en une image homothétique de
S4=1 et P? respectivement. On obtient finalement

SH (B P = d(M,Dy) + d(H, D)
< M(B?, P?) + 6" (B, PY)
O

Ce résultat sera généralement exploité par I'intermédiaire du corollaire suivant.

Corollaire 4.2.2. Sous les mémes conditions que précédemment,
(')‘H(Bd-l-l’Pd-l-l) < d(SH(B2,P2) )

Preuve :
D’aprés le résultat précédent, §7(B9, P?) est majorée par une suite arithme-
tique de raison 67 (B2, P?). O

Nous avons maintenant réuni les différents éléments permettant de donner le
comportement, précis de cette construction. Rappelons auparavant que d est
fixé, et que ng tend vers l'infini. Le paramétre est ici no, le nombre de sommets
du polygone d’initialisation P;, avec la propriété que si no tend vers l'infini,
alors ng aussi.

Théoréme 4.2.3. Si P? est une approzvimation d’ordre optimal de B?, alors
la construction par récurrence proposée est d’ordre optimal dans R?, ¢’est-a-
dire qu’a d fizé et pour ng tendant vers l'infini :

2

s"(B%, P) =© (@‘“)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVW

©
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ot ng = card(a?) est le nombre de sommets de P.
On a de plus la relation

__2_
59 (B, PY) < (d — 1)m*2%/4=3n, "7

Preuve :
I faut d’abord évaluer le nombre de sommets de P?. Puisqu’a la moitié des
sommets de P? est associé un polytope homothétique & P!, on a :

Ng = Ng—1N2/2 .
On obtient alors immédiatement
1-d d
ng=2""(ng)",

d’on
(nd)% = 22/d=2p2 (4.2.3)

Il nous faut donc montrer que n%éH(Bd,Pd) est majoré par une expression
indépendante de nsy. La proposition 4.2.2 nous assure donc que

7 (B, PY < (d —1)6%(B?, P?) .
La condition d’optimalité de P, vue en 4.2.1 donne alors :
_ 2
5H(Bd,pd) < M% )
2 ns
Et il ne reste qu’a obtenir la majoration souhaitée a l'aide de 4.2.3.
2
61 (BY, P < (d — 1)n?2¥ 4 3p 7T (4.2.4)
Quant a I'optimalité, le théoréeme 2.1.2 implique que

§"(B,Pn) = © (n=2/1)

donc cette expression associée a 4.2.4 entraine que la borne trouvée est une
majoration d’ordre optimale, et donc donne aussi ’ordre de convergence :

s7(B*, PY) =6 (n;d)

[’efficacité de ce procédé peut donc se mesurer ainsi :

§ Théoréme 4.2.4. Sous les mémes conditions, la construction proposée méene
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a un polytope P C R? inscrit dans ST 4 n sommets avec

n = 2d—2(n2)d—1

MAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVWV

et
1
ST (P, B < (d—1)m27m 13—
nd-1
Preuve :
C’est une simple reformulation du théoréme 4.2.3. 0

En combinant les deux expressions de ce théoréme, on obtient

(d-Dr* 1

oA (P, BY <

Donc si on cherche a construire dans R? un polytope P inscrit dans B? tel que
(5H(P, BY) < e, il suffit d’appliquer le procédé récurrent avec pour condition
initiale :

(d—1)m? 1
2 Ve

A titre de comparaison, le comportement optimal pour une approximation ins-

ng =

crite en dimension d est d’aprés 2.1.2 :

2

1 _ 2
§7(BLP,) ~ 5(ed_l)w R =

Ainsi, pour B® C R3, la borne sur 'erreur d’approximation par ce procédé est
d’aprés 4.2.3 de

1
§7(B3, P?) < 4.93—
n
pour un optimum d’environ

7 (B3, P,) ~ 2.92% .

est assez proche de la borne théorique optimale pour pouvoir étre utilisable en
pratique.

4.2.2 Polytope approximant une boule de lg

Rappelons qu’une norme [, sur R? s’écrit sous la forme :

d
lzlP =l
k=1
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et sa boule duale est la boule unité pour la norme [? ou
1/p+1/g=1.

La section qui précéde ayant établi une méthode permettant d’approcher la
boule unité de [¢, nous allons généraliser ceci a lg.

Un algorithme d’ordre optimal dans R?

On procéde par récurrence sur la dimension, pour d > 2.

Initialisation On suppose donnée une approximation polygonale inscrite P?
de la boule unité [, dans R?. A titre de simplification, on supposera que le point
(0,1) n’appartient pas & P? et que le nombre de sommets ny de P? est pair.
Pour I'obtention d'un tel polygone approximant, se reporter a 4.4. Certes, il
n’est pas difficile de donner un polygone & n sommets d’ordre optimal, i.e. tel
que

5" (B, P?) = © <1)

n

puisque d’aprés 2.4.11 il suffit d’échantillonner un paramétrage “convenable”
de Slg. Par contre, il s’avére extrémement difficile et calculatoire de mesurer
précisément cette distance de Hausdorff.

Induction On construit ensuite par récurrence les polytopes P4t € R4 qui
approchent B!, Pour cela, on écrit X € R sous la forme
X = (21,Xy) ERxRY.
On peut alors décrire la boule unité pour [,
X =(21,Xp) € Bl <= |n["+[|Xs|P <1,
donc

BIt' = {(z1,X3) e RxRFa € [0,1], (z1,0) € By et X5 € a”Bl} .

Convergence Le résultat suivant est I’analogue de celui concernant la boule

ls.

Proposition 4.2.5. Pour wune telle construction, en posant (5 =
max{1, max,egi-1 [9(x)P}, alors

§H(Pd+1,Bzg+1) < 8"(P?, Bi) + 840" (P?, Bg) -
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Preuve :

Le raisonnement est identique a celui effectué pour la norme canonique. I’exis-
tence du point M réalisant le maximum de la distance de Hausdorff entre les
deux convexes est toujours valable. On construit de méme le plan II et la droite
D, d’extrémités U et V. Notons (7, e441) une base orthonormée de II. Alors

d+1

S =Sz | D> |ml" =1
1=1

IT = {ur + veg1 | (u,v) € R?}

Regardons l'intersection II N Szg“ dans le repére (7,e441) @ ce sont les points
(u,v) tels que

d
S O Iml uf + ol =1,
i=1
autrement dit
()P ul? + o =1 .

Remarquons que la derniére composante de 7 est nulle. Il peut donc étre consi-
déré comme un vecteur de R?. Posons alors ; = max{l, max,ega1 I%(x)"}.
Puisque [,(7)? < (g, il est clair que

d(M7 Dl) < ﬂd(SH(P27 Bl%) :
Or comme pour la norme euclidienne usuelle, d(H, P*1) < 6% (P4, Byg). Donc
ST (P, B ) < 6"(PY, Big) + 86" (P?, Bg) .

O

La qualité de cette construction dépend bien évidemment de son initialisation.
Pour un polygone initial P? ayant n, sommets, la qualité de I’approximation
est donnée par §"(B2, P*)n3, out n3 désigne bien sir le carré de n,. En suppo-
sant connue une majoration o > 0" (B2, P?)n3, il est alors possible de majorer
I’erreur de cette construction par récurrence :

Théoréme 4.2.6. Une telle construction est d’ordre optimal. Plus précisé-
ment, dans R¥Y, en notant n le nombre de sommets obtenus et o la constante
d’initialisation décrite ci-dessus, alors :

sip =2,
H/pd pd o 2+p/2 1 -2
6(BY, P') < S(d = V)PP
sip <2,
H(ipd pdy ~ % 1 -
0 (BP,P)gz(d—l)mn d-1 |

MAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVW\
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Preuve :
Sip<?2 alorsVk > 1, 5y = 1. Donc

H( pd+1 H( pd H( p2
04 (P + ,Blgﬂ) <O (P ,Blg)-f-(s (P 7Bl§> .
On déduit de cette suite arithmétique la majoration suivante

(d - 1)5H(P27 Bl%)
(d—1)a/n;
Et il ne reste qu’a utiliser le fait que n = 22-%n3~! pour conclure.

Sip=>2,alorsVk > 1,
d
B, = Z EP/2 — p+p/2
i=1

Il est donc possible d’obtenir la majoration

d—1
(1 + Zﬂk) < (d—1)%r/2
k=2

Or d’apres 4.2.5, l'erreur est majorée par

d—1

§H(Bg’Pd) < <1 + Zﬁk’> 5H(P2>Bl%) ’

k=2

et donc

6 (BY, PY) < (d — 1)*™P2"(P?, Bp) .

Et de méme que précédemment, on conclut grace a l'inégalité
H(p2 p2 2
07(B,, P7) < a/n;

et le fait que n = 22-9nd~1, O

4.2.3 Autres convexes lisses

De telles constructions géométriques se généralisent difficilement. Certes, il est
possible d’appliquer ce méme principe de récurrence au ellipsoides de RY, par
exemple. Mais I’étude de I’erreur d’approximation dans ce cas s’avére particulié-
rement ardue. Il va de soi que cette étude naive (en ce sens qu’elle ne fait appel
qu’aux bases de la géométrie) doit en fait se limiter au cas de boules lﬁ, et qu’en
dehors de cette situation, d’autres outils sont nécessaires. Les décompositions
de normes en sont un.
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4.3 Construction de décompositions approchées

de normes

Pour obtenir des décompositions approchées de normes, nous nous baserons
essentiellement sur le produit cartésien de normes. Nous établirons ainsi des
méthodes de construction par récurrence de décompositions approchées pour
différentes normes de R?. Le principe commun a ces méthodes est, étant donné
@ sur RY, de I’écrire sous la forme

<P:¢(9017-~790k)

N A k
ot ¢ est une norme sur R¥, et ¢, un ensemble de normes sur R% avec Y0 | d; = d.
Il sera donc souvent fait appel au théoréme 3.4.13 qui affirme qu’en ce cas, si
©ie, Ve sont des e-décompositions de ¢;, 1, alors

P2e = sza(gpl,aa sy Spk,a)

est une décomposition approchée de ¢ d’erreur 2¢.

4.3.1 Décomposition approchée de [§

La norme canonique de R? peut étre considérée comme un produit de normes
canoniques sur des sous-espaces, ce qui permet de construire par récurrence
une norme polytopiale approchée. Cependant, pour d > 2, I'écriture de R¢
sous forme de produits cartésiens n’est certes pas unique, et se pose donc la
question d’une stratégie optimale pour la récurrence. On ne travaillera dans
cette partie qu’avec des décompositions de normes (qui correspondent en fait a
un échantillonnage de la boule unité d’aprés 3.3.6).

Initialisation On supposera par la suite qu'une décomposition de la norme
usuelle de R? est donnée, avec une boule duale ayant n, sommets et une erreur
d’approximation de 5. Cette norme a par exemple pour boule unité un polygone
régulier a no, sommets inscrit dans le cercle unité, ce qui d’aprés 2.4.1 et 3.5.2
est optimal. Et comme vu précédemment en 4.2.1, la valeur de £, est majorée
par

21

ey < %n— . (4.3.1)

Sl )

Nous présentons maintenant différentes méthodes de construction par récur-
rence d'une décomposition de lg, toutes basées sur cette méme initialisation.
De méme que précédemment, d est fixé, et ny varie. Donc lorsque ny tend vers
Iinfini, alors ng aussi.
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Méthode 1 Si on pose R = R? x R, alors on obtient le méme procédé
que pour 'approximation directe par des polytopes, c’est-a-dire une récurrence
reposant sur une incrémentation unitaire de la dimension. On écrit donc le
produit cartésien de normes suivant :

5 =15 @pl; .

Pour construire une décomposition approchée de lg“, nous allons donc partir
de décompositions approchées de [ et 2. On remarquera que [3 est déja une
norme polytopiale de boule duale le segment [—1, 1]. Pour pouvoir amorcer ce
processus, il nous suffit donc de connaitre une décomposition de I, dans R2.
A chaque étape, on peut grace a 3.4.12 calculer le nombre de sommets de la
décomposition construite :

Ngr1 < Nana/2

ce qui assure le comportement suivant :
ng < 2°7ng (4.3.2)
L’erreur d’approximation est majorée a chaque étape grace au théoréme 3.4.13.
On peut donc poser
Ed4+1 = €9 + max{ey, €2}

=€&4+ &9
On en déduit une évaluation de ’erreur en dimension d :
Eq = (d — 1)82 . (433)

Nous avons donc construit une décomposition approchée de la norme canonique

de R, d’erreur au plus (d — 1)e, et ayant au plus 22-%nd~! sommets.

Pour vérifier que cette méthode est d’ordre optimal, il faut vérifier la relation
__2
Eq = O (nd d_l)
1

2
—=1 2/(d—1)—2
n <2 — .
d = n3

Or d’aprés (4.3.2),

On obtient donc une majoration de la convergence ne dépendant que de la

dimension d :
2

eani ' < (d— 1)22/(d_1)_262n3

<
< (d . 1)7T222/(d_1)_3

et donc l'ordre est bien optimal. En fait, on peut constater que ce procédé
construit le méme polytope que la méthode directe présentée en 4.2.1. De plus
la méme borne d’erreur apparait, méme si celle-ci est supérieure a la réalité.
Lutilisation de décompositions de normes rend par contre le procédé plus simple
a étudier et plus générique, comme nous le verrons plus loin.

105



4.9. LONstrucCtion ae aecompaositions approcnees ae normes

Méthode 2 En dehors de cette démarche naive, une autre possibilité naturelle
est de chercher & minimiser autant que possible le nombre de produits cartésiens
par R, On procéde alors ainsi

R2d+1 — R2d X Rl
R2d+2 — R2d % R2
Par exemple, on écrira
R® = R? x R* = R? x (R* x R?) .
Ainsi
2d4+1 _ 7d 1
l - l2 ®l§ l2
2d+2
5 = lg Q2 l%
On obtient alors une construction dans laquelle les produits cartésiens par l;
sont moins fréquents.

Nod41 = NagNa/2
) pour d > 1
Nodta = NogNs/2
d’ou
Mg — p2i-1 jgd-1
2d /od
Noay1 = n5*/2
et donc

ng = 27 T@=D/21pd=1

Par comparaison avec la méthode précédente, on a par exemple ng = n3/8 au
: 5
lieu de ng = n3/16.

Si le nombre de sommets est donc plus élevé, on peut cependant espérer que
Ierreur €4 soit plus faible. Si on utilise le théoréme 3.4.13.

€oq11 = €9+ max{eag, €1} = €3+ £9g
Eaqro = €9+ max{eay, E2} = €9 + £9g
et donc
eq = [d/2]ey

ce qui, pour un méme polygone initial correspond donc & une erreur asympto-
tiquement deux fois moindre que pour la premiére méthode.

Pour évaluer 'efficacité, on utilise la majoration :

2 21(d-1)/2]
gdnj‘ [d/2]2 T £9M3

QA2

[d/2]x*2"

<
< [d/2]r22e

On constate cependant que cette méthode est moins efficace que la méthode 1.
Asymptotiquement (pour d grand), sa qualité est méme quatre fois plus faible.
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Méthode 3 L’idée est ici d’établir des produits cartésiens de deux approxi-
mations de méme erreur. Pour ceci, il faut écrire R comme un produit cartésien
équilibré (autrement dit écrire RY comme produit cartésien de deux espaces de
dimensions aussi proches que possibles), et itérer jusqu’a aboutir & une série de
produits d’espaces connus (en fait, R! et R?). Par exemple, on écrira

R® = R3 x R* = (R? x R') x (R? x R') .
De maniére générale, on écrit I’espace courant sous la forme
RY = RL/2] o RI4/2T

Ainsi

3=t eyl

(2441 — 1 o 14+
et par conséquent ng = n3/2 et

Ng = nfd/zjmdmng/Q pour d > 3 .

Un calcul fastidieux nous ameéne a

ng < nd=t/2ld2
De méme, I'expression définissant I'erreur d’approximation

€d = €[d/2] T €2
nous conduit aprés simplification a

eq = [logy d]es .
La qualité de cette construction est alors donnée par :

.3 run
eang ' < [logy, d]27FT e9nj

< ﬂogz;ﬂ ’ 92[d/2]/(d~1)

< ﬂogg4 d|m?

Cette méthode s’avére donc bien plus efficace que les précédentes lorsque d est

/

grand. Plus précisément, elle est plus performante & partir de d = 4.

Nous avons donc montré :

Théoréme 4.3.1. Une telle construction par récurrence produit une approxi-
mation polytopiale de la norme 1§ de R a n sommets, et dont lerreur €
vérifie :
2[d/2] 1
e < [log, d]2 41 eyni—5—
nd-1
ol €9 et ny sont des constantes dépendant de ['initialisation du processus.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVW\
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4.3.2 Norme lg
Norme [, dans le plan R?
On cherche a construire une décomposition approchée de la norme, i.e.  trouver

un échantillonnage S. de .57 tel que :

VzeR? Jve S, tel que z.v > (1—¢)l,(z) . (4.3.4)

Or le “cercle” unité peut se paramétrer ainsi :

Sy, = {(z1, 20) |2} + 28 =1}
= {(£cos*? 9, £sin*?0):0 € [0, 7/2[}

Le paramétre  sera par la suite toujours dans I'intervalle [0, 7/2[. L’intérét de
cette paramétrisation est que le dual d'un point s’y exprime simplement. En

2/p g
effet, si x = (COS

. 9 est un élément de S; , son dual z* est caractérisé par :
sin?/? 0 ?

{x* €S, =S5

rx*=1
Or
: (:?Iij; z) ’ (Ziszj: z) =~ = (cos0)/P4 4 (sin 0) /PP
= cos” § + sin® §
=1
Donc z* = (Z?I?Z: Z) Or chercher une décomposition approchée d’une norme

revient a associer a chaque x de la boule unité un élément de la boule unité

o . cos?P @\ .
duale qui soit proche du dual de . Donc a élément z = | . 2 ) il faudra
sin
cos?/9(0 + h)
sin?/7(64)

particuliérement adaptée au probléme que nous nous posons.

lui associer ( ) avec h proche de 0. Donc cette paramétrisation est

Par ailleurs, en constatant qu'une boule de lg admet les deux axes du repére
comme axes de symétrie (autrement dit que I2(£x1, +20) = I2(21,22)), il est
clair qu’il suffit d’échantillonner le quart supérieur droit de S;, pour construire
ensuite un échantillonnage complet de .Sy, et donc une décomposition approchée
de I2.

La condition nécessaire (4.3.4) s’écrit en un point z du quadrant supérieur droit

cos?/? § cos? 9 + sin®P Gsin?n > (1 —¢) .
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Posons
£(8,1) = cos*P f cos¥ Ty + sin?P fsin? 1) . (4.3.5)

Décomposition approchée asymptotique Notons h =n — 6.

2/p : 2/p
f(0,n) = (COSQ) cos®n + (81116) sin? 7

cos sinn
— (14 htann — h?/2)¥P cos® n + (1 — hcotn — h?/2)¥Psin®n + o(h¥'?)
= (1= R?/p) cos’ n + (1 — h*/p) sin 1 + o(h*/7)
=1—h?/p+ o(h*?)

Donc
fO,n) > (1 —e) < B*/p+o(h*?) < (1-¢),

c’est-a-dire
(6 —n)*+o((6 — n)*7) < pe .

Ainsi une décomposition approchée de l; asymptotiquement optimale peut étre
construite a partir d'une grille sur [0, 27] de pas \/pe. Cependant, nous n’avons
ici aucune majoration réelle de ’erreur : pour un nombre donné de sommets
de 'approximation, aucune évaluation de l'erreur d’approximation de lg n’est
connue. Nous allons désormais chercher a en obtenir une.

Décomposition approchée d’ordre optimal La construction explicite d'un
polygone approchant de maniére optimale (ou du moins d’ordre optimal) la
boule unité d'une norme [, est bien plus difficile que pour une norme eucli-
dienne. On propose ici une construction d’ordre non optimal, mais dont I'erreur
d’approximation est connue.

Proposition 4.3.2. Soient (6;)1<i<n € [0,27]" une suite croissante d’angles
tels que 6,41 — 6; < 1+T\/5€. Alors {(£cos*? 0;, £sin?? 0,)|1 < i < n} est une
e-approzimation de la norme [,.

Preuve :
Puisque 6 > 7, alors sinf > sinn et cosn > cosf, et donc

£(0,n) > cos?/Pr/19 4 sin?/P¥ay
> cos? 0 + sinn
> cos®(n + h) + sin’7
> 1 — sin®(h) cos(2n) — sin(2h) sin(2n)/2
> 1 —sinh — sin?(h)
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Donc une condition suffisante est :
sin h +sin?(h) < ¢ .

En utilisant la symétrie de la situation, supposons que h > 0. Puisque sin(h) < h,
alors
h+h*<e = f(0,0+h)=1—¢.

Il est aisé de vérifier que cette condition est réalisée pour

1++e2+4
éfg.

h

En majorant (sans serrer) ¢ par 1, il vient la condition suffisante :

1++/5

h <
2

£ .

O

L’obtention d’une décomposition optimale reste un probléme ouvert. Rappelons
cependant que d’aprés 2.4.11, tout échantillonnage régulier d’'une paramétrisa-
tion “convenable” (en fait, a dérivée bornée) du bord d’une boule 2 fournit
un polygone approximant d’ordre optimal. Or on sait grace a 3.5.8 que pour
la norme induite par ce polygone, I'erreur d’approximation de la norme [, est
identique. Donc la difficulté n’est pas tant de trouver une décomposition d’ordre
optimal que de donner explicitement une majoration de cette erreur d’approxi-
mation.

Norme [, dans R?, d > 2

De maniére évidente, la norme [, peut étre obtenue par produit cartésien. En
effet, en notant /,(.) cette norme,

) ERM 29 € R2, (31, 29) = (1 (1), 1 (22)) -

Donc les raisonnements effectués pour I'approximation de la norme canonique
sont également valables ici, et les résultats restent identiques sur I’approximation
de la norme [, dans R?. En particulier, la méthode 3 vue plus haut s’adapte.
Rappelons que 1'idée est d’écrire :

R2d+1 — R2d % Rl
R2d+2 — R2d % R2

De méme que pour la norme [y, on obtient une majoration du nombre de som-

mets dans R :
ng < ng—l/z(d/ﬂ :
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et Perreur d’approximation de la norme :

eq = [logydley .

2

La qualité de cette décomposition approchée est donnée par esnj . Le pro-
bléme est ici que 'initialisation, c¢’est-a-dire la décomposition de lf, présente des
difficultés, comme le montre le passage qui lui est consacré. Donc I'initialisation
de cette méthode peut raisonnablement espérer reposer sur une décomposition

approchée vérifiant :
1
€2 S —5 .
ny
Le terme « étant cependant difficilement calculable & priori.

Dans ces conditions, la qualité est majorable :

2 2[d/2]

[log, d]2 4=

On peut donc construire une décomposition approchée de la norme lg a partir
d’une décomposition de lg.

4.3.3 Normes euclidiennes

Ces normes sont aussi appelées ellipsoidales car leur boule unité est un ellipsoide
de RZ. Dans une base bien orientée de I’espace une telle norme s’écrit :

lzl* =) alef?

1<i<d
ou les «; sont des réels strictement positifs.

Autrement dit, & un ellipsoide est donc associée une norme donnée par
|2]* = 2" Az

ou A est une matrice symétrique définie positive.
Or il existe une matrice L telle que

A=1L"L,

cette matrice pouvant étre obtenue par exemple par une décomposition de Cho-

lesky. Dans ce cas,
|z||? = 2" LT Lo = | Lx|?

et donc
|z]| = [Lx] .
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Fi1G. 4.2 D’une approximation canonique a euclidienne

Si ¢ désigne une norme définie par p(x) = |Lz| = ly(Lx), alors

rES, Lr e ST |

Théoréme 4.3.3. Si la norme ¢ associée au conveze B* réalise une -
approzimation pour la norme canonique ly, alors la norme associée au
conveze LTB* réalise une e-approzimation pour la norme euclidienne ||.||
définie ci-dessus.

AAAAAAAAAAAAAAAA
/VVVVVVVVVVVVVVVVV\

Preuve :
La norme approchée s’évalue par
P(r) = max v.x
seLT B*

= max L v.z
vEB*

= maxv.Lx
veEB*

Or par hypothése,

yloo_
Vy e RY, | < = maxv.y < ,
y T2 < Py) =maxvy <y
donc La
Xz
— <)< |L
= <o) < Lo

112



vnapitre 4. DJecomposition ae normes et approximation ae convexes

[kl
1+e¢

< @) < =]
0J

On peut de plus constater que si Best un échantillonnage de la boule unité cano-
nique S, alors LT B est un échantillonnage de la boule unité duale. Autrement
dit, la transformation de matrice LT d’un polytope approchant la boule cano-
nique donne un polytope approchant la boule euclidienne avec la méme erreur.
On peut donc, a partir d’'une décomposition approchée de la norme canonique,
construire aisément une décomposition approchée d’une norme euclidienne quel-
conque, ce qui donne le résultat suivant :

Théoréme 4.3.4. Soit p une norme euclidienne et L ’application linéaire
telle que p(x) = |Lz|. Si p. est une e-décomposition de ly, de sommets {v; }icr
alors la norme . associée auxr sommets {LTUi}iej est une e-décomposition
de .

4.3.4 Normes lg anisotropes

Au paragraphe précédent est défini une méthode permettant de transformer une
e-décomposition de la norme lg en une e-décomposition d'une norme euclidienne
sur R%. Ce principe peut s’étendre aux normes [ et aux normes anisotropes
associées. Tout d’abord, rappelons que si ¢ est une norme [, anisotrope, elle
s’écrit dans une certaine base de R? sous la forme :

1/p

o@) = 3 aifal

1<i<d

avec a; >0 et p > 1.
1/17)

%

De méme que précédemment, il existe une application linéaire L = Diag(a
telle que p(x) = [,(Lz). Il est ainsi possible de formuler la proposition :

Théoréme 4.3.5. Soit © une norme lg anisotrope, et soit L ['application
linéaire telle que p(x) = l,(Lx). Si @, est une e-décomposition de I, de
sommets {v;}ier alors la norme @, associée aur sommets {LTv;}icr est une
e-décomposition de .

AAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVWWVVVW

Preuve :
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Remarquons que pour tout z € R?
Pe(r) = max v.x
ve{LTv;}ier

= max L'v.ax
ve{v; bier

= max v.Lz
ve{w; bier

= p.(Lx)

Or
(1 =e)lp(La) < pe(La) < p(Lx) |
donc
(I —g)p(z) < () < () |

ce qui caractérise le fait que ¢. est une e-décomposition de la norme . 0

4.4 Des décompositions approchées aux polytopes

approximants

Pour conclure ce chapitre, nous appliquerons les constructions de décompo-
sitions approchées au probléme de I'approximation polytopiales des convexes
lisses. Pour cela, nous ferons appel au théoréme 3.5.10. Grace a celui-ci, a chaque
décomposition approchée est associé un polytope (sa boule duale) qui est une
approximation pour la distance de Hausdorff de la boule duale de la norme
initiale. Au passage, remarquons que les décompositions sont identifiées & I'en-
semble des sommets de leur boule duale, et que si leur manipulation est plus
simple que celle d'un polytope, les décompositions ne donnent aucune informa-
tion sur la combinatoire de leur boule duale.

Pour simplifier, la boule duale unité de la décomposition de norme sera notée

P,.

Boule canonique

Pour cette norme [y, le théoréme 3.5.1 nous assure que si (. est une e-décomposition,
alors 07 (B4, B;_) < e. Des trois méthodes proposées pour construire une dé-
composition approchée de [y, la troisiéme est la plus efficace. Celle-ci induit
donc une approximation polytopiale de B4~!.

Si la décomposition de norme est obtenue par la méthode 3, alors

[logy d]m® —3%;

d—1

sH(B* P,) < T ny
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Si on compare avec la borne obtenue par la méthode naive, on constate que cette
derniére méthode est asymptotiquement (par rapport a la dimension) quatre fois
plus précise a nombre de sommets égal.

Ellipsoides

Pour un ellipsoide E de R?, en combinant ’approximation de la boule l; par la
méthode 3 avec le théoréme 4.3.4, nous pouvons construire une e-décomposition
e a n sommets de la norme ¢ dont il est la boule duale unité. Il suffit pour
cela de connaitre la matrice A telle que

E={zeR?|z"TAz =1} .
Cette décomposition vérifie :

- < ﬂog24d17r2n_dzl

Pour en déduire la distance de Hausdorff entre I'ellipsoide et I’enveloppe convexe
des sommets de la décomposition, il suffit d’aprés 3.5.10 de mesurer

max ¢ (u) .

uesd-1

I est clair que ce nombre vaut 1/a ou a est le demi-petit axe de I'ellipsoide
B7. Autrement dit, ce nombre est le demi-grand axe de lellipsoide B,. En
appliquant 3.5.10, le polytope P, vérifie :

1 2

Boules [,

L’obtention d’une approximation polytopiale d'une boule [, est liée a une dé-
composition de la norme duale /,. On suppose donnée une eo-décomposition a ng
sommets d’ordre optimal de la norme [, dans le plan (voir la section consacrée
a ce probléme) :

1
3a>0telqu652<a—2.
L

Il est possible de construire comme vu plus haut une décomposition de la norme

ly d’erreur

__2_
d—1

e < %ﬂog2 d|ny,

11 suffit alors d’appliquer 3.5.11 pour s’apercevoir que si ¢ < 2 (i.e. p > 2), alors

2

6" (By, Pa) < 5 Mogy dln, ™
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et siqg>2 (i.e. p > 2),
2
0! (Bua, B) < dY?"V2afd/2]27 T, T

Ces bornes sont bien meilleures que celles obtenue par la construction directe
d’un polytope inscrit.

En conclusion, le formalisme des décompositions de normes permet de construire
par récurrence des polytopes approchant les boules unité des normes construites
par produits cartésiens. En particulier, toutes les boules lg ainsi que les ellip-
soides peuvent étre ainsi approchés, et la distance de Hausdorff du polytope a
ce corps convexe majorée explicitement.
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Chapitre 5

Applications des normes
approchées en géométrie
algorithmique

Pour arriver a la perfection, il faut commencer par ne pas
comprendre beacoup de choses. Celui qui saisit trop vite
comprend sans doute mal.

Feodor Dostoievski. L idiot.

Résumé

Dans un premier temps nous présentons quelques résultats expérimen-
taux, a savoir la comparaison de différentes méthodes de construction
explicite d’une approximation polyédrique de S2, ainsi que plusieurs mé-
thodes d’approximation polygonales des convexes plan. Nous étudions
ensuite 'application des décompositions de normes a deux thémes clas-
siques de la géométrie algorithmique. Tout d’abord nous utilisons cet
outil pour étudier des approximations des diagrammes de Voronoi pour
une norme quelconque. Enfin, en utilisant le formalisme des plongements
peu déformants, nous montrons que par une décomposition approchée
il est possible de calculer une approximation du diamétre de n points
dans un cadre plus général que celui de la littérature dédiée a ce sujet.
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vnapitre o. INOrmes approcnees et geomeilrie aigoritnmique

5.1 Expérimentation : Polyédre approchant la sphére
de R3

Le théoréme 2.1.2 prouve que pour 6 les sphéres sont, parmi les convexes
de méme aire, les plus difficiles & approcher asymptotiquement par P,. On
comparera dans cette partie différentes constructions explicites de polyédres
approximant la sphére pour la métrique de Hausdorff.

Pour une approche moins explicite mais asymptotiquement plus performante,
on pourra se reporter a [Hardin and Sloane 1993|, ainsi qu’a |Dantzer 1986]. En
effet, 'approximation de la boule unité de R3 par des polytopes ayant un grand
nombre de sommets est généralement orienté vers une approche non-explicite :
les sommets du polytope inscrit sont souvent obtenus en tant que limite d'un
processus dynamique ou comme solution d’un probléme d’optimisation linéaire.
Remarquons également que la majorité des travaux concernent le probléme de
“packing points on the sphere”, c’est-a-dire le probléme de Tammes, en raison
de ses nombreuses applications de ce dernier [Saff and Kuijlaars 1997], tandis
que nous nous intéressons a un probléme de “covering” a priori non équivalent
(voir 2.3). Nous ne nous inscrivons pas donc dans cette approche, mais dans
une optique de construction directe et déterministe d’un polytope approximant,
menant a comportement asymptotique proche de I'optimal.

On notera de maniére générale ¢ (resp. ¢,) la distance de Hausdorff entre la
boule unité B? et son polyédre approximant (respectivement pour n sommets).

5.1.1 Borne Optimale

D’aprés 2.1.2, et sachant que 0y = %, ko = 7, 'approximation optimale de S?

vérifie :

§H (5%, Pl ~ (3—\1/3 ; \/Eda)

ir 1
= (5.1.1)

1
n 3v3n

5.1.2 Lien entre longueur des arétes d’un simplexe C et
distance de Hausdorff

Ce lemme sera exploité par les différentes méthodes qui suivent.
Supposons que toute face de C est un triangle plan dont les sommets sont sur S?
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et dont tous les angles sont aigus. Alors la définition de la distance de Hausdorff
par les fonctions support donne immeédiatement que 6 (C, S?) est la plus grande
hauteur des calottes sphériques que délimitent les faces de C. Cette hauteur
passe par le centre du cercle circonscrit au triangle 7, et, si r7 est le rayon de

ce cercle circonscrit, la hauteur vaut 1 — /1 — rZ.
_ coté de 7
Orrr = sin(angle opposé)’

coté de 7. Donc

e= sup (1—\/1—r27)<1— 1—-12%/6
T face de C'

ot L est la longueur de la plus grande aréte de C'. Finalement, pour L assez

donc %l <rr < ?l, ol [ est la longueur du plus grand

petit :
< L?*/6 (5.1.2)

avec égalité si la face onl L est atteint est équilatérale.

5.1.3 Projection stéréographique

Cette méthode repose sur la projection de centre S le pole Sud de S? des
sommets d'un pavage du disque unité. On place alors par réflexion sur (Oxy)
les points de I’hémisphére australe de S2. L’enveloppe convexe de ces points
donne un polyédre inscrit dans la sphére unité.

Dans le cas présent, on pave le plan avec des triangles équilatéraux de coté c et
on intersecte ce pavage avec le disque unité. Aprés projection stéréographique,
on obtient donc un polytope inscrit dans la calotte nord de S? et dont toutes les
faces sont presque équilatérales, puisque la projection stéréographique conserve
les angles.

Soit n le nombre de points placés dans le disque unité et soit k& € N la partie
entiére du nombre de cotés de triangles formant un rayon. Alors la longueur du
coté d’'un triangle plan peut étre encadrée par :

1/(k+1) <c<1/k

Or
14+3k(k+1)<n<1+3k+1)(k+2),
d’on
2 3
T /1-4aT-mj2i—1 Vn-

La longueur maximale d'un coté projeté sur S? est donc équivalente a 2\/j car

la projection stéréographique dilate les longueurs d’au plus 2 (cette borne étant
atteinte a l'origine).
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Comme le nombre de points double presque aprés réflexion sur (Ozy) (les points
sur I’équateur sont leur propre symétrique), on obtient grace a (5.1.2) :

3\ 1
a2 2

1
Ep ~4— 5.1.3
o (513)
Cette expression est ici optimale puisque les triangles proches du pole Nord
tendent quand ¢ — 0 vers des triangles équilatéraux.

Remarque : La projection verticale ne produit pas, a la différence de la projection
stéréographique, un résultat d’ordre asymptotique optimal. En effet, pour un
maillage identique du disque unité, la longueur maximale des cotés du polyédre
inscrit est équivalent a ﬂf/%, et donc 'erreur est de

28 1
3 Jn

€n

5.1.4 Subdivision canonique selon 6,

On se place en coordonnées sphériques ol 6 représente I’angle dans le plan ho-
rizontal et ¢ I’angle mesuré verticalement, et on trace une grille de pas 7/k
sur espace [—m, 7] X [—7/2,7/2] des paramétres de S?. On reporte ensuite les
sommets de cette grille sur la sphére, avant d’en calculer I'enveloppe convexe
pour obtenir un polyédre convexe a faces triangulaires isocéles au pole et tra-
pézoidales ailleurs ayant n = 2k(k + 1) +2  sommets, et

L= Qﬁsin(%) +o(1/k)

pour longueur maximale de diagonale de face.

Or pour L — 0, les angles des faces tendent vers 7/2, donc le centre du cercle
circonscrit a une face quelconque tend vers le milieu de la diagonale de cette
face. On a :

en~1—+/1—(L/2)2~ L*/8,

or L ~+/27/k et 2k* ~ n, donc :

3
o
—_

n~——. 5.1.4
e 2 (51.4)
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5.1.5 Subdivision optimisée selon 6,y

Le principe en est identique a celui de la méthode précédente, a ceci prés que le
pas de la grille n’est plus constant; on cherche a placer sur la sphére unité 2k,
méridiens et ko paralléles de maniére optimale. On cherche donc a déterminer
les deux fonctions déformant la grille de pas fixe (1/k1, 1/ks) :

O, : [-1,1] — [—m, 7]

Py [=1/2,1/2] — [-7/2,m/2]

Notons F; ; la face de sommets

Ok, (i/K1)  Prs (3 /K2)) v (O ((+ 1) k1) or,(5/k2)) 5
O, (G +1)/F1) s o0 (G +1)/R2)) 5 (Ora(i/F1) 5 00, ((G + 1)/ 2))

Sa diagonale vérifie d’aprés Pythagore :

[2 sin (% (%(%) - @kQ(k%)))] 2 +
(B = ) ) cos (wki))] ~ Dingonale(F,)

Pour que 'erreur d’approximation soit minimale, on veut minimiser le maximum
par rapport a ¢ et j de Diagonale(F;;), ce qui revient & chercher 6, et ¢y,
tels que la diagonale soit indépendante de la face considérée. Un argument de
symétrie implique alors que ¢y, est impaire et que Yk, Vo € [—-1/2,1/2] :
Ok, (x) = mzx. Donc :

1 1 ] 2 ]
Asin? (§ (%U%) - %%0) + o cos (g%(kiz)) ~ f(hi, k)

J+1 J w2 . j 2
(@kg(k—2) - @kg(k—z)) P sin? (g%(k:)) ~ flky, ko) — =
En posant x € [0,1/2] et j = |kyx], alors pour ki, ky — +oo et ¢ la limite de
Phs -

2 2
¢ (z)? = %71’2 sin?(¢(x)) + lim (k%f(k‘l, ky) — %71’2) : (5.1.5)
i i

k1,ka—00

Supposons désormais que ],z—f converge vers une limite a > 0. A cette condition

trés naturelle s’ajoutent les conditions aux limites de ¢, ¢’est-a-dire que ¢(0) = 0
et ©(1/2) = /2. On en déduit avec (5.1.5) que

¢'(0)? = lim (k:gf(kl, ko) — (oz7r)2) ,

k1,ka—00

ce qui donne I’équation différentielle :

¢ (z)? = o*m?sin®(p(z)) + ¢'(0)? . (5.1.6)
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Afin de déterminer la constante «, on calcule ’erreur pour un nombre de points

n ~ 2]51]52 : ) 1 1
en ~ f(k1, k2)/8 ~ Z(OWT2 + 590,(0)2) o

¢'(0)
7r
croissante sur [0, 1/2], I'équation différentielle (5.1.6) devient alors :

¢ = ¢'(0)y/1 +sin® ¢ avec ©(0) =0 et p(1/2) = /2 (5.1.7)

Avec pour erreur associée :

Donc ne,, est minimal pour o = . Sachant que ¢ est positive, strictement

T, 1
n=—¢(0)—". 5.1.8
en=7#(0) ~ (5.1.8)
Résoudre (5.1.7) revient cependant a calculer une intégrale elliptique [ \/lstW’

donc on ne peut espérer obtenir qu'une solution approchée.

Pour obtenir cette solution approchée, on détermine dans un premier temps
un encadrement de ¢, avant de chercher a préciser les valeurs optimales de
©'(0), pour finalement considérer une fonction de forme préétablie vérifiant ces
parameétres.

On majore sin®(p(z)) par ¢(z)? dans I'expression (5.1.7) :

(@) <0 (p(x)” +1)

(e ,
|, s <o
o(t) < sh(¢'(0)t) . (5.1.9)

De méme, on majore sin?(p(z)) par 1 dans I'expression (5.1.7) en utilisant que

¢1) = V2 (0)

d’ou

d’ou

o(t) = 71/2+V240)(t —1/2) . (5.1.10)
Puisque ¢ est strictement croissante, il est nécessaire pour que ¢(0) = 0 et
©(1/2) = 7/2 que la droite passant par 'origine de pente ¢’(0) passe "au-
dessous" du point (1/2,7/2), et donc :

0'(0) <7 .

De méme, la droite passant par (1/2,7/2) de pente ¢'(1) = v/2¢'(0) doit passer
"au-dessus" de 'origine :

¢'(0)>m/V2 .
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On remarquera par ailleurs que dans le cadre de la subdivision canonique, 6(x) =
o(x) = mz, et donc cette méthode n’est pas le meilleur ‘découpage’ selon 6, p.

Plus précisément, il faut que cette droite n’intersecte pas la fonction majorante
donnée en (5.1.9), et donc que :

©'(0) = 2.57 .

On cherche désormais une fonction vérifiant (5.1.9) et (5.1.10) sous la forme
¢(z) = Az*+ Bz avec k > 1. Alors B = ¢(0). On traduit ensuite les conditions

©(1/2) = /2 et ¢'(1/2) = v/2¢'(0) pour obtenir :

A kA
g tB=m et S5 +B=V2B
k v2-1 et A= (r—B)2"!

:7T/B—1

Reste désormais & minimiser erreur :

inf sup (B '(kAz"'+ B)® + Bcos®’(Az" + B))
B zel0,1/2]

Pour B = 2.8, on obtient le minimum :

1
en R 4.216 — .
n

5.1.6 Subdivision de l’icosaédre

L’idée est d’inscrire un icosaédre régulier dans la sphére unité, de projeter le
milieu de chaque aréte sur S?, et d’itérer le processus pour ces arétes nouvelle-
ment créées.

Dans un premier temps, on calcule le nombre de sommets du polyédre d’approxi-
mation afin de pouvoir par la suite exprimer l'erreur ,. Notons sg, ay, fr les
nombres de sommets, respectivement d’arétes, de faces, a I’étape k. Il apparait
alors que :

Sk+1 = Sk + Qg et fre1 =4Sk

En combinant cette expression avec I’équation d’Euler s, — a + fr = 2, on a :
Sia1 =28, +45fo — 2.
Or l'icosaédre vérifie sy = 12, a9 = 30, fo = 20, donc :

Sp = 10 x 4% 4 2k+1 (5.1.11)
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Pour obtenir une évaluation de 'erreur d’approximation, on désire également
calculer la valeur de I'angle maximal & 1’é¢tape k. Pour cela, on considére un
triangle (ABC) dont les sommets A, B, et C sont sur S?, et ou I,.J, K sont
les milieux respectifs des arétes [AB], [BC|, [AC]. On note I', J', K’ les projetés
radiaux sur S? de I, J, K respectivement.

Pour pouvoir utiliser (5.1.2), il faut que les angles de toutes les faces a chaque
étape soient aigus. On suppose donc que tous les angles de (ABC) sont aigus,
et on rappelle que dans le plan les angles sont égaux 2 a 2 comme présenté sur
la figure 5.1.6. Comme les angles de la forme AI'K’ vérifient AI'K’ < /T[T(,
il suffit de montrer que les angles de la forme K'J'T vérifient K'J'T’ < KJ1.
Puisque les angles de (ABC') sont aigus, le centre du cercle circonscrit a (ABC')
est dans (IJK). Donc la projection radiale ‘rapproche’ I et K de A, et donc

K'JI' < TAK' |
Or K'JI' > K'J'T, d'o
K'JT < TAK' .

Donc 'angle maximum aprés subdivision est en A, B ou C'. Comme tous les
sommets sont de valence 6 sauf les sommets de I'icosaédre qui sont de valence
5, et que le maximum des angles est une fonction croissante de I’étape k, on a :

max {angles des faces de la subdivision} < 27/5

Un résultat de [Colin de Verdiére and Marin 1990| prouve que cette subdivision
est optimale pour le critére de la minimisation du plus grand angle des faces.

On désire ensuite majorer la longueur des cotés, et on pose £ 'angle au centre
E=10J =10J". Alors

8 — AB%? — BC? — AC?
8y/1— AB?/4\/1— BC?/4

cos& =

Donc

I'J' = 2sin(£/2) = V2/1 — cosé

— 2 _ 2 _ 2
1) /3 8 — AB? — BC? — AC
 8,/1- AB?/4,/1— BC?/4

Or si L = max{AB, BC, AC},

L
'y ——— (5.1.12)
21— L?/4
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avec égalité si le triangle est équilatéral. De méme, on obtient

AJ’<\/§\/1—\/1—L2/4. (5.1.13)

Donc si Ly est le maximum des longueurs des cotés des triangles de I'icosaedre
subdivisé a I'étape k, alors

Ly < max{

L 2
m,\/ﬁ\/l—m—L /4}

L

Lipt € ——nt
S /T4

Si Ly est atteint sur un triangle équilatéral, alors d’apreés (5.1.12), Ly, aussi, et
(5.1.14) est une égalité. Or a 'étape 0 les faces sont des triangles équilatéraux,

donc
L
L = . 5.1.14
T /T4 (5-1.14)
Soient ay, Ok tels que :
1+« »
L1 = 5 u %Lk .

Or il existe A > 0 tel que 8; = (1 — L;/4)"/2 < 1+ AL2, donc

i—1

Or il est visible que (q;);en décroit strictement vers 0, puisque plus les arétes
sont petites, plus Ly, 1/ Ly est proche de 1/2. Donc

a; < (ag/2)¥ALE .

Comme (ap/2)? < 1, >, a; converge. Or > .a; ~ Y. In(1 4+ a;) ~ In([, 5:).
Donc [], f; converge. En rappelant que Lj = (Hf:& ) Lo/2%, on obtient par

(5.1.2)
~ (I35

Donc, grace a (5.1.11) :

1
~2.92— . (5.1.15)
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5.1.7 comparaison des 4 méthodes

‘ Méthode ‘ Majoration de ¢,
Borne optimale 2.42n1
Projection stéréographique 4n1
Subdivision canonique en 6, ¢ 4.93n1
Subdivision optimisée en 6, ¢ 4.22n7t
Subdivision de I'icosaédre 2.92n~!

La méthode de subdivision canonique en 6, ¢ correspond a la méthode naive
présentée au chapitre 4 pour approcher une boule B!, Certes, des quatre mé-
thodes proposées, elle obtient le plus mauvais résultat. Mais les autres procédés
peuvent difficilement se généraliser aux dimensions supérieures. En revanche,
la subdivision de l'icosaeédre peut par exemple étre intégrée dans la méthode
de construction d'une décomposition de norme vue au chapitre précédent. La
décomposition proposée se ramenait a écrire R? en termes de produits carté-
siens de R! et R2. La connaissance d’une bonne approximation polytopiale de
S?, et donc d’une bonne approximation de I3 nous permet désormais de cher-
cher a écrire R? en termes de produits cartésiens de R? et R3, ce qui permet
d’améliorer la qualité de la décomposition approchée de 3.

Remarque : Tous les polyédres obtenus par ces méthodes sont inscrits dans
S2, alors que 2.1.1 prouve qu’un polyédre quelconque peut approcher la sphére
deux fois mieux asymptotiquement. En fait, si on applique a P inscrit dans S2,
d’erreur ¢, une dilatation de rapport A, on obtient P d’erreur £ = max {\—1,1—
A(1 —¢)}. La nouvelle erreur est donc minimale pour un rapport d’homothétie
A =1+ 5= et vaut alors

€
2—c¢

€= ~ef2.

5.2 Expérimentation : Polygone approchant un

convexe plan

C' désignera l'objet convexe strict de classe €2 que 'on souhaite approcher au
sens de la distance de Hausdorff 67/ par une suite de polygones P,. On notera
également P, I'ensemble des polynémes inscrits dans C' & n sommets.
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5.2.1 Description du probléme

La premiére étude poussée de 'approximation des objets convexes plans lisses
par des polygones a fait 1'objet de I'article [McClure and Vitale 1975] qui éta-
blit les liens entre un polygone de meilleure approximation asymptotique et la
courbure le long de I'objet convexe.

Chercher un polygone d’approximation peut se présenter sous deux formes :

1. Se donner une erreur € et chercher P € P tel que P ait un nombre de
sommets optimal.

2. Se donner un nombre de sommets n et chercher P € P,, optimal, au sens
ot 67 (P,C') est asymptotiquement minimal.

Remarque : On ne recherche pas les polygones de meilleure approximation, la
présente étude étant axée sur une approche asymptotique. Ainsi le polygone P
ne sera pas en lui méme optimal, au contraire du procédé de construction de
P pour n grand ou ¢ petit. De plus, on se limitera aux processus explicites et
déterministes. A contrario, pour n fixé, [Kenderov and Kirov 1993] utilisent la
pseudo-convergence d’'un systéme ad hoc pour déterminer 'initialisation de leur
algorithme de construction d’un algorithme a erreur équilibrée (donc asympto-
tiquement idéal).

Ces deux approches sont indépendantes. On pourrait en effet imaginer, connais-
sant n, de calculer 'erreur optimale associée. Mais ces éléments étant reliés par
I’expression

([ )

il est alors nécessaire de calculer I'intégrale de la racine de la courbure le long
du bord de I'objet, ce qui n’est pas trés réaliste. On séparera donc les deux
problémes.

Une autre distinction s’opére au niveau des données disponibles. Que l'objet
soit, décrit par une paramétrisation de son bord ou par sa fonction support, en
chaque point sont définies la position, la tangente, et la courbure. Ainsi pour
une fonction support s, la connaissance de s(f) et s'(f) permet de localiser le
sommet de C' correspondant et sa tangente alors que s(6) seul ne donne que la
droite tangente. Par contre, dans le cas d’une paramétrisation 7, connaitre (t)
ne donne pas la tangente, mais la position.

Remarque : Si on considére un objet convexe décrit par la fonction support
de son bord, la construction a nombre de sommets fizés peut étre assimilée au
line geometric probing. En effet, cette construction repose sur le choix d’une
direction 6,41 a partir des valeurs de 6;, s(6;), ... précédemment obtenues. Géo-
métriquement, ce processus correspond au choix d’une direction de la normale
a I'objet qui renvoie la droite tangente & C' ayant cette normale, comme le dé-

128



vnapitre o. INOrmes approcnees et geomeilrie aigoritnmique

crit |Lindenbaum and Bruckstein 1994|. On peut également se représenter que
I’on sonde par une droite “arrivant de I'infini” selon une direction donnée. Plus
récemment, la thése [Li 1994] a proposé, pour des corps convexes dont la cour-
bure minorée, des algorithmes de probing en donnant une relation entre I'erreur
d’approximation et le nombre de sondages.

5.2.2 Construction a erreur fixée

Construire un tel polygone repose sur une démarche simple mais efficace : on
parcourt le bord de C' en insérant un sommet de P de maniére a ce que l'erreur
sur l'aréte construite avoisine le € donné. Pour cela, il faut néanmoins étre
capable d’évaluer la position du sommet suivant.

Connaissant la courbure (i.e. s, s, s")

Les deux premiéres méthodes sont une application directe de [McClure and
Vitale 1975|. Pour un convexe décrit par sa fonction support, ils ont montré
que lerreur locale d’approximation du segment p(6;)p(62) pour la distance de
Hausdorff s’écrit :

02 2
(61, 0) ~ % (/9 /() d@) (5.2.1)
N %r(&)(% —0,) (5.2.2)

ou r(#;) désigne le rayon de courbure en p(6;). On en déduit immédiatement
un algorithme placant 6,1 a partir de 6,, grace a (5.2.2), et un autre utilisant
(5.2.1) dans le méme but. Tous deux sont bien stir asymptotiquement optimaux,
mais celui reposant sur un calcul d’intégral est inutilisable pour des cas réels,
sans pour autant s’avérer plus performants sur les exemples testés.

Connaissant s et s’

Méthode de la valeur moyenne Cette méthode est étudiée par |Johnson
and Vogt 1980] dans le cadre de I'approximation pour §°, la métrique différence
symétrique. Nous nous proposons d’évaluer son efficacité pour la distance de
Hausdorff. La méthode est caractérisée par le fait que si p;_1, p;, pir1 sont trois
sommets consécutifs du polygone d’approximation, alors la tangente a C' en
p; est paralléle a la droite passant par p;_1, p;+1. Ceci permet, p;,_1 et p; étant
connus, de construire le point p;;

On aura tout d’abord besoin du résultat suivant :
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F1G. 5.1 — Subdivision du polygone inscrit

Lemme 5.2.1. On note (p;)i=12 le point de C' de normale unitaire n; = ny,, et
b k2

ri la courbure au point p;, etc...(Voir figure 5.1). Enfin, n} désignera le vecteur

Ng,+x/2- St s est de classe &2, alors

S1+ 8(3)
+

P2 = p1+ 7”1(82 — ‘91) Tl(eg — 81)2 TL’l — %(‘92 —81)2’@1 +O((‘92—¢91)2) .

Si s est de classe €2, alors

r
<p2 —P1,M1> = —51(92 - ‘91)2 + o((02 — 91)2) .

Preuve. Le point p; s’écrit en terme de fonction support

! !
Di = Sin; + s;n,

d’oti la formule de Lagrange a l'ordre 1, en exploitant le fait que n} = —n; :
p2=p1+ (s1+87)(02 — 61)n] + o((02 — 64)) .

De méme a l'ordre 2,

(3)

S1+ s
pzzpr%(&+ﬂbw2—ﬂ)+J—5L{%—ﬂﬂ2ng
s1 + s

2

Or le rayon de courbure est défini par r = s+ s”, ce qui aboutit au résultat. [

(‘92 — 61)2n1 + 0((82 — ‘91)2) .

Théoréme 5.2.2. Soit (P,)nen une suite d’éléments de P, vérifiant tous la
propriété de la valeur moyenne. Alors P, est une approrimation asymptoti-
quement optimale, i.e. pour n — 00

§9(C, P,) ~ 5 (C,P,) .

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV\
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Preuve. En reprenant les notations de la figure 5.1, on peut écrire a ’aide du
lemme précédent la distance e; sous la forme :

€1 = <pg — P1,N2>
T
— 52(02 —0,)%+ 0((65 — 6,)?)

Mais de plus,

€1 = <Pz — P3, N2>

B %(92 —03)% + o((62 — 65)°)

Or un résultat de [McClure and Vitale 1975] prouve que e, ~ %2(6, — 6;)* et
£ ~ 2(0; —63)%. Donc I'erreur d’approximation g; est équivalente sur toutes les
faces du polygone P,, ce qui est une condition suffisante pour que §(C, P,) ~

SH(C,P,). O

40000 T T T T T T T T
theorie

‘graphe-cstpm.dat’ u 1:2 --------
35000 ‘graphe-lineaire.dat’ u 1:2 -

30000 -

25000 -

20000 -

15000

10000 -

5000

0 i Ml | 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

F1G. 5.2 — Comparaison des différentes méthodes sur une parabole pour obtenir
une erreur donnée

On remarquera cependant au regard de la figure 5.2 que cette méthode ne donne

pas de trés bons résultats comparée a d’autres procédés. Nous évoquerons plus
en détails cette comparaison en 5.2.4.
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5.2.3 Construction & nombre de sommets fixés

On part d'un polygone initial arbitrairement construit. L’influence de ce poly-
gone n’est cependant pas négligeable et sera étudié par la suite.

Dans une premiére étape, on recherche la face du polygone d’approximation ot
I’erreur est maximale, afin d’y faire diminuer I'erreur d’approximation. Plusieurs
possibilités s’offrent pour évaluer 'erreur associée a une face :

1. En utilisant s uniquement, on ne peut obtenir qu’'une majoration grossiére.

2. En utilisant s et sa dérivée s’, on peut la calculer explicitement au prix
de quelques calculs.

3. En utilisant s et la courbure k£, on peut en donner aisément une approxi-
mation au premier ordre.

Une fois cette face localisée, on la subdivise donc afin que l'erreur d’approxi-
mation diminue localement. Se pose alors le probléme du choix de ce nouveau
sommet. Un premier résultat nous assure que pour un grande variété de tech-
niques d’insertion I’erreur tendra bien vers 0.

Le théoréme suivant utilisera ce lemme qui lie 'angle formé par les normales et
I’approximation.

Lemme 5.2.3. Notons ¢ la distance d’une corde au bord du conveze, | la lon-
gueur de cette corde, et AO [’angle entre les normales aux extrémités de la

corde. Si A® < /2, alors
o l . A6
e< -tan | —
2 2

Preuve. Placons nous dans le triangle formé par la corde et les deux tangentes.
Le bord du convexe est bien évidemment a l'intérieur de ce triangle, et donc
sa hauteur est supérieur a . Si on note ABC ce triangle, avec BC = [, alors
A vaut T — 6. Remarquons tout d’abord que pour [ et A fixé, la hauteur est
de longeur maximale si ABC' est isocéle en A. Or la hauteur vaut en ce cas

£ cotan(™=2%). Donc
[ T — A0
€ < —cotan [ ——
2 2
[
2

2
; Al
an | —-

Théoréme 5.2.4. Soit P, € &, que l'on identifie a (6§k), . .,Glik)), la liste
ordonnée des angles des normales auz sommets. A chaque sommet, on associe
*) _ _p p o : .

= ¢(0;,0;11) sur la face qui suit, et on note iy un indice tel que

%

O

Uerreur €
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e® = maxio 6§k). Enfin, soit a : R x R =)0, 1[ une fonction continue
telle que a(.,y) et a(x,.) soient 2m-périodiques.

A partir d’un polygone P,, on construit le polygone P, de sommets

Tmax

a(e(k) 9(743) )e(k’) +(1_a(9(k’) e(k’) ))9(743)

imax ) imax+1 imax imax ) imax+1 imax+1 :
Alors
lim 67(P,,C) =0 .

n—oo

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Preuve. Pour simplifier, on notera par la suite 615 pour a(Q%n), 95"))).

La fonction a étant continue sur [0, 27] x [0, 27], elle atteint ses bornes que 'on
appellera a,, et aj;. On a bien sir 0 < a,, < ajy < 1. Donc pour le polygone
Py, 'angle maximal entre deux sommets se majore par :

AT < max{ay A0 (1 — o) A8}

On en déduit immédiatemment que limy_, AGJ(\Z) = 0. Or le lemme précédent
induit que 67 (P,,C) < idiam(C) tan (42), donc P, converge bien vers C. [

On va désormais s’attacher a comparer plusieurs méthodes convergentes d’ap-
proximation. Soit #;5 un point d’insertion asymptotiquement optimale. Ce der-
nier vérifie

i@~ [ @ (5.2.3)

91 612

Les différents paragraphes suivants exploiteront cette méme relation sous diffé-
rentes formes pour en tirer des procédés de construction d’approximants.

Connaissant la courbure

r constant par morceaux On considére comme approximation que le rayon
de courbure est constant par morceaux, avec une discontinuité au point corres-
pondant a ;5. Plus précisement, on écrit 7(6) = r(6;) 4+ o(6 — 6;) au voisinage
de 01, et r(0) = r(6s) + o(6 — 02) au voisinage de 65. Alors la condition 5.2.3

s’écrit :
012

Sy de~ [ e

91 612

et on en déduit aisément que

0 :\/ﬁez—i‘\/ﬁﬂ
SN Y
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Fig. 5.3 Comparaison des différentes méthodes a courbure donnée sur une
ellipse pour obtenir un nombre de sommets fixé

r linéaire On considére comme approximation du rayon de courbure que celui-
ci est linéaire entre 61 et 0. Ici, en notant r; = r(6;) et 6 = % le coefficient
directeur de r, on a l’expression

r(0) =r1+6(60 —6)
=179+ 5(9 - 92)

Puisqu’on se place au niveau asymptotique, la condition 5.2.3 peut se traduire

par
012

61 27"1

)df = elm(uw

012

) do

27’2

= S(\/r1 + /72) 07
+ 2(24/T17y + 2y/Tor1 — /11603 — /72001 )01,
+ 0(\ /1102 4 /7267) — 4\/rira(\ /7101 + \/T205)  (5.2.4)

d’olt une l'expression de 615 particuliérement longue, mais néanmoins exploi-
table.

\/r linéaire On considére comme approximation du rayon de courbure que
sa racine est linéaire entre 0; et 6. Autrement dit, on interpole linéairement la
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Fig. 5.4 Comparaison des différentes méthodes a courbure donnée sur une
parabole pour obtenir un nombre de sommets fixé

métrique riemannienne entre 2 points. Alors le rayon de courbure s’écrit :
\/_ VT2 i
r(0) = (i + Y20 - 0)
1
En notant 6 = \/Z:(;/lﬁ, I’expression 5.2.3 s’écrit :

2 (VL4 T2 — 0ty + 12))012 + 01(5601 /2 — \/11) + 02(865/2 — \/73) =0,

d’on

0 :ﬁel—\/ﬂez_\/iv?”l—i‘rz
(V- 26

L(\/T1 4 /T2)/2 — /(11 +72)/2
VT2 = /11 ’

et en notant

N |

alors on a :
812 = 0481 + (1 - 06)82

Connaissant s et s’

r constant On écrit le rayon de courbure sous la forme r(0) = r(6;)+o0(0—0,).
Alors la condition 5.2.3 implique que
01+ 0,

812 = 9
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Pour cette technique de probing, |Lindenbaum and Bruckstein 1994|, puis |Ri-
chardson 1997] ont établi une majoration de I'erreur 67 (P,, C) en fonction de la
longueur du bord de C. Cette borne est bien sir trés éloigné du comportement
optimal puisque l'erreur est donnée asymptotiquement par (5.2.1), et que pour
le probing du cercle, la méthode peut produire des polygones optimaux. Par
contre elle assure que 'ordre de convergence est maximal.

Point réalisant ’erreur Cette méthode a été proposée par [Johnson and
Vogt 1980| pour construire une approximation au sens de la métrique différence
symétrique 0°. Si py,pa, p3 sont trois points successifs de la courbe convexe,
le critére choisi est que, p; et p3 étant fixés, ps détermine un triangle d’aire
maximale parmi tous les triangles de sommets (p1, p2,p) oU p € p1ps.

Ce point py est alors caractérisé par le fait qu’il admet une droite support
paralléle a la droite L(pq,p3). Incidement, ce point réalise donc la distance de
Hausdorff sur 'arc pips, ce qui en fait un excellent candidat pour l'insertion
d’un sommet.

Sa mise en pratique est relativement aisée puisqu’il suffit de calculer le vecteur
associé a l'aréte orientée choisie pour l'insertion du point, de calculer son angle
¢ dans le repére fixe, et de sonder selon la direction £ — /2.

5.2.4 Comparaison expérimentale

Au vu des expérimentations (voir figures 5.3 et 5.4), on constate expérimen-
talement que la méthodea naives, c¢’est-a-dire d’insertion du point milieu, et
la méthode supposant r constant par morceaux (désignée par “cstpm” sur les
figures) sont les plus efficaces. En effet, les courbes représentent l'inverse de
la distance de Hausdorff en fonction du nombre de sommets, et ces deux mé-
thodes présentes les graphes les plus proche de 'optimal théorique (désigné par
“théorie”). La méthode reposant sur une approximation linéaire de la courbure
(désignée par “linéaire” sur les figures), tout comme celle proposée par |Johnson
and Vogt 1980] (désignée par “article”) ont tendance a présenter des palliers
pour certains nombre de sommets, et a ne présenter une bonne approximation
que pour un nombre de sommets légérement surpérieur a celui de ces palliers.
Ce comportement sera abordé au paragraphe suivant. Par ailleurs, les figures
choisies ici illustrent le comportement de 'approximation de coniques, ’'expéri-
mentation n’ayant été menée que sur de telles courbes ainsi que des courbes a
parameétrisation polynomiale. Dans les deux cas, le comportement est similaire.
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5.2.5 Influence du polygone initial
Comportement par sauts

La convergence asymptotique des polygones construits vers C est par nature
irréguliére. En effet la distance de Hausdorff est définie comme le maximum des
erreurs locales. Par conséquent, si P, est un polygone d’approximation optimale
que l'on affine par I'une des méthodes ci-dessus, on gardera

§H(P,,C) =...=6"(Py,_1,0)

puisque Uerreur est alors équilibrée. Mais 67 (Py,, C') < 6 (Py,_1, C), le premier
terme tendant a valoir le quart du second. Aussi le graphe de I’erreur présente
des discontinuités trés marquées. Si I'erreur est initialement équitablement ré-
partie, les principaux sauts sont espacés selon une progression géométrique de
raison 2 qui correspond a la phase de raffinement de toutes les faces précédentes.
La hauteur de ces sauts suit asymptotiquement une progression géométrique de
raison 4.

Par contre, si le polygone P, que I'on affine admet une erreur trés irréguliérement
répartie, alors ces discontinuités n’apparaitront pas nécessairement en P,,_;. En
fait, le comportement de I'erreur est alors difficilement prévisible. Il est possible
d’aboutir a un polygone P, ; qui soit par contre optimal et donc a un graphe
de l'erreur discontinu. Par contre, il se peut également qu’aucune discontinuité
n’apparaisse.

Optimalité du polygone de meilleure approx comme polygone initial ?

Pour un processus qui affinerait le polygone P, de facon optimale et non asymp-
totiquement optimale, un polygone initial de meilleure approximation permet
de construire ensuite des polygones P, ox d’erreur équilibrée. Par exemple, si
I'approximation d’un cercle est initialisée avec un diamétre, on obtiendra des
polygones Pyx de meilleure approximation.

Si le graphe de l'erreur ne présente pas de discontinuité, c’est que 1’algorithme
ne passe pas par un polygone d’erreur équilibrée. Or cette condition est néces-
saire (mais non suffisante) pour obtenir une meilleure approximation. Donc la
“qualité” des polygones construits est plutot faible. Au contraire, les sauts cor-
respondent aux polygones d’erreur équilibrée et donc, a priori, & de meilleurs
résultats.
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5.2.6 Ameéliorations possibles
Insertions multiples pour équilibrer I’erreur

L’insertion d'un point permet asymptotiquement de diviser ’erreur locale par 4.
On se propose d’insérer simultanément m points pour diviser I’erreur locale par
(m+1)% Pour cela on part d’un polygone initial P, et & chaque face on associe
I'erreur d’approximation. Dans le but d’équilibrer I'erreur, on choisit d’insérer,
sur la face d’erreur &, maximale, m points tel que (m + 1)? — €2y /Emin SOIt
minimal.

Certaines méthodes se prétent aisément a une insertion multiple, comme celles
basées sur une approximation de r (constant,. .. ), d’autres comme celle du point
réalisant I’erreur n’y sont pas adaptées.
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Fi1G. 5.5 Comparaison entre une méthode naive simple et sa variante adapta-
tive sur une ellipse

Commentaire des figures 5.5 et 5.6 Les figures 5.5 et 5.6 correspondent
aux deux premiéres méthodes décrites ici (celle d’insertion du point milieu et
celle supposant r constant par morceaux), mais sous leur forme adaptative.
Dans chaque cas, on a utilisé deux polygones initiaux distincts. Les figures repré-
sentent en ordonnée la qualité de 'approximation pour un nombre de sommets
donné en abscisse. On observe la nette supériorité des méthodes adaptatives
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Fi1G. 5.6 Comparaison entre une méthode de type 2 et sa variante adaptative
sur une ellipse

quelque soit le polygone initial.

Adaptation a la décomposition en facteurs premiers

La méthode habituelle,non adaptative, permet au mieux d’obtenir de bons po-

k avec des insertions multiples. Si I’on

lygones pour N = n2*, voire N = nm
cherche a construire, par exemple, un polygone a 60 sommets a partir d'un
polygone initial & 2 sommets, on peut envisager d'utiliser la décomposition en

facteurs premiers de 60 pour subdiviser chaque face en 2 puis 3 puis 5.

Cette méthode est plus simple & mettre en place puisqu’elle ne suppose pas de
connaissance de l'erreur sur chaque face. Elle présente cependant deux sérieux
inconvénients :

Le polygone initial doit étre a erreur relativement équilibrée

[’insertion de point doit subdiviser chaque face en faces d’erreurs proches
De telles conditions entrainent que le polygone initial doit étre proche d’un
polygone optimal et avec un nombre de sommets d’autant plus élevé que la
courbure du convexe varie. L’application de cette méthode est donc délicate et
inefficace.
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5.3 Décomposition de norme et diagramme de

Voronoi

Nous nous proposons ici de regarder la transformation subie par un diagramme
de Voronofi lors du remplacement de la norme par une décomposition approchée.
En dimension supérieure a 2, ces diagrammes pour des normes polytopiales sont
souvent mieux connus que leurs équivalents pour des normes lisses. Ainsi, |[Icking
and Ha 2001| présente des résultats sur la complexité de ces objets en dimension
3, et [Boissonnat et al. 1998| s’intéresse aux plus grandes dimensions.

5.3.1 Préliminaires

Sachant que des livres entiers sont consacrés au diagrammes de Voronoi, le
survol rapide qui suit a pour seule prétention de poser les notations, voire de
rafraichir des connaissances déja acquises. Parmi les nombreux ouvrages qui
abordent ce théme, [Boissonnat and Yvinec 1995; Preparata and Shamos 1985b)|
et plus récemment [Aurenhammer and Klein 2000].

L’espace R? est muni d’une norme ¢ quelconque avec pour boule unité B,,. Soit
S ={s1,...,8,} un ensemble de n points de R%. Ces points seront appelés sites.
Ces points sont supposés en position générale, i.e.

Définition 5.3.1. Des sites sont en position générale s’il n’existe pas de pla-
cement de la sphére S, dont I'image passe par d + 2 sites.

On rappelle qu'un placement est la composition d’'une homothétie et d’une
translation. Par exemple, pour la norme [3, cette propriété interdit que quatre
sites soient cocycliques. Cette hypothése est nécessaire pour éviter les situations
dégénérées pour lesquelles la complexité peut étre trés élevée, et le diagramme
de Voronoi changer de dimension.

Définition 5.3.2. Pour chaque site s; de S, on définit sa cellule de Voronoi
Cell,(s;) comme étant I'ensemble des points de R? qui sont plus proches de s;
que de tout autre site de S, c’est a dire

Celly(s;) = {p € RYp(p — s:) < (p —55), V55 € S}

Le diagramme de Voronoi de & pour la distance associée a la norme ¢ est la
décomposition de R? en cellules de Voronoi. Il sera noté Vor,(S).

Si pour la norme [, une cellule de Voronoi est clairement convexe, de maniére
générale, elle est un d-polyédre étoilé non-convexe comme on s’en apercoit sur
la figure 5.7. Le diagramme de Voronoi peut étre percu comme l'union des
frontiéres des cellules de Voronoi.
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FiG. 5.7 Diagramme de Voronoi pour la norme [;

Plus précisément, pour 1 < k£ < d+ 1, considérons le lieu des points p tels que p
est équidistant de k sites et strictement plus proche de ces k sites que des n — k
autres. Ce lieu est un ensemble de dimension d+1—k, linéaire par morceaux. Le
diagramme de Voronoi est 'union de ces ensembles. Pour £k = d + 1, on obtient
ainsi un ensemble fini, noté V,,, de points appelés sommets du diagramme. Cette
définition peut s’exprimer différemment :

Définition 5.3.3. Soit S un ensemble de sites en position générale. Un point
est dit sommet du diagramme de Voronoi de S s’il est équidistant des d + 1
sites les plus proches.

Par ailleurs, la condition de position générale implique qu'un sommet ne peut
étre équidistant de d + 2 sites.

La complexité d'un diagramme de Voronoi est le nombre de ses faces de toute
dimension. Remarquons cependant que grace a la condition de position générale
des sites, chaque sommet de Vor,(S) est incident & un nombre constant de faces
de dimension quelconque (par exemple, d+1 faces de dimension d—1). Or toute
face de Vor,(S) contient au moins un sommet. Il s’ensuit que la complexité d’un
diagramme est proportionnelle au nombre de ses sommets. Par la suite, nous
imposerons toujours une condition de position générale des sites pour pouvoir
borner la complexité en bornant le nombre de sommets de Vor,(S).

5.3.2 Approximation du diagramme de Voronoi

Il est évident que si pour une suite d’approximation de normes ., avec
lim,, o €(n) = 0, chaque cellule Cell,,_, (s;) va converger point par point vers
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FIG. 5.8 — Directions d’échantillonnage dans R?

la cellule originale Cell,(s;). Le diagramme de Voronoi approché Vor,_ (S)
converge donc simplement vers le diagramme initial. Malheureusement, cette
convergence ponctuelle ne suffit pas a assurer la convergence combinatoire. Nous
conjecturons cependant que cette convergence combinatoire est réalisée, tout au
moins pour un grand nombre de situations. A défaut de pouvoir prouver cette
conjecture, nous pouvons tout de méme établir un lien combinatoire entre le
diagramme de Voronoi et certaines de ses approximations.

Théoréme 5.3.4. Sous les conditions précédentes, il existe . une décom-
position approchée de la norme ¢ telle que tout sommet de Vor,(S) soit un
sommet de Vor,_(S).

Preuve :
Notons m le nombre de sommets de Vor,(S). Puisque les sites sont en position
générale, V1 < i< m, 3 {j1,...,Jar1} C {1,...,n} tel que

p(vi —sj,) =+ = p(vi — 5j,,,)
(i —s5) > p(vi — ) Vi€, . Jam}
Pour simplifier les expressions, posons \; = ¢(v;—s;, ) et considérons les vecteurs

1
€i7k = )\_(Uz — Sjk) .

La figure 5.8 illustre la situation dans R2. Ces vecteurs forment un ensemble
d’au plus m(d + 1) vecteurs de S,. Or d’apreés le théoréme 3.2.4 chacun d’entre
eux admet un dual (non-nécessairement unique), c’est-a-dire un élément e, de
S:; tel que eik-ip = 1. Alors on pose

E={e,;1<i<m1<k<d+1} .
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Choisissons € > 0 tel que

s
e<1— max — (5.3.1)
1<i<m,1<k<d+1 p(v; — $5)
On construit ensuite une e-décomposition approchée ¢, contenant E. Pour cela,
il suffit de prendre une e-décomposition approchée quelconque dont 'existence

est assurée par 3.5.13 et de la compléter par E.

Alors Vo € RY, (1 —e)p(z) < ¢-(x) < (). Par conséquent, V1 < i < m,

{%m —55) == (Vi — 8j,,,) = A
%(Uz‘ - Sj) = (1 - 5)90(%' - Sj) Vi §Z {j1> . ajd-l—l}

Comme la condition (5.3.1) impose que — < M, alors

1—e )\z
(1—¢e)p(vi —s5) > A,

dot Vj & {ji,---, Jar1}s
pe(vi = 55) > A -

Donc v; est un sommet de Vor,_(S), et donc finalement

Vo C V.

5.4 Plongement peu déformant

Les plongements peu déformants (low-distortion embeddings) sont d’abord ap-
parus pour traiter de problémes d’optimisation en théorie des graphes. Dans
les années 90, ils se sont également imposés comme un outil particuliérement
efficace pour la création et 1’étude d’algorithmes portant sur toutes sortes de
problémes basés sur des espaces métriques, et o1l une solution approchée s’avére
satisfaisante (cf le tour d’horizon de [Indyk 2001|). Le domaine ou cette no-
tion a le plus apporté est certainement la réduction de dimension avec comme
exemple marquant les progrés réalisés sur la recherche du plus proche voisin
(N.N.S. Nearest Neighbour Search). Cependant I'utilisation que nous ferons
ici de cette notion ne rentre pas directement dans le cadre de la réduction de
dimension.

Commencons par définir le plongement peu déformant que nous manipulerons
uniquement entre espaces normés et non dans le cadre plus général des espaces
métriques.
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Définition 5.4.1 (Plongement peu déformant). On appelle plongement
peu déformant d’espaces normés une application f : (R% @) — (R?, ') telle
que

Lolr—y) < ¢ () ~ F0) < ol — )

ou le paramétre c sera appelé distorsion du plongement.

Le lien avec 'approximation de norme est particuliérement évident : toute ap-
proximation de norme peut étre vue comme un plongement peu déformant.

Théoréme 5.4.2. Soit p. une décomposition de la norme ¢ sur R, Alors
Uapplication

7 (RY 0) = (R, ¢2)
T T

est un plongement peu déformant de (R% ) dans (R%, p.), de distorsion

_ 1
c = 1=z"

AMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Preuve :
Il suffit de se ramener a la définition d’'une décomposition de norme. En effet,
. vérifie :

Ve eR:,  (1-e)p(r) < pe(r) < p(2) .
Au regard de la définition ci-dessus, cette expression caractérise un plongement
de distortion 1/c =1 —¢. O

Un exemple étudié plus précisément dans [Gabow et al. 1984] nous permet de
plonger [; dans [,. On rappelle que lg est la norme définie sur R par lg(x) =

(|1 ]P + - -+ |2|P) P Considérons désormais Iapplication 7 : R — R? | avec
d" = 2% définie de la maniére suivante : soit {e;} = {—1,1}? 'ensemble des
sommets de la boule unité pour ¢, alors pour z € R%, on pose

m(x) = (z.eq,...,T.€9a) .

Autrement dit, chaque composante de 7(z) est le produit scalaire de = avec un
vecteur de {—1,1}% 1l est visible que 7 est linéaire, mais sa propriété essen-
tielle est que 7 est un plongement peu déformant de (R?,1;) dans (R, 1) de
distorsion nulle. Ce résultat se généralise pour une norme polytopiale.

Lemme 5.4.3. Soit R? muni d’une norme polytopiale . Soient v}, ..., v} les
sommets de la boule duale.

T (R ) = (R, ||-]l)

w(x) — (z.0], ..., x.0F)
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est un plongement non déformant, c’est-a-dire de distorsion nulle.

Preuve :

Soit x,y € RY, montrons que ||7(x) — 7(y)|ls = ©(x — y). Par linéarité, m(z) —
7(y) = m(x — y). Donc il suffit de prouver que ||7(z)||oc = ¢(z). Pour cela, on
se rameéne a la définition d’'une norme par sa boule duale vue en 3.2.10 :

o(x) = gg}gmv :

Comme ||7(2)||cc = max{x.v},...,z.v]}, il vient alors immédiatement que
|7(2)[|x < ¢(x). Enfin, puisque B est un corps convexe, max,ep: T.v ne peut
étre réalisé qu’en un des sommets de B, et donc ||7(2)||e = o(z). O

Ce résultat permet alors de construire aisément des plongements dans [, en
composant I’approximation de norme 7 avec ce plongement 7. Le théoréme sui-
vant est ainsi une combinaison immeédiate de ce lemme et du résultat précédent.

Théoréme 5.4.4. Soit ¢. une approzimation de la norme ¢ sur R? et

*

VY, ..., vy les sommets de la boule duale Bj,_. Alors Uapplication f=moT

Fi®R9) = (RYlls)
fz) — (zo],... z08)

est un plongement peu déformant de (RY, ) dans (de,loo), de distorsion

_ 1
Cc = 1—="

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
VWVWWWVVWWWWWWVVVVVVVVVVVVVVVV

On peut en déduire que pour toute distorsion, tout espace normé peut étre
plongé dans (% .

Théoréme 5.4.5. Soit (Rd, @) un espace normé et € > 0. Alors il existe un

, . . _ 1 d dl dl
plongement peu déformant de distorsion ¢ = = de (R% ) dans (R, 15)
avec pour € — 0 :

d=0(1/7T) .

VVVVVVVVVVVVVVVVVW

AAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Preuve :
C’est une simple conséquence du résultat précédent et de la borne sur la com-
plexité de 'approximation des normes de 3.5.14. 0

5.5 Diamétre approché

Il est a noter que la décomposition de norme peut s’appliquer & bien d’autres
problémes géométriques tels que les calculs approchés de largeur, de cylindre
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englobant, etc. Nous avons donc choisi le calcul du diamétre comme le plus
emblématique.

Le probléme du diamétre est d’énoncé parmi les plus simples de la Géométrie
Algorithmique :

Etant donné un ensemble fini A de points de (R% ), calculer la
distance maximale pour ¢ entre deux points de A.

Il est prouvé depuis plus d'une décennie [Preparata and Shamos 1985a| que ce
calcul nécessite 2(nlogn) opérations. L’algorithme naif qui consiste & comparer
les distances entre toutes les paires de points n’est donc pas satisfaisant. En di-
mension 2, il est aisé de résoudre ce probléme en temps O(nlogn), ce qui est op-
timal. En dimension 3, I'optimalité est beaucoup plus difficile a atteindre, mais
[Ramos 2000] a finalement proposé un algorithme 3D en O(nlogn). Cependant,
il est & noter que la méthode proposée repose sur des objets particuliéerement
complexes a manipuler et n’a a ce jour pas été implémentée.

Dans un pareil contexte, il est naturel que la recherche d’une solution approchée
pour le calcul du diameétre ait fait I'objet de nombreux travaux récemment
[Agarwal et al. 1992; Malandain and Boissonnat 2002; Barequet and Har-Peled
2001; Har-Peled 2001; Chan 2002]. Ce probléme peut s’énoncer de la maniére

suivante :

Etant donné un ensemble fini A de points de (R? ¢) de diamétre
A(A), et soit € > 0 donné, trouver A(A) tel que
1

1+e¢
Deux procédés sont souvent a la base des différents algorithmes proposés, avec

A(4) < A(4) < A4) .

de nombreuses variantes et combinaisons :

Projection sur une grille : On décompose la boite englobante de A en [1/g]?
boites semblables, on “nettoie” cette grille pour n’en garder que certaines
cellules, puis on calcule le diamétre de cet ensemble de cellules.

Le temps d’exécution pour 'application naive de ce genre d’algorithme est
de O(n + =)

Projection selon certaines directions : On choisit des directions de sorte que la
sphére S soit recouverte par des calottes de rayon \/2¢ centrées sur ces
directions. On projette alors orthogonalement ’ensemble A sur les différentes
droites ainsi déterminées. Il ne reste ensuite qu’a prendre le maximum des
diameétres de ces ensembles de dimension 1.

Le temps d’exécution pour I'application naive de ce genre d’algorithme est
de O(E(d_ﬁ)

L’approche que nous proposons s’inscrit dans ce dernier cas. Elle ne propose pas

d’amélioration pratique quant a la rapidité de cette technique. Son intérét est,

grace aux outils que nous avons précédemment introduits, de pouvoir traiter du
calcul du diamétre en dimension quelconque et dans des espaces munis d’une
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norme quelconque. En effet, le diamétre exact pour une norme approchée est

également un diameétre approché pour la norme initiale. Cette formulation nous

permet donc de transformer le probléme de calcul approché d’un diamétre en :
Etant donné un ensemble fini A de points de R? de diamétre A(A),

ainsi que ¢ > 0, posons & = 1%& Un prétraitement permet de
construire ¢./, une &-approximation polytopiale de la norme avec
pour nombre de sommets k = O (52(01%1)) Calculer alors le diamétre

de A pour p..

Plongement dans (£ Ce procédé a été utilisé par [Agarwal et al. 1992] pour
approcher le diamétre dans (¢ et [9. Nous nous proposons ici de nous placer dans
un espace normé (Rd, ©) quelconque. Toute approximation de norme induit un
plongement peu déformant dans [, d’aprés le théoréme 5.4.4. Il reste a effectuer
le calcul d’un diameétre dans lff;, ce qui s’avére extrémement aisé.

Théoréme 5.5.1. Soit ¢ une norme de classe €* et soit v une approzvima-

. : d /I __ & : * *
tion polytopiale de la norme ¢ sur R* avec €' = o= el soient vy, ..., Uy les

sommets de la boule duale By, ,. Alors un diametre approché peut étre calculé

en O(ndk).

AAAAAAAAAAAAAAAA
VVVVVVVVVVVVVVVVVW

Preuve :

On cherche a calculer A, (A) le diamétre pour ¢, de I'ensemble A. Notons 7
le plongement non déformant défini en 5.4.3. Il nous permet de remplacer .
par [* en un temps O(ndk).

A, (A) = max g (x —y)

= max " (n(x) —7(y)) (en appliquant )
x,ye

= 231/%}51 1122823f |7 (2); — 7 (y)il

= max <f§f§i m(x); — 1%1&7?(?;)@-)

Donc le diamétre dans l’;o se calcule en O(nk), ce qui donne un temps de calcul

total de O(ndk). O

Il est a remarquer que puisque cette méthode appelée Projection selon certaines
directions repose implicitement sur un échantillonnage de la boule duale, son
efficacité est indissociable de celle de la décomposition de norme.

Sachant avec 3.5.14 que le nombre de sommets d’une approximation polytopiale
de la norme est en O (ﬁ), on en déduit immédiatement une borne pour les
normes quelconques, méme non-lisses :
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Corollaire 5.5.2. Soit A un ensemble fini de points de (R%, ) et ¢ > 0. Si
une approximation de la norme @ est connue, un diameétre approché peut étre
calculé en temps O (ﬁ)

La construction de décompositions approchées vue au chapitre précédent permet
ainsi de proposer un algorithme de calcul du diamétre approché, pour une norme
l,, d'un ensemble fini de points de R? en temps O (ﬁ) Par ailleurs, il est
a souligner que notre approche est non seulement plus générale, mais aussi
compléte. Enfin, rappelons que la décomposition de norme permet certes de
proposer un calcul approché du diamétre, mais que le méme procédé peut étre
appliqué a d’autres problémes similaires tels que enveloppe convexe, largeur,
plus petit cylindre englobant, anneau de largeur minimale, etc.
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Perspectives

Pour lui, la science est un sport ; résoudre un probléme,
comprendre un phénoméne revient a établir un record
sportif. L’essentiel étant de ne pas se faire doubler.

Vassili Grossman. Vie et destin.

Comme souvent, le chemin parcouru parait infime devant I'immensité des
possibles. Pour prolonger cette thése, nous envisageons plusieurs voies. Tout
d’abord, lincapacité a donner une décomposition approchée optimale d’une
boule [, dans le plan est particuliérement frustrante. Non seulement, le pro-
bléme parait accessible au premier abord, mais de plus la construction de dé-
compositions approchées en dimensions supérieures repose sur la qualité de cette
initialisation dans le plan. Méme si de nombreuses difficultés techniques sont
présentes, a terme elles devraient pouvoir étre surmontées.

Une deuxiéme direction pour un prolongement direct serait une implémen-
tation de la décomposition de différentes normes en dimension d. Le chapitre
4 fournit les constructions nécessaires, et il serait ainsi possible d’établir une
bibliothéque logicielle proposant toute une gamme de calculs approchés pour la
géométrie algorithmique. En effet, une fois la décomposition approchée connue,
I'implémentation de fonctions évaluant le diamétre, I’enveloppe convexe, le cy-
lindre minimal englobant, etc. ne présente gueére de difficulté.

Si certaines applications des décompositions de normes ont d’ailleurs été
étudiées aux chapitre 5, ce domaine est loin d’étre épuisé. Il serait ainsi intéres-
sant de regarder 'utilité de cet outil pour des problémes légérement différents,
comme le fameux Nearest Neighbor Search. Plus spécifiquement, une question
intéressante est de savoir si la convergence d’approximations de norme vers une
norme fixée entraine la convergence des diagrammes de Voronoi associés a ces
métriques. Pour des situations non-dégénérées, la réponse semble positive dans
le plan, mais pas en dimension 3. Mais une étude compléte de la stabilité com-
binatoire du graphe de Voronoi pour une faible perturbation de la norme reste
a effectuer.

Enfin, la perspective la plus intéressante est dans la généralisation des dé-
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compositions de normes aux espaces grassmanniens. En effet, une décomposition
approchée correspond au choix de certaines directions de I’espace. Or il est pos-
sible de décomposer I’espace non seulement en droites, mais en espaces vectoriels
de toute dimension [J. H. Conway and Sloane 1996|. Les espaces grassmanniens
sont justement les ensembles de sous-espaces vectoriels d’une dimension fixée.
Les applications semblent prometteuses, puisque |Chan 2002| a constaté qu’en
projetant des points donnés sur des hyperplans et non sur des droites, le calcul
approché du diamétre pour la norme canonique était accéléré. Cette extension
des décompositions permettrait sans doute de déterminer la dimension optimale
pour ces projections, et ce pour des normes non nécessairement euclidiennes.
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Approximation de convexes par des polytopes
et décomposition approchée de normes

Résumé

[’approximation des convexes lisses par des polytopes pour la distance de Haus-
dorff a connu de nombreux résultats théoriques grace a 'apport de la géométrie
riemannienne. Nous rappelons ces résultats portant principalement sur le com-
portement asymptotique et montrons leur utilité pour certains cas pratiques.
Puis nous établissons notre résultat principal, & savoir que ce probléme d’ap-
proximation d’un convexe est, en un sens bien précis, équivalent a celui de I'ap-
proximation d’une norme par une autre. Nous établissons ensuite les propriétés
d’un produit d’approximations de normes, ce qui nous permet de construire par
récurrence sur la dimension des polytopes approchant certains convexes lisses,
ainsi que des approximations optimales de normes, en particulier Lp. Enfin nous
montrons différentes applications a la géométrie algorithmique, en particulier
comment une approximation de norme permet de transformer un algorithme de
résolution exacte en un algorithme de résolution approchée mais moins coiiteux.

Approximation of convex bodies by polytopes
and approximated norm decomposition

Abstract

Approximating smooth convex by polytopes with respect to Hausdorff metric
is a field where numerous results were recently obtained thanks to the rieman-
nian geometry. We first recall these results, essentialy focused on the asymtotic
behaviour, and show their utility for some special cases. We then prove our
main result stating that approximating a convex is somewhat equivalent to ap-
proximating a norm. We establish several properties of the product of norm
approximations, so that we can construct, by recurrence over the dimension,
good approximating polytopes for specific convexes, as well as optimal approxi-
mating norms for some norms like the Lp ones. We finish by showing some
applications in the field of computational geometry. An approximation of the
norm can for instance transform an exact algorithm into a faster algorithm that
gives an approximate solution.



