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Introdu
tion
J'ai toujours vu dans les mathémati
iens des espè
es deRose-Croix et j'ai toujours regretté de ne pas être initié àleurs mystères. Alexandre Soljenitsyne. Le premier 
er
le.A l'origine de 
e travail est l'idée d'introduire dans le domaine de la géomé-trie algorithmique les outils et les résultats de la géométrie riemannienne sur les
onvexes. Ces deux spé
ialités sont en e�et restées jusqu'à présent relativementimperméables l'une à l'autre.L'approximation polytopiale des 
onvexes est un thème si vaste qu'il n'estpas di�
ile d'en faire remonter l'origine à l'Antiquité, à travers par exemple lafameuse méthode d'exhaustion d'Ar
himède. Mais l'étude moderne fut initiéepar Fejes Toth dans [Toth 1948℄. Il aborda alors le problème qui nous intéresse :la distan
e eu
lidienne étant prolongée à l'ensemble des 
ompa
ts, 
omment
onstruire un polytope appro
hant au mieux un 
onvexe donné pour 
ette mé-trique ? Et quel est le 
omportement asymptotique de la distan
e du polytopeau 
onvexe ? Après avoir énon
é 
lairement 
es questions, [Toth 1948℄ donnaquelques indi
ations de réponse pour des polytopes parti
uliers, mais surtout il
onje
tura les bornes asymptotiques qui ne furent pleinement démontrées qu'undemi-siè
le plus tard. La prin
ipale étape fut ensuite [M
Clure and Vitale 1975℄qui, grâ
e aux fon
tions support de 
onvexes, dressa une revue presque 
omplètede l'approximation de 
onvexes lisses du plan par des polygones.Mais la véritable a

élération ne vint qu'ave
 les années 80 où [S
hneiderand Wiea
ker 1981℄ prouva une des 
onje
tures pré
édemment énon
ées parToth. Quoique la preuve soit restreinte par l'hypothèse d'un bord fortement dé-rivable, la voie était défri
hée, et les outils de la géométrie riemannienne mis enpla
e. Ensuite [Gruber 1993b℄ puis [Börö
zky 2000℄ levèrent 
es restri
tions, ens'appuyant à nouveau sur les surfa
es riemannienne et le re
ouvrement par desdisques. Des propriétés annexes furent également traitées dans 
ette période,telles que le lien entre équios
illation et polytope approximant, ou 
omme lestermes d'ordre supérieur dans l'étude asymptotique de l'approximation polyto-9



Introdu
tionpiale. Une présentation d'ensemble est a

essible dans [Gruber 1993a,b℄.Dans le même temps, la géométrie algorithmique s'est également souventintéressée à 
e sujet, en parti
ulier à travers des problèmes de maillage d'unesurfa
e. Mais l'appro
he était généralement plus pragmatique et souvent indé-pendante des travaux 
ités plus haut. Plus ré
emment des notions telles que lessurfa
es riemannienne ont 
ependant fait leur entrée en géométrie algorithmique[Leibon and Lets
her 2000℄.Dans 
ette thèse, nous nous proposons de montrer l'utilité des outils théo-riques de la géométrie riemannienne dans une optique de géométrie appliquée.Deux axes prin
ipaux nous guideront. Le premier est la 
onstru
tion de poly-topes appro
hant un 
orps 
onvexe donné. Le se
ond, fortement lié au pré
édent,est l'élaboration d'une approximation d'une norme et son appli
ation pratique.Le premier 
hapitre s'adresse à un le
teur déja formé à la géométrie des
onvexes et des polytopes, mais aussi initié à la géométrie di�érentielle. Il pro-pose d'abord un rapide tour d'horizon des notions fondamentales qui serontemployées dans le reste du do
ument, et se �nit par une introdu
tion à la géo-métrie des surfa
es riemanniennes. Nous y dé�nirons en parti
ulier une distan
esur une surfa
e adaptée à l'approximation des 
onvexes et en proposerons uneexpression faisant intervenir la 
ourbure du bord du 
onvexe.Les prin
ipaux résultats de l'approximation des 
orps 
onvexes lisses pardes polytopes seront présentés au 
hapitre 2. Nous y proposons également unrésultat permettant, à partir de la 
onnaissan
e de la 
ourbure, d'évaluer laqualité d'une approximation polytopiale ins
rite.Au 
hapitre 3 apparaît le se
ond des deux axes de 
ette thèse. Nous dé�nis-sons alors l'approximation de norme, ainsi que la notion essentielle de dé
om-position appro
hée d'une norme. Le prin
ipe est de substituer à une norme surun espa
e ve
toriel de dimension quel
onque une norme polytopiale, i.e. dontla boule unité est un polytope. Cette nouvelle norme s'exprime et se 
al
ulesimplement, et peut être 
onstruite arbitrairement pro
he de la norme initiale.Nous établissons les propriétés fondamentales de 
es objets mathématiques, puisnous proposons le 
on
ept de produit 
artésien de normes. En�n nous mettonsen éviden
e une forte proximité ave
 l'approximation polytopiale des 
onvexesen montrant que dans 
ertains 
as les problèmes sont similaires, et que dans le
as général, ils sont liés.Le 
hapitre 4 s'intéresse aux 
onstru
tions expli
ites tant d'approximationspolytopiales de 
onvexes que de dé
ompositions de normes. Nous y proposonsun pro
édé 
onstruisant par ré
urren
e sur la dimension une dé
omposition desnormes lp et en déduisons une approximation des boules lp. Une majoration del'erreur est donnée ainsi qu'une généralisation à d'autres normes, en parti
ulier10



TABLE DES MATIÈRESellipsoïdales.Les appli
ations et les expérimentations font l'objet du 
hapitre 5. Dansun premier temps, nous y 
omparons di�érentes 
onstru
tions d'approxima-tions de la boule unité 
anonique. Puis nous expérimentons di�érentes straté-gies permettant d'ins
rire un polygone dans un 
onvexe plan. En�n, deux typesd'appli
ations des dé
ompositions de normes sont présentés. L'un vise à étu-dier les propriétés d'un diagramme de Voronoï appro
hé. L'autre, à travers leformalisme des plongements peu déformants, illustre 
omment une dé
omposi-tion appro
hée permet un 
al
ul rapide d'une approximation du diamètre. Ceproblème du diamètre a été 
hoisi 
ar il peut être 
onsidéré 
omme embléma-tique de toute une 
atégorie de problèmes géométriques regroupant les 
ylindresenglobants, enveloppe 
onvexe, largeur, et
.
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Notations
f = o(g) f est négligeable devant g en a, 
'est-à-dire :pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de a tel que pour t ∈ V ,

‖f(t)‖ 6 ‖g(t)‖.
f ∼ g f est équivalente à g en a, 
'est-à-dire :

f − g = o(g)

f = O(g) Il existe un voisinage V de a et k ∈ R tel que pour t ∈ V ,
‖f(t)‖ 6 k‖g(t)‖.

f = Ω(g) Il existe un voisinage V de a et k ∈ R tel que pour t ∈ V ,
‖f(t)‖ > k‖g(t)‖.

f = Θ(g) f est du même ordre que g en a, 
'est-à-dire :
f = O(g) et f = Ω(g).
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Chapitre 1Rappels et prérequis
La 
ourbure qu'on obtenait était bien éloignée de laperfe
tion, mais, en substan
e, il se passait quelque 
hose,on pouvait 
réer une forme nouvelle, arbitraire : unepuissan
e prenant a
te, n'était-
e pas 
ela qu'entendaitAristote. Primo Levi. Le système périodique.Sommaire1.1 Corps 
onvexes et polytopes . . . . . . . . . . . . . . 161.2 Fon
tions support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.2.1 Dans Rd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.2.2 Dans le plan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191.3 Distan
e de Hausdor� . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.3.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211.3.2 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221.4 Géométrie di�érentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.4.1 Surfa
es de R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24Courbures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.4.2 Dimensions supérieures . . . . . . . . . . . . . . . . 301.5 Géométrie riemannienne . . . . . . . . . . . . . . . . 301.5.1 Surfa
e et métrique riemannienne . . . . . . . . . . . 301.5.2 La première forme fondamentale . . . . . . . . . . . 321.5.3 La se
onde forme fondamentale . . . . . . . . . . . . 33
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1.1. Corps 
onvexes et polytopes1.1 Corps 
onvexes et polytopesOn rappelle tout d'abord la dé�nition fondamentale d'un 
onvexe, ainsi quedi�érentes propriétés en dimension �nie. Pour davantage de pré
isions ainsi quedes démonstrations, de nombreux livres sont disponibles, 
omme par exemple[Berger 1992a; Gruber 1993
℄.Dé�nition 1.1.1. Une partie C de Rd est dite 
onvexe si ∀x, y ∈ C, [x, y] ⊂ Coù [x, y] = {λx+ (1 − λy)|λ ∈ [0, 1]}.Cette dé�nition nous amène à faire deux remarques : la première est qu'un
onvexe n'est pas né
essairement borné. La deuxième est qu'un 
onvexe dansun espa
e ve
toriel de dimension �nie reste 
onvexe dans tout espa
e plus vaste.Ainsi un disque de R2 est un 
onvexe de R3, alors que sa dimension n'est que de2. Or 
ertaines propriétés sont liées à la dimension intrinsèque du 
onvexe, eton souhaiterait don
 ne pas mélanger des objets de di�érentes dimensions. Pourpallier 
es impré
isions, il est né
essaire d'introduire une notion plus restri
tiveque 
elle de 
onvexe.Dé�nition 1.1.2. On appellera 
orps 
onvexe un ensemble C ⊂ Rd 
ompa
t,
onvexe et d'intérieur non-vide, et on notera C l'ensemble des 
orps 
onvexes.On notera C ∩C k l'ensemble des 
orps 
onvexes dont le bord est de 
lasse C k.On verra plus loin dans 
e 
hapitre, en abordant la géométrie di�érentielle, ladé�nition pré
ise d'une surfa
e de bord C k. Un 
orps 
onvexe sera d'ailleurs ditde 
lasse C k si son bord l'est.Parmi les di�érentes opérations possibles sur les 
onvexes, l'une d'elles s'avèreparti
ulièrement utile i
i.Dé�nition 1.1.3 (Somme de Minkowski). Soient C, D deux 
onvexes de
Rd, alors on appelle somme de Minkowski de C et D, notée C +D, le 
onvexe

C +D = {x+ y|x ∈ C, y ∈ D} .Nous ne dé�nirons pas i
i de manière générale un hyperplan séparant, mais nousen 
onsidérons une 
lasse parti
ulière que forment les hyperplans d'appui, ouhyperplans support.Dé�nition 1.1.4 (Hyperplan d'appui). Soit A un 
onvexe in
lus dans Rd.Un hyperplan d'appui de A est un hyperplan H 
ontenant un point a de A ettel que A soit in
lus dans l'un des deux demi-espa
es fermés délimités par H .On dira alors que H est un hyperplan séparant {a} de A.On rappelle qu'un 
orps 
onvexe est dit stri
t (on dira aussi qu'il est stri
tement
onvexe) si tout hyperplan d'appui n'interse
te 
e 
orps 
onvexe qu'en un point.16



Chapitre 1. Rappels et prérequisDé�nition 1.1.5 (Sommet). Un point x d'un 
onvexe A est un sommet de
A si l'interse
tion des hyperplans d'appui à A en x est réduite à {x}.Dé�nition 1.1.6 (Enveloppe 
onvexe). Soit A un ensemble in
lus dans Rd.L'enveloppe 
onvexe de A est le plus petit 
onvexe 
ontenant A. C'est don
l'interse
tion des 
onvexes 
ontenant A.Les mots �polyèdre� et �polytope� peuvent suivant les auteurs désigner des objetsdi�érents. Nous avons dans 
e travail adopté les dé�nitions de [Berger 1992a℄qui ne font pas intervenir la dimension.Dé�nition 1.1.7 (Polyèdre 
onvexe). Un polyèdre 
onvexe est une inter-se
tion �nie de demi-espa
es fermés.Dé�nition 1.1.8 (Polytope). Un polytope est une interse
tion �nie de demi-espa
es fermés, 
ompa
te et d'intérieur non-vide. Autrement dit, un polytopeest un 
orps 
onvexe polyédrique.Dans le 
adre de l'approximation des 
orps 
onvexes par des polytopes, nousserons fréquemment amenés à nous intéresser à deux 
atégories parti
ulières,les polytopes ins
rits et 
ir
ons
rits. Rappelons pour 
ela qu'un 
orps 
onvexea pour frontière un ensemble non-vide, appelé aussi bord de 
e 
orps 
onvexe.Dé�nition 1.1.9. Un polytope P est dit ins
rit dans un 
orps 
onvexe C sises sommets sont sur la frontière de C. Un polytope P est dit 
ir
ons
rit à
orps 
onvexe C si les hyperplans supportant ses fa
es sont des hyperplansd'appui de C.On notera P l'ensemble des polytopes, et Pn le sous-ensemble des polytopesà au plus n sommets. Lorsqu'un 
onvexe C à appro
her sera �xé, on notera
P i
n (respe
tivement Pc

n) l'ensemble des polytopes ayant au plus n sommets etins
rits (respe
tivement 
ir
ons
rits) dans C. Ces notations seront rappeléeslors de leur première utilisation au 
hapitre 2.Nous ferons en�n appel à une autre propriété des 
onvexes qui utilise produits
alaire 
anonique de Rd. Ce produit s
alaire de deux ve
teurs x et y sera noté
x.y.Proposition 1.1.10. Soit A un 
onvexe et ν un ve
teur normal à un hyperpland'appui de A en un point a. Alors

∀x ∈ A, x.a 6 ν.a ,ou bien
∀x ∈ A, x.a > ν.a .

17



1.2. Fon
tions support1.2 Fon
tions support1.2.1 Dans RdPlusieurs dé�nitions des fon
tions support sont possibles. Ainsi [Valentine 1964℄
onsidère qu'une fon
tion support est une appli
ation dé�nie sur Rd alors que[Berger and Gostiaux 1987; M
Clure and Vitale 1975℄ dé�nissent 
ette appli
a-tion sur la sphère Sd−1 uniquement. Nous adoptons i
i 
e dernier point de vue.La fon
tion support d'un 
onvexe est ainsi dé�nie sur la sphère unité de Rd età valeurs dans R.Dé�nition 1.2.1. Soit C un 
orps 
onvexe, on dé�nit la fon
tion support de
C, notée sC , par

sc : Sd−1 → R

u 7→ sup
m∈C

m.uoù Sd−1 désigne la sphère unité de Rd et '.' le produit s
alaire usuel.Cette dé�nition peut se voir de façon géométrique. Ainsi sC(u) est la distan
ealgébrique (
'est-à-dire que la distan
e est pourvue d'un signe) de l'origine àl'hyperplan a�ne tangent à C de normale u.
u

C

S1

m

Fig. 1.1 � Fon
tion support d'un 
onvexeOn remarquera aisément que quelque soit C ∈ C, sC est 
ontinue et que S =

{sC ;C ∈ C} est en bije
tion ave
 C, autrement dit que la fon
tion support
ara
térise le 
onvexe. Les preuves détaillées se trouvent dans [Valentine 1964℄.En�n, dans la plupart des 
as, on se ramènera à 
onsidérer des 
orps 
onvexesdont la fon
tion support est positive. En e�et, une simple translation nouspermet de l'assurer.Proposition 1.2.2. Une fon
tion support est partout positive ou nulle si etseulement si l'origine du repère appartient au 
onvexe.18



Chapitre 1. Rappels et prérequisPour une étude 
omplète des propriétés des fon
tions support et un aperçu deleurs appli
ations, le le
teur pourra se reporter à [Valentine 1964℄.1.2.2 Dans le planDans le plan, la fon
tion support d'un 
onvexe peut s'é
rire plus simplementqu'en dimension supérieure, et ses propriétés sont plus nombreuses. On dé�nittoujours la fon
tion support sC d'un 
orps 
onvexe C par :
sc : S1 −→ R

u 7→ sup
M∈C

M.u .Dans R2, on peut utiliser la bije
tion entre l'intervalle [0, 2π[ et S1 pour dé�nir
sC d'une autre façon :

sc : [0, 2π[ −→ R

θ 7→ sup
(x,y)∈C

(x cos θ + y sin θ) .Sauf en 
as d'ambiguïté, on utilisera par la suite indi�éremment 
es deux re-présentations.L'interprétation géométrique de 
ette dé�nition est que pour u ∈ S1 �xé,
(u, sC(u)) dé�nit une droite de normale u et de distan
e à l'origine sC(u) qui estl'unique droite support de C ayant pour normale extérieure u. Ainsi la fon
tionsupport sC dé
rit l'ensemble des tangentes à C.Pour étudier les propriétés lo
ales de la fon
tion support, il est utile de pouvoirdériver 
ette fon
tion. Or [Valentine 1964℄ montre que 
ela est le 
as si le bordd'un 
orps 
onvexe admet une paramétrisation lisse.Proposition 1.2.3 ([Valentine 1964℄). Si C ∈ C est de 
lasse C 2, alors safon
tion support l'est également.Puisque la proposition 1.2.3 lie la dérivabilité du bord d'un 
onvexe à 
elle desa fon
tion support, il est 
ohérent de 
her
her à relier la 
ourbure du bord d'un
onvexe lisse aux dérivées de sa fon
tion support.Proposition 1.2.4 ([Valentine 1964℄). Notons nθ le ve
teur unitaire(

cos θ

sin θ

), et rC(θ) le rayon de 
ourbure du bord de C au point où la normalevaut nθ. Alors pour C ∈ C ∩ C 2 
e rayon vaut
rC(θ) = sC(θ) + s′′C(θ) . 19



1.2. Fon
tions support

s

s′

M

r = s+ s′′

C

u

nθ

θ

Fig. 1.2 � Fon
tion support et 
ourbure en dimension 2Une deuxième propriété est illustrée sur la �gure 1.2. Pour un 
orps stri
te-ment 
onvexe de 
lasse C 2, elle permet de passer d'une représentation par safon
tion support à une paramétrisation. Puisque C est stri
tement 
onvexe, à
haque tangente est asso
iée un unique point du bord de C. En e�et, 
e point
f(θ) s'é
rit :

f(θ) = sC(θ).nθ + s′C(θ).nθ+π/2 . (1.2.1)La paramétrisation f : [0, 2π[→ R2 de ∂C ainsi 
onstruite admet don
 quelquespropriétés intéressantes. En parti
ulier, la normale en f(θ) est nθ, et
f ′(θ) = rC(θ)nθ+π/2 .

• Ré
iproquement, on se donne f : [0, a[→ R2 une paramétrisation C 2 du bordde C et l'on 
her
he à en déduire la fon
tion support de C. On suppose que fpar
ourt ∂C dans le sens dire
t. Par dé�nition,
sC(θ) = sup

t∈[0,a[

f(t).nθ .En parti
ulier, sC(θ) = sup{f(t).nθ | f ′(t).nθ=0}. Or il existe t0 ∈ [0, a[ tel que
f ′(t0) a même sens et même dire
tion que nθ+π/2, et don
 sC(θ) = f(t0)nθ.On remarquera 
ependant que dans la pratique le passage de la fon
tion supportà une paramétrisation est plus aisé que la ré
iproque.20



Chapitre 1. Rappels et prérequis1.3 Distan
e de Hausdor�1.3.1 Dé�nitionsLa distan
e de Hausdor� δH est la plus 
ourante des métriques sur C et on peutla 
onsidérer 
omme la métrique `standard' de C, 
e
i pour plusieurs raisonsexpli
itées plus loin.Dé�nition 1.3.1. Si C,D ∈ C, la distan
e de Hausdor� δH est dé�nie par
δH(C,D) = max { sup

y∈D
d(y, C), sup

x∈C
d(x,D)} .Pour une preuve ainsi que davantage de détails, on pourra se référer ave
 pro�tau tour d'horizon sur les normes de 
onvexes de [Shephard and Webster 1965℄.

δ (C,D)H

C

D

Fig. 1.3 � Distan
e de Hausdor� et fon
tion supportL'é
riture pré
édente est la plus 
ommune, mais la dé�nition par les fon
tionssupport est parti
ulièrement simple :Proposition 1.3.2. Si C,D ∈ C,
δH(C,D) = sup

u∈Sd−1

|sC(u) − sD(u)| = ||sC − sD||∞ .Autrement dit, la distan
e de Hausdor� peut être dé�nie 
omme le maximumdes distan
es entre un plan tangent à C et le plan tangent à D de même normaleextérieure.Une troisième dé�nition équivalente aux pré
édentes est possible. 21



1.3. Distan
e de Hausdor�
δ (C,D)H

C

D

Fig. 1.4 � Distan
e de Hausdor� et somme de MinkowskiProposition 1.3.3. En notant B = {x ∈ Rd tel que ‖x‖ 6 1} la boule unité,et pour tout C,D ∈ C

δH(C,D) = inf {λ > 0 |C ⊂ D + λB et D ⊂ C + λB} .L'ensemble C muni de δH n'est pas 
omplet 
ar ( 1
n
B)n∈N ne 
onverge pas dans

C puisque sa limite dans l'ensemble des 
ompa
ts de Rn est un point, don
est d'intérieur vide. La métrique de Hausdor� présente 
ependant la possibilitéd'être étendue à une distan
e sur l'espa
e des sous-ensembles 
ompa
ts non-vides d'un espa
e métrique quel
onque, dont elle prolonge la distan
e puisque :
δH({x}, {y}) = d(x, y)
e qui justi�e son appellation de distan
e naturelle sur les 
ompa
ts non-vides.1.3.2 ExtensionsNous n'évoquerons pas i
i toute la �zoologie� des normes et pseudo-normesdé�nies sur C, mais deux variantes de la distan
e de Hausdor� méritent i
i unebrève évo
ation.Métrique d'Eggleston Une variante 
ommune est la métrique d'Eggleston

δE(C,D) = sup
y∈D

d(y, C) + sup
x∈C

d(x,D) .22



Chapitre 1. Rappels et prérequisComme δH 6 δE 6 2δH , les propriétés de δE di�èrent peu, et l'on ne 
onsidéreradon
 que δH .Distan
e de Hausdor� généralisée La dé�nition usuelle de la distan
ede Hausdor� peut se généraliser en ne prenant plus né
essairement pour réfé-ren
e la norme eu
lidienne 
anonique. Cette notion, très rarement introduite,sera pourtant parti
ulièrement utile pour faire le lien entre l'approximation de
onvexes et l'approximation de normes.Dé�nition 1.3.4. Si ϕ est une norme sur Rd, alors en notant dϕ la distan
easso
iée à ϕ, pour tout C,D ∈ C la quantité
δHϕ (C,D) = max { sup

y∈D
dϕ(y, C), sup

x∈C
dϕ(x,D)}dé�nit une distan
e sur les 
orps 
onvexes de Rd.Distan
e di�éren
e symétrique Une appro
he totalement di�érente de
elle que nous avons 
hoisie serait d'utiliser la distan
e di�éren
e symétrique,notée δS. Celle-
i est, après la distan
e de Hausdor�, une des plus fréquem-ment utilisées. Notons ∆ l'opérateur de di�éren
e symétrique sur C tel que

C∆D = (C ∪D) \ (C ∩D), et notons µ(A) le volume d'un ensemble A. Alors :
δS(C,D) = µ(C∆D)A la di�éren
e de δH , la métrique δS est globale, en 
e sens qu'une perturbationlo
ale entraîne une modi�
ation de la distan
e, alors que la distan
e de Haus-dor� étant dé�nie par un maximum, une perturbation lo
ale est généralementsans in
iden
e sur la distan
e. Ces 
onsidérations et les propriétés spé
i�ques dela distan
e de Hausdor� font que nous ne nous intéresserons pas à la distan
edi�éren
e symétrique par la suite.1.4 Géométrie di�érentielleLe but n'est pas i
i de donner un 
ours 
omplet de géométrie di�érentielle, maisde rappeler les di�érentes notions utilisées dans 
e travail, ainsi que 
ertains
hoix de notations. Ce rapide tour d'horizon s'avère également né
essaire pourpouvoir ensuite dé�nir la géométrie riemannienne en s'appuyant sur son an-
être historique qu'est la géométrie di�érentielle. Le 
hoix de présentation estégalement tourné vers la simpli
ité, au risque de perdre en généralité, voire enrigueur. Mais l'utilisation qui en sera faite par la suite ne fera pas appel à desobjets 
omplexes tels qu'espa
es �brés, tenseurs, et
., et de plus 
es notions nesont pas né
essaires à la per
eption intuitive de la géométrie di�érentielle. Le23



1.4. Géométrie di�érentiellele
teur pourra se référer ave
 pro�t à [Berger and Gostiaux 1987; Carmo 1976;Spivak 1979℄.1.4.1 Surfa
es de R3GénéralitésAvant tout, il est né
essaire de dé�nir l'objet même de notre étude : la surfa
e.Curieusement, 
et objet est loin d'être mathématiquement évident, et, suivantle 
ontexte, le mot de surfa
e peut re
ouvrir bien des notions di�érentes. Ladé�nition 
hoisie i
i est tirée de [Berger and Gostiaux 1987℄ et 
onstitue un
ompromis entre généralité et simpli
ité. Pour des raisons de 
onvenan
e, nousnoterons i
i ψ les appli
ations é
rites ϕ dans 
e livre.Dé�nition 1.4.1. On appelle surfa
e de R3, ou sous-variété di�érentielle dedimension 2 de R3, un ensemble S ⊂ R3 tel que, pour tout x ∈ S, il existe unvoisinage ouvert U de x dans R3 et un voisinage ouvert V de 0 dans R3, ainsiqu'un di�éomorphisme ψ :
ψ : U → V tel que ψ(U ∩ S) = ψ(U) ∩ R2 .Si tous les di�éomorphismes sont de 
lasse C k, alors la surfa
e est égalementdite de 
lasse C k.Cette dé�nition a l'avantage d'exprimer simplement l'idée intuitive qui fondele 
on
ept de 2-variété : 
'est une réunion de petits ensembles qui peuvent
ha
un être ramenés �naturellement� dans un ouvert du plan. Cependant, on seramènera souvent à une dé�nition plus 
onstru
tive mais plus générale :Dé�nition 1.4.2. Soit S un sous-ensemble de R3. On appelle atlas de dimen-sion 2 sur S une famille {ψi}i∈I d'appli
ations et {Ui}i∈I de sous-ensembles de

S véri�ant :1. S = ∪i∈IUi2. ∀ i ∈ I, ψi est une bije
tion de Ui sur un ouvert ψi(Ui) de R2, et ∀ i, j ∈ I,
ψi(Ui ∩ Uj) est un ouvert de R2.3. Si i, j ∈ I tels que Ui ∩Uj 6= ∅, alors ψj ◦ ψ−1

i est un di�éomorphisme de
ψi(Ui ∩ Uj) dans ψj(Ui ∩ Uj).Si toutes les appli
ations ψj◦ψ−1

i sont des C k-di�éomorphismes, alors la surfa
eest dite de 
lasse C k.Dé�nition 1.4.3. On appelle variété abstraite de dimension 2 dans R3 un
ouple formé d'un sous-ensemble S de R3 et d'un atlas sur S.En toute rigueur, la dé�nition de variété abstraite repose non sur un atlas, maissur une 
lasse d'équivalen
e d'atlas par la relation de 
ompatibilité, mais nous24



Chapitre 1. Rappels et prérequisn'entrerons pas i
i dans les détails. Les appli
ations (ψi)i∈I sont appelées dans[Berger and Gostiaux 1987℄ les 
artes de 
et atlas. Cependant, par la suite, les
artes de S seront les appli
ations ϕi = ψ−1
i dé�nies sur un ouvert de

R2 et à valeurs dans S. De plus, toute surfa
e peut être dé
rite sous formede variété de R3 (la ré
iproque est bien évidemment fausse) :Proposition 1.4.4 ([Berger and Gostiaux 1987℄). Les sous-variétés de R3sont des variétés de façon 
anonique.Une surfa
e n'est don
 pas, en toute rigueur, un simple sous-ensemble de R3.Cependant, on 
onfondra souvent abusivement une surfa
e et son image. Cette
onfusion n'est pas totalement erronée en 
e sens que toutes les propriétés quisuivront ne dépendent pas de la paramétrisation 
hoisie.Le but de la notion de sous-variété est de garantir que lo
alement une surfa
ese 
omporte 
omme �un petit bout de plan�. Une 
arte permet en e�et detransporter les propriétés lo
ales de R2. Il existe d'autres types de surfa
es,telles que les sous-variétés topologiques, pour lesquelles les 
artes ne sont pasdes di�éomorphismes, et don
 n'admettent pas né
essairement une di�érentielleinje
tive. Les surfa
es telles que dé�nies en 1.4.1 ne présentent pas 
e type deproblème et sont dites régulières, au sens de la dé�nitions suivante :Dé�nition 1.4.5. Une surfa
e régulière est une surfa
e telle que pour 
haque
arte ϕi la di�érentielle de ϕi est de rang maximum en tout point, autrementdit dϕi est inje
tive.Une grande partie de la géométrie di�érentielle se déroule non sur la surfa
eelle-même, mais sur son plan tangent en 
haque point, qui a l'immense intérêtd'être un espa
e ve
toriel. Nous ne nous étendrons pas sur sa dé�nition, à lafois 
onnue et intuitive.Dé�nition 1.4.6. Soit S une surfa
e régulière et ϕ une de ses 
artes. Le plantangent à une surfa
e S en un point m = ϕ(u) de S est le sous-espa
e ve
torielde R3 dé�ni par
TmS = dϕu(R

2)où ϕ est une 
arte de S.Dans 
ertains 
as, on sera amené à 
onsidérer le plan tangent a�ne qui est letranslaté du plan tangent de sorte qu'il passe par m.Dé�nition 1.4.7. Soit S une surfa
e et soit m = ϕ(u) un point de S asso
iéà la 
arte (ϕ, U). Une appli
ation f : S → Rd est dite di�érentiable en m si la
omposée f ◦ ϕ l'est en u. Son appli
ation tangente, ou di�érentielle est alors
dfm : TmS → Rd

v 7→ d(f ◦ ϕ)u(dϕ
−1
u (v)) . 25



1.4. Géométrie di�érentielleGrâ
e à 
ette dé�nition, la di�érentiation devient une opération intrinsèque à
S, 
e qui ouvre de nouveaux horizons. . .CourburesLors de l'étude lo
ale d'une surfa
e, le voisinage d'un point est l'image par une
arte d'un ouvert de R2. Il est don
 naturel de 
her
her une approximationgéométrique de premier ordre de 
ette surfa
e à travers une approximation depremier ordre de la 
arte. Ce raisonnement 
onduit à la notion de tangen
evu plus haut. Mais pourquoi s'arrêter en si bon 
hemin ? Un développementà l'ordre deux de la 
arte ne fournirait-il pas une approximation géométriqueplus poussée de la surfa
e ? La réponse est bien sûr positive, mais elle amèneà introduire des objets moins intuitifs que pré
édemment. Après avoir survoléles dé�nitions de surfa
e et de tangen
e, nous nous attarderons maintenant surdi�érentes propriétés liées à la 
ourbure d'une surfa
e.Pour présenter la 
ourbure d'une surfa
e, l'étude des 
ourbes planes nous servirad'exemple de base à partir duquel nous extrapolerons. On 
ommen
e don
 parproposer deux dé�nitions de la 
ourbure dans le plan. Il sera par ailleurs faitusage de la terminologie du point mobile : il est souvent utile de se représenterun point par
ourant la 
ourbe, muni d'une 
ertaine vitesse.Courbure dans le plan Pour une 
ourbe plane simple1 C, une 
arte est uneappli
ation ϕ : U ⊂ R → R2. Si la 
ourbe est C 2, alors la formule de Taylors'é
rit :

ϕ(u+ h) = ϕ(u) + hϕ′(u) +
h2

2
ϕ′′(u) + o(h2) . (1.4.1)En 
onsidérant ϕ′(u) 
omme le ve
teur dire
teur d'une droite, on 
onstruit

TuC = {hϕ′(u);h ∈ R} qui est la tangente à C en m = ϕ(u). Il est immé-diat que 
ette 
onstru
tion ne dépend pas de la paramétrisation de la 
arte,puisqu'une reparamétrisation ne 
hange que la norme de 
e ve
teur, pas sa di-re
tion. On a don
 obtenu une approximation de C par une 
ourbe algébriquedu premier degré, i.e. une droite. Pour une approximation du deuxième ordre,il faut faire appel aux 
ourbes du se
ond degré, i.e. aux 
oniques. L'idée sous-ja
ente est que la 
ourbure représente la vitesse à laquelle la 
ourbe s'é
artede sa tangente. Pour un �petit dépla
ement� de longueur s le long de C à par-tir de u, en approximation du premier ordre on se dépla
e d'une longueur ssur la tangente. Si l'on rajoute l'approximation du deuxième ordre, on s'é
artede 
ette tangente (orthogonalement) d'une distan
e qu'on notera 1
2
χm(s). Pluspré
isément, si l'on se pla
e dans le repère de Frenet formé du ve
teur tangent1Nous nous restreindrons aux sous-variétés de dimension 1 de R2.26
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C

TmC

m

νm

τm

s

1
2

χm(s)

Pm

Fig. 1.5 � La 
ourbure plane 
omme é
art à la tangenteunitaire τ(u) et de la normale unitaire ν(u), la 
ourbe C est dé
rite dans 
ettebase a�ne par :
ψ(u+ s) = sτ(u) +

1

2
χm(s)ν(u) + o(‖s‖2) .Un 
al
ul te
hnique nous montre qu'alors pour une paramétrisation quel
onque :

χm : s 7→ s2

2

det(ϕ′(u), ϕ′′(u))

‖ϕ′(u)‖3
.En fait, 
ette opération revient à reparamétrer la 
ourbe par abs
isse 
urviligne

ψ. En e�et, on a alors ‖ψ′‖ = 1, don
 τ = ψ′, et ν a même dire
tion2 que ψ′′.Par suite,
ψ(s) = sψ′ +

s2

2
ψ′′(u) + o(s2)

= sτ +
s2

2
‖ψ′′(u)‖ν + o(s2) .L' expression s 7→ sτ + s2

2
‖ψ′′(u)‖ν 
ara
térise une parabole Pm que l'on appel-lera parabole os
ulatri
e à C en 
e point3. Comme illustré sur la �gure 1.5, la2Cette paramétrisation est unique au sens de par
ours près, et don
 le sens de ψ′′ parrapport à ν en dépend. On suppose i
i pour simpli�er que ϕ′′.ν > 0.3Il est d'usage de 
onsidérer un 
er
le os
ulateur et non une parabole, mais si 
es deuxpoints de vue sont équivalents pour les 
ourbes planes, les paraboles os
ulatri
es se générali-seront plus fa
ilement aux surfa
es de R3. 27



1.4. Géométrie di�érentielle
ourbure peut se dé�nir 
omme la forme quadratique
χm : s 7→ ‖ψ′′(u)‖s2 .Dans la pratique, on l'identi�e au nombre ‖ψ′′(u)‖, mais il est essentiel de garderà l'esprit que derrière 
e réel se trouve une forme quadratique qui est dé�niepar rapport à l'espa
e tangent.Une autre façon d'introduire la 
ourbure plane est de se dire que puisquela tangente est asso
iée à une approximation du premier ordre de la variationlo
ale d'un point sur la 
ourbe, la 
ourbure sera asso
iée à une approximationdu premier ordre de la variation de la tangente. Si l'on dé
rit l'espa
e tangentpar l'intermédiaire de sa normale unitaire ν,

ν : C → S1alors la 
ourbure en m est la variation de 
ette normale :
χm = dνm : TmC → Tν(m)S

1 .Puisque l'espa
e de départ de χ(m), 
omme l'espa
e d'arrivée, est isomorpheà R, on peut 
onsidérer la 
ourbure 
omme une appli
ation de R dans R, oumieux, de TmC dans lui-même.Dans l'espa
e Le pro
édé suivi pour obtenir une approximation géométriqued'ordre 2 d'une surfa
e S en un point m est très similaire. L'expression lo
alede la surfa
e est identique à (1.4.1) à la di�éren
e près que h est i
i un ve
teurde R2 :
ϕ(u+ h) = ϕ(u) + dϕu(h) +

1

2
d2ϕu(h, h) + o(‖h‖2) . (1.4.2)Le premier ordre est don
 
ara
térisé par dϕu dont l'image dϕu(R2) forme leplan tangent TmS. De même que pré
édemment pour une 
ourbe plane on seplaçait dans un repère lo
al à m, on transporte désormais le repère dans lequelest dé
rit S a�n de ramener m à l'origine et le plan tangent à l'horizontale.Ce faisant, la généralité de la situation est 
onservée, mais l'é
riture en estsimpli�ée. Pour un �petit dépla
ement� donné par un ve
teur s de R2 ⊂ R3, onsouhaite dé
rire la surfa
e sous la forme :

ψ(u+ s) = s+
1

2
χu(s, s)νu + o(‖s‖2) .Cette expression signi�e que pour un dépla
ement (selon un ve
teur s) dans leplan tangent, l'élévation de la surfa
e par rapport à 
e plan tangent est donnéepar 1

2
χu(s, s). Si l'on reparamètre lo
alement la surfa
e par ψ de telle sorte que28



Chapitre 1. Rappels et prérequis
dψu soit orthogonale, 
'est-à-dire que dψu transforme une base orthonormée de
R2 en une base orthonormée de TmS, on s'aperçoit alors que

χu(s, s) = d2ψu .L'expression s 7→ s+d2ψu(s, s)νu 
ara
térise un paraboloïde Pm que l'on appel-lera paraboloïde os
ulateur à S en m. La 
ourbure est ainsi la forme quadratique
χm : s 7→ d2ψu(s, s) .Une deuxième façon de voir la 
ourbure est, 
omme pour une 
ourbe, demesurer la variation de la normale

ν : S → S2 .Cette appli
ation est appelée appli
ation de Gauss. La 
ourbure est alors dé�nie,à l'aide de la notion de di�érentielle sur une surfa
e vue en 1.4.7, 
omme la formequadratique asso
iée à la di�érentielle de l'appli
ation de Gauss. Pour 
ela, onintroduit l'appli
ation tangente de ν :
dνm : TmS → TmS

2 .En identi�ant TmS
2 et TmS, et en notant par �.� le produit s
alaire 
anonique,on peut alors dé�nir la variation de la normale ainsi :

χm : TmS × TmS → TmS
2

(s1, s2) 7→ s1.dνm(s2) .Cette forme quadratique de dimension 2 peut se diagonaliser. Don
 dans unebase (e1, e2) bien 
hoisie de TmS, l'appli
ation dν a pour matri
e
(
k1 0

0 k2

)
.Les ve
teurs ei sont dits dire
tions prin
ipales enm et les réels ki 
ourbures prin-
ipales. Le déterminant de 
ette matri
e, Km = k1k2 est la 
ourbure de Gauss.Parmi les innombrables propriétés faisant intervenir 
es notions, on 
itera :� Si Km > 0, alors la surfa
e est lo
alement 
onvexe en m, 
'est-à-dire qu'ilexiste un voisinage de m qui soit in
lus dans le bord d'un 
onvexe.� (Théorème d'Euler) Si la tangente à une 
ourbe tra
ée sur la surfa
e fait unangle θ ave
 la dire
tion prin
ipale e1, alors la 
ourbure de la 
ourbe en 
epoint vaut k1 cos(θ) + k2 sin(θ).En�n, même si 
e do
ument n'en fera pas usage, il serait dommage de passersous silen
e le remarquable4 théorème :Si deux surfa
es de 
lasse C 3 sont isométriques, alors elles ont même
ourbure de Gauss.4Theorema egregium, dixit son propre auteur 29



1.5. Géométrie riemannienne1.4.2 Dimensions supérieuresTout 
e qui a été vu dans R3 se généralise sans di�
ulté (mis à part la lourdeurdes notations) aux dimensions supérieures. Ainsi une hypersurfa
e sera dé�nie
omme suit :Dé�nition 1.4.8. On appellera hypersurfa
e de Rd une sous-variété di�éren-tiable de dimension d-1 de Rd, 
'est-à-dire un ensemble S ⊂ Rd tel que pourtout x ∈ S, il existe un voisinage ouvert U de x dans Rd et un voisinage ouvert
V de 0 dans Rd, ainsi qu'un di�éomorphisme ϕ :

ϕ : U → V tel que ϕ(U ∩ S) = ϕ(U) ∩ Rd−1 .Si tous les di�éomorphismes sont de 
lasse C k, alors 
ette hypersurfa
e estégalement dite de 
lasse C k.L'hyperplan tangent est alors un espa
e ve
toriel de dimension d−1, et l'appli-
ation de Gauss est à valeurs dans Sd−1. On voit don
 se pro�ler une 
ourburequi est désormais une forme quadratique de dimension d−1, et don
 en 
haquepoint de la surfa
e, il existe d − 1 dire
tions prin
ipales ave
 leurs 
ourburesprin
ipales asso
iées. L'approximation géométrique d'ordre 2 de la surfa
e estun paraboloïde 
ara
térisé par 
ette forme quadratique. La 
ourbure de Gaussreste par dé�nition le produit des 
ourbures prin
ipales .1.5 Géométrie riemannienneCette partie vise à introduire la notion de surfa
e S munie de la métriqueriemannienne induite par la se
onde forme fondamentale, dans le 
as où 
ettese
onde forme fondamentale est dé�nie stri
tement positive. Cette notion esten e�et parti
ulièrement adaptée au problème d'approximation polyédrique.Cette présentation est volontairement su

in
te et repose sur l'analogie ave
la géométrie di�érentielle 
lassique. De plus, 
e texte se restreint aux surfa
esplongées dans R3 et même plus exa
tement aux surfa
es de R3 que l'on munitd'une 
ertaine stru
ture riemannienne. De même que la géométrie di�érentielledes surfa
es de R3 se généralise aux sous-variétés de dimension k de Rd, toutesles notions introduites i
i s'expriment de manière similaire en dimension plusélevée. Le livre [Carmo 1993℄ 
ontient une étude plus 
omplète et plus pré
ise.1.5.1 Surfa
e et métrique riemannienneComme souvent, le prin
ipe est simple, mais son exploitation ri
he de 
omplexi-tés. Pour illustrer le 
on
ept de surfa
e riemannienne, 
onsidérons l'exemplenon-mathématique suivant : un individu souhaite faire une randonnée en mon-30



Chapitre 1. Rappels et prérequistagne d'un point à un autre, sans passer par les 
hemins. Le relief de la montagnedé�nit une surfa
e que l'on peut supposer lisse, et la distan
e entre 
es deuxpoints a alors un sens pré
is. Il existe d'ailleurs au moins un plus 
ourt 
hemin.Par 
ontre, 
ette notion de distan
e ne prend pas en 
ompte la prati
abilitédu 
hemin. Un modèle plus réaliste serait de pénaliser le passage par des ter-rains maré
ageux, des pierriers, des traversées de la
... La distan
e serait ainsien quelque sorte proportionnelle au temps de par
ours. Pour dé�nir une telledistan
e, il faut don
 donner lo
alement une évaluation de la prati
abilité. Unesurfa
e riemannienne permet 
ela, puisqu'elle permet de dé�nir en 
haque pointla fa
ilité à se dépla
er dans une dire
tion donnée5.On dé�nit ainsi une variété riemannienne plongée dans R3 
omme la donnéed'une surfa
e, i.e. d'une sous-variété di�érentiable de dimension 2, munie 
onti-nûment d'une 2-forme quadratique dé�nie positive en 
haque point. Nous nousrestreindrons à des surfa
es riemanniennes dont les 
artes soient de 
lasse C 2.Dé�nition 1.5.1. On appellera surfa
e riemannienne de 
lasse C k dans R3 le
ouple (S, ξ) formé d'une sous-variété di�érentiable S de dimension 2 de 
lasseC k de R3 et d'une appli
ation 
ontinue ξ qui à tout point m de S asso
ie uneforme quadratique dé�nie positive sur TmS. ξm sera appelée produit s
alaireen m.Don
 toute surfa
e de 
lasse C 2 peut être 
onsidérée 
omme une surfa
e rieman-nienne de dimension 2, par exemple en 
onsidérant les restri
tions du produits
alaire de R3 aux plans tangents.On distinguera deux appro
hes pour munir une surfa
e de R3 d'une stru
turede surfa
e riemannienne. Cette surfa
e riemannienne n'est alors en général pasplongeable dans R3.� L'une 
onsiste à se donner un atlas de la surfa
e (don
 en parti
ulier unensemble de 
artes) et à asso
ier à 
haque �paramétrisation lo
ale�
ϕi : Ui ⊂ R2 → S ⊂ R3une appli
ation 
ontinue

gi : Ui ⊂ R2 → SO2

z 7→
(
a(z) b(z)

b(z) c(z)

) ave
 ac− b2 > 0 .L'appli
ation gi détermine un produit s
alaire en tout point z du domaine Dipar <u, v> = uTgi(z)v.5Cet exemple peut donner une idée de la géométrie riemannienne, mais il présente denombreux défauts. Par exemple, des problèmes de 
ontinuité, ou le fait que le sens de par
oursd'un trajet ait une in�uen
e. 31



1.5. Géométrie riemannienne� L'autre appro
he est de se représenter la surfa
e de R3 (sans en expli
iterun atlas) où 
haque plan tangent serait muni de son propre produit s
alaire,noté <., .>T .En notant ||.||T la norme asso
iée au produit s
alaire, on peut alors généraliserla notion 
lassique de distan
e sur la surfa
e S :
dI(A,B) = inf

{∫ 1

0

||f ′(t)||T dt ; f : [0, 1] → S tel que f(0) = A et f(1) = B

}(1.5.1)En fait, on a simplement rempla
é dans la dé�nition �
lassique� de la distan
ela norme 
anonique de R3 par la norme lo
ale au plan tangent. Cette distan
eest parfois appelée distan
e géodésique 
ar elle est portée par des géodésiques,
ourbes parti
ulières que nous ne dé�nirons pas i
i.Dans la suite de 
e 
hapitre, toutes les surfa
es seront stri
tement 
onvexes.Seules deux métriques parti
ulières sur 
es surfa
es de R3 présentent à nos yeuxun intérêt parti
ulier : 
elles des deux formes fondamentales. Nous allons don
les passer en revue.1.5.2 La première forme fondamentaleLa première forme fondamentale en un point m 
orrespond à la restri
tion duproduit s
alaire de R3 à TmS, le plan tangent à S en 
e point. Plus pré
isément,si h : R2 → R3 est une paramétrisation lo
ale de la surfa
e telle que m =

h(0, 0) = (0, 0, z), et ψ l'isomorphisme 
anonique de R2 sur TmS, on dé�nit
ette forme dans l'espa
e des paramètres
I : R2 × R2 −→ R

(u, v) 7−→ <ψ(u), ψ(v)> = uT
(
E F

F G

)
voù E = <∂h

∂x
, ∂h
∂x
>, F = <∂h

∂x
, ∂h
∂y
>, G = <∂h

∂y
, ∂h
∂y
>.Si l'on dé�nit I sur l'espa
e tangent :

I : TmS × TmS −→ R

(u, v) 7−→ u.v = uTv .Lorsque l'on souhaitera expli
itement distinguer la première forme fondamentaledu produit s
alaire 
anonique, 
elle-
i sera noté <., .>I .Métrique asso
iée Ce produit s
alaire dé�nit sur le plan tangent une norme
||.||I qui n'est autre que la norme usuelle. La forme I est une donnée intrinsèquede la surfa
e, 
'est-à-dire invariante par isométrie, et la distan
e sur la surfa
e32



Chapitre 1. Rappels et prérequisasso
iée à une telle forme est par dé�nition
dI(A,B) = inf

{∫ 1

0

||f ′(t)||I dt ; f : [0, 1] → S tel que f(0) = A et f(1) = B

}(1.5.2)Pour la norme asso
iée à 
ette première forme fondamentale, le 
er
le unitédu plan tangent en m est tout simplement l'interse
tion de la sphère unitéde R3 
entrée en m par translation et de 
e plan. En parti
ulier, ||f ′(t)||I =

||f ′(t)||. Don
 la longueur au sens de dI d'une 
ourbe tra
ée sur S 
oïn
ide ave
la longueur eu
lidienne dans R3 de 
ette 
ourbe. On en déduit que dI(A,B)
orrespond à la longueur du plus 
ourt 
hemin sur S pour la distan
e usuellede R3. C'est ainsi la distan
e naturelle sur une surfa
e di�érentiable de R3.1.5.3 La se
onde forme fondamentaleLa se
onde forme fondamentale se dé�nit de la manière suivante :
II : R2 × R2 −→ R

(u, v) 7−→ <dh(ψ(u)), ψ(v)>I

= uT
(
E F

F G

)(
L M

M N

)
voù E, F , G sont donnés 
i-dessus, et L = <∂2h

∂x2 , ν>, M = < ∂2h
∂x∂y

, ν>, N =<∂2h
∂y2
, ν>.Sur l'espa
e tangent, on a :

II : TmS × TmS −→ R

(u, v) 7−→ <df(u), v>I .On rappelle que S est le bord d'un 
onvexe stri
t. Alors 
ette forme quadratiqueest stri
tement positive et elle induit un produit s
alaire, et don
 une norme,sur le plan tangent. Ainsi, le 
er
le unité pour 
ette norme sur 
haque plantangent est une ellipse dont les axes sont les dire
tions prin
ipales de la surfa
een son point de 
onta
t. Les dimensions de 
ette ellipse sont les ra
ines 
arréesdes rayons de 
ourbure prin
ipaux. Dans le 
as général, autrement dit que lasurfa
e soit stri
tement 
onvexe ou non, 
ette 
onique est appelée indi
atri
e deDupin.De façon plus détaillée, la norme II sur le plan tangent peut s'interpréter géo-métriquement de la façon suivante : on munit R3 du repère orthonormé induitpar les dire
tions prin
ipales et on é
rit lo
alement l'équation de la surfa
e sousla forme {(u, v, z(u, v))}. On pose ε un petit réel positif et TmS le plan tan-gent à S en m. On notera parfois pour simpli�er p =

(
u

v

). On é
rit ensuite le33



1.5. Géométrie riemanniennedéveloppement de Taylor de z à l'ordre 2 :
z(u, v) =

1

2

∂2z

∂u2
u2 +

∂2z

∂u∂v
uv +

1

2

∂2z

∂v2
v2 + o(u2 + v2)

=
1

2
II(p, p) + o(u2 + v2)

=
1

2
||p||2II + o(||p||2II) .

(1.5.3)Don
 si l'on introduit Tm,ε = TmS − ε.ν(m), le translaté de TmS le long de lanormale, 
e plan ren
ontre la surfa
e selon la 
ourbe ferméeCm,ε = {(x, y, ε) | z(x, y) = ε}et don
 Cm,ε = {(p, ε) tel que ||p||2II = 2ε+ η(p)} .où η(p) = o(||p||2II) est dé�ni d'après (1.5.3). On obtient don
 que les points duplan tangent TmS à distan
e ε dem pour la distan
e dII sont asymptotiquementles projetés orthogonaux de Cm,ε2/2 sur TmS, i.e. les projetés orthogonaux del'interse
tion de la surfa
e ave
 Tm,ε2/2. En fait, 
e sont exa
tement les projetésde l'interse
tion de Tm,ε2/2 ave
 le paraboloïde os
ulateur de S en m.La 
onstru
tion de l'indi
atri
e de Dupin dilatée d'un fa
teur ε par l'interse
tiondu paraboloïde os
ulateur et du plan tangent translaté de ε2/2 est fondamentale,puisqu'elle relie la norme II à l'approximation lo
ale de la surfa
e par un plan.Il est don
 
lair que l'approximation d'un 
onvexe su�samment lisse par unpolytope sera en partie dé
rite par la se
onde forme fondamentale sur le borddu 
onvexe.Métrique asso
iée :De même que pour la première forme fondamentale, l'expression (1.5.1) dé�nitune distan
e asso
iée à II sur la surfa
e
dII(A,B) = inf

{∫ 1

0

||f ′(t)||II dt ; f : [0, 1] → S tel que f(0) = A et f(1) = B

}Cette distan
e est di�érente de la distan
e usuelle dI puisque les plans tangentssont normés di�éremment. En e�et :
||f ′(t)||II =

√
II(f ′(t), f ′(t))

=
[
f ′(t)TP T

(
k1 0

0 k2

)
Pf ′(t)

] 1
2

=
[
(Pf ′(t))T

(
k1 0

0 k2

)
(Pf ′(t))

] 1
2
.où P est la matri
e orthogonale de la rotation qui transforme le repère du plantangent en ses dire
tions prin
ipales (e1, e2).34



Chapitre 1. Rappels et prérequisDon

||f ′(t)||II = [k1<f ′(t), e1>2 + k2<f ′(t), e2>2]

1
2 .On utilise alors la formule d'Euler qui a�rme que pour un ve
teur v faisant unangle θ ave
 la première dire
tion prin
ipale, la 
ourbure normale selon 
ettedire
tion vaut :

kv = k1 cos2(θ) + k2 sin2(θ) , (1.5.4)d'où l'on déduit
||f ′(t)||II =

√
kf ′(t) ||f ′(t)|| . (1.5.5)En notant toujours kf ′(t) la 
ourbure normale au point f(t) selon la dire
tion

f ′(t), on en déduit une nouvelle expression de la distan
e asso
iée à la deuxièmeforme fondamentale :
dII(A,B) = inf

{∫ 1

0

√
kf ′(t) ||f ′(t)|| dt ;

f : [0, 1] → S tel que f(0) = A et f(1) = B

}
.Remarques :1. Si l'on 
onsidère les métriques I et II sur une sphère de rayon R, on obtient

dII =
1√
R
dI . (1.5.6)Autrement dit, 
es deux métriques riemanniennes sont, à un fa
teur près,identiques.2. Plus généralement, en notant l la longueur eu
lidienne d'une 
ourbe et

lR sa longueur au sens de dII , on remarquera que l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz appliquée à (1.5.3) donne :
lR 6

√
2πl . (1.5.7)
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Chapitre 2Approximation asymptotique des
onvexes par des polytopes
El original di
e 
ator
e, pero sobran motivos para inferirque, en el bo
a de Asteríon, ese adjetivo numeral vale porin�nitos. Jorge Luis Borges. La 
asa de Asteríon.RésuméCe 
hapitre est 
entré sur l'étude du 
omportement asymptotique del'approximation des 
onvexes (en parti
ulier des 
onvexes à bord C 2)par des polytopes. Après avoir présenté les prin
ipaux résultats dans
e domaine, nous introduirons 
ertains des outils qui ont parti
ipé à
es travaux, 
omme la dispersion et le re
ouvrement par des disques dubord d'un 
onvexe muni d'une stru
ture riemannienne spé
i�que. Cetteétude asymptotique, mal maîtrisée en dimension supérieure à 3, est par
ontre bien 
onnue dans le plan, et nous en ferons l'illustration. En�n,nous proposons deux apports personnels, le premier reliant dispersionet triangulation de Delaunay sur une surfa
e, le se
ond transformant unpolytope d'approximation de Sd en un polytope appro
hant C ∈ C∩C 2donné.
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Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexes2.1 Comportement asymptotiqueDans 
ette se
tion, on s'atta
hera à présenter un équivalent, quand le nombre
n de sommets tend vers l'in�ni, de la distan
e de Hausdor� d'un 
onvexe àsa meilleure approximation polytopiale ; autrement dit, à donner un équivalentpour n → +∞ de δH(C,Pn), où C ∈ C est �xé, et Pn est l'ensemble des poly-topes à n sommets. Le terme δH(C,Pn) représente don
 la distan
e de Hausdor�entre le 
orps 
onvexe C et un polytope de meilleure approximation à n som-mets.On notera par la suite µ, respe
tivement σ, la mesure de volume, respe
tivementd'aire, habituelle sur Rd.Une première propriété établit dans [Gruber 1983℄ le lien entre approximationpar des polytopes ins
rits et par des polytopes 
ir
ons
rits dans le 
adre de
δH , et permet de restreindre l'étude au 
as des polytopes ins
rits. On rappelle(voir 1.1) que Pn est l'ensemble des polytopes à n sommets, et on note P(n) lespolytopes à au plus n fa
es, et que P i désigne les polytopes ins
rits dans C,tandis que Pc désigne les polytopes 
ir
ons
rits.Proposition 2.1.1. Pour tout C ∈ C ∩ C 1 et pour n→+∞, on a :

δH(C,P i
n) ∼ δH(C,Pc

n) ∼ 2 δH(C,Pn) ∼ · · ·
· · · ∼ δH(C,P i

(n)) ∼ δH(C,Pc
(n)) ∼ 2 δH(C,P(n)) .Ainsi, 
onsidérer des polytopes à n fa
es ou à n sommets ne 
hangera pas laqualité de l'approximation, et les polytopes ins
rits et 
ir
ons
rits s'appro
hentave
 une e�
a
ité équivalente d'un 
onvexe C 1, 
ette vitesse de 
onvergen
eétant deux fois plus faible que pour un polytope quel
onque (non né
essairementins
rit ni 
ir
ons
rit).Et l'on obtient �nalement le théorème fondamental :Théorème 2.1.2 ([Gruber 1993b℄). Soit C ∈ C∩C 2 de 
ourbure de Gauss

κC. Alors pour n→ +∞

δH(C,Pn) ∼
1

4

(
θd−1

κd−1

∫

∂C

√
κC(x) dσ(x)

) 2
d−1 1

n2/(d−1)où θd−1 représente la densité minimale de re
ouvrement de Rd−1 par desboules unité (don
 θd−1 > 1) et κd−1 = µ(Bd−1) est le d-volume de la bouleunité de Rd−1.Cette formule a été proposée il y a de 
ela un demi-siè
le par [Toth 1948℄39



2.1. Comportement asymptotiquepour d ∈ {2, 3}, avant d'être prouvée par [S
hneider and Wiea
ker 1981℄ pour
C ∈ C ∩ C 3 tel que κC > 0 et �nalement démontrée sous sa forme a
tuelle par[Gruber 1993b℄.Idée de la preuve : Pour une preuve détaillée, le le
teur pourra se reporter à[Gruber 1993b℄. L'idée est d'établir l'équivalen
e entre les polytopes ins
rits demeilleure approximation asymptotique de C et les re
ouvrements de plus faibledensité du bord de C par des disques géodésiques de même rayon.La première impli
ation dans 
ette équivalen
e dé
oule de la propriété :Soit P un polytope ins
rit dans le 
orps 
onvexe C. Alors les disquesgéodésiques 
entrés en les sommets de P et de même rayon √2 δH(C, P )re
ouvrent le bord de C.Ré
iproquement :Soit x1, . . . , xn ∈ ∂C et ε > 0 tels que les disques géodésiques de 
entres
x1, . . . , xn et de rayon ε re
ouvrent le bord de C. Alors δH(C, P ) 6 ε2/2 où Pest l'enveloppe 
onvexe de {x1, . . . , xn}.On montre alors que la densité de re
ouvrement de ∂C pour un grand nombrede petits disques tend vers la densité θd−1 de re
ouvrement de Rd−1, 
e qui setraduit par :

n× aire d'un disqueaire de ∂C ∼ nεd−1κd−1aire de ∂C ∼ θd−1 ,d'où
ε2 ∼

(
θd−1

κd−1

( aire de ∂C)

) 2
d−1 1

n2/(d−1)
.Ce qui donne l'expression du théorème 
ar 2 δH(C,Pn) ∼ δH(C,P i

n). �Remarques :1. De 
et équivalent de δH(C,Pn) pour n tendant vers l'in�ni peut se déduireune expression dans laquelle la variable n'est plus le nombre de sommetsmais l'erreur d'approximation. Plus pré
isément, pour ε > 0 donné, ondé�nit n(ε) 
omme étant le plus petit entier tel que δH(C,Pn(ε)) 6 ε.Pour simpli�er l'é
riture, posons
K =

θd−1

κd−1

∫

∂C

√
κC(x) dσ(x) .Alors pour ε tendant vers 0,

n(ε) ∼ K

(
1

4ε

)(d−1)/2

. (2.1.1)40



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesEn e�et, il su�t de prouver que pour toute suite (εk)k∈N tendant vers 0, lalimite de n(εk)ε
(d−1)/2
k existe et vaut K

2d−1 . Rappelons que, par 
onstru
tion,pour tout ε > 0, on a :
δH(C,Pn(ε)) 6 ε < δH(C,Pn(ε)−1) . (2.1.2)Or quand εk tend vers 0, on a né
essairement que n(εk) tend vers +∞.Alors le théorème pré
édent implique que pour k tendant vers +∞

δH(C,Pn(εk))
(d−1)/2 ∼ K

2d−1

1

n(εk)
.Et don
 on déduit de (2.1.2) que pour k tendant vers +∞

ε
(d−1)/2
k ∼ K

2d−1

1

n(εk)
,
e qui prouve bien que

lim
k→+∞

n(εk)ε
(d−1)/2
k =

K

2d−1
.2. Une 
onséquen
e immédiate de 
e théorème en notant χ(C) la 
ara
téris-tique d'Euler de C et utilisant l'inégalité de Cau
hy-Shwartz est l'expres-sion suivante :

(∫

∂C

κ
1/2
C dσ

)2

6

∫

∂C

κC dσ

∫

∂C

dσ = 2πχ(∂C) σ(∂C)Aussi parmi tous les 
onvexes de bord C 2 et d'aire �xée, la 
onvergen
e de
Pn est la plus lente pour un 
onvexe C à 
ourbure 
onstante, autrementdit que les sphères sont les 
onvexes lisses les plus �problématiques� pourl'approximation par des polytopes.3. Le problème que pose l'expression 2.1.2 est que la 
onstante θd n'est
onnue que pour d ∈ {1, 2, 3}. Dans le plan, le re
ouvrement optimalse 
onstruit par le pavage périodique des hexagones réguliers ins
rits dansles disques. On obtient alors θ1 = 1, κ1 = 1, θ2 = 2π

3
√

3
, κ2 = π. Depuis[Hales 1997a,b℄ 
es 
onstantes sont également 
onnues pour d = 3.4. On remarquera en�n que la démonstration établit un parallèle entre lesre
ouvrements par des disques géodésiques et les polytopes approximants.On peut par exemple envisager d'appliquer des algorithmes du type deBubble-Mesh [Kenji Shimada and Takayuki 1997; Colin de Verdière 1991℄pour 
onstruire des polyèdres d'approximation des 
onvexes de R3. Desrésultats théorique sur 
e thème font l'objet de [Gruber 1998℄. 41



2.1. Comportement asymptotiqueIrrégularité de l'approximationUne proposition démontrée par P.M. Gruber et P. Kenderov dans [Gruber andKenderov 1982℄ montre que le 
as des 
onvexes de bord C 2 est une ex
ep-tion : pour presque tout 
onvexe, on ne peut espérer trouver un équivalent de
δH(C,Pn) puisque 
ette distan
e os
ille ave
 n. Ce résultat peut se formuler dela manière suivante :Théorème 2.1.3 ([Gruber and Kenderov 1982℄). Si f, g : N −→ R+tels que 0 < f(n) < g(n) = o( 1

n2/(d−1) ). Alors pour presque tout 
orps 
onvexe
C et pour Qn ∈ {Pn,P i

n,Pc
n}

δH(C,Qn) < f(n) pour une in�nité de n
δH(C,Qn) > g(n) pour une in�nité de nLa mesure utilisée sur C ainsi que la preuve se trouvent dans [Gruber andKenderov 1982℄. Ce théorème est également lié à un résultat qui semble trèsnaturel, à savoir que les 
orps 
onvexes C 2 sont plus di�
ilement approximablesque la majorité des 
onvexes dont le bord n'est pas lisse, 
omme nous le verronsau paragraphe suivant.

Convexes non lissesDe tous les 
onvexes, les 
onvexes lisses sont les plus di�
iles à appro
her par despolytopes [S
hneider and Wiea
ker 1981℄. En e�et, alors que pour C ∈ C ∩ C 2,le 
omportement asymptotique est 
onnu et régulier :
δH(C,Pn) = Θ

(
1

n
2
d−1

)
.Mais si on ne suppose plus que le bord du 
onvexe est lisse, alors la 
onvergen
epeut être irrégulière, au sens du résultat pré
édent. Cependant elle sera au pirede même ordre, 
omme le prouve le résultat suivant :Théorème 2.1.4 ([S
hneider and Wiea
ker 1981℄). Soit C un 
orps
onvexe de Rd.

δH(C,Pn) = O

(
1

n2/(d−1)

)pour d �xé et n→ +∞.42



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexes2.2 Dispersion et triangulation de Delaunay2.2.1 Dé�nitionSoit C un 
orps stri
tement 
onvexe de R3 dont le bord S est de 
lasse C 2.Soit x1, x2, . . . , xn ∈ S des points sur 
ette surfa
e. On 
onstruit alors un poly-èdre ins
rit et un polyèdre 
ir
ons
rit à C par :
P i{x1, . . . , xn} = 
onv({x1, . . . , xn}) ,

P c{x1, . . . , xn} = H+
C (x1) ∩ . . . ∩H+

C (xn) ,où H+
C (x) est le demi-espa
e fermé 
ontenant C et de frontière le plan tangentà C en x.Puisque C est stri
tement 
onvexe, la 
ourbure de Gauss est stri
tement positiveen tout point de S, et on peut don
 munir S de la métrique dII induite par lase
onde forme fondamentale.[Gruber 1993a℄ introduit alors la notion de dispersion :Dé�nition 2.2.1. On appelle dispersion sur S des points {x1, . . . , xn} appar-tenant à S le nombredispS{x1, . . . , xn} = inf {λ > 0 | S ⊂ BdII (x1, λ) ∪ . . . ∪BdII (xn, λ)}

= inf {λ > 0 | ∀ y ∈ S, dII(y, {x1, . . . , xn}) < λ} .On rappelle que dII désigne la distan
e sur S induite par la deuxième formefondamentale.Cette dispersion se ratta
he à l'approximation des 
onvexes par des polytopes.Théorème 2.2.2. Si dispS{x1, . . . , xn} −→
n→∞

0, alors
δH(C, P i{x1, . . . , xn}) ∼ δH(C, P c{x1, . . . , xn}) ∼

1

2
(dispS{x1, . . . , xn})2 .2.2.2 Évaluation lo
aleNous nous proposons i
i de relier la notion de dispersion dé�nie 
i-dessus à 
ellede triangulation de Delaunay sur une surfa
e. Une telle triangulation est dé�niede manière similaire au 
as eu
lidien : une triangulation est de Delaunay si pourtout simplexe un disque géodésique englobant de rayon minimal ne 
ontient au-
un sommet de la triangulation en son intérieur. Cette propriété 
ara
téristiqueest dite propriété du 
er
le vide. La di�
ulté est qu'i
i 
e disque englobant n'est43



2.2. Dispersion et triangulation de Delaunaypas né
essairement unique. Il existe 
ependant des algorithmes de 
onstru
-tion d'une telle triangulation sur une surfa
e riemannienne. Dans [Borou
hakiand George 1996; Chen and Bishop 1997; Kenji Shimada and Takayuki 1997℄la 
onvergen
e de 
es algorithmes vers une triangulation de Delaunay n'est pasprouvée, et l'a

ent est plut�t porté sur les résultats expérimentaux. Par 
ontre,[Leibon and Lets
her 2000℄ ont prouvé l'existen
e sous 
ertaines 
onditions de
ette triangulation et ont proposé et implémenté un tel algorithme.On 
her
he don
 à évaluer la dispersion asso
iée à {x1, . . . , xn}, un ensemble depoints de S donnés ; plus pré
isément, on désire obtenir une évaluation lo
alede la dispersion. L'idée est de 
onsidérer une triangulation T de {x1, . . . , xn}sur la surfa
e S basée sur les points {x1, . . . , xn}, et d'exprimer la dispersion enfon
tion d'une quantité asso
iée à 
haque triangle T de T. En e�et, la dispersionpeut s'é
rire :dispS{x1, . . . , xn} = inf {λ > 0 | ∀ (xi1 , xi2 , xi3) ∈ T,

∀ y ∈ (xi1 , xi2 , xi3), dII(y, {x1, . . . , xn}) < λ}
= inf {λ > 0 | ∀T ∈ T, ∀ y ∈ T, dII(y, {x1, . . . , xn}) < λ} .Si on dé�nit la notion d'é
art à {x1, . . . , xn} par e
(y) = dII(y, {x1, . . . , xn}),alors dispS{x1, . . . , xn} = inf {λ > 0 | ∀T ∈ T, ∀ y ∈ T, e
(y) < λ} .Sur 
haque triangle T , la fon
tion y 7→ e
(y) atteint son maximum 
ar T est
ompa
t. Don

∀T ∈ T, ∃mT / ∀ y ∈ T, e
(y) 6 e
(mT ) .Autrement dit, sur tout triangle T , il existe un point à distan
e maximale des

{x1, . . . , xn}.Or parmi les fa
es de T, une fa
e T0 réalise le maximum des e
(mT ), don

∃T0 = (x1, x2, x3) ∈ T, ∃ y0 = mT0 ∈ T0 tel que ∀ y ∈ S : e
(y) 6 e
(y0) .On voudrait don
 que l'é
art en 
e point y0 ne dépende que de la fa
e T0, etdon
 que e
(y0) = dII(y0, {xi1 , xi2 , xi3}) .Mais 
ette 
ondition n'est véri�ée que si T0 véri�e la propriété du 
er
le vide (un
er
le désigne le bord d'un disque mesuré pour la métrique de la surfa
e, 
'est-à-dire un disque géodésique). Auquel 
as y0 est le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit1à T0. Ainsi si T est une triangulation de Delaunay, la dispersion vaut :dispS{x1, . . . , xn} = sup {rT | T ∈ T, rT rayon du 
er
le 
ir
ons
rit à T} .1En réalité, 
e 
entre d'un 
er
le sur une surfa
e riemannienne n'est pas né
essairementunique. Cependant, le bord d'un 
onvexe muni de dII est lo
alement 
onvexe (au sens de lagéométrie riemannienne : uni
ité lo
ale du plus 
ourt 
hemin), et don
 pour des triangles�su�samment petits� l'uni
ité est garantie.44



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesOr [Leibon and Lets
her 2000℄ a prouvé que si tout point de S est su�sammentpro
he d'un des points {x1, . . . , xn} (suivant un 
ritère qui dépend de la surfa
e),alors une triangulation de Delaunay de {x1, . . . , xn} dans S existe. Autrementdit, pour une surfa
e riemannienne donnée, il existe une réel positif ρ tel queque si l'union des disques géodésiques de rayon ρ et de 
entres {x1, . . . , xn}re
ouvrent la surfa
e, alors l'ensemble {x1, . . . , xn} admet une triangulation deDelaunay. En 
onsidérant le bord d'un 
orps stri
tement 
onvexe muni de ladistan
e riemannienne asso
iée à la deuxième forme fondamentale, on en déduitque si la dispersion est su�samment petite, une triangulation de Delaunayexiste. Plus pré
isément, on a don
 montré le résultat suivant :Théorème 2.2.3. Si dispS{x1, . . . , xn} −→
n→∞

0, alors {x1, . . . , xn} admet unetriangulation de Delaunay T dans S pour n assez grand etdispS{x1, . . . , xn} = sup {rT | T ∈ T,

rT rayon minimal des disques géodésiques 
ontenant T}.Remarque : Si T n'est pas de Delaunay, alorsdispS{x1, . . . , xn} 6 sup {rT | T ∈ T, rT rayon du 
er
le 
ir
ons
rit à T}(2.2.1)mais 
ette majoration n'est dans 
e 
as pas né
essairement optimale.2.3 Re
ouvrement par des disques et problèmede TammesOn 
onsidère toujours un 
orps 
onvexe C de R3 dont le bord S est de 
lasseC 2. Contrairement à la situation sur S2, la distan
e dII induite par la se
ondeforme fondamentale sur S n'est pas identique à la distan
e eu
lidienne.Théorème 2.3.1. Pour un tel 
orps 
onvexe, 
onstruire un re
ouvrementde S par n disques géodésiques pour la métrique dII de même rayon asymp-totiquement minimal est équivalent à 
onstruire un polyèdre ins
rit dans Cde meilleure approximation asymptotique pour δH . Les 
entres des disques
orrespondent alors aux sommets du polyèdre.Preuve :La preuve se trouve dans [Gruber 1983℄. Cette 
onstru
tion est simplement lepla
ement des n points {x1, . . . , xn} de manière à minimiser leur dispersion.Dans le premier 
as, 
es points représentent le 
entre des disques géodésiques,et dans le se
ond 
as, les sommets du polyèdre. �45



2.3. Re
ouvrement par des disques et problème de Tammes
Mais le 
as où C est une sphère, en parti
ulier pour C = S2, est intéressant,
ar on peut alors 
her
her à relier les trois problèmes 
lassiques suivants :1. Comment 
onstruire un polyèdre ins
rit dans S2 à n sommets appro
hantasymptotiquement au mieux S2 ?2. Re
ouvrement par des disques : 
omment pla
er n disques de même rayonminimal sur la sphère de manière à 
e qu'ils re
ouvrent le bord de S2 ?i.e. Comment réaliser le min maxx∈S2 d(x, {x1, . . . , xn}) ?3. Problème de Tammes : 
omment pla
er n points sur S2 a�n de maximiserle minimum des distan
es d'un point à l'autre ? Cette question peut aussise poser sous la forme : 
omment pla
er n 
er
les de même rayon maximalsur la sphère sans que 
eux-
i se 
hevau
hent ?i.e. Comment réaliser le max mini6=j d(xi, xj) ?Le problème de Tammes, posé en 1930 par le botaniste M. Tammes a été trèsétudié sous des noms divers : pla
ement de 
er
les sur la sphère, �pa
king pointson the sphere�, et
. Parmi les arti
les en proposant un tour d'horizon, [Berger1992b℄ propose une appro
he historique et 
omplète mais te
hniquement peudétaillée. On pourra aussi se référer à [O'Rourke 1997a; Sa� and Kuijlaars 1997℄pour davantage de pré
isions.Puisque la distan
e induite par la deuxième forme fondamentale est proportion-nelle à la distan
e usuelle de S2 (
onfère 1.5.6), le théorème pré
édent montreimmédiatement que les problèmes 1 et 2 sont asymptotiquement équivalents.Le lien entre les problèmes 2 et 3 est par 
ontre moins apparent. Il est 
ependantbien 
onnu et évident qu'un pla
ement optimal de 
er
les de rayon ε induitun re
ouvrement de rayon 2ε et de même sommets. Nous nous proposons i
ide faire une simple observation : en admettant la 
onje
ture que la solutiondu problème de Tammes admet une triangulation quasi-équilatérale2, alors leproblème de Tammes revient asymptotiquement à 
her
her une triangulationquasi-équilatérale de S2 dont la plus petite arête soit maximale. Sous 
es mêmes
onditions, le problème 2 reviendrait d'après la se
tion pré
édente à minimiserla plus grande arête.Or un résultat de [Colin de Verdière and Marin 1990℄ montre que pour unetriangulation quasi-équilatérale de la sphère, le minimum des angles tend vers
3π/10 et le maximum vers 2π/5. Le rapport entre la plus grande et la plus petite2(Tn) sera appelé triangulation quasi-équilatérale si(i) La borne supérieure des diamètres des triangles de Tn tend vers 0 quand n→ ∞.(ii) Il existe des angles α, β tels que ∀ ε > 0∃N tel que ∀n > N, les angles des triangles de
Tn sont dans l'intervalle [α− ε, β − ε].(iii) Toute triangulation admet un triangle où un angle est inférieur à α, et un triangle où unangle est supérieur à β.(iv) α est maximal et β est minimal.46



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesarête est don
 au moins de 2 sin(2π/5), 
e qui établit qu'un pla
ement optimalde 
er
les de rayon ε sur S2 (admettant une triangulation quasi-équilatérale)induit un re
ouvrement par des disques de rayon 2 sin(2π/5)ε.2.4 Appli
ation dire
te2.4.1 Convexes plansUn résultat an
ien [Toth 1948℄ permet tout d'abord de 
omparer les approxi-mations par de polygones ins
rits, 
ir
ons
rits ou quel
onques.Théorème 2.4.1 ([Toth 1948℄). ∀C ∈ C ∩ C 1 et pour n→+∞, on a pour
n→ +∞ :

δH(C,P i
n) ∼ δH(C,Pc

n) ∼ 2 δH(C,Pn) .Plus pré
isément, [M
Clure and Vitale 1975℄ montre 
omment passer d'un po-lygone ins
rit à un polygone 
ir
ons
rit tout en 
onservant asymptotiquementla même approximation.Théorème 2.4.2 ([M
Clure and Vitale 1975℄). Soit C ∈ C ∩ C 2 un
orps 
onvexe plan de 
lasse C 2 et 0 6 θ1 < . . . < θn < 2π. On dé�nit P i
nle polygone ins
rit dans C dont les sommets ont pour normale nθk sur ∂C,et P c

n le polygone 
ir
ons
rit à C dont les fa
es ont pour normale nθk . Alorspour n→+∞, on a :
δH(C, P i

n) ∼ δH(C, P c
n) .

Fig. 2.1 � Polygones ins
rits et 
ir
ons
rits asso
iés à une même liste d'anglesEn�n le même arti
le [M
Clure and Vitale 1975℄ établit l'ordre de 
onvergen
ede δH(C,Pn), 
e qui peut désormais être regardé 
omme un 
as parti
ulier de2.1.2. Par la suite, [Ludwig 1999℄ a par ailleurs a�né 
ette expression en évaluantles termes suivants de 
e développement asymptotique pour des 
onvexes à bordC k, k > 2. 47



2.4. Appli
ation dire
teThéorème 2.4.3 ([Ludwig 1999℄). Soit C ∈ C ∩ C 2 de 
ourbure k > 0.Alors
δH(C,Pn) ∼

1

16

(∫

∂C

√
k(x) dσ(x)

)2
1

n2
.Remarques :1. Si le bord du 
onvexe est dé
rit par une paramétrisation longueur d'ar


f : [0, l[→ R2 ave
 ||f ′(s)|| = 1 quel que soit s, et ave
 l la longueur de la
ourbe, alors ||f ′′(s)|| = k(s) et l'équivalen
e s'é
rit :
δH(C,Pn) ∼

1

16

(∫ l

0

√
||f ′′(s)|| ds

)2
1

n2
.2. Si C est dé
rit par sa fon
tion support sC , alors l'équivalen
e s'é
rit :

δH(C,Pn) ∼
1

16

(∫ 2π

0

√
sC(θ) + s′′C(θ) dθ

)2
1

n2
.En e�et, θ′(s) = k(s), don
 ∫ 2π

0

√
r(θ) dθ =

∫ l
0

√
k(s) ds, et on exprimealors le rayon de 
ourbure en fon
tion de sC ave
 (1.2.4).M
Clure et Vitale proposent dans [M
Clure and Vitale 1975℄ deux appro
hespour 
onstruire des polygones ins
rits ou 
ir
ons
rits asymptotiquement opti-maux. Leur point de vue est fo
alisé sur la représentation du 
onvexe par safon
tion support, mais englobe di�érentes métriques 
omme la déviation d'aire,de longueur, ou les distan
es δp pour 1 6 p 6 ∞.Une 
onstatation liminaire permet de simpli�er la représentation du problèmed'approximation. En e�et, si P i

n est un polygone ins
rit dans C, il peut êtrereprésenté par la liste (ordonnée) de ses sommets. Or, puisque C est stri
te-ment 
onvexe, à 
ha
un de 
es sommets est asso
ié un unique ve
teur normalunitaire nθk , et l'on peut don
 représenter P i
n par les angles θk que 
es ve
teursnormaux font ave
 l'horizontale. De même tout polygone 
ir
ons
rit P c

n est dé-
rit par les angles des ve
teurs normaux de ses fa
es. Ces deux polygones étantde même approximation asymptotique d'après (2.4.2), une telle liste ordonnée
0 6 θ1 6 . . . 6 θn < 2π 
ara
térise l'ordre asymptotique d'approximation poly-gonale (ins
rite ou 
ir
ons
rite) que l'on notera e(θ1..n).Première méthode La première appro
he est intitulée répartition empiriquedes points sur le bord de C. Si on �xe F :]0, 2π[→]0, 1[ une fon
tion de répar-tition angulaire véri�ant F (0+) = 0 et F (2π−) = 1, on dé�nit la liste des nangles asso
iés par :

θk = F−1(k−1
n

) pour k = 1 . . . n .
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Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesThéorème 2.4.4 ([M
Clure and Vitale 1975℄). Si F est une fon
tiondite "de répartition angulaire" et f = F ′ sa dérivée stri
tement positive,bornée et C 0 par mor
eaux, alors
lim
n→∞

n2 e(θ1..n) =
1

8
ess sup
θ∈[0,2π[

r(θ)

f(θ)2
.Corollaire 2.4.5 ([M
Clure and Vitale 1975℄). Si F (θ) =(∫ θ

0

√
r(t) dt

)(∫ 2π

0

√
r(t) dt

)−1, alors pour n→ +∞

e(θ1..n) ∼
1

8

(∫ 2π

0

√
r(θ) dθ

)2
1

n2et 
ette répartition est optimale.Remarque :Si l'on munit ∂C le bord du 
onvexe C d'une métrique qui n'est pas la métriqueeu
lidienne mais une métrique riemannienne dII dé�nie par :
dII(A,B) =

∫ B

A

√
k dσalors la répartition optimale des angles 
onsiste à dé
ouper ∂C en segments demême longueur pour dII et à pla
er les sommets du polygone ins
rit aux 
entresde 
es segments. On peut se persuader de l'optimalité de 
ette 
onstru
tion parrapport à l'équirépartition angulaire en regardant la �gure 2.2

Ar
s de même longueur pour dII Equirépartition angulaireFig. 2.2 � In�uen
e de la 
ourbure sur la répartition des sommetsSe
onde méthode La se
onde appro
he de [M
Clure and Vitale 1975℄ estbasée sur la 
onnaissan
e de l'erreur lo
ale d'approximation. A partir d'une49



2.4. Appli
ation dire
teliste ordonnée d'angles 0 6 θ1 6 . . . 6 θn < 2π, et en posant θn+1 = θ1,on 
rée un "dé
oupage" de C et des polygones P c, P i : on se �xe un point Aintérieur à C et on note Mi les point de ∂C où la normale unitaire vaut nθi .On note alors C(i) l'interse
tion de C ave
 le se
teur MiAMi+1, et de même P i
(i)(respe
tivement P c

(i)) l'interse
tion de P i (respe
tivement P c) ave
 MiAMi+1.
C

P i
4

nθ1

M1

nθ2

P i
(1)

C(1)

M1

C(1)

P c
(1)

C

nθ1

nθ2

P c
4Polygone ins
rit Polygone 
ir
ons
ritFig. 2.3 � Dé
oupage d'un polygone en se
teursOn dé�nit alors l'erreur lo
ale ins
rite par

ei(θi) = δH(C(i), P
i
(i))et l'erreur lo
ale 
ir
ons
rite par

ec(θi) = δH(C(i), P
c
(i)) .Théorème 2.4.6 ([M
Clure and Vitale 1975℄). Ave
 les notations pré-
édentes, les erreurs lo
ales véri�ent :

ec(θi) ∼ ei(θi)Don
 on notera e(θi) l'erreur lo
ale pour l'approximation asymptotique ins-
rite ou 
ir
ons
rite.Théorème 2.4.7 ([M
Clure and Vitale 1975℄). Ave
 les notations pré-
édentes, l'erreur lo
ale est asymptotiquement :
e(θi) ∼

1

8
r(θi) (θi − θi+1)

2

∼ 1

8

(∫ θi+1

θi

√
r(θ) dθ

)2et l'erreur d'approximation globale s'en déduit par :
e(θ1..n) = sup

i=1..n
e(θi) .Un dernier résultat, baptisé 'balan
ing lo
al errors' par [M
Clure and Vitale1975℄ permet de 
on
lure 
ette appro
he : si les erreurs lo
ales sont équivalentes,50



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesalors l'approximation est asymptotiquement optimale. Cependant 
et arti
le neprouve 
e résultat que pour des métriques di�érentes de δH .Théorème 2.4.8 ([M
Clure and Vitale 1975℄). Soit 0 6 θ1 6 . . . 6

θn < 2π. Si e(θ1) ∼ e(θ2) ∼ . . . ∼ e(θn), alors les polygones P i
n et P c

n sontasymptotiquement optimaux.Preuve :Si e(θ1) ∼ e(θ2) ∼ . . . ∼ e(θn), alors
∫ θi+1

θi

√
r(θ) dθ ∼

∫ θj+1

θj

√
r(θ) dθ .Et don
 ∫ θi+1

θi

√
r(θ) dθ ∼ 1

n

∫ 2π

0

√
r(θ) dθ .Or e(θ1..n) = supi=1..n e(θi) = supi=1..n

1
8

(∫ θi+1

θi

√
r(θ) dθ

)2.Don
 on obtient le résultat optimal :
e(θ1..n) ∼

1

8

(∫ 2π

0

√
r(θ) dθ

)2
1

n2
.

�Equios
illations Une propriété 
élèbre des polygones de meilleure approxi-mation est leur équios
illation. De la même manière que les polyn�mes de T
he-by
hev os
illent autour de la fon
tion 
ontinue qu'ils appro
hent, ainsi pour unpolygone P ∈ Pn tel que δH(C, P ) = δH(C,Pn), la distan
e des sommets de Pau 
onvexe est égale à la distan
e à laquelle les arêtes de P `pénètrent' dans
C, qui vaut bien sûr δH(C, P ). Autrement dit, supx∈C d(x, P ) = supy∈P d(C, y).Cette propriété n'est malheureusement pas su�sante pour 
ara
tériser un po-lygone de meilleure approximation, 
omme le montre la �gure 2.4.A défaut d'optimalité totale, [Ludwig 1999℄ prouve que 
ette 
ondition entraînenéanmoins une optimalité asymptotique :Théorème 2.4.9. Soit C ∈ C ∩ C 2 et Pn un polygone équios
illant pour
C. Alors quand n → +∞, Pn réalise une approximation asymptotiquementoptimale de C.Meilleure approximation de S1 Pour le 
as parti
ulier d'un disqueD ferméde rayon R > 0, on peut déterminer expli
itement une suite de polygones de51



2.4. Appli
ation dire
te

Equios
illation optimale Equios
illation non optimaleFig. 2.4 � Equios
illations d'un polytopemeilleure approximation de D. Soit Pn un polygone ins
rit à n fa
es. On sub-divise alors le 
onvexe selon 2.3. Sur 
haque mor
eau D(i) de D, l'erreur d'ap-proximation s'é
rit
δH(D(i), P (i)

n ) = R

(
1 −

√
1 − l2i

4R2

)où li est la longueur du ième 
�té de Pn.Don
 δH(D(i), P
(i)
n ) est minimal si et seulement si li est minimal. Ainsi δH(D,Pn)est minimal si et seulement si maxi li est minimal, autrement dit si Pn est don
un polygone régulier ins
rit dans D. De même, les polygones 
ir
ons
rits, tout
omme les polygones quel
onques, de meilleure approximation d'un disque sontréguliers.2.4.2 É
hantillonnage d'une paramétrisationNous proposons i
i une démonstration personnelle d'un résultat 
lassique. Cetexemple nous sert d'illustration de la pertinen
e de la notion de dispersion.Lemme 2.4.10. Soit f : U =]0, 1[d−1→ ∂C ⊂ Rd une paramétrisation bije
tived'une partie du bord d'un 
onvexe C. Pourm ∈ N∗, soit X =

{
k
m

; 1 < k < n
}d−1l'ensemble des n sommets d'une grille régulière sur U . Alors pour n→ ∞

dispf(U) f(X) = Θ

(
1

n2/(d−1)

)
.Preuve :D'après 2.1.2 et 2.2.2, on obtient une borne inférieure sur 
ette dispersion :

dispf(U) f(X) = Ω

(
1

n2/(d−1)

)
.52



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesSoit c ∈ f(U) un point de l'image de f . D'après (1.5.3), et en désignant par
kγ′(t) la 
ourbure de ∂C au point γ(t) selon la dire
tion γ′(t), la distan
e pourla se
onde forme fondamentale s'é
rit :

dII(c, f(X)) = inf

{∫ 1

0

√
kγ′(t) ||γ′(t)|| dt ; γ : [0, 1] → f(U)tel que γ(0) = A et γ(1) = B

}
.Si k1, k2 sont les 
ourbures prin
ipales en un point de ∂C, alors de manièreimmédiate

dII(c, f(X)) 6

√
sup
∂C

{k1, k2}

inf

{∫ 1

0

||γ′(t)|| dt ; γ : [0, 1] → f(U) tel que γ(0) = A, γ(1) = B

}Autrement dit
dII(c, f(X)) 6

√
sup
∂C

{k1, k2}dI(c, f(X)) . (2.4.1)Or, f étant un homéomorphisme de U sur f(U), il est possible d'é
rire
dI(c, f(X)) 6

(
max
u∈U

‖dfu‖
)
d(f−1(c), X)

6

(
max
u∈U

‖dfu‖
) √

2

mCette dernière expression dé
oulant du fait que d(f−1(c), X) 6
√

2
m
. Don
, enposant κ = max∂C{k1, k2}, l'expression (2.4.1) devient

dII(c, f(X)) 6

√
2κ

m
max
u∈U

‖dfu‖ .Il ne reste qu'à remarquer que le nombre n de sommets de la grille est (m−1)d−1,et que par 
onséquent
1

m
=

1

1 + n
1
d−1

,
e qui permet de montrer que
dII(c, f(X)) 6

√
2κmax

u∈U
‖dfu‖

1

1 + n
1
d−1

. (2.4.2)Or, puisque par dé�nition
dispf(U) f(X) = supc∈f(U)dII(c, f(X)) ,la majoration (2.4.2) induit

dispf(U) f(X) 6
√

2κmax
u∈U

‖dfu‖
1

1 + n
1
d−1

, 53



2.4. Appli
ation dire
teet le 
omportement asymptotique énon
é est ainsi prouvé. �Théorème 2.4.11. Soit C un 
orps 
onvexe, et soit f1, . . . , fk un atlas de
∂C. On suppose que fi : ]0, 1[d−1→ ∂C. Posons X =

{
k
m

1 < k < m}d−1
}l'ensemble des sommets d'une grille régulière sur U , et posons P le polytopeà n sommets dé�ni par l'enveloppe 
onvexe de ∪16i6kfi(X). Alors Pn est uneapproximation polytopiale ins
rite de C d'ordre optimal, i.e.

δH(P,C) = Θ
(
δH(P i

n, C)
)
.Preuve :Le lemme pré
édent nous permet d'a�rmer que sur toutes les images de 
artes,la dispersion est en Θ

(
1

n2/(d−1)

). Notons Vn les n sommets de Pn. Il su�t alorsd'appliquer le théorème 2.2.2 liant approximation polytopiale et dispersion dessommets pour obtenir que :
δH(P,C) =

1

2
(disp∂CVn)2

6
1

2
Θ

(
1

(n/k)2/(d−1)

)

6 Θ

(
1

(n)2/(d−1)

)


e qui est bien d'ordre optimal d'après 2.1.2. �

2.4.3 De l'approximation de la sphère Sd à un 
onvexelissePour 
lore 
e 
hapitre, nous proposons une appli
ation dire
te des outils degéométrie riemannienne à la 
onstru
tion de polytopes approximants. Le terme�appli
ation� ne sous-entend i
i au
une mise en pratique du pro
édé proposé,puisque 
e dernier repose sur la 
onnaissan
e de la ré
iproque de l'appli
ationde Gauss, 
e qui est peu réaliste.Connaissant Pn des polytopes à n sommets de bonne approximation asympto-tique de la sphère unité, on se propose de 
onstruire des polytopes Qn appro-
hant un 
orps 
onvexe C �xé, et de majorer asymptotiquement la distan
e de
Qn à C en fon
tion de δH(Pn, S

d). On supposera C de 
lasse C 2.54



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesDans R2Si l'on se pla
e dans le plan, on peut alors ordonner les sommets de Pn et lesnoter (Mi)0..n−1. On suppose i
i que Pn est ins
rit dans S1. [M
Clure and Vitale1975℄ ont obtenu en 1975 une évaluation lo
ale de l'erreur d'approximation pourun 
onvexe quel
onque :
δH(S1, Pn) ∼ max

i=0..n−1

{
1

8
ρ(Mi) (θi+1 − θi)

2

}où θi est l'angle que fait la normale au point Mi ave
 l'horizontale, et ρ(Mi) estle rayon de 
ourbure en 
e point.On peut don
 dé�nir un équivalent de l'erreur lo
ale d'approximation de S1 aupoint Mi par
εS1(Mi) =

1

8
(θi+1 − θi)

2 .Cette expression est un développement asymptotique de l'erreur d'approxima-tion asso
iée au segment [MiMi+1]. Un équivalent de l'erreur globale est alorsdonné par
δH(S1, Pn) ∼ max

i=0..n−1
εS1(Mi) .Une méthode naturelle de passage de Pn à un polygone ins
rit dans C utilisel'appli
ation de Gauss. Si l'on note ν : C −→ S1 l'appli
ation de Gauss qui àtout point de C asso
ie sa normale unitaire, ν est une bije
tion puisque C eststri
tement 
onvexe. On 
onstruit don
 les points Ni = ν−1(Mi) 
omme dansla �gure 2.5. Le polygone Qn ainsi dé�ni admet pour erreur d'approximationlo
ale :

εC(Ni) ∼
1

8
ρ(Ni) (θi+1 − θi)

2

∼ ρ(Ni) εS1(θi)don
 �nalement
δH(C,Qn) 6

(
max
N∈∂C

ρ(N)

)
δH(S1, Pn) + o(δH(S1, Pn)) .On remarquera que 
e pro
édé pla
e plus de sommets dans les zones de forte
ourbure qu'ailleurs, 
e qui est né
essaire pour obtenir une approximation d'ordreoptimal. Cependant, 
e pro
édé n'est, bien sûr, pas optimal : en fait, il met tropde sommets aux endroits de forte 
ourbure.Dans RdLe prin
ipe vu dans R2 peut en fait se généraliser aux dimensions supérieures,et, 
omme pour le plan, l'a

roissement de l'erreur d'approximation est fon
tionde la 
ourbure du bord du 
onvexe. 55
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ation dire
te
Pn

S2

Qn

C

u

u

Fig. 2.5 � De S1 à un 
onvexe plan quel
onqueDans Rd, on se donne Pn un polyèdre ins
rit dans Sd−1 et l'on note {x1, . . . , xn}ses sommets. On a alors
δH(Sd−1, Pn) ∼ 1

2
(dispSd−1{x1, . . . , xn})2et l'on pose εn = δH(Sd−1, Pn). Soit C un 
orps 
onvexe de 
lasse C 2. Ondé�nit de même que dans le plan l'appli
ation de Gauss ν : ∂C −→ Sd−1 qui àtout point de ∂C asso
ie sa normale unitaire. ν réalisant une bije
tion, on pose

Qn = 
onv({ν−1(xi)}1..n) le polyèdre 
onvexe ins
rit dans C et asso
ié à Pn.Évaluer asymptotiquement δH(C,Qn) revient ainsi à exprimer la dispersion dessommets de Qn.Théorème 2.4.12. Notons R le maximum des rayons de 
ourbure en toutpoint du bord de C. Si εn = δH(Sd−1, Pn) −−−→
n→∞

0, alors
δH(C,Qn) 6 Rεn + o(εn) .Preuve :NotonsX = {x1, . . . , xn} les sommets de Pn, (y1, . . . , yn) = (ν−1(x1), . . . , ν

−1(xn))les sommets de Qn, et Y l'ensemble de 
es n points de C. Pour majorer l'erreurd'approximation de C, il su�t de savoir majorer la dispersion de Y . Or on a :
dispC Y = inf {λ > 0|∀ y ∈ ∂C, dII(y, Y ) 6 λ} .Pour y ∈ C, posons x = ν(y) ∈ S2. Par hypothèse,

dispS2 X ∼ εndon
 dII(x,X) ∼ εn, et sans nuire à la généralité, on peut supposer que dII(x, x1) ∼
εn. En utilisant alors le lemme suivant, on en déduit que

dispC Y 6
√
R dispS2 Xet don


dispC Y 6
√
Rεn + o(εn) .56



Chapitre 2. Approximation polytopiale asymptotique des 
onvexesFinalement, le théorème 2.2.2 nous permet de 
on
lure que :
δH(C,Qn) 6

(√
Rεn + o(εn)

)2

.La majoration �nale est don
 bien 
elle es
omptée. �Lemme 2.4.13. On note distSd−1 la distan
e géodésique sur Sd−1. Alors
dII(y, y1) 6

√
R distSd−1(x, x1) .Preuve :La distan
e entre deux points de ∂C se mesure le long du plus 
ourt 
heminpour la métrique dII :

dII(y, y1) = inf

{∫ 1

0

||f ′(t)||II dt ; f : [0, 1] → S tel que f(0) = y et f(1) = y1

}Posons g = ν ◦f . Puisque ν est un homéomorphisme, quand f par
ourt tous les
hemins de y à y1 sur ∂C, dans le même temps g par
ourt tous les 
hemins de
x à x1 sur Sd−1. En parti
ulier, en 
hoisissant pour g l'ar
 géodésique minimalde Sd−1 qui relie x à x1, et f = ν−1 ◦ g, on obtient

dII(y, y1) 6

∫ 1

0

||(ν−1 ◦ g)′(t)||II dt .Or on a :
‖(ν−1 ◦ g)′‖2

II = ‖(dνν−1◦g)
−1 ◦ g′‖2

II

= <(dνν−1◦g)
−1 ◦ g′, (ν−1 ◦ g)′>II

= <dνν−1 ◦ g ◦ (dνν−1◦g)
−1 ◦ g′, (ν−1 ◦ g)′>

= <g′, (ν−1 ◦ g)′>Pour 
al
uler 
e produit s
alaire dans le plan tangent à ∂C, il est pratique de sepla
er dans la base lo
ale des dire
tions prin
ipales (e1, . . . , ed−1). On sait alorsque dν s'exprime par une matri
e diagonale dont les éléments sont les 
ourburesprin
ipales {ki}1..d−1.<g′, (ν−1 ◦ g)′> =




g′.e1...
g′.ed−1


.



k1 . . .

kd−1




−1


g′.e1...
g′.ed−1




=




g′.e1...
g′.ed−1


.




1
k1
g′.e1...

1
kd−1

g′.ed−1




=
1

k1
(g′.e1)

2 + · · ·+ 1

kd−1
(g′.ed−1)
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2.4. Appli
ation dire
teOr R = max
{

1
k1
, . . . , 1

kd−1

}, don
<g′, ((ν−1 ◦ g)′(t)
)> 6 R(g′.e1)

2 + · · ·+ (g′.ed−1)
2 ,
e qui prouve que

‖(ν−1 ◦ g)′(t)‖II 6 ‖g′(t)‖ .Et don
 �nalement
∫ 1

0

||(ν−1 ◦ g)′(t)||II dt 6 distSd−1(x, x1) ,
e qui permet de 
on
lure. �Si 
e résultat n'est pas 
onstru
tif, puisque l'appli
ation de Gauss est di�
ile-ment inversible, il permet en revan
he d'évaluer à posteriori l'erreur d'approxi-mation 
ommise par un polytope ins
rit dans un 
onvexe lisse C. En e�et, enévaluant l'hyperplan tangent au 
onvexe en 
ha
un des sommets du polytope,on en déduit un polytope ins
rit dans la sphère Sd−1. Il n'est alors pas di�
ilede 
al
uler la distan
e de Hausdor� de Bd−1 à 
ette approximation ins
rite.L'erreur d'approximation re
her
hée est alors majorée par le produit de 
ettevaleur et du maximum des 
ourbures prin
ipales sur ∂C.
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Chapitre 3Approximation et dé
ompositionde norme
Si Dieu existe, et si, réellement, Il a 
réé la terre, alors Ill'a 
réée selon la géométrie eu
lidienne, et l'esprit humainne peut avoir l'idée que de trois dimensions de l'espa
e.Feodor Dostoievski. Les frères Karamazov.RésuméCe 
hapitre 
ommen
e par un tour d'horizon des di�érents 
on
eptsné
essaires, ave
 un a

ent parti
ulier porté sur la dualité et la dé
om-position de norme. Nous rappelons plusieurs résultats 
onnus auxquelsnous feront appel par la suite. Nous proposons ensuite notre apport per-sonnel, qui 
ommen
e par une dé�nition de l'approximation de norme,ainsi qu'une dé�nition de la dé
omposition appro
hée de norme. Dansun troisième temps, nous étudions deux 
hamps de propriétés pour 
esdeux notions. Le premier domaine est 
onsa
ré aux produits 
artésiensd'espa
es et à leurs normes. Le se
ond fait le lien ave
 les 
hapitrespré
édents en montrant l'interdépendan
e entre la dé
omposition ap-pro
hée de normes et l'approximation des 
onvexes par des polytopes,
e qui permet �nalement d'obtenir diverses propriétés de la dé
omposi-tion appro
hée.
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Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de norme3.1 Introdu
tionOn se pla
e dans Rd muni d'une norme ϕ. On 
her
he à dé�nir une norme ϕ∼qui soit �pro
he� de ϕ.
ϕ∼(x) ≈ ϕ(x)Pour que 
ette norme soit aisément 
al
ulée, ainsi que pour di�érentes appli
a-tions, on est amené à la 
hoisir polytopiale, 
'est-à-dire de la forme :

ϕ∼(x) = max
v∈{v1,...,vk}

x.v .L'intérêt de 
ette démar
he est de pouvoir substituer 
ette nouvelle norme à lanorme originale et de transformer ainsi des algorithmes exa
ts mais 
oûteux enalgorithmes appro
hés mais rapides.3.2 Les outils3.2.1 NotationsL'espa
e 
ourant sera toujours l'espa
e réel de dimension d, noté Rd. Il seramuni d'une norme ϕ.On notera de deux façons distin
tes les produits s
alaires :� a.b le produit s
alaire 
anonique de a et b.� <a, b> un produit s
alaire (à priori quel
onque) de a et b.Il existe deux types de normes : eu
lidiennes (i.e. issues d'un produit s
alaire)ou non. Par la suite, la norme 
onsidérée pourra appartenir à l'un ou l'autretype. Ainsi, les normes seront notées :� l2(u) = |u| pour la norme eu
lidienne 
anonique du ve
teur u, dé�nie par
|u| =

√
u.u.� ϕ(u) pour une norme (à priori quel
onque, éventuellement non-eu
lidienne)du ve
teur u.� ϕ∼(u) pour une norme appro
hée du ve
teur u, telle que ϕ∼(u) ≈ ϕ(u).A 
ha
une de 
es normes est asso
iée une sphère (resp. une boule) unité, quel'on notera respe
tivement Sd−1, Sϕ, Sϕ∼ (resp. Bd, Bϕ, Bϕ∼). Ces ensemblessont des 
orps 
onvexes de Rd.3.2.2 Norme dualeLa dualité dans un espa
e ve
toriel 
onsiste à 
onsidérer les formes linéairesde 
et espa
e. Or en dimension �nie, toute forme linéaire est 
ara
térisée de61



3.2. Les outils
La sphère unité pour lanorme l4 et sa duale dans R2

S

S*

manière unique par un ve
teur. Il est don
 possible d'identi�er Rd et son dual.On en déduit alors une interprétation de la norme 
anonique sur le dual en tantque norme sur Rd.Dé�nition 3.2.1 (norme duale). A Rd muni d'une norme ϕ et d'une sphèreunité Sϕ, on asso
ie une norme, appelée norme duale, dé�nie par
ϕ∗(y) = sup

x 6=0

x.y

ϕ(x)
. (3.2.1)La boule unité pour la norme ϕ, Bϕ = {x ∈ Rd|ϕ(x) 6 1}, a don
 pour duale

B∗
ϕ = Bϕ∗ = {x ∈ Rd|ϕ∗(x) 6 1} .Proposition 3.2.2.

ϕ∗(y) = sup
x∈Bϕ

x.y

ϕ(x)

= sup
x∈Sϕ

x.yPreuve :Il su�t d'é
rire
x.y

ϕ(x)
=

x

ϕ(x)
.y .

�Par la suite, nous utiliserons souvent la propriété suivante. Ce résultat 
lassiqueest à mettre en regard ave
 la propriété bien 
onnue qui a�rme que le biduald'un espa
e ve
toriel de dimension �nie est isomorphe à 
et espa
e. Nous pro-posons une formulation de 
e résultat dans le 
adre pré
is qui nous intéresseainsi qu'une démonstration géométrique.Proposition 3.2.3. La dualité est involutive, 
'est-à-dire :
ϕ = (ϕ∗)∗ ,62



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeet don

ϕ(x) = sup

y 6=0

x.y

ϕ∗(y)
. (3.2.2)Preuve :

• Notons ψ(x) = supy∈B∗
ϕ

x.y
ϕ∗(y)

la norme biduale de ϕ.
ϕ∗(y) = sup

x 6=0

x.y

ϕ(x)et don

∀ y ∈ R, ∀x ∈ Rd \ {0}, ϕ∗(y) >

x.y

ϕ(x)
,d'où

∀x, y ∈ Rd ϕ(x)ϕ∗(y) > x.y . (3.2.3)On obtient don
 en parti
ulier que
ϕ(x) > sup

y 6=0

x.y

ϕ∗(y)
,autrement dit, pour tout x ∈ Rd, ϕ(x) > ψ(x).

• Pour montrer l'inégalité inverse, supposons qu'il existe x ∈ Rd tel que ϕ(x) >

ψ(x). Alors en posant x0 = x/ϕ(x), on peut a�rmer que :
∃x0 ∈ Sϕ tel que 1 = ϕ(x0) > ψ(x0) .Soit H un hyperplan d'appui1 du 
onvexe Bϕ en x0, et ν un ve
teur normal de

H tel que ν.x0 > 0. Si on pose y0 =
ν

ϕ∗(ν)
, alors ϕ∗(y0) = 1, et don


ψ(x0) = sup
u∈S∗

ϕ

x0.u

> x0.y0La 
onvexité de Bϕ et le fait qu'en x0 elle admette un hyperplan d'appui denormale extérieure y0 entraîne d'après 1.1.10 que
∀u ∈ Bϕ, u.y0 6 x0.y0 .Or d'après la proposition 3.2.2, ϕ∗(y0) = supu∈Sϕ u.y0, don


ϕ∗(y0) 6 ψ(x0) ,d'où
ϕ∗(y0) < 1 ,1L'existen
e d'un hyperplan d'appui en un point du bord d'un 
onvexe quel
onque reposesur le théorème de Hahn-Bana
h. Mais nous sommes i
i en dimension �nie, sur un 
onvexe
ompa
t, don
 
ette existen
e est évidente. 63



3.2. Les outils
e qui est absurde. Par 
onséquent, ∀x ∈ Rd, ϕ(x) 6 ψ(x), et don
 ϕ = ψ = ϕ∗∗.
�On peut déduire de 
e résultat l'existen
e d'un dual pour 
haque point de lasphère.Corollaire 3.2.4. Soit u ∈ Sϕ. Alors u admet un dual (en général non-unique)noté u∗, 
'est-à-dire un ve
teur u∗ tel que

{
u∗ ∈ S∗

ϕ

ϕ(u) = u.u∗On peut don
 exprimer ϕ en fon
tion de la norme duale, mais aussi en fon
tionde la sphère duale, 
e qui va s'avérer essentiel par la suite. Le 
orollaire suivantest trivial.Corollaire 3.2.5.
‖x‖ = ϕ(x) = sup

u∗∈S∗
ϕ

u∗.xL'idée dire
tri
e de 
e 
hapitre est alors de 
onsidérer une approximation de S∗
ϕpar un objet S̃∗, 
e qui nous permet de rempla
er 
ette distan
e par

ϕ(x) ≈ max
ũ∈S̃∗

ũ.x ,

S̃∗ doit bien sûr être 
hoisi de manière à fa
iliter 
e 
al
ul de norme appro
hée.Ce sera don
 en général un polytope de sommets {s1, . . . , sn}, 
e qui donnera :
ϕ(x) ≈ max

s∈{s1,...,sn}
x.s .Attention, en général, S̃∗ ne dé�nit pas une nouvelle métrique. La 
ondition desymétrie n'est ainsi pas né
essairement véri�ée.L'approximation d'une norme peut être e�e
tuée par une fon
tion qui ne soitpas elle-même une norme, mais dans la majorité des situations, on s'atta
he à
onstruire une véritable norme pro
he de la norme initiale. En e�et, les hypo-thèses sur l'ensemble S̃∗ pour qu'il dé
rive une norme ne sont guère restri
tivesdans la pratique. En parti
ulier, la 
ondition de symétrie est même une simpli-�
ation puisqu'il su�t de 
onstruire alors une moitié de la fon
tion appro
hantla norme.3.2.3 Norme dé�nie par dualitéPour pouvoir dé�nir une norme à partir de sa boule duale, il faut d'abord intro-duire quelques prérequis géométriques que l'on trouvera détaillés dans [Berger64



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de norme

Fig. 3.1 � Point extrémal non exposé1992a℄.
PrérequisDé�nition 3.2.6 (Point exposé). Soit A un 
onvexe. Un point x est ditexposé s'il existe en x un hyperplan d'appui H à A tel que H ∩A = {x}.Dé�nition 3.2.7 (Point extrémal). Soit A un 
onvexe. Un point x est ditextrémal si x = x1+x2

2
, x1, x2 ∈ A implique que x = x1 = x2.Proposition 3.2.8. Tout point exposé est un point extrémal.Preuve :Soit x un point exposé et H un hyperplan d'appui en x tel que H ∩ A = {x}.Notons H+ le demi-espa
e fermé de frontière H tel que H+ ∩ A = {x}, et

H− l'autre demi-espa
e fermé de même frontière. Soient x1, x2 ∈ A tels que
x = x1+x2

2
. Alors x1, x2 ∈ H− et x ∈ H+. Or 
es trois points sont alignés, don


x, x1, x2 ∈ H . Don
 x = x1 = x2. �La ré
iproque est fausse 
omme le montre la �gure 3.1.Ces dé�nitions posées, il est désormais possible de présenter le résultat 
lassique,dont on peut trouver la démonstration dans, par exemple, [Berger 1992a℄ :Théorème 3.2.9 (Krein et Milman). Un 
onvexe 
ompa
t est l'enveloppede ses point extrémaux.On désignera parfois abusivement un 
orps 
onvexe par son bord, 
'est-à-direpar l'ensemble des points admettant un hyperplan support. 65



3.2. Les outilsNorme dé�nie par sa boule dualeIl est 
ourant de dé�nir des normes dites � de jauges �, en 
e sens qu'elles sont
onstruites à partir d'un 
ertain 
orps 
onvexe symétrique C qui devient leurboule unité. Ainsi de manière 
lassique :
ϕ : x 7→ inf {λ > 0|x ∈ λC}dé�nit une telle norme. Par 
ontre, nous 
her
hons i
i une 
onstru
tion quirepose non sur la boule unité mais sur la boule unité duale.Théorème 3.2.10. Soit A un 
orps 
onvexe symétrique 
ompa
t. Alors Adé�nit naturellement une norme ϕ sur Rd de la façon suivante :
∀x ∈ Rd, ϕ(x) = max

v∈A
v.x ,et de plus A est la boule duale de ϕ.Preuve :

• Dans un premier temps, il faut prouver que ϕ est une norme. A est d'intérieurnon vide, don
 il 
ontient une boule de rayon non nul :
∃ a ∈ Rd, ∃ r > 0 tel que B(a, r) ⊂ Aoù B(a, r) est la boule 
entrée en a et de rayon r pour la norme 
anonique.Alors par symétrie, B(−a, r) ⊂ A et don
 par 
onvexité, B(0, r) ⊂ A. Don
 A
ontient l'origine en son intérieur. De plus, on obtient bien la positivité, puisquele point rx

2|x| appartient à la boule B(0, r) quelque soit x, et don

∀x ∈ Rd, ϕ(x) >

rx

2|x| .x

> r|x|/2
> 0Cette inégalité permet également de montrer que si ϕ(x) = 0 alors x = 0, etdon


ϕ(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 .De plus, puisque A est 
ompa
t, le maximum dé�nissant ϕ(x) est atteint pourun point a de A, don

∀x ∈ Rd, ∀λ ∈ R, ∃ a ∈ A tel que ϕ(λx) = (λx).aD'où la propriété né
essaire de ϕ : ϕ(λx) = |λ|ϕ(x).66



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeReste en�n à véri�er l'inégalité triangulaire. Soient x1, x2 ∈ Rd,
ϕ(x1) + ϕ(x2) = max

a1∈A
a1.x1 + max

a2∈A
a2.x2

> max
a∈A

(a.x1 + a.x2)

> max
a∈A

a.x1 + x2

> ϕ(x1 + x2)Et ainsi ϕ dé�nit une norme sur Rd.
• Il faut désormais prouver que A est la boule duale de ϕ, que l'on notera B∗

ϕ.Soit a ∈ A, ϕ∗(a) = supx 6=0
a.x
ϕ(x)

. Or par dé�nition ϕ(x) > a.x, don
 ϕ∗(a) 6 1pour tout a ∈ A. D'où A ⊂ B∗
ϕ.Soit désormais y un point exposé de B∗

ϕ. Ainsi B∗
ϕ admet en y un hyperplana�ne support H tel que

H ∩ B∗
ϕ = {y} ,don
 ϕ∗(y) = 1 , sinon il existerait r > 0, tel que B(y, r) ⊂ B∗

ϕ et H ne seraitplus un hyperplan support). De plus
∃x ∈ Sϕ tel que x.y > 0 et x ve
teur normal de H .Cet élément x véri�e

ϕ(x) = 1

= sup
u∈B∗

ϕ

x.u

= sup
a∈A

x.aOr le fait que H soit hyperplan support de B∗
ϕ en y de normale extérieure xentraîne

1 = sup
u∈B∗

ϕ

x.u = x.y .et la 
ompa
ité de A entraîne
∃ a ∈ A, x.a = 1 .Or y est un point exposé, don
 il est l'unique élément deB∗

ϕ réalisantmaxu∈B∗
ϕ
x.u.Puisque A ⊂ B∗

ϕ, alors a = y, et don
 les points exposés de B∗
ϕ sont dans A. Orle théorème de Krein et Milman a�rme qu'un 
onvexe 
ompa
t est l'enveloppede ses points extrémaux, et don
 qu'il est l'enveloppe de ses points exposés.Don
 B∗

ϕ ⊂ A puisque les deux ensembles sont 
onvexes et 
ompa
ts. �Ce résultat est fondamental 
ar non seulement il propose une interprétationgéométrique d'une norme, mais il a�rme également l'uni
ité de la dé�nition denormes sous 
ette forme. En e�et, si deux 
orps 
onvexes 
ompa
ts dé�nissentpar dualité la même norme, alors ils sont identiques. 67
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S
S∗

dϕ(x)
x

Fig. 3.2 � Dé
omposition normale d'une norme3.2.4 Dé
omposition de normeCette se
tion regroupe dé�nitions et propriétés 
onnues des dé
ompositions denormes. On trouvera par exemple dans [Robert 1967℄ la dé�nition suivante :Dé�nition 3.2.11. Une dé
omposition d'une norme ϕ est une appli
ation
dϕ : Rd → Rd qui à tout point x asso
ie un élément de Rd tel que

ϕ(x) = dϕ(x).x .Cette dé
omposition dϕ sera dite normale si
∀x ∈ Rd \ {0}, dϕ(x) ∈ S∗

ϕ .Les dé
ompositions quel
onques ne seront pas utilisées i
i, il 
onvient don
 des'atta
her davantage aux propriétés des dé
ompositions normales.Proposition 3.2.12. Une dé
omposition ϕ est normale si et seulement si
∀x ∈ Rd \ {0}, ∀ y ∈ Rd dϕ(x).y 6 ϕ(y) .Preuve :

• Si dϕ est une dé
omposition normale, alors ϕ∗(dϕ(x)) = 1, et don

sup
y 6=0

dϕ(x).y

ϕ(y)
= 1 ,d'où

dϕ(x).y 6 ϕ(y) .68



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de norme
• Si ∀ y ∈ Rd dϕ(x).y 6 ϕ(y), alors par dé�nition

ϕ∗(dϕ(x)) = 1, i.e. dϕ(x) ∈ S∗ .

�Cette proposition peut également s'interpréter géométriquement, 
omme onpeut le voir sur la �gure 3.2 :Proposition 3.2.13. Si on note Bx = ϕ(x)Bϕ la boule 
entrée sur l'origineet 
ontenant x, alors la dé
omposition dϕ est normale si et seulement si, pourtout x de Rd \ {0}, dϕ(x) est normal à un hyperplan d'appui de Bx en x.Preuve :Remarquons d'abord que :
y ∈ Bx ⇐⇒ ϕ(y) 6 ϕ(x) .Or le fait que pour tout x de Rd\{0}, le ve
teur dϕ(x) soit normal à un hyperpland'appui de Bx en x est par dé�nition :
∀ y ∈ Bx : dϕ(x).y 6 ϕ(x) . (3.2.4)

• Si dϕ est une dé
omposition normale, alors d'après la proposition pré
édente,
dϕ(x).y 6 ϕ(y)Comme ϕ(y) 6 ϕ(x), l'expression (3.2.4) est bien véri�ée.

• Ré
iproquement, supposons (3.2.4) véri�ée. Soit u ∈ Bϕ, alors ϕ(x)u ∈ Bx.Par 
onséquent d'après (3.2.4)
∀u ∈ Bϕ : dϕ(x).u 6 1 ,et puisque dϕ(x).x = ϕ(x),

ϕ∗(dϕ(x)) = max
u∈Bϕ

dϕ(x).u = 1
e qui prouve que dϕ est normale. �On peut remarquer que de la proposition 3.2.12 se déduit l'expression suivante :
dϕ(x).x = max

u∗∈B∗
u∗.x .Autrement dit, dϕ(x) est un point de la sphère duale qui réalise le maximumdans l'expression maxu∗∈B∗ u∗.x. Ce point n'est pas toujours unique, mais dansle 
as d'une norme lisse, son uni
ité est par 
ontre garantie : 69



3.2. Les outilsProposition 3.2.14. Si ϕ est de 
lasse C 1 alors la dé
omposition normale estunique et 
oïn
ide ave
 le gradient
dϕ = gradϕ .Preuve :L'uni
ité est une simple 
onséquen
e de l'uni
ité du plan tangent en tout pointde Sϕ et de l'interprétation géométrique de la proposition pré
édente. En e�et,puisque la di�érentielle dϕx s'exprime par dϕx(u) = gradx ϕ.u, alors gradx ϕ estvisiblement normal à {y ∈ Rd tel que ϕ(y) = ϕ(x)} en x. �Pour tout le reste du do
ument, toute les dé
ompositions seront supposéesnormales, 
'est-à-dire à valeurs dans la sphère duale S∗.3.2.5 Dé
omposition appro
hée de normeAve
 
ette se
tion 
ommen
e la partie personnelle des résultats de 
e 
hapitre.Dé�nition 3.2.15. Une ε-dé
omposition appro
hée de norme est une appli-
ation dϕ,ε dé�nie sur Rd telle que





dϕ,ε(R
d) est un sous-ensemble �ni de S∗

ϕ

dϕ,ε(−x) = −dϕ,ε(x) , ∀x ∈ Rd

(1 − ε)ϕ(x) 6 dϕ,ε(x).x , ∀x ∈ RdOn emploiera abusivement le terme de dé
omposition appro
hée pour désignerson image, 
'est à dire un é
hantillonnage de S∗
ϕ. Cette pratique sera justi�éepar le résultat 3.3.4.Dans 
ette dé�nition, la première 
ondition n'est en fait que la normalité dela dé
omposition. La deuxième est la symétrie, sans laquelle dϕ,ε ne serait plusratta
hée à une norme. En�n, la dernière expression impose la proximité entre

dϕ,ε et la dé
omposition exa
te. Par ailleurs, l'approximation se fait toujourspar valeurs inférieures :Proposition 3.2.16. Pour tout x ∈ Rd :
dϕ,ε(x).x 6 ϕ(x) .Preuve :On a dϕ,ε(x) ∈ S∗, et, par dé�nition de la norme duale,

∀u ∈ S∗, ∀ v ∈ Rd, u.v 6 ϕ(v) .70



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de norme
�L'intérêt de 
e type d'appli
ations est, 
omme nous le verrons plus loin en détail,de permettre de dé�nir une nouvelle norme ϕε. On souhaiterait ainsi dé�nir unenorme appro
hée par

ϕε(x) = dϕ,ε(x).x .Cette dé�nition pose en fait problème, et nous verrons dans la se
tion suivantela 
onstru
tion adoptée.3.3 Approximation de norme3.3.1 Norme appro
héeLe paragraphe pré
édent a montré qu'une approximation de la dé
ompositionpermettait de 
onstruire une nouvelle norme, pro
he de la norme originelle. Il
onvient don
 d'introduire la notion d'approximation de norme pour plus depré
ision.Dé�nition 3.3.1. Une norme ϕε est une ε-approximation de la norme ϕ sipour tout x ∈ Rd,
(1 − ε)ϕ(x) 6 ϕε(x) 6 (1 + ε)ϕ(x) .Si (1 − ε)ϕ(x) 6 ϕε(x) 6 ϕ(x), on parlera d'approximation inférieure.Exemple : Soit Rd muni de la norme eu
lidienne l2, et don
 de la sphère unité
anonique Sd−1. Soit H l'hyper
ube dé�ni par
H = {(x1, . . . , xd)|∀ i, |xi| 6 1} .La norme asso
iée à H , 
'est-à-dire la norme dont H est la boule duale unité,est bien sûr la norme in�nie l1, et un rapide 
al
ul permet de quanti�er l'ap-proximation de la norme eu
lidienne :Soit x ∈ Rd, par dé�nition,

‖x‖1 = max
v∈H

v.x

=
d∑

i=1

xiIl est immédiat que ‖x‖1 > |x|. Pour trouver le meilleur 
oe�
ient d'approxi-mation de norme, il faut maximiser le rapport ∣∣∣ϕ(x)−ϕε(x)
ϕ(x)

∣∣∣. En exploitant lasemi-linéarité des normes, il su�t de 
al
uler le maximum de 
e rapport pour71



3.3. Approximation de norme
x ∈ Rd tel que ϕ(x) = 1. Si on prend ε = maxx∈Sd−1 |1 − ‖x‖1|, alors ε =

√
d−1.Don
 l'hyper
ube est une (

√
d − 1)-approximation supérieure de la norme eu-
lidienne.Proposition 3.3.2. Toute dé
omposition appro
hée d'une norme induit uneapproximation ϕε de la norme, de même erreur, et dé�nie par

∀x ∈ Rd, ϕε(x) = max
u∈Rd dϕ,ε(u).x .Preuve :Cette expression dé�nit bien une norme d'après 3.2.10. Si dϕ,ε est une dé
om-position appro
hée de ϕ, alors par hypothèse,

(1 − ε)ϕ(x) 6 dϕ,ε(x).x ,et don

(1 − ε)ϕ(x) 6 ϕε(x) .On obtient l'autre inégalité grâ
e à la proposition 3.2.16. �Ainsi la qualité d'approximation de la dé
omposition va se transmettre au ni-veau des normes, en 
e sens que le taux d'erreur dans l'approximation de ϕvéri�e : ∣∣∣∣
ϕ(x) − ϕε(x)

ϕ(x)

∣∣∣∣ 6 ε (3.3.1)On remarquera que dans le 
as d'une dé
omposition appro
hée, la sphère dualeunité de ϕε est ins
rite dans 
elle de ϕ, et don
 l'approximation est par valeursinférieures.Les propriétés géométriques de B∗
ϕε ont une in�uen
e sur l'approximation denorme induite.Proposition 3.3.3. Soit B̃∗ un ensemble tel que la norme ϕ̃ asso
iée réaliseune ε-approximation de la norme ϕ, alors :si B̃∗ ⊂ B∗, ϕ̃ réalise une approximation inférieure de la norme ϕ,si B̃∗ ⊃ B∗, ϕ̃ réalise une approximation supérieure de la norme ϕ.Preuve :L'origine appartient aux deux boules unités duales de ϕ et ϕ̃ que sont B∗ et

B̃∗. Si B̃∗ ⊂ B∗, alors
∀x ∈ Rd, ∀ ũ ∈ B̃∗, ∃u ∈ B∗ tel que x.ũ 6 x.u ,don


∀x ∈ Rd max
ũ∈B̃∗

x.ũ 6 max
u∈B∗

x.u ,72



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normed'où �nalement
∀x ∈ Rd ϕ̃(x) 6 ϕ(x)La norme ϕ̃ réalise don
 bien une approximation inférieure de ϕ.Si B̃∗ ⊃ B∗, le raisonnement est identique. �

3.3.2 É
hantillonnage de la sphère dualeUn 
as parti
ulier de l'approximation de norme est l'é
hantillonnage de la sphèreduale, 
'est-à-dire le 
hoix d'un nombre �ni de points de 
ette sphère. En e�et,à un tel é
hantillonnage est asso
iée une dé
omposition appro
hée de norme.Nous proposons don
 une nouvelle dé�nition de la dé
omposition de norme,équivalente à la première.Dé�nition 3.3.4. Soit A = {u∗1, . . . , u∗n} un ensemble de points de S∗, lasphère duale d'une norme ϕ. Alors A induit une dé
omposition appro
hée de
ϕ par

dϕ,ε(x) = u∗k tel que u∗k.x = max
16i6nu∗i .x .En appliquant 3.3.2, on obtient immédiatement qu'un tel é
hantillonnage induitune approximation de la norme.Corollaire 3.3.5. Soit A = {u∗1, . . . , u∗n} un ensemble de points de S∗, la sphèreduale d'une norme ϕ. Alors A induit une approximation appro
hée inférieurede ϕ par

ϕε(x) = max
16k6nu∗k.x .La boule unité de la norme ϕε ainsi 
onstruite est un polytope ins
rit dans laboule unité initiale.Dans 
es expressions, l'indi
e ε qui quanti�e la qualité de la dé
ompositionappro
hée ou de l'approximation de norme dépend de l'é
hantillonnage. Nousverrons ave
 le théorème 3.5.5 
omment se mesure 
ette erreur d'approximation.On peut remarquer que si l'é
hantillonnage de la sphère unité ne permet pasen général de dé�nir une unique approximation de norme, il en va autrementlorsque la norme est lisse. En e�et, la dé
omposition est alors unique, et don
 à
haque é
hantillon de la sphère 
orrespond un unique é
hantillon de la sphèreduale.Ré
iproquement, le résultat suivant est une simple 
onséquen
e de la dé�nitiond'une dé
omposition appro
hée.Théorème 3.3.6. Soit dϕ une dé
omposition appro
hée de la norme ϕ. Alors73



3.3. Approximation de norme

‖x‖ = ϕ(x) = x.dϕ(x)
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SεFig. 3.3 � É
hantillonnage de la sphère duale
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Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normel'ensemble des valeurs de dϕ forme un é
hantillonnage de la boule duale unité.Par la suite, on identi�e une dé
omposition appro
hée à la normequ'elle induit. Il est alors possible d'a�rmer que l'ensemble des sommets desa boule duale unité forme l'é
hantillonnage de Bϕ.Remarque :Une dernière remarque sur les propriétés de base des dé
omposition de normes àété abordée en (3.3.1). En e�et, le taux d'erreur d'une dé
omposition appro
héeest donné par ∣∣∣∣
ϕ(x) − ϕε(x)

ϕ(x)

∣∣∣∣ 6 εDans 
ertains 
as (par exemple pour le problème du diamètre traité au 
hapitre5), on sera amené à utiliser un taux di�érent :
∣∣∣∣
ϕ(x) − ϕε(x)

ϕε(x)

∣∣∣∣ 6
ε

1 + εIl est visible que les deux expressions sont asymptotiquement équivalentes pour
ε tendant vers 0.3.3.3 Boule unité ou boule duale ?La démar
he d'approximation d'une norme ϕ proposée i
i repose sur un rempla-
ement de la boule unité duale B∗

ϕ. Par exemple, une dé
omposition de normeappro
hée sera souvent introduite à partir d'un é
hantillonnage de B∗
ϕ. Il estalors légitime de se poser la question de savoir si un é
hantillonnage de la bouleunité Bϕ ne permet pas de 
onstruire de même une approximation de ϕ.En fait, un tel pro
édé repose sur la notion de jauge. A un 
orps 
onvexe symé-trique B̃, on asso
ie la nouvelle norme ϕ̃ dé�nie par :

ϕ̃(x) = inf
{
λ > 0|x ∈ λB̃

}
.Cette dé�nition pose un problème pratique, à savoir son 
al
ul. Autant la normedé�nie par dualité se 
al
ule aisément 
omme un maximum d'un nombre �nide produit s
alaire, autant 
ette re
her
he d'une borne inférieure s'évalue di�-
ilement. Un deuxième in
onvénient est le 
ritère d'approximation de la bouleunité. Il est évident que l'erreur 
ommise en remplaçant ϕ par ϕ̃ est propor-tionnelle à la distan
e radiale entre Bϕ et B̃. Cette distan
e radiale est en faitidentique à la distan
e de Hausdor� dans le 
as de la norme 
anonique, maiss'avère di�
ilement manipulable pour d'autres normes. 75



3.4. Norme sur un produit 
artésien d'espa
es3.4 Norme sur un produit 
artésien d'espa
es3.4.1 Cara
térisationNorme sur un produit de deux espa
esLe prin
ipe est de dé
omposer l'espa
e a
tuel en produit 
artésien de deuxespa
es de dimensions inférieures. L'approximation de la norme sera alors ef-fe
tuée à l'aide des approximations des normes du produit. On dispose ainsi dedeux espa
es normés (Rd1 , ϕ1), (Rd2 , ϕ2). On 
her
he alors à dé�nir une normesur Rd = Rd1 × Rd2 . Pour 
ela on introduit une appli
ation ϕ :
ϕ(x1, x2) = ψ(ϕ1(x1), ϕ2(x2))où ψ est une norme sur R2. Pour que ϕ soit e�e
tivement une norme, il fautrestreindre le 
hoix de ψ à une norme 
roissante par rapport à 
ha
une de ses
omposantes.Théorème 3.4.1. Soit (Rd1 , ϕ1), (Rd2, ϕ2) deux espa
es normés, et ψ unenorme sur R2 véri�ant :

∀α ∈ R+, β 7→ ψ(α, β) est 
roissante sur R + .

∀ β ∈ R+, α 7→ ψ(α, β) est 
roissante sur R + .Alors l'appli
ation ϕ dé�nie dans Rd = Rd1 × Rd2 par
ϕ : Rd1 × Rd2 → R+

(x1, x2) 7→ ψ(ϕ1(x1), ϕ2(x2))est une norme sur Rd.Preuve :Les propriétés de positivité, de proportionnalité, de symétrie et de séparationsont évidentes. Reste à véri�er l'inégalité triangulaire :
ϕ(x+ y) = ψ(ϕ1(x1 + y1), ϕ2(x2 + y2)) .En appliquant les 
onditions de 
roissan
e sur ψ, on a :

ϕ(x+ y) 6 ψ(ϕ1(x1) + ϕ1(y1), ϕ2(x2) + ϕ2(y2))

6 ψ(ϕ1(x1), ϕ2(x2)) + ψ(ϕ1(y1), ϕ2(y2))

6 ϕ(x) + ϕ(y)

�76



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeLemme 3.4.2. Soit U un 
orps 
onvexe 
ompa
t et symétrique de R2 et soient
A1 (resp. A2) un 
orps 
onvexe 
ompa
t et symétrique de Rd1 (resp. Rd2). Alorsl'ensemble Z ⊂ Rd1×Rd2 dé�ni par Z =

{
(u1a1, u2a2); u ∈ U, a1 ∈ Rd1 , a2 ∈ Rd2

}est un 
orps 
onvexe 
ompa
t et symétrique de Rd1 × Rd2.Preuve :Notons A = Rd1 × Rd2 . Z est visiblement 
ompa
t. Puisque U est symétriqued'intérieur non vide,
∃ ε > 0, (ε, ε) ∈ U .Don
 εA ⊂ Z, et il est alors immédiat que Z est d'intérieur non vide. De plus,la symétrie de U entraîne 
elle de Z.Montrons désormais la 
onvexité de Z. Soient z, z′ ∈ Z, ave
 z = (u1a1, u2a2)et z′ = (u′1a

′
1, u

′
2a

′
2). En utilisant la symétrie de U , on se restreint au 
as où u1,

u2, u′1, et u′2 sont positifs. Puisque Z est 
ompa
t, il su�t de prouver que z+z′

2est dans Z. Remarquons que le 
as parti
ulier où u1 + u′1 est nul est trivial 
aralors u1 = u′1 = 0, et il en est de même si u2 + u′2 est nul. En dehors de 
es 
asparti
uliers,
z + z′

2
=

(
u1a1 + u′1a

′
1

2
,
u2a2 + u′2a

′
2

2

)

=

(
u1 + u′1

2

(
u1

u1 + u′1
a1 +

u′1
u1 + u′1

a′1

)
,
u2 + u′2

2

(
u2

u2 + u′2
a2 +

u′2
u2 + u′2

a′2

))Or (u1+u′1
2

,
u1+u′1

2

) appartient à Z, et en faisant jouer la symétrie de A1 puisde A2, on peut é
rire les deux autres de l'expression sous forme de 
ombinai-sons 
onvexes d'éléments de A1 puis de A2, 
e qui montre que z+z′

2
est dans Z. �Théorème 3.4.3. Soit ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2) une norme sur Rd telle que les hy-pothèses du théorème 3.4.1 soient véri�ées. Alors sa boule unité duale est
ara
térisée par

B∗
ϕ = {(αy1, βy2)|(α, β) ∈ B∗

ψ, y1 ∈ B∗
ϕ1
, y2 ∈ B∗

ϕ2
}Preuve :Puisque les boules unité des di�érentes normes sont toutes 
ompa
tes, la bornesupérieure 
ara
térisant 
haque norme est atteinte :

ϕi(xi) = max
ui∈B∗

ϕi

ui.xi

ψ(α, β) = max
u∈B∗

ψ

u.(α, β) 77



3.4. Norme sur un produit 
artésien d'espa
esAlors en notant x = (x1, x2)

ϕ(x) = ψ(ϕ1(x1), ϕ2(x2))

= max
u∈B∗

ψ

u.( max
u1∈B∗

ϕ1

u1.x1, max
u2∈B∗

ϕ2

u2.x2)

= max{( max
u1∈B∗

ϕ1

αu1.x1, max
u2∈B∗

ϕ2

βu2.x2); (α, β) ∈ B∗
ψ}

= max{( max
u1∈αB∗

ϕ1

u1.x1, max
u2∈βB∗

ϕ2

u2.x2); (α, β) ∈ B∗
ψ}

= max{(u1, u2).(x1, x2); (α, β) ∈ B∗
ψ, u1 ∈ αB∗

ϕ1
, u2 ∈ βB∗

ϕ2
}

= max
u∗∈A∗

u.xoù A∗ = {(αu1, βu2)|(α, β) ∈ B∗
ψ, u1 ∈ B∗

ϕ1
, u2 ∈ B∗

ϕ2
}. La norme ϕ est don
bien dé�nie par 
et ensemble A∗. Le lemme pré
édent nous prouve que A∗ est un
orps 
onvexe 
ompa
t et symétrique. Il su�t alors d'utiliser le résultat 3.2.10pour pouvoir identi�er A∗ et B∗

ϕ. �

Norme sur un produit de k espa
esNous venons de voir 
omment, à partir d'une norme 
onvenable sur R2, il estpossible de �
ombiner� deux normes sur Rd1 et Rd2 respe
tivement pour obtenirune norme sur l'espa
e produit Rd1 ×Rd2 . Ce même pro
édé ne présente au
unedi�
ulté pour s'étendre, à partir d'une norme adéquate sur Rk, à un produitde k normes.Théorème 3.4.4. Soit (Rd1 , ϕ1), . . . , (R
dk , ϕk) k espa
es normés, et ψ unenorme sur Rk qui soit 
roissante par rapport à 
ha
une de ses 
omposantes.Alors l'appli
ation ϕ dé�nie dans Rd = Rd1 × · · · × Rdk par

ϕ : Rd1 × · · · × Rdk → R+

(x1, . . . , xk) 7→ ψ(ϕ1(x1), . . . , ϕk(xk))est une norme sur Rd.Théorème 3.4.5. Soit ϕ = ψ(ϕ1, . . . , ϕk) une norme sur Rd dé�nie dans lethéorème 3.4.4. Alors sa boule unité duale est 
ara
térisée par
B∗
ϕ = {(α1y1, . . . , αkyk)|α = (α1, . . . , αk) ∈ B∗

ψ, yi ∈ B∗
ϕi
, 1 6 i 6 k} .78



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de norme3.4.2 Produit 
artésien d'approximations de normesNorme appro
hée sur un produit de deux espa
esDans un premier temps, on 
her
he à 
onstruire une approximation de normeà partir de deux normes appro
hées. Ensuite, la qualité de 
ette 
onstru
tionsera évaluée tant en terme d'erreur 
ommise dans l'approximation, qu'en termed'e�
a
ité, où le nombre de ses sommets est le 
ritère déterminant.Théorème 3.4.6. Soit ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2) une norme sur Rd telle que les hypo-thèses du théorème 3.4.1 soient véri�ées. Si ϕi,ε est une ε-approximation dela norme ϕi, alors
ϕε = ψ(ϕ1,ε, ϕ2,ε)est une ε-approximation de la norme ϕ.Preuve :Puisque ϕi,ε est une ε-approximation de la norme ϕi,

(1 − ε)ϕi(xi) 6 ϕi,ε(xi) 6 (1 + ε)ϕi(xi) (3.4.1)Alors en utilisant les hypothèses de 3.4.1 sur ψ
ϕε(x) = ψ(ϕ1,ε(x1), ϕ2,ε(x2))

6 ψ ((1 + ε)ϕ1(x1), (1 + ε)ϕ2(x2))

6 (1 + ε)ψ(ϕ1(x1), ϕ2(x2))

6 (1 + ε)ϕ(x)De même, on obtient que
(1 − ε)ψ(ϕ1(x1), ϕ2(x2)) 6 ϕε(x)Et don
 ϕε est une ε-approximation de la norme ϕ. �Théorème 3.4.7 (Produit de normes appro
hées). Soit ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2)une norme sur Rd telle que les hypothèses du théorème 3.4.1 soient véri-�ées. Si ϕi,εi est une εi-approximation de la norme ϕi, et ψε est une ε-approximation de la norme ψ, 
roissante par rapport à 
haque variable, alors

ϕ̃ = ψε(ϕ1,ε1, ϕ2,ε2)est une approximation de la norme ϕ d'erreur ε+max{ε1, ε2}+εmax{ε1, ε2}.Si ϕ1, ϕ2 et ψ sont des approximations inférieures, alors ϕ̃ est une (ε +
max{ε1, ε2})-approximation inférieure.Preuve :Notons ε3 = max{ε1, ε2}. Puisque ϕi,εi sont des approximations de ϕi, l'expres-sion (3.4.1) reste valide. En appliquant les 
onditions de 
roissan
e par rapport79



3.4. Norme sur un produit 
artésien d'espa
esà 
haque variable de ψε, on obtient similairement à la démonstration pré
édente,
ψε ((1 − ε1)ϕ1(x1), (1 − ε2)ϕ2(x2)) 6 ϕ̃(x) 6 ψε ((1 + ε1)ϕ1(x1), (1 + ε2)ϕ2(x2))

(1 − ε3)ψε(ϕ1(x1), ϕ2(x2)) 6 ϕ̃(x) 6 (1 + ε3)ψε(ϕ1(x1), ϕ2(x2))Et don

(1 − (ε+ ε3 − εε3)ϕ(x) 6 ϕ̃(x) 6 (1 + (ε+ ε3 + εε3)ϕ(x)Comme 1 − (ε+ ε3 − εε3) > 1 − (ε+ ε3 + εε3), on en déduit �nalement
(1 − (ε+ ε3 + εε3)ϕ(x) 6 ϕ̃(x) 6 (1 + (ε+ ε3 + εε3)ϕ(x) .Ce qui implique que ϕ̃(x) est une approximation de la norme ϕ d'erreur ε +

max{ε1, ε2} + εmax{ε1, ε2}.Si les approximations de normes sont inférieures, alors
(1 − (ε+ ε3 − εε3)ϕ(x) 6 ϕ̃(x) 6 ϕ(x)Or 1 − (ε+ ε3 − εε3 > 1 − (ε+ ε3), don


(1 − (ε+ ε3)ϕ(x) 6 ϕ̃(x) 6 ϕ(x)D'où le fait que ϕ̃ réalise une approximation inférieure de la norme ϕ d'erreur
ε+ max{ε1, ε2}. �Un 
as parti
ulier de 
e théorème sera utile par la suite :Corollaire 3.4.8. Soit ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2) une norme sur Rd telle que les hypothèsesdu théorème 3.4.1 soient véri�ées. Si ϕi,ε est une ε-approximation de la norme
ϕi, et ψε est une ε-approximation de la norme ψ, 
roissante par rapport à
haque variable, alors

ϕε = ψε(ϕ1,ε, ϕ2,ε)est une 2ε(1 + ε/2)-approximation de la norme ϕ.Si ϕ1, ϕ2 et ψ sont des ε-approximations inférieures, alors ϕ est une 2ε-approximation inférieure.Preuve :Il su�t d'appliquer le résultat pré
édent à des approximations de même erreur.
�Exemple : Les normes lp se prêtent bien à une é
riture sous forme de produit
artésien. Ainsi, 
onsidérons la norme l3 sur R5, notée l53.

l53(x) =
(
|x1|3 + · · · + |x5|3

)1/3

=
(
(|x1|3 + |x2|3) + (|x3|3 + · · ·+ |x5|3)

)1/3

= l23(l
2
3(x1, x2), l

3
3(x3, x4, x5))80



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeOn note l53 = l23 ⊗l23
l33 = l23(l

2
3, l

3
3). On a ainsi é
rit la norme l3 de R5 en fon
tiondes normes l3 de R2 et R3.L'intérêt de 
ette é
riture est de pouvoir appro
her l53 en utilisant des approxi-mations de dimensions inférieures. Ainsi, 
onsidérons des é
hantillonnages desboules duales unité de R2 et R3 pour l3 auxquels sont asso
iés des approxi-mations inférieures l23,ε et l33,ε des normes l23 et l33 que l'on supposera de mêmeerreur ε. On peut alors 
onstruire une approximation de l53 par produit 
arté-sien. Cette nouvelle norme l23,ε ⊗l23,ε

l33,ε sera une 2ε-approximation inférieure de
l53, autrement dit :

(1 − 2ε)l53 6 l23,ε ⊗l23,ε
l33,ε 6 l53Une propriété fondamentale de 
e produit 
artésien de normes est qu'à partir denormes polytopiales, 
'est-à-dire de normes dont la boule unité est un polytope,il 
onstruit une norme elle aussi polytopiale.Théorème 3.4.9. Soit ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2) une norme sur Rd telle que les hypo-thèses du théorème 3.4.1 soient véri�ées. Si ϕ1, ϕ2, ψ sont des normes poly-topiales, dont les sommets des boules duales sont respe
tivement Ṽϕ1 , Ṽϕ1, Ṽψ,alors la boule unité de ϕ est un polytope et les sommets de la boule duale de

ϕ sont
Ṽϕ = {(αx1, βx2)|(α, β) ∈ Ṽψ, x1 ∈ Ṽϕ1 , x2 ∈ Ṽϕ2} .Preuve :D'après le théorème 3.4.1,
B∗
ϕ = {(αy1, βy2)|(α, β) ∈ B∗

ψ, y1 ∈ B∗
ϕ1
, y2 ∈ B∗

ϕ2
}Il est 
lair que tout élément de Ṽϕ est dans B∗

ϕ, don
 il su�t de montrer quetout sommet de B∗
ϕ est dans Ṽϕ. Or les sommets de B∗

ϕ sont né
essairement
onstruits à partir d'éléments de Ṽψ, Ṽϕ1 et Ṽϕ2 , don
 ils sont bien dans Ṽϕ. �Corollaire 3.4.10. Sous les hypothèses du théorème 3.4.9, la norme résultantepeut être évaluée par un maximum �ni de produit s
alaires 
anoniques
ϕ(x) = max

y∈Ṽϕ
x.yoù Ṽϕ = {(αx1, βx2)|(α, β) ∈ Ṽψ, x1 ∈ Ṽϕ1 , x2 ∈ Ṽϕ2}.Corollaire 3.4.11. Le produit 
artésien de deux approximations polytopialesde normes est une approximation polytopiale de la norme-produit.En�n, un élément essentiel pour pouvoir évaluer l'e�
a
ité d'une approximationde la norme est de 
onnaître le nombre des sommets de sa boule unité. 81



3.4. Norme sur un produit 
artésien d'espa
esThéorème 3.4.12. Soit ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2) une norme sur Rd et ϕε une ε-approximation polytopiale de ϕ dé�nie par 3.4.9. Alors le nombre de sommetsde Vϕε est majoré par card(Ṽϕ1) card(Ṽϕ1) card(Ṽψ)/2.Preuve :Il su�t de dénombrer les éléments de
{(αx1, βx2)|(α, β) ∈ S̃ψ, x1 ∈ S̃ϕ1, x2 ∈ S̃ϕ2}en utilisant la symétrie de 
ha
un des ensembles. �En 
on
lusion, regardons le 
as parti
ulier des produits 
artésiens de dé
ompo-sitions de norme. On rappelle qu'une dé
omposition appro
hée de norme dé�nitune unique norme ave
 laquelle on l'identi�e. Une telle dé
omposition est uneapproximation inférieure de norme, et il est don
 aisé de déduire de 3.4.7 lespropriétés de 
e produit 
artésien.Théorème 3.4.13 (Produit de dé
ompositions appro
hées). Soit ϕune norme sur Rd s'é
rivant 
omme produit 
artésien de norme :

ϕ = ψ(ϕ1, ϕ2) .Si ψε, ϕ1,ε1, et ϕ2,ε2 sont des normes dé
oulant de dé
ompositions appro
héesde respe
tivement ψ, ϕ1, et ϕ2, alors
ϕ̃ = ψε(ϕ1,ε1, ϕ2,ε2)est une norme asso
iée à une dé
omposition appro
hée de ϕ d'erreur ε +

max{ε1, ε2}.Si n(ζ) est le nombre de sommets de la boule unité d'une norme ζ, alors
n(ϕ̃) 6 n(ψε)n(ϕ1,ε1)n(ϕ2,ε2) .Preuve :Ces propriétés dé
oulent immédiatement de 3.4.7 et 3.4.12. �

Norme appro
hée sur un produit de k espa
esIl va de soi que tous les résultats pour un produit de deux normes peuvent setransposer pour un produit de k normes. Nous proposons i
i une transpositiondes prin
ipaux résultats de la se
tion pré
édente. Les démonstrations, similaires,peuvent aisément se déduire des pré
édentes.82



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeThéorème 3.4.14. Soit ϕ = ψ(ϕ1, . . . , ϕk) une norme sur Rd dé�nie par3.4.4. Si ϕi,ε est une ε-approximation de la norme ϕi, alors
ϕε = ψ(ϕ1,ε, . . . , ϕk,ε)est une ε-approximation de la norme ϕ.Théorème 3.4.15. Soit ϕ = ψ(ϕ1, . . . , ϕk) une norme sur Rd dé�nie par3.4.1. Soit ϕi,εi est une εi-approximation de la norme ϕi, et ψε est une ε-approximation de la norme ψ, 
roissante par rapport à 
haque variable, etnotons ε′ = max16i6k{εi}. Alors
ϕε = ψε(ϕ1,ε1, . . . , ϕk,εk)est une approximation de la norme ϕ d'erreur ε+ ε′ + εε′.Si ϕ1, ϕ2 et ψ sont des approximations inférieures, alors ϕ est une (ε+ε′)-approximation inférieure.3.5 Norme appro
hée et approximation de la bouledualeDans 
ette dernière se
tion nous mettrons en éviden
e les liens entre l'approxi-mation des 
onvexes par des polytopes et les approximations polytopiales denormes. Le 
as de la norme 
anonique est traité séparément 
ar le lien entreles deux domaines sus-
ités y est plus puissant. Nous abordons ensuite le 
asgénéral de 
e problème. Nous déduisons ensuite de 
es liens 
ertaines propriétésfondamentales du 
omportement asymptotique de l'approximation polytopialede normes.3.5.1 Norme l2 appro
héeRappelons (voir 1.3) que δH désigne la distan
e de Hausdor� dans Rd, dé�niepar

δH(C,D) = max{sup
x∈C

d(x,D), sup
y∈D

d(C, y)}où d(x,D) est la distan
e usuelle du point x au 
onvexe D. On 
her
he à relierl'approximation d'une norme à l'approximation de sa boule unité pour δH . Dansle 
as de la norme 
anonique, 
e lien est très fort, puisque les deux problèmess'avèrent équivalents. 83



3.5. Norme appro
hée et approximation de la boule dualeThéorème 3.5.1. Soit B̃ un 
orps 
onvexe symétrique de Rd et ϕ̃ la normeasso
iée. On a la propriété :
δH(B, B̃) 6 ε ⇐⇒ ϕ̃ est une ε-approximation de la norme 
anoniquePreuve :On peut 
ara
tériser 
ette distan
e de Hausdor� en termes de fon
tions support.Si l'on note sB, sB̃ les fon
tions support respe
tives de B et B̃, alors

δH(B, B̃) = ‖sB − sB̃‖∞ .Or pour un 
onvexe A, la fon
tion support est dé�nie par
∀u ∈ Sd−1, sA(u) = max

a∈A
u.a .Don
, en notant ϕ la norme 
anonique, l'hypothèse

δH(B, B̃) 6 εest équivalente à
max
u∈Sd−1

|max
b∈B

u.b− max
b̃∈B̃

u.b̃| 6 ε

max
u∈Sd−1

∣∣ϕ(u) − ϕ̃(u)
∣∣ 6 ε

∀u ∈ Rd,
∣∣ϕ(u) − ϕ̃(u)

∣∣ 6 εϕ(u)

∀u ∈ Rd, (1 − ε)ϕ(u) 6 ϕ̃(u) 6 (1 + ε)ϕ(u)Cette dernière expression dé�nit ϕ̃ 
omme une ε-approximation de la norme
anonique ϕ. L'équivalen
e est don
 prouvée. �De 
e résultat se déduit aisément une équivalen
e plus pré
ise :Corollaire 3.5.2. Soit B̃ un 
orps 
onvexe symétrique de Rd et ϕ̃ la normeasso
iée. On a la propriété :
δH(B, B̃) = ε

⇐⇒{La norme ϕ̃ est une ε-approximation de la norme 
anonique.Si ε′ < ε, alors ϕ̃ n'est pas une ε′-approximation de la norme 
anonique.Preuve :D'après le théorème pré
édent, si δH(B, B̃) = ε, alors ϕ̃ est une ε-approximationde la norme ϕ. De plus, s'il existe ε′ < ε tel que ϕ̃ soit une ε′-approximation dela norme ϕ, on aurait alors, toujours d'après le théorème pré
édent,
δH(B, B̃) 6 ε′ ,84



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeet don
 δH(B, B̃) < ε, 
e qui est absurde. La première impli
ation est ainsiprouvée.Pour montrer la ré
iproque, on raisonne de même. Si ϕ̃ est une ε-approximationde la norme ϕ, alors δH(B, B̃) 6 ε. Si de plus ε′ < ε implique que ϕ̃ n'est pasune ε′-approximation de la norme ϕ, alors l'expression δH(B, B̃) < ε amèneimmédiatement à une 
ontradi
tion ave
 le théorème pré
édent. �Comportement asymptotiqueLe paragraphe pré
édent relie l'approximation de la norme l2 à 
elle de la bouleunité. Dans le 
adre d'une approximation polytopiale de la norme, on est don
amené à mesurer l'erreur d'approximation d'une norme grâ
e à la distan
e deHausdor� entre la boule unité et un 
ertain polytope 
onvexe. Or le théorème2.1.2 relie, pour une dimension �xée et dans le 
as d'un polytope de meilleureapproximation, 
ette distan
e au nombre de sommets du polytope. Le résultatsuivant traduit don
 le fait que si on 
onstruit une approximation de la norme
l2 à partir d'un polytope de meilleure approximation de Bd, alors nous pouvonsdonner une relation liant l'erreur d'approximation de l2 au nombre de sommetsde 
e polytope.Proposition 3.5.3. Soit ϕ = ld2 la norme eu
lidienne usuelle. Pour tout po-lytope Q, notons ϕQ la norme dont la boule duale est le polytope Q. Soit n leplus petit entier tel qu'il existe un polytope P à n sommets tel que ϕP soit une
ε-approximation de la norme ϕ. Alors pour d �xé et ε→ 0

n ∼ 1

θd−1

(
1

4ε

)(d−1)/2

.Preuve :D'après le théorème pré
édent, on va pouvoir se ramener à un problème d'ap-proximation de 
onvexes pour la distan
e de Hausdor�. Puisque la sphère unitépour l2 est lisse, l'approximation des 
onvexes par des polytopes est mesuréepar 2.1.2 :
δH(Bϕ, BϕP ) ∼ 1

4

(
θd−1

κd−1

∫

∂C

√
κC(x) dσ(x)

) 2
d−1

1

n2/(d−1)
.En substituant les termes 
onnus, on obtient

δH(Bϕ, BϕP ) ∼ 1

4
(θd−1)

2
d−1

1

n2/(d−1)
.Dans 
ette expression, l'équivalent de la distan
e de Hausdor� vaut pour ntendant vers l'in�ni. Cependant la remarque 1 faisant suite au théorème 2.1.285



3.5. Norme appro
hée et approximation de la boule dualenous permet d'en déduire un équivalent pour η tendant vers 0 du nombre nminimal de sommets né
essaire pour que l'erreur d'approximation soit η. Ainsi,
n ∼ 1

θd−1

(
1

4η

)(d−1)/2

.D'où, sous les 
onditions de l'énon
é et grâ
e à 3.5.2,
n ∼ 1

θd−1

(
1

4ε

)(d−1)/2

.

�Un 
as parti
ulier est 
elui de la dé
omposition de norme. Puisqu'il 
orrespond àun polytope ins
rit dans la boule unité, on peut en
ore déduire du 
omportementasymptotique de l'approximation des 
onvexes par des polytopes :Proposition 3.5.4. Soit ϕ = ld2 la norme eu
lidienne usuelle. Pour tout po-lytope Q, notons ϕQ la norme dont la boule duale est le polytope Q. Soit n leplus petit entier tel qu'il existe un polytope P à n sommets tel que ϕP soit une
ε-approximation de la norme ϕ. Alors pour d �xé et ε → 0

n ∼ 1

θd−1

(
1

2ε

)(d−1)/2

.Preuve :La preuve est identique à la pré
édente, à la di�éren
e qu'i
i
δH(Bϕ, BϕP ) ∼ 1

4
(θd−1)

2
d−1

1

n2/(d−1)
.D'où, grâ
e à 3.5.2,

ε ∼ 1

4

(
θd−1

1

n

) 2
d−1

.On en déduit aisément l'expression re
her
hée. �

3.5.2 Approximation d'une norme quel
onqueL'espa
e Rd est muni d'une norme ϕ et d'une boule unité B. On rappelle que
omme vu au 
hapitre 1, δHϕ est la distan
e de Hausdor� mesurée à travers ladistan
e induite par ϕ, 
'est-à-dire :
δHϕ (A,B) = max

{
sup
a∈A

dϕ(a,B), sup
b∈B

dϕ(A, b)

}
.86



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeThéorème 3.5.5. Soit B̃∗ un 
orps 
onvexe de Rd et ϕ̃ la norme asso
iée.On a la propriété suivante :
δHϕ∗(B∗, B̃∗) 6 ε ⇐⇒ ϕ̃ est une ε-approximation de la norme ϕPreuve :Raisonnons par équivalen
es su

essives à partir de l'hypothèse suivante :

δHϕ∗(B∗, B̃∗) 6 ε ,
e qui peut se reformuler en
max

{
sup
x∈B∗

dϕ∗(x, B̃∗), sup
y∈B̃∗

dϕ∗(B∗, y)

}
6 ε ,
'est-à-dire :

∀x ∈ B∗, dϕ∗(x, B̃∗) 6 ε et ∀ y ∈ B̃∗, dϕ∗(B∗, y) 6 ε . (3.5.1)Considérons pour l'instant uniquement la première moitié de 
ette expression :
∀x ∈ B∗, dϕ∗(x, B̃∗) 6 ε

∀x ∈ B∗, ∃ x̃ ∈ B̃∗ : dϕ∗(x, x̃) 6 εOr, d'après 3.2.3, ϕ∗(a) = maxu∈Bϕ a.u, don
 l'expression équivaut à
∀x ∈ B∗, ∃ x̃ ∈ B̃∗, ∀u ∈ B : (x− x̃).u 6 ε .Si v ∈ Rd tel que |v| = 1, alors v ∈ Sd−1 et v

ϕ(v)
∈ B, et l'expression pré
édentese retrans
rit en

max
x∈B∗

x.u− max
x̃∈B̃∗

x̃.u 6 ε .En réunissant les deux membres de (3.5.1), on obtient : ∀ v ∈ Sd−1,
∣∣∣∣max
b∗∈B∗

v.b∗ − max
b̃∗∈B̃∗

v.b̃∗
∣∣∣∣ 6 εϕ(v) .Autrement dit

|ϕ(v) − ϕ̃(v)| 6 εϕ(v) ,
e qui est équivalent à
(1 − ε)ϕ(v) 6 ϕ̃(v) 6 (1 + ε)ϕ(v) ,
e qui 
orrespond au fait que ϕ̃ est une ε-approximation de ϕ. �Or l'équivalen
e des normes en dimension �nie permet d'énon
er le lemme sui-vant : 87



3.5. Norme appro
hée et approximation de la boule dualeLemme 3.5.6. Soient ϕ1 et ϕ2 deux normes sur Rd et B, B̃ deux 
orps 
onvexes.Alors
∃α, β > 0 tel que αδHϕ1

(B, B̃) 6 δHϕ2
(B, B̃) 6 βδHϕ1

(B, B̃) ,les valeurs optimales étant α = infϕ1(u)=1 ϕ2(u) et β = supϕ1(u)=1 ϕ2(u).Preuve :En dimension �nie, les boules fermées sont des 
ompa
ts et les normes sont desappli
ations 
ontinues, don
 les valeurs α = infϕ1(u)=1 ϕ2(u) et β = supϕ1(u)=1 ϕ2(u)sont bien dé�nies. Il est alors immédiat que
αϕ1(x) 6 ϕ2(x) 6 βϕ2(x) ,d'où ∀x ∈ B :

αdϕ1(x, B̃) 6 dϕ2(x, B̃) 6 βdϕ1(x, B̃) ,
e qui donne le résultat voulu à partir de la dé�nition de la distan
e de Hausdor�
δHϕ (B, B̃) = max{sup

x∈B
dϕ(x, B̃), sup

y∈B̃
dϕ(B, y)} .

�De même que pour la norme l2, il se déduit de 
e résultat une équivalen
e pluspré
ise :Corollaire 3.5.7. Soit B̃∗ un 
orps 
onvexe symétrique de Rd et ϕ̃ la normeasso
iée. On a l'équivalen
e :
δHϕ∗(B∗, B̃∗) = ε

⇐⇒{
ϕ̃ est une ε-approximation de la norme 
anoniquesi ε′ < ε, alors ϕ̃ n'est pas une ε′-approximation de la norme 
anoniquePreuve :La démonstration est identique à 
elle de 3.5.7. �Par 
onséquent, une approximation pour la distan
e de Hausdor� usuelle nousgarantit une approximation d'ordre optimale de la norme.Proposition 3.5.8. Il existe β > 0 tel que pour tout B̃∗ 
orps 
onvexe de Rd,de norme asso
iée ϕ̃ :

δH(B∗, B̃∗) 6
ε

β
=⇒ ϕ̃ est une ε-approximation de la norme ϕEn parti
ulier, β = maxu∈Sd−1 ϕ∗(u) 
onvient et est optimal.88



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeOn peut en déduire par exemple le résultat suivant 
on
ernant les normes ldp :Corollaire 3.5.9. Si p 6 2, alors
δH(B∗, B̃∗) 6 ε =⇒ ϕ̃ est une ε-approximation de la norme ϕSi p > 2, alors

δH(B∗, B̃∗) 6 d1/p−1/2ε =⇒ ϕ̃ est une ε-approximation de la norme ϕPreuve :Le dual de lp est lq ave
 1/p+1/q = 1. Don
 il su�t de 
al
uler β = maxu∈Sd−1 lq(u)qui vaut bien évidemment 1 pour q > 2 et au plus d1/q−1/2 sinon. Or 1/q−1/2 =

1/2 − 1/p. On a don
 dans les deux 
as
δHϕ∗(B∗, B̃∗) 6 ε ,et le théorème 3.5.5 donne le résultat. �De la même façon que pour 3.5.8, on montre le résultat ré
iproque à l'aide dulemme 3.5.6.Proposition 3.5.10. Soit Rd muni de ϕ et soit ϕε une ε-approximation de lanorme ϕ. Alors

δH(B∗
ϕ, B

∗
ϕε) 6 ε max

u∈Sd−1
ϕ∗(u) .Pour l'illustrer, nous ferons en
ore appel aux normes lp.Corollaire 3.5.11. Si p 6 2, alors

ϕ̃ est une ε-approximation de la norme ϕ =⇒ δH(B∗, B̃∗) 6 ε .Si p > 2, alors
ϕ̃ est une ε-approximation de la norme ϕ =⇒ δH(B∗, B̃∗) 6 d1/p−1/2ε .Preuve :La valeur de maxu∈Sd−1 ϕ∗(u) = maxu∈Sd−1 lq(u) est de 1 pour p 6 2 et au plus

d1/p−1/2 sinon. Ce qui, à l'aide de 3.5.10, donne le résultat souhaité. �Comportement asymptotiqueDe même que pour la norme l2, nous utilisons le théorème 2.1.2 pour obtenirdes bornes asymptotiques sur la 
omplexité de l'approximation polytopiale denormes. 89



3.5. Norme appro
hée et approximation de la boule dualeProposition 3.5.12. Soit ϕ une norme C 2 sur Rd. Pour tout polytope Q, no-tons ϕQ la norme dont la boule duale est le polytope Q. Soit n le plus petit entiertel qu'il existe un polytope P à n sommets tel que ϕP soit une ε-approximationde la norme ϕ. Alors pour d �xé et ε→ 0

n = Θ

((
1

4ε

)(d−1)/2
)

.Preuve :D'après le théorème pré
édent, on se ramène à un problème d'approximationde 
onvexes pour la distan
e de Hausdor�. Puisque la sphère unité pour ϕ estlisse, l'approximation des 
onvexes par des polytopes est mesurée par 2.1.2 :
δH(Bϕ, BϕP ) ∼ 1

4

(
θd−1

κd−1

∫

∂C

√
κC(x) dσ(x)

) 2
d−1 1

n2/(d−1)
,d'où

δH(Bϕ, BϕP ) = Θ

(
1

n2/(d−1)

)
.En faisant appel à la remarque 1 faisant suite au théorème 2.1.2, il vient :

n = Θ

((
1

4ε

)(d−1)/2
)

.Or d'après 3.5.5 et 3.5.6, on a
δH(Bϕ, BϕP ) = Θ(ε) .Ces deux dernières expressions donnent alors le résultat. �Pour le 
as parti
ulier de la dé
omposition de norme, on peut déduire du 
om-portement asymptotique de l'approximation des 
onvexes par des polytopes :Théorème 3.5.13. Soit ϕ une norme C 2 sur Rd. Alors il existe ϕε, une

ε-dé
omposition de ϕ dont la boule a n sommets. Si n est minimal, alorspour d �xé et ε→ 0

n = Θ

(
1

ε(d−1)/2

)
.En fait, dans le 
adre d'une dé
omposition appro
hée d'ordre optimal d'unenorme lisse, on s'intéressera souvent au terme εn 2
d−1 mesurant la vitesse de
onvergen
e de l'approximation. L'obje
tif de la 
onstru
tion expli
ite d'uneapproximation de la norme étant bien sûr de minimiser 
ette valeur.En�n, sa
hant que de tous les 
orps 
onvexes, les 
onvexes lisses sont les plusdi�
iles à appro
her par des polytopes (voir 2.1.4), on en déduit sur le même90



Chapitre 3. Approximation et dé
omposition de normeprin
ipe que pré
édemment une majoration de la 
omplexité d'une approxima-tion polytopiale de norme.Théorème 3.5.14. Soit Rd muni d'une norme ϕ et ε > 0. Alors il existeune ε-dé
omposition de la norme dont le nombre de sommets de la bouleunité est
n = O

(
1

ε(d−1)/2

)où d est �xé et ε→ 0.Con
lusion En 
on
lusion de 
e 
hapitre, il nous parait important de souli-gner l'importan
e du théorème 3.5.13. En e�et, de nombreux algorithmes uti-lisent par exemple des résolutions appro
hées par proje
tions qui font don
 im-pli
itement appel à des dé
ompositions de normes. Les bornes de 
omplexitéde 
es algorithmes 
omprennent un terme en O
(

1
ε(d−1)/2

) sans que l'optima-lité de 
ette majoration soit établie. Le résultat établi i
i assure que 
e termeest optimal, non seulement pour la distan
e usuelle (où même la 
onstante de
onvergen
e est 
onnue, 
f 3.5.4), mais aussi pour toute la famille des normesdont la boule unité est C 2. Nous reviendrons plus en détail sur 
et aspe
t enabordant le 
al
ul appro
hé du diamètre au 
hapitre 5.
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Chapitre 4Apport de la dé
omposition denormes à l'approximation des
onvexes
O God, I 
ould be bounded in a nut shell and 
ount myselfa king of in�nite spa
e, were it not that I have bad dreams.William Shakespeare. Hamlet, II, 2.RésuméNous 
ommençons 
e 
hapitre en donnant une méthode géométriquede 
onstru
tion expli
ite d'un polytope ins
rit appro
hant une boulede ldp, et une majoration de la distan
e de Hausdor� du polytope à laboule unité est déterminée. Nous proposons ensuite di�érentes méthodespermettant de 
onstruire par ré
urren
e une dé
omposition appro
héede toutes sortes de normes sur Rd, parmi lesquelles les normes eu
li-diennes et lp. En�n, nous établissons un parallèle entre 
es deux typesd'appro
hes et en déduisons de nouvelles 
onstru
tions de polytopesappro
hant des ellipsoïdes ou des boules lp.
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Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexes4.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre nous présentons des méthodes expli
ites de 
onstru
tion d'ap-proximations dans Rd, pour d �xé. Pour 
ertains 
onvexes, 
omme par exemplela sphère Sd−1, nous verrons qu'il est possible de 
onstruire géométriquementun polytope approximant. En revan
he, la quanti�
ation de 
ette approxima-tion en terme d'erreur de Hausdor� et la généralisation de 
es 
onstru
tionsà d'autres 
orps 
onvexes, parmi lesquels les ellipsoïdes, présentent de grandesdi�
ultés. Pour éviter 
es obsta
les, nous nous intéresserons à la 
onstru
tionde dé
ompositions appro
hées de normes. Cette étude est motivé par le faitque les dé
ompositions présentent un intérêt per se (voir 5.3 et suivants), maisaussi par
e qu'au 
hapitre pré
édent nous avons montré qu'une approximationpolytopiale d'une norme induisait une approximation polytopiale de la bouleduale. De 
es 
onstru
tions de dé
ompositions appro
hées nous pourrons don
déduire de nouveaux pro
édés d'obtention de polytopes approximants.
4.2 Constru
tion géométrique de polytopes ap-proximantsLe prin
ipe est i
i purement géométrique. Pour 
ertains 
orps 
onvexes, lesse
tions de 
es 
onvexes par des hyperplans parti
uliers sont de type 
onnu.Ainsi une telle se
tion de boule unité usuelle dans Rd est une aussi boule pour
l2, de rayon à priori non unitaire, et de dimension d − 1. On 
her
hera don
 àpla
er judi
ieusement de telles se
tions dans lesquelles on ins
rira un polytopeapproximant de dimension d − 1. L'enveloppe 
onvexe de tous 
es (d − 1)-polytopes formera alors un polytope approximant dans Rd.Il est par ailleurs évident que savoir 
onstruire une approximation polytopiale dela boule unité est équivalent à savoir 
onstruire une approximation polytopialed'une boule quel
onque. On ne s'intéressera don
 i
i qu'à la boule unité de Rdpour la norme 
hoisie.
4.2.1 Polytope approximant une boule de ld2On rappelle que la sphère (respe
tivement la boule) unité de Rd est notée Sd−1(respe
tivement Bd). 95



4.2. Constru
tion géométrique de polytopes approximantsUn algorithme d'ordre optimalInitialisation On 
ommen
e par 
onstruire une approximation polytopialeins
rite P 2 de la boule B2 ⊂ R2 qui soit symétrique par rapport aux axes. Il estmême possible de 
hoisir 
ette dernière optimale, en 
e sens que si on note n2le nombre de sommets de P 2, elle véri�e
δH(B2, P 2) = δH(B2,Pn2)En fait, on 
onsidère simplement un polygone régulier P 2 ins
rit dans S1.D'après 2.4.1, 
e polygone est un polygone de meilleure approximation pourla distan
e de Hausdor�, don
 il minimise l'erreur parmi tous les polygonesayant au plus le même nombre de sommets. Le théorème 2.1.2 nous assure alorsque :
δH(B2, P 2) ∼ π2

2

1

n2
2

.On peut i
i 
al
uler expli
itement 
ette distan
e :
δH(B2, P 2) = 1 − cos

(
π

n2

)
,
e qui donne la majoration suivante

δH(B2, P 2) 6
π2

2

1

n2
2

. (4.2.1)A titre de simpli�
ation, on supposera que le point (0, 1) n'appartient pas à P 2et que n2 est pair.Indu
tion On 
onstruit ensuite par ré
urren
e les polytopes P d+1 ∈ Rd+1qui appro
hent Bd+1. Pour 
ela, on dé
ompose Sd en faisant apparaître S1 et
Sd−1 (plus pré
isément, on utilise appli
ation surje
tive de S1 × Sd−1 sur Sd).Soient (y1, . . . , yk) les ordonnées des sommets de P 2, ave
 k = n2/2. Alors {X ∈
Rd|(X, yi) ∈ Sd}i∈{1...k} est un ensemble de k sphères riSd−1

i de dimension d− 1et de rayon (ri)i∈{1...k}. On peut don
 ins
rire un polytope dans 
ha
une grâ
eà l'hypothèse de ré
urren
e. On obtient alors une approximation polytopialeins
rite de Sd par :
P d+1 = conv(riP

d + yied+1) (4.2.2)où ed+1 est le dernier ve
teur de la base 
anonique de Rd+1, et conv désignel'enveloppe 
onvexe.Autrement dit, si σi est l'ensemble des sommets de P i, on dé�nit σd+1 par
σd+1 =

{
(x1, . . . , xd+1}|∃α ∈ [0, 1] : (α, xd+1) ∈ σ1 et (x1, . . . , xd) ∈ α2σd

}
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Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexes
M

V

U

D1

ed+1
D2Fig. 4.1 � Vue de 
oupe de Sd dans le plan ΠEtude de la 
onvergen
e Le pro
édé de 
onstru
tion étant désormais posé,nous mesurons sa qualité en évaluant, à l'aide de la distan
e de Hausdor�,l'erreur d'approximation 
ommise.Proposition 4.2.1. Soient P d un polytope ins
rit dans Bd pour d > 2, et

P 2 un polygone ins
rit dans B2. Alors, si P d+1 est le polytope 
onstruit par lepro
édé 
i-dessus :
δH(Bd+1, P d+1) 6 δH(Bd, P d) + δH(B2, P 2) .Preuve :Par 
onstru
tion, P d+1 est ins
rit dans le bord de Bd+1, don


P d+1 ⊂ Bd+1et don

δH(Bd+1, P d+1) = sup

M∈Bd+1

d(M,P d+1) .Puisque Bd+1 est 
ompa
t,
∃M ∈ Bd+1 tel que δH(Bd+1, P d+1) = d(M,P d+1) .Plus pré
isément, on peut a�rmer que M est sur le bord de Bd+1, autrementdit M ∈ Sd.On 
onsidère le plan Π 
ontenant M et la normale à Sd en M, passant parl'origine. Soit y = M.ed+1 la 
omposante de M selon la dire
tion ed+1 (ed+1désignant 
omme en (4.2.2) le dernier ve
teur de la base 
anonique) et soit

Y = {y1, . . . , yk} l'ensemble des ordonnées de P 2. Alors Y est aussi l'ensembledes 
omposantes selon ed+1 des sommets de P d+1. Don

∃ !(yi, yi+1) ∈ Y 2 tel que yi < y < yi+1 .Dans le plan Π, posons U et V les points de Π ∩ Sd dont la 
omposante en

ed+1 vaut respe
tivement yi et yi+1, et dont la distan
e à M est minimale (voir97



4.2. Constru
tion géométrique de polytopes approximants�gure 4.1). Alors Π∩Sd est un 
er
le plan de rayon 1, et [UV ] est une 
orde de
e 
er
le unité, identique à l'un des 
�tés de P 2. Notons D1 
e segment [UV ].Alors
d(M,D1) 6 sup

s∈S1

d(s, P 2)

6 δH(B2, P 2)Soit H le projeté orthogonal de M sur D1, et D2 le segment Π ∩ P d+1. Alors
δH(H,P d+1) = d(H,D2)

6 max
N∈D1

d(N,D2)

6 max{d(U,D2), d(V,D2)}
6 δH(Bd, P d)Le passage à la dernière inégalité est dû au fait que l'hyperplan passant par

U de normale ed+1 s'interse
te ave
 Sd et P d+1 en une image homothétique de
Sd−1 et P d respe
tivement. On obtient �nalement

δH(Bd+1, P d+1) = d(M,D1) + d(H,D2)

6 δH(B2, P 2) + δH(Bd, P d)

�Ce résultat sera généralement exploité par l'intermédiaire du 
orollaire suivant.Corollaire 4.2.2. Sous les mêmes 
onditions que pré
édemment,
δH(Bd+1, P d+1) 6 dδH(B2, P 2) .Preuve :D'après le résultat pré
édent, δH(Bd, P d) est majorée par une suite arithmé-tique de raison δH(B2, P 2). �Nous avons maintenant réuni les di�érents éléments permettant de donner le
omportement pré
is de 
ette 
onstru
tion. Rappelons auparavant que d est�xé, et que nd tend vers l'in�ni. Le paramètre est i
i n2, le nombre de sommetsdu polygone d'initialisation P1, ave
 la propriété que si n2 tend vers l'in�ni,alors nd aussi.Théorème 4.2.3. Si P 2 est une approximation d'ordre optimal de B2, alorsla 
onstru
tion par ré
urren
e proposée est d'ordre optimal dans Rd, 
'est-à-dire qu'à d �xé et pour nd tendant vers l'in�ni :

δH(Bd, P d) = Θ

(
n
− 2
d−1

d

)
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Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexesoù nd = card(σd) est le nombre de sommets de P d.On a de plus la relation
δH(Bd, P d) 6 (d− 1)π222/d−3n

− 2
d−1

d .Preuve :Il faut d'abord évaluer le nombre de sommets de P d. Puisqu'à la moitié dessommets de P 2 est asso
ié un polytope homothétique à P d−1, on a :
nd = nd−1n2/2 .On obtient alors immédiatement
nd = 21−d(n2)

d ,d'où
(nd)

2
d = 22/d−2n2

2 . (4.2.3)Il nous faut don
 montrer que n2
2δ
H(Bd, P d) est majoré par une expressionindépendante de n2. La proposition 4.2.2 nous assure don
 que

δH(Bd, P d) 6 (d− 1)δH(B2, P 2) .La 
ondition d'optimalité de P2 vue en 4.2.1 donne alors :
δH(Bd, P d) 6

(d− 1)π2

2

1

n2
2

.Et il ne reste qu'à obtenir la majoration souhaitée à l'aide de 4.2.3.
δH(Bd, P d) 6 (d− 1)π222/d−3n

− 2
d−1

d . (4.2.4)Quant à l'optimalité, le théorème 2.1.2 implique que
δH(Bd,Pn) = Θ

(
n−2/(d−1)

)
,don
 
ette expression asso
iée à 4.2.4 entraîne que la borne trouvée est unemajoration d'ordre optimale, et don
 donne aussi l'ordre de 
onvergen
e :

δH(Bd, P d) = Θ

(
n
− 2
d−1

d

)
.

�L'e�
a
ité de 
e pro
édé peut don
 se mesurer ainsi :Théorème 4.2.4. Sous les mêmes 
onditions, la 
onstru
tion proposée mène99



4.2. Constru
tion géométrique de polytopes approximantsà un polytope P ⊂ Rd ins
rit dans Sd−1 à n sommets ave

n = 2d−2(n2)

d−1et
δH(P,Bd−1) 6 (d− 1)π22

2
d−1

−3 1

n
2
d−1

.Preuve :C'est une simple reformulation du théorème 4.2.3. �En 
ombinant les deux expressions de 
e théorème, on obtient
δH(P,Bd) 6

(d− 1)π2

2

1

n2
2Don
 si on 
her
he à 
onstruire dans Rd un polytope P ins
rit dans Bd tel que

δH(P,Bd) 6 ε, il su�t d'appliquer le pro
édé ré
urrent ave
 pour 
onditioninitiale :
n2 >

(d− 1)π2

2

1√
ε
.A titre de 
omparaison, le 
omportement optimal pour une approximation ins-
rite en dimension d est d'après 2.1.2 :

δH(Bd,Pn) ∼
1

2
(θd−1)

2/(d−1) n− 2
d−1 .Ainsi, pour B3 ⊂ R3, la borne sur l'erreur d'approximation par 
e pro
édé estd'après 4.2.3 de

δH(B3, P 3) 6 4.93
1

npour un optimum d'environ
δH(B3,Pn) ∼ 2.92

1

n
.Il est visible que dans R3 la majoration obtenue pour 
ette méthode ré
urrenteest assez pro
he de la borne théorique optimale pour pouvoir être utilisable enpratique.4.2.2 Polytope approximant une boule de ldpRappelons qu'une norme lp sur Rd s'é
rit sous la forme :

‖x‖p =
d∑

k=1

|xi|p100



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexeset sa boule duale est la boule unité pour la norme lq où
1/p+ 1/q = 1 .La se
tion qui pré
ède ayant établi une méthode permettant d'appro
her laboule unité de ld2, nous allons généraliser 
e
i à ldp.Un algorithme d'ordre optimal dans RdOn pro
ède par ré
urren
e sur la dimension, pour d > 2.Initialisation On suppose donnée une approximation polygonale ins
rite P 2

dde la boule unité lp dans Rd. A titre de simpli�
ation, on supposera que le point
(0, 1) n'appartient pas à P 2 et que le nombre de sommets n2 de P 2

d est pair.Pour l'obtention d'un tel polygone approximant, se reporter à 4.4. Certes, iln'est pas di�
ile de donner un polygone à n sommets d'ordre optimal, i.e. telque
δH(Bl2p , P

2) = Θ

(
1

n

)puisque d'après 2.4.11 il su�t d'é
hantillonner un paramétrage �
onvenable�de Sl2p. Par 
ontre, il s'avère extrêmement di�
ile et 
al
ulatoire de mesurerpré
isément 
ette distan
e de Hausdor�.Indu
tion On 
onstruit ensuite par ré
urren
e les polytopes P d+1 ∈ Rd+1 quiappro
hent Bd+1. Pour 
ela, on é
rit X ∈ Rd+1 sous la forme
X = (x1, X2) ∈ R × Rd .On peut alors dé
rire la boule unité pour lp

X = (x1, X2) ∈ Bd
p ⇐⇒ |x1|p + ‖X2‖p 6 1 ,don


Bd+1
p = {(x1, X2) ∈ R × Rd|∃α ∈ [0, 1], (x1, α) ∈ B1

p et X2 ∈ αpBd
p} .Convergen
e Le résultat suivant est l'analogue de 
elui 
on
ernant la boule

l2.Proposition 4.2.5. Pour une telle 
onstru
tion, en posant βd =
max{1,maxx∈Sd−1 ldp(x)

p}, alors
δH(P d+1, Bld+1

p
) 6 δH(P d, Bldp

) + βdδ
H(P 2, Bl2p) . 101



4.2. Constru
tion géométrique de polytopes approximantsPreuve :Le raisonnement est identique à 
elui e�e
tué pour la norme 
anonique. L'exis-ten
e du point M réalisant le maximum de la distan
e de Hausdor� entre lesdeux 
onvexes est toujours valable. On 
onstruit de même le plan Π et la droite
D1 d'extrémités U et V . Notons (τ, ed+1) une base orthonormée de Π. Alors

Sld+1
p

=

{
x |

d+1∑

i=1

|xi|p = 1

}

Π =
{
uτ + ved+1 | (u, v) ∈ R2

}Regardons l'interse
tion Π ∩ Sld+1
p

dans le repère (τ, ed+1) : 
e sont les points
(u, v) tels que

d∑

i=1

|τi|p |u|p + |v|p = 1 ,autrement dit
lp(τ)

p |u|p + |v|p = 1 .Remarquons que la dernière 
omposante de τ est nulle. Il peut don
 être 
onsi-déré 
omme un ve
teur de Rd. Posons alors βd = max{1,maxx∈Sd−1 ldp(x)
p}.Puisque lp(τ)p 6 βd, il est 
lair que

d(M,D1) 6 βdδ
H(P 2, Bl2p) .Or 
omme pour la norme eu
lidienne usuelle, d(H,P d+1) 6 δH(P d, Bldp

). Don

δH(P d+1, Bld+1

p
) 6 δH(P d, Bldp

) + βdδ
H(P 2, Bl2p) .

�La qualité de 
ette 
onstru
tion dépend bien évidemment de son initialisation.Pour un polygone initial P 2 ayant n2 sommets, la qualité de l'approximationest donnée par δH(B2
p , P

2)n2
2, où n2

2 désigne bien sûr le 
arré de n2. En suppo-sant 
onnue une majoration α > δH(B2
p , P

2)n2
2, il est alors possible de majorerl'erreur de 
ette 
onstru
tion par ré
urren
e :Théorème 4.2.6. Une telle 
onstru
tion est d'ordre optimal. Plus pré
isé-ment, dans Rd+1, en notant n le nombre de sommets obtenus et α la 
onstanted'initialisation dé
rite 
i-dessus, alors :si p > 2,

δH(Bd
p , P

d) 6
α

4
(d− 1)2+p/2 1

22/(d−1)
n− 2

d−1 ;si p < 2,
δH(Bd

p , P
d) 6

α

4
(d− 1)

1

22/(d−1)
n− 2

d−1 .102



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexesPreuve :Si p < 2, alors ∀ k > 1, βk = 1. Don

δH(P d+1, Bld+1

p
) 6 δH(P d, Bldp

) + δH(P 2, Bl2p) .On déduit de 
ette suite arithmétique la majoration suivante
δH(Bd

p , P
d) 6 (d− 1)δH(P 2, Bl2p)

6 (d− 1)α/n2
2Et il ne reste qu'à utiliser le fait que n = 22−dnd−1

2 pour 
on
lure.Si p > 2, alors ∀ k > 1,
βk =

d∑

i=1

kp/2 = k1+p/2 .Il est don
 possible d'obtenir la majoration
(

1 +
d−1∑

k=2

βk

)
6 (d− 1)2+p/2 .Or d'après 4.2.5, l'erreur est majorée par

δH(Bd
p , P

d) 6

(
1 +

d−1∑

k=2

βk

)
δH(P 2, Bl2p) ,et don


δH(Bd
p , P

d) 6 (d− 1)2+p/2δH(P 2, Bl2p) .Et de même que pré
édemment, on 
on
lut grâ
e à l'inégalité
δH(B2

p , P
2) 6 α/n2

2et le fait que n = 22−dnd−1
2 . �4.2.3 Autres 
onvexes lissesDe telles 
onstru
tions géométriques se généralisent di�
ilement. Certes, il estpossible d'appliquer 
e même prin
ipe de ré
urren
e au ellipsoïdes de Rd, parexemple. Mais l'étude de l'erreur d'approximation dans 
e 
as s'avère parti
uliè-rement ardue. Il va de soi que 
ette étude naïve (en 
e sens qu'elle ne fait appelqu'aux bases de la géométrie) doit en fait se limiter au 
as de boules ldp, et qu'endehors de 
ette situation, d'autres outils sont né
essaires. Les dé
ompositionsde normes en sont un. 103



4.3. Constru
tion de dé
ompositions appro
hées de normes4.3 Constru
tion de dé
ompositions appro
héesde normesPour obtenir des dé
ompositions appro
hées de normes, nous nous baseronsessentiellement sur le produit 
artésien de normes. Nous établirons ainsi desméthodes de 
onstru
tion par ré
urren
e de dé
ompositions appro
hées pourdi�érentes normes de Rd. Le prin
ipe 
ommun à 
es méthodes est, étant donné
ϕ sur Rd, de l'é
rire sous la forme

ϕ = ψ(ϕ1, . . . , ϕk)où ψ est une norme sur Rk, et ϕi un ensemble de normes sur Rdi ave
∑k
i=1 di = d.Il sera don
 souvent fait appel au théorème 3.4.13 qui a�rme qu'en 
e 
as, si

ϕi,ε, ψε sont des ε-dé
ompositions de ϕi, ψ, alors
ϕ2ε = ψε(ϕ1,ε, . . . , ϕk,ε)est une dé
omposition appro
hée de ϕ d'erreur 2ε.4.3.1 Dé
omposition appro
hée de ld2La norme 
anonique de Rd peut être 
onsidérée 
omme un produit de normes
anoniques sur des sous-espa
es, 
e qui permet de 
onstruire par ré
urren
eune norme polytopiale appro
hée. Cependant, pour d > 2, l'é
riture de Rdsous forme de produits 
artésiens n'est 
ertes pas unique, et se pose don
 laquestion d'une stratégie optimale pour la ré
urren
e. On ne travaillera dans
ette partie qu'ave
 des dé
ompositions de normes (qui 
orrespondent en fait àun é
hantillonnage de la boule unité d'après 3.3.6).Initialisation On supposera par la suite qu'une dé
omposition de la normeusuelle de R2 est donnée, ave
 une boule duale ayant n2 sommets et une erreurd'approximation de ε2. Cette norme a par exemple pour boule unité un polygonerégulier à n2 sommets ins
rit dans le 
er
le unité, 
e qui d'après 2.4.1 et 3.5.2est optimal. Et 
omme vu pré
édemment en 4.2.1, la valeur de ε2 est majoréepar

ε2 6
π2

2

1

n2
2

. (4.3.1)Nous présentons maintenant di�érentes méthodes de 
onstru
tion par ré
ur-ren
e d'une dé
omposition de ld2, toutes basées sur 
ette même initialisation.De même que pré
édemment, d est �xé, et n2 varie. Don
 lorsque n2 tend versl'in�ni, alors nd aussi.104



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexesMéthode 1 Si on pose Rd+1 = Rd × R, alors on obtient le même pro
édéque pour l'approximation dire
te par des polytopes, 
'est-a-dire une ré
urren
ereposant sur une in
rémentation unitaire de la dimension. On é
rit don
 leproduit 
artésien de normes suivant :
ld+1
2 = ld2 ⊗l22

l12 .Pour 
onstruire une dé
omposition appro
hée de ld+1
2 , nous allons don
 partirde dé
ompositions appro
hées de ld2 et l22. On remarquera que l12 est déjà unenorme polytopiale de boule duale le segment [−1, 1]. Pour pouvoir amor
er 
epro
essus, il nous su�t don
 de 
onnaître une dé
omposition de l2 dans R2.A 
haque étape, on peut grâ
e à 3.4.12 
al
uler le nombre de sommets de ladé
omposition 
onstruite :

nd+1 6 ndn2/2 ,
e qui assure le 
omportement suivant :
nd 6 22−dnd−1

2 . (4.3.2)L'erreur d'approximation est majorée à 
haque étape grâ
e au théorème 3.4.13.On peut don
 poser
εd+1 = ε2 + max{εd, ε2}

= εd + ε2On en déduit une évaluation de l'erreur en dimension d :
εd = (d− 1)ε2 . (4.3.3)Nous avons don
 
onstruit une dé
omposition appro
hée de la norme 
anoniquede Rd, d'erreur au plus (d− 1)ε2 et ayant au plus 22−dnd−1

2 sommets.Pour véri�er que 
ette méthode est d'ordre optimal, il faut véri�er la relation
εd = O

(
n
− 2
d−1

d

)
.Or d'après (4.3.2),

n
− 2
d−1

d 6 22/(d−1)−2 1

n2
2

.On obtient don
 une majoration de la 
onvergen
e ne dépendant que de ladimension d :
εdn

2
d−1

d 6 (d− 1)22/(d−1)−2ε2n
2
2

6 (d− 1)π222/(d−1)−3et don
 l'ordre est bien optimal. En fait, on peut 
onstater que 
e pro
édé
onstruit le même polytope que la méthode dire
te présentée en 4.2.1. De plusla même borne d'erreur apparaît, même si 
elle-
i est supérieure à la réalité.L'utilisation de dé
ompositions de normes rend par 
ontre le pro
édé plus simpleà étudier et plus générique, 
omme nous le verrons plus loin. 105



4.3. Constru
tion de dé
ompositions appro
hées de normesMéthode 2 En dehors de 
ette démar
he naïve, une autre possibilité naturelleest de 
her
her à minimiser autant que possible le nombre de produits 
artésienspar R1. On pro
ède alors ainsi
{

R2d+1 = R2d × R1

R2d+2 = R2d × R2Par exemple, on é
rira
R6 = R2 × R4 = R2 × (R2 × R2) .Ainsi {

l2d+1
2 = ld2 ⊗l22

l12

l2d+2
2 = ld2 ⊗l22

l22On obtient alors une 
onstru
tion dans laquelle les produits 
artésiens par l1psont moins fréquents.
{
n2d+1 = n2dn2/2

n2d+2 = n2dn
2
2/2

pour d > 1d'où {
n2d = n2d−1

2 /2d−1

n2d+1 = n2d
2 /2

det don

nd = 2−⌈(d−1)/2⌉nd−1

2 .Par 
omparaison ave
 la méthode pré
édente, on a par exemple n6 = n5
2/8 aulieu de n6 = n5

2/16.Si le nombre de sommets est don
 plus élevé, on peut 
ependant espérer quel'erreur εd soit plus faible. Si on utilise le théorème 3.4.13.
{
ε2d+1 = ε2 + max{ε2d, ε1} = ε2 + ε2d

ε2d+2 = ε2 + max{ε2d, ε2} = ε2 + ε2det don

εd = ⌈d/2⌉ε2 ,
e qui, pour un même polygone initial 
orrespond don
 à une erreur asympto-tiquement deux fois moindre que pour la première méthode.Pour évaluer l'e�
a
ité, on utilise la majoration :

εdn
2
d−1

d 6 ⌈d/2⌉2
2⌊(d−1)/2⌋

d−1 ε2n
2
2

6 ⌈d/2⌉π22
2⌊(d−1)/2⌋

d−1
−1

6 ⌈d/2⌉π22
1
d−1On 
onstate 
ependant que 
ette méthode est moins e�
a
e que la méthode 1.Asymptotiquement (pour d grand), sa qualité est même quatre fois plus faible.106



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexesMéthode 3 L'idée est i
i d'établir des produits 
artésiens de deux approxi-mations de même erreur. Pour 
e
i, il faut é
rire Rd 
omme un produit 
artésienéquilibré (autrement dit é
rire Rd 
omme produit 
artésien de deux espa
es dedimensions aussi pro
hes que possibles), et itérer jusqu'à aboutir à une série deproduits d'espa
es 
onnus (en fait, R1 et R2). Par exemple, on é
rira
R6 = R3 × R3 = (R2 × R1) × (R2 × R1) .De manière générale, on é
rit l'espa
e 
ourant sous la forme

Rd = R⌊d/2⌋ × R⌈d/2⌉ .Ainsi {
l2d2 = ld2 ⊗l22

ld2

l2d+1
2 = ld2 ⊗l22

ld+1
2et par 
onséquent n3 = n2

2/2 et
nd = n2

⌊d/2⌋n⌈d/2⌉n2/2 pour d > 3 .Un 
al
ul fastidieux nous amène à
nd 6 nd−1

2 /2⌈d/2⌉ .De même, l'expression dé�nissant l'erreur d'approximation
εd = ε⌈d/2⌉ + ε2nous 
onduit après simpli�
ation à
εd = ⌈log2 d⌉ε2 .La qualité de 
ette 
onstru
tion est alors donnée par :

εdn
2
d−1

d 6 ⌈log2 d⌉2
2⌈d/2⌉
d−1 ε2n

2
2

6
⌈log2 d⌉π2

2
22⌈d/2⌉/(d−1)

6
⌈log2 d⌉π2

4Cette méthode s'avère don
 bien plus e�
a
e que les pré
édentes lorsque d estgrand. Plus pré
isément, elle est plus performante à partir de d = 4.Nous avons don
 montré :Théorème 4.3.1. Une telle 
onstru
tion par ré
urren
e produit une approxi-mation polytopiale de la norme ld2 de Rd à n sommets, et dont l'erreur εvéri�e :
ε 6 ⌈log2 d⌉2

2⌈d/2⌉
d−1 ε2n

2
2

1

n
2
d−1où ε2 et n2 sont des 
onstantes dépendant de l'initialisation du pro
essus.107



4.3. Constru
tion de dé
ompositions appro
hées de normes4.3.2 Norme ldpNorme lp dans le plan R2On 
her
he à 
onstruire une dé
omposition appro
hée de la norme, i.e. à trouverun é
hantillonnage Sε de S∗
lp
tel que :

∀x ∈ R2, ∃ v ∈ Sε tel que x.v > (1 − ε)lp(x) . (4.3.4)Or le �
er
le� unité peut se paramétrer ainsi :
Slp = {(x1, x2)|xp1 + xp2 = 1}

= {(± cos2/p θ,± sin2/p θ); θ ∈ [0, π/2[}Le paramètre θ sera par la suite toujours dans l'intervalle [0, π/2[. L'intérêt de
ette paramétrisation est que le dual d'un point s'y exprime simplement. Ene�et, si x =

(
cos2/p θ

sin2/p θ

) est un élément de Slp, son dual x∗ est 
ara
térisé par :
{
x∗ ∈ Slq = S∗

lp

x.x∗ = 1Or <(cos2/p θ

sin2/p θ

)
,

(
cos2/q θ

sin2/q θ

)> = (cos θ)2/p+2/q + (sin θ)2/p+2/q

= cos2 θ + sin2 θ

= 1Don
 x∗ =

(
cos2/q θ

sin2/q θ

). Or 
her
her une dé
omposition appro
hée d'une normerevient à asso
ier à 
haque x de la boule unité un élément de la boule unitéduale qui soit pro
he du dual de x. Don
 à élément x =

(
cos2/p θ

sin2/p θ

), il faudralui asso
ier (cos2/q(θ + h)

sin2/q(θ+)

) ave
 h pro
he de 0. Don
 
ette paramétrisation estparti
ulièrement adaptée au problème que nous nous posons.Par ailleurs, en 
onstatant qu'une boule de l2p admet les deux axes du repère
omme axes de symétrie (autrement dit que l2p(±x1,±x2) = l2p(x1, x2)), il est
lair qu'il su�t d'é
hantillonner le quart supérieur droit de Slp pour 
onstruireensuite un é
hantillonnage 
omplet de Slp, et don
 une dé
omposition appro
héede l2p.La 
ondition né
essaire (4.3.4) s'é
rit en un point x du quadrant supérieur droit
cos2/p θ cos2/q η + sin2/p θ sin2/q η > (1 − ε) .108



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexesPosons
f(θ, η) = cos2/p θ cos2/q η + sin2/p θ sin2/q η . (4.3.5)Dé
omposition appro
hée asymptotique Notons h = η − θ.

f(θ, η) =

(
cos θ

cos η

)2/p

cos2 η +

(
sin θ

sin η

)2/p

sin2 η

= (1 + h tan η − h2/2)2/p cos2 η + (1 − h cot η − h2/2)2/p sin2 η + o(h2/p)

= (1 − h2/p) cos2 η + (1 − h2/p) sin2 η + o(h2/p)

= 1 − h2/p+ o(h2/p)Don

f(θ, η) > (1 − ε) ⇐⇒ h2/p+ o(h2/p) 6 (1 − ε) ,
'est-à-dire

(θ − η)2 + o((θ − η)2/p) 6 pε .Ainsi une dé
omposition appro
hée de l2p asymptotiquement optimale peut être
onstruite à partir d'une grille sur [0, 2π] de pas √pε. Cependant, nous n'avonsi
i au
une majoration réelle de l'erreur : pour un nombre donné de sommetsde l'approximation, au
une évaluation de l'erreur d'approximation de l2p n'est
onnue. Nous allons désormais 
her
her à en obtenir une.Dé
omposition appro
hée d'ordre optimal La 
onstru
tion expli
ite d'unpolygone appro
hant de manière optimale (ou du moins d'ordre optimal) laboule unité d'une norme lp est bien plus di�
ile que pour une norme eu
li-dienne. On propose i
i une 
onstru
tion d'ordre non optimal, mais dont l'erreurd'approximation est 
onnue.Proposition 4.3.2. Soient (θi)16i6n ∈ [0, 2π]n une suite 
roissante d'anglestels que θi+1 − θi 6 1+
√

5
2
ε. Alors {(± cos2/p θi,± sin2/p θi)|1 6 i 6 n} est une

ε-approximation de la norme lp.Preuve :Puisque θ > η, alors sin θ > sin η et cos η > cos θ, et don

f(θ, η) > cos2/p+2/q θ + sin2/p+2/q η

> cos2 θ + sin2 η

> cos2(η + h) + sin2 η

> 1 − sin2(h) cos(2η) − sin(2h) sin(2η)/2

> 1 − sinh− sin2(h) 109



4.3. Constru
tion de dé
ompositions appro
hées de normesDon
 une 
ondition su�sante est :
sinh+ sin2(h) 6 ε .En utilisant la symétrie de la situation, supposons que h > 0. Puisque sin(h) 6 h,alors

h+ h2 6 ε =⇒ f(θ, θ + h) > 1 − ε .Il est aisé de véri�er que 
ette 
ondition est réalisée pour
h 6

1 +
√
ε2 + 4

2
ε .En majorant (sans serrer) ε par 1, il vient la 
ondition su�sante :

h 6
1 +

√
5

2
ε .

�L'obtention d'une dé
omposition optimale reste un problème ouvert. Rappelons
ependant que d'après 2.4.11, tout é
hantillonnage régulier d'une paramétrisa-tion �
onvenable� (en fait, à dérivée bornée) du bord d'une boule l2q fournitun polygone approximant d'ordre optimal. Or on sait grâ
e à 3.5.8 que pourla norme induite par 
e polygone, l'erreur d'approximation de la norme lp estidentique. Don
 la di�
ulté n'est pas tant de trouver une dé
omposition d'ordreoptimal que de donner expli
itement une majoration de 
ette erreur d'approxi-mation.Norme lp dans Rd, d > 2De manière évidente, la norme lp peut être obtenue par produit 
artésien. Ene�et, en notant lp(.) 
ette norme,
x1 ∈ Rd1 , x2 ∈ Rd2 , lp(x1, x2) = lp(lp(x1), lp(x2)) .Don
 les raisonnements e�e
tués pour l'approximation de la norme 
anoniquesont également valables i
i, et les résultats restent identiques sur l'approximationde la norme lp dans Rd. En parti
ulier, la méthode 3 vue plus haut s'adapte.Rappelons que l'idée est d'é
rire :

{
R2d+1 = R2d × R1

R2d+2 = R2d × R2De même que pour la norme l2, on obtient une majoration du nombre de som-mets dans Rd :
nd 6 nd−1

2 /2⌈d/2⌉ ,110



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexeset l'erreur d'approximation de la norme :
εd = ⌈log2 d⌉ε2 .La qualité de 
ette dé
omposition appro
hée est donnée par εdn 2

d−1

d . Le pro-blème est i
i que l'initialisation, 
'est-à-dire la dé
omposition de l2p présente desdi�
ultés, 
omme le montre le passage qui lui est 
onsa
ré. Don
 l'initialisationde 
ette méthode peut raisonnablement espérer reposer sur une dé
ompositionappro
hée véri�ant :
ε2 6 α

1

n2
2

.Le terme α étant 
ependant di�
ilement 
al
ulable à priori.Dans 
es 
onditions, la qualité est majorable :
εdn

2
d−1

d 6 α⌈log2 d⌉2
2⌈d/2⌉
d−1

6
α

2
⌈log2 d⌉On peut don
 
onstruire une dé
omposition appro
hée de la norme ldp à partird'une dé
omposition de l2p.4.3.3 Normes eu
lidiennesCes normes sont aussi appelées ellipsoïdales 
ar leur boule unité est un ellipsoïdede Rd. Dans une base bien orientée de l'espa
e une telle norme s'é
rit :

‖x‖2 =
∑

16i6dαi|x|2où les αi sont des réels stri
tement positifs.Autrement dit, à un ellipsoïde est don
 asso
iée une norme donnée par
‖x‖2 = xTAxoù A est une matri
e symétrique dé�nie positive.Or il existe une matri
e L telle que
A = LTL,
ette matri
e pouvant être obtenue par exemple par une dé
omposition de Cho-lesky. Dans 
e 
as,

‖x‖2 = xTLTLx = |Lx|2et don

‖x‖ = |Lx| . 111



4.3. Constru
tion de dé
ompositions appro
hées de normes
Sd−1

S

S∗

S

S∗

Fig. 4.2 � D'une approximation 
anonique à eu
lidienneSi ϕ désigne une norme dé�nie par ϕ(x) = |Lx| = l2(Lx), alors
x ∈ Sϕ ⇐⇒ Lx ∈ Sd−1 .Théorème 4.3.3. Si la norme ϕ̃ asso
iée au 
onvexe B̃∗ réalise une ε-approximation pour la norme 
anonique l2, alors la norme asso
iée au
onvexe LT B̃∗ réalise une ε-approximation pour la norme eu
lidienne ‖.‖dé�nie 
i-dessus.Preuve :La norme appro
hée s'évalue par

ϕ̃(x) = max
ṽ∈LT B̃∗

ṽ.x

= max
v∈B̃∗

LTv.x

= max
v∈B̃∗

v.LxOr par hypothèse,
∀ y ∈ Rd,

|y|
1 + ε

6 ϕ̃(y) = max
v∈B̃∗

v.y 6 |y| ,don

|Lx|
1 + ε

6 ϕ̃(x) 6 |Lx|112



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexes
‖x‖
1 + ε

6 ϕ̃(x) 6 ‖x‖

�On peut de plus 
onstater que si B̃ est un é
hantillonnage de la boule unité 
ano-nique Sd−1, alors LT B̃ est un é
hantillonnage de la boule unité duale. Autrementdit, la transformation de matri
e LT d'un polytope appro
hant la boule 
ano-nique donne un polytope appro
hant la boule eu
lidienne ave
 la même erreur.On peut don
, à partir d'une dé
omposition appro
hée de la norme 
anonique,
onstruire aisément une dé
omposition appro
hée d'une norme eu
lidienne quel-
onque, 
e qui donne le résultat suivant :Théorème 4.3.4. Soit ϕ une norme eu
lidienne et L l'appli
ation linéairetelle que ϕ(x) = |Lx|. Si ϕε est une ε-dé
omposition de l2, de sommets {vi}i∈Ialors la norme ϕ̃ε asso
iée aux sommets {LTvi}i∈I est une ε-dé
ompositionde ϕ.
4.3.4 Normes ldp anisotropesAu paragraphe pré
édent est dé�ni une méthode permettant de transformer une
ε-dé
omposition de la norme ldp en une ε-dé
omposition d'une norme eu
lidiennesur Rd. Ce prin
ipe peut s'étendre aux normes ldp et aux normes anisotropesasso
iées. Tout d'abord, rappelons que si ϕ est une norme lp anisotrope, elles'é
rit dans une 
ertaine base de Rd sous la forme :

ϕ(x) =

(∑

16i6dαi|x|p)1/p

ave
 αi > 0 et p > 1.De même que pré
édemment, il existe une appli
ation linéaire L = Diag(α
1/p
i )telle que ϕ(x) = lp(Lx). Il est ainsi possible de formuler la proposition :Théorème 4.3.5. Soit ϕ une norme ldp anisotrope, et soit L l'appli
ationlinéaire telle que ϕ(x) = lp(Lx). Si ϕε est une ε-dé
omposition de ldp, desommets {vi}i∈I alors la norme ϕ̃ε asso
iée aux sommets {LTvi}i∈I est une

ε-dé
omposition de ϕ.Preuve : 113



4.4. Des dé
ompositions appro
hées aux polytopes approximantsRemarquons que pour tout x ∈ Rd

ϕ̃ε(x) = max
v∈{LT vi}i∈I

v.x

= max
v∈{vi}i∈I

LT v.x

= max
v∈{vi}i∈I

v.Lx

= ϕε(Lx)Or
(1 − ε)lp(Lx) 6 ϕε(Lx) 6 lp(Lx) ,don


(1 − ε)ϕ(x) 6 ϕ̃ε(x) 6 ϕ(x) ,
e qui 
ara
térise le fait que ϕ̃ε est une ε-dé
omposition de la norme ϕ. �

4.4 Des dé
ompositions appro
hées aux polytopesapproximantsPour 
on
lure 
e 
hapitre, nous appliquerons les 
onstru
tions de dé
ompo-sitions appro
hées au problème de l'approximation polytopiales des 
onvexeslisses. Pour 
ela, nous ferons appel au théorème 3.5.10. Grâ
e à 
elui-
i, à 
haquedé
omposition appro
hée est asso
ié un polytope (sa boule duale) qui est uneapproximation pour la distan
e de Hausdor� de la boule duale de la normeinitiale. Au passage, remarquons que les dé
ompositions sont identi�ées à l'en-semble des sommets de leur boule duale, et que si leur manipulation est plussimple que 
elle d'un polytope, les dé
ompositions ne donnent au
une informa-tion sur la 
ombinatoire de leur boule duale.Pour simpli�er, la boule duale unité de la dé
omposition de norme sera notée
Pn.Boule 
anoniquePour 
ette norme l2, le théorème 3.5.1 nous assure que si ϕε est une ε-dé
omposition,alors δH(Bd−1, B∗

ϕε) 6 ε. Des trois méthodes proposées pour 
onstruire une dé-
omposition appro
hée de l2, la troisième est la plus e�
a
e. Celle-
i induitdon
 une approximation polytopiale de Bd−1.Si la dé
omposition de norme est obtenue par la méthode 3, alors
δH(Bd−1, Pn) 6

⌈log2 d⌉π2

4
n
− 2
d−1

d .114



Chapitre 4. Dé
omposition de normes et approximation de 
onvexesSi on 
ompare ave
 la borne obtenue par la méthode naïve, on 
onstate que 
ettedernière méthode est asymptotiquement (par rapport à la dimension) quatre foisplus pré
ise à nombre de sommets égal.EllipsoïdesPour un ellipsoïde E de Rd, en 
ombinant l'approximation de la boule l2 par laméthode 3 ave
 le théorème 4.3.4, nous pouvons 
onstruire une ε-dé
omposition
ϕε à n sommets de la norme ϕ dont il est la boule duale unité. Il su�t pour
ela de 
onnaître la matri
e A telle que

E =
{
x ∈ Rd | xTAx = 1

}
.Cette dé
omposition véri�e :

ε 6
⌈log2 d⌉π2

4
n− 2

d−1 .Pour en déduire la distan
e de Hausdor� entre l'ellipsoïde et l'enveloppe 
onvexedes sommets de la dé
omposition, il su�t d'après 3.5.10 de mesurer
max
u∈Sd−1

ϕ∗(u) .Il est 
lair que 
e nombre vaut 1/a où a est le demi-petit axe de l'ellipsoïde
B∗
ϕ. Autrement dit, 
e nombre est le demi-grand axe de l'ellipsoïde Bϕ. Enappliquant 3.5.10, le polytope Pn véri�e :

δH(E, Pn) 6 a
⌈log2 d⌉π2

4
n− 2

d−1 .Boules lpL'obtention d'une approximation polytopiale d'une boule lp est liée à une dé-
omposition de la norme duale lq. On suppose donnée une ε2-dé
omposition à n2sommets d'ordre optimal de la norme lq dans le plan (voir la se
tion 
onsa
réeà 
e problème) :
∃α > 0 tel que ε2 6 α

1

n2
2

.Il est possible de 
onstruire 
omme vu plus haut une dé
omposition de la norme
lq d'erreur

ε 6
α

2
⌈log2 d⌉n

− 2
d−1

d .Il su�t alors d'appliquer 3.5.11 pour s'aper
evoir que si q 6 2 (i.e. p > 2), alors
δH(Bldp

, Pn) 6
α

2
⌈log2 d⌉n

− 2
d−1

d , 115



4.4. Des dé
ompositions appro
hées aux polytopes approximantset si q > 2 (i.e. p > 2),
δH(Bldp

, Pn) 6 d1/p−1/2α⌈d/2⌉2 1
d−1n

− 2
d−1

d .Ces bornes sont bien meilleures que 
elles obtenue par la 
onstru
tion dire
ted'un polytope ins
rit.En 
on
lusion, le formalisme des dé
ompositions de normes permet de 
onstruirepar ré
urren
e des polytopes appro
hant les boules unité des normes 
onstruitespar produits 
artésiens. En parti
ulier, toutes les boules ldp ainsi que les ellip-soïdes peuvent être ainsi appro
hés, et la distan
e de Hausdor� du polytope à
e 
orps 
onvexe majorée expli
itement.
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Chapitre 5Appli
ations des normesappro
hées en géométriealgorithmique
Pour arriver à la perfe
tion, il faut 
ommen
er par ne pas
omprendre bea
oup de 
hoses. Celui qui saisit trop vite
omprend sans doute mal. Feodor Dostoievski. L'idiot.RésuméDans un premier temps nous présentons quelques résultats expérimen-taux, à savoir la 
omparaison de di�érentes méthodes de 
onstru
tionexpli
ite d'une approximation polyédrique de S2, ainsi que plusieurs mé-thodes d'approximation polygonales des 
onvexes plan. Nous étudionsensuite l'appli
ation des dé
ompositions de normes à deux thèmes 
las-siques de la géométrie algorithmique. Tout d'abord nous utilisons 
etoutil pour étudier des approximations des diagrammes de Voronoï pourune norme quel
onque. En�n, en utilisant le formalisme des plongementspeu déformants, nous montrons que par une dé
omposition appro
héeil est possible de 
al
uler une approximation du diamètre de n pointsdans un 
adre plus général que 
elui de la littérature dédiée à 
e sujet.
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Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmique5.1 Expérimentation : Polyèdre appro
hant la sphèrede R3Le théorème 2.1.2 prouve que pour δH les sphères sont, parmi les 
onvexesde même aire, les plus di�
iles à appro
her asymptotiquement par Pn. On
omparera dans 
ette partie di�érentes 
onstru
tions expli
ites de polyèdresapproximant la sphère pour la métrique de Hausdor�.Pour une appro
he moins expli
ite mais asymptotiquement plus performante,on pourra se reporter à [Hardin and Sloane 1993℄, ainsi qu'à [Dantzer 1986℄. Ene�et, l'approximation de la boule unité de R3 par des polytopes ayant un grandnombre de sommets est généralement orienté vers une appro
he non-expli
ite :les sommets du polytope ins
rit sont souvent obtenus en tant que limite d'unpro
essus dynamique ou 
omme solution d'un problème d'optimisation linéaire.Remarquons également que la majorité des travaux 
on
ernent le problème de�pa
king points on the sphere�, 
'est-à-dire le problème de Tammes, en raisonde ses nombreuses appli
ations de 
e dernier [Sa� and Kuijlaars 1997℄, tandisque nous nous intéressons à un problème de �
overing� à priori non équivalent(voir 2.3). Nous ne nous ins
rivons pas don
 dans 
ette appro
he, mais dansune optique de 
onstru
tion dire
te et déterministe d'un polytope approximant,menant à 
omportement asymptotique pro
he de l'optimal.On notera de manière générale ε (resp. εn) la distan
e de Hausdor� entre laboule unité B3 et son polyèdre approximant (respe
tivement pour n sommets).
5.1.1 Borne OptimaleD'après 2.1.2, et sa
hant que θ2 = 2π

3
√

3
, κ2 = π, l'approximation optimale de S2véri�e :

δH(S2,P i
n) ∼

(
1

3
√

3

∫

S2

√
κdσ

)
1

n
=

4π

3
√

3

1

n
(5.1.1)

5.1.2 Lien entre longueur des arêtes d'un simplexe C etdistan
e de Hausdor�Ce lemme sera exploité par les di�érentes méthodes qui suivent.Supposons que toute fa
e de C est un triangle plan dont les sommets sont sur S2119



5.1. Expérimentation : Polyèdre appro
hant la sphère de R3et dont tous les angles sont aigus. Alors la dé�nition de la distan
e de Hausdor�par les fon
tions support donne immédiatement que δH(C, S2) est la plus grandehauteur des 
alottes sphériques que délimitent les fa
es de C. Cette hauteurpasse par le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit au triangle T , et, si rT est le rayon de
e 
er
le 
ir
ons
rit, la hauteur vaut 1 −
√

1 − r2
T .Or rT = 
�té de T

sin(angle opposé) , don
 1
2
l 6 rT 6

√
3

3
l, où l est la longueur du plus grand
�té de T . Don


ε = sup
T fa
e de C(1 −

√
1 − r2

T

)
6 1 −

√
1 − L2/6où L est la longueur de la plus grande arête de C. Finalement, pour L assezpetit :

ε 6 L2/6 (5.1.2)ave
 égalité si la fa
e où L est atteint est équilatérale.
5.1.3 Proje
tion stéréographiqueCette méthode repose sur la proje
tion de 
entre S le p�le Sud de S2 dessommets d'un pavage du disque unité. On pla
e alors par ré�exion sur (Oxy)les points de l'hémisphère australe de S2. L'enveloppe 
onvexe de 
es pointsdonne un polyèdre ins
rit dans la sphère unité.Dans le 
as présent, on pave le plan ave
 des triangles équilatéraux de 
�té c eton interse
te 
e pavage ave
 le disque unité. Après proje
tion stéréographique,on obtient don
 un polytope ins
rit dans la 
alotte nord de S2 et dont toutes lesfa
es sont presque équilatérales, puisque la proje
tion stéréographique 
onserveles angles.Soit n le nombre de points pla
és dans le disque unité et soit k ∈ N la partieentière du nombre de 
�tés de triangles formant un rayon. Alors la longueur du
�té d'un triangle plan peut être en
adrée par :

1/(k + 1) < c 6 1/kOr
1 + 3k(k + 1) 6 n 6 1 + 3(k + 1)(k + 2) ,d'où
c ∼ 2

3
√

1 − 4(7 − n)/27 − 1
∼
√

3

n
.La longueur maximale d'un 
�té projeté sur S2 est don
 équivalente à 2

√
3
n

arla proje
tion stéréographique dilate les longueurs d'au plus 2 (
ette borne étantatteinte à l'origine).120



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmiqueComme le nombre de points double presque après ré�exion sur (Oxy) (les pointssur l'équateur sont leur propre symétrique), on obtient grâ
e à (5.1.2) :
εn ∼ 2

(
2

√
3

n

)2
1

6

εn ∼ 4
1

n
(5.1.3)Cette expression est i
i optimale puisque les triangles pro
hes du p�le Nordtendent quand c→ 0 vers des triangles équilatéraux.Remarque : La proje
tion verti
ale ne produit pas, à la di�éren
e de la proje
tionstéréographique, un résultat d'ordre asymptotique optimal. En e�et, pour unmaillage identique du disque unité, la longueur maximale des 
�tés du polyèdreins
rit est équivalent à √

2 4
√

3/n, et don
 l'erreur est de
εn ∼ 2

√
3

3

1√
n
.5.1.4 Subdivision 
anonique selon θ,ϕOn se pla
e en 
oordonnées sphériques où θ représente l'angle dans le plan ho-rizontal et ϕ l'angle mesuré verti
alement, et on tra
e une grille de pas π/ksur l'espa
e [−π, π] × [−π/2, π/2] des paramètres de S2. On reporte ensuite lessommets de 
ette grille sur la sphère, avant d'en 
al
uler l'enveloppe 
onvexepour obtenir un polyèdre 
onvexe à fa
es triangulaires iso
èles au p�le et tra-pèzoïdales ailleurs ayant n = 2k(k + 1) + 2 sommets, et

L = 2
√

2 sin(
π

2k
) + o(1/k)pour longueur maximale de diagonale de fa
e.Or pour L → 0, les angles des fa
es tendent vers π/2, don
 le 
entre du 
er
le
ir
ons
rit à une fa
e quel
onque tend vers le milieu de la diagonale de 
ettefa
e. On a :

εn ∼ 1 −
√

1 − (L/2)2 ∼ L2/8 ,or L ∼
√

2π/k et 2k2 ∼ n, don
 :
εn ∼ π2

2

1

n
. (5.1.4)
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5.1. Expérimentation : Polyèdre appro
hant la sphère de R35.1.5 Subdivision optimisée selon θ,ϕLe prin
ipe en est identique à 
elui de la méthode pré
édente, à 
e
i près que lepas de la grille n'est plus 
onstant ; on 
her
he à pla
er sur la sphère unité 2k1méridiens et k2 parallèles de manière optimale. On 
her
he don
 à déterminerles deux fon
tions déformant la grille de pas �xe (1/k1 , 1/k2) :
θk1 : [−1, 1] −→ [−π, π]

ϕk2 : [−1/2, 1/2] −→ [−π/2, π/2]Notons Fi,j la fa
e de sommets
(θk1(i/k1) , ϕk2(j/k2)) ; (θk1((i+ 1)/k1) , ϕk2(j/k2)) ;

(θk1((i+ 1)/k1) , ϕk2((j + 1)/k2)) ; (θk1(i/k1) , ϕk2((j + 1)/k2))Sa diagonale véri�e d'après Pythagore :
[
2 sin

(
1

2

(
ϕk2(

j + 1

k2

) − ϕk2(
j

k2

)

))]2

+

[(
θk1(

i+ 1

k1
) − θk1(

i

k1
)

)
cos

(
ϕk2(

j

k2
)

)]2

∼ Diagonale(Fi,j)Pour que l'erreur d'approximation soit minimale, on veut minimiser le maximumpar rapport à i et j de Diagonale(Fi,j), 
e qui revient à 
her
her θk1 et ϕk2tels que la diagonale soit indépendante de la fa
e 
onsidérée. Un argument desymétrie implique alors que ϕk2 est impaire et que ∀ k1, ∀x ∈ [−1/2, 1/2] :

θk1(x) = πx. Don
 :
4 sin2

(
1

2

(
ϕk2(

j + 1

k2
) − ϕk2(

j

k2
)

))
+
π2

k2
1

cos2

(
ϕk2(

j

k2
)

)
∼ f(k1, k2)

(
ϕk2(

j + 1

k2
) − ϕk2(

j

k2
)

)
− π2

k2
1

sin2

(
ϕk2(

j

k2
)

)
∼ f(k1, k2) −

π2

k2
1En posant x ∈ [0, 1/2] et j = ⌊k2x⌋, alors pour k1, k2 → +∞ et ϕ la limite de

ϕk2 :
ϕ′(x)2 =

k2
2

k2
1

π2 sin2(ϕ(x)) + lim
k1,k2→∞

(
k2

2f(k1, k2) −
k2

2

k2
1

π2

)
. (5.1.5)Supposons désormais que k2

k1

onverge vers une limite α > 0. A 
ette 
onditiontrès naturelle s'ajoutent les 
onditions aux limites de ϕ, 
'est-à-dire que ϕ(0) = 0et ϕ(1/2) = π/2. On en déduit ave
 (5.1.5) que

ϕ′(0)2 = lim
k1,k2→∞

(
k2

2f(k1, k2) − (απ)2
)
,
e qui donne l'équation di�érentielle :

ϕ′(x)2 = α2π2 sin2(ϕ(x)) + ϕ′(0)2 . (5.1.6)122



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmiqueA�n de déterminer la 
onstante α, on 
al
ule l'erreur pour un nombre de points
n ∼ 2k1k2 :

εn ∼ f(k1, k2)/8 ∼ 1

4
(απ2 +

1

α
ϕ′(0)2)

1

n
.Don
 nεn est minimal pour α =

ϕ′(0)

π
. Sa
hant que ϕ est positive, stri
tement
roissante sur [0, 1/2], l'équation di�érentielle (5.1.6) devient alors :

ϕ′ = ϕ′(0)

√
1 + sin2 ϕ ave
 ϕ(0) = 0 et ϕ(1/2) = π/2 (5.1.7)Ave
 pour erreur asso
iée :

εn =
π

4
ϕ′(0)

1

n
. (5.1.8)Résoudre (5.1.7) revient 
ependant à 
al
uler une intégrale elliptique ∫ dϕ√

1+sinϕ
,don
 on ne peut espérer obtenir qu'une solution appro
hée.Pour obtenir 
ette solution appro
hée, on détermine dans un premier tempsun en
adrement de ϕ, avant de 
her
her à pré
iser les valeurs optimales de

ϕ′(0), pour �nalement 
onsidérer une fon
tion de forme préétablie véri�ant 
esparamètres.On majore sin2(ϕ(x)) par ϕ(x)2 dans l'expression (5.1.7) :
ϕ′(x)2

6 ϕ′(0)2(ϕ(x)2 + 1)

∫ t

0

ϕ′(x)√
1 + ϕ(x)2

dx 6 ϕ′(0)d'où
ϕ(t) 6 sh(ϕ′(0)t) . (5.1.9)De même, on majore sin2(ϕ(x)) par 1 dans l'expression (5.1.7) en utilisant que

ϕ′(1) =
√

2ϕ′(0) :
ϕ′(x) 6 ϕ′(0)

√
2

∫ 1/2

t

ϕ′(x) 6 ϕ′(0)
√

2(1/2 − t)d'où
ϕ(t) > π/2 +

√
2ϕ′(0)(t− 1/2) . (5.1.10)Puisque ϕ est stri
tement 
roissante, il est né
essaire pour que ϕ(0) = 0 et

ϕ(1/2) = π/2 que la droite passant par l'origine de pente ϕ′(0) passe "au-dessous" du point (1/2, π/2), et don
 :
ϕ′(0) < π .De même, la droite passant par (1/2, π/2) de pente ϕ′(1) =

√
2ϕ′(0) doit passer"au-dessus" de l'origine :

ϕ′(0) > π/
√

2 . 123



5.1. Expérimentation : Polyèdre appro
hant la sphère de R3On remarquera par ailleurs que dans le 
adre de la subdivision 
anonique, θ(x) =

ϕ(x) = πx, et don
 
ette méthode n'est pas le meilleur `dé
oupage' selon θ, ϕ.Plus pré
isément, il faut que 
ette droite n'interse
te pas la fon
tion majorantedonnée en (5.1.9), et don
 que :
ϕ′(0) > 2.57 .On 
her
he désormais une fon
tion véri�ant (5.1.9) et (5.1.10) sous la forme

ϕ(x) = Axk+Bx ave
 k > 1. Alors B = ϕ′(0). On traduit ensuite les 
onditions
ϕ(1/2) = π/2 et ϕ′(1/2) =

√
2ϕ′(0) pour obtenir :

A

2k−1
+B = π et kA

2k−1
+B =

√
2B

k =

√
2 − 1

π/B − 1
et A = (π − B)2k−1Reste désormais à minimiser l'erreur :

inf
B

sup
x∈[0,1/2]

(
B−1(kAxk−1 +B)2 +B cos2(Axk +B)

)Pour B ≈ 2.8, on obtient le minimum :
εn ≈ 4.216

1

n
.

5.1.6 Subdivision de l'i
osaèdreL'idée est d'ins
rire un i
osaèdre régulier dans la sphère unité, de projeter lemilieu de 
haque arête sur S2, et d'itérer le pro
essus pour 
es arêtes nouvelle-ment 
réées.Dans un premier temps, on 
al
ule le nombre de sommets du polyèdre d'approxi-mation a�n de pouvoir par la suite exprimer l'erreur εn. Notons sk, ak, fk lesnombres de sommets, respe
tivement d'arêtes, de fa
es, à l'étape k. Il apparaîtalors que :
sk+1 = sk + ak et fk+1 = 4fk .En 
ombinant 
ette expression ave
 l'équation d'Euler sk − ak + fk = 2, on a :

sk+1 = 2sk + 4kf0 − 2 .Or l'i
osaèdre véri�e s0 = 12, a0 = 30, f0 = 20, don
 :
sk = 10 × 4k + 2k+1 . (5.1.11)124



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmique
Pour obtenir une évaluation de l'erreur d'approximation, on désire également
al
uler la valeur de l'angle maximal à l'étape k. Pour 
ela, on 
onsidère untriangle (ABC) dont les sommets A,B, et C sont sur S2, et où I, J,K sontles milieux respe
tifs des arêtes [AB], [BC], [AC]. On note I ′, J ′, K ′ les projetésradiaux sur S2 de I, J,K respe
tivement.Pour pouvoir utiliser (5.1.2), il faut que les angles de toutes les fa
es à 
haqueétape soient aigus. On suppose don
 que tous les angles de (ABC) sont aigus,et on rappelle que dans le plan les angles sont égaux 2 à 2 
omme présenté surla �gure 5.1.6. Comme les angles de la forme ÂI ′K ′ véri�ent ÂI ′K ′ 6 ÂIK,il su�t de montrer que les angles de la forme K̂ ′J ′I ′ véri�ent K̂ ′J ′I ′ 6 K̂JI.Puisque les angles de (ABC) sont aigus, le 
entre du 
er
le 
ir
ons
rit à (ABC)est dans (IJK). Don
 la proje
tion radiale `rappro
he' I et K de A, et don


K̂ ′JI ′ < Î ′AK ′ .Or K̂ ′JI ′ > K̂ ′J ′I ′, d'où
K̂ ′J ′I ′ < Î ′AK ′ .Don
 l'angle maximum après subdivision est en A,B ou C. Comme tous lessommets sont de valen
e 6 sauf les sommets de l'i
osaèdre qui sont de valen
e5, et que le maximum des angles est une fon
tion 
roissante de l'étape k, on a :

max {angles des fa
es de la subdivision} < 2π/5Un résultat de [Colin de Verdière and Marin 1990℄ prouve que 
ette subdivisionest optimale pour le 
ritère de la minimisation du plus grand angle des fa
es.On désire ensuite majorer la longueur des 
�tés, et on pose ξ l'angle au 
entre
ξ = ÎOJ = Î ′OJ ′. Alors

cos ξ =
8 −AB2 − BC2 −AC2

8
√

1 − AB2/4
√

1 − BC2/4
.Don


I ′J ′ = 2 sin(ξ/2) =
√

2
√

1 − cosξ

I ′J ′ =
√

2

√
1 − 8 − AB2 − BC2 − AC2

8
√

1 −AB2/4
√

1 − BC2/4Or si L = max{AB,BC,AC},
I ′J ′ 6

L

2
√

1 − L2/4
(5.1.12)125



5.1. Expérimentation : Polyèdre appro
hant la sphère de R3ave
 égalité si le triangle est équilatéral. De même, on obtient
AJ ′ 6

√
2

√
1 −

√
1 − L2/4 . (5.1.13)Don
 si Lk est le maximum des longueurs des 
�tés des triangles de l'i
osaèdresubdivisé à l'étape k, alors

Lk+1 6 max

{
L

2
√

1 − L2/4
,
√

2

√
1 −

√
1 − L2/4

}

Lk+1 6
L

2
√

1 − L2/4Si Lk est atteint sur un triangle équilatéral, alors d'après (5.1.12), Lk+1 aussi, et(5.1.14) est une égalité. Or à l'étape 0 les fa
es sont des triangles équilatéraux,don

Lk+1 =

L

2
√

1 − L2/4
. (5.1.14)Soient αk, βk tels que :

Lk+1 =
1 + αk

2
Lk =

βn
2
Lk .Or il existe λ > 0 tel que βi = (1 − Li/4)−1/2 6 1 + λL2

i , don

αi 6 λL2

i 6 λ
i−1∏

j=0

(
1 + αj

2
)2L2

0 .Or il est visible que (αi)i∈N dé
roît stri
tement vers 0, puisque plus les arêtessont petites, plus Lk+1/Lk est pro
he de 1/2. Don

αi 6 (α0/2)2iλL2

0 .Comme (α0/2)2 < 1, ∑i αi 
onverge. Or ∑i αi ∼
∑

i ln(1 + αi) ∼ ln(
∏

i βi).Don
 ∏i βi 
onverge. En rappelant que Lk = (
∏k−1

i=0 βi)L0/2
k, on obtient par(5.1.2)

εn ∼ (nL2
k/6)

1

n
.Don
, grâ
e à (5.1.11) :

εn ∼ 5
(L0

∏
i βi)

2

3

1

n
≈ 2.92

1

n
. (5.1.15)126



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmique5.1.7 
omparaison des 4 méthodesMéthode Majoration de εnBorne optimale 2.42n−1Proje
tion stéréographique 4n−1Subdivision 
anonique en θ, ϕ 4.93n−1Subdivision optimisée en θ, ϕ 4.22n−1Subdivision de l'i
osaèdre 2.92n−1La méthode de subdivision 
anonique en θ, ϕ 
orrespond à la méthode naïveprésentée au 
hapitre 4 pour appro
her une boule Bd−1. Certes, des quatre mé-thodes proposées, elle obtient le plus mauvais résultat. Mais les autres pro
édéspeuvent di�
ilement se généraliser aux dimensions supérieures. En revan
he,la subdivision de l'i
osaèdre peut par exemple être intégrée dans la méthodede 
onstru
tion d'une dé
omposition de norme vue au 
hapitre pré
édent. Ladé
omposition proposée se ramenait à é
rire Rd en termes de produits 
arté-siens de R1 et R2. La 
onnaissan
e d'une bonne approximation polytopiale de
S2, et don
 d'une bonne approximation de l32 nous permet désormais de 
her-
her à é
rire Rd en termes de produits 
artésiens de R2 et R3, 
e qui permetd'améliorer la qualité de la dé
omposition appro
hée de ld2.Remarque : Tous les polyèdres obtenus par 
es méthodes sont ins
rits dans
S2, alors que 2.1.1 prouve qu'un polyèdre quel
onque peut appro
her la sphèredeux fois mieux asymptotiquement. En fait, si on applique à P ins
rit dans S2,d'erreur ε, une dilatation de rapport λ, on obtient P̄ d'erreur ε̄ = max {λ−1, 1−
λ(1 − ε)}. La nouvelle erreur est don
 minimale pour un rapport d'homothétie
λ = 1 + ε

2−ε et vaut alors
ε̄ =

ε

2 − ε
∼ ε/2 .

5.2 Expérimentation : Polygone appro
hant un
onvexe plan
C désignera l'objet 
onvexe stri
t de 
lasse C 2 que l'on souhaite appro
her ausens de la distan
e de Hausdor� δH par une suite de polygones Pn. On noteraégalement Pn l'ensemble des polyn�mes ins
rits dans C à n sommets. 127



5.2. Expérimentation : Polygone appro
hant un 
onvexe plan5.2.1 Des
ription du problèmeLa première étude poussée de l'approximation des objets 
onvexes plans lissespar des polygones a fait l'objet de l'arti
le [M
Clure and Vitale 1975℄ qui éta-blit les liens entre un polygone de meilleure approximation asymptotique et la
ourbure le long de l'objet 
onvexe.Cher
her un polygone d'approximation peut se présenter sous deux formes :1. Se donner une erreur ε et 
her
her P ∈ P tel que P ait un nombre desommets optimal.2. Se donner un nombre de sommets n et 
her
her P ∈ Pn optimal, au sensoù δH(P,C) est asymptotiquement minimal.Remarque : On ne re
her
he pas les polygones de meilleure approximation, laprésente étude étant axée sur une appro
he asymptotique. Ainsi le polygone Pne sera pas en lui même optimal, au 
ontraire du pro
édé de 
onstru
tion de
P pour n grand ou ε petit. De plus, on se limitera aux pro
essus expli
ites etdéterministes. A 
ontrario, pour n �xé, [Kenderov and Kirov 1993℄ utilisent lapseudo-
onvergen
e d'un système ad ho
 pour déterminer l'initialisation de leuralgorithme de 
onstru
tion d'un algorithme à erreur équilibrée (don
 asympto-tiquement idéal).Ces deux appro
hes sont indépendantes. On pourrait en e�et imaginer, 
onnais-sant n, de 
al
uler l'erreur optimale asso
iée. Mais 
es éléments étant reliés parl'expression

1

8

(∫ θ2

θ1

√
r(θ) dθ

)2

,il est alors né
essaire de 
al
uler l'intégrale de la ra
ine de la 
ourbure le longdu bord de l'objet, 
e qui n'est pas très réaliste. On séparera don
 les deuxproblèmes.Une autre distin
tion s'opère au niveau des données disponibles. Que l'objetsoit dé
rit par une paramétrisation de son bord ou par sa fon
tion support, en
haque point sont dé�nies la position, la tangente, et la 
ourbure. Ainsi pourune fon
tion support s, la 
onnaissan
e de s(θ) et s′(θ) permet de lo
aliser lesommet de C 
orrespondant et sa tangente alors que s(θ) seul ne donne que ladroite tangente. Par 
ontre, dans le 
as d'une paramétrisation γ, 
onnaître γ(t)ne donne pas la tangente, mais la position.Remarque : Si on 
onsidère un objet 
onvexe dé
rit par la fon
tion supportde son bord, la 
onstru
tion à nombre de sommets �xés peut être assimilée auline geometri
 probing. En e�et, 
ette 
onstru
tion repose sur le 
hoix d'unedire
tion θn+1 à partir des valeurs de θi, s(θi), . . . pré
édemment obtenues. Géo-métriquement, 
e pro
essus 
orrespond au 
hoix d'une dire
tion de la normaleà l'objet qui renvoie la droite tangente à C ayant 
ette normale, 
omme le dé-128



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmique
rit [Lindenbaum and Bru
kstein 1994℄. On peut également se représenter quel'on sonde par une droite �arrivant de l'in�ni� selon une dire
tion donnée. Plusré
emment, la thèse [Li 1994℄ a proposé, pour des 
orps 
onvexes dont la 
our-bure minorée, des algorithmes de probing en donnant une relation entre l'erreurd'approximation et le nombre de sondages.5.2.2 Constru
tion à erreur �xéeConstruire un tel polygone repose sur une démar
he simple mais e�
a
e : onpar
ourt le bord de C en insérant un sommet de P de manière à 
e que l'erreursur l'arête 
onstruite avoisine le ε donné. Pour 
ela, il faut néanmoins être
apable d'évaluer la position du sommet suivant.Connaissant la 
ourbure (i.e. s, s′, s′′)Les deux premières méthodes sont une appli
ation dire
te de [M
Clure andVitale 1975℄. Pour un 
onvexe dé
rit par sa fon
tion support, ils ont montréque l'erreur lo
ale d'approximation du segment p(θ1)p(θ2) pour la distan
e deHausdor� s'é
rit :
e(θ1, θ2) ∼

1

8

(∫ θ2

θ1

√
r(θ) dθ

)2 (5.2.1)
∼ 1

8
r(θ1)(θ2 − θ1)

2 (5.2.2)où r(θ1) désigne le rayon de 
ourbure en p(θ1). On en déduit immédiatementun algorithme plaçant θn+1 à partir de θn grâ
e à (5.2.2), et un autre utilisant(5.2.1) dans le même but. Tous deux sont bien sûr asymptotiquement optimaux,mais 
elui reposant sur un 
al
ul d'intégral est inutilisable pour des 
as réels,sans pour autant s'avérer plus performants sur les exemples testés.Connaissant s et s′Méthode de la valeur moyenne Cette méthode est étudiée par [Johnsonand Vogt 1980℄ dans le 
adre de l'approximation pour δS, la métrique di�éren
esymétrique. Nous nous proposons d'évaluer son e�
a
ité pour la distan
e deHausdor�. La méthode est 
ara
térisée par le fait que si pi−1, pi, pi+1 sont troissommets 
onsé
utifs du polygone d'approximation, alors la tangente à C en
pi est parallèle à la droite passant par pi−1, pi+1. Ce
i permet, pi−1 et pi étant
onnus, de 
onstruire le point pi+1On aura tout d'abord besoin du résultat suivant : 129



5.2. Expérimentation : Polygone appro
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n1

ε1

ε2

n2

n3

e1

Fig. 5.1 � Subdivision du polygone ins
ritLemme 5.2.1. On note (pi)i=1,2 le point de C de normale unitaire ni = nθi, et
ri la 
ourbure au point pi, et
. . .(Voir �gure 5.1). En�n, n′

i désignera le ve
teur
nθi+π/2. Si s est de 
lasse C 3, alors
p2 = p1 +

[
r1(θ2 − θ1) +

s1 + s
(3)
1

2
(θ2 − θ1)

2

]
n′

1−
r1
2

(θ2−θ1)2n1 + o((θ2−θ1)2) .Si s est de 
lasse C 2, alors<p2 − p1, n1> = −r1
2

(θ2 − θ1)
2 + o((θ2 − θ1)

2) .Preuve. Le point pi s'é
rit en terme de fon
tion support
pi = sini + s′in

′
i ,d'où la formule de Lagrange à l'ordre 1, en exploitant le fait que n′′

1 = −n1 :
p2 = p1 + (s1 + s′′1)(θ2 − θ1)n

′
1 + o((θ2 − θ1)) .De même à l'ordre 2,

p2 = p1 +

[
(s1 + s′′1)(θ2 − θ1) +

s1 + s
(3)
1

2
(θ2 − θ1)

2

]
n′

1

− s1 + s′′1
2

(θ2 − θ1)
2n1 + o((θ2 − θ1)

2) .Or le rayon de 
ourbure est dé�ni par r = s+s′′, 
e qui aboutit au résultat.Théorème 5.2.2. Soit (Pn)n∈N une suite d'éléments de Pn véri�ant tous lapropriété de la valeur moyenne. Alors Pn est une approximation asymptoti-quement optimale, i.e. pour n→ ∞

δH(C, Pn) ∼ δH(C,Pn) .130



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmiquePreuve. En reprenant les notations de la �gure 5.1, on peut é
rire à l'aide dulemme pré
édent la distan
e e1 sous la forme :
e1 = <p2 − p1, n2>

=
r2
2

(θ2 − θ1)
2 + o((θ2 − θ1)

2)Mais de plus,
e1 = <p2 − p3, n2>

=
r2
2

(θ2 − θ3)
2 + o((θ2 − θ3)

2)Or un résultat de [M
Clure and Vitale 1975℄ prouve que ε1 ∼ r2
8
(θ2 − θ1)

2 et
ε2 ∼ r2

8
(θ2−θ3)2. Don
 l'erreur d'approximation εi est équivalente sur toutes lesfa
es du polygone Pn, 
e qui est une 
ondition su�sante pour que δH(C, Pn) ∼

δH(C,Pn).
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Fig. 5.2 � Comparaison des di�érentes méthodes sur une parabole pour obtenirune erreur donnéeOn remarquera 
ependant au regard de la �gure 5.2 que 
ette méthode ne donnepas de très bons résultats 
omparée à d'autres pro
édés. Nous évoquerons plusen détails 
ette 
omparaison en 5.2.4. 131



5.2. Expérimentation : Polygone appro
hant un 
onvexe plan5.2.3 Constru
tion à nombre de sommets �xésOn part d'un polygone initial arbitrairement 
onstruit. L'in�uen
e de 
e poly-gone n'est 
ependant pas négligeable et sera étudié par la suite.Dans une première étape, on re
her
he la fa
e du polygone d'approximation oùl'erreur est maximale, a�n d'y faire diminuer l'erreur d'approximation. Plusieurspossibilités s'o�rent pour évaluer l'erreur asso
iée à une fa
e :1. En utilisant s uniquement, on ne peut obtenir qu'une majoration grossière.2. En utilisant s et sa dérivée s′, on peut la 
al
uler expli
itement au prixde quelques 
al
uls.3. En utilisant s et la 
ourbure k, on peut en donner aisément une approxi-mation au premier ordre.Une fois 
ette fa
e lo
alisée, on la subdivise don
 a�n que l'erreur d'approxi-mation diminue lo
alement. Se pose alors le problème du 
hoix de 
e nouveausommet. Un premier résultat nous assure que pour un grande variété de te
h-niques d'insertion l'erreur tendra bien vers 0.Le théorème suivant utilisera 
e lemme qui lie l'angle formé par les normales etl'approximation.Lemme 5.2.3. Notons ε la distan
e d'une 
orde au bord du 
onvexe, l la lon-gueur de 
ette 
orde, et ∆Θ l'angle entre les normales aux extrémités de la
orde. Si ∆Θ < π/2, alors
ε 6

l

2
tan

(
∆θ

2

)
.Preuve. Plaçons nous dans le triangle formé par la 
orde et les deux tangentes.Le bord du 
onvexe est bien évidemment à l'intérieur de 
e triangle, et don
sa hauteur est supérieur à ε. Si on note ABC 
e triangle, ave
 BC = l, alors

Â vaut π − θ. Remarquons tout d'abord que pour l et Â �xé, la hauteur estde longeur maximale si ABC est iso
èle en A. Or la hauteur vaut en 
e 
as
l
2

otan(π−∆θ

2
). Don


ε 6
l

2

otan(π − ∆θ

2

)

6
l

2
tan

(
∆θ

2

)

Théorème 5.2.4. Soit Pk ∈ P i
k que l'on identi�e à (θ

(k)
1 , . . . , θ

(k)
k ), la listeordonnée des angles des normales aux sommets. A 
haque sommet, on asso
iel'erreur ε(k)

i = ε(θi, θi+1) sur la fa
e qui suit, et on note imax un indi
e tel que132
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hées et géométrie algorithmique
ε
(k)
imax

= maxi=1...k ε
(k)
i . En�n, soit α : R × R →]0, 1[ une fon
tion 
ontinuetelle que α(., y) et α(x, .) soient 2π-périodiques.A partir d'un polygone Pn, on 
onstruit le polygone Pn+1 de sommets

α(θ
(k)
imax

, θ
(k)
imax+1)θ

(k)
imax

+ (1 − α(θ
(k)
imax

, θ
(k)
imax+1))θ

(k)
imax+1 .Alors

lim
n→∞

δH(Pn, C) = 0 .Preuve. Pour simpli�er, on notera par la suite θ12 pour α(θ
(n)
1 , θ

(n)
2 )).La fon
tion α étant 
ontinue sur [0, 2π]× [0, 2π], elle atteint ses bornes que l'onappellera αm et αM . On a bien sûr 0 < αm 6 αM < 1. Don
 pour le polygone

Pk+1 l'angle maximal entre deux sommets se majore par :
∆θ

(k+1)
M 6 max{αM∆θ

(k)
M , (1 − αn)∆θ

(k)
M }On en déduit immédiatemment que limk→∞ ∆θ

(k)
M = 0. Or le lemme pré
édentinduit que δH(Pn, C) 6 1

2
diam(C) tan

(
∆θ
2

), don
 Pn 
onverge bien vers C.On va désormais s'atta
her à 
omparer plusieurs méthodes 
onvergentes d'ap-proximation. Soit θ12 un point d'insertion asymptotiquement optimale. Ce der-nier véri�e ∫ θ12

θ1

√
r(θ) dθ ∼

∫ θ2

θ12

√
r(θ) dθ . (5.2.3)Les di�érents paragraphes suivants exploiteront 
ette même relation sous di�é-rentes formes pour en tirer des pro
édés de 
onstru
tion d'approximants.Connaissant la 
ourbure

r 
onstant par mor
eaux On 
onsidère 
omme approximation que le rayonde 
ourbure est 
onstant par mor
eaux, ave
 une dis
ontinuité au point 
orres-pondant à θ12. Plus pré
isement, on é
rit r(θ) = r(θ1) + o(θ − θ1) au voisinagede θ1, et r(θ) = r(θ2) + o(θ − θ2) au voisinage de θ2. Alors la 
ondition 5.2.3s'é
rit : ∫ θ12

θ1

√
r(θ1) dθ ∼

∫ θ1

θ12

√
r(θ2) dθ ,et on en déduit aisément que

θ12 =

√
r1θ2 +

√
r2θ1√

r1 +
√
r2

. 133
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Fig. 5.3 � Comparaison des di�érentes méthodes à 
ourbure donnée sur uneellipse pour obtenir un nombre de sommets �xé
r linéaire On 
onsidère 
omme approximation du rayon de 
ourbure que 
elui-
i est linéaire entre θ1 et θ2. I
i, en notant ri = r(θi) et δ = r2−r1

θ2−θ1 le 
oe�
ientdire
teur de r, on a l'expression
r(θ) = r1 + δ(θ − θ1)

= r2 + δ(θ − θ2)Puisqu'on se pla
e au niveau asymptotique, la 
ondition 5.2.3 peut se traduirepar ∫ θ12

θ1

√
r1(1 +

δ(θ − θ1)

2r1
) dθ =

∫ θ1

θ12

√
r2(1 +

δ(θ2 − θ)

2r2
) dθ

⇐⇒ δ(
√
r1 +

√
r2)θ

2
12

+ 2(2
√
r1r2 + 2

√
r2r1 −

√
r1δθ2 −

√
r2δθ1)θ12

+ δ(
√
r1θ

2
2 +

√
r2θ

2
1) − 4

√
r1r2(

√
r1θ1 +

√
r2θ2) (5.2.4)d'où une l'expression de θ12 parti
ulièrement longue, mais néanmoins exploi-table.

√
r linéaire On 
onsidère 
omme approximation du rayon de 
ourbure quesa ra
ine est linéaire entre θ1 et θ2. Autrement dit, on interpole linéairement la134
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Fig. 5.4 � Comparaison des di�érentes méthodes à 
ourbure donnée sur uneparabole pour obtenir un nombre de sommets �xémétrique riemannienne entre 2 points. Alors le rayon de 
ourbure s'é
rit :
r(θ) =

(√
r1 +

√
r1 −

√
r2

θ2 − θ1
(θ − θ1)

)2En notant δ =
√
r2−

√
r1

θ2−θ1 , l'expression 5.2.3 s'é
rit :
δθ2

12 + (
√
r1 +

√
r2 − δ(t1 + t2))θ12 + θ1(δθ1/2 −

√
r1) + θ2(δθ2/2 −√

r2) = 0 ,d'où
θ12 =

√
r2θ1 −

√
r1θ2

(
√
r2 −

√
r1)

−
√

2
√
r1 + r2
2δ

,et en notant
α =

1

2

(
√
r1 +

√
r2)/2 −

√
(r1 + r2)/2√

r2 −
√
r1

,alors on a :
θ12 = αθ1 + (1 − α)θ2 .Connaissant s et s′

r 
onstant On é
rit le rayon de 
ourbure sous la forme r(θ) = r(θ1)+o(θ−θ1).Alors la 
ondition 5.2.3 implique que
θ12 =

θ1 + θ2
2

. 135



5.2. Expérimentation : Polygone appro
hant un 
onvexe planPour 
ette te
hnique de probing, [Lindenbaum and Bru
kstein 1994℄, puis [Ri-
hardson 1997℄ ont établi une majoration de l'erreur δH(Pn, C) en fon
tion de lalongueur du bord de C. Cette borne est bien sûr très éloigné du 
omportementoptimal puisque l'erreur est donnée asymptotiquement par (5.2.1), et que pourle probing du 
er
le, la méthode peut produire des polygones optimaux. Par
ontre elle assure que l'ordre de 
onvergen
e est maximal.
Point réalisant l'erreur Cette méthode a été proposée par [Johnson andVogt 1980℄ pour 
onstruire une approximation au sens de la métrique di�éren
esymétrique δS. Si p1, p2, p3 sont trois points su

essifs de la 
ourbe 
onvexe,le 
ritère 
hoisi est que, p1 et p3 étant �xés, p2 détermine un triangle d'airemaximale parmi tous les triangles de sommets (p1, p2, p) où p ∈ p1p3.Ce point p2 est alors 
ara
térisé par le fait qu'il admet une droite supportparallèle à la droite L(p1, p3). In
idement, 
e point réalise don
 la distan
e deHausdor� sur l'ar
 p1p3, 
e qui en fait un ex
ellent 
andidat pour l'insertiond'un sommet.Sa mise en pratique est relativement aisée puisqu'il su�t de 
al
uler le ve
teurasso
ié à l'arête orientée 
hoisie pour l'insertion du point, de 
al
uler son angle
ξ dans le repère �xe, et de sonder selon la dire
tion ξ − π/2.
5.2.4 Comparaison expérimentaleAu vu des expérimentations (voir �gures 5.3 et 5.4), on 
onstate expérimen-talement que la méthodea naïves, 
'est-à-dire d'insertion du point milieu, etla méthode supposant r 
onstant par mor
eaux (désignée par �
stpm� sur les�gures) sont les plus e�
a
es. En e�et, les 
ourbes représentent l'inverse dela distan
e de Hausdor� en fon
tion du nombre de sommets, et 
es deux mé-thodes présentes les graphes les plus pro
he de l'optimal théorique (désigné par�théorie�). La méthode reposant sur une approximation linéaire de la 
ourbure(désignée par �linéaire� sur les �gures), tout 
omme 
elle proposée par [Johnsonand Vogt 1980℄ (désignée par �arti
le�) ont tendan
e à présenter des pallierspour 
ertains nombre de sommets, et à ne présenter une bonne approximationque pour un nombre de sommets légèrement surpérieur à 
elui de 
es palliers.Ce 
omportement sera abordé au paragraphe suivant. Par ailleurs, les �gures
hoisies i
i illustrent le 
omportement de l'approximation de 
oniques, l'expéri-mentation n'ayant été menée que sur de telles 
ourbes ainsi que des 
ourbes àparamétrisation polynomiale. Dans les deux 
as, le 
omportement est similaire.136



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmique5.2.5 In�uen
e du polygone initialComportement par sautsLa 
onvergen
e asymptotique des polygones 
onstruits vers C est par natureirrégulière. En e�et la distan
e de Hausdor� est dé�nie 
omme le maximum deserreurs lo
ales. Par 
onséquent, si Pn est un polygone d'approximation optimaleque l'on a�ne par l'une des méthodes 
i-dessus, on gardera
δH(Pn, C) = . . . = δH(P2n−1, C)puisque l'erreur est alors équilibrée. Mais δH(P2n, C) < δH(P2n−1, C), le premierterme tendant à valoir le quart du se
ond. Aussi le graphe de l'erreur présentedes dis
ontinuités très marquées. Si l'erreur est initialement équitablement ré-partie, les prin
ipaux sauts sont espa
és selon une progression géométrique deraison 2 qui 
orrespond à la phase de ra�nement de toutes les fa
es pré
édentes.La hauteur de 
es sauts suit asymptotiquement une progression géométrique deraison 4.Par 
ontre, si le polygone Pn que l'on a�ne admet une erreur très irrégulièrementrépartie, alors 
es dis
ontinuités n'apparaitront pas né
essairement en P2n−1. Enfait, le 
omportement de l'erreur est alors di�
ilement prévisible. Il est possibled'aboutir à un polygone Pn+k qui soit par 
ontre optimal et don
 à un graphede l'erreur dis
ontinu. Par 
ontre, il se peut également qu'au
une dis
ontinuitén'apparaisse.

Optimalité du polygone de meilleure approx 
omme polygone initial ?Pour un pro
essus qui a�nerait le polygone Pn de façon optimale et non asymp-totiquement optimale, un polygone initial de meilleure approximation permetde 
onstruire ensuite des polygones Pn2k d'erreur équilibrée. Par exemple, sil'approximation d'un 
er
le est initialisée ave
 un diamètre, on obtiendra despolygones P2k de meilleure approximation.Si le graphe de l'erreur ne présente pas de dis
ontinuité, 
'est que l'algorithmene passe pas par un polygone d'erreur équilibrée. Or 
ette 
ondition est né
es-saire (mais non su�sante) pour obtenir une meilleure approximation. Don
 la�qualité� des polygones 
onstruits est plut�t faible. Au 
ontraire, les sauts 
or-respondent aux polygones d'erreur équilibrée et don
, à priori, à de meilleursrésultats. 137



5.2. Expérimentation : Polygone appro
hant un 
onvexe plan5.2.6 Améliorations possiblesInsertions multiples pour équilibrer l'erreurL'insertion d'un point permet asymptotiquement de diviser l'erreur lo
ale par 4.On se propose d'insérer simultanément m points pour diviser l'erreur lo
ale par
(m+1)2. Pour 
ela on part d'un polygone initial Pk, et à 
haque fa
e on asso
iel'erreur d'approximation. Dans le but d'équilibrer l'erreur, on 
hoisit d'insérer,sur la fa
e d'erreur εmax maximale, m points tel que (m + 1)2 − εmax/εmin soitminimal.Certaines méthodes se prêtent aisément à une insertion multiple, 
omme 
ellesbasées sur une approximation de r (
onstant,. . . ), d'autres 
omme 
elle du pointréalisant l'erreur n'y sont pas adaptées.
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Fig. 5.5 � Comparaison entre une méthode naïve simple et sa variante adapta-tive sur une ellipseCommentaire des �gures 5.5 et 5.6 Les �gures 5.5 et 5.6 
orrespondentaux deux premières méthodes dé
rites i
i (
elle d'insertion du point milieu et
elle supposant r 
onstant par mor
eaux), mais sous leur forme adaptative.Dans 
haque 
as, on a utilisé deux polygones initiaux distin
ts. Les �gures repré-sentent en ordonnée la qualité de l'approximation pour un nombre de sommetsdonné en abs
isse. On observe la nette supériorité des méthodes adaptatives138
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Fig. 5.6 � Comparaison entre une méthode de type 2 et sa variante adaptativesur une ellipsequelque soit le polygone initial.
Adaptation à la dé
omposition en fa
teurs premiersLa méthode habituelle,non adaptative, permet au mieux d'obtenir de bons po-lygones pour N = n2k, voire N = nmk ave
 des insertions multiples. Si l'on
her
he à 
onstruire, par exemple, un polygone à 60 sommets à partir d'unpolygone initial à 2 sommets, on peut envisager d'utiliser la dé
omposition enfa
teurs premiers de 60 pour subdiviser 
haque fa
e en 2 puis 3 puis 5.Cette méthode est plus simple à mettre en pla
e puisqu'elle ne suppose pas de
onnaissan
e de l'erreur sur 
haque fa
e. Elle présente 
ependant deux sérieuxin
onvénients :� Le polygone initial doit être à erreur relativement équilibrée� L'insertion de point doit subdiviser 
haque fa
e en fa
es d'erreurs pro
hesDe telles 
onditions entrainent que le polygone initial doit être pro
he d'unpolygone optimal et ave
 un nombre de sommets d'autant plus élevé que la
ourbure du 
onvexe varie. L'appli
ation de 
ette méthode est don
 déli
ate etine�
a
e. 139



5.3. Dé
omposition de norme et diagramme de Voronoï5.3 Dé
omposition de norme et diagramme deVoronoïNous nous proposons i
i de regarder la transformation subie par un diagrammede Voronoï lors du rempla
ement de la norme par une dé
omposition appro
hée.En dimension supérieure à 2, 
es diagrammes pour des normes polytopiales sontsouvent mieux 
onnus que leurs équivalents pour des normes lisses. Ainsi, [I
kingand Ha 2001℄ présente des résultats sur la 
omplexité de 
es objets en dimension3, et [Boissonnat et al. 1998℄ s'intéresse aux plus grandes dimensions.5.3.1 PréliminairesSa
hant que des livres entiers sont 
onsa
rés au diagrammes de Voronoï, lesurvol rapide qui suit a pour seule prétention de poser les notations, voire derafraî
hir des 
onnaissan
es déjà a
quises. Parmi les nombreux ouvrages quiabordent 
e thème, [Boissonnat and Yvine
 1995; Preparata and Shamos 1985b℄et plus ré
emment [Aurenhammer and Klein 2000℄.L'espa
e Rd est muni d'une norme ϕ quel
onque ave
 pour boule unité Bϕ. Soit
S = {s1, . . . , sn} un ensemble de n points de Rd. Ces points seront appelés sites.Ces points sont supposés en position générale, i.e.Dé�nition 5.3.1. Des sites sont en position générale s'il n'existe pas de pla-
ement de la sphère Sϕ dont l'image passe par d+ 2 sites.On rappelle qu'un pla
ement est la 
omposition d'une homothétie et d'unetranslation. Par exemple, pour la norme l22, 
ette propriété interdit que quatresites soient 
o
y
liques. Cette hypothèse est né
essaire pour éviter les situationsdégénérées pour lesquelles la 
omplexité peut être très élevée, et le diagrammede Voronoï 
hanger de dimension.Dé�nition 5.3.2. Pour 
haque site si de S, on dé�nit sa 
ellule de VoronoïCellϕ(si) 
omme étant l'ensemble des points de Rd qui sont plus pro
hes de sique de tout autre site de S, 
'est à direCellϕ(si) =

{
p ∈ Rd|ϕ(p− si) 6 ϕ(p− sj), ∀ sj ∈ S

}Le diagramme de Voronoï de S pour la distan
e asso
iée à la norme ϕ est ladé
omposition de Rd en 
ellules de Voronoï. Il sera noté Vorϕ(S).Si pour la norme l2 une 
ellule de Voronoï est 
lairement 
onvexe, de manièregénérale, elle est un d-polyèdre étoilé non-
onvexe 
omme on s'en aperçoit surla �gure 5.7. Le diagramme de Voronoï peut être perçu 
omme l'union desfrontières des 
ellules de Voronoï.140
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Fig. 5.7 � Diagramme de Voronoï pour la norme l1Plus pré
isément, pour 1 6 k 6 d+1, 
onsidérons le lieu des points p tels que pest équidistant de k sites et stri
tement plus pro
he de 
es k sites que des n− kautres. Ce lieu est un ensemble de dimension d+1−k, linéaire par mor
eaux. Lediagramme de Voronoï est l'union de 
es ensembles. Pour k = d+ 1, on obtientainsi un ensemble �ni, noté Vϕ, de points appelés sommets du diagramme. Cettedé�nition peut s'exprimer di�éremment :Dé�nition 5.3.3. Soit S un ensemble de sites en position générale. Un pointest dit sommet du diagramme de Voronoï de S s'il est équidistant des d + 1sites les plus pro
hes.Par ailleurs, la 
ondition de position générale implique qu'un sommet ne peutêtre équidistant de d+ 2 sites.La 
omplexité d'un diagramme de Voronoï est le nombre de ses fa
es de toutedimension. Remarquons 
ependant que grâ
e à la 
ondition de position généraledes sites, 
haque sommet de Vorϕ(S) est in
ident à un nombre 
onstant de fa
esde dimension quel
onque (par exemple, d+1 fa
es de dimension d−1). Or toutefa
e de Vorϕ(S) 
ontient au moins un sommet. Il s'ensuit que la 
omplexité d'undiagramme est proportionnelle au nombre de ses sommets. Par la suite, nousimposerons toujours une 
ondition de position générale des sites pour pouvoirborner la 
omplexité en bornant le nombre de sommets de Vorϕ(S).5.3.2 Approximation du diagramme de VoronoïIl est évident que si pour une suite d'approximation de normes ϕε(n) ave

limn→∞ ε(n) = 0, 
haque 
ellule Cellϕε(n)

(si) va 
onverger point par point vers141



5.3. Dé
omposition de norme et diagramme de Voronoï
vi

sj2
sj1

Vorϕ(S)

ei,j1

Fig. 5.8 � Dire
tions d'é
hantillonnage dans R2la 
ellule originale Cellϕ(si). Le diagramme de Voronoï appro
hé Vorϕε(n)
(S)
onverge don
 simplement vers le diagramme initial. Malheureusement, 
ette
onvergen
e pon
tuelle ne su�t pas à assurer la 
onvergen
e 
ombinatoire. Nous
onje
turons 
ependant que 
ette 
onvergen
e 
ombinatoire est réalisée, tout aumoins pour un grand nombre de situations. A défaut de pouvoir prouver 
ette
onje
ture, nous pouvons tout de même établir un lien 
ombinatoire entre lediagramme de Voronoï et 
ertaines de ses approximations.Théorème 5.3.4. Sous les 
onditions pré
édentes, il existe ϕε une dé
om-position appro
hée de la norme ϕ telle que tout sommet de Vorϕ(S) soit unsommet de Vorϕε(S).Preuve :Notons m le nombre de sommets de Vorϕ(S). Puisque les sites sont en positiongénérale, ∀ 1 6 i 6 m, ∃ {j1, . . . , jd+1} ⊂ {1, . . . , n} tel que

{
ϕ(vi − sj1) = · · · = ϕ(vi − sjd+1

)

ϕ(vi − sj) > ϕ(vi − sj1) ∀ j 6∈ {j1, . . . , jd+1}Pour simpli�er les expressions, posons λi = ϕ(vi−sj1) et 
onsidérons les ve
teurs
ei,k =

1

λi
(vi − sjk) .La �gure 5.8 illustre la situation dans R2. Ces ve
teurs forment un ensembled'au plus m(d+ 1) ve
teurs de Sϕ. Or d'après le théorème 3.2.4 
ha
un d'entreeux admet un dual (non-né
essairement unique), 
'est-à-dire un élément e∗i,k de

S∗
ϕ tel que ei,k.e∗i,k = 1. Alors on pose

E =
{
e∗i,k ; 1 6 i 6 m, 1 6 k 6 d+ 1

}
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Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmiqueChoisissons ε > 0 tel que
ε 6 1 − max

16i6m,16k6d+1

λi
ϕ(vi − sj)

. (5.3.1)On 
onstruit ensuite une ε-dé
omposition appro
hée ϕε 
ontenant E. Pour 
ela,il su�t de prendre une ε-dé
omposition appro
hée quel
onque dont l'existen
eest assurée par 3.5.13 et de la 
ompléter par E.Alors ∀x ∈ Rd, (1 − ε)ϕ(x) 6 ϕε(x) 6 ϕ(x). Par 
onséquent, ∀ 1 6 i 6 m,
{
ϕε(vi − sj1) = · · · = ϕε(vi − sjd+1

) = λi

ϕε(vi − sj) > (1 − ε)ϕ(vi − sj) ∀ j 6∈ {j1, . . . , jd+1}Comme la 
ondition (5.3.1) impose que 1
1−ε <

ϕ(vi − sj)

λi
, alors

(1 − ε)ϕ(vi − sj) > λi ,d'où ∀ j 6∈ {j1, . . . , jd+1},
ϕε(vi − sj) > λi .Don
 vi est un sommet de Vorϕε(S), et don
 �nalement

Vϕ ⊂ V ∗
ϕ .

�

5.4 Plongement peu déformantLes plongements peu déformants (low-distortion embeddings) sont d'abord ap-parus pour traiter de problèmes d'optimisation en théorie des graphes. Dansles années 90, ils se sont également imposés 
omme un outil parti
ulièremente�
a
e pour la 
réation et l'étude d'algorithmes portant sur toutes sortes deproblèmes basés sur des espa
es métriques, et où une solution appro
hée s'avèresatisfaisante (
f le tour d'horizon de [Indyk 2001℄). Le domaine où 
ette no-tion a le plus apporté est 
ertainement la rédu
tion de dimension ave
 
ommeexemple marquant les progrès réalisés sur la re
her
he du plus pro
he voisin(N.N.S. Nearest Neighbour Sear
h). Cependant l'utilisation que nous feronsi
i de 
ette notion ne rentre pas dire
tement dans le 
adre de la rédu
tion dedimension.Commençons par dé�nir le plongement peu déformant que nous manipuleronsuniquement entre espa
es normés et non dans le 
adre plus général des espa
esmétriques. 143



5.4. Plongement peu déformantDé�nition 5.4.1 (Plongement peu déformant). On appelle plongementpeu déformant d'espa
es normés une appli
ation f : (Rd, ϕ) → (Rd′ , ϕ′) telleque
1

c
ϕ(x− y) 6 ϕ′ (f(x) − f(y)) 6 ϕ(x− y)où le paramètre c sera appelé distorsion du plongement.Le lien ave
 l'approximation de norme est parti
ulièrement évident : toute ap-proximation de norme peut être vue 
omme un plongement peu déformant.Théorème 5.4.2. Soit ϕε une dé
omposition de la norme ϕ sur Rd. Alorsl'appli
ation

τ : (Rd, ϕ) → (Rd, ϕε)

x 7→ xest un plongement peu déformant de (Rd, ϕ) dans (Rd, ϕε), de distorsion
c = 1

1−ε .Preuve :Il su�t de se ramener à la dé�nition d'une dé
omposition de norme. En e�et,
ϕε véri�e :

∀x ∈ Rd, (1 − ε)ϕ(x) 6 ϕε(x) 6 ϕ(x) .Au regard de la dé�nition 
i-dessus, 
ette expression 
ara
térise un plongementde distortion 1/c = 1 − ε. �Un exemple étudié plus pré
isément dans [Gabow et al. 1984℄ nous permet deplonger l1 dans l∞. On rappelle que ldp est la norme dé�nie sur Rd par ldp(x) =(
|x1|p + · · ·+ |xd|p

)1/p. Considérons désormais l'appli
ation π : Rd → Rd′, ave

d′ = 2d, dé�nie de la manière suivante : soit {ei} = {−1, 1}d l'ensemble dessommets de la boule unité pour ld1, alors pour x ∈ Rd, on pose

π(x) = (x.e1, . . . , x.e2d) .Autrement dit, 
haque 
omposante de π(x) est le produit s
alaire de x ave
 unve
teur de {−1, 1}d. Il est visible que π est linéaire, mais sa propriété essen-tielle est que π est un plongement peu déformant de (Rd, l1) dans (R2d, l∞) dedistorsion nulle. Ce résultat se généralise pour une norme polytopiale.Lemme 5.4.3. Soit Rd muni d'une norme polytopiale ϕ. Soient v∗1, . . . , v∗k lessommets de la boule duale.
π : (Rd, ϕ) → (Rk, ‖.‖∞)

π(x) 7→ (x.v∗1, . . . , x.v
∗
k)144



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmiqueest un plongement non déformant, 
'est-à-dire de distorsion nulle.Preuve :Soit x, y ∈ Rd, montrons que ‖π(x) − π(y)‖∞ = ϕ(x− y). Par linéarité, π(x) −
π(y) = π(x − y). Don
 il su�t de prouver que ‖π(x)‖∞ = ϕ(x). Pour 
ela, onse ramène à la dé�nition d'une norme par sa boule duale vue en 3.2.10 :

ϕ(x) = max
v∈B∗

ϕ

x.v .Comme ‖π(x)‖∞ = max{x.v∗1, . . . , x.v∗1}, il vient alors immédiatement que
‖π(x)‖∞ 6 ϕ(x). En�n, puisque B∗

ϕ est un 
orps 
onvexe, maxv∈B∗
ϕ
x.v ne peutêtre réalisé qu'en un des sommets de B∗

ϕ, et don
 ‖π(x)‖∞ > ϕ(x). �Ce résultat permet alors de 
onstruire aisément des plongements dans l∞ en
omposant l'approximation de norme τ ave
 
e plongement π. Le théorème sui-vant est ainsi une 
ombinaison immédiate de 
e lemme et du résultat pré
édent.Théorème 5.4.4. Soit ϕε une approximation de la norme ϕ sur Rd et
v∗1, . . . , v

∗
k les sommets de la boule duale B∗

ϕε. Alors l'appli
ation f = π ◦ τ

f : (Rd, ϕ) → (Rk, ‖.‖∞)

f(x) 7→ (x.v∗1, . . . , x.v
∗
k)est un plongement peu déformant de (Rd, ϕ) dans (R2d , l∞), de distorsion

c = 1
1−ε .On peut en déduire que pour toute distorsion, tout espa
e normé peut êtreplongé dans ld′∞.Théorème 5.4.5. Soit (Rd, ϕ) un espa
e normé et ε > 0. Alors il existe unplongement peu déformant de distorsion c = 1

1−ε de (Rd, ϕ) dans (Rd′ , ld
′

∞)ave
 pour ε→ 0 :
d′ = O(1/ε

d−1
2 ) .Preuve :C'est une simple 
onséquen
e du résultat pré
édent et de la borne sur la 
om-plexité de l'approximation des normes de 3.5.14. �

5.5 Diamètre appro
héIl est à noter que la dé
omposition de norme peut s'appliquer à bien d'autresproblèmes géométriques tels que les 
al
uls appro
hés de largeur, de 
ylindre145



5.5. Diamètre appro
héenglobant, et
. Nous avons don
 
hoisi le 
al
ul du diamètre 
omme le plusemblématique.Le problème du diamètre est d'énon
é parmi les plus simples de la GéométrieAlgorithmique :Étant donné un ensemble �ni A de points de (Rd, ϕ), 
al
uler ladistan
e maximale pour ϕ entre deux points de A.Il est prouvé depuis plus d'une dé
ennie [Preparata and Shamos 1985a℄ que 
e
al
ul né
essite Ω(n log n) opérations. L'algorithme naïf qui 
onsiste à 
omparerles distan
es entre toutes les paires de points n'est don
 pas satisfaisant. En di-mension 2, il est aisé de résoudre 
e problème en temps O(n logn), 
e qui est op-timal. En dimension 3, l'optimalité est beau
oup plus di�
ile à atteindre, mais[Ramos 2000℄ a �nalement proposé un algorithme 3D en O(n logn). Cependant,il est à noter que la méthode proposée repose sur des objets parti
ulièrement
omplexes à manipuler et n'a à 
e jour pas été implémentée.Dans un pareil 
ontexte, il est naturel que la re
her
he d'une solution appro
héepour le 
al
ul du diamètre ait fait l'objet de nombreux travaux ré
emment[Agarwal et al. 1992; Malandain and Boissonnat 2002; Barequet and Har-Peled2001; Har-Peled 2001; Chan 2002℄. Ce problème peut s'énon
er de la manièresuivante :Étant donné un ensemble �ni A de points de (Rd, ϕ) de diamètre
∆(A), et soit ε > 0 donné, trouver ∆̃(A) tel que

1

1 + ε
∆(A) 6 ∆̃(A) 6 ∆(A) .Deux pro
édés sont souvent à la base des di�érents algorithmes proposés, ave
de nombreuses variantes et 
ombinaisons :Proje
tion sur une grille : On dé
ompose la boîte englobante de A en ⌈1/ε⌉dboîtes semblables, on �nettoie� 
ette grille pour n'en garder que 
ertaines
ellules, puis on 
al
ule le diamètre de 
et ensemble de 
ellules.Le temps d'exé
ution pour l'appli
ation naïve de 
e genre d'algorithme estde O(n+ 1

ε2(d−1) ).Proje
tion selon 
ertaines dire
tions : On 
hoisit des dire
tions de sorte que lasphère Sd−1 soit re
ouverte par des 
alottes de rayon √
2ε 
entrées sur 
esdire
tions. On projette alors orthogonalement l'ensemble A sur les di�érentesdroites ainsi déterminées. Il ne reste ensuite qu'à prendre le maximum desdiamètres de 
es ensembles de dimension 1.Le temps d'exé
ution pour l'appli
ation naïve de 
e genre d'algorithme estde O( n

ε(d−1)/2 ).L'appro
he que nous proposons s'ins
rit dans 
e dernier 
as. Elle ne propose pasd'amélioration pratique quant à la rapidité de 
ette te
hnique. Son intérêt est,grâ
e aux outils que nous avons pré
édemment introduits, de pouvoir traiter du
al
ul du diamètre en dimension quel
onque et dans des espa
es munis d'une146



Chapitre 5. Normes appro
hées et géométrie algorithmiquenorme quel
onque. En e�et, le diamètre exa
t pour une norme appro
hée estégalement un diamètre appro
hé pour la norme initiale. Cette formulation nouspermet don
 de transformer le problème de 
al
ul appro
hé d'un diamètre en :Étant donné un ensemble �ni A de points de Rd de diamètre ∆(A),ainsi que ε > 0, posons ε′ = ε
1+ε

. Un prétraitement permet de
onstruire ϕε′, une ε′-approximation polytopiale de la norme ave
pour nombre de sommets k = O
(

1
ε2(d−1)

). Cal
uler alors le diamètrede A pour ϕε′.Plongement dans ld′∞ Ce pro
édé a été utilisé par [Agarwal et al. 1992℄ pourappro
her le diamètre dans ld1 et ld2. Nous nous proposons i
i de nous pla
er dansun espa
e normé (Rd, ϕ) quel
onque. Toute approximation de norme induit unplongement peu déformant dans l∞ d'après le théorème 5.4.4. Il reste à e�e
tuerle 
al
ul d'un diamètre dans ld′∞, 
e qui s'avère extrêmement aisé.Théorème 5.5.1. Soit ϕ une norme de 
lasse C 2 et soit ϕε′ une approxima-tion polytopiale de la norme ϕ sur Rd ave
 ε′ = ε
1+ε

, et soient v∗1, . . . , v∗k lessommets de la boule duale B∗
ϕε′

. Alors un diamètre appro
hé peut être 
al
uléen O(ndk).Preuve :On 
her
he à 
al
uler ∆ϕε′
(A) le diamètre pour ϕε′ de l'ensemble A. Notons πle plongement non déformant dé�ni en 5.4.3. Il nous permet de rempla
er ϕεpar lk∞ en un temps O(ndk).

∆ϕε′
(A) = max

x,y∈A
ϕε′(x− y)

= max
x,y∈A

lk∞(π(x) − π(y)) (en appliquant π)

= max
x,y∈A

max
16i6k |π(x)i − π(y)i|

= max
x,y∈A

(
max
16i6k π(x)i − min

16i6k π(y)i

)Don
 le diamètre dans lk∞ se 
al
ule en O(nk), 
e qui donne un temps de 
al
ultotal de O(ndk). �Il est à remarquer que puisque 
ette méthode appelée Proje
tion selon 
ertainesdire
tions repose impli
itement sur un é
hantillonnage de la boule duale, sone�
a
ité est indisso
iable de 
elle de la dé
omposition de norme.Sa
hant ave
 3.5.14 que le nombre de sommets d'une approximation polytopialede la norme est en O ( 1
ε(d−1)/2

), on en déduit immédiatement une borne pour lesnormes quel
onques, même non-lisses : 147



5.5. Diamètre appro
héCorollaire 5.5.2. Soit A un ensemble �ni de points de (Rd, ϕ) et ε > 0. Siune approximation de la norme ϕ est 
onnue, un diamètre appro
hé peut être
al
ulé en temps O ( n
ε(d−1)/2

).La 
onstru
tion de dé
ompositions appro
hées vue au 
hapitre pré
édent permetainsi de proposer un algorithme de 
al
ul du diamètre appro
hé, pour une norme
lp, d'un ensemble �ni de points de Rd en temps O ( n

ε(d−1)/2

). Par ailleurs, il està souligner que notre appro
he est non seulement plus générale, mais aussi
omplète. En�n, rappelons que la dé
omposition de norme permet 
ertes deproposer un 
al
ul appro
hé du diamètre, mais que le même pro
édé peut êtreappliqué à d'autres problèmes similaires tels que enveloppe 
onvexe, largeur,plus petit 
ylindre englobant, anneau de largeur minimale, et
.
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Perspe
tives
Pour lui, la s
ien
e est un sport ; résoudre un problème,
omprendre un phénomène revient à établir un re
ordsportif. L'essentiel étant de ne pas se faire doubler.Vassili Grossman. Vie et destin.Comme souvent, le 
hemin par
ouru paraît in�me devant l'immensité despossibles. Pour prolonger 
ette thèse, nous envisageons plusieurs voies. Toutd'abord, l'in
apa
ité à donner une dé
omposition appro
hée optimale d'uneboule lp dans le plan est parti
ulièrement frustrante. Non seulement, le pro-blème paraît a

essible au premier abord, mais de plus la 
onstru
tion de dé-
ompositions appro
hées en dimensions supérieures repose sur la qualité de 
etteinitialisation dans le plan. Même si de nombreuses di�
ultés te
hniques sontprésentes, à terme elles devraient pouvoir être surmontées.Une deuxième dire
tion pour un prolongement dire
t serait une implémen-tation de la dé
omposition de di�érentes normes en dimension d. Le 
hapitre4 fournit les 
onstru
tions né
essaires, et il serait ainsi possible d'établir unebibliothèque logi
ielle proposant toute une gamme de 
al
uls appro
hés pour lagéométrie algorithmique. En e�et, une fois la dé
omposition appro
hée 
onnue,l'implémentation de fon
tions évaluant le diamètre, l'enveloppe 
onvexe, le 
y-lindre minimal englobant, et
. ne présente guère de di�
ulté.Si 
ertaines appli
ations des dé
ompositions de normes ont d'ailleurs étéétudiées aux 
hapitre 5, 
e domaine est loin d'être épuisé. Il serait ainsi intéres-sant de regarder l'utilité de 
et outil pour des problèmes légèrement di�érents,
omme le fameux Nearest Neighbor Sear
h. Plus spé
i�quement, une questionintéressante est de savoir si la 
onvergen
e d'approximations de norme vers unenorme �xée entraîne la 
onvergen
e des diagrammes de Voronoï asso
iés à 
esmétriques. Pour des situations non-dégénérées, la réponse semble positive dansle plan, mais pas en dimension 3. Mais une étude 
omplète de la stabilité 
om-binatoire du graphe de Voronoï pour une faible perturbation de la norme resteà e�e
tuer.En�n, la perspe
tive la plus intéressante est dans la généralisation des dé-149



5.5. Diamètre appro
hé
ompositions de normes aux espa
es grassmanniens. En e�et, une dé
ompositionappro
hée 
orrespond au 
hoix de 
ertaines dire
tions de l'espa
e. Or il est pos-sible de dé
omposer l'espa
e non seulement en droites, mais en espa
es ve
torielsde toute dimension [J. H. Conway and Sloane 1996℄. Les espa
es grassmannienssont justement les ensembles de sous-espa
es ve
toriels d'une dimension �xée.Les appli
ations semblent prometteuses, puisque [Chan 2002℄ a 
onstaté qu'enprojetant des points donnés sur des hyperplans et non sur des droites, le 
al
ulappro
hé du diamètre pour la norme 
anonique était a

éléré. Cette extensiondes dé
ompositions permettrait sans doute de déterminer la dimension optimalepour 
es proje
tions, et 
e pour des normes non né
essairement eu
lidiennes.
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Approximation de convexes par des polytopes
et décomposition approchée de normesRésuméL'approximation des 
onvexes lisses par des polytopes pour la distan
e de Haus-dor� a 
onnu de nombreux résultats théoriques grâ
e à l'apport de la géométrieriemannienne. Nous rappelons 
es résultats portant prin
ipalement sur le 
om-portement asymptotique et montrons leur utilité pour 
ertains 
as pratiques.Puis nous établissons notre résultat prin
ipal, à savoir que 
e problème d'ap-proximation d'un 
onvexe est, en un sens bien pré
is, équivalent à 
elui de l'ap-proximation d'une norme par une autre. Nous établissons ensuite les propriétésd'un produit d'approximations de normes, 
e qui nous permet de 
onstruire parré
urren
e sur la dimension des polytopes appro
hant 
ertains 
onvexes lisses,ainsi que des approximations optimales de normes, en parti
ulier Lp. En�n nousmontrons di�érentes appli
ations à la géométrie algorithmique, en parti
ulier
omment une approximation de norme permet de transformer un algorithme derésolution exa
te en un algorithme de résolution appro
hée mais moins 
oûteux.

Approximation of convex bodies by polytopes
and approximated norm decompositionAbstra
tApproximating smooth 
onvex by polytopes with respe
t to Hausdor� metri
is a �eld where numerous results were re
ently obtained thanks to the rieman-nian geometry. We �rst re
all these results, essentialy fo
used on the asymtoti
behaviour, and show their utility for some spe
ial 
ases. We then prove ourmain result stating that approximating a 
onvex is somewhat equivalent to ap-proximating a norm. We establish several properties of the produ
t of normapproximations, so that we 
an 
onstru
t, by re
urren
e over the dimension,good approximating polytopes for spe
i�
 
onvexes, as well as optimal approxi-mating norms for some norms like the Lp ones. We �nish by showing someappli
ations in the �eld of 
omputational geometry. An approximation of thenorm 
an for instan
e transform an exa
t algorithm into a faster algorithm thatgives an approximate solution.


