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Introduction

A travers I’étude de certains problemes d’analyse fonctionnelle (équations
intégrales, séries de Fourier, probléeme de Sturm-Liouville et, plus généralement,
problemes aux limites dans les équations aux dérivées partielles) est appa-
rue la notion de systeme orthogonal de fonctions. Ces problemes amenent a
considérer des espaces hermitiens constitués de fonctions et a déterminer les
valeurs propres et les fonctions propres de certains endomorphismes de ces
espaces. Dans le cas d'un opérateur hermitien, les sous-espaces propres sont
orthogonaux deux a deux. Le probleme essentiel consiste alors a chercher des
bases hilbertiennes constituées de fonctions propres.

Les polynomes orthogonaux sont un cas simple de systeme orthogonal.

Historiquement, les polynomes orthogonaux scalaires apparaissent comme
un outil pour les fractions continues et sont étudiés par Chebyshev et Stieltjes.
Les polynomes orthogonaux apparaissent aussi en interpolation polynomiale,
en développement en série de fonctions, en calcul approché ou exact d’intégrales
et encore dans I’étude des approximants de Padé scalaires, vectoriels et ma-
triciels et des fractions continues scalaires, vectorielles et matricielles. Ils per-
mettent par exemple d’étudier la convergence de ces différentes quantités. Ils
sont aussi un outil important dans la résolution des systéemes dynamiques de
Toda-Langmuir et les systemes associés de Kac-van Moerbeke et les équations
de Korteweg-deVries.

Les polynomes orthogonaux formels permettent aussi de justifier et démontrer
les algorithmes d’algebre linéaire comme la méthode du Gradient conjugué,
de Lanczos ou encore I'algorithme GMRES.

En lien avec les polynomes orthogonaux, les travaux présentés dans cette
these suivent deux axes de recherche.

D’un co6té, nous nous sommes intéressés aux fractions continues. A par-
tir du cas scalaire, a la fin du vingtieme siecle, se sont développées diverses

généralisations comme le cas vectoriel donné par Parusnikov [60], les fractions



continues généralisées étudiées par De Bruin, Jacobsen et Levrie [25, 50, 53],
les fractions de Thiele et les n-fractions par Levrie et Bultheel [51, 52], les
fractions continues matricielles de matrices carrées étudiées par Aptekarev et
Nikishin[3] et dernierement les fractions continues pour les matrices rectan-
gulaires dans l'article de Van Iseghem et Sorokin [72]. Ces développements
permettent d’effectuer une approximation rationnelle de vecteurs ou de ma-
trices de fonctions ou de caractériser le spectre d’un opérateur. Dans le cas
scalaire, la fraction continue peut étre exprimée comme une composition
d’homographies. Cette décomposition est généralisée dans certains articles
[50].

Cependant, il n’existe pas d’unification de ces différents travaux. Le cha-
pitre 2 traite ainsi du regroupement des différentes expressions scalaires, vec-
torielles ou matricielles des fractions continues sous 1’aspect d’'une décomposition
d’homographies définies dans le cas matriciel général de matrices rectangu-
laires » x s. On retrouve dans ce formalisme les divers cas évoqués plus tot
en posant r = s = 1 pour obtenir le cas scalaire ou r = 1,s > 1 pour le cas
vectoriel.

Cette définition d’homographie matricielle permet dans la deuxieme par-
tie de ce chapitre de démontrer un résultat souvent recherché en analyse
numérique (voir par exemple I'historique présenté par C. Brezinski [22]) et
toujours d’actualité (voir [21]) : Iaccélération de convergence.

Le deuxieme axe de recherche est la résolution du probleme spectral in-
verse de maniere numériquement stable : connaissant les moments associés a
une mesure, est-il possible de déterminer I'opérateur associé ? C’est-a-dire, si
on considere les polynomes orthogonaux relativement a cette mesure, est-
il possible de déterminer la matrice infinie regroupant les coefficients de
récurrence de ces polynomes orthogonaux et ceci de maniere numériquement
stable ?

Dans le cas scalaire, la matrice en question est une matrice a trois dia-
gonales dite de Jacobi. Grace aux divers travaux de Gautschi [32, 33, 34,
35, 36|, on sait que le calcul des coefficients n’est généralement pas stable
numériquement comme il 'indique dans de nombreux exemples [34, Exemples
4.1, 4.3, 4.8]. Ce calcul n’est pas stable avec 'algorithme de Chebyshev qui
utilise les moments ordinaires [ zFdo. Et méme si on travaille avec I'algo-
rithme de Chebyshev modifié qui utilise les moments modifiés [ py(x)do(x)
ou (pg) est une famille de polynomes relativement a une mesure ds, le calcul
peut rester numériquement instable. Dans 'article écrit avec B. Beckermann
a ce sujet [9], nous avons montré que pour envisager une stabilité numérique,

il était nécessaire d’utiliser une mesure ds dont le support était essentiel-



lement semblable a celui de do. Ce résultat a pu étre établi grace aux es-
timations données par Fischer [30] sur le conditionnement de 1’application
non-linéaire qui associe les moments aux coefficients de récurrence.

De méme que nous avons généralisé les fractions continues dans le cas ma-

triciel, il nous a paru naturel de généraliser I’algorithme de Chebyshev modifié
a la détermination de coefficients de récurrence de polynomes vectoriels. On
peut noter qu'une telle généralisation existe dans le cas de polynomes ma-
triciels ([69]) et aussi dans le cas vectoriel ([28]). Cependant, dans ce dernier
cas, il n’est pas fait mention des polynomes de référence. A contrario, nous
avons cherché, au travers d’exemples, des polynomes de référence adaptés
aux polynomes vectoriels étudiés.
Malheureusement, dans le cas vectoriel, il n’existe pas d’estimations simi-
laires a celles de Fischer dans le cas scalaire. Il nous est donc impossible pour
I'instant de démontrer un résultat qui semble visible dans les exemples : les
polynomes doivent posséder le méme comportement asymptotique .

Dans un dernier temps, afin d’appliquer de maniere intéressante, 1’algo-
rithme de Chebyshev modifié, nous nous sommes intéressés aux systemes
dynamiques et plus particulierement au systeme de Toda semi-infini.

Il s’agit de déterminer 1’évolution temporelle d'un systeme semi-infini
de particules alignées sur le semi-axe réel et qui interagissent suivant une
loi exponentielle décroissante en fonction de la distance les séparant. Ces
particules peuvent posséder une vitesse initiale.

En effectuant un changement de variable, on peut décrire ce systeme par
I’évolution temporelle des coefficients d’une matrice de Jacobi semi-infinie
qui est solution d’une équation différentielle. Notre résultat sur ’algorithme
de Chebyshev modifié prend alors tout son sens. En effet, la mesure au temps
t, ds(z,t) associée a la matrice est la mesure au temps initial ds(x,0) mul-

tz (Cela signifie que les polynomes orthogonaux possedent le

tipliée par e~
méme comportement asymptotique et que ’algorithme de Chebyshev mo-
difié devrait étre numériquement stable.

Puisque 'on connait I'évolution temporelle de la mesure, il est possible
de déterminer les coefficients de récurrence des polyndomes orthogonaux en
décomposant la fonction de Weyl associée a cette mesure en fraction continue
[58]. Cependant, on ne cherche que 1’évolution des n premieres particules
c’est-a-dire des n premieres lignes de la matrice semi-infinie.

Pour résoudre ce probleme, nous avons donc décidé de tronquer la ma-
trice initiale a N lignes (N > n) et de travailler avec un systeme fini. I

existe alors diverses méthodes pour déterminer I’évolution des coefficients.



Mais notre approche toute nouvelle nous permet d’utiliser ’algorithme de
Chebyshev modifié, les moments modifiés étant déterminés par la résolution
d’un systeme fini d’équations linéaires. De plus, il nous est surtout possible
d’estimer 'erreur commise sur le calcul des coefficients de récurrence en uti-

lisant a nouveau les estimations données par Fischer.

Le travail présenté se décompose donc en quatre chapitres.

Le premier présente 'aspect théorique nécessaire a la compréhension de
la these. On y définit les polynomes vectoriels matriciellement orthogonaux
et on démontre des résultats sur ces polynomes, similaires aux résultats clas-
siques sur les polynomes scalaires (identité de Christoffel-Darboux, récurrence,
convergence des approximants de Padé, théoreme de Shohat-Favard). Le lec-
teur familiarisé avec ces objets et ces résultats peut s’intéresser immédiatement
a la section 1.4 de ce chapitre, ou I'on propose une nouvelle démonstration
d’un résultat déja donné par Duren [29] sur les opérateurs de Toeplitz bande.

Le chapitre 2 présente les transformations de Mobius ainsi que des ho-
mographies matricielles définies grace au chapitre 1. Cette généralisation re-
groupe les différentes théories existantes comme les cas scalaire, vectoriel
ou matriciel par blocs. Cette définition permet dans la deuxieme partie de
ce chapitre de démontrer un résultat d’accélération de convergence sur les

fractions continues matricielles.

L’objet du chapitre 3 est d’étendre 1’algorithme de Chebyshev modifié aux
polynomes vectoriels. On rappelle I'algorithme dans le cas scalaire avec, en
particulier, des résultats sur le choix des polynémes de référence [9]. Ensuite,
grace aux résultats du chapitre 1 au paragraphe 1.2.3, il est possible de
décrire I'algorithme de Chebyshev vectoriel qui est alors appliqué a quelques

exemples.

Enfin, le chapitre 4 présente une application de ’algorithme de Chebyshev
modifié scalaire pour I’étude temporelle d'un systeme dynamique semi-infini
issu d'un maillage de Toda-Langmuir. On étudie de maniere théorique puis
au travers d’exemples, l'estimation de l'erreur commise sur le calcul des n
premieres lignes de coefficients de récurrence d’une famille de polynomes
pi(z, t) orthogonaux relativement & la mesure e **ds(z, 0). Les polynomes de
référence de 'algorithme de Chebyshev modifié scalaire sont les polynomes
pi(,0).

En utilisant I’aspect physique du probléeme, on pourra représenter I’évolution

de ces particules. Il est intéressant de voir, grace a cette représentation, ’ap-
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parition de "motifs” c¢’est-a-dire de regroupement de deux ou trois particules
qui se décalent vers la droite. Ces motifs ressemblent aux ”solitons” du cas
infini (voir par exemple le tutorial sur le systeme de Toda présenté par G.
Teschl[76]).

On constate, aussi, de nouveau, que les estimations proposées sont parfois
trop pessimistes et qu’il est possible de dépasser les limites données par la
théorie sans trop s’éloigner de la vérité (que l'on peut vérifier par 1'orthogo-

nalité des polynomes en jeu).



CHAPITRE

1

Polynomes matriciellement
orthogonaux

1.1 Introduction

Ce chapitre pourrait posséder trois points de départ :

— La biorthogonalité

— Les approximants de Padé matriciels

— L’opérateur aux différences
Il existe, comme dans le cas scalaire, une interaction entre ces différents as-
pects comme le présente le schéma ci-apres.
Ce diagramme décrit les divers aspects des polynomes matriciellement ortho-
gonaux. Il s’agit en fait de démontrer que ces polynoémes vectoriels orthogo-
naux relativement a une matrice de dimensions r X s de mesures, possedent
les mémes propriétés courantes que les polynomes scalaires.

11
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Christoffel-Darboux

Récurrence
ar-+ s+ 1 termes

Forme bilinéaire
Biorthogonalité

atrice des
moments
Régularité

Opérateur aux
différences

Définition 1.34

Fonction

de Weyl

génératrice Formule (1.9)

Dans ce chapitre, on a choisi de débuter par 1’aspect de la biorthogonalité
en définissant une forme bilinéaire pour des polynomes vectoriels avec le
paragraphe 1.2.1.

Cette forme bilinéaire permet de définir des moments matriciels (§ 1.2.2)
puis une récurrence a r + s + 1 termes (§ 1.2.3), les polynomes scalaires
possédant, eux, une récurrence a 3 termes. Cette récurrence est équivalente
a la donnée de la forme bilinéaire (Théoreme 1.13 de Shohat-Favard).

A partir de ces récurrences ou tous les coefficients sont uniformément
bornés, il est possible de définir un opérateur aux différences sur L£(¢?) (§
1.3.1).

Les récurrences permettent de passer aux fractions continues vectorielles
ou matricielles. Le n-ieme convergent de ces fractions continues est un ap-
proximant de Padé (§ 1.2.5). Dans cette partie du chapitre, nous verrons
quelques cas particuliers comme les approximants simultanés d’Hermite-Padé
qui ont servi, par exemple, dans les démonstrations de transcendance ou d’ir-
rationalité.

Ensuite, grace a la dualité, on peut, comme dans le cas scalaire, démontrer
une identité de Christoffel-Darboux. Ainsi que C. Brezinski I’a démontré dans
[20], il serait possible de démontrer que 'identité de Christoffel-Darboux est
équivalente a la donnée de la récurrence a r + s + 1 termes (voir a ce sujet
71, § 8)).

En repartant des moments matriciels, on définit la fonction génératrice

©(z) (§ 1.2.1). Cette fonction est liée a la fonction de Weyl, décrite par Bere-
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zanskii, que I'on définit a partir de la résolvante de 'opérateur aux différences
(§ 1.3.1). On peut aussi revenir en arriere et créer la forme bilinéaire a partir
de la fonction génératrice (§ 1.2.2).

Ces diverses notions s’imbriquent étroitement dans la notion centrale des
approximants de Padé. On en étudiera la formation a partir de la forme
bilinéaire (§ 1.2.5) ou de la récurrence a r + s + 1 termes et la convergence
vers la fonction génératrice ou la fonction de Weyl en dehors de l'image
numérique (§ 1.3.1).

Ces approximants de Padé permettront, en particulier, de caractériser
I’ensemble résolvant de 'opérateur aux différences.

En utilisant cette caractérisation, on pourra redémontrer, de maniere nou-
velle, un résultat de P. Duren [29] sur le spectre des matrices de Toeplitz
bande.

Il est a signaler que ce chapitre est tres largement inspiré des articles de
B. Beckermann [5] et J. Van Iseghem et V. Sorokin [71] en ce qui concerne les
définitions et les nombreuses propriétés des polynomes vectoriels orthogonaux

et les approximants de Padé matriciels.

1.2 Biorthogonalité

1.2.1 Forme bilinéaire

On se donne une forme bilinéaire < .,. > sur C'*"[z] x C**![z] vérifiant
pour tous P € C"[z] et Q € C**![2], la "relation de structure”

< zP(2),Q(2) >=< P(z), 2Q(z) > (1.1)

Il est, par exemple, possible de choisir une intégration par rapport a une

matrice de mesures dM sur un contour du plan complexe. Pour tout F' €
Cret G € C!

< F(x),G(x) >= /F(:p)dM(x)G(x) (1.2)

v
ou dM est une mesure matricielle c’est-a-dire une matrice de mesures. On
pourrait choisir dM (z) = W (x)dx avec W (z) une matrice de fonctions poids.
On pourrait aussi travailler sur un intervalle de R au lieu d’un contour du
plan complexe.

On définit le degré (diagonal) d’un polynéme vectoriel.

Définition 1.1. Soit Q € C**'[z]. On définit son degré (diagonal) par

ddeg Q :=deg q ot q(x) = (1,z,...,2571).Q(x*).
De maniére similaire, pour P € C**"[2], on pose ddeg P = ddeg PT.
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On peut remarquer que si Q € C¥*![z], alors ddeg(zQ) = ddeg Q + s et
si Q € C*7[z], alors ddeg(2Q) = ddeg Q + r.

Exemple 1.2. Une suite (Q,) d’éléments de C'*?[z] tels que ddeg Q, =

n, Qn = (qin,G2n), posséde les bornes suivantes pour le degré de chaque
composante
n 0 1 2 3 /4 5 6
deg 1 | =0 <0 =1 <1 =2 <2 =3
deg g, | =—00 =0 <0 =1 <1 =2 <2

C’est-a-dire que le degré diagonal de (), tmpose le degré d’une des compo-

santes et une inéqalité pour le degré de l’autre composante.

Grace a la forme bilinéaire, il est possible de définir les polynomes ortho-

gonaux a droite et a gauche.

Définition 1.3. Un polynome vectoriel Q% € C**1[z] de degré ddeg QF < n
sera appelé n-iéme polynome orthogonal a droite si et seulement si <P, Qf> =0
pour tout P € C'*"[z], ddeg P < n.

De la méme maniére, on définirait Q% € C**"[z], n-iéme polynéme orthogo-

nal a gauche.

Exemple 1.4. Sir = s = 1, nous retrouvons le cas scalaire. Sir =1, s > 1,
1l s’agit des polynomes orthogonaux multiples ou des polynémes orthogonauz

simultanés.[2].

1.2.2 Algebre linéaire

En regroupant les polynomes vectoriels sous une forme matricielle avec
P € C"[2] et Q € C***[2], on peut définir une forme bilinéaire de C/*"[2] x

C**k[2] a valeurs dans C/** par

<Py Qrsa> <PiigQuask>
< PQ>= :
< Pjir, Qi1 > <Pjir,Qusk>

ou P, 1., indique la n-ieme ligne de P et ()1 s, la m-ieme colonne de Q.
Si I'on note I, et I, les matrices identité de taille r et s, on peut alors définir
les moments M, par M;, =< I, 2*.I, > que 'on regroupe dans une matrice

infinie, dite Hankel par blocs :

Moy My M,
M My Ms

H=1 v, My M,
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On note H,, ,, la sous matrice supérieure gauche de H a n lignes et m colonnes
et H, = H, .

On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 1.5. Supposons que det H, # 0 alors Q% et QF sont uniques a une

constante multiplicative pres. De plus, ils possedent le degré correct, ¢’est-a-
dire que ddeg Q% = ddeg QF = n.

Démonstration. Les polynomes QX et QF existent d’apres leurs définitions :
il suffit de résoudre un systeme homogene pour déterminer ces polynomes.

Le vecteur a des coefficients du polynome scalaire (1, z, ..., 2°71).Qf(2*) per-
met de déterminer complétement le polynome vectoriel Q2. De plus, ce vec-
teur vérifie H, ,41.a = 0 d’apres la définition du polynéme orthogonal QF.
Comme det H, # 0, le vecteur a est déterminé a une constante multiplica-
tive pres, la derniere composante étant non nulle. On obtient bien I'existence

de QT et son unicité. Le raisonnement est le méme pour QL avec Hyth,o O

Corollaire 1.6. Pour tout n, < Q% QF >=£ 0 si et seulement si pour tout
n, det H, # 0, c’est-a-dire que la matrice H est fortement réquliére.

Démonstration. Démontrons donc la condition suffisante.

On suppose que, pour tout n, < QL QF >+ 0, c’est-a-dire que pour tout n,
QL et QI sont de degré exact n. Si on regroupe les coefficients des polynomes
scalaires (1,2,...,21).Q%(2%) et QL(2").(1,2,...,2"!)! dans des matrices
R et L, celles-ci sont respectivement triangulaires supérieure et inférieure.
Les coefficients diagonaux sont tous non nuls car les polynomes sont de degré
exact.

On effectue le produit LH R. On obtient, grace a la définition des polynomes
vectoriels orthogonaux, une matrice diagonale (< QJL QR >); 1, les coeffi-
cients diagonaux étant non nuls. Les matrices L et R sont inversibles donc

pour tout n, H, est inversible, ce qui complete la démonstration. O

On peut définir la base ”canonique” de l'espace C**![z] par

1 0 2z 22
0 0 0 0

e = : omit = : it = : TR = : e
0 1 0 0

C’est-a~dire que si 'on écrit n sous la forme n = sq + qp, 0 < qo < s, alors
les composantes de nf sont nulles, excepté la composante go + 1 qui est égale

a 29,
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P . -\ : L L
On pourrait définir, de la méme maniere, une base canonique (1y,...,7,,...)

pour les polynomes vectoriels C*"[z].

On supposera désormais que les polynomes vectoriels orthogonaux vérifient
< QE(2),Q%(z) >=1, n=0,... apres renormalisation. A cause de I'ortho-
gonalité des QL et QI I'initialisation de ces récurrences est réalisée selon la
décomposition de H :

LHR=1 (1.3)

Cette décomposition sera utilisée dans le chapitre 3 sur les moments mo-
difiés comme nous le rappellerons dans la remarque 3.9. Comme indiqué
précédemment, la n + 1-eme ligne de L donne les coefficients du polynome
scalaire QL (z") - (1,...,2" ). La n + 1-¢me colonne de R contient les co-
efficients du polynome scalaire (1,...,2°7!) - Q%(z*). A partir des moments

M., on peut définir la série formelle génératrice
+00 ‘
o(z) = 3 Mz (1.4
j=0

Cette série est reliée a la forme bilinéaire de la maniere suivante.

Propriété 1.7. Soient P € C'*"[2] et Q € C**'[z] deux polyndmes vectoriels
et o(z) la série génératrice. Alors on obtient ’égalité

< P,Q >= coef[PoQ, 2 )

Démonstration. 11 suffit de vérifier cette égalité pour les éléments de la base.
Soient donc nk, n = jr +j' et nft, m = ks + k.
<ni(x),ni(z) > = <alnh,a"ny > dapres la définition des bases
= <nil, o’ Imf > dapres la relation (1.1)
njL, < I, a7 > n,?
= TIJL/MHW/?

Si on effectue le produit 1} (2)¢(z)n(2), on obtient 2/ **nLp(z)nf. Le coef-
ficient de ™' dans cette série est donc bien 75 M; .l O

Cette propriété permet le passage de la série génératrice a la forme bi-

linéaire et fournit ainsi la matrice des moments H.

1.2.3 Récurrence a r + s + 1 termes

On définit les numérateurs, polynomes associés aux dénominateurs Q% et

Q-
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Définition 1.8.

PL(z) = <Q£(f€) —Qu(2), IS>

" T —z

Ff@):<LWQﬂw%—Qﬂ@>

r—z

On a les initialisations suivantes

Lemme 1.9. Les dénominateurs vérifient
Vk€{—s,....,—1}, Qk =0 etVk € {-r,...,—1}, QF =0.
tandis que les numérateurs vérifient les €galités suivantes
Vke{0,...,r—1}, Pk =0, Vke{0,...,s =1}, P=0

Démonstration. Les dénominateurs QF, k € {0,...,r — 1} et QF,

{0,...,s — 1} sont déterminés a partir de la décomposition (1.3). Ce sont
des polynomes vectoriels dont les coordonnées ne dépendent pas de z. Ainsi,
lorsque 1’on applique la définition pour obtenir les numérateurs PF et Pf, on
obtient bien la valeur 0. Le choix d’annulation des dénominateurs d’indices

négatifs est habituel. O

Propriété 1.10. Toujours sous l’hypothese de régularité et de normalisation,

ces suites de polynomes vérifient une relation de récurrence a r+s—+1 termes.

n+tr n+r

Qh(2) = Y <2Q0(2),00(2) > Qi 2) = > A.,;Qf(2) n>s
Jj=n—s j=n—s
n+s n+s

Q)= <QH2),2Q8(2) > Qf(2) = > A,,Q n>r
j=n—r j=n-—r

Dans le produit, comme indiqué dans la relation de structure (1.1), la

7 77

variable peut étre déplacée d'un coté a l'autre. Donc les quantités A,
et Aj,,, sont en fait les mémes pour k =n et j =
Les relations restent valables pour tous n > 0, puisque I’'on a choisi d’an-

nuler les dénominateurs d’indices négatifs.

Démonstration. Comme remarqué précédemment,
ddeg 2Q%(2) = ddeg QE(2) +r=n+r.

On décompose donc zQL(z) suivant les polynomes vectoriels QF de degré

inférieur,
n+r

= > 3Q}()
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On forme alors le produit avec les Qf afin d’obtenir la valeur des ;. De
plus, les 3; sont nuls pour j < n —r. En effet, < 2Q}(2),QF(2) >=<
QL(2), fo(z) >= 0 pour j < n —r car 2Q);(z) est de degré diagonal stric-
tement inférieur a n.

Le raisonnement peut étre appliqué de la méme maniere pour obtenir l'autre

récurrence. U

Comme le degré diagonal est exact, les coefficients extrémes des décompositions

sont non nuls. Cela permet donc de définir la matrice A.

Définition 1.11. On notera A, la matrice contenant les coefficients (A, ;).
A est une matrice bande avec r surdiagonales et s sous diagonales, les dia-
gonales extrémes sont constituées d’éléments non nuls.
A ... A
Le bloc de la matrice A, g g , sera noté A ( k_’ SRR )
Ase o Aum oot

Cette matrice A représente I'opérateur aux différences.
On regroupe les polynomes @), et P,, ce qui permet de mettre sous forme

matricielle les relations de récurrence précédentes :

Theoreme 1.12. En posant
Of = (QF,...,QF, ...) et QF .= (Qk,...,QF,.. )"

ﬁ)\ = ( 5’ Tt g—l—)\—l) S CSX)\[Z] et Qﬁ,)\ = (Qﬁa ) Q£+)\_1)t S C)\XT[Z’]

on obtient

zQR(z) = QR(z)A
2QM(z) = AQM(z)

On définit P*, PE, 7357)\ et 7315,,\ de la méme maniére que pour les Q,. On

obtient alors

R L -1 _ DR L Q=N _ ,pr
ZPH(2)+((Q5,(2) 7, Orxeo) = PH(2) A4, 2P (z)+ 0 = AP*(2)
o0OX S
De plus, les degrés diagonaux vérifient
ddeg PnLgn—'r, n =1 et ddeg Pfgn—s, n>=s

Si r = s, on retrouve les polynomes orthogonaux matriciels de A. Sinap
et W. Van Assche [70].
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Démonstration. Les bornes sur les degrés diagonaux se déduisent immédiatement
de la définition des numérateurs.

Il reste a démontrer les relations de récurrence des numérateurs. Grace a la
symétrie, il suffit de démontrer le théoreme pour P~. D’apres les relations de
récurrence du théoréeme 1.12 et la définition de P*, on obtient, de maniere

formelle

APE(2) — 2P (2) = (A—z])<Q (x) =9 <Z),IS>

A

D’apres 'orthogonalité, la derniere quantité obtenue est non nulle pour au
plus les s premieres lignes.

Comme, de plus,
L R L R
[S =< QO,S’ QO,S >=< QO,S? [S > QO,S
on obtient bien la récurrence demandée. O

La donnée d’une forme bilinéaire permet d’obtenir des formules de récurrence
a r+s+1 termes pour les polynomes vectoriels orthogonaux et les polynomes
associés. Il est donc intéressant de savoir si, comme dans le cas scalaire [58,
p.54& sq.], la donnée de récurrence définit Iexistence d’une forme bilinéaire
unique. Ce théoreme, dit de Shohat-Favard, est vérifié dans le cas des po-
lynoémes matriciellement orthogonaux. Nous donnons une version bilinéaire

de ce théoreme tirée de [71, Théoreme 2].

Theoréme 1.13. Si P, = (P),...,P5)" et Q, = (Q;,...,Q") sont deux
suites de polynomes wvectoriels de tailles respectives s et r tels que les s
(resp. r) premiers soient de degré diagonal exact, c’est-a-dire ddeg P; = i
et ddeg Q; = j, vérifiant de plus les récurrences suivantes

s

xP, = Z ik Py, Por=0k>0, Fy,...,Ps_y étant fixés
k=—r

T
1Qn =3 unikQuins Qi =0k >0, Qo,...,Qr 1 élant firés

k=—s
0l Gptsp 7 0 €t ppgr 7 0 pour tousn = 0 alors il existe une forme bilinéaire
< .,.> vérifiant la relation de structure (1.1) telle que

<Qm7Pn >= 5m,n7 n7m>0
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Démonstration. @), étant de degré diagonal exact, on peut I’écrire sur la base
sous la forme Q,, = a,nk + .. ..
Calculons < Q,,, P,, >. En notant n = kr + ko, ko < r, on obtient
L
<Qn, P> = a,<n/, P, >
= o, <wnk P, > dapres la définition de la base
= a, <nk . xP,> dapres la relation de structure (1.1)
= Qplp_rpy < 'r]fhr, P,_,. > d’apres la formule de récurrence
L
= QplprpQn_2rn—r - Aky kotr < Uins Pko >

De plus, on peut exprimer le coefficient «, en fonction des coefficients de

récurrence en comparant les coefficients de téte :

r
xQn - Z a'n,n—l—an-l-k

k=—s
Op = QpntrOntr
Qky = Qkgkotr - - - An—rnQy par une récurrence immédiate

Ce qui nous donne finalement
< Qn, P >=< Qp,, Px, >

Ainsi, si 'on suppose que < @Q,,, P, >= 1 pour n =0,...,r — 1, alors cette
relation est vérifiée pour tout n.

Les conditions initiales sont déterminées a partir des T(r—;rl) valeurs <
nk, nf > 0< 5 <i<r—1,cest-a-dire, de maniere équivalente, a partir des
T(r—;” valeurs < ;, P; >, 0 < j <14 < r—1. Ainsi, savoir que ces valeurs sont
égales au symbole de Kronecker revient a définir une unique forme bilinéaire
< .,.> telle que

vm7n>07 <Qm7pn>:5m,n 0

1.2.4 Dualité et Christoffel-Darboux

Propriété 1.14. Ces polynomes vérifient la formule de Christoffel-Darbouz,
démontrée par B. Beckermann dans [5] et par V. N. Sorokin et J. Van Ise-
ghem dans [71]. Pour n > 0,

Ky = S QF0QHY)

0" ()4 (1ot ) Q) — QI () A (21 OF (y)

r—yY
K,(x,y) est le noyau de Szégo.
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Démonstration. Supposons n = 0. Alors la somme est vide donc elle est nulle

par convention. La seconde partie de I'égalité comporte QES,S et Q_,, qui

sont nuls d’apres l'initialisation. [’égalité est donc vérifiée pour n = 0.
Supposons maintenant n > 1. Notons par E,, la matrice infinie compor-

tant des 1 pour les n premieres composantes de la diagonale et 0 ailleurs.

Alors
n—1
> Qf@)Qily) = QFE,Q"
k=0
B :EQREnQL _ QREnyQL
= p—
B QRAEnQL _ QREnAQL
= p—
_ QXAE, - E,A)Q"
= p—
On examine plus précisément la forme de AE, — F, A.
appa - [ ALES) O ) ( A(Sm) a(ens) )
A% ) Osoxo Osorxn Ososcoc
B Own  —A(757)
C\A(e) e

Supposons ici que n > max(r,s). Comme A est une matrice bande avec r

surdiagonales et s sous-diagonales, on obtient finalement la forme suivante :

O(nfr) X (n—s) O(nfr) X s O(nfr) X7 O(nfr) X 00
Orx(nfs) Orxs —A (Z_éntz:i) 01 o0
n—s,...,n—1
Osx(n—s) A (n,___,nJrS,l) Osxr Osxoo
Ooox(n—s) Osoxs Ocoxr Ooox 0o

En effectuant le calcul matriciel, on obtient bien la formule demandée.

Si 1 < n < max(r,s), certaines des matrices nulles présentes dans la
forme précédente n’existent plus. Cependant, comme les polynomes QF et
" Q’indices négatifs sont nuls, les produits restent valables. En effet, pour
n—s...,n—1 0,....n—1

n<s, A T L =A Y L
(n,...,n+3—1) Qissl¥) <n,...,n+3—1) 0. ()
et
R n,...,n+r—1 R n,...,n+r—1
n<r, _.(r)A = T)A
Qs () (n—'r,...,n—l) Q0n(7) ( 0,...,n—1
O
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En multipliant par (x-y), et en posant y = x, on trouve

Corollaire 1.15. Les polynomes vérifient [’égalité suivante :

of ()4 ( ) 0 nuw-0l 4

n—s,...,n—1 n—r,...,n—1

) Q. (x)=0
(1.5)

n,...,n+s—1 n,....,.n+r—1

Propriété 1.16. Le noyau K,(z,y) est un noyau reproduisant, c’est-a-dire,

pour n = 1,
< K,(z,9),P(y) >= P(x), VP € C™'z], ddeg P<n
< Qy), Kn(y,r) >=Q(z), VQ & C™[z], ddeg Q <n

Démonstration. 1l suffit d’exprimer P ou @ suivant (QF) ou (QF). En utili-

sant ensuite 'orthogonalité, on obtient les égalités de la propriété. O

Remarque 1.17. Dans le cas scalaire, la formule de Christoffel-Darboux se
présente sous la forme suivante :

Poi1(2)Po(y) — Pu(r) Pt (y)
T —y

Z Pu(x)Pe(y) = Anpii
k=0

Y Pia) = Awusr [Pry(2)Pax) = Po(a) Paa ()]

Afin d’étudier simultanément les polynomes matriciellement orthogonaux,

on les regroupe

Définition 1.18.

L Qﬁfss _Pﬁfss R Prlffrr Prlz%s
o=l | e ) B g | of

On donne une propriété présentant la dualité de ces polynomes matriciel-

lemnt orthogonaux. Cette propriété sera utilisée dans ce chapitre au cours de
la démonstration du théoreme 1.44 ainsi que dans la propriété 2.1 du chapitre

2 sur l'accélération de convergence.

Propriété 1.19.
vn>1, BE- M, -B: =1, (1.6)

0. _A<n,...,n+r—1)
n—r,...,n—1

M, =
A(n—s,...,n—l) 0.
n,....,n+s—1

ol
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Les coefficients A,, ; d’indices négatifs sont artificiels et ne servent qu’a

obtenir des formules valables pour n < max(r, s).

Démonstration. Effectuons le produit matriciel, ce qui donne

Vn > 1, Bf - M,, - B£ — T = Tl,l T172
Ty Top

ou

T, - Pf,sA(n_S’”.

,n—l)QL _pR A(n,...,n—l—’r—l)QL

n,...,n+s—1 n—r,...,n—1
—S8,...,n—1 -1
T = _PrljsA e B PT%—SS_'_PHR—TT’A " e P#r
’ ’ n,...,n+s—1 ’ ’ n—r,...,n—1 ’
n—s,....,n—1 n,....,.n+r—1
T2,1 = QgsA Qﬁfss_ngrrA Qﬁr
’ n,...,n+s—1 ’ ’ n—r,...,n—1 ’
—S8,...,n—1 —1
I3, = _QfsA e " Prlz;ss_'_ngrrA " e Pr%r
’ ' n,....,n+s—1 ’ ' n—r,...,n—1 ’

Grace a I'équation (1.5), on obtient T5; = 0.

Examinons T ; et T55 qui se traitent tous les deux de la méme maniere.

On notera I;(x) = I, afin d’indiquer la variable sur laquelle agit la forme

bilinéaire.

T171 (Z) =

r —z

R () — OF (2))A n—s,.n—1 I .
<Ir(l’), (Qn78( ) Qn’S( )) (n,...,n+s—1> Qn—s,s( )>

R r) — Of 5 nyereynAr—1 L (,
— <]r(x)’ (Qnrr(7) = oy (2))4 <n—7",...,n—1) Qi )>

r —z

r —z

< L) O (1) A (17t ) @b u(2) = QL () A (1)) %(z)>

(Puisque T5; = 0)

(d’apres la propriété 1.16 du noyau reproduisant)

On obtient donc T ; = I, et Tho = I;. En appliquant la méme technique, a
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droite et a gauche, on obtient la forme suivante de =77 5(2) :

<[r(u)7 Qn,s<u> - Qn,s(’z) > A (’I’L —S5,..., = 1) <Qns,s(v> - ans,s(zj 7 [s<'U)>

u— 2z n,...,n+s—1 v—z

. <[r(u)7 anr,r<u> - Qnr,r<z)>A (’I’L, Nt = ]-) <Qn,r(v) - Qn,r(’z)’]—s<v>>

u—z n—r,...,n—1 v — 2z

(QI,(w) — QDA (i) (@, (v) — O, (=)
= { I(u),  s(v)

i (QfMWW—QEM@»A(?ﬁﬁf>K%Aw—4%A@)[()
A% (u—2)(v—2) rLalY
En développant, et en utilisant I’équation (1.5) et la formule de Christoffel-Darboux, on obtient
B " Ky(u,v)(u—v) — K,(z,0)(z —v) — K,(u, 2)(u — 2) ,
- {0 (=)o —2) 1))
B " Kp(u,v)(u—z4 2z —v) — K,(z,v)(z —v) — K, (u, 2)(u — z) .
- {0 (=)o~ 2) 1))

_ <<[r(u), K, (u,v) — Kn(u,z)> ,Is(v)> B <L«(U), <Kn(u,v) — K”<Z’U>,[S(v)>>

v—z u—z
IT‘ — -[7“ -[s - IS
L (MO0 ) (g, ML
v—z u—z
Pour obtenir la derniere relation, on a utilisé la propriété 1.16 du noyau
reproduisant.
Finalement BEM,BL =1,.,,. O

Corollaire 1.20. On obtient alors

-1

n—s,...,n—1
OSXT' A ’ 4 1
N,...,n+s—
BB, =M, = =
o -1
_A ( T, , +r ) OTXS
n—r,...,n—1
Démonstration. Pour tout n, la matrice M,, est inversible d’apres la relation
(1.6). 0

Corollaire 1.21. [Initialisation des récurrences/ On a

1
0...r—1
(L \-1
By = | (%) A<_w”_1> Or

Ogscr Qor,
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et .
0 A —s...—1 (QR)—l
By =] " 0...5—1 08
6:7‘ OT’XS

Démonstration. Les quantités P(fs, {;fs, P&T et Qér sont connues a partir
de I'équation (1.3) et le lemme 1.12. On choisit finalement P%, et PL,  afin

que le produit matriciel BEM,BE soit égal & I, et ainsi la relation (1.6)
reste valable méme pour n = 0. O

Les coefficients A,, ; sont tous d’indices négatifs. Cela signifie que 1'on a
prolongé artificiellement les diagonales. Dans le cas des diagonales a coeffi-
cients constants, les coefficients sont completement déterminés.

1.2.5 Approximants de Padé

Comme dans le cas scalaire [58, p. 43,83], on peut considérer le probleme
suivant d’Hermite-Padé a l'infini [11, 12, §2], [71, §2] :
On se donne une matrice F(z) de taille r x s de fonctions

(®)

= /i , .
F@J(Z):sziw i1=1,...,r, j=1,...,s
k=0

chaque fonction étant une série formelle a coefficients complexes. Soient deux
multi-indices m = (my,...,m,) et @ = (nq,...,ns) d'ordre [m| =m; +...+
m, et [I| =ny + ...+ ng tels que |m| = 7| + v.

On cherche donc des polynomes scalaires (), ..., (s non tous nuls de
degré respectivement inférieur a m; — 1,...,my — 1 et tels que, pour des

polynomes Py, ..., P,, les relations suivantes soient satisfaites :

QiFi1+ ... +QFs— P = O(1/zm)
: (L.7)
QlFr,l + ...+ QsFr,s - Pr = O<1/znT+1>

Puisque le probleme consiste a résoudre un systeme linéaire de || équations
a |m| = |n| + v inconnues que sont les coefficients des polynomes Qy, k =
1,..., s, il existe toujours une solution non triviale. Les polynomes P, ..., P,
sont la partie polynomiale des séries formelles Q1Fy1 + ... + QsFr s, k =
1,...,r. Il est évident, qu'en général, la solution n’est pas unique méme a
une multiplication pres par une constante.

On a étudié 'approximant en 'infini, on pourrait 1’étudier en zéro. Dans

ce cas, un algorithme de résolution du probleme est donné dans [12].
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On peut écrire le probleme a résoudre sous une forme matricielle en posant
Q=(Q1,...,Qs) et P=(Py,...,P.)" on obtient

F(2)Q(2) — P(z) = O(1/2""h)

1/2"*1 étant défini par les relations de (1.7).
Le probleme a résoudre est équivalent a la détermination des polynomes
Q=(Q1,...,Q,)" vérifiant les relations d’orthogonalité

< diag(z*,... "), Q(z) >=0, 0< k; <nj—1, j=1...7 (1.8)

Les approximants de Padé sont fortement reliés aux fractions continues.
En effet, en définissant 'inverse d’une matrice rectangulaire quelconque comme
décrit par J. Van Iseghem et V. Sorokin dans [72], on peut créer une frac-
tion continue a coefficients matriciels a partir de [F(z). Le n-iéme convergent,
c’est-a-dire la troncature de la fraction continue infinie est un approximant
de Padé de F(z). On retrouve ainsi le cas scalaire [58, Chapter 2,§4]. Les
coeflicients de la matrice A, c’est-a-dire les coefficients de la récurrence a
r 4+ s+ 1 termes sont ainsi récupérés.

On définit une famille particuliere de multi-indices pour répondre a ce
probleme d’approximation rationnelle d’'une série formelle a coefficients ma-

triciels.

Définition 1.22 ([58, 47, 71]). Soit un multi-indice k = (ki1,...,k,) € Z".
On dit que k est régulier ([47, 71]) ou propre([58]), si

kizke>. ... 2k 2k —1

L’ordre |7| d’'un multi-indice permet de définir de maniére unique un
multi-indice régulier : si |7| = rq+rg, ro < r alors @ = (n;);—1,_, est tel que
n=...=ny=q+letn,=...=n, =q.

Désormais, on considere que les indices des polynomes vectoriels orthogo-
naux sont réguliers. On ne s’intéresse donc qu’aux approximants diagonaux,
c’est-a~dire v = 1.

Dans notre cas, il s’agit de déterminer 'approximant de Padé de la série

génératrice formelle

o(z) = Z < I(x)z* I(z) > 2% = ZMkz_k_l = <Ir(:p), . i xls(x)>

sous la forme PQ~! ou Q7' P.
Sous ’hypothese de régularité, ces approximants de Padé diagonaux existent
[5, Corollaire 6.

Propriété 1.23. La fraction rationnelle a valeurs matricielles Pﬁs(gﬁs)’l =
(QL,)'PL. est un approzimant de Padé diagonal autour de Uinfini de o(z).
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1.2.6 Cas particuliers des approximants de Padé précédents
1.2.6.i Systemes parfaits

Dans le cas général précédent, si on pose r = 1, on obtient les approxi-
mants de Padé de type I, si s = 1, on obtient les approximants de Padé
de type II ou approximants d’Hermite-Padé simultanés. Ces notions de po-
lynémes orthogonaux multiples sont développées dans des articles de W. Van
Assche [79], avec E. Coussement [80], d’A. Aptekarev [2], de V. Kaliaguine
[47, 48] et du livre de E. M. Nikishin et V. N. Sorokin [58]. On donne quelques
définitions sur les polynomes orthogonaux multiples ainsi que certaines ap-
plications de ces polynomes, en particulier en théorie des nombres avec des
démonstrations de transcendance ou d’irrationalité. Ce paragraphe donne
aussi un cadre théorique a deux exemples qui seront traités dans le chapitre
3, lors de I’étude de l'algorithme de Chebyshev modifié vectoriel.

Définition 1.24. On appelle fonction de Markov la quantité définie par

)= [

zZ—XT

é
Propriété 1.25. §i le vecteur f de fonctions est constitué de fonctions de

Markov g g
(/ m(ﬂf)dx’___’/ ,ur(x)dx)
Z—x Z—x

alors le dénominateur commun des approrimants de Padé simultanés est un

polynome orthogonal de type II vérifiant les relations (1.8)

Contrairement aux polynomes orthogonaux habituels, le polynome mul-
tiple orthogonal n’est pas unique, son degré n’est pas exact. Cependant, il
existe deux cas de systemes de mesures pour lesquels on retrouve certaines
propriétés des polynomes orthogonaux habituels.

On considere donc r mesures dyy, ..., du, sur I’axe réel. Le support de chaque
mesure dyu; est un sous-ensemble F;. On considere que la forme bilinéaire as-

sociée peut étre exprimée sous la forme d’une intégrale.

Propriété 1.26 (Systéeme d’Angelesco). Supposons que les supports Fy, .. ., E,
des mesures dyiy, . .., du, sotent des intervalles disjoints. On dit alors que le
systeme de mesures forme un systéeme d’Angelesco.

Le polynome orthogonal multiple Py relativement a ce systeme de mesures
possede exactement n; zéros simples dans E; pour i =1,...,r. De ce fait, il

est unique & une constante multiplicative pres.[2, Théoréme 1]
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Propriété 1.27 (Systeme de Nikishin). Supposons que les supports E, . .., E,
des mesures sotent successivement disjoints B; N B =0, 1=1,...,r —1.

Soit le systeme de mesures définies comme suit
d
</ Mg(l‘z)) iy ()
Fs r — T2
d d
(] . () 2) ..
Ey JEs \¥2 — T3/ T — T2

On dit que le systeme forme un systéme de Nikishin.
Si le multi-indice vérifie n; < nj_1 + 1, 1 = 2,...,r alors le polynome Py
relativement au systéme de Nikishin possede 1| zéros dans l'intérieur de F;.

Et ainsi, de méme que précédemment, il est défini de maniere unique.[2,
Théoréme 2/

Remarque 1.28 (Applications). 1. Les approzimants d’Hermite-Padé

ont permis a Hermite la démonstration de la transcendance de e [58,
p. 129-130].

2. Un systeme particulier de Nikishin construit par V. N. Sorokin permet
de retrouver les nombres d’Apery qui permirent de démontrer l’irratio-
nalité de la fonction ((3) [2, Théoréme 4.

3. Ils seront aussi utilisés pour illustrer le calcul des coefficients de récurrence

dans deux exemples associés aur moments modifiés dans la partie 3.3.

Comme indiqué précédemment, la solution au probléme posé n’est pas
unique. Pour essayer d’obtenir cette unicité, on doit disposer d’indices par-
ticuliers :

Dans le cas des approximants de Padé simultanés

Définition 1.29. Un multi-indice n est normal si tout polynome Q,, possede
le degré exact n = |7

Définition 1.30 ([54, 58]). Si tous les indices sont normauz alors le systéme
de fonctions F est dit parfait.

St les indices réguliers sont tous normaux alors le systeme de fonctions
F est dit faiblement parfait.

C’est-a-dire que 'on retrouve, énoncé différemment, le corollaire 1.6 :
d’un point de vue algébrique, on dirait que la matrice H des moments est
fortement réguliere.
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1.2.6.11 Cas scalaire

Sir = s =1, on obtient le cas scalaire. La matrice regroupant les coeffi-
cients de récurrence porte le nom de matrice de Jacobi. Les valeurs propres
de la matrice de Jacobi sont les zéros du polynome scalaire () qui est le
dénominateur de l'approximant de Padé. Les vecteurs propres de la ma-
trice de Jacobi fournissent les poids de la quadrature de Gauss associée a ce
systeme de polynomes.

Ceci peut se généraliser au cas a r + s + 1 diagonales grace au théoreme
suivant énoncé et démontré dans [5, Theorem 2]

Theoreme 1.31. det Qﬁs est un polynome de degré n . De plus il existe des
vecteurs lignes de polynomes ui,...,u, € C*%[x], des nombres complezes

A1, ..., A et des entiers py, ..., pe tels que

[T — )" = —— det QF ()

const

est le polynome caractéristique de A, et

19 .
%uk(x).ggn(x)\x:Ak, j=0,...,p—1, k=1,...,¢,

sont les wvecteurs propres linéairement indépendants et les vecteurs secon-
daires, a gauche.

On pourrait énoncer le méme théoréme pour Q% avec des vecteurs propres

et vecteurs secondaires a droite. En particulier, on obtient

det Qﬁs = (C.det Qﬁﬂ,

1.3 Analyse fonctionnelle

1.3.1 Opérateur

On rappelle que ’on note ¢? I'ensemble des suites de nombres complexes
de carré sommable :

400
= {(tn)n € C")D " fun|” < 400}

k=0

Cet espace, muni du produit scalaire,

—+00
V(r,y) € Cx L (xly) =) wT
k=0
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est un espace de Hilbert pour la norme induite. Une base orthonormale as-

sociée (eq, €1, ...) est définie par
(i, k) € N2, er; = dp;

ol d; est le symbole de Kronecker.

L’ensemble des applications linéaires continues de % est noté L£(¢?). Cet
ensemble est aussi un espace de Banach pour la norme induite par la norme
de 'espace 2.

On se donne une matrice A semi-infinie possédant r sur-diagonales et

s sous-diagonales. On associe un opérateur a la matrice A de la maniere
suivante [1, § 29],[8, §1],[58, p. 75] :
On peut calculer le produit de cette matrice avec des combinaisons linéaires
finies d’éléments de la base de 2. On peut donc définir un opérateur associé
a la matrice A sur I’ensemble des combinaisons linéaires finies. La fermeture
de cet opérateur définit un opérateur aux différences A. Dans le cas scalaire
r = s =1, symétrique, réel, I'opérateur est dit opérateur de Jacobi.

Ici, on suppose que les coefficients des r + s + 1 diagonales sont uni-
formément bornés. Alors 'opérateur A est défini dans £(¢?) et est lui-méme
borné.

1.3.2 Résolvante

On donne, dans ce paragraphe, des réultats tout-a-fait classiques d’ana-
lyse fonctionnnelle que 1'on peut trouver, par exemple, dans [43, p. 164 et
sq.], [65], [66]. Ceci permet de donner un cadre théorique afin d’introduire,
finalement, la fonction de Weyl dans le cas matriciel général.

En développant cette fonction en fraction continue, comme indiqué dans
le paragraphe précédent sur les approximants de Padé, grace aux techniques
d’inversion de matrice développées par V. Sorokin et J. Van Iseghem dans
[72], il est possible de retrouver les coefficients de la matrice associée a
I'opérateur. La fonction de Weyl peut étre approchée par les approximants de
Padé, troncature de la fraction continue matricielle [81]. On retrouve, ainsi,

les résultats des cas scalaire et vectoriel [58].

Définition 1.32. Soit T € L(¢?*). On appelle ensemble résolvant Q(T), l’en-
semble constitué des valeurs X pour lesquels (\[—T') est inversible dans L((?).
On note o(T') le complémentaire de Q(T') dans C. Cet ensemble est le spectre
de T. o(T) contient les valeurs propres de T.

Q(T) est un ouvert du plan complexe et o(T') est fermé.
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Dans le cas de la matrice de Jacobi, le spectre de l'opérateur est égal au
support de la mesure d’orthogonalité. Ce résultat n’est pas vrai dans le cas
vectoriel [79, & 2.4].

Définition 1.33. L’application A — R(\) = (\[—T)~" de C dans L((?) est

appelée la résolvante de T. La résolvante est analytique sur Q(T).

On donne ensuite la définition de la fonction de Weyl[14]. Cette fonction

permettra de donner une caractérisation de I’ensemble résolvant.

Définition 1.34 (Fonction de Weyl). Soit A un opérateur sur £? représenté
par une matrice A semi-infinie possédant r surdiagonales et s sous-diagonales.
On appelle fonction de Weyl [14], la fonction définie sur Q(A) par

D(2) = (ei, (21 — A)_lej)jzo,m,s—l

1=0,...,r—1

Cette quantité permet de retrouver les données composant la matrice A (voir

par exemple [48], [15]).

Dans le cas d'un opérateur symétrique borné, on sait, grace au théoreme

spectral que la fonction de Weyl peut étre représentée par une fonction de

Markov : 4
O(z) = /RM

z—
la mesure, appelée mesure spectrale de 'opérateur A a pour support le

spectre de celui-ci.

Définition 1.35. On appelle résidus les termes
R = Qi — B

soit, en regroupant,

Rﬁs = ¢Qﬁs —PE ou RE

n,s n—r,r

::¢M2R __7)R

n—r,r n—r,r

pour les polynomes a droite, et
Ry = Qe — Py
soit, en regroupant,
Ry =Qusp = Pur ou Ry = Q0= Py

pour les polynomes a gauche.
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Etant donnés les suites PL, PE, QL et Qf en un z donné, ainsi que la
valeur ¢(2), il est possible de reconstruire 'opérateur résolvant R(z) grace au

théoréme suivant [5, Théoreme 4] ou dans la démonstration de [13, Théoreme
1].

Theoreme 1.36. Pour z € Q(A), on a R(z) = (21 —A)"t = (vkn(z))Zigi
avec

RE(2)QE(z) si0<n<k+s.

n

Vkn(2) = { Qr(2)R(2) si0<k<n+r,

La fonction de Weyl ®(z) est liée a la fonction génératrice ¢(z) par la
relation suivante :

Propriété 1.37.
(QF,) " a(2) (QF) " =(2) (1.9)

Démonstration. D’apres le théoreme 1.36, pour tout 0 < 7 <ret 0 <k < s,

on a
(ej, (21 — A)"er) = RE(2).QF(2)
Soit en regroupant les polyndémes

®(2) = Ry, (2). Qo' (2)

Or, d’apres la définition des polynomes associés, on a

Pl — <Qf(x) - Qf(z)’ls>

J T —z

() el

_ <Qﬂ‘ (”,IS> L QH=)e(2)

Tr—z

Pour les résidus, on obtient donc 1’égalité formelle suivante

RECG) = <Q_<”“”)z>

De plus, pour tout polynome vectoriel ST(z) € C'*[z] de degré diagonal
ddeg ST <j+s—1,0na

0 = Qi =R

(@t 1) 57 - (@, 212

zZ—XT

> car la fraction est un polynome en = de degré inférieur a j
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Ce qui nous donne

1
z—

RHDS™(:) = (QHo) 5"
On choisit ST(2) = QF(z), k € {0, ..., s}. En regroupant les polynomes, on
obtient alors
RE, ()L, (2) = { O ()~ @l
Or les polynomes é , et Qgs ne dépendent pas de z, on peut donc les sortir

de la forme bilinéaire. Ce qui prouve I’égalité demandée. O

D’apres la relation (1.9), les approximants de Padé de la fonction de Weyl
sont les mémes que ceux de la série génératrice p(z) a condition de modifier
I'initialisation donnée dans le corollaire 1.21. Il suffit de poser Qér =1, et
Qgs = I, pour obtenir les approximants de Padé de la fonction de Weyl.
Les approximants de Padé définis précédemment convergent vers la série
génératrice ou la fonction de Weyl localement uniformément comme l'in-

diquent le théoréme démontré par B. Beckermann dans [5, Théoreme 10]

Theoréme 1.38. Soit un compleze z et K(z) = {z € C : |z — 2| >
201 —A||}. La suite d’approzimants de Padé ((Q),) 'PL, Jnzo converge vers
la série génératrice p(z) localement uniformément sur K(zy). En particulier,

aucune des fonctions rationnelles matricielles (Qﬁf)_lP,f’r n’a de pole dans
K(Zo) .

ou le théoréme [13, Théoreme 3] démontré par B. Beckermann et A. Osipov

Theoréme 1.39. Soit A un opérateur borné. La suite d’approximants de
Padé ((QF ) "PL,)nzo converge en capacité vers la fonction de Weyl dans
tout sous ensemble compact de la composante non bornée de [’ensemble résolvant
de A. De plus, la convergence est uniforme dans tout sous ensemble compact
du complémentaire de l'image numérique de A.

Dans le chapitre 2 sur les transformations de Moebius, on accélere cette

convergence dans la section 2.3.

1.3.3 Caractérisation de I’ensemble résolvant

Les polynomes vectoriels orthogonaux permettent de caractériser 1’en-
semble résolvant grace a la fonction de Weyl.
On utilisera, pour cela, un théoreme [5, Théoréme 6] donné par B. Becker-

mann ou une forme affaiblie du théoreme [13, Théoréme 1] puisque la matrice
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est bornée. Ce théoreme sera utilisé dans la démonstration du théoreme prin-
cipal 1.44.

Theoréme 1.40. Soit z € C. Soient PR, PL, QF et QF les polynomes définis
par le théoreme 1.12 et le lemme 1.9 pour les initialisations.

Alors z € Q(A) si et seulement si on peut trouver une matrice © € C™*,
B €]l;+oo[ et g €]0; 1] qui dépendent de z tels que

VOSk<n:  [Q(2){0Q(2) — P(2)} < Bg" "

et
Vo<n<k:  {Qp(2)0 — B(2)}Qn(2)| < Bg"

Remarque 1.41. La matrice © définie précédemment est une valeur de la
fonction p(z) (voir la démonstration du théoréme 6 dans [5] ou la remarque
donnée apres le corollaire 1 dans [13]).

1.4 Résultats pour les matrices constantes

Dans cette partie, en utilisant la fonction génératrice ou la fonction de
Weyl définie ci-dessus, on se propose de caractériser I’ensemble résolvant d’un
opérateur a r + s + 1 diagonales constantes. La démonstration de cette ca-
ractérisation utilisera le théoreme 1.40 rappelé précédemment. On commen-
cera par déterminer une formule de récurrence pour BE et BL & partir de B{?
et B que I'on aura préalablement calculés. A partir de 13, en définissant une
matrice A" associée a I'opérateur, on pourra caractériser I’ensemble résolvant
de 'opérateur grace au théoreme principal 1.44 : Le nombre complexe z ap-
partient & I’ensemble résolvant si les valeurs propres de la matrice A* sont
scindées en deux groupes : s valeurs propres sont de module strictement
inférieur a 1 et les r valeurs propres restantes sont de module strictement
supérieur a 1.

Ce théoreme n’est en aucun cas une nouveauté. En effet, un énoncé ana-
logue a déja été donné par P. L. Duren dans [29]. La spécificité réside dans la
démonstration. Elle est utile, évidemment pour ce théoréeme mais aussi pour
le théoreme 2.8 sur 'accélération de convergence dans le chapitre 2.

Nous supposons dans cette partie que la matrice A est constante par
diagonales. On notera h;,j = —s,...,r les composantes des diagonales. On

définit alors les matrices de récurrence AL et AT de la maniere suivante :
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Définition 1.42.

0 1 0 e 0
Bﬁ: | O 'Brf—l:AL'Bﬁq
0 cee 0 1
—h_s Z— hO _hr—l
h, h, h,
et
0 0 I
h_s
1 :
—h
BT}L%:Bffl' 0 . - zh 0 :Bffl'AR
0 :
_hferl
0 e 0 sl
h_s

On cherche a étudier les limites de ces polynomes orthogonaux donc des
BE et BE. On recherche donc les valeurs propres et les vecteurs propres des
matrices de récurrence.

Dans le cas a diagonales constantes, on notera Vn, M, = M ou

Propriété 1.43. AR . M- Al =M
et les valeurs propres de A" sont les inverses des valeurs propres de A%

Démonstration. En utilisant la relation 1.6, BZ et BL sont inversibles. Dans

le cas a diagonales constantes, les relations de récurrence
BE = BE AR et BE = ABL |
permettent d’obtenir
B§—1ARMALB£—1 =lys = Bf—lMBﬁ—l

Légalité ARM AL = M est donc prouvée.

Le déterminant de M vaut, au signe pres, h®_ - h ce qui est non nul par
définition. Donc M est inversible, de méme que AF et AY. Alors M~ . AR .
M = (AF)~1 et ainsi les valeurs propres de A% sont celles de (A*)~! donc les
inverses des valeurs propres de A”. O
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D’apres ce qui précede, il suffit d’étudier la matrice A" et les résultats
s’appliqueront & la matrice A%,
La matrice A" est une matrice dite compagnon. Elle est donc semblable &

une matrice diagonale par blocs J;

N1 0 -0
0o . - :

Ji=| + . . . 0 | €M,
: VN
0 v v \i

ou m; est la multiplicité de la valeur propre A;.

Si les valeurs propres sont distinctes, la matrice est diagonalisable. Les
vecteurs propres associés sont (1, ), ..., It 1)
On obtient donc la matrice de passage P :

1 1
b )\.1 AT.H
Aq%—l X‘f—l

Ceci nous fournit alors I'écriture suivante des matrices B et Bf :

Bt=p.(DY.P'.By et BE=Bf-(MP)- (D" (MP)!

n

car les matrices de récurrence AR et AP sont liées par la formule A% =
M - (AF)=1. M~ et la matrice diagonale DT = (D)=L,

Si certaines valeurs propres possedent une multiplicité différente de 1 les
modifications portent sur la puissance de la matrice, qui possede une sur-
diagonale, et sur la matrice de passage. Les vecteurs propres associés restent
les mémes que précédemment mais pour créer une base de ’espace propre
associé, on a besoin des vecteurs secondaires. C’est-a-dire que si 'on note
xl(-l), le vecteur propre, alors le premier vecteur secondaire (s’il existe) est 7

tel que (A — \; - D' = 2V,
2)

x;” peut etre trouvé en dérivant le vecteur propre par rapport a \;. Et on
recommence jusqu’a la multiplicité de la valeur propre.
On déduit alors I’écriture de la matrice de passage

P = (@29, . am ,xél), . ,x;m”)) (1.10)
= ()\f)ke{o,...,r-l-s—l}a

avec x;
a:z(j) = (Cg_l)\k_(j_l))ke{jfl,...,rqts—l}-
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On remarque que lorsque 'on éleve a la puissance n la matrice dia-
gonale par blocs, on obtient une matrice diagonale par blocs ou chaque
bloc est J. Pour le calcul explicite de cette matrice, il suffit de dire que
Ji = Nil,, + N(m;) avec N(m;), matrice nilpotente d’ordre m;. La formule
du binéme de Newton permet de déduire la forme de J!" puisque N(m;)

commute évidemment avec \; L, .

Theoréme 1.44 (Calcul de ¢). z € Q(A) si et seulement si la matrice
AL défini précédemment posséde exactement s valeurs propres de module
strictement inférieur a 1 et r valeurs propres de module strictement supérieur
al.

Auquel cas, on considere la matrice de passage P, définie précédemment,

décomposée en blocs et on appelle N ['inverse de P. Notons

P _ P1,1<€ (CSXS) P172<€ (Cs><7") o N _ N1,1<€ Csxs) N1,2<€ (Cs><7")
P2’1(€ Crxs) P272(E (Crxr) N271(€ Crxs) N272(E (Crxr)

On a alors
hew oo b\
Y= (Qér)_lpllpl_gl 0o . (fos)_l
0 0 h

Il est a noter que 'égalité obtenue pour ¢ permet d’obtenir une égalité
similaire pour ® grace a la relation (1.9)
-1

h_s ... h_y
¢ = P2,1Pf,11 0 .o
0 0 h_g

Comme on le verra plus loin dans la démonstration avec I’égalité (1.11), tous
les calculs pourraient étre faits avec la fonction de Weyl ®(z) au lieu de la

fonction génératrice p(z).

Démonstration. Le but est d’obtenir ¢ afin d’éliminer les valeurs propres
"genantes”. En fait, il faut que le résidu tende vers zéro et que l'on puisse
vérifier le Théoreme 1.40.
1. Cas des valeurs propres distinctes
On multiplie BE & gauche par (—1I, ¢). En utilisant la définition, on
obtient d’une part (=Pf . +@QF =P +¢QJ) et d’autre part,

en utilisant les vecteurs propres et valeurs propres,

heo .. hy
(=L @)BfM = [ Q| o . ;= (95,
0 0 h.,
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On multiplie ensuite ce résultat a droite par P(D%®)" et on obtient

hes oo he VRPN it AR L AT
eQr. | o : : —(QF)! :
0 0 h_ >\17n+871 RN )\;fjsfl )\In+r+sfl o )\;f;rrJrsfl

Supposons que les valeurs propres se séparent en 2 sous-ensembles : a
valeurs propres de module inférieur ou égal a 1 et b supérieur stricte-
ment a 1. On veut que les a premieres valeurs propres disparaissent
avec ¢ car leur module est inférieur a 1. En effet, la puissance qui leur
est affectée est négative. Ainsi, les puissances de ces valeurs propres ne
tendent pas vers zéro. Les résidus ne tendraient pas non plus vers zéro.

On obtient alors

hog ... h_y 1.1 D
P 0 s N Al ;

0 0 h_s )\ifl D Lt )\71'+sfl )\Z—I—s—l

a

On obtient donc r systemes de a équations a s inconnues. Ces systemes
admettent des solutions si a < s et donc puisque a +b=1r+s,b>r.
Supposons que a = ¢ + d ou ¢ indique le nombre de valeurs propres
dont le module est strictement inférieur a 1 et d le nombre de valeurs

propres de module égal a 1.

On multiplie de la méme maniere BL & droite par < ;0 )

On obtient
[
Nl,l 0 . (Qg]%,s>_1 +N172Q(I]l,r(p
P(DL)” 0 0 h_, »
h_s ... h_y
Ny 0o . (Qé%,s)fl + N272Q£,T()0
0 0 h_g
ou

Ng,l(E C(d+b)><s) N272(€ C(der)xr)

On veut donc éliminer les d 4+ b valeurs propres de module supérieur ou

Pl _N.— ( N171(€ CCXS) N1,2(E chr) )

égal a 1. On obtient donc

-1

h_e ... h_
N2,2Q£,T90 = —Ny; 0o . (Qoﬁis)fl
0 0 h_,
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c’est-a-dire s systemes de d + b équations a r inconnues. Ces systemes
admettent des solutions si d +b < r.

On obtient alors » > d+ b > d + r soit d < 0. Donc d = 0. Ce qui
signifie que b =1 et a = s.

En particulier, on obtient

h_y ... h_y | | Aj AS
0 . : Lo =) : :
0 0 h PN L DVEEE D Ve A
Cette forme de ¢ peut se définir en utilisant une partition de la matrice
de passage P en blocs. On pose

P ': Pl,l(E Csxs) PLQ(G Csxr) et N _ Nl,l(e Csxs) NLQ(E Csxr)
. Py1(€ C™%)  Pyy(e C¥) Ny1(€ C™*5) Nyy(e C™7)

Cela permet de réécrire (—I,. @) BEM P(D®)™ sous la forme
A" 0
( Opxs (Q(jir)_l(PmPfllPl,Q — Pas) )
0 AL

On peut remarquer que — Ny o est Uinverse de Py Py} Py — Pao.
) ) 1,1 ) )

On veut maintenant appliquer le théoreme 1.40.

I
Effectuons donc le produit BZ 0 " ) < —I, ¢ ) BE.
SXT

D’une part, en utilisant les définitions de BL et BZ, on obtient

Qﬁm—s,s (_Prlj—r,r + @Qg—r,r> Qﬁz—s,s (_Pﬁs + ()OQ575>

Q%n,r <_P1§7r,r + wgﬁfr,r> Q%n,r <_7DT?,S + SOQ5,3>

)
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D’autre part, en utilisant les formules obtenues, on obtient
I,
B@( )(-fr ¢ ) BE
OSXT

AT 0
05 T _ —
= P(D")"p~! < QE ) ( Orxs (QF,) ' (PoaPiiPip— Papo) ) '
0,r

A" 0 -1
_ Lym N1,2 -1 .
- P<D ) N 07"><s P2,1P171 P1,2 - P2,2 . MP
2,2 _
O )\T‘-CIS

. A" 0 -1
:P<DL>m<gs><s P171[P1,2> (MP)
rXs L O )\;—‘:LS
(1.11)
On voit dans ce calcul que les valeurs d’initialisation se simplifient et

n’interviennent plus dans la fin de la démonstration comme indiqué a
la suite du théoreme 1.44. puis un calcul par bloc donne :

AT 0 A 0
Ogxs P1_711P1,2 - X
b 0 X o 0 Ari's < u P)
AT 0
Orxs -
0 N

Le théoreme 1.40 est alors vérifié.

2. Cas des valeurs propres de multiplicité supérieure a 1
Ce cas se traite de la méme maniere que précédemment. Il faut quand
méme expliciter certaines modifications.
Tout d’abord, comme la matrice diagonale 7" semblable & A" est
constituée de blocs de Jordan, se pose le probleme de la forme de TF.

Soit on considere qu’il s’agit tout simplement de I'inverse de T, auquel

cas,
1 -1 (—1)m!
o NooA T T
1 . . :
TR = et JI = . 1
JR K ?
0 -

Ai
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Soit, on considere, de la méme facon que pour 7%, que T est composée
de blocs de Jordan de la méme taille mais de valeurs propres inverses.
Dans ce cas, on doit calculer la matrice de passage correspondante.
Ceci n’était pas nécessaire dans le cas précédent puisque elle était
donnée par la relation A® = M(AF)~'M 1.

On a préféré conserver la premiere maniere de voir afin de bénéficier
le plus longtemps possible de ’analogie avec le cas des valeurs propres
distinctes.

On obtient facilement la puissance m-ieme de J7 :

1 - (=)™ s
)\Zm )\Zerl )\Zererrl
(78 = _omo
)\;”rLJrl
0 L
A

A partir de la, on peut faire le méme raisonnement que précédemment.
C’est-a-dire que 'on élimine les valeurs propres génantes grace a .
Cette fois-ci, il faut que la somme des multiplicités des valeurs propres
de module inférieur a 1 soit égale a s et on obtient une condition simi-
laire pour r. Soit donc {(A1,mq),..., (A,,m,)} les valeurs propres de
module inférieur a 1.

Pour calculer comme en (1.12), il faut regarder si le bloc P; ; de la ma-
trice de passage P , qui est une matrice de Van der Monde généralisée
(voir (1.10)), est toujours inversible. En fait, il s’agit d’un probleme
d’interpolation généralisé d’Hermite. Le déterminant du bloc P;; est

donc non nul.

]7“ ) ( _[r 2 > Brlj
SXTr
(JE)m 0 (S ™ 0
Osxs P1T11P1,2
0 (JE)m 0 (JE)
(JEq)mr 0
07"><s -
0 (JRym=n

et la fin du raisonnement se fait comme précédemment.

()



CHAPITRE

2

Fractions continues

Dans le cas scalaire, sont déja définies les homographies et les transfor-

mations de Mobius permettant une description des fractions continues ainsi

1+V5
2 b

par exemple, on sait qu’il s’agit d’itérer ’homographie h(z) = 1 + % pour

que des relations entre les convergents. Dans le cas du nombre d’or ¢ =

obtenir les convergents successifs. Dans ce chapitre, on se propose de définir
des transformations de Mobius pour des matrices rectangulaires r X s.

De tres nombreux articles considerent des fractions continues dans les
différents cas possibles : scalaire, vectoriel ou matriciel. Cependant, il semble
que les diverses définitions soient indépendantes les unes des autres. Il nous
a donc paru important, dans un souci d’uniformisation, de lier ces différents
articles en créant des fractions continues et des homographies matricielles
rectangulaires.

Ces outils, totalement nouveaux, permettent de décrire le processus de
création de toute fraction continue comme une succession de compositions
d’homographies. Ce développement en fraction continue permet par exemple
de retrouver les coefficients d’une matrice représentant un opérateur aux
différences. En effet, lorsque l'on connait la fonction de Weyl définie au cha-
pitre 1 au paragraphe 1.3.2, que l'on peut considérer comme une donnée

spectrale, il est possible de retrouver les quantités qui composent la matrice

42
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de départ en utilisant les fractions continues (voir par exemple [7], [73]). Les
fractions continues tronquées sont liées aux approximants de Padé. Les trans-
formations de Mobius sont donc un outil permettant d’examiner la conver-
gence des approximants de Padé ou des fractions continues tronquées vers la
fonction de Weyl.

De plus, ce processus de création des fractions continues matricielles rec-
tangulaires comme composition d’homographies nous permet d’envisager,
dans le futur, I’étude des ”value sets” comme dans le cas scalaire.

Ce chapitre comprend deux parties. Dans un premier temps, apres avoir
défini les nouvelles notions que sont les fractions continues et les homogra-
phies matricielles rectangulaires r x s, nous démontrons que nous retrouvons
bien les cas particuliers comme le cas scalaire r = s = 1, le cas vectoriel avec
r =1, s > 1 et d’autres. Notre nouvel outil peut aussi décrire I'algorithme
d’inversion de matrice rectangulaire donné par Sorokin et Van Iseghem [72].

Dans un deuxieme temps, I'utilisation de ces outils originaux permet d’ob-
tenir un théoreme d’accélération de convergence de fractions continues ma-
tricielles rectangulaires. Ce théoreme est une généralisation d’un théoreme
d’accélération de convergence existant pour les fractions continues généralisées
décrites dans [25].

2.1 Formules générales

On va utiliser les récurrences obtenues dans le chapitre 1 pour définir une
transformation de Mobius pour des matrices W € C™** afin de retrouver le
méme cadre que dans le cas scalaire par exemple.

Dans ce chapitre, on choisira l'initialisation des polynomes adaptée a chaque
exemple.
On commence par expliciter certains résultats du chapitre 1 en faisant ap-

paraitre les polynomes vectoriels :

Propriété 2.1. Les polynomes vectoriels P, PE, QR QF wérifient les re-
lations suivantes

Pﬁscfgﬁ—s,s - Pr?—r,rcrlzl Qﬁ,r _Pﬁscfprf—s,s + Pr?—r,rcrlzlprﬁr _ [7’ OTXS
Qﬁ,scr}fgﬁfs,s - Qﬁfr,rcél Qﬁ,r _Qﬁ,scfpﬁfs,s + Qﬁfr,rcﬁpir OSXT [S

et

L R L R L R L R RY—1
Qn—s,spn—r,r - Pn—s,s Qn—r,r Qn—s,spn,s - Pn—s,s Qn,s _ OSXT (Cn )
Qﬁ,rpffr,r - P?f,r Qﬁfr,r Qﬁ,rpf,s - P?f,r Qﬁ,s _<Cr€)_1 OTXS
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Démonstration. Ces relations proviennent de la formule (1.6)

Vn, BEM,B: = 1,.,
Si on développe cette formule par blocs, on obtient les expressions de la
propriété. ]

Définition 2.2. En utilisant les notations du chapitre précédent, soient

SEW) = ((W Cﬁ)(%ﬁ:) >_1<W C,f)(P;LZS,S>
etSﬁ(W):<Pr}ir,r Pﬁs ) ( g) ( ( Qﬁ*r’r Qis ) <CVE;> )

1 R |
C,fzsA(”’ Rt ),C,?:eA(” Sl )m:ﬂ

n,...,n+s—1
Ces formules sont un peu hermétiques mais dans le cas scalaire symétrique
r = s =1, on obtient simplement
WPp—1 + Ap—
Sn(w) _ Pn—-1 n—1Pn
Wln—-1 + Ap—1Qn
Remarque 2.3. La premiere idée était de poser, pour les polynomes matri-

ciels a gauche, par exemple

so=((v ) () ) (v ) (%)

Et la valeur en W = 0 est l'approximant d’ordre n. Mais on voudrait que
cette transformation ne dépende pas du type de polynomes : a gauche ou a
droite. Pour avoir l’égalité SL(W) = SE(W), il suffit de changer la matrice
I. en une matrice C¥ et de méme pour SE(W) avec la matrice CE.
Propriété 2.4. On a l’égalité

Sy (W) = S (W)
Démonstration. En effet

(WP s + Ca P )y, W + Q1 C)
= WP QW+ O P, QL W+ WP Q) i+ Cr Py, Q0 O
= WO, P W+Cr((C) " + QP )W

+W(=(CH +Qk_ PEICE+CrOl PE.CE (dapres la propriété 2.1)
= WQ, P W+Cro Pl W+WQ  PrCl+Cro,PLCY

= (WQL_,,+CLOL ) (PE, W+ PECEH

n—r,r n,s~'n

Ce qui prouve I'égalité demandée. O
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Définition 2.5. On définit aussi les homographies :

skov) = (et verar, ) (eky ) ) (Wb, sorrt, )

et

(W) = ( DE W + FR CR ) ( ( CR ) 1 ( ER W+ GE CE ) )_1

ot les matrices notées D, E, F,G sont les blocs des matrices de récurrence
AL et AR comme suit :

s T r s
A~ A= A~ A=
Aﬁq _ s{ Dy, E}, et Afﬁl _ DY, FY,
rq{ FnL—l Gﬁ—l sq Ef 1 Gf 1
c’est-a-dire
0 1 0 0 0
Drlzl—l = . . ’ Erlz/—l = )
: o1 0
0 -+ --- 0 1 0 0
o --- 0 0 1 0
et FnL—1 = : : ) GrLL—1 = :
0 0 0 0 1
fr b g1 g9r
et
0 0 0 0 1
1 . : 0
Dfél = L ) Efél = )
0 1 0 0 0
0O --- 0 f1R 0O --- 0 gf
: : 1 C
et F,f;l = : : , fol = .

0 -~ 0 fR 0 1 gR
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Bien évidemment, ], f, gt et gI' dépendent de n de la maniére suivante :

_Anfl,nfsf2+j

.
Vie{l,...,s}, fk= ,
J { | } f] An—l,n—l—r—l y
I Z = Ap—1n-1 . I —Ap—1,n—2+j
q :—etVJG 2,...,7“,9»:—
! An—l,n-{—r—l A { } / An—l,n-{—r—l
Ve {l,...,r}, fR=_lnotrtinsl
A I An—l-‘,—s,n—l A
z — 1n— — Y, W e
gh ==~ Ln—l etVje{2,...,s}, gf: _n=24jn—1
\ AnflJrs,nfl AnflJrs,nfl

Encore une fois, appliquons cette définition dans le cas scalaire symétrique
2

r = s = 1, on retrouve ’homographie habituelle s, (w) = " +z:zl2)n_l)
Propriété 2.6. SE(W) = SL | (5,(W)) et SE(W) = SE | (s,(W)).

Démonstration. On rappelle que

((wetiserat,) (e ) ) " (wor e, )

crat ) (woDk, crEE,)

sn(W) =
= Cﬁfl ( W Ey |+

sn(W))

1
< (o) () G e (T
~ (et 1( (we, o, ) (wpk, C,anLl> n188+Qn“))1

(
(WD, v CtEE, )P 1SS+P,€1T))_1
et )

FORGE ) PEL, )

4 CLFL ) Lo SS+<WEL1+CLG

FOEREL ) Pl ot (W B,

n+ n—1

+BELPEL,) + CF (PPl + GELPEL,) )

—1—s,s

-1
W DL 1Qn 1— ss+EL 1Qn 17’)+CL(FL IQn 1— ss_'_GL 1Qn 1r) )
W
%4

(
(C 1( W EL | + CEGE )
((w
((w
(
(
( Qﬁssm%) (WPL, +CIPL, ) = SEW)
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2.2 Vérifications des formules

Theoreme 2.7. Les définitions données précédemment sont compatibles avec
les autres cas : cas scalaire, cas vectoriel (algorithme de Jacobi-Perron[58,
p. 143 € sq.]), fractions continues généralisées [25],[50], fractions continues
matricielles [71], [15], fractions matricielles par bloc [3].

Démonstration. On décrit la matrice de Jacobi associée a ces différents cas,
c’est-a-dire la matrice de l'opérateur associé ou encore les coefficients de
récurrence des polynomes et, en utilisant les formules générales, on retrouvera

les formules connues des homographies dans les divers cas.

2.2.1 Le cas scalaire

Dans le cas scalaire, r=s=1 et donc la matrice associée est tridiagonale.
Supposons que 'on travaille avec les polynomes orthonormés. C’est-a-dire

que l'on a :

b ag O ---
0 —Qp—1
A= a b a etMn:( )
a

n—1 0
0

Pour l'initialisation, on a a_; = 1. Auquel cas, on obtient P*, | = P | =

_ L  _ OR _ _ L _ pR _ o _ L _ OR _
p-1=—1, Q—171 = Q—1,1 =q1 =0, 7)071 = 7)071 =po = 0, Qo,1 = Qo,1 =
qo = 1 c’est-a-dire que l'on retrouve les initialisations du cas scalaire. La

matrice de récurrence est :

0 _An72,n71 0 —Qp—2
AR - An,nfl — Qp—1
n-l- Z— Anfl,nfl 1 Z— bn—l
An,nfl (p—1

et les homographies sont

WPp—1 + Ap—1Pn _0%72
et s,(w) =

W4n—1 + An—14n w + (Z - bn—l)

Sp(w) =

2.2.2 Fractions continues généralisées

Pour les articles [25] et [50], on peut faire de méme. En effet, on se donne

une suite de (s + 1) — uplets (bk,a,(:), . ,a,(:)), a,(cl) # 0 alors la s-fraction
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associée a la suite, écrite sous la forme (cf. [25, p. 161 & 163])

est donnée par la suite des approximants {Ag)/Bk, . ,Ag)/Bk}zo:l (s’ils
existent), ou les numérateurs et dénominateurs vérifient la récurrence a s+ 2
termes :

Xy =bp, Xp_1 + CLIE:S)X]C_Q + ...+ aS)Xk_S_l, k=1,2...,
avec les initialisations
A(f; = Oj+j5,5+1; B_j = 554_1_,_]‘78_;,_1 (j = 0,...,8 1= 1,...,8).

C’est-a-dire que 'on a la récurrence matricielle suivante :

Xn—s O 1 0 Xn—s—l
; B ) 0 1 :
X, al)) al) b, X, 1

Comme on a un seul dénominateur, on a r=1. Auquel cas, on a Q% = B, et
PL = (AS), . ,Aﬁf)). Avec ces nouvelles notations, on retrouve la forme de
la récurrence générale B = AL | . BL | Donc, par comparaison, on pose
Vn, An,_1, =1, c’est-a-dire que la sur-diagonale est composée de 1. Puis, on
ab, =x— A, 1,1 et al?) = —An 12, Lal) = —A; 1n-s-1. Donc la

matrice de Jacobi est de la forme :

x—b 1 0 0

—a¥) z—b,

—ailﬁl o —agl T —bsy1 1

Il faut aussi examiner les initialisations. On a

(1)
pi o .o AY
* 0 = : : : = ls41
Por Qi
O .« .
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C’est-a-dire que 1'on retrouve les bonnes valeurs pour le dénominateur et les
numérateurs au rang 0 et qu’il suffit d’initialiser le reste comme demandé.
C’est-a-dire que 1'on impose que les termes de la matrice de Jacobi d’indice
négatif soient ceux imposés par cette initialisation.

Pour les homographies, au lieu d’écrire composante par composante comme
indiqué, il suffit de tout regrouper en une matrice de dimension 1 x s c’est-

a-dire que, en utilisant leurs notations, on pose 5, = (ST(LU, ce S,(f)), Sp =
(s,(f), cee sgf)) et W = (wy,...,ws). Or, en la cordonnée i, on a d’apres 1'ar-
ticle

sEW)) = S, (s.(W))

ren

SOW) = SV (sDw),...

g Pt dum
R w, by, 4w, T by, + w

Sfle((bn + ws)_l ((IS), Cey CLSLS)) + (0, Wi, ... ,ws,l)
La formule générale donne :
sEW) = ((ws +1-b,) (1)) H(0,wy, ..., we_y) +1- (ag), cee a,f)))

c’est-a-dire la méme formule.
Pour S la formule générale est la méme que celle donnée dans I'article [50,
formule 5] en regroupant les s formules de larticle en un seul vecteur a s

composantes comme dit précédemment.

2.2.3 Cas vectoriel (algorithme de Jacobi-Perron)

Pour 1'algorithme de Jacobi-Perron (cf. [58, p. 143] et plus précisément
[60]), = 1 et s est quelconque. D’apres la formule (5.1) p. 144, il semble

normal de prendre
1

(pl,na s 7ps,n) + (wh LR 7ws) '
Et en utilisant la définition de l'inverse d’un vecteur, on obtient

sn(w) =

s (w) 1 pl,n + w1y psfl,n + Ws—1
" ps,n"i_ujs’ps,n"_ws’.”7 ps,n_'_ws

= (pS,Tl + wn)_l ( (17p1,n7 s 7psfl,n) + (07 Wy, ... 7w871) )

On veut savoir quelle est la forme de la matrice de Jacobi associée pour
obtenir la matrice de récurrence et ainsi retrouver les formules générales.
Ainsi, dans [60, p. 291], la formule (11) indique que les n-iémes approximants
sont de la forme (By,,/Bon,-- ., Bsn/Bon) ot les B;,, vérifient une relation
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de récurrence de la forme

Bim = Zps—l,nBi,s—l—l, ('l = 0, RN S)
=0

et Biy =0i—ksp1 (1=0,...,8 k=—-1,...,—s—1)
Donc on obtient une récurrence a s+2 termes que ’on peut mettre sous forme
matricielle :
Xn—s 0 1 0 Xn—s—l
: | o 0 1 :
Xn Pon -+ -+ Dsn anl
Comme précédemment, on pose Q% = Agy_1 et Pl = (A1p1,..., Asi1).

On retrouve la formule générale. On peut donc en déduire la forme de la
matrice de Jacobi

T = Ps0 1 0

—Ps—1,1 T — Ps;1

_pO,s ce _psfl,s T — ps,s 1

On doit changer les initialisations de I'article soit

Ao =61, (k=-1,...,—s—1)
et
Ai ke = Oik,s12 (i=1,...,8, k=—1,...,—s—1)
et on a alors
( pL oL Al,fsfl As,fsfl AO,fsfl
POL; oLi B : : = 1s+1
7 7 Ay oo As Ao 1

En utilisant la formule générale, on retrouve la forme de s,, que I'on sup-
posait correcte. On peut aussi obtenir la forme de S,, puisque les polynomes
associés vérifient aussi une relation de récurrence a s + 2 termes et ainsi on

retrouve les formules données dans le cas général.
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2.2.4 Fractions continues matricielles

On se donne une matrice de fonctions de taille  x s et on cherche des
polynomes matriciels qui réalise la meilleure approximation rationnelle. Pour
cela, dans 'article [71], I'inverse d’une matrice de dimension r X s est défini
comme 'image d’une application T. Cette application est définie comme suit.

I
Soit une matrice B de dimension r x s. On forme la matrice ( Bs ) de taille

(r+s)xs. On lui applique I’application T qui permute les lignes en placant la

T . : . By
derniere ligne a la premiere. On obtient donc une matrice B et on pose
2

T(B) = ByBy'. A partir de 14, on peut oublier 'application et simplement

écrire 'inverse d’'une matrice. Le convergent d’ordre n se note alors

I, =

On suppose que la fraction continue est réguliere c’est-a-dire que toutes les

matrices Bj, sont de la forme

0 0 Vk,1
Bk(Z) = '
0 0 fYk,rfl
Oka -+ Ops—1 apz+ Gy

On définit une classe d’équivalence sur I’ensemble des matrices de taille r x s
de la maniére suivante : les matrices A et B sont équivalentes si et seulement
si on peut trouver une matrice inversible C' telle que A = B - C.

Le but est de retrouver une relation de récurrence a r+ s+ 1 termes et le lien
avec le convergent puisque l'on travaille avec des classes d’équivalence. On
travaille ici avec les polynomes a droite PF et Q. En utilisant 'application
T, la forme du convergent et des matrices By, on peut supposer que sZ(W) =
1/(By+W):=T(B,+W):= (B> + W2 (B + W!)~!

ol

. T Bl 1
T(B JiW) B (Bgi$2> et T(B, + W) = (By + W?)(B, + W)™
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Examinons la forme de B! + W' et B2+ W? on a

Wy +0p1 o0 Wrs—1 +Ons—1 2+ By 4+ Wy
B, +W'= : ’
1 0
0 e 0 1
ot BZ R w.1,1 e w17.s—1 Yn,1 + Wy s
Wr_11 *** Wr_1s5-1 VYnr—11T Wr_1s

On va comparer avec la forme générale de s’

Pour cela, on a besoin de la matrice de Jacobi et de la matrice de récurrence
associée. Le convergent II, est obtenu par l'utilisation récursive de T" mais
peut aussi étre calculé par T'. Or cette application revient & une multiplication

par une matrice N; a chaque étape de la récursion. C’est-a-dire que l'on a

I “ I I
s _ H Nz s _ Mn s
Hn i=1 OT’XS OT’XS

I,
Donc si on note par y*, k= 1,...,7+ s les colonnes de M,, alors ( - ) =

(Y. y8).
On peut montrer les égalités suivantes entre classes d’équivalence :

I s
Cl ( I ) B Cl<y1117 B 7yn) = Cl(y}l’ e ’y711+371)

olt la suite (y1),>0 de vecteurs de taille r + s vérifie la récurrence suivante :
Ynts = Ynss10nts1 T+ YniiOngos 1+ Yplanir2 + Bupr)
+ yrlb—l'Yn-H,r—l +...+ yrlz—r-{-l/yn-f—Ll + y,ll_,n

On connalt méme la relation entre les deux derniéres matrices :

1 _5n+171 e T Un41s-1
(yylw ?/27 v any) - (yrlm yrlz—f—lv s 7yr1L+s—1)
_5n+571,1
1

Si on partage les (y})r>o sous la forme

Qn .. Qpis—
(yrlwyrlhtlv"-)yrlwrsl):( I

P, ... Py,
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ou P, est un vecteur de taille r et (5, un vecteur de taille s, on retrouve les
polynomes a droite P% et QF.
De plus, on a la récurrence matricielle suivante :

(yrlw te 7yrlb+r+s—1) =
0 0 1
1 7n+r,1
fynJrr,rfl
(yrlth e ay111+r+s—2)
Qpyrz + ﬁn-ﬁ-r
5n+r+1,571
0 1 5n+r+371,1

Puisque on doit décaler les indices de r, cela signifie que la derniére colonne

de la matrice de récurrence AL .. est

n—1
t
(17 fyn,la o 7fyn,r717 (07°%4 + ﬁnu 5n+1,3717 DR 5n71+s,1) .

Dans la forme générale de la matrice de récurrence, le coefficient de z dans le
seul terme en comportant est 1/A4,_145,-1. On en déduit que A, 14501 =
1/cv,. La colonne indexée par n — 1 dans la matrice de Jacobi, ¢’est-a-dire la

n-1éme colonne est donc

_1/an(17 fyn,la cee 77n,r717 ﬁru 5n+1,5717 ceey 5n+371,17 _1)t

La forme de C® est donc

I —dpt11 —Ont12 "+ —Ongis—i
1 _5n+2,1
CH =
1 _5n+571,1
1

Donc, dans s?, la matrice DF |\ W + ER CE = DE W + FI | vaut bien
B2 + W2. De méme, (CE )'EE W = EE W = W 1l reste donc a
étudier (CE )7IGE | CE.Si on calcule GE CF et CE B! on obtient la

meéme matrice

1 _5n+171 Tt T Un41,5-2 0
_5n+s—2,1
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Finalement, la définition de sZ entre bien dans le cadre général. A par-
tir de la suite définie par récurrence, on peut obtenir SX(WW) et récupérer
le convergent IL,. Il faut préter attention au fait que dans l'article, il faut
changer l'initialisation du théoréme ou apparait la suite (y.), ou plutot la

compléter. On peut prendre les mémes initialisations que d’habitude a savoir

(W, .y = * et comme il y a égalité des classes d’équivalence,

OTXS
on obtient le résultat désiré.
2.2.5 Fractions continues matricielles par blocs

On utilise les notations indiquées dans [3]. On se donne la matrice de
Jacobi suivante :

Vo Eo 0 O
Ey Vi Ey 0 ... .
A= olt E; et V; appartiennent a CV

0 Ef Vi E

Dans l'article, il est supposé que V* = Vj et det E; # 0. On supposera, en
plus, pour l'instant, que F; est une matrice triangulaire inférieure. On mon-
trera que 'on peut toujours écrire la matrice sous cette forme. La condition
sur le déterminant de la matrice permet d’affirmer que tous les termes de la
diagonale de F; sont non nuls. La matrice est donc une matrice-bande avec
N sous-diagonales et N sur-diagonales.

On définit aussi les polynomes Q% par
QEN,N(Z;) = O, QOL,N<Z) = In,
E, Q(LkH)N,N(Z) = (2Iy — Vk)QﬁN,N(z) - Ei Q(kal)N,N<z)
Les polynomes PF vérifient la méme relation de récurrence mais
POL,N('Z) = On, PJ%/,N(Z) = Eal-

Alors les fractions continues m4(z) = (Qfy y(2)) ' Phy y(2) sont les conver-

gents de la fraction continue suivante [3, p. 331] :

1

2Dy — Vo — Ep . E;
ZIN—‘/l—El ET

Z[N—‘/z—.'.
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On va montrer que chaque ”homographie-bloc” dans la fraction continue
correspond en fait a la composition de N homographies simples définies dans

le cas général. L’homographie-bloc serait donc définie comme suit :
Sc(W) = —Ex(zIn — Vi + W) 'E

Etudions donc sfy_y41©...0 sgy. Posons 8 = kN. On a alors :

sE(W) = Cs1(WE_, + C5G_)"(WD}_, + C5Fj_,) en reprenant les
notations du cas général.

Soit, avec une définition évidente, s§j = C%_,(Y) ™' Z}. On compose sg_1055.
D’apres la forme de s et apres factorisation par CBLfl(YBL )t

sp_1 0 sg(W) = Cho(ZEEE o+ Y{ Gl )" (Z§Dh_y + YiFj_,). Par une
récurrence constructive immédiate, on obtient que, pour tout k inférieur a (3,
sy 0...0sf est de la forme Cf_, (Y,") ' Z[.

Les numérateurs ZF et les dénominateurs Y;* sont donc définis par récurrence.

On montrerait qu’ils sont de la forme :

Vi =WH[ + CiN} et Z[ =WJ + C{K[ ou

JpomEN (ke B\ (DEa BEY (e HEG)
- - 1
Klg ng Kl£+1 Nlérl Fkal Gﬁ/fl Kl£+1 Nlérl

avec AL défini comme au chapitre précédent. Linitialisation de la récurrence

L L L L
()~ (o) -
Kﬁ Nﬁ Fﬁfl Gﬁfl

d’apres la forme de YﬁL et ZBL . On obtient donc :

est réalisée par

(Sé—N—f—lo' : .osé)(W) = CBL—N(WHQL—N+1+CQLNQL—N+1)_1(WJﬁL—NHJFCﬁLKﬁL—NH)
D’apres la relation de récurrence, on obtient

Jé;—N-H Hﬁ N+1 H AL

KﬁLquLl Nﬁ N+1 -

On examine donc le produit matriciel de N matrices compagnons de type AL.
Ces matrices carrées sont de dimension 2/N. Donc le produit de N matrices
compagnons donne une matrice dont les N dernieres lignes sont pleines et

les N premieres sont le bloc (Oy, Ix). On obtient donc les valeurs suivantes :

‘]é;N#»l — ON et H§7N+1 = IN
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On obtient les formes suivantes pour le numérateur et le dénominteur de la

composition :
L W L L LyL

On ne peut trouver directement la forme de Nj_y.; et Ks_y41. On va donc
essayer de décrire les formes de CyNz_ni1 et CEK) .oy
Reprenons le calcul au départ. On commence par multiplier C’BL par

( F BL—l Gé_l ) On obtient la matrice suivante :

0 . 0 0 As N 0

: . . : Ap-N+1,6+1

O .. O 0 A6727,3 Aﬁ,276+1 e A6,27ﬁ+N72
_Aﬁ—l,B—N—l e Ag_lﬁ_g zZ — Aﬁ—l,ﬁ—l 0 N e 0

que 'on décompose en deux blocs :
2N —1 1

o~ o~
(s, 1)

On multiplie cette matrice a droite par Aé_z, elle aussi décomposée en blocs :

1 2N —1
= —~~

2N = 1{[ Opn-1x1  Tan-1
1 { Ug—2 Vﬁ,Q

Ce qui donne ( ug_oTh5 Sk + T | Vas ) ¢’est-a-dire

0 . . 0 As_ng 0

0 c. c. 0 Ag_gﬂ NN Aﬁ_gﬂ_i_]v_g )
_Aﬁ_27ﬁ_N_2 e c. —Ag_g,ﬁ_l 0 N 0

0 _Aﬁfl,,@fol ce. 2 Agflug,l 0 C 0

d’apres la valeur des coefficients de Aé’_Q.

On obtient donc une matrice de la méme forme que ( C’BL F 5Lf1 C’ﬁL Gé,l )
si ce n’est que le bloc triangulaire en haut a droite a perdu une ligne et une

colonne et que l'on a rajouté une ligne de coefficients en bas.



2.3 Accélération de convergence 57

Par un raisonneemnt par récurrence, on obtient donc un ”"remplissage” de la

matrice par le bas. Au bout de N multiplications, on obtient donc :

—Ap-npon oo oo —Apnp N 2= ApNpg N —Asgnpsnn o —Agng
0
0 ce 0 —Alg,LB,N,l —AB,LIQ,N C A Aﬁfl,,@fl

c’est-a-dire que ( CBLKBL_N+1 CBLNBL_NJrl ) = ( B 5 zIn — Vi )
On obtient donc Yi_y 1 =W + 2Iy — Vi_y et ZEy_ i = —Ef_,. Donc la
composition des N homographies simples donne

SﬁN—N—i—l ©...0 SﬁN = CICLN—N(ZIN — Vi1 + W)_l(_El:—Z)

= Ep_o(zly — Vit + W) H=Ef,)
= _Ek72<z[N — Vk,1 + W)ilE]:iQ

ce qui est la formule donnée pour I’homographie-bloc. On retrouve ainsi la
formule donnée par Aptekarev et Nikishin.

Au début de cette sous-section de la démonstration, nous avions indiqué
que nous pourrions toujours mettre la matrice sous forme d’'une matrice
bande. En fait, il suffit de réaliser des décompositions LU successives des E;
sous la forme L;R; ou L; est une matrice triangulaire inférieure et R; une
matrice triangulaire supérieure. On obtient alors une matrice bande. Il suffit
de changer les polynomes P} et QF. O

2.3 Accélération de convergence

La convergence de fractions continues a été étudiée par de nombreux
auteurs : De Bruin [23], Jacobsen [24, 25, 44], Jones et Waadeland [45],
Levrie [50, 51, 52, 53], Kaliaguine [47], Van Iseghem [81] et Sorokin [72].
L’accélération tient une grande part dans ces différents travaux. Dans la
méme optique, il s’agit dans cette partie de démontrer le résultat suivant
d’accélération de convergence de fractions continues matricielles en utilisant

les nouveaux outils créés dans la section 2.1 :
Theoreme 2.8. Soient A, ,1p, n >0, pe{—s,...,r} de telle sorte que

hm An,ner = hp
existe pour p = —s, ..., 17 et h_g.h, # 0. On supposera que les valeurs propres
de la matrice AL définie dans 1.42 vérifient | M| < [Xa| < ... < [Ariy|-

De plus, on suppose que
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limsup [[S, (0)] # oo

Alors la limite o
p = lim 57(0)
existe, et st on pose
h., 0
L A e A 1 ... 1

Ay
i
|

0

0

, | }? Al s N
1 cee e r

nous obtenons 'accélération pour tous x € C™1 et y € C**!

t SL =\
lim |fct( nL(SO) eyl _
n—oo [z1(57(0) — @)y
Remarque 2.9. En particulier, si x et y sont des vecteurs canoniques, on

0.

obtient une accélération par composante. Grace a la propriété 1 du Chapitre
II de la thése de B. Germain-Bonne[39], cela fournit alors une accélération
en norme L
o I8H@) el
n—oo [|57(0) — ¢
Le théoreme précédent est une uniformisation d’un théoreme donné par
Jacobsen et De Bruin [25, Théoreme 5, p. 168] :

Theoreme 2.10. Soit une fraction généralisée convergeant dans C"

NS

00
Kk:l

ot les coefficients vérifient

lim ag):a(i) eC@=1,...,s8), lim b,=0b€C
k—-+o00 k——4o00

et tels que les solutions ry,...,rsy1 de
= bt 0@ a2 0@ g

satisfassent |ri| > |ra] > ... > |rs| > |rsqa].
Alors les queues des fractions continues convergent vers w® (t=1,...,s) et
on a l'accélération de convergence suivante

@) _ g, (s)
lim 2 5 k% oW ):0 (i=1,...,5)

st les féi) # 00, (i=1,...,s) sont les valeurs des fractions continues.



2.3 Accélération de convergence 59

Toutes les formules de la section 2.1 dépendent de z. Dans la suite, on
peut supposer que z = 0.

Avant de démontrer le théoreme, on rappelle le théoreme dit de Poincaré-
Pincherle-Perron [24, Théoreme 1.1] qui est un outil majeur de la démonstration.
Ce théoreme a déja été utilisé dans [23], [44], [50], [55] pour démontrer la
convergence de fractions continues généralisées et leur accélération de conver-

gence.

Theoréme 2.11. On considére une relation de récurrence linéaire de la

forme

X, = a,i")Xk,l + aé"il)Xk,g + ...+ a,gl)Xk,n, a,(j) #0k>1

tels que les coefficients vérifient klim a,(cj) a9, (j=1,...,n).
— 400
et les racines r1,...,1m, de Uéquation auziliaire r" = a™r™=1 4+ .. + qM)

soient simples et ordonnées de la maniére suivante :
] < |ra] < ...<|ry

Alors il eziste une base {D,(Cj)}(j = 1,...,n) de l’ensemble des solutions de

la récurrence a n termes qui vérifient

Do
kliI—P %:rj, (j=1,...,n)
——400 Dk;

Cette base est dite ordonnée par domination car, ainsi qu’on le démontre

plus loin,
p®
im =k =0, i<j
On démontre maintenant le théoreme principal 2.8

Démonstration. Rappelons [79] que les composantes de QL et PL forment

une base de ’ensemble des solutions de la récurrence (ot on a choisi z = 0)

Ann—s Ann r—
’ Yn—s — . — ﬁlyyH,r,l, n 2 0. (21)
n,n+r

Yn+r = —
An,n—i—r

Par hypothese, les coefficients de cette récurrence admettent des limites

im An,n+P _ @

n—oo An,nJrr hy

Remarquons aussi que les A; coincident avec les racines de I'équation ca-

ractéristique
_hes NS — !

AL
. .

=
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Le théoreme de Poincaré-Pincherle-Perron 2.11 permet d’affirmer qu’il existe
une base (D,(f))n>o,i =1,...,7r+sde l’ensembl)e des solutions de (2.1) telle

D ]
que i=1,...,r4+s, lim =L =\, (2.2)
n—oo D(l

Pour cette base, nous avons le lemme suivant montrant qu’il s’agit effective-

ment d’une base ordonnée par domination.

DY
Lemme 2.12. Pouri < j: lim 5 = = 0, la décroissance étant géométrique.
n—oo D
Démonstration. On sait que kgrfm D,(CZ)FI/D/S) =\, (i=1,...,7+s) donc

soit € > 0, il existe N € N tel que :
o
D®

n

VneN(n>N= |\ —e< < |\l +¢€)

Donc (]| — &)| D] < [Dy] < (|Ai] + )| DY)
Par récurrence, on obtient
(IM] =)™ VDR | < D] < (Ml + )" VDR,
et (IA;] = &)™ DL | < [DYL] < (0] + )N DF |-
Finalement, pour ¢ < j, || < |Aj],

% n—N i % n—N
DR <|Ai| —e)< ' ID 1DV (ww—:)( )
IDP |\l e DI DR\l —e

Supposons

Tl

1 :
<0 e 1, (Pl = P

1 1
Alots, pour j > 2, |Aj] —& > [N = S(IA] = [Aja]) > S (A + A=) > 0

\V/].<j<7“+8, 2e < |)‘j|_|)‘j—1|
Al +e < [N —e
‘)\j71|+8 1
[Ail — e
s
Donc ¢ = max M<1. De plus,
J=2,..,r+s ‘)\‘—8

‘)\z| +é < ‘)\j71| +é

Vi<i<j<r+s,
SIS NECREYEE

‘Dn-l—l‘ < (n—N)
DY),
(@)

Et finalement V1 < i< j<r+s, lim "H =0. O

On obtient donc V1 <7 < j < r+ s,
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Comme on dispose de deux bases, il existe une matrice P, inversible, telle

que, pour tout n = 0,

L L (1) (r+s)
n—s _Pnfs Dn—s Dn—s
B, = : : = : : P
L 1) (r+s)
n+r—1 _PnJFT*l Dn+r71 ce DnJrrfl
_ n—s) 71; 1) (r+s)
= V=) diag(D\",,...,D)".P
ou
1 o 1
1 +
D7(’L—)S+1 Dilr—ss-al
(1) T (r+s)
V(n—s) _ D~ Dy,
1 r+s
SL«&T*I DSL‘FT*)l
1 .. r+5
DY, DY

On partitionne P et V(%) de la maniére suivante :

P _ P1,1<€ (Csxr) PLQ(G Csxs)
P2,1<€ (Crxr) P272<€ (Crxs)

et V(n—s) — ‘/1(,?_8)(6 CSXS) ‘/1(;_8)(6 CSXT)
Vi (e €y vy (e C)

On peut remarquer que lim V™™ = V() existe d’apres 1'égalité (2.2).
C’est une matrice de Vanraziomonde construite a partir des Ay, ..., A\ qui
sont distincts et non nuls. En particulier, V() Vl(f{o) et VQ(;’O) sont inversibles.
De ce fait, a partir d'un certain rang n, les matrices Vl(ff_s) et VQ(;_S) sont

inversibles et leurs inverses convergent vers (Vl(io))’1 et (VQ(EO))’I.

Nous avons le résultat suivant

Lemme 2.13. i limsup ||SZ(0)|| < oo alors Py est inversible. De plus,

n—oo

lim SY(0) = ¢ = —(Po1) ' Pao

Démonstration. On a
QL _PL
: = (VY v ).diag(DY,,..., DUYY).P
Qﬁ—f—r—l _Pr%-i-r—l
= v (V)Y L) diag(DYY,, . DY) P

- \gﬂg‘s).diag(pﬁﬁg”,...,Dﬁjjj)).(An I, ).P
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avec ||A,|| — 0 d’apres le lemme 2.12. Supposons, maintenant, par I’absurde,
quil existe z € C" # 0 tel que 2'.Py; = 0. Comme P est inversible, nous

avons xt.P272 # 0. Nous obtenons alors
1y Py |
ISYO) = sup =2
veer [|' QR |l
|y".(ApPro+ Py
= sup ;=
yeer |y (An Py + Pay)||
2" Pooll — [z AnProl]
=
2| 1A Pyl

et la derniere quantité tend vers I'infini lorsque n tend vers l'infini, ce qui est

en contradiction avec I’hypothese.

Ceci signifie donc que P est inversible. De plus

—(Py1) Py — SH0) = —(P) ' Pop— (QF,) ' PE

n,r

= (Qﬁ,r)il (_Qﬁ,xpz,l)ilng — P,ﬁr)
= (QF )_1< QL _pL ) ( —(Py) ' P2 )

I
—(P2,1)71P2,2 )

S

- (A,LP171+P2,1)_1.(A" [r>_P<

(d’apres l'expression de Qir)

Py — Pry(Psy)"'P
= (ApPri+Pon) " ( AV ) : ( 12 171(() 51) " Pa )

= (APii+ Poi) AW(Pio — Pii(Po1) ' Pao)]
Et la derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. O

Sil'on pose RE = pQF— Pl et RL = QLyp—PE on obtient la représentation

suivante qui permettra d’obtenir I’asymptotique de l'erreur :

Lemme 2.14. Notons P := Py — Py1(Pay) ' Pya, alors

QL RL )
: : = V9 diag(DY,, ..., DI*Y). ( L1 )

n—s

L L
n+r—1 Rn—i—r—l

SRR (0 Y
5—7"7 T Qﬁ-‘,—s—l P! _P71P1,1P2_,11 DS,)S’ ’ D,(fj_ss)

ot W) est linverse de V"=%) et est partionnée de la méme maniére.
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Démonstration. La premiere formule se déduit de la démonstration du lemme
précédent.
La deuxieme s’obtient en utilisant la formule (1.6) et en multipliant a gauche

I, — I
par ? ) et & droite par 7. O
0 I 0 I

Ce lemme nous permet d’obtenir les asymptotiques suivantes :

Lemme 2.15. Vz € C", Vy € C%, en notant ¥ := xt.PQTf et § = Py et
et B les indices de la premiere coordonnée non nulle du vecteur T et de la

derniere coordonnée non nulle du vecteur g :

O .
Ys # 0
i = 0 et y= 0
To #0 :
: 0
t(,,_ oL
On a lim [#"(p = 5,(0))y] e R—{0}

n—oo STA)\ — B
(DEH)-1.DY |

n—s

Démonstration. Par définition et d’apres le lemme précédent, on a
p = 5;(0)
= Ry ()7
= Ru(Ri_esQns) 'Ry

1 1 _
. 13- (n—s)/ ~R\—1 R
= —P; diag (D(S_“) e D(T_Jrs)> Wy, (Cy)
1 1 -
n—s n—s . 1 s -1 7: n—s
AV T = diag(DyL,, - DY) PPy ding | —0 o | Wan )]
Dn—s Dn—s
VA diag(DLY,,..., DY )P
D’apres le lemme 2.12, on a
lim diag(D" DY )P, Py dia ! L)y
sl B\ s+ Unis) 114791 g ijjrsl) Y DS:FST) -

De plus, la matrice Wg(ﬁfs) converge Vers WQ(Of) Donc a partir d’un certain

rang, Wg(ﬁfs) est bornée. Cela signifie donc que, a partir d'un certain rang,

on obtient
— . 1 1 n—s n—s n—s —
2 Sﬁ(O) = _P2,11d1ag (D(S+1) Yo D(r-i—s)) W2(,1 )(‘/Yl(,l )(Wl(,l : + 0(1))) !
Vi diag(DY,, ..., D, P
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On a déja démontré que les matrices Vl(ff_s) et VQ(Z_S) étaient inversibles a
partir d'un certain rang. D’apres la définition de W™=%) on a

L A A Al AU R A

)

Cela signifie donc, qu’a partir d’un certain rang, la matrice Wl(ﬁfs) est in-
versible d’inverse Vl(f;*s) — 1/1{3*3’(1/2{3*5’)—11/2{?*5’. Cela nous fournit alors

I’égalité :

p = 8,(0)
1 1
_ __p-lg3 n—s) n—s) (n—s) (n—s)\—1y,(n—s)
- P2,1 dlag (D(S+1) ). D(T—"—S)) W (‘/1 V (V ) ‘/2,1 + 0(1))
diag(D}",...., D;))P
1 1
— _p-1l3;
= —P;diag (D(SJFI)’...’D(HS))
(W3 Vi = (L = Wy Vs ) (Vs ) VR Y) (1)
diag(DY,,..., D) )P
1 9. 1 1 n—s)\ — n—s . 1 s A
= _P2,11d1ag (D(S+1) Yt D(T+s)> <_<‘/2(,2 )) 1‘/2(,1 ) + 0(1))d1ag(D£L_)8, ety DT(l—)S)P
Le produit —(V 5 8)) V posséde des composantes toutes non nulles

puisqu’il s’agit d’mterpolatlon polynomiale. En effet, les matrices limites sont
des matrices de VanderMonde, c’est-a-dire que I'on obtient le produit

-1

N A AL
)\;ﬁ L )\ﬁiﬁ 1 )\’1’“*1 . )\:—i—s—l
soit
1
1 . 1 1 o 1
diag\Ty AT | z s - | diag(y,... )
)\iﬁ . )\ﬁli )\‘i_l . )\ffl

(2.3)
On recherche donc 'inverse d’une matrice de VanderMonde. Notons cet in-

verse
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Notons Tj(X) = dgy + ... + dps X*71, les polynomes de degré au plus s — 1

formés a partir des coefficients de cette matrice. Ils vérifient
Tk()\r-i-k) =1 Tk()\r—I—n) =0, ne {1,...,8}, n#k:

Ces polynomes d’interpolation existent donc et sont uniques. Ils ne peuvent
étre nuls en d’autres racines que celles indiquées ci-dessus. Or lorsque 1'on
effectue le produit (2.3), on obtient
Ti(N) ... Ti(\)
diag(NJ 1, A\ L,) : : diag(A], ..., A\)) (2.4)
Ts(A1) ... Ts(A\)

qui est la limite du produit —(‘/2(273))_1‘/2(373). Ceci qui prouve que toutes
les entrées de ce produit sont non nulles a partir d'un certain rang.
Notons le produit —(\/'2(’721_5))*1\/2(,7{_5) + o(1) par

Y1 .- Vs

Yr1 -+ rs

On multiplie ensuite par les deux diagonales, on obtient alors

71,1(D£LSJ—31))71D1117)3 s ’YLS(Dﬁtsj—sl))iansf)s
77’71(D1(18j—;))71Dn17)s s 7T78(D1(18jsr))71Dnsf)s
Notons (¢1,...,¢.) =& et (dy,...,ds)" = ¢'. On multiplie ensuite a gauche

et & droite par ' et y pour obtenir

|2 Ry (R s Q)™ Ryl =

n—s,s

>4 (Z Cw/c,j(foisk))_ngzs> |
=1

k=1

(s+a)

n—s

)_1D,(f_)s|. Comme ¢, =0, k<aetd; =0, j > [, on

obtient finalement la quantité

Divisons par |(D

5 r (s+0) ()
D&t p

d . Ck'Yk’ . n—s n—s

Zjl ’ (kzza "Dt pB)

Grace au lemme 2.12 sur la base ordonnée par domination et d’apres la limite

(2.4), on obtient donc pour limite de la somme précédente
Cadlg lim Yo,8 = Cadﬁ)\;IaTa()\ﬁ))\Z

qui est bien un nombre réel non nul. O
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Lemme 2.16. Nous avons ¢, = —CIRE (RE_ )" =—(RE., ) 'RECE
et SE(pn) = @, (c’est-a-dire que @, peut étre considéré comme la queue d’une
fraction continue).

Finalement, lim,, .., v, = @ existe.

Démonstration. Développons le produit croisé RF CHERE

n,s~n "Vn—s,s"

Rﬁ,schﬁ—s,s = (()OQTIE,S - Pr}is)cf(gﬁ—s,sw - Pil—s,s)
= @Qg,scf Qﬁfs,ssp - Pr?,sofgﬁfs,s(p
_SOQZSCT?P#—S,S + Prlf,scfprlz/—s,s
D’apres la propriété 2.1, on obtient alors
RﬁsCerlzl—s,s = QPQﬁ—r,rorf erzl,r(p - (L” + Pr?—r,rorf erzl,r)cp
_80<fo7~,1«0,57)£7« - [S) + Pffr,rcr[;,])rlz/,r

= (pgrlf—r,rcrl; Qre,r(p - 7)7?—7",7"07[; Qﬁ,r@
—QOQR CLPyir + PR CLPyir

= (@ngr,r - Pffr,r>cr[;<gﬁ,r(p - Prﬁr)
— RR CLRL

De plus, d’apres le lemme 2.14, on en déduit que les résidus sont inversibles
a partir d'un certain rang, ce qui conclut la démonstration de 1'égalité.
Considérons maintenant SZ (¢, ). D’aprés les formules de la définition 2.2, on

obtient :
Sﬁ(@”) = ((pn Qﬁfs,s + CT[L/ Qﬁ,r)_l ((pnpﬁfs,s + CT[L/Pi:T‘)
Utilisons la forme de ¢, = —(R},.,)"'"R}},CF. Cela nous donne

Sﬁ(@”) = (_Rﬁscrljgﬁ—s,s + erf—r,r07€ Qﬁ,r) o (_Rf,sc:jpr[{—s,s + erf—r,rcrfprlzl,r)
- (w(_Qr}isCfgﬁ—s,s + Qﬁ—r,rcle Qﬁ,r) - (_Pﬁscrjz%gﬁ—s,s + Pf—r,rcle Qﬁ,r))il
(w(_QﬁsCfpﬁfs,s + for,rcﬁpir) - (_Pﬁscfpﬁfs,s + PR CTILIPiT‘))

n—r,r

= d’apres la propriété 2.1
En utilisant maintenant la formule de ¢,,, on peut en déterminer la limite :

9071 = _Crerlll,r(RL )_1

n—s,s
D’apres les limites sur les diagonales, on trouve
h. 0

lim C =

n—oo

0
0
0

hy ... ... h

<
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De plus
,R’rlzl,r = %(,?_S)diag(DSf)sv SRR D;‘i)s)p
7:‘)’ﬁfs,s = ‘G(,T_S)diag(Dg—)sv sy Dﬁzs—)s)p
On forme alors le produit R} (R}, )" = Vz(ﬁfs)(vl(ﬁ*s))_l et on passe 2
la limite. On obtient bien la formule demandée. O

Remarque 2.17. On peut aussi déterminer la forme réduite de @, en utili-
sant o, = —(RE_)IRE CE.

En effet, on a
RE = P, jdiag ! ! win=s) (CL)’1
n—r,r 2,1 S_Jrsl) et S_Jrsr) 2,2 n
RE = P} diag ! ! Wi (C'R)’1
n,s 2,1 Dr(Ls_Jrsl) PICIEIE) Dr(Ls_Jrsr) 2,1 n

Ce qui nous donne finalement p,, = C’,f(WQ(Z_S))_lVVQ(ﬁ_S).

Il s’agit maintenant de démontrer le théoreme 2.8. On va donc étudier le

numérateur ¢ — SE(p)

o — Sk(@)
= Sken) — SHP)
= SH(RE,)'=RE)CE) = SHCEH-RE(RE_, )™

= (_Rg,scfgﬁfs,s + Rffr,rcﬁ Qﬁ,r>71(_RR CRPL + RR CLP?%,T)

n,s~n " n—s,s n—r,r~='n

_(_PR C’L’]érli,r + PR CRt]éL )(-QR C’L’]érli,r + QR CR’]?,L )71

n—r,r~'n n,s~'n "Yn—ss n—r,r~'n n,s~'n 'Yn—s,s
_ R R L R L AL \—1
- (_Rn,an Qn—s,s + Rn—r,rCn Qn,r)
R RpL R LpL R ~L L R RpL
(_Rn,an 7ans,s + Rnfr,rcn Pn,r)<_ anr,rcn Rn,r + Qn,an 7?’nfs,s)

_(-RR CcRQL_ | RE CLQ7LL’T)(_PR C«Lﬁer+73R CRPL )]

n,s —'n <n—s,s n—r,r='n n—r,r='n n,s~'n "Vn—s,s
(—QR CL’R’ﬁ,r_'_ QR CRRL >71

n—r,r='n n,s = n '"Vn—s,s

Examinons le crochet :

[ ] = RR CR(Pi;s,sfor,r - Qﬁfs,spffr,r>ér[;7§’£,r

_erf,scf<7)7€—s,s eris - Qﬁ—s,spﬁs)cfﬁﬁ—s,s
+R§—T‘,TC7ILI(_P7'IL:T‘ erz%—r,r + Qﬁ,rpf—r,r)érfﬁir
_'_Rffr,rcﬁ (Pﬁ,r Qﬁ,s - Qﬁ,rl])ﬁgcfﬁﬁfs,s

En utilisant les formules de la propriété 2.1, on obtient
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o (Pi s Qirr T Qs sPilrs) = Osr
o (PresQus = Qi sPuis) = —(C)7
o (—Pu, Qi+ Qi Pi,,) =—(Cr)7
o (PurQis = Qi Poly) = O

Le crochet est donc égal a

[ | = RECERL  —RE, CERL.

n,s—'n n—s,s n—r,r-n
_ R R —1pPR R SNLPL (L -1 oL
- Rnfr,r ( (Rn—r,r) Rn,an - Cn Rn,r (Rn—s,s) ) Rnfs,s

Le numérateur est donc égal a

p—SHE) = RE,, ((RE,,)'RECE- CIRE(RE,)™ ) RE

n—r,r n—r,r n,s—'n n—s,s

(_QR C«Lﬁrl;’r + QR CRz]’éL )—1

n—r,r~'n n,s —n "VYn—s,s

car la premiere parenthese est égale a I'identité.

D’apres la forme de ¢ et les calculs effectués dans le premier chapitre, on a
b= —CIRE (RE)™

On modifie ensuite ’écriture a I'intérieur de la derniere parenthese afin de
faire apparaitre 'identité ajouté a un terme qui tend vers zéro lorsque n tend
vers l'infini.

p=57(@) = R (=) (=Q, CrRy (R, )7+ QL)

= Rf—r,r(@ - @n)<erf—r,r<¢ - (pn) + Qf—r,rgon + erf,scf>il

= Rﬁ—r,r(@ - Son)(erz%—r,r(@ - 9071) - Qﬁ—r,rcﬁRﬁ,s(Rﬁ—s,s)_l + Qiscf)_l

D’apres les formules liant les numérateurs et les dénominateurs, on obtient
ngr,rCLRﬁ,r = QR CRRL - [s

n n,s—'n "VYn—s,s

On injecte donc le résultat dans I'expression du numérateur ce qui élimine
Qf CF de la parenthese et on factorise (R} )_1. Ce qui donne

2 Sﬁ(@) = Rffr,r(ga - (pn)(Rﬁfs,s ngr,r(gé - (pn) + [S)ilRﬁfs,s
Multiplions par x a gauche et y a droite. On obtient
"L‘th—r,r(@ - wn)(Rﬁ—s,s Qﬁ—r,r(@ - QOn) + IS)_lRﬁ—s,sy

On prend la valeur absolue et on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour
aboutir a

2t (p=Sg (@Dl < 'Ry, 1 1(@=0n) (Ry_s s Qi (2—0) L) IR, Ly
(2.5)
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On étudie z?RE

n—r,”r

et Rﬁfs,sy. D’apres le lemme 2.14, on a

1 1
2RE _ atas (n—s) r ~L\—1
Rn rro z dlag (D(S+1) 9 D(S+T)> W2,2 (Cn>
et Ri_, oy = Vi Vdiag(DS",,...,D{)i

Notons (c1,...,¢.)' =7" ¢, =0, k<aet (dy,...,ds) =7, d, =0, k> 3.

Donc
l# Rl <00, calDEZ) T (D) WS ()
n—s B8)
IRE sl < IGO0 D00, 0)
Or
lim Vlrf o) = Vl(cio et lim WQZ (O QZO)CL
Donc leurs normes sont bornées. Notons K, = ||W2(7;_S (C’,f)*1||||\/1(711_5)|| et
K= lim K,,.
On utilise par exemple la norme 1 et on divise par |(DS )| et [DY” |. On

obtient alors

r s+j -1 B

H'IIRE rr” HRﬁfs,sy” <K Z s D1(1j—s]) Z
s+a N ohne J s+a :

(D) 1.0 = \DY) IS

DY,
“\ o0,

< K.Ca.dg. (26)

Grace au lemme 2.12 sur la base ordonnée par domination,

e RE L IRE

(D) D

De plus, toujours grace au lemme 2.14, on a

o
TLSS nrr

n—s n—s) n—s) 7. 1
- - (v ng Vi diag(DL2,, ...

D) Py Pyt diag(DY, . DYDY Wiy ) (G

n—s o

Donc la limite existe et est bornée. Donc

nh—>r£>lo H(@ - Qpn)(lR’ﬁ—s,sgf—r,r(@ - Qpn) + [S)il” =0 (27)

Finalement, en utilisant les formules (2.5), (2.6) et (2.7) et le lemme 2.15, on

obtient bien 'accélération de convergence :

i 120 (@) — @)y

=0
n—oe [2¢(S7(0) — @)y
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Corollaire 2.18. Considérons un opérateur bande A = (Ay;) ar+s+1
diagonales vérifiant

lim A, ,4+p = hy

p=—S,...,7 et h_sh. # 0. Supposons que les valeurs propres, dépendant de
z, de la matrice A* définie dans 1.42 vérifient |\i| < [Xa| < ... < [Arisl

Alors z € Q(A) si et seulement si z € QUA) et l'une des trois conditions

équivalentes suivantes est satisfaite
(i) Py est inversible.
(ii) limsup,, . [1Sy(0)[] < oo

(iii) lim, oo SE(0) := ¢ ewiste dans C™*.

Notons que z € Q(A) signifie que |\,| < 1 < [A\;41| d’apres le théoreme
1.44. Sous les hypotheses du corollaire, suivant le raisonnement présenté ci-

dessous, on montre que les éléments de 2(A) ne vérifiant aucune des trois

conditions est une valeur propre de A.

Démonstration. D’apres le lemme 2.13, on a les implications suivantes :
(il) = (i) et (i) = (iii)
La derniere implication (iii) = (ii) est évidente.

Supposons que z € Q(A). Cela signifie que [\,| < 1 < [Agy1].

Supposons de plus (i). Cela implique que ¢ existe et que toutes les formules
du lemme 2.14 sont valables.

Grace a la base ordonnée par domination et a la décroissance géométrique
du lemme 2.12, en effectuant completement les produits, on peut démontrer
que les polynomes @)y et les résidus R,, vérifient le critere du théoreme 1.40
du chapitre 1 et ainsi que z € Q(A).

Réciproquement, si z € Q(A), p existe. On réalise alors la méme démonstration
que dans le chapitre 1 pour le théoreme 1.44, page 37. En effet, par un rai-
sonnement identique, on élimine les solutions ne tendant pas vers zéro. On

trouve alors que (D(l) .,D,(fif)) sont séparés en deux groupes de tailles

n-s -
respectives r et s.

On trouve, en particulier, P 10+ Po 9 = 0,45. En utilisant le méme argument
que dans la démonstration du lemme 2.13, on démontre que P»; est inver-
sible, c’est-a~dire la condition (i), et ainsi que les formules du lemme 2.14
sont valables. Comme le critere du théoreme 1.40 du chapitre 1 est vérifié,
on passe a la limite sur les formules. En utilisant alors (2.2), on démontre

que [As] <1 < |[Asq1] et ainsi que z € Q(A). O



CHAPITRE

3

Moments modifiés

3.1 Introduction

Les polynomes orthogonaux apparaissent dans I’étude des fractions conti-
nues, les approximants de Padé vectoriels ou matriciels ; ils sont aussi un outil
important dans la résolution du maillage de Toda-Langmuir et les systemes
dynamiques associés.

Au lieu de déterminer, de maniere explicite, les coefficients des polynomes
(bi)orthogonaux définis par une certaine matrice de mesures, on calcule
habituellement les coefficients de la relation de récurrence vérifiée par ces
polynomes. Ceci permet, en particulier, de diminuer la taille occupée en
mémoire. [’évaluation du polynome en une valeur xy peut aussi se réaliser de
maniere stable grace a 1’algorithme de Clenshaw [63] qui se rapproche de I’al-
gorithme d’Horner. Dans le cas scalaire, une méthode relativement adaptée a
la détermination des coefficients de récurrence est l’algorithme de Chebyshev
modifié [68], qui a été récemment étendu au cas vectoriel [28] ainsi que dans
[18]. La difficulté principale qui réside dans l'application de cet algorithme
est un choix convenable des polynomes de référence nécessaires pour les mo-
ments modifiés sous-jacents. Nous avons démontré quelques résultats sur le

cas scalaire dans [9].

71
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Dans la suite, on présente une version de l'algorithme de Chebyshev mo-
difié pour des polynomes vectoriels, apres avoir rappelé 'algorithme sca-
laire. Ensuite on applique cet algorithme a quelques exemples. Les résultats
numériques obtenus sont analysés ainsi que les choix possibles de polynomes
de référence.

Cet algorithme sera utilisé de nouveau dans le chapitre suivant car il
permet de déterminer les coefficients d'une matrice de Jacobi Jy(t) qui évolue
en fonction du temps, a partir des moments modifiés solutions d’une équation

différentielle @y (t) = —Tn (0)®y(2).

3.2 Calcul des coefficients. Algorithme de Che-
byshev modifié

3.2.1 Introduction

Généralement, pour calculer les coefficients des relations de récurrence,
on utilise 'algorithme de Chebyshev modifié au lieu de I’algorithme de Che-
byshev. Cet algorithme utilise ce que l'on appelle les moments modifiés
[ pr(x)w(z)dz au lieu des moments ordinaires [ z*w(z)dz. Dans le cas sca-
laire, il a été prouvé dans [9] que le choix des polynomes de référence (Ily))
est important. En particulier, si ce sont des polynomes orthogonaux, les sup-
ports des mesures sous-jacentes doivent étre essentiellement les mémes.

L’algorithme dans le cas scalaire peut étre par exemple trouvé dans [32],
[68]. Une étude du conditionnement des applications non linéaires qui asso-
cient les moments modifiés aux coefficients de récurrence peut étre trouvée
dans [32], [36]. Fischer [30] puis Beckermann et Bourreau [9] ont amélioré
cette étude. Nous rappelons donc tout d’abord cet algorithme et nous le
généralisons au cas vectoriel. Nous parlerons en particulier du choix des po-
lynomes de référence. Pour une version par bloc de I'algorithme, on pourra
se référer a [69]. Un algorithme dans le cas vectoriel a été décrit dans [2§]

sans toutefois d’explication sur le choix des polyndmes de référence.

3.2.2 Algorithme de Chebyshev modifié scalaire

Soit do(t) une mesure non négative sur la droite réelle de support fini ou
infini.

On suppose que tous les moments

/R thdo(t)
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existent et sont finis. On peut définir, alors, a partir de ces moments, un
systeme de polynomes 7 orthogonaux relativement a do(t). Ces polynomes

sont uniques si on suppose en plus qu’ils sont unitaires. Alors

7 est de degré k, unitaire
Jg T (t) 7, (t)do (1) {

=0 sim>n
>0 sim=n

Propriété 3.1. Ces polynomes vérifient une relation de récurrence a trois
termes comme suit :

Th1(t) = (8 — aw)mie(t) — Brmi-1(2)

71(t) =0 m(t) =1. (3.1)

ay, et B, sont des nombres réels et (3, > 0.

Les coefficients de récurrence se calculent généralement a partir des mo-
ments ordinaires [ z*do(z) au travers de l'algorithme de Chebyshev [34, 2.4,
p. 295]. Or la matrice de Hankel formée des moments ordinaires est tres
mal conditionnée puisque le conditionnement augmente exponentiellement
en fonction de n [6, corollaire 5.15]. L’algorithme est donc numériquement
instable. On doit changer de base de polynomes pour obtenir des moments
modifiés et essayer de stabiliser ’algorithme.

Soit donc une famille de polynomes orthogonaux (py)g, relativement a

une mesure s, définis par la relation de récurrence suivante
prra(t) = (t — ap)pr(t) — brpre-a(t) ,
les coefficients (ag)g et (bg)r étant supposés connus.

Définition 3.2. Soient les moments modifiés

mk:/Rpk(t)dcr(t) E=0,1,...

Ces moments permettent de calculer les coefficients (ay)r et (Ok)r au

travers de l'algorithme de Chebychev modifié.

Lemme 3.3. Les coefficients de récurrence vérifient les égalités suivantes :

/R trs (t)do(t)

o — B

w2 (t

J
/

(t)da(t)
Rﬂ?(t)da(t)
1(t)do(t)

J
G =
2
R
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Démonstration. Ces formules s’obtiennent aisément en utilisant la formule
de récurrence (3.1) ainsi que I'orthogonalité par rapport a do.

Notons (., .), le produit scalaire défini par

(f.9)s = / £()g(t)do(t)

Comme 7,41 est orthogonal a 7; et m;_;, on obtient les égalités suivantes :
0 = (m41,m)0
= (tmj,mj)e — oj(mj, m5)e — B(Tj-1, 7))o
Ce qui donne la premiere égalité.
0 = (Tj41,mj1)o

= (mj,tmj1)0 — Bj(mj—1,Tj-1)0

= (M 7)o = Bi(Tj-1,Tj-1)0
Ce qui conduit a la deuxieme égalité. O

Définition 3.4. Soient les moments miztes
min= [ mOm0dot), <k
R
qui seront utilisés par l’algorithme des moments modifiés.

Remarque 3.5. On peut noter que 0;, = 0 st j > k grace a l'orthogonalité

relativement a do.

On se propose de calculer les coefficients de récurrence (ay) et (Gx), k =
0,...,mn—1.
On a donc besoin de 2n moments modifiés.
La propriété suivante présente ’algorithme de Chebyshev modifié qui permet
le calcul des coefficients de récurrence.

Propriété 3.6. Les relations suivantes servent a initialiser ’algorithme :

o1 = 0, k=1,2,...,2n —2

oo = mi, k=0,1,...,2n—-1
ma

oy = (l0+—
mo

Bo = mo (par convention)
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Le calcul effectif des coefficients se fait de la maniéere suivante :
Pour j variant de 1 a n-1

Pour k variant de j a 2n —j — 1

Ok = O0j—1k+1— (aj—l - ak)Uj—l,k - ﬁj—mj—z,k + bko'j—l,k—l
0345 Oj—1,j—-1
O‘, .
ﬁ] — J5J (34)
0j—1,j—1

Cette propriété sera démontrée, de maniere plus générale dans le cas
vectoriel.

L’algorithme qui est de complexité O(n?) peut étre représenté sous la
forme suivante :

k

n-l|l — @ ®

La croix représente les quantités oy ; utilisées lors de la récurrence (3.2), le
résultat étant entouré.

Les quantités encadrées dans la table sont utilisées lors du calcul des «; et
B, grace aux relations (3.3) et (3.4).

Remarque 3.7. L’algorithme que l'on a décrit sera réutilisé dans le chapitre
suiwant. Il devra alors étre adapté, d’une part en posant oy = 0, k =
0,...,N — 1, les coefficients de récurrence oy, By n’étant calculés que pour
k < N et d’autre part en prenant en compte le fait que les polynomes de

référence dans le chapitre suivant sont orthonormeés.

Nous avons montré dans [9] que les supports des mesures d’orthogona-
lité des polynomes doivent étre essentiellement égaux afin d’éviter que le
conditionnement de 'application K, qui conduit des moments modifiés aux
coefficients de récurrence ne soit a croissance exponentielle. Les moments
modifiés sont d’abord normalisés par la matrice diagonale D,,. Le théoreme

est méme plus explicite :



3.2 Calcul des coefficients. Algorithme de Chebyshev modifié 76

Theoréme 3.8. 1. Si supp(s) ¢ supp(o) alors le conditionnement de

K,,, augmente au minimum avec un taur géométrique

lim inf conanor(Kn)l/" > max e (@) > ]
n—+00 x€supp(s)

ot g est la fonction de Green relativement au support.

2. Si la mesure s appartient a un ensemble de mesures dénommé Reg
introduit dans [74], si son support est un intervalle et si supp(o) ¢
supp(s) alors le conditionnement de K, augmente au minimum avec

un tauxr géométrique

lim inf Conanor(Kn)l/n 2 max eZQSUPP(S)(x) >1
n—+00 x€supp(o)

3. Si S = supp(s) = supp(o) alors, avec M := max,cs|x|,

00 1/2
O < coni (1) < VEM [ [ K20 0050 [ K5, wnte)]

K représentant le noyau de Szégo de la mesure indiquée. Si, de plus,

s et o appartiennent a Reg et si S est, par exemple, une union finie
d’intervalles alors lim,,_, |+ condp_ (K,)"/" = 1.

L’ensemble Reg contient en particulier les mesures de la forme do(z) =
w(z)dz, de support un intervalle ot w est positive.

3.2.3 Algorithme de Chebyshev modifié vectoriel

Dans cette partie, on définit, sur le méme modele que I’algorithme scalaire,
un algorithme permettant de déterminer les coefficients de récurrence de
polynomes vectoriels orthogonaux relativement a une matrice de mesures.

Comme dans le cas scalaire, la stabilité numérique semble dépendre, de
maniere importante, du choix des polynomes dits de référence qui servent
au calcul des moments modifiés. Cette conjecture provient simplement de la
discussion des exemples qui sont proposés dans la suite de cette partie. Dans
le cas scalaire, nous avons démontré que les supports des mesures d’orthogo-
nalité des deux familles de polynomes devaient coincider. Dans le cas vecto-
riel, malheureusement, cette supposition n’est, pour l'instant, pas prouvée. Il
semble d’ailleurs improbable d’employer la méme voie de recherche que celle
utilisée par Fischer dans le cas scalaire.

On considere une famille de polynémes orthogonaux (I1£) ey, avec ddeg T =

k. On suppose que les coefficients IV;; des relations de récurrence

I+s'
R __ R
xIl" = E NjJHj

j=l—r
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sont connus.
A cause des contraintes portant sur les degrés, on peut montrer que s’ doit
étre choisi égal a s.

En utilisant le produit scalaire défini par (1.2) relativement & une matrice
W de fonctions poids, on définit aussi les moments mixtes oy ; = <Q£ , Hf>W.
D’apres les propriétés d’orthogonalité, on sait que o4; = 0 si & est plus grand
que . De plus, IIF peut étre exprimé grace aux (QF) par I1F = ZZ:O Qo
En fait, les (o) sont les coeflicients de transmission qui permettent d’expri-
mer les [1 dans la base des (QF);. On obtient I’Algorithme 1 pour calculer

les n premiers coefficients de récurrence.

Algorithme 1 Algorithme de Chebyshev modifié

Initialisation
T:= [%} s+n+r+s
Vk € {—S,...,—l}, vVl € N, l<TO']€71:0

Vk €{0,...,r—1}, Vk <1 <T, calcul des o en utilisant une intégration
exacte ou une valeur approchée par quadature.
Calcul des premiers coefficients de récurrence.
Récurrence
for k=1ton do
fori=k+r—1toT — [§]3d0
Ap—1 ktr—10hgr—10 = — Efi,:j,s Ap_1040 + Z;J:l,r/ Njio4-1,5
end for
for|=—stor—1do
Ap 1 = o-k_il,kJrl (Zfill:ksl—r’ Njj+10%,5 — Z];j:s Ak,pap,k+l>
end for
end for

Démonstration. D’apres le produit scalaire défini précedemment, on obtient :

<xQ£’HlR>W - <Q£,xﬂf>w.

En utilisant les deux relations de récurrence, on obtient

k+r l+s
j=k—s j=t—r’

En faisant varier [ de k — s a k 4+ r — 1 dans 1’égalité précédente, on obtient
un systeme triangulaire qui permet de calculer les (Agk—s, ..., Aggrr—1). Le
systéme est triangulaire car les o, sont nuls si k est plus grand que /. On a

ainsi explicité la deuxieme boucle de la récurrence.
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Si on réécerit (3.5), en conservant uniquement Ay j1,0r+r; dans le membre
) JotrOk+r,
de gauche, on obtient les relations données dans la premiere boucle. Et ainsi,

on peut déterminer la nouvelle ligne de moments mixtes. O

Cette démonstration prouve ainsi les relations données dans le cas scalaire
avec r = s = 1.

Remarque 3.9. Dans le cas scalaire, [32], U'algorithme de Chebychev modifié
utilise comme données initiales le vecteur des moments modifiés

m= (Mos o 1) = /ﬂk(:c)w(:c)d:c

En fait, ce sont des moments miztes ooy avec qo(x) = 1.

St r > 1, on doit étre conscient du probleme de l’initialisation. On ne

peut pas choisir (QL,...,QF )t = I, pour calculer les r lignes de données
initiales. Mais, en premiéere intention, on suppose que ce sont les valeurs cor-
rectes de (QF, ..., QF ). On calcule alors seulement Wy = (01,1) (k.1)e{0,...—1} -
Ensuite, comme indiqué dans le chapitre 1, dans l’égalité (1.3), grice a une
Lyt

décomposition LU de Wy, on récupére les valeurs correctes de (QF, ..., QL ,

et on est alors capable de poursuivre les calculs. St W est symétrique, définie
positive, on peut aussi utiliser une décomposition de Cholesky pour récupérer

Q= (@)

Remarque 3.10. - On possede un degré de liberté dans la normalisation
de Ay ktr. Par exemple, on peut poser Ay i = c ou le définir de telle
maniere que Ogyrjp+r = 1. Dans les exemples suivants, c =1 or ¢ = %

Cette normalisation existe aussi dans le cas scalaire.

- La relation (3.5) est une "regle de la croiz”. On présente, ci-aprés un
exemple ot r = 2,5 = 3. On veut calculer les relations de récurrence
Jusqu’a la cinquieme récurrence et nous avons dessiné tous les moments

maztes nécessaires aux calculs.

r=2,5=3




3.3  Résultats numériques 79

La partie verticale de la croix désigne le membre de gauche de (3.5) et
le membre de droite est décrit par la partie horizontale.

- On a besoin de T := [ﬂ s+n+1r+s moments initiaux dans lesr + s
premieres lignes afin de calculer les coefficients de la n-éme récurrence.
Lors de chaque boucle de la récurrence, on calcule T'— [f] s—k moments
mixte. Chaque moment mixte nécessite 2r +2s+ 1 multiplications, 2r +
2s — 1 additions et une division. Nous avons aussi r + s coefficients.
Ils nécessitent (r + s+ 1)(r + s)/2 multiplications et additions et r + s

divisions.

3.3 Reésultats numériques

Dans cette section, nous décrivons certaines expériences numériques ob-
tenues par l'application de I'algorithme 3.2.3 a des exemples classiques. Les
calculs correspondant ont été réalisés avec Maple V Release 5 sur un Po-
wer Macintosh G3/315Mhz. Le code Maple de I'exemple 3.11 est donné, in
extenso, a 'annexe A.1.

Dans nos deux premiers exemples, on considere des polynomes unitaires
QL d’orthogonalité simultanée relativement & deux poids, c’est-a-dire que
r =1et s = 2. Comme indiqué précédemment, ces polynomes vérifient une

relation de récurrence a quatre termes

£+1 (Z) = (Z - Anm)Qﬁ(Z) - An,n71Q£71<z> - An,n72Q£—2<z> (36>

ol nous voulons déterminer les inconnues A, ,,, A, ,,—1 et A, ,_2.

Exemple 3.11. Dans [49, section 3635], les auteurs considerent le vecteur
de poids (r=1,s =2)

W(z) = (h(z)x[0,0(x), h(2)x [0, (2))

ot h(z) = (z — a)*(1 — 2)P|z|" (o, B,y > —1) et xg est la fonction ca-
ractéritique de l'intervalle E. Ici, on étudie le cas spécial a = —1, a = —0.5,
g =—-0.5, v=0.5.

Dans cet exemple, on sait que les coefficients des relations de récurrence
possedent des limites périodiques de période 2 :

V3 V3

— Ao ok — —2?, —Aokt1,2641 — 2?,
4 4
_AZk,Zk—l - —2—7, —A2k+1,2k - —2—7,
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— Aok o2 — —%, —A2k4+1,2k—1 8—\/37
’ 243 ’ 243
voir [49, Theorem 2, p.212].

Notre choiz pour les polynomes de référence (I1F),, est guidé par les trois
critéres suivants : tout d’abord, les moments modifiés devraient étre dis-
ponibles explicitement ou facilement calculables. Ensuite, les polynomes de
référence doivent satisfaire une relation de récurrence dont les coefficients
soient connus et ainsi ils sont eux-mémes des polynomes orthogonaux vec-
toriels. Enfin, d’apres le cas scalaire, nous savons déja [9, Thm 11] que les
supports des deux mesures d’orthogonalité doivent coincider.

Prenant en compte ces criteres, nous avons choisi comme polynomes de
référence (I11);, des polynémes de Chebyshev vectoriels convenablement trans-
latés

To(2z + 1) 0 Ty(2z 4+ 1) 0
0 "\ T2z —1) )\ 0 "\ 2z —1) )

Les mesures d’orthogonalité sont respectivement (1 — (2z + 1)2)™2dx sur
[—1;0] et (1—(22—1)?)"Y2dx sur [0; 1]. Bvidemment, on posséde les récurrences
(s=s=2,1"=2):

1 1

1
oI, (1) = 115, o(x) — ST, (2) + 4TI, ()

PTTf, 1 (2) = 2T () + 5T, () + {118 (o)

Les résultats numériques sont présentés sur la figure 1. Les calculs des
moments initiaur de méme que ceuxr des nouveaux coefficients de récurrence
ont été effectués en précision finie avec 20 chiffres décimauzr. Pour calcu-
ler les moments modifiés initiaux, la fonction a été développée en série de
Chebyshev. Ceci a donné les valeurs d’une fonction hypergéometrique. Ces
quantités ont été evaluées avec une précision suffisamment grande au moyen
de l’e-algorithme appliqué aux sommes partielles.

Les suites des 200 premiers coefficients de récurrence semblent approcher
les limites prévues par la théorie.

Pour cet exemple, il existe une formule de Rodrigues explicite pour les

polynomes Q. [49, p.210],

dk
Qra(z) = M (2 = V2712 (27 = 1))

k—1

d
Qk,k—l(z) _ Nk_l(ZQ . 1)1/22—1/2—71((22 o 1)k—3/22k—1/2(2 _ tk))

dzk
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0.6
o
R g
0.2+
[N
ot
0 50 100 150 200
-0.2

F1c. 3.1 — Exemple 3.11 : 200 coefficients, 20 digits, valeur de —Ay, j, (carré),
— A k-1 (cercle) et —Ay ;o (croix).

My=(Bk+2)(3k—1+2)...(2k+1+s),
Ny=0Bk—24+2)3k—3+2)...(2k+2)
“ B(k/2+3/4,k+1/2)
T UB(k/2+1/4k+1/2)

B(p, q) étant la fonction Beta. Ces deuz formules peuvent étre utilisées pour

calculer les valeurs exactes des coefficients de récurrence en arithmétique
rationnelle. Nous remarquons alors que l’erreur entre les valeurs calculées par
Ualgorithme et les coefficients exacts est plus petite que 10710 pour n < 100,
et que 107° pour n < 200.

Exemple 3.12. Pineiro [62] (voir aussi Nikishin et Sorokin [58] et Van
Assche[79]) ont étudié ce que l'on appelle les polyndmes de Jacobi simultanés
avec les mesures

dpj(z) = 2% (1 — x)*dz, x € (0,1),

o oy > —1 pouri =0,...,s et —oj € Z pour 1 < i # j < 5. On
considere le cas particulier s=2, ag = 0.5, a1 = 0 et ay = 0.5. On sait, voir

par exemple [79], que, alors, les coefficients de récurrence correspondant de
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(3.6) satisfont les limites suivantes :

lim A,,=3 i
n—-+o0o ’ 27

. 4\°
nEToo An,n—l =3 (2_7)

. 4\’
nEIJPoo An,n—Q N (ﬁ)

Dans nos expériences numériques, nous avons choisi comme polynomes de

référence 1% la suite orthogonale sur [0,1] suivant la mesure (1 — (2z —
1)2)_1/2d:€

To(2x — 1) 0 Ty(2z — 1) 0
0 "\ oz —1) )7\ 0 '\ n@e-1) )

En utilisant des calculs élémentaires, on peut déterminer, pour cet exemple,

les valeurs exactes des moments modifiés.

! 3
/ T;(22—1)(1—2)"dzx = i/ (cos(2j+3)0+cos(2j—3)0—cos(2j+1)8—cos(2j—1)8)db
0 0

! 5
/ T;(2x—1)2"* (1) 2dx = i/ (cos(2j9—% cos(2j—|—4)«9—% cos(2j—4)0)do
0 0

pour j suffisamment grand. Ce qui prouve que les moments modifiés sont
nuls a partir d’un certain rang. Les premiers sont calculables de la méme
maniére, en posant x = cos?(0). En utilisant alors 'arithmétique rationnelle
dans Maple, nous avons, a notre disposition les coefficients de récurrence
exacts. Afin de mesurer la sensibilité de 'application non linéaire K, par
rapport aux perturbations des données initiales, c’est-a-dire des moments
modifiés, nous avons arrondi les moments modifiés avec une précision de
20 chiffres décimaux. Les calculs suivants ont été réalisés avec une précision
de 40 chiffres décimauz suffisante pour négliger les erreurs supplémentaires
dues auz calculs en virgule flottante. Il est clair que les résultats du second
calcul affichés sur la droite de la figure 2 n’ont aucune signification pour
n = 30. On perd un chiffre significatif a chaque nouvelle étape comme pour
les approximants de Padé.

On remarque qu’il est trés important de connaitre les moments avec la
meilleure précision possible. En effet, pour obtenir la méme convergence que
sur la partie gauche de la figure, on doit calculer les quantités avec une
précision décimale de 150 chiffres(!).
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o
o
o 0000000D0000000000,

0.470

°
©0600000000000000000° 90
+

s 20 40

+

20 40 60 80 100 120 140

F1a. 3.2 — Exemple 3.12 : Valeur de Ay (carré), Ay i1 (cercle) and Ay j—o
(croix). A gauche, nous avons affiché 150 coefficients obtenus grace a un calcul
en arithmétique exacte. Sur la droite, on trouve les mémes coefficients apres

avoir arrondi les données initiales.

Exemple 3.13. Dans ce dernier exemple, nous choisissons r=s=2, et le
poids est
— g1/ 0

0 (1 _ $2))\271/2

(1

We(z) =C CT, xe(-1,1)

ou C € C**2 est inversible.

On remarque que, dans cet exemple, les polynomes QL et Q%n—i—l peuvent
étre regroupés pour construire le n-iéme polynome orthogonal matriciel. Comme
vu précédemment, la matrice infinie correspondante A = (A;;) des coeffi-
cients de récurrence est pentadiagonale. Si C' est la matrice Identité I, seules
les entrées sur les diagonales extrémes sont non nulles. On peut obtenir ces
quantités grace aux coefficients de récurrence de polynomes ultrasphériques
adaptés, voir, par exemple, Szegi [75, (4.7.17) p.81]. Ainsi, pour d’autres
valeurs de C, on peut explicitement calculer les coefficients de récurrence, de
méme que les polynomes QL correspondants; en particulier (dans le cas ot

le coefficient de récurrence A, 40 =1/2)

1
lim A, = o
’ 2

lim A, .41 = lim A,,1=0,
n—-+o00

n—-+o00 n—-+o00
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et A, = 0 pour tout n > 0. Autrement dit, l'opérateur correspondant a A
est une perturbation compacte de celui obtenu en choisissant \y = Ay = 0
et C' = 1. Les polynomes orthogonauz vectoriels a droite relativement a ce

dernier poids sont donnés par

Ty(x) 0 Ti(x) 0
0 "\ To(z) ]\ O "\ Ti(z) )7

que nous choisirons comme la suite des polynomes de référence 11E. Ils sa-
tisfont la relation de récurrence

1 1
ATTE(w) = ST, (2) + ST (2).

Dans nos expériences numériques, nous avons choisi

1
A= 1/2, A2:2,Cz< 7)
v 1

Comme dans l’exemple précédent, on peut obtenir, explicitement, les mo-
ments modifiés. On remarque que r > 1, et ainsi nous avons besoin d’appli-
quer la remarque 3.9 sur 'initialisation.

Les moments modifiés de méme que les coefficients de récurrence ont été
calculés avec une précision de 10 chiffres décimauz. La norme du vecteur
erreur E, (égal a la différence entre les coefficients de récurrence exacts et

calculés) est indiqué dans le tableau suivant pour différentes valeurs de n et

~

n =101 =15 ~v=2
10 1.107°  6.107° 2.107°
20 1.107*  3.107% 1.1078
50 2.107* 21077 2.10°8
100 21073 6.1007 6.107®
200 2.107% 21079 2.1077

400  1.1073 1.10° 1.107°
On remarque que [’erreur reste petite méme pour n proche de 400 et v =

1.5 et v = 2. Le résultat relativement moins convaincant pour v = 1.01 peut
étre expliqué par le fait que W est proche d’un poids qui n’est plus défini
positif sur [—1,1].

L’algorithme donne de tres bons résultats pour I'exemple 3.11 et 'exemple
3.13.
Les faibles résultats de I’exemple 3.12 résultent probablement de compor-

tements asymptotiques différents des polynomes orthogonaux QZ et I1%. On
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aurait peut-étre di choisir d’autres polynomes de référence, par exemple les
polynomes qui vérifient la récurrence limite mais se pose alors le probleme
de la détermination des moments modifiés initiaux.

Dans I'exemple 3.13, les propriétés asymptotiques des polynomes ortho-
gonaux et des polynomes de référence sont les mémes. Cela semble étre un
aspect théorique important afin de justifier la stabilité numérique assez re-
marquable de 'algorithme pour cette classe d’exemples.

Il serait intéressant de confirmer nos expériences par une étude théorique
du conditionnement numérique de 'application non-linéaire K, qui associe
au vecteur des moments modifiés le vecteur des coefficients de récurrence.
Cette étude non triviale dans le cas scalaire (voir [9, 32, 30]) semble encore
moins aisée dans le cas vectoriel.

Un choix adapté des polynomes de référence dans le cas vectoriel pour un
poids donné reste donc un sujet de recherches a venir.



CHAPITRE

4

Systemes dynamiques
Infinis

On se propose dans cette partie d’étudier I’évolution temporelle d’un
systeme dynamique issu d’un maillage de Toda-Langmuir. Ce maillage ainsi
que sa version modifiée dite systeme de Kac-van Moerbeke peuvent étre reliés
aux équations de Korteweg-de Vries. Les solutions d'un systeme de Toda per-
mettent donc d’obtenir les solutions d’autres systemes [41]. Le maillage de
Toda-Langmuir étudié par Moser [57], par Kac et Van Moerbeke [46] ou par
Gekhtman [37, 38] est un cas particulier de systemes plus généraux traités
par Berezanskii[14] qui utilise la méthode du probléeme spectral inverse pour
intégrer les équations aux différences, par Bogoyavlenskii [15, 16, 17] ou en-
core Osipov[59].

Dans le systeme de Toda-Langmuir, on considere un nombre infini, k& € Z,
de particules de méme masse situées sur 1’axe réel. Physiquement, il s’agit
de la description d’un cristal (voir G. Teschl [76]). La particule k se trouve
a labscisse z;, = x(t) qui dépend du temps. On suppose x, 1 < z,. Ceci
signifie que lors de I’évolution au cours du temps, les particules restent dans
I'ordre initial. Ces particules exercent sur leurs voisines immédiates une force
exponentielle décroissante en fonction de la distance. La particule z; est donc
soumise a la force Fj, = e~ @—2r-1) _e=(@rt1=28) Pour simplifier, on supposera

que les particules sont de masse m = 1. Les lois de la dynamique permettent

86
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d’écrire les équations suivantes
ip = e” @) _ o (@1 e) kel (4.1)

On suppose que 'on connait les données initiales, c¢’est-a-dire la position
z,(0) = Ry, et la vitesse @y, = 1. Ces quantités sont supposées uniformément
bornées.

Nous restreindrons notre étude au systeme de Toda dit semi-infini, c¢’est-
a-dire que 1’on suppose que les particules -1 et 0 sont tellement éloignées que
leurs interactions deviennent négligeables. Mathématiquement, cela signifie

que les équations différentielles (4.1) restent valables pour k > 1 et on obtient

Ey = —e~(@17%0)
Les particules d’indice négatif, k < —1, pourraient étre traitées de la méme
maniere.

Comme nous le démontrerons ci-apres, une solution (globale) de ce systeme
existe et est unique. Elle peut étre écrite grace au théoreme spectral mais
cette résolution n’est pas constructive et ne se préte pas a un calcul numérique.
On propose ici une autre approche, pour laquelle on donnera une analyse d’er-
reur ainsi que des essais numériques. Cette nouvelle approche est axée sur la
résolution effective de systemes de dimension finie comportant N particules :
si on suppose, de plus, que xry — xy_1 > Tn_1 — Tn_2, alors on obtient un
systeme de N équations différentielles ordinaires non linéaires, c¢’est-a-dire
(4.1) pour k € {1,..., N — 2} auxquelles s’ajoutent

ig = —e~(@1—®0) et Iy_q = e (@N-172N-2)

Un élément essentiel dans notre approche, que I'on veut numériquement
stable, est 1'utilisation de I'algorithme des moments modifiés, décrit dans le

chapitre précédent.

4.1 Résolutions théorique et pratique du systeme

semi-infini de Toda

Lors de la résolution du syteme de Toda, une étape classique (voir par
exemple [58, Chapter 2,§10]) est d’introduire la substitution

Ozk(t) = i‘k(t), ]C:O,
Bt) = e @@Omma®) o

Le lecteur vérifiera aisément la propriété
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Propriété 4.1. Le systeme de Toda semi-infini peut étre écrit sous la forme

suivante
do(t) = _ﬁ%<t>7
@) = B - 50,
Glt) = G0 - Bal), k>2
Al = 3800 - a()
) = SA0a - a), k=2

Dans le cas fini a N particules, on obtient pour la derniere quantité éuy_1(t) =

B2, (t), Végalité pour By_1(t) restant inchangée.
Définition 4.2. On pose :

ao(t) pu(t)
Bi(t) au(t) Bat) 0
Bo(t) ax(t)  Bs(t)

J(t) =
0 ﬁn—l(@ O‘n71<t) ﬁn(t)
et
0 —p
i 0 =0 0
wooy| A
0 ﬁn—2 0 _ﬁnfl

Les équations de la propriété 4.1 peuvent alors étre représentées sous la

forme suivante :

ou [X,Y] représente le crochet de Lie.
Les matrices J et M forment alors une paire de Lax, [J (t) étant un opérateur
symétrique sur ¢ et M(t) un opérateur antisymétrique.

Grace a des techniques classiques (développement en série), on montre
que J(t) = [M(t),J(t)] admet une solution unique dans l’ensemble des
opérateurs bornés sur ¢? dans un voisinage dun réel ¢y, si on suppose que
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J (to) est un opérateur borné (ou, ce qui est équivalent, si les coefficients
ax(ty), Br(to) sont uniformément bornés).

Puisque I'on dispose de la paire de Lax, on peut montrer (voir par exemple
[61, 46]) que le spectre de J(t) ne dépend pas de t. En particulier la norme
|7 (t)|| de I'opérateur ne dépend pas non plus de t.

Nous avons supposé, initialement, que J(0) est borné. On peut donc en
déduire que I'on dispose d'une solution unique pour tout réel ¢, dite solution
globale.

En utilisant les mémes arguments, ces propriétés valables dans le cas
semi-infini le restent pour les systémes infini ou fini (On pourra consulter
[58] pour une étude complete du cas de dimension finie).

Une démarche pour obtenir, au moins théoriquement, la solution du

systeme de Toda semi-infini peut étre représentée comme suit :

J(6)=(MIT -TM)(1)

J(0) J(t)
ds(z,0) ds(z,t) = e "ds(x,0)
(2,0 W) = iy = (6o (51 = T(0) o)

Cest-a-dire qu’au lieu de résoudre ’équation différentielle ordinaire J () =
(MJ—JM)(t), on propose, en premier lieu, de résoudre le probléme spectral
direct suivant :

Il s’agit de trouver la mesure d’orthogonalité ds(x,0) associée a la matrice de
Jacobi réelle J(0), que I'on considere comme la matrice des coefficients de
récurrence de polynomes orthogonaux. On supposera, sans perte de généralité
que ds(z,0) est une mesure de probabilité, c’est-a-dire [ ds(z,0) = 1.

Cette détermination de la mesure est réalisée théoriquement, grace au
théoreme spectral appliqué a J(0). Pour certaines classes assez restreintes
de J(0), comme la perturbation de la classe trace des opérateurs a coefficients
constants, ceci peut étre réalisé grace a des outils comme les déterminants
de Tiran [40] mais reste un probléme pour des classes plus larges de J(0).

En second lieu, comme indiqué par le diagramme, I’évolution temporelle
de la mesure pour le systeme de Toda est connue [46].

Finalement, il s’agit de résoudre un probleme spectral inverse : D’apres
Nikishin-Sorokin, on peut déterminer la série de Taylor de la fonction de Weyl

a l'infini ¢’est-a-dire calculer les moments ordinaires de ds(z,t) et déterminer
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la J-fraction continue

1
M(Z,t) - Z_ao(t) B ﬁlg(t)
w0
_ BRs()

grace a ’algorithme de Chebyshev qui nécessite, avant tout, le calcul des mo-
ments ordinaires associés [ z*ds(x,t). On peut noter que certains préferent
travailler avec les moments de la mesure de probabilité d3(z,t) = fdjf&ti)
qui ne change en rien les coefficients de J(t) comme indiqué par le lemme

ce

3.3 dans le chapitre précédent.

Dans le cas de la résolution d’un systeme fini, a contrario, on peut pro-
poser des procédés tres efficaces et numériquement stables. En suivant le
principe de la définition 4.2, on note Jy et My les matrices qui regroupent
les inconnues «y,...,ay_1 et [1,...,Oy_1 d'un systeme de Toda a N parti-
cules.

D’apres la propriété 4.1, on obtient de nouveau une paire de Lax, 7, N(t) =

[Mp(t), In(1)]-
JIn(0) In(t)

| T

pn(2,0) —— pn(z,t)= (eo, (zIn — In (1)) eo)
Rappelons [58, Chapter 2,810] que uy(z,t) est une fonction rationnelle,
plus précisément

m;(t
(1) = 3 2 (42)
z — )‘j
7=0
ol Ag,...,An_1 sont les valeurs propres distinctes de Jn(t), qui, d’apres

le principe de Lax, ne dépendent pas du temps et \/m;(t) est la premiere
composante du vecteur propre de Jy(t) associé a ;.
Tout d’abord, d’apres Nikishin-Sorokin, grace au principe de Lax, il est
possible d’obtenir explicitement 1’évolution temporelle de ces coefficients
my(0)e Mt

my(t) = ,
S e

a partir des conditions initiales.

ke{0,...,N—1}

De la méme maniere que dans le cas semi-infini, on notera

=

—1
dsy(z,t) = e_t/\jmj(O)ch,\j (x)
J

Il
o
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la mesure discrete, non normalisée, associée a Jn(t).

Deuxiement, le passage des coefficients oy, 0r aux données de quadrature

Ak, my et réciproquement, est une application non linéaire bien conditionnée
d’apres [9, Formule 7& Theoreme 1].
En effet, le probleme spectral direct, ¢’est-a-dire trouver dsy(x,0) a partir de
JIn(0), est une activité classique en Algebre Linéaire : déterminer les valeurs
propres et vecteurs propres d'une matrice symétrique. Dans notre cas, ou la
matrice est de plus tridiagonale, 'algorithme itératif QR [64, §5.4, p.200] est
tout-a-fait adapté.

Enfin, pour résoudre le probléeme spectral inverse, on dispose de trois
possibilités. En utilisant I’approche classique exposée par Nikishin et Sorokin
[58, Chapter 2,§10], on pourrait calculer les moments [ 2*dsy(z,t) et ensuite
utiliser I'algorithme de Chebsyhev pour développer uy(z,t) en J-fraction
continue (finie).

Ici, on propose deux autres possibilités :

La premiere utilise 1'observation faite dans [9, Lemma 2] que la ma-
trice P(t) des vecteurs propres normalisés, qui permet d’écrire évidemment

Pégalité

In(t) = P(t) P'(t)
0 AN-1

peut étre obtenue en calculant la décomposition QR de la matrice

1 X ... AV
Mo (D) 0 o o

0 mel(t) ) :

1 Ayvoy ..o AV
avec @ = P(t)" orthogonale et R triangulaire supérieure. Cette premiere
méthode peut étre schématisé sous la forme suivante.

JIn(0) In(t)

| | (4.3)

Pa(0), Ay, my(0) ~299R o)

La deuxieme idée, que ’on préfere, utilise les moments modifiés définis par
oni(t) = [ pe(z,0)dsy(z,t), k=0,...,N—1pour le systeme de dimension
finie et @i (t) = [ pr(x,0)ds(z,t), k =0,1,... pour le systéme semi-infini. Les
polynémes de référence (notés dans le chapitre précédent I, (x)) sont les po-

lynémes po(x,0),p1(x,0),... orthonormés par rapport a la mesure dsy(z,0)
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ou ds(z,0) (les polynomes py(z,t) étant orthonormés par rapport a ds(z, t)).
Cette double utilisation ne devrait pas poser probleme car ultérieurement, la
matrice Jn(0) sera la sous-matrice principale d’ordre N de la Jy. dsy(z,0)
correspondra alors a la N-ieme quadrature de Gauss associé a ds(x,0). Ainsi
les N premiers polynomes orthogonaux coincident.

L’avantage de ces moments modifiés est que leur évolution temporelle est

simple car elles vérifient une equation différentielle ordinaire linéaire.

Propriété 4.3. Le vecteur des moments modifiés du systéme fini de Toda,
O (t) = (pno(t), -, onn-1(t)
est solution du probleme de Cauchy

by(t) = =In(0)On(1),  On(0) =€ (4.4)

Dans le cas du systéeme semi-infini de Toda, le vecteur ®(t) = (po(t), ¢1(t),...) €
0? est solution du probléme

o(t) = ~T(0)2(t),  ©(0)=eo (4.5)

Les relations de la propriété 4.3 semblent originales. Elles seront démontrées
dans le paragraphe 4.4. Il est évidemment possible d’écrire un systeme d’équations
différentielles ordinaires pour les moments classiques de dsy(x,t) ou ds(x,t)
mais la matrice de coefficients que 1’on trouve est 'opérateur, non symétrique,
”shift” qui se préte beaucoup moins bien a la fois a 'analyse et a la résolution
numérique.

En effet, comme ds(z,t) est une modification simple de ds(z,0) avec, en
particulier, le méme support, on peut affirmer, d’apres [9, Théoreme 11], que
les passages du schéma suivant

In(0) In(t)

@N(t):_jN(O)'@NN /

Oy ()

sont tous bien conditionnés. Les détails algorithmiques de cette approche
sont spécifiés dans le chapitre précédent et plus précisément a la remarque 3.7
mais insistons, ici, sur la simplicité de ’approche envisagée avec un systeme
d’équations différentielles ordinaires linéaires a coefficients constants et 1’uti-
lisation de I'algorithme de Chebyshev modifié.

Comment peut-on alors tirer profit de ces indications sur la résolution
effective d'un systeme fini-dimensionnel dans la résolution du systeme semi-

infini ?
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L’idée de base est que si Jn(0) est la sous matrice principale d’ordre
N de J(0) alors les n premiers coefficients du systeme fini a N particules
(c’est-a~dire ceux de la sous matrice principale d’ordre n de Jy(t)) different
peu des coefficients correspondant du systeme semi-infini (c’est-a-dire les
coefficients de la sous matrice principale d’ordre n de J(t)) uniformément
pour ¢ € [0; 7], au moins si N (= N(T') > n) est suffisamment grand. Cette
idée de troncature a l'indice N se justifie par la comparaison des systemes
d’équations différentielles linéaires pour les moments modifiés : on montrera
implicitement dans la démonstration de la propriété 4.8, avec la majoration
(4.12), que, uniformément pour ¢ € [0; 7], le moment modifié ¢y (t) tend vers
zéro pour N — oo d’une maniere tres rapide. Le remplacement de 'inconnue
N (t) par zéro dans le systeme (4.5) nous donne, pour les premiers moments
modifiés, exactement le systeme (4.4) correspondant a N particules.

Pour étre mathématiquement plus précis, nous introduisons les projec-

tions suivantes

Définition 4.4. On définit les projections

E, : 7? — Ccr
Yo Yo

Yn—1

On va donc transformer le probleme infinidimensionnel en un probleme

de dimension finie sous la forme suivante
J(0) — J) — EJQE;
tmmamel ~ (4.6)
In(0) = EnJ(0)Ey —— In(t) —— EnENIn()ENE;

Le but des considérations suivantes est d’estimer 'erreur commise
|EnENIN () ENE, — E.J () E,||. (4.7)

c’est-a-~dire I'erreur de troncature a I'indice N pour les n premiers coefficients.
En particulier nous cherchons a déterminer N, pour n, T, J(0) donnés,
pour lequel I'erreur relative commise reste inférieure a une précision donnée,
uniformément pour ¢ € [0; 7.

Comme indiqué précédemment, les moments modifiés obtenus par (4.4)
peuvent étre interprétés comme la solution d’une petite perturbation du
syteéme semi-infini (4.5) et donc comme une perturbation des N premiers mo-

ments modifiés du systeme de Toda semi-infini. On retrouve ainsi le theme
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développé dans l'article [9] lorsque 'on cherche le conditionnement de ’ap-
plication non linéaire qui associe les moments modifiés aux coefficients de

récurrence (g, ..., 01,00, -+, Bn_1)-

Ici, on propose une estimation de la quantité

©no(t) — olt)

Ady |, ADy,(t) =

VN 2n-1(t) = @on_1(t)

qui en premiere approximation coincide avec l'erreur (4.7).

k:o,m,zn—1

Ensuite, on présentera quelques exemples numériques. La derniere partie
du chapitre sera consacrée a la démonstration de I'estimation. Ici, on fera
appel a quelques égalités proposées par Fischer [30] ainsi que des techniques

développées dans [9].

4.2 Estimations

Theoreme 4.5. Soit le systeme dynamique infini défini précédemment :
J(t) = MO)T(t) = T(t)M(t)
5
Soient n, N des entiers, T' > 0 un réel avec N > ZTHJ(O)H +4 et N > 2n.

On suppose que J(0) est bornée. Alors, en premiére approximation, l’erreur
relative de troncature dans la résolution d’un systeme semi-infini de Toda
peut étre estimé uniformément pour t € [0;T] par :

| En BN TN (O EnER — E T (D) E|,
H(a(b sy O, ﬁ(b cee 7ﬁn71)H2

(4.8)

L’approzimation au premier ordre est justifiée car pour tout t € [0;T], et

pour tout k < 2n — 1, Apg(t) étant défini par oni(t) — @r(t),

1600 < 5¢T)|7(0) )”5’“
T )

<
0] < 50T (o g o7

(4.9)

L’intégrale contenant le noyau de Szégo ZZ;& pr(z,0)? présent dans 'es-
timation précédente possede une croissance modérée dans de nombreux cas.
En effet, si les polynomes de départ sont les polynomes de Chebyshev, on
peut majorer 'intégrale par (n + 1)(n + 2) [9, Exemple 15 & sq].

Grace a l'estimation (4.8), on peut déduire qu’a T' et n fixés, pour obtenir la

précision souhaitée, il suffit de choisir un entier N suffisamment grand.
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4.3 Applications

On va étudier I’évolution temporelle de la matrice J(¢) dont on connait
seulement la donnée initiale [J(0). On applique I'algorithme des moments
modifiés pour déterminer les coefficients des n premieres récurrences a un
temps T" donné.

La matrice J(0) contient les coefficients de récurrence des polynémes de

référence pi(z,0). On choisit un entier de troncature N > 2n et N >
5
77 (O] +3.

Comme les polynomes sont connus, cela permet d’obtenir les données de qua-
drature mg(0),...,my_1(0) et Ao, ..., Ay_1 en effectuant la décomposition
QR de la matrice Jy(0). Ces données sont utiles pour connaitre le vecteur
des moments modifiés perturbés Oy (t), ¢t < T

Les polynomes de référence pi(z,0) sont orthonormés. On doit donc effectuer
une petite modification de I'algorithme des moments modifiés pour prendre
en compte les coefficients de récurrence. Cette modification est une applica-

tion de l'algorithme du cas vectoriel avec r = s = 1.

Propriété 4.6. Les relations suivantes servent a initialiser Ualgorithme (les
modifications apportées par rapport a la propriété 3.6 donnée dans la partie
sur les moments modifiés sont en gras) :

o1 = 0, k=1,2,...,2n —2

)

oo = my, k=0,1,...,2n—-1
m
oy = ap+ bl—l
mo
Bo = mg (par convention)

Le calcul effectif des coefficients se fait de la maniére suivante :
Pour j variant de 1 a n-1
Pour k variant de j a 2n —j5 — 1

ik = bry10j k41— (%‘—1 - ak)Uj—l,k — Bj—10j—2 ) + bpoj_1 k-1
0'.7 +1 0'717 .
Oéj = aj+bj+1 JJ —bj )
JsJ Jj—15-1
ﬁ‘ _ b. O’.]v]
i = Bj
Oj-1,j-1

L’utilisation de 'algorithme produit les coefficients de récurrence de po-
lynémes unitaires. Pour trouver les coefficients des polynomes orthonormés

correspondants, on calculera la racine carrée des (Gy)y.
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4.3.1 Mise en oeuvre

Comme indiqué précédemment, on détermine les valeurs propres et vec-
teurs propres de la matrice Jn(0) grace a l'algorithme Q) R. Ensuite, en uti-
lisant les formules (4.11) et (4.14), on obtient

O (t) = (e7mo(0)pr(Xo, 0)po(Xo, 0) + - ..
e iy 3 (0)pk(An—1, 0)po(Av—1, 0))k:0,___,N,1

Ceci fournit les moments modifiés a tout temps t € [0;T]. Le programme
conserve en mémoire les quantités précédentes exceptée 1'exponentielle. On
peut donc étudier I’évolution en temps comme dans ’algorithme de Runge-
Kutta. Grace a 'algorithme de Chebyshev modifié, on peut donc obtenir les
coefficients de récurrence des polynomes py(x,t).

Les calculs sont effectués grace a Maple V Release 5 sur un Macintosh
G3 a 400Mhz. Pour effectuer la décomposition QQR, on utilise la fonction
implémentée dans Maple. Dans les exemples qui suivent, on indique le nombre
n de coefficients de récurrence recherchés, le nombre de troncature N, la
valeur limite de temps T et le nombre d’étapes de 1’évolution dynamique.
Lorsque cela est possible, on donne la mesure ds(z,0) associée a la matrice
initiale et donc la mesure ds(z,t) = e *ds(x,0). Cela est réalisé grace a
la formule de Stieltjes-Perron [58, Chapter 2,§9.2]. La connaissance de la
mesure permet de vérifier I'orthogonalité par rapport a ds(x, t) des polynomes
pr(x,t), définis a partir des coefficients de récurrence calculés par 'algorithme
de Chebyshev modifié.

Puisqu’il s’agit, initialement, d’un probleme physique, on essaiera, dans
la mesure du possible, de présenter les déplacements des particules.

Dans les exemples qui suivent, la valeur de T est tres grande. Avec les
quantités choisies, le membre de droite de Iestimation (4.8) est de l'ordre
de 10'Y dans le cas des polynomes de Chebyshev, par exemple. Si T' vaut 2
I'estimation passe alors & 107°. Comme les orthogonalités sont cependant
respectées, on peut en conclure que I’estimation ne donne qu’une indication

de l'erreur commise et qu’elle est parfois trop pessimiste.

Le code Maple de I'exemple 3 est fourni a 'annexe A.2.
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4.3.2 Exemples

1. On considere

n 16
N 32
T 12
boucle | 60

’ = O M|§

O i O

N[

97

Les polynomes de référence initiaux sont les polynomes de Chebyshev

de premiere espece. La mesure associée est ds(z,t) = e~

Configuration initiale.

Etape 1

Etape 2

Etape 3

Etape 4

Etape 5

Etape 6

Etape 11

Etape 20

Etape 30

>

Etape 50

>

Etape 60.

R A 4

R R R 4

A A A 4




4.8  Applications 98

Explicitons les étapes ci-dessus.

D’apres les substitutions définies au début de 4.1 et la forme de la ma-
trice initiale, la diagonale contient les vitesses initiales des particules.
Elle est donc nulle pour toutes les particules. Pour déterminer la posi-
tion relative de chaque particule par rapport a la particule 0, il suffit de
déterminer le logarithme de chacun des termes (; de la surdiagonale et
d’effectuer des soustractions successives. La substitution indique aussi
que les (B doivent étre compris strictement entre 0 et 1.

Dans tous les exemples, comme la particule 0 n’est soumise a aucune
force a gauche, elle part vers la gauche. Les autres se déplaceront aussi,
finalement, vers la gauche.

Etudions maintenant notre exemple.

La particule 0 est plus proche de la particule 1 que la particule 2. De
ce fait, la particule 1 se déplace vers la droite tandis que la particule
0 se déplace vers la gauche comme indiqué précédemment (Etape 1 a
11).

La particule 1, devenant tres proche de la particule 2, va repartir vers
la gauche car elle ne subit plus de force de la part de la particule 0.
La particule 2 subit une force plus grande de la part de la particule 1
que de la particule 3 car elle est plus proche. La particule 2 part donc
vers la droite (Etape 20). Elle transmet sa vitesse a la particule 3 avant
de repartir vers la gauche. Et on peut réitérer ces explications avec les
particules 3 (Etape 50), 4 (Etape 60), 5. ..

La vitesse se transmet ainsi de particule en particule, on obtient une

sorte de ”soliton” (voir [76]).
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2. On considere un cas limite au niveau physique puisque les deux premieres

particules se trouvent au méme endroit.

n 16 0o 1 0 ...

N 32 1 0 1 0

J(0) = 1 ’ 1

T 12 0 5 0 3
boucle | 60 . :

La mesure associée est ds(x,t) = e™* (% %V3i§fi + %572/\/5(3:) + ééz/\/g(:v))

& O O O O O O O O O O O O O 0

Configuration initiale.

Etape 2
R SR R R R SR R R R - S I R R
Etape 3
QO O O O O O 6 O O O O O O o o
Etape 5
A I I O - - - - A A S 4
Etape 7
< LR R R R S I N S SR N I R 2
Etape 9
L4 OO O O O O O O O O O O O O O
Etape 11
& LR R R R - - e R R I I S
Etape 13
L4 O 0O O O O O O O O O O O O O
Etape 20
<& < LR R R R R - R R R R R
Etape 30
L4 < L4 L4 A A A L T I - O o4
Etape 50
< <& < & & O OO O O O O O O O O

Etape 60
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3. (Code Maple a I'annexe A.2) On considere cette fois-ci des particules
équidistantes, la premiere étant munie d’'une vitesse initiale dirigée vers

la seconde particule.

n 16 1 % 0 ...

N 71 R 3 0 3 0

T |12 0o &+ 0 1
boucle | 60 : :

La mesure associée est ds(z,t) = e ™ (% - i;jf; + %55/4@)).

© < © © < © < © < © < © < © < <

Configuration initiale.

o o & < & < & < & < & < < & < &

Etape 3
ol < L4 < L4 < < L4 < L4 < L4 < L4 <
Etape 6
OO O < & < & < < & < & < & < &
Etape 9
o O O L4 L4 < L4 < L4 < L4 < L4 < < <
Etape 12
& o0 O < & < & < & < & < < & <
Etape 15
< OO O L4 L4 < L4 < L4 < L4 < < L4 <
Etape 20
< < O O O < & < <& & <& & <& & <& &
Etape 30
< <& & < O O O 0 < & < & < & < &
Etape 50
< L4 < < L4 O O O 9 L4 < L4 < < L4 <
Etape 60

L’évolution est bien conforme a 'intuition physique. La premiere parti-
cule se déplace vers la droite et transmet le mouvement a la seconde par-
ticule. Puis, en raison de la force exercée, la premiere particule repart

vers la gauche. Le reste de 1’évolution ressemble a I'exemple précédent.
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4. On considere le cas précédent avec deux conditions supplémentaires.
Les deux premieres particules sont deux fois plus éloignées. La deuxieme

particule possede une vitesse initiale opposée a celle de la premiere

particule.
n |16 ioi 0
NI IEZ] i1z O
T |12 o i o 3
boucle | 60

La mesure associée est ds(z,t) = e (%W 4113251“>

< A - ‘S - - A A A S 4

Configuration initiale.

<& < & <& & < & < < < & < & < & <
Etape 3
< < < < < L4 < L4 < L4 L4 L4 L4 L4 L4 L4
Etape 6
< & < & & & & & & < & < <& < < <
Etape 9
< < & < < < < < < & < & < & & &
Etape 12
< < < L4 L4 L4 L4 L4 < L4 < < < < < <
Etape 15
& & < & < & & & & & <& < < < < <
Etape 20
L4 L4 < L4 < L4 < L4 < < < L4 < L4 < L4
Etape 30
& & < & & & & & <& & < & < <& < <
Etape 50
L4 L4 < L4 < L4 < L4 L4 < < L4 < < < <

Etape 60
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5. On considere le cas précédent des polynomes de Chebyshev de premiere
espece avec deux conditions supplémentaires. La premiere particule et

la cinquieme particule possedent des vitesses opposées.

1
1 7 0
1 1
n |16 VAR
N |32 0 5 0 3
7(0) = 2 2
T 8 0
boucle | 40 1

R A R A A A - A A A e 4

Configuration initiale.

®» & o0 S O 6 O O O O O O O O

Etape 3
O O X © O O O O O O O O O O

Etape 6
O 00 00O Lo O S 2 AR R O I S N o

Etape 9
< XD O Lo R R R R R R N

Etape 12
L4 X O O O O O O O O O O O O

Etape 15
& COO 0O O O O O O O O O o o

Etape 20
< < L4 0O O O O O O O O O O O O

Etape 30
< & & < & O O 00 O O O O O O 0

Etape 50
< L4 < < L4 A T A - A A A R 4

Etape 60

Les deux particules animées d’une vitesse initiale rapprochent les parti-
cules 2, 3 et 4. Puis sous l'effet de I'interaction, les particules repartent
dans l'autre sens. Le déplacement se transmet alors aux autres parti-

cules vers la droite.
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6. On considere cette fois-ci le cas ou N = n, les particules vont donc
se comporter comme si elles étaient en nombre fini, c’est-a-dire que
les particules 0 a 7 vont partir vers la gauche, les particules 8 a 15
vont partir vers la droite de maniere symétrique a cause du choix de la

configuration initiale.

n |16 0 53 0
1 1
N |16 z 03 0
J(0) = ° 1 ° 1
T 8 0 5 0 35
boucle | 40 : .

R R S - R T SR - - N R - S 4

Configuration initiale.

© AR A S - A - - A A <

Etape 10
< <& < Lo R R > I - R R -4 & & &
Etape 20
L4 L4 < L4 O O O O O O O O < L4 < <
Etape 30
& & & <& & O o O O o 0 & < <& & <

Etape 40
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7. Considérons de nouveau ’exemple 1 mais en tronquant a une valeur
de N moindre. Les valeurs particulieres de T" et du nombre de boucles
dans le tableau sont dues a une erreur a l'itération 53 qui provoque
I’arrét de ’algorithme : la troncature est trop faible pour poursuivre a

un temps 7' plus important. On va comparer les deux évolutions.

n 16
N 20
T 10.4
boucle | 52

SO O O O 6 O O O O O O o O O O

Configuration initiale.

< < & R R R R - R I - R R R 4 & <
Etape 30
L4 < < LA S A - S A A < L4
Etape 35
< & & L R R R R R R R R & < <
Etape 40
L4 < L4 < O O O O O O 9© Lo 4 < L4 L4
Etape 45
< < <& < R R R R R <& < < <&
Etape 50
L4 < L4 < L4 L 4 < < L4 < L4 L4 L4 L4
Etape 52

Jusqu’a I’étape 35, aucune modification, par rapport au premier exemple
de référence, n’est décelée. A partir de I’étape 40, c’est-a-dire au temps
t = 8, la particule de droite commence a se diriger vers la droite, les
étapes suivantes ne sont donc plus conformes a la réalité d’un systeme
semi-infini. Il est quand méme remarquable que les calculs restent va-
lables jusqu’a une valeur de ¢ relativement importante, malgré une va-
leur N de troncature assez faible. Si on augmentait la valeur N de tron-
cature, le temps ¢ ol les calculs restent valables augmente lui aussi. On
peut aussi choisir N > 2n, ce qui permet de repousser encore la limite
temporelle.
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4.4 Démonstrations

Avant de présenter une démonstration du théoreme 4.5, rappelons que le
spectre o(J(t)) = o(J(0)) coincide avec le support de la mesure d’orthogo-
nalité ds(z,t) associée. Montrons que I'on peut simplement considérer le cas
|7 (0)|| = 1 (en conséquence, s(z,t) admet un support inclus dans 'intervalle
[—1;1].) : i )
Effectivement, en utilisant la substitution 7" = T - [|[J(0)]|, t =t - ||[T(0)]],
&;(t) = o (0)/1T ()] et B;(#) = B;(1)/[|T(0)|] et évidemment T (£) = T (£)/[| T (0)| =
J)/NT @) et M(t) = M(t)/||T(0)|, nous obtenons ¢ € [0;T] si et seule-
ment si £ € [0;7] et

0T - 1 oJ TR\ (T
ﬁ(t) = WE@) = [M(t), T (t)]

Dans la suite de cette section, pour éviter les lourdeurs de notation, on omet-
tra les tildes.

Le reste du chapitre est composé de 5 parties. On commence par présenter
la démonstration de la propriété 4.3. Ensuite on donne en lemme 4.7 une
formule intégrale pour la différence A®y(t) des deux vecteurs de moments
modifiés en fonction de ¢y (t). Le comportement de ¢y (t) est I'objet de la
proposition 4.8 et de ses lemmes annexes 4.9, 4.10 et 4.11. Ceci nous permet
dans la quatrieme partie d’établir la deuxieme estimation (4.9) du théoreme.

Finalement, nous montrons la premiere estimation (4.8).

Démonstration. [Propriété 4.3] Démontrons les formules du cas semi-infini.
J(0) représente les coefficients de récurrence des polynémes orthogonaux
pr(x,0). Or @i(t) = fjlpk(x, 0)e "ds(z,0). Dérivons par rapport au temps :

d 1
ok _ / (—xpi(z, O))e_mda(:p, 0)
dt -1

= / ((=Br(0)pr-1(2,0) = @k (0)pn(,0) = Bis1(0)prsa(x, 0))e ™ do(x, 0)

1

= —bk(())gpk,l(t) — a(0)or(t) = Br1(0) i1 (t)

De plus, au temps 0, d’apres 1'orthogonalité des polynémes pg(z,0), on a

00(0) = [, po(z, 0)ds(x,0) = 1
or(0) = f_ll pr(x,0)ds(z,0) =0, k<1

ce qui prouve la formule (4.5).
Cette démonstration peut étre reproduite pour le cas fini. Pour £ < N —1,

les égalités précédentes restent vraies. Pour k=N —1,Vt € R, oy n(t) = 0.
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En effet, py(z,t) est le polynéme caractéristique de Jy(t). Ce polyndéme
s’annule donc en toutes les abscisses d’intégration qui sont les valeurs propres
de Jn(t), indépendantes du temps. La formule de Gauss-Christoffel est exacte
pour py(z,t) donc 'intégrale précédente s’annule bien en tout temps t. Ceci

prouve ainsi la formule (4.4). O

Passons maintenant a un lemme qui décrit I'erreur commise lorsque 1’on
résout le systeme de Cauchy de dimension finie en lieu et place du cas semi-
infini :

Lemme 4.7. On considere le vecteur des moments modifiés du systéme fini
de Toda

O (t) = (emo(t), .- v ()
et les N premiéres composantes du vecteur ®(t) des moments modifiés du cas
semi-infini

((Po(t), SRR QON—l(t))t

L’erreur commise est la suivante

0
ono(t) @o(t) :
A(I)N,N/2<t) = — :/ e(tfu)(*jN(O)) O
0
onN-1(t) on_1(t) B (0o (1)
(4.10)

Démonstration. On a démontré a la propriété 4.3 que les vecteurs des mo-
ments modifiés vérifiaient des systemes d’équations différentielles ordinaires

linéaires. Dans le cas semi-infini, on a

0®(1)
5 = —J(0)®(1)

On tronque I’équation au rang N en multipliant chaque membre de ’équation

a gauche par

< IN 0N><c>o )
On obtient donc une nouvelle équation
0
5 @o(t) wol(t) :
il : = — 75 (0 : — :
p : . In(0) : o 0
PN-1 PN-1 B (0)ow (£)

ou fy est le coefficient de la surdiagonale de J(0).

Résolvons cette équation en temps sans 'apport de (0,...,0, O5(0)on(t))

du



4.4 Démonstrations 107

c’est-a~dire I’équation sans second membre (4.4) vérifiée par le vecteur des

moments modifiés du sytéme fini de Toda. La donnée initiale est (1,0,...)".

On trouve donc,

1
@no(t) 0

Dy (t) = ; = O (4.11)
onN-1(t) 0

D’apres la théorie sur les équations différentielles [27, Chapitre 7,52.4], l'er-

reur commise est donc

ono(t) vo(t) ¢ 0
. B : _ / o) (~In (0)) 1 du
. 0 0
e n-1(t) on-1(?) B () ()

On désire maintenant étudier le comportement de @y (t) qui est présent
dans la formule d’erreur précédente (4.10). On donne donc la propriété sui-
vante qui sera démontrée grace aux différents lemmes 4.9, 4.10 et 4.11 que

I'on présente.
Propriété 4.8.

4J0R N 2exp(t(R+ 1/R)/2)
3

On commence par prouver quelques lemmes qui permettront d’alléger la

len(t)] < (4.12)

démonstration de cette propriété.

Lemme 4.9. Soit R un réel strictement supérieur a 1. Soit C lellipse de
demi-azes 1/2(R+ 1/R) et 1/2(R — 1/R) de foyers (-1;0) et (1;0) et E le
segment de l'aze réel [—1;1]. La distance entre lellipse C et le segment E est
égale a 1/2(R+1/R) — 1.

Démonstration. On cherche a minimiser la distance entre ’ellipse et le seg-
ment. On minimise donc la quantité |z — x| ou z est l'affixe d’'un point de

Iellipse et x I'abscisse d'un point du segment.
2(0) = 1/2(R+ 1/R) cos(6) +i/2(R — 1/R) sin(0) = J(Re™), 6 € [0;2x].

ou J(y) =1/2(y + 1/y) est la fonction de Joukowsky. On peut étudier cette

minimisation uniquement dans le premier quadrant grace aux symeétries.
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Lorsque I’abscisse du point de l’ellipse est comprise entre 0 et 1, la distance
de l'ellipse au segment est égale a l'ordonnée du point de ’ellipse. Donc,
pour cette partie de l'ellipse, le minimum est atteint au point d’abscisse 1.
L’argument 0 de 'affixe z vaut arccos(2/(R + 1/R)). Donc I'ordonnée de ce

point, c¢’est-a-dire le minimum sur cette partie, est

R—1/R 2 R—l/R‘\/l_ 4  (R-1/R)?

5 stnlarccos(pmmop)) = = (R+1/R? _ 2(R+ 1/R)

Si ’abscisse du point de 'ellipse est plus grande que 1, on étudie le minimum
sur z de |z — 1]. Si on calcule explicitement ce module en fonction de 6, on

trouve

|o=1] = \/1/4(R+ 1/R)? cos?(8) + 1 — (R+ 1/R) cos(§) + 1/A(R — 1/R)? sin(6).
On dérive cette fonction, le numérateur vaut
—1/4(R+1/R)*sin(20) + 1/4(R — 1/R)*sin(20) + (R + 1/R) sin(f)
soit
~sin(20) + 1/2(R + 1/R))

Or 1/2(R+ 1/R) > 1 donc le numérateur est positif. Donc la fonction est
croissante sur [0; arccos(2/(R+ 1/R))]. Or cette fonction est positive donc le
minimum est atteint en 0. Donc le minimum de |z—1| est 1/2(R+1/R)—1. O

Lemme 4.10. Pour n entier non nul et R > 2,

3
R2n_1>_R2n
4

[’égalité n’étant vraie que pour R =2 et n = 1.

Démonstration. On minore la quantité (R*" — 1)/ R*"

R — 1 1
TR 1‘@
1
2 1_2771
> 11t
4
S 3
~ 4
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Lemme 4.11. Soit R > 2, n un entier non nul et n/t > 2. Soit g,(R) =
exp(tR)

<y

Démonstration. Dérivons la fonction g,. On obtient

n
. Cette fonction atteint un minimum sur [2;+oo[ en n de valeur

texp(tR) mnexp(tR)
R  Rntl
(Rt —n)exp(tR)
RnJrl

Pour R = n/t, ¢/, (R) = 0. Sur [0;n/t], g/, < 0. Sur [n/t;+oo[, g, > 0. Donc

g(R) =

gn atteint un minimum en R = n/t, de valeur —) .
n

t"\/21mn

n!

Cette quantité est équivalente a
On peut maintenant démontrer la propriété 4.8

Démonstration. Soit f(x) = exp(—at) pour = € [—1;1]. Soit g, le polynéme
interpolant la fonction f aux zéros zy,...,x, du polynome de Chebyshev :
gn(x) = ¢ [];(z — x;). Alors d’aprés la formule de Newton :

1 n(T — o=z
£:= max |f(z)—q.(z)| = max |— / el =) (x =) J(2) dz
we[-11] ee[-1;1) | 20T Jo cp(z — 1) ... (2 —xy) (2 — @)
ou C est un contour qui entoure z1, ..., x,,r une seule fois.

Or max,e[-1,1] |gn ()| = 1 car g, est un polynoéme de Chebyshev. Donc

1
e < — max / f(z)
21 ze[-11] Jo

(2 — 2)qn(2)
On choisit comme contour C, lellipse z(6) = 1/2(R+ 1/R) cos(0) +i/2(R —
1/R)sin(0) = J(Re®?), 0 € [0;27]. J(y) = 1/2(y + 1/y) est la fonction de
Joukowsky.
Or q,(J(y)) = J(y"). Donc |q,(J(Re™))| > 1/2(R™ — 1/R™), cette valeur
étant atteinte en ¢ = 7.
Vz, |exp(—tz)| < exp(t(R+1/R)/2).
On utilise le lemme 4.9 ce qui donne |z —z| > 1/2(R+ 1/R) — 1.
Il nous reste la longueur du contour. On peut la majorer par le périmetre du

dz.

cercle de rayon le demi grand axe de lellipse 1/2(R + 1/R). Rassemblons les
différentes inégalités :

(R4+1/R)/2-exp(t(R+1/R)/2)R
“S12(R"—1/BY(1/2(R+1/R) - 1)
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C’est-a-dire

max |f(z) — gu(2)| < OR™(R? + 1) - exp(t(R + 1/R)/2)

ze[-1;1] (RQn — 1)(R — 1)2 (4'13>

On obtient donc pour @y (t).
1
on(t) = / pn(x,0)e " ds(z,0)
-1

-/ (€ = gy (@), 0)ds(r. 0

v (P < max e — qva (o) / (px(a.0)fds(z.0) / is(z,0)

z€[-1;1 -1
=1 =1
o 4R*N(R? + 1)?exp(t(R + 1/R))
= <R2N—2 _ 1)2(R _ 1)4
2
Choisissons R > 2. Comme la fonction W est une fonction positive

strictement décroisante sur [2; +oo[, ceci nous donne
R*+1
—— < 5.
(R—1)2 =

Alors
10RN exp(t(R+ 1/R)/2)
|S0N(t)| < (RQN_Q_l)

D’ot, en utilisant le lemme 4.10 précédent

40R N2 exp(t(R+1/R)/2)
3

lon (8] <
O

Remarque 4.12. Comme indiqué précédemment dans l’introduction, on a
obtenu au cours de la démonstration avec la majoration (4.12), pour |pn(t)],
une décroissance géométrique a T fixé en fonction de N. Ceci permet de jus-

tifier la troncature effectuée lors de la résolution de l’équation différentielle.

Démontrons maintenant le théoreme.
On utilise 1'égalité (4.10) donnant l'erreur commise lorsque 'on résout une
équation différentielle avec un second membre si I’on omet ce second membre.
Cette erreur influe sur chaque moment modifié calculé jusqu’au rang n. On
peut alors calculer les différentielles relativement a ces moments modifiés de
chacun des coefficients de récurrence.
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Enfin, on calcule la norme 2 de ces quantités afin d’obtenir l'estimation
du théoreme. La proposition 4.8 sera utilisée a la fin de la démonstration.
Précisons quelques notations et propriétés supplémentaires qui seront uti-
lisées :

Définition 4.13. On notera K,(z,y,t) le noyau de Szégo [75, (3.1.9)] as-
socié au temps t. C’est-a-dire

n(2,9,1) Zpkﬂftpkya)

Le noyau de Szégo peut étre utilisé pour donner une représentation intégrale
de la somme partielle d’indice n du développement en série de Fourier d’une
fonction f. Ceci permet d’obtenir la propriété suivante appelée propriété du
noyau reproduisant [75, (3.1.12)] :

Propriété 4.14. [ K, (z,y,0)p(z)do(z,0) = p(y) ot p est un polynome de
degré inférieur ou égal a n.

Démonstration. [Estimation (4.8)]

On cherche a déterminer les coefficients de récurrence (ax, ;) composant
la matrice J(¢) pour k£ < n. Pour cela on effectue une troncature du syteme
au rang N > n. Les coefficients de récurrence sont calculés grace a 1'algo-
rithme de Chebyshev modifié.

Les moments modifiés sont perturbés par la troncature. Comme indiqué
précédemment, on cherche donc a déterminer
M Aﬁpk et 85]7@)
oer pr,

Les dérivées partielles de o et 3; ont été données par H. J. Fischer dans [30].

Oay;(t)
Opy,

9p;(t)
Doy,

Apg, 7=0...n—1, k=0...2n—1

= [Bim1(®)er(pj(z, )pja(z,t)) — B () cr(pi(z, t)pj-1(z,1))]

= ﬁj (t)Ck<p§($, t) - p§—1<x7 t))

otl, pour p polynome, cx(p) = [ pi(z,0)p(x)do(z,0). Cest-a-dire que ci(p)
est le coefficient de pg(z,0) dans la décomposition de p sur cette base de
polynomes.

L’erreur commise sur le calcul de ¢ lors de la résolution de I'équation
différentielle est

Agpp(t) := onp(t /ﬁN Jon (u [Z 025 (0)pe (A, 0)px-1 (A5, 0) | du
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En effet, la formule (4.10) nous donne l'erreur commise

0
©ono(t) wo(t) t :
Ayt 5 B E _ / o(t=) (=T (0)) O du
0
o1 (t) pn-1(t) B (0w (u)

Examinons l'erreur. Comme la matrice symétrique Jy(t) possede trois
diagonales, elle représente les coefficients des relations de récurrence de po-
lynomes py(x,t) orthogonaux par rapport a la mesure ds(z,t). Cette matrice
symétrique réelle est diagonalisable :

Ao 0
In(0) =P p!
0 AN—1

ou P est constituée des vecteurs propres orthonormés de la matrice Jy(0) et

P~! est en fait la transposée de P. On obtient ’égalité suivante :
vV m()(o)pO()\Ov 0) S mel(O)p0<)\N717 0)

P = : :
vV mo(o)qu()\o, 0) S mN71<0)pN71()\N717 0)

On rappelle que les my(t) et les A\, ont déja été définis (voir la formule (4.2)
et sq.). Grace a cette formule, on vérifie aisément que P est une matrice
orthogonale. Grace aux relations de récurrence, on montre que chacun des
vecteurs est bien un vecteur propre.

Quand on passe a l’exponentielle, on obtient :

e(t=u)(=o) 0

St (=IN(0) _ p - p! (4.14)
0 elt—u)(=An_1)

Et en multipliant & droite par (0,...,0,1)" :

(e(t*“)(”(’)mo(o)pk()\o, 0)pn-1(Xo, 0) + ...
et e(t_“)(_)‘N’l)mel(0)2%()\1\/71, 0)pn—1(An-1, 0))k:0 ..... N-1

L’erreur commise sur le calcul de ¢, est donc bien

App(t) == onp(t)—pr(t) = /Ot B (0)pn(u) [i e m; (0)pk (A, 0)pn—1(A;, 0) | du

(4.15)
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Grace aux formules de Fischer et au calcul explicite de Ayy(t), on obtient

les égalités suivantes :

83;(?&% = [Bir1()ck(pj(z, )i (1)) — B () ern(pi(z,t)pj—1(z,1))]
/ B (0)on (u [Z e(tiu)(iAq)mq(O)pk(Aqa 0)pn—1(Aqg, 0)] du
853;:) Apr = Bi(t)en(pj(2,1) = pj_a(,1))

N-1
/ﬁN on(u [Zet A (0)pr(Ag, 0)pn - 1()\an)] du
q=0
Oay;(t)
0

cupe des quantités associées a (3,41 en remplagant les ¢, par la formule

On développe le premier crochet dans ’expression de Ay et on s’oc-

intégrale et on somme sur k. Les autres calculs, de méme que l’estimation

des autres dérivées partielles se feront de la méme maniere. On obtient alors

i (t) %i (/11 pr(, 0)p; (2, )pjer (2, t)ds(z, 0))

/51\/ Yon (u [Ze(t u) )mq(O)pk()\q,O)pN 1()\q,0)] du

25+1 N—

= Bj(t) Z / ds(x. 0) / duy " [ m (0)By (0)ow (w)p; (2, )pji (. 1)

1
0 =0

pr(, 0)pk(>\q, O>pN 1(Ag;0)]

= ﬁj+1(t)/0 duze(t 2D, (0)Bx (0) o (u)

q=0
1 2j+1
IR I IER PASE W) SPACK)TAEN
-1 k=0

=) | duZ 02, (0) B (0) o (W)p-1 (A 0)

1
[ ds(.0 e 00y Oy

1
Or p;jpj+1 et, pjpj—1 dans 'autre partie de 1'égalité, sont de degré inférieur
ou égal a 25 + 1. Donc, d’apres la propriété 4.14 du "noyau reproduisant”,
on obtient

Bt / dufy (0 Ze“ A, ()1 (s 093 Ohgs P11 (s )
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Par orthogonalité, en utilisant le polynome ¢, défini lors de la démonstration

de lerreur d’interpolation (4.13), la derniére estimation est égale a

=

-1

Biy1(t) /Ot dufBn(0)pn (u) (e(tiu)(iAQ) —qn—2j-3(Ag)) Mg (0)pn—1(Ag; 0)2i(Ag, )Pj41( g, T)

q

Il
o

On passe en valeur absolue, les (5 sont positifs et on utilise la majoration
(4.13) pour obtenir

qu )Pn-1(Ag, 0)|[ps( A )pj1(Ag, 1))

On utilise ensuite le lemme 4.10, Uestimation (4.12) et certaines majorations
utilisées dans la démonstration de cette estimation. Ce qui conduit a
b O40R N2 exp(u(R + 1/R)/2) 40RN*2+ exp((t — u)(R+ 1/R)/2)
B0 [ . :

qu )P3—1(Ags 0)[12;Ags )ps41 (Agis 1]

1600 t i
= Bin(t)—5— R 2N+25+6 / exp(t(R + 1/R)/2)du Y~ mg(0)[py-1(Ag, 0)]1p; (Mg, )pj41(Ag, 1)]
0 q:0

2
. + s . s
La fonction SR est positive et strictement décroissante sur [2; 4+o00|. Donc,
R*+1 5
1< —R. L’estimation devient donc

pour tout R € [2; 400, 5B S 3

1600

ﬁj+1( )TR_2N+2]+6t exp ( tR) qu |pN 1 )‘an)HpJ( t)pj+1()‘qvt)|

On majore la derniere somme en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

qu )Pn-1(Ag, 0)|[ps( A, )pj+1(Ag, 1)

< qu( (pn-1(Ag, 0))? qu (pj(Ags D)pj+1(Ags 1))

Choisissons N > 2n. Comme j+]+1<2n—1, la quadrature de Gauss est

exacte. Donc la premiere racine carrée vaut 1 car on obtient la norme de

\/ / p; (@, t)pfy (, t)ds(x, 0)

pn_1. La seconde vaut
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De plus, 7 < n — 1, donc R?N~-2-6 > R2N-2n—4 R reste un parametre 3

déterminer. On minimise donc la majoration grace au lemme 4.11, on obtient

1600 Set 2N —2n—4
Bia(t) =g (8(2]\7 —62n — 4)) \//p?(x’t)p?“(x’t)ds(x’O)

2N —2n —4
3¢
On obtient les majorations suivantes, la deuxieme se faisant de la méme

1600t Set 2N=2n—4
9 8(2N — 2n — 4)

(ﬁm(t)\/ / P22, P2 (2, £)ds (2, 0) + ﬁm\/ / P, P2 (x, )ds(, o>>

ol <5t (mvoes) ﬁj<t>\/ [0 - @ 0)pas(e0

On obtient donc la majoration suivante de la norme euclidienne.

n—1 2j+1 804] 2 241 o J 2
2 (B %500 (5 5000

=0 k=0

1600 5¢T AN=2n—4 A 2
< ( 2 (s /Zﬁ (13 0) + P (1)) do(z,0)
7=0

On majore par parties

5
avec > 2, cette inégalité étant vérifiée des que N > ZT + 4.
maniere :

2]—}—1

Z&D

25+1

8@
25

k=0

B3 (03 (. 1) + Py (,0)) < o] = Tl Ky (2,) < 22K (2, 1)

et p?(x,t) +P?—1($at) = Kj(x,t) — K;_5(x,t).
On obtient donc une somme ”télescopique” qui nous donne finalement :

n—1 2j+1 2 2j+1 2
) 08 (t
( m< ) M) +< §]< ) M)
=0 k=0 —o ¥k
2
3200 5¢T 2N=2n—4
< ( 5 T (8(2]\[ _€2n_ 4)) /Kn_l(x,x,t)Kn_g(x,x,t)ds(x,O)

On veut estimer maintenant 'intégrale qui contient les noyaux de Szego. La

nouvelle mesure est égale a ds(z,t) = e **ds(x,0). La fonction exponentielle

est strictement positive donc on peut trouver un minorant pp;, = e > 0 et
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un majorant ppax = e! de cette fonction sur le support commun des mesures.

Ainsi, pour tout polynéme P,

V Pmin || Pl La(ds(,0) < Pl Ladstet)) < v/Prmax|| Pl Lo(ds(,0))-
Et comme [75, Theorem 3.1.3]
P(x)

K,(z,z,t) = max |————
[Pl 2 (ds ()

d°P<n

I

on obtient

K,(z,z,0) K,(z,z,0)

< Ky(z,2,t) <

pmax pmin

Dans notre cas, Pminfmax = € el = 1, ce qui donne finalement
Kp(z,2,0)pmin < Ky(z,2,t) < Ky (2,2,0) pmax-
On obtient donc un majorant de ||E, ENJn(t)ENES — E,J (1) EX],.
De plus |[(, - - -, an—1, Bos - - -, Bn_1)|| peut étre minoré par Gy(t) = 4 /f e~trds(x,0).

Or
Y (t,x) € [0;T] x [-1;1], e ™ > e L.

Ce qui donne finalement l’estimation (4.8). O

Montrons maintenant que ’approximation au premier ordre est bien jus-
tifiée.

Démonstration. [Formule (4.9)] D’apres la formule (4.15) définissant les
Ay, on obtient V k € {0,..., N — 1},

3610 = [ v 0hen ) | 2N 0000

Jj=0
Appliquons le méme raisonnement que dans la démonstration précédente en

utilisant, a nouveau le polynéome d’interpolation qx_o_x

Api(t) = /0 Oy (0)en(u) [i(e(t_u)(_)\j) - QN—Q—k)mj(O)pkO\jaO)pN—l()\jaO)] du

J=0

En utilisant les mémes arguments que précédemment, on obtient la majora-

1600 5¢T IN=5-k -
9 \8(2N —5—k)

D’apres la formule de Stirling,
5¢T AN=ok - V2r(2N =5 — k) (5T \* ¥ * -
82N —5—k) MU eN-—9—k)! \ '8

Ceci prouve que lorsque N tend vers l'infini, a T et n fixé, Ay, tend vers

tion

7éro. ]



Conclusion

Voici le moment de conclure, tache tout aussi difficile que d’introduire le
sujet.

Dans le chapitre 4, nous avons donné un bel exemple d’utilisation de
I’algorithme de Chebyshev modifié scalaire ainsi qu'une estimation de I’erreur
commise. Dans le chapitre 2, nous avons donné une généralisation pour les
matrices rectangulaires des homographies ainsi qu’un théoreme d’accélération
de convergence. Dans le chapitre 3, nous avons généralisé 'algorithme de
Chebyshev modifié au cas vectoriel. Ces deux derniers chapitres utilisent les
outils définis au premier chapitre.

Cependant, ou heureusement(!), il reste certaines parties a traiter.

Nous avons, dans le premier chapitre, démontré le théoreme 1.44 sur
les opérateurs de Toeplitz a diagonales constantes. On pourrait essayer de
démontrer un théoreme similaire pour les opérateurs a diagonales périodiques
de période p. Méme si une utilisation astucieuse du théoreme d’Hamilton-
Cayley permet d’associer l'opérateur a r + s + 1 diagonales périodiques a
un opérateur a p(r + s) + 1 diagonales constantes, il n’est pas possible, en
appliquant le théoreme 1.44 a ce nouvel opérateur, de déterminer une ca-
ractérisation de ’ensemble résolvant de I'opérateur initial.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons généralisé ’algorithme de Che-
byshev modifié scalaire au cas vectoriel. Dans le cas scalaire, nous avons
démontré [9] que les polynomes de référence ainsi que les polynomes étudiés
doivent posséder des mesures d’orthogonalité dont les supports doivent étre
essentiellement les mémes. Pour l'instant, ce théoreme n’a pu étre généralisé
au cas vectoriel.

Il resterait aussi a appliquer 'algorithme de Chebyshev vectoriel a un
systeme dynamique pouvant étre mis sous la forme d’un opérateur a plus de

trois diagonales.
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Le théoreme d’accélération de convergence du chapitre 2 n’a pas, pour
I'instant, été vérifié sur un exemple.

Dans le chapitre sur les systemes dynamiques, afin d’obtenir des résultats
plus précis, on pourrait modifier la démonstration de I’estimation en considérant
le systeme infini comme un systeme fini soumis a une force extérieure qui
évolue au cours du temps. Pour pouvoir résoudre ce systeme, on approche
cette force extérieure par sa valeur au temps initial et on résout le systeme

fini a second membre constant. C’est-a-dire

peut étre décrit par

In(t) = [Mn(t), In O]+ f (@n11(t), enia(t), . ) & [My(t), In(0)]+f (@n41(0), 2x42(0), .

Comme on peut le remarquer, le travail restant est vaste et promet encore

d’intéressantes recherches.

)



ANNEXE

A

Codes Maple

On trouvera dans ce chapitre le code Maple de 'exemple 3.11, page 79,
sur l'algorithme des moments modifiés vectoriel ainsi que I'exemple 3, page
100 du chapitre 4 des systemes dynamiques. Les codes sont tres commentés.
Cela permet de suivre les calculs pas a pas. Dans les deux cas, on crée des
fichiers de résultats. Dans le deuxieme, de plus, pour créer des animations
Quicktime avec Gnuplot, on crée un fichier ”batch”.

On peut noter que dans ’exemple 3.11, a cause des puissances choisies,
on peut optimiser le calcul des moments modifiés initiaux. Le programme
n’est donc pas général pour cette initialisation.

Dans le code de ’exemple 3 du chapitre 4, nous avons laissé en commen-
taire certaines parties du programme utilisées pour d’autres exemples de ce

méme chapitre.
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A.1 Algorithme de Chebyshev modifié vecto-
riel

coefficient:=proc(n)
local A,a,B,alp,bet,gam;

options remember;

with(linalg);

with(orthopoly);

# A est la matrice des moments modifies

# B celle des coefficients de recurrence de la n-ieme recurrence (fin du
# calcul)

# C est la ligne des nouveaux moments calculés. C’est-a-dire une mémoire
# tampon

# a est la borne inferieure de 1l’intervalle entre -1 et 0)

# Exemple de Kalyaguin et Ronveaux

# Revise 21/01/2000

Digits:=20;

a:=-1;

#alpha

alp:=-0.5;

#beta

bet:=-0.5;

#gamma

gam:=0.5;

A:=array(sparse,1..3,1..3%n+2+1);
B:=array(sparse,1..4);
C:=array(sparse,l..3*n+2+1);

T

:=array(sparse,1..2,1..3*n+2+1);

# debut de calcul des moments
for i to 3*n+2+1 do

# Calcul des Tchebychev adaptés
# en premiére ligne, ceux sur [0,1]

# en deuxiéme ligne, ceux sur [a,0]

#initialisation
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T[1,1]:=1;
T[1,2] :=x;

# recurrence

if (i>2 and i<(3*n+3)/2+1) then
T[1,i]:=sort(collect(expand((2*x+1)*T[1,i-1]1)-T[1,i-2],x));

fi;

calcul de la ligne des sigma indice zero

On prend les Tchebychev vectoriels (u_0,0);(0,u_0);(u_1,0)...

8’=2 et r’=2

Donc si i est pair on doit multiplier par T_(i/2) et prendre la premiére
densité mu_1

#
#
#
#
#
# Si i est impair on doit multiplier par T_((i-1)/2) et utiliser la deuxiéme
# densité mu_2

# attention, les indices sont décalés de 1

# on calcule les Tchebychev en meme temps pour aller plus vite

# Attention, comme on a pris les chebychev adaptés a chaque

# il faut modifier les récurrences de calcul des moments en fonction de la
#

parité de 1 dans sigma_k,1

if ((i-1) mod 2)=0 then

# calcul des moments en utilisant la formule avec la somme et 1’algorithme
# epsilon pour accélérer la convergence

# nombre d’itérations dans l’algorithme, doit etre impair !

pre:=51;

E:=array(sparse,l..pre,1..3);

# calcul du premier moment
if i=1 then
#initialisation
for j from 0 to pre-1 do
if j=0 then
E[1,2]:=(-1)"((i-1)/2)*(-1) " j*binomial (2xj+2, j+1)
xbinomial (2%j,j) /27 (4%xj+2);
else
E[j+1,2]:=E[j,2]+(-1) " ((i-1)/2)*(-
1) " j*binomial (2*%j+2, j+1)*binomial (2*j, j) /2" (4*j+2) ;
fi;
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od;

#recurrence

for k to pre-1 do
for j to pre-k do
E[j,3]:=E[j+1,1]+(E[j+1,2]-E[j,2])"(-1);
od;

#print(eval(E));

for j to pre do
if j<pre+l-k then
E[j,1]:=E[j,2];
E[j,2]:=E[],3];

else
E[j,1]1:=0;
E[j,2]:=0;
fi;
E[j,3]:=0;
od;
od;

# calcul des autres moments i>1
else
for j from (i-1)/2-1 to (i-1)/2-1+(pre-1) do
if j=(i-1)/2-1 then
E[1,2]:=(-1)"((i-1)/2)*(-1) " j*binomial (2% j+2, j+1-(i-1)/2)
*binomial (2%j,j) /27 (4%j+2);
else
E[§+1-(i-1)/2+1,2] :=E[j-(i-1)/2+1,2]+(-1) " ((i-1) /2)* (-1) "]
*binomial (2%j+2, j+1-(i-1)/2)*binomial (2%j,j) /2" (4%j+2);
fi;
od;
#recurrence
for k to pre-1 do
for j to pre-k do
E[j,3]:=E[j+1,1]+(E[j+1,2]-E[j,2])"(-1);
od;
#print(eval(E));
if k=pre-1 then
erreur:=abs(E[1,1]-E[2,1]);
fi;
for j to pre do
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if j<pre+l-k then
E[j,1]1:=E[j,2];
E[j,2]:=E[],3];

else
E[j,1]:=0;
E[j,2]:=0;
fi;
E[j,3]:=0;
od;
od;
fi;

# Fin de 1’initialisation des moments par 1l’epsilon-algorithme

# On remplit la matrice A des moments mixtes

# Si 1 est pair, on utilise le résultat de 1’epsilon algorithme

A[3,i] :=evalf (E[1,2]*Pi);

else

# Si 1 est impair, comme c’est la deuxiéme quantité calculée

# On utilise le moment précédent (particularité des puissances choisies)
A[3,i]1:=A[3,i-1]1*(-1)"((i-2)/2)

fi;

# Affichage des moments & 1’écran pour 1’évolution

print (3*n+2+1-i,A[3,i]);

od;

# Matrice des coefficients : 4 coefficients a chaque n

# rangés sous la forme [A_k,k-2;A _k,k-1;A k,k;A_k,k+1]

# La 4 iéme position est donc un 1 puisque les polynomes sont unitaires

# Pour les A_0,j, les deux premiéres positions sont nulles

# Seule la troisiéme équivalente a A_0,0 est & calculer et vaut 1/2%

# sigma_0,2-.b*xsigma_0,0 divisé par sigma_0,0

B[4]:=1;
B[3]:=(1/2*A[3,3]-1/2%A[3,1])/A[3,1];
B[2] :=0;
B[1]:=0;

fd:=fopen(‘resultat‘,WRITE);
fprintf (£d, ‘%a %a %a %a\n‘,evalf (B[1]),evalf(B[2]),evalf(B[3]),evalf(B[4]));

# Calcul de la ligne des moments d’ordre 1

# le coefficient dominant est égal a 1
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# Calcul de sigma_1,1
C[2]:=(1/B[4]1)*(-B[3]*A[3,2]-1/2*axA[3,2]-1/2*a*A[3,4]);
#Calcul de sigma_1,1
for 1 from 3 to 3*n+l do
# ici si 1 est impair c’est-a&-dire que le 1 dans le sigma_k,l est pair
# et réciproquement
if (1 mod 2)=1 then
C[1]:=(1/B[4]1)*(-B[3]*A[3,1]1+1/4*%A[3,1-2]-1/2*A[3,11+1/4*%A[3,1+2]);
else
C[1]:=(1/B[4])*(-B[3]*A[3,1]-1/4*a*A[3,1-2]-1/2*%a*xA[3,1]-1/4*a*xA[3,1+2]);
fi;
od;

# Calcul des coefficients d’ordre 1

# le premier est nul

B[1]:=0;

B[2]:=1/2%C[3]/A[3,1];
B[3]:=(-1/2%axC[2]-1/2*a*C[4]-A[3,2]*B[2])/C[2];
B[4] :=1;

# Décalage des lignes des moments pour n’avoir que 3 lignes & chaque fois
# donc on a, dans A, en premiére ligne, les moments d’ordre -1,

# en deuxiéme ligne les moments d’ordre O et en troisiéme les moments

# d’ordre 1

for i to 3*n+2+1 do
Al1,i]:=A[2,1];
A[2,i]:=A[3,i];
A[3,i]:=C[i];
od;
fprintf(£fd, ‘%a %a %a %a\n‘,evalf(B[1]),evalf(B[2]),evalf(B[3]),evalf(B[4]));

ici k>=2

il s’agit donc du cas général de calcul des sigma_k,1
le coefficient dominant est égal a 1

pour k=2, on a donc C[3], puis les autres

le premier calcul est celui de sigma_2,2

=

on perd deux calculs de moment en fin de matrice & chaque étape

=

a cause de s’=2

H OH HF HF O H OH OH
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for k from 2 to n do
if (k mod 10)=0 then
print (k) ;
fi;
# nettoyage de C et de som
C:=array(sparse,l..3*n+2+1);
som:=0;
# calcul du moment sigma_k+1,k+1 mais pour un k fictif =1
# calcul de la somme
for m from k-2 to k do
som:=som-B [m-k+2+1] *A [m+3-k,k+1] ;
od;
# ici le premier calcul est celui de sigma_2,2 pour k=2
# donc on inverse les conventions, si k est pair, c’est pareil que dans
# la réalité
if (k mod 2)=0 then
som:=som-1/2*A[3,k+1]+1/4*A[3,k+3];
else
som:=som-1/2%a*xA[3,k+1]-1/4%axA[3,k+3];
fi;
Clk+1] :=(1/B[4]) *som;
# calcul des sigma_k+1,1 pour 1>=k+2
for 1 from k+2 to 3*n+2+1-2%k do
#calcul de la somme
som:=0;
for m from k-2 to k do
som:=som-B[m-k+2+1] %A [m+3-k,1];
od;
# pour la toute premiére boucle et le premier calcul,
# 1=4 mais c’est sigma_2,3 que 1l’on calcule donc ici
# la convention est si 1 est pair alors on est inversé par rapport a
# la réalité d’oun
if (1 mod 2)=1 then
som:=som+1/4*A[3,1-2]-1/2*%A[3,1]+1/4*A[3,1+2] ;
else
som:=som-1/4*a*A[3,1-2]-1/2%a*xA[3,1]-1/4*a*xA[3,1+2];
fi;
C[1]:=(1/B[4])*som;
od;
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# calcul des coefficients d’ordre k
# le premier calcul se fait pour les moments d’ordre 2 c’est-a-dire
# effectivement la valeur de k d’ou la réalité donc

if (k mod 2)=0 then

if k=2 then
B[1]:=1/2*C[k+1]/A[2,k-1];
else
B[1]:=1/4xC[k+1]/A[2,k-1];
fi;
if k=2 then
B[2] :=(-1/2*axC[k+2]-B[1]*A[2,k])/A[3,k];
else
B[2] :=(-1/4%a*C[k+2]-B[1]1*A[2,k])/A[3,k];
fi;
B[3]:=(1/4%C[k+3]-1/2*C[k+1]-B[1]*A[2,k+1]1-B[2]*A[3,k+1])/C[k+1];
B[4]:=1;
else
if k=3 then
B[1] :=-1/2*axC[k+1]/A[2,k-1];
else
B[1]:=-1/4*a*xC[k+1]/A[2,k-1];
fi;

B[2] :=(1/4xC[k+2]-B[1]*A[2,k])/A[3,k];
B[3]:=(-1/4xa*C[k+3]-1/2*a*C[k+1]-B[1]*A[2,k+1]-B[2]*A[3,k+1])/C[k+1];
B[4]:=1;

fi;

# On décale
for i to 3*n+2+1 do
Al1,i]:=A[2,i];
A[2,i]:=A[3,1i];
A[3,i]:=C[i];
od;
# La ligne des coefficients est placée dans le fichier
fprintf(£fd, ‘%a %a %a %a\n‘,evalf(B[1]),evalf(B[2]),evalf(B[3]),evalf(B[4]));
od;
fclose(fd);

end;
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A.2 Systemes dynamiques, algorithme de Che-

byshev scalaire

pass8:=proc(n,N,T1,T2,bcl);

with(linalg);

with(plots);

# A et B vecteurs des coefficients de récurrence

# C moments modifiés au départ

# D vecteur temporaire

# J matrice Jacobi

# n indique le nombre de coefficients voulus

# La fréquence de coupure $N$ doit donc &tre au minimum de 2n

# A représente les alpha_O,...,alpha_{n-1}

A:=array(sparse,l..n);

# B représente les beta_0,...,beta_{n-1}

B:=array(sparse,l..n);

# C est la matrice récursive des moments mixtes

# au départ, la ligne 1 de C contient les sigma_{-1}

# La ligne 2 de C contient les sigma_0, c’est-a-dire les moments modifiés
# m_0,...,m_{2*%n-1}=0

# coef indique en colonne les différentes évolutions au cours du temps
# et en ligne les différentes particules (elles sont toutes nécessaires
# car on aura des sommes téléscopiques pour obtenir la position de la
# derniére particule)

# coef(j,k) indique 1l’evolution au temps k de la particule j

coef:=array(sparse,1..n,1..bcl);

init:=array(sparse,1..n);

N o 9 H O H H OH OH OH O HF HF

:=array(sparse,1..n,1..2);

J matrice de départ

vecs matrice des vecteurs propres

K matrice ol les lignes de vecs auront été multipliées par la premieére
ligne. Cela permettra de calculer plus vite en tout temps t.

I1 s’agit d’un prétraitement. On peut aussi multiplier les colonnes
par les exp(-lambda_j*t), on pourra remultiplier par
exp(-lambda_j*(t_2-t_1))

preparation du fichier batch pour gnuplot

:=array(symmetric,sparse,l..N+1,1..N+1);
:=array(sparse,1..N+1,1. .N+1);
:=array(sparse,l..N+2,1. .N+2);
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T:=(T2-T1);
Digits:=40;
arret:=0;
# Initialisation de J
# une vitesse positive pour la premiére particule
J[1,1] :=1;
# Initialisation des positions
for j from 1 to N do
# surdiagonale

J0j,j+11:=1/2;
od;
print(eval(J));
# Calcul des valeurs propres et vecteurs propres relatifs & J
vecs:=’vecs’;
lambda:=evalf (Eigenvals(J,vecs));
# Préparation de la matrice K au temps 0O
# K[i,j] indique m_j*p_i(lambda_j,0)*p_0(lambda_j,0)
# H[i,j] indique m_j(0)*p_i(lambda_j,0)*p_0(lambda_j,0)
# premiére ligne p_0, deuxiéme ligne p_1... dénoté par i
# premiére colonne m_0O et lambda_0O, deuxiéme colonne m_1 et lambda_1
# dénotés par j
for i to N+1 do

for j to N+1 do

H[i,jl:=vecs[1,jl*vecs[i,]j];

od;
od;
# Configuration de départ
for j from 2 to n do

init[j]:=init[j-1]1-2%1n(J[j-1,31);
od;
#print (eval(vecs));print(lambda);
# démarrage de la boucle de calcul en temps indiqué par bcl
# h est le pas de temps
h:=evalf (T/bcl);
Digits:=80;
for i to bcl do
print(i);
# C indique les 3 lignes consécutives des moments mixtes
C:=’C’;
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(@]

:=array(sparse,1..3,1..2*n+1);

=+

On commence par multiplier chaque colonne j de K par exp(-lambda_j*h)

=+

Boucle sur les lignes

# Si N>2*n

if arret=0 then

if N>=2*n then
for j to 2xn do

# Boucle sur les colonnes successives

for k to N+1 do
K[j,k]:=H[j,k]*exp(-lambdal[k]*(i*xh+T1));

# Création des moments modifiés

if k=1 then
C[2,j]:=K[j,k]
else
cl[2,j]:=C[2,j]1+K[]j,k]
fi;
od;
od;
else

# N<2+#n, donc il manque des moments modifiés mais $\phi_N=0$ donc on va
# s’en sortir. Pour 1’instant, on récupére $m_O,...,m_{N-1}$.
for j to N+1 do
# Boucle sur les colonnes successives
for k to N+1 do
K[j,k]:=H[j,k]*exp(-lambdal[k]*(i*xh+T1));

# Création des moments modifiés

if k=1 then
Cc[2,j]:=K[j,k]
else
Cl[2,j]:=C[2,j]1+K[j,k]
fi;
od;
od;
C[2,N+1] :=0;
fi;

# Ainsi C contient les moments modifiés initiaux sur les deux premiéres

=

# lignes, la troisiéme est complétée au fur et & mesure
#print (evalm(C)) ;
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# Algorithme des Moments modifiés

# Calcul des coefficients de la premiére ligne
nomcoeff:=cat(‘coeff‘,i, ‘.dat‘);
fc:=fopen(nomcoeff,WRITE) ;
fprintf (fc, ‘%a %a %a %a\n‘,n,T1,T2,bcl);
#Calcul de alpha_O
A[1] :=evalf(J[1,2]%C[2,2]/C[2,1]1+J[1,1]);
# Calcul de beta_0
B[1] :=evalf(C[2,1]);
#B[1] :=sqrt (Pi);
#B[1]:=1/sqrt(2);
# itérations
# ligne de la récurrence
for j from 2 to n do
# Calcul des moments mixtes
# Nous sommes déja a la deuxieme ligne donc il nous en reste 2n-2
for k from j to 2*n-j+1 do

# Les récurrences de référence influent sur les calculs des moments modifiés
# On a donc laissé en commentaire certains calculs effectués pour d’autres
# exemples
# if k=2 then
# C[3,k] :=evalf(1/2*xC[2,k+1]1-(A[j-1]-J[k,k])*C[2,k]-B[j-1]*C[1,k]
# +sqrt (1/2)*C[2,k-1]);
# else
# C[3,k] :=evalf (1/2*%(C[2,k+1]+C[2,k-1])~
# (A[j-11-J[k,k])*C[2,k]-B[j-1]1*C[1,k]);
# fi;

if k<N then

C[3,k]:=evalf (J[k,k+11*C[2,k+1]-(A[j-11-J[k,k])*C[2,k]-B[j-1]1*C[1,k] ...
.. +J[k-1,k]1*C[2,k-11);

fi;

od;
# 1if j=2 then
# A[jl:=evalf(J[j,jl+1/2%C[3,j+11/C[3,jl-sqrt(1/2)*C[2,j1/C[2,j-11);
# B[j]:=evalf(sqrt(1/2)*C[3,j1/C[2,j-11);
# else
# A[jl:=evalf(J[j,jl+1/2%(C[3,j+1]1/C[3,j]-C[2,j]1/C[2,j-11));
# B[jl:=1/2+C[3,31/Cl2,j-1]1;
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# fi;(
A[j]:=evalf(J[j,j1+J[j,j+11*C[3,j+1]1/C[3,j1-J[j-1,j1*C[2,j]1/C[2,j-11);
B[j]l:=evalf(J[j-1,j1*C[3,j1/C[2,j-11);
if B[j1<0 then
print(j);
print (B[jl);
arret:=1;
fi;

for k from 1 to 2*n do
if k>j-1 then
C[1,k]:=C[2,k];
C[2,k]:=C[3,k];
fi;
od;

od;

for j to n do

if B[j1<0 then
arret:=1

else
B[j]:=sqrt(B[j1);

fprintf(fc, ‘%a %a \n‘,evalf(A[j]),evalf(B[j]));

fi;

od;

fclose(fc);

if arret=0 then

# La premiére particule est déterminée par la vitesse au cours du temps
if i=1 then

coef[1,1i] :=A[1]*h;
minx:=coef [1,1];
else
coef[1,i] :=coef[1,i-1]+A[1]*h;
minx:=min(minx,coef[1,1i]);
fi;

# Les suivantes par recurrence

for k from 2 to n do
coef[k,i] :=-2*1n(B[k])+coef [k-1,1];
od;

if i>1 then

maxx:=max (maxx,coef[n,i]);
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else

maxx:=coef [n,i];
fi;

k:="k’;
fi;
fi;
od;
#print ("ouverture de batch");
fb:=fopen(‘batch‘,WRITE) ;
#print ("terminal");
fprintf(£fb, ‘%s "%s" %s \n‘,"set terminal moov landscape color dashes"...
...,Geneva,"12 600 200 5");
fprintf (£fb, ‘%s \n‘,"set noborder");
fprintf (fb, ‘%s \n‘,"set noxtics");
fprintf (fb, ‘%s \n‘,"set noytics");
#print ("début des boucles");
for i from 0 to bcl do
nom:=cat(‘resultat‘,i,‘.dat‘);
fprintf (£fb, ‘%shf:%f%s *%s’ %s \n‘,"plot [",minx-1,maxx+1,"]",nom,notitle);
fd:=fopen(nom,WRITE) ;
for k¥ to n do
if i<>0 then
#print (k) ;
fprintf (fd, ‘%a %a \n‘,evalf(coef[k,i]),0);
else
fprintf(fd, ‘%a %a \n‘,evalf(init[k]),0);
fi;
od;
fclose(fd);
od;
fclose(fb);
end;
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