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IntrodutionDans ette thèse, on s'intéresse à deux problèmes.Le premier est de savoir si une limite de suite de ourbes analytiques onserveun aratère analytique.Le seond onerne la dynamique holomorphe dans P2(C ). On herhe à voirsi le genre de ourbes du type Cn = f�n(L) (où f est un endomorphismeholomorphe de P2(C ) et L une droite projetive générique) se onentre dansdes zones dynamiquement intéressantes.Soit Cn une suite de ourbes analytiques de la boule unité B de C 2 . Sil'aire des Cn reste bornée alors, quitte à extraire, Cn onverge vers une ourbeanalytique. C'est le théorème de Bishop (voir [4℄).Quand l'aire n'est plus uniformément majorée, on espère réer une laminationomme limite des Cn. Cependant, un exès de genre peut �ter tout aratèreanalytique à ette limite : dans l'exemple de Wermer (voir [10℄), une suite deourbes dont le genre augmente plus vite que l'aire onverge vers un ompatne ontenant auun disque holomorphe.Notre lamination limite sera omprise dans un sens faible, elui de ourantlaminaire introduit par E. Bedford, M. Lyubih et J. Smillie dans [2℄. Un(1; 1)-ourant positif est laminaire s'il s'érit loalement omme une intégralede ourants d'intégration sur une famille de disques, hors d'un ensemblenégligeable (voir le paragraphe 1.1.1 pour plus de détails).L'objet du premier hapitre est alors de démontrer :Théorème 1. Soit Cn une suite de ourbes analytiques lisses de la bouleunité B de C 2 (s'étendant un peu au-delà de B).On note An l'aire de Cn, Gn le genre de Cn et on suppose que Tn = [Cn℄Anonverge vers un (1; 1)-ourant positif fermé T de B (toujours possible quitteà extraire).Alors, si Gn = O(An), T est laminaire.Cet énoné est une version loale de résultats préédents, de nature glo-bale dans P2(C ) : dans [3℄, Bedford et Smillie montrent que, pour toute suitede ourbes rationnelles Cn de P2(C ) à singularité unique et irrédutible, lesiii



iv INTRODUCTIONlimites de [Cn℄An sont laminaires. Dans [8℄, leur résultat a été étendu par R.Dujardin aux ourbes algébriques de P2(C ) de genre en O(An) à singularitésraisonnables.L'ingrédient prinipal, dans leur situation, est la formule de Riemann-Hurwitz.Dans notre as, on ne peut pas l'utiliser faute de revêtements au-dessus desdiretions omplexes. Cependant, en modi�ant un peu les ourbes Cn, onobtiendra une inégalité de Riemann-Hurwitz approhée qui permettra deonlure.Une inégalité de e type existe déjà dans la théorie d'Ahlfors. On verra (voirl'appendie B), que la méthode utilisée dans la preuve du théorème préédentpermet de la retrouver.Signalons l'intérêt du théorème 1 pour l'étude de ourants limites de [Cn℄An oùCn est une ourbe algébrique lisse de P2(C ) (par exemple Cn = f�n(L) oùf est un endomorphisme holomorphe de P2(C ) et L une droite projetivegénérique). En e�et, malgré un genre total en O(A2n), si on sait trouver unouvert où le genre se onentre peu (en O(An)), on en déduit la laminarité desourants limites dans elui-i. Cela nous onduit naturellement au deuxièmehapitre de la thèse : la onentration du genre des ourbes lisses préédentes,issues de la dynamique.A partir d'un endomorphisme holomorphe, f , de degré d � 2, J.E. Fornæsset N. Sibony ont dé�ni le ourant de Green, T , assoié à f (voir [12℄ et [13℄),dont le support est l'ensemble de Julia de f . Ce ourant possède un potentielontinu : on peut don dé�nir son auto-intersetion T ^T (voir [12℄). D'autrepart, en généralisant un résultat de Fornæss et Sibony (voir [14℄), C. Favreet M. Jonsson (voir [11℄) ont montré que e ourant est naturel d'un pointde vue dynamique : il équirépartit les préimages de droites génériques. Ene�et, si Cn = f�n(L) ave L une droite générique, alors [Cn℄An = [Cn℄dn onvergevers T . Autrement dit, dans notre situation, la laminarité de T se ramène àl'étude du genre de f�n(L).D'autres approhes ont été utilisées pour montrer la laminarité de T dansertaines situations.En e�et, Fornæss et Sibony (voir [15℄) ont montré que pour des endomor-phismes hyperboliques (dans un sens fort), le ourant T est laminaire endehors du support de la mesure T ^ T .Dans [1℄, Bedford et Jonsson onsidèrent des endomorphismes qui laissentune droite totalement invariante. Dans ette situation, ils montrent que leourant de Green est laminaire dans le bassin d'attration de ette droite.Dans e qui préède, on voit que l'auto-intersetion joue un r�le fondamen-tal dans la laminarité. Cela est essentiellement dû au fait qu'un ourantà potentiel ontinu qui s'érit loalement omme une intégrale de ourants



INTRODUCTION vd'intégration sur une famille de disques disjoints est d'auto-intersetion nulle.Quand f est un endomorphisme ritiquement �ni, on verra que le genrede f�n(L) hors d'un petit voisinage du support de T ^ T est en O(dn) (pourdes droites L génériques). Autrement dit, dans e as, le ourant de Greenest laminaire en dehors du support de T ^ T .Pour un endomorphisme quelonque, f , on ne sait pas si on a le mêmeontr�le. Cependant, si f est générique, le genre de f�n(L) hors d'un pe-tit voisinage du support de T ^ T est en O(dn(1+�)). Plus préisément, on ale :Théorème 2. Pour f générique parmi les endomorphismes de degré d, ona : lim supn!1 1n log maxL2(P2)� Genre(f�n(L)� U) � log d;où U est un petit voisinage du support de T ^ T .La démonstration de e théorème se fera essentiellement en deux étapes.En e�et, si on admet un instant que les anses de f�n(L) sont in�nimentpetites, on onstate qu'une anse de f�1(L), tirée en arrière par fn�1, seomporte omme f�(n�1)(x) (où x est un point de P2(C )). Autrement dit,la première étape de la démonstration onsistera à ontr�ler le nombre depoints de f�n(x) hors d'un petit voisinage du support de T ^ T . Celle-is'énone :Proposition 1. Pour f générique parmi les endomorphismes de degré d, ona : lim supn!1 1n logmaxx2P2 Cardinal(f�n(x)� U) � log d;où U est un petit voisinage du support de T ^ T .La seonde étape onsistera alors à dominer la taille des anses. Pour ela,on utilisera des modules d'anneaux et des omparaisons aire-longueur.



vi INTRODUCTION



Sommaire
1 Courants laminaires 11.1 Courants laminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 Cas modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.3 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.3.1 Simpli�ation géométrique des ourbes Cn . . . . 101.3.2 Comment se rapproher du as modèle . . . . . . 101.3.3 Majoration du nombre de sommets et minora-tion du nombre d'arêtes . . . . . . . . . . . . . . . 112 Conentration du genre 152.1 Préliminaires de dynamique holomorphe . . . . . . . . . 152.1.1 Dé�nition du ourant de Green . . . . . . . . . . . 152.1.2 Mesure de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162.2 Un exemple : le as ritiquement �ni . . . . . . . . . . . 172.3 Contr�le des préimages des points . . . . . . . . . . . . . 202.3.1 Entropie topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3.2 Majoration du ardinal d'ensembles (n; Æ)-séparés 242.3.3 Constrution d'ensembles (n; Æ)-séparés . . . . . . 252.3.4 Fin de la démonstration . . . . . . . . . . . . . . . 272.4 Contr�le du genre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282.4.1 Un peu de géométrie hyperbolique . . . . . . . . 282.4.2 Constrution de la partition dynamique de f�n(L) 302.4.3 Majoration du genre des préimages de droites . 312.4.4 Contr�le des longueurs des arêtes de la partition 32A Génériité 35B Théorie d'Ahlfors 39B.1 Cas modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40B.2 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41B.2.1 Comment se rapproher du as modèle . . . . . . 41vii



viii SOMMAIREB.2.2 Majoration du nombre de sommets et minora-tion du nombre d'arêtes . . . . . . . . . . . . . . . 43Bibliographie 47



Chapitre 1Courants laminairesDans e hapitre, on va donner un ritère pour que la limite d'une suitede ourbes analytiques de la boule unité de C 2 soit une lamination (en unsens faible).Voii le plan de e texte. Dans un premier paragraphe, on dé�nira la lassedes ourants laminaires. Dans le seond, on démontrera dans un as modèle leritère qui donne la laminarité des valeurs d'adhérene d'une suite de ourbes.L'objetif du dernier paragraphe sera alors de s'y ramener.1.1 Courants laminairesNotre référene pour la laminarité est l'artile de Bedford, Lyubih etSmillie (voir [2℄).Dé�nition 1.1.1. Un ourant T est laminé dans un bidisque, si dans elui-i il s'érit R� [�t℄d�(t) ; ii les �t sont des graphes, deux à deux disjoints, defontions holomorphes au-dessus d'une des diretions du bidisque, et � unemesure positive portée par une transversale aux graphes.A partir de ette dé�nition, on voit qu'un ourant laminé est néessaire-ment fermé.D'autre part, les ourants laminés ont de bonnes propriétés de ompaité,par le théorème de Montel :Proposition 1.1.1. Soit Tn une suite de ourants laminés dans un bidisque.Si la masse des mesures transverses �n reste bornée, alors, quitte à extraire,Tn onverge vers un ourant T qui est laminé dans le bidisque.Preuve. La démonstration de ette proposition va se faire en deux étapes.Dans la première, on va passer à la limite sur ertains graphes qui omposent1



2 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIRESTn de façon à obtenir un ourant T laminé dans le bidisque B. Dans la se-onde, on montrera que quitte à extraire une sous-suite, Tn onverge vers eourant T .Dans toute la suite, on prendra B = D(0; 1)2.Constrution d'un ourant T laminé dans BOn prend omme transversale � = f0g �D(0; 1). Les ourants Tn s'ériventalors R� [�n(t)℄d�n(t). Modulo l'extration d'une sous-suite, on peut supposerque �n onverge vers une mesure �.C'est ette onvergene que l'on veut étendre aux graphes �n(t).Si �n est une suite de graphes d'appliations holomorphes fn : D(0; 1) !D(0; 1), on peut en extraire une sous-suite qui onverge. Pour faire onvergerles �n(t), il s'agit alors de faire des extrations suessives : 'est e proédéque l'on va dérire maintenant.On �xe k dans N et on déoupe le arré entré en 0 et de longueur 2 (inlusdans �) en k2 arrés égaux. Quitte à bouger un peu le quadrillage, on sup-posera que � ne harge pas son bord (pour tout k).Soit C un arré de e quadrillage hargé par � et t un point de C\support(�).La onvergene de �n vers � implique l'existene d'une suite tnj 2 support(�nj )ave tnj qui tend vers t. On peut don onstruire une sous-suite de nj de sorteque �nj(tnj ) onverge vers un graphe qui passe par t.Par un proessus d'extrations suessives, on onstruit une sous-suite �k(n)de façon que la même propriété soit vraie pour les autres arrés du quadrillagehargés par �.Les graphes, �k(t), ainsi obtenus sont disjoints. En e�et, si deux d'entre euxse renontrent, alors les graphes de T�k(n) qui les approximent se roisentenore. Autrement dit, on a onstruit un ourant laminé Sk dé�ni par :Sk = Z� [�k(t)℄d�k(t);où �k est une disrétisation de � (i.e. �k =Pk2i=1 �(Ci)Æti où C1; :::; Ck2 sontles arrés du quadrillage et les ti les points de Ci \ support(�) onsidéréspréédemment). Le ourant Sk sera appelé disrétisation de T .Maintenant, on peut faire la même hose au ran k + 1 : on onstruit unesous-suite �k+1(n) � �k(n) qui véri�e les propriétés i-dessus à l'étape k+1.En ontinuant le proédé, on obtient une famille de graphes sur un ensembledénombrable et dense du support de �. D'autre part, l'inlusion de �k+1(n)dans �k(n) implique que tous es graphes sont disjoints dans B.Cette famille peut alors être fermée par passage à la limite de sorte que tousles points t du support de � aient un graphe �(t). Les graphes ainsi ontruits



1.1. COURANTS LAMINAIRES 3sont enore disjoints. Autrement dit, on a fabriqué un ourant T laminé dansB dé�ni par : T = Z� [�(t)℄d�(t);Extration d'une sous-suite de Tn qui onverge vers TPour omparer les ourants T et Tn, on va utiliser le lemme suivant :Lemme 1.1.1. Pour tout � > 0, il existe Æ > 0 tel que tout ouple degraphes disjoints de fontions holomorphes au-dessus de D(0; 1), (�1;�2),ave d(�1 \ �;�2 \ �) � Æ véri�e dC1(�r1;�r2) � �. Ii �ri est la partie dugraphe �i au-dessus de D(0; r) (ave 0 < r < 1).Preuve. Grâe à l'inégalité de Cauhy, il su�t de montrer dC0(��1;��2) � �au lieu de dC1(�r1;�r2) � � (ave r < � < 1).Supposons que ela soit faux : on peut don onstruire deux suites de disquesdisjoints �1;n et �2;n ave d(�1;n \ �;�2;n \ �) ! 0 et dC0(��1;n;��2;n) � �.Quitte à extraire des sous-suites, �i;n onverge vers �i (i = 1; 2 au-dessus deD(0; �)). Alors, par onstrution, �1 renontre �2 sur � et dC0(��1;��2) � �.Autrement dit, juste avant la limite, on a �1;n qui oupe �2;n : e qui estimpossible. �Une première onséquene de e lemme est que le ourant T est aussiprohe que l'on veut de son disrétisé Sk (si k est grand).D'autre part, en remplaçant les points t du support de �k par leurs approxi-mations dans le support de ��k(n) et les graphes de Sk par les graphes deT�k(n) orrespondants, on obtient un ourant qui est aussi prohe que l'onveut de Sk (don de T ).En�n, e ourant est prohe de la disrétisation de T�k(n) don de T�k(n).La ombinaison de es remarques onduit à la onstrution d'une sous-suitede Tn qui onverge vers T . �On pourrait imaginer dé�nir les ourants laminaires omme les ourantsloalement laminés. Dans notre situation, ette dé�nition serait trop forte :il n'y a pas de ourants de e type-là à potentiel ontinu dans P2(C ). Ene�et, un tel ourant est d'auto-intersetion nulle. D'autre part R T ^ T = 1(quitte à normaliser T ). Tout ei nous onduit à une notion plus souple (ditelaminarité faible dans [2℄) :Dé�nition 1.1.2. Un ourant T est laminaire, s'il s'érit omme une sommePTj ave Tj laminé dans Uj, et une ompatibilité entre les Tj : quand deuxgraphes se renontrent, leur intersetion est un disque.



4 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIRESOn va donner deux exemples de ourants laminaires : dans le premier,on onstruira un ourant T , d'auto-intersetion non nulle, qui est laminairedans C 2 . Le seond mettra en lumière l'obstale que joue l'auto-intersetionpour la laminarité : on donnera un exemple de ourant T qui sera laminaireseulement en dehors du support de son auto-intersetion.Exemple 1. Voir [9℄.On onsidère, dans C 2 , le ourant T = ddmax(log+ jzj; log+jwj). Il s'éritomme une somme de ourants laminés :ZS1 [fei�g � D ℄d�(�) + ZS1[D � fei�g℄d�(�) + ZS1[V�℄d�(�);où � est la mesure de Lebesgue de S1, D est le disque unité de C , et V�désigne l'ensemble f(z; w) 2 C 2 ; z = ei�w; jzj > 1g.Le ourant T est don laminaire dans C 2 .Dans et exemple, l'auto-intersetion de T est la mesure de Lebesgue du toreunité.Exemple 2. On onsidère, dans C 2 , le ourant T = dd log+ kzk. Par dé�-nition T est nul dans la boule unité B. D'autre part, sur C 2 � B, T s'éritRP1(C ) [La℄d�(a) où � est la mesure de Lebesgue sur la droite à l'in�ni et Laest la droite qui joint l'origine au point a.Autrement dit, T est laminaire en dehors de la sphère unité.Maintenant, on peut voir que d'une part l'auto-intersetion du ourant T estune mesure portée par la sphère et que d'autre part T harge elle-i.En�n, si le ourant T était laminaire sur la sphère unité, elle-i ontiendraitnéessairement des disques holomorphes, e qui est impossible.Soit Cn une suite de ourbes analytiques de la boule unité de C 2 , d'aireAn.La laminarité d'un ourant est liée à la présene dans son support de graphesde fontions holomorphes au-dessus d'une diretion omplexe.Pour montrer qu'une limite de Tn = [Cn℄An est laminaire, la méthode sera donde onstruire de tels graphes dans les ourbes Cn, puis de passer à la limite.Pour dérire ette méthode et en montrer les limites, on va traiter deuxexemples.Le premier est elui de Wermer (voir [10℄) : on verra qu'un exès de genrepour les ourbes Cn entraîne la non-laminarité de la limite.Dans le seond, on traitera le as opposé où Cn est une suite de disques dansun biarré C(0; 1)2 ave le bord de Cn inlus dans �C(0; 1)� C(0; 1) : ette



1.1. COURANTS LAMINAIRES 5fois-i la limite de Tn sera laminaire.Exemple 3. L'exemple de Wermer.On va ommener par dérire la onstrution des ourbes Cn. Le adre deet exemple est C 2 .Soit D le disque unité de C et an une suite dense de D.Le point de départ est la ourbe C0, graphe au-dessus de D, dé�nie parf0(z; w) = w = 0. A partir de elle-i, on rée une ourbe C1 �en dou-blant� C0 au-dessus de a1. Plus préisément, C1 est dé�nie par l'équationf1(z; w) = f0(z; w)2 � �1(z � a1) = 0 (où �n est une suite que l'on préisera).En itérant le proédé, on obtient une suite de ourbes Cn de genre environ22n.On a�rme que T , valeur d'adhérene de la suite [Cn℄An (ii An vaut essentielle-ment 2n) n'est pas laminaire. En e�et, si Kn désigne un Æn-voisinage fermé deCn, on peut hoisir les suites �n et Æn de sorte que Kn+1 � Kn. Si le ourant Tétait laminaire, on aurait don un disque holomorphe � dans K = \n�1Kn.Quitte à réduire e disque, on peut supposer qu'il est un graphe au-dessusd'un voisinage de an (pour des n aussi grands que l'on veut). Autrementdit, on aurait une setion ontinue de �jKn (où �(z; w) = z) sur un erleentourant an : e qui est impossible ar, par onstrution, an est une valeurritique pour �jCn.On peut ra�ner et exemple : si on ne rami�e pas à haque étape, on peutonstruire des ourbes Cn de sorte que les valeurs d'adhérenes de [Cn℄An nesoient pas laminaires et telles que le rapport GnAn tende vers l'in�ni aussi len-tement que l'on veut.Exemple 4. Cas de genre nul ave une projetion propre.Dans e paragraphe, la méthode utilisée est elle de Bedford et Smillie (voir[3℄).On notera C(0; 1) le arré de C entré en 0 dont les �tés sont de longueur 1.Considèrons une suite de disques Cn qui ont leur bord dans �C(0; 1)�C(0; 1).L'appliation �(z; w) = z est alors un revêtement de degré dn = RCn ��! où! est la forme kählérienne standard de C .Quitte à extraire une sous-suite, [Cn℄An onverge vers un ourant T .Pour montrer que T est laminaire, on va montrer que le nombre de rami�-ations pour � est de l'ordre de dn : ela réera de grands espaes où l'onpourra mettre des graphes de fontions holomorphes. A�n d'obtenir tout leourant T , on insèrera des graphes de plus en plus petits qui seront onstruitsau-dessus d'un quadrillage de plus en plus �n.



6 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIRESConstrution de graphesOn ommene par quadriller C(0; 1) en k2 arrés égaux.Si � est une omposante onnexe de Cn au-dessus d'un des arrés, on a deuxpossibilités :soit la restrition de � à � est un homéomorphisme (dans e as � est appeléebonne île) ;soit e n'est pas le as et on parlera de mauvaise omposante.Par passage à la limite sur les bonnes îles, on obtiendra un ourant laminaire.Cependant, si on veut que elui-i soit égal à T , il faut que le nombre demauvaises omposantes (omptées ave multipliité par rapport à �) soitfaible devant le nombre de bonnes îles.Pour évaluer le nombre de mauvaises omposantes, on va utiliser la formule deRiemann-Hurwitz. En e�et, si on note m(�) la multipliité de la omposante� (qui est un disque par le prinipe du maximum), le nombre de rami�ationsde �j� est égal à m(�) � 1. Alors, par la formule de Riemann-Hurwitz, ona : �(Cn) +X� (m(�)� 1) = dn�(C(0; 1)) = dn:D'autre part, si m(�) � 2 on a m(�) � 2(m(�)� 1).En ombinant les deux relations i-dessus, on obtient don une majora-tion du nombre des mauvaises omposantes (omptées ave multipliité) par2(dn � 1). Autrement dit, il y a au moins k2dn � 2(dn � 1) � k2dn(1 � �k)bonnes îles au-dessus du quadrillage (�k désigne une suite qui onverge vers0 quand k tend vers l'in�ni).Grâe à ette minoration, on va montrer que T est laminaire.Laminarité de T dans le biarréSoit Tk;n le ourant dé�ni par Tk;n = 1An Xbonnes îles[�℄ (Tk;n est laminéau-dessus de haque arré du quadrillage).Rappelons que Tn = [Cn℄An .La minoration du paragraphe préédent nous onduit à :Z Tk;n ^ ��! � (1� �k) Z Tn ^ ��!;d'où, en remarquant que dn est majoré par An,Z (Tn � Tk;n) ^ ��! � �k:En utilisant maintenant la proposition de ompaité du paragraphe 1.1.1,Tk;n onverge vers un ourant Tk laminé au-dessus des arrés du quadrillage



1.2. CAS MODÈLE 7(quitte à extraire une sous-suite), et on a toujours l'estimée :Z (T � Tk) ^ ��! � �k;ave T � Tk � 0 par onstrution.Si on ra�ne de plus en plus le quadrillage (i.e. si k augmente), Tk roît versun ourant T1 qui est laminaire (passer de Tk à Tk0 ave k0 > k revientà rajouter des ourants laminés qui sont ompatibles entre eux). De plus,T1 � T et R (T � T1) ^ ��! � 0.Maintenant, on onsidère un point p du biarré. Si on tourne le biarré ini-tial, qu'on le diminue dans une diretion et qu'on l'agrandit dans l'autre, onobtient un autre biarré C1 � C2 qui ontient p, tel que Cn \ C1 � C2 aitson bord dans �C1 � C2. Par le prinipe du maximum, l'intersetion de Cnave C1 � C2 est toujours omposée de disques. Alors, en refaisant le mêmeraisonnement que préédemment ave [Cn\C1�C2℄An au lieu de [Cn℄An on obtientun ourant T 01 laminaire ave R (T � T 01) ^ �0�! = 0 (où �0 est la projetionorthogonale sur C1).D'autre part, si C1 � C2 est générique pour T1, on a T 01 � T1 sur l'inter-setion des biarrés. Autrement dit T = T 01 au voisinage de p. Le ourant Test don bien laminaire dans C(0; 1)� C(0; 1).On va maintenant passer à la situation générale : le as non propre.L'objetif sera de démontrer le théorème suivant :Théorème 1.1.1. Soit Cn une suite de ourbes analytiques lisses de la bouleunité B de C 2 (s'étendant un peu au-delà de B).On note An l'aire de Cn, Gn le genre de Cn et on suppose que Tn = [Cn℄Anonverge vers un (1; 1)-ourant positif fermé T de B (toujours possible quitteà extraire).Alors, si Gn = O(An), T est laminaire.Dans un premier paragraphe, on va démontrer e théorème dans un asmodèle. Dans le seond, on verra que, quitte à modi�er un peu les ourbesCn, la situation réelle n'est pas très éloignée du as modèle. Cette proximitédémontrera alors le théorème.1.2 Cas modèleDans e paragraphe, on va montrer omment onstruire de bons disquessur les ourbes Cn dans un as modèle.



8 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIRESOn ommene par supposer les ourbes Cn à géométrie bornée par An :Ln +Gn +Bn = O(An), où :Ln = longueur du bord de Cn;Gn = genre de Cn;Bn = nombre de omposantes de bord de Cn:Puis, on se �xe une diretion D (qui véri�e ��T 6= 0, où � est la projetionorthogonale assoiée à D), et on quadrille le arré C � D, entré en 0, de�té 2, en 4k2 arrés égaux. Un tel quadrillage peut être déomposé en quatrefamilles de k2 arrés deux à deux disjoints.On va partir de la famille Q la moins reouverte. Elle véri�e en partiulier :Sn(Q) = 1aire de Q ZCn\��1(Q) ��! � Sn = 1aire de C ZCn ��!où ! est la forme kählérienne standard de C .Le but est de démontrer que les omposantes onnexes de ��1(Q) sont ma-joritairement des îles (disques dont le bord se projette sur le bord des arrésde Q).Le nombre d'îles au-dessus de Q est lié à la aratéristique d'Euler de Cn ���1(Q). En e�et, si I désigne l'ensemble des îles de ��1(Q), on a �(Cn ���1(Q)) � �(Cn)�#I (enlever une île fait huter la aratéristique d'Eulerde 1). En utilisant alors l'hypothèse sur le genre et le nombre de omposantesde bord, on obtient une minoration du nombre d'îles par ��(Cn���1(Q))�O(An).On va majorer �(Cn � ��1(Q)) pour obtenir une bonne minoration du ar-dinal de I. Pour ela, on pave C �Q en roix (voir �gure 1.1).
Fig. 1.1 � Pavage en roix. Les arrés font partie de la famille Q. Les roixpavent essentiellement C �Q.A partir de là, on onstruit un graphe où haque sommet représente uneomposante onnexe au-dessus d'une roix, et où l'on met une arête entre



1.2. CAS MODÈLE 9deux sommets si les omposantes en question sont adjaentes. Dans toute lasuite, on identi�era sommets et omposantes onnexes orrespondantes.On obtient alors :�(Cn � ��1(Q)) � Xsommets�(�)� nombre d'arêtes� s� aoù s est le nombre de sommets et a le nombre d'arêtes.La ombinaison de ette relation ave la préédente, nous onduit à une mi-noration du nombre d'îles par a� s�O(An). Il nous reste don à majorer lenombre de sommets et à minorer le nombre d'arêtes.On va ajouter une hypothèse supplémentaire dans e paragraphe : nous sup-poserons que les omposantes onnexes au-dessus des roix sont des graphesau-dessus de elles-i.Le nombre de sommets est alors égal à k2Sn(C �Q) oùSn(C �Q) = 1aire de C �Q ZCn\��1(C�Q) ��!:Pour minorer le nombre d'arêtes, on utilise la remarque suivante : si � est unsommet et �(�) sa valene (i.e. le nombre d'arêtes qui partent du sommet),on a : Ln � Xsommets (4� �(�))1k ;'est-à-dire : Xsommets �(�) � 4k2Sn(C �Q)� kO(An);e qui implique : a � 2k2Sn(C �Q)� kO(An):Le nombre d'îles au-dessus de Q est alors minoré par :k2Sn � kO(An) = k2Sn(1� �);ar la diretion D est bien hoisie (��T 6= 0).Les omposantes au-dessus de Q sont don bien majoritairement des îles.Dans la réalité, on n'aura pas vraiment des graphes au-dessus des roix.Cependant, quitte à modi�er un peu les ourbes Cn, on ne sera pas loin deette situation.



10 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIRES1.3 Cas général1.3.1 Simpli�ation géométrique des ourbes CnVoii omment on se ramène à des ourbes Cn à géométrie bornée parAn, quitte à rétréir un peu la boule de départ :Considérons les trois boules onentriques �B, �0B et B (où �0 est stritementompris entre � et 1). Notons fCn la ourbe obtenue en ollant les omposantesonnexes de Cn \ (�0B� �B) qui touhent ��B, à Cn \ (�B). Par le prinipedu maximum, fCn a son bord inlus dans �0�B. Nous allons voir que fCna un nombre de omposantes de bord en O(An). En e�et, si on oupe Cnsuivant es N omposantes de bord, grâe au ontr�le du genre on obtient aumoins N �O(An) omposantes onnexes � dans l'une ou l'autre des alottessphériques B� �0B, �0B� �B. Par onstrution le bord de � doit renontrerles deux sphères bordant la alotte dans laquelle elle se trouve. Un argumentd'aire s'appuyant sur le théorème de Lelong (voir [18℄) montre alors queN � O(An) est un O(An), don N aussi. De plus, quitte à bouger un peu�0�B et à extraire une sous-suite, on a fLn = O(An) via la formule de oaire(voir [19℄).On s'est don ramené à une ourbe fCn qui véri�e fLn + fGn + fBn = O(An) etqui oïnide ave Cn sur �B.Dans la suite, tous les tildes seront oubliés.1.3.2 Comment se rapproher du as modèleReprenons la démonstration du paragraphe 1.2 :On part d'une diretion D (qui véri�e ��T 6= 0, où � est la projetion or-thogonale assoiée à D). On quadrille le arré C � D, entré en 0, de �té 2en 4k2 arrés égaux (assoié à un tel quadrillage, il y a quatre familles de k2arrés deux à deux disjoints). On part de la familleQ la moins reouverte (enpartiulier le nombre moyen de feuillets Sn(Q) au-dessus de Q est inférieurau nombre moyen de feuillets Sn au-dessus du quadrillage initial). Puis onpave C �Q en roix omme dans le paragraphe préédent (voir �gure 1.1).Dans le paragraphe 1.2, on s'était plaé dans un modèle où les ompo-santes au-dessus des roix étaient des graphes. Ii e n'est plus vrai, mais onva voir que l'on peut se ramener au as où la majorité de es omposantesse projettent sur presque toute la roix orrespondante.Si � est une omposante au-dessus d'une roix, on peut déomposer �(�) enstrates : �1 est la partie de �(�) reouverte au moins une fois,..., �� ellereouverte � fois (où � est la multipliité maximale de �). On note j lapartie de �(�Cn) qui borde �j.



1.3. CAS GÉNÉRAL 11Soit �k une suite qui tend lentement vers 0 (dans e texte toute suite tendantvers 0 sera notée �k).Alors, si l(j) désigne la longueur de j, on peut avoir :- l'existene d'un j dans f1; :::; �g ave lequel l(j) � �kk (on dira que la strateen question a un bord long),ou :- pour tout j dans f1; :::; �g, l(j) � �kk (on parlera de bord ourt).En utilisant l'inégalité isopérimétrique, on remarque que dans le dernier as,on a soit :aire de �j � (1� �k)aire de la roix , pour un ertain j 2 f1; :::; �g:Soit : aire de �j � l(j)2 , pour tout j 2 f1; :::; �g:Dans notre ontexte, e sont les omposantes du dernier type qui sont lesplus éloignées de la situation propre : on veut don les enlever.En �tant une de es omposantes, on modi�e la ourbe Cn d'une aire (pour��!) au plus égale àP�j=1 l(j)2 � 1kP�j=1 l(j). En les enlevant toutes, l'aireest don hangée d'au plus 1kLn qui est négligeable. D'autre part, en utili-sant l'inégalité triangulaire, on voit que la longueur de la projetion par �du bord de la ourbe obtenue en enlevant es omposantes est majorée par2Ln = O(An). En�n, ette nouvelle ourbe véri�e toujours Gn+Bn = O(An).Dans la suite, on travaillera ave Cn privée de es omposantes, que l'on no-tera toujours Cn.Notons I l'ensemble des îles au-dessus de Q. Dans le paragraphe 1.2 ona vu, via la onstrution du graphe où haque sommet représente une om-posante onnexe au-dessus d'une roix, et où l'on met autant d'arêtes entredeux sommets qu'il y a d'ars en ommun dans le bord des omposantesorrespondantes, que le ardinal de I est minoré par a� s�O(An) (où s estle nombre de sommets et a le nombre d'arêtes) .Il nous reste à majorer le nombre de sommets et à minorer le nombre d'arêtes.1.3.3 Majoration du nombre de sommets et minorationdu nombre d'arêtesGrâe à notre simpli�ation e�etuée au paragraphe préédent, on saitqu'un sommet possède une strate qui a soit un bord long, soit une aire supé-rieure à (1� �k)aire de la roix = 3(1��k)k2 .D'après l'hypothèse sur la longueur du bord, il y a au plus k�kO(An) sommets



12 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIRESqui possèdent une strate ave un bord long.Pour les sommets qui possèdent une strate d'aire supérieure à 3(1��k)k2 , on voitfailement qu'il y en a au plus Sn(C �Q) k2(1��k) , où Sn(C �Q) est le nombremoyen de feuillets au-dessus de C � Q. On obtient alors une majoration des par : Sn(C �Q)k2(1 + �k) + k�kO(An):Passons maintenant à la minoration du nombre d'arêtes.On se �xe un sommet � au-dessus d'une roix. Les �tés de la roix qui nesont pas dans le bord de Q seront notés �1, �2 , �3 et �4.La omposante �(�) ontient des strates pour lesquelles on a l(j) � �kk etd'autres ave ette longueur plus petite que �kk . Les strates de la deuxièmeespèe se divisent en deux atégories : elles qui ont une aire inférieure àl(j)2 et elles pour qui ette aire est supérieure à 3(1��k)k2 . Si m(�) désigne lenombre de strates de la dernière sorte, on a :�(�) � 4m(�);où �(�) est la valene du sommet � (i.e. le nombre d'arêtes qui en partent).En e�et, on peut tout d'abord supposer que l'union des segments �i ne ren-ontre pas les valeurs ritiques de �. Ensuite, soit  un sous-segment de �ihoisi de sorte qu'un de ses petits voisinages dans la roix soit inlus dans lesm(�) strates ('est possible ar elles s'emboîtent les unes dans les autres) ;alors  se relève en au moins m(�) arêtes dans �.La minoration dePm(�) entraîne don elle du nombre d'arêtes a = 12P �(�).Pour l'obtenir, on va minorer l'aire reouverte par les Pm(�) strates.Les strates pour lesquelles la longueur de j est supérieure à �kk sont ennombre au plus égal à kO(An)�k . L'union de es éléments est don d'aire infé-rieure à kO(An)�k 3k2 = O(An)k�k .De même, l'ensemble des strates qui ont un petit bord et une aire majoréepar l(j)2 a une aire majorée par �kO(An)k .En ombinant es deux majorations et le fait que l'aire de C � Q est égaleà 3, on obtient que l'aire reouverte par les strates qui ont un petit bord etune aire minorée par 3(1��k)k2 est supérieure à :3Sn(C �Q)� O(An)k�k :Autrement dit, on a :a � 2 Xsommetsm(�) � 2 1aire de la roix �3Sn(C �Q)� O(An)k�k � ;



1.3. CAS GÉNÉRAL 13qui est plus grand que 2k2Sn(C �Q)� k�kO(An):Cela nous onduit à une minoration du nombre d'îles au-dessus de Q par :k2Sn(1� �k)pare que la diretion D est bien hoisie (��T 6= 0) et que Sn(C �Q) � Sn.L'estimée préédente implique que Q était quand même bien reouverte. Enpartiulier, si Q0 est une famille de arrés, on a Sn(C � Q0) � (1 � �k)Sn.On en déduit la présene d'au moins (1 � �k)k2Sn îles au-dessus de Q0, soit4(1� �k)k2Sn îles au-dessus du quadrillage initial.De plus, un argument d'aire montre que très peu d'entre elles sont rami�ées.On a don au moins 4(1��k)k2Sn bonnes îles (graphes au-dessus des arrésdu quadrillage) dans les ourbes Cn.Montrons que ela donne la laminarité de T dans B.Soit Tk;n le ourant dé�ni par Tk;n = 1An Xbonnes îles[�℄ (Tk;n est laminé au-dessus de haque arré du quadrillage).Rappelons que Tn = [Cn℄An .La minoration du paragraphe préédent nous onduit à :Z Tk;n ^ ��! � (1� �k) Z Tn ^ ��!;d'où, Z (Tn � Tk;n) ^ ��! � �k:En utilisant maintenant la proposition de ompaité du paragraphe 1.1.1,Tk;n onverge vers un ourant Tk laminé au-dessus des arrés du quadrillage(quitte à extraire une sous-suite), et on a toujours l'estimée :Z (T � Tk) ^ ��! � �k;ave T � Tk � 0 par onstrution.Si on ra�ne de plus en plus le quadrillage (i.e. si k augmente), Tk roît versun ourant T1 qui est laminaire (passer de Tk à Tk0 ave k0 > k revientà rajouter des ourants laminés qui sont ompatibles entre eux). De plus,



14 CHAPITRE 1. COURANTS LAMINAIREST1 � T et R (T � T1) ^ ��! � 0.Maintenant, si on prend une autre diretion D0 générique par rapport àT1 et telle que �0�T 6= 0 (où �0 désigne la projetion assoiée à D0), ononstruit de même un ourant T 01 � T qui est supérieur à T1 et qui véri�eR (T � T 01) ^ �0�! = 0.Alors T = T 01, 'est-à-dire que T est laminaire dans B.



Chapitre 2Conentration du genreOn onsidère ii des ourbes du type f�n(L) où f est un endomorphismeholomorphe de P2(C ) et L une droite projetive. Cette suite onverge (dansun sens que l'on préisera) vers un ourant T appelé ourant de Green assoiéà f .L'objetif de e hapitre sera de montrer que la plus grande partie du genrede f�n(L) se onentre sur le support de la mesure T ^ T .Voii le plan de e texte : dans un premier paragraphe, on fera quelquesrappels de dynamique holomorphe. Dans le seond, on démontrera le résultatdans un as partiulier : elui des endomorphismes ritiquement �nis. La suitesera onsarée au as général : dans un premier temps, on montrera que lespoints se onentrent sur le support de T ^ T . Ensuite, via un argument delongueur-aire, on en déduira la onentration du genre.2.1 Préliminaires de dynamique holomorpheDans e paragraphe, on va rappeler la dé�nition du ourant et de lamesure de Green assoiés à un endomorphisme holomorphe de P2(C ), puison détaillera quelques-unes de leurs propriétés.2.1.1 Dé�nition du ourant de GreenSoit f un endomorphisme holomorphe de P2(C ) de degré d � 2.On notera Cf l'ensemble ritique de f . On sait que Cf est une ourbe algé-brique de degré 3d� 3 et que le degré topologique de f vaut d2.On va maintenant onstruire le ourant de Green assoié à f (voir [12℄).Soit ! la forme de Fubini-Study de P2(C ).15



16 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENRELa forme f �! est ohomologue à d!, on a don :f �!d = ! + ddu;où u est une fontion lisse de P2(C ).En itérant ette relation, on obtient que :f �n!dn = ! + ddGn;ave Gn =Pn�1i=0 uÆf idi .Le fait que la di�érene maxP2(C ) jGn+k � Gnj est majorée par Cdn (où C estune onstante indépendante de k et n) entraine que la suite Gn onvergeuniformément vers une fontion ontinue G = P1i=0 uÆf idi . Autrement dit, lasuite Tn = f�n!dn onverge vers un ourant T = ! + ddG.Par onstrution, on a : f �T = dTet kTk = Z T ^ ! = 1:Le omplémentaire du support de T oïnide ave l'ensemble de Fatou (i.e.le plus grand ouvert où la famille ffngn�0 est loalement normale).D'autre part, le ourant T est naturel d'un point de vue dynamique : iléquirépartit les préimages de droites génériques. En e�et, un as partiulierd'un résultat de Favre et Jonsson (voir [11℄) généralisant Fornæss et Sibony(voir [14℄) montre que la limite des préimages de droites génériques de P2(C )par fn onverge vers T . Plus préisément :Théorème 2.1.1. [11℄L'ensemble des droites de P2(C ) telles que :1dnfn�[L℄9 Test un sous-ensemble algébrique propre du dual de P2(C ).2.1.2 Mesure de GreenDans la dé�nition de T , la fontion G est ontinue : on peut don dé�nirl'auto-intersetion � = T ^ T . Cette mesure est une probabilité qui véri�ef �� = d2� (voir [12℄).D'autre part, J.-Y. Briend et J. Duval, en généralisant un résultat de Fornæsset Sibony (voir [12℄), ont montré qu'elle est naturelle d'un point de vuedynamique :



2.2. UN EXEMPLE : LE CAS CRITIQUEMENT FINI 17Théorème 2.1.2. [5℄L'ensemble des points de P2(C ) tels que :fn�Æa 9 �est un sous-ensemble algébrique propre de P2(C ).En�n, omme onséquene de l'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg (voir[12℄), on utilisera le fait que � ne harge pas les ensembles pluripolaires.2.2 Un exemple : le as ritiquement �niUn endomorphisme holomorphe f est ritiquement �ni si son lieu post-ritique, C = [n�0fn(Cf), est une ourbe algébrique (voir [13℄).Exemple 5. f = [zd : wd : td℄. Dans e as, on a : C = (z = 0) [ (w =0) [ (t = 0):Dans e paragraphe, on va montrer que le genre des ourbes du typef�n(L) (où L est une droite projetive générique) se onentre sur le supportde � = T ^ T . Plus préisément :Proposition 2.2.1. Pour un endomorphisme holomorphe ritiquement �ni,le genre de l'image réiproque par fn d'une droite projetive générique L,f�n(L), est dominé par O(dn) en dehors d'un voisinage du support de lamesure �.Corollaire 2.2.1. Pour un endomorphisme holomorphe ritiquement �ni, leourant de Green T est laminaire en dehors du support de la mesure �.Preuve. En utilisant le théorème 2.1.1, on voit que l'on peut prendre unedroite L qui véri�e les hypothèses de la proposition préédente ainsi que :1dnfn�[L℄! T:Le orollaire déoule alors du théorème 1.1.1 du hapitre préédent. �Remarque 1. Il existe des exemples d'endomorphismes ritiquement �nisdont le ourant de Green est laminaire seulement en dehors du support de �.Il su�t de prendre la suspension à P2(C ) d'un exemple de Lattès. C'est uneversion dynamique de l'exemple 2 du hapitre 1.



18 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREDémontrons la proposition 2.2.1.Pour aluler le genre de f�n(L), on va onstruire une triangulation de Lqui se relèvera en une triangulation de f�n(L) (par triangulation, on entenddéomposition en des disques). Pour onlure, il restera alors à faire un alulde aratéristique d'Euler sur f�n(L).On va supposer que f�n(L) est lisse (e qui est vrai pour L générique).D'autre part, on va traiter le as d'une droite L qui passe par un point a ap-partenant au support de � privé de C telle que Cardinal(L\C) = degré de C =� ('est possible ar � ne harge pas C). Le as d'une droite générique se faitd'une manière prohe.Dans la suite, on supposera que a est le p�le nord de L.Quitte à bouger un peu la droite, on peut supposer que l'intersetion desméridiens qui passent par C \ L ave l'équateur est onstituée de � points :a1; :::; a� . On les ordonne via une orientation de l'équateur.En onsidérant alors les méridiens qui passent par le milieu des segments[ai; ai+1℄ (i = 1; :::; � � 1) et [a� ; a1℄ (où les segments onsidérés sont situéssur l'équateur), on obtient une triangulation de L ave � faes, � arêtes etdeux sommets.Cette triangulation se relève par fn en une triangulation de f�n(L). En e�et,un disque qui renontre C en au plus un point se relève en un disque par fn.On va maintenant aluler le genre de f�n(L) hors d'un -voisinage du sup-port de la mesure �, U .Soit � la réunion des arêtes et des sommets de la triangulation qui sont onte-nus dans U ;alors g(f�n(L)� U) � g(f�n(L)� �).D'autre part, une omposante onnexe de f�n(L) � � peut être de deuxtypes :- soit elle ne ontient pas d'arête de la triangulation et alors 'est un disque(don de genre nul),- soit elle en ontient au moins une.Si Q désigne les omposantes du deuxième type et q leur nombre, on obtient :g(f�n(L)� U) � q � �(Q)2 :Ainsi : 2g(f�n(L)� U)3 � Nombre d'arêtes qui sortent de U ;ar ��(Q) est majoré par le nombre d'arêtes qui sortent de U .Il reste don à majorer e dernier terme.



2.2. UN EXEMPLE : LE CAS CRITIQUEMENT FINI 19Les arêtes étant attahées au support de �, on en déduit que le genre def�n(L) hors de U est majoré (à une onstante près) par le nombre d'arêtesde la triangulation de diamètre supérieur à . Il su�t don de majorer eterme par O(dn). C'est l'objet du lemme :Lemme 2.2.1. Les préimages par fn des arêtes de la triangulation de L sontde diamètre inférieur à  (sauf O(dn) d'entre elles).Preuve. La démonstration de e lemme repose sur la omparaison aire-diamètrequi suit (voir [5℄).Fait :Il existe C > 0 tel que, pour toute paire de disques holomorphes D � ~D dansP2(C ), on ait (Diam(D))2 � C Aire( ~D)min(1;Mod(A)) ;où A désigne l'anneau ~D �D.On peut mettre une arête � de la triangulation de L dans un disque Ddisjoint de C, de sorte que le module de l'anneau D � � soit égal à uneonstante m inférieure à 1 et qui ne dépend que de C \ L.On note f�ni les branhes inverses de fn sur D. Les anneaux f�ni (D��) ontle même module que elui de D � �.En utilisant le fait préédent, on obtient don une majoration du arré du dia-mètre de f�ni (�) par CmAire(f�ni (D)). Autrement dit, le nombre de branhesinverses pour lesquelles le diamètre de f�ni (�) est supérieur à  est majorépar Cm2Aire(f�n(L)) = Cdnm2 . C'est e que l'on voulait démontrer. �Dans le as d'un endomorphisme quelonque, si on déoupe L ave desdisques qui ne renontrent les valeurs ritiques V = f(Cf) qu'en un seulpoint et que l'on remonte ette triangulation par f , on en obtient une def�1(L). Cependant les éléments de ette triangulation n'ont auune raisonde ontinuer à rester des disques quand on les relèvera de nouveau par f(ertains d'entre eux peuvent touher V en plusieurs points). Pour onserverune triangulation, il faudra don faire un redéoupage.Lors de ette opération, on pourra garder le ontr�le des longueurs des pré-images des arêtes (on aura au plus dn(1+�) arêtes de longueur supérieure à). On ompensera alors la perte de l'attahe par le ontr�le en dn(1+�) dunombre de points de f�n(x) hors de U 2 , pour tout point x de P2(C ) (e



20 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREontr�le sera vrai pour des endomorphismes f génériques). Cela su�ra pourmajorer le genre ar les arêtes qui sortent de U sont omposées des arêtesde longueur supérieure à , auxquelles on ajoute elles qui ont un sommethors de U 2 .Autrement dit, on obtiendra le :Théorème 2.2.1. Pour f générique parmi les endomorphismes de degré d,on a : lim supn!1 1n log maxL2(P2)� Genre(f�n(L)� U) � log d:Le plan sera don le suivant : dans un premier temps on montrera quel'on peut ontr�ler le nombre de points de f�n(x) hors de U 2 par dn(1+�).Puis, on verra que ela permet e�etivement de majorer le genre de f�n(L)hors de U par dn(1+�) .2.3 Contr�le des préimages des pointsLe ontr�le du nombre d'antéédents d'un point x de P2(C ) hors de Us'inspire du alul de l'entropie topologique d'un endomorphisme holomorphede degré d.Après quelques rappels sur l'entropie topologique qui inluront les di�érentesétapes de e alul, on passera au ontr�le des préimages de points.2.3.1 Entropie topologiqueComme référene générale pour e paragraphe, on pourra prendre le livred'A. Katok et B. Hasselblatt (voir [17℄).L'entropie topologique htop(f) est dé�nie par :htop(f) = supÆ>0 lim supn!1 1n log(maxfCard(F ); F (n; Æ)-séparég)où un ensemble est dit (n; Æ)-séparé si pour tout ouple (x; y) 2 F 2 on adn(x; y) := max0�q�n�1 d(f q(x); f q(y)) � Æ.C'est don une quantité qui dérit le nombre d'orbites que l'on peut disernerà une erreur Æ près après un temps n.Un endomorphisme f holomorphe de P2(C ) est d'entropie topologique 2 log d.L'obtention de ette valeur est la ombinaison d'une majoration obtenue parM. Gromov (voir [16℄) et d'une minoration due à M. Misiurewiz et F. Przy-tyki (voir [17℄).



2.3. CONTRÔLE DES PRÉIMAGES DES POINTS 21La majoration repose de manière ruiale sur le théorème de Lelong (voir[18℄) :Théorème 2.3.1. (Lelong)Pour toute boule B(x; r) de C n et toute surfae analytique � dans B(x; r)passant par x, on a : Vol(� \ B(x; r)) � Cr4;où C est une onstante indépendante de n.Si on note �n = f(x; f(x); :::; fn�1(x)); x 2 P2(C )g le multigraphe de fd'ordre n, on voit qu'un ensemble F (n; Æ)-séparé donne un ensemble G Æ-séparé dans �n pour la distane produit dn. En désignant par !n la formekählérienne sur (P2(C ))n induite par la forme de Fubini-Study ! sur haquefateur, on a : Z�n !2n = vol(�n) �Xy2G vol(Bn(y; Æ2) \ �n)où Bn(y; Æ2) est la boule entrée en y de rayon Æ2 pour la métrique dn. Lethéorème de Lelong nous onduit alors à une minoration du volume de �npar C(Card(G)) (où C est une onstante indépendante de n). Autrement dit,l'entropie topologique est majorée par la quantité :lov(f) := lim supn!1 1n log(vol(�n)) = lim supn!1 1n log Z�n !2nqui est égale à lim supn!1 1n log ZP2(C ) n�1Xi;j=0 f i�! ^ f j�! = 2 log d;ar f i�! est ohomologue à di!.La minoration repose sur la onstrution d'ensembles (n; Æ)-séparés dansles préimages f�n(x) de points x dont les antéédents ne s'approhent pastrop souvent de l'ensemble ritique.Elle s'insrit dans un adre plus général, elui des appliations de lasse C1 :Théorème 2.3.2. (Misiurewiz-Przytyki)Si M est une variété lisse, ompate et orientable et f : M !M une appli-ation de lasse C1, on a :htop(f) � log jdegtop(f)j:



22 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREPreuve. (Voir [17℄).On se �xe une forme volume ! sur M et � 2℄0; 1[.Le jaobien de f est dé�ni par la relation f �! = Jf !.L'appliation f est loalement injetive sur le ompatB = fx 2M=jJf(x)j ��g. Il existe don Æ > 0 tel que pour x et y dans B ave d(x; y) � Æ on aitf(x) 6= f(y).Maintenant, on onsidère l'ensemble A des points de M dont l'orbite visitepeu B, i.e. :A = fx 2M= Card(B \ fx; f(x); :::; fn�1(x)g) � (1� �)ng:Si x est un point de A, on a :jJfn(x)j = n�1Yj=0 jJf(f j(x))j < ��n(maxx2M jJf(x)j)(1��)n < 1;si � est assez petit.Autrement dit, le volume de fn(A) est stritement inférieur à elui de M .Par le théorème de Sard, on peut don trouver un point x, valeur régulièrede fn, qui se trouve dans M � fn(A). En partiulier, les points de f�n(x) nesont pas dans A : leurs orbites visitent don souvent l'ensemble B.La suite de la démonstration va se faire en deux étapes. Dans la première,on va onstruire un ensemble Qn (n; Æ)-séparé inlus dans f�n(x). Dans laseonde, on onlura en minorant le ardinal de Qn par N (1��)n (où N est ledegré topologique de f).Dans un premier temps, on part de x et on onsidère les points de f�1(x) (ily en a au moins N).Si N d'entre eux sont dans B, on note Q1 l'ensemble onstitué par es points(on parlera de bonne transition).Si e n'est pas le as, on prend pour Q1 l'ensemble onstitué par une seulepréimage de x hors de B (on parlera de mauvaise transition).Dans tous les as Q1 � f�1(x) est onstitué de valeurs régulières pour f .En remplaçant maintenant x par les point de Q1 dans le raisonnement pré-édent, on onstruit un ensemble Q2 � f�1(Q1) � f�2(x). Puis, en itérantle proédé, on arrive à un ensemble Qn � f�1(Qn�1) � ::: � f�n(x).L'ensemble Qn obtenu est (n; Æ)-séparé.En e�et, si y1; y2 2 Qn et d(fk(y1); fk(y2)) � Æ pour k = 0; :::; n � 1 alorsfn�1(y1) = fn�1(y2) ar de deux hoses l'une :soit fn�1(y1) et fn�1(y2) sont dans B et l'égalité provient de la dé�nition de



2.3. CONTRÔLE DES PRÉIMAGES DES POINTS 23Æ ;soit fn�1(y1) ou fn�1(y2) est dans B et alors l'égalité déoule du fait que Q1est réduit à un point.A partir de là, on montre de même que fn�2(y1) = fn�2(y2) et ainsi de suitejusqu'à y1 = y2.La minoration du ardinal de Qn repose sur la domination du nombre demauvaises transitions dans une branhe inverse de x par �n.En e�et, si on fait une réurrene sur le nombre maximal, k, de mauvaisestransitions entre x et un point y de f�n(x), on obtient que le ardinal de Qnest minoré par Nn�k.On a don onstruit un ensemble (n; Æ)-séparé dont le ardinal est minoré parN (1��)n. Autrement dit, on a htop(f) � (1 � �) logN , pour tout � 2℄0; 1[.Le théorème est don démontré. �On va maintenant passer au ontr�le des préimages des points de P2(C ).Il sera valable pour les endomorphismes qui ne possèdent pas de points triplesdans l'orbite positive de l'ensemble ritique.La génériité de ette hypothèse sera montrée dans l'annexe A.Alors le résultat sur le ontr�le des préimages de points s'énone :Proposition 2.3.1. Pour f générique parmi les endomorphismes de degréd, on a : lim supn!1 1n logmaxx2P2 Cardinal(f�n(x)� U) � log d:Ii U désigne toujours le -voisinage du support de la mesure T ^ T .La démonstration de ette proposition ressemble à elle du alul de l'entro-pie topologique d'un endomorphisme holomorphe de P2(C ) de degré d. Ene�et, en voii le plan :Dans un premier temps, on va majorer le ardinal d'un ensemble (n; Æ)-séparéhors de U par dn(1+�). Il s'agit don de loaliser au omplémentaire de Ul'argument de Gromov. Autrement dit, on sera essentiellement ramené à ma-jorer vol(�njU ) = R�njU !n ^ !n par dn(1+�). Ce raisonnement est valablepour tout endomorphisme de P2(C ).La seonde étape onsiste à onstruire un ensemble (n; Æ)-séparé ontenu dansun ensemble Pn de points de f�n(x), de ardinal minoré par Cardinal(Pn)d�2�n.C'est dans ette étape que l'on utilise la génériité de f .En�n, la démonstration de la proposition déoulera immédiatement des deuxétapes préédentes.



24 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENRE2.3.2 Majoration du ardinal d'ensembles (n; Æ)-séparésDans e paragraphe, on va démontrer le lemme suivant :Lemme 2.3.1. Pour f un endomorphisme holomorphe quelonque, le ar-dinal d'un ensemble (n; Æ)-séparé hors de U (ave Æ petit) est majoré parCndn (où C est une onstante qui ne dépend que de Æ et ).Preuve. Dans la démonstration, on notera toujours C toute onstante qui nedépend que de Æ et .Soit F un ensemble (n; Æ)-séparé hors de U. Il induit un ensemble G Æ-séparédans �nj(U).On a alors, vol(�njU 2 ) �Xy2G vol(Bn(y; Æ2) \ �n) � C Card(F );par le théorème de Lelong.On obtient don une minoration du volume du multigraphe restreint à U 2par C Card(F ) (ave Æ petit).Pour dominer le ardinal de F par Cndn, il reste don à majorer vol(�njU 2 )par ette même quantité.Tout d'abord, on a :vol(�njU 2 ) = Z�njU2 !n ^ !n = ZU2 n�1Xi;j=0 f i�! ^ f j�!:La majoration de vol(�njU 2 ) par Cndn se déduit don de elle deZU2 f i�!di ^ f j�!djpar C( 1di + 1dj ).On notera Ti = f i�!di .Soit  une fontion C1 à support ompat dans U 3 , omprise entre 0 et 1et qui vaut 1 sur U 2 . Alors :ZU2 Ti ^ Tj = ZU2  Ti ^ Tj � Z  Ti ^ Tj:Mais la dernière intégrale est égale à :Z  (Ti � T ) ^ Tj + Z  T ^ (Tj � T )



2.3. CONTRÔLE DES PRÉIMAGES DES POINTS 25ar R  T ^ T est dominée par T ^ T (U 3 ) qui vaut 0.Autrement dit, si on sait majorer R  (Ti � T ) ^ S (où S désigne un (1; 1)-ourant positif fermé de masse 1) par Cdi , on pourra onlure.Cependant, en reprenant la onstrution de T , on a :Z  (Ti � T ) ^ S = Z (Gi �G)dd ^ S;'est-à-dire, Z  (Ti � T ) ^ S � jGi �GjP2(C ) j jC2;qui est bien majoré par Cdi . �Remarque 2. En terme d'entropie topologique, on obtient que htop(f jU )est majorée par log d.Ii, htop(f jU ) désigne l'entropie topologique de f loalisée à U  . Elle estdé�nie par :htop(f jU ) = supÆ>0 lim supn!1 1n log(maxfCard(F ); F (n; Æ) séparé; F � U g):2.3.3 Constrution d'ensembles (n; Æ)-séparésOn onsidère un �-voisinage, C�, de l'ensemble ritique de f . L'appliationf est loalement injetive sur le omplémentaire de C�. Il existe don Æ > 0tel que pour x et y dans (C�) ave d(x; y) � Æ on ait f(x) 6= f(y). En�n, onprend Æ stritement plus petit que �.L'objetif de e paragraphe est alors de démontrer :Lemme 2.3.2. On peut onstruire un ensemble (n; Æ)-séparé ontenu dansun ensemble Pn de points de f�n(x), de ardinal minoré par Card(Pn)d�2m,où m est le nombre maximal de passages de l'orbite d'ordre n d'un point dePn dans C2�.Preuve. La démonstration de e lemme va se faire en deux étapes. Dans lapremière, on va onstruire un ensemble (n; Æ)-séparé ontenu dans l'ensemblePn. Dans la seonde, on minorera le ardinal de et ensemble.On note Pn�k l'ensemble fk(Pn).Dans un premier temps, on part de x et on onsidère les points de P1 �f�1(x).Parmi eux, il y a eux qui sont dans (C2�) et eux qui n'y sont pas. On va



26 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREgarder tous les points qui sont dans la première atégorie. Ensuite, parmieux qui sont dans C2�, on ne garde que elui qui a le plus d'antéédentsdans Pn. On note Q1 l'ensemble onstitué par e point et par les points deP1 \ (C2�). D'autre part, on dira que l'on a eu une mauvaise transition aupoint de (C2�) que l'on a onservé.En remplaçant maintenant x par les points de Q1 dans le raisonnement pré-édent, on onstruit un ensemble Q2 � P2. Puis, en itérant le proédé, onarrive à un ensemble Qn � Pn � f�n(x).L'ensemble Qn obtenu est (n; Æ)-séparé.En e�et, si y1; y2 2 Qn et d(fk(y1); fk(y2)) � Æ pour k = 0; :::; n � 1 alorsfn�1(y1) = fn�1(y2) ar de deux hoses l'une :soit fn�1(y1) et fn�1(y2) sont dans (C�) et l'égalité provient de la dé�nitionde Æ ;soit fn�1(y1) ou fn�1(y2) est dans C� et alors es deux éléments sont dansC2� (ar Æ est inférieur à �) et l'égalité déoule de la dé�nition de Q1.A partir de là, on montre de même que fn�2(y1) = fn�2(y2) et ainsi de suitejusqu'à y1 = y2.On a don onstruit un ensemble (n; Æ)-séparé, Qn, inlus dans Pn. Il reste àminorer le ardinal de et ensemble par Card(Pn)d�2m.On va faire une réurrene sur le nombre maximal k de mauvaises transi-tions entre x et un point y de Pn (e nombre varie entre 0 et m). Elle vamontrer que le ardinal de Qn est minoré par Card(Pn)d�2k.Pour k = 0, le résultat est lair ar on n'enlève auun point de Pn.On va traiter le as k = 1 pour mieux omprendre le proédé.Si on part d'un point y dans Pn, on a deux possibilités :- Soit il existe l dans f1; :::; ng tel que f l(y) soit une mauvaise transition.Dans e as, on note S(y) l'ensemble des préimages dans Pn des points def�1(f (l+1)(y))\ Pn�l \C2�. Comme on ne garde que la branhe qui donne leplus de points dans Pn, on en déduit que parmi les points de S(y), il y en aau moins Card(S(y))d�2 qui sont dans Qn.- Soit e l n'existe pas et alors y est dans Qn. Dans e as, on note S(y) = y.Maintenant, on peut reommener ave z 2 Pn � S(y) et ainsi de suite. Onobtient don : Card(Qn) � Card(Pn)d�2:On suppose la propriété vraie jusqu'au rang k et on veut la montrer au rangk + 1.Quand on enlève les points de Pn orrespondant aux k premières mauvaisestransitions, on obtient un sous-ensemble de Pn (qui ontient Qn) de ardinalminoré par Card(Pn)d�2k.



2.3. CONTRÔLE DES PRÉIMAGES DES POINTS 27Dans haque branhe de e sous-ensemble il reste au plus une mauvaisetransition. On se retrouve don dans le as k = 1 ave e sous-ensembleà la plae de Pn. Autrement dit, on trouve bien une minoration de Qn pard�2(Card(Pn)d�2k) = Card(Pn)d�2(k+1). La réurrene est don démontrée.Dans notre situation, on sait que le nombre de mauvaises transitions est ma-joré par m.On obtient don une minoration du ardinal de l'ensemble Qn, (n; Æ)-séparé,par Card(Pn)d�2m. �On va maintenant �nir la démonstration de la proposition sur le ompor-tement des préimages des points.2.3.4 Fin de la démonstrationOn �xe � > 0 et dans toute la suite n sera supposé grand.On rappelle que l'on onsidère des endomorphismes holomorphes génériques.Cela signi�e que Cf \ f i(Cf) \ f j(Cf) = ; dès que i; j 2 N� et i 6= j. Lagénériité de ette ondition est démontrée dans l'annexe A.Soit k tel que 3k < �.Tout d'abord, si � est assez petit, on a C2� \ f i(C2�) \ f j(C2�) = ; sii; j 2 f1; :::; kg et i 6= j.Ensuite, l'appliation f est loalement injetive sur le omplémentaire de C�.Il existe don Æ = Æ(�; f) > 0 tel que pour x et y dans (C�) ave d(x; y) � Æon ait f(x) 6= f(y). En�n, on prend Æ petit devant � et .Maintenant, en utilisant le paragraphe préédent, si on �xe un point x deP2(C ) et que l'on note Pn l'ensemble de ses préimages par fn qui se trouventhors de U , on peut onstruire un ensemble (n; Æ)-séparé inlus dans Pn deardinal minoré par Card(Pn)d�2m (où m est le nombre maximal de passagesde l'orbite d'ordre n d'un point de Pn dans C2�).D'autre part, en utilisant la majoration obtenue dans le lemme 2.3.1, le ar-dinal de et ensemble est majoré par Cndn (où C est une onstante qui nedépend que de Æ et ).Autrement dit, on a : Card(Pn) � Cnd2mdn:Maintenant, si on montre que pour tout point y de P2(C ), le nombre depassages de l'orbite d'ordre n de y dans C2� est majoré par �n (pour ngrand), on aura : Card(Pn) � Cndn(2�+1);



28 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREet la proposition sera démontrée.Soit don A l'ensemble des points de P2(C ) dont l'orbite visite souvent un2�-voisinage de l'ensemble ritique, i.e. :A = fx 2 P2(C )= Card(C2� \ fx; f(x); :::; fn�1(x)g) � �ng:Alors A est bien vide :en e�et, soit y 2 A. Si on prend m 2 N ave m+ k � n, on a :Card(i 2 fm; :::;m + kg, f i(y) 2 C2�) � 2par dé�nition de �. D'oùCard(i 2 f1; :::; ng, f i(y) 2 C2�) � 2([nk ℄ + 1) � n(2k + 2n) < �n:2.4 Contr�le du genreDans e paragraphe, on va passer à la démonstration du théorème 2.2.1.Dans elle-i, il su�t de traiter le as où L est générique. En e�et, une ma-joration du genre de f�n(L) � U pour des droites génériques par Cd(1+�)n(ave C indépendante de L) onduit à la même majoration du genre def�n(L) � U pour toutes les droites par passage à la limite. Dans toute lasuite on supposera don que f�n(L) est lisse et que L est transverse à l'en-semble postritique.Pour majorer le genre de f�n(L) � U , on va onstruire une partition endisques et anneaux de f�n(L) et faire un alul de aratéristique d'Euler.Cependant, lors de la démonstration du as ritiquement �ni, on a vu quel'on devait ontr�ler la longueur des arêtes de la triangulation. Dans e but,on va utiliser ii un peu de géométrie hyperbolique. En e�et, si on onsidèreune petite arête dans la partie épaisse d'une surfae hyperbolique, on peutl'insérer dans un disque de sorte à ontr�ler le module de l'anneau ainsi réé.On est don en mesure d'utiliser un argument longueur-aire.Voii don le plan de e paragraphe : dans un premier temps, on va fairequelques rappels de géométrie hyperbolique, puis on onstruira la triangula-tion de f�n(L). En�n les deux dernières parties seront onsarées d'une partà la majoration du genre et d'autre part au ontr�le des longueurs des arêtesde la triangulation.2.4.1 Un peu de géométrie hyperboliqueUne référene pour e paragraphe est le livre de P. Buser (voir [6℄).Soit S une surfae de Riemann. Si le revêtement universel de S est le disque



2.4. CONTRÔLE DU GENRE 29unité D, on dit que S est hyperbolique.Dans la suite, on suppose que S est une surfae de Riemann hyperbolique.Le revêtement universel � : D �! S permet de dé�nir une métrique omplètede ourbure �1 sur S à partir de la métrique de Poinaré de D. On l'appellemétrique de Poinaré de S. C'est l'unique métrique omplète de ourbure �1dans la lasse onforme des métriques dé�nissant la struture omplexe de S.A partir de la métrique de Poinaré de S, �, on peut dé�nir le rayon d'injeti-vité en un point p : 'est le plus grand r tel que �jD(q; r) soit un plongement(où q est un antéédent de p).Grâe à lui, on peut déomposer S en deux parties : l'une mine (où le rayond'injetivité est inférieur à Argsh(1)) et l'autre épaisse.La topologie de la partie mine est assez simple :Théorème 2.4.1. Voir [6℄.La partie mine de S est onstituée de usps et d'anneaux disjoints.Un usp est isométrique au ylindre in�ni ℄ � 1; log 2℄ � S1 muni de lamétrique ds2 = d�2 + e2�dt2.Un anneau de la partie mine est un voisinage d'une géodésique  de laforme : C() = fp 2 S; d�(p; ) � Argsh( 1sh(12 l�()))g:Il est isométrique au ylindre[�Argsh( 1sh(12 l�()));Argsh( 1sh(12 l�()))℄� S1muni de la métrique ds2 = d�2 + l2()h2�dt2.Pour montrer la onentration du genre près du support de �, on va uti-liser e théorème pour fabriquer une partition de f�n(L). Dans e proédé,il y a une étape statique que l'on va expliiter maintenant : on va produireune partition en disques et anneaux d'une surfae de Riemann hyperboliqueS quelonque d'aire �nie.La partition sera omposée de la partie mine et d'un reouvrement régulierde la partie épaisse par des disques.On note F un ensemble �-séparé maximal dans la partie épaisse (ave � <Argsh(1)). L'aire pour une métrique de ourbure �1 d'un disque D(x; �2) avex dans la partie épaisse est une onstante qui ne dépend que de �. Le ar-dinal de F est don majoré par Caire(S) (on note C toute onstante qui nedépend que de �). On reouvre la partie épaisse ave la réunion des disquesD(x; �) (où x dérit F ). On en déduit une partition de la partie épaisse par



30 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREdes disques qui sont les intersetions des disques préédents, d'où une parti-tion de S par des disques et des anneaux.Si x est un élément de F , il y a au plus C points de F dans D(x; 2�). Lapartition i-dessus ontient don un nombre d'arêtes dominé par Caire(S).C'est ette partition que l'on utilisera pour onstruire une partition dyna-mique de f�n(L).Remarquons en�n que l'aire de S est bornée par sa topologie (grâe à laformule de Gauss-Bonnet). Autrement dit, le nombre d'arêtes de la partitionpréédente est majoré par �C�(S).2.4.2 Constrution de la partition dynamique de f�n(L)On part d'une droite L projetive et on note V l'ensemble des valeursritiques de f .La première étape onsiste à fabriquer une �bonne� partition de L omposéede disques et d'anneaux.Quitte à bouger un peu L, S = L � L \ V est une surfae de Riemann hy-perbolique (ar V est de degré 3d(d � 1) � 3). En utilisant le paragraphepréédent, on peut don onstruire une partition de S, don de L, en desdisques et des anneaux. Elle ontient au plus CCard(L \ V ) arêtes.C'est la �bonne� partition que l'on herhait.Par onstrution, les disques (resp. les anneaux) de la partition de L se re-lèvent sous forme de disques (resp. d'anneaux). En e�et, l'appliation f estun revêtement de f�1(L)� f�1(V ) sur L� V . Ainsi, en tirant en arrière parf la partition de L, on en obtient une de f�1(L).On va maintenant raisonner dans f�1(L) où on veut onstruire une �bonne�partition. Quitte à bouger un peu les partitions, on supposera dans la suiteque les arêtes que l'on onstruit ne touhent jamais un itéré de V .Les disques (resp. les anneaux) de f�1(L) qui renontrent V en au plus unpoint (resp. qui ne renontrent pas V ) se relèvent par f sous forme de disques(resp. d'anneaux). On ne va don pas les modi�er. Par ontre, on va redé-ouper les disques et anneaux qui n'entrent pas dans les atégories i-dessus.On va traiter le as du disque (elui de l'anneau est identique).On note D un disque de f�1(L) qui touhe V en au moins deux points. Endoublant D et en enlevant les points de V \ D ainsi que leurs symétriques,on obtient une surfae de Riemann S 0 hyperbolique.Comme dans l'étape préédente, on produit une partition de S 0 en utilisantles anneaux de la partie mine auxquels on ajoute un reouvrement de lapartie épaisse par des disques D(x; �).Pour des raisons de symétrie, le bord de D dans S 0 est une géodésique. Lapartition préédente induit don une partition de D�D \ V , don de D, en



2.4. CONTRÔLE DU GENRE 31disques et anneaux qui ontient CCard(D \ V ) arêtes.En reommençant e que l'on vient de faire ave les autres disques et an-neaux qui renontrent V , on onstruit une �bonne� partition de f�1(L). Sion relève elle-i par f et que l'on itère le proédé, on aboutit à une partition�dynamique� de f�n(L) en disques et anneaux.Dans le paragraphe suivant, on va montrer qu'un ontr�le des longueurs desarêtes de la partition induit la majoration herhée du genre de f�n(L) horsU en dn(1+�).2.4.3 Majoration du genre des préimages de droitesOn va proéder ii omme dans le as ritiquement �ni.Soit � la réunion des arêtes et des sommets de la partition ainsi obtenue quisont ontenus dans U.Alors : g(f�n(L)� U) � g(f�n(L)� �);et 'est e dernier terme que l'on va majorer.Une omposante onnexe de f�n(L) � � peut être de deux types. Soit ellene ontient pas d'arête de la triangulation et alors 'est néessairement undisque ou un anneau (don de genre nul). Soit elle en ontient au moins une.Si C désigne les omposantes du deuxième type et  leur nombre, on obtient :g(f�n(L)� U) � � �(C)2 ;Ainsi : 2g(f�n(L)� U)3 � Nombre d'arêtes qui sortent de U :Il reste don à majorer e dernier terme.Si a est une arête qui sort de U, elle entre dans un des deux as suivants :1er as : a possède un sommet hors de U 2 .La majoration du nombre de es arêtes déoule alors du ontr�le des pré-images des sommets.On �xe � > 0.Il existe n0 à partir duquel on a :maxx2P2 Card(f�n(x) \ U 2 ) � dn(1+�):Etant donné que le nombre d'arêtes réées au rang k est de l'ordre de Cdk,on obtient alors une majoration du nombre d'arêtes de f�n(L) qui ont un



32 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENREsommet hors de U 2 par :n�n0Xk=0 Cdkd(n�k)(1+�) + nXk=n�n0+1Cdkd2(n�k):Le nombre d'arêtes de la partition de f�n(L) qui entrent dans le premier asest don majoré par dn(1+2�) (pour n grand).2ème Cas : Les deux sommets de a sont dans U 2 (en partiulier la longueurde a est supérieure à ).Une majoration du nombre des arêtes de e type par dn(1+�) démontrerait lerésultat.C'est e ontr�le qui va être l'objet du paragraphe suivant.2.4.4 Contr�le des longueurs des arêtes de la partitionOn va voir que le ontr�le des longueurs des arêtes de la partition def�n(L) est possible quitte à la bouger un peu. Soit D un disque de f�k(L)qui touhe V en au moins deux points (le as de l'anneau est identique).Rappelons que l'on note S 0 la surfae de Riemann hyperbolique assoiée à Det � sa métrique de Poinaré.Parmi les éléments qui partitionnent D, on a des disques D(x; �) \D.On va voir que quitte à bouger un peu �D(x; �), on peut ontr�ler les lon-gueurs des préimages par fn�k de �D(x; �)� f1 pointg.Traitons l'exemple d'un disque D(x; �) \D où x est à distane au moins 2�de �D.Sur le disque �, onstitué de l'anneau D(x; 2�) � D(x; �) auquel on a en-levé une géodésique  qui joint �D(x; 2�) à �D(x; �), on peut dé�nir d2(n�k)branhes inverses f�n+kj de fn�k.D'autre part, si on note ds2 la métrique ambiante restreinte à f�n(L), (f�n+kj )�ds2est onforme à la métrique hyperbolique (érite en oordonnées polaires)� = dr2 + sh2(r)d�2 sur �. Cela se traduit par :(f�n+kj )�ds2 = �2j(dr2 + sh2(r)d�2):Voii l'argument longueur-aire donnant le ontr�le voulu :aire(f�n+k(�)) = Z 2�0 Z 2�� d2(n�k)Xj=1 �2jsh(r)drd� � aire(f�n+kD(x; 2�)) = a:Il existe don �0 dans l'intervalle [�; 2�℄ qui véri�e :d2(n�k)Xj=1 Z 2�0 �2j(�0; :)d� � Ca:



2.4. CONTRÔLE DU GENRE 33Don :Long(f�n+kj (�D(x; �0)� )) = Z 2�0 �jsh(�0)d� � C �Z 2�0 �2jd�� 12 � sauf un nombre d'indies j majoré par Ca.Pour la partition de D, on remplae alors D(x; �) par D(x; �0).Les disques de taille 2� se reouvrent un nombre �ni borné à priori de fois.Autrement dit, les arêtes réées au rang k, mais non inluses dans les pré-images des arêtes des étapes préédentes, ont leurs préimages dans f�n(L) delongueur inférieure à  (sauf Cdn d'entre elles). Ainsi, en onsidérant mainte-nant toutes les étapes k et en remarquant que redéouper une arête réée aurang k dans une étape postérieure ne hange rien aux estimées, on en déduitque le nombre d'arêtes de f�n(L) de longueur supérieure à  est dominé parCndn.



34 CHAPITRE 2. CONCENTRATION DU GENRE



Annexe AGénériitéDans ette annexe, on va démontrer la :Proposition A.0.1. Pour f générique l'ensemble Cf \ fn(Cf)\ fm(Cf) estvide pour tous entiers n et m non nuls et distints.Ii f générique signi�e que f appartient au omplémentaire d'une uniondénombrable d'ensembles analytiques propres dans l'ensemble des endomor-phismes holomorphes de degré d.La démonstration de ette proposition reprend elle de Fornæss et Sibony(voir [13℄).On note Vn l'ensemble analytique f(y; f) 2 P2(C ) �Hd; y 2 fn(Cf)g.Soient n;m 2 N� ave n 6= m.En utilisant le théorème de Remmert, on voit que l'ensembleHn;md = ff 2 Hd pour lesquels Cf \ fn(Cf) \ fm(Cf) 6= ;gest analytique dans Hd. En e�et, d'une part 'est la projetion sur Hd del'ensemble analytique V0\Vn\Vm. D'autre part, ette projetion est propre.L'ensemble Hd étant une variété omplexe, on a alors deux possibilités :- Soit Hn;md = Hd.- SoitHd�Hn;md est un ouvert de Zariski deHd (dans le sens : omplémentaired'un ensemble analytique de dimension inférieure).Si on se trouve dans le deuxième as pour tout doublet (n;m) de (N�)2 aven 6= m, on pose : H0 = \(n;m)2(N� )2;n6=m(Hd �Hn;md ):Cet ensemble H0 est dense dans Hd et tout élément f de H0 véri�e :Cf \ fn(Cf) \ fm(Cf) = ; pour tout ouple (n;m) 2 (N�)2 ave m 6= n.35



36 ANNEXE APour montrer la proposition il reste don à voir que Hn;md 6= Hd, e qui re-vient à trouver un endomorphisme f tel que Cf \ fn(Cf) \ fm(Cf) = ;.Constrution de et endomorphisme :L'endomorphisme que l'on herhe va être pris sous la forme fA = A(g)où A est une matrie de Gl3(C ) et g = [zd : wd : td℄.Une telle appliation véri�e CfA = C0 [ C1 [ C2 ave C0 = (z = 0), C1 =(w = 0) et C2 = (t = 0). Il su�t don de trouver A 2 Gl3(C ) telle que pourtout triplet (m0; m1; m2) 2 f0; 1; 2g3, on ait :Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) = ;:En utilisant le même raisonnement que préédemment aveA(m0;m1;m2) = fA 2 Gl3(C ); Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) 6= ;g au lieu de Hn;mdet Gl3(C ) à la plae de Hd, on obtient deux possibilités :- soit il existe un triplet (m0; m1; m2) ave A(m0;m1;m2) = Gl3(C ) ;- soit fA 2 Gl3(C ); Cm0 \ fnA(Cm1)\ fmA (Cm2) = ;g est un ouvert de Zariskidans Gl3(C ) et la proposition est démontrée.La proposition se ramène don à démontrer le lemme :Lemme A.0.1. On �xe un triplet (m0; m1; m2) 2 f0; 1; 2g3 et un doublet(n;m) de (N�)2 ave n 6= m.Alors :A(m0;m1;m2) = fA 2 Gl3(C ); Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) 6= ;g 6= Gl3(C ):Preuve. On peut supposer que m0 = 0 (i.e. Cm0 = (z = 0)).On va onsidérer des matries A de la forme 0� 1 � Æ0 1 0 0 1 1A ; 'est-à-dire,fA = f�;Æ; = [zd + �wd + Ætd : wd + td : td℄:1er as : m0 6= m1 6= m2.Alors si f = f0;0;0, on a :Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) = ;;d'où le résultat.



ANNEXE A 372ème as : m0 = m1 6= m2, ave par exemple m2 = 1 (i.e. Cm2 = (w = 0)).Dans ette situation, on hoisit :f = f0;Æ;0 = [zd + Ætd : wd : td℄:D'une part, on a :fn((z = 0)) = f[hn(0) : w : 1℄g [ [0 : 1 : 0℄;où h(z) = zd + Æ et h0(0) = 0.D'autre part, fn((w = 0)) = f[z : 0 : 1℄g [ [1 : 0 : 0℄ = (w = 0):Comme hn(0) est di�érent de 0 dès que n l'est, on obtient bien :Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) = ;:3ème as : m0 6= m1 = m2, ave par exemple, m1 = m2 = 1 (i.e. Cm1 =Cm2 = (w = 0)).C'est un as tout à fait semblable au as préédent. La fontion que l'onprend est : f = f0;0; = [zd : wd + td : td℄:D'une part, on a :fn((w = 0)) = f[z : hn(0) : 1℄g [ [1 : 0 : 0℄;où h(z) = zd + .D'autre part, (z = 0) = f[0 : w : 1℄g [ [0 : 1 : 0℄:Comme hn(0) est di�érent de hm(0) si n est di�érent de m, on a bien :Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) = ;:4ème as : m0 = m1 = m2 (i.e. Cm0 = Cm1 = Cm2 = (z = 0)).Dans ette situation, on va prendre :f = f�;Æ;0 = [zd + �wd + Ætd : wd : td℄:



38 ANNEXE APour montrer que Cm0 \ fnA(Cm1) \ fmA (Cm2) est vide, on va d'abord le voirsur la droite (t = 0), puis dans l'ouvert t 6= 0.La droite (t = 0) est totalement invariante, on a don :fn((z = 0)) \ (t = 0) = fn((z = 0) \ (t = 0)) = [hn(0) : 1 : 0℄;ave h(z) = zd + �.Autrement dit, fn((z = 0)) ne renontre pas fm((z = 0)) sur la droite (t = 0).Dans la suite, on se plae dans l'ouvert t 6= 0.Un raisonnement par réurrene onduit à :fn((z = 0)) \ (t 6= 0) = f[hn(0)wdn + Æ +O(Æ2) + ÆPn(w) : wdn : 1℄g;ave Pn(0) = 0 et h(z) = zd + �.Les points de fn((z = 0)) \ (z = 0) véri�ent alors l'équation :hn(0)wdn + Æ +O(Æ2) + ÆPn(w) = 0; (A.1)e qui implique : wdn = � Æhn(0)(1 +O(Æ) + Pn(w)):De même, les points de fm((z = 0)) \ (z = 0) véri�ent :w0dm = � Æhm(0)(1 +O(Æ) + Pm(w0)):Maintenant, s'il existe un point p de (z = 0)\ fn((z = 0))\ fm((z = 0)), ona : 1 6= hm(0)hn(0) = 1 +O(Æ) + Pm(w0)1 +O(Æ) + Pn(w) (A.2)Il faut remarquer ii que w est une fontion, w(Æ), ontinue en Æ. Par ailleurs,on a w(0) = 0 ar l'équation (A.1) s'érit en Æ = 0 :hn(0)wdn = 0:On déduit de ette remarque que Pn(w) et Pm(w) tendent vers 0 quand Ætend vers 0 (ar Pn(0) = Pm(0) = 0).Pour obtenir une ontradition, il su�t alors de faire onverger Æ vers 0 dansl'équation (A.2). �



Annexe BThéorie d'AhlforsDans ette annexe, on va présenter quelques résultats de la théorie d'Ahl-fors, en partiulier l'inégalité de Riemann-Hurwitz approhée. La démonstra-tion qu'on en donne ii utilise les mêmes tehniques que elles de la premièrepartie de la thèse et permet ainsi de raourir l'argument initial d'Ahlfors(voir par exemple [20℄).Soit f : � �! �0 une appliation holomorphe entre surfaes de Riemannonnexes non onstante.Si f est propre, de degré d, la formule de Riemann-Hurwitz donne la ara-téristique d'Euler de � en fontion de elle de �0. Plus préisément :�(�) + nombre de rami�ations de f = d�(�0)don �(�) � d�(�0).Le théorème d'Ahlfors permet d'étendre en quelque sorte ette inégalité auas non propre. Plus préisément, si S désigne le nombre de feuillets moyenau-dessus de �0, i.e. :S = aire de f(�) omptée ave multipliitéaire de �0 ;et L, la longueur du bord relatif de � (i.e. la longueur de f(��)� ��0) :Théorème B.0.2. On a l'inégalité :min(�(�); 0) � S�(�0) + hL;où h est une onstante qui ne dépend que de �0.Remarque 3. Ce théorème n'a d'intérêt que si �(�0) est négatif (hose quel'on supposera dans la suite). 39



40 ANNEXE BPréisons le adre du théorème. On onsidère ii des métriques admis-sibles : elles véri�ent une inégalité isopérimétrique linéaire et rendent le bordde �0 régulier dans un sens que l'on préisera ultérieurement. D'autre part,on suppose que le bord de �0 est onstitué uniquement de ourbes simplesfermées et de points.On va tout d'abord se plaer dans le as où �0 est ontenu dans P1(C ).La surfae �0 est bordée par p ourbes fermées (ou points) ave p supérieur à3. Entre elles-i, on trae p segments �1; :::; �p de façon à obtenir 2 disques :D1 et D2. On peut supposer que les deux disques ont la même aire A.Dans un premier paragraphe, on va démontrer le théorème dans un as mo-dèle. Dans le suivant, on verra que, quitte à nettoyer un peu �, la situationréelle n'est pas très éloignée du as modèle. Cette proximité démontrera alorsle théorème.B.1 Cas modèleDans e paragraphe, on supposera que la restrition de f aux ompo-santes onnexes de � au-dessus des disques Di est propre et de degré 1.La topologie de � va être lue par un graphe que l'on onstruit de la façonsuivante : haque sommet représente une omposante onnexe au-dessus d'undes disques Di (i = 1; 2) et on met autant d'arêtes entre deux sommets qu'ily a d'ars en ommun dans le bord des omposantes orrespondantes. Danstoute la suite, on identi�era sommets et omposantes onnexes orrespon-dantes.On obtient alors :�(�) = Xsommets�(�)� nombre d'arêtes� s� aoù s est le nombre de sommets et a le nombre d'arêtes.L'hypothèse que l'on a mise sur � implique que le nombre de sommets estégal à : aire de f(�) omptée ave multipliitéA = 2S:Pour minorer le nombre d'arêtes, on utilise la remarque suivante : si � est unsommet et �(�) sa valene (i.e. le nombre d'arêtes qui partent du sommet),on a : L � Xsommets (p� �(�)) mini=1;:::;p: longueur(�i);



B.2. CAS GÉNÉRAL 41'est-à-dire : Xsommets �(�) � 2pS � hL;où h est une onstante qui ne dépend que de �0. Dans la suite, on noteratoujours h une telle onstante.Grâe à l'inégalité préédente, on obtient la minoration du nombre d'arêtes :a � pS � hL:La aratéristique d'Euler de � est don majorée par :(2� p)S + hL = �(�0)S + hL:Dans la réalité, la restrition de f aux omposantes onnexes au-dessus desdisques Di ne sera pas propre ni de degré 1. Cependant, quitte à enlever lessommets de � les plus éloignés du as modèle, on ne sera pas loin de ettesituation.B.2 Cas généralB.2.1 Comment se rapproher du as modèleAvant de passer à la desription des mauvais sommets de �, on va énoneret démontrer un lemme qui y ontribue.Lemme B.2.1. Il existe une onstante h qui ne dépend que de Di, telle quepour toute ourbe  qui touhe le bord de Di en deux points, on a :min(�; �0) � hl();où � et �0 sont les longueurs des deux omposantes de �Di � .Preuve. On ommene par oller deux opies de Di de façon à obtenir unesphère. Sur elle-i, on onsidère la métrique obtenue en prenant la métriqueadmissible sur Di.Rappelons que le bord de Di était supposé régulier. Cela veut dire qu'ilexiste des onstantes h et l0 telles que : pour tout point p du bord de Di ona long(�Di \ B(p; l)) � hl si l � l0.Maintenant, si on note  une ourbe qui possède deux points sur le bord deDi, on a deux possibilités :1er as : l() � l0 où l() désigne la longueur de . Alors :min(�; �0) � l(�Di) � � l(�Di)l0 � l();



42 ANNEXE Bet le lemme est démontré.2ème as : l() � l0.Soit p un point de  \ �Di. Si on montre qu'une des deux parties du bord deDi est inluse dans B(p; l()), on obtient le résultat en utilisant la régularitéde elui-i.L'union de  ave sa opie ~ sépare deux disques �1 et �2 de la sphère.Par ailleurs, on a  � B(p; l()) et ~ � B(p; l(~)) = B(p; l()). De là : [ ~ � B(p; l()) e qui implique que �1 ou �2 est inlus dans ette boule.Alors, la partie du bord de Di qui est dans le disque en question est inlusedans B(p; l()). �On peut maintenant dérire l'élimination des mauvaises omposantes.Si � est une omposante au-dessus de Di, on peut déomposer f(�) enstrates : �1 est la partie de f(�) reouverte au moins une fois,..., �� ellereouverte � fois (où � est la multipliité maximale de �). On note j lapartie de f(��) qui borde �j.On �xe � > 0 petit. Alors, si l(j) désigne la longueur de j, on peut avoir :- l'existene d'un j dans f1; :::; �g ave l(j) � � (on dira que la strate enquestion a un bord long)ou :- pour tout j dans f1; :::; �g, l(j) � � (on parlera de bord ourt).En utilisant l'inégalité isopérimétrique et le lemme préédent, on remarqueque dans le dernier as, on a soit :aire de �j � aire de Di � hl(j) , pour un ertain j 2 f1; :::; �g:Soit : aire de �j � hl(j) , pour tout j 2 f1; :::; �g:Dans notre ontexte, e sont les omposantes du dernier type qui sont lesplus éloignées de la situation propre : on veut don les enlever.En �tant es omposantes, on modi�e l'aire de f(�) d'au plus hL. D'autrepart, la longueur relative de la ourbe obtenue en enlevant es omposantesest majorée par hL. En�n, si on onsidère le graphe assoié (voir le para-graphe B.1) à ~� := �� es omposantes, on a essentiellement :�(�) � �(graphe(~�)):En e�et, si C désigne une omposante onnexe du graphe de � privé dugraphe de ~�, on a :- Soit �(C) � 1 (don �(C) = 1). Dans e as C est un arbre égal au graphede � tout entier, et don : S � hL;



B.2. CAS GÉNÉRAL 43par dé�nition des omposantes de C. Le théorème d'Ahlfors est trivial dansette situation et e as sera dé�nitivement exlu.- Soit �(C) � 0 et alors �(graphe(�)) � �(graphe(�)� C).Autrement dit on a :�(�) � �(graphe(�)) � �(graphe(~�)):En ombinant tout e qui préède, on voit que majorer �(graphe(~�)) par~S�(�0) + h~L (ave des notations évidentes) démontre le théorème. On peutdon supposer dans la suite que � ne possède plus de mauvaises omposantes.L'objetif sera alors de majorer �(graphe(�)) par S�(�0)+hL. Par ailleurs,�(graphe(�)) = s�a, où s est le nombre de sommets et a le nombre d'arêtesdu graphe. La majoration de �(graphe(�)) se ramène don à majorer s et àminorer a.B.2.2 Majoration du nombre de sommets et minorationdu nombre d'arêtesGrâe à notre simpli�ation e�etuée au paragraphe préédent, on saitqu'un sommet possède une strate qui a soit un bord long, soit une aire supé-rieure à aire(Di)� hl(j) = A� hl(j).Il y a au plus L� sommets qui possèdent une strate ave un bord long.Pour les sommets qui possèdent une strate d'aire supérieure à A�hl(j), onvoit failement qu'il y en a au plus 2S+hL. On obtient alors une majorationde s par : 2S + hLPassons maintenant à la minoration du nombre d'arêtes.On se �xe un sommet � au-dessus de Di.La omposante �(�) ontient des strates pour lesquelles on a l(j) � � etd'autres ave ette longueur plus petite que �. Les strates de la deuxième es-pèe se divisent en deux atégories : elles qui ont une aire inférieure à hl(j)et elles pour qui ette aire est supérieure à A � hl(j). Si m(�) désigne lenombre de strates de la dernière sorte, on a :�(�) � pm(�);où �(�) désigne la valene du sommet � (i.e. le nombre d'arêtes qui enpartent). En e�et, on peut tout d'abord supposer que l'union des segments�l ne renontre pas les valeurs ritiques de f . Ensuite, soit  un sous-segmentde �l hoisi de sorte qu'un de ses petits voisinages dans Di soit inlus dansles m(�) strates ('est possible ar elles s'emboîtent les unes dans les autres



44 ANNEXE Bet que h� peut être supposé petit devant les longueurs des �l) ; alors  serelève en au moins m(�) arêtes dans �.La minoration de Pm(�) entraîne don elle du nombre d'arêtes a =12P �(�). Pour l'obtenir, on va minorer l'aire reouverte par les Pm(�)strates.Les strates pour lesquelles la longueur de j est supérieure à � sont ennombre au plus égal à L� . L'union de es éléments est don d'aire inférieureà L� aire(Di) = hL.De même, l'ensemble des strates qui ont un petit bord et une aire majoréepar hl(j) a une aire majorée par hL.En ombinant es deux majorations, on obtient que l'aire reouverte par lesplaques qui ont un petit bord et une aire minorée par A�hl(j) est supérieureà : 2AS � hL:Autrement dit, on a :a � p2 Xsommetsm(�) � p2 1A(2AS � 2hL) � pS � hL:qui donne une majoration de �(graphe(�)) par :(2� p)S + hL = �(�0)S + hL:On va passer au as où �0 est une surfae de Riemann de genre g ave bomposantes de bord (qui sont des points ou des ourbes simples fermées etlisses).Pour se ramener à la situation préédente, on déoupe �0 ave g ourbesfermées simples et lisses de sorte que �0 privée de elles-i soit une sphèreomportant 2g + b trous.Le déoupage n'a pas hangé la aratéristique d'Euler de �0. Alors, si onnote �1:::;�N les omposantes onnexes que e déoupage induit sur �, ona : min(�(�i); 0) � �(�0)S(�i) + hL(�i);où S(�i) est le reouvrement moyen de �i au-dessus de �0 et L(�i) la lon-gueur de son bord relatif.Si jamais on avait �(�i) � �(�0)S(�i) + hL(�i), alors :�(�) � NXi=1 �(�i) � �(�0)S + hL;



B.2. CAS GÉNÉRAL 45et le théorème serait démontré.Cependant, en reprenant la démonstration préédente (i.e. dans le as où �0est ontenu dans P1(C )), on onstate qu'il n'y a qu'un seul as où l'on n'apas néessairement �(�i) � �(�0)S(�i) + hL(�i) : quand �i est un disqueomposé uniquement de mauvais sommets (i.e. qui ont un petit bord et unepetite aire).On note (�i)i2I l'ensemble de es mauvais disques.Maintenant, on a deux possibilités :soit � = [i2I�i, et alors : S � hLpar dé�nition des mauvais sommets (dans e as le théorème est démontré),soit � 6= [i2I�i et alors :�(�) � �(�� [i2I�i) � NXi=1;i=2I �(�i) � �(�0)S([i=2I�i) + hL:La première inégalité résulte du fait que les disques �i (ave i dans I) nesont pas des îles dans �.D'autre part, on a S([i=2I�i) + S([i2I�i) = S et S([i2I�i) � hL.Alors, en ombinant es deux relations, on obtient bien :�(�) � �(�0)S + hL:Pour terminer ette annexe, on va donner un orollaire de la théorie d'Ahl-fors : le théorème de Piard.Soit f une appliation holomorphe non onstante de C à valeur dans P1(C ).Alors on a une omparaison aire-longueur donnée par le lemme d'Ahlfors :Lemme B.2.2. Il existe une suite Rn qui tend vers l'in�ni telle que :Long(f(�D(0; Rn)))Aire(f(D(0; Rn))) ! 0:Preuve. Soit ! la métrique de Fubini-Study de P1(C ).La métrique f �! est onforme à la métrique standard de C , on a don f �! =�2jdzj2.Maintenant, on noteL(R) = Long(f(�D(0; R))) = Z 2�0 �(Rei�)Rd�;



46 ANNEXE Bet A(R) = Aire(f(D(0; R))) = Z 2�0 Z R0 �2rdrd�:Remarquons que : A0(R) = Z 2�0 �2Rd�:Alors, en utilisant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on a :L(R)2 � 2�RA0(R);qui implique L(R)2A(R)2 1R � 2� A0(R)A(R)2 :Autrement dit, on a : Z 11 L(R)2A(R)2 dRR � 2�A(1) <1;qui donne bien l'existene d'une suite Rn qui tend vers l'in�ni ave :L(Rn)A(Rn) ! 0: �Corollaire B.2.1. Théorème de PiardUne appliation holomorphe f de C à valeur dans P1(C ) privé de trois pointsest onstante.Preuve. On raisonne par l'absurde : soit f une appliation holomorphe de Cà valeur dans P1(C ) privé de trois points, non onstante.En utilisant le lemme préédent, on obtient une suite Rn qui véri�e :L(Rn)A(Rn) ! 0:D'autre part, le théorème d'Ahlfors ave � = D(0; Rn) et �0 égal à P1(C )privé des trois points, nous onduit à :min(�(D(0; Rn)); 0) = 0 � � A(Rn)Aire(�0) + hL(Rn);'est-à-dire : 1 � hL(Rn)Aire(�0)A(Rn) ;e qui est absurde. �



Bibliographie[1℄ E. Bedford et M. Jonsson, Dynamis of regular polynomial endomor-phisms of C 2 , Amer. J. Math. 122 (2000), 153-212.[2℄ E. Bedford, M. Lyubih et J. Smillie, Polynomial di�eomorphisms ofC 2 . IV : The measure of maximal entropy and laminar urrents, Invent.Math., 112 (1993), 77-125.[3℄ E. Bedford et J. Smillie, Polynomial di�eomorphisms of C 2 . V : Critialpoints and Lyapunov exponents, J. Geom. Anal., 8 (1998), 349-383.[4℄ E. Bishop, Conditions for the analytiity of ertain sets, Mihigan Math.J., 11 (1964), 289-304.[5℄ J.-Y. Briend et J. Duval, Deux aratérisations de la mesure d'équilibred'un endomorphisme de Pk(C ), IHES Publ. Math. , 93 (2001), 145-159.[6℄ P. Buser, Geometry and Spetra of Compat Riemann Surfaes, Birkhäu-ser , (1992) .[7℄ S. Cantat, Dynamique des automorphismes des surfaes K3, Ata Math.,187 (2001), 1-57.[8℄ R. Dujardin, Laminar urrents in P2, Math. Ann., 325 (2003), 745-765.[9℄ J.-P. Demailly, Courants positifs extrémaux et onjeture de Hodge,Invent. Math., 69 (1982), 347-374.[10℄ J. Duval et N. Sibony, Polynomial onvexity, rational onvexity, andurrents, Duke Math. J., 79 (1995), 487-513.[11℄ C. Favre et M. Jonsson, Brolin's theorem for urves in two omplexdimensions, à paraître dans les Ann. de l'Inst. Fourier.[12℄ J.E. Fornæss et N. Sibony , Complex dynamis in higher dimension,Complex Potential Theory (Montreal, PQ, 1993), NATO Adv. Si. Inst.Ser. C Math. Phys. Si., 439, Kluwer, Dordreht (1994), 131-186.[13℄ J.E. Fornæss et N. Sibony , Complex dynamis in higher dimension I,Astérisque, 222 (1994), 201-231.[14℄ J.E. Fornæss et N. Sibony , Complex dynamis in higher dimension II,Ann. Math. Studies, 137 (1995), 134-182.47



48 BIBLIOGRAPHIE[15℄ J.E. Fornæss et N. Sibony , Hyperboli maps on P2, Math. Ann., 311(1998), 305-333.[16℄ M. Gromov, On the entropy of holomorphi maps, manusrit, (1977).[17℄ A. Katok et B. Hasselblatt, Introdution to the modern theory of dy-namial systems, Enyl. of Math. and its Appl., vol. 54, CambridgeUniversity Press, (1995).[18℄ P. Lelong , Propriétés métriques des variétés analytiques omplexes dé�-nies par une équation, Ann. Si. Eole Norm. Sup., 67 (1950), 393-419.[19℄ F. Morgan, Geometri measure theory, Aademi Press, (1988).[20℄ R. Nevanlinna, Analyti Funtions, Springer-Verlag, (1970).


