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Réduction des graphes de GKM
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Plan de la premiere partie

Le graphe de GKM (G2).

Réduction d’'un graphe abstrait (GZ).
Quantification et reduction commutent (GZ2).
Description des algorithmes (C).

Les programmes (C).
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Variété de GKM

(; . tore compact n-dimensionnel d’algebre de Lie g.
Zq =ker(exp:g — G) et Z;, C g".

M : variété compacte connexe de dimension 2d munie de
I'action de G telle que

M¢ est fini.
Structure presgue complexe G-invariante.

Pour tout p € M, les poids «,,; € Z, sont deux a deux
linéairement indépendants.
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W Sommets : points fixes.
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Graphe de GKM : (T, «)

Sommets : points fixes.
Pour tout p, pour tout <. Soient b,,; = ker(«,;) et H, ;.
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Graphe de GKM : (T, «)

Sommets : points fixes.

Pour tout p, pour tout <. Soient b,,; = ker(«,;) et H, ;.
M D EP' 5 p
isomorphe a P}(C) ~ S?,
action de G sur EP* : ST sur S2.
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Graphe de GKM : (T, «)

Sommets : points fixes.

Pour tout p, pour tout <. Soient b,,; = ker(«,;) et H, ;.

M*#»i D EP' 3 p
isomorphe a P}(C) ~ S?,

action de G sur EP* : St sur S2.

Second point fixe ¢ = g(p, 7).
Aréte e = [p,q| avec a, . = a,, = Q.
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Exemple : varieté des drapeaux

M = GL(3,C)/B soumise a I'action de (S')°.
Points fixes :
IdB, SlB, SQB, 81823, SQSlB, UJQB — 8182813 — 8281823

/o —1 0 ) (10 0 )

0 0 et s 00 —1

\o 0 1) \0 1 0 ).
(1 0 0)

U(Zl,ZQ,Zg): 21 1 0

\z3z2 1/.
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Exemple : varieté des drapeaux

(5
0
1 \/1 \21\2 \/1 |21|2

\/11L |21 \/11L | 21|

’ \ 0 0 iy

a2l 1 o o | B=s,B dONc
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Exemple : variéete des drapeaux

( 1

21
0
\/1 |21 \
0 B
V1 |z
0 1 )

LUt %1 \zﬂ?
e OB \/1+\Z1\2
0O 0 1 \ 0
0O —1 O
22y g o | B=sB dONC
0O 0 1
t{y 0 O 1 0 O
0O ta O -1d - 21 1 0 | B
0 0 t3 0O 0 1

donc

0 1)
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Exemple : varieté des drapeaux

ahS
g
| T
S951 S159

N P

Wy

a=0y—01,0=0;—0y v=a—+ 3 (racines positives).
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Proprietes fondamentales (et V-graphe de GKM)

Apqg = — g p-

(pi)1<i<a = V(p). Alors les «, ,. sont deux a deux
lineéairement independants (2-indépendance).

(pi)—p—q—(4)- _
On peut reordonner les ¢; de sorte a avoir

&papz — OéQaqz _|— Cpaqn'a{paq

pour des constantes ¢, , ;
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Cohomologie et K-théorie d’un V-graphe de GKM

H(T',a) = @yen H*(T, @)
ou

— {f : S — Sk(g*)  f(p) — flq) = )‘p,qO‘p,q}-



Cohomologie et K-théorie d’un V-graphe de GKM

H(T',a) = @yen H*(T, @)
ou

— {f : S — Sk(g*)  f(p) — flq) = )‘p,qO‘p,q}-
R(G) = {0 jcnm; €™ my € Z, N € 25|

G, = ker(e*™»<), ol e = [p, q|. Soitr, : R(G) — R(G.).

=10 : 51 — R(G); 7e(O(p)) = r(O(q))} -



Cohomologie et K-théorie d’un V-graphe de GKM

H(T',a) = @yen H*(T, @)
ou

— {f : S — Sk(g*)  f(p) — flq) = )‘p,qO‘p,q}-
R(G) = {0 jcnm; €™ my € Z, N € 25|

G, = ker(e*™»<), ol e = [p, q|. Soitr, : R(G) — R(G.).

=10 : 51 — R(G); 7e(O(p)) = r(O(q))} -

Alors et



Réduction d’'un V-graphe selon H : hypothéses

H engendré par &-
On suppose que «, ,(§) # 0.

O¢ p < q <= a4 >0.

On prend (T, o) tel que :



Réduction d’'un V-graphe selon H : hypothéses

H engendré par &-
On suppose que a,, (&) # 0.

O¢ p<q<= a,,&) > 0.

On prend (I', o) tel que :

3-independant.
Orientation o sans cycle.

f e H*(T,a) telle que f(p) — f(q) = Ay, AVEC
Ap.g > 0 (symplectique).



Réduction d’un V-graphe de GKM : algorithme

On pose ¢(p) := (f(p), ). Soit ¢ une valeur reguliere de ¢.

Sommets de (I'°, a°) : |p, q] telles que ¢(p) < ¢ < @(q).



Réduction d’un V-graphe de GKM : algorithme

On pose ¢(p) := (f(p), ). Soit ¢ une valeur reguliere de ¢.

Sommets de (I'°, a°) : |p, q] telles que ¢(p) < ¢ < @(q).

Pour tout tel [p, g|, pour tout voisin p; de p.
Graphe engendreé par «, , et a,,,,, : divalent.



Réduction d’un V-graphe de GKM : algorithme

On pose ¢(p) := (f(p), ). Soit ¢ une valeur reguliere de ¢.

Sommets de (I'°, a°) : |p, q] telles que ¢(p) < ¢ < @(q).

Pour tout tel [p, g|, pour tout voisin p; de p.
Graphe engendreé par «, , et a,,,,, : divalent.

Unique autre aréte [p’, ¢’'| coupée par c.

Premiere partie — réduction des graphes de GKM — p.12



Réduction d’un V-graphe de GKM : algorithme

On pose ¢(p) := (f(p), ). Soit ¢ une valeur reguliere de ¢.

Sommets de (I'°, a°) : |p, q] telles que ¢(p) < ¢ < @(q).

Pour tout tel [p, g|, pour tout voisin p; de p.
Graphe engendreé par «, , et a,,,,, : divalent.

Unique autre aréte [p’, ¢’'| coupée par c.

. V-graphe de GKM.



Sur l'aréte [i1i9, j172| : vecteur 6;, + 6;, — 0, — 0,
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Sur l'aréte [i1i9, j172| : vecteur 6;, + 6;, — 0, — 0,
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G2,5((C)’ § — (07 17 2737 _6)’ C = 7/2

Sur l'aréte [i1i9, 7152 : vecteur 0, +60;, —0;, — 0,
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G2,5((C)’ § — (07 17 2737 _6)’ C = 7/2

Sur l'aréte [i1i9, 7152 : vecteur 0, +60;, —0;, — 0,
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23 34

Sur l'aréte [i1i27j1j2] . vecteur e’il + 0i2 - Hjl - 0j2
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Sur l'aréte [i1i9, j172| : vecteur 6;, + 6;, — 0, — 0,
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Sur l'aréte [i1i9, j172| : vecteur 6;, + 6;, — 0, — 0,
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Sur l'aréte [i1i27j1j2] . vecteur e’il + 0i2 - Hjl - 0j2
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Sur l'aréte [i1i27j1j2] . vecteur e’il + 0i2 - Hjl - 0j2
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Sur l'aréte [i1i9, j172| : vecteur 6;, + 6;, — 0, — 0,




G2,5((C)1 6 — (07 17 27 37 _6)1

Sur l'aréte [iis, j1jo]

c="T/2

. vecteur 0;, + 0;,

— 0.

1

— 0,

2
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G2,5((C)1 6 — (07 17 27 37 _6)1

Sur l'aréte [iis, j1jo]

c="T/2

. vecteur 0;, + 0;,

— 0.

1

— 0,

2
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G2,5((C)’ § — (07 17 2737 _6)’ C = 7/2

o
s

\//>%\\\/

Sur l'aréte |iyi9, j172] : vecteur 0, +6;, — 0;, — 0,

1 2
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Caractere invariant, caractere réduit

O € K(T',a) de la forme ©(p) = e7/),
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Caractere invariant, caractere réduit

O € K(T',a) de la forme ©(p) = e7/),

— Z o) c R(G).

e quv ( 27,7rapq)

— x(©)" € R(G/H).

(L) 2 (1)~ L ana)

1
[p%éjfc ’CVP,C](g)‘ Co‘p%l H <1 o Cap’r(§>€2iﬂ-(apr ag;gg . q>>

reV (p)\{q}



Lien entre caractére invariant et caractéere réduit

f e H*T,a) avec :
f®) = (@) = Apgonpq (Apg > 0).
f(p) € Zg
Soit O(p) = 27/ )
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Lien entre caractére invariant et caractéere réduit

f e H*T,a) avec :
f®) = (@) = Apgonpq (Apg > 0).
f(p) € Zg
Soit O(p) = 27/ )
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Points deélicats

Matrice d’adjacence genéralisée.
Ré-ecriture des procedures.
Rang de trois vecteurs, parallélisme de deux vecteurs.

Racines de l'unité (caractere réduit).
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Présent et avenir

Réduction : variété de dimension 42, avec 1746
sommets.

Caractere invariant : variété de dimension 8, avec 20
points fixes.
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Présent et avenir

Réduction : variété de dimension 42, avec 1746
sommets.

Caractere invariant : variété de dimension 8, avec 20
points fixes.

Variétés des drapeaux.
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Présent et avenir

Réduction : variété de dimension 42, avec 1746
sommets.

Caractere invariant : variété de dimension 8, avec 20
points fixes.

Variétés des drapeaux.
Amélioration du calcul des racines de l'unité.
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Présent et avenir

Réduction : variété de dimension 42, avec 1746
sommets.

Caractere invariant : variété de dimension 8, avec 20
points fixes.

Variétés des drapeaux.
Ameélioration du calcul des racines de l'unité.
Réduction par un tore H de dimension supérieure.
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Seconde partie :

Nombres de Kostka
et coefficients de Littlewood-Richardson
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Plan de la seconde partie

Fonction de partition vectorielle.
Application en théorie des representations.
Formules utilisées dans le programme.
Description des algorithmes.

Utilisation du programme.
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Points entiers dans les polytopes
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Points entiers dans les polytopes
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Points entiers dans les polytopes

Formule olle Pick :
HP N Z? = aire(P) + 5 - #OPn 7°) + 1.
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Polytope et fonction de partition vectorielle

® € M, n(Z) ; colonnes ¢4, ..., oy ; a € R'.

(

\

\

N
ZL’ERJJ\:, ZQ’}Z¢Z:CZ -
=

/
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Polytope et fonction de partition vectorielle

® € M, n(Z) ; colonnes ¢4, ..., oy ; a € R'.

4 N N
:<x€Rﬂ\:;Za’;i¢i:a>.
\ 1=1 y

On suppose que :

a est dans le cone C(®).
® est de rang maximal.

ker(®) NRY = {0}.

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.21



Polytope et fonction de partition vectorielle

® € M, n(Z) ; colonnes ¢y, ...,

(

\

On suppose que :

on 5 a € R,

N
N
IER+;in¢i:a
i=1

a est dans le cone C(®).

® est de rang maximal.

ker(®) NRY = {0}.

\

/

= |P(®,a) NNY| (aeZ).

Seconde partie — nombres de Kostka et coe

fficients

de Littlewo

od-Richardson — p.21



Omniprésence dans les mathématiques

Recrutement 2004 | CR2 CR1 DR2 DR1
7 4 8 Total 213 91 170 2
5 4 10 maths 11 0 4 1
biomolécules 8 4 9 0
7 11 1 génome 6 4 6 0
sociologie 3 1 2 0
ESNES 5 3 4 0
‘& 5
S\
f1U>\O\ O fouy . 4 5
fofiux © O fifouy 2 1
/\ 0 AN 3
f§2)f2u>\ O © f§2)f2u>\ 2 S
N 4 » :
f1f§2)f1u>\ > 4
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Théorie des représentations

Multiplicité des poids Coefficients du produit tensoriel
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Notations de théorie des représentations

Groupe de Lie semi-simple complexe G de rang r, d’algebre de Lie g.
Sous-groupe de Cartan H, d’algebre de Lie b.
Groupe de Weyl W = W (G, H) de G pour H.
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Systéme de racines positives A™.
Réseau des racines : Z[AT].
Réseau des poids : Z..
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Notations de théorie des représentations

Groupe de Lie semi-simple complexe G de rang r, d’algebre de Lie g.
Sous-groupe de Cartan H, d’algebre de Lie b.
Groupe de Weyl W = W (G, H) de G pour H.

Systéme de racines positives A™.
Réseau des racines : Z[AT].
Réseau des poids : Z..

Caractere d’une représentation V' : ch(V) = >  dim(V),)e".
Représentation de g irreductible de dimension finie et
de plus haut poids A (ou poids dominant) : V().

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.24



Le probleme des multiplicitées

ch(V(A) =) e

v
(g = sl,11(C) : nombres de Kostka.)

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.25



Le probleme des multiplicitées

ch(V(A) =) e

v
(g = sl,11(C) : nombres de Kostka.)

V)@ V() =) o, V()

(Coefficients de Littlewood-Richardson
ou de Clebsch-Gordan.)
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Les formules de Kostant et de Steinberg

. hombre de fagcons d’écrire 5 comme combinaison linéaire a
coefficients entiers positifs des racines positives de g.

H eA+(1_ Zk

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.26



Les formules de Kostant et de Steinberg

. hombre de fagcons d’écrire 5 comme combinaison linéaire a
coefficients entiers positifs des racines positives de g.

HOzEA+(1 _ Z k

. A poids dominant, ;. poids. Alors :

> (DT kg(w(A 4 p) = (n+ p)).
weVal(\,u)
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Les formules de Kostant et de Steinberg

. nombre de facons d’écrire 3 comme combinaison linéaire a

coefficients entiers positifs des racines positives de g.

HOzEA+(1 _ Z k

. A poids dominant, ;. poids. Alors :

A= Y D k(whtp) — ().
weVal(\,u)

. A\, u, v poids dominants de g. Alors :

D DN

(w,w")eVal(A,u,v)

X kg(w(A+p) +w'(p+p) — (v +2p)).

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson
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Polynomialité des coefficients dans le cas de A,

Nombres de Kostka | :

est polynomiale
(Kirillov-Reshetikin 1986).

Coefficient de Littlewood-Richardson ¢,” :

est polynomiale
(Derksen—Jerzy 2002, Rassart 2003).
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Méthodes d’attaque de k(®, a)

Algorithme de Barvinok (1994), implémenté par
(DelLoera-Hemmecke-Tauzer-Yoshida, 2003).
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Méthodes d’attaque de k(®, a)

Algorithme de Barvinok (1994), implémenté par
(DelLoera-Hemmecke-Tauzer-Yoshida, 2003).

Inversion de la formule de Laplace
Baldoni-Vergne (2001), Baldoni-DelLoera-Vergne
(2003).

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.28



La remarque fondamentale

Soit z € R" tel que (C(®), z) > 0. Alors :

|
v(®, a)e () da = ,
/0<<I>> 112, 2)
PP
|
k(D,a)e (@2 = :
acC(®)NZ" H(l - €_<¢’Z>)

Pped

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.29



Cas particulier de A,

Les colonnes de ¢ sont les racines positives :

{(e; —

At =

r

[ 1

0
\ 0

1

63),1§Z<]§7"—|—1}

1 1 0 0 0 )
0 0 1 1 0
-1 0 -1 0 1

0 -1 0 -1 —1 )

coefficients de

Littlewood-Richardson — p.30



Les espaces R, et Sy , le résidu itéré

E. = Vect({e; — e;}) CV =R,

R">a=(ay,as,...,a,) —a=ae1+---+ae, — (D ;_,a;)e,41 €V.

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.31



Les espaces R, et Sy , le résidu itéré

E. = Vect({e; — e;}) CV =R,

R">a=(ay,as,...,a,) —a=ae1+---+ae, — (D ;_,a;)e,41 €V.

. fractions a poles sur les hyperplans {z; = z; }
(1<i#j5<r)et{z =0}
. fractions dont une base est I'ensemble des

fulz1,. . 2) = w - (Zl_22)(22_231).“(276_1_zr)zr (w € X,).
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Les espaces R, et Sy , le résidu itéré

E. = Vect({e; — e;}) CV =R,

R">a=(ay,as,...,a,) —a=ae1+---+ae, — (D ;_,a;)e,41 €V.

. fractions a poles sur les hyperplans {z; = z; }
(1<i#j5<r)et{z =0}
. fractions dont une base est I'ensemble des
fwlz1, ooy 2r) = w - (21_22)(22_231 (w € X,).

)"'(zr—l_zr)zr

Pour o € X, le résidu Itére :

RGS%(U:O .« .. R@S%(r_l):() RGSZO(T):O f(Zl, Z%g 000 ¢ ZT).

(IRes]_)sex,. base de S duale de la base (fw)wes, -

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.31



Permutations spéciales pour un vecteur a

Pour a € R""! régulier :
les w € 3, telles que

Si a1y > 0 alors w(l) < w(2)
sinon w(1l) > w(2),

S Qyy(1) T Qp(2) > (0 alors w(2) < w(S)
sinon w(2) > w(3),

SI Q1) + -+ Ayr—1) > 0 alors w(r — 1) < w(r)
sinon w(r — 1) > w(r).

On note Sp(a) leur ensemble.

Si a; est positif pouri =1, ..., r, alors Sp(a) = {id}.

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.32



Théoréme de Baldoni-DeLoera-Vergne (2003)

Soit

r

a=ae;+- -+ a6 — Zai €r+1€Zr+1ﬂC(Aj).
=

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.33



Théoréme de Baldoni-DeLoera-Vergne (2003)

Solit
a=ae;+- -+ a6 — (Z ai) Eri1 € ZT—H M C(A:r)

=
Alors k(A',a) est égal a :

_ 1)) TR pg¥ [T, (14 2%t
Z ( 1) IR z=0 ((Hr )H1§i<j§,r(2i — ZJ)) .

L2
weSp(a’) =1

a Si a est régulier,
b5 — 1

ate(d._e—Tey1), €= " sinon.
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Points deélicats

c\ = (1)) kg(w(A + p) = (1 + p)).
weVal(A,u)
S S T
(w,w’")eVal(\,u,v)

X kg(w(A+p) +w'(p+p) — (v +2p)).

ou k(g,a) est égal a

_1\n(w) ogt H§:1(1 i ZZ.)CLz'JrT—z'
Z ( 1) IR 2=0 ((HT )H1§i<j§r(zi _ Z]))

2
weSp(a’) =1
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Points deélicats

ou k(g,a) est égal a

_1\n(w) ogt H§:1(1 i ZZ.)CLz'JrT—z'
Z ( 1) IR 2=0 ((HT )H1§i<j§r(zi _ Z]))

i=1 ~i
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Points deélicats

c\ = (1)) kg(w(A + p) = (1 + p)).
weVal(A,u)
S S T
(w,w’")eVal(\,u,v)

X kg(w(A+p) +w'(p+p) — (v +2p)).

ou k(g,a) est égal a

—1)Mw) [Tis (1 + 2;)%tr
Z - ((H:1 2i) icicjer(2i — ZJ)) |
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Détermination des permutations

w € Val(\, 1) 8i 35 (A + p)ug) = 25y (1 + p);-

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.35



Détermination des permutations

w € Val(\, 1) 8i 35 (A + p)ug) = 25y (1 + p);-

w(l):l:ulzful

w(l) =2:u2 < v

w(l) =3:u3 > v
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Détermination des permutations

w € Val(A, 1) 81 Y5 (A + plui) = 25 (1 + p);-

w(2) =2:u1 +u2 < v1 + v2
w(l)=1:u1 > un w(2) =3:u1 +us > v1 + v

w(2) =4:u1 + us < v1 + v2
w(l) =2:u2s < un

w(2) =1:us + u1 > vi + v2
w(l) =3:u3 >un w(2) =2:us + uz < v1 + v2

w(2) =4:us + us > v1 + v2
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Détermination des permutations

w € Val(A, 1) 81 Y5 (A + plui) = 25 (1 + p);-

w(2) =2:ur +u2 < v1 + v2
w(l)=1:u1 > un w(2) =3:u1 +us > v1 + v

w(2) =4:u1 + us < v1 + v2
w(l) =2:u2 < un

w(2) =1:us +u1 > vi + v9
w(l) =3:u3 >un w(2) =2:us + uz < v1 + v2

w(2) =4:us + us > v1 + v2

NN A

Seconde partie — nombres de Kostka et coefficients de Littlewood-Richardson — p.35



Calcul des résidus itérés

T+ 2t
(H Zz) [[Gi—2)

[Res;_,
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Calcul des résidus itérés

T+ 2t
(H Zz) [[Gi—2)

Introduire la partie en z,,).

[Res;_,

Effectuer le developpement de Taylor.

Récupérer le coefficient en z;(lr).

RECOMMENCEr aVeC Zy(r—1), - - - » Zu(1)-
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Calcul des résidus itérés

H(l 4 Zi)az-Jrr—z'
(H Zz) [[Gi—2)

Introduire la partie en z,,).

[Res;_,

Effectuer le developpement de Taylor.

Récupérer le coefficient en z;(lr).

RECOMMENCEr aVeC Zy(r—1), - - - » Zu(1)-

ne pas utiliser r esi due.
astuces empiriques !
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Le programme nul ti plicites. ms

Simple d’emploi et d’installation.
¢y (Ag), t— ¢h (As), ¢, (Ag), t — ¢, (Ag).

Tres efficace lorsque A\, u, v possedent d’énormes
coefficients (> 10°).
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Avenir

Multiplicité de V(i) dans V(A1) @ - - @ V(An).

Traduction en OsJecTiVE CAML en passe d’étre terminee.
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Avenir

Multiplicité de V(p) dans V(A1) @ - - - @ V(Ap).
Traduction en OsJecTiVE CAML en passe d’étre terminee.

Volume des polytopes.
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Avenir

Multiplicité de V(i) dans V(A1) @ - - @ V(An).

Traduction en OsJecTiVE CAML en passe d’étre terminee.

Volume des polytopes.

Pour les autres algebres de Lie semi-simples ?
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