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R�esum�e

Les distances de chanfrein sont d�e�nies dans l'espace discret ; elles reposent sur

la d�e�nition et l'application de masques de pond�eration, et permettent de bonnes

approximations de la distance euclidienne r�eelle. Elles sont couramment utilis�ees

en analyse d'images, pour quanti�er ou d�ecrire des r�egions dans une image. Elles

permettent en particulier le calcul de squelettes pond�er�es, avec des algorithmes ef-

�caces.

Notre propos est de compl�eter les connaissances sur ces distances �a tous les ni-

veaux, et de g�en�eraliser les notions et algorithmes.

Apr�es quelques rappels de base, nous �etudions les propri�et�es arithm�etiques et g�eo-

m�etriques des boules de chanfrein, de mani�ere �a d�eterminer les contraintes exactes

pour qu'elles induisent bien une distance. Ces propri�et�es sont de plus �a l'origine

de formules de calcul direct. L'optimisation des masques est ensuite accomplie. Le

but est de minimiser l'erreur commise par rapport �a la distance euclidienne. Notre

m�ethode est valid�ee par l'obtention de nouveaux masques optimaux. Nous donnons

un algorithme universel de calcul de l'axe m�edian, qui g�en�ere des tables de corres-

pondance de fa�con tr�es rapide. Nous proposons une m�ethode uni��ee pour extraire

le squelette pond�er�e d'une image de distance, calcul�ee avec les distances discr�etes

les plus courantes. En dernier lieu nous pr�esentons une m�ethode de description de

formes, par la polygonalisation du squelette, qui ram�ene une forme discr�ete �a une

repr�esentation vectorielle, conservant un certain degr�e de r�eversibilit�e.

MOTS CL�ES : analyse d'images, chanfrein, distance discr�ete, axe m�edian, ligne

m�ediane, squelette, description de formes.
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Abstract

Chamfer distances are de�ned in the discrete space; they rely on the de�nition

and the application of weighted masks, and they provide good approximations of the

real Euclidean distance. They are often used in image analysis, for quanti�cation

and to describe the regions constituting the shape. In particular they allow the

computation of weighted skeletons, with e�cient algorithms.

Our goal is to complete the knowledge above each level of these distances, and

to generalise notions and algorithms.

After some recalls, we study arithmetical and geometrical properties of chamfer

disks, in such a way that we are able to determine the exact constraints, so as to

induce a distance. These properties give also direct computation formulas. The mask

optimization is then accomplished. The aim is to minimize the error relative to the

Euclidean distance. Our method is validated with new optimal masks obtaining.

We provide a universal medial axis computation algorithm, which generates look-up

tables in a very fast way. A uni�ed distance-driven scheme is proposed to extract

the weighted skeleton of a digital pattern, which runs whichever distance is selected

among the most common ones. Finally we present a shape description method, where

the skeleton is suitably decomposed by a polygonal approximation. Any digital shape

is reduced to a vectorial representation, which keeps some degree of reversibility.

KEY WORDS : image analysis, chamfer, discrete distance, medial axis, medial

line, skeleton, shape description.
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Chapitre 1

Introduction g�en�erale

Chanfrein : nom masculin

(ancien fran�cais chant, côt�e,

et fraindre, briser). Surface

oblique obtenue lorsque l'on

abat l'arête d'une pierre,

d'une pi�ece de bois ou de

m�etal.

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION G�EN�ERALE

1.1 Analyse d'images

Depuis les ann�ees 1950, l'association de l'image et de l'ordinateur connâ�t un essor

consid�erable, tant en ce qui concerne le domaine de l'analyse que celui de la synth�ese

d'images. L'analyse d'images et la vision par ordinateur s'attachent �a construire une

description explicite du contenu de l'image, tandis que la synth�ese d'images part de

la mod�elisation d'une sc�ene pour construire une image coh�erente.

L'imagerie couvre des champs d'application tr�es vari�es, pour lesquels les capteurs,

les objectifs de traitement et les conditions d'ex�ecution peuvent être de natures tr�es

diverses. On peut citer les techniques de transmission de l'image (compression),

l'imagerie biologique ou m�edicale, la robotique (d�etection, guidage, contrôle de qua-

lit�e) qui impose g�en�eralement le temps r�eel et l'autonomie, l'imagerie satellitaire,

qui est caract�eris�ee par l'important volume de donn�ees �a traiter, etc.

L'�el�ement commun �a tous ces domaines est l'image, qui intervient aussi bien du

point de vue du stockage et de la visualisation de l'information que des traitements

�a r�ealiser. Ces aspects sont fortement li�es �a la donn�ee informatique, tant au niveau

logiciel qu'au niveau des capteurs, des mat�eriels d'a�chage et de l'architecture des

unit�es de traitement. Ces contraintes ont conduit �a repr�esenter l'image dans l'espace

discret, puis �a raisonner en restant dans cet espace : la g�eom�etrie discr�ete �etait n�ee.

La g�eom�etrie euclidienne a une tr�es grande in
uence sur notre intuition. Par

exemple l'intersection de deux droites continues non parall�eles est un point dans R2,

alors que dans Z2 l'intersection de deux droites discr�etes peut être vide, ou com-

pos�ee de plusieurs points, parfois r�epartis en sous-ensembles d�econnect�es [Rev91].

La synth�ese d'images, ainsi que l'analyse d'images, utilisent encore aujourd'hui ces

mod�eles continus, alors même qu'ils ne sont pas adapt�es �a la nature discr�ete des

images (ni des processeurs).

La g�eom�etrie discr�ete a donc �et�e d�evelopp�ee ex nihilo, ind�ependamment de l'ar-

senal euclidien existant. Elle existe pour l'imagerie et pour elle-même. Elle fait par-

tie des th�emes de nombreuses conf�erences internationales. Les travaux cit�es dans

[Cha91], et les sujets qui sont expos�es au colloque Discrete Geometry for Computer

Image1, attestent de sa grande richesse et de ses potentialit�es.

1Ce colloque annuel a lieu alternativement �a Strasbourg et �a Grenoble ; il est organis�e par J.M.
Chassery, J. Fran�con, A. Montanvert et J.P. Reveill�es.
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1.2 Distance de chanfrein

Les informations pr�esentes dans une image sont au d�epart purement locales ; on

dispose d'une collection de points, dont l'organisation globale nous �echappe. Une

des premi�eres techniques visant �a structurer l'information dans une image a �et�e de

doter les points d'une information de profondeur dans la forme. Ce concept est �a la

base de l'image de distance.

Malheureusement, la notion de `distance' au sens o�u nous l'entendons habituel-

lement, qui est la distance euclidienne
p
x2 + y2, provient du monde continu, et

n'est plus du tout adapt�ee �a l'espace discret. Il est math�ematiquement possible de

construire d'autres fonctions de distance, qui donnent des r�esultats entiers, mais

relativement proches de la distance euclidienne. Ce domaine est un v�eritable volet

de la g�eom�etrie discr�ete, que l'on peut appeler la g�eom�etrie des distances.

Les familles de distances discr�etes imaginables sont tr�es vari�ees, et il faut bien

prendre en compte les contraintes li�ees au calcul de la carte de distance, puis de

son utilisation. On a tout int�erêt �a se focaliser sur des distances qui se calculent

localement dans l'image, qui demandent le moins d'arithm�etique possible au niveau

du processeur, qui ont des propri�et�es math�ematiques int�eressantes et qui permettent

une approximation de qualit�e variable de la distance euclidienne.

Nous avons �et�e totalement s�eduit par les distances de chanfrein. Il s'agit de dis-

tances bas�ees sur un masque de pond�erations, dont l'application locale permet le

calcul de l'image de distance. Les sch�emas algorithmiques de base sont dus �a Rosen-

feld [Ros66], et leur grande e�cacit�e est �a l'origine des d�eveloppements des distances

de chanfrein, popularis�ees par Borgefors [Bor84, Bor86a].

Les applications d�evelopp�ees autour des distances de chanfrein sont nombreuses

et vari�ees, en atteste la richesse de la litt�erature sp�ecialis�ee. Quand il s'agit de faire

de la mise en correspondance, de la morphom�etrie, de calculer des axes m�edians,

lignes m�edianes et squelettes, d'en extraire des caract�eristiques g�eom�etriques ou

topologiques, l'option distance de chanfrein se r�ev�ele tr�es performante.

Le sujet est situ�e �a la rencontre de plusieurs domaines, dont l'arithm�etique, l'op-

timisation, l'analyse et la description de formes. Il fait pleinement partie de la pro-

bl�ematique de la g�eom�etrie discr�ete, et est de plus int�eressant en soi.
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1.3 Objectifs

Les distances de chanfrein ont, �a n'en pas douter, de fortes potentialit�es encore

inexploit�ees ; un �etat des lieux s'impose. Les connaissances math�ematiques relatives

aux distances de chanfrein sont tr�es parcellaires. Il s'agit de formules au cas par cas,

destin�ees �a exprimer des propri�et�es constat�ees pour des petits masques, mais jamais

g�en�eralis�ees. Il est impossible de montrer dans ces conditions si un masque induit

une distance par exemple. Pour ce qui est de l'optimisation, c'est le ph�enom�ene

inverse qui pr�edomine : il y a beaucoup de techniques publi�ees, mais aucun travail

ne fait la part des choses. En�n dans la partie des squelettes, c'est une approche

globale qui fait d�efaut.

Notre objectif est d'extraire le plus possible de propri�et�es math�ematiques, pour

constituer une `th�eorie des chanfreins'. Grâce �a elle, nous tenterons d'adopter une

d�emarche uni�catrice, de clari�er les probl�emes et d'apporter des solutions g�en�erales.

Nous voulons mieux connâ�tre les images de distance calcul�ees avec les distances de

chanfrein, pour appuyer les d�eveloppements ult�erieurs, th�eoriques et applicatifs.

1.4 Plan

Le document est organis�e de la fa�con suivante.

Nous rentrons dans le vif du sujet au chapitre 2, o�u nous rappelons les �el�ements

de la g�eom�etrie discr�ete qui seront utiles dans notre espace de travail : les images

binaires 2D et le maillage carr�e. Cette �etude bibliographique est ensuite centr�ee sur

le domaine des distances discr�etes. Le choix des distances de chanfrein est justi��e

par rapport aux autres distances classiques au niveau conceptuel, puis par l'e�cacit�e

des sch�emas algorithmiques relatifs au calcul des images de distances. Ces derni�eres

jouent un rôle fondamental en analyse d'image, et nous en rappelons les principales

applications.

La litt�erature est tr�es pauvre en ce qui concerne les r�esultats th�eoriques pour les

distances de chanfrein ; elle se contente de quelques formules extraites au cas par

cas. Nous pr�esentons au chapitre 3 notre contribution math�ematique au domaine.

La structure des masques et les propri�et�es relatives aux pond�erations sont reli�ees �a

des th�eor�emes arithm�etiques bien connus. De l�a on peut exprimer les conditions de
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distance et de norme en faisant ressortir des propri�et�es g�eom�etriques. L'int�erêt des

distances locales est le calcul �a grande �echelle sur toute une image ; mais certaines

applications demandent aussi des formules de calcul direct de distance entre points,

qui sont d�evelopp�ees �a la �n de ce chapitre, grâce aux nouveaux th�eor�emes.

Les distances de chanfrein ont pour but avou�e d'approximer la distance eucli-

dienne. Quelques auteurs ont d�evelopp�e leur propre approche, que nous analysons

au chapitre 4. Les techniques employ�ees vont du cas par cas au plus g�en�eral, le

choix du crit�ere d'optimisation est mis en exergue, et les r�esultats contradictoires

abondent. Notre approche est double ; il s'agit dans un premier temps de d�epartager

ou de relier les m�ethodes existantes, en mettant en avant les formules de passage.

La seconde �etape est de pro�ter de cette exp�erience pour d�evelopper une m�ethode

plus simple et plus g�en�erale. De nouveaux masques optimaux sont ainsi propos�es, et

peuvent être compar�es aux masques des autres chercheurs, grâce aux ponts �etablis

dans la premi�ere �etape.

A la suite de ces questions th�eoriques, est �etudi�ee dans le chapitre 5 l'extraction

de l'axe m�edian. Il s'agit d'une application fondamentale des images de distance,

dont certaines propri�et�es permettent d'extraire un recouvrement de la forme par des

tests uniquement locaux. Les m�ethodes existantes sont limit�ees �a quelques distances,

et font appel �a des batteries de m�ethodes, tr�es sp�eci�ques et di�cilement g�en�erali-

sables, sauf l'une d'entre elles qui est fond�ee sur des tables de correspondance. Nous

proposons un algorithme tr�es e�cace de calcul de ces tables, qui fonctionne pour

tous les masques de chanfrein ; il utilise une propri�et�e liant les images de distance et

les images inverses. La caract�erisation de l'axe m�edian est indispensable au calcul

du squelette pond�er�e.

Les squelettes sont une repr�esentation de forme tr�es employ�ee en analyse d'images.

Nous ne revenons pas au chapitre 6 sur les squelettes binaires, mais sur le calcul des

squelettes pond�er�es, men�e avec une distance de chanfrein. Les algorithmes existants

font 
or�es, mais sont g�en�eralement con�cus pour une distance pr�ecise. En e�et, les

cartes de distance ont de nombreuses propri�et�es, soit g�en�erales aux distances, soit

particuli�eres, dues �a des ph�enom�enes arithm�etiques. Or il est di�cile de faire le

tri entre ces propri�et�es si l'on n'adopte pas une d�emarche globale. C'est ainsi que

nous proposons un algorithme multi-distance, qui est pr�esent�e pour les distances de

chanfrein les plus courantes.
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Le squelette pond�er�e a pour vocation la description de formes. On d�eveloppe au

chapitre 7 une repr�esentation s'appuyant sur l'approximation polygonale du sque-

lette pond�er�e. La forme est ramen�ee �a un codage vectoriel, quasi-r�eversible, qui

permet de s'a�ranchir de l'espace de l'image, pour raisonner en terme de la g�eo-

m�etrie des r�egions li�ees aux segments de la polygonalisation. Une �etude est faite

pour simpli�er la repr�esentation, en annihilant ou en fusionnant certaines r�egions

�el�ementaires. L'objectif est d'aboutir �a une repr�esentation plus proche de l'intuition

humaine, pour faciliter la description de la forme.

L'analyse d'images est un domaine o�u th�eorie et exp�erimentation font bon m�e-

nage. Nous d�ecrivons au chapitre 8 l'environnement logiciel et les applications d�eve-

lopp�ees durant la th�ese. L'interface de traitement d'images Image Package Software

a �et�e d�evelopp�ee et di�us�ee pour faciliter l'interaction entre les disciplines li�ees �a

l'imagerie.Des programmes de calcul de squelette ont �et�e �ecrits sur di��erentes plates-

formes. Le suivi des di��erentes applications a r�ev�el�e l'e�cacit�e des algorithmes, et

�elargi encore le champ d'application des squelettes.

Une conclusion g�en�erale clôt ce travail au chapitre 9.



Chapitre 2

G�eom�etrie discr�ete

Nous pr�esentons dans ce chapitre les distances de chanfrein dans le contexte de

la g�eom�etrie discr�ete.

Parmi les espaces de travail habituels, nous orientons notre discours vers le plan

et le maillage carr�e, dont les propri�et�es topologiques de voisinages et connexit�es sont

rappel�ees, ainsi que le th�eor�eme de Jordan discret.

Les distances discr�etes et les images de distance sont d�e�nies, puis nous revenons

sur la bibliographie et les performances de chacune des principales distances discr�etes

de l'analyse d'images.

Le choix des distances de chanfrein est justi��e par un bon compromis entre l'ap-

proximation de la distance euclidienne, la facilit�e d'utilisation, et l'e�cacit�e des

sch�emas algorithmiques.

7
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2.1 Espace de travail

L'analyse d'images par ordinateur doit travailler sur des donn�ees discr�etes, de

support �ni. La repr�esentation de base est l'image discr�ete, dont le support est

associ�e �a un maillage, qui pr�ecise l'arrangement des points entre eux.

L'�echantillonnage de la sc�ene est fourni par un capteur, dont les cellules sont le

plus souvent dispos�ees r�eguli�erement. On a donc tout int�erêt �a se placer dans l'espace

de l'acquisition, o�u le maillage est r�egulier.

Les trois maillages r�eguliers dans le plan [Cha91] sont le maillage carr�e, hexagonal

et triangulaire. Les deux premiers sont repr�esent�es �gure 1 ; quant au dernier, il est

inusit�e en pratique.

(a) (b)

x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x
x x x x x x

x
x
x
x
x

x x x x x x
x x x x x

x x x x x x
x x x x x

x x x x x x

Fig. 1 - Maillage carr�e (a) et hexagonal (b)

Le maillage carr�e est bien sûr le plus commun, les capteurs ainsi que les �ecrans

d'ordinateur l'utilisent. Le support est le r�eseau fondamental de Z2, qui est le plus

ais�e �a manipuler. Il faut cependant tenir compte des types de connexit�es, avec 4 ou

8 voisins, directs ou indirects, et d'une dualit�e dans le th�eor�eme de Jordan (x2.2).
On parle de maillage rectangulaire pour certains capteurs qui n'ont pas la

même r�esolution ligne/colonne (typiquement 4=3) ; plutôt que de proc�eder �a un

r�e�echantillonnage carr�e, on conserve parfois inchang�ee cette repr�esentation. En fait

le support de l'image est encore Z2, mais on tient compte du rapport de r�esolution

(par exemple en morphom�etrie). Des probl�emes th�eoriques en d�ecoulent. On �etudie

les distances de chanfrein en maillage rectangulaire au x3.6.
Les �ecrans de t�el�evision ont utilis�e le maillage hexagonal pour am�eliorer le

rendu de l'image (entrelacement, antialiasing, densit�e des points). Les capteurs hexa-

gonaux sont cependant tr�es rares. Les images sont donc souvent r�e�echantillonn�ees

depuis le maillage carr�e. De même les �ecrans d'ordinateurs sont tr�es rarement hexa-

gonaux, et le rendu est obtenu en simulant une grille hexagonale sur l'�ecran. Malgr�e

ces arti�ces, l'int�erêt pour le maillage hexagonal n'a jamais d�ecru. En e�et, la grille
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hexagonale est une meilleure approximation des r�ecepteurs de la r�etine que la grille

carr�ee. Au niveau morphologique, il peut être int�eressant de travailler avec six voi-

sins directs, et la même connectivit�e pour le fond et la forme. En�n, les architectures

massivement parall�eles sont plus facilement impl�ementables [Ste85]. Mais les r�esul-

tats et notions peuvent passer facilement d'une repr�esentation �a l'autre.

En trois dimensions, des applications importantes apparaissent par exemple

avec les capteurs qui proc�edent par coupes. On distingue l'acquisition destructive,

puis empilage des donn�ees, inf�erence [Mon93] ou mise en correspondance [Rol91],

de l'acquisition non destructive, par exemple avec le microscope confocal [Paw90,

Par93, Uss94]. Le volume de donn�ees �a traiter cons�ecutivement est gigantesque, va

souvent de pair avec des voxels parall�el�epip�ediques, et est malcommode �a visualiser

[Tro87]. La question des r�eseaux 3D g�en�eralisant la maille hexagonale est trait�ee

dans [Gra93].

Nous notons E notre espace de travail. Dans tout cet ouvrage, E est le plan Z2

et le maillage carr�e. Nous nous attachons dans la suite �a y d�evelopper les questions

th�eoriques et les applications. Leur passage aux autres maillages et dimensions est

souvent possible.

2.2 Voisinages et connexit�e

Nous rappelons dans cette partie les notions de topologie discr�ete qui sont utiles

dans la suite.

Une image binaire de taille N �M �a valeurs dans [0; 1] est cod�ee par une matrice

d'entiers de même taille. Elle contient des objets, qui sont des ensembles connexes

de points �etiquet�es �a 1, le fond �etant �a 0 (�gure 2).

1 1 1

1

1 1 1

1

1

0

0

0

0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

Fig. 2 - Repr�esentation d'une image discr�ete
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Un point p de l'image est d�e�ni par ses coordonn�ees cart�esiennes (abscisse, or-

donn�ee). Le point p a 4 voisins directs et 4 voisins indirects (�gure 3).

P P

(b)(a)

Fig. 3 - Voisins directs (a) et indirects (b)

On d�e�nit donc le 4-voisinage et le 8-voisinage, en consid�erant respectivement

les voisins directs, ou directs et indirects. Ces notions sont si intimement li�ees aux

distances d4 et d8 (x2.3.1) qu'on ne sait jamais dans quel ordre les pr�esenter !

Un chemin de p0 �a pk est une suite de points p0, p1, : : :, pk telle que pi est voisin

de pi�1 pour 1 � i � k. On dit que le chemin est n-connexe (n = 4 ou 8) selon le

type de voisinage, ou �-connexe si le type n'est pas �etabli.

Un arc est un chemin tel que chaque point a exactement 2 voisins, sauf les extr�e-

mit�es qui n'en ont qu'un. En�n une courbe est un arc ferm�e.

Pour compl�eter le vocabulaire, deux points voisins sont dits adjacents, et deux

points reli�es par un chemin sont connect�es.

Les d�e�nitions d'objet, d'arc et de courbe sont toutes �a prendre pour un type de

connexit�e �x�e.

oooo o o o

o

o

o

o

o o

o

o o o

o

o

o

o

o

o

o

o

X

X

X

X

X

X

X

O

OO

o

o

o

o

o

o

o o o o o

o

o

o

o

o o

o

o

o

o

o

o

o

o

o

O

OO

X

XX

XXX

XXX

X

XXX

X

intérieur 4-connexe
Courbe 8-connexe et

intérieur 8-connexe
Courbe 4-connexe et

Fig. 4 - Dualit�e des connexit�es

Dans la �gure 4, on constate que le th�eor�eme de Jordan n'est pas v�eri��e si l'on

consid�ere la même connexit�e pour le fond et l'objet. Ces probl�emes sont simplement
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r�esolus [Kon89] si le compl�ementaire d'un objet n-connexe (n = 4, 8) est analys�e en

(12 � n) connexit�e. Le th�eor�eme de Jordan se reformule alors :

Th�eor�eme 2.1 (Jordan discret) Le compl�ementaire de toute courbe discr�ete 4-

connexe (respectivement 8-connexe) est form�e de deux composantes 8-connexes (res-

pectivement 4-connexes) : l'int�erieur et l'ext�erieur de la courbe.

Les nombres de connexit�e suivants donnent en un point p le nombre de compo-

santes connexes form�ees par son 8-voisinage en `tournant' autour du point. Ils sont

donc compris entre 0 et 4. Soit B = fbi 2 [0; 1] ; i = 0::7g l'ensemble des points

constituant le 8-voisinage de p, num�erot�es dans l'ordre

b3 b2 b1

b4 p b0

b5 b6 b7

et soit bi = 1� bi. Les indices sont �a prendre modulo 8.

Le `crossing number' X4 est le nombre de composantes 4-connexes [Rut66]

X4(B) =
1

2

7X
k=0

jbk+1 � bkj

Le `connectivity number' C8 est le nombre de composantes 8-connexes [Yok75]

C8(B) = b0b2b4b6 +
3X

k=0

�
b2k � b2kb2k+1b2k+2

�
(si le premier terme b0b2b4b6 vaut 1, alors p est 4-interne, et le second terme vaut 0 ;

on n�eglige parfois le calcul du premier terme).

Ces nombres X4 et C8 trouvent leur utilit�e dans la conservation de la connexit�e

pour le calcul de squelettes et l'extraction des points selle (chapitre 6).

2.3 Distances discr�etes

La notion de distance est utile pour quanti�er et d�ecrire les objets pr�esents dans

une image. La volont�e de rester dans l'espace de l'image impose l'utilisation de

distances sp�eci�ques, qui fournissent des r�esultats exclusivement entiers. Apr�es les

d�e�nitions d'usage, nous faisons un inventaire et un comparatif des principales dis-

tances discr�etes utilis�ees en analyse d'images.
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2.3.1 D�e�nitions

D�e�nition 2.1 (Distance discr�ete) On appelle distance discr�ete sur un espace E

une application d : E � E ! N v�eri�ant : 8 A, B, C 2 E
1. d(A;B) � 0 ; d(A;B) = 0 , A = B d�e�nie positive

2. d(A;B) = d(B;A) sym�etrie

3. d(A;B) � d(A;C) + d(C;B) in�egalit�e triangulaire

Les normes usuelles pour (�1; : : : ; �n) dans Rn

d1 =
nX
i=1

j�ij d2 =

vuut nX
i=1

j�ij2 d1 = sup
i

j�ij

vont devenir respectivement d4 � dE � d8 dans Z2, en l'occurrence

� d4(A;B) = jxb � xaj+ jyb � yaj city block, Manhattan, diamond

� d8(A;B) = max(jxb � xaj ; jyb � yaj) chessboard, square, �echiquier

� dE(A;B) =
q
(xb � xa)

2 + (yb � ya)
2 distance euclidienne

pour deux points A(xa; ya) et B(xb; yb).

Les distances discr�etes d4 et d8 sont les premi�eres �a avoir �et�e employ�ees dans les

images de distance, car elles sont simplissimes �a calculer, tandis que dE n'est pas

une distance discr�ete (x2.3.3).
Les distances d4 et d8 tirent leur notation de leur disque unit�e (�gure 5).

(b)(a)

0 0

1

1

11

1 1 1

1

11

1

1

Fig. 5 - Disques unit�e de (a) d4 et (b) d8

D�e�nition 2.2 (Image de distance) Etant donn�e un ensemble X dans un espace

m�etrique (E; d), on appelle image (ou carte) de distance l'image not�ee DMX telle

que la valeur attribu�ee en tout point p est �egale �a la distance de p au compl�ementaire

de X :

DMX

0@ E �! N

p 7�! d(p;X) = inffd(p; q) ; q 2 Xg
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Les cartes de distance de d4 et d8 pr�esentent des courbes de niveaux caract�eris-

tiques (�gure 6). En e�et ces distances sont relatives �a la connexit�e entre points

d'une image.
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Fig. 6 - DM pour (a) d4 et (b) d8

Les boules de d4 et d8 n'�etant pas circulaires (x2.6), les valeurs obtenues sont

sensiblement di��erentes (chapitre 4) de celles associ�ees �a dE, d'o�u une anisotropie,

et une non-robustesse �a la rotation de l'image des traitements fond�es sur d4 et d8.

Les images de distance sont utilis�ees dans de nombreuses applications. En g�e-

n�eral, les r�esultats seront d'autant meilleurs que la distance employ�ee approximera

correctement dE. Mais une `meilleure' distance requiert souvent plus de calculs ou

de m�emoire. Il est donc int�eressant de disposer de distances vari�ees.

L'id�ee centrale de la plupart des distances discr�etes consiste �a approcher dE par

propagation de distances locales1 [Ros66]. La raison en est l'e�cacit�e de calcul, car

pour �etiqueter un point, seul un petit voisinage doit être consult�e.

Un historique complet des distances digitales est r�ealis�e dans [Mel91]. Les alter-

natives �a d4 et d8 que l'on rencontre le plus souvent en analyse d'images sont les

distances octogonales (x2.3.2), la distance euclidienne adapt�ee au discret (x2.3.3) et
les distances de chanfrein (x2.3.4). D'autres possibilit�es existent dans la litt�erature,

voir par exemple [Yam84b, Das89, Das90c, Cha92] mais elles sont plus anecdotiques.

2.3.2 Distance octogonale

Le concept de distance octogonale fut introduit par Rosenfeld et Pfaltz dans

[Ros68]. Ils montr�erent que l'emploi altern�e de d4 et d8 sur chaque courbe de niveaux

1Coût associ�e �a un d�eplacement.
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d�e�nit une nouvelle distance, not�ee doct, telle que d4 � doct � d8. La boule est un

octogone, de côt�es perpendiculaires aux axes et aux bissectrices.

Les distances octogonales sont g�en�eralis�ees par Das dans [Das90b], �a des cycles de

longueur arbitraire alternant d4 et d8. La s�equence (d4, d8) correspond �a la distance

octogonale primitive, que l'on note encore doct (1/2, 1/2). La s�equence (d4, d8, d4)

d�e�nit doct (2/3, 1/3), qui est propos�ee dans [Das90b]. On compare �gure 7 les cartes

de distance obtenues. On trouve encore d'autres r�esultats dans [Das90a, Das91].
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Fig. 7 - DM pour (a) doct (1/2, 1/2) et (b) doct (2/3, 1/3)

Les distances hyperoctogonales sont la g�en�eralisation naturelle �a la dimension 3

[Dan93a]. Ce sont des cycles altern�es de d6, d18 et d26. Danielsson propose ainsi

doct (3/5, 1/5, 1/5).

Pour toutes ces distances, Ragnemalm donne un algorithme de calcul de la dis-

tance au fond, en 3 passages s�equentiels sur l'image en 2D, et en 4 passages pour le

3D [Rag92]. Cependant un compteur de modulo doit être stock�e pour chaque point,

et le nombre de passages est plus grand que pour l'algorithme de Rosenfeld (x2.4).
Selon Danielsson, les distances octogonales pr�esentent un int�erêt pour les op�era-

tions morphologiques sur les images binaires, et permettent d'approximer correcte-

ment la distance euclidienne.

On peut minimiser tr�es �nement l'aire sign�ee, comprise entre la boule et le disque

euclidien, par le choix de la s�equence. Mais dans le plan, les boules sont encore des

octogones, et le taux d'erreur maximale par rapport �a dE reste �elev�e. Autrement dit,

les doct g�en�eralis�ees apportent un progr�es �g�e par rapport aux distances de base, et

ne sont ni simples �a manier ni �a �etudier.

Finalement, les distances octogonales restent marginales en analyse d'images.
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2.3.3 Distance euclidienne

Utiliser la distance euclidienne serait bien entendu la solution id�eale, mais comme

il �etait d�ej�a soulign�e dans [Ros68], ni (dE)2, int(dE), ou trunc(dE) ne sont des dis-

tances. Ces fonctions ne respectent pas l'in�egalit�e triangulaire, en particulier pour les

petites valeurs. Cela n'est pas sans cons�equences dans les applications. Par exemple,

Forchhammer montre dans [For89] que la reconstruction de squelettes pond�er�es

donne de faux r�esultats, contrairement aux fonctions de distance purement discr�etes,

vues dans cette section 2.3.

On est donc contraint de changer de syst�eme de repr�esentation, en stockant des

vecteurs au lieu de distances. Ces vecteurs indiquent le point le plus proche du

fond, et peuvent être sign�es, ou stock�es en valeurs absolues. On d�esigne par image

euclidienne le couple d'images de coordonn�ees. La �gure 8 montre un exemple de

couple d'images de coordonn�ees (non sign�ees).
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Fig. 8 - DM pour (a) dE : x et (b) dE : y

Di��erents algorithmes de calcul de l'image des distances au fond ont �et�e publi�es.

Celui de Danielsson [Dan80] op�ere en 4 passages s�equentiels sur l'image, mais pro-

duit des erreurs dans certaines con�gurations, et n'est pas tr�es rapide. Une version

modi��ee par Ye [Ye88] permet le calcul de l'image sign�ee. De son côt�e Yamada

[Yam84a] a donn�e un algorithme parall�ele, qui d�epend donc de la taille des objets

dans l'image et est assez lent. Le r�esultat est quasi-exact, les erreurs �etant tr�es

rares [For89]. Forchhammer pr�esente un calcul de l'image euclidienne �a partir d'une

image de chanfrein avec une table de correspondance [For89], qui est exact pour des

petites valeurs (inf�erieures �a
p
17 �a partir de chanfrein 3,4 et

p
104 pour chanfrein

19,27,42). La transformation de distance euclidienne est approfondie par Ragnemalm
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dans [Rag89, Rag90b, Rag90a]. Il propose un algorithme s�equentiel en 3 passes sur

l'image, avec un masque �eclat�e en 3 parties. Le proc�ed�e est exact et rapide. La m�e-

thode la plus rapide consiste �a faire �evoluer une châ�ne du contour vers l'int�erieur des

objets [Vin91] ; le r�esultat est exact, mais requiert une grosse structure de donn�ees.

L'isotropie des propri�et�es et la �abilit�e des mesures sont importantes en analyse

d'images. Cela explique le volume de travaux autour de la distance euclidienne. Mais

son emploi pr�esente un certain nombre de d�esagr�ements, dont l'absence de d�e�nition

locale est une cause. Que l'on stocke l'information de distance sous la forme vecto-

rielle (x; y), par le carr�e x2+y2, voire même en r�eel
p
x2 + y2, les transformations de

distance que l'on a pass�ees en revue sont complexes et relativement coûteuses. On

souligne de plus le probl�eme de l'utilisation de telles cartes de distance, en citant la

di�cult�e �a discriminer les centres des boules maximales (x5.4.2).
Il peut donc être judicieux de se placer dans l'espace discret, et de construire des

distances qui r�ealisent un bon compromis entre e�cacit�e et maniabilit�e.

2.3.4 Distances de chanfrein

La d�e�nition de d4 et d8 revient �a associer un coût de 1 aux d�eplacements directs

ou diagonaux (�gure 9.a,b). Il semble naturel de donner des poids plus signi�catifs

du d�eplacement euclidien r�ealis�e, comme �a la �gure 9.c avec (1;
p
2). Mais cela n'est

pas su�sant, car si l'erreur est annul�ee suivant les directions multiples de 45�, elle

prend des valeurs importantes ailleurs.

√2 √2 √5

0 0 0 0 0 01 1

1

1 1 3

4

5

7 11

(f)(e)(d)(c)(b)(a)

Fig. 9 - Pond�erations locales

Montanari a ainsi eu l'id�ee de pond�erer d'autres d�eplacements dans des voisinages

plus grands [Mon68], avec par exemple (1;
p
2;
p
5) �gure 9.d. La distance ration-

nelle qu'il obtient en prenant le chemin de longueur minimale d'un point �a un autre,

form�e des d�eplacements autoris�es, peut en th�eorie approcher dE autant qu'on le

souhaite. Comme ces distances ne sont pas enti�eres, Hilditch a le premier utilis�e les

poids (2; 3) dans [Hil69], ce qui revient �a approcher (1;
p
2) par (1; 3=2). On trouve
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une apparition ult�erieure de (2; 3) dans [Bar77], pour de la mise en correspondance.

C'est Borgefors qui popularise ces distances de chanfrein dans deux papiers c�e-

l�ebres [Bor84] et [Bor86a]. Elle pr�econise et justi�e l'approximation de (1;
p
2) par

(1; 4=3) et celle de (1;
p
2;
p
5) par (1; 7=5; 11=5) (�gure 9.e,f). Les distances r�esul-

tantes sont le chanfrein (3,4) et le chanfrein (5,7,11), not�es d3;4 et d5;7;11. Des cartes

de distance les utilisant sont montr�ees �gure 10.
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Fig. 10 - DM pour (a) d3;4 et (b) d5;7;11

Le principe des distances de chanfrein, not�ees dC , est de pond�erer les d�eplace-

ments dans un voisinage donn�e avec des entiers, puis de �xer la distance entre tout

couple de points, au coût du chemin de coût minimal les rejoignant, form�e des d�epla-

cements autoris�es. L'ensemble des pond�erations a�ect�ees aux d�eplacements autoris�es

est appel�e le masque.

A ce niveau, aucune d�e�nition explicite n'est donn�ee, mais cela n'est pas gênant

dans la mesure o�u les distances de chanfrein sont con�cues pour le calcul global

d'images de distances par propagation de distances locales. Des formules explicites

seront donn�ees au x3.5.2, suite aux d�eveloppements th�eoriques du chapitre 3.

Plus g�en�eralement, on se donne la possibilit�e de travailler sur le maillage carr�e

avec des masques entiers de taille m � m quelconque, sym�etriques par rapport �a

l'origine. Ces masques sont d�e�nis au x3.2. Pour les dimensions sup�erieures, voir

[Bor84, Bor86a], et pour le maillage hexagonal, voir [Bor88].

Le choix des pond�erations et de leur emplacement est primordial. Nous d�e�nis-

sons au chapitre 3 les conditions strictes pour que ces masques induisent bien des

m�etriques discr�etes. Un choix judicieux permet alors de bonnes approximations de

la distance euclidienne (chapitre 4).

Ces distances sont con�cues d�es le d�epart dans l'espace discret, et jouissent de
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propri�et�es �el�egantes, que nous ferons apparâ�tre dans ce travail. Mais la caract�eris-

tique la plus importante, qui justi�e grandement notre int�erêt pour les distances de

chanfrein, r�eside dans l'e�cacit�e des algorithmes de transformation de distance.

2.4 Sch�emas algorithmiques

Une transformation de distance convertit une image binaire en carte de distance

DM . Le calcul des distances est en principe une tâche globale. La m�ethode ex-

haustive, qui pour chaque point teste toute l'image, est excessivement coûteuse.

Heureusement il est possible de restreindre les tests �a de petits voisinages, puisque

les distances de chanfrein sont bas�ees sur la propagation de distances locales. Les

sch�emas algorithmiques de balayage de l'image peuvent être parall�ele ou s�equentiel.

Le calcul s�equentiel de DM fut publi�e en 1966 [Ros66] et le parall�ele en 1968

[Ros68]. L'�equivalence entre les deux m�ethodes y est montr�ee. Mais au chapitre 3

on verra un contre-exemple, qui indique que l'�equivalence est e�ective uniquement

lorsque le masque de chanfrein induit une distance.

2.4.1 Calcul parall�ele

La premi�ere approche est mise en �uvre par une propagation sur les contours

de l'objet. On initialise le bord de l'objet �a 1, puis �a chaque �etape on �etiquette

le contour de l'objet form�e par les points non trait�es (�gure 11). Cet algorithme

s'apparente �a un calcul par pelage pour d4 et d8, et s'�ecrit tr�es facilement.
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Fig. 11 - Parcours parall�ele avec d4

Dans le cas plus g�en�eral des chanfreins, on proc�ede avec des masques, par exemple

ceux de la �gure 12. On place le centre du masque sur chaque pixel, et la distance

locale de chaque point du masque est ajout�ee �a la valeur du point de l'image corres-

pondant. La nouvelle valeur du pixel central est le minimum de toutes ces sommes.
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Le processus est r�ep�et�e jusqu'�a ce qu'il n'y ait plus de pixel qui soit modi��e. Cet

algorithme est massivement parall�elisable.
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Fig. 12 - Masques parall�eles de (a) d4 (b) d8 (c) d3;4 (d) d5;7;11

Dans ces deux m�ethodes, le nombre d'it�erations d�epend de l'�epaisseur de l'objet,

et la complexit�e est en O(N3) pour une image N � N . On pr�ef�erera cependant

des algorithmes o�u le nombre de passages sur l'image est �xe, car ceux-ci sont plus

performants sur machine s�equentielle.

2.4.2 Calcul s�equentiel

L'algorithme s�equentiel qui suit est dit de `Rosenfeld'. On d�ecompose le masque

parall�ele en deux demi-masques sym�etriques par rapport �a 0 (�gure 14).
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Fig. 13 - Masques s�equentiels de d3;4 et d5;7;11, avant (a,c) et arri�ere (b,d)

Le demi-masque avant contient les points ant�erieurs au milieu 0 dans le sens du

balayage. Ses n points ont les coordonn�ees (xi, yi) et le poids wi. Le demi-masque

arri�ere est donc constitu�e des n points (�xi, �yi) de poids wi. Aucun des deux

demi-masques ne contient le point 0.

Parcours avant : de haut en bas et de gauche �a droite

A [x; y] = minfA [x+ xi; y + yi] + wi g

Parcours arri�ere : de bas en haut et de droite �a gauche

A [x; y] = minfA [x; y] ; A [x� xi; y � yi] + wi g
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Cet algorithme est tr�es e�cace en O(N2), puisqu'il ne n�ecessite que deux consul-

tations par point de l'image A, et ce sur un voisinage restreint du point, ind�epen-

damment de la taille des objets �a traiter (�gure 14).
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Fig. 14 - DM pour d3;4 en 2 balayages s�equentiels

2.4.3 Transformation inverse

La transformation inverse part d'une image de poids, et g�en�ere le disque associ�e

�a chacun de ces poids ; elle permet par cons�equent la g�en�eration de formes. Le type

de l'algorithme est le même que celui du x2.4.2, et utilise les mêmes demi-masques.

Parcours avant : de haut en bas et de gauche �a droite

A [x; y] = maxfA [x; y] ; A [x+ xi; y + yi]� wi g
Parcours arri�ere : de bas en haut et de droite �a gauche

A [x; y] = maxfA [x; y] ; A [x� xi; y � yi]�wi g

L'axe m�edian est d�e�ni au chapitre 5. Il est extrait de DM et permet de retrouver

la forme initiale par une transformation inverse de distance (�gure 15).
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Fig. 15 - DM�1 pour d3;4 en 2 balayages s�equentiels

Dans [Bor91b] est donn�e pour dE un algorithme de transformation inverse en

3 passes, qui est l'extension de [Rag90b]. Cet algorithme ne fournit pas une vraie

image de distance, car chaque vecteur pointe vers un germe au lieu d'un point du

fond. Mais c'est aussi le cas pour les distances de chanfrein.
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2.4.4 Parall�elisation

Les multiples sch�emas algorithmiques pr�esent�es dans cet ouvrage sont souvent pa-

rall�elisables. Lorsqu'une transformation est d�e�nie localement, et ind�ependamment

du devenir du voisinage, alors l'algorithme est dit parall�ele, et la parall�elisation est

triviale. On peut citer par exemple l'extraction de l'axe m�edian et des points selle.

Par contre, lorsque la transformation est d�e�nie s�equentiellement, le calcul d'un

point ne peut être fait qu'apr�es celui de multiples autres, en respectant la chrono-

logie. Il faut alors repenser ou adapter les algorithmes. C'est ce qui a �et�e fait par

Miguet et Robert dans [Mig91], pour l'algorithme de Rosenfeld, la machine cible

�etant un anneau de processeurs (typiquement des transputers). Leur algorithme est

param�etr�e par la granularit�e des calculs �el�ementaires et la strat�egie d'allocation des

donn�ees. Dans la �gure 16, on calcule le d�ebut d'un bloc �a la même �etape que la �n

du bloc pr�ec�edent, ici de taille 3 � 4 pixels.
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Fig. 16 - Algorithme sur machine parall�ele [Mig91]

Toute une �etude th�eorique est men�ee pour trouver un �equilibre entre la charge de

r�epartition des calculs entre processeurs, avec un d�elai d'initialisation minimal, et

le volume de communications, pour ne pas d�egrader les performances. Les r�esultats

sont �eloquents : sur un anneau de 32 transputeurs, le facteur d'acc�el�eration est de

26 par rapport �a l'algorithme sur machine s�equentielle.

Toujours sur des machines MIMD, Embrechts propose dans [Emb94] des algo-

rithmes de type `divide and conquer' pour les distances d4, d3;4 et dE.

Cette approche demande une transformation de distance partielle dans chaque

n�ud, suivie par des �echanges de donn�ees entre n�uds, grâce auxquelles une image

de distance coh�erente peut être produite. Plusieurs algorithmes sont donn�es.
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On mentionne en�n les travaux de Paglieroni [Pag92b] qui propose une architec-

ture sp�ecialis�ee, et ceux de Borgefors [Bor89], dont l'algorithme est pr�esent�e conjoin-

tement avec une m�ethode de stockage dans des pyramides.

2.5 Applications

Dans ce document, les images de distance forment le substrat pour le calcul de

l'axe m�edian, de la ligne m�ediane et du squelette pond�er�e. Les images de distance

permettent de nombreuses autres applications ; parmi elles, la mise en correspon-

dance [Bar77, Bor86b], le lissage, la fusion, l'interpolation [Pag92a], la morphologie

[Nac94]. Des variantes de transformation de distance sont �egalement possibles :

2.5.1 Image avec contraintes

Les images de distance avec contraintes sont un cas sp�ecial, o�u les images sources

consistent non seulement en pixels objet et pixels fond, mais aussi en pixels obstacle.

Une valeur dans une carte de distance avec contraintes donne la distance au fond

non `�a vol d'oiseau', mais par un chemin qui �evite tous les obstacles.

Une application typique est le d�eplacement en robotique [Dor86b], o�u le plus

court chemin entre deux points est recherch�e. Des approfondissements th�eoriques

sur les distances g�eod�esiques sont cit�es dans [Mel91].

Deux classes d'algorithmes peuvent être appliqu�es. La premi�ere op�ere sur de

simples images o�u les obstacles restent dans le même espace discret. L'adaptation

de l'algorithme de Rosenfeld pour les distances de chanfrein est faite en mettant les

pixels obstacle �a une valeur `in�nie', et en interdisant leur mise �a jour. Mais cette

m�ethode est rarement su�sante [Dan93b]. Les algorithmes it�eratifs par les contours

sont ici sup�erieurs [Rag90a, Ver89]. La deuxi�eme classe agit sur une description pa-

ram�etrique des obstacles, typiquement vectorielle. Ragnemalm d�ecrit dans [Rag93a]

un tel algorithme pour la distance euclidienne.

2.5.2 Diagramme de Vorono��

Le calcul du diagramme de Vorono�� peut être e�ectu�e de fa�con exacte par la

g�eom�etrie algorithmique [Ber94], ou de fa�con approch�ee en temps constant avec une

image de distance [Bor86a].
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On �etiquette chaque germe avec un label unique dans une image A, et dans B on

met les germes en fond et le compl�ementaire en objet. On applique une transforma-

tion de distance sur B, tout en conservant la trace des provenances de l'information

de distance dans A. A l'arriv�ee, chaque r�egion de Vorono�� est �etiquet�ee �a la valeur

de son germe dans A.

Les r�esultats sont d'autant meilleurs que la distance est plus euclidienne. Melkemi

souligne dans [Mel92] que cet algorithme fonctionne �egalement pour le calcul du

Vorono�� g�en�eralis�e, et que l'approche discr�ete, par un �echantillonnage, peut aider la

r�ealisation du r�esultat continu.

2.6 Boules classiques

Alors que la boule de la distance euclidienne est un cercle, et que les boules des

distances octogonales sont toujours des octogones, les distances de chanfrein peuvent

avoir des boules d'aspect vari�e.

On peut obtenir une boule de rayon R pour un masque (a; b; : : :) donn�e en �eti-

quetant chaque point �a sa distance �a l'origine. La boule est alors l'ensemble des

points de valeur inf�erieure ou �egale �a Ra + r, o�u r 2 [0 ; a � 1]. Pour un rayon R

�x�e il y a donc une famille de a boules, en faisant varier r (�gure 17). Le fait qu'il

y ait plusieurs boules par rayon laisse supposer des ph�enom�enes arithm�etiques tr�es

int�eressants.
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Fig. 17 - Boules de d3;4 avec R = 3

L'allure g�en�erale de ces boules (�gure 18) est un losange pour d4, un carr�e pour

d8, un octogone pour d2;3 et d3;4, un hexad�ecagone pour d5;7;11, etc. A mesure que l'on

enrichit le masque, le nombre de côt�es de ces polygones augmente. Les propri�et�es

arithm�etiques et g�eom�etriques sont �etudi�ees au chapitre 3.
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d4 d8 d2;3 d3;4 d5;7;11

Fig. 18 - Boules classiques

Les taux d'erreur relativement �a la distance euclidienne vont de 41% pour d4 �a

2% pour d5;7;11. En pond�erant des masques plus grands il est possible d'approximer

plus �nement encore la distance euclidienne (chapitre 4).

2.7 Conclusion

Des concepts de g�eom�etrie discr�ete ont �et�e introduits. La pr�esentation est faite en

2D, et les notions passent souvent tr�es bien �a la dimension sup�erieure, �a l'exception

de certains points fondamentaux tels que le th�eor�eme de Jordan 3D [Mal94], qui

demandent une nouvelle �etude.

Nous avons pr�esent�e les principales distances discr�etes existantes. Par leurs qua-

lit�es intrins�eques et leurs potentialit�es, les distances de chanfrein forment une alter-

native tr�es enrichissante.

De plus les distances de chanfrein ont des algorithmes de transformation de dis-

tance s�equentiels tr�es performants. Leur passage au 3D est imm�ediat. La parall�eli-

sation de ces transformations l'est moins, mais des strat�egies e�caces existent.

Les distances de chanfrein sont bien assises dans la litt�erature, sauf au niveau

th�eorique, o�u des points obscurs subsistent ; notre objectif est de les �eclaircir.

Par exemple, Borgefors montre qu'un masque �a deux coe�cients induit une dis-

tance si on peut l'�ecrire comme combinaison lin�eaire positive de d4 et d8. Ce raison-

nement est juste pour les masques 3� 3, mais par contre il devient insu�sant pour

les masques plus grands ; il manque une condition de convexit�e sur la boule, comme

nous le verrons au chapitre 3.



Chapitre 3

Arithm�etique et distances

Paradoxalement, on ne trouve quasiment rien dans la litt�erature sur les propri�e-

t�es arithm�etiques et g�eom�etriques des boules de chanfrein. De même, personne jus-

qu'alors n'a r�epondu de fa�con globale �a la question majeure : dans quelles conditions

un masque de chanfrein induit-il une distance?

La th�eorie des chanfreins que nous allons exposer dans ce chapitre, a d�emarr�e

dans [Thi92c], puis a continu�e dans [Thi92a]. Suite �a une �etude compl�ementaire,

nous pr�esentons ici de tous nouveaux r�esultats.

Un rappel sur les suites de Farey et les points visibles est n�ecessaire pour d�e-

�nir le masque de chanfrein et les notations. La g�eom�etrie de la boule laisse ap-

parâ�tre les structures de cône d'in
uence et de d�eplacement �el�ementaire. Traduite

de la convexit�e et de la sym�etrie, la condition de distance est donn�ee en termes de

contraintes sur les pond�erations. Leur liste par voisinage est �etablie, et illustr�ee par

des contre-exemples. La condition de norme est en�n li�ee �a la r�egularit�e du masque

choisi. En compl�ement nous donnons une collection de formules analytiques, et une

extension au maillage rectangulaire.

25
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3.1 Points visibles et suites de Farey

Avant de nous plonger dans l'�etude des masques de chanfrein, nous pr�esentons

dans cette section les �el�ements arithm�etiques indispensables.

Nous rappelons d'abord certaines propri�et�es des rationnels positifs, ou fractions

`na��ves', telles que 1
2
ou 7

11
. On trouve la d�emonstration de ces th�eor�emes, ainsi que

d'autres propri�et�es int�eressantes, au chapitre 3 de [Har78].

D�e�nition 3.1 (Suites de Farey) Les suites de Farey Fn d'ordre n sont les s�eries

croissantes de fractions irr�eductibles entre 0 et 1, dont les d�enominateurs n'exc�edent

pas n. Donc h
k
2 Fn si 0 � h � k � n et pgcd(h; k) = 1.

Th�eor�eme 3.1 Si h
k
< h0

k0
sont deux termes successifs de Fn, alors

k h0 � h k0 = 1 : (1)

Th�eor�eme 3.2 Si h

k
< h00

k00
< h0

k0
sont trois termes successifs de Fn, alors

h00

k00
=

h + h0

k + k0
: (2)

La d�e�nition 3.1 donne la premi�ere s�erie F1. Selon (2), on obtient Fn connaissant

Fn�1 : entre chaque couple successif h

k
< h0

k0
de Fn�1, on intercale le nouveau terme

h+h0

k+k0
si k + k0 � n.

F1
0
1 <

1
1

F2
0
1 <

1
2 <

1
1

F3
0
1 <

1
3 <

1
2 <

2
3 <

1
1

F4
0
1 <

1
4 <

1
3 <

1
2 <

2
3 <

3
4 <

1
1

F5
0
1 <

1
5 <

1
4 <

1
3 <

2
5 <

1
2 <

3
5 <

2
3 <

3
4 <

4
5 <

1
1

F6
0
1 <

1
6 <

1
5 <

1
4 <

1
3 <

2
5 <

1
2 <

3
5 <

2
3 <

3
4 <

4
5 <

5
6 <

1
1

De telles fractions h

k
peuvent être regard�ees comme la relation entre deux entiers

positifs premiers entre eux, coordonn�ees du point (k; h) sur le r�eseau fondamental

de Z2.

D�e�nition 3.2 (Point visible) Un point P (x; y) est dit visible (i.e visible depuis

l'origine) s'il n'y a aucun point du r�eseau sur (OP ) qui soit situ�e entre O et P . Une

condition n�ecessaire et su�sante est pgcd(x; y) = 1.
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Fig. 19 - Noms des Points visibles (pour x � 6)

On note a, b, c, : : : les points visibles dans le premier octant, dans l'ordre croissant

de leur distance euclidienne �a l'origine (�gure 19). Cette notation est utilis�ee dans

tout le document.

Regardons ce qui se passe lorsque les points visibles sont tri�es angulairement dans

le sens trigonom�etrique par rapport �a l'origine. Pour la �gure 19 il vient :

a=k=h=f=d=i=c=j=e=g=l=m=b (3)

Soit deux points visibles P (xp; yp) et Q(xq; yq), et soit �
q
p = det

����xp xq

yp yq

���� l'aire du

parall�elogramme � d�e�ni par (OP ) et (OQ). L'ordre angulaire se traduit par

\(Ox;OP ) < \(Ox;OQ) , �q
p > 0 : (4)

Th�eor�eme 3.3 Si �q
p = 1 alors � ne contient aucun point sur le r�eseau ; si �q

p > 1

alors � contient au moins un point.

Le th�eor�eme suivant relie les suites de Farey et les points visibles. L'�equiva-

lence entre l'ordre angulaire et l'ordre de Farey est imm�ediate [Har78]. Pour s'en

convaincre, comparer (3) et F6.

Th�eor�eme 3.4 Soit Vn l'ensemble des points visibles Mi(xi; yi) class�es dans l'ordre

angulaire et tels que xi � n. Alors les yi=xi forment exactement la suite croissante

de Farey Fn d'ordre n.
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3.2 D�e�nition du masque de chanfrein

Un masque de chanfrein consiste en un voisinage centr�e en O, de taille m �m,

dans lequel on pond�ere certains d�eplacements. Le poids w > 0 a�ect�e �a un point

(x; y) du masque est nomm�e pond�eration locale. Ce w engendre par translation les

p�eriodes 2w, 3w, etc (�gure 20.a). Pour des raisons �evidentes d'e�cacit�e li�ee aux

algorithmes du x2.4, un masque ne sera donc constitu�e que de points visibles.

0

w

2w

3w

0

(a) (b)

Fig. 20 - (a) Point visible et p�eriodes ; (b) Premier octant.

Notre but est de trouver les conditions exactes pour qu'un tel masque induise bien

une distance. Nous verrons �a la section 3.4 que le th�eor�eme 3.8 impose la sym�etrie

du masque par rapport �a l'origine.

Le cas g�en�eral pour lequel cette �etude est poursuivie est le maillage carr�e. Il

implique la sym�etrie par rapport aux axes et aux bissectrices, appel�ee 8-sym�etrie. La

section 3.6 est consacr�ee aux particularit�es de la maille rectangulaire, qui n'implique

que la sym�etrie aux axes, appel�ee 4-sym�etrie.

On appelle g�en�erateur la partie d'un masque de laquelle sont d�eduites, par la

sym�etrie ad�equate, tous les autres poids : il s'agit ici du premier octant (�gure 20.b).

On continue �a employer la notation statique a, b, c : : :de la �gure 19 pour les

points visibles. On emploie �egalement dans la suite la notation Mi(xi; yi; wi), des

points visibles (xi; yi) a�ect�es, de poids wi, tri�es dans l'ordre angulaire avec (4). On

note en�n j(x; y)j le poids en (x; y) et k(x; y)k = p
x2 + y2.

D�e�nition 3.3 (Masque de chanfrein) Un masque de chanfrein est valide si son

g�en�erateur poss�ede au moins les points a et b, ne comporte que des points visibles,

et si ses pond�erations locales v�eri�ent certaines in�egalit�es.
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On retrouve d8 avec a = 1, b = 1, et d4 avec a = 1, b = 2.

Le point fondamental est de �xer les bonnes in�egalit�es, dont le rôle est de faire

respecter l'in�egalit�e triangulaire, la s�eparabilit�e, etc, de telle sorte qu'un masque de

chanfrein induise bien une m�etrique discr�ete. Par exemple, dans un masque de taille

3 � 3, les contraintes sont

a � b � 2a

et pour un masque 5� 5 on doit avoir

2a � c ; 3b � 2c ; c � a+ b

comme nous le montrons par la suite. Nous �etablissons les conditions n�ecessaires et

su�santes pour tous les voisinages au th�eor�eme 3.10 de la section 3.4.

On note `chanfrein a; b; c; : : :' un tel masque, en rempla�cant a; b; c; : : : par leur

valeur, ou par `�' si le point correspondant n'est pas a�ect�e.

En e�et, on est libre de ne pas pond�erer certains points visibles parmi c; d; e; : : :

tout en conservant la validit�e de la d�e�nition du chanfrein. Ces choix �eventuels vont

conf�erer certaines propri�et�es �a la distance discr�ete obtenue, et in
uer sur la g�eom�etrie

de sa boule. Un tr�es grand nombre de m�etriques sont donc possibles.

3.3 G�eom�etrie de la boule

L'allure g�en�erale des boules classiques, pr�esent�ees �a la section 2.6, va du carr�e

�a l'hexad�ecagone. Les boules de chanfrein semblent toutes être des polygones, dont

le nombre de côt�es augmente au fur et �a mesure que l'on enrichit le masque. Nous

allons caract�eriser ce ph�enom�ene.

3.3.1 Cône d'in
uence

On �etudie la structure de la carte des distances �a l'origine, obtenue avec l'algo-

rithme du x2.4, qui donne �a un point le minimum des valeurs a�ect�ees aux points

alentour augment�ees des pond�erations locales. Dans l'exemple de la �gure 21, pr�e-

sent�e pour d5;7;11, nous avons not�e dans le haut de chaque case la ou les provenances

possibles parmi 5; 7; 11 de ces minimums.

D�e�nition 3.4 (Cône d'in
uence) On appelle cône d'in
uence de Mi;Mi+1, le

cône d�elimit�e par les droites (O;Mi) et (O;Mi+1). On l'appelle aussi : cône \wi; wi+1.
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Fig. 21 - Cônes d'in
uence de chanfrein 5; 7; 11

D�e�nition 3.5 (D�eplacements �el�ementaires) Les d�eplacements �el�ementaires

dx et dy �a partir d'un point (x; y) correspondent au coût d'un d�eplacement d'une

case ; ainsi dx = j(x+ 1; y)j � j(x; y)j et dy = j(x; y + 1)j � j(x; y)j.

Dans l'exemple de la �gure 21 avec d5;7;11, les cônes d5; 11 et d11; 7 sont d�elimit�es

par les zones gris�ees. Voici une propri�et�e essentielle des cônes :

Th�eor�eme 3.5 Dans un cône \wi; wi+1, les seuls points du masque �a intervenir dans

la recherche du minimum pour le calcul des distances �a O, sont les distances locales

wi et wi+1 :

� wi et wi+1 engendrent par translations leurs p�eriodes respectives ;

� tous les points strictement compris entre les droites (O;Mi) et (O;Mi+1) et

qui sont au del�a du parall�elogramme (OMi; OMi+1), sont obtenus par wi ou

par wi+1.

D�emonstration : Les pond�erations locales wj du masque engendrent chacune leur

p�eriode par d�e�nition. Pour montrer le 2�eme point du th�eor�eme dans le cône \wi; wi+1,

on commence par consid�erer le parall�elogramme discret (OMi; OMi+1), de sommets

O;Mi;Mi+1;Mi +Mi+1, �eventuellement d'int�erieur vide, comme illustr�e �gure 22.
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O
X

i+1M

Mi

Mi Mi+1+

A

B P

Fig. 22 - Le parall�elogramme discret (OMi; OMi+1)

Les points int�erieurs �a ce parall�elogramme, s'il y en a, sont d�etermin�es par certains

points du masque, mais sans être atteints parMi ouMi+1 ; dans tous les cas, le point

Mi +Mi+1 a bien la valeur wi + wi+1 comme minimum.

A partir de l�a, on translate le parall�elogramme et les valeurs de son adh�erence

(l'int�erieur plus les points de bord, qui sont ici les sommets) dans tout le cône

Mi;Mi+1 : pour calculer le poids en un point P , il su�t de chercher �a quel pointX du

premier parall�elogramme il correspond, et de lui ajouter le nombre de d�eplacements

Mi et Mi+1 n�ecessaires pour l'atteindre ; donc ce sont bien les distances locales wi

et wi+1 qui interviennent dans le cône.

En notant A = P �Mi+1 et B = P �Mi (�gure 22), on a bien A et B sur le

grand parall�elogramme qui m�ene �a X ; A et B sont deux points du cône d'in
uence,

et la valeur P est donc bien obtenue par Mi ou Mi+1 (de fa�con similaire) dans la

recherche du minimum local, depuis A comme depuis B. �

3.3.2 D�eplacements �el�ementaires

Lorsque les points Mi et Mi+1 sont successifs au sens de Farey, on dit encore que

ces points sont cons�ecutifs, et que le cône \wi; wi+1 est r�egulier. Un masque est dit

r�egulier si tous ses points a�ect�es sont cons�ecutifs.

Th�eor�eme 3.6 Si le cône \wi; wi+1 est r�egulier, alors les d�eplacements �el�ementaires

dxi et dyi sont constants dans tout l'int�erieur du cône, et leurs poids sont donn�es

par : 8<: dxi = yi+1 wi � yiwi+1

dyi = xi wi+1 � xi+1 wi

(5)
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Fig. 23 - Notations des cônes

D�emonstration : Avec les notations de la �gure 23, nous montrons d'abord (i) que

les d�eplacements �el�ementaires sont constants, puis (ii) nous les calculons.

(i) D'apr�es le th�eor�eme 3.5, toutes les valeurs P �a l'int�erieur du cône Mi;Mi+1,

priv�e du parall�elogramme (OMi; OMi+1), sont �egales �a des combinaisons lin�eaires

de Mi et Mi+1, plus un point X du parall�elogramme (�gure 22) ; c'est �a dire P =

X + uMi + vMi+1.

Or ici Mi et Mi+1 sont cons�ecutifs, donc d'apr�es le th�eor�eme 3.3, le parall�elo-

gramme est d'int�erieur vide. Donc X est �egal �a un des sommets du parall�elogramme,

d'o�u P = u0Mi + v0Mi+1.

Autrement dit, tous les points de l'int�erieur du cône sont atteints par une com-

binaison lin�eaire de Mi et Mi+1, et donc les di��erences entre deux points l'un au

dessus de l'autre, ou l'un �a côt�e de l'autre, sont ind�ependantes de leur position, ce

qui prouve (i).

(ii) Pour calculer dxi et dyi il faut trouver des couples (s; t) et (s0; t0) tels que8<: s xi + t xi+1 = 1

s0 yi + t0 yi+1 = 1

pour des d�eplacements horizontaux ou verticaux de 1 case.

Or ici Mi et Mi+1 sont cons�ecutifs1, donc (th. 3.1) �i+1
i = xi yi+1 � yi xi+1 = 1

d'o�u

8<: yi+1 xi � yi xi+1 = 1

�xi+1 yi + xi yi+1 = 1
et

8<: s = yi+1 t = �yi
s0 = �xi+1 t0 = xi

�nalement

8<: dxi = swi � t wi+1 = yi+1wi � yiwi+1

dyi = s0wi � t0wi+1 = �xi+1wi + xiwi+1

1Dans le cas contraire, les d�eplacements �el�ementaires sont �i+1

i
-p�eriodiques.
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qui est bien l'expression (5). �

On retrouve de la sorte les d�eplacements �el�ementaires �gure 21 avec d5;7;11 :

d5; 11
8<: dx = 1� 5 � 0� 11 = 5

dy = 1� 11 � 2� 5 = 1
d11; 7

8<: dx = 1 � 11 � 1� 7 = 4

dy = 2 � 7 � 1� 11 = 3

Comme autre exemple on prend les points visibles cons�ecutifs c(2; 1) et j(5; 3)

dans la �gure 24. On a bien 3� 2 � 1� 5 = 1, d'o�u dx = 3c � 1j et dy = 2j � 5c.

+dx

+dy

0

c

2c

j 3c

4c

5c

2j

Fig. 24 - D�eplacements �el�ementaires dans le cône dc; j

Corollaire 3.1 Dans le cône r�egulier \wi; wi+1, les intervalles de niveaux ]n� a; n]

sont des droites �-connexes.

Il su�t de remarquer que dxi � a et dyi � a selon le principe mêmedes chanfreins.

Les droites discr�etes �-connexes ont des propri�et�es tr�es riches [Rev91], mais ne sont

pas �etudi�ees ici. Les courbes de niveaux dans les images de distance sont elles aussi

�-connexes.

Corollaire 3.2 Dans le cône r�egulier \wi; wi+1, la pente du côt�e associ�e est �dxi

dyi
.

On peut maintenant expliquer la caract�eristique d�ej�a remarqu�ee �a propos des

boules de chanfrein : ce sont des polygones 8-sym�etriques, dont chaque côt�e est

port�e par un cône d'in
uence. Pour un masque de chanfrein dont le g�en�erateur a n

points, la boule est un polygone �a 8� (n� 1) côt�es au plus, car 2 pentes successives

peuvent être identiques (cas de d4 et d8 par exemple).
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3.3.3 Lien avec Montanari

Les distances de chanfrein ont pour ancêtre les distances de Montanari [Mon68].

Elles consistent �a pond�erer les d�eplacements dans un r�eseau donn�e, avec leur valeur

euclidienne r�eelle.

Nous rappelons la longueur d'un chemin minimal sur un r�eseau (th�eor�eme 1,

formule (6) dans [Mon68]) puis nous la g�en�eralisons au cas discret, en retrouvant le

th�eor�eme 3.6.

D�e�nition 3.6 (R�eseau) Un r�eseau de type n (n 6= 0) est constitu�e des points de

Z2, o�u chaque point P est connect�e par une ligne droite �a chaque point Q appartenant

au carr�e centr�e en P et de côt�e (2n+ 1).

Soit P (x; y) un point du premier octant, et t = y

x
la pente de (OP ), avec 0 � t � 1.

On note T (O;P ) la longueur d'un chemin minimal, joignant O �a P , sur un r�eseau

de type n.

Th�eor�eme 3.7 (Chemin minimal de Montanari) Supposons que le rationnel t

n'appartienne pas �a la suite de Farey Fn. Soit ti et tj deux termes successifs de Fn

encadrant t, alors

T (O;P ) = x

"
t� ti
tj � ti

q
1 + t2j +

tj � t

tj � ti

q
1 + t2i

#
; ti < t < tj : (6)

En �ecrivant ti =
yi
xi

et tj =
yj

xj
sous leur forme irr�eductible, il vient

q
1 + t2i = wi

xi

(idem pour j) avec wi =
q
x2i + y2i le poids du d�eplacement, d'o�u

T (O;P ) = x

"
t� ti
tj � ti

wj

xj
+

tj � t

tj � ti

wi

xi

#

or ti et tj sont successifs, donc yjxi � yixj = 1, et 1
tj�ti

= xixj

yjxi�yixj
= xixj. En

revenant aux coordonn�ees, (6) devient dans le cône \wi; wj

T (O;P ) = x (yjwi � yiwj) + y (xiwj � xjwi) (7)

et on retrouve exactement les d�eplacements �el�ementaires du th�eor�eme 3.6.

La validit�e de (7) est �etablie lorsque les poids w correspondent aux d�eplacements

euclidiens. Elle est conserv�ee pour un syst�eme de poids w entiers, sous r�eserve de

bien d�e�nir une distance.
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3.4 Condition de distance

La section 3.3 nous ayant renseign�es sur la g�eom�etrie de la boule, il nous parâ�t

�el�egant de formuler la condition de distance sous un aspect g�eom�etrique.

Th�eor�eme 3.8 n est une norme ssi sa boule est convexe et sym�etrique.

D�emonstration : Soit X un espace vectoriel euclidien. On appelle jauge sur X

toute f : X ! R convexe et telle que f(�x) = �f(x) 8x 8� � 0: Berger [Ber78]

montre que la boule C(f) = fx 2 X : f(x) � 1g est un convexe de X, et que toute

norme sur X est une jauge. R�eciproquement, soit C un convexe compact contenant

O ; il en d�erive une jauge fC(x) = inff� : � > 0 ; x 2 �Cg , qui est une norme

uniquement lorsque C est sym�etrique. �

3.4.1 Contraintes exactes

Le th�eor�eme 3.8 nous �t d�e�nir d�es la section 3.2, le masque de chanfrein comme

�etant sym�etrique par rapport �a l'origine. Il en va donc de même pour la boule.

Connaissant la pente de chaque côt�e, il est possible de rendre la boule convexe :

Th�eor�eme 3.9 (Condition de distance) Soit M un masque de chanfrein d�e�ni

par les n points (xi; yi; wi). Soit dxi; dyi les d�eplacements �el�ementaires donn�es par le

th�eor�eme 3.6. Alors M induit une distance ssi pour tout i on a

0 � dyi
dxi

� dyi+1
dxi+1

� 1 et dxi > 0 : (8)

Si n < 3 (un seul cône), (8) s'�ecrit 0 � dy1
dx1
� 1 et dx1 > 0.

D�emonstration : La boule est convexe si dans le premier octant, la pente de chaque

côt�e est inf�erieure �a celle de son prochain, et est comprise entre la verticale et la

diagonale :

�1 � �dxi

dyi
� �dxi+1

dyi+1
� �1

, 1 � dxi

dyi
� dxi+1

dyi+1
� 1

, 0 � dyi
dxi

� dyi+1
dxi+1

� 1

Les pentes sont d�e�nies lorsque dxi > 0. �

On obtient les contraintes exactes sur les poids en appliquant le th�eor�eme 3.6 :
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Th�eor�eme 3.10 (Contraintes sur les pond�erations) Soit M un masque de

chanfrein d�e�ni par les n points (xi; yi; wi). Alors M induit une distance ssi pour

tout i on a

xi+1
xi

wi � wi+1 � xi+1 + yi+1
xi + yi

wi et �i+2
i wi+1 � �i+2

i+1wi +�i+1
i wi+2 (9)

avec �q
p = xpyq � xqyp.

D�emonstration : Les n points du masque sont tri�es par angles et appartiennent

au 1er octant. On r�esume ces hypoth�eses par

0 � yi � xi ; 0 < xi ; 0 < wi ;
yi
xi

<
yi+1
xi+1

; 8i:

On d�ecompose (8) en 4 �etapes :

0 < dxi ; 0 � dyi ; dyi � dxi ;
dyi
dxi

<
dyi+1
dxi+1

; 8i:

1. De la condition 0 < dxi, il vient 0 < yi+1wi�yiwi+1. Si yi = 0 alors la condition

revient �a 0 < wi, qui est d�ej�a en hypoth�ese, sinon �a wi+1 <
yi+1
yi

wi. Or on a

toujours xi+1+yi+1
xi+yi

< yi+1
yi

puisque yi
xi
< yi+1

xi+1
. Donc 0 < dxi est impliqu�ee par la

3�eme condition dyi � dxi, et n'apparâ�t pas dans le th�eor�eme.

2. 0 � dyi donne
xi+1

xi
wi � wi+1.

3. Le terme dyi � dxi se traduit par wi+1 � xi+1+yi+1
xi+yi

wi. Son seul rôle est de conte-

nir la pente des côt�es en dessous de la diagonale, pour permettre la convexit�e

apr�es 8-sym�etrie.

4. On a dyi
dxi
� dyi+1

dxi+1
, xiwi+1�xi+1wi

yi+1wi�yiwi+1
� xi+1wi+2�xi+2wi+1

yi+2wi+1�yi+1wi+2
, o�u xi+1yi+1wiwi+2 s'an-

nule, puis en divisant tout par wi+1, �
i+2
i wi+1 � �i+2

i+1wi + �i+1
i wi+2. Cette

condition exprime l'in�egalit�e triangulaire, et ne s'applique que lorsque n � 3.

Tout raisonnement inductif est empêch�e par le terme �q
p = xpyq � xqyp, qui

vaut 1 ssi wp et wq sont successifs (th�eor�emes 3.1 et 3.3). �

3.4.2 Liste par voisinage

Dans cette partie nous allons appliquer le th�eor�eme 3.10 �a di��erents voisinages,

pour illustrer davantage sa signi�cation, mais aussi dans un but pratique.



3.4. CONDITION DE DISTANCE 37

wi a k h f d i c j e g l m b

xi 1 6 5 4 3 5 2 5 3 4 5 6 1

yi 0 1 1 1 1 2 1 3 2 3 4 5 1

Fig. 25 - Coordonn�ees des points visibles

Masque ?wi � wi+1 � ?wi ?wi+1 � wi + wi+2

3 � 3 a � b � 2 a

5 � 5 2 a � c � 3 a c � a+ b
1
2
c � b � 2

3
c

7 � 7 3 a � d � 4 a d � a+ c
2
3 d � c � 3

4 d 3 c � d+ e
3
2 c � e � 5

3 c e � c+ b
1
3 e � b � 2

5 e

13 � 13 6 a � k � 7 a k � a+ h
5
6
k � h � 6

7
k 2h � k + f

4
5 h � f � 5

6 h 2 f � h + d
3
4 f � d � 4

5 f 3 d � f + i
5
3 d � i � 7

4 d i � d + c
2
5
i � c � 3

7
i 5 c � i+ j

5
2 c � j � 8

3 c j � c+ e
3
5 j � e � 5

8 j 3 e � j + g
4
3 e � g � 7

5 e 2 g � e+ l
5
4
g � l � 9

7
g 2 l � g +m

6
5 l � m � 11

9 l m � l + b
1
6 m � b � 2

11 m

Fig. 26 - Contraintes par masques

On classe les points visibles de la �gure 19 dans l'ordre angulaire, et on obtient

la �gure 25. D'apr�es le th�eor�eme 3.10, un masque de chanfrein d�e�ni dans l'un des

voisinages de la �gure 26 n'induira une distance que lorsque les in�egalit�es correspon-

dantes seront respect�ees.
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Le calcul d'un masque de chanfrein se fait comme suit : on choisit un voisinage

de points visibles Mi (xi; yi) et on les pond�ere avec l'une des m�ethodes d�ecrites au

chapitre 4. Le mod�ele classique consiste �a �xer une valeur pour a, puis �a a�ecter les

autres coe�cients, avec wi = round(a
q
x2i + y2i ) ou wi = trunc(a

q
x2i + y2i ). Il est

ais�e de rechercher les valeurs de a 2 [1::255] qui sont interdites par le th�eor�eme 3.10

en fonction de la taille du masque (�gure 27).

masque a interdits pour l'arrondi

3 � 3

5 � 5 2

7 � 7 1::4; 6; 7; 9; 15

9 � 9 1::4; 6; 7; 9::11; 15; 16; 19; 23

masque a interdits pour la partie enti�ere

3 � 3

5 � 5

7 � 7 2; 4; 7; 12

9 � 9 1::4; 6::9; 11::14; 16; 18; 19; 21; 23; 24; 26; 28; 31; 33; 36; 41

Fig. 27 - Listes de a interdits

3.4.3 Contre-exemples

Dans les exemples de non-distances qui suivent, on se propose de montrer les

r�epercussions n�egatives du non-respect du th�eor�eme 3.10.

Masque 5; 7; 9

Ce masque 5� 5 n'�etant pas construit avec un mod�ele classique, au lieu de sim-

plement v�eri�er si a = 5 est permis (�gure 27), il faut tester toutes les in�egalit�es

(�gure 26), �a savoir 2 a � c � 3 a, 1
2 c � b � 2

3 c, c � a+ b. Or ni 2 a � c ni b � 2
3 c

ne sont respect�ees, donc d5;7;9 n'est pas une distance.

Cela se traduit par le non respect de l'in�egalit�e triangulaire, dans l'image des

distances �gure 28.a. Les calculs s�equentiel et parall�ele (x2.4) ne donnent pas le

même r�esultat, ce qui forme un contre-exemple �a l'assertion de l'�equivalence de ces

deux m�ethodes.



3.4. CONDITION DE DISTANCE 39

(a) Séquentiel (b) Parallèle

10 15 205

7 9 14 19

14 16 18

18 23

25

0

Inégalité triangulaire

10 1550

7 9 14 19

14 16 18

18 23

25

18

Résultat différent

Fig. 28 - S�equentiel 6= parall�ele

Masque 2; 3; 4

Ce masque quant �a lui a bien �et�e construit avec le mod�ele classique (arrondi),

mais avec une valeur de a interdite pour 5� 5 ; donc d2;3;4 n'est pas une distance.

Sur l'image des distances �gure 29.a, la pond�eration b n'engendre plus sa p�eriode,

et l'algorithme de Rosenfeld est mis en d�efaut. Cette image est ainsi di��erente de

l'image th�eorique (�gure 29.b), qui correspond au mod�ele du x3.3.

La pondération b
n’engendre plus
sa période

(a) Séquentiel (b) Théorique

0 2 4 6 8

3 4 6 8

6 7 8

8 10

11

0 2 4 6 8

3 4 6 8

6 7 8

9 10

12
ne vérifie pas 2c >= 3b

Fig. 29 - S�equentiel 6= th�eorique

Nous retiendrons de ces contre-exemples que la validit�e de l'algorithme de Rosen-

feld (x2.4.2) par rapport au mod�ele th�eorique, et son �equivalence au sch�ema parall�ele,

sont toutes �etroitement li�ees au fait que le masque induise une distance.



40 CHAPITRE 3. ARITHM�ETIQUE ET DISTANCES

3.5 Compl�ements sur les distances

3.5.1 Norme

Une distance est une norme si elle respecte l'homog�en�eit�e : n(�x; �y) = j�jn(x; y):
Le th�eor�eme suivant pr�ecise le rapport entre une norme et les notions de r�egularit�e

pour le masque et le cône, qui sont d�e�nies au x3.3.2.

Th�eor�eme 3.11 Une distance de chanfrein d�erive d'une norme si son masque est

r�egulier.

D�emonstration : L'homog�en�eit�e au niveau d'un cône revient �a dire que les d�epla-

cements �el�ementaires sont constants. Or d'apr�es le th�eor�eme 3.6, c'est le cas d�es lors

que le cône est r�egulier.

R�eciproquement, dans un cône irr�egulier Mi;Mi+1, on a vu dans la d�emonstra-

tion du th�eor�eme 3.6 que le premier parall�elogramme (OMi; OMi+1) n'est pas vide,

mais contient au moins un point X, qui ne provient ni de Mi ni de Mi+1, mais

de pond�erations ext�erieures ; cela engendre des perturbations dans les d�eplacements

�el�ementaires, qui contreviennent �a l'homog�en�eit�e du cône, et interdit au masque de

d�eriver d'une norme. �

Un masque de voisinage complet est toujours r�egulier.

Par exemple (a; b; c; d; e) dans le voisinage 5�5 est r�egulier. L'ordre angulaire est

a=d=c=e=b ; or a=c et c=b sont chacun cons�ecutifs, donc les masques (a; b; c; d;�) et

(a; b; c;�; e) sont r�eguliers.

Par contre, b=d ne sont pas cons�ecutifs, donc (a; b;�; d; e) n'est pas r�egulier.

c

d

f i j g

l

mk

h

e

Fig. 30 - Arbre des masques r�eguliers obtenus avec la r�egle suivante : toute feuille

est supprimable ; un n�ud est supprim�e avec tous ses �ls.
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Au chapitre 4, on sera amen�e �a optimiser le masque en r�epartissant �equitablement

les angles des cônes, ce qui revient �a supprimer certaines pond�erations. Il est possible

de construire des masques incomplets qui restent r�eguliers (�gure 30). On conserve

alors les propri�et�es �edict�ees dans ce chapitre.

Mais quid des masques irr�eguliers? Les trop nombreux cas de �gure envisageables

nous contraignent au cas par cas. L'exp�erience nous apprend que dans les cônes

irr�eguliers, les d�eplacements �el�ementaires ne sont plus constants mais cycliques, et

que les intervalles de niveaux ]n�a; n] sont encore des droites �-connexes. On garde

la distance, mais on perd la norme (et l'axe m�edian, cf chapitre 5).

3.5.2 Formules directes

Le calcul d'une carte de distance se fait tr�es facilement grâce �a l'algorithme de

Rosenfeld, dont la rapidit�e a donn�e leur nom aux distances de chanfrein. Il est

bien utile �egalement de pouvoir calculer directement la distance entre deux points.

Voici donc regroup�ees dans cette section, des formules analytiques pour les distances

de chanfrein. On expose trois m�ethodes g�en�erales, avec leur application �a 2 et 3

pond�erations, puis leur expression pour les distances classiques. On d�eveloppe en�n

le calcul avec 5 pond�erations.

Soit P (xP ; yP ) et Q(xQ; yQ) deux points, et x = jxQ � xP j, y = jyQ � yP j.

� La premi�ere m�ethode consiste �a �ecrire dC(P;Q) = x dx+ y dy, o�u dx et dy sont

les d�eplacements �el�ementaires dans le cône bas�e en P et contenant Q. Il faut donc

trouver le cône, puis calculer les dx et dy correspondants avec le th�eor�eme 3.6.

Dans le côneda; b, on a : dx = a; dy = b�a ; dans da; c : dx = a; dy = c�2a ; et dansdc; b : dx = c� b; dy = 2b� c. Donc da;b = ax+ (b� a) y, et da;b;c = ax+ (c � 2a) y

ou (c� b)x+ (2b � c) y, suivant le cône da; c oudc; b.
Pour les distances classiques, en supposant que Q est dans le premier octant de

P , on a d4 = d1;2 = x+ y, d8 = d1;1 = x, d3;4 = 3x+ y, d5;7;11 = 5x+ y ou 4x + 3y.

� La deuxi�emem�ethode consiste �a �ecrire dC dans chaque cône comme combinaison

lin�eaire de d4 et d8. Comme d4 = x + y et d8 = max(x; y), on trouve que dC =

dy d4+(dx�dy) d8. Donc da;b = (b�a) d4+(2a�b) d8 et da;b;c = (c�2a) d4+(3a�c) d8

ou (2b� c) d4 + (2c � 3b) d8.

Ainsi on retrouve d3;4 = d4 + 2 d8 [Arc88]. En�n d5;7;11 = d4 + 4 d8 ou 3 d4 + d8.
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� La troisi�eme et derni�ere m�ethode consiste �a �ecrire la distance de P �a Q en

fonction de d�eplacements horizontaux et diagonaux H et D. Il est facile de voir

que H = 2 d8 � d4 et D = d4 � d8. De l�a, da;b = aH + bD [Arc88] et da;b;c =

aH+bD+(c�a�b) min(H;D) [Thi94b]. Cette derni�ere est calculable directement,

sans avoir �a chercher le cône ni �a se ramener au premier octant par des sym�etries.

Par cons�equent, d4 = H + 2D, d8 = H +D, d3;4 = 3H + 4D et d5;7;11 = 5H +

7D �min(H;D) (formule nettement plus condens�ee que dans [Arc92]).

En r�esum�e, les expressions que l'on utilisera pour un calcul e�cace au chapitre 6

sont d2;3 = d4 + d8, d3;4 = d4 + 2 d8, et d5;7;11 = 5H + 7D �min(H;D).

On s'inspire de ces m�ethodes pour calculer da;b;c;d;e, dont aucune expression ne

�gure dans la litt�erature. En appliquant le th�eor�eme 3.6 aux coordonn�ees des 5

points a, d, c, e, b (�gure 25), on peut �ecrire dans chaque cône :

dcône = dxx+ dy y = dy d4 + (dx� dy) d8

d bad = ax+ (d� 3a) y = (d � 3a) d4 + (4a� d) d8

dbdc = (d � c)x + (3c� 2d) y = (3c � 2d) d4 + (3d� 4c) d8

dbce = (2c � e)x+ (2e� 3c) y = (2e� 3c) d4 + (5c� 3e) d8

dbeb = (e� 2b)x+ (3b� e) y = (3b� e) d4 + (2e� 5b) d8

Comme nous l'avons dit plus haut, il est plus int�eressant de s'a�ranchir de la

d�etermination des cônes, en utilisant les d�eplacements H et D.

dcône = dxH + (dy + dx)D

d bad = aH + (d � 2a)D 2D � H

dbdc = (d� c)H + (2c� d)D D � H � 2D

dbce = (2c� e)H + (e� c)D H � D � 2H

dbeb = (e� 2b)H + bD 2H � D

En posant un syst�eme d'�equations on trouve �nalement

da;b;c;d;e = aH + bD + (3c � d� e) min(H;D) +

(e� c� b) min(2H;D) + (d� c� a) min(H; 2D) (10)

Les termes en facteur devant les `min' correspondent visiblement �a

(�i+2
i wi+1 � wi �wi+2):

Cette indication nous met sur la voie d'une formulation g�en�erale des distances de

chanfrein avec H et D.
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3.6 Maille rectangulaire

Certains syst�emes de vision industrielle, utilisant une cam�era matricielle, num�e-

risent les images avec un pas de discr�etisation di��erent en abscisse et en ordonn�ee.

Dans ce contexte, il peut être int�eressant de r�e�etudier les op�erateurs de distance

pour tenir compte de la forme rectangulaire des pixels [Bol92]. Cette adaptation

permet d'�eviter les probl�emes de r�e�echantillonnage.

Plutôt que de se placer sur un r�eseau rectangulaire, donc �a coordonn�ees non

enti�eres, nous allons conserver le r�eseau fondamental de Z2 comme espace de travail,

et reporter la rectangularit�e sur l'allure ovale des boules.

Les masques de chanfrein �a employer ici sont donc 4-sym�etriques. Leur g�en�erateur

est le premier quartant, pour lequel on adopte les notations de la �gure 31. On �etend

�egalement la notation angulaire Mi(xi; yi; wi) �a tout le quartant.

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4

C

0 a

A b c d f

e

D E g

F G

Fig. 31 - Noms des points en maille rectangulaire

Les propri�et�es des cônes et d�eplacements �el�ementaires du x3.3 sont int�egralement

conserv�ees. Par contre, les conditions de distance vont di��erer.

Une boule 4-sym�etrique est convexe si, dans le premier quartant, la pente de

chaque côt�e est inf�erieure �a celle de son prochain, et est comprise entre la verticale

et l'horizontale. Le passage de la 8- �a la 4-sym�etrie revient simplement �a remplacer

`diagonale' par `horizontale', i.e dyi
dxi

� 1 par dyi
dxi

� +1 dans (8). La condition de

distance se r�e�ecrit en rempla�cant (8) dans le th�eor�eme 3.9 par :

0 � dyi
dxi

� dyi+1
dxi+1

et

8<: dxi > 0 dans le premier octant

dyi > 0 dans le second octant
(11)

Pour obtenir les contraintes sur les pond�erations, on supprime simplement la
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condition dyi � dxi dans la d�emonstration du th�eor�eme 3.10. D�es lors, il faut re-

mettre les conditions 0 < dxi ou 0 < dyi suivant l'octant. Les contraintes (9) sur les

pond�erations sont donc remplac�ees par

xi+1

xi

wi � wi+1 � yi+1
yi

wi et �i+2
i wi+1 � �i+2

i+1wi +�i+1
i wi+2 (12)

avec wi+1 <
yi+1
yi

wi dans le premier octant, et xi+1

xi
wi < wi+1 dans le second octant.

Le tableau 26 est remplac�e par la �gure 32, o�u sont r�e�ecrites avec (12) les in�egalit�es

pour les voisinages 3 � 3 et 5� 5.

Masque ?wi � wi+1 � ?wi ?wi+1 � wi + wi+2

3� 3 a � b A � b b � a+A

5� 5 2 a � c 2A � C c � a+ b C � A+ b

b < c � 2 b b < C � 2 b b � c+ C

Fig. 32 - Contraintes par masques en maille rectangulaire

Le calcul d'un masque est e�ectu�e en tenant compte du rapport L de rectangu-

larit�e, par wi = round(a
q
x2i + (Lyi)2) ou wi = trunc(a

q
x2i + (Lyi)2). Il n'est donc

pas possible d'�etablir une liste de a interdits ind�ependamment de L.

La condition de norme du x3.5.1 est inchang�ee, le masque devant être r�egulier sur

le quartant. Il faut par contre recalculer les formules analytiques du x3.5.2, car les
poids ne sont plus les mêmes dans les deux octants.

La validit�e de nos d�eveloppements autour des masques de chanfrein est donc

globalement conserv�ee en maillage rectangulaire. Il en va de même pour les sch�emas

algorithmiques du x2.4.

3.7 Conclusion

Quelques �el�ements arithm�etiques li�es aux points visibles et aux suites de Farey, et

la notation dans l'ordre angulaire des points du masque, nous ont permis de d�egager

les structures g�en�erales de cônes et de d�eplacements �el�ementaires.

Ces concepts ont fait apparâ�tre la g�eom�etrie de la boule. Nous avons alors tra-

duit, d'une condition de convexit�e, les contraintes exactes sur les pond�erations pour
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qu'un masque induise bien une distance. Des contre-exemples ont montr�e la n�ecessit�e

d'avoir une vraie distance, pour la validit�e de l'algorithme de Rosenfeld. La r�egula-

rit�e du masque a �et�e reli�ee aux normes, et de nouvelles formules de calcul direct ont

�et�e �etablies.

Nous avons montr�e que la th�eorie pouvait s'adapter sans probl�eme au maillage

rectangulaire. Celui-ci peut être employ�e pour �eviter un r�e�echantillonnage. Mais

au niveau de l'image, l'emploi d'une telle distance est moins isotrope que dans le

maillage traditionnel carr�e [Coq93].

Ces travaux sont naturellement extensibles en trame hexagonale d'une part, et

dans l'espace 3D d'autre part. Il su�t de reprendre les notations et de d�erouler les

raisonnements.

Dans le calcul des pond�erations, la possibilit�e de prendre un facteur d'�echelle

di��erent de a est exploit�ee au chapitre 4. On peut en�n imaginer des variantes aux

masques de chanfrein, par exemple en travaillant en sous-r�esolution, ou en distin-

guant des pond�erations proches, de pond�erations plus �eloign�ees, qui `rattraperaient'

l'erreur par rapport �a la distance euclidienne.
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Chapitre 4

Optimisation

Ce chapitre est consacr�e �a l'optimisation des masques de chanfrein. Le principe

g�en�eral de calcul des pond�erations dans un voisinage donn�e est de minimiser l'erreur

commise par rapport �a la distance euclidienne.

Le sujet a port�e �a pol�emique, chaque nouvel article publi�e r�epondant aux pr�ec�e-

dents, et apportant de nouveaux crit�eres, dans le but d'am�eliorer l'isotropie ou de

minimiser plus �nement. De multiples masques ont �et�e propos�es, ainsi que des taux

d'erreur, voire des approches philosophiques.

Nous ajoutons notre pierre �a l'�edi�ce, avec la d�e�nition d'une erreur relative,

une m�ethode de calcul et un algorithme d'optimisation, su�samment souples pour

s'appliquer �a des masques de taille quelconque.

Les performances des masques sont syst�ematiquement compar�ees, et les rapports

th�eoriques entre notre m�ethode et la bibliographie sont analys�es.

47
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4.1 Introduction

Une raison importante de l'attrait des distances de chanfrein est la possibilit�e

d'approximer autant que souhait�e la distance euclidienne, en jouant sur la taille du

masque et la valeur des pond�erations.

Les applications n�ecessitent souvent un compromis sp�eci�que entre la qualit�e de

l'approximation et la charge de calcul. On a donc int�erêt �a disposer d'une vari�et�e de

masques, chacun �etant optimis�e pour une taille pr�ecise.

Les desiderata �a concilier sont multiples :

� On travaille principalement sur des images de taille 512�512 cod�ees sur 16 bits

(0::65535). Un objet dans cette image ne pourra avoir une �epaisseur sup�erieure

�a 512
2

= 256, et donc la premi�ere pond�eration a qui joue le rôle de facteur

d'�echelle devra être imp�erativement inf�erieure �a 65536
256 = 256. Les valeurs de a

que l'on s'autorise sont donc comprises entre 1 et 255, en privil�egiant les plus

petites valeurs de a, qui diminuent les coûts de stockage et de calcul.

� On souhaite que le masque induise une distance (chapitre 3). Si l'on utilise la

m�ethode classique de calcul des pond�erations �a partir de a (x3.4.2), il su�t de

se cantonner aux a permis (�gure 27).

� L'optimisation sous-entend la minimisation d'un crit�ere. Se posent alors les

probl�emes du choix du crit�ere, et de la m�ethode d'optimisation, bien souvent

li�ee �a la nature du crit�ere.

� D'autres �el�ements sont �a prendre en compte, par exemple pour permettre le

calcul de l'axe m�edian (chapitre 5). Ainsi, le choix de coe�cients premiers

entre eux par cône, permet de stocker des tables de correspondance de taille

�nie, et un a petit limite consid�erablement la taille de ces tables.

� Respecter la condition de norme peut se r�ev�eler indispensable (par exemple,

pour le calcul de l'axe m�edian encore une fois). La norme d�epend non des

poids, mais de la r�egularit�e du masque. La �gure 30 du x3.5.1 montre comment

obtenir de tels masques. Bien entendu tous les masques complets sont r�eguliers.

� En�n, les m�ethodes que nous allons voir sont plus ou moins complexes �a mettre

en �uvre. Pour le calcul de grands masques, la simplicit�e et la souplesse sont

les bienvenues !
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Les m�ethodes existantes sont �etudi�ees au x4.2 ; les concepts y sont introduits au

fur et �a mesure. Nous d�eveloppons notre approche au x4.3, puis nous proposons au
x4.4 de nouveaux masques de chanfrein.

4.2 M�ethodes existantes

4.2.1 Approches locales

L'approche locale consiste �a approximer les d�eplacements euclidiens
p
2,
p
5, : : :

par b

a
, c

a
, : : : (cf �gure 19 pour les notations a, b, c, : : :). Pour des masques de

chanfrein �a deux points a et b, l'id�ee la plus intuitive consiste �a utiliser les fractions

continues

1 +
1

1 + 1
1+ 1

1+���

: (13)

En initialisant par a = 1 et b = 2 et en bouclant sur b0 = 2a + b, a0 = a + b on

obtient la s�erie
2

1
;
4

3
;
10

7
;
24

17
;
58

41
;
140

99
;
338

239
;
816

577
(14)

qui converge tr�es vite vers
p
2, mais dont les termes deviennent aussi tr�es grands ;

or la borne sup�erieure des a que l'on �xe au x4.1 est 255, ce qui est d�epass�e d�es le

8�eme terme. L'autre inconv�enient des fractions continues est qu'elles ne permettent

pas l'approximation simultan�ee des d�eplacements euclidiens.

C'est pourquoi nous d�eveloppâmes dans [Thi92c] la m�ethode locale suivante.

Fixons un voisinage de pond�eration (xi, yi, wi). Pour un a donn�e, les autres

pond�erations prennent classiquement la valeur wi = round(a
p
xi2 + yi2) (x3.4.2). Il

faut donc trouver un a tel que la partie tronqu�ee wi�a
p
xi2 + yi2 soit la plus petite

possible pour chaque coe�cient wi du masque. On note

Ea = max
i

�
wi � a

q
xi2 + yi2

�
(15)

le maximum des erreurs des wi pour ce a. Pour chaque a 2 [1::255] on calcule Ea,

puis on les classe par ordre croissant, de telle sorte que les a int�eressants soient en

tête de liste.

Cette m�ethode est tr�es simple, et permet de calculer rapidement de grands

masques [Thi92b]. Mais en même temps, elle ne s'int�eresse qu'�a une approxima-

tion locale de dE. Elle ne permet pas l'�evaluation de l'erreur sur les points �eloign�es,

ou �a l'int�erieur des cônes par exemple.
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4.2.2 La m�ethode de Borgefors

Borgefors propose une approche qui consiste �a minimiser le maximum de l'erreur

commise par rapport �a dE sur une droite verticale, parce que le support de l'image

est rectangulaire [Bor86a].

Les masques 3 � 3, 5 � 5 et 7 � 7 sont analys�es. La partie math�ematique de

l'optimisation est d�evelopp�ee dans l'espace continu.

Dans chaque cône d�elimit�e par les droites y = � x et y = � x, la distance de

chanfrein est ramen�ee �a une expression du type

dC = y S + xT (16)

o�u les bornes du cônes et les valeurs de S et T sont calcul�ees au cas par cas (sans la

g�en�eralisation du chapitre 3).

On consid�ere la droite verticale x = M sur l'image des distances �a l'origine, et le

cône de pentes �, �, dans lequel sont d�etermin�es S et T . La di��erence entre dC et

dE sur la droite est

Di�(y) = y S +M T �
q
M2 + y2 ; �M � y � �M : (17)

Le maximum absolu de (17) est la mesure de Borgefors de l'optimalit�e de la dis-

tance dans ce cône. Son but est de d�eterminer les pond�erations qui minimisent ce

maximum. Le maximum est atteint lorsque la d�eriv�ee s'annule, ou aux bornes de

l'intervalle y = �M et y = �M . La d�eriv�ee de Di�(y) est

Di�0(y) = S � yp
M2 + y2

: (18)

L'extremum est atteint lorsque Di�0(y) = 0, i.e pour

y0 =
M Sp
1 � S2

(19)

en s'arrangeant pour que jSj < 1, et si �M � y0 � �M .

Le maximum de la di��erence (17) dans l'intervalle �M � y � �M est

Di�2 = Di�(y0) =
�
T �

p
1� S2

�
M (20)

et les valeurs aux bornes sont

Di�1 = Di�(�M) =
�
�S + T �

p
1 + �2

�
M ; Di�3 = Di�(�M) : (21)
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Le taux maximal d'erreur dans le cône est donc

maxdi� = max(jDi�1j; jDi�2j; jDi�3j) (22)

et il faut minimiser globalement l'erreur sur tous les cônes du masque.

Comme les expressions dans (20) et (21) sont facteurs de M , Borgefors optimise

de fait l'expression
dC � dE

M
(23)

ce qui a son importance dans les sections suivantes.

Nous ne revenons pas sur le d�etail de la d�etermination des pond�erations, abon-

damment d�etaill�ee dans [Bor86a]. En r�esum�e, sont d'abord calcul�es des coe�cients

optimaux r�eels, en �xant un certain degr�e de libert�e, ou en intersectant des courbes.

Puis elle cherche une approximation enti�ere des coe�cients optimaux, en les multi-

pliant par un facteur d'�echelle.

Par exemple dans le voisinage 3 � 3, en �xant a = 1 elle trouve

bopt =
1p
2
+
qp

2 � 1 � 1:35070 : (24)

qui est correctement approch�e par 4
3 . Elle justi�e de cette fa�con le masque (3; 4)

dans le voisinage 3 � 3, puis (5; 7; 11) dans le voisinage 5 � 5. Elle ne recommande

pas de masque pr�ecis dans le voisinage 7 � 7, ni leur emploi.

La m�ethode s'e�ectue au cas par cas, et devient vite tr�es lourde �a g�erer pour de

plus grands voisinages. Le passage au discret est abrupt.

Certains auteurs ont critiqu�e le choix du crit�ere (23) �a optimiser, ainsi que le sup-

port de test, une droite verticale, qui n'est peut-être pas le meilleur gage d'isotropie.

4.2.3 Am�eliorer l'isotropie

Borgefors sugg�ere dans [Bor86a] l'utilisation d'un autre crit�ere pour l'optimisa-

tion, qui consiste �a minimiser la di��erence moyenne avec la distance euclidienne.

C'est Vossepoel qui se charge de cette �etude [Vos88]. Il reprend l'analyse de Borge-

fors dans les voisinages 3� 3 et 5� 5, et tente d'am�eliorer l'isotropie.

En e�et dans l'�equation (17), la variable y n'est pas id�eale, car dans le calcul de

l'int�egrale requise pour cette optimisation, le même incr�ement de y engendrera des

incr�ements variables de l'angle '. Vossepoel op�ere donc la substitution y = M tan'
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dans (17). Il obtient une fonction de '

f(') =
Di�(M tan')

M
= T + S tan'� 1

cos'
(25)

puis minimise la moyenne de la variance

f2(') =
1

'2 � '1

Z '2

'1

f2(') d' (26)

dans chaque cône d'angles '1, '2.

La m�ethode de Vossepoel suit une d�emarche similaire en tous points �a celle de

Borgefors, seul le crit�ere ayant chang�e. Apr�es avoir d�etermin�e des coe�cients opti-

maux, di��erents de ceux de Borgefors, il revient �a des fractionnels, mettant en avant

les masques (2; 3), (7; 10) et (16; 23) dans le voisinage 3 � 3, et confortant (5; 7; 11)

dans le voisinage 5 � 5.

En fait, Vossepoel minimise encore une fois l'expression (23), simplement par une

autre m�ethode. Ce n'est pas un progr�es d�ecisif pour l'isotropie.

Le calcul des coe�cients optimaux e�ectu�e par Vossepoel est comment�e par Be-

ckers et Smeulders dans [Bec89]. Ces derniers proposent de remplacer la droite ver-

ticale de test par des `droites al�eatoires de distribution isotrope'. Leurs coe�cients

optimaux restent assez proches de ceux de Vossepoel, dont les masques ne sont pas

remis en cause.

Verwer propose de porter l'optimisation sur un cercle euclidien [Ver91]. Il mini-

mise successivement les crit�eres de l'erreur maximale et de la variance. Sa d�emarche

math�ematique est radicalement di��erente des pr�ec�edentes. Elle poss�ede l'avantage

ind�eniable de fonctionner en dimension n et dans des voisinages de côt�e m quel-

conque.

Il commence par analyser le crit�ere d'isotropie, sur lequel nous reviendrons au

x4.3.1. Il justi�e de la sorte l'emploi du cercle pour normaliser l'erreur. Son �etude

est e�ectu�ee dans le continu, ayant bien argument�e le passage entre distance de

chanfrein discr�ete, et distance de chanfrein continue. Cela lui permet de restreindre

ses calculs d'un cercle discret de rayon in�ni au cercle euclidien unit�e.

Pour le calcul de l'erreur maximale absolue, il cherche les valeurs minimales et

maximales de l'erreur. Les minima de l'erreur sont situ�es sur les vecteurs pond�er�es,

et il su�t donc de chercher leur minimum global. Les maxima sont atteints dans les

cônes. Il calcule leurs valeurs par la m�ethode des multiplicateurs de Lagrange. Le
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maximum de l'erreur est le maximum global. Lorsque les coe�cients optimaux sont

d�etermin�es, des approximations enti�eres sont recherch�ees.

Verwer utilise le support du cercle pour optimiser et calculer l'erreur. C'est encore

le cas dans [Bec92] et [Coq93]. Ces auteurs jouent �egalement sur un autre �el�ement,

le facteur d'�echelle, qui fait l'objet de la section 4.2.4.

4.2.4 Facteur d'�echelle

L'emploi d'un facteur d'�echelle " est indispensable pour comparer une distance

de chanfrein dC
"

�a la distance euclidienne dE .

En g�en�eral on �xe " = a, car ce principe permet une d�e�nition coh�erente des

intervalles de niveaux sur une image de distance. Sinon, les alternatives possibles

sont un facteur d'�echelle entier " 6= a [Coq93], rationnel [Bec92] ou r�eel [Ver91].

Une fonction d'erreur poss�ede un minimum global et un maximum global. La

valeur absolue de ces grandeurs est le taux d'erreur, leur di��erence est l'amplitude.

En jouant sur le facteur d'�echelle, on peut ramener le taux d'erreur �a la moiti�e de

l'amplitude.

Vossepoel est le premier �a exploiter ce concept [Vos88], et sugg�ere un processus

it�eratif pour trouver ". En r�eponse, Borgefors calcule analytiquement les " optimaux

pour les masques 3 � 3 et 5 � 5 [Bor91a], en compl�etant son approche originelle

(x4.2.2).
Les trois papiers [Ver91, Bec92, Coq93] ont en commun le support de calcul de

l'erreur, un arc de cercle, mais exposent des m�ethodes pour le crit�ere de l'erreur

maximale qui sont tr�es di��erentes, et d�evelopp�ees ind�ependamment les unes des

autres.

Verwer donne les taux optimaux th�eoriques en 2D et 3D [Ver91] pour des voisi-

nages de côt�e 3 �a 25. En 2D, il propose une formulation compacte du taux d'erreur,

apr�es avoir constat�e que dans un voisinage m�m, l'erreur est la plus grande dans

le cône de plus grand angle  . Ce cône est toujours celui d�elimit�e par les vecteurs

(1; 0) et (12(m� 1); 1). Le taux d'erreur optimal th�eorique � est une fonction de  :

� =
1� cos 1

2 

1 + cos 1
2
 

avec  = atan
2

m� 1
: (27)

Par exemple pour m = 3, � = 3:95% et pour m = 5, � = 1:35%. Verwer montre

que ces taux sont atteints avec les coe�cients optimaux 1,
p
2 et 1,

p
2,
p
5 pour
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des facteurs d'�echelle de 1:0412 et 1:0137. Les valeurs des coe�cients optimaux

correspondent aux d�eplacements euclidiens, ce qui n'est pas paradoxal par rapport

aux coe�cients de Borgefors [Bor86a], car les facteurs d'�echelle ont vari�e.

Au niveau des approximations enti�eres, dans le voisinage 3�3, ce sont les masques

(2; 3), (5; 7) et (12; 17) qui sont pr�ef�er�es. Dans le voisinage 5� 5, le masque (a = 5,

b = 7, c = 11, " = 5:0092, � = 1:79%) est d�epass�e par (a = 17, b = 24, c = 38,

" = 17:2174, � = 1:43%), mais il repr�esente toujours un bon rapport qualit�e / coût

de stockage. En�n dans le voisinage 7�7, le masque (a = 12, b = 17, c = 27, d = 38,

" = 12:1033, � = 0:85%) est tr�es int�eressant, car il est r�egulier et son taux est la

moiti�e de celui de (5; 7; 11), avec seulement un poids de plus.

La m�ethode de Becker est simple et �el�egante. Elle s'appuie sur un mod�ele continu,

dans lequel s'inscrit le cas discret [Bec92]. Il montre que toute l'�etude peut se faire

dans le cadre classique des distances de jauge (cf x3.4).
Le support de test est �a nouveau le cercle unit�e, qui garantit l'isotropie du rai-

sonnement. Becker revient explicitement aux cônes et utilise les suites de Farey, par

extension de [Mon68]. Il illustre toute sa d�emarche dans le voisinage 7� 7.

La distance de Becker est une fonction continue a�ne par morceaux facile �a

manipuler. Il montre comme Verwer que le maximumde l'erreur se situe toujours au

niveau du premier cône. Il propose donc de diviser l'erreur par 2 en la r�epartissant de

mani�ere sym�etrique dans ce cône. Au lieu de changer directement le facteur d'�echelle,

il translate juste une partie de la fonction d'erreur en y ajoutant une fonction a�ne,

ce qui revient �a une d�eformation g�eom�etrique de la boule convexe.

Le taux optimal pr�evu par Becker dans le voisinage 7 � 7 est de 0:66%, comme

Verwer. Apr�es quelques ajustements num�eriques pour obtenir une solution enti�ere,

Becker retient le masque (a = 47, b = 67, c = 106, d = 149, e = 170, " = 142
3 ,

� = 0:72%), qui est l�eg�erement meilleur que la proposition de Verwer, et avec un

facteur d'�echelle rationnel, mais avec un poids suppl�ementaire et un coût de stockage

plus grand.

En dernier lieu, Coquin et Bolon pr�esentent l'adaptation litt�erale de la m�ethode

de Borgefors �a une trajectoire circulaire [Coq93], et optimisent un masque 5� 5.

Les calculs sont e�ectu�es en maillage rectangulaire (voir aussi [Bol92]), dont le

maillage carr�e est un cas particulier. Le nombre de cas �a traiter se d�edouble puisque

le masque n'est plus sym�etrique dans ce cas g�en�eral.
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Les coe�cients optimaux d�eduits par Coquin et Bolon dans la maille carr�ee sont

tr�es proches de ceux de Borgefors. L'erreur n'est plus proportionnelle �a M (sur la

droite x = M) mais �a R (sur le cercle de rayon R). Le crit�ere optimis�e en �n de

compte est
dC �R

R
(28)

et les taux optimaux d'erreur sont les mêmes que ceux donn�es par Verwer, calculables

directement par (27).

L'approximation enti�ere est e�ectu�ee avec le choix d'un facteur d'�echelle. Le

masque propos�e1 est (a = 73, b = 104, c = 163, " = 74, � = 1:49%), ce qui le

situe entre les deux masques 5� 5 cit�es plus haut pour Verwer. Le facteur d'�echelle

est cette fois entier, mais le coût de stockage est �elev�e.

L'exp�erience nous a montr�e que lorsqu'on optimise le taux d'erreur avec " = a, les

petites valeurs de a sont �a l'honneur, alors que pour l'optimisation de l'amplitude,

ce sont les valeurs plus �elev�ees de a qui prennent le pas (cf x4.4.4). En e�et, d�es

que a crô�t, les coe�cients tendent vers les d�eplacements euclidiens, ce qui pro�te

d'abord �a l'amplitude de l'erreur.

Le facteur d'�echelle permet de ramener l'erreur �a la moiti�e de l'amplitude ; dans

ces conditions, c'est l'amplitude qui est vraiment optimis�ee, et si le facteur d'�echelle

est libre, les pond�erations �nalement int�eressantes sont automatiquement port�ees �a

être plus grandes. Comme il est plus di�cile de trouver un facteur " 6= a entier qui

centre l'erreur que de calculer directement un " r�eel, ce ph�enom�ene est accru.

4.3 M�ethode propos�ee

4.3.1 La bonne erreur relative

Dans [Bor86a] et [Vos88], les crit�eres du maximum de l'erreur et de la variance

ont �et�e optimis�es. Ni l'un ni l'autre n'ont �et�e normalis�es par la longueur euclidienne,

mais par M dans l'�equation (23). Ce sont donc des mesures absolues, non relatives

de l'erreur par rapport �a la distance euclidienne.

Ces deux m�ethodes exploitent la droite verticale x = M . Comme la distance aux

points de cette droite �a 45� est sup�erieure de celle �a 0�, l'erreur commise dans la

1Ceci est un erratum de l'article original.
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direction diagonale a une in
uence exag�er�ee par rapport �a l'erreur commise dans

d'autres directions. Pour pr�eserver l'isotropie, il faut donc normaliser l'erreur par

la distance euclidienne.

Notre analyse co��ncide exactement avec celle de Verwer [Ver91], qui a choisi de

normaliser l'erreur (28) en se pla�cant sur le cercle euclidien. Nous allons normali-

ser l'erreur sur une droite verticale par (29), en reprenant les calculs de Borgefors

rappel�es au x4.2.2, puis nous verrons quels sont les avantages de notre approche.

Le point de d�epart est (16), dans le cône �, �, o�u nous cherchons �a minimiser

G(y) =
1
"
dC � dE

dE
(29)

avec dE =
p
M2 + y2 et " le facteur d'�echelle. La d�eriv�ee de G(y) est

G0(y) =
1

"

p
M2 + y2S � yp

M2+y2
(y S +M T )

M2 + y2
(30)

qui atteint son extremum lorsque G0(y) = 0, i.e pour

y0 =M
S

T
(31)

qui est ind�ependant de ". Le maximum de (29) dans l'intervalle �M � y � �M est

G2 = G(y0) =
1

"

p
S2 + T 2 � 1 (32)

et les valeurs aux bornes sont

G1 = G(�M) =
1

"

� S + Tp
1 + �2

� 1 ; G3 = G(�M) : (33)

On remarque imm�ediatement que (32) et (33) sont de la forme

G(� M) =
1

"
H(S; T; �)� 1 (34)

et de valeurs ind�ependantes de M , donc de la droite. La conclusion s'impose :

Lemme 4.1 L'erreur relative sur une droite verticale coupant le cône est stricte-

ment �equivalente �a l'erreur relative sur un arc de cercle2, et plus g�en�eralement sur

toute trajectoire intersectant le cône.

2L'erreur est automatiquement relative sur un cercle (O; R) puisque dE = R.
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On calcule globalement �a partir des G1, G2 et G3 de chaque cône, l'erreur relative

minimale �min et maximale �max. Le taux d'erreur est � = max(j�minj; j�maxj) et

l'amplitude est � = j�max � �minj.
Le lemme 4.1 rend ces quatre grandeurs ind�ependantes de la trajectoire de calcul,

d�es lors qu'elle intersecte bien tous les cônes.

Notre calcul de l'erreur relative fournit donc les mêmes � (pour le même ") que

dans [Ver91, Bec92, Coq93], mais des valeurs di��erentes de l'erreur absolue dans

[Bor86a]. Par exemple, Borgefors donne une erreur de 8:09% pour d3;4 (avec " = 3).

Notre calcul avec S = b � a = 1, T = a = 3, " = a donne G1 = 0, G3 � �5:72%
et G2 � 5:41%. Le maximum relatif de l'erreur est donc 5:72%, et se situe au

niveau des bissectrices. C'est �a cet endroit que l'absence de normalisation est la plus

importante dans le calcul de Borgefors, avec un facteur de
p
2, et en e�et on retrouve

bien 5:72
p
2 � 8:09.

4.3.2 Changer de facteur d'�echelle

Supposons connu, pour un masque donn�e et un facteur d'�echelle ", le taux d'erreur

�". Ce dernier provient de �min ou de �max, et par (34) s'�ecrit �" =
1
"
H(S; T; �)� 1.

Prenons maintenant un autre facteur d'�echelle "0. Si le nouveau taux d'erreur �"0 a

la même provenance parmi �min ou �max, cela ce traduit par �"0 = 1
"0
H(S; T; �)� 1,

et on peut �ecrire (�" + 1) " = (�"0 + 1) "0, d'o�u le th�eor�eme :

Th�eor�eme 4.1 Le taux �"0 est d�eduit de �" par la relation

�"0 =
"

"0
(�" + 1) � 1 (35)

si "0 est tel que ce soit le même extremum qui fournisse ces taux.

Le facteur d'�echelle qui permet de ramener l'erreur �a la moiti�e de l'amplitude est

not�e "opt. Il est d�e�ni par la relation

� �opt (d�eduit de �min) = �opt (d�eduit de �max) (36)

qui par (35) devient

� "

"opt
(�min + 1) + 1 =

"

"opt
(�max + 1)� 1 (37)
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et de l�a :

Th�eor�eme 4.2 On calcule directement le facteur d'�echelle optimal avec

"opt = "
�
�min + �max

2
+ 1

�
(38)

connaissant les extrema �min et �max du masque.

Comme exemple, pour d5;7;11 on trouve �min = �1:61% et �max = 1:98%. On

se ram�ene aux chi�res de Verwer avec "opt = 5
�
�0:0161+0:0198

2
+ 1

�
� 5:0092, et

�opt =
5

5:0092
(0:0198 + 1) � 1 � 1:79%.

Le facteur d'�echelle optimal "opt permet aussi de clari�er le th�eor�eme 4.1 : le

passage de " �a "0 est valide s'ils sont tous les deux plus grands ou plus petits que

"opt. Comme il est toujours possible de calculer "opt par (38), puis �opt par (35), alors

le passage "! "opt ! "0 l'est aussi, avec pour la derni�ere �etape

�"0 =

8<:
"opt

"0
(�opt + 1)� 1 si "0 < "opt ;

1 � "opt

"0
(1 � �opt) si "0 > "opt :

(39)

4.3.3 Calcul de l'erreur

Etant donn�e un masque de taille quelconque, on cherche �a calculer son erreur

relative �a la distance euclidienne, par un moyen simple et e�cace. Les deux m�ethodes

pr�esent�ees ci-apr�es vont dans ce sens. Lorsque les extrema sont connus pour un

facteur d'�echelle donn�e, on peut se ramener �a tout autre facteur d'�echelle avec la

m�ethode expos�ee au x4.3.2.
� Dans chaque cône \wi; wi+1, on calcule S = dyi et T = dxi par le th�eor�eme 3.6,

puis on �evalue (32) et (33) avec " = a. De l�a sont d�etermin�es les extrema �min et

�max, le taux d'erreur � et l'amplitude �.

Cette m�ethode fonctionne uniquement pour les masques r�eguliers, mais permet

de localiser pr�ecis�ement les extrema et donne les valeurs exactes.

� On g�en�ere le premier octant des distances �a l'origine jusqu'�a une droite verticale

x = M . Sur chaque point (M; y)(y=0::M) de cette droite, on calcule l'erreur relative

par (29), avec " = a. On en extrait les grandeurs �min, �max, � et �.

Cette d�emarche est valable pour tous les masques induisant une distance, et

permet en plus de tracer la courbe de l'erreur. Les r�esultats seront d'autant plus

pr�ecis que M sera grand. Typiquement, on prend M = 6! = 120.
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Les courbes d'erreur sont toujours donn�ees sous la même forme que �gure 33, avec

en ordonn�ee le taux d'erreur en %, et en abscisse le nom des pond�erations d�elimitant

les cônes sur le chemin du calcul.

-6

-4

-2

0

2

4

6

a bc

3,4
5,7,11

Fig. 33 - Courbes d'erreur de d3;4 et d5;7;11

On insiste sur l'ind�ependance th�eorique des r�esultats par rapport �a la trajectoire,

droite ou cercle, contrairement �a ce qui fut dit dans [Coq93]. Dans leur article, ils

calcul�erent l'erreur sur un cercle 8-connexe, et annonc�erent pour le masque (a = 73,

b = 103, c = 163, " = 74) un taux � = 1:42%. Or il se trouve que l'erreur est

maximale avec 1:58% sur la bissectrice, et que leur cercle n'intersecte pas exactement

celle-ci, d'o�u cette impr�ecision (en fait b = 104 et � = 1:49%).

Dans la pratique discr�ete, il est plus pr�ecis (et facile) de tester la droite verticale

que le cercle.

4.4 Nouveaux chanfreins

4.4.1 Recherche des poids

Les auteurs cit�es dans la section 4.2 cherchent d'abord des coe�cients optimaux,

puis se ram�enent �a des poids entiers par `ajustement num�erique', c'est-�a-dire en

multipliant chaque coe�cient optimal par de multiples facteurs d'�echelle, jusqu'�a

trouver une solution satisfaisante.

Nous avons vu au x4.3.3 comment calculer tr�es simplement (et rapidement) l'er-

reur relative pour tout masque. Dans la même veine, nous proposons de supprimer



60 CHAPITRE 4. OPTIMISATION

l'�etape de recherche des coe�cients optimaux, et d'appliquer l'algorithme suivant :

1. Choisir un ensemble de points visibles �a pond�erer.

2. Pour a = 1 : : : 255 faire

(a) Pond�erer avec wi = round(a
q
x2i + y2i ) ou wi = trunc(a

q
x2i + y2i ) les

points choisis.

(b) V�eri�er que ce masque induit une distance par le th�eor�eme 3.10, sinon le

rejeter.

(c) Calculer l'erreur relative du masque (x4.3.3).

3. Trier puis a�cher les masques par int�erêt d�ecroissant.

Cet algorithme est exhaustif et se base sur les erreurs e�ectives, plutôt que de

chercher �a approcher des coe�cients optimaux. Il suppose le choix pr�ealable d'un

crit�ere d'optimisation, et d'un ensemble de points �a pond�erer.

Pour le crit�ere d'optimisation on a l'embarras du choix : (Opt1) le taux d'erreur �a,

(Opt2) l'amplitude � ou le taux optimal �opt, (Opt3) le taux �"0 avec "0 = round("opt),

suivant que l'on cherche un masque avec un facteur d'�echelle " = a, " 6= a entier ou

r�eel. On prend en compte �egalement le `coût de stockage' du masque dont il �etait

question au x4.1, en privil�egiant les a petits.

Quant au choix des points �a a�ecter, il d�epend de la taille du voisinage. Si le

voisinage est petit on retient tous les points visibles ; si le voisinage est plus grand, on

peut �economiser sur le coût du masque, en choisissant les points �a a�ecter. On peut

même jouer sur la g�eom�etrie de la boule, en essayant de bien r�epartir les angles des

di��erents cônes, pour approximer harmonieusement le cercle euclidien. On montre

au x3.5.1 les conditions pour que de tels masques soient r�eguliers et d�e�nissent une

norme.

4.4.2 Masques 5 � 5 et 7 � 7

Coquin et Bolon ont propos�e un masque 5� 5 (a = 73, b = 104, c = 163, " = 74,

� = 1:492%) avec un facteur d'�echelle di��erent de a mais entier [Coq93]. En nous

pla�cant sur le même terrain, notre algorithme du x4.4.1 avec le crit�ere (Opt3) a

donn�e le masque (a = 72, b = 102, c = 161, " = 73, � = 1:369%), qui est encore

meilleur, pour un coût semblable. La �gure 34 montre les deux courbes d'erreur.
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-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

a bc

Coquin-Bolon 73,104,163
Thiel 72,102,161

Fig. 34 - Alternative au masque de Coquin-Bolon

On constate dans la �gure 35 que les deux masques sont tous les deux proches

des coe�cients optimaux calcul�es par Coquin et Bolon. Ces coe�cients ne sont pas

�a remettre en cause. Ils sont d'ailleurs presque identiques �a ceux de Verwer dans

[Ver91] (mais pour le crit�ere de la minimisation de la variance). Simplement il est

di�cile de d�eterminer a priori, en ne se basant que sur les coe�cients optimaux,

lequel des masques est vraiment le meilleur. Cela justi�e notre m�ethode du x4.4.1,
o�u l'�etape du calcul des coe�cients optimaux est supprim�ee.

Masque Coe�. opt. Coe�. opt. Masque

poids Coquin-Bolon Coquin-Bolon Verwer Thiel

a 73
74 � 0:9865 0.9864 0.9801 72

73 � 0:9863

b 104
74 � 1:4054 1.4079 1.4060 102

73 � 1:3973

c 163
74 � 2:2027 2.2057 2.2044 161

73 � 2:2055

Fig. 35 - Comparaison aux coe�cients optimaux de Coquin-Bolon

Becker a calcul�e le masque 7 � 7 (a = 47, b = 67, c = 106, d = 149, e = 170,

" = 142
3 , � = 0:724%), avec un facteur d'�echelle r�eel [Bec92]. Nous proposons le

masque (a = 62, b = 88, c = 139, d = 196, e = 224, " = 62:3908, � = 0:657%),

optimis�e avec le crit�ere (Opt2). La �gure 36 montre les deux courbes d'erreur ; tout

se joue dans le premier octant.
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Fig. 36 - Alternative au masque de Becker

4.4.3 Grands masques

L'optimisation de grands masques ne pose aucun probl�eme avec notre m�ethode.

Nous donnons en exemple les r�esultats obtenus pour un voisinage 13�13, qui contient
les points visibles de a �a m (cf �gure 19 au x3.1).

La premi�ere optimisation est e�ectu�ee pour le crit�ere (Opt1), et donne le masque

(a = 68, b = 96, c = 152, d = 215, e = 245, f = 280, g = 340, h = 346, i = 366,

j = 396, k = 413, l = 435, m = 531, " = 68, � = 0:269%). La seconde optimisation

est faite avec le crit�ere (Opt2), et le r�esultat est (a = 233, b = 330, c = 521, d = 737,

e = 840, f = 961, g = 1165, h = 1188, i = 1255, j = 1359, k = 1417, l = 1492,

m = 1820, " = 233:3632, � = 0:175%). La �gure 37 montre leurs courbes respectives.

Le taux th�eorique optimal pour un tel voisinage est de 0:1707% d'apr�es [Ver91]. Le

deuxi�eme masque que l'on a donn�e est de performance tr�es voisine avec � = 0:175%.

Mais les masques de cette taille sont coûteux en temps de calcul. L'�etude des

courbes d'erreur laisse supposer qu'il est possible de garder les mêmes taux en sup-

primant certaines pond�erations. Il su�t que chaque courbe d'erreur reste dans le

même intervalle. Comme nous tenons �a ce que les masques restent r�eguliers (x4.1),
nous utilisons l'arbre des masques r�eguliers de la �gure 30.

Les points imm�ediatement supprimables sont i et j. Ensuite, on a le choix entre

k et m pour la prochaine suppression. Or l'erreur sur un masque complet centr�e est

toujours la plus grande dans le premier cône (x4.2.4), donc on ne va pas toucher �a

k, mais supprimer m puis l. On v�eri�e que les deux masques propos�es, priv�es des
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points i, j, m, l conservent le même taux d'erreur. Les points e�ectivement pond�er�es

sont a::h; k, et les courbes d'erreur sont trac�ees �gure 38.

Le gain en temps de calcul est de 33%, puisque le nombre total de points a�ect�es

dans le voisinage 13 � 13 passe de 96 �a 64. Ce nombre est de 16 pour les masques

5 � 5. Pour un temps de calcul multipli�e par 4, le taux d'erreur est divis�e par 10.
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Fig. 37 - Masques optimaux complets 13 � 13
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Fig. 38 - Masques optimaux 13 � 13, all�eg�es mais r�eguliers

4.4.4 Compl�ements

La �gure 39 vient illustrer la discussion de la �n du x4.2.4, �a propos de la tendance
des a �a être petits ou grands, suivant le crit�ere d'optimisation.
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Fig. 39 - Distribution des taux d'erreur dans un masque 5 � 5 en fonction de a

Les taux optimaux th�eoriques sont donn�es par la formule (27) de Verwer, et sont

quasiment atteints par les masques que nous avons propos�es. Nous tra�cons �gure 40

la courbe de l'�equation (27) en fonction de m ; elle se comporte comme 1
m
.
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Fig. 40 - Courbe des taux optimaux th�eoriques
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4.5 Conclusion

Les m�ethodes existantes de la bibliographie ont �et�e d�evelopp�ees parce que les

approches purement locales ne sont pas satisfaisantes. La m�ethode de Borgefors a

inaugur�e le domaine de l'optimisation des distances de chanfrein, avec un test sur une

droite verticale. D'autres auteurs ont propos�e de changer le crit�ere d'optimisation

dans le but d'am�eliorer l'isotropie, en prenant la variance plutôt que le maximum de

l'erreur, ou en changeant le support de test, par des droites obliques ou des cercles.

Ils ont aussi jou�e sur le facteur d'�echelle pour am�eliorer les r�esultats.

Par notre approche, nous avons montr�e que l'erreur relative est un meilleur crit�ere

que l'erreur absolue, et que pour cette premi�ere les supports de test et les m�ethodes

de calculs sont �equivalents. Lorsque le taux d'erreur est connu pour un facteur

d'�echelle, on peut se ramener �a toute autre �echelle, y compris le facteur optimal, qui

rend l'erreur optimale en centrant la courbe de l'erreur.

Notre algorithme d'optimisation est bas�e sur le calcul du taux e�ectif de l'erreur ;

il �evite le calcul de coe�cients optimaux. Il g�en�ere des masques optimaux, dont la

comparaison avec les masques de Becker et Coquin-Bolon valide notre d�emarche. De

grands masques sont �egalement calcul�es, pour illustrer la souplesse de la m�ethode,

et montrer l'int�erêt de la notion de masques all�eg�es.

La distribution de l'erreur montre l'in
uence du crit�ere employ�e sur l'ordre de

grandeur des pond�erations. La courbe des taux optimaux th�eoriques montre que

l'on peut approximer tr�es �nement la distance euclidienne ; le terme de distance

quasi-euclidienne pour les distances de chanfrein est parfaitement justi��e.

L'optimisation en 3D est �etudi�ee par les mêmes auteurs, principalement par Bor-

gefors et Verwer. Le passage de notre approche au 3D est triviale, en particulier

celui de l'algorithme ; il su�t de g�en�erer un simplexe de distances et de tester un

plan vertical. Dans le maillage rectangulaire, l'optimisation est r�ealis�ee en 2D dans

[Bol92, Coq93], et en 3D dans [Coq94] pour de petits voisinages.
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Chapitre 5

Axe m�edian

L'axe m�edian est un concept faisant intervenir le recouvrement d'une forme par

des boules, de mani�ere �a acc�eder �a une repr�esentation minimale de l'image. Cette

notion est indispensable au calcul de la ligne m�ediane et du squelette pond�er�e. Ce

chapitre est donc consacr�e au calcul de l'axe m�edian.

Les m�ethodes existantes sont sp�eci�ques �a chaque distance, et utilisent des crit�eres

di��erents. Nous proposons pour la premi�ere fois un algorithme universel et e�cace

de calcul de l'axe m�edian pour les distances de chanfrein.

Nous recensons en�n les propri�et�es de l'axe m�edian et ses applications.

67
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5.1 Introduction

La description de formes n�ecessite des m�ethodes pour extraire les caract�eristiques

importantes des objets pr�esents dans une image. Un objet binaire est un ensemble de

points qui, pris s�epar�ement, ne donnent pas d'information pertinente. C'est pourquoi

les objets sont fr�equemment repr�esent�es par leur contour. Une alternative int�eres-

sante consiste �a rechercher un `axe de sym�etrie g�en�eralis�e' dans la forme. Cet ancêtre

du squelette fut introduit dans l'espace continu en 1964 par Blum, qui le baptisa

`axe m�edian' [Blu67]. Cette terminologie a ensuite �evolu�e.

Toute forme peut être ramen�ee �a une union de sous-ensembles de ses points,

eux-mêmes cod�es par une position et un param�etre de taille. Ce codage permet

de retrouver la forme. Pfaltz et Rosenfeld ont d�e�ni l'axe m�edian en termes de

`voisinages maximaux' dans l'espace discret [Pfa67]. Nous redonnons leur d�e�nition.

Etant donn�e une famille de boules, que nous pr�eciserons plus loin, et une forme,

nous consid�erons les boules strictement incluses dans la forme.

D�e�nition 5.1 (Boule maximale) Une boule est dite maximale dans la forme si

elle n'est incluse dans aucune autre boule.

Une telle boule peut cependant être incluse dans l'union de plusieurs autres (x5.6).

D�e�nition 5.2 (Axe m�edian) L'axe m�edian, not�e AM , est le lieu des centres des

boules maximales dans la forme.

L'allure de l'axe m�edian et son mode de calcul d�ependent de la g�eom�etrie des

boules choisies, celles-ci pouvant être de toute nature. Par exemple, voici sch�ematis�e

�gure 41, l'axe m�edian recouvrant une forme par des cercles.

Fig. 41 - Axe m�edian avec des cercles
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Comme autre exemple, dans [Wu86, Jen92] on cherche �a recouvrir un objet dis-

cret par des rectangles de taille variable. Pour ce faire, des algorithmes sp�ecialis�es,

s�equentiels et parall�eles, ont �et�e d�evelopp�es. A partir de cette repr�esentation, les au-

teurs sont en mesure de calculer aire et p�erim�etre, et aussi de r�ealiser des op�erations

ensemblistes.

L'image de distance DM est une des premi�eres approches pour donner une struc-

ture �a une image binaire, et pour r�ev�eler ses propri�et�es. C'est dans ce contexte que

l'axe m�edian prend tout son sens. En e�et, les boules consid�er�ees pour une distance

donn�ee sont les disques de di��erents rayons, et nous verrons comment il est possible

de caract�eriser localement les centres de boules maximales sur une image de distance.

L'axe m�edian AM est m�emoris�e au niveau de la position des centres, et du rayon

des boules maximales. Il est su�sant pour retrouver la forme, car il correspond

�a un recouvrement. L'axe m�edian joue donc aussi un rôle pour la compression de

donn�ees [Ros82]. Le retour �a la forme initiale �a partir de AM est ais�e, grâce �a

l'algorithme de transformation inverse de distance du x2.4.3. Celui-ci a �et�e con�cu

pour que chaque point de l'axe m�edian g�en�ere le disque associ�e �a son poids, en deux

passages s�equentiels globaux sur l'image.

Ce chapitre est consacr�e �a l'extraction de l'axe m�edian suivant les di��erentes

distances de chanfrein.

Rosenfeld et Pfaltz ont montr�e dans [Ros66] que les maxima locaux d�e�nis au

x5.2, qui sont pr�esents dans DM , sont n�ecessaires pour identi�er AM . Mais si leur

crit�ere fonctionne bien pour les distances d4 et d8, il en va autrement pour les

autres distances pond�er�ees. Borgefors consid�ere que les algorithmes de calcul de

l'axe m�edian sont sp�eci�ques �a chaque distance. Elles demandent ainsi la recherche

de disques �equivalents (x5.3) pour les distances da;b. Dans le cas de d5;7;11, une autre
strat�egie doit être adopt�ee, avec l'emploi de tables de correspondance (x5.4).

La �gure 54 au chapitre 6 montre l'axe m�edian d'une forme calcul�e suivant les

distances d4, d8, d3;4 et d5;7;11.

Il n'existe actuellement pas d'algorithme universel de calcul de l'axe m�edian,

valable pour toute distance de chanfrein. Nous r�epondons �a cette attente au x5.4.3,
puis nous explorons certains points au x5.5. Le chapitre est clos par un �enonc�e des

propri�et�es plus classiques au x5.6, suivi de quelques applications au x5.7.
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5.2 Maxima locaux

Consid�erons un masque de chanfrein (xi, yi, wi). Dans la carte de distance, chaque

point p re�coit l'information de distance de l'un au moins de ses voisins ni(p) (sur

le masque). Tout voisin de ce type est plac�e sur un chemin minimal, constitu�e uni-

quement de d�eplacements permis du fond �a p. De même, le point p peut propager

l'information de distance �a certains voisins, qui sont plus internes dans l'objet que

p. Lorsqu'une telle propagation a lieu de p �a un voisin ni(p), alors ni(p) = p + wi.

D�e�nition 5.3 (Maximum local) On appelle maximum local un point p qui ne

propage l'information de distance �a aucun de ses voisins, c'est-�a-dire

ni(p) < p+ wi 8i : (40)

Un maximum local p peut avoir des voisins plus grands que lui, mais ils re�coivent

leur poids depuis d'autres points, plus petits que p. Aux origines de cette appellation,

seules d4 et d8 �etaient consid�er�ees, et un tel point �etait un vrai extremum. Ce n'est

plus le cas lorsque a 6= 1 dans le masque, mais l'appellation est conserv�ee.

Pour d4 et d8, les maxima locaux co��ncident exactement avec l'axe m�edian [Ros66].

Une illustration est donn�ee �gure 42. De ce fait on peut d�e�nir un Crit�ere de Centre

Maximal not�e CCM, qui s�electionne tous les maxima locaux de DM .
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Fig. 42 - DM et AM (cercl�e) pour d4 (en haut) et d8 (en bas) ; allure des boules.

Le CCM n'est plus exact d�es que a 6= 1 dans le masque, car il peut s�electionner

en plus de AM, des centres de boules non maximales. Ces points erron�es sont encore
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appel�es points redondants, ou pseudo AM. Un exemple est donn�e pour d3;4 �gure

43, dans lequel le CCM fournit de nombreux points redondants ; toutes les boules

de rayon 3, et certaines boules de rayon 6, sont compl�etement recouvertes par des

boules voisines.
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Fig. 43 - DM et AM inexact (cercl�e) pour d3;4 ; allure des boules.

La pr�esence des points redondants est tr�es gênante, car elle est susceptible de

nuire irr�em�ediablement �a la propagation de la ligne m�ediane.

5.3 Disques �equivalents

Il est important d'analyser les valeurs possibles et impossibles dans une image de

distance, �a partir de l'ensemble des pond�erations du masque. Ce probl�eme est cit�e

dans la litt�erature sous le nom de probl�eme de Frobenius [Huj87, Ser93].

Nous consacrons cette section au cas d'un masque (a; b). Le probl�eme de Frobe-

nius �a deux variables est r�esolu dans [Syl84].

Th�eor�eme 5.1 (Sylvester, 1884) Soit 0 < a < b deux nombres premiers entre

eux et posons � = (a�1)(b�1), que l'on appelle conducteur de a et b. On consid�ere

l'�equation

ax+ by = t; (x; y) 2 N2 :

1. Si t � �, cette �equation admet toujours au moins une solution ;

2. si t = �� 1, cette �equation n'a pas de solution ;

3. il y a exactement 1
2� valeurs de t pour lesquelles il n'y a pas de solution.
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Par exemple avec (3; 4), on a � = 6 ; on peut atteindre f3; 4g [ [6; +1[, mais

pas les valeurs 1, 2 et 5, qui sont dites non repr�esentables.

On constate que ce sont certaines valeurs inf�erieures au conducteur qui mettent �a

mal le CCM, plus exactement les labels pr�ec�ed�es de valeurs non repr�esentables. Leur

existence est li�ee �a la notion de disque �equivalent, introduite dans [Arc87]. On dit que

deux disques sont �equivalents si ils recouvrent les mêmes pixels, ind�ependamment

des valeurs de ces pixels.

Th�eor�eme 5.2 (Disques �equivalents) Soit 0 < a < b deux entiers, et q < p

deux termes successifs de la suite des entiers repr�esentables par a et b. Alors la

classe d'�equivalence du disque associ�e �a p est l'intervalle [q+1; p]. On note _p = q+1

le plus petit repr�esentant de la classe.

D�emonstration : On obtient le disque B(p) associ�e �a p avec l'algorithme de trans-

formation inverse du x2.4.3 appliqu�e �a p. Les valeurs pr�esentes dans B(p) sont de la

forme p� (ax+ by) > 0. Par construction on a B(p� 1) j B(p). On a aussi

B(p� 1) & B(p) () 9 (x; y) 2 N2 = p � (ax+ by) = 1

puisque les points �a 1 dans B(p) sont �a 0 pour p� 1. On peut donc �ecrire

p � 1 est repr�esentable () 9 (x0; y0) 2 N2 = p� 1 = ax0 + by0

() 9 (x0; y0) 2 N2 = p� (ax0 + by0) = 1

() B(p� 1) & B(p)

d'o�u �a l'inverse, B(p� 1) � B(p) si p � 1 est non repr�esentable. �

Dans les exemples suivants on �ecrit les entiers de 1 �a �(a; b), on souligne les entiers

repr�esentables, et on place entre crochets les classes d'�equivalences.

� Dans le cas de �(3; 4) = 6, la suite [1; 2; 3] [4] [5; 6] correspond bien �a la �gure 44.
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Fig. 44 - Disques �equivalents pour d3;4



5.3. DISQUES �EQUIVALENTS 73

� Notre second exemple est �(5; 7) = 24, pour lequel la suite

[1; 2; 3; 4; 5] [6; 7] [8; 9; 10] [11; 12] [13; 14] [15] [16; 17] [18; 19] [20] [21] [22] [23; 24]

est conforme �a la �gure 45, dans laquelle nous montrons seulement les octants.
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Fig. 45 - Octants �equivalents pour d5;7

Arcelli et Sanniti di Baja ont montr�e que dans le cas d'une distance da;b, il su�t

d'abaisser chaque label p �a la valeur correspondante _p sur l'image de distance ; on

obtient une nouvelle image, sur laquelle le CCM est exact [Arc87, Arc88].

1 1 1 1 1

1

1

1

11111

1

1

1

4

4

4

5 5 5 5

7 9 8 5

5 5 5

1

Fig. 46 - Image de disques �equivalents et axe m�edian exact (cercl�e) pour d3;4

Pour d4 et d8, a = 1 donc � = 0 et aucun label n'est chang�e. Dans le cas de d3;4,

on e�ectue _6 = 5 et _3 = 1 [Arc86], et on obtient l'axe m�edian exact �gure 46. De

même, pour d5;7 on a _5 = 1, _7 = 6, _10 = 8, _12 = 11, _14 = 13, _17 = 16, _19 = 18,

_24 = 23. Etant donn�e que 8p > �(a; b), _p = p, on a int�erêt �a choisir des pond�erations

a et b petites et premi�eres entre elles, de telle sorte que �(a; b) soit �ni et le plus

petit possible, pour limiter la quantit�e de labels �a abaisser.
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5.4 Tables de correspondance

5.4.1 Cheminement

Dans l'ensemble des masques de chanfrein, les masques 3 � 3 forment un cas

particulier, en vertu du fait qu'ils ne d�e�nissent qu'un seul cône dans le premier

octant. Cette propri�et�e biaise souvent les g�en�eralisations que l'on pourrait attendre

de l'�etude de da;b ; il en va ainsi pour la m�ethode des disques �equivalents.

Prenons le cas de d5;7;11, qui va bien illustrer les probl�emes de la g�en�eralisation.

Cette distance poss�ede les cônes d5; 11 et d11; 7, pour lesquels on a �(5; 11) = 40 et

�(11; 7) = 60. En appliquant le th�eor�eme 5.2 non plus aux disques mais �a chaque

cône, dans d5; 11 on trouve _5 = 1, _10 = 6, _15 = 12, _20 = 17, _25 = 23, _30 = 28,

_35 = 34 et _40 = 39, tandis que dans d11; 7 les �equivalences sont _7 = 1, _11 = 8,

_14 = 12, _18 = 15, _21 = 19, _25 = 23, _28 = 26, _32 = 30, _35 = 34, _39 = 37, _42 = 41,

_46 = 45, _49 = 48, _53 = 52 et _60 = 59.

On peut imaginer d'appliquer les �equivalences suivant le d�eplacement test�e, mais

que dire du cas de 11, qui intervient dans les deux cônes? On peut encore essayer

de d�eterminer de quel cône un point p a le plus de chance d'avoir des centres dont

les boules recouvrent son disque, puis d'appliquer l'�equivalence correspondante. Une

derni�ere id�ee consiste �a chercher les disques �equivalents �a partir des classes dans les

deux cônes. On obtient _5 = 1, _7 = 6, _10 = 8, _14 = 12, _18 = 17, _20 = 19, _25 = 23 et

_35 = 34.

On trouve toujours des contre-exemples �a ce genre de m�ethodes, qui n'apportent

au mieux qu'une solution approch�ee ; il faut donc explorer des voies di��erentes.

Arcelli et Frucci utilisent dans[Arc92] un axe m�edian avec d5;7;11 ; mais ils ne

donnent aucun d�etail sur la fa�con dont ils le calculent.

La voie choisie par Nacken [Nac94] est issue de la morphologie math�ematique.

Son raisonnement le conduit �a distinguer les boules ouvertes des boules ferm�ees, les

images de distance `externes' des `internes', puis les classes d'entiers appartenant �a

5N+ 11N ou �a 11N+ 7N. Son algorithme �nal se fait en 4 passages : 2 pour l'image

de distance, 1 pour abaisser les labels en image de distance `interne', puis 1 passage

d'extraction de l'axe m�edian, avec des tests sp�eci�ques �a chaque type de voisin. La

d�emarche pour aboutir �a cet algorithme est assez complexe, et ne laisse pas pr�evoir

une extension imm�ediate �a des masques plus grands.



5.4. TABLES DE CORRESPONDANCE 75

Nous retenons la solution la plus g�en�erale et la plus simple, qui est la m�ethode

des tables de correspondance.

5.4.2 Principe

Consid�erons un masque de chanfrein (xi, yi, wi) d�e�nissant une distance dC , et une

image de distance DM calcul�ee sur une forme X. On peut d�eterminer si un point

p 2 X est un centre maximal, en recherchant dans son voisinage de pond�eration

ni(p) si il existe un point q 2 X, dont le disque recouvre compl�etement celui de p.

Dans ce cas, la pr�esence de q interdit �a p d'appartenir �a l'axe m�edian.

Supposons que pour toute valeur de p, on connaisse les valeurs minimales de ces

voisins q, que l'on stocke chacune dans LUTi(p). Alors

p 2 AM () 8i; ni(p) < LUTi(p) : (41)

On appelle ces LUTi les tables de correspondance de la distance dC . Leur appli-

cation par (41) est on ne peut plus simple et rapide ; le probl�eme r�eside dans le

pr�ecalcul des tables, que l'on aborde dans la suite.

La premi�ere apparition notable des LUT est due �a Borgefors, Ragnemalm et

Sanniti di Baja dans [Bor91a] pour la distance euclidienne. L'approche par les tables

de correspondance semble être la seule op�erationnelle pour dE. Deux LUT index�ees

sur dE
2 2 N sont employ�ees, pour les voisins directs et indirects. Les tables sont

�elabor�ees par des tests syst�ematiques ; la combinatoire est �enorme, mais les calculs

sont e�ectu�es une fois pour toutes. Les auteurs donnent ainsi les LUT pour des

boules de rayon inf�erieur �a
p
80.

Borgefors propose dans [Bor93] une caract�erisation de l'axe m�edian pour la dis-

tance d5;7;11. Trois LUT sont donn�ees pour les voisins de type a, b et c. Les entr�ees

dans les tables sont limit�ees aux valeurs possibles dans une DM , et born�ees par 60,

qui est le plus grand des deux conducteurs �(5; 11) = 40 et �(11; 7) = 60. Au del�a,

le CCM est valide puisque chaque disque est unique, tandis qu'en de�c�a, l'existence

de labels impossibles implique des con�gurations particuli�eres de recouvrement, qui

justi�ent l'emploi des LUT .

La taille des tables est faible, tout en assurant le calcul de AM pour des objets

d'�epaisseur quelconque. Mais Borgefors ne dit pas comment retrouver ses tables, ni

comment proc�eder avec d'autres masques.
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Ind�ependamment de Borgefors, nous avons propos�e dans [Thi94d, Thi94b], des

tables de correspondance totalement identiques pour d5;7;11 ; nous les redonnons �-

gure 47. Les cases vides et les entr�ees non repr�esent�ees dans les tables correspondent

au cas o�u le CCM est exact.

p a b c

5 7 10 14

7 11

10 14 15 20

14 18 20

16 22

18 22 28

20 26 30

21 27

p a b c

25 28 30 35

27 33

29 33

31 37

32 38

35 39 41 45

38 44

39 45

p a b

40 44

42 48

46 52

49 55

53 59

60 66

Fig. 47 - Table de correspondance de d5;7;11

L'application de ces tables �a l'extraction de l'axe m�edian est illustr�ee �gure 48.

La m�ethode de calcul de ces tables est expos�ee au x5.4.3 ; elle a �et�e con�cue pour

fonctionner avec des masques de toutes tailles.

5 5

5

5

5 5 5

5

5 5 5 5

5

5

5

5

5

555

5

557

7

7

7 7

7

7

7

7

10 10 11 14 18 14 10

10

11 14 11

10 10

11 14 11

Fig. 48 - Axe m�edian exact (cercl�e) pour d5;7;11

5.4.3 Algorithme

Le calcul d'une entr�ee dans la table de correspondance pour une boule de rayon r

dans la direction ni consiste �a rechercher le plus petit disque de rayon r0 centr�e en ni

qui le recouvre compl�etement. Un disque de rayon r est obtenu par la transformation

inverse du x2.4.3 sur un point �etiquet�e �a r. On note ce disque D�1
r .
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Il est possible de d�eterminer r0 en testant di��erentes valeurs, ce qui demande �a

chaque fois une transformation inverse. Au niveau de la LUT enti�ere, cette m�ethode

exhaustive est extrêmement coûteuse.

Notons Dr(p) = fq j dC(p; q) � rg. Comme D�1
r (p) = fq j r � dC(p; q) > 0g on a

imm�ediatement le lemme suivant :

Lemme 5.1 Dr = D�1
r+1.

Cette simple constatation est �a la base de tout l'algorithme qui va suivre : en

e�et il su�t de calculer l'octant des distances �a l'origine une seule fois au d�epart de

l'algorithme ; le lemme 5.1 permet alors de tester les recouvrements de boules sur

cet octant. Le calcul de l'octant est e�ectu�e en un passage s�equentiel.

La seconde astuce que nous employons est de mettre toutes les LUT �a jour au

fur et �a mesure en un seul parcours de l'octant des distances. La troisi�eme id�ee est

d'�economiser la m�emoire en passant par un index des valeurs possibles.

L'algorithme est pr�esent�e en 8 phases. Toutes les variables sont des entiers ou des

tableaux d'entiers. L'image originale contenant DT est acc�ed�ee par image1[x,y].

On calcule d'abord les LUT dans image2, qui contient ensuite l'axe m�edian. Les

images sont de taille xsiz * ysiz. On g�ere un bord vide autour des images, qui vaut

au moins le rayon du masque. Le masque (xi, yi, wi) est stock�e dans les tableaux

mx[i], my[i], mw[i], de telle sorte que les mn1 premiers points soient ceux du

premier octant, et que le nombre total de points (d�eduits par sym�etries) soit mn8.

1) Initialisations

L'entier rayon est le rayon du plus grand disque (par exc�es) que l'on puisse

trouver dans une image de cette taille. Le poids a est assign�e �a mA.

rayon = min (xsiz, ysiz) / 2 + 2;

max_index = rayon * mA;

max_mini = (rayon + bord) * mA;

index = allouer_memoire (max_index);

for (i = 0; i < max_index; i++)

index[i] = FAUX;

2) Construction de l'octant des distances

L'octant des distances inf�erieures �a max_mini est calcul�e (a), et l'index des valeurs

possibles index est rempli (b). Le point origine de l'octant est [bord,bord].
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for (y = 0; y < ysiz; y++) for (x = 0; x < xsiz; x++)

image2[x,y] = INFINI;

image2[bord,bord] = 0;

for (x = bord+1; x < bord + rayon + bord; x++)

for (y = bord; y <= x; y++)

{

mini = image2[x-mx[0],y-my[0]] + mw[0];

for (i = 1; i < mn1; i++)

{

v = image2[x-mx[i],y-my[i]] + mw[i];

if (v < mini) mini = v;

}

if (mini > max_mini) break; /* sort de `for y' */

image2[x,y] = mini; /* 2.a) */

if (mini < max_index) index[mini] = VRAI; /* 2.b) */

}

3) Disques �equivalents

On remplit l'index par les disques �equivalents. Cette phase est n�ecessaire car

on va tester image2 + 1, ce qui nous fait sortir des valeurs possibles. Au niveau du

r�esultat, on peut retrouver si i est une valeur possible avec index[i] < index[i+1].

Durant cette phase, on calcule aussi la taille max_lut des LUT .

index[0] = VRAI; max_lut = 0;

for (i = 0; i < max_index; i++)

if (index[i])

index[i] = max_lut++;

else index[i] = max_lut;

max_lut++;

4) Cr�eer les LUT

On alloue la m�emoire pour les LUT , puis on les initialise �a 0. Lorsque mA est

grand, de nombreuses valeurs sont impossibles dans l'octant, et max_lut est tr�es

inf�erieur �a max_index (d'o�u les �economies importantes de m�emoire).

for (i = 0; i < mn1; i++)

{

lut[i] = allouer_memoire (max_lut);

for (t = 0; t < max_lut; t++) lut[i][t] = 0;

}
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5) Remplir les LUT

On parcourt l'octant colonne �a colonne, et on met �a jour les LUT . Le but est

que D�1(lut[i][index[r]]) soit le plus petit disque contenant D�1(r) dans la

direction i. Le lemme 5.1 nous am�ene �a tester image2 + 1.

for (x = bord; x < bord + rayon; x++)

for (y = bord; y <= x; y++)

{

t2 = image2[x,y] + 1;

if (t2 < max_index)

{

it2 = index[t2];

for (i = 0; i < mn1; i++) lut[i][it2] =

max (lut[i][it2], image2[x+mx[i],y+my[i]] + 1);

}

else break; /* sort de `for y' */

}

6) Corriger les inclusions

Le test de la phase (5) d�etecte les recouvrements maximaux en chaque point

du bord des disques. Pour passer du niveau local au niveau global, il faut encore

corriger certaines de ces inclusions, ce qui est fait simplement en r�etablissant l'ordre

croissant dans les LUT .

for (i = 0; i < mn1; i++)

{

v = 0;

for (t = 1; t < max_lut; t++)

if (lut[i][t] > v)

v = lut[i][t];

else lut[i][t] = v;

}

7) Extraction de l'axe m�edian

Les tables de correspondance sont maintenant compl�etes, et on peut calculer

l'axe m�edian dans image2. Les LUT sont stock�ees pour le premier octant, et on

se ram�ene par 8-sym�etries �a tout le masque. Le tableau mg[i] donne le num�ero de

LUT inf�erieur �a mn1 qu'il faut appliquer dans la direction i.
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for (y = 0; y < ysiz; y++) for (x = 0; x < xsiz; x++)

if (image1[x,y] == 0 or image1[x,y] >= max_index)

image2[x,y] = image1[x,y];

else {

test = VRAI; it1 = index[image1[x,y]];

for (i = 0; i < mn8; i++)

if (image1[x+mx[i],y+my[i]] >= lut[mg[i]][it1])

{ test = FAUX; break; } /* sort de `for i' */

image2[x,y] = (test) ? image1[x,y] : 0;

}

8) Destruction des LUT

for (i = 0; i < mn1; i++) liberer_memoire (lut[i]);

liberer_memoire (index);

5.4.4 Commentaires

L'octant de distance est construit par un passage s�equentiel sur l'image, avec un

huiti�eme de masque. Le calcul des LUT est e�ectu�e en un seul passage sur l'octant,

auquel il faut ajouter quelques parcours lin�eaires des LUT . Cet algorithme est donc

particuli�erement e�cace.

La m�ethode employ�ee ne suppose aucune condition sur la distance de chanfrein

employ�ee, et est donc valable quel que soit le masque. L'algorithme choisit la taille

des LUT en fonction de la dimension des images, et non en fonction de conducteurs

(cf x5.3). Les tables ne sont pas stock�ees mais recalcul�ees �a chaque fois. Il n'est donc

point besoin de rechercher des masques dont les pond�erations sont premi�eres entre

elles par cône.

Les valeurs donn�ees par les LUT sont les plus petits rayons des disques assurant

le recouvrement, autrement dit les valeurs minimales dans les disques �equivalents.

Pour revenir �a des tables ne recensant que les valeurs possibles dans une image

de distance, il faut remplacer les bornes inf�erieures des classes par leurs bornes

sup�erieures (c'est ce qu'on a fait pour produire la �gure 47). Cette manipulation est

n�ecessaire pour d�eterminer quels sont les points qui di��erent du CCM (x5.2), mais

n'est d'aucune utilit�e dans l'algorithme.

La �gure 49 montre les premi�eres valeurs des LUT pour quelques distances.



5.5. CONDITIONS DE CALCULABILIT�E 81

p a b

3 4 5

4 7 8

6 8 9

7 10 11

8 11 12

9 12 13

10 13 14

11 14 15

12 15 16

13 16 17

p a b c

5 6 8 12

7 11 12 17

10 12 15 19

11 16 17 22

14 17 19 23

15 19 22 26

16 21 22 27

18 22 23 28

20 23 26 30

21 26 27 32

p a b c d

12 13 18 28 39

17 25 28 39 51

24 28 35 45 55

27 37 39 51 63

34 39 45 55 66

36 45 52 62 72

38 49 52 63 75

44 51 55 66 77

48 55 62 72 82

50 61 63 75 87

Fig. 49 - D�ebut des LUT de d3;4, d5;7;11 et d12;17;27;38

5.5 Conditions de calculabilit�e

L'algorithme d�ecrit au x5.4.3 donne les LUT exactes. On peut donc maintenant

explorer le point suivant. Par l'emploi de la m�ethode des tables de correspondance,

on a postul�e que l'axe m�edian est d�etectable localement, c'est-�a-dire par des tests

dans le voisinage de pond�eration. C'est vrai pour les distances classiques d4, d8, d3;4

et d5;7;11. Mais est-ce bien le cas pour tous les masques de chanfrein, d�e�nis dans un

voisinage plus grand?

Une condition n�ecessaire �a la d�etectabilit�e locale est que le masque doit d�e�nir

une norme, autrement dit que le masque doit être r�egulier (x3.5.1). En e�et dans le

cas contraire, il existe un cône irr�egulier, dans lequel les d�eplacements �el�ementaires

sont non constants, ce qui fausse compl�etement le test local.

Mais cette condition n'est pas su�sante : nous avons trouv�e des contre-exemples

(tr�es rares) pour certains masques r�eguliers, o�u un disque n'�etait pas recouvert lo-

calement, mais par un grand disque situ�e beaucoup plus loin. Ces contre-exemples

ont �et�e trouv�es par des test syst�ematiques, et sont assez surprenants.

Prenons l'exemple de d14;20;31;44. Dans l'image de distances calcul�ee sur D�1
351, le

point (4,2) vaut 291, et se situe en dehors du masque de pond�eration. Ce point est

d�etect�e comme centre maximal, car aucune boule de son voisinage ne recouvre son

disque D�1
291, qui pourtant est recouvert par D

�1
351.

Ce probl�eme est fondamental, mais la question reste ouverte.
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5.6 Propri�et�es de l'axe m�edian

L'axe m�edian que l'on a caract�eris�e pour les distances de chanfrein poss�ede un

certain nombre de propri�et�es, classiques ou moins connues, que nous �enum�erons ici.

R�eversibilit�e

L'axe m�edian correspond �a un recouvrement de la forme par des boules de la

m�etrique choisie. Il su�t donc de r�eg�en�erer les boules, connaissant leur position

et leur rayon, pour retrouver la forme initiale. Les algorithmes du x2.4.3 pr�esentent

l'int�erêt majeur d'y parvenir globalement, en un nombre de passages �xe sur l'image :

2 pour les distances de chanfrein, et 3 pour la distance euclidienne. Le type de ces

algorithmes est le même que ceux permettant le calcul d'une image de distance.

Codage

La simplicit�e du stockage et du d�ecodage de l'axe m�edian en font une propri�et�e

appr�eciable dans le maniement des images binaires. L'utilisation de cette forme de

codage est facilit�ee par l'ind�ependance de l'axe m�edian par rapport �a la position de

la forme dans l'image, contrairement au codage en quadtree par exemple [Cha91].

Non-minimalit�e

L'axe m�edian est compos�e des boules maximales, mais le principe de cette d�e-

�nition n'assure pas forc�ement que l'ensemble des points retenus pour assurer la

r�eversibilit�e est minimal. En e�et une boule maximale n'est incluse dans aucune

autre, mais peut être incluse dans l'union de plusieurs autres, comme le montre la

�gure 50. La d�etection de ces points est abord�ee au x5.7.

1 1 1 1 1

1

11111

1 2 22

3

3 3 33

3

3 3 3

3

4

64

Fig. 50 - Non-minimalit�e (italique) de AM (cercl�e) pour d8 et d3;4

Stabilit�e

L'application de la transformation de distance inverse �a un axe m�edian g�en�ere une

forme, o�u les points sont �etiquet�es souvent di��eremment de l'image de distance de
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d�epart, car les labels proviennent des poids deAM , et non plus de points du fond. Les

probl�emes de caract�erisation de l'axe m�edian en d�ecoulent. De toute image porteuse

d'une information de distance on peut g�en�erer une forme ; mais l'axe m�edian de cette

derni�ere sera sans doute di��erent de l'image de d�epart (�gure 51).

1

2

1

2

5

2

2

3

2

4

1

3

6

3

1

2

3

25

4

6

3 3 3

3

3

3

33

3

3 3

3

4

4

4

6

6

7

Fig. 51 - Image de poids, image reconstruite, DM et AM pour d3;4

D�econnexion

Une propri�et�e essentielle de l'axe m�edian est sa d�econnexion. Elle distingue l'axe

m�edian discret des squelettes continus d�e�nis par Blum [Blu67], qui sont simul-

tan�ement connexes et r�eversibles. Cette d�econnexion limite l'exploitation de l'axe

m�edian, qui ne respecte pas l'homotopie de la forme. C'est pourquoi on s'emploie,

au chapitre 6, �a construire la ligne m�ediane qui est un sur-ensemble connect�e de

AM .

Epaisseur

On remarque �egalement que l'axe m�edian peut comporter localement une cer-

taine �epaisseur, due par exemple �a un diam�etre pair de la forme. Voila une di��e-

rence suppl�ementaire avec les squelettes, qui sont `�liformes' dans l'espace continu,

et `d'�epaisseur 1' dans l'espace discret (chapitre 6). Cette �epaisseur est fort heureu-

sement limit�ee, l'axe m�edian ne formant quasiment jamais de bloc 3� 3.

Trous

La derni�ere propri�et�e que l'on cite est la pr�esence possible de trous dans l'axe m�e-

dian. Cette �eventualit�e est rare, mais il faut en tenir compte dans le calcul ult�erieur

de la ligne m�ediane. Dans l'exemple �gure 52, la forme est obtenue par transfor-

mation inverse sur l'ensemble de gauche avec d5;7;11. La partie droite montre une

portion de l'image de distance dans laquelle l'axe m�edian en gris�e forme un trou de

deux pixels.
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51 51

54 55 55 54

60 60

36 38 40 41 41 40 38 36

40 44 46 46 44 43 40

43 47 49 43

44 49 49 44

45 50 55 50 45

44 49 55 55 44

42 46 49 50 50 49 46 42

55

53

43

51 51

54 55 55 54

60 60

53

4749

49

Fig. 52 - Trou dans l'axe m�edian avec d5;7;11

5.7 Applications

La premi�ere application �a laquelle on pense est la compression de donn�ees.

Les performances peuvent encore être am�elior�ees en cherchant �a obtenir un sous-

ensemble r�eversible minimal de l'axe m�edian. Les op�erations pour y parvenir sont

d�elicates et coûteuses. Davies propose dans [Dav80] un algorithme it�eratif pour la

distance d6 dans la maille hexagonale, mais qui n'assure ni l'unicit�e ni la minimalit�e.

Des op�erations ensemblistes et g�eom�etriques sont possibles �a partir de l'axe m�e-

dian [Cha91], mais elles sont relativement limit�ees.

Une id�ee int�eressante consiste �a am�eliorer le rendu d'une rotation discr�ete sur

un objet binaire. En e�et les rotations dans l'espace discret [And92] ont la fâcheuse

tendance de perturber le contour des objets. Le r�esultat est nettement meilleur si on

extrait l'axe m�edian, que l'on rote, avant de r�eg�en�erer la forme, de pr�ef�erence avec

une distance quasi-euclidienne, par exemple d5;7;11.

L'exploitation de l'axe m�edian peut se r�ev�eler su�sante pour la granulom�etrie, ou

le d�ecomptage de cellules, si les objets en pr�esence sont de taille r�eguli�eres et assez

ronds, et que l'on veut privil�egier la vitesse sur la pr�ecision. Le proc�ed�e classique

consiste �a rechercher le plus grand centre maximal, �a supprimer tous les autres

centres situ�es dans son disque, puis �a boucler avec un seuil d'�epaisseur.

Les applications de calcul de p�erim�etre et d'aire cit�ees dans [Wu86, Cor89] utili-

sent un axe m�edian calcul�e avec d8, qui est rendu homotope par le rajout de points,

et a�n�e ; il s'agit en r�ealit�e d'un squelette.

De fait, on a presque toujours int�erêt �a travailler avec la forme reconnect�ee de

l'axe m�edian, qui autorise des raisonnements globaux sur les objets, et rend les



5.8. CONCLUSION 85

applications plus robustes. En ce sens, l'axe m�edian n'est qu'une �etape du calcul du

squelette pond�er�e, et non un but en soi. Mais cette �etape est indispensable.

5.8 Conclusion

Diverses caract�erisations de l'axe m�edian ont �et�e propos�ees dans la litt�erature.

Elles sont toutes destin�ees �a une distance sp�eci�que. La m�ethode la plus simple

utilise des tables de correspondance ; c'est alors la table qui est d�ependante de la

distance, non plus la m�ethode.

Nous avons propos�e un algorithme de calcul des tables de correspondance en un

seul passage sur l'octant des distances. Il est tr�es rapide et fonctionne pour tous les

masques. Le passage de cet algorithme au 3D est de plus imm�ediat.

L'exploration des propri�et�es de masques plus grands que les habituels d3;4 et d5;7;11

a contredit pour certains masques un postulat commun�ement admis, selon lequel un

centre maximal peut être d�etect�e dans le voisinage de pond�eration. La n�ecessit�e

d'avoir une norme, c'est-�a-dire un masque r�egulier, est acquise ; la d�etermination

d'une loi pr�ecise, qui assure la d�etectabilit�e locale, est le prochain d�e� �a relever.
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Chapitre 6

Squelette pond�er�e

Nous proposons une m�ethode pour extraire le squelette pond�er�e d'une image de

distance, calcul�ee avec les distances discr�etes les plus courantes.

Le squelette obtenu est quasi r�eversible car il inclut presque tous les points de

l'axe m�edian. Il est robuste en rotation si l'on adopte une distance qui approxime

correctement la distance euclidienne. L'algorithme comporte une �etape d'�elagage et

d'embellissement, qui permet de simpli�er la structure du squelette selon les besoins

et d'en am�eliorer l'esth�etique. Le temps de calcul est tr�es limit�e et est ind�ependant

de l'�epaisseur des objets �a squelettiser.

87
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6.1 Introduction

La description de formes est une �etape importante en analyse d'images. Si l'objet a

une forme simple, i.e une silhouette compacte ou une fronti�ere convexe, sa description

peut être donn�ee en termes g�eom�etriques comme l'aire, le p�erim�etre, le facteur de

forme, les moments, etc. Ces traits sont parfois su�sants pour classi�er, mais non

pour d�ecrire de fa�con appropri�ee une forme complexe, de fronti�ere non convexe et

pouvant être per�cue comme l'union de r�egions simples. Dans ce cas, il vaut mieux

suivre une approche structurelle.

La notion de squelette est apparue dans [Blu67]. La d�e�nition donn�ee par Blum

est intuitive ; il s'agit de mod�eliser, dans l'espace continu, l'intersection d'un front

d'onde partant du bord d'un objet, de fa�con �a obtenir une repr�esentation �liforme

de l'objet.

Les propri�et�es majeures que l'on attend du squelette sont d'être centr�e d'�epais-

seur 1, homotope et r�eversible. L'homotopie signi�e que l'image et son squelette

ont le même nombre de composantes connexes, et pour chacune d'entre elles, le

même nombre de trous. Centr�e dans la forme, le squelette fournit une repr�esenta-

tion �equivalente �a l'objet et unidimensionnelle. La description de l'objet peut se faire

enti�erement �a travers celle du squelette, qui poss�ede toute l'information synth�etis�ee

sous forme de valeurs de distances.

Le calcul du squelette est une op�eration di�cile. Quasiment impossible dans l'es-

pace continu, elle a diverg�e en trois familles de m�ethodes.

� A partir d'une polygonalisation du contour, une formulation analytique en

segments de droites et en arcs de paraboles en produite dans [Mar87].

� Une autre m�ethode semi-continue prend en entr�ee un �echantillonnage du

contour. On calcule le diagramme de Vorono�� [Ber94], duquel on extrait un

squelette sous forme de graphe [Att93, Att94b, Att94a]. La comparaison de

cette approche avec les squelettes pond�er�es discrets est e�ectu�ee dans [Thi93a].

� Quant �a la famille de m�ethodes d�edi�ees �a l'espace discret, on distingue les sque-

lettes binaires, r�esultats d'un calcul it�eratif, des squelettes pond�er�es, construits

sur une image de distance.
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Les m�ethodes de calcul de squelettes binaires sont fond�ees sur la suppression

it�erative de points du contour. Les points �a supprimer sont d�etect�es par analyse de

leur voisinage, en faisant intervenir la plupart du temps des masques de d�etection

[Cha91]. Une tr�es abondante litt�erature traite de ce sujet ; on peut entre autres

trouver 140 r�ef�erences dans [Lam92].

Le squelette pond�er�e est g�en�eralement consid�er�e comme une bonne repr�esenta-

tion de formes binaires lorsque leur �epaisseur varie ou est non n�egligeable, et est

utilis�e comme un puissant outil pour la d�ecomposition et la description de formes

[Cor84, Mon86, Thi92e]. En e�et, les poids des points du squelette nous informent

sur l'�epaisseur locale, et ainsi �elargissent le nombre de classes de �gures analysables

par leur squelette.

Les algorithmes de squelettisation men�ee en distance produisent justement des

squelettes dont les points sont correctement�etiquet�es �a leur distance au fond [Cha91].

Di��erentes cartes de distance peuvent guider la squelettisation, avec les distances

d4 [Arc89], d8 [Mon87a], d3;4 [San94], d5;7;11 [Arc92] et aussi dE [Arc93], avec des

algorithmes de di��erents types.

L'id�ee de trouver une m�ethode multi-distances semble être naturelle, mais les al-

gorithmes existants sont g�en�eralement pens�es pour un cas sp�eci�que. Une exception

peut être trouv�ee dans [Dor86a], qui est la premi�ere approche multi-distances (pour

d4, d8, d2;3 et d5;7;11). On y retrouve les grandes �etapes que nous d�ecrirons dans

la suite, mais avec des d�e�nitions ad hoc de l'axe m�edian et des points selles. Les

r�esultats obtenus ne sont pas �a proprement parler des squelettes, car ils ne sont pas

d'�epaisseur 1 et ne passent pas forc�ement par le vrai axe m�edian.

Dans ce chapitre, nous proposons un algorithme de squelettisation, valable pour

toute distance de chanfrein �a 2 ou 3 poids dans un voisinage 5 � 5 (en particulier

d4, d8, d3;4 et d5;7;11) [Thi94d, Thi94b].

6.2 Trame de la squelettisation

Une image binaris�ee sur le maillage carr�e contient des objets (ensembles de points

connexes non nuls) et le fond �a 0. Pour �eviter un paradoxe topologique, nous consi-

d�erons la 8-connexit�e pour les objets et la 4-connexit�e pour le fond (th�eor�eme de

Jordan x2.2). Aucune limitation n'est demand�ee sur le nombre de trous du fond,
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mais nous supposons qu'une phase pr�eliminaire de nettoyage nous d�ebarrasse des

trous nuisibles (par exemple, un �ltrage par aire, qui respecte bien les d�etails, ou

bien une ouverture / fermeture, plus brutale). En e�et, les boucles en correspondance

avec de tels trous pourraient irr�eparablement a�ecter la structure du squelette. A

l'inverse, les branches du squelette provenant de ren
ements non signi�catifs seront

supprim�ees pendant l'�elagage du squelette.

La carte de distance not�ee DM est une copie de l'image o�u chaque point est

�etiquet�e �a la valeur de sa distance au fond (x2.4). L'algorithme que nous proposons

extrait le squelette de DM , calcul�e selon l'une des distances d4, d8, d3;4 et d5;7;11.

Le squelette S d'un objet en est un sous-ensemble, donc S est 8-connexe (et son

compl�ementaire est 4-connexe) quelle que soit la distance pour DM .

D�e�nition 6.1 (Squelette pond�er�e) S est caract�eris�e par les propri�et�es :

1. S a le même nombre de 8-composantes que l'objet, et chaque composante de

S a le même nombre de 4-trous que sa partie correspondante dans le fond

(homotopie).

2. S est centr�e dans l'objet.

3. S est l'union d'�epaisseur 1, de 8-arcs et de 8-courbes [Ros73].

4. Les points de S sont �etiquet�es �a leur distance au fond.

5. S inclut presque tous les points de l'axe m�edian (l'inclusion compl�ete est in-

compatible avec le 3 �eme point).

En g�en�eral, le voisinage N(p) d'un point p inclut les voisins ni(p) qui peuvent

être atteints par un d�eplacement simple depuis p. Ainsi N(p) devrait inclure de 4

points pour d4 �a 16 points pour d5;7;11. Dans ce chapitre, N(p) inclut toujours les

16 voisins de p (�gure 53). Dans la suite, p indique indi��eremment le point ou son

poids.

L'algorithme que nous proposons comprend trois grandes �etapes :

1. Calcul de la carte de distance et extraction de l'axe m�edian ;

2. Propagation de la ligne m�ediane ;

3. Extraction du squelette.
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Fig. 53 - Notations utilis�ees dans tout le chapitre pour les 16 points (�gure a) du

voisinage N(p) de p. Nous attribuons les valeurs ad�equates aux poids a; b; c (aussi

not�es wi) selon la distance employ�ee. Les voisins ni(p) sont encore appel�es a-voisins

(i = 0; 2; 4; 6), b-voisins (i = 1; 3; 5; 7) ou c-voisins (i = 8::15) (�gure b).

La construction de la ligne m�ediane n�ecessite le calcul des points selle, une phase

de propagation et le remplissage de faux trous. L'extraction du squelette inclut la

r�eduction de la ligne m�ediane �a l'�epaisseur unit�e, un �elagage et un embellissement.

L'algorithme est impl�ement�e sur machine s�equentielle. Pour des raisons de clart�e,

nous pr�ef�erons d�ecrire les �etapes de la squelettisation comme si elles �etaient accom-

plies individuellement. Le nombre d'inspections est en r�ealit�e faible, et ind�ependant

�a la fois de la taille des objets dans l'image et de la distance choisie.

6.3 Premi�ere �etape : DM et AM

La premi�ere �etape de l'algorithme est le calcul de la carte de distance et la d�e-

tection de l'axe m�edian.

Comme l'information de distance peut être propag�ee d'un point �a tous ses voisins,

des op�erations locales sont su�santes pour construire la carte de distance DM pour

da;b;c. Au x2.4 on donne l'algorithme de Rosenfeld qui, en deux passages s�equentiels

sur l'image, f1(p) pour le passage avant, et f2(p) pour le passage arri�ere, �etiquette

chaque point p des objets �a sa distance au compl�ementaire.

f1(p) = minfn0(p) + a; n1(p) + b; n2(p) + a; n3(p) + b; n8::11(p) + c g
f2(p) = minf p; n4(p) + a; n5(p) + b; n6(p) + a; n7(p) + b; n12::15(p) + c g
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En donnant la valeur 1 aux poids correspondant �a des d�eplacements interdits

pour une distance da;b;c donn�ee, il est possible de traiter de fa�con homog�ene cette

transformation de distance. On �xe ainsi a = 1, b = c = 1 pour d4 ; a = b = 1,

c =1 pour d8 ; a = 3, b = 4, c =1 pour d3;4 ; a = 5, b = 7, c = 11 pour d5;7;11.

L'axe m�edian AM est le lieu des centres des boules maximales dans la forme,

i.e qui ne sont incluses dans aucune autre. Il correspond �a un recouvrement de

la forme, et est donc r�eversible : il su�t d'appliquer sur AM la transformation de

distance inverse du x2.4.3.

L'inclusion des points de AM dans la ligne m�ediane LM garantit une localisation

correcte par ses extr�emit�es des ren
ements de la forme. La boule maximale situ�ee sur

une telle extr�emit�e est le cercle osculateur du ren
ement correspondant ; lorsqu'on

d�eplace cette boule maximale sur sa branche, elle touche le bord de l'objet en de

multiples endroits, centrant au mieux LM dans sa forme.

Il n'est pas su�sant d'inclure AM pour garantir la stabilit�e du squelette en

rotation. En e�et, les boules des m�etriques discr�etes sont des polygones dont les

côt�es ont des orientations �xes (x3.3). Ainsi le nombre et la localisation des disques

n�ecessaires pour recouvrir une �gure d�ependent de sa g�eom�etrie et de l'orientation

de ses contours. La stabilit�e en rotation crô�t avec le nombre de côt�es caract�erisant

le disque. De ce fait les disques construits avec d5;7;11 et d3;4 doivent être pr�ef�er�es

aux disques construits avec d4 ou d8.

Le chapitre 5 est consacr�e au calcul de l'axe m�edian. On extrait l'axe m�edian en

un seul passage sur l'image de distance avec des op�erations locales, en employant de

petites tables de correspondance pr�ecalcul�ees.

Nous illustrons notre algorithme de squelettisation en montrant �a chaque �etape

les r�esultats pour les 4 distances sur le même exemple synth�etique. La �gure 54

montre l'image originale et l'axe m�edian.

6.4 Propagation de la ligne m�ediane

La deuxi�eme �etape de l'algorithme consiste �a calculer la ligne m�ediane. Elle n�e-

cessite la d�etection de points selle, une propagation avec un suivi de gradients, et

une d�etection de faux trous.
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d4 d8

d3;4 d5;7;11

Fig. 54 - Axe m�edian et bord externe de l'objet initial
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6.4.1 D�etection des points selle

Les points selle constituent une crête connectant deux parties de la carte de

distance comportant des poids plus grands. La plupart des points selle sont des AM,

et leur identi�cation est donc d�ej�a assur�ee. Cependant, les extr�emit�es de ces crêtes

(voire la crête enti�ere, lorsque sa taille est d'au plus 2 points), sont susceptibles de

ne pas être des AM [Arc93].

Un p non AM est un point selle si il remplit l'une au moins des Conditions de

Point Selle not�ee CPS (cf �gure 53 pour la notation des voisinages, et �gure 55 en

exemple) :

1. Le 8-voisinage de p comprend plus d'une composante 4-connexe de points plus

petits que p.

2. Le 8-voisinage de p comprend plus d'une composante 8-connexe de points plus

grands que p.

3. Les poids de l'un des triplets suivants sont �egaux �a p : (n0(p); n1(p); n2(p)),

(n2(p); n3(p); n4(p)), (n4(p); n5(p); n6(p)), (n6(p); n7(p); n0(p)).

1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 1 1 1

1 1 1 2 2 2 2 1 1

1 1 2 2 2 2 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2 2 1

1 2 2 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

3

3

3

3

3

3

3

3 3 2

2 2

2

1

2

Fig. 55 - Carte de distance d8, axe m�edian (cercles) et points selle (losanges) de

types 2, 3, 1 de gauche �a droite

Les nombres de composantes 4 ou 8-connexes dans les conditions 1. et 2. peuvent

être facilement calcul�es avec le `crossing number' X4 et le `connectivity number' C8

(cf x2.2) respectivement : on doit avoir X4(ni < p) > 1 ou C8(ni > p) > 1. La

condition 3. est test�ee pour tous les points si a = 1, seulement pour les points �a a

sinon.
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6.4.2 Propagation des chemins

En g�en�eral, l'ensemble des points AM et des points selle n'est pas connect�e. Aussi

des points suppl�ementaires sont n�ecessaires. Dans [Arc85], les points de reconnection

sont d�etect�es en deux passages sur l'image pour d8, en utilisant des propri�et�es sp�e-

ci�ques �a cette distance. La m�ethode habituellement retenue pour les distances de

chanfrein, consiste �a propager des chemins suivant les gradients positifs ; la structure

de la carte de distance garantit la bonne reconnection du r�esultat.

La propagation ne doit en principe d�emarrer que dans les con�gurations selle

au niveau des extr�emit�es des crêtes. En e�et seuls ces points dans la crête ont des

voisins de poids sup�erieur. Un seul chemin est trac�e pour chacun d'entre eux, except�e

lorsque la longueur de cette crête est de 1 (ses extr�emit�es sont confondues), auquel

cas 2 chemins proviendront du même point selle.

Nous n'op�erons aucun test pour distinguer les extr�emit�es d'une crête des autres

points selle, ou pour mesurer la taille des crêtes. Les points selle pouvant faire partie

de AM, le suivi des chemins doit être tent�e pour tout point AM ou selle. Soit p un

tel point, N(p) contient au plus 2 composantes 8-connexes de points plus grands

que p, desquels un chemin ascendant peut être commenc�e. Pour chaque point de

la composante courante, le gradient est calcul�e. Le voisin ni(p) qui maximise le

gradient dans sa composante est marqu�e comme premier point du chemin. De l�a, les

voisins nk(ni(p)) sont inspect�es pour trouver le prochain point (plus grand que ni(p)),

n�ecessairement unique, qui continuera le chemin. Le trac�e du chemin se poursuit sur

le plus grand gradient, tant que des points poss�edant un gradient positif sont trouv�es.

Certains probl�emes doivent être trait�es, qui d�ecoulent de ce que les chemins 8-

connexes sont trac�es, alors que la carte DM o�u le gradient est calcul�e n'a pas �et�e

n�ecessairement obtenue avec la distance d8. De plus, s�electionner indi��eremment

tous les voisins maximisant le gradient peut �epaissir excessivement les chemins,

voire former un delta. Pour �eviter cela et pour obtenir des chemins 8-connexes,

nous assignons des valeurs sp�eciales aux poids vi = a0; b0; c0 utilis�es pour calculer le

gradient. (voir �gure 53 pour la notation des voisinages).

Pour chaque voisin ni(p) > p, le gradient est gradi = [ni(p) � p]=vi avec : a0 = 2,

b0 = 3, c0 = �1 pour d4 et d8 ; a
0 = 3, b0 = 4, c0 = �1 pour d3;4 ; a

0 = 5, b0 = 7,

c0 = 11 pour d5;7;11.
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Dans le cas de d3;4, au plus 2 points adjacents ni(p) (i = 0::7) maximisent le

gradient dans la même composante. Lorsque c'est le cas, seul le voisin direct (i pair)

est propag�e pour �eviter l'�epaississement du chemin.

Dans le cas de d5;7;11, 3 points peuvent maximiser simultan�ement le gradient (un

a-, un b-, et un c-voisin). Pour �eviter l'�epaississement, et suivre le gradient correct (le

maximisant du a-voisin de p n'est pas toujours le c-voisin de p), on ne doit accepter

que le c-voisin pour la propagation. A partir du moment o�u un c-voisin de p est

choisi, on rajoute simplement le a- ou le b-voisin interm�ediaire pour respecter la

8-connexit�e du chemin (de pr�ef�erence celui des deux qui a le plus fort gradient).

6.4.3 Remplissage des faux trous

Les fausses boucles dans la ligne m�ediane sont des sous-ensembles de points multi-

connect�es de LM , qui n'entourent aucun trou de l'objet. Ces faux trous doivent être

remplis (en les marquant comme points de LM) pour obtenir une LM topologique-

ment correcte.

Les faux trous sont provoqu�es par l'axe m�edian (�gure 52), ou sont obtenus lorsque

des chemins propag�es (presque) parall�eles se rencontrent (ph�enom�ene typiquement

discret). Dans les cas de d4, d8 et d3;4, la seule possibilit�e est la rencontre de deux

chemins orient�es diagonalement. Ces faux trous ont une taille de 1 pixel. Pour d5;7;11,

puisque les chemins peuvent suivre une direction du cavalier, il est de plus possible

de voir des faux trous de 2 pixels.

Un point p appartient �a un faux trou si l'une des conditions suivantes est remplie :

1. p 62 LM , fn0(p); n2(p); n4(p); n6(p)g � LM ;

2. p 62 LM , fn0(p); n2(p); n3(p); n5(p); n6(p); n4(n4(p))g � LM ;

3. p 62 LM , fn0(p); n2(p); n4(p); n5(p); n7(p); n6(n6(p))g � LM .

Ce test doit être e�ectu�e �a la �n de la propagation de la ligne m�ediane, et peut

se simpli�er (on teste d'abord p, n0(p), n2(p), etc). Le remplissage ne provoque

pas d'�epaississement excessif de LM , car les trous sont en g�en�eral extrêmement

clairsem�es dans l'image. A cet endroit du proc�ed�e, la ligne m�ediane obtenue est 8-

connexe, homotope, comprend tous les points de l'axe m�edian et est donc r�eversible,

mais n'est pas d'�epaisseur 1 (�gure 56).
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d4 d8

d3;4 d5;7;11

Fig. 56 - Ligne m�ediane
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6.5 Extraction du squelette

6.5.1 R�eduction �a l'�epaisseur 1

La r�eduction de la ligne m�ediane �a l'�epaisseur 1 peut être obtenue en appliquant

des op�erations s�equentielles de suppression qui pr�eservent la topologie, et qui �evitent

le raccourcissement des branches du squelette. La r�eduction �a l'�epaisseur 1 est ici

un processus de re-marquage plutôt que de suppression r�eelle, l'information `ancien

LM ' pouvant servir par la suite. On d�esigne par S l'ensemble des points restant �a

un moment donn�e.

Il arrive que la ligne m�ediane pr�esente une forme irr�eductible [Eck88], qui donc

ne peut être amincie. Dans le cas g�en�eral, la ligne m�ediane peut contenir des points

4-internes, voire 8-internes (bien plus rares). Pour favoriser le centrage du squelette

dans la ligne m�ediane, cette �etape est r�ealis�ee en 2 passes. Au 1er passage, les points

4-internes dans LM ne sont pas supprimables, puis au 2nd passage, tous les points

restants sont candidats �a la suppression (�gure 57).
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X X X

X
X X

X
X

X supprimé

4 4-interne dans LM 

1er 2passage nd passage

Fig. 57 - R�eduction de la ligne m�ediane �a l'�epaisseur 1

Un point p est supprim�e dans la 1�ere inspection de S (la 2nde) si il satisfait

les conditions C0+C1 (conditions C0+C2). C0 pr�eserve la topologie et �evite en

même temps tout raccourcissement des branches de S. C1 centre S dans LM , et C2

empêche la cr�eation de trous dans S.

C0 Au moins un triplet de voisins ni(p), ni+2(p), ni+5(p) existe (i = 0; 2; 4; 6, addi-

tion modulo 8), tel que ni(p) et ni+2(p) 2 S alors que ni+5(p) 62 S.

C1 Au moins un 4-voisin de p n'appartient pas �a LM (originale).

C2 Au moins un 4-voisin de p n'appartient pas �a S (points restants �a cet instant).
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d4 d8

d3;4 d5;7;11

Fig. 58 - Squelette pond�er�e non �elagu�e et points perdus (sur les bords)
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Cette m�ethode tr�es simple r�eduit consid�erablement le cardinal des points du sque-

lette. Comme certains points de l'axe m�edian peuvent être supprim�es, la transfor-

mation n'est plus totalement r�eversible, mais les points perdus (au niveau du bord)

sont si �epars et insigni�ants (leur existence est fortement li�ee �a la digitalisation

de d�epart de l'objet) que le squelette peut nonobstant être consid�er�e comme une

repr�esentation �d�ele de l'objet (�gure 58).

6.5.2 Elagage

L'�elagage est e�ectu�e pour simpli�er la structure du squelette, en supprimant

des branches p�eriph�eriques (i.e branches d�elimit�ees par un point terminal) qui ne

correspondent pas �a des ren
ements signi�catifs pour une application donn�ee. Il

s'agit entre autres de branches cr�e�ees par des bruits du contour, ou artefacts de la

r�eduction de la ligne m�ediane �a l'�epaisseur unit�e. L'�elagage est de plus important

pour r�eduire la sensibilit�e du squelette �a la rotation et au changement d'�echelle.

Elaguer une branche implique cependant la suppression des points de l'axe m�edian

qu'elle contient. Pour tenir compte de la perte d'information caus�ee par la coupe

de la branche, il est souhaitable de se baser sur un crit�ere convenable d'importance

relative de la branche. En g�en�eral, une branche peut être coup�ee `en s�ecurit�e' si la

di��erence recouvr�ee avant et apr�es la coupure est n�egligeable. Cette di��erence peut

être �evalu�ee en terme de degr�e de recouvrement entre les disques centr�es sur les deux

extr�emit�es de la branche �a couper [San94].

q

pp - q + d < θ

Critère de l’élagage:

Fig. 59 - Degr�e de recouvrement

Soit p le point terminal de la branche et q > p un point s'�eloignant de p sur la

branche. Soit P et Q leurs disques associ�es. La branche peut être �elagu�ee de p �a q
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lorsque Q recouvre largement P . Le degr�e de recouvrement entre P et Q peut se

traduire par (p � q + d(p; q)), o�u d est la distance discr�ete utilis�ee pour construire

la carte de distance. On utilise un seuil de tol�erance � qui d�epend de la qualit�e

de r�eversibilit�e attendue (�gure 59). Le choix du seuil introduit une description

hi�erarchique des r�egions, par analogie avec les squelettes semi-continus [Att93].

Nous g�en�eralisons l'expression d�e�nie en [San94] de telle sorte qu'elle puisse être

calcul�ee quelle que soit la distance utilis�ee. Pour toute distance discr�ete, la distance

entre deux points p et q peut être exprim�ee en fonction du nombre de d�eplacements

unitaires horizontaux H et diagonaux D, le long d'un chemin 8-connexe de longueur

minimale les rejoignant (voir section 3.5.2).

Pour da;b;c, le degr�e de recouvrement entre les disques P et Q est donc :

p� q + aH + bD + �min(H;D)

o�u � = 0 si c =1 (cas de d4, d8 et d3;4), sinon � = c� b� a (� = �1 pour d5;7;11).

Le seuil � peut être �x�e �a a fois le nombre maximum de lignes ou colonnes

p�eriph�eriques dont on accepte la perte. On utilise couramment � = 2 � a.

3
p

1
p

2
p

q

Zone non recouverteForme

Fig. 60 - Elagage contrôl�e

Dans [San94], l'�elagage est aussi interrompu lorsque q < p, ou lorsqu'un n�ud

est atteint. En e�et un n�ud interm�ediaire pourrait se transformer durant l'�elagage

en point terminal et provoquer une sommation des pertes. Mais ici nous ne limitons
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pas l'�elagage aux branches externes du squelette. Nous propageons une �etiquette

unique pour chaque point terminal sur sa branche, et chaque fois que des branches

se rencontrent en n�ud, nous ajoutons leurs �etiquettes dans des listes circulaires. De

l�a, chaque point q connâ�t tous ses ancêtres p1; p2::pn, et le crit�ere de recouvrement

est test�e pour chaque couple (q; pi) ; d�es que l'un d'eux d�epasse le seuil on stoppe

(�gure 60).

6.5.3 Embellissement et simpli�cation

Au niveau macroscopique, le squelette comporte des branches p�eriph�eriques de

moindre importance, qui sont �elagu�ees au x6.5.2. Au niveau des pixels, on peut

distinguer 3 cat�egories de points dans le squelette :

� le point extr�emit�e, qui a une unique composante 4-connexe de voisins non dans

le squelette ;

� le point normal, qui a exactement 2 8-voisins ;

� le point de branchement, non-extr�emit�e, qui a au moins 3 8-voisins.

On fait apparâ�tre ces cat�egories de points sur un fragment de squelette �gure 61.

supprimé

décalé

normalbranchementBE extrémité

dent

zigzag

E

B

Fig. 61 - Fragment de squelette

L'algorithme d'amincissement du x6.5.1 privil�egie la rapidit�e, mais provoque de

nombreux `zigzags' et de `dents' (point extr�emit�e voisin d'un point de branchement).

Tout l'int�erêt consiste �a produire le squelette le plus simple structurellement, pour

faciliter le parcours ult�erieur des arcs du squelette, et le squelette le plus `liss�e', pour

la robustesse de la polygonalisation de ces arcs, e�ectu�ee au chapitre 7. Pour obtenir

de beaux squelettes, on doit donc corriger les zigzags et supprimer les dents.
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d4 d8

d3;4 d5;7;11

Fig. 62 - Squelette d�e�nitif (apr�es �elagage � = 2 � a et embellissement) et bord

externe de la r�egion cod�ee
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La correction des zigzags s'op�ere en d�epla�cant le marqueur de certains points vers

un voisin. Un point p n'ayant dans S que 2 voisins ni(p) et ni+2(p) (i = 1; 3; 5; 7,

addition modulo 8) est supprim�e de S, au pro�t de son voisin ni+1(p), qui est marqu�e

�a la place de p dans le même temps. On peut d�ecider de n'accepter ni+1(p) que s'il

faisait partie de LM (originale) avant sa r�eduction �a l'�epaisseur unit�e, auquel cas il

est un point de squelette de plein droit.

La d�etection des dents est tr�es simple, vu leur d�e�nition. La suppression du point

extr�emit�e peut modi�er (c'est le but) la cat�egorie du point de branchement voisin

(�gure 61).

On doit tenir compte du fait qu'un d�eplacement ou une suppression peuvent

causer un �epaississement de S dans le voisinage, qui fera supprimer d'autres points,

cr�eant des dents, zigzags, etc.

Nous avons impl�ement�e la phase compl�ete d'�elagage / embellissement / correc-

tion selon un sch�ema parall�ele. On m�emorise au d�epart tous les points terminaux,

puis chaque sous-phase est accomplie et donne lieu �eventuellement �a un voisinage

�a traiter. On ne balaie plus l'image, d'o�u la tr�es grande rapidit�e du processus. La

�gure 62 montre le r�esultat �nal sur notre exemple.

6.6 Discussion

Dans la m�ethode de squelettisation que nous avons pr�esent�ee dans ce chapitre,

on peut regrouper certaines phases, et nous ramener �a l'algorithme suivant :

1. calculer l'image de distances DM (2 parcours) ;

2. marquer l'axe m�edian, les points selles et les chemins de reconnection (1 par-

cours altern�e avec une propagation) ;

3. remplir les faux trous et m�emoriser les points du squelette (1 parcours) ;

4. r�eduire �a l'�epaisseur 1 (les points sont directement adress�es) ;

5. �elaguer et simpli�er (le squelette est parcouru �a partir des points extr�emit�e).

On ne peut pas parler ici de complexit�e de l'algorithme, mais de nombre de passages

sur l'image. Le coût de cet algorithme est modeste en temps de calcul car seulement

5 parcours de l'image sont n�ecessaires, quelle que soit l'�epaisseur de la forme �a

squelettiser.
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Cependant le temps de calcul d�epend du ratio entre les points objet et fond de

l'image, ainsi que de la distance employ�ee. L'algorithme a �et�e test�e sur un ensemble

d'images 512�512 dans [Thi94b]. La comparaison des r�esultats montre que le temps

de calcul est l�eg�erement plus grand pour d5;7;11, puisqu'il n�ecessite des op�erations

sur un plus grand nombre d'arguments. La distance d8 est �a peine plus coûteuse que

d4 et d3;4, la ligne m�ediane �etant plus �epaisse pour d8.

Le crit�ere d'arrêt pour l'�elagage est donn�e au x6.5.2 en terme de degr�e de recou-

vrement, et se traduit par une plus ou moins grande perte en nombre de pixels selon

la distance employ�ee. Cela est dû �a la g�eom�etrie des boules. Le ratio entre les points

objet et les points perdus donne une mesure de la r�eversibilit�e de la m�ethode.

Un compromis raisonnable entre le temps de calcul et la r�eversibilit�e est d3;4. Le

squelette produit par cette distance pr�esente aussi une bonne stabilit�e en rotation.

C'est pourquoi d3;4 est g�en�eralement employ�ee dans les applications.

La distance d5;7;11 doit être pr�ef�er�ee lorsque une plus grande �d�elit�e est requise,

car elle est tr�es proche de la distance euclidienne. Le temps de calcul l�eg�erement

sup�erieur est compens�e par la plus grande stabilit�e en rotation, et la pr�ecision utile

par exemple en morphom�etrie.

Le crit�ere d'�elagage peut être am�elior�e. Une estimation de l'aire non recouvr�ee

a�nerait la r�eversibilit�e, mais peut-être aussi au d�etriment de la simplicit�e du sque-

lette.

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit une m�ethode uni��ee pour extraire le sque-

lette pond�er�e d'une image de distance, construite avec les distances discr�etes les

plus courantes. Nous avons utilis�e des distances �a un poids (d4), deux poids (d8 et

d3;4) et trois poids (d5;7;11). L'algorithme peut être facilement �etendu �a toute dis-

tance da;b ou da;b;c. Pour ce faire, il su�t de recalculer les tables de correspondance

pour l'extraction de l'axe m�edian. L'extension aux distances de plus de trois pond�e-

rations est possible, avec quelques modi�cations suppl�ementaires : au niveau de la

ligne m�ediane, il faut adapter le suivi de gradient et la recherche des faux trous. Si

la d�emarche est voisine pour la distance euclidienne, on peut di�cilement uni�er le

d�etail des op�erations et des structures.
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Employer di��erentes distances produit naturellement des cartes de distance et

des squelettes d'aspect et de propri�et�es di��erentes. Cela nous permet de choisir la

distance la plus appropri�ee �a une application donn�ee. Dans la �gure 62 on montre

la g�eom�etrie des squelettes, ainsi que la forme recouverte tr�es caract�eristique. Evi-

demment la distance qui produit les meilleurs r�esultats est la plus isotrope, d5;7;11.

Le temps de calcul est tr�es limit�e, et les phases de l'algorithme peuvent être re-

group�ees �a 5 inspections de l'image. Certains algorithmes de squelettisation sont

con�cus directement sur machines parall�eles [Ube93]. Notre m�ethode peut être paral-

l�elis�ee, mais avec une strat�egie sp�eci�que pour chaque �etape. Les cartes de distances

sont trait�ees au x2.4.4. L'extraction des points selle et de l'axe m�edian est une op�e-

ration locale. Les phases de propagation et de parcours du squelette demandent une

�etude particuli�ere.



Chapitre 7

Description de formes

Une forme binaire, pouvant être per�cue comme la superposition de r�egions �elon-

g�ees, est d�ecompos�ee en r�egions simples �a travers son squelette. Le squelette pond�er�e

est interpr�et�e comme une courbe 3D, o�u les coordonn�ees de chaque pixel sont les

coordonn�ees planaires plus le poids. La courbe 3D est polygonalis�ee, chaque segment

repr�esentant l'�echine d'une r�egion �el�ementaire, i.e dont l'�epaisseur change lin�eaire-

ment et dont l'orientation est �xe. De l�a les �echines sont analys�ees, pour simpli�er la

d�ecomposition du squelette et �eviter la redondance. Certaines �echines sont annihil�ees

tandis que d'autres sont fusionn�ees.

Les �el�ements r�esultants sont utiles pour la repr�esentation et la description de

la forme. La d�ecomposition peut être men�ee �a di��erents niveaux de r�esolution, en

jouant sur la polygonalisation et la fusion.

107
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7.1 Introduction

Partant d'un syst�eme de repr�esentation, la description est une �etape importante

pour la compr�ehension ou le traitement de formes.

La description est sp�eci�que au type de sc�ene �a analyser (images binaires ou en

niveaux de gris, volumes, mouvements, robotique). Nous nous int�eressons au cas des

images binaires 2D. Les deux grandes classes de codage d'un objet binaire sont les

repr�esentations par les r�egions, et les repr�esentations par les contours.

Le contour d'une forme discr�ete, constitu�e d'une suite de points, est une in-

formation locale. De nombreuses applications peuvent s'en satisfaire, par exemple

la d�ecomposition en parties convexes �a partir du contour [Ong92]. Les m�ethodes

orient�ees contour sont g�en�eralement plus e�caces lorsqu'elles s'appuient sur une

approximation du bord, qui est plus simpli��ee, par exemple avec des segments de

droite [Pav77], des segments et des arcs de cercles, ou avec des splines [Pav92].

Le codage des r�egions est une approche alternative et compl�ementaire au co-

dage par les contours. La forme est dissoci�ee par partitionnement ou recouvre-

ment. L'exemple typique de partitionnement est le quadtree [Sam90]. Un deuxi�eme

exemple, qui n'est pas contraint par le maillage, est le pavage de Vorono�� [Ber94].

L'axe m�edian (chapitre 5) et le squelette pond�er�e (chapitre 6) donnent un recouvre-

ment de la forme ; on y revient dans la suite.

Les repr�esentations axiales allient contours et r�egions. Elles sont d�edi�ees �a une

classe de formes appel�ees rubans. Les rubans de Blum [Blu78] sont g�en�er�es en faisant

glisser un disque sur une courbe planaire. Les rubans de Brooks [Bro81] utilisent le

même principe, mais avec des segments perpendiculaires �a la courbe. Les rubans de

Brady [Bra84] sont d�e�nis par des sym�etries locales. Ces trois familles de rubans

sont compar�ees dans [Ros86, Pon88].

Pour �evaluer une repr�esentation, il est n�ecessaire de prendre en compte ses qualit�es

de compression, son degr�e de r�eversibilit�e, les caract�eristiques de la structure de

donn�ees, le coût de calcul de la repr�esentation, ainsi que son potentiel d'adaptation

�a di��erents traitements. En ce sens, il n'existe pas de repr�esentation id�eale, chacune

d'entre elles se r�ev�elant mieux adapt�ee �a certains objectifs.

Nos objectifs sont relatifs aux traitements des objets contenus dans une image,

en termes d'interpr�etation et de manipulation.
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L'interpr�etation de formes g�eom�etriques peut s'exprimer par un syst�eme de repr�e-

sentation fond�e sur des formes �el�ementaires, qui par exemple co��ncident localement

avec les r�egions. Un graphe permet alors d'acc�eder �a une description hi�erarchis�ee.

La manipulation peut être la d�ecomposition d'objets complexes en entit�es plus

simples, ou le �ltrage par la suppression de parties non signi�catives.

Nous excluons de ce chapitre les traitements g�eom�etriques et ensemblistes, qui ne

rel�event pas de la description et de la compr�ehension de formes.

Un premier moyen d'appr�ehender le contenu d'une image est l'extraction de pa-

ram�etres. Ainsi les moments et les projections sur les axes sont directement calcul�es

�a partir du squelette pond�er�e (avec d8) dans [San90]. On mentionne d'autres para-

m�etres g�eom�etriques, tels que l'aire, le p�erim�etre et le centre de gravit�e, et les para-

m�etres topologiques comme le nombre d'Euler et les nombres de connexit�e [Cha91], �a

partir desquels on peut avoir une �evaluation de la complexit�e de la forme, et produire

d'autres param�etres, tels que le facteur d'allongement ou le degr�e de convexit�e.

Le degr�e d'appariement est un �el�ement descriptif pour la reconnaissance ; il est li�e

�a une base de formes, n�ecessairement �nie. Il peut être calcul�e �a l'aide d'une image

de distance [Bar77, Bor86b]. L'appariement peut �egalement être e�ectu�e �a partir de

la polygonalisation du contour [Ste90].

Dans [Rom93], le contour est approxim�e par des B-splines quadratiques. Les axes

de sym�etries locales en sont ensuite extraits, suivant l'approche des rubans de Brady

[Bra84]. Par nature cette repr�esentation est locale, tr�es sensible aux bruits, et coû-

teuse �a calculer. L'utilisation de B-splines l�eve ces probl�emes. Les axes de sym�etrie

sont ensuite exploit�es pour la d�ecomposition de formes, fond�ee sur l'importance re-

lative des r�egions et leurs relations spatiales. Mais certains ph�enom�enes li�es aux

B-splines, et la non-homotopie des axes de sym�etrie, limitent cette m�ethode.

Disposant d'un squelette pond�er�e calcul�e dans le chapitre 6, notre objectif est de

mettre �a l'�epreuve cette repr�esentation, en d�eveloppant une description souple et

utilisable pour la manipulation et l'interpr�etation de formes [Thi94a, Thi94c].

Dans la bibliographie ant�erieure, on trouve dans [Sir91], une repr�esentation uni-

quement fond�ee sur la polygonalisation d'un squelette binaire. Une m�ethode plus �ela-

bor�ee [Chi89] approxime un squelette pond�er�e (avec d8) par des segments de droites

et des arcs de cercles. L'appariement de deux graphes structurels quelconques, pro-

venant de la polygonalisation d'un squelette, est d�evelopp�e dans [Dar94]. Le contexte
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de ces deux derni�eres m�ethodes est la reconnaissance de caract�eres.

Ces repr�esentations tiennent peu compte de l'�epaisseur des objets, et sont trop

focalis�ees sur une même probl�ematique. Nous e�ectuons au x7.2 l'approximation

polygonale sur le squelette pond�er�e (multi-distance), en tenant compte de l'�epaisseur.

L'exploitation des propri�et�es du codage a lieu au x7.3. La simpli�cation et la fusion

de la description, dans le but de faciliter l'interpr�etation, sont pr�esent�ees au x7.4.

7.2 Polygonalisation du squelette

7.2.1 Pr�eliminaires

Le squelette pond�er�e est calcul�e au chapitre 6 sur des objets pouvant être per�cus

comme l'union de r�egions �elong�ees (ou de rubans).

La classi�cation des points de squelette en point extr�emit�e, point normal et point

de branchement est d�e�nie au x6.5.3. Un point extr�emit�e est plac�e en correspondance

avec le bout d'une r�egion �elong�ee de l'objet. Un point de branchement identi�e la

rencontre d'arcs du squelette, et est positionn�e au niveau de la superposition des

r�egions �elong�ees.

Les points extr�emit�e et de branchement nous autorisent �a interpr�eter le squelette

comme la concat�enation de branches de squelette. Ce sont des arcs du squelette,

dont les points sont tous normaux, sauf les terminaisons. A ce propos, on appelle

branche de squelette p�eriph�erique une branche d�elimit�ee par un point extr�emit�e.

Lorsque tous les pixels de S sont des points normaux, alors le squelette est une

simple courbe. Cette courbe est trait�ee commeune unique branche de squelette, dont

les extr�emit�es sont choisies arbitrairement parmi 2 points adjacents du squelette. Ces

deux pixels sont consid�er�es comme deux points de branchement, pour traiter toutes

les branches de squelettes de fa�con homog�ene.

Une r�egion �el�ementaire de l'objetB est un ensembleR, obtenu par transformation

de distance inverse (x2.4.3) sur une section de branche de squelette, tel que :

� l'�epaisseur locale de R change lin�eairement et monotoniquement le long de la

section de branche de squelette ;

� les parties du contour communes �a R et B sont des segments.
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La section de branche de squelette correspondant �a la r�egion �el�ementaire R est

l'�echine de R. L'�echine peut être raisonnablement repr�esent�ee par les coordonn�ees

et le poids de ses extr�emit�es. En retour, une approximation de R peut être obtenue

avec l'enveloppe convexe des deux disques associ�es aux extr�emit�es de l'�echine. Les

disques ont des allures di��erentes suivant la distance adopt�ee, alors que la portion

centrale de l'enveloppe est un trap�eze.

Cortopassi a propos�e le terme gyxel pour une r�egion �el�ementaire, en s'appuyant

sur la distance d4 [Cor88]. Nous conservons cette appellation pour les distances de

chanfrein. Un gyxel est repr�esent�e �gure 63.

Fig. 63 - Un gyxel pour d3;4 (avec l'�echine en pointill�e)

7.2.2 Approximation polygonale

Le squelette est trait�e branche par branche. La d�ecomposition e�ectu�ee est �equi-

valente �a celle que l'on obtiendrait individuellement sur chaque r�egion, r�esultant de

la transformation inverse de distance sur chaque branche. Les branches du squelette

sont en principe toutes signi�catives, suite �a la phase d'�elagage du x6.5.2.
Une structure de graphe est adopt�ee, pour m�emoriser les terminaisons des

branches de squelette et les relations spatiales entre branches.

Chaque branche du squelette est ensuite partitionn�ee au moyen d'une approxima-

tion polygonale, de telle sorte que chaque portion rectiligne du squelette constitue

l'�echine d'une r�egion �el�ementaire.

Les points de division doivent être plac�es aux changements de direction sur le

squelette qui re
�etent un changement d'orientation au niveau du contour. Des points

de division doivent aussi être plac�es lorsque la variation de l'�epaisseur n'est plus

lin�eaire ou monotone. Pour localiser ces deux types de points de division, nous

consid�erons chaque branche de squelette comme un arc dans l'espace 3D, rep�er�e par

les coordonn�ees planaires et la distance normalis�ee.
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La valeur normalis�ee d'un point du squelette �etiquet�e �a p, est le plus petit entier

k, tel que k � p=a, pour une distance da;b;���.

Nous normalisons la distance pour traiter de fa�con uniforme les trois coordonn�ees,

en autorisant une variation d'une unit�e dans chacune des trois directions, lorsque

l'on passe d'un point du squelette �a l'un de ses voisins. Grâce �a cela, la branche de

squelette est encore un arc connexe dans la repr�esentation 3D.

L'approximation polygonale est e�ectu�ee avec l'algorithme r�ecursif de Pavlidis

[Pav77]. Sa mise en �uvre est tr�es simple, et le r�esultat n'est pas in
uenc�e par le

sens de parcours de l'arc. D'autres propri�et�es int�eressantes li�ees �a cet algorithme

viennent conforter son choix au x7.3.

Les terminaisons de la branche courante, not�ees vi et vf , sont accept�ees comme

points de division, et sont stock�ees dans la structure de donn�ees. De l�a sont identi��es

r�ecursivement de nouveaux sommets (m�emoris�es dans la structure de donn�ees). La

distance euclidienne d3D(p) entre chaque pixel p de la branche de squelette et la

droite 3D (vi; vf) est calcul�ee. Celui des points p qui maximise d3D est pris comme

nouveau sommet v, �a condition que d3D(v) soit sup�erieur �a un seuil �, �x�e a priori. Le

processus est relanc�e sur les sous-arcs (vi; v) et (v; vf) ; il s'arrête lorsque d3D(v) � �.

Si plusieurs pixels de la branche du squelette maximisent d3D(p), les deux points

v1 et v2 qui sont respectivement les plus proches de vi et vf sont accept�es comme

sommets, et le processus est relanc�e sur les 3 sous-arcs (vi; v1), (v1; v2) et (v2; vf).

En e�et, accepter tous les points qui maximisent d3D(p) pourrait engendrer une ap-

proximation polygonale avec trop de sommets, pas tous n�ecessairement signi�catifs.

A contrario, n'accepter qu'un seul point rendrait la d�ecomposition d�ependante de

l'ordre dans lequel les pixels sont examin�es.

Nous remarquons que le calcul de la racine carr�ee n�ecessaire pour obtenir la

distance euclidienne d3D(p) peut être �evit�e, puisque le même r�esultat est obtenu en

comparant le carr�e de la distance et le carr�e du seuil.

La valeur du seuil � est �x�ee selon la tol�erance consid�er�ee comme acceptable pour

une tâche donn�ee. Le seuil doit être assez petit pour favoriser un recouvrement �d�ele

des r�egions �el�ementaires. La valeur � = 1:5 s'est r�ev�el�ee exp�erimentalement correcte ;

elle est utilis�ee �gure 64 sur une forme synth�etique.
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Fig. 64 - Partition du squelette pour d3;4 et � = 1:5. Les sommets sont num�erot�es.

7.3 Propri�et�es du partitionnement

7.3.1 Aspect multir�esolution

Des algorithmes de calcul d'un squelette multir�esolution ont �et�e propos�es dans

la litt�erature [Arc81, Dil87]. Ils tenaient compte de la courbure du contour pour

d�etecter les points extr�emit�e, et fournissaient di��erents squelettes, selon la pr�esence

ou la longueur de branches p�eriph�eriques. De l�a �etait possible une hi�erarchie entre

les branches de squelette, et donc entre les r�egions �elong�ees.

Dans la m�ethode que nous proposons, di��erentes repr�esentations des mêmes

branches de squelette sont r�ealis�ees �a di��erents degr�es, en faisant varier les seuils

(croissants) de la polygonalisation [Thi93b]. Le but est d'obtenir une description

multir�esolution des r�egions �elong�ees associ�ees aux branches de squelette. Le seuil le

plus petit donne le plus haut degr�e de description.

En fait, l'approximation polygonale n'est faite qu'une seule fois, en prenant la

plus petite valeur des seuils que l'on veut tester. Grâce �a l'algorithme r�ecursif de d�e-

coupage de Pavlidis, les sommets candidats au plus bas degr�e sont d�ej�a des sommets

accept�es dans les r�esolutions sup�erieures. L'information n�ecessaire pour identi�er les

sommets dans les approximations successives est disponible, car d�es qu'un sommet
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p est m�emoris�e �a une �etape donn�ee dans le processus r�ecursif, nous stockons la dis-

tance d3D(p). Pour obtenir une description plus grossi�ere avec un seuil plus grand,

il su�t de le comparer �a d3D(p).

i x y k m t

1 30 40 15 5 b

2 20 38 12 5 e

3 35 128 16 5 e

4 51 128 17 1 n

5 73 129 14 4 n

6 105 118 12 5 n

7 116 104 14 3 n

8 117 86 14 5 n

9 115 79 16 1 n

i x y k m t

10 110 73 15 3 n

11 104 69 14 1 n

12 95 67 15 5 n

13 68 68 12 2 n

14 51 74 11 3 n

15 34 75 16 5 n

16 31 68 15 1 n

17 31 51 11 2 n

18 31 41 14 5 b

i x y k m t

19 112 22 14 5 e

20 106 25 13 1 n

21 88 26 13 1 n

22 73 32 12 2 n

23 55 34 14 1 n

24 36 39 13 1 n

25 31 40 15 5 b

Fig. 65 - Repr�esentation compacte d'une multir�esolution du squelette

Nous proposons une repr�esentation compacte des multiples r�esolutions e�ectu�ees

sur une forme [Thi93b]. Nous associons �a chaque sommet de num�ero i un quintuplet

(x, y, k, m, t) o�u (x, y) sont les coordonn�ees cart�esiennes, k la distance normalis�ee,

m un compteur de pr�esence du point aux di��erents niveaux de r�esolution, et en�n t

le type du sommet. La repr�esentation compacte est illustr�ee dans la table de la �gure

65, �a partir des sommets num�erot�es de la �gure 64. Les degr�es d'approximations avec

� = 2:5, � = 4, � = 6 et � = 8 sont directement d�eduits de l'approximation initiale

o�u � = 1:5. Les r�egions associ�ees sont repr�esent�ees �gure 66.

La complexit�e de l'algorithme de Pavlidis est en O(n log n), o�u n est le nombre

de points du squelette. La recherche des niveaux de sous-r�esolution est un simple

parcours d'une approximation plus �ne. L'utilisation de la distance normalis�ee nous

permet de traiter la polygonalisation ind�ependamment de la distance de chanfrein

ayant permis le calcul du squelette.

Au x7.4 on est amen�e �a distinguer deux niveaux de r�esolution, avec �1 = 1:5 et

�2 = 2, pour distinguer les sommets qui a�nent les d�etails des sommets `robustes'.
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� = 2:5 � = 4:0

� = 6:0 � = 8:0

Fig. 66 - Quatre niveaux de d�ecomposition

7.3.2 Inversibilit�e

Il n'est pas indispensable de reg�en�erer les gyxels, repr�esent�es par les �echines, pour

extraire des propri�et�es g�eom�etriques (telles que l'aire ou le p�erim�etre), ou d�etecter

des propri�et�es de la forme (comme l'orientation ou la rectangularit�e). Ces caract�eres

peuvent être facilement d�eduits �a partir des coordonn�ees 3D des sommets.

Il peut être cependant utile de recr�eer la forme, pour illustrer des manipulations

sur les gyxels, ou simplement avoir une repr�esentation r�eversible. Deux techniques

sont applicables, par la transformation de distance inverse, ou par le trac�e des gyxels.

La structure de donn�ees doit contenir les coordonn�ees planaires des sommets, ainsi

que le poids issu de l'image de distance (le poids normalis�e serait moins pr�ecis).

Dans la premi�ere m�ethode, on trace chaque �echine avec un algorithme de segment

discret ad hoc, qui pond�ere lin�eairement les pixels tout au long du segment, depuis le

poids d'une extr�emit�e jusqu'au poids de la seconde. On redessine ainsi une forme tr�es
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proche du squelette pond�er�e de d�epart (mais ce n'est pas tout �a fait un squelette). Il

su�t de lui appliquer une transformation inverse de distance (x2.4.3) pour retrouver
une forme tr�es proche de l'objet initial.

La seconde m�ethode consiste �a dessiner analytiquement le bord de chaque gyxel.

Pour les distances classiques �a 2 et 3 coe�cients, le calcul des enveloppes convexes

est faisable par la g�eom�etrie algorithmique, connaissant les pentes de chaque côt�e

(x3.3.2). Pour des masques plus grands, il vaut mieux sch�ematiser le gyxel en em-

ployant directement des cercles.

La premi�ere m�ethode reste dans le domaine des images de distances, alors que

la seconde se rapproche plus de la g�eom�etrie algorithmique. L'une est e�cace pour

r�eg�en�erer toute la forme et est simple �a mettre en �uvre, tandis que l'autre est plus

appropri�ee pour dessiner s�epar�ement les r�egions �el�ementaires.

La qualit�e de la r�eversibilit�e d�epend directement du seuil de polygonalisation. Le

but principal de cette m�ethode n'est cependant pas d'approximer un objet le plus

�d�element possible (on a d�ej�a perdu un peu lors du calcul du squelette puis de son

�elagage), mais de fournir une repr�esentation simpli��ee de la forme.

En ce sens, la polygonalisation du squelette est bien adapt�ee, nous ramenant �a

une expression vectorielle de la forme, tr�es compacte et souple, qui nous autorise �a

d�evelopper de l'algorithmique e�cace pour la description de la forme.

7.4 Simpli�cation et fusion

Certaines r�egions repr�esent�ees par des �echines de squelette sont (presque compl�e-

tement) recouvertes par des r�egions adjacentes, en particulier lorsque l'approxima-

tion polygonale est r�ealis�ee avec un seuil bas. Pour �eviter la redondance, les r�egions

recouvertes ne devraient plus être prises en compte, ou alors fusionn�ees avec des

r�egions adjacentes [Thi93c]. Pour ce faire, on e�ectue dans leur ordre d'apparition

les op�erations ci-apr�es, r�ealis�ees sur les �echines.

7.4.1 Annihilation des �echines courtes

Toutes les �echines courtes (pour �xer les id�ees, disons les �echines de 4 pixels et

moins) sont examin�ees. Les �echines courtes, dont les �echines contig�ues ne sont pas

courtes, sont appel�ees �echines courtes isol�ees.
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Toute �echine courte si, d�elimit�ee par deux points normaux, est annihil�ee, en

d�epla�cant les deux sommets, partag�es avec les �echines contig�ues si�1 et si+1, vers

une position commune dans l'espace 3D. Cette position est soit le barycentre de si,

soit l'intersection de si�1 et si+1, suivant l'angle entre si�1 et si+1. Le pixel commun

aux deux nouvelles �echines, obtenues en modi�ant si�1 et si+1, n'est pas retenu

comme un sommet, si les deux nouvelles �echines sont align�ees, dans la limite de la

tol�erance d�e�nie lors de l'approximation polygonale. Lorsque c'est le cas, les deux

nouvelles �echines sont fusionn�ees en une �echine unique, qui repr�esente encore une

r�egion �el�ementaire.

Toute �echine courte d�elimit�ee par un point extr�emit�e ou par un point de branche-

ment est supprim�ee. Cependant, lorsque si est d�elimit�e par un point de branchement,

la trace de si doit être gard�ee, pour respecter la position relative des branches de

squelette, et par l�a des r�egions correspondantes dans la d�ecomposition de la forme.

Dans ce cas, l'�echine si joue le rôle de lien, mais ne poss�ede plus de pouvoir de

repr�esentation dans la d�ecomposition.

7.4.2 Annihilation des �echines super
ues

Des �echines qui ne sont pas courtes peuvent aussi correspondre �a des r�egions

presque compl�etement recouvertes par des r�egions adjacentes. Ces �echines sont su-

per
ues pour la repr�esentation et la description de la forme.

Une �echine peut être consid�er�ee comme super
ue, si l'enveloppe des disques cen-

tr�es en ses extr�emit�es (le gyxel) ne di��ere pas signi�cativement de l'union des deux

disques, ce qui peut être le cas si les deux disques se recouvrent partiellement. Nous

�evaluons le recouvrement de la fa�con suivante. Soit d la distance de chanfrein entre

les deux extr�emit�es de l'�echine, et l1 et l2 leur poids respectifs. L'�echine est jug�ee

super
ue si la condition de recouvrement l1
2 + l2

2 � d2 est satisfaite.

Si les extr�emit�es d'une �echine super
ue s sont deux points normaux et si les deux

�echines contig�ues sont toutes deux non super
ues, alors s est annihil�e en suivant la

même strat�egie que pour les �echines courtes du x7.4.1.
Les e�ets de l'annihilation d'une �echine sont illustr�es �gure 67.
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(a) (b)

Fig. 67 - Annihilation d'une �echine : dans la partition initiale du squelette (a) en

trois �echines (pointill�e), le gyxel central non signi�catif est supprim�e (b).

7.4.3 Croisement de r�egions

Les �echines ayant un point de branchement en commun identi�ent des r�egions �el�e-

mentaires qui se croisent. Les �echines sont signi�catives si les r�egions �el�ementaires

correspondantes ne se recouvrent pas notablement. Dans le cas contraire, leur pr�e-

sence n'est n�ecessaire dans le squelette que pour re
�eter les relations spatiales entre

les branches de squelette. Comme auparavant au x7.4.1, ces �echines sont ramen�ees

au rang de lien, sans aucun pouvoir de repr�esentation dans la d�ecomposition.

Cependant il peut se produire que consid�erer l'une de ces �echines comme un

lien n'est pas su�sant, pour �eliminer la redondance dans la d�ecomposition, et pour

am�eliorer la stabilit�e de la d�ecomposition en rotation. Ainsi des �echines successives,

localis�ees sur la même branche de squelette, n'ont parfois aucun pouvoir de repr�e-

sentation. En e�et, la branche de squelette peut avoir �et�e excessivement fragment�ee

durant la phase de polygonalisation, si bien que la portion de la branche de sque-

lette, qui dans la d�ecomposition �nale ne devrait avoir qu'un rôle de lien, se retrouve

morcel�ee en de multiples fragments. D'autre part, l'approximation polygonale du

squelette, extraite avec un seuil bas, est rarement stable lorsque l'orientation de la

forme initiale est chang�ee. De l�a, une interpr�etation di��erente, quant �a l'�etat de lien,

pourrait survenir si la forme est rot�ee.

Les sommets extraits pour le seuil bas habituel �1 = 1:5, qui demeurent des

sommets pour un seuil plus grand �2 = 2, sont davantage port�es �a être pr�esents dans

la d�ecomposition du squelette lorsque la forme est rot�ee, et �a identi�er correctement

les portions de branches de squelette ne devant jouer qu'un rôle de lien dans la

d�ecomposition �nale. Ces sommets, dits stables, sont identi��es en se r�ef�erant au

quadruplet (x, y, label, d3D) stock�e pour chaque sommet durant l'approximation

polygonale (x7.2).
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Soit b1, b2, : : :, bn les branches de squelette partageant le point de branchement vb,

et soit vi (i = 1 �a n) le premier sommet localis�e sur bi subsistant dans l'approximation

polygonale pour �2. La partie de bi d�elimit�ee par vb et vi est d�eclar�ee sans pouvoir

de repr�esentation, si pour un sommet vj, localis�e sur bj (j 6= i), la condition de

recouvrement du x7.4.2 est satisfaite pour les disques centr�es en vi et vj. Si c'est

le cas, la partie est maintenue �a un rôle de lien. Dans le cas contraire, la condition

de recouvrement est test�ee entre le disque centr�e en vb et entre chaque disque de la

partie de bi, d�elimit�ee par vb et vi, pour identi�er le plus grand lien et pour simpli�er

la d�ecomposition. L'analyse des n�uds est illustr�ee �gure 68.

(a) (b)

(c) (d) (e)

Fig. 68 - Analyse des n�uds : les �echines non repr�esentatives sont supprim�ees en

(b) et (e). Les disques extrêmes se recouvrent en (a), mais pas en (c) ; le disque

centr�e sur le point de branchement recouvre l'un des trois disques en (d).

7.4.4 Fusion d'�echines

A cette �etape du processus, toutes les �echines subsistantes contribuent �a retrou-

ver la forme. En fusionner certaines pourrait être utile pour r�eduire le nombre de

r�egions, qui vont constituer les primitives de la description de la forme. La r�eduction

du nombre de r�egions accrô�t g�en�eralement la stabilit�e en rotation, et fournit des

r�esultats plus en accord avec l'intuition humaine.

Des r�egions �el�ementaires su�samment proches en �epaisseur et en orientation peu-

vent être fusionn�ees, en regroupant les �echines correspondantes. Une r�egion fusion-
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n�ee, bien que n'�etant plus une r�egion simple, peut encore être d�ecrite �a partir des

coordonn�ees 3D des sommets des �echines regroup�ees. Di��erentes concat�enations sont

possibles, en faisant varier un degr�e de tol�erance, et elles produiront di��erentes d�e-

compositions de la forme. Les d�ecompositions ont toutes le même pouvoir de repr�e-

sentation, puisque chaque r�egion fusionn�ee est l'union de ses r�egions �el�ementaires.

Ce n'�etait pas le cas lorsque di��erentes d�ecompositions �etaient obtenues par chan-

gement de seuil dans la polygonalisation du squelette (cf �gure 66).

Le fait de disposer de plusieurs d�ecompositions du même objet est utile pour faci-

liter la reconnaissance de la forme, et nous permet de s�electionner une d�ecomposition

plus appropri�ee �a la solution d'un probl�eme sp�eci�que.

L'orientation et l'�epaisseur de deux r�egions �el�ementaires contigu�es sont �d�element

re
�et�ees par leurs �echines. Si les �echines, repr�esent�ees par des segments 3D, sont

align�ees dans les limites d'une tol�erance choisie, alors ces r�egions sont semblables et

devraient être fusionn�ees.

Chaque paire d'�echines successives, appartenant �a la même branche de squelette,

est examin�ee. Soit (vi�1, vi) et (vi, vi+1) les sommets d�elimitant la paire courante.

Soit Di la distance euclidienne entre vi et la droite (vi�1, vi+1), et Li la distance

euclidienne entre vi�1 et vi+1. Un bool�een F est initialis�e �a 0 ; il est mis �a 1 en

correspondance avec chaque sommet vi, tel que Di=Li est inf�erieur �a un seuil de

fusion ', �x�e a priori.

Soit v1, v2, : : :, vn une suite de sommets pour lesquels le bool�een F = 1. De plus,

soit v0 et vn+1 les deux sommets pr�ec�edant imm�ediatement v1 et suivant imm�edia-

tement vn.

� Si n = 1, alors les deux �echines (v0, v1) et (v1, vn+1) sont fusionn�ees.

� Si n > 1, alors pour chaque i de 1 �a n, la distance D0

i entre vi et la droite

(v0, vn+1) est divis�ee par la longueur L0

i du segment [v0, vn+1]. Si pour chaque

sommet on a D0

i=L
0

i < ', alors toutes les �echines sont fusionn�ees. Dans le cas

contraire, on tente de fusionner avec la même strat�egie, les suites v1 : : : vk�1,

vk : : : vj et vj+1 : : : vn, en incr�ementant k et en d�ecr�ementant j de concert.

Les sommets d�elimitant une suite d'�echines fusionn�ees sont consid�er�es comme les ex-

tr�emit�es de l'�echine complexe r�esultante. Soulignons que ces sommets maintiennent
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leur pouvoir de repr�esentation, car la r�egion associ�ee �a l'�echine complexe est l'union

des r�egions �el�ementaires associ�ees aux �echines fusionn�ees.

La valeur du seuil de fusion ' d�epend de la tol�erance d�esir�ee. Exp�erimentalement

nous avons adopt�e la valeur de d�efaut ' = 0:25. Des seuils plus grands peuvent

favoriser la fusion.

Nous prenons comme exemple une coupe de joint en caoutchouc, qui est squelet-

tis�ee �gure 69, avec un seuil d'�elagage de 3. Les squelettes sont polygonalis�es avec

le seuil � = 1:5. Chaque segment code pour une r�egion (un gyxel). L'ensemble de

ces r�egions est montr�e �gure 70 ; l'information est tr�es redondante. Aux �gures 71

et 72, 2 valeurs de fusion di��erentes ont �et�e employ�ees. Notons que contrairement �a

la �gure 66, les r�egions ne sont pas �el�ementaires.

La possibilit�e de fusion entre �echines partageant un sommet de branchement

devrait aussi être prise en compte, de fa�con �a ce que la d�ecomposition �nale de la

forme ne soit pas conditionn�ee par la d�ecomposition pr�eliminaire du squelette en ses

branches le constituant. Des travaux compl�ementaires sont men�es en ce sens.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons expos�e une m�ethode de d�ecomposition de forme se

basant sur la d�ecomposition de son squelette. La m�ethode est ad�equate pour des

formes pouvant être per�cues comme l'union de r�egions �elong�ees ; elle pourrait être

employ�ee par exemple dans le contexte de l'analyse d'un document, pour classi�er

les symboles alphanum�eriques qu'il contient.

L'ad�equation de la m�ethode d�epend de la signi�cation des donn�es de d�epart, qui

est le squelette pond�er�e multi-distance d�evelopp�e au chapitre 6. Ce squelette inclut

en particulier une phase d'�elagage, pour �eviter les branches parasites. Cependant des

distorsions peuvent apparâ�tre, ind�ependamment de la technique de squelettisation,

qui sont intrins�equement li�ees �a l'inclusion de l'axe m�edian dans le squelette (sans

parler de la forme des boules de la m�etrique discr�ete employ�ee). La polygonalisation

�elimine les petites distorsions dues aux bruits du contour ; les phases d'annihilation

et de fusion d'�echines r�epondent aux distorsions plus larges dues �a l'axe m�edian.

La stabilit�e de la d�ecomposition en rotation est une pr�esupposition indispensable

pour toute application o�u l'orientation de la forme n'est pas connue a priori. Cette
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Fig. 69 - Squelettes pour d4, d8, d3;4 et d5;7;11 (de gauche �a droite), et bord externe

de l'objet initial (un joint en caoutchouc).

Fig. 70 - Toutes les r�egions correspondant �a la polygonalisation du squelette
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Fig. 71 - D�ecompositions avec ' = 0:15

Fig. 72 - D�ecompositions avec ' = 0:25
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stabilit�e peut être appr�eci�ee par le choix de la distance discr�ete. Elle peut être encore

favoris�ee par les phases d'annihilation et de fusion, qui r�eduisent aux plus signi�catifs

le nombre de composants dans la d�ecomposition.

Une caract�eristique int�eressante de la m�ethode est la possibilit�e d'obtenir des

d�ecompositions �a di��erents niveaux. Cela peut être accompli en changeant les seuils

de l'approximation ou de la fusion. Dans le premier cas, la repr�esentation obtenue

n'a pas le même pouvoir de repr�esentation. En e�et, les �el�ements d�ecompos�es du

squelette sont consid�er�es comme les �echines de r�egions simples, ind�ependamment du

seuil employ�e. Les repr�esentations vari�ees peuvent être donn�ees de fa�con compacte.

Dans le second cas, les d�ecompositions di��erent les unes des autres par le nombre

de leur r�egions fusionn�ees, mais ont toutes le même pouvoir de repr�esentation. Une

r�egion fusionn�ee avec un seuil faible est plus simple �a d�ecrire, mais la description

compl�ete de la forme en termes de ses r�egions fusionn�ees est moins maniable.

Le temps de calcul du proc�ed�e est tr�es modeste, car tous les calculs sont e�ectu�es

sur un faible volume de donn�ees (les points du squelette, puis apr�es, les sommets de

la polygonalisation), qui sont stock�ees sous forme vectorielle.

Nous sommes bien conscients que notre m�ethode peut être am�elior�ee, sp�eciale-

ment dans la phase de fusion. Cette phase devrait être un point de d�epart pour

pratiquer de meilleures d�ecompositions, adapt�ees pour une application sp�eci�que. Il

est en e�et di�cile de concevoir une m�ethode de d�ecomposition totalement g�en�erale.

Pour compl�eter notre propos, nous mentionnons certains points qui sont �a l'�etude.

Nous essayons de prendre en compte plus d'information, provenant toujours des

coordonn�ees des sommets de la polygonalisation du squelette, qui pourrait provoquer

une fusion de r�egions plus en accordance avec l'intuition humaine. Ces informations

concernent la d�etection de sommets dont le signe de la courbure change, ou dont la

valeur de distance est minimale. La d�etection de tels sommets pourrait nous aider

�a ne pas fusionner des objets en forme de `S' ou de clepsydre. De même la phase

de d�ecomposition du squelette pourrait être mieux adapt�ee au traitement de formes

arrondies. Par exemple, �a la place d'une approximation polygonale, on pourrait

employer une technique d'approximation de courbes, telle que les B-splines.



Chapitre 8

D�eveloppements

Ce chapitre pr�esente les outils d�evelopp�es et leurs environnements d'exploitation,

puis leur utilisation dans le cadre d'applications.

Deux logiciels de traitement d'images sont d�ecrits. Pour chacun d'entre eux, le

contexte et les objectifs sont pos�es, puis le principe du maniement de l'interface

est donn�e. Nous abordons ensuite la partie d�eveloppement, et nous achevons avec

l'int�egration des op�erateurs.

Des applications en imagerie sont par ailleurs �evoqu�ees, traitant la d�ecoalescence

d'agr�egats, le b�eton cellulaire et les �bres de papiers.
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8.1 Introduction

L'analyse d'images requiert de multiples exp�erimentations ; des interfaces convi-

viales et puissantes sont donc n�ecessaires, pour les manipulations et la programma-

tion des op�erateurs de traitement d'images.

L'environnement de d�eveloppement relatif �a ce travail a vari�e, suivant les labora-

toires d'accueil et les applications sp�eci�ques ; certaines ont �et�e programm�ees pour

une carte d'acquisition donn�ee, ou d'autres dans un langage �x�e. Les di��erentes

plate-formes ont �et�e :

� stations Sun (langage C) ;

� PC, ou PC et carte Matrox (C, Pascal, assembleur) ;

� stations Apollo (Pascal).

Les logiciels que nous allons d�ecrire, IPS et GOLT, ont �et�e cr�e�es respectivement

sur station Sun et sur PC. Ils ont permis de mettre au point les algorithmes qui sont

au c�ur des applications en imagerie closant ce chapitre.

8.2 Logiciel IPS

8.2.1 Historique

L'�equipe INFODIS du laboratoire TIMC-IMAG de Grenoble d�eveloppe depuis

1985 le logiciel Image Package Software. Il regroupe le savoir faire du laboratoire en

analyse et traitement d'images. Il est compos�e autour d'une biblioth�eque d'op�era-

teurs et d'une interface multifenêtres charg�ee de l'activation des op�erateurs.

Le but du projet IPS est triple, avec l'illustration des m�ethodes, leur tests (pro-

tocoles, faisabilit�e) et l'autoformation. Il doit faciliter la recherche et les interactions

entre les domaines de comp�etences, en mettant �a la disposition de tous les travaux

de chacun.

Le logiciel a suivi les di��erentes plate-formes mat�erielles qui ont �et�e utilis�ees au

laboratoire : stations Apollo (1985), stations graphiques IBM 6150 (1987), Macintosh

(1990). Nous nous sommes personnellement charg�e de l'impl�ementation d'IPS sur les

stations Sun, avec le syst�eme UNIX1 et le gestionnaire OpenWindows2, ce dernier

1Syst�eme multi-tâches et multi-utilisateurs.
2Il o�re aux d�eveloppeurs une vaste panoplie d'outils, tr�es agr�eables �a programmer.
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�etant une sur-couche du syst�eme graphique X113. Notre �ecriture a d�emarr�e en 1992,

avec le langage C.

L'exp�erience des logiciels de recherche d�edi�es au traitement d'images nous a

conduit �a reformuler compl�etement la logique de l'interface. Le but poursuivi �etait de

rendre le maniement du programme le plus intuitif possible, pour qui est familiaris�e

avec OpenLook.

IPS est maintenant distribu�e en deux versions :

� La version globale (G.IPS). Elle regroupe une biblioth�eque de quelque 200 op�e-

rateurs g�en�eraux et sp�eci�ques au laboratoire, qui proviennent essentiellement

des plate-formes ant�erieures. Il s'agit de transformations g�eom�etriques, alg�e-

briques ou locales, morphologie math�ematique, segmentation, repr�esentation

par r�egions ou par contours, Fourier, pyramides, etc.

� La version personnelle (P.IPS). Elle comprend l'interface proprement dite, et

un Builder qui facilite l'int�egration de nouveaux op�erateurs. Chaque utilisa-

teur peut donc d�e�nir sa version autonome, tout en ayant la possibilit�e de

communiquer avec d'autres P.IPS et avec G.IPS.

8.2.2 Description de l'interface

L'interface de IPS a �et�e con�cue comme un ensemble d'objets | image, op�erateur,

macro, graphe, etc | qui ont chacun leur menu contextuel et leur icone appropri�es.

Les icones peuvent être s�electionn�es, d�eplac�es, superpos�es, dupliqu�es, etc. La �gure

73 montre l'allure de l'interface.

La barre de commandes contient les menus File, New, Oper,Macro, Extra et Help.

Le menu New permet de demander la cr�eation d'un icone (image, macro, etc). Le

menu Oper contient la hi�erarchie des op�erateurs ; le premier niveau du menu est

punais�e en bas �a gauche de la �gure 73.

La fenêtre principale contient les icones. Dans notre exemple on peut voir 9 icones

image, 1 icone macro (Skeleton Comp) et 2 icones op�erateur (Rotation et Area Thre-

shold).

3Syst�eme de fenêtrage orient�e r�eseaux, qui introduit l'entit�e display, correspondant �a un clavier,
une souris et un ou plusieurs �ecrans ; il permet l'ex�ecution et l'a�chage �a distance.
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Fig. 73 - L'interface IPS

Le menu contextuel d'un icone image permet d'ouvrir des fenêtres d'�edition et de

changer les propri�et�es (taille, palette de couleurs, nom). On peut �egalement �editer

l'image en double-cliquant sur l'icone.

L'�editeur inclus dans IPS permet les manipulations classiques et quelques dessins,

le zoom et le mode loupe. Dans ce dernier sont superposables les valeurs d'une image

avec les couleurs d'une autre, ce qui est utile par exemple pour localiser l'axe m�edian

sur une image de distances.

Chaque op�erateur poss�ede une bô�te de param�etres. La bô�te de l'op�erateur Area

Threshold est punais�ee en bas de la �gure 73. Elle pr�ecise le nombre d'images en

entr�ee et en sortie, et demande les seuils d'aire et la connexit�e �a appliquer.

Pour ex�ecuter un op�erateur, il faut s�electionner dans l'ordre les images en entr�ee

(obligatoire) et en sortie (facultatif). Les images non s�electionn�ees en sortie sont

cr�e�ees (puis ajout�ees dans la s�election), sinon elles sont r�eutilis�ees, au besoin en

changeant leur taille.
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Prenons l'exemple de l'op�erateur Area Threshold �gure 73. L'image #4 a �et�e

s�electionn�ee en entr�ee, puis la demande d'ex�ecution a cr�e�e en sortie l'image #14,

qui est �edit�ee en bas �a droite.

Si maintenant on modi�e les param�etres de l'op�erateur et qu'on l'ex�ecute �a nou-

veau sans changer la s�election, l'image #4 sera encore lue en entr�ee, et l'image

#14 sera r�eutilis�ee. Lorsque l'ex�ecution sera achev�ee, l'aspect de l'icone ainsi que le

contenu de la fenêtre d'�edition seront automatiquement mis �a jour.

Il est possible d'attacher la s�election �a un op�erateur par le biais de son menu

contextuel. Un double-clic sur l'op�erateur lance alors son ex�ecution. Chaque op�era-

teur contient un voyant dans son coin inf�erieur gauche. Il est vert quand il est au

repos, bleu au repos avec un attachement, et rouge pendant l'ex�ecution.

Le même code de couleur est utilis�e pour le petit pictogramme qui orne la partie

inf�erieure des icones macro. Ces derni�eres permettent de m�emoriser une s�equence

d'op�erateurs, qui utiliseront leurs images attach�ees, ou remplaceront dans leur atta-

chement les images s�electionn�ees en entr�ee de la macro.

8.2.3 D�eveloppement

Le menu d�ecrivant la hi�erarchie des op�erateurs est contenu dans un �chier res-

source, ce qui permet de modi�er son organisation sans rien recompiler.

La manipulation des icones est enti�erement g�er�ee par le noyau d'IPS. Il est natu-

rellement possible d'ajouter de nouveaux objets en d�e�nissant simplement leur icone

et leurs m�ethodes. Un icone diagramme de Vorono�� est en cours d'impl�ementation,

et des icones histogramme et masque de convolution sont en projet.

Dans cette interface, tout est dynamique. Un m�ecanisme interne tr�es important

est le dispositif de messagerie qui a �et�e impl�ement�e entre les icones et les fenêtres.

Tout icone ou fenêtre peut s'y abonner, et d�eclarer de qui elle peut recevoir des

messages. Le but est le suivant : chaque image peut être �edit�ee un nombre quelconque

de fois ; une image peut être superpos�ee �a une autre en mode loupe. De plus une

fenêtre de propri�et�es de l'image peut être a�ch�ee, de même qu'un rep�ere de l'image

pour telle ou telle fenêtre d'�edition. Supposons que dans l'une d'elles, nous changions

la palette de couleur. Cette fenêtre va simplement envoyer le message `la palette a

chang�e', qui sera di�us�e par IPS �a tous les abonn�es, qui r�eagirons en cons�equence.

Un autre exemple est le cas d'un op�erateur qui change la taille d'une image. Il
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envoie le message `nouvelle taille', qui est di�us�e par IPS, et tous les objets se

mettent d'eux-mêmes �a jour. Un dernier exemple : lorsqu'on demande �a un icone

image de se d�etruire, il envoie le message `destruction' �a la ronde, et chaque objet

qui interagit avec cet icone se d�etruit aussi. L'icone lui-même re�coit le message et

c'est l�a seulement qu'il disparâ�t.

Nous avons pro�t�e de la puissance o�erte par X11 pour permettre la communica-

tion entre IPS et PIPS : il est parfaitement possible de transmettre des icones de l'un

�a l'autre, par un simple `glisser-lâcher' de la souris. Cela �evite de reprogrammer tous

les op�erateurs dans chaque version de PIPS, et permet de travailler avec plusieurs

biblioth�eques d'op�erateurs �a la fois.

Ce type de travail n'est jamais termin�e, et de nombreux projets sont en attente.

Ainsi le portage de l'interface en Motif, plus r�epandu que OpenWindows, mais pas

trop di��erent car bas�e sur X11 ; la s�eparation de l'interface et des op�erateurs, qui

seraient regroup�es en biblioth�eques autonomes, selon un principe client/serveur ; la

d�e�nition d'un langage de macro-commandes complet.

8.2.4 Versions personnelles

La grande force d'IPS est de faciliter l'int�egration de nouveaux op�erateurs, grâce

�a un Builder4. Tout utilisateur d�esirant d�evelopper sa version personnelle PIPS,

lance un programme d'installation, qui cr�ee les r�epertoires, importe les librairies et

le Builder. Le Builder permet de connecter tr�es simplement de nouveaux op�erateurs,

par un jeu de questions et d'�etapes successives. Le menu des op�erateurs est �edit�e ;

on demande un nouveau sous-menu, ou la cr�eation d'un op�erateur. Il faut rentrer

son nom ainsi qu'un nom de fonction pour le langage de macrocommandes, qui sert

en même temps d'identi�cateur. Le nombre d'images et leurs l�egendes sont ensuite

demand�es, puis le nombre de param�etres et leurs types respectifs (entier, r�eel, poten-

tiom�etre, menu, châ�ne de caract�eres, case �a cocher, etc). Le langage de l'op�erateur

est en�n pr�ecis�e, parmi le C, le Pascal, le Fortran et le C++ ; l'appel de l'op�erateur

et la d�e�nition de la bô�te de param�etres sont alors g�en�er�es automatiquement dans

une fenêtre d'�edition, et l'on peut au besoin compl�eter l'appel.

Le code g�en�er�e allant appeler l'op�erateur est tr�es lisible ; en e�et, le noyau d'IPS a

4Le Builder et le rapatriement des op�erateurs ont �et�e r�ealis�es par E. Piasentin, stagiaire en
M.S.T Expert en Syst�emes Informatiques, juin{juillet 1992 et juin{août 1993.
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�et�e syst�ematiquement�ecrit par le biais de fonctions �a arguments variables, s'inspirant

largement en cela de la programmation d'OpenWindows. Un appel d'op�erateur est

donn�e �gure 74.

CO_BEGIN_CONNECT (AreaThreshold)

CO_BEGIN_DEF
IPS_NAME, "Area|Threshold",
IPS_IMAGE_IN , 1, "Binary",
IPS_IMAGE_OUT, 2, "Area thresholded",
IPS_PAR_INT, 1, "Min Bg Area", 0, 65535, 10,
IPS_PAR_INT, 2, "Min Fg Area", 0, 65535, 10,
IPS_PAR_CHOICE, 3, "Foreground", 1,

"4 connect", "8 connect", NULL,
CO_END_DEF

CO_BEGIN_EXE
int min_bg = CO_GET_INT(1);
int min_fg = CO_GET_INT(2);
int connex = CO_GET_CHOICE(3);

thresh_area (p->pix[1], p->pix[2], p->xm, p->ym,
min_bg, min_fg, connex);

CO_END_EXE

CO_END_CONNECT

Fig. 74 - Connexion sous IPS de l'op�erateur visualis�e �gure 73

De multiples possibilit�es sont mises �a la disposition des d�eveloppeurs, comme de

cr�eer des bô�tes de param�etres qui r�eagissent �a certains choix, par exemple en grisant

certains param�etres. De même, il est possible de pr�eciser dynamiquement la taille

des images. Par exemple, une transposition doit interchanger les dimensions, et une

pyramide doit pouvoir diviser les tailles successivement par 2. Tout est fait pour que

l'op�erateur n'ait pas acc�es aux donn�ees priv�ees d'IPS, mais passe par des macros

en C, qui pourront �evoluer de fa�con transparente. A ce propos, un programme de

mise �a jour permet, lorsqu'une nouvelle version d'IPS est disponible, de changer les

librairies et de recompiler PIPS en accordance.

Il y a actuellement une douzaine de d�eveloppeurs sous leur version propre de

PIPS ; les biblioth�eques vont de l'imagerie satellitaire aux snakes, en passant par

le redressement g�eom�etrique, les approximations polygonales, les images sysmiques,

les images RMN et les squelettes.
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8.3 Logiciel GOLT

8.3.1 Contexte

Un s�ejour de 6 mois a �et�e r�ealis�e durant la th�ese, dans le cadre d'un programme

`EuroDoc', �nanc�e par la r�egion Rhône-Alpes. Le laboratoire d'accueil �etait l'Istituto

di Cibernetica (CNR) de Naples, avec G. Sanniti di Baja (Directeur de Recherche).

Le sujet de recherche concernait le calcul de squelettes pond�er�es et leur utilisation

en description de formes, qui font l'objet des chapitres 6 et 7 de ce document.

L'environnement informatique du laboratoire �etait principalement compos�e de PC.

A cette occasion, nous avons �ecrit GOLT, un logiciel sp�ecialis�e dans les images

de distances, qui facilite les nombreuses exp�erimentations et manipulations d'images

demand�ees par le sujet.

Un certain nombre de contraintes ont guid�e le d�eveloppement de GOLT :

� il fallait que les op�erateurs puissent fonctionner sous GOLT et IPS sans r�e�ecri-

ture, en langage C ;

� le projet devait être bien adapt�e �a la puissance modeste des PC ;

� la r�ealisation devait être rapidement achev�ee.

8.3.2 Interface

L'interface de GOLT se compose d'un �ecran principal (�gure 75) et d'un �ecran

d'�edition. GOLT permet de travailler sur 9 images �xes (150 � 150). La barre du

menu principal contient les noms des sous-menus, qui apparaissent �a la droite des

images. Le choix de la distance est r�ealis�e via un menu sp�ecialis�e (en haut �a droite).

Pour ex�ecuter un op�erateur, on commence par cliquer son nom dans le sous-

menu correspondant. Cette action ouvre en bas de l'�ecran une bô�te de param�etres

sp�eci�que �a l'op�erateur ; on a alors la possibilit�e de modi�er ces valeurs. On clique

en�n sur les images dans l'ordre ad�equat ; d�es que le nombre d'images est atteint,

l'op�erateur est ex�ecut�e.

Un �editeur est inclus dans GOLT, qui regroupe essentiellement les fonctionnalit�es

o�ertes par IPS (dessins, zoom, loupe). L'�ecran d'�edition est statique ; les tradition-

nels ascenseurs autour de l'image sont remplac�es par une vignette dans un coin
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Choix de la distance

Barre de commande du menu principal

Sous-menu

de l’opérateur

contenant

des opérateurs

paramètres

Image 1 Image 2 Image 3

Image 4 Image 5 Image 6

Image 7 Image 8 Image 9

GOLT

Boîte de

Fig. 75 - L'�ecran principal de GOLT

de l'�ecran, qui montre l'image globale et la portion de l'image �edit�ee. On peut se

d�eplacer dans l'image �a partir de la zone d'�edition comme de la vignette.

De l'aide est disponible �a tout moment ; il su�t de cliquer avec le deuxi�eme

bouton de la souris sur la partie int�eress�ee. Cette aide concerne le maniement de

l'interface comme l'utilisation des op�erateurs.

La philosophie de GOLT se distingue de celle d'IPS �a de multiple �egards. Les

images sont statiques, en nombre restreint, et sont s�electionn�ees apr�es l'op�erateur.

Une image peut être s�electionn�ee plusieurs fois pour un même op�erateur. Les op�era-

teurs ne sont pas organis�es en icones ; on ne peut donc pas travailler avec plusieurs

exemplaires d'un même op�erateur dot�es de param�etres di��erents, ni attacher des

images �a un op�erateur.

Les ambitions de GOLT sont ainsi plus modestes, mais la prise en main est

imm�ediate, les manipulations sont simples et rapides, et l'architecture interne de

GOLT est d'une grande souplesse.

8.3.3 D�eveloppement

Nous avons perfectionn�e un gestionnaire de fenêtre existant, �ecrit sur PC en

Pascal pendant le DEA.

Cette couche se situe imm�ediatement au dessus de DOS, et g�ere l'interruption
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souris, le clavier, les fenêtres et l'a�chage. Les �el�ements graphiques impl�ement�es

sont les boutons, menus, cases �a cocher, boutons radio, zones de saisie, zones gra-

phique. Le gestionnaire est con�cu de telle sorte que les fenêtres et leurs d�ecorations

puissent être enti�erement d�ecrites dans un �chier ressource ; la maintenance en est

grandement facilit�ee. Le d�eplacement des fenêtres n'est pas g�er�e, et le m�ecanisme

de ventilation des �ev�enements est primitif. Notre gestionnaire est simpliste mais

e�cace, peu gourmand et bien adapt�e au projet de GOLT.

Un module �ecrit en assembleur r�eorganise la m�emoire du PC �a la demande, et

permet d'appeler un programme �ls, ce qui n'est pas pr�evu �a l'origine dans le couple

DOS / Turbo Pascal. Grâce �a cela, les op�erateurs d'analyse d'images ont pu être

�ecrits en langage C, de même que des macro-commandes regroupant plusieurs op�e-

rateurs �etaient �ecrites en batch5.

Cette s�eparation tr�es nette entre l'interface et les op�erateurs est �a l'origine de

l'acronyme de GOLT, pour Graphical On-Line Tool.

Les images sont stock�ees dans des �chiers tampons ; GOLT communique simple-

ment le nom des images selectionn�ees �a l'op�erateur, puis remet �a jour l'a�chage des

images modi��ees. La segmentation de la m�emoire propre �a DOS nous a contraint

�a limiter la taille des images �a 150 � 150 (plus un bord). Mais cette taille est d�ej�a

int�eressante, et bien adapt�ee �a la puissance de la machine comme �a la capacit�e de

l'�ecran.

8.3.4 Appel des op�erateurs

Les op�erateurs sont ex�ecutables depuis la ligne de commande du DOS. Le nom

des images et les param�etres leur sont pass�es en argument.

Un �chier ressource d�ecrit les sous-menus d'op�erateurs et leurs caract�eristiques :

pour chaque op�erateur est donn�e un petit script, qui d�eclare le nombre d'images

en entr�ee et en sortie, le nombre de param�etres et la description de la bô�te de

param�etres, ainsi que la bô�te d'aide. Lorsque l'op�erateur est s�electionn�e, les para-

m�etres �x�es et les images cliqu�ees, alors GOLT interpr�ete le script et compose une

ligne de commande, avec le nom de l'ex�ecutable, le nom des images, les valeurs des

param�etres, selon le format demand�e.

5Le langage de commandes du DOS.
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Cette organisation est tr�es souple, et permet de rajouter rapidement des op�era-

teurs, des macros, ou toute autre chose | par exemple, un programme de d�ecom-

pression qui charge des images| sans rien recompiler.Un autre avantage ind�eniable,

est que durant l'ex�ecution d'un programme �ls, la sortie standard de l'a�chage et

des erreurs peut être redirig�ee vers un �chier trace, qui permet de faciliter la mise

au point en cas de plantage ; de même, les images qui sont stock�ees dans des �-

chiers, sont int�egralement conserv�ees. En�n, grâce �a l'utilitaire Smartdrive, qui est

un cache-disque, les chargements d'images et de programmes sont optimis�es de fait.

Les op�erateurs programm�es sont relatifs au calcul de l'axe m�edian, de la ligne

m�ediane, du squelette et de leur d�ecomposition, dont les algorithmes ont �et�e d�ecrits

tout au long de ce document :

� Divers : binarisation, inversion, rotation pythagoricienne, sym�etries, op�erations

bool�eennes, op�erations locales.

� Transformations de distance : carte de distance, image inverse, axe m�edian,

ligne m�ediane, boule de chanfrein, tests divers.

� Squelette : r�eduction de l'�epaisseur, classi�cation des points, �elagage, qualit�e de

l'approximation, polygonalisation, son inverse, trac�e des gyxels, annihilation,

analyse des n�uds, fusion, trac�e des r�egions fusionn�ees.

� Macro-commandes : enchâ�nement des traitements, calcul du squelette en 4

distances, hi�erarchie de la polygonalisation, tests intensifs, etc.

8.4 Applications en imagerie

Nous d�ecrivons bri�evement les applications d�evelopp�ees au �l de cette th�ese en

imagerie, en les illustrant principalement par des �gures. La d�ecoalescence d'agr�egats

est utile en biologie, par exemple pour le d�ecomptage de cellules. Les propri�et�es

physiques du b�eton cellulaire autoclav�e sont mod�elis�ees par analyse d'images. En�n

les �bres de papier sont �etudi�ees �a partir de la polygonalisation du squelette.

8.4.1 D�ecoalescence d'agr�egats

Un des premiers probl�emes qui a �et�e r�esolu [Thi91a] avec ces outils consiste �a

d�etecter des r�etr�ecissements dans une forme (�gure 76) [Thi92e]. Nous disposons
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d'une ligne m�ediane qui contient l'information de distance au fond. Une zone de

r�etr�ecissement d�etectable, c'est-�a-dire un col sur DM , se traduit sur LM par un

minimum local (qui n'est pas une extr�emit�e). Les chemins de s�eparation sont d�e�nis

en suivant la ligne de plus grande pente de part et d'autre du col sur l'image des

distances.

Fig. 76 - S�eparation de deux agr�egats

La d�etermination du col sur la ligne m�ediane peut être compliqu�ee par l'�epaisseur

de la ligne m�ediane. Un progr�es consid�erable est obtenu en la rempla�cant par le

squelette pond�er�e. Mais le col peut être aussi �etendu sur une large zone ; l'utilisation

de la polygonalisation du squelette (x7.2) r�esout e�cacement ce probl�eme.

Le choix de la distance est important, car un r�etr�ecissement d�etectable pour une

distance ne l'est pas forc�ement pour une autre. Par exemple dans la �gure 77, le

r�etr�ecissement est d�etectable pour d3;4 mais non pour d8.

Fig. 77 - R�etr�ecissement d�etectable pour d3;4 mais non pour d8

On a tout int�erêt �a utiliser une distance quasi-euclidienne ; ainsi la �gure 78

montre le plus grand r�etr�ecissement d�etectable pour d5;7;11 mais non pour d3;4, qui

soit appr�eciable.

8.4.2 B�eton cellulaire autoclav�e

Une application concernant la mod�elisation des propri�et�es dans le b�eton poreux

fut d�evelopp�ee pendant le DEA �a l'Institut de M�ecanique de Grenoble, avec J.P.

Laurent et C. Frendo Rosso [Thi91a, Lau92]. Elle �etait bas�ee sur la d�ecoalescence �a

partir de la ligne m�ediane et d3;4. L'utilisation de d5;7;11 et de la polygonalisation du

squelette devrait sensiblement am�eliorer la robustesse de la m�ethode.
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Fig. 78 - Plus grand r�etr�ecissement d�etectable pour d5;7;11 (�a droite) mais non pour

d3;4 (�a gauche)

Le b�eton cellulaire autoclav�e est un b�eton tr�es riche en pores (15% de mati�ere,

85% de cavit�es), que l'on peut produire avec des contraintes quelconques. C'est un

mat�eriau tr�es int�eressant, dont on voudrait pouvoir mod�eliser certaines propri�et�es

�a partir de coupes. Il est conducteur au niveau de la mati�ere, et isolant au niveau

des cavit�es. Pour mod�eliser la conductivit�e thermique, l'id�ee est de consid�erer cette

mati�ere comme un r�eseau de r�esistances et de calculer par des m�ethodes relevant

de l'�electricit�e l'imp�edance �equivalente. Etant principalement constitu�e de vide, le

circuit n'est pas connect�e en de nombreux endroits ; c'est pour cela qu'il est n�ecessaire

de consid�erer la coupe de b�eton en 2D1
2 , c'est-�a-dire de rajouter les liens qui passent

dans les couches sup�erieures ou inf�erieures entre les pores.

C'est l�a que l'analyse d'images entre en jeu : on d�etecte les r�etr�ecissements entre

pores, on rajoute de la mati�ere au niveau des s�eparations, puis on calcule l'exosque-

lette, qui sert de base au circuit �electrique.

La m�ethode est tr�es performante, et fait �economiser beaucoup de temps sur des

m�ethodes d'�erod�e ultime. De plus elle permet d'acc�eder �a un param�etre suppl�emen-

taire, qui est le taux de `tortuosit�e'.

8.4.3 Fibres

Un logiciel de caract�erisation de �bres dans les images de papier par utilisation

des transform�ees en distances a �et�e d�evelopp�e pour A. Tessadro, de l'Ecole Fran-

�caise de Papeterie de Grenoble [Tes94]. Il s'agissait de calculer le squelette et son

approximation polygonale, qui sert de base pour �etudier les �bres, au niveau de la

courbure, de la longueur, et de g�en�erer par exemple un diagramme de leurs largeurs.
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Le cahier des charges �etait di�cile : il fallait contenir les algorithmes sur une

carte Matrox, avec 2 plans m�emoire 512 � 512 de 8 bits chacun. Les algorithmes

sont compl�etement r�e�ecrits et optimis�es en fonction de l'acc�es ligne �a ligne de la

carte. La phase d'�elagage est simpli��ee (il faudrait une troisi�eme image pour stocker

les �etiquettes), et la polygonalisation est r�ealis�ee en 2D. Le premier plan image est

d�evolu �a l'image de distance. Comme ce plan est de 8 bits, le choix de d3;4 s'impose

pour traiter toutes sortes de �bres. Le second plan sert d'image de travail.

Fig. 79 - Pâte m�ecanique d'�epic�ea

Les images de �bres sont tr�es di�ciles et de nature assez vari�ee. A la �gure 79

est repr�esent�ee de la pâte m�ecanique d'�epic�ea. Le traitement complet sur une image

512�512 est de 45 secondes, contre 5 minutes pour Visilog, dont l'algorithme de sque-

lettisation (binaire) plus frustre, ne polygonalise pas le squelette. Les algorithmes

ont �et�e mis au point dans IPS, avec un module simulant la carte Matrox.

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d�ecrit des logiciels de traitement d'images, r�ealis�ees

en compl�ement du travail th�eorique et du d�eveloppement des outils, ainsi que des

applications utilisant les squelettes.



Chapitre 9

Conclusion g�en�erale

Les squelettes discrets au temps des romains

Mosa��que, Mus�ee Arch�eologique National de Naples.
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La g�eom�etrie discr�ete est un domaine tr�es vaste o�u il reste beaucoup �a faire.

Dans le contexte de l'analyse d'images, les images de distances ont leur rôle �a jouer.

L'�etude r�ealis�ee dans ce document, a montr�e combien les distances de chanfrein sont

une alternative remarquable �a la distance euclidienne.

Nous avons d�evelopp�e une th�eorie des distances de chanfrein, nous permettant de

d�e�nir les conditions exactes de distance et de norme, cette derni�ere �etant li�ee �a la

r�egularit�e du masque. Nous avons pu �etablir de nouvelles formules de calcul direct,

et montrer l'imp�erativit�e de bien avoir une distance pour la validit�e des algorithmes

de calcul de l'image de distance.

Nous avons fait un �etat de l'art en ce qui concerne l'optimisation des masques,

dans le but d'approximer au meilleur coût la distance euclidienne. Une m�ethode

plus simple et plus e�cace a �et�e d�ecrite, qui par le biais de l'exhaustivit�e, et en se

basant sur l'erreur e�ective, assure de l'optimalit�e des masques. De plus nous avons

�etabli les formules de changement de facteur d'�echelle, qui permettent de comparer

les di��erentes m�ethodes de la litt�erature.

Le chapitre concernant l'axe m�edian contient un nouvel algorithme remarqua-

blement e�cace de calcul de tables de correspondance pour caract�eriser les centres

de boules maximales. Il nous a donn�e la possibilit�e de contredire le postulat selon

lequel une boule recouverte par une autre, l'�etait obligatoirement par une boule cen-

tr�ee dans le voisinage de pond�eration. La condition de d�etectabilit�e est ouverte, et

promet d'int�eressantes recherches.

Un algorithme de squelettisation multi-distance a �et�e propos�e, et la pr�esenta-

tion a �et�e e�ectu�ee avec les quatre distances de chanfrein les plus courantes ; mais

la m�ethode est adaptable aux masques plus grands, les deux seuls probl�emes aux-

quels r�epondre �etant le suivi de gradiant dans de tels voisinages, et la n�ecessit�e d'une

formule de calcul direct pour la phase d'�elagage. L'algorithme unique permet en par-

ticulier de comparer les m�erites des di��erentes distances. Une �etude compl�ementaire

de la rotation du squelette serait �a ce titre int�eressante.

La m�ethode de description de formes, faisant appel �a la polygonalisation du sque-

lette, est tr�es prometteuse. Il reste de nombreux points �a compl�eter, au niveau des

points de branchement et de la fusion de r�egions ; une technique d'approximation

fond�ee par exemple sur les B-splines serait �a �etudier. Une autre perspective serait

l'utilisation du squelette pour la mise en correspondance.
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Les squelettes ont �et�e construits dans plusieurs interfaces, �elabor�ees en plus de

la th�ese ; l'application de ces m�ethodes �a des probl�emes concrets s'est r�ev�el�ee tout �a

fait satisfaisante.

Les progr�es techniques au niveau des ordinateurs et des capteurs permettent de

plus en plus de travailler en 3D. En particulier en robotique, il est indispensable de

se placer dans cet espace. C'est pourquoi la prochaine grande �etape de ce travail

doit être la g�en�eralisation des distances de chanfrein au 3D, tant au niveau de la

th�eorie qu'au niveau des algorithmes. Certains points sont imm�ediats, mais d'autres

font apparâ�tre des probl�emes sp�eci�ques �a la troisi�eme dimension. Nous esp�erons

que ce travail trouvera son utilit�e pour aider �a cet aboutissement.
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