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Deuz choses sont infinies : l'univers et la bétise humaine.

En ce qui concerne l'univers, je n’en ai pas acquis la certitude absolue.

Albert Einstein



Résumé

La théorie des perturbations canonique est un outil tres intéressant en physique molé-
culaire. Elle consiste en une série de transformations canoniques (ou unitaires en mécanique
quantique), qui ont pour but de réécrire I’'Hamiltonien sous une forme plus simple (c’est-a-
dire avec autant de constantes du mouvement ou de bons nombres quantiques que possible)
sans modifier la dynamique de la molécule. Cependant, cette méthode ne pouvait s’ap-
pliquer, dans le domaine des états vibrationnellement excités, qu’aux mouvements autour
d’un seul minimum. C’est pourquoi seules les molécules rigides décrites par une seule surface
électronique non couplée avaient pu étre étudiées.

Afin de dépasser les hypotheses restrictives nécessaires a ce formalisme, nous avons
développé deux versions modifiées de la théorie des perturbations canonique, la premiere
s’appliquant & des systémes non-rigides avec plusieurs positions d’équilibre (la molécule
HCN/CNH est donnée comme exemple) et la seconde a la dynamique non-adiabatique (i.e.
non Born-Oppenheimer). Cette derniére procédure a été appliquée a un modele simple de
la molécule NOs.

Finalement, nous montrons que les Hamiltoniens effectifs, obtenus par théorie des per-
turbations, simplifient grandement 1’étude de la dynamique vibrationnelle en termes de
bifurcations classiques et d’orbites périodiques. Les molécules HCN, HCP et HOCI sont
données comme exemples. Le fait que la dynamique quantique peut étre beaucoup plus

réguliere que son équivalent classique est aussi illustré dans le cas de la molécule HOCI.

Mots clefs: Physique moléculaire, chaos quantique, Théorie des perturbations cano-

nique, dynamique vibrationnelle, bifurcation, orbite périodique.






Canonical perturbation theory and
non linear molecular dynamics

Canonical perturbation theory is a powerful tool in the field of molecular physics. It
consists of a series of canonical transformations (or unitary ones in quantum mechanics),
which are aimed at rewriting the Hamiltonian in a simpler form (that is, in terms of as
many classical constants of the motion or good quantum numbers as possible) without
modifying the dynamics of the molecule. Until recently, however, explicit high order calcu-
lation schemes have been known only for motion around a single minimum, so that only
rigid molecules moving on an uncoupled Born-Oppenheimer electronic surface could be
investigated.

In order to overcome the restrictive hypotheses of this formalism, we have derived two
modified versions of canonical perturbation theory. The first one applies to floppy systems
with several equilibrium positions (the HCN/CNH molecule is given as an example) and
the second one to nonadiabatic dynamics (i.e. non Born-Oppenheimer dynamics). This later
procedure has been applied to a simple model which mimicks the NOs molecule.

Finally, we show that the use of effective Hamiltonians, obtained from canonical pertur-
bation theory, simplifies drastically the discussion of the highly excited vibrational dynamics
in terms of classical bifurcations and periodic orbits. The HCN, HCP and HOCI molecules
are discussed in detail. The fact that the quantum dynamics looks much more regular than

the classical one is also illustrated for the HOCI molecule.
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

La physique tire son origine des questions que se posent les hommes sur la nature et
son agencement. L’une d’elles, et sans aucun doute 'une des plus fondamentales, fut de
se demander pourquoi les étoiles et les planetes se meuvent avec une telle précision dans
le ciel [1]. Isaac Newton apporta une réponse, il y a plus de 300 ans, a ce probleme grace
a ses lois sur le mouvement et la théorie de la gravitation. Le succes spectaculaire de la
mécanique classique pour expliquer les régularités du mouvement des astres et la simplicité
de ces lois ont longtemps fait croire que la dynamique de tous les systemes devait étre
aussi simple. Cette vue était fausse car de simples équations déterministes comme celles de
Newton peuvent générer des mouvements tres complexes, i.e. des mouvements chaotiques.
Un systeme est dit chaotique lorsque son évolution est tres sensible aux conditions initiales.
Comme, expérimentalement, on ne possede qu’une précision finie sur ces dernieres, on ne
pourra plus, au bout d’'un certain temps, prévoir ’évolution du systéme considéré.

Le chaos est a 'origine de la complexité de la nature; on le retrouve partout, parfois
méme dans les battements du coeur humain. Citons également, a titre d’exemple, le mou-
vement général de Iair: méme si chaque particule obéit aux lois de Newton, le mouvement
général a un comportement chaotique du fait de la complexité du systeme et de la mul-
titude des influences possibles. Le chaos apparait aussi dans des systemes beaucoup plus
simples, et en particulier dans des systemes qui vont nous intéresser par la suite, les sys-
temes Hamiltoniens i.e. sans dissipation d’énergie. Historiquement, c¢’est sur un tel exemple
que le chaos a été mis en évidence pour la premiere fois par le mathématicien francais Henri

Poincaré. Au 17°"¢ siecle, Newton avait montré que pour deux corps interagissant par I’in-
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termédiaire de la force gravitationnelle, le mouvement relatif de I'un par rapport a 'autre
est particulierement simple puisqu’il s’agit d’une conique. En termes mathématiques, on dit
aujourd’hui que le probléeme a deux corps est intégrable. Cette description n’est malheureu-
sement pas suffisante si 'on veut décrire précisément la dynamique des planetes du systeme
solaire. En effet, méme si ’action du soleil est primordiale, celle des autres planetes a un effet
mesurable. Poincaré fut ainsi le premier & apprécier le comportement complexe et chaotique
résultant de I'interaction gravitationnelle de trois corps. On sait d’ailleurs désormais que le
probléme & n corps est en général non intégrable [2].

D’autre part, depuis les années 20, les physiciens se sont rendus compte que la mécanique
classique n’est qu’une approximation de la mécanique quantique. Du fait de la construction
méme de cette derniere, il existe une relation profonde entre la mécanique classique et la
mécanique quantique, liée au principe de correspondance [3]. Ces deux grandes révolutions
de la physique du 20°™¢ siecle (chaos et mécanique quantique) ont permis, & partir des an-
nées 70, I’émergence de nouvelles questions a propos de ce que I’'on appelle communément le
chaos quantique. Ce terme reste tout de méme ambigu car, du fait de sa quasi-périodicité,
un systeme quantique ne peut pas, pour des temps assez longs, présenter de divergence
chaotique. Il est donc plus juste de dire que 'on cherche en réalité les propriétés spéciales
que pourrait avoir un systeme quantique quand le systeme classique correspondant est chao-
tique [4]. Par propriété, on entend propriété caractéristique que pourraient avoir les niveaux
d’énergie ou les fonctions d’onde. D’apres les travaux portant sur le chaos classique, il pa-
rait clair que 'un des systemes les plus simples a étudier dans le cadre du chaos quantique
est celui de la dynamique des molécules triatomiques (plus précisément de la dynamique
vibrationnelle). En effet, c’est un systéme décrit par la mécanique quantique dont I’ana-
logue classique, le probléeme a trois corps, est en général non intégrable. Depuis 30 ans, de
nombreux résultats ont été obtenus et de nombreux progres ont été faits tant du point de
vue théorique qu’expérimental sur ce sujet [2]. De plus, ces derniéres années ont vu 1’émer-
gence d’ordinateurs de plus en plus puissants et de plus en plus rapides qui permettent de
construire des potentiels ab initio ou semi-empiriques tres précis et de considérer ainsi des

modeles beaucoup plus proches de la réalité. Ces progres permettent donc de quitter le cadre
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exigu de la physique mathématique pour rejoindre celui plus large de la chimie théorique et
de la spectroscopie expérimentale, deux thémes en plein bouleversement actuellement. En
conclusion, ’étude des molécules triatomiques est donc intéressante a la fois d’un point de
vue purement théorique, dans le cadre de la compréhension du chaos quantique, mais aussi

d’un point de vue plus expérimental, afin d’établir et interpréter des spectres moléculaires.

Ayant souligné 'intérét de 1’étude des molécules triatomiques dans ce qui précede, nous
allons maintenant indiquer quelle contribution nous pouvons apporter a 1’étude de tels sys-
temes. Malgré la puissance actuelle des ordinateurs et les progres effectués pour construire,
dans un premier temps, une surface d’énergie potentielle la plus proche possible de la réa-
lité et pour résoudre, ensuite, ’équation de Schrodinger de ce systeme, le probléme n’est
pas complétement résolu. On obtient, en effet, une grande quantité d’informations qu’il est
finalement tres difficile d’interpréter. Notre travail s’inscrit dans ce cadre. Nous ne cher-
chons ainsi pas a concurrencer les théoriciens travaillant en chimie quantique mais plutot
a extraire des surfaces d’énergie potentielle I'information essentielle nous permettant de
comprendre d’'un point de vue classique la dynamique d’une telle molécule et d’un point
de vue quantique les particularités que 1'on peut observer pour les fonctions d’onde et les

niveaux d’énergie.

Tout notre travail est basé sur la construction d’'un Hamiltonien effectif, qui est une ap-
proximation globale de 'Hamiltonien réel (par réel nous entendons celui construit a partir
du potentiel décrit ci-dessus). Globale s’oppose ici a locale, car les Hamiltoniens cherchés
doivent reproduire ’essentiel de la dynamique de I’Hamiltonien initial. Les Hamiltoniens ef-
fectifs sont construits a partir d’une théorie tres générale qui est le point central de ma these,
la théorie des perturbations canonique [2,5]. L’intérét de tels Hamiltoniens, qui conservent
les caractéristiques essentielles de ’'Hamiltonien initial, est qu’ils font apparaitre explici-
tement des constantes du mouvement ou leurs analogues quantiques (les bons nombres
quantiques), simplifiant alors grandement les études classique et quantique.

L’essentiel de mon travail de these a donc été consacré a la construction et a I’étude
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de tels Hamiltoniens effectifs. Il est rapidement apparu que 'application de la théorie des
perturbations canonique en physique moléculaire était limitée jusqu’alors a un type tres par-
ticulier de surface, typiquement, les surfaces possédant un seul minimum et un seul puits
de potentiel. Nous avons, tout d’abord, montré que 'utilisation d’une version modifiée de
la théorie des perturbations canonique permet de considérer des surfaces beaucoup plus
complexes et notamment des surfaces avec plusieurs minima et donc plusieurs puits. Nous
avons ensuite montré que 'application de cette théorie n’est pas limitée a des Hamiltoniens
scalaires, mais qu’elle peut aussi s’appliquer a des Hamiltoniens matriciels et donc & des
problemes de surfaces couplées et de dynamique non Born-Oppenheimer. Le reste de mon
travail a eu, enfin, pour but d’étudier de fagon classique et quantique la dynamique de tels
Hamiltoniens effectifs obtenus pour plusieurs molécules aux caractéristiques completement
différentes. Ces études ont permis, a partir d’arguments classiques et semi-classiques, d’in-

terpréter les propriétés du spectre et des fonctions d’onde de ces différentes molécules.

Ce mémoire de these est organisé de la facon suivante: la premiere partie, composée
de deux chapitres, récapitule I’essentiel des pré-requis nécessaires a la compréhension de
mon travail. Le premier chapitre rappelle ainsi brievement les étapes de la construction
de surfaces d’énergie potentielle par les méthodes ab initio et les méthodes de résolution
de I'équation de Schrédinger. Le chapitre suivant résume quelques notions de dynamique
classique et quantique en liaison, en particulier, avec ’étude du chaos. La deuxieme partie,
composée de trois chapitres, présente tout d’abord de facon générale la théorie des pertur-
bations canonique puis, apres avoir rappelé la procédure habituellement utilisée, expose les
modifications que nous y avons apportées afin de pouvoir 'appliquer a des surfaces com-
plexes présentant plusieurs minima et a des surfaces électroniques couplées. Des exemples
sont & chaque fois présentés pour illustrer notre propos: le sulfure d’hydrogene (HyS) pour
la procédure standard, le cyanure d’hydrogene (HCN) pour la théorie modifiée et un mo-
dele du dioxyde d’azote (NOg2) pour le probleme des surfaces couplées. Cette deuxiéme
partie se conclut par un article de revue, qui présente de facon concise et unifiée (dans le

cadre de la mécanique quantique) les principaux résultats que nous avons obtenus en ce
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qui concerne le développement de la théorie des perturbations canonique [6]. La troisiéme
partie est, quand a elle, consacrée a ’étude de la dynamique des Hamiltoniens effectifs d’un
point de vue classique et quantique. Les exemples du cyanure d’hydrogene (HCN) et du
phosphaétyne (HCP) sont traités dans les deux premiers chapitre de cette partie. Le dernier
chapitre de cette derniere partie montre, a partir d’'une étude directe de la dynamique de
I’acide hypochlorique (HOCI), les avantages et les limitations des Hamiltoniens effectifs et
précise, dans le cadre de la dynamique vibrationnelle, le lien entre les dynamiques classique
et quantique. L’annexe permet, enfin, apres quelques rappels de mécanique semi-classique
de montrer aux amateurs avertis I'utilité des opérateurs intégraux de Fourier pour le calcul
des niveaux d’énergie semi-classique. La quantification semi-classique a ’aide de tels opé-

rateurs est utilisée, plus ou moins explicitement, tout au long de ce mémoire.

Les travaux présentés dans ce manuscript ont fait ’objet de sept publications dans des
revues internationales. Les références de ces articles sont, pour la partie théorie des pertur-

bations canonique :

On the application of canonical perturbation theory to floppy molecules.

Sugny, D.; Joyeux, M. J. Chem. Phys. 2000, 112, 31.

Investigation of the vibrational dynamics of the HCN/CNH isomers throu-
gh high order canonical perturbation theory.

Sugny, D.; Joyeux, M.; Sibert, E.L. J. Chem. Phys. 2000, 113, 7165.

A new canonical perturbation procedure for studying nonadiabatic dy-
namics.

Sugny, D.; Joyeux, M. Chem. Phys. Lett. 2001, 337, 319.

A local diabatic representation of non-Born-Oppenheimer dynamics.

Joyeux, M.; Sugny, D.; Lombardi, M. Chem. Phys. Lett. 2002, 352, 99.
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Canonical perturbation theory for highly excited dynamics.

Joyeux, M.; Sugny, D. Canadian Journal of Physics Sous presse.

et pour la partie dynamique:

Semiclassical study of the isomerization states of HCP.
Joyeux, M.; Sugny, D.; Tyng, V.; Kellman, M.E; Ishikawa, H.; Field, R.W.; Beck, C.;
Schinke, R. J. Chem. Phys. 2000, 112, 4162.

Vibrational dynamics up to the dissociation threshold: A case study of
two-dimensional HOCI.

Joyeux, M.; Sugny, D.; Lombardi, M.; Jost, R.; Schinke, R.; Skokov, S.; Bowman, J.

J. Chem. Phys. 2000, 113, 9610.
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CHAPITRE 1. QUELQUES MOTS DE PHYSIQUE MOLECULAIRE

Chapitre 1

Quelques mots de physique
moléculaire

Le but de ce chapitre est de décrire brievement les principales étapes qui permettent
d’obtenir un Hamiltonien moléculaire [7]. Ce type d’Hamiltonien sera utilisé dans toute la

suite de ce mémoire, car tous les exemples présentés sont tirés de ce domaine.

1.1 Hypothese de Born-Oppenheimer

Une molécule est constituée par un certain nombre d’électrons et de noyaux. L’Hamil-
tonien total du systéeme contient donc les interactions les plus générales entre ces entités.
Toutefois, dans les systémes moléculaires que nous étudions, on ne tient compte que de ’in-
teraction électromagnétique, les autres interactions étant considérées comme négligeables.

On écrit donc I'Hamiltonien moléculaire sous la forme:
Hy,=T.+Tn+V (1.1)

ou T, et Ty sont, respectivement, I'énergie cinétique des électrons et des noyaux. V' est
la somme des potentiels d’interactions coulombiennes électrons-noyaux, noyaux-noyaux et
électrons-électrons. Pour s’affranchir du mouvement de translation globale de la molécule,
I’Hamiltonien H,, est exprimé dans le référentiel du centre de masse de cette derniere.
Pour simplifier le probleme, qui est pour 'instant encore extrémement compliqué vu le
grand nombre de particules en interaction, on utilise tout d’abord I'approximation de Born-

Oppenheimer [7-9]. Rappelons, en premier lieu qualitativement, le principe de cette ap-

13



1.1. HYPOTHESE DE BORN-OPPENHEIMER

proximation. Elle utilise le fait que la masse des électrons est petite par rapport a celle des
noyaux. On a, par exemple, le rapport célebre entre la masse d’un électron et la masse d’un

proton :
m

TP 1836 (1.2)

Mme
oll m,, désigne la masse du proton et m, la masse de I'électron. A cause de ce rapport de
masse, les électrons vont se mouvoir, en général, avec une vitesse tres grande par rapport
a celle des noyaux. On peut donc considérer que leur mouvement ne dépend pas de celui
des noyaux et que, inversement, les noyaux vont évoluer dans un champ électronique moyen

constant.

Développons a présent de facon plus quantitative cette idée. On cherche tout d’abord a
calculer les états électroniques dans le champ des noyaux fixes. L’Hamiltonien des électrons
H, s’écrit sous la forme:

H,=T.+V =H,, — Ty (1.3)

Résolvons, ensuite, ’équation de Schrédinger dépendant paramétriquement de la position

R (coordonnée collective) des noyaux:
(Te + V(r,R))¢n(r,R) = Un(R)dn(r,R) (1.4)

ou r désigne la coordonnée collective décrivant le mouvement des électrons. ¢, (r,R) est une
fonction d’onde électronique de ’état n. Cette fonction dépend de la position R des noyaux.
Un(R) est la valeur propre associée a cette fonction d’onde.

Pour chaque valeur de R, {¢,(r,R)}, est une base compléte de 'espace des fonctions

d’onde électroniques. Toute fonction d’onde moléculaire ¥ peut donc s’écrire sous la forme:

¢(T7R) = Z Xn(R)¢n(T7R) (15)

Xn(R) est Pamplitude de la fonction ¢ (r,R) sur la base ¢,(r,R). Cette base est appelée la
base adiabatique.
L’approximation de Born-Oppenheimer consiste a négliger les termes de couplage

entre les niveaux électroniques. Dans ce cadre, le développement précédent se réduit a un
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seul terme:
Y(r,R) = xn(R)dn(r,R) (1.6)

On peut montrer que I’équation de Schrodinger H,,1y = E1 s’écrit alors pour chaque niveau

électronique n :

(TN + Un(R))Xn(R) = EXn(R) (17)

Le potentiel effectif de chaque niveau est Uy, (R). Il s’agit du potentiel coulombien noyaux-
noyaux qui est profondément modifié par la présence des électrons. Ce potentiel sera appelé

par la suite ’énergie potentielle de la molécule.

L’hypothese de Born-Oppenheimer est, en général, toujours valable, sauf dans le cas
du croisement ou du croisement évité de deux surfaces d’énergie potentielle (problemes
de dynamique non-adiabatique). De tels systémes, avec une dynamique non Born-Oppen-
heimer, peuvent étre décrits de deux fagons différentes: soit par la représentation adiaba-
tique dont nous venons de parler, ou par la représentation diabatique. La représentation
adiabatique [10,11] a, malheureusement, le désavantage de présenter des termes de couplages
entre les surfaces d’origine cinétique, qui divergent au croisement de ces dernieres. La repré-
sentation diabatique correspond a un choix de base différent pour les états électroniques,
choix qui minimise la divergence du couplage cinétique et le remplace par un potentiel de
couplage variant lentement.

La base diabatique est I’ensemble des fonctions d’onde électroniques pour une position
des noyaux fixe que 'on notera Ry. Toute fonction d’onde moléculaire peut s’écrire, dans

cette base, sous une forme tres similaire & ’équation (1.5):
$(r,R) = Xn(R)én(r,Ro) (1.8)
L’équation de Schrodinger devient alors:
(O TN + Vi (R))xi(R) = Exn(R) (1.9)

ou 6, est le symbole de Kronecker.
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Remarquons aussi que les calculs dans la base diabatique sont plus simples que dans
la base adiabatique. Ils ne nécessitent, en effet, que la connaissance des fonctions d’onde
électroniques en un seul point Ry [8,12,13]. Cette base est, dans la pratique, tronquée pour

faciliter les calculs numériques. Nous utiliserons cette base tronquée dans le chapitre 5.

En conclusion, 'hypothése de Born-Oppenheimer est trés intéressante puisqu’elle per-
met de ne considérer que les mouvements vibrationnels et rotationnels des noyaux en s’af-
franchissant des degrés de liberté électronique. De plus, si I'on annule le moment cinétique
total de la molécule, seuls les mouvements de vibration sont pris en compte.

L’hypothese de Born-Oppenheimer permet enfin d’établir une analogie classique de
ces problemes. En effet, les noyaux peuvent étre considérés comme des points massiques se
déplagant sur une surface d’énergie potentielle [2]. On comprend alors mieux l'intérét de
tels systemes dans 1’étude, que nous avons signalée en introduction, sur le chaos quantique,

c’est-a-dire sur ’analogie classique-quantique dans les systémes classiquement chaotiques.

1.2 Construction d’un potentiel moléculaire

Cette partie décrit brievement les méthodes qui permettent de construire, en chimie
quantique, un potentiel moléculaire. Nous supposons vérifiée, dans ce paragraphe, I’hypo-
these de Born-Oppenheimer et nous nous intéressons seulement aux niveaux vibrationnels.
La méthode théoriquement la plus rigoureuse consiste a travailler de facon purement ab
initio, sans aucun lien avec l’expérience. On cherche, dans un premier temps, a calculer
I'énergie de la molécule pour un certain nombre de géométries nucléaires (de l'ordre de
1000 géométries pour les molécules triatomiques ne possédant pas de symétrie) en tenant
compte des interactions nucléaires et électroniques, puis a ajuster numériquement sur ces
points une surface d’énergie potentielle la plus globale possible (globale s’opposant ici &
locale) [14, 15]. La surface sera globale si elle couvre une large gamme d’énergie et un
important intervalle de variation pour chaque coordonnée. Par exemple, la surface de la
molécule HCP [16], prédit les points calculés avec une précision de 10 & 20 em ™! pour une

gamme d’énergie de 25000 cm™!. On vérifie, ensuite, la précision de ces calculs ab initio
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en utilisant les données expérimentales. On peut vérifier, par exemple, la pertinence des
premiers niveaux et, en cas d’erreur, corriger légerement la surface, en général a basse éner-
gie, par un changement d’échelle sur une des coordonnées. Il est important que ces niveaux
soient correctement reproduits, une petite erreur pouvant entrainer des erreurs beaucoup
plus importantes lorsque 1’on considére ensuite des états avec une énergie plus grande. Il
existe d’autres manieres de construire des surfaces, comme les méthodes semi-empiriques,
qui se basent sur quelques données expérimentales (comme les fréquences fondamentales)
puis utilisent des formes analytiques préétablies de potentiel. Ces méthodes sont toutefois
de moins en moins utilisées car, ’augmentation de la puissance des ordinateurs aidant, on

se tourne de plus en plus vers les méthodes ab initio.

1.3 Résolution quantique exacte

Une fois la surface d’énergie potentielle connue, on peut calculer les niveaux d’énergie

vibrationnels et rotationnels de la molécule en résolvant I’équation de Schrodinger [17-19]:
(Hn —E)Y) =0 (1.10)

La résolution de tels problemes, simple sur le principe, est en général complexe d’un
point de vue numérique. La principale difficulté est de trouver une base appropriée pour
calculer les éléments de la matrice Hamiltonienne. On utilise, en général, des produits tenso-
riels de bases & une dimension [18,19], comme par exemple les harmoniques sphériques [20]
pour les variables de pliage et la base propre de l'oscillateur de Morse pour les élongations.
On peut aussi considérer des bases plus générales, qui sont définies par des grilles de points
a plusieurs dimensions (discrete variable representation, DVR [21]). Dans chaque cas, pour
calculer des niveaux avec une énergie importante, des bases trés grandes (de lordre de
100000 éléments pour les molécules triatomiques) sont nécessaires. Ce probleme peut étre
traité soit en utilisant des méthodes comme la <filter diagonalization>> [22,23] (celle-ci
permet d’obtenir précisément les niveaux sur une fenétre d’énergie donnée) ou en rédui-
sant la taille de ces bases par des méthodes de troncation (on obtient alors une taille de

Pordre de 10000) [17,24], permettant, ainsi, une diagonalisation directe de I’'Hamiltonien.
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Actuellement, on ne peut guere dépasser, sans approximation, le calcul du spectre d'une
molécule triatomique. La taille limitée de la base implique, de plus, une précision finie sur

les niveaux, celle-ci diminuant lorsque 1’énergie augmente.

La résolution de I’équation de Schrédinger fournit, non seulement, les niveaux d’éner-
gie mais aussi les fonctions d’onde, qui sont les fonctions propres de I’Hamiltonien. A
basse énergie, c’est-a-dire prés du minimum absolu de la surface d’énergie potentielle, le
spectre est, en général, tres similaire au spectre d’oscillateurs harmoniques découplés [7].
L’organisation des états, les fonctions d’onde et la dynamique quantique sont alors régu-
lieres. Chaque niveau peut étre labellé par un jeu de nombres quantiques correspondant
aux nombres de quanta dans chaque mode harmonique ou aux nombre de noeuds de la
fonction d’onde suivant les directions des coordonnées harmoniques [25]. Lorsque ’énergie
augmente, les couplages entre modes augmentent aussi. Le spectre et les fonctions d’onde
sont alors plus complexes. Il devient, ainsi, plus difficile et parfois impossible d’attribuer les

états.

En conclusion, nous voyons que la résolution exacte de I’équation de Schrodinger
fournit énormément d’informations sur la molécule, mais cette résolution, aussi précise soit-
elle, ne garantit pas que la dynamique de la molécule soit bien comprise. D’autres méthodes
d’analyse ont alors été développées pour répondre a cette question. Ces méthodes se basent,
en général, sur I’étude classique et semi-classique de la dynamique moléculaire et seront

I’'objet des prochains chapitres.
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Chapitre 2

Quelques rappels de dynamique
classique

Ce chapitre récapitule les principales notions de mécanique classique qui seront utili-

sées dans la suite de ce mémoire [26-28].

2.1 Equations de Hamilton

Considérons un systéme a F' degrés de liberté. Celui-ci est décrit par une fonction H,
I’'Hamiltonien du systeme, dépendant des 2F variables {p;,q; }, ot les ¢; sont les coordonnées
généralisées et les p;, les moments généralisés. Nous ne nous placons pas dans le cas le plus
général, puisque I’Hamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps.

Ce dernier peut s’écrire sous la forme:

H({pi,a:}) = T({ri»ai}) + V({ai}) (2.1)

ou T est ’énergie cinétique du systeme et V' son énergie potentielle.
Toute la dynamique de cet Hamiltonien est décrite par un systeme de 2F équations

du premier ordre de la forme:

dg; _ OH
dt N 8pi

dpi B (2.2)
dt N 8(]1‘

Ces équations du mouvement sont les équations de Hamilton. Pour simplifier I’étude du

systeme, on cherche a déterminer, si elles existent, des constantes du mouvement. Ce sont

19



2.2. TRANSFORMATION CANONIQUE

des fonctions C des variables p; et ¢; constantes dans le temps. Elles vérifient donc:

ac

— = 2.
o =0 (2.3)
Utilisons ensuite ’équation de Liouville:
dC oC
— ={C,H — 2.4
= (o + 5 (24)

ou {C,H} est le crochet de Poisson de C' et de H. Ce dernier est défini par:

0oCO0H 0COH
{C.H} = zzj(aqzapz ~ o 6%) (2.5)

Si C' ne dépend pas du temps, nous en déduisons donc que cette fonction sera une constante

du mouvement si {C,H} = 0. Dans le cas particulier ot nous nous plagons, notons que H

est une constante du mouvement égale a ’énergie totale E du systéme, qui est conservée.
2.2 Transformation canonique

Méme si les constantes du mouvement existent (ce qui n’est pas toujours le cas),
il est souvent tres difficile, en pratique, de les déterminer. Le théoréeme de Noether [28]
nous permet de déterminer les principales. Un systeme invariant par translation aura, par
exemple, sa quantité de mouvement totale constante. Il existe d’autres cas intéressants
comme celui des coordonnées cycliques. Pour ces dernieres, ’'Hamiltonien ne dépend que
de I'une des deux coordonnées canoniquement conjuguées. Supposons, par exemple, que H

ne dépende pas de qi, alors d’apres les équations de Hamilton, % = 0. p; est donc une
constante du mouvement.

Si aucune coordonnée n’est cyclique, on peut essayer, par des changements de coor-
données, de se ramener a ce cas particulier. Si 'on veut conserver la méme dynamique,
tous les changements de coordonnées ne sont pas possibles . Les transformations autori-
sées sont les transformations canoniques. Mathématiquement, ces transformations sont des
applications différentiables de ’espace des phases dans lui-méme qui conservent la 2-forme
>; dp; Adg;. On peut alors montrer qu’une telle transformation canonique des coordonnées

({pi,q:}) vers les coordonnées ({ P;,Q;}) conserve ’'Hamiltonien du systeme étudié (équation

(2.6)) et préserve la forme des équations de Hamilton (équation (2.7)).
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On a donc:
H({piai}) = H{P:,Qi}) (2.6)
et -
dQ; O0H
dt 0P
dpP, O (2.7)
dt — 0Q;

ott H est le nouvel Hamiltonien du systeme.

Deux méthodes peuvent étre utilisées pour résoudre ce probleme, c’est-a-dire pour
trouver effectivement ces changements de coordonnées. Elles sont basées sur la recherche
d’une fonction, appelée fonction génératrice qui permet de définir simplement ces transfor-

mations.
Fonctions génératrices usuelles

Pour cette méthode, une transformation canonique est définie a partir d’une fonction
génératrice dépendant d'un des jeux de variables initiales et d'un des jeux de variables
finales. Il existe, ainsi, quatre types de fonctions génératrices Fi({¢;,Q:}), Fo({qi,Pi}),
F5({p:,Qi}) et Fa({pi,P;}). Ces fonctions génératrices sont reliées par des transformations

de Legendre. Par exemple, F et F vérifient la relation :

Fr({ai. b)) = Fi({4:,Q:}) + Z PQ; (2.8)

Les fonctions génératrices permettent de faire le lien entre le nouveau et ’ancien jeu de

coordonnées. Pour la fonction génératrice F», on a par exemple:

P (8F2)
i = (5P
% ) (2.9)
2

Signalons, de plus, qu’il est souvent tres difficile, par cette méthode, d’obtenir une trans-

formation explicite des coordonnées initiales vers les coordonnées finales de la forme:

{Qi = Gio({g;.p;}) (2.10)
P; = Gir({4;.pj})
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Fonctions génératrices de Lie

Une autre approche, particulierement intéressante pour ce probleme, consiste a utiliser
des fonctions génératrices de Lie.
Notons, tout d’abord, sous la forme de vecteurs colonnes a 2F composantes les coor-

données canoniquement conjuguées.

On a ainsi:
x: <p17p27"'7pF7q17q27""7qF) (2.11)
X = (Pl7P2’...7PF,Q17Q2,....,QF)
Introduisons, ensuite, le parametre ¢ et la fonction w(x,e) solution des équations:
dX
(X 2.12
) (212

Les équations (2.12) sont les équations de Hamilton pour un Hamiltonien w et un temps e.
Elles génerent donc une transformation canonique des variables z aux variables X quelle

que soit la valeur de € de la forme:
X = X(z,) (2.13)

Soit T' I'opérateur faisant correspondre a toute fonction g calculée en X une fonction

f calculée au point x. On a ainsi si f = T'g la relation suivante:
f(x) = g(X(z.€)) (2.14)
Définissons aussi 'opérateur de Lie L par:
L=Aw,} (2.15)

A Taide des équations (2.12) et (2.14), on obtient alors:

dT
— =-TL 2.1
I (2.16)
dont la solution formelle est :
T = exp|— /L(u)du] (2.17)
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Pour toute transformation canonique appliquée a un Hamiltonien indépendant du temps et

en particulier pour w, le nouvel et I’ancien Hamiltonien vérifient :
H(X)=H(x) (2.18)
On peut alors monter a partir de cette derniere expression que:
H=T"'H (2.19)

et donc que:

H= eazp[/L(u)du]H (2.20)

L’intérét essentiel de cette méthode est que la fonction génératrice w ne dépend que des
coordonnées initiales x. Les fonctions génératrices F; introduites ci-dessus dépendaient,
elles, d'un jeu de variables mixtes.

De plus, dans la suite de ce mémoire, la dépendance en & des fonctions w sera tres

simple puisque ces fonctions seront de la forme:
w(z,e) = e'w;(x) (2.21)
ou ¢ est un nombre entier positif.

2.3 Intégrabilité et non-intégrabilité

Un systeme intégrable a F' degrés de liberté est un systeme possédant F' constantes
du mouvement. Les Hamiltoniens intégrables sont particulierement faciles a étudier car ils
possedent une dynamique réguliere. On peut, en effet, montrer, de fagon générale, que les
trajectoires régulieres de l’espace des phases (celui-ci possede 2F dimensions) sont confinées
sur des tores a F' dimensions.

Lorsque le nombre de constantes du mouvement est inférieur au nombre de degrés
de liberté, ’'Hamiltonien est dit non-intégrable. Le passage d’un systéme non-intégrable,
qui présente des trajectoires chaotiques est assez complexe [26,29]. Si un Hamiltonien non-
intégrable differe peu d’'un Hamiltonien intégrable, alors les structures de ’espace des phases

restent assez régulieres, puisque tous les tores ne seront pas détruits. Cette régularité est
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liée au théoreme KAM [26,29]. Les sections de Poincaré permettent de faire facilement la
différence entre trajectoire réguliere et chaotique. Une section de Poincaré est une facon
commode de représenter une trajectoire complexe d’un espace des phases a deux degrés
de liberté (ou F degrés de liberté si 'on connait F' — 2 constantes du mouvement). Cette
section consiste en une surface (p,q) de coordonnées canoniquement conjuguées, sur laquelle
on porte les intersections successives d’une ou plusieurs trajectoires. La section de Poincaré
d’un systeme intégrable est constituée par un ensemble de points ou de courbes fermées,
qui sont la trace des tores sur cette surface, alors que, pour une trajectoire chaotique,
on observe un ensemble de points répartis aléatoirement sur une partie de la surface. En
général, des sections de Poincaré tracées a une énergie donnée, présentent a la fois des

trajectoires régulieres et chaotiques.

2.4 Structure de I’espace des phases et bifurcations

Une orbite périodique est une trajectoire de 1’espace des phases qui revient exacte-
ment sur elle-méme au bout d’un temps fini [2,26,29,30]. Si I’énergie ou un autre parametre
du systeme varie, alors les orbites périodiques peuvent changer de fagon quantitative et qua-
litative. L’étude des bifurcations des orbites périodiques et I’étude de leur organisation est
d’un intérét fondamental pour la compréhension des systemes non-intégrables. Nous les uti-
liserons lors de I’étude de la dynamique des différentes molécules abordées dans ce mémoire

(troisieme partie).

Revenons a présent plus précisément sur le probléme des bifurcations. Considérons,
pour fixer les idées, un Hamiltonien H a deux degrés de liberté dépendant d’un parametre

€.

H = H(e,p1,q1,p2:92) (2.22)

Considérons aussi une section de Poincaré, dans le but de représenter ’espace des phases
de cet Hamiltonien. La section de Poincaré est repérée par les coordonnées canoniquement

conjuguées (J,10). Soit T la transformation qui permet de passer d’un point d’intersection
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M; de cette section avec une trajectoire donnée au point suivant M, :
M1 =T(M;) (2.23)

Si le point considéré appartient a une orbite périodique, alors ce point sera invariant sous

T™, ou n est un entier naturel non nul. Ce point, noté O, est un point fixe de T™.
Considérons, & présent, un point M; de coordonnées (J;,1;) appartenant au voisinage

de O (Jo,10) et étudions le comportement de M; sous l'action de T". Si on linéarise les

équations du mouvement au voisinage de 1’orbite périodique et si on integre celles-ci sur

0Jiy1) 0J;
(5 %1) Yy <5 m-) (2.24)

ou 6J; = J; — Jy et dv; = ¥ — .

une période, on obtient :

La matrice M, est appelée la matrice de monodromie. On peut montrer qu’il s’agit
d’une matrice symplectique.

Si les deux valeurs propres de M, sont imaginaires pures et complexes conjuguées, le
point fixe est dit elliptique et 'orbite périodique est dite stable car les points M; tournent
autour du point O et leur trajectoire est localement proche d’une ellipse. Si les valeurs
propres sont réelles et inverses I'une de 'autre, le point fixe est dit hyperbolique et 'orbite
périodique est dite instable car les points M; s’éloignent de O et leur trajectoire est proche
d’une hyperbole. Le cas limite, ou les valeurs propres ont un module égale a 1, est un cas
singulier qui ne se rencontre que pour des valeurs isolées de €. Nous reviendrons sur ce point

dans le paragraphe suivant.

Un point fixe O vérifie I’équation :
Jo Jo)
=M 2.25
(%) : (% (2:25)
A ¢ fixé, ce point fixe est non-dégénéré si:
det(M; —1T) #0 (2.26)
ou I est la matrice 2*2 identité.
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Si Péquation (2.26) est vérifiée, le point fixe et l'orbite périodique correspondante
sont non dégénérés comme fonction du parametre €. Par contre, si I’équation (2.26) n’est
pas vérifiée pour une valeur particuliere de €, que nous noterons .., ’équation (2.25) a
alors plus d’une solution pour € = €..;+. Pour cette valeur particuliere de ¢, le caractere du
point fixe ou la stabilité de 'orbite périodique correspondante ne sont pas définis. L’orbite
périodique est, de plus, dite extrémale, c’est-a-dire qu’elle ne peut pas étre suivie comme
fonction de e, de fagon continue, au voisinage de € = &4 Les deux solutions de I’équation
(2.25) (pour un probleme & deux degrés de liberté) existent, en fait, soit pour € > .4 ou
pour € < €q4¢. Pour résumer, on parle dans le cas que nous venons de voir, de bifurcation
tangente. A cette bifurcation, une orbite périodique stable et une orbite périodique instable

sont créées ou détruites simultanément.

Méme si I'équation (2.26) est vérifiée, des singularités peuvent apparaitre pour MF.

La condition (2.26) devient alors:
det(MF —T)#0 (2.27)

ouk=223,..

Limitons nous au cas k = 2. Notons, comme précédemment, €.-;; la valeur critique
de . On se place, pour fixer les idées, au voisinage d’une orbite périodique stable pour
€ < eqrit- Lorsque € augmente et passe par sa valeur critique, cette orbite ne disparait pas,
seule sa stabilité change. Cette orbite devient donc instable. Pour € > .., 'application
M? a deux points fixes stables, image I'un de I'autre par M.. Ces deux points définissent
une nouvelle orbite périodique stable, qui apparait a la bifurcation, et dont la période est
le double de la période de 'orbite périodique initiale. On parle dans ce cas de bifurcation
par doublement de période. Il existe d’autres types de bifurcations, qui apparaissent soit
pour des valeurs supérieures de k ou lorsque 'on tient compte d’un plus grand nombre de
degrés de liberté. Nous ne rencontrerons, dans la suite de ce travail, que les deux types de

bifurcations que nous venons d’introduire.

A un degré de liberté, pour un Hamiltonien dépendant du couple de variables conju-
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guées (p,q), on peut faire le méme type de raisonnement en linéarisant les équations de
Hamilton-Jacobi autour des coordonnées (pg,qo) du point fixe O. Pour les coordonnées

(p,q) d’'un point K proche du point O, on obtient alors:

dsp 0’H | 0’H |

— - Po,q0 2 1P0,90 )

f - o | () o2
E 8p2 |P07q0 apaq |p0#10

ou dp = p—po et dg = g— qo. Considérons ensuite deux points de la trajectoire, passant par
le point K, que nous noterons K(t) et K(t+0t), ou1 ¢ est un intervalle de temps suffisamment

petit. La matrice M, (comparable dans ce cas & la matrice de monodromie) définie par:
dp(t + ot) dp(t)
= M. 2.29
<Mu+5w q(t) (2:29)

s’écrit, a partir de ’équation (2.28), sous la forme:

0’H 0’H
M - 6q8p ’po#]o 6t _W |p0#10 5t (2 30)

== | o%*H O*H '
j‘povqoét 1+ 7‘1)0#}0&
Op Opdq

La condition (2.26) s’écrit alors:
0’H 0’H 0’H
(m|p07%)2 - 87q2|p0,%87pg‘pquo 7& 0 (2'31)

En conclusion, signalons que nous reviendrons sur la recherche des points fixes et
des bifurcations dans les chapitres consacrés a 1’étude des molécules HCP (chapitre 7) et
HOCI (chapitre 8). Pour la molécule HCP, le parametre € correspondra aux constantes du

mouvement de I’Hamiltonien effectif utilisé pour étudier cette molécule.

27



2.4. STRUCTURE DE L’ESPACE DES PHASES ET BIFURCATIONS

28



Deuxiéme partie

Deuxieme partie.

Théorie des perturbations
canonique

29



Deuxiéme partie

30
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Chapitre 3

Théorie des perturbations
canonique - (énéralités

3.1 Introduction

Que ce soit en mécanique quantique ou en mécanique classique, seulement tres peu
de problemes sont solubles de fagon exacte. On a donc des les premiers balbutiements de la
mécanique classique (en particulier de la mécanique céleste) cherché a développer des mé-
thodes approximatives pour déterminer certaines solutions [2]. Ces méthodes fonctionnent,
de facon générale, lorsque I’Hamiltonien du probleme étudié ne differe que légerement d’un
Hamiltonien qui peut étre résolu de facon exacte. Le probleme complet est alors une per-
turbation du probleme soluble. La théorie des perturbations consiste précisément en des
techniques pour obtenir une solution approximative basée sur la petitesse de la perturba-

tion rajoutée a ’'Hamiltonien soluble [27].

Les théories que nous allons décrire par la suite sont canoniques, c’est-a-dire basées
soit sur des transformations canoniques soit sur leurs équivalents quantiques, les transfor-
mations unitaires. Ce chapitre restera tres général puisque ces méthodes peuvent s’appliquer

a priori a tous les types de problemes en physique.

Signalons aussi que ces méthodes n’ont rien de novateur et sont appliquées dans

de nombreux domaines depuis longtemps [31]. Ce qui sera novateur dans notre étude est
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le fait que nous ne chercherons pas seulement a appliquer localement les Hamiltoniens
perturbés obtenus. Nous voulons obtenir, comme nous ’avons mentionné en introduction,
une approximation valable, par exemple pour la mécanique classique, sur une grande partie
de l'espace des phases. Localement, la précision de 'approximation considérée ne pose,
en général, pas de probleme. Pour 'améliorer, il suffit, en effet, de prendre en compte un
voisinage de plus en plus petit autour du point étudié. Nous verrons, en revanche, que
lorsque 'on cherche une approximation globale il est beaucoup plus difficile d’obtenir un
Hamiltonien perturbé précis. Les exemples que nous donnerons par la suite seront des
exemples tirés de la physique moléculaire.

Ce chapitre est organisé comme suit. Les parties (3.2) et (3.3) récapitulent 1’essentiel
des méthodologies des théories des perturbations classique et quantique. Le paragraphe
(3.4), a l'aide de l'exemple de la molécule HaS, détaille et compare les résultats obtenus
par ces deux méthodes. La partie (3.5) est, quant a elle, consacrée a la présentation de

I'utilisation standard de cette théorie, qui s’applique a un Hamiltonien polynomial.

3.2 Théories classiques: Birkoff-Gustavson et Dragt-Finn

Plagons-nous tout d’abord dans le cadre de la mécanique classique et considérons
un Hamiltonien classique dépendant des 2F' variables canoniquement conjuguées (5,7), ou

p=(p1,p2,----,pF) €t =(q1,92,-....,qr). Cet Hamiltonien est de la forme:

+0oo
H=> &Hp3q) (3.1)
=0

L’Hamiltonien non perturbé Hy est, en général, un Hamiltonien intégrable dont la
dynamique est réguliere et I’espace des phases trés simple. Les termes perturbatifs H;, ou
i > 1, sont non-intégrables et leur dynamique est beaucoup plus complexe [5]. Le coefficient
€ est un coefficient placé de fagon arbitraire et qui permet de déterminer ’ordre de chaque
terme. On suppose aussi, pour se placer dans le domaine de validité de la théorie, que
les termes décroissent en valeur absolue avec la puissance de €. Le but de la théorie des
perturbations canonique est, par une série de transformations canoniques, d’obtenir un

Hamiltonien transformé K dépendant de nouvelles coordonnées conjuguées (]3,65) et ne
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contenant que certains termes de H jusqu’a une certaine puissance de €. Par certains termes,

on entend, par exemple, des termes dépendant de coordonnées cycliques (chapitre 2).
imax
K=Y &K(P) (3.2)
i=0
Les termes d’ordre supérieur & e¥me= sont ensuite négligés, ce qui implique que ’'Hamiltonien
considéré n’est qu'une approximation de I’Hamiltonien initial. Tronquer le développement
de I'Hamiltonien perturbatif obtenu revient a lisser sa dynamique classique. De la méme
fagon, une série de Fourier tronquée ne tient pas compte des hautes fréquences [32].
Suivant le probléme considéré, on peut rechercher différentes formes pour I’'Hamilto-
nien transformé. Dans les cas les plus simples, K ne dépend plus que des moments conjugués
P comme dans I’équation (3.2). Nous verrons toutefois plus loin que ce n’est plus le cas s’il
faut prendre en compte des résonances. Dans les deux cas, on obtient cependant une ap-
proximation intégrable d’un systeme qui ne I’est pas; on simplifie ainsi grandement 1’étude

de la dynamique de I’Hamiltonien initial.

Revenons a I'Hamiltonien initial (3.1). Par une série de transformations canoniques,
nous cherchons donc a modifier cet Hamiltonien. Toute I’idée de la théorie des perturbations
est de considérer des transformations de plus en plus petites en terme de puissances de ¢ et
de modifier au fur et a mesure chaque terme de I’Hamiltonien.

Il pourrait sembler évident que plus l'ordre de la théorie des perturbations consi-
déré est élevé et plus ’'Hamiltonien obtenu est précis. Ce raisonnement est correct avec
une théorie des perturbations habituelle mais pas avec une théorie des perturbations cano-
nique. En effet, la série obtenue (’'Hamiltonien final) n’est pas une série convergente mais
une série asymptotique. Une série asymptotique est une série divergente mais qui, si un
nombre fini de ses termes est pris en compte, donne une valeur approchée de la fonction
considérée [31,33]. Elle permet donc d’obtenir le résultat désiré avec une certaine préci-
sion. Le probleme avec ce type de série est qu’on ne sait pas a priori a quel ordre elle va
commencer a diverger et quelle précision on peut attendre. Pour les séries obtenues par

théorie des perturbations, on applique des transformations canoniques ou unitaires jusqu’a
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ce que 'Hamiltonien effectif diverge. Ce point sera illustré dans la partie (3.5) (figure (3.1)).

Deux grandes approches sont employées pour écrire les transformations canoniques
(chapitre 2), qui conduisent a deux grandes méthodes de théorie des perturbations cano-
nique classique: celle de Birkoff-Gustavsson [34-37], liée a I’emploi de fonctions génératrices
classiques, et celle de Dragt-Finn [38—40], liée a I'utilisation des fonctions génératrices de Lie.
Méme s’il n’est, en général, pas possible de trouver simplement un lien entre ces deux types
de transformations, & part pour des transformations infinitésimales [27], elles conduisent,

comme nous l'avons vérifié, a des résultats comparables sur le plan numérique [41].

Théorie des perturbations de Birkoff-Gustavson

La théorie des perturbations de Birkoff-Gustavson consiste en l'application d’une
succession de transformations canoniques. Notons H®) les Hamiltoniens obtenus aprés ces
différentes transformations. H(© est 'Hamiltonien initial.

Supposons que la s**™¢ transformation canonique, du jeu de coordonnées conjuguées
(p,q) vers le jeu de coordonnées (ﬁ,@), soit définie a partir d’'une fonction génératrice de

type 2 (chapitre 2) par I’équation suivante :

Fy(P,Q) = P{+ W (P,q) (3.3)

On obtient, d’apres la définition de la fonction génératrice, la relation suivante entre les

différents jeux de coordonnées :

oW ()
Qr=qr +¢°
W{CS) '
pr = P +¢€°
oqx.

Les Hamiltoniens H®™Y et H®) sont exprimés en une série de puissances de ¢ :

HED(5,g) = ZE”H(S’”(M)

PG ZEnH (PQ)
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A partir de I’égalité de Hamilton-Jacobi, on obtient alors:

oW () oW ()
HEV({P+ =5 —a}) = HO ({Pray +¢° (3.6)
k

b, 1)
Le développement en série de puissances de € autour des variables ({ Py,qx }r) implique
une relation entre ’ancien et le nouvel Hamiltonien. En identifiant chaque terme en fonction

des puissances de €, on obtient :

({Pk,%}) ({Pkﬂk:}) n<s
<{Pk,qk}> = H ({Poar)) — HS Y ({Prar})

o =Y (s)
D) = A (Pt)) + S 7t g e e
k

61H7(18)28 H (8W(3)
k=1
[1x9q

)ik}, n>s

(3.7)

ou F' est le nombre de coordonnées de position, (i1,iz,...,ir) est un F-uplet d’entiers positifs,
i est défini par i = i3 + i3 + ... + ip et les indices (i,ia,...,ir) de la derniere équation
prennent toutes les valeurs telles que 1 < 7 < % L’opérateur D est défini de plus comme
D = —{Hy,.}.

Il est important de remarquer que les termes d’ordre inférieur a s du nouvel Hamil-
tonien ne sont pas modifiés par les transformations d’ordre supérieur ou égal a s. De plus,

le terme d’ordre s est donné par l’expression suivante :

) Hés_l) + DW®) = Hs(s_l) + {W(S),Héo)} (3.8)

s

La fonction W) se calcule & partir de 1’équation (3.8), dite équation cohomologique. Nous
cherchons donc dans un premier temps a résoudre cette derniere pour obtenir la fonction
W) puis, dans un second temps, nous pouvons & partir de celle-ci calculer les ordres
suivants du nouvel Hamiltonien en utilisant les relations (3.7) exprimées précédemment.
Appliquer la théorie des perturbations canonique a un Hamiltonien revient donc a
appliquer cette procédure pour des valeurs de s allant de 1 & une valeur maximale S. A
chaque étape, 'Hamiltonien transformé H®) est considéré comme "Hamiltonien de départ

de I'étape suivante. L’étape finale d’une théorie des perturbations consiste enfin, apres S
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)

itérations, a négliger les termes HT(LS tels que n > S.

Théorie des perturbations de Dragt-Finn

La théorie des perturbations de Dragt-Finn est basée sur un schéma completement
identique, si ce n’est que les transformations canoniques ne sont plus exprimées a l’aide

d’une fonction génératrice mais par une transformation de Liouville :

(P,Q) = exp(Ly)(7.d) (3.9)

Ly=1{9} =3 (%) 2 (2,0, (3.10)

k

11 faut, de plus, noter que l'opérateur exp(Lg) se calcule par un développement classique en
série entiere de termes de la forme Ly ou Ly = {g,{g,{g,.-.--{g,-}} }}. L'avantage de cette
méthode, par rapport a la précédente, est qu’elle permet d’écrire sous forme compacte la
série d’opérations qu’elle réalise. En utilisant les mémes notations que précédemment, apres

S étapes, 'Hamiltonien final s’écrit :
HY) = exp(e®Lg)exp(e® ' Lg_1)....... exp(eL)HO (3.11)

ou Lg = {g(s),.}. g®) est Panalogue dans ce formalisme de la fonction génératrice W) de
la méthode précédente.
L’équation & Dordre s, H() = e:L‘p(esLs)H(s_l) devient, en développant les différents

termes en puissances de €:

S =3 %5"”(Ln)"H,(f_1) (3.12)

D’ou, en identifiant les puissances de ¢, on aboutit & la relation de récurrence:

int(n/s)
1 e
Y = Y 5(Ln)llar,ﬁ_;) (3.13)
i=0

N . . n ;.
ou int(n/s) est la partie entiere du nombre —. On remarque que, comme pour la théorie
s

de Birkoff-Gustavson, les termes d’ordre inférieur a s du nouvel Hamiltonien ne sont pas
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modifiés par les transformations d’ordre supérieur ou égal a s. De plus, le terme d’ordre s

est donné par ’expression suivante :

H =g 4 L,ge™ = g 4 1,1 (3.14)

S S

En réécrivant cette derniére expression, on obtient :
_ 0
HE) = 7D 4 (g gl (3.15)

Il s’agit de la méme expression que précédemment (3.8); c’est pour cela que I’on peut
faire une analogie complete entre les fonctions W de la théorie de Birkoff-Gustavson et les
fonctions g de la théorie de Dragt-Finn. Remarquons aussi que ’on n’obtient finalement pas
le méme Hamiltonien, méme si les fonctions génératrices des deux méthodes sont calculées
de la méme maniere, car les transformations canoniques sont différentes [27].

Nous voyons donc que tout le probleme pour pouvoir appliquer de telles théories des
perturbations revient a résoudre 1’équation cohomologique. En général, pour un terme Héo)

quelconque, cette derniere est tres difficile, en pratique, a résoudre numériquement.

3.3 Théorie quantique: Théorie des perturbations de Van
Vleck

La théorie de Van Vleck est une théorie quantique: on ne considere donc plus un
Hamiltonien classique mais un Hamiltonien quantique, opérateur d’un certain espace de
Hilbert. L’idée a la base de cette théorie est exactement la méme que celle des théories
précédentes et la forme sera de plus tres similaire [42,43]. Historiquement, c’est méme cette
théorie qui a été, des les années 30 et les premiers balbutiements de la mécanique quantique,
introduite en physique par Van Vleck pour étre appliquée a certains systémes quantiques.
Elle est, de plus, encore utilisée pour calculer les niveaux vibrationnels de molécules ayant
au moins quatre atomes.

Comme il s’agit d’une théorie quantique, on ne considere plus des transformations
canoniques mais des transformations unitaires. La limite classique de la théorie de Van

Vleck est la théorie de Dragt-Finn. On passe de I'une a l'autre en remplacant simplement
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les crochets de Poisson par des commutateurs (méthode habituelle du principe de corres-

pondance [3]). On écrit donc pour la s*™¢ transformation :
H® = exp(ile*S® ) HEY (3.16)

L’opérateur S correspond a la fonction g de la théorie de Dragt-Finn (3.2). Le complexe 4
de 'expression (3.16) permet d’assurer 'unitarité de la transformation considérée si S est
un opérateur hermitique. Les formules employées pour dériver de facon compléte la théorie
des perturbations de Van Vleck sont identiques a celles vues précédemment au paragraphe

(3.2). On a ainsi:
H® = exp(i[e*S®), Dexp(ile* 1SV ))....exp(i[eSDV,. ) HO (3.17)
Les différents Hamiltoniens sont développés en puissance de €.

HE) =3 "enH) (3.18)

Les opérateurs exp(i[e®S (3),.]) sont aussi développés sous cette forme en utilisant la formule

suivante :

i’n

€n S S S
= (54 [8¢) . [S¢) H]...]] (3.19)

n fois

exp(ile”S NH =>

En identifiant les différentes puissances de €, on obtient une relation de récurrence générale

tres proche de 'équation (3.13):

int(n/s) g
H = 18086 8@ mEL) (3.20)
= I "
j fois
L’équation cohomologique est alors de la forme:
Hé(S) - Hgsfl) + i[S(S),H(()O)] (3.21)

Il s’agit d’une équation tres similaire a 1’équation (3.15). Cette équation, comme pour le cas

classique, permet d’obtenir S et de calculer les différents ordres de I’Hamiltonien obtenu.
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3.4 Classique ou quantique: que choisir?

Cette partie a pour but de discuter les différents problemes que I'on peut rencontrer
lors de l'application des théories des perturbations classique ou quantique a un probleme
quantique. On peut, en effet, utiliser une théorie classique pour traiter un probleme quan-
tique. Le traitement classique permet de s’affranchir de tous les problemes de commutation
et de réordonnancement des différents termes. Il permet donc de gagner un temps de calcul
important. On a aussi constaté que ce traitement présente une meilleure stabilité sur le
plan numérique [41]. Par contre, comme 1'Hamiltonien final n’est pas hermitique pour une
procédure classique, une symétrisation supplémentaire est nécessaire.

La suite de ce paragraphe s’intéresse donc aux problemes de ces méthodes liés (i) au
choix de ’énergie cinétique initiale et (ii) a la symétrisation, pour une méthode classique, de
I’Hamiltonien effectif final. L’exemple de la molécule HoS nous permettra d’illustrer notre
propos tout au long de ce paragraphe [41]. Pour décrire cette molécule, nous avons utilisé
la surface développée par Jensen et ses collaborateurs [44]. 34 niveaux ont été calculés a

1

partir de celle-ci. Le niveau le plus haut pris en compte a une énergie de 11008.85cm™" par

rapport au niveau fondamental.

Le probleme de I’énergie cinétique

Considérons un Hamiltonien quantique général de la forme:

H(p,q) =T(p,9) + V(Q) (3.22)

Si ’'Hamiltonien est exprimé en coordonnées cartésiennes, alors I’énergie cinétique ne dépend
que des impulsions (pour étre plus précis, des opérateurs qui sont associés aux impulsions
en mécanique quantique) [3]. Sil’on utilise des coordonnées plus compliquées mais souvent
plus adaptées au probleme , comme par exemple les coordonnées internes, 7' dépend alors de
¢. On doit donc tenir compte des problemes de commutation entre les coordonnées et les im-
pulsions conjuguées, notamment pour que I’Hamiltonien soit bien hermitique. La méthode

générale consiste a effectuer, a partir des coordonnées cartésiennes, les différents change-
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ments de coordonnées en respectant la non commutativité des opérateurs conjuguées [45].

L’opérateur quantique d’énergie cinétique s’écrit, de facon générale, sous la forme:
1 FF
=522 _pigii(Mp; +V'(7) (3.23)
i=1 j=1
ol I est le nombre de degrés de liberté du systéme et V' est égal & :
n L& Olnd, a 81nd01nd
, — 3.24
Zzar 9 gy, ZZQ T, on (3.24)
avec d = det(g).
La matrice g est la matrice de Wilson. Chaque élément de g est fonction des variables

7, la forme de ces fonctions dépendant du choix des coordonnées [46]. V' est le terme extra-

potentiel. Son nom vient du fait qu’il ne dépend pas des impulsions p;.

Précisons a présent, pour ce type de probleme, 'Hamiltonien initial considéré pour
chacune des théories des perturbations.
Pour une théorie des perturbations classique, ’énergie cinétique initiale considérée
est, comme on ne tient pas compte des problemes de commutation, égale a:
1>
=52, 9i(Mpip; (3.25)
i=1 j=1
Pour une théorie des perturbations quantique, deux choix sont en fait possibles pour 7. Si on
ne fait aucune approximation, ’énergie cinétique initiale aura pour forme ’expression (3.23).
Cette derniére est, en général, assez compliquée a cause du terme extra-potentiel. Celui-ci
a, de plus, une contribution assez faible; c’est pourquoi on le néglige dans la plupart des cas.
Remarquons aussi qu’omettre ce terme, qui est un terme d’ordre h?, revient simplement &
symétriser 'expression de I’énergie cinétique classique.
La prise ou non en compte du terme extra-potentiel a été testée pour la molécule
H,S. La différence entre les niveaux perturbés et les niveaux exacts a été tracée sur la figure
(3.1) pour les deux Hamiltoniens obtenus. La courbe en pointillés courts correspond aux

résultats de la théorie quantique dans le cas ou le terme extra-potentiel a été négligé. La
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courbe en traits pointillés courts longs correspond a la méme théorie quantique mais en
tenant compte de ce terme. On remarque que la correction due au terme extra-potentiel est
assez faible. Elle est seulement de 1’ordre de 0.2 em ™! dans cet exemple; c’est pourquoi ce

terme est, en général, négligé.

Symétrisation de ’Hamiltonien effectif

Supposons a présent que la théorie des perturbations a été appliquée un certain
nombre de fois (ce nombre correspond a l'ordre de la théorie des perturbations) a I’'Ha-
miltonien initial. On cherche désormais a calculer les niveaux d’énergie de ’Hamiltonien
effectif obtenu.

Dans le cas classique, apres application de la théorie de Birkoff-Gustavson ou de celle
de Dragt-Finn, on obtient, en général, un Hamiltonien dépendant des impulsions P et des

coordonnées d’espace (@ :

H = H(P,Q) (3.26)

Deux méthodes sont utilisables pour quantifier un tel Hamiltonien. La premiere consiste
a utiliser la mécanique semi-classique. Cette méthode n’est applicable qu’a une dimension
ou pour des Hamiltoniens intégrables. Nous montrerons, de plus, en annexe, que certaines
transformations canoniques posent probléemes, car elles modifient les niveaux semi-classiques
de I’'Hamiltonien effectif.

La seconde méthode qui est, en général, plus facile a utiliser considére I’'Hamiltonien
H obtenu comme un Hamiltonien quantique. Si H est déja hermitique, il n’y aura aucun
probleme de quantification et on peut donc le traiter comme un Hamiltonien quantique.
Par contre, si H n’est pas hermitique, on doit symétriser son expression [47]. Plusieurs
symétrisations sont en fait possibles. Nous utilisons principalement la symétrisation de
Weyl qui donne, en général, les meilleurs résultats. Considérons, pour fixer les idées, un

Hamiltonien contenant des termes de la forme f(Q)P™, ou f est une fonction quelconque
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Fi1G. 3.1 — Comparaison des méthodes classique et quantique pour la molécule HyS

Tracé de ’erreur moyenne, en fonction de l'ordre s de la théorie des perturbations, entre
les niveauz de I’Hamiltonien effectif et ceux obtenus par des calculs variationnels a partir de
I’Hamiltonien initial de la molécule HoS. La courbe en trait plein correspond aux résultats
de la théorie classique pour un développement a la dunham, la courbe en pointillés longs aux
résultats de la théorie classique pour un Hamiltonien de résonance, la courbe en pointillés
courts aux résultats de la théorie quantique pour le méme Hamiltonien de résonance quand
le terme extra-potentiel a été négligé et la courbe en traits pointillés courts longs a la théorie
quantique tenant compte de ce terme.
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de ). La méthode de Weyl fait correspondre a cet Hamiltonien des termes de la forme:

m 1 - k pk m—k
F@QP™ — oo ;)cmP 1(@P (3.27)

Il reste, enfin, a préciser 'ordre de grandeur des erreurs introduites par le traitement
classique (énergie cinétique+symétrisation finale). On constate sur la figure (3.1) que, pour
la molécule HoS a ’ordre 10 de la théorie des perturbations, cette erreur est de ’ordre, pour
un Hamiltonien de résonance, de 0.5 cm™!. Le méme ordre de grandeur a été observé sur

d’autres exemples [41], la différence étant au maximum de I’ordre du em™1.

3.5 Procédure standard : application a un polynoéme

Cette partie rappelle la méthode pratique utilisée depuis de nombreuses années pour
étudier les molécules par théorie des perturbations canonique. Le développement formel
ci-dessus ne le laisse pas forcément apparaitre, mais l'implémentation informatique et le
calcul littéral de ces méthodes sont extrémement longs si I’Hamiltonien a une expression un
peu compliquée. C’est le cas, par exemple, si 'on considere une surface d’énergie potentielle
générale ajustée sur des points ab initio. Il est alors tres difficile d’effectuer plusieurs trans-
formations, ce qui est pourtant essentiel pour obtenir une approximation globale et précise
de 'Hamiltonien de départ. Une solution pour limiter le temps de calcul est de considérer
des expressions polynomiales [36,37,47]. Celles-ci s’obtiennent simplement par un dévelop-
pement en série de Taylor autour d’un extremum de la surface d’énergie potentielle. Dans la
pratique, et pour les cas que nous aurons a traiter, nous développerons toujours la surface
autour d’un minimum. Le développement autour d’un maximum est, en effet, trop local et
ne permet pas d’avoir une approximation du potentiel initial sur un intervalle suffisamment
grand. Notons cependant que, suivant les fonctions développées, le rayon de convergence
des séries entieres peut étre plus ou moins grand, il peut méme étre nul dans certains cas,
rendant alors inapplicable la procédure standard décrite ci-dessous [47]. Signalons aussi que

la forme de la surface et les fonctions utilisées pour décrire celle-ci conditionnent de maniere
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importante la convergence de la série obtenue par théorie des perturbations.

Supposons donc que nous ayons pu développer en série de Taylor la surface d’éner-
gie potentielle autour d’'un minimum. Nous nous attachons, pour l'instant, seulement a la
méthode. L’Hamiltonien est donc de la forme suivante:

H(p) =Y He(7,4) (3.28)

k>0
ol Hy est un polynéme homogene de degré k+2 en pet ¢. Hg est une forme définie positive
puisque la surface a été développée autour d’un minimum (pour toutes les coordonnées);
elle peut donc étre réécrite grace a une transformation canonique linéaire (transformation

de Wilson [46]) sous la forme:
Fo
Ho(w',d') =) = (0 +4°) (3.29)

Les w; sont les fréquences fondamentales du systeme, alors que ];; et q_; sont les nouvelles
coordonnées obtenues apres la transformation de Wilson. L’Hamiltonien total H est réécrit
en fonction de ces coordonnées. Toutefois, pour simplifier les notations, nous omettrons les
primes dans la suite de ce manuscrit. Pour pouvoir appliquer la théorie des perturbations a
un tel Hamiltonien, il faut, comme nous l’avons vu dans la partie (3.2), le réécrire a l'aide
du coefficient e. Il existe plusieurs solutions pour cet arrangement; nous allons présenter la
méthode que I'on utilise généralement. Le polynome est obtenu a partir d’un développement
en série de Taylor; on s’attend donc, au moins lorsque la variation des coordonnées est
inférieure au rayon de convergence, a ce que les termes soient de plus en plus petits. Le
développement initial en puissances de ¢ se fait donc tout naturellement en fonction de la
puissance totale k de chaque terme, le terme en ¥ étant de degrés k + 2. On a donc:

S
Hpg) =HOG) =Y DG =Y @) (3.30)

S
k=0 =0

ol S+ 2 est 'ordre du développement. 1l est choisi de sorte que le développement de la
surface d’énergie potentielle en série de Taylor soit suffisamment précis. S correspond aussi,

dans nos notations, a I’ordre de la théorie des perturbations que ’on veut appliquer.
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Comme nous l'avons déja dit, la position des termes pour les puissances non nulles de
€ n’est pas cruciale, puisque plusieurs solutions sont possibles. On pourrait, ainsi, tous les
placer comme des perturbations d’ordre un. Dans ce cas, nous avons remarqué que la série
perturbative avait tendance a converger plus rapidement pour les premieres transformations,
mais qu’elle avait aussi tendance a diverger plus rapidement ensuite.

Le choix du terme de degré 0 n’est, par contre, pas du tout fait au hasard; celui de
I’équation (3.29) est d’ailleurs pratiquement le seul choix qui permet d’obtenir des résultats
simples et tractables numériquement, comme ’ont montré de nombreux essais [41]. Dans
ce choix réside, en effet, une des principales clés des théories des perturbations canoniques,
c’est-a-dire la résolution de I’équation cohomologique (3.15). Par exemple, dans le cas de la
théorie de Birkoff-Gustavson, I’équation a résoudre, a ’ordre s, est de la forme:

DW® = —{Hyw®} = g — g (3.31)
Les notations sont celles du paragraphe (3.2). En utilisant 1’équation (3.29), 1’équation
précédente devient :
(s)

. )=H® — H=D (3.32)

. oW
DW= "wi(pi
i=1 g

L’inconnue de cette équation est la fonction W), Pour déterminer W), on place un
certain nombre de termes de I’Hamiltonien initial H 5(8_1) dans H §S). Inversement, on peut
dire que le role de la perturbation d’ordre s est de supprimer un certain nombre de termes de
H 58_1), afin que ceux-ci ne se retrouvent pas dans H. 5(5). Ce choix doit répondre a plusieurs
critéres, puisqu’on cherche a obtenir I’'Hamiltonien final le plus simple possible, mais aussi
le plus précis possible. Pour remplir cette derniére condition, on pourra rajouter dans H. S(S)
les termes dont on pense qu’ils améliorent la convergence de la série des transformations
effectuées.

La résolution de I’équation (3.32) est simplifiée si l’'on passe en représentation créateur
ke’rhe

/ annihilateur d’un point de vue classique ou quantique. Pour le jeu de coordonnées
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conjuguées (pg,qx), on définit donc les opérateurs de création a;r et d’annihilation aj par:

1
af = —(qr — ipk)
k
2
\1/>

(3.33)
ar = — +1
k \/§(Qk k)
L’opérateur D se réécrit alors sous la forme:
0 0
_ +

Sous cette forme, 'image de cet opérateur est particulierement simple a calculer. En effet,

considérons un terme de la forme:
F
¢ =[] ™ alt (3.35)
k=1
L’image D¢ de ¢ par D vaut:

wk(mk — lk)]¢ (3.36)

)

ASS

I
M-

¢ est donc une fonction propre de 'opérateur D. Si un tel terme ¢ de H, §5‘1) n’est pas
placé dans H S(S), alors, pour que ’équation (3.32) soit vérifiée, W) devra nécessairement

contenir le terme:

¢

i p g wi(my — li)

Afin que ce terme ne diverge pas, les éléments de H, 5(5_1) appartenant au noyau de D, c’est-

(3.37)

a-dire les termes ¢ tels que D¢ = 0 (et par conséquent 25:1 wi(myg — lg) = 0), doivent

)

absolument étre placés dans H és .

Deux cas completement différents se présentent donc. Tout d’abord, si les fréquences
fondamentales wjy sont incommensurables ou ne sont pas commensurables dans un rapport
simple (puisqu’on se limite & un certain ordre pour le polynéme) alors les fonctions ¢

appartenant au noyau de D sont de la forme:

¢ =[JaF™a}" (3.38)
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Apres toute une série de transformations canoniques, on obtient donc un Hamiltonien de la

forme:

{aZ ait) = Zwla a; + Z zi(af a;) a+a])—|— ..... (3.39)

1,7=1;1<3

En introduisant les variables d’action I; = afai, on obtient le développement a la Dunham.

L’Hamiltonien est alors:

F F
HOULY) =Y wili+ > wililj+ ... (3.40)
i=1 ij=1;i<j

On peut remarquer que I’Hamiltonien obtenu correspond a celui utilisé en spectro-
scopie par les expérimentateurs. L’avantage d’utiliser une théorie des perturbations cano-
nique est que ce développement est obtenu de fagon complétement rigoureuse des que la
surface d’énergie potentielle est donnée, alors que les spectroscopistes obtiennent de tels

Hamiltoniens effectifs en ajustant les parametres (w;,x;;...) par rapport aux niveaux d’éner-

gie.

Dans le cas ou les fréquences fondamentales sont commensurables avec un rapport
assez simple, le probleme est un peu plus difficile puisqu’il faut prendre plus de termes
en compte. On parle dans ce cas de résonance. La résonance est dite exacte lorsque les
fréquences sont exactement dans un rapport rationnel. Par exemple, pour fixer les idées,
dans un probleme a trois dimensions, on pourrait avoir w; = ws. En physique moléculaire,
ce type de rapport ne s’obtient jamais en réalité, sauf pour des molécules présentant des
symétries.

Cependant, si les fréquences w; ne sont pas dans un rapport rationnel, il se peut
qu’elles soient proches d’un tel rapport. Si comme pour HsS on a, par exemple, wq ~
ws, on parle alors d’une résonance approchée (les modes 1 et 3 de HsS sont 1’élongation
symétrique et antisymétrique, dont les fréquences fondamentales sont w; ~ 2719 em™!
et w3 ~ 2736 cm™'). Il ne s’agit pas d'une résonance exacte, on n’est donc pas obligé
mathématiquement de tenir compte des termes correspondants. Mais, on peut tout de méme
le faire, et c’est 1a I'une des grandes libertés de ce type de théorie des perturbations que de

pouvoir sélectionner certains termes et les placer arbitrairement dans le nouvel Hamiltonien
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)

H®) . Si lon revient & 'exemple de HsS, il faut donc aussi placer dans H. és les termes de

I'expression (3.41) et leurs adjoints.
(af)™ (a1)™**(az)™2(az)™* (a3 )"+ (ag)™ (3.41)

Comme le montre la figure (3.1), si I'on considére simplement un développement a la
Dunham, "Hamiltonien diverge a partir de 'ordre 6 et la meilleure précision obtenue est
de Tordre de 150 ¢m™!. Par contre, en tenant compte de cette résonance, 'erreur est de
I'ordre du em™!. D’autres résonances non prises en compte conduisent alors & nouveau
I’ordre 12 a la divergence de I’'Hamiltonien effectif. Toutefois, a cet ordre, I’erreur moyenne
n’est plus que d’environ 0.5¢m ™t Cet exemple illustre aussi une constatation beaucoup plus
générale [31,48] : ce sont les petits dénominateurs qui sont responsables de la divergence des
séries obtenues par la théorie des perturbations. Ces dénominateurs sont, d’apres I’équa-
tion (3.36), des combinaisons linéaires des fréquences fondamentales w;. Rechercher une
résonance revient donc, en général, a rechercher la combinaison linéaire de fréquences fon-
damentales la plus proche de 0. Cette derniére regle s’applique dans la plupart des exemples

mais il ne s’agit pas d’une regle absolue [47].

En conclusion, il est important de noter que cette méthode, basée sur un dévelop-
pement polynomial au voisinage d’une position d’équilibre, ne peut s’appliquer a des sys-
témes plus complexes comme, par exemple, les réactions d’isomérisation (dans ce cas, une,
au moins, des coordonnées peut avoir un grand intervalle de variation) ou l'interaction entre
plusieurs surfaces couplées. Trouver de nouvelles méthodes s’appliquant a ces deux types
de probléemes a constitué une partie de mon travail de these et fera I’'objet des chapitres 4

et 5.
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CHAPITRE 4. THEORIE DES PERTURBATIONS CANONIQUE - APPLICATION
AUX MOLECULES NON-RIGIDES

Chapitre 4

Théorie des perturbations
canonique - Application aux
molécules non-rigides

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’application de la théorie des perturbations canonique aux
molécules non-rigides.

La figure (4.1) représente la surface d’énergie potentielle typique des molécules non-
rigides auxquelles nous nous sommes intéressés. Cette surface est caractérisée par la présence
de plusieurs minima séparés par des points selles. Sur la figure (4.1), la position de chaque
extremum est indiquée par un point noir. Le but de ce chapitre est de montrer comment
un Hamiltonien effectif, obtenu par théorie des perturbations, peut reproduire précisément
la dynamique classique ou quantique de I’Hamiltonien initial dans chacun des deux puits
et au dessus de ceux-ci. L’application de cette méthode ne se limite toutefois pas & ce type
de systemes. Nous verrons plus précisément, par la suite, quelles propriétés doivent vérifier

les molécules pour pouvoir étre traitées par cette méthode.

Nous avons rappelé dans la partie (3.5) du chapitre 3 comment la théorie des per-
turbations canonique pouvait s’appliquer a un polynoéme obtenu par un développement en
série de Taylor au voisinage d’une position d’équilibre. Pour les surfaces a plusieurs minima,

cette méthode est en fait beaucoup trop restrictive. Plus précisément, son application est
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Fi1G. 4.1 — Surface d’énergie potentielle d’une molécule modéle correspondant a HCN.

Les lignes de niveauz de cette surface ont des énergies allant de 2000 ¢ 20000 cm™" par pas
de 2000 cm™! au dessus du minimum absolu de la surface, minimum de coordonnées (R=1.7
Ao, v=0). Les deux autres extrema, qui ont pour coordonnées (R=1.7 Ao, v=180°) pour
le minimum secondaire et (R=1.10 /i, ~v=94.8) pour le point selle, ont, respectivement,
une énergie de 4000 et de 14083 em™' par rapport au minimum absolu. La position de
chaque minimum est indiquée par un point noir. La ligne en pointillés correspond au chemin
d’énergie minimum qui relie ces trois extrema.
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limitée au cas ou un développement en série de Taylor de la surface d’énergie potentielle
converge et reste a tous les ordres une bonne approximation. Ce développement ne décrit,
par exemple, correctement qu’un des puits de potentiels. Toutes nos autres tentatives d’ap-
proximation polynomiale de surfaces réelles un peu compliquées a I’aide d’ajustements ou
de polynoémes de Chebyshev par exemple, ont échoué ou ne se sont pas avérées suffisam-
ment précises. Qualitativement, la raison majeure qui a pu étre tirée de ces échecs est la
non-décroissance (ou la décroissance trop lente) des termes successifs du développement.
Ainsi, dans un ajustement, les termes successifs ont tendance a se compenser. Tout ceci rend
inappliquable et surtout non-convergente une théorie des perturbations canonique usuelle.

Il nous a donc fallu envisager une autre solution qui est présentée dans ce chapitre.

4.2 Application de la théorie des perturbations canonique
aux molécules non-rigides

Cette partie a pour but de montrer, de fagon générale, comment la théorie des per-
turbations canonique peut s’appliquer aux molécules non-rigides. L’exemple de la molécule

HCN sera traité dans le paragraphe (4.3).

De nombreux essais utilisant la théorie des perturbations canonique usuelle nous ont
montré que des solutions traitant sur un pied d’égalité toutes les variables ne convenaient
pas. Devant cet échec, nous avons alors changé d’optique et considéré deux types de va-
riables: les coordonnées actives et les coordonnées inactives. Les coordonnées actives sont,
qualitativement, les coordonnées selon lesquelles on peut décrire le mouvement ou la dy-
namique de la molécule. Par exemple, pour la surface de la figure (4.1), la coordonnée ~y
est la coordonnée active car elle décrit le passage d’un puits a I’autre. Signalons aussi que
cette séparation est fréquente en chimie [49-51]. On parle, parfois, de variables lentes pour
les coordonnées actives et de variables rapides pour les coordonnées inactives. Avec cette
dénomination, la théorie des perturbations que nous utilisons fait un peu penser a une
théorie des perturbations canonique adiabatique [31]. Par contre, il n’est pas certain qu’il

soit nécessaire, pour pouvoir appliquer une telle théorie des perturbations, que les variables

o1



4.2. APPLICATION DE LA THEORIE DES PERTURBATIONS CANONIQUE AUX
MOLECULES NON-RIGIDES

actives soient lentes par rapport aux variables inactives. Des études sont actuellement en
cours pour vérifier ce point.

Apres avoir séparé coordonnées actives et inactives, on définit un chemin de réaction
a partir des coordonnées actives. Ce chemin relie les différents extrema de la surface. Nous
reviendrons sur cette notion dans le cas de la molécule HCN. Un exemple de ce type de
chemin est tracé sur la figure (4.1). La plage de variation des coordonnées inactives par
rapport a ce chemin restant faible, on suppose que le potentiel autour de ce chemin peut se
développer en série de Taylor pour les variables inactives. Lorsque les coordonnées actives
sont fixées, le terme d’ordre un de ce développement est donc nul. Nous noterons par la
suite (7,g) les coordonnées inactives et leurs moments conjugués et (J,2) les coordonnés
actives et leurs moments conjugués. Signalons que ces coordonnées, actives et inactives,
peuvent différer par une transformation canonique des coordonnées de départ (voir plus
loin le paragraphe (4.3)). Enfin, on n’impose aucune forme particuliere aux développements
des coordonnées actives, elles peuvent étre présentes dans I’Hamiltonien sous forme de
polynémes, sous forme de séries de Fourier comme nous le verrons dans le paragraphe (4.3),
ou encore sous la forme de fonctions plus complexes mais aisément différentiables.

Ecrivons donc I’'Hamiltonien sous la forme:

-,

H(pa.5) = Y 50k + ) + > ([ o) faal T4) (4.1)
k w9y k

Les fonctions fj i sont les fonctions aisément différentiables que nous venons de mentionner.
Les nombres uy, et v; sont des entiers positifs ou nuls.
Pour pouvoir appliquer la théorie des perturbations canonique, nous devons ensuite
réécrire en puissances du parametre € cet Hamiltonien. Nous allons écrire H sous la forme:
We 5 o l OO -
H = Z?(pk +q) + 25 Z (Hpkk 0" ) faw s0 () (4.2)
k >1 g0k
La remarque principale que 'on peut faire a propos de cette expression est que le terme
Hy = Héo) (le terme ne dépendant pas de ¢) est fonction des seules coordonnées inactives.

)

D’un point de vue pratique, ce choix de Héo permet de résoudre facilement 1’équation co-

homologique. De plus, toutes les formules de récurrence que nous avons vues au chapitre 3
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peuvent encore étre utilisées. Remarquons cependant, comme nous I’avons déja mentionné,
qu’il existe plusieurs solutions pour ordonner les termes avec des puissances supérieures ou

égales a 1 de €. Nous reviendrons, pour la molécule HCN, sur 'ordonnancement des termes.

Nous nous plagons maintenant dans le cas d’une théorie classique de type Birkoff-
Gustavson. Supposons qu’apres s — 1 transformations canoniques les termes a supprimer de

H 5(8_1) soient de la forme:
A H =3 AT T ™ ok (4.3

ou les opérateurs {ag,ak} sont les opérateurs création-annihilation construits a partir des
opérateurs {pg,qx } suivant la formule (3.33). Plagons nous dans le cas ou les fréquences fon-
damentales des modes inactifs sont incommensurables et cherchons la fonction génératrice

W) solution de équation cohomologique. On obtient si 17 # I

+my
b ap ) =S A, mfu,wzn’f %% (4.4)
m;ﬁl

Connaissant W), la suite des calculs ne pose pas de probléeme. Nous allons simplement

insister sur les termes de H. s(s_l) qui doivent absolument étre conservés dans H. s(s) . Il s’agit
de tous les termes tels que =1
HE =" Az fam(T0) [ ay ™ apt (4.5)
m k

(s)

qui feraient diverger 1’équation (4.4) s’ils n’étaient pas placés dans Hg

(s

que le placement des termes dans Hg

. Nous voyons alors
) dépend, en fait, seulement de ’égalité des puissances
en a; et ay, et pas du tout de la fonction fm,f' Apres toute une série de transformations ca-
noniques, ’Hamiltonien finalement obtenu est de la forme suivante (en introduisant comme
précédemment les variables actions-angles pour les coordonnées polynomiales) :

H = Eo(J) + Zwk (D), + Zwm (S0 Dy + Z Yrtm (JoD) I i + e (4.6)

k<l k<i<m

Il est clair que I’'Hamiltonien obtenu est plus général que I’'Hamiltonien de la section (3.5)

puisqu’ici les coefficients ne sont plus constants mais dépendent des variables J et @E On
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peut dire de fagon non rigoureuse que seuls les termes polynomiaux du départ ont été trai-
tés en perturbation. En fait, ce n’est pas vrai puisque toutes les coordonnées ont subi les
transformations canoniques et que les coordonnées qui se cachent sous les variables d’action

I, ne correspondent plus exactement aux seules coordonnées inactives de départ.

En conclusion, ajoutons quelques remarques sur les propriétés classiques de I’Hamil-
tonien effectif obtenu. Tout d’abord, le fait d’obtenir un Hamiltonien plus général implique
la disparition de constantes du mouvement. En effet, 'Hamiltonien dépendant des coor-
données 1;, leurs moments conjugués, f, ne sont plus des constantes du mouvement comme
peuvent 1’étre les actions I. L’Hamiltonien est plus général certes, mais sa dynamique est
aussi plus complexe. Pour que cette méthode modifiée soit intéressante, il faut donc que le
nombre de coordonnées inactives soit grand par rapport au nombre de coordonnées actives.
Dans le cas contraire, il est inutile de chercher un Hamiltonien effectif et il vaut mieux

étudier directement I’Hamiltonien de départ.

Une autre question intéressante est le traitement des résonances dans ce nouveau
formalisme. Celui-ci ne pose a priori aucun probléeme dans le cas d’une résonance entre
coordonnées inactives et se traite comme précédemment. Remarquons simplement que les
fréquences qui apparaissent dans Héo) ne sont plus les fréquences fondamentales du pa-
ragraphe (3.5) mais, en général, des valeurs moyennes le long du chemin réactionnel de
ces fréquences (il s’agit par exemple du terme d’ordre 0 des séries de Fourier). Dans le
cas ou ces derniéres varient de fagon assez importante autour de la valeur moyenne, la
prise en compte des résonances pourrait étre plus épineuse. Par contre, le probleme est
beaucoup plus ardu dans le cas ou la résonance mélange coordonnées actives et inactives.
Comme nous l'avions mentionné dans le paragraphe (3.5), les résonances apparaissent dans
I’expression de I’'Hamiltonien sous la forme de petits dénominateurs pour un Hamiltonien
polynomial. La difficulté du traitement des résonances entre modes actifs et inactifs vient
du fait que ces petits dénominateurs et les termes correspondant n’apparaissent pas ex-

plicitement dans Iexpression de la fonction génératrice (équation (4.4)), alors méme qu’ils
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limitent la convergence de 'Hamiltonien effectif [31]. Une réponse simple et efficace a cette

question n’a toujours pas été trouvée et fait 'objet de réflexions actuelles.

4.3 Exemple de la molécule HCN

Apres avoir décrit, de facon générale, I’application de la théorie des perturbations
canonique aux molécules non-rigides, nous allons montrer, dans cette partie, comment ap-
pliquer cette théorie a une surface d’énergie potentielle réaliste décrivant la molécule HCN.
La surface d’énergie potentielle de HCN possede deux puits, correspondant aux deux po-
sitions d’équilibre linéaires HCN et CNH, séparés par une barriere d’énergie potentielle.
Les études antérieures, utilisant la version non modifiée de la théorie des perturbations,
n’avaient pu obtenir que les niveaux dans un seul puits, celui correspondant & HCN [52-54].
Nous allons donc montrer que notre méthode modifiée permet d’obtenir un Hamiltonien ef-
fectif décrivant les deux puits et la zone au dessus de ceux-ci, qui correspond a des niveaux

délocalisés.

4.3.1 Hamiltonien initial et définition du MEP

Pour traiter ce probleme, deux surfaces ont été utilisées: La surface décrite au début
des années 80 par Murrell, Carter et Halonen (surface que I’'on notera par la suite MCH) [55]
et la surface ab initio plus récente et beaucoup plus précise obtenue il y a quelques années
par Bowman et ses collaborateurs (surface que 1'on notera par la suite BGBLD) [56]. La
premiere de ces deux surfaces n’est pas tres précise, en particulier a haute énergie. Elle
a néanmoins été utilisée dans de nombreux calculs réalisés jusqu’a présent; c’est pourquoi
nous l'avons tout de méme étudiée. Elle nous permettra en effet de comparer notre méthode
aux autres méthodes existantes.

Pour décrire cette molécule, nous avons utilisé les coordonnées de Jacobi. Les co-
ordonnées de Jacobi r, R et v de la molécule HCN sont définies par, respectivement, la
distance inter-atomique CN, la longueur entre H et le centre de masse G de la liaison CN

et I'angle HGC.
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L’Hamiltonien classique initial est de la forme:

H=T+YV
1 1 1 1
T=—- —= 4.7
2#1]% + 2u2pR+ ( L RQ) + QIpX (4.7)
V =V(rRy)

L’énergie cinétique considérée est la somme de 1’énergie cinétique vibrationnelle et du terme

prépondérant de ’énergie cinétique rotationnelle, c’est-a-dire %pi [49]. Ce dernier terme

correspond au moment angulaire autour de ’axe dont le moment d’inertie s’annule a 1’équi-

libre. Cet axe est tres proche de ’axe passant par les atomes de carbone et d’azote. La

surface d’énergie potentielle V(r,R,7y) est soit la surface MCH soit la surface BGBLD. Nous

allons traiter les deux cas en parallele. Dans ’expression de ’énergie cinétique 7', on a
1 1 1 1

= —+ —et ugp = — + — ou my, mc et my sont, respectivement, les
mo  my myg Mg+ mpy

masses des atomes d’hydrogene, de carbone et d’azote.

La premiere étape pour pouvoir appliquer & 'Hamiltonien défini par 1’équation (4.7)
la théorie des perturbations canonique est de déterminer les coordonnées actives et inac-
tives. Dans I'exposé général sur cette théorie (paragraphe (4.2)), nous avons signalé qu’en
chimie et en physique moléculaire la séparation entre les coordonnées actives et inactives est
effectuée a partir du chemin de réaction. Dans le cas de HCN, ce chemin de réaction peut
se définir directement a partir des coordonnées internes de la molécule [49,50]. On parle
alors de chemin d’énergie minimum, que ’on notera par la suite MEP. Il est défini, de facon
générale, comme le minimum de la surface d’énergie potentielle par rapport aux variables
inactives lorsque les variables actives ont été fixées. Dans ’exemple que nous traitons, il est
clair que le chemin de réaction doit passer par les trois extrema de la surface. Le long de
celui-ci, R et r varient peu alors que 1’angle «y varie sur tout l'intervalle [0,27]. Cet argument
fait que R et r peuvent étre considérées comme des coordonnées inactives et v comme une

coordonnée active. Nous verrons par la suite que ce choix donne de tres bons résultats.

Le probleme suivant auquel on est confronté lorsque ’on étudie une surface réaliste est

d’obtenir un développement simple mais tres précis de I’Hamiltonien initial. La théorie des
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perturbations canonique implique de nombreuses dérivations et de nombreux produits; elle
ne peut donc pas étre appliquée directement a la surface ab initio considérée, mais plutot
a des approximations numériquement beaucoup plus maniables. Pour cette molécule, nous
allons développer sous forme de polynomes les degrés de liberté d’élongation et sous forme
de séries de Fourier la variable de pliage, puisque H est une fonction périodique de celle-ci.

Nous allons décrire ce développement dans le paragraphe suivant.

4.3.2 Développement de ’Hamiltonien exact

Nous cherchons donc une approximation de I’Hamiltonien sous la forme d’un déve-
loppement mixte composé a la fois de polynoémes et de fonctions trigonométriques. Ce
développement se déroule en fait en deux temps, comme nous allons le décrire brievement.
Le MEP est défini par le minimum de V & ~ fixé en fonction de R et r. Notons ry/gp et

Ryrep les solutions de:

ov ov

(E)’Y = (@)7 =0 (4.8)

Comme on ne peut pas obtenir de solutions analytiques pour ces équations, le chemin de
réaction est obtenu comme une série de points de la forme [y, rapp(y), Rymep(y)]. Ces
points sont situés sur une courbe passant par le minimum de la surface correspondant
a la géométrie linéaire HCN, par le point selle & 12168 cm ™! (pour la surface MCH) ou
4 16866 cm~! (pour la surface BGBLD) et par le minimun secondaire correspondant &
I'isomeére CNH et situé & 3911 cm~! (pour la surface MCH) ou & 5202cm ™! (pour la surface
BGBLD). Ce chemin est tracé sur la figure (4.1) pour le potentiel modele.

Ce chemin de réaction est ensuite utilisé pour définir une transformation canonique
supplémentaire. En effet, nous n’allons pas considérer directement les variables d’élongation
mais plutot leurs déplacements par rapport au MEP (le domaine de variation de ces dépla-
cements est beaucoup plus petit, pour une méme énergie maximale, que le domaine de
variation de la coordonnée d’élongation correspondante, de sorte que son développement en
série de Taylor est aussi, pour un méme ordre, plus précis).

La transformation canonique permettant de passer des variables canoniquement con-
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juguées {(pr,r),(pr,R),(py,y)} aux variables {(par,Ar),(par,AR),(py,1)} est de la forme:

Ar  =r—rypp(y)
AR =R-—Rypp(v)
v =y
PAr = Dr (49)
PAR =DR
B ORyEP  OrMmEP
TR T T Ty

Pour la surface MCH, V est ensuite développée en série de Taylor (a4 2 dimensions) par

rapport aux variables Ar et AR sur une grille & une dimension de valeurs de ¢ allant de
ortay,
8(AT)P8(AR)‘1)

sous la forme d’un tableau dépendant de la variable 1. Finalement, ce tableau est utilisé

—m a 7. On obtient donc les coefficients Cp (1)) = (  de la série de Taylor
pour développer chaque coefficient C), ; en série de Fourier par rapport a 1. Le potentiel
est enfin réécrit sous la forme:

V= Z Vp.an(AT)P(AR)? cos(ny) (4.10)

p?q7n

Une expression similaire est obtenue pour la surface d’énergie potentielle BGBLD, bien
que l'on doive utiliser une procédure un peu différente. En effet, Bowman et ses collabo-
rateurs ont utilisé une interpolation en terme de splines pour la coordonnée R, rendant
le développement en série de Taylor pour celle-ci complétement inutilisable. Il faut noter
que l'interpolation en terme de splines pour la coordonnée v a tres peu d’influence sur les
résultats, puisque nous utilisons des valeurs discretes pour cette coordonnée. V' est donc
développée en série de Taylor uniquement par rapport a la variable Ar (développement a
une dimension) sur une grille de points (AR,1)) & deux dimensions réguliérement espacés
autour du MEP. On obtient donc un tableau dépendant de AR et de 1 de coefficients

il p)AR,w de la série de Taylor. Pour chaque valeur de 1, les coefficients

d(Ar)
C) sont alors ajustés par un polynome fonction de AR, les coefficients ajustés étant ensuite

Cp(ARY) = (

classés dans un tableau en fonction de . Ce dernier tableau est finalement utilisé pour
développer les coefficients ajustés en série de Fourier par rapport a 1, ceci nous permettant
d’obtenir une expression du type de I’équation (4.10). Notons cependant que I’exposant ¢ de

I’équation (4.10) ne peut pas étre plus grand que l'ordre du polynéme ajusté pour la surface
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BGBLD. Il faut de plus faire attention & un autre point. En effet, la grille de points (c’est a
dire la région explorée) et 'ordre du polynéome ajusté doivent étre choisis de telle maniere
que "'Hamiltonien final obtenu soit stable sous certaines petites variations. Les choix sui-

vants, c’est-a-dire —0.29 < AR < 0.69 et un polynéme d’ordre 6, ont vérifié cette condition.

Revenons a présent sur l'expression de ’énergie cinétique. La premieére étape pour
traiter cette derniere consiste a réécrire le terme contenant le moment angulaire de vibration

sous une forme plus adaptée a notre probleme :

1 5 1 pu1 pe pi 1 1 sin?y

=2 I (e 411

21Px 2(7"2 RQ)sin27(2+ 4 2+,U1R+ ,u27“) (4.11)
por iR

Si 'on développe cette expression au voisinage du MEP, il est clair qu’il n’y a qu’un terme
qui ne s’annule pas de partout pour la molécule sans rotation, i.e. de moment cinétique
total nul. Ce terme est de la forme:

}(Ml &) Pi
2 sin2y

+ 5 (4.12)

Ce terme ne s’annule pas de partout lorsque p, = 0 a cause de la singularité en v = 0
2

et en v = 7. On remarque, de plus, que le coefficient devant pX2 dans I"équation (4.12)
sin2y
est le méme que celui devant p% dans I’équation (4.7). On écrit ensuite 1’énergie cinétique

de la molécule en utilisant les nouvelles coordonnées et les nouveaux moments conjugués
définis a partir du MEP, c’est a dire (par,Ar), (paAR,AR), (py,1) et (py,X) (ce dernier jeu
de coordonnées n’est pas modifié par la transformation canonique définie par le systeme

d’équations (4.9)). T' s’écrit donc sous la forme:

T = L+ St S 2 (= Qruame  ORupp o Py g
gHMPAr T 9RIPART 9\ e T R2 )\ T g PAr T T A sin2’

La procédure décrite ci-dessus pour développer ’énergie potentiel au voisinage du MEP est

ensuite appliquée a chacun des six coeflicients situés respectivement devant pQAT ,102A R L7é-
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nergie cinétique est finalement obtenue sous la forme:

T =3 (Ar)P(AR) cos(mp) (TS A, + T2 0k nt
p7q7n
p2
3 2 X 4
ng,q),n(pw + M) + ng,q),npArpAR}'i‘ (4.14)

> (ArP(AR) sin(ng)) (TS . parpy + T3 . pARPY)

p,g,n

Il faut noter que le calcul des dérivées de ryspp et de Ry;pp par rapport & 1 ne nécessite
pas la connaissance des expressions explicites des fonctions rypp (1) et Rypp(¢). Les dé-
rivées sont calculées numériquement en utilisant les valeurs discretes de ry;pp et de Ry gp
déterminées précédemment. Il est, enfin, intéressant de vérifier la précision de ce développe-
ment. Ceci nous permet de tester les effets combinés du développement du potentiel et de
la transformation canonique classique liée au MEP. Ces calculs ont été réalisés de maniére
variationelle pour la surface MCH. Les valeurs propres de I’'Hamiltonien des équations (4.10)
et (4.14) sont comparées a celles calculées a partir de I'Hamiltonien initial [57]. Pour des
énergies inférieures & 7000 cm ™! au dessus du minimum de la surface d’énergie potentielle,
la plus grande erreur est de 'ordre de 2cm ™! et pour des énergies inférieures a 11700 em ™!,

la plus grande erreur est de I'ordre de 5 cm™!. En général, I'erreur est cependant beaucoup

plus petite.
4.3.3 Obtention de I’Hamiltonien effectif

Ayant obtenu dans la partie précédente (4.3.2) le développement de I’'Hamiltonien,
nous devons ensuite, pour pouvoir appliquer la théorie des perturbations canonique, attri-
buer un ordre en puissances de € a chaque terme.

Nous plagons dans Hy les termes quadratiques des degrés de liberté inactifs développés
en série de Taylor. Hy contient donc les termes V5.0, Vo 2,0 et V1,10 de I’équation (4.10) et
les termes Té,lo),o et T 5720)70 de I’équation (4.14).

Le probleme de I'ordre apparait, ensuite, surtout pour les termes non-polynomiaux,
puisque les termes en cos(ny) ou sin(niy) ne décroissent pas assez rapidement lorsque n
augmente. Typiquement, ces termes décroissent en % alors que les termes d’un développe-

. . 1
ment en série de Taylor décroissent en — D’un autre coté, on s’attend a ce que l'ordre
n!
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habituel en puissances de e pour les termes polynomiaux (degrés de liberté d’élongation)
reste correct. Ces constatations font qu’un ordre 2 a été arbitrairement attribué a tous les
termes en cos(ni) ou sin(ny), chaque monoéme avec un ordre total égal a n + 2 étant placé
dans H,SO). Evidemment, tous les termes se trouvant placés par ce choix dans H((]o) et qui

)

ne correspondent pas a ceux attendus sont déplacés automatiquement dans H fo . Ce choix
permet de limiter les temps de calculs et de taille de mémoire utilisée. Un dernier point
intéressant a discuter concerne la valeur maximum de la variable n des équations (4.10) et
(4.14). On améliore, en effet, les résultats lorsque n augmente jusqu’a une valeur n,,,, de
l'ordre de 18. Les résultats restent ensuite inchangés lorsque n est supérieur a n,,q,. Tous
les résultats numériques que nous présentons ont donc été obtenus avec n = nyq,. De plus,
au cours des calculs, tous les termes résultant de produits et ayant des valeurs de n supé-
rieures a Mg, ont été éliminés dans le but de ne pas avoir un trop grand nombre de termes
a traiter. Il a bien entendu été vérifié que cette troncature n’a qu’un effet négligeable sur
les résultats finaux. Cette troncature fait, par contre, perdre I’hermiticité de I’Hamiltonien

considéré. Dans le cas d’une théorie quantique, tous les termes doivent donc étre pris en

compte [6].

Si 'on suit la méthode décrite au paragraphe (4.2), I’'Hamiltonien perturbé final est
de la forme:

P2 m
X
Sin’as )™ cos(ngz) (4.15)

H= Z ak,l,m,nlflé(ngr

k,lomm

ou les indices 1, 2, et 3 correspondent respectivement au mode d’élongation CN, au pliage
et au mode d’élongation CH. I, ou k est égal a 1 ou a 3, est I'intégrale d’action d’'un mode
normal. L’expression (4.15) est obtenue en supposant que les résonances entre les modes
normaux sont négligeables. Les résultats numériques que nous allons présenter par la suite
montrent que cette hypothese est valide dans le cas de la molécule HCN au moins jusqu’a
la barriere d’isomérisation. On obtient, en effet, une précision de I'ordre de quelques em ™.

Pour des énergies plus importantes ou pour obtenir une meilleure précision, il faudrait sans

doute prendre en compte plusieurs résonances.
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L’Hamiltonien final dépendant a la fois des coordonnées ps et g2, nous devons enfin,
pour calculer les niveaux de ’'Hamiltonien effectif, symétriser les expressions obtenues selon

les regles de Weyl (paragraphe (3.4)):

9 2m 2 2
2 Py 1 k(1.2 Px  \k/2 2 Px —k/2
(p3 + Sin’as )™ cos(ng2) — o k:ZO Cn((p2 + m) cos(nqz)(pa + m)m )

(4.16)
4.3.4 Résultats

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier la précision de I’Hamiltonien pertur-
batif grace a la comparaison de ses niveaux d’énergie avec les valeurs obtenues pour les
surfaces ab initio. On compare, bien entendu, les énergies des niveaux ayant les mémes
nombres quantiques vy, ve et v3. La procédure d’attribution est parfois un peu complexe
pour les niveaux quantiques exacts (on doit compter le nombre de noeuds de la fonction
d’onde suivant chaque direction). Elle est, par contre, trés simple pour les niveaux pertur-
bés, puisque les nombres quantiques v; et vz, qui correspondent aux nombres de quanta
dans les degrés de liberté d’élongation, restent des bons nombres quantiques. Nous devons,
par conséquent, simplement examiner des fonctions d’onde & une dimension dépendant de la
variable g2 et compter leur nombre de noeuds pour attribuer le dernier nombre quantique v
et la localisation (localisation dans le puits centré autour de la position HCN, autour de la
position CNH et délocalisé). A titre d’exemple, les densités de probabilités |1(g2)|*sin(go)
sont tracées en fonction de g sur la figure (4.2) pour les niveaux a v; = v3 = 0 de la
surface MCH. Le pseudo-potentiel Vo est aussi tracé sur cette figure (nous définirons dans
le chapitre 6 ce que nous appelons un pseudo-potentiel). Pour la surface MCH, un épaule-
ment apparailt dans le puits centré sur 'isomere CNH. Signalons que celui-ci n’a a priori
rien de physique, il s’agit simplement d’un artefact de la surface considérée qui a déja été
mis en évidence par d’autres méthodes de calcul [57,58]. Il est a noter que lattribution des
états pour I’Hamiltonien perturbatif n’est absolument pas affectée par cet épaulement. Ce
dernier a, par contre, posé des problemes dans certains travaux précédents, empéchant, par
exemple, I’étude du second puits [59] ou limitant celle-ci & des énergies inférieures a celle

de cet artefact [60].
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F1G. 4.2 — Tracé des densités de probabilité de HCN pour vi = v3 =0

Tracé des densités de probabilités |¢(qz)|2

sin(qz) et du pseudo-potentiel Vo en fonction de

qa pour les niveauzr ¢ v1 = vy = 0 de la surface MCH. Les énergies de l’axe des ordonnées
sont données par rapport au minimum de la surface d’énergie potentielle. La ligne de base
pour chaque densité de probabilité correspond a l’énergie du niveau correspondant. Les points
noirs correspondent aux positions d’équilibres stables de cette surface et les points blancs

aux positions d’équilibres instables.
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Pour la surface MCH, la plus compléte et pertinente liste de niveaux quantiques
attribués publiée jusqu’a présent est celle de Bacic [57]. Cette liste contient tous les états
dont I’énergie est inférieure & 11770cm ™! par rapport au niveau fondamental (111 niveaux),
qu’ils soient localisés dans I'un ou l'autre puits, ou délocalisés. Au quatrieme ordre de
la théorie des perturbations, 'erreur quadratique moyenne et ’erreur maximum entre les
calculs exacts et ceux obtenus apres théorie des perturbations sont respectivement de 30.6

L au cinquieme

et de 77.4em ™! pour ces 111 niveaux. Ces erreurs passent & 22.4 et 82.5¢cm™
ordre et & 9.4 et 50.6cm ™! au sixieme ordre. Au dela du sixieme ordre, la série asymptotique
obtenue par théorie des perturbations diverge lentement et 'erreur augmente a nouveau.
De plus, on constate que la plus grande partie de I'erreur moyenne est due a un nombre
tres limité d’états. Par exemple, si les états 81, 86, 98 et 104 qui ont, respectivement,
pour attributions (0,22,0)cnm, (1,16,0)cng, (0,44,0)p et (0,14,1) o, ne sont pas pris en
compte, alors I’erreur moyenne tombe au sixieme ordre & 5.9 cm ™! et I'erreur maximum 2
20.9cm ™!, Ces grandes erreurs sont dues a quelques résonances accidentelles qui ne sont pas
prises en compte dans 'Hamiltonien perturbé. L’'Hamiltonien effectif est ainsi assez précis
pour confirmer, par exemple, 'attribution de certains niveaux comme les états 76, 80, 106
et 110 qui ont, respectivement, comme attribution (3,6,0) zon, (0,6,2)gon, (0,8,2)mon et
(3,6,0) mon [59]. Le niveau 98 est aussi sans aucun doute un niveau délocalisé avec 44 quanta
dans le degré de liberté de pliage.

Une autre indication de la précision a haute énergie de ’'Hamiltonien perturbatif est
donnée par la comparaison avec les niveaux exacts calculés par Bentley, Huang et Wyatt [59].
Leur étude donne, en effet, les niveaux avec peu de quanta dans le mode de pliage, mais
avec des énergies jusqu’a 22000 cm ™! au-dessus du niveau fondamental. On obtient une
erreur moyenne et une erreur maximum au sixieme ordre de la théorie des perturbations
pour les 56 niveaux calculés entre 12000 et 16000 cm ™! au-dessus du niveau fondamental
inférieures & 16.1 et 47.3 cm™!. Ces erreurs augmentent jusqu’a 28.1 et 73.5 em™! pour
1

les 69 niveaux entre 16000 et 20000 em ! et sont encore inférieures & 43.2 et 104.8 cm™

pour les niveaux compris entre 20000 et 22000 cm~!. Ces bons résultats doivent tout de
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méme étre relativisés, puisque tous les niveaux donnés par Bentley, Huang et Wyatt sont
localisés dans le puits centré autour de HCN, alors que les erreurs les plus importantes sont
attendues pour les niveaux délocalisés, qui ont un grand nombre de quanta dans le degré
de liberté de pliage.

Pour finir, il faut aussi noter que notre méthode est beaucoup plus simple que celle
dite représentation <weak-mode>> [49,58,60,61], nos résultats étant, de plus, plus précis
par un ou deux ordres de grandeur. Ceci est principalement di au fait que, dans ce travail,
l'ordre des développements effectués est beaucoup trop petit. La théorie des perturbations
canonique est aussi beaucoup plus précise que 'approximation adiabatique dans la repré-
sentation de la variable discréte [62] et aussi précise que la méme approximation une fois
les corrections adiabatiques effectuées [62], avec bien entendu I'avantage que 'Hamiltonien

effectif contient explicitement deux bons nombres quantiques.

Pour la surface BGBLD, les états obtenus a partir de ’Hamiltonien perturbatif ont été
comparés aux 175 premiers niveaux exacts [56], jusqu’a une énergie de I’ordre de 14984cm 1
au-dessus du niveau fondamental. Cette liste comprend tous les états dans les deux puits
jusqu’au premier état délocalisé. Au quatrieme et au cinquieme ordre de la théorie des per-
turbations, les erreurs moyennes et les erreurs maximums sont, respectivement, de 38.0 et
144.6cm™! et 33.8 et 135.1cm L. Au sixieme ordre, le développement perturbatif diverge et
les erreurs augmentent. Une fois encore la précision de I’Hamiltonien perturbatif est assez

bonne, notamment si ’on tient compte du fait que la plus grande partie de ’erreur est due a

I’ajustement numérique que 1’on a utilisé pour remplacer I'interpolation en terme de splines.
Nous reviendrons dans le chapitre 6 sur les informations concernant la dynamique de

la molécule HCN que I'on peut déduire de ’étude de 'Hamiltonien effectif que nous venons

d’obtenir.
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CHAPITRE 5. THEORIE DES PERTURBATIONS CANONIQUE - DYNAMIQUE
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Chapitre 5

Théorie des perturbations
canonique - Dynamique non
Born-Oppenheimer

5.1 Introduction.

Une autre des restrictions supposées de la théorie des perturbations canonique est
sa limitation a I’étude d’une seule surface électronique et donc a des Hamiltoniens sca-
laires. Nous allons en fait montrer dans ce chapitre qu’elle peut aussi s’appliquer a des
surfaces couplées et donc a des Hamiltoniens matriciels. En physique moléculaire, comme
nous l'avons évoqué dans le chapitre 1, on peut se limiter a une seule surface électronique
lorsque ’hypothese de Born-Oppenheimer est vérifiée. Mais il existe toutes sortes de pro-
blemes pour lesquels cette hypothese n’est plus valable, comme par exemple les problemes
de conversions internes, de transferts d’électrons ou de réactions photo-induites. Dans ces
différents cas, on ne peut plus négliger les interactions entre les différentes surfaces et on

doit donc considérer un Hamiltonien plus général.

5.2 Cas général

Nous allons nous limiter dans un but de lisibilité & seulement deux surfaces (une
généralisation & plusieurs surfaces est treés simple). Comme nous ’avons mentionné dans
le chapitre 1, nous allons utiliser une représentation diabatique de I’Hamiltonien H du

systeme.
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H s’écrit alors sous la forme:

_(T+Ve W
T CAN N o

ou T représente I'énergie cinétique, V; et V., respectivement, la surface fondamentale et la
premiere surface excitée et V,, le terme de couplage entre les deux surfaces. Nous suppose-
rons, pour ne pas mélanger tous les problemes, que ces surfaces se développent sans aucun
probleme en série de Taylor autour de leur minimum.

Nous traiterons de facon quantique toutes les variables. En effet, un traitement clas-
sique du degré de liberté électronique, traitement obtenu en utilisant ’approximation clas-

1
sique & un centre d’un spin 3 [8,63], n’a pas donné de résultats satisfaisants.

S R R R R

g et e sont respectivement les projections sur la surface fondamentale et sur la surface

Notons:

excitée. Remarquons que d’autres choix de bases de 'espace vectoriel des matrices 2*2
auraient été possibles (par exemple celui des matrices de Pauli), mais le choix de g, e, j; et
j— nous permettra d’exprimer par la suite tres simplement les résonances. L’Hamiltonien

défini par I’équation (5.1) peut donc se réécrire sous la forme:

Vg + Ve

TV g ey T

H=(T+ 59— )+ Veljy +5-) (5.3)

La partie quadratique du premier terme de I’équation (5.3) et le terme constant du se-
cond, c’est-a-dire les deux termes de plus bas degré, sont placés dans Héo). Les termes
d’ordre plus élevés sont placés, comme habituellement, dans HZ-(O) ou 7 > 1. On applique,
ensuite, une transformation canonique de Wilson [46] & la partie quadratique de la fonction

ro VotV

, ’est-a-dire que l'on écrit ce polyndéme homogene de degré deux en (p;,qi)1<i<F
(2F est le nombre de variables polynomiales des 2 surfaces) comme une somme d’oscilla-
teurs harmoniques découplés. On peut montrer que les fréquences fondamentales w; de ces

oscillateurs sont reliées aux fréquences fondamentales w;, et w;. des deux Hamiltoniens

découplés Hy =T + Vy et H, =T + 'V, par:

w? + w?
wi = \/% (5.4)
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Ces oscillateurs décrivent le bas d’une surface virtuelle qui est la moyenne des deux surfaces
Vy et Ve considérées. Notons, de plus, Ey le terme constant de la différence V. — V, lorsque
ces potentiels sont exprimés dans les nouvelles coordonnées définies par la transformation

canonique de Wilson. H(()O) se met donc sous la forme:

Les opérateurs de création ag et d’annihilation a; sont définis & partir des nouvelles coor-
données et des nouvelles impulsions (systeme d’équations (3.33)). Supposons qu’a un certain

ordre de la théorie des perturbations, les termes de H ésfl) a supprimer soient de la forme:

ol 17 et 71 sont deux vecteurs de coordonnées (m;) et (n;). Les coefficients ¢ - ol a = g,
b
. 'z . . .

e, +, —, sont constants. Nous devons résoudre 1’équation cohomologique qui a la forme

suivante pour une théorie des perturbations quantique:

[5(8)7}[(()0)] = i(HPEY — H®) (5.7)

5() est 'équivalent quantique de la fonction génératrice d’une transformation canonique.
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Des calculs simples montrent que S peut s’écrire sous la forme :

(5.8)

oll Xy 7 est défini par Xy, 5 = Eé\[:l(mk — g )Wk

Remarquons, en conclusion, plusieurs choses. Tout d’abord, différents tests nous ont
montré que la présence du terme contenant le parametre Ey dans Hy est importante. En
effet, Fy est, en général, beaucoup plus grand que les fréquences fondamentales. Il permet
donc de faire décroitre tres rapidement les termes hors-diagonaux de S et d’améliorer ainsi
la vitesse de convergence de la série perturbative. En pratique, le décalage énergétique
entre les minima des deux surfaces doit donc étre assez important (de l'ordre de quelques
fréquences fondamentales) pour que le fonctionnement de la théorie des perturbations soit
optimum.

Insistons ensuite sur le probleme des résonances, qui est particulierement clair avec
Péquation (5.8) définissant S, Deux types de résonances conduisent dans ce cas & des
petits dénominateurs: les résonances habituelles, que nous avons déja rencontrées dans le
paragraphe (3.5) et pour lesquelles ¥y 7 =~ 0, et les résonances entre les surfaces (on par-
lera de résonances vibroniques pour deux surfaces électroniques), qui vérifient la condition
Ym.a £ Eo = 0. Ces derniers termes couplent des états qui n’appartiennent pas a la méme
surface mais qui sont pratiquement dégénérés. Cette discussion généralise donc pour plu-
sieurs surfaces couplées les résonances que nous avions vues pour une seule surface. Il faut
aussi avoir a ’esprit que les fréquences qui sont considérées ici sont des fréquences moyennes

entre les deux surfaces (équation (5.4)). Le raisonnement précédent est donc seulement pos-
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sible si les fréquences fondamentales des deux surfaces ne sont pas tres différentes de cette

valeur moyenne. Si 'on veut mieux reproduire, par exemple, la surface du bas, on a montré

que 'on pouvait tout a fait, dans Héo), ne pas considérer des fréquences moyennes mais
(0)

les fréquences fondamentales de la surface fondamentale [6]. On place alors dans H; "~ les

termes correctifs.
5.3 Application a un modele de la molécule NO,

Dans cette partie, la théorie des perturbations développée dans le paragraphe (5.2)
est appliquée a un modele simple de deux surfaces électroniques a deux dimensions couplées
par un terme en \g, qui reproduit les caractéristiques essentielles du mode de pliage et de
I’élongation antisymétrique de la molécule NO2 dans son état fondamental et son premier
état excité [64-66]. Dans ce qui suit, I'indice 1 correspond a l’élongation antisymétrique et

I'indice 2 au mode de pliage. L’Hamiltonien diabatique s’écrit sous la forme de ’équation

(5.1).
Les expressions suivantes sont utilisées pour les différents opérateurs:
2 2
b1 | Po
T=="+==
2 * 2
2 2
wy Wag o
Vy=—Lgi+ 22
g o N1 5 12 (5.9)

w} q10 w3 q20
V.= AE + le @ — 2 + 2e g — 2

Ve = )\\/ngc_h

Les notations sont les mémes que celles de la partie précédente. AE est 1’énergie séparant
les minima des deux puits. Les valeurs numériques utilisées dans ce modele sont wi, =
1669cm ™!, woy = 759em ™1, wie = 1000cm ™!, woe = T45em™1, AE = 9700cm ™1, q19 = 0.0,
g0 = 2.0 et A = 700 cm~'. Notons cependant que, pour NO», les valeurs numériques des
parametres wie et A sont encore mal déterminées méme si celles qui sont utilisées ici sont
les plus communément admises. De plus, la valeur réelle de gog est plus proche de 6 que
de 2. Nous avons du choisir une valeur plus faible pour pouvoir faire les calculs quantiques
exacts avec les ordinateurs et les logiciels que nous utilisons. Signalons, par contre, que cette

valeur plus faible de gog augmente les déplacements des niveaux d’énergie dus au couplage
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diabatique V.. Il s’agit donc d’un meilleur test pour la théorie des perturbations modifiée.
La figure (5.1) nous montre les contours des deux surfaces diabatiques Vj et V. pour des
énergies allant de 0 & 15000cm ™! pour la premiere et de 10000 & 15000cm ™! pour la seconde.
Les niveaux quantiques exacts de ce systeme ont été calculés par une diagonalisation directe
d’une matrice 1602*1602. La base utilisée est de la forme | n; > @ | na >, ou | n; > est
un vecteur de la base propre de 'oscillateur harmonique. Les 115 premiers niveaux, jusqu’a

L sont convergés & mieux que 0.01 em™!. On a ensuite

une énergie de ’ordre de 15000 cm™
attribué a chaque état 2 nombres quantiques n; et ng correspondant a la contribution
prépondérante de la base et une lettre g ou e correspondant a la localisation de I'état (la
lettre g indique, par exemple, que la fonction d’onde est localisée préférentiellement sur
la surface fondamentale). La figure (5.2) montre les énergies de ces 115 premiers niveaux
relativement aux énergies de ces mémes niveaux lorsque le couplage entre les deux surfaces
est nul. Chaque point a pour abscisse 1’énergie de 1’état correspondant et pour ordonnée

la différence entre cette énergie et 1’énergie qu’aurait I’état si le couplage était nul. Plus

précisément, lorsque A = 0, les niveaux des surfaces fondamentale et excitée ont des énergies

égales a:
g 1 1
Enl,nz = wlg(nl + 5) =+ W2g(n2 + 5)
Egl,nz = AFE + wle(nl + *) + w26(n2 —+ 7)

2 2

Cette figure montre donc comment le couplage entre les surfaces déplace les niveaux d’une
surface donnée. Remarquons qu’avec les valeurs numériques que nous avons prises ce dépla-
cement peut étre aussi important qu'une fréquence fondamentale. De plus, cette figure
confirme que 'effet du couplage diabatique dépend tres fortement de la position du niveau
par rapport au minimum de V.. En effet, les déplacements sont tres réguliers jusqu’a une
énergie proche de 10000 cm ™!, alors qu’ils paraissent plus aléatoires au-dela de cette limite.
Physiquement, cela signifie que l'effet effectif du couplage pour des énergies inférieures au
minimum de V. est de créer ou de modifier les anharmonicités pour les deux surfaces. Par
contre, de fortes résonances vibroniques apparaissent pour des énergies supérieures au mi-

nimum de V., rendant par la méme la figure plus complexe.
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-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

1/2
a, (cm™%)

FiG. 5.1 — Contours des deux surfaces diabatiques.
Contours des deux surfaces diabatiques Vy et Ve pour des énergies allant de 0 a 15000 em™!
pour la premiére et de 10000 & 15000 cm™" pour la seconde. Le pas entre chaque contour
est de 1000 cm™'. Les deux courbes plus foncées correspondent a lintersection des deuz
surfaces.
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Fi1a. 5.2 — Déplacement des niveauz pour la surface fondamentale et la surface excitée.

Déplacement des énergies des 115 premiers niveaux relativement aux énergies de ces mémes
niveauz lorsque le couplage entre les deux surfaces est nul. La figure du haut correspond aux
niwveaux appartenant a la surface excitée alors que celle du bas correspond aur niveaux de
la surface fondamentale. Les points noirs représentent les niveaux quantiques exacts et les
carrés les miveaur obtenus apres une théorie des perturbations au siziéme ordre. La ligne
verticale indique le bas de la surface excitée V.. (E=9700 cm™").

74



CHAPITRE 5. THEORIE DES PERTURBATIONS CANONIQUE - DYNAMIQUE
NON BORN-OPPENHEIMER

En utilisant cette derniere remarque, notre but a donc été d’appliquer la théorie des
perturbations & ’'Hamiltonien des équations (5.9) pour obtenir une séparation effective des
deux surfaces jusqu’au minimum de V., voire au dessus, le couplage entre ces dernieres
étant remplacé par des termes anharmoniques sur chacune d’elles. Nous avons donc choisi

de supprimer de Hs(s_l)

tous les termes de couplage, i.e. les termes en ji et j_ (puisque
nous cherchons a découpler les deux surfaces). De plus, dans le modele simple que nous
avons choisi, aucune résonance vibrationnelle n’est a prendre en compte et aucune n’est

(s—1)

créée par le couplage électronique. Par conséquent, les seuls termes de Hj conserveés
dans H'¥ sont de la forme glai)™ (a1)™ (a3)™2(az)™2 et e(ai)™ (a1)™ (ag)™2(ag)™
L’Hamiltonien perturbatif peut ainsi se décomposer en deux Hamiltoniens non couplés, un

pour chaque surface:

Si 'on réécrit cette expression en fonctions des opérateurs (afa; + )" (afas + 3)*2, les
niveaux d’énergie de ces Hamiltoniens sont alors de la forme:

EC=Eg+> Qf(ni+2)+ > X5(ni+5)(n; + ;)+.... (¢ = g.e) (5.12)

i i<j

On obtient deux développements a la Dunham découplés (équation (3.40)). En d’autres
termes, la diagonalisation d’une grosse matrice a été remplacée par le calcul des niveaux
d’un développement polynomial. La figure (5.2) et le tableau (5.1) nous montrent les ré-
sultats de ces calculs jusqu’a ordre s = 9. L’erreur moyenne est trés faible, puisqu’elle est
respectivement de 0.9 et de 11.3 cm ™! pour le premier et le second jeu d’états (colonnes
2 et 3). Remarquons aussi que le couplage avec la surface excitée affecte plus particuliere-
ment le mode normal 1, leffet le plus important étant une décroissance de I'ordre de 2.7
pour cent de la fréquence fondamentale. Cette constatation n’est pas vraiment surprenante
puisque le terme de couplage est proportionnel a g;. Des petits dénominateurs, qui sont
dus a la présence de résonances vibroniques que nous n’avons pas prises en compte, im-

pliquent une divergence de I’Hamiltonien perturbatif pour des valeurs de s plus grandes
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8‘69700‘813778‘ Eg‘ Q‘(l] ‘ Qg ‘ Xfl ‘Xg2 ‘ Xf2
1] 246 | 964 | -2.1 | 1597.2 | 759.0
21128 | 57.7 | 2.8 | 1625.3 | 759.0 | -6.91 -0.10
31 80 30.6 | 2.4 | 1624.0 | 759.4 | -1.88 | 0.00 | -1.91
4| 24 17.8 | 2.3 | 1625.9 | 759.2 | -3.42 | 0.00 | -0.94
5 21 10.8 | 2.8 | 1623.0 | 759.1 | -2.49 | 0.03 | -0.75
6
7
8
9

0.9 11.3 | 2.5 | 1624.7 | 759.1 | -3.92 | 0.01 | -0.64
0.5 13,5 | 25 | 1624.1 | 759.3 | -2.90 | 0.00 | -1.26
0.5 51.9 | 1.6 | 1628.3 | 759.0 | -9.38 | 0.01 | -0.29
0.2 | 480.2 | -7.4 | 1668.1 | 759.9 | -75.45 | 0.07 | -3.86

TAB. 5.1 — Résultats obtenus aprés théorie des perturbations pour un Hamiltonien matriciel.

La deuxieme et la troisieme colonne du tableau correspondent o la différence moyenne &
entre les énergies des niveauzr de I’Hamiltonien exact (5.9) et ceux de I’Hamiltonien per-
turbé (5.12). La colonne numéro deux tient compte seulement des 39 états avec une énergie
inférieure a 9700 em™' (le bas de la surface excitée) alors que la colonne numéro trois
tient compte des 91 états dont l’énergie est inférieur a 13778 em™"' (il s’agit de ’énergie
minimum de la courbe définie comme l'intersection des deuz surfaces). Les colonnes 4 a
9 indiquent les valeurs des différents coefficients de plus bas ordre de H9 (i.e. Ef, QY et

X4)).

que 8. Remarquons aussi que I’Hamiltonien converge jusqu’a l'ordre 10 si les fréquences
fondamentales de la surface fondamentale sont placés dans Héo) a la place des fréquences
fondamentales de la surface moyenne [6].

En conclusion, signalons que les résultats de cette analyse viennent d’étre utilisés pour
ajuster un Hamiltonien effectif, qui reproduit les fréquences fondamentales de la molécule
NO, jusqu’a des énergies de I'ordre de 11400 cm ™! au dessus du niveau fondamental avec
une précision de I'ordre de quelques em™! [67]. 276 niveaux de V et 7 niveaux de V. ont

été pris en compte dans cette étude.
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ABSTRACT : This article proposes an unified presentation of recent results dealing with canonical perturbation theory
(also called contact transformation method in the quantum mechanical context), which show how the theory is best handled
for investigating the highly excited dynamics of small molecules. The following systems are successively addressed : (i)
semi-rigid molecules (one electronic surface, one minimum), (ii) floppy molecules (one electronic surface, several minima)
and (iii) non-Born Oppenheimer dynamics (several interacting electronic surfaces). The perturbative Hamiltonians obtained
from the proposed procedures are checked against exact calculations performed on ab initio surfaces (HCP and HCN) and

model Hamiltonians.

RESUME : Cet article propose une présentation unifiée de résultats récents portant sur la théorie des perturbations
canoniques (aussi appelée la méthode des transformations de contact en mécanique quantique), qui ont montré comment
utiliser au mieux les divers degrés de liberté de la théorie pour étudier la dynamique de molécules trés excitées. On
s'intéresse successivement aux systémes suivants : (i) les molécules semi-rigides (une seule surface électronique, un seul
minimum), (ii) les molécules souples (une seule surface électronique, plusieurs minima) et (iii) la dynamique non-Born
Oppenheimer (plusieurs surfaces électroniques couplées). Les Hamiltoniens perturbatifs que 1'on obtient par les procédures
décrites dans cet article sont comparés a des calculs quantiques exacts portant sur des surfaces d'énergie potentielle ab

initio (pour HCP et HCN) et des Hamiltoniens mod¢les.

1- INTRODUCTION Schrodinger's method [2]. It was, however, quickly

recognized that this method requires “tedious summations

Exact quantum energy levels and wave functions over a large number of intermediate states and that there

being obtained from the diagonalization of (usually) large is a large degree of cancellation in the final algebraic

Hamiltonian matrices, physicists have been unable to reductions” [3]. Beyond first order of the theory, an other

compute the exact spectrum of all but the most simple method, known as canonical perturbation theory (CPT)

systems until rather recently. Fortunately, theoretical tools (or the contact transformation method), is better suited for

have been developed very early, which allow a precise the purpose of practical calculations. CPT was first

determination of the quantum spectrum at low energies introduced in physics by Van Vleck to investigate spin

without having recourse to direct diagonalization. These multiplets and o-type doubling in the spectra of diatomic

tools are known as perturbation methods. Their role in the molecules [4] and was applied ten years later by Nielsen,

development of quantum mechanics was emphasized by Shaffer and Thomas to the vibration-rotation problem in

Kemble : “In quantum mechanics... perturbation methods polyatomic molecules [5-7]. The 1951 review paper by

are of fundamental importance due to the fact that so few Nielsen [8] can be considered as a pillar of high-

problems can be rigorously solved by direct attack” [1]. resolution spectroscopy

The oldest perturbation theory is known as Rayleigh-
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Modern computers and algorithms make it
possible to calculate variationally the whole rovibrational
spectrum of triatomic molecules from the ground state up
to the dissociation threshold and more (several hundreds
of converged states) while, roughly, the first hundred
states of tetratomic molecules and the first ten states of
pentatomic molecules are becoming gradually amenable
to calculations. This, however, does not diminish the
practical importance of CPT, for two principal reasons.
First, variational calculations are still not routine and
remain reserved to specialists. In contrast, the perturbative
computation of the spectrum of molecules with up to five
atoms requires little programming effort and CPU time.
This point of view was recently investigated in detail by
Sibert and co-workers [9-12]. Moreover, the perturbative
Hamiltonian obtained from CPT is expressed in terms of
an as complete as possible set of good quantum numbers,
so that this Hamiltonian is a very convenient starting
point for understanding the dynamics of a molecule,
especially when subjected to a semiclassical analysis (see
for example Refs. [13,14]; for recent reviews see Refs.
[15,16]). The main bridle to a still more widespread use of
CPT in the domain of molecular physics is probably the
long-standing idea that CPT is only suitable for studying
the low-lying states of an uncoupled electronic surface of
a semi-rigid molecule. The aim of this article is to report
on some recent advances, which show that this is certainly
not the case. More precisely, it will be shown how CPT
must be handled to adapt to (i) highly excited vibrational
states of molecules with a single equilibrium position
(semi-rigid molecules), (ii) highly excited vibrational
states of molecules with several equilibrium positions
(floppy molecules) and (iii) highly excited vibrational
states of molecules with several coupled electronic
surfaces.

Part of the results presented below have already
been published elsewhere [13,14,17-20]. However, a
classical Birkhoff-Gustavson's perturbation method [21-
24] was used in Refs. [13,17] and [14,18] to study the
highly excited states of semi-rigid and floppy molecules,
respectively, while the study of coupled electronic
surfaces in Refs. [19,20] is necessarily based on the

quantum mechanical Van Vleck's perturbation method

il
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[1,4,9,25-29]. Birkhoff-Gustavson's and Van Vleck's
methods being conceptually rather different (although
they lead to comparable results), all calculations have
been performed again according to Van Vleck’s
formalism, for the sake of a clearer presentation and to
emphasize more firmly the important points of the
procedure. Moreover, we have just derived a more elegant
and powerful method for studying floppy molecules than
the one presented in Refs. [14,18], while the method for
studying coupled electronic surfaces presented in Refs.
[19,20] could be simplified without loss of precision.
These new procedures are thus presented in Sects. 4 and
S, instead of those of Refs. [13,14,17,18].

The remainder of this article is organized as
follows. The principles of Van Vleck's CPT are recalled
in Sect. 2. How this theory are best handled for studying
the highly excited vibrational dynamics of various
systems is the subject of the next three sections : semi-
rigid molecules are discussed in Sect. 3, floppy molecules
in Sect. 4 and molecules with interacting electronic
surfaces in Sect. 5. Some points which deserve further

attention are finally briefly mentioned in Sect. 6.

2 - THE PRINCIPLES OF VAN VLECK’S
PERTURBATION THEORY

Canonical perturbation methods rely on the fact
that, given a unitary transformation U, a Hamiltonian H

and its transform K

K=UHU™ @1
have the same spectrum. Note, however, that the wave
functions y of H and ¢ of K are obviously not identical,
but are instead related through
0=Uvy .

CPT just consists of a series of unitary transformations

22

like Eq. (2.1), which are aimed at finding the best set of
conjugate coordinates (i.e. position coordinates and
conjugate momenta) to express the Hamiltonian. Note that
transformations involve

these usually

What the

mixing of

coordinates and momenta. “best” set of
conjugate coordinates is largely depends on the context.
For people like us, who are interested in dynamical

studies and particularly in semiclassical analyses [13-16],
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the best set of conjugate coordinates is the one for which
the non-integrable part of the final Hamiltonian is as
small as possible, this part being usually discarded for the
purpose of semiclassical studies. Roughly speaking, the
best set of conjugate coordinates are approximate actions
and angles of the initial Hamiltonian. People like Sibert
and co-workers, who are more concerned with the
calculation of spectra and eigenvector related properties
[9-12,28], are usually less demanding. Their goal is to
find a set of conjugate coordinates for which the
Hamiltonian matrix factorizes into blocks of easily
diagonalizable size, while the terms coupling the blocks
should become as small as possible before they are
neglected. As will be described in some detail in the next
sections, the power of CPT lies in the existence of simple
algorithms for transforming gradually from the initial set
of conjugate coordinates to the final one.

Lengyel suggested to Kemble [1] that the
transformation U should be given the form
U =exp(iS) , (2.3)
where S is hermitian, and this form has been widely
adopted since then. We instead prefer to use a slightly
different form for U, namely
U =exp(S) , 2.4
where S is anti-hermitian, because Eq. (2.4) leads to real
coefticients for all the computed series (see below), while
Eq. (2.3) leads to purely imaginary ones. Let us recall that
the exponential of an operator is defined as

R 2§
exp(S) =, — S =1+S+—+—+....
P 26

25)

The reason for writing U in the form of Eq. (2.4) is

twofold. First, the inverse transformation is just

ul= exp(-S) . Moreover, if S is small enough, as must
be the case for every perturbation procedure, then,
according to Eq. (2.5), the transformation consists of the
identity plus corrections, the importance of which
decreases

with power. The perturbation procedure

therefore consists in finding a series of anti-hermitian

operators S ®) , such that

iii
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HY =exp(sV) H® exp(-s D)
H® =exp(s®) HD exp(-s@)

: (2.6)
HS =exp(S©) HE™D exp(-s¢))

where #© = F is the initial Hamiltonian and s=1,2,... is
the perturbation order. Simple algebra shows that the
transformation at any order s can be rewritten in the most

useful form
H® — gD +[S(S),H(Sfl)]

 IERBRRNTL) @7

SISO IS HO I

where square brackets denote the commutator of two
operators, i.e. [4,B]=AB—-BA. Eq. (2.7) is known as
Campbell-Hausdorf's formula. At this point, it should be
clear that high-order perturbative calculations can only be
performed for relatively simple expressions of the initial
Hamiltonian, because the evaluation of the nested
commutators in Eq. (2.7) rapidly becomes cumbersome
for too complex expressions. This is the reason, why the
first step of most of the perturbative calculations dealing
with semi-rigid molecules usually consists of a Taylor
expansion of the exact Hamiltonian in the neighbourhood
of the equilibrium position. Nonetheless, there is some
freedom in the form of the expansion that is chosen as
input Hamiltonian in  perturbative  calculations.
Trigonometric expansions are for example also amenable
to perturbative calculations [14,18,30-35]. It will be
shown in Sect. 4, that mixed polynomial/trigonometric
expansions are best suited for studying the vibrational
dynamics of floppy molecules. A further remark concerns
kinetic energy. Indeed, it is well-known that the exact
quantum expression for kinetic energy contains extra-
potential terms compared to the symmetrized classical
expression [36]. These terms might be rather lengthy to
calculate, while their influence on eigenvalues and
eigenvectors is expected to remain small, usually less than
1 em™ [37]. In order not to let perturbative calculations
become we chose to

unnecessarily  complex,

systematically neglect these extra-potential terms, that is
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to simply expand and symmetrize the classical expression
for kinetic energy.

The principal flexibility of CPT’s consists

obviously of the choice of the operator S () at each order
s of the perturbation procedure. Although not mandatory
[20], this choice is usually guided by the introduction of
an artificial book-keeping parameter A, the “meaning of
which is to show the order of magnitude of the product of
two or more operators having various orders of
magnitudes and group the products accordingly” [29] (A

is set to 1 at the end of the calculations). More precisely,

each interpolation Hamiltonian A (QIEN expanded in the

form

HS =32 geh 2.8)
k

while the transformation at order s writes

H® =exp*$©)y HOD exp(-a*s®)) . (2.9)

After expansion according to Campbell-Hausdorf's

formula, one gets, by equating the powers of A

if k<s, H R _ pr(s-1k)
ifk=s, HOS =pgbLo +[S(S),H(O’0)]
if k>s, H®O = gb-16 2.10)

+zi'[s(s>, W [SW, g ETm
m n—-

n times

(in the last equation, the summation runs over all the
integers m, for which there exists another integer n larger

than or equal to 1, such that m+ns=k). The first

equation in Eq. (2.10) shows that the transformation at
order s does not affect the terms of order smaller than s.

The second equation in Eq. (2.10) is used to determine the
operator S | by requiring that 77*) contains only the

physically important terms of H ™% or, equivalently,

that the second term in the right-hand side of this equation

cancels the Hermitian subset R®™ of H(‘y"’s), which

contains the physically unimportant terms. Consequently,
the operator § () is obtained as the solution of
[s@, OO = G @.11)

while the sum of the physically important terms up to

order s, i.e.

iv
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KO = S 00 = 3 kb
k=0 k=0

(2.12)

is called the perturbative Hamiltonian of order s.

It is important to realize that the choice of
HOO s of crucial importance, because the possibility to
solve Eq. (2.11) with reasonable effort is governed by this
choice. The remaining adjustment possibilities of the

procedure in Eqs. (2.8)-(2.11) are (i) the partition of the
initial Hamiltonian H®) = # into each of the H (% ’s,
and (ii) the choice of the terms of H ™% which should
be put into R =D to be cancelled by the transformation
at order s. How these adjustments are best performed for
studying the highly excited vibrational dynamics of
molecules with a single or several equilibrium positions,
as well as the dynamics on coupled electronic surfaces,

will be the subject of the next three sections.

3 - APPLICATION TO SEMI-RIGID MOLECULES

This section is devoted to the application of CPT
to the study of the highly excited vibrational dynamics of
molecules with a single equilibrium position. Use of CPT
for analyzing the low-energy portion of the spectrum has
already attracted much attention (see for example Refs.
[3,5-8,27]), while its application to the intermediate-
energy spectrum has principally been investigated by
Sibert [9-12,28,38-43] and Jaffé,
Reinhardt and co-workers [44-49]. We shall therefore lay

and co-workers
emphasis on the specificity of high-energy perturbative

calculations, i.e. the need for a careful choice of the terms

to be put in the successive RO 5 to insure convergence
up to high orders of the theory. As in Refs. [13,17], the ab
initio surface for HCP and the associated rotationless
bound states calculated by Schinke and co-workers
[50,51] will be used for the purpose of illustration.

As explained in Sect. 2, the classical ab initio
Hamiltonian (expressed in terms of curvilinear internal
coordinates [17]) is first expanded in Taylor series in the
neighbourhood of the equilibrium position and
symmetrized. The obtained polynomial is then rewritten
in terms of conjugate sets of dimensionless normal

coordinates (p;,q ;) by using Wilson’s GF method [52]
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(g, is the position coordinate and p; =-id/0q; its

conjugate momentum). The goal of this linear canonical
transformation is to rewrite the quadratic part of the
expansion as a sum of uncoupled harmonic oscillators
(see Eq. (3.4) below). One next converts the Hamiltonian
to creation and annihilation operators, according to

1

V2

i
Dy :ﬁ(a;‘*aj),

"
q; (aj +aj)

3.0

for non-degenerate coordinates, like the CH stretch (mode

Jj=1) and the CP stretch (mode j=3) of HCP, and

2 _ 4+ + + 4+

95 =ajgjg +;4070 Tajgd iy +jea s +]

2+ + P P .

Dj =ajgaje +a;,aq a0, ajea g +1 3.2)

. + + _ i i
qjpj=ilajea;, ~ajeajq),

for doubly degenerate coordinates, like the bend (mode
j=2) of HCP. In Eq. (3.2), the subscripts g and d stand for
"gauche" (left) and "droit" (right), respectively. It is
recalled that the commutation relations involving these
operators write
[ai »aj 1=0

+ (3.3)
[a;.a i 1= B[j ,

where 8 is Kronecker’s symbol and i and j take the

values 1, 2g, 2d and 3 for HCP. One then proceeds to the
partition of the initial Hamiltonian by putting each term
with total degree k+2 in H 0.6 , so that
0,0
HO9 =Zc)j(a;faj)
J

(G4

HOO = % W T@)™ @)™

[m-+n[=k-+2 Jj

(k=1), where the ;s are the fundamental frequencies,

m = (my,m,,...) and n=(ny,n,,..) are two vectors of

positive integers, m+n is the sum
my+ny+my+ny,+..., and the h,(,?,Z 's are real

ffici hich satisfy ki = h\oy. With thi
coefficients, which satisfy /Ay =g - ith  this

definition of H , the resolution of Eq. (2.11) turns out
to be very simple. Indeed, if the hermitian subset R~

of H®™) 0 be cancelled at order s of the perturbation

procedure is of the form
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RS-y

Hm+nH:s+2

con ' TI@H™ @)™ . (33
J
then the solution of Eq. (2.11) is just

cha”

5 = [1@)™ @)™ (3.6)
S

menfoss2 2 (m; = 1)
J

(note that S is indeed anti-hermitian). We now have all
the theoretical tools for applying CPT to the study of the
highly excited dynamics of semi-rigid molecules handy.
Let us however emphasize, as noted by Sibert [9], that “a
crucial feature of the computational procedure is that all
the operators be expressed in a single form”. Like Sibert,
we have chosen to write all the creation operators first, as
in Egs. (3.4)-(3.6). Evaluation of the commutators in Eq.
(2.10) that terms of the form

requires many

(a;)m/ (aj)n/ (a;-)m/ (a]-)n/ be rewritten in the
standard form. This is readily accomplished by using
Sibert’s formula in Eq. (2.11) of Ref. [9].

The principal point one can play with to favor

the convergence of the perturbation series is the choice, at

each order s of the perturbation procedure, of the terms of
HOL9) o keep in H®) or, conversely, to put in

R to be cancelled. Examination of Eq. (3.6) shows

(s—1,5)

that terms of H with m =n must necessarily be

kept in H® in order for the denominator not to

diverge. The simplest perturbative Hamiltonian is

obtained by putting all the other terms in R =D After s
transformations, one is thus left with a perturbative
Hamiltonian of the form

Y IT@)™ @)™

HmHSs/ZH J

K® = (3.7

. . m; m; .
Upon linear expansion of each (a;) /(a;)"/ operator in

terms of the (a;a j)mf ones, the perturbative

Hamiltonian writes
K® = Kg) = ZV;S)(CI;CII-)+ Zx;i)(a}aj)(aZak)+...
J Jsk

(3-8)
where the right-hand side of the equation contains terms
with total degree up to s+2. This is just the well-known
Dunham Since

polynomial expansion.
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a;fa j‘v j> =v j‘v j>’ the Dunham expansion is diagonal

in the direct product basis of harmonic oscillators. The

convergence properties of the series of Dunham

Hamiltonians are illustrated in Fig. 1, where the
arithmetic average error between the energies of the exact
states of HCP [50,51] and those obtained from
perturbation procedure are plotted as a function of the
perturbation order s. Included in the calculations are the
first 323 states of HCP, with energies up to 17700 cm’
above the quantum mechanical ground state, that is more
than 75% of the energy of the CPH saddle. These levels
contain up to 30 quanta of excitation in the bend degree of
freedom. It is seen in Fig. 1 that perturbation calculations
diverge for orders s larger than 3, the average arithmetic

error at order s=3 being still as large as 159 cm™.

10°

T T TTTIT
O
-
o
c
S
=
)
3

-
(=]
N

arithmetic average error (cm")
IR
=R

3 resonances

0 2 4 6 8 10
perturbation order s

Figure 1 : Plot, as a function of the perturbation order s,
of the arithmetic average error between the energies of
the eigenstates of HCP obtained from “exact” variational
calculations [50,51] and from perturbative ones. The
results for the Dunham expansions of Eq. (3.8) are
indicated with squares, those for the Fermi resonance
Hamiltonians of Eq. (3.10) with losanges and those for
the Hamiltonians with three resonances with circles.
These later Hamiltonians include the Fermi resonance
20, —w3 =0, its first harmonics 4w, — 203 =0 and the
additional Included the
calculations are the first 323 states of HCP, with energies

resonance  2m, = 0. in
up to 17700 cm™ above the quantum mechanical ground
state, i.e. more than 75% of the energy of the CPH saddle.
These levels contain up to v, = 30 quanta of excitation in

the bend degree of freedom.
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When looking at the shape of the wave functions
[50,51] and at the fundamental frequencies of HCP
(®;=3479 cm’, ©,=650 cm’, ©;=1256 cm'), one
realizes that this early divergence of the perturbation
series is probably due to a Fermi resonance between the
bend (mode 2) and the CP stretch (mode 3). One says that
the fundamental frequencies are approximately resonant if
there exist two vectors m~ and n" of positive integers,
such that

Yy —n)o; =0 (3.9)
J

According to Eq. (3.6), the operators S and the

perturbation series diverge if the terms of HO™59 such

6D when the

that m—-n=+= (m* 7n*) are put in R
resonance condition of Eq. (3.9) is satisfied. Therefore,

these terms must necessarily be kept in H ). After

. . m m .
linear expansion of each (a;f) ’(a;)"/ operator in terms

of the (a;a/-)mf ones, the perturbative Hamiltonian is
thus obtained in the form

K©O=k® 4k

K —{H(ab’"j }
J

(3.10)

{k(” + 3k (a7“/)+---HH (“j)n; }
- j

where K g) is the Dunham expansion of Eq. (3.8) and the

right-hand side of the second equation again contains
terms with total degree up to s+2. It is of course possible
to take two (or more) resonances simultaneously into

account. When doing so, the perturbative Hamiltonian

K consists of the Dunham expansion K(DS) plus two

(or more) resonance terms K;es). It should however be

kept in mind that each additional linearly independent
resonance destroys one good quantum number and
consequently increases the size of the matrices to
diagonalize. Moreover, from the dynamical point of view,
the Hamiltonians with two (or more) independent
resonances are at least partially chaotic, while those with

zero or one resonance are completely integrable and
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therefore best suited for the purpose of semiclassical
investigations.
Because of the degeneracy of the bending

motion, the Fermi resonance 2w, —w; =0 between the
bend (mode 2) and the CP stretch (mode 3) of HCP is

described by the vectors

* * * * *
m = (my,myg,myy,m) =

(0.L10) and n" =(n,ny,ny4.n3)=(0,00,). Since

both v; (the number of quanta in the CH stretch) and
P=v, +2v3 (P is called the polyad number) are good

quantum numbers for the Fermi resonance Hamiltonian

(i.e. the perturbative Hamiltonian with the 2w, — w3 =0

resonance), the eigenstates are obtained from the
diagonalization of very small matrices of size P/2+1
[13,15,53]. The convergence properties of the series of
Fermi resonance Hamiltonians are illustrated in Fig. 1. It
is seen that they perform much better than the Dunham
expansions, because convergence is obtained up to 8th
order of the theory. At this order, the average arithmetic
error is 11.2 em™. A closer examination of exact and
perturbative energies reveals that a vast majority of states
is accurately reproduced by the Fermi resonance

Hamiltonian, while a dozen states with v, >22 have

considerably larger errors that range up to 394 cm’™.
A systematic search for additional resonances
must next be undertaken to improve the calculation of the

states with the largest values of v,. It turns out that

excellent results are obtained upon simultaneous
introduction in the perturbative Hamiltonian of the first

harmonics 4w, —2m3 = 0 of the Fermi resonance, which

is characterized by the vectors m" =(0,2,2,0) and

n' = (0,0,0,2), and the 2w, ~ 0 resonance with vectors

m" =(0,1,1,0) and n" =(0,0,0,0) . When taking the three
resonances into account, there is only one good quantum

number left, namely v, the number of quanta in the CH

stretch, but the size of the matrices to diagonalize still

remains very small compared to exact quantum
calculations. As can be checked in Fig. 1, the convergence
properties of the three-resonance Hamiltonians are again
substantially better than those of the Fermi resonance
Hamiltonians. As shown in the upper panel of Fig. 2, an
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average error as small as 2.45 cm™ is obtained at order

5=9, with only one error larger than 20 cm™, that for the
state with the maximum number of quanta (v, =30) in the

bend. Comparison of the two panels of Fig. 2 further

shows that the errors for most states are again
substantially reduced when s increases from s=9 to s=11.
Unfortunately, the errors for the four states with the

largest values of v, diverge again, so that the average
error remains nearly constant. The divergence for the
states with the largest values of v, is here principally due
to the fact that the polynomial Taylor expansion fails to
reproduce correctly the potential energy surface for the

largest values of the bending angle.
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Figure 2 : Plot, as a function of the energy of each state,
of the difference between exact and perturbative quantum
energies for the first 323 states of HCP at 9th (top plot)
and 11th (bottom plot) order of the theory. The
perturbative Hamiltonians take the three resonances
20, -3 =0, 4o,-203~0 and 2w,~0 into
account. At order s=9, the error for the lowest state of
polyad [v,P]=[0,30], which is calculated at 95 cm’,

lies out of the plotting range. At order s=11, the errors

for the lowest state of polyads [0,26], [0,28], [0,30] and

[1,24], as well as for the second lowest state of polyad
[0,30], which are calculated at 36, 111, 191, 20 and 51
m™!, respectively, lie out of the plotting range.
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It is interesting to note that convergence
properties very close to those of the three-resonance
Hamiltonians are obtained when computing the
eigenstates of the Fermi resonance Hamiltonians, but with

(s)

the parameters v )

o x5 KO, K of the three-

resonance Hamiltonians [17]. The semiclassical analysis
of this later Fermi resonance Hamiltonian provides
unparalleled insight into the highly excited vibrational
dynamics of HCP and particularly the saddle-node
bifurcation, which is the first step of the HCP<>CPH

isomerization process [13,15,16,53].

4 - APPLICATION TO FLOPPY MOLECULES

This section is devoted to the application of CPT
to the study of the highly excited vibrational dynamics of
floppy molecules. The procedure described below is an
improved version of the work published in Refs [14,18].
As in this earlier work, the ab initio surface for HCN
computed by Murrell, Carter and Halonen [54] and the
corresponding rotationless bound states calculated by

Bacic [55] will be used for the purpose of illustration.

180

150

120

coordinate y
©
o

(o2}
o

w
o

1.3
coordinate R

16 1.9

Figure 3 : Contour plot of the typical potential energy
surface of a floppy molecule. The black dots at y=0° and
y=180° denote the two equilibrium positions, while the
black dot around y=95° indicates a saddle. The dotted
line is the minimum energy path (MEP), which connects
the three extrema. The coordinate vy (vertical axis) is
called a reactive coordinate and the coordinate R

(horizontal axis) an inactive one.
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The typical potential energy surface of floppy
molecules is schematized in Fig. 3. It is characterized by
the existence of at least two equilibrium positions, which
are separated by saddle points. A “minimum energy path”
(MEP), also called “reaction pathway”, connects the
different equilibrium positions and the saddles. In Fig. 3,
the equilibrium positions are the two black dots at y=0°
and y=180°, the saddle is the black dot at about y=95° and
the reaction pathway is the dotted line. The perturbative
Hamiltonian we are looking for must reproduce
accurately the states of the initial Hamiltonian in both
wells up to and above the isomerization barrier. It is
clearly seen in Fig. 3 that the vibrational degrees of
freedom can be separated into two different families. The
first family includes those coordinates, whose variation
leads from one well to another well, and which will
therefore be called “reactive coordinates”. The second
family includes all the other coordinates, whose variation
remains localized in one well, and which will henceforth
be described as “inactive coordinates”. Coordinate y of
Fig. 3 is a reactive coordinate, while R is an inactive one.
In most cases, the dynamics of small floppy molecules
involves a single reactive coordinate (generally an angle)
and several inactive ones. For example, the two Jacobi
coordinates 7 and R behave as inactive coordinates for the
HCN<«>CNH isomerization reaction, while the Jacobi
angle v is the reactive coordinate (r is the CN bond length,
R the distance between H and the center of mass G of CN,
and y the HGN angle).

There exist at least two reasons, why the
procedure described in the previous section cannot be
used to study the dynamics of floppy molecules. First, the
Taylor expansion in the neighbourhood of one
equilibrium position is expected to describe correctly the
corresponding well, but certainly not two (or more) of
them. Moreover, treating a reactive mode as if it were an
harmonic oscillator is bound to fail, since it behaves much
more like an hindered rotor in the neighbourhood of the
isomerization saddle and like a free rotor largely above
the saddle. Inspired by previous work of Marcus [56-58],
Miller and co-workers [59-61] and Chapuisat and co-
workers [62-66], we have found that an excellent

approximation of the ab initio Hamiltonian is obtained
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from a mixed expansion of the ab initio Hamiltonian

around the MEP. The first step for obtaining this

expansion consists of a canonical transformation,
according to
0
q;>q;(V)+z;
0
o 0 <dijm o .1
N -

oy oy 7 dy oz
where a single reactive coordinate y has been assumed

and the index j is restricted to inactive coordinates g .

q? (y) is the value of ¢; on the MEP for each particular

value of y. The obtained Hamiltonian is then Taylor-

expanded relative to the z;

’s and Fourier-expanded
relative to the reactive coordinate y (for more details on
the technical procedure, see Ref. [18]). Practically, the ab
initio Hamiltonian for the HCN<>CNH system [54] was
to cos(10y). The obtained

Fourier expanded up

expression was next rewritten in terms of powers of

cosy . Note that all the powers of cosy that appear in the

course of the calculations must be retained, even when
larger than 10, in order for the perturbative Hamiltonian
to remain hermitian. With the initial partition described

below, the maximum power of cosy increases like

i’s and their

10(s —2). After conversion of the =z J

conjugate momenta to creation-annihilation operators (cf’

Egs. (3.1)-(3.2)), the initial Hamiltonian is thus of the

form
0
HO = Zh](v[;wmn (cosy)M o P (12N x
M ,P,N,m,n
. ; 4.2)
[M@H™ @p™ .
J
where j is restricted to inactive coordinates. The

h](&)wmn ’s are real coefficients. ¢ denotes the operator

.0 .
smya. The associated exponent P can take only the

values 0 and 1. J? stands for the operator
2

52 lainyi— 1282’
oy (siny)* 8o

(43)

where @ is the rotation angle around the axis of inertia

with smallest momentum. The matrix elements of these
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operators in the basis of the spherical functions

4, m> =Y/,"(v,¢) are easily obtained from

T2t m)=0(0+1)|£,m)
o é,m>=é W‘[ﬂ,,@
Q20+1D)(20+3)

~ [(0=m)(t+m) ~
(L+1) 7@_1)(2“1)\4 1,m) (4.4)
Z,m>: MVJFLWO
V  @r+D(26+3)
+ /7(/7'”)(“’")\4—1,@ .
Q0=1)20+1)

The form of H in Eq. (4.2) is thus particularly suitable

cos Y|

for energy level calculations and will be preserved for

cach H® by the successive transformations. Note that
the major advantage of the method presented here
precisely lies in the fact that states with different values of
the vibrational angular momentum m are treated
simultaneously and on the same footing, while the older
version of Refs. [14,18] required additional hard work for
the states with m>0. As for semi-rigid molecules, it is of
practical importance to express all the operators in a
single standard form, which is chosen to be that of Eq.
(4.2). Evaluation of the commutators in Eq. (2.10) then
that terms of the form

requires many

(cosy)M GP(JZ)N(COSY)M,GP’ (JZ)N, be rewritten in
the standard form. We did not try to derive a general
formula, like Sibert’s one for creation-annihilation
operators [9]. Each product is instead iteratively recast in
the normal form by using the following fundamental
relations
J? (cosy )M = (cosy)M J? +2M(cosy)M710
+ MM +1)(cosy)YM = M(M —1)(cosy)M 2
J? (cosy )M c = (cosy)M cJ2+ 2(M + 1)(cosy)M+] J?
—2M (cosy)YM I + MM +1)(cosy)Y o
—M (M —1)(cosy )Mfzc

G(COS’Y)M = (cosy)Mc +M(cosy)M”

—M(cosy)Mﬁ]
G(COSY)MG = (cosy)M+2J2 —(cosy)MJ2

+M(cosy)MHc —M(cosy)Mflc

(.5)

A crucial question concerns the partition of the

initial Hamiltonian H?) into the various H(*%) s and
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particularly the terms to be put into HOY | Since the

resolution of Eq. (2.11) turns out to be quite difficult if

HOO depends on the reactive coordinate, H ©0 must
be chosen to contain only the sum of the harmonic
oscillators associated with the inactive modes, that is

HOY =% 0 (@la;) , (4.6)
J

where the index j is however restricted to inactive
coordinates. When doing so, the solution of Eq. (2.11) is
very similar to Egs. (3.5)-(3.6). Indeed, if

ROV = chj;}gmn (cosy)MGP(JZ)N X
M ,P,N,m,n
o 4.7)
H(aj) ay) o,
J

then the solution of Eq. (2.11) is just
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Figure 4 : Plot, as a function of the perturbation order s,
of the arithmetic average error between the energies of
the eigenstates of HCN obtained from exact variational
The
perturbative Hamiltonian, defined in Eq. (4.10), is

calculations [55] and from perturbative ones.

formally a one-dimensional Hamiltonian (in the reactive
coordinate y) parametrized by the number of quanta in
the CH and CN stretches. Included in the calculations are
the first 111 states of the HCN<>CNH system, with
energies up to 11770 cm™ above the quantum mechanical
ground state, that is, slightly above the isomerization
saddle for pure bending states. These levels contain up to
vy =44 quanta of excitation in the bend degree of

freedom.
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(1)
C
S(s) _ Z MPNmn (cos Y)M %
M.PNman 205 (m;=n;)
J (4.8)

PUHNT@H™ @™ .
J

where the index j is again restricted to inactive modes.
There is more freedom for the ordering of the other terms.
We found that a good choice, which warrants both rapid
calculations and convergence up to high orders, consists

in putting each term with indices M, P, N, m and n into
HO® | where k =|m+n|+P+2N-2 if M=0 and
k= Hm + nH +P+2N if M >0. An exception obviously
occurs for the pure bending terms J 2 and cos™ ),

which are put into H O instead of H V. Each H O
is symmetrized after partition has been completed. Be
careful that o is not exactly antisymmetric, but satisfies
instead

ot =—o-2cosy

(4.9)
One now has all the necessary tools for studying
floppy molecules handy. The question that naturally arises

concerns the form of the perturbative Hamiltonian, that is,
of the terms of ™% to keep in H*) or, conversely,

to put in RS 1o be cancelled by the perturbation
procedure. The simplest perturbative Hamiltonian is the
one for which the number of quanta in each inactive mode
remains a good quantum number. It is obtained by putting

each term with indices M, P, N, m and n, such that

m=n, into RUD. After linear expansion of each

(aj—)m/ (a/-)m/ operator in terms of the (a;aj)m’ ones,
the perturbative Hamiltonian is thus obtained in the form

K= 3 ki cosn™ a” UHN [ (afa )™
j

M,P,N,m

(4.10)
Eq. (4.10) is the counterpart, for floppy molecules, of the
Dunham expansion of Eq. (3.8). The convergence
properties of this perturbative series are illustrated in Fig.
4, where the arithmetic average error between the
energies of the exact states of HCN [55] and those
obtained from the perturbative Hamiltonians of Eq. (4.10)

are plotted as a function of the perturbation order s.
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Included in the calculations are the first 111 states of the
HCN«<CNH system, with energies up to 11770 c¢m™
above the quantum mechanical ground state, that is,
slightly above the barrier to linearity for pure bending
states (two states are almost uniformly delocalized over
the two wells). Note that we stopped comparison with
exact quantum results at this energy because of the lack of
reliable quantum results for larger values of the bend
quantum number — not because of an abrupt degradation
of the accuracy of the perturbative Hamiltonian. It is seen
in Fig. 4 that the perturbation series converges rapidly up
to order s=6 before remaining stationary at orders s=7 and

s=8. At order s=6, very small

l, m> bases with

0</7<48 and m=0 are sufficient to converge the first
111 rotationless states of the perturbative Hamiltonian to
better than 10° cm™. It can furthermore be checked in
Fig. 5 that the error between the energies of exact and
perturbative (6th order) quantum states increases
smoothly with energy, although a few pairs of more
resonantly coupled states are observed at the highest
energies, i.e. close to the isomerization saddle for pure
bending states.

The perturbative Hamiltonian of Eq. (4.10) is

formally a one-dimensional system (in the reactive

coordinate) parametrized by the number of quanta

V-:a+

j =44

j in the inactive modes j=1 (CH stretch) and
j=3 (CN stretch). An illustration thereof is provided in
Fig. 6, which shows the pseudo-potential curve and the
probability density for the pure bending states of HCN.

The pseudo-potential curve is obtained by setting J, o,

T Y
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~ 10— o o ]
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Figure 5 : Plot, as a function of the energy of each state,

of the difference between exact and perturbative quantum
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88

energies for the first 111 states of HCN at 6th order of the
theory. The perturbative Hamiltonian is that of Eq. (4.10).

10000 b s
P A 1
9
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> I ’ \
<
@
& 8000
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6000 [-
4000 7
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0.0 05 1.0 15 20 25 3.0
angle y (radians)
Figure 6 : Plot, as a function of the bending angle vy, of

the pseudo-potential (thick line) and the probability
density (thinner lines) for the pure bending states
(vi =v3 =0) of the HCN<>CNH system. These results
are obtained by applying 6th order CPT to the ab initio
surface of Murrell, Carter and Halonen [54]. The
energies on the vertical axis are plotted relative to the
minimum of the PES. The vertical scale is the same for all
the probability plots and the baseline for each plot
coincides, on the vertical axis, with the energy of the

corresponding state.

vi =aja; and vy =ajas to zero in Eq. (4.10). Being

one-dimensional, the perturbative Hamiltonian is

necessarily integrable (i.e. non chaotic). From the
physical point of view, it is interesting to note that the
“exact” HCN«>CNH system remains very close to the
integrable perturbative Hamiltonian, even in the region
close to the saddle where the classical dynamics is known
to be largely chaotic. A similar situation was encountered
while studying the dynamics of HOCI close to the
dissociation threshold [67]. It was indeed found that an
Fermi

integrable resonance Hamiltonian accurately

reproduces the dynamics of the exact system in this
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largely chaotic region of the phase space (see also Refs.

[16,23,44-49]).

5 - APPLICATION TO NON-
BORN-OPPENHEIMER DYNAMICS

This section is devoted to the application of CPT
to the study of non-Born-Oppenheimer dynamics, that is,
of vibrationally excited molecules on coupled electronic
surfaces. The procedure described below is a simplified
version of the work published in Ref. [19]. A still
different scheme was presented in Ref. [20] but will not
be discussed in this article, because it does not follow the
general lines of Sect. 2. As in Refs. [19,20], a simple
model with two 2-dimensional diabatic electronic surfaces
coupled by a linear term will serve for the purpose of
illustration, although the conclusions derived from Refs.
[19,20] have recently been used to get a precise model of
the conical intersection in NO, [68].

The diabatic vibronic Hamiltonian of a molecular
system with two coupled electronic surfaces writes

T+v,
H_[ e c

1
v, T+ng’ (-1)

coordinate g,

4 2 0 2 4
coordinate q,

Figure 7 : Contour plot of the ground Vg (solid lines)
and excited V, (dashed lines) diabatic surfaces of Egs.
(5.1)-(5.2). q| and q, are the dimensionless coordinates
of the ground surface Vy . The contours range from 1500
10 18000 cm’” for V, and from 10500 to 18000 cm™ for
V,, with increments of 1500 em. The two black dots
indicate the minimum of each surface. Note that the

minimum of the excited electronic surface V, lies inside
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the well of the ground surface Vg. The thicker line
indicates the crossing seam between the two surfaces.
where T is the kinetic energy of the molecule and V,, V,

and V. are the diabatic ground, excited and coupling

surfaces, respectively. As in Refs. [19,20], one takes

1 2 1 2
T= 1Pl ¥ 502 P2

1 2 1 2
Vg =-0g4q1 t+ Eﬁ)zng

2 (5.2)
2 2
1o lo 2
Ve = AE +=—1< (g, ~q10) + =—*(q2 — 420)
Zmlg 2032g
Ve=kq,

that is, the ground and excited surfaces are the sum of two
uncoupled harmonic oscillators with centre shift and
frequency mismatch, while the coupling surface is just the
linear term, which is known to dominate the conical
intersection of NO, and several other polyatomic
molecules [69-74]. Note that the Hamiltonian in Eq. (5.2)
is written in terms of the normal coordinates of the ground

electronic surface V,. As in Refs. [19,20], numerical
values are o1, =1669 cm™, 024 =759 em’”, ©;,=1000

em™ and ®,, =745 cm™ for the fundamental frequencies

of V, and V,, AE=9700 em’ for the energy shift

between the bottoms of the two surfaces, ¢;,=0 and
g20=2 for the center shift, and A=700 cm™ for the
diabatic coupling (except for g, , these values are close

to those for the antisymmetric stretch and bend degrees of
freedom of NO, in the two lowest electronic states). The

contour plots of ¥, and V, are displayed in Fig. 7. Note

that the bottom of the excited surface V, lies inside the

ground state well. Fig. 8 shows how the states of the
uncoupled ground (circles) and excited (losanges)
surfaces are shifted upon switching on of the diabatic
coupling. The vertical line locates the energy of the

bottom of ¥, . It is observed in this figure that the ground
state of V, is already shifted to lower energies by more

than 20 cm and that shifts may reach about 500 cm

close to the bottom of ¥, . This is due to the fact that each

zero-order state of the uncoupled ground surface 7, is
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coupled through V. to a large number of high-energy

zero-order states of the uncoupled excited surface V, , so

500 [- ‘ ‘ ‘

250 [

NERAAAAS LR E Y
250 [ *ese

-500 [~

energy shift (cm™)

=750 [~
-1000 I | | |

0 2500 5000 7500 10000 12500
energy E (cm'1)

Figure 8 : Plot, as a function of the absolute energy E of
each state, of the energy shifis of the states belonging to
the ground (circles) and excited (losanges) diabatic
surfaces caused by the coupling (through V) to the other
surface. The vertical line indicates the energy of the
bottom of the excited surface V, (E=9700 cm™).

that switching on the diabatic coupling V. results in large

shifts for all of the states of V', and V,, including those
states of V, located far below the bottom of V.

Nonetheless, these shifts appear to be quite regular, which
indicates that, in the investigated energy range, switching
on the diabatic coupling ¥, principally modifies the
harmonic frequencies and the anharmonicities in each
well. The goal of the remainder of this section is to show
how these harmonic and anharmonic corrections are
obtained from CPT.

For the sake of clarity, the case for n=2 coupled
electronic surfaces is handled explicitly here, but the
procedure extends readily to larger values of n. One

defines a n’-dimensional basis (g,e,j,,j.) of nen

matrices

00 10
= N e: N
o 1 00
O . (00
o o) YT o)

where g and e are the projections on the ground and

(5.3)

excited surfaces, respectively, and j, and j_ are raising-

and lowering-like operators. Each operator A is

decomposed on this basis according to

xiii
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A, Ay . .
A= A 4, =Ad g+ d,e+ A j+A4j, 5.4
and the commutator C=[A,B]=AB-BA of two
operators A and B writes
Cy =[Ay.B,1+ A4 B, ~B_A,
C,=[A4,,B,]+A,B_—B,A_
e e>Pe + + (5.5)

C,=A,By—B Ay + 4,8, —B,A,

C. =AB,—B A, +A,B —B,A_

As for the dynamics on a single electronic surface, the
initial Hamiltonian H of Egs. (5.1)-(5.2) must be
partitioned into § (00 plus higher order terms H(o
(k>1) and the rules for obtaining the successive
operators S¢) from the unwanted terms of H6™) must

be found for each perturbation order s — except that all

operators are now matrix quantities. In order for the

transformations of Eq. (2.6) to be unitary ones, S?) and

S%) must be anti-hermitian, while S and ¢ must
satisfy

$©) =" (5.6)

where Sg), Sés), SS) and S are the components of

S® in the (g.e,j,.j.) basis. These conditions are
automatically fulfilled by the procedure proposed below.

Examination of the matrix version of Eq. (2.11), i.e.

[, 0N =—RED 57)

shows that H®® must satisfy severe constraints in order
for this equation to be easy to solve. The best choice

probably consists in taking

o ®
0 1 2
H OO0 :(—2g afal +—2g a;az) g

(5.8)
® ®
+(6E+£a]+a| +£a;az)e,
2 2
where
+ 0, + O
SE = AE + e T2 g : 28 (5.9)

is the energy gap between the ground states of V, and

V,, and the (a}r,a ;) creation and annihilation operators
are obtained from the normal coordinates (p;,q;) of the

ground electronic surface V, according to Eq. (3.1). All
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other terms, which describe the diabatic coupling as well

as the frequency mismatch and the center shift between

the two electronic surfaces, are put in HOD,
Investigation of more complex systems will probably
require the ordering of (here missing) higher-order terms

of Vy, V, and V. as in the lowest equation of Eq. (3.4).

The fact that all operators are expressed in terms of the
creation and annihilation operators of the ground

electronic surface ¥, is the principal advantage of the

formulation presented in this article when compared to the
first version of Ref. [19]. Indeed, in this earlier work,
creation and annihilation operators referred to a virtual

average surface (Vy +V,)/2. Eq. (5.7) is very easy to

solve when H®? is taken as in Eq. (5.8). Indeed, if the

Hermitian subset RC™ of HO™) to be cancelled at

order s of the perturbation procedure is of the form

RO —gza,(.in“H(a )" (a;)"

m,n
+e2b“n”H< " ay)"
mn 1 (5.10)
m n;
+J+Zcmn’1‘[( I
m,n
+j_zd(s I)H( )”’j(aj)”/ ,
then the solution of Eq. (5.7) is just
' alsh
$W =gy M _[T@)" (@;)"
mnzmn J
+EZ b H( RECHE
B 5.11
G (5.11)
+J Z H(a )" (@)
* mn—SE
(s‘ 1) .
+ J I S
25 +8EH(,) (@)
where The simplest

Zimn :Z(mf _nj)wjg '
J

perturbative Hamiltonian one can think of consists of two
Dunham expansions (one for the electronic ground state
and one for the excited state) with no coupling between
the two surfaces, that is

K®

=H g+H e (5.12)

where
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10'

perturbation order s

Figure 9 : Plot, as a function of the perturbation order s,
of the arithmetic average error between the exact
energies of the model Hamiltonian of Eqs. (5.1)-(5.2) and
those obtained from the perturbative Hamiltonian of Egs.
(5.12)-(5.13). The perturbative Hamiltonian consists of
two uncoupled Dunham expansions, one for the ground
electronic surface and one for the excited surface.
Included in the calculations are the first 91 states of the
system shown in Fig. 8, with energies up to 14000 cm™
above the minimum of V, . Among these 91 states, 81 are
principally localized on the Vy surface and 10 on the V,
surface. These states contain up to v, =16 quanta of

excitation in mode 2.

)
KFES):ZVj& (afa;)+ Zxﬁ)é a;)agag)+..
J

(5.13)

(& =g,e). Such a perturbative Hamiltonian is obtained

by keeping into H®*) only the g and e components of
HO™ such that m=n and by putting all the other

components into RO™ to let them be cancelled by the
perturbation procedure at order s. Note that the maximum
power in the right-hand side of Eq. (5.13) increases here
like 2s+2, compared to s+2 for the procedure for semi-
rigid molecules with a single electronic surface (c¢f. Eq.
(3.8)). The convergence properties of this perturbation
series are illustrated in Fig. 9, where the arithmetic
average error between the energies of the states of the
exact Hamiltonian in Egs. (5.1)-(5.2) and those obtained
from the perturbative Hamiltonians in Egs. (5.12)-(5.13)
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is plotted as a function of the perturbation order s.
Included in the calculations are the first 91 states of the
system, whose shifts induced by the diabatic coupling V..
are shown in Fig. 8. 81 states out of these 91 ones are
principally localized in the electronic ground state, while
the remaining 10 states are principally localized in the
electronic excited state. It is seen in Fig. 9 that the series
converges exponentially up to 10th order but diverges for
s>11. Average error at order s=10 is as small as 4.1 cm™,
which is particularly impressive when reminding that
states are shifted by up to 1000 cm™ upon switching on of

V... The reason for the divergence at order s=11 is easily

understood when looking at Fig. 10, which shows the
errors between the energies of exact and perturbative
(10th order) quantum states as a function of energy.
Indeed, it is seen in this figure that errors remain
negligible below the energy of the bottom of V,,, which is
indicated by a vertical line, while they increase sharply
above this energy. Examination of Eq. (5.11) shows that
this divergence is most likely due to vibronic resonances,
i.e. to resonances between states of the electronic ground

and excited surfaces, which cause some of the X, ¥ 8E

denominators to become too small and the corresponding

terms to diverge.

I [N
20~ -
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Figure 10 : Plot, as a function of the energy of each state,
of the difference between exact and perturbative quantum
energies for the first 91 states of the model Hamiltonian
of Egs. (5.1)-(5.2) at 10th order of the theory. The
perturbative Hamiltonian, shown in Egs. (5.12)-(5.13),
consists of two uncoupled Dunham expansions, one for
the ground electronic surface and one for the excited
surface. The vertical line indicates the energy of the
bottom of the excited electronic surface V,. Notice the

sharp increase of the differences above this threshold.
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6 - CONCLUSION

This article has focused on practical recipes for
applying CPT to various situations encountered at high
vibrational energies (resonances, isomerization and
electronic couplings) and on numerical examples, which
demonstrate the efficiency of the proposed procedures.
How the obtained perturbative Hamiltonians are next
handled to extract the physical information encoded
therein, is a question that was deliberately skipped. The
interested reader is referred, for example, to Refs. [13-16]
for more information on this topic. Before concluding, we
would like to mention a few points, which, to our mind,
deserve further attention.

First, it should be emphasized that an accurate
initial expansion is a sine qua non condition for
successful perturbative calculations. For example, it was
pointed out in Sect. 3 that convergence of the perturbative
series for HCP is limited to 9th order, because of the poor
accuracy of the Taylor expansion at large bending angles
(see Fig. 2). This is here of little consequence, since the
average error is already as small as 2.4 cm™. It however
sometimes happens that the Taylor expansion is too poor
an approximation to be amenable to perturbative
calculations, although this remains an exception rather
than being the rule. A striking example is the second
potential energy surface for HCP computed by Schinke
and co-workers [75], which is in better agreement with
experimental calculations than the first one [50,51]
discussed in Sect. 3. It turns out that the Taylor expansion
computed from this second surface is such a bad
approximation that perturbative calculations based
thereon are unable to reproduce the energies of all but the
lowest quantum states. This is all the more surprising as
the dynamics encoded in both spectra are rather similar
[13,15,16,50,51,53]. It would therefore be interesting to
find polynomial expressions, which would be more
reliable than Taylor expansions for the purpose of
subsequent perturbative calculations.

The second remark concerns dissociation, which
was not discussed in this article. Any realistic description
of the dissociation dynamics of triatomic molecules
necessitates at least two large-amplitude coordinates,

namely the dissociating stretch coordinate and the bend.
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One can think of a procedure similar to that described in
Sect. 4, where both the dissociating stretch (described by
exponential functions) and the bend (described by
trigonometric functions) would be handled as reactive
coordinates. Upon application of the procedure described
in Sect. 4, there would then remain only one good
quantum number left in the perturbative Hamiltonian,
which would quantize the inactive coordinate, ie. the
motion along the non-dissociating stretch degree of
freedom. Another more complex possibility, which would
however result in a larger number of good quantum
numbers, would be to use Morse functions to describe the
dissociating coordinate, as suggested recently by Child
and co-workers [76]. Everything still has to be done in
this domain.

At last, it is worth mentioning that, while in this
article all physically "non-important" terms have
systematically been dropped from the perturbative
Hamiltonian (¢f. Eq. (2.12)), one is not obliged to do so.
When keeping all terms in the final Hamiltonian — or
more precisely all terms up to a maximum order much
larger than the perturbation order s — one virtually
recovers the exact Hamiltonian [20], provided, of course,
that the expansion is accurate enough (see above). The
perturbative Hamiltonian however has one great
advantage compared to the initial one, namely that the
physically non-important terms have been strongly
reduced by the perturbation procedure. Consequently, the
size of the matrices which must be diagonalized to get
converged eigenvalues can be substantially smaller for the
perturbative Hamiltonian than for the initial one [20]. In
order to get, with more limited numerical effort, the exact
eigenvalues of systems which lie today at the limit of
usual diagonalization procedures , one can therefore think
to apply this technique (i.e. CPT without neglect) to the
MEP expansion described in Sect. 4, the mixed
Taylor/Fourier expansion being usually more precise and
more adapted to the description of complex surfaces than
Taylor's one. We plan to test this procedure against the

vibrational states of HO, [77,78] in a close future.
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Troisiéme partie

Introduction

Cette troisieme partie est consacrée a I’étude de la dynamique vibrationnelle de trois
molécules: HCN, HCP et HOCI. La dynamique des deux premiéres molécules sera étudiée a
I'aide d’Hamiltoniens effectifs, alors que pour HOCI I’étude sera directe. Ces exemples nous
permettront d’illustrer les avantages et les inconvénients liés a I'utilisation des Hamiltoniens
effectifs.

Comme nous le verrons dans le chapitre 8, la dynamique classique et la dynamique
quantique peuvent étre tres différentes dans les zones ou le chaos n’est pas généralisé (chaos
mixte). Pour ce type de probleme, les Hamiltoniens effectifs sont des outils particulierement
intéressants puisqu’ils ne reproduisent que les caractéristiques essentielles de la dynamique
sans en décrire toute la complexité. Tout 'intérét de ces Hamiltoniens repose sur la pré-
sence explicite de constantes du mouvement ou de leurs analogues quantiques, les bons
nombres quantiques. Cette particularité facilite grandement 1’étude de la dynamique, puis-
qu’elle nous permet de diminuer le nombre de dimensions de I’espace des phases & prendre
en compte ou le nombre de coordonnées pertinentes dont dépend la fonction d’onde en
mécanique quantique. Nous nous intéresserons, par la suite, seulement aux Hamiltoniens
scalaires, c’est-a-~dire les systemes pour lesquels 'approximation de Born-Oppenheimer est
vérifiée. Pour ces derniers, nous avons vu dans les chapitres précédents que 1’on pouvait ob-
tenir deux grandes formes d’Hamiltoniens effectifs: les Hamiltoniens de résonance, comme
celui obtenu lors de I’étude de la molécule HaS (paragraphe (3.5)), et les Hamiltoniens ob-

tenus par la procédure modifiée, comme pour la molécule HCN (paragraphe (4.3)).
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Plus précisément, les deux premiers chapitres de cette troisieme partie ont pour but
de montrer, sur les exemples des molécules HCN, pour la théorie modifiée, et HCP, pour les
Hamiltoniens de résonance, comment on peut utiliser les Hamiltoniens effectifs, obtenus par
théorie des perturbations (ou dans certains cas par ajustement des parametres de ’Hamilto-
nien effectif), pour 1’étude de la dynamique quantique des systémes considérés. Le chapitre
8 sera, enfin, consacré a une étude directe de la molécule HOCI d’un point de vue classique
et quantique. Elle permettra d’insister sur les avantages et les limitations de 1'utilisation
des Hamiltoniens effectifs. Elle permettra en outre d’étudier, sur un exemple précis, le lien
entre les dynamiques classique et quantique et les problemes de chaos quantique qui ont été

évoqués en introduction.
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CHAPITRE 6. DYNAMIQUE VIBRATIONNELLE DE LA MOLECULE HCN.

Chapitre 6

Dynamique vibrationnelle de la
molécule HCN.

6.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a ’étude de la dynamique vibrationnelle de la molécule HCN.
Nous utilisons I’'Hamiltonien effectif développé dans le paragraphe (4.3) et obtenu par une
théorie des perturbations canonique modifiée (chapitre 4). Rappelons pour mémoire son

expression :

2
DX ym cos(ngs) (6.1)

H= Z ak,l,m,nlflé(p%+ sin? go

kJlmmn

Les modes 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, au mode d’élongation CN, au pliage et
au mode d’élongation CH. Cet Hamiltonien est un Hamiltonien classique. Affranchissons
nous pour l'instant des problemes de commutation et supposons que la forme quantique de
cet Hamiltonien soit identique a sa forme classique. Projetons ensuite celui-ci sur la base
produit tensoriel de vecteurs de la base propre de l'oscillateur harmonique, | v1,v3 >. Nous

obtenons alors un Hamiltonien de la forme:

1 1 P
H= > apimn(vi + 5)’“(1)3 + §)Z(P§ +—5

—5 )™ cos(nga) (6.2)
k,lmm S G2

Nous sommes donc passés d’un probléme a trois dimensions a un probléme a une seule
dimension labellé par les deux nombres quantiques d’élongation v1 et vs. Pour que la dis-
cussion soit physiquement plus facile, nous allons considérer que cet Hamiltonien décrit

le mouvement d’une particule de position g3 et de moment po. Nous décomposons, pour
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cela, cet Hamiltonien en un pseudo-potentiel V,, ..(¢g2) et une pseudo énergie cinétique

Ty, w3 (P2,g2) sous la forme:

H= thvs + ‘/Ul:UB

1 1
Virss () = 3 aigo.(o1 + ) s + 5)' cosnan)
kln (6.3)
Lk Ll o PX \m
Tonws(P2:02) = Y ktmn(v1 + 5)" (03 + 5) (5 + —5—)" cos(ngs)
2 2 sin” g

k,l,m#0,n

6.2 Analyse des fonctions d’onde.

Nous allons tout d’abord montrer que les fonctions d’onde quantiques peuvent s’inter-
préter a I'aide du pseudo-potentiel que nous venons de définir. Analysons, pour cela, la figure
(4.2) ou la densité de probabilité pour les états de pliage (v = vz = 0) de la surface MCH
et le pseudo-potentiel Vpo(gz) ont été tracés. Le pseudo-potentiel présente deux minima
correspondant aux deux configurations linéaires HCN et CNH et un maximum les séparant.
Remarquons, en premier lieu, I'augmentation de la probabilité pres du point tournant clas-
sique et la décroissance exponentielle dans la région classiquement interdite pour les états
localisés dans un seul puits [25]. D’un autre coté, pour les états délocalisés, la probabilité
augmente au dessus de la barriere a cause de la diminution dans cette zone de I’énergie ci-
nétique (I’énergie de I’état restant constante). Cette derniere constatation s’interprete aussi
a l’aide d’arguments semi-classiques. En effet, une fonction d’onde semi-classique dans une
zone classiquement permise a une probabilité de présence inversement proportionnelle a
I'impulsion. Lorsque I’énergie cinétique diminue, l'impulsion diminue aussi, et on doit donc
observer une augmentation de la probabilité de présence.

La figure (6.1) est un zoom de la figure (4.2) dans une zone d’énergie proche du som-
met de la barriere de potentiel. Les trois derniers niveaux sous la barriere sont représentés.
Ils ont, respectivement, par rapport au niveau fondamental, les énergies (calculées a partir
de I'Hamiltonien effectif) 10656.7, 11099.0 et 11309.1 cm ™. Les attributions suivantes ont
été retenues: (0,22,0)cnm, (0,42,0)p et (0,44,0)p, ou les indices HCN, CNH et D indiquent

si ’état considéré est dans le puits centré autour de la position HCN ou CNH ou s’il est
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Fi1a. 6.1 — Délocalisation des fonctions d’ondes

Tracé du pseudo-potentiel Voo et des densités de probabilités [1(gz)|?sin(gz) en fonction de
g2 pour les niveauz (0,22,0)cnm, (0,42,0)p et (0,44,0)p de la surface MCH. Les énergies de
lazxe des ordonnées sont données par rapport au niveau fondamental. Les trois niveaux ont
des énergies respectives (calculées a partir de I’Hamiltonien effectif) de 10656.7, 11099.0 et
11809.1 em~". La ligne de base pour chaque densité de probabilité correspond a l'énergie du

niveau correspondant.

101



6.2. ANALYSE DES FONCTIONS D’ONDE.

délocalisé sur ces deux puits. Le choix de cet indice se fait uniquement en regardant les fonc-
tions d’onde; il peut donc dans certains cas limites étre subjectif. Ainsi, ’état (0,22,0)cn g

est situé 655cm !

sous le sommet de la barriere et il est completement localisé dans le puits
centré sur la configuration CNH. L’état (0,42,0)p situé 213cm ! sous ce méme sommet est,
par contre, clairement délocalisé par effet tunnel. Cet effet tunnel est méme si fort pour
'état (0,44,0)p, situé 4 em~! sous le maximum de la barriére, que sa probabilité est tres
similaire a celle d'un état dont 1’énergie est supérieure a cette barriere. Insistons sur un
point important : le nombre quantique vy de I’état correspond au nombre de noeuds de la
fonction d’onde sur lintervalle [0,27]. Sur la figure (6.1), il ne faut pas tenir compte des
noeuds en g2 = 0 et g2 = Pi. Ces noeuds supplémentaires sont dus au facteur sin(qz) de
la densité de probabilité. A l'intérieur d’'un méme puits, le nombre de noeuds augmente
de 2 en 2 (il augmente de 1 en 1 sur l'intervalle [0,7]). Lorsque le premier état délocalisé
apparait, on observe une continuité de ce nombre de noeuds, continuité par rapport aux
deux derniers états dans chaque puits. Ces deux derniers états ayant pour attributions
(0,18,0) gen et (0,22,0)cnp, le nombre de noeuds du premier état délocalisé (0,42,0)p est
bien 18 + 22 + 2 = 42.

Il faut noter que la délocalisation induite par I'effet tunnel dépend de fagon critique
des positions relatives des niveaux dans les puits centrés autour de HCN et CNH et peut, en
cas de dégénérescence accidentelle de deux niveaux, étre tres importante pour des énergies

14 celle du sommet de la barriere [20]. Par exemple, la figure (6.2)

inférieures de 1000 cm™
nous montre la densité de probabilité des états (4,16,0)gon, (4,20,0)cng et (4,22,0)onvm
et le pseudo-potentiel Vo correspondant. Ces 3 niveaux ont, respectivement, par rapport
au niveau fondamental, des énergies de 18303.4, 18314.9 et 19001.8 cm™'. L’effet tunnel est
tres faible pour I'état (4,22,0)cn g situé 702cm ™! sous le sommet de la barriere; ce niveau a
d’ailleurs été attribué comme un état localisé. L’effet tunnel est, par contre, beaucoup plus
important pour les deux autres états, qui sont pourtant situés & 1389 cm ™! et & 1401 cm ™!
sous le sommet de la barriere. Ces derniers pourraient tout aussi bien étre décrits comme

des états délocalisés. Un effet tunnel aussi fort est di a la presque dégénérescence de ces

niveaux, leur séparation n’étant en effet que de 11.5 em~! [20].
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Fi1G. 6.2 — Délocalisation et effet tunnel
Tracé du pseudo-potentiel Vi et des densités de probabilités |1(q2)|>sin(g2) en fonction
de qa pour les niveaux (4,16,0)gon, (4,20,0)cny et (4,22,0)cnm de la surface MCH. Les
énergies de l’axe des ordonnées sont données par rapport au niveau fondamental. Les trois
niveaux ont des énergies respectives (calculées a partir de I’Hamiltonien effectif) de 18303.4,
18314.9 et 19001.8 cm™"'. La ligne de base pour chaque densité de probabilité correspond a
l’énergie du niveau correspondant.
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Remarquons toutefois, en conclusion, qu’il est difficile de faire a partir des travaux
précédents des conclusions quantitatives quant au role de 'effet tunnel pour des états par-
ticuliers de la molécule réelle, a cause des imprécisions liées a la fois a la surface d’énergie

potentielle (MCH) et aux théories perturbatives utilisées.
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F1G. 6.3 — Pseudo potentiels pour la surface BGBLD

Tracé des pseudo-potentiels Voo, Vo1, Vo2, Vo3 et Vo4 en fonction de ga. Les énergies sont
données par rapport au minimum de la surface d’énergie potentielle.

Les fonctions d’onde pour la surface BGBLD ont été analysées de la méme fagon.

La caractéristique la plus importante des pseudo-potentiels correspondants est le fait que
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I’épaulement dans le puits centré autour de CNH est beaucoup moins prononcé pour cette
surface que pour la surface MCH. Ceci est clairement visible lorsque ’on compare les figures
(4.2) et (6.3). Sur cette derniere, les pseudo-potentiels Vj o & Vp 4 sont tracés pour la surface
BGBLD. Alors que les pseudo-potentiels V,,, o sont tres similaires a Vj o, ceux de la forme
Vo,v; ont, lorsque v3 augmente, un comportement oscillatoire inattendu. Pour v > 3, des
fonctions d’onde localisées dans ces puits supplémentaires sont observées. Cependant, ces
phénomenes apparaissent a des énergies et a des nombres quantiques ot aucun calcul exact
n’est publié [56] et ol aucune comparaison expérimentale n’est disponible. Par conséquent,
aucune conclusion ne peut-étre donnée sur la signification physique de ces oscillations, qui
correspondent vraisemblablement a un artefact de la surface BGBLD.

Pour la surface BGBLD, 'erreur maximum entre les niveaux calculés et les transitions
d’énergie observées expérimentalement est inférieure & 82 em™! pour les 92 transitions
sans rotation observées jusqu’a des énergies de I'ordre de 23000 cm ™' au dessus de Iétat
fondamental. La précision de cette surface est donc assez bonne pour étre utilisée par des
expérimentateurs. Dans cette optique, il nous a paru intéressant de donner des expressions
simples pour calculer les énergies des minima des puits centrés autour de HCN et CNH et
du sommet de la barriere pour différentes valeurs de v et de v3. Ces expressions ont été
obtenues par un ajustement linéaire des valeurs calculées a partir des pseudo-potentiels et
different en moyenne de 2 em ™! de ces dernieres. Nous avons calculé:

Ency = 5.80 4+ 2067.171) — 7.151% + 3473.5713 + 5.891 I3 — 54.8513
Ecng = 5173.21 + 2057.1111 — 11.651% 4 3701.7013 — 31.711, I3 — 45.4013 (6.4)
Earricre = 16861.30 4 2006.771; — 11.62I7 4 2697.52I3 — 4.991 I3 — 10.6813
Les énergies sont données relativement au bas de la surface BGBLD et les actions I; et
I3 sont obtenues a partir des nombres quantiques vy et v3 selon la formule semi-classique

1
Li=v+ = (i=13),
2
6.3 Analyse des écarts entre niveaux consécutifs.

On sait qu’il existe un lien entre la distance entre deux niveaux consécutifs et les points

fixes instables. Comme on I’a déja mis en évidence pour de nombreuses molécules [16,68-70],
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F1G. 6.4 — Spectre et points fixes instables

Tracé de la différence d’énergie entre deux niveauzr consécutifs pour lesquels v = vg = 0
en fonction de leur énergie moyenne. Les énergies de l'axe des abscisses sont données par
rapport au niveau fondamental. Pour la figure du bas, les états localisés dans le puits centré
autour de CNH n’ont pas été pris en compte. Pour la figure du milieu, les états localisés
dans le puits centré autour de HCN n’ont pas été pris en compte. Pour la figure du haut,
tous les états sont pris en compte. Les droites verticales en traits pleins et en traits pointillés
indiquent, respectivement, les positions des minima et des maxima du pseudo-potentiel Vi .
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on s’attend a observer un minimum local si ’on trace la différence d’énergie entre deux ni-
veaux consécutifs (ayant des valeurs identiques de v et de v3) en fonction de ’énergie
moyenne de ces niveaux. L’abscisse de ce minimum local doit correspondre a la position
en énergie du maximum de la barriere. En effet, I’écart entre deux niveaux est approxi-
mativement de l'ordre de la fréquence classique wo [25] et celle-ci s’annule au voisinage de
ce maximum. Nous observons bien ce phénomene sur la figure (6.4) si on ne tient compte
que des niveaux appartenant a un seul puits. Plus précisément, la courbe du bas représente
I’écart entre deux niveaux consécutifs pour v; = vg = 0 pour la surface MCH, lorsque seuls
les états localisés dans le puits centré autour de la position HCN et les états délocalisés
ont été pris en compte. Le minimum de cette courbe indique précisément la position du
sommet de la barriere d’isomérisation, position qui est matérialisée par la ligne verticale en
pointillé. L’écart entre les niveaux dont I’énergie est supérieure au sommet de la barriere
est qualitativement plus petit d’un facteur deux par rapport a I’écart entre les niveaux
sous ce sommet, parce que la densité d’états au dessus de celui-ci est approximativement
la somme de la densité dans chaque puits (ces densités étant par ailleurs comparables). De
meéme, les deux minima observés sur la courbe du milieu, courbe pour laquelle les niveaux
du puits centré autour de la position CNH et les niveaux délocalisés ont été pris en compte,
coincident précisément avec la barriere correspondant a I’épaulement et avec la barriere
d’isomérisation. Cependant, lorsque I'on prend en compte ’ensemble des niveaux (graphe
du haut) on obtient une image beaucoup moins nette: les oscillations que 1’on observe sur

le tracé proviennent du fait que les niveaux dans chaque puits ne sont pas corrélés.

6.4 Conclusion

Pour la molécule HCN, la dynamique est en fait particulierement simple puisque les
trois modes normaux restent largement découplés jusqu’a et au dessus du seuil d’isomé-
risation. Quand on part de la surface ab initio, ce point, important, reste caché derriere
les difficultés intrinseques des calculs quantiques exacts. De plus, des quantités aussi fonda-
mentales que I'énergie de la barriere d’isomérisation ou la position relative du minimum du

puits CNH par rapport au puits HCN sont facilement obtenues pour chaque valeur de v; et
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de v3 a partir des pseudo-potentiels précédents, alors qu’il n’existe aucun moyen rigoureux
de les obtenir & partir d’une surface d’énergie potentielle ab initio. Enfin, et ce n’est pas la
moindre des conclusions, il y a eu beaucoup de controverses au sujet du caractere chaotique
de cette molécule. En effet, ’espace des phases classique est déja tres chaotique quelques
milliers de cm ™! au dessus du minimum du puits centré autour de la position CNH [71,72],
alors que les fonctions d’onde quantique restent, quant a elles, trés régulieres. Notre tra-
vail donne une réponse a ce probleme en montrant que, bien que chaotique, I’Hamiltonien
initial reste néanmoins trés proche (en moyenne une séparation de I'ordre de 10 em™!) de

I’Hamiltonien effectif séparable et donc complétement intégrable.
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Chapitre 7

Dynamique vibrationnelle de la
molécule HCP

7.1 Introduction

L’étude de la dynamique vibrationnelle de la molécule HCP est le parfait exemple de
I'utilisation que ’on peut faire d’'un Hamiltonien effectif a une résonance pour comprendre

les principales propriétés du spectre et des fonctions d’onde d’une molécule.

La molécule HCP possede des particularités tres intéressantes, ce qui explique pour-
quoi elle a, déja, été de nombreuses fois étudiée [16,68,69]. Ce qui nous intéresse plus parti-
culierement, c’est que 'on a constaté, expérimentalement et théoriquement (calculs exacts
de chimie quantique), l'existence de deux grandes familles d’états de pliage. L'une de ces
deux familles correspond & des fonctions d’onde avec de petites variations de ’angle I?C?D,
alors que 'autre correspond a des fonctions d’onde avec de grandes variations angulaires,
ces variations suivant le chemin d’isomérisation de HCP vers son isomere CPH (les proprié-
tés de ces fonctions d’onde seront détaillées dans le paragraphe (7.3)). Nous appellerons les
membres de cette derniere famille les états d’<isomérisation>> pour les distinguer des états
<normaux>> de la premiere famille. On retrouve les éléments de la premiere famille aussi
bien & basse énergie, puisqu’ils correspondent aux vibrations d’un mode normal, qu’a haute
énergie, puisqu’on les retrouve, par exemple, bien au-dessus du point selle d’isomérisation,

qui a une énergie de I'ordre de 24000 cm ™! par rapport au niveau fondamental. Par contre,
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les états d’isomérisation apparaissent relativement brutalement pour des énergies de ’ordre
de 10000cm ™! au-dessus du niveau fondamental et subsistent jusqu’au point selle. Plusieurs
études, notamment classique [16], ont montré que ces derniers apparaissent a cause d’une
bifurcation des orbites périodiques de I’Hamiltonien classique, bifurcation qui est due & une
résonance de Fermi entre le mouvement de pliage et ’élongation CP et qui se produit dans
la méme zone d’énergie.

Le but de ce chapitre est donc, & partir d’'un Hamiltonien effectif calculé dans le
paragraphe (7.2), d’expliquer ces différentes observations ainsi que d’autres caractéristiques

plus fines des fonctions d’onde, qui seront discutées dans la partie (7.3).
7.2 Hamiltonien de Fermi

Aspect quantique

L’Hamiltonien effectif utilisé dans cette étude n’a pas été obtenu par une théorie des
perturbations mais par un ajustement des parametres visant a reproduire les états obtenus
par des calculs variationnels a partir de la surface d’énergie potentielle ab initio [73]. En
effet, la théorie des perturbations donne de trés mauvais résultats avec cette surface, car le
développement en série de Taylor n’est pas assez précis.

Rappelons, pour fixer les idées, les éléments non nuls de la matrice Hamiltonienne dans
la base |v1,v2,u3 >. |v; > désigne un vecteur propre de la base de l'oscillateur harmonique
[20]. Les indices 1,2 et 3 correspondent, quant a eux, respectivement, a I’élongation CH, a
la coordonnée de pliage et a 1’élongation CP. On suppose, de plus, que le moment angulaire
total est nul. Dans cette base, les éléments diagonaux sont :
< Ul,UQ,U3|H‘?}1,U2,1)3 >= Zwmi—i—z Tijning+ Z YijkNingng+ Z 23kl NN ...

i i<j i<j<k i<j<k<l
(7.1)
\ 1 . .
ouny =uv + 5 ng =v9+1et ng=w3+ 3 Le terme 1 dans I'expression de no est du a la

dégénérescence de ce mode [7,74]. Les termes non diagonaux sont de la forme:

1
< ?)1,1)2,1)3‘H"U1,1)2 4+ 23 —1>= —n2n§ (k + Z k;n; + ) (7.2)
7
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oun; =wv;+ 50 M2 =2 + 2 et ng = v3. Ces termes non diagonaux sont connus sous le nom
de résonance de Fermi. On appellera aussi Hamiltonien de Fermi I’Hamiltonien effectif dont
Pexpression quantique est donnée par les équations (7.1) et (7.2).

Quinze parametres (3 w, 6 x, 1 y, 1 z et 4 k) des expressions (7.1) et (7.2) ont été
ajustés a partir de 361 des 370 premiers niveaux obtenus par des calculs quantiques exacts
sur la surface d’énergie potentielle ab initio considérée [73] (les autres coefficients de ces

deux équations sont nuls). Les valeurs numériques de ces parametres sont données (avec

leurs incertitudes) dans le tableau (7.1). L’erreur moyenne de ’Hamiltonien effectif pour

parametre ‘ valeur (em™1) ‘ incertitude (em™1)

w1 3343.1123 1.6852
w2 697.7797 0.7516
w3 1301.0838 0.6911
11 -55.0161 0.2892
12 -16.8174 0.1186
13 -4.3375 0.1838
29 -5.3477 0.0829
23 -4.6460 0.0439
33 -5.8619 0.0541
Y222 0.23345 0.00520
222292 -0.00562 0.00014
k 3.6115 0.1585
k1 0.805.60 0.04376
ko 0.06727 0.00845
ks -0.22067 0.01097

TAB. 7.1 — Paramétres de I’Hamiltonien effectif décrivant la molécule HCP.

Les parameétres absents de cette table sont nuls.

ces 361 niveaux est de 7.7 cm ™! et I'erreur maximum de 35.6 cm ™. La résonance de Fermi
élimine un bon nombre quantique, il ne reste donc plus que deux bons nombres quantiques
(on ne tient pas compte ici du bon nombre quantique associé a ’'Hamiltonien total): vy, le
nombre de quanta dans le mode d’élongation CH et P, le numéro de polyade. P est défini
par:

P = vy + 203 (73)
Comme le montre I’équation (7.2), la résonance de Fermi ne couple dans la base |v1,v2,03 >
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que des niveaux avec les mémes valeurs de v; et de P. Comme le moment cinétique total
est nul, vy est pair [7]. On en déduit donc que P est aussi un nombre pair. L’équation (7.2)
implique, de plus, que g + 1 niveaux ont les mémes valeurs de v; et P. Un tel ensemble de
niveaux est appelé une polyade et sera noté par la suite [v1,P]. A l'intérieur d’'une méme
polyade, les niveaux sont caractérisés individuellement par leur position i. Par convention,
¢ décroit avec 1’énergie de i = g at=0.

L’Hamiltonien effectif reproduit trés bien non seulement les niveaux d’énergie mais
également les différentes caractéristiques observées sur les fonctions d’onde ab initio. Ainsi,
les densités de probabilité de ces dernieres, obtenues par une résolution directe de I’équation
de Schrodinger, sont représentés sur les figures (7.3) et (7.4). Elles correspondent, respec-
tivement, aux sept états de la polyade [v1,P] = [0,12] et aux douze états de la polyade
[v1,P] = [0,22]. Ces densités sont tres similaires aux densités de probabilité de 'Hamilto-

nien effectif des figures (7.1) et (7.2).
Aspect classique

L’Hamiltonien classique correspondant & ’Hamiltonien quantique des équations (7.1)
et (7.2) peut, d’apres le principe de correspondance, s’écrire sous la forme:
H=Y wli+Y zyLli+ Y yiphilili+ > zigalid Il + ...
i i<j i<j<k i<j<k<l

1
+ 21513 cos(2p2 — 3)(k + Z kil + ....)

7

(7.4)

Les couples (Ig,pr) sont les coordonnées actions-angles canoniquement conjuguées telles
que [28]:

= /21
{Qk ECOSQE (7_5)

pr = —/ 21 sinpy, (1<k<3)

L’étude classique d’un tel Hamiltonien est trés nettement simplifiée lorsque ce dernier est
exprimé en fonction de I; et des nouvelles coordonnées canoniquement conjuguées (1,0) et

(J,10) obtenues & partir des couples de coordonnées (I2,p2) et (I3,p3) via la transformation
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F1G. 7.1 — Densités de probabilité des états de la polyade [vi,P] = [0,12] (Hamiltonien de
Fermi)

Tracé dans le plan (q2,q3) des densités de probabilité des sept états de la polyade [vq,P] =
[0,12]. Les niveaux ont une énergie allant de 7517 & 7783 em™! au dessus du niveau fonda-
mental. Les deuz orbites périodiques [r] et [B] sont aussi tracées. L’orbite [r] est confondue
avec l'aze des ordonnées. On notera que les densités des états 0 et 6 sont localisées, respec-
tivement, le long des orbites [B] et [r].
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F1G. 7.2 — Densités de probabilité des états de la polyade [v1,P] = [0,22] (Hamiltonien de
Fermi)

Tracé dans le plan (q2,q3) des densités de probabilité des douze états de la polyade [v1,P] =
[0,22]. Les niveauz ont une énergie allant de 13425 & 13948 ecm™' au dessus du niveau
fondamental. Les trois orbites périodiques [r], [B] et [SN] sont aussi tracées. L’orbite [r]
est confondue avec l'axe des ordonnées. On notera que les densités des états 0, 10 et 11
sont localisées, respectivement, le long des orbites [B], [r] et [SN].
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canonique suivante:

I:IQ+213
J=2I
3 (7.6)
0= s
=5 —

En insérant ces équations dans ’'Hamiltonien précédent (défini par Iéquation (7.4)), on

obtient alors pour les premiers termes:

J
H= wil +w2(I— J) +W3§+

J J J
i lf + w21 (1= J) + x1311§ + 29a(] — J)? + wa3(1 — J)§ + $33(§)2 + . (7.7)

+2(I - J)\/gcos(%ﬁ)(k + kil +ko(I—J)+ k3% +...)
On constate, d’apres ’équation (7.7), que 'Hamiltonien ne dépend plus des angles ¢; et
0, ce qui implique donc que les quantités I; et I sont des constantes du mouvement. Une
quantification semi-classique EBK de ces deux actions est problématique du fait de la trans-
formation canonique de ’équation (7.5) (nous reviendrons sur ce point en annexe). On peut,
tout de méme, quantifier ces actions en utilisant une correspondance classique-quantique
entre les constantes du mouvement et les bons nombres quantiques [75,76]. L’action [

correspond, ainsi, a P. La condition de quantification est :

1
11:U1+§

I=P+2

(7.8)

Notons 7 la troisieme intégrale d’action de ce systeme. j peut étre calculée a partir de
I’équation suivante [69] :

J(EIL) = 2i /07r J(E,I,I)dy (7.9)

™

La condition de quantification de cette intégrale est obtenue en calculant I'indice de Maslov
lui étant associé. On a alors:

1
j:n+§ (7.10)

ol n est un entier positif ou nul.
Chaque niveau appartenant a la polyade [v1,P] peut étre associé a une trajectoire,
1 1
quantifiée de fagon semi-classique, pour laquelle Iy = v; + 2 I=P+2etj=n+ 3 Les

figures (7.8) et (7.9) montrent des exemples de ces trajectoires dans le plan (J,)).
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7.3 Propriétés du spectre quantique

Nous rappelons dans cette partie les principales propriétés des fonctions d’onde ob-
tenues a partir de la surface ab initio [73].

Pour les polyades ou v; = 0, les fonctions d’onde ont un comportement tout a fait
clair jusqu’a P = 14. Elles évoluent, en effet, d’une fonction d’onde avec g noeuds le long
d’une ligne pratiquement parallele & Paxe vertical de la coordonnée d’élongation CP (qui
correspond approximativement & ’élongation g¢3), pour le bas de ces polyades, & une autre
fonction d’onde avec g noeuds le long d’une autre ligne pratiquement parallele, celle-ci, a
I’axe horizontal de la coordonnée de pliage v = HCP (qui correspond approximativement
a la coordonnée ¢2) pour le haut des polyades. Lorsque 1’énergie augmente, ces dernieres
fonctions d’onde se courbent de plus en plus sous l'effet de la résonance de Fermi, acquérant
un caractere CP de plus en plus marqué. Cette courbure implique que ces fonctions d’onde
évitent, a partir de ce moment-la, le chemin réactionnel d’isomérisation. Ces caractéristiques
peuvent étre vérifiées sur la figure (7.3) pour la polyade P = 12.

Par contre, des états avec des fonctions d’onde qualitativement différentes appa-
raissent pour P = 16. Pour P = 18, le premier de ces états est le deuxieme état de plus
basse énergie de la polyade (i = g — 1 = 8). Son énergie est de 11159 cm~! au dessus du
niveau fondamental. Cette nouvelle classe de fonctions d’onde contient encore une contri-
bution significative de 1’élongation CP, mais celle-ci diminue lorsque le numéro de polyade
augmente. Ce phénomene peut étre vérifié sur la figure (7.4). Apres la polyade P = 22, les
densités de probabilité des nouvelles fonctions d’onde sont pratiquement localisées le long
de la coordonnée de pliage et suivent de pres le chemin d’énergie minimum menant de HCP

a CPH. Un second état d’isomérisation apparait dans cette méme polyade P = 22. Ces deux

P
états correspondent, comme on peut le vérifier sur la figure (7.4), au premier (i = 3= 11)
P
et au troisieme niveau (i = 3" 2 = 9) de cette polyade. Remarquons, cependant, que le
deuxiéme niveau (1 = g — 1 =10) de cette polyade P = 22 a une densité localisée le long

de la coordonnée d’élongation CP. Le nombre d’états d’isomérisation continue d’augmenter

avec P et on en compte cinq pour la polyade P = 32, avec des positions respectives ¢ = 16,
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F1G. 7.3 — Densités de probabilité des états de la polyade [vi,P] = [0,12] (surface ab initio)

Tracé dans le plan (y,r) des densités de probabilité des sept états de la polyade [v1,P] =
[0,12]. Les niveauz ont une énergie allant de 7525 a 7784 em™"' au dessus du niveau fonda-
mental.
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F1a. 7.4 — Densités de probabilité des états de la polyade [v1,P] = [0,22] (surface ab initio).

Tracé dans le plan (v,r) des densités de probabilité des douze états de la polyade [vq,P]
[0,22]. Les niveaux ont une énergie allant de 13425 a 13719 cm™

fondamental.
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15, 14, 13 et 11. Le niveau ¢ = 12, qui est situé entre deux états d’isomérisation, est encore
un état avec seulement une contribution de 1’élongation CP.

Pour les polyades avec v1 = 1 et v1 = 2, on observe les mémes caractéristiques spec-
trales que pour vy = 0, si ce n’est que les nouvelles fonctions d’onde apparaissent pour des

valeurs plus faibles de P.

Les paragraphes suivants ont pour but d’expliquer ces observations. Nous utiliserons,
pour cela, le formalisme des orbites périodiques (couplé a I’étude de leurs bifurcations) et
de la quantification semi-classique. Comme le mouvement d’élongation CH (mode 1) ne
participe pas a la résonance de Fermi, il suffit d’étudier les orbites périodiques du sous-

espace (p2,q2,p3,q3) de espace des phases total a six dimensions.

7.4 Points fixes et orbites périodiques

Le but de cette section est d’indiquer comment on obtient les caractéristiques des or-
bites périodiques du sous-espace (p2,q2,p3,q3), qui nous permettront ensuite de comprendre
I’évolution des différentes fonctions d’onde. Il s’agit ici des orbites périodiques fondamen-
tales. Toutes les autres orbites peuvent étre décrites comme des combinaisons linéaires de

ces dernieres.

Considérons, pour cela, ’'Hamiltonien de Fermi comme un systéme a une dimension
dépendant des coordonnées canoniquement conjuguées (J,1)) et paramétrisé par les deux
constantes du mouvement I et [, ainsi que nous le décrivons dans le paragraphe (7.2). Les
orbites périodiques, intéressantes pour cette étude, sont des points fixes dans l'espace (J,1))

(nous verrons pourquoi par la suite). Ces derniers vérifient les deux équations:

aJ _ _9H _

dt o

) —8H¢—o (7.11)
a  oJ

Si I et I sont données, le systeme (7.11) est un systéme de deux équations a deux inconnues,

J et 1. La stabilité de chaque point fixe du plan (J,3) est, comme nous I’avons rappelé
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dans le chapitre 2, liée aux valeurs propres de la matrice M :

0*°H 0*H
1-— 579 ¢5t —872575
"= 782}1& 1+ oH 5t (712
d.J? dJOY

ol les dérivées sont calculées aux points fixes. ot est l'intervalle de temps entre les deux

points considérés. La détermination des bifurcations s’obtient en résolvant 1’équation :

( 0*H 2 0°H 0*°H
0J 0 0J2 02

=0 (7.13)

Nous devons donc résoudre le systéme constitué de ’équation (7.13) et des deux équations
du systéme (7.11) pour déterminer les bifurcations. Ces trois équations ont quatre inconnues
I, J, I, et ¢ (le role du parametre & du chapitre 2 est joué par les constantes du mouvement
I et I). La résolution de ce systéeme donne donc typiquement une relation entre I et I5.
La bifurcation obtenue est une bifurcation tangente, c’est-a-dire qu’il s’agit d’une valeur
de I et I; pour laquelle un point fixe elliptique et un point fixe hyperbolique sont créés
simultanément.

Les points fixes du plan (J,7) sont aussi des orbites périodiques du systéme a deux
dimensions paramétrisé par 1. Réécrivons, pour que cela devienne apparent, les expressions

des différentes coordonnées :

(7.14)

q3 = V' Jcos(260 + 21)) p3 = —V/Jsin(260 + 29))
q2 = mcosﬁ p2 = —/2(1 — J)sind

I, J et 9 restant constants aux points fixes, la trajectoire paramétrisée par les équations
(7.14) revient donc bien sur elle-méme chaque fois que § augmente de 27. Ce sont, par contre,
des orbites périodiques particulieres. Nous verrons dans la partie (7.5) qu’elles correspondent
a basse énergie a des mouvements selon un mode normal donné. Remarquons, enfin, que
les points fixes que nous avons déterminés ne sont généralement pas des orbites périodiques
du systeme total a trois dimensions, car il n’existe a priori aucune relation de phase entre

0 et 1.
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7.5 Orbites périodiques stables et états d’isomérisation

Cette partie s’intéresse aux orbites périodiques stables et aux bifurcations. Cette étude
nous permettra de comprendre pourquoi les états d’isomérisation apparaissent aux bas des
polyades et pourquoi leurs fonctions d’onde ont une telle forme.

Pour une bifurcation classique, c’est-a-dire un point fonction, dans ce cas, de I et 1
ou le nombre et /ou la stabilité des orbites périodiques change(nt) brusquement, on s’attend
a ce qu’il y ait un changement de comportement des fonctions d’onde. De nombreux travaux
ont, en effet, montré que les densités de probabilités de ces dernieres sont localisées le long
des orbites périodiques. Cette localisation est connue dans la littérature sous le nom de
<Kscar>> ou <cicatrice> [2,77]. On n’observe, pour HCP, qu’un seul type de bifurcation, les
bifurcations tangentes. Rappelons, pour mémoire, qu'une bifurcation tangente correspond
a la création ou & la destruction simultanée d’une orbite périodique stable et d’une orbite
périodique instable (chapitre 2). D’un point de vue quantique, des familles de fonctions
d’onde avec des lignes nodales orientées le long de la nouvelle orbite périodique stable

doivent donc apparaitre ou disparaitre lors de ces bifurcations.

La recherche des bifurcations implique une relation entre 'action I et l'action I; (pa-
ragraphe (7.4)). Les bifurcations apparaissent donc comme des courbes qui divisent le plan
(I1,I) en régions distinctes, chaque région étant caractérisée par un nombre différent d’or-
bites périodiques. Les reégles de quantification (systéme d’équations (7.8)) permettent de
tracer ces courbes dans le plan (v1,P), rendant ainsi la comparaison avec les résultats quan-
tiques plus facile. On suppose, tout de méme, que v1 et P peuvent prendre toutes les valeurs
réelles. Un tel diagramme est tracé sur la figure (7.5). La courbe en trait plein correspond
aux positions de la bifurcation SN, la seule qui a été trouvée pour ce systeme. Cette courbe
divise le plan (I,I;) en deux régions contenant, respectivement, deux et quatre orbites pé-
riodiques. La forme en U de la courbe en trait plein est liée & la condition de résonance
de I’'Hamiltonien de Fermi 2ws =~ ws. En effet, on peut remarquer que plus la condition

de résonance est exacte plus le numéro de polyade pour lequel la bifurcation tangente a
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Fia. 7.5 — Diagramme de bifurcation des orbites périodiques de la molécule HCP.

Tracé dans le plan (v1,P) du diagramme de bifurcation des orbites périodiques de la mo-
lécule HCP. La courbe en trait plein indique les positions des bifurcations tangentes. Les
orbites périodiques [SN] et [SN] apparaissent a la bifurcation. Les deuz orbites périodiques
stables, [r| et [B], existent au-dessous et au-dessus de la bifurcation. La courbe en pointillés
correspond a l’énergie mazimum des polyades prises en compte par le modeéle. La validité

de cette étude est donc, a priori, limitée au domaine situé sous cette courbe.
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lieu est petit. La différence d’énergie entre les niveaux (v1,0,1) et (v1,2,0) calculée pour un
développement & la Dunham est égale a -67.3, -38.0, -8.7, 20.6, 49.9, 79.2 et 108.5 cm ™"
pour des valeurs de v; de 0 & 6. La résonance exacte apparait donc quelque part entre les
valeurs v; = 2 et v; = 3, c’est-a-dire approximativement pour la valeur de v; pour laquelle

la courbe atteint son minimum (P = —2).

La recherche de la bifurcation SN nous aide ensuite & placer des limites inférieures
a l’énergie pour laquelle les états d’isomérisation peuvent apparaitre. On trouve, ainsi, la
bifurcation SN & P = 12.30 et E = 7744 ecm™! au-dessus du niveau fondamental lorsque
vi=0,aP=416et E =5850cm ! lorsque v = 1,4 P = —0.21 et E = 6176¢cm ™! lorsque
v =2 aP=—-18let E=8159cm ! lorsque v; =3 et & P =098 et £ = 12840 cm™!
lorsque v; = 4 (pour des valeurs de v supérieures a quatre, la bifurcation n’apparait pas
dans les polyades prises en compte, c’est pourquoi nous n’en parlerons pas par la suite). Les
valeurs négatives de P pour v; = 2 et v; = 3 signifient que la bifurcation classique se produit
a des énergies inférieures a celle du niveau fondamental (P = 0). Notons, cependant, que
ces valeurs numériques pour P sont seulement des limites inférieures pour ’apparition des
états d’isomérisation, puisque P ne peut prendre, en mécanique quantique, que des valeurs
entieres. De plus, un argument lié & ’énergie de point zéro (paragraphe (7.6)) implique que
les états d’isomérisation peuvent tres bien n’apparaitre que pour des valeurs de P parfois
assez grandes par rapport a la valeur de P a la bifurcation.

On peut obtenir plus d’informations sur les orbites périodiques en tragant leurs éner-
gies en fonction du numéro de polyade P. La figure (7.6) montre un tel graphe pour v; = 0,
v = 1 et v;1 = 2 pour des valeurs de P allant de -2 (I = 0) a la valeur de la plus haute
polyade prise en compte, c’est-a-dire P = 30 (I = 32). Pour une polyade [v1,P] donnée, les
orbites périodiques et les niveaux d’énergie ont tous une énergie assez proche. Pour cette
raison, les graphiques a gauche de la figure avec une échelle absolue sont assez difficiles
a interpréter en détail. Les mémes graphes ont donc été retracés a droite, mais avec une
échelle en énergie relative a ’énergie de ’orbite périodique stable pour laquelle I = J, qui

est notée [r] sur les graphiques (nous expliquerons les notations utilisées dans le paragraphe
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Fi1a. 7.6 — Tracé des énergies des orbites périodiques en fonction du numéro de polyade P.

Les figures de gauche correspondent au tracé des énergies (par rapport au niveau fondamen-
tal) des orbites périodiques de la molécule HCP en fonction du numéro de polyade P pour
vy = 0 (figure du bas), v1 = 1 (figure du milieu) et vi = 2 (figure du haut). Les figures de
droite correspondent au méme graphique mais, cette fois-ci, les énergies sont calculées par
rapport o l'énergie de l'orbite périodique stable [r]. Les courbes en trait plein indiquent la
position des orbites périodiques stables [r], [B] et [SN]. Les courbes en pointillés indiquent
la position de l'orbite périodique instable [SN]. La croiz SN correspond a la position de la
bifurcation tangente ot les orbites [SN] et [SN] sont créées simultanément. La région clas-
siquement permise est délimitée par les deux orbites stables les plus éloignées. Les énergies
des niveauz appartenant a la polyade concernée appartiennent aussi a cette région. Les cing
colonnes de points représentent, respectivement de gauche a droite et de bas en haut, les

nweaux d’énergie des polyades [v1,P] = [0,14], [0,22], [0,30], [1,24] et [2,20].
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(7.6)). Pour v; = 0 et pour des valeurs de P inférieures a 12.30, il existe une seule autre
orbite périodique, une orbite stable notée [B]. Ces deux orbites [r] et [B] forment respec-
tivement 1’épine dorsale des niveaux les plus hauts et les plus bas de chaque polyade. Par
< épine dorsale>>, nous entendons que les densités de probabilité des niveaux proches en
énergie de ces orbites périodiques sont localisées le long de celles-ci (<scar>> [77]). Deux
autres orbites périodiques, notées [SN] et [SN], sont créées a la bifurcation tangente SN.
[SN] désigne 'orbite stable le long de laquelle se localisent les densités de probabilité des
états d’isomérisation, alors que [SN] correspond & l'orbite instable. L’accord entre les or-
bites périodiques classiques et les lignes nodales quantiques peut étre vérifié sur les figures
(7.1) et (7.2), ou les orbites périodiques [r|, [B] et [SN] ont été tracées avec les densités de
probabilité pour les polyades [v1,P] = [0,12] et [v1,P] = [0,22].

Remarquons un autre point important. La région classiquement permise est délimitée
par les deux orbites périodiques extrémes pour une valeur de v; et de P donnée. Comme,
pour v; = 0, I’énergie de [r] est inférieure & celle de [SN] pour P < 21.1 mais lui est
supérieure pour P > 21.1, on en déduit que la région classiquement permise est comprise
entre [r] et [B] pour des valeurs de P allant de -2 & 21.1 et entre [SN] et [B] pour des
valeurs de P plus grandes que 21.1 . De méme, les énergies des états quantiques sont aussi
comprises entre les énergies de ces deux orbites périodiques extrémes. Les états appartenant
aux polyades [v1,P] = [0,14], [0,22], [0,30], [1,24] et [2,20] sont, par exemple, représentés sur
la figure (7.6) par des colonnes de points noirs. Notons, ensuite, que la bifurcation tangente
se situe toujours pres du bas (en énergie) de la région classiquement permise (c¢’est-a-dire
prés des niveaux de plus basse énergie). L’orbite [SN] devient, de plus, rapidement la
limite inférieure de la région classiquement permise. Tout ceci explique donc pourquoi les

perturbations dans le spectre et les états d’isomérisation apparaissent d’abord au bas des

polyades et non au sommet.

pour les orbites périodiques en fonction de P est tracé sur la figure
J 23

P+2 Iy+2I;

proche de 0 signifie que I3 ~ 0, et par conséquent que ’orbite périodique est un mouvement

L t
e rappor P12

(7.7) pour les mémes polyades que la figure (7.6). Notons qu’un rapport
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Fiac. 7.7 — Caractéristique des orbites périodiques.

Tracé du rapport

5 pour les orbites périodiques de la molécule HCP en fonction de

P pour vi = 0 (figure du bas), vi = 1 (figure du milieu) et vi = 2 (figure du haut).
J

Pio est €gal a 0 pour un mouvement de pliage pure et ¢ 1 pour un mouvement le long

de la coordonnée CP. Les courbes en trait plein correspondent au rapport

Pio pour les

orbites périodiques stables, la courbe en pointillés correspond a ce méme rapport pour l’orbite

périodique instable [SN|. La croix SN indique la position de la bifurcation tangente ot les

orbites [SN] et [SN] sont crées simultanément.
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de pliage pur (le long de la coordonnée ¢ ), alors qu'un rapport proche de 1 signifie que I ~ 0
et que le mouvement reste voisin de 1’axe correspondant & 1’élongation CP. La figure (7.7)
montre donc que les deux orbites périodiques [r] et [B] ont, respectivement, des rapports
de 0 et 1 pour la plus petite valeur de P (P = —2) car, a basse énergie, orbites périodiques
et modes normaux sont confondus. Par conséquent, dans cette limite, elles correspondent
a un mouvement de pliage pur et & un mouvement d’élongation pur. On les a donc notées
[B] (B pour bending) et [r] (r est la coordonnée de Jacobi correspondant & la longueur
CP). On peut aussi voir sur la figure (7.7) que lorbite [r] reste une trajectoire avec un
caractere CP pur pour toutes les polyades prises en compte par le modele, alors que 'orbite
[B] acquiert une contribution de I’élongation CP lorsque P augmente, avec, par exemple,
un rapport Pj—2 proche de 0.4 pour les plus hautes polyades étudiées. Rappelons que cet
accroissement de la contribution de 1’élongation CP a l'orbite périodique [B] est responsable
du fait que les états de pliage <normaux>> s’échappent du chemin d’isomérisation. D’un
autre coté, les orbites stable [SN] et instable [SN] sont créées avec un caractere mixte. A la
bifurcation, PJ+2 est égal & 0.46, 0.45 et 0.63 pour, respectivement, v; = 0,1 et 2. Lorsque
P augmente, la contribution de 1’élongation CP pour lorbite [SN] diminue rapidement
alors, qu’a I'inverse, la contribution de la coordonnée de pliage diminue pour [SN]. L’orbite

[SN] suit ensuite le chemin d’énergie minimum jusqu’a des énergies proches de celle de

I’isomérisation.
7.6 Trajectoires quantifiées

Les trajectoires quantifiées sont étudiées dans cette partie pour comprendre ’alter-
nance entre les états d’isomérisation et les états normaux aux bas des polyades (voir par
exemple les figures (7.2) et (7.4)). Les figures (7.8) et (7.9) montrent le tracé de la troi-
sitme intégrale d’action j en fonction de l’énergie pour les polyades [v1,P] = [0,12] et
[v1,P] = [0,22], la premiere polyade étant localisée sous la bifurcation et la seconde au-
dessus. Notons, tout d’abord, que ces tracés comprennent une branche en dessous de la
bifurcation et trois branches au dessus. Chaque branche a pour point de départ et pour

point d’arrivée une orbite périodique, soit stable soit instable. Les trajectoires quantifiées
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F1G. 7.8 — Trajectoires quantifiées pour la polyade [vi,P] = [0,12].

La figure du haut correspond au tracé de la troisieme intégrale d’action j en fonction de
l’énergie E par rapport a l’énergie du niveau fondamental. Les trajectoires quantifiées asso-
ciées auz niveaur quantiques (valeurs demi-entiéres de j) sont représentées par des points
noirs. La position i de chaque niveau a l'intérieur de la polyade est indiquée prés de chaque

point (i = 0 pour le plus haut niveau de la polyade, i = 5 pour le plus bas). Les énergies

des orbites périodiques sont indiquées par des droites verticales en traits pointillés. La fi-
gure du bas montre les trajectoires quantifiées dans le plan (J)). La position i de chaque
niveau a l'intérieur de la polyade est indiquée prés de chaque trajectoire quantifiée. L’orbite
périodique stable [r] est une droite horizontale d’équation J = P + 2. Les autres orbites
périodiques apparaissent comme des points sur ce graphique.
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action integral 3
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F1a. 7.9 — Trajectoires quantifiées pour la polyade [v1,P] = [0,22].

1l s’agit des mémes trajectoires que celles de la figure (7.8) mais pour la polyade [0,22].
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associées aux états quantiques correspondent & des valeurs demi-entieres de 7 et sont re-
présentées par des points sur les différents graphes. L’accord entre les énergies des états
quantiques et les énergies des trajectoires quantifiées est excellent, puisque la plus grande
erreur est, pour la polyade [v1,P] = [0,22], inférieure & 1.3 cm~!. Les trajectoires quanti-
fiées sont aussi tracées dans le plan (J,1)) au bas des figures (7.8) et (7.9). Ces tracés sont
symétriques par rapport aux axes d’équation ¢y = 0 et ¢ = g et périodiques avec une
période égale & 7. Dans le plan (J,3), les orbites périodiques [B], [SN] et [SN] apparaissent
seulement comme des points, alors que l'orbite [r] apparait comme une droite horizontale
d’équation J = I = P + 2 (a cause de la périodicité, [B] apparait comme un point sur les
deux axes d’équation ¢ = 0 et 1) = 7). Lorsque P augmente et tend par valeur inférieure
vers la valeur de P a la bifurcation, un point particulier de la courbe apparait. Ce point a une
tangente dont le coefficient directeur devient de plus en plus grand. Ce point est localisé pres
du point ¢ = 5 sur la figure (7.8). A la bifurcation, la tangente devient exactement verticale
et la courbe d’équation 7 = j(F) se divise en deux au voisinage de ce point. Ce sont les deux
branches avec des valeurs négatives de 7 sur le graphe de la figure (7.8). La distance entre
les deux courbes tend vers 0 lorsque 'on se rapproche de la bifurcation mais augmente assez
rapidement lorsque P devient plus grand que sa valeur a la bifurcation. Il faut cependant
noter que cette séparation en deux branches n’est pas due a 'apparition d’un nouveau type
de mouvement. En effet, les figures (7.8) et (7.9) montrent que les trajectoires quantifiées
pour P = 12 avec ¢ = 0 et ¢ = 1 sont topologiquement équivalentes aux trajectoires pour
P = 22 avec i=0,1,2... et 7. De la méme maniere, les trajectoires quantifiées pour P = 12
avec 1 variant de 2 & 6 sont équivalentes aux trajectoires pour P = 22 lorsque ¢ varie de 8
a 10. Par contre, il apparait, au dessus de la bifurcation, une troisieme branche entre les
énergies des deux orbites périodiques [SN] et [SN]. A la bifurcation, ces deux orbites pério-
diques sont dégénérées en énergie mais elles se séparent de plus en plus lorsque P augmente,
et [SN] correspond rapidement & la limite inférieure de la région classiquement accessible.
De méme, [SN] et [SN] sont créées au méme point sur Paxe d’équation ) = g a la bi-
furcation mais se séparent ensuite de plus en plus lorsque P augmente. Comme on peut le

vérifier au bas de la figure (7.9), la trajectoire quantifiée localisée sur cette branche avec des
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valeurs positives de j représente un nouveau type de mouvement, puisqu’elle tourne autour
de lorbite périodique [SN] (comme pour ¢ = 11) ou passe une grande partie du temps pres
de l'axe d’équation J = 0 (comme pour i = 9). Ces nouvelles trajectoires quantifiées avec

un fort caractere de pliage sont celles qui sont associées aux états d’isomérisation quantique.

Nous pouvons a présent discuter deux autres observations que nous avions faites
précédemment. Il s’agit de 'apparition du premier état d’isomérisation pour des valeurs de
P et E sensiblement plus grandes que les valeurs a la bifurcation et de 'alternance entre
les états normaux et les états d’isomérisation aux bas des polyades. Notons, tout d’abord,
que la regle de quantification EBK s’applique a chacune des branches observées sur le
graphique y = j(F). La branche correspondant au nouveau type de mouvement de pliage
est créée comme un point en 3 = 0 a la bifurcation, la valeur maximale de j augmentant
avec P. Les états d’isomérisation apparaissent pour la premiere valeur de P pour laquelle
cette branche atteint la valeur j = % C’est la raison pour laquelle, pour vy = 0, le premier
état d’isomérisation est observé dans la polyade P = 16 alors qu’on aurait pu ’attendre
dans la polyade P = 14 (rappelons que P = 12.30 a la bifurcation).

De plus, deux branches coexistent sur le graphique 7 = j(E) dans le domaine d’éner-
gie compris entre 1’énergie de [r] ou [SN] et celle de [SN]. Ainsi, pour chaque énergie
appartenant a cette intervalle il existe deux trajectoires, I'une avec un comportement de
pliage prédominant et I’autre avec un caractere CP majoritaire (avec une densité le long de
laxe de I’élongation CP). Si cet intervalle est suffisamment grand, il existe au moins une
trajectoire quantifiée sur chaque branche et donc une alternance inévitable entre les états
normaux et les états d’isomérisation, 'ordre dépendant de la branche coupant une droite
horizontale avec une valeur constante et demi-entiere de 3.

Enfin, si 'on revient sur la figure (7.6), on s’apercgoit que, pour v; = 2, les orbites
périodiques [r] et [SN]| restent pratiquement dégénérées (d'un point de vue énergétique)
pour toutes les valeurs possibles de P. C’est pourquoi on n’observe aucune alternance dans

le spectre quantique pour v; = 2: la région ou les deux branches coexistent est simplement

beaucoup trop étroite.
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7.7 Orbites instables et niveaux voisins

Nous avons précédemment interprété la forme des fonctions d’onde a partir des orbites
périodiques stables de 'Hamiltonien classique; nous allons dans cette partie analyser la
différence d’énergie entre deux niveaux consécutifs a l'intérieur d’'une méme polyade en
liaison avec les orbites périodiques instables de I’Hamiltonien classique.

Rappelons, tout d’abord, différents points concernant la structure de ’espace des
phases. La fréquence classique w* associée a la troisieme intégrale d’action j tend, de fa-
con logarithmique, vers 0 lorsque I'on se rapproche de l'orbite périodique [SN] [78]. Semi-
classiquement, comme la différence d’énergie entre deux niveaux consécutifs d’une méme
polyade est proportionnelle & w*, cette différence diminue lorsque ces niveaux se rapprochent
de l'orbite périodique instable. Par conséquent, si une seule branche existe sur le graphe
7 = 7(E) de chaque coté de [SN] alors la présence de cette orbite périodique instable im-
plique I'existence d’un minimum pour la différence d’énergie entre deux niveaux consécutifs.
Pour la molécule HCP, la situation est un peu plus complexe, puisque deux branches co-
existent pour des énergies inférieures a celle de [SN]. Les deux graphiques du bas de la figure
(7.10) représentent I’espacement de deux niveaux consécutifs de la polyade P = 22 lorsque
I’'on ne consideére qu’une seule des deux branches. Sur le graphique du bas, la polyade est
donc traitée comme si elle contenait le niveau ¢ = 10 et tous les niveaux de i = 8 a1 = 0, les
niveaux 7 = 9 et ¢ = 11 étant exclus. On voit alors apparaitre clairement un minimum pour
une énergie de l'ordre de I'énergie de [SN]. De méme, on vérifie sur le graphique placé juste
au dessus que ce minimum apparait aussi si ’on considére la branche du haut (les niveaux
i = 8 et i = 10 sont exclus). Si 'on veut traiter le spectre en entier, on doit, par contre,
tenir compte de ces deux branches. Ces deux branches étant paralleles (w* est le méme pour
ces deux branches), il en résulte un zig-zag dans le tracé des différences d’énergie de deux
niveaux voisins, comme on peut le vérifier sur les graphiques du haut de la figure (7.10).

Remarquons, de plus, que ce zig-zag n’apparait que pour des domaines d’énergie ou les deux

branchent coexistent.
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Fia. 7.10 — Différence d’énergie pour deux niveaux consécutifs.

Tracé des différences d’énergie entre deux niveauxr consécutifs repérés par les nombres i et
i+ 1 en fonction de i pour les polyades [v1,P] = [0,22] et [v1,P] = [0,30]. Les niveauz de la
surface ab initio sont repérés par des cercles alors que les niveauzr de I’Hamiltonien effectif
sont repérés par des carrés. Les droites verticales en traits pointillés indiquent les positions
des orbites périodiques classiques.
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Chapitre 8

Dynamique vibrationnelle de la
molécule HOCI

8.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier, directement a partir de la surface ab initio, la
dynamique classique et la dynamique quantique de la molécule HOCI. Nous ne passerons
pas, comme nous l'avons fait dans les deux chapitres précédents, par 'intermédiaire d’un
Hamiltonien effectif. Cette étude directe permettra de montrer, a la fois, les avantages et
les limitations de 1'utilisation de tels Hamiltoniens. Elle permettra en outre d’étudier, sur
un exemple précis, le lien entre les dynamiques classique et quantique et les problemes de

chaos quantique qui ont été évoqués en introduction.

La molécule HOCI est une molécule qui a récemment fait ’objet de beaucoup d’études
d’un point de vue expérimental aussi bien que théorique [79-81]. Signalons, par exemple,
que les fonctions d’onde de tous les états liés ont été calculées et attribuées jusqu’au seuil
de dissociation HOCl — HO+CI. Des études classique [82] et semi-classique [70], utilisant,
pour cette derniere, un Hamiltonien effectif ajusté sur les niveaux quantiques , ont montré
que la caractéristique essentielle du spectre est une résonance 2:1 entre le mode de pliage
(wo ~1245 em™1) et I’dlongation OCI (w3 ~740 cm~!). Cette résonance, comme pour la
molécule HCP (chapitre 7), est responsable d’une bifurcation tangente & une énergie de

I'ordre de 13000 cm ™! au dessus du niveau fondamental pour des états sans excitation dans
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le mode d’élongation OH. Les nouvelles orbites périodiques, qui apparaissent lors de cette
bifurcation, suivent le chemin menant a la dissociation lorsque I’énergie augmente. Une autre
famille d’orbites périodiques, qui suivaient quant a elle ce chemin de dissociation a basse
énergie, se courbe petit a petit lorsque I’énergie augmente et évite, ainsi, la dissociation.
Les nouvelles fonctions d’onde, qui apparaissent a la bifurcation et dont le squelette est
constitué par la nouvelle orbite périodique, sont appelées les états de dissociation. C’est
I’équivalent, pour HOCI, des états d’isomérisation de la molécule HCP.

L’étude présentée dans ce chapitre est basée sur une particularité tres intéressante
de la molécule HOCI. En effet, pour celle-ci, I’élongation OH reste largement découplée des
deux autres degrés de liberté jusqu’au seuil de dissociation. On peut ainsi réduire son étude
a I’étude d’un systeme a deux dimensions en fixant la longueur OH a sa valeur d’équilibre
dans le fragment OH isolé. Cette réduction de la dimension de ’espace des phases a étu-
dier est particulierement importante, d’un point de vue classique, car elle autorise le tracé
des sections de Poincaré (il existe des sections de Poincaré globales & deux dimensions) et

facilite la recherche des orbites périodiques.

L’étude de la dynamique sera divisée en deux grandes parties. La premiere partie sera
consacrée aux orbites périodiques et aux bifurcations. Nous verrons que le fait de se limiter
a deux degrés libertés permettra d’avoir une compréhension plus fine de la dynamique. La
seconde partie reviendra sur le lien, pour cette molécule, entre la dynamique classique et
quantique.

Nous utilisons pour décrire cette molécule la surface de Peterson, Skokov et Bowman
[80]. Les coordonnées utilisées sont les coordonnées de Jacobi, c’est-a-dire, dans ce cas, la
longueur OH notée r, la distance R entre ’atome de chlore et le centre de masse G de la
liaison OH et 'angle OGCI noté ~. Les deux surfaces, a deux et a trois dimensions, sont
tres similaires et donnent des résultats classiquement et quantiquement équivalents [80,83].
La surface a deux dimensions est tracée sur la figure (8.1). Elle est symétrique par rapport
aux axes d’équation v = 0 et v = m. La dissociation intervient pour une énergie égale a

20296.3 em ™! au dessus du minimum de la surface. Sur la figure (8.1), trois points selles,
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dus a des intersections coniques avec une surface électronique excitée et dont les énergies
sont inférieures a celle du seuil de dissociation, sont indiqués par des points noirs. Signalons
enfin, pour étre complet, que HOCI a un isomere, HCIO, dont 1’énergie est inférieure a
celle de la dissociation. La barriere d’énergie potentielle séparant ces deux isomeres est,
cependant, trop haute (au dessus du seuil de dissociation) et trop large pour que HCIO

joue un role dans la dissociation de HOCL.
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FiG. 8.1 — Surface a deux dimensions de la molécule HOCI.

Surface d’énergie potentielle a deux dimensions de la molécule HOCI. L’élongation OH (co-
ordonnée r) est fizée a sa valeur a la dissociation, r=0.9702 A. L’aze horizontal correspond
a la coordonnée R en angstroms et l’axe vertical au cosinus de ’angle . La figure est sy-
métrique par rapport aux axes v = 0 et v = w. Les équipotentielles ont des énergies allant
de 1000 & 20000 em™", par pas de 1000 em™", par rapport au minimum de la surface.
Les points noirs indiquent les positions du minimum et des trois points selles. Les orbites
périodiques [R|, [D] et [DD] sont aussi tracées sur ce graphique. Elles ont, respectivement,
une énergie égale o 6500, 14000 et 19000 cm™" par rapport au niveau fondamental. Elles
correspondent a trois familles d’orbites périodiques, qui forment les ossatures successives
des états de dissociation.
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8.2 Orbites périodiques et bifurcations

Dans cette partie, comme pour la molécule HCP, nous nous intéressons aux orbites
périodiques fondamentales. Dans le cas général, la recherche des orbites périodiques n’est pas
une tache aisée. Plusieurs méthodes numériques sont utilisables pour résoudre ce probleme
[84-86]. La méthode que nous avons utilisée consiste a partir d’un choix de conditions
initiales sur les moments et les coordonnées d’espace, a intégrer les équations de Hamilton
pendant un certain temps (correspondant & la période de l'orbite périodique) et & comparer
les coordonnées finales aux coordonnées initiales. Si la différence entre ces deux jeux de
coordonnées est trop grande, les conditions initiales et le temps d’intégration sont modifiés.

Le tracé du diagramme de bifurcation pour un Hamiltonien effectif est particu-
lierement simple (paragraphe (7.5)), car le parametre, qui varie lors de 1’étude de la bi-
furcation (parametre € du chapitre 2)), est directement défini dans l'expression de cet
Hamiltonien. Il s’agissait, par exemple pour la molécule HCP, du numéro de polyade P.
Pour les problemes a trois degrés de liberté, on ne peut guere utiliser d’autre parametre que
I’énergie [82], ce qui ne facilite pas la correspondance classique-quantique. Il serait préfé-
rable, comme pour ’Hamiltonien effectif & une résonance, d’utiliser le numéro de polyade.
Malheureusement, cette grandeur ne peut étre définie rigoureusement pour une surface ab
initio a trois degrés de liberté. On peut, par contre, et c’est la I'un des avantages d’avoir
gelé un degré de liberté, définir ce parametre pour la surface a deux degrés de liberté que
nous utilisons dans ce chapitre. P peut ainsi étre défini, & une constante multiplicative pres,

comme l'intégrale d’action le long des orbites périodiques [26,75] :

= 2%?1}1 jép. PRAR + pdy — % (8.1)
La constante N dépend de 'orbite périodique considérée. N est, respectivement, égale a -1
et 0 pour des orbites qui sont paralléles (au moins & basse énergie) a I’axe de la coordonnée
de pliage v et a I’axe de la coordonnée d’élongation R. N est augmentée de 1 chaque fois
que l'orbite rencontre une bifurcation par doublement de période car, a ce moment-la, la

période de l'orbite périodique stable est doublée (chapitre 2). Plus précisément, N est égale

a -1 pour les orbites appelées [B] et [B*] par la suite, a 0 pour les orbites [R], [2B], [D],
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[D*] et [DD] et a 1 pour les orbites [2R], [4B] et [2D]. Le terme g correspond a la somme
des indices de Maslov [75]. Comme pour HCP, ce terme est soustrait a l'intégrale d’action
afin que le résultat corresponde au numéro de polyade P = 2vy + v3, ol v2 et v sont égaux
aux nombres de quanta dans les deux modes impliqués dans la résonance de Fermi.

En utilisant ’équation (8.1), nous pouvons & présent tracer ’énergie des orbites pério-
diques en fonction de leur numéro de polyade P. Comme pour la molécule HCP (paragraphe
(7.5)), les énergies de toutes les orbites périodiques sont pratiquement dégénérées a cause
de la résonance de Fermi. Une solution, pour s’affranchir de ce probleme, est de tracer les
énergies des orbites périodiques relativement a une référence. Nous avons choisi, comme

référence, la fonction de P suivante:

E4(P) = 114.59+728.038 P — 5.61245P? — 0.0324305P3 +0.00255035 P* — 0.0000447972 P®

(8.2)
Cette énergie est exprimée en em™! par rapport au niveau fondamental. Cette fonction
est tracée dans une petite figure en haut et a gauche de la figure (8.2). Les énergies des
orbites périodiques, relativement a FE,,, sont aussi tracées sur cette figure en fonction de
P. Les courbes en trait plein correspondent a des orbites périodiques stables, alors que
les courbes en pointillés correspondent a des orbites périodiques instables. Les gros points
noirs (distingués par les lettres (a) a (f)) indiquent la position des différentes bifurcations.
Notons aussi, comme nous ’avons déja mentionné pour la molécule HCP, que, pour une
valeur donnée de P, la région classiquement accessible et les différents états quantiques sont
toujours contenus entre les deux orbites périodiques stables extrémes. La colonne de petits

points noirs correspond, par exemple, aux 16 niveaux de la polyade P = 30.

Revenons a présent en détail sur les bifurcations. Nous utiliserons, pour cela, le tracé

des densités de probabilité dans le plan (R,cos(y)) des niveaux de la polyade P = 30 (figure
(8.3)).

L’orbite périodique, qui coincide & basse énergie avec le mode normal correspondant

a I’élongation OC]l, est appelée [R]. Il s’agit, pour toutes les polyades étudiées, de I'orbite
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F1G. 8.2 — Energie des orbites périodiques fondamentales de la molécule HOCI.

La petite figure en haut & gauche correspond au tracé de l'énergie de référence Eg, de
I’équation (8.2) en fonction de P. Le reste de la figure correspond au tracé de l’énergie
des orbites périodiques relativement a Eq, en fonction de P. Les orbites périodiques stables
et instables sont tracées, respectivement, en traits pleins et en pointillés. Les gros points
(distingués par les lettres (a) a (f)) indiquent la position des différentes bifurcations. Les
petits points noirs correspondent auxr 16 niveaux de la polyade P=30. Les petits cercles
correspondent aux 47 états de dissociation pour des valeurs de P allant de 0 a 46.
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F1G. 8.3 — Densités de probabilité dans le plan (R,cos(y)) pour les 16 niveaux de la polyade
P =30 de HOCI (Hamiltonien ab initio).

Densités de probabilité dans le plan (R,cos(vy)) pour les 16 niveaux de la polyade P = 30
obtenues d’aprés des calculs a deux dimensions. L’élongation OH (coordonnée r) est firée
a sa valeur a la dissociation, r=0.9702 A. L’énergie par rapport au niveau fondamental est
indiquée pour chaque fonction d’onde. Plusieurs orbites périodiques stables ([D], [4B], [R])
et instable ([B*]) ont été tracées sur le méme diagramme pour illustrer le phénomeéne des
KLscars>.

141



8.2. ORBITES PERIODIQUES ET BIFURCATIONS

périodique avec I’énergie la plus grande. Comme on peut le vérifier sur la figure (8.3), cette
orbite forme effectivement le squelette du niveau de plus haute énergie de la polyade P = 30.
Cette orbite périodique suit le chemin de dissociation jusqu’a une valeur de P de l'ordre
de 15 (cette valeur correspond & une énergie de I'ordre de 10000 cm~! au dessus du niveau
fondamental). Pour des valeurs plus grandes de P, [R] acquiert une forme en U, évitant,
ainsi, le chemin de dissociation. Cette évolution est nettement visible lorsque ’on compare
les figures (8.1) et (8.3), ou cette orbite périodique est tracée pour des énergies respectives
de 6500 et 18200 cm 1. Le gros point (d) de la figure (8.2) correspond & une bifurcation
par doublement de fréquence de 'orbite [R]. Ce point a pour coordonnées P = 30.6 et
E = 18600cm 1. L’orbite périodique [2R], qui apparait lors de cette bifurcation, correspond,
essentiellement, & 1'orbite [R] parcourue deux fois. Apres la bifurcation, l'orbite périodique
[R] devient instable. Elle n’a pas été indiquée sur le graphique (8.2).

L’orbite périodique qui coincide, a basse énergie, avec le mode normal de pliage, est
appelée [B]. Le gros point (a) correspond & une bifurcation par doublement de fréquence de
cette orbite. Ce point a pour coordonnées P = 21 et E = 12500 cm™!. L’orbite périodique
[B] est instable apres la bifurcation; elle est notée [B*] pour souligner ce fait. Cependant,
pour des énergies inférieures & 18000cm ™!, cette orbite est seulement tres peu instable. Ceci
peut étre vérifié sur la figure (8.3), qui montre que cette orbite périodique sert de squelette a
la fonction d’onde du neuvieme état, en partant du bas, de la polyade P = 30, état qui a une
énergie de I'ordre de 17450cm ™. L’orbite périodique stable, qui apparait & cette bifurcation,
est appelée [2B] et présente, comme [R], une forme en U. L’étude de la dynamique montre,
qu’ensuite, cette orbite passe par une deuxieme bifurcation par doublement de fréquence
qui correspond au point (c). Ce point a pour coordonnées P = 27 et E = 15500 cm~!1. A
cette énergie, l'orbite [2B] passe par l'axe d’équation v = 0 et pénetre dans le puits pour
lequel ’angle v a des valeurs négatives. Apres cette bifurcation, le mouvement selon ’orbite
[4B] consiste, en fait, en une orbite périodique [2B] dans le puits pour lequel v > 0 et en une
seconde orbite périodique [2B] dans le puits pour lequel v < 0. Comme 'orbite périodique
[4B] passe par les deux positions d’équilibre équivalente et par le point selle qui les sépare,

les états quantiques alignés sur cette orbite peuvent étre appelés les états d’inversion. La
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figure (8.3) nous montre, avec le septiéme niveau en partant du bas de la polyade P = 30, un
exemple d’un tel état. Cependant, le nombre d’états d’inversion est assez limité, de l'ordre
de 4 ou 5, car lorbite périodique [4B] devient rapidement instable.

Le point (b) correspond & une bifurcation tangente. Ce point a pour coordonnées
P =21 et £ = 12800 cm™'. L’orbite périodique stable, qui apparait & cette bifurcation,
est appelée [D], car elle suit le chemin de dissociation sur une large plage d’énergie. Tres
rapidement, [D] devient la limite de basse énergie de la polyade. Pour une polyade donnée,
on s’attend donc a ce que cette orbite serve de squelette a la fonction d’onde du niveau
quantique ayant 1’énergie la plus petite. On vérifie que c’est bien le cas sur la figure (8.3).
Le point (e) correspond & une bifurcation par doublement de fréquence de cette orbite, ou
[D] devient instable (et est notée [D*]), alors que cette méme orbite périodique parcourue
deux fois reste stable (et est notée [2D]). Les coordonnées du point (e) sont P =34 et F =
17500 cm ™!, L’étude de la dynamique montre, ensuite, la présence d’'une autre bifurcation
tangente (point (f)), pour P = 36.5 et E = 18300 cm ™!, et I'apparition d'une autre orbite
périodique stable [DD].

Pour conclure ce paragraphe, signalons que les états de dissociation ont, successive-
ment, pour squelette les orbites [R], [D], [D*] et [DD] [83]. L’évolution des états de dis-
sociation est illustrée sur les figures (8.1) et (8.2). Les trois familles d’orbites périodiques,
[R], [D], et [DD] sont tracés sur la figure (8.1). Sur cette figure, ces orbites ont, respective-
ment, des énergies égales & 6500, 14000 et 19000cm ! Cette figure montre comment chaque
orbite périodique suit le chemin d’isomérisation sur une certaine plage d’énergie avant de
se courber et donc de s’en échapper. Tous les états de dissociation, de I'état fondamental
(P = 0) au plus haut état lié (P = 46), sont indiqués par des petits cercles sur la figure (8.2).
L’accord entre les résultats classique et quantique est excellent, sauf a tres basse énergie ou

la notion d’état de dissociation n’est pas tres bien définie.

8.3 Régularité quantique et chaos classique

Cette partie a pour but de souligner que la dynamique classique a deux dimensions de

la molécule HOCI est beaucoup plus chaotique que la dynamique quantique. Considérons
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Fi1G. 8.4 — Sections de Poincaré de l’espace des phases de la molécule HOCI.

Sections de Poincaré du plan (v,py) a différentes énergies pour la molécule HOCI a deux
dimensions. La longueur OH est fixée a sa valeur o ’équilibre lorsque le fragment OH est
isolé. Les points noirs indiquent les positions des intersections entre les orbites périodiques
et les surfaces de Poincaré.
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pour cela les sections de Poincaré dans le plan (7,p,) de la figure (8.4). A E = 14000cm ™!, on
constate qu’'une grande partie de ’espace des phases est encore réguliere, surtout autour des
orbites périodiques stables que nous venons d’étudier. Lorsque ’énergie augmente, les zones
régulieres disparaissent progressivement. L’espace des phases est completement chaotique
pour une énergie de I'ordre de 18500 cm™!. Les petits ilots de régularité autour des orbites
périodiques stables sont définitivement détruits par le chaos lorsque ces orbites deviennent
elles-mémes instables. Ce phénomeéne est constaté, par exemple, pour orbite [2R], qui
devient rapidement instable au dessus de la bifurcation (d) (figure (8.2)).

Le fait que le chaos soit completement généralisé a cette énergie est en contradiction
avec plusieurs observations en mécanique quantique. Tout d’abord, a cette énergie, les
fonctions d’onde sont encore tres régulieres, comme le montre la figure (8.3). Il a de plus
été montré qu'un Hamiltonien effectif intégrable reproduisait trés bien le spectre de la
molécule HOCI jusqu’a une énergie de 19900cm ™! [70]. On peut, enfin, montrer la différence
entre les dynamiques classique et quantique a l’aide des distributions de Husimi [87-89]. La
distribution de Husimi est une quantité intéressante, puisqu’elle permet de définir la densité
de probabilité de présence d’un objet quantique a g et p données.

La distribution de Husimi utilise ce que 'on appelle les états cohérents, ou quasi-
classiques, de l'oscillateur harmonique [20]. Rappelons briévement a quoi correspondent ces
états. Les états stationnaires de l'oscillateur harmonique ne conduisent pas a un régime
semi-classique facilement interprétable puisque, pour ces états, < ¢ > et < p > ne corres-
pondent pas du tout aux valeurs classiques de la coordonnée d’espace et de I'impulsion. Les
états cohérents, qui sont une combinaison linéaire des états stationnaires, sont, par contre,
des états quantiques dont la limite semi-classique conduit a des prévisions pratiquement
identiques aux prévisions classiques. Pour ces états, < ¢ > et < p > coincident avec les
valeurs classique de I'impulsion et de la position.

Soit | a > un état cohérent quelconque. Ce dernier est complétement défini par la
donnée de la valeur moyenne des opérateurs impulsion et position. Notons:

Jo =< aqla >

Po =< a‘p|a >
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La fonction d’onde de ces états peut s’écrire en représentation ¢ a une dimension sous la

forme d’un paquet d’ondes gaussien [89] :

1 1 1
Dy po = — —¢a)® + +Palqd — Ga 4
qasPa (27T(Aq)2)1/4e$p[ 4(Aq)2(q Q) +ﬁp (q q ))] (8 )
ou Agq vérifie:
h 0T |, 0%V
Ag = Y AN1/4Y Y N=1/4 )
o= 2Oy (85)

La distribution de Husimi est, par définition, la densité de probabilité p pour un

systeme décrit par la fonction d’onde |¥ > de se trouver dans I’état |« >. Pour la molécule
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FiG. 8.5 — Distribution de Husimi dans le plan (p,y) pour R=1.70 A et pr > 0 pour les
niveauzx de la polyade P=350.

Tracé des distributions de Husimi dans le plan (p~,y) pour les 16 niveaux appartenant a la
polyade P=30 dont les densités de probabilité sont tracées sur la figure (8.3). pr est choisie
pour que l’énergie totale soit égale a l’énergie de chaque état quantique. Les distributions de
Husimi de cette figure sont ’analogue quantique des sections de Poincaré de la figure (8.4).
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HOCI, cette distribution s’écrit :

1
P(Tﬂ’R»%pR»pv) = W‘ < 04|¢ > ‘2 (86)

Dans I’équation (8.6), les indices o ont été omis. Pour HOCI, nous avons obtenu AR =
0.044 A et A~y = 0.050 rad. Les distributions de Husimi pour les 16 états de la polyade
P = 30 ont été tracées sur la figure (8.5). Ces distributions peuvent étre vues comme ’ana-
logue quantique des sections de Poincaré de la figure (8.5). Comme les fonctions d’onde,

elles indiquent un comportement relativement régulier de la dynamique quantique.

Signalons toutefois, pour conclure, qu’il existe encore quelques structures dans l’es-
pace des phases classique, méme aux tres hautes énergies, contrairement a ce que la fi-
gure (8.4) semblerait suggérer. Ces structures sont appelées des tores vagues. Ce sont des
tores déformés et troués en certains endroits. Ces trous permettent aux trajectoires qui
les traversent de ne pas rester confinées dans une zone donnée de I’espace des phases. On
constate alors que les trajectoires sont, par moment, chaotiques puis deviennent régulieres
et vice versa [32,90]. Ces tores vagues permettent parfois, lorsqu’ils ne sont pas trop troués,
une quantification semi-classique [91] et sont particulierement importants pour 1’étude des
transferts énergétiques intra-moléculaires [90-93]. Il peuvent, par exemple, contraindre une
trajectoire a rester un certain temps dans une zone de I’espace des phases. Physiquement,
cela veut dire qu’une partie de I’énergie est alors confinée dans un certain type de mouve-
ment. Les sections de Poincaré séquentielles de la figure (8.6) permettent d’illustrer cette
idée. Cette figure montre 'intersection d’une seule trajectoire avec le plan (p.,7). Son éner-
gie est égale & 18500 cm ! au dessus du niveau fondamental. Cette trajectoire a été intégrée
pendant 1.4 ns. Au lieu de tracer les 14000 points d’intersection sur un méme graphique,
comme nous 'avions fait pour la figure (8.4), nous avons découpé l'intervalle de temps total
en huit intervalles successifs. On constate alors que la trajectoire passe un temps allant de
30 a 500 ps dans chaque région de ’espace des phases avant de passer dans I'autre région.
En termes de transfert d’énergie intra-moléculaire, la région extérieure de la figure (8.6)

correspond a un mouvement de dissociation, alors que celle a l'intérieur correspond a un
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9.4 ps<t<90.5ps (509 hits) 1| 668.7 ps < t< 791.7 ps (790 hits)

py*lo33

157.8 ps <t<357.4 ps (1189 hits) i 820.9 ps <t<872.3 ps (321 hits)

Fi1G. 8.6 — Sections de Poincaré séquentielles pour R=1.70 A et pr >0 (E=18500 cm™").

Sections de Poincaré séquentielles dans le plan (p,y) pour une énergie E de 18500 em ™!
au dessus du niveau fondamental. Les huit graphiques correspondent aux intersections avec
le plan (py,y) d'une seule trajectoire intégrée durant 1.4 ns. Ce temps total est découpé
en huit intervalles. Les deux puits symétriques par rapport a la configuration linéaire de la
molécule HOCI (v = 0) ont été tracés pour faciliter la lecture de la figure.
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mouvement non-dissociatif. Le tore vague séparant ces deux parties de ’espace des phases
ralentit donc la vitesse de transfert entre ces deux mouvements. La figure (8.4), pour une
énergie de 18500 cm ™!, tendait & montrer que le chaos était pratiquement généralisé. Cette
constatation est partiellement fausse puisqu’il reste toujours des structures dans l’espace
des phases. Ces structures peuvent avoir une influence sur la dynamique quantique puisque,
dans cette zone d’énergie, la densité d’états correspond a un temps typique de 1.7ps. Lorsque
I’énergie augmente, les tores sont toutefois de plus en plus poreux. Par exemple, pour une
énergie de 19200cm ™1, le temps dans chaque région est compris entre 1 et 13ps. L’existence
de tels tores vagues joue peut-étre un role dans la différence entre chaos classique et quasi-
régularité quantique, ainsi que l'ont suggéré Reinhardt et ses collaborateurs [32,90,92], mais
il serait a tout le moins hasardeux, dans 1’état actuel des connaissances, de leur attribuer

toute la responsabilité de cette différence.

8.4 Hamiltonien ab initio - Hamiltonien effectif

Ce chapitre a mis en évidence qu’une étude basée sur ’'Hamiltonien ab initio est plus
complete qu'une étude basée sur un Hamiltonien effectif [70]. Ce dernier ne reproduit, par
exemple, que les bifurcations (a) et (b) de la figure (8.2). Toutefois, cette précision accrue est
obtenue au prix de calculs longs et fastidieux. Cette méthode n’est pas non plus forcément
généralisable a trois dimensions. En effet, a trois dimensions on ne peut pas, par exemple,
définir le numéro de polyade P (équation (8.1)) et tracer le diagramme de bifurcation (figure
(8.2)).

D’autre part, on pourrait s’inquiéter du fait qu’on étudie des régions chaotiques de
I’espace des phases avec un Hamiltonien effectif intégrable. Mais, paradoxalement, la dyna-
mique quantique réguliere de la surface ab initio est plus proche de la dynamique classique
réguliere de I’'Hamiltonien effectif que de la dynamique classique chaotique sur la surface ab
initio. Cette constatation reste cependant assez difficile a comprendre, notamment lorsque

le chaos est tres développé.
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Conclusion générale

Alors que la théorie des perturbations canonique a été a l'origine congue pour obte-
nir une approximation de I’Hamitonien du systéme au voisinage d’une position d’équilibre,
nous avons entrepris d’en faire un outil pour étudier des situations plus complexes. Les
Hamiltoniens effectifs, déterminés par cette méthode, se révelent étre un complément pré-
cieux pour la compréhension de la dynamique quantique jusqu’a des énergies élevées par
rapport au minimum de la surface d’énergie potentielle.

Les différents schémas de théorie des perturbations, que nous avons proposés dans la
deuxieme partie de ce mémoire, permettent d’obtenir des Hamiltoniens effectifs dans des
situations tres diverses: systémes présentant de fortes résonances (chapitre 3), molécules
non-rigides a plusieurs positions d’équilibre (chapitre 4) et surfaces électroniques couplées
(chapitre 5). La théorie des perturbations canonique permet, dans chaque cas, de réduire la
dimension effective du systéeme considéré. L’Hamiltonien final ne dépend que de certaines
variables, dites actives, et de parametres (constantes du mouvement ou bons nombres quan-
tiques) fonctions des autres coordonnées, dites inactives. Méme si certains problemes de
convergence ne doivent pas étre oubliés, cette théorie fournit donc une méthode rigoureuse
pour la réduction de dimensionalité en chimie quantique.

La diminution du nombre de degrés de liberté effectifs des systemes considérés permet
ensuite d’étudier tres facilement la dynamique classique et quantique de molécules telles que
HCN, HCP ou HOCI. A partir d’arguments classiques et semi-classiques, on peut expliquer
les principales caractéristiques du spectre et des fonctions d’onde de ces molécules, notam-

ment en terme de bifurcations des orbites périodiques classiques. Les Hamiltoniens effectifs
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sont des outils particulierement intéressants dans ce contexte, car ils ne reproduisent pas
toute la complexité de 'Hamiltonien classique, notamment lorsque celui-ci est chaotique,

mais seulement les structures essentielles de ’espace des phases.

Nous voudrions, pour conclure, évoquer plusieurs points, pour certains déja mention-
nés au cours de ce mémoire, qui pourront étre analysés de facon plus pointue a ’avenir.
Tous ces projets sont liés a la théorie des perturbations canonique et a son utilisation en

physique moléculaire.

La premiére perspective concerne I'attribution de niveaux quantiques a 'aide de la
théorie des perturbations canonique. L’attribution des niveaux du spectre vibrationnel d’une
molécule constitue, en effet, un défi important en chimie quantique et en physique molé-
culaire avec, a la clef, la possibilité d’une meilleure compréhension de la dynamique de la
molécule. Ce projet consiste donc a voir s’il serait possible d’attribuer les niveaux du spectre
de 'Hamiltonien exact a ’aide des bons nombres quantiques de I’'Hamiltonien effectif. Ces
opérateurs n’étant connus qu’en fonction des nouvelles coordonnées de ce dernier, ils de-
vront, dans un premier temps, étre exprimés en fonction des coordonnées de I’'Hamiltonien
initial. Connaissant les bons nombres quantiques en fonction des coordonnées de départ, il
faudra alors calculer la valeur moyenne de ces opérateurs sur chaque état propre de ’'Ha-
miltonien initial. Ce calcul, simple sur le principe, peut s’avérer relativement complexe a

implémenter pratiquement.

Une seconde perspective est basée sur I’observation que la condition principale pour
pouvoir appliquer la théorie des perturbations canonique & un systeme est qu’on sache ob-
tenir un développement simple et précis de la surface d’énergie potentielle. Comme nous
I’avons vu, par exemple, pour la molécule HCP dans le chapitre 7, il se peut que le déve-
loppement en série de Taylor de la surface d’énergie potentielle ne soit pas une assez bonne
approximation de celle-ci. Cette imprécision rend inutilisable I’Hamiltonien effectif obtenu.

Pourtant, pour la molécule HCP, un Hamiltonien effectif précis existe bien, puisque un
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Hamiltonien de Fermi, dont les parametres sont ajustés sur les niveaux quantiques exacts
de 'Hamiltonien initial, se révele étre une tres bonne approximation. Il serait intéressant,
dans ce cas, de trouver une autre approximation polynomiale de la surface d’énergie po-
tentielle qui donne de meilleurs résultats. Comme nous ’avons vu pour la molécule HCN,
I'utilisation de splines dans l’expression de certaines surfaces empéche, de toute facon, le
développement de Taylor habituel. Cette généralisation est donc cruciale, mais elle n’est
vraisemblablement pas facile. Les différents termes du développement doivent, en effet,
pour un bon fonctionnement de la théorie des perturbations, décroitre suffisamment vite.
La théorie des perturbations modifiée que nous avons introduite au chapitre 4 est,
sur ce point, moins restrictive. En effet, seules les coordonnées inactives doivent étre dé-
veloppées en polynomes. Pour les coordonnées actives, un développement plus général est
possible, qui ne doit pas nécessairement vérifier le critere concernant la décroissance rapide
des différents termes du développement. Ce degré de liberté supplémentaire a, par contre,
le désavantage de faire perdre a I’'Hamiltonien effectif final une constante du mouvement
ou un bon nombre quantique. De facon générale, tous les problemes oli un chemin de ré-
action est défini par une ou plusieurs coordonnées actives peuvent, et doivent, étre traités
par la théorie modifiée. Ainsi, une description réaliste de la dissociation d’une molécule
triatomique comme la molécule HOCI (chapitre 8) nécessiterait, typiquement, la prise en
compte de deux coordonnées actives avec une grande amplitude de variation : la coordonnée
de dissociation et le mode de pliage. L’Hamiltonien final ne dépendrait alors plus que d’une

seule constante du mouvement.

Un troisieme développement possible concerne I'utilisation de la théorie des perturba-
tions de Van Vleck pour calculer, de fagon tres précise, les niveaux d’énergie d’une molécule.
Dans ce but, la plupart des termes de I’Hamiltonien transformé, qui sont négligés apres la
derniere transformation dans les théories que nous avons exposées, doivent au contraire
étre conservés, ce qui devrait permettre de retrouver I’Hamiltonien initial. On ne cherche-
rait donc plus, comme cela a été le cas tout au long de ce rapport, a obtenir le plus de

constantes du mouvement possible, mais plutot, en utilisant les divisions successives par
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des combinaisons linéaires des fréquences fondamentales, a diminuer les couplages entre
les différentes coordonnées. Cette procédure devrait permettre de diminuer la taille de la
matrice Hamiltonienne & diagonaliser, puisque I'importance des termes hors-diagonaux par
rapport a celle des termes diagonaux serait plus faible qu'au départ. Si cette idée s’avere
correcte, elle pourrait avoir des applications pratiques intéressantes, puisqu’elle rendrait
accessible a tout un chacun le calcul des niveaux vibrationnels de molécules triatomiques,

voire de taille supérieure.
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Annexe A

Quantification semi-classique

A.1 Introduction

Le but de cette annexe est de rappeler certains points de mécanique semi-classique
qui sont utilisés de facon implicite tout au long de ce mémoire de theése. Précisons, de plus,
qu’en aucun cas nous n’avons voulu étre exhaustif (les références indiquées sont, elles, ex-
haustives et peuvent servir de complément au lecteur) mais seulement faciliter la lecture de

ce mémoire.

Cette annexe est une introduction aux opérateurs intégraux de Fourier pour des
physiciens non-mathématiciens. Apres avoir rappelé le calcul des niveaux d’énergie semi-
classiques dans le cas connu d’un Hamiltonien de vibration, nous montrerons comment on
peut utiliser de tels opérateurs pour résoudre ce méme probléme. Cette annexe n’est pas
originale sur le fond, puisqu’un tel calcul a déja été publié [94] mais elle 'est en ce qui
concerne l'utilisation des opérateurs intégraux de Fourier pour arriver au résultat de la
référence [94].

La mécanique semi-classique permet de faire le lien entre la mécanique classique et
la mécanique quantique. Cette théorie est bien connue a la fois des physiciens et des ma-
thématiciens. Pour les premiers, elle fut par exemple utilisée des les années 1920, au tout
début de la mécanique quantique, pour servir de base au principe de correspondance. Elle
est encore utilisée régulierement de nos jours, par l'intermédiaire des conditions de quanti-

fication BKW ou des indices de Maslov, dans de nombreux domaines de physique [3,25,95].
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Les calculs des physiciens, dans un premier temps assez empiriques [5,75], ont été, au fur et
a mesure, vérifiés et généralisés par les mathématiciens, notamment depuis les années 1970,
dans ce que 'on appelle plus généralement I’analyse micro-locale [96]. Dans ce domaine, de
nombreux progres ont été effectués tres récemment comme, par exemple, pour le traitement
de Deffet tunnel [97,98] ou celui de la formule de Landau-Zener [99]. L'un des principaux
outils de ces nouveaux travaux sont les opérateurs intégraux de Fourier, que ’on notera
par la suite OIF. Ces derniers sont a la mécanique semi-classique ce que peuvent étre les
transformations canoniques a la mécanique classique ou les transformations unitaires a la
mécanique quantique. Comme 'on peut s’en douter, ils permettent de faire le lien, dans un
sens que l'on précisera par la suite, entre ces 2 types de transformations. Le but de cette
annexe est de montrer I'utilité de ce type d’opérateurs pour la quantification semi-classique.
Précisons, par avance, que ce paragraphe s’adresse a un public de physiciens non mathéma-
ticiens. Par conséquent, pour la clarté de notre exposé, nous nous affranchirons, en général,
d’une partie de la rigueur mathématique, rigueur que ’on pourra retrouver dans d’autres ar-
ticles, malheureusement souvent difficilement abordables pour un non-mathématicien. Pour
montrer tout 'intérét des OIF, nous allons répondre a la question suivante : pourquoi apres
certaines transformations canoniques de I’Hamiltonien du systéme ne retrouve-t-on pas les
mémes niveaux d’énergie semi-classiques?

Pour illustrer notre propos, considérons, par exemple, le cas de 'oscillateur harmo-
nique et d’'un Hamiltonien de la forme H = %(p2 +q?). Les niveaux d’énergie E,, sont égaux
a B, =h(n+ %) ou n est un entier positif ou nul. Si I'on introduit les coordonnées action-
angle par l'intermédiaire d’une transformation canonique [27], on obtient un Hamiltonien
classique de la forme H = I. On s’apercoit que les niveaux d’énergie de cet Hamiltonien sont
alors égales a E, = hn et donc différents des précédents par un terme d’ordre /i purement
quantique. Nous allons dans la suite de cette annexe nous restreindre a ces deux exemples
simples & une dimension.

La suite de cette annexe est organisée comme suit. Tout d’abord, nous rappellerons la
méthode de résolution de ce type de probleme en mécanique semi-classique puis, dans une

seconde partie, nous introduirons les opérateurs intégraux de Fourier, ce qui nous permettra
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de répondre a la question posée précédemment dans une troisieme partie.

A.2 Calcul des niveaux d’énergie semi-classique
A.2.1 Cas général
Cette partie a pour but de rappeler brievement la résolution semi-classique d’un pro-

bleme de mécanique semi-classique [5,75] pour un Hamiltonien décrivant une vibration,

c’est-a-dire avec, par exemple, le potentiel V' (q) de la figure (A.1). Supposons, ensuite, que

A V()

Fic. A.1 — Energie potentielle décrivant une vibration.
I’Hamiltonien de ce systeme ait la forme classique suivante :
H=p*+V(g)=F (A1)

L’espace des phases pour une énergie F fixée supérieure au minimum du potentiel est
représenté sur la figure (A.2). Notons g la coordonnée vérifiant V(qp) = E. La méthode de
Brillouin, Kramers et Wentzel (méthode BKW [3]) consiste a chercher pour 1’équation de

Schrodinger indépendante du temps la fonction d’onde sous la forme:

;5

P(g) = e (A.2)

ou S(q) =Sy + hS1 + hQSQ .....

Cette fonction d’onde doit vérifier :

2d2

Y
dq?

Y(q) + V()v(q) = E¥(q) (A.3)
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AP
+

»

Fic. A.2 — Espace des phases d’un Hamiltonien décrivant une vibration.

En identifiant les termes devant chaque puissance en A, on obtient pour les deux premiers

ordres:
{sa<q>2 +V(g) = E (A4
So +25;(a)S1(q) =0

La premiere équation nous permet de calculer Sy :
So(q)* = E=V(g) = Sy(q) = ev/E = V(q) = p-(q) (A.5)

ou p est considéré comme une fonction de ¢ et £ appartient a {—1,1} suivant le signe
de I'impulsion p. Lorsque, par exemple, ¢ = +1, on dit, en général, que l'on a construit la
solution correspondant a la branche + de la figure (A.2). La fonction p(g) étant multivaluée,
on doit tenir compte de cet € supplémentaire.
Soit g1 un élément quelconque de Uintervalle | — go,qo[. S§ est alors égale a:

q
Sola) = / pe(q)dq (A.6)

a
Nous avons, comme pour la fonction p, labellé la fonction solution Sy avec I'indice € suivant
la branche choisie. La deuxiéme équation du systéme d’équations (A.4) se met alors sous la

forme:

P 1C)
Si(q) = QSoé(q) (A7)

Cette solution n’est pas définie lorsque Sé(q) = 0, c’est-a-dire lorsque "impulsion p s’annule.

Il s’agit du fameux probleme lié aux points tournants en mécanique semi-classique. Nous
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nous plagons pour l'instant sur une des deux branches + ou — en ne considérant pas ces

points tournants. La solution de I’équation (A.7) s’écrit sous la forme:

_ 1 S” (Q) _ 1 ! q
$i0) = | e g =SSy, (A3)

La fonction d’onde BKW )¢, solution de ce probleme a 'ordre un en puissance de h, est

donc, en dehors des points tournants, de la forme:

W(g) = — =t (A.9)
5ps(Q)

A, est une constante qui dépend du choix de l'origine q;.
A.2.2 Traitement des points tournants

Pour pouvoir prendre en compte les points tournants, on ne peut plus considérer la
fonction d’onde 9°(¢q) comme une fonction de ¢ mais comme une fonction de p. Il suffit,
pour cela, de prendre la transformée de Fourier de ¢°(q). Partant de deux fonctions de ¢,
nous allons ainsi obtenir deux fonctions de p, qui seront, elles, définies aux points tournants

en ¢ qui ne sont pas des points tournants en p. On a:

1 i A, i
v(p) = /1115 q)exp|——qpldg = / ——=cap[ (—qp + S5(q))]dq A.10
()\/%R()[h] % Ver (@) [ ( 0(a))] (A.10)
La fonction d’onde semi-classique ¥°(q) n’est définie que sur l'intervalle | — qo,qo[, elle

est donc prolongée mathématiquement sur R pour que l'on puisse calculer ’expression
précédente [96]. On travaille, de plus, toujours dans la limite semi-classique i — 0, c’est-a-
dire que l'on peut calculer cette intégrale a partir de la méthode de la phase stationnaire
[5,75].

Notons T la fonction définie par T'(¢) = —gp + S§(q). Les points critiques g. vérifient
dT

— 4. = 0 c’est-a-dire:
dq ’(Ic

—p+ S5(e) =0 <= p=p:(qc) (A.11)

Pour chaque valeur de p, et a ¢ fixé (on suppose que les signes correspondent), on obtient

deux solutions que ’on notera g/ ol 7 appartient & ’ensemble {—1,1} suivant le signe de

dc-
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Calculons, ensuite, la Hessienne que 1’on notera Hess de cette intégrale :

d E-V
IT[@SSE’,y = SS ‘qg = (E dq (q)) |qz (A12)
On obtient :
_ v/ /CY o / /Cy
Hess , = eV (ac) S (qv ) (A.13)
2/ E—V(q) 2p:(qc)

Nous devons aussi déterminer le signe de Hess. 5. On suppose, pour cela, que le potentiel

est relativement simple et que le signe de la dérivée de V' correspond a ~y, d’oti:
sign(Hess: ) = —e7 (A.14)

On obtient finalement pour la transformée de Fourier 7 (p) :

\/;;Texp[— ey \/%exp[ '( ap+S5(q)))]

L’exposant de I’exponentiel de ’équation (A.15) est une fonction de p que 'on notera par

V=7 (p) = (A.15)

la suite S, on a donc 57 (p) = pgd — S§(gd). Mathématiquement, la fonction S est la
transformée de Legendre de la fonction S§. La fonction d’onde semi-classique en p s’écrit

finalement :

- A2 .
Y= (p) = W@CP[—WYZ}

Pour obtenir la condition de quantification semi-classique, on impose, ensuite, la continuité

expl—36°7(p) (A.16)

de cette fonction d’onde en p = 0.
Considérons, pour cela, le point de I'espace des phases de coordonnées (vqp,0), on

obtient la condition :

S=7(0)] (A.17)

. i~ . i
A expl—iy7lexpl—+5T7(0)] = A-ewpl+iy lezp[—

D’apres les définitions données ci-dessus, nous savons, de plus, que:

5°(0) = —S5(v0) = — / " e(a)dq (A.18)

q1

L’équation (A.15) se réécrit alors sous la forme:
_ ol ¢ S—7(0 +7(0
Ay = A eaplivgleapl—(S77(0) = $77(0))]

T i Y90 Y90 (A.19)
=Aefcp[w2]exp[h(/ dq+/ p+(q)dq)]
q1 q1
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puis:

o 2 q1
Ay = AeplinGleaply [ pa)dd (A.20)
a(v+)

L’indice (v,+) dans lintégrale précédente indique par quel chemin 'on passe dans l'es-
pace des phases pour aller du point de coordonnées (q1,p—(q1)) au point de coordonnées
(q1,p+(q1)). Les deux conditions précédentes correspondent & un systéme de deux équations,

dont on cherche des solutions A et A_ non nulles:

Ay = A_eapliflexpl; [, pe(q)dd] (A.21)
Ay = A_eap[—iglexpl [V pe(a)dd]
On obtient finalement :
. 7
exp[m]e:vp[ﬁ fpe(q)dq] =1 (A.22)

1

Et en introduisant 'action [ = o $ p-(q)dq associée a ce systeme [27,28], on retrouve la
T

condition de quantification bien connue en mécanique semi-classique :

I:Mn+; (A.23)

La démonstration ci-dessus a été faite dans un cas relativement simple avec un indice de
Maslov égal a deux. Elle se généralise, sans difficulté, a des cas plus compliqués avec un

plus grand nombre de points tournants [75].

Revenons, pour conclure cette partie, sur le probleme posé par 'introduction. Nous

étions partis d’un Hamiltonien de la forme:
H=p*+V(g)=F (A.24)

Considérons maintenant une transformation canonique nous permettant de passer aux co-
ordonnées action-angle (I,6). L’Hamiltonien final se réécrira sous la forme H = H(I) = E.
H est une certaine fonction de 'action I qui dépend du systéme étudié. Nous noterons
F5 la fonction génératrice de type 2 de cette transformation canonique. Cette fonction des

variables I et g vérifie:

9q (A.25)
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La premiere équation du systeme (A.25) se réécrit sous la forme:

p= %?h —JED - V() (A.26)

C’est cette équation qui permet, dans ce cas, de trouver la fonction génératrice F5. Un
point, qui est souvent passé sous silence dans la littérature mais qui va étre crucial par la
suite, est que I'on doit en fait définir non pas une fonction génératrice mais deux fonctions
génératrices, suivant le signe de la variable p. Cette fonction devient donc multivaluée en
p = 0 [27]. Classiquement, ce point ne pose pas de probleme puisque I’on obtient le méme
Hamiltonien de la forme H = H (I) = E. On doit, par contre, en tenir compte, comme nous
allons le montrer par la suite, pour une quantification semi-classique. Utilisons la méthode
précédente pour calculer les niveaux d’énergie de cet Hamiltonien H = H(I). Supposons

que la fonction H puisse se développer en série entiére sous la forme :
+oo
HI)=> apl" (A.27)
n=0

Les coefficients a,, sont des coefficients réels qui peuvent étre nuls. La fonction d’onde BKW

1) 8’écrit comme précédemment:

9(¢) = eopl; (o) (4.25)

ot S(i0) = So() + 2S1() + (£)2Sa(p) + ...

Elle doit vérifier I’équation de Schrédinger suivante :
Hy(p) = E(p)

@H(;%)w(@ = E(p) (A.29)

=D an(?ai)”d)(@) = Ey(p)

On résout, ensuite, I’équation (A.29) suivant les puissances croissantes de f. On utilise,

pour cela, la relation suivante que I’on ne donne qu’a ’ordre A pour simplifier son écriture :

(o) = (5 50" v(9) o
.30
= (S0 + 1D )50 2 + Pty st @) + o)
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On obtient alors a 'ordre 0 en puissance de h:

400 ,
Z anSo(p)" = E
n=0

(A.31)
SH(Sy(¢)) = E
La solution de I’équation (A.31) est la constante I, il vient donc:
So(w) =1 = Solp) = I (A.32)
On choisit d’annuler la fonction Sy en ¢ = 0. Pour 'ordre un en puissances de A :
= n(n — ].) 7 ’ n—2 ’ n—1 o'
Z an[TSO (@)So(@)" " +nSy(0)" " S1(p)] =0 (A.33)
n=0

Comme S; () = 0, on obtient la condition Sj(¢) = 0, d’ott Sj(g) = cst. Cette constante
pourra étre, ensuite, déterminée en imposant une condition de normalisation pour la fonc-
tion d’onde semi-classique. En conclusion, la fonction d’onde semi-classique que nous cher-

chions est de la forme:
i
v(p) = Aeap[-1¢] (A.34)
Cette derniere est une fonction périodique en ¢ de période 27. Cette propriété nous permet

d’obtenir la condition de quantification semi-classique :
I =nhn (A.35)

On ne retrouve donc pas les indices de Maslov et la correction d’ordre A a cette quanti-
fication. Pour résoudre ce probleme, nous devons travailler plus proprement et introduire
I’analogue des transformations canoniques en mécanique semi-classique, analogue que 1’on
nomme opérateurs intégraux de Fourier, ou parfois transformations canoniques quantifiées.

Une présentation de ces opérateurs fera I’objet de la prochaine partie.
A.3 Opérateurs intégraux de Fourier

Le but de cette partie est de présenter les opérateurs intégraux de Fourier [96]. Rappe-
lons, une fois de plus, que nous nous sommes affranchis d’une partie de la rigueur mathé-
matique pour permettre une meilleure compréhension des idées physiques a la base de cette

théorie.
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A.3.1 Premiere approche

Une transformation canonique permet, par exemple, de passer d’un couple de variables
canoniquement conjuguées (p,q) & un autre couple de variables canoniquement conjuguées
(I,) en donnant des relations entre toutes ces variables. En général, on ne sait pas, connais-
sant la transformation canonique, trouver la transformation unitaire correspondante en mé-
canique quantique, dont la limite lorsque 7 — 0 est cette transformation canonique. Cela est,
par contre, possible avec un OIF, I’équivalent semi-classique d’une transformation unitaire,
au moins jusqu’a 'ordre un en puissance de A. Un OIF possede toutes les caractéristiques
d’une transformation unitaire; il permet, par exemple, de déterminer une fonction d’onde
semi-classique dans une base lorsque ’on connait cette fonction d’onde dans une autre base.

Dans notre exemple, la transformation semi-classique associée a ’OIF U, peut s’écri-

re:
1

\V2mh

U, est une fonction de I et de ¢ qui reste a déterminer. F5 correspondant a la fonction géné-

P(I) =

| carl— PLalUaLa) (g (4.3

ratrice de la transformation canonique associée a cet OIF, on voit bien dans cette écriture
le lien entre ces deux transformations. L’indice deux correspond au type de fonction géné-
ratrice utilisée. ¥ (q) et ¥(I) sont les fonctions d’onde semi-classique habituelles. Montrons,
qualitativement, pourquoi une telle définition a été choisie.

Tout d’abord, si la transformation canonique est la transformation unité alors:
Fy(1,q) = Iq (A.37)

La transformation semi-classique de I’équation (A.36) correspondrait donc a une transfor-
mation de Fourier classique. Il suffit, ainsi, de choisir Us(I,q) = 1. Remarquons, de plus, que
cette transformation peut étre écrite pour les quatre types de fonctions génératrices [27] ou

bien, ce qui revient au méme, réécrire ¥ (p) sous les formes équivalentes suivantes:

0(e) = 57 | carlzTio — PULa)lULa)s(a)dad] (A.39)
et:
0(e) = o= [ enply (~Filae)IVila:0)ila)da (4.39)
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Montrons, ensuite, pourquoi ’exposant de I’exponentielle correspond bien a la fonction gé-
nératrice. Nous nous plagons dans le premier cas, celui de la fonction Fy (équation (A.36)).
Calculons, pour cela, cette intégrale par la méthode de la phase stationnaire. Nous allons
simplement faire pour I'instant un calcul partiel en nous intéressant seulement a ’exponen-

tielle. On a donc:
)

¥(q) o< expl+S(q)] (A.40)
et
1
w(e) o [ Uallaearl (T +5(a) = Po(T.a))dad] (A41)
Cherchons les points critiques; ils vérifient :
/ OF:
(@) = 7l =0
B %‘ Y (A.42)
P ar T
d’on
OF,
p= 87q|1 A
_oby S
P o

La fonction Fy utilisée, qui pouvait a priori étre quelconque au départ, vérifie les mémes
relations que la fonction génératrice de la transformation canonique considérée. Il s’agit
donc bien de cette fonction génératrice que nous pouvons donc noter sans probleme Fb.

Nous compléterons ce calcul par la suite.
A.3.2 OIF unitaire

Imposons, ensuite, a 'OIF d’étre unitaire. Cette condition nous permettra de déter-
miner la fonction Us. Ecrivons, pour cela, les deux transformations inverses I’'une de I'autre

permettant de passer de () a ¥(q):

0(e) = 57 [ carlz (o = PoLa)lWala.Do(a)dad] (A4
0) = 55 [ earl= 5T = LoV (0.1yil)dgdl (A.45)

U; est le complexe conjugué de la fonction Us. En utilisant ces deux expressions, on obtient :

V) = gz [ ol URa DU T ot )ag ar dtdg (Ado)

165



A.4. QUANTIFICATION SEMI-CLASSIQUE

o x = —Ip + Fy(l,q) + I'p — Fa(I ,q).

En calculant cette intégrale par la méthode de la phase stationnaire, il vient finalement :

0%F,

E)qal)g)’1 (A.47)

¥(q) = v(@)|Ua2(a. ) (4/(

Ce qui implique, pour que la transformation soit effectivement unitaire, que:

0% Fy

1
5057 (A.48)

U2(q,1)] = |

Remarquons toutefois que la phase de la fonction Us n’est pas déterminée par la condition
de I'équation (A.48). On obtient, enfin, des résultats analogues pour les autres types de

fonctions génératrices.

A.4 Quantification semi-classique

A.4.1 Calcul des fonctions d’onde semi-classique

Le but de cette partie est désormais de résoudre complétement et rigoureusement le
probléme posé au départ. Comme nous ’avons précédemment montré dans la partie (A.2),
la transformation canonique pour un probléme de vibration pose probleme. Nous n’allons
donc plus utiliser une transformation canonique, mais plutot un OIF. Cet OIF permet de
calculer la fonction d’onde semi-classique ¥ (¢) ce qui donne, par un raisonnement analogue
a celui du paragraphe (A.2) (continuité de la fonction d’onde), les conditions exactes de
quantification. L’espace des phases pour 'Hamiltonien de vibration est représenté a nou-
veau sur la figure (A.3). L’intervalle [0,27r] de variation de 'angle ¢ est découpé en quatre
intervalles, chaque intervalle contenant un point tournant en p ou en g. Nous avons choisi,

m 3m, Tmomw, 5mTmw

res;;ecti;ement, pour les indices 1, 2, 3 et 4 les intervalles suivants : [Z’Z]’ [Z’Z]’ [Z’Z]
T 5T

et [Z’Z] Nous cherchons désormais a calculer la fonction d’onde semi-classique () sur
I’ensemble de l'intervalle [0,27]. Cette derniere sera obtenue a partir de ¥ (¢q) dans les zones
ou celle-ci est définie, c’est-a-dire dans les zones (1) et (3) et par ¢(p) dans les zones (2) et

(4). Les fonctions Fy et Fy sont des fonctions génératrices du probleme considéré.
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(1)

(4) ()
)6

3)

Fic. A.3 — Découpage de l’espace des phases d’un Hamiltonien décrivant une vibration.

Pour les zones (1) et (3), on a:

Vo) = 5o [ carli (T~ Falla))y 192 eoplio) — S capl 5. (a)ldadl (A49)
= — exp|— — —|explic)| —=exp|+ .

)= s Jpo PR — PALD 15 5 leaplio] “==eaplp Se(ldg

«a est un nombre complexe qui peut a priori dépendre de g et de I et qui correspond a la

phase de Us, que 'on n’a pour l'instant pas encore déterminée. Utilisons la méthode de la

phase stationnaire pour calculer cet intégrale. Notons pour cela:

x(q,1) = Iy — F5(1,q) + S=(q) (A.50)
Les points critiques vérifient :
8)( 6F2
ﬁ|qc,lc =0eep= W|qc,lc
X 5, dSe(q)

= s — =
6q |qC7IC 8q |‘IC7]C dq |qc

La derniere condition est automatiquement vérifiée d’apres les définitions que nous avons
utilisées pour Fy et S.. I. = I est une constante déterminée par ’équation £ = }NI(I) Qe
est, par contre, déterminée par la premiere équation du systeme (A.51).

Le calcul de la Hessienne nécessite le calcul de toutes les dérivées secondes de x. On
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a donc:
o _ o
orr oI
Ix _ (A.52)
8%2 N '
0 X _82F2
0Ioq  9Idq
d’ou:
O’Fy
Hess = _(318(1) (A.53)
L’intégrale de ’équation (A.49) devient alors:
Aa 8QFQ 1 . 1
P(p) = 557 e explia(p)]erpl>1¢] (A.54)
Vepe(ae) | 0901 ™ |25 h
Comme p = %FZ et p. = 5\/1{](]) — V(q), on sait que:
q
H(I
ool = [0, (A.55)
26(181

La fonction d’onde semi-classique en ¢ peut donc s’écrire apres simplification :

?

Unl) = Aleaplia(e)lexpl; T (A.56)

oim=1sie=+1etn=23sie=—1. A est une constante.
Remarquons que la seule différence entre la fonction d’onde semi-classique de 1’équa-
tion (A.34) (obtenue pour un Hamiltonien du type H = H(I) = E) et la fonction d’onde

de I’équation (A.56) est la présence de la phase a(yp).

Pour les zones (2) et (4), nous devons partir d’une fonction d’onde semi-classique 1 (p)
et utiliser une fonction génératrice de type 4 que I'on notera Fy. On obtient alors:
i 0%F} B. i~
—(Tp—Fy(I — 3] — —S7(p)|dpdI (A.57
eapl (Ip—Fa(1,p))] Iapallexp[lﬁ] W,(qy)exp[h (p)]dpdI (A.57)

Comme précédemment, ’exposant § correspond a la phase de la fonction complexe Uy. Par

Y(p)

~ 27 Jpe

des calculs similaires, on obtient finalement :

Yn(ip) = Bleaplib(e)leaply I (4.59)

oun=2sie=+letn=4sie=-1.
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A.4.2 Calcul des phases relatives

Nous n’avons a priori aucun moyen avec les hypotheses utilisées de calculer de fagon
absolue les phases des fonctions U et Uy. Nous allons simplement chercher leurs variations
relatives suivant les valeurs de .

Pour cela, nous allons utiliser le fait que la fonction génératrice F) est la transformée
de Legendre de la fonction F5. Les fonctions Uy et Us sont donc reliées par une transformée
de Fourier.

82
Comme Us(1,q) = explialy |8 al\eajp[ L Fy(1,q)] et

2

0°F,
Us(Lp) = eapliBly |55

|61:p[ L Fy(I,p)], on a:

D) W / ;pq Us(1,q)dq

82F (A.59)
F explialy | aqm!ewp[h(Fz(I) pq)ldq

Calculons cette intégrale par la méthode de la phase stationnaire. Les points critiques

Us(I,p) exp|—

vérifient :
aF ~
2 Sl —p=08p=p(s) = en/H(I) — V(ge) (A.60)
On a donc:
v _ 9l
Hess — O f’(;z(f Q)’ch e(=V (4¢)) eV (ge)] (A61)
q?

Finalement nous obtenons:

Us(I,p) = explif] \/%ex‘p[;ﬂ(l,p)] (A.62)

|82F2 | 2 H(I> - V(QC)
0q0I ™ V' (gc)]

C’est-a-dire que:

Us(1,p) = explial

eaply (Fy(Lac) — pac)lecpl-ien ] (A63)
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De plus, nous savons que Fy(I,p) = F»(1,q.) — pq., par conséquent ’égalité précédente

se simplifie sous la forme:

02 '
Us(1.p) = eaplif]y |5 rleapl s Fi(T )
(A.64)
02 '
= caplialy |5t leonly Fa(Lp)eapl-i=y ]

Ce qui implique la relation suivante entre les phases:

B(e) = alp) — v~

T = ale) —sign(pxq)] (A.65)

A.4.3 Condition de quantification

Réécrivons a présent les 4 fonctions d’ondes semi-classiques sur les 4 intervalles précé-
dents. La condition de quantification semi-classique sera obtenue en imposant la continuité

de cette fonction ¥(y).

P1(p) = A eapliap)]exp[; 1]
Va(p) = Byexplif(p)lexp[r ] (A.66)
¥3(p) = A_explia(p)lexp[ 1]
Ya(p) = B_explif(p)]exp[£ 1]
e Pour ¢ = 7 :
A+exp[za]e:pp[h 4] B+exp[zﬁ]exp[h 4] (A.67)
Comme 3 = o — 7, on obtient la condition suivante: A =B +ea;p[ i)
e Pour ¢ = ?jf
/ 13T 37T
A ' 121 =B" A.
Comme 8 = o+ 7, on obtient la condition suivante: A/Jr =B expliy].
e Pour p = %” :
A explialex [ 57T] B’ expliflex [ 57T] (A.69)
Comme 3 = o — 7, on obtient la condition suivante : A = Bl,exp[—z%].
e Pour ¢ = %’r
/ T T / T -7
A ] -I—| =8B ] —I— A.
—eapliajexp|zl—-] = B_expliflexp[s I -] (A.70)
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Comme 3 = o + 7, on obtient la condition suivante: A e:np[%QwI | = B;exp[i%].
L’angle ¢ varie continuement pour chaque fonction d’onde semi-classique. Ainsi pour s, ¢

C -7 . <1 om Tm
appartient a l'intervalle [—,—] et pour 3, ¢ appartient, par contre, a 'intervalle [Z’Z]

4 ’Z]

En utilisant les quatre égalités précédentes, on obtient :
e:vp[—iw]exp[—%%r[] =1 (A.71)
La condition de quantification semi-classique est donc:
1
Pour ’énergie, la condition de quantification est :
~ 1
E = H(h(n+ 5)) (A.73)

Remarquons tout d’abord qu’il s’agit bien de la condition de quantification que nous
attendions. On retrouve, par exemple, la présence des indices de Maslov. De plus, nous
avons obtenu les véritables fonctions d’ondes semi-classiques en ¢. En effet, si nous étions
partis directement d’un Hamiltonien de la forme H = H(I), ces fonctions auraient eu la
forme suivante :

¥(¢) = Aeapl 1 1¢) (A.74)

Nous aurions donc négligé un facteur de phase responsable de la présence des indices de

Maslov.

A.5 Conclusion

Nous avons donc montré dans cette annexe toute 1'utilité des opérateurs intégraux de
Fourier, notamment pour déterminer a ’ordre & les transformations des fonctions d’onde
semi-classique a partir d’une transformation canonique donnée. Au contraire de cette der-
niere, ils permettent de plus de rétablir rigoureusement les indices de Maslov.

Nous avons traité dans cette annexe un cas relativement simple & un seul degré de
liberté et avec deux points tournants. La présence d’un nombre de points tournants plus

important ne pose pas de probleme d’un point de vue conceptuel, les calculs sont simplement

171



A.5. CONCLUSION

plus compliqués. Il faut appliquer la méthode que nous avons exposée au voisinage de chacun
de ces points et ensuite raccorder les différentes contributions. L’augmentation du nombre
de degrés de liberté pose, quant a lui, un véritable probleme (sauf pour le cas séparable)
méme dans le cas usuel de la mécanique semi-classique [75] (ne serait-ce que pour trouver

les chemins d’intégration adéquats). Ces problemes sont ’objet de recherches actuelles.
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